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ZASTOSOWANIE WYZNACZNIKOW
W TEORYI

NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW.

Napisal

DOMINIK ZBROZEK

A

Wyznaczenie najprawdopodobniejszych wartosci kilku niewiadomych od siebie niezaleznych,

na

podstawie spostrzezen nad iloscia, ktora jest funkcyja tych niewiadomych, czyli wyréwnanie

spostrzezen posredniczacych.

A

1. Jezeli mamy ilogci niewiadome z, ¥, # ..., w liczbie m, polaczone z iloSciami
wiadomemi @, b, ¢, ..., i ilodcia L, ktéra oznaczamy za pomoca spostrzezen, to wyraz:
oAy g i G0 c b =20

moze byé¢ obrazem tego zwiazku wyzéj wymienionych ilosci. Otrzymawszy L ze spostrzezen,
nalezy przyja¢, Ze ilosci nam wiadome a, b, ¢ .., moga przybiéra¢ rézne znane wartosci
a robiac n takich spostrzezen, otrzymamy réwnania, ktérych liczba bedzie », a z tych jedno
n. p. = powinno daé:

(it i it oD ) o= 0

Zwazywszy, ze wszelkie spostrzezenia, jakie robimy, sa zawsze bledne, zwazywszy
- réwniez, Ze prawdopodobienstwo popelnienia pewnego bledu O jest wprawdzie najwieksze, lecz
przytém nieskonczenie mate, wnioskowaé nalezy, ze niewiadome z, 9, z ..., dadza sie wpraw-
dzie wyznaczy¢ z m réwnan i zado$é uczynia ukladowi réwnan (2) w tym razie, gdy
n =m; lecz wartosci dla z, y, z ... beda obciazone bledami, o ktérych wielkosci nie bedziemy
mieli wyobrazenia. Jezeli za§ nad L robimy wiecej spostrzezen, t. j. gdy » > m bedzie, to
zyskamy wiecéj réwnain, niz nam potrzeba do wyznaczenia niewiadomych a obrachowawszy
z m réwnan niewiadome i podstawiwszy je w » — m pozostalych réwnaniach, nie uezynia
one zados¢ tym pozostalym xn — m réwnaniom, t. j. nie zredukuja ich do O, tylko otrzymamy

(1)

@)
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ilosci 3 rézniace sie od 0. To samo zajdzie, jezeli otrzymawszy w jaki inny sposéb prawdo-
podobne wartoci dla niewiadomych, podstawimy je w system (2). Z tego powodu bedzie:

Bl 0 0 e D) B S e

System (2) nazywamy systemem czyli ukladem réwnain zasadniczych, system za$ (3) systemem
réwnan bledéw. :

e

2. Réwnanie (1) a zatém i uklady (2), (3) dadza sie za pomoca szeregu TAYLORA
przeistoczy¢ na réwnania linijne, jezeli podstawimy

G, b cys=Y Seg g pia - T E o

gdzie z,,y,,2, .... tak malo si¢ réznia od =, y, z ..., ze drugie potegi iloici & 1, ¢, ... lub
ich iloczyny opu$ci¢ mozZna; bedzie zatém:
ar ar ar

ey s .a0c... L =Fx;¥,8, .0 ¢ .. Ly £+ n—+ o405
dzx dy dz

a wstawiajac w pojedyncze pochodne z,,y,, 2, ... zamiast «, y, 2, .. otrzymamy:

RE+bn+bl+....4+K=0,

& . dr . 4F

gdzie k, = ———; e e cogitadt (o g, Jica 86 o By

dx

W ilosci K. jest zatém zawarta ilodé, nad ktéra spostrzezenia robimy. System réwnan zasa-
dniczych moze by¢ dla tego zawsze ukladem réwnan linijnych nastepujacéj formy:

ae+by+cs+....4+1, =0
a4 by—+cz+ ...+ 1, =0

at +by+ ¢z 4+ ... +1l, =
a system rownan bledéw bedzie:

ax-+by—+cz4....4+1, =32
ae+by—+ce—4....4+1, =3,

e =4by +cit=4 ... +1, =23,

gdzie w systemie (4) wyobrazamy sobie za niewiadome podstawione rzeczywiste wartosei,
za$ w systemie (5) tylko prawdopodobne.

3. Bledy 3 beda tém mniejsze im dokladniéj wyznaczymy niewiadome, co wtedy
nastapi, jezeli z mozliwa staranno$cia spostrzezenia nasze robimy. Najlepsze pojecie o do-
kladnosci w spostrzeZeniach, jak to nas ucza poczatki teoryi najmniejszych kwadratéw, daje
blad éredni ¢, ktérego kwadrat réwna sie ulamkowi, a ktérego licznikiem jest suma kwadra-
téw bledow rzeczywistych A, popelnianych przy = krotném spostrzeganiu jakiéjs iloSci
‘w réwnych warunkach, mianownikiem za$ jest liczba spostrzezen; zatém

o AT AT4 A2 (A4
n n
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Jezeli dokladnos¢ w spostrzeganiu oznaczymy przez h, mozemy wtedy przyjaé, Ze bledy
$rednie sa w odwrotnym stosunku do dokladnosei, czyli

7 7 i 1 1 Z 1 1

hg'h?.hg"'..z‘{:g.pl .pa.....E

gdzie p,p,p,, ... p. Uwazamy za liczby stojace w odwrotnym stosunku do kwadratéw
$rednich btedéw, a z ktérych jedna dowolnie przyjeta by¢ moze, Podstawmy p — 7 otrzymamy

0 1 1 7 i

R e i S AR SR SRS et 3

; P TR T P ) a ztad ogdlnie
s(,:s\/ZT, h:ko\/}T;

z czego wynika, ze mnozac blad Sredni przez \/p otrzymamy blad éredni :, dla ktérego
p=1 a z powodu, Ze ilosci p sa w odwrotnym stosunku do kwadratéw srednich bledéw
i daja nam pojecie o dokladnosci w spostrzezeniach, nazywamy je wagami (pondera).

4. 7Z uwagi, ze przeprowadzenie rachunkowe pozostaje to samo, czy wieksza lub
mniejsza ilo$¢ niewiadomych przyjmiemy, ograniczmy sie do liczby cztérech niewiadomych
od siebie niezaleznych a polaczonych zasadniczém réwnaniem

ar 4=by +cz 4+ dt +-1=20

gdzie a, b, ¢, d sa znane ilo§ci, za§ | otrzymuje swa warto§¢ z dokonanych spostrzezen.

Jezeli robimy = spostrzezen w réznych warunkach i z réZzna dokladnoscia i, bedziemy
mieli » réwnan, ktére przedstawione sa w (4), a przyjawszy prawdopodobne wartosci dla
%, Y, 2, t, otrzymamy system réwnan (5). W (5) zmieniaja sie 3, ze zmiana przyjecia prawdo-
podobnych wartosci dla niewiadomych. Wyraz dla prawdopodobienstwa P réwnoczesnego
istnienia pewnego ukladu 3, daje nam rachunek prawdopodobienstwa w réwnaniu

—{ k3 +hid; ... + ki)
Pi—lce

Wprowadzajac w to réwnanie s, =&, \/p. z (6) bedzie

—hi{p 3 +p 3+ ..... ~+ pa 22 } — hs [p%)

=R

=y e p

Poniewaz w tym razie ilo&ci %, ¢, , 1 p sa stale a tylko ze zmiang 3 zmienia¢ si¢ moze
prawdopodobienstwo P, mozemy sie zapyta¢: Jakie nalezy przyja¢ wartosci na z, ¥, 2, ¢
aby one odpowiadaly najwiecéj naszym spostrzezeniom? W réwnaniu (7) lezy odpowiedz.
Z powodu ze 3 maja by¢ wynikiem podstawien w ukladzie (4), beda te wartoSei niewia-
domych najprawdopodobniejsze, dla ktérych prawdopodobienstwo réwnoczesnego istnienia
réznych w ukladzie (5) wystepujacych 3 bedzie najwieksze, a to nastapi gdy w réwnaniu (7)

P, At 4p, 3 ... Fp. 3 =[pB] =B

bedzie najmniéjsze czyli minimum Y.

(6)

(7)

(8)

') Nie bez podstawy jest zarzut, z ktérym sie czesto spotkaé mozna, Ze przy teoryi najmniejszych kwadratéw,
opartéj na rachunku prawdopodobienstwa, przypuszeza sie ciagloé¢é w postepie spostrzezen oraz nieskonczenie
wielka liczba tych spostrzezen. Jestto zarzut shuszny, lecz naleky zwrécié takZze uwage na to, Ze mamy tu do
czynienia z prawdopodobienstwem lecz nie z pewnoscia. Ze wyprowadzenie prawdopodobienstwa popelnienia
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Wyraz B, powstaje jezeli kazde réwnanie ukladu (5) pomnozymy odpowiednia
waznoscia, potém wyniesiemy je pojedynczo do kwadratu, nareszcie wszystkie kwadraty
zesumujemy.

Wiykonanie téj operacyi jest wedlug (6) niczém inném jak redukeyja réwnan bledéw
do jednakowdj dokladnodei spostrzezen, mianowicie do spostrzezen, ktérych waga jest
jednostka. Przedstawmy sobie juz te operacyje na ukladzie (5) wykonana, a pozostawiajac
te same znaki w odmienném ich znaczeniu, t. j. zamiast pisa¢ n. p. ¢.\/p, , 3 \p, piszmy
¢, 3, przeistoczy sie (8) na

B=34+3; +

3+ (3.

W skutek przyjecia, ze niewiadome sa niezalezne, beda zawarowane réwnania minimum

nastepujace
1 dB ds, ds ds,
S = +98, — 2+ ..., e i S )
et e el L ym St -
B N > =
dod = dg, +3 as, e e dhs. 0
2 dy dy dy dy
1 dB a3, a3 dz,
s =3 R e =0
2 ds " odz ' dez e
i 4B 3, s,
- =3 TR Tal B $ a0,
2 dt i ] + = dt
as as as as
Z (5) otrzymamy ——=a; —— =b; =c; =d: gz odpowiedniémi wskazni-
®) y y dz dy dz dt i
kami, w skutek czego zawarowane réwnania minimum przeksztalcaja sie w nastepujace:
a, % +a,8 + ... +a.%.=[ad]=0
10 b, 3, +b, % + ... +0,3,=[b3]=0
( ) o Sy e, S =[] =0
d, 5, +d 3 + 5. +d.3, =[dd]=0
/’bc Foaes h2A?

bledu, przypadajacego miedzy A a A4 3, o (A) = V gdzie 2 oznacza odcinek nieskonczenie maty

na 031 Z, opiéra sie na arytmetycznéj $redniéj, nie oslabia to w niczém sily dowodu, gdyz nie potrzebujemy
gredniéj arytmetyezuéj przyjmowac jako aksyjomat, lecz wyprowadzi¢ te srednia na zasadzie, ze bledy rézno-
kierunkowe sa réwnie mozliwe, a zatém Ze o (+ A) =o¢ (— A), tj. Ze robiac nawet dwa spostrzezenia, a popel-
niajac blad raz w kierunku dodatnim, drugi raz popelni¢ powinniSmy taki sam blad lecz w kierunku odjemnym.
Jezeli zas oba bledy sa w jednym kierunku, to mamy do czynienia z jakiegokolwiek badz powodu z bledem
stalym, ktory wyrugowaé¢ nalezy. Przyjawszy wyz wspomniana zasade. jako podstawe, bedzie arytmetyczna
$rednia wynikiem, gdyz wtedy [A] = 0.

Ze blad sredni dsje nam najlepsze pojecie o dokladnosci w spostrzeganiu, jest tém udowodnione:

1) ze przy téj saméj iloci spostrzezen dokladno$é w spostrzeganiu z wiekszém prawdopodobienstwem
jest oznaczona, jakby to byé moglo przy uzyciu innych poteg rzeczywistych bledéow A.

2) ze przy zestawieniu szeregéw bledéw o téj saméj ilosei spostrzezen, ktorych suma bez wzgledu na
znak jest ta sama, przyznacby nalezalo wszystkim spostrzezeniom te sama dokladnosé, pomimo znacznych
réznic w wielkosci bleddw.

3) ze podnoszac pojedyncze bledy do kwadratu nie potrzebujemy zwazaé na znak.

4) ze uzycie do tego celu wyzszych poteg bledéw, daje znowun przewage bledom wigkszym.

Niechcace opiera¢ wyznaczenia niewiadomych na funkeyi prawdopodobienstwa, jak to w najnowszych
czasach najwiecéj sie praktykuje: musimy przyja¢, ze [p 23] musi byé minimum, co wprawdzie da sie réznie
wywnioskowaé, lecz oparcie na podstawie rachunku prawdopodobienstwa jest metylko racyjonalniejsze, lecz
nadaje takze przeprowadzeniu dowodu wiecéj sily.
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Liczba tych réwnan odpowiada liczbie niewiadomych. Podstawiajac w uklad (10) wartosei

dla 3 z ukladu (5) otrzymamy:

[aa) z + [ab] y + [ac] 2 + [ad] t +[al] = O
[ab] @ + [bb] y + [be] z + [bd] ¢t + [bl] = O
[ac) z + [be]ly + |ec] 2 + |cd] ¢ + [el] = 0
[ad) z + [bd] y + [cd] 2+ [dd] ¢ + [dl] = O

przyezém [0a] = 0,0, + 4,0, + 4,0, + .... + d.a,
[ab] =0, bl + azbz i a3b3 + e+ ad,
o 3

Réwnania ukladu (11) nazywamy réwnaniami normalnemi i z nich dadza sie wartosci

najprawdopodobniejsze dla z, y, 2, t, wyznaczy¢.

5. Wyznacznik réwnan normalnych jest wyznacznikiem symetrycznym i przedstawia

sie w nastepujacéj formie

[aa], [ab]? [ac]a [ad] }

[ad], (58], [be], [bd] | _

[ac], [be], [ec], [ed) 1 W

[ad], [bd], [cd], [dd] |

Rozkladajac go na minory otrzymamy
¢ = [aa] Guu + [ab] 5 + [ac] Gae + [ad] Goa =

= [ab] ow + [ b] ouy + [bc] o + [bd] a1 =
= [ac] 0u + [be] qe + [c0] 5o + [ed] 50a =
= ifa

Dodajmy do tego wyznacznika jeden nowy pion i wiérsz, zlozony z cztonéw, ktére w sobie
ilosci uzyskane przez spostrzezenia zawiéraja, uformujemy nowy wyznacznik symetryczny

=)
5
b
S
A
Q
Xy
o
<
=
S
e
Il
o

Z poréwnania tych dwéch wyznacznikéw wynika, Ze wyznacznik
wyznacznika S a mianowicie

Su = G .

s jest jednym z minoréw

(11)
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Zastosowujac teoryje wyznacznikéw do wyznaczenia niewiadomych z réwnan linijnych,
otrzymamy z (11)

- S [al] Gaa + [bl] Gab + [Cl] Gue + [dl] Cud & S,,/
G Su

T [al] 6as + [bl] 5os + [€l] o4 + [Al] cua o S
o Su

(12)

S [al] 6ac + [bl) o4 + [€l] 6ece + [Al] 6a  Su
G Su

. [al] 60a + [0l] 004 + [cl] 5ca + [dl] Gaa o A‘Si'_{i_
g Su

6. Niewiadome, ktérych warto$ci otrzymaliSmy z ostatniego réwnania, sa funkeyjami
linijnemi ilosci ! mozemy je przeto takze w téj formie pisac

- = %, Il + a2l2 + --------- P anln [O(ZJ
(13) SRSl aBLE e e + Bl = [8Y)
—_ 2= Y2 ll + Ygla e s e A g e =+ Ynln o [Yl]
- t == 7}1 ll + “f;2 Z2 + ......... + ‘{I,,Z,, e [n”

Waznosci niewiadomych p,, p,. p., p. beda w skutek tego odwrotnosciami kwadratéw wspél-
czynnikéw przy poszezegdlnych I a mianowicie
1 1 1 : N

Pips sl g iy Yy e
T [vv] [a]

Cheac obrachowaé¢ waznosé np. dla y musimy wiedzie¢, czemu sie réwnaja pojedyncze .
Z ukladu (12) otrzymamy ogdlnie

GB =6y + bow + cop. + doia zas
o? [fﬁl] [aa] Gab + 2 [ab] Sud - Ot + 2 [ac] Gab Obc + 2la [ ] GCab Obd
+ [bb] be + 2 [bC] Gob Gie + < [ ] Gsb Qbd
—+ [ec] qp, 2 [c ]Gbc Gbd
1 e
*) Jezeli mamy X —a, z, + @, #,=+ .... i chcemy wyznaczy¢ blad éredni E funkeyi X, przy danych bledach
grednich ¢ ilosci # to bedzie
E*—=ale24adel 4+ ..., z powodu za$ Ze ¢ — vei’_
b
&3 &3 s 1 aa
bedzie —— — g} —* e ozyll =k s
1 7 + a3 Pa e 4 P P ] ’
3
w razie gdy p, = p, = ... = 1 bedzie 5= [aa] , eczyli
4

[aa]
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Bl=cu { [0a] cu + [ab] o +- [a¢] sc + [0d) s | +
m{amm+wmm+@q% Mud}+
{ | 6w = [b¢] o < [cc] ane ] oba } e 5

m{Mm+Mm+M% Ww}

W klamrach wielkich zawarte wyrazy nie sa niczém inném jak wyznacznikami, wszystkie
za$ te wyznaczniki, z wyjatkiem drugiego, przedstawionego przez rzad drugi, sa zerami,
z powodu Ze dwa rzedy maja réwne, bedzie przeto

°" [Qp] = Gb { [abJ Cab + [bb] Gab + [bC] Coe + [bd] Gud } =G0 . GO

ztad za8 [pg] = ——, Z €2e80 p, = ——;

a réwniez tak samo otrzymamy

P
caa
qg
e (14)
G
D=
Gdd
7. Z powodu pézniejszéj potrzeby bedzie odpowiedniém, wyznaczyé na tém miejscu
wartodci dla [ag], [o], [en], [B] ---.- Dla symetrycznosci w jakiéj sie te wyrazy przedstawiaja,
wystarczy obrachowanie jednego z nich np. [gy].
Z ukladéw (12) i (13) otrzymamy ogélnie:
off = acw =+ baw + coe 4+ doga
gY = Q0qc + bO’[w "'+" CGcc + dccd
mnozac te wyrazy i sumujac je bedzie:
o? [BY] = ow { [aa] goc =+ [ab] arc + [a€] o =+ [ad] oca }
+m{W%+W%+M%+Mm}
+ Gac { [ac] 6ae =+ [bC] a1c =+ [c€] 0ec + [¢d) Gea }
+ o { [ad] cuc + [bd) 0sc + [ed] oce + [dd] 0 }
‘Whioskujac tak samo jak w ustepie 6 otrzymamy:
[&v] = c:;c , a w skutek analogii
Bl Dyl o = e e (15)
g () ) (%) G
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8. Podstawiajac wyznaczone najprawdopodobniejsze wartodci niewiadomych w ukladzie
(4) réwnan zasadniczych, otrzymamy réwnania bledéw (5).

Suma kwadratéw bledéw [23] da sie takZe wyprowadzi¢ nastepujacym sposobem:

Ogdlnie jest

3=aqx+by+cz+dt+1, Z CZego
(33] = [aa] =* + 2 [ad] xy + 2 [ac] @z + 2 [ad] ot + 2 [al]
+ [BB]y® +2[bcyz+ 2 [bd] yt + 2 [bl] y
+ [ec]z® +2[cd]zt +2[cl]z
+ [dd] ¢ + 2 [a7)¢
- HT

Whprowadzajac wartosci niewiadomych z (12) i porzadkujac je odpowiednio, dostaniemy

83 (3] = Su { [aa] Su + [ab] Su + [ac] Su + [ad] Su + [al] Su } — [al] Su Su
+ 8u { [ab] Su + [88) Su + [be] Su + [bd] Su + [0 Su } — [61]) Su Su
+ 8u { [ac] Su +[b¢) Su +[ee] Su + [ed] Su + [cl] Su | — [cl] S S
+ Su { [ad) Su + [8d] Su ~+ [od] Su ~+ [dd) Su + [dl] Su } — [@l) Sa Su
+28: { [al] Su + [bY] Su ~+ [cl] S + [@U Su + [0 Su } — [0 Su Su .

Nalezace do S., Sy, S., Su W klamry ujete wyznaczniki sa, z powodu réwnosci dwéch
rzedéw, zerami, caly przeto wyraz upraszcza sie i otrzymamy:

(16) Su (28] = [al] Su =+ [bl] Su = [cl] Sa | + [dl] Su + [U] Su ,
7z czego

S

o e

TERGE - e
17 = —— =

9. Do wyznaczenia sredniego bledu spostrzezen o r6wnéj dokladnoscilub do réwnéj dokfa-
dnos$ci sprowadzonych, potrzebujemy, wedtug ustepu 3, zna¢ bledy rzeczywiste A, co wtedy tylko
jest mozliwém, jezeliby znane nam byly prawdziwe wartosci niewiadomych, ktére
oznaczmy przez z',y', 2, ¢. Otrzymamy wtedy ogdlnie:

A=aoc’+by’+cz’+dt’\+l.
To réwnanie odciagnijmy od
3=ax+by +cz4dt+1 a dostaniemy
d=a@—2)+by—y)+c(—2)+d({t—1)+A.

Jezeli zwazymy, Ze ostatnie réwnanie réZni sie tém od ogdlnego réwnania bledéw
ze zamiast niewiadomych z, ¥, 2, ¢ przychodza niewiadome x — o', y — o/, 2 — 2’ ¢ — ¢/, a zZamiast
I ilo&¢ A to chcac wyznaczyé [33] zastésowaé trzeba réwnanie (16).
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Dla tego bedzie takze:

8,33 =[aA] 8, +[BA] S, ,+ [cA] S, +[dA] S, + [A4] S,

Podstawiaj@c tak w Wyznaczniku S ustepu 5. A zamiast I, bedziemy mieli

—{ [aA]? 6ua + [aA] [bA] 6 + [aA] [cA] Guc + [aA] [dA] Gud
- [aA | [0A] 6 + [0A]* as + [BA] [cA] o4 + [0A] [dA] cea
=4
=4

[aA] [cA] 0ae + [BA] [eA] ase + [cA]® o + [cA] [d

+ [AA]c .

Poniewaz rzeczywiste bledy nigdy nam nie beda wiadome w tych warunkach, nie pozostaje
nic innego jak zamiast kaZdego A z osobna + ¢ podstawié. Rozwijajac wyrazy w klamry
ujete, baczy¢ nalezy Ze = A, A, podstawi¢ mozemy wedlug rachunku prawdopodobienstwa

réwne zeru. Uporzadkowawszy tak wyrazy dostaniemy:

¢[B¥]=—¢* { [aa] caa + [ab] cay + [ac] cac + [ad] Gaa
{ [ab] oas + [6B] 61 + [b €] o4 + [bd] G3a

— ¢? { [ac] 6o + [be] oo + [c€] 5ec + [€d] Gea
{1

2 ad] Gad + bd] 7] + Cd] Ged + [dd] Gdad

2

+[AA] &

czyli [33] = — 4 + [AA] = — 4¢* + ne’
3

V 23]
e

o

t_%

e2

I
|

N
N

H

€ =

Wprowadzajac poczatkowe 3 musimy pod znakiem sumy zamiast 33 pisa¢ p33 za$ e jako
blad Sredni spostrzezenia jednego, zastapi¢ bledem s$rednim ¢ spostrzezenia o wadze 1;

zatém otrzymamy

a rOwniez

m
»

i

+
m

I
H

o o L _5
.o Ve, Vo. '

] Ged

[aA dA Gad + [bA] dA] L [CA] [dA] Ged + [dA] Cdd

—— —— ——

Z CZego

albo ogdlnie dla m niewiadomych

€y =

w ktérychto wyrazach zamiast wag wstawi¢ nalezy ich wartosci z (14).

10. Obliczanie i operacyje wyznacznikami pociagaja za soba te korzy&é, ze daja
dobry poglad na caly mechanizm rachunkowy i przy mniejszym nawale liczb otrzymujemy
kazda niewiadoma niezaleznie od drugiéj a réwnoczesnie latwym sposobem dochodzimy do
wyznaczenia bledéw grednich. Jezeli sumy [aa], [ab].... nie sa liczbami jednocyfrowemi

—— N -

11

(18)

(19)
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lub jezeli mamy wiecéj niewiadomych, bardzo korzystnie jest zamiast sum przychodzacych
w tablicy wyznacznika wprowadzi¢ bezposrednio ich logarytmy. Ze na znaki minoréw zwa-
zaé nalezy zbyteczném jest o tém wspominaé.

Obrachowanie da sie przeprowadzi¢c w nastepujacym porzadku. Po znanéj kontroli
ze sumy sa dobrze obrachowane, ustawiamy tabliczke wyznacznika s i obrachowujemy
wszystkie minory

Gaay Oaby Cacy Cady Cbby Obc y Tbdy Fccy Cecd -

Obrachowanie minoréw przy wyznaczniku 4 stopnia jest proste i latwe. Majac minory bedzie
Su = o= [aa] 6w + [ab] cus + [aC] 0ac + [ad] 0aa

Do wyznaczenia niewiadomych, potrzebujemy wedlug (12)

8a = —{ [al] 6uu + [b1] 6 = [c] 0ac =+ [dl] 50a }
Su = — { (o8] o + (80 o + [cl] oo +[dl] @ } it d.

Azeby otrzymaé¢ waznosci p., p, ... mamy juz wszystko przygotowane gdyz

5 ; py=—c— 1t d

Caa Gab

Dla kontroli rachunku uzy¢ mozna formulki wyprowadzonéj na podstawie wlasnosci wyzna-
cznika symetrycznego n. p.

2
Gaa Gdd = Cad

)

Caadd

e : S
Pozostaje jeszcze do obrachowania [33] — r

S jako wyznacznik symetryczny moze by¢ obrachowany na podstawie formuly:
S =[] Su — 2 [Ip]* Su, pp — 2 2 [Ip] [lg] Su, g V)5
P9
gdzie s przedstawia (» — 1) skladnikéw (w naszym przykladzie cztéry), odpowiadajacych
wartosciom a, b, ¢, d, ilosci p, za§ = odnosi sie do ("3") skladnikéw, powstajacych w skutek

P9
nadania ilosciom p, ¢ wartosci odpowiadajacych wszystkim kombinacyjom tychze (n — 1)
warto$ci po dwie. g
Dla przyjetego przykladu otrzymamy

S=[] ¢ — { [al]® 6ac <+ [B]]* 056 =+ [cl]* 6cc =+ [H]® Gaa } —
— 2 [al] [B] 6us + [a]] [€] Guc + [al] [A1] Gua + [DI] [€l] s + [D1] [d0] 046 + [cl] [A0] Gea 1}

Dla wzoru (g) sa wszystkie potrzebne czesci obrachowane, chodzi zatém tylko o wykona-
nie operacyi naznaczonéj.

Tabelaryczne zestawienie calego mechanizmu rachunkowego, nie moze byé przed-
miotem rozprawy a zreszta zalezne jest od indywidualnosei i zrecznosci rachujacego.

) Baraniecki Teoryja wyznacznikéw rozdzial X, §. 93.
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Najprawdopodobniejsza warto$¢ funkcyi poprzednio wyznaczonych niewiadomych,
jéj waga i biad Sredni.
11. Jezeli
9 (59,2 ...)

jest funkcyja wyzéj wyznaczonych najprawdopodobniejszych piérwiastkéw, to podstawiajac
te piérwiastki w te funkeyje otrzymamy jéj najprawdopodobniejsza wartosé, jezeli za§ chcemy
jéj blad sredni wyznaczyé, potrzebujemy oprécz znanego nam juz Sredniego bledu jednego
spostrzezenia lub spostrzezenia, ktérego waga jest jednostka, wyznaczyé wage téj
funkeyi.

Ku temu celowi musimy najpiérw przeksztalcié funkcyje znanym sposobem na fun-
keyje linijna n. p.

F=fa+fy+fiz+fit . (20)
Bezposrednie zastésowanie uwagi w 6. nie moze tu mie¢ miejsca, gdyz pomimo przyjecia,
ze pojedyncze niewiadome sa od siebie niezalezne, sa ich najprawdopodobniejsze wartosci
od siebie zawiste, w skutek wyznaczenia ich ze wspdlnych réwnan normalnych — nie po-
zostaje nam przeto nic innego jak podstawi¢ zamiast z, y .... ich wartosci z (13) w (20),
a mianowicie :
—z=[d]; —y=[p); -—-e=[H]; —t=[M].

Wykonawszy to bedzie:

F = (f1°‘1 +f231 +f;71 -+f4"11) ll
(fx“s +f252 +fs'fz +f4'f]2) l:

(fla”l +f26"‘ +st1". +f;nm) lm
Spostrzegane ilosci I sa od siebie niezalezne, otrzymamy zatém oznaczajac wage funkeyi

F przez P.

i
5 =Sl + 241 8]+ 21 1, (=] 4 21, 1 [om]

== f§ [Bf‘]"i"gﬁz f3 [BY]+2fsf4 [B"i]
+ fil]+ 247 [ml
+  fi[m]

a podstawiajac wartosci z (15) bedzie:

_.% =_f1 fl Caa + fg Gab +f3 Cac +f4 Cad

{ H
+ £ { Sy o =+ Sy o6 =1y 05 =+ f, a }
U fiowe =+ foowe + 1y e + foGea |
+fd i o a Sy 0a + fiou | =
=—{4 8y =/ 8 +F, 8 A1, 8 =B (21)

Wyznacznik S tym sie rézni od wyznacznika poprzedniego S ze zamiast [al], [bl] ....
wchodzi kolejno w ostatni pion i ostatni wiérsz f,, £, .... przyczém uwazaé¢ nalezy ze f, =0
Z ukladu (21) otrzymamy

)

s 95

(22)
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(23)

(24)

(25)

(26)
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T n

Spostrzezenia bezposrednie nad niewiadomemi, ktérych niezaleznos$¢ jest ograniczong
réwnaniami warunkowemi.

12. W zadaniu dotychczasowém robiliSmy spostrzeZenia nad ilosciami, ktére posre-
dniczyly w wyznaczeniu niezaleznych od siebie niewiadomych. Niemniéj wazZne a czesto
przychodzace zadanie jest nastepujace: :

Robimy spostrzezenia bezposrednio nad niewiadomemi, ktére pewnym warunkom,
wyrazonym przez réwnania, zado$¢ uczyni¢ musza, przez co tracg swa niezaleznosé. Ilosé
p tych réwnan warunkowych musi by¢ mniejsza, jak ilo§¢ niewiadomych m. Jezeli jest dla
przeprowadzenia zadania korzystném, z réwnan warunkowych wyznaczyé p niewiadomych,
to pozostale m — . niewiadome sa od siebie niezalezne a wyznaczenie ich wedlug poprze-
dnich ustepéw mozZe byé¢ przeprowadzone. Sposéb ten wtedy z korzys$cia da sie wykonaé,
jezeli m — p jest liczba mala a réwnania warunkowe sa pojedyncze. Stosujac jakakolwiek
metode do wyznaczenia niewiadomych, konieczném jest, azeby réwnania warunkowe byly
podane w formie linijnéj, w przeciwnym razie sprowadzi¢ je nalezy do téj formy, badz to
za pomoca szeregu TAvrLora, badz to jakim innym w dotyczacym przypadku odpowiednim
sposobem.

Zadanie przedstawia sie nam ostatecznie w tym zakresie. Mamy niewiadome
@, 4,, @, =, .... W liczbie m, ktére polaczone sa réwnaniami warunkowemi

23 Ty)
a, + a,x, + a,z, + a,z, + a,x, =0
b, + bz, + b,x, + bz, + b2, =0
¢ + ¢z, +cx, + v, +cx, =0 w liczbie .

Spostrzegane wartosci niewiadomych nie moga byé bez bledéw, nie moga przeto w zupet-

nosei zredukowaé¢ do 0 réwnan warunkowych. Robiac zatém spostrzezenia nad pojedyncze-
mi #, otrzymamy zamiast rzeczywistych wartosci zbliZzone tylko n. p.
Ly & b, !, z wagami
pl’ pZ? 2)37 p4 b
Podstawiajac wyniki spostrzezen w (23) otrzymamy:
a, + a.l, + al, + a,l, + al, = w, = a, + [al]
bo 5 blll i b2l2 + bsls o b4l4 =W, = bo == [bl]
¢ + ¢l + ¢l + ¢l +cl, =w, =¢, + [c]] .

Azeby warunkowym réwnaniom zado§¢ uczyni¢, musimy pojedyncze ! o jaka§ ilos¢ 3 po-
prawié¢, co wtedy nastapi jezeli

a8, + a3, + a,3, + a3, +w, —=

b3, =+ b3, + b3, + b3, + w, = 0

6% + 623 +¢% + ¢35 + w, = 0
w skutek czego ogélnie beda

|
S

z=1-4 3 ,

Z powodu, zZe ilo§¢ spostrzezen bezposrednich nad niewiadomemi jest wicksza jak ilo§é
réwnaf warunkowych, mozemy ustawi¢ nieskonczenie wiele grup z 3, ktére dodane do I,
takie nam uczynia @, Ze one warunkom w (23) postawionym zupelnie odpowiedza. Pow-
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staje tedy pytanie, ktéra z tych grup » bedzie najodpowiedniejsza, czyli ktéréj z tych grup
nalezy sie piérwszeinstwo? Biorac wzglad na spostrzeZzenia musimy orzec, ze ta z grup 3
bedzie najodpowiedniejsza, dla ktéréj istnienie prawdopodobiefistwa bedzie najwieksze a to
prawdopodobienstwo wedlug (7) bedzie najwieksze, jezeli

[p33] = »,3} + 1,32 + p,32 +p,52  bedzie minimum.
Warunkiem minimum jest jak wiadomo d [p23] =0 ezyli

1?8l das, —|—1382 az, +}:33 s, + 14984 a3, =0, (27)

Gdyby pojedyncze z,a zatém 3 i @3, byly niezalezne, podstawilibySmy wspétezynniki poje-
dynczych @ rébwne 0; z czego wynikalo by, Ze ! sa mnajprawdopodobniejsze wartosci dla
ilogci . Poniewaz za$ zachodza zwiazki miedzy temi iloSciami z, wyraZone ostatecznie
ukladem réwnan bledéw (25), musimy, aby zadosy¢ uczyni¢ warunkowi minimum, oprécz
réwnania (27) ustawi¢ réwnania
a,d3, + a,d3, + a,d3, + a,dd, =0
b d3, 4 b,d3, + b,d3, +b,d3, =0 (28)
¢, d3, + ¢, dd, + c,d3, + ¢, d3, = 0,
ktéryto uklad pochodzi z rézniczkowania ukladu (25). Po wyrugowaniu za pomoca (28)
w réZniczek z (27), beda pozostale rézniczki od siebie niezalezne, a ich wspdlezynniki pod-
stawimy réwne zeru, Rugowanie to da sie wykonaé¢ metoda wspélezynnikéw nieoznaczonych,
wedlug Gaussa korelatami zwanych. Mnozac w ukladzie (28) réwnania ilocia % z odpo-
wiedniémi wskaznikami, otrzymamy
ka, d5, + k,a, d3, + k,a, &3, =+ ka, d5, =0
kb, d5, + kb, d3, 4 kb, d5, -+ kb, d5, = 0
kyey A3, + ke, d3, + ke, dd, - k,c, d3, = 0.
Odejmujac te réwnania od (27) i porzadkujac wedlug rézniczek, musimy wspélezynniki
rézniczek w liczbie .. postawi¢ w skutek rugowania réwne zeru, z czego otrzymamy p ré-
wnan nam potrzebnych do wyznaczenia korelat; pozostale rézniezki stana sie przez to nie-
zaleznemi a z powodu warunku minimum. Kazdy z ich wspélezynnikéw réwny zeru. Na
podstawie tych operacyi otrzymamy tyle réwnan, ile 3 mamy wyznaczyé, mianowicie :
2,8, — (kya, + kb, + kye,) =0
pzaz d (klas - kzba o 70302) =0

2,3, — (k,a, 4+ k,b, 4+ k,c,) = 0 (29)
»,9, — (ka, + kb, + ke,) =0 .
Mnozac za$ uklad ten kolejno ilosciami —Z—, potém —;—, nareszcie 7?, nadajac tym ilosciom
odpowiednie wskazniki, sumujac je, a zarazem biorac wzglad na uklad (25), otrzymamy
system réwnan
aa ab ac o
[_p_] ’fx+[—,,—] k+ | 5 ] &+ w =0,
ab bb be
S o vl e e ~ SR =
e e e e (30)

[ ] ne

z ktérego korelaty nam potrzebne wyznaczyé mozna.

bpc ] k,+[_"pc_] k, + w, =0,
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Wyznacznik ukladu (30) jest takze wyznacznikiem symetrycznym i rézni sie tylko
tém od wyznacznika w ustepie 5, Ze pojedyncze elementa wyznacznika sa pod znakiem
sumacyjnym podzielone przez odpowiednie wagi (ktéreto dzielenie w ustepie 5 jako
wykonane przyjete zostalo) a précz tego zamiast [al], [61], [cl], [I!]] sa wstawione iloseci
w, w, w, i 0. Zwazajac na to otrzymamy

[ 4
o TE P S W O
» P P e
k, = — —
¢ S,
Mis T H o TR
(31) P » » L
by = — =—
G o
w,<7i--+-w2<:~b_c~—|—u)3:,-1 g
P P » wg
k, = — — :
3
- S,

Podstawiajac wyrachowane wartosci dla % w ukladzie (29), bedzie

al Swl bl S’”Z cl S‘LB al Swl + bl Sw? + cl SwS

>

; px So pl So D1 So pl So :
a zatém ogdlnie
a Suy + b Suy 4+ ¢ Suy

32 e
(32) os :

a dodajac 3 do ilosci 7, otrzymamy wedlug (26) wartosci prawdopodobne dla z.

Azeby wyznaczyé éredni blad , spostrzeganych ilogci, ktérych waga jest jednostka,
nalezy zwréci¢é na to uwage, Ze przeprowadzajac wyréwnanie sposobem, na poczatku
wskazanym, mielibySmy m — . niezaleznych niewiadomych przy m spostrzezeniach, w skutek
czego otrzymamy wedlug wzoru (18)

‘(33) i pfS ___\/ [pBo

— (m — p)

Dla obrachowania [ 23] WyprowadZmy zréwnania (2 9), dzielac je przez \/ p ,réwnanie nastepujace :

c
3 o= k ot S 2 g ks
iy
Podnoszac do kwadratu i sumujac otrzymamy

=" aa ab ac

) = [ 2] 5+ [ , 1+ ]nn
{1 n [ ] n[ 2 ]u )

ac bc
[ ] B[] k3+[_p_ bk
- Podstawiajac za wyrazy w klamrach ich wartosci z (30) otrzymamy

[pas]:_ {klwl +k2wa +ksws}
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Po wprowadzeniu wartosci dla & z (31) bedzie

T W, Suy + W, Suy + W, Suy

: czyli
PO . R
gdzie
aa ab ac
pb ],[ g)b ],[ g) ],w,
a ¢
= P ],[ P ],[ P ],“'a
ac be c¢
P ],[ P ],[ P ],Ws
,ll 2? ’“)37 0

Trzymajac sie uwag w ustepie 10 wypowiedzianych, nie natrafimy przy obrachowaniu na
zadne trudnosci, zwaza¢ tylko nalezy, ze iloSci w zawsze réwnaé sie musza zwiazkowi
ilodci ze spostrzeZen pochodzacemu mniéj temu co daje teoryja.

13 Waga funkcyi spostrzezen, w ustepie poprzednim wyréwnanych.

Czesto, a mianowicie w geodezyi, spotykamy sie ze zadaniem, Ze spostrzegajac iloci, ktérych
niezaleznos¢ jest warunkowemi réwnaniami ograniczona, mamy obrachowaé blad sredni
funkeyi tych ilosci. Blad &redni jednego spostrzezenia obliczono w poprzednim ustepie;
obrachowawszy zatém wage funkcyi wyznaczy¢é bedziemy mogli blad sSredni funkeyi.
Dodaé¢ tu nalezy, Ze jezeli funkcyja nie jest linijna na taka sprowadzona byé musi.

Dana niech bedzie funkeyja

F=f +hHhe +1%+fe+ e =f + 7] .
W téj funkeyi tylko te wspélezynniki nie beda zerem, ktérych z niezaleznie funkeyje wyzna-
cza i tak n. p. w tréjkacie plaskim spostrzegamy przy tryjangulacyi wszystkie katy, lecz
bok moze by¢ tylko funkeyja dwdch katéw niezaleznych, chcac za§ zatém wyznaczyé wa-
ge funkeyi wyzéj wymienionéj nalezy -weciagna¢ w rachube wszystkie spostrzezemia, ktére
posrednio lub bezposrednio przyczynily sie do wyznaczenia niewiadomych. Spostrzegane
ilosei byly 7,17,1,,1,, przeto musimy taka funkcyje linijna utworzyé, Zeby

F=F,+ Fl, + Fl, + Fl,+ Fl, = F, + [FI]

a obrachowawszy F, F, F, F otrzymamy wage P funkcyi ¥
1

= =
Z (26) i (32) mamy ogélnie

sa wagami spostrzezen .

ey & Suy 5 b S S
b o P 2g b
Zamiast S,,,S,,,S,,, pisa¢ mozemy wedlug (24)

8.
g

Stari+e s  Spuissn, Sral+e,

17

(34)

(35)

(36)
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Wyznacznik tych minoréw da sie rozlozy¢ na eaztéry wyznaczniki tego samego rzedu, zwa-
zajac za$ na to, ze naszém przysziém zadaniem jest wyznaczenie wspélezynnikéw ilosei I,

mozemy S z(33) w téj formie pisaé

201 (21050, [+],]
St T e
(21, (21,151, [+,
Lallullal o

W trzech wyznacznikach, z ktérych sie R sklada, nie ma Zadnego minoru, ktéryby dola-
czony do poszezegélnych elementéw [al], [0l] lub [cl] zawiéral ilos¢ I. Rozkladajac zatém
minory mozemy pisaé
S[al]—i—ao = S[uq + S"o = S’[,,]] + = Swl
Steg 110 = Sten + Sy = S'tin + K= 8.,
Sten+ e =8y F 8o =8ty +L. =8,
gdzie w wyrazach I, K, L, nie znajdziemy ilosci .
Porzadkujac wedlug tego (36) otrzymamy ogélnie
e b1 e
(37 g L S tar O e ) e

Rozkladajac minory wyznacznika S’ na minory wyznacznika o, ustawié mozemy nastepujace

réwnania
8'ta; = — { [al] S aa = [Bl] 5w ~+ [cl] ca_c}
8’ = —{ [a] sw + [Bl]cw + [d] c,,_c}
P P ?
Sty =—{ [al] S + [bl] 52—+ [€l] Gi}

? 2 P

a z pomoca tych réwnan otrzymamy z (37)

g =1—{[al] ca + [D]5 w +[cl]c,,c}_a__1_
- 5 ey

;{[“l]cab ~+ Bl ow ~+ [cl] o }_9__1_

TE s S s

o

P

— {0l 50 + Bllos + [cloe |

P
: &+ Q.
Mnozac ostatni uklad przez f, zaopatrzywszy wyrazy pojedyncze odpowiedniémi wskazni-
kami i sumujac, otrzymamy

=lal+f =1 - {loe + [ os + 1] ci}[‘ﬂ‘]i
{Lal]c.,b +0l o + ) e [”f]_

—{ ()5 + [ 5ue + [l } [ipf]—;

& D .
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£

Poréwnywajac to réwnanie z réwnaniem (35) bedzie ogélnie

et
([ o]0
= e —“—’f[”] il

Dzielac to réwnanie przez \/p, i oznaczajac znown Wyznaczmk symetryczny

b
[T 51 [ 13
ab bb be bf
21,02, 18 0]
ac be o
ST ISR
af bf cf £r
Lol I | —F
i odpowiednio, jak zwykle, jego minory, bedzie
S af S ur S o
E_fpe- b Bl e oG

Ve e Ve - ¥ . n
Poréwnywajac to réwnanie z ogélném réwnaniem bledéw

Sal Sbl Scl
3=azx+by+cz+l=a = + b = + e 2 + 1

otrzymamy, réwniez jak w ustepie 8, zmieniajac Wyrazy odpowiednio
i

e —-—:-j,—. (38)

W tym wzorze trzeba tylko licznik obrachowac, gdyz mianownik jest nam z ustepu 12
wiadcmy.

14. Spostrzezenia posredniczace z réwnaniami warunkowemi.

Zadania tego rodzaju przychodza przy wyréwnaniu sieci tryjangulacyjnéj, w celu
ustalenia punktéw téj sieci i wyznaczenia Sredniego bledu. Odpowiednio ustepowi 2 bedzie
ar +by +cz41=0 (a)
obrazem ogélnym réwnan zasadniczych o m niewiadomych a ! iloscia, nad ktora robimy
n spostrzezen. Niewiadome maja jeszcze zados$¢é uczynié warunkom nastepujacym w ogdlnéj
liczbie r

A+ Aot Ay+45=0,

e (%)
B,+Bax+ B,y+ B,z=0.
Gdyby nie bylo réwnan warunkowych, wyznaczyéhy mozna
Sa Sbl Scl
x0=—cl—;yo=—c—-;zo=——;— ; (¢)
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a obrazem ogélnym réwnan bledéw bylby wyraz
(a) e=az+by+ecz+1.
Podstawione wartosci niewiadomych z (¢) w (b) nie uczynia zado$é¢ tym réwnaniom, w skutek
czego otrzymamy: :
A4, +A4, 2z + 4,y + 4,8, =w,,
(39) ; B,+B,z, + B,y, + B2, = w, .

Gdyby wartosci dla niewiadomych w (c) byly od siebie niezalezne, to wyniki w (c) z od-
powiedniemi wagami moglyby byé odpowiednio poprawione wedlug ustepu 12, a wtedy
zados¢by czynily warunkom w ukladzie () wyrazonym; z powodu za$§ zaleznosei tych wy-
nikéw nie pozostaje nic innego, jak tylko zwrdci¢ sie do spostrzezen od siebie niezaleZnych
ktérych warto§¢ przedstawiona jest w ilodciach 1.

Pomy$lmy sobie do otrzymanych wartosci ze spostrzezen nad iloscia 7 taka poprawke
— v dodana, ze po uskutecznieniu téj poprawki, otrzymane z réwnan normalnych wartoSci
niewiadomych
i PNl

?
[+ ) G

B S(cl—cv)

(e) o

warunkom wymaganym w ukladzie (b) zado&é uczynia, t.j. Ze

3 S i Stk

.Ao + Al S(al—av) ¥ A2 S(bl—.bn) 3 A S(cl—cl =0’

3

G G ()

Bo + Bl S(al—av) + .82 S(bl—bt) + Bs *_S(Ecl-—cv) =0.

G ) g

Rozkladajac wyznaczniki powyzszych réwnan i podstawiajac wartosé z (39), otrzymamy

Sﬂﬁ v cv
— 4, — 4, S — A, 9 +w, =0,
g
(40) = bf -
—B S LB B B +w, —0 .
g (o} G

Réwnania te odpowiadaja w zupelosci réwnaniom warunkowym (25) ustepu 12,
a poprawki v, od siebie niezalezne, poprawkom 3 (26) tegoz ustepu; wszystkie zatém wy-
niki ustepu 12, dadzg sie tu w zupelnosei zastésowaé a wnioski robione na podstawie tych
wynikéw beda réwniez wazne,

Konieczném jest przedstawié réwnania warunkowe w formie réwnan (25). Ku temu
celowi rozwingé naleZy pojedylicze wyznaczniki, azeby otrzymaé wspétezynniki pojedyn-
czych v, odpowiadajace wspélezynnikom 3 réwnan (25). Wykonywajac to bedzie

— Sae = [W0] 6aa + [bV] 6w + [c0] Gac =2 (0 Gaa + by G + € G ) 0,

= 84 = [av] 6 + [b0] 04y + [c0] 04 = 2 (@ i + b, oo + € 04c ) 0,

— 8e = [av] Guc + [O0] Goc + [6V] 6ec =2 (@r Gac + B, Goe + € Gec ) ;.
Podstawiajac te wyrazy w uklad (40), otrzymamy :

4,

A
-——;-z(arcaa +brcab+0,cac)'v,+ —;,- E(G,G,,b +b,.G(,1, +Crcbc)1],.+ ﬁZ(ar Gac'l'br Gbe +Cr ccc)”r +wl =0’
(e}

B B,
—clz(arcaa'*'brcab +Cr Gac)vr+ ’TQ z(arcab'i‘brqbb +c,—G )?),--i— &z(arcac'l'br cbc+cr ccc) vr-{-w,:o‘
G



ZASTOSOWANIE WYZNACZNIKOW W TEORYI NAJMNIEJSZYCH KWADRATCW,

Réwnania te dadza sie po wykonaniu mnoZenia czynnikami 4 i B takze w nastepujacéj
formie pisaé: :

_Z (ar SAI + br SAg + Cr SAa) Uy

G

_Z (a, SBI +br SBE +cr SBS)'U,-

g

+w, =—2ad,v 4+ w, =0,

+w, =—32Vv 4+ w, =0,

w ktérymto ukladzie minory S,, Sp; odpowiadaja minorom wyznacznikéw

[aa], [ab], [ac], 4,, [aa], [ab], [ac], B,, |
S4,4) — [ab]! [bb]’ [bel, 4,, S(B,B) — [ab], [60], [bc]7 Bu

lac], [bc], [cc], 4, |’ lac], [be], [ec], B,

Al’ ASH As; 0’ | Bl? 'B?' Bs’ 0’

W ukladzie (41) sa wyrazy w klamrach ujete i podzielone przez wyznacznik o wspélezyn-

nikami pojedynczych poprawek » i odpowiadaja zupelnie wspélezynnikom poprawek 3 ukladu

(25) ustepu 12; i tak odpowiadaja wspélezynniki a,, b, poprawki 3, wspélezynnikom
G B4y + b 84 + 0. Ssy __ a, Sg, + b, Sp, + ¢, Sp,

—a,, — =7,
G g

poprawki v,.
Azeby pojedyncze poprawki v wyznaczy¢, potrzebujemy obrachowaé [a'a’], [b''], [aD']

b
odpowiednio ustepowi 12, gdzie przychodza wyrazy [ap—a], [?——], [b?f)], przyczém zwa-

Za¢ nalezy, Zze wazno$ci p odpowiadaja tu jednostce. Wykonywajac te operacye otrzymamy

bl A4, 84,0+ 4, SA:-G + A, 84,0 s ﬁ"_’_‘),
] g
[b,b,] B B, SB]'G + .B2 ng-c + .B3 SBa'S SEes S(B’B)
3 o? A e
,b, g 'Al SB,'U + A2 SBQ'G + Aa SBS-G £3 S(dB)
{0 l] S o? e
gdzie
[aa], [ab], [ac], 4,, [aa], [ab], [aC] B,
gas — | [ab], [6b], [be], 4 lab], (b8}, [be], B,,
[ac], [e], [ee], 4, [ac], [be], [GC] By,
Bn By, . By U, An A:H Aa? 0.
Ustawiajac wyznacznik
Sta,4) S(4,8)
o s y W ]
g (*}
(4,B) (B,B)
_E_’ _S ; w2!=s(’)
g g
Wiy Wy
stésownie do przyjetéj symboliki bedzie
S4B S(BB) S.4) S
SE e el NS TR G
Wy, w, Wy Wy
I SA,4)  S(4,B)
; foapsy S
minor zas | sam  gEm | = S,© = ¢
e
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(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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"?{:i L a odpow1edmo ukladowi (32) ustqpu 12 oﬁ'Zy'mamy o III
| PSS ko8, O a8t 33225
: ’(47) g { . o . Er e L. inw. Q. Sof Sy Mo S

Mnozac pojedyncze v ilofciami a, b, ¢, i sumujac je, otrzyms: Rdte., hoapalcioh ¥~ 670, 1 WM SR sk

: sl B e
[av] = — e { [aa] 84, + [ab] S, + [ac] 84, ) 8%, + ([aa] Sg, + ] S, + - (@] Sn) 59, } ’ :

[bo] = — { [ab] 84, + [08] 84, + [be] Sa,) 89, + ([ab] Sy, + [6] Su, + [be] S,) 5%, } |

[l =— —5- VW& w%+m%»hww&+M%+M%N%}

Poniewaz Suw = — ([a¥] taa + [bv] o + [ev] 0ac)

bedziemy mieli, podstawiajac za sumy [av], [bv], [cv], wartoSei wyZéj wyznaczone, po latwéjd
redukeyi

1 »
Sao 3'35—{ (Al Caa '+' Ag Jab + Aa C"ac) S(ft)'x + ('Bl Caa + B2 COab + B3 6‘“‘) S(:Z? } 3

Majae wszystko co potrzeba obrachowane otrzymamy, wstawiajac w uklad réwnan (e) wartosé

e S,
Sgl s Sav Sal 1 s
e 3 = é o o) (Al Saa + Az Gab =+ As GHC) S(u) (B Caa + B Sab + ‘B3 "‘“‘) S("‘" }7
a analogicznie
Sit — Sho S 1
(48) g =t 5 2= —“:l— 2 ?W{ (4, can+ Ay 5 + 4, 64c) S(')l + (B, sa + B, o + B, 655)8‘2},
S.':I = et ch Scl 1 ( (') % e
z = = T e (A Gac+A Ghe +A Gcr)Slq +(B15uc +BQGLC+BBCCC)S"’ - R
G G aa® | &

Jezeli wyznaczone wartosei niewiadomych podstawimy w réwnania zasadnicze, otrzymamy -
uklad réwnan bledéw, dla ktérego ogdlnie bedzie

) S=azr+bytcztl=ctv.
Podnoszac kazde réwnanie ukladu (f) do kwadratu i sumujac bedzie:
[33] = [ee] + [vv]
S S®
i c® °
Ze ilos¢ niewiadomych niezaleznych jest m — », bedzie blad s$redni spostrzezen, ktérych
waga jest jednostka

gdzie [ec] = — , odpowiednio za§ réwnaniu (34) ustepu 12, [w) = — ZwaZajac na to,

S St
(49) ! g, = __G—_ G(’)__
N—Mm—+r

Wyznaczenie waznosci P funkeyi ¥ = ¢ (=, y, 2 ...) po przeksztalceniu jéj na linijna, bedzie
zawsze mozliwe, zwazajac na réwnanie (38) ustept 13, i stosujac wyznaczniki (45) i (46)
tego ustepu, gdyz spostrzezenia niezalezne ! i ich wagi p zastepuja wartoSci z normal-
nych réwnan wyznaczonych niewiadomych mianowicie:

Sal Sbl Scl 5 5 ’ c
X = 3 Yy = 3 Z = VA Vva,gaml P == ; Py Lo : Py =
G g g G ] e
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	ZASTOSOWANIE WYZNACZNIKÓW  W TEORYI  NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW.

	A. Wyznaczenie najprawdopodobniejszych wartości kilku niewiadomych od siebie niezależnych, na  podstawie spostrzeżeń nad ilością, która jest funkcyją tych niewiadomych, czyli wyrównanie  spostrzeżeń pośredniczących.

	B. Spostrzeżenia bezpośrednie nad niewiadomemi, których niezależność jest ograniczoną  równaniami warunkowemi.



