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Wstep

Pomyst napisania tej ksigzki powstawal i rozwijal sie powoli. Przed trzema
laty, w wyniku wdrazania nowego systemu ksztatcenia w zgodnosci z tzw. stra-
tegig boloriska, powstaly pewne szkody w dotychczasowym nauczaniu studen-
tow specjalnosci ,,Mechanika konstrukcji i materiatow", a bedacej spadkobier-
czynig dotychczasowej , Mechaniki komputerowej". Nie wdajac sie w szczegoly,
dotychczasowy kurs nauki o materiatach z pozycji mechanika, obejmujacy tra-
dycyjny podzial na sprezystosé, plastycznosé, reologie i mechanike zniszczenia,
stracil racje bytu, nie mieszczac sie w catosci w programach I stopnia studiow,
i nie majac wiekszych szans w II stopniu. Tak powstal pomyst przedmiotu:
,Podstawy mechaniki nowoczesnych materiatéw", ktory, jak koto ratunkowe,
mial zapobiec niedokoniczonej edukacji absolwentéw I stopnia, ktorzy nie zde-
cydowali sie zglebia¢ swej wiedzy na II stopniu studiéw. Nowy przedmiot
wymagal nowego podrecznika, ktory rodzit sie w konspektach wyktadéw i pro-
jektow, prowadzonych wspodlnie z Szymonem Hernikiem, by potem dojrzeé¢ do
nowej ksiazki.

Idea byta nastepujaca: czas podziatu na sprezystosé, plastycznosé, reologie
i zniszczenie juz prawdopodobnie minat bezpowrotnie, wraz z nowym spojrze-
niem na wielorakie zjawiska zachodzace w materiatach konstrukcyjnych, pod-
czas ktorych wzajemnie sprzezone procesy fizyczne na poziomie przebudowy
mikrostruktury skutkuja zmianami obsewowanymi w zachowaniu materiatu w
skali makroskopowej. Takie mysli dojrzewaly juz we wrze$niu 2008 r., gdy kon-
czylis$my prace nad podrecznikiem: Plastycznosé materiatow inzynierskich [48].
Brakowalo tam zaréwno pelzania, jak i zniszczenia, a sytuacji nie usprawie-
dliwiaty ani nieco przedawniona ksiazka Plastycznosé i petzanie [136, 137|, ani
tez kolejna pozycja Podstawy mechaniki uszkodzen [140], o charakterze zblizo-
nym do monografii. Wszystkie te pozycje byly, przy tym, w sposéb oczywisty,
wzajemnie sprzezone, a zarazem nakladajace sie na siebie.

Wsréd wielu propozycji na szczegbdlne wyrdznienie i rekomendacje zastu-
guje monografia Josefa Bettena Creep Mechanics [8] bedaca znakomitym kom-
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pendium wiedzy z zakresu nieliniowego pelzania materialéw izotropowych oraz
anizotropowych z uwzglednieniem wplywu rozwoju uszkodzeri na faze pelza-
nia nieustalonego. Szeroki wachlarz zagadnienn mechaniki i termodynamiki
o$rodkéw ciaglych zawierajacy: modele konstytutywne materialéw sprezy-
stych, termosprezystych, plastycznych, lepkoplastycznych z uszkodzeniem oraz
odstawy mechaniki pekania, zostal szeroko oméwiony przez Jeana Lemaitre’a
i Jeana-Louisa Chaboche’a w znanej monografii Méchanique des Matériaux
Solides [90]. Pomimo ze od opublikowania tej monografii uptynely juz nie-
mal trzy dekady, jest ona wcigz aktualna zwtaszcza w kontekscie bogatego
materialu eksperymentalnego. Nowsze ujecie elementéw mechaniki materia-
tow sprezysto-plastycznych z podkredleniem wpltywu uszkodzenia jest przed-
miotem monografii Jeana Lemaitre’a A Course on Damage Mechanics [91].
W zwiazku z dynamicznym rozwojem metod komputerowych inzynierskie za-
stosowania nieliniowych modeli anizotropowych stanowia powazne wyzwanie.
W tym kontekscie szczegolnie wartosciowe sa monografie Chen i Han Plasticity
for Structural Engineeres [24] oraz Ottosen i Ristinmaa The Mechanics of Con-
stitutive Modeling [110], ktore okazaly sie bardzo pomocne przy przygotowaniu
obecnej monografii. Obie te warto$ciowe pozycje wzajemnie sie uzupelniaja,
zabraklo w nich jednak szerszego spojrzenia na réznorodne procesy dyssypa-
tywne w materiatach, bowiem ograniczono si¢ jedynie w nich do plastycznosci
i lepkosci.

Przy wspoélpracy z Halina Egner, ktora zglebita nature sprzezeni proceséw:
plastycznosci, uszkodzen oraz przemian strukturalnych przy zmianach fazy, a
takze po doswiadczeniu przedstawienia takiej wizji mechaniki materialéw na
kongresie Thermal Stresses’09 w formie wyktadu ,keynote lecture"[49], roz-
poczelismy prace nad ksiazka, pod roboczym tytutem ,Podstawy mechaniki
nowoczesnych materialow". Dodatkowym czynnikiem i zachetg byty doswiad-
czenia wyniesione z czterech lat pracy w programie europejskiej sieci doskona-
tosci Knowledge-based Multicomponent Materials for Durable and Safe Per-
formance KMMNoE (2004—-2008), ktore zmusily nas, po zderzeniu ze specja-
listami réznych branz: mechaniki, inzynierii materiatowej i fizyki materiatow
wielosktadnikowych o ztozonej skrukturze kompozytowej i réwnie ztozonych
wlasciwosciach oraz zachowaniu, do poszukiwania nowej formuty.

Koncepcja ksiazki, jej tres¢ i metoda wyktadu, nie powstata jednak na-
tychmiast, lecz podlegala wielokrotnej przebudowie w miare tworzenia oraz,
musimy tez przyznaé, zaglebiania sie w jej istote. Zajeto nam sporo czasu i wy-
magato wielu burzliwych dyskusji okreslenie, w jaki sposéb pogodzi¢ ze soba
zamierzenie przedstawienia aktualnego stanu wiedzy w skomplikowanym je-
zyku termodynamiki proceséw nieodwracalnych z oczekiwaniami nowoczesnej
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inzynierii materiatowej, ktora w zakresie wytwarzania materialow, o (niemal)
dowolnie ztozonych wtasciwosciach i funkcjach, znacznie wyprzedzita techniki
okreslania cech strukturalnych, mechanicznych, termicznych czy eksploatacyj-
nych oraz budowy adekwatnych modeli konstytutywnych. Jesli dodaé¢ do tego
zamierzenie przedstawienia skomplikowanej rzeczywistosci jezykiem nowocze-
snym, mozliwie $cistym, a jednoczesnie zrozumialym nie tylko w gronie waskich
specjalistow, to zamierzenie takie okazalto sie sporym wyzwaniem.

W miare pisania ksiazki jej cel ulegal pewnym przeobrazeniom. Okazato
siec bowiem konieczne, aby przedstawi¢ nie tyle ,mechanike nowoczesnych ma-
terialéw", co nowe spojrzenia na mechanike materiatéw, z uwzglednieniem
aktualnych osiagnie¢ w dziedzinie inzynierii materialowej. Sklonilo nas to
do nieklasycznego podejscia do modelowania i opisu materiatow, z uwzgled-
nieniem wzajemnych sprzezen pomiedzy réznymi procesami dyssypatywnymi
oraz szerszym niz zazwyczaj uwzglednieniem anizotropii i symetrii materiato-
wej badz to pierwotne] (sprezystosé), badz tez nabytej w trakcie przebudowy
mikrostruktury (plastycznosé, uszkodzenia, stany resztkowe). Ponadto, nasze
nieoczekiwane doswiadczenia zdobyte podczas pracy w strukturze sieci KMM,
z jednej strony sktonity nas do weryfikacji zamknietego jezyka termodynamiki
proceséw nieodwracalnych, w zderzeniu z jezykiem stosowanym w inzynierii
materiatowej, z uwzglednieniem nowoczesnych technik eksperymentalnych w
badaniu zmian mikrostruktury oraz wtasciwosci fizycznych, z drugiej. Choé
oczywidcie nie nalezy oczekiwaé, ze trudnosci te zostaly zazegnane, jednak
ufamy, ze prezentowane w tej ksigzce spojrzenie na mechanike materialéw wy-
chodzi nieco naprzeciw tym wymaganiom.

Wreszcie, po wielokrotnych przemyé$leniach i dyskusjach uznalismy, ze ko-
rzystne bedzie podzielenie calej ksiazki na dwie oddzielne, choé wzajemnie
sprzezone czesci. Tak wiec ksigzka, ktorg teraz przekazujemy, zawiera w isto-
cie podstawy nowoczesnej mechaniki materialéw dyssypatywnych, z gléwnym
naciskiem polozonym na anizotropie oraz inicjacje gtéwnych proceséw dyssy-
patywnych — plastycznego ptyniecia badz rozwoju uszkodzen. Zachowanie ma-
terialow po przekroczeniu stanéw granicznych, obejmujace wzmocnienie ma-
teriatowe typu plastycznego badz uszkodzeniowego, jest tutaj jedynie wzmian-
kowane z zamiarem pelnego ujecia w czesci drugiej. W efekcie ksiazka, ktora
przekazujemy czytelnikom, jest pozycja noszaca cechy zaré6wno zaawansowa-
nego podrecznika, jak i monografii ujmujacej cato$¢ tematyki z uwzglednieniem
wspolczesnych oczekiwan odbiorcow.

Na koniec kilka stéw na temat adresatow tej ksigzki. Jak juz pisali$émy,
inspiracja byty zajecia ze studentami stopnia I i II na kierunku ,Mechanika
i budowa maszyn". Jednak okazalo sie, ze material ten moze byé¢ réwniez
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przydatny na kierunku ,Inzynieria materialowa", a takze wilaczony do pro-
gramu studiéw doktoranckich III stopnia. Chcieliby$my réwniez, aby ksiazka
byla pomocna takze dla badaczy i inzynieréw zaréwno w obszarze inzynierii
mechanicznej, jak i materiatowej, a takze, w pewnym zakresie, fizyki ciata
stalego. To oczywiscie narzuca wymagania odnosnie do komunikatywnosci
jezyka, spOjnosci oznaczeri, definicji, terminologii itd. Biorac to pod uwage,
obok rozdziatéw wprowadzajacych, przedstawiajacych proste modele jednowy-
miarowe, wprowadziliSmy takze obszerny rozdzial poswiecony definicji pojeé z
zakresu algebry tensorowej i macierzowej czy teorii niezmiennikéw, jednak wy-
raznie w odniesieniu do probleméw mechaniki materialéw i potrzeb dalszych
rozdziatéw. W ten sposob, naszym zdaniem, nawet przecietnie przygotowany
czytelnik nie natrafi na istotne trudnosci w trakcie studiowania dalszych roz-
dziatow.

Autorzy
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M® — tensory strukturalne

n; —  wektor wspotezynnikéw kierunkowych

N — sila normalna

N — liczba cykli

P — kumulowane odksztaltcenie plastyczne

P — ciSnienie

Di — wektor naprezenia

ptM — parametr Larsona—Millera

qij — iloczyny wspolczynnikéw kierunkowych w macierzy obrotu
q — strumieri ciepta

[Q] — macierz obrotu

r —  promien

8, 8ij — dewiator naprezenia

t - czas

tr — czas do zniszczenia

trel — czas relaksacji

tret — czas retardacji

T — temperatura bezwzgledna

T — temperatura topnienia

tr() — operator §ladu tensora

U, V, W — skladowe przemieszczenia w kierunku osi x, ¥, z
U; — wektor przemieszczenia

v — predkosé¢ przepltywu cieczy lepkiej

\% — objetosé

w — energia wlasciwa odksztalcenia sprezystego

T,Y, 2 — kierunki osi uktadu kartezjanskiego

— stosunek wytrzymalosci na Sciskanie do wytrzymalosci na
rozciaganie
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Rozdzial 1

Reprezentatywne wyniki préb
wytrzymaloSciowych

1.1. Statyczna proéba rozciggania

Schematyczny przebieg krzywej rozciggania, dla materialu sprezysto-plastycz-
nego (np. stali niskoweglowej), pokazano na rys. 1.1. Na wykresie zaznaczone

G[MPa]

400

Rysunek 1.1. Wykres krzywej rozciagania materiatu sprezysto-plastycznego
(stal niskoweglowa): poréwnanie naprezen nominalnych i usrednionych rze-
czywistych

zostaly nastepujace charakterystyczne punkty proby rozciggania:
1 oP" granica proporcjonalnosci (ang. proportional limit)

1/ og, oy granica sprezystosci (ang. elastic limit)
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2, 2/ k granica plastycznosci na rozciaganie, gorna lub dolna (ang. yield point)
2/1-3 platforma idealnej plastycznosci (ang. perfectly-plastic flow)
3-4 wzmocnienie plastyczne (ang. plastic hardening)
4 Omax, kmax naprezenie maksymalne (ang. mazimal nominal stress)
4-5 niestateczna deformacja (ang. unstable deformation)
5 oult, kfract Naprezenie zrywajace (ang. fracture strength)

Przedstawiony wykres wykazuje kilka charakterystycznych zakreséw. W po-
czatkowym zakresie, opisanym odcinkiem 0-1, niewielkim wydluzeniom wzg-
lednym e odpowiadajg proporcjonalne przyrosty sity P, po odciazeniu na-
tomiast probka powraca do swojej pierwotnej diugosci, ¢ = 0. Zakres ten,
ktorego gornym kresem jest naprezenie oP', nazywany jest liniowo sprezy-
stym i opisywany matematycznie za pomoca prawa Hooke’a. Przy wzroscie
obcigzenia ponad oP" obserwuje sie istotne odstepstwa od liniowej zalezno$ci
pomiedzy naprezeniem a odksztatceniem. Odcinek 1-2; ktéry nazywamy nie-
liniowo sprezystym, jest wyraznie krzywoliniowy, o malejacym nachyleniu. Z
chwila osiagniecia dolnej granicy plastycznosci k wykres przechodzi w odcinek
poziomy 2'-3, zwany potka (platforma) plastycznosdci, dla ktorego wzrastaja-
cemu odksztalceniu nie towarzyszy wzrost naprezenia. Takie zachowanie ma-
terialu powszechnie okreslane jest mianem plastycznego ptyniecia, jesli zasto-
sowaé¢ analogie i nazewnictwo zaczerpniete z mechaniki ptynéw. Plastycznemu
plynieciu towarzyszy pojawienie sie siatki linii na polerowanej powierzchni
probki, zwanych liniami Liidersa—Czernowa. Linie te, nachylone pod katem
okoto 45° do osi probki, sa sladem wzajemnych podlizgow czastek materiatu
nastepujacych w plaszczyznach wystepowania najwiekszego naprezenia stycz-
nego. Przemieszczanie sie i poslizg czastek materiatu, towarzyszace plastycz-
nemu plynieciu, sa zjawiskami zachodzgcymi w sposéb nieodwracalny. Zatem
zakladajac, ze odciazenie probki (odcinek 2'-0') przebiega wzdluz prostej o
takim samym nachyleniu, jak dla odcinka 0-1, konicowa wartos¢ wydtuzenia
wzglednego probki bedzie wynosié 512)’ . Model matematyczny opisujacy prze-
bieg zjawisk zwigzanych z plynieciem plastycznym nosi nazwe teorii idealnej
plastycznodci.

Gdy w nastepstwie przegrupowania sie czastek materiatu plastyczne ply-
niecie stopniowo ustaje, a material zaczyna ponownie odzyskiwaé¢ mozliwo$é
stawiania oporu obciazeniu zewnetrzemu (odcinek 3-4), méwimy o wzmoc-
nieniu plastycznym, albo zgniocie materiatu (ang. plastic hardening). Zakres
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ten, schrakteryzowany wyraznie nieproporcjonalnym stosunkiem wydtuzenia
wzglednego do naprezenia, opisywany jest jedna z teorii wzmocnienia plastycz-
nego. Poczawszy od punktu 4, odpowiadajacego osiagnieciu przez naprezenie
nominalne warto$ci maksymalnej onax, plastyczne plyniecie staje si¢ niesta-
teczne z uwagi na pojawienie sie zlokalizowanego przewezenia zwanego szyjka
(ang. mnecking). Szyjka stopniowo wydluza sie, czemu towarzyszy zmniejsza-
nie sie pola przekroju, aby w koricu ulec zerwaniu pod naprezeniem zrywaja-
cym, oyt < Omax- Na calym odcinku 4-5 wzorstowi wydtuzenia wzglednego
odpowiada zmniejszanie sie naprezenia nominalnego on = P/Aqy (przy jed-
noczesnym wzroscie usrednionego naprezenia rzeczywistego o = PJ/A). W
momencie zerwania nastepuje caltkowite odciazenie probki (punkt 5), zatem
pole powierzchni ograniczone wykresem rozciggania i osig odcietych jest réwne
pracy potrzebnej do zerwania probki.

Nalezy tutaj wyraznie zaznaczy¢ usredniony charakter powyzszego napreze-
nia na skutek zaniedbania wplywu stanu tréjosiowego wywoltanego szyjko-
waniem. Sciste rozwigzania zagadnienia troéjosiowego rozktadu naprezenia w
najmniejszym przekroju szyjki towarzyszacego lokalizacji logartymicznych od-
ksztalcen sprezysto-plastycznych zostaly podane przez Davidienkowa i Spiri-
donowg [34] oraz Bridgmana [12] w polowie ubieglego stulecia. Dalsze uogol-
nienie zagadnienia o wplyw uszkodzenia oraz zastosowanie do modelowania
zmeczenia niskocyklowego stali stopowej 3161 wg testu Dufailly i Lemaitre’a
[40] (rys. 1.24) przeprowdzili Ganczarski i Barwacz [47]. Natomiast Derpen-
ski i Seweryn [35] zaproponowali oryginalne i znacznie dokltadniejsze podej-
cie hybrydowe (eksperymentalno obliczniowe) polegajace na réwnoczesnym
pomiarze odksztalcen osiowych i promieniowych za pomoca dwoch ekstenso-
metréw oraz dobieraniu parametréw umocnienia w taki sposob, aby krzywe
rozciggania, doswiadczalna i rzeczywista byly jednakowe.

Wykresy jednoosiowego rozciggania réznych materialéw przedstawiono na
rys. 1.2a-c. Wiekszo$¢ materialéw metalicznych wykazuje zakres sprezysty
oraz plastycznego wzmocnienia, jak przedstawiono na rys. 1.2a, natomiast
wyrazna platforma idealnej plastycznos$ci wystepuje rzadko, np. w miekkiej
stali weglowej. Wykresy przykladowych tworzyw sztucznych wykazuja nieli-
niowo$¢ niemal od poczatku procesu, przy czym polichlorek winylu wykazuje
wyrazne plyniecie plastyczne poprzedzajace zniszczenie, w przeciwieristwie do
polimetakrylan metylu, w ktérym wykres rozciagania sugeruje raczej pekanie
kruche, rys. 1.2b. Wreszcie przyklady réznych materialéw niemetalicznych,
zestawione na rys. 1.2c, wskazuja na cechy sprezysto-kruche, liniowe badz nie-
liniowe, bez wyraznych efektéow plastycznych. Zwréémy tez uwage na rézne
skale naprezen i odksztalceri, przy ktérych wykonywano préby, rys. 1.2a-c.
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Rysunek 1.2. Pozorne wykresy rozciagania: a) stali i stopéow, wg Malinin i
Rzysko [96], b) sztucznych tworzyw, wg Malinin i Rzysko [96], ¢) materiatow
pochodzenia organicznego, wg Niezgodziriski i Niezgodzinski [106]

Duze odksztalcenia towarzyszace zniszczeniu metali majg nature nieodwra-
calng (plastycznosé), w przeciwieristwie do nawet wiekszych odksztalcenn w
niektorych materiatach niemetalicznych (guma), ktore sa w zasadzie odwra-
calne (sprezystosé nieliniowa). Wybrane charakterystyczne state, okreslajace
wykresy rozciagania réznych materialéw, zestawiono w tab. 1.1. Podkreslmy
ogromng, rozpietosé niektéorych ich wartosci, np. granicy plastycznosci k, od
kilku MPa do 1600 MPa (w przypadku olowiu i stali stopowej), czy modutu
Younga F, od kilku GPa do ponad 200 GPa (odpowiednio w przypadku bake-
litu czy drewna i wiekszosci stali).

W tabeli podano réwniez dwa parametry inzynierskie charakteryzujace
wladciwosci plastyczne materiatu: trwale wydtuzenie wzgledne przy rozcia-
ganiu Ay, oraz trwale przewezenie wzgledne pola przekroju poprzecznego przy
zrywaniu Z.
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Tabela 1.1. Wtasciwosci mechaniczne przy rozcigganiu probek wybranych ma-
terialow konstrukcyjnych, wg Jakubowicz i Ortos [72]

Material k FE v O max Ap Z
[MPa] | |GPa] [MPal [%] [%]

zelazo 125 210 250 25 70

stal 9/40C

0.7-1.5 210 206 0.24-0.33 340 31 55

5.0-6.0 360 210 0.24-0.33 640 12 35

5.5-6.5 380 211 0.24-0.33 700 9 35

2.5-3.5 har. 700 219 0.24-0.33 900 8-10 | 30-40

CrSi sprez. 1600 211 0.24-0.33 1800 5 20

zeliwo sfer. | 200-250 | 130-160 | 0.23-0.27 450-700 6

aluminium 50 72 0.34 90-100 13-8

cyna 40 55 0.33 20-40 40 75

cynk 90-100 94 110-105 | 50-20

miedZ 60-80 132 0.32-0.35 220 60 75

olow 5-10 17 0.42 18 50 100

wolfram 750 42 1200-1400

sosna* 8-12 0.045-0.065 80

dab* 10-20 | 0.045-0.065 96

kauczuk 0.008 0.47 7-10

guma tw. 12

bakelit 2-3 0.47 20-30

polistyren 40

poliamid 6 84

szkto 56 0.25 20-30

* wlasciwosci materialéw drewnianych podano w kierunku wzdtuz witokien

1.2.

Statyczne proby dla materialéw o réznej
wytrzymatosci na rozcigganie i $ciskanie

Proba sciskania przeprowadzana jest w celu okreslenia podstawowych wtasci-
wodci dla materialéw sprezysto-kruchych charakteryzujacych sie znacznag wy-
trzymaloscia na Sciskanie (zeliwo, beton, materiaty skalopodobne, ceramiczne),
natomiast bardzo niska badz zerowa wytrzymatoscia na rozciaganie (materialy
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sypkie, piaski, niespoiste grunty). Probie $ciskania poddawane sa réwniez
materialy sprezysto-plastyczne, gléwnie w celu wykrycia ewentualnych réz-
nic wytrzymalosci miedzy $ciskaniem a rozciaganiem, k¢ # k. (ang. strength
differential effect).

W poczatkowej fazie Sciskania, analogicznie do rozciagania, wzgledne skré-
cenia probki sa proporcjonalne do wartosci naprezenia Sciskajacego (rys. 1.3).

: 2 . . . . . . - . T
Podobnie do proby rozciggania, obserwuje sie granice proporcjonalnosci ov
o
Gmax """"""""""
ky
ofr
0 €
pr
- gc
Cc

Rysunek 1.3. Schemat proby rozciagania i Sciskania dla materiatu sprezysto—
plastycznego

czy granice plastycznosci przy Sciskaniu k. (wyraznag lub umowna).

W przypadku metali o cechach plastycznych warto$ci umownych granic
proporcjonalnosci of" i plastycznosci k. przy $ciskaniu sa zazwyczaj wyzsze co
do modutu, niz odpowiednie wartosci o}" i kg, przy rozciaganiu (rys. 1.4).

Wtasciwosci mechaniczne przy Sciskaniu wybranych materiatléw konstruk-
cyjnych zostaly zestawione w tab. 1.2. Ro6znice pomiedzy wlasciwosciami po
stronie Sciskania a rozciagania sa wyrazniejsze w przypadku materiatow kru-
chych. Wsrod nich szczegolna pozycje zajmuje zeliwo (rys. 1.4b), dla ktoérego
stosunek wytrzymatosci na Sciskanie k. do wytrzymatosci na rozciaganie ki
wynosi z = k¢ /ky = 3-4.

W przypadku betonu stosunek wytrzymatosci na Sciskanie k. do wytrzyma-
tosci na rozcigganie ky moze osiagaé jeszcze wyzsza wartosé, z = 10. Jest to
scidle zwiazane z mikrostrukturg betonu, bedacego mieszaning ziaren piasku
i zwiru, spojonych cementem. Beton jest typowym reprezentantem materia-
téw kruchych o silnie nieliniowej charakterystyce. Charakterystyczny wykres
Sciskania probki betonowej, pokazany na rys. 1.5, ujawnia istnienie trzech faz
zachowania materialu po stronie Sciskania. W fazie pierwszej, odpowiadajacej
wartos$ci naprezenia nie przewyzszajacej okoto 30% k., wykres jest liniowy i dla-
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Rysunek 1.4. Umowne wykresy rozciagania i $ciskania: a) aluminium, b)
zeliwa szarego odlanego w formie masy formierskiej, wg Malinin i Rzysko [96]

s . . . . L . L, . . Spr
tego te wartodé uznaje sie za umowng granice sprezystoéci przy éciskaniu oo’ .

W przypadku obciazenia probki naprezeniem o wartosci bezwglednej wyzszej
niz granica sprezystosci, beton zaczyna wykazywaé¢ wyraznie nieliniowe zacho-
wanie. Dla naprezenia z przedziatu (30%—75%)k., charakteryzujacego druga
faze, obserwuje sie poczatkowo wzrost i tgczenie mikropeknieé¢ istniejacych w
materiale, ktore nastepnie przeksztalcaja sie w makropekniecia. Propagacja
peknie¢ w tej fazie odbywa sie w sposéb stabilny, w odréznieniu od nastepnej
fazy, w ktorej niestabilna propagacja peknieé¢ prowadzi do lokalizacji i znisz-
czenia probki. W przypadku gdy proba sterowana jest przemieszczeniowo, be-
ton wykazuje ostabienie odksztalceniowe po przekroczeniu punktu |e| > e®*
odpowiadajacego maksymalnemu naprezeniu przy sciskaniu k. (punkt niesta-
tecznosci na wykresie o — €).
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Tabela 1.2. Wtasciwos$ci mechaniczne przy Sciskaniu wybranych materiatow
konstrukeyjnych, wg Jakubowicz i Ortos 72|, Niezgodzinski i Niezgodzinski
[106]

Material ky E v ke z = :—z
[MPa] | |GPal H [MPa] H
zeliwo zwykle 120 0.23-0.27 700-900 5.8-4.5
zeliwo sfer. 200-250 | 130-160 | 0.23-0.27 | 1700-2200 3.7-3.1
sosna* 8-12 0.045-0.065 45 0.5
dab* 10-20 | 0.045-0.065 55 0.6
granit 13-61 160-240
beton zwykty 18-43 0.16-0.18 7.2 7.2
bakelit 2-3 0.47 80-100 4-3.3

* wlasciwosci materiatéw drewnianych podano w kierunku wzdluz wtokien

max %[Mpa]
8 6 4 &2 tR_&[%%0]

[1-10
“\Ggpr

Rysunek 1.5. Umowny wykres rozciggania i Sciskania betonu, wg Pijaudier-
Cabot 1 Mazars [116]

Obok betonéw i materialéw skatopodobnych, charakteryzujacych sie nie-
wielka wytrzymalodcig na rozciaganie, istnieje szeroka klasa materialéw maja-
cych niemal zerowa wytrzymalo$¢ na rozciaganie. Sa to generalnie wszystkie
materiaty sypkie, takie jak grunty, skaly w stanie rozdrobnionym, ale réwniez
proszki stosowane w technice. Proba $ciskania préobki z materiatu sypkiego
przeprowadzana jest w warunkach proby edometrycznej, tzn. przy eliminacji
rozszerzalnosci bocznej. Na rys. 1.6 pokazano umowny wykres Sciskania row-
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Rysunek 1.6. Umowny wykres Sciskania piasku w warunkach zablokowanej
rozszerzalnosci bocznej, wg Lambe [87]

nomiernie uziarnionego piasku kwarcowego. Na wykresie daja sie wyroznié
trzy przedzialy. Przy $ciskaniu wywotanym naprezeniem nieprzekraczajacym
wartosci okoto 28 MPa krzywa zaleznosci o — € jest wypukla. Wazrostowi na-
prezenia towarzyszy wowczas wzrost sztywnosci, co nazywamy procesem kon-
solidacji (zageszczania). Poczawszy od okolo 28 MPa, krzywa o — ¢ zmienia
krzywizne (punkt przegiecia) jako efekt pekania ziaren piasku, powodujacego
jeszcze wieksze ich zageszczenie. Jednoczesnie pekaniu ziaren piasku towarzy-
szy zwieszenie ich liczby, co prowadzi do zmniejszenia si¢ przecigtnej wartosci
sity na styku ziaren, a w konsekwencji do dalszego wzrostu sztywnosci mate-
riatu.

1.3. Anizotropia

Podstawowe wltadciwosci mechaniczne materialéw wyznaczane sg na podsta-
wie odpowiednich eksperymentéw przeprowadzanych na prébkach wycietych z
badanego materiatlu. Najczesciej ani miejsce, ani kierunek pobrania probki nie
wplywaja na badane wtasciwo$ci mechaniczne. W takim przypadku méwimy,
ze badany material jest jednorodny i izotropowy (ang. homogeneous i isotro-
pic materials). Jednorodnosé i izotropowosé sa cechami charakterystycznymi
dla materialéw polikrystalicznych, w ktérych pojedyncze krysztaly, wykazu-
jace wewnatrz ziaren silne wlasciwosci réznokierunkowe, sa utozone w sposéb
przypadkowy. Czesciowe przywrocenie wlasciwosci anizotropowych (gr. ani-
sos nieréwny 1 tropos kierunek) zachodzi podczas niektorych proceséw techno-
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logicznych, jak kucie, walcowanie lub prasowanie, ktére moga nadaé¢ wiekszosci
ziaren ukierunkowana orientacje. W wyniku takiego procesu material zaczyna
wykazywaé inng warto$¢ umownej granicy plastycznosci na rozciaganie wzdluz
kierunku walcowania niz w kierunku do niego poprzecznym (rys. 1.7).

G,,[MPa]
400+

vl

300+

1_—,///‘/////"‘~\\\\u\\\\\_.2
2001

100

| |
0 22.5° 45°  675° 90° 0

Rysunek 1.7. Zalezno$¢ umownej granicy plastycznosci od kata pobrania
probki wzgledem kierunku walcowania (por. rys. 1.8): 1 — stal OH18N9T,
2 — mosiadz 162, 3 — stal 08KP, 4 — stop aluminium-magnez AMG6M, 5 —
aluminium AMcAM, wg Malinin i Rzysko [96]

Wtasciwosci mechaniczne wybranych materialéw anizotropowych zesta-
wiono w tab. 1.3. Wykazuja one cechy ortotropii materiatlowej (gr. orthos
prosty i tropos kierunek), polegajacej na istnieniu trzech wzajemnie prostopa-
dlych, wyrdéznionych osi materialnych, takich ze rozciaganie badz Sciskanie, w
tych kierunkach nie wywoluje deformacji postaciowej, co znacznie upraszcza
opis konstytutywny (por. szerzej, rozdz. 11).

Przykladem materialtu naturalnego wykazujacego wtasciwosci niejednoro-
dne i anizotropowe jest drewno. Probka pobrana wzdtuz widkien (kierunek 1)
ma zupelnie inne wlasciwosci od probki wycietej w poprzek wiokien (kierunek
2), co zilustrowano na wykresie zaleznosci kierunkowego modutu sprezystosci
Ep od kata 6 (rys. 1.8).
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Tabela 1.3. Wlasciwosci mechaniczne wybranych materialéw ortotropowych,
wg Malinin i Rzysko [96]

Granice plastycznoséci | Wspolezynniki Lankforda
, del) | de) deb
Material kg ky k. @ S d—alz)
[MPa| | [MPa] | [MPa)
stop tytanu OTCz | 490 520 800 | 0.750 | 3.00 5.25
stop tytanu TC5H 640 671 1020 | 0.774 | 3.42 5.70
dural D16 275 297 320 | 0.532 | 1.14 1.64
mosiadz 1.62 950 105 120 | 0.550 | 1.22 2.83

y=— i— > 1
<—] 0
E, o= 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 r

Rysunek 1.8. Zalezno$¢ modultu sprezystosci od kata pobrania probki dla
drewna sosnowego, wg Lekhnitskii [89]

Ponizej, w tab. 1.4, podano wartosci statych materiatowych czterech typow
sklejki:

e trojwarstowa sklejka brzozowa klejona bakielitem

e sklejka pierwszego gatunku BS-1 o siedmiu warstwach okleinowych i gru-
bosci arkusza 8 mm

o sklejka klejona bekielitem BFS o siedmiu warstwach okleinowych i grubo-
$ci arkusza 7 mm

e sklejka typu FSF

Moduty E1, Ey odpowiadaja rozciaganiu wzdtuz kierunkow gtownych (wzdiuz
wlokien oraz w kierunku do niego prostopadlym), natomiast modul Ey50 od-
powiada rozcigganiu pod katem 45° do kierunkéw gtéwnych.
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Tabela 1.4. Stale materialowe sklejki, wg Lekhnitskii [89]

Stata materiatowa Nazwa lub gatunek sklejki

sklejka brzozowa | BS-1 grade 1 | BFS | FSF
E1 x 10-*MPa 1.20 1.10 1.48 | 1.09
Ey x 107*MPa 0.60 0.85 1.00 | 0.87
E450 x 107*MPa 0.24 0.30 0.44 | 0.28
G x 107*MPa 0.07 0.09 0.135 | 0.079
vy 0.071 0.076 0.088 | 0.174
va 0.036 0.060 0.062 | 0.038

1.4. Cykliczna préba rozciggania oraz Sciskania

Préba rozciggania powtarzana wielokrotnie, ujawnia istnienie zjawiska Gerst-
nera (rys. 1.9a). Polega ono na podwyzszaniu granicy plastycznosci, towarzy-
szacemu wtornemu obciazaniu k;y1, w stosunku do granicy plastycznosci przy
obcigzaniu pierwotnym k;. Ponadto, zatozenie o pokrywaniu sie Sciezek od-
cigzenia i powtoérnego obciazenia jest tylko przyblizeniem (linia przerywana),
gdyz w rzeczywistosci mamy do czynienia z pojawieniem sie petli histerezy.

W przypadku préby przeprowadzonej w sposéb przeciwzwrotny, to zna-
czy gdy wtérne obciazanie jest $ciskaniem, obserwowane jest zjawisko od-
wrotne, polegajace na obnizaniu granicy proporcjonalnosci po stronie prze-
ciwnej (rys. 1.9b), zwane efektem Bauschingera. Na podstawie badan meta-
lograficznych efekt Bauschingera jest tlumaczony uplastycznieniem na skutek
obciazenia tylko pewnej czedci ziaren w materiale, podczas gdy inne ziarna
odksztalcajg sie nadal sprezyscie. Po odciazeniu, pomiedzy oboma systemami
ziaren wytwarza sie nowy, samozréwnowazony uklad oddziatywarn, w ktorym
ziarna uplastycznione sa $ciskane, zas ziarna sprezyste rozciggane. Przy po-
wtérnym obciazeniu, ale przeciwnego znaku, ziarna Sciskane w pierwszej ko-
lejnosci ulegaja uplastycznieniu, co makroskopowo odpowiada zmniejszeniu
wtornej granicy proporcjonalnosci.

Na rys. 1.10 przedstawiono, wg. Chaboche i inni [19], wyniki prob przy
obcigzeniu cyklicznym, jednoosiowego rozciggania/$ciskania, probki ze stali
nierdzewnej 316L, przy ustalonych poziomach amplitudy cykli odksztatcenio-
wych: Ae = +0.01,£0.015,£0.02, +0.025, +0.03. Dla kazdego z pozioméw
obserwujemy zjawisko nieliniowego wzmocnienia plastycznego, zmierzajacego
do osiagniecia stanu nasycenia, takiego ze przy dalszym wzroscie liczby cy-
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Rysunek 1.9. Ilustracja efektow: a) Gerstnera, b) Bauschingera

kli n; — oo, subpetla histerezy nie ulega zmianie. W nastepnym kroku,
przy powiekszonej amplitudzie statego odksztatcenia Aeg, 1, rozpoczyna sie
ponowny proces nieliniowego wzmocnienia, znéw prowadzacy do nowego stanu
nasycenia, przy ne — oo. W przeprowadzonym tescie, dla kazdego poziomu
amplitudy obserwowano osiggniecie subpetli nasycenia po niewielkiej liczbie
(kilkunastu) cykli. Nowsze badania, wykonane np. przez Dufailly i Lemaitre’a
[40], pokazaly jednak, ze przy wiekszej liczbie cykli, np. rzedu kilkuset, na
tym samym poziomie amplitudy odksztalcenia obserwuje sie tzw. zmeczenie
niskocyklowe, skutkujace asymetryczna deformacja petli ustalonej (por. pod-
rozdziat 1.7).
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Rysunek 1.10. Préba cyklicznego rozciagania-éciskania przy 5 réznych pozio-
mach obciazenia dla stali nierdzewnej 316L w temperaturze pokojowej, wg
Chaboche 1 inni [19]

1.5. Proby pelzania, relaksacji z uwzglednieniem
rozwoju uszkodzen

Statyczna proba pelzania przeprowadzana w temperaturze pokojowej (ok. 20°
C) ujawnia wystepowanie odksztalcen powoli narastajacych w czasie, w przy-
padku niektérych materiatéw, jak np. oléw, aluminium czy tworzywa sztuczne,
pomimo ze naprezenie pozostaje znacznie ponizej granicy plastycznosci. Zjawi-
sko to nazywamy pelzaniem materiatu. Dla stali zjawisko pelzania zaczyna by¢é
obserwowane juz w temperaturach powyzej 250°C. Préba pelzania przeprowa-
dzana jest na specjalnych probkach cylindrycznych, mocowanych w maszynie
wytrzymalo$ciowej, zwanej pelzarks, i umieszczonych w komorze zapewniaja-
cej utrzymanie statej temperatury (rys. 1.11a).

W czasie proby pelzania daja sie zazwyczaj wyroéznié¢ trzy okresy (rys.
1.11b). W pierwszym okresie, nazywanym pelzaniem pierwszorzedowym (ang.
primary creep), predkos¢ pelzania maleje w miare upltywu czasu. W drugim
okresie, nazywanym pelzaniem drugorzedowym lub ustalonym (ang. secondary
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lub stationary creep), predkosé¢ pelzania jest ustalona. Natomiast w trzecim
3) b)s )
zerwanic

pefzanie

8 (ELIERN L, il 3111§

Rysunek 1.11. a) probka Kowalewskiego [78] i Hayhursta [59] oraz b) schema-
tyczny wykres proby pelzania przy stalym naprezeniu

okresie, okreslanym mianem pelzania trzeciorzedowego (ang. tertiary creep),
predko$é pelzania gwaltownie wzrasta i koticzy sie zerwaniem prébki w czasie
t,. Zerwanie probki poddanej probie pelzania moze by¢ poprzedzone powsta-
niem szyjki (ang. ductile rupture) badZz moze nastapi¢ w sposéb kruchy, bez
efektu szyjkowania (ang. brittle rupture). W pierwszym przypadku peka-
nie ma charakter miedzykrystaliczny, w odréznieniu od drugiego przypadku,
gdy jego charakter jest wewnatrzkrystaliczny. Pekanie miedzykrystaliczne jest
typowe dla metali polikrystalicznych, pracujacych w niskich temperaturach i
przy duzych predkosciach odksztalcenia. Natomiast pekanie wewnatrzkrystali-
czne jest charakterystyczne dla metali polikrystalicznych, pracujacych w wy-
sokich temperaturach przy niewielkich predkos$ciach odksztatcenia. Czestym
przypadkiem jest takze pekanie typu mieszanego, obserwowane w temperatu-
rach posrednich pomiedzy pekaniem miedzy- i wewnatrzkrystalicznym.

Larson i Miller [86] wprowadzili pojecie parametru temperaturowo—czaso-
wego (parametr Larsona-Millera), P*™ = T(C + logt,), w ktoérym t, oznacza
czas do pekniecia (np. 103h, lub 10°h), a T — temperature bezwzgledna. Wiek-
szo$¢ materialow wykazuje obecnosé powyzszych dwoch mechanizméw pekania
w warunkach pelzania ciagliwego lub kruchego, jak pokazano na tzw. uniwer-
salnych krzywych trwalosci f(o,t,,T) = const, rys. 1.12, wg Penny i Marriott
[114].

Nowsze badania pelzania przeprowadzone na stalach stopowych weglowo—
manganowych w szerokim przedziale wysokich temperatur, 400°—600°C, wska-
zuja raczej na ciagla zmiane charakteru krzywych wytrzymaltosci na pelzanie
kM pys. 1,13,

Wykresy pelzania stali nierdzewnych pokazano na rys. 1.14. Pierwszy z
nich ilustruje wpltyw stalego poziomu naprezenia na przebieg procesu pelza-
nia w ustalonej temperaturze 600°C. Pokazano rowniez czasy zniszczenia ty;
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loge

Rysunek 1.12.  Uniwersalny parametr temperaturowo—czasowy Larsona—
Millera dla réznych materiatéow metalicznych, wg Penny i Marriott [114]
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Rysunek 1.13. Wykresy wytrzymatosci na pelzanie k¢
manganowej, wg Townley [154]

stali weglowo—

(dla € — 00), przy trzech najwyzszych poziomach naprezenia o;: 220 MPa,
200 MPa, 190 MPa, t;1 < tea < terg .- -, (rys. 1.14a).

Drugi (rys. 1.14b) przedstawia jednoczesny wplyw poziomu naprezenia i
temperatury na przebieg procesu pelzania stali stopowej. Podkreslmy, ze za-
leznie od warunkéw proby (poziom naprezenia, temperatura), wykresy wyka-
zuja badz to pelng krzywa pelzania, badz tez koricza sie w obszarze pelzania
ustalonego. Zwroémy uwage, ze podane tutaj stale nie moga by¢ bezpiecz-
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Rysunek 1.14. Wplyw naprezenia oraz temperatury na pelzanie stali nierdzew-
nych: a) krzywe pelzania stali nierdzewnej EI 756 w temperaturze T' = 600°C,
wg Boikov [11], oraz b) wplyw temperatury na pelzanie stali chromowe;
9Cr1Mo, wg Townley [154]

nie uzytkowane w temperaturach bliskich 600°C, przy ktoérych nieznacznemu
wzrostowi temperatury towarzyszy gwaltowne skrocenie czasu zniszczenia ..
W przypadku superstopéw Inconel IN100 (rys. 1.15), proby pelzania do znisz-
czenia prowadzono w wyzszej temperaturze 1000°C, uzyskujac czasy do znisz-
czenia w przedziale od kilku do kilkudziesieciu godzin.

Wprowadzmy za Odqvistem [109] dwie podstawowe state opisu procesu
pelzania:

(m)

1. Odpornos¢ na pelzanie lub granica pelzania (ang. creep resistance) keg
ktora okresla poziom naprezenia potrzebny do wywolania odksztatcenia
nominalnego pelzania, o wartosci 2%, np: 0.1%, 0.2%, 0.5%, 1%, 2%,
5% w czasie 10™h,

2. Naprezenie niszczace w okreslonym czasie 10™h, lub wytrzymatosé na
. (m) , . . . .

petzanie (ang. rupture strength) ke, ktore okresla poziom naprezenia

potrzebny do wywolania zniszczenia w czasie 10™h, np. 102, 103, 10%,

10°h.
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239 |205 MPa

Rysunek 1.15. Pelzanie superstopu Inconel IN 100 w temperaturze T =
1000°C, przy roznych poziomach naprezenia, wg Lemaitre i Chaboche [90]

®3)

W tab. 1.5 zestawiono wartodci odpornosci na petzanie kcg‘l, dla réznych
materialéow metalicznych, w funkcji temperatury.

Tabela 1.5. Wartoéci naprezenia wywolujacego odksztatcenie 0.1% po 103h
dla wybranych materiatéw metalicznych, wg Finnie i Heller [43]

Material Temperatura °C kgg?l [MPal]
stop aluminiowo-miedziowy 4.25% Cu, 150 154.6
0.63% Mn, 0.44% Mg, 0.52% Fe, 250 40.1
0.25% Si 350 105.5
stop aluminiowo-krzemowy Si 13, 18, 205 61.9

Ni 3.08, Cu 2.96, Mg 1.04, Fe 0.53 315 6.46
mied? elektrolityczna 205 47.2
miedZ odtleniona 205 144.2
stop miedziowo-niklowy 20% Ni,

5.08% Zm, 0.69% Mn 315 195.5
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Material Temperatura °C kég.)1 [MPal]
stop miedziowo-cynowy 5.99% Sn,
5.10% Zn, 2.33% Pb, 0.23% Ni, 260 70.3
0.06% Fe
stop miedziowo-cynkowy 96.43% Cu, 149 352
0.05% Pb, 0.01% Fe 205 24.6
260 4.92
stal weglowa 0.15% C, 0.46% Mo, 427 121
0.28% Si 538 23.2
650 3.8
stal chromowa 0.10% C, 5.09% Cr, 483 106.8
0.55% Mo, 0.45% Mn, 0.18% Si 538 71
594 41.2
650 19.7
stal molibdenowa 0.22% C, 1.06% Mo, 427 196.9
0.50% Mn, 0.13% Si 483 196.9
538 146.2
stal niklowa 0.36% C, 1.19% Ni, 455 281
1.19% Ni, 0.58% Mn, 0.51% Cr, 538 86.5
0.51%Mo, 0.22% Si 594 25.3
650 11.3
oloéw 43.4 2.25
stop magnezowy 3% Al, 1% Zn 150 34.5
stop niklowy 28.46% Cu, 1.24% Fe, 427 221
0.94% Mn, 0.18% C, 0.10% Si 483 211
538 161.6
594 9.1
650 3.2
stop cynkowy 0.3% Cd, 0.3% Pb 20 71
40 56.25
60 44.3
stop cynkowy 0.4% Cd, 0.4% Pb 20 108.2
40 86.1
60 56.3

Procesowi pelzania towarzyszy powstawanie i rozwdj licznych mikropeknieé
i mikropustek wewnatrz materiatu, ostabiajacych jego globalna sztywnos¢ (rys.
1.16). Zjawisko to jest szczegolnie dobrze widoczne w przypadku analizy spa-
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Rysunek 1.16. Badanie rozwoju mikrouszkodzen w probie pelzania miedzi
elektrolitycznej: a) probka klepsydryczna, wg Socha [144], b) spadek modutu
sprezystosci, wg Lemaitre [91]

40
(IS

E

dku warto$ci modutu sprezystosci, obserwowanego podczas kolejnych odciazen
malej probki klepsydrycznej, zapewniajacej koncentracje naprezenia w jej naj-
wezszym przekroju.

Na rysunkach cytowanych przez Lemaitre [91] za Dufailly [40] obserwowany
spadek modutu sprezystosci w probee miedzianej, w temperaturze pokojowej
jest bardzo wyrazny, poczynajac od E = 100 GPa do E = 22 GPa. Efek-
tywny modut sprezystosci Younga E jest, w najprostszym przypadku, funkcja
parametru uszkodzenia D, E(D). Zmienna stanu uszkodzenia D (skalar) badz
tensor uszkodzenia D (tensor drugiego rzedu) sa podstawowymi zmiennymi
kontynualnej mechaniki uszkodzen (ang. CDM, continuum damage mecha-
nics) 1 beda szerzej oméwione w dalszych rozdziatach.

1.6. Wplyw warunkéw przeprowadzenia préby
wytrzymaltosciowej

Omowione powyzej statyczne proby rozciggania/$ciskania przeprowadza sie
w sposOb quasistatyczny, to znaczy zaniedbujac wplyw predkosci deformacji,
ktora na zwyklych maszynach wytrzymatodciowych, przy procesie sterownym
hydraulicznie, waha sie w granicach 1075 =2 1072 s=! (por. Malinin i Rzysko
[96]). W istocie predkosé¢ deformacji moze zasadniczo zmieni¢ krzywa roz-
ciagania/$ciskania, co mozna zbadaé¢ za pomoca maszyn wytrzymaltosciowych
ze sterowaniem kinematycznym (np. typu Instron lub MTS). Liczne badania
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potwierdzaja, jak istotna jest ta zaleznosc.

Na rys. 1.17a przedstawiono poréwnanie prob quasi-statycznego i dyna-
micznego rozciagania stali niskoweglowej. Wykresy te roznia sie zasadniczo
jesli chodzi o poczatkowa granice plastycznosci w probie statycznej kgiar =
200 MPa i dynamicznej kqyn = 730 MPa. Rowniez dalszy przebieg pro-
cesu plastycznego jest odmienny: w probie statycznej wykazuje monotoniczne
wzmocnienie plastyczne o charakterze asymptotycznym, natomiast w probie
dynamicznej obserwujemy poczatkowo faze ostabienia, ktorej towarzyszy spa-
dek naprezenia do ok. 550 MPa, a nastepnie faze niewielkiego wzmocnienia.
Predkos¢ rozciggania nie ma zasadniczego wpltywu na poczatkowy modut spre-
zystosci, co potwierdzaja réwniez wykresy dla stopu niklu, rys. 1.17b.

a) o[MPa] b)
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Rysunek 1.17. a) Poréwnanie statycznego lub dynamicznego wykresu rozciaga-
nia stali niskoweglowej, wg Harding i inni [56], b) wplyw predkosci rozciagania
na wykres ¢ — ¢ stopu na bazie niklu B1900+Hf, w temperaturze 871°C, wg
Chan i inni [22]

Na rys. 1.18 pokazano, za Lemaitre i Chaboche [90], wyniki préb rozciaga-
nia stopu Udimet 700 w podwyzszonej temperaturze 927°C, w szerokim prze-
dziale predkosci rozciagania od 1.7 x 1076571 do 4.2 x 107571, Z wyjat-
kiem proby dynamicznej (2.5%/min), wykresy pokazuja dlugi okres ostabie-
nia, poprzedzajacy zerwanie, przy jednoczesnym wzroscie poczatkowej granicy
plastycznosci, od wartosci okoto kg1 = 250 MPa, przy najmniejszej pred-
kosci ¢ = 0.01%/min, do okoto kg5 = 550 MPa, przy probie dynamicznej
¢ = 2.5%/min. Z kolei dla stopu AU4G, w temperaturze 200°C, zmiana po-
czatkowej granicy plastycznosci jest niewidoczna, natomiast asymptotyczna
wartoéé granicy plastycznosci wzrasta, od okoto ko, = 280 MPa, do okoto
koo =2 330 MPa, wraz ze wzrostem predkosci deformacji.

Podobne zachowanie wykazuje stal stopowa 316, w temperaturze 705°C,

podczas préby cyklicznej, rys. 1.19. Roéwniez i tutaj zmiany poczatkowej gra-
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Rysunek 1.18. Wplyw predkosci odksztalcenia na krzywe rozciggania: a) Udi-
met 700, w temperaturze T' = 927°C, b) AU4G, w temperaturze T' = 200°C,
wg Lemaitre i Chaboche [90]
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Rysunek 1.19. Wptyw predkoéci odksztalcenia w stali stopowej 316, w tempe-
raturze 705°C, wg Lemaitre i Chaboche [90]
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nicy plastycznosci sa niezauwazalne, natomiast wartosci asymptotyczne kL,
rosng niemal dwukrotnie wraz z predkoscia €.

Interesujace wyniki ustabilizowanych petli histerezy w probach cyklicznych,
otrzymane dla stopu Hastalloy X w szerokim zakresie predkosci odksztatcenia,
w przedziale ¢ = 1.2 x 1076s71-3.9 x 1073s7!, przedstawiono na rys. 1.20.
Procesy sterowane kinematycznie, przy odksztatceniach: —0.6 < ¢ < 0.6, wy-
kazuja takze wyrazna zalezno$¢ granicy plastycznosci w punktach naroznych
kﬁ, od predkosci deformacji . Wraz ze wzrostem predkosci odksztalcenia,
naprezenia te rosng kilkakrotnie, od okolo 50 MPa do okoto 260 MPa. Nato-
miast modul sprezystosci zmienia sie nieznacznie, co potwierdzaja réwnolegte
odcinki odciazania.

100

-200

-300

Rysunek 1.20. Wptyw predkosci odksztalcenia w Hastalloy X, w temperaturze
871°C, wg Lemaitre i Chaboche [90]

Nalezy podkresli¢, ze temperatura przeprowadzenia préb ma zasadniczy
wplyw na przebieg wykreséw. Wyniki prob dla stali stopowej EI434, wg Mali-
nin i Rzysko [96], w zakresie temperatur 7' = 20°C—800°C, rys. 1.21a, dotycza
tylko przebiegu poczatkowych czesci wykreséw. Z kolei na rys. 1.21b, przed-
stawiono zalezno$¢ modutu sprezystosci F(T') i poczatkowej umownej granicy
plastycznosci kg o(T) od temperatury, dla stali stopowej 34HN3M, w przedziale
temperatur T = 20°C—600°C. Spadek mechanicznych wlasciwosci stali, wraz
ze wzrostem temperatury, jest wyraznie widoczny.
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Rysunek 1.21. Efekt temperatury w stali EI434 oraz 34HN3M, wg Malinin
i Rzysko [96]

1.7. Zmeczenie nisko- i wysokocyklowe

Zmeczenie materiatu jest zjawiskiem nieroztacznie zwiazanym z obciazeniem
dzialajacym dynamicznie i powtarzajacym sie cyklicznie duza liczbe razy.
Zniszczenie pojawia sie¢ w postaci naglego pekniecia, pomimo ze bezwgledna
warto$é¢ naprezenia lezy znacznie ponizej wytrzymaltoéci materiatu okreslonej w
probie statycznej. Obnizona na skutek dziatania zmiennych w czasie obciazen
wytrzymalo$é materiatu przyjeto sie nazywaé wytrzymatoscia zmeczeniowa.

Probki tradycyjnie stosowane w probie zmeczeniowej to: probka okragla
do proby obrotowo-gietnej oraz probka ptaska do proby obustronnego zginania
(rys. 1.22a, b). Probki sa mocowane w maszynach wytrzymalosciowych zwa-
nych pulsatorami realizujacymi okresowo zmienne cykle obcigzenia. W probie
zmeczeniowej obrotowo-gietnej probka podlega zginaniu momentem dziataja-
cym w ustalonej plaszczyZnie, wykonujac jednoczeénie ruch obrotowy wzgle-
dem wtlasnej osi. W probie zmeczeniowej obustronnego zginania probka jest
naprzemiennie zginana momentem dzialajacym w ustalonej ptaszczyznie. Oba
powyzsze typy probek nadaja sie do wykorzystania jedynie w testach wyso-
kocyklowych, gdy maksymalne wartosci naprezenia nie osiagaja granicy pla-
stycznosci. Wobec tego w przypadku badan zmeczeniowych niskocyklowych,
szczegbdlnie w przypadku obciazeri dwuosiowych proporcjnalnych lub niepro-
porcjonalnych, nalezy stosowaé cienkoscienne probki rurkowe zaproponowane
przez Szuste 1 Seweryna [150] (rys 1.22c).
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a)
b)
(@

o2
$15

Rysunek 1.22. Proby zmeczeniowe: a) wysokocyklowa obrotowo-gietna, b)
wysokocyklowa obustronnego zginania, ¢) niskocyklowa rozciagania/sciskania
ze skrecaniem wg Szusta i Seweryn [150]

W wyniku préby zmeczeniowej okreslana jest wytrzymatosé zmeczeniowa
materiatu, czyli taka warto$é graniczna skrajnego naprezenia cyklicznie zmien-
nego Z, ktoére moze by¢ bezpiecznie powtorzone okreslona liczbe cykli (zwykle
N = 2-5 x 107). Powtarzajac probe zmeczeniowa dla réznych pozioméw na-
prezenia i nanoszac uzyskane wyniki w uktadzie N — o, otrzymujemy tzw. wy-
kres Wohlera. Przyktadowy wykres Wohlera w prébie na zginanie obustronne,
uzyskany dla stali St3, pokazano na rys. 1.23.

6[MPa]

6,n=3701

300 k
200t S~

100 Z,=170

0 2 4 6 8 10 Nx10

Rysunek 1.23. Wykres Wohlera na zginanie obustronne stali St3, wg Niezgo-
dzinski i Niezgodzinski [106]
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Z wykresu widaé, ze wykres Wohlera zbliza sie do asymptoty poziome]
o rzednej Z = 170 MPa po N = 107 cyklach, co praktycznie oznacza, ze przy
poziomie naprezenia nizszym od Z probka nigdy nie ulegnie peknieciu. Analo-
giczne wykresy zmeczeniowe mozna zbudowaé dla takich materiatow jak stal,
zeliwo, miedz, mosiagdz czy braz. Natomiast odrebna grupe materialéw stano-
wia aluminium i jego stopy, tworzywa sztuczne itp., nie wykazujace poziomej
asymptoty, a zatem wymagajace oszacowania wytrzymalosci zmeczeniowej na
ograniczong liczbe cykli.

Wytrzymaltosé zmeczeniowa przy zginaniu obustronnym dla wybranych
materialéw konstrukcyjnych zostala zestawiona w tabeli 1.6.

Tabela 1.6. Wytrzymalo$¢ zmeczeniowa przy zginaniu obustronnym dla wy-
branych materiatow konstrukcyjnych, wg Niezgodziniski i Niezgodzinski [106]

Materiat Stal Staliwo Zeliwo Brazy i
stopy lekkie
(0.36-0.58) oy | (0.3-0.45) oy, | (0.350.6) oy | (0.3-0.4) oy

Nowsze wyniki badan w zakresie zmeczenia niskocyklowego stali stopowej
316L przeprowadzone przez Dufailly [40] w temperaturze pokojowej pokazano
na rys. 1.24. Material poddany cyklom o stalej amplitudzie odksztatcenia
wykazuje réwnoczesne wzmocnienie plastyczne podczas kazdego z cykli wraz
z towarzyszacym mu ostabieniem z cyklu na cykl wywotanym narastajacym
uszkodzeniem. Spadek amplitudy naprezenia oraz modutu sprezystosci wyka-
zuje silny efekt unilateralny, co jest widoczne na przykladzie wyraznej asy-
metrii zakresu rozciggania i Sciskania. Szczegdtowa analiza kolejnych petli
odksztalcenie—naprezenie ujawnia istnienie trzech faz procesu ostabienia to-
warzyszacych wzrostowi uszkodzen. W pierwszej fazie (0 < N < 2000 cykli)
uszkodzenia rozwijaja sie w taki sposéb, ze odpowiada im identyczny spadek
amplitudy naprezenia oraz modutu sprezystosci po stronie rozciggania oraz
Sciskania. Dla wyzszej liczby cykli (2000 < N < 2400 cykli) aktywowany zo-
staje drugi mechanizm unilateralnych uszkodzen, w ktérym spadek amplitudy
napreznia oraz modulu sprezystosci przebiega szybciej po stronie rozciagania
niz Sciskania. Wreszcie w trzeciej fazie, bezposrednio poprzedzajacej zerwa-
nie (2400 < N < 2556 cykli), pojawia sie mechanizm zwiazany z lokalizacja
odksztalcen plastycznych. Obserwowane jest réwnoczesne tworzenie sie niesta-
tecznosci naprezenia po stronie rozciagania, jak réwniez pojawienie sie charak-
terystycznego punktu przegiecia na czesci histerezy odpowiadajacej zakresowi
Sciskania.
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Rysunek 1.24. Test zmeczenia niskocyklowego stali stopowej 3161, wg Dufailly
i Lemaitre [40]

Czytelnikow pragnacych poszerzyé wiedze z zakresu metod doswiadczal-
nych mechniki ciala stalego, jak réwniez z zakresu mechaniki skat i gruntéw
odsytamy w tym miejscu do obszernych monografii pod powyzszymi tytutami
przygotowanych pod redakcja odpowiednio W. Szczepiriskiego oraz 1. Kisiela,
a wydanych jako tomy X i VII z serii Mechanika Techniczna {147, 77].

1.8. Klasyfikacja i wlasciwosci materialéw
wielosktadnikowych — poziomy analizy

1.8.1. Poziom sieci krystalicznej — intermetaliki

W przypadku materiatéw dwu- lub wiecej sktadnikowych, konieczne jest rozroz-
nienie wtadciwosci i cech symetrii sktadnikéw od wtasciwosci i symetrii kompo-
zytu. Zalezy to od poziomu analizy i obserwacji, okreslonych w sposéb umowny
za pomoca skal wymiarowych, jak przedstawiono schematycznie na rys. 1.25.
Na poziomie sieci krystalicznej (badz atomowym) materialy metaliczne i
inne materialty krystaliczne cechuje uporzadkowana, jednolita struktura prze-
strzenna sieci krystalicznej, o okreslonych cechach symetrii. Zilustrowano to na
przykladzie sieci kubicznej przestrzennie centrowanej zelaza a-Fe badz mate-
riatu intermetalicznego FeAl. Wtasciwosci mechaniczne na poziomie sieci kry-
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krystalicznej

Rysunek 1.25. Skale wymiarowe dla réznych pozioméw obserwacji i analizy,
wg Rustichelli i Skrzypek [128]

stalicznej sa wyraZnie anizotropowe. W szczegélnosci, np. modut sprezystosci

OFe OFe @Al

Rysunek 1.26. Komorka jednostkowa RUC sieci krystalicznej i mikrostruktura:
a) a-Fe, b) FeAl, wg Pantelakis i Rustichelli [112]

mierzony w kierunku przekatnej komoérki a—Fe wynosi Fy = 285 GPa, nato-
miast w kierunku jej krawedzi Fy = 127 GPa. Cechy anizotropii sa zachowane
w przypadku monokrysztatéw naturalnych badz specjalnie hodowanych (ang.
single crystals).

Jednak w przypadku polikrystalicznych metali orientacja ziaren jest cha-
otyczna, w wyniku czego na poziomie mikro lub makro material traci cechy
anizotropii, a usredniony modut Younga dla zelaza odbiega od wartosci Ejy i
FE¢ i wynosi E = 200 GPa, niezaleznie od kierunku pobrania prébki, co jest
cecha izotropii.

Szczegbdlna pozycje zajmuja materialy intermetaliczne (ang. intermeta-
lic materials). Materialy intermetaliczne powstaja jako zwiazek chemiczny
dwoch lub wiecej sktadnikéw w procesie syntezy wysokotemperaturowej, two-
rzac wspoélng strukture krystaliczna, odmienng od struktury metali sktado-
wych, por. rys. 1.26. Wsréd materiatéw intermetalicznych mozna wyréznié
materialy oparte na zwigzkach aluminium z innymi metalami (ang. alumi-
nides): FeAl, FeaAl (iron aluminides), NiAl, NigAl (nickel aluminides), TiAl,
TizAl (titanium aluminides) oraz NbAl, NbAls (niobum aluminides). Wybrane
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wlasciwosci mechaniczne intermetalikow przedstawiono w tab. 1.7, za Chry-
santhou [29)].

Wtasciwosci materiatéw intermetalicznych zaleza w duzym stopniu od tech-
nologii ich wytwarzania, temperatur proszkowania czy dodatkowych sktadni-
koéw. Mowiac ogdlnie, cechuje te materialy wysoki modut Younga E, wysoka
kraiicowa wytrzymalo$é na rozciaganie k', takze w temperaturach podwyzszo-
nych do 700—900°C ka Dodatek niewielkich ilosci aktywnych sktadnikow: Zr,
Cr, C, B czy Y wplywa korzystnie na konicowe wtasciwosci.

1.8.2. Nanomaterialy i nanokompozyty

Zgodnie z powszechnie przyjeta definicjg, pod pojeciem nanomechaniki rozu-
miemy wytwarzanie, obrobke, identyfikacje i zastosowanie materiatow, obiek-
tow i elementéw o wymiarach w skali nano, rzedu 0.1—100 nm, ktére charak-
teryzujg sie istotnie poprawionymi wlasciwosciami w stosunku do sktadnikéw.

Nanokomopozyty mozna podzieli¢ na trzy grupy, oparte na sposobie zbro-
jenia: nanoczasteczkowe (ang. nanoparticles reinforcement), warstwowe (ang.
layered reinforcement) oraz widkniste zbrojone nanowtéknami lub nanorurkami
(ang. nanofibers, nanotubes).

Zbrojenie wyjsciowego ceramicznego materialu matrycy nanoczasteczkami
innego materialu o rozmiarach w skali nano, np. nanoczasteczkami (nano-
proszkiem) SiC, prowadzi do wytworzenia nanokompozytu czasteczkowego,
np. SigNy+SiC, lub AlsO3+4SiC, o wlasciwosciach lepszych niz materialty wyj-
Sciowe. Ilustruje to tab. 1.8. Jednak poprawa wytrzymaltosci i odpornosci

Tabela 1.8. Poréwnanie wytrzymalosci na pekanie (ang. fracture strength)
kompozytow nanoczasteczkowych z wyjsciowymi monolitycznymi ceramikami,
wg Boccaccini i in. [9)

Nanokompozyt | Ceramik Al O3 Ceramik SigNy+
vs. ceramik Al,O3 | +5SiC nano SigNy 10SiC nano
k' [MPal] 663 738 864 1203

na pekanie, a takze obserwowanej podwyzszonej odpornosci na pelzanie przy
rozcigganiu, w zakresie temperatur 7' = 1200—1500°C, zalezy od rozmiaru cza-
stek nanoproszku SiC zazwyczaj < 100 nm, wg innych zrédet 100—500 nm i
rozmiaru ziaren kompozytu oraz procesu wytwarzania. Zatem nalezy ostroznie
podchodzi¢ do rezultatéw podawanych przez réznych autoréw. Nanokompo-
zyty AloO3+SiC nie wykazuja szczeg6lnej orientacji nanoczastek SiC wzgledem
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matrycy. Z kolei w nanorurkach SigN4+SiC nanoczastki SiC moga sie obracaé
w procesie spiekania, prowadzac niekiedy do specyficznej orientacji wzgledem
matrycy. Mimo tego, nanokompozyty czasteczkowe, obserwowane na poziomie
mikro (wielkosci ziaren w ceramiku Al,Os ocenia sie na 6-8 um, a wielkosé
klastrow, ang. clusters, nano-SiC, ok. 30 um) zachowuja sie w sposob izotro-
powy.

Nanorurki weglowe sa witoknami krotkimi o dhugoéci rzedu kilku pm i Sred-
nicy rzedu nanometrow, < 200 nm. Z kolei nanorurki weglowe naleza do klasy
quasi-jednowymiarowych konstrukcji o érednicy rzedu nanometréw, ktoérych
wladciwosci sa bardzo zblizone do wiékien grafitowych.  Przestrzennie po-

a) b)

3

armchair zigzag chiral

Rysunek 1.27. Roézne typy nanorurek weglowych pojedynczych oraz wielo-
$ciennych wg Rustichelli i Skrzypek [128]

wlokowa struktura nanorurek weglowych (rys. 1.27) czyni je bardzo lekkimi;
$redni ciezar wlagciwy do 1.8 g/cm?, w poréwnaniu z wiéknami grafitowymi
2.26 g/cm®. Eksperymenty wykonywane na pojedynczych nanorurkach weglo-
wych wskazuja, iz jest to jeden z najsztywniejszych materiatow jakie, kiedykol-
wiek wytworzono. Modut Younga pojedynczej nanorurki weglowej w kierunku
osiowym wynosi teoretycznie od 1000 GPa do 5000 GPa, podczas gdy jej wy-
trzymatodé na rozciaganie zmienia si¢ od 45 GPa do 100 GPa.

Oszacowane wartosci modutu Younga zaleza silnie od zastosowanej metody
oraz przyjetej do analizy grubodci $cianki nanorurki. Wedtug badan Treacy i
inni [155] oraz Wong i inni [162], zmierzone wartosci modutu Younga w kie-
runku osiowym, dla pojedynczej nanorurki weglowej, sa rzedu od 700 GPa do
1880 GPa. Z drugiej strony, $rednia warto$¢ modutu Younga, cytowana przez
Ajajana [2], jest rzedu 1800 GPa. Jednak, z uwagi na silna ortotropie na-
norurki weglowej, wspotczynnik ortotropii E11/Fss jest w przyblizeniu rowny
0.1, poréwnaj Muc [102].
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Zwykle wyrdznia sie pojedyncze nanorurki w postaci malych cylindrow
z atomow wegla, rys. 1.27a (ang. single-walled nanotubes — SWNT) badz tez
bardziej zlozone struktury zwane wielosciennymi nanorurkami, rys. 1.27b (ang.
multi-walled nanotubes — MWNT), zbudowane z wielu powtok.

Nanorurki weglowe sa obecnie czesto wykorzystywane do zbrojenia nano-
kompozytow, jednak podstawowa trudno$é polega na uzyskaniu mozliwie jed-
norodnego rozktadu nanorurek wewnatrz materiatu matrycy. Dzieki jednorod-
nemu rozktadowi przestrzennemu, nanorurki maja wieksza zdolno$é absorbo-
wania energii prowadzacej do pekania materialu matrycy (np. ceramicznej czy
polimerowej). Z danych literaturowych (Boccaccini [9]) wynika, ze pojedyn-
cze nanorurki (SWNT) maja lepsza zdolnosé zbrojenia kompozytéow (np. typu
SWNT /alumina) niz wieloscienne struktury (MWNT). Jednak MWNTs maja
przewage technologiczno-ekonomiczng. Podkresli¢ nalezy, ze mechanizmy po-
prawy wlasciwosci materialowych (glownie odpornosci na pekanie kruchych
matryc ceramicznych czy szklanych) przez zastosowanie nanorurek weglowych
nie sg jeszcze dobrze zbadane. Roéwniez identyfikacja cech symetrii napotyka
na trudnosci eksperymentalne.

1.8.3. Kompozyty na poziomie mikro — mikrokompozyty

Na poziomie mikrostruktury materialy kompozytowe lub mikrokompozyty po-
wstaja w wyniku ztozonych procesé6w technologicznych, prowadzacych do wy-
tworzenia z dwoch lub wiekszej liczby réznych sktadnikéw, nowego materiatu o
ztozonej mikrostrukturze i poprawionych wlasciwosciach fizycznych. Najcze-
$ciej mamy do czynienia z kompozytami zbudowanymi na bazie materiatow
metalicznych oraz ceramicznych badz polimerowych.

Tradycyjne, polikrystaliczne materialy metaliczne, takie jak: stale we-
glowe, stale nierdzewne, stopy na bazie aluminium, niklu lub tytanu i inne,
charakteryzuja sie, na ogoét, dobrymi wlasciwosciami mechanicznymi, takimi
jak: wysoka lub umiarkowana ciagliwo$é k, wysoka wytrzymatos¢ na rozcia-
ganie k", dobra odporno$¢ na uszkodzenie i pekanie. Roéwnoczednie, do
wad konwencjonalnych materialéw metalicznych nalezy zaliczyé: ograniczona

odporno$é¢ na bardzo wysokie temperatury (np. rzedu 2000-3000 K), niska
(m)

odpornosé na petzanie key , relatywnie mata odpornosé na zuzycie powierzch-
niowe (zwlaszcza w podwyzszonych temperaturach), zta izolacyjnosé termiczng
(wysoki wspotezynnik przewodnictwa cieplnego \), stosunkowo duza rozsze-
rzalno$é¢ termiczng (relatywnie wysoki wspotezynnik rozszerzalnoscei termicz-
nej «), mala odpornosé na wpltyw srodowiska (korozja) i utlenianie, wysoka
gestosé masy p (por. tab. 1.9).
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7 kolei réznorodne materialy ceramiczne, takie jak: tlenki metali, np.
Al O3, ZrOo, TiOg; wegliki, np. SiC, B4C, TiC, TiyC; azotki, np. TiN,
CrN, CraN, WN, MoN, ZrN, i wiele innych, charakteryzuja sie gtéwnie bardzo
wysoka twardoscia H,, wysoka wytrzymaloScia na sciskanie k***, odpornoscia
na zuzycie powierzchniowe, wysoka odpornoscig na podwyzszong temperature,
dobrg izolacyjnoscia termiczna (niski wspotczynnik przewodnictwa cieplnego),
relatywnie niskim wspoélczynnikiem rozszerzalnosci termicznej, dobra odpor-
noscig na utlenianie, niska gestoscia masy. 7 drugiej strony, wéréd wad mate-
rialéw ceramicznych mozna wymienié¢: znikoma wytrzymatosé na rozciaganie
ki < k. (wielokrotnie nizsza niz wytrzymalos¢ na $ciskanie), kruchosé, czyli
niska odporno$é na pekanie (brak ciagliwosci), porowatosc.

Tabela 1.9. Poréwnanie cech materialéw metalicznych oraz ceramicznych

Cecha Polikrystaliczne metale Ceramiki
ciggliwosé og (umiarkowanie) wysoka brak
krucho$é Kic, eP niska wysoka
wytrzymaloéé na

rozciaganie k% . wysoka niska
wytrzymaloéé na

$ciskanie kS, poréwnywalna z kf wysoka
gestosé masy p wysoka niska
porowatosé sladowa wysoka
modul Younga F sredni wysoki
twardosé $rednia bardzo wysoka
odpornos¢ na $cieranie umiarkowana bardzo wysoka
wspotczynnik przewodnictwa

cieplnego A wysoki niski
wspoOlczynnik rozszerzalnosci

termicznej « dos¢ wysoki niski
odpornos¢ na pelzanie ké@”)

w podwyzszonej temperaturze niska bardzo wysoka

Powyzsze zestawienie wtasciwosci oraz cech polikrystalicznych metali oraz
materialéw ceramicznych wskazuje na celowo$é budowy materialéw kompo-
zytowych metalowo-ceramicznych w taki sposéb, aby potaczyé dobre mecha-
niczne wlasciwosci metali z korzystnymi termicznymi wlasciwosciami cerami-
kow, na poziomie mikrostruktury (por. rys. 1.25).
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W materiale kompozytowym zazwyczaj wyrozniamy dwie fazy: osnowe
(matryce) o dominujacym udziale objetosciowym oraz zbrojenie. Wyrdzniamy
tutaj podstawowe typy: kompozyt o osnowie metalowej (ang. metal matriz
composite — MMC), kompozyt o osnowie ceramicznej (ang. ceramic matriz
composite — CMC), wzglednie polimerowej (ang. polymer matriz composite —
PMC). W kompozytach typu MMC zbrojenie stanowia z reguly czastki cera-
miczne (ang. ceramic particles reinforcement) badz wiokna, natomiast kom-
pozyty typu CMC sa zazwyczaj zbrojone wloknami metalicznymi (krotkimi
lub dtugimi) (ang. ceramic fiber reinforcement).

Postaé¢ i geometria zbrojenia zastosowanego w materiale kompozytowym,
w formie mikroczastek badz mikrowtokien, ma zasadniczy wplyw na mikro-
strukture kompozytu, a w konsekwencji na jego wtasciwosci i cechy symetrii w
skali makro. Mozna tu wyodrebni¢ dwa zasadnicze typy kompozytéw z uwagi
na rodzaj wzmocnienia: kompozyty mikroczasteczkowo zbrojone (ang. mi-
cro particles reinforced composites) lub kompozyty zbrojone wiéknami (ang.
fiber reinforced composites). Kompozyty zbrojone czasteczkowo na poziomie
mikrostruktury cechuje zazwyczaj zachowanie izotropowe na poziomie makro.
Z kolei kompozyty zbrojone witoknami (dlugimi) na poziomie mikro nabieraja
cech anizotropii na poziomie makro, a w szczegdlnych przypadkach ortotropii
badz poprzecznej izotropii, jesli orientacja wiékien wykazuje pewien sposéb
uporzadkowania.

Kompozyty czasteczkowe

W kompozytach zbrojonych czasteczkowo na poziomie mikrostruktury, sztywne
czasteczki ceramiczne sa rozmieszczone w mozliwie jednorodny sposéb w ciag-
liwym materiale metalicznym matrycy, w trakcie procesu fabrykacji. Dla przy-
ktadu, matryca na bazie aluminium jest wzmacniana mikroczastkami AlsOg
lub TiBs, lub matryca na bazie tytanu jest wzmacniana mikroczastkami zbro-
jenia TiC lub TiB. Wielko$¢ czastek, udzial objetosciowy i mozliwie jedno-
rodny rozklad czastek w materiale matrycy w skali mikro okresla wtasciwosci
kompozytu MMC w skali makro.

Wybrane wtasciwosci fizyczne pojedynczych czgstek ceramicznych SiC, B4C,
Al 03, TiC stosowanych w czasteczkowo zbrojonych kompozytach typu MMC,
przedstawiono w tab. 1.10, za Rodel [127] i Smith [143]. Charakteryzuje je ni-
ska gesto$é p, wysoka sztywnosé F i wysoka wytrzymalto$é na Sciskanie k£

Podstawowe wtlasciwosci termomechaniczne sktadnikéw kompozytow czas-
teczkowo zbrojonych metalowo-ceramicznych: AloO3 na osnowie Ni lub Al
zestawiono w tab. 1.11, gdzie podano modut Younga E., wspodlczynnik prze-



Klasyfikacja i wlasciwosci materialéw wielosktadnikowych 35

wodnictwa cieplnego A, wspoélczynnik rozszerzalnosci termicznej «, a takze
ciepto wtasciwe c i gesto$é masy p. Z kolei wlasciwosci termomechaniczne

Tabela 1.10. Poréwnanie wybranych wtasciwosci czastek ceramicznych dla
kompozytoéw metal/ceramik, wg Rodel [127] 1 Smith [143]

p lg/em®] | E [GPa] | kL [MPa] | A [W/mK] | a [1075/K]
SiC 3.21 430 2800 132 34
B4C 2.52 450 3000 29 50
Al,O3 3.92 350 2500 33 6.8
TiC 4.93 345 2500 20.5 7.4

Tabela 1.11. Poréwnanie wtasciwosci sktadnikow kompozytoéw metal /ceramik
(a — Chen i Tong [25], Cho i Shin [26], b — Wang i inni [159)])

E [GPa] | A [W/mK] | a [107%/K] | ¢ [J/kegK] | p [g/cm?]
a| Ni 199.5 90.7 13.3 444 8.9
AlLO3 | 393.0 30.7 8.8 775 3.97
b| Al 73 154 23 963 2.8
Al O3 380 46 8.5 765 3.96

kompozytu czasteczkowo zbrojonego typu metal /ceramik (TiC/Ni) lub typu
ceramik /ceramik (C/TiC) z weglikiem tytanu TiC na osnowie metalicznej Ni
lub ceramicznej SiC, przedstawiono w tab. 1.12. Nalezy tu nadmienié¢, nie

Tabela 1.12. Poréwnanie wlasciwosci sktadnikéw dwodch kompozytow cera-
mik /metal TiC-Ni oraz ceramik/ceramik TiC-SiC (a — Wang i inni [160], b —
Jin i Paulino [73])

E |GPa] | A [W/mK] | a [1076/K] | ¢ [J/kgK] | kL [MPa]
a | TiC | 320 25.1 7.4 134 230
Ni 206 90.5 13.3 439.5 332
b | TiC | 400 20 7.0 700
SiC 400 60 4.0 1000

wnikajac w szczegdly technologiczne, o dwoch odmiennych sposobach wytwa-
rzania kompozytéw zbrojonych czasteczkowo: technologii ex situ lub in situ.
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W pierwszym przypadku, proszek ceramiczny (o odpowiedniej ziarnistosci)
jest wytwarzany na zewnatrz, a dopiero potem laczony z materialem matrycy
w podwyzszonej temperaturze. W drugim przypadku, czastki ceramiczne po-
wstaja jako wynik wysokotemperaturowej syntezy samopropagujacej sie w ma-
teriale matrycy.

Poréwnanie wtasciwosci kompozytéw otrzymanych tymi dwoma sposobami
wskazuje na wyzszo$¢ technologii np. TiBo /Al (in situ) nad TiBy /Al (ex situ),
zwlaszcza co do wytrzymalosci granicznej kf, tab. 1.13. Jeszcze lepsze whasci-

Tabela 1.13. Wlasciwosci kompozytoéw metal /ceramik na bazie Al wg Tjong
i Ma [153]

E [GPa] | k [MPa] | kT [MPa] | ' [%] | VHN
Al 70 64 90 21 37
TiBy /Al (ex situ) 96 121 166 16 85
TiBy/Al (in situ) 131 235 334 7 110
SiC/Al (ex situ ) — 117-178 | 200-278 | 10-11 | —
(Al,03+TiBg)/Al - 588 618 2 -

wosci wytrzymalosciowe, az do kf = 618 MPa, wykazuje kompozyt zbrojony
czasteczkami dwojakiego rodzaju ceramikéw: AlyOj i jednoczesnie TiBy oraz
Al, jednak w tym przypadku material cechuje wieksza kruchosé, ef = 2%.
Powyzsze uwagi wskazuja na znaczenie znajomosci technologii wytwarzania
kompozytow i jej wplyw na zachowanie materiatu w trakcie eksploatacji.

Kompozyty wlékniste

Posdréd kompozytéw zbrojonych widoknami dtugimi, szczegélne miejsce zajmuja
kompozyty jednokierunkowo zbrojone o symetrii ortotropowej — poprzecznie
izotropowej.

Przyktadowe wtasciwo$ci mechaniczne i termiczne poprzecznie izotropo-
wych kompozytow, zbrojonych jednokierunkows wiazka wiokien, zestawiono w
tab. 1.14. Zachowano tutaj handlowe oznaczenia materialéw wltokno/matryca,
zastosowane w publikacji Herakovich, Aboudi [62].



Klasyfikacja i wlasciwosci materialéw wielosktadnikowych 37

Tabela 1.14. Wtasciwosci mechaniczne i termiczne jednokierunkowych kom-
pozytow poprzecznie izotropowych (na podstawie Herakovich i Aboudi [62]).
Wartosci w nawiasach za Tamma i Avila [152]

Materiat T300/ | Aramid/ | Glass/ | Boron | SCS-6/ | SiC/Al
kompozytowy: | 5208 Epoxy | Epoxy /Al Ti-15-3 | 6061-TO
wtokno Vi =47% Ve =30%
/matryca
1 2 3 4 5 6 7
Gestosé
p |g/cm3| 1.54 1.38 2.08 2.65 3.86 -
Modut
osiowy 132 61.0 43.5 227 221 171.7
Modut
poprzeczny 10.8 4.1 11.5 139 145 99.1
E11 [GPa] (144)
Wspétezynnik
Poissona 0.24 0.43 0.27 0.24 0.27 0.270
osiowy vs31 [ (0.190)
Wspotczynnik
Poisson’a 0.59 0.37 0.40 0.36 0.40 0.290
poprzeczny (0.290)
var [
Modut
Scinania 5.65 1.5 3.45 57.6 53.2 41.2
osiowy (57.2)
Ggg [GPa]
Modut
§cianania 3.38 14 4.12 49.1 51.7 38.5
poprzeczny (45.9)
G12 [GPa]
Wytrzymatosé
osiowa 1513 1380 1724 1290 1517 -
kmax |MPa|
Wytrzymatosé
poprzeczna, 43.4 27.6 41.4 117 317 -
Efex [MPa]
Wspétezynnik
rozszerzalnosci
termicznej —0.77 —4 6.48 5.94 6.15 7.43
osiowy (10.61)
Q33 [10761/K]




38 Reprezentatywne wyniki préb wytrzymatosciowych

1 2 3 4 5 6 7
Wspélezynnik
rozszerzalnosci
termicznej 25 57 29 16.6 7.90 20.67
poprzecznej (17.85)
a1 [10_61/K]

Pierwsze trzy kompozyty (typu PMC) oparte sa na osnowie polimero-
wej (zywica epoksydowa), zbrojonej wloknami weglowymi (T300), aramido-
wymi (poliamid typu kevlar) lub szklanymi. Nastepne trzy kompozyty (typu
MMC) sa oparte na osnowie metalicznej, aluminiowej lub tytanowej, zbrojo-
nej wtoknami szklanymi (Boron) lub z weglika krzemu (SiC, SCS-6). Kompo-
zyty wlokniste na osnowie polimerowej (PMC) maja ograniczone zastosowanie
w podwyzszonych temperaturach, z uwagi na gwalttowng zmiane wlasciwosci
w poblizu temperatury zmiany struktury 7, oraz wysokie wartosci naprezei
resztkowych, wyniklych z duzej rozbieznosci wspdlczynnikéw rozszerzalnosci
wlokien i matrycy (wspoétezynniki osiowej rozszerzalnosci termicznej wiokien
aramidowych lub weglowych moga przyjmowac¢ wartosci ujemne). Kompozyty
na osnowie metalicznej moga by¢ stosowane w wyzszym przedziale tempera-
tur: do 300°C w przypadku matrycy aluminiowej lub do 800°C w przypadku
matrycy tytanowej [152]. Z kolei kompozyty na osnowie ceramicznej znaj-
duja zastosowanie w wyzszym zakresie temperatur do 2000°C, a w przypadku
zbrojenia wloknami ceramicznymi nawet do 2200°C (np. kompozyty typu we-

giel /wegiel).

1.8.4. Struktury kompozytowe na poziomie makro — makro-
kompozyty

Materialy kompozytowe otrzymywane na poziomie atomowym — nanokom-
pozyty badz tez na poziomie mikrostruktury — mikrokompozyty sa, w za-
mierzeniu, jednorodne w skali makro, o efektywnych wlasciwosciach termo-
mechanicznych zasadniczo réznych od wlasciwosci materiatow sktadowych.
W wielu zastosowaniach technicznych, zwtaszcza w konstrukcjach narazonych
na bardzo wysokie temperatury siegajace zakresu 1900°C-2200°C konieczne
jest, oprécz optymalnego doboru sktadu kompozytu, takze ksztaltowanie ma-
krostruktury systemu kompozytowego zlozonego z elementéw o roznych wtasci-
wodciach.

Szczegblne miejsce zajmuja struktury makrokompozytowe ztozone z dwoch
lub wiecej warstw materialéw o réznych wlasciwosciach. Z reguty, chodzi o po-
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taczenie dobrych wlasciwosci mechanicznych metali z dobrymi wlasciwosciami
termicznymi badZ ochronnymi ceramikéw. W najprostszym rozwigzaniu na-
ktada sie¢ pojedyncza cienka warstwe ceramiczna (ang. coating) na material
podtoza metalicznego (ang. substrate), w formie warstwy ochronnej: termicz-
nej albo chroniacej przed zuzyciem ciernym, badz wpltywami srodowiska (ang.
thermal barrier coatings TBC, wear lub corrosion barrier coatings, WBC lub
CBC).

Konwencjonalne materialy stosowane na bariery termiczne (TBC) to cyr-
konia ZrOs stabilizowana przy uzyciu itru YoO3—ZrOq (ang. yttria stabilized
zirconia YSZ), tréjtlenek glinu AlsOs (ang. alumina) oraz mullit (3AlsO3-
25i03). Charakteryzuja sie one niskim wspélczynnikiem przewodnictwa ciepl-
nego w przedziale: A = 2W/mK (YSZ)—5.8 W/mK (AlyO3), w podwyz-
szonej temperaturze T = 1127°C. Z kolei wspolczynnik rozszerzalnosci ter-
micznej zawiera sie w zakresie: o = 5.7 x 107K~! (mullit)—8.6 x 107K~}
(Al;03)—10.6 x 107K~! (YSZ) por. Lee i in. [88]. Jednoczesnie towarzyszy
im wysoki modut Younga: F = 145 GPa (mullit)—205 GPa (YSZ)—434 GPa
(AlpO3). Warstwy ochronne sa z reguly grubosci rzedu mikrometréw badz
nawet nanometrow.

Tabela 1.15. Charakterystyki termomechaniczne konwencjonalnych materia-
téow na TBC, wg Lee i inni [88|

Material warstwy Modut Younga | Wspoétczynnik | Wspdlezynnik
TBC-ceramik E|GPa] przewodnictwa | rozszerzalnosci
AW /mK] a[10751 /K]
w 1127°C
Cyrkonia Y903+4+7ZrO- 205 2.0 8.9-10.6
AlyO3 380-434 5.8 7.2-8.6
Mullit 3A1,03-25i04 145 3.3 5.7
TiOq 283 3.3 9.4
Ca[)'5SI'[)'5ZI'4PGOQ4 70 1.0 (100000) 3.0

Wséroéd materialéw stosowanych na warstwy chronigce przed zuzyciem cier-
nym — bariery przeciwcierne WBC — wyro6zniaja sie azotki chromu, molibdenu
lub wolframu: CrN, CroN, MoyN lub WN. Charakteryzuja sie one bardzo wy-
soka twardoscia, w zakresie od 11 GPa (CrN) do 17 GPa (MogN), a nawet
30 GPa (dla bardzo cienkich warstw WN o grubosci 1 pum). Przyktadowe dane
termomechaniczne dla CrN przedstawiono w tab. 1.16. Nie wnikajac zbyt w
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Tabela 1.16. Wtasciwosci termomechaniczne CrN, wg Hones i inni [66]

Wtiasciwosé E v « A c p
[GPa] | [ | [1/K] | [W/mK] | [J/keK] | [kg/m’|
185 [0.3]7.0x10°7 12.0 465 7190

technologie wytwarzania cienkich warstw ceramicznych ochronnych naktada-
nych na podtoze metaliczne (np. Air Plasma Spray-Thermal Barrier Coating:
APS-TBC, lub FElectron Beam Physical Vapour Deposition: EB-PVD, por. np.
Lee iin. [88], Schulz i in. [133]), nalezy podkresli¢ duza rozpigtosc statych ter-
momechanicznych pomiedzy metalicznym materialem podtoza a ceramiczna
warstwa, ochronna, nakladang zazwyczaj w podwyzszonej temperaturze. W
efekcie, po schlodzeniu od temperatury naktadania (np. 800 K dla filmu CrN
na podlozu Si) do temperatury pokojowej powstaja wysokie Sciskajace na-
prezenia rezydualne w warstwie ceramicznej, np: o5 = —1.25 [GPa] (CraN)
— 0.85 [GPa] (CrN) — 2.05 [GPa] (MogN), wg Hones i in. [66]. Tak wiec,
niekiedy juz podczas nakltadania warstwy, a czesto podczas cyklicznych ob-
ciazen termicznych w trakcie eksploatacji, dochodzi do zniszczenia struktury
TBC poprzez inicjujace pekniecia poprzeczne w ceramiku, a w konsekwencji
delaminacje potaczenia na styku cienkiej warstwy z podlozem, jak ilustruje
rys. 1.28, dla potaczenia TiAl-N.

Rysunek 1.28. Dwie fazy zniszczenia cienkiej pojedynczej warstwy ochronnej
(TiAl/N-coating): a) pekniecie poprzeczne warstwy, b) pekniecie wzdtuz styku
warstwa-podtoze, wg Kirchhoff i inni [76]: A-powierzchniowa warstwa (ok.
1 pm), B-wewnetrzna warstwa (ok. 5 pm), C-podloze metaliczne TiAl
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Opisane powyzej problemy z ostra nieciagltoscia naprezen na styku metal-
ceramik, staly sie gléwnym motywem do rozwoju technologii struktur wie-
lowarstwowych, a szczegélnie rozwigzan z funkcjonalnie stopniowana zmiana
mikrostruktury pomiedzy warstwa ceramiczna a podtozem metalicznym (ang.
functionally graded materials — FGM). Architekture struktur z pojedyncza
warstwg ochronng — TBC i stopniowanym interfejsem — FGM przedstawia
rys. 1.29a. Bardziej ztozona architekture, z dwiema warstwami ochronnymi:
termiczna (TBC) i antykorozyjna (OBC), rozdzielonych dwoma interfejsami,
zapewniajacymi ciagta zmiane whasciwosci (FGM) przedstawiono na rys. 1.29b.

a) b)

Pure o _
i 100% A Thermal barier TBC

75%/25% FGM
FGM 50%/50% |B Oxygen barier OBC
25%I75% FGM

Rysunek 1.29. Schematyczna ilustracja ciaglej zmiany mikrostruktury na
styku metal /ceramik: a) pojedyncza warstwa (TBC) z ciagta (warstwowa) war-
stwa posredniczaca (FGM), b) dwuwarstwowy system pokryé¢ (TBC i OBC) z
dwoma interfejsami (typu FGM), wg Lee i inni [8§]

Na rys. 1.30 przedstawiono skomplikowang siedmiowarstwowa mikrostrukture
warstwy ochronnej typu (TBC + WBC), powstala w drodze mieszania (pod-
czas natrysku) twardych czastek AloO3 z cyrkonia ZrOyo—Y2 O3, uzyskujac jed-
noczesnie dobrg odporno$é termiczng i przeciwcierna. Na rysunku widoczna
jest zlozona mikrostruktura: kazda z siedmiu warstw (o grubosci kilku pm)
wykazuje dodatkowo strukture nanowarstwowa, a ponadto ZrOs wykazuje wy-
raznie kolumnows mikrostrukture na powierzchni zewnetrzne;j.

Powyzsze ilustracje prowadza do nastepujacych wnioskow. Zlozone war-
stwy ochronne: pojedyncze (TBC), wielowarstwowe (TBC + OBC albo TBC
+ WBC), a takze systemy z interfejsem (FGM) sa, na poziomie makro, ma-
teriatami niejednorodnymi oraz czesto anizotropowymi (np. poprzecznie izo-
tropowymi). Sytuacje komplikuje takze fakt pojawienia sie naprezen resztko-
wych powstalych w trakcie naktadania poszczegbdlnych warstw w podwyzszo-
nych temperaturach. W efekcie, okreslenie efektywnych wlasciwosci w skali
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makro, jak réwniez przewidywanie i opis mechanizméw zniszczenia, zarodko-
wanych najczesciej na poziomie mikrostruktury, sa czesto bardzo trudne (por.
Kirchhoff i inni [76], Bahr i inni [4]).

odloze metaliczne NiCoCrAlY
powierzchnia zewnetrzna

AlyOy —=

Rysunek 1.30. Warstwowa zmiana mikrostruktury bariery termicznej TBC
na podtozu metalicznym NiCoCrAlY, otrzymana poprzez nakladanie warstw
metoda EBPVD), o stopniowo zmiennym udziale dwéch materiatéw ceramicz-
nych: AlyO3 (100% na styku z podtozem metalicznym) oraz (YS) ZrOs (100%
na powierzchni zewnetrznej, wg Schulz i inni [133])



Rozdzial 2

Jednoosiowe modele materialow
sprezystych, lepkich oraz plastycznych

2.1. Modele jednoosiowe oparte na $cinaniu

2.1.1. Materialy sprezyste

Wtasciwosci mechaniczne cial, to znaczy ich zdolnos¢ przeciwstawiania sie
dziataniu obciazenia, sa $cisle zwiazne z typem oddzialywan wystepujacych
pomiedzy ich poszczegbdlnymi atomami. Najogdlniej rzecz biorac, sity miedzy-
atomowe przeciwdziataja jakiejkolwiek zmianie odleglosci pomiedzy sasiednimi
atomami badz ich potlozenia.

Deformacje ciala przyjeto uwazaé za sprezysta wtedy, gdy jest ona odwra-
calna, to znaczy, po usunieciu obcigzenia cialo powraca do swego pierwotnego
ksztaltu. W materiale jednorodnym i izotropowym jedynym stanem prostym,
z uwagi na zaréwno naprezenie 7 jak odksztalcenie v, jest stan prostego sci-
nania (w jednej tylko plaszczyznie). Mozna to przesledzi¢ juz na poziomie
deformacji sieci krystalicznej, pokazanej na rys. 2.1.

Mechanicznym modelem takiego typu zachowania materialéw jest spre-
zyna, o charakterystyce interpretowanej jako modut sprezystosci na Scinanie G.
Model matematyczny, wigzacy naprezenie styczne 7 z odksztalceniem posta-
ciowym +y, znany jest jako model materiatu sprezystego. Mozna rozrézni¢ dwa
przypadki: G = const lub G = G(v). Pierwszy przypadek odpowiada liniowej
deformacji sprezystej (rys. 2.2a), a drugi deformacji nieliniowej (rys. 2.2b).
Pole zawarte pod lub nad krzywa $cinania 7(7) reprezentuje odpowiednio,
energie wilasciwg odksztatcenia sprezystego VW lub energie dopetniajaca C.
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T

Rysunek 2.1. Sprezysta deformacja sieci atomowe] przy prostym $cinaniu: a)
stan poczatkowy, b) stan pod obciazeniem, c) stan po odciagzeniu, d) model
mechaniczny

a)T b)r
SETTESTOOAATD OIS AR

C G(Y)

(W)
G YT G
: 1.

Rysunek 2.2. Modele materiatu sprezystego: a) liniowy Hooke’a, b) nieliniowo
sprezysty

Go

\G

1

Zapisujac, odpowiednio, réwnanie sprezystosci liniowej lub nieliniowej, otrzy-
mujemy

T=Gy T=G(7)y (2.1)

Odpowiednie wzory na energie odksztatcenia i energie dopetniajacg przyjmuja
postac

;»'/
- ey oo [Zar
W—/G7d7—2G'y C—/GdT—2G (2.2)
0

lub
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Jednoczesnie obowiazuja wzajemne zaleznosci dla obu energii w materiale li-
niowym

W=C=-7% (2.4)
lub nieliniowym

W#C W+ C = 77 = const (2.5)

2.1.2. Materialy plastyczne

W przypadku gdy, w wyniku obcigzenia i catkowitego odciazenia, atomy nie
powracaja do swego potozenia, czyli nastepuje ich trwate przemieszczenie wzdtuz
plaszczyzny pos’.lizgu moéwimy, iz deformacja ciala jest nieodwracalna, typu
p]astycznego rys. 2.3). Mechaniczny model opisujacy tego typu zachowania

L} c) d)

ks
f T<—=->T

Rysunek 2.3. Sprezysto-plastyczna deformacja sieci atomowej: a) stan poczat-
kowy, b) stan pod obcigzeniem, ¢) stan po odciazeniu, d) model mechaniczny

cial jest suwakiem, w ktorym sita tarcia jest réwna liczbowo wartoéci granicy
plastycznosci na Scinanie ks. Model matematyczny znany jest jako model ma-
teriatu plastycznego. Mozna rozr6zni¢ dwa proste przypadki: model materiatu
idealnie plastycznego lub materiatu ze wzmocnieniem plastycznym (rys. 2.4a,
b).

Oba modele laczy istnienie progowej wartosci naprezenia Scinajacego ks,
przy ktorej uruchamia sie proces deformacji (7 > ks). Odpowiednie roéwnania
przyjmuja wiec postaé (rys. 2.4)

T = kg T=ks+ Gy (2.6)

Z kolei Ludwik [95] zaproponowatl nieliniowy model potegowy T = 7(7), w kto-
rym deformacja nie jest poprzedzona osiggnieciem progu naprezenia. Model
Ludwika, w postaci zrodlowej [95] lub znormalizowanej, zapisujemy nastepu-
jaco (rys. 2.5)
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a) b)

T T

hp— ki —TG, |

Rysunek 2.4. Modele materialu: a) idealnie plastycznego, b) z liniowym
wzmocnieniem plastycznym

gdzie wystepuja, odpowiednio, dwie stale materiatlowe K i n, lub trzy state kg,
v 1n, przy czym tylko dwie z nich sa niezalezne. State kg i v, sa wspolrzednymi
punktu szkieletowego modelu Ludwika C, rys. 2.5b, takiego ze wszystkie wy-
kresy przecinaja sie w tym punkcie, niezaleznie od wartosci wyktadnika n. W
szczegbdlnym przypadku gdy n = 1, otrzymujemy material liniowo sprezysty o
stalej sprezystosci G = kg /4. W granicznym przypadku n — 0 otrzymujemy
przejscie do materiatu idealnie sztywno plastycznego (rys. 2.4a), gdy 7 = ks

a) vk, Tk
: Lo o ® 0
0.2 0.8
03
0.5
0.5
02
L %C 0
%
0 0.5 Y/, 1.0 2.0 Yh,

Rysunek 2.5. Model Ludwika: a) posta¢ zrodlowa, b) postaé¢ znormalizowana

2.1.3. Materialy sprezysto-plastyczne

Istnieje szereg modeli taczacych zachowanie sprezyste z plastycznym. Dwa mo-
dele odcinkowo liniowe materiatu sprezysto-idealnie plastycznego (typu Prand-
tla) oraz materiatu sprezysto-plastycznego z linjowym wzmocnieniem (typu
Iliuszyna), zilustrowano na rys. 2.6a, b. W odréznieniu od poprzednich mo-
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deli, oba te modele wykazuja dwa zakresy pracy: sprezysty (7 < kg) oraz
plastyczny (7 > ks).
a)

T
ks

Rysunek 2.6. Modele sprezysto-plastyczne: a) Prandtla oraz b) Iliuszyna

Rownania modelu Prandtla (rys. 2.6a) sa nastepujace

ks
G s
v oedy v<5
T = (2.8)
heogdy 4>
Z kolei rownania modelu Iliuszyna (rys. 2.6b) zapisujemy w postaci
( G d < ks
Y gay 7 a
= k.
4 ks + Gy ’Y‘é)z (29)
ks
kst Gill-w(v)]  gdy 725

gdzie wprowadzono pomocnicza funkcje w(7y)

o =S58 (1- &) (210)

W obu przypadkach omawianych modeli, Prandtla i Iliuszyna, przedstawione
wzory dotycza Sciezki obciazenia (0A). Natomiast, dla $ciezki odciazenia (AB),
w obu przypadkach obowigzuje réwnanie

=G —7) (2.11)

w ktérym zalozono ten sam, liniowy modul sprezystego odciazania, co dla
odcinka sprezystego obciazania.
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Inny model materiatu sprezysto-plastycznego, wykazujacy nieliniowe za-
chowanie w zakresie plastycznym, zostal zaproponowany przez Ramberga i
Osgooda, w postaci zrodlowej [121]

y=Z+k(g5)" (2.12)

. m—1
1+« <k_s>
Jest on okreSlony trzema staltymi G, K,m lub G, ks, m. Model ten wyka-
zuje ciagly spadek pochylenia krzywej dr/d7y, rozpoczynajac od wartosci G
w poczatku uktadu wspoétrzednych. Dodatkowo, w przypadku stosowania po-
staci znormalizowanej (2.13), osiagnieciu przez naprezenie wartosci nominalne;j
T = ks odpowiada zawsze odksztalcenie plastyczne o wartosci P = a~®, nieza-
leznie od wartosci wspotczynnika m, wystepujacego w wyktadniku. Ponadto,
warto$é modutu siecznego w tym punkcie wyraza sie¢ odpowiednim utamkiem
poczatkowego modutu sprezystosci Gs = G/(1 + o). W przypadku granicz-
nym, gdy m — oo, model Ramberga—Osgooda przechodzi w model Prandtla.
Dla szerokiej klasy materialéw, najlepsza aproksymacje daje przyjecie war-
tosci a = 3/7. W przypadku pewnych materiatlow, charakteryzujacych sie

lub znormalizowanej

T

T=G (2.13)

a) b) ks m
T 20 //I 2
3
e p /I 5

P /
1.0{----- : oo

— | /]

G

G i

L a+a

1 y 0l 1.0 5.0
Gv/lk,

Rysunek 2.7. Model Ramberga—Osgooda: a) posta¢ zrodtowa, b) postaé znor-
malizowana

malejacym do zera modulem wzmocnienia plastycznego, wygodny opis mate-
matyczny daja tzw. modele z asymptotyczna plastycznoscia. Chronologicznie
najwezesniejszy z nich pochodzi od Pragera [118|, wykorzystujacy aproksyma-
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cje funkcja tangens hiperboliczny

T = ks tanh (%) (2.14)

S

W innym modelu, Szuwalski i Zyczkowski [149], proponuja aproksymacje typu

T

VZﬁ
G(l‘k:)

Oba modele wykazuja poczatkowa wartosé¢ pochylenia wykresu krzywej dr/d~y
rowng G, ktora nastepnie asymptotycznie zmierza do zera, w miare wzrostu
odksztalcenia do nieskoriczonosci v — oco. Dodatkowo, model Szuwalskiego—
Zyczkowskiego przechodzi w model materiatu sprezysto-idealnie plastycznego
w szczegbdlnym przypadku, gdy n = 0.

(2.15)

D ok, ®) .
1.0 n=0
03
0.5
1.0
G
I Gylks 1 Gy/k

Rysunek 2.8. Modele wykazujace asymptotyczna plastycznosé: a) model Pra-
gera, b) model SzuwalskiegoZyczkowskiego

2.1.4. Materialy lepkie

Postulat rownowagi pomiedzy stanami odksztatcenia i naprezenia jest uzasad-
niony w przypadku rozpatrywania wiekszosci materialéw metalicznych, w tem-
peraturach niezbyt odbiegajacych od temperatury pokojowej. Jednakze mate-
riaty te zaczynaja wykazywaé znaczne odstepstwa od powyzszego zatozenia w
temperaturach podwyzszonych. Obserwowane sa wowczas zmiany odksztaltce-
nia lub naprezenia w czasie, towarzyszace, odpowiednio, ustalonemu pozio-
mowi naprezenia lub odksztalcenia. Zjawiska te okreslane sg pojeciem pelzania
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materiatu badz relaksacji. Z jednej strony, zmiana odksztalcenia w czasie od-
powiada procesowi petzania, natomiast z drugiej strony zmiana naprezenia w
czasie stanowi istote procesu relaksacji. Budowa modelu uwgledniajacego oba
te efekty wymaga wprowadzenia wtasciwosci zwanej lepkoscia, ktora jest $cisle
zwiazana z zachowaniem charakterystycznym dla cieczy. W przypadku cieczy

X
tyta ruchoma
piy!

/
plyta nieruchoma

Rysunek 2.9. Element cieczy lepkiej sciany dwoma réwnolegltymi ptytami

lepkiej Newtona warto$¢ naprezenia stycznego, $cinajacego element ptynu, jest
proporcjonalna do iloczynu lepkosci dynamicznej 1, 1 gradientu predkosci

dv
—p.— 2.16
7 uwagi na fakt, iz gradient predkosci rowny jest wprost predkosci odksztal-

cenia postaciowego
dv

— =1 2.17
. (2.17)
mozna zdefiniowaé¢ nastepujace dwa modele cieczy lepkiej:
— model liniowo lepki Newtona
T =14y (2.18)
— model nieliniowo lepki typu potegowego
T = ngyt/m (2.19)

posiadajace prosta interpretacje w postaci ttumika wypelnionego ciecza lepka.
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S

:]——” :3—%
Rysunek 2.10. Modele cieczy lepkiej: a) liniowy Newtona, b) nieliniowy

2.1.5. Materialy liniowo lepko-sprezyste

Model Maxwella stanowi szeregowe potaczenie modeli Hooke’a oraz Newtona,
(rys. 2.11). Rownanie rézniczkowe oparte na $cinaniu, opisujace model Maxwella,
jest otrzymywane poprzez sumowanie predkosci odksztatcenia obu jego elemen-
tow 1 przyjmuje postac '

. T T

1= + 0 (2.20)
Calkowanie rownania (2.20), przy stalej wartosci naprezenia 7 = const przytozo-
nej w chwili t = 0, a nastepnie usunietej w chwili ¢ = ¢1, prowadzi do rozwiazan
przedstawiajacych, odpowiednio, krzywa pelzania oraz krzywa nawrotu

11
r(—+—Q dla t <t
) =4 NG (2.21)
—1t dla t >t

a) b) Y C) T

\

tl t tre] t

Rysunek 2.11. Model Maxwella: a) schemat mechaniczny, b) krzywe pelzania
oraz nawrotu, c¢) krzywa relaksacji
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W przypadku gdy model Maxwella jest poddany ustalonemu odksztalceniu
~ = const, rozwiazanie rownania (2.20), przy warunku poczatkowym 7(t =
0) = 71, nosi nazwe krzywej relaksacji

T(t) = T1exp <—€t) (2.22)
S

dazacej do zera przy t — oo. Waznym parametrem rozwigzania (2.22) jest
tzw. czas relaksacji tye1, czyli czas, po uplywie ktérego warto$é naprezenia
osiagnetaby zero, gdyby relaksacja przebiegata w sposéb liniowy z najwieksza
predkoscia, taka jak w chwili poczatkowej t.q = 7,/G.

Model Voigta—Kelvina otrzymywany jest w wyniku réwnoleglego potacze-
nia modeli Hooke’a oraz Newtona (rys. 2.12). Réwnanie rézniczkowe modelu

G

4

Tl
G| |y

ANAN

Ns

o e
a

o

[N
=

~

Rysunek 2.12. Model Voigta—Kelvina

oparte na $cinaniu, otrzymywane na drodze sumowania naprezen wystepu-
jacych w obu elementach, ma postaé

T =15y + Gy (2.23)

Calkowanie rownania (2.23), przy stalej wartosci naprezenia 7 = const przytozo-
nego w chwili ¢ = 0, a nastepnie usunietego w chwili 7 = ¢;, daje nastepujace
krzywe pelzania oraz nawrotu

[1 — exp <—€t>} dla t <t

o s o (2.24)
exp| ——t | |exp| —t1 ) —1| dla t>1t

Ms Ms

Krzywa pelzania (2.24;) zmierza do poziomej asymptoty v = 7/G, przy
t — 00. 7 procesem pelzania zwigzany jest istotny parametr, tzw. czas
retardacji tyet, czyli czas, po uptywie ktorego wartosé odksztalcenia osiggne-
laby warto$é¢ asymtotyczna 7/G, gdyby pelzanie zachodzilo w sposob liniowy

v(t) =

QI QI
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z najwieksza predkoscia, taka jak w chwili poczatkowej ter = 1/G. Krzywa
nawrotu zmierza do zera przy ¢ — o0o. Model Voigta-Kelvina nie nadaje sie
do opisu procesu relaksacji z uwagi na fakt, iz natychmiastowemu wymuszeniu
typu odksztalceniowego ~(t) = v, H(t) odpowiada¢ musi nieskoriczona, co do
wartosci, odpowiedZ naprezenia

7(t) = ng116(t) + Gy H(1) (2.25)

gdzie symbol § jest funkcja delta Diraca. Takie zachowanie nie ma uzasadnienia
fizycznego.

Model standardowy jest utworzony przez szeregowe polacznie modeli Ho-
oke’a oraz Voigta—Kelvina (rys. 2.13). Roéwnanie rozniczkowe tego modelu

G
G B st

T|e

Ns Gl

Rysunek 2.13. Model standardowy (& = & + &)

oparte na Scinaniu ma nastepujaca postac

s . GlG nsG
T

16 Grd Tara)

T+ 2.26
e (2:26)
Krzywe pelzania oraz nawrotu dla modelu standardowego, poddanego napreze-
niu o statej wartosci 7 = const w chwili £ = 0, a nastepnie odciazonego w chwili
t = t1, przyjmuja nastepujaca postac

T G G G1>
— 1+ — ) — —ex ——t dla t<t
G[( Gl) G p( " !

1) = (2.27)
T [exp <ﬁt1> - 1} exp <—ﬁt dla t>t
G s s

W przypadku, gdy model standardowy jest poddany ustalonemu odksztalce-
niu v = const, krzywa relaksacji wykazuje monotoniczny spadek od warto-
Sci poczatkowej Gy do wartosci okreslajacej potozenie poziomej asymptoty

_ GG e
T = gha", wedlug zaleznosci

B G1 G G1+G
T(t) = Gy [G1 e + a1 a exp < " t)] (2.28)
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Ostatnia z wtasciwosci, czyli relaksacja do poziomu naprezenia réznego od
zera, powoduje, ze model standardowy lepiej odwzorowuje rzeczywisty prze-
bieg procesu relaksacji niz model Maxwella.

Czteroparametrowy model Burgersa powstaje z szeregowego polaczenia
modeli Maxwella oraz Voigta—Kelvina (rys. 2.14). Réwnanie rozniczkowe mo-
delu Burgersa jest réwnaniem drugiego rzedu, zaréwno z uwagi na naprezenie,
jak i odksztalcenie

Ms1 | Mst | Ms2\ -, Ms17s2 - USSR
4 1s2 L 4 52182 2.29
! (Gl Go G2> ! G1Ga T Go 7 ( )

Calkowanie rownania (2.29), przy stalej wartosci naprezenia przylozonego w

G,
G Ny
T
Gl+ GZT T_
nsz GIGZ L

GT]

Rysunek 2.14. Model Burgersa

chwili ¢ = 0, a nastepnie zdjetego w chwili ¢ = ¢;, prowadzi do odpowiednich
wzoréw na krzywe pelzania oraz nawrotu

L{l—kﬁtﬁ-ﬁ[l—exp(—@t)}} dla t <t
Gy Ms1 Go Ms2

t) =
T e () [ (S0)]) e
Ms1 Gi Ms2 Ms2
(2.30

Latwo sprawdzié, ze powyzsze rozwigzania mozna otrzymaé na drodze superpo-
zycji odpowiednich zaleznosci dla modeli Maxwella (2.21) oraz Voigta—Kelvina
(2.24), por. rys. 2.14. Rownie tatwo jest wykazaé, iz krzywa nawrotu sktada sie
z natychmiastowej sprezystej odpowiedzi 7/G1, po ktorej nastepuje pelzanie
nawrotu do poziomej asymptoty, o wartosci v = 7t1 /1.

W przypadku gdy model Burgersa poddany jest stalemu w czasie odksztal-
ceniu, naprezenie ulega relaksacji wedtug zaleznosci podanej, np. przez Findley
[42]

7(t) = — [(@1 — qor1) exp (—r1t) — (p1 — par2) exp (—7rat)] (2.31)

w| o



Modele jednoosiowe oparte na $cinaniu 55

gdzie oznaczono

1 Ts1 Ts2 _ Dls17ls2
o e PTG,
1)
A=pl—4ps q=ny @ =5 (2.32)
2
Tl:pl—A T2:p1+A
2p2 2po

2.1.6. Materialy sprezysto-lepko-plastyczne — odcinkowo
liniowe

Omowione w poprzednim podrozdziale 2.1.5 materiaty liniowo lepko-sprezyste
nie wykazuja trwalych odksztaltcen plastycznych, charakterystycznych dla rze-
czywistych materialow reologicznych. W obecnym podrozdziale zaprezen-
towane zostang modele powstate przez wzbogacenie modeli liniowo lepko-
sprezystych o element tarciowy (idealnie plastyczny) (rys. 2.4). Kazdy z oma-
wianych modeli bedzie charakteryzowal sie dwoma etapami, poprzedzajacym
oraz nastepujacym po uruchomieniu elementu idealnie plastycznego. Pomimo,
ze kazdy z etapow okre$lony jest odpowiednim liniowym réwnaniem réznicz-
kowym, to catkowity zakres nie bedzie juz liniowy, lecz wylacznie odcinkowo
liniowy.

Wsrod materiatow odcinkowo liniowych mozna dodatkowo wyrdznié takie,
w ktoérych wiasciwosci lepkie pojawiaja sie dopiero po uplastycznieniu, zas
przed uplastycznieniem wykazuja wylacznie wlasciwosci sprezyste, oraz takie
materialy, ktére wykazuja wtasciwosci lepkie zaréwno w zakresie sprezystym,
jak i plastycznym.

Trojparametrowy model Binghama, skladajacy sie ze sprezyny, potaczo-
nej szeregowo z segmentem zawierajagcym réwnolegte polaczenie ttumika oraz
suwaka (rys. 2.15a), jest reprezentantem pierwszej grupy materialow odcin-
kowo liniowych. Réwnania rézniczkowe modelu Binghama oparte na Scinaniu
przyjmuja forme nastepujacych zwiazkow

.| nT gdy 7 <k
nG’y—{ nt+1—ks gdy T > ks (2.33)

gdzie n = n,/G. Nalezy tutaj wyraznie podkresli¢, iz odksztalcenie pelzania
we wzorze (2.332) zalezy od tzw. naprezenia nadwyzkowego 7 — ks. W przy-
padku obciazenia modelu w chwili ¢ = 0 stalym naprezeniem 7 = const, ktore
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nastepnie zostaje usuniete w chwili ¢t = ¢1, krzywa pelzania modelu Binghama

moze byé wyrazona w nastepujacej postaci
é gdy 7 < ks
W =1{ G (2.34)
G

T — ks

nG

+ t gdy 7>k

Ponadto, model Binghama wykazuje zalezno$é¢ od predkosci wymuszenia napre-
zeniem. W najprostszym przypadku, gdy naprezenie narasta liniowo z czasem
7(t) = vt (v = const), catkowanie uktadu (2.33), przy uwzglednieniu warunku
poczatkowego dla drugiej fazy procesu z aktywna lepkoscia: t = t1 = kg/v,
v = ks/G, ktory okresla stala catkowania, prowadzi do rozwiazania dla y(t) w
postaci

nG (t)—v—tz—k(nv—k)t%—k—sz (2.35)
n=5 SET9 '

Eliminujac nastepnie czas t = 7/v i wykonujac redukcje, otrzymujemy osta-
tecznie rozwiazanie w postaci

gdy 1<k

T — ks 2 (236)
+ 7< G G) gdy 7> kg

v(r) =

QI QI

Obliczajac dalej pochodna dvy/dr dla drugiego etapu pracy modelu, docho-
dzimy bez trudu do pochodnej G'(7) = dr/dvy, w postaci

dr __ mG (2.37)
dy 7—ks+nv
Szczegoltowa analiza wzoru (2.37) pozwala stwierdzi¢, iz w przypadku gdy
naprezenie narasta w sposob quasi-statyczny (v — 0), model Binghama
przechodzi w model sprezysto idelanie-plastyczny dr/dy — 0. Natomiast
w przypadku granicznym, gdy naprezenie narasta z nieskoriczong predkoscia
(v — 00), model Binghama nie wykazuje wlasciwosci lepkich i w obu etapach
pracy zachowuje sie jak model ciata liniowo sprezystego (rys. 2.15b).
Czteroparametrowy model zaproponowany przez Rzanicyna [130] nalezy
do grupy materiatéw odcinkowo liniowych, w ktoérych wlasciwosci lepkie towa-
rzysza zaré6wno zakresowi przed, jak i po uplastycznieniu. Model ten skiada
sie z dwoch réwnoleglych sekcji zawierajagcych kolejno: sprezyne G7 i suwak
ks potaczone w szereg, oraz model Maxwella o stalych ny i G (rys. 2.16a).
Roéwnania rézniczkowe modelu przyjmuja postaé
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Rysunek 2.15. Model Binghama: a) schemat, b) krzywa pelzania oraz c) za-
lezno$é od predkosci naprezenia v

a)

G] kS
s g
G,

Rysunek 2.16. Model Rzanicyna: a) schemat, b) zaleznosé od predkosci na-
prezenia v

nGy+ Hy=nr+71 gdy v <
(2.38)

T |

n(G—H)Yy=nt+717—ks gdy ~v>

gdzie: n = n,/Ge, G = G1 + G2, H = G;. Calkowanie rownan (2.38),
w przypadku naprezenia narastajacego ze stala predkoscia 7 = vt (v = const),
prowadzi do nastepujacej krzywej pelzania

E_M [1—exp <—£t>} ody t<t

H H? nG =
=9 L 1 o(t2 — 2)

E+n(G—H) [ 5 +(m}—ks)(t—t1)] gdy t>t

(2.39)
Czas t1, po ktérym naprezenie osiaga wartos¢ granicy plastycznosci na Scinanie
(1 = kg), 1 tym samym uruchamiany jest drugi, plastyczny etap pracy modelu,
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wyliczany jest z warunku ciggtosci

1 —exp <—%t1> = % (2.40)

Rownowazna do (2.39), zaleznosé naprezenie-odksztatcenie v = (1) otrzymy-
wana jest po wyeliminowaniu czasu t, wtedy

n(G— H)v H
N Sl I T = <
H? 1—exp < nvGT>] gly 7=7

2 2
+ n(Gl—H) [T 2071 + <n— %) (T —7'1):| gdy 7> 1
(2.41)
gdzie odpowiednia wartos¢ naprezenia inicjujaca drugi etap pracy modelu 7 =
T1, obliczana jest z warunku

1 —exp <—%T1> = % (2.42)

V(1) =

SMEaES R

Wykres zaleznosci (2.41), dla réznych predkosci narastania naprezenia v, po-
kazano na rys. 2.16b.

2.2. Modele jednowymiarowe oparte na rozciaganiu

Przedstawione w podrozdziale 2.1. proste modele materialéw pracujacych
w warunkach deformacji sprezystych, plastycznych badz lepkich, zostaly za-
pisane dla przypadku prostego §cianania (7 — ), bedacego w istocie jedy-
nym mozliwym jednoosiowym stanem zaréwno odksztalcenia, jak i napreze-
nia. Przejscie do przypadku jednoosiowego rozciaggania nie jest trywialne. Za-
uwazmy bowiem, ze jednoosiowemu naprezeniu rozciagajacemu, dziatajacemu
w warunkach nieskrepowanej deformacji poprzecznej, odpowiada tréjosiowy
stan odksztatcenia

ik %:—%%, @:—%%. (2.43)
Oznacza to, innymi stowy, ze powszechnie stosowana proba wytrzymalosciowa
rozciggania, nie jest w istocie proba jednoosiowa z punktu widzenia ztozo-
nego stanu odksztalcenia. Jednak jest ona tatwiejsza do realizacji od strony
technicznej niz proba prostego $cianania. Z tego tez powodu identyfikacja sta-
tych materialowych wystepujacych w réwnaniach jednowymiarowych modeli
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Rysunek 2.17. Efekt deformacji poprzecznej towarzyszacy rozciaganiu

materiatowych dokonywana jest na podstawie proby rozciggania. Poprzednie
relacje pomiedzy 71 (por. podrozdzial 2.1) nalezy zatem zastapi¢ odpowied-
nimi zaleznodciami pomiedzy o, i €,. Zakladamy, innymi slowy, analogiczna
posta¢ rownan wiazacych pary 7 — v oraz o — ¢, z jednoczesnym zastapieniem
stalych materialowych, charakteryzujacych wtasciwosci sprezyste, plastyczne i
lepkie przy Scinaniu G, Gy, ks, ny odpowiednimi statymi E, Ey, k, n) przy rozcia-
ganiu. Stale materialowe mierzone w probie jednoosiowego rozciagania maja
oczywiscie inne wartoéci, od odpowiednich stalych materiatlowych z proby pro-
stego $cinania.

Ponizsza tabela 2.1 zawiera zestawienie modeli jednoosiowego rozciggania,
odpowiadajacych wszystkim modelom omawianym w podrozdziale 2.1.
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Rozdzial 3

Niezmienniki tensora naprezenia
1 tensora odksztalcenia; tensor
uszkodzenia i macierze efektywne

3.1. Tensor naprezenia — niezmienniki naprezenia

Tensor naprezenia o w notacji matematycznej o;;

1,7 =1,2,3, lub 7,5 =

x,1, z, oraz w notacji inzynierskiej, zapisujemy w postaci

Uij =

Ozy Ozxz
Oyy Oyz
Ozy Ozz

gdzie z,y, z oznaczaja dowolne kierunki wzajemnie prostopadte.

W przypadku symetrii tensora naprezenia o;; = 0j;, mozliwe jest przed-
stawienie tensora naprezenia w postaci wektora kolumnowego naprezenia

011
022

o
{0} = {011,02,033,023, 013,012} = % (3.2)

023
013
012
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Zaktadajac definicje dewiatora naprezenia, mozna zapisaé

1
Sij =045 — ggkk(sij = 045 — Oh(sij =045 — gtr (0’) (Sij (3.3)
gdzie o = %akk oznacza naprezenie hydrostatyczne badz $rednie, a d;; =

1 i=y . . .
{ 0 2 #i symbol Kroneckera. Rozklad tensora naprezenia na aksjator i
dewiator przyjmuje wiec postaé

o=oyl+s (3.4)

gdzie, w notacji symbolicznej, op1 i s oznaczaja, odpowiednio, aksjator i de-
wiator naprezenia

op, 0 O
onl = 0 onp O
0 0 opn (3.5)
Og — Oh Txy Trz Sxx Sxy Sxz
S = Tyl‘ Gy — Oh Tyz = Syz Syy Syz
Tzx Tzy 0z — 0Onh Szx  Szy Szz

Transformacja naprezenia z jednego ukladu kierunkéw 4,5 do drugiego k,l
odbywa sie zgodnie z reguty transformacji tensora drugiego rzedu

Okl = a/ﬂ-aljaij (3.6)

gdzie ay;, a;; sg kosinusami kierunkowymi wigzgcymi osie obu ukladéw. Spo-
$rod wszystkich mozliwych transformacji mozna wyrézni¢ transformacje na
kierunki gléwne 1, 2, 3, dla ktoérych tensor naprezenia przyjmuje postaé¢ dia-
gonalng

Ozz Oxzy Ouxz transformacja or 0 0

N
Oye Oyy Oyz 0 o2 O (3.7)
Orz Ozy Oz 0 0 o3

Poszukiwanie naprezeri gtéwnych sprowadza sie do rozwigzania tzw. problemu

wlasnego dla tensora o
=11 (3.8)

w ktorym wartosci wlasne wynosza A; = 01,09,03. Sa one rzeczywistymi
pierwiastkami réwnania charakterystycznego tensora naprezenia A\; = o;

det(oc — A1) =0 (3.9)
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ktore w formie rozwinietej przyjmuje postaé
0% = I,0% + Ihyo — I3, = 0 (3.10)

Trzy wspotezynniki rownania charakterystycznego (3.10) Ig, nosza nazwe nie-
zmiennikéw gléwnych tensora naprezenia, okreslonych wzorami

Lo =1t1(0) =04 = Ogp + 0yy + 022 [MPa]
Oxx Og a Oyz Ozz Ozx

Ly = y v Oz | 4
Oyx Oyy Ozy Ozz Oxz Ozxx

= OgaOyy + OyyOzz + 022000 — (U?:y + Giz + sz) [MPaQ] (3.11)
Oxx Ogy Ogzxz .
I3, =deto = | oyr Oyy Oyz | = Ouz0yy02
Oz Ozy Ozz
+204y0 2020 — (amasz + nyagz + azzagy) [MPaS]

Oproécz niezmiennikéw gltéwnych, duze znaczenie maja niezmienniki podsta-
wowe badz generujace tensora naprezenia (ang. basic stress invariants lub
generic stress invariants), mianowicie

Jlg =0 =1tr (0’) [MPa]
Jog = 50450 = gtr (o) [MPa?] (3.12)
Jgg = %O’ijOjkO']ﬂ' = %tl“ (0’3) [MPag]
Jak widaé¢, niezmienniki podstawowe mozna wyrazi¢ poprzez $lady kolejnych
poteg tensora naprezenia o, 0°> = o -0, 6° = 0 -0 - o, z odpowiednimi

wspolezynnikami 1, 1/2; 1/3. Zauwazmy, ze niezmienniki podstawowe réznia
sie od niezmiennikéw gltéwnych, bedacych wspoétczynnikami réwnania charak-
terystycznego (3.10).

Niezmienniki podstawowe J;, wyrazaja sie poprzez niezmienniki gléwne
tensora naprezenia I;, wzorami

Jlo' = Ilo’
Joo = 313, — In, (3.13)
J3O’ - %Ii; - -[12(7-[20' + ISO'

Podobnie, zaleznosci odwrotne wyrazaja w nastepujacy sposéb

Ly = 3JE, — Joo (3.14)
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Dekompozycja tensora naprezenia na aksjator i dewiator (3.4—3.5) pozwala
zdefiniowaé¢ nastepujacy uktad niezmiennikéw podstawowych lub generujacych
dewiatora naprezenia (ang. basic lub generic deviatoric stress invariants)

Jls = S4; — tr(s) =0 [MPa]
= %trl(SQ) [MPa?] (3.15)

gdzie oznaczono, podobnie, kolejne potegi dewiatora naprezenia s, s> = s - s,

83 = s-s-s. Zauwazmy takze, ze pierwszy niezmiennik podstawowy dewiatora
naprezenia Jig, na mocy definicji (3.3), jest rowny zero.

Dla dalszych potrzeb przytaczamy réwniez czesciej uzywane wielkosci inzy-
nierskie okreslone poprzez niezmienniki tensora naprezenia i charakteryzujace
sie jednorodnoscia wymiaru naprezenia [MPa|, w odréznieniu od uprzednio
zdefinowanych niezmiennikéw podstawowych, o wymiarach [MPa], [MPa?|,
[MPa?3].

on = =1 :1= 2oy, [MPa

tr = %
3.16
Ocq = \/3J2 \/ 55ijSji [MPa)] ( )

3.2. Tensor odksztalcenia — niezmienniki
tensora odksztalcenia

Tensor odksztalcenia € = €;; w jednolitej notacji matematycznej, 7,5 = 1,2,3
lub 7,57 = x,y, z, oraz w notacji inzynierskiej, zapisujemy

€11 €12 €13 Exx Exy CEuxz
Eij = | €21 €22 €23 = | Eyz Eyy Eyz
€31 €£32 €33 g 13 3
1 zT 2y zz (317)

1
1530 9V zy ?7:):2
- ?f)/ya: 151/ §7y2
57 2z Esz €z
gdzie z,y, z oznaczaja dowolne kierunki wzajmnie prostopadte.

Transformacja tensora odksztalcenia jest opisana analogicznym réwnaniem
jak tensora naprezenia (3.6), mianowicie

Ekl = a/ﬂ-aljeij (3.18)
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Podobnie, poszukiwanie odksztalcen gltéwnych sprowadza sie do rozwiazania
tzw. problemu wlasnego dla tensora &

e=1 (3.19)
ktory prowadzi do réwnania charakterystycznego tensora odksztalcenia
e — L’ + e —13.=0 (3.20)

Wspolczynniki tego réwnania zawieraja niezmienniki gtéwne tensora odksztal-
cenia,

I = tI‘(E) =¢Ei = Egx T Eyy + e,
Eyy Eyz €2z Ezx

I, = Exx Exy
. =
€zy Ezz

Eyz  Eyy
= Exafyy T Eyy€zz T €22€zz Exy T Eyz T €2z

SxZ 53333

(3.21)
Exx Exy Euxz

-[35 = | €yz Eyy Eyz | = Exayyzz + 25:1:y5y25zx

Ezox Ezy Ezz
2 2 2
_(Sflifliayz + Eyyrz + EZZE:J:y)

W przypadku symetrii tensora odksztalenia €;; = €;; obowigzuje przedstawie-
nie tensora odksztalcenia w postaci wektora kolumnowego odksztalcenia
( )
€1
€22
T €33
{e} = {e11,€22,€33,€23,€13, €12} = s (3.22)
€13
€12 )

Zakltadajac definicje dewiatora odksztatcenia, analogiczng do przypadku nap-
rezenia (3.3), zapisujemy

1 1
eij = 5ij - gekkéij = f':z'j — Em(sij = Eij — gtl“ (E) 5ij (3.23)

gdzie e, jest érednim odksztalceniem objetosciowym. Rozktad tensora od-
ksztalcenia na aksjator i dewiator przyjmuje zatem postac

e=cml+e (3.24)
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gdzie, w notacji symbolicznej, e, 1 1 e oznaczaja aksjator i dewiator odksztat-
cenia

em 0 O
eml = 0O em O
0 0 e
€x —€m %'ny %sz €z Cxy Cxz (325)
€= %Vya: Eyl_‘fm 27Vyz = | Gyr Cyy Cyr
27 za 57 2y €z~ €m €z €zy €z

Niezmienniki podstawowe lub generujace tensora odksztalcenia (ang. basic
lub generic strain invariants) definiujemy analogicznie do (3.12)

~—

Jls =g = tr (E
J25 = %é‘ijfji = %tr (62) (326)
Jgs = %sijejkeki = %tr (83)

Niezmienniki podstawowe tensora odksztalcenia J;. wyrazaja sie przez nie-
zmienniki gtéwne I;. nastepujaco

Jle = -[15
Joe = $1% — I, (3.27)
J3E - %Iigg - 1125[25 + -[35

Zalezno$ci odwrotne sg nastepujace

Ile = Jls
e =3J2 — Joe (3.28)
ISE - %Ji.; - J125J25 + J3E

Niezmienniki podstawowe dewiatora odksztalcenia (ang. basic deviatoric strain
invariants), definiujemy analogicznie do (3.15)

Jie = ey = tr(e)
Joe = geijej; = gtr (€?) (3.29)
J3e = %Q’jejkeki = %tr (63)

Podobnie do przypadku tensora naprezenia (3.16), definiowane sa réwniez
niezmienniki inzynierskie tensora odksztalcenia plastycznego, takie jak: slad
tensora odksztatcenia plastycznego, efektywne odksztatcenie plastyczne, efek-
tywna predkos¢ odksztatcenia plastycznego oraz kumulowane odksztalcenie
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plastyczne (parametr Odqvista)

b= /350 = S5V Toer (3.30)
t

3.3. Macierze reprezentacji naprezenia
i odksztalcenia

Tensory naprezenia o;; oraz odksztalcenia €;; sa obiektami zawierajacymi, w
ogolnosci, kazdy po 3% = 9 sktadowych, gdyz kazdy z indeksow 4, j przyjmuje
wartéci 1, 2, 3. Kazdy z powyzszych tensoréw moze byé traktowany jako
liniowa transformacja pewnego wektora w inny wektor (w przypadku tensora
naprezenia jest transformacjg kosinusow kierunkowych n; w wektor naprezenia
p; — ang. traction) wedtug wzoru

Di = Oijn; (3.31)
lub w postaci rozwinietej

p1 = 01111 +012N2 + 013N3
P2 = 02111 + 022n2 + 02313 (3.32)
p3 = 031n1 + 032N2 + 033N3

7 uwagi na podobienistwo pomiedzy wzorem transformacyjnym dla tensora
naprezenia (3.6) oraz zapisem macierzowym

b1 011 012 013 ni
P2 o= | 021 0922 093 no (3.33)
b3 031 032 033 ns

naturalnym narzedziem do przedstawienia tensora drugiego rzedu (tu napreze-
nia) staje sie macierz o wymiarze 3 X 3, zwana macierza reprezentacji tensora
naprezenia i analogicznie macierzg reprezentacji tensora odksztalcenia

011 012 013 €11 €12 €13
ol = | 021 022 o023 el = | €21 €22 €23 (3.34)
031 032 033 €31 €32 £33
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Z uwagi na symetri¢ tensoréw naprezenia o;; = 0j; oraz odksztalcenia g;; =
€ji, ich macierze reprezentacji sg réwniez macierzami symetrycznymi, zawie-
rajacymi, kazda, po 6 niezaleznych sktadowych. W zapisie inzynierskim, za-
stepujac kierunki 1, 2,3 wspolrzednymi x,y, 2 oraz odpowiednio o;; = 7;; i
€ij = %%-j dla i # j, otrzymujemy

Oxx Taxy Taxz Exx %'Yg;y %'sz
o] = Oyy Tyz le] = Cyy 27y (3.35)
Ozz €2z

3.4. Macierze sztywnosci i podatnosci — notacja
Voigta

Ogolna postac¢ liniowego rownania sprezystosci materiatu anizotropowego (uo-
golnione prawo Hooke’a) jest nastepujaca
-1

gj = E uom  0ij = Eijrign (3.36)
gdzie tensory czwartego rzedu, sprezystej sztywnosci Fjjp badZz podatnosci
E;,il maja, w ogolnosci, po 3* = 81 sktadowych, gdyz kazdy z indeksow i, 5, k, [
przyjmuje wartosci 1, 2, 3. Z wtasnosci symetrii tensoré6w naprezenia og; = o
oraz odksztalcenia €;; = ¢;; wynika symetria obu tensoréw, sztywnosci oraz
podatnosci, wzgledem zamiany wskaznikéw w parach i < j oraz k < [

Eiji = Ejiri = Eijie - Eijpy = Eji = Bl (3.37)

natomiast z warunku dodatniej okreslonosci energii odksztalcenia badz energii
dopehiajacej, wynika ich symetria wzgledem zamiany wskaznikéw pomiedzy
parami ij < kl

Eijii = Eaig By = By (3.38)

Uwzglednienie warunkow symetrii (3.37-3.38) pozwala zredukowaé liczbe nie-
zaleznych sktadowych obu tensoréw, sztywnosci oraz podatnosci, z 81 do 21,
a w konsekwencji przejs¢ do zapisu ogolnego prawa Hooke’a (3.36) w postaci
wektorowo-macierzowej, zaproponowanej przez Voigta. W tym celu tensory
naprezenia oraz odksztalcenia zapisujemy jako wektory kolumnowe naprezenia
lub odksztatcenia, postugujac sie jednym wskaznikiem, przyjmujacym wartosci
od 1 do 6, wedlug nastepujacego schematu
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zapis tensorowy 11 22 33 23,32 31,13 12,21

ol ! l l
zapis wektorowy 1 2 3 4 5 6

W rezultacie takiej operacji, tensory naprezenia oraz odksztalcenia zostaja
przeksztalcone nastepujaco

( o
02
011 012 013 01 06 05 o3
Oi5 = 022 023 - 02 04 | — o4
033 g3 o
. 06 )
€1 )
&2
€11 €12 €13 €1 &6 €5 e3
Eij = €22 €23 | — €2 &4 | — €4
£33 €3
€5
\ €6 )

Ten sam schemat stosujemy do pierwszej oraz drugiej pary wskaznikéw ten-
sora sztywnosci oraz podatnosci. Jednoczesnie wprowadzamy czynniki 214 w
sposo6b nastepujacy

Eijki = Emn, E L = E,.}  gdy m lub n przyjmuja wartosci 1, 2 lub 3

ijkl
2E;jk = Emn, 2Ei;,il = E.L  ady albo m albo n przyjmuja wartosci 4, 5,
lub 6
4E;j1 = Emn, 4Ei;,1l = E, L gdy zaré6wno m, jak i n przyjmuja wartosci
4,5, lub 6

W zastosowaniu do przyktadowej sktadowej osiowej odksztatcenia €11 taki sche-
mat przeksztalca te sktadowa w nastepujacy sposob:

€11 = El_llllgll + E1_1122022 + Eﬁégagg + 2E1_11230'23 + 2E1_1113(713 + 2E1_11120'12
l li l 1 l 1 l 1 l 1 l 1
g1 = El_l o1 + E1_2 o9 + E1_3 o3 + E1_4 o4 + E1_5 o5 + E1_6 Og

W przypadku przykladowej sktadowej stycznej odksztalcenia €93 daje

—1 —1 —1 —1 —1 1
€23 = Eo311011 + Eo399022 + Eg333033 + 2E9353093 + 2E5315013 + 2E5319012

l ) l il l il il
2e4 = 2E;311101 + 2E;312202 + 2E;3%303 + 4E§3123G4 + 4E§3113G5 + 4E;311206
1 l 1 l 1 i il

Yy = E[ﬁlal + EA:2102—|- E;glag + Ezf4104 + E;5105 + E;6106
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Ostatecznie, uogélnione prawo Hooke’a (3.36) daje sie przedstawi¢ w postaci
wektorowo-macierzowej

1 . .
& =FE; 0 (i1=1,2,3,j =1,2,...,6)
vi=E;lo;  (i=4,56,=12...,6) (3.39)

lub krocej
{e}=[E""{o} (3.40)
badz réwnowaznie

{o} = [E] {e} (3.41)

gdzie [E] badz [E~!] oznaczaja odpowiednio macierze reprezentacji tensorow
sztywnosci badz podatnosci sprezystej, natomiast {e} i {0} oznaczaja wektory
kolumnowe odksztatcenia i naprezenia. Po rozpisaniu wektoréw kolumnowych
naprezenia i odksztalcenia oraz macierzy sprezystosci, a nastepnie po przyjeciu
inzynierskich oznaczen dla sktadowych stycznych tensora naprezenia 7; = o
(] =4,5, 6)

(e ) B B BN ER ER B (o
€9 Ey' Ey' Eyl | Byl Ey' Eyl o9
es | _ Eg' Byl Eg | B3l Bl Eyl o3
Y4 B En EG |Ed Ef Ey T4
Y E;' EL' Ey | Bl Bl Eyl Ts
Y% ) L Ey' Eg Fg | Byl Est Eg 1\ 76 (3.42)
o1 [ Eyn Eyp Ei3 | By Eis Eg | €1 '
02 Eo1 Eoy FEo3 | Eay FEas FEag €2
o3 | | Es1 Es2 Ess | Esy Ess Ese €3
74 (| En Es Es3 | Ewm Ei5s Eug V4
T5 Es1 Esy FEs3 | Esqy FEs5 FEsg V5
T6 | E61 FEe2 FEe3 | EBea Fos FEes | \ 76
Nalezy tutaj zaznaczy¢, iz symetryczne macierze sztywnosci [E;;| = [Ej;] oraz
podatnosci [ = [Ej_il], kazda o wymiarze 6 x 6, sa macierzami reprezentacji

tensorow czwartego rzedu sprezystej sztywnosci Ejjp; oraz sprezystej podatno-
Sci El;,il Transformacja kazdej z macierzy do innego uktadu wspoétrzednych
moze by¢ dokonana dopiero po sprowadzeniu zapisu macierzowego (3.42) do
postaci tensorowej (3.36) lub na drodze mnozenia przez specjalnie skonstru-
owang macierz obrotu

[E] = [Q"[E][Q] (3.43)
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Przyktadowo, w przypadku macierzy sztywnosci macierz obrotu przyjmuje po-
stac¢

11411 q12912 q13913
21921 422422 423423
_ g31431 q32432 433433
431921 432922 q33423
2g31q11  2¢32q12  2933q13

L 221911 2q12G22  2q13G23 ] (3.44)
q12413 q13411 q12411
423922 q23921 q22421
q33432 q33431 g32431

433922 + 932G23  q33921 + 431923 431922 + ¢32Q21
433912 + 932913 q33911 + 431913 431912 + 432411
Q13922 + q12923 ¢13921 + 911923 Q11922 + q12G21 |

ktorej wspotezynniki sg iloczynami odpowiednich kosinuséw kierunkowych g;; =
n;n; wigzacych oba uktady wspoétrzednych.

3.5. Tensor uszkodzenia i macierze efektywne

W dotychczasowych rozwazaniach opis materiatu byt silnie uproszczony z uwagi

na brak wpltywu stanu uszkodzenia. Przez uszkodzenie rozumiany jest og6ét mi-

kropustek w materiale, powodujacy pogorszenie jego wladciwosci mechanicz-
nych w skali makro, takich jak wytrzymalos¢ badz sztywnosé.

W najprostszym przypadku, gdy mikropustki maja ksztalt sferyczny i sa

w miare rownomiernie roztozone w materiale, uszkodzenie jest opisywane po-
jedyncza zmienna skalarng D, zwana parametrem uszkodzenia

Ad

D= >y (3.45)

Skalarna zmienna uszkodzenia D, wprowadzona przez Kachanova [74] oraz

Rabotnova [120], ma geometryczng interpretacja stosunku powierzchni uszko-

dzonej do powierzchni poczatkowej (nieuszkodzonej). Uogolnieniem skalarnej

zmiennej uszkodzenia, w przypadku gdy mikropustki w materiale wykazuja

wyrazng strukture kierunkowa, jest wektorowa zmienna uszkodzenia D;, za-

poczatkowana przez Davisona i Stevensa [33], Kachanova [75], Krajcinovica

7 A ? b .

i
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Kolejna wielko$cig spelnijaca fundamentalng role w mechanice uszkodzen jest
symetryczny tensor uszkodzenia drugiego rzedu D zaproponowany przez Mu-
rakami i Ohno [103], zdolny opisa¢ ortotropowa nature uszkodzenia

D11 D12 Dqs
D = Doy Dos (347)
D33

Wreszcie proby poprawnego opisu uszkodzenia wystepujacego w materiatach
sprezysto-kruchych typu skaty, ceramika oraz beton doprowadzily do wprowa-
dzenia tensora uszkodzenia czwartego rzedu Chaboche [20], Krajcinovic [82]
czy Lubarda i Krajcnovic [94]. Obok wymienionych wyzej zmiennych uszko-
dzenia o wyraznej interpretacji geometrycznej nalezy réwniez wspomnieé o
zmiennych uszkodzenia zwiazanych z ptaszczyng fizyczng, szczegdtowo opi-
sanych miedzy innymi przez Gambarotta i Lagomarsino [44] oraz Seweryna i
Mroza [134]. Bardziej szczegolowe zestawienia zmiennych uszkodzenia przedsta-
wiono w nastepujacych monografiach autorstwa: Krajcinovica [82], Skrzypka
i Ganczarskiego [139], Bettena [8] oraz ostanio wydanej Murakamiego [105].
W kontynualnej mechanice uszkodzeri (ang. Continuum Damage Mecha-
nics — CDM), oprocz konfiguracji poczatkowej A, opisujacej material w stanie
nieuszkodzonym D(A) = 0 (dziewiczym), definiuje sie konfiguracje fizyczna B,
opisujaca material w stanie uszkodzonym D(B) # 0, oraz réwnowazna konfi-
guracje pseudo-nieuszkodzona C, w ktorej rzeczywisty material heterogeniczny
zawierajacy uszkodzenia zastepuje sie materialem homogenicznym bez uszko-
dzeri D(C) = 0, jak przedstawiono na jednoosiowym schemacie, rys. 3.1.
Pomiedzy konfiguracja fizyczna (uszkodzona) B oraz konfiguracja efek-
tywna (pseudo—uszkodzona) C zachodzi réwnowaznosé w okreslonym sensie,
np. odksztalcern Chaboche (18], naprezeri Taher i inni [151] badZ energii od-
ksztalcenia sprezystego Cordebois i Sidoroff [30]. W konfiguracji fizycznej B
stan uszkodzenia manifestuje sie efektywnym modulem sprezystosci E, np.

E=E(1-D) Ilub E=E1-D)? (3.48)

odpowiednio wedlug hipotezy réownowaznosci odksztalcen i naprezen (ta sama
zalezno$¢) badz energii odksztalcenia. 7 kolei w konfiguracji efektywnej C,
stan uszkodzenia zawarty jest w definicji zmiennych efektywnych €, np. od-

powiednio
_. B ~ E _ |E
c=0=, E=¢ lub c=04y=, €=c¢ (3.49)
E E

3
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modut
pierwotny

modut _~F
pierwotny

A (konfiguracja B (konfiguracja C (konfiguracja
poczatkowa) fizyczna - uszkodzona) pseudo-nieuszkodzona)
o=Eg o=F¢ G=E¢

Rysunek 3.1. Roéwnowaznos¢ konfiguracji w procesie ewolucji udzkodzenn w
ujeciu CDM

badz réwnowaznie

c=¢ lub o e=¢e(1-D) (3.50)

Parametr uszkodzenia D wystepuje w definicji macierzy wptywu uszkodze-
nia (ang. damage effect tensor), ktora w formie diagonalnej i przy zalozeniu
izotropii uszkodzenia ma postaé

My
Moo
Mss
Myy
Mss

M
T %1 (3.51)
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1

Macierz wplywu uszkodzenia odgrywa z kolei podstawowsg role w definicjach
tensora naprezenia efektywnego

. 2D b 1D
{0} =M]{o} = =D 1-D (3.52)
12D

1 —v —v

1 v —v 1 (3.53)
E(d - D)y T+v

1+v
1+v

Przyjeto tu, dla przejrzystosci, ze material w stanie nieuszkodzonym (.A)
jest izotropowy.

Zalozenie izotropowej natury uszkodzenia jest bardzo silnym uproszcze-
niem, gdyz najczesciej mikropustki badZz mikrouszkodzenia majg ksztalt socze-
wkowy badz kierunkowy, a zatem ich opis wymaga uzycia pelnego, np. ortotro-
powego tensora uszkodzenia (4.60), ktoremu w przypadku przejscia z kierun-
kéw dowolnych uszkodzenia do kierunkéw gléwnych uszkodzenia odpowiada
tensor uszkodzenia w postaci diagonalnej, w ktoérej sktadowe D1, Dy, D3 maja
interpretacje redukcji powierzchni no$nej w trzech przekrojach 1, 2, 3

Dy '
D= Dy Di=2i =123 (3.54)
D3

Mozna zdefiniowaé rézne macierze efektu uszkodzenia oparte na réznych hipote-
zach, np. Chen i Chow 23], Skrzypek [140]
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(09°¢)
r Ca-n(a-1)
=S
(*a-DEa-1)

o a-—DCEa-1)
a+1 m
(5d—1) Ca-nCa-1) ([a-1DET-1) T
Ammw%mmwc NANMHG ?Q\uwm\c
Amm|mwm|3 ?QL\%HQLV N?\mﬁc

— [y, (] = (o]

oroeysod tlnwlAzid nyerejewr sousepod [oumA)sjolo oZIOTORW dOMOPRINAZI]

(!a—-1)

Z0

(65°¢) e o = [N o} TN = {2}

Ea-vla-1) Ca-p(a-1 N?mT:

ZT [

Eq—1
(25°¢) CavtaVft g — [N {0} [N = {0}
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D1 Dy Do 0 0 0

Dyt D3 Dy 0 0 O

B Dyt Dy D3 0 0 0
D] = 0 0 0 D3s—Dgy 0 O (3.63)

0 0 0 0 Ds 0

0 0 0 0 0 Dg |
Elementy Do/ nie sg niezalezne, lecz wyrazaja sie przez
1

Dot = —— [Dy + v (D1 — D3) — vDy] (3.64)

1—v



Rozdzial 4

Prawo Hooke’a — klasy symetrii
materiatlu sprezystego, energia
sprezystosci

4.1. Izotropia sprezysta

W materiale izotropowym wtasciwosci mechaniczne nie zaleza od wyboru kieru-
nku. Zatem uklad dowolnych kierunkéw x,y, z wystarcza do jednoznacznego
zdefiniowania cech materialowych. W celu podania matematycznego zapisu
prawa Hooke’a materiatu izotropowego, najwygodniej postuzy¢ sie zasada su-
perpozycji sktadowych odksztalcenia {e} = {ez,ey,ez,fyyz,vzx,'yxy} wywola-
nych przez poszczegolne sktadowe naprezenia {o} = {04,0y,0.,Tyz, T, Tay}
(patrz tabela 4.1), prowadzaca do nastepujacego zapisu macierzowego

{e} = [E7'] {0} (4.1)

gdzie macierz podatnosci [E71], definiujaca wlagciwosci sprezyste materiatu,
ma nastepujacg reprezentacje

o o o-EREs

o o oflkElsm—

o o o@xE-ER

B =

o oQHoO © ©

oQrro|lo o o
Qo oo © O

Prawo Hooke’a mozna réwniez przedstawi¢ w postaci odwrotnej

{o} = [E]{e} (4.3)
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Tabela 4.1. Superpozycja sktadowych tensora odksztalcenia materiatu izotro-

powego odpowiadajacych poszczegbdlnym sktadowym tensora naprezenia

Odksztalcenia
Szkic stanu osiowe postaciowe
i Ex Ey €z Vyz Vzx VYay
€1/
, Oz Vo, Vo,
; ) | — — — 0 0 0
. /f E E E
Vam
x< T
[ &
s G L5 Y9y %y P9y 0 0
iy
,,,,,,,,, ,,8,\,//
=
e aw —
& | W4
‘ e _vo, Vo, o 0 0 0
! oo E E E
[ e,
X,
/L» , //;“
- 11 Tyz
Yy [ ‘;"?ET *)\ 0 0 0 é 0 0
X.
oy
Yo : Tow
Tz y 0 0 0 0 0
T G
X,
L//Y\v //'/
{ Tx
/|y 0 0 0 0 0 ?y
Tl
X. )
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gdzie macierz sztywnosci [E| jest rowna
r l1—v v v 9 — _
0 0 O
120 T1T-2v 1-2v
v 1—
o 12 11{2u 000 Q
[E] = E T 19 1|9 00 (4.4)
1+v 0 0 0[5 0 0
0 0 0[0 3 0 ‘\\
0 0 ojo o i1L |

Objasnienie symboli e lub o na oznaczenie elementéw macierzy sprezystosci,
niezaleznych lub zaleznych przyjeto za Nye [108| (por. szerzej podrozdz. 5.2).
W prawie Hooke’a dla materiatu izotropowego wystepuja 3 state materiatowe:
E - modul sprezystosci wzdluznej (modul Younga), G - modul sprezystosci
poprzecznej (modul Kirchhoffa), v - wspotezynnik Poissona, z ktorych tylko 2
sg niezalezne, poniewaz obowigzuje zwigzek

E

G:2(1+u)

(4.5)
Wystepujace w zaleznosciach (4.2) i (4.4) macierze podatnosci [E~1] i sztywno-
sci [E] maja wymiar 6 x 6, bowiem w notacji Voigta symetryczne tensory
naprezenia o i odksztatenia € sg wyrazone za pomoca wektoréw kolumnowych
{o} i {e} majacych po szes¢ niezaleznych sktadowych kazdy.

W szczegdlnym przypadku sprezystej izotropii mozna oddzieli¢ efekty zmia-
ny postaci od efektéw zmiany objetosci, wprowadzajac dekompozycje tensordéw
odksztalcenia i naprezenia na dewiatory i aksajatory (3.5), (3.25). Prowadzi
to do rozprzezonych réwnan zmiany objetosci i zmiany postaci

1 1
3_KU i €ij = ﬁsij
Wystepujace tu moduly, Scisliwosci K i Kirchhoffa G, mozna oczywiscie wy-
razi¢ za pomoca modutu Younga FE i stalej Poissona v

E B E
3(1—2v) C2(1+v)

Jednak w ogo6lnym przypadku sprezystej anizotropii materialowej powyzsze
rozseparowanie deformacji objeto$ciowej i postaciowej nie jest mozliwe z uwagi
na wzajemne sprzezenia.

Szczegblny przypadek plaskiego stanu naprezenia w plaszczyznie x,y, poz-
wala wyrazi¢ odksztalcenie €,, poprzez odksztalcenia w ptaszczyznie z,y

€ii = (4.6)

K= (4.7)

0,=0—¢,=— (ex +€y) (4.8)

1—v
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Ostatecznie zatem wymiar macierzy sztywnosci E mozna wéwczas zredukowad

do3x3
E vE

Oy 1752 1751/2 0 Ex

_ 14
Oy - 1-v2 112 g €y (49)
Ty 0 0 ‘ 20+0) Vey

Innymi stowy, dekompozycja prawa Hooke’a (4.1) na niezalezne prawo zmiany
postaci i prawo zmiany objetosci jest mozliwa tylko w przypadku sprezystej
izotropii.

4.2. Anizotropia sprezysta

W ogélnym przypadku, macierz podatnosci materiatu anizotropowego charak-
teryzuje sie pelnym obsadzeniem elementéw. Oznacza to, ze uwzglednia ona
powiazanie wszystkich sktadowych wektora kolumnowego naprezenia z wszyst-
kimi sktadowymi wektora kolumnowego odksztatcenia (36 kombinacji).

1 vl V31 123(1) 131(1) M2 7
En En E1n F11 F11 F11
_ vig 1 Nz 723(2) N31(2) M12(2)
Ea2 Ea2 Eao Fao FEao Fao
_viz  _ Va3 1 M23(3) M31(3) M12(3)
[E*l] — E33 Es3 F33 Es3 E33 Es3
77(1)23 77(2)23 77(3)23 1 31(23) 12(23)
G G G G G G
77(12)31 7](2%%1 7](3%%1 M(2§)331 123 N12(25;51)
G G G G G G
77(1‘;)%2 77(23;%2 77(33;%2 M(zg)llz #(313)112 131 (4 10)
L Gi2 G2 G2 G2 G2 Gz .
(e o o|0 o o]
oo o o
oo o o
e o o
o o
L . -

Jednoczesnie nalezy podkresli¢, ze z symetrii tensora naprezenia oraz ten-
sora odksztalcenia wynikaja stosowne warunki symetrii macierzy podatnosci
(sztywnosci)

i — vl = vjiEjj

B, — By j jils;

Mijk) _ M(k)ij o

B — Gy i) Gi = Mkyig B (4.11)

Higj(ki) _ H(ki)ij A .
T T G T Mgk G = ki G
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Podkreslmy, ze symetria ]E;j1 = E;il obwiazuje dla elementéw macierzy podat-
nosci, a nie dla odpowiednich wspélczynnikéw anizotropil Eii, vij, Gij, 1)k

Mg (ki) (4.10)

(4.12)

Tabela 4.2. Typy moduléw inzynierskich w macierzy podatnosci (4.10) dla
materialu anizotropowego

Moduty Efekt Odpowiednia liczba
inzynierskie napre- odksztal- 0§ lub skta-
zenie cenie plaszczyzna dowych
FEi1, By, E33 osiowe liniowe te same osie 3
1—1, itd.
G12,Gs2,G31 Scinajace | postaciowe | te same plaszczyzny 3
12 — 12, itd.
Vo1, V31, V32 osiowe liniowe kierunki styczne 3
1 — 2, itd.
31(23) M12(23), | Scinajace | postaciowe | rozne plaszczyzny 3
M12(31) 13 — 23, itd.
M23(1), - - - » Ni2(3) | Scinajace liniowe normalne do 9
23 — 1, itd.

W tabeli 4.2 zestawiono 5 grup moduléw inzynierskich, ktére oznaczaja ko-
lejno:

— Ej; — osiowe moduty sprezystosci (3 uogélnione moduly Younga)

— Gj; — moduly Scinania w trzech ptlaszczyznach (3 uogdlnione moduly
Kirchhofta)

— vj; — wspolezynniki odksztalcenia poprzecznego (3 uogdlnione wspot-
czynniki Poissona)
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— Mk — 3 moduly Chencova (powiazanie $cinania w réznych plaszczyz-
nach — efekt Chencova)

~ Nigry — 9 moduléw Rabinovicha (powiazanie $cinania z naprezeniami
normalnymi — efekt Rabinovicha)

W przypadku anizotropii naprezenie $cinajace dzialajace w jednej plaszczyz-
nie wywotuje odksztatcenia postaciowe réwniez w pozostalych ptaszczyznach.
Efekt ten ujmuja 3 moduly fu;;() ij # kl, zwane modulami Chencova. Dzigki
temu dolny prawy blok macierzy (4.12) uzyskuje kompletne wypekienie.

Dla opisania powigzania pomiedzy naprezeniami stycznymi a odksztalceni-
ami liniowymi (gorny prawy blok), jak réowniez pomiedzy naprezeniami nor-
malnymi a odksztalceniami postaciowymi (dolny lewy blok), konieczne jest
wprowadzenie 9 dodatkowych modutow ;) ;y,, zwanych modufami Rabinovi-
cha. Ogolna liczba omawianych moduléw wynosi zatem 21. Jednak, w istocie,
tylko 18 sposrdd nich jest niezaleznych, bowiem macierz podatnosci [E~1] musi
podlegaé¢ regutom transformacji przez obroét, okreslony 3 katami Fulera. Pod-
kreslmy jednak z naciskiem, ze w ogélnym przypadku anizotropii, pomimo iz
reprezentacja macierzy jest zalezna od wyboru uktadu wspétrzednych, to jed-
nak nie mozna znalez¢ takiego uktadu wspotrzednych, ktéry doprowadzitby do
wyzerowania wybranych jej elementow.

4.3. Ortotropia sprezysta

Wiekszo$¢é materialéw inzynierskich wykazuje pewne cechy symetrii, ktore
moga doprowadzi¢ do redukcji liczby niezerowych modutéw sprezystych. Ozna-
cza to, ze w materiale chrakteryzujacym sie pewna klasa symetrii, mozna
znalez¢é pewne uprzywilejowane kierunki materialowe takie, ze transformacja
macierzy podatnosci (sztywnosci) do tych kierunkéow skutkuje wyzerowaniem
pewnych elementéw pelnej macierzy anizotropii (4.10).

Szczegblnym przypadkiem anizotropii jest ortotropia. Oznacza ona, ze w
materiale mozna wyrdézni¢ trzy wzajemnie prostopadle osie (1, 2, 3), ktore
wyznaczaja trzy charakterystyczne plaszczyzny ortotropii materiatu. Wow-
czas, w ogolnej reprezentacji macierzy anizotropii zeruja sie 3 wspotczynniki
Chencova fu) oraz 9 wspolezynnikéw Rabinovicha 7y, Innymi stowy, w
ogblnej macierzy anizotropii, z uwagi na brak efektu Rabinovicha i Chencova,
niezerowe pozostaja tylko elementy w lewym gérnym bloku oraz na przekatnej
prawego dolnego bloku
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r 1 v _ _
Rl I
0 0 0 GL% 0 0 °
0 0 0 |0 & o .
13 1 o
0 0 0 0 0 &L i
(4.13)

przy czym obowiazuja nastepujace dodatkowe warunki zapewniajace symetrie

Vig V21 V31 V13 V3a V23

= = = 4.14
Ein Eo E33  Enp E33  FEa (4.14)

Ostatecznie, liczba niezaleznych stalych materialowych dla przypadku orto-
tropii materiatowej wynosi 9 (3 moduly sprezystosci osiowej Eq1, Fas, Es3; 3
wspélczynniki odksztalcenia poprzecznego vay, Va3, v31; oraz 3 moduly Scina-
nia Glg, G23, G31).

Przykladowe stale materiatowe dla czterech rodzajow tworzyw sztucznych,
zbrojonych witoéknami szklanymi, podano w tab. 4.3. Sa to, kolejno:

— tworzywo sztuczne wzmocnione réwnolegle poltozonymi wiazkami wito-
kien szklanych, wykazujace maksimum wytrzymatosci i sztywnosci w
kierunku utozenia zbrojenia,

— laminat zbrojony, krzyzowo widknami szklanymi, tworzacymi szereg row-
noleglych warstw, kazda o réwnoleglym systemie wilokien,

— laminat prasowany na goraco zbrojony krzyzowo wloknami szklanymi
STET réznych typow, skad wynikaja jego ortotropowe wlasciwosci,

— tworzywo na bazie szkta, klasy ASTT(b)-Cs-O i zywicy polyestrowej,
klasy PN-3 (zbrojone krzyzowo wloknami ASTT(b)-Cs-0 oraz PN-3 roz-
nych typow, skad wynikaja jego ortotropowe wtasciwosci).
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Tabela 4.3. State materialowe tworzyw sztucznych zbrojonych wtdknami szkla-
nymi wg Lekhnitskii [89]

Stata materiatowa Tworzywa sztuczne zbrojone
wloknami szklanymi
typ zbrojenia
rownolegle krzyzowe
wiazki 2:1 | dwa typy witokien
wlokien STET | ASTT
Ei1 x 107*MPa 5.70 3.68 3.59 1.79
Ey x 107*MPa, 1.40 2.68 2.93 1.31
Es33 x 107*MPa 1.40 1.10 | 1.83 0.43
G2 x 107*MPa, 0.57 0.50 0.76 0.28
G13 x 107*MPa 0.57 0.41 | 0.66 0.24
Gaz x 107*MPa 0.50 0.45 | 0.63 0.24
Va1 0.272 0.105 | 0.177 0.150
V31 0.068 0.405 | 0.157 0.080
V3o 0.400 0.431 | 0.371 0.310

4.4. Poprzeczna izotropia sprezysta

W wielu zastosowaniach ogélny model ortotropowy jest zbyt skomplikowany,
poniewaz w materiatach inzynierskich czesto wystepuja dodatkowe warunki
symetrii. W szczegblnosci, poprzez zalozenie warunkoéw izotropii w pewnej
plaszczyZnie materiatu ortotropowego, dochodzimy do specjalnego przypadku
ortotropii o cechach izotropii poprzecznej (ang. transverse isotropy).

Mozna wyr6zni¢ dwa przypadki szczegblne poprzecznej izotropii materiatu.
W przypadku tzw. symetrii tetragonalnej wlasciwosci materiatlowe w dwdch
kierunkach (np. 11 2) sa takie same, lecz inne niz w trzecim kierunku 3 (patrz
rys. 4.1).
Zatem obowiazuje woéwczas

Ei11 = FEy, Gi3=Ga3, V31 =V3 (4.15)

zatem liczba niezaleznych statych ortotropii w przypadku symetrii tetragonal-
nej wynosi 6: Ev1, Es3, Gog, Gz, Va1, V1.
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1 ptaszczyzna
izotropii
poprzecznej

Rysunek 4.1. Przypadek poprzecznej izotropii sprezystej dla kompozytu zbro-
jonego réwnolegltym jednokierunkowym pekiem witokien

Uwzgedniajac zwiazki (4.15) w (4.13), otrzymujemy macierz podatnosci
poprzecznej izotropii w nastepujacej postaci

r 1
E—n—%—%o 0 0
V31
Pr “HL| 0 00
£ = B
G—ZS? 0
G_23(1)
L B el (4.16)
3]
[ ]
L .7

Ze wzoru (4.16) wynika, iz macierz podatnosci materialu poprzecznie izotro-
powego klasy tetragonalnej zawiera 6 niezaleznych statych materiatowych:

— F11, E33 — moduly sprezystosci w plaszczyznie izotropii oraz w kierunku
prostopadtym do niej,

— va1, 31 — wspOlezynniki Poissona charakteryzujace, odpowiednio, zweze-
nie w plaszczyznie izotropii spowodowane obcigzeniem w niej dziataja-
cym oraz zwezenie w plaszczyznie izotropii, spowodowane obciazeniem
dziatajacym w kierunku normalnym do niej
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— G192, Gas — moduly $cinania, w plaszczyznie izotropii, oraz w plaszczyznie
ortotropii do niej prostopadtej

W drugim waznym przypadku, tzw. symetrii heksagonalnej, obowigzuje
oprocz powyzszych dodatkowy warunek wiazacy modut Scinania w plaszczyz-
nie poprzecznej izotropii Gi2 z poprzecznym modutem Younga FEp; oraz z
poprzecznym wspoélczynnikiem Poissona v91, mianowicie

E

Gl =—"1r—
12 2(1+V21)

lub Byl =2(E; — B (4.17)
W efekcie, liczba niezaleznych stalych poprzecznej ortotropii w przypadku sy-
metrii heksagonalnej wynosi 5: E11, Fss, Gas, Va1, v31. Wybor 5 niezaleznych
stalych materialowych (sposrod 6) w przypadku materiatu poprzecznie izotro-
powego klasy heksagonalnej, jest dowolny.

ro 1
h B R0 0 0
V31
Bl —ﬁ 0 0 0
5] - T
o U 8
-
2 2(1+l/21)
= - o E1ny - (4.18)
3
[ ]
L Oi

Materiatami poprzecznie izotropowymi sg, miedzy innymi, metale po procesie
walcowania, pewne typy kompozytéw, bazalt z materialéw kamiennych oraz
l6d tworzacy lodowiec, powstajacy w warunkach duzego Sciskania w kierunku
dzialania obcigzen masowych, zwany lodem kolumnowym.

4.4.1. Dyskusja o braku mozliwosci rozdzielenia deformacji
czysto objetosciowej od czysto postaciowej
w materiale anizotropowym

W ogélnym przypadku materiatu anizotropowego zachodzi pelne wzajemne
sprzezenie wszystkich sktadowych odksztatcenia ze wszystkimi sktadowymi na-



Poprzeczna izotropia sprezysta 95

prezenia. Istotnie, zapisujac (4.10) otrzymujemy w formie rozwinietej (Rabi-
novich [119]).

1
€11 = 75— | 011 — V21022 — V31033
En <
+23(1)T23 + M31(1)T31 + 7712(1)712)
1
€29 = T, \ TYiou + 0922 — V32033
22
+123(2)T23 + 7M31(2)T31 + 7712(2)712)
1
€33 = T, \ T V13011 — V2302 + 033
22
H123(3)T23 + M31(3)T31 + 7712(3)712) (4.19)

1
v :—(77 011 +7 022 + 1 033
2= G (1)23 (2)23 (3)23

+723 + H31(23)T31 + “12(23)712)
1
V81T G (77(1)31‘711 T7(2)31922 F 71(3)31933

Flo3(31)723 + T31 + M12(31)7'12)
1
2= (77(1)12‘711 T 1(2)12922 1312033

Flo3(12)T23 + H31(12)T12 + 712)

Podkreslmy, ze w powyzszych réwnaniach sprezyste odksztalcenia liniowe €17,
€99, €33 zaleza nie tylko od wszystkich naprezen normalnych o11, 099,033, ale
rowniez od wszystkich naprezeni stycznych 793,731,712 (poprzez uogdlnione
moduty Younga E;; oraz wspotczynniki Rabinovicha nij(k)), powodujac wyste-
powanie niezerowych elementéw symetrycznej macierzy konstytutywnej spre-
zystosci w jej prawym gérnym bloku. Ponadto, odksztalcenia postaciowe 7q3,
V31,712 zaleza zarowno od wszystkich naprezen stycznych 793,731,712 (po-
przez uogélnione moduty Kirchhoffa G;; oraz wspoétczynniki Chencova Mij(kl))7
jak i od wszystkich naprezen normalnych 011,099, 033, wypelniajac catkowicie
bloki, lewy dolny i prawy dolny, macierzy sprezystosci. Te spostrzezenia pro-
wadza do istotnych konsekwencji odnosnie do niemoznosci odseparowania (w
przypadku anizotropii) efektow deformacji czysto objetosciowej od deformacji
czysto postaciowej. Innymi stowy, dekompozycja tensoréw odksztalcenia i na-
prezenia na aksjator i dewiator € = ey 14+ e i o = o1 + s nie prowadzi do
prostego zapisania réwnan sprezystosci (4.10), w rozbiciu na niezalezne prawo
zmiany objetodci oraz prawo zmiany postaci.
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Problemu tego nie unikniemy takze w przypadku prostszym, na przyktad
ortotropii (4.13), pomimo ze naprezenia styczne nie sa tutaj sprzegniete z
odksztatceniami liniowymi i, vice versa, naprezenia normalne nie majg wpltywu
na odksztalcenia postaciowe. Aby to przesledzi¢, zapiszmy (4.13) w postaci
rozwinietej

1
€11 = E— (011 — V21022 — V31<733)
111
2 =g (—v12011 + 022 — V13033)
T (4.20)
€33 = (—v13011 — V230922 + 033)
33
T T T
27 G 317 Gy 127 G
Obliczajac stad dylatacje, © = €11 + €22 + €33, otrzymujemy
OOrte = 3¢, = o (011 — V21022 — V31033)
1
+@ (—v12011 + 022 — V13033) (4.21)
+E— (—v13011 — V23022 + 033)
33

lub uwzgledniajac symetri¢ macierzy sprezystosci (4.14) w postaci zaleznosci
V21 Vi2 V31 V13 V32 V23
L R = = 2 = == 4.22
By Ex’ Eyn Es3’ Eg  Es3 (4.22)
mozemy zapisaé¢ rownowaznie
o o
0t = ZL (1 — vy — v31) + 2 (1 — v1z — v32)

033
+ ==
E Eoo

o (1 —v13 — v23)
(4.23)
Dylatacja wyraza sie zatem nie wylacznie poprzez naprezenie hydrostatyczne,
O = 0%°(gy,), lecz przez bardziej ogdlng funkcje © = % (g1, 099, 733; E;;,
Uij) lub © = @Orto(akk, E;lld)
Jedynie w szczegolnym przypadku izotropii, gdy F;; = E, v;j = v, powyz-
sze rownanie redukuje sie do klasycznej postaci

1—-2v 3(1—2v)

Q' =3¢, = i (011 + 022 +033) = T Oh (4.24)

lub ) B
S K=—"__ 4.25
fm = 3 31— 2v) (4.25)
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w ktorej efekt dylatacji badz odksztalcenie $rednie e, zalezy wyltacznie od
naprezenia hydrostatycznego oy, w postaci prostej proporcjonalnodci, €, ~ oy,.

Wyliczajac w przypadku ortotropii sktadowe dewiatorowe odksztatceri, przy
formalnym zastosowaniu definicji

1 1
e=e— el = E!:0— §@°ft°(akk;E;jil)1 (4.26)

otrzymujemy w notacji wektorowo-macierzowej

-1
€11 Bl _% _% 0 0 0 (o
_bip 1 __v3a 0 0 0
€22 522 Egz %22 022
€33 _ _E%i _E%i I 0 0 0 033
ea3 0 0 0 |gz 0 O 023
€31 0 0 0 0 G%n 0 031
\ €12 0 0 0 0 0 GLM 012 (4.27)
L - i .
1
1@0rt0 .E*l 1
-3 (ki3 ijkl) o
0
0

Innymi stowy, deformacja czysto postaciowa, powstata przez odjecie od pel-
nego stanu odksztalcenia czesci czysto objetosciowej, zalezy réwniez od dyla-
tacji ©°r° zatem niemozliwe jest rozseparowanie tych dwoch efektow.

Zwroémy na koniec uwage, ze powyzsze trudnosci zwigzane z niemozno-
$cig odseparowania, w przypadku ogélnym, deformacji czysto objeto$ciowej
od deformacji czysto postaciowej, rzutujg rowniez na forme réwnan okreslaja-
cych ograniczenia zakresu sprezystego. Bez dodatkowych zawezajacych zato-
zen rownania te musza by¢ formulowane w postaci ogolnej f(o;5) = 0, opisu-
jacej hiperpowierzchnie graniczna w szesciowymiarowej (symetria) przestrzeni
naprezeri, a nie w trojwymiarowej przestrzeni niezmiennikow naprezenia (po-
rownaj rozdzial 8).

4.5. Energia odksztalcenia i energia dopelniajaca
— potencjal stanu

Material bedziemy nazywaé sprezystym, jezeli jego odpowiedz (deformacja)
jest niezalezna od historii obcigzenia (poréwnaj rys. 4.2), czyli naprezenie jest
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jednoznacznie okreslone przez odksztalcenie

oij = 0ij(exl) (4.28)
lub formie odwrotnej

gij = €ij(or1) (4.29)

Po wykonaniu pelnego cyklu obciazenia—odciazenia (A-B-A), material powra-
ca do stanu pierwotnego A.

a) b) .

B(c.¢) B(cj=a}'

€ A° &

Rysunek 4.2. Ilustracja zachowania materialu sprezystego: a) energia od-
ksztalcenia i energia dopelniajaca, b) niezaleznosé stanu koricowego od historii
obcigzenia

Wprowadzajac pojecie energii wlasciwej odksztalcenia YW [Nm/m3], moze-
my zapisaé¢, odpowiednio dla stanu jednoosiowego lub wieloosiowego obcigzenia

€ €ij
W(e) = / ole)de  lub  W(ey) = / oij(€er)dei (4.30)
0 0
Podobnie, energia wilasciwa dopetiajaca C [Nm/m?], wyraza sie wzorami
o oij
Clo) = /5(g)dg lub C(Uij) = /§ij(5kl)d§ij (4.31)
0 0

Ponadto obowiazuje zaleznosé (por. rys. 4.2)

Cloij) = oijei; — Wieij) (4.32)
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Podkredlmy, ze w rozwazanym materiale, zar6wno energia odksztatcenia W,
jak i energia dopetniajaca C, nie zalezg od historii obcigzenia.

W przypadku bardziej ogélnym, gdy procesowi deformacji moga towarzy-
szy¢ trwale (nieodwracalne) zmiany w mikrostrukturze materiatu, na przyktad
wskutek wystapienia ptyniecia plastycznego, badZz rozwoju mikrouszkodzen,
czy wreszcie przebudowy struktury materiatu zwigzanej ze zmiang fazy pod-
czas przemiany martenzytycznej lub innych zjawisk nieodwracalnych, energia
odksztalcenia i energia dopetniajaca zaleza od historii procesu obciazenia.

W materiale sprezystym, w ktorym energia odksztalcenia zalezy jedynie
od aktualnego stanu odksztalcenia W(e;;), a nie zalezy od drogi dojscia do
tego odksztalcenia, moze ona stuzy¢ jako niezmiennicza funkcja potencjatu

dla naprezen
_ OW(ey ) Joij  Oog

Uz’j =

= 4.
8€ij &Skl 861']' ( 33)

Podobnie, energia dopetniajaca, ktéra zalezy wytacznie od aktualnego stanu

naprezenia C(oj;), moze zosta¢ uzyta jako niezmiennicza funkcja potencjatu

dla odksztatceri, czyli

8C(0ij) 861']' _ &Skl
0o j doy 0oy

Eij = (4.34)
W ogélnym przypadku nieliniowego materiatu sprezystego energie te nie musza
by¢ rowne W # C, natomiast, jedynie w szczegdlnym przypadku materiatu
liniowo sprezystego, zachodzi réwnosé W = C.

W powyzszych rozwazaniach stan poczatkowy byl traktowany jako wolny
od sktadowych naprezenia i odksztalcenia, punkt A (o =0, = 0). W rzeczy-
wistodci, w stanie poczatkowym, material moze wykazywaé pewien resztkowy
stan naprezenia i odksztalcenia A™ (0 = 0" e = £'), bedacy wynikiem
badz procesu wytwarzania materiatu, badz tez poprzedniej historii obcigzenia,
w czasie ktorych wystapily nieodwracalne zmiany w strukturze materiatu (np.
plastycznosé cykliczna), badz tez zostaly ,zamrozone” naprezenia resztkowe i
odksztalcenia resztkowe (np. w wyniku schlodzenia kompozytu wloknistego,
o roznych wlasciwosciach termicznych wlokna i matrycy). Na ogol, stan reszt-
kowy nie jest znany, poniewaz nieznana jest cata historia materiatu, zawiera-
jaca pelng informacje o procesie wytwarzania i wstepnej obrobki, jak réwniez
o procesie odciazania poprzedzajacego osiggniecie tego samozréwnowazonego
stanu resztkowego.

Rozwazmy proces sprezystej deformacji materiatu, od stanu resztkowego
AT (g7, %) do stanu konicowego B(Ac, Ae), ograniczajac sie, na poczatek,
do jednoosiowego rozciggania (por. rys. 4.3).
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G +AG

€
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Rysunek 4.3. Proces deformacji materiatu sprezystego poprzedzony stanem
resztkowym

Energia sprezysta materialu odpowiadajaca wywolanemu odksztatceniu

Ae w obecnosci stanu resztkowego €™ wynosi zatem

Ae
AW(Ae) = / Ac(Ae)d(Ac) (4.35)
0

co, w szczegblnym przypadku liniowego prawa Hooke’a dla materiatu izotropo-
wego, sprowadza sie do postaci
AW(As) = %E(Ae)Q (4.36)
gdzie obowiazuje
Ao = EAe Ao =0 — 0" Ae=¢—¢"™ (4.37)

W bardziej ogélnym przypadku wieloosiowego stanu deformacji energia wiasci-
wa odksztalcenia materiatu sprezystego w obecnosci stanu resztkowego, wynosi
Asij
AW(AEZ]) = / AO’ij(AEkZ)d(Aél’j) (438)
0
Natomiast, dla materialu liniowo sprezystego, postulujac zaleznosé liniowa dla

przyrostow
AO'z’j = ijklAEkl (439)
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powyzsze wyrazenie przyjmuje postaé energii sprezystej AW w obecnosci stanu
resztkowego, £;; = &;7° + Aej;
AEZ'J'
AW(AEij) = / EijklAEkld(Aﬁij) (4.40)
0

gdzie tensor IV-rzedu Ejjp; jest tensorem sztywnosci materiatu sprezystego.
Zwroémy uwage, ze rownanie (4.40) obowiazuje zaréwno dla materiatu izotro-
powego, jak i anizotropowego dowolnej klasy symetrii (patrz rozdzial 5). W
tensorze sztywnosci Ejjp; zawarta jest pelna informacja o sprezystym zacho-
waniu materiahu.
Podobnie, dla energii dopetniajacej w obecnosci stanu resztkowego AC
otrzymujemy, odpowiednio, dla materiatu sprezystego
Aoy
Ac(dow) = [ Aeu(@om)dacn) (4.41)
0
badz dla materiatu liniowo sprezystego
Aoy
AC(Aoy) = / E;;l%,mAgmnd(Agkl) (4.42)
0
gdzie Ek_l:m jest tensorem podatnosci materiatu sprezystego

A5kl = E_l Aamn (443)

kilmn

Powyzsze rownanie (4.43) stanowi uogélnienie rownania materiatu liniowo spre-
zystego na przypadek wystepowania niezerowego stanu resztkowego, bowiem

przyjmujac

Aoy =04 —oi5  Aep=cw — e (4.44)
otrzymujemy réwnowaznie
0ij — 055 = Eijii (€ — €57) (4.45)
lub
res __ —1 res

Stosujac notacje wektorowo-macierzows, tensory IV-rzedu E;jy; i Ek_hln n

zastapi¢ symetrycznymi macierzami reprezentacji o wymiarze 6 x 6: [E] i [E7!]
zwanymi, odpowiednio, macierza sztywnosci i macierza podatnosci, oraz ten-

sory 04 — 035° 1 €y — €3, odpowiednio, wektorami kolumnowymi naprezenia

mozna



102 Prawo Hooke’a — klasy symetrii materiatu

i odksztalcenia nadwyzkowego

o1 — 0% €11 — &7 )
022 — 055 €22 — €93
o33 — oles £33 — cres
75— 73] ~e (4.47)
23 — 723 Y23 — V23
T31 — T51 Y31 = Va1
12— 7S T2 =75 )
Zatem, w notacji Voigta otrzymujemy réwnowaznie do (4.45) i (4.46)
{o — "} = [E] {e — ™} (4.48)
lub
{e -} = []E_l] {o — 0"} (4.49)

4.6. Energia sprezystosci jako funkcja
niezmiennikéw — potencjal stanu

W rozdziale 3 tensory naprezenia oraz odksztalcenia zostaly przedstawione
poprzez swoje niezmienniki. W obecnym rozdziale energia wtasciwa odksztat-
cenia sprezystego VW, wyrazona poprzez iloczyn skalarny obu tych tensoréw

W = %U@'Eji (450)
zostanie rowniez przedstawiona poprzez niezmienniki. W przypadku mate-
riatu izotropowego, do jednoznacznego przedstawienia energii odksztatcenia
wystarczaja 3 niezmienniki podstawowe tensora odksztalcenia, natomiast w
przypadku materiatu sprezystego zawierajacego uszkodzenia badz materiatu
sprezystego ortotropowego, nalezy uzy¢ dodatkowych niezmiennikéw wspol-
nych definiujacych wewnetrzng strukture materiatu.

4.6.1. Enmnergia sprezystosci materialu izotropowego

Najprostszym przyktadem funkcji skalarnej argumentu tensorowego jest ener-
gia odksztalcenia sprezystego W(e). W przypadku materiatu izotropowego,
tensor odksztalcenia jest jednoznacznie okreslony poprzez niezmienniki pod-
stawowe lub niezmienniki generujace odksztalcenia (3.26), czyli

W(e) = W(Jie, Jac, J3e) (4.51)
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Prawo fizyczne dla materiatu sprezystego (4.33) mozna zatem zapisaé¢ w postaci

ow oW oJi.  OW 0Ja n oW 0Js

e = + 4.52
K 861']' 8J15 8€ij 8J2€ 861']' 8J3€ 861']' ( )
w ktorej
aJlg aJZs 8J35
5. — i = €164 4.53
agij ij agij Eij afij Eik€lkj ( )
czyli
ow ow
O35 = ngéw + @Eij + @sikekj (4.54)
Przyjmujac nastepnie
ow ow ow
P Y Sy (4.55)
gdzie A = % oraz (i = % oznaczajy stale sprezystosci Lamé,
otrzymujemy prawo Hooke’a dla materiatu izotropowego
045 = )\Ekkéij + 2/L.€ij (4.56)

Podsumowujac, izotropowy materiat sprezysty Hooke’a jest jednoznacznie zde-
finiowany przez energie odksztaltcenia, zalezng od pierwszych dwoch niezmien-
nikéw podstawowych tensora odksztalcenia, a nie zalezy od trzeciego niezmien-
nika JS&‘

1
W= 5)\(J1€)2 + 2o, (4.57)

4.6.2. Energia materialu zawierajacego uszkodzenia

Teoria niezmiennikéw tensorowych pozwala okresli¢ minimalny zbiér niezmien-
nikéw podstawowych, z ktérych mozna utworzyé wszystkie inne niezmienniki
tensorowe, niezbedne do wystarczajaco ogélnego sformutowania réwnan stanu
(por. np. Spencer [145], Rymarz [129]). Najczesciej, energia wlasciwa od-
ksztalcenia W(eg;;) lub energia dopelniajaca C(oy;) jest przyjmowana jako po-
tencjal stanu sprezystosci (por. podrozdzial 4.7.1). Jak pokazano w 4.7.1, w
przypadku izotropii sprezystej trzy niezmienniki wystarczajaco okreslaja obie
energie, W(J;e) lub C(J;,), i = 1,2, 3.

Bardziej ztozonym przypadkiem jest funkcja skalarna zalezna od pary ar-
gumentéw tensorowych, z ktorych kazdy jest symetrycznym tensorem 2-go
rzedu. Reprezentatywnym przyktadem dla takiego przypadku jest energia od-
ksztalcenia materiatu zawierajacego uszkodzenia W(e, D). Analogicznie do
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przypadku materiatu izotropowego (4.51), kazdy z tensoréw, € oraz D, jest
jednoznacznie okreslony poprzez swoje (wlasne) niemienniki podstawowe J;.
oraz Jip (i = 1,2,3). Funkcja skalarna zalezna od pary argumentéw tenso-
rowych W(e, D) zalezy jednak nie tylko od ich niezmiennikoéw wlasnych J;.
oraz J;ip, lecz rowniez od tzw. niezmiennikéw wspdlnych Ji.p (j = 1,2,3,4).
Zgodnie z teoria niezmiennikow tensorowych, podstawowy (niesprowadzalny)
zbidér niezmiennikéw obejmuje wowczas 10 niezmiennikéw skalarnych, wystar-
czajacych do jej jednoznacznego okreslenia, mianowicie

W(€7 D) = W(J1€7 J2€7 J3€7 J1D7 J2D7 J3Da JleD; J2€D7 J3€D7 J4€D) (458)
gdzie obowiazuja definicje niezmiennikéw w przestrzeni wspolnej (g, D)

J15 = tI“(E) = &4

J2€ = %tr(e . 6) = 5&ij€j4

J3e = %tr(&: ‘E-€)= %Eijé‘jkﬁki
Jip = tr(D) = Dj;
Jop = %tr( D) = %DijDﬁ
Jsp = 1tr(D - D - D)

N[ =

(4.59)

D .
D .

JleD = tI‘(E . D) = 5szji

JoeD = tI‘(E o D) = Sijfjkaz

J35D = tI‘(E -D - D) = Eiijkaz
JueD = tI‘(E -e-D- ) = EijffjkalDli

Jednak pamietajac, ze VW ma definiowaé¢ jednostkowa energie odksztatcenia
materiatu sprezystego z uszkodzeniami, nie wszystkie z dziesieciu niezmienni-
kow (4.59) moga by¢ uzyte do jej niezmiennicznej reprezentacji. Mianowicie,
zakladajac ze w stanie pierwotnym material jest izotropowy i liniowo sprezy-
sty, W(e, D) jest funkcja kwadratowa z uwagi na €. Ponadto, energia swo-
bodna W(e, D) jest funkcja malejaca wraz ze wzrostem uszkodzenia, bowiem
jest wyzwalana wskutek powstawania i wzrostu mikrouszkodzeri, a wiec jest
ona liniowa funkcja wzgledem D. Zatem, energia odksztalcenia nie moze za-
leze¢ od trzeciego niezmiennika tensora odksztalcenia Js. ani tez od dwoch
niezmiennikéw uszkodzenia Jop, J3p, jak réwniez od dwoch niezmiennikdw
wspoélnych Js.p, Jiep. Na podstawie tych rozwazan natury fizycznej, energia
odksztalcenia moze byé ostatecznie okreslona przy uzyciu kombinacji pieciu
niezmiennikéw, a mianowicie

W(‘E?D) = pw(ga D) = Pw(Jle; J2€7 J1D7 JleD; JQ&D) (460)
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Dochodzimy w ten sposéb do reprezentacji energii swobodnej Helmholtza,
ktora ma zasadnicze znaczenie przy formulowaniu réwnan konstytutywnych,
jest bowiem czesto przyjmowana jako potencjat stanu Helmholtza, okreslajacy
jednoznacznie stan naprezenia

_ dlpy(e, D)]
o= ——"=
Oe
Zauwazmy wreszcie, ze w reprezentacji (4.60), musza wystapi¢ takie kombi-
nacje niezmiennikow, przy ktorych skalarna funkcja 1 (g) jest funkcja kwadra-
towa z uwagi na odksztalcenie. Zatem, ostatecznie wyrazenie (4.60) przyjmuje
ogo6lna postaé (por. Murakami i Kamiya [104])

pY(e, D) = AN(J12)? + 2uoc + 0y (J12)%Jip + 209 J2: J1D

(4.61)

4.62
+773J15J15D + 774J25D ( )

badz rownowaznie (poréwnaj, np. Skrzypek i inni [141])
pio(e, D) = A (tre)” + ptr (¢ - €) + ny (tre)” tr(D) (4.63)

+notr (e - €) tr(D) + ngtr(e)tr (e - D) + nutr (e - € - D)

Pamiectajmy jednak, ze powyzsze reprezentacje energii swobodnej poprzez nie-
zmienniki dotycza szczegdlnego przypadku anizotropowej sprezystosci, nabytej
w wyniku rozwoju uszkodzen, ktore przy braku uszkodzeri przechodzg w row-
nania pierwotnie izotropowej sprezystosci Hooke’a. Symbol € nalezy zatem
interpretowaé jako odksztalcenie sprezyste €°.

Alternatywne sformulowanie opiera sie na koncepcji energii dopetniajacej
C, zaleznej od dwoch argumentow tensorowych o i D, czyli C(o, D), i prowa-
dzi do okreslenia potencjatu Gibbsa (por. np. Spencer [145], Rymarz [129)],
Hayakawa—Murakami [58], 1 inni). Powtarzajac powyzsze rozwazania, oraz
stosujac definicje nieredukowalnych niezmiennikéw analogiczne do (4.59), dla
przestrzeni (o, D), otrzymujemy réwnowaznie

J1o = tr(a) =0

JQO— = %tr(a . 0’) = %Oijsz‘

J3o = %tr(a - o - 0') = %Uijgjko'ki
Jip = tr(D) = Dj;

Jop = %tr(D ) D) = %DijDﬁ (4 64)
Jsp = gtr(D - D - D) = £D;;DjDy; '
Jlo'D = tI“(O' . D) = Uz‘Dji

JQO—D = tr(a’ O - D) = O’ijO'jkD]ﬂ

J30'D = tI‘(O’ -D - D) = Uiijkai

JaoD = tr(a -o-D- D) = UijUjkath
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Zatem, w przypadku ogdlnym, reprezentacja energii dopetniajacej C jako funk-
¢ji powyzszych niezmiennikéw przyjmuje ogdlng forme

C(O’, D) = C(chra J207 J3O'7 J1D7 J2D7 J3D7 chrD; JQO’D) J30D7 J40D) (465)

Stosujac, analogicznie do poprzedniego przypadku, rozwazania o naturze fi-
zycznej energii dopehijacej C(o, D), tylko pie¢ z tych niezmiennikéw moze
by¢ uzyte do jej reprezentacji, mianowicie

C(O’, D) = PQ(U,D) = pg(chfa J207 J1D7 chfD; JQUD) (466)

Ostatecznie zatem, w przypadku materiatu sprezystego, pierwotnie izotropo-
wego, nabierajacego cechy anizotropii w wyniku rozwoju uszkodzen, potencjat
stanu Gibbsa przyjmuje postaé

pG(o,D) = —55 (tro)? + tr(o o)+t (tro)? tr(D) (4.67)

+iatr (o - o) tr(D) + Vstr(o)tr (o - D) 4+ d4tr (0 - 0 - D) '
Podkreslmy, ze energia dopelniajaca Gibbsa G(o, D) odpowiada odksztalce-
niom sprezystym &€ i jest kwadratowa funkcja o i liniowa funkcjag D, ana-
logicznie do sformutowania opartego na energii swobodnej Helmholtza pi)(e,
D).

Wystepujace w potencjale stanu Helmholtza (4.63) cztery stale 7,;, ana-
logicznie do potencjatu stanu Gibbsa (4.67) state ¥; (i = 1,2,3,4), sa obok
stalych sprezystosci materialu pierwotnie izotropowego: A, u lub E,v, dodat-
kowymi stalymi materialowymi okreslajacymi wplyw uszkodzenia na réwnania
stanu. Mianowicie, w ujeciu opartym na potencjale Helmholtza, czyli przyjmu-
jac funkcje W = pip(e, D) jako funkcje potencjatu dla naprezen otrzymujemy
rOwnanie stanu o = E : €

8?;/]) = [Atr(e) + 2n tr(e)tr(D) 4 nstr (e - D)] 1
+2[p + nytr(D)] e + n3tr(e)D + ny(e - D+ D - €)

g =

(4.68)

Natomiast, postugujac sie sformutowaniem opartym na potencjale Gibbsa,
czyli przyjmujac funkcje C = pG(o, D) jako funkcje potencjatu dla odksztatce-
nia, otrzymujemy réwnanie stanu e = E~! : o
€= % = —Ltr (o)1 + Lo + 201 tr(D)tr(o)1
1200t1(D)o : 1 + 93 [tr (o - D)1 + tr(o') D] (4.69)
+V4(c-D+D - o)
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Zauwazmy jednak, ze w przypadku materialéw sprezystych z uszkodzeniami
macierze konstytutywne, sztywnosci [E(D)] i podatnosci [E~1(D)] podlegaja
zmianie (przebudowie), wraz z rozwojem uszkodzen, a material nabywa cech
anizotropii.

Rownanie stanu materiatu sprezysto-kruchego z uszkodzeniami (4.63) zo-
stalo skalibrowane przykladowo dla betonu o podwyzszonej wytrzymatosci
przez Murakami i Kamiya [104] (por. Skrzypek [140]).

Tabela 4.4. Wyniki kalibracji 9 stalych materiatlowych w réwnaniu konstytu-
tywnym materialu sprezysto-kruchego z uszkodzeniami, dla betonu (na pod-
stawie Murakami i Kamiya [104])

E v M M2 UE] M4 Kq By ¢
GPa | — MPa | MPa | MPa MPa MPa | MPa -

21.4 | 0.2 | =400 | =900 | 100 | —23500 | 0.04 | 0.0026 0.1‘

Oprocz statych E, v (A, u) oraz czterech statych n; (i = 1,2,3,4) w tab. 4.4
podano réwniez progows wartos¢ sily termodynamicznej uszkodzenia Yoq =
By, stala charakteryzujaca wzmocnienie uszkodzeniowe K4 oraz parametr efektu
unilateralnego uszkodzenia ¢ (w przypadku ¢ = 0 sktadowe ujemne odksztal-
cen gléwnych nie maja zadnego wpltywu na rozwdj uszkodzen, a w przypadku
¢ = 1 nie ma rozréznienia wptywu sktadowych dodatnich badz ujemnych).

7Z kolei réwnanie stanu materiatu sprezysto-umiarkowanie ciagliwego z usz-
kodzeniami (4.69), zostalo skalibrowane dla zeliwa sferoidalnego FCD400, w
innej pracy autorstwa Hayakawa i Murakami [58] (por. Skrzypek [140]).

Oprocz statych sprezystosci E, v (A, u) oraz czterech statych ¢; (i = 1,2, 3,
4) w tabeli 4.5 zamieszczono, dla kompletu, dodatkowe stale definiujace gra-
nice plastycznodci ooq = Rp 1 jej warto$¢ asymptotyczng Ro,, warto$¢ pro-
gowy sily termodynamicznej uszkodzenia Yoy = By, stala wzmocnienia uszko-
dzeniowego K4 bezwymiarowe stale okreslajace sprzezenia wzajemne procesu
rozwoju uszkodzen i procesu ptyniecia plastycznego, oraz parametr efetu uni-
lateralnego uszkodzenia ¢ (podobnie, jak wyzej, dla ( = 0 ujemne naprezenia
gltowne nie wplywaja na rozwoj uszkodzen, a dla ( = 1, nie ma rozréznienia
wplywu naprezen dodatnich badz ujemnych).
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Tabela 4.5. Wyniki kalibracji 15 stalych materialowych w réwnaniu konstytu-
tywnym materiatu sprezysto-plastycznego z uszkodzeniami, dla zeliwa sfero-
idalnego FCD400 (na podstawie Hayakawa i Murakami [58])

E v 0 s U3
GPa - MPa~! MPa~! MPa~!
169 0.285 | —3.95 x 107! | 4.0 x 1076 | —4.0 x 10~
U4 Kq ¢ b Ry

MPa ™! MPa - MPa

250 x 1076 | 1.3 0.89 15 293.0
R By cP A cr
MPa MPa - - —

250.0 0.273 1.0 —15.0 50.0

4.6.3. Energia sprezystosci materialu ortotropowego

Ogolniejszym przypadkiem jest funkcja skalarna pary argumentéw tensoro-
wych, z ktérych jeden jest tensorem czwartego rzedu, a drugi drugiego rzedu.
Reprezentantem takiego przypadku jest energia odksztatcenia materiatu orto-
tropowego W = W(e, E). Material ortotropowy charakteryzuje sie istnieniem
trzech wzajemnie prostopadlych ptaszczyzn symetrii, okreslonych trzema ten-
sorami drugiego rzedu, zwanymi tensorami strukturalnymi i tworzacymi tensor
sprezystosci E

W =W(e, MY M M) (4.70)

W szczegbdlnym przypadku, gdy kierunki materiatowe ortotropii pokrywaja sie
z kierunkami osi uktadu wspotrzednych, tensory strukturalne przyjmuja prosta
postac

100 000 000
MW = 00| M?= 10| M® = 0 0 (4.71)
0 0 1

ktora prowadzi do nastepujacej, oczywistej zaleznosci
1=MY 4+ M®? 4 MO (4.72)

Rownanie (4.72) dowodzi, ze tensory strukturalne sa wzajemnie zalezne od
siebie; jesli dwa z nich sg znane, to trzeci wynika z (4.72). W konsekwencji, we
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wzorze na energie odksztalcenia materiatu ortotropowego (4.70) uwzgledniamy
tylko dwa, np. MO oraz M®)

W =W, MY M®?) (4.73)

7 kolei, dla tensora odksztalcenia zachodzi e =1-e& =€ -1, co, po wykorzy-
staniu (4.72), daje, rownowaznie

e=e- MY 4. M® +e. MO =¢.1

4.74
e MW et M® et MO .c—1.¢ (4.74)

Dodajac oba powyzsze przedstawienia tensora e, otrzymujemy jego symetry-
czng reprezentacje

e= %(E-M(I)JrM(l)‘5)+%(5‘M(2)+M(2)-s)+%(s-M(3)+M(3)-e) (4.75)

Stosujac nastepnie procedure (4.58), przedstawiamy energie odksztalcenia ma-
teriatu ortotropowego jako funkcje 7 niezmiennikéw, zatem

w=Ww [tI‘(E), %tl‘(é‘ : 6), %tr(g .. E),

tr(e - M(l)),tr(s . M(Q)),tr(s . M(g)),tr(s e M(g)) (4.76)
w ktorej, na podstawie (4.75), dwa pierwsze niezmienniki odksztalcenia wyno-
szg odpowiednio

tr(e) = tr(e - MW) 4+ tr(e - M®) + tr(e - M®) AT
tr(e-e) =tr(e-e- MW) +tr(e-e- MP) 4 tr(e-e- M®) (477)
Natomiast trzeci niezmiennik odksztalcenia %tr(s - € - €) pomijamy, poniewaz
wprowadza nieliniowo$é. Innymi stowy, energia okreslona jest funkcjg kwadra-
towg z uwagi na e.
Roéwnanie fizyczne ortotropowego materiatu hipersprezystego otrzymujemy
poprzez rozniczkowanie energii odksztalcenia (por. Boehler [10])

oW aw oW oW
= =MD 4 MO 4 MG
7 0 o, T on avJ\; 075
+o—(e- MY+ MWV &)+ Z(e- M + M® .¢) (4.78)

0J. 0Js
oW

e - M® £ M3 .
+ 97 (e + £)
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gdzie
J=tr(e- MDYy  J=tr(e-M®)  Jy=tr(e- MO) (4.79)
Ji=tr(e-e - MWY) Js=tr(e-e- M®P) Js=tr(e-e- M®) '
Przyjmujac
ow
- =a11+ By )2 + ByJs
5
w5 = aoJ1 + azJo + B33
0:Jo 4.80
W (4.80)
- = Oz4<]1 + Oé5<]2 + 016J3
0Js
ow ow ow

o]

ol T on " 9l
oraz wprowadzajac symetrie wspolczynnikow B, = «g, B9 = a4, B3 = a5
otrzymujemy ostatecznie

o= |agtr(e - MD) + aptr(e - MP) + aytr(e - MO)| MO
+ |aotr(e - MW) + astr(e - M®P) + astr(e - M®))| M®
+ |ogtr(e - MW) + astr(e - MP) + agtr(e - M®))| MO (4.81)
tar (e MO £ MO . &) +ag (e M L M@ .5)
Rownaniu (4.81) w postaci niezmienniczej mozna oczywiscie nadaé tradycyjna

forme o0 = E : e. W tym celu nalezy wykonaé¢ kolejne dziatania mnozenia
tensorow € - M@ oraz okreslania ich sladéw. Przyktadowo obliczajac

Ezz Exy Exz 1 Exe 0 0
e- MY = ey €y | - 0 = | es 0 0 (4.82)
€22 0 Exrz 0 0
skad znajdujemy
tr(e - MW) =g, (4.83)

oraz
2820 Exy Exz
e MY+ MY .e=| ¢, 0 0 (4.84)
Exz 0 0
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Przeprowadzajac analogiczne obliczenia dla iloczynéw € - M @) oraz e - M®,
po zgrupowaniu wspoétczynnikéw «; poprzedzajacych te same sktadowe ten-
sora odksztalcenia oraz po wprowadzeniu notacji inzynierskiej dla naprezenia
i odksztalcenia, rownanie (4.81) zostaje ostatecznie przeksztalcone do postaci

( Ozr [ By By Bz 1 ( €zz )
Oyy Es1 Eoy  FEog Eyy

0=z | _ | Es1 B3 Esg €2z (4.85)
Tyz Eyg Vyz .
Tzx Es5 Yzx
Tzy L Ess | Yoy J

w ktorej kolejne elementy macierzy sztywnosci materiatu ortotropowego wyra-
zaja sie poprzez odpowiednie kombinacje wspoétczynnikow oy,

Eii=a1+2a7 Fip=FEy =ay FEi3=F3 =aoy
E22 = a3+ 20[8 E23 = E32 = Q5 E33 = ag + 20[9 (486)
Ey=ag+ayg Ess=a9+ar FEg=ar+ag

Na koniec, warto zaznaczy¢, ze powyzsze wyprowadzenie niezmienniczych réw-
naf liniowej sprezystosci dla materiatu ortotropowego opiera sie na zupelnie
odmiennej metodzie w stosunku do (4.13), wykorzystujacej twierdzenie o re-
prezentacji funkcji argumentéw tensorowych za pomoca niezmiennikow.






Rozdzial 5

Réwnania konstytutywne materialéw
liniowo lepko-sprezystych

Zjawiska pelzania zachodzace zwlaszcza w podwyzszonych temperaturach sa
z reguly traktowane jako problemy fizycznie nieliniowe. Istnieje bogata li-
teratura dotyczaca pelzania nieliniowego, wsroéd ktorej wymienimy pozycje
poswiecone: anizotropii Findley in inni [42], przegladom réwnan i modeli pel-
zania nieliniowego Skrzypek [137], Betten [8], interakcjom zjawisk pelzania i
plastycznosci Krempl [83], sprzezeniom proceséow pelzania i rozwoju uszkodze-
nia Skrzypek [138], Skrzypek i Ganczarski [139] oraz nieklasycznym modelom
pelzania dla materialow anizotropowych Altenbach [3].

Dla opisu petzania materiatéw kompozytowych wygodnym narzedziem ma-
tematycznym bedzie zastosowanie transfomacji catkowej Laplace’a, ktéra wy-
maga zawezenia klasy rozpatrywanych modeli materialéw reologicznych do li-
niowo lepko-sprezystych. W przestrzeni zmiennych transformowanych mozna
bowiem woéwczas zastosowaé klasyczne regulty homogenizacji dla sprezystych
materialow kompozytowych. Z tego wzgledu w dalszej czesci tego rozdziatu
ograniczymy rozwazania do klasy materiatéw liniowo lepko-sprezystych.
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5.1. Jednowymiarowe modele izotropowych
materialéw liniowo lepko-sprezystych

5.1.1. Model Maxwella

Jednowymiarowy model Maxwella (M) powstaje przez szeregowe polaczenie
elementu liniowo sprezystego, o réwnaniu € = ¢/E, oraz liniowo lepkiego
g = o/n (rys. 5.1a). Rozniczkujac pierwszy z tych zwiazkow po czasie, mo-

a) b) .

t

Rysunek 5.1. Model Maxwella: a) model mechaniczny, b) wykres krzywej
pelzania prostego

zemy zapisa¢ rownanie ¢! = ¢/E. 7 addytywnosci odksztalcenia (badZ jego
predkosci) & = M 4 &7, otrzymujemy roéwnanie modelu Maxwella w postaci
rézniczkowej

o o n

Wykonujac calkowanie tego réwnania, przy stalym naprezeniu ¢ = o7 =
const (6 = 0) i warunku poczatkowym &(0) = 01/E, dochodzimy do rowna-
nia petzania prostego
1 1

= —+ —t 5.2
o <E I ) 2

lub 1 ¢
= a1 JM(t JMEA) = =+ = 5.3
=M, M= g (53)

Funkcja czasu JM(t) charakteryzujaca model Maxwella jest zwana funkcja
pelzania prostego dla tego modelu.

5.1.2. Model Voigta—Kelvina

Model Voigta—Kelvina (V-K) powstaje przez rownolegte polaczenie elementu
liniowo sprezystego (sprezyny) i liniowo lepkiego (ttumika), rys. 5.2a. Catkowite
naprezenie o przenoszone przez element V-K sktada sie z czesci sprezystej
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a)

t

Rysunek 5.2. Model Voigta—Kelvina: a) model mechaniczny, b) wykres krzy-
wej pelzania prostego

ol = FEe oraz lepkiej o = né, natomiast odksztalcenia obu czeici sa sobie
rowne € = el = ¢". Zatem roéwnanie rozniczkowe modelu V-K ma postaé
E o
E4+ —e=— (5.4)
n n

Przechodzac do calkowania réwnania w warunkach stalego naprezenia o =
o1 = const (¢ =0), otrzymujemy réwnanie niejednorodne

E o

4 Ze=21 (5.5)

n n
Aby znalez¢ jego rozwiazanie £(t), przy warunku poczatkowym £(0) = 0 (brak
natychmiastowej deformacji sprezystej), rozwigzujemy najpierw rownanie jed-
norodne

E
e+ —e=0 (5.6)
n
ktore jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych
- E
c__L (5.7)
£ n
i posiada calke ogblna réwnania jednorodnego
E
e =Cexp <——t> (5.8)
n

Stosujac dalej metode wariacji statej C'(t), oraz przyjmujac warunek poczatko-
wy, dochodzimy ostatecznie do calki ogblnej rownania niejednorodnego, beda-
cej rozwiazaniem réwnania (5.5)

52%§P—@m(—§g} (5.9)
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" c— o VK@), JVE@) = ; [1 — exp <—%t>} (5.10)

Funkcja JVE(t) charakteryzujaca model V-K jest funkcja pelzania tego mo-
delu. Podkreslmy jeszcze raz, ze w tym modelu JVK(0) = 0, zatem nie wyka-
zuje on sprezystosci natychmiastowe;j.

Model V-K wykazuje odpowiedz okre$long bardziej ogbélnym rozwiazaniem,
w przypadku wymuszenia naprezeniem dowolnie zmiennym w czasie o(t). Aby
uzyskaé to rozwiazanie, powr6éémy do calki ogélnej réwnania jednorodnego
(5.8) i zastosujmy jeszcze raz metode uzmienniania stalej, otrzymujac tym
razem do catkowania réwnanie rézniczkowe

C(t) = nexp <§t>a(t) (5.11)

posiadajace rozwiazanie ogdlne w postaci

Clt) = Ci+1n j exp (%g) o ()de (5.12)
0

Podstawienie (5.12) do (5.8) i jednoczesne wykorzystanie warunku poczatko-
wego £(0) = 0, daje C7 = 0 i, w rezultacie, prowadzi do nastepujacego rozwia-
zania dla funkcji ()

:\tq

t t
t o onés _ o P (=8 .
O/ e 7o (6)de = 1 0/ o (€)de (5.13)

Wykonujac catkowanie przez czeSci, w stosunku do ostatniej z calek lewej
strony réownania (5.13), dochodzimy to tzw. catkowej postaci modelu V-K

)= 70 / [—— (t —s)} 56 (5.14)

w ktorej wyraznie widaé role, jaka spetnia funkcja pelzania JYK(t) rozbita
na czesé niezalezna od czasu Jy = 1/FE oraz funkcje zalezna od czasu ¢(t) =
1w (=9
o .

Analogiczny wynik, lecz na drodze krotszych rachunkéw, mozna otrzymaé
rozwiazujac powyzszy problem metoda transformacji catkowej Laplace’a (por.
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(5.45)). W tym celu réwnanie niejednorodne (5.4) jest mnozone obustronnie

przez et i calkowane wzgledem zmiennej ¢, w granicach od 0 do oo

. —st E efst ﬁfst
O/E(t)e dt+n0/a(t) dt = /n dt (5.15)

0

W rezultacie otrzymujemy réwnanie algebraiczne w funkcji zmiennej transfor-
mowanej s, w postaci

$2(s) — £(0) + Za(s) = T
n n

Podstawiajac warunek poczatkowy €(0) = 0 i rozwiazujac (5.16) z uwagi na
£(s) dostajemy

(5.16)

1
S
B+ "
Nastepnie, obliczajac dla tego réwnania odwrotng transformacje Laplace’a,

wykorzystujemy wtasno$é przeksztatcenia catkowego polegajacy na fakcie, iz
mnozeniu dwoch transformat odpowiada splot catkowy w dziedzinie funkcji

g(s) =

+ 5 (s) (5.17)

e(t) = ﬁjeXp [—g(t - 5)] a(§)d¢ (5.18)
0

identyczny jak we wzorze (5.13), za$ rozwiazanie koricowe (5.14) otrzymywane
jest po wykonaniu catkowania przez czesci.

5.1.3. Model standardowy

Przedstawione w poprzednich dwéch podpunktach modele elementarne Max-
wella i Voigta—Kelvina sa bardzo proste, jednak wykazuja istotne wady. Mo-
del Maxwella wykazuje liniowe pelzanie przy stalym naprezeniu (czego nie
potwierdzaja eksperymenty), natomiast model Voigta—Kelvina nie wykazuje
odksztalcenia natychmiastowego (sprezystego). Aby unikna¢ powyzszych wad
mozna zbudowaé¢ bardziej ztozony model tréjparametrowy, otrzymany w wy-
niku szeregowego polaczenia elementu sprezystego (E) i elementu V-K, nazy-
wany modelem standardowym.

Roéwnanie rézniczkowe dla tego modelu otrzymywane jest analogicznie do
przypadku prostych modeli Maxwella i Voigta—Kelvina, skad po przeksztalce-
niach, otrzymujemy

nk €+ BB eE=0+ 7
Ei+E  E1+FE E,+FE

& (5.19)
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S
n E

t

Rysunek 5.3. Model standardowy: a) schemat mechaniczny, b) wykres krzywej
pelzania prostego

Wykonujac catkowanie tego réwnania, przy stalym naprezeniu ¢ = o7 =
const (¢ = 0) i warunku poczatkowym €(0) = o;/E, dochodzimy do rozwia-
zania réwnania pelzania prostego modelu standardowego w postaci

e = % [(1 + E£1> - E% exp (—%tﬂ (5.20)

lub przy uzyciu funkcji petzania modelu standardowego J5(t)

e=a5t),  JNt) = % [(1 + E£1> - Eglexp <—%t>} (5.21)

5.1.4. Model Burgersa

Model standardowy pozwala na uwolnienie sie od wad modeli Maxwella
i Voigta—Kelvina, jednakze jego krzywa pelzania wykazuje pozioma asymptote
(stablilzacja odksztalcenia), czego nie potwierdzaja doswiadczenia wykazujace
zazwycza]j nieograniczone narastanie odksztalcenia pelzania. Aby uwolnié¢ sie
rowniez od tej wady nalezy zbudowa¢ model bardziej ztozony, co najmniej
czteroparametrowy, na przyktad poprzez polaczenie szeregowe elementu Max-
wella z elementem Voigta—Kelvina. W ten sposéb zbudowano model Burgersa
(rys. 5.4a). Réwnanie rézniczkowe modelu Burgersa mozna zapisa¢ w postaci

mne .. . mne .. Mo, ™o N2
5.22
25—1—1715 ) 2a+< 1+ 2+ 2>a+a ( )

Zwroéémy uwage, ze rOwnanie to jest rownaniem rézniczkowym drugiego rzedu,
zaréwno z uwagi na odksztalcenie, jak i naprezenie, jednakze pozostaje nadal
rOwnaniem liniowym. Ponadto jest ono réwniez réwnaniem rézniczkowym o
statych wspotezynnikach. Oznacza to, innymi stowy, ze wszystkie funkcje oraz
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b) €

a) .
2
E, N ”:‘i;/\; H
j AA | 5
M,

S
E,

Rysunek 5.4. Model Burgersa: a) model mechaniczny, b) wykres krzywej
pelzania prostego

ich pochodne wystepuja co najwyzej w pierwszej potedze, a ponadto wspotczy-
nniki réwnania sa stalymi wyrazonymi przez cztery stale materiatowe osrodka:
dwie stale lepkosci ny,ny oraz dwie stale sprezyste Ey, Es.

Podobnie do poprzednich przypadkéw, w celu uzyskania rozwiazania dla
pelzania prostego w warunkach statego naprezenia o = 01 = const (6 = 0)
nalezy wykonaé jego catkowanie przy nastepujacych dwoéch warunkach poczat-
kowych €(0) = o1/E, £(0) = 01/n; + 01/n,, bowiem calkowane réwnanie jest
drugiego rzedu. Rozwiazanie przyjmuje wiec postac

Er Rt e (2]
e=—<1+ —t+—|1—exp| ——t 5.23
El{ Ua1 Es P M2 ( )

lub przez funkcje pelzania modelu Burgersa JB(t)
1 E1 E1 E2
e =01JB(¢), JB(t :—{1+—t+— {l—ex <——t>]} 5.24
R0, S0 = g e g e (<22 | )

Zauwazmy przy tym, ze krzywa pelzania modelu Burgersa wykazuje ukosna
asymptote (rys. 5.4b), co obrazuje nieograniczone narastanie odksztalcenia z
malejaca predkodcia i lepiej oddaje obserwacje eksperymentalne.

5.2. Liniowe osrodki lepko-sprezyste a zasada
superpozycji Boltzmanna
Podsumowujac wyniki z poprzednich podpunktéw mozna stwierdzié, ze odpo-

wiedZ dowolnego modelu liniowo lepko-sprezystego na wymuszenie o = g1 =
const, za wyjatkiem modelu V-K; jest postaci

e(x,t) =e®(x)EJ(t) (5.25)
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czyli odksztalcenie dowolnego elementu materialnego, bedace funkcja wspot-
rzednej x oraz czasu t, daje sie przedstawié¢ jako iloczyn oksztalcenia natych-
miastowego (sprezystego), zaleznego tylko od x, oraz funkcji pelzania, charak-
terystycznej dla danego modelu materiatowego, zaleznej wytacznie od czasu t.

Tabela 5.1. Charakterystyki prostych modeli lepko-sprezystych

Model Funkcja pelzania J(t)
1 t
M 11 — + -
axwe 1 I +
E
VK = (1 — “t)
L BN g
Standard 1 (1 + E_1 — E—le_Tlt)
1 E; E; ( E?t>“
Burgers — |14+ —t+ —[1—¢e 7
5 Ey { Uil FEy
Model Funkcja relaksacji F(t)
Maxwell Ee ™t
V-K E +no(t)
Eq E _E+E,
Standard FE
andaar (E1+E+E1—|—Ee n )
_ —rit _ _ —7rot
Burgers (@1 — qar1)e (q1 — qera)e
FA 4
T2 = p12p2 . A= /pi—4p;

W szczegbélnym przypadku, ugiecie belki wykonanej z materiatu liniowo
lepko-sprezystego przy stalym obciazeniu moze by¢ zapisane jako iloczyn funk-
cji ugiecia sprezystego w(x) oraz funkcji materialowej EJ(t), jak nastepuje

w' (z,t) = w® (z) EJ (t) (5.26)

a mianowicie, dla funkcji pelzania w tab. 5.1

wM (z,t) = we () (1 + %t)

wVE (2,t) = w® (z) [1 — exp <—%t>]
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S (M )

wB(x,t):we(x){Hf_llH% [1_exp (_@tﬂ} (5.27)

Przyktadowo, rozpatrujac pryzmatyczna belke, o podwdjnie symetrycznym
przekroju, w ktorej sita osiowa i moment zginajacy sg funkcjami wspotrzed-
nej z i czasu t: N = N(x,t), M = M(z,t), przy czym N(z,t) = N(x)f(t)
i M(z,t) = M(x)f(t), a ponadto deformacja spelia ograniczenie ptaskich
przekrojow Bernoulliego, &(x, z,t) = \(x,t) + zk(xz,t), w przypadku materia-
tow liniowo lepko-sprezystych (5.25), mozna rozseparowaé rownania dla wy-
dtuzenia jednostkowego AY® i krzywizny k“°

A¥ (2, 1) = Nf) [ - §)ag—§)d§ s
. 5.28
K (1) = Ml(x) [ - g)ag—f)dg

Zaktadajac, na przyktad, stale obciazenie przytozone natychmiastowo w chwili
= 0, czyli N(z,t) = N(2)H(t), M(z,t) = M(z)H(t), oraz postugujac sig
funkcja Diraca §(t) = H(t) zdefiniowana jako pochodna funkcji Heaviside’a
i przy wykorzystaniu (por. Byron, Fuller [15])
t t
[ae-oseae = [ a@ae - e = (529
0 0
otrzymujemy ostatecznie nastepujace wzory na wydluzenie A¥¢(z,t) i krzywi-
zne KY¢(x,t)

AV (z,t) = NE(j)J (t)
oy~ M @) (530)
kY (x,t) = —w" (x,t) = Foli J (t)

Zauwazmy zatem, ze wydluzenie jednostkowe belki liniowo lepko-sprezystej AY®
jest iloczynem wydluzenia natychmiastowego (sprezystego) i funkcji materiato-
wej, oraz podobnie krzywizna belki liniowo lepko-sprezystej k'€ jest iloczynem
krzywizny natychmiastowej (sprezystej) i funkcji materiatowej J(t).

Natomiast, w rozpatrywanym przykladzie stalego (w czasie) obciazenia,
naprezenie pozostaje réwniez niezalezne od czasu, czyli

Nz) , Mz)

o(x,z,t) = TA Foli

(5.31)
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Oczywiscie, powyzsze wnioski sg stuszne jedynie dla materiatu liniowo lepko-
sprezystego, bowiem tylko wéwczas mozna rozseparowaé problem przestrzenny
od zmiennosci w czasie, jak pokazuje wzor (5.25).

Uogolniajac powyzsze rozwazania, zapiszmy jednolitym réwnaniem wszyst-
kie mozliwe postacie réwnari rézniczkowych jednowymiarowych liniowych mo-
deli lepko-sprezystych

PO + P16+ P + ... = qoE + Q1€+ @E + ... (5.32)

Jest to rownanie rézniczkowe dowolnego rzedu, liniowe, o statych wspoétczynni-
kach p;,q;, charakteryzujacych material. Rzad réwnania jest réwny liczbie
elementow lepkich (tlumikow) w modelu fizycznym. Dla skrocenia zapisu,
rOwnanie powyzsze mozna przedstawi¢ w formie

Po(t) = Qe(t) (5.33)
gdzie P i Q sa liniowymi operatorami rézniczkowymi wzgledem zmiennej cza-
sowej

o 2
Pzpo+p1—+p2—2—|—...

%’f ot (5.34)
Q=qtay +eyz+--

Oczywiscie, szczegdlnym przypadkiem o$rodka liniowo lepko-sprezystego jest
material liniowo sprezysty (Hooke’a), dla ktorego w rownaniu (5.32) znikaja
wszystkie pochodne, natomiast ¢o/pg = E.

Algebraizacja jednoosiowego problemu lepko-sprezystego (5.33) umozliwia
traktowanie operatorow rozniczkowych Q(t) i P(¢) jak utamkow i wprowadzenie

zapisu

o(t) Q1)

——= = E(t) = =——= 5.35
W przeciwieristwie do sprezystosei, utamek o(t)/e(t) nie jest staly, lecz zalezy
od czasu. Wyrazenie (5.35) nalezy przy tym interpretowaé¢ symbolicznie w taki

sposéb, ze " "
Q(t ot
EORSED) 0

Materiaty liniowo lepko-sprezyste sa szczegbélnym przypadkiem nielinio-
wych materiatow lepko-sprezystych, jednak wytacznie materiaty liniowo lepko-
sprezyste spelniaja zasade superpozycji Boltzmanna. Zasada superpozycji
oznacza ze wypadkowa odpowiedz uktadu e(t) pod dziataniem ,sumy” przy-
czyn, jest sumg odpowiedzi pod dziataniem kazdej z przyczyn oddzielnie.
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W szczegdlnosci, jezeli naprezenie o jest przylozone w chwili £;, a nastepnie
oo w chwili &,, wowczas odksztalcenie (t) w dowolnej chwili ¢ > &,, bedace
wynikiem obu naprezen lacznie, jest rowne sumie odksztalcenn w tym samym
czasie £, w wyniku kazdego z naprezen oddzielnie (rys. 5.5), czyli

elon(t=&) +oa(t=&) =clon(t = &) +efoa (t = &) (5.37)

1

Rysunek 5.5. Zasada superpozycji Boltzmanna

Klasa materiatéw liniowo lepko-sprezystych jest bardzo dogodna do opisu
realnych materialéw, jednak w celu zastosowania tych réwnar trzeba spraw-
dzié¢, czy material rzeczywiscie im podlega. Prosty test, tatwy do przeprowa-
dzenia, polega na zbudowaniu tzw. izochronicznych krzywych petzania. W
tym celu nalezy przeprowadzi¢ szereg prob pelzania prostego przy réznych,
ustalonych poziomach naprezenia, ktérym odpowiada pek krzywych pelzania
e(t) (rys. 5.6). Izochroniczne krzywe pelzania otrzymujemy jako przekroje
krzywych pelzania stalymi wspoétrzednymi czasu ¢;. Jezeli otrzymany w ten
sposéb pek izochronicznych krzywych pelzania jest pekiem prostych, ozna-
cza to ze material jest, w rozpatrywanym zakresie obciazenia, liniowo lepko-
sprezysty. Prostoliniowos¢ izochronicznych krzywych pelzania jest warunkiem
koniecznym liniowosci materialu, jednakze w wiekszodci przypadkéw nie jest on
spelniony, badz spelniony tylko z pewnym przyblizeniem (staba nieliniowos¢).
W praktyce czesto wystepuje przypadek, gdy dany material wykazuje pelza-
nie liniowe w okresie poczatkowym, a w dalszym zakresie, w wyniku powolnej
zmiany struktury, zaczyna wykazywaé cechy nieliniowe. W szczegdlnosci moze
mie¢ miejsce przypadek, ze w trakcie liniowego procesu pelzania pojawia sie
uplastycznienie, ktére zmienia cechy materialowe na inne, w taki sposéb, ze
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Rysunek 5.6. Konstrukcja izochronicznych krzywych petzania

dalszy przebieg znéw jest liniowy, ale inny niz poprzednio. Taki material be-
dziemy nazywaé materialem odcinkowo-liniowym, dla ktoérego nie obowiazuje
jednak zasada superpozycji Boltzmanna.

W przypadku dowolnej historii obcigzenia, wykres o(t) mozna aproksymo-
waé sumg n stalych impulsow Aoc;. Wowezas na mocy zasady Boltzmanna
obowiazuje

n n
et) =) elt—&) =) J(t—¢&)Ao; (5.38)
i=1 i=1
skad, dla kroku czasowego bliskiego zeru, otrzymujemy catkowa postaé réwna-

nia pelzania jednosiowego dowolnego osrodka liniowo lepko-sprezystego

t

ae = [t~ () (5.39)

0

()= [se- 927
0

Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla dowolnej historii odksztatcenia
(wymuszenie kinematyczne) otrzymujemy, catkowa postaé¢ réwnania relaksa-
¢ji jednoosiowej dowolnego osrodka liniowo lepko-sprezystego

o) = [B0- 9% ac— [B0-ox(e)ae (5.40)
0 0

W powyzszych rownaniach catkowych osrodkow liniowo lepko-sprezystych J(t—
&) i E(t — &) oznaczaja odpowiednio funkcje pelzania i funkcje relaksacji, cha-
rakteryzujace material. Nalezy przy tym wyraZnie zaznaczy¢, iz obie postacie
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catkowe (5.39) i (5.40) maja charakter czysto formalny, bowiem w wiekszosci
przypadkéw zaréowno funkcja pelzania, jak i funkcja relaksacji zawierajg w
sobie czesci niezalezne od czasu (sprezyste) Jy lub Ey oraz funkcje zalezne od
czasu p(t — &) lub ¥ (t — &). W praktyce zatem poslugujemy sie postaciami
calkowymi alternatywnymi wobec (5.39) i (5.40), mianowicie

t
e(t) = Joo(t) + / o(t — )5 (6)de (5.41)
0
lub .
o(t) = Eoc(t) — /w@f—g)é(s)ds (5.42)
0

w ktorych wydzielona jest odpowiedZ sprezysta, oraz odpowiedZ zalezna od
czasu.

5.3. Rownania materialéw liniowo lepko-sprezystych
w zlozonym stanie naprezenia

5.3.1. Rozniczkowa postaé réwnan izotropowych materiatow
liniowo lepko-sprezystych dla wieloosiowych stanéw
naprezenia

Przy konstruowaniu réwnan konstytutywnych izotropowych osrodkéw liniowo
lepko-sprezystych w wieloosiowym stanie naprezenia dogodnie jest, podobnie
do teorii sprezystosci, oddzieli¢ efekty zmiany postaci (dewiatory) od zmiany
objetosci (aksjatory). Nalezy przy tym pamietac, ze podobnie do sprezystosci,
rozdzielenie (rozprzezenie) tych efektow jest mozliwe jedynie przy zalozeniu
cech izotropowych materiatu (por. 5.2.6).

Bezposrednie uogodlnienie rézniczkowej reprezentacji réwnan konstytutyw-
nych izotropowych osrodkéw liniowo lepko-sprezystych (5.33-5.34), na stany
przestrzenne ma postac

Py {si; (1)} = Q1 {ei; (1)}
Py {ork (1)} = Qo {ek (1)) (5:43)

gdzie P1, Q1, P2, Q2 sa liniowymi operatorami rézniczkowymi, innymi dla prawa
zmiany postaci, a innymi dla prawa zmiany objetosci. W zapisie rozwinietym
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rownania (5.43) mozna przedstawi¢ nastepujaco
/ / a / 82 / aa
Do +p1a +p2w + ... —G—pa% Sij (t) =

0? o
b+ =+t +. .-+ q—= | eij(t)
ot 2ot? botb )Y

0 0? o*
/! /! /! /! _
<p0 +p1_8t +p2—a—t2 4+ ... —G—pa—atq) OLk (t) =
2 ab

) 5 (5.44)
<qg_}_q’1’a —|—qé’ﬁ +...+qll)/ﬁ> Ekk (1)

Dla wygody dalszych rozwazan przedstawimy tez rownania (5.44) w zmienionej
postaci, przez zastosowanie transformacji Laplace’a. W transformacji Lap-
lace’a dokonuje sie zamiany funkcji zmiennej ¢, f (¢), na nowa funkcje zmiennej
transformowanej s, f(s) wedlug reguly

L{fMYy=F(s)= [ e f(t)dt (5.45)

Operacja powyzsza wprowadzana jest w celu zastapienia problemu pocza-
tkowego dla rzeczywistego materiatu liniowo lepko-sprezystego (rownanie rozni-
czkowe wraz z warunkami poczatkowymi), rownowaznym roéwnaniem algebra-
icznym fikcyjnego materiatu sprezystego. W drugim kroku, po rozwigzaniu
fikcyjnego rownowaznego problemu sprezystego, nalezy oczywiscie, na drodze
odwrotnej transformacji Laplace’a, powrécié do rozwazanego rzeczywistego
problemu lepko-sprezystos$ci. Opisana tu procedura prowadzi, na ogdl, szyb-
ciej do rozwiazania (niz bezposrednie calkowanie réwnania rézniczkowego),
dzieki postugiwaniu sie gotowymi tabelami transformacji Laplace’a (przejscie
od zmiennej t do zmiennej s), oraz transformacji odwrotnej (s — t).

Podstawowe wtasciowosci oraz tablice transformacji Laplace’a, ze szcze-
gbélnym podkresleniem ich zastosowari w teorii osrodkéw lepko-sprezystych,
podaja np.: Nowacki [107], Pipkin [117], Findley i inni [42]. Przyktadowe
transformaty Laplace’a prostych funkcji f(t), uzywanych najczesciej w lepko-
sprezystosci, zestawiono w tabeli 5.2.

Wykonujac transformacje Laplace’a na réwnaniach izotropowych osrodkéw
liniowo-sprezystych (5.43), mozemy je zapisa¢ w funkcji zmiennej transformo-
wanej s, nastepujaco R R

Pookk (s) = QaEpk (5)
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Tabela 5.2. Transformaty Laplace’a najczesciej uzywanych funkcji

f(t) f(s) £(#) f(s)
a0 ! f(s)
f(t) sf(s) — f(0) [ f(&)de S
1 0 a
1 — a —
S S
1 e
H(t) - H(t—a) -
5(t) = H(t) 1 5(t —a) e a8
1 n!
t = t" prres
—a 1 n,—a n!
e s+a e (s +a)ntt
cat _ bt | b—a wt _pw | (a=Db)s
e e Gras+b | P b (s +a)(s +b)
—a a t_ 14 . _ 1
Lo s(s+a) a a2(1 ) s%(s+a)

lub rownowaznie

(ph + Pis + phs® + . +pa )s” (s) =
(QO +Q1S + QQS +. )6” ( ) (5 47)
(ph +pls + phs® + .. tp ’s )m( ) = '
(¢ +dfs+dys®>+ ...+ qs*) & (s)

Na podstawie analogii pomiedzy rownaniami (5.46), opisujacymi przetransfor-
mowany problem lepko-sprezysty, a réwnaniami izotropowej, liniowej sprezys-
tosci

Sij = 2G€ij, Okk — 3K5kk (5.48)

mozna zdefiniowaé¢ uogélnione moduty lepko-sprezystosci Gye(t) 1 Kye(t)

Cho () = f—ljl Koo (t) = ?%22 (5.49)
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ktore sa funkcjami czasu t. Positkujemy sie dalej definicjami obowiazujacymi
dla materiatu sprezystego, gdzie modut Younga F i stata Poissona v sa wyrazo-
ne wzorami

E— IKG . 3K — 2G

3K +G’ 6K +2G

Podstawiajac nastepnie do (5.50) uogélnione moduly lepko-sprezystosci (5.49),

otrzymujemy uogélniony modut Younga Ee(t) (zwany modulem relaksacji)

oraz uogdlniony wspoélezynnik Poissona vye(t) dla izotropowego osrodka li-
niowo lepko-sprezystego, wyrazone poprzez operatory czasowe.

(5.50)

Q1 Q
Bo. () = 3PP, 3QuQe
ve - -
(3—11 + 2% P2Q1 +2P1Qq (5.51)
Qe Qi :
v (t) _ Pa Pq — PlQQ - P2Q1
e 2(3—; + % P2Q1 +2P1Q2

W przeciwieristwie do teorii sprezystosci, wielkosci te dla materiatow lepko-
sprezystych nie sa stalymi materialowymi, lecz sg zalezne od czasu.

W tabeli 5.3 zestawiono operatory rézniczkowe, dewiatorowe P1,Qq 1 dy-
latacyjne Pg, Qo oraz odpowienie operatory transformowane 131, Ql i 132,622
dla izotropowych modeli liniowo lepko-sprezystych. Zakltadajac dodatkowo,
ze pod dzialaniem ci$nienia hydrostatycznego material zachowuje sie w spo-
sOb sprezysty, nalezy w powyzszym zestawieniu konsekwentnie przyjmowaé
P, = 1,Q2 = 3K. Zauwazmy na koniec, ze omawiane réwnania dotycza
izotropowego materiatu liniowo lepko-sprezystego, dla ktoérego liczba niezalez-
nych uogélnionych moduléow (5.49) (skalarnych funkcji) wynosi 2, mianowicie
Gye(t) 1 Kye(t) lub réownowaznie Eqe(t) 1 vye(t) (5.51). W szczegolnoscei dla
materiatu izotropowo sprezystego powyzsze moduly pelzania redukuja sie do
statych Gye(t) = G, 1 Kye(t) = K, lub rownowaznie Ee(t) = E i vye(t) = v.
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5.3.2. Calkowa postaé¢ rownan konstytutywnych izotropowych
materialéw liniowo lepko-sprezystych dla wieloosiowych
stanéw naprezenia

Jak wspomniano wczesniej, dla materialow izotropowych liczba skalarnych
funkcji petzania redukuje sie do dwoch. Rozdzielajac zatem efekty zmiany po-
staci (dewiatorowe) od zmiany objetosci (dylatacyjne), otrzymujemy nastepu-
jace catkowe réwnania izotropowego materiatu liniowo lepko-sprezystego uogoél-
nione na stany przestrzenne (5.39)

sij (1) =2 f Gre (t — &) ‘%gé(ﬁ) o
¥ 0 (5.52)
= gy 9ern ()
T (8) =3 [ Kue (t =€) =5
0

W szczegdlnym przypadku, gdy obowiazuje zatozenie, ze zmiany objetosci od-
bywaja si¢ w sposob sprezysty, rownania (5.52) przyjmuja uproszczong postac

t e,
Sij (t) =2 of Gve (t - g) 88]7&-(5)(15 (5.53)

Okk — 3K6kk

Dodajmy, ze omawiana tutaj zmiana modutéw podatnosei (sztywnosei) w cza-
sie, w materiale lepko-sprezystym, jest zjawiskiem wyraZnie obserwowalnym w
testach nieliniowego pelzania rzeczywistych materialéw reologicznych, wyka-
zujacych miekniecie w trakcie pelzania. Zjawisko to bedzie szerzej omoéwione
w rozdziale poswieconym rozwojowi uszkodzen.

5.4. Analogia sprezysto-lepko-sprezysta dla
materialéw izotropowych

Omawiana w poprzednim podpunkcie analogia pomiedzy réwnaniami izotro-
powych materiatéw liniowo lepko-sprezystych i rownaniami izotropowej sprezy-
stosci prowadzi do metody poszukiwania rozwiazan probleméw lepko-sprezystosci
na podstawie znanych rozwiazan analogicznych problemow sprezystosci. Ana-
logia ta jest znana jako analogia Alfreya—Hofta.

Zestawmy pelny komplet réwnan izotropowej liniowej lepko-sprezystosci

a) réownania rownowagi
doij (t)
8.%1'

+B;(t)=0 (5.54)
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b) réwnania konstytutywne, w operatorowej reprezentacji rozniczkowe;
(5.43)
Py {sij (1)} = Qi {ei; (1)} (5.55)
Po{ow: (1)} = Qa2 {ewr ()} '

lub w reprezentacji catkowej (5.52)
¢
$ij (1) = 2 [ Gev (t — €) €55 (§) A€
o, (5.56)
) = 3OfKev (t—&) &k (§) d€

o (t

c¢) zwiazki geometryczne (geometrycznie liniowe)

3 - 1 8u1 (t) 8uj (t)
gij (1) = 5 e " om (5.57)

d) warunki brzegowe (pod zalozeniem niezmienniczosci granicy obszarow
Tpily)
Pi (t) = O0ji (t) n; na Fp

Ui (t) = u; () na Ty (5.58)

Podkreslmy, ze zatozono tutaj niezaleznosé modutéw Gy, Kye 0d wspolrzedne;j
materialnej (jednorodnosé).

Przeprowadzajac transformacje Laplace’a na rownaniach (5.52-5.58), otrzy-
mujemy uktad réwnan opisujacy ,fikcyjny problem sprezysty"

861']‘ (S) oy

B; =

oz, +Bj(s)=0 )

5 (s) = 2sGeyj (s) = %a-j ()
L
e Qo
OLk (8) = 38K€kk (8) = lg—z’:‘kk (S) (5.59)
2

—~ - 1 8/121 (8) 8@} (8)
é}\] (S) N 5 81']' + 81’1
Pi(s)=0j(s)n; na Ip

i (8) =i (s) na Iy

w ktorym sily masowe Ej (s), sily zewnetrzne P; (s), przemieszczenia U; (s),
jak rowniez fikcyjne state sprezyste"G i K, sg funkcjami zmiennej transfor-
mowanej S.
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Analogia sprezysto-lepko-sprezysta dla materiatu izotropowego moze byé
zatem sformulowana nastepujaco:

Jezeli znane jest rozwiazanie sprzezonego, fikcyjnego problemu sprezystego
(5.59), 05 (s) i u; (s), to rozwigzanie problemu lepko-sprezystego (5.52-5.58)
moze by¢ otrzymane w drodze odwrotnej transformacji Laplace’a o5 (t) 1 u; (t).
Przy tym musi obowiazywaé

Gre = M ve = M (5.60)
25P1 (s) 3sP2 (s)

=)

Analogia sprezysto-lepko-sprezysta moze by¢ stosowana jedynie do takich za-
gadnieni brzegowych, w ktorych granica pomiedzy czescia brzegu I'p (na ktorej
sa zadane silty), a czescia brzegu I'y (na ktorej sa zadane przemieszczenia),
jest niezmienna w czasie. Warunki zadane na kazdym z brzegéw moga jednak
przy tym podlega¢ zmianom w czasie (Findley i inni [42]). Jest to uogolnie-
nie uprzednio rozwazanej analogii dla modeli jednowymiarowych na problemy
przestrzenne.

Stosujac, dla przyktadu, analogie do przypadku rury grubosciennej z izo-
tropowego materiatu standardowego, pod dzialaniem cisnienia wewnetrznego
p(t) = pH(t), przywotujemy wpierw wzory Lamégo (dla sprzezonego problemu

sprezystego)
2 2
. pa© 1+v (b® 1—-v
= — 5.61
e R ( r * 1+v (5:61)
Nastepnie stosujemy transformacje Laplace’a
_ p(s)a? Py (02 2P2Q + P1Q
u(s) = ])2(5)@2 L=+ —2Qi+A 1Q2r (5.62)
b*—aQy \ 7 3P1Q2

Podstawiajac za ?1, P, Ql, Qg funkcje dla modelu standardowego (tabl. 5.3),
przy zatozeniu niezaleznosci pelzania od stanu hydrostatycznego Po =1, Qo =
3K, otrzymujemy dla sprzezonego problemu fikcyjnego

2 A B

~ __pa a e
i) =m—m | ' T (5.63)
T]/
gdzie
1 /b r E\+E (v r 2r
E’<r+3>’ EE <r+3>+9K (5:64)
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Natomiast, dla rzeczywistego problemu liniowo lepko-sprezystego, po zastoso-
waniu retransformacji, otrzymujemy ostatecznie

) pa’ 1 /b . r n 2r . 1 [b? . r
U = — —_ e — _— _ e —
V—a? |E'\r 3 9  E; \r 3

e (593

5.5. Uogoblnienie calkowej postaci rownan
konstytutywnych materialéw liniowo
lepko-sprezystych na przypadek materialu
anizotropowego

(5.65)

W ogélnym przypadku anizotropowego osrodka liniowo Iepko-sprezystego
mozna zapisa¢ rownania konstytutywne w nastepujacej, catkowej postaci (Shu
i Onat [135])

t
e (1) = / Vvt (£ — €) b (€) dé (5.66)
0
lub ,
ou(t) = / Y (t — €)ep(€)de (5.67)
0

gdzie VJ;jki(t — &) jest tensorem funkcji pelzania czwartego rzedu, natomiast
VEijri(t — &) jest tensorem funkcji relaksacji. Zakladajac warunki symetrii:
VTijit =" Jtij =" Jjiks =" Jijik, lub VB =Y B =" Ejig ="° Eijik, ten-
sory te maja (w ogolnym przypadku anizotropii) 21 niezaleznych sktadowych.
W odréznieniu od sprezystosci, tensory VoJ;x; lub VE;jk; sa funkcjami czasu
biezacego, t (granica catkowania). Jest to istotna roznica, bowiem nie mozna
ich wylaczy¢ spod symbolu catki.

W szczegolnym przypadku sprezystego materiatu anizotropowego réwnanie
powyzsze redukuje sie zatem do postaci

eij () = Ejjpyon () (5.68)

gdzie niezmienny w czasie tensor podatnosci sprezystej J;jp def Ez;,il definiuje
anizotropowe wlasciwosci materiatu sprezystego (4.10).



134

Roéwnania konstytutywne

Zatem, w przypadku pelnej anizotropii materiatu liniowo lepko-sprezystego,
i przy uzyciu notacji wektorowo-macierzowej Voigta, réwnania (5.66-5.67)
przyjmuja réwnowazng postaé

W zapisie rozwinietym, wprowadzajac macierz funkcji relaksacji E;;(t

t

J‘veJ

0

~

J‘veEt_

0

{6(6)}d¢
{e(€)}d¢

(5.69)

— &),

otrzymujemy uogdélnienie rownania konstytutywnego materiatu anizotropowego
na przypadek anizotropowego materiatu liniowo lepko-sprezystego

/

Eyw Ey Ei3|Eiy Ei5 FEig
Eo1 Eoy FEoz | Eay FEas FEag
FE31 FE3p FEs3 | E3y Es5 FEsg
Ey Eyp Eyi3 | By Eis Egg
Es1 Esy FEs3 | Esqy FEss FEsg
Ee1 FEg2 FEe3 | Eea Ees Fes

éxm
éyy
ézz
Yy
Vew

Vay

Y

d¢  (5.70)

gdzie 0;; = 04(t) oraz g;; = £;;(§). W szczegdlnym przypadku ortotropowego
materiatu liniowo lepko-sprezystego, rownanie (5.70) redukuje sie do postaci

\

J11
022
033
723
731
T12

\

Y

J

[ E11 Eip2 Ei3| O 0 0
Es1 Es Es3| 0 0 0
0 0 0 |Eu O 0
0 0 0 0 Ess O
0 0 0 0 0 Esge

€11
€92
€33
Va3
V31

\ V12

\

Y

dé  (5.71)

bedacej uogodlnieniem réwnania ortotropowej liniowej sprezystosci (6.3), na
przypadek ortotropowego materiatu liniowo lepko-sprezystego. Podkreslmy, ze
zaré6wno naprezenia jak i predkosci odksztalcenia sg funkcjami czasu o;; =

“oi;(t),
YEy; = Byt = €).

ve
Eij =

¢ &;(t), podobnie do elementéw macierzy funkcji relaksacji
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5.6. Analogia sprezysto/lepko-sprezysta dla
materialéw anizotropowych — zastosowanie do
kompozytéw

Wykonujac transformacje Laplace’a (5.45) na réwnaniach konstytutywnych
(5.70) lub (5.71) otrzymujemy sprzezony uklad réwnan opisujacych ,fikcyjny”
problem sprezysty dla materiatu anizotropowego, w funkcji zmiennej transfor-
mowanej S

{&(s)} = s[E(s)] {£()} (5.72)

W szczegbdlnym przypadku ortotropii réwnania sprzezonego problemu sprezys-
tego przyjmuja zatem postac

022 Eor By B3| 0 00 €22
§33 ., E31 B3y Esg AO 0 0 §33 (5.73)
Ta3 0 0 0 |Ew 0 0 723
731 0 0 0| 0 FEs 0 V31
12 0 0 0] 0 0 FEg |70

bedaca uogolnieniem réwnan (5.59)g3 na przypadek ortotropii, gdzie Eij =
Ez(s) Rozwiazanie problemu ortotropii lepko-sprezystosci moze by¢ zatem
otrzymane na drodze odwrotnej transformaty Laplace’a, ze zmiennych trans-
formowanych @;;(s), €;;(s) do zmiennych fizycznych o;;(t), €i;(t).

Podkreslmy jednak, ze w problemach anizotropowych liniowej lepko-sprezy-
stosci, podobnie do probleméw anizotropowej sprezystos$ci, nie mozna roz-
dzieli¢ réwnan opisujacych zmiany postaci od réwnani zmiany objetosci, bo-
wiem anizotropia sprzega deformacje postaciowa z objetosciowa (por. podroz-
dziat 5.2.6).

Poshugujac sie metodami homogenizacji heterogenicznych wlasciwosci kom-
pozytow sprezystych (por. podrodzial 5.3) mozna dokonaé¢ ich uogélnienia na
kompozyty liniowo-lepkosprezyste. W tym celu mozna sie postuzyé koncep-
cja komorki jednostkowej RUC (np. rys. 6.4) reologicznego materiatu kom-
pozytowego, w ktorym przynajmniej jeden z komponentéw wykazuje cechy
reologiczne (np. lepko-sprezyste metalowe wlokno w ceramicznej matrycy
sprezystej). Na poziomie subkomoérki obowiazuja lokalne réwnania lepko-
sprezystosci, w ktérych zmienne lokalne, mikronaprezenia i mikroodksztatcenia
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powiazane sa lokalnymi tensorami lepkosprezystosci (pelzania lub relaksacji)

t
/ v (b =€) ey (€)de (5.74)
0
lub
t
a0 = [BGI - &l €)ae (5.75)
0

Stosujac, analogicznie do podrozdz. 6.3, usrednienia (homogenizacje) wewnatrz
RUC, mozemy zapisaé¢ réwnania liniowej lepkosprezystosci materiatu kompo-
zytowego na poziomie RUC, a mianowicie

t
vz (1) = / Tt — €)F(€)de (5.76)
0
lub .
vogri(t) = / YTt — &) Ep(€)de (5.77)
0

Usrednione tensory funkcji petzania Vejijkl badz funkcji relaksacji VeEijkl kom-
pozytu (na poziomie RUC) wyrazone sa poprzez odpowiednie tensory lokalne
VeJl(]kl) badz VeEl(Jkl) (na poziomie subkomorki) za pomoca procedury homo-
genizacji, analogicznej jak dla kompozytu sprezystego (6.27). Postugujac sie
analogia sprezysto/lepko-sprezysta dla kompozytu anizotropowego na pozio-
mie RUC mozemy, stosujac transformacje Laplace’a, sprowadzié¢ rownania cat-
kowe materialu rzeczywistego (5.76) lub (5.77), do sprzezonego uktadu réwnan
fikcyjnego problemu sprezystgo, w funkcji zmiennej transformowanej s

~ ~—1 /\

Cij(s) = sE;j1(8) Tra(s) (5.78)
lub R

Gij(s) = sEijr(s) Eri(s) (5.79)

Ostatecznie, rozwigzanie problemu anizotropowej, liniowej lepkosprezystosci
moze byé otrzymane na drodze odwrotnej transformacji Laplace’a wychodzac
za zmiennych tranformowanych °g;;(s), ©€@;;(s), do zmiennych fizycznych
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Vegi;(t), Y°Ti;(t). W zapisie wektorowo-macierzowym otrzymujemy (por. Ha-
asemann i Ulbricht [54])

o (t) =" E(t) °&(t = 0) + Oft WE(t - €) e E(€)d¢
=ve E(t) & (t = 0) + [**E +"°¢&](¢)

(5.80)

Postugujac si¢ definicja transformacji Laplace’a funkcji f(t) (t > 0) do funkcji
nowej zmiennej f(s)

LLF)} = Fls) T e~stat
{ } 7) (5.81)
oraz twierdzeniem o splocie (zob. Findley i Onaran [42])
/ F(t - €)g(€)de § = L{M) *g()} = F)als)  (5.82)

sprowadzamy catkowe réwnanie konstytutywne anizotropowej liniowej lepko-
sprezystosci, (5.80) do transformowanego, rownowaznego rownania algebraicz-
nego liniowej anizotropowej sprezystosci, wedtug schematu

Ve (t) ="°E(t) :°g(t = 0) +°E(t) *"°&(¢) £, o(s) = sﬁ(s) :2(s)  (5.83)

okreslonego w funkcji zmiennej transformowanej s. Transformowana macierz

anizotropowej sprezystosci sE(s) jest oczywiscie zbudowana na poziomie RUC
kompozytu, w drodze usrednienia transformowanych izotropowych macierzy

lokalnych sE " (s) na poziomie mikrostruktury kompozytu (subkomérki). Z
reguty, dla uproszczenia dalszych zastosowan, bedziemy przyjmowaé¢ macierz
usredniona sE(s) w wyniku homogenizacji, jako poprzecznie izotropowsa, na-

tomiast na poziomie mikro (subkomorki) — dla materialu widkna (f) i osnowy
=(f) =(m)
(m) — wystarczy zdefiniowa¢ macierze izotropowe sE (s) i sE (s), (zob.

takze, (5.73).

Analogia sprezysto/lepko-sprezysta w zastosowaniu do materialow orto-
tropowych (5.73) zostata wykorzystana w pracy Haasemanna i Ulbrichta [54]
dla numerycznego okreslenia liniowo lepko-sprezystego i lepkoplastycznego za-
chowania kompozytéw. Rozpatrywano kompozyt jednokierunkowo zbrojony,



138 Roéwnania konstytutywne

Tabela 5.4. Lepko-sprezyste wlasciwosci materialéow widkna oraz matrycy wg
Haasemanna i Ulbrichta [54]

Witékno Matryca
Funkcja pelzania 70 4 200e0-1t/5 | 3 4 15¢t/5
Wspotcezynnik Poissona 0.2 0.35

w ktorym zaré6wno material wlékna jak i matrycy byl opisany réwnaniem
materiatu liniowo lepko-sprezystego (tab. 5.4). Zalozono, ze w skali makro
material wykazuje cechy poprzecznej izotropii

Rysunek 5.7. Model belkowy oraz RVE kompozytu wg Haasemanna i Ulbrichta
[54]

Stosujac transformacje catkowa typu Laplace’a—Carsona autorzy zreduko-
wali réwnania materiatu liniowo lepko-sprezystego z przestrzeni rzeczywistej
t do odpowiednich réwnari dla materiatu liniowo sprezystego w przestrzeni
zmiennej transformowanej s, w ktoérej mozna zastosowaé klasyczne metody
homogenizacji dla kompozytoéw (por. szersze omoéwnienie w rozdz. 6).



Rozdzial 6

Mechanika materialow
kompozytowych

6.1. Klasyfikacja kompozytéw z uwagi na symetrie

6.1.1. Analogia pomiedzy struktura macierzy konstytutywnych
na poziomie atomowym oraz poziomie makro

Na rysunku 6.1 zilustrowano pomocnicza analogie pomiedzy struktura sieci
krystalicznej na poziomie monokrysztatu lub ziaren krystalicznych a struktura
materialu kompozytowego na poziomie meso, oraz ich grupami symetrii w
opisie makro.

Materialy kompozytowe na poziomie mikro, zbrojone mikroczasteczkami o
nieregularnym ksztalcie, rozmieszczeniu i orientacji — kompozyty mikroczaste-
czkowo zbrojone, mozna w opisie makroskopowym zastapié¢ izotropowym kon-
tinuum, o dwoéch stalych sprezystosci zastepczej, obliczanych na podstawie
udzialu objetosciowego fazy zbrojacej wzgledem materialu matrycy Vi, patrz
rys. 6.1a.

Materiaty kompozytowe zbrojone kierunkowo, za pomoca réwnolegtego re-
gularnego uktadu wtokien, odpowiadaja na poziomie makroskopowym usred-
nionemu kontinuum ortotropowemu, o cechach izotropii poprzecznej w plasz-
czyznie prostopadtej do kierunku wtdkien, opisanemu przez sze$¢ moduldéw
sprezystosci np. Ei1, Ess, va1, v31, Gia 1 Gag (por. rys. 4.1). Na pozio-
mie sieci krystalicznej komorka reprezentatywna odpowiada wéwczas archi-
tekturze sieci o symetrii tetragonalnej, jak pokazano na rys. 6.1b. Z kolei w
przypadku innego — mijankowego rozmieszczenia wlokien liczba niezaleznych
moduléw sprezystosci wynosi pie¢, bowiem modut w plaszczyznie izotropii
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G192 jest zwiazany. Na poziomie sieci krystalicznej komorka reprezentatywna
cechuje sie wtedy symetria heksagonalng, jak pokazano na rys. 6.1c.

Materiaty kompozytowe warstwowe, zbudowane z warstw zbrojonych kie-
runkowym uktadem wtdkien o naprzemiennym rozmieszczeniu ortogonalanym
(laminaty), sa przyktadem materiatu, ktory na poziomie makroskopowym od-
powiada udrednionemu kontinuum ortotropowemu, ktérego cechy sprezyste sa
opisane przez 9 modultéw OI'tOtI'Opii EH, EQQ, l?337 Va1, V32, V31, GIQ, G23,
G's1, por. podrozdzial 4.3. Na poziomie sieci krystalicznej, mozna mu przy-
porzadkowaé¢ komorke reprezentatywna o architekturze krystalicznej sieci or-
torombowej (rys. 6.1d).

Wreszcie, w najogoélniejszym przypadku kompozytu anizotropowego, np. w
materiale zbrojonym nieregularnie rozmieszczonymi nanorurkami weglowymi,
na poziomie makroskopowym zastepcze kontinuum cechuje pelna anizotropia,
scharakteryzowana poprzez 21 modulow Ej;, Gij, Vij, Bijery 1 Ni)jks Jak opi-
sano w tab. 4.2. W takim przypadku odpowiednikiem sieci krystalicznej o
analogicznych cechach symetrii jest komoérka reprezentatywna o architekturze
sieci trojskosnej, rys. 6.1e.

a)

m///liq,q
k\ /’

o

polikrysztat izotropia (2 state) kompozyt 1zotropowy
(matryca Al zbrojona
czastkami ALO;+TiB,)

b)

ool

. \‘ J_

siec tetragonalna ptaska izotropia typu kompozyt o regularnym
teragonalnego (6 statych) uktadzie wiokien
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c)

ol
¢ o000 00
c oo o ) o ® ¢
\ xJ o ¢
(A XXX )
“ a a © 1
sie¢ heksagonalna ptaska izotropia typu 3 B
heksagonalnego (5 statych kompo_zyt 0 m.ljankOWym
d) niezaleznych) uktadzie wiokien
[ BN J
(N BN ]
[ 2 BN J
c
[ ]
0 [ ]
. —_—
b .
sie¢ ortorombowa ortotropia (9 statych) komopozyt ortotropowy
(zbrojony krzyzowo)
e)
‘. o 060|000
e o0 06 00
[ 2 I BN B BN J
c
@“ o0 000
0 e o0 0® 00
“' ecoeloooe
a
b

sie¢ trojskosna anizotropia (21 statych kompozyt anizotropowy
ale tylko 18 niezaleznych)  (matryca weglowa zbrojona
nieregularnie rurkami C)

Rysunek 6.1. Klasyfikacja kompozytéw z uwagi na posta¢ ich macierzy podat-
nosci [E] (kompozyt izotropowy, wg Tjong [153|, kompozyt anizotropowy, wg
Martin-Herrero [97]), w nawiazaniu do budowy sieci krystalicznych, wg Nye
[108]

W schematycznej reprezentacji macierzy sprezystosci krysztatu badz kom-
pozytu postuzono sie symbolika zaczerpnieta z Nye [108] oznaczajac: elementy
niezalezne e, zalezne o, identyczne e—e lub o—o.

Podkreslmy, ze omawiana analogia pomiedzy klasami symetrii krysztatow
na poziomie sieci krystalicznej, a klasami symetrii materialéw kompozytowych
na poziomie makro, ma jedynie znaczenie poroéwnawcze. Istotnie, symetria
krysztatu implikuje postaé i cechy symetrii macierzy sprezystosci krysztatu:
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sztywnosci S;; badZz podatnosci Cj;, utworzonych jako macierze reprezenta-
cji (2-rzedu) tensoréw sprezystosci krysztatu Sijr;, badz Cjjr (4-rzedu). Z
kolei przechodzac z poziomu atomowego (sieci krystalicznej) do poziomu ma-
kro (kompozytu), otrzymujemy odpowiednia symetrie analogicznych macierzy
sprezystosci zastepczej kompozytu E;j, badz E; ! utworzonych jako macierze
reprezentacji zastepczych (usrednionych w procesie homogenizacji) tensoréw
sprezystosci kompozytu Ejjp, badz E;]il Konieczne jest przy tym rozroznie-

Tabela 6.1. Rownania sprezystosci na poziomie krysztatu oraz makro

Notacja Poziom krysztalu | Poziom makro
) Y
(kr) (kr) .
Tensorowa | 0,7 = Sijriey, Oij = LuijkI€kl
(kr) _ (kr) |
Eijk = Cijklg}/:l €ij = Eijuom
Macierzowo az(. ) — Sij5§ 7) o; = Ejje;
(kr) _ ~ _(kr) o1
-wektorowa | ¢, = Cj;0; ei=FE; 0;
(kr) . _(kr)

nie naprezen i odksztalceni na poziomie krysztatu, o; y I od odpowiednich
zmiennych mierzonych na poziomie makro: makronaprezen i makroodksztal-
cen, o;j i g;5. Skladowe tensorow S;ji; i Cyji charakteryzyjace wlasciwosci
sprezyste krysztalu nazywane sa, w krystalografii, wspolczynnikami sprezy-
stosci i wspotczynnikami sztywnosci. Moze to by¢ nieco mylace przy przejéciu
na poziom analizy makro, gdzie skladowe tensoréw Ejjp; i Ez;lil nazywane sa,
odpowiednio, stalymi sztywnosci i statymi podatnosci. Podkreslmy, ze nie ma
bezposredniego przeniesienia stalych sprezystych krysztalu na stale sprezyste
materialu w skali makro (makrokompozytu), poréwnaj, np. Nye [108]. Na-
lezy tez pamietaé, ze w procesie wytwarzania kompozytéw pojawiaja sie czesto
naprezenia rezydualne pochodzenia termicznego, rézne w materiale matrycy i
zbrojenia (zwlaszcza dtugimi woknami). Réwnania sprezystosci (por. rozdz. 4)
nalezy wowczas wzbogaci¢ o cztony termiczne. Zakladajgc dla prostoty, ze w
trakcie wytwarzania kompozytu odksztatcenia maja nature wylacznie spre-
zysta, wystarczy postuzyé¢ sie odpowiednimi réwnaniami termosprezystosci.
Jednak przy schtadzaniu kompozytu moga pojawi¢ sie juz w fazie fabryka-
cji termoplastyczne zmiany mikrostruktury materiatu. W takim przypadku
analiza termosprezysta moze okazaé sie niewystarczajaca (por. Herakovich i
Aboudi [62]). Klasyfikacja rownan termosprezystosci kompozytow wedtug klas
symetrii zostanie przedstawiona ponize;j.

e,
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6.1.2. Kompozyt anizotropowy

Rownania termosprezystosci dla materiatu kompozytowego anizotropowego (w
skali makro), z efektami rozszerzalnosci termicznej, zapisane dla dowolnego
uktadu kierunkéw 1,2, 3, sa nastepujace:

B 1 _v21 V31 123(1) N31(1) M2 7]
(c11 En En En E11 F11 Fi1
_Vi2 1 V32 123(2) 131(2) M12(2)
€22 Eao Eo2 Eao Fao Fao Eao
_vi3 V23 1 1123(3) 131(3) 12(3)
€33 — Fs3 Fisg Fig3 Esg Fi33 Fsg X
v 71(1)23 77(2)23 77(3)23 1 31(23) 12(23)
23 Ga3 Ga3 Gas Gas Gas Gas
Y31 7(1)31 7(2)31 1(3)31 H(23)31 1 H12(31)
(31 G31 G31 Gs1 G31 G31
L V12 ) N(1)12 7(2)12 NnEy12 | H23)12 HB31)12 1
L G2 G2 G2 G2 G2 Gz |
)
011 a1
022 Q22
g [0
38 40 538 VAT (6.1)
To3 0
T31 0
\ 712 ) ( 0

Zauwazmy przy tym, ze deformacja termiczna jest z natury ortotropowa, po-
niewaz jest okreslona przez 3 niezalezne wspotczynniki oy;, natomiast o (7 #
j) sa zalezne przez kosinusy kierunkowe transformacji, wiazacej uktad kierun-
kéw dowolnych x, y, z, ze szczegdlnym ukltadem kierunkéw grtéwnych ortotropii
termicznej 1, 2, 3. Z kolei deformacja mechaniczna, opisana pierwsza macierza
(6 x 6) w (6.1), moze by¢ w pelni anizotropowa. Ostatecznie wiec, w tym
przypadku liczba niezaleznych modutéw materiatowych w ogblnym przypadku
anizotropii termosprezystej wynosi 21 = 18 4+ 3, bowiem w przypadku anizo-
tropii mechanicznej liczba niezaleznych stalych sprezystych jest rowna 18.

6.1.3. Kompozyt ortotropowy

Przechodzac do przypadku materiatu kompozytowego zaréwno mechanicznie
jak i termicznie ortotropowego, w réwnaniach (6.1) znikaja wspoétczynniki Ra-
binovicha 1) (9) 1 Chencova p; ) (3), zatem liczba niezaleznych moduléw
mechanicznych macierzy podatnosci ortotropii sprezystej E; ! badz sztywno-
sci Bj; redukuje si¢ do 21 — 12 = 9, natomiast liczba moduléw termicznych
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ortotropii a; pozostaje niezmieniona (3)

( 3\
€11

€22
€33
Y23
731
Y12 )

B 1

I _ a1 _ V31
E1 En E1 0 0 0 ( 011
—vi2 1 _vam | 0 0
Eao Eao 1E22 022
_ i3 __ V23 .
— FE33 FE33 F33 (1) 0 0 033
0 0 0 G—23 0 0 T923
0 0 0 |0 & o0 T31
31 1
0 0 0 0 0 &= T12
L 12 4
a1
22
33
AT
0
0
0

Odwrécenie zaleznoéci {e} = [E7!] {0}, na zaleznos¢ {o'} = [E]{e}, w przy-
padku ortotropii sprezystej nie jest operacja trywialna. Mozna to zrobi¢ w
spos6b numeryczny przez odwrdcenie macierzy podatnosci []E_l] do postaci

macierzy sztywnosci [E].

Elementy macierzy sztywnosci [E] mozna wyrazié

w spos6b jawny, poprzez kombincje 9 sktadowych inzynierskich dla materialu
ortotropowego, w nastepujacy sposob (poréwnaj, np. Tamma i Avila [152])

( \
011

022
033
023
031

g12 )

[ B Erge Euss| 0 0 0
E2211 Ea22o FEaoozz | 0 0 0
| E3311 E3320 Es333| O 0 0
o 0 0 0 Fo393 0 0
0 0 0 0 Fi313 0
L O 0 0 0 0 FE1i919
€11 — OzHAT
€929 — OéQQAT
€33 — OzggAT
Y23
Y31
Y12 J

gdzie elementy macierzy sztywnosci [E] wyrazone sa wzorami

Eiin =
Eq133 =
Eao33 =

1—vo3v
23V32 E
14 Jrl/ 1%
13 12723 E33

v23+vo1V
23 A21 13E33

Ea303 = Gag

__ Vi2+rigv
FEy19p = 125313532 o,

17
Eaogp = =¥ Eoy
1—viov
FE3333 = —x L E33

E1313 = G13 E1212 = G2

(6.3)
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natomiast symbolem A oznaczono
A =1 —viav9 — V13V31 — V23V32 — V12V/23V/31 — V21V13V/32 (6.5)

Zwroéémy uwage, ze pelna symetria ortotropowa oraz blokowa budowa obu
macierzy, sztywnosci w zwiazku (6.3) 1 podatnosci w zwiazku (6.2), zostala
zachowana i odnosi sie do kombinacji pewnych moduléw, a nie do samych
moduléw materiatowych, np.

Va1 V12 .

Ei129 = =— = = = En1 itd 6.6

Eyn Eg (6.6)
Wskutek tego tylko 9 modutéw mechanicznych ortotropii E11, Foo, Es3, V21, V31,
v30, Gaz, G131 G19 jest niezaleznych. Ostatecznie wiec, liczba niezaleznych mo-
dutéw materiatowych w przypadku kompozytu ortotropowo termosprezystego
wynosi 12 =9 + 3.

6.1.4. Kompozyt jednokierunkowy — poprzecznie izotropowy

Material poprzecznie izotropowy z efektami rozszerzalnosci termicznej jest opi-
sany za pomoca 6 stalych mechanicznych: Fy1 = Foo, E33, va1,V31 = V32, G12
i Go3 = (3 oraz 2 stalych termicznych a11 = o9, a33. W przypadku sy-
metrii tetragonalnej (por. podrozdz. 4.4) sze$¢ stalych mechanicnzych jest
niezaleznych

€11 %1%2 _% _% 8 8 8 011
€22 “FEu  Eu Enn 022
€33 _ —%‘1 —%{1 E%g 0 0 0 033
Yo3 0 0 0 gz 0 O 093
Y31 0 0 0 0 Gng 0 T31
iz ) | 0 0 0 |0 0 & ] U7m2) (6.7)

o1

o11

o33

+ 0 AT
0
0

Natomiast w przypadku symetrii heksagonalnej tylko 5 sposrod statych mecha-

nicznych jest niezaleznych, poniewaz G5 = 2(1%’/121) oraz 2 niezalezne moduly
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rozszerzalnosci termicznej: a1 = oo 1 aisg

1 v _va1
((en E En E 0 0 0 (o1
_bi2 1 _ v 0 0 0
€22 B E1 En 022
i3 __ Vi3 1 0 0 0
€33 _ B33 Ess Es3 . 033
Yo3 0 0 0 Cos ? 0 023
Y31 0 0 0 0 Gas 0 T31
(712 L o 0o 0o |0 o 2|l
( a1
a1
«
+{ =32V AT

(6.8)

W podobny sposéb, jak w przypadku ogolnej ortotropii, mozna odwrdcié
rownania konstytutywne termosprezystego materiatu poprzecznie izotropowego
klasy heksagonalnej do postaci gdzie symbol { }T oznacza wektor wierszowy
transponowany

T
{0'11’ 022, 033, 023, 031, 012} =

r (1—vizvs1)Enn

(v1i2+vi3vs1)Enn

(v13+v12v31)FE33 -
(1—1/13%31)]511 (u31+yﬁyl3)E33 8 8 8
A A
symetria % 0 0 0
0 0 0 Gaz O 0
0 0 0 0 Gas 0
L 0 0 0 0 0 2(1131;21) |

X {en1 —anAT, €32 — a1 AT, e33 — azz AT, 7o3, V31, 712}T
(6.9)

natomiast przez A oznaczono

A=1-— Vigl91 — 2 (1 + 1/21) V13V31 (610)

Podsumowujac: liczba niezaleznych zastepczych moduléw termosprezyste-
go kompozytu wykazujacego cechy symetrii poprzecznie izotropowej wynosi w
przypadku symetrii klasy tetragonalnej 8 = 6 + 2, a w przypadku symetrii
klasy heksagonalnej 7 = 5 + 2.
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6.1.5.

Kompozyt izotropowy

Material izotropowy mechanicznie i termicznie, z efektami rozszerzalnosci ter-
E,v (jednoczesnie zachodzi

micznej, posiada 2 niezalezne state mechaniczne:

G= ﬁ) oraz 1 izotropowy modut termiczny: «

(e ) L -z —L10 0 0 o1 o
€9 -z L —1% 0 0 0 02 o
£33 -z - % |0 0 0 033 @ a7 (611
Vo3 0 0 0|5 0 0 093 0 (6.11)
Y31 0 0 0|0 & 0 T31 0
Yo ) 0 0 0|0 0 T12 0

6.2. Efektywne macierze sprezystosci kompozytow —

homogenizacja
6.2.1. Problem homogenizacji wlasciwosci heterogenicznych

kompozytow

Opisane powyzej materialy kompozytowe sa ciatami dwu- lub wielosktadniko-
wymi na poziomie nano (nanokompozyty), wzglednie mikro (mikrokompo-
zyty). Z uwagi na rozne wlasciwosci sktadnikéw tworzacych kompozyt: osnowy
(najczesciej metalicznej, ceramicznej badz polimerowej) i czastek lub wiokien
zbrojenia (mikroczastki cermiczne badz metalowe, nanoczastki, wzglednie wto-
kna krotkie lub dlugie, ceramiczne, metaliczne lub inne), materialy kompozy-
towe sa materialami niejednorodnymi (heterogenicznymi), pomimo ze mate-
riaty sktadowe sg najcze$ciej homogeniczne. Na poziomie mikro na granicy
faz sktadowych wystepuja skokowe zmiany wtasciwosci termomechanicznych.
Metody usredniania objetosciowego (metody homogenizacji) stosowane w ana-
lizie wielofazowych kompozytdéw opieraja sie na zatozeniu, ze mozliwe jest uzy-
skanie przyblizonych wyrazen dla efektywnych wtasciwosci (homogenicznych)
poprzez usrednienie objetosciowe rzeczywistych wlasciwosci komponentow (he-
terogenicznych), lub naprezen i odksztatcen w tych komponentach. Konieczne
jest przyjecie w tym celu koncepcji istnienia powtarzalnego, reprezentatyw-
nego elementu objetosciowego (ang. representative volume element — RVE),
badz reprezentatywnej komorki jednostkowej (ang. representative unit cell
— RUC), dzielonej nastepnie na subkomorki. Wielkos¢ RVE — w przypadku
kompozytow czasteczkowych, badz wielkosé i geometria RUC — w przypadku
kompozytéow zbrojonych kierunkowo musi byé¢ dostatecznie duza, aby uchwy-
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ci¢ istote wlasciwosci i zachowania kompozytu. Réwnoczesnie musi by¢ wy-
starczajgco mala, aby zasadne byto odwzorowanie RVE badz RUC do poje-
dynczego punktu przynaleznego do jednorodnego pola deformacji, opisanego
przemieszczeniem u i gradientem Vu, tak ze $rednie (efektywne) odksztaltce-
nie wynosi € = %(VTu + Vu). Zauwazmy przy tym, ze sktadniki kompozytow
sa najczesciej na poziomie mikro (badZ nano) materiatami izotropowymi, na-
tomiast w skali makro, kompozyt wielofazowy moze by¢ albo izotropowy, albo
tez anizotropowy (np. w przypadku kompozytow wldknistych o kierunkowym
zbrojeniu).

W przypadku kompozytu o cechach izotropowych w skali makro, zwanego
potocznie kompozytem czasteczkowo-zbrojonym (np. kompozyty wzmacniane
mikro- lub nanoczasteczkami, badz krotkimi mikro- lub nanowloknami), dla
prawidlowego przeprowadzenia homogenizacji wlasciwosci materiatéw sktado-
wych kompozytu wielofazowego, wystarczajace jest stosowanie klasycznych
metod usredniania: reguty Voigta [158] (ang. Voigt estimation) lub reguly
Reussa [124] (ang. Reuss estimation), znanych rowniez pod nazwa regul mie-
szania. W najprostszym przypadku dwoch izotropowych faz sktadowych spro-
wadzaja si¢ one, odpowiednio, do prostych regut mieszania

P =P,V + P.V. regula Voigta

1 Vo W
== —+ = regula Reussa
P Pn P 5

(6.12)

w ktoérych P, i P. oznaczaja stale sprezystosci faz sktadowych, np. moduly
Younga Fy, i E. oraz moduty Kirchhoffa Gy, i G, materiatéw sktadowych —
matrycy i czastek zbrojenia, natomiast P oznacza odpowiednio moduly efek-
tywne, E i G uérednione na poziomie RVE. Symbole Vi, i V. oznaczaja udziat
objeto$ciowy faz, bez uwzglednienia wpltywu ich rozmieszczenia, np. lokalnej
koncentracji, w komoérce RVE o czysto przypadkowej mikrogeometrii: wielko-
Sci, ksztattu i rozmieszczenia obu faz sktadowych, por. rys. 6.2a.

Reguly mieszania, Voigta i Reussa (6.12), prowadza do dwoch roznych
oszacowan wartosci usrednionych stalych sprezystosci izotropowego, homoge-
nicznego kontinuum, £ i G. Mozna zbudowaé elementarne, dwusktadnikowe
schematy mechaniczne pozwalajace wyprowadzi¢ te wzory (rys. 6.3).

W schemacie rys. 6.3a (reguta mieszania Voigta) prety o przekrojach Ay,
i A. odpowiadajgce materiatlowi matrycy i czastek sa potaczone w sposdb
rownolegly | = [, = [.. W takim przypadku catkowita sita przenoszona przez
element jest suma sil przenoszonych przez matryce i czastki zbrojace

F=Fy,+F, (6.13)
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usrednione
naprezenie
b) F, w RVE
homogenizacja !
O,
E E ! FE
52 (L — i >2
1
mikronaprezenie t
W matrycy | /T
mikronaprezenie Fi ‘l’ Fi

w zbrojeniu

Rysunek 6.2. Reprezentatywny element objetosciowy RVE: a) material hete-
rogeniczny w skali mikro, b) material homogeniczny w skali makro

a) __ b ) /

En  |Ec EnA Jl -
/ m|] /
i

&}
pN|

L E

Rysunek 6.3. Zastepcze schematy mechaniczne dla regut mieszania: a) regula
Voigta, b) reguta Reussa, c¢) zastepczy material homogeniczny

Usérednione wydltuzenie uktadu jest rowne wydtuzeniu pretéw sktadowych
Al = Aly, = Al (6.14)

Zatem, na mocy prawa Hooke’a, zastosowanego zaréwno dla pretéow sktado-
wych reprezentujacych matryce i czastki zbrojace, jak i dla elementu usred-
nionego rys. 6.3¢, wzor (6.14) mozna zapisa¢ rownowaznie

Fl Finl Fl
EA EmAm ECAC

skad, po podzieleniu przez [ oraz uwzglednieniu A = A, + A., dochodzimy do
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rozdziatu sity

EnAy E.A
Fp=—"" F F=—%° F (6.16)
E(An, + Ae) E(An + Ae)

Wykorzystujac wreszcie zaleznosé (6.13), otrzymujemy po uproszczeniu

1== B A + = B (6.17)
E(An+A) E(An+ Ae)

badz réwnowaznie

E=FEnVn+EV,=E" (6.18)
gdzie udzialy objetosciowe matrycy i czastek oznaczono

Am A
Vih=—" Voe=—— 6.19
AL+ A C A + A (6.19)
W schemacie rys. 6.3b (reguta mieszania Reussa) oba prety o diugosciach
Im 1 lc sa polaczone w sposéb szeregowy, przy czym Ap, = Ac = A. W tym
przypadku obowiazuje zatem

F=F,=F, (6.20)

oraz

Al = Alyy, + Al (6.21)

Po zastosowaniu wzoréw Hooke’a dla schematu rys. 6.3b i uktadu zastepczego
rys. 6.3c, otrzymujemy

Fl _ Fly L Tl
EFA EuA E.A

(6.22)

skad, po uproszczeniu przez F i A, oraz wykorzystaniu wyrazen dla udziatéw
objeto$ciowych matrycy i czastek

lm le
- _ 2
Yw="7 YT (6.23)

dochodzimy ostatecznie do oszacowania Reussa

1 Vi V. 1
— =t =— (6.24)

E Em Ec E
Bezposrednie zastosowanie regul mieszania Voigta i Reussa do kompo-
zytéw anizotropowych nie jest mozliwe, bowiem opieraja sie one jedynie na
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udziale objetosciowym matrycy i zbrojenia (V;, i V¢), ale nie uwzgledniaja
rzeczywistej geometrii i rozktadu obu sktadnikéw. Reguly mieszania sa zatem
czesto niewystarczajace dla prawidtowego oszacowania wielkosci efektywnych
realnego kompozytu, np. kierunkowo-zbrojonego. Bardziej wspoétczesne mi-
kromechaniczne modele homogenizacji, uwzgledniaja nie tylko same udzialty
objetosciowe sktadnikéw, ale réwniez konfiguracje, geometrie i koncentracje
faz sktadowych. Nalezg tu takie metody homogenizacji jak: model wspélosio-
wych cylindréw (ang. Concentric Cylinder Assembly — CCA), Hashin i Rosen
[57], metoda homogenizacji Mori—Tanaka (ang. Mori-Tanaka Homogenisation
Method — MT), Mori i Tanaka [101], uogélniona metoda komoérek (ang. Gene-
ralized Method of Cells— GMC), Paley i Aboudi [111] i metoda kompatybilnych
odksztalceni (ang. Strain Compatibile Method of Cells — SCMC), Gan i inni
[45].

Nie wchodzac zbyt gleboko w szczegdly mozna stwierdzi¢, ze kazda z
tych mikromechanicznych metod aproksymacyjnych opiera sie na zatozeniach
uproszczajacych. Na przyktad, metoda GMC nie uwzglednia efektu sprzezen
$cinania poprzecznego, ktére moga wystapi¢ w kompozycie poddanym napreze-
niom normalnym. Od tej wady wolna jest metoda SCMC. Zaréwno GMC
jak 1 SCMC spelniaja natomiast zalozenia ciaglosci przemieszczen na grani-
cach komoérek i subkomorek, oraz statego odksztatcenia wewnatrz subkomorek.
Ponadto, zar6wno mikronaprezenia jak i mikroodksztatcenia na poziomie ko-
morek sa periodyczne i powtarzalne w skali makro. Przyktadowy przekréj 2D,
jednostkowej komorki reprezentatywnej RUC kompozytu jednokierunkowego,
podzielonej na subkomorki o réznych wlasciwosciach materialu matrycy lub
wiokna (m lub f), przedstawiono na rys. 6.4. Na poziomie subkomorki hgly
obowiazuje lokalne réwnanie sprezystosci wiazace lokalne zmienne w subko-
morce €7 i ¢(#) (mikroodksztalcenia i mikronaprezenia)

o = Sun'en” (6.25)

natomiast Sl(f lzl) oznacza lokalna macierz (tensor) sztywnosci subkomorki (5),

inng dla matrycy Sl(ﬁg i wtokna Sz(]f])d Usrednione wewnatrz RUC, efektywne

odksztalcenie i naprezenie — €;; i 0;; aproksymowane sg wzorami

o LR, o
Eij = m % ; hﬁl’YEij

N, (6.26)

_ 1 (57)
045 = m%;hﬁl’)’azj
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e f. (sub-komérka)
Nﬁ -"[«(/mh— m (Sub-Komorka

BN
/ V'

Rysunek 6.4. Przyktadowa geometria reprezentatywnej komoérki jednostkowej
RUC-2D o wymiarach hl, podzielonej na subkomorki ls,m)h(ﬂm) (matryca) i
lg,f) hg) wlokno, aproksymujacych kotowe widkna zbrojace kompozyt jednokie-
runkowy (7 — 0§ wzdluzna, zo, x5 — przekrdj poprzeczny)

Przez odwrocenie tych zaleznosci do postaci a(ﬁ ) (8i) oraz a(ﬁ ) (745) i podsta-
wienie do lokalnego réwnania sprezystosci (6. 25) na pomomle subkomorki (-,
dochodzimy do réwnania sprezystosci na poziomie RUC, wiazacego usrednione
naprezenie z usrednionym odksztalceniem o;; i €;;, mianowicie

Ng Ny

~~

Sijmn

gdzie Agimn jest tzw. tensorowym operatorem koncentracji, o sktadowych
A%gl)n umozliwiajacych rozréznienie wlasciwosci faz sktadowych — matrycy i
wlokna. Wprowadzajac oznaczenie dla usrednionego tensora sztywnosci kom-
pozytu ?ijmn na poziomie RUC, dochodzimy do usrednionego réwnania spre-
zystosci wewnatrz RUC w postaci

Tij = Sijmngmn (6.28)

Tensor S;jmn oznacza usredniony tensor sprezystosci kompozytu, wyrazony
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(67)

klmn OTAZ tensor wspol-

przez lokalne tensory sprezystosci w subkomoérkach S

czynnikéw koncentracji Ag%)n. Ostatecznie wiec, rownanie (6.25) jest rowna-

niem sprezystosci na poziomie mikro (subkomorki), natomiast rownanie (6.28)
przedstawia réwnanie sprezystodci usrednione na poziomie RUC.

Poshugujac sie notacja macierzowa, oraz oznaczajac zhomogenizowana ma-
cierz sztywnosci wewnatrz RUC przez E = S, mozemy zapisa¢ oba réwnania
w réwnowazne]j postaci

o#1) = sBNeB)  (poziom subkomorki) (6.29)

o =Fe (poziom RUC) '

6.2.2. Efektywne moduly sztywnosci kompozytu
jednokierunkowo zbrojonego za pomoca dlugich wlo-
kien

Ostateczna postaé efektywnych macierzy sprezystosci kompozytu E lub B
zalezy nie tylko od wyboru metody homogenizacji (np. Reuss, Voigt, GMC,
SCMC), ale takze od wyboru komorki reprezentatywnej RUC.

Przedstawimy obecnie dwie podstawowe, regularne, powtarzalne konfigu-
racje wtokien w skali makro w kompozycie jednokierunkowo zbrojonym o sy-
metrii poprzecznie izotropowe;j.

W przypadku symetrii klasy tetragonalnej (ang. square array) wiokna
rozmieszczone sg w rownoleglych rzedach i szeregach odlegtych o wymiar a
(rys. 6.5a). Takim rozmieszczeniem witokien postuguja sie miedzy innymi
Tamma i Avila [152], Wiirkner i in. [163]|. Z kolei w przypadku symetrii klasy
heksagonalnej (ang. hazagonal array) wiokna rozmieszczone sa w rownoleglych
rzedach odleglych o wymiar a, z naprzemiennym przesunieciem kolejnych rze-
dow o wymiar a/2 (rys. 6.5b). Taki uktad wlokien jest wykorzystywany np.
przez Herakovicha i Aboudiego [62], Sun i Vaidya [146| oraz innych autorow.
Rozmieszczenie widkien w kompozycie w skali makro jest punktem wyjscia
do definicji reprezentatywnej komorki jednostkowej (Representative Unit Cell
RUC), ktora nalezy postugiwaé sie podczas symulacji numerycznych przy za-
stosowaniu wybranych regul homogenizacji (por. podrozdziat 5.3.1). Wycho-
dzac z konfiguracji wlokien w symetrii tetragonalnej (rys. 6.7a) badz heksago-
nalnej (rys. 6.7b) mozna zdefiniowa¢ rézne komorki reprezenatywne (por. Sun
i Vaidya [146]). W przypadku symetrii tetragonalnej wybor komoérek RUC zi-
lustrowano na rys. 6.6a. Natomiast w przypadku symetrii heksagonalnej rozne
definicje komoérek RUC pokazano na rys. 6.6b.
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Zwroémy uwage, ze komoérki RUC typu tetragonalnego charakteryzuja sie 4
osiami symetrii geometrycznej, natomiast komoérki RUC typu heksagonalnego,

a) b)
Y Y

a a

Rysunek 6.5. Dwie regularne konfiguracje wtokien w kompozycie jednokierun-
kowo zbrojonym, poprzecznie izotropowym (skala makro): a) symetria tetra-
gonalna, b) symetria heksagonalna

a)

Rysunek 6.6. Komorki reprezentatywne RUC — symetria heksagonalna:
a) rozny wybor powtarzalnej komorki, b) rozmieszczenie wtokien w komorce
RUC, c) ksztalt subkomorek RUC z wykorzystaniem symetrii
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Rysunek 6.7. Komorki reprezentatywne RUC — symetria tetragonalna:
a) rozny wybor powtarzalnych komorek, b) rozmieszcezenie wiokien w RUC
przed wykorzystaniem symetrii, c¢) ksztalt subkomorek RUC z wykorzysta-
niem symetrii

wpisane w kwadrat 2a x 2a lub prostokat a x 2a, maja po dwie osie symetrii,
pomimo ze szesciokat (heksagon) ma w istocie 6 wlasnych osi symetrii geome-
trycznej. Wyboér subkomoérek do symulacji numerycznej w celu homogenizacji
jest jednak dowolny.

Przystapimy obecnie do krytycznego omoéwnienia zaczerpnietych z litera-
tury wynikéw symulacji numerycznych dla kompozytéw poprzecznie izotro-
powych typu Boron/aluminium przy réznych wtasciwosciach sktadnikow oraz
roznych topologiach rozktadu wldkien z zastosowaniu metod homogenizacji
opartych na FEM, GMC i SCMC. Sun i Vaidya [146| przyjeli do analizy wtla-
Sciwosci dla widkien Boronu i matrycy aluminiowej przedstawione w tab. 6.2.
Kluczem do rozréznienia zachowania sprezystego kompozytu zgodnie z klasa
symetrii tetragonalnej badz heksagonalnej jest liczba niezaleznych statych ma-
teriatlowych. W przypadku ptaskiej izotropii typu tetragonalnego materiat
kompozytowy scharakteryzowany jest przez 6 niezaleznych stalych material-
WyCh EH = EQQ, E33, G23 = E13, V21, V31 = UV32. Natomiast w przypadku,
plaskiej izotropii typu heksagonalnego modut Scinania w ptaszczyznie izotropii
G129 jest powigzany z modulem Younga w tej ptaszczyznie E1; oraz odpowied-
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Tabela 6.2. Wartosci modutéw materiatowych komponentéw kompozytu
Boron/Al, wg Sun i Vaidya [146]

Materiat E |GPa] | v
W1é6kno Boron 379.3 0.1
Matryca Al 68.3 0.3

nim wspoétczynnikiem Poissona v9; zapomoca znanej relacji obowigzujacej dla

o$rodka izotropowego
FE1

2(1 -+ 1/21)
Przeanalizujemy obecnie wyniki zawarte w tab. 6.3 z punktu widzenia zalez-
nosci (6.30). Z zestawienia pokazanego w tab. 6.4 wynika, ze przy zastosowaniu

Gy = (6.30)

Tabela 6.3. Wartosci sprezystych statych materialowych kompozytu Boron/Al,
wg Sun i Vaidya [146]

State materiatowe FEM Symulacje numeryczne
kompozytu Sun i Vaidya [146]

Boron/Al square | heragonal | Chamis [21] Hashin
(Vi =0.47) array array i Rosen [57]
EH = E22 [GPa] 144 136.5 156 139.1
Es3 [GPal 215 215 214 215
Gas = Gi3 [GPa| | 57.2 54.0 62.6 53.9
Gio [GPa] 45.9 52.5 43.6 54.6
Vo1 0.29 0.34 0.31 0.31
V31 = V32 0.19 0.19 0.20 0.195

podejscia FEM, przy uzyciu komoérki RUC o symetrii heksagonalnej, podobnie
jak w symulacjach wg Hashina i Rosena [57], mamy do czynienia z kompozytem
poprzecznie izotropowym klasy heksagonalnej. Natomiast przy zastosowaniu
komorek RUC o symetrii tetragonalnej oraz w symulacjach wg Chamisa [21]
kompozyt zachowuje sie jak materiat klasy tetragonalnej.

W literaturze wystepuje duza rozbieznos¢ dotyczaca zaréwno wlasciwosci
sktadnikow kompozytu tego samego typu jak réwniez wynikéw otrzymanych
przy zastosowaniu roznych metod homogenizacji (np. FEM, GMC, SCMC
itd).
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Tabela 6.4. Klasyfikacja kompozytu Boron/Al do klasy tetragonalnej badz
heksagonalnej w zaleznosci warto$ci modutu Kirchhoffa G5, wg Sun i Vaidya
[146]

Sun i Vaidya [146] Chamis Hashin
square array | hexagonal array [21] i Rosen [57]
G12 [GPa) 45.9 52.5 43.6 54.6
Gi2 = gt 55.8 50.9 59.5 53.1
% rozbieznosci 171 31 26.7 238

Omoéwimy obecnie wyniki zawarte w pracy Gan i inni [45] dotyczace row-
niez kompozytu typu Boron/Al o wtasciwosciach przedstawionych w tab. 6.5.

Tabela 6.5. Wartosci modutéw materiatowych komponentéw kompozytu
Boron/Al, wg Gan i inni [45]

Materiat E |GPa] | v
Wiékno Boron | 413.7 0.2
Matryca Al 55.16 0.3

Podkreslmy duze rozbieznosci danych wyj$ciowych komponentéw uzytych
do symulacji Suna i Vaidya [146] w poréwnaniu z danymi uzytymi przez Gana
1 inni [45]. Gan i inni [45] zastosowali do symulacji rozne rozklady wiokien
Boronu w komoérce RUC: rozktad przypadkowy, pojedyncze widkno kwadra-
towe oraz rozktad o symetrii heksagonalnej, przy uzyciu rozktadu przypadko-
wego, opartych na metodach homogenizacji FEM, GMC i SCMC jednak bez
wstepnego zalozenia o grupie symetrii poprzecznie izotropowej. Wyniki zesta-
wiono w tab. 6.6. Powyzsze wyniki potwierdzaja wystepowanie grupy symetrii
poprzecznie izotropowej (E11 = Eao, Gag = G13,v31 = v39). Dalsze rozstrzy-
gniecie o przynaleznoéci do klasy tetragonalnej badz heksagonalnej moze by¢
dokonane przez sprawdzenie spetnienia warunku (6.30). Analiza wynikow uje-
tych w tabeli 6.7 prowadzi do wniosku, ze rozpatrywany kompozyt wykazuje
klase symetrii tetragonalnej dla metod homogenizacji GMC i SCMC, bowiem
warunek (6.30) nie jest spelniony. Natomiast w przypadku metody homogeni-
zacji FEM spelnia on w przyblizeniu warunki dla klasy symetrii heksagonalne;j.
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Tabela 6.6. Wartosci sprezystych statych materiatlowych kompozytu Boron/Al,
wg Gan i inni [45]

State materiatowe Metody homogenizacji
kompozytu Boron | (przypadkowy rozklad wlokien)
/AL (Vk = 0.5) FEM | GMC SCMC
Ey1 [GPal 138.5 | 117.9 131.0
Ey |GPa| 137.3 | 113.1 128.6
E33 [GPal 234.7 | 234.7 234.7
Gas |GPal 60.48 | 42.94 58.51
G13 |GPal 60.99 | 40.53 58.77
G12 [GPa] 54.78 | 37.78 50.70
Va1 0.3078 | 0.3289 0.3182
V31 0.2361 | 0.2446 0.2387
V3o 0.2369 | 0.2492 0.2405

Tabela 6.7. Poréwnanie moduléw Gio obliczonych metodami FEM, GMC,
SCMC dla kompozytu Boron/Al przy uzyciu rozktadu przypadkowego wg Gan
i inni [45] z wartosciami przewidywanymi wedlug wzoru (6.30)

FEM | GMC | SCMC
G12 |GPa] 54.78 | 37.78 | 57.70
G2 = % 52.7 | 43.45 | 49.23
% rozbieznosci | -3.9 13.0 -17.2

Wyniki symulacji numerycznej dla rozktadu tetragonalnego wtokien uzy-
skane przez Gan i inni [45] dla kompozytu Boron/Al, przy uzyciu roéznych
geometrii RUC (przypadkowej, badz regularnej — tetragonalnej) rys. 6.8 po-
twierdzaja wyraznie wpltyw rozktadu zbrojenia (czyli tensora koncentracji zde-
finiowanego w 5.3.1, opisujacego ten rozklad). Symulacje prowadzone dla bar-
dziej zaawansowanych modeli homogenizacji (FEM, SCMC, GMC) zaznaczone
na tym rysunku, w poréwnaniu z regulami mieszania opartymi jedynie na
udziale objetosciowym (Reuss, Voigt), potwierdzaja w zasadzie twierdzenia
o gornym (Voigt) i dolnym oszacowaniu (Reuss). Przedstawione na rys. 6.8
i rys. 6.9 wyniki symulacji numerycznej przy uzyciu réznych regul homoge-
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nizacji (FEM, GMC, SCMC) w odniesieniu do klasycznych regut mieszania,
opartych na udziale objetosciowym V; wytacznie (Reuss, Voigt), sktaniaja do
dalszych spostrzezenn. Mozna zauwazy¢, ze aproksymacje Voigta i Reussa okre-
slaja, odpowiednio, gérne i dolne oszacowanie wspoéiczynnikéw macierzy spre-
Zystosci kompozytu (Herakovich [61]) rys. 6.8. W szczegolnosci, w kompozycie
zbrojonym jednokierunkowymi witéknami o symetrii poprzecznie izotropowej,
aproksymacja Reussa prowadzi do btednego oszacowania modutu osiowego Fs3
(przeciwnie niz aproksymacja Voigta, ktora prowadzi do poprawnych warto-
§ci). Z kolei moduly Scinania Gag = G113 1 G2 na ogdt sa lepiej aproksymo-
wane za pomoca reguty Reussa, niz reguly Voigta. W drodze prezentowanego

a)

2

5 x10
~ | + FEM
450 4 GMC

4 oscMC e

0 0102030405060708009 1

c) V
5 10°
1.8 *FEM
— 1l 2GMC -
£ Ol eseMe g
S 141 %
- 12}
&)
I

0 0.10.203040506070809 1 0 0.10203040.506070809 1
Vi Vi

Rysunek 6.8. Poréwnanie réznych aproksymacji inzynierskich statych spre-
zystosci kompozytu kierunkowo-zbrojonego boron/Al, wg Gan i inni [45], w
zestawieniu z przypadkowym rozkladem materiatu zbrojacego (Voigt i Reuss),
wg Gan i inni [45]

eksperymentu numerycznego (Gan i inni [45]) wyznaczono 6 moduléw zastep-
czych sprezystosci F11 = Fao, E33,G1o, Gog = G13 rys. 6.8a—d oraz rys. 6.9a-b
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Vo1, V31, wszystkich w funkeji udziatu objetosciowego V¢ € [0,1]. Odpowiada
to usrednionej macierzy sztywnosci E;; materiatu ortotropowego, dla ktorego
rOwnanie sprezystosci przybiera postaé

(T [ Eu Ep Eng
022 Ey Eys
o33 | _ Es3 |
Tog [ Gaz
T31 G13
T12 L G2 |

P
€11

€22
€33
V23
V31
Y12 )

(6.31)

gdzie Fll = EQQ,Fgg,égg = élg,alg,ﬁlg,ﬁlg = EQ:} OZH&CZ&jQ 6 nieza-
leznych elementéw usrednionej macierzy sprezystosci E,-j. W dalszym ciagu
mozna wyrazié¢ elementy macierzy Eij przez inzynierskie stale sprezystosci wy-
znaczone w eksperymencie Gan i in. [45]|, uwzgledniajac poprzeczna izotropie

2) b)
0.4 0.4
0.35 0.35
0.3 0.3
025 _0.25
) =02
0.15- 0.151
0.1 F +FEM 0.1 + FEM

0 0102030405060708009 1

4

0102030405060.70809 1

Vi

Rysunek 6.9. Poréwnanie rozbieznosci regul mieszania do bardziej zaawanso-
wanych aproksymacji wspotczynnikow Poissona v3; 1 vo1, wg Gan i inni [45]

M (1—vi3v31)En (V12+V1ZV31)E11 (V13+V1zl/31)E33 0 0 0 ]
(1—vi3vs1)E1n (V31+V2K/13)E33 0 0 0
[E] = symetria % 0 0 0
0 0 0 Goz 0 0
0 0 0 0 Gos 0

I 0 0 0 0 0 G|
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N1

“

Zastosowano tutaj oznaczenie A = 1 — viov9; — 2 (1 4 v91) v13v31. Macierz
(6.32) zawiera 6 niezaleznych stalych materiatowych, np. Fii, Es3, G2, Gas,
vs31,Vo1. Zauwazmy, ze twierdzenie o oszacowaniu gérnym i dolnym (przez
reguly Voigta i Reussa) obowiazuje tylko dla 5 stalych materialowych: dwoch
moduléow Younga Fip, E33 oraz dwoch moduléw Kirchhoffa Ga, Gas (z diago-
nali), mianowicie

—R -V

Ellz{l(vf) < En < E{/l(vf) (6.33)
E33(Vt) < B33 < E33(V%)

—R —V

G%{Q(‘/f) < G2 < G%/Q(Vf)

Gas (Vi) < Gag < Gog(Wr)

natomiast oszacowania stalej Poissona w plaszczyznie ortotropii (U3R1 i ﬁgl)
zamieniaja sie rolami
73 (Vi) < var < 75 (V) (6.34)

Stata Poissona w plaszczyznie izotropii vo; wyznaczona w pracy [45], ktora
nie spetnia warunku (6.30), nie podporzadkowuje sie regule oszcowania gor-
nego i dolnego przez wzory Voigta i Reussa. Do wynikéw tych nalezy podcho-
dzi¢ ostroznie. W symulacjach Gana i innych [45] uzyskano z roéznych metod
homogenizacji wyniki usrednionej statej Poissona w plaszczyzZnie poprzecznej
izotropii wykraczajace poza skrajne wartosci dla obu skladnikéw uzytych do
symulacji vo1 (Vs = 0.0) = 0.3 oraz v91(V; = 1.0) = 0.2. Maksymalne warto-
Sci vo1 uzyskane ze wszystkich metod homogenizacji osiagaja poziom ~ 0.35.
Pokrewny problem zostal rozwazony przez Liu i innych w pracy [92]. Analizo-
wano biokompozyt warstwowy (copper/PDMS) poprzecznie izotropowy klasy
heksagonalnej. Autorzy stwierdzili, ze efektywne moduly Younga zaréwno
w kierunku poprzecznym jak i wzdluznym moga przekroczyé nie tylko osza-
cowanie Voigta, lecz réwniez wartosé¢ sztywniejszego sktadnika kompozytu w
przypadku gdy jeden ze skladnikéw jest bliski niescigliwosci.

Ponadto, wszystkie zmienne nadkreslone 7;; i €;; oznaczajg odpowiednio,
naprezenia i odksztatcenia efektywne, usrednione po RUC, w odréznieniu od
zmiennych lokalnych ;i €;; na poziomie subkomorki (poziom mikro).
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6.2.3. Aproksymacja mechanicznych modutéw anizotropii
kompozytu Boron/Al na podstawie oszacowan Voigta
i Reussa

Przypomnijmy na wstepie, iz reguly mieszania Voigta (6.121) i Reussa (6.125)
sg oparte na zaltozeniu przypadkowego rozkladu komponentéw w objetosci ko-
morki reprezentatywnej (RUC). Zastosowanie powyzszych regul do statych
sprezystosci kazdego z komponentéw: matrycy En, G, 1 widkna Ef, Gt, pro-
wadzi w rezultacie do usrednionych statych wedlug Voigta EV, @V lub Reussa
ER,GR. W punktach koncowych V; = 0 lub V; = 1 oszacowania Voigta
i Reussa zbiegaja sie, odpowiednio do wartosci modutéw matrycy i widkna,
ktore dla rozpatrywanego kompozytu sa podane w tab. 6.5. Sprawa ta wymaga
jednak szerszej dyskusji. Zakladajac mianowicie identyczne wtékna o prze-
kroju kotowym utozone w sposéb regularny badz w uktadzie tetragonalnym,
badz tez w heksagonalnym, otrzymujemy odmienne graniczne wartosci mak-
symalnej gestosci upakowania wlokien w kompozycie Vipax (por. rys. 6.10).
Widaé¢ wyraznie, ze maksymalna gestos¢ upakowania

a)
a 2 E a E r= (1/2
% 7 a Vo =nrdad=n/4=78.5%
a a

b) {24

a

r=aj2
= « N 372 T
—_——_— = — 0
a . Vinax 3J§a2 3 90.7%

a

Rysunek 6.10. Tlustracja maksymalnego upakowania identycznych witékien o
przekroju kolowym w RUC o symetrii: a) tetragonalnej, b) heksagonalnej

wedlug symetrii tetragonalnej Vinax = 78.5% jest istotnie mniejsza od odpo-
wiedniej wartosci dla symetrii heksagonalnej Vipax = 90.7%. Teoretycznie jesz-
cze wieksze wartosci maksymalnej gestos$ci upakowania wlokien mogg by¢ uzy-
skane jedynie w przypadku witékien o przekroju kotowym, lecz o réznych Sred-
nicach badz tez przy zastosowaniu witokien o innej geometrii. Jednakze, przyj-
mujac do homogenizacji wlasciwosci mechanicznych identyczne wtokna kotowe
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w jednym z dwoch powyzszych uktadéw regularnych kompozytu poprzecznie
izotropowego, przekraczanie maksymalnych gestodci upakowani Vi > Vi .y jest
trudne do wyjaénienia. W konsekwencji wyniki homogenizacji Voigta badz
Reussa dla V; =2 1 maja wylacznie znaczenie teoretyczne. Podobne zastrzeze-
nia mozna sformutowaé¢ dla wynikéw homogenizacji w otoczeniu punktu V¢ 22 0,
gdzie pojecie kompozytu traci sens.

Przejdziemy obecnie do szczegbtowej analizy wynikéw zaprezentowanych
przez Gana i innych [45]. Zwréémy uwage, ze oszacowania regulami Voigta i
Reussa 7V/R, dla piatej stalej v3; (rys. 6.9a 1 b) uzyskano poprzez zastosowanie
stosownych regul mieszania dla skladowych tensora sztywnosci E;ji; matrycy
i wiokna (por. (4.4))

mt ot B (6.35)
1122 — (1 + I/m/f)(l _ 2ym/f) ’
Stosujac dla nich mieszanie wedtug regut Voigta i Reussa otrzymujemy
—=V
El12s = Efin(1 = Vi) + Ef 100 Vi
I _(1-W, v (6.36)
B Pl Bl
gdzie
=V/R_v/R
— E
R v (6.37)

1122 = (1+7V/R)(1 — 20V/R)

Rozwiazujac powyzsze rownania z uwagi na usrednione wartosci wspotczynni-
kéow Poissona 7V, 7%

wedtug wzorow

oraz wykorzystujac moduly Younga EV,ER usrednione

E'(V;) = E™(1 - W) + E'V;

L 1% Y (6.38)
—R - m f
E(v) F b

gdzie E™ i E' oznaczaja moduty Younga aluminium oraz Boronu (wg. tab.
6.5), otrzymujemy

—V/R —V/R —V/R —V/R —V/R ~V/R
\/(1 - E11/22/E / ) (1 + 7E11/22/E / ) +1- E11/22/E /
SV/R _

—V/R

(6.39)
—=V/R
4E1122/E /
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Alternatywnie, stosujac reguly Voigta lub Reussa bezposrednio do statych Po-
issona dla aluminium »™ i Boronu v (tab. 6.5) otrzymujemy inne oszacowania
7V =1 - W)+ vV

1 1-Vi Wi (6.40)
TR om Tt

Usérednione wartosci stalych materialowych FEq1, F33,G1a, Gao3 oraz vsp
kompozytu kierunkowo zbrojonego boron—Al zostaty otrzymane w przez Gana
i innych w pracy [45] przy zastosowaniu trzech roznych, skomplikowanych re-
gut homogenizacji: FEM, GMC i SCMC. Zamiast powyzszych ztozonych regut
homogenizacji proponujemy prostg regute usredniania gérnego i dolnego kresu
(6.33-6.34). Jako wzorzec przydatnosci zaproponowanej reguly “supermiesza-
nia” przyjmujemy wyniki symulacji wedtug metody homogenizacji SCMC. Z
poréwnania wynikow homogenizacji SCMC dla réznych modutéw materiato-
wych z odpowiednimi ich oszacowaniami wedtug regut mieszania Voigta lub
Reussa (rys. 6.8 1 6.9) wynika koniecznos$é okreslenia 5 wspotczynnikow wago-
wych w regule supermieszania obu oszacowan. Innymi stowy, w wyniku usred-
nienia dwoch izotropowych oszacowari, Voigta i Reussa, otrzymujemy aprok-
symacje modutéw kompozytu o cechach anizotropowych. Przyjmujac, dodat-
kowo, niezalezno$é¢ wspoélczynnikéw od udzialu objetosciowego Vi, dla okre-
slenia tych wspotczynnikow ai, g, as, ag oraz as (a; € [0, 1]) postuzymy sie
wartosciami statych homogenizacji SCMC dla wybranego udzialu objetoscio-
wego Vi = 0.5. Oczywiscie, reguly supermieszania zapewniaja réwniez Sciste

spelnienie wartosci na obu brzegach, V; =01 V¢ = 1.

Proponowane regutly supermieszania przyjmuja zatem postac

( )
Eg3(Vi) = asFgs (Vi) + (1 — a3) B (V) (6.41)
Gia(Vi) = a3Go(Vp) + (1 — a3)Gy (Vi) |
Gos(Vi) = auGog(Vi) + (1 — aa) Gy (V5)
oraz
U31(V) = a5y, (Vi) + (1 — a5) 75 (V) (6.42)
przy czym obowiazuja odpowiednie warunki zgodnosci dla V¢ = 0.5
En (Vi = 0.5) = EJMO(1; = 0.5)
E33(Vi = 0.5) = B§PMC(V; = 0.5)
Gi2(V; = 0.5) = GSSMC (1} = 0.5) (6.43)
Gas(V = 0.5) = G5$MO(V; = 0.5)

U31(V; = 0.5) = v5°MC(1; = 0.5)
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Obliczone wspoblczynniki wagowe wynosza a; = 1.000, ag = 0.135, g = 0.200,
ay = 0.200,a5 = 0.700. Wyniki zastosowania powyzszej reguly supermie-
szania obu kreséw, gornego i dolnego, do niezaleznych statych inzynierskich,
przedstawiono na rys. 6.11a—d oraz rys. 6.12, w poréwnaniu do wynikéw ho-
mogenizacji metoda SCMC (wg. Gan i inni [45]). W efekcie przez supermie-

a) , b) .
5r Voigt Voigt
45 =— — Reuss 45 - = — Reuss
4l © ©°SCMC 4 o o SCMC
— 2 4 a regufa mieszania (5.41) — « « « « reguta mieszania (5.41) N
535 , QCS 35 J
O3 O 3
N o™
25 S 25
= =
@2 = 2
X 15 N 15
1 1
054 05
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
Vi Ve
©) . d) .
2F Voigt 2+ Voigt
18 =— = Reuss 18F — — Reuss
16l © ©°SCMC 16k © o sCMC !
— a2 2 reguta mieszania (5.41) —_ s+ 2« 2 reguta mieszania (5.41) ;l
S 14F o 4 S 14 I
= 4 o o
O 12k 5 O 12 s
NO 1+ AA‘/I (\b 1 A‘/I
= m = AAA/
08 '/ 08 '
O os} o O o6
Las®t
04| gt - 04
024 Gy == 7 024
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Vi

Vi

Rysunek 6.11. Poréwnanie zbiezno$ci wynikéw otrzymanych na podstawie
reguty mieszania z wynikami metody SCMC w przypadku kolejnych wartosci:
a-b) moduléw Younga Ej1, F33, c-d) moduléow Kirchhoffa Gia, Gag

szanie krzywych oszacowan goérnego i dolnego modutéw, wspoétezynnikami ay;
(¢t =1,...,5) okreslonych z warunkéw zgodnosci (6.43) z wynikami homoge-
nizacji (badz pomiarami) dla okreslonego V;, mozna aproksymowaé rodzine
krzywych E11(V),...,731(Vs) w pelnym przedziale V; € [0, 1].
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Wyniki zastosowania zaproponowanej regulty supermieszania przedstawiono
na rys. 6.11a—d oraz 6.12.

04
0B
VR (5.40)
e R (5.39)

025

— vV
F gl VV(540)

vV (5.39)

015 Voigt

ok — ~ Reuss

© o SCMC
06| **** reguta mieszania (5.41)

1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Vi

0

Rysunek 6.12. Poréwnanie zbieznoéci wynikéw otrzymanych na podstawie re-
guty mieszania z wynikami metody SCMC w przypadku wartosci wspotczyn-
nika Poissona v3;



Rozdzial 7

Ogoélna koncepcja powierzchni
granicznych — wypuklo$é, zasada
normalnosci, stateczno$é¢ materiatowa

7.1. Ograniczenia zakresu sprezystego materiatlow
anizotropowych lub izotropowych

W anizotropowych materiatach ciagliwych badz kruchych osiagniecie ograni-
czenia zakresu sprezystego jest rownowazne z osiagnieciem poczatkowej powie-
rzchni plastycznosci fP albo powierzchni uszkodzenia f4, okreslonych zazwy-
czaj w przestrzeni naprezenia przez skalarne funkcje sktadowych stanu napre-
zenia o;; oraz odpowiednich tensoréw strukturalnych anizotropii materiatowe;j
badz uszkodzenia (zniszczenia), a mianowicie

Fp/d — pp/d (gij;Hf/d,ng/d,ng/,j,ng/,jmn,...) -0 i=1,2... (7.1)
Zalezne od temperatury stale materiatowe, opisujace wlasciwosci plastyczne
albo uszkodzeniowe, wystepuja jako skalary Hﬁ?/ d (material izotropowy) lub
jako tensory strukturalne Hfj/ d, HZ./kdl, HZ./kdlmn parzystego rzedu (materiat ani-
zotropowy). Symbol f( ) oznacza natomiast dowolna skalarng funkcje tenso-
rowych argumentoéw jako niezmiennikéw wspélnych tensora naprezenia o;; i
tensoréw strukturalnej anizotropii, np. IL;;0;;, IL;jki0i0 8 1 1L jkimn0ij0ki0mn
(por. np. Hill [64], Zyczkowski [165], Betten [7], i inni). Réwnania te okre-
$laja dwie hiperpowierzchnie w 9-wymiarowej przestrzeni naprezenia, ktoéra z
uwagi na symetri¢ tensora naprezenia o;; = o0j; redukuje sie do przestrzeni 6
wymiarowej. Zalozenie symetrii tensora naprezenia jest uzasadnione dla wigk-
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szo$ci materiatow inzynierskich. W ogdlnym przypadku materialéw anizotro-
powych inicjacja plastycznosci badz uszkodzenia jest zatem scharakteryzowana
nie tylko przez pojedyncze state materiatowe k; (jak w przypadku izotropii),
lecz takze przez tensory strukturalne anizotropii plastycznej lub uszkodzenia
(zniszczenia) roznych rzedow 1 045, k055080, Wijkimn0ijokomn, .., od-
mienne dla inicjacji plastycznosci (p) badz uszkodzenia (d). W praktycznych
zastosowaniach ogoélne réwnania powierzchni granicznych (7.1) sa wyrazone
przy uzyciu tylko trzech tensoréw anizotropii strukturalnej (lub materiatowe;j)
parzystych rzedow II;; (rzedu drugiego), Iljji (rzedu czwartego) i ILijximn
(rzedu szostego). Sa one wystarczajace, aby opisa¢ wyroznione transformacje
powierzchni granicznych w dalszym procesie wzmocnienia: izotropowsa zmiane
rozmiaru powierzchni, kinematyczng translacje i obrot oraz zmiane krzywizny
(dystorsje), por. Kowalsky i inni [80].

Wyréznienie dwoch klas zjawisk dyssypatywnych odpowiedzialnych za ogra-
niczenie czysto sprezystego zachowania materiatow: inicjacji plastycznego pty-
niecia i/lub inicjacji rozwoju uszkodzen (zniszczenia), nawiazuje do dwoch
podstawowych rodzajow zachowania materialtu po osiagnieciu stanu granicz-
nego, mianowicie zachowania ciagliwego badz kruchego. Inicjacja plastycznego
plyniecia jest charakterystyczna dla wiekszosci materialow metalicznych (me-
tale, stopy metali, materialy intermetaliczne), w ktorych naprezenie hydrosta-
tyczne nie ma istotnego wplywu na inicjacje i rozwo6j odksztatcen plastycznych.
Rownoczednie wplyw réznej wytrzymalosci materialu w prébie rozciggania ky
lub prébie Sciskania k. jest zazwyczaj pomijalnie maly ki = k., tak iz po-
wierzchnie graniczne plastycznosci sa traktowane jako cylindryczne i wypukte.
Z kolei inicjacja uszkodzenia (zniszczenia) jest typowa dla wieszosci materia-
tow kruchych (beton, materialty ceramiczne, skaty itp.), dla ktorych wplyw na-
prezenia hydrostatycznego jest istotny w procesie inicjacji uszkodzenia (znisz-
czenia). Jednoczesnie rozréznienie wytrzymalosci w probie rozciagania lub
Sciskania nie moze by¢ pominiete ki # k., natomiast powierzchnia inicjacji
uszkodzenia przestaje by¢ na ogét powierzchnig cylindryczna, pozostajac jed-
nak powierzchnia wypukla.

W szczegblnym przypadku materialéw izotropowych réwnania powierzchni
granicznych redukuja sie do postaci

poI8 = o (o)) = 0 (72)

gdzie IIP(T) lub II¢(T) sa skalarnymi stalymi materialowymi (zaleznymi od
temperatury). Podkreslmy, ze w miejsce strukturalnych tensorow modulow
plastycznych badz uszkodzenia I1;;, IL; ki, IL;jkimn, - - - pojawiajg sie¢ tutaj wyta-



Ograniczenia zakresu sprezystego materiatow 169

cznie pojedyncze state materiatowe II;, utozsamiane odpowiednio z granica
plastycznosci &k (kryterium uplastycznienia), badZz progiem inicjacji uszko-
dzen k¢ (kryterium zniszczenia). W ogdlnosci jednak wartosci naprezent gra-
nicznych, odpowiadajace inicjacji odno$nych proceséw dyssypatywnych pla-
stycznego plyniecia badz powstawania mikrouszkodzeri, moga by¢ rozne dla
roznych proceséw: jednoosiowego rozciggania, jednoosiowego $ciskania badz
prostego $cinania ky # k. # k.

W obu przypadkach materialéw izotropowych badz anizotropowych postaé
rOwnan powierzchni granicznej zalezy od przyjetego uktadu osi. Jednakze dla
powierzchni granicznej anizotropowej (7.1), przy zmianie ukladu osi, transfor-
macji podlegaja zar6wno naprezenia, jak i parametry materialowe o tensoro-
wym charakterze (zalezne od wyboru kierunku). Natomiast w przypadku po-
wierzchni granicznej izotropowej (7.2), pojedyncze, skalarne stale materiatlowe
AP(T) lub AN(T), decydujace o uplastycznieniu lub zniszczeniu, sa niezalezne
od wyboru kierunku, a zatem pozostaja niezmiennicze. To znaczy, ze kry-
teria graniczne, uplastycznienia badz zniszczenia dla materialu izotropowego
sa inwariantne, czyli niezalezne od wyboru uktadu osi. Mozna zatem wybraé
szczegblny ukitad wspolrzednych, w ktérym tensor naprezenia przyjmuje po-
sta¢ diagonalna. Woéwcezas rownania (7.2) przyjmuja prostsza postaé zalezna,
np. od naprezen gtéwnych

fr/d = pr/d (01,02703;H$/d(T)) =0 (7.3)

Przejscie od postaci (7.2) do postaci (7.3) wiaze si¢ zatem z redukcja wymiaru
przestrzeni z 6 (przestrzen naprezen) do 3 (przestrzeni niezmiennikéw). Po-
niewaz naprezenia gtéwne wyrazaja sie jednoznacznie przez trzy niezmienniki
tensora naprezenia (poréwnaj podrozdzial 4.3), rownania (7.3) mozna réwniez
zapisa¢ w rownowaznych postaciach

Fp/d — gp/d (Jh,, Joes Jga;Hf/d(T)) -0 (7.4)
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7.2. Postulat Druckera materialéw ciggliwych:
wnioski odnosnie do wypuklosci powierzchni
granicznej plastycznosci i reguly normalnosci

Przy budowie rownan okreslajacych ksztalt pierwotnej powierzchni granicznej
oraz jej dalszej przebudowy, w wyniku nastepnego procesu rozwoju odksztatcen
poza zakres sprezysty, dogodne jest ograniczenie dalszych rozwazan do takich
proceséw, ktoére prowadza w konsekwencji do wypuktosci kolejnych powierzchni
granicznych oraz prawa plyniecia stowarzyszonego z tymi powierzchniami.
Rozwazmy w tym celu, dowolny cykl naprezeniowy ABCD, polegajacy na:
sprezystym obciazeniu AB od stanu poczatkowego wewnatrz aktualnej powie-
rzchni granicznej (07;), do punktu na tej powierzchni (o;), kolejnym obciaze-
niu BC zwigzanym z elementarnym przyrostem naprezenia do;; i przebudowg
powierzchni granicznej f; — f;11, oraz ostatecznym odcigzeniem CD do pier-
wotnego stanu naprezenia (07;) (rys. 7.1). Zauwazmy jednak, Ze opisany proces

ol C(oj+ doy)

Rysunek 7.1. Ilustracja zamknietego quasi-cyklu naprezeniowego
D
ij
cowemu stanowi D odpowiada zmieniony stan odksztatcenia 58- =¢; + dz-:fj,
gdzie da?j oznacza trwala, nieodwracalna zmiane odksztalcenia (najczesciej
plastycznego), zwiazana z przebudowa powierzchni granicznej (kolejnej po-

wierzchni plastycznosci).

oznacza zamknigty cykl jedynie w przestrzeni naprezenia o; = o7, jednak kori-

Dla materialow wykazujacych wzmocnienie (por. rys. 11.5a), zgodnie z
postulatem Druckera, praca wykonana na (quasi) cyklu naprezeniowym ABCD
musi byé nieujemna

W= 7{ (05 — 0%,) degj > 0 (7.5)
ABCD

Innymi stowy, gdyby powyzszy warunek nie byl spelniony, stan nastepny
mogtby by¢ osiagniety w sposob spontaniczny, czemu towarzyszyltaby dyssypa-
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cja energii. Dokonujac dalej, dla malych odksztalcen, addytywnego rozktadu
przyrostu odksztalcenia na czeS¢ odwracalng i nieodwracalng de;; = dsfj—i—de?j,
otrzymujemy

W = ?{ (aij — afj) defj + % (aij — afj) defj

(7.6)
ABCD ABCD

Pierwsza z powyzszych calek wynosi zero, bowiem przyjmujac prawo Hooke’a
€

-1 —1 :
Zefj = Eijklgkl’ Eijkl = const, otrzymujemy

§ (o= ) Bhidon = Egly § (o = o) do

ABCD ABCD
—1
= E % oijdog — o %dakl (7.7)
BCD ABCD
_ 0450kl Tij
—E! ( - g*.g,d) -0
igkl 2 Ly Jliaj:ngj

Zatem, pamietajac ze Efj # 0 tylko na odcinku obciazenia BC, postulat Druc-
kera (7.5) sprowadza sie ostatecznie do postaci wyrazonej przez calke zwy-
czajna (a nie okrezna)

ktora dotyczy nieujemnosci pracy zuzytej na przebudowe powierzchni f; —
fi+1. Rozwijajac wyrazenie catkowe dla WP w szereg Taylora wokét punktu
poczatkowego oi; = 07, otrzymujemy

dwp (aij = ij) d2wp (aij = ij)
+

Wp:Wp (O'Z'j:()'fj>+ ) 1' 2‘ —+ ...
=0+ (035 — ;) defy + Sdoydel +... 20
(7.9)
Z warunku statecznosci Druckera (7.8) wynika zatem nieré6wnosé
1
(O’ij — O';Fj) dé‘% + §d0'ijd€% +...20 (7.10)

ktora ma obowiazywa¢ dla dowolnego stanu poczatkowego o7; (wewnatrz lub
na powierzchni). Zatem warunek (7.10), wyrazajacy statecznosé materialu
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sprezysto/plastycznego w sensie Druckera, sprowadza sie¢ w koricu do dwoch
nieré6wnosci
(0ij —oj)dey; >0 i dojide; >0 (7.11)

Powyzsze nieréwnosci musza byé spelnione réwnocze$nie, co matematycznie
odpowiada nieujemnosci pierwszej i drugiej rézniczki energii WP w otoczeniu
punktu poczatkowgo o;; = 07;.

Warunki te maja réwniez interpretacje geometryczna odnosnie do ksztattu
powierzchni plastycznosci, postulat wypuktosci (ang. convezity rule) oraz od-
nosnie do kierunku wektora przyrostu odksztalcen plastycznych, postulat nor-
malnosci (ang. normality rule). Przesledzimy je bardziej szczegdtowo.

Pierwsza z nieréwnosci (7.11) moze by¢ interpretowana jako nieujemna
wartos¢ iloczynu skalarnego dwoch wektorow (o — o*) oraz deP, a zatem kat
¥, pod jakim sg nachylone te wektory w przestrzeni naprezen o;;, musi by¢
katem ostrym ewentualnie prostym (¢ < m/2) (rys. 7.2a). Ta relacja pozo-
staje stuszna dla kazdego wektora o*, ktérego koniec lezy badz to wewnatrz
obszaru, badz na powierzchni plastycznos$ci. Zatem warunek ten jest row-
nowazny zapewnieniu wypukltosci powierzchni plastycznosci f = 0. Jest to
postulat wypuktosci powierzchni granicznej plastycznosci f.

Druga z nieréwnosci (7.11) przedstawia iloczyn skalarny wektorow do i deP,
ktory musi by¢ réwniez nieujemny dla dowolnego do (rys. 7.2b). Poniewaz
wszystkie mozliwe wektory do odpowiadajace przejéciu z powierzchni f; na
powierzchnie f;+1 (rys. 7.2) sa zawarte w pOlprzestrzni stycznej do i-tej po-
wierzchni, zatem jedynym mozliwym wektorem deP, ktéry zawsze zapewnia

Rysunek 7.2. Graficzna interpretacja postulatow: a) wypuklosci, b) normal-
nosci
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spelnienie warunku (7.11), jest wektor normalny do powierzchni f, n =ny

de? = An = )\a—f = \gradf (7.12)
oo

A jest skalarnym mnoznikiem, ktérego wielkos¢ zapewnia przynaleznosé no-
wego punktu na trajektorii naprezenia do nowej powierzchni plastycznosci.
Jest to postulat normalnosci wektora przyrostu odksztalcenn plastycznych do
powierzchni granicznej plastycznosci f. Warunek (7.12) okresla zatem kie-
runek przyrostu odksztalcenia plastycznego deP na podstawie gradientu n =
0f /0o = Agradf, normalnego do powierzchni plastycznosci. Jest to rowno-
znaczne 7z przyjeciem tzw. prawa plyniecia plastycznego stowarzyszonego z
powierzchnia plastycznosci.

Postulat statecznosci w sensie Druckera (7.11) zada zapewnienia jednocze-
$nie wypukltodci i normalnosci. W przypadku gdy nie jest zachowana normal-

Rysunek 7.3. Ilustracja konsekwencji odstepstw od postulatu statecznodci
Druckera: a) wypuktosé powierzchni f, lecz odstepstwo od normalnosci eP,
b) wklestosé powierzchni f i normalnosé eP

nos$¢, wowczas mozna tak dobra¢ o* # o, ze kat miedzy wektorami (o0 — ™) i
deP jest wiekszy od 7/2 i, w konsekwencji, iloczyn skalarny tych wektorow jest
ujemny, czyli postulat Druckera nie jest spelniony (rys. 7.3a). Podobnie gdy
nie jest zachowana wypuklos¢ powierzchni plastycznosci, woéwczas mozna do-
bra¢ o* takie, by iloczyn skalarny (o — o*)deP < 0 (rys. 7.3¢). Oba powyzsze
kontrprzyktady (rys. 7.3a i b) stanowia zarazem dowo6d nie wprost, w ktorym z
naruszenia cho¢by jednego z warunkéw, normalnosci badz wypuktosci, wynika
niespelnienie postulatu Druckera.



174 Ogolna koncepcja powierzchni granicznych

Podejscie oparte na stowarzyszonym prawie plyniecia plastycznego jest uza-
sadnione dla wigkszo$ci metali, natomiast nie musi obowiazywaé¢ w materiatach
niemetalicznych (grunty, skaty, niektore kompozyty). W takich przypadkach
mamy do czynienia z tzw. niestowarzyszonym prawem ptyniecia. Wowczas
kierunek wektora plyniecia plastycznego moze by¢ wyznaczany na podstawie
gradientu innej powierzchni g, ktoéra nie pokrywa sie z powierzchnia plastycz-
nosci f, g(o) # f(o): n=mny # ny (rys. 7.4). W konsekwencji, w przypadku
niestowarzyszonego prawa plyniecia, w miejsce (7.12) otrzymujemy

deP = )\g—i = Agradg (7.13)

Dla takich materialéw nie ma jednak zastosowania postulat statecznosci ma-
teriatowej Druckera.

Rysunek 7.4. Graficzna interpretacja niestowarzyszonego prawa plyniecia

7.3. Postulat statecznosci materialéw sprezysto-
-kruchych: kryterium zniszczenia w sensie
dodatniej okreslonosci macierzy sztywnosci

Zgodnie z postulatem Druckera (patrz podrozdzial 7.2), material sprezysto-
-plastyczny jest stateczny wtedy, gdy wzrostowi deformacji niesprezystej towa-
rzyszy przyrost pracy, dla dowolnie okreslonego zamknietego cyklu naprezenio-
wego. Jednak, dla materiatu liniowo sprezystego badz nieliniowo sprezystego
wszystkie deformacje sa odwracalne, a w konsekwencji warunek statecznosci
jest spelniony, gdy przyrost pracy na zamknietym cyklu obcigzenia i odciaze-
nia, jest réwny zeru

%O’ijdé‘i]’ =0 (714)
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Poniewaz funkcja podcatkowa ma znaczenie rézniczki zupelnej, zatem nasuwa
sie naturalny wniosek, ze energia sprezystosci na jednostke objetodci W, ktora
reprezentuje powierzchnie w przestrzeni odksztalcen W(e;;), stuzy jako poten-
cjal naprezenia o;j

ow

— 1
e, (7.15)

W(Sij) = /O'ijdfij oraz 045 =

Whprowadzajac dalej rownanie konstytutywne w formie 045 = tanlijii(Emn)eris
gdzie tanliijx; jest stycznym tensorem sztywnosci, zaleznym od odksztalceni
E€mn, Otrzymujemy

W(Ez‘j)Z/ tand%i ki (Emn )ER1dei; (7.16)

W nastepnym kroku, stosujac twierdzenie w wartosci $redniej dla catki, mo-
zemy wyrazi¢ VW przez wprowadzenie tensora sztywnosci siecznej secllijki

1
W= i seclZijkiE kL (7.17)
Dalej, wykonujac rozniczkowanie energii W wzgledem e;; zgodnie z (7.15),
dochodzimy do réwnania konstytutywnego materiatu nieliniowo sprezystego w
postaci przyrostowej, jawnej

8 secEi imn
doij = <7] €kl t secEijkl) dep (7.18)
Ocmn

w ktérym wyrazenie w nawiasie definiuje styczny tensor sztywnosci, okresla-
jacy materiat
0 secEijmn

tantlijhl = < 3
Emn

€k + secEijkl> (7.19)
Natomiast réwnanie przyrostowe (7.18) przyjmuje ostateczna postaé

doij = tanllijriden (7.20)

Zwroémy uwage, ze styczna macierz sztywnosci [ganE]my bedaca macierza cha-
rakterystyczna stycznego tensora sztywnosci (7.19), moze by¢ zapisana w row-
nowaznej postaci przez macierz drugich pochodnych energii odksztalcenia W,
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wzgledem sktadowych odksztatcenia

[tan]E]mn =
T o*W PW PW PW PwW W
0e2, OcppOcyy 0400, 0€4207vyy 022207y, 02207,
o*W o*wW o*W o*wW o*W
oe2, OcyyOc., 0eyy0v,, 0eyy0vy,, 05yy07,,
PwW PW PW PW
0e2, 02207, 02..07,, 0e.,07,,
PW PwW PW
2y Moy @vye MVay0z
O*W o*W
My 07072
PW
L oz,

(7.21)
W podobny sposéb dowodzi sie, ze energia dopeiniajaca na jednostke objeto-
Sci C, ktora reprezentuje powierzchnie w przestrzeni naprezen C(o;;), stuzy jako
potencjatl odksztalcen €;; (rys. 7.5)

aoc

80”-

C(Oij) = /Eijdaij oraz €ij (7.22)

secE

dG_______—_ tan

de

Rysunek 7.5. ITlustracja energii odksztalcenia W oraz energii dopetiajacej C
w przypadku materiatu nieliniowo sprezystego

Zauwazmy jednak, ze w ogélnym przypadku materialu niesprezystego, ener-
gia odksztatcen W moze zaleze¢ nie tylko od aktualnego stanu odksztalceri
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W(eij), lecz réwniez od historii obciazenia W(e;j, f(€i5)), np. w wyniku nie-
odwracalnych zmian mikrostruktury wskutek ptyniecia plastycznego, czy roz-
woju mikrouszkodzeri. Podobnie w ogblnym przypadku energia dopetniajaca
C moze zaleze¢ nie tylko od aktualnego stanu naprezenia C(oy5), lecz rowniez
od historii obciazenia C(0yj, f(045)). Oznacza to woéwczas, ze W i C nie moga
byé¢ wprost wybrane jako potencjaty.

Zaktadajac jednak konsekwentnie, niezaleznosé¢ kazdej z postaci tych ener-
gii od historii obciazenia, W(e;;) lub C(0j;), pochodne skalarnych funkcji
Wi(ei;) lub C(045), opisujacych hiperpowierzchnie w szeSciowymiarowych prze-
strzeniach €;; lub 0;;, wzgledem swych argumentow odksztatcei OW/0e;;, lub
naprezeni C /0o ;;, moga by¢ interpretowane jako gradienty odpowiednich po-
wierzchni, bedacych wektorami normalnymi i skierowanymi na zewnatrz tych
hiperpowierzchni (rys. 7.6).

Przyrost (predkos$¢) naprezenia ¢;;, por. (7.20) moze by¢ zatem wyrazony
przez przyrost odksztalcenia £;; w nastepujacy sposob

o*wW

Oij = a———Cki
" 851']'88“

= tanlijkirl (7.23)

W celu okreslenia kryterium utraty statecznosci materiatu sprezysto-kruchego

2) _eow b . _oc
. 0Ejj U oG

Rysunek 7.6. Ilustracja normalnosci: a) wektora naprezenia o;; do powierzchni
stalej energii odksztalcenia W = const, b) wektora odksztalcenia €;; do po-
wierzchni stalej energii dopeliajacej C = const

mozna postuzy¢ sie analogia do kryterium Druckera (rys. 7.7)
é’ijéi]’ >0 (7.24)

Nalezy jednak podkresli¢, ze w (7.24), przyrost pracy jest obliczany na przyro-
Scie odksztalcenia catkowitego &;;, w przeciwienistwie do oryginalnego postu-
latu Druckera (7.11), w ktérym przyrost pracy plastycznej jest obliczany na



178 Ogolna koncepcja powierzchni granicznych

g ¢ Ldcde<o
do 2
do N,
1
fdG d8>0
de de &

Rysunek 7.7. Tlustracja kryterium utraty statecznosci materialu sprezysto-
kruchego

P . -p . . . .
przyroscie odksztalcenia plastycznego &;;. Podstawienie ¢;;, okreslonego za-

leznoscia (7.23), do warunku statecznosci (7.24) prowadzi do nieréwnosci

Pw
i S0 7.25
Deden I (7.25)
lub réwnowaznie
tantijki€ij€kt > 0 (7.26)

Nieréwnosé (7.26) odpowiada kryterium dodatniej okreslonosci formy kwadra-
towej, przy dowolnych wartosciach przyrostow odksztalcenia &;; i £4;. Stosujac
notacje Voigta, styczny tensor sztywnosci tant; 11 mozna przedstawi¢ w postaci
nastepujacej symetrycznej stycznej macierzy sztywnosci, o wymiarze 6 X 6

[ tanF11 tanF12  tanf13  tanP14 tanB1s  tanFie
tanf22  tanfP23  tanf24  tanfi2s  tanfioe
tanf33  tanfi34  tanf35 tanfi36

n]E n — 7.27
[an)m tanfia4  tania5  tanlla6 (7.27)
tanf’55  tanf56
tantl66

Podobnie, przyrost odksztalcenia &;;, wyrazony przez przyrost naprezenia
o ifs jako
0’C

- 80i80'j

podstawiony do warunku statecznosci (7.24), prowadzi do nieréwnosci

& & =tan B0 (7.28)

0*C
801'80']'

dz’dj >0 (7.29)
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Ze zwiazkow (7.25) 1 (7.29) wynika, ze powierzchnie stalej energii odksztal-
cenia W = const lub stalej energii dopetniajacej C = const, okreslone odpo-
wiednio w przestrzni odksztalcen W(e;;), lub naprezen C(o;;), sa wypukte.
Jest to tzw. postulat wypuktosci powierzchni statej energii odksztalcenia
W(eij), badz energii dopeliajacej C(o;;), ktory mozna wykaza¢ na drodze
ponizszego rozumowania.

Rozwazmy dwa stany sprezystego odksztalcenia (niekoniecznie liniowego)

eD oraz 51(2-). Kazdemu z tych stanéw odksztalcenia odpowiadaja rézne war-

ij J
tosci energii odksztalcenia W(ag)
odksztalcenia odpowiadajaca obu stanom W(afjl)) - Wi(e
1)

ij

) oraz W(a,sz)) Rozwijajac roéznice energii
2)

i ) w szereg Taylora

w otoczeniu stanu €.’ otrzymujemy

2 1 ow 9 .
W) - W) = 5 (-
) 7.30
1w (5(2) _5(1)) (8(2) _5(1)> . (7.30)
2 OeijOeg |, \'Y ij ki kil
ij

Ograniczajac dalsze rozwazania wytacznie do dwoch pierwszych wyrazéw roz-
winiecia oraz uwzgledniajac dodatnia okreslono$¢ drugiego z nich na mocy
(7.25), dochodzimy do nieréwnosci

ow
861']'

W) —wE) >

%) 2

(5(2) - 5(»2~)> (7.31)

i i

(1)
€i;

lub rownowaznie

WED) -WED) o

J

(7 -=7) -

i i

(7.32)

o

Strony powyzszej nieréwnosci mozna zinterpretowaé odpowiednio: lewa strona
jest hiperptaszczyzng sieczng przechodzaca przez punkty a,gjl.) oraz 55]2-), nato-
miast prawa stona przedstawia hiperptaszczyne styczna do powierzchni W(eij)
= const w punkcie EZ(-;). Przechodac dla uproszczenia interpretacji do przy-
padku energii jako funkcji pojedynczej zmiennej W(e), nieréwnosé (7.32) mozna
zapisa¢ w postaci

W(E®) —w(ED)y  ow

>
(5(2) — 5(2)) Oe |
Zilustrowano to na rys. 7.8, gdzie widaé, ze dla energii W(e) jako kwadratowe;

funkcji odksztalcenia € nachylenie siecznej jest wieksze od nachylenia stycz-
nej okre$lonej w punkcie poczatkowym. Odpowiada to przypadkowi, kiedy

(7.33)
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w(e) :
W(e)=Ee72

sieczna

W(e)

@ €

1
1
1
1
1
1
!

€

fe0)

styczna

Rysunek 7.8. Tlustracja wypuklosci funkcji energii odksztatcenia W(e) w przy-
padku jej zaleznosci od tylko jednej sktadowej e

styczna ,Slizga” sie zawsze po jednej stonie ,zewnetrznej” funkcji W(e) nigdzie
jej nie przecinajac, w przeciwienstwie do np. funkcji trzeciego stopnia, gdzie
powyzszy warunek nie jest spelniony rys. 7.9.

fx)

/ X
Rysunek 7.9. Ilustracja braku wypuktosci funkcji trzeciego stopnia

Biorac pod uwage funkcje skalarna dwoch zmiennych, oba przypadki mozna
zilustrowaé na rys. 7.10. Zauwazmy réwniez, ze mozliwe jest zdefiniowanie wy-
puktlosci funkeji f(z) przez dodatnia okreslonosé drugiej pochodnej, rys. 7.11.

Uogolniajac powyzsze stwierdzenie na funkcje wielu zmiennych, np. ener-
gie odksztatcenia W(e;;), powyzszy warunek wypuktosci sprowadza sie do do-
datniej okreslonosci Hessianu H;;, bedacego macierza (6 x 6) wspoltczynnikow
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bxi

Xio

Rysunek 7.10. Iustracja warunku wypuklosci lub wklestosci powierzchni

flx) flx)
d¥ d¥
e >0 ae <0
X X
wypukta wklgsta

Rysunek 7.11. Tlustracja warunku wypuktosci badz wklestosci funkcji zaleznie
od znaku drugiej pochodnej

tensora 4-1zedu Hjp = 0°W/0e;;0e, (7.21)
PW
Hij - |:05i05j:|
[ 02w OPW PW PW PW W
85% Oc10eg  0c10e3  0c10vy 01075 0107
o*wW o*W PW PW W
85% 882863 8628’)/4 8628’)/5 8828’)/6
PW PW PW W
0<% e300y, 0Oe30v; Oe3074
PW PW W
i 014975 07497

(7.34)

W 9w
OE 05076
RAY
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co dowodzi wypuklosci powierzchni W(e;;). W podobny sposoéb dowodzona
jest wypuklos¢ powierzchni C(o;).

Podsumowujac, z postulatu statecznosci materiatu sprezysto-kruchego wy-
nikajg nastepujace wtasnosci deformacji sprezyste;j:

1. Energia odksztalcenia W(e;;) oraz energia uzupelniajaca C(o;;) istnieja
oraz sg dodatnio okreslone.

2. Naprezenie o;; oraz odksztalcenie €;; sa odpowiednio normalne do po-
wierzchni W = const oraz C = const.

3. Powierzchnie W = const oraz C = const sg wypukte, odpowiednio w
przestrzeni g;; oraz o;;.

4. Dodatnia okreslonosé¢ stycznych macierzy sztywnosci [tanE] oraz podat-
nosci [tanE 1] zapewnia jednoznaczna odwracalno$é zwiazkow konstytu-
tywnych, tzn. dla kazdej zaleznosci konstytutywnej typu o;; = F(ei5)
opartej na funkcji VW zawsze istnieje jej jednoznaczna odwrotnosé e;; =
FH(o3).

7.4. Poréwnanie postulatu statecznosci materialu
sprezysto-plastycznego Druckera z kryterium
dodatniej okreslonos$ci stycznej macierzy
sztywnosci materialu sprezysto-kruchego

Zaprezentowane w podrozdziatach 7.2 oraz 7.3 rézne wersje postulatu sta-
tecznosci, odpowiednio dla materiatu sprezysto-plastycznego badz sprezysto-
kruchego, taczy wspoélne wyprowadzenie przez analize elementarnej pracy na
zamknietym cyklu naprezeniowym. W obu przypadkach szczegbétowa analiza
wyrazenia na prace prowadzi do sformutowania zasady normalnosci oraz wypu-
ktosci odpowiedniej powierzchni. Jednak na tym podobienistwa obu postulatéow
statecznosci koricza sie.

Po stronie r6znic pomiedzy nimi nalezy natomiast zapisaé¢ fakt, iz postulat
statecznosci Druckera, w oryginalnej formie, ma sens jedynie w odniesieniu
do deformacji sprezysto-plastycznej i, w sensie matematycznym, jest stabszym
ograniczenim niz analogiczny warunek statecznosci dla materiatu sprezysto-
kruchego. W istocie zadanie nieujemnosci elementarnej pracy odksztalcen
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plastycznych zgodnie z postulatem Druckera dla materialu sprezysto-plastycz-
nego
dOijdE?j > 0 (7.35)

moze zostaé spelnione nawet w skrajnym przypadku, gdy choé tylko jeden
iloczyn, np. do,dek, jest dodatni, lecz dominujacy w stosunku do pozostatych

dodel — doydel) — do.del — dr.,dvE, — d7yydyh, —dry.dyy, >0 (7.36)

Natomiast warunek statecznosci dla materiatu sprezysto-kruchego jest sil-
niejszym ograniczeniem, gdyz zada zapewnienia dodatniej okreslonosci formy
kwadratowej (7.25), ktora w notacji Voigta przyjmuje postac

[tanE]mnémén >0 (737)

Zgodnie z kryterium Sylvestera warunkiem koniecznym i wystarczajacym do
tego, aby forma kwadartowa (7.38) byta dodatnio okreslona dla dowolnych
wartodci argumentow &, 1 &, jest

detfanEly >0  k=1,2,....6 (7.38)

gdzie [tanE]r sa minorami (podmacierzami o wymiarze k X k) stycznej macie-
rzy sztywnosci [*PE], natomiast symbol det| ] oznacza wyznacznik. Zatem
warunek (7.38), w postaci rozwinietej, przedstawia uktad 6 nieréwnosci (dla
podwyznacznikow), ktore tacznie zapewniaja statecznosé materiatu sprezysto-
kruchego

tanfi11 > 0
Bt tanfi12
det | ® >0
L tanf’22
tanf11 tanfi12  tanf13
det tanf22  tanfioz | >0
tanf’33

(7.39)

tanf/11  tanf12  tanf13  tanf14  tanf15  tanFiie
tanf22  tanf23  tanfi24  tanF2s  tanfios
tanf’33  tanfU34  tanfU35  tanfi36

tand44  tanFa5  tanfla6

tanl’55  tanfi56

tanl’66

det >0
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Na koniec nalezy zauwazyé, ze istotna réznica pomiedzy warunkiem sta-
tecznosci Druckera (7.35), sformutowanym dla materiatu sprezysto-plastyczne-
go oraz warunkiem statecznosci dla materiatu sprezysto-kruchego, opartym na
kryterium dodatniej okreslonosci stycznej macierzy sztywnosci (7.38) zanika,
gdy w pierwszym z nich (postulat Druckera) wprowadzi si¢ prawo konstytu-
tywne przyrostowe wiazace przyrost odksztalcenia plastycznego z przyrostem
naprezenia, przy pomocy tzw. stycznej macierzy sprezysto-plastycznosci (7.12)
\ of 1 .90f of

== d = d 7.40
doij k0o 0oy Tk = HE” KICOK ( )

P _
daij =

Po wprowadzeniu (7.40) do kryterium nieujemnosci pracy plastycznej (7.35)
otrzymujemy uogélniony warunek Druckera oparty na kryterium dodatniej
polokreslonoscil sprezysto-plastycznej stycznej macierzy sztywnosci

B doijdog > 0 (7.41)

Tak sformutowany uogélniony postulat statecznosci Druckera (7.40) materiatu
sprezysto-plastycznego jest jednak silniejszy niz tradycyjnie rozumiany postu-
lat Druckera (7.35) i sprowadza sie do postaci analogicznej, jak (7.39), z for-
malnym zastgpieniem podwyznacznikéw stycznej macierzy sprezystosci tanlE,
podwyznacznikami stycznej macierzy sprezysto-plastycznosei ¢ E (por. np.
Kuna-Ciskal i Skrzypek [84]).

pE11 >0
det EH tanE12 >0
§ tan P22
tan‘E11 tanE12 tanE13
det tanEQQ tanE23 >0
L tanE33
(7.42)
B EaE“Elz tan E13 ZaEnEM E%Els) E%El@
tamE‘Q2 tanE23 tanE24 tanE25 tanE26
det tan F33 ZaEnEgzL E%Ess) E?IangG >0
tan £/44 g%nE45 g%nE46
tanE55 tanE56
L tegnEﬁﬁ i

!'Nieréwnosé staba z uwagi na dopuszczenie mozliwosci deformacji idealnie plastycznej.



Rozdzial 8

Ograniczenia zakresu sprezystego
materialéow ciggliwych — kryteria
poczatku uplastycznienia

8.1. Izotropowe warunki poczatku uplastycznienia
metali

W podrozdziale 7.1 podkreslono ze, w przypadku materiatéw izotropowych,
kryteria graniczne, okreslajace ograniczenie zakresu sprezystego, sa niezalezne
od wyboru uktadu wspoétrzednych. Z tego powodu, warunki izotropowe mozna
zapisa¢ w zredukowanej przestrzeni niezmiennikoéw tensora naprezenia f(J;y,
II;) = 0, zamiast w przestrzeni sktadowych naprezenia f(o;;,1I;) = 0, jak to
jest konieczne w przypadku materialéw anizotropowych. Uproszczenie takie
oznacza redukcje przestrzeni z szeSciowymiarowej przestrzeni naprezen (o;;)
do tréjwymiarowej przestrzeni dowolnego ukladu trzech niezmiennikéw na-
prezenia (Ji»; ¢ = 1,2,3). Symbol II; oznacza skalarne state materiatowe
okreslajace ograniczenie zachowania sprezystego przez uplastycznienie w po-
staci mikroposlizgéw w materiale ciagliwym, II; = k} (granica plastycznosci),
badz zniszczenie przez lokalne mikropekniecia w materiale kruchym, II; = k:zd
(granica zniszczenia). Liczba niezaleznych statych materiatowych II; zalezy od
liczby parametréw rownania powierzchni granicznej (poczatku uplastycznienia
badz zniszczenia), ktore musza byé wyznaczone z niezaleznych prob wytrzy-
malosciowych: np. jednoosiowego rozciggania (ki), jednoosiowego Sciskania
(ke) 1 czystego Scinania (ks).

W najprostszym przypadku, gdy warunki poczatku uplastycznienia, badz
zniszczenia, sa identyczne dla rozciagania i Sciskania, liczba statych materia-
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towych redukuje sie do pojedynczego parametru ky = k. = k, odpowiadaja-
cego inicjacji uplastycznienia lub zniszczenia. Takie zawezenie jest uzasad-
nione dla kryterium poczatku uplastycznienia wiekszo$ci materiatéw ciggli-
wych (wiekszo$¢ metali i stopéw metali). Natomiast w przypadku materialow
kruchych, wykazujacych rézna wytrzymalo$é graniczna na rozciaganie oraz
Sciskanie (zaréwno przy uplastycznieniu jak i zniszczeniu), powierzchnia gra-
niczna musi byé scharakteryzowana co najmniej dwoma niezaleznymi statymi
ki # k. (ang. strength differential materials). Przyktadem takiego metalu jest
zeliwo (rys. 1.4Db).

Dla potrzeb obecnego podrozdziatu 8.1, ograniczymy dalsze rozwazania do
izotropowych powierzchni granicznych zwiazanych z inicjacja mikroposlizgdéw
w plastycznych metalach (rys. 2.3). W ogolnym przypadku uplastycznienia
materiatu izotropowego, réwnanie powierzchni plastycznosci, wyrazonej przez
trzy niezmienniki podstawowe naprezenia Ji,, Jor, J3, ma postaé

f(J107J207J30';ki) =0 (81)

gdzie wykorzystano definicje (3.12).

Przyjmujac dalej, uzasadniong eksperymentalnie dla wiekszosci metali, nie-
zalezno$¢ powierzchni plastycznosei od naprezenia hydrostatycznego (pierwszego
niezmiennika tensora naprezenia Ji, ), otrzymujemy rownanie powierzchni gra-
nicznej w funkcji drugiego i trzeciego niezmiennika tensora naprezenia

[ (J2, J303ki) =0 (8.2)

Wyrazajac, z kolei niezmienniki dewiatorowe przez niezmienniki podstawowe
naprezenia

1
J = — — J2 - 3J0’

2s 13( lo 2 ) (83)
Jss = o (2015 = 91012 + 2T J50)

oraz eliminujac wyrazy zawierajace Ji,, otrzymujemy réwnowazne rownanie
powierzchni w funkcji drugiego i trzeciego niezmiennika dewiatora naprezenia

f(J2s, J3s:ki) =0 (8.4)

Powyzszy warunek zalezy wprawdzie zaréwno od drugiego, jak i trzeciego
niezmiennika dewiatora (3.15), lecz nie zalezy od pierwszego niezmiennika
naprezenia Ji, (3.12). Pociaga to za soba ograniczenie rozwazanej klasy po-
wierzchni granicznych do powierzchni cylindrycznych, o osi réwno nachylo-
nej do trzech osi naprezenn gtownych (o1, 02, 03), zwanej osia hydrostatyczna
(rys. 8.1).
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ptaszczyzna
dewiatorowa
0,+0,+06,=const

Rysunek 8.1. Cylindryczna powierzchnia plastyczno$ci we wspodtrzednych
Haigha—Westergaarda

Oznacza to, innymi stowy, ze kazdy przekrdj powierzchni dowolna ptasz-
czyzna prostopadla do osi hydrostatycznej jest identyczny (niezaleznosé od
ci$nienia hydrostatycznego). Pociaga to za soba nieograniczono$é¢ tej powierz-
chni. Mianowicie, w drodze dowolnego procesu wzdtuz Sciezki rownolegtej do
osi hydrostatycznej, nie jest mozliwe osiagniecie zadnego stanu granicznego.
Jest to, w ogb6lnosci, sprzeczne z obserwacja doswiadczalna, co stanowi istotne
zawezenie stosowania cylindrycznych warunkéw granicznych.

W dalszych zastosowaniach wygodnie bedzie wprowadzi¢ system wspétrze-
dnych Haigha—Westergaarda |55, 161| &, p i 6, reprezentujacy odpowiednio:
odleglosé na osi hydrostatycznej mierzong od poczatku uktadu wspoétrzednych
(zalezng od Jy,), odleglosé punktu od osi hydrostatycznej na plaszczyznie
dewiatorowej prostopadlej do osi hydrostatycznej (zalezna od Jos) oraz wspot-
rzedng katowa punktu na plaszczyznie dewiatorowej (zaleznag od Jss) (rys. 8.1).
Przy tym obowiazuja relacje

o J1o o . 3\/§ J3s 71—
g— %, P =\ 2J25, COS (39) = TW dla 0 S 0 S §

Dla dalszych rozwazan wygodnie bedzie wprowadzi¢ pojecie tworzacej po-
wierzchni granicznej, zwanej powszechnie meridiana. Meridiany powierzchni
granicznej, uplastycznienia badZ zniszczenia, sg krzywymi otrzymywanymi
przez przekroje powierzchni plaszczyznami zawierajacymi o$ hydrostatyczna.
Poshugujac sie trzecia wspotrzedna Haigha—Westergaarda, dla wszystkich me-
ridian obowiazuje warunek 8 = const. W przypadku powierzchni obrotowych
wszystkie meridiany sa identyczne. W szczegélnym przypadku powierzchni

(8.5)
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cylindrycznych (walcowych) wszystkie przekroje powierzchni plaszczyznami
& = const sg identyczne, a meridiany sa liniami prostymi.

W ogolnym przypadku powierzchni walcowych, lecz nieobrotowych (zalez-
nych od trzeciego niezmiennika Jss lub réwnowaznie zaleznych od trzeciej
wspolrzednej ) trzy sposrod wszystkich meridian maja szczegdlne znaczenie
(rys. 8.2)

1. Meridiana rozciagania T (6 = 0°)
2. Meridiana $ciskania C (6 = 60°)

3. Meridiana Scinania S (60 = 30°)

Rysunek 8.2. Przekré6j nieobrotowej powierzchni walcowej dowolna ptaszczy-
zng dewiatorows & = const; punkty T, C i S odpowiadaja granicy plastyczno$ci
na rozcigganie ki, Sciskanie k¢ i Scinanie kg, ky # ke

Zatem réwnanie nieobrotowej powierzchni cylindrycznej (8.4) mozna zapisac
rownowaznie w postaci

f(p,0;k)=0 (8.6)
ktora wskazuje wyraznie na niezalezno$é od polozenia na osi hydrostatycznej
(€)-

Podkreslmy, ze w ogélnym przypadku rownanie (8.6) przedstawia powierzch-
nie cylindryczng o przekroju niekoniecznie kotowym p(6). Wynika to z roz-
nej granicy plastycznosci w probie jednoosiowego rozciggania, badz Sciskania,
ki # k. (ang. strength differential material). Jednak, dla wszystkich po-
wierzchni w tej klasie, musza obowiazywaé pewne warunki dyskretnej 60° sy-
metrii. Prowadza one do konkluzji, ze wystarczy okresli¢ ksztalt krzywej p(6)
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w sektorze 0 < 6 < 7/3, a nastepnie powtorzy¢ go w pozostalych pieciu sek-
torach na plaszczyznie dewiatorowej (rys. 8.3). Ponadto, oprocz omowionej

Rysunek 8.3. Dyskretna 60° symetria przekrojow powierzchni plastycznodci
(8.6) w plaszczyznie dewiatorowej

powyzej wlasnosci dyskretnej 60° symetrii, przekroje powierzchni plastyczno-
$ci prostopadle do osi hydrostatycznej musza spetlnia¢ warunek wypuktosci,
wynikajacy z postulatu Druckera, dotyczacego nieujemnosci mocy dyssypowa-
nej na cyklu naprezeniowym (szersze omowienie w podrozdziale 7.3).

Zawezimy obecnie dalsze rozwazania do materiatéw nie wykazujacych efektu
roznej granicy plastycznosci przy rozciaganiu badz $ciskaniu, ky = k. = k (brak
efektu strength differential) czemu odpowiada wiekszo$é metali. Innymi stowy,
w przestrzeni Haigha—Westergaarda dowolny przekroj ptaszczyzna prostopa-
dla do osi hydrostatycznej musi przechodzié przez szesé¢ punktéw weztowych:
T; (6 = 0°,120°,240°) i C; (# = 60°,180°,270°) réowno odleglych od s$rodka o
stata wartosé \/2/—3k (brak rozréznienia granicy plastyczno$ci na rozciaganie
i Sciskanie k = ky = k.). Rownoczesdnie, kazda z krzywych musi zawieraé trzy
punkty odpowiadajace czystemu Scinaniu S; (# = 30°,150°,330°), poréwnaj:
Ottosen i Ristinmaa [110], (rys. 8.3).

W najprostszym przypadku, uzasadnionym dla wickszos$ci metali i stali,
mozna dodatkowo zalozy¢ niezaleznosé ksztaltu powierzchni od kata 6 (czyli
niezaleznosé od Jss). Wowcezas powierzchnia graniczna jest jednoczesnie po-
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wierzchnia cylindryczng i obrotowa

3 3
f(PSk):\/3J23—k:\/§3ij3ij_k:\/;P_kzo (8.7)

Odpowiada to np. klasycznej hipotezie powierzchni granicznej Hubera—von
Misesa—Hencky’ego (HMH), Huber (1904) [68], von Mises (1913) [98] oraz
Hencky (1924) [60], wynikajacej z krytycznej wartosci energii wlasciwej od-
ksztalcenia postaciowego. W zapisie inzynierskim kryterium HMH przyjmuje
postaé jawnie dewiatorowa

2

(0y —02)" 4 (02 —02)* + (02 —0y)* +6 (15, + 72, +73,) =2k° (838

lub réwnowaznie, dla sktadowych gléwnych
0?2 — 0109+ 05 — 0903 + 05 — 0103 = K? (8.9)

Druga, powszechnie stosowana cylindryczna powierzchnia graniczna plasty-
cznosci Tresci-Guesta (TG), Tresca (1864) [156] i Guest (1900) [53], zostala
wprowadzona na podstawie hipotezy maksymalnego naprezenia Scinajgcego.
We wspoétrzednych Haigha—Westergaarda, rownanie TG ma postaé

f(p,e;k):\/ipsin(e—g)—k:o ogagg (8.10)

Uzywajac naprezen gtéwnych, powyzsze réwnanie mozna takze przedstawi¢ w
postaci

f(o1,02,03;k) = max [|o; — 02|, |02 — 03],|03 —01]] —k =0 (8.11)

natomiast przy uzyciu niezmiennikéw dewiatorowych tensora naprezenia (3.12),
otrzymujemy (Reuss [125])

[ (Jas, Jas) = 45, — 27J2, — k2 J3, + 6k*Jos — kS =0 (8.12)

Powierzchnia graniczna Tresci-Guesta odpowiada powierzchni cylidrycznej nie-
obrotowej, zbudowanej na podstawie szeSciokata foremnego, o osi zgodnej z
osia hydrostatyczna (rys. 8.4). Jest widoczne, ze powierzchnia Tresci-Guesta
jest graniastostupem foremnym wpisanym w walec Hubera— von Misesa—Hen-
cky’ego, o punktach wspolnych Ty, Ty, T3 oraz Cy, Csy, Cs (rys. 8.4), odpo-
wiadajacych narozom. Wykazuje ona symetrie jedynie w sensie dyskretnym,
polegajaca na powtarzalnosci segmentow (60° symetria).
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Rysunek 8.4. Cylindryczne powierzchnie plastycznodci na plaszczyznie dewia-
torowej

Mankamentem powierzchni plastycznosci Tresci-Guesta jest wystepowanie
narozy w punktach Ty, Ty, T3 oraz Cy, Cq, C3. Jest to niewygodne z punktu
widzenia nieciagtosci normalnej do brzegu w tych punktach, ktora okresla nie-
jednoznacznie kierunek przyrostu odksztalcenia plastycznego, jak pokazano
na rys. 8.5. Aby tego uniknaé¢, mozna postuzy¢ sie hipotezg Hersheya—Daviesa
(HD), Hershey [63], Davies [32], ktora zapisana dla kierunkoéw gltownych ten-
sora naprezenia ma postaé

log — 2| + |o2 — o3| + |og — 01| = 2K™ (8.13)

Wyktadnik potegowy m = 2 lub m = 4 sprowadza hipoteze HD do hipotezy
HMH, wartos¢ wyktadnika 2 < m < 4 opisuje krzywa, lezaca na zewnatrz cylin-
dra HMH, natomiast warto$¢ m > 4 przedstawia krzywe pomiedzy cylindrem
HMH a graniastostupem TG. W przypadku granicznym m — oo warunek
HD przechodzi w warunek TG. Wedtug Hersheya wykladniki m =6 im = 8
sg zblizone do wynikéw eksperymentalnych.

Kolejna stosowang powierzchnig cylindryczna, nieobrotowa jest powierzch-
nia graniczna Schmidta—Iszliniskiego—Hilla (SIH), Schmidt [132], Iszlinski [69]
i Hill [65], nawiazujaca do hipotezy maksymalnych naprezeri dewiatorowych.
We wspétrzednych Haigha—Westergaarda, réwnanie SIH ma postaé

f(p,0; k) = max H\/gpcose \/gpcos (9 + 2%)
’\/gpcos( —2?”) } —%k:O

Uzywajac natomiast naprezen gtéwnych, powyzsze rownanie przyjmuje forme

i I

(8.14)

2
flo1,02,03;k) = max [|o] — oy, |02 — onl, |03 — onl|] — §k =0 (8.15)
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Rysunek 8.5. Niejednoznacznos¢ kierunku przyrostu odksztalcenia plastycz-
nego w przypadku punktéw naroznych dla warunku Tresci-Guesta

W przestrzeni Haigha—Westergaarda, powierzchnia SIH przedstawia powierz-
chnie cylindryczna, nieobrotows, zbudowana na szesciokacie foremnym, o osi
zgodnej z osia hydrostatyczna (rys. 8.4). Powierzchnia SIH jest zatem grania-
stostupem foremnym opisanym na walcu HMH, w punktach Tq, Ts, T3 oraz
Cy, Cy, C3, opowiadajacych srodkom bokéw (rys. 8.4).

Powierzchnie Tresci—-Guesta oraz Schmidta—Iszliriskiego—Hilla maja prosta
interpretacje geometryczna wynikajaca z postulatu o dolnym i gérnym oszaco-
waniu. Stanowia one mianowicie, odpowiednio, dolne (TG) oraz gérne (SIH),
oszacowanie wszystkich dopuszczalnych, cylindrycznych powierzchni plastycz-
nosci metali i stali. Wynika to z jednoczesnego spelnienia zatozenia o dys-
kretnej symetrii 60° w przestrzeni Haigha—Westergaarda (warunek 60° syme-
trii), oraz zalozenia wypuklosci powierzchni granicznych (postulat Druckera).
W rozwazanej klasie izotropowych powierzchni cylindrycznych, niewrazliwych
na kierunek rozciggania badz Sciskania, powierzchnie graniczne plastycznosci
realnych materialéw musza sie¢ zatem zawiera¢ pomiedzy ich ograniczeniem
dolnym (TG) oraz géornym (SIH) i przechodzi¢ przez punkty weztowe T, To,
T3 oraz Cy, Co, Cs, réwno odlegle od osi hydrostatyczne;j \/2/—3k Potwier-
dzaja to wyniki badan przeprowadzonych przez Lode’a [93], na cienkosciennych
rurach stalowych, miedzianych oraz niklowych, weryfikujace gtéwne kryteria
poczatku uplastycznienia materialéw ciagliwych w warunkach ptlaskiego stanu
naprezenia (o3 = 0) (rys. 8.6).

Powierzchnie graniczng zalezna od drugiego i trzeciego niezmiennika napre-
zenia wykazujaca efekt strength differential w zastosowaniu do powierzchni
granicznych plastycznosci lub przemian fazowych stopu TiNi zaproponowali
Raniecki i Mroz [123] (rys. 8.7)
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Rysunek 8.6. Wyniki badan rur stalowych (o), miedzianych (e) oraz niklowych
(0), wg Lode [93]

F (o J3s) = (o)™ = ¢ (Js)" = k" =0 (8.16)
ktora stanowi uogélnienie warunku typu Casacu i Barlata [16] (n = 1)
f( s, Jss) = (Joa) "2 = cJss = K* =0 (8.17)
jak rowniez warunku Druckera [36] (n = 2)

F(Jas, J3s) = (J2s)* — ¢ (J35)? = k5 =0 (8.18)

270

Rysunek 8.7. Powierzchnia graniczna (8.16) zalezna od drugiego i trzeciego
niezmiennika naprezenia dla stopu TiNi, wg Raniecki i Mroz [123]
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8.2. Anizotropowe warunki poczatku
uplastycznienia metali

W najogoélniejszym przypadku dla materialéw wykazujacych cechy anizotro-
pii zaréwno sprezystej jak i plastycznej, uogoblnienie warunkéw izotropowej
plastycznosci (7.3) i (7.4) na anizotropowe warunki inicjacji uplastycznienia,
mozna wykonaé przez zastapienie pojedynczych niezmiennikéw naprezenia Jy,,
Joo, J3s, Przez wspélne niezmienniki tensora naprezenia i tensora struktural-
nego anizotropii plastycznej (Hill [64], Zyczkowski [165], Betten [7], Sayir [131])

P = fP(IL 15045, 1800550 k0, W jktmn 0 15O kiTmn,s - - ) = 0 (8.19)

W takich przypadkach, o inicjacji uplastycznienia decyduja nie pojedyncze
state k; (jak w materialach o wlasciwosciach izotropowych), lecz tensory struk-
turalne anizotropii plastycznej réznych rzedow, o = H,H(Q) = Hij,H(‘l) =
Hijkl,H(G) = IL;jkimn, - - .. Powierzchnia plastycznosci typu (8.19) jest bardzo
ogblna, a do jej identyfikacji potrzeba duzej liczby testéw. Z tego powodu
forma ta jest mato przydatna dla celéw inzynierskich i podlega dalszym zawe-
zeniom.

W szczegolnym przypadku Goldenblat i Kopnov [52], a takze Sayir [131],
zaproponowali tensorowo-wielomianowa posta¢ kryterium anizotropowego

(8.19)
(Hij(fij)a + (HijklUijUkl)ﬁ + (Hijklmnaijaklamn)’y +...—1=0 (8.20)

gdzie IL;j, 1Lk, Ijkimn, - - ., oznaczaja tensory anizotropii rzedu 2,4,6,...,
unormowane wspolna stala Ilg.

Przez odpowiedni dobor wyktadnikow, mianowicie: o = 1,8 = 1/2,v =
1/3, ograniczajac sie do trzech tylko wspoélnych niezmiennikéw tensora napre-
zenia o i tensoréw strukturalnych II?) (2-rzedu), TI® (4-rzedu) i TI® (6-
rzedu), rownanie powyzsze staje sie automatycznie jednorodne wymiarowo
(wszystkie sktadniki wielomianu sa bezwymiarowe)

045 + (Hijklo'ij(fkl)l/z + (Hijklmngijgklgmn)l/g —1=0 (8.21)

Forma (8.21), zawierajaca tensory anizotropii plastycznej drugiego, czwartego
i szostego rzedu n® mo® mo®, pozwala uwzglednié¢ rézne sposoby przebu-
dowy powierzchni w trakcie wzmocnienia plastycznego: izotropowa zmiane
wymiaréw, kinematyczne przesuniecie i obrét powierzchni, a takze zmiane jej
krzywizny (dystorsje), porownaj, np. Kowalsky i inni [80].
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Rowniez i ta forma jest jednak zbyt ogélna do dalszych zastosowan. Przyj-
mujac, mianowicie, w (8.20) a = 0,8 = 1,7 = 0 otrzymujemy tzw. anizotro-
powy warunek von Misesa [99]

UinijklUkl —1=0 (822)

zawierajacy jeden tensor anizotropii plastycznej czwartego rzedu .

Anizotropowy warunek von Misesa (8.22), bedacy kryterium uplastyczne-
nia materiatu anizotropowego, mozna traktowaé jako uogodlnienie izotropowego
warunku Hubera—von Misesa—Hencky’ego. Aby to pokaza¢, warunek HMH
(np. (8.7)), nalezy zapisa¢ w postaci analogicznej do (8.22)

ol g — 1 =0 (8.23)
gdzie HH%H oznacza izotropowy tensor strukturalny 4-rzedu, wyrazony nastepu-
jaco

- 1 1 -

I —5 - % 000

I =310 00

1 1 {0 0O
mHiMHE) = — 24
[ ] 12 50 0 (8.24)

30

3

Podkreslmy jednak, ze w warunku (8.23) wystepuja sktadowe tensora napreze-
nia o0;;, a nie sktadowe dewiatora naprezenia s;;, jak to ma miejsce w kla-
sycznym warunku HMH (8.7). Jednakze rownanie (8.23) przyjmuje podobna
postac przy przejsciu na skladowe dewiatora naprezenia s;;, a mianowicie

sijllgh sw —1=0 (8.25)

bowiem po rozkladzie tensora naprezenia na dewiator i aksjator o;; = s;; +
1 .
30kk04j otrzymujemy

1 1
sing-%Hskl + <28ij + gGmm(SZj) (Hg’%H(SM)gann —1=0 (8.26)

Wyraz podkreslony w (8.26) jest jednak tozsamosciowo rowny zeru. W notacji
macierzowej Voigta, wida¢ bowiem co nastepuje

T TN T — 1§ { =

M T+ T = =5 +1— 5 =0 (8.27)
FMH | pHMH | ppHMH 1_1

I 4+ ™ + g™ = —5 — 5 +1=0
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Tensor anizotropii plastycznej von Misesa, jest symetrycznym tensorem
IV-rzedu, to znaczy Il = g = I = 1. Tensor ten zawiera zatem
21 modutéw anizotropii plastycznej, bowiem nie obowiazuja zadne dodatkowe
warunki symetrii materiatowej (strukturalnej). Jednak tylko 18 sposrod nich
jest istotnie niezaleznych, albowiem tensor von Misesa musi podlegaé¢ prawu
transformacji tensorowej, z wykorzystaniem 3 katéow Eulera. Zatem w formie
rozwinietej anizotropowy warunek von Misesa (8.22) zapisujemy nastepujaco:

Hmmxxo'g% + Hyyyyo'?/ + szzng—F

211, 0yy0 20y + 211y 0y0, + 211, 0000+

4szyzUzTyz +Al2004T 20 + 4szszszy+

Ay 0y Tys + My g0y Tog + ALy 0y Ty + (8.28)
4szyz0z7—yz +4IL,. 0.7 + 4sz$y027$y+

8H:1:yyz7_xy7—yz + 8Hyzz:1:7—yz7_zm + 8Hzmxy7—z:1:7_a:y+

4Hyzyz7'§z + 4H212172$ + 4H$yzy7'32£y =1

gdzie Il;j1; sa wspolrzednymi tensorowymi anizotropii plastycznej.
Przechodzac do notacji wektorowo-macierzowej Voigta, ogélny anizotro-
powy warunek von Misesa (8.22) zapisujemy réwnowaznie

{o} M {o}-1=0 (8.29)

Zamiast tensora anizotropii plastycznej von Misesa 11;;;,; postuzono si¢ tutaj
macierza anizotropii plastycznej von Misesa [Il], o wymiarze 6 x 6, bedacej
symetryczng macierza reprezentacji tensora 4-rzedu Il;j5;, (patrz podrozdziat
4.12)

[ 11y I Iz | Iy ILs Il e o o0 o o
IIgp I3 | IIp4 1lo5 TIlgg oo o o
_ II33 | 134 IIg5 Ilsg oo o o
i) = Myy Tlys Tlge ° o o (8:30)
II55 Ilsg o o
L Ies | L o |
oraz wektorem naprezenia {o}
01 Oy
o9 oy
g3 Oz
o} = = 8.31
R (3.31)
05 Tzx
06 ) Tzy
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redukujac w ten sposob przestrzen z 9-wymiarowej, do 6-wymiarowej. Ele-
menty macierzy [Il] sa wyrazone poprzez elementy tensora IV-rzedu II;;; na-

stepujaco

My = Mpgee oo = Hyyyy Hzg =112,

o = Moy Iz = 1lggee Iloz = Ilyyz.

Iy = 2H:E:1:yz 5 = 2142 Ilig = 2memy (832)
yy = 4Hyzyz 55 = 41,420 e = 4H:vyzy

H45 = 4Hyzzx H46 = 4Hmyyz H56 = 4Hzmxy

Rownanie (8.28) przyjmuje zatem postaé

HUO'?E + HQQO'Z + H330'2+

2(1_[120'33(71/ + HngyO'Z + H31020';,;+

H14Uz7yz + 150,720 + HIGUszy+

HosoyTys + o507y Tog + ooy Tay+ (8.33)
H34ngyz + 350,720 + H36027$y+

H457—yz7_zac + H467—:1:y7—yz + HSGszTxy)+

H44T12/Z + H557‘§m + H667—3;y =1

Przeciwnie niz w przypadku izotropowego warunku plastycznosci HMH
(8.23), w przypadku anizotropii plastycznej deformacje objetosciowa i posta-
ciowa sa jednak wzajemnie sprzezone. Wykonujac, mianowicie, dekompozycje
tensora naprezenia na dewiator i aksjator & = s + o1 otrzymujemy odpo-
wiednia postaé¢ anizotropowego warunku von Misesa (8.29)

{s}" [ {s} + (2(s}" +on {1}") (M {1} 01) = 1 =0 (8.34)

Widaé tu wyraznie, ze ogblny warunek von Misesa dla materialu anizotropo-
wego zalezy zaréwno od dewiatora naprezenia s, jak i aksjatora op1.
Rownanie (8.29) jest trudne do zastosowania, ze wzgledu na zbyt duza
liczbe modutéw plastycznych (21 stalych, w tym 18 niezaleznych), ktére na-
lezy okredli¢ w préobach wytrzymatosciowych. Te liczbe statych plastycznych
mozna zredukowaé przyjmujac, za von Misesem [99], Ze przy hydrostatycznym
rozcigganiu badz Sciskaniu nie powstaja odksztalcenia plastyczne réowniez w
materiale anizotropowym. Aby to uzyska¢, nalezy wyzerowaé¢ podkreslone
wyrazenie we wzorze (8.34). Zatem, dla dowolnego stanu hydrostatycznego
on # 0, musi obowigzywaé
] {1} =0 (8.35)
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ktore sprowadza sie do szesciu dodatkowych warunkéw ograniczajacych na-
rzuconych na sktadowe macierzy anizotropii plastycznej [II] gwarantujacych
niezaleznos¢ od cis$nienia hydrostatycznego oy,

II7 + I + 1113 = 0
I3 + o3 + 133 =0
IIi4 + 1oy + 1134 =0
Iy + Hog + 1136 = 0

(8.36)

Dopiero po spelnieniu warunkéw ograniczajacych (8.36), warunek tensorowy
von Misesa (8.29) mozna zredukowaé¢ do dewiatorowej postaci anizotropowego
warunku von Misesa, innej niz tensorowa postac¢ ogolna (8.29), czyli

{8} aewll] {8} =1 =10 (8.37)

Zauwazmy, ze warunek (8.37) jest obecnie zapisany w zredukowanej przestrze-
ni naprezen dewiatorowych s, a nie przestrzeni naprezeri o, co mialo miejsce
w tensorowym warunku von Misesa (8.33).

Wykorzystanie szesciu warunkow (8.36) redukuje liczbe niezaleznych ele-
mentéw macierzy [II] o szes¢ (21 — 6 = 15). Posta¢ macierzy [qewll] zalezy
od wyboru niezaleznych elementéw. Wyr6znimy ponizej jej dwie rownowazne
formy.

W pierwszym przypadku przyjmiemy za niezalezne nastepujace elementy:
Uio, His, Has; s, e, Ioa, o6, 134, 1135 oraz g, 155, Ilee; 1145, s, I156. Po-
zostale elementy obliczamy wykorzystujac warunki (8.36)

[Ty, = —IIp — 133
Il = —II12 — 1Io3
II33 = —II13 — 123
[Ty = —IIpq — 134
Ilo5 = —II15 — I35
II36 = —II16 — 126

(8.38)

Uwzglednienie zaleznosci (8.38) w (8.30) prowadzi do nastepujacej reprezenta-
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cji macierzy dewiatorowej von Misesa
[ 1112 — 13 T2 II;3
—1I12 — I3 o3
—II13 — Ila3
[dewH] ==
—H24 — 1:[34 H15 H16 17T O [ ] o] [ ] [ T (839)
H24 —H15 — H35 HQG O [} [e) [
T34 I35 —II16 — 1o e o O
T4y 145 46 e o o
155 1156 o o
g6 1L o |

W drugim przypadku, za niezalezne przyjmujemy nastepujace elementy: Ilyq,
Moo, IM33; ITy5, g, lag, Ioe, 134, Tl35 oraz [y, Hss, ge; g5, Tae, [I56. Zalezne
elementy wyliczymy stosujac rownania (8.36)

I = $(Il33 — Iy — IIx)
I3 = 5(Tpp — ITyy — Is3)
Ily3 = 4 (ITyy — Ilgo — Il33)
[Ty = —IIpq — 134
o5 = —1IIy5 — I35

II36 = —1I16 — Il

(8.40)

W efekcie tej operacji otrzymujemy druga, réwnowazna reprezentacje macierzy

dewiatorowej von Misesa

[ My (I3 — Iy — o) 3(TIap — ITyq — Il33)
o2 511 — Moo — I3)
1I
[dewl] = 33

—1Ilo4 — 1:[34 15 1116 1T e o 0O e e
o4 —IIi5 — I35 Iz J e o o
1134 1135 —1IT16 — Tlog e o O
H44 H45 H46 e o o
H55 H56 e o
1146 11 °

(8.41)
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Fizyczna zasadnos$é takiej redukeji nie jest jednak oczywista (por. dysku-
sja 8.2). W szczegolnosci, dewiatorowa posta¢ warunku von Misesa moze
okazaé sie zbyt zawezona dla opisu powierzchni granicznych, plastycznosci badz
zniszczenia materiatow kompozytowych jednokierunkowo zbrojonych (zob.
takze, rozdzial 10). Jednak, z uwagi na niezalezno$¢ warunku inicjacji upla-
stycznienia od stanu hydrostatycznego, w powyzszej hipotezie jest ona czesto
stosowana.

W celu wyprowadzenia warunku von Misesa w rozwinietej postaci jawnie
dewiatorowej postuzymy sie reprezentacja (8.39). Wprowadzajac nastepnie
reprezentacje macierzowa (8.39) do dewiatorowej formy warunku von Misesa
(8.37) otrzymujemy dewiatorowy odpowiednik réwnania (8.33)

—H12 (Sm — Sy)2 — H13 (SI — 82)2 — H23 (Sy — 82)2 +
2 {Tyz [H24 (Sy — Sz) + H34 (Sz — Sz)] -+
Tow 15 (8o — sy) + 35 (52 — sy)] +
Ty [HIG (Scc - Sz) + Ilog (Sy - Sz)] +
H457—yz7_zac + H467—:1:y7_yz + H567—zac7—:1:y} +
H447_32;z + H55T2z + HﬁﬁTgy =1

(8.42)

Forma powyzsza ma strukture jawnie dewiatorowa (zawiera wytacznie roznice
dewiatorowych sktadowych normalnych, np. s, — s;...). Przechodzac na
skladowe tensorowe, np. s, — s, = 0y — 0, ..., otrzymujemy réwnowaznie
dewiatorowy warunek von Misesa zapisany w skladowych tensorowych (por.
Szczepinski [148])

—IIs (o5 — Oy)2 — T3 (0, — 0,)% — Ty (oy — 0.)” +
2 {Tyz [H24 (Gy - G:c) + 134 (Uz - Oz)] +
Tzx [H15 (Ux - Uy) + 135 (Uz - Gy)] +
Txy [Hlﬁ (0p —02) + 1l (Uy - Uz)] +
H45Tszz:v + H467_:vy7—yz + H5GszT:vy}+
H447—Zz + H557‘§$ + H667_;%y =1

(8.43)

Roéwnania (8.42) i (8.43) s okreslone przez 15 stalych 11,5, kazde. W powyzszej
formie (8.43) pokazuja sie iloczyny naprezerni nastepujacego typu: naprezenie
styczne i normalne oraz iloczyny naprezen stycznych dzialajacych w réznych
plaszczyznach, np. 7,.(cy —0)... oraz Ty,7T,,.... Forma tego warunku jest
zatem czuta na zmiany znaku naprezen stycznych. Jest to fizycznie dyskusyjne
i z tego powodu wyrazy te (podkreslone) bywaja przez niektoérych autorow
pomijane (np. Malinin i Rzysko [96]). Jadnakze pelna forma (8.43) moze by¢
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przydatna do opisu powierzchni granicznej materialéw o cechach kruchych,
typu von Misesa—Tsai-Wu (por. rozdz. 9).

8.3. Ortotropowe warunki poczatku
uplastycznienia

Ogolna posta¢ macierzy anizotropii plastycznej von Misesa (8.30) nie zaklada
zadnej symetrii materialowej. W istocie, stosowane materialy inzynierskie
charakteryzuja sie najczesciej pewna grupa symetrii materialowej, zaréwno
sprezystej, jak i plastycznej.

W szczegblnodci, w wezszym przypadku plastycznej ortotropii macierz ani-
zotropii plastycznej von Misesa [II] przyjmuje w kierunkach gltéwnych ortotro-
pii postaé¢ zredukowana do macierzy ortotropii plastycznej von Misesa [ortoll]

IIi; IIie ILis| O 0 0 °
H22 H23 0 0 0 L4
- IIs3| O 0 0 °
[ortoll] = a0 0 . (8.44)
IIss 0 .
i Hes | L ° |

W miejsce ogdlnego anizotropowego warunku von Misesa (8.28) otrzymujemy,
dla naprezenn w kierunkach materiatowej ortotropii (1,2,3), ortotropowy waru-
nek von Misesa

1102 + oy + Is302+
2(H120$O'y +H230y0'2 +H31020'$)—|— (8.45)
H44TZZ + 5572, + HGGTiy =1

gdzie przyjeto uporzadkowanie sktadowych naprezenia (8.31). W tym ogdlnym
przypadku liczba niezaleznych moduléw ortotropii plastycznej wynosi wiec 9.
W miejsce anizotropowego warunku von Misesa (8.30), obowiazuje teraz wa-
runek ortotropowy von Misesa

UinijklUkl — 1 = 0 (846)

w ktorym tensor Il jest tensorem ortotropii plastycznej von Misesa. W
notacji Voigta, zamiast (8.46), otrzymujemy postac

{0} foroll {0} =1=10 (8.47)
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w ktorej macierz reprezentacji tensora von Misesa [o0ll] jest macierza orto-
tropii plastycznej von Misesa.

Rozkladajac dalej, tensor naprezenia na aksjator i dewiator, o = s + o1,
oraz powtarzajac rozwazania dotyczace anizotropowego warunku von Misesa,
mozemy zapisa¢ analogicznie do (8.34)

{s}" [oreoll] {8} + (2 {s}" + o {1}T) (lortoll] {1} o) =1 =0 (8.48)

Jak wida¢, ogdlny warunek ortotropowy von Misesa (8.48) zalezy zatem zardw-
no od dewiatora s jak i aksjatora oyl naprezenia. Jednakze obserwacje do-
swiadczalne dla materialow ciagliwych usprawiedliwiaja przyjecie dodatko-
wego zalozenia o niezalezno$ci warunku ortotropowej plastycznosci od napre-
zenia hydrostatycznego. Pozwala to wyeliminowaé¢ podkreslony wyraz w ro-
wnaniu (8.48), ktory odpowiada za sprzezenie obu stanéw, dewiatorowego i
hydrostatycznego. Zakladajac, mianowicie, niezalezno$¢ warunku ortotropii
plastycznej od naprezenia hydrostatycznego oy, # 0, musi obowiazywaé ogra-
niczenie

[ortOH] {1} =0 (8.49)

ktore prowadzi, w zapisie rozwinietym, do trzech dodatkowych warunkdw
wiazacych sktadowe macierzy ortotropii plastycznej von Misesa [oroll] (za-
miast szesciu warunkéw w przypadku macierzy anizotropii von Misesa, (8.36))

Ilyo + log +1lp3 = 0 (8.50)

Oznacza to przyjecie hipotezy, ze tylko naprezenia dewiatorowe sa odpowie-
dzialne za poczatek uplastycznienia w ortotropowym materiale plastycznym.
Roéwniez i w tym przypadku, zatozenie takie jest jednak dyskusyjne. W wy-
niku powyzszej operacji rownanie (8.47) mozna zatem zredukowaé¢ do dewiato-
rowej postaci ortotropowego warunku von Misesa, znanego jako warunek Hilla
[64, 65|, w ktorym liczba niezaleznych statych wynosi 6

{s}" M"){s} -1=0 (8.51)
Macierz Hilla [IT"!] wystepujaca w (8.51) mozna otrzymaé z macierzy dewiato-

rowej von Misesa [gewll] na dwa sposoby nawiazujace do reprezentacji (8.39)
i (8.41).
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Macierz [ITH] wystepujaca w (8.51) otrzymujemy z macierzy dewiatorowej
Misesa [gew]l] poprzez sprowadzenie jej do formy ortotropowej, czyli

) =

lub

[ —II1p — IIy3 Iy IIy3
—1II1o — Ilog Io3
—IIy3 — 1o
T4
155
L g6
O
[}
[}
L [
(8.52)

r Iy H33*H211*H22 H22*H211*H33

Iy H11—H222—H33

1133
Iy
155

L g6

. _ (8.53)

[}
[
L L4 .

Przejdzmy obecnie do inzynierskiego sformutowania warunku plastycznej
ortotropii Hilla i jego kalibracji. Rozpisujac warunek (8.51), otrzymujemy 6—
parametrowy warunek Hilla w formie inzynierskiej, ktory mozna réwniez trak-
towaé¢ jako 6-parametrowe uogodlnienie izotropowego warunku plastycznosci
HMH (8.8) na materialy plastycznie ortotropowe. Wykorzystujac reprezenta-
cje macierzy Hilla (8.52) oraz rozpisujac rownanie (8.51) otrzymujemy

— [1I23 (Gy _Gz)Q + I3 (Gz _01)2 + 12 (Uz - Uy)Q +

2 2 2 _
H44Tyz + H55Tzz + H667_$y =1

(8.54)
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Z kolei postugujac sie reprezentacja (8.53) otrzymujemy

HHO':% + HQQO—Z + Hgga'z + (H33 —1IIi; — HQQ) OO0yt
(Ilag — IIyy —1I33) 040, + (I — Hop — Il33) 0yo .+ (8.55)
H44TZZ + 5572, + Hggrgy =1

Oba powyzsze réwnania opisuja w istocie te sama powierzchnie graniczna,
przyjmujac za niezalezne inne elementy macierzy [I1] (8.52) lub (8.53).
Stosujac trzy proby jednoosiowego rozciagania o, = ky,0y = ky,0, = k.
oraz trzy proby Scinania 7., = kgy, Tyz = Kyz, T2z = k.z, W kierunkach oraz
plaszczyznach ortotropii materiatowej (rys. 8.8), 6 wspotczynnikéw réwnania
(8.54) mozna wyrazi¢ przez 3 niezalezne granice plastycznosei na rozcigganie

k. ky

i
o P E=

Rysunek 8.8. Przypadek ortotropii plastycznej

kz, ky, k. (w kierunkach ortotropii), oraz 3 niezalezne granice plastycznosci na
Scinanie ky., k.p 1 kgy (W plaszczyznach ortotropii materialowej), mianowicie

1/1 1 1 1
Iy = = - _ I =
¥ (E% k2 k%) 1R
1/1 1 1 1
Tie = = [ — 2+ — — =} Tler = —
o=3(mrEg) om 520
gLl 11 1
2o\ TR R © TR,

Warunki plastycznosci Hilla (8.54) i (8.55) przyjmuja kolejno forme
1 < 1 1 1 > 5 1 < 1 1 1 > 9
Ns+=—-—=)loy—0.) "+ 5+—5—75)(0:—02)"+
2\kZ k2 k2 v 2\kZ k2 K =T

8.57)
1 1 1 1 2 Tyz 2 Tzx 2 Ty 2 (
— - JR T — — 1
(g () - () « (&
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badz réwnowaznie

() + (%)

1 1
e

a.\* (1 L1
) o (—xr— — Voo —
k., k2 k2 k2 Y
1 1 1
2 0y0:— | 12 + 2 k—g 0,05+ (8.58)
N2 - \2 o\2
Yz zx Ty
- | + +(—) =1
<kyz> <kz:c> (ktcy>
W szczegbdlnym przypadku plaskiego stanu naprezenia, np. w plaszczyznie

x,y gdy 0, = 7.4 = Ty, = 0, zastosowanie wzoréw (8.58) prowadzi do postaci
4—parametrowej ortotropowego warunku Hilla

2 2 2
0—1‘ Uy <1 1 1) Tmy
L4 2|4+ -5 oo, +-2=1 (8.59)
ete \BTE R) TR

w ktorej na osiggniecie poczatku uplastycznienia w pltaszczyznie x,y wplywaja
nie tylko kg, ky i kzy, lecz rowniez granica plastycznosci w kierunku z, k. (co
jest fizycznie watpliwe).

Latwo zauwaZyé, ze dla H23 = H13 = H12 = —1/2]{‘2 i H44 = H55 =
Igs = 3/k2, ortotropowy warunek Hilla (8.54) przechodzi w izotropowy waru-
nek HMH

1

3
2 2 2
52 (oy —0.)" + (0, —02) +(Gx—oy)}+?(T§z+73m+72y)=1

(8.60)
czyli

(0y —02)° + (02 —02)* + (00 —0y)? +6 (12, + 72, +72,) =2k*  (8.61)

Warunek Hilla, np. w postaci (8.54), jest zapisany dla kierunkow gltéwnych
ortotropii materiatowej, ktére na ogét nie musza pokrywaé sie z kierunkami
naprezen gtownych. W szczegbdlnym przypadku zgodnosci kierunkéw gtownych
ortotropii materiatowej i kierunkoéw gléwnych naprezenia o, = o1, 0y = 02,
O, =03 Tgy = Ty = Tz = 0, otrzymyjemy

—Tly3 (09 — 03)* — i3 (03 — 01)° = Ta (01 — 02)* = 1 (8.62)
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Po podstawieniu wynikow kalibracji (8.56) warunek (8.62) przyjmuje forme

L1 ( 2y
—+5—75]|(0c2a—0
Bk k)T

1
2
1/1 1 1 )
(3 gg) e+ (&0
1/1 1 1 )

— R —_ _ :1

2(%*/@ k>< 72)

Warunek Hilla (8.63) reprezentuje w przestrzeni naprezen gtéwnych powierzch-
nie walcowa o przekroju eliptycznym i osi zgodnej z osig hydrostatyczna. Aby
to zilustrowaé¢ postuzymy sie wspotrzednymi Haigha—Westergaarda (8.5), por.
Ganczarski i Lenczowski [46]

o1 ¢ 1 7 cos 0
oy p = 7 1+ \/;,0(9) cos( — 27/3) (8.64)
o3 311 cos(0 + 2m/3)

Podstawiajac (8.64) do (8.63) otrzymujemy nastepujace wyrazenie na zalezny
od kata promien powierzchni walcowej Hilla

2

L1 1) an2 ™ L, 1 1) wn? ™
—2+—2——2>sm (9+_)+(—2+—2——2>sm (9__)
BTE TR 3T\ TR R 1 (8.65)

1 1) gin2
i kg)sme

Zauwazmy, ze w przypadku ki1 = ko = ks = k wzor (8.65) przechodzi w

klasyczny warunek HMH
2
p= \/;k = const (8.66)

reprezentujacy w przestrzeni Haigha—Westergaarda walec kotowy, por. rys. 8.9.
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Rysunek 8.9. Poréwnanie warunkéw plastycznosci HMH oraz Hilla (k1 = k,
ko = 0.8k, ks = 1.5k) we wspolrzednych Haigha—Westergaarda

8.4. Ograniczenie warunku Hilla dla materialéw
silnie ortotropowych - warunek Hu—Marina

Przesledzimy obecnie przydatnosé¢ warunku Hilla (8.58) do opisu rzeczywistych
ortotropowych materiatéw inzynierskich. Dla prostoty dalszych rozwazan,
ograniczymy sie do przypadku zgodnosci kierunkéw gtéwnych naprezenia i
ortotropii materiatowej, gdy warunek (8.58) redukuje sie do zawezonej postaci
(8.63).

Warunek Hilla (8.63) obowiazuje dla wiekszosci rzeczywistych materialow
inzynierskich wykazujacych ortotropie plastyczna. Stopien ortotropii nie moze
byé¢ jednak dowolnie duzy. Przedstawimy obecnie dwa przyktady materiatow
ortotropowych, z ktérych pierwszy mozna poprawnie opisa¢ warunkiem Hilla,
natomiast w stosunku do drugiego opis warunkiem Hilla prowadzi do fizycznie
niedopuszczalnej degeneracji powierzchni granicznej. Na rys. 8.10 dokonano
poréwnania warunku Hilla z izotropowa aproksymacja warunkiem Hubera—von
Misesa—Hencky’ego dla stopu tytanu OTCz. Material OTCz wykazuje niezbyt
silng ortotropie plastyczna, zblizona do symetrii poprzecznie izotropowej (gra-
nice plastycznosci w plaszczyznie 1-2 réznia sie nieznacznie, natomiast o$ 3
jest osia dominujacej ortotropii). W plaszczyznie "stabej” ortotropii 1-2, elipsa
Hilla jest nieznacznie tylko obrocona w kierunku osi 2 (a19 = 45°), jednak
jej wieksza polos jest wyraznie diuzsza niz w aproksymacji HMH rys. 8.10a.
Natomiast w ptaszczyznie silnej” ortotropii 1-3 obrét osi elipsy Hilla jest zna-
czaco widoczny (a3 = 71°) rys. 8.10b. W konsekwencji, proba aproksymacji
powierzchni ortotropowej Hilla, walcem kotowym HMH, obarczona jest duzym
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Rysunek 8.10. Poréwanie ortotropowego warunku plastycznosci Hilla z izotro-
powa aproksymacja HMH dla stopu tytanu OTCz tab. 1.3 (k; = 490 MPa,
ko = 520 MPa, ks = 800 MPa): a) przekroj w plaszczyznie ,stabej” ortotropii
prostopadlej do osi dominujacej ortotropii (1, 2), b) przekréj w plaszczyznie
,Silnej” ortotropii zawierajacej o§ dominujacej ortotropii (1, 3)
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btedem i nie moze byé¢ stosowana. Reasumujac, materialy o niezbyt silnej
ortotropii moga by¢ opisywane warunkiem Hilla.

W zalozeniach Hilla, dewiatorowa posta¢ warunku plastycznosci (8.63)
przedstawia walec eliptyczny o osi zgodnej z osia hydrostatyczna. Jednak
w przypadku bardzo silnej ortotropii, gdy np. k3 > ky i k3 > ko (co zacho-
dzi przyktadowo dla mosiadzu 162 pokazanego w tab. 1.3), elipsa w przekroju
powierzchni Hilla ptaszczyznag 1-2 moze ulec degeneracji do dwoéch hiperbol.
Woéwcezas kwadrat dtugosci krotszej potosi elipsy przechodzi, z liczby rzeczy-
wistej dodatniej, na ujemna rys. 8.12b.

Warunek zapobiegajacy utracie eliptycznosci warunku Hilla ma postad,
por. Ottosen i Ristinmaa [110]

2 2 2 1 1 1

> =4+ =+ = 8.67
PR ER TRR R e T (8.67)

W ogbélnym przypadku materiatéw silnie ortotropowych, dla ktérych warunek
(8.67) nie jest spelniony, nalezy powroci¢ do pelnego, dziewiecioparametro-
wego ortotropowego warunku von Misesa w postaci tensorowej (8.45), zapisa-
nego dla przypadku zgodnodci kierunkéw gléwnych ortotropii materiatowej z
kierunkami gtéwnymi naprezenia, mianowicie

HHO'% + ]._.[220'% + Hgg()’% + 2(H120’10’2 + H230'20'3 + H310'30'1) =1 (868)

Wyrazy uwzgledniajace $cinanie w (8.45) znikaja, gdyz 793 = 731 = 712 = 0.
Warunek (8.68) zawiera szes¢ aktywnych, niezaleznych parametréw materia-
towych. W celu kalibracji tego warunku nalezy przeprowadzi¢ trzy proby jed-
noosiowego rozciagania wzdtuz gtéwnych osi ortotropii, ktore okredlaja trzy
pierwsze moduty II;1,Ilso, I133

Ulzkl 0'2:0 0'3:0 I Hllzl/k%
oy=ky 01=0 03=0 — Tlyp=1/k3 (8.69)
ngkg 0'1:0 0'2:0 i Hggzl/kg

Pozostale trzy moduty 1119, I1;3, ITo3 nalezy okresli¢ na podstawie dodatkowych
warunkow

O'lzkl O'szg 0'3:0 — H12:—1/2k1]€2

o1=ki o3=ks 09=0 — Il13=—1/2k1ks (8.70)
O'szg O'3=k3 0'1:0 — H23:—1/2k2]€3

Warunki (8.70) moga by¢ zinterpretowane jako kryteria zgodnosci dwuosio-
wych stanéw granicznych (k;, k;) z odpowiednimi parami granic plastycznosci
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k

i i’ f)

Rysunek 8.11. Graficzna interpretacja warunkow (8.70)

w probach jednoosiowych k;, kj, por. rys. 8.11. Wykonana w ten sposob ka-
libracja ortotropowego warunku von Misesa (8.68) prowadzi do tréjosiowego
uogélnienia warunku typu Hu—Marina [67] (por. Ganczarski i Skrzypek [50]
oraz Skrzypek i Ganczarski [142])

01 2 0102 02 2 0203 g3 2 0103

<k_1>  kiks * <k_2> ok * <k_3> kiks ! (8.71)
Mozna wykazaé, ze w przeciwienstwie do warunku Hilla (8.63), warunek typu
uog6lnionego Hu—Marina przedstawia zawsze walec eliptyczny, nawet w przy-
padku bardzo silnej ortotropii. Cecha ta jest bardzo istotna, bowiem, po-
wierzchnie tego typu nie naruszaja postulatu statecznosci Druckera (por. pod-
rozdzial 7.2), czego nie gwarantuja powierzchnie oparte na klasycznym wa-
runku Hilla. Posta¢ warunku typu Hu-Marina okreslona réwnaniem (8.71),
daje sie réwnoczesnie, na drodze elementarnych rachunkéw, przeksztalci¢ do
postaci ,,pseudodewiatorowej”

101022102032103012

= =) +z|l—-—) +tz|{+——7) =1 8.72

2<k1 k2> 2<k2 k3> 2<k3 k1> 572
Z rownania (8.72) wynika geometryczne znaczenie trzech granic plastycznosci
ki, ko i k3, wyznaczajacych jednoznacznie nachylenie osi ,,pseudohydrostatycz-
nej’ ortotropowej powierzchni cylindrycznej typu Hu-Marina. Podkreslmy
jednak, ze o$ "pseudohydrostatyczna’ nie jest osia réwnonachylona w prze-
strzeni 01,09, 03, bowiem obowiazuje wzdluz niej warunek réwnomiernej wy-
trzymalosci o1 = aky, 09 = aky i 03 = aks. Warunek typu Hu—Marina (8.71)
pozwala zatem uwolni¢ sie od ograniczenia stosowalnosci warunku Hilla (8.67),

polegajacego na utracie eliptycznosci klasycznego warunku Hilla w przypadku
silnej ortotropii plastyczne;j.
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W szczegbdlnym przypadku plaskiego stanu naprezenia oz = 0, zamiast
trojparametrowego warunku (8.71), otrzymujemy dwuparametrowy warunek

Hu-Marina [67]
2 2
o1 0102 g9
— | - — ] =1 8.73
<k1> k1k2+(k2> (8.73)

Poréwnujac 2-parametrowy warunek Hu-Marina (8.73) z tréjparametrowym
warunkiem Hilla (8.59), zapisanym dla przypadku zgodnosci osi gléwnych
naprezenia z osiami otrotropii (74, = 0,04,0y = 01,09, ale ky, ky, k. =
kl, kz, kg), Czyli

o1\ 2 L1 1 (o 2 . (8.74)
— ) = |35+ —73])010 — | = .
k1 k2 R2)TT T (ke

otrzymujemy zaleznodé¢ wyrazajaca ks poprzez ki i ko
1 1 1 1

RTRTE ik
przy ktorej oba warunki sa identyczne. Jednak w (8.74) stala ks jest zalezna.
Dla ilustracji zalet sformutowania warunku ortotropowego typu Hu—Marina,
w poréwnaniu z warunkiem Hilla, przesledzimy ich przydatnosé dla dwéch ro-
dzajow materiatow, rozniacych sie stopniem ortotropii plastycznej. W przy-
padku ”stabej” ortotropii (stop tytanu) obie hipotezy daja zadowalajace wy-
niki. Przedstawiajac graficznie powierzchnie plastycznosci typu Hilla (8.74)
i Hu-Marina (8.73), przykladowo dla stopu tytanu OTCz (tab. 1.3), otrzy-
mujemy w przekroju plaszczyzna oo = 0 (plaszczyna ortotropii) dwie elipsy
(rys. 8.12a). Natomiast, w przypadku mosiadzu 162 (tab. 1.3) charakteryzuja-
cego sie tak silna ortotropia, ze nie jest spetniony warunek eliptycznosci (8.67),
powierzchnia Hilla przedstawia pare wklestych walcow hiperbolicznych. Po-
wstaja one wskutek ,otwarcia” powierzchni walca eliptycznego w kierunku osi
spseudohydrostatycznej” rys. 8.12b. Natomiast powierzchnia typu Hu-Marina
przedstawia zawsze walec eliptyczny, niezaleznie od tego jak silna jest ortotro-
pia. Efekt powyzszy jest doskonale widoczny w plaszczyznie najwiekszej or-
totropii 1-2 (o3 = 0) rys. 8.12b. Takie zachowanie warunku typu Hu-Marina
jest mozliwe dzieki temu, ze musza by¢ spelnione jednoczesnie trzy warunki w
probach jednoosiowych, oraz trzy dodatkowe w warunki (8.70).
Dokonujac uogoélnienia oryginalnego warunku plastycznosci Hilla (8.54)
na wyzsze (parzyste) potegi, otrzymujemy uogélnienie warunku Hersheya—
Daviesa (8.13) na przypadek ortotropii

(8.75)

—Ilx3|oy — 0™ — i3]0, — 04|™ — ig|oy — 0y |™

8.76
H1aa |7y |™ + U5 | 720" + s |Tay|™ =1 ( )
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Rysunek 8.12. Poréwnanie warunkéw plastycznosé Hilla i von Misesa—Hu-
Marina dla materialow ortotropowych: a) ,staba” ortotropia: stop tytanu
OTCz (k1 = 490 MPa, ky = 520 MPa, k3 = 800 MPa), b) ,silna” ortotro-
pia: mosiadz 162 (k; = 950 MPa, ko = 105 MPa, k3 = 120 MPa) tab. 1.3

State Ilag, . .., Ilge oznaczaja teraz uogdlnione moduly ortotropii plastycznejo-
kreslone wzorami o analogicznej budowie jak warunku Hilla (8.56), mianowicie

1 1 1 1 1
My — & MRS ) My — L
2 2<|ky|m ™ k™) T TRyelm
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—H13=—< + - > Hgs = ——
2 \ T e~ 7 AT -
_— Lo, LY o 1 '
AN N Y e P

Jednak w obecnie rozwazanym przypadku ich wymiar zalezy od wartosci wy-
ktadnika m i wynosi MPa™"".

Podkreslmy raz jeszcze, ze warunek Hilla (8.54), badz jego uogdlnienie
na wyzsze potegi typu anizotropowego Hersheya—Daviesa (8.76), nie wykazuje
roznicy w osiagnieciu stanu granicznego materiatu przez rozciaganie badz Sci-
skanie ki, = kcz, Kty = key, ktz = kc.. Stanowi to istotne ograniczenie, bowiem
wyklucza stosowanie warunkoéow tego typu do klasy materiatéw kruchych, badz
sypkich (skaly, beton, ceramika, grunty), w ktorych efekt strength differential
jest wyraZny i nie moze byé pominiety.

8.5. Przypadek poprzecznej izotropii

Warunek Hilla (8.54), zawierajacy 6 niezaleznych wspolczynnikow utozsamia-
nych z odpowiednimi granicami plastycznosci kg, ky, k., kyz, k.o 1 kzy, jest
czesto zbyt ogélny w zastosowaniu do materiatéw wykazujacych grupe syme-
trii typu poprzecznej izotropii (ang. transverse isotropy). W szczegolnosci,
jesli juz w zakresie sprezystym zachowana jest symetria w postaci poprzecz-
nej izotropii, nalezy oczekiwaé, ze rowniez i w zakresie plastycznym nalezy
zawezi¢ przypadek pelnej plastycznej ortotropii do poprzecznej izotropii pla-
stycznej, por. podrozdzial 4.4. Przyjmujemy, ze oS z jest osig ortotropii,
natomiast plaszczyzna x i y jest plaszczyzna izotropii poprzecznej. Przypadek
ten znajduje zastosowanie, np. w kompozytach zbrojonych kierunkowo (zob.
rozdzial 5).

Poslugujac sie rownaniami (8.54) lub (8.55) oraz kalibracja (8.56) i zaklada-
jac kierunki poprzecznej izotropii x,y: k, = ky # k, oraz k., = k., # kgy,
mozna zredukowaé liczbe wspoétczynnikow w réwnaniu Hilla do 4, np. dwoch
granic plastycznosci na rozcigganie badz $ciskanie k, i k,, oraz dwoéch granic
plastycznosci na Scinanie k., i Ky (rys. 8.13). Zatem otrzymujemy

1 1
—ll3 = —1Ilxg = %2 g = Uszs = =N
: 2 (8.78)
S I |
2T \k2 k2 T 22,
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k\\
b

Y

ﬂky = k\‘

I k= k.

Rysunek 8.13. Przypadek poprzecznej izotropii plastycznej

W przypadku poprzecznej izotropii macierzy Hilla w reprezentacjach (8.52)
lub (8.53) redukuja sie, do postaci 4-parametrowych

i —H12 — H13 H12 H13
—IIyp —IIp3  1Iy3
—2I1
Hy _ 13
popl1¥] = -
,O\; I _
@)
L .7
lub
lpop "] ; 21 il
Hll 33_2 11 233 — o
m;, = .\ i
II33 °
T4y
T4

“

(8.79)

(8.80)

Poprzecznie izotropowe warunki Hilla zapisane przy uzyciu reprezentacji (8.79)
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lub (8.80) przyjmuja odpowiednio postaci

(ay—az)2+(0z_‘7x)2+<1 ! )(Ux—ay)QJr

s g w) (8.81)
Tyz + Trx Tﬂ -1
k2, K2y
lub réwnowaznie
M a_ﬁ_(i_i)ag_ayazjwfzam T, + Ty T_?Cyzl (8.82)
K2 k2 O\KZ RZ) Y k2 k2, k2 '

Obie powyzsze formy wykorzystuja 4 granice plastycznodci ky, k., k., 1 kgy
traktowane jako niezalezne. Oznacza to, ze w plaszczyZnie poprzecznej izotro-
pii kzy jest niezalezna od k,, a ponadto pokreslony wspotczynnik przy wyrazie
0,0y zawiera w sobie nie tylko k., ale rowniez k.. Podobnie jak to mialo miej-
sce w przypadku ogoélnej ortotropii, na osiagniecie uplastycznienia w plaszczyz-
nie izotropii x, y wpltywa wiec nie tylko granica plastycznosci w tej ptaszczyznie
k., ale rowniez granica plastycznosci w kierunku ortotropii k.. W zwiazku z
powyzszym, warunki (8.81) i (8.82) nalezy zakwalifikowaé jako przypadki ma-
teriatu plastycznie poprzecznie izotropowego Hilla klasy tetragonalnej (por.
rys. 6.1b).

Oprocz tak sformulowanego warunku poprzecznie izotropowego Hilla klasy
tetragonalnej, mozna réwniez wprowadzi¢ warunek poprzecznie izotropowy
typu Hu-Marina klasy heksagonalnej (por. rys. 6.1c)

1 2 ? ’

2\ ks 2\ ke k. 2\k: Ky (8.83)

2 2 :

Tye T Toa | o Tay _ 1
kZ, k2
lub

0'%4‘0'12/_O'I(J'y+O'_2_O'y0'z+0'z0'm+7—12/z+7—2x+ T_?Syzl (884)

2 K2R ok k2, k2 |

ktore w plaszczyznie poprzecznej izotropii redukuja sie do warunku HMH.
Zauwazmy, ze powyzsze warunki (8.83) lub (8.84) odpowiadaja uogdlnionym
warunkom typu Hu-Marina przy ki = ko (8.72) lub (8.71) wzbogaconym o
wyrazy zawierajace $cinanie. Mozna je wyprowadzi¢ z warunku ortotropo-
wego von Misesa (8.45) w sposob analogiczny do zaprezentowanego w pod-
rozdziale 8.4, por. (8.69) i (8.70). Wprowadzajac ograniczenia poprzecznej
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izotropii otrzymujemy obecnie:
— trzy proby, rozciggania w kierunkach izotrotopii z i ortotropii z oraz §cinania
w plaszczyznie ortotropii zx
1
op = kz Oy =0, =Toy =Tyz =Tzz =0 ? H11:H22:E
1
o,=k, O =0y =Tgy = Tyz = Tzx = 0 > 133 = %2 (885)
_ o _ _ _ _ 1
Tox = koo Um—gy—gz—sz—Tyz—O ” H44—H55—E
— ponadto trzy dodatkowe warunki zgodnosci stanéw dwuosiowych z odpo-
wiednimi parami granic plastycznosci

Uz:kmay:kx Uz:Tmy:Tyz:sz:O — HIQZ_@
Oy = kg,0, =k, Oy =Tagy = Tyz = Tzz = 0 — IIiz= T kK (886)
ks 3

Uz:kmﬂ_my:\/g Uy:Gz:Tyz:sz:O - H66:k_

LY

Warunki poprzecznie izotropowe Hilla klasy tetragonalnej (8.81) lub (8.82)
oraz typu Hu—Marina klasy heksagonalnej (8.83) lub (8.84) zostaly poréwnane
dla ustalonego stosunku R = 2(k; /kz)? — 1 = 2, kay/ke = 0.8, k(yy)/kz = 0.9,
k.o/k: = 0.4 w dwoch plaszczyznach: poprzecznej izotropii rys. 8.14a, c
oraz ortotropii rys. 8.14b, d. Stany naprezenia zilustrowane na rys. 8.14a, b
odpowiadaja dwuosiowemu rozciaganiu w plaszczyznie poprzecznej izotropii
(04,0y) oraz w plaszczyznie ortotrpii (o, 0,). Stany naprezenia zilustrowane
na rys. 8.14c, d odpowiadaja jednoosiowemu rozciagganiu ze $cinaniem w ptasz-
czyznie poprzecznej izotropii (04, T4y) oraz w plaszczyznie ortotrpii (o4, 74z).
Wszystkie sktadowe naprezenia zostaty jednolicie odniesione do osiowej granicy
plastycznosci w plaszczyznie poprzecznej izotropii k.

Podkreslmy, ze warunek poprzecznie izotropowy Hilla w sformutowaniu
odpowiadajacym klasie tetragonalnej (8.81) lub (8.82) zawiera 4 niezalezne
granice plastycznosci. Natomiast warunek poprzecznie izotropowy typu wzbo-
gaconego Hu-Marina (8.83) lub (8.84) zawiera tylko 3 niezalezne granice pla-
stycznosdci. Zatem reprezentacja macierzy konstytutywnej plastycznosci wy-
glada nastepujaco (8.80)

[popMHM]:
k TRz ]
T lz 1 O
k2 _2lfzkz .\. i
= o (8.87)

T

B .\

k?

zx
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Oba warunki poprzecznie izotropowe klasy tetragonalnej typu Hilla (8.81) oraz
klasy heksagonalnej typu Hu—Marina (8.83) opisuja powierzchnie cylindryczna
w przestrzeni naprezeri gtéwnych, jednak warunek typu Hilla przedstawia wa-
lec eliptyczny o osi zgodnej z osia hydrostatyczna w przeciwienistwie do wa-
runku typu wzbogaconego Hu—Marina, ktéry przedstawia walec eliptyczny o
osi ,pseudohydrostatycznej”’. Warunek typu wzbogaconego Hu-Marina nie
spetnia zatem kryterium dewiatorowosci, co jest cena za zapewnienie zgodno-
$ci z warunkiem Hubera—von Misesa—Hencky’ego w ptaszczyznie poprzecznej
izotropii oraz zachowanie cylindrycznosci bez wzgledu na stopiert ortotropii
(patrz dyskusja w podrozdziale 8.4).

Wybér odpowiedniego warunku granicznego poprzecznie izotropowego kla-
sy tetragonalnej (8.81) badz heksagonalnej (8.83) bedzie zalezal od zgodnosci
z wynikami eksperymentéw na rzeczywistych materiatach, ktére moga pod-
porzadkowywaé sie jednej badz drugiej klasie, ale réwniez moga wykazywé
zachowanie odmienne od obu powyzszych przypadkéw. Kluczem do prawi-
dlowego zklasyfikowania rzeczywistego materiatu poprzecznie izotropowego do
odpowiedniej klasy symetrii (tetragonalnej, heksagonalnej lub mieszanej) jest
ksztalt krzywej granicznej w plaszczyznie poprzecznej izotropii.

Przejdziemy obecnie do wyprowadzenia warunku granicznego dla klasy
mieszanej (odmiennej zar6wno od klasy tetragonalnej (8.81) lub (8.82) jak
i heksagonalnej (8.83) lub (8.84). Réwnania typu Hu—Marina dla czystej klasy
heksagonalnej (8.83) lub (8.84) zawieraja trzy niezalezne stale materiatowe
kz, k. 1 kyp. Rzeczywiste materialy klasy mieszanej charakteryzuja sie wy-
stepowaniem czterech niezaleznych statych materiatlowych: w dwéch prébach
jednoosiowego rozciagania k, i k,, probie $cinania k., (8.85) oraz dodatkowo
probie dwuosiowego rozciagania k., (ang. bulge test)

Or =0y =K(gy) 02 =Tay=Ty:=Tzz=0 — Ilip= —W (8.88)
zy

zamiast pierwszego z warunkow (8.86). Prowadzi to do nastepujacego réwnania
powierzchni granicznej typu Hu—Marina klasy mieszanej

0326 + Uf, OO0y az OyOy+ 0,0, T ZQ/Z + 7'3:;: T:?:y o
-ty L3 =1 (889
k2 K2, k2 Kok k2, k2

roznigcego sie wspotczynnikiem przy wyrazie mieszanym (podkreslonym) w
stosunku do (8.84). Warunek ten zostal zilustrowany liniami przerywanymi
na rys. 8.14a. Warunek typu Hu-Marina klasy mieszanej pozwala lepiej od-
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wzorowaé zachowanie materialow kompozytowych, ktére w plaszczyznie po-
przecznej izotropii zachowuja sie odmiennie zaréwno od materialu Hilla jak i
Hubera—von Misesa—Hencky’ego.

a) b
o, /k, Hill (tet) ) o, /k, Hill (tet)
16— /Hu-Marin (hex) = 16— /

HMH Hu—Mar@n (hgx) =
- Hu-Marin (mix)
1.2 1.2
Hu-Marin (mix)
0.8 0.8
04l 0.4
45”"\\ \ \ . o./k
0 04 08 12 16 6,/k, 0 12 A
c) d)
TXY /kx . sz / kx
12 Hill (tet) 12
/ Hu-Marin (hex) = HMH
0.8 Hu-Mari iX) = 0.8 -
T (mix) / Hill (tet) =
kA3 kA3 Hu-Marin (hex) =
0.4 0.4 Hu-Marin (mix)
‘ Gx/ kx \ \ | Gx/ kx
0 0.4 0.8 1.2 0 0.4 0.8 1.2

Rysunek 8.14. Poréwnanie warunkow poprzecznie izotropowych Hilla klasy
tetragonalnej (8.82), Hu-Marina klasy heksagonalnej (8.84) oraz mieszanej
(8.89) przy ustalonym stosunku R = 2(k,/k;)? — 1 = 2, kyy/ks = 0.8,
Kwy)/kz = 0.9, k.o/k; = 0.4 dla stanéw dwuosiowych w plaszczyznach: a)
poprzecznej izotropii (o,,0y), b) ortotropii (¢4,0,), ¢) cinania w plaszczyz-
nie izotropii (04, 74y) oraz d) Scinania w plaszczyznie ortotropii (o4, 7.2)



Rozdzial 9

Ograniczenia zakresu sprezystego
materialéw kruchych badz sypkich —
kryteria poczatku zniszczenia

9.1. Charakterystyka inicjacji zniszczenia
materialéw kruchych

Warunki ograniczenia zakresu sprezystego omawiane w rozdziale 8 znajduja
zastosowanie dla materiatéw ciggliwych, w ktérych mozna na ogélt zalozyé
niewrazliwo$¢ na kierunek naprezenia (rozciagania badz $ciskania). Wiekszosé
materialéw metalicznych o strukturze polikrysztalicznej wykazuje takie za-
chowanie, o ile rozwazymy ograniczenie odpowiadajace wstepnemu poslizgowi
plastycznemu. W przypadku materiatow kruchych, takich jak wiekszo$¢ ma-
terialéow ceramicznych, skaly, beton, materialy kompozytowe o osnowie cera-
micznej typu CMC, 16d i tym podobne, o lokalnym uszkodzeniu materiatu
decyduja nie podlizgi plastyczne, lecz powstajace w materiale mikropekniecia,
ktore w drodze dalszej ewolucji oraz agregacji moga prowadzi¢ do powstania
makropekniec.

Ogolna, anizotropowa postaé kryterium inicjacji zniszczenia materiatéw
kruchych, moze by¢ przyjeta analogicznie do kryterium poczatku uplastycz-
nienia (8.19), zatem

4= Y045, Wijnoijok, Wijkimn0ii0kiTmn, - - -) = 0 (9.1)

Tensory Il;;, 1151, ILijkimn, - - - charakteryzuja teraz sprezystg anizotropie ma-
teriatu, ktory podlega zniszczeniu przez pojawienie sie mikrouszkodzen (bez
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udziatu plastycznosci). Przyjmujac, przez analogie do (8.20), tensorowo-wielo-
mianowa posta¢ kryterium (9.1) otrzymujemy réwnowaznie ogolne, anizotro-
powe kryterium poczatku zniszczenia typu Goldenblata—Kopnova, w postaci
identycznej do (8.20)

(ij045)" + (Hijklaijakl)ﬁ + (I jktmn 030 kiOmn)” + ... —1=0 (9.2)

Pomimo ze ogdlna postaé kryterium poczatku zniszczenia (9.2) jest analo-
giczna do postaci kryterium poczatku uplastycznienia (8.20), to dalsze uprosz-
czenia tego réwnania dla materialéw kruchych nalezy przeprowadzaé¢ wedlug
innych zalozen, niz dla materialéow ciagliwych. W istocie, poczatek plastycz-
nego plyniecia materialéw metalicznych charakteryzuje (zob. rozdzial 8):

1. Brak wplywu naprezenia hydrostatycznego na kryterium uplastycznienia
(brak efektu strength differential).

2. Brak wplywu zmiany znaku naprezenia (z rozciagania na $ciskanie, lub
odwrotnie), na posta¢ kryterium uplastycznienia.

3. Wypuktos¢ powierzchni uplastycznienia (postulat Druckera).

Natomiast, rozpatrywany teraz poczatek procesu zniszczenia materiatéw kru-
chych (beton, materialy ceramiczne, materialy skalopodobne, itp.), cechuje:

1. Silny wplyw naprezenia hydrostatycznego na kryterium zniszczenia.

2. Postaé¢ kryterium zniszczenia jest wyraznie zalezna od zmiany znaku
naprezenia, bowiem dla wiekszoéci materialéw kruchych odpornosé na
zniszczenie w warunkach $ciskania jest niewspotmiernie wyzsza, niz w
warunkach rozciagania (wyrazny efekt strength differential).

3. Powierzchnia zniszczenia jest wypukla (podobnie do powierzchni pla-
stycznosci).

W podrozdziale 8.1 przedstawiono warunki poczatku uplastycznienia ma-
teriatow o strukturze polikrystalicznej. Materialy plastyczne (wiekszo$é me-
tali, stale) nie wykazuja zaleznosci powierzchni granicznej plastycznosci od
ci$nienia hydrostatycznego. Jak pokazano, w takim przypadku, powierzchnie
graniczne sa niezalezne od pierwszego niezmiennika naprezenia (J14), lub row-
nowaznie od pierwszej wspélrzednej Haigha—Westergaarda (£). Powierzchnie
uplastycznienia sa wowczas typu cylindrycznego o osi hydrostatycznej, zatem
nie pozwalaja na rozréznienie osiggniecia stanu granicznego inicjacji zniszcze-
nia przy rozcigganiu k. oraz Sciskaniu kg, czyli ky = k..
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Istnieje szeroka grupa materialéw, dla ktérych powyzsze ograniczenie nie
jest uzasadnione (beton, skaly, grunty, zeliwo, kompozyty zbrojone czasteczka-
mi). Woéwezas konieczne jest uwzglednienie w rownaniu powierzchni granicz-
nej zniszczenia pierwszego niezmiennika naprezenia (Ji,) lub réwnowaznie
pierwszej wspotrzednej Haigha—Westergaarda (£). Powierzchnie graniczne w
przestrzeni naprezenn gtéwnych traca wtedy wtasnoéé cylindrycznosci, co po-
zwala na rozroéznienie zniszczenia przy rozciaganiu oraz $ciskaniu ky # k. (ang.
strength differential materials). Jest to bezposrednia konsekwencja uwzgled-
nienia w réwnaniu pierwszego niezmiennika, modyfikujacego ksztatt i wielkosé
przekroju poprzecznego krzywej granicznej wzdluz osi hydrostatyczne;j.

W ogélnym przypadku zniszczenia materiatu izotropowego, réwnanie po-
wierzchni granicznej mozna zapisa¢ w funkcji trzech niezmiennikéw: pierw-
szego dla tensora naprezenia Ji, oraz drugiego i trzeciego dla dewiatora napre-
zenia JQS, Jgs

f(J107J257J38;k) =0 (93)
lub, réwnowaznie, trzech wspétrzednych Haigha—Westergaarda
f(&p,0:k)=0 (9.4)

ktore wskazuja na zalezno$é¢ od potozenia na osi hydrostatycznej £ (odmienny
wplyw rozciagania, badz Sciskania). Wszystkie te powierzchnie wykazuja pe-
wien rodzaj symetrii dyskretnej wzgledem osi hydrostatycznej, jednak tylko w
szczegolnym przypadku — niezaleznosci od trzeciego niezmiennika Jss (lub 6),
jest to pelna symetria obrotowa.

Prosta kombinacja powyzszych trzech niezmiennikéw prowadzi do réwna-
nia izotropowej powierzchni granicznej w postaci wymiarowo jednorodnej (Iyer

i Lissenden [70])
f=aJ? 4 bJas + csgn(Js) (|J3673) —1=0 (9.5)

gdzie wystepuja trzy parametry materialowe a,b i c¢. Roéwnanie tego typu,
znajduje potwierdzenie w opisie inicjacji zniszczenia np. materiatéw na bazie
zelaza (Briinig i inni [13]).

9.2. Izotropowe obrotowo-symetryczne
powierzchnie zniszczenia materialow kruchych
zalezne od oy, 1 Jo,, lecz niezalezne od Js;

Zawezimy dalej geometryczng symetrie izotropowych powierzchni granicznych
do pelnej symetrii obrotowej wzgledem osi hydrostatycznej o robwnaniu o; =
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09 = 03. Powierzchnie obrotowo-symetryczne nie moga oczywiscie zaleze¢ od
trzeciego niezmiennika J3s ani, réwnowaznie, od trzeciego parametru Haigha—
Westergaarda 6.

Ogolng postac trojparametrowej izotropowej powierzchni granicznej obroto-
wo-symetrycznej niezaleznej od trzeciego niezmiennika, zaproponowal Burzyn-
ski [14]

Aol + Bop +Cop—1=0 (9.6)

gdzie A, B i C sg stalymi materialowymi. Warunek Burzyiiskiego (9.6) przyj-
muje forme réwnowazng, w postaci niezmienniczej zaleznej od pierwszego nie-
zmiennika tensora naprezenia Jy, i drugiego niezmiennika dewiatora napreze-
nia JQS

Jio \ Jio
A3.Jy + B <%> +C (%) —1=0 (9.7)
natomiast w przestrzeni Haigha—Westergaarda, otrzymujemy odpowiednio
3 EN' L L6
A—2+B(—> +C>=—-1=0 9.8
2" V3 V3 ©8)

Trzy stale w warunku Burzyniskiego A, B i C' zostaty okreslone na podstawie
trzech prob: jednoosiowego rozciggania (ki), jednoosiowego sciskania (k¢) i
prostego Scinania (ks). Prowadzi to do rownania tréjparametrowego warunku
Burzyriskiego, w postaci

’;t:gc oo + <9 — 3’282&) 02 4 3 (ke — ky) oy — kike = 0 (9.9)
W rownaniu (9.9), wszystkie trzy parametry kg, k. 1 ks sa niezaleznymi statymi
materialowymi, odpowiadajacymi warto$ciom granicznym inicjacji uplastycz-
nienia badz zniszczenia w probach: jednoosiowego rozciagania, Sciskania, badz
Scinania. Plastyczne plyniecie badZ zniszczenie, zainicjowane w dowolnym
punkcie materialnym (RVE lub RUC), rozpoczyna zazwyczaj dalszy proces
rozwoju plastycznosci i uszkodzeri, ktéremu towarzyszy przebudowa poczatko-
wej powierzchni plastycznosci wzglednie zniszczenia. Zaleznie od wlasciwo-
$ci materialéw: plastycznych, kruchych, sypkich, kompozytéow itd., graniczne
warto$ci naprezen ki, k. 1 ks w kolejnych etapach cyklicznego obcigzenia ule-
gaja zazwyczaj zmianie w poréwnaniu do wartodci poczatkowych, rosnac w
przypadku umocnienia (ang. hardening) badz malejac w przypadku ostabienia
(ang. softening) (w sposob izotropowy, badz anizotropowy). Raz zapoczatko-
wany proces uplastycznienia i/badz zniszczenia moze sie wiec nadal rozwi-
ja¢. Proces ten moze zachodzi¢ pomimo redystrybucji naprezen w konstrukcji,
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ktora prowadzi do spontanicznego odcigzenia stref lokalnie uplastycznionych
badz zniszczonych wraz z dociazeniem stref sprezystych (nie uplastycznionych
ani nie zniszczonych).

W zaleznosci od wzajemnych relacji pomiedzy ki, k. i ks, rownanie (9.9)
przedstawia rozmaite typy powierzchni obrotowej Burzyiiskiego, wszystkie jed-
nak niezalezne od trzeciej wspotrzednej Haigha—Westergaarda 6 badz alterna-
tywnie trzeciego niezmiennika dewiatora naprezenia Jss. Mianowicie, w przy-
padku, gdy naprezenie graniczne przy prostym $cinaniu kg jest wieksze niz

kik./3, jest to elipsoida obrotowa, gdy rowne +/kikc/3 — paraboloida obro-
towa, natomiast gdy ks jest mniejsze niz \/kikc/3, powierzchnia Burzynskiego
przedstawia, odpowiednio, hiperboloide dwupowtokowsa (tylko jedna czasza ma
sens fizyczny) badz stozek obrotowy, badz wreszcie wklesta hiperboloide jedno-
powltokows (ktora nie spelnia oczywiscie postulatu wypuktosci, por. 7.3 (zob.
rys. 9.1):

1. ks> % elipsoida obrotowa

2. kg = \/% paraboloida obrotowa

3. ks < % hiperboloida dwupowtokowa

— 2kt ke >
4. kg = NI stozek obrotowy

5. ks < % hiperboloida jednopowtokowa
W przypadku hiperboloidy dwupowtokowej, sens fizyczny posiada jedynie ta
czasza hiperboloidy, ktora zawiera wewnatrz poczatek uktadu wspotrzednych.

W materiatach niemetalicznych (np. beton) stosunek k./ky moze by¢
znacznie wiekszy niz 1, siegajac wartoéci 10. W takich przypadkach obszar
ograniczony powierzchnia Burzynskiego: elipsoida, paraboloidg badz stozkiem,
obejmuje zasadniczo strefe Sciskania — tylko nieznacznie wykraczajac w strefe
rozciagania (£ > 0), jak zilustrowano na rys. 9.2. W przypadku trojparame-
trowej aproksymacji elipsoida obrotowa warunki jednoosiowego rozciagania
T(kt), $ciskania C(kc) 1 prostego $cinania S(ks) spelnione sa w sposob Scisty
(wszystkie trzy stale ki, k. 1 ks niezalezne). Natomiast aproksymacje dwupa-
rametrowe, paraboloidalna badz stozkowa, prowadzone sa przez punkty T i C,
co odpowiada przyjeciu ks jako stalej zaleznej kg (ky, ke).
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hiperboloida g hiperboloida £

jednopowlokowa 2 dwupowlokowa é elipsoida
______ \= If ks
2kike N3 (ket ko) Vkik /3

—————— = : B

9 — 2.25(k+ ko fkike 0

Rysunek 9.1. Rozne typy obrotowych powierzchni granicznych Burzynskiego,
w zaleznosci od wartosSci wytrzymaltosci na $cinanie kg, lub wartosci wspot-
czynnika B we wzorze (9.6)

Potwierdzenie do$wiadczalne dla stopow metali ma paraboloida obrotowa

Burzyniskiego (przypadek ks = %) 0 réwnaniu

Ooq + 3 (ke — k) o — kgke = 0 (9.10)
lub

3Jos + (ke — ki) Jig — kke =0 (9.11)
lub 5

5,02 + (ke — k) V3E — kike =0 (9.12)

Zauwazmy rowniez, ze wedlug np. Pecherskiego i innych [115], stale materia-
towe dla stopu Inconel 718 na bazie niklu z dodatkiem chromu, wynosza

ky =779 MPa, ke = 878 MPa, ks = 473 MPa (9.13)

ktore spelniaja warunek parabolicznosci (ks = %) Innymi stowy, stata kg
nie jest wowczas niezalezna.

W innym szczegdlnym przypadku, gdy

2k ke

ks = NS (9.14)
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Rysunek 9.2. Przekroje: eliptyczny, paraboliczny oraz stozkowy powierzchni
granicznej Burzynskiego ptaszczyzna Haigha—Westergaarda & — p w przypadku
hipotetycznego materiatu, scharakteryzowanego stosunkiem wytrzymaltosci na
$ciskanie do wytrzymaltosci na rozciaganie k./ki = 10

trojparametrowy warunek Burzynskiego (9.9) przechodzi, po zastosowaniu ope-
racji pierwiastkowania, w dwuparametrowa aproksymacje stozkowa Burzyn-
skiego

ke — kKt koke
g F 3ty — = 1
aq+3kt+kcah — 0 (9.15)
b ko —k Kok
VB3Jas + T — 22— =0 9.16
2 e+ ke ! ki + ke (9.16)
lub
ke — Ky \/5 koke
+ V26— 242 =0 9.17
RS 3 T + ke (9-17)

ktéra mozna sprowadzi¢ do izotropowego warunku Druckera—Pragera, cze-
sto spotykanego w literaturze. Jest to krancowy przypadek, gwarantujacy
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wypuktosé powierzchni granicznej typu Burzyriskiego. Poza ta granica, gdy
ks < %, powierzchnia stozkowa przeksztalca sie (geometrycznie) we
wklesta hiperboloide jednopowlokowa. Stojac jednak na gruncie postulatu
statecznosci Druckera, powierzchnie wkleste musza by¢ wykluczone z dalszych
rozwazan.

Wprowadzajac oznaczenia

g Lhe—h 2 ik
NEY T V3 ki + ke

(9.18)

powierzchnie stozkowa Burzyriskiego (9.15, 9.16, 9.17) mozna sprowadzi¢ osta-
tecznie do dwuparametrowego izotropowego warunku Druckera—Pragera [39)].
Stanowi on modyfikacje warunku uplastycznienia materialow ciagliwych typu
HMH na materiaty kruche przez uwzglednienie w rownaniu powierzchni znisz-
czenia wplywu cisnienia hydrostatycznego oy,. W notacji Druckera—Pragera,
otrzymujemy zatem (por. (9.16))

[ (1o, Jasi k) = adig + 1/ Jos — k=0 (9.19)

lub, analogicznie, we wspotrzednych Haigha—Westergaarda

) — p
f(ﬁ,p,k)—a\@@rﬂ k=0 (9.20)

Warunek Druckera—Pragera (9.19-9.20) opisuje powierzchnie stozkowa o prze-
kroju kotowym i osi réwno nachylonej do trzech osi 01,09 i o3 (hydrostatycz-
nej), jak pokazano na rys. 9.3. Przy hydrostatycznym rozciaganiu (op, > 0)
przekroje powierzchni ulegaja réwnomiernemu (izotropowemu) kurczeniu, na-
tomiast przy hydrostatycznym $ciskaniu (o, < 0) — rownomiernemu rozszerza-
niu. W przypadku a = 0 powierzchnia Druckera—Pragera redukuje sie do walca
HMH, jednak nalezy podkresli¢, ze stozek Druckera—Pragera jest ograniczony
od strony hydrostatycznego rozciagania (o < k/a), natomiast po stronie hy-
drostatyczngo $ciskania nie mozna doprowadzi¢ do zniszczenia o, — —0o0, co
wymaga dodatkowych ograniczeri. Warunek Druckera—Pragera znajduje za-
stosowanie w opisie réznych metalicznych materialéw: np. aluminium, stal
AISI 4330, zelazo, tytan i inne.

W zapisie rozwinietym, warunek Druckera—Pragera (9.19)—(9.20) przyj-
muje postac

O'% — 01092 + O'% — 09203 + a% — 0301

3

Oz(0'1+0'2+(73)+\/ —k=0 (9.21)
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Ow b)

2k

kjo.

Rysunek 9.3. Powierzchnia plastycznosci lub zniszczenia Druckera—Pragera:
a) w przestrzeni naprezen glownych, oraz b) we wspohrzednych Haigha—
Westergaarda

W szczegélnym przypadku, przy zalozeniu plaskiego stanu naprezenia o3 = 0,

powyzsze réwnanie redukuje sie do postaci

2 2
a(oy + o) + \/01 013‘72 T _p—o (9.22)

przedstawiajacej na plaszczyznie o1, 09 elipse, ze $rodkiem przesunietym wzgle-
dem poczatku uktadu (rys. 9.4) i dtuzszej osi nachylonej pod katem 45°, oraz
przecinajacej osie ukladu w punktach o réznych wspoétrzednych

Bk VB
1—}-\/§a7 ¢ 1—+3a

oznaczajacych odpowiednie warto$ci wytrzymalto$ci materialu na zniszczenie
w warunkach rozciagania oraz $ciskania, k. > k¢ (ang. strength differantial

effect).

ks (9.23)
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Rysunek 9.4. Przyktadowy przekr6j powierzchni granicznej Druckera—Pragera
plaszczyzng o3 = 0

9.3. Izotropowe warunki zniszczenia materialow
kruchych zalezne od oy, Jos 1 J3

W poprzednim podrozdziale 9.2 omawialiSmy powierzchnie graniczne niezalez-
ne od trzeciego niezmiennika Jss, ktore w przestrzeni naprezen gtéwnych na-
leza do klasy powierzchni obrotowo-symetrycznych. Obecnie, dopuszczajac
rowniez zaleznosé od trzeciego niezmiennika Jss (badz trzeciej wspohrzednej
Haigha—Westergaarda ), wychodzimy poza klase powierzchni obrotowo-syme-
trycznych w sensie pelnym, lecz ktére moga charakteryzowaé sie symetria od-
cinkowa (zob. takze 9.1). Z uwagi na zaleznos¢ od pierwszego niezmiennika
J1o, powierzchnie te nie sa rowniez powierzchniami cylindrycznymi.

Szczegblne zastosowanie do materiatow kruchych badz sypkich znajduja
powierzchnie w ksztalcie stozkow o normalnym przekroju eliptycznym, badz
powierzchnie w formie nieregularnych ostrostupéw.

Interesujacy warunek zniszczenia obowiazujacy dla materiatéw sypkich (np.
gruntéw), a pozniej zastosowany do opisu betonéw, zostal zaproponowany
przez Coulomba [31] i Mohra [100]. Poprzez uwzglednienie w (9.19) dodatkowo
wplywu trzeciego niezmiennika dewiatora naprezenia Jss stanowi on jednocze-
$nie uogoblnienie zaréwno warunku Tresci-Guesta, jak i warunku Druckera—
Pragera. W oryginalnej postaci, zaproponowanej przez Coulomba (31|, przy-
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biera on nastepujaca forme
|T| =c—otan¢ = c — po (9.24)

gdzie ¢ oznacza kohezje czyli sp6jnosé gruntu (ang. cohesion), a ¢ jest katem
tarcia wewnetrznego p. Warunek Coulomba—Mohra (9.24) przestawia zatem
na plaszczyznie o — 7 wnetrze kata 2¢ (rys. 9.5), ktory tylko w szczegblnym

T

Rysunek 9.5. Warunek graniczny Coulomba—Mohra na ptaszczyZnie o — 7

przypadku materiatu bez tarcia wewnetrznego ¢ = 0 redukuje sie do warunku
Tresci-Guesta przy zalozeniu, ze granice zniszczenia na rozciaganie i Sciskanie
sg identyczne k. = k.

Rownanie (9.24), definiujace warunek Coulomba—Mohra,w zapisie rozwinie-
tym i przy uszeregowaniu sktadowych gléwnych naprezenia o1 > o9 > o3,
przyjmuje postac

1 1 —
3 (01 —03)cos ¢ =c— 3 (o1 +03) + % sin ¢ | tan ¢ (9.25)
ktora moze zosta¢ zredukowana do prostej formy
1+sing¢ 1—sing (9.26)

ol———— —03——— =
! 2ccos ¢ 3 2ccos ¢

Definiujac nastepnie rézne wartosci wytrzymaltosci na zniszczenie przy Sciska-
niu k. oraz rozciaganiu ky, k. > ki, w postaci:

2ccos ¢ 2ccos ¢
ke = ———— ky = ———— 2
1 —sing T+ sin ¢ (9:27)

mozemy sprowadzi¢ (9.26) do zwiazku

moq — o3 = ke gdzie m=— (9.28)
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Warunek Coulomba—Mohra (9.28) przedstawia w przestrzeni naprezen gltow-
nych o1 > g9 > 03 powierzchnie o ksztalcie nieregularnego ostrostupa, ktorej
przekrojem plaszczyzna oo = 0 jest nieregularny szesciokat, zdeformowany
poprzez wptyw wspolczynnika m > 1 w (9.28), pokazany na rys. 9.6. Dla

(<3
kel  m=10
R ook m=17 T-G
//Q4\
“A5%020m =59
_l# (o)

Rysunek 9.6. Przekroje réznych powierzchni granicznych Coulomba—Mohra
plaszczyzna o9 = 0, w zaleznosci od wartosci wspotczynnika m = ke /ky

k. = ky (m = 1) otrzymujemy klasyczny warunek Tresci-Guesta, jednak dla
k. # ki (m > 1), nastepuje zawezenie obszaru dopuszczalnego po stronie
rozciggania, bez zmiany obszaru po stronie $ciskania.

Kombinowana pelna postaé¢ warunku Coulomba-Mohra, niezmiennicza z
uwagi na Ji, i Jog, lecz zawierajaca trzecia wspoétrzedna Haigha—Westergaarda
0, zamiast niezmiennika Js34, jest nastepujaca

1 . . s
f (g, 2, 0:0,6) = 31 sin 6+ /g sin (04 %)

9.29)
JQS U . . (
+4/ 5 cos <9+ §> sing —ccos¢ =0

natomiast, zapisana konsystentnie, we wspdélrzednych Haigha—Westergaarda
&, p, 0, przymuje postaé

[ (€ p,0:.0) = V3 sing + V3psin (0 + T )

9.30
~+pcos (9+g) sin¢ — v6ccosd =0 ( )

Zgodnie z (9.24), material jest zdefinowany poprzez dwie state: kohezje ¢ i

tarcie wewnetrzne ¢ = arctan p, gdzie ¢ = k. 1;08;1;3 ¢
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We wspolrzednych Haigha—Westergaarda, warunek Coulomba—Mohra
przedstawia nieregularny ostrostup, ktérego meridiany rozciggania T oraz Scis-
kania C pozostaja liniami prostymi, jednak réznie nachylonymi do osi hydro-
statycznej (rys. 9.7a)

B 2\/éccosd> B \/ékc(l — sin @)
PO= 3 5ing | 3+sing

(9.31)
_ 2V6ccos¢  V6ke(1 —sing)
 3-sing = 3—sing

Pco

Natomiast, przekréj powierzchni Coulomba-Mohra plaszczyznag dewiatorowsa
zawierajaca poczatek ukladu wspoétrzednych jest nieregularnym szesciokatem,
ktory przechodzi w regularny szedciokat Tresci-Guesta jedynie w szczegdlnym
przypadku, gdy ¢ = 0° (rys. 9.7b).

a) o
T
Po
R
C c0

Rysunek 9.7. Przekroje powierzchni granicznej Coulomba—Mohra: a) plasz-
czyzna £ — p, b) plaszczyzna dewiatorowa, zawierajaca poczatek uktadu wspot-
rzednych

Na rys. 9.8 przedstawiono weryfikacje warunku granicznego Coulomba—
Mohra dla prébek betonowych, poddanych prébom tréjosiowym wzdtuz me-
ridiany rozciagania T — Richart i inni [126], Kupfer i inni [85] oraz meridiany
Sciskania C — Balmer [5], Richart i inni [126]. Nalezy podkresli¢, ze obszar
dopuszczalny, okreslony meridianami T i C, znajduje sie niemal wylacznie w
zakresie $ciskania (§ < 0), co jest konsekwencja znikomej wytrzymalosci na
rozciaganie (kg dla materiatlow sypkich jest bliskie zeru).
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p/ke

Rysunek 9.8. Weryfikacja warunku granicznego Coulomba-Mohra w ptasz-
czyznie £ — p dla probek betonowych wg (O, o) Richart i inni [126], (A) Kupfer
i inni [85], (o) Balmer [5]

9.4. Anizotropowe warunki zniszczenia materialéow
kruchych - zaleznych od ci$nienia
hydrostatycznego

7 dyskusji w podrozdziale 9.1 wynika, ze w przypadku materiatéw kruchych, w
kryterium zniszczenia typu Goldenblata—Kopnova (9.2) wyrazy liniowe z uwagi
na naprezenie II;;0;; graja istotna role i nie moga by¢ pominiete (a # 0).

Zaktadajac: o = 1,08 =1/2,v = 1/3, sprowadzamy warunek Goldenblata—
Kopnova (9.2) do szczegolnej formy wymiarowo jednorodnej

IL; 045 + (HijklUijUkl)l/Q + (Hijklmngijgklgmn)l/s —1=0 (9.32)

Ograniczajac dalej postaé¢ (9.32) wylacznie do wyrazéw liniowych i kwadrato-
wych, a wiec pomijajac niezmiennik szedcienny z uwagi na naprezenie, otrzy-
mujemy szczeg6lny przypadek kryterium Goldenblata—Kopnova

Hijaij + Hijklgijakl —1=0 (9.33)
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ktory moze by¢ traktowany jako anizotropowe uogélnienie izotropowego wa-
runku zniszczenia typu Druckera—Pragera (9.19). Podkreslmy jednak, ze w
warunku Druckera—Pragera, z uwagi na materiatowa izotropie, wystepuja po-
jedyncze niezmienniki tensora naprezenia, np. Ji, 1 Jas, natomiast w (9.33),
ze wzgledu na anizotropie, musimy postugiwaé sie niezmiennikami wspolnymi
tensoréw naprezenia i tensoréw charakterystycznych anizotropii zniszczenia
IL;; i II;jx (zob. szerzej rozdzial 4).

Z kolei wychodzac rowniez z warunku Goldenblata—Kopnova (9.2) i przyj-
mujac @ = 1,6 = 1 oraz ograniczajac sie do dwoch pierwszych wyrazow,
otrzymujemy anizotropowe uogélnienie paraboloidy Burzyiiskiego

Hijaij + Hijklaijakl —1=0 (9.34)

Z uwagi na fakt, ze w rownaniu (9.33) czlon kwadratowy jest umieszczony
pod pierwiastkiem lecz w réwnaniu (9.34) - nie, warunek (9.33) przedstawia
nieobrotowy stozek, natomiast warunek (9.34) - nieobrotowa, paraboloide.

Wystepujace w (9.34) tensory drugiego rzedu II;; 1 czwartego rzedu 11,4 sa
dwoma niezaleznymi tensorami anizotropii zniszczenia, ktorych identyfikacje
nalezy przeprowadzi¢ na podstawie stosownych prob zniszczenia (analogicz-
nie do problemoéw identyfikacji tensoréw anizotropii plastycznej). Podkreslmy,
ze mimo wyraznej analogii do tensoréw anizotropii plastycznej, np. von Mi-
sesa, zdefiniowanych w podrozdziale 8.2, wystepujace tutaj tensory anizotropii
zniszczenia drugiego II;; i czwartego Il;jx; rzedu okreslaja anizotropie inicja-
¢ji kruchego zniszczenia, zatem wymagaja oddzielnej identyfikacji w probach
zniszczenia w materiatach kruchych (bez plastycznosci). Tensory charaktery-
styczne zniszczenia wprowadzili np. Chow i Wang [27, 28] do analizy anizo-
tropowego zniszczenia materiatow ciagliwych. Ograniczali sie jednak do ten-
sorow czwartego rzedu 1I;;; dla materialu pierwotnie izotropowego, ktory do-
piero pod wplywem rozwoju uszkodzen nabiera cech anizotropii. W obecnym
sformutowaniu (9.34) o inicjacji zniszczenia decyduja dwa tensory charaktery-
styczne zniszczenia, drugiego rzedu II;; i czwartego rzedu Il;j5;. Przyjmujac
oznaczenie Il;; = m;;, oba powyzsze tensory mozna przedstawi¢ w postaci
wektorowo-macierzowej Voigta, a mianowicie

T™1 T2 713 L4
[71'] = 792 T23 e o lub
™33

{W}T:{Trll T2 T33 | 23 713 T12 }T{O e o o o o}
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[ 1137 ILip Iz | 1Ty IIis Ilge e o o0 o o
Moy Tog | IIpy 15 Ilgg o o o
33 | 34 II35 1Il36 e o o
- 9.35
& MMyy Tlys Tlge ° o o (9:35)
II55 Ilsg o o
g6 .

gdzie odpornos$é materialu na zniszczenie jest okreSlona dwiema macierzami
charakterystycznymi zniszczenia, o wymiarach (3 x 3) [m] oraz (6 x 6) [II]. W
rozwazanym przypadku ogélnej anizotropii liczba statych okreslajacych inicja-
cje zniszczenia wynosi zatem 27 = 6 + 21.

Warunek inicjacji zniszczenia materialéow anizotropowych (9.34), w notacji
Voigta przyjmuje wiec postac

{mH{o} +{o} M {s} -1=0 (9.36)

gdzie:

(o) = (9.37)

bedaca rozszerzeniem anizotropowego warunku von Misesa dla materialéw pla-
stycznych (8.29) o dodatkowy wyraz liniowy. Sposrod statych materiatowych
tylko 21 = 3 + 18 jest istotnie niezaleznych, bowiem oba tensory charakte-
rystyczne zniszczenia musza spetnia¢ warunki transformacji poprzez 3 katy
Eulera. Jednakze, w zastosowaniach praktycznych, tak duza liczba statych ma-
teriatowych opisujacych zniszczenie moze zostaé¢ dalej ograniczona, np. przez
zalozenie pewnej klasy symetrii okreslajacej powierzchnie zniszczenia, np. or-
totropii, stawiajac hipoteze, ze symetria w zakresie sprezystym zostaje zacho-
wana réwniez w symetrii powierzchni inicjacji zniszczenia.

Przedstawimy obecnie zastosowanie anizotropowego warunku Misesa (8.22)
lub (8.28) wzbogaconego o cztony liniowe (9.34). Wykorzystamy w tym celu
dewiatorowa forme warunku von Misesa (8.43) rozszerzajac ja o wyrazy li-
niowe. Otrzymujemy w ten sposéb forme dewiatorowa w cze$ci kwadratowej,
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jednak zalezng od ci$nienia hydrostatycznego poprzez wyrazy liniowe

—H12 (0'33 — O'y)2 — H13 (0'33 — 0'2)2 — H23 (O'y — 0'2)2+
2 {Tyz [H24 (Gy - Gm) + 134 (Uz - Oz)] +
Tzx [H15 (U:J: - Uy) + 35 (UZ - Uy)] +
Tay [Ihie (02 — 02) + o6 (0 — 02)] + (9.38)
H457—yz7_zac + H467_xy7—yz + HSGszTxy} +
H447—Zz + H557'z$ + H667_;%y+
T110g + T220y + 330, + M12Tzy + T13T 2z + T23Tyz = 1

Chcac uniezalezni¢ rownanie (9.38) od ci$nienia hydrostatycznego nalezy do-
datkowo narzuci¢ warunek

11 + T2 + w33 =0 (9.39)

W zaleznosci od tego, ktore ze statych (9.39) przyjumjemy za niezalezne otrzy-
mujemy trzy mozliwosci

T = —(71'22 + 7T33) albo w9y = —(7T11 + 7T33) albo w33 = —(7T11 + 7T22)
(9.40)
Przyktadowo, przyjmuja pierwszy z warunkow (9.40) w réwnaniu (9.38), otrzy-
mujemy pierwsza z trzech w pelni dewiatorowa forme warunku von Misesa—

Tsai—Wu

—IIyo (Ux - Uy)z —1I3 (Ux - 02)2 — Ila3 (Uy - 02)2 +
2{7y: Mo (0 — o) + 34 (0 — 04)] +
Tzx [H15 (Uz — Oy) + I35 (Uz — O'y)] +
Tay (e (00 — 02) + g6 (0 — 02)] + (9.41)
H45Tszz:v + H467_:vy7—yz + H567_z:v7_:vy} +
H447—12/z + H557—Zx + HGGTiy—}-
T22 (Uy - U:):) + 33 (Uz - U:):) + M12T gy + T13T 20 + T23Ty2 = 1

Forme analogiczng do (9.41) rozwazal np. Szczepinski [148] zwracajac uwage
na zaleznosci (9.40) przy kalibracji statych rownania 19, 113, a3, . .., Igg (15
stalych) oraz mog, w33, ..., mog (5 statych).

Eksperymentalng weryfikacje rownania typu (9.41) przeprowadzili np. Ko-
walewski i Sliwowski [79] na probkach o przekroju pierscieniowym wykonanych
ze stali niskostopowej 18G2A. W eksperymencie rozwazano przekrdj powierz-
chni (9.41) plaszczyzng o4, Tay

- (ng + H13) G:QC + 21_[167'%,(7:5 —i—HﬁﬁT?Cy — (7T22 + 7T33) O +T19Tay = 1 (9.42)
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Rownanie (9.42) przedstawia elipse o srodku przesunietym wzgledem poczatku
uktadu (o, 74y), 0 polosiach réznych niz w materiale pierwotnym (HMH) i
obréconych wzgledem osi uktadu, rys. 9.9.

200 :
100 —f------4
< |
& |
T ‘
2, | |
& P} |
=100 —-------b--> ; ‘
~200 i % % i
~300 —200 100 0 100 200 300
o, [MPa]

Rysunek 9.9. Eksperymentalna weryfikacja rownania typu (9.41) dla stali
niskostopowej 18G2A poddanej monotonicznemu przeprezaniu o — go =
1 x107°, O — gog = 5 x 107°, wg Kowalewski i Sliwowski [79]

9.5. Ortotropowe warunki zniszczenia materiatlow
kruchych
Zawezajac zatem dalej hipoteze zniszczenia do materialéw ortotropowych otrzy-

mujemy ortotropowe macierze charakterystyczne zniszczenia, drugiego i czwar-
tego rzedu, w kierunkach gtéwnych ortotropii

1 O 0 °

[ortoﬂ-] - 722 0 (] { e o o ‘ }T

i 33 .

[ 1I;; I ILiz | O 0 0O 1 [e @

H22 H23 0 0 0 ° (943)
[OrtOM] = H33 1—314 8 8
IIs5 O °
L es | L .

o wymiarach [or407] (3 X 3) 1 [ortoll] (6 X 6). Macierz [or407] ma postaé dia-
gonalna, natomiast macierz [or0ll] posiada identyczna symetrie jak macierz
ortotropii plastycznej von Misesa (8.44). Macierze (9.43) sa okreslone przez
12 = 3 + 9 stalych materiatowych.
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Warunek inicjacji zniszczenia materialéw anizotropowych (9.36) przybiera
zatem postaé zawezona do grupy symetrii ortotropowe;j

{ortomH{o} + {U}T lortoll] {o} =1 =0 (9.44)

bedaca rozszerzeniem warunku ortotropowego von Misesa (8.47) o wyraz li-
niowy. W zapisie rozwinietym ortotropowy warunek zniszczenia (9.44) przyj-
muje nastepujaca postac

1102 + Moy + Is302+

ITi20,0y + Ila30y0, + 13100+
2 2 2

H44Tyz =+ H55Tzz + HﬁGTmy—i—

M110z + T220y + 330, — 1=0

(9.45)

Podkreslmy, ze w powyzszym réwnaniu, warunek zniszczenia ma pelna
postaé tensorowa, a nie dewiatorowsa, jak to mialo miejsce w przypadku pla-
stycznosci typu Hilla. Oznacza to, ze do jego identyfikacji potrzeba wyznaczyé
12 = 3 + 9 stalych materiatowych, okreslajacych tensory charakterystyczne
ZNISZCZENIA ortoT 1 ortolll. Pierwszy wyraz w warunku (9.44) jest odpowiedzialny
za rozroznienie granic zniszczenia w warunkach rozciggania lub $ciskania (ang.
strength differential), natomiast drugi wyraz przedstawia powierzchnie typu
von Misesa o osi na ogdl niezgodnej z osig hydrostatyczna.

Przedstawimy obecnie redukcje warunku (9.44) do wezszej postaci, znanej
w literaturze jako ortotropowy warunek zniszczenia Tsai—Wu. Warunek Tsai—
Wu charakteryzuje sie rownocze$nie: uwzglednieniem efektu strength differen-
tial 1 niezaleznoscia macierzy charakterystycznej zniszczenia IV-rzedu [op0l1]
(9.43) od cignienia hydrostatycznego [ortoll] — [IITW] (por. (8.51))

(7™} (o} + {}7 [IITV] {s} 1 =0 (9.46)
gdzie:
Og (0 —On
Oy Oy — Oh
Oz 0, — Op
= = 9.47
{o} . {s} - (9.47)
Tzx Tzx
\ Tzy Ty

Prowadzi to do nastepujacej reprezentacji obu macierzy charakterystycznych
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(por. (8.52))

mT11 0 0 o
[wTW] = w2 0 o {o o o] .
L 33 i
[ —II1 — 113 Iy I3 0 0 0
—IIyg — Ilg3 IIa3 0 0 0
W M3 -Ts| 0 0 0
[M ] o Il O 0
1155 0
L Hge
(9.48)
- B}
[}
[}
- L .

Rownanie (9.46) wraz z reprezentacja (9.48) ma ,zapis hybrydowy” w nastepu-
jacym sensie: pierwszy wyraz reprezentuje liniowy niezmiennik wspolny ten-
sora naprezenia o i tensora strukturalnego 7T (analogia do wplywu napreze-
nia hydrostatycznego w warunku dla materiatu izotropowego), natomiast drugi
wyraz przedstawia mieszany niezmiennik kwadratowy dewiatora naprezenia s
i tensora strukturalnego IV (odpowiedzialnego za ksztalt i orientacje po-
wierzchni w przestrzeni naprezeni). W formie rozwinietej, macierzowy warunek
(9.46) przyjmuje wiec postaé dziewiecioparametrowego warunku typu Tsai—Wu
[157]

— [H23 (oy — 0.)? + T3 (0, — 04)° +Tg (0, — Gy)2 + H44TZZ+

, ) (9.49)
H55sz +H66ngy + T110 —|—7T220'y + w330, —1 =0

W istocie, dodajac w réownaniu (9.49) do wszystkich naprezen normalnych
naprezenie hydrostatyczne, np. o, — o0, *+ oy, itd., wyrazy kwadratowe nie
podlegaja zmianie, jednak wyrazy liniowe sa nadal zalezne od oy,.

9.6. Przypadek poprzecznej izotropii

Przy redukcji dziewiecioparametrowego ortotropowego warunku zniszczenia
Tsai-Wu (9.49) do wezszego przypadku symetrii poprzecznie izotropowej na-
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lezy wyraznie odr6zni¢ klasy symetrii: tetragonalnej od heksagonalnej, po-
dobnie jak w podrozdziale 8.5. W istocie, zakladajac za Chen i Han [24], Ze
plaszczyzna zy jest plaszczyzna poprzecznej izotropii klasy tetragonalnej (mo-
dut Igg jest niezalezny) macierz ortotropowa IV-rzedu [TITW] (9.48) redukuje
sie do postaci [peplIT W], analogicznie do przypadku poprzecznie izotropowego
warunku Hilla (8.79) lub (8.80) z czterema niezaleznymi stalymi materialto-
wymi macierzy IV-rzedu, natomiast poprzecznie izotropowa macierz II-rzedu
[pOpTrTW] jest zredukowana do postaci zawierajacej dwie niezalezne stale. W
rezultacie, przyjmujac w (9.48) zaleznosci gwarantujace poprzeczna izotropie
klasy tetragonalnej: Ilog = Ili3, Ilyy = Il55, M1 = w92 W miejsce dziewie-
cioparametrowej postaci (9.48) otrzymujemy dla poprzecznej izotropii klasy
tetragonalnej dwie postacie sze§cioparametrowe (nawiazujace do sformultowan

(8.52) lub (8.53))

T11 0 0 [
[popﬂ' } = 1 0 \
m33 L b
[ —II1 — 113 Iy I3 0 0 0
—2I1 0 0 0
W] _ 13
[POPH ] - 1144 0 0
L g6 |

(9.50)
lub alternatywnie

™1 O 0
[popﬂ'TW] = 11 0 .\

m33 hd
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Iy, He2Mu _Is) o o 0
m, Y10 o0 o0
11 0 0 0
mTW] — 33
[POP ] H44 0 0
]._.[44 O
L Hgs

~ - (9.51)

"

o—oO

“

W zapisie rozwinietym 6—parametrowy warunek Tsai—-Wu poprzecznie izotro-
powy klasy tetragonalnej ma postac

—Ty5 [(gy — gz)Q + (0, — %)2} — 15 (0, — ay)2 + Iy (TZZ +

) : (9.52)
72:) + o672, + 711 (02 + 0y) + 330, —1 =0

lub alternatywnie

H11 (0123 + O'?ZJ) + HggOZ — (H33 — 2H11) Oz0y — H33 (OzO'z + O'yOz) +

9.53
H44(T12/Z+sz)+H667'326y+7T11(O'$+O'y)+7T330Z—1:O ( )

Przykladem materiatu, ktory podlega warunkowi porzecznie izotropowemu
klasy tetragonalnej jest 16d o strukturze kolumnowej. Réwnanie typu (9.52)
zostalo skalibrowane dla lodu przez Ralstona [122] przy dodatkowym zatoze-
niu znikania naprezen Scinajacych w kryterium inicjacji pekania 7,y = 7., =
Toz = 0.

—Ihi3[(0y = 02)* + (02 — 02)*] = Thia(00 — 0y)*+ (9.54)
mi1(og +o0y) + 1330, —1=0 '
Woéwcezas, w tak zawezonym problemie, parametr IIy4 jest nieaktywny, zatem
do pelnej identyfikacji materialu wystarczaja cztery proby: rozciagania (ki) i
sciskania (kc,) w kierunku wzdluznym-ortotropii (z), oraz rozciagania (ki) i
Sciskania (kc;), w plaszczyznie izotropii (x,y)

1 1 1

—1II —Ilyy = -
' 2ktz kcz ’ 2 ktazkcaz 2ktz kcz ’
(9.55)
1 1 1 1
™M = — — T— m33 = — — —.
H ktz kc:v 7 % ktz kcz
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Wyznaczone przez Ralstona dla lodu state materialowe wynosza

ki = 1.01 MPa, ky, = 1.21 MPa,

key = 7.11 MPa, ke, = 13.5 MPa (9.56)

Po wprowadzeniu (9.56) do wzoréw (9.55) mozemy przedstawi¢ graficznie prze-
kroje powierzchni zniszczenia typu Tsai-Wu (9.52), dla lodu o strukturze ko-
lumnowej w plaszczyznach: poprzecznej izotropii (x,y) oraz ortotropii (z,x),
rys. 9.10.  Sa one silnie wydtuzonymi elipsami, o §rodkach przesunietych w

a) b)
[MPa] [MPa]
5 —

-10

-20

15
25

30 &7 J ~ I
025 20 5 10 5 0 5[MPa] 5 - - 5 [MPa]

Rysunek 9.10. Przekroje powierzchni zniszczenia typu Hilla—Tsai (9.52) dla
lodu o strukturze kolumnowej: a) w ptaszczyznie izotropii (z,y), b) w plasz-
czyznie ortotropii (z, 2)

kierunku tej ¢wiartki uktadu wspoétrzednych, ktéra odpowiada dwuosiowemu
Sciskaniu. W przypadku przekroju powierzchni zniszczenia plaszczyzna izo-
tropii, rys. 9.10a, 0§ symetrii elipsy jest oczywiscie nachylona pod katem 45°
do osi uktadu wspoétrzednych, czyli pokrywa sie z rzutem osi hydrostatycznej
na plaszczyzne (z,y), w przeciwienistwie do przekroju plaszczyzna ortotropii
(x,z), rys. 9.10b, dla ktorej o symetrii elipsy jest nachylona pod katem 71.1°.
Podkreslmy, ze w rozwazanym materiale, wytrzymalos¢ na zniszczenie przy
Sciskaniu w kierunku ortotropii k., jest ponad dziesieciokrotnie wyzsza niz
przy rozcigganiu k., a w plaszyznie poprzecznej izotropii te proporcje wy-
noszg okoto siedmiu. Ponadto, na rys. 9.10a stosunek poélosi elipsy Tsai—Wu
w plaszczyZnie poprzecznej izotropii znacznie przewyzsza analogiczny stosu-
nek poétosi elipsy Hubera—von Misesa—Hencky’ego. Oznacza to innymi stowy,
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ze 16d o strukturze kolumnowej z eksperymentu Ralstona podlega warunkowi
Tsai—Wu poprzecznie izotropowemu klasy tetragonalnej.



Rozdziatl 10

Modelowanie powierzchni granicznych
w kompozytach

Przedstawimy obecnie zastosowanie warunku poprzecznie izotropowego Tsai—
Wu klasy tetragonalnej do modelowania powierzchni zniszczenia dla kompo-
zytu o matrycy tytanowej (Ti-15-3) zbrojonego jednokierunkowym uktadem
wlokien z weglika krzemu SiC (SCS-6). Wykorzystamy wyniki przedstawione
w pracy Herakovicha i Aboudi dotyczacej efektow termicznych w kompozytach
[62].

Kompozyty sa wielosktadnikowymi materiatami charakteryzujacymi sie bra-
kiem dopasowania wlasciwosci poszczegdlnych sktadnikéw na szczeblu mikro-
struktury (RUC), por. podrozdz. 5.1. Naprezenia rezydualne zostaja wbu-
dowane (ang. built-in) w kompozyt podczas procesu schtadzania od podwyz-
szonej temperatury wytwarzania kompozytu (okoto 600°C) do temperatury
otoczenia (okoto 20°C). Wplyw niedopasowania termomechanicznego jest ty-
powy zaréwno dla kompozytéw anizotropowych zbrojonych dlugimi witdéknami,
jak i kompozytéw izotropowych czasteczkowo zbrojonych. Powyzsze efekty
termiczne sg dwojakiej natury wywotane badz to naprezeniami rezydualnymi,
badz wpltywem temperatury na wlasciwosci materialowe. Oba efekty sa w
istocie sprzezone, pomimo ze odpowiedzialne za transformacje powierzchni
granicznych réznych typow. Wplyw temperatury na wlasciwosci materiatowe
manifestuje sie zasadniczo przez zmiane wymiaru i ksztattu powierzchni gra-
nicznej. Z kolei naprezenia resztkowe zamrozone w procesie fabrykacji i schto-
dzenia kompozytu sa odpowiedzialne za efekty kinematyczne. W swietle uwag
zawartych w rozdz. 8 i 9, translacje powierzchni granicznych kompozytu jako
calosci (poziom makro) jak réwniez jego sktadnikow (poziom mikro) manife-
stuja sie wystepowaniem efektu strength differential i dotycza zaréwno trans-
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lacji powierzchni granicznych sktadnikow (matryca, wiokno/czasteczka) jak i
ich wspolnej czedci, wykazujacej nie tylko translacje i dystorsje lecz réwniez
punkty narozne.

W zaleznosci od tego, czy opisywane sa powierzchnie graniczne przed schto-
dzeniem (nie wykazujace efektu strength differential) czy po schtodzeniu (wyka-
zujace efekt strength differential) cztony liniowe w warunku Tsai-Wu beda od-
powiednio pomijane (dla powierzchni poczatkowych) badz uwzgledniane (dla
powierzchni po schlodzeniu).

10.1. Modelowanie poczatkowych powierzchni
plastyczno$ci/zniszczenia kompozytu
SCS-6/Ti-15-3 za pomoca jednolitej
powierzchni typu Tsai—Wu

Warunek Tsai—Wu dla materiatu poprzecznie izotropowego, klasy tetragonal-
nej (9.52) zapisany dla wielkosci efektywnych, tzn. usrednionych na poziomie
RUC (por. podrozdzial 5.3.1) i po pominieciu cztonéw liniowych 717 = w33 = 0
oraz zwigzanych ze Scinaniem w plaszczyznach: izotropii 7., = 0 oraz jednej
z dwoch plaszczyzn ortotropii 7., = 0 ma postac

s (0 = 02)° + (02 = 02)°| = Tha (0 = 0,)” + g%, =1 =0 (10.1)

ktora zawiera trzy niezalezne parametry. Wartosci 3,119 i II44 zostana
okreslone w dwoch prébach rozciggania wzdtuz osi lezacych kolejno w ptaszczy-
Znie poprzecznej izotropii (z,y) i osi ortotropii z oraz jednej proby Scinania w
plaszczyznie ortotropii (z,x)

1
Uzzkz O'yIO O'ZIO Tz;c:O — _H23_H12:ﬁ
1 xX
o, =k, 0,=0 0y,=0 7,,=0 — _H23:2—k2 (10.2)
1 z
Tz =k 0,=0 0y=0 0,=0 — H44:/<:T

Po wprowadzeniu (10.2) do warunku (10.1) otrzymujemy powierzchnie gra-
niczng okreslong réwnaniem

+(az—ax)2 1 1 9 7'3

z zT

(oy — 02)2
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Warunek Tsai-Wu zostal w ten sposéb zredukowany do warunku Hilla dla
materiatu poprzecznie izotropowego klasy tetragonalnej (8.81) przy zalozeniu
Tay = Tzy = 0. Nawiazujac do wynikéw Herakovicha i Aboudiego [62] wyko-
nujemy odpowiednie przekroje powierzchni (10.3)

— przekroj plaszczyzng izotropii (o,,0,) przy zidentyfikowanych wartos-
ciach graniczych k, = k i k, = 2.3k (rys. 10.1a)

(%)2 _ 1.8110231’ + (%)2 —1 (10.4)

— przekrdj plaszezyzna ortotropii (04, 0,) przy 7., = 01 zidentyfikowanych
wartosciach granicznych k, = k i k, = 2.3k (rys. 10.1b)

Oz\? 0202 0:\?2

Z2)" _ 0.189 0189 (°2) =1 10.5

( k ) k2 + k (105)

— przekrdj w plaszezyznie ortotropii (o4, 7,z) przy o, = 0 i zidentyfikowa-
nych wartosciach granicznych k,, = 0.5k i k, = k (rys. 10.1¢)

() ) - o)

Wyniki aproksymacji Hilla (10.3) przedstawiono na rys. 10.1a—c. W plaszczy-
znach ortotropii: (oy,0,) rys. 10.1b i (04, 72,) rys. 10.1c, zgodnos¢ jest zado-
walajaca, jednak w plaszczyznie izotropii poprzecznej (o,,0,) aproksymacja
przy uzyciu warunku Hilla klasy tetragonalnej daleko odbiega od wynikéw
Herakovicha i Aboudiego, rys. 10.1a.

7 uwagi na stabe dopasowanie krzywej granicznej w plaszczyznie izotropii

(04,04) do wynikow eksperymentu numerycznego (rys. 10.1a), proponowane
jest dalej zastapienie warunku poprzecznie izotropowego typu Hilla klasy te-
tragonalnej warunkiem von Misesa (8.28) dla materiatu poprzecznie izotropo-
wego, (I1;; = Ilgg, 113 = Ila3) po pominieciu cztonéw zwiazanych ze §cinaniem
w plaszczyznie izotropii 7., = 0 oraz zachowaniem tylko jednego $cinania w
plaszczyznie ortotropii 7., # 0, 7., = 0 (8.45) przyjmujacym postac

H11 (0'33 +0’§) +H330’Z + 21_[120'360'1/ + 2H13 (O'yO'Z +Uzgx) +

10.7
Myr?, =1 (10.7)

W celu okreslenia pieciu niezaleznych statych materiatowych Ilyq, IIs3, Ilio,
II13 i II44 postuzymy sie czterema prébami: mianowicie dwoma probami jed-
noosiowego rozciaggania wzdluz osi ortotropii z i osi izotropii x, préba prostego
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a) ox/k b)

o: /k

3.0 3.2

2.01

ox/k

0.0

— 1.0+

—2.04

-3.0 . , ; , -32
-30 —-20 —1.0 00 10 20 3.0 -32

c) Too/k

0.8+
0.41

0.0 >0y /k

—0.44

—0.8+

2 + + + +
-12 -08 —-04 00 04 08 1.2

Rysunek 10.1. Przekroje powierzchni zniszczenia dla kompozytu SCS-6/Ti-
15-3: krzywe cienkie punktowe — wyniki eksperymentalne Herakovicha i Abo-
udiego [62], krzywe pogrubione — aproksymacja modelem typu Hilla (10.3) por.

Skrzypek i Ganczarski [142]

Scinania w plaszczyznie ortotropii zx i dwuosiowa proba rozciagania (ang.
bulge test) w plaszczyznie izotropii xy (rys. 10.2a). Proby typu bulge test byty

stosowane np. przez Jacksona i innych [71]

1
Oy = kg Oy=0,=Tzp=0 — Hll_k_2

1
O'Z:k‘Z Uz:UyZsz:O SN H33:?

i (10.8)
Tox = Koz Ux:Uy:Uz:O - H44:kT

zml 9
O'x:O'y:I{J(my) UZZsz:O — 21__[12 k.2 _?

z
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a) Gy b) G

B _bulge test g /_warunek (10.9)

Rysunek 10.2. Dodatkowe warunki dla materialu poprzecznie izotropowego
von Misesa: a) dwuosiowa poba rozciagania bulge test w plaszczyznie izotropii,
b) warunek zgodnosci w plaszczyznie ortotropii

Dodatkowo jest postulowany jeden warunek zgodnosci w plaszczyZnie ortotro-
pii (05,0) (rys. 10.2b).

oz = kg
o, =k,

} Oy=Top=0 — 2IIj3=— (10.9)

1
ko ky

Po wprowadzeniu (10.8) i (10.9) do warunku (10.7) otrzymujemy czteropara-
metrowa powierzchnie graniczng okreslona réwnaniem

2 2 2 2
or+o, (o, 1 2 (02 +0y)oz [Tz
=4+ (= —— — = | opoy— = =1 (10.1
i + (kz > + (k(zmy) P2 020y ok + s (10.10)

Otrzymano w ten sposob niedewiatorowy warunek typu von Misesa—Hu—
Marina dla materiatu poprzecznie izotropowego klasy posredniej pomiedzy te-
tragonalna a heksagonalna (por. Ganczarski i Skrzypek [50]). Elipsy prze-
chodzace przez punkty A i B na rys. 10.2a odpowiadaja: przypadkom po-
przecznej izotropii klasy heksagonalnej (zgodno$é z warunkiem Hubera—von
Misesa—Hencky’ego — punkt A) i poprzecznej izotropii klasy mieszanej (dtuz-
sza potos elipsy w plaszczyznie izotropii jest okreélona na podstawie niezerowej
proby typu bulge test — punkt B).

W celu identyfikacji 4 statych ky, k., k.o i k(zy) W rownaniu (10.10) postu-
zymy sie trzema nastepujacymi przekrojami powierzchni granicznej:
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— przekrdj plaszezyzng izotropii (04,0y) dla ky = k 1 k() = 1.7k (rys.

10.3a)
(%f)Q-1654GZ§y4—(%3)2::1 (10.11)

— przekrdj ptaszezyzng ortotropii (o,,0,) dlak, = kik, = 2.3k (rys. 10.3b)

Gm>2 020 <Uz)2
— ] —0.434 0189 (=) =1 10.12
< k k2 * k ( )
a) Gx/k b)
3.0 3.2
2.0 '/'/.
- 1.6
1.0 y .
0.0 a : oy/k 00 = ox/k
~1.0- e
/./' -1.6
—2.04 /.’
~30— T T T T 32 T I T
-30 —-2.0 —10 0.0 1.0 2.0 3.0 —3.2 - 1.6 0.0 1.6 3.2
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Rysunek 10.3. Przekroje powierzchni zniszczenia dla kompozytu SCS-6/Ti-
15-3: krzywe cienkie punktowe — wyniki eksperymentalne Herakovicha i Abo-
udiego [62], krzywe pogrubione — aproksymacja modelem typu von Misesa—
Hu-Marina (10.10) por. Skrzypek i Ganczarski [142]
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— przekrdj w plaszezyznie ortotropii (04, 7..) dla k,y = 0.5k 1 ky = k

(rys. 10.3c)
() ) o

Zastosowanie warunku von Misesa-Hu-Marina (10.10) zamiast warunku Hilla
(10.3) znacznie poprawilo zbiezno$é aproksymacji w plaszczyznie poprzecz-
nej izotropii, rys. 10.3a, nieznacznie tylko pogarszajac aproksymacje w plasz-
czyznie ortotropii, rys. 10.3b, i bez wplywu na aproksymacje w plaszczyznie
Scinania, rys. 10.3c.

10.2. Modelowanie kolejnych powierzchni
granicznych kompozytu SCS-6/Ti-15-3 na
poziomie mikro oparte na warunku
Hilla—Tsai—Wu

Opis jednolitej poczatkowej powierzchni granicznej kompozytu jednokierunk-
owego typu SCS-6/Ti-15-3 dla temperatury AT = 0°C (por. podrozdz. 10.1)
zawodzi w przypadku kolejnych powierzchni odpowiadajacych temperaturze
schtodzenia AT = —555°C.

Powierzchnia graniczna kompozytu witoknistego SCS-6/Ti-15-3 wykazuje
woéwcezas zaréwno przesuniecie Srodka powierzchni wzgledem poczatku uktadu
wspoélrzednych, jak réwniez efekty dystorsyjne. Powierzchnie zniszczenia mu-
szg bowiem uwzglednia¢ wpltyw naprezen resztkowych, powstalych w wyniku
schlodzenia, réznych w materiale matrycy i wtékna. W efekcie przekroje po-
przeczne nie sa juz jednolitymi elipsami, lecz czescia wspolng par elips (réznych
dla obu komponentéw). W zwiazku z powyzszym proba opisu jednolitym uni-
wersalnym réwnaniem (opis przy pomocy wielkosci efektywnych na poziomie
RUC) staje sie praktycznie niemozliwa. Powierzchnie graniczne odpowiada-
jace stanom przed i po schlodzeniu zostana aproksymowane przecinajacymi
sie krzywymi oddzielnie dla materialu matrycy oraz wtokna (analiza na po-
ziomie mikro). Zakladamy, ze kazda krzywa z eksperymentu Herakovicha i
Aboudiego odpowiada przekrojowi powierzchni opisanej przy uzyciu ortotro-
powego warunku zniszczenia typu Tsai-Wu (9.49)

_Hggv) (oy — UZ)2 - Hﬁg” (02— U:p)z - Hﬁg”) (0z — ay)2
HI T I 7, T 7 (10.14)

+7r§€7)03; + ngﬂay + 71':(3@7)0'2 —1=0
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gdzie indeksy gorne (3,7 odnosza sie do dwoch faz materialowych (matrycy
i wiokna) w analizie na poziomie mikrostruktury. W przypadku materiatu
poprzecznie izotropowego klasy tetragonalnej Ilog = Ili3, gy = Il55, 11 =
oo rOwnanie 9—parametrowe (10.14) przyjmuje postaé 6-parametrows

—Hggw [(Gy —0.) 4 (0. — O'm)2:| — Hggw (02 — ay)2

+H((§'v)) (72, +72,) + HéﬁGV)Tiy (10.15)
Y

(B7) _

+my, " (0p +0y) + 713370, —1=0

7 uwagi na symulacje Herakovicha i Aboudiego przeprowadzone w trzech prze-
krojach: rozcigganie dwuosiowe w plaszczyzZnie ortotropii x,z, rozcigganie
dwuosiowe w plaszczyznie izotropii x, y oraz rozciagganie w jednym z kierunkdw
izotropii x z réwnoczesnym $cinaniem w ptaszczyznie ortotropii z, x, mozna do-
kona¢ dalszego zawezenia réwnania (10.15) poprzez zalozenie 7., = 74, = 0,
do postaci b—parametrowej

_Hégv) (Uy - UZ)2 + (02 — Ul“)ﬂ - Hggv) (ox — Uy)2 + HELZ’Y)sz"‘

+7r1€7) (0x+0y)+ Wégwaz —1=0

(10.16)
Pie¢ niezaleznych wspolezynnikow rownania (10.16) nalezy wyzanczy¢ dla kaz-
dej z faz (B3,7) oddzielnie z warunkéw zgodnosci trzech analizowanych prze-
krojow dla dwoch rodzin krzywych odpowiadajacych zaréwno temperaturze
poczatkowej AT = 0°C, jak i koricowej AT = —555°C. Przy wyznaczaniu
modutéw materiatowych krzywych przekrojowych zastosowano zasade najlep-
szego dopasowania krzywych aproksymujacych do danych z eksperymentu He-
rakovicha i Aboudiego [62]. Dopasowanie takie nie jest, w istocie, jednoznaczne
z uwagi na to, ze punkty eksperymentalne sg zgrupowane na kroétkich tukach
krzywych. W efekcie sg mozliwe dopasowania elipsami o réznym uktadzie osi
gltownych, sposréd ktorych wybieramy lezace w éwiartkach I i III, przez ana-
logie do warunkéw plastycznodci powierzchni materiatéw izotropowych. Dla
kazdej krzywej granicznej okreslono 5 parametréow: dwie wspotrzedne potoze-
nia jej §rodka, dwie poélosie elipsy oraz kat obrotu elipsy. Na podstawie tych
parametréow wyzanczono kolejno odpowiednie wartosci moduléw materiato-
wych 11;;, ;. Zastosowanie tej procedury zaréwno do krzywych granicznych
odpowiadajaych temperaturze poczatkowej AT = 0°C, jak po schtodzeniu
AT = —555°C pozwolito uzyskaé wierne odwzorowanie obu rodzajoéw przekro-
jow:
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— plaszczyzng ortotropii ¥, = 0, /k, X, = 0, /k (rys. 10.4a)

A) 0.184%2 — 0.251%, %, + 0.530%2 — 8.14 - 1073%, + 0.361%, = 1

B) 0.188%2 —0.256%.%, + 0.541%2 +3.99 - 1073%, — 0.435%, = 1 (10.17)
C) 0.276%2 — 0.384%. %, + 0.276%2 + 4.92%, +0.935%, =1 '
D) 0.320%2 — 0.445%,%, + 0.934%2 + 0.65 - 1073%, — 2.010%, = 1
— plaszczyzng izotropii ¥, = 0, /k, ¥, = 0, /k (rys. 10.4b)

E) 0.404%2 — 0.445%,%, — 0.505%2 +0.560%, = 1

F) 0.376%2 — 0.414%,%, + 0.376%; + 0.408%, — 0.408%, = 1 (10.18)

G) 0.823%2 — 0.725%, %, + 0.500%: — 2.130%, + 1.000%, =1
H) 0.596%2 — 0.866%,%, 4+ 0.912%7 + 0.921%, — 2.102%, = 1

— plaszczyzna poprzecznego $cinania ¥, = 0, /k, X, = 0., /k (rys. 10.4c)

I)  0.942%2 4 4.527%2, =1
J)  1.426%2 +6.852%2, — 1.712%, =1 (10.19)
K) 1.065%2 + 1.723%2, + 0.746%, = 1

Blizsza analiza opisanych powyzej aproksymacji (rys. 10.4a-c) prowadzi do
nastepujacych wnioskow:

— Para elips reprezentujaca w rozpatrywanym przekroju krzywe graniczne
dla matrycy badz wiokna w odpowiedniej temperaturze (np. krzywe A
i B odnoszace sie do temperatury poczatkowej oraz krzywe C i D od-
noszace sie do temperatury koricowej na rys. 10.4a) maja srodki przesu-
niete wzgledem poczatku uktadu i ich poélosie sa nachylone pod réznymi
katami. Widoczne przy tym przesuniecia oraz obroty krzywych granicz-
nych sa wywotane narastajacymi w trakcie procesu naprezeniami rezy-
dualnymi ré6znymi w materiale matrycy i wtékna. Temu efektowi kine-
matycznemu towarzyszy réwniez efekt izotropowy polegajacy na zwiek-
szaniu wielkosci krzywych granicznych wskutek schtodzenia.

— W wyniku przebudowy powierzchni granicznych w obu fazach materiatu
nastepuje takze przebudowa cze$ci wspoélnych odpowiednich par krzy-
wych granicznych. Na skutek narastajacego efektu kinematycznego pary
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elips oddalaja sie od siebie, a ich wspoélna czeéé¢ ulega zawezeniu. Jedno-
cze$nie w temperaturze poczatkowej (AT = 0°C) obserwujemy wystepo-
wanie czesci wspolnej o ksztalcie soczewkowym wyoblonym, natomiast
po schtodzeniu (AT = —555°C) czesci wspolne wykazuja ostre naroza.

— Aproksymacje uzyskane poprzez dopasowanie par krzywych granicznych
do wynikéw eksperymantalnych jest w istocie jedynie przyblizeniem po-
wierzchni granicznej za pomoca wielu platéw, powstatych w wyniku prze-
ciecia walcow o przekrojach eliptycznych.

a) Gz/k B b)
3.2 D 3.0
A
N\ 2.04
1.6+
1.0
0.0/ s oy k007
C
— 10_
-1.6+
—2.04
-32 X . -3.0 , , | , ,
-32 -1.6 0.0 1.6 32 -30 —-20 -1.0 00 1.0 20 3.0
c) Tk
J
Gy [k

—-12 + + + +
-1.2 -08 —04 00 0.4 0.8 1.2

Rysunek 10.4. Aproksymacja przekrojow powierzchni zniszczenia dla kompo-
zytu SCS-6/Ti-15-3 wzorami (10.17)—(10.19) por. Skrzypek i Ganczarski [142]:
a) plaszczyzna ortotropii, b) plaszczyzna poprzecznej izotropii, ¢) ptaszczyzna
poprzecznego $cinania, O — AT = 0°C, o — AT = —555°C, wyniki wg ekspe-
rymentu Herakovicha i Aboudiego [62]



Rozdzial 11

Klasyfikacja réwnan konstytutywnych
materialéow dyssypatywnych — ogélna
charakterystyka

11.1. Sprzezone procesy dyssypatywne

Zaleznosci wiazace naprezenia z odksztalceniami (badz ich predkosci lub przy-
rosty), w materiale podlegajacym deformacji w wyniku dziatania obciazen, no-
szg nazwe rownan konstytutywnych. W ogélnosci, procesy deformacji mozna
podzieli¢ na odwracalne badz nieodwracalne. W procesach odwracalnych po
usunieciu obciazenia material wraca do stanu pierwotnego, a jego wlasciwo-
Sci nie podlegaja zadnej zmianie. W procesach nieodwracalnych po usunie-
ciu obciazenia material nie powraca do stanu pierwotnego, lecz do pewnego
stanu resztkowego, scharakteryzowanego trwalymi odksztalceniami, i ewentu-
alnie zmienionymi wtadciwosciami i cechami strukturalnymi. Procesom nie-
odwracalnym towarzyszy rozpraszanie (dyssypacja ang. dissipation) energii
wprowadzonej do materiatu w procesie deformacji. Z tego powodu bedziemy
uzywaé réwnowaznej nazwy proceséw dyssypatywnych na okreslenie réznych
proceséw nieodwracalnej deformacji materiatu.

W szczegdlnosci wsrdod proceséw deformacji odwracalnych mozna wyrédz-
ni¢ liniowg badz nieliniowa sprezystosé. Wsrdd proceséw deformacji nieod-
wracalnych (badz dyssypatywnych) natomiast: procesy plastyczne, procesy
pelzania, procesy rozwoju mikrouszkodzen i mikropeknieé¢ oraz innych zmian
mikrostruktury (np. zmiany fazy).

Deformacja sprezysta materialu podlega ograniczeniom ze wzgledu na osia-
gniecie pewnych stanéw granicznych, zwiazanych z inicjacja odksztatcen trwa-
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tych, powigzanych z nieodwracalnymi procesami dyssypatywnymi zachodzacy-
mi w materiale. Najczesciej beda to mikroposlizgi plastyczne (materialy ciagli-
we) badz (i) mikrouszkodzenia (materialy kruche). Procesy te mozna zilustro-
waé na przyktadzie jednoosiowego rozciggania i odciazania dla trzech charak-
terystycznych grup materiatow: (lepko)plastycznych, badz ciagliwych (wiek-
szo$¢ metali), kruchych (niektore kompozyty typu CMC, materialy ceramiczne,
beton, skaly, grunty) i mieszanych — (lepko) plastyczno/kruchych (wiekszosé
kompozytow typu MMC, zeliwo sferoidalne), por. rys. 11.1.

W materiale ciagliwym (lepko)plastycznym, rys. 11.1a, po przekroczeniu
naprezenia progowego kP, rozpoczyna sie nieliniowy odcinek wykresu, zwigza-
ny z rozwojem odksztatcenn (lepko)plastycznych. Na podstawie doswiadczen
mozna przyjacé, ze w trakcie tego procesu wzmocnienia, modut sprezystosci nie
ulega zmianie EYP = E°. Oznaczone pola pod wykresem W€, W'P i WS'P gg,
odpowiednio, miara wtasciwej energii sprezystej odzyskanej przy odciazaniu,
energii dyssypowanej (gtéwnie w postaci ciepta) i energii zuzytej na przebu-
dowe mikrostruktury materiatu. Poziom naprezenia k35 odpowiada asympto-
cie, do ktorej zmierza wykres rozciagania materialu ciaggliwego, gdy €'? — oo
(wzmocnienie asymptotyczne).

Inaczej przebiega proces rozciggania probki z materiatu kruchego, po prze-
kroczeniu naprezenia progowego k4, zwigzanego z inicjacja rozwoju mikro-
uszkodzen, rys. 11.1b. Wprawdzie nieliniowa czes¢ wykresu, odpowiadajaca
wzmocnieniu uszkodzeniowemu, przypomina swoim charakterem odcinek wzmo-
cnienia plastycznego, jednak spadek sztywnodci jest wolniejszy, a po osiggnie-
ciu odksztalcenia niszczacego e materiat ulega kruchemu pekaniu (ang. brittle
fracture). Jednoczesnie obserwuje sie progresywny spadek modulu sprezysto-
sci B4 < E°. Pola pod wykresem obciazenia i odciazenia We, Wed wid  pysd
sg odpowiednio: miarg energii wilasciwej sprezystej, odwracalnej czesci energii
zwiazanej z czedciowym zamykaniem mikrouszkodzen, nieodwracalnej energii
dyssypowanej w trakcie rozwoju mikrouszkodzen i mikropeknieé i energii zu-
zytej na przebudowe mikrostruktury materiatu (energii magazynowanej — ang.
stored).

W przypadku ztozonym, gdy material wykazuje zaréwno cechy kruche jak
i ciagliwe (np. zeliwo zbrojone czasteczkami grafitu sferoidalnego), pojawiaja
sie, sukcesywnie, trzy fazy procesu: sprezysta (o < k4), sprezysta w obecnosci
uszkodzeni (k9 < o < kYP) oraz mieszana: (lepko)plastyczna z towarzyszeniem
uszkodzen (k'P < o), jesli zatozy¢ ze prog (lepko)plastycznosci jest wyzszy niz
prog inicjacji uszkodzeni, k4 < kP, rys. 11.1c. Odpowiednie pola W€, Wed,
wid wsd i Wsvpd - ga rowniez miarg energii wlasciwej: sprezystej, sprezystej
czesci energii uszkodzenia, energii dyssypowanej w trakcie rozwoju mikrousz-
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Rysunek 11.1. Jednoosiowe procesy obciazenia i odciazenia w obecnosci r6z-

nych mechanizméw dyssypacji: a) (lepko)plastycznej, b) uszkodzeniowej i ¢)
mieszanej plastyczno-uszkodzeniowe]
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kodzen, energii zuzytej na przebudowe materialu w trakcie rozwoju mikrousz-
kodzeri (wzmocnienie mikrouszkodzeniowe) i energii zuzytej na przebudowe
mikrostruktury materialu w trakcie jednoczesnego rozwoju odksztalcen pla-
stycznych i mikrouszkodzen. W takim sprzezonym problemie, ograniczenie
zakresu sprezystego w przestrzeni naprezen jest czeScia wspdlng dwoch po-
wierzchni poczatku uplastycznienia fi* i inicjacji uszkodzen f& W trakcie
sprzezonego procesu dyssypacji uszkodzeniowej i (lepko)plastycznej, zaréwno
odksztalcenia plastyczne wplywaja na przebudowe obu powierzchni: plastycz-
nodci i uszkodzenia, jak i progresywny rozwoj uszkodzen skutkuje zmianami
tych powierzchni. Dyskusji omawianych tutaj obustronnych sprzezeri jest po-
$wiecona np. praca Egner [41].

Reasumujac, procesy dyssypatywne, pojedyncze lub zlozone, sa z reguly
sprzezone z roznymi rodzajami deformacji. Dla przyktadu, rozrézniamy zlo-
zone procesy: lepko-sprezyste, sprezysto-plastyczne, lepko-plastyczne, lepko-
sprezysto-plastyczne, sprezyste z uszkodzeniami, plastyczne z uszkodzeniami,
sprezysto-plastyczne z uszkodzeniami, lepko-plastyczne z uszkodzeniami, by
wymieni¢ najwazniejsze sposrod nich, jak zilustrowano na schematycznej ma-
pie, rys. 11.2. Dodatkowo, réznym procesom deformacji moga towarzyszyé

petzanie

Rysunek 11.2. Mapa sprzezonych mechanizméw dyssypacji
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procesy termiczne zwigzane z doprowadzaniem badz odprowadzaniem ciepta w
ogblnosci w warunkach nieizotermicznych. W efekcie, rownania konstytutywne
roznych materiatow, opisujace procesy odwracalne badz nieodwracalne (dyssy-
patywne), powinny uwzglednia¢ zaréwno zaleznosé parametrow materiatowych
od temperatury (stabe sprzezenie z ustalonym polem temperatur 7'(x)), jak
i wplyw zmiany predkoéci temperatury w czasie w rozwazanym punkcie, na
procesy towrzyszace deformacji (silne sprzezenie rownan konstytutywnych ze
zmiang temperatury 1'(z)).

11.2. Wstepna koncepcja powierzchni granicznych
sprezystosci

W wieloosiowym stanie naprezenia mozna zdefiniowa¢ hiperpowierzchnie gra-
niczne, odpowiadajace inicjacji mikroposlizgow plastycznych f{, (11.1a) lub
mikrouszkodzeri £ (ang. damage), (11.1b). Zatem, zakladajac, ze w rozwaza-
nym materiale nie wystepuja naprezenia resztkowe o}$® = 0, ograniczenia za-

ij
kresu sprezystego przyjmuja odpowiednio postaé

a) fo (Aoij) < kP(T)
b) f&(Acy) < kYT (11.1)
¢) f5(Aoi) <EP(T) A fi (Aoyy) < kYT)

W przypadku (11.1c) powierzchnie graniczna stanowi czes¢ wspolna obu hi-
perpowierzchni, por. takze, rys. 11.1.
Jesli natomiast stan poczatkowy (punkt poczatku procesu A na rys. 11.1)
nie jest wolny od naprezen, A = A™(0}%°), wowczas naprezenia wywolane
res

przytozonym obcigzeniem Aoc;; naktadajg si¢ na stan resztkowy 0357, zatem

ogranicznia zakresu sprezystego (11.1) otrzymuja zmieniona postac

a) fo (Aoij +0oi$ kP(T)
b) f§ (Acij + 03 ) < kI(T) (11.2)
) JE(Aoi+oi) <K A S (Ao + i) < KT)

W takim przypadku, wykresy na rys. 11.1 nalezy interpretowaé jako wykresy
przyrostow Ao (Ac), przesuniete wzgledem poczatku uktadu o — e (punkt 0) o
wartosci naprezen i odksztalcen resztkowych AS(o™ &™) jak pokazano, np.
na rys. 4.3. Wystepujace tu stale kP lub k% oznaczaja wartosé¢ granicznego
naprezenia zastepczego, przy ktoérej inicjuje sie proces rozwoju plastycznosci
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lub uszkodzeri, w jakim$§ punkcie materiatu. Sa to stale materialowe, na ogot
silnie zalezne od temperatury kP(T) lub k4(T).

Zauwazmy, ze osiagniecie powierzchni granicznej dla odksztalcenn sprezys-
tych nie oznacza zazwyczaj natychmiastowego zniszczenia materiatu, a jedynie
inicjacje procesow mikroposlizgow (lepko)plastycznych i/lub mikrouszkodzen.
W istocie wiec, przy dalszym obcigzeniu po odejéciu od wykresu liniowego ob-
serwujemy nieliniowa odpowiedz o(e), ktora moze mie¢ swoje zrodto w jednym
z rozpatrywanych proceséw dyssypatywnych (plastycznym, uszkodzeniowym
badz, mieszanym). W efekcie, tylko czes¢ calkowitej energii odksztalcenia
(pole pod krzywa o(e) na rys. 11.1 jest odwracalna (W + W), Pozostata
cze$é energii odksztalcenia jest czesciowo rozpraszana, gtéwnie w formie cie-
pla (plastycznosé) lub innej energii, np. akustycznej (mikrouszkodzenie), a
czesciowo zuzyta w materiale na przebudowe jego mikrostruktury i zwiazana z
tym przebudowe powierzchni granicznych (WP, Wsd Wsvp/d) (efekt wzmoc-
nienia plastycznego badz uszkodzeniowego). Uzytego tutaj terminu ,wzmoc-
nienie plastyczne” badZ ,wzmocnienie uszkodzeniowe” nie nalezy interpreto-
waé jako wzrost sztywnosci materiatu (czyli w szczegolnosci modutu Younga
w materiale izotropowym). Oba omawiane procesy dyssypatywne powoduja
bowiem spadek sztywnosci (czyli wzrost podatnosci) materiatu, co manifestuje
sie malejacym modulem stycznym ,,F = do/de.

Aby rozpoznadé, ktoéry z proceséw dyssypatywnych jest odpowiedzialny za
miekniecie materiatu i nieliniowos¢ wykresu, nalezy przeprowadzié¢ odciazenie.
W przypadku dyssypacji wylacznie plastycznej, pierwotny modul sprezystosci
po odciazeniu pozostaje niezmieniony EP = E°. Natomiast w przypadku dys-
sypacji uszkodzeniowej obserwuje sie spadek pierwotnego modutu sprezystosci
EY < E°. Przy tym E9 nalezy rozumie¢ jako efektywny modul materiatu
sprezystego z uszkodzeniami, np. EY = E°(1 — D), gdzie parametr uszko-
dzenia D oznacza, w najprostszym ujeciu, stosunek powierzchni uszkodzonej
A4 do powierzchni nominalnej A rozpatrywanego przekroju D = A4/A. Na-
tomiast przy powtérnym obciazeniu materiatu uprzednio odciazonego nowy
zakres sprezysty dla rozciggania wydluza sie, jednak najczeSciej towarzyszy
mu pewne skrbocenie zakresu wtérnego sprezystego $ciskania.

11.3. Sprezystosé liniowa oraz nieliniowa

Roéwnanie konstytutywne sprezystosci opisuje jednoznaczne przyporzadkowa-
nie naprezen zadanym odksztalceniom, bez uwzglednienia wptywu historii ob-
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ciazenia. Rownanie to przyjmuje zatem ogdlna postaé
o =0ij(ew) b ey = ¢4 (om) (11.3)

Rownania tego typu sa, w ogélnosci, nieliniowe i majg identyczna postaé¢ dla
proceséw obciazenia i odciazenia (rys. 11.3a)

a)

(¢

Rysunek 11.3. Sciezki obciazenia i odciazenia materiatu sprezystego: a) linio-
wego, b) nieliniowego

W szczegolnym przypadku liniowej sprezystosci (rys. 11.3a) rownania (11.3)

zapisujemy nastepujaco

0ij =° i7kI€kl lub €ij =° Ei;llcla—kl (11.4)
gdzie °Ejjx 1 eEi;,ld oznaczaja, odpowiednio, tensory czwartego rzedu charak-
teryzujace material sprezysty: tensor sztywnosci i tensor podatnosci, ktorych
postaé zalezy, na ogél, od wyboru uktadu wspoétrzednych i symetrii materia-
towej, lecz nie podlega zmianie w trakcie procesu (por. szerzej rozdzial 4).

W przypadku izotropowej liniowej sprezystosci tensor sztywnosci jest ten-
sorem Hooke’a FEjji;, gdzie dwie stale, modut $cigliwosci K i modut Scianania
G, charakteryzujg niesprzezone, liniowe zaleznosci dla cze$ci objetosciowej i
postaciowej deformacji sprezystej, zwane prawem zmiany objetosci i postaci

Okk — 3K5kk Sij = 2Geij (11.5)

W ogélnym przypadku anizotropowej sprezystosci efekty objetosciowe pozo-
staja jednak sprzezone z efektami postaciowymi, tak iz rozbicie réwnan spre-
zystosci na niezalezne prawo zmiany objetosci i prawo zmiany postaci (11.5)
nie jest mozliwe (por. szerzej podrozdzial 5.2.6).

Natomiast w przypadku izotropowej nieliniowej sprezystosci obie czesci
deformacji (objetosciowa i postaciowa) sa sprzezone i nieliniowe. Zilustrowano
to na przyktadzie: a) metali badz b) betonu, na rys. 11.4.
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a) b)

O —G

Exk —Eu

Rysunek 11.4. Deformacje objetosciowe: a) liniowa metalu, b) nieliniowa be-
tonu

11.4. Plastyczno$é a pelzanie

Proces plastycznego plyniecia materialu pojawia sie w metalicznym materiale
sprezystym po osiagnieciu granicy plastycznosci kP i rozpoczeciu nieliniowego
procesu wzmocnienia plastycznego, podczas ktérego granica plastycznosci przy
rozcigganiu rodnie, np. do pewnej wartosci asymptotycznej ko,. Modul sprezy-
stosci nie ulega przy tym zmianie, co pokazuje proba odciazania na rys. 11.5a.

Inaczej przebiega proces wzmocnienia/ostabienia przy $ciskaniu w ma-
teriatach kruchych lub sypkich (beton, skaly, grunty), jak zilustrowano na
rys. 11.5b. Jak opisano w 9.1, w $ciskanym materiale kruchym, po przekrocze-

a) o b) -«
P f
A EO— ] 7 ANy
o 1 ~
70 ; S| NG,
! & : 3
i d/ . i
] , k- -/
| /o
i O*t-A-- j i £>]
E E | E | |
1 8 1 1 _8
\ gp AN , ef
I I | y\: 8p+81d 1 Se_’_ged }

Rysunek 11.5. Procesy: a) wzmocnienia plastycznego na wykresie rozciaga-
nia z odciazeniem dla metalu, b) poczatkowego wzmocnienia plastycznego na
wykresie $ciskania, poprzedzajacego ostabienie dla betonu

. d/p . . e e . .
niu progu k¢’'*, odpowiadajacego inicjacji sprzezonego procesu plastycznego

plyniecia i rozwoju mikrouszkodzen mamy do czynienia z przeciwstawnymi
procesami wzmocnienia typu plastycznego i ostabienia typu uszkodzeniowego.
W efekcie, po pierwszej fazie wzmocnienia (¢ < ef), pojawia sie druga niesta-
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teczna faza ostabieniowa (¢ > ). Pojawienie sie niestatecznej czesci wykresu
o — e (rys. 11.5b), na wykresie jednoosiowego Sciskania betonu lub skal (poza
punktem kL, f), pozostaje jednak w sprzecznosci z podstawowym postulatem
statecznosci materiatowej Druckera, zgodnie z ktéorym elementarna praca wy-
konana na dowolnym quasi-cyklu naprezeniowym musi by¢ dodatnia (Drucker
[37], Zyczkowski [164]), poréwnaj szerzej podrozdzialy 7.3 i 7.4

1
AWP/ = (o — o*) deP/? + idap/dsp/d +...20 (11.6)

Stanowi to powazne komplikacje, a analiza cze$ci pokrytycznej Sciezki réwno-
wagi, |¢| > &' wymaga sterowania kinematycznego. Ponadto, nalezy podkre-
sli¢, ze odciazaniu od punktu na Sciezce niestateczne] (mieknieciu) towarzyszy
ostabiony modut sprezystosci F < E wskazujacy na rownoczesny udzial, obok
plastycznosci, drugiego procesu dyssypatywnego — rozwoju uszkodzen. W naj-
prostszym przypadku zaawansowanie uszkodzenia mozna okreslaé¢ za pomoca
zmiennej stanu uszkodzenia D, definiowanego jako (poréwnaj 3.5, rys. 3.1)

Ad o
D= 5=
T1°D

(11.7)

gdzie: A oznacza przekroj nominalny, A9 natomiast czesé przekroju, ktora
podlegata uszkodzeniu; o oznacza naprezenie nominalne o = F'/A, natomiast
o0 = F/(A — AY) oznacza naprezenie efektywne. Postulat statecznosci mate-
riatow sprezysto-kruchych byt szerzej dyskutowany w podrozdziale 7.4.

Zaktadajac addytywna dekompozycje matych odksztatcenn w materiale spre-
zysto-plastycznym (rys. 11.5a) na czeS¢ sprezysta i plastyczna, €;; = €5, + E?j,
mozemy zapisaé, niezalezne od czasu, réwnanie konstytutywne plastycznosci
w postaci przyrostowej

doij = By (deyy —deb) i doyj = & Eijmdey (11.8)
lub réwnowaznie

Przyrost odksztalcenia plastycznego okreslamy na podstawie potencjatu dys-
sypacji plastycznej fP (0;;, K&) = 0, za pomoca prawa plastycznego plyniecia,
wynikajacego z tzw. reguly normalnosci

‘p afp

S PIE g 11.10
=G (11.10)
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W (11.9) }\p(éf ;) jest skalarna funkcja predkosci przyrostu odksztalcenn pla-
stycznych, a K oznacza tzw. zmienne wzmocnienia plastycznego, opisujace
zmiane powierzchni plastycznosci w miare rozwoju procesu (efekt wzmocnienia
plastycznego). Wystepujacy tu tensor konstytutywny ngEijkl jest tensorem
sztywnosci materiatu sprezysto-plastycznego, ktorego elementy nie sa stale,
lecz ulegaja modyfikacji w trakcie postepujacego procesu plastycznego

thnlijkl = tan Eijki (€hn) (11.11)

Podkreslmy, ze procesy plastycznego ptyniecia, omdéwione powyzej, opisuja
zachowanie niezalezne od czasu. Mozna je bowiem przedstawi¢ w formie przy-
rostowe]j (po uproszczeniu obustronnym przez dt), przypisujac jednoznacznie
przyrost naprezenia do;;, okreslonemu przyrostowi odksztalcenia dey;, w kto-
rej czas nie wystepuje w sposob jawny

dO’ij = ?gnEijkldskl hlb dEij = EgnEi;]ildO—kl (11.12)

Zauwazmy jednak, ze macierze reprezentacji obu tensoréw konstytutywnych
sztywnosci i podatnosci [0 E] i [P, E™'], wystepujacych w réwnaniach przy-
rostowych (11.8) i (11.12), sa macierzami stycznymi, ktore nalezy aktualizo-
waé na kazdym kroku przyrostu odksztalcenia. Aby wywolaé przyrost od-
ksztalcenia plastycznego dsfj, badZ odksztalcenia catkowitego de;j, musi by¢
na ogdél dokonany przyrost naprezenia doy;. Wyjatek stanowi tzw. idealna
plastycznosé, w przypadku ktérej nie ma jednoznacznego przyporzadkowania
odksztalcerr stalemu naprezeniu. Zauwazmy wreszcie, ze przyrost naprezenia
w rozpatrywanym punkcie dog(x), niekoniecznie musi wynika¢ z przyrostu
obcigzenia zewnetrznego, lecz moze by¢ rezultatem przegrupowania (redystry-
bucji) naprezen w konstrukcji.

W przeciwienstwie do proceséw plastycznosci, w przypadku procesu petza-
nia badz ogoélniej proceséw lepko-sprezystych mamy do czynienia z procesami
zaleznymi od czasu. Oznacza to, ze nawet w przypadku stalego naprezenia
o = const, odksztalcenie narasta w czasie € = ¢(t), jak zilustrowano schema-
tycznie na rys. 11.6. Przylozeniu naprezenia odpowiada natychmiastowe od-
ksztalcenie sprezyste €°, a nastepnie narasta w czasie odksztalcenie pelzania
e¥, poczatkowo z malejaca predkoscia £V, a dalej z ustalona predkoscia pet-
zania ¢V = const, co odpowiada kolejnym fazom: pelzania pierwszorzedowego
I i petzania drugorzedowego—ustalonego II. W kolejnej, trzeciej fazie petzania
trzeciorzedowego 111 obserwujemy ponowny, narastajacy w czasie, wzrost pred-
kosci pelzania spowodowany wlaczeniem sie drugiego, obok pelzania, procesu
dyssypatywnego zwigzanego z rozwojem uszkodzen, rys. 11.6.
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I 1I mu  t

Rysunek 11.6. Wykresy materiatu lepko-sprezystego wykazujacego pelzanie
pierwszo-, drugo- oraz trzeciorzedowe

Roéwnania konstytutywne petzania sa z reguly nieliniowe i mozna je przed-
stawi¢ w postaci formalnie analogicznej do przyrostowych réwnan plastyczno-
$ci, a mianowicie

0ij = “Eijil (€ — €]) lub 0ij = ‘tandvijki€hl (11.13)

a predkos¢ odksztalcenia petzania £, okre§lamy na podstawie potencjatu dys-
sypacji pelzania fY(o;;, Ky) = 0, przy uzyciu prawa ewolucji pelzania, be-
dacego wynikiem przeniesienia reguly normalnosci, z plastycznosci (11.9) na
pelzanie

a v
€ = A

5oy (11.14)

Analogicznie do plastycznosci (por. K§), K oznacza tzw. zmienne wzmoc-
nienia lepkiego, opisujace zmiane (przebudowe) powierzchni pelzania wskutek
procesu rozwoju odksztatcen lepkich €¥P. Jednakze w tym przypadku, w prze-
ciwienistwie do plastycznosci, modul \¥(o;;,T") jest skalarng funkcja, zalezna
od naprezenia i temperatury, charakteryzujaca material w okreslonych warun-
kach. Odksztatcenie petzania €;; zalezy zatem od czasu ez’j(t) w sposob jawny.

Szczegblnym przypadkiem pelzania jest liniowa lepko-sprezystosé, dla kto-
rej odksztalcenie sprezyste e7; 1 predkosé odksztalcen lepkich &7 sa tensorowo
liniowymi funkcjami naprezenia oy

5 =5 (o) i &7 =&y (ox) (11.15)
Dla przykltadu, w uogélnionym modelu Maxwella, obowiazuje o;; = o7, = 03}

poréwnaj 2.1.5, zatem

€ij = &35 + &35 = & (o) + €5 (o) (11.16)
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natomiast, w uogélnionym modelu Voigta—Kelvina, gdzie &;; = €f; = €]}, otrzy-
mujemy (poréwnaj takze tab. 2.1)
0ij = 0i; (em) + 035 (érr) (11.17)

11.5. Sprezystos$é¢ nieliniowa z udzialem uszkodzen

W liniowych réwnaniach konstytutywnych sprezystosci (11.4), w sformuto-
waniu skoriczonym, tensory konstytutywne °E;;r; lub eEi;,ld, charakteryzuja
niezmienne, w trakcie procesu deformacji, wtasciwosci materiatu. W efekcie
rOwnania te mozna réwniez zapisa¢ w analogicznej formie przyrostowej

Oij = eEijklékl lub €ij = eEi;}gld—kl (11.18)

gdzie, ze wzgledu na niezmiennos¢ w czasie obu tensoréw konstytutywnych,

sztywnosci i podatnosci, eEijkl =0i eEi;,il = 0, liniowo$¢ jest nadal zacho-
wana. Tensory konstytutywne sg wowczas identyczne, jak w sformutowaniu
skoniczonym (11.4).

Po przekroczeniu pewnego progu naprezenia kg moze pojawié sie jednak,
juz w zakresie odksztalceni sprezystych (w pelni odwracalnych), proces roz-
woju uszkodzern wewnatrz materiatu, ktoéry wplywa na zmiane (degradacje)
pierwotnych wtasciwosci sprezystych materiatu, np. siecznego modutu sprezy-
stosci SQCE czy ogblniej siecznego tensora sprezystosci z uszkodzeniem Schijkl-
Proces rozwoju uszkodzen jest czestym, obok plastycznosci, procesem dyssy-
patywnym, bedacym Zrédlem nieliniowosci wykresu rozciagania, jak schema-
tycznie pokazano na rys. 11.7.
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Rysunek 11.7. Wykresy jednoosiowe materiatu nieliniowo sprezystego z uszko-
dzeniem
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W najprostszym przypadku, po usunieciu naprezenia, odksztatcenie wraca
wprawdzie do punktu poczatkowego, jednak powrdt nastepuje po innej $ciezce,
natomiast sieczny modut sprezystosci ulega zmianie, zaleznie od zaawansowa-
nia procesu rozwoju mikrouszkodzen, okreslonego pewna zmienng D (parametr
uszkodzenia), wcE (D), por. podrozdziatl 3.5. Przy powtérnym obciazeniu,
progowa wartos¢ naprezenia k{, zamykajaca nowy odcinek sprezysty bez przy-
rostu uszkodzen, zostaje podwyzszona, a po jej przekroczeniu aktywuje sie po-
nowny proces ewolucji uszkodzen, zwigzany z dalsza, progresywna degradacja
materiatu. Innymi stowy, nieliniowo§é wykresu rozciggania na rys. 11.7 ma w
tym przypadku swoje zrédto w zmianach mikrostruktury, w §lad za rozwojem
uszkodzenn w materiale, a nie wynika z cech materiatu nieliniowo sprezystego,
jak pokazano uprzednio na rys. 11.3b, w ktérym powrdt do stanu pierwotnego
odbywa sie po tej samej Sciezce co obciazenie, bez zadnych zmian wtasciwosci
materiatu.

W ogoélnym przypadku, w miejsce liniowych réwnan sprezystosci (11.4),
nalezy zatem zastosowaé nieliniowe réwnania materiatu sprezystego z uszko-
dzeniem, ktore w sformutowaniu skonczonym maja postaé

Oij = gchijkl (Dmn) Ekl lub €ij = :SCEi;Iil (Dmn) Okl (11.19)

Wystepujacy w (11.19) tensor uszkodzenia drugiego rzedu D, opisuje aktu-
alny stan zaawansowania procesu degradacji wlasciwosci materiatowych, wy-
razony réwnaniem ewolucji uszkodzenia, analogicznym do plastycznosci lub
pelzania, poréwnaj (11.10) i (11.14)

) .4 9fd
Dy =
"= Y

(11.20)

Skalarna funkcja f4(Y;;, K&) = 0 jest potencjalem dyssypacji zwiazanej z roz-
wojem uszkodzeri, natomiast Y;; i K g oznaczaja, odpowiednio, site termodyna-
micznie sprzezong odpowiedzialng za rozwoj uszkodzen i zmienne wzmocnienia
(przebudowy) powierzchni uszkodzenia f9 = 0.

Podkredlmy ze, pomimo formalnego podobienistwa réwnari nieliniowej spre-
Zystosci z uszkodzeniem w ujeciu skoriczonym (11.19) do réwnan liniowej spre-
zystosci (11.4), tensory konstytutywne sztywnosci ¢4 Bk (Dyy) 1 podatno-
sci gSCEZ.;;l(Dmn) ulegaja przebudowie w trakcie procesu rozwoju uszkodzen
towarzyszacego deformacji, zatem réwanania (11.19) sa nieliniowe. Reasu-
mujac, réwnania konstytutywne dla materialu sprezystego z uszkodzeniem w
sformutowaniu skoriczonym (11.19), postuguja sie tensorami konstytutywnymi,
ktorych macierzowe reprezentacje odpowiadaja macierzom siecznym, [¢4.E] lub

sec
(€ E~1], co zilustowano na rys. 11.7.
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11.6. Sprezysto-plastyczno$é z udzialem uszkodzen

W przypadku jednoczesnej mozliwodci wystapienia dwdch podstawowych me-
chanizméw dyssypatywnych, plastycznosci i rozwoju uszkodzeri, nieliniowo$é
wykresu rozciggania lub $ciskania moze mie¢ zrédto w kazdym z tych zachowan
niezaleznie, badz tez w sprzezonym procesie réwnoczesnego plyniecia plastycz-
nego i wzrostu mikrouszkodzeni, rys. 11.8.

a) o b) o

Rysunek 11.8. Wykres jednoosiowego rozciagania i odciazania: a) probki me-
talicznej (ciagliwo-kruchej), wg Abu Al-Ru i Voyiadjis [1], b) probki niemeta-
licznej (krucho-ciagliwej)

W wiekszosci materiatéow metalicznych (polikrystalicznych), rys. 11.8a, w
pierwszej fazie procesu nieliniowego (kP < o < k9) zachodzi wytacznie ptynie-
cie plastyczne (bez uszkodzen), ktéremu nie towarzyszy zmiana modutu sprezy-
stosci E. W drugiej fazie procesu (k% < o) ptynieciu plastycznemu towarzyszy
rozwo] uszkodzern, wskutek ktorego nastepuje degradacja modutu sprezysto-
sci B < E. W fazie pierwszej obowiazuja réwnania konstytutywne materiatu
sprezysto-plastycznego (11.8-11.9). W fazie drugiej sprezysto-plastycznej z
uszkodzeniami nalezy przyja¢ bardziej zlozong forme réwnania konstytutyw-
nego, uwzgledniajaca addytywne rozktady na czesé odwracalng e = ¢ 4 ¢4
oraz czesé¢ nieodwracalng ! = eP + ¢4, czyli

€ij = 5% + 5% =€+ e‘fjd TR eig (11.21)

W takim og6lnym sformulowaniu, zaktada sie, ze tylko czes¢ odksztalcenn typu
uszkodzeniowego jest odwracalna (€°1), a pozostala czesé ma charakter nie-
owracalny (¢'9), czyli inaczej niz przyjmowaliémy w uproszczonym modelu
materiatu sprezystego z uszkodzeniem (11.5). Zatem réwnanie konstytutywne
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materiatu sprezysto-plastycznego z uszkodzeniem ma postaé¢ ogolng
Gij = S Bijha (ém — &ly) (11.22)

gdzie sieczny tensor sztywnosci zalezy od aktualnego stanu uszkodzenia gec Ej ki
(D). Zauwazmy, ze w ogolnym przypadku pelnego sprzezenia obu procesow
dyssypatywnych, plastycznosci i uszkodzen, zachodzi wzajemne oddzialywanie
obu zmiennych s}d i Dy na przebudowe obu powierzchni dyssypacji, fP =0
i f4 =0, w procesie wzmocnienia, poréwnaj Egner [41]. Réwnania kinema-
tyczne badz réwania ewolucji obu zmiennych stanu maja wiec postaé

. . P . d
el =P 4 aid = )\p% 43 of
T oy Doy (11.23)
. - - .p OfP .4 0fd
Dmn:Dmn+Dmn: + A

avan 8Ymn

Wystepuja tu dwa skalarne mnozniki zaawansowania obu proceséw, plastyczno-
. 1P . .d
sci A” 1 uszkodzen A°.

Rownanie (11.22) mozna dalej sprowadzi¢ do formy przyrostowej
0-7/] tan igkl (Ep(p mn) €kl ( . )

w ktorej wystepuje zmienny styczny tensor sztywnosci, zalezny od aktualnych
wartosci obu zmiennych ehg i Dy,

11.7. Roéwnania konstytutywne proceséow
odwracalnych i nieodwracalnych — ogélna
charakterystyka

W tabeli 11.1, stosujac notacje wektorowo-macierzowa Voigta, zestawiono sym-
boliczne postaci rownan konstytutywnych, opisujacych poszczegodlne procesy,
pojedyncze badz zlozone-sprzezone. Zastosowano nastepujace oznaczenia pro-
ces6w sprzezonych:
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Tabela 11.1. Réwnania konstytutywne proceséw: odwracalnych w sensie od-
ksztalceri oraz nieodwracalnych

Proces Rownania konstytutywne procesu
Z | LE {o} = [‘E]{e} lub {do} = [E] {de}
€| LED {0} = (LE] {e} Wb {do} = [(LE] {de} 7
£|NE {do} = [2%,E] {de}
S | NED {do} = [(5iE] {de} E
P {de} = {deP} = [},,E~" (o, ?)] {do} =
EP {de} = {de® + deP} = [L,E"}(o,eP) {do} |2
PD {derd} = [PLEY(o,e”, D) {do}
EPD {deerd} = [PYE1(c, &P, D) {do} "
2| wE {dee} = M(t)] {or} dt :
= | NVE {de™} = [™(o,t)]| {o}dt °
-E VP {de"P} = ["PI(F,eP,t)]{o} dt o
é) NVED {dEnVEd} — [HVEdJ(O',D,t)] {0’} dt .5
NVEPD | {de™erd} = [vepd(5 eP D, t)] {o} dt E
LE — liniowo-sprezysty
NE — nieliniowo-sprezysty
LED — liniowo-sprezysty + uszkodzenie
NED — nieliniowo-sprezysty + uszkodzenie
P —  plastyczny
EP — sprezysto-plastyczny
PD — plastyczny + uszkodzenie
EPD — sprezysto-plastyczny + uszkodzenie
LVE —  liniowo-lepko-sprezysty
NVE — nieliniowo-lepko-sprezysty
VP — lepko-plastyczny
NVED — nieliniowo-lepko-sprezysty + uszkodzenie
NVEPD - nieliniowo-lepko-sprezysto-plastyczny + uszkodzenie

W problemach sprezystosci (E) badz sprezystosci sprzezonej z rozwojem
uszkodzen sprezystech (ED) mamy do czynienia z procesami odwracalnymi w
takim sensie, ze po zupelnym odcigzeniu naprezenia wypadkowe odksztaltcenie
resztkowe jest zerowe. Jednakze, w przypadku rozwoju uszkodzen, wykres o —e
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staje sie nieliniowy, czemu towarzyszy trwala zmiana (degradacja) modutow
sprezystych E > E(D) badz, w przypadku ogélnym, przebudowa macierzy
sztywnosci [(YE(D)] # [°E], niezaleznie czy w stanie wolnym od uszkodzeri
material byt liniowo-sprezysty (LE) czy nieliniowo-sprezysty (NE). W isto-
cie, mamy tu wiec do czynienia z fizycznie nieodwracalnym dyssypatywnym
procesem uszkodzenia materialu (zmiang struktury) oraz calkowicie odwra-
calnymi odksztalceniami sprezystymi towarzyszacymi uszkodzeniu €°, co zilu-
strowano na rys. 11.7. W takich przypadkach wygodniej jest stosowaé przy-
rostowa forme réwnania (ang. incremental), ze zmodyfikowana wzdtuz Sciezki
obciazenia styczna macierza sztywnosci (badz podatnosci) 4 E], niz sformu-
lowanie skoriczone (ang. total) z sieczna macierza sztywnosci, [S4.E] # [¢4 E].
Odksztalcenie jest przy tym natychmiastowe (podobnie do plastycznosci), bo-
wiem ,proces” rozwoju uszkodzen jest niezalezny od czasu fizycznego (ang.
time-independent materials), a zalezy jedynie od aktualnego stanu odksztalce-
nia (lub naprezenia). Takie zachowanie jest charakterystyczne dla materiatow

kruchych (beton, skaly, ceramiki, itp).

W plastycznosci (P), badz plastycznosci sprzezonej z rozwojem uszkodzeri
niesprezystych (PD), mamy do czynienia z procesami nieodwracalnymi, bowi-
em po calkowitym odciazeniu pozostaje niezerowe odksztalcenie trwale, za-
lezne od historii obciazenia (ang. path-dependent materials). W takich przy-
padkach dogodne jest zatem stosowanie réwnan w postaci przyrostowej, po-
zwalajacej §ledzi¢ trajektorie obciazenia. Styczna macierz podatnosci [, E~!]

badz [ffn]E_l] jest przebudowywana w miare rozwoju procesu plyniecia pla-

stycznego b, ,E~!(o,eP)], badZ jednoczesnego plyniecia plastycznego i wzrostu
uszkodzen [tpfn]E_l(a, eP,D)]. Nalezy przy tym podkresli¢, ze procesy takie sa

réwniez niezalezne od czasu fizycznego (ang. time-independent materials), za-
tem odpowiedz materialu na przyrost naprezenia do jest natychmiastowa. In-
nymi stowy, bez wzrostu naprezeni (lub odksztal|cenl) nie zachodzi ani ptyniecie
plastyczne, ani rozwoj uszkodzen. Dodatkowo rozwdj uszkodzenn moze pojawié
sie badz to jedynie w towarzystwie plyniecia plastycznego (mocne sprzezenie
obu zjawisk dyssypatywnych), badz niezaleznie od plastycznosci (stabe sprze-
zenie). Takie zachowanie cechuje, odpowiednio, materialy ciagliwe (np. me-
taliczne o strukturze polikrystalicznej), badz ciagliwo-kruche (np. kompozyty
metaliczno/ceramiczne typu MMC, kompozyty ceramiczno/mateliczne CMC,
zeliwa sferoidalne zbrojone czastkami grafitowymi, itp). Omawiane tu procesy
(typu P lub PD) nie zaleza ponadto od wptywu predkosci obciazenia (ang.
rate-independent materials).

Oddzielna grupe stanowig procesy z udziatlem lepkosci, lepko-sprezyste
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(VE), Iepko-plastyczne (VP), lepko-sprezyste z uszkodzeniem (VED) i lepko-
plastyczne z uszkodzeniem (VPD). Sa one zalezne od czasu fizycznego (ang.
time-dependent materials), zatem dla rozwoju odksztalceni nie jest konieczny
przyrost naprezen do > 0, czyli moga one zachodzi¢ nawet przy stalym napre-
zeniu o = const. W réwnaniach materiatu lepko-sprezystego (VE), zamiast
macierzy podatnosci (badz sztywnosci) wystepuja zalezne od czasu macie-
rze pelzania badz relaksacji, ktore moga by¢ niezalezne od naprezen [VJ(t)]
(materialy liniowo lepko-sprezyste LVE), badz zalezne od czasu i napreze-
nia V(o ,t)] (materialy nieliniowo lepko-sprezyste NVE). Jesli jednoczesnie
towarzyszy temu procesowi zmiana (degradacja) wlasciwosci materiatowych
wskutek rozwoju uszkodzeri (VED), wowcezas macierz pelzania [*V°iJ (o, D, )]
badz relaksacji, takze podlega dodatkowej przebudowie. Podkreslmy wreszcie,
ze w materialach lepko-plastycznych (VP), lub lepko-plastycznych z uszkodze-
niami (VPD), odpowiedz (odksztalcenie) zalezy nie tylko od naprezenia, lecz
takze od predkosci obciazenia (ang. rate-dependent materials), ktora dodat-
kowo wplywa na posta¢ macierzy pelzania [V*P4(c,eP, D,t)]. Warto przy-
pomie¢, ze wplyw predkosci obciazenia na zachowanie (odpowiedz) materiatu
mozna zaobserwowaé juz w probie dynamicznej badz statycznej rozciagania,
jak pokazano na rys. 1.17.

11.8. Wplyw zmiennego pola temperatur na zwiagzki
konstytutywne — sprzezenia termiczne

Omowione powyzej, roznorodne zachowania materiatow: sprezyste, plastyczne,
lepkie z towarzyszeniem uszkodzen lub bez, sa silnie zalezne od temperatury.
Ten sam material, zaleznie od poziomu naprezenia oraz temperatury, a takze
warunkow proby, moze wykazywaé roézne cechy deformacji: sprezyste, pla-
styczne czy lepkie (pelzanie), takze dodatkowo sprzezone z rozwojem uszko-
dzen.

Tradycyjnie, ilustruje sie to na tzw. mapach mechanizméw deformacji,
przedstawianych w uktadzie osi: normalizowane naprezenie §cinania 7/G w
funkcji homologicznych temperatur T /Ty, rys. 11.9a, gdzie Ty, oznacza tem-
perature topnienia rys. 11.9b. Moéwiac ogdlnie, wzrost temperatury wpltywa
na wszystkie wlasciwo$ci mechaniczne i termiczne materiatu: modut Younga
E(T), modut Kirchhoffa G(T'), granice plastycznosci kP(T"), prog uszkodzen
k4(T), wytrzymaltosé na rozciaganie ki(T), lub Sciskanie k.(T'), wspélczynnik
rozszerzalnosci termicznej o(T), wspotezynnik przewodnictwa cieplnego \(T),
itd., poréwnaj podrozdziat 1.5.
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Rysunek 11.9. Mapa mechanizméw deformacji dla aluminium, wg Gittus [51]

Zachowanie sprezyste materialu obserwujemy przy niezbyt wysokich po-
ziomach naprezenia, 7 < 1072G, oraz wzglednie niskich temperaturach 7' <
0.3T,,. W zakresie wyzszych naprezen, 7 > 1072@, dominuja deformacje pla-
styczne, polegajace na mikroposlizgach badZ ruchu dyslokacji w sieci krysta-
licznej. Przy rosnacych temperaturach 0.37,, < T < 0.57}, i przy naprezeniu
7 < 102G, wystepuje poczatkowo mechanizm pelzania typu poslizgowego,
charakterystyczny dla pelzania pierwszorzedowego, ktory ze wzrostem tempe-
ratury ustepuje miejsca drugiemu mechanizmowi pelzania, polegajacemu na
termicznym wzroscie ruchliwodci dyslokacji w sieci krystalicznej. Mechanizm
dyslokacyjny petlzania dominuje w okresie drugorzedowym z ustalong pred-
koscia pelzania, kiedy pelzanie dyslokacyjne jest poczatkowo zréwnowazone
umocnieniem materiatlowym, aby przy dalszym wzroscie temperatury, 0.57y,
< T < 0.6Ty, przejaé role decydujaca. Przy jeszcze wyzszych temperaturach,
0.67Tn, < T < 0.8Ty,, uruchamia sie trzeci — dyfuzyjny mechanizm pelzania,
cechujacy sie rosnaca predkoscig pelzania obserwowang w fazie pelzania trze-
ciorzedowego (rys. 11.9). Dodatkowo, w pelzaniu trzeciorzedowym, naklada
sie nait mechanizm rozwoju uszkodzen, powodujac szybko narastajaca degra-
dacje wtasciwosci materiatowych, prowadzaca do zniszczenia. Omawiane mapy
deformacji majg, dla wiekszosci metali lub stopéw metali, nature uniwersalng
(por. rys. 11.9b).

Wracajac do réwnan konstytutywnych proceséw zachodzacych podczas de-
formacji materiatow (tab. 11.1), nalezy podkresli¢, ze wszystkie zdefinowane
tam macierze konstytutywne: sztywnosci lub podatnosci (niezalezne od czasu),
a takze macierze pelzania i relaksacji (zalezne od czasu w sposéb jawny), sa
dodatkowo zalezne od temperatury. Dotyczy to, oczywiscie, zar6wno pro-



272 Klasyfikacja réwnan konstytutywnych

cesow odwracalnych, np. [*E] = [E(T)], itd., jak i nieodwracalnych, pro-
stych lub sprzezonych, np. [EggEfl] = [EggEfl(a,ep,D;T)], itp., a takze, w
szczegolnodci, zachowar lepkich zaleznych od czasu, np. [V*P4]] = [v*Pd](q, &P,
t, D;T)], itd. Taki sposob sprzezenia procesow dyssypatywnych z polem tem-
peratury, polegajacym na uzaleznieniu stalych materiatlowych przyjetego mo-
delu od temperatury 7', bedziemy nazywaé¢ stabym sprzezeniem termicznym.
Jest ono na ogdt wystarczajace przy analizie ustalonych lub wolno zmiennych
pol temperatury.

W najprostszym przypadku materiatu liniowo termo-sprezystego, w miej-
sce rownan (11.4) nalezy wowczas przyjacé

0ij = Bt (T) (e —eg) Wb ey —el; =B (T)ow  (11.25)
W ogoélnym przypadku anizotropii, odksztalcenie termiczne wynosi sgl =
AT, gdzie oy jest tensorem rozszerzalnosci termicznej, a EEI ma nature ani-
zotropowsq, (patrz szerzej rozdz. 6). W szczegdlnym przypadku izotropii defor-
macja termiczna jest czysto objetosciowa, zatem agk = aAT.

W przypadkach, gdy mamy do czynienia z nieustalonymi szybko zmiennymi
polami temperatur, konieczne jest jednak réwniez uwzglednienie zaleznosci
macierzy materialowych od predkosci zmian temperatury T. W takim przy-
padku, nawet w materiale sprezystym, przechodzac od sformutowania skonczo-
nego (11.4) do przyrostowego, nalezy uwzgledni¢ rowniez zmiane (przebudowe)
tensora konstytutywnego w czasie wskutek zmiany temperatury T, zatem

. ) ) d :
Uij = Eijkl (T) (Ekl — Egl) + ﬁEijkl (T) ({:‘kl — 6;5) T (1126)

Taki typ sprzezenia termicznego bedziemy dalej nazywaé¢ mocnym sprzezeniem
termicznym, w ktérym uwzglednia sie nie tylko zaleznos¢ tensora konstytutyw-
nego od temperatury (ustalonej), lecz rowniez przyrost tego tensora wynika-
jacy z predkodci zmiany temperatury (T), poréwnaj np. Ganczarski i Skrzypek
[48], Egner [41].



Epilog

W najwiekszym skrocie, niniejsza ksiagzka stanowi probe opisania mechaniki
roznorodnych materiatéw - zarowno klasycznych (np. izotropowych polikrysta-
licznych materialow metalicznych) — jak i nieklasycznych, a bedacych wytwo-
rem nowoczesnej inzynierii materialowej (np. wielosktadnikowych, zazwyczaj
anizotropowych materialow kompozytowych, ceramicznych itp.).

Metodyka, ktora zostala przyjeta, opiera sie na klasycznych zalozeniach
o$rodka ciaglego w zastosowaniu do usrednionego w skali makro materiatu ho-
mogenicznego (na poziomie reprezentatywnego elementu objetosciowego badz
reprezentatywnej komorki jednostkowej). Zaréwno usrednione efektywne wlasci-
wodci materialdw na poziomie makro, jak i stosowny opis konstytutywny, za-
leza od heterogenicznej na ogét mikrostruktury materiatu, a takze od odpo-
wiednich grup symetrii materialowej (anizotropia, ortotropia, poprzeczna izo-
tropia, pelna izotropia, itd.). Szczegdtowe reguly homogenizacji, bedace w
ostatnich dekadach przedmiotem zainteresowania wielu badaczy, wykraczaja
w zasadzie poza zakres tej ksiazki, jednakze generalne metody usredniania
znajduja odbicie przy klasyfikacji i wyborze odpowiednich z punktu widze-
nia symetrii fenomenologicznych modeli materiatlowych w skali makro. Mozna
zatem powiedzieé¢, ze symetria jest tlem, a anizotropia jest rdzeniem, wokot
ktorego konstruowany jest uktad calej ksigzki. Takie spojrzenie na mode-
lowanie materialowe prowadzi w istocie do rewizji klasycznych regut opisu
konstytutywnego materialéw zaréwno w zakresie sprezystym, jak i kryteriow
ograniczenia zakresu sprezystego w wyniku inicjacji réznych nieodwracalnych
mechanizméw dyssypatywnych, czy wreszcie zachowania materialéw po prze-
kroczeniu progéw uplastycznienia badZ mikrouszkodzenia (faza umocnienia).

Przy opisie i dyskusji ré6znorodnych modeli konstytutywnych podkreslono
zaréwno ich potwierdzenie w dostepnych wynikach eksperymentéw, jak i ade-
kwatnosé i spojnosé modeli w sensie okreslonych grup i klas symetrii. Analogie
pomiedzy symetria w opisie cech fizycznych krysztalow (wlasciwosci 1 modele
termomechaniczne, magnetoelektryczne, optyczne i inne, por. np. Nye [108])
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w zastosowaniu do poziomu sieci krystalicznej moga okazaé sie przydatne row-
niez przy poprawnym doborze stosownych cech symetrii modeli konstytutyw-
nych na poziomach mikro i makro. Te analogie prezentowano juz przy omawia-
niu zachowania sprezystego materialéw o strukturze homogenicznej, lecz r6z-
nych grupach i klasach symetrii oraz postaci macierzy sprezystosci (rozdz. 4),
a takze w przypadku materialéw kompozytowych niejednorodnych na poziomie
mikro: subkomoérek matrycy i zbrojenia w powtarzalnej komérce reprezenta-
tywnej (rozdz. 5). Analogia pomiedzy symetria krystaliczna a symetria struk-
turalnych macierzy konstytutywnych powierzchni granicznych (Goldenblat i
Kopnov, von Mises, Hill, Tsai-Wu, itp.) jest réwniez bardzo przydatna dla
poprawnego konstruowania réwnan powierzchni granicznych klasycznych ma-
terialéow jednorodnych o cechach ciagliwych lub kruchych (rozdz. 8 i rozdz. 9).
Na podkreslenie zastluguje przy tym rewizja obecnych w literaturze warun-
kéw granicznych z punktu widzenia fundamentalnych postulatéw wypuktodci i
statecznosci materialowej zaréwno materialow sprezysto-kruchych (kryterium
typu Sylvestera, rozdz. 7), jak i sprezysto-plastycznych (kryterium Druckera,
rozdz. 7).

Systematyczna budowa réwnan powierzchni granicznych materiatléw o ce-
chach anizotropowych, lecz réznych grupach i klasach symetrii, wymaga odpo-
wiedniego narzedzia w postaci uktadu niezmiennikéw wspoélnych tensoréw na-
prezenia badz odksztalcenia oraz tensoréw strukturalnych charakteryzujacych
cechy materiatowe. Elementy teorii niezmiennikéw zostalty skrétowo przedsta-
wione w rozdz. 3. Réwnania powierzchni granicznych opisywane w literatu-
rze oparte na teorii wspo6lnych niezmiennikéw, zostaly w ksiazce szczegdtowo
przedyskutowane pod katem ograniczen zakresu ich stosowalnosci z uwagi na
mozliwa utrate cech eliptycznosci i wypuktosci, prowadzaca w koricu do fizycz-
nie niedopuszczalnej utraty jednospdjnosci w postaci ,,pekania"powierzchni w
przypadku materiatlébw o wysokim stopniu ortotropii, rozdz. 8. Na podkresle-
nie zastuguje przy tym nowa propozycja kalibracji réwnari Hilla lub Tsai—Wu,
bedaca rozszerzeniem koncepcji Hu—Marina, a gwarantujaca zachowanie cech
wypuktodci i jednospojnosdci nawet przy dowolnie duzych stopniach ortotropii,
rozdz. 8. Liczne przyktady ilustruja te problemy.

Podczas pracy nad ksiazka natkneliémy sie na szereg niescistosci i niespdjno-
$ci w przedmiotowej literaturze. Dotyczy to zwlaszcza sformutowan réwnan
konstytutywnych inicjacji plastycznosci badz zniszczenia materiatéw o cechach
poprzecznej izotropii. Dotyczy to zaré6wno materiatéw polikrystalicznych o ce-
chach anizotropowych nabytych podczas obrobki (np. walcowania blach, por.
np. Malinin i Rzysko [96]), jak i w szczeg6lnosci materialow kompozytowych
(por. np. Gan i inni [45], Berryman [6]). Czesto nie wprowadza si¢ istot-
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nego rozroznienia dwoch podstawowych klas symetrii w grupie symetrii po-
przecznie izotropowej w rozmieszczeniu réwnoleglej wiazki wiékien z zachowa-
niem symetrii tetragonalnej, badZ symetrii heksagonalnej. Obie te klasy znane
z krystalografii prowadza jednak do odmiennej liczby niezaleznych moduléw
materialowych. Np. poprzecznie izotropowa macierz sprezystosci o symetrii
tetragonalnej ma sze$é¢ niezaleznych modutéw sprezystosdci, a przy symetrii
heksagonalnej pie¢. Podobnie ma sie rzecz np. z poprzecznie izotropows ma-
cierzg konstytutywna inicjacji plastycznosci typu Hilla o symetrii tetragonalnej
badz heksagonalnej i odpowiednio czterech badz trzech niezaleznych modutach.
Zatem od wyboru klasy symetrii modelu konstytutywnego zalezy poprawno$é
opisu zachowania materialu, bowiem spotykamy materialty wykazujace obie
dyskutowane cechy. Problem ten przedstawiliSmy w sposéb systematyczny w
odniesieniu do poprzecznie izotropowych materiatéow sprezystych (rozdz. 4),
powierzchni granicznych poprzecznie izotropowych materialéw ciggliwych o
symetrii tetragonalnej lub heksagonalnej (rozdz. 8) oraz materialéow kruchych
wykazujacych powyzsze klasy symetrii (rozdz. 9). Z nieprecyzyjnego rozroz-
niania symetrii tetragonalnej badZ heksagonalnej narosto w literaturze wiele
niejasnosci, ktére wymagaja duzej ostroznosci zaréwno przy modelowaniu, jak
i kalibracji tych modeli.

Powszechnie dzi§ stosowane materialy wielosktadnikowe, czyli kompozy-
towe, wymagaja odrebnego omoéwienia, ktéremu poswieciliémy rozdz. 10. Roz-
dzial ten nalezy jednak raczej traktowaé¢ jako wprowadzenie w §wiat kompo-
zytow, a nie systematyczny wykltad. Literatura z tego zakresu jest bardzo
bogata, zwlaszcza w ostatnich dekadach, gdy rozwdéj technologii wytwarza-
nia materialéow kompozytowych zbrojonych czasteczkami badz wloknami na-
stapit bardzo dynamicznie. Jest dos¢ oczywiste, ze kompozyty czasteczkowe
mozna na ogol opisywaé jako materiaty izotropowe, dla ktérych klasyczne
reguty mieszania Voigta i Reussa pozwalaja poprawnie oszacowaé efektywne
moduly zastepcze. W przypadku kompozytéw widknistych, ktore wykazuja
bardziej ztozone cechy symetrii: anizotropii, ortotropii czy poprzecznej izo-
tropii, rozwijane sg zlozone reguty homogenizacji: np. typu GMC, SCMC,
FEM, itd., prowadzace do zastepczych moduléw w rozpatrywanej klasie sy-
metrii. Na potrzeby tej ksiazki koncepcja homogenizacji zostata tylko ogdlnie
zarysowana, w takim stopniu aby umozliwi¢ analize i dyskusje wybranych wy-
nikoéw homogenizacji (rozdz. 10). Klasyczne metody homogenizacji prowadza
jednak do duzej rozbieznosci zaréwno pomiedzy soba, jak i w poréwnaniu z
eksperymentami (por. np. Gan, Orozco i Herakovich [45]), stawiajacymi wiele
z nich pod znakiem zapytania. Majac to na uwadze sformutowali$émy wtasna
prosta regute ,supermieszania’, oparta na znajomosci gérnego i dolnego osza-
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cowaniu Voigta i Reussa i zastosowaniu ,tensorowego mieszania” obu macierzy,
prowadzacego do usrednionej macierzy sprezystosci (rozdz. 5). W przypadku
kompozytow wioknistych, technologie wytwarzania prowadza z reguty do obec-
nodci termicznych naprezeri resztkowych w matrycy i widknach. Wynikajace
stad komplikacje w opisie "wypadkowych” powierzchni granicznych przy zasto-
sowaniu modelu typu von Misesa-Hu-Marina zostaly tez zasygnalizowane na
przyktadzie wynikow przedstawionych w pracy Herakovicha i Aboudiego [62]
(rozdz. 10).

Jesli chodzi o zachowanie lepkosprezyste, w obecnej ksiazce ograniczylismy
sie w zasadzie do materialéw liniowo-lepkosprezystych, jednakze wykazujacych
rozne cechy symetrii materiatowej (np. ortotropii). Pozwala to na zastosowa-
nie dogodnej analogii sprezysto-lepkosprezystej w rozszerzonej postaci anizo-
tropwej (rozdz. 6).

Mamy pelna $wiadomo$é, ze zawarto$é tej ksigzki jest mocno zawezona
(np. w poréwnaniu z obszerna, nowoczesng monografiag Ottosena i Ristinmaa
[110]). Rozmyslnie nie objeto nia zakresu umocnienia materialu, w ktorym
zostaly przekroczone stany graniczne plastycznosci i/lub rozwoju uszkodzen.
Problem ten, zasygnalizowany bardzo ogélnie w rozdz. 11, jest traktowany jako
pomost do oddzielnej monografii, ktéra powinna odpowiedzie¢ na pytania, jak
poprawnie opisaé¢ sprzezenia pomiedzy réznymi procesami dyssypatywnymi w
materiale, obejmujacymi nie tylko plastyczne ptyniecie, czy rozwoj uszkodzen,
ale takze inne procesy fizyczne prowadzace do przebudowy mikrostruktury
(np. towarzyszace przemianom fazowym) z zachowaniem odpowiednich cech
symetrii materiatowej.

Kto chciatby sie doszukiwaé kompletnosci ujecia ztozonych zagadnien me-
chaniki materialéw o réznych cechach symetrii i réznych wtasnosciach i za-
chowaniach fizycznych (plastycznos$é, reologia, rozwdj uszkodzen, zniszcze-
nie, przebudowy mikrostruktury), a takze roznym stopniu ztozonosci funkcji
i struktury (kompozyty roznych typow i cech symetrii i wlasnosci fizycznych
oraz zastosowari, nanomaterialy i nanokompozyty, materiaty intermetaliczne,
bariery ochronne, laminaty, itd.) bedzie mogt siegna¢ do bardziej wyspecjali-
zowanych pozycji, np. monografii Innovative Technological Materials, ed. Ru-
stichelli, Skrzypek, Springer 2010. Mamy jednak nadzieje, ze obecna ksiazka
dopomoze czytelnikom w krytycznym spojrzeniu na bogaty $wiat materiatow,
oraz jego modelowanie.

Na koniec pragniemy wyrazi¢ nasza wdzieczno$é czytelnikom, ktérzy mieli spo-
sobnos¢ wyrazi¢ swoje uwagi, opinie i sugestie juz w trakcie tworzenia ksigzki.
W szczego6lnosci dziekujemy recenzentom: profesorowi Andrzejowi Sewerynowi
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i profesorowi Zbigniewowi Kowalewskiemu za wiele cennych uwag i wskazdwek
zaro6wno merytorycznych jak i redakcyjnych, a takze redaktorowi naukowemu,
profesorowi Krzysztofowi Szuwalskiemu, ktére znalazty swoje odbicie w osta-
tecznej wersji ksigzki. Nie sposéb takze pominaé wktadu kolegéw i wspot-
pracownikéw. Dziekujemy doktorom: Halinie Egner, Szymonowi Hernikowi i
Marcinowi Cegielskiemu, ktorzy dostarczali nam motywacji dla przedstawienia
trudnego materiatu ksigzki mozliwie jasnym jezykiem. WykorzystaliSmy row-
niez dyskusje przeprowadzone w gronie doktorantéw, pierwszych czytelnikow
manuskryptéw wybranych rozdzialéw w ramach studium doktoranckiego, za
ktore rowniez dziekujemy.

Cenng pomoc przy wydaniu tej ksigzki okazat Dziekan Wydziatu Mecha-
nicznego profesor Leszek Wojnar, ktory wyrazit zgode na pokrycie czedci do-
datkowych kosztow wydania obecnej monografii (pierwotnie planowanej jako
podrecznik akademicki) ze srodkow Wydzialu Mechanicznego. Za te pomoc
i okazana zyczliwosé¢ wyrazamy wdziecznoscé.
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—klasy tetragonalnej 239
—plastyczna 213
posta¢ wektorowo-macierzowa Vo-
igta 233
postulat
—Druckera 170, 174, 189, 220
—normalnodci 172, 173
—statecznosci materiatowej Druc-
kera 261
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—statecznosdci materiatu sprezysto- —plastycznosci 167
kruchego 182 —Schmidta-Iszliniskiego—Hilla 192
—statecznosci materialu sprezysto- —stozkowa Burzyrniskiego 226
plastycznego 182 —Tresci—Guesta 192
—wypuktosci 172 —uplastycznienia 220
—wypuktosci powierzchni granicz- —uszkodzenia 167
nej plastycznosci 172 —walcowa nieobrotowa 188
—wypuktosci powierzchni stalej —zniszczenia 220
energii dopetniajacej 179 —zniszczenia Hill-Tsai 241
—wypuktosci powierzchni stalej poziom
energii odksztalcenia 179 —makro 28
potencjal —mikro 28
—dyssypacji plastycznej 261 —monokrysztatu 139
—dyssypacji pelzania 263 —sieci krystalicznej 27
—dyssypacji uszkodzenia 265 préba
—Gibbsa 105, 106 —cykliczna 21
—Helmholtza 105, 106 —edometryczna 8
—naprezenia 175 —Sciskania 5
—odksztalcen 176 —wytrzymalosciowa czystego $cina-
—stanu sprezystosci 103 nia 185
powierzchnia —wytrzymatosciowa jednoosiowego
—cylindryczna 188 $ciskania 185
—cylidryczna nieobrotowa 190 —wytrzymalosciowa jednoosiowego
—cylindryczna i obrotowa 190 rozciagania 185
—Druckera—Pragera 226 probka betonowa 231
—graniczna anizotropowa 169 préoby
—graniczna cylindryczna 186 —dynamicznego rozciagania 21
—graniczna izotropowa 169 —quasi-statycznego rozciggania 21
—graniczna obrotowo symetryczna prog uszkodzen 270
222 predkos¢ wymuszenia 56
—graniczna plastycznosci Tresci— prawo
Guesta 190 —ewolucji pelzania 263
—graniczna Schmidta-Iszlinskiego— ~Hooke’a materiatu izotropowego
Hilla 191 85, 87, 103
—graniczna typu Hu—Marina klasy —plastycznego plyniecia 261
mieszanej 217 —plyniecia stowarzyszonego 170,
—obrotowa 187 173
—obrotowa Burzyrnskiego 223 primary creep 14

—obrotowo symetryczna 222 proces
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—dyssypatywny 256
—konsolidacji 9
—lepko-sprezysty 262
—pelzania 50, 262
—relaksacji 50
procesy
—lepko-plastyczne 270
—lepko-plastyczne z uszkodzeniem
270
—lepko-sprezyste 270
—lepko-sprezyste z uszkodzeniem 270
—nieodwracalne 253
—odwracalne 253, 268
proportional limit 1
proste $cinanie 43, 222
przestrzen Haigha—Westergaarda 189,
222
punkt szkieletowy modelu Ludwika
46

quasi-cykl naprezeniowy 170, 261
rowanie

—charakterystyczne tensora napre-
zenia 68

—charakterystyczne tensora odksztal-

cenia 71
—ewolucji 267
—ewolucji uszkodzenia 265
—kinematyczne 267

—konstytutywne materiatu hiperspre-

zystego 175
—konstytutywne plastycznosci 261
—liniowej lepkosprezystosci na po-

ziomie RUC 136
—nieliniowej sprezystosci z uszko-

dzeniem 265
—nieobrotowej powierzchni cylind-

rycznej 188

—pelzania prostego modelu stan-
dardowego 118
—r6zniczkowe jednowymiarowych
liniowych modeli lepko-
sprezystych 122
—r6zniczkowe modelu Binghama 55
—r6zniczkowe modelu Burgersa 118
—sprezystosci na poziomie RUC 152
rate-dependent material 270
rate-independent material 269
reguta
—mieszania 148
—mieszania Reussa 150
—mieszania Voigta 148
—normalnodci 261
—Reussa 148
—Voigta 148
reguty supermieszania 164
representative
—unit cell 147
—volume element 147
reprezentatywna komorka jednost-
kowa 147, 153
reprezentatywny element objetoscio-
wy 147
resztkowy stan
—naprezenia 99
—odksztatcenia 99
Reuss estimation 148
rozszerzalno$é termiczna 145, 147
rozszerzenie
—anizotropowego warunku von
Misesa 234
—warunku ortotropowego von Mi-
sesa 237
rozwoj
—plastycznosci 257
—uszkodzeri 258
rupture strength 17
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rura gruboscienna z izotropowego ma-
teriatu standardowego 132

stabe sprzezeni termiczne 272
secondary creep 15
sita termodynamicznie sprzezona 265
sie¢ trojskosna 140
sieczna macierz sztywnosci 269
sieczny
—modutl sprezystosci 265
—tensor sprezystosci z uszkodzeniem
264
—tensor sztywnosci 267
single crystal 28
single-walled nanotubes 32
sktadowa dewiatorowa odksztalce-
nia 97
skata 219, 221
skalarna zmienna uszkodzenia 77
softening 222
sprezystosé 97, 268
sprezysty materiat anizotropowy 133
sprzezony procesu dyssypacji 256
stata
—podatnosci 142
—sprezystosci Lamé 103
—sztywnosci 142
stal AISI 4330 226
statecznos¢ materiatu
—sprezysto/plastycznego w sensie
Druckera 172
—sprezysto-kruchego 177
stationary creep 15
statyczna proba pelzania 14
stozek
—Druckera—Pragera 226
—obrotowy 223
stop
—Inconel 718 224

—metalu 224
stored energy 254
Strain Compatibile Method of Cells
151
strength differantial 243
—effect 6, 227
—material 186, 188, 221
struktura
—makrokompozytowa 38
—polikrystaliczna 220
styczna macierz
—podatnosci 269
—sprezysto-plastycznodci 184
—sztywnodci 175, 178, 269
styczny tensor sztywnosci 175, 267
substrate 39
symetria
—dyskretna 221
—heksagonalna 94, 140, 145, 153
—obrotowa 221
—ortotropowa macierzy podatnosci
145
—ortotropowa macierzy sztywnosci
145
—poprzecznie izotropowa 238
—tetragonalna 92, 145, 153
szybko-zmienne pole temperatury
272

$lad tensora odksztalcenia plastycz-
nego 72

tensor
—anizotropii plastycznej von
Misesa 196, 233
—charakterystyczny zniszczenia
233, 237
—czwartego rzedu 108
—drugiego rzedu 108
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—funkcji relaksacji 133
—naprezenia efektywnego 80
—ortotropii plastycznej von Misesa
201
—podatnosci materiatu hipersprezy-
stego 101
—podatnosci sprezystej 133
—podatnosci 74, 259
—sprezystosci kompozytu 142
—sprezystosci krysztalu 142
—strukturalny 167
—strukturalny anizotropii 168
—sztywnodci 74, 259
—sztywnosci materiatu sprezystego
101
—sztywnosci materiatu sprezysto-
plastycznego 262
—sztywnodci siecznej 175
—uszkodzenia 265
—uszkodzenia IV rzedu 83
—uszkodzenia drugiego rzedu 78
tensorowe-wielomianowe kryterium
anizotropowe 194
tensorowy operator koncentracji 152
tensory
—anizotropii zniszczenia 233
—charakterystyczne anizotropii zni-
szczenia 233
—strukturalne 108
teoria niezmiennikdéw tensorowych 103
tertiary creep 15
thermal barrier coating 39
time-dependent material 270
time-independent material 269
titanium aluminide 28
tréjosiowe uogdlnienie warunku Hu—
Marin 210
trojosiowy stan odksztatcenia 58
trojparametrowy warunek

—Burzynskiego 222
—Hilla 211
traction 73
transformacja catkowa Laplace’a 116,
126, 137
transverse isotropy 92, 213
trwate
—przewezenie wzgledne 4
—wydtuzenie wzgledne 4
trzeci niezmiennik 222
—dewiatora naprezenia 228
trzecia wspolrzedna Haigha—Wester-
gaarda 230
twierdzenie
—0 oszacowaniu gérnym i dolnym
161
—o splocie 137
tworzaca powierzchni granicznej 187
tytan 226

usredniona macierz
—sprezystosci 160
—sztywnosci materialu ortotropo-
wego 160
usrednione
—naprezenie rzeczywiste 3
—réwnanie sprezystosci 152
usredniony tensor
—funkcji pelzania 136
—funkcji relaksacji 136
—sprezystosci 152
uniwersalne krzywe trwatosci 15
unstable deformation 2
uogllnienie warunku Hersheya—
Daviesa na przypadek or-
totropii 211
uogdblniona metoda komoérek 151
uogdlniony
—model Maxwella 263



Indeks

307

—model Voigta—Kelvina 264
—modutl Kirchhoffa 89
—modut lepko-sprezystosci 127
—modutl Younga 89, 128
—postulat statecznosci Druckera ma-
teriatu sprezysto-plastycznego
184
—warunek Druckera 184
—wspotczynnik Poissona 89, 128
uszkodzenia
—niesprezyste 269
—sprezyste 268
utrata eliptycznosci warunku Hilla
209

Voigt estimation 148
warunek

—Burzynskiego 222

—Coulomba—Mohra 229, 230

—Druckera—Pragera 228

—Goldenblata—Kopnova 232, 233

—graniczny Coulomba—Mohra 231

—Hilla 202, 203

—Hilla dla materialu poprzecznie
izotropowego klasy tetrago-
nalnej 245

—Hilla materiatu poprzecznie izo-
tropowego 244

—inicjacji zniszczenia materiatu ani-
zotropowego 234, 237

—poprzecznie izotropowy klasy hek-
sagonalnej typu Hu—Marina
217

—poprzecznie izotropowy klasy tet-
ragonalnej typu Hilla 217

—poprzecznie izotropowy Tsai—Wu
klasy tetragonalnej 243

—poprzecznie izotropowy typu Hu—
Marina klasy heksagonalnej

215
—statecznosci Druckera 171
—statecznosci Druckera materialu
sprezysto-plastycznego 184
—statecznosci materiatu sprezysto-
kruchego 182, 183
—Tresci-Guesta 228
—Tsai—~Wu poprzecznie izotropowy
klasy tetragonalnej 240, 242
—typu von Misesa—Hu—-Marina
klasy mieszanej 247
—typu von Misesa—Hu—-Marina
klasy posredniej 247
—von Misesa materialu poprzecz-
nie izotropowego 245
—wypuklosci 189
—zniszczenia materialéw sypkich
228
warunki
—dyskretnej symetrii 60° 188
—statecznosci materiatu sprezysto-
kruchego 184
wear barrier coating 39
wektor
—kolumnowy 101
—naprezenia 67, 74, 196
—kolumnowy odksztatcenia 71, 74
wektorowa zmienna uszkodzenia 77
wtasciwosci anizotropowe 9
witokno grafitowe 31
wolno zmienne pole temperatury 272
wpltyw predkosci deformacji 20
wspotczynnik
—Chencova 95, 143
—odksztalcenia poprzecznego 91
—przewodnictwa cieplnego 39, 270
—Rabinovicha 95, 143
—rozszerzalnosci termicznej 39, 270
—sprezystosci 142



308

Indeks

—sztywnosci 142
wspolrzedna Haigha—Westergaarda
187, 190, 191, 220, 221, 226,
230
wsp6lny niezmiennik tensora napre-
zenia 194
wykres Wohlera 25, 26
wypukloéé powierzchni granicznej
170
—Burzynskiego 226
wytrzymatosé
—na $ciskanie 6, 270
—na pelzanie 17
—na rozciaganie 6, 270
—zmeczeniowa 24
wzmocnienie
—plastyczne 2, 258
—uszkodzeniowe 258

yield point 2
yttria stabilized zirconia 39

zasada
—réwnowaznosci energii 78
—réwnowaznosci naprezen 78
—rownowaznosci odksztatcen 78
—superpozycji Boltzmanna
122
zastepcze kontinuum 140
zbrojenie
—nanoczasteczkowe 30
—wlokniste 30
—warstwowe 30
zjawisko Gerstnera 12
zmeczenie niskocyklowe 13, 26
zmienna
—efektywna 78
—stanu 267
—wzmocnienia 265

—wzmocnienia lepkiego 263
—wzmocnienia plastycznego 262
zniszczenie materialu izotropowego

221

zelazo 221, 226
zeliwo 221
—sferoidalne FCD400 107





