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PRZEDNOWA

Niniejasy zbiér sadafhh prrzeznaczony Jest gloéwnie
dla studentédw I roku Wydzialu Mechanicsmego Politech-
niki Krekowskie]j. Zawiera on wybrane szadsnia, ktoére
zdaniem autoréw powinien umieé rozwigzaé kasdy student
koficzgecy I rok studiéw w Politechnice Krakowskie]
na Wydziatach: Mechanicznym, Budownictwa Lgdowego i
Insynierii Sanitarne] 1 Wodne]j. Ze zblioru tego mogsg
réwniez korsystad studenci pozostalych wydzialoéw.

Zbiér ten sawiera, w prsewaiajgce] cseéci, sada-
nia wybrane z réinych zbioréw sadah, destosowsne do
nowego, obecnie obowigjzujgqcego programu matematykl.

Do napisania tego sbioru skionily sutordéw neste-
pujgoe powody:

1/ dostarczenie studentowi I  roku niesbyt

obagernego, ale dostosowanego do obowigsu-
Jqoogo program matematyki, materiaiu do
éwiczen,

2/ usupelnienie luki Jjska powstala w swigzku
z unowoczeénieniem wykladéw s matematyki.
Pojawily si¢ bowiem pewne partie materiailu,
ktérych nie obejmujg ogdlnie dostepme =zblory
zadaf przesnacsons dla studidédw technicmnych.






FROGRAM PRIEDNIOTU MATEMATYEA

twierdsenie o monotonii, twierdszenie o trzech ciggach,
kresy, warunsk Couchy’ego sbieinosci ciggu, grenice
specjalnes
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szeregi liczbowe, kryteria gbieznoécli : kryterium po-

réwnawcze, d'Alamberta, Couchy?ego, Ieibnisa, funkcja
odwrotna, funkcja zlosona, funkcje cyklometrycsne
/odwrotne do funkcji trygonometrycznych/ arc sin x ,
arc cos x , arc tg x , arc ctg x , twierdzenia o cig~-
gloéci funkcji sitozone] i odwrotmej, granioce specjal-
ne dla funkcji:
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réiniczkowanie funkcji elementarnych, funkcje potegowe
funkcje trygonometryczne, funkcja wykladnicsza, funkcja
logarytmicsna, funkcje cyklometrycszne, pochodna loga-
rytnicsna, twierdsenia o réiniczkowaniu funkejli odwrot—
nej 1 zloZonej, twierdsenie Rolle’a, twierdzenie
Lagrenge‘a, twierdzenie Taylors, twierdsenie Couchy’ego,
twierdzenie de 1°Hospitals, extrema, monotonicznosé,
punkt prsegigcia, wypukloéé, asymptoty.

Erzestrszenie liniowe

definicja grupy, pilerécienia, ciala, prsyklady tych
struktur, pierscief liczb calkowitych Z, cialo licsd
wymiernych Q, ciaXo liczb rzeczywistych R, ciao licgb
sespolonych C, podstawowe dsiaienia na liczbach sespo-
lonych, postaé trygonometryczna liczby zespolone],
potggowanie i plerwiastkowanie licszb zespolonych,
postaé wykladnicza liczby zespolonej, definicja prze-
strzeni wektorowej, liniowa zaleiznoéé i njiezaleinoéé,
baza, wymiar, odwzorowanie liniowe, przestrzef odwzoro-
wafi liniowych .f(RniR“), macierze, zwigzelk odwzorowah
liniowych s macierzami, rachunek macierzowy, dodawanie
i odejmowanis macierzy, mnozenie maciersy przez liczbe,

v
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mnogenie maclerzy, macierz odwrotna, transponowana,
ortogonalna, wyznaczniki, definicja wyznacznika,
rogwinigcie Laplace’a,wiasnofci wyznacznikéw,

uklady réwnah liniowych, jednorodnych i niejedno-
rodnych, twierdszenie Koneckera Cspelliego, wartosci
i wektory wiasne macierczy.

3. Geometris enalitycsna
przestrzef afiniczna, uklady wspélrzednych, wepdl-
rzgdne kowariantne, kontrawariantne, zmiana ukladu
wspéirzednych jako szczegdlne przypadki, prsesunigcie
1 obrét na plaszczyfnie, zastosowanie do badania krzy-
wych stopnia drugiego, postaé kanoniczna krwywych
stopnia drugiego, sprowadsenie do postaci kanoniosne]
przez obrét i przeduniecie, powierschnie stopnia dru-
glego, powierzchnia obrotowa, walcowa, kula, elipscida,
stozki, hiperboloidy, peaeraboloidy, sastosowanie
wartofci i wektoréw wiasnych macierzy do badania
krsywych 1 powierschni stopnia drugiego, prsestrzef
wektorowa z iloczynem skalarnym, prsestrzel UNOIrmoOWs~—
na, swigzek iloczynu skalarmego £ norms, nierdéwnosé
Bohwarza, iloczyn skalarny w prgestrzeni afiniczne],
iloczyn skalarny we wapélrzednych, dlugosé wektora,
wersor wektora, cosinusy kierunkowe, orientacja
przestrzeni, iloczyn wektorowy i Jego wilasnoscl,
wepélirzedne iloczynu wektorowego, iloczyn mieszany
i Jego wiasno$cli, zastosowanie iloczynu miessanego,



iloczyn mi;szany we wspéirzednych, réwnanlie proste]:
parametryczne, ogdlne, krawgdziowe, odcinkowe,
réwnenie ptaszczyzny: parametryczne, ogdlne, odcin-
kowe, o:dlagloéé punktu od proste] i plaszczyany,
odlegiofé prostych skoénych, wzajemme polozenie
prostych 1 plaszczyzn, kqt miedzy proetq a plaszczyzng.

4, Przestrzenie metryczne

Se

definicja przestrzeni metrycznej, topologia przestrze-
ni metrycznej, ciggl w przestrzeni metrycznej, prze-
a'l:;-zacti zupeins, Banachs, Hilberta, cigglosé odwzoro-
wah 1 warunkl réwnowazne cigglofci, skiadanie odwzo-—
rﬁwaﬂ ciggiych, granica odwzorowania w punkcie,
cigelosé odwzorowah z Ro— RO,

R6 czkowanie funkciji /odwzorow

funkcja wektorowa argumentu skalarnego, pochodna

funkcji wektorowej i jej interpretacja geometrycsna

i fizyczna, odwzorowanie f: R=—-wR i jego pochod-
na kierunkowa, jeko ssczegdlny przypadek pochodne
czgatkowe funkcji wielu zmiennych, interpretacja
pochodnych czgstkowych dla funkeji dwéch zmiennych,
definicja pochodnej odwzorowania funkcji R%:—s B®,
rézniczka odwzorowania, twierdzenie o pochodney
odwzorowenia zloZonego, twierdzenise o réizniczkowa-
niu odwzorowasf specjalnych; stalego, liniowego,



twierdzenia o ré2niczkowaniu sumy, roéznicy, i1iloczy-

Ge

nu i ilorasu odwzmorowal, twierdzenie o pochodnych
czgstkowych odwzorowania gzioZonego, odwzorowanle
odwrotne, twierdzenie o cigglofici i réiniczkowaniu

- odwzorowania odwrotnego, Jjakobian odwzorowania,

preyktady: wspbélrzedne biegunowe, walcowe 1 sferycs-
ne, funkcja uwiklena, twierdzenie o funkcjl uwikla-
nej, réwnanie styczne] do krzywe] dane] riwnaniem
£(x,3) = 0, extrema funkcji uwiklsnej, pochodne
wysssych rzedéw dla odwzorowss f£: R°—— BB,
odwgorowanie f31 R*—»R 4 Jego réiniceka, rdi-
niczki wysszych rzeddw, wzdr Teylora dla odwzoro-—
wafh £3 R®—+ R, klasyfikacja form kwadratowych,
extrema lokalne odwzorowsnia f: R R, warunki
konieczne, warunek wystarczajgcy, extrema warunkows,
metoda bezpoérednia znajdowania extremum warunkowe-
go, metoda mnoznikéw Legreange a.

Caika nieoznaczona funkcjl jjedne] smiemnej

definicja, wzory podstawowe, calkowanie przez
czgécl, przez podstawienie, wzory rekurencyjne:

sin®™x ax . | cosx &x , j 2z n
] _[ (1+::2)

.- caltkowanie funkcji wymiernycht definicja uzamkéw

prostych I 1 II . rodsaju, ich calkowanie,
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rogkzad funkeji wymiernej na ulamki proste, calko-
wanie funkcji niewymiernych:

j (D)= [ dE )

I i II podstawienie Eulera, metoda wspdlosynnikéw
nileosnaszonych dla

Wh(x)
'V.Iz-l- bx + ¢

caltkowanie funkcji trygonometrycznych postaci

; fn{nn X, cos’ :) dx ,podstawienie uniwersalne
tg§F=t, tgx=%, cosx=¢%, sinx =t w e
leinofcl od funkcji podcalkowej R(u,v), informa-
¢Ja o calkach nieelementarnych.

7. Catke Rlemanna
rrostopadloécian w przestrzeni R®, objetosé prosto-
padloécianu, podsial i ciag podzialéw prostopadio-
Solianu, érednica podziazu, normalny cigg podsia-
iéw prostopadioscisnu B C R™, definicjs ciagm
Sum gcalkowych  Riemanna,definicja caiki Riemanna
sumy Darboux /dolna i gérna/, wiasnodci ciagéw
sum Darboux, catki Darboux - dolna i gérna, WKW
catkowalno$ci funkcji w sensie Riemsna PO progto-

padioscianie, interpretacja tych pojeé w prrypadku
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m=1,m=2, m =3, interpretacja gamfr:cm
w przypaedku m = 1 /calka oznaczons/, m = 2
/calka podwéjm/ , m = 3 /oalka potréjina/,
gbiory miary zero: definicja, prsyklady, zbiory
peilne] miary, WW caltkowalnofici funkcji, przyklady
funkcJi niecatkowalnych w sensile Riemana, defi-
nicja calki Riemana po dowolnym ograniczonym
zbiorze sawartym w R®, zbiory mierzalne w sensie
Jordana, WW calkowalnofci funkcji £ po zbiorsze

D c R™, wiasnoéci calki Riemans, twierdsenie

o wartoéci éredniej dla calki, przypadek m = 1:
calka Jjseko funkcja gérnej granic calkowania,
twierdzenie o cigglosdci i réiniczkowalnoscl,
zwigzek calki oznaczone] z nieoznaczong, zmiansa
zmiennej w catce ognaczone], zastosowanie calki
cznaczonej do obliczania pél obszaréw piaskich,
pole obszeru we ﬁfézrzqdn:nh biegunowych, dlu-
gosé Zuku krzywej, objetosé i pole powierschni
bryity obrotowej, caitkl niewlasciwe, definicja
calki niewlasciwej I ©rodzaju po przedziale
nieograniczonym, caitka niewitasciwa II rodsaju
z funkcji nieograniczone], wlasnocéci, metody obli-
czania i1 przykiady tych calek, swijgzek caitki
niewlasciwe] 2z szeregiem licgzbowynm, krytleriun
calkowe gzbiefnosci szeregdw liczbowych, calka
zaleina od parametru, twierdzenie Lelbnisza o OB
niczkowaniu ocalki wzgledem parametru, twierdse—
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nie Fubiniego o iteracji calki Riemanna,dowéd
tego twierdzenia W przypadku calki podwbdjne],
obsgary normalne wR® 1 w R:, twierdzenia
w przypadku calki Riemanbf o zmianie zmiennych,
preykiady dla m =2 1 m = 3, calkowanie po
obszarach normalnych, pojecie dyfeomorfizmu

Q@A — D, gizde A CR®™ 1 D c R®

Elemen i Zniczkowe

funkeja wektorowa argumentu skalarnego, hodograf
funkcji wektorowej, ciggzobé i réizniczkowalnosé
funkcji wektorowej, interpretacja geometryczna

i fizyczna pochodnej, rézniczka funkcjl wektorowe],
rézniczkl wyzssych rzedéw, wzér Taylora z reszis

w postacl Peano, definicja i réwnanie proste]
Btycznej, definicja i réwnanie plaszczyzny Scisle
Btyczne]j do krzywej, plaszczyzna normalna do krzy-
we] 1 Jje] rdwnanle, pltaszczyzna prostujaca i jej
réwnanie, prosta normalna gléwna i binormaslna

i ich réwnania, tréjscian Freneta, kolo krszywizno-
we krzywej, wektor promienia krzywizny, wektor
wodzgqey Srodka kola krzywiznowego, promiefn krzywis-

ny 1 krzywlzna krzywej, wspéirzedne srodka kola krzy-

wiznowego dla krzywe] piaskie]j, definicja i réw-
nanie ewoluty dla krzywej pitaskiej, perametr na-—
turalny, elementy tréjécianu Freneta i krzywizna
krzywe] w parametryzac¢ji naturalnej, powierzchnie
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w przestrzeni R}, réwnanie parametryczne, wyragne,
uwiklane, réwnanie plaszczyzny stycznej 1 wektor
normalny do powierzchni, prosta normalna do po-
wierzchni, pole plata powierszchniowego, wyprowadzenle
WZOoru.

Catka krzywoliniowa niesorientowasna i caitks po-
wierzchniowa niezorientowsana :

definicja catki krzywoliniowe] j&ko granicy ciggu sum,
interpretacja fizyczna i geometryczna, wlasnosci
caltki krzywoliniowej, twierdzenie o zamianie calki
krzywoliniowe] niezorientowane] na calke oznaczonsg,
definicja caiki powierzchniowej niezorientowane]

jako granicy ciggu sum catkowych, interpretacja
fizyczna, wiasnofici catki powierzchniowej, twierdze-
nie o zamianie calki powierzchniowej niezorientowansej
na catke podwdjng, zastosowanie caiki krzywoliniowe]
niezorientowanej i powierzchniowej niezorientowane]

w mechanice, wyznaczanie momenté4w 1 Srodkéw cigizkosci.

Formy réiniczkowe

odwzorowania znskozmienne R“— R, przestrzenh
AP(Rn,R) s iloczyn zewnetrzny odwzorowan wielolinio-
wych znekozmiennych, definicja, wlasnoséci, przykiady,
iloczyn zewnetrzny odwzorowah liniowych, iloczyn
zewnetrzny a liniowa zaleznosé odwzorowad liniowych,
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basa kanoniczna prezestrzeni A, (R®,R) , przy-
kiady basz kanonicznych dla réénych n i j.
definicja formy réiniczkowej, postaé kanoniczna
formy réiniczkowej, przykiady, réizniczka zew-—
netrzna formy résniczkowej, zmiana :miﬁnnaah

w formle réiniczkowej, wiasnosci odwzorowania ¥,
plerwotna formy rézniczkowej, twierdgenie Poinca-
rego |1 wnioskl z tego twierdzenmia, calkowsnie
form rézniczkowych, catka krzywoliniowa formy
réiniczkowe] stopnia I J/ecalka krzywoliniowa
sorientowana/, definicja, wtasnoéci, zmisna
parametru, calka krzywoliniowa po krzywe]
zamknietej, forms zamknie¢ta, niezaleznosé calki
krzywoliniowel od drogi caikowania, warunki
Schwarza ', catka krzywoliniowa Jako granica
ciqgu sum catkowych, interpretacja fizycszna,
definicja rozmaitosci, orientacja rozmaitoseci,
definicja kompaktu s brzegiem na rozmaitosoci
orientowalnej, caika formy réiniczkowej stopnia
drugiego po kompakcie z brzegiem /calka powierz-
chniowa zorientowansa/, definicja, wiasnoéci,
zamiana caiki powisrzchniowej na catke podwéjng,
calka formy réiniczkowej po kompsekcie = brzegiem
w przestrzeni R”, twierdzenie Stokesa w postaci
ogélnej, Jjeko przypadki szczegblne twierdzenia
Greena, Riemana, Gruana—&auaa-&strogradﬂkiego.
twierdzenie Stokesa w postaci: - klagyczne ],
elementy teorii pola, podstawowe pojecia analixzy
wektorowej i ich interpretacja fizyczna,

4
p
=
¢
y
Y
[
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1. R¢wpania pésniczkowe zwyczajne

definicja rédwnenisa rozniczkowego, rzgd rdwna-
nia, warunki poczatkowe, twierdzenie o istnie-
niu i jednosnacznoscl, interpretacja geomet-
ryctna réwnenia réiniczkowego rzedu pilerwszego,
metody calkowania réwnahn rézniczkowych rzedu
pilerwsgzego, réwnenia o smiennych rozdzielonych,
réwnania jednorodne, réwnanie liniowe Jednorod-
ne i niejednorodns, réwnanie Bernoulli’ego,
réwnania gupelne, réwnanie rézniczkowe rodziny
krzywych, trajektorie ortogonalne, réwnania
rétniczkowe wyssgego rzedu, réwnania rézniczko-
we reedu drugiego sprowadzalne do réwnan réie
niczkowych I orsedu, réwnanie liniowe n-tego
reedu, réwnanie Jjednorodne i niejednorodne,
wiaanoSci Jego caiek, metods uzmienniania sta-
tych, metoda przewidywah calek szczegdlnych
réwnafh liniowych niejednorodnych, réwnanie
Eulera i Jjego calkowanie, uklady réwnah réz-—
nicgzkxowych, uklady liniowe I rzedu, sprowa-
dsanie do Jednego réwnania wysszego rzedu, za-
stosowanie rechunku maciersowego do roswiqma—
nia ukledéw réwnah réﬁniclknwrch liniowych
rz¢du I.




16

I. Ciggl liczbowe

1. Wykazaé na podstawie definicji, Ze:

2n + : 2n - 1 1
:f_‘_'i—q-‘g"z' e e B &

Do n+3

2. Udowodnié twierdzenia:

{'n] ogranics. Zs I.hl " OO

Mim by = +oo Tt b, = ,: =0
T;liﬂ‘;(% +b ) = oo

lim(a, - 'hn) = - oo iy, ¥

n-— o= ‘ Ty 'bn = ET-I — e OO

lim o = 0 — () =y —
e oy |2a]
Z: a8, a 23 &, ——=a 2 0

* fog|—fa) n T
i

3« Obliczyé granice ciggbw o wyrazie ogélnym:

=05 gt fcgpony,
)(") +
B e B
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{-"P!"'l'n'P‘l 1,‘ n+ 1, (‘_ﬂ)n— II.+'1 :
2+¢n—1

A ) JEI:H-"l_,?: 4.1.1-1__2_'
cos®(# n)+ nsin®(% n) o + & i

L L]

godtf.q - B 2’-‘?“2-#0 : o ' 1:33:; .
4 .98 4 7 SN 5 % 20 16

) & é of /w zaleznoéei od a/,. 2nf33:
_'ﬂ_'_f_ P
1:-:1 )

~"\72n+3n+5n‘. ’JEn2+5n-_2‘. ?2112+5n +31-. %ns—_'?n‘:

n _
En+§n+'1 o) E 2~ +n + 1 !
V Vn + %n -1

D=+ 5
n \ =
% i Rl 2 n+3
- 5o n~ +n + 1 n+ 2
VE:; -2 ' vn|+5n ( ) (2n+‘1)
Ifi-n-— 2n+1 2 4 2n+1
(= ,(“__2_ Y (s  (2=2)
‘N3n - 1 n+ 2 2n"= 5 n + 1

—

4, Dla kazdego n naturalnego dany Jjest ‘%é;jkat o wierzcholkach

A (Log B2ez , 2,3), B (% o =R,

(—5. -y 2). Obliczyé granicq podl tych tréjkatéw.

5
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5. Obliczyé pole obszaru ograniczonego oslg x-O6w, rzedng
w punkcie x = 1 oraz krzywg o réwnaniu: &/ j = ::2

ba‘" T = x’.
Szeregl liczbowe
E; Obliczyé sumy szeregdw:
> 1 e 1 z B, 2B
Eﬂ Aa + D' =1 & =10 + D' n= %—_ .
= n
E:‘ 18- FFT °
7e Zhad.aé gbiefnosé szeregdw:
o0 o0
1 _ log n 2+ 0D
Lot S5 e I St
P T ool Fassa, & "
sin i log n (o + 1
21 3 " 5=1 100 'n=t 28 a0 2% 3°0F 3
O n o | —
Lops. Lorcr-n Dot wi.

- D

g (—ﬂ)n+1q (E) n—"l" ; (naain‘ﬁ tg E)' 2;:"‘1 n(‘:m 75y

) ainfnf:;) ‘ 5 1 I n

E nin ; E In"(m + 1) ' o CGawe D "
i T (%) " i 2n)1 2%

st arcsin o ! = - 31, ' oA o ]
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Bl
al 2% 2n+1
aAn® ' A (o)t ‘0 (
| = :
Eiri © e BT S G e
n=1 2n = 1 n="1 5B, a1
n+1 2: n+1 e
Z: ("") —(—.‘_—15- () Ts
2 ;1-;. ¢ 2)2..__ ;g.;_ % f', =
3 d +n S o A
n=1 B ot TosE o e
(14-113)_"
zfi 1 : iaa 1 . jfi uin? % .
2 1134-2!1 n=1 na.l.q,.nq.g a=1 t‘_;%.—
1 1
L em ow L

III. Funkcje odwrotne 1 cyklometryczne

. <
8. Zbadaé résnowartoSciowosé funkejli y = 5-t.2 1 znaleséd

funkecje odwrotng do niej, sporzgdzié wykresy tych funkeji.

9. Wykazaé, 2e:

cos (arc sin x) = v‘l -:l.‘2
sin (arc cos x) = V1 -:|:‘2

&%, BIBLIOTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ  f



tg (arc ctg x) = :-:
il
x

ctg(are tg x) =

arc tg x + arc ctg x =

%

arc s8in x + arc cos x© = 2
2

IV. Granice specjalne

10. Obliczyé¢ nastepujqace granice:

gin x , 1im gin x ; i sin 4x

im it
x—0 Jx| x—0 s8in 3x x—0 fl +x -1 y
arc sin(1 - 2x) arc Lo
i“‘., ax= - 1 o sin :
'—'I-z x—0

1im arc sin(x+2) : s sin (sin &1 : 14m tg x - 8inx
W x“ + 2x x—o telts 3x) x—e0

B o v Logp (1432

lim (Z - x)te x , 1im

Y, 7! ' lim x
x5 ) arc tg " x—0

i . 5." 3
N (x + 8)° - 125 n x -1
lim ox ¢ lim < y 1im e
x—0 x-—=0 ; X+
2Xx + 1 =1 : 8 = x 1 + cos x
J—im k ¥ o 9 11111 inﬁ-x ? li—m Emé: ) »
x—0 x-—8 s 'E' x— 7
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F 2x="1

coB X = cos ¥ - x + 1

lim 8in x - sin 1{ x -2 .
x p x= In(a+x) = 1n a
lim ('11- ) .111@1-_5) ’ -
X OO X—soo x—-0
x -X
lim [x[in(x+a) - 1n ﬂ]. £ O R A :
. '- x—0 sin x
3

li.m[z(-:- 12].

X~» oo

V. Rézniczkowanie funkcji Jjednej zmienne]

11. Obliczyé pochodne nﬁatepujqcych funke ji:

3=1P{1'=ql : 3-z+*J;+iE‘r

1+ x

?=(2-12)cnaz+21:sin:, y = 8in®™x cos nx,

y = am(coazz)cnn(umgx), ¥y = Li‘nz-iz— ’ :

s8in

y = C08X y = sin c‘o‘azftsz't)_-l- ;
2sin

= 1
3=4!Vct52:+ bctgsx ’ y = o' 2

P
y -|:"'l ;‘2-':1:1 x -(1—;—1)-4-301 :::I e

/ﬂ\i) BIBLIOTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ
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y = 12 ai.;.:::a-co:z. 3;0‘-:--':1-"- >
y-lnﬁ.nzflnsxﬂ . Yy = }ln-i:z:—:- ;

w-z—lva_—ln:—:gféjt—: :r-ln(z-i- V=2+1):

3 J_n"u';-i-:f?
2V Va -z

. (‘-)‘ 61 b> 0) ’

‘bz-aa 8in x

:"J“bvl-nooa: +
a.-l-'bqos:

= e
dio e IR

y=1nt-'g§-uoa::lntg:, 1=aro-l:g-5—z ’

a
3=:+v1-x2 arc cos X,
y-zarcain;——:s——-d-aNtEE_*ﬁu
v o -

¥ = arc ctg (fj—ﬂ-:"‘ CO8 X . ¥y o= in (m con %)'

Bin X - cOo8 X

y-ln(1+ain2z)-2ﬁ1nzmt5(am:).

%, BIBLIOTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ
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y=1n =228 +—‘mtg§“
YPerd B 5
1 ( 1)2 2
6 ez (3 A
2 _
y= x(arc sinx) * 211 - £ arc sin x - 2x ,
y=actgx* -1 - Aox __ -
V=2 -1
x©
y = -:I.q-_:Tz- - arc tg 16,
¥y = arc tg = §
1 +;1 - ;2
4
y = 1 B 1n 1+ x* + .x
4 T =
1+ x - X
:=m(-:+‘J1+02‘), ¥ =X+ X
yﬂx”ﬁ-:z_ 3 aro tg ::E
]
14 % E ‘J1 - :2
X WD Bgin x
y= AX, vy =(sin x) + (coe x) 5
yalagzg ¥y = ::-I::I,
2 ‘ "
y=|(x-1) (::-1-1)}', 7'.8.:’&605-&1- , ¥ = ‘1‘11);_.—— ‘
=, BIBLIOTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ



VI. Obliczanie granic za pomocq reguty de 1 Hospitala

12. Obliczyé granices

: ~
x—+0 x—0 cos8 x -1

lim - 1im e x 22
A r““"“z 8 v

1in|(7- 2 arc tg :Jln ::] 1.‘..m. (2 - =),

. . 1 |
lim (ctg x - 3) indle ™ : |
x—=0 Xl I
|
o5 tg x |
2% -F -
1im (g x) = 1im (1) 3
: I-g x—0 = .
|
x 1
TTVE o el 1un (1 +3) |
1 i
=
1im (¢* + x) ; lim ‘iRE £>0 , |
x—+0 X—woo X
£
lim x  Inx.  £%0 , 1lim 1n x1n(1 - x),

lim( x1 )'_ 1im r-am‘rgg_;_

x—0 e 1 Lot OO in (1 + f)

&) BIBLIOTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ
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x -X
1im ook S el : 1im+-£!-,
x—0 x - Bin x x—0 1ln sin x
In(n - x) 1 1
iim —= 1lim -
Ane 1n[?inf1 -,zl]_ : e © ain;;l) y
1
1im :ﬂqz : 1im :d— tg X 2
x—-1 x—0 tg x

lim [:-zaln(1+}ﬂ, 11::[(:1-2:)-%—:_?' :

X— oo

VII. Zastosowanie twierdzenia Taylora

15. Znalefé przybliione wartoscl wyrazen:

arc sin 0,54 , log 11 < cos 10° ,
sin 18° , tga0® S

VIII. Badanie funkcji
14, Zbedaé przebieg zmiennofci i nerysowaéd wykresy nastgpujig-

cych funkcji:

Ig+ 2x + 25 X e x =4
- 3
C: + 1)

Yy =
X =1



x
J = e ’
x
v SYse -2, yexlaig '
7 = cos®x + 2sin®x |, y =2 a:l.n(x-rg)coa(:-}) :
3..51:12::003: » -j=ain2:+2&:l.n(§—z).
=¥ SN
'
;ynzzlnz # 3-1:13:-3111: ’
S Ty | 1
R T — . y=1nx + .
1n x iln x
x i
-x
Y = — ’ Yy = .:‘_-T ’

o
I
o
H
-
ol
"
-
+
M=
o/
M
-

Ki=

3’=(‘1+I)& s 3=|(:_E)é’.'

:n::ai:,r y=(x-2)21n(x-2),
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15.

16.

17.

18.

19-

27

5 2
2 - 1

y=(x+2)e . y=eo -

Znaleté stosunek promienia R podstawy 1 wysokosSeci H
walce majgcego przy deanej objetosci najmniejszg
powierzchnig¢ catkowitsg.

Na okregu dany Jjest punkt A. Poprowadzié cieciwg BC
réwnolegle do stycznej do okregu w punkcie A tak, aby
pole tréjkata ABC bylo najwigksze.

W dany odcinek kola wpisaé prostokat o najwigekszym polu.

Znalefé kat przy wierzcholku przecigcia osiowego stoike
o najmmiejszej powierzchni boczne]j, opisanego na deane]
kuli. '

W dang pédikule o promieniu r wpiseno stozek, ktdrego
wierzcholek lezy w Srodku kuli, a podstawa jest rowno-
legia do podstawy pbdikuli. Zbadaé przebieg zmiennosci
objetosci V tego stoika.

20.Dla jakiego punktu P parsboli y2= 2px odcinek normalne]

21,

22.

w punkcie P,znejdujacy sie wewngtrz krzywej,ma naj-
mniejszg diugosé.

-

W odecinek paraboli 32 = 2px ogreniczony prostg x = 2a
wpisaé prostokgt o najwiekszym polu.

Na jekie) wysokoéci ned Srodkiem okrgglego stoiu o pro-
mieniu r nelezy zawiesié 2aréwke, eby brzeg stolu byl
najlepie] oéwietlony. :

B s WRREE k| e R L Sl Y
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IX. Podstawowe struktury algebraiczne

23. Wykazaé, ze zbiér wszystkich liczd zZespolonych a + bi,
gdzie a, b 85 dowolnymi liczbami wymiernymi nie réwnymi

zeru réwnoczesénie, jest grupa ze wzgledu na mnozenie.

24, Wykazaé, ze zbiér wszystkich liczb postaci a + br s Rdzie
aibd 84 dowolnymi liczbami :::autIm::nnurii::;unj.J Jest pilerécieniem,

25. Wykazaé, ze zbiér wszystkich liczb postaci a + bE sy Bdzie
aib 8§ dowolnymi liczbami wyoiernymi, jest ciatem.

26. Czy zbiér wszystkich liczb postaci a + b '9? y gdzie
aibd sgq dowolnymi liczbami w:rmiernymiljeat cialem ?

X. Iiczby zespolone

27. Obliczyé:

2 10 10
(2 - 51) H (2 o 51) ] ]

™, ?{T :

N
-ﬁ\.n 3
o -

~/
-
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28. Znaleté zbiér punktéw plaszczyzny okreélonych nastepujacos
A= |z 21€8] y {s: [Res| < 3)
B={z: 2< [Re3|g 4]n [2t1¢ |m 2] ¢ 3]
c=f{s:|s21<2}u {2+ |osi] < 1]

3
D = {s: E.,g.lz—'1-21[.~<~ 4] n [t:‘l.:g IH‘1-—21| .{{5_1
=\ 2
(s) -8 +M = 0

29. Znaleté miejsca zerowe wielomiandéw i roziozyé te wielomia-
ny na czynniki liniowe:

x % 4x, 32° 4+ 5x 4+ 5, x*- 16,

x° + 22, =5 32x", 256, (P+ 4x + 5)4,

XI. Przestrzeh liniowe

30. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, E = przestrzenig
wektorowg nad cialem R. Oznaczmy przez V z-bibr wszystkich
odwzorowan zbioru X w E. W zbiorze V okreslamy dziaza-
nias

(t+2)x = £2(x) + g(x)

(A2) =) = Af(x)
Wykazaé, 2e zbiér V z tak okreflonymi dzielaniami tworzy
przestrzen wektorowg nad ciatem R. Co oznacza liniowa nie-
zaleznoéé elementé4w przestrzeni V.



1. Wykazaé, Ze liczby 1, {2 _ 84 liniowo niezaleine
nad ciatem liczb wymlernych.

32, Wyznaczyé bazg¢ przestrzeni liniowe] wielomianéw
stopnia { n nad ciatem R -

33; Wykazaé, se w przestrzeni ?3(11) wektory (1, 2, 3),
G, 2, 1), (&, 4, 5) sg liniowo niezalezne.

34, Zbadaé,czy w przestrzeni funkcji ciggiych mna R
funkcje f£(x) = 2% 1 g(x) = 3* =3 liniowo
zalezne.

%5, Niech V bedzie zbiorem wszystkich ciggbéw o wyrazach
rzeczywistych. W zbiorze V okredlamy d.zialpn:l.a:

{"n‘ + {'hn} = [’h # bn"s
Afan) = (Aay) A€ER

Wykazad, zZe (‘U’,+ H .) jest przestrzenig wektorowg
nad ciatem R.

XII. Odwzorowania liniowe

%6. Opisaé sens geome tryczny nastepujacych przeksztalcef

liniowych RS— R®

a/ (x,3) —= (¥, X}
b/ (Xy) — (x,~7)
e/ (%) — (x,0)
&/ (X,57) — (x,x)

i podaé maclierz tego przeksztalcenia,
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37?. Wyznaczyé macierz reprezentujacg odwzorowanie
liniowe

a/ At R?—eR” s W ijuq. Jest baza kanoniczna.

A(1,0,0) = (1,2,1)
A(0,1,0) = (3,1,1)
A(0,0,1) = (0,0,3)

b/ Ti R%—R>

5(112) = (11213)
T(2,1) = (0,1,2)

wiedzgqc, ze w RZ bazg jest baza kenonjczna,
a w R? baze stanowi uklad wektoréws &, = (1,0,0)
'..'2 = (1 '1'1)

5; = (1,1.0)

o/ Az R°—PR> , W R® 1 R® bazq 84 basy kanonicgne

A(,1) = (0,1,2)
AE1,N= (2,1,0)

4/ A: R R W 54 bazg Jjest baza kanoniczna
A (1,0,0) = (1,2,1)
A (0,0'1} = (0'0';)
A (0111'DJ = (3f1i1)



XIII. Macierze
38. KRiech
3 =(-:|} 1 IJ={1 0)
0 g
a/ wykazaé 32 = -J

b/ wykazaé, 2e macierze gz =o(J +/$J' = (.75/:,)

dodajq si¢ 1 mnozq tek jak liczby zespolone.

39. Obliczyé AP y NDeN , pgdzie

1 00
41199 %0
00 o 1

0o N o

40. Obliczyé iloczyn macierzy AB, BA, (AB)Y i A (BX),
gdzies

1 0 3 2 0 3 " -
Aw $0 % B n:oo), X=|2) %
2

o]

1
2 21 3 1 3

41, Deny Jjest wielomian P(x)= X 5x + 6 i maciersz

13 x
A = « Obli é »
(2 *1) czyé P(A)

42. Dla macierzy

w13 2 2
A = ’ B={1 -1
1 =2 1 wSi b

Bprawdzié réwnosé

—

B)T - 8T AT,
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XIV. Wyzneczniki i uklady réwnah

4%, Obliczyé wyznaczniki:

5 A %9 L e
1 3 4 4 -2 14 3
T Y Y Oy ke i
0 %4 A x S
T 80 8 N y x+y = o
1 a 0 ¢ "y = SR S
(2R g R
-1 4
SR R
* 32 22| .
44, Obliczyé rzad maciersy: . -
5% 2. >
2100 s - Be 119 4 5
B e e - o 3 3
=1 5 ’ 4

45, Rozwigzaé uklady réwnahs

F3:+27+zn5 x + 2y + 32 -2u = 6
i2x + 3y + 8 = 1 |]2X =y =22 -3u = 8
L2::+;r+3:-11 3x + 2y -z +2u = 4

h.21—33+25+u=—3
’3-—321-4“:-5 [x + 2y + 32 + 4bu = O
‘I-EE-I-B'IJ.:-JI- 1:+3+22+5u10
3x + 2y - S5u= 12 xT+5 +z2+2u = O
4x + 3y - 52 =5 h::+53+5z+2u=0



r&:-ﬁy+4=-3u=-0 X =2+ 2 +us= 1
43X = 3 + 1Mg - 13u= 0 X =2y + 2 =1 = =1
4x + 5y - 72 = 2u= 0 X=-2y+ 8+ 5u= 5
3x =25y + 2 + 1Mu = 0

2X +y+8 = 2 X+y+2+u+v =17
q‘11:4-35-;'+=.=5 X+ 23 + 2 +u-=-37 = —
X+ Yy + 5z s -7 Y+ 22 +# 20+ 6v a 23

_a-l- 3y =3z = 14

46. Znalezé maciers X spelniajgesq réwnanie:

iy g 0T

¥4 XA =B 1:51) B-(1 0).
o R

47. Znsleté wartobfci i wektory wiasne macierzy:

-3 2 2 1 2 <1 2 5 A
6 =4 4] _ Y 0] =] D =B B (5 2)
- 5f X 0 s\=1 O 5
48. Znalezé wartofcl wiasne macierzy A, .Ed, JLE dla
macierzy:

Gq)-_(ga) 5 6 =3 0 N
2.40'-12«1'-203
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49, Jaksg postaé przyjmie réwnenie hiperboli réwnoosiowe]

2 -~
x~ - 3° = &°, jezeli obrécimy ukisd o kat = -45°,

50. Znaleié¢ réwnanie krzywej 12-- 2xy + yz— 12x -12y + 36 =0
po obrocie ukladu wspélrzednych o kgt 45°,

5‘1.; Jakie krzywe przedstawiajg réwnanias .
o/ BX° - 12Xy + 175> + 16X - 123 + 3 = O
b/ 17%°= 18xy - 735 + Bux =183 + 7 = O
c/212+3:3-232+5x+103 = 0
4/ 6x°- 6xy + 9y° - 4x + 18y + 14 = O
e/ 512—21:3+532-4z+203+20 = 0
£/ 9X° + 24xy + 165> - 18x + 226y + 209 = O
g/ OXP 4+ 12Xy + by 24X =163 +3 = O
Nz]2+2xq12+611x3+5x22+a213+x32 = 8
i/ thz- 2x X~ 4XyXy + 5:::22+ 2X %5 +_2:52 = 3

i/ 7x°- bxy + 63°- 4y% + 53° = 18

H12+4w-éxz—232-435+52= 6

XV. Przestrzefh wektorowa unormowansa

52. Niech W bedzie przestrzenig wektorowg ziozong
2z wszystkich wielomisnéw stopnia £ n /n ustalone/
o wspélczynnikach rzeczywistych. Wykazaé, ze odwzoro-

wanie
s W z W—s R okreslone nastepuja-

co ‘f’(.f.',g) = ab, + a1b.1+:..+ a b, »
gdzie: £(x)= ax" + an_,‘zn'1+...+ &

B(I)l bnxn + 'hn__,1zn"1-l-: s ad bD'



Jest lloczynem skalarnym w W, Zinterpretowaé w tym
przypadku nieréwnosé Schwarza.

Jaki kgt tworzgq wektory @ 1 b  jesli wiadomo, ze

@+38) LGa-s5) |@a-s)L (eas )
(E-a5)Ll@a-25), |(7a-28)L (&-ab)

Wykazaé, 2e w dowolnym réwnolegloboku suma kwadratéw |
przekgtnych réwna si¢ sumie kwadratéw bokéw réwnolegto-
boku.

Znaleté wektor X proatopadly do wektoréw a=(2,3,~1),
b=(1,-2,3)1 epeiniajacy warunek (21 ~-J+E)= -6
Dane sg trzy wektory E.zi’-3+3f, E=I-5!+2i:',
e = 21 4 25 - 4k , Znaleté wektor X speiniajgey warunki
X. 8= =5, X+b= 11, X0 = 20.

Wykazaé, z2e jezeli wektory &, 5, @ speilniajg warunek
axb + Bxe = axs, to dla kazdego punktu O & R’
punkty A,B,0 nalezgce do R’ takie, %e OA = 8, OB = B ,
00 = & 1le%g na jednej prostej, a wektory axb , -

bxc, ¢ xa sg réownolegle.

Obliczyé pole réwnolegloboku zbudowanego na wektorach
P 1 3§ wiedzge, ze pole réwnolegioboku gbudowanego na
wektorach E=2p + 43 41 b= P -3 Jest réwne 12.

Dane =g wierzcholki tréjkqta 4(-3,1,-1), B(6,-2,-5),
0(1,-2,*-1). Obliczyé drugosé wysokosci opuszczone]
Zz wlerzchoika B na bok AC.
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60, Punkty A(2,1,-1), B(®»,2,1), C¢(2,4,3) 84 wierzchol-
kami réwnolegloboku. Znalesé wektor wysokoéci CK tego
réwnolegtoboku opuszcgzonej na bok AB,

61. W punkcie A(3,-1,5) przytosono siie o wspbirzednych
F(2,5,~4). Wyznaczyé moment tej sily wzgledem punktu

.

B(1,-2,%)%

B2. Dane 54 trzy sily & = (3,2,-1), b =(=4,1,3),
¢ =(2,-1,-3) przylozone w punkcie M(~1,4,-2).
Obliczyé dlugosé i cosinusy kierunkowe momentu
wypadkowed tych sil wzgledem punktu N(2,3,-1).

63. Wykazaé, ze punkty A(1,2,-1), B(0,1,5), © (~1,2,1),
D(2,1,3) lezg w jednej ptaszczysnie.

64. Dany jest czworoécien o wierscholkach w punktach
A(3,1,1), B(1,4,1), ©00(,1,7), D(3,4,9).
Obliczyé Jjego ohjgtoéé oraz wysokobé poprowadzong
z wierzcholka D .

IVI. Prosta i1 pitaszczyzna w przestrzeni

85, Dana Jest prosta

6x + 2y -2 -9=0
3 + 2y + 28 =12 =0

Zapisaé jej réwnanie w postaci kanonicznej.



66, Jakle katy tworzy prosta

X -2y +z2=0
2X +y-2z2=0

z osiami ukladu wspbirzednych.

67. Znelef#é punkty przecigecia proste]

X=1 _F+2 % =15
2 & % ;

2 ptaeszczyznami ukiadu wespdirzednych.

68. Znealeféé rdéwnanie plasgezyezny przechodzgce] przez
punkt 1(29-1,1) i prostopadle) do proste]

- X =-~2y+2 =3 =0
X +y -2+ 2 = 0

69. Znele£é kgt migdzy prostymi

1,: x = 2%, ¥y = 1-%, g =%

X -6y -6z+2=0,
1
2X + 2y + 92 - 1 =0 ,

70. Sprewdzié, ze proste

2x + 3y -z =0 2
Sy X +2y -3 =0

i

X+ Y ~5-5a0,
3
X -y +22 -2 =0

s§ réwnolegle.
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7, Wykazaé, 2e proste

?E.

/-

75

77

. 1 -2 3

i
1‘31"'3"521-1!0:
2

2x + 3y -8z + 3 =0

8g prostopadie,

Znelezé punkt przebicia ptaszczyzny 2x+3y+z-1 = O
prostg

=1 o2
1 -

=2 ,
6

Znelesé¢ rzut punktu A(1,-2,1)na prosta

x + 1 = . 8 - Bz 2
1 = 2

Znalezé punkt B symetryczny do punktu 1(?,-1,5)
wzgledem proste] x = 3t, y =56 -7, 2 = 2¢ + 2,

Znalesé rzut punktu A{2,3,-6) na plaszczyzng
X +2y+ 2+ 4 =0, .

Znalesé punkt B symetryczny do punktu A(5,2,-~1)
wzgledem plaszczyzny 2X =y + 38 + 23 = 0,
Znalezé odlegtoéé punktu A(2,-1,1) od proste]

I+1=2—:—1=E,
1 - 2




78. Dane s4 dwie proste réwnoleglte

1,8 1;1_1-;2,‘_?_1;

x z ]
: - = -
& %8 5 .

Znelesé odleglosdé miedzy nimi.
794 Znale#é réwnania dwusieczanych kgtéw zawartych
mi¢dzy prostymi

x=1 7_“'.'_1. 2z x-1 m
t =— = = § =—— =
) 2 g B, T P

L L
L]

80. Znalefé réwnanie€ prostej przechodzgcej przes
punkt A(1,2,1) i przechodzacej przez dwie

proste
""‘:.?-*‘2-!_:_1:

1.2
1 1 -2 2

132-281-235
2 2 1 3

81y Napisaé¢ réwnanie proste] przecinajgcej proste

i
12‘ X = 23' Yy ﬂl+1' s 331'9 M

pod kqtem prostym.

WA POLITECHNIKI KRAKOV



41

ER./ 'Znalezé réwnanie prostej 1 przechodzace] przez
punkt A(1,1,1), przecinajacej prosta l,: ¥ = % = z

4 prostopadlq do prostej 1,: Xt = L% = 22 ¥

83, Znale4é odleglosé miedzy prostymi skoénymi
4 -3 - 9 2

-

84, Znaleié odleglofci miedzy prostymi

1.1' I:l-?..t—q',. y=4'-t| E = -‘2.'&-1 v

12‘ z—*i.:—‘—i:!-i_
3 -3 -5

g5. |Znalesé rzut prostej 1,3 E = g a f ne piaszozyzne

7 poprowsdzong przez prostg

1, 2x + 3y + 2 - 8 = 0,
X+ 4y -22 4+ 353 =0

réwnolegle do prosted L,.

86. Znalefé réwnanie plaszczyzny, W ktére] lezs proste
446 X=yas 1 15 2X =y = =&

87. Deny jest punkt A (1,2,3) i dwie plaszczyzny
Tiax+3 -8=23, "Fazzx-a-zn'm.
Z punktu A poprowsedzono proste prostopadie do
ptaszczyzn Ji, iT%, 1 przecinajgce je w punktach
B i C. Znales4é réwnanie proste] przechodzgce] przez
punkty B i C .



88. Znalefé réwnenie prostej przechodzace] przez punkt
A(1,0,-1) réwnolegtej do praszczyzny § 3X-2y=-3z+3=0

1 przecinajqce] prosta
E-—2 3~-1_18+2

R Uiy =2 2

XVII. Przestrzen metryczna

89; Niech gt Re x Ra——- R bDedzie ockreslone wzorem

§(x,3) = il e
2|+ [31-%4| #+]72| 8% x; £ 34
gdzie x =(x,,x)), ¥ = (74:92)-

Sprawdzié, czy g jest metrykg w RE. Narysowad

kule o érodku (1 ,1) i promieniach: &/ »r = g ’

b/ r=2.,

90. Hiech X bedzle dowolnym zbiorem 1 ? t: XIxX——— R
okreSlone wzorem
0 x= ¥
1 x££y
Wykazaé, te € Jjest metrykq. Przyjaé X = R 1 nary-
sowaé kule o érodku (x_,7))i promieniach &/ r =
b/ r =

e/ r =

g(:,:) =

N oA g

Uwaga: Przestrzen X 32 tak okreslona metryka
nazywa si¢ przestrzenis dyskretng ,

metryka € - metryka dyskretng

VA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ



91, W przestrzenl X,i = R okreé&lona jest metryka
dyskretna gq. W przestrzeni 12 R okreslona
Jest metryka naturalna ¢ ,,tzn.

S2(x70) = | X~ 32| -

43

Niech x=x.] :x2 i g: ExX— R okreflo-

ne wzorem

§E1 =) (3107) = S1 (9) + 2(x2r72)-
Zbadaé, czy < jest metrykga w X 1 na.r-:;snwaé
kule o érodku w (0,0) i promieniach &/ T = Z

Pf rm &'

92, Zbadsaé, czy istniejq granice

e (1m £2(x,3), 11 (1im  £2(x,Y))
x—0 y—0 y—0 x—=0

lim 1‘(::,3)
c-:i!)"(oio)

Fg_z dla X2+ y° # O

dla :21-3

Jesld

‘f f(I.}‘)l:

[=



93. Odwzorowanie ¢£3 R~—-32 okreslone Jjest wzorem

-

£(t) = (v, 2t) Zbadaé ciggrosé tego odwzorowania
Z definicJi w punkcie ¥, = 1. Sprawdzié, czy
odwzorowanie f jest liniowe.

Odwzorowanie f3 R‘?——R okreSlone jest wzorem

4 (x.l Ko )= 2x, + X,. Zbadaé cligglosé tego odwzorowa-
nla 2 definicji w punkcie (0,1). Sprawdzié, czy
odwzorowanis ¢ Jest liniowe,

XVIII. R6zZniczkowanie odwzorowah

95.

96.

97

98.

Dane odwzorowanie f£i R>—e R okreélone wzorem
f (:.I'l) = 13 LS wz - 32.

¥yznaczydé puchndna- kierunkowg odwzorowania f w

punkcie A(2,-1,3) w kierunku wektora ¥ (3,4,-2).

2
Wykazaé, ze pochodna kierunkowa funkcji £(x,y)= P4
W kazdym punkcie elipsy 2x° - 32 - a.2 w kiam
normalnej do elipsy w tym punkecie réwna si¢ zeru.

Wyznaczyé punkty, w ktérych pochodna kierunkowa
funkcji f£(x,y)= P Xy + ¥o- 4x - 2y w dowolnym
kierunku réwna sie =z .

Obliczyé pochodna funkeji wektoroweJ:

a/ T{t) = (B:Lu t, cos %, tg 'b) w punkcie (};,%, ‘1),

2

b/ T(t) (at cos to+ e, e®*2gin £, of + T . t=0
4

o/ T(t) -(mtgz ?"v", log f';l. 't"") .

2=, BIBLIOTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ
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99. Obliczyé pochodng rzedu pierwszego nastepujgcych

odwzorowan

a/ £1 R— R7okreslone wzorem £(x)= (zz,nna 2x, 1'3)

b/ £1 R3—rR3 - - r(zlyil)- (:'Jl f:-l-?) B'
' (ein x - ) ““59

e/ £1 R2=R® n " £(x,7,2)= (xy2, xy - xyz,

g - IJ’)-
4/ £y R—R°> ® " £(x)= (::z. arc cos°x ,

1051 !)
e/ £1 RE—R> = " 2@xy)= (7 7, ),
o

£/ £1 R2=R " " 2(®,5)= logg 2,572
g/ £1 RE—RZ " " 3(117)“(%\1 in I)
h/ £3 R2—wR® " " f(x,;r,n)u(a’:"'? "" )

100, Obliczyé pochodng odwzorowanias zioZonego F =
gdzie:

a/ gt R7—R° okreélone Wzorem Efxrﬁ'i’)‘(xz"'yzi' % s ‘g)

23 RE+R " " £f(u,v) = ;—5

b/ gt R— R° " " g(x) n("i ,F)

£1 RZ+R " " £(a,v)= tg(3u® + 2v)



e/ gt RZ+R® okreélone wzorem g(z,y)=(§, x - 23)

£3 R2R " " £(u,v)= u°ln v
a/ g: R2—»R° " " g(x,y,z}=(x+:r+=, sin ?)
= i " " e 8
f31 RS—R £, v)=(u"+", =, u v

e/ gt R—R> = o g(x)= (’21“' 'IZ'E)

101.

102.

103.

104,

£: R>—R° s g £(u,v,w)= (m' &'_:—:

Pokazad, 2e zZ = yr(xg - '32), gdzie £ Jest dowolnsg
rézniczkowalng funkejg, spelnia réwnanie

EE + QE = XZ .
v a9x xya‘y

Pokazaé, ze funkeja g = zn.f(br), gdzie £ jest dowol-

ng réiniczkowalng furdesja, speinia réwnanie

xa—z+23-a£=nz.
dx oy

Wykazaé, ze f£: R°—» R okreslone wzorem
£(x,y) = =] + |3

nie Jjest réiniczkowalne w punkcie (D.D).

Wykazaé, %e jezeli f: R™—+ R speinia warunek

e =l

to £ Jest réiniczkowalne w zerze,

XOWA POLITECHNIKI KRAKOY



105. &/ Wyznaczyé jakobian odwzorowania f£3
w punkcie (1,1,1)
£,(x,742) = xyz
12(1,3,5) xy - Xyz
13(11335) SR S = P

b/ Wyznaczyé jakobian odwzorowania f£3

£1(%s712,%) = ‘14_—?15‘172'

25(X,3:2,%) = y

:E}(x,z,:,t) = z

£, (X0323,%) = L%vg
1-%)

IIX. Réfniczka odwzorowanlia

106. anleﬂét

&/ 4(q,q) (%) (156 + 10)
b/ d(31‘“‘)6 +3 -W) (J?'U ’ %) ;

o/ dl%“l.“lﬂ)(ﬁ) dla k m 1,2 »

R7—e R

I

47



10?'

- Y02 + (1,977 ,

108.

109.

110.

11,

112,

Znalesé przyblizenia liczbs

-

sin 29° tg 46° ’

(1.93)2
3 r—
\/"'95 Va.os) ?
Punkcje f(x,y)= -ur.2+ 2xy + _'-}32- 6x - 2y - &4

rozlozyé za pomocg wzoru Taylora w otoczeniu

punktu P (-2,1).

b1

Punke je I'(x,y)a axaj_.n Y roztozyé za pomocsy
wzoru Taylora w otoczeniu punktu 0(0,0) dla
n=3 /bez reszty/.

&

Btosujge wzor Taylora dla n = 2 znaleié przy-
blifZenia liczbs

U"*‘E , 2 '3V 0,98 : (0'95)2101 .

Znalezé Arugs pochodns funkcji uwikisnej, okreélo-
neJ réwnaniem >

a/ x2+:qr-|-;72=3- w punkcie (0,7 ,
b/ 12—13+232+x—3-1=0 w punkcie (0,1).
Dla funkcji uwiklane], okreflonej réwnaniems

X+35 + %= u-(x""-f"'”‘) obliczyés
!

@, 2%y ]
Qx XAz

OTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ



1135 Pod jakim katem przecinajg sie krzywe:

s/ %ﬁ + 32 = 1 i 7 = 1 y
X +y =1 .4 ¥° = 2x s

114, Znalefé réwnania wsepélnych stycznych do elipsy

4x” + 932 = 180 1 'paraboli 32 = %E-:

\

-

115. Zneleté réwnania wepdlnych stycznych do paraboll
12 = 30x 4i do okregu *“+ ;2 = 64 ,

IX. Ekastrema
115; Zbadaé ekstrema nestepujgacych funkcji u:iklnnaa#:
#:3"',3 a Jaxy ,
b/ x* + 3¢ -!2—12 = 0:

-

o/ T +x +3y-3 = 2 = 0.

117. Wyznaczyé ekstrema funkcjis

e/ & = 2x74 132 + 5:? + 12 ¢
B/ %= 8= (= + 32 + 25) : -

n}s-:;a(u.-x;y)' >

-

4/ 2 = ‘;(:2"'“"'?2)
.-2:?+:3 +32 :

e/ T =



£/ 2 = 8in x + 8in y + sin(x+y) dla xe(0.§) '
g/ = =xy (% y9),

b/ u=xyz(4 -x -7 - 2).

118, Wyznaczyé najuniejsza odlegtosé proste] x-y=-2 = 0
od paraboli y = x°.

119. Na ptaszczyZnie Oxy znales4é punkt P(x,y), dla
ktbrego suma kwadratéw odlegiofci od trzech pros-
tychs: x =0, y =0 1 X-3+1=0_ Jest
ekstremalna.

1204 Liczbe dodatnig a przedstawié w postaci trzech
takich sktadnikédw dodatnich, eby ich iloczyn byl
najwiekszy.

121. Na powierzchni stozkowej 2z = X+ 32 znalezé
punkt, ktbdrego kwadrat odleglosScli od punktu
A(2,2,0) jest najmniejszy.

2
122, Na elipsoidzie trbjosioﬁe;]?f; + 1; +2° =1

znalesé punkt, hktérsge kwadrat odlegiosel od
punktu A(1,2,D) Jest rajmniejszy.

123. Na ptaszczyinie 33x - 22 = 0 2znale4é taki punkt,
- aby suma kwadratéw jego odlogioscl od punktow
£(1,1,17), B (2,3,4) byia nejmaiejsza,

ROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ
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IXI. Ekxstrema warunkowe

124.
a/

b/

e/

e/

125,

126, Sposréd wszystkich tréjkgqtéw o denym obwodzie 2p

Wyznaczyé ekstremum funkecji przy warunkach

f(x,y)= xy przy warunku I?+3Eu Ea?,
f(:.:):l-l-j— n n J.-+1_=1_'
X ¥ z? 32 a?
2 2
X+y+2 =0
2
2(x,7,2)=xy + 35 " P 3% = 2
y+z =2
£(x,7,%,t) = X+y+z+t " xyzt = ot

x>0, >0, 220,

>0, ¢>0 .

Znaleté najwiekszg uartoéé iloczynu u = xyzt

nieujemnych liczb x,¥,%,t , ktérych suma ma staig

wartosé X + ¥y + 2 + t = 4c.

znalesé ten, ktérego pole B Jest najwigksze.

/akorzystaé ze wzoru Herona/.



XXII. Calka nieoznaczona

127. Obliczyé:

2:2-}::-1-1 x dx
x + 1 1 + <4 x1ln x

: ' ”“5
tg x ax - -
/“”* : /(?’;jz ' cos’zx !
/s:'..naz I-IOEZ’IGI $ /0035: ‘Ja:l.n:: ax :/;‘%I

/euauoonh:a:;/c‘&au/ud:; flen::d::;

/ainaxcoaﬁc:dx 3 faina:ainuzd::;/xln:d::
/:?mtg:dx;'/otg(&:-s)h; /17;{:_:&?'

/(1+x’=;:mtg:i ‘/?z.‘i% ‘/ﬁﬁ‘"

/V.‘z‘k = : /sz_i 5t /ts”‘xdx:
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/tszxd: ; /ts’rdxi /m”‘“’d’ :
/:m:a:: 3 /m“‘/%?—hi

ax

[ [ [

/tg(az-rs)d:: /z(]_né_z_q:n:+1)i /(:%5#

/PJ%I)M 3 /:: + 42 ax l/nd;bg,_l’ $

x ax ;. xzd: i 1-41.‘1 a2
3224 5 x°- 10x°+ 9 %+ 1

~ xte 1 : &x i = o
X =Xt X =1 .:6"','2) ./:3+1

x + X ax :5----——--&: i /’y:-zad:::

x*s 22°+ S (:‘2"' '1)3

S - A ij"j’i:_g;‘
/‘J1-a- ‘ (1“"”'2'1 6+:)2



/md: l/md: /rzﬁj

dx : 5 dx P ax
-12+(&|-b}z - ab /:2- _/V::E- 2X - 3‘
x + + 3 x dx
/ ¥ eheea d:,‘ Vxt- 22 1‘; / ::” ‘
\é_lnzx-i-zil:n + 1
f I gl / aoaaz-l-hzain’-’:

R i i ax : ‘vq.,:z -
Be™+ 9o~ 3 4+ cos x <

-[2—351:1: fmh'f@h'

./(main::)ad::l /{;‘,u'{;‘ﬂi "~ ax

5 + 4 coB x

fh-a'uﬂu salfs b sl
X+ X aaaa . f
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/sind:co.3; fﬂmzf+ e i j"/a?fa:,

02X ax oX ax : 8 i
‘f/a_zﬁ ‘\{ek-l- e+ 1 :(:2_1)2

3 / 4 +i!dxl
: s VE

-

-

s
Fin
UEIQ-} x‘v:+ﬂ.

/Wdii/m

. ‘ =
( o+ 12) (5 - a:mn.tne::) f cos®x ‘{2 + Stgox

arc sin/—=— ax j . sin x ax__
e 'Vlﬁ-ﬂou?:
X = 1 ax

4:5—1 ‘fv,_a ) ?

. S ; ' : :
'Y’tz-‘\f:: -I-'1d: : (Bx"_a)d:‘ ;
V‘l-!z-l-flxq."]

/V"’;‘u‘? ‘ ./ff:s:.;,a* ‘/ﬁ;’?“‘



&

/}A..:f,,z' : jvax?nmq.g‘u ;

= ax : - x + 1
Y22+ 2x 4 2 VxPe 224 2

ax 3

f:‘JEq-:-zz-.d:: : f@:-g#z+3x-,z‘¢: :

i ; ax ;
::V::2+__::+1‘ ¥ j:‘\/:zq-z—'I‘

in x dx w

fﬁﬁ jzc-u:-xﬁ)

IXIII. Calka Riemsnna !

128. Podaé definicje calki Riemanna w przypadku n = 2
i n =3 oraz podal¢ ich interpretecie geoms tryc.us.

129. Eorzystajac z definicji obliczyés

1 1
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1%0, EKorzystajac z definicji calki oznaczonej obliczyé:

a/ lim (:?*fé*-“'*nn;-!')

n—+oo

;o 1 1
b}’ 11‘ (n + .1' +n o | +* ses + T n)
n—"oo

131. Obliczyé calki:

-2
d: .l dx L ]
x4+ 2X + 1 4 4+ 25x°
-3 ! :

f ax (2x - 3) ax >

f}d-Ex—xz ‘/3‘-"1_4:2'
2 4
(;Em)a: ] " = e .
Al Be3xe1

’ : 2

/xaurctg::dx ’ f azxzdx ’

- - 1+ @

2

f z(xa+ ‘I) ezz dx , o= sin’x dx ,



4 _dx = (x + 1)cos x ax F
3 + 5co08 x

o o

e
SaEx . - :
4 uoa};_ :!/F::1[4 - 1n2:‘
x &= A dx
J oo /W+W

x

3 2 o
'}(' iigig::_ dx . ;/r H; =3 ax
X2
7 7
g -m2

P T fmu;

132. Obliezyé pole fipury ograniczone] liniami o réwna-

niach 3y  =2x + 1 i e e e

o

133. Obliczyé pole figury zawarte] miedzy krzyws

¥y = Ll i rparabolg ¥ o= 1 x? .

1 4 zz =



134,

135.

136.

137.

128.

139.

180.

184,

142,

Obliczyé pole figury ograniczonej parabolg
?2 = 2px 1 normalng do paraboli nachylong do
osi Ox pod katem 135°.

Obliczyé pole obszaru ograniczonego krzywymi
y°= -4x, styczng do tej krzywej w punkcie (-1 +2)
i osig O=x.

Obliczyé pole obszaru ograniczonego krzywsg
:?Ea 4x, gtxcmxmi do krzjwe;j w punktach A(s,4)
B(4,-4) .

Obliczyé pole obszaru ograniczonego krzywg
3=4Jsﬂ.nz-ai.n§:l:. i y=0 da x £ [ D,TJ.

Obliczyé pole obszaru ogreniczonego krazywymi
¥ =aycoB X - 0053‘:‘ 1 y=0 dla x& l__-é.g].

Wyznaczyé pole figury ograniczone] krzywq gamknie-

tg 12-12—14-

Znaleté pole figury ograniczone] EKrzywg

g-lﬂiﬂzrc

/melezé pole figury ograniczone] krzywg g = & tg)y,
gdzie a o i prostg P:g .

Znalezé pole figury ograniczone} Alimakiem Pascala

g = 21(2 + oonf‘)“f



143. Znaleté dAlugosé tuku krzywe)

y=%Er§_2-_1‘ - 1n(x+1’:_2-_j.

144,

145,

146.

147,

148,

149,

150.

Znalezé dlugosé Tuku krzywe]

od :1= 1 do

od 11#0

Znalesé diugosé Tuku krzywe J

od I1=0

x2=1+ﬂ».

N
do 12= E ]

1
do 12=El

Znalefé diugosé tuku krzywej
¥ =.v: --::2 + arcsin‘\[.: o

Znalesé dAlugosé uku krzywe] x = a(caat +’ htgg)

od punktu (0,a) do punktu (=,3)

a> o0
;ysa.gint

Znalezé dlugosé petli krzywej x = 1:2. ¥y

¥y=1=1n cos x

y = (1 - x°)

3

t-—.

Znaleszé diugosé cardioidy S= a("l + cosf’) .

Znale%é diugosé krzywej ¥ =

dla

e i

2:2] - g

POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ
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151. Obliczyé objetosé bryly otrzymanej 2 obrotu
obszaru zawartego miedzy krzywymi 3y = x? i

¥y = '{;‘ dookola osi Ox .

152. Obliczyé objetosé bryly powstalej przez obrot
wokél osi Ox obezaru ograniczonego krzywymi:
32 = =x + 4 , JTesx=2, 7= %:z + 2 .

153, Obszar ograniczony hiperbolg X°= y° = a=, &) O
i proestqg ¥y = 3a - x obraca sie dookoxa o8l x .

Obliczyé objetoéé powstale] bryly.

154, Symetryczny odcinek paraboli o podstawie a 1 wy-
sokos&ci h obraca sle dookola swojej podstawy.

Obliczyé objetosé powstate] bryty obrotowe].

155, Obszar ograniczony krzywymi: ¥y =4, y = 4 = 3x ,
¥ = :? obraca si¢ woké: osl x. Obliczyé objetosé
powstate] bryly.

156, Obliczyé objetodé bryly utworzone] przez obrot
dookola osi Ox linii 3y (x -4) = x(x - 3),
0Lxg 3.

157, Obliczyé objetosé i pole powierzchnl bryly powsta-
tej przez obrét dookola osi X hiperboli :?-w2=a;.

‘'a>»0 dla afx .‘aE wraz 2 rzedng kohicowg w p=kcie
x= a¥z2.



158.

159.

T80,

161,

Obliczyé objetodé 1 pole powlerazchni bryily utwo-
rzone] przez obrét dookola osi x paraboli

3y - x = 0, dla O¥xs&1 wraz 2 rzedng
koficowg w punkcle X = 1 .

Obliczyé pole powlerzchni bryly powstale] przes
obrét dookola osi Ox krzywej ¥ -vzrx -x
w przedziale [0 ErJ

Obliicsy¢ objetosé i pole powierzchni bryiy utwo-
rzone] przez obrbét doockola osi T asteroldy
= moaat. ¥ = uinz‘t s 820 dla t e [0,]’]

Oblicayé objetodé 1 pole powlerzchnl bryly pow-
stalej przes obrét dookecla osi x krzywe]

:-tz, y-t-—%@ dla Ds‘h{ﬁ

Calki niewiasciwe

162,

7

Obliczyé calki niewlasciwes

ij : “ﬂﬁi.ax
xz+9 ‘1+:2

oo

# om0
ax : s
zz-&:+13 124-2:1-2
-y

H’J
t‘f

"HNIKI KRAKOWSK



(]
‘
Rsidaninge - B
1 =x
o
7
ax
5 =35¢c08 X
o
F

L~ %]
ST S
T + 1‘5
o
[ = &)
=
] xe % ax =
o
oo
] xe X éx 2
o
a
dax
at- x°

63




163. Obliczyé drugodé krzywej dsenej réwnaniem

t

xX=e “cos &

¥ o= e Vsin ¢ O & tgeoo.,

S = G-t

164, Obliczyé diugosé Iuku krzywe] S = a‘r dla
0os < oo .

165. Obliczyé objetosé bryty ograniczonej powierzchnia

otrzymang z obrotu krzywej ¥y = ;—1-;5 dookola
5

Jej asymptoty.

166. Obliczyé objJetosé bryly ograniczonej powierzchnig
powstalg z obrotu krzywej y = e*’a i jeJ asympto-

ty dookoza osi Oy .

167. Luk nieskofczony krzywej y = a‘z, odpowliadajacy
dodatnim wartoSciom x, obraca si¢ dookoia osi Ox.

Obliczyé pole powierzchni, ktéra przy tym powsta-

Je.

XXV. Cazki wielokrotne
168, Obliczyé calki podwédjne po prostokacies

{D £x £a
D:

v dx '
17 - o Of£y<h

D

VA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ



65

1<x<2
]:ainadzd;r m[ 7
D 0‘(’7(2
0 <x <1

ﬂt‘*’d:d: D:{

D 0<y <
x4y 3&x<H
(= + y)° D )

D 1< 3y R

0 <<
ﬂzzyand.td;f Ds

D 0 <y <2

169, Zmienié porzgdek calkowania w danych calkachs

A fx 1 =n
fﬂf £(x,y) ay ’ fd:[ £(x,y) ay '
1 x 5 0
KGR e e
/a::[ £(x,y) day /d:frtra) ay ’
* o 2 x

x . P

/fd:l:/ £(x,y) & + /dz/ £(x,3) &y
o a

o T




/ ax _[ £(x,y) ay [ ax [ £(x,y) dy
0 0

y K-” = = 'hr-
/ﬂ:'/r(xif) &y + / d:t/ I(I,JP) ay
o b4

170. Obliczyé calki podwdjines

]](:zi-y)d:dy : m{"“’a
D P= x
[ £ = D.E:;
ﬂ’ cos (x+y) dx dy D:[::;
D Yy=X
_//zzydxd;y -D:[Iﬂo
D Es.:r.—::;2

‘D[[ sin(x+y) dx dy

Lo
+

oy g
1] inn
Ni=t § O



&7

ﬂ (cx + 3y + 1) ax ay D jest trojkatem
D o wierzchotkach: A (1,3),

B(-1,-1), C(2,~%) .

= x°
ﬂ x 4x D2 [2’
> + ¥y=x
' D jest troéjkgqtem
dx
{[ =+ 27) o o wierzcholkach: -A(0,0),

B(2,2), 0(=1,1)

fj (1 + 2+ y¥°) ax ay D: [12-!-72(112

x»0, y»O¥

[faZE (s
.!:[ (h-at-ﬁs)u*d:r D;{zzq--,ze; 22 .

g'\‘?-;“5472 ax &y  Ds [x2+yzé-nz.



ﬂ arctg £ ax ay Ds |
D

: 2
'/] i D:qtéi':z'g“
D .

—_—

171. Obliczyé calki potréjnes

dx dy dz v [1,)0, y»0, a0
iﬂ(‘-"’"'*ﬂ)z ; EFy+ 8T .

» = 1
ﬂ[ ¥y &x dy dz vF[”'IS x+y
% 0, z 2 0

- 0! X+E =

_UJ y cos(zx)dx dy dz V3 [?-{?, -
* ; Z

NI O

ﬂ:{ anosa. cosb + ycosa sinb + z sina) dx dy ds

v
n {32"' ¥+ s" ¢ 1.

M (= -,2)5163;“ vi{’*“’ '
v S =

2 P 3P+ % € R



1 Ya-ty¥
’

fax d:{Ld- J/qj@u
a7

f
/h,.,-/— [P e

- 0

x
1 o e
o

/a:: jixzua.z -

XXVI. Zastosowania calek podwéjnyeh i potréjnych

472. Obliczyé objetoscl bryil ogranicszonych danymi
powlerzchniami s

#:-0,:::0,:--0,::4(,:-4.:'==fly2+1.

b/;rnt;,:nﬂ,h+3u6,3:;i—21=12, X+y+% = 6.
’

ufnnxa-l-'y‘?, x+3’n1,;=0.3=0,n=0.

a/ y=9x, y=27x', s=0, X4+ 2Zm6 .

e/ 2 = 9 - }E, X+ 4y=12, x=0, 3=0, 2=0.

p=d x ¥ z _
£/ 29" = x =+ *« == 1 g =0 .
/ 23 » A > = ¥
g.r'xa-ruaarz, §+1=1,:-D,3=D, z2 =0,
k- a



hfzz-l-yznﬂa, zn:-; sy 2=0, x20 .

1/;::2+32, ;y=:2,3='1, ==1:

dflz-byz-E&I, Enxa"'za—)—:z:O:
a

: 2 2
H£+L==E " 2==’-EE+L.

P 9 & 9
U!nhmtgi,:2+32=ﬂa,xno, z=0, x> 0,

0.
175. Za pomocg calki podwédjinej obliczyé =

pola obssardws

2 -
a/yani-’-m,;fnkz.
a a

b/ xy=cby Xy=/, x=8, x=b, _0{“'("51'
0<a<b.

o/ xX+y-a=0, X+y-b=0,y=%kx, ¥y=nmnt,

& y = x, 3:%&:, X+ yYy=Aa,x+35=a, a0,
o Y= 10x + 25, 3J° = ~6X + 9 .«

ﬂ::v=la, z+y=§a, ay»d,

g/ ¥+ y°= 2x , X+ o= 4x , =%, ¥=0.

W (2e ) =202, a0 .
i (12-1- 12)3=:|:4+ :.9JLF .

INTTI Y D 7
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174, Obliczyé pola wekaszanych cz¢.. 1 danych powlerzchni:

o/ z°= X+ 12 wycigete] walcem ﬂ-zi 2pF .

b/ 72-1- 2°a X° lezgcej wewngtrz walca o 12= R2.

o/ :2=- 4x wyciete] walcem yaa 4x 1 plasszoszyszng x=1 ,
a/ 28 = zava wyciete] walcem ::24- 12- 1 o

e/ za-r 121- :2- na wycliete] walcem :21- 72= Bx & L

£/ z = %?— wycietej powierzchniami .x°+ y= = 1 .,

x>0, ¥»0, =0 .

74 *+ 724- za- 3;2 i *221- ;2= 28z , ® ) 0 /pole cai-
kowitej powlerszchni/. | '

175. Za pomocsy oalki potréjne] obliczyé objetoéci bryi
ograniczonych powierzchniami o réwnaniach:

o/ y°= #48°~ 3ax, y°=e&x, z=-h, z=h.

‘benI'-i-J, T = XJ¥4 x+y=1, =0, y=0.
a/az:;z- xz- yz, %2 = a~x-y , =x=0, y=0, =0, a)O0.

A&/ o+ Fo+ 2= n.E‘, 2°= ¢ 3° , (na < =+ 12) .

-

-

196. Cialto jest ograniczone dwoms wspbdiérodkowymi powierz-
chniami kul o promieriach r 1 R /R > x/. Wiedzac,
2e gestosé materialu jest odwrotnie proporcjonalna
do odlegtosci od Srodka kul 1 w odlegtoscl od érodka
réwnej 1 wynosi YV, znaleié calq masg claela.



177. Obliczyé mase walca cbrotowego o promieniu R i wyso-
koSci H , jezeli jego gestosé w dowolnym punkcie
liczbowo jest réwna kwadratowi odlegroSci tepo punktu
od frodka podstawy walca. -

|78. Wyznaczyé mase kuli o promieniu R, jezeli gestosé
Jest proporcjonalna do szesScianu odleglofici od Srodka
kuli i w odleglosci réwnej 1 wynosi ¥~ . L

179. Momenty i érodki ciezkosci s

a4 Obliczyé momenty statyczne szesScliokgta wzglgdem boku,
wiedzge, Ze gestoséd ¥ = 1.

. be Obliczyé wspdilrzedne Srodka ciezkoécl figury ograni-
czone] gbérng polowg elipsy oplerajqcej sig¢ na wiel-
kie] osi.

ce Obliczyé moment bezwiadnosci kola wzgledem érodka

d. Obliczyé momenty statyczne prostopadioscianu o kra-
wgdziach a, b, ¢ wzgledem Jjego krawedzi wiedzgc, Ze

e. Znaleté wspbirzedne Brodka ciezkoscl graniastosiupa
Lécigtagn ograniczonego ptaszczyznami x =0, ¥ = 0,

g2=0, x=2, y=4, X +y +Z=28.

POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ



f. Obliczyé moment bezwiadnoScl walca obrotowege o pro—
mieniu podstewy R 1 wysokoscl H wzgledem Sredni-
cy jege podstawy wiedzgc, Ze masa walca jest réwns m.

YXVII. Elementy geometrii réimiczkowe]
180. Znale4é krzywizny nastepujgcych krzywych:
8/ £(x) = x*- x + 2 w punkcie o odcietej x =2 ,

v/ x(t) = t cost, (&)= 1:2 dla t ==X .

o=+

181. Wykezaé, ze krzywizna k krzywej okrefilonej réwna-
niem uwiktanym PF(x,y) = O wyraza sie wzorem:

i ™ ;i
xx XY -
1 . »
k= " F F
3/2 s g yy y
12 )2

(F . ) AR AN

x ¥ x J

182, Korzyetajac = powyiszego wWzoru znalefté krzywlzny
nestepujacych krzywych:

o/ X+ Xy + y°= 3 w punkcie A(141)

x°

5 A
v/ =5+ :2 - 1 w wierzchotkach A(a,0) , B(0,b).
a

183, W jekim punkcie parsboli y2= 8x krzywizna réwna
Biq 0.125 -

RITR [ T il e
=\ DIblLI( ! CYFRO POT TTE (




184,

a/

b/

185.
a/

b/

" 186,

e 1&7.

b/

188.

Znale%é réwnania okregdw krzywiznowych krzywych:

x (%)
x (t)

S, e ¥-€ 8la =1

Znaleté ewoluty krzywych:

x(t)
x(t)

=at -sin t), y&) = a(® - cos ¢t) ,

=acos’t , ()= asin’t.

Dla Jakie] wartosScl parametru + styczna do

krzywe] X = -2t, y =t

e_ 1, =z = 31:3’ jest

réwnolegta do plaszegyzny X -y + 32 + 1 = 0,

Znalesé réwnania stycznyceh do krzywych:

X (t) =
z (t)=

I(‘h) =

z (‘l:)u

a cosx cos ¢t , y(t) = a sinolcos ¢ ,

R cos®t , y(®)=R 8in ¢t cos © ,

Rain ¢, dla t =

Fis)

Na krzywe] x(t) =t, 3(%) = £, z(t) = 2
znalesé punkt, w ktérym styczna Jest réwnolegia

do plaszezyzny X + 2y + 2 - 4 =0 ,

HNIKI KRAKOWSI



ABPK = -1
\ Y | ] -
\x—,-é_.a*’ Bﬁ ) ) L)

o)

‘189.

11,

192,

104,

s krzywej x(t)= =t coz t + sin t ,
y(t)= ¢ sin t + cos t ,
E(‘tﬁ)u t + 1

znalesé punkty, w ktérych styczne jest rdwno-
leglsz dot a/ piaszczyzny Oxz,

b/ ptaszczyzny Dza .

Tykezaé, ze krzywa x(t)= %+ 1, y(%)= t°- & + 2
z{k)= ¢t lezy na plaszczyinie oraz znaleté roW—
nanie tej piaszczyzny.

Znalezé rov.. .e elementéw tréjsciamu Freneta

krzyve]

Ft)= tI + t°3 + tk dla t=1 .

Znale#é roéwnania:z stycz.nej,nnmlne;j gtéwme

% N L AT 1 }3- 1
1 tinormalnej krzywed r(t)= gt + 3677 + St°E
w punkcie FP(t)= P(z{tL:r (t), z (‘t:J}.

Zneleté réwnanle plaszegzyzny Scisle stycznej do
Erzywe
p(t) = e"1 + eV + 12tk dla t=0.

Ineletd krzywizne krzywes

P(t)= e¥cost I + eVsint § + o' i
w punkeie P(t).

CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ




195. Znalezé kraywizne krzyve]

r(t)= cost T + sin t J + cos ht k dia t=0.

196. Znale#é réwnania plaszczyzn stycznych do powierz-—

chni:
2 2
8/ §22 + %z + Ez = "1 w punkcie PO(IOpHD.EG) ]

b/ z = arctg % w punkcie P("'l, 1, ‘g) ’

¢f==u+v| 3=112'1‘V2, 5=u5+'73 "I.l="1, 'VL='"'1.

197. Znaleté réwnanis normalnych po povierzehnd :

]

a/ = ;yq.:.n% W punkecie P('—l,"l,"l) »

b z = o+ 32 w punkeie P (1,2,5) .

XXVIII. Catka krzywoliniowa niezorientowena i Je) zestosowanie

198. Obliczyés
a/ I(x2+ y)ds , gdzie k Jest odcinkiem prostej od
k

punktu  £(0,2) do punktu B(2,4).

b/ f;’e_xds y Bdzie k: x = In(4 +t2)'
k Yy=2arcegt -t + 3

CLtg1 .

OLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ :



c/

e/

£/

199.

200.

f xy ds , gdzie k Jeat Iukiem elipsy
k bzzz-l- n212= a.z'bz lezacym w plerwsze]
&wiartce.

f::: ds , gdzie k dane Jest réwnanien
k |:|:|+|7|= a (a> 0).

f WE , gdzie k dane Jest réwnaniem
+

f (a::2+ b;sr B nsz) ds , gdzie k Jest odcin-
kiem AB,A(0,0,0) ¢
B(a,b,c).

f"[x2+ ya-l- g ds , gizie k dane Jjest réw-

' npnaniem X = etcost
7 = m:l.n'l.'-
7z = ob

0t 2T

Obliczyé mase tuku krzywej k: ¥

In x ,

x4 £xL %, , Jezell gestoddé krzywej w kaidym

punkcie réwna sie kwadratowi odcigte] tego

punktu.

Obliczyé mase krzywej k: x = a (cost + tsint)
- § = a (sint - tcost)

ala te [0,27] , Jezeli gestosé jei w kazdym

punkcie réwna sle¢ kwadratowl promieuia wedgzg-

cego tego punktu.
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201, Obliczyd¢ mase¢ krzywej ki x = at, y = 'é- atz,

Z = } ata, a0, 0f£t£1, jezell gestosé

-

e
S V&>

202, Obliczyé mase Iuku krzywe]
[Z = 121- 12

Cs
Zz-l- 32= 1
Jezeli gestosé w kazdym punkcie réwna sie¢ kwadre-
towl odcigte] tego punktu,

203, Ynaleté mase czesci krzywej x-+ y°= 4, x & O,
¥§ 0 , wiedzac, ze gestosé w kazdym punkcie tej
krzywe ] jﬁtﬂt réwna iloczynowi kwadratu odleglosci
tego punktu od osi y przez odleglosé od osi x .

204, Znalefé masg luku krzywej K: x eVcost -

¥y = ataint ’
2 = IB";l te [0,2;{1.

Jezeli gestosd Iuku w kazdym punkcie jJest odwrot-
nie proporcjonclns do kwadretu promienia wodzgce
tego punktu i w punkeie P (1 ,0,1) wynosi 1 .

205, Obliczyé wspdlrzedne &rodlza ciezkosci jednorodne
2uwkcu cykloidy x = a(t - sint) 3 = 8(1 ~ cosg)
tE [DJT"] craz uoncnt beswiadnoéei tege Tuku
wzgleden poczitku ukledad Wspilrzednych.

LIOTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ



206. Obliczyé pola czebci powlerzchni walcowych za-
wartych miedsy piaszczZyzng & = 0 i wskazanymi

powierzchniamis
q/xz+12-:n2, I:R#%Z.
b/ y°= 2px , z = |2px - 4° .
o/ x2+ 32- RE, 2RZ = Xy

uz2+32.n:, 12+32+52=R2;

XIX. Calka powlerzchniowa piezorientowana 1 jej zastosowa-
nie '

207. Obliczyés

aff(z+2:+—:‘l’)dn,l:z+§ E-"I :

x»0, 370, 270 .

b/ ﬂx das , Bz 12-1-32-1-52- RE, x»0, y£0, zJy O
S

ds___ 12,2 :
c/ ff = 324- =P — [ ka+3=R2, g=0, z=4 .

4

B jest czesclyg powierschni

a/ das
I[ f?,. y° : 2 = Xy wcietad walcem
8

x24 y2= RZ .




208.

210.

211.

212,

213.

Zneleté mase powlerzchnl kull, Jjezell gestosé te]
powlerzchni w kaszdym punkcie Jest liczbowo réwna

odlegloéci tego punktu od pewnej okreflone] éred-
nicy kuli. :

Obliczyé mase powlerzchnli = -ﬁz— :2- 12‘ ’
jezell gestodé powierzchniowa g(::,:,z)= . 32 :
Obliczy¢é mase powierzchni walcowe] xe+ 12:-. RE
zawarte] miedzy ptaszczyznami 2z = 0, z = H,
Jezell w kazdym Jej punkcie gestosé powlerzchnio~
wa Jjest odwrotnie pmpo:i:-cjonalna do kwadratu od-
legtotel tego punktu od poczatku ukitadu .

Znaleté mese powierzchnl szescianu jednostkowego,
Jezell w kazdym Jeoj punkcie gestosé powlerzchnio-
wa Jjest réwna iloczynowl odleglofci tego punktu
od trzech &clen szeScianu, wychodzgcych ze wspol-
nego wierzchoika;

Obliczyé wepbirzedne érodka ciezkoscl jednorod-

nej paraboloidy aanxz-l-yz ’ 0.‘:.‘:;

Obliczyé moment bezwzadnosci Jednorodnej po-
wierzchni kuli wezgledem jej érednicy.

'FROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ



XX, Formy rbéizniczkowe

214, Niech fe Ap(n"‘; R), g€ Aq(Rn; R). Podaé postaé
fAg woprzypadku p=1,2 1 q=1,2 .

2‘15: Niech = = (xﬁ,:l:iay...,zj_n‘je R®* ala 1.-1,..;:1. .

Niech g: Enx ves XR® - R "bedzie dane wzorem

n razy

€ (Xyreee Xy) = Aot - ?"""'""-L'“

:n_ sesssae %n .
Wykazaé, 2e ge& A, (Rr™; R) oraz Zes:

g = d-'!q-"'*ﬂ-'!z:\..';’\di'n dlan=2 _

i n=5'.'

216. Podaé bezy kemoniczne przestrzeni A (R%; R) dla
n = 2,3,4 1 wszystkich mozliwych p .

217; Niech @3 Q—-.Ap(ﬂn; R), gdzle S2C o
bedzie formg réiniczkows stopnia p okreflong
na S2 : Podaé postacie kanoniczne ¢ dla
n= 2,3,4 1 wszystkich mozliwych p. Obliczyé dw

dla katdej z otrzymanych form .



218, Obliczyé iloczyn zewnetrany Wq A Gp Dastgpu-
Jacych form réiniczkowych, gdy:

-1
= dx 1
o ot wiee B b e, il

‘QEE Bj.ﬂ.(&v')dx + coB(I.y)d;? .

b/@u=xdyndz + ydzAdx + &z dxAdy ;

1 1 '
dxi'fd}'l'iﬂ-ﬂ-

Hi=

@2=

R

%:arusiuxydx+mcoa-§—+:wu.

219. Obliczyé de> wiedzac, zZed

a/ @(x,7,2) = coa(x+y),
b/ EJ(I,?,Z) = ;%—;2.— dy + 4 G ax ,

; e
o/ w(x,5,z) = sin(xy)dyAdz + era_"’ 2 axAaz ,

&/ w(x,5,2) = sin(xyz) dxAdyndz |,

2 i
o/ w(x,3,2) = x 7% gxAaz *



83
2/ (X Ts8) = €59 F ax + Az,

g/w(z,:,l) = :2:!;.&6.; + :Ed:hd.z + zdeAda .

>
220. Znaleté T o, Jesli:

a/ P: R'—=R> dane jest wzorem:

?(ﬂ‘(&p?gt??} - &1331‘303 :)
i
:J(31 I?El!? = Joyp Nay5 + QN dyz

b/ ¥ RE— R> Aaane jest wzorem:

?&1 |xa}=' (7«1 i?g:?’) = (1, 25112. X1.%2)
i

m(:h, 132133)" ¥oayoA 533 + QyNdyz o
c/ ¥Y: R—s R' dane jest wzorem:

?(z,l,xz,xa) = § = x1+:|:2+:|:3+fﬁ'

i

r.qfr)=(1+72)da';



XXXI. Catkowanle form résniczkowych;

221. Obliczyés

a/ j::d;r, szdzie' C Jest odcinkiem proste] §|-E=1
¢ od punktu A(a,0)do punktu B(0,b).

b/ j ydx, gdzie C Jest obwodem prostokata utwo-

¢ rzonego przez proste x=0, x=2, y=0, y=4

w kierunku dodatnim.

c/ f:;fd: +(y-x)dy , gdzie C jest krzyws o réwna-
: niu y°= x od _punktu A4(0,0)do
punktu B(1,1).

dfj:dx-nb ,gﬂ.ﬂbcaest:alipaqoﬁmanin

c :2 2
z &+ k_a 1 zorientowang dodatnio.

e/ j:l:d:: + ydy 1-(::4-3-1)1!.:, gdzie C jest odcinkiem

¢ - prostej od punktu
A(1,1,1) do punktu
B(2,3,4).
- B :
£/ 3zd:l:+:='VR—3 dy + xy d=z , gdzie O jest ZIu-
C kiem 1linii &ru-
boweJ 3
ost<2i |, 2=o5 ¢ % = R cosv,

¥ = R asint,



x=aV2 cos t
8/ Jys dx + xu dy + Xy d= , gdzde C: 4 _ o y3' oos ¢
4]

2 =D 8in ¢

te ‘f_n,ei].

b/ J(a‘?-rz—-l——m)t:q-(xz-rm , gdzie C: :2=§

c od p-ktu A(0,0)do
p=ktu B(3,1) .

3/ I(1 -éuoai)dlz +(smi+iooﬂi)da. gdzie

u -
o.{j w3,

v[6-3+DaxGeE)o- F e, seste

k/ J' (e+ y2-10x)ax +(3x6™+ 2xy + 7x)dy , gdzie C jest
¢

%
&
2t>

te[0,1] .

P RS, Y
+ + |

brzeglem obszaru,skierowanym dodatnio,ogranicsonggo
krzywymi o réwnaniachs

1!:21-72-1 dla y<O0
2/ y=0 dla 1€ x£2

WEeI= dle :0&x€2
4/ 3 - x =1 dla -1 x$0 &



uf +12d:+yEq+m(:;:+1/:2+ ) dy, gdzie
c

C Jest brzegiem obszaru, skie rowanym dodatnio, ogra-
niczonego krzywymi o réwnaniach: '

v/ 3y=0 ’ O xge
9/ x =8 y O0Syg£1

a3/ 3

%

’ 1€$xLe .

n/ f(z + ¥)ax - (x - y)dy, gdzie C jest brzegiem obszaru
c skierowanym ujemnie, ograni-
czonego krzywymi

2/ x+y=1.

n/ II xdydz + ydzdx + zd:nd;y gdzie S jest zemetrmq
strong powierzchni szeécia-
nu ograniczonego plaszczyz-
namls x=0, y=0, 2=0,

x=1, y=1, z=1,

o/ .U (x+2z) dz ax , gdzie 8 Jest gbébrng stronag tréjketa

8 o0 wierzcholkach:
A(a,0,0) | a>0 s
B(O,b,o) ' b } 0 »

0(0,0,0) : ¢c>0 .



IHFLTIU

r!j[:n

8

s/ g x

&7

dy dz + yz dz dx + x2z dx dy, gdzie S Jest

zewnetrzng powierzchnig ostrosiupa ograni-

czonego plaszczyznami x=0, y=0, 2=0,
T+ y+2z2="1.

dy dz + xy dz dx + yz dx dy , gdzl B8 jest
zewngtrzng powierzchnig ograniczong walcem

4+ 32= RZ i ptaszczyznaml x=0, y=0, z=0
i z=H,

dy dz + Xy 4z dx + y°z dx dy , gdzie Bajest

zewnetrzng powierzchnig ograniczong parabo-
loidg =z = 12+ 32 i walcem z?+ 32 =1,

::,}?, y2»0, a0 .

tfﬂ'cx-yd:-auaxa-x:"axa; gdzie S8 jest

cnqéuiqjle£QBq w pierwszym oktancie, zewne-
trznej atrony zamknie¢te] powlierzchni utworzo-
nej z powierzchni stozka 2z = x?+ 32

i parsboloidy X°+ y°= 4z - 4 .

mﬁff (x+y) a4y dz +(y-z)dz ax +(x+z)dx dy, gdzle B jest

8

zewnetrzng strong powlierzchnil n = :2+ ’

O£ 54



w/ ‘f x?y3dx + dy + & dz gﬂzia C Jest okregiem
dodatnio zorientowanym .

XXXTI. Zastosowanle calki krzywoliniowe]j zorientowane}j

222, W kazdym punkcie M elipsy dziala sila F licz—
bowo réwna odlegitoSci punktu M od grodka elipsy
i skierowana do érodka.
a/ obliczyé pracy sily f przy przesunieciu sie
punktu materiaelnego P o masie m po lezacym
w pierwsze] éwiartce Zuku elipsy.

b/ znalesé prace, Jjes&li punkt P obejdzie calg
elipse.

223. Pole Jest utworzone przez sile odwrotnie pro-
porcjonalng do odleglosci punktu Jjej dziaxanis
od ptaszczyzny (x,y) i skierowang do poczqtku_
wspbéirzednych. Wyznaczyé prace pola przy ruchu
punktu o masie m po odecinku M od punktu
M(a,b,¢) do punktu N(2a,2b,2¢).

224, 8ily pola sg odwrotnie proporcjonalne do odleg-
toscl ich punktéw dzialania od osi Cz, sg pro-
etopadle do tej osl i do niej skierowane. Zna-
leié pracg pola przy ruchu puaktu o masie m po
okregu x = cost, y = 1, 2z = gint od punktu
u(1,1,0) do pmktﬁ N(0,1,1) «

‘,_. BIBLIOTEKA CYFROWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ



225. Obliczyé prace silty F =(x°+ y°)J potrzeb-
nej do przemieszczenia punktu materialnego
o masie m po skierowanej ujemnie krzywej
zamknietej o réwnaniu €= sin 2f, O¢p ¥ 24,

L -

226. Dane jest pole sit F = (xz - z) I +(2:--52) k.
Wyznaczyé jeksg prece trzeba wykonaé,pokonujac
8iity pola wzdiut drogi I'.u.'ll.'u z = ::3 od punktu
A(0,0,0) do punktu B(1,0,7).

227. Obliczyé pola figur ograniczonych krzywymis

a/ elipsg o pbtosiech a, b ,
b/ parsbols (x+3)° = 2x 1 osig Ox ,

e/ kardiocida =x = a(2cost - cos2t),
y = a(2sint - sin2t),

4/ asterclidg x = a -::0531';. y= 8 ainz"h

XXXIII, Réwnania résniczkowe gwyczajne

228, Rozwigzaé réwnania rézniczkowe rzedu plerwsze-

got
:‘#14-32-&7 + 3:0.

133+3+:32§-z§ = -‘JI,.

J—IE"(‘I"':E)gl FEEIE*‘?'



z(‘1+e’)-o’§-0, x+y+xRao,

12+q2+(12-7z2)3=o, x+9)-ay,

ay _ 1 _ A i 1
& xS

:30; -l-yz—lz.;g = 0,

z-ﬁ‘-rﬂfﬁ‘z =0,

:ooa% (3d:+zd;y)=:s:l.n%(xd:-3¢t),
=

¥ ¢ 2xy = xe 9 I:r'-r:nnax-%ainzz,

¥ + ytgx = sin2x, y°- -21—1 = (:t-l-‘l)3
x +



. i + —COB X __
(1 + zz)mts: /sin x

mtg ’

vy cosx + ysinx = Xcosx + % x“sinx. .
g :3 -'+ sinx
-y s ; 4 . 1 4 ;?n 1 + ;'

z 3 y'=3y +2 ,

¥+ ‘1?4- g = - 21—'——;;_!;(1 . ’

¥'-2xy = x - x°, cosx y'= cos°x + ysinx ,
(1-:2),1'+::(y-l.)-0', 3‘—5%!-1:55

- = I.E-I-f2 " e’ =
J-Ii??:z ’ :27 2xy = 37

ax
A

I'-I'ﬁrﬂ—zz- Y+ 2y = 4x ,
y cosx + ysinx = 1 , r‘+33=c'?z,

-3 = =X, 2y°+ 5y = 5s8inx + &cos=x ,

I+ Y = Toeex + 1, 3:.?'-43-124—\-

- 12)7"' I = lﬂat 3‘-(123'3"' I'J) = 1,



?'+§..’2mi 7‘-2'—(3:3‘;-; ’

--;l:;- + ll‘1(3;,:: = i!ll!-{:?!:
5

¥ 985 + 3= D) YT,

X -y+(4y-x)3" = 0,

zTax+yday , yé&x-xdy _ o,

Ve 2e P 2

e*(1+e7)+ O +eNy' = 0,

¥ v
x y . -
+ 3+ ( +:):r = 0,
::24-;'2 1':21-32

in y - 2x q-(’,!,'- : zy),'n o.
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229, Wyznaczyé trajektorie ortogonalne do krzywych
danej rodziny:

afxa-l-;ya-auuﬁ,

b/ y°= 2(x - o),
o/(3-22 = 23, PAO
& xy =k, kf,

"f?ﬂf.lﬁﬂ:, G*Oa

230. Rozwigzaé réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego:

;3,”.'_ gt - g
«+ 12)7”4- 2xy’ = =2,

G +x2):r”+;v‘2+1 S

¥ + 3y'%gx = sin 2x ,

2 3°°= 367, 292 G Dy *°,

24 -3y = 1+ 2, 33 = 143°,

»

,’c -30(5‘*?:.) = 3”+J‘—23=4!i

—

7+ 63°+10y =1 =x, ¥ '-4y'+ 4y = &x ,

y'% 4+ y=acosx af0,



2y" - 3°- ¥ = 3cos2x - sin2x ,
¥” - 2y"+ 2y = 2cos x + sinx ,
¥+ 9y = sin 3x ,

¥y’ + 4y =s8in x {7rﬂ)" T

y0)= 1
¥y + 4y = xsdn2x , 3° - 5y'+23-13+31:|.:,
y” - ay = 10e°%, ¥ - 8ay°+ 3y = =,

¥ - 33+ 2y = (P4 x) &%,
_ =
¥+ 3+ 3= ozami?:,

¥" - 43"+ 3y = 0 ginx , |7(@ = O,
ylo) = o0,

23" - 5y°- 73 = e°%+ sinx ,

¥y~ + 2xy°-2y =0, 227"+=:"-:=0:
:23"4 9xy‘+ 12y = 0 , zz;y"—z:;y'+ay-4::.
x°y - 4xy°s 6y = x° , Xy + 2x3°+ 2y = 151111:

xa;y"'+ xy°= 121nx .



2%1. Rozwigzeé rdwnania réiZniczkowe liniowe rzedu
wyiszegos

6T v 1yt —ey =0,

I 5y 4 apyt — a3y =0, .
s Fe

'+ 4y =0,

e e A

F - 3pt 4+ 23 = (9x + 1) 0T,

7 y* = stnax ,

':IH+1H+1I+1-15+3:2+E:+5;

1IT+ 5311 + 4y = 38inx .
232, Rozwigzaé uklady réwnah rdiniczkowyclh rsedu
plerwarego:
; dax
F=x-%, F-3=-7, |-+

g-aaur; hﬂ-u-r H=-3x-3



i |

df && &R

[y
n

]

3% of

=1

r

X+ 3y - %

_23+55-x

X -3 + 3
X+ -3
25 - y
4x - ¥

32x + y - 2

gl R

ER

™

-

La

.

af @F && &R

&

4y - 22 - 3x

6x - 6y + 5z

2x + 22 - 3§

X + 2%

Yy - 2X - 2

2X + ¥

2y + . 4n

2x -y - %

22 - X + Yy
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