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 �������� �� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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��� �
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !

� ������� ����������� ��
��� �����"���� ������ ��� �����	��� ������� � � � � � � � � � � � � � �#
��� �����"���� �����	�$
 ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �����"���� ������ ��� �����	��� ������� � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���	
��% ��	
����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��������� ����� ��
��� &'����� �� �����	�$����	 �	 �( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
��� (������$����	 ��� �����	��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � �)

����� *& ��� �
����
 �� ������� 
����������	 � � � � � � � � � � � � �)
����� *& ��� �	�
����
 �� ������� 
����������	 � � � � � � � � � � � ��

� ����
������� �� ������ !����� ���!����� �"
��� ��
��	� �� ������ 
��������	� �	 �����"���� � � � � � � � � � � � � � � �+
��� ��	�� ,-& �	��%��� ��� �	������ 
��������	� � � � � � � � � � � � � � � �.

����� �����"���� �	��%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �����"���� �	��%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� *�'
 �� �� ,-& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�

# ����
������� ����� �������� #$
/�� 0��� ���	
 �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /)
/�� &��������	 �% ���
����	 �������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�
/�� &��������	 ���
 �	 ���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +/

� �������� hp �	�!����� ��� ������� !������� ���
!�� �( 	������� '����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�
!�� �( 	������� '����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#+
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4 ����
 ��� �� '���� �% �������
 �	
 ���� ����������	 �� ��������� 0���	
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���	� �% 
������� ����5 ���
�	�5 ��	% 
��������	� �	
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 �% 2����� ��	����% ��� ���	� �	
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�
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C ��������% �	���

Ceff <���� ��������% �	���

Cep ������:������� �	���

Cep
eff ������:������� <���� �	���

E =��	� ��
����

Eeff <���� =��	� ��
����

H ��	����� ���
	�	� �������

k ���� %��
 �����

s 
������ �� ����� �	���

t �������	

t ���

u 
�������	� �����

u0 �����	�$
 �� �����
 
�������	� �����

1���� �������

γ ������� ���������

λ >��?�  ��� �������

μ ���� ��
����

μeff <���� ���� ��
����

ν 2�����	 �����

νeff <���� 2�����	 �����

σ ����� �	���

σ0 �����	�$
 �� �����
 ����� �	���

σy %��
 ���	���

ε �����	 �	���
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ε0 �����	�$
 �� �����
 �����	 �	���

εp ������� �����	 �	���

εp0 �����	�$
 �� �����
 ������� �����	 �	���

�����2�����

*&  	�� ��	�

*&�  	�� ��	� ����


3(@* 	���� �� 
��� �� ��
��

,-& ����	����� ����� ��	�

�(5 �(5 �( �	5 ��� �� ���:
��	���	�� 9������;5 ��������%

%�����������

·, : �		� ���
���� �� ������ �	
 �	����5 ��������%〈 · 〉 ����� ����� �� ������% ��� 
����	
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4		������ �������� �� �	 �� �� ����� ������� �	A�	��	� ���	����% 
�����	�
�����
 �	 ��	� %���� 4	 ���� ��� ���� �����' ���������5 ��
 �� ��� �� ���

�<�	� ��	�����	��5 �� �	� �� �� ���� ������� �������� ��
 �% 	��	�� ��� �	
��������� �	
����%5 �������5 ���� 	��	��	�5 ����
�	� �	
����%5 �������%5 ����	5
�����	���5 ������ 1����	�5 ��� 7����5 ����������	 �� 	� �������� ��� �� �
���

 �% ��	� �	
 '�	��� '����	�� �	 ������������ 4	 ��
� �� �
�� ����
����� �	
 ��� �� '����	�� �� �� 	�����% �� ������	� ��� �% ������� ��
��	�
���� 	���� 	�� �	�% ��
�����	 �� 	� ������� ������5 ��� ���� ����% '���	����	
�� ���������5 �	 ����� ��% ���� � ��
�

B������ ��
��	� ����%� �	���
��� �����	 ������ �����	�5 ������ �� �� � ����"
�	��	� ����5 �������% ��	 �	������ 
��������	� ������ 6���5 �� �
� �� �� ��
� ��������� ��������5 ��� �	 ��	 ��
��� ������ �������� �� � ������� �% �%�"
������ �
�����	 �� ���5 �	
 �	 �������% �		

5 ����	� �� �	��������	 ���� ��
�����"���� ���� � ������ �� ����
 ��
��	������� 4	 ���������� ��� ����������	��
�����	 ����
 �� � �	 C��	� ��
��	� �����

3������� ���	�1�� ��� ��������� ��
��	� ���� ����� �����	�	� ������ ������
�	 � ����	��� ���5 �� 	�� �	�	����% 
����
� 4	 ���� ���� ���������� �����"
		�� ��
 �� �����	��� ������� ���� �������% ������� ���� ������ �� �	������
�������� �� ��
�
� hp"�
�����  	�� ��	� ����
 ���� 	���� <���� ���"
�������	 ���� ������ ������	� �� �� �������	 1�����% �� ������
 ��� ����������	�
6���5 �� ���	 ������� �� ���� ���� �� �� �����	 ����������	�� �����	�$����	
�	
 �
����� *&� �� �����	 �	 <���� ����
 ��� C��	� ��
��	� �� ���� �����'
����������

��� ���	� �� ��� ��
�

6� ����� �� ����	�$
 �� �������� B����� � ��	���	� ���� �� �� ��� �� ���������
��
��	� ��������� �	
 �
�������	 ���	�1�� �	  	�� ��	� �	��%���� B����� �
�����
� 
��������	 �� ����������� ��
��5 ���� ����������	� �	
 �	��� ������"
���	�� B����� � 
������ ������	��% ���� �� ����������	�� �����	�$����	5 �	"
���
�	� ��� �����	 �� �� ��������� �	
 
����� ��  	�� ��	� 
������$����	� 3'�5
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���"���� ����������	�� �����	�$����	 ��� ������"������� ��������� �� ���	�
 �	

����
��
 �% �������	 �� ����� 	������� '������ B����� / 
��� ���� �����	�$�"
���	 ���� ��������	 ���� �� ������� ��� �����	�	� ������ ������� ����
 '�����
��������� �� ������
 ���������� B����� ! ��	���	� ���� �� ������� ��
� �����	�
�� hp"�
����� ��������� ��� �	������ �������� 4	 B����� + ������������ �� ��'

����������	 �	  	�� ��	� ����
 �� ��������� ��
��	� �� ���	�
� B����� .
�������$� �� ������

��� ����� �� � !�����!� ����!��"

��� �������� ��
 �	 	��	��	� ��� � �����	��� ��%����� ��������5 ����� ��%
� �����
 �	 �� ����������  	"������ -������ ����� 9����; �� 
 	
 �% ����
������������� 
��	���	�5 ����� �� ������% ����
 �� �� ��������� 
��	���	� ��
�� ����� ��	�� �� ������� ��������5 ��� �� 	���	�� 
����� �� �� ������� �	
��	��� ��'���5 ��� �� ��	 � ���� ��$ �� �� ����	��� ��� ��������� ��������

@	 ��% 
����	����� �����	 ���� �	
 �������	
�	� ��� ����� ��
�
 �% 
��"
��	� ���� �� ��%����� 6�% �� �����������% ���������
 �	 *��� ����

Ao 1nm 1μm 1m ����

10−15s

10−10s

10−6s

1s

6��

D��	��� ����	���

�������� 
%	�����

���������	���

B�	��	��� ����	���

quantum −→ nano −→ micro −→ meso −→ macro

*���� ���E ����� �� �	��%����

4	 ���� ���� �	�% ���	����� �� ��	��	��� ����	��� �� ��
5 ��� �� ��� 
�<�	�
���� ����� 9����
 micro �	
 macro;�

6� ��"����
 ���� ���� ����������	5 ����� �� �	 �� �� ������� ����
� ��
��
� �����	��� �������� ���� � ����
�� �� ��	
�� �������������5 ���� �	��
�����	� ��� �����	���� ������� �	% ������ �����	� @	 ��% �� ���� �������	�
�������� �	
 �
��	�
 	������� ���	�1�� ��� �
����� F!5 ��5 �)5 �#G �� '�	


F!)5 )!G  	�� ��	� ����
�5 ��������
 ��������� F!�5 �#.G5 
����	 
����������	
F�G �	
 ������� ����������	� 7����5 �� ����������	�� ���� �	
 ��� ���� ����� �
��% ���5 �	
 ������% ���� �	 �������
 ��
��	� �� ��������� �� �������% �		��"
���%�
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4	 �� ��� �� ��������� ���� ��	�� ��	�������� ������� �� ������� ���������
�� ��
��	� �� �����	��� �������� �� �� 
���� �	
 �	��� 
�����	 ���	�� 6��
����
� ��� �	�� �����	� �	�% ������� �������������� �	
 ���������	� �� �����		���
7����5 �	 �� 
������	 �� ���  ��� �� ���� �����	�
 ���5 ���� ��������	 �� ��%
����� �	
 ��% � ��
 �	�% ��� �� �	����� ������ ����������	�

6� ���� �����	�% ��
 ��������� ����
� �� ���� ��������	�� 6� ����
�	
 ���� ���	
� �� <���� ��
��� ��  ��� �����	
 �% -���� F�#+G �	
 ,��� F..G
�����'������	� 6�� �����'������	�5 ���
 �	 �� ��� �� ��'����5 �� �	
�	
	�
�� �� ��$ �	
 ���� �� �	������	�� -���� �����
 ���� �� ����� �����	 �� ���
���� �� 1��� �� �� �����
 �����	5 �	
� �	����� �����	 '����� ���
�	�� >��� ,���
�����
 ���� �� ����� ����� �� ��� ���� �� �	����� 9��	���	�;5 �	
� �	�����
����� '����� ���
�	�� ���� ���	
� �����
 � ����� 
����	����	 �� ������� ��"
��	�� ��� �����"�����	��� ��������� 6��� �
�� �� ��� ������% 
������
 �	
��� F+�G� �	����5 ��� ������� ���	
 ��������	5 ��� 
���
 ���� �� ��������	��
���	����5 �	��	 �� �� 7����	"��������	 ���	
� F��5 ��G� 7����5 ��� ��� ���	
�
�� �	����� �� ����� ��$ �	
 �� ����
 �	�% ��	 �� ��
% �� �����
 �� � �	 	��5
�� ������������� ��������� �	
 �� <���� ����	�� �� ��������� F/�G�

�	���� ����������% �� ��  ��	��! 	"	����	 	��	����� �������� ��� �	 ������

�������
�� �	������	 ��


 �	 �	 �	 	�� �
��� F��G� �	 '�	���	 �� �� &����%
����
 �� �� �	���������	� �������� F��5 �+G5 �	 ����� � ��	�� ������� �� �	 ����
�� ��


 �	 �� <���� ������� 91�����	� �
���; ���� ����	�� �	A�	� ��
��� ���� ��������������� ��	�� �	 ���� ��	�� �	������	� 6� �	A�	�� �� �� ����
��	�� �	 ���� ��	�� ������� �� ����
 ��� �� 1�����	� �
����

��������#� 
	� �	�� ��	��! F+�G �� ���
 �	 ��	��� �� �� ����� ����� �	 ��
�����'� ������� �������� �� ������
 �� �	 �	��%����� �������	 �� � ���	
��% ����
������ ��� � ��	�� �	������	 �	 �	 �	 	�� �����' ��
 �� �	���� ��������

��"	�	���� 	"	����	 
	���
 �������
���� 9(&�; F��5 .)5 ).G �� �	���� ���������
6� ������ �� (&� ��	����� �� ������� �

����	 �� �	������	 ����� �� �����	���
�����'� 6���5 �� 	� <���� �������� �� �� ��������	
 ������� �� �"��������

�	��� ��  	�� ����� �������	 �� ����
�

� 
�<�	� ����� �� ���	�1�� �� ����	�
 �% ��!
������ ��
��	������ ����

F��5 !#5 .!5 )#5 )+5 ).G5 ��� �� 
�������	�  �
 9�� ��� �� �� �����  �
; �	 �
�����	��� 
����	 �� '��	

 ��%����������% ����� ��� ����� �� � �����������
���	� x = X/L5 �	 ���� �� � ����������� ����
�	��� y = X/l ��

u(x, y) = u(0)(x, y) + εu(1)(x, y) + ε2u(2)(x, y) + . . . , ε =
l

L
⇒ y =

x

ε

���E l �� �� �����"��$5 L �� �� �����"��$5 x �� � ��%����� ������� ������� �� ����
������ 4	 �� ��%������� �	��%��� �� 	������$
 ��� �� ����
����% �� ����
 �	�� �
�1�	� ��  	� ��������� �� ε �	
� �� #� ��%������� �����	�$����	 ����% '����"
���% ��� ����
�� ���	
��% ��	
����	� �	 ��
��	� �� ��	�� �	
 	�	��	�� ��������
��������5 �	
 ���� ������ �������� ��� �����	 �	
 ����� ������ @��� �������
������������ �� ��������� ��
��	� �� ������
 �	 F/�G�

@	 �� �� ��	��% 
����
 ���	�1�� �� ����� �
	����� ��
��	������ F�)5 /#G�
6��� �������� �� ���
 �	 ���"���� �	��%���� 4	 �� �����"���� �� �����  	��
��	� ��� �� ����
� 6�	5 �	 ��� ����� ��	�  	 ��� �� �	���
 �	 ��
�
�� ��� �	�� �����	� �����	��% 9�� �����"���� �	��%���;� 4	 ���� ��%5 �� �����



�	�����	��� �

��� �	
 ��  	"���� �������� ���� 	�������% ���������� 6� �����	�$����	5
��	�����	� �� ����������	 �� ��  	�� ��	� ���<	�� �����' ���
 �	 �  	"���
�������	5 �� ������
 �	
���
����% ��� ��� ��	�� 6��� ����
 �� ��% C��	� ��	
�� ���� ��������	 ��	
����	 9������������� �	������	 ��$ �����
 � ���� ������ ���	
�� �����'; �� 	�� ����� 
5 ��� �	 ������� ����	� ��
��	� F//G�

6� �������� �� � ������� �	 �� ����������� ��� �� ���	 �� � 
����� ���������
6���5 �	�������	� ���	 �	
���
��� ����	� �	
 �	��
 ����	 �	������ ��	 � �������

��� ���	� ������� �������� 9B�; ����
� *�� ���"���� �	��%��� � ���� � ������	�
�� �� B� ���� ��  	�� ��	� ����
 �� ����
 �� �� � B�*& �������� ����
�����	� ������� �������� ��
� �� ������������� 
�����	� �	
  	�� ��	�
9*&; ����������� ���������	 F��5 �.5 !�G�

7����5 �� ���� ������� ����
 �	 ��	� %��� ��� ��������� ������� �� ��� 
!�������� (���
������� 9���� ����
 ������ " ����� �	��%���; F��5 �.5 ��5 �/5 �!5
/�5 /!5 !.5 +.5 �#�5 ���G ���� 	���� 
����	����	 �� ������� �������� �� ����"
�	��� ������� �	 �� ����� �� ��������� ��������� 6��� ���	�1� 
�� 	�� �1���
�	% ��	�������� ���������	 �	 �� �����"���� 6� �����"�����	 ������	 �� ������

�� ��� ���	� �� �	���� �� �� �����"���� �% 
����
 �	��%��� �� �� �������������
�	 ��"����
 ����	����� ����� ��	�� 9,-&;5 ��������
 �� ���� ���	��� ��	�
,-& �� �%������% �	��%$
 �% *&�5 �� ����
 �� ������� ����
 FE2�

4	 ���� ���� ���� �	 �������� �� ��
� 6�� ����� �� �	��%��� �� ��	��
�
 �	

��% �� ����
 �� �� 
���� �	
 
����� 4	 �� �����"��� ������� �� ��	��
�

�� �����	��� �	
 �� �����	��% �� ���	 �	�� �����	� �	 �� �����"���� �%
,-& �	��%���� ,-& �����
 � ������������% ����	����� ��� �� ������������� �	

���� ����� 	���� �� ������% �� ���� ��������	 ��	
����	 F�)5 �!5 +)G5 ����� �����
��	
��	��� ���������	 �� �� �����	�$����	 ����%E

d < l << L 9���;

��� d �� �� �	������	 ��$5 l �	
 L �� �� ������������� ����� �� ,-& �	
 ��
�����"
����	5 ��������%� 4	 �������5 �� ��'���� ���� �� �� ����� �� 
��	���	�
l/L5 ��� ����� �� �����	�$����	 ����% ��	 � ��
5 �� �����
 �� #���

6� ��������� ��������� �� ����������	�� �����	�$����	 ��� 	�	��	�� �������
���	� �% 
������$����	 �� �� �����"��� �	
 ����������	 �� �� ����	����� ��"
��� ��	�� 9,-&; �� ����
 ���	�� 9������% �� H���� �	�������	 ���	�� ���  	��
��	� �	��%���;� ��  ��� �	 �� �����"���� ������	��% ������� �������� �� ��"
���
 9��� �� �� ����� �� �	���	 ��� ������
 ��� ,-&; �� ������ �� ����	�
�����	� �	���	� Δε0 9�� �����
 ������ 〈σ〉; ��� �� ���	 ���
 �	���	�� ����
� �����	 ���� 9�� ����� ����; �� � �����"���	� 
����	� ���	
��% ��	
����	� ���
��������
 ,-&� �������
5 �	 ��� ��� ��� �� �	�����"���	
��% ���� ������� 
"
 	
 ��� ,-& �� ����
 �% *&� �� ������ ����� ������� �����	 �	���	� 〈Δεp〉
�� ����� ����� �	���	� 〈Δσ〉5 ���� ��� ������ �	
 ������"������� ��������� 6�
<���� ������� �������� �����	
 ���� ��% �� ���	���
 �� �� H���� �	�������	
���	��� &���� ��������	 �� ��	
���
 �	
 ���� ��� �� � 	
 �� ����������	 ��
����	��
 �� �� ����	� ��� ����
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6� �	��� ��������� ����� �� �������E

�� (������$����	

: �	����� ��� �	�����	 �� ���� ����� �	
 �����"�����

: ������	 �� ���	�� 9,-&; �� ����� �� <���� �������� �� ������
 �% �	�"
�%��� �� �� �����"����

�� 4	����� 
����	����	 �� �����	�$
 ������� �������� 9��� �% �	���	 ���
��� ,-&;

�� �����"���� �	��%���

: 
����	 �� �����	8����� ���� �	 �� �����"��
% �� ����� ���������� ���	
�"
�% ��	
����	� ��� ,-&

�� �����"���� �	��%���

: �������	 �� �� ,-& ������ ��� ����	� Δε0 ���	 ���� �� �����"����

: ���� ��������	5 �
�����	 �� �� ,-& �������	 ���� �% �
����� ��� � 	�	�

: 〈Δεp〉 ����������	

/� 6��	��� �� <���� �������� �� �� H���� ���	��

!� �������	 �� �� �����"���� ������ ���� <���� ������� �������� �	
 �"
����� ������� �����	�

+� �����"���� ���� ��������	 �	


: ��� � 	�	� ��

: ���
 �	���	� ��

: 	
 �� �� �	��%���

.� H@ 6@ �

B���������	�� �����	�$����	 ��������� ���	�
 ���� �� �����������% �����"
����
 �	 *��� ���� *��� 	������� ���	� �� ��� ���� �	 ��������� �� ����� ���"
��	����	�� 6� ���	 
������� �� � ���� 	���� �� ,-& ��	� ��% �� ��������
 ��
��� H���� �	�������	 ���	�� 4	 ���� ���� ������� ��
� �����	� �� ������
 �� ����

���� �������
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Δε0

*&�

*&�

〈Δεp〉
〈Δσ〉

*���� ���E B���������	�� �����	�$����	 ����������

��# $��	���� ����� �!����� �������

�
����� ��� � 	�	� �������� �� ��% C��	� ���	�1�� ���� 	��� ���� ��
���� ������� ���� ���
 �������% �	 � �������% ����� ���� �	 �"��������� ����
������ �� ��� �������	� �����		�� �
����� ����
� �� ��% �����5 �������%
��	 �� ��	��
�
 ������ ��� �	 �������� �������	 �� ��	��������� ������ 4	 ����
���� ������  	�� ��	� ���� �� 	�� �������5 ����� �	���� �� �� 	���� ��

��� �� ��
�� �� 	�� ����
 �� ���������	�� �������	� �� �� �������	�

H	����%5 �	 ��% 
����	����� ��� ���	 �%�� �� �
�������	E h"�
�������	 F!5
�#G5 ��� �� ��	� ��$ ����� ������� ���	��	� �� ��
� �� �����'������	I p"
�
�������	 F)5 �#5 ��G5 ��� �� ��	� ��$� �� ��	���	�5 ��� �� ��
�� �� �� ����
��	����	� ���%� 4	 ��
� �� ������% ��� ����
� ���� ��� � 	�	� �������� ���
� ��� 
����	 ���� �� �	������% 
������$
 �% �+ ��	�� ���� ���	
 ��
� ����
��	����	� 9*��� ���;5 �� ���	�
 �	 *��� ����

x y
z

8

7

6

5

4

3

2

p = 1

*���� ���E 4	����� ���� 6� ������ 
	�� ��
� �� �����'������	 p�
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*���� ���E h �	
 p ��� � 	�	� ���������

6� 	'� ����������% �� �	 �
����� ��������	 �� �� '����	� 	�
� 9r"�
�������	;
F��5 �#�G �	 ��
� �� ��	���$ � �������	 ����� 6��� ����
 ��% � ���� �����	

���� �� p"����
5 ��� �� ���� ��	����	� ��% � �	����
 ������% ���� �

����	��
������% �� 	�
� ����	�� 4�� ����������	 �� ���	�
 ��� �	 ���� F+�G�

�	���� ����	���� �� �
�������	5 �	��	 �� �� hp"����
 F�.5 �)5 �#5 ��G5 ���"
��	� ���� h �	
 p �	�� 4�� ���	 �
��	��� �� �� '��		���� ��	���	�5 ���

||u− uh||1,Ω ≤ Ce−αNβ

9���;

������� �� h �	
 p �
�������	 ���	�1��5 ��� �	�% �������� ��	���	� ��% �
�����	
5 ��� ��� �( ������� �	 ��% '��� ����

||u− uh||1,Ω ≤ CN−p/3 9���;

���E u �	
 uh 
	�� '��� �	
 *& �������	�5 ��������%I C, α > 0 �� ��	���	��5
β � 1

3
5 N 
	��� �� 	���� �� 
��� �� ��
��5 p �� �� ��
� �� �����'������	�

6� 1��������� ���������	 �� �� ���� ��	���	� ��� �������5 ���� �	���	
5
�
����� ��� � 	�	� �������� �� ���������
 �	 *��� ��/�
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$�������	�	� ��������� F+/5 .�G �� �	 C��	� ����	���� �� �
�������	 ������% ���
�����'������	 � ���� � ����� �� �� �������	� , 	�	� �������� �� ���� �%� ��
���
 �	 ��	���$�	� �� ���� �� � �������
 1��	���% �� �	����5 ��� 
�������	�
�� ����
 ���	�5 ����� ���	 �� ������ ���� 	����

4	 ���� ���� �� ����������	� �� ������
 �% �� ��������� hp"�
������� *&�
������
 �% (������$ � ��� F�!5 �+5 �)G ���� 
����� ����"��	�����
 ������ ���� ��
������� ������� 	���� �� 
��� �� ��
��� 6��� ��������� ��� �
�������	 ���
����������% ��
 ��� ������� ��	�� �������� 4�� �% ���� �� �	 ���������� ������% ��
�	��������� h5 p �� hp ��� � 	�	�� 6� ������% ������
 �	 F�)G �� ���
 �	 ��
�	���������	 ���� ������5 ����� �� � ���
 ���� ���	
 �� �� ��� �����'������	
���� ���� �	 ���	5 ��� ������ ������� �% �� B�?� ����5 �� �� ���� ���	
 ���
�� ������ �����'������	 ����� 6� �����	���	
 �	���������	 ���� �� ������

����	� �� �� �  	 ��� �������	 9uh/2,p+15 
	��
 �� ��� �� ��� �� �����%
�% u; ���� ���� �� � ��������� ��� �� '��� �������	� ���� �	 J'���J �������	 ��
�	�������
 ������% �% �� ������� 	� hp"� 	
 ����� 6� 
�<�	� ���	 u
�	
 ��� �	������	� �����'����� �� �	���������	 ���� �	
 �� ������� �	���������
��� � 	�	� �� 
����	
 �	 ���� � ��% ���� �� �
�����	 �� �� �	���������	
���� �� 	���� �� �

����	�� 
��� �� ��
�� �� ��'����� 4� ��	� ���� ��� ��
����� ��� �� ������� 9h5 p �� hp; � 	�	� �� 
����	
 �% ��'���$�	� ��
�������	� '������	

ω =
|u−Πhpu|2H1 − |u− Πhpoptu|2H1

N0 −Nc
→ max 9���;

���� �

����	�� ���������	 ���� �� ��� �� �	"��������5 ��� Πhp5 Πhpopt 
	��
H1 ��������	"���
 �	������	�� F+�G �	 �� ����	� �	
 ������� ����5 ��������%I
N05 Nc �� �� 	����� �� 
��� �� ��
�� �	 ������� �	
 ����	� ����� 6�
��'���$����	 �� ������
 �% ����� ��� � ������� ����� �� ��� ������� hp � 	"
�	���

6���5 �� ��������� �� �
�������	 �������� ������ ���� �� �������	 �� �� ������
�	 �� ����	� 9�����; ��� 9uhp;� 6�	5 �� � 	�	� �	 ���� h �	
 p �� ������

�	
 �� ������� ��� �� ����
 �% ��'���$����	 �� �� ��	����	 ω 
 	
 �% &1�
9���;�

*�� ���� ������� ����������	 �� ��  	 ��� �������	 ��% � ���"��	����	��
7����5 �	�% ��������% ��	���	� �������	 �����	
 �% ��� � ���� ���"���
 ����� ��%
� ��
 �� ���
 �� ������� hp"� 	�	��

6� ��	�� hp"�
�������	 ��� ���  	�� ��	� ��� �� ���A% ���	�
 ����E

�� ���� �� ������ �	 �� ����	� 9�����; ��� −→ uh, p

�� ���� �� ������ �	 ��  	 ��� −→ uh/2, p+1

�� 4� ||uh/2, p+1 − uh, p|| �� �������� ��	 �6@2

�� *�� �� ����� ��� ��	�� 
����	 �� ������� 9h5 p �� hp; � 	�	�
���	� ������� ��	����	 
 	
 �% &1� 9���; �	
 ���������	 ���� �� ��� ��
�	"�������� �� � ��	�����	��
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�	 '���� ��  	�� ��	� ��� �	���
 
���	� ��������� hp"�
�������	 ���"
��� �� ����	 �	 *��� ��!� 6��� ��������� hp ����
 �� � ���	�1�5 ����� 	����
����������	 �� ���	� ��	��% ��	���
 �� A���	
 ��	�� ������� �����	� <��� 6���
�� 	���
 �% ���������� �����	� �� �� ��
� �� �����'������	 ���	� �� ����� 
�"
�	���	�5 �%������% �� ��
� � �� �����5 
��	�����
 �	 F�##5 �#�G ��� ���	"����

��������� ��
��	��

*���� ��!E �
����� hp ��� � 	�	� ������% 9������ �	
���� ��
� �� �����'���"
���	;�

4� ��	 � ���� 	����
 �� '���	� �� �	"�������� ���� ���� ��	��	� 	�
�5
��� �� ��	��	���% �� 
�������	�� �� 	����
 �% �� ��	�����	� �����'������	�
6��� ��% 	���� �� �	�	��	� �� �
��
�



������� �

������� 
���������	�

6��� �����	 �������$� �� ����������� ����������	�5 ����� �� �� ����� �� 	�"
������ ����������	�

��� ���
�%���!� 	
�!�� ��
 ����
�"���� � ����
��!

6� �����"���� ������ ��� �����	��� 
����	 Ω �� ��������
 �	 �� �������	�
��%E �� �	��� �� �������	
	�� u(x, t)% ���	��	� σ(x, t)% ����� ������ ε(x, t) ��
������� ������ εp(x, t)% ���� ���� �� 	�	�! ��
	 ����� t �� ��� 	�	�! �����
�� ωi

���� �
���� 	���� �	��� �� 	������ 
��	���� ����
	�	�� C ��	 �������� �������
�!��	
 �� 	&������ �� ������	�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

	2 σ̇ + Ẋ = 0 ∀ t, x ∈ ωi ⊂ Ω

σ̇ = C[ε̇(u̇)− ε̇p] ∀ t, x ∈ ωi ⊂ Ω

ε̇ = 1
2
[∇u̇+ (∇u̇)T ] ∀ t, x ∈ ωi ⊂ Ω

ε̇p = f(σ,χ, . . . ) ∀ t, x ∈ ωi ⊂ Ω

K �	����� �	
 ���	
��% ��	
����	�
K ��	��	���% ��	
����	�

9���;

���E X 
	��� ��
% �����5 f �	
����� �� ��������	 ��� �� ������� �����	 �����
�������	 �� ���� ������ �� ��% ���"��	����	� �	
 �1���� 	������ ������� �����
������5 ���� 	��	��	� ���	� �� ���5 ��� �������	 �� ������% �		�����%� (����"
	����	 �� �� �������� ���� �� ������� �	
 �� ������ ������� �� �� ���� �������� ��
����	�5 ������5 ���"���� �	��%��� �� ������
 �� ��	���$ ����������	 ���� ����"
��� ����	� ���������% �� �� �������



������� ������
	����   

��� ���
�%���!� ����"���&�� 	
�!��

4	���
 �� �����	�� ������ 9���; �� �������	�5 ������ 
 
� �� �����	�$����	5 ��
�
���� � �	��%$
E �� �	��� �� �������	
	�� u0(x, t)% ���	��	� σ0(x, t)% ����� ������
ε0(x, t) �� ������� ������ εp0(x, t)% ���� ���� ��� 	�	�! ��
	 ����� t ∈ [0, T ] ��	
�������� �	������ ����'⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
	2 σ̇0 + Ẋ = 0 ∀ t, x ∈ Ω

σ̇0 = Ceff [ε̇0(u̇0)− ε̇p0] = Cep
eff(t)ε̇0 ∀ t, x ∈ Ω

ε̇0 =
1
2
[∇u̇0 + (∇u̇0)

T ] ∀ t, x ∈ Ω

K �	����� L ���	
��% ��	
����	�

9���;

��� �����
 ����� �� 
	��
 �% ��������� J#J5 ���� �� ������ ��% � ������

���	� ���� �	��� �� ������ <���� ������� �������� Ceff �	
 �	������ �����	
���� ε̇p0 �� ������"������� <���� �	��� C

ep
eff �	
 ����� �����	 ����� 6�� 1��	�����

�� ������
 �	�% �� ����
 ���	�� �� �� ��
% �% ����� �	��%��� ������
 �� ��
�����"���� �	 ,-& ��������
 �� ���� ���	���

6� ��� ����������	 �� �� �����"���� ������ ��% � ����
 �	 �� ����E ��
�	�� �� �������	
	�� u0(x, t) ∈ V 0 + û0% ���� ���� ��� 	�	�! t ∈ [0, T ]∫

Ω
ε0(v) : Ceff ε̇0(u̇0) dΩ =

∫
∂ΩN

ˆ̇t0 v ds+
∫
Ω
ε0(v) : Ceff ε̇

p
0 dΩ +

∫
Ω
Ẋv dΩ

∀v ∈ V 0

��∫
Ω
ε0(v) : C

ep
eff(t) ε̇0(u̇0) dΩ =

∫
∂ΩN

ˆ̇t0 v ds+
∫
Ω
Ẋv dΩ ∀v ∈ V 0

��∫
Ω
ε0(v) : σ̇0(u) dΩ =

∫
∂ΩN

ˆ̇t0 v ds+
∫
Ω
Ẋv dΩ ∀v ∈ V 0

9���;
��� T 
	��� ��  	�� ��� �� �� �	��%���5 V 0 = {v ∈ [H1(Ω)]n, v = 0 �	 ∂ΩD}5
∂ΩD �	
 ∂ΩN �� �� (������� �	
 3���		 ����� �� �� ���	
��%5 ∂ΩD∪∂ΩN = ∂Ω

�	
 ∂ΩD ∩ ∂ΩN = ∅� ˆ̇t0, ˆ̇u0 �� �	��	 ���� �� �������	� �	
 
�������	�� ���	� ��
3���		 �	
 (������� ����� �� �� ���	
��%�

4	 ���� ���� ��� ����������	 �	 ���� 9���;1 ��� ��
�

��� ���
�%���!� 	
�!�� ��
 ����
�"���� � ����
��!

6� �����"���� ������ �� 
 	
 ��� ����	����� ����� ��	�� 9,-&; ��"
������
 ���� ����
 ���	�� �� �� �����"��
%� 6� ������ ��	����� �� ������	�
���	
��% ��	
����	� �	 �� ����� �� �����	� �	 �����	��� �����"
����	 �	
 ����"
���	 �� �� �	�����:���	
��% ���� ������ 
 	
 �	�% �	 ,-&� ��
% ����� �� 	��
��	��
�
 �	 �� 1��������� 1�����	� F+�G� 6� �����"���� ������ ��% � �����"
���
 �	 �� �������	� ����E �� �	��� �� �������	
	�� u(x, t)% ����� ������ ε(x, t)%



������� ������
	����  �

���	��	� σ(x, t) �� ������� ������ εp(x, t)% ���� ����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

	2 σ̇ = 0 ∀t ∈ [tk, tk+1],x ∈ ωi

σ̇ = C[ε̇(u̇)− ε̇p] ∀ t ∈ [tk, tk+1],x ∈ ωi

ε̇ = 1
2
[∇u̇+ (∇u̇)T ] ∀t ∈ [tk, tk+1],x ∈ ωi

ε̇p = f(σ,χ, . . . ) ∀t ∈ [tk, tk+1],x ∈ ωi

u̇ = ˆ̇u ∀t ∈ [tk, tk+1],x ∈ ΓD

σ̇ n = ˆ̇t ∀t ∈ [tk, tk+1],x ∈ ΓN

u̇− = u̇+ ∀t ∈ [tk, tk+1],x ∈ Γ0

ṫ− = −ṫ+ ∀t ∈ [tk, tk+1],x ∈ Γ0

9���;

��� ωi 
	��� i"�� �����	��� ���
����	 �� �����	��� ,-& 9i = 1, . . . , N;5
ΓD �	
 ΓN �� �� ����� �� (������� �	
 3���		 ���	
��%5 ΓD ∪ ΓN = Γ �	

ΓD∩ΓN = ∅5 Γ0 �� �� �	����� ���	 ������� ��������� ˆ̇t, ˆ̇u �� �� �	��	 ���� ��
�������	� �	
 
�������	�� ���	� �� 3���		 �	
 (������� ����� �� �� ���	
��%5
f 
	��� �������	 ��� �� �	������ �����	�� 2���
�� ���	
��% ��	
����	� ��% � ����
��
 �	
 ��% �� 
������
 �	 �� 	'� �����	�

6� ��� ����������	5 1�����	� �� 9���;5 �� �� �������E �� �	�� �� �������	
	��
u(x, t) ∈ V 0 + û% ���� ���� ��� 	�	�! t ∈ [0, T ]∫

ωi
ε(v) : C ε̇(u̇) dΩ =

∫
ωi
ε(v) : C ε̇p dΩ +

∫
ΓN

ˆ̇t v ds ∀v ∈ V 0

��∫
ωi
ε(v) : Cep(t) ε̇(u̇) dΩ =

∫
ΓN

ˆ̇t v ds ∀v ∈ V 0

9��/;

��� V 0 = {v ∈ [H1(Ω)]n, v = 0 �	 ΓD}�
4	 ���� ���� ��� ����������	 �	 ���� 9��/;1 ��� ��
� 6� ��������� ����������5

���"�	
�	
	�5 J2 A�� ���������% ���� ��	�� ��	����� ���
	�	� �� ��
 ��� �������
������� ��
��	�� 6���5 �� �
������� ������ �� ���	

 �% �� ���� %��

������

φ(σ) =
1

2

(
s− 2

3
Hεp

)
:

(
s− 2

3
Hεp

)
− k2 9��!;

���E s �� �� 
������ �� ����� �	���5 H 
	��� ��	����� ���
	�	� �������5
k = σy/

√
3 �� �� ���� %��
 �����5 σy 
	��� %��
 ���	����

2������ �����	 ��� �� ���	 �% �� ���������� ������� A�� ���

ε̇p = γ
∂φ

∂σ
9��+;

��� γ ���	
� ��� �� ������� ���������� 6� �������	� M��	"6���� ��	
����	 9���
"
�	�8�	���
�	� ������	; �����
 ���� � ����� 


γ ≥ 0, φ ≤ 0, γφ = 0 9��.;



������� ������
	����  �

&<���� ������� �������� �� 
����	
 �	 ���� � ��% ���� �� �������	� ������	
���
� 〈

σ̇
〉
= Cep

eff

〈
ε̇
〉

9��);

���
〈 · 〉 
	��� �� ����� ����� �� � 1��	���% ��� �� ���� ,-&5 ���

〈 · 〉 =
1

V

∫
V

(·) dV

*�	���%5 �� 7���"��	
� ��	
����	 9����������	��% ��	
����	; �� ��������
 ���
������% ��	

 ������������� F�.G〈

σ : ε
〉
=

〈
σ
〉
:
〈
ε
〉

9���#;

4	�������	 �	 ��� �� �� ������ 9���; �� ������% ������
 �% �� �������

&��� ���� �	
 �� ��
��� ����	 ��������� 9� ��� F)�G;� ���� ��	����	� ��
��� ����������	 �	�� �� �	���	��� ����5 �� ����� ���
 ������% �� ����	�
 �% �
�1�	� �� ���"���
�� *�� ��� ���"���
 �� �������	 �	���	� �� ������
 ��������%
�% �1����	� �� ��� H���� �	�������	 ���	� ��� ���	� �� �� %��
 ��	
����	 �	

������ ���	��� 1�����	� �� �� 	
 �� ��� ���
 �	���	��

6� ��� �	��	 ��������� ���� �� �� �� 
����������	 �� �� ����� �	���	�
�	�� ��� �����E �� ������ ����� �����		� 9σtrial; �	
 �� ������� �������� �����		�
9�σ = −C�εp; ������
 �% �� ����	 �����	� ����
 F)�G 9��
��� ����	 ���������
��� �� ���� %��
 ��	����	;� 6� ����� ���� �� ������
5 ���  '
 ������� �����	
�	���	� �εp5 �% �� ���	��� &1� 9���;1 �����	
 ���� &1�� 9���;2,3� 6�	 ��
������� A�� ��� �	
 �� %��
 ��	
����	 ��	������5 �	 �� ��� �� ��	���	� ���
	�	�5
�� �������	� 	�	��	�� �%��� �� 1�����	� ���� �� ��
 �� 
 	 �	���	�� �� ��
�������� ����� �� ����� 9�σ; �	
 �� ������� ��������� 9�γ;⎧⎨

⎩ C−1�σ +�γ ∂φ
∂σ

= 0

φ(σtrial +�σ) = 0

9����;

6� �%��� �� 1�����	� 9����; ��5 �	 �	���5 ����
 �% �� 3���	",�����	
����
� 0�����%5 �	 ��
� �� ����� 1��
����� ��	���	� �� �� ������� ������5
�� ��"����
 ����������� ��	�	� ��
���� �� ������
 �	���
 �� ��	�	� �	�

��# �� ���
� ����������

@	 ��% �� ��� ��	
� �� ���	
��% ��	
����	� �����
 �� ,-&E Dirichlet5 Neumann
�� periodicity� 6� ����� �	 �� �� ���� ���������� ��� � ����
�� �������������
F�/5 !!5 ��#G ���� �� �����������% ���	�
 �	 *��� ����



������� ������
	����  �

A

B

C

&<����
�������

�
��
��
�
��
�	
�

��$ �� ,-&

*���� ���E 4	A�	� �� ���	
��% ��	
����	� �	
 ,-& ��$ �	 �������% �� <����
��������E A : �	����� �������	 ����5 B : ��	�� 
�������	� ����5 C : ����
�� ����

2���
����% ��	
����	� ��% � �����
 ���� ���� 
������$����	 �	
 �������	�
�� ������ �%��� �� �������� 1�����	� �� 
�����% �	 ����������	 �� �� �������

>� ��  ��� ��	��
� �� ������ �%��� �� 1�����	�

Ku = P 9����;

������	�
 ���� NC ��	�����	�� ������	� ��� ���� ������	� ����
����% ��	
����	�
��� ���������� 
��� �� ��
��

Au = b 9����;

6�� ��	�����	�� ��% � �����	�
 ��� ���� �% ������ ��	
	�����	 F/+5 !+G �� �%
�	���% ��	����	 ����
 F��G5 ��� �� ��	�����	�� �� �����
 �% ����	��	� �%���
�� 1�����	� 9����; ���� �	���% ���� ��������$
 �% 	������� ������ Wi 9i =
1, 2, . . . , NC;�

(K +ATWA)u = f +WATb 9����;

�� �% >����	� ���������� �
��	����	5 ��� ��� ��� ��	�����	� �	 �

����	�� �	�	��	
λi �� �
���	
 �� �� ������ �%��� �� 1�����	�[

K AT

A #

] [
u
λ

]
=

[
f
b

]
9���/;

6� 	'� ����������% �� �� �	���
�� >����	� ��������� ��	����	 �� �� ��� �����"
�����	� 6��� �������� �� �����
 ��� �� hp  	�� ��	� ����
 �	
 �� �� 
�����

���A% �����



������� ������
	����  �

*�� ���	 ����� ���� �	
 ,-& 
	��
 �% ω5 �� ����
�� ���	
��% ��	
����	� ��
�����������% ���	�
 �	 *��� ����

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

x
y

a

a ω

τx

τx

τy

τy

px px

py

py

*���� ���E ,-&� 2���
����% ��	
����	��

6�% ��% � ���� 
 �� �������E

• ux|Γ3 = ux|Γ1 + d15 ux|Γ4 = ux|Γ2 + d2

• uy|Γ3 = uy|Γ1 + d35 uy|Γ4 = uy|Γ2 + d4

• t|Γ3 = −t|Γ15 t|Γ4 = −t|Γ2

��� t = σn� ���� 
�������	�� �� ����
 ����
�� �	
 �������	� : �	������
��
F/�5 !+G�

6� ������ ��% � ��������
 �	 �� �������	� ��� ����E �� ��	 �������	
	� �	��
u �� ��	 ������� ��
��	�� px, py, τx, τy ∈ W = L2(Γ)% ���� ����'⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
ωi
εij(v) Cijkl εkl(u) dΩ =

∫
ωi
εij(v) Cijkl ε

p
kl dΩ +

∫
Γ
vi ti ds ∀v ∈ V0

−
a∫

0

ux|Γ3 qx dy +
a∫

0

ux|Γ1 qx dy = −
a∫

0

qx d1 dy ∀qx ∈ W

−
a∫

0

ux|Γ4 sx dy +
a∫

0

ux|Γ2 sx dy = −
a∫

0

sx d2 dy ∀sx ∈ W

−
a∫

0

uy|Γ3 sy dx+
a∫

0

uy|Γ1 sy dx = −
a∫

0

sy d3 dx ∀sy ∈ W

−
a∫

0

uy|Γ4 qy dx+
a∫

0

uy|Γ2 qy dx = −
a∫

0

qy d4 dx ∀qy ∈ W

9���!;

���E ∫
Γ

vi ti ds = −
a∫

0

(vx px + vy τy)|Γ1
ds−

a∫
0

(vx τx + vy py)|Γ2
ds+

+

a∫
0

(vx px + vy τy)|Γ3 ds+

a∫
0

(vx τx + vy py)|Γ4 ds 9���+;
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6� ����������	 �� �� �	������ ������ �	 �� �����"���� �� ����
 �	 ��
�������	� ����E �� ��	 �������	
	� �	�� u% �� �	�� �� ��	 �	������ ����� ε �� ���	��
σ% ���� ������! ��
����	����! ��	 �������� 	&������'⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− dσ
dx

= q(x) ∀ li ∈ (0, L)

σ = E ε ∀ li ∈ (0, L)

ε = du
dx

∀ li ∈ (0, L)

u(0) = 0

σ(L) = P
A

u(a−i ) = u(a+i )

E1u
′(a−i ) = E2u

′(a+i )

9���;

���E ai 
	��� � ���	� �� �������� �	����� i = 1, . . . , n5

E =

{
E1 9�����;
E2 9�����;
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E1 E2

l1 l2

l

L

P

,-&

q(x)

q = ax+ b
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��
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��
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 ��	 �� ��
����� �� �����
 ������ �	
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Eeff =

〈
σ
〉〈
ε
〉 9���;

�� �	��%������% 
� �� �� �	��	 
�������	� �� �� ����� ��	
 ��
 ��� 	
⎧⎪⎨
⎪⎩

ΔL = PL
AEeff

=⇒ Eeff = E1E2

n1E2+n2E1

ΔL = PLn1

AE1
+ PLn2

AE2

9���;

���E n1 =
l1
l
5 n2 =

l2
l
5 l �� �� ,-& ��$�

6� ��� �	������ ������ ��� ����
 ��� �� �������	� 
���E
E1 = 150H2�5 E2 = 50H2�5 n1 = 25%5 n2 = 75%5 L = 1�5 l = 0.04�5 P = −15�35
a = 125 �38m25 b = −50 �38��
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L
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(uh − uh/2)2 dx 9���;
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 �������� F++5 �#/5 �#!G �� ���	�
5 �� ��� �� ����
������������ �� ��
��	� ���� ��������	5 ��	� ���� ���� �� ��	���� ��� ���������% ��
�� �������

,�� -		�
 � �� �		
����

6��� ����
 �� �� �����	�$����	 ���� ������	� �� �� �������	� ���� ���	

������
 �	 F++5 �#/5 �#!G

I0 = I −C−1Ceff 9/��;

||u− u0||E ≤ ζ���
���
=

{∫
Ω

I0∇u0 : CI0∇u0 dx

}1/2

9/��;

��� u �	
 u0 ���	
 ��� �����	��� �	
 �����	�$
 �������	5 ��������%I C �	

Ceff 
	�� ��������% �	��� ��� �����	��� 
����	 �	
 <���� ��������% �	���
��� �����	�$
 ��
%� 6��� �������� ��� ��� 
 �	 �� �( '�����



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� �"

�������� �&��!��  ��� ����(����

6� ��� �	������ �	
 �����
 ������� 
����������	 �� �����������% ���	�
 �	
*���� /�� �	
 /���

q

L

P

*���� /��E ��� ��
��

E1 E2

L

l1 l2

*���� /��E ��� �	������� ������� 
����������	�

6� �������	� 
��� �� �����
E L = 1 �5 P = −60 �35 q = 10x + 20 �38�5
E1 = 50 H2�5 E2 = 0.1 · E1

4	 ���� �( '���� <���� =��	� ��
���� ��% � ������
 �� F)+G

Eeff =
E1E2

n1E2 + n2E1

, n1 =
l1
l
, n2 =

l2
l

9/��;

6���5 �	 ��% �����	 
�������� �� �� '��� �������	 ��� �����	�$
 9u0; �	

�����	��� 9u; ��������E

u′0 =
1

AEeff
(−qx+ P + qL) 9/��;

u′ =
1

AE
(−qx+ P + qL) 9/�/;

���E E =

{
E1 9�����;
E2 9�����;

��	� �� �������	� ������	� ���


||u− u0||2E =

b∫
a

(u′ − u′0)
2E dx 9/�!;

ζ2��� =

b∫
a

(
1− Eeff

E

)2

E(u′0)
2 dx 9/�+;



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� � 

���� � �� ������ �����	� �	 �����	� ���� �	 ���� '���� �� �	1�����% 9/��;
������ � �� �� ������	

||u− u0||2E = ζ2��� 9/�.;

6���5 ���� ���� ���	
 �	 �( '���� ���� '��� ����� ������5 �� �� �	
�	
	�
�� �� ���� 
�<�	� ���	 �����' �	
 �	������	 ������� 
����

,�� '��������� � � ������ ��! �����

�	���� ����������% �� ��
��	� ���� ��������	 �� ���
 �	 �� �������	 �� �����"
	��� ������ �	 ����
 ���
����	� ���� ���	
��% ��	
����	� �����
 �	 �� �����
�� �����	�$
 �������	� ���� �	 ���� ������ ��	����� �� � �� ����E

�6&2 �E B����� �� �����	�$
 �������	 �	 
����	 Ω�

u0

*���� /��E 7����	�$����	 ����� 7����	�$
 
����	�

�6&2 �E ���� � ���� �� �� ��
%5 ��� �� ���� �����
 � ������
 �	
 ��	��
�
�����	��� ������� �	 ���� ���
����	�

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

u0

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

u0 �� t(u0)

*���� /��E 7����	�$����	 ����� B��"�< ���� �� �����	��� 
����	�



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� ��

�6&2 �E ���� �� ���	
��% ���� ������ ��� ���"�< �����	��� ���
����	 ����
���	
��% ��	
����	� �����
 ���� �����	�$
 �������	� @����	 �� �������	 �	

��	��
� �� 9uI; �	 � ������ ���	���
 ���� �� �� ����
 �����	��� 
����	
9���
����	 A 
	��
 �% �� �
 ����	��;� &������ �� ���� ���	 �������	 uI

�	
 �����	�$
 �	 u0 �	 ���
����	 A

η =
||uI − u0||A

||u0||A 9/�);

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

u0

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

u0 �� t(u0) =⇒ uI

*���� /�/E 7����	�$����	 ����� �	��%��� �� ���"�< ���� �� �����	��� 
����	�

@	 ��% ���� �� ��� �

����	�� �����

9�6&2 �E; 4	���� �� �����	��� ���"�< ���� �	
 �	� ��� ���� �� ���	
��%
���� ������ ���� ���	
��% ��	
����	� �����
 ���� �����	�$
 �������	 �	 ��
� ��
'���	 �� �	A�	� �� �����
 ���	
��% ��	
����	� �� �������	� @����	 �� �������	
uII �	
 ��	��
� �� ��� �� ��� ���	���
 ��� A �� ��������%�

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

u0

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

u0 �� t(u0) =⇒ uII

*���� /�!E 7����	�$����	 ����� ���	
 ���"�< ���� �� �����	��� 
����	�

9�6&2 /E; 4� %�� ��	� �� ������ �� 1�����% �� �������	 uI ������ �� 
�<�	�
���	 ���� �������	�

γ = ||uI − uII ||A 9/��#;



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� ��

�������� �&��!�� 7 ��� ����(����

*�	�� ��	� �������	 ��� ��� �	������ 9*��� /��; �� ����	 �����
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u

F�
G

*���� /�+E ��� �	������� ������� 
����������	 9�� ����$�	��� ��	;� �������	 ���
�����	��� u 9�� ��	��	���� ��	; �	
 �����	�$
 u0 9�� 
���
 ��	; ��������

*�� �����	�$
 
����	 � ���� �� �� ��
% ��� ������� �� �����	��� ���
�����
 �	
5 ���� ����5 �� ������ ���� ��	����� ���	
��% ��	
����	� ���� ��"
���	�$
 �������	 ��� ����
� 6� ������ ��% � �����
 �	 *��� /�. 9�� ��	
��	;� 6� �������	5 ����� ��� ��
 ��� ���� ��������	 uI 5 �� 
	��
 �% �� �����
��	�

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−6

−4

−2

0

x 10 −3

x F�G

u

F�
G

uI

*���� /�.E ��� �	������� �������	 uI �	 �� ����
 ���
����	 A 9�� ����� ��	;�



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� ��

4	 �� 	'� ��� �� �����	��� ���� ��� �	����
 �	
 �� 	� �������	 uII ���
������
 9���	�
 �	 *��� /�);�

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−6

−4

−2

0

x 10 −3

x F�G

u

F�
G

uII

*���� /�)E ��� �	������� �������	 uII �	 �� ����
 ���
����	 A 9�� ����� ��	;�

*� ������������ �� ���� �%� �� ���� ��������	 �� ��	��
�
� 6� ������ ��
������
 ����

||uI − u0||0,A
||u||0,[0,l] ≈ 2.57% 9/���;

||uII − u0||0,A
||u||0,[0,l] ≈ 2.82% 9/���;

||u− u0||0,[0,l]
||u||0,[0,l] ≈ 2.04% 9��� ����; 9/���;

4	A�	� �� ���	
��% ��	
����	� �� �� �������	 1�����%

||uI − uII ||0,A
||u||0,[0,l] ≈ 0.28% 9/���;

@	 ��% ����� ���� �	A�	� �� ���	
��% ��	
����	� �� �� �������	 ��	 �
	����
 �	 ���� �( '���� �	
 �� �������� 9/���;5 9/���; ��� �� ����	��� ��"
���	�$����	 ���� �������



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� ��

�������� �&��!�� 7 !���� ����� !������ �

6� >"����
 
����	 �	 ���	 �����	 ���� ��� ��	��
�
� 6� ���� �����' ���
��	����
 �% �%��	
�"��� �	������	�5 
��������
 �	������%� ������� �������� ��
������
 �	 6��� ���� �����
 ���	
��% ��	
����	�5 �� ��� �� ������� 
����������	5
�� ����	 �	 *��� /��#�

�#�

�#�

/# �2�

x

y

*���� /��#E ���	
��% ��	
����	� ��� >"����
 
����	� ������� 
����������	�

4	 ��  ��� ��� <���� ������� �������� �� 
����	
 
���	� �	���	 ���
������
 �	 ��� ,-& �� ��$� a× a �	
 2a× 2a� 6� ��
��� �� �%��	
�"��� �	������	
��� r = 0.3a� *�	�� ��	� ���� �����	
 �	 �
�������	 ������� �� ���	�

�	 *��� /����

B�����
 <���� ������� �������� ��E Eff = 129.09 H2�5 νeff = 0.2977 9��
��� ����� ��� ���� ,-&;� 6�% �� ��
 ��� �������	 �� �����	��� �������

*���� /���E ,-& ���� 9������ �	
���� ��
� �� �����'������	;�



#���$���%
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	��� ��

4	 �� �����"����5 ��� �� ��� �������5 �� ����������	� �� ������
 ���
�����	�$
 ������� ���� <���� ������� 
���5 �� ��� �� ��� ����% �����	���

����	 �� ����% �� ������
 ���� ��������	 ���������

6�  	�� ��	� 
������$����	 ��� �����	��� �	
 �����	�$
 ������� ��
����	 �	 *��� /���� 6� *& ��� ��� �����	�$
 
����	 ��� �	���
 �	 ����"
����� hp �
�������	 ������� 7����5 ��� �����	��� 
����	 �	�% h"� 	�	��
�� ��
 �� �� �	����� �� ���� ��������� B�	���� ���� �� 
�������	� �����
�����		�� ��� �����	�$
 �������5 
	��
 �% uL

0 5 �� ���	�
 �	 *��� /����

*���� /���E >"����
 
����	 �� *& ���� ��� �����	��� �	
 �����	�$
 ��"
������

*���� /���E >"����
 
����	 �� B�	���� ���� �� 
�������	� ����� �����		��
ux ∈ F#5 #�#)� �G �	
 uy ∈ F:#�#�� �5 #�#+. �G �� �����	�$
 
����	�



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� ��

6� 	��� 
����	 ��� ��
 �� �����	 ��� ���� �	 L2 	���� 6� 
�������	�
�������	 �� �����' �����	��� 
����	 �� 
	��
 �% uL5 uL

0 ���	
� ��� �����	�$

�������	� ������� ��	�	���	 ��� �����
 ��� ������5 �� ��� �� �����	�� 6� ������
�� ���	�
 ����

||uL − uL
0 ||0,Ω

||uL||0,Ω ≈ 1.08% 9��� ���� �	 >"����
 
����	; 9/��/;

||σL − σL
0 ||0,Ω

||σL||0,Ω ≈ 24.22% 9��� ���� �	 >"����
 
����	; 9/��!;

||εL − εL0 ||0,Ω
||εL||0,Ω ≈ 33.86% 9��� ���� �	 >"����
 
����	; 9/��+;

4	 ��  ��� ��� �����	��� ���
����	 A 9� *��� /���; ��� ���"�< ���� 
�"
���	 Ω ���� ���	
��% ��	
����	� 9
�������	��; �����
 ���� �����	�$
 �������	5
�����'����
 ���	� 
�� �� ����
 ���
����	 A �% ."th ��
� >�	
� ���%	������
9*���� /��� �	
 /��/;�

��
��
��
��

��
��
��
��

Ω

B

A

�� !�

���

�!�

*���� /���E >"����
 
����	 �� ���	
��% 
�������	� ��� �����	��� ���
����	
A �����
 ���� �����	�$
 �������	 9�����
 �����;�

*���� /��/E >"����
 
����	 �� B�	���� ���� �� 
�������	� ����� �����		�� ux
�	
 uy ���� ����
 ���
����	 A�



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� ��

*�� �� ���"�< ���
����	 A �����	��� ������� ��� �����
� 6� �������	
"
�	� *& ��� �� ����	 �	 *��� /��!� 6� �
 ��	 ����� ���� B �� �� ���
����	 A5
��� �� �������	 ��� ��	��
�
�

*���� /��!E *& ��� ��� 
����	 A �	
 ������ ���	���
 ���� B �� �� ����

�����	��� 
����	 9
	��
 �% �� �
 ����	��;�

6� (������� ���	
��% ��	
����	� 9� *��� /���;5 �����
 ���� �������	 �� ����"
�	�$
 ��
%5 �� �����
 �� �� ���
����	 A� 6� �������	 �� ����	 �	 *��� /��+�
(����������	 �� ����� �����		� σxx �	 $���
 ���� �� >"����
 ���� �����	��%
���� 	����
 ���"�< 
����	 A �	
 �������	 �����	
 ��� �	
�	
	� ���
����	 A
���� ��	����� ���	
��% ��	
����	� �� ������
 �	 *��� /��.�

*���� /��+E B�	���� ���� �� 
�������	� ����� �����		��
ux ∈ F#�##. �5 #�#�! �G �	
 uy ∈ F:#�#�� �5 #�##� �G �� 
����	 A�



#���$���%
	��� ����� ��	��
	��� ��

*���� /��.E B�	���� ���� �� ����� �����		� σxx ∈ F:�# �2�5 �# �2�G ��� $���

���� �� >"����
 
����	 �	
 
����	 A�

&������� �� ��
��	� ���� �� ������
 ����5 ��� u5 σ �	
 ε ���	
 ��� ��
�������	� �	 ���
����	 B �����	
 �% �	��%��� �	 ���
����	 A

||u− uL
0 ||0,B

||uL
0 ||0,B

≈ 0.91% 9���� �	 ���
����	 B; 9/��.;

||σ − σL
0 ||0,B

||σL
0 ||0,B

≈ 22.08% 9���� �	 ���
����	 B; 9/��);

||ε− εL0 ||0,B
||εL0 ||0,B

≈ 35.73% 9���� �	 ���
����	 B; 9/��#;

||uL − uL
0 ||0,B

||uL||0,B ≈ 0.64% 9��� ���� �	 ����
 ���� �� >"����
 
����	; 9/���;

||σL − σL
0 ||0,B

||σL||0,B ≈ 21.68% 9��� ���� �	 ����
 ���� �� >"����
 
����	; 9/���;

||εL − εL0 ||0,B
||εL||0,B ≈ 34.13% 9��� ���� �	 ����
 ���� �� >"����
 
����	; 9/���;
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4	 �� 	'� ��� �����	��� ���
����	 C 9� *��� /��); ��� ���"�< ���� 
����	
Ω� 6� �������	
�	� ���	
��% ��	
����	� �����
 ���� �����	�$
 �������	 ��
����	 �	 *���� /��) �	
 /��#�

��
��
��
��

��
��
��
��

Ω

D

C

��� �.�

��

!�

*���� /��)E >"����
 
����	 �� ���	
��% 
�������	� ��� �����	��� ���
����	
C �����
 ���� �����	�$
 �������	 9�����
 �����;�

*���� /��#E B�	���� ���� �� 
�������	� ����� �����		�� ux �	
 uy ���� ����

���
����	 C�

6� �������	 �����
 ���� �������
 (������� ���	
��% ��	
����	� �� ����	 �	
*��� /���� B�	���� ���� �� ����� �����		� �� ���	�
 �	 *��� /����



#���$���%
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*���� /���E B�	���� ���� �� 
�������	� ����� �����		�� ux ∈ F#�#! �5 #�#. �G
�	
 uy ∈ F#�#�/ �5 #�#!+ �G �	 
����	 C�

*���� /���E B�	���� ���� �� ����� �����		� σxx ∈ F�# �2�5 .# �2�G ��� $���

���� �� >"����
 
����	 �	
 ���
����	 C�

&������
 ��
��	� ����� �	 ���
����	 D �� �� �������

||u− uL
0 ||0,D

||uL
0 ||0,D

≈ 0.03% 9���� �	 ���
����	 D; 9/���;

||σ − σL
0 ||0,D

||σL
0 ||0,D

≈ 28.43% 9���� �	 ���
����	 D; 9/��/;

||ε− εL0 ||0,D
||εL0 ||0,D

≈ 36.20% 9���� �	 ���
����	 D; 9/��!;

||uL − uL
0 ||0,D

||uL||0,D ≈ 1.18% 9��� ���� �	 ����
 ���� �� >"����
 
����	; 9/��+;

||σL − σL
0 ||0,D

||σL||0,D ≈ 25.8% 9��� ���� �	 ����
 ���� �� >"����
 
����	; 9/��.;
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||εL − εL0 ||0,D
||εL||0,D ≈ 33.44% 9��� ���� �	 ����
 ���� �� >"����
 
����	; 9/��);

6� ����	��% �� �	���	� ���	� ��� ���� ��	��
�
 9� *���� /���5 /���;� 6�
�	��	 3���		 ���	
��% ��	
����	� �� ���	 �	�� �����	� �	 ��� 
��5 �����
�� (������� ���	
��% ��	
����	� �����
 ���� �� �����	�$
 �������	 ��% � ����
��	��
�
�

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

Ω

F

E

.� ���
.�

���

*���� /���E >"����
 
����	 �� ���	
��% 
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����	
E �����
 ���� �����	�$
 �������	 9�����
 �����;�

*���� /���E >"����
 
����	 �� B�	���� ���� �� 
�������	� �����		��
ux ∈ F#�#�! �5 #�#�) �G �	
 uy ∈ F#�#�� �5 #�#�� �G �	 
����	 E�

6� �������	
�	� ��
��	� ����� �� ���	�
 ����

||u− uL
0 ||0,F

||uL
0 ||0,F

≈ 0.13% 9���� �	 ���
����	 F ; 9/��#;

||σ − σL
0 ||0,F

||σL
0 ||0,F

≈ 28.12% 9���� �	 ���
����	 F ; 9/���;

||ε− εL0 ||0,F
||εL0 ||0,F

≈ 34.52% 9���� �	 ���
����	 F ; 9/���;
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@	 ��% ����� ���� �� ��
��	� ���� ��� ������ �� �����	� �� ����� ���	 ���

�������	��� 6��� �� � ��	�1�	� �� ����� ��	�	������	 �� ������� �	������ �	

���� ���	�� �	 ������� �������� ��� �����	��� ��
%�

�������� �&��!�� 7 !���� ����� !������ �

4	 �� 	'� '���� �� >"����
 
����	 ���� 
�<�	� ���	
��% ��	
����	� 9� *���
/��/; ��� �	��%$
� (����������	 �� �����	��% 9�%��	
�"��� �	������	�;5 �������

��� �	
 �������	
�	� ������� �������� 9���� <���� �	�; �� �� ��� �� �	
�� ������� '�����

�#�

�#�1

x

y

*���� /��/E ���	
��% ��	
����	� ��� >"����
 
����	5 1S−2y(y − 10a) �2��

*�	�� ��	� ��� �����	
 
���	� ��������� �
�������	 ������ ��� 
����	 ����
�����	��� ������� �� ���	�
 �	 *��� /��!� (�������	� �������	 �� ����	 �	 *���
/��+�

*���� /��!E >"����
 
����	 �� *& ���� ��� �����	�$
 ������� 9������ �	
����
��
� �� �����'������	;�
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����	 �� B�	���� ���� �� 
�������	� ����� �����		��
ux ∈ F:#�###� �5#�#)� �G �	
 uy ∈ F:#�#�/ �5 #���� �G �� �����	�$
 
����	�

6� ���
����	 C 9� *��� /��.; ��� ���"�< ���� >"����
 ��
% �	
 ������

�� �� ��	����� ���	
��% ��	
����	� �����
 ���� �����	�$
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����	 �� ���	
��% ��	
����	� ��� �����	��� ���
����	
C �����
 ���� �����	�$
 �������	�

6� �������	� ��
��	� ���� 	���� �� ������


||u− uL
0 ||0,D

||uL
0 ||0,D

≈ 0.05% 9���� �	 ���
����	 D; 9/���;

||σ − σL
0 ||0,D

||σL
0 ||0,D

≈ 19.7% 9���� �	 ���
����	 D; 9/���;

||ε− εL0 ||0,D
||εL0 ||0,D

≈ 36.7% 9���� �	 ���
����	 D; 9/��/;
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����	 �� ���	
��% ��	
����	� ��� �����	��� ���
����	
E �����
 ���� �����	�$
 �������	�

4	 ���� '���� ������
 ����� ��E

||u− uL
0 ||0,F

||uL
0 ||0,F

≈ 0.5% 9���� �	 ���
����	 F ; 9/��!;

||σ − σL
0 ||0,F

||σL
0 ||0,F

≈ 18.56% 9���� �	 ���
����	 F ; 9/��+;

||ε− εL0 ||0,F
||εL0 ||0,F

≈ 36.28% 9���� �	 ���
����	 F ; 9/��.;

����� �	
 �����	 ����� �� �� �� ��� ���5 ���� 
�������	� ���� �� �	 ����
������

6� ���� 
�����
 ����
 �� �����	�$����	 ���� ��������	 �

����	���% 
"
����� �	��������	 ����� �������	 �� �� �����"��� ���� ��% � 	�����% ��� ���

��	
�	� �� ����� ����������	 �	��%���� 6� ��������� ��� ��� 
 �	 ��	�� '��"
��� �	�%5 �����5 �� ��	 � ���� ��
 ��� �	������ �	��%����

,�� '��������� ���� �� 
����  �

�% �	����% �� �� '������ ���
��� ���� �	
������ ��� *&� �������	 F+5 .G �� ���
���5
��� �� 
�<�	� ���	 ��� �	
 ����� ��	
 ��
� �� �� ����	�	� 
�<�	���� 1��"
���	5 ��	 �� �������	 �����'������	 �� �����
 �	�� �� 1�����	5 �� ��
 �� ���	

�� �������	 �����
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	��� ��

6� ������
 ��������� �� �����	�$����	 ���� ��������	 ��% � ����
 �	 ��
�������	� ��%E

�� B����� <���� ������� �������� ��� �����	�$
 
����	�

�� ���� �����	�$
 ������ ���� <���� �������� → u0 9&1� 9���;;�

�� B����� ���
��� R �� &1� 9���; ��� �����	��� ��
% ����������	�
�����	�$
 �������	 u0 �	 ����
 ���"
����	�5 ��� �	 ���  	�� ��	�
�	 �� �����"�����

,��
��� �� �� 1�����	

L(u) = f ��� �� ���� R = L(u0
h)− f 9/��);

���E L(·) �� � 
�<�	���� �������5 u0
h �� �  	�� ��	� �����'������	 ��

�� �������	� 4	 ����5 R �� � 
����������	� 4�� 	���5 ����� � �� �	����

�	5 ��% � ���	

 �% �� 	���� �� ������ ���� �� R �	
 ����� �� ��
 ��� 
�������� �� �������	�

*�� �� ��	�� ��������% ������ �� ������ ����

ri = μ(u0i,jj + u0j,ij) + λu0k,kjδij − fi �	 ωk i, j = 1, 2, 3 9/��#;

��� μ �	
 λ �� �� ������� �������� ��� �����	��� 
����	5 u0

�� � �����	�$
 �������	5 ωk ���	
� ��� � �	��	 �� �  	�� ��	� �	
 �

����	 ���� ��	��	���� ������� ���������

�� B����� ����� �� �������	� �� �	������ ��  	�� ��	�� 9
	��
 �% Je
i ;

�	
 ������� �����		�� 9
	��
 �% Jm
i ;

Je
i = t+i − t−i �	 ∂ωk i, j = 1, 2, 3 9/���;

Jm
i = tm1

i − tm2
i �	 ∂ωm ⊂ ωk i, j = 1, 2, 3 9/���;

��� ∂ωk 
	��� �����	 
� �� �
���	� ��	��5 ∂ωm ���	
� ��� ��"
����� 9��5 ��; �	�������

/� Q����
ηR = h||R||0 + h1/2||J e||0 + h1/2||Jm||0 9/���;

�� ����5 �����	�$����	 �����
 	�� � ��
�

� ����	�	� �� ���� ��������	 ��� ��	�� ������� ��% � '����	
 �	 � ����� �(
������� >� �� ��	��
� �� 
�<�	���� 1�����	 ��� �� ��� ������ 9�����	 ���;

− d

dx

(
E

du

dx

)
=
q(x)

A
9/���;

4�� ���
��� ��� ��	����	 u0 ��� �� ����

r =
d

dx

(
E

du0
dx

)
+
q(x)

A
=

d

dx
(Eu′0) +

q(x)

A
9/��/;
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	��� ��

6� ��� E du0
dx

��% � 
����	��	���� 
� �� � ���� �� ���� ��  ��� 
������� ��
u0 �� ��	� �	������ �� ������� �������� �� ������� �	�������

6�����

r =
q(x)

A
+

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Eu′′0 �	��
 ��	� �	
 ������� �����		�

Δ(Eu′0) δ(x− aj) �	 ��	� �	������

u′0(ai)ΔE δ(x− ai) �	 ������� �	������

9/��!;

��� ΔE = E2 − E15 δ 
	��� (���� 
��� ���
�"��	����	5 Δ(Eu′0) 
	��� ����
�� �� ��� (Eu′0)� B�	�1�	��%5 �� ���
��� ���� �	
������ �� ������
 ���	� &1�
9/���;�

����
 	������� '����� ���� ��������� �� ������
 ����
�

�������� �&��!�� 7 !���� ����� !������ �

6� ������
 ���
��� �������� ��� '���	
 �	 �� ��� >"����
 '�����5 �� �	
�� ������� �����	�

*����5 '���� ���� �� >"����
 
����	 ���� ���	
��% ��	
����	� ���	�
 �	
*��� /��# ��� ��	��
�
� B�	���� ��� �� ����
 ����� �����		�5 ���� ��� ����"
�	��� �	
 �����	�$
 �������5 �� ����	 �	 *��� /��#�

*���� /��#E >"����
 
����	 �� B�	���� ���� �� ����� �����		� σxx �	 ���	���

��	� F:/# �2�5 /# �2�G ��� �����	��� �	
 �����	�$
 ���������
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����	 �� 4	����� 
������$����	 9���	
 ��
� ���� ��	����	�;
��� �����	�$
 ��������

&���� �	
������ ���� 	����
5 ��� �� ��� �� ���������%5 �������	 ����� �� ��
��	� �	������5 ��� ηR = h||R|| + h1/2||Jm||5 ��� ��������
 ��� ��� ��	�
�	
 �� �
������� ���� ��� �� �### �38

√
� ��� �����
� 4�� 
����������	 �����


�� ������$ ����� �� �� 
����	5 ��� �����	�$����	 �	���
��
 �� ������ ����
9*��� /���;� *�� /  	�� ��	�� ηR '�

 �	 �������� ����� ����5 ���� �	 ���
��	�� �����	��� ������� ��� ��	��
�
 ���� 	� ��� 
������$����	 ����	
�	 *��� /���� 6��� ��� �����
 �����	� ��� ������� �����	��% �	 ���� 
 ����	
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 �	 6��� /���
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 �������
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�����	�$����	
||σa−σb||0,[C,D]

||σa||0,[C,D]
�#��P

��������% �����	�$����	
||σa−σc||0,[C,D]

||σa||0,[C,D]
�!�/P

6��� /��E >"����
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��	� ����� σa5 σb5 σc 
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(����������	 �� ���� �	
������ ηR = h||R||+h1/2||Jm|| ��� 
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B�	� F�#G5 �� ��� �� R�	�����$ �	
 �������� F���G5 
����
 ���� �������� ��
���� �����	� �������� 2���5 (���� �	
 @�	 F.�5 .�G ���	�
 �
����� *&�
�������	� ��� ���� �����	 ���������%5 B���� � ��� F��G �����
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�� ���������� �	
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 ��� �	 � ������ ��% �	 �"��������� ���� ������� �	 ��
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�����	 ���������� ����� �����'������	 �������%� 4	 ���� �����	 ��
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� ���� �� ���� �������	 ��������%5 �� ���
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% ����E �� �������	
	� u(x, t) ∈ C0(0, 1) (��	�	���	
C2)% ����� ����� ε(x, t)% ���	�� σ(x, t)% ������� 
�������	� γ(x, t) (γ(x, t) = 0 �	 ωe) ��
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dσ̇
dx

= −q̇(x) ∀x ∈ ωe �� ωp

σ̇ = E (ε̇− ε̇p) ∀x ∈ ωe �� ωp

ε̇ = du̇
dx

∀x ∈ ωe �� ωp

ε̇p = 2
3
γ(σ −Hεp) ∀x ∈ ωe �� ωp

γ ≥ 0, φ ≤ 0, γφ = 0 ∀x ∈ ωe �� ωp

φ(σ) = (σ −Hεp)2 − (σy)2 ∀x ∈ ωe �� ωp

u(0) = 0

E du
dx |x=L

= 0

9!��;
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����	� �	
 ���	
��
 ������������% ��	
����	� �� ������"
������� �	������� 6� �'��� ���
�	� ��� �����
 ��

q(x) = − sin (2πx) 2σyπ

�������% �� �	�������	 �	 ���"��� τ 
�	
� ��������% �	 �������% �� �����
�����'������	 �	 ����5 ��	� ���� ������� ��������� �	
 ������� �����	 ��� �� 
"
����	
 �% ����� ���� 4� �� ����� �� 	���� ���� �	���	��� ����������	 �� ���
�	�
�
��� 	���� �� �������	� �	
 ���	�� 	������� �������	 ���� ����	� ��� ��� ���%
���� �� ��� �	�

6� �������	� ������� �������� �� �����
E =��	� ��
���� E = 200 H2�5
2�����	 ����� ν = 0.35 %��
 ����� ����� σy = 200 �2� �	
 ���
	�	� �������
H = 0.2 EI L = 1 ��

&'��� �������	 �� ���� ������ �� ���	�
 �	 *���� !�� �	
 !�� �	 ��
� �� �����"
���� ���� �������	 ��������% �� �� ������"������� �	������ &'��� 
�������	�� �	

������ �� ���	 �% �� �������� ���	�
 ����⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

u(x) = −σy

E

[(
sin 2πx

L

)
L
2π

− x
] ∀x ∈ [0, L

4
) 9������ ����;

u(x) = − σyL
2πET

sin 2πx
L

+ εyx+M ∀x ∈ [L
4
, 3L

4
] 9������� ����;

u(x) = − σyL
2πE

sin 2πx
L

+ εy
(
x+ 3

4
L
)
+M + σyL

(−3
4E

+ E∗
2π

) ∀x ∈ (3L
4
, L] 9������ ����;

9!��;

σ = −σy

(
cos

2πx

L
− 1

)
���E

εy =
σy

E
, ET =

EH

E +H
, E∗ =

1

ET
− 1

E
, M =

σyL

2π
E∗ sin

( π

2L

)
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6� ��� �	 '���� ��� �������� �� ������"������� �	������ �� ��������% ���	��
x = 0.23456789 �	
 x = 0.703703670 �� �����
 9���	
 �( '����;� @�������%5
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���	� ���� �����	
 �% ����% ��������� � 	�	� �� hp �	
 h"�%� 9*��� !��!;5 ��
��� �� ���� �

����	�� h"� 	�	�� ���	� ������"������� �	����� 9*��� !��+;� 4	 ����
'���� ���� � ��
� �����	 �� �
�������	 ������ 
�
 	�� ������ ���� ��	���	�
�	
 �� ��� �	 ��� �����
 ��� �� �����	�� ���������� 7����5 �� 	���� ��
	�����% �
�������	 ���� ���� �����	�� ������ ���� �����
 �������% ��� �
��
�
6� ������ ��� �� ����������	 �� ����	 �	 *��� !��.� @	 ��% ��	���
 ���� ��
�����	�� ��������� hp �
�������	 �� ����� ���	 �� ��
� 
 �	�

��

��

,S#���

�##�2�

*���� !��/E 2������
 ����� ���	
��% ��	
����	�5 ������ �	
 ������� $�	��

x
y
z x

y
z

3(@*S�)�� 3(@*S�.�/.

*���� !��!E 2������
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4	 �� 	'� ��� ,-& ���� � �%��	
�"��� �	������	 ��� ��	��
�
� ���� �������� �	"

��	� ������"������� 
��������	� ���� ��	����� ���
	�	� 96��� ��!;� 6� ��
�
��� ���

 �% ��	���	� ���
�	� q = 220 �2�� ���	
��% ��	
����	� �	
 1�����	�
������� �����	 
����������	 �� ����	 �	 *��� !��)� 6� �	����� ��� �	
 ��� ����
h"�
����� � 	�	�� �� ���	�
 �	 *��� !��#� 0��	� �

����	�� � 	�	� ��
�	����� ���	 ������ �	
 ������� $�	� ��� ����������% 
���
 9� *��� !���;�
B�	���	� ������% �� ����	 �	 *��� !���� ��������% �� �	 �� ������� ���� '����
�� �

����	�� �	��������� � 	�	�� �� ��	�� ���� ������"������� ���
�� �
��

�� 	���� �� 	�����% ���� �� � 	�	���
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*���� !��)E ,-&� ���	
��% ��	
����	�5 ������ �	
 ������� $�	��

3(@*S/. 3(@*S�//��

*���� !��#E ,-&� 4	����� ��� �	
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*���� !���E ,-&� B�	���	� ������% 9� : �
����� h"� 	�	�5 � : ���������
hp"�
�������	 ���� �

����	�� h"� 	�	��5 B : �����	�� ��������� hp"�
�������	;�

.�� ��/ �! �� �����

@	�% �	 �� ��� �� � �%��	
� ��
� �����	 �� �� ����% ��������� hp"�
�������	 �����

�	 � ��
 �� �� �� ��	���	�� 2�������% �� ����	 ��� ���	� ��	� �������	�
�	�% �	 ���� ��� ��� �� ���� �� �� ������"������� �	�����5 ����� ����
 ��� �	
�������% ����% ������
 �	 �� �%��	
�� 6�����5 �� ������
 ��
� �����	 �� ��
����% ��������� hp ��� � 	�	� ��� ������"������� ������� �����
 �������% �
������	�
 ���� �� r"�
�������	5 ��������% �� �� ��� 
�	 ��� p"� 	�	�� F+�G�
4	 ��� ��� 	�	��	�� ������� �� ��������� hp"�
�������% �����
 �	 �� ������
��	���	� ��� �� �������� ����� ���	 '��		���� �%��



������� &

'�(�� �	��� �����	� ������

6�  	�� ��	� ����
5 �	 ����� �� ���� ���  �
� ��� 
�������	�� �	
 ������
�� �����'����
 �	
�	
	��%5 �� ����
 �� ��'
 ����
� @	 �	���
��� ������
�� � ����������	 �	 ��
� �� ������ ���� ��	���	� �	
 �����	 ���"���
 �����"
�����	 ��� �	���������� ��������� 4	
�	
	� �����'������	 �� ������ �� ����� �	
��������� ����������	�5 ��� �����	�$����	 �� ���
 �	 ��������	 �� ����� ����"
���	� �	 �� ���� �����

����������	� �� ��'
  	�� ��	�� ��� �	 
����
 ��	� �� ��	���5 �"
������% �% ��$$� F�!G5 B���$�' �	
 ,������ F�/G5 ,������ �	
 6����� F.+G �� ��	��

F�5 �5 �G�

����� ��'
  	�� ��	�� ��� ����
 ����	��� �� ��% 
�C���� �� ��	�������
6�% ��� �� �����
 �%����% �� ����� �	��� �	
 ��	��	���% �� �	�% �������	 ������
�	����	� ���	
���� ����� ���	 ��� �� ����� �����		���

0�� �
�!�� ��
� !�����

6� 1�����	� �� ��	�� ��������% ��	 � �����	 �	 �� �������	� ����E⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε(u) = C−1σ �	 Ω

	2σ = −b �	 Ω

u = û �	 ∂ΩD

σn = t̂ �	 ∂ΩN

9+��;

��� C �� � �	��� �� ������ ������� �������� �	
 b 
	��� ��
% ������
4	 ��
� �� �������� �� ��������% ������ ����% �� �� �������% &1� 9+��;1 �	


&1� 9+��;2 �% ��� ��	����	� τ ∈ >2(Ω, S) �	
 v ∈ >2(Ω,V)5 ��������%� 7� S

�� �� ���� �� ���	
 ��
� �%������ �	���� Rn×n
sym �	
 V �� �� ����� ���� Rn�

4	�������	 �% ����� �� ��  ��� 1�����	 ������ �	 �� �������	� ��� ����������	
���� �� � ���	������ �� �� 7���	��:,���	� ���	����E �� σ ∈ 7t̂(
��,Ω, S) ��
u ∈ >2(Ω,V)5 ���� ����'⎧⎪⎨

⎪⎩
∫
Ω

τ : C−1σ dΩ +
∫
Ω

	2 τ · u dΩ =
∫
∂Ω

τ n · û ds∫
Ω

v · 	2σ dΩ = − ∫
Ω

v · b dΩ 9+��;



)�*�� +��	� ������	 ��	,��   �

∀ τ ∈ 70(
��,Ω, S), ∀ v ∈ >2(Ω)

��� 70(
��,Ω, S) �	
 7t̂(
��,Ω, S) ���	
 ��� ������ ���� �1��� �	������ 
���"
�	� �	
 ��	����	� �� 1��� �� q �������	� �	 ∂ΩN 5 S �� �� ���� �� ���	
 ��
�
�%������ �	����5 û �� 
�������	� �	��	 �	 ∂ΩD5 ∂ΩD∪∂ΩN = ∂Ω5 ∂ΩD∩∂ΩN = ∅�

6� ����� �� �� ���� ��	����	 ����� ��� ���� � ����������	 �� 	�� �������� &���5
��	��
��	� �� ������	� �%��� �� �������� 1�����	�[

Am×m Bm×n

(BT )n×m 0

] [
u
σ

]
=

[
c
0

]
9+��;

�� ������	 m ≥ n ���� � ����� 
 �� ����
 ��	�������%� ��� ����� ��	
����	� ��
���� 
 �% �� ��*��� ����� F/G5 �����
 �����

������	� 
	������	�

a(τ ,σ) =

∫
Ω

τ : C−1σ dΩ, b(τ ,u) =

∫
Ω

	2τ · udΩ 9+��;

�� ����� ���� ��E

�� a(τ ,σ) = a(σ, τ ) (�!

	��!)

�� ∃M > 0 : a(τ ,σ) ≤M ||τ || ||σ|| (�������!)

�� ∃α > 0 : a(τ , τ ) ≥ α||τ ||2 (��	������!)

�� ∃N > 0 : b(τ ,u) ≤ N ||τ || ||u|| (�������!)

/� ∃β > 0 : supτ∈H1
0 (
��,Ω)

||b(τ ,v)||
||v|| ≥ β ||v|| ∀v ∈ (L0(Ω))

2

��	 ��� '���� � �	�1� �������	 �� ������ 9+��;�
0�����%5 �� �� ��� ��	�	�	� �� ����% ������������% �� �� 
 ,��� 
������ F�+G

C∞(Ω, S)
��	 ��

Πh

��

C∞(Ω,R2)

P h

��
Σh

��	 �� V h

��� Πh5 P h �� ��������	� 
 	
 �% ��  	�� ��	� 
��� �� ��
��� 4�
�����	�� ��������% �	
 ��	���	� �� �� ��'
 ��
� 9��� ���	� �� �� ��*���
�����;�

�����	� �� �� ���	 ������ �� �� �����'������	 �����
 � �� �������E

" ��	��	���% �1����	� ��� �������	 9σn) ������ �� �	����	� ���	
����

" 
����	��	���� �����'������	 �� 
�������	�  �
 u

" �� ������	 ���	 ��
�� �� �����'������	 �����
 � 
����	
 �% �� '���
�1�	� 9Σh

��	−→ V h−→0 F��G;
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" 
 ,��� 
������ �����
 ������

" hp � 	�	�� �����
 � ��������

��	� 	�����	� �� �%����% ������ ���� �������	 ��	��	���% �� � ��% 
�C����
���� ��� ��������% ��
� �	
 ���� ��  	�� ��	��5 �	 ��% �� � ��
� 
 ���
����������	 F�5 ./G ���� ����
 �	 ��	
����	 �� ����� �	��� �%����%�

6� ������ ��% � ��������
 �	 �� �������	� ��%E �� σ ∈ 7t̂(
��,Ω,M)5
u ∈ >2(Ω,V) �� p ∈ >2(Ω,K) ���� ����'⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∫
Ω

τ : C−1σ dΩ +
∫
Ω

	2 τ · udΩ +
∫
Ω

τ · pdΩ =
∫
∂Ω

τ n · û ds∫
Ω

v · 	2σ dΩ = − ∫
Ω

v · bdΩ∫
Ω

q · σ dΩ = 0

9+�/;

∀ τ ∈ 70(
��,Ω,M), ∀ v ∈ >2(Ω,V), ∀ q ∈ >2(Ω,K)

��� M �� �� ���� �� ���	
 ��
� 9	��5 	�� 	�����% �%������; �	����5 K �� ��
���� �� ���"�%������ �	�����

0�� ����
���&�����

6� ���� ����������	 ��� ��
 ��� �( ������� �	
 
������$����	 
�����
 ����� )
	�
 1��
�������� ��	��5 ����	 �����������% �	 *���+��5 �� ��
� 6� 	�
� ��
��
�
 �	 �� �������	� ��%E

• ���' 	�
�E a15 a25 a35 a4 9��
 �	�% ��� �����%;

• 
� 	�
�E a55 a65 a75 a8

• ��

� 	�
E a9�

a1

a2a3

a4

a5

a6

a7

a8

a9

*���� +��E �����  	�� ��	� M̂�

6� ����� ��	� M̂ �� 
 	
 �� M̂ = {(ξ, η) ∈ R
2 : ξ, η ∈ (0, 1)}� 6� ���	�"

��������	 ���� ���� M̂ �	�� � ����������  	�� ��	� M �� �����
 �	 �� ���	
��

����

x =

8∑
i=1

xi ĝi(ξ, η), y =

8∑
i=1

yi ĝi(ξ, η) 9+�!;
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���E ĝi �� �� ���� ���	
 ��
� ���� ��	����	�I xi �	
 yi �� �� ��������� 
"
��� �� ��
���

��� ���� ��	����	� �� 
 	
 �� ���
���� �� �� �������	� ��� ��� �� �( ��	����	�
���� ��	���	 �	�����
 >�	
� ���%	������

ψ̂1(t) = 1 �� ϕ̂1(t) = 1− t

ψ̂2(t) = t− 1
2

ϕ̂2(t) = t
9+�+;

������	�
 ���� �� �������	� ����� ��
� ���� ��	����	�

ψ̂3(t) = ϕ̂3(t) = t(t− 1)

ψ̂4(t) = ϕ̂4(t) = t(t− 1)(t− 2)
. . .

9+�.;

��� t ∈ [0, 1]�

������ ���� ��	����	� ĝ1, . . . , ĝ9 ����
 �� 	�
� a1, . . . , a9 9� *���+��; �� ��	"
������
 �	 �� �������	� ��%

ĝ1(ξ, η) = ϕ̂2(ξ) ϕ̂1(η)
ĝ2(ξ, η) = ϕ̂2(ξ) ϕ̂2(η)
ĝ3(ξ, η) = ϕ̂1(ξ) ϕ̂2(η)
ĝ4(ξ, η) = ϕ̂1(ξ) ϕ̂1(η)
ĝ5(ξ, η) = ϕ̂2(ξ) ϕ̂3(η)
ĝ6(ξ, η) = ϕ̂3(ξ) ϕ̂2(η)
ĝ7(ξ, η) = ϕ̂1(ξ) ϕ̂3(η)
ĝ8(ξ, η) = ϕ̂3(ξ) ϕ̂1(η)
ĝ9(ξ, η) = ϕ̂3(ξ) ϕ̂3(η)

9+�);

�

����	���%5 ����	�� ���� ��	����	� ���� �� ��
 ��� �����'������	 �� ������5
�� 
 	
 �	 �� �������	� ��%E

ê1(ξ, η) = ϕ̂2(ξ) ψ̂1(η)

ê2(ξ, η) = ϕ̂2(ξ) ψ̂2(η)

ê3(ξ, η) = ψ̂1(ξ) ϕ̂2(η)

ê4(ξ, η) = ψ̂2(ξ) ϕ̂2(η)
· · ·

9+��#;

@	 �� �� ���� ��	����	� ��
 ��� ����� �����'������	5 �� ����	 �	 *��� +���
���� �	 �����'������	 	���� 	�����	� �� �	�% �������	� ��	��	���%� 6�� �� 	�
���������	 ����� ����� �	��� ��	��	���%�
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*���� +��E *& 
������$����	� � ����� ���� ��	����	 ��� ����� �����'������	�

6� �	��� ���� �� �����'������	 ��� �����  �
 ���� 	����� ��	��	���% �� ����"
���	5 �� �����
 �	 �� �������	� ����

σh = σX
∑
i∈IX

αi e
X
i + σY

∑
i∈IY

βi e
Y
i + σXY

∑
i∈IXY

γi e
X
i + σY X

∑
i∈IY X

δi e
Y
i 9+���;

���E

σX =

(
x,ξ y,η y,ξ y,η
−x,ξ x,η −y,ξ x,η

)
/ detJ 9+���;

σXY =

(
x,ξ x,η y,ξ x,η
x,ξ y,η y,ξ y,η

)
/ detJ 9+���;

σY =

( −x,η y,ξ −y,η y,ξ
x,ξ x,η y,η x,ξ

)
/ detJ 9+���;

σY X =

( −x,η x,ξ −y,η x,ξ
−x,η y,ξ −y,η y,ξ

)
/ detJ 9+��/;

αi5 βi5 γi5 δi 
	�� 
��� �� ��
��5 IX 5 IY 5 IXY 5 IY X �� �1�	�� �� ����������
�	
���5 J �� �� 
����	�	� �� �� U����� �����'� *������� 9+���; : 9+��/; ��
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/�+� B�	����� ���� B�	���� ��� �� ����� �����		� σyy ∈ F:)!� �2�5
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+�� �����  	�� ��	� M̂� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!
+�� *& 
������$����	� � ����� ���� ��	����	 ��� ����� �����'������	� � � ��.
+�� 2��	����� 
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+�/ 6	���  �
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115 ��� �����E
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125 ������ ���E σX

215 ������ �����E σX
22� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��#
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