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Spis oznaczen

gorne indeksy z¢, 2P, 2P odnosza sie do wielkosci zwiazanych z sprezystoscia,
plastycznoscia oraz uszkodzeniem

gorne indeksy z¥ odnosza sie odpowiednio do rozciagania oraz éciskania
tylda z nad symbolem oznacza wielko$é efektywna, zmodyfikowang przez
uszkodzenie

nadkreslenie T symbolu oznacza wielkosé¢ w strefie lokalizacji odksztalcenia

1 |z gdy >0 .
(x) = 5 (|z| + |z|sgnz) = { 0 gdy <0 oznacza nawias Mac Auleya

a — parametr geometryczny szyjki

b — parametr materialowy wzmocnienia izotropowego

c — parametr materialowy we wzorze Ylinena

diag{...} — posta¢ diagonalna macierzy reprezentacji tensora

D, D — parametr uszkodzenia oraz tensor uszkodzenia

e — tensor odksztalcenia Greena

E FE —  modutl Younga oraz tensor Hooke’a

f — potencjal plastycznosci

F, FP — potencjaly dyssypacji oraz uszkodzenia

F — wektor sil weztowych oraz wektor niedoktadnoéci
(discrepancy vector)

h, h¢ — parametr deaktywacji uszkodzenia oraz jego krytyczna
wartoscé

H(x) — funkcja Heaviside’a

Jo (o) — drugi niezmiennik tensora naprezenia

J — macierz jakobianu

K — macierz sztywnosci

M (D) — tensor wplywu uszkodzenia

=
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liczba cykli

kumulowane odksztalcenie plastyczne

— promien probki oraz zmienna odksztatceniowa wzmocnienia
izotropowego

parametr wzmocnienia izotropowego oraz jego
asymptotyczna wartosé

— wektor sit rezydualnych

— dewiator naprezenia

wytrzymalo$é materialu na uszkodzenie

— drugi tensor naprezenia Pioli—-Kirchhoffa
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pierwszy niezmiennik tensora naprezenia

wektor przemieszczen przyweztowych

wektor startowy

zmienna wzmocnienia kinematycznego oraz jej
asymptotyczna wartosé

tensor wzmocnienia kinematycznego (back stress tensor)
wektor startowy

gestos¢ uwalnianej energii sprezystosci (sita
termodynamicznie sprzezona z uszkodzeniem )

tensor jednostkowy

zmienna odksztalceniowa wzmocnienia kinematycznego
wspOlezynnik w zaleznosci Hayhursta (0 < 5 < 1)
odksztalcenie oraz tensor odksztalcenia

parametr materialowy wzmocnienia kinematyczego
mnoznik plastyczny

wspotczynnik Poissona

promien krzywizny szyjki prébki

gestos¢ masy

naprezenie oraz tensor naprezenia

granica plastycznosci oraz jest warto$¢ asymptotyczna
energia swobodna Helmholtza

funkcja naprezenia Hayhursta



1. Wstep

Uszkodzenie materialow jest progresywnym, nieodwracalnym, fizycznym mik-
ro-procesem zaleznym od czasu w sposob badz jawny (materialy lepko-sprezy-
ste), badZ niejawny poprzez np. naprezenie/odksztalcenie (materialty kruche
typu beton). Uszkodzenie materialu skutkuje utrata tych witasciwosci, ktére
sa niezbedne do jego prawidlowej eksploatacji. Kruche uszkodzenie wiekszosci
materiatéw stosowanych w praktyce inzynierskiej, takich jak stale weglowe,
beton, materialy ceramiczne i kompozyty jest na ogdl zwigzane z zarodkowa-
niem i wzrostem mikropeknigé. Ztozona natura mechanizméw zarodkowania
mikropeknieé¢, charakter ich propagacji do momentu koalescencji oraz tworze-
nie sie makro-defektéw wymaga stosowania réznych podejsé w opisie mate-
riatu. Zwiezla ich klasyfikacje podano w pracach Chaboche’a [14], Skrzypka i
Ganczarskiego [66] oraz Tikchomirova [70].

Zjawisko unilateralnego uszkodzenia, zwane rowniez deaktywacja uszkodze-
nia badZ efektem zamykania/otwierania mikro-uszkodzen, jest typowe dla
sprezysto-plastycznych materialéw metalicznych poddanych naprzemiennym
cyklom rozciggania-Sciskania. W najprostszym przypadku, gdy na probke wy-
konang ze sprezysto-plastycznego materialtu metalicznego dziala jednoosiowe
obciazenie cykliczne, mikro-pustki pozostaja otwarte pod wplywem rozciaga-
nia oraz zamykaja sie czeéciowo lub catkowicie pod wplywem Sciskania, po-
wodujac ze material uszkodzony zaczyna zachowywadé sie jak nieuszkodzony
odzyskujac tym samym pierwotna sztywnosé.

1.1. Motywacja — konieczno$¢ budowy modeli zawierajacych efekt
unilateralny

Dotychczas rozwijane modele opisujace proces odciazania probki materiatu
sprezysto-plastycznego z uszkodzeniami, np. model zaprezentowany w pracy
Abu Al-Rub i Voyiadjis [4], nie uwzgledniaja zmiany kata nachylenia $ciezki
odcigzania i przyjmuja taks sama charakterystyke jak dla liniowo-sprezystej
$ciezki odcigzania, tzn. E;. Podejécie takie charakteryzuje sie znacznym prze-
szacowaniem odksztalcen resztkowych e = &9 4+ ¢°d co przedstawiono na
Rys. la. Przyjmujac natomiast, ze nachylenie $ciezki odciazania na Rys. la
jest scharakteryzowane modutem FE7, uwzgledniajacym aktualny stan uszko-
dzenia, uzyskujemy wyniki blizsze rzeczywistym. W tym przypadku odksztal-
cenie resztkowe wynosi €4 za§ model byl z powodzeniem stosowany przez
Ganczarskiego [30, 31] w problemie grubosciennej sfery.

Rozwiazaniem najblizszym rzeczywistemu zachowaniu materiatu, jest pro-
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Rysunek 1 Modelowanie Sciezki odciazenia w przypadku materiatu sprezysto-plastycznego z
uszkodzeniem: a) Abu Al-Rub i Voyiadjis [4], b) Ganczarski [32]

pozycja Ganczarskiego [32] polegajaca na wprowadzeniu krzywoliniowej Sciezki
odcigzenia, ktérej nachylenie jest zalezne od aktualnego stopnia zamkniecia
mikro-pustek (ang. opening-closure effect) E(D) — poréwnaj linia czerwona
na Rys. 1b. Odpowiednie wartosci odksztalcenia resztkowego wynosza kolejno
eP = ¢l patomiast e < £°d. W konsekwencji mozna obserwowaé charak-
terystyczny efekt umocnienia towarzyszacego procesowi odciazenia. Jest on
nastepstwem stopniowego zamykania si¢ mikro-pustek czemu towarzyszy stop-
niowe odzyskiwanie pierwotnej sztywnosci, co bedzie przedmiotem szczegdlo-
wej analizy w nastepnych rozdzialach pracy.

1.2.  Krytyczny przeglad literatury w zakresie modelowania efektu
unilateralnego

Matematyczny opis uszkodzenia unilateralnego jest oparty na dekompozycji
tensora naprezenia lub odksztatcenia na dodatnie oraz ujemne projektory za-
proponowanej przez Ortiza [58]

H(ay) H(—ay)

Q" Q"
W pracach Ladeveze i Lemaitre’a [49], Litewki [52], Mazarsa [53], Krajci-
novica [46] odpowiednie definicje naprezenia badz odksztalcenia efektywnego
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zawieraja funkcje Heaviside’a zerujaca ich ujemne wartosci wtasne

o =Q°" .o, e =Q" -¢ (2)

Oznacza to, ze ujemne wartosci wlasne tensoréw naprezenia badZ odksztal-
cenia pozostaja nieaktywne w procesie uszkodzenia tak dlugo, az warunki
obciazenia spowoduja ich ponowne uaktywnienie (poréwnaj Litewka [52]).
W bardziej ogélnym podejsciu Murakami i Kamiya [57], Hayakawa i Mura-
kami [42] zaréwno dodatnie jak i cze$ciowo ujemne wartosci wlasne tensoréw
odksztalcenia lub naprezenia maja wplyw na ewolucje uszkodzenia

o'=(Q7" Q) -0, £=(Q"-Q )¢, 3)

gdzie ¢ € [0, 1].
Dodatnie czesci tensorow odksztalcenia lub naprezenia moga zosta¢ wyra-
zone poprzez dodatnie operatory tensorowe czwartego rzedu okreslone na ich

wektorach wlasnych (poréwnaj Krajcinovic [46], Hansen i Schreyer [41])
ot =P .0, et =P ¢ (4)

gdzie P77 = QT ® Q" oraz P°T = Q°t ® Q°T, skad wynika P°" = P°" =
I jesli tylko Q°" = Q°" = 1. Zdefiniowane powyzej projektory stanowia
podstawe do wprowadzenia tensoréw efektu uszkodzenia charakteryzujacych
sie przyktadowa postacia

M (D)= P°" : D, (5)

ktore z kolei odgrywaja fundamentalna role w budowie efektywnych tensoréw
sztywnosci badz podatnosci

E=M(D): E: M(D), (6)

gdzie F jest tensorem sztywnosci Hooke’a o reprezentacji danej macierza

2

[ A +2u A A
A A+ 2u A
A A A2
2% (7)
24

Ograniczenia zwiazane z konsystentnoscia unilateralnego uszkodzenia w $wie-
tle kontynualnej mechaniki uszkodzen zostaly szczegdtowo przedyskutowane
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przez Chaboche’a i wspélpracownikéw [15, 16, 19]. Autorzy wykazali, ze ist-
niejace teorie rozwinigte przez Ramtani [63], Ju [45] czy Krajcinovica i Fon-
seke [47] prowadza w przypadku ogélnych wieloosiowych i nieproporcjonalnych
Sciezek obcigzenia do utraty symetrii przez tensor sztywnosci E badz do nie
fizycznych nieciagltodci pojawiajacych sie na krzywej naprezenie—odksztalcenie
Tablica 1.

Tablica 1 Utrata symetrii badz brak ciaglosci dwoch pierwszych sktadowych tensora sztywno-
$ci E w klasycznych sformutowaniach wektorowych i tensorowych 2-go rzedu w poréwnaniu
ze sformutowaniem konsystentnym (wg. Chaboche [18] oraz Welemane i Cormery [74])

(zmienne uszko-

dzenia dy,ds)

A+ 20

AL = dy)(1 — dy)

NI —d)( — do)
(A +2p)(1 — dp)?

Sformutowanie Zmaki sktadowych odksztalcenia
wektorowe €1 >0 g9 >0
Krajcinovica A 2p+2(C1 4 Co)w? [ A+ Ci(wi + w?)]
i Fonseki [47] A+ C1(wf + wi) A+ 2u+ 2(Cy + Co)w3 | prak
(zmienne uszko- | g1 <0 eg >0 ciaglosci
dzenia w1, w2) A+ 2u A+ Chwi i
A+ Ciw3 A2+ 2(Cy 4 Co)w?
tensorowe e1 >0 g9 >0
2-go rzedu hi2 4+ (1 —0) Al + (1 —9)
Ramtani [63] hiZ + M1 —9) h3? + A1 —9)
(zmienna g1 <0 €9 >0
uszkodzenia ¢) hiZ+ A1 —9) his + A1 —6) brak
hiy + A1 —0) hi? + A1 —6) symetrii
tensorowe e1 >0 g9 >0
2-go rzedu (A +20)(1 — dy)?| A1 —dy)(1 —dy)
Cordebois i M1 —dy)(1 —dy) (A +2u)(1 — dg)? brak
Sidoroff [22] e1 <0 g0 >0 cigglosci

tensorowe 4-go

wacji: a, 3,9)

€1 >0

g9 >0

rzedu Halma i A2+ 2(a+2840)d A+ (a+26)d
Dragona [39, 40] | A+ (« + 24)d A+ 24+ 20d
(zmienna uszko- | g1 <0 €9 >0

dzenia d, para- A+2u — ﬁxd A— )\i” xd
metry deakty- A— ﬁxd A+ 20— xd

(A + p)*(a? — 830)

X7 2RO+ )28+ 425+ u(+ wa]
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Latwo wykazad, ze jesli warunki unilateralne wplywaja zaréwno na diagonalne
jak i pozadiagonalne sktadowe tensoréw sztywnosci badZz podatnosci, to nie-
cigglo$¢ naprezenia pojawia sie w momencie, gdy choc¢by jedna z wartosci
wlasnych tensora odksztalcenia zmienia znak podczas, gdy pozostate pozo-
staja ustalone (Skrzypek i Kuna-Ciskal [68]).

W modelu zaproponowanym przez Chaboche’a [16] tylko diagonalne skla-
dowe odpowiadajace ujemnym sktadowym normalnym odksztatcenia sa zaste-
powane przez poczatkowe (nieuszkodzone) wartosci. Konsystentny opis efektu
unilateralnego zostal podany przez Halma i Dragona [39, 40]. Wprowadzajac
nowy tensor uszkodzenia czwartego rzedu okreslony na wektorach wlasnych
tensora uszkodzenia drugiego rzedu, autorzy uzyskali efekt zamykania/otwiera-
nia mikro-szczelin zgodny z ogdélnymi warunkami ciaglosci narzuconymi na
odpowied? rejestrowana na krzywej naprezenie-odksztalcenie (ostatnia pozy-
cja w Tablicy 1).

1.3. Cel i zakres pracy

Celem pracy jest z jednej strony wykazanie utomnosci dotychczas stosowa-
nych opiséw, ktore zostaly szczegbélowo oméwione w poprzednim punkcie,
oraz z drugiej strony postulat wprowadzenia nowego a zarazem oryginalnego
opisu zawierajacego analize kolejnych faz procesu stopniowego (progresyw-
nego) zamykania mikro-pustek w materiale z uszkodzeniami. Istotnym ele-
mentem pracy bedzie wykazanie przydatnosci proponowanego modelu do mo-
delowania zniszczenia towarzyszacego procesom cyklicznym w wybranych ma-
teriatach konstrukcyjnych.

Realizacja celu pracy wymaga dokonania poglebionej analizy, wykracza-
jacej poza ocene stanu wiedzy, zachowania prébek w warunkach obcigzen
zewnetrznych odpowiadajacych otoczeniu punktu deaktywacji uszkodzenia.
Metodyke opracowania tego fragmentu rozprawy oparto o analize, zapropono-
wanych przez Chaboche’a [18], hierarchicznych modeli deaktywacji uszkodze-
nia pokazanych na Rys. 2.

Pierwszy z nich, przedstawiajacy material sprezysty z deaktywacja uszko-
dzenia (Rys. 2a), charakteryzuje si¢ tym, ze deaktywacja uszkodzenia naste-
puje w momencie zmiany znaku naprezenia z rozciaggania na $ciskanie. Towa-
rzyszy temu wyrazny efekt odzyskania pierwotnej sztywnoéci zasé odpowiednia
petla histerezy wykazuje dodatnie pole (réwne rozpraszanej energii) wyltacznie
dla dodatnich wartosci odksztalcenia oraz naprezenia.

W drugim przypadku, materiatu sprezystego z uszkodzeniem oraz trwa-
lym odksztalceniem (Rys. 2b), calkowitemu odciazeniu odpowiada dodatnie
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Rysunek 2 Hierarchiczne modele deaktywacji uszkodzenia wg. Chaboche’a [18]: a) sprezysty
z deaktywacja uszkodzenia, b) sprezysty z uszkodzeniem oraz trwalym odksztalceniem, c)
sprezysto-plastyczny z uszkodzeniem, d) sprezysto-lepkoplastyczny z uszkodzeniem wykazu-
jacy histeze

odksztalcenie resztkowe eg > 0, natury sprezysto-uszkodzeniowej (poréwnaj
Rys. 1). Natomiast do uruchomienia procesu deaktywacji uszkodzenia jest
niezbedne przytozenie ujemnego co do znaku odksztalcenia €9 < 0, korespon-
dujacego zwykle z osiagnieciem granicy plastycznoéci na Sciskanie. Petla hi-
sterezy ograniczona jest w tym przypadku duzym co do wartosci polem odpo-
wiadajacym stanowi rozciggania oraz niewielkim polem przypisanym stanowi
Sciskania.

Material sprezysto-plastyczny z uszkodzeniem przedstawiony na Rys. 2c
rowniez wykazuje dodatnie odksztatcenie resztkowe eg > 0 przy catkowitym
odciazeniu, tym razem jednak o naturze plastyczno-uszkodzeniowej (poréwnaj
Rys. 1). Aby uruchomié proces deaktywacji uszkodzenia wystarcza obecnie
osiagniecie przez odksztalcenie wartosci 0 < g9 < er, co w konsekwencji
prowadzi do przyjecia przez cze$¢ petli histerezy odpowiadajacej $ciskaniu
postaci trapezu o $redniej szerokosci réwnej ep,.

Ostatni z modeli pokazanych na Rys. 2d odnosi sie do materiatu sprezysto-
lepkoplastycznego z uszkodzeniem wykazujacego histeze lecz pod wzgledem
jako$ciowym nadaje sie rowniez do opisu uszkodzenia w materiatach kruchych
typu beton. Jego wilasciwosci sprezysto-lepkoplastyczne powoduja, ze prak-
tycznie juz od samego poczatku jest on nieliniowy, a ponadto Sciezki odcigzenia
oraz ponownego sprezystego obciazenia réznig sie wypukltoscia, ograniczajac
petle histerezy o srednim nachyleniu zaleznym od uszkodzenia.

Innym aspektem zwigzanym S$cisle z deaktywacja uszkodzenia jest zalez-
nosé¢ tego ostatniego od stanu naprezenia badz stanu odksztalcenia. Ogdlnie
w wiekszosci materialéw wykazujacych wlasciwosei sprezysto-plastyczne (ma-
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terialy metaliczne) mikro-pustki doznaja pelnego otwarcia przy rozciaganiu.
Po calkowitym odciazeniu zazwyczaj ulegaja one czeSciowemu zamknieciu.
Natomiast w celu calkowitego ich domkniecia konieczne jest wprowadzenie
Sciskania (Rys. 3a). Zatem uszkodzenie w materiatach sprezysto-plastycznych
zalezy zazwyczaj od naprezenia.

S\ 4 I Z o
HEE Bm
G>0‘1’ c=0 'T\G<O 'T\G<0 c=0

Rysunek 3 Fazy odciazania materialu: a) sprezysto-plastycznego, b) kruchego

W materiatach kruchych o znikomej wytrzymalosci na rozciaganie (beton,
skata) mikro-pustki towarzyszace $ciskaniu sa bezposrednio wywotane przez
dodatnie odksztalcenie w kierunku poprzecznym. Z uwagi na zazwyczaj bardzo
silna chropowatos¢ krawedzi mikro-pustek ich zamykanie w procesie odciaza-
nia jest praktycznie niemozliwe, a ewentualnemu przemieszczaniu po sobie
towarzyszy tarcie (Rys. 3b).

Graficzne przedstawienie na wykresach odksztalcenie-naprezenie badz prze-
mieszczenie—sita powyzszego prostego modelu mechanicznego prowadzi do bi-
liniowej $ciezki odciazenia. Rzeczywiste materialy nie wykazuja takiej charak-
terystyki.

W zakresie pracy mieszcza sie zatem zaréwno wprowadzenie nowego opisu
tzw. ciaglej deaktywacji mikro-pustek, pozwalajacego na wyeliminowanie nie-
cigglosci pomiedzy czeéciami Sciezki odciazenia odpowiadajacymi stanom ak-
tywacji i deaktywacji uszkodzenia, jak réwniez weryfikacja z szeregiem obser-
wacji do$wiadczalnych dotyczacych zachowania sie réznych materialéw kon-
strukcyjnych takich jak: stale konstrukcyjne, stopy aluminium oraz beton,
poddanych obciazeniom cyklicznym (Rys. 4).

Wszystkie te materialy wykazuja unilateralny, czyli inny dla rozciagania a
inny dla $ciskania, spadek amplitudy sily (lub naprezenia) oraz spadek modutu
sprezystosci towarzyszacy procesowi uszkodzenia. Jak dotychczas efekty tego
typu nie zostaly jeszcze dokladnie ujete w opisach teoretycznych powszechnie
stosowanych dla powyzszych materiatlow.

Pierwszy z rysunkéw (Rys. 4a) przedstawia wyniki testu niskocyklowego
dla stali stopowej AISI 316L przeprowadzonego przez Dufailly [28]. Mate-
rial poddany cyklom o statej amplitudzie odksztalcenia wykazuje rownoczesne
wzmocnienie typu mieszanego podczas kazdego z cykli wraz z réwnoczesnym
ostabieniem z cyklu na cykl wywotanym narastajacym uszkodzeniem. Spadek
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Rysunek 4 Wyniki préb zniszczenia niskocyklowego materialéw konstrukcyjnych: a) stal
stopowa 316L (Dufailly [28]), b) stal ferrytyczna (Brocks i Steglich [9]), c) stop Al-2024
(Abdul-Latif i Chadli [1]), d) beton (Sinha i inni [65])

amplitudy naprezenia oraz modutu sprezystoéci wykazuje silny efekt unilate-
ralny, co jest widoczne na przyktadzie wyraznej asymetrii zakresu rozciggania i
Sciskania. W koncowej fazie, bezposrednio poprzedzajacej zerwanie probki, po
stronie rozciggania nastepuje pojawienie sie punktu niestatecznosci z jedno-
czesnym utworzeniem sie punktu przegiecia na galtezi histerezy odpowiadajacej
Sciskaniu. W celu jak najwierniejszego oddania powyzszego zachowania zasto-
sowany zostanie model hierarchiczny deaktywacji uszkodzenia przedstawiony
na Rys. 2a i uwzgledniajacy wptyw dwdch niezaleznych zmiennych uszkodze-
nia sterowanych naprezeniem.

Na kolejnym rysunku (Rys. 4b) pokazano wyniki testu zniszczenia ni-
skocyklowego probki z karbem wykonanej ze stali ferrytycznej 20MnMoNib5
przeprowadzonego przez Brocksa i Steglicha [9]. Testy o stalej amplitudzie
przemieszczenia ujawniajg wyrazny efekt Buschingera towarzyszacy plastycz-
nemu ostabieniu w miare wzrostu liczby cykli. W poréwnaniu do testu dla
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stali stopowej AISI 3161 nie daje si¢ zauwazy¢ powstawania punktu niesta-
tecznodci sity natomiast mozna zaobserwowaé utworzenie punktu przegiecia w
czesci histerezy odpowiadajacej zakresowi $ciskania. Numeryczne modelowanie
takiego procesu zostanie przeprowadzone w oparciu o model hierarchiczny de-
aktywacji uszkodzenia jak w przypadku poprzednim, jednak ograniczony do
pojednycznej zmiennej uszkodzenia i uogdlniony na przypadek skoniczonych
deformacji.

Wiyniki testu zniszczenia niskocyklowego dla stopu Al-2024 przeprowa-
dzonego przez Abdul-Latifa i Chadli [1] zademonstrowano na Rys. 4c. Préba
naprzemiennego rozciggania-Sciskania o statej amplitudzie odksztatcenia wy-
konana na cienkosciennych probkach walcowych wykazata wzmocnienie pla-
styczne typu mieszanego dazace do osiagniecia cyklu ustabilizowanego. Na-
stepnie na skutek wzrostu uszkodzenia doszto do ustabienia materiatu z cyklu
na cykl z coraz silniej zaznaczajaca sie asymetrig spadku sity oraz wartosci
modulu sprezystosci pomiedzy zakresami rozciagania i Sciskania. W procesie
tym obserwowane jest réwniez stopniowe zmniejszanie si¢ pola ograniczonego
kolejnymi petlami histerezy oraz przejécie na wklesta dolnej jej gatezi. W mo-
delowaniu materialu tego typu zostanie uzyty model hierarchiczny deaktywacji
uszkodzenia pokazany na Rys. 2c¢ (przy € < 0) z pojedyncza zmienng uszko-
dzenia sterowana naprezeniem.

Ostatni z rysunkéw (Rys. 4d) dotyczy wynikéw préby jednoosiowego cy-
klicznego Sciskania betonu Sinha i inni [65] przez co wymaga odrebnego oméwie-
nia. Beton zaliczany jest do klasy materialéw kruchych o znikomej, w przy-
padku braku zbrojenia, wytrzymalosci na rozcigganie w stosunku do wy-
trzymalosci na Sciskanie. W zwiazku z powyzszym wykorzystujac konwen-
cje znakowania naprezenia oraz odksztalcenia zaczerpnigta z teorii materia-
16w kruchych oraz sypkich caly wykres odnoszacy sie do Sciskania zostal
umieszczony w pierwszej ¢wiartce uktadu wspoétrzednych. Wystepowanie pew-
nej liczby mikro-uszkodzen w betonie w stanie pierwotnym powoduje, ze wy-
kazuje on od samego poczatku nieliniowa charakterystyke. W poczatkowym
zakresie jest to charakterystyka wznoszaca (nieliniowe umocnienie odksztal-
ceniowe), ktéra po osiagnieciu maksimum naprezenia przechodzi w opada-
jaca (nieliniowe ostabienie odksztalceniowe). Préba cyklicznego $ciskania be-
tonu ujawnia wystepowanie krzywoliniowych $ciezek odpowiadajacych kolej-
nym odciazeniom i ponownym obciazeniom sprezystym, ktére sg petlami zmie-
niajacymi wymiary oraz $rednie pochylenie. Zatem do modelowania materiatu
typu beton zostanie zastosowany model hierachiczny deaktywacji uszkodzenia
zaprezentowany na Rys. 2d z pojedyncza zmienng uszkodzenia sterowana od-
ksztalceniem.
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2. Koncepcja efektu cigglej deaktywacji mikro-pustek

2.1. Gloéwne zalozenia sformutowania

Omawianie klasycznego (nieciaglego) efektu deaktywacji uszkodzenia rozpo-
czaé nalezy od podania koncepcji zaproponowanej przez Lemaitre’a [50].

W przypadku jednoosiowego naprezenia rozciagajacego oraz uszkodzenia
typu skalarnego, naprezenie efektywne zdefiniowane jest w nastepujacy sposob

(®)

o
1-D

5=
podczas gdy odpowiedni efektywny modul sprezystosci przyjmuje postaé
E=E(1-D). (9)

Powyzsze zaleznoéci zachowujg swoja waznos¢ réwniez w przypadku, gdy uszko-
dzenia pozostaja otwarte pod dzialaniem jednoosiowego naprezenia $ciskaja-
cego. Jednakze dla pewnej klasy materialéw oraz obciazen uszkodzenia moga
ulegaé¢ zamknieciu przy $ciskaniu. Efekt ten jest cechg charakterystyczng mate-
riatéw kruchych.! W przypadku, gdy uszkodzenia ulegaja catkowitemu zamk-
nieciu nalezy zdefiniowaé¢ dwa komplety warunkéw, odrebnie dla rozciggania
oraz Sciskania

N_{ 7 - {E(l—D) gdy >0

1-D E= (10)
E gdy o<0.

o
Uszkodzenia wystepujace w rzeczywistym materiale posiadaja zwykle skompli-
kowany ksztalt nie pozwalajacy im na catkowite zamkniecie. W celu uwzgled-
nienia tego efektu do warunkéw obwiazujacych dla Sciskania wprowadza sie
parametr zamkniecia mikro-pustek (crack closure parameter) h (0 < h < 1).
W zwiazku z czym odpowiednie warunki dla rozciagania oraz Sciskania przyj-
muja nastepujaca postaé

g B E(1-D) gdy o>0
10 E= (11)
1— Dh E(l—Dh) gdy o<0.

QN
1

!Nalezy w tym miejscu wyraznie podkreélié, iz chodzi o calkowite zamykanie mikro-pustek
powstajacych w materiale kruchym na skutek rozciagania (efekt pekania) w przeciwienistwie
do mikro-pustek towarzyszacych $ciskaniu (efekt kruszenia), rzagdzonych zupelnie innym me-
chanizmem
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W ogdlnosci parametr zamkniecia mikro-pustek h zalezy zaréwno od rodzaju
materiatu jak rowniez od wielkosci obciazenia, jednak w celu uproszczenia
obliczen zaklada sie jego stalag wartoéé, ktora dla szerokiej klasy materiatéw
jest przyjmowana jako uniwersalna stata réwna h. = 0.2 — krytyczna wartosé
domkniecia mikro-pustek (poréwnaj Lemaitre [50])

g E(1-D) gdy >0
g=¢ 1-p E= (12)
1— Dh, E(1—-Dh;) gdy o<0.

Zastosowanie takiego modelu do opisu Sciezki odciazenia prowadzi do linio-
wej zalezno$ci pomiedzy spadkiem naprezenia oraz spadkiem odksztatcenia
scharakteryzowanej modulem E*. Przejscie do zakresu $ciskania powoduje
przeskok na drugg gataz Sciezki odciazenia-obciazenia scharakteryzowanej mo-
dutem E~ (Rys. 5).

c
>0

4+
== | rozciaganie
A 4

0 3
¥ <0
~17 | Sciskanie
4+

Rysunek 5 Koncepcja biliniowej Sciezki odciazenia
Rzeczywisty material nie wykazuje takiej biliniowej charakterystyki. Kon-
cepcja cigglej deaktywacji mikro-pustek zaproponowana przez Hansena i Schre-
yera [41], pozwalajaca na wyeliminowanie zalomu pomiedzy ET i E~, polega
oryginalnie na zastapieniu parametru h funkcja h(e) wedtug wzoru

0.0 gdy e<g
h(e)=14 0.5 [1—608 <7r i >] gdy g <e<ep (13)
Eh — &1
1.0 gdy en<e,

co graficznie odpowiada zastapieniu funkcji Heaviside’a przez funkcje ciagla
pokazana na Rys. 6. Natomiast w rozwazanym przypadku proponowana jest
liniowa zalezno$¢ od naprezenia opisana wzorem

h(o) = he + (1 — he) —2& (14)

b
Ob — Oe¢
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Rysunek 6 Koncepcja ciaglej deaktywacji mikro-pustek Hansena i Schreyera [41]

gdzie oy, 0, 0znaczaja odpowiednio warto$¢ naprezenia, przy ktorej nastepuje
poczatek oraz koniec procesu deaktywacji uszkodzenia. Zaleznosé (14) posiada
fizyczng interpretacje polegajaca na tym, ze mikro-uszkodzenia zamykaja sie
nie w sposéb natychmiastowy lecz stopniowo (Rys. 7).

(¢ ()

h

C

Rysunek 7 Koncepcja ciagtej deaktywacji mikro-uszkodzen

2.2.  Propozycja nowych réwnan konstytutywnych zawierajacych efekt
ciagtej deaktywacji mikro-pustek

Rozréznienie rozciagania od Sciskania, bedace kluczem do wyprowadzenia za-
leznoéci rzadzacych efektem deaktywacji mikro-uszkodzen, jest proste w przy-
padku jednowymiarowym lecz analogiczna partycja tensora naprezenia w przy-
padku 3D wecale nie jest trywialna. Jesli postuzyé¢ sie reprezentacja tensora
naprezenia (poprzez jego warto$ci wlasne) nawiazujaca do koncepcji Ortiza
[58] (1), to mozna wykonaé nastepujaca dekompozycje zaproponowana przez
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Lemaitre’a [50]

o= dia(g{<>71,02703} =(ot) - <<C"_>>
o1 —01
| e | (o) W

(03) (—03)

ktéra w przypadku uszkodzenia typu skalarnego oraz zasady réwnowaznosci
odksztalcen pozwala wyprowadzi¢ nastepujace wzory okreslajace naprezenie
efektywne

o), tip[Trlo) — (T (o))
Fo) o)~ (Tro)]

" 1—Dhe 1 — Dhe

Ze struktury wzoru (16) wynika, iz wyrazy poprzedzone mnoznikiem v/(1—2v)
wprowadzaja sprzezenie znikajace w przypadku gdy wartodci wtasne tensora
naprezenia sg tego samego znaku

jesli 01 >0 A 02>0 A 03>0 to Tr(o)=
jesli 01 <0 A 09<0 A 03<0 to Tr(—o)

(Tk (o)
—(-Tr(ey 17D

a w konsekwencji uproszczone definicje naprezenia efektywnego oraz tensora
efektywnych modutéw sprezystoéci opisane sg wzorami

(o) E(1-D)
gt=3 10, E = (18)
_1—Dhc E (1— Dh,).

Oryginalng propozycja autora jest préba uwzglednienia efektu ciagtej de-
aktywacji mikro-uszkodzen (14) na przypadek naprezenia efektywnego oraz
tensora efektywnych moduléw sprezystosci opisanych wielko$ciami tensoro-
wymi. Poniewaz parametr efektu ciaglej deaktywacji mikro-uszkodzen h po-
dany zaleznoscia (14) dotyczy jednoosiowego stanu naprezenia jego uogélnienie
na stan tréjosiowy wymaga wprowadzenia dodatkowej hipotezy wiazacej h ze
skalarna miarg tensora naprezenia

x (o) = x(o¢)

o) =t ) o) X (o)

(19)
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w ktorej uzyto znanej funkcji Hayhursta

x (o) =pTr (o) +(1-05)J2 (o) . (20)

Ostatecznie odpowiedni tensor efektywnych modutéw sprezystosci przyjmuje
postaé

B=p{1-D [t (- ST |} @)

W bardziej ogdlnym przypadku, gdy uszkodzenie opisane jest symetrycz-
nym tensorem drugiego rzedu typu Murakami—Ohno reprezentowanym przez
swoje wartosci wlasne

D = diag {D1, Dy, D3} (22)

oraz przy zalozeniu, iz wektory wlasne tensoréw uszkodzenia i naprezenia
pokrywaja sie, tensor naprezenia efektywnego przyjmuje nastepujaca postaé
(poréwnaj Lemaitre [50])

\

gdzie h oznacza tensor drugiego rzedu h = diag{hic, hac, hac}. Tak jak po-
przednio, w przypadku gdy wartosci wlasne tensora naprezenia sa tego samego
znaku, wyrazy poprzedzone mnoznikiem v/(1—2v) znikaja i tensor naprezenia
efektywnego przyjmuje uproszczong postaé

. <a.(1—D)*1>

—<—a-(1—D-h)*1> . 24

Uwzglednienie w modelu efektu ciaglej deaktywacji mikro-uszkodzen odbywa
sie poprzez wprowadzenie zmodyfikowanego tensora sprezysto$ci w postaci
addytywnej

1

E:i[E:M(D)JrM(D):E] (25)
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wykorzystujaca nastepujaca definicje zmodyfikowanego tensora efektu uszko-
dzenia

My,
My
Ms3s
M (D) = ) 26
(D) M (20)
M3
i May |
gdzie
1= Dy (he+ (1= he) £2%2 ) + 1= D (he + (1 - he) 2222
MZ] _ Oib—0ie 5 Ojb—0je (27)
albo w postaci multiplikatywnej
E=M (D):E: M (D) (28)

o definicji zmodyfikowanego tensora efektu uszkodzenia analogicznej do (26)
lecz sktadowych wyrazonych zaleznoscia

=y [r= 01 (re 0 =) 22 )] [1= 2, (e + (1= ) 22
(29)
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3. Adaptacja metod numerycznych do rozwigzywania
probleméw brzegowych zawierajacych efekt ciggtlej
deaktywacji uszkodzenia

Problemy brzegowe rozpatrywane w pracy to uktady réwnan rézniczkowych
zwyczajnych oraz uktady réwnan rézniczkowych czastkowych. Z punktu widze-
nia metod numerycznych takie rozréznienie jest istotne poniewaz w pierwszym
przypadku naturalnym narzedziem rozwiazania problemu jest numeryczne cal-
kowanie réwnan stanu metoda strzalu, natomiast w przypadku drugim naj-
bardziej rozpowszechniona jest metoda elementéw skonczonych.

Nalezy w tym miejscu wyraznie podkresli¢, ze gdy chodzi o standardowe
algorytmy numeryczne obu metod to zostaly one wielokrotnie opublikowane
w specjalistycznej literaturze i nie stanowia przedmiotu tej pracy. Istota tego
rozdziatlu jest natomiast ich modyfikacja pozwalajaca na wprowadzenie efektu
ciaglej deaktywacji uszkodzenia wraz z sygnalizacja ewentualnych pultapek
zwiazanych z jego implementacja.

3.1. Numeryczne catkowanie réwnan stanu metoda strzalu (Press i inni

[62])

W standardowym sformutowaniu dwu-punktowego problemu poszukujemy roz-
wigzania ukladu N sprzezonych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

dy;()
dx

=g (x,y1,Y2, -, YN) 1=1,2,...,N (30)
spelniajacych n, warunkéw brzegowych w punkcie startowym xq
By (z,y1,y2,...,yn) =0 i=12....m (31)
oraz pozostale no = N — ni warunkéw brzegowych w punkcie koncowym xo
Boy (z,y1,92,...,yn) =0 k=1,2,...,n9 . (32)

Numeryczna implementacja catkowania metoda strzalu oparta jest na wielowy-
miarowej, globalnie zbieznej metodzie Netwona—Raphsona, poszukiwania roz-
wigzania no rownan z ns niewiadomymi. W punkcie startowym x1 jest N
wartosdci startowych y; ale tylko ni warunkow brzegowych, zatem pozostaje
ng = N — ny wartosci ,,dowolnych”. Przyjmujac, ze te ,dowolne” wartosci sg
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wspolrzednymi wektora V, okreslonego w przestrzeni no wymiarowej, uzytko-
wnik w procedurze load. for generuje kompletny wektor startowy y, spetnia-
jacy nq warunkow brzegowych w punkcie x; uzupetniony wektorem V

yi (x4, Va, .. Vo) i=1,2,...,N (33)

Wybierajac pewien wektor V definiujemy wektor startowy y(x1), ktéry na-
stepnie poprzez calkowanie ukladu réwnan (30) traktowanego jako problem
poczatkowy prowadzi do rozwiazania y(xs). Jesli zdefiniowaé¢ wektor ,niedo-
ktadnosci” (discrepancy vektor) F réwniez okreslony w przestrzeni no wymia-
rowej, w taki sposob iz jego wspolrzedne sg miarg oddalenia rozwiazania od
warunkow brzegowych w xo

Fy = Bop(z,y) k=12,...,n (34)

to uzytkownik w procedurze score. for zamienia N wymiarowy wektor rozwia-
zan y(z2) na ny wymiarowy wektor F. W powyzszy sposob, z punktu widzenia
metody Newtona—Raphsona, problem zostal sprowadzony do zadania pole-
gajacego na poszukaniu wartosci wektora V zerujacego wartoéci wektora F
(Rys. 8). Stosujac algorytm numeryczny newt.for rozwiazywany jest uklad

@
©

Y koncowe
li{warunki
@ brzegowe
startowe l
warunki
brzegoweJ X

Rysunck 8 Graficzny schemat metody strzatu (Press i inni [62])
rownan liniowych z ny niewiadomymi
J.-6V=-F (35)
a nastepnie dodawana poprawka
view — yeold 5y (36)

Formuta (35) zawiera macierz jakobianu J posiadajaca nastepujaca reprezen-
tacje
OF;

Jij = v, (37)
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w ogdlnym przypadku bardzo skomplikowana jesli chodzi o analityczne oblicze-
nia odpowiednich pochodnych czastkowych, zatem wykorzystuje si¢ procedure
fdjac. for obliczajaca przyblizong wartos¢ jakobianu w sposéb numeryczny

OF, F,(Vi,....Vi+AV;,..)=F(W,...,V},...)
av; AV '

(38)

Kody zrédtowe procedur CYCLET oraz DERIVS, ktore postuzyty miedzy in-
nymi do rozwiazania zagadnienia zniszczenia niskocyklowego stopu Al-2024
omoéwionego z rozdziale 4.2, wykorzystujace omawiany algorytm numerycz-

nego catkowanie réwnan stanu metoda strzalu zostaly zamieszczone w Do-
datku.

3.2. Metoda elementéw skonczonych (Hinton i Owen [59])

Zastosowanie metody elementéw skonczonych do szerokiej klasy nieliniowych
wigze si¢ z problemem rozwiazania uktadu réwnan w postaci

KU+F=0, (39)

gdzie U oznacza wektor niewiadomych, F jest wektorem przytozonych obcia-
zen, a K globalna macierza sztywnosci. W przypadku, gdy macierz K zalezy
od niewiadomych U lub ich pochodnych, problem staje si¢ nieliniowy i uktad
(39) nalezy rozwiazywaé iteracyjnie. W literaturze znanych jest szereg metod
opartych na bezposredniej iteracji, zastosowaniu metody Newtona—Raphsona
wraz z modyfikacjami, czy sformutowaniu wykorzystujacym macierz $cisle
styczna. Niestety wszystkie one nie nadaja sie do rozwigzywania zadan cha-
rakteryzujacych sie plastycznym ostabieniem materiatu, dla ktérych na Sciezce
przemieszczenie—sila pojawia sie punkt niestatecznosci (Rys. 9a).

Powyzsze spostrzezenie ma ogromne znaczenie dla dalszych rozwazan do-
tyczacych modelowania materiatu typu beton (Rys. 2d), gdyz omawiane algo-
rytmy sa zbiezne jedynie dla poczatkowego zakresu krzywej o — £, natomiast
zupelnie zawodzg w przypadku przekroczenia punktu odpowiadajacego mak-
simum naprezenia nie wspominajac juz o probie podazania Sciezka odciazenia.

W przypadkach, gdy material wykazuje niestateczno$¢ bardzo efektywny
okazuje sie algorytm oparty na macierzy poczatkowej sztywnosci (ang. initial
stiffness method). Proces iteracyjny rozpoczyna si¢ od znalezienia wartosci
startowej U tak, aby macierz écisle styczna K(U) odpowiadajaca stanowi
przemieszczenia byla okreslona przez rezydualne sity

RUY=KU’+F #£0 (40)
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Rysunek 9 Poréwanie zbieznosci rozwigzan nieliniowego zagadnienia: a) modyfikowana me-
toda Newtona-Raphsona, b) metoda macierzy poczatkowej sztywnosci w przypadku mate-
riatu wykazujacego niestatecznosé (Hinton i Owen [59])

nowe poprawione rozwiazanie Ul = UY + AU budowane jest w oparciu o
poprawke obliczona nastepujaca formuta

AU = — [K (UY)] 'R (U") . (41)

Metoda jest bezwarunkowo zbiezna i moze by¢ stosowana do przypadkéw,
gdy material wykazuje nawet ujemna sztywno$é¢ (Rys. 9b). Liczba iteracji
niezbednych do uzyskania zbieznosci metoda macierzy poczatkowej sztywnosci
jest oczywiscie znacznie wigksza (w przyblizeniu dwukrotnie) w stosunku do
analogicznej liczby iteracji w metodach macierzy stycznej.

3.3. Rozktad macierzy wedtug wartosci osobliwych (Press i in. [62])

Numeryczne rozwigzanie probleméw brzegowych zawierajacych uszkodzenie
prowadzone w oparciu o klasyczne metody eliminacji Gaussa badz LU de-
kompozycji jest mozliwe tak dtugo, az uktad réwnan lub macierz sztywnosci
nie stana sie osobliwe w sensie matematycznym albo numerycznie zle uwa-
runkowane. Oznacza to dokladnie tyle, ze mozliwe jest zblizenie si¢ z uszko-
dzeniem D do wartosci krytycznej 1.0 jedynie z pewna ,tolerancjg” TOL, na
przyklad 1.0 — D <TOL=5%, gdyz naprezenie efektywne (8) zaczyna zda-
zaé¢ do nieskoniczono$ci za$ odpowiedni efektywny modul sprezystosci (9) do
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zera. Prowadzenie dalszej analizy uszkodzenia, zwigzanej z tzw. propagacja
frontu uszkodzenia nie jest zatem mozliwe, o ile nie stosuje sie specjalnych
technik zwiazanych z np. ,odpinaniem” elementéw catkowicie uszkodzonych
badz zastgpowaniem ich elementami o bardzo malej lecz niezerowej sztywnosci
(patrz Skrzypek i Kuna-Ciskal [68]). We wszystkich takich przypadkach, gdy
macierz sztywnosci w metodzie elementéw skonczonych staje si¢ numerycz-
nie osobliwa, dobrze spisuje sie algorytm rozktadu macierzy wedlug wartosci
osobliwych (ang. singular value decomposition SVD).

Metoda SVD opiera sie na nastepujacym twierdzeniu algebry liniowej:
kazda macierz kawadratowa A o wymiarach N X N moze zostaé¢ zapisana
jako iloczyn ortogonalnej macierzy B, diagonalnej macierzy W posiadajacej
dodatnie badz zerowe elementy (wartosci osobliwe) oraz transponowanej or-
togonalnej macierzy C wedlug wzoru

w1
w2

>
I
W

. CT 9 (42)
wN

gdzie macierze B, C oraz W sa oczywiscie kwadratowymi macierzami o wy-
miarach N x N. Kazda z macierzy B i C jest ortogonalna zatem ich wiersze
oraz kolumny sa ortonormalne

B"-B=CT.C=1 (43)

Rozklad (42) moze zostaé zawsze przeprowadzony bez wzgledu na to z jak
osobliwa macierza mamy do czynienia. Obliczenie macierzy odwrotnej A~!
jest elementarne: z uwagi na ortogonalnos¢ macierzy B i C macierze do nich
odwrotne sa réwne ich macierzom transponowanym, natomiast z uwagi na
diagonalno$é¢ macierzy W, macierz do niej odwrotna jest réwniez macierza
diagonalna o elementach réwnych odwrotnosciom elementéw w;

Al=cC. we BT . (44)

Jedyng pulapka, ktérag niesie za sobg stosowanie powyzszego schematu jest to,
ze gdy ktérys z elementéw w; jest réwny zero (osobliwo$é macierzy W) lub
bliski zeru tzn. |w;| < 1075 w przypadku stosowania zmiennych typu REAL
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albo |w;| < 10712 w przypadku stosowania zmiennych typu DOUBLE PRECI-
SION (zle uwarunkowanie macierzy W), wtedy jego odwrotnos$é 1/w; — oo.
W takich przypadkach w algorytmie SVD nieskonczona warto$¢ zastepowana
jest zerem.
Rozpatrzmy zastosowanie metody SVD do rozwiazania uktadu réwnan li-
niowych
A-x=b, (45)

w ktorym A jest macierzg kwadratowa o wymiarze N X N, natomiast b i x
odpowiednio wektorami prawej strony oraz niewiadomych, kazdy o wymiarze
N. Rozwiazaniem ukladu réwnan (45) jest wektor

x=A"1b=C-[diag (1/w;)]- (BT -b) (46)

majacy zero na pozycji j odpowiadajacej elementowi zerowemu w; w macierzy
W albo wypelniony catkowicie zerami gdy wektor prawej strony jest wektorem
zerowym b = 0 (uktad réwnan jednorodnych).

Gotowe procedury numeryczne rozktadu macierzy wedlug wartosci osobli-
wych svdemp. for oraz ,podstawiania wstecz” (ang. back substitution) svbksb.
for zastepujace tradycyjnie uzywane w kodzie elementéw skoniczonych proce-
dury eliminacji Gaussa greduc. for oraz baksub. for wedlug Hintona i Owena
[59] zaczerpnieto z ksiazki Press i in. [62].

3.4. Algotrytm odwzorowania powrotnego

W metodzie elementéw skonczonych (Rys. 10) szczegdlna role odgrywa proce-
dura odwzorowania powrotnego (ang. return mapping), ktéra w zastosowaniu
do probleméw zwigzanych z uszkodzeniem wymaga dodatkowych modyfika-
cji. W swej klasycznej wersji algorytm odwzorowania powrotnego oparty jest
na zalozeniu o roszerzaniu sie aktualnej powierzchni plastycznosci. Jednak
w nawigzaniu do probleméw zwiaznych z uszkodzeniem towarzyszacym pro-
cesowi wzmocnienia plastycznego powyzsze zatozenie obowiazuje jednynie w
poczatkowym zakresie, bezposrednio poprzedzajacym osiagniecie progu ini-
cjacji uszkodzenia. W dalszym etapie, po uruchomieniu procesu uszkodzenia,
kolejne powierzchnie plastycznosci beda podlegaé¢ sukcesywnemu zwezaniu (w
sektorach odpowiadajacych rozciaganiu) oraz réwnoczesnej utracie wypukto-
ci (poréwnaj rozdzial 5.1). Pomimo, ze drugi z efektéw moze zostaé¢ wyeli-
minowany poprzez wprowadzenie efektu cigglej deaktywacji uszkodzenia to
fakt zwezania aktualnej powierzchni plastycznosci musi zosta¢ uwzgledniony
w algorytmie odwzorowania powrotnego. Przedstawiony schemat procedury
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START

v
DIMEN

Ustawienie wartosci zmiennych do dynamicznej rezerwacji pamigci
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END

Rysunek 10 Schemat programu dwuwymiarowych sprezysto-plastycznych elementéw
skonczonych PLAST Owen i Hinton [59], Ganczarski i Skrzypek [36]
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RESIDU (poréwnaj Owen i Hinton [59], Ganczarski i Skrzypek [36]), zawie-
rajacy algorytm odwzorowania powrotnego oraz obliczania sit weztowych na
podstawie wartosci naprezenia w punktach Gaussa, zostal zapisany ponize;j.

1. Obciazeniem w r-tej iteracji sa sily rezydulane v, _;y, powodujace przy-
rost przemieszczen dd(,) oraz odpowiadajacy im przyrost odksztalcen
de (r)-

2. Obliczenie przyrostu naprezenia pod zalozeniem liniowej sprezystosci
materialu da“(er) = De(y.

3. Akumulacja catkowitego naprezenia w kazdym punkcie Gaussa O'?T) =
1)+ da?r), gdzie o(,_) jest wyiterowanym naprezeniem z r — 1 ite-
racji.

4. Nastepny krok zalezy od tego czy dany punkt Gaussa podlegal plastycz-
nemu plynieciu w poprzedniej (r — 1)-tej iteracji i czy jego zachowanie
bylo sprezyste. Sprawdzany jest warunek o,y > oy = oyo + HEI()PU,
gdzie o (,_;) oznacza naprezenie efektywne, oy granice plastycznosci przy
jednosiowym rozciagganiu, H parametr umocnienia odksztalceniowego
zas Ez,_l) jest efektywnym odksztalceniem plastycznym na koncu (r—1)-
tej iteracji.

Nastepnie sprawdzany jest warunek analogiczny jak w przypadku jed-
nowymiarowym, jesli odpowiedzia jest:
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tak

oznacza to, iz punkt Gaussa pod-
legal plastycznemu plynieciu w po-
przedniej iteracji zatem sprawdzany
jest warunek o,y > 0(._1). Jedli
odpowiedzia jest:

nie
oznacza to, iz punkt Gaussa nie pod-
legal plastycznemu plynieciu w po-
przedniej iteracji i sprawdzany jest
warunek o, > oyo. Jedli odpo-
wiedzig jest:

nie tak nie tak
punkt Gaussa punkt Gaussa punkt Gaussa punkt Gaussa
podlega odcig- uplastycznil si¢ jest ciggle spre- uplastycznil si¢
zeniu, przejdz W poprzedniej jysty  przejdz podczas przyro-
do punktu 7. iteracji i napre-  do punktu 7. stu obciazenia

zenie w
stale rosnie, za-
tem cala nad-
wyzka

Ty =T (r-1)
musi zostaé zre-
dukowana  do
wartosci granicy
plastycznosci
jak  pokazano
na Rys. 1la.
W  tym celu

nim

przyjmuje  sie
wspotezynnik

w obecnej ite-
racji Rys. 11b,
zatem czes¢ na-
prezenia ponad
granice plasty-
czno$ci musi ulec
redukcji, w tym
celu przyjmuje
sie  wspolezyn-
nik R =
O'(T) — Oy

Ty = T(r—1)

O(r) (Gycj;(ng;ﬁD

r)

Rysunek 11 Zmiana przyrostu naprezenia: a) w punkcie uprzednio uplastycznionym, b) w
punkcie pozostajacym poprzednio w stanie sprezystym

5. Obliczenie przyrostu naprezenia o (._q)

Gaussa uplastycznionych.

+ (1 - R)da?r) dla punktéw

. 7 zeS¢ naprezeni musi z ¢ wyeliminowana w po-
6. Pozostala cze$é¢ na enia Rdcr‘E“r) si zostaé el owana o
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dany nizej sposéb. Z uwagi na koniecznoéé¢ spetnienia warunku plastycz-
nosci, naprezenie nie moze wyjsé poza powierzchnie plastycznosci, zatem
przyrost jego wartosci zostaje obliczony w procesie iteracyjnym tak, aby
spetni¢ jednocze$nie warunki réwnowagi oraz réwnanie konstytutywne

do ;) = Dde(,) —dAdp (47)

lub
o' =041 +dof,y —dAdp (48)

Czesto koniec wektora naprezenia moze nie trafia¢ w powierzchnie pla-
stycznosci, w zwigzku z tym wprowadza sie wspétczynnik skalujacy

oyo + ngn) (49)
O(r) = O(r) =
I(r)
7. Dla punktéw Gaussa, ktore caly czas pozostawaly w stanie sprezystym
obliczamy
O(r) =0 (r-1) + dG'(ET) (50)
8. Ostatecznie, obliczamy réwnowazne naprezeniu sity w wezlach elemen-
tow
(f(el))(r) = / BTU(r)dV (51)
Vien

Zrédlowy kod elementéw skoniczonych dla procedury RESIDU, wchodzacej w
sktad programu plast.for (por. Owen i Hinton [59], Ganczarski i Skrzypek
[36]) zostal zamieszczony w Dodatku.
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4. Przyktady modelowania zniszczenia materiatow
metalicznych w jednoosiowym stanie naprezenia

4.1.  Asymetryczne zniszczenie niskocyklowe stali AISI 316L przy uzyciu
modelu Ylinena (Ganczarski i Cegielski [34])

4.1.1 Wyniki eksperymentalne Dufailly [28] oraz préba modelowania Lemaitre
[50]

Materiatl poddany cyklom rozciagania—Sciskania o wysokiej wartosci napreze-
nia badz odksztalcenia wykazuje wzrost uszkodzenia towarzyszacy odksztal-
ceniom plastycznym. W przypadku gdy material jest poddany cyklom o statej
amplitudzie odksztalcenia, narastajace uszkodzenie powoduje spadek ampli-
tudy naprezenia oraz spadek wartosci modutu sprezystosci. Wyniki ekspe-
rymentu Dufailly i Lemaitre’a [28] dla prébki wykonanej ze stali stopowej
AISI 316L poddanej obciazeniu cyklicznemu o statej amplitudzie odksztatce-

nia przeprowadzonej w temperaturze pokojowej pokazano na Rys. 12.
G [MPa]
N cycles 300+

il 1 | 1
500 1000 1500 2000 2500 N

Rysunek 12 Test niskocyklowy dla stali stopowej AISI 316L wg. Dufailly i Lemaitre’a [28]

Szczegdlowa analiza kolejnych petli odksztalcenienaprezenie ujawnia istnie-
nie trzech faz procesu ostabienia towarzyszacych wzrostowi uszkodzenia. W
pierwszej fazie (0 < N < 2000 cykli) uszkodzenie rozwija si¢ w taki spo-
soOb, ze odpowiada mu identyczny spadek amplitudy naprezenia oraz modutu
sprezystosci po stronie rozciggania oraz Sciskania. Dla wyzszej liczby cykli
(2000 < N < 2400 cykli) aktywowany zostaje drugi mechanizm unilateralnego
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uszkodzenia, w ktérym spadek amplitudy naprezenia oraz modutu sprezysto-
Sci przebiega szybciej po stronie rozciagania niz $ciskania. Wreszcie w trzeciej
fazie, bezposrednio poprzedzajacej zerwanie (2400 < N < 2556 cykli), pojawia
si¢ mechanizm zwiagzany z lokalizacja odksztatcen plastycznych. Obserwowane
jest réwnoczesne tworzenie sie niestatecznosci naprezenia po stronie rozcigga-
nia jak réwniez pojawienie sie charakterystycznego punktu przegiecia na czesci
histerezy odpowiadajacej zakresowi $ciskania.

Préoba numerycznego modelowania tak skomplikowanego zachowania mate-
rialu zaproponowana przez Lemaitre’a [50], w o oparciu klasyczna kinetyczna
teorie uszkodzenia bez uwzglednienia efektu deaktywacji uszkodzenia, daje re-
zulaty zupelnie nie przystajace do wynikéw eksperymentu (Rys. 13).

Rysunek 13 Numeryczne modelowanie zniszczenia niskocyklowy dla stali stopowej AISI 316L
wg. Lemaitre’a [50]

Gléwne niedostatki przedstawionego rozwiazania to przede wszystkim jedna-
kowe co do wartosci bezwzglednej spadki amplitudy naprezenia i modutu spre-
zystosci po stronie rozciagania oraz Sciskania. Ponadto, zupelny brak przej-
Scia do fazy lokalizacji odksztalcen plastycznych i zwiazanego z tym faktem
pojawienia sie punktu niestatecznosci naprezenia na gatezi histerezy odpowia-
dajacej rozcigganiu.

4.1.2 Koncepcja podwdjnej miary uszkodzenia z efektem unilateralnym

Istotnym i koniecznym punktem modelowania zachowania materiatu, zdol-
nym jakosciowo oraz ilo$ciowo poprawi¢ zgodnos¢é modelu numerycznego Le-
maitre’a [50] z wynikami eksperymentalymi Dufailly [28], jest wprowadze-
nie efektu deaktywacji uszkodzenia. Réwnoczesnie sama unilateralna natura
uszkodzenia wymaga przedefiniowania zmiennej go opisujace;j.

W najbardziej ogélnym przypadku uszkodzenie ma anizotropowy charak-
ter, nawet w przypadku, gdy material jest poczatkowo izotropowy. Zatem ten-
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sor uszkodzenia drugiego rzedu D jest zmienna najczedciej uzywana do opisu
efektéw anizotropii w materiatach oryginalnie izotropowych. W wielu przy-
padkach uszkodzenie moze by¢ opisane tensorem izotropowym rzedu zerowego
(skalarem) D. Ten uproszczony model jest adekwatny wyltacznie w odniesie-
niu do pewnych materialéw poddanych obcigzeniom typu propocjonalnego
(Betten [7]). Gléwna niedogodnoscia w stosowaniu sformulowania opartego
na skalarnej mierze uszkodzenia jest fakt, iz nie ma ona wplywu na wspot-
czynnik Poissona. W celu eliminacji powyzszego defektu Chow i Wei [21] za-
proponowali sformutowanie oparte na zmiennej uszkodzenia okreslonej dwoma
skalarmi D i Ds.

W obecnym przyktadzie wystepowanie trzech faz uszkodzenia wymaga za-
stosowania analogicznego opisu zawierajacego dwie niezalezne skalarne zmienne
uszkodzenia: izotropows Dy dzialajaca na dewiatorows cze$é¢ tensora napreze-
nia oraz unilateralna D, dzialajaca na cze$¢ kulista tensora naprezenia (Lade-
veze [48], Vereecke i Billardon [72]). Zatem jednoosiowe naprezenie efektywne
wyrazone jest nastepujaca zaleznoscia

- O Oy

C=1-D. "1-Duh-

(52)

4.1.3 Model Ylinena uwzgledniajacy efekt uszkodzenia

Gladka zaleznos¢ pomiedzy odksztalceniem i naprezeniem, zaréwno w zakre-
sie sprezystym jak i nieliniowym zakresie plastycznym, sugeruje uzycie nie-
liniowej aproksymacji dla opisu poczatkowej petli histerezy. Sposréd najcze-
$ciej stosowanych modeli typu Ramberga—Osgooda, tangensa hiperbolicznego
Pragera czy Ylinena tylko ten ostatni daje najlepszg zgodnos¢ z danymi dos-
wiadczalnymi. W klasycznym nieliniowym modelu sprezysto-plastycznym za-
proponowanym przez Ylinena [76] obowiazuje nastepujaca relacja pomiedzy
jednoosiowym naprezeniem i odksztalceniem

e= = ca—(l—c)aoln<1—i>} , (53)

g0

gdzie ¢, o¢ oznaczaja stale materiatowe (0 < ¢ < 1).

W przypadku materiatu podlegajacego uszkodzeniu proponowane jest, aby
oryginalny jednoosiowy model Ylinena (53) zostal zmodyfikowany poprzez za-
stapienie naprezenia nominalnego o przez naprezenie efektywne o (52) zawie-
rajace efekt unilateralny. Po wykonaniu rézniczkowania wzgledem naprezenia
jednoosiowa aproksymacja Ylinena uogélniona o efekty zwiazane z uszkodze-
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niem i cyklicznym charakterem dzialania obcigzenia przyjmuje postac

o (el

o ————— obclagzenie

@ = _ Uoi — C‘U| (54)
E* odciazenie ,

w ktorej efektywne moduly sprezystosci E* oraz efektywne asymptotyczne
granice plastycznosci 3§ sg okreslone w nastepujacy sposob

EJr:E(l_?s)(l_le) E,:E(l—gs)(l—?vh)
1—35Dy — 3D 1 —2Dyh — 1D
(55)
_,_ (1-D)(-Dy . _  (1-D)(1-Dyh)
T0 = 70 =09 :

2 1 0o 2 1
1—-35Dy —3Ds 1 —35Dyh — 5Ds

Poprawne zastosowanie powyzszych definicji efektywnych modutéw sprezysto-
Sci wymaga spetnienia dodatkowego warunku w postaci

1— Dy /1 —2v
1— Dyhe - 14+v (56)

tak aby wyeliminowadé niefizyczne zachowanie materialu polegajace na wydtu-
zeniu w kierunku poprzecznym w stosunku do kierunku jedoosiowego rozcia-
gania (Ganczarski i Barwacz [33]).

4.1.4 Kinetyczna teoria ewolucji uszkodzenia

Wybér teorii ewolucji uszkodzenia zdolnej modelowaé eksperyment staje sie
tatwiejszy po uwzglednieniu zalozenia, ze uszkodzenie jest zalezne od kumulo-
wanego odksztalcenia plastycznego. Oparta na termodynamice proceséw nie-
odwracalnych teoria tego typu jest autorstwa Lemaitre’a i Chaboche’a [15, 50].
W przystosowanym do potrzeb obecnego przyktadu sformutowaniu, podobnie
jak w sformutowaniu oryginalnym, potencjal dyssypacji F' jest sumg dwoch
czedci: pierwsza odpowiada warunkowi plastycznego plyniecia typu Hubera—
Misesa—Hencky’ego f, w ktorej uszkodzenie wystepuje poprzez naprezenie
efektywne oraz druga FP zwigzana jest z potensjatem uszkodzenia. W przy-
padku jednoosiowego stanu naprezenia potencjal dyssypacji przyjmuje uprosz-
czong postaé

F=f(o,D)+F°(Y,D), f=I[5]-oy, (57)

w ktorej dla prostoty pominiete zostaly wplywy wzmocnienia typu izotropowe-
go i kinematycznego, natomiast efekty te zawarte sa w modelu Ylinena poprzez
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parametry og i c. Zastosowanie klasycznego formalizmu stowarzyszonej pla-
stycznosci prowadzi do nastepujacej formuty dla jednoosiowego odksztatcenia
plastycznego

OF oF dA
de? = —dA = d\ = si s
£ 5 9. sign (o) D, (58)
podczas gdy kumulowane odksztalcenie plastyczne jest réwne
dA
dp = |deP| = .
p =10’ = 5 (59)

7 punktu widzenia termodynamiki proceséw nieodwracalnych zmienng sto-
warzyszong z uszkodzeniem jest predko$¢ uwalnianej energii sprezystej Y. W
uproszczonym wyrazeniu na potencjal dyssypacji FP bazujacym na kinetycz-
nej teorii uszkodzenia wystepuja jej dwie niezalezne zmienne (Ladeveze [48])
U N ¢

2S5 (1 —Ds) 2S5, (1 — Dyh)
gdzie Ss, Sy oznaczaja wytrzymaltosci materialu na uszkodzenie odpowied-
nio typu dewiatorowego oraz objetosciowego, a predkos¢ uwalnianej energii
sprezystej wynosi

(60)

2 2 1.2
Zo =0
Y=Y, 4+Y, = 3 5 + 3 5 -
2E (1 — Dy) 2E (1 — Dyh)
7 uwagi na fakt, iz przyrosty uszkodzenia sg obliczane jako pochodne poten-
cjatu dyssypacji FP

(61)

OFP OFP

dA dD, =
0Ys oYy
oraz wykorzystujac (59) réwnania ewolucji uszkodzenia dla przypadku jedno-
osiowego naprezenia daja sie przedstawi¢ w nastepujacej postaci

dD, = dA (62)

dDg %0'2
= 59 (p)
dp  2ESs(1 - Dy) (63)
dD, 102 (1—DS>H(_D)
dp  2BS, (1—-Dn2 \I—Dyn) V7P~

Zgodnie z zalozeniem kinetycznej teorii uszkodzenia, réwnania ewolucji Dy, Dy,
sa zalezne od akumulowanego odksztalcenia plastycznego p. Dodatkowo ewo-
lucja uszkodzenia typu izotropowego Ds jest sterowana funkcja g(p) = e P tak
aby modelowaé jego gasnacy charakter. Podobnie ewolucja uszkodzenia uni-
lateralnego D, jest aktywowana tylko wtedy gdy akumulowane odksztalcenie
plastyczne osiagnie wartoéé progowa pP (Lemaitre [50]).
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4.1.5 Uogolnienie réwnan ewolucji uszkodzenia na przypadek trdjosiowego
stanu naprezenia towarzyszacego lokalizacji odksztalcenia

Poprawny opis fazy po lokalizacji odksztalcenia wymaga analizy trdjosiowego
stanu naprezenia. Réwnoczesnie prostota catkownia numerycznego jednoosio-
wego stanu naprezenia sugeruje postuzenie sie sformutowaniem hubrydowym,
w ktorym faza przed lokalizacjg odksztatcenia jest modelowana réwnaniami
(54, 63), podczas gdy faza po lokalizacji odksztalcenia opisana jest przyblizo-
nym rozwiazaniem dla tréjosiowego stanu naprezenia, uzaleznionym od warto-
$ci réwnomiernego naprezenia poza strefa szyjki i podstawionego do sktadowej
osiowej odksztalcenia wyprowadzonej z ogdlnego tréjosiowego rowania konsty-
tutywnego.

Najprostsza aproksymacja tréjosiowego stanu naprezenia towarzyszacego
osiowo symetrycznej lokalizacji odksztalcenia jest autorstwa Davidenkowa i
Spiridonovej [24]. Zakladajac niedcisliwo$¢ materiatu, réwnosé sktadowych ob-
wodowej oraz promieniowej odksztalcenia logarytmicznego w minimalnym prze-
kroju jak réwniez przyjmujac krzywizne trajektorii naprezenia gtéwnego w
dnie szyjki réwna 1/p = r/(r1p;), autorzy wykazali, ze intensywnos¢ od-
ksztalcenia logarytmicznego jest réwna co do wartosci jego sktadowej osiowej.
Nastepnie zostaly wyprowadzone zaleznosci na sktadowe naprezenia w dowol-
nym punkcie lezacym na dnie szyjki na jej osi symetrii

N2
T1 1 r o
Op=0t=0j—, 0,=0i|ll+— ), oi=|—| ——F—F— 64
" ! 2p, : < 2p1> (7“1> L+7r1/(4py1) (64)

gdzie o; = 0, — 0, jest naprezeniem zredukowanym Misesa, natomiast symbol
o oznacza réwnomierne naprezenie poza strefa lokalizacji odksztalcenia. Stan
naprezenia zalezy od dwéch wspoétezynnikéw okreslajacych geometrie 7/rq
oraz r1/p;. Wartos¢ wspoélczynnika bedacego stosunkiem promienia prébki
7 do promienia na dnie szyjki r; (Rys. 14) wynika z zalozenia o niesci$liwosci

Rysunek 14 Geometria szyjki

oraz definicji odksztalcenia logarytmicznego 7/r; = /1 + () i jest aproksy-
mowana jedynka dla zastosowanej amplitudy odksztatcenia ey = 2.1 x 1073,
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Przeciwnie, wartos¢ wspétczynnika bedacego stosunkiem promienia prébki na
dnie szyjki do promienia krzywizny r1/p; = 7/p; nie moze zostaé¢ zaniedbana

i jest zakladana w postaci
T/p1 = aV/(e) - (65)

Odksztatcenie wystepujace pod pierwiastkiem jest ujete w nawiasy Mac Au-
leya poniewaz tylko jego dodatnia wartos¢ powoduje powstanie szyjki. Pod-
stawienie powyzszej aproksymacji do réwnan (64) daje ostateczne formuly na
osiowo symetryczny stan naprezenia w strefie lokalizacji odksztatcenia uzlez-
niony od warto$ci naprezenia nominalnego o

, 0.5a+/ () 6_01+0.5a\/® . o (66)
140.25ay/(e) = 1+4025ay/(e) = 1+025ay/(e)

Postulowane jest nastepujace uogolnienie zmodyfikowanego prawa Ylinena
(53)

_ 1 Sij 3 Evél-j o) o
= | Sl . R I g (
Si=clogT-p, T E1-D| " 9g™ 70 ) (67)
3§ij
20’0(1—DS)’

w ktérym czlon sprezysty jest Scisliwy, natomiast czton niesprezysty jest nie-
scisliwy, zas wielko$¢ 5;; oznacza dewiator naprezenia. Ograniczajac réwnanie
(67) do sktadowej osiowej otrzymuje si¢ przyblizona wartosé¢ dla g, zawierajaca
efekt trojosiowosci naprezenia w strefie lokalizacji odksztalcenia

F=% = Li_,_iﬂ —(1-0¢)1 1_i X

CTE 501D, "K1-Dyh ©m o0 (68)

35,
200 (1 — Dy)

Obliczajac S, oraz naprezenie rednie 7y, na postawie zaleznosci (66) dostajemy

20, — 20, 20

82 = = s
3 3 (1 + 0.25(1\/(5))

_ 20, +7. o 1+15a\/(e)

o == .
¥ 3 31+ 0.25a4/(¢)

Uwzgledniajac nastepnie wielkosci 5, o dane (69) oraz &; dane (66) w (68)
oraz wykonujac pewne uproszczenia dochodzimy do przyblizonego uogdlnienia

(69)
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zmodyfikowanego prawa Ylinena (54) dla przypadku osiowo symetrycznego
stanu naprezenia

—4+ .
do B _{SA obcigzenie
T ) . 70« o] (70)
E odcigzenie |,

w ktérym odpowiednie efektywne moduty sprezystosci oraz efektywne asymp-
totyczne granice plastycznosci przyjmuja postacé

Yo VA G R e LAVA DI

110500 0 "1 054/

Warto zauwazy¢, ze w przypadku braku lokalizacja odksztalcenia wartosé
wspdélczynnika 7/p; — 0 i w konsekwencji wzory (71) przechodza w zalez-
nosci (63).

Uogdlnienie (57) na przypadek tréjosiowego stanu naprezenia przyjmuje
postaé B
- 1- D
podczas gdy przyblizone wartos$ci przyrostéw odksztalcenia plastycznego sa
réwne

F=f(o,D)+F°(Y,D), f

— oy (72)

oF — —dX
do, dA = 1— Dy

oF —  dx
do, = 1—Dy’

=P — q8P —
dey = dg; =

(73)

Jedli uzy¢ sformutowania Davidenkova i Spiridonowej to kumulowane odkszta-
lcenie plastyczne daje si¢ wyrazi¢ wzorem

2 s V2dN
dp = gdsijdsij =7- D, (74)

Predkosé uwalnianej enegii sprezystej stowarzyszona z unilateralnym uszko-
dzeniem przyjmuje postaé

2 o? 1

Y= - 3 = 2 2
2E (1 —Dy)*  2E(1— Dy) (1 +025a\/@)

s o2(1-Dy (1+15a/F
N T - DAy 6B D) (1 +0.25a\/@> H(p—1P)

(75)
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a w konsekwencji uogélnienie réwnan ewolucji uszkodzenia (63) na przypadek
tréjosiowego stanu naprezenia mozna zapisa¢ nastepujaco

dDq _ o? 1

dp  3v2ES, (1 - Dy)? (1 n 0.25a\/(5_>>
2

R PV Y

dp  6v2ES, (1— Dyh)21— Dyh \ 1+ 0.25a1/(2)
(76)

Ostatecznie, caly proces jest modelowany réwnaniami (54, 63) w fazie poprze-
dzajacej lokalizacje odksztalcen oraz réwnaniami (70, 76) w fazie uwzgled-
niajacej lokalizacje. Tak zdefiniowany uklad réownan pozwala na numeryczna
symulacje wynikéw doswiadczalnych uzyskanych przez Dufailly w jednoosio-
wej probie cylicznego rozciggania—Sciskania. Zostanie réowniez pokazane, ze
powyzsze sformutowanie pozwala modelowaé pelny zakres zniszczenia nisko-
cyklowego wlacznie z utworzeniem sie niestatecznodci zwigzanej z lokalizacja
odksztalcenia.

59 ()

4.1.6 Identyfikacja stalych materialowych modelu

Wartosci statych materiatlowych odpowiadajacych zakresowi sprezystemu oraz
plastycznemu E, v i oy podaje Lemaitre [50]. Wartosci statych materiatowych
modelu Ylinena zostaly ustalone w nastepujacy sposéb: wartos¢ stalej ¢ zo-
stala dobrana tak, aby zamknaé pierwsza petle histerezy, podczas gdy wartosé
asymptotycznej granicy plastycznosci oy wyznaczono przez poréwnanie pierw-
szych petli histerezy uzyskanych w eksperymencie oraz numerycznej symulacji
a nastepnie minimalizacje odpowiednich odchylen (Rys. 15).

Identyfikacja stalych materialowych odpowiadajacych kinetycznej teorii
uszkodzenia he, a, Sy, Ss, pP jest oparta na procedurze zaproponowanej przez
Lemaitre’a [50] w przypadku uszkodzenia izotropowego a nastepnie uogdlnio-
nej przez Gariona i Skoczenia [38] na przypadek uszkodzenia ortotropowego.
Pelny wykaz statych materialowych dla stali AISI 316L w temperaturze po-
kojowej podany zostat w Tabeli 9.

4.1.7 Wyniki obliczen

Uklad trzech réwnan rézniczkowych (54, 63) dla fazy poprzedzajacej lokaliza-
cje odksztalcen oraz réwnan (70, 76) dla fazy po lokalizacji podlega numerycz-
nemu catkowaniu dla odksztalcen zmieniajacych sie w zakresie od epyy =
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o[MPa]

€[%]

o experiment
— Ylinen’s model

o

Rysunek 15 Kalibracja parametréw modelu Ylinena na podstawie pierwszej petli histerezy

Tablica 2 State materiatowe dla stali AISI 316L w temperaturze pokojowej

a b c E v pD Sy Ss oo oy
[GPa [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa]
2.5 15005773 | 200 |0.3]3.2]| 0.151 0.25 280 260

—2.45x 1073 do epax = 2.1 x 1073 za pomoca procedury odeint. for wykorzy-
stujaca schemat Rungego-Kutty IV powiazany z adaptacyjnym sterowaniem
dlugoscia kroku (Press i inni [62]).

Wyniki numerycznej symulacji opartej na wzorcowym modelu nie zawiera-
jacym efektu deaktywacji uszkodzenia (h = 1.0), oryginalnie zaproponowanym
przez Lemaitre’a [50], pokazano na Rys. 16.

Model powyzszy wykazuje izotropowe ostabienie pod wplywem zaréwno roz-
ciggania jak i Sciskania co dyskwalifikuje go jesli chodzi o poprawne modelo-
wanie wynikéw eksperymentalnych.

Wyniki otrzymane w oparciu o bardziej zaawansowany klasyczny model
deaktywacji uszkodzenia (h = 1.0 gdy o > 0 oraz h = h. gdy o < 0) daja
jedynie ilosciowo dobra zgodnosé z wynikami eksperymentu (Rys. 17).
Mianowicie, rozpatrywany model numeryczny poprawnie odwzorowuje unila-
teralny charakter oslabienia towarzyszacego uszkodzeniom w takim sensie, ze
rzedne amplitud naprezenia kolejnych petli histerezy odpowiadaja odpowied-



40 Przyklady modelowania zniszczenia materialéw metalicznych

o [MPa]
300

0
200
2000
2300

400

200

)

y
/

100

0 /
-100 /

-200

LD
\

—

-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 €

-300

Rysunek 16 Numeryczna symulacja modelem z wzorcowym bez efektu deaktywacji uszko-
dzenia (h = 1.0)

nim punktom na krzywych eksperymentalnych. Jednakze nieciggto$é do/0e
w punkcie o = 0, szczegdlnie silnie zaznaczona w fazie po lokalizacji odksztal-
cenia, prowadzi do drastycznej niezgodnosci z wynikami eksperymentalnymi.

W przeciwienstwie do powyzszego modelu zastosowanie koncepcji ciaglej
deaktywacji uszkodzenia (h(c) okreslone wzorem (14), w ktérym o, = 0)
wykazuje nie tylko iloSciows ale takze jakosciowsg zgodnos$é¢ z wynikami eks-
perymentalnymi (Rys. 18). Istotny defekt klasycznego modelu, polegajacy na
niegladkiej, biliniowej charakterystyce oddzielajacej zakres rozciagania od Sci-
skania, zostal skutecznie wyeliminowany. Warunek (56) jest spelniony ponie-
waz koncowe wartosci zmiennych uszkodzenia Dg = 0.1, D, = 0.91 daja war-
tos¢ utamka (1—Ds)/(1—Dyhe) = 1.1 ktéra jest wieksza niz 0.554 odpowiada-
jaca wartosci obliczonej w oparciu o wspotczynnik Poissona v = 0.3. Jedyna
utomnoscig modelu jest niedoktadne odwzorowanie tej czesci histerezy, ktéra
odpowiada zakresowi Sciskania i na ktorej nie obserwuje si¢ charakterystycz-
nego punktu przegiecia. Zastosowanie efektu deaktywacji uszkodzenia stero-
wanego catkowitym odksztatceniem plastycznym, jak w propozycji Chabo-
che’a [17], poprawiloby rozwiazanie, jednak bez gwarancji powstania punktu
przegiecia, $ciste modelowanie zjawisk zachodzacych po lokalizacji odksztat-



Asymetryczne zniszczenie niskocyklowe stali AISI 316L przy uzyciu modelu Ylinena 41

o [MPa]
300

200 25t

7
100 /

1 failure

2630

-100

-200

-300 -0.002 -0.001 0 0.001 0.002 €

Rysunek 17 Numeryczna symulacja modelem z klasycznym efektem deaktywacji uszkodzenia
(h=1.0 gdy o > 0 oraz h = hc gdy o < 0)
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Rysunek 18 Poréwnanie wynikéw: a) numerycznej symulacji modelem z ciagtym efektem
deaktywacji uszkodzenia (h(c) dane wzorem (14) w ktérym oo = 0) Ganczarski i Cegielski
[34] b) eksperymentalnych Dufailly [28]
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cenia wymaga bowiem pelnego tréjwymiarowego sformutowania.

4.2. Zniszczenie niskocyklowe stopu Al-2024 przy uzyciu modelu
Lemaitre’a-Chaboche’a

Celem tego przykladu jest modelowanie efektu ciagtej deaktywacji uszkodzenia
w aluminium Al-2024.

4.2.1 Préba zmeczenia niskocyklowego Abdul-Latifa i Chadliego [1]

Opis proby zmeczenia niskocyklowego wykonanej przez Abdul-Latifa i Chadli
na prébkach ze stopu aluminium opublikowano w pracy [1]. Do eksperymentu
uzyto stopu aluminium o handlowym symbolu Al-2024 i sktadzie chemicz-
nym podanym w Tabeli 3. Testy zmeczenia niskocyklowego przeprowadzono

Tablica 3 Sklad chemiczny stopu aluminium Al-2024 (udzial wagowy [%])

Si Fe Cu | Mn | Mg | Cr Ni Zn Ti Zr Pb
0.11 | 0.28 | 4.33 | 0.75 | 1.31 | 0.01 | 0.01 | 0.10 | 0.03 | 0.14 | 0.0021

w temperaturze pokojowej na maszynie INSTRON typ 1340 uzywajac cienko-
$ciennych prébek walcowych o wymiarach: srednica wewnetrzna 15mm, Sred-
nica zewnetrzna 18mm, wycietych z okragtego preta o drednicy 42mm. Proces
obrébki wykanczajacej probek obejmowal polerowanie ich powierzchni a na-
stepnie obrébke termiczna polegajaca na starzeniu w temperaturze 495°C i
hartowaniu w kapieli wodnej.

Prébki testowano poddajac je réznym programom obciazenia przy réznych
poziomach wymuszenia typu odksztalceniowego. Najciekawsze i jednoczesnie
najbardziej reprezentatywne rezultaty uzyskano w przypadku zastosowania
programu jednoosiowego rozciggania—$ciskania o amplitudzie Aey; = +1%.
Test prowadzono do momentu zerwania probki po 291 cyklach a jego wyniki
zaprezentowano na Rys. 19.

Szczegdlowa analiza kolejnych petli histerezy potwierdza sprezysto-plasty-
czne zachowanie materialu z bardzo silnym wyplywem uszkodzenia o unilate-
ralnym charakterze. W poczatkowych cyklach material wykazuje wzmocnie-
nie plastyczne prowadzace do osiagniccia cyklu ustabilizowanego by nastep-
nie w miare narastania uszkodzenia zaczaé¢ ujawniaé coraz silniejszg asyme-
trie spadku amplitudy oraz wartosci modutu sprezystosci pomiedzy zakresem
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a)’

Last cycles
o First cycles

« Stablised cycle
Rysunek 19 Test zniszczenia niskocyklowego dla stopu Al-2024 wg. Abdul-Latifa i Chadli [1]

odpowiadajacym rozcigganiu i Sciskaniu. Procesowi temu towarzyszy stop-
niowe zawezanie pola ograniczonego kolejnymi petlami histerezy zwiazane ze
zmiang charakteru dolnej galezi histerezy z wypuklej na wklesta, czemu w
konsekwencji odpowiada zmniejszanie sie zdolno$¢ materialu do dyssypacji
energii.

4.2.2 Modelowanie procesu plastycznego plyniecia z efektami uszkodzenia

Opis plastycznego ptyniecia z degradacja wlasnosci materiatowych wywotana
uszkodzeniem, zdolny modelowaé¢ eksperyment, oparty jest na teorii kinetycz-
nej zaproponowanej przez Lemaitre’a—Chaboche’a [15, 50] i wyprowadzonej z
potencjatu dyssypacji. W przypadku jednoosiowego naprezenia zaréwno po-
tencjal plastycznosci jak i potencjal uszkodzenia przyjmuja uproszczona po-
staé

3X2 b YZH (p—pP)

F=|5=X|=R=oy+ 5 = 550 -Dh

(77)

gdzie potencjal uszkodzenia jest funkcja akumulowanego odksztalcenia pla-
stycznego p aktywowana dopiero po osiagnieciu pewnej wartosci progowej pP,
natomiast gesto$¢ uwalnianej energii odksztalcenia wynosi odpowiednio

52

Y= (78)

Zastosowanie formalizmu stowarzyszonej plastycznosci prowadzi do nastepu-
jacych réwnan dla odksztalcenia plastycznego, akumulowanego odksztalcenia
plastycznego, zmiennych odksztatceniowych stowarzyszonych z wzmocnieniem
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izotropowym i kinematycznym oraz uszkodzeniem

deP = g—fd)\ =sgn(oc—X) 1 il)i)h

dr = —g—;d)\ = (1—Dh)dp (79)
da = —g—)F(d)\ = (1 — Dh)deP — %d)\
dD:aaiYDd)\:%H(p—pD)dp.

Zmnajac wartosci powyzszych zmiennych wewnetrznych typu odksztatceniowego
oraz posta¢ potencjatu energii swobodnej Helmholtza

w=1 {%E ()% (1 — Dh) + Ra {r + %eXp (—br)] + éxooryoﬂ} (80)

przechodzimy na stowarzyszone z nimi zmienne wewnetrzne typu naprezenio-
wego

oY . N 2
=P = E<°(1— Dh), X = P o = SXOO’ya
(81)
— 8_¢_ _ _ __8_@&_1 e)2
R—par—Roo[l exp (—=br)], Y = Py —QE(E)h.

Uwzgledniajac nastepnie zaleznosci (79) w réwnaniach (81) oraz zapisujac te
ostatnie w dogodniejszej z punktu widzenia obliczen numerycznych formie
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przyrostowej dochodzimy réwnan Lemitre’a i Chaboche’a [50]

zakres sprezysty zakres plastyczny
d d
& =Ba=Dh) = (1= DI {[Xooy + b (Reo = R)
~3
~ o
xsgn(oc —X)—~vyX} — ﬁﬂ (p —pD)

d

d—R — b(Roo — R) (1 — Dh) (82)

(ii— = v [Xoosgn (deP) — X] (1 — Dh)

P

2
W ()
p  2ES(1— Dh)

zawierajacych efekt ciaglej deaktywacji uszkodzenia (Ganczarski i Cegielski
[10]) ograniczony dodatkowym zalozeniem, ze warto$¢ naprezenia odpowiada-
jaca poczatkowi procesu deaktywacji uszkodzenia wynosi o1, = 0. Pierwsze z
réwnan (82) dla zakresu plastycznego wynika z warunku zgodnosci (pozosta-
wania naprezenia na aktualnej powierzchni plastycznosci). Natomiast ostatnie
z réwnan (82) definiuje ewolucje uszkodzenia w stopach aluminium, w ogélnym
przypadku zalezna od drugiego niezmiennika naprezenia, zgodnie z obserwa-
cjami Hayhursta [43], a wiec generowana zaréwno przez strefy plastycznego
rozciggania jak i Sciskania, lecz w przypadku tej ostatniej zmodyfikowana wy-
gaszajacym wplywem efektem cigglej deaktywacji uszkodzenia.

4.2.3 Wiyniki obliczen

Przedstawiony uktad czterech réwnan rézniczkowych (82) jest numerycznie
caltkowany dla amplitudy odksztalcenia zmieniajacego sie w zakresie 1% przy
pomocy procedury odeint. for wykorzystujacej schemat Runge—Kutty IV po-
wiazany z adaptacyjnie sterowana dlugoscia kroku (Press i inni [62]).
Identyfikacja stalych materialowych wystepujacych w modelu (82) zo-
stala wykonana czesciowo w oparciu o wyniki doswiadczalne oraz czesciowo
na drodze numerycznej. Wielkodci stalych materialowych sprezystosci oraz
plastycznosci F, oy zostaly podane przez Abdul-Latifa i Chadli w pracy
[1]. Wartosci stalych materialowych opisujace umocnienie plastyczne typu
mieszanego b, Roo, v, Xoo zostaly dobrane w taki sposob aby zminimalizo-
waé réznice pomiedzy poczatkowymi petlami histerezy (do osiagniecia cyklu
ustabilizowanego) otrzymanymi z eksperymentu oraz z symulacji numerycznej.
Identyfikacja parametréw materiatlowych opisujacych kinetyczne prawo ewo-
lucji uszkodzenia h., S, pP oparta jest na procedurze zaproponowanej przez
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Lemaitre’a [34]. Wartos$é naprezenia odpowiadajaca koncowi procesu deakty-
wacji uszkodzenia wynosi o, przyjeto rowng aktualnej granicy plastycznosci
po stronie Sciskania. Wartosci wszystkich statych materialowych wystepuja-
cych w modelu podano w Tabeli 4.

Tablica 4 Wartosci stalych materialowych dla stopu Al-2024

E oy b R y Xoo S pP
[GPa] | [MPa] [MPa] [MPa] | [MPa]
70 230 | 01| 120 |40| 60 3500 | 0.248

Wyniki otrzymane w oparciu o klasyczny nieciagly model deaktywacji uszko-
dzenia (h = 1.0 gdy ¢ > 0 oraz h = he gdy o < 0) daja jedynie iloSciowo
dobra zgodno$é z wynikami eksperymentu (Rys. 20).
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Rysunek 20 Numeryczna symulacja procesu zniszczenia niskocyklowego dla stopu Al-2024
z nieciaglym efektem deaktywacji uszkodzenia (Ganczarski, Cegielski [35], Cegielski i inni

(11])

Rozpatrywany model materialowy poprawnie odwzorowuje unilateralny cha-
rakter ostabienia towarzyszacego uszkodzeniu w takim sensie, ze rzedne am-
plitud naprezenia w kolejnych petlach histerezy koresponduja z odpowied-
nimi punktami na krzywych eksperymentalnych. Jednakze nieciagltosé¢ do/0e
w punkcie o = 0, szczegdlnie silne zaznaczona w koncowych cyklach (n > 160),
prowadzi do drastycznej niezgodnosci z wynikami eksperymentalnymi.

W przeciwienstwie do powyzszego modelu wyniki otrzymane w oparciu o
zastosowanie modelu z ciaglym efektem deaktywacji uszkodzenia (h(o) okreslo-
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ne wzorem (14)) wykazuja bardzo dobra iloSciowa oraz jako$ciowa zgodnosé z

wynikami doswiadczalnymi (Rys. 21). Istotny defekt modelu klasycznego, po-

legajacy na niegladkiej, biliniowej charakterystyce oddzielajacej zakres rozcia-

gania od $ciskania, zostat skutecznie wyeliminowany. Udalo si¢ réwniez dosko-

nale odwzorowa¢ stopniowe zawezanie pola ograniczonego kolejnymi petlami

histerezy wraz z towarzyszaca mu zmiana wypuklosci dolnej galezi histerezy.
5667 c [MPa]
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Rysunek 21 Numeryczna symulacja procesu zniszczenia niskocyklowego dla stopu Al-2024 z
ciaglym efektem deaktywacji uszkodzenia (Ganczarski, Cegielski [35], Cegielski i inni [11])



48 Przyklady modelowania zniszczenia materialéw metalicznych

5. Przyktady modelowania zniszczenia materiatow
metalicznych w dwu- oraz trojosiowym stanie
naprezenia

5.1.  Wplyw uszkodzenia na powierzchnie plastycznosci

Réwnania ewolucji uszkodzenia zastosowane do modelowania zniszczenia ni-
skocyklowego stali AISI 3161 oraz stopu Al-2024 zostaly wyprowadzone w
oparciu o kinetyczng teorie ewolucji uszkodzenia Lemaitre’a i Chaboche’a.
Kluczem to tej teorii jest potencjal dyssypacji przyjety w postaci sumy poten-
cjatu plastycznego ptyniecia, nawiazujacego do teorii stowarzyszonej plastycz-
nosci, oraz potencjalu dyssypacji uszkodzenia. Powierzchnie graniczne stuzace
do budowy potencjaléw odgrywaja fundamentalng role w ogdlnych teoriach
wiazacych plastycznosé z uszkodzeniem (Lemaitre i Chaboche [51], Lemaitre
[50]) jak réwniez w zjawiskach uszkodzenia towarzyszacego pelzaniu (Litewka
52]).

Deagradacja materialu prowadzi do zmiany takich wtasciwosci mechani-
cznych jak: spadek sztywnosci na skutek wptywu uszkodzenia na modut sprezy-
stosci, spadek wytrzymalosci materiatu opisany odpowiednimi kryteriami wy-
trzymalosciowymi oraz wzrost anizotropii wynikajacy z kierunkowej natury
uszkodzenia. W slad za tym rownania konstytutywne materiatu uszkodzo-
nego musza zawiera¢ powyzsze efekty i réwnoczesnie daé¢ sie redukowaé do
rownan obowiazujacych dla stanu poczatkowego, w ktérym material jest nie-
uszkodzony i izotropowy. Uznajac zatem spelnienie warunku wytrzymaltosci
jako stanu, w ktérym zachodzi osiggniecie badz warunku plastycznosdci badz
warunku zniszczenia moze on zosta¢ przedstawiony w postaci nastepujacego
rownania

f(o,D)=0, (83)

w ktérym o jest tensorem naprezenia, a D skalarnym parametrem uszko-
dzenia, znikajacym w przypadku, gdy material jest nieuszkodzony. Graficzna
interpretacja réwnania (83) pokazana schematycznie na Rys. 22, przedstawia
pewng zamknieta powierzchnie zdefiniowana w przestrzeni naprezenia, ktora
kurczy si¢ i deformuje w skutek wzrostu uszkodzenia. Spadek wytrzymatosci
materiatu nastepujacy w slad za wzrostem uszkodzenia moze by¢ objasniony
w taki sposéb, iz do osiggniecia powierzchni granicznej w materiale nieusz-
kodzonym wystarcza naprezenie o;; (wektor 0A), podczas gdy w materiale
uszkodzonym odpowiednie naprezenie o (wektor 0A4;) jest istotnie mniejsze.

ij
W zwigzku z deformacja powierzchni granicznej, ktéra ma stanowi¢ podstawe
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Rysunek 22 Ewolucja powierzchni granicznej na skutek uszkodzenia

do budowy odpowiedniego potencjatu dyssypacji podlegajacego dalej formali-
zmowi stowarzyszonej plastycznosci, spelnienie dwéch podstawowych postula-
tow decyduje o jej ewentualnej przydatnosci: f musi by¢ skalarna, ciggla oraz
gltadka lub czesciowo gladka (majaca co najwyzej skonczona liczbe narozy) i
wypukta funkcja swoich argumentow.

5.1.1 Przeglad danych eksperymentalnych

Izochroniczne krzywe pelzania, lub innymi stowy krzywe identycznego czasu
zniszczenia, sg bardzo wygodna, graficzna interpretacja osiggniecia kryterium
zniszczenia przy pelzaniu. Zwykle tego typu krzywe sa kreslone w uktadzie
wspolrzednych okredlonych przez wartosci gléwne tensora naprezenia, a kazdy
punkt na odpowiedniej krzywej reprezentuje poziom naprezenia niezbedny do
zniszczenia materialu po uptywie czasu charakterystycznego dla danej krzy-
wej.

Stosunkowo duza liczba eksperymentéw dotyczacych zniszczenia towarzy-
szacego pelzaniu w warunkach dwuosiowego stanu naprezenia zostala przepro-
wadzona dla miedzi w temperaturze 523 K (Finnie i Abo el Ata [29], Johson
i inni [44], Murakami i Sonomura [55], Murakami i inni [56]), ktére pozwolity
Litewce [52] poréwnaé¢ wyniki dla réznych czaséw do zniszczenia (Rys. 23).

Szczegbdtowa analiza kolejnych krzywych izochronicznych, przeprowadzona
oryginalnie przez Broberga [8], nie potwierdzila niezmienniczosci ich ksztaltu
i pozwolila Litewce [52] sformulowaé hipoteze, w mys$l ktérej zaleznie od
poziomu naprezenia moga one zbliza¢ sie¢ badz do elipsy Hubera—Misesa—
Hencky’ego (wysoki poziom naprezenia), badZz do szeSciokata Tresci-Guesta
(niski poziom naprezenia).

Badanie zachowania zaprawy murarskiej byto przedmiotem serii ekspery-
mentéw przeprowadzonych przez Page’a [60, 61], Dhanasekara i innych [25],
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Rysunek 23 Izochroniczne krzywe pelzania dla miedzi w temperaturze 523 K wg. Litewki
[52]

o, (MPa)

Rysunek 24 Powierzchnie zniszczenia zaprawy murarskiej wg. Page’a [60, 61], Dhanasekara
i inych [25], Rotsa [64] oraz van der Pluijma [71]

Rotsa [64] oraz van der Pluijma [71]. Ksztalt powierzchni zniszczenia otrzyma-
nej w wyniku préb: jednoosiowego rozciagania, jednoosiowego Sciskania, dwu-
osiowego $ciskania przy ustalonym naprezeniu Srednim, trojosiowego Sciskania
przy ustalonym naprezeniu srednim oraz Sciskaniu hydrostatyczym zostaly za-
prezentowane na Rys. 24. Powierzchnia zniszczenia wykazuje o wiele wieksza
wrazliwo$¢ na rozciaganie niz na $ciskanie (k jest stosunkiem wytrzymatosci
na $ciskanie do rozciagania).
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5.2.3 Powierzchnie plastycznoéci Tresci-Guesta oraz Hubera—Misesa—
Hencky’ego zawierajace efekt uszkodzenia

Modelowanie wplywu uszkodzenia na powierzchnie plastycznosci Tresci-Gues-
ta lub Hubera—Misesa—Hencky’ego jest bezposrednio zwigzane z kinetyczna
teorig ewolucji uszkodzenia, w ktérej obie powierzchnie traktowane sa jako po-
tencjaly plastycznosci zbudowane w oparciu o naprezenie efektywne. W ogdl-
nym przypadku uszkodzenie ma charakter anizotropowy, co wymaga uzycia
tensora drugiego rzedu D. Jednakze aby mozliwie uprosci¢ wyprowadzenia, w
najprostszym przypadku uszkodzenia izotropowego zaktada sie, ze naprezenie
efektywne przyjmuje postaé¢ okreslong wzorem (18).

Bezposrednie podstawienie (18) do (83) pokazuje, ze postaé¢ warunku pla-

stycznosci
01 g9 o3 .
f(l—Dh’l—Dh’l—Dh>_O (84)

istotnie rozni sie w przypadku rozciggania, gdy uszkodzenie jest aktywne, od
przypadku Sciskania, gdy uszkodzenia pozostaje nieaktywne.

W konsekwencji w przypadku ptaskiego stanu naprezenia i przy zalozeniu,
iz uszkodzenie jest aktywne jesli przynajmniej jedna ze sktadowych naprezenia
jest dodatnia (o1 > 0i/lub o4 > 0), lub innymi stowy aktywacja uszkodzenia
h = 1 zalezy od pierwszego niezmiennika dodatnich wartosci wlasnych ten-
sora naprezenia Tr (o) = (01) + (o2). Warunek plastycznosci Tresci-Guesta
przyjmuje postaé

01 02

1_Djay, ﬁ:ay I éwiartka: 01 >0109>0
o1 — 1 —2D = —0y II ¢éwiartka: o1 <0iog >0 (85)
o1 = —0y, 02=—0y IIT éwiartka: o1 <0iog <0
9 _ o9 = —0y IV éwiartka: o1 >0i09 <0
1-D
podczas gdy warunek plastycznosci Hubera—Misesa—Hencky’ego
o1 0109 09 2
_ 2 fexr :
<m> _(1—D)2+g1—D> =0y I ¢éw.: 01 >0109>0
g9 g2 / :
O’%—O’ll_D—F ) :af, IIéw.: o01<0iog>0 (86)
0%—01024—0%:0}2, IIéw.: 01 <0ioy<0

2
<1ilD> _1i1D02+U§:U}2; IVéw.: 01 >0i09<0
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zatem oba warunki okazuja si¢ by¢ zaréwno niegltadkie jak i niewypukle (Rys.
25). Mianowicie, dla kazdego niezerowego uszkodzenia (D = 0.6 na Rys. 25)

a) b)
6,/0, ©,/0,
1 1 —
N
0.5 05 / J
0 A 014/ Al

0.5 B, 0.5

4 05 0 05 1 6/5, 1 05 0 05 1 o/

Rysunek 25 Postaé powierzchni plastycznosci: a) Tresci-Guesta (85) b) Hubera—Misesa—
Hencky’ego (86) w przypadku nieciaglej deaktywacji uszkodzenia (D = 0.6) Cegielski, Gan-
czarski [10]
istnieja dwa liniowe segmenty (0A; i 0B dla szeSciokata Tresci-Guesta lub
A1As i By B; dla elipsy Hubera—Misesa—Hencky’ego) odpowiadajace natych-
miastowej deaktywacji uszkodzenia, ktére tacza odpowiednie segmenty odpo-
wiednio drugiej i trzeciej lub trzeciej i czwartej ¢wiartki uktadu wspotrzednych.
Powyzsza niedoskonatosé powierzchni plastycznosci moze by¢ jednakze wy-
eliminowana poprzez wprowadzenie efektu cigglej deaktywacji uszkodzenia.
Ograniczajac rozwazania do uproszczonego przypadku, gdy funkcja Hayhur-
sta zalezy jedynie od pierwszego niezmiennika dodatnich wartosci wlasnych
tensora naprezenia (8 = 11 Tr(o) = Tr (o)) oraz zakladajac dodatkowo, iz
uszkodzenie doznaje petnej aktywacji przy maksymalnej wartosci rozciggania

2(1-D)
vz oy
oraz deaktywuje si¢ catkowicie przy Sciskaniu (h. = 0 w punktach 0 lub od-
powiednio As i Bsy), powierzchnie plastycznosci okreslone sa zalezno$ciami:
powierzchnia Tresci-Guesta

(1 - D)oy punkty C; i Cy na szeSciokacie Tresci-Guesta
b= punkty Cp i Cy na elipsie Hubera—Misesa

01 02

1-D % 1-D
o1 = —0y, 01=—0y IIT éwiartka

=0y segment C1Cy

o1 — (1 + %) o9 = —0oy segment 0C (88)

(1 + %) o1 — 09 = —0oy segment 003
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powierzchnia Hubera—Misesa—Hencky’ego

02(1— D)’ tuk C;Cy
2
) , ] (-8 2) ki,
01—0102+0'2: Y 2 (89)
o2 (1- 255 2) Wk CyBy
o3 huk Ay By

schematycznie pokazane na Rys. 26. Zmodyfikowane powierzchnie plastycz-

o, /o, c,/c,

1 1

05 G 05

G

05 -0.5

1 05 0 05 1 oo, 1 o/o,

Rysunek 26 Posta¢ powierzchni plastycznosci: a) Tresci-Guesta (88) b) Hubera—Misesa—
Hencky’ego (89) w przypadku ciaglej deaktywacji uszkodzenia (D = 0.6) Cegielski, Gan-
czarski [10]

noéci sa utworzone albo z dwoch segmentéw szesciokata Tresci-Guesta pola-
czonych dwoma liniami prostymi, albo dwéch tukéw elipsy Hubera—Misesa—
Hencky’ego potaczonych dwoma tukami hiperboli, ktéra w szczegdlnym przy-

padku D = 2V3_ 1 (.5358 przechodzi w parabole.

Kolejne f)giv\i/grzchnie plastycznosci odpowiadajace postepujacemu uszko-
dzeniu wykazujace dobra zgodno$é¢ zaréwno pod wagledem jakosciowym i
iloSciowym wynikami eksperymentalnymi podanymi przez Litewke [52] na
Rys. 27. W poréwaniu do powierzchni plastycznosci zaprezentowanych na
Rys. 25 ich wypukloéé oraz gladkosé (z wyjatkiem skonczonej liczby narozy)
zostala przywrdcona, zatem mogg stuzy¢ jako potencjaty dyssypacji: zmody-
fikowany sze$ciokat Tresci-Guesta do modelowania materialéw metalicznych
poddanych naprezeniom o niskich wartosciach oraz zmodyfikowana powierzch-
nia Hubera—Misesa—Hencky’ego do modelowania zaréwno materialow meta-
licznych poddanych naprezeniom o wysokich wartosSciach jak rowniez mate-
riatéw kruchych typu beton lub kamien.
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Rysunek 27 Kolejne powierzchnie plastycznosci modyfikowane uszkodzeniem: a) Tresci—
Guesta (88) Cegielski i Ganczarski [10], b) Hubera-Misesa—Hencky’ego (89) Cegielski i Gan-
czarski [10], ¢) wyniki doswiadczalne Page’a [60, 61], Dhanasekara i inych [25], Rotsa [64]
oraz van der Pluijma [71], d) wyniki eksperymentalne zebrane przez Litewke [52]

5.2.  Zniszczenie niskocyklowe probki z karbem wykonanej ze stali fer-
rytycznej 20MnMoNi5h

Zakonczone sukcesem proby numerycznego modelowania wplywu cigglej de-
aktywacji uszkodzenia na przebieg procesu zniszczenia niskocyklowego stali
AISI 316L oraz stopu Al-2024 jak réwniez wykazanie wypuktosci i ciagto-
$ci powierzchni plastycznosci modyfikowanej ciaglym warunkiem deaktywacji
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uszkodzenia pozwalajg na przejécie do bardziej zaawansowanego przykladu
modelowania na szczeblu ciala, ktére wymaga pelnej analizy trdjosiowej stanu
naprezenia oraz odksztalcenia.

5.2.1 Wyniki testéw zniszczenia niskocyklowego prébki z karbem wg. Brocksa
i Steglicha [9]

Brocks i Steglich [9] przeprowadzili serie testéw zniszczenia niskocyklowego
dla probek wykonanych ze stali ferrytycznej 20MnMoNi55. Testy o stalej am-
plitudzie wydtuzenia Al = +0.1mm zostaly przeprowadzone na prébkach cy-
lindrycznych z karbem o promieniu r = 2mm. Testy byly przerywane po 83
cyklach w celu pomiaru zaawansowania uszkodzenia. Zaobserwowano inicja-
cje pekniecia na powierzchni dna karbu, ktéra nastepnie obejmowala caly
jego przekrdj poprzeczny. Wyniki testéw, pokazane na Rys. 28, przedsta-
a) b)
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Rysunek 28 Zniszczenie niskocyklowe probki z karbem: a) kolejne petle histerezy w ukladzie
Al — F, b) pekniecie w dnie karbu (Brocks i Steglich [9])

wiajg rodzine petli histezy o wyraznie zaznaczonym unilateralnym efektem
Bauschingera (silniejszy spadek amplitudy sily F' po stronie rozciagania niz
Sciskania) towarzyszacym plastycznemu ostabieniu narastajacemu z liczba cy-
kli (brak fazy poczatkowej zwiazanej z efektem wzmocnienia izotropowego)
prowadzacego do osiagniecia cyklu ustabilizowanego jak w przykladzie doty-
czacym stopu Al-2024).
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5.2.2 Numeryczna symulacja zniszczenia niskocyklowego prébki z karbem
modelem Gursona—Tvergaarda—Needelmana wg. Brocksa i Steglicha [9]

Przeprowadzona przez Brocksa i Steglicha [9] seria testéw zniszczenia nisko-
cyklowego dla probek wykonanej ze stali ferrytycznej 20MnMoNib5 postuzyta
nastepnie do przeprowadzenia symulacji numerycznej wykorzystujacej model
Gursona—Tvergaarda—Needelmana. Autorzy zastosowali opis niesprezystej de-
formacji materialu oparty na funkcji plastycznosci w postaci

30'/..0'/,. o
= 200 4 90 £ cosh | go—0rf ) — (1 2) =0 90
2R T2l cos <@2R%@ (I+af?)=0,  (90)

w ktérym ’naprezenie efektywne’ U;j jest zdefiniowane jako réznica pomiedzy
naprezeniem Cauchy’ego o;; oraz 'back stress’ «;; dla wzmocnienia kinema-
tycznego

0 = 0ij — Qj (91)
natomiast efekt wzmocnienia kinematycznego jest uwzgledniony przez istnie-
nie wiekosci R(€) zaleznej od kumulowanego odksztalcenia plastycznego

t
_ [2.p.
€= / 55%6%d7 . (92)
0

Predkos¢ odksztalcenia zostala zdekompowana na cze$é¢ sprezysta oraz pla-
stycznag

&ij = &5 + éfj , (93)
co jest rowanowazne z multiplikatywna dekompozycja odpowiednich gradien-
tow przemieszczenia w teorii matych deformacji. Prawo Hooke’a zostato zato-
zone dla predkosci sprezystej deformacji oraz obiektywnej predkosci napreze-
nia wedtug wzoru

v . . .
7ij= Cijuiéty = Ciji (ém — £5) - (94)

Autorzy za Chabochem przyjmuja nastepujace reguty wzmocnienia plastycz-
nego: dla czeéci izotropowej

R(Z) = Ry + Roo [1 — exp (—b2)] (95)

dla czedci kinematycznej uogdlnione prawo typu Zieglera

Vv C -
Q= <%0;j - 'yai]) g (96)
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Prawo ewolucji uszkodzenia jest sformutowane w oparciu o teorie plastyczno-
$ci niezalezna od predkosci deformacji (ang. rate-independent plasticity) ale
réwnoczesnie zalezna od cisnienia (ang. pressure-dependent plasticity). Zalo-
zono mianowicie predkosé zmiany udzialu objetosciowego pustek (ang. void-
volume fraction) jako sume czeéci zwiazanej z wzrostem oraz nukleacja

f = fgrowth + fnucl gdZie f(tO) = fO ’ (97)

z ktérych czesé¢ odpowiadajaca wzrostowi uszkodzenia wynika z prawa zacho-
wania masy

fgrowth = (1 - f)gllik . (98)

Modyfikacja wprowadzona przez Gursona—Tvergaarda—Needelmana uwzgled-
nia trzy dodatkowe parametry materialowe ¢; (i = 1,2,3), wplywajace za-
rowno na warunki ptyniecia plastycznego jak i uszkodzenia f*, réwne udzia-
lowi objetosciowemu pustek f, az do osiggniecia watosci krytycznej f. dla
poczatku taczenia sie pustek, poza ktora uszkodzenie jest przyspieszane przez
mnoznik k > 1

f*:{ f gdy f<fe
fc+’£(f_fc) gdy f>fc'

Takie podejécie w przypadku implementacji do kodu elementéw skoniczonych
nawiazuje wyraznie do sformutowania uaktualnionego lagranzianu (ang. upda-
ted lagrangian formulation) dla sprezysto-plastycznego materiatu podlegaja-
cego izotropowemu uszkodzeniu.

Wyniki numerycznej symulacji modelem Gursona—Tvergaarda—Needelmana
o poczatkowej wartosci objetoéciowego udziatu pustek fo = 0.001 zostalty po-
kazane na Rys. 29.

Zatem proba zastosowania modelu Gursona—Tvergaarda—Needelmana oraz
klasycznych modeli plastycznodci z izotropowym lub kinematycznym wzmocnie-
niem jest skazana na niepowodzenie poniewaz w przypadku ztozonych $ciezek
obciazenia jakie towarzyszg obciazeniom cyklicznym, modele te nie sa w stanie
prawidtowo opisa¢ skomplikowanych zmian kolejnych petli histerezy.

(99)
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Rysunek 29 Symulacja niskocyklowego zniszczenia probki z karbem modelem Gursona—
Tvergaarda—Needelmana z mieszanym wzmocnieniem plastycznym i poczatkows wartoscia
objetosciowego udziatu uszkodzenia fo = 0.001 (Brocks i Steglich [9])

5.2.3 Kinetyczna teoria ewolucji uszkodzenia w ogdlnym tréjosiowym stanie
naprezenia

Opis niesprezystej deformacji materiatu jest oparty na oryginalnych zatoze-
niach kinetycznej teorii ewolucji uszkodzenia Lemaitre’a i Chaboche’a [50, 51|
uogdlnionej nastepnie przez Ganczarskiego i Cegielskiego [37] na przypadek
skonczonych deformacji oraz efektu unilateralnego. Z uwagi na mozliwos¢ wy-
stapienia skonczonych deformacji na dnie karbu oraz w celu poréwnania wyni-
kéw z rozwiazaniem otrzymanym przez Brocksa i Steglicha [9], ktérzy uzywali
modelu Gursona—Tvergaarda—Needelmana, potencjal dyssypacji przyjety jest
w ogdlnej postaci

F= \/g (S"—X’) : (gl—X’)—R—ay—%&X’:X’%—FD (Y, D) (100)

S oznacza efektywny dewiator drugiego tensora naprezenia Pioli-Kirchhoff’a

1-Dh (101)
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natomiast X’ jest dewiatorem tensora wzmocnienia kinematycznego. Tensor
odksztatcenia Green’a jest przedstawiony jako suma czesci sprezystej oraz pla-
stycznej, co jedynie w przyblizeniu odpowiada multiplikatywnej dekompozycji
odpowiednich gradientéw deformacji F = F°FP, lecz analogiczny rozklad zo-
stal uzyty przez Brocksa i Steglicha (93)

e=e—e’. (102)

Zakltada sie, ze prawo Hooke’a pozostaje shuszne dla deformacji sprezystej

S=FE:(e—¢€"), (103)

gdzie efektywny tensor sprezystosci E wyrazony jest zaleznoscia (21), nato-
miast stowarzyszone prawo plyniecia definiuje deformacje plastyczna

or
oS

3.8 -X'  d
2

deP = d\ J2<§,_X/)1_Dh.

(104)

Przyrost kumulowanego odksztalcenia plastycznego jest réwny

2 dA
=41/=deP:deP = ——— 1
dp =1/ 3de de A= Dh) (105)

natomiast wartosci odksztalceniowych zmiennych wzmocnienia izotropowego
oraz kinematycznego wynosza

oF

dr = —8—d)\ =(1—Dh)dp
d gF d\ =deP (1 — Dh 5 X'd\ (106)
a——ax_/ = ae€ ( — )—m .

Po wykorzystaniu potencjatu energii swobodnej Helmholtza
1(1 1 Xoo
= - {§E :€%:e%°(1 — Dh) 4+ Ry [r—l— gexp(—br)] + T’Ya : a} (107)
o

daje sie przejs¢ na wartodci naprezeniowych zmiennych wzmocnienia izotro-
powego oraz kinematycznego

dR = b(Rs — R) dA

2
dX' =~ [gxmdsp (1— Dh) — X’d/\} (108)
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zaleznych od uszkodzenia poprzez d\ okre$lone zaleznoscia (105). Wartosé
mnoznika plastycznego obliczana jest na podstawie warunku zgodnosci

F F F
%:ds/—i—;X,:dX/—i—g—R:dR:O (109)

i wynosi

g (S" — X’) as

A =
(1— Dh) Jy (§’ - X’) [Xoov +b(Ro — R)

. ~7
3w S 9FP
2 (5 - X’) SN ‘¢
2 ( <1 “Dhoay
bedacym uogdlnieniem pierwszego z réwnan (82), nie pozwalajacym jednak z
uwagi na ogdlny tréjosiowy stan naprezenia na jednoznaczne wyrazenie kolej-
nych sktadowych tensora naprezenia w funkcji mnoznika plastycznego. Pred-

kos$¢ uwalnianej energii wtasciwej odksztalcenia bedaca uogdlnieniem formuty
(78) jest réwna

(110)

1 ~ -~
Y = 5E—1 :5: 8 (111)
w zwigzku z czym prawo ewolucji uszkodzenia przyjmuje nastepujaca postaé
OFP Y E':8:8
dD = ——d\= -H (p—p°)dp=—""—H (p—p")d 112
7 SH (p—p")dp 25 (L= D)’ (p—p°)dp  (112)

w ktorej parametr deaktywacji uszkodzenia h okreslony jest zaleznoscia (19).

5.2.4 Wyniki obliczen

Uklad réwnan (102, 103, 104, 105, 108, 110 i 112) nawiazujacy do sformu-
lowania pelnego lagrazianu (ang. full lagrangian formulation) jest implemen-
towany do kodu czworokatnych obrotowo-symetrycznych elementéw skonczo-
nych plast- .for (por. Owen i Hinton [59], Ganczarski i Skrzypek [36]). Z
uwagi na pelna symetrie osiowa siatka elementéw skonczonych pokrywa tylko
¢wiartke catkowitego przekroju poprzecznego prébki (Rys. 30a). Obliczenia
numeryczne przeprowadzane sa z zastosowaniem siatek dwoch typéw elemen-
téw skonczonych: 4-weztowych oraz 9-weztowych lagrange’owskich (Rys. 30b,
c). Wartosci wszystkich stalych materialowych wystepujacych w modelu, zi-
dentyfikowanych przez Brocksa i Steglicha [9], podano w Tabeli 5.
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Tablica 5 Wartosci stalych materiatowych dla stali ferrytycznej 20MnMoNi55

FE v oy b R | Xso 0% S
[GPa [MPa] | [MPa] [MPa] [MPa]
210 0.3 | 470 75 8.0 | 7500 | 70 5.0

a) B

6.0

| 12.5 J
[ 1
b)
e,
e,
e
e
Pad Pad
9
.
...‘ ° °
.
.
.
L]
X 4 . ° . .
RO W °
e hd ° ° . .
. . .
R A A xR 2 Pa P

Rysunek 30 Geometria probki a) oraz siatka elementéw skoriczonych: 4-weztowych b), 9-
weztowych lagrange’owskich c)

Wyniki uzyskane w wyniku numerycznej symulacji potwierdzaja pod wzgle-
dem jako$ciowym wszystkie zjawiska zwigzane ze spadkiem sity w miare wzro-
stu uszkodzenia najsilniej zlokalizowanego w dnie karbu (Rys. 31b) w po-
rownaniu do wynikéw eksperymentu. Osiagniecie przez parametr uszkodzenia
wartosci D > 0.87 odpowiada zupelnemu wyczerpaniu nosnoéci przez dany
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element skonczony i tym samym jego pekniecie (Rys. 32). Liczba cykli do
zniszczenia jest w przyblizeniu réwna potowie liczby cykli zanotowanych pod-
czas eksperymentu.

a) b)
= 001 085 0 005 01 o
Z
3 ] |
5 5
20 - 4 2 A
Z
0- =T i
R
-20 - -20 -20
40 e B .05 0 0.05 o1 o
010 005 000 005 0,0 Al[mm]
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Rysunek 31 Zniszczenie niskocyklowe probki z karbem wykonanej ze stali ferrytycznej
20MnMoNi55: a) wyniki eksperymentu Brocks’a i Steglich’a [9], b) numeryczna symulacja
Ganczarski 1 Cegielski [37] — faza do pierwszego makrouszkodzenia

Damage
0.8700
0.6324
0.4597
0.3341
0.2429
0.1765
0.1283
0.0933
0.0678
0.0493
0.0358
0.0260
0.0189
0.0138
0.0100

Rysunek 32 Mapa parametru uszkodzenia D w otoczeniu dna karbu w momencie wyczerpania
nosnosci

Prowadzenie dalszej analizy uszkodzenia, zwiazanej z $ledzeniem propa-
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gacji frontu uszkodzenia w gltab materiatlu jest mozliwe o ile stosuje sie spe-
cjalne techniki zwigzane z numerycznym rozwigzaniem probleméw brzegowych
zawierajacych osobliwosci. Stosowanie klasycznych metod eliminacji Gaussa
badz LU dekompozycji jest mozliwe tak dtugo, az uktad réwnan lub macierz
sztywnosci nie stang sie osobliwe w sensie matematycznym, albo numerycz-
nie zle uwarunkowane. Oznacza to doktadnie tyle, ze mozliwe jest zblizenie
sie z uszkodzeniem D do wartosci krytycznej 1.0 jedynie z pewng toleran-
cja, gdyz naprezenie efektywne (181) zaczyna zdazaé¢ do nieskonczonodci, za$
odpowiedni efektywny modul sprezystosci (182) do zera. We wszystkich ta-
kich przypadkach, gdy macierz sztywnosci w metodzie elementéw skonczonych
staje sie numerycznie osobliwa, dobrze spisuja sia specjalne techniki zwiazane
z np. odpinaniem elementéw calkowicie uszkodzonych, badz zastepowaniem
ich elementami o bardzo malej lecz niezerowej sztywnosci (patrz Skrzypek i
Kuna-Ciskal [67]), jak réwniez z uzyciem algorytmu rozkladu macierzy sztyw-
nosci wedlug wartosci osobliwych (ang. singular value decomposition SVD).
Zastosowanie ostatniej z technik wydaje sie najbardziej ogdlne i jednoczesnie
efektywne. W analizowanym przykladzie uszkodzenia prébki z karbem kieru-
nek propagacji frontu uszkodzenia jest tatwy do przewidzenia, gdyz nastepuje
on od dna karbu w kierunku osi symetrii elementu, czyli wzdtuz odpowiedniego
brzegu siatki elementéw skonczonych. Powyzsze spostrzezenie lezy u podstaw
zastosowania uproszczonej techniki polegajacej na odpinaniu kolejnych wiezi
podporowych w miare jak warto$¢ parametru uszkodzenia D w odpowied-
nich punktach Gaussa elementu skonczonego osiaga wartos¢ krytyczna 0.9.
Wyniki poprowadzonej w taki sposob analizy numerycznej zostaly pokazane
na Rys. 33. W kolejnych petlach histerezy mozna zaobserwowaé miedzy in-
nymi, dalsze poglebienie dysproporcji pomiedzy spadkiem amplitudy sity po
stronie rozciggania oraz Sciskania, jak rowniez pojawienie sie charakterystycz-
nego punktu przegiecia na gatezi odpowiadajacej zakresowi Sciskania. Ostatni
z efektéw jest Scisle zwigzany z wejsciem w kontakt obu brzegéw uszkodzonego
elementu, nastepnie deaktywacja uszkodzenia wskutek znacznego Sciskania i
w konsekwencji z odzyskaniem pierwotnej sztywnosci.
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Rysunek 33 Numeryczna symulacja zniszczenia niskocyklowego préobki z karbem wykonanej
ze stali ferrytycznej 20MnMoNi55 — faza od pierwszego makrouszkodzenia (o) do pierwszego
makropekniecia (O)
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6. Zniszczenie probki betonowej poddanej cyklicznemu
Sciskaniu

Beton jest materialem kompozytowym ztozonym z kruszywa oraz zaprawy ce-
mentowej, ktora z kolei jest mieszanina cementu i piasku. Fizyczne zachowanie
betonu jest bardzo ztozone i zalezy gtéwnie od jego struktury zdeterminowanej
wspotczynnikami: objetosci wody do cementu, objetosci cementu do kruszywa,
ksztaltem i wymiarami kruszywa oraz gatunkiem uzytego cementu. Z punktu
widzenia mechaniki osrodkéw cigglych struktura betonu jest ignorowana i w
zwigzku z powyzszym jest on traktowany jako material jednorodny oraz za-
zwyczaj poczatkowo izotropowy.

Beton nalezy do klasy materiatéw kruchych, dla ktorych krzywa odksztalce-
nie-naprezenie silnie zalezy od koncentacji mikro-uszkodzen (w sensie konty-
nulanej mechaniki uszkodzen) i makro-uszkodzen (peknieé w sensie mechaniki
zniszczenia) istniejacych wewnatrz oraz na powierzchni materialu. W szcze-
gblnosci beton zawierajacy poczatkowo duzg liczbe mikro-uszkodzen, ulokowa-
nych gtéwnie na granicach pomiedzy ziarnami kruszywa i zaprawa wyka-
zuje bardzo silnag segragacje, skurcz oraz termiczna rozszerzalnos¢ zaprawy
cementowej. Pod wplywem przylozonego obciazenia powstaja dalsze mikro-
uszkodzenia na granicach ziaren kruszywa i zaprawy objawiajace si¢ makro-
skopowo jako nieliniowe zachowanie, ostatecznie prowadzace do powstawania
peknied.

6.1. Proéba jednoosiowego cyklicznego Sciskania betonu Sinha i inni [65]

Na Rys. 34 zaprezentowano typowa krzywa € — o dla jednoosiowej préby cy-
klicznego $ciskania probki betonowej. Postugujac sie tradycyjna konwencja
przyjeta w teorii materialéw kruchych oraz sypkich, napreznie oraz odksztal-
cenie odpowiadajace stanowi $ciskania zostaly uznane za dodatnie, w zwiazku
z czym caly wykres przeniesiono z trzeciej do pierwszej ¢wiartki uktadu wspot-
rzednych. Krzywe odpowiadajace kolejnym odciazeniom i ponownym obciaze-
niom sprezystym nie sg segmentami ztozonymi z linii prostych, lecz petlami
zmieniajacymi wymiary oraz charakteryzujacymi si¢ coraz mniejszym $rednim
pochyleniem. Jesli zalozy¢, ze érednie pochylenie jest pochyleniem linii prostej
taczacej punkty zwrotu na jednym cyklu oraz, ze zachowanie materialu przy
odciazeniu i ponownym obciazeniom jest liniowo sprezyste (linia punktowa na
Rys. 34), to modul sprezystosci malej wraz ze wzrostem odksztalcenia. Zjawi-
sko degradacji sztywnoéci jest Scidle zwigzane ze wzrostem mikro-uszkodzenia,
szczegblnie silnie widocznym po przekroczeniu maksimum naprezenia.
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Rysunek 34 Jednoosiowa préba cyklicznego $ciskania prébki betonowej (Sinha i inni [65])

6.2. Model konstytutywny materiatu z ostabieniem odksztatceniowym

Wiele materialéw inzynierskich takich jak betony, skaly czy grunty wykazuje
znaczacy efekt ostabiena odksztalceniowego po przekroczeniu maksimum nap-
rezenia. Na Rys. 35 pokazano typowe krzywe e —o jednoosiowego $ciskania pré-
bek betonowych w przypadku wymuszenia typu kinematycznego otrzymane
przez Wischersa [75]. Kazda z krzywych charakteryzuje sie tym silniejszym
spadkiem naprezenia na jej prawej gatezi, im wyzsza byla wartos¢ maksymal-
nego naprezenia $ciskajacego f.. Jest to $ciSle zwiazane z powstaniem lokaliza-
cji odksztalcenia i jak zauwazyl van Mier [54] galaz odpowiadajaca ostabieniu
nie oddaje rzeczywistego zachowania materiatu lecz raczej odpowiedz catej
prébki.

Pomimo stusznoéci powyzszych uwag w typowym sformutowaniu metody
elementéw skonczonych stosowanym do opisu betonu, efekty zwiazane z lokali-
zacja odksztalcenia nie sg opisywane odrebna teoria, lecz uwzglednia sie je w
rownaniu jednolitej krzywej pierwotnego obciazenia. Na krzywej tej wyrdznia
sie dwa zakresy odksztalcen odpowiadajace kolejno poczatkowi kruszenia |e| >
lec| oraz granicznemu odksztalceniu Sciskajacemu || > |ey| (Rys. 36) i w $lad
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Rysunek 35 Krzywe € — o jednoosiowego $ciskania prébek betonowych (Wischers [75])
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Rysunek 36 Schematyzacja krzywe]j pierwotnego obciazenia (obwiedni) betonu

za tym przyjmuje nastepujaca postaé relacji do jej opisu (Bathe [5])
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Przyjmujac wartosci stalych materialowych zaprezentowane w Tablicy 6 do-
stajemy dopasowanie krzywej pierwotnego obciazenia, podanej wzorem (113),
do wynikéw préby Sinha i innych [65] pokazane na Rys. 37.

Tablica 6 Wartosci stalych materialowych opisujacych krzywsa pierwotnego obciazenia be-
tonu

EO Ec Eu Oc Oy
[MPal (%] (%] [kPa] | [kPa]
24.8 —0.25 | —0.85 | —27.2 | —6.3

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 [in/in] ¢

| T T T T T T T | -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 [%]

Rysunek 37 Dopasowanie krzywej pierwotnego obciazenia (linia czerwona) do wynikéw préby
(Sinha i inni [65])

6.3. Roéwnanie ewolucji uszkodzenia

Beton jako material wykazuje zaréwno zachowanie plastyczne jak i degrada-
cje sztywnodci, dlatego zaliczany jest do kategorii materialéw z plastycznym
ostabieniem. W celu uwzglednienia obu tych zachowan Bazant i Kim [6] sfor-
mulowali teori¢ okreslana jako progresywne plastyczne pekanie (ang. progres-
sively plastic fracturing), w ktérej deformacja plastyczna definiowana jest w
oparciu o tradycyjna teorie plyniecia, zas degradacja sztywnos$ci modelowana
jest tak jak w teorii Dougilla [26, 27] (Rys. 38a). Stosowanie tego sformulowa-
nia jest jednak skomplikowane, gdyz warunek plastycznosci definiowany jest w
przestrzeni naprezen, natomiast warunek pekania w przestrzeni odksztatcen.
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W celu ominigcia powyzszego problemu Han i Chen [20] zaproponowali kon-
systentne podejscie do opisu materiatéw sprezysto-plastycznych z degradacja
sztywnosci towarzyszacg zaréwno umocnieniu jak i odksztatceniowemu osta-
bieniu (ang. plastic-fracturing solid), w ktérym oba warunki sa definiowane
w przestrzeni odksztalcen (Rys. 38b). Odpowiednie réwnanie ewolucji uszko-
dzenia, analogicznie jak w teorii Lemaitre’a—Chaboche’a, moze zostaé¢ wypro-
wadzone w oparciu o potencjal Gibbsa (Murakami i Kamiya [57], Al-Gadhib
i inni [3], Skrzypek i Kuna-Ciskal [68], Voyiadjis i inni [73]). Wszystkie oma-
wiane w tym miejscu modele sg doskonale przystosowane do bardzo precyzyj-
nego odwzorowania krzywej pierwotnego obcigzenia betonu, natomiast Sciezka
odciazenia/ponownego sprezystego obciazenia pozostaje liniowa (Rys. 38).

a)c b) o,

€ €

Rysunek 38 Typowe modele dla cyklicznego $ciskania betonu: a) progresywne plastyczne
pekanie, b) sprezysto-plastyczny z degradacja sztywnosci towarzyszaca zaréwno umocnieniu
jak i odksztalceniowemu ostabieniu

Rozréznienie Sciezek odcigzenia oraz ponownego sprezystego obciazenia
jest natomiast mozliwe w bardzo oryginalnym modelu dle betonu zbrojonego
wktadkami stalowymi o wysokiej wytrzymatosci, poddanego cykliczemu roz-
ciaganiu przedstawionym przez Suna i Wagonera [69]. Autorzy opierajac si¢ na
koncepcji Chaboche’a mieszanego wzmocnienia izotropowo-kinematycznego
zaproponowali jej uogdlnionienie na przypadek dwoch powierzchni granicznych
zdefiniowanych w przestrzeni naprezenia. Potencjal plastycznoéci byt zatem
zwigzany energia swobodng Helmholtza, a nie jak jest to tradycyjnie przyjmo-
wane dla betonu z energia dopelniajaca Gibbsa. Wyniki numerycznych symu-
lacji poréwnane z do$wiadczalnymi rezultatami testow cyklicznych pokazano
na Rys. 39.

Zaprezentowane powyzej sformulowania sg zazwyczaj bardzo ogdlne, a tym
samym zbyt skomplikowane w stosunku do rozwiazywanego zagadnienia — jed-
nosiowego cyklicznego Sciskania, ale réwnoczeénie zbyt ubogie jesli chodzi o
poprawane modelowanie nieliniowego zachowania materialu na $ciezce odcia-
zenia/ponownego obciazenia sprezystego. Proponowane zatem uproszone sfor-
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Rysunek 39 Wyniki Sun i Wagonera [69] modelowania cyklicznego rozciagania betonu zbro-
jonego

mulowanie opiera sie na wynikach eksperymentéw wykonywanych na Sciska-
nych probkach betonowych wykazujacych tworzenie sie siatki mikro-peknieé
w kierunku prostopadlym do $Sciskania o, i wywotanych dodatnim odksztal-
ceniem obwodowym e, (Rys. 40). Stosowne réwnanie ewolucji uszkodzenia

€9>0
A

Rysunek 40 Siatka mikro-peknieé¢ w $ciskanej probce betonowej

zostalo zaproponowane przez Chaboche’a [13, 14] w nastepujacej postaci
c S
dD — dy e<e
de <50> s ‘ (114)
€ 0 gdy e>e.,

ktéra obowigzuje dla dodatnich odksztalcen e,. Adaptacja wzoru (114) do
przypadku modelowania mechanizmu powstawania siatki mikro-peknie¢ jak
na Rys. 40, ktére zaleza od wymuszenia wywotanego naprezeniem o, daje

S
dD B gdy e<e.
Fr €0 (115)
€ 0 gdy &> ec

gdzie przyjeto € = €, oraz €, = —ve,.
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6.4. Efekt ciagtej deaktywacji uszkodzenia w betonie

Efekt ciaglej deaktywacji uszkodzenia w zastosowaniu do betonu ma bardziej
ztozong nature w poréwnaniu do materiatéw metalicznych. Z uwagi na fakt iz
mikro-pustki sa wywolywane przez dodatnie odksztatcenie w kierunku poprze-
cznym do osi $ciskanej probki i z reguly ich krawedzie sa bardzo szorstkie efekt
ciaglej deaktywacji uszkodzenia jest charakteru tarciowego, ktéry jest $cisle
zwiazany zarowno z ujemnym odksztalceniem ¢ jak i znakiem jego przyrostu
de. Graficzna interpretacja proponowanego opisu efektu ciaglej deaktywacji
uszkodzenia w betonie zostala przestawiona na Rys. 41, natomiast odpowied-
nie zaleznosci matematyczne podano ponizej

Rysunek 41 Graficzna interpretacja efektu cigglej deaktywacji uszkodzenia w betonie

€ —¢&p L
odciazenie
he) =4 PSP o ' (116)
ponowne obciazenie sprezyste
€b — e

Przesledzmy zatem szczegdlowo przebieg zjawisk modelowanych przez kolej-
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ne segmenty na krzywej € — 0. W stanie poczatkowym material jest wolny od
uszkodzenia D = 0, co manifestuje sie nachyleniem stycznej w punkcie 0 réw-
nym Fy. Nastepnie, w miare stopniowego wzrostu obciazenia obserwowane jest
coraz bardziej nieliniowe zachowanie, ktéremu towarzyszy oczywidcie wzrost
uszkodzenia D > (. Po osiagnieciu maksimum krzywa pierwotnego obciazenia
betonu zaczyna wykazywaé charakter opadajacy. Na odcinku tym zaréwno
odksztalcenie € < 0 jak i jego przyrost de < 0 sg ujemne?, czemu odpowiada
stan aktywacji uszkodzenia h = 1. W przypadku rozpoczecia procesu odcigza-
nia rzeczywisty material wykazuje pewna ”bezwladnos¢” polegajaca na tym,
ze przyrost odksztalcenia jest nadal ujemny de < 0, chociaz mniejszy od przy-
rostu wynikajacego z poruszania si¢ po krzywej pierwotnego obciazenia. W
rezultacie poczatkowy odcinek procesu odciazania przebiega po tuku zazna-
czonym kolorem czerwonym w gérnym oknie na Rys. 41. Natomiast z punktu
widzenia ciaglego efektu deaktywacji uszkodzenia tego typu zachowanie jest
modelowane w sposob dyskretny, polegajacy na tym, ze za poczatek procesu
odciazania przyjmuje sie punkt A, po osiagnieciu ktérego przyrost odksztatce-
nia gwaltownie zmienia znak de > 0, czemu odpowiada przejécie uszkodzenia
w stan deaktywacji h = 0 1 r6wnoczesne odzyskanie przez material poczatko-
wej sztywnosci Ey. Dalszy cigg procesu odciazenia odbywa sie po tuku AB z
liniowym wzrostem parametru deaktywacji uszkodzenia, ktory osiaga wartosé
h =1 w punkcie B. Od punktu B rozpoczyna si¢ proces ponownego obciazenia
sprezystego, czemu towarzyszy zmiana znaku przyrostu odksztalcenia de < 0
oraz natychmiastowe przejscie uszkodzenia w stan deaktywacji h = 0 (patrz
szczeg6l w dolnym oknie na Rys. 41). W rezultacie dla punktu B zaczynaja
obowiazywaé wszystkie warunki, ktore zostaly poprzednio opisane dla punktu
A. Dalszy ciag procesu ponownego obcigzenia sprezystego odbywa sie po tuku
BA z liniowym wzrostem parametru deaktywacji uszkodzenia, ktéry osiaga
warto$¢ h = 1 w punkcie A, laczacym si¢ z krzywa pierwotnego obciazenia
bez zmiany wartosci h, gdyz przyrost odksztalcenia de < 0 nie zmienia znaku.

Zastosowanie powyzszego opisu wielokrotnie prowadzi do otrzymania kolej-
nych petli odciazenia/ponownego obciazenia sprezystego charakteryzujacych
sie malejacym $rednim pochyleniem, zaleznym od aktualnej wartosci uszkodze-
nia

Ey< Ey = Ey(1 = Dy) < By = Ey(1 — Do) < ... < Ey = Eo(1 — Dy) (117)

oraz progresywnie wzrastajacym polem powierzchni, odpowiadajacym co do

2na oryginalnym wykresie lezagcym w III éwiartce uktadu wspétrzednych
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wartosci energii wlasciwej dysypowanej na i-tej petli

BiA;

P; =
AiB;

€bi

+ [ Ep

Eei

Eei —_ .
§ ode= [ Ey (1 - Diﬂ) ede
Ebi €bi — ei

<1 _p, ET e
Eei ]

Ebi

za$ po wprowadzeniu wynikéw z Tabeli 7

52

2

52A — 2.
> ede = E(]l)iM

(118)

Tablica 7 Wartosci odksztalcenia w punkcie poczatkowym ey,; i koicowym ee; petli odciaza-
nia/ponownego obcigzania sprezystego oraz aktualnego uszkodzenia D;

Nr petli ¢ Ebi Eei D;
[%] [%]
1 —0.25 x 1072 | —0.12 x 1072 | 0.26352
2 —0.35 x 1072 | —0.22 x 1072 | 0.43653
3 —0.45 x 1072 | —0.33 x 1072 | 0.63640
4 —0.55 x 1072 | —0.42 x 1072 | 0.85991

daje

$; =21.68 Pa < $5 =40.10 Pa < 3 = 73.86 Pa < &, = 134.44 Pa

jak pokazano na Rys. 42.

c

(119)

Rysunek 42 Ewolucja $redniego pochylenia oraz energii dysypowanej w kolejnych petlach

odciazenia/ponownego obciazenia sprezystego
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6.5.  Wyniki obliczen

Zaréwno numeryczne calkowanie uktadu réwnan (113, 114) przy pomocy pro-
cedury odeint. for (Press i inni [62]) jak i ich implementacja do kodu elemen-
téw skonczonych bar. for (Owen i Hinton [59], Ganczarski i Skrzypek [36]), wy-
korzystujacego algorytm rozwiazywania nieliniowego zagadnienia metoda ma-
cierzy poczatkowej sztywnosci, dla danych materialowych (czesciowo cytowa-
nych przez Bathe’go [5]) podanych w Tabeli 8 pozwala modelowaé krzywa e —o
dla jednoosiowej proby cyklicznego $ciskania probki betonowej, jak pokazano
na Rys. 43.

Tablica 8 Wartosci statych materialowych uszkodzenia betonu

v €0 S

(%]
025 25x107% | 0.5

Mozna zaobserwowaé wierne odwzorowanie charakteru zaréwno krzywej
pierwotnego obciazenia € — o, stanowiacej obwiedni¢ do wykresu przedsta-
wionego na Rys. 34, jak rowniez kolejnych petli obciazenia i ponownego ob-
ciazenia sprezystego, wykazujacych postepujacy za uszkodzeniem wzrost pola
powierzchni oraz spadek sredniego pochylenia linii taczacej punkty zwrotu.
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Rysunek 43 Krzywa € — o dla jednoosiowej préoby cyklicznego Sciskania probki betonowej z
zastosowaniem efekt ciaglej deaktywacji uszkodzenia (115) (Ganczarski i Cegielski [35])
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7. Podsumowanie uzyskanych wynikoéw

Podsumowujac wyniki przedstawione w rozprawie, mozna postawi¢ co naj-
mniej dwa pytania. Pierwsze dotyczy tego — co proponowany model ciaglej
deaktywacji uszkodzenia wnosi do kontynualnej mechaniki uszkodzen? Drugie
z pytan natomiast brzmi: jakie sa dalsze perspektywy rozwoju omawianej
tematyki?

Najlepsza odpowiedzia na pierwsze pytanie jest systematyczne uszerego-
wanie przedstawionych oryginalnych probleméw. W zakresie modelowania ma-
teriatéw sprezysto-plastycznych podlegajacych unilateralnemu uszkodzeniu w
warunkach obciazen cyklicznych sa to:

- propozycja wprowadzenia efektu ciaglej deaktywacji uszkodzenia w przy-
padku jednoosiowego oraz tréjosiowego stanu naprezenia wraz z defini-
cje naprezenia efektywnego oraz zmodyfikowanego tensora sprezystosci
opartymi na zasadzie réwnowaznosci odksztatcen,

- budowa modelu opartego na uogdlnieniu materiatlu typu Ylinena przez
wprowadzenie dwoch niezaleznych zmiennych uszkodzenia do réwnan
ewolucji Lemaitre’a—Chaboche’a, a nastepnie propozycja jego uogdlnie-
nia na przypadek tréjosiowego stanu naprezenia towarzyszacego loka-
lizacji odksztalcenia do modelowania zaniszczenia niskocyklowego stali
typu AISI 316L,

- adaptacja jednoosiowego wariantu kinetycznej teorii uszkodzenia Lemait-
re’a—Chaboche’a do modelowania zniszczenia niskocyklowego stopu Al-
2024,

- budowa powierzchni plastycznoéci typu Tresci-Guesta oraz Hubera—Mise-
sa—Hencky’ego uwzgledniajacych wplyw uszkodzenia a jednoczesnie za-
chowujacych wypuktos$é oraz cigglosé,

- uogolnienie kinetycznej teorii uszkodzenia Lemaitre’a—Chaboche’a na
przypadek skoniczonych deformacji w celu modelowania zniszczenia nisko-
cyklowego prébki z karbem, wykonanej ze stali ferrytycznej 20MnMoNib5.

Natomiast w zakresie modelowania materialéw niemetalicznych typu np. be-
ton, podlegajacych uszkodzeniu w warunkach cyklicznego $ciskania wynika z
ponizszego zestawienia:

- oryginalna propozycja sterowanego odksztalceniem efektu ciagtej de-
aktywacji uszkodzenia zastosowana do modelowania $ciezek odciazenia
oraz ponownego obciazenia sprezystego,
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- budowa modelu uwzgledniajacego plastyczne ostabienie oraz ewolucje
uszkodzenia typu Chaboche’a do modelowania cyklicznego Sciskania be-
tonu.

Wiele miejsca w pracy po$wiecono indentyfikacji parametréw nowych modeli
materiatowych w celu uzyskania przez nie najlepszej zgodnosci z wynikami
eksperymentalnymi, zaréwno pod wzgledem jako$ciowym jak i iloSciowym:

- asymetryczny spadek amplitudy naprezenia oraz wartosci modutu sprezy-
stoéci po stronie rozciggania i Sciskania,

- powstanie punktéow maksimum naprezenia oraz przegiecia na odpowied-
nich galteziach petli histerezy w wyniku lokalizacji odksztatcen plastycz-
nych,

- rozejScie sie $ciezek odcigzenia oraz ponownego obciazenia sprezystego
tworzacych petle o malejagcym $rednim nachyleniu.

Opracowano takze oryginalne algorytmy i procedury numerycznego catkowa-
nia rownan stanu metoda strzalu oraz metody elementéw skonczonych po-
zwalajace na rozwiazywanie ztozonych zagadnien cyklicznej plastycznoéci z
efektami uszkodzenia.

W zwiazku z odpowiedzig na drugie z pytan to atrakcyjnym tematem
wydaje sie by¢ szczegdltowa analiza potencjalu plastycznosci zaproponowanego
przez Lemaitre’a i Chaboche’a w kinetycznej teorii uszkodzenia

F:\/—(E-’—X’):(E’—X’)—R—oy—F%X/IX/- (120)

W istocie wywodzi sie on wprost z rozszerzenia réwnan Armstronga i Frede-
ricka [2]
flo. X, r)=Jy(6c'—X')—R—0y,=0

Jo (0! — X') = \/é (o' — X'): (o' — X')

2
dR = b(Re — R)dp
dX = 20de? — yXdp

o wplyw uszkodzenia i prowadzi do niestowarzyszonego prawa plyniecia pla-
stycznego z uwagi na obecno$¢ podkreslonego wyrazenia w (120). Niestowarzy-
szenie prawa plyniecia plastycznego F' # f burzy automatycznie regulte nor-
malnosci a w konsekwencji postulat statecznosci Druckera. Te powazne konse-
kwencje zazwyczaj nie stanowia wiekszego problemu dla uzytkownikéw postu-
gujacych sie standadowymi procedurami numerycznymi. Bowiem w przypadku

(121)
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rozwiazywania zagadnienia opisanego potencjatem (77) za pomoca numerycz-
nego catkowania rownan stanu metoda strzatu, problem niejako sam sie rozwig-
zuje przez przyjecie jednoosiowsci stanu naprezenia. Natomiast w przypadku
og6lnego zagadnienia tréjwymiarowego (100) rozwiazywanego przy uzyciu me-
tody elementéw skonczonych nalezy sie liczyé z pojawieniem sie niesymetrycz-
nej macierzy sztywnosci (poréwnaj Chen i Han [20]). Jednak i w tym przy-
padku tradycyjne solvery MES, oparte na klasycznej metodzie eliminacji Gau-
ssa badz LU dekompozycji, operuja jedynie na gérnej lub dolnej czesci trdjkat-
nej i symetrycznej macierzy sztywnosci. Ewentualny brak symetrii macierzy
sztywnosci, spowodowany implementacja niestowarzyszonego prawa plyniecia
plastycznego, jest zatem automatycznie usuwany przez odpowiednig procedure
symetryzujaca, poprzedzajaca kazdorazowe uruchomienie solvera.

Jedna z propozycji pozwalajacych na rozwiazanie powyzszego zagadnienia
w oryginalnej, niesymetrycznej postaci jest uzycie specjalnego solvera przysto-
sowanego do tego typu probleméw, a wykorzystywanego tradycyjnie w pakie-
tach MES adresowanych do mechaniki ptynéw.

Inna propozycja polega na przywroceniu potencjatowi plastycznosci wila-
snoSci stowarzyszenia, czyli pominigciu wyrazenia 3X’ : X'/4X . W konse-
kwencji nowy model oparty na tak zmodyfikowanym, stowarzyszonym poten-
cjale plastycznosci bedzie wykazywaé gasnace asymptotycznie wzmocnienie
izotropowe (1213) lecz liniowe wzmocnienie kinematyczne (1214) — bez cztonu
podkredlonego, co razem nawiazuje do zachowania typowego dla modelu typu
Dafalias i Popov [23], pokazanego schematycznie na Rys. 44b.

Rysunek 44 Poréwnanie pierwszych petli histerezy otrzymanych w oparciu o kinetyczna teo-
ri¢ uszkodzenia Lemaitre’a—Chaboche’a w przypadku prawa plyniecia: a) niestowarzyszonego
(120), b) stowarzyszonego z warunkiem plastycznosci
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Streszczenie

Rozprawa dotyczy problematyki efektu cigglej deaktywacji uszkodzenia w
kontynualnej mechanice zniszczenia. Trzon rozprawy stanowi siedem rozdzia-
téw poswieconych kolejno: oméwieniu aktualnego stanu wiedzy i krytycznemu
przegladowi literatury w zakresie modelowania efektu unilateralnego, sformu-
towaniu nowych réwnan konstytutywnych zawierajacych efekt ciaglej deak-
tywacji uszkodzenia, adaptacji metod numerycznych na potrzeby zagadnien
brzegowych dotyczacych ciaglego zaykania mikro-pustek oraz przyktadéw mo-
delowania konkretnych materialéw metalicznych oraz kruchych pracujacych w
warunkach obciazen cyklicznych. Cata rozprawy zostata zamknieta posumo-
waniem uzyskanych wynikéw oraz bibligrafia.

Effect of continuous damage deactivation in CDM

Summary

Thesis deals with the problem of continuous damage deactivation in Conti-
nuum Damage Mechanics. The heart of the thesis are seven chapters referring
to: actual state of knowledge and critical review of literature in the field of
unilateral damage, formulation of new constitutive equations comprizing effect
of continuous damage deactivation, adaptation of numerical methods in order
to solve boundary problems including effect of continuous crack closure and,
examples of modeling of popular engineering metallic and britlle materials
subjected to cyclic loadings. Final remarks and bibligraphy close the thesis.
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Kody procedur CYCLET oraz DERIVS

QQ aaaQ

Q

PROGRAM ANALIZUJACY KOLEJNE PETLE
HISTERZY DLA MATERIALU LEMAITRE’A

PROGRAM CYCLET

INTEGER I,ID,INDEX,ipl, NC,NP,NOK,NBAD,NVAR,LU

PARAMETER (NP=100,NVAR=5)

REAL hc,yield

REAL DEPS,EPSMAX,EPSMIN,H1,HMIN,xmult,X1,X2, YSTART(NVAR)
EXTERNAL derivs,rkgs

COMMON /caller/ INDEX,ipl,LU,NC,hc,yield

xmult=sqrt(3.0)

EPSMIN=-1.47

EPSMAX=1.47

yield=2.3E2

hc=0.2

WRITE(*,*)’Wydruk:histerezy-0, uszkodzenia-1’
READ(*,*)ID

DEPS=(EPSMAX-EPSMIN)/NP
H1=DEPS/100.
HMIN=0.

OTWORZ ZBIOR .DAT
OPEN (10,FILE="WYNIKIL.DAT’,STATUS="UNKNOWN’)

X1=0.0
YSTART(1)=0.0
YSTART(2)=0
YSTART(3)=0.0
YSTART(4)=0
YSTART(5)=0.0
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WRITE(10,10)X1,YSTART(1)
10 FORMAT(2(E12.4))

Q

PIERWOTNE OBCIAZENIE

INDEX=0
LU=1
ipl=0

DO 20,I1=1,50
X2=X1+DEPS
IF (xmult*(YSTART(1)/(1.0-YSTART (4))-YSTART(3)).GE.yield+ YSTART(2))
*THEN
ipl=1
ENDIF
CALL ODEINT (ystart,nvar,x1,x2,1.E-6,h1,hmin,nok,nbad,derivs,
*rkqs)
IF(ID.EQ.0)THEN
WRITE(10,30)X2,YSTART(1)
30 FORMAT(2(E12.4))
ENDIF
X1=X2
20 CONTINUE

Q

petla po wszystkich cyklach
DO 100,NC=1,300
WRITE(*,*)’Cykl nr=",NC

25 FORMAT(8HCykl nr=,14)

ODCIAZENIE + SCISKANIE

Qo a°

INDEX=0

LU=0

ipl=0

DO 40,I=1,NP

X2=X1-DEPS
IF(YSTART(1).LE.0.0) THEN
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Q

INDEX=1

LU=1

IF(YSTART(1)/(1.0-YSTART(4)*hc)-YSTART(3).LE.-yield-YSTART(2))

IF (xmult*(YSTART(1)/(1.0-YSTART(5))-YSTART(3)).LE.-yield-YSTART(
* 2))THEN

ipl=1

ENDIF

ENDIF

CALL ODEINT (ystart,nvar,x1,x2,1.E-6,h1,hmin,nok,nbad,derivs,
*rkags)

IF(ID.EQ.0)THEN

IF(NC.LE.10 .OR. NC.GE.240)THEN

WRITE(10,50)X2,YSTART(1)

50 FORMAT(2(E12.4))

ENDIF
ENDIF
X1=X2

40 CONTINUE

ODCIAZENIE 4 ROZCIGANIE

LU=0
ipl=0

DO 60,I=1,NP

X2=X1+4+DEPS

IF(YSTART(1).GE.0.0)THEN

INDEX=0

LU=1

IF (xmult*(YSTART(1)/(1.0-YSTART (4))-YSTART(3)).GE.yield+ YSTART (2
*))THEN

ipl=1

ENDIF

ENDIF

CALL ODEINT (ystart,nvar,x1,x2,1.E-6,h1,hmin,nok,nbad,derivs,
*rkqgs)

IF(ID.EQ.0)THEN

IF(NC.LE.10 .OR. NC.GE.240)THEN

WRITE(10,70)X2,YSTART(1)
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C

Q

Q

70 FORMAT(2(E12.4))
ENDIF
ENDIF
X1=X2

60 CONTINUE

IF(ID.EQ.1)THEN

WRITE(10,90)NC,YSTART (4),YSTART(5)
90 FORMAT(I3,2(E12.4))

ENDIF

100 CONTINUE

ZAMKNIJ ZBIOR .DAT

CLOSE(9)

END

stk ks kR sk ok sk ko sk kR sk ko sk sk ok ook ok
SUBROUTINE derivs(x,y,dydx)

INTEGER INDEX,ipl,LU

REAL dydx(5),x,y(5)

REAL b,E,G,gamma,h,hc,poiss,Rinfty,S,xmult, Xinfty,yield
COMMON /caller/ INDEX,ipl,LU,NC,hc,yield

Evaluates derivatives dy/dx for ODEINT.

xmult=sqrt(3.0)

b=0.1

E=7.0E2

poiss=0.3
G=E/(2.0%(1.0+poiss))
gamma=4.0
Rinfty=1.2E2

S=3.5E4

Xinfty=6.0E1

IF(y(4).GE.0.95 .OR. y(5).GE.0.95) THEN
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C jesli uszkodzenie osiagnie 95C
write(*,*)y(4),y(5)
write(*,*)’koniec procesu’
stop
ENDIF

IF(LU.EQ.1 .AND. INDEX.EQ.0)THEN
dydx(1)= G*SQRT((1.0-y(4))*(1.0-y(5)*hc))
IF(ipl. EQ.0) THEN

dydx(2)= 0.0

dydx(3)= 0.0

dydx(4)= 0.0

ELSE

temp0=1.0-y(4)

templ=temp0*temp0

temp2=y(1)/temp0

temp3=temp2*temp?2

temp4=1.0-y(5)*hc

temp5=y(1)/temp4

temp6=temp5*temp5

dydx(1)= templ*(2.0*(gamma*Xinfty+b*(Rinfty-y(2)))/3.0

*

*sign(1.0,temp2-y(3))-gamma*y(3) /xmult)
dydx(2)= b*(Rinfty-y(2))*temp0/xmult
dydx(3)= gamma*(Xinfty/3.0-y(3)/xmult)*temp0
IF(NC.LT.12)THEN

dydx(4)= 0.0

dydx(5)= 0.0

ELSE

dydx(4)= temp3/(2.0*xmult*G*S)
dydx(5)= temp6/(2.0*xmult*G*S)
dydx(1)= dydx(1)-dydx(4)*temp2

ENDIF

ENDIF

ENDIF

IF(LU.EQ.0)THEN

IF(INDEX.EQ.0)THEN

dydx(1)= G*SQRT((1.0-y(4))*(1.0-y(5)*hc))
ELSE
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dydx(1)= G*SQRT((1.0-y(4)*hc)*(1.0-y(5)))
ENDIF

dydx(2)= 0.0

dydx(3)= 0.0

dydx(4)= 0.0

dydx(5)= 0.0

ENDIF

IF(LU.EQ.1 .AND. INDEX.EQ.1)THEN
dydx(1)= G*SQRT((1.0-y(4)*hc)*(1.0-y(5)))
IF (ipl. EQ.0) THEN

dydx(2)= 0.0

dydx(3)= 0.0

dydx(4)= 0.0

dydx(5)= 0.0

ELSE

temp0=1.0-y(5)

templ=temp0*tempO

temp2=y(1)/temp0

temp3=temp2*temp?2

temp4=1.0-y(4)*hc

temp5=y(1)/temp4

tempb6=tempb5*temp5
dydx(1)=-temp1*(2.0*(gamma*Xinfty+b*(Rinfty-y(2)))/3.0
*sign(1.0,temp2-y(3))-gamma*y(3) /xmult)
dydx(2)=-b*(Rinfty-y(2))*temp0/xmult
dydx(3)= gamma*(Xinfty/3.0+y(3)/xmult)*temp0
IF(NC.LT.12)THEN

dydx(4)= 0.0

dydx(5)= 0.0

ELSE

dydx(4)=-temp6/(2.0*xmult*G*S)
dydx(5)=-temp3/(2.0*xmult*G*S)

dydx(1)= dydx(1)-dydx(4)*temp2

ENDIF

ENDIF

ENDIF

*

return

END
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Kod procedury RESIDU

SUBROUTINE RESIDU(ASDIS,COORD,DAMAG,EFFST,ELOAD,LNODS,JINCS, 1
LPROP,MATNO,MELEM,MMATS,MPOIN, MTOTG,MTOTV,NDOFN, 2
NELEM,NEVAB,NGAUS,NLAPS,NNODE,NSTR1,NTYPE,POSGP, 3
PROPS,NSTRE,NCRIT,STRSG,WEIGP,EPSTN) 4

C********************************************************************* 5
C 6
C#x THIS SUBROUTINE REDUCES THE STRESSES TO THE YIELD SURFACE AND 7
C  EVALUATES THE EQUIVALENT NODAL FORCES 8
C 9
DIMENSION ASDIS(MTOTYV),AVECT (4),CARTD(2,9),COORD(MPOIN,?2), 11
DEVIA(4),DVECT(4),DLCOD(2,9),DJACM(2,2), 12
EFFST(MTOTG),ELCOD(2,9),ELDIS(2,9), 13
ELOAD(MELEM,18),LNODS(MELEM,9),POSGP(4), PROPS(MMATS,8), 14
TRAN(4),STRES(4),STRSG (4,MTOTG), DAMAG(MTOTG), 15
WEIGP(4),DESIG(4),SIGMA (4),SGTOT(4), 16

DMATX (4,4),DERIV(2,9),SHAPE(9),GPCOD(2,9), 17
EPSTN(MTOTG),MATNO(MELEM),BMATX (4,18) 18

ROOT3=1.73205080757 19

TWOPI=6.283185308 20

NDIME=2 21

DO 10 IELEM=1,NELEM 22

DO 10 IEVAB=1,NEVAB 23

10 ELOAD(IELEM,IEVAB)=0.0 24

KGAUS=0 25

DO 20 IELEM=1,NELEM 26

LPROP=MATNO(IELEM) 27

YOUNG=PROPS(LPROP,1) 28

POISS=PROPS(LPROP,2) 29

UNIAX=PROPS(LPROP,5) 30

HARDS=PROPS(LPROP,6) 31

FRICT=PROPS(LPROP,7) 32

DAMST=PROPS(LPROP,8) 33

IF(NCRIT.EQ.3) UNIAX=PROPS(LPROP,5)*COS(FRICT*0.017453292) 34

IF(NCRIT.EQ.4) UNIAX=6.0*PROPS(LPROP,5)*COS(FRICT*0.017453292)/ 35

(ROOT3%(3.0-SIN(FRICT*0.017453292))) 36
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C###%x COMPUTE COORDINATE AND INCREMENTAL DISPLACEMENTS OF THE 38
C  ELEMENT NODAL POINTS 39
C 40
DO 30 INODE=1,NNODE 41
LNODE=IABS(LNODS(IELEM,INODE)) 42
NPOSN=(LNODE-1)*NDOFN 43

DO 30 IDOFN=1 NDOFN 44
NPOSN=NPOSN+1 45
ELCOD(IDOFN,INODE)=COORD(LNODE,IDOFN) 46
DLCOD(IDOFN,INODE)=COORD(LNODE,IDOFN)+ASDIS(NPOSN) 47

30 ELDIS(IDOFN,INODE)=ASDIS(NPOSN) 48

C CALL MODPS(DMATX,DAMGI,LPROP,MMATS,NTYPE,PROPS) 49
THICK=PROPS(LPROP,3) 50
KGASP=0 51

DO 40 IGAUS=1,NGAUS 52

DO 40 JGAUS=1,NGAUS 53
EXISP=POSGP(IGAUS) 54
ETASP=POSGP(JGAUS) 55
KGAUS=KGAUS+1 56
KGASP=KGASP+1 57
DAMGI1=DAMAG(KGAUS) 58

CALL MODPS(DMATX,DAMG1,LPROP,MMATS NTYPE,PROPS) 59

CALL SFR2(DERIV,ETASP,EXISP,NNODE,SHAPE) 60

CALL JACOB2(CARTD,DERIV,DJACB,ELCOD,GPCOD,IELEM,KGASP, 61
NNODE,SHAPE) 62

CALL JACOBD(CARTD,DLCOD,DJACM,NDIME,NLAPS NNODE) 63
DVOLU=DJACB*WEIGP(IGAUS)*WEIGP(JGAUS) 64
IF(NTYPE.EQ.3) DVOLU=DVOLU*TWOPI*GPCOD(1,KGASP) 65
IF(THICK.NE.0.0) DVOLU=DVOLU*THICK 66

CALL BLARGE(BMATX,CARTD,DJACM,DLCOD,GPCOD,KGASP,NLAPS, 67
NNODE,NTYPE,SHAPE) 68

CALL LINGNL(CARTD,DJACM,DMATX,ELDIS,GPCOD,KGASP,KGAUS, 69
NDOFN,NLAPS,NNODE NSTRE,NTYPE,POISS,SHAPE, 70

STRAN,STRES) 71

C CALL BMATPS(BMATX,CARTD,NNODE,SHAPE,GPCOD,NTYPE, KGASP) 72
C CALL LINEAR(CARTD,DMATX,ELDIS,LPROP,MMATS,NDOFN,NNODE,NSTRE, 73
c . NTYPE,PROPS,STRAN,STRES, KGASP,GPCOD,SHAPE) 74
PREYS=UNIAX+EPSTN(KGAUS)*HARDS 75

DO 150 ISTR1=1,NSTR1 76
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DESIG(ISTR1)=STRES(ISTR1) 77
150 SIGMA(ISTR1)=STRSG(ISTR1,KGAUS)+STRES(ISTR1) 78
CALL INVAR(DEVIA,LPROP,MMATS,NCRIT,PROPS,SINT3,STEFF,SIGMA, 79
THETA,VARJ2,YIELD,DAMG1) 80
ESPRE=EFFST(KGAUS)-PREYS 81
IF(ESPRE.GE.0.0) GO TO 50 82
ESCUR=YIELD-PREYS 83
IF(ESCUR.LE.0.0) GO TO 60 84
RFACT=ESCUR/(YIELD-EFFST(KGAUS)) 85
GO TO 70 86
50 ESCUR=YIELD-EFFST(KGAUS) 87
IF(ESCUR.LE.0.0) GO TO 60 88
RFACT=1.0 89

70 MSTEP=ESCUR*8.0/UNTAX+1.0 90
ASTEP=MSTEP 91
REDUC=1.0-RFACT 92
DO 80 ISTR1=1,NSTR1 93
SGTOT(ISTR1)=STRSG (ISTR1,KGAUS)+REDUC*STRES(ISTR1) 94
80 STRES(ISTR1)=RFACT*STRES(ISTR1)/ASTEP 95
DO 90 ISTEP=1,MSTEP 96
CALL INVAR(DEVIA,LPROP,MMATS NCRIT,PROPS,SINT3,STEFF,SGTOT, 97
THETA,VARJ2,YIELD,DAMG1) 98

CALL YIELDF(AVECT,DEVIA,LPROP,MMATS,NCRIT,NSTR1, 99
PROPS,SINT3,STEFF, THETA,VAJ2) 100

CALL FLOWPL(AVECT,ABETA,DAMG1,DVECT,NTYPE,PROPS,SIGMZ,LPROP, 101
NSTR1,MMATS) 101

AGASH=0.0 102
DO 100 ISTR1=1,NSTR1 103
100 AGASH=AGASH+AVECT(ISTR1)*STRES(ISTR1) 104
DLAMD=AGASH*ABETA 105
IF(DLAMD.LT.0.0) DLAMD=0.0 106
BGASH=0.0 107
DO 110 ISTR1=1,NSTR1 108
BGASH=BGASH+AVECT(ISTR1)*SGTOT(ISTR1) 109
110 SGTOT(ISTR1)=SGTOT(ISTR1)+STRES(ISTR1)-DLAMD*DVECT(ISTR1) 110
EPSTN(KGAUS)=EPSTN(KGAUS)+DLAMD*BGASH/YIELD 111
90 CONTINUE 112
CALL INVAR(DEVIA,LPROP,MMATS,NCRIT,PROPS,SINT3,STEFF,SGTOT, 113

THETA,VARJ2,YIELD,DAMG1) 114
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CURYS=UNIAX+EPSTN(KGAUS)*HARDS 115
BRING=1.0 116
IF(YIELD.GT.CURYS) BRING=CURYS/YIELD 117

DO 130 ISTR1=1,NSTR1 118

130 STRSG(ISTR1,KGAUS)=BRING*SGTOT(ISTR1) 119
EFFST(KGAUS)=BRING*YIELD 120

C 121
C  DAMAGE EVOLUTION LAW 122
C 123
EFSTD=YIELD/(1.0-DAMG1) 124
ESTD2=EFSTD*EFSTD 125
DDAMG=ESTD2*DLAMD/(YOUNG*DAMST) 126
DAMAG(KGAUS)=DAMAG(KGAUS)+DDAMG 127
IF(DAMAG(KGAUS).GE.0.9) THEN 128
WRITE(*,*)’PROGRAM ENDED - DAMAGE REACHED CRITICAL LEVEL > 0.9’ 129
WRITE(*,*)’NUMBER LOAD INCREMENTS TO END=",JINCS 130

STOP 131
ENDIF 132

C 133
C**** ALTERNATIVE LOCATION OF STRESS REDUCTION LOOP TERMINATION 134
C 90 CONTINUE 135
GO TO 190 137

60 DO 180 ISTR1=1,NSTR1 138
180 STRSG(ISTR1,KGAUS)=STRSG (ISTR1,KGAUS)+DESIG(ISTR1) 139
EFFST(KGAUS)=YIELD 140

C 141
C**** CALCULATE THE EQUIVALENT NODAL FORCES AND ASSOCIATE WITH THE 142
C  ELEMENT NODES 143
190 MGASH=0 144
DO 140 INODE=1,NNODE 145

DO 140 IDOFN=1 NDOFN 146
MGASH=MGASH+1 147

DO 140 ISTRE=1,NSTRE 148

140 ELOAD(IELEM,MGASH)=ELOAD(IELEM,MGASH)+BMATX(ISTRE,MGASH)* 149

. STRSG(ISTRE,KGAUS)*DVOLU 150

40 CONTINUE 151

20 CONTINUE 152

RETURN 153
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END

linie 1-18

linie 19-20
linia 21

linie 22-24
linia 25
linia 26

linia 27
linie 28-33

linia 34
linie 35-36
linie 41-48
linia 50
linia 51
linie 52-55
linie 56-57
linia 58
linia 59
linia 60

linie 61-62

154
155

defnicja procedury, jej parametréw aktualnych oraz definicje
tablic i wektorow

obliczenie v/3 oraz 27

ustawienie parametru wymiaru elementu skonczonego
NDIME=2

zerowanie tablicy zawierajacej réwnowazniki sit weztowych,
obliczonych w kroku h

zerowanie licznika punktu Gaussa we wszytkich elementach
petla wokél kazdego elementu

identyfikowanie numeru wtasciwoséci materiatowych elementu
indentyfikowanie wartosci poczatkowej granicy plastycznosci
oyo (c dla kryterium Coulomba-Mohra lub Druckera—Prage-
ra), wartoSci parametru wzmocnienia plastycznego H, kata
tarcia wewnetrznego ¢ dla materiatéw typu Coulomb—Mohr
lub Drucker—Prager, wartosci odpornosci na uszkodzenie S
obliczenie rownowaznego naprezenia uplastycznajacego

ccos ¢ dla materiatu Coulomba—Mohra

obliczenie réwnowaznego naprezenia uplastycznajacego k'’
dla materiatu Druckera—Pragera

magazynowanie wspélrzednych wezlowych elementéw w
tablicy ELCOD oraz przemieszczen weztowych wywotanych
dziataniem sit rezydualnych w tablicy ELDIS
identyfikowanie grubosci elementu

zerowanie lokalnego licznika punktu Gaussa

wejécie w petle numerycznego catkowania o obliczania lokal-
nych wspélrzednych (£,7) w biezacym punkcie

przyrost lokalnego i globalnego licznika punktu Gaussa
warto$¢ parametru uszkodzenia D w punkcie Gaussa
obliczenie macierzy sprezystej D

obliczenie wartosci funkcji ksztattu N; oraz ich pochodnych
ON;/0&,ON;/on

Obliczenie wspoirzednych punktu Gaussa GPPCOD(IDIME,
KGASP), wyznacznika macierzy Jakobianu |J| oraz pocho-
dnych kartezjanskich funkeji ksztattu ON;/0x, ON; /0y (lub
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Dodatek

linia 63

linie 64-66

linie 67-68

linie 69-74

linia 75

linie 76-78

linie 79-80

linie 81-82

linie 83-84

linia 85

linie 87-88

linia 89

linie 90-91

linia 92
linie 93-95

linia 96
linie 97-101

ON;/0r,0N;/0z dla problemu osiowo-symetrycznego)
wywolanie procedury obliczajacej macierz Jakobianu w przy-
padku skoniczonych deformacji

obliczenie objetosci elementu |J|W W), dla catkowania nume-
rycznego pamietajac o mnozeniu odpowiednio przez grubosé
lub 277 dla problemu osiowo-symetrycznego (program domy-
$lnie przyjmuje grubos$é elementu réwna 1.0)

obliczenie macierzy odksztalcenia B dla skonczonych odksz-
tatcen w punkcie Gaussa

obliczenie przyrostu naprezenia STRESS(ISTR1) zakladajac
sprezyste zachowanie da?r) = Dde,

obliczenie granicy plastycznosci dla (r — 1)-tej iteracji jako
Iyo + Hgl()rfl)

magazynowanie do{ ) w DSIG(ISTR1) oraz o(, W SIGMA
(ISTR1)

obliczenie naprezenia efektywnego wg. Tablicy 9 oraz maga-
zynowanie jako YIELD

sprawdzenie czy punkt Gaussa ptynal plastycznie w poprze-
dniej iteracji, tzn. sprawdzenie relacji (1) > oyo + HEI()T_I)
ktéra jest pierwsza operacja w kroku 4 algorytmu przedsta-
wionego w podrozdziale 3.4

sprawdzenie czy punkt Gaussa poprzednio sprezysty plynie
plastycznie w aktualnej iteracji

. . 6(Er) — Oy p .
obliczenie R = —g——=—— dla punktu Gaussa, ktéry plynie

O@r) = 9(r-1)
plastycznie w aktualnej iteracji
sprawdzenie czy punkt Gaussa, ktéry poprzednio plynal plas-
tycznie jest, odciazony w aktualnej iteracji, jesli tak to przej-
Scie do instrukcji o etykiecie 60
przyjecie R = 1 w przeciwnym przypadku
oblicznie liczby krokéw, na ktéra nalezy podzielié nadwyzke
naprezenia Rda?r)
obliczenie (1 — R)
obliczenie o1y + (1 — R)da?r) zgodnie z krokiem 5 algory-
tmu przedstawionego w podrozdziale 3.4 oraz magazynowanie

Rdo,,
w SGTOT(ISTR1) oraz obliczenie

nie w STRES(ISTR1)
petla po wszystkich krokach redukcji naprezenia
obliczenie wektoréw a oraz dp

oraz magazynowa-
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linie 102-106
linie 107-110

linia 111

linia 112
linie 113-114
linia 115

linie 116-119

linia 120
linie 121-132

linie 133-136
linie 138-140

linie 141-150

linie 151-152

linie 153-155

obliczenie d\ oraz magazynowanie jako DLAMD
dof,)  dxd
+(1—R)do¢, + R— _ £2°D
(r) m m
W przypadku gdy proces sumowania od 1 do m w petli DO
o etykiecie koncowej 90 zostanie zakonczony wynik bedzie
rOWny oy = 01y + da?r) + Rda?r) —dAdp

obliczenie o) = 0(,_1)

obliczenie efektywnego odksztalcenia plastycznego

~p ~p dxalo

=T T

powrdt w petli do nastepnego kroku redukceji

obliczenie naprezenia efektywnego o,

obliczenie oo + HEI()T)

skalowanie naprezenia o,y tak aby lezalo na aktualnej po-

wierzchni plastycznosci o,y = o () (0y0 + HEI(DT)) )

magazynowanie naprezenia efektywnego o(,) w EFFST
o) 2 dA

1— Dh) ES

kumulacja uszkodzenia D,y = D(,_1) + d D, oraz jego

magazynowanie w tablicy DAMAG gdy D,y < 0.9

koniec petli DO

obliczenie o) = o(._1) + da“(er) dla sprezystych punktéw

obliczenie przyrostu uszkodzenia dD,) = (

Gaussa oraz magazynowanie w EFFST
obliczenie rownowaznych sit weztowych

(fe)(r) = S{BTU(r)dQ

zakonczenie petli numerycznego catkowania po wszystkich
elementach
instrukcje zakonczenia procedury

Tablica 9 Naprezenie efektywne oraz warto$é¢ granicy plastycznosci dla wybranych kryteriéw

kryterium naprezenie efektywne granica
plastycznosci plastycznosci
Tesca—Guest 2\/J_§ cos 0 oy
von Mises NEVA Oy
Mohr—Coulomb | £.J; sin ¢ + /J}(cos § — sin 6 sin ¢/v/3) ccos ¢
Drucker—Prager adi + /T K




