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4.4.1. . Równania termosprężystósci niejednorodnej cienkiej obrotowo –
symetrycznej płyto – tarczy Kirchhoffa – Love’a . . . . . . . . . . . . . 33
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4.4.3. . Proces zu̇zycia konstrukcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.5. . Identyfikacja stałych materiałowych w funkcji temperatury w oparciu o istniejące
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1. WSTĘP

Współczesne konstrukcje, począwszy od wahadłowców kosmicznych, poprzez stoso-
wane w przemýsle lotniczym, samochodowym, a kończąc na przedmiotach codziennego
użytku, stają się coraz bardziej skomplikowane. Dążenie do zwiększenia czasu użytkowa-
nia danej konstrukcji oraz zmniejszenia kosztów związanych z konserwacją i naprawami
przyczyniły się do gwałtownego rozwoju inżynierii materiałowej pod koniec ubiegłego
stulecia. Oprócz znanych i powszechnie stosowanych klasycznych materiałów czy poli-
merów, zaczęto stosować w konstrukcjach elementy wykonane z materiałów kompozy-
towych. Stało się to mȯzliwe, poniewȧz zostały odkryte efektywne metody wytwarzania
materiałów kompozytowych (por. rozdział 3.3.1).

Materiał kompozytowy rozumiany jako materiał wieloskładnikowy, czyli powsta-
jący poprzez połączenie minimum dwóch składników (faz) charakteryzujących się od-
miennymi włásciwósci fizyko – chemicznymi, jest bardzo atrakcyjny dla konstruktorów.
Umożliwia powstanie materiału, który byłby, np. barierą termiczną z jednej strony (ce-
cha materiałów ceramicznych), czyli chronił konstrukcję przed działaniem ekstremalnych
temperatur oraz cechował się wysoką wytrzymałością czy elastycznością z drugiej strony
(cecha materiałów metalicznych). Idealnym przykładem konstrukcyjnym może býc tutaj
łopatka turbiny, która jednocześnie musi býc odporna na du̇zy cykliczny strumién cie-
pła i przenosíc du̇ze wartósci naprę̇zenia, które są wywołane ruchem obrotowym z dużą
prędkóscią kątową.

Szczególnym przypadkiem materiału kompozytowego są materiały gradientowe FGM
(ang. Functionally Graded Materials). Cechą charakterystyczną materiałów FGM jest
ciągłe i gładkie przejście pomiędzy ró̇znymi składnikami. Przykładowo, pomiędzy mate-
riałem ceramicznym o bardzo dużej odpornósci termicznej (bardzo mały współczynnik
przewodnósci termicznej oraz bardzo niski współczynnik rozszerzalności termicznej),
a metalem, który jest dobrym przewodnikiem ciepła (duży współczynnik przewodności
termicznej i wysoki współczynnik rozszerzalności termicznej) istnieje faza przejściowa
(interface), w którym następuje gładkie, ciągłe przejście, eliminując powstawanie mikro-
uszkodzén czy rozwarstwienia materiału na granicy faz. Gładkie przejście jest realizo-
wane poprzez zmianę udziału objętościowego poszczególnych składników kompozytu,
co zostało w sposób schematyczny zaprezentowane na rys. 1.1, powodując,że efek-
tywne włásciwósci termomechaniczne zmieniają się gładko począwszy od jednego skład-
nika (np. metalu lub stopu metali), do drugiego skladnika (np. materiału ceramicznego).
W przypadku barier termicznych (ang.thermal barrier coating TBC) grubósć interfejsu
FGM jest mała w stosunku do całej objętości materiału (kilkaset mikrometrów) [149].
Oprócz systemów TBC, materiały gradientowe są stosowane jako warstwy przejściowe
pomiędzy materiałem porowatym (np. kość), a stopem metali (np. stopy tytanu) przy pro-
dukcji implantów, czy jako warstwy pomiędzy materiałem mającym chronić konstrukcję
przed szkodliwym oddziaływanieḿsrodowiska, przed skutkami tarcia, przeciwko zuży-
ciu warstwy wierzchniej materiału, a materiałem dziewiczym.

W klasycznych materiałach kompozytowych nie istnieje warstwa przejściowa a zmiana
materiału pomiędzy składnikami kompozytu realizowana jest w sposób skokowy, prowa-
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Rysunek 1.1. Schemat materiału funkcjonalnie zmiennego (Skrzypek, Ganczarski,
i in. [149])

dząc do koncentracji naprężén na granicy warstw, co może býc przyczyną powstawania
mikropęknię́c, których konsekwencją może býc powstanie szczeliny, która w końcu do-
prowadzi do przerwania ciągłości materiału. W opisanym powyżej przykładzie (łopatki
turbiny), zastosowanie klasycznego materiału kompozytowego nawet o doskonałych wła-
ściwósciach termomechanicznych, doprowadziłoby do koncentracji naprężén termome-
chanicznych, które spowodowałyby zniszczenie łopatki. Natomiast zastosowanie warstwy
przej́sciowej z materiału gradientowego FGM nie będzie prowadziło do powstawania kon-
centracji naprę̇zén na granicy faz. Czas użytkowania takiej konstrukcji będzie dłuższy a
koszty eksploatacji du̇zo ni̇zsze.

Gwałtowny rozwój iṅzynierii materiałowej zmusza naukowców do stworzenia odpo-
wiedniego aparatu fenomenologicznego i numerycznego, który pozwoli na przeprowadza-
nie realnych analiz konstrukcji wykonanych z materiałów gradientowych. Dotychczasowe
algorytmy numeryczne służące do analizy konstrukcji, w szczególności metoda elemen-
tów skónczonych (MES), nie są przystosowane do analizy materiałów niejednorodnych.
W przypadku materiałów gradientowych, gdy gradient zmian właściwósci materiałowych
często jest bardzo duży, analiza numeryczna dla materiałów jednorodnych prowadzi do
powstania du̇zych błędów i nierzeczywistych wartości naprę̇zén na granicach elementów
(rozdział 5).

1.1 Motywacja

Większósć materiałów występujących w naturze jest niejednorodna. Pomijanie tego
zjawiska w dotychczasowych obliczeniach konstrukcji spowodowane jest głównie bra-
kiem specjalistycznego oprogramowania oraz komputerów o odpowiedniej mocy oblicze-
niowej (szczegółowe informacje można znaleź́c w [61]). Równania uwzględniające nie-
jednorodnósć materiału są z natury nieliniowe i bardziej skomplikowane, dlatego rzadko
podejmowane są próby ich rozwiązania, nawet przy użyciu dostępnych algorytmów nu-
merycznych, czy komercyjnych programów służących do analizy konstrukcji ze względu
na brak implementacji odpowiednich modułów, które mogły by przeprowadzić takie ob-
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liczenia w sposób poprawny. Z tego względu dostępne na rynku komercyjne programy
analizy konstrukcji wykorzystujące algorytmy metody elementów skończonych (MES),
metody ró̇znic skónczonych (MRS) czy metody elementów brzegowych (MEB) opierają
się na równaniach dotyczących materiałów jednorodnych. W komercyjnych pakietach
obliczeniowych ze wzgledu na unikanie zbytniej komplikacji modelu numerycznego,
w szczególnósci modelu materiału, stosowane jest założenie stałych włásciwósci mate-
riałowych na poziomie elementu skończonego. W dalszej części pracy (por. rozdział 5)
zostanie pokazane,że takie załȯzenie w przypadku materiałów gradientowych o silnej
niejednorodnósci prowadzi do du̇zych błędów i braku dostosowania modelu numerycz-
nego do analizowanej konstrukcji.

W latach 2005 – 2008 uczestniczyłem w pracach europejskiego projektu KMM-NoE
(ang. Network of Excellence „Knowledge-based multicomponent materials for dura-
ble and safe performance”) koordynowanego przez Instytut Podstawowych Problemów
Techniki (IPPT PAN), który zrzeszał trzydzieści szésć placówek naukowo-badawczych
oraz korporacji przemysłowych. Celem Sieci Doskonałości KMM-NoE było stworzenie
europejskiego porozumienia placówek naukowo-badawczych oraz korporacji przemysło-
wych w celu wzajemnej współpracy i wymiany doświadczén, które miały prowadzić do
stworzenia zaawansowanych materiałów wielofunkcyjnych wyspecjalizowanych na po-
trzeby przemysłu do zastosowań w zaawansowanych konstrukcjach. Pod koniec 2008
roku Siéc Doskonałósci KMM-NoE przekształciła się wKMM Virtual Institute (KMM
VIN), tworząc międzynarodowy obszar badawczy.

Udział w powẏzszym projekcie pozwolił mi poznać najnowsze trendy i osiągnię-
cia związane z wytwarzaniem, testowaniem i modelowaniem nowoczesnych materiałów
wielofunkcyjnych. W ramach Sieci uczestniczyłem w cyklu dwutygodniowych szko-
leń dla doktorantów z ró̇znych krajówIntensive Session of KMM-NoE Post-Graduate
School (IPGS). Ponadto brałem udział w spotkaniach roboczych Sieci, w czasie których
prezentowałem swoje dokonania. Dzięki cennym uwagom specjalistów w dziedzinach
wytwarzania, testowania czy modelowania materiałów mogłem zweryfikować swoje osią-
gnięcia oraz ulepszać modele teoretyczne i numeryczne tak, aby stały się bliższe rze-
czywistósci. Wszystkie przykłady numeryczne prezentowane w niniejszej pracy zostały
zrealizowane w ramach współpracy z Secią KMM-NoE. Modele wykonane przeze mnie
były tworzone na potrzeby konkretnej konstrukcji wykonanej z konkretnego materiału.
Wyniki uzyskane z symulacji numerycznych wykonanych w ramach mojej pracy nauko-
wej znalazły czę́sciowe zastosowanie w aplikacjach, które zostały wykorzystane przez
korporacje przemysłowe współpracujące z KMM-NoE.

Kwintesencją mojej współpracy z Siecią KMM-NoE był dwumiesięczny staż zagra-
niczny (wrzesién – październik 2007) w firmieInasmet „Tecnalia” w San Sebastian
w Hiszpanii [67]. W czasie stażu miałem okazję skonfrontować moją wiedzę teoretyczną
z zastosowaniem praktycznym. Moim opiekunem naukowym w Hiszpanii był doktor
nauk chemicznych Pedro Egizabal, którego bardzo cenne uwagi pozwoliły mi na przy-
stosowanie moich modeli numerycznych do zastosowań przemysłowych dla konstrukcji
wykonanych z nowoczesnych materiałów wielofunkcyjnych. Ponadto mogłem obserwo-
wać proces technologiczny produkcji powyższych materiałów.
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Całósć współpracy z Siecią KMM-NoE pozwoliła mi poznać zalety stosowania nowo-
czesnych materiałów kompozytowych, w szczególności materiałów gradientowych FGM
i stała się motywacją do podjęcia pracy badawczej w tej dziedzinie. Owocem powyż-
szej współpracy są przykłady zastosowań konstrukcyjnych zaprezentowane w rozdziale 6,
cykl publikacji oraz udział w tworzeniu dwóch monografii. Pierwsza z nich ukazała się
na początku 2008 roku [149], druga jest aktualnie wysłana do redakcji. Planowany termin
publikacji to styczén 2010 roku.

1.2 Cel i zakres pracy

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie kompleksowego modelu fenomenolo-
gicznego, potrafiącego w poprawny sposób opisać materiały niejednorodne, w szcze-
gólnósci materiały gradientowe FGM oraz implementacja poprawnego modelu nume-
rycznego opartego na metodzie elementów skończonych wykorzystującego specjalne
niejednorodne elementy skończone. Charakteryzują one się istnieniem podwójnej funkcji
aproksymacyjnej. Pierwsza z nich służy do przybli̇zenia niewiadomej funkcji i geometrii
elementu dla elementów izoparametrycznych, druga natomiast interpoluje właściwósci
materiałowe na poziomie elementu skończonego. W ostatnim rozdziale (por. rozdział 6)
opisane zostanie zastosowanie powyższego modelu teoretycznego i numerycznego do
wybranych przykładów analizy konstrukcji wykonanych z materiałów gradientowych
FGM.



2. AKTUALNY STAN WIEDZY

2.1 Wprowadzenie do problematyki materiałów
gradientowych

Względy ekonomiczne oraz rozwój techniki zmuszają współczesnych inżynierów –
konstruktorów do stosowania bardziej zaawansowanych materiałów niż dwadziéscia czy
trzydziésci lat temu. Coraz szersze zastosowanie znajdują materiały kompozytowe, które
charakteryzują się bardzo dobrymi właściwósciami termomechanicznymi w przeciwień-
stwie do klasycznych materiałów powszechnie stosowanych w przemyśle.

Szczególnym przykładem kompozytów są materiały gradientowe (ang.functionally
graded materials, FGM), charakteryzujące się ciągłą zmianą właściwósci fizyko – che-
micznych pomiędzy składnikami. Modelowanie tego typu materiałów wymaga uwzględ-
nienia niejednorodnósci materiałowej w równaniach konstytutywnych, otwierając jed-
noczésnie nowe mȯzliwości w projektowaniu konstrukcji, szczególnie jeżeli do bu-
dowy modelu fizycznego zastosujemy termodynamikę procesów nieodwracalnych, która
uwzględnia zmianę makrowłaściwósci materiału [146, 147]. Przykład materiału gra-
dientowego został zaprezentowany na Rys. 2.1, gdzie możemy zaobserwować warstwę
interfejsu FGM, będącego ciągłym przejściem pomiędzy materiałem kompozytowym
węgiel–węgiel (CFC), a miedzią.

Rysunek 2.1. Przykład zastosowania warstwy przejściowej FGM pomiędzy kompozytem
węgiel – węgiel (CFC) a miedzią [161]

Obecnie materiały gradientowe są stosowane głównie w przemyśle lotniczym, ko-
smicznym, motoryzacyjnym oraz w elektronice (np. materiały super odporne na ciepło
do stosowania w barierach termicznych, silnikach samochodowych, silnikach odrzuto-
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wych, układach scalonych pracujących w temperaturze do 2000 K). Ponadto ze względu
na wysoką obojętnósć chemiczną i biologiczną powyższe materiały są chętnie stoso-
wane jako implanty (Rys. 2.2). Oprócz tego ich główną zaletą jest bardzo niska gęstość
(ok. 3,5 g/cm3) skutkująca małą masą konstrukcji przy bardzo dobrych właściwósciach
termomechanicznych [82, 161]. Niska masa konstrukcji to także ni̇zsze koszty eksplo-
atacji. Dla przykładu, obniżenie masy samochodu 10% skutkuje zmniejszeniem ilości
zużywanego paliwa, w przybliżeniu 1 litr na 100 km, a tak̇ze zmniejsza emisję szkodli-
wych gazów do atmosfery chroniącśrodowisko naturalne.

Rysunek 2.2. Zastosowanie materiałów FGM w medycynie do produkcji implantów [82]

2.2 Rys historyczny

Pierwsza wzmianka o materiałach gradientowych FGM pojawiła się w 1972 roku,
w którym został przyznany patent w Stanach Zjednoczonych o numerze 3694530 pod
tytułem Method of producing an integral skin polyurethane foam, w którym zostało
opisane wytworzenie materiału o strukturze piankowej ze zmienną porowatością. Sam
wniosek patentowy został złożony w roku 1969 [1]. W 1971 roku w MIT (Massachu-
setts Institute of Technology) w Bostonie ukazała się publikacja pod tytułemPreliminary
work on Functionally Graded Materials(Wstępne rozwȧzania o materiałach funkcjonal-
nie zmiennych) [103]. Jednak problemy związane z wytwarzaniem tego typu materiałów
wstrzymały ich rozwój przez kolejne siedemnaście lat. Dopiero w 1984 roku w Japo-
nii, w Japónskim Narodowym Laboratorium Lotniczym (Japanese National Aerospace
Laboratory), została sformułowana koncepcja materiałów FGM [88, 94, 98, 168]. W na-
stępnym roku został zatwierdzony pierwszy patent dotyczący materiałów gradientowych
w Japonii [103, 168]. W tym samym roku zostało otworzone pierwsze laboratorium
w Szwajcarii zajmujące się koncepcją niniejszych materiałów. W roku 1986 powstały
pierwsze patenty w Szwecji oraz w Niemczech. Widząc korzyści płynące z nowej techno-
logii, Japónczycy w kolejnym roku uruchamiają Pierwszy Narodowy Program Badawczy
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dotyczący materiałów gradientowych. W 1990 roku odbyła si˛e pierwsze konferencja
międzynarodowa dotycząca materiałów funkcjonalnie zmiennych w Sendai, w Japonii.
Trzy lata później zostaje uruchomiony w Japonii Drugi Narodowy Program Badawczy
nad materiałami FGM. W 1995 roku Niemieckie Stowarzyszenie Badawcze (DFG), jako
pierwsze w Europie rozpoczyna własny program badawczy zajmujący się tematyką mate-
riałów gradientowych. Rok później, w Japonii, liczbę projektów dotyczących materiałów
FGM ocenia się na sześćdziesiąt siedem. A w 1997 roku już setki laboratoriów na całym
świecie pracują nad nowymi materiałami [103].

2.3 Przegląd literatury

W latach 1984-1989 w Japonii [185] rozpoczęto prace nad materiałami gradiento-
wymi w celu zmniejszenia wpływu procesu uszkodzenia wywołanego ekstremalnymi
obcią̇zeniami termomechanicznymi. W klasyczny sposób zostało to zrealizowane po-
przez wprowadzenie dodatkowej warstwy pomiędzy materiałem ceramicznym a mate-
riałem metalicznym o grubości 10 ÷ 100 µm, dającej ciągłe przejście pomiędzy fa-
zami. Później odkryto wiele technik służących do wytwarzania warstwy przejściowej
FGM [92, 93, 142] (por. rozdział 3.3). W kolejnych latach N. Noda i Y. Obata [112, 113]
pracowali nad zagadnieniem naprężén termicznych w stanie nieustalonym oraz jego opty-
malizacją dla warstw FGM, natomiast G.N. Praveen i J.N. Reddy [126] nad nieliniową
nieustaloną analizą funkcjonalnie zmiennych warstw ceramik – metal.

Materiały FGM znajdują coraz większe zastosowanie w konstrukcjach pracujących
w ekstremalnych temperaturach (3500 K [143] turbiny, silniki rakietowe, części samolo-
tów [104, 107] czy przy tworzeniu akceleratorów, pracujących w warunkach kriogenicz-
nych – temperatura 4 K). Konieczne było sformułowanie równań pozwalających opisać
powyższe materiały kompozytowe wykorzystując dostępny formalizm matematyczny.
W pierwszej kolejnósci spróbowano opisać sposób zmiany włásciwósci materiałowych
przy pomocy funkcji matematycznych. Okazało się,że funkcjami najlepiej oddającymi
charakter zmian są funkcje potęgowe i eksponencjalne.

Wprowadzenie niejednorodności materiałowej zmusza do wprowadzenia zmian w do-
tychczasowych metodach analizy konstrukcji, którymi z reguły są metoda elementów
skónczonych MES, metoda różnic skónczonych MRS czy metoda elementów brzegowych
MEB. Tematyką tą zajmowali się J. Aboudi, M.J. Pindera i S.M. Arnold, którzy stworzyli
dobrą, ale czasochłonną metodę zwanąHigh Order Theory of FGM, HOTFGM[3–5, 7].
Jest to metoda przystosowana do zagadnień jedno- i dwuwymiarowych kołowo – syme-
trycznych.

Dla zagadnién izotropowej liniowej sprę̇zystósci zastosowano prostsze podejście,
używając transformaty Fouriera albo Laplace’a, która redukuje równania różniczkowe
cząstkowe do układu równań całkowych, rozwiązywanych następnie metodami nume-
rycznymi, np. metodą elementów skończonych. Zastosowanie klasycznej wersji elemen-
tów skónczonych operującej stałymi wartościami parametrów materiałowych na poziomie
elementu wymusza modelowanie konstrukcji jako ciała wielowarstwowego, co może
prowadzíc do nierealnych wartósci naprę̇zén na granicach elementów. Podejście takie
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zastosowali: Z.H. Jin i N. Noda [70–73], L.J. Gray, T. Kaplan,J.D. Richardson, G.H. Pau-
lino [53, 74], K.A. Khor, Y.W. Wu [78], Y.D. Lee, F. Erdogan [90], J. Yang, K.M. Liew,
S. Kitipornchai [186].

Alternatywnym podej́sciem jest zastosowanie elementów gradientowych (niejedno-
rodnych). Ich szczególną cechą jest wprowadzenie dodatkowej funkcji aproksymującej
na poziomie elementu, która aproksymuje właściwósci materiałowe. Podejście takie
wprowadzili do metody elementów skończonych J.H. Kim, G.H. Paulino i M.C. Wal-
ters [79, 80, 108, 176]. Podobne sformułowanie wykorzystał V. Sladek, J. Sladek oraz
C. Zhang w metodzie elementów brzegowych [150–152]. W publikacjach G.H. Pau-
lino [80], B.L. Wanga [177], A. Kawasaki i R. Watanabe [76] zastosowano elementy or-
totropowe homogeniczne z proporcjonalnie zmiennymi właściwósciami materiałowymi,
natomiast N. Noda w publikacji [104] oraz S. Pitakthapanaphong w artykule [124] zasto-
sowali elementy ortotropowe homogeniczne, ale z nieproporcjonalną zmianą właściwósci
materiału (por. rozdział 4.1). Bardziej zaawansowaną analizę zastosowali J. Aboudi [7]
oraz M. Nematt - Alla [102] stosując zmienne parametry materiałowe w dwóch wy-
miarach, ograniczając się jednak tylko do homogenicznych (jednorodnych) elementów
skónczonych.

Szczegółowe informacje na temat materiałów gradientowych, w szczególności doty-
czących ich wytwarzania, numerycznego modelowania czy zastosowania w aplikacjach
można znaleź́c w pracach [135, 149] oraz na stronie internetowej Sieci Doskonałości
Knowledge-based Multicomponent Materials for Durable and Safe Performance KMM -
NoE [82].



3. TECHNIKI WYTWARZANIA
MATERIAŁÓW GRADIENTOWYCH

Każdy z procesów wytwarzania materiałów kompozytowych, a w szczególności mate-
riałów gradientowych jest przystosowany do odpowiedniego rodzaju materiału, kształtu,
rozmiaru, wartósci gradientu zmian materiałowych czy mikrostruktury gradientowych
komponentów. W dalszej części pragnę scharakteryzować najwȧzniejsze techniki wy-
twarzania materiałów FGM, klasyfikując je ze względu na charakter i rodzaj materiału
pierwotnego.

3.1 Metody technologii proszkowej

W tej czę́sci opiszę pokrótce najważniejsze metody wytwarzania wykorzystujące
technologie proszkowe. Sposoby wytwarzania można podzielíc na kilka kategorii: metoda
upakowania suchego proszku (ang.dry powder compaction) [30, 103], metoda odlewania
z mas lejnych i filtracji (ang.slip casting and filtration) [25, 95, 98, 103, 160], metoda
odlewania folii (ang.tape casting) [33, 103, 187, 191], ale także poprzez procedury
infiltracji (ang. infiltration procedures) [96, 98, 125] czy przygotowanie preformy ze
zmienną porowatóscią materiału [26, 69, 98].

Dla wszystkich metod proszkowych stosowane są proszki pochodzące od metali,
różnego rodzaju stopów, materiałów ceramicznych czy innego typu komponentów. Po-
zwalają one na stworzenia struktury gradientowej ciągłej lub zmiennej skokowo. Obecnie
dostępne na rynku rozmiary cząstek proszku wahają się od kilku nanometrów po setki
mikrometrów.

3.1.1 Metody wytwarzania przy pomocy suchego proszku

Metoda wytwarzania oparta na technologii suchego proszku (ang.dry powder me-
thods) jest podstawową techniką, polegającą na przygotowaniu odpowiednio różnych
mieszanek proszkowych z poszczególnych składników i nakładaniu tych mieszanek war-
stwami, jedna na drugiej. Minimalna grubość warstwy jaka mȯze zostác uzyskana to
0.2 [mm] [103]. Zaczynając od sproszkowanego materiału możliwe jest uzyskanie opty-
malnych warunków dotyczących odpowiedniej zmienności włásciwósci materiału gra-
dientowego tak na poziome całego kompozytu, jak i na poziomie mikrostruktury (por.
rys. 3.2).

Po utworzeniu warstw z materiałów sproszkowanych następuje kolejny etap techno-
logiczny spiekania składników (ang.sintering step), polegający na zastosowaniu odpo-
wiedniego pola temperatury w celu zagęszczenia odpowiednich warstw proszkowych
prowadzący do powstania zmiennej struktury FGM. Czynnikami decydującymi o po-
wstaniu materiału kompozytowego o odpowiednich właściwósciach są odpowiednio długi
czas konsolidacji materiału prowadzący do rozrostu ziaren oraz zastosowanie zmiennego
pola temperatury (por. rys. 3.1).
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Rysunek 3.1. Schematyczny wykres za-
leżnósci temperatury od czasu w proce-

sie utwardzania [14]

Rysunek 3.2. Schematyczne przedsta-
wienie metody wytwarzania z su-
chego proszku z wykorzystaniem ci-

śnienia [161]

Technika ta pozwala na wyprodukowanie gotowego komponentu, w którym udział
poszczególnych składników materiału kompozytowego może wahác się w przedziale od
0-100% [30].

3.1.2 Metoda odlewania z mas lejnych i filtracji císnieniem

Metoda odlewania z mas lejnych (ang.slip casting) jest jedną z metod proszkowych
tradycyjnie stosowaną do produkcji materiałów ceramicznych. Przykładowy komponent
w oryginalnych rozmiarach został przedstawiony na rys. 3.3. W ogólności jest to metoda
filtracji, w której zawiesina proszkowa jest odlewana w gipsowy odlew, skąd następnie
odprowadzany jest płyn pozostawiając cząstki materiałów proszkowych naściankach
odlewu. Zmiennósć materiału mȯze býc kształtowana poprzez zmianę składników kom-
pozytu lub poprzez modyfikację rozmiaru ziaren podczas odlewania. Technika filtracji
ciśnieniem bazuje na tej samej zasadzie jak metoda odlewania mas z lejnych, z tą róż-
nicą,że forma proszkowa jest tworzona w odlewie gipsowym pod ciśnieniem. W obydwu
technikach konieczny jest proces konsolidacji materiału (sintering step), podczas którego
proszki są odpowiednio zagęszczane tworząc strukturę gradientową.

Ciągła zmiennósć materiału kompozytowego metal – ceramik z nieliniowym profilem
jest uzyskiwana poprzez dodatkowe przemieszanie komponentów w trakcie procesu se-
dymentacji. W powẏzszym procesie du̇ze znaczenie ma różny rozmiar cząstek, gęstość
i/lub lepkósć masy odlewniczej [25, 160].

3.1.3 Metoda odlewania folii

Metoda odlewania folii została schematycznie przedstawiona na rys. 3.4. Masa od-
lewnicza (ang.slip) oraz mieszanina proszków jest doprowadzana poprzez podajnik na

11



Rysunek 3.3. Gotowy komponent wytworzony metoda odlewania mas lejnych w orygi-
nalnych rozmiarach z formą odlewniczą [41]

tásmę z cienką warstwą folii. Minimalna grubość folii mieści się generalnie w przedziale
od 25 [µm[ do 1 [mm].

Rysunek 3.4. Schemat procesu odlewa-
nia folii [172]

Rysunek 3.5. Zastosowanie metody od-
lewania folii w komercyjnym przemy-

śle [41]

Masa odlewnicza zawiera wodę, cząstki materiałów proszkowych oraz spoiwo. Całość
jest osuszana tworząc tzw. „zieloną taflę” (green body), z której w procesie konsolidacji
jest otrzymywany gotowy produkt. Na rys. 3.5 została zaprezentowana produkcja mate-
riałów kompozytowych metodą odlewania folii w sposób komercyjny.

W przypadku materiałów FGM produkowanych tą techniką, tworzone są taśmy (folie)
z różnych składników, które są następnie nakładane na siebie.

3.1.4 Proces infiltracji

Istnieje kilka rodzajów procesów infiltracji służących do produkcji materiałów gra-
dientowych. Wszystkie zaczynają się od wytworzenia materiału porowatego, który sta-
nowi rodzaj preformy. Technika produkcji preformy jest podobna do procesu wytwarzania
przy u̇zyciu suchego proszku z jednokierunkowym rozciąganiem i/lub izostatycznym
ciśnieniem oraz z wykorzystaniem preutwardzania w celu otrzymania porowatego kom-
ponentu. Cały proces prowadzony jest dotąd, dopóki nie zostanie otrzymana struktura
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skokowych lub ciągłych zmian porowatości materiału. W powẏzszym procesie niezbędne
są tzw. infiltranty, które umieszczane są w formie wstępnej i wchodzą z nią w reakcję
budując kolejne warstwy materiału FGM. Profil gradientu zmian jest ograniczony ze
względu na u̇zycie gradientowej preformy.

Rysunek 3.6. Schemat procesu infiltracji wywołanej magnetohydrodynamicznym rezo-
nansem matrycy [173]

3.1.5 Formowanie wtryskowe proszków

W produkcji seryjnej technika formowania wtryskowego proszków (ang.powder
injection molding) jest stosowana do tworzenia zarówno metali jak i komponentów cera-
micznych [24]. Odpowiedni proszek jest mieszany z organicznymi spoiwami dopóki nie
zostanie uzyskana jednorodna konsystencja. Następnie powyższa mieszanka jest dostar-
czana do klasycznych wtryskarek używanych do produkowania komponentów polime-
rowych. Otrzymany w ten sposób produkt jest termicznie utwardzany. Podczas procesu
nagrzewania produkt jest także pozbawiany spoiwa. W następnej kolejności wytworzony
porowaty materiał poddawany jest kolejnej obróbce termicznej, zazwyczaj w tempera-
turze 2/3 temperatury topnienia (ang.sintering), prowadzącej do utwardzenia materiału
poprzez zwiększenie jego gęstości. Istnieje mȯzliwość wytworzenia gotowych elemen-
tów 3D, jednak funkcjonalna zmienność materiału jest ograniczona [56, 66, 136] (por.
rys. 3.7).

3.1.6 Samopostępująca wysokotemperaturowa metoda syntezy

Samopostępująca wysokotemperaturowa metoda syntezy (ang.Self – propagating
High – temperature Synthesis – SHS) jest metodą bazującą na bardzo gwałtownej eg-
zotermicznej samopodtrzymującej się reakcji chemicznej, która spontanicznie propaguje
się w ciele zmieniając wstępny materiał w gotowy produkt. Metoda SHS została odkryta
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Rysunek 3.7. Schemat wtryskarki służącej do produkcji materiałów gradientowych me-
todą formowania wtryskowego proszków; A.Śrubowa, B. Tłokowa wtryskarka [41]

przez Merzhanova i jego współpracowników w latach sześćdziesiątych XX wieku. Jest
bardzo atrakcyjna ze względu na bardzo krótki czas potrzebny do wytworzenia gotowego
produktu (kilka sekund w porównaniu do kilkunastu godzin w przypadku innych me-
tod). Muszą býc jednak spełnione trzy podstawowe kryteria, aby reakcja mogła w ogóle
zostác wywołana. Po pierwsze, proces jest silnie egzotermiczny, czyli oddający ciepło
do otoczenia, temperatura może sięgác nawet do 3000 K (ilósć ciepła oddawanego do
otoczenia to 167 [kJ/g mol]), dlatego muszą być spełnione specjalne warunki otoczenia
dające mȯzliwość odprowadzania tak dużych ilości ciepła. W przeciwnym wypadku front
reakcji mȯze się zatrzymác przed przekształceniem całego wyrobu w gotowy produkt. Po
drugie, jeden ze składników musi być w stanie płynnym lub gazowym aby mogło dojść
do dyfuzji składników. Po trzecie, strumień odprowadzania ciepła musi być mniejszy ni̇z
strumién generacji ciepła.

Jedyną wadą powyższej metody jest du̇za porowatósć otrzymanego produktu (30 –
50%) [24, 34, 159].

Największe zasługi w pracy nad wytworzeniem materiałów gradientowych metodą
SHS mają Feng i Moore’a którzy odkryli następującą reakcję [40]

3TiO2 + 3C + (4 + x)Al + yNi + zAl2O3 = 3TiC + (2 + z)Al2O3 + xAl

lub
[(x + y)/2]NiAl
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Rysunek 3.8. Wytworzenie komponentu ceramicznego metodą SHS w CSM (fotografia
zrobiona przez Johna Moore’a) [169]

gdziex i y mogą býc zmiennymi pozwalającymi wytworzyć zarówno kompozyty cera-
miczne, kompozyty metaliczno – ceramiczne (ang.metal ceramic composite) czy kom-
pozyty ceramiczne o właściwósciach intermetalicznych.

Feng i Moore [39] odkryli tak̇ze inną reakcję

3TiO2 + 3B2O3 + (10 + x)Al = 3TiB25Al2O3 + xAl

pozwalającą na produkowanie materiału FGM zbudowanego z czterech różnych warstw
dlax = 0, 5, 10, 17.

3.2 Metody osadzania

Metody osadzania (ang.deposition method) służą głównie do produkcji cienkich
warstw mających chronić materiał przed ekstremalnymi warunkami, takimi jak: wy-
soka/niska temperatura, utlenianie czy zużycie. Głównym problemem technicznym jest
odkrycie odpowiedniej metody wytwarzania pozwalającej na produkcję materiałów FGM
ze zmienną mikrostrukturą materiału. W dalszej części zostaną zaprezentowane najważ-
niejsze metody słu̇zące do produkcji cienkich warstw gradientowych [143].

3.2.1 Osadzanie elektrolityczne i elektroforetyczne

Osadzanie elektrolityczne i elektroforetyczne (ang.Electrophoretic Deposition –
EPD) są bardzo atrakcyjnymi technikami służącymi do wytwarzania materiałów gradien-
towych FGM i są chętnie stosowane przez wiele zespołów badawczych [13, 17, 18, 20,
50, 128–132, 137, 141, 174, 175, 192].

Metoda elektroforetycznego osadzania jest procesem koloidalnym polegającym na
wykorzystaniu zjawiska ruchu naładowanych cząstek fazy rozproszonej układu koloidal-
nego, znajdującego się w polu elektrycznym, względem fazy rozpraszającej. W przy-
padku zawiesin wieloskładnikowych, każdy ze składników charakteryzuje się inną ru-
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chliwością, stąd w czasie trwania procesu, stężenie cząstek bardziej ruchliwych spada,
natomiast stę̇zenie pozostałych komponentów w zawiesinie wzrasta.

Powẏzsza metoda jest z reguły wykorzystywana do produkcji materiału gradiento-
wego Cu-Ni z kontrolowaną koncentracją zmian właściwósci materiału do 30% finalnego
produktu (1µm), gdzie nakładana jest cienka warstwa sproszkowanego tlenku glinu
Al 2O3 [141].

EPD i metoda osadzania elektrolitycznego wykorzystywana jest do wytwarzania okre-
ślonych ilósci materiałów FGM oraz kompozytów warstwowych. Została odkryta pod
koniec poprzedniego stulecia i opisana w pracy Gasika i Zhanga [50]. Dalsze badania
pozwoliły na zastosowanie powyższej techniki do produkcji gradientowych materiałów
ceramicznych oraz kompozytów metalowo-ceramicznych (MMC). Szczegółowy opis tej
techniki przedstawili w cyklu swoich publikacji Put ze współpracownikami [128–131].

3.2.2 Powlekanie zawiesinowe

Powlekanie zawiesionowe (ang.slurry deposition) polega na wymieszaniu odpowied-
niego materiału (materiał metaliczny, ceramiczny lub szkło) w postaci proszku z organicz-
nym płynem ȧz do otrzymania zawiesiny, umieszczeniu powstałej mieszaniny w maszynie
natryskującej, odparowaniu z niej płynów lub doprowadzenie do substancji o konsy-
stencjiżelowej oraz ogrzaniu do odpowiedniej temperatury do ustabilizowania struktury
i zwiększenia gęstósci materiału. Metoda mȯze býc stosowana zarówno do elementów
wielkogabarytowych jak i do elementów o małej objętości [24].

3.2.3 Metoda osadzania warstw poprzez ablację laserową

Metoda osadzania warstw poprzez ablację laserową, w skrócie technika PLD (ang.Pul-
sed Laser Deposition), opiera się ona na procesie laserowej ablacji (utrata masy z po-
wierzchni poruszającego się ciała na skutek parowania, tarcia, sublimacji [116]. Nanose-
kundowa wiązka lasera impulsowego uderza w materiał matrycy (substrat) umieszczony
w komorze pró̇zniowej. W wyniku absorpcji promieniowania laserowego następuje pod-
grzanie, stopienie i częściowe odparowanie materiału. Powstałe pary ulegają jonizacji
oraz tworzy się plazma. W plazmie powstaje fala uderzeniowa, czyli wąski obszar wyso-
kiego císnienia i temperatury powstający w wyniku absorpcji promieniowania laserowego
przez plazmę. W efekcie następuje ekspansja plazmy, a następnie jej rekondensacja na
podłȯzu oraz formowanie powłoki [181].

Powẏzsza metoda posiada bardzo bogate opracowania teoretyczne z punktu widzenia
fizyki i jest szeroko stosowana nie tylko do produkcji materiałów gradientowych, ale także
do tworzenia cienkich warstw na komponentach biomedycznych lub warstw trybologicz-
nych na metalicznych lub niemetalicznych podłożach [23, 84, 86, 87, 134].

3.2.4 Natrysk plazmą

Metoda natrysku plazmą polega na wprowadzeniu w strumień plazmy materiału w po-
staci sproszkowanej, gdzie następuje jego nadtopienie lub całkowite stopienie, po czym
zostaje on z du̇zą prędkóscią naniesiony na podłoże (substrat) (rys. 3.9).
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Plazma termiczna jest gęstym silnie zjonizowanym gazem o bardzo wysokiej entalpii
potrafiącym „przetransportować” cząstki materiału do dowolnego stopu metali czy mate-
riału ceramicznego poprzez proces dyfuzji w wysokich temperaturach. W tradycyjnych
pistoletach plazmowych plazma z cząstkami materiału jest wystrzeliwana z prędkością
powyżej 200 m/s.

Rysunek 3.9. Zautomatyzowany pistolet do natrysku plazmą [170]

Rysunek 3.10. Pięciowarstwowy funkcjonalnie zmienny kompozyt ZrO2/NiCoCrAlY
wytworzony za pomocą natrysku plazmą [170]

W wyniku procesu, otrzymujemy finalny produkt zawierający podobnej wielkości
ziarna bez dodatkowych kolumnowych krawędzi (rys. 3.10). Możliwa jest tak̇ze nie
tylko depozycja metalu, ale także stworzenie ciągłej zmiennej struktury począwszy od
czystego metalu poprzez wymieszanie materiału metalicznego i materiału ceramicznego,
aż do uzyskania czystego materiału ceramicznego poprzez wykorzystanie automatyzacji
procesu i ciągły natrysk plazmy [54, 78, 123, 153, 183]. Jednym z głównych zastosowań
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natrysku plazmą jest tworzenie tzw. warstw TBC (ang.Thermal Barrier Coating), których
zadaniem jest ochrona materiału przed ekstremalnymi warunkami otoczenia.

3.3 Metody in-situ

3.3.1 Spiekanie laserowe

W metodzie spiekania laserowego (ang.laser cladding), pod wpływem działania
wiązki laserowej, materiał lokalnie, powierzchniowo zmienia fazę ze stałej w ciekłą. Na
tak powstały obszar materiału w fazie płynnej w sposób ciągły dostarczany jest sprosz-
kowane zbrojenie. Następnie wiązka laserowa jest przesuwana do kolejnego punktu,
a w poprzednim miejscu materiał krzepnie, wiążąc ze sobą dodane cząstki materiału
wzmacniającego. W ten sposób tworzone są kolejne warstwy materiału [157]. Metoda
laserowego spiekania jest bardzo wygodna w zastosowaniu ze względu na dużą automa-
tyzację procesu oraz możliwość szerokiej kontroli procesu.

3.3.2 Formowanie natryskowe

Schemat procesu formowania natryskowego (ang.spray forming) został zaprezento-
wany na rys.3.11. W pierwszym kroku następuje atomizacja gazu argonu Ar lub azotu N2

w celu wyprodukowania substancji natryskowej, która będzie zawierała cząstki – pastylki
(droplets) o wymiarach 10-500 [µm]. Następnie pastylki są natryskiwane na preformę,
skąd odprowadzana zostaje w sposób powolny jakakolwiek pozostałość płynów, prowa-
dząc do utwardzenia materiału [52].

Główną zaletą powẏzszej metody jest du̇za gęstósć otrzymywanego produktu (teo-
retycznie do 98%) oraz duża prędkósć depozycji (do 2 [kg/s]) [89]. Jako pierwsi wspo-
mnianą metodę wykorzystali do produkcji materiału FGM na bazie miedzi, aluminium
i berylu Richardson i McKechnie przy produkcji części do reaktorów [133].

3.3.3 Odlewanie od́srodkowe

Metoda odlewania od́srodkowego (ang.centrifugal casting) polega na wykorzystaniu
sił odśrodkowych do formowania gradientu materiału kompozytowego w fazie meta-
licznej płynnej, zawierającego także fazę stałą. Produkcja intermetalicznych materiałów
FGM mȯze býc podzielona na dwie kategorie w zależnósci od temperatury topnienia
materiału intermetalicznego. Jeżeli temperatura topnienia będzie niższa ni̇z temperatura
procesu to siły od́srodkowe będą oddziaływały na obydwie fazy materiału i obydwie
fazy będą podlegały procesowi utwardzania. Natomiast w sytuacji odwrotnej, faza in-
termetaliczna pozostanie w stanie stałym i siły odśrodkowe nie będą w sposób znaczny
modyfikowác jej podczas trwania procesu.

Powẏzsza metoda była szeroko dyskutowana w pracach zespołów badawczych z Ja-
ponii [100, 115, 180, 184], jednak mechanizm in-situ dla materiałów FGM nie jest jeszcze
do kónca dobrze poznany.
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Rysunek 3.11. Schemat procesu formowania natryskowego [52]

3.4 Rapid prototyping

Komponenty u̇zywane w seryjnych produkcjach posiadają zazwyczaj skomplikowaną
geometrię, dlatego ich proces wytwarzania sprzęgnięty jest zazwyczaj z komputerem za
pomocą systemów CAD/CAM. Cały proces wytwarzania części, począwszy od projektu
komputerowego 3D w programie CAD do wytworzenia gotowego wyrobu poprzez sprzę-
gnięcie maszyny wytwarzającej z komputerem przy pomocy technologii CAM, nazywany
jest Rapid Prototyping(szybkie wykonywanie prototypów). W dzisiejszym przemyśle
niezbędna jest mȯzliwość wytwarzania komponentów w sposób seryjny ze względu na
koniecznósć minimalizacji kosztów produkcji. Jest to najważniejszy problem nowych
technologii.

3.4.1 Metoda MJS

Metoda MJS (ang.Multiphase Jet Solidification) była pierwszą z technik Rapid Pro-
totyping wytwarzającą gotowy produkt [51]. W technice MJS mikstura gorących cząstek
spoiwa w postaci proszku z odpowiednio dobranymi właściwósciami lepkimi jest umiesz-
czana we wtryskarce pracującej w dwóch wymiarach. W trakcie procesu chłodzenia
mikstura zostaje utwardzona oraz zostaje uformowany gotowy wyrób.

3.4.2 Drukowanie 3D

Metoda drukowania 3D została wynaleziona i opatentowana przez MIT (Massachu-
setts Institute of Technology w Bostonie). Technologia procesu wytwarzania jest bardzo
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podobna do zasady działania klasycznej domowej drukarki atramentowej. Ró̇znica polega
jedynie na tym,̇ze nie drukujemy na płaskiej kartce papieru (2D) tylko w przestrzeni,
a „atramentem” są odpowiednie cząstki materiałów (rys. 3.12. W jednym cyklu maszyna
jest w stanie wytworzýc warstwę o grubósci 20-200 [µm].

Rysunek 3.12. Zdjęcie maszyny służącej do drukowania 3D [82]
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4. KONCEPCJA MATERIAŁU
KOMPOZYTOWEGO FUNKCJONALNIE
ZMIENNEGO

4.1 Główne załȯzenia sformułowania

W najogólniejszym ujęciu, istnieją dwa podejścia do modelowania właściwósci ma-
teriału gradientowego zależne od stopnia powiązania pomiędzy skalami mikro i makro.

W podej́sciu niepowiązanym zaniedbywany jest efekt gradientu mikrostruktury przez
przyjęcie specjalnego rozkładu właściwósci efektywnych, który jest albo zakładany
a priori albo otrzymywany w wyniku lokalnej homogenizacji jedną z metod: Reussa lub
Voigta, Mori-Tanaka czy techniką konsystentną [99]. Efekt gradientu jest zatem definio-
wany w analizie makroskopowej przez podanie odpowiedniej funkcji matematycznej lub
w analizie numerycznej przez podanie wartości dyskretnych. Najczęściej jako funkcje re-
prezentujące przyjmowane są aproksymacje liniowe, kwadratowe, wielomiany kubiczne,
funkcje eksponencjalne oraz schodkowe. Podejście makroskopowe jest szeroko stoso-
wane ze wzgledu na swoją prostotę, niemniej pozostaje uproszczeniem, gdyż nie wnika
w lokalną mikrostrukturę.

Z drugiej strony podejścia powiązane uwzględniają efekt zmienności mikrostruktury
i nie zaniedbują wzajemnej interakcji na szczeblach lokalnym i globalnym pomiędzy
różnymi fazami. Są one jednak czasochłonne i ograniczone do szczególnych rozkła-
dów. Aboudi, Pindera i Arnold [4, 5, 7] wprowadzili teorię wyższego rzędu materiałów
gradientowych nazwaną HOTFGM wiążącą bezpósrednio włásciwósci w skali mikro
z włásciwósciami w skali makro. W modelu określanym jako efektywny HOTFGM, (opu-
blikowanym przez Bansala i Pinderę [12]), uśrednione po objętości parametry u̇zywane
w oryginalnym podej́sciu HOTFGM zostały zastąpione przez właściwósci úsrednione po
powierzchni. Większósć prac dotyczy jednak przypadku zmienności włásciwósci w jed-
nym kierunku, zás próby rozszerzenia na przypadek dwukierunkowy są bardzo rzad-
kie [6].

Najprostsza aproksymacja jednokierunkowej ciągłej zmienności modułu sprę̇zysto-
ści, współczynników rozszerzalności termicznej oraz współczynników przewodności ter-
micznej funkcjami eksponencjalnymi pochodzi od Nody i Jin [106]

E = E0e
βx α = α0e

γx λ = λ0e
δx (4.1)

W przypadku jednokierunkowo gradowanych kompozytów ceramik-metal (stop metali)
bardzo często stosowana jest aproksymacja udziału objętościowego fazy metalicznej
funkcją potęgową rys. 4.1

Vm =
(x
l

)m

(4.2)
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Rysunek 4.1. Profile kompozytów o niejednorodności jednokierunkowej [43]

Rozwȧzając materiał ortotropowy o zmienności gradientowej w jednym kierunku,
Kim i Paulino [80] zaproponowali następującą aproksymację składowych tensora spręży-
stósci dla przypadku płaskiego stanu naprężenia

E11(x1) = E0
11e

αx1 E22(x1) = E0
22e

βx1 G12(x1) = G0
12e

γx1 (4.3)

gdzieE0
11,E

0
22 andG0

12 oznaczają stałe sprężystósci dla materiału jednorodnego (referen-
cyjnego). Propozycja ta pozwala rozważác trzy przypadki szczególne:

materiał ortotropowy jednorodny:(α, β, γ) = (0, 0, 0)

materiał ortotropowy z proporcjonalnym gradowaniem:(α, β, γ) = (α, α, α)

materiał ortotropowy z nieproporcjonalnym gradowaniem:(α 6= β 6= γ)

Dodatkowo, w przypadku jednokierunkowej zależnósci od pola temperatury relacje (4.3)
są uogólniane do postaci

E11(x1, T ) = E0
11(T )eαx1 E22(x1, T ) = E0

22(T )eβx1 G12(x1, T ) = G0
12(T )eγx1

(4.4)

4.2 Metody homogenizacji

Efektywne włásciwósci termomechaniczne niejednorodnego dwufazowego kompo-
zytu zalėzą od udziału procentowego obu faz oraz od fizycznych parametrów każdego
z komponentów w danej temperaturze. Najprostsza z reguł mieszania bazuje na liniowym
podej́sciu znanym jako oszacowanie Voigta [35, 144, 163, 166]

P (T,x) = PA(T,x)VA(x) + PB(T,x)VB(x) (4.5)
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Alternatywna reguła, w której włásciwości efektywne podlegają́sredniej harmonicz-
nej, znana jest jako oszacowanie Reussa

1

P (T,x)
=

VA(x)

PA(T,x)
+

VB(x)

PB(T,x)
(4.6)

Jednak̇ze, powẏzsze reguły znajdują ograniczone zastosowanie z uwagi na fakt,że
dla udziałów objętósciowych bliskich 0 lub 1 oszacowanie Voigta znacznie się różni od
oszacowania Reussa. Aby wyeliminować tego typu ró̇znice, Tomota i in. [19, 21] za-
proponowali zmodyfikowaną regułę mieszania, w której używa się empirycznego współ-
czynnika q charakteryzującego zależnósć pomiędzy jednoosiowym naprężeniem oraz
odkształceniem dla obu: faz A-ceramika oraz B-metalu lub stopu metali. Efektywny mo-
duł sprę̇zystósci jest dany następującą zależnóscią

E =
eVmEm + VcEc

eVm + Vc
gdzie e =

q + Ec

q + Em
q =

σc − σm

εm − εc
(0 < q <∞) (4.7)

Efektywny współczynnik przewodności cieplnej wyrȧza się wzorem [19, 74]

λ̄ = λm +
λmVc(λc − λm)

λm + (λm − λc)Vm/3
(4.8)

podczas gdy efektywny współczynnik rozszerzalności termicznej wzorem

ᾱ = αm
(1/K − 1/Km)(αc − αm)

1/Km − 1/Kc

(4.9)

natomiast efektywne modułýscísliwości orazścinania wynoszą odpowiednio

K = Km
aVcKm(Kc −Km)

VmKc + aVcKm
G = Gm +

bVcGm(Gc −Gm)

VmGc + bVcGm
(4.10)

gdzie

a =
Kc(3Km + 4Gm)

Km(3Kc + 4Gc)
b =

(1 + c)Gc

Gm + cGc
c =

9Km + 8Gm

6Km12Gm
(4.11)

W przypadku kompozytu cyrkonowo-tytanowego ZrO2/Ti–6Al–4V Noda sugeruje
stosowanie następujących reguł mieszania

E = Ec

[
Ec + (Em −Ec)V

2/3
m

Ec + (Em −Ec)(V
2/3
m − Vm)

]
λ̄ = λc

[
1 +

3(λm − λc)Vm

3λc + (λm − λc)Vc

]

ᾱ =
αmVmEm/(1 − νm) + αcVcEc/(1 − νc)

VmEm/(1 − νm) + VcEc/(1 − νc)
c =

cmρmVm + ccρcVc

ρmVm + ρcVc

(4.12)
Bazując na teorii mikromechanicznej Gasik i Lilius [49] wyprowadzają bardziej za-

awansowane zależnósci wȧzne dla materiałów kompozytowych zbudowanych na bazie
wolframu i miedzi
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E = ECu


1 +

Vw

Ew

Ew − ECu
− 3

√
Vw


 λ̄ = λCu


1 +

Vw

λw

Ew − ECu
− 3

√
Vw


 (4.13)

podczas gdy dlāα proponowana jest bardziej skomplikowana formuła.
Omawiane dotychczas metody uśredniania nie pozwalają prawidłowo opisać kom-

pozytu o strukturze segmentowej (por. rys. 4.2) wykazującego silne nieciągłości stałych
materiałowych obu komponentów, gdzie parametrλ zaprezentowany na rys. 4.2 oznacza
stały okres zmiennósci składników kompozytu,λ > a∗. Cykl prac Woźniaka [138, 182]
został póswięcony technice modelowania tego typu klasy periodycznie zmiennych mate-
riałów o niejednorodnósci zmieniającej się bardzo wolno. W pracy [63] zaprezentowano
inne rozwiązanie tego problemu opartej na koncepcji metody elementów skończonych
z uwzględnieniem dodatkowej materiałowej funkcji kształtu.

Rysunek 4.2. Fragment funkcjonalnie zmiennego materiału kompozytowego o strukturze
periodycznej wzdłu̇z zmiennejξ (Ganczarski, Hernik [63])

Autorzy pracy [97] poddali analizie cylinder grubościenny zbudowany z opisywa-
nych powẏzej materiałów funkcjonalnie zmiennych. Przedmiotem rozważán był problem
przewodzenia ciepła opisany równaniem (4.21a), w którym zostały przyjęte nastepujące
załȯzenia:

— rozwȧzany problem jest ustalony w czasie (
∂

∂τ
≡ 0)

— brak sprzę̇zenia równán mechanicznych z równaniami termicznymi (η = 0)

— brak wewnętrznych źródeł ciepła (q̇v)

— konstrukcja jest kołowosymetryczna (
∂

∂φ
≡ 0)

redukując oryginalny problem do równania

∇ (k∇θ) = 0 (4.14)

∗ W prezentowanym przykładzie, ze względu na zgodność oznaczén z cyklem artykułów Woźniaka
i in., k oznacza tensor przewodności termicznej, natomiast pramaterλ został zdefiniowany powẏzej
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Autorzy posługują się specjalną techniką uśredniania pól tensorowych [97] w następują-
cej postaci

< H > (ξ, η) =
1

λ

−λ/2∫

λ/2

H (ξ + ζ, η) dζ (4.15)

W pierwszej kolejnósci pole temperaturyθ jest rozkładane na część odpowiadającą za
średnią wartósć φ oraz czę́sć odpowiadającą za fluktuacjeψ

θ(ξ, η) = φ(ξ, η) + gA(ξ, η)ψA(ξ, η) (4.16)

gdzie gA jest wektorem powiązanym ze współrzędnąξ. Podstawiając (4.16) do (4.14)
otrzymujemy úsrednione sformułowanie postaci

〈div (k ∇θ)〉 (ξ, η) = 0 (4.17a)

〈gAdiv (k ∇θ)〉 (ξ, η) = 0 (4.17b)

Uwzględniając w úsrednionych równaniach (4.17) podstawienie (4.16) mamy

− (〈k〉 gradφ+ 〈k∂gA〉ψA + 〈kgA〉 ∂ψA) = 0 (4.18a)

− ∂ (〈gAgBk〉 ∂ψB + 〈gAk〉 gradφ) + 〈∂gBk∂gA〉ψB + 〈∂gAk〉 gradφ+

〈∂gAkgB − gAk∂gB〉 ∂ψB + ∂ 〈gAk∂gB〉ψB = 0 (4.18b)

zawierające współczynniki o rzędzieO(λ) lub O(λ2), które są ciągłe i wolno zmienne
w porównaniu do oryginalnego problemu zdefiniowanego równaniem (4.14). Ostatecz-
nie autorzy ró̇zniczkując uproszczony model redukują oryginalny problem opisany rów-
naniem przewodnictwa typu Fouriera-Kirchhoffe’a do problemu jednorodnego, w któ-
rym istota materialnej periodyczności przejawia się jedynie poprzez uśrednioną wartósć
współczynnika przewodności cieplnej< k >=const

∇ (< k > ∇θ) = 0 (4.19)

Tego typu aproksymacja zerowego rzędu prowadzi do rozwiązania, które straciło cechy
funkcjonalnej zmiennósci materiału gradientowego, zatem proponowane zostało zastoso-
wanie aproksymacji wẏzszego rzędu opartej na funkcji trygonometrycznej

< k >=< k >0 +kf/2 {1 − cos [2nπ (ξ − ξ0)] /l} (4.20)

Uzyskanie poprawnych wyników na gruncie MES wymaga zastosowania elementów
skónczonych specjalnego typu [79], dopuszczających dodatkową aproksymację właści-
wości materiałowych. W celu weryfikacji modelu konstrukcja została zamodelowana
jako warstwowa w komercyjnym pakiecie metody elementów skończonych ANSYS (por.
rys. 4.3). Zestawienie rozwiązań problemu oryginalnego (4.15) – ANSYS, uśrednionego
w sensie aproksymacji (4.16) – Woźniak, oraz uśrednionego na drodze aproksymacji wyż-
szego rzędu (4.16) – FEM na podstawie elementu Kim-Paulino zawierającego dodatkową
funkcję aproksymacyjną przy warunkach brzegowych Dirichletaθ(x1 = 400◦C), θ(x2 =

100◦C) zaprezentowano na rys. 4.4.
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Rysunek 4.3. Rozwiązanie problemu termicznego dla cylindra grubósciennego wykona-
nego z warstwowego, periodycznie zmiennego materiału kompozytowego przy pomocy

pakietu ANSYS (Hernik, Ganczarski [63])

Rysunek 4.4. Przykład rozwiązania problemu termicznego w ośrodku periodycznie funk-
cjonalnie zmiennym [62]
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Na rys. 4.4 czerwona linia oznacza rozwiązanie wykonane przy pomocy pakietu
ANSYS, które mȯzna uznác za bliskie rozwiązaniu analitycznemu. Zielona linia ozna-
cza aproksymację zerowego rzędu zaproponowaną przez Woźniaka i in. [97], natomiast
niebieska linia to aproksymacja wyższego rzędu zaproponowana przez Hernika i Gan-
czarskiego [63]. Dokładniejsza analiza pokazuje,że rozwiązanie zaproponowane przez
Woźniaka i in. stanowi tylko rozwiązanie uśrednione, tracąc wszystkie właściwósci ma-
teriału funkcjonalnie zmiennego. Aproksymacja wyższego rzędu zaproponowana przez
autorów pracy [63] w sposób dokładniejszy aproksymuje rozwiązanie traktowane jako
dokładne (ANSYS). Powẏzszy przykład w sposób ewidentny pokazuje zalety i zysk sto-
sowania elementów gradientowych z podwójną funkcją aproksymacyjną.

4.3 Równania termosprę̇zystósci dla materiałów
gradientowych

Typowe kompozyty funkcjonalnie gradowane to materiały charakteryzujące się z jed-
nej strony anizotropią i z drugiej silną niejednorodnością podstawowych właściwósci
termomechanicznych takich jak moduły sprężystósci, współczynniki rozszerzalności ter-
micznej, współczynniki przewodności cieplnej itp. od współrzędnych materialnych oraz
temperatury. Równania reprezentujące zagadnienie brzegowe termosprężystósci wraz
z warunkami brzegowymi wyrȧzone są poprzez układy równań różniczkowych cząstko-
wych (4.21) i (4.23) [44, 46, 110, 155]. Pierwszy z nich przedstawia zapis równań stanu
mechanicznego w sformułowaniu przemieszczeniowym, natomiast drugi (4.23) opisuje
stan mechaniczny w naprężeniach. W obu przypadkach układy zostały podane w dwóch
równorzędnych metodach zapisu: w notacji wskaźnikowej oraz notacji absolutnej.

– notacja wskaźnikowa

[λij(xi, T )T,j(xi, τ)],i + ηu̇i,i(xi, T ) + q̇v(xi, T ) = ̺(T )cv(T )Ṫ (xi, τ) (4.21a)
{
T (xi, τ = 0) = T0

λij(xi, T )T,j(xi, τ)nj |Σ = β (T (xi, τ)|Σ − T∞)
(4.21b)

{
Eijkl(xi, T )

[
1

2
(uk,l + ul,k) − αkl(xi, T )θδqq

]}

,j

+Xi = 0 (4.21c)





ui|Σ1
= u0

i

Eijkl(xi, T )

[
1

2
(uk,l + ul,k) − αkl(xi, T )θδpq

]
nj

∣∣∣∣
Σ2

= S0
i

(4.21d)
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– notacja absolutna

div
[
λλλT (xxx, T )∇T (xxx, τ)

]
+ ηdivu̇uu+ q̇v(xxx, τ) = ̺(T )cv(T )Ṫ (xxx, τ) (4.22a)

{
T (xxx, τ = 0) = T0

λλλT (xxx, τ)∇T (xxx, τ)nnn
∣∣
Σ

= β (T (xxx, τ)|Σ − T∞)
(4.22b)

div

{
E(xxx, T ) :

[
1

2

(
∇uuu+ ∇Tuuu

)
− 111 ·αααT (xxx, T )θ

]}
+XXX = 0 (4.22c)






uuu|Σ1
= uuu0

E(xxx, T ) :

[
1

2

(
∇uuu+ ∇Tuuu

)
− 111 ·αααT (xxx, T )θ

]
nnn

∣∣∣∣
Σ2

= SSS0 (4.22d)

Równania (4.21a) i (4.23a) wraz z warunkami początkowo – brzegowymi są iden-
tyczne dla obu sformułowań (przemieszczeniowego i naprężeniowego), co jest oczywiste
ze względu na istnienie różnorodnósci zapisu stanu mechanicznego, przy braku podob-
nego rozró̇znienia w przypadku równań przewodzenia ciepła Fouriera – Kirchhoffa, które
opisują stan termodynamiczny układu. W powyższych równaniachλij(xxx, T ) jest tenso-
rem o walencji II opisanym wzorem (4.35a) zawierającym współczynniki przewodności
termicznej zdefiniowane dla każdego z kierunków głównych. Każda ze składowych ten-
sora zalėzy od aktualnej temperaturyT (xxx, τ), a ponadto, w przypadku materiałów gra-
dientowych, zalėzy tak̇ze od wektora połȯzeniaxxx. Symbolq̇v(xxx, T ) oznacza wewnętrzne
źródła ciepła, które tak̇ze mogą býc zalėzne od aktualnej temperatury oraz wektora poło-
żenia,̺ (T ) – oznacza gęstość materiału zalėzną od temperatury,cv(T ) – ciepło włásciwe
przy stałej objętósci, które podobnie jak i gęstość tėz jest funkcją aktualnej tempera-
tury. Gdy parametrη 6= 0, następuje sprzężenie równán mechanicznych z równaniem
termicznym. Powẏzsza sytuacja mȯze nastąpíc w przypadku, gdy w trakcie deformacji
konstrukcji następuje dysypacja energii związana z powstaniem tarcia na granicach pośli-
zgu, prowadząca do generacji ciepła i zmiany równowagi termicznej materiału. Może to
nastąpíc w przypadku du̇zych odkształcén plastycznych (uderzenia) lub w trakcie procesu
uszkodzenia przy tworzeniu się mikropustek i mikropęknięć.

Ze względu na rozkład funkcji temperatury analizowany jest proces nieustalony. Dla-
tego konieczne jest podanie jednego warunku początkowego oraz dwóch warunków brze-
gowych związanych z funkcją temperaturyT (xi, τ). Pierwsze z równán układu (4.21b)
lub układu (4.23b) jest warunkiem początkowym, w którym prawa strona równania re-
prezentuje zadana temperaturęT0 w chwili τ = 0. Drugie z równán okrésla warunek
brzegowy III rodzaju (warunek Robbina), w którym symbolβ okrésla współczynnik
swobodnej/wymuszonej konwekcji,nj jest wektorem normalnym skierownym na ze-
wnątrz powierzchniΣ, który jest brzegiem obszaru. SymbolT∞ oznacza temperaturę
odniesienia w dowolnie dalekiej odległości od źródła ciepła. W przypadku, gdy prawa
strona strona równania jest równaq̇0 otrzymujemy warunek brzegowy II rodzaju (waru-
nek von Neumana), gdziėq0 jest zadanym strumieniem ciepła dopływającym do obszaru
lub oddawanym do otoczenia. W przypadku, gdy lewa strona równania jest równa zeru
otrzymujemy warunek brzegowy I rodzaju (warunek Dirichleta), w którym zadana jest
znana temperatura na brzegu obszaruΣ.

Równanie (4.21c) reprezentuje stan mechaniczny układu i jest sprzężone z równaniem
przewodzenia ciepła poprzez funkcję temperatury w sformułowaniu przemieszczenio-
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wym (sformułowanie Lamè). Wektorui oznacza szukany rozkład funkcji przemieszcze-
nia,Eijkl(xi, T ) reprezentuje tensor konstytutywny o walencji IV, zależny od aktualnej
temperatury oraz współrzędnych położenia, którego dokładniejsza interpretacja jest prze-
dyskutowana w dalszej części niniejszego rozdziału.αij(xi, T ) jest tensorem o walencji
II zawierającym współczynniki rozszerzalności termicznej, które tak̇ze mogą býc funk-
cjami temperatury i współrzędnych położenia, a szczegółowo przedstawiony równaniem
(4.35b) w postaci macierzowej. WektorXi oznacza siły masowe. Symbolu0

i oznacza
wektor znanych wartósci przemieszczén na wycinku brzeguΣ1, natomiast wektorS0

i re-
prezentuje zadane obciążenia powierzchniowe na wycinku brzeguΣ2. θ = T (xi, τ)−Tref

jest ró̇znicą temperatur, gdzieTref jest zadaną temperaturą odniesienia.

– notacja wskaźnikowa

[λij(xi, T )T,j(xi, τ)],i + ηu̇i,i(xi, T ) + q̇v(xi, T ) = ̺(T )cv(T )Ṫ (xi, τ) (4.23a)
{
T (xi, τ = 0) = T0

λij(xi, T )T,j(xi, τ)nj |Σ = β (T (xi, τ)|Σ − T∞)
(4.23b)

ǫiklǫjmn

[
E−1

knpq(xi, T )σpq + αkn(xi, T )θδrr

]
,lm

= 0 (4.23c)
{
σijnj |Σ = S0

i (4.23d)

– notacja absolutna

div
[
λλλT (xxx, T )∇T (xxx, τ)

]
+ ηdivu̇uu+ q̇v(xxx, τ) = ̺(T )cv(T )Ṫ (xxx, τ) (4.24a)

{
T (xxx, τ = 0) = T0

λλλT (xxx, T )∇T (xxx, τ)nnn
∣∣
Σ

= β (T (xxx, τ)|Σ − T∞)
(4.24b)

∇2
{
rot rot

[
E
−1(xxx, T ) : σσσ + 111 ·αααT (xxx, T )θ

]}
= 0 (4.24c)

{
σσσ nnn|Σ = SSS0 (4.24d)

Równanie (4.23c) opisuje stan mechaniczny układu sprzężonego ze stanem termicz-
nym poprzez funkcję rozkładu temperaturyT (xi, τ) w sformułowaniu naprę̇zeniowym
(sformułowanie Beltramiego – Michella), gdzie wielkość ǫijk oznacza symbol permuta-
cyjny Levi-Civity [155]. Oznaczenia pozostałych wielkości są identyczne, jak w przy-
padku sformułowania przemieszczeniowego.

Jėzeli przyjmiemy,̇ze materiał jest izotropowy i jednorodny, to wtedy możemy zapisác
prawo konstytutywne mȯzemy zapisác za pomocą związków Duhamela – Nuemanna

εij =
1 + ν

E
σij −

( ν
E
σkk − αθ

)
δij (4.25)

Wykonując odpowiednie ró̇zniczkowania oraz przemnażając odpowiednie człony przez
tensory Levi-Civita, a następnie wykorzystując równanie równowagi

σij,j +Xi = 0 (4.26)

otrzymamy znane z literatury [44, 110] równania Beltramiego – Michella postaci

∇2σij +
1

1 + ν
σkk,ij = − ν

1 − ν
δijXk,k − (Xi,j +Xj,i) (4.27)
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w którym pojawiają się odpowiednie pochodne po jednostkowych siłach masowych.
W przypadku materiału gradientowego (niejednorodnego) ortotropowego czy anizo-

tropowego dekompozycja prawa konstytutywnego na człony odpowiadające za czystą
zmianę postaci oraz czystą zmianę objętości nie jest mȯzliwy. Ponadto, ze względu na ani-
zotropowe włásciwósci materiału niemȯzliwe jest skorzystanie z pewnych klas symetrii
tensora konstytutywnego, co powoduje brak możliwości wykorzystania równania rów-
nowagi w celu wyrugowania pewnych członów równania związanych z naprężeniami ze
znakiem minus. Stąd w powyższym zapisie brak członów reprezentujacych odpowiednie
pochodne po jednostkowych siłach masowych.

Warto jeszcze dodać, że w przypadku klasycznych sformułowaniach termosprężysto-
ści moduły konstytutywneλij, αij ,Eijkl można wyłączýc przed operatory pola, ponieważ
składowe tych tensorów są zależne tylko od aktualnej temperatury. W przypadku ma-
teriałów gradientowych (niejednorodnych) taka operacja jest niedozwolona ze względu
na zalėznósć powẏzszych tensorów od współrzędnych przestrzeni. Wskutek tego ist-
nieje koniecznósć przeformułowania równán konstytutywnych, w których konieczne jest
uwzględnienie gradientów modułów konstytutywnych.

4.3.1 Identyfikacja modułów konstytutywnych dla termosprę̇zystósci

Sprę̇zysty tensor sztywnósci Eijkl o walencji IV (lub sprę̇zysta macierz sztywnosci
E) czy sprę̇zysty tensor podatnościCijkl (lub sprę̇zysta macierz podatności C) definiują
właściwósci materiałowe stanu mechanicznego, gdzie została przyjęta definicjaEijkl =

C−1
ijkl. W przypadku pełnej anizotropii materiału reprezentacja tensora konstytutywnego

(lub macierzy) zalėzy od przyjętego układu współrzędnych. W przypadku, gdy tensory
odkształcenia i naprężenia są symetryczne, tensor konstytutywny musi posiadać klasy
symetrii (Cijkl = Cjikl,Cijkl = Cijlk,Cijkl = Cklij) i może býc zredukowany do macierzy
o wymiarach6 × 6, jednak ilósć niezalėznych elementów macierzy wynosi 21 [148].

W przypadku zastosowania zapisu wektorowo-macierzowego otrzymujemy [91]





εxx

εyy

εzz

γyz

γzx

γxy





=




1

Exx
− νxy

Exx
− νxz

Exx

ηyz(x)

Exx

ηzx(x)

Exx

ηxy(x)

Exx
1

Eyy
− νyz

Eyy

ηyz(y)

Eyy

ηzx(y)

Eyy

ηxy(y)

Eyy
1

Ezz

ηyz(z)

Ezz

ηzx(z)

Ezz

ηxy(z)

Ezz
1

Gyz

µzx(yz)

Gyz

µxy(yz)

Gyz
1

Gzx

µxy(zx)

Gzx
1

Gxy






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σxx

σyy

σzz

τyz

τzx

τxy





(4.28)

W przypadku sprę̇zystej ortotropii zakładamy,̇ze istnieją trzy kierunki główne (1, 2,
3) definiujące trzy charakterystyczne płaszczyzny w materiale. W takim przypadku ilość
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niezalėznych składowych macierzy sprężystej redukuje się do 9 [64]



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ε11

ε22

ε33

γ23

γ31

γ12


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=


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1

E1
−ν21
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−ν31
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G23
0 0

1

G13
0

1

G12






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σ11

σ22

σ33

τ23
τ31
τ12






(4.29)

gdzie zostały uwzględnione dodatkowe warunki postaci

ν12

E2
=
ν21

E1

ν31

E1
=
ν13

E3

ν32

E2
=
ν23

E3
(4.30)

W przypadku pełnej ortotropii zdefiniowanej poprzez macierz podatności, powẏzsze rów-
nanie mȯzna zapisác w równowȧznej formie jako


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(4.31)

z podstawieniem

∆ = 1 − ν21ν12 − ν13ν31 − ν23ν32 − ν12ν23ν31 − ν21ν13ν32 (4.32)

oraz

E11 =
1 − ν23ν32

∆
E1 E12 =

ν12 + ν13ν32

∆
E1 E13 =

ν13 + ν12ν23

∆
E1

E22 =
1 − ν13ν31

∆
E2 E23 =

ν23 + ν21ν13

∆
E3 E33 =

1 − ν12ν21

∆
E3

(4.33)

gdzie macierzE posiada symetrięEij = Eji. Ilość niezalėznych składowych macierzy
konstytutywnej w przypadku ortotropii wynosi 9, wśród których są trzy podłu̇zne moduły
(Younga)E1, E2 orazE3, trzy modułyścinania (Kirchhoffa)G12,G13 orazG23 oraz trzy
współczynniki Poissonaν12, ν13 andν23.

W przypadku, gdy włásciwósci ortotropwego materiału zależą od temperatury, od-
kształcenia termiczne są proporcjonalne do temperatury w następujący sposób





εT
11

εT
22

εT
33



 =





α11∆T

α22∆T

α33∆T



 (4.34)
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Poprzeczne odkształcenia termiczne nie mogą zależeć od temperatury, ponieważ w sytu-
acji występowania jedynie pola temperatury traktowanego jako obciążenia zewnętrznego,
nie powstają odkształcenia postaciowe [148].

Odpowiednie moduły termiczne w reprezentacji macierzowej dla pełnej ortotropii
materiału mȯzna przedstawić w następujący sposób

λij =



λ11

λ22

λ33


 (4.35a)

αij =




α11

α22

α33



 (4.35b)

W przypadku materiałów gradientowych naturalnym opisem na gruncie teorii spręży-
stósci jest model ósrodka ortotropowego, ze wzgledu na odmienne właściwósci materiału
dla kierunku zgodnego z włóknami i dla kierunku prostopadłego do nich.

4.4 Sposoby rozwiązywania równán termosprężystósci

Rozwiązanie zagadnienia brzegowego zdefiniowanego poprzez układ równań (4.21)
czy (4.23) jest niezwykle trudne. Próby takie były podejmowane przez Ganczarskiego [46]
czy Cegielskiego [16], jednak w przypadku pewnej klasy zagadnień istnieje mȯzliwość
uproszczenia modelu mechanicznego.

Pierwszym z uproszczeń jest sformułowanie, które Kączkowski nazywa teorią płyt
średniej grubósci w której uwzgledniony jest wpływ sił poprzecznych na ugięcia płyty [85],
natomiast w literaturze znana jest także pod nazwą teorii Reissnera [111]. Reissner przyjął
następujace założenia:
— element prosty i normalny do powierzchniśrodkowej przed deformacją pozostaje

prosty lecz niekoniecznie normalny po deformacji,

— brak wydłu̇zalnósci elementu normalnego do powierzchniśrodkowej (
∂w

∂z
≡ 0),

— składoweσz orazτzi przyjmują nastepujacą postać

σz = −3qz
4

[
2

3
− 2z

h
+

1

3

(
2z

h

)3
]

τzi =
3Qi

2h

[
1 − 4

(z
h

)2
]
, i = x, y

gdzieQi jest wektorem sił poprzecznych, natomiastqz jest obcią̇zeniem zewnętrznym
w kierunku współrzędnejz.
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Biorąc pod uwagę powẏzsze załȯzenia mȯzna sformułowác równania stanu tarczowego
w przemieszczeniach ze zmienną sztywnością oraz uwzglednieniem członów termicz-
nych w następującej postaci

∂

∂x

[
B
(
∂u

∂x
+ ν

∂v

∂y
− ν (1 + ν)

2E
qz

)]
+

1 − ν

2

∂

∂y

[
B
(
∂u

∂y
+ ν

∂v

∂x

)]
+ qx =

∂

∂x
(Bα∆T )

(4.36a)

1 − ν

2

∂

∂x

[
B
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)]
+

∂

∂y

[
B
(
∂u

∂y
+ ν

∂u

∂x
− ν (1 + ν)

2E
qz

)]
+ qy =

∂

∂y
(Bα∆T )

(4.36b)

Równanie stanu giętnego z uwzglednieniem wpływu sił tarczowych (tzw. równania
typu Brayana) mȯzna przedstawić jako [85, 111]

∂2

∂x2

[
D
(
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)]
+

∂2

∂y2

[
D
(
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)]
+ 2 (1 − ν)

∂2

∂x∂y

(
D ∂2w

∂x∂y

)
+

Nx
∂2w

∂x2
+ 2Nxy

∂2

∂x∂y
+Ny

∂2w

∂y2
= qz −

h2

10

2 − ν

1 − ν
∇2qz −∇2

[
D (1 + ν)α

∆T

h

]

(4.37)

W przypadku, gdy sztywnósć płytowaD jest liniową funkcją współrzędnychx, y wtedy
równanie (4.37) przyjmuje postać

∇2
(
D∇2w

)
+Nx

∂2w

∂x2
+ 2Nxy

∂2

∂x∂y
+Ny

∂2w

∂y2
= qz −

h2

10

2 − ν

1 − ν
∇2qz−

∇2

[
D (1 + ν)α

∆T

h

] (4.38)

4.4.1 Równania termosprę̇zystósci niejednorodnej cienkiej
obrotowo – symetrycznej płyto – tarczy Kirchhoffa – Love’a

Wprowadzając układ współrzędnych walcowych o początku wśrodku tarczy, formu-
łujemy zadanie przy następujących założeniach:
— obcią̇zenia są zredukowane do powierzchniśrodkowej,
— przemieszczenia warstwýsrodkowej są małe w stosunku do grubości płyty, ale od-

chodzi się od zasady zesztywnienia,
— całkowite odkształcenie jest sumą odkształceń sprę̇zystych, podlegających prawu Ho-

oke’a oraz odkształceń termicznych:εr/ϕ = εe
r/ϕ + αT ,

— w płycie panuje płaski stan naprężenia.
W modelu płyto – tarczy Kirchhoffa – Love’a zakłada się,że wszystkie obcią̇zenia są

redukowane do powierzchniśrodkowej redukując w ten sposób analizowany problem 3D
do problemu 2D (brak grubości). Pociąga to za sobą pewne konskwencje. W pierwszej
kolejnósci, w przypadku materiałów gradientowych, oprócz zmiany właściwósci materia-
łowych w kierunku promieniowym, korzystne by było wprowadzenie także zmiennósci
w kierunku osiowym. Przyjęcie modelu Kirchhoffa – Love’a uniemożliwia takie po-
dej́scie. Kolejną konsekwencją są warunki brzegowe, które formułowane są tylko dla
powierzchnísrodkowej wprowadzając w ten sposób pewne ograniczenia.
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Model matematyczny niejednorodnej cienkiej obrotowo – symetrycznej płyto –
tarczy

Jako model matematyczny opisujący płyto – tarczę Kirchhoffa – Love’a zostało
przyjęte sformułowanie przemieszczeniowe (kinematyczne). W przypadku równania Fo-
uriera – Kirchhoffa (4.21a) przyjmowane jest założenie,że nie istnieje sprzę̇zenie równán
mechanicznych z równaniami termicznymi (η = 0).

Kolejne równania zostaną sformułowane przy założeniach podanych wcześniej przez
autora oraz w oparciu o hipotezy Kirchhoffa – Love’a, które najkrócej można wyrazíc
w następujący sposób:

1. Odcinek prostoliniowy, prostopadły do nieodkształconej powierzchniśrodkowej po-
zostaje prostoliniowy, niewydłu̇zalny i prostopadły do powierzchniśrodkowej po
deformacji (por. rys. 4.5),

2. Naprę̇zenieσz jest małe w porównaniu z pozostałymi składowymi tensora naprężenia
w szczególnósciσz ≪ σx i σz ≪ σy, że mȯzna je pominą́c w związkach fizycznych,
tzn.:σz(ξ1, ξ2, z) ≡ 0 [179].

Rysunek 4.5. Charakterystyczne wymiary zwiazane z powierzchniąśrodkową [179]

Zastosowanie hipotezy Kirchhoffa – Love’a prowadzi do tożsamósciqz ≡ 0 dla stanu
tarczowego oraz∇2qz ≡ 0 dla stanu gietnego. Uwzględniając powyższe załȯzenia w rów-
naniach (4.36), (4.37) oraz zamieniając współrzędne układu kartezjańskiego na układ
cylindryczny otrzymujemy równania płyto – tarczy Kirchhoffa – Love’a w następującej
postaci:
— dwa równania stanu tarczowego w sformułowaniu przemieszczeniowym [111, 179]

B∇2

1u+
dB
dr

(
du

dr
+ ν

u

r

)
+ qrh = (1 + ν)α

[
BdT

dr
+

dB
dr

(T (r, τ) − Tref)

]

(4.39a)

1 − ν

2
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2
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dr

(
dv

dr
− v

r

)
+ qϕh = 0 (4.39b)
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— równanie stanu giętnego z uwzględnieniem wpływu sił tarczowych (równanie typu
Brayan’a) [154]
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∂r3
+

2 + ν

r

∂2w

∂r2
− 1

r2

∂w

∂r
+

2

r2

∂3w

∂r∂ϕ2
− 3

r3

∂2w

∂ϕ2

)

+
d2D
dr2

(
∂2w

∂r2
+
ν

r

∂w

∂r
+
ν

r2

∂2w

∂ϕ2

)
− 1

Λ

[
Nr
∂2w

∂r2
+Nϕ

(
1

r

∂w

∂r
+

1

r2

∂2w

∂ϕ2

)

−2Nrϕ

(
1

r

∂2w

∂r∂ϕ
− 1

r2

∂w

∂ϕ

)
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∂r
+
qϕ
r

∂w

∂ϕ

]
− qz = 0

(4.40)

gdzie jednostkowe siły masowe wyrażone są nastepującymi wzorami

qr = ̺ω2r, qϕ = ̺εr (4.41)

operator ró̇zniczkowy jest równy

∇2

1 = ()′′ + ()′ /r − () /r2 (4.42)

natomiast symbolB oznacza sztywnósć tarczową, a symbolD oznacza sztywnósć pły-
tową, które są wyrȧzone nastepującymi wzorami

B =
Eh

1 − ν2
, D =

Eh3

12(1 − ν2)
(4.43)

Równanie stanu giętnego (4.40) jest równaniem różniczkowym cząstkowym IV rzędu,
aby zamieníc je na układ dwóch równań różniczkowych zwyczajnych wystarczy zastoso-
wać podstawienie Fedehofera – Eggera [38]

w (r, ϕ) = w1(r) sin(kϕ) + w2(r) cos(kϕ)

co w konsekwencji prowadzi do układu dwóch równań na nieznane funkcje przemiesz-
czén osiowychw1(r) i w2(r)
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Nr

d2w1/2

dr2
+
Nϕ
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− qrh

w1/2

r
± qϕh

k

r
w2/1

]
− qz = 0,

(4.44)

w którymk oznacza numer kolejnego modu wyboczeniowego występujący również w de-
finicji operatora ró̇zniczkowego będącego uogólnieniem (4.42)

∇2

k = ()′′ + ()′ /r − k2 () /r2 (4.45)

Układ równán ((4.21a), (4.39), (4.44)) opisuje zagadnienie utraty stateczności płyto –
tarczy Kirchhoff’a – Love’a, gdzie1/Λ oznacza mnȯznik Lagrange’a dla zespołu ob-
ciążén. W przypadku analizy stateczności konstrukcji poddanej działaniu zespołun nie-
zalėznych obcią̇zén konserwatywnych, wystąpienie stanu krytycznego warunkowane jest
spełnieniem przybli̇zonej zalėznósci Schaefera – Papkowicza

n∑

i=1

Pi

Pikr
= Λ = 1 (4.46)
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4.4.2 Równania termosprę̇zystej powłoki cylindrycznej wykonanej
z materiału gradientowego podlegającej procesowi zu̇zycia

Rozwȧzana jest powłoka cylindryczna przy wcześniejszych załȯzeniach (por. rozdział
4.4.1) oraz dodatkowych, sformułowanych następująco:

– obcią̇zenia masowe i ciśnienie są stałe na obwodzie, a więc kołowosymetryczne
i mogą býc zmienne wzdłu̇z tworzącej, obcią̇zenia te sprowadza się do warstwy
środkowej, która jest powierzchnią cylindryczną o promieniuR,

– przemieszczenia promieniowe są niewielkie w porównaniu z grubościąh,

– powłoka jest nagrzana, a temperatura zmienia się na grubościachh i wzdłuż osi x,
spełniając warunek osiowej symetrii,

– pomija się niewielki wpływ sił osiowych na momenty gnące w powłoce,

– E, ν, α nie zalėzą od temperatury.

Rysunek 4.6. Powłoka cylindryczna w stanie giętnym: a. geometria, b. siły wewnętrzne,
c. przebiegi naprę̇zén, d. odkształcenia warstwýsrodkowej [194]

Równanie mechaniczne powłoki cylindrycznej w stanie giętnym wyrȧzone
w przemieszczeniach

Niech na powłokę działają ciśnieniepn, siły styczne do powierzchniśrodkowej o na-
tężeniu ps oraz siły masowe o zmiennym natężeniu pm = ̺ω2hR wzdłuż osi x. Na
ścianki elementu wyciętego z powłoki, rys. 4.6b, działają siły przekrojowe wzdłużnen,
obwodowet, poprzeczneq i momenty gnącemt wzdłuż tworzącej oraz obwodowemx,
wszystkie odniesione do jednostki długości przekroju. Przy takich założeniach równania
równowagi wewnętrznej powłoki prowadzą do układu trzech równań różniczkowych
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dn

dx
+ ps = 0 (4.47a)

dq

dx
+

t

R
− (pn + pm) = 0 (4.47b)

dmx

dx
+ q = 0 (4.47c)

Symbolw(x) oznacza przemieszczenie promieniowe punktuA warstwyśrodkowej,
rys. 4.6d, w odległóscix od początku układu współrzędnych wprowadzonych w przekroju

początkowym, wtedy pochodna
dw

dx
wobec małych ugię́c jest w przybli̇zeniu kątemϑ

nachylenia stycznej do krzywej w punkcieA1. Ze względu na kołową symetrię tensor
odkształcenia posiada dwie składowe niezerowe, odkształcenie wzdłużne i obwodowe,
a równania Couchy’ego przedstawiają się następująco

εx = ε0 + y
dϑ

dx
= ε0 + y

d2w

dx2
(4.48a)

εt =
w

R
(4.48b)

Uwzględniając nagrzanie powłoki(T 6= 0), zmianę grubósci ścianki(h = h(x,N))

oraz załȯzenie,że moduł YoungaE, współczynnik Poissonaν oraz współczynnik rozsze-
rzalnósci termicznejα są stałe, z uogólnionego prawa Hooke’a otrzymujemy związki na
naprę̇zenia

σx =
E

1 − ν2

(
ε0 + y

d2w

dx2
+ ν

w

R

)
− Eα

1 − ν
T (x, y) (4.49a)

σt =
E

1 − ν2

(
νε0 + νy

d2w

dx2
+
w

R

)
− Eα

1 − ν
T (x, y) (4.49b)

Działania powẏzszych naprę̇zén sprowadzają się do sił przekrojowych wzdłużnych
i obwodowych

n =

h/2∫

−h/2

σxdy, t =

h/2∫

−h/2

σtdy (4.50)

oraz momentów gnących

mx =

h/2∫

−h/2

σxydy, mt =

h/2∫

−h/2

σtydy (4.51)

Zakładając brak sił osiowychn ≡ 0 oraz wstawiając równania fizyczne (4.49) wyra-
żone w przemieszczeniach poprzez równania geometryczne (4.48) do równań równowagi
wewnętrznej (4.47) otrzymujemy

d2

dx2

[
D
(

d2w

dx2
− α

T

h

)]
+
Eh

R2
w = p+

EhαTx

R
− nν

R
(4.52)
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4.4.3 Proces zu̇zycia konstrukcji

Proces zu̇zycia mȯze býc klasyfikowany według ró̇znych kryteriów. W najprost-
szym ujęciu jest to proces polegający na usuwaniu cienkiej warstwy materiału z po-
wierzchni [140]. Z powẏzszej definicji wynika,̇ze jest to zjawisko lokalne i w bardzo
dużym stopniu zalėzy od struktury, typu materiału czy jakości wykonania warstwy po-
wierzchniowej. W szczególności zjawisko zu̇zycia mȯzna opisác jako zmianę prędkósci
usuwania materiału na jednostkowy dystans poślizgu, która musi býc funkcją objętósci
dostępnego materiału w otoczeniu połączenia materiałów. Powyższą definicję mȯzna ma-
tematycznie zapisać jako

dV

dS
= −nV (4.53)

gdzieV oznacza objętósć materiału,S jest dystansem poślizgu, an jest stałą, która opisuje
obcią̇zenia zewnętrzne przyłożone do konstrukcji. Minus oznacza,że objętósć materiału
ulega zmniejszeniu wraz ze wzrostem dystansu poślizgu [140].

Holm [65] zaproponował podejście, w którym w trakcie póslizgu atomy kontaktują
się ze sobą powodując usuwanie atomów z powierzchni, prowadząc do straty objętości
materiału. Mȯzna to wyrazíc przy pomocy następującego równania

V = ZAtS (4.54)

gdzieAt oznacza powierzchnię kontaktową, natomiastZ jest liczbą atomów usuwa-
nych w przy pojedýnczym kontakcie. Powierzchnię kontaku można opisác jako

At =
L

σy
(4.55)

gdzieL jest przyłȯzonym obcią̇zeniem, aσy jest granicą plastyczności materiału.
Burwell i Strang [15] przeprowadzili testy weryfikujące równanie Holma (4.54). Test

polegał na umieszczeniu mosiężnego stȯzka na stalowej, obracającej się tarczy i zbadaniu
jaka ilość materiału zostanie usunięta, tzw.„pin-on-disk test”. Burwell i Strang zaobser-
wowali, że ilość usuniętego materiału (prędkość zu̇zycia) jest proporcjonalna do wielkości
obcią̇zenia normalnego dopóki nie zostanie osiągnięta granica plastyczności w materiale
stȯzka.

Uwzględniając powẏzsze wnioski, Burwell i Strang sformułowali zmodyfikowane
prawo zu̇zycia, zastępującZ w równaniu (4.54) wielkósciąβ1, która oznacza prawdo-
podobiénstwo wystąpienia procesu zużycia przy jednym kontakcie. Można to zapisác
w następującej postaci

V = β1
L

σy
S (4.56)

Alternatywne podejście zaproponował Archard [9]. Analizując dwie płaskie szorstkie
powierzchnie stykające się ze sobą i prowadzące lokalnie do powstania efektu plastycz-
nego płynięcia, ze względu na dużą koncentrację naprężén w tym miejscu. Przy najmniej-
szym mȯzliwym obcią̇zeniu powodującym kontakt, powierzchnie stykają się ze sobą tylko
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w trzech punktach. Gdy obciążenie zewnętrzne wzrasta, kontakt pomiędzy powierzch-
niami tėz staje się większy, wtedy sprzężenie pomiędzy powierzchniami wzrasta oraz
szczelina pomiędzy nimi ulega pomniejszeniu, w konsekwencji zwiększając powierzch-
nię kontaktu.

W ten sposób teoria usuwania pojedyńczych atomów została zastąpiona przez za-
łożenie,że zu̇zycie powoduje usuwanie części materiału z powierzchni. Zakładając,że
usunięta czę́sć materiału będzie miała kształt półkuli ośrednim wymiarzésrednicy2r,
powierzchnię kontaku mȯzna opisác wzorem

At = nπr2 =
L

σy

W ten sposób otrzymujemy prawo zużycia opisane następującym wzorem

n =
At

πr2
=

L

σtπr2
(4.57)

Dla połączén w kształcie okręgu o nominalnym wymiarze równym2r, w których
przesunięcie prowadzące do zniszczenia jednej spoiny przy stycznym obciążeniu tak̇ze
równe jest2r, poziom chropowatósci powierzchni mȯzna okréslić jakon. Chropowatósć
jako miarę przypadającą na jednostkowy dystans poślizgu mȯzna opisác wzorem

nu =
n

2r

oraz wykorzystując wzór (4.57) możemy miarę chropowatości wyrazíc jako

nu =
L

2σtπr3
(4.58)

Założyliśmy ponadto,̇ze istnieje prawdopodobieństwoβ, że dlanu spoin przypada-
jących na jednostkowy dystans poślizgu, okréslona wielkósć materiału zostanie usunięta.
Zakładając,̇ze dystans póslizgu d może býc du̇zy, oraz oznaczając całkowitą objętość
materiału, który został usunięty przezV , prędkósć zu̇zycia przypadającą na jednostkowy
dystans póslizgu mȯzna wyrazíc przy pomocy następującej formuły

V = βnuS
2

3
πr3 (4.59)

gdzie
2

3
πr3 jest objętóscią oderwanego fragmentu materiału w kształcie półkuli. Podsta-

wiajac następnie zanu z równania (4.58) otrzymujemy

V = β
L

3σy

S (4.60)

W równaniu (4.60) mianownik mȯze býc wyrȧzony poprzez wielkósć reprezentującą
lokalną twardósćH materiału.

Rówanie (4.60) jest powszechnie znanym prawem Archarda dotyczącym zużycia
materiałów [9].
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4.5 Identyfikacja stałych materiałowych w funkcji
temperatury w oparciu o istniejące wyniki dóswiadczén

Typowe system TBC (ang.thermal barrier coating) zawiera materiał ceramiczny (np.
związki cyrkonu lub matariały mulitowe) oddzielone warstwą materiału gradientowego
FGM (np. intermetalik) od matrycy (np. stopy stali, niklu, tytanu).

Jednym z przykładowych materiałów kompozytowych stosowanych do systemów
TBC jest materiał gradientowy, w którym rolę materiału ceramicznego pełni tlenek cyr-
konu ZrO2, a matrycą jest stop tytanu Ti6Al4V, którego właściwósci zostały szczegółowo
przedstawione w tabeli 4.1 (Fujimoto i Noda [43], Ootao i in. [118], Noda i in. [105]).

Tablica 4.1. Włásciwósci stopu cyrkon–tytan w temperaturze pokojowej (Fujimoto
i Noda [43], Ootao i in. [118], Noda i in. [105])

skład kompozytu E [GPa] α [10−6 1/K] λ [W/mK] c [J/kgK]
ceramik oparty A,C 117.0 7.11 2.036 615.6

na cyrkonie B 119.1 8.14 1.78 445.0
stop tytanu A,C 66.2 10.3 18.1 808.3
Ti-6Al-4V B 107.3 8.91 5.74 526.0

Większósć z najwȧzniejszych włásciwósci termomechanicznych takich jak: moduł
sprę̇zystósci, współczynniki przewodności oraz rozszerzalności cieplnej, ciepło włásciwe
są silne zalėzne od temperatury. Natomiast zależnósć od temperatury takich wielkości jak:
gęstósć masy czy współczynnik Poissona nie jest istotna i z reguły bywa pomijana.

Parametry materiałowe kompozytu zaprezentowanego szczegółowo powyżej tak̇ze
zalėzą od temperatury. Szczegółowe wzory (4.61) wyznaczone eksperymentalnie podaje
Ootao i in. [118], które mogą być stosowane w przedziale temperatur300K ≤ T ≤
1300K. Reprezentacja wzorów (4.61) w postaci graficznej została zaprezentowana na
rys. 4.7 oraz 4.8

ceramik – tlenek cyrkonu ZrO2 (rys. 4.7)

Ec = 132.2 − 50.3 · 10−3T − 8.1 · 10−6T 2 [GPa] (4.61a)

αc = 13.3 · 10−6 − 18.9 · 10−9T + 12.7 · 10−12T 2 [1/K] (4.61b)

λc = 1.71 + 0.21 · 10−3T + 0.116 · 10−6T 2 [W/mK] (4.61c)

cc = 2.74 · 102 + 7.95 · 10−1x− 6.19 · 10−4T 2 + 1.71 · 10−7T 3 [J/kgK] (4.61d)
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Rysunek 4.7. Zalėzność włásciwósci materiałowych tlenku cyrkonu od temperatury

metal – stop tytanu Ti6Al4V (rys. 4.8)

Em = 122.7 − 0.0565T [GPa] (4.62a)

αm =

{
7.43 · 10−6 + 5.56 · 10−9T − 2.69 · 10−12T 2 [1/K]

10.291 · 10−6 [1/K]
(4.62b)

λm = 1.1 + 0.017T [W/mK] (4.62c)

cm = 3.5 · 102 + 8.78 · 10−1T − 9.74 · 10−4T 2 + 4.43 · 10−7T 3 [J/kgK] (4.62d)

Materiały kompozytowe na bazie aluminium (Al2O3) wykazują wẏzszą przewod-
ność cieplną od kompozytów na bazie cyrkonu. Najczęściej łączone są ze stopami niklu
Ni-Al 2O3 lub aluminium Al-Al2O3. Porównanie termomechanicznych właściwósci obu
typów kompozytów na bazie Al2O3 zaprezentowano w tabeli 4.2 (Chen i Tong [17], Cho
i Shin [22] dla Ni-Al2O3 i Wang i in. [177] dla Al-Al2O3)

Materiał kompozytowy Ni–AL2O3 lub wielowarstwowy materiał kompozytowy Ni –
FGM – AL2O3 są wytwarzane przy u̇zyciu metod osadzania (por. rozdział 3.2) w tempe-
raturach z przedziału 20°C do 800°C (Finot i in. [42]). W trakcie analizy termicznych
obcią̇zén cyklicznych zostało wykazane,że dla czystego aluminium zachodzi kruche
pęknięcie przy temperaturze 1000°C. Dlatego zastosowanie warstwy przejściowej FGM
opartej na niklu powoduje,̇ze pęknięcia powstałe od obciążén termicznych nie pojawią
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Rysunek 4.8. Zalėzność włásciwósci materiałowych stop tytanu Ti6Al4V od temperatury

dopóki temperatura nie przekroczy wartości 750°C. Powẏzszy przykład pokazuje, z ja-
kich względów dla du̇zych zakresów temperatur stosowane są wielowarstwowe systemy
TBC, gdzie warstwa ochrona oparta jest na bazie cyrkonu dając wyższą odpornósć ter-
miczną.

W przeciwiénstwie do kompozytów ceramik – metal, stanowiących doskonałą barierę
termiczną, w niektórych zastosowaniach technologii reaktorowej wymagana jest możli-
wie wysoka przewodnósć strumienia ciepła. Kompozyty wolfram (warstwa) - miedź (pod-
łoże) zapewniają doskonałą przewodność termiczną przy jednoczesnej redukcji naprężén
termicznych [163–167]. Włásciwósci termomechaniczne kompozytu W-Cu zakresie tem-
peratur293K ≤ T ≤ 1300K podaje Ueda [165]

wolfram (rys. 4.9)

Ew(T ) = 423.4 − 0.044T [GPa] (4.63a)

αw(T ) = 4.610−6 [1/K] (4.63b)

λw(T ) = 162.3 + 0.07T + 2.0 · 10−5T 2 [W/mK] (4.63c)

cw(T ) = 10.011
√
T − 0.1362T [J/kgK] (4.63d)

Z wykresów 4.9 mȯzemy wyciągną́c kilka interesujących wniosków. Warto tu zauwa-
żyć, że współczynnik rozszerzalnosci termicznej dla wolframu nie ulega zmianie wraz
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Tablica 4.2. Porównanie termomechanicznych właściwości kompozytów Ni-Al2O3 oraz
Al-Al 2O3 [19, 21, 178]

skład kompozytu E[GPa] λ[W/mK] α · 10−6[1/K] c[J/kgK] ρ[g/cm3]

Ni 199.5 90.7 13.3 444 8.9
Al2O3 393.0 30.7 8.8 775 3.97

Al 73 154 23 963 2.8
Al2O3 380 46 8.5 765 3.96

z temperaturą. Ponadto możemy zauwȧzyć, że ciepło włásciwe w wysokich tempera-
turach osiąga pewien punkt nasycenia. Z uwagi na interpretację fizyczną tej wielkości
oznacza to,̇ze powẏzej pewnej wartósci temperatury, materiał nie jest w stanie magazy-
nowác więcej energii w postaci ciepła.
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Rysunek 4.9. Zalėzność włásciwósci materiałowych wolframu od temperatury

miedź (rys. 4.10)

Ecu(T ) = 135.9 − 0.029T [GPa] (4.64a)

αcu(T ) = 15.37 + 7.18 · 10−3T − 4.0 · 10−6T 2 [10−6 · 1/K] (4.64b)

λcu(T ) = 401.4 + 0.0625T [W/mK] (4.64c)

ccu(T ) = 36.675
√
T − 0.8333T [J/kgK] (4.64d)
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Rysunek 4.10. Zalėzność włásciwósci materiałowych miedzi od temperatury

Połączenie W-Cu w doskonały sposób pokazuje,że mȯzna zredukowác naprę̇zenia
termiczne przy jednoczesnym zachowaniu bardzo dobrego przewodzenia termicznego od
warstwy W do matrycy opartej na miedzi [165].

Zaprezentowane wykresy 4.10 stanowią najpełniejszą, a zarazem najlepszą ilustrację
silnej zalėznósci parametrów materiałowych miedzi od temperatury. Szczególnie intere-
sująco prezentuje się zależnósć od temperatury współczynnika rozszerzalnosci termicznej
i ciepła włásciwego, w których mȯzemy zauwȧzyć punkt ekstremalny na krzywych.
Ciepło włásciwe powẏzej 600°C w znaczny sposób maleje, natomiast taką granicą dla
współczynnika rozszerzalnosci termicznej jest temperatura 1000°C.



5. ADAPTACJA METOD NUMERYCZNYCH
DO ROZWIĄZYWANIA PROBLEMÓW
BRZEGOWYCH DLA MATERIAŁÓW
GRADIENTOWYCH

5.1 Przegląd algorytmów numerycznych rozwiązywania
zagadnienia początkowo – brzegowego

5.1.1 Metoda strzału

Matematyczną reprezentacją zagadnienia brzegowego jest zazwyczaj układm sprzę-
żonych równán różniczkowych cząstkowych rzędun. Stosując zasadę separacji zmien-
nych, istnieje mȯzliwość zamiany kȧzdego zm równán różniczkowych rzędun na rów-
nowȧzny układn równán różniczkowych pierwszego rzędu, co prowadzi w rezultacie do
układum× n równán.

Przykładowo, równanie ró̇zniczkowe II rzędu w następującej postaci

d2y

dx2
+ q(x)

dy

dx
= r(x) (5.1)

możemy zamieníc na układ dwóch równán różniczkowych zwyczajnych I rzędu w nastę-
pujący sposób

dy

dx
= z(x) (5.2a)

dz

dx
= r(x) − q(x)z(x) (5.2b)

gdzie została wprowadzona nowa zmiennaz(x) [127].
Wykorzystując powẏzszy schemat mȯzemy zawsze sprowadzić równanie ró̇znicz-

kowe dowolnie wysokiego rzędu do równoważnego układu równán różniczkowych pierw-
szego rzędu.

Mając na uwadze powyższe przekształcenie, dwupunktowy problem brzegowy mo-
żemy sformułowác w następujący sposób: mamy do rozwiązania układN sprzę̇zonych
równán różniczkowych I rzędu, spełniającychn1 warunków brzegowych w punkcie star-
towymx1 orazn2 = N − n1 warunków brzegowych w punkcie końcowymx2. Możemy
to wyrazíc za pomocą następującego równania

dyi(x)

dx
= gi (x, y1, . . . , yN ,Λ) (5.3)

w którym mnȯznik Lagrange’a spełnia rolę dodatkowejN + 1 zmiennej

yN+1 ≡ Λ (5.4)
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spełniającej trywialne równanie różniczkowe

dyN+1

dx
= 0 (5.5)

z n1 warunkami brzegowymi w punkcie startowymx1

B1j (x, y1, . . . , yN) = 0 (5.6)

oraz pozostałymin2 = N − n1 warunkami brzegowymi w punkcie końcowymx2

B2k (x, y1, . . . , yN) = 0 (5.7)

Numeryczna implementacja całkowania metodą strzału oparta jest na wielowymiarowej,
globalnie zbiėznej metodzie Newtona-Raphsona, poszukiwania rozwiązanian2 równán
z n2 niewiadomymi. W punkcie startowymx1 danych jestN wartósci startowychyi ale
tylko n1 warunków brzegowych, zatem pozostajen2 = N − n1 wartósci „dowolnych”.
Idea metody strzału została schematycznie zaprezentowana na rys. 5.1, na którym zostały
zaprezentowane przykładowe pierwsze trzy kroki całkowania. We wszystkich krokach
startujemy z zadanego warunku brzegowego w punkcie startowym, próbując „wstrzelić
się” w warunek brzegowy zadany w punkcie końcowym z zadaną dokładnością, zmienia-
jąc kąt nachylenia krzywej rozwiązania w punkcie startowym.

Rysunek 5.1. Idea metody strzału przedstawiona w sposób schematyczny. Trzy kolejne
całkowania równán spełniają w sposób dokładny warunki brzegowe w punkcie starto-
wym. Niedokładnósć spełnienia warunku brzegowego w punkcie końcowym jest mini-

malizowana, ȧz do osiągnięcia satysfakcjonującego rezultatu.

Przyjmując, za „dowolne” wartósci współrzędne wektoraVVV okréslonego w prze-
strzenin2 wymiarowej, u̇zytkownik w procedurzeload.for generuje kompletny wektor
startowyyyy, spełniającyn1 warunków brzegowych w punkciex1 uzupełniony wektorem
VVV

yi (x, V1, . . . , Vn2) = 0 i = 1, 2, . . . , N (5.8)

Wybierając pewien wektorVVV definiujemy wektor startowyyyy (x1), który następnie poprzez
całkowanie układu równán (5.3), traktowanego jako problem początkowy prowadzi do
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rozwiązaniayyy (x2). Jésli zdefiniowác wektor „niedokładnósci” (ang.discrepancy vector)
FFF równiėz okréslony w przestrzenin2 wymiarowej, w taki sposób, iż jego współrzędne
są miarą oddalenia rozwiązania od warunków brzegowych wx2

Fk = B2k (x2, yyy) k = 1, 2, . . . , n2 (5.9)

to użytkownik w procedurzescore.for zamieniaN wymiarowy wektor rozwiązán
yyy (x2) na n2 wymiarowy wektorFFF . W powẏzszy sposób, z punktu widzenia metody
Newtona-Raphsona, problem został sprowadzony do zadania polegającego na poszuka-
niu wartósci wektoraVVV zerującego wartósci wektoraFFF . Stosując algorytm numeryczny
newt.for rozwiązywany jest układ równań liniowych zn2 niewiadomymi

JJJ · δVVV = −FFF (5.10)

a następnie dodawana jest poprawka

VVV new = VVV old + δVVV (5.11)

Formuła (5.11) zawiera macierz jakobianuJJJ posiadającą następującą reprezentację

Jij =
∂Fi

∂Vj

(5.12)

w ogólnym przypadku, bardzo skomplikowaną jeśli chodzi o analityczne obliczenia od-
powiednich pochodnych cząstkowych, zatem wykorzystuje się proceduręfdjac.for

obliczającą przybli̇zoną wartósć jakobianu w sposób numeryczny

∂Fi

∂Vj

∼= Fi (V1, V2, . . . , Vj + ∆Vj, . . .)

∆Vj
(5.13)

5.1.2 Metoda ró̇znic skończonych

Główną ideą zastosowania metody różnic skónczonych (ang.Finite Difference Me-
thod) do zadanego problemu brzegowego w sformułowaniu różniczkowym (lokalnym)
lub całkowym (globalnym) jest zamiana operatorów różniczkowych na operatory różni-
cowe oraz obliczenie wartości funkcji (w sformułowaniu lokalnym) lub wartości funk-
cjonału (w sformułowaniu globalnym) w wybranych punktach węzłowych. Powyższe
przekształcenie zamienia zagadnienie brzegowe wyrażone operatorami ró̇zniczkowymi
w niejednorodny układ równań algebraicznych – metoda kolokacji.

Metoda różnic skończonych w sformułowaniu lokalnym

Rozpatrzmy lokalne zagadnienie brzegowe opisane równanie operatorowe

Lu = f dla P ∈ Ω (5.14)

we wnętrzu obszaruΩ, wraz z warunkami brzegowymi

Bu = g dla P ∈ ∂Ω (5.15)
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na brzegu obszaru∂Ω, gdzieu = u(P ) jest poszukiwaną funkcją punktu obszaruP , zás
L i B są operatorami ró̇zniczkowymi.

OperacjeLu oraz Bu oraz dowolne inne operacje różniczkowania mȯzna złȯzyć
z prostych operacjiDu obliczania pochodnych funkcji, gdzie przezD oznaczono liniowy
operator ró̇zniczkowania.

Dla dokonania dyskretyzacji równań (5.14), (5.15) w całym obszarzeΩ i na jego
brzegu∂Ω wybieramy zbiórΓ punktówPk ∈ Ω, k = 1, 2, . . . , r zwanych węzłami
wewnętrznymi oraz zbiór∂Γ punktów punktówPk ∈ ∂Ω, k = r + 1, r + 2, . . . , r +

m leżących na brzegu∂Ω lub tėz w jego otoczeniu zewnętrznym, zwanymi węzłami
zewnętrznymi (5.2a).

Rysunek 5.2. Siatka węzłów w obszarze∂Ω (a) oraz typowa gwiazda węzłów (b) [27]

PunktyPk, zwane węzłami, tworzą konfigurację zwaną gwiazdą (5.2b). Jej węzłem
centralnym (punktem centralnym) jest punktPk. Kształt gwiazdy zalėzy od postaci i rzędu
operatora ró̇zniczkowego zamienianego na operator (schemat) różnicowy, od przyjętych
stopni swobody, załȯzonej dokładnósci aproksymacji oraz od siatki, czyli zbioru wszyst-
kich węzłów.

Wartósć liniowego operatoraD w punkciePk przedstawia się jako liniową kombinację
wartósci funkcji w punktachPk+i wybranych z otoczenia punktuPk

Du(Pk) =
∑

aiu(Pk+i) (5.16)

Wyrażenie (5.16) nazywamy schematem różnicowym operatoraD w punkciePk.
Jésli wykorzystamy operatory ró̇znicowe (5.16) aby zapisać równania (5.14) w postaci

dyskretnej dla wszystkichr węzłów wewnętrznych oraz dlam węzłów brzegowych, to
otrzymamy układ równán algebraicznych, przedstawiony w zapisie macierzowym jako

AAAuuu = fff (5.17)

w którym niewiadomymi są wartości węzłoweu(Pk), k = 1, 2, . . . , n = r + m. Są to
równania liniowe lub nieliniowe zalėznie od postaci operatorówL i B [27].
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Metoda różnic skończonych w sformułowaniu globalnym

W sformułowaniu globalnym (całkowym) poszukujemy ekstremum funkcjonału lub
rozwiązania równania wariacyjnego. Po dyskretyzacji operatorów w wybranych punk-
tach numerycznego całkowania, dokonujemy całkowania, a następnie agregacji równań,
podobnie jak w metodzie elementów skończonych (patrz rozdział 5.1.4), wykorzystując
funkcjonał, który mȯzemy w najogólniejszej formie zapisać jako

Φ(u) =

∫

Ω

F (u)dΩ (5.18)

Całkując numerycznie funkcjonał otrzymujemy

Φ ≈
N∑

i=1

F (ui)|xi
∆Ωi = Φ(u1, . . . , uN) (5.19)

gdzie ∆Ωi jest powierzchnią (wagą) przypisaną węzłowiPi, a xi położeniem i-tego
punktu całkowania. Układ równań, z którego oblicza się nieznane wartości węzłowe
funkcji ui otrzymuje się z warunku stacjonarności funkcji

∂Φ

∂ui

= 0 dla i = 1, 2, . . . , N (5.20)

W przypadku globalnego sformułowania, określonego przez równanie wariacyjne
postaci

(Lu, v)Ω = (f, v)Ω (Lbu, v)∂Ω = (g, v)∂Ω (5.21)

gdziev jest funkcją testową, zaś u funkcją próbną, równiėz dokonujemy dyskretyzacji
operatorów oraz całkowania numerycznego, otrzymując odpowiedni układ równań [27].

W klasycznym podejściu metody ró̇znic skónczonych stosowane są regularne siatki
węzłów, najczę́sciej z równoodległymi węzłami oraz sformułowania lokalne ze względu
na brak koniecznósci tworzenia funkcjonału lub równania wariacyjnego. Operatory różni-
cowe mȯzna wyprowadzíc korzystając z rozwinięcia operatorów różniczkowych w szereg
Taylora (metoda współczynnika nieoznaczonego) lub używając metody najmniejszych
kwadratów lub tėz metody najmniejszych ważonych kwadratów (MWLS) [27, 127]. Ta-
kie podej́scie jest bardzo chętnie stosowane oraz wysoce użyteczne ze względu na swoją
prostotę, tak w przypadku sformułowania, jak i w algorytmizacji komputerowej. Posiada
jednak sporo wad, ujawniających się w szczególności w przypadku obszarów o nieregu-
larnych kształtach. W najprostszym sformułowaniu funkcje aproksymacyjne są z reguły
wielomianami stopnia pierwszego, jednak nie ma przeciwwskazań do stosowania wielo-
mianów wẏzszych stopni. Szczególnie użyteczna przy wyprowadzaniu współczynników
gwiazd ró̇znicowych dla wielomianów aproksymacyjnych wyższych stopni jest metoda
MWLS∗.

∗ Obszerne informacje na temat metody MWLS oraz uogólnionej metody różnic skónczonych,
w szczególnósci dla obszarów o dowolnym kształcie opisują Cichoń, Cecot, Krok i Plucínski [27]
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5.1.3 Metoda objętósci skończonej

Metoda objętósci skónczonej, zwana tėz metodą objętósci kontrolnej lub metodą
bilansów elementarnych, jest uniwersalną i efektywną metodą rozwiązywania zagadnień
przewodzenia ciepła [156]. Równanie bilansu ciepła jest opisane równaniem (4.21a),
w którym zostało uwzględnione prawo Fouriera postaci

q̇qq = λλλ∇T (5.22)

Analizowany obszar dzielimy na objętości kontrolne o wymiarach:∆x, ∆y i d. Na-
stępnie całkujemy stronami równanie (4.21a) po objętości kontrolnej dla kȧzdej komórki
(rys. 5.3)

∫

CV

cv(T )̺(T )ṪdV = −
∫

CV

divq̇̇q̇qdV +

∫

CV

q̇vdV (5.23)

gdzieCV oznacza objętósć kontrolną (ang.Control Volume).

Rysunek 5.3. Schemat podziału analizowanego obszaru na obj˛etósci skónczone [156]

Do pierwszej całki po prawej stronie równania (5.23) stosujemy twierdzenie Greena –
Gaussa – Ostrogradzkiego zamieniając całkę po objętości na całkę po powierzchni. Jeżeli
przez∆V oznaczymy objętósć komórki kontrolnej, to równanie (5.23) można w przybli-
żony sposób zapisać jako

∆V cv(Tp)̺(Tp)Ṫp =

4∑

i=1

Q̇i + ∆V q̇v(Tp) (5.24)

gdzieQ̇i oznacza strumién ciepła dopływający z sąsiedniej komórki.
Na rys. 5.3 została zaprezentowana pojedyncza komórka kontrolna wraz z sąsiadują-

cymi komórkami. Objętósć pojedynczej komórki wynosi:∆V = ∆x∆yd, gdzied jest
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grubóscią komórki. Strumienie ciepła dopływające od węzłów: W, N, E i S do węzła P
w układzie kartezjánskim okréslone są następującymi wzorami

Q̇W−P = ∆ydq̇W−P = ∆yd
λ11(TW , xW ) + λ11(TP , xP )

2

TW − TP

∆x
(5.25a)

Q̇N−P = ∆xdq̇N−P = ∆xd
λ22(TN , yN) + λ22(TP , yP )

2

TN − TP

∆y
(5.25b)

Q̇E−P = ∆ydq̇E−P = ∆yd
λ11(TE , xE) + λ11(TP , xP )

2

TE − TP

∆x
(5.25c)

Q̇S−P = ∆xdq̇S−P = ∆xd
λ22(TS, xS) + λ22(TP , xP )

2

TS − TP

∆y
(5.25d)

gdzie zostało przyjęte założenie,że λλλ = λλλ(T, x, y) jest tensorem w przestrzeni dwu-
wymiarowej zawierającym funkcje trzech zmiennych: temperatury oraz współrzędnych
położeniax i y. Wielkości xW , xP , itd. oznaczają odpowiednie koordynaty przestrzeni
przynalėzące do odpowiednich węzłów.λ11 i λ22 są funkcjami okréslającymi przewod-
ność termiczną materiału w zależnósci od kierunku (materiał anizotropowy), gdzie ozna-
czenie11 odpowiada kierunkowix, a 22 oznacza kieruneky w kartezjánskim układzie
współrzędnych.

Przyjmując załȯzenie,że materiał jest izotropowy (λλλ = λ11 = λ22 = λ – wielkość
skalarna) oraz współczynnik przewodności termicznej jest tylko funkcją temperatury
otrzymujemy

Q̇W−P = ∆ydq̇W−P = ∆yd
λ(TW ) + λ(TP )

2

TW − TP

∆x
(5.26a)

Q̇N−P = ∆xdq̇N−P = ∆xd
λ(TN) + λ(TP )

2

TN − TP

∆y
(5.26b)

Q̇E−P = ∆ydq̇E−P = ∆yd
λ(TE) + λ(TP )

2

TE − TP

∆x
(5.26c)

Q̇S−P = ∆xdq̇S−P = ∆xd
λ(TS) + λ(TP )

2

TS − TP

∆y
(5.26d)

Po uwzględnieniu równán (5.26) w (5.24) otrzymujemy

∆x∆ydcv(TP )̺(TP )
dTP

dt
= ∆yd

λ(TW ) + λ(TP )

2

TW − TP

∆x
+

∆xd
λ(TN) + λ(TP )

2

TN − TP

∆y
+ ∆yd

λ(TE) + λ(TP )

2

TE − TP

∆x
+

∆xd
λ(TS) + λ(TP )

2

TS − TP

∆y
+ ∆x∆ydq̇v(TP )

(5.27)

Po wprowadzeniu oznaczeń

λp = λ(TP ), cp = cv(TP ), . . . , ap =
λp

cp̺p

z (5.27) otrzymujemy

dTP

dt
=

[
λW − λP

2λP

TW − TP

(∆x)2 +
λN − λP

2λP

TN − TP

(∆y)2 +

λE − λP

2λP

TE − TP

(∆x)2 +
λS − λP

2λP

TS − TP

(∆y)2

]
+

q̇v,P

cP̺P

(5.28)
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Dla zagadnién ustalonych (dTp/dt ≡ 0), siatki równomiernie rozłȯzonej (∆x = ∆y)
oraz dla stałych i niezależnych od temperatury własności cieplnych i mocy źródła ciepła
równanie (5.28) zostają uproszczone do postaci [156]

TW + TN + TE + TS − 4TP = − q̇v (∆x)2

λ
(5.29)

Podobne rozumowanie można przeprowadzić nie tylko dla równania Fouriera – Kirch-
hoffa w układzie kartezjánskim, ale tak̇ze dla innych typów równán różniczkowych
cząstkowych zapisanych w układach współrzędnych: cylindrycznym, sferycznym oraz
dla zagadnién jedno- dwu- i trójwymiarowych.

Analizując uwȧzniej równanie (5.29) mȯzemy zauwȧzyć, że otrzymujemy wynik
identyczny jak w przypadku metody różnic skónczonych w sformułowaniu lokalnym dla
zagadnienia Poissona, którym jest równanie Fouriera-Kirchhoffa w stanie ustalonym. Wy-
nika stąd,̇ze metoda objętósci kontrolnej jest uogólnieniem metody różnic skónczonych.

Algorytm tej metody jest stosowany w komercyjnych programach służących do ana-
lizy procesów cieplnych, takich jak: Fluent, CFX.

5.1.4 Klasyczna metoda elementów skończonych

Historia metody elementów skończonych sięga połowy XX wieku. Za protoplastę
MES-u (ang.Finite Element Method) można uznác matematyka Couranta, który w 1943
roku zastosował odcinkową aproksymację wielomianową w połączeniu z metodą waria-
cyjną do rozwiązywania problemu skręcania [29]. Rozwój metody i jej nazwa pojawiły się
w latach pię́cdziesiątych XX wieku [28, 162]. Obecnie jest to najpopularniejsza i najczę-
ściej stosowana metoda służąca, nie tylko do rozwiązywania numerycznego zagadnień
związanych z modelowaniem konstrukcji, ale także do symulacji procesów przemiany
ciepła, zagadnién związanych z elektrycznością, magnetyzmem, czy elektromagnety-
zmem.

W metodzie elementów skończonych wymaga się, aby równanie opisujące problem
brzegowy miało postác całkową – funkcjonał lub zasada wariacyjna. Następnie obszar
rozwiązywania zostaje podzielony na skończoną liczbę małych obszarów o regularnych
kształtach (prostokąt, trójkąt, wielokąt) zwanych elementami skończonymi, w których
rozwiązanie mȯze býc z du̇zą dokładnóscią aproksymowane przez proste funkcje (wielo-
miany, funkcje trygonometryczne), zwane funkcjami kształtu [55]. Z drugiej strony dobór
funkcji kształtu do analizowanego zadania jest największą wadą tej metody, ze względu
na bardzo du̇zą wrȧzliwość poszukiwanego rozwiązania w zależnósci od doboru odpo-
wiedniej funkcji aproksymującej. Po przeprowadzeniu dyskretyzacji obszaru (podziału
na elementy skónczone), problem jest rozwiązywany na poziomie każdego z elementów,
zamieniając problem zapisany przy pomocy równań różniczkowych na układ równań
algebraicznych. W następnej kolejności dodawane są poszczególne rozwiązania, two-
rząc kompletny układ równań algebraicznych na nieznane wartości funkcji poszukiwanej
w punktach węzłowych.

Algorytm metody elementów skończonych przedstawia się następująco:
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1. Dyskretyzacja obszaru – zastąpienie obszaru ciągłego obszarem zbudowanym z ele-
mentów skónczonych; numeracja węzłów; wybór stopni swobody; ustalenie relacji
przylegania elementów skończonych (stworzenie macierzy incydencji),

2. Analiza na poziomie elementu – wybór funkcji aproksymacyjnych związanych z ro-
dzajem elementu; obliczenie macierzy sztywności na poziomie elementuke

ij
∗∗ i ma-

cierzy obcią̇zén f e
i w układzie lokalnym elementu; transformacja do układu global-

nego,

3. Agregacja macierzy – sumacja rozwiązań z poszczególnych elementów i utworzenie
globalnego układu równań, który mȯzna zapisác w postaci macierzowej jako

[K]{Q}[K]{Q}[K]{Q} = {F}{F}{F},

4. Uwzględnienie warunków brzegowych,

5. Rozwiązanie układu równań, czyli znalezienie wektora wartości węzłowych{QQQ},

6. Postprocesing– obliczenie reakcji, naprężén, odkształcén na poziomie elementu,

7. Prezentacja wyników dla całej konstrukcji.

Charakterystyka wybranych elementów skónczonych

W metodzie elementów skończonych, dla kȧzdej klasy zagadnién istnieją ró̇zne typy
elementów skónczonych, począwszy od geometrii elementu, a skończywszy na doborze
odpowiedniej funkcji kształtu. Jak już akcentowano, dobór funkcji aproksymującej na
poziomie elementu jest kluczowy, aby uzyskać zadowalający wynik. Ponadto wszystkie
funkcje kształtu muszą spełniać dwa załȯzenia:
— muszą býc co najmniej klasyC1, tak aby była zachowana ciągłość funkcji na grani-

cach elementów,

— funkcja kształtu musi býc dobrana w taki sposób aby spełniała założenie stałych
pierwszych pochodnych (ruch sztywny ciała) [193].

Elementy izoparametryczne
Elementy izoparametryczne są specjalną klasą elementów skończonych charakteryzu-
jących się tym, i̇z geometria elementu jest aproksymowana tymi samymi funkcjami co
poszukiwana funkcja

xxx =
n∑

i=1

Ni(ξξξ)xi (5.30a)

uuu(xxx) =

n∑

i=1

Ni(ξξξ)ui (5.30b)

gdzien jest liczbą funkcji aproksymacyjnych. Elementy są definiowane w swoim wła-
snym lokalnym układzie współrzędnych (naturalny układ współrzędnych barycentrycz-
nych) i transformowane do układu globalnego poprzez aproksymację geometrii funkcjami

∗∗ wszystkie wielkósci z indeksem górnyme odnoszą się do pojedynczego elementu skończonego
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kształtu. Aby element był poprawnie zdefiniowany, funkcja kształtu musi spełniác dodat-
kowe warunki oprócz podanych w paragrafie 5.1.4:

∑

i

Ni = 1 (5.31a)

∑

i

Nixxxi = xxx (5.31b)

detJJJ > 0 (5.31c)

gdziexxxi jest wektorem zawierającym współrzędnei-tego węzła w układzie globalnym,
JJJ jest macierzą jakobianu wynikającą z transformacji z układu naturalnego elementu do
układu globalnego.

Czterowęzłowy izoparametryczny element skónczony
Jėzeli załȯzymy,że poszukiwana funkcjauuu(xxx) jest wektorem przemieszczenia oraz rozpa-
trywanym zagadnieniem jest płaski stan to tensor odkształcenia w zapisie macierzowym
ma następującą postać






εx

εy

γxy




 =




∂

∂x
0

0
∂

∂y
∂

∂x

∂

∂y




{
u

v

}
= LLLeNNNue

i = BBBeue
i (5.32)

Dla elementu czworokątnego czterowęzłowego funkcjami kształtu są wielomiany
Lagrange’a postaci [55]

Ni(ξ, η) = (1 + ξξi)(1 + ηηi), i = 1, . . . , 4 (5.33)

gdzie(ξ, η) są koordynatami stowarzyszonymi z elementem skończonym zmieniające się
w przedziale[−1, 1], natomiast(ξi, ηi) są współrzędnymii-tego węzła elementu.

Równanie konstytutywne dla płaskiego stanu można zapisác jako

σσσe = C
eεεεe (5.34)

Wykorzystując zasadę prac wirtualnych (dodatek A) dostajemy układ równań alge-
braicznych dla elementu skończonego na nieznane przemieszczenia węzłowe postaci

kkkeuuue = fff e
N + fff e

T + fff e
B (5.35)

gdzie poszczególne elementy równania opisane są wzorami:
— macierz sztywnósci elementu

kkke =

∫∫

Ω

BBBT
CBBBhdΩ =

1∫

−1

1∫

−1

BBBT (ξ, η)C(ξ, η)BBB(ξ, η) det(JJJ)hdξdη

gdzieΩ jest powierzchnią elementu, ah jego grubóscią,
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— poszukiwany wektor przemieszczeń węzłowych,

uuue =
[
u1 v1 u2 v2 u3 v3 u4 v4

]T

— wektor obcią̇zén skupionych przyłȯzonych w węzłach,fff e
N

— wektor obcią̇zén powierzchniowych

fff e
T =

∫∫

S

NNNT q(x, y)

gdzieS jest długóscią boku elementu, na który działa obciążenieq(x, y),
— wektor sił masowych.

fff e
B =

∫∫

Ω

NNNT b(x, y)

Ze względu na załȯzenie stałego odkształcenia (odwzorowanie ruchu sztywnego
bryły), macierzBBB nie zalėzy od zmiennych przestrzennych. W przypadku materiałów
jednorodnych macierz konstytutywnaC jest stała, dlatego w klasycznych algorytmach
metody elementów skończonych wzór definiujący macierz sztywności wygląda następu-
jąco

kkke = BBBT
CBBB det(JJJ)hΩ (5.36)

Metoda residuów wȧzonych Bubnowa – Galerkina

W poprzednim paragrafie (por. 5.1.4) na przykładzie płaskiego stanu została opi-
sana metoda obliczania macierzy sztywności elementowejkkke oraz wektora obcią̇zén fff e

przy wykorzystaniu sformułowania zagadnienia brzegowego w postaci zasady wariacyj-
nej z wykorzystaniem zasady prac wirtualnych. Dyskretyzację zagadnienia brzegowego
można sformułowác w alternatywny sposób, wykorzystując sformułowanie słabe. To
podej́scie znane jest pod nazwą metody residuów ważonych lub metody Bubnowa –
Galerkina. Jest bardzo często wykorzystywana w komercyjnych algorytmach metody ele-
mentów skónczónczych, np. w pakietach ANSYS czy ABAQUS [2, 8].

Metoda Galerkina zostanie przedstawiona na przykładzie równania Poissona postaci

∇(K∇u) = f w Ω

u = g na ∂Ω (5.37)

Równanie Poissona nie zostało wybrane przez autora przypadkowo. Równanie (5.37)
opisuje wiele problemów mechanicznych, np. skręcanie pręta o przekrojach niekołowych,
przewodzenie ciepła w stanie ustalonym, itp.

Rozwiązania przybli̇zonegôu poszukujemy w postaci kombinacji liniowej

û = φ0 +
n∑

i=1

Ciφi (5.38)

gdzie funkcjeφi są liniowo niezalėzne oraz na brzegu obszaru przyjmują wartość 0.
Funkcjaφ0 odpowiada za spełnienie niezerowego warunku brzegowego.
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Ze względu na fakt, iż funkcja û jest tylko przybli̇zeniem rozwiązania analitycznego,
mamy∇(K∇u) − f = R, gdzieR jest pewnym residuum.

Celem jest wyznaczenie współczynnikówCi tak, aby zminimalizowác residuumR.
Z punktu widzenia teorii rachunku wariacyjnego metoda Galerkina jest sformułowana
w przestrzeni energetycznej SobolewaD2, gdzie iloczyn skalarny dwóch wektorów defi-
niowany jest jako

(u, v) =

∫

Ω

u · vdΩ (5.39)

Jėzeli istnieje mȯzliwość dobrania współczynnikówCi tak, aby dwa wektory były wza-
jemnie do siebie ortogonalne, gdzie jednym z wektorów jest residuumR, a drugim ciąg
funkcji wagowychwi, i = 1, 2, . . . , n, to wartósć residuum osiąga minimum. Prowadzi to
do spełnienia następującego warunku

∫

Ω

RwidΩ = 0, i = 1, 2, . . . , n (5.40)

Galerkin w swojej pracy opublikowanej w 1915 roku jako funkcje wagowe przyjął funkcje
aproksymacyjneφi. Podobną prace opublikował Bubnow w 1913 roku.

W sytuacji, gdy za funkcje wagowe przyjmiemywi = δ(x−xi) otrzymujemy metodę
kolokacji.

Podstawiając do warunku (5.40) za residuumR = ∇(K∇u) − f oraz stosując
twierdzenie Greena do pierwszej całki otrzymujemy

∫

Ω

K∇û∇φidΩ =

∫

Ω

fφidΩ +

∫

Γ

K
∂û

∂n
φidγ (5.41)

Zakładamy,̇ze funkcje aproksymacyjneφi zerują się na brzegu obszaru, wtedy ostatnia
całka w równaniu (5.41) znika. Uwzględniając (5.38) w równaniu (5.41) otrzymujemy
układ równán liniowych na nieznane współczynnikiCi

n∑

i=1

Ci

∫

Ω

∇φiK∇φjdΩ =

∫

Ω

fφjdΩ +

∫

Ω

∇φ0K∇φjdΩ, j = 1, . . . , n (5.42)

Jėzeli u|Γ = 0 to ostatni człon w równaniu (5.42) jest równy zeru [119, 193].
Równanie (5.42) jest identyczne z równaniem (5.35) przy założeniu braku sił maso-

wych i obcią̇zén węzłowych. Wyniki uzyskane przy pomocy metody Ritza są identyczne
z wynikami otrzymanymi z metody Galerkina, pod warunkiem,że funkcje aproksy-
macyjne będą identyczne. Jednak metoda Ritza wymaga od funkcji aproksymacyjnych
spełnienia tylko kinematycznych warunków brzegowych (funkcja i gradient funkcji).
W przypadku metody residuów ważonych konieczne jest spełnienie kinematycznych
i statycznych warunków brzegowych. Ponadto nie zawsze istnieje możliwość stworzenia
funkcjonału energii, a wyprowadzenie sformułowania słabego przy zadanym sformu-
łowaniu mocnym jest zawsze możliwe. Mając na uwadze powyższe, metoda residuów
ważonych jest znacznie częściej wykorzystywana.
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5.1.5 Metody bezsiatkowe

1. Metody bazujące na aproksymacji metodą ustalonych i ruchomych najmniejszych
kwadratów.
— Metoda elementów rozmytych (MER); bardzo du̇ze podobiénstwo do metody ró̇z-

nic skónczonych w sformułowaniu wariacyjnym.
— Bezelementowa metoda Galerkina (BMG). Jest to metoda, w której funkcje aprok-

symacyjne są wyprowadzane przy pomocy metody najmniejszych kwadratów,
a sformułowanie słabe jest uzyskiwane z wykorzystaniem metody Bubnowa –
Galerkina. Narzuca się także ścisłe spełnienie warunków brzegowych typu Diri-
chleta, co powoduje lokalny brak gładkości funkcji ze względu na brak zbieżnósci
w strefie gdzie nałȯzone takie warunki.

— Metoda punktu skończonego. Jest to wariacyjna metoda różnic skónczonych z wpro-
wadzoną koncepcją całkowania dookoła węzłów. Funkcje aproksymacyjne są
wyprowadzane przy u̇zyciu metody ustalonych najmniejszych kwadratów, ru-
chomych najmniejszych kwadratów oraz wielokrotnie ustalonych najmniejszych
kwadratów.

2. Metody cząstek.
Można wyró̇znić trzy warianty tej metody:
— Komórkowa metoda cząstek
— Hydrodynamiczna metoda wygładzonych cząstek
— Metoda cząstek z samoreprodukującym się jądrem
Aproksymacja w tej metodzie jest formułowana w postaci całkowej

uh(x) =

∫

Ω

wh(x− y)u(y)dy (5.43)

gdziewh(x) jest funkcją wagową spełniającą warunki:
— wh ∈ C∞

0 (Rn) - do przestrzeniC∞

0 nalėzą funkcje okréslone na nósniku zwartym
o mierzeh, dla których istnieją dowolne pochodne. Pochodne te są ponadto ciągłe,

— supwh(x) = {y : |y| ≤ h} – waga jest zdefiniowana w pewnej kuli (wR2 może
to być okrąg albo kwadrat),

— wh(x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn – waga jest funkcją nieujemną lub dodatnią albo zerową,
jeżeli to jest brzeg kuli,

— h−n
∫
Ω
wh(x)dx = 1 – waga jest funkcją znormalizowaną. Stąd wynika,że wraz

ze zmierzaniem wymiaru nośnika doh, funkcja wagowa zmierza do delty Diraca.
gdzien jest wymiarem przestrzeni.
Całkę (5.43) aproksymujemy przez sumę

uh(x) =

n∑

i=1

wh(x− xi)u(xi)∆Ωi (5.44)

Pochodne funkcji obliczane są według następującego wzoru

∇uh(x) ≈
∫

Ω

wh(x− y)∇u(y)dy = −
∫

Ω

∇wh(x− y)u(y)dy (5.45)
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który jest aproksymowany według następującej zależności

∇uh(x) ≈
n∑

i=1

∇wh(x− xi)u(xi)∆Ωi (5.46)

Do równania ró̇zniczkowego o pochodnych cząstkowych podstawiane są odpowied-
nie pochodneuh obliczone według (5.46). Całość rozwiązywana jest przy pomocy
metody kolokacji.

3. Metody podziału jednósci.
W metodzie tej wykorzystuje się warunek kompletności rzędu zerowego dla funkcji
bazowych ∑

i

Ñi = 1 (5.47)

Mnożąc równanie (5.47) przez pewne funkcje bazoweψk otrzymujemy

ψk

∑

i

Ñi = ψk (5.48)

Funkcje bazowe są specjalnie dobierane.
4. Metoda chmur typu h-p.

W tej metodzie konstruuje się aproksymację zarówno w adaptacji h, jak i w h-p. W ten
sposób stworzona została w pełni adaptacyjna metoda, zarówno poprzez zagęszczanie
węzłów (adaptacja typu h), jak i zmianę stopnia wielomianów aproksymacyjnych
(adaptacja typu p). Wielomiany aproksymacyjne są konstruowane z wykorzystaniem
zasady podziału jedności.

5. Metoda elementów naturalnych.
Metoda ta opiera się na podziale obszaru na wielokąty Voronoi w celu wyznaczenia
obszarów do całkowania. Algorytm obliczania całek opiera się na metodzie całkowa-
nia dookoła węzłów.

5.2 Analiza dynamiczna. Metody numerycznego
rozwiązywania równania różniczkowego typu
parabolicznego

Z punktu widzenia teorii równán różniczkowych równanie przewodnictwa cieplnego
Fouriera – Kirchhoffa (4.21a) należy do grupy równán liniowych parabolicznych o zmien-
nych współczynnikach. Według klasyfikacji fizycznej termiczny problem brzegowy trak-
towany jest jako zagadnienie dyfuzji, które ma postać

∂T

∂τ
= D

∂2T

∂x2
(5.49)

gdzieD jest współczynnikiem dyfuzji. Do rozwiązania równania (5.49) stosowany jest
zazwyczaj jeden z trzech następujących algorytmów schematycznie zaprezentowanych
na rys. 5.4 [127]:
— schematfully explicit
— schematfully implicit zwany inaczejbackward time
— schemat Cranka-Nicolsona
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Rysunek 5.4. Schematy numerycznego rozwiązywania równania dyfuzji; a. schematfully
explicit, b. schematfully implicit, c. schemat Cranka – Nicolsona (Press, Teukolsky,

i in. [127])

Schematfully explicit

Algorytm fully explicit zakłada, i̇z wartósć funkcji w następnym kroku czasowym jest
obliczana na podstawie trzech wartości funkcji z poprzedniego kroku czasowego (5.51).
Zamieniając operatory różniczkowe w równaniu (5.49) na operatory różnicowe mamy

T k+1
j − T k

j

∆τ
= D

T k
j−1 − 2T k

j + T k
j+1

(∆x)2
(5.50)

gdzie j = 1, 2, . . . , nx, k = 1, 2, . . . , nτ , a T k
j oznacza wartósć funkcji dla j-tego

węzła na siatce współrzędnej przestrzennej wk-tej iteracji czasowej, natomiastnx – ilość
węzłów na siatce przestrzennej w danym kroku czasowym,nτ – ilość kroków czasowych,
∆x – długósć kroku przestrzennego,∆τ – długósć kroku czasowego.

Porządkując człony w równaniu (5.50) mamy

a T k
j−1 + (1 − 2a)T k

j + aT k
j+1 = T k+1

j (5.51)

gdziea = D
∆τ

(∆x)2
jest wielkóscią charakterystyczną dla równania parabolicznego znaną

w literaturze pod nazwą liczby kryterialnej Fouriera [127].

Schematfully implicit

Schematfully implicit jest przeciwiénstwem algorytmufully explicit. Na podstawie
wartósci funkcji w węźlej-tym nak-tym kroku czasowym obliczane są wartości funkcji
w węzłach (j − 1), (j) oraz (j + 1) dla (k+ 1) kroku czasowego. Powyższe podejście jest
bardziej korzystne z punktu widzenia stabilności rozwiązania oraz możliwości doboru
długósci kroku czasowego w stosunku do poprzedniego algorytmu, jednak dalej krok
czasowy nie mȯze býc dowolny.
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Rozpisując schemat różnicowy dla algorytmufully implicit otrzymujemy:

T k+1
j − T k

j

∆τ
= D

T k+1
j−1 − 2T k+1

j + T k+1
j+1

(∆x)2
(5.52)

Po uporządkowaniu równania (5.52) otrzymujemy

− aT k+1
j−1 + (1 + 2a)T k+1

j − aT k+1
j+1 = T k

j (5.53)

gdzie współczynnika jest zdefiniowane identycznie jak w poprzednim algorytmie.
Warto zauwȧzyć, że znaczącą wadą tego schematu jest konieczność rozwiązywania

liniowego układu równán algebraicznych, z którego wyliczamy nieznane wartości funkcji
dla (k + 1) kroku czasowego.

Stabilność rozwiązania zagadnienia dyfuzji

Stabilnósć rozwiązania problemu dyfuzji jest związana z wielkością kroku czasowego
∆τ , który nie mȯze býc dowolnie du̇zy. Definicja liczby Fouriera sugeruje od razu odpo-
wiednie ograniczenie. Gdyby przyjąć, że krok czasowy mȯze býc nieskónczenie du̇zy,
czyli ∆τ → ∞, to wtedyα → ∞ a zatem∆T → 0. Wynika stąd,̇ze∆τ musi býc ogra-
niczone. Interpretacja fizyczna tego spostrzeżenia jest więc następująca: dyfuzja w ciele
stałym musi zachodzić w miarę wolno, aby mȯzna było ten proces opisać równaniem
różniczkowym liniowym.

Klasyczny warunek stabilności, który jest jednakowy dla obu schematów:fully expli-
cit oraz fully implicit, przy załȯzeniu że współczynnik dyfuzjiD =const jest następu-
jący [127]

α = D
∆τ

(∆x)2
≤ 1

2
(5.54)

Stabilność rozwiązania dla równania Fouriera – Kirchhoffa
Równanie Fouriera – Kirchhoffa (4.21a) jest równaniem różniczkowym cząstkowym typu
parabolicznego, jednak o bardziej złożonej postaci ni̇z (5.49). Po pierwsze, współczynnik

dyfuzji D =
λ

̺cv
6=const, po drugie, istnieje dodatkowy członq̇v. Konieczne jest sformu-

łowanie ogólniejszego warunku stabilności ni̇z (5.54).
W pierwszej kolejnósci konieczna jest zamiana operatorów różniczkowych równania

(4.21a) na operatory różnicowe. Po wykonaniu powyższego przekształcenia otrzymujemy

λ
T k+1

j−1 − 2T k+1
j + T k+1

j+1

(∆r)2
+

(
λ

rj

+
∂λ

∂r

)
T k+1

j+1 − T k+1
j−1

2∆r
+ q̇v = ̺cv

T k+1
j − T k

j

∆τ
(5.55)

Warunek stabilnósci jest okréslany na podstawie członów stojących przy wyrażeniuT k+1
j

[75]. Wynika stąd,̇ze wewnętrzne źródła ciepła mogą mieć wpływ na warunek stabilności
w przypadku, gdy będą funkcją zależną od aktualnej temperatury.

Porządkując odpowiednie człony w równaniu (5.55) oraz przyjmując,że q̇v = q̇v(T )

otrzymujemy

∆τ

cv̺

[
1

2∆r

(
λ

rj

+
∂λ

∂r

)
− λ

(∆r)2

]
T k+1

j−1 +

[(
2λ

(∆r)2
+ q̇v(T

k+1
j )

)
∆τ

cv̺
+ 1

]
T k+1

j −

∆τ

cv̺

[
1

2∆r

(
λ

rj
+
∂λ

∂r

)
+

λ

(∆r)2

]
T k+1

j+1 − 2
β(ω)

h
T∞ = T k

j

(5.56)
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Na podstawie wczésniejszych załȯzén stabilnósć zagadnienia mȯzemy oszacowác przy
pomocy nierównósci

(
2λ(r)

(∆r)2
+ q̇v(T

k+1
j )

)
∆τ

cv̺
+ 1 ≥ 0 (5.57)

Oszacowanie w równaniu (5.57) może býc niewystarczające, ponieważ współczynnik
przewodnósci termicznej jest funkcją. Konieczne jest znalezienie wartości minimalnej,
dla której warunek będzie spełniony. W takim przypadku równanie (5.57) należy prze-
kształcíc do postaci

∆τ ≤ min
j




cv̺

2λ(rj)

(∆r)2
+ q̇v


 (5.58)

Warto nadmieníc, że w przypadku gdẏqv ≡ 0 to równanie (5.58) przyjmuje postać

∆τ ≤ min
j

[
̺cv(∆r)

2

2λ(rj)

]
(5.59)

Ponadto gdy przyjmiemy,̇zeλ(r) = λ =const równanie (5.58) przyjmuje postać klasycz-
nego warunku stabilności danego wzorem (5.54)

Schemat Cranka – Nicolsona

Algorytmy numeryczne oprócz stabilności rozwiązania wymagają także du̇zej do-
kładnósci. Schematy zaprezentowane w poprzednich paragrafach (por. rozdział 5.2 i 5.2)
oparte są na schematach różnicowych aproksymujących pierwszą pochodną na dwóch
węzłach. Warto zauważyć, że największa dokładność schematu ró̇znicowego pierwszej
pochodnej zachowana jest w przypadku aproksymacji na trzech węzłach (tzw. iloraz
centralny). Ponadto w punkcie centralnym schematu istnieje największa dokładność przy-
bliżenia.

Powstaje zatem pytanie: czy nie można stworzýc takiego schematu, który stanowiłby
rozwiązanie pósrednie pomiędzy wcześniej omawianymi schematami, tak aby centralny
punkt gwiazdy ró̇znicowej na kierunku osi czasowej i przestrzennej był ten sam? Takim
algorytmem jest włásnie schemat Cranka-Nicolsona. Można go zapisác w następujący
sposób:

T k+1
j − T k

j

∆τ
=
D

2

[
T k+1

j−1 − 2T k+1
j + T k+1

j+1 − T k
j−1 − T k

j − T k
j+1

(∆x)2

]
(5.60)

Poza dokładnóscią, największą zaletą prezentowanego schematu jest stabilność. Algo-
rytm Cranka – Nicolsona jest stabilny dla dowolnie niedużego kroku czasowego∆τ .
Jednak na kȧzdym korku czasowym konieczne jest rozwiązywanie liniowego układu rów-
nán algebraicznych.
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5.3 Wpływ niejednorodnósci na błąd rozwiązania
w klasycznej metodzie elementów skónczonych

Problem adaptacji metod numerycznych do rozwiązywania problemów brzegowych
dla materiałów niejednorodnych został szeroko omówiony w artykule [61], gdzie prze-
prowadzono porównanie trzech najczęściej stosowanych algorytmów: metody elementów
skónczonych (MES), metody ró̇znic skónczonych (MRS) i bezpósredniego numerycz-
nego całkowania równań stanu (NC).

Jako przykład dobrze oddający charakter problemu przyjęto zagadnienie termosprę-
żystósci opisane następującym układem równań różniczkowych (4.23).

W klasycznym sformułowaniu MES zakłada się,że włásciwósci termomechaniczne
materiału pozostają stałe na szczeblu elementu skończonego, co oznacza, iż zamiast
układu równán (4.23) rozwiązywany jest problem uproszczony

λijT |ij = 0

ǫiklǫjmn ckmpq (σpq + αδknT )|lm = 0
(5.61)

Wraz z rozwiązaniem problemu (5.61) nasuwa się pytanie o wpływ pominiętych
członów na zbiėznósć rozwiązania. W związku z powyższym przedmiotem dalszej ana-
lizy jest badanie warunków niezbędnych do tego aby problem uproszczony (5.61) mógł
poprawnie aproksymować problem oryginalny (4.23). Aby uproścíc zagadnienie jedno-
czésnie zachowując mȯzliwie dokładnie jego ogólnósć rozwȧza się osiowo symetryczny
problem z warunkami typu Dirichleta

(rλ11T
′)
′

= 0 T (a) = Ta T (a) = Tb (5.62a)

(rc2222F
′)
′

+
[
r (c2211)

′ − c1111
]
F/r + αrT ′ = 0 F (a) = 0 F (a) = 0 (5.62b)

gdzie( )′ oznacza ró̇zniczkowanie względem zmiennej promieniowej, natomiastF jest
funkcją naprę̇zén zdefiniowaną następująco

σr = F/r, σϕ = F ′

Problem został rozwiązany trzema najczęściej u̇zywanymi metodami: metodą strzału
opartą na całkowaniu numerycznym równań różniczkowych metodą Runge-Kutta IV ro-
dzaju (por. 5.1.1), metodą różnic skónczonych w sformułowaniu lokalnym (por. 5.1.2)
oraz klasyczną metodą elementów skończonych opartą na sformułowaniu residuów wa-
żonych (por. 5.1.4).

5.3.1 Metoda bezpósredniego numerycznego całkowania równán
stanu metodą strzału

Układ (5.62) został sprowadzony do układu czterech równań różniczkowych pierw-
szego rzędu

dy1/dr = y2

dy2/dr = − (1/r + 1/λ11dλ11/dr) y2

dy3/dr = y4

dy4/dr = −1/c2222 [(rdc2222/dr + c2222) y4/r + (rdc2211/dr − c1111) y3/r
2 + αy2]

(5.63)
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spełniającego dwa warunki brzegowe w punkcie startowymr1 = a, a dwa pozostałe
w punkcie kóncowymr2 = b

y1(r1) = Ta, y1(r2) = Tb

y3(r1) = 0, y3(r2) = 0
(5.64)

5.3.2 Metoda ró̇znic skończonych

W metodzie ró̇znic skónczonych został przyjęty stały wymiar siatki węzłów∆r =

r(i) − r(i−1). Operatory ró̇zniczkowe zostały zamienione na operatory różnicowe, tworząc
gwiazdę postaci
(

1

∆r
− 1

2r(i)
− −λ(i−1)

11 + λ
(i−1)
11

4λ
(i)
11∆r

)
T (i−1)

∆r
− 2

T (i)

(∆r)2

+

(
1

∆r
+

1

2r(i)
+

−λ(i−1)
11 + λ

(i−1)
11

4λ
(i)
11∆r

)
T (i−1)

∆r
= 0

(5.65a)

[
c
(i)
2222

∆r
−
(
−c(i−1)

2222 + c
(i+1)
2222

4∆r
+
c
(i)
2222

2r(i)

)]
F (i−1)

∆r

+

[
− 2

(∆r)2 +
1

r(i)

(
−c(i−1)

2211 + c
(i+1)
2211

2∆r
− c

(i)
1111

r(i)

)]
F (i)

+

[
c
(i)
2222

∆r
+

(
−c(i−1)

2222 + c
(i+1)
2222

4∆r
+
c
(i)
2222

2r(i)

)]
F (i+1)

∆r
= −α−T

(i−1) + T (i+1)

2∆r

(5.65b)

Z uwagi na czę́sciowe sprzę̇zenie równán w omawianym zagadnieniu proponowane jest
użycie tzw.stagger algorithm, w którym w pierwszej kolejnósci rozwiązywane jest rów-
nanie (5.65a) z uwagi na temperaturęT (i), która w następnym kroku podstawiana jest do
prawej strony równania (5.65b).

5.3.3 Klasyczna metoda elementów skończonych

Z punktu widzenia klasycznej MES równanie Fouriera-Kirchhoffa (5.62a) oraz me-
chaniczne równanie stanu (5.62b) są quasi-harmonicznymi równaniami opisującymi ma-
teriał, którego niejednorodność podlega skokowej zmianie od elementu do elementu
[119, 193]

(Ku′)
′

= −f (5.66)

w którym u jest nieznanym rozwiązaniem, natomiastK i f są znanymi funkcjamir.
Oznacza to,̇ze w przypadku problemu termicznego należy podstawíc K = rλ oraz
f = 0, podczas gdy w przypadku problemu mechanicznego podstawiamyK = 1/r

orazf = EαT ′. Równanie (5.66) nie zawiera pochodnych modułów termomechanicz-
nych poniewȧz klasyczne sformułowanie MES nie dopuszcza aproksymacji zmiennych
właściwósci materiałowych dodatkowymi funkcjami kształtu.

Równanie (5.66) jest identyczne jak równanie (5.37), z tego względu autor w tym
miejscu nie będzie szczegółowo omawiał dyskretyzacji problemu na drodze residuów wa-
żonych. Po przeprowadzeniu identycznego rozumowania jak w rozdziale 5.1.4 otrzymu-
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jemy typowe elementy macierzy sztywności elementu oraz wektory sił przywęzłowych
przyjmują następującą postać

ke
ij =

∫

Ω

K
dN e

i

dr

dN e
j

dr
dr (5.67a)

f e
i =

∫

Ω

fNe
i dr (5.67b)

Jako funkcje kształtu przyjmuje się liniowe wielomiany Lagrange’aN e
1 = 1/2 − r/L

i N e
2 = 1/2 + r/L, gdzieL jest długóscią elementu.
Podobnie do przypadku MRS stosuje się proceduręstagger algorithm.

5.3.4 Wyniki otrzymane w oparciu o klasyczne metody: NC, MRS
i MES

Rozwȧzany problem termosprężystósci staje się szczególnie prosty w przypadku, gdy
stałe materiałowe są funkcjami potęgowymi promienia, zgodnie z propozycją Eslami [36]
i Ootao [117]

λij = λδijr
−n, Cijkl = C0

ijklr
−n (5.68)

wówczas problem (5.62) posiada elementarne rozwiązanie [91].
Na rys. 5.5 przedstawiono wykresy temperatury, natomiast na rys. 5.6 został zapre-

zentowany wykres funkcji naprężén w zalėznósci od wykładnika potęgin dla wczésniej
opisywanych metod całkowania zagadnienia brzegowego (rozdz. 5.2, 5.2, 5.2) w porów-
naniu z rozwiązanieḿscisłym.

Rysunek 5.5. Rozkłady temperatury w zależności od wykładnika potęgin (Hernik, Gan-
czarski [61]

Analiza wykresów potwierdza fakt,że w wypadku numerycznego całkowania i MRS
wyniki są zgodne z rozwiązanieḿscisłym. Wyniki MES charakteryzują się dobrą dokład-
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nością jedynie przy niezbyt wysokich potęgachn = 1, 0,−1 natomiast dla wẏzszych war-
tościn = −2,−3 uwidoczniają się rozbiėznósci. Nalėzy wyraźnie zaznaczyć, że w przy-
padku metody elementów skończonych wartósci parametrów materiałowych na poziomie
elementu skónczonego są stałe, prowadząc do schodkowej aproksymacji niejednorodno-
ści. Jest to tylko pewnego rodzaju uśrednienie, którego efekty można zaobserwować na
przedstawionych wykresach. Związane jest to z procedurąstagger algorithm, w wyniku
której błędy aproksymacji powstałe w trakcie rozwiązywania problemu termicznego są
kumulowane w rozwiązaniu problemu mechanicznego, ponieważ rozwiązanie problemu
termicznego (razem z błędami) jest podstawiane jako prawa strona równania w problemie
mechanicznym.

Rysunek 5.6. Rozkład funkcji naprężenia w zalėznósci od wykładnika potęgin (Hernik,
Ganczarski [61])

Oczywíscie w sytuacji niskich wykładników potęgin powyższy problem nie ma
większego znaczenia i z powodzeniem są stosowane klasyczne elementy skończone. Jed-
nak w przypadku materiałów gradientowych zmiana niejednorodności w bardzo wielu
przypadkach jest gwałtowna (np. stosunek współczynnika przewodności termicznej dla
materiału ceramicznego i metalu wynosi 75). W takiej sytuacji uśrednienie wartósci
współczynników materiałowych na poziomie elementu wiąże się z grubymi błędami na
poziomie analizy numerycznej powodując niedostosowanie modelu numerycznego do
analizowanej konstrukcji. Aby uniknąć tego typu kumulacji błędów należy użyć elemen-
tów skónczonych specjalnego typu, które zostaną dokładniej omówione w następnym
rozdziale.
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5.4 Metoda elementów skónczonych uwzględniająca
niejednorodnósć materiału

W klasycznym sformułowaniu MES, omówionym w poprzednim paragrafie (5.4),
macierz sztywnósci na poziomie elementu wyraża się wzorem

k
(e) =

∫

Ω(e)

B
(e)T

D
(e)

B
(e)dΩ(e) (5.69)

Macierz konstytutywnaD(e) nie zalėzy od współrzędnych przestrzennych a zatem nie
podlega całkowaniu i jest traktowana jako stała na poziomie elementu. Takie podejście do
zagadnienia okazuje się zbyt uproszczone w przypadku materiałów FGM, w których nie-
jednorodnósć materiału cechuje duży gradient. W związku z powẏzszym Kim i Paulino
[80] zaproponowali nową koncepcję

k
(e) =

∫

Ω(e)

B
(e)T

D
(e) (x)B(e)dΩ(e) (5.70)

w której nie tylko pole przemieszczenia ale również włásciwósci materiałowe podlegają
aproksymacji funkcjami kształtu na poziomie elementu [80]

E =

N∑

i=1

NiEi, ν =

n∑

i=1

Niνi (5.71)

Rysunek 5.7. Koncepcja izoparametrycznego elementu skończonego dla materiału FGM
[80]

Na rys. 5.7 został zaprezentowany schemat elementu skończonego, w którym po-
wierzchniaP (xxx) reprezentuje aproksymację właściwósci materiałowych, oprócz kla-
sycznej aproksymacji funkcji niewiadomej. Tego typu element skończony jest specjalnie
dedykowany do materiałów gradientowych, gdzie niejednorodność zmienia się w sposób
gwałtowny. Pozwala modelować materiał w sposób dokładniejszy. Ponadto użycie ele-
mentów skónczonych zaproponowanych przez Kim i Paulino pozwala na zastosowanie
rzadszej siatki przyczyniając się do skrócenia czasu obliczeń, poniewȧz nie ma koniecz-
ności stosowania bardzo gęstej siatki, aby w dostatecznie dokładny sposób modelować
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warstwę przej́sciową FGM. Symulacja numeryczna zaprezentowana w rozdziale 5.4.1
w sposób szczegółowy uwypukli korzyści wynikające z zastosowanie elementu skończo-
nego z podwójną funkcją aproksymacyjną.

W oryginalnym sformułowaniu Kim – Paulino używają tej samej funkcji kształtu do
aproksymacji włásciwósci materiałowych jak i do aproksymacji pola przemieszczeń. Jed-
nak nic nie stoi na przeszkodzie, aby zastosować funkcje kształtu modelujące właściwósci
materiałowe odpowiadające indywidualnemu charakterowi niejednorodności tzn. funkcji
potęgowej [36, 117] czy eksponencjalnej [107] zgodnie z regułami mieszania omówio-
nymi w rozdziale 4.1.
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5.4.1 Przykład ilustrujący korzyści płynące z zastosowania MES
z niejednorodnóscią materiałową

Analizie została poddana płaska tarcza przedstawiona schematycznie na rys. 5.8. Kon-
strukcja na jednym z boków jest utwierdzona, natomiast drugi bok jest poddany działaniu
równomiernego ciśnienia o wartóscip. Tarcza zbudowana jest z materiału gradientowego
FGM w taki sposób,̇ze w miejscu przyłȯzenia obcią̇zenia jest materiał ceramiczny, któ-
rego zadaniem jest ochrona konstrukcji. Materiał ceramiczny za pomocą warstwy przej-
ściowej FGM połączony jest z materiałem dziewiczym (metalem). Tarcza ma wymiary
a × b oraz grubósć jednostkową. Jako materiał, z którego zbudowana jest konstrukcja
został przyjęty kompozyt gradientowy Al-Al2O3. Szczegółowe dane materiałowe oraz
parametry geometryczne i startowe zaprezentowano w tabeli 5.1

Rysunek 5.8. Schemat tarczy przyjęty do analizy

Tablica 5.1. Parametry materiałowe, geometryczne i startowe tarczy wykonanej z mate-
riału gradientowego

skladnik materiału E [GPa] ν [-] a [mm] b [mm] p [N/m2]
ceramik – Al2O3 380 0.3

4 3 1000
metal – Al 73 0.3

Weryfikacja modelu

W celu weryfikacji napisanego przeze mnie kodu metody elementów skończonych
z elementami gradientowymi, w pierwszej kolejności analizie poddany zostanie przykład
zawierający materiał jednorodny, który został obliczony przy pomocy komercyjnego pa-
kietu metody elementów skończonych ANSYS oraz mojego kodu. W obu przykadach
zostały u̇zyte dokładnie te same wartosci parametrów materiałowych, geometrycznych
i wartosci obcią̇zén. Prezentowane wyniki zostały zaprezentowane podczas konferen-
cji II International Interdyscyplinary Technical Conference of Youg Scientists InterTech
2009[59], która odbyła się w Poznaniu.
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Aby poprawnie zamodelować warstwę przej́sciową FGM w przypadku jednorodnych
elementów skónczonych, obszar na którym on się znajduje został podzielony na warstwy,
w których moduł Younga zmienia się w sposób schodkowy, począwszy od wartosci przy-
pisanej do materiału ceramicznego, a skończywszy na wartósci przypisanej do metalu.
Z tego powodu w obszarze, gdzie istnieje warstwa przejściowa wymagane jest znaczne
zagęszczenie siatki elementów skończonych aby móc w miarę dokładnie aproksymować
zmianę włásciwósci materiałowych (por. rys. 5.9).

Rysunek 5.9. Siatka jednorodnych elementów skończonych wykonana w programie An-
sys

Warto zaznaczýc, że siatka elmentów skończonych przedstawiona na rys. 5.9 zawiera
434 elementy.

Porównanie wyników
Na rys. 5.10 i 5.11 zostały przedstawione mapy przemieszczeń w kierunkux. Rys. 5.10
przedstawia mapę wykonaną przy pomocy programu ANSYS, natomiast rys. 5.11 mapę
z wyników otrzymanych przy pomocy mojego kodu metody elementów skończonych.
Porównanie obu wykresów pokazuje,że ich charakter jest identyczny oraz maksymalne
i minimalne przemieszczenia mają identyczne wartości.

Kolejne dwa rysunki (rys. 5.12 i 5.13) prezentują porównanie wyników dla funkcji
przemieszczenia w kierunkuy. I w tym przypadku oba wykresy są identyczne.

Powẏzsze wykresy potwierdzają,że sformułowanie modelu numerycznego oraz wy-
niki otrzymywane dzięki niemu są poprawne.
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Rysunek 5.10. Rozkład funkcji przemieszczenia w kierunkux wykonany w programie
ANSYS

Rysunek 5.11.Rozkład funkcji przemieszczenia w kierunkux obliczony za pomocą własnego
kodu MES
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Rysunek 5.12. Rozkład funkcji przemieszczenia w kierunkuy wykonany w programie
ANSYS

Rysunek 5.13. Rozkład funkcji przemieszczenia w kierunkuy obliczony za pomocą
własnego kodu MES
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Wyniki otrzymane dla niejednorodnej tarczy z wykorzystaniem elementów
skończonych z dodatkową funkcją aproksymacyjną

Aby pokazác ogromny zysk zastosowania elementów gradientowych analizie poddana
została konstrukcja z rzadszą siatką elementów skończonych przedstawioną na rys. 5.15,
w której zmniejszono ilósć elementów w obszarze interfejsu FGM, natomiast w pozo-
stałych obszarach pozostawiona została taka sam ilość elementów jak w przykładzie
poprzednim. W konsekwencji cała konstrukcja została podzielona na 288 elementów, co
stanowi liczbę prawie dwukrotnie mniejsza niż dla siatka wykorzystywana w klasycznej
metodzie elementów skończoncyh.

Niejednorodnósć materiałowa została opisana funkcją potęgową, zgodnie z regułą
mieszania reprezentowaną przez funkcję wyrażoną wzorem (4.2). Biorąc powyższe pod
uwagę funkcja opisująca moduł Younga w obszarze warstwy przejściowej opisana jest
nastepujacą formułą

E(x) = EAl2O3x
m, gdzie m = log2

EAl

EAl2O3

= −2.38 (5.72)

Wykres modułu Younga dla całej konstrukcji został zaprezentowany na rys. 5.14.
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Rysunek 5.14. Wykres moduły YoungaE(x) dla tarczy wykonanej z materiału gradien-
towego

Na wykresie (rys. 5.16) został przedstawiony rozkład przemieszczeń w kierunkux.
Szczegółowa analiza pokazuje,że został zachowany charakter zmian, jednak maksymalna
wartósć przemieszczenia jest niższa ni̇z w analogicznym przykładzie przezentowanym
wczésniej. Kolejny wykres (rys. 5.17) w dokładniejszy sposób przedstawia porównanie
klasycznej metody elementów skończonych oraz metody elementów skończonych z ele-
mentami gradientowymi. Na rysunku została naniesiona funkcja przemieszczenia w kie-
runkux dla jednego z przekrojówy dla wszystkich trzech analizowanych przypadków:
wyniki otrzymane przy pomocy komercyjnego pakietu metody elementów skończonych
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Rysunek 5.15. Siatka elementów skończonych dla analizy uwzgledniającej elementy
niejednorodne

ANSYS, wyniki uzyskane przy pomocy kodu metody elementów skończonych jedno-
rodnych oraz wyniki dla metody elementów skończoncyh z elementami gradientowymi.
Na podstawie zaprezentowanego wykresu możemy zauwȧzyć, że wyniki otrzymane przy
pomocy programu ANSYS i MES z klasycznymi jednorodnymi elementami skończonymi
są identyczne, co jest dodatkowym potwierdzeniem poprawności działania programu.
W przypadku wyników dla elementów gradientowych widzimy,że wartósci przemiesz-
czén w strefie materiału ceramicznego i warstwy przejściowej są nieznacznie niższe.
Wynika to z dokładniejszej aproksymacji niejednorodności materiałowej (funkcja cią-
gła, która w sposób dokładny opisuje niejednorodność w przeciwiénstwie do funkcji
schodkowej będącej tylko pewnym uśrednieniem). Jest to kolejna korzyść wynikająca
z zastosowania szczególnego typu elementów do analizy materiałów gradientowych. Na-
tomiast w obszarze materiału dziewiczego możemy zauwȧzyć idealną zgodnósć wyników
dla wszystkich trzech analizowanych przykładów.

Warto jeszcze zaznaczyć, że dla przypadku elementów gradientowych liczba elemen-
tów skónczonych była prawie o połowę mniejsza niż w przypadku klasycznej metody.
Oczywíscie w tak prostym przykładzie zysk czasu obliczeniowego jest niewielki, jed-
nak w przypadku prawdziwych elementów konstrukcyjnych, których skomplikowanie jest
o wiele wẏzsze oraz czas obliczeń jest bardzo długi jest to bardzo istotna uwaga. Zasto-
sowanie elementów gradientowych pozwala na stworzenie modelu numerycznego, który
w bardzo dokładny sposób opisuje analizowany materiał przy jednoczesnym skróceniu
czasu obliczén.
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Rysunek 5.16. Rozkład funkcji przemieszczenia w kierunkux dla elementów niejedno-
rodnych

Rysunek 5.17. Porównanie wyników klasyczego MES oraz MES z elementami niejed-
norodnymi
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6. PRZYKŁADY ZASTOSOWA Ń
PROPONOWANEGO OPISU DO
MODELOWANIA MATERIAŁÓW
I KONSTRUKCJI

6.1 Modelowanie gradientowej tarczy hamulcowej
przeciwko zjawisku globalnej utraty statecznóscihot –
spots

Tarcze hamulcowe montowane w samochodach lub pociągach mogą podlegać ekstre-
malnym warunkom podczas gwałtownego hamowania. Podczas procesu następuje gene-
racja ciepła wynikająca z działania sił tarcia, która może doprowadzíc do globalnej utraty
stabilnósci (ang.hot – spot) ze względu na drastyczne zwiększenie dysypowanej energii
przez system. Na rys. 6.1 zostały zaprezentowane eksperymentalne zdjęcia utraty statecz-
ności tarczy hamulcowej w pociągu TGV zarejestrowane przez kamerę na podczerwień.
Nie tylko tarcze hamulcowe są narażone na podobne niepożądane zjawiska. Na rys.6.2
zostało zaprezentowane zjawiskohot – spotna tarczy sprzęgła.

Rysunek 6.1.Hot-spotzarejestrowane na tarczach hamulcowych pociągu TGV za po-
mocą kamery na podczerwień przez Paniera, Dufrénoy’a i Weicherta [122]

Prezentowana symulacja numeryczna została wykonana w ramach współpracy z Sie-
cią Doskonałósci KMM-NoE [82]. Korporacje przemysłowe zintegrowane w ramach
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KMM-NoE wykazywały szczególne zainteresowanie częściami układu hamulcowego sa-
mochodów, a w szczególności konstrukcją klocków i tarcz hamulcowych. Sugestie ze
strony firm dotyczyły próby stworzenia materiału dedykowanego do tarcz i klocków
hamulcowych, który byłby z jednej strony wytrzymały i odprony naścieralnie oraz
gwałtowne zmiany temperatury, a jednocześnie charakteryzował się niską masą. Ponadto
istniała potrzeba przeprowadzenia badań, które doprowadziły by do wyeliminowania nie-
korzystnych i bardzo niebezpiecznych zjawisk w trakcie procesu hamowania. Jednym
z takich zjawisk jest włásnie globalna utrata stateczności nazywanahot – spot.

Rysunek 6.2.Hot-spotzarejestrowane na tarczy sprzęgła przez Yi, Barbera i Zagrodz-
kiego [188]

Z uwagi na ten fakt, pierwszym z celów mojej symulacji numerycznej było stwo-
rzenie modelu, który byłby z jednej strony możliwie nieskomplikowany, a z drugiej
strony w najlepszy mȯzliwy sposób oddawał rzeczywistą naturę zjawiska. Drugim celem
było znalezienie odpowiednich proporcji składników oraz charakteru materiału gradien-
towego, który potrafił by zapobiegać groźnemu zjawisku jakim jesthot – spot.

Wyniki otrzymane z poni̇zej prezentowanej symulacji przyczyniły się do stworzenia
takiego materiału oraz zostały częściowo wykorzystane przez jedną z korporacji przemy-
słowych zintegrowanych w ramach Sieci Doskonałości KMM-NoE.

Analiza zjawiskahot – spotbyła podejmowana przez kilku badaczy. Dufrénoy i in. [122]
zaproponowali klasyfikację kilku ró̇znych typów utraty globalnej stateczności obserwo-
wanej w przypadku tarcz hamulcowych stosowanych w pociągach. Zjawisko globalnej
utraty statecznóscihot – spotjest obserwowane w momencie powstania dużego gradientu
temperatury w strefie tarcia pomiędzy tarczą a klockami hamulcowymi, który prowadzi
do powstania du̇zego strumienia ciepła, gwałtownego wzrostu naprężén obwodowych,
prowadzących do powstania fal wyboczeniowych po obwodzie tarczy [121]. Jest to nie-
zwykle groźne zjawisko, a cały system hamulcowy nie może býc dalej u̇zytkowany.

Zjawisko hot – spotjest zazwyczaj opisywane za pomocą sprężystej lub plastycz-
nej utraty stateczności [37] lub według koncepcji TEI (ang.thermoelastic instability)
[189]. Według teorii opartej na sformułowaniu globalnej utraty stateczności otrzymu-
jemy zazwyczaj większe wartości obcią̇zenia krytycznego niż w przypadku sformuło-
wania opartego na koncepcji TEI [31], jednak sformułowanie TEI znacznie lepiej opisuje
zagadnienie kontaktu w strefie tarcia dla różnych typówhot – spotw połączeniu z rozsze-
rzalnóscią termiczną, ciepłem generowanym poprzez tarcie oraz przewodzeniem ciepła
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w poza strefą kontaktu [121]. Wyjaśnienie tego niebezpiecznego zjawiska jest w dalszym
ciągu tematem dyskusji. Istnieje jedynie kilka prac podejmujących zagadnienie w spo-
sób kompleksowy, m.in.: Dufrénoy, Panier, Weichert i in. [32, 120–122], Yi, Zagrodzki,
Barber i in. [188–190], Asfour [10].

W pracy [58] zostało zaproponowane nowe podejście zwiększające bezpieczeństwo
użytkowania tego typu konstrukcji poprzez zastosowanie materiałów gradientowych.
W analizowanym przykładzie autor przeprowadził symulację numeryczną dla tarczy ha-
mulcowej skonstruowanej z trzech materiałów: jednorodnej stali ASTM321, jednorod-
nego materiału kompozytowego opartego na bazie stopu aluminium zbrojonego cząst-
kami borku tytanu TiB2 A356R oraz funkcjonalnie zmiennego materiału kompozytowego
A356R. Symulacja została oparta na wcześniejszych pracach autora [57, 62].

6.1.1 Sformułowanie problemu

Jako model tarczy hamulcowej została przyjęta płyto – tarcza Kirchhoffa – Love’a
(por. rys. 6.3 z równaniami typu Brayan’a, które został szczegółowo omówiony w roz-
dziale 4.3. W modelu zostało przyjęte założenie pełnej obrotowej symetrii. W przypadku
modelowania procesu hamowania, założenie pełnej obrotowej symetrii jest prawdziwe,
dopóki analiza dotyczy fazy przedwyboczeniowej (por. rys. 6.1 lub rys. 6.4). Podobnie
sytuacja wygląda w przypadku sił tarcia. Istnieje możliwość analizowania fazy powybo-
czeniowej, tzwhot–bending, jednak nie jest to tematem niniejszego przykładu.

e

r r2 1

w

r
3

r
4

Rysunek 6.3. Model płyto – tarczy z klockami hamulcowymi

W stosunku do wszystkich obciążén termo – mechanicznych także przyjmowane
jest załȯzenie upraszczające dotyczące ich obrotowej symetrii. Jednostkowe siły masowe
odpowiednio w kierunku promieniowym i obwodowym spełniają to założenie w sposób
ścisły, natomiast pole sił tarcia oraz wywołane nim pole termiczne jedynie w sposób
przybliżony, poniewȧz para klocków hamulcowych działa na łuku o skończonej długósci
< 2π. Odnósnie tych ostatnich, mając na względzie unikanie zbytniej komplikacji modelu
matematycznego, postuluje się również ich obrotową symetrię homogenizując wpływ
działania pary klocków hamulcowych na pełnym obwodzie tarczy.
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Rysunek 6.4.Hot-spotszarejestrowane kamerą na podczerwień na tarczach hamulco-
wych TGV [120]

Ponadto zakładamy,że proces hamowania przebiega ze stałym opóźnieniem kątowym
ε =const, skutkując liniową zależnóscią prędkósci kątowej od czasuω = ω0 − ετ .
Powẏzsze załȯzenie zostało potwierdzone wynikami doświadczalnymi (por. rys. 6.5).

Rysunek 6.5. Zalėzność ciśnieniap [MPa] i prędkósci kątowejω [s−1] od czasu w trakcie
procesu hamowania (Gao i Lin [48])

Duża wartósć prędkósci obrotowej oraz siły tarcia pomiędzy tarczą, a klockami pro-
wadzą do wytworzenia ciepła w trakcie procesu hamowania, powodując powstanie sy-
metrycznego pola temperatury. Szukane pole temperatury jest wyznaczane za pomocą
równania (4.21a) i stanowi wymuszenie w równaniach stanu mechanicznego (4.39). Po-
wstałe pole temperatury oraz siły masowe zawierające prędkość kątowąω oraz przyspie-
szenie kątoweε powodują powstanie deformacji konstrukcji, która prowadzi do powstania
kołowo-symetrycznego pola naprężén obwodowych powodujących powstanie niesyme-
trycznych modów wyboczeniowych w tarczy. Wartość krytycznego obcią̇zenia jako war-
tość własna jest obliczana z równań stanu giętnego (4.40). Powyższy algorytm obliczania
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hot – spotbył szeroko dyskutowany w pracach Paniera i Dufrénoy’a [120]. Podobny
mechanizm był tak̇ze dyskutowany przez Sadeghi [139] oraz przez Krempaszky [83].

Intensywność wewnętrznych źródeł ciepła

W równaniu (4.21a) człoṅqv oznacza intensywność wewnętrznych źródeł ciepła.
Analizowany przykład wymaga podania szczegółowej definicji tej wielkości.

Strefa generacji ciepła. Na podstawie definicji, intensywność wewnętrznych źródeł
ciepła jest dana wzorem

q̇v =
dQ̇
dV

(6.1)

gdzie dV = 2πrhdr – element objętósci klocka hamulcowego. Przyjmując,że klocek
naciska na tarczę z pewnym ciśnieniemp, na promieniur, tarcza obraca się z prędkością
kątowąω oraz współczynnik tarcia jest równyµ, to wielkósć Q̇możemy zdefiniowác jako

Q̇ = 2pµrωηdA (6.2)

gdziep jest císnieniem nacisku klocka na tarczę,µ – współczynnikiem tarcia pomiędzy
tarczą a klockami,ω – prędkóscią kątową,η – współczynnikiem sprawności w przedziale
[0, 1] opisującym wielkósć dysypowanej energii, dA = 2πrdr – element powierzchni,
dV = hdA.

Całkowita energia generowana w trakcie procesu hamowania zostaje zużyta dwojako:
na sam proces hamowania oraz na generację ciepła. W niniejszym zadaniu brana jest pod
uwagę tylko ta druga część energii. Parametrη jest mnȯznikiem podającym procentowy
udział energii zu̇zytej w proces hamowania na generację ciepła. Fizycznie można go
interpretowác jako 1 − ηmax, gdzieηmax jest sprawnóscią. Mnȯznik dwa odnosi się do
pary klocków hamulcowych.

Uwzględniając ḋQ w równaniu (6.1) otrzymujemy formułę definiującą intensywność
wewnętrznych źródeł ciepła w strefie kontaktu (generacji ciepła)

q̇v =
2pµrωdA
2πrhdr

η = 2
prµω

h
η (6.3)

W powyższej definicji císnienie w jednej chwili osiąga wartość maksymalną. Jest to
pewne uproszczenie wynikające z przyjęcia stałego ciśnienia nacisku. Jednak badania
eksperymentalne (por. rys. 6.5) potwierdzają,że załȯzenie stałego ciśnienia jest słuszne
po pewnej, bardzo krótkiej chwili od momentu rozpoczęcia procesu hamowania.

Ponadto zostało przyjęte,że klocki hamulcowe oddziałują na całym obwodzie tar-
czy. Jest to kolejne założenie upraszczające, ponieważ klocki hamulcowe działają na
skónczonej długósci< 2π. Ze względu na unikanie zbytniej komplikacji modelu wpro-
wadzono homogenizację rozmywając klocki hamulcowe na cały obwód tarczy. Powyższe
załȯzenie jest prawdziwe w przypadku stosunkowo dużej prędkósci kątowejω. Jednak
w analizowanym przykładzie największe siły krytyczne powstają w pierwszej fazie pro-
cesu hamowania, z tego powodu przyjęcie powyższego uproszenia jest uzasadnione.

Strefa chłodzenia. Klocki hamulcowe posiadają skończoną szerokósć r1 ≤ r4−r3 ≤ r2,
gdzier1 oznacza promién wewnętrzny, ar2 promién zewnętrzny tarczy. W strefie braku
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kontaktu, tarcza chłodzona jest opływającym ją gazem, co można opisác klasycznym
równaniem konwekcji swobodnej lub wymuszonej Newtona znanym z termodynamiki
(6.4), gdzieβ jest współczynnikiem swobodnej/wymuszonej konwekcji,T – aktualną
temperaturą, natomiastT∞ – temperaturą odniesienia w dostatecznie dużej odległósci od
źródła ciepła (poza warstwą przyścienną) [44].

q̇v =
2β (T − T∞) 2πrdr

2πhrdr
= 2

β

h
(T − T∞) (6.4)

Wartósć współczynnikaβ jest silnie uzalėzniona od prędkósci strumienia płynu opły-
wającego ciało. W początkowej fazie hamowania prędkość kątowa tarczyω jest du̇za,
powodując,̇ze prędkósć kątowa gazu opływającego tarczę również jest du̇za. W związku
z tym konwekcja jest konwekcją wymuszoną. W trakcie procesu hamowania prędkość ką-
towa oraz prędkósć płynu maleje zmieniając konwekcję na swobodną. Biorąc pod uwagę
powyższe współczynnik swobodnej/wymuszonej konwekcji został przyjęty jako funkcja
prędkósci kątowejω.

Uwzględniając wszystkie powyższe załȯzenia i definicje równanie przewodnictwa
cieplnego Fouriera – Kirchhoffa można zapisác jako

1

r

∂

∂r

[
r

(
λ(r)

∂T

∂r

)]
+






strefa tarcia︷ ︸︸ ︷
+2

µpωr

h
η

−2
β(ω)

h
(T − T∞)

︸ ︷︷ ︸
poza strefą tarcia






= ̺cv
∂T

∂τ
(6.5)

Stan mechaniczny

Stan mechaniczny opisują równania (4.39) oraz równanie (4.40). Ze względu na
istnienie sił tarcia równowaga wewnętrznych sił obwodowych (4.39b) musi zostać zmo-
dyfikowana. Konieczne jest uwzględnienie siły tarcia w strefie kontaktu, prowadząc do
zmodyfikowanego równania (4.39b) do postaci

1 − ν

2
B∇2

1v +
1 − ν

2
B′ (v′ − v/r) + qϕh = 0 poza strefą tarcia

1 − ν

2
Bv′′ +

(
1

r
+ B′

)
N0 + qϕh = 0 w strefie tarcia

(6.6)

gdzieN0 jest siłą tarcia pomiędzy klockami hamulcowymi a tarczą daną wzorem

N0 =

r4∫

r3

2pµdr (6.7)

W modelu matematycznym zostały jeszcze uwzględnione siły masowe w kierunku
osiowymqz modelujące sprę̇zystósć układu hamulcowego według następującej formuły

qz =

{
0 poza strefą tarcia
−γf1,2 w strefie tarcia

(6.8)

Jako model sprę̇zystósci układu hamulcowego zostało przyjęte sprężyste podłȯze
Winklera, opisujące zagadnienie kontaktu klocek – tarcza hamulcowa, które charakte-
ryzuje się współczynnikiem odporu podłoża proporcjonalnym do wartości ugięciaw,
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w którym rolę współczynnika proporcjonalności pełni parametrγ znany w literaturze
jako współczynnik sprę̇zystósci podłȯza Winklera [111]. Został on wyliczony za pomocą
empirycznego wzoru (6.9) zbudowanego na podstawie badań, w których wykazano zależ-
ność γ od rozszerzania się przewodów elastycznych w układzie hamulcowym samochodu
[81].

γ = 2.7 × 104∆VN

l2p
(6.9)

gdzie∆V okrésla zmianę objętósci w przewodach elastycznych układu hamulcowego,
a lp oznacza długósć tych przewodów.

Nalėzy nadmieníc, że układ równán ((4.21a), (4.39), (4.44)) jest jednostronnie roz-
przęgnięty (temperatura występuje jako wymuszenie w układzie równań stanu mecha-
nicznego, ale siły stanu membranowego nie występują w równaniu Fouriera – Kirch-
hoffa). Wynika stąd,̇ze na kȧzdym kroku czasowym mȯzna stosowác tzw.stagger algo-
rithm, który polega na obliczaniu rozkładu temperatury poprzez rozwiązanie równania
przewodnictwa cieplnego (4.21a), a następnie podstawieniu obliczonego rozkładu tem-
peratury jako prawej strony (wymuszenie) do równań tarczowych (4.39). Na podstawie
obliczonych rozkładów przemieszczeń: radialnego i obwodowego, obliczane są siły prze-
krojowe:Nr, Nϕ, Nrϕ, które stanowią wymuszenie w równaniu stanu giętnego (4.44),
skąd z kolei obliczane są kolejne wartości własneΛi, będące kolejnymi mnȯznikami
obcią̇zén krytycznych prowadzących do globalnej utraty stateczności konstrukcji. W bar-
dziej ogólnym sformułowaniu von Kármána występuje sprzężenie pomiędzy stanem gięt-
nym a tarczowym (por. [44, 45]).

6.1.2 Warunki początkowo – brzegowe

Jednoznaczność rozwiązania problemu opisanego układem równań różniczkowych
(6.5), (4.39a), (6.6), (4.44) wymaga sformułowania odpowiednich warunków począt-
kowo – brzegowych, których liczba zależy od ilości i rzędu poszczególnych równań
różniczkowych.

Ze wskazanych względów (4.21a) jest równaniem różniczkowym cząstkowym typu
parabolicznego, wymaga podania jednego warunku początkowego oraz dwóch warunków
brzegowych postaci
warunek początkowy :

T (r, 0) = Tref (6.10)

warunki brzegowe typu von Neumana

(
−λ∂T

∂r

)∣∣∣∣
r=r1

= −q0 (6.11a)

(
−λ∂T

∂r

)∣∣∣∣
r=r2

= 0 (6.11b)

gdzier1 jest wewnętrznym, ar2 zewnętrznym promieniem tarczy,q0 oznacza strumién
ciepła oddawany do wału. Na przeciwległym brzegu został przyjęty adiabatyczny waru-
nek brzegowy, ze względu na kontakt tarczy z powietrzem. Jest to pewne uproszczenie
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wynikające z przyjęcia sformułowania Kirchhoffa – Love’ajako modelu tarczy. W przy-
padku przyjęcia modelu 3D na brzegu zewnętrznym musiałby zostać zaimplementowany
warunek konwekcyjny ze względu na zgodność warunku brzegowego z wewnętrznymi
źródłami ciepła i obcią̇zeniem termicznym.

Z punktu widzenia stanu mechanicznego, ze względu na brak brzegowych obcią-
żén mechanicznych w kierunku promieniowym, zostało przyjęte założenie zerowania
się sił promieniowych na obu brzegach tarczy (6.12a), (6.12b). W przypadku obciążén
obwodowych na brzegu wewnętrznym został przyjęty warunek brzegowy zerowania się
przemieszczén obwodowych (6.12c). Z punktu widzenia stanu giętnego zakładamy,że tar-
cza jest utwierdzona do wału (6.12e), (6.12f), natomiast brzeg zewnętrzny jest brzegiem
swobodnym (6.12g), (6.12h), co prowadzi do warunku zerowania się momentu radialnego
i siły poprzecznej dlar = r2.

Nr(r1, τ) = B
[
du

dr
+ ν

u

r
− (1 + ν)α

(
T (r, τ) − Tref

)]∣∣∣∣
r=r1

= 0 (6.12a)

Nr(r2, τ) = B
[
du

dr
+ ν

u

r
− (1 + ν)α

(
T (r, τ) − Tref

)]∣∣∣∣
r=r2

= 0 (6.12b)

v(r, τ)|r=r1
= 0 (6.12c)

Nrφ(r2, τ) =
1 − ν

2
B
(

dv

dr
+
v

r

)∣∣∣∣
r=r2

= 0 (6.12d)

wi(r, τ)|r=r1
= 0 (6.12e)

dwi

dr

∣∣∣∣
r=r1

= 0 (6.12f)

Mr(r2, τ) =

[
d2wi

dr2
+
ν

r

(
dwi

dr
− k2wi

r

)]∣∣∣∣
r=r2

= 0 (6.12g)

Q̄r(r2, τ) =

[
d3wi

dr3
+

1

r

d2wi

dr2
− 1 + k2 (2 − ν)

r2

dwi

dr
+
k2 (3 − ν)

r3
wi

]∣∣∣∣
r=r2

= 0, i = 1, 2

(6.12h)

6.1.3 Algorytm numeryczny

Aby numeryczne rozwiązanie problemu było stabilne i jednoznaczne konieczne
jest podanie warunku stabilności. Warunek stabilnósci zalėzy od definicji funkcji we-
wnętrznych źródeł ciepła. W analizowanym przykładzie funkcjaq̇v została zdefiniowana
na przedziałach. W strefie tarcia jest funkcją zależną od współrzędnej promieniowej,
wówczas warunek stabilności okréslony jest równaniem (5.59).

W strefie chłodzenia wewnętrzne źródła ciepła są funkcją zależną od aktualnej tempe-
ratury. W takim przypadku warunek stabilności nalėzy wyznaczýc na podstawie równania
(5.58) i przyjmuje postác

∆τ ≤ min
j




cv̺

2λ(rj)

(∆r)2
+ 2

β(ω)

h


 (6.13)
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Zagadnienie zostało rozwiązane stosując metodę strzału(por. rozdział 5.1.1) na każ-
dym kroku czasowym z wykorzystaniemstagger algorithm. Zgodnie z procedurą nume-
ryczną, konieczna jest zamiana układum sprzę̇zonych równán różniczkowych rzędun, na
równowȧzny układn równán różniczkowych pierwszego rzędu, co prowadzi do definicji
nowych zmiennych postaci

x = r, y1 = T, y2 =
dT

dr
, y3 = u, y4 =

du

dr
,

y5 = v, y6 =
dv

dr
, y7 = w1, y8 =

dw1

dr
, y9 =

d2w1

dr2
,

y10 =
d3w1

dr3
, y11 = w2, y12 =

dw2

dr
, y13 =

d2w2

dr2
, y14 =

d3w2

dr3
,

(6.14)

otrzymując układN = 14 równán różniczkowych pierwszego rzędu oraz dodatkowe
piętnaste trywialne równanie różniczkowe (5.4) słu̇zące do wyznaczenia wartości własnej.

6.1.4 Wyniki

Numeryczna analiza wymaga podania odpowiednich danych materiałowych i geo-
metrycznych oraz parametrów startowych. Geometria tarczy zastosowana w symulacji
numerycznej została zaprezentowana na rys. 6.6, natomiast parametry startowe zostały
podane w tabeli 6.1.4. Przedstawiona geometria oraz parametry startowe zostały użyte
we wszystkich przykładach dotyczących modelowania tarczy hamulcowej.

Rysunek 6.6. Geometria tarczy hamulcowej (Yi, Barber i Hartsock [188])

Tablica 6.1. Parametry startowe w analizie stabilności tarczy hamulcowej (Dufrénoy
i Weichert [32], Asfour i in. [10], Panier i in. [121])

β [W/m2K] q0 [W/m2] η [–] T∞ [◦C] Tref [◦C]
5.0÷250.0 30.0 10.0−3 20.0 20.0
ε [1/s2] µ [–] p [MPa] γ [MPa/m2]
10.08 0.4 4.0 870.0
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W analizowanym przykładzie startowa prędkość kątowaω0 = 800.0 [1/min] na
podstawie badán eksperymentalnych wykonanych przez Yi, Barbera, i Hartsocka [188].

Stabilność jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej ze stali ASTM-321

W pierwszym przykładzie numerycznym, materiałem tarczy hamulcowej jest stal nie-
rdzewna ASTM-321 (walcowana 18 Cr, 8 Ni, 0.45 Si, 0.4 Mn, 0.1 C, Ti/Nb stabilizowana,
austenityczna, wẏzarzana w temperaturze 1070°C, chłodzona powietrzem) o właściwo-
ściach materiałowych zaprezentowanych w tabeli 6.2.

Tablica 6.2. Włásciwósci materiałowe tarczy hamulcowej wykonanej ze stali nierdzewnej
ASTM-321 (Odqvist [114])

E0 [GPa] σ0 [MPa] ν [–] ̺ [kg/m3] α [1/K] λ0 [W/mK] c [J/kgK]
170.0 120.0 0.33 7850.0 1.85×10−5 20.0 478.0

Analiza numeryczna jednorodnej tarczy hamulcowej (E =const,λ =const) wykona-
nej z nierdzewnej stali ASTM-321 jest przykładem referencyjnym służącym do weryfika-
cji modelu w porównaniu do danych eksperymentalnych wykonanych przez Dufrénoy’a,
Weicherta, Paniera i in. [32, 120, 121]. Na rys. 6.7 został zaprezentowany rozkład pola
temperatury. W wypadku tarcz hamulcowych instalowanych w pociągach energia dysypo-
wana, wymiary tarczy oraz prędkość kątowa są większe, jednak z drugiej strony ciśnienie
hamulców jest mniejsze wydłużając czas hamowania [120]. Panier i in. badali ekspery-
mentalnie tarcze hamulcowe montowane w pociągu TGV. Wynik pomiaru temperatury za
Panierem został zaprezentowany na rys. 6.8. Wykres pokazuje zależnósć temperatury od
czasu hamowania dla jednego z przekrojów tarczy. Warto zaznaczyć, że chociȧz w mojej
symulacji numerycznej analizowana była tarcza hamulcowa montowana w samochodach,
to maksymalna temperatura jest porównywalna z wynikami eksperymentalnymi otrzy-
manymi przez Paniera i współpracowników. Różny jest tylko czas trwania procesu ze
wzgledu na ni̇zszą prędkósć kątową wystepująca w pociągach.

Ponadto szczegółowa analiza wyników numerycznych pokazuje wyraźnie widoczną
strefę generacji ciepła w centralnej części tarczy oraz strefę chłodzenia przy brzegach.
Temperatura osiąga maksymalną wartość w początkowej fazie procesu, a następnie war-
tość maksymalna temperatury maleje w kolejnych krokach, co wiąże się z zamianą
charakteru konwekcji z wymuszonej na swobodną.

Rozkład naprę̇zén promieniowychNr został zaprezentowany na rys. 6.9. Wartości
maksymalnego naprężenia radialnego są dodatnie i znacznie mniejsze niż naprę̇zenia
obwodowego, dlatego powyższa wielkósć nie ma znaczącego wpływu na wystąpienie
zjawiska globalnej utraty stateczności hot – spot. Wielkością decydującą o utracie sta-
tecznósci przez konstrukcję jest naprężenie obwodowe, które zostało zaprezentowane na
rys. 6.10. W przypadku jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej ze stali nierdzewnej
ASTM-321 wystąpiło negatywne zjawisko globalnej utraty stateczności hot-spot. Przy-
kładowy trzeci mod wyboczeniowy został zaprezentowany na rys. 6.11. Warto nadmienić,
iż pierwsza wartósć własna dla tarczy wykonanej z nierdzewnej stali wynosiΛ1 = 0.761.
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Rysunek 6.7. Rozkład temperatury dla jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej ze
stali ASTM-321

Rysunek 6.8. Rozkład pola temperatury na tarczy hamulcowej na podstawie pomiarów
doświadczalnych w trakcie procesu hamowania (Panier i in. [120])
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Rysunek 6.9. Rozkład naprężeń promieniowych jednorodnej tarczy hamulcowej wyko-
nanej ze stali ASTM-321
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Rysunek 6.10. Rozkład naprężeń obwodowych jednorodnej tarczy hamulcowej wykona-
nej ze stali ASTM-321
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Rysunek 6.11. Mod wyboczeniowyk = 3 dla jednorodnej tarczy hamulcowej

Stabilność jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej z materiału kompozytowego
A356R

Skład chemiczny materiału kompozytowego A356R to stop aluminium Al-Si7Mg0.3

zbrojony cząstkami materiału ceramicznego TiB2, których udział procentowy wynosi
6% objętósci materiału. Stop aluminium jest specjalnie dedykowany do produkcji tarcz
hamulcowych, a cząstki TiB2 w znaczny sposób poprawiają własności termiczne ma-
teriału. Kompozyt A356R wytwarzany jest z reguły przy pomocy techniki SHS (por.
rozdział 3.1.6). Materiał A356R został opracowany i stworzony w trakcie współpracy
w Sieci Doskonałósci KMM-NoE. Główny trzon badán nad wspomnianym materiałem
prowadził Pedro Egizabal z firmy Inasmet „Tecnalia” w San Sebastian w Hiszpanii [34].
W ramach programu wymiany międzynarodowej finansowanego przez KMM-NoE mia-
łem mȯzliwość przebywania w wẏzej wymienionym ósrodku przez okres dwóch mie-
sięcy (wrzesién – październik 2007). W trakcie pobytu miałem okazję zapoznać się
z technikami wytwarzania i wszelkimi danymi eksperymentalnymi dotyczącymi ma-
teriału A356R. Chociȧz powẏzszy materiał stanowi grupę materiałów innowacyjnych,
w dalszym ciągu pozostaje materiałem jednorodnym. Właściwósci materiałowe A356R
zostały szczegółowo zaprezentowane w tabeli 6.3.

Tablica 6.3. Włásciwósci materiałowe tarczy hamulcowej wykonanej z materiału kom-
pozytowego A356R (Egizabal [34])

E0 [GPa] σ0 [MPa] ν [–] ̺ [kg/m3] α [1/K] λ0 [W/mK] c [J/kgK]
79.0 195.0 0.33 2670.0 22.4×10−6 183.51 963.0
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Na rys. 6.12 został zaprezentowany rozkład temperatury. W pierwszej kolejnósci
warto zauwȧzyć, iż maksymalna temperatura jest znacznie mniejsza w porównaniu do
temperatury referencyjnej. Ponadto wzrost temperatury jest wolniejszy, prowadząc do
przejmowania mniejszej ilósci strumienia ciepła przez materiał. Ponadto możemy rów-
nież zauwȧzyć, że ogólny kształt krzywych jest porównywalny z wcześniejszym przykła-
dem (por. rys. 6.7).

Rysunek 6.12. Rozkład temperatury jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej z mate-
riału A356R

Maksymalne wartósci naprę̇zenia radialnego, rys. 6.13 oraz naprężenia obwodowego,
rys. 6.14 są znacznie niższe dla tarczy hamulcowej wykonanej z materiału A356R w po-
równaniu do tarczy wykonanej ze stali ASTM-321 (por. 6.1.4). Prowadzi to do sytuacji,
gdzie pierwsza wartósć własna jest większa od jedności,Λ1 = 126.451, gwarantując,̇ze
stabilnósć tarczy hamulcowej zostaje zachowana.
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Rysunek 6.13. Rozkład naprężeń promieniowych jednorodnej tarczy hamulcowej wyko-
nanej z materiału A356R
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Rysunek 6.14. Rozkład naprężeń obwodowych jednorodnej tarczy hamulcowej wykona-
nej z materiału A356R

Stabilność niejednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej z materiału
kompozytowego gradientowego FGM A356R

W prezentowanym przykładzie analizowana tarcza hamulcowa została wykonana
z materiału gradientowego, którego udział procentowy poszczególnych składników, tj.
stopu aluminium i materiału ceramicznego został przedstawiony na rys. 6.15.

Rysunek 6.15. Schemat udziału procentowego poszczególnychskładników w materiale
gradientowym A356R; faza 1 – stop aluminium, faza 2 – materiał ceramiczny

Funkcjonalna zmienność została opisana równaniem (4.1) (funkcja eksponencjalna),
jednak współczynnik rozszerzalności termicznej w analizowanym przykładzie dalej po-
zostaje stały (α=const). Współczynnikiβ = k1 i δ = k2 w równaniu (4.1) zostały
obliczone na podstawie wzorów (6.15) (Kim i Paulino [80]) oraz ich rozkłady zostały za-
prezentowane na rys. 6.16 (współczynnik przewodności termicznej) oraz rys. 6.17 (moduł
Younga).
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Rysunek 6.16. Funkcji aproksymacyjna
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Rysunek 6.17. Funkcja aproksymacyjna
modułu Younga dla tarczy z materiału FGM

A356 jest stopem aluminium (Al-Si7Mg0.3), natomiast A356R posiada dodatkowe
zbrojenie cząstkami TiB2. Właściwósci termiczne cząstek TiB2 są lepsze w porówna-
niu do stopu A356, stąd współczynnik przewodności termicznej materiału A356R jest
wyższy, co prowadzi do znacznie lepszych właściwósci termicznych kompozytu A356R.
Funkcjonalna zmienność została wprowadzona jako zmiana materiału począwszy od
A356 na wewnętrznym promieniu, aż do A356R na zewnętrznym promieniu. Jako war-
tości startowe współczynnika przewodności termicznej zostało przyjęteλ0 = λA356 =

151 [W/mK], natomiast modułu YoungaE0 = EA356 = 72.4 [GPa].
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Rysunek 6.18. Rozkład temperatury w tarczy hamulcowej wykonanej z materiału gra-
dientowego

Maksymalna temperatura tarczy hamulcowej z materiału gradientowego (por. rys. 6.18)
jest tak̇ze ni̇zsza ni̇z temperatura w przykładzie referencyjnym, ale także ni̇zsza ni̇z
w poprzednim przykładzie (por. rys. 6.12), a jest to konsekwencją lepszej odporności
termicznej materiału poprzez zastosowanie inteligentnego modelowania jego składu che-
micznego, w szczególności współczynnika przewodności termicznej.

W przypadku rozkładu naprężén obwodowych, ponownie możemy zauwȧzyć korzýsci
płynące z zastosowania materiałów funkcjonalnych, ponieważ maksymalna wartósć jest
niższa oraz nastąpiła redystrybucja rozkładu naprężén, która w jeszcze większym stopniu
przyczynia się do zachowania stabilności konstrukcji (rys. 6.19, rys. 6.20).
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Rysunek 6.19. Rozkład naprężeń promieniowych w tarczy hamulcowej wykonanej z ma-
teriału gradientowego

W analizowanym przykładzie pierwsza wartość własna wynosiΛ1 = −430.917,
zgodnie z definicją podaną przez Schaefera – Papkovicha, równanie (4.46). Oznacza
to, że oba obcią̇zenia – prędkósć kątowa oraz temperatura – nie prowadzą do globalnej
utraty stabilnósci. Warto tak̇ze dodác że kolejna wartósć własna jest tak̇ze w bezpiecznym
zakresie.

Nalėzy dodác ponadto, i̇z znak minus przy wartósci własnej nie ma znaczenia fizycz-
nego, jednak̇ze mȯze býc interpretowany jako hipotetyczna wartość obcią̇zenia prowa-
dząca do utraty stabilności konstrukcji, po zmianie charakteru z rozciągania naściskanie.
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Rysunek 6.20. Rozkład naprężeń obwodowych w tarczy hamulcowej wykonanej z mate-
riału gradientowego
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6.2 Modelowanie procesu zu̇zycia tulei cylindra silnika
spalinowego

Tuleja cylindra jest jednym z najważniejszych elementów silnika spalinowego. Razem
z tłokiem i pieŕscieniami uszczelniającymi stanowi jedną z najbardziej rozpowszech-
nionych par trących [77]. Tuleja cylindra pracuje w gwałtownie zmieniających się wa-
runkach (wysokie gradienty temperatury, tarcie, zużycie oraz zmieniające się cyklicznie
obcią̇zenia mechaniczne), z tego względu powyższa konstrukcja jest tematem wielu ba-
dán [68, 145].

Powẏzsza konstrukcja była kolejnym z obszarów, którym w szczególny sposób intere-
sowały się korporacje przemysłowe stowarzyszone w ramach Sieci KMM-NoE. Moje ba-
dania na tą konstrukcją wraz z Pedrem Egizabalem zostały zapoczątkowane w trakcie mo-
jego pobytu w Hiszpanii. Obszarem szczególnych zainteresowań członków KMM-NoE
była analiza procesu zużycia. Z powẏzszego powodu moja uwaga została skupiona wła-
śnie na tym aspekcie w trakcie symulacji numerycznej, a otrzymane wyniki stały się
podstawą publikacji [60] oraz zostały zaprezentowane na międzynarodowym kongresie
Thermal Stresses’09, który odbył się w Urbana-Champain w USA.

Rysunek 6.21. a. b. – tuleja cylindra, c. – zespół tłok – pierścień – cylinder

Na rys. 6.21 zostały zaprezentowane zdjęcia tulei cylindra oraz zespołu tłok – pier-
ścién – cylinder. Zespół tłok–pierścién-cylinder pracuje w warunkach obciążén mecha-
nicznych, chemicznych, zmęczeniowych, korozyjnych. W związku z tym występują tutaj
niemal̇ze wszystkie postacie zużycia. Ẃsród nich mȯzna wyró̇znić: zu̇zycie adhezyjne,
w tym skrawanie i odkształcenia, zużycieścierne, zu̇zycie korozyjne.

Zużycie adhezyjne, w tym skrawanie i odkształcenia są powodowane przerwaniem
filmu olejowego przez szczyty nierówności powierzchni pieŕscienia tłokowego i tulei cy-
lindrowej oraz ich wzajemnym tarciem. Procesy te powodują usuwanie szczytów nierów-
ności w strefie wierzchołków powierzchniowych, co może doprowadzíc do całkowitego
ich zaniku. Owe zjawiska te występują silnie w początkowej fazie ruchu, a zwłaszcza
w procesie docierania.
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Zużycie cierne jest równiėz wywołane przez ró̇zne zanieczyszczenia i materiały
ścierne, które dostały się między tuleję cylindrową a pierścién tłokowy. Zalėznósć zu-
życiaściernego pary trącej zależy od koncentracji cząsteḱsciernych. Decydujący wpływ
na wartósć zu̇zycia mają wymiary, kształt i twardość cząstek.

Zużycie korozyjne stanowi mechanizm, w wyniku którego na powierzchni tulei lub
pieŕscienia tłokowego powstają związki chemiczne, niemetaliczne, które zostają usunięte
w wyniku współpracy elementów. Korozja w silnikach spalinowych może býc wywołana
przez ró̇zne czynniki, między innymi koncentrację wody oraz różnych kwasów pocho-
dzących od gazów spalinowych, składu paliwa, stopnia spalania paliwa i innych [77].

W analizowanym przykładzie zamierzam przeprowadzić analizę numeryczną tulei
cylindrowej wykonanej z materiału kompozytowego A356R ze szczególnym uwzględ-
nieniem procesu zu̇zycia. W następnej kolejności pragnę zaprezentować wzrost efek-
tywności pracy konstrukcji, w szczególności odpornósci naścieranie, które jest jedną
z podstawowych przyczyn zużycia, poprzez zastosowanie cienkiej warstwy materiału
ceramicznego silnie odpornego naścieranie oraz warstwy przejściowej (interface) gra-
dientowej pomiędzy cienką warstwą, a materiałem dziewiczym. Wprowadzenie warstwy
przej́sciowej pozwala zniwelowác lub wręcz unikną́c niepȯządanych efektów (delami-
nacja, koncentracja naprężén na granicy faz, mikropęknięcia i mikrouszkodzenia prowa-
dzące do powstania szczeliny, a w konsekwencji do pęknięcia) związanych z połączeniem
dwóch materiałów o bardzo różnych włásciwósciach.

6.2.1 Sformułowanie problemu

Jako model mechaniczny tulei cylindra została przyjęta osiowo – symetryczna cien-
kościenna powłoka cylindryczna z uwzględnieniem obciążén termicznych oraz zmiennej
grubósci (por. rozdział 4.4.2). Stan giętny powłoki został opisany równaniem różniczko-
wym zwyczajnym (4.52), w którym poszukiwaną funkcją jest przemieszczenie promie-
niowew(x).

Pole temperatury w powłoce cylindrycznej

Zakładamy,̇ze rozkład temperatury w kierunku osiowymx jest kołowo – symetryczny
i liniowy wzdłuż grubóscih ścianki

T (x) = Tx +
T

h
y (6.16)

gdzieTx oznaczásrednią temperaturę wzdłuż grubósci h ścianki,T – różnicę tempera-
tury powierzchni zewnętrznej i wewnętrznejścianki. TemperaturyTx i T są funkcjami
zmiennejx.

Wyniki eksperymentalne zaprezentowane na rys. 6.22 potwierdzają,że strumién cie-
pła wnika do tłoka w górnej strefie, a następnie przechodzi przez pierścienie uszczelnia-
jące oraz tuleję cylindra, ponieważ w dolnej czę́sci tłoka występuje adiabatyczny warunek
termiczny. Z drugiej strony, rozkład temperatury w górnej części tłoka nie jest jednorodny
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Rysunek 6.22. Rozkład temperatury w tulei cylindrycznej: 1 –silnik czterosuwowy (sil-
nik Otto), 2 – silnik dwusuwowy (silnik Diesela), (Ganczarski, Skrzypek [47]

[47]. W takim przypadku rozkład temperatury w tulei cylindra może býc z du̇zą dokład-
nością aproksymowany przy pomocy wielomianów drugiego stopnia postaci

T (x) = 150x2 − 300x+ 250 (6.17)

Tx(x) = 75x2 − 150x+ 175 (6.18)

Zakładając,że na brzegu wewnętrznymTw = 100◦C – w przybli̇zeniu temperatura
wrzenia cieczy chłodzącej pod ciśnieniem,a na brzegu zewnętrznym temperatura wynosi
Tz = 250◦C.

Warunki brzegowe

Aby zagadnienie brzegowe (4.52) zostało poprawnie postawione należy je równiėz
uzupełníc o cztery warunki brzegowe, po dwa na każdym brzegu dlax = 0 i x = l.
Klasyczne sformułowanie warunków brzegowych nie może býc tutaj zastosowane ze
względu na brak dopasowania termicznych i mechanicznych warunków brzegowych.
Klasyczne sformułowanie powoduje powstanie nierzeczywistych koncentracji naprężén
na brzegach. Rozwiązaniem tego problemu jest dodanie dwóch kołowo – symetrycznych
sprę̇zystychżeber, rys. 6.24 zlokalizowanych w górnejx = 0 i dolnejx = l czę́sci tulei,
gdziel jest długóscią.

Zakładając,̇ze temperatura ẇzebrach jest stała ze względu na ich niewielkie wymiary
w stosunku do całej konstrukcji, przemieszczenie promienioweżeber jest funkcją tempe-
raturyθ i siły poprzecznejq postaci

u(r) = αθr1 −
qr1
Eh

(1 − ν)

(
r1
r2

)2

+ (1 + ν)

1 −
(
r1
r2

)2 = fb(θ, q, r) (6.19)

gdzie:r1 = R, r2 = R +H,H – wysokósć żebra,R – promién zewnętrzny tulei.
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Biorąc pod uwagę powẏzsze, warunki brzegowe przedstawiają się następująco

w(0) = fb(θ, q, r = r1) (6.20)

mx(0) = 0 (6.21)

w(l) = fb(θ, q, r = r1) (6.22)

w′(l) = 0 (6.23)

6.2.2 Sformułowanie procesu zu̇zycia dla tulei cylindra

W trakcie pracy silnika spalinowego tłok wykonuje ruchy posuwisto – zwrotne,
podczas których pierścienie trą o tuleję prowadząc do degradacji jej grubości. Pewne
źródła eksperymentalne pokazują specjalny charakter procesu zużycia w kształcie klina,
rys. 6.23. Do opisu tego procesu zostało zastosowane równanie konstytutywne oparte na
prawie Archarda (4.60).

Rysunek 6.23. Zu̇zycie tulei cylindra w kształcie klina

Uwzględniając powẏzsze, funkcję zmiany grubości mȯzna zapisác jako

{
h(x,N) = h0 dla x < x0

h(x,N) = h0 − δh(x,N) dla x ≥ x0
(6.24)

gdzieδh(x,N) jest infinitezymalnie małą zmianą grubości na kȧzdym cyklu obcią̇zenia
zalėzną od zmiennejx. Zakładając liniową zmianę funkcji grubości

dδh
dx̃

= −aδh ⇒ δh(x,N) = C(N)e−ax̃ (6.25)

gdziex̃ = x− x0, całkowitą objętósć usuwanego materiału możemy wyrazíc za pomocą
następującej formuły

∆V =

x1∫

x0

2πRδh(x,N)dx (6.26)
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Przekształcając równanie (6.26) i wykorzystując fakt,że exp[−a(x1 − x0)] ≈ 0, na
podstawie prawa Archarda (4.60) otrzymujemy

∆V = 2Rπ
C(N)

a
= β

Ld

H
(6.27)

Przyjmując,̇zed = n(x1 − x0) znajdujemy stałą całkowania według wzoru

C(N) =
a

2Rπ
β
L

H
N (x1 − x0) (6.28)

Podstawiając (6.26) z uwzględnieniem (6.28) do równania (6.24) otrzymujemy funk-
cję zmiany grubósci zalėzną od włásciwósci materiałowych, przyłȯzonego obcią̇zenia,
cyklu obcią̇zenia oraz dystansu poślizgu postaci

h(x,N) = h0 dla x < x0 (6.29)

h(x,N) = h0 −
a

2πR
β
L

H
N(x1 − x0)e

−a(x−x0) dla x ≥ x0 (6.30)

Parametr zu̇zycia β jest eksperymentalnie wyznaczany i we wszystkich przykładach
numerycznych został podstawiony na podstawie normy ASM [11] oraz badań dóswiad-
czalnych Natarajana [101].

6.2.3 Wyniki

Zagadnienie zostało rozwiązane numerycznie przy pomocy analizy krokowej metodą
strzału (por. rozdział 5.1.1). Parametry geometryczne tulei użyte we wszystkich przykła-
dach numerycznych zostały zaprezentowane na rys.6.24

Rysunek 6.24. Parametry geometryczne tulei cylindra zastosowane w symulacjach nu-
merycznych
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Jednorodna tuleja cylindra wykonana ze stali chromowo – niklowej

Pierwszy przykład numeryczny jest problemem wzorcowym niezbędnym do przepro-
wadzenia kalibracji modelu. W przykładzie wzorcowym tuleja cylindra została wykonana
ze stali chromowo – niklowej, która jest najczęstszym materiałem używanym do produk-
cji tego typu konstrukcji. Włásciwósci materiałowe stali zostały zaprezentowane w tabeli
6.4.

Tablica 6.4. Włásciwósci materiałowe stali Cr-Ni [171]

moduł liczba współczynnik
Younga Poissona rozszerzalnósci twardósć

termicznej
E0 [GPa] ν [–] α [1/K] H [MPa]

170.0 0.33 18.5×10−4 66.9

Z doświadczalnego punktu widzenia, maksymalne zużycie (ubytek grubósci tulei)
wynosi 0.10 [mm]. Jėzeli zostanie osiągnięta tak wielkość zu̇zycia, tuleja cylindra nie
może býc już dłużej u̇zytkowana. Powẏzsza wartósć została u̇zyta w numerycznej symu-
lacji autora jako wartósć graniczna.

Na rys. 6.25 został przedstawiony rozkład funkcji grubości na kolejnych cyklach
obcią̇zén. W pierwszej kolejnósci mȯzemy zauwȧzyć wyraźnie zu̇zycie w kształcie klina,
zgodne z oczekiwaniami. Ponadto warto zaznaczyć, że graniczna wartósć zu̇zycia została
osiągnięta poN = 0.22 · 108 cyklach.

Rysunek 6.25. Rozkład funkcji grubości dla tulei cylindra wykonanej ze stali
chromowo-niklowej
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Tuleja cylindra wykonana z materiału kompozytowego A356R

Materiał kompozytowy A356R został szczegółowy omówiony w poprzedniej części
(por. rozdział 6.2.3). W tabeli 6.5 zostały przedstawione właściwósci materiałowe kom-
pozytu A356R.

Tablica 6.5. Włásciwósci materiałowe materiału kompozytowego A356R (Egizabal [34])

moduł liczba współczynnik
Younga Poissona rozszerzalnósci twardósć

termicznej
E0 [GPa] ν [–] α [1/K] H [MPa]

79.0 0.33 22.4×10−6 338.0

Ubytek grubósci został zaprezentowany na rys. 6.26. Kształt i charakter krzywych jest
identyczny jak w poprzednim analizowanym przykładzie (por. rys. 6.25). Tak samo bar-
dzo dobrze widoczne jest zużycie w kształcie klina, jednak warta uwagi jest liczba cykli
(N = 0.106 · 109), po której została osiągnięta wartość graniczna zu̇zycia prowadząca do
zniszczenia konstrukcji. Wartość ta jest znacznie wẏzsza w porównaniu do poprzedniego
przykładu, co potwierdza korzyści płynące z zastosowania innowacyjnych materiałów
kompozytowych.

Rysunek 6.26. Rozkład zmiany grubości dla tulei cylindra wykonanej z materiału A356R

Kolejny rysunek (rys. 6.27) przedstawia wykres naprężén zredukowanych według hi-
potezy HMH. Szczegółowa analiza pokazuje,że w pobli̇zu powstawania klina zu̇zycia na-
stępuje koncentracja naprężén powodująca utratę gładkości funkcji. Jest to niebezpieczne
zjawisko, które mȯze prowadzíc do powstawania mikropęknięć, które w konsekwencji
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doprowadzą do skrócenia czasu użytkowania konstrukcji. Rozwiązaniem tego problemu
jest zastosowanie warstwy przejściowej z materiału gradientowego FGM.

Rysunek 6.27. Rozkład naprężenia zredukowanego HMH dla tulei wykonanej z mate-
riału A356R
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Tuleja cylindra wykonana z materiału kompozytowego A356R z cienką warstwą
materiału ceramicznego antýscieralnego

W poprzednich rozdziałach przedstawione zostało porówananie konstrukcji wykona-
nej z klasycznej stali chromowo – niklowej i materiału kompozytowego A356R. Chociaż
kompozyt A356R nalėzy do grupy materiałów innowacyjnych, to jego własności ście-
ralne nie są doskonałe. Jednak charakteruzuje się doskonałymi własnościami termicznymi
oraz stosunkowo niską gestością (2.67 g/cm3). Rozwiazaniem tego problemu jest zasto-
sowanie cienkiej warstwy z materiału antyścieralnego. Powẏzsze rozwiązanie nie jest
wystarczająco doskonałe, ponieważ połączenie dwóch materiałów o bardzo różnych wła-
ściwósciach mȯze doprowadzíc do powstania mikropęknięć na granicy warstw, a w kon-
sekwencji do delaminacji. Dlatego w takich przypadkach konieczne jest zastosowanie
warstwy przej́sciowej z materiału gradientowego w celu zagwarantowania gładkiego,
ciągłego przej́scia pomiędzy składnikami. Na rys. 6.28 został zaprezentowany schemat
materiału, który został zastosowany w symulacji numerycznej.

Rysunek 6.28. Schemat materiału zastosowany w symulacji numerycznej

Od wewnętrznej strony tulei, w miejscu kontaktu została zastosowana cienka war-
stwa z żeliwa sferoidalnego, którego szczegółowe parametry zostały zaprezentowane
w tabeli 6.6. Jako materiał dziewiczy został przyjęty kompozyt A356R, szczegółowo
omówiony w poprzednim rozdziale.

Identycznie jak w poprzednich symulacjach numerycznych, jako warunek zakon-
czenia symulacji przyjęto zużycie na poziomie0.10 [mm]. Z punktu widzenia praktyki
inżynierskiej maksymalne zużycie nie powinno býc większe ni̇z grubósć cienkiej war-
stwy. Jednak w niniejszym przykładzie, ze względu na cele poznawcze, grubość warstwy
antýscieralnej została przyjęta jakohwear = 0.09 [mm]. Grubósć warstwy materiału gra-
dientowego została załozona jakohFGM = 0.03 [mm].
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Tablica 6.6. Włásciwości materiałowėzeliwa sferoidalnego [171]

moduł liczba współczynnik
Younga Poissona rozszerzalnósci twardósć

termicznej
E0 [GPa] ν [–] α [1/K] H [MPa]

172.0 0.29 12.0×10−6 583.8
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Rysunek 6.29. Wykres funkcji twardosciH(y) dla materiału warstwowego

W przypadku procesu zużycia wielkósćią determinującą szybkość postępowania tego
procesu jest lokalna twardość materiału. W zwiazku z powẏzszym w warstwie przejścio-
wej z materiału gradientowego FGM właśnie ten parametr materiałowy został przyjęty
wedlug nastepującej zależnósci funkcyjnej

H(y) = Hc − H̃ (1 + tgh(y − y0)) (6.31)

gdzie zostały u̇zyte następujące podstawienia

H̃ =
Hc −HV M

2

y0 = hwear +
1

2
hFGM

SymbolHc oznacza twardósć materiału, z którego została wykonana warstwa antyście-
ralna, natomiastHV M jest twardośc materiału dziewiczego. Wykres funkcjiH(y) został
zaprezentowany na rys. 6.29.

Zgodnie z oczekiwaniami zastosowanie cienkiej warstwy z materiału antyścieralnego
zwiększyło odpornósć konstrukcji na zu̇zycie (por. rys.6.30). Liczba cykli, po których
zużycie osiągnęło wartósć graniczną wynosiN = 1.66 · 108. Warto ponadto zauważyć,
że w momencie, gdy proces degradacji grubości osiągnął wartósć wyższą ni̇z warstwa
antýscieralna, proces zużycia zaczął postępować w sposób gwałtowny. Powyższy wniosek
jest tak̇ze zgodny z oczekiwaniami.
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Rysunek 6.30. Rozkład funkcji grubości tulei cylindra z cienką warstwą antyścieralną
oraz warstwą przejściową FGM

Kolejny wykres (rys. 6.31) przedstawia rozkład naprężén zredukowanych według hi-
potezy HMH. Szczegółowa analiza pokazuje,że w momencie gdy głębokość degradacji
przekracza grubósć cienkiej warstwy zmienia sie rozkład naprężén w konstrukcji. Spo-
wodowane to jest zmianą materiału, a w konsekwencji zmianą właściwósciami materia-
łowych. Następuje gwałtowny wzrost naprężén we wrȧzliwych przekrojach konstrukcji,
co mȯze doprowadzíc do jej calkowitego zniszczenia.

Rysunek 6.31. Rozkład naprężeń zredukowanych HMH tulei cylindra z cienką warstwą
antýscieralną oraz warstwą przejściową FGM



7. WNIOSKI I KIERUNKI DALSZYCH
BADAŃ

Celem pracy było zbudowanie poprawnego modelu fenomenologicznego dla materia-
łów niejednorodnych opartego na gruncie teorii termosprężystósci oraz na jego podstawie
zbudowanie poprawnego modelu numerycznego dedykowanego materiałom gradiento-
wym.

W pracy został przedstawiony kompletny układ równań różniczkowych termosprę-
żystósci dla materiałów niejednorodnych w sformułowaniu przemieszczeniowym oraz
w sformułowaniu naprę̇zeniowym. Następnie zostały zaprezentowane sformułowania dla
konstrukcji obrotowo – symetrycznych (płyta Reissnera, płyto – tarcza Kirchhoffa –
Love’a, powłoka cylindryczna), w których została uwzględniona niejednorodność mate-
riałowa. Ponadto zostało sformułowane równanie konstytutywne wiążące prawo zu̇zycia
według Archarda z równaniami termosprężystósci.

Zostały ponadto szczegółowo opisane metody homogenizacji, które są szczególnie
chętnie stosowane. Jednak homogenizacja zawsze jest uproszczeniem i w konsekwen-
cji może prowadzíc do błędnych wyników. Przykład numeryczny dotyczący materiałów
gradientowych okresowo zmiennych uwidocznił niedoskonałości zastosowanej metody
homogenizacji. Została zaproponowana aproksymacja wyższego rzędu, a wyniki otrzy-
mane były bli̇zsze rozwiązaniu dokładnemu niż w przypadku zastosowania proponowanej
metody homogenizacji.

W pracy zostało wiele miejsca poświęcone na charakterystykę obecnie używanych
metod numerycznych służących do analizy konstrukcji oraz ich użytecznósci w przy-
padku materiałów niejednorodnych. Szczególna uwaga została zwrócona na dwie naj-
bardziej popularne metody: metoda różnic skónczonych oraz metoda elementów skoń-
czonych. Porównanie powyższych metod wykazało,że klasyczne sformułowanie metody
elementów skónczonych zastosowane do materiałów gradientowych z silną niejednorod-
nością jest nieprawidłowe. Następnie zostało zaproponowane rozwiazanie tego problemu
poprzez zastosowanie specjalnego rodzaju elementu skończonego z dodatkową funkcją
kształtu słu̇zącą do aproksymacji własności materiałowych na poziomie każdego ele-
mentu skónczonego. Zasugerowano odpowiednie materiałowe funkcje kształtu, odpowia-
dajace odpowiednim regułom mieszania, wynikające z metod wytwarzania materiałów
gradientowych, które zostały szczegółowo scharakteryzowane. W następnej kolejności
pokazano zmodyfikowane sformułowanie metody elementów skończonych oraz na przy-
kładzie numerycznym pokazano korzyści wynikające z zastosowania niejednorodnych
elementów skónczonych w przypadku modelowania materiałów gradientowych.

Zaprezentowany model fenomenologiczny oraz numeryczny został wykorzystany
w przykładach konstrukcyjnych. Pierwszym z przykładów był model tarczy hamulco-
wej. W pracy został stworzony kompleksowy model służący do opisu niebezpiecznego
zjawiska, jakim jest globalna utrata statecznoscihot-spot. Model został oparty na teorii
Kirchhoffa – Love’a. Wykazano poprawność zaprezentowanego modelu numerycznego
poprzez porównanie wyników symulacji numerycznej z wynikami eksperymentalnymi
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dostępnymi w literaturze. Autor pracy skupił się nie tylkona stworzeniu poprawnego
modelu numerycznego analizowanej konstrukcji, ale także przeprowadził porównanie
wyników dla ró̇znego rodzaju materiałów. Rezultaty otrzymane w wyniku symulacji nu-
merycznej tarczy hamulcowej dla trzech typów materiałów: jednorodnej stali ASTM-321,
jednorodnego materiału kompozytowego A356R oraz niejednorodnego materiału gra-
dientowego A356R przedstawiono w tabeli 7.1. Zastosowanie innowacyjnego materiału,
jakim jest kompozyt A356R do budowy tarczy hamulcowej, zabezpieczyło konstrukcję
przed groźnym zjawiskiem globalnej utraty stateczności, jednak jeszcze większe bezpie-
czénstwo zostało uzyskane w przypadku konstrukcji wykonanej z materiału gradiento-
wego. Wartósci własne odpowiadajace obciążeniu krytycznemu zaprezentowane w ta-

Tablica 7.1. Porównanie wyników symulacji numerycznej tarczy hamulcowej dla róż-
nego typu materiałów

jednorodna jednorodny materiał gradientowy materiał
stal kompozytowy A356R kompozytowy A356R

pierwsza wartósć 0.761 126.451 −430.917

własna
minimalna wartósć

naprę̇zenia -0.113839 −0.002554 −0.001550

obwodowego [MPa]

beli 7.1 w dostateczny sposób potwierdzają zalety materiałów gradientowych. W przy-
padku konstrukcji z jednorodnej stali ASTM-321 pierwsza wartość własna jest mniejsza
od jednósci, co oznacza,̇ze konstrukcja utraciła stateczność. W przypadku jednorodnego
materiału kompozytowego A356R stabilność tarczy została zachowana. Zastosowanie
materiału FGM A356R tak̇ze pozwoliło zachowác stabilnósć konstrukcji, jednak uzy-
skany wynik jest w znacznym oddaleniu od powierzchni granicznej. Ponadto wartość
własna zmieniła znak na przeciwny, oznaczając,że hipotetyczne obciążenia prowadzące
do globalnej utraty stateczności zmieniły swój zwrot zésciskajacego na rozciągający. Jest
to kolejny dowód potwierdzający ogromne korzyści z zastosowania materiałów gradien-
towych.

Kolejnym przykładem konstrukcyjnym poddanym analizie w niniejszej pracy była
tuleja cylindra. W tym przypadku autor skupił szczególną uwagę na procesie zużycia kon-
strukcji. Ponownie analiza została przeprowadzona tulei wykonanej z trzech typów mate-
riałów: jednorodnej stali chromowo – niklowej, jednorodnego materiału kompozytowego
A356R oraz z materiału warstwowego, w którym rdzeniem pozostał materiał A356R,
pokryty cienką warstwę antyścieralną, a pomiędzy materiałem dziewiczym a cienką war-
stwą została zastosowana warstwa przejściowa z materiału gradientowego. Porównanie
uzyskanych wyników dla powẏzszych trzech materiałów zaprezentowano w tabeli 7.2.
Wyniki przedstawione w tabeli 7.2 jednoznacznie potwierdzają zalety stosowania ma-
teriałów FGM w projektowaniu konstrukcji. Zastosowanie materiałów gradientowych
powoduje zwiększenie czasu użytkowania, przyczyniając się do zwiększenia bezpieczeń-
stwa i obni̇zenia kosztów produkcji.
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Tablica 7.2. Porównanie wyników symulacji numerycznej tulei cylindra dla ró̇znego typu
materiałów

jednorodna jednorodny materiał warstwowy materiał
stal kompozytowy A356R kompozytowy A356R

liczba cykli 0.22 · 108 0.106 · 109 0.166 · 109

prowadząca do zu̇zycia

Powẏzsze przykłady są tylko wybranymi z wielu możliwych, gdzie mogą znaleźć
zastosowanie materiały gradientowe. Stworzony model teoretyczny na gruncie termo-
sprę̇zystósci w wielu przypadkach analizy konstrukcji może stác się niewystarcząjacy.
Konstrukcje stosowane w systemach TBC mogą być narȧzone na temperatury sięgające
3000 °C. W takich przypadkach konieczne jest uwzglednienie w równaniach konstytu-
tywnych własnósci lepkich materiału, tj. efektów pełzania lub relaksacji. Ponadto bardzo
często w analizowanych materiałach zachodzi zjawisko przemiany fazowej, które także
powinno býc uwzględnione w modelu teoretycznym.

Warto równiėz nadmieníc, że w trakcie badán nad materiałami gradientowymi, ze
względu na brak komercyjnych programów wykorzystujących elementy skończone z po-
dwójną funkcją aproksymacyjną, został napisany program wykorzystujący algorytm me-
tody elementów skónczonych dla konstrukcji termosprężystych jedno- i dwuwymiaro-
wych. Program stworzono wykorzystując najnowszą technikę programowania zorien-
towanego obiektowo przy wykorzystaniu języka programowania Delphi. W związku
z tym rozbudowa programu nie powinna nastręczać dodatkowych trudnósci, ze wzgledu
na mȯzliwość stosowania struktury hierarchicznej, technik dziedziczenia i polimorfi-
zmu oraz mȯzliwośc łatwej implementacji bibliotek dll. W dalszej pracy badawczej
autor pragnie zoptymalizować i rozbudowác kod metody elementów skończonych o inne
typy elementów, w szczególności dotyczące modeli trójwymiarowych. Dodatkowym atu-
tem stworzonego programu byłoby rozbudowanie kodu o elementy zawierające bardziej
zaawansowane równania konstytutywne, np. modele sprężysto – lepko – plastyczne
z uszkodzeniem. W szczególności uwzględnienie niejednorodnych elementów skończo-
nych mogłoby býc bardzo u̇zyteczne w przypadku analizy mechaniki zniszczenia, ponie-
waż proces ewolucji uszkodzenia prowadzi do degradacji modułów konstytutywnych. Na
gruncie kontynualnej mechaniki uszkodzeń proces ten opisywany jest poprzez wprowa-
dzenie niejednorodności materiałowej.

Materiały gradientowe są wykorzystywane w konstrukcjach narażonych na ekstre-
malne warunki, np. gwałtowne zmiany temperatury. Dlatego poprawny model teoretyczny
i numeryczny powinien uwzględniać zalėznósć parametrów materiałowych od tempera-
tury. Stworzony kod metody elementów skończonych posiada taką możliwość, jednak
brak danych eksperymentalnych dotyczących innowacyjnych materiałów kompozyto-
wych uniemȯzliwił autorowi uwzględnienie powẏzszych zalėznósci w przeprowadzonych
symulacjach numerycznych. W dalszej pracy badawczej autor pragnie pogłębić współ-
pracę z firmą Inasmet „Tecnalia” oraz z innymi ośrodkami badawczymi stowarzyszonymi

109



w ramach Sieci KMM-NoE w celu uzyskania dokładniejszych danych eksperymental-
nych.

Podsumowując, w swojej pracy badawczej autor wykazał niedoskonałość obecnie
stosowanych metod numerycznych w przypadku analizy konstrukcji wykonanych z mate-
riałów gradientowych na podstawie szeregu symulacji numerycznych wykorzystujących
komercyjne pakiety metody elementów skończonych. Autor stworzył kod MES zawiera-
jący elementy skónczone z podwójną funkcją aproksymacyjną dedykowane do analizy
konstrukcji wykonanych z materiałów FGM. Skuteczność zastosowania nowego typu
elementu została potwierdzona w szeregu symulacji numerycznych. Analizie zostały pod-
dane rzeczywiste elementy konstrukcyjne (tarcza hamulcowa, tuleja cylindra), w których
zostały przedstawione korzyści wynikające z zastosowania materiałów FGM. Autor ma
nadzieję,że w dalszej pracy badawczej, dzięki dokładniejszym danym eksperymental-
nym, będzie mógł rozbudować zaproponowany model fenomenologiczny i numeryczny
w celu lepszego dopasowania do rzeczywistych konstrukcji.
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A. TWIERDZENIA ENERGETYCZNE.
ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

Rozpatrzmy ciało sprę̇zyste, poddane działaniu obciążén zmiennych w czasie.
W ciele tym powstaje pole przemeiszczeń ui(xxx, t). Do przemieszczén ui dodajemy przy-
rosty wirtualneδui. Przez przyrosty wirtualne należy rozumiéc bardzo małe, ale dowolne
przyrosty zgodne jednak z warunkami ograniczającymi ciało (nałożone więzy). Zakła-
damy, że przyrosty wirtualne są funkcjami klasyC2. Na tej czę́sci powierzchni ciała,
na której zadane są przemieszczenia, przyjmujemyδui = 0. Na pozostałej czę́sci po-
wierzchni przemieszczenia wirtualne są dowolne.

Pracę wirtualną sił zewnętrznych można zdefiniowác w następujący sposób

δL =

∫

V

XiδuidV +

∫

A

piδuidA (A.1)

Biorąc pod uwagę,̇zepi = σijnj , oraz przekształcając całkę powierzchniową na całkę po
objętósci za pomocą twierdzenia Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego mamy

δL =

∫

V

(Xi + σji,j) δuidV +

∫

V

σjiδεijdV (A.2)

Wykorzystując równanie równowagi wewnętrznej

σij,j +Xi = ̺üi

oraz porównując ze sobą wzory (A.1) i (A.2) otrzymujemy
∫

V

(Xi − ̺üi) δuidV +

∫

A

piδuidA =

∫

V

σjiδεijdV (A.3)

Równanie (A.3) zwane jest zasadą prac wirtualnych. Jest prawdziwe zarówno dla
ciała sprę̇zystego jak i dla ciała niesprężystego, dla materiałów liniowych oraz nielinio-
wych [109, 158].
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formowania wtryskowego proszków; A.Śrubowa, B. Tłokowa wtryskarka [41] . . . 14

3.8. Wytworzenie komponentu ceramicznego metodą SHS w CSM (fotografia zrobiona
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na podczerwién przez Paniera, Dufrénoy’a i Weicherta [122] . . . . . . . . . . . . . 75
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hamowania (Gao i Lin [48]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.6. Geometria tarczy hamulcowej (Yi, Barber i Hartsock [188]) . . . . . . . . . . . . . 83

6.7. Rozkład temperatury dla jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej ze stali
ASTM-321 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.8. Rozkład pola temperatury na tarczy hamulcowej na podstawie pomiarów
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