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1. WSTEP

Wspotczesne konstrukcje, poczawszy od wahadtowcow kosmicznych, poprzez stoso-
wane w przem§le lotniczym, samochodowym, afikczac na przedmiotach codziennego
uzytku, staja sie coraz bardziej skomplikowanezBxie do zwigkszenia czasmykowa-
nia danej konstrukcji oraz zmniejszenia kosztéw zwiazanych z konserwacja i naprawami
przyczynity sie do gwattownego rozwojuzpnierii materiatowej pod koniec ubiegtego
stulecia. Oprocz znanych i powszechnie stosowanych klasycznych materiatéw czy poli-
meréw, zaczeto stosowav konstrukcjach elementy wykonane z materiatdw kompozy-
towych. Stato sie to nmiwe, poniewa zostaty odkryte efektywne metody wytwarzania
materiatbw kompozytowych (por. rozdziat 3.3.1).

Material kompozytowy rozumiany jako materiat wielosktadnikowy, czyli powsta-
jacy poprzez potaczenie minimum dwoch sktadnikéw (faz) charakteryzujacych sie od-
miennymi wigciwasci fizyko — chemicznymi, jest bardzo atrakcyjny dla konstruktoréw.
Umozliwia powstanie materiatu, ktory bytby, np. bariera termiczna z jednej strony (ce-
cha materiatéw ceramicznych), czyli chronit konstrukcje przed dziataniem ekstremalnych
temperatur oraz cechowat sie wysoka wytrzynsata czy elastyczrizia z drugiej strony
(cecha materiatéw metalicznych). Idealnym przyktadem konstrukcyjnya@erbgt tutaj
lopatka turbiny, ktéra jednocgaie musi b¢ odporna na dzy cykliczny strumié cie-
pta i przenost duze wartci naprgenia, ktére sa wywotane ruchem obrotowym zau
predkdacia katowa.

Szczegolnym przypadkiem materiatu kompozytowego sa materiaty gradientowe FGM
(ang. Functionally Graded Materials Cecha charakterystyczna materiatbw FGM jest
ciagte i gtadkie przéjcie pomiedzy mnymi sktadnikami. Przyktadowo, pomigedzy mate-
riatem ceramicznym o bardzo zej odporn&ci termicznej (bardzo maty wspétczynnik
przewodn@&ci termicznej oraz bardzo niski wspétczynnik rozszerzatnoermicznej),

a metalem, ktéry jest dobrym przewodnikiem cieptazZgwspoétczynnik przewodrizi
termicznej i wysoki wspotczynnik rozszerzaBw termicznej) istnieje faza pragjiowa
(interfacg, w ktérym nastepuje gtadkie, ciagte prgeije, eliminujac powstawanie mikro-
uszkodzé czy rozwarstwienia materiatu na granicy faz. Gtadkie gaejjest realizo-
wane poprzez zmiang udziatu objgttowego poszczegolnych sktadnikéw kompozytu,
co zostato w spos6b schematyczny zaprezentowane na rys. 1.1, powarujgiek-
tywne wisciwasci termomechaniczne zmieniaja sie gtadko poczawszy od jednego sktad-
nika (np. metalu lub stopu metali), do drugiego skladnika (np. materiatu ceramicznego).
W przypadku barier termicznych (angpermal barrier coating TBEgrubde interfejsu

FGM jest mata w stosunku do catej objgtd materiatu (kilkaset mikrometréw) [149].
Oprécz systeméw TBC, materialy gradientowe sa stosowane jako warstwggioneg
pomiedzy materiatem porowatym (np.49, a stopem metali (np. stopy tytanu) przy pro-
dukcji implantéw, czy jako warstwy pomiedzy materialem majacym clireanstrukcje
przed szkodliwym oddziatywaniegrodowiska, przed skutkami tarcia, przeciwkayu

ciu warstwy wierzchniej materiatu, a materiatem dziewiczym.

W klasycznych materiatach kompozytowych nie istnieje warstwa gcamya a zmiana
materiatu pomiedzy sktadnikami kompozytu realizowana jest w sposéb skokowy, prowa-
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Rysunek 1.1. Schemat materiatu funkcjonalnie zmiennegaz{®kk, Ganczarski,
iin.[149])

dzac do koncentracji napréh na granicy warstw, co nze by przyczyna powstawania
mikropeknig, ktorych konsekwencja nze byt powstanie szczeliny, ktéra w kou do-
prowadzi do przerwania ciagdoi materiatu. W opisanym powgj przyktadzie (topatki
turbiny), zastosowanie klasycznego materiatu kompozytowego nawet o doskonatych wia-
Sciwasciach termomechanicznych, doprowadzitoby do koncentracji neptermome-
chanicznych, ktére spowodowatyby zniszczenie topatki. Natomiast zastosowanie warstwy
przegciowej z materiatu gradientowego FGM nie bedzie prowadzito do powstawania kon-
centracji napreen na granicy faz. Czaszytkowania takiej konstrukcji bedzie diszy a
koszty eksploatacji dio nizsze.

Gwattowny rozwoj irzynierii materiatowej zmusza naukowcéw do stworzenia odpo-
wiedniego aparatu fenomenologicznego i numerycznego, ktéry pozwoli na przeprowadza-
nie realnych analiz konstrukcji wykonanych z materiatow gradientowych. Dotychczasowe
algorytmy numeryczne shace do analizy konstrukcji, w szczegéhesometoda elemen-
téw skahczonych (MES), nie sa przystosowane do analizy materiatéw niejednorodnych.
W przypadku materiatéw gradientowych, gdy gradient zmiarseitaosci materiatowych
czesto jest bardzo dy, analiza numeryczna dla materiatéw jednorodnych prowadzi do
powstania daych bteddéw i nierzeczywistych wagoi naprgen na granicach elementéw
(rozdziat 5).

1.1 Motywacja

Wieksz&E materiatdbw wystepujacych w naturze jest niejednorodna. Pomijanie tego
zjawiska w dotychczasowych obliczeniach konstrukcji spowodowane jest gtéwnie bra-
kiem specjalistycznego oprogramowania oraz komputeréw o odpowiedniej mocy oblicze-
niowej (szczegdtowe informacje moa znalez w [61]). Réwnania uwzgledniajace nie-
jednorodn&t materiatu sa z natury nieliniowe i bardziej skomplikowane, dlatego rzadko
podejmowane sa préby ich rozwiazania, nawet przyciu dostepnych algorytméw nu-
merycznych, czy komercyjnych programéwzieych do analizy konstrukcji ze wzgledu
na brak implementacji odpowiednich modutéw, ktére mogty by przeprowadkie ob-
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liczenia w sposob poprawny. Z tego wzgledu dostepne naurkoknercyjne programy
analizy konstrukcji wykorzystujace algorytmy metody elementéwhskonych (MES),
metody r@nic skaxczonych (MRS) czy metody elementéw brzegowych (MEB) opieraja
sie na réwnaniach dotyczacych materiatébw jednorodnych. W komercyjnych pakietach
obliczeniowych ze wzgledu na unikanie zbytniej komplikacji modelu numerycznego,
w szczeg6lnsci modelu materiatu, stosowane jest zaoie statych wisciwasci mate-
riatowych na poziomie elementu skezonego. W dalszej c&ei pracy (por. rozdziat 5)
zostanie pokazanegge takie zataenie w przypadku materiatdéw gradientowych o silnej
niejednorodnéci prowadzi do damych btedéw i braku dostosowania modelu numerycz-
nego do analizowanej konstrukcji.

W latach 2005 — 2008 uczestniczytem w pracach europejskiego projektu KMM-NoE
(ang. Network of Excellence ,Knowledge-based multicomponent materials for dura-
ble and safe performancg’koordynowanego przez Instytut Podstawowych Probleméw
Techniki (IPPT PAN), ktory zrzeszat trzyd&e sz&c placéwek naukowo-badawczych
oraz korporacji przemystowych. Celem Sieci DoskosatdKMM-NoOE byto stworzenie
europejskiego porozumienia placowek naukowo-badawczych oraz korporacji przemysto-
wych w celu wzajemnej wspétpracy i wymiany &leiadcz@, ktére miaty prowadz do
stworzenia zaawansowanych materiatdw wielofunkcyjnych wyspecjalizowanych na po-
trzeby przemystu do zastosofwav zaawansowanych konstrukcjach. Pod koniec 2008
roku Sie Doskonal§ci KMM-NoOE przeksztalcita sie \KMM Virtual Institute (KMM
VIN), tworzac miedzynarodowy obszar badawczy.

Udziat w powyzszym projekcie pozwolit mi poziganajnowsze trendy i osiagnie-
cia zwiazane z wytwarzaniem, testowaniem i modelowaniem nowoczesnych materiatéw
wielofunkcyjnych. W ramach Sieci uczestniczytem w cyklu dwutygodniowych szko-
leh dla doktorantéw z nych krajéwIntensive Session of KMM-NOE Post-Graduate
School (IPGS)Ponadto bratem udziat w spotkaniach roboczych Sieci, w czasie ktérych
prezentowatem swoje dokonania. Dzigki cennym uwagom specjalistow w dziedzinach
wytwarzania, testowania czy modelowania materiatbw mogtem zweryfikswaje osia-
gniecia oraz ulepszamodele teoretyczne i numeryczne tak, aby staly siesbé rze-
czywistasci. Wszystkie przyktady numeryczne prezentowane w niniejszej pracy zostaty
zrealizowane w ramach wspoétpracy z Secia KMM-NoE. Modele wykonane przeze mnie
byty tworzone na potrzeby konkretnej konstrukcji wykonanej z konkretnego materiatu.
Wyniki uzyskane z symulacji numerycznych wykonanych w ramach mojej pracy nauko-
wej znalazlty czéciowe zastosowanie w aplikacjach, ktére zostaty wykorzystane przez
korporacje przemystowe wspotpracujace z KMM-NOE.

Kwintesencja mojej wspotpracy z Siecia KMM-NoE byt dwumiesieczny gtzgra-
niczny (wrzesi@ — pazdziernik 2007) w firmiénasmet ,Tecnalia”w San Sebastian
w Hiszpanii [67]. W czasie sia miatem okazje skonfrontowanoja wiedze teoretyczna
z zastosowaniem praktycznym. Moim opiekunem naukowym w Hiszpanii byt doktor
nauk chemicznych Pedro Egizabal, ktérego bardzo cenne uwagi pozwolity mi na przy-
stosowanie moich modeli numerycznych do zastosopraemystowych dla konstrukcji
wykonanych z nowoczesnych materiatow wielofunkcyjnych. Ponadto mogtem obserwo-
wat proces technologiczny produkcji pomszych materiatdw.



Caltast wspotpracy z Siecia KMM-NoE pozwolita mi pozoaalety stosowania nowo-
czesnych materiatdw kompozytowych, w szczegétionateriatdw gradientowych FGM
i stata sie motywacja do podjecia pracy badawczej w tej dziedzinie. Owocemzpowy
szej wspotpracy sa przyktady zastos@vkanstrukcyjnych zaprezentowane w rozdziale 6,
cykl publikacji oraz udziat w tworzeniu dwéch monografii. Pierwsza z nich ukazata sie
na poczatku 2008 roku [149], druga jest aktualnie wystana do redakcji. Planowany termin
publikacji to styczé 2010 roku.

1.2 Celizakres pracy

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie kompleksowego modelu fenomenolo-
gicznego, potrafiacego w poprawny sposob apiswteriaty niejednorodne, w szcze-
goIncsci materiaty gradientowe FGM oraz implementacja poprawnego modelu nume-
rycznego opartego na metodzie elementownskonych wykorzystujacego specjalne
niejednorodne elementy skozone. Charakteryzuja one sige istnieniem podwaojnej funkciji
aproksymacyjnej. Pierwsza z nich gyudo przyblzenia niewiadomej funkcji i geometrii
elementu dla elementéw izoparametrycznych, druga natomiast interpoligeiwdaci
materialowe na poziomie elementu skaonego. W ostatnim rozdziale (por. rozdziat 6)
opisane zostanie zastosowanie pasgego modelu teoretycznego i numerycznego do
wybranych przyktadéw analizy konstrukcji wykonanych z materiatdbw gradientowych
FGM.



2. AKTUALNY STAN WIEDZY

2.1 Wprowadzenie do problematyki materiatow
gradientowych

Wzgledy ekonomiczne oraz rozwoj techniki zmuszaja wspoétczesnyaymigrow —
konstruktoréw do stosowania bardziej zaawansowanych materiafddwedzi&cia czy
trzydziesci lat temu. Coraz szersze zastosowanie znajduja materiaty kompozytowe, ktére
charakteryzuja sie bardzo dobrymi wéawosciami termomechanicznymi w przeciiie
stwie do klasycznych materiatdw powszechnie stosowanych w pi&emy

Szczego6lnym przykiadem kompozytow sa materiaty gradientowe angtionally
graded materials, FGN] charakteryzujace sie ciagta zmiana $davcsci fizyko — che-
micznych pomiedzy sktadnikami. Modelowanie tego typu materiatdw wymaga uwzgled-
nienia niejednorodrixi materiatowej w réwnaniach konstytutywnych, otwierajac jed-
noczé&nie nowe maliwosci w projektowaniu konstrukcji, szczeg6lniezgdi do bu-
dowy modelu fizycznego zastosujemy termodynamike procesow nieodwracalnych, ktora
uwzglednia zmiang makrowgdaiwcsci materiatu [146, 147]. Przyktad materiatu gra-
dientowego zostat zaprezentowany na Rys. 2.1, gdzieemy zaobserwovwawarstwe
interfejsu FGM, bedacego ciagtym praeijem pomiedzy materiatem kompozytowym
wegiel-wegiel (CFC), a miedzia.
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Rysunek 2.1. Przyktad zastosowania warstwy @gzeyej FGM pomigedzy kompozytem
wegiel — wegiel (CFC) a miedzia [161]

Obecnie materialy gradientowe sa stosowane gtéwnie w prgenigtniczym, ko-
smicznym, motoryzacyjnym oraz w elektronice (np. materiaty super odporne na ciepto
do stosowania w barierach termicznych, silnikach samochodowych, silnikach odrzuto-
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wych, uktadach scalonych pracujacych w temperaturze d6 E)OPonadto ze wzgledu
na wysoka obojetrst chemiczna i biologiczna powgze materialy sa chetnie stoso-
wane jako implanty (Rys. 2.2). Oprocz tego ich giéwna zaleta jest bardzo nisk&@mesto
(ok. 3,5 g/cm) skutkujaca mata masa konstrukcji przy bardzo dobryclseiecsciach
termomechanicznych [82, 161]. Niska masa konstrukcji tadakizsze koszty eksplo-
atacji. Dla przyktadu, obaienie masy samochodu 10% skutkuje zmniejszeniegtiilo
zuzywanego paliwa, w przykteniu 1 litr na 100 km, a tae zmniejsza emisje szkodli-
wych gazéw do atmosfery chronigoodowisko naturalne.

Copyright MG, nc, 19935

Rysunek 2.2. Zastosowanie materiatdw FGM w medycynie doykgjdimplantow [82]

2.2 Rys historyczny

Pierwsza wzmianka o materiatach gradientowych FGM pojawita sie w 1972 roku,
w ktérym zostat przyznany patent w Stanach Zjednoczonych o numerze 3694530 pod
tytutem Method of producing an integral skin polyurethane foam ktérym zostato
opisane wytworzenie materiatu o strukturze piankowej ze zmienna porseigt@Gam
wniosek patentowy zostat zony w roku 1969 [1]. W 1971 roku w MITMassachu-
setts Institute of Technologw Bostonie ukazata sie publikacja pod tytut@&reliminary
work on Functionally Graded Material@Vstepne rozwzania o materiatach funkcjonal-
nie zmiennych) [103]. Jednak problemy zwiazane z wytwarzaniem tego typu materiatow
wstrzymaty ich rozwdj przez kolejne siedensce lat. Dopiero w 1984 roku w Japo-
nii, w Japaskim Narodowym Laboratorium Lotniczyndgpanese National Aerospace
Laboratory), zostata sformutowana koncepcja materiatbw FGM [88, 94, 98, 168]. W na-
stepnym roku zostat zatwierdzony pierwszy patent dotyczacy materiatdw gradientowych
w Japonii [103, 168]. W tym samym roku zostato otworzone pierwsze laboratorium
w Szwajcarii zajmujace sie koncepcja niniejszych materiatdow. W roku 1986 powstaty
pierwsze patenty w Szwecji oraz w Niemczech. Widzac kecizgtynace z nowej techno-
logii, Japaczycy w kolejnym roku uruchamiaja Pierwszy Narodowy Program Badawczy
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dotyczacy materiatdbw gradientowych. W 1990 roku odbyka gierwsze konferencja
miedzynarodowa dotyczaca materiatdw funkcjonalnie zmiennych w Sendai, w Japonii.
Trzy lata p6zniej zostaje uruchomiony w Japonii Drugi Narodowy Program Badawczy
nad materiatami FGM. W 1995 roku Niemieckie Stowarzyszenie Badawcze (DFG), jako
pierwsze w Europie rozpoczyna wtasny program badawczy zajmujacy sie tematyka mate-
riatdw gradientowych. Rok p6zniej, w Japonii, liczbe projektow dotyczacych materiatdw
FGM ocenia sie na sgedziesiat siedem. A w 1997 rokuzsetki laboratoriéw na catym
Swiecie pracuja nad nowymi materiatami [103].

2.3 Przeglad literatury

W latach 1984-1989 w Japonii [185] rozpoczeto prace nad materiatami gradiento-
wymi w celu zmniejszenia wpltywu procesu uszkodzenia wywotanego ekstremalnymi
obciazeniami termomechanicznymi. W klasyczny sposéb zostato to zrealizowane po-
przez wprowadzenie dodatkowej warstwy pomiedzy materialem ceramicznym a mate-
rialem metalicznym o gruldwi 10 —~ 100 um, dajacej ciagte przegie pomiedzy fa-
zami. Pézniej odkryto wiele technik stacych do wytwarzania warstwy prgejowej
FGM [92, 93, 142] (por. rozdziat 3.3). W kolejnych latach N. Noda i Y. Obata [112, 113]
pracowali nad zagadnieniem napa@ termicznych w stanie nieustalonym oraz jego opty-
malizacja dla warstw FGM, natomiast G.N. Praveen i J.N. Reddy [126] nad nieliniowa
nieustalona analiza funkcjonalnie zmiennych warstw ceramik — metal.

Materialy FGM znajduja coraz wigksze zastosowanie w konstrukcjach pracujacych
w ekstremalnych temperaturach (3500 K [143] turbiny, silniki rakietowesa@zamolo-
téw [104, 107] czy przy tworzeniu akceleratorow, pracujacych w warunkach kriogenicz-
nych — temperatura 4 K). Konieczne byto sformutowanie réwpazwalajacych opiga
powyzsze materiaty kompozytowe wykorzystujac dostepny formalizm matematyczny.
W pierwszej kolejnéci sprobowano opigasposob zmiany wkiwosci materiatowych
przy pomocy funkcji matematycznych. Okazato sie,funkcjami najlepiej oddajacymi
charakter zmian sa funkcje potegowe i eksponencjalne.

Whprowadzenie niejednorodaci materiatowej zmusza do wprowadzenia zmian w do-
tychczasowych metodach analizy konstrukcji, ktorymi z reguty sa metoda elementow
skahczonych MES, metodazaic skanczonych MRS czy metoda elementéw brzegowych
MEB. Tematyka ta zajmowali sie J. Aboudi, M.J. Pindera i S.M. Arnold, ktorzy stworzyli
dobra, ale czasochtonna metode zwhkingh Order Theory of FGM, HOTFGNB-5, 7].

Jest to metoda przystosowana do zagaujedno- i dwuwymiarowych kotowo — syme-
trycznych.

Dla zagadnié izotropowej liniowej spreystéci zastosowano prostsze pdsag,
uzywajac transformaty Fouriera albo Laplace’a, ktéra redukuje rownauaigiazkowe
czastkowe do uktadu réwnacatkowych, rozwiazywanych nastepnie metodami nume-
rycznymi, np. metoda elementéw siezonych. Zastosowanie klasycznej wersji elemen-
téw skaczonych operujacej statymi wagttiami parametrow materiatowych na poziomie
elementu wymusza modelowanie konstrukcji jako ciata wielowarstwowego, a& mo
prowadz€ do nierealnych warkzi naprgeh na granicach elementéw. Posigp takie
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zastosowali: Z.H. JiniN. Noda [70-73], L.J. Gray, T. Kapld/i. Richardson, G.H. Pau-
lino [53, 74], K.A. Khor, Y.W. Wu [78], Y.D. Lee, F. Erdogan [90], J. Yang, K.M. Liew,
S. Kitipornchai [186].

Alternatywnym podejciem jest zastosowanie elementow gradientowych (niejedno-
rodnych). Ich szczegdlna cecha jest wprowadzenie dodatkowej funkcji aproksymujacej
na poziomie elementu, ktéra aproksymuje sdiavosci materiatowe. Podggie takie
wprowadzili do metody elementéw skozonych J.H. Kim, G.H. Paulino i M.C. Wal-
ters [79, 80, 108, 176]. Podobne sformutowanie wykorzystat V. Sladek, J. Sladek oraz
C. Zhang w metodzie elementéw brzegowych [150-152]. W publikacjach G.H. Pau-
lino [80], B.L. Wanga [177], A. Kawasaki i R. Watanabe [76] zastosowano elementy or-
totropowe homogeniczne z proporcjonalnie zmiennymieiaosciami materiatowymi,
natomiast N. Noda w publikacji [104] oraz S. Pitakthapanaphong w artykule [124] zasto-
sowali elementy ortotropowe homogeniczne, ale z nieproporcjonalna zmiasewdsci
materiatu (por. rozdziat 4.1). Bardziej zaawansowana analize zastosowali J. Aboudi [7]
oraz M. Nematt - Alla [102] stosujac zmienne parametry materialtowe w dwoch wy-
miarach, ograniczajac sie jednak tylko do homogenicznych (jednorodnych) elementow
skahczonych.

Szczegobtowe informacje na temat materiatdw gradientowych, w szczeégdhaty-
czacych ich wytwarzania, numerycznego modelowania czy zastosowania w aplikacjach
mozna znalez w pracach [135, 149] oraz na stronie internetowej Sieci Doskénato
Knowledge-based Multicomponent Materials for Durable and Safe Performance KMM -
NoE [82].



3. TECHNIKI WYTWARZANIA
MATERIALOW GRADIENTOWYCH

Kazdy z proceséw wytwarzania materiatéw kompozytowych, a w szczegdinumate-
riatdw gradientowych jest przystosowany do odpowiedniego rodzaju materiatu, ksztattu,
rozmiaru, wart8ci gradientu zmian materiatowych czy mikrostruktury gradientowych
komponentéw. W dalszej c&ei pragne scharakteryzovaajwaniejsze techniki wy-
twarzania materiatbw FGM, klasyfikujac je ze wzgledu na charakter i rodzaj materiatu
pierwotnego.

3.1 Metody technologii proszkowej

W tej czesci opisze pokrétce najwaiejsze metody wytwarzania wykorzystujace
technologie proszkowe. Sposoby wytwarzaniazmmpodzielt na kilka kategorii: metoda
upakowania suchego proszku (adgy powder compactiorf30, 103], metoda odlewania
z mas lejnych i filtracji (angslip casting and filtratioh [25, 95, 98, 103, 160], metoda
odlewania folii (ang.tape castiny [33, 103, 187, 191], ale tale poprzez procedury
infiltracji (ang. infiltration procedurey [96, 98, 125] czy przygotowanie preformy ze
zmienna porowafia materiatu [26, 69, 98].

Dla wszystkich metod proszkowych stosowane sa proszki pochodzace od metali,
réznego rodzaju stopéw, materiatéw ceramicznych czy innego typu komponentéw. Po-
zwalaja one na stworzenia struktury gradientowej ciagtej lub zmiennej skokowo. Obecnie
dostepne na rynku rozmiary czastek proszku wahaja sie od kilku nanometréw po setki
mikrometrow.

3.1.1 Metody wytwarzania przy pomocy suchego proszku

Metoda wytwarzania oparta na technologii suchego proszku @mygoowder me-
thodg jest podstawowa technika, polegajaca na przygotowaniu odpowiedniyaid
mieszanek proszkowych z poszczegolnych sktadnikow i naktadaniu tych mieszanek war-
stwami, jedna na drugiej. Minimalna grudiowarstwy jaka mpe zosté uzyskana to
0.2 [mm] [103]. Zaczynajac od sproszkowanego materiataliwe jest uzyskanie opty-
malnych warunkéw dotyczacych odpowiedniej zmiesriontasciwasci materiatu gra-
dientowego tak na poziome catego kompozytu, jak i na poziomie mikrostruktury (por.
rys. 3.2).

Po utworzeniu warstw z materiatdw sproszkowanych nastepuje kolejny etap techno-
logiczny spiekania sktadnikéw (angintering step, polegajacy na zastosowaniu odpo-
wiedniego pola temperatury w celu zageszczenia odpowiednich warstw proszkowych
prowadzacy do powstania zmiennej struktury FGM. Czynnikami decydujacymi o po-
wstaniu materiatu kompozytowego o odpowiednichsgtavosciach sa odpowiednio dtugi
czas konsolidacji materiatu prowadzacy do rozrostu ziaren oraz zastosowanie zmiennego
pola temperatury (por. rys. 3.1).
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Rysunek 3.2. Schematyczne przedsta-

Rysunek 3.1. Schematyczny wykres za- wienie metody wytwarzania z Ssu-
leznasci temperatury od czasu w proce- chego proszku z wykorzystaniem ci-
sie utwardzania [14] Snienia [161]

Technika ta pozwala na wyprodukowanie gotowego komponentu, w ktérym udziat
poszczegblnych sktadnikow materiatu kompozytowegaenwaha sie w przedziale od
0-100% [30].

3.1.2 Metoda odlewania z mas lejnych i filtracji cénieniem

Metoda odlewania z mas lejnych (argdip casting jest jedna z metod proszkowych
tradycyjnie stosowana do produkcji materiatow ceramicznych. Przyktadowy komponent
w oryginalnych rozmiarach zostat przedstawiony na rys. 3.3. W o§6ljest to metoda
filtracji, w ktorej zawiesina proszkowa jest odlewana w gipsowy odlew, skad nastepnie
odprowadzany jest ptyn pozostawiajac czastki materiatbw proszkowydtiaakach
odlewu. Zmienn&t materiatu mae by¢ ksztattowana poprzez zmiane sktadnikéw kom-
pozytu lub poprzez modyfikacje rozmiaru ziaren podczas odlewania. Technika filtracji
ciSnieniem bazuje na tej samej zasadzie jak metoda odlewania mas z lejnychzz ta ré
nica,ze forma proszkowa jest tworzona w odlewie gipsowym p&dieiniem. W obydwu
technikach konieczny jest proces konsolidacji materisitotéring stejp, podczas ktérego
proszki sa odpowiednio zageszczane tworzac strukture gradientowa.

Ciagta zmienngt materiatu kompozytowego metal — ceramik z nieliniowym profilem
jest uzyskiwana poprzez dodatkowe przemieszanie komponentéw w trakcie procesu se-
dymentacji. W powygszym procesie dieé znaczenie ma @y rozmiar czastek, gesto
i/lub lepkast masy odlewniczej [25, 160].

3.1.3 Metoda odlewania folii

Metoda odlewania folii zostata schematycznie przedstawiona na rys. 3.4. Masa od-
lewnicza (angslip) oraz mieszanina proszkéw jest doprowadzana poprzez podajnik na
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Rysunek 3.3. Gotowy komponent wytworzony metoda odlewaraa l@jnych w orygi-
nalnych rozmiarach z forma odlewnicza [41]

taSme z cienka warstwa folii. Minimalna grusiofolii miesci sie generalnie w przedziale
od 25 [um[ do 1 [mm].

prowadnica odlewu

masa lejna

odlew

tasmoclgg 2

Rysunek 3.4. Schemat procesu odlewa-  Rysunek 3.5. Zastosowanie metody od-
nia folii [172] lewania folii w komercyjnym przemy-
Sle [41]

Masa odlewnicza zawiera wode, czastki materiatdbw proszkowych oraz spoiw&tCato
jest osuszana tworzac tzw. ,zielona taflgi€en body, z ktérej w procesie konsolidacji
jest otrzymywany gotowy produkt. Na rys. 3.5 zostata zaprezentowana produkcja mate-
riatdbw kompozytowych metoda odlewania folii w sposéb komercyjny.

W przypadku materiatbw FGM produkowanych ta technika, tworzonessgytéfolie)
z réznych sktadnikéw, ktére sa nastepnie naktadane na siebie.

3.1.4 Proces infiltracji

Istnieje kilka rodzajéw proceséw infiltracji stacych do produkcji materiatéw gra-
dientowych. Wszystkie zaczynaja sie od wytworzenia materiatu porowatego, ktory sta-
nowi rodzaj preformy. Technika produkcji preformy jest podobna do procesu wytwarzania
przy wyciu suchego proszku z jednokierunkowym rozciaganiem i/lub izostatycznym
ciSnieniem oraz z wykorzystaniem preutwardzania w celu otrzymania porowatego kom-
ponentu. Caty proces prowadzony jest dotad, dopoki nie zostanie otrzymana struktura
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skokowych lub ciagtych zmian porowdm materiatu. W powygszym procesie niezbedne

sa tzw. infiltranty, ktére umieszczane sa w formie wstepnej i wchodza z nia w reakcje
budujac kolejne warstwy materiatu FGM. Profil gradientu zmian jest ograniczony ze
wzgledu na aycie gradientowej preformy.

ﬁ,——wolna powierzchnia
|

naprzemienna
[ pompa
% '-:-? elektromagnetyczna
[0

iplynny metal
ARRN/
: é material

DU

if kompozytowy
‘: ':. ;/é wldknista
:::::::j::, Trat 4 preforma
I,

Rysunek 3.6. Schemat procesu infiltracji wywotanej magnetoddynamicznym rezo-
nansem matrycy [173]

3.1.5 Formowanie wtryskowe proszkow

W produkcji seryjnej technika formowania wtryskowego proszkow (grmwvder
injection molding jest stosowana do tworzenia zardwno metali jak i komponentéw cera-
micznych [24]. Odpowiedni proszek jest mieszany z organicznymi spoiwami dopdki nie
zostanie uzyskana jednorodna konsystencja. Nastepniezgaaynieszanka jest dostar-
czana do klasycznych wtryskarekywanych do produkowania komponentéw polime-
rowych. Otrzymany w ten sposob produkt jest termicznie utwardzany. Podczas procesu
nagrzewania produkt jest ta& pozbawiany spoiwa. W nastepnej kol&joiovytworzony
porowaty materiat poddawany jest kolejnej obrébce termicznej, zazwyczaj w tempera-
turze 2/3 temperatury topnienia (arggntering, prowadzacej do utwardzenia materiatu
poprzez zwiekszenie jego gest Istnieje maliwost wytworzenia gotowych elemen-
tow 3D, jednak funkcjonalna zmiengmmateriatu jest ograniczona [56, 66, 136] (por.
rys. 3.7).

3.1.6 Samopostepujaca wysokotemperaturowa metoda syntezy

Samopostepujaca wysokotemperaturowa metoda syntezy $alig— propagating
High — temperature Synthesis — §H8st metoda bazujaca na bardzo gwalttownej eg-
zotermicznej samopodtrzymujacej sie reakcji chemicznej, ktéra spontanicznie propaguje
sie w ciele zmieniajac wstepny materiat w gotowy produkt. Metoda SHS zostata odkryta
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Rysunek 3.7. Schemat wtryskarki zacej do produkcji materiatéw gradientowych me-
toda formowania wtryskowego proszkow; 8cubowa, B. Ttokowa wtryskarka [41]

przez Merzhanova i jego wspotpracownikow w latachssdeiesiatych XX wieku. Jest
bardzo atrakcyjna ze wzgledu na bardzo krétki czas potrzebny do wytworzenia gotowego
produktu (kilka sekund w poréwnaniu do kilkunastu godzin w przypadku innych me-
tod). Musza by jednak spetnione trzy podstawowe kryteria, aby reakcja mogta w ogole
zosta& wywotana. Po pierwsze, proces jest silnie egzotermiczny, czyli oddajacy ciepto
do otoczenia, temperatura @@ siega nawet do 3000 K (il&t ciepta oddawanego do
otoczenia to 167 [kJ/g mol]), dlatego muszaspetnione specjalne warunki otoczenia
dajace maliwost odprowadzania tak aych iloSci ciepta. W przeciwnym wypadku front
reakcji mae sie zatrzym@aprzed przeksztatceniem catego wyrobu w gotowy produkt. Po
drugie, jeden ze sktadnikow musi by stanie ptynnym lub gazowym aby mogto &bj
do dyfuzji sktadnikéw. Po trzecie, strunfi@dprowadzania ciepta musibynniejszy nz
strumieh generacji ciepta.

Jedyna wada povegzej metody jest dia porowat&¢ otrzymanego produktu (30 —
50%) [24, 34, 159].

Najwieksze zastugi w pracy nad wytworzeniem materialow gradientowych metoda
SHS maja Feng i Moore’a ktérzy odkryli nastepujaca reakcje [40]

3TiOy + 3C + (4 + x)Al + yNi 4 zAl, 03 = 3TiC + (2 4 z)Al,O3 + xAl

lub
[(x +y)/2]NiAl
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Rysunek 3.8. Wytworzenie komponentu ceramicznego metbtiav CSM (fotografia
zrobiona przez Johna Moore’a) [169]

gdziex i y moga b¥ zmiennymi pozwalajacymi wytworzyzaréwno kompozyty cera-
miczne, kompozyty metaliczno — ceramiczne (amgtal ceramic compositezy kom-
pozyty ceramiczne o wigiwadsciach intermetalicznych.

Feng i Moore [39] odkryli take inna reakcje

pozwalajaca na produkowanie materiatu FGM zbudowanego z cztereajctowarstw
dlaz = 0,5, 10, 17.

3.2 Metody osadzania

Metody osadzania (angleposition methodstuza gtéwnie do produkcji cienkich
warstw majacych chrobi materiat przed ekstremalnymi warunkami, takimi jak: wy-
soka/niska temperatura, utlenianie czyytie. Gtéwnym problemem technicznym jest
odkrycie odpowiedniej metody wytwarzania pozwalajacej na produkcje materiatéw FGM
ze zmienna mikrostruktura materiatu. W dalszejstigostana zaprezentowane nawa
niejsze metody skace do produkgcji cienkich warstw gradientowych [143].

3.2.1 Osadzanie elektrolityczne i elektroforetyczne

Osadzanie elektrolityczne i elektroforetyczne (aBdectrophoretic Deposition —
EPD) sa bardzo atrakcyjnymi technikami gacymi do wytwarzania materiatow gradien-
towych FGM i sa chetnie stosowane przez wiele zespotow badawczych [13, 17, 18, 20,
50, 128-132, 137, 141, 174, 175, 192].

Metoda elektroforetycznego osadzania jest procesem koloidalnym polegajacym na
wykorzystaniu zjawiska ruchu natadowanych czastek fazy rozproszonej uktadu koloidal-
nego, znajdujacego sie w polu elektrycznym, wzgledem fazy rozpraszajacej. W przy-
padku zawiesin wielosktadnikowych, @y ze sktadnikéw charakteryzuje sig inna ru-
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chliwoscia, stad w czasie trwania procesu,zetigie czastek bardziej ruchliwych spada,
natomiast steenie pozostatych komponentéw w zawiesinie wzrasta.

Powyzsza metoda jest z reguty wykorzystywana do produkcji materiatu gradiento-
wego Cu-Ni z kontrolowana koncentracja zmian $diavosci materiatu do 30% finalnego
produktu (1um), gdzie naktadana jest cienka warstwa sproszkowanego tlenku glinu
Al,O5 [141].

EPD i metoda osadzania elektrolitycznego wykorzystywana jest do wytwarzania okre-
Slonych ilcsci materiatbw FGM oraz kompozytdéw warstwowych. Zostata odkryta pod
koniec poprzedniego stulecia i opisana w pracy Gasika i Zhanga [50]. Dalsze badania
pozwolity na zastosowanie powyzej techniki do produkcji gradientowych materiatéw
ceramicznych oraz kompozytow metalowo-ceramicznych (MMC). Szczegotowy opis tej
techniki przedstawili w cyklu swoich publikacji Put ze wspotpracownikami [128—-131].

3.2.2 Powlekanie zawiesinowe

Powlekanie zawiesionowe (argjurry depositiof polega na wymieszaniu odpowied-
niego materiatu (materiat metaliczny, ceramiczny lub szkto) w postaci proszku z organicz-
nym ptynem & do otrzymania zawiesiny, umieszczeniu powstatej mieszaniny w maszynie
natryskujacej, odparowaniu z niej ptynéw lub doprowadzenie do substancji o konsy-
stencjizelowej oraz ogrzaniu do odpowiedniej temperatury do ustabilizowania struktury
i zwigkszenia ges8ti materiatu. Metoda nze byc stosowana zaréwno do elementéw
wielkogabarytowych jak i do elementéw o matej obfgt[24].

3.2.3 Metoda osadzania warstw poprzez ablacje laserowa

Metoda osadzania warstw poprzez ablacje laserowa, w skrocie technika PLP(@&ng.
sed Laser Depositign opiera sie ona na procesie laserowej ablacji (utrata masy z po-
wierzchni poruszajacego sie ciata na skutek parowania, tarcia, sublimacji [116]. Nanose-
kundowa wiazka lasera impulsowego uderza w materiat matsudystraj umieszczony
w komorze praniowej. W wyniku absorpcji promieniowania laserowego nastepuje pod-
grzanie, stopienie i cagiowe odparowanie materiatu. Powstate pary ulegaja jonizacji
oraz tworzy sie plazma. W plazmie powstaje fala uderzeniowa, czyli waski obszar wyso-
kiego cénienia i temperatury powstajacy w wyniku absorpcji promieniowania laserowego
przez plazme. W efekcie nastepuje ekspansja plazmy, a nastepnie jej rekondensacja na
podtazu oraz formowanie powtoki [181].

Powyzsza metoda posiada bardzo bogate opracowania teoretyczne z punktu widzenia
fizyki i jest szeroko stosowana nie tylko do produkcji materiatéw gradientowych, ae tak
do tworzenia cienkich warstw na komponentach biomedycznych lub warstw trybologicz-
nych na metalicznych lub niemetalicznych padioh [23, 84, 86, 87, 134].

3.2.4 Natrysk plazma

Metoda natrysku plazma polega na wprowadzeniu w strapligzmy materiatu w po-
staci sproszkowanej, gdzie nastepuje jego nadtopienie lub catkowite stopienie, po czym
zostaje on z dza predk&cia naniesiony na podite (substraj (rys. 3.9).
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Plazma termiczna jest gestym silnie zjonizowanym gazenrdezbavysokiej entalpii
potrafiacym ,przetransportowaczastki materiatu do dowolnego stopu metali czy mate-
rialu ceramicznego poprzez proces dyfuzji w wysokich temperaturach. W tradycyjnych
pistoletach plazmowych plazma z czastkami materiatu jest wystrzeliwana z poiglko
powyzej 200 m/s.

Rysunek 3.10. Pieciowarstwowy funkcjonalnie zmienny koayp ZrO,/NiCoCrAlY
wytworzony za pomoca natrysku plazma [170]

W wyniku procesu, otrzymujemy finalny produkt zawierajacy podobnej wislko
ziarna bez dodatkowych kolumnowych krawedzi (rys. 3.10).zMea jest take nie
tylko depozycja metalu, ale tak stworzenie ciagtej zmiennej struktury poczawszy od
czystego metalu poprzez wymieszanie materiatu metalicznego i materiatu ceramicznego,
az do uzyskania czystego materiatu ceramicznego poprzez wykorzystanie automatyzacji
procesu i ciagly natrysk plazmy [54, 78, 123, 153, 183]. Jednym z gtbwnych zastosowa
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natrysku plazma jest tworzenie tzw. warstw TBC (afigermal Barrier Coating, ktorych
zadaniem jest ochrona materiatu przed ekstremalnymi warunkami otoczenia.

3.3 Metody in-situ

3.3.1 Spiekanie laserowe

W metodzie spiekania laserowego (amaser cladding, pod wpltywem dziatania
wiazki laserowej, materiat lokalnie, powierzchniowo zmienia faze ze statej w ciekia. Na
tak powstaty obszar materiatu w fazie ptynnej w sposoéb ciagty dostarczany jest sprosz-
kowane zbrojenie. Nastepnie wiazka laserowa jest przesuwana do kolejnego punktu,
a w poprzednim miejscu materiat krzepnie, g ze soba dodane czastki materiatu
wzmacniajacego. W ten sposob tworzone sa kolejne warstwy materiatu [157]. Metoda
laserowego spiekania jest bardzo wygodna w zastosowaniu ze wzgledaaawtoma-
tyzacje procesu oraz mliwost szerokiej kontroli procesu.

3.3.2 Formowanie natryskowe

Schemat procesu formowania natryskowego (@pgay forming zostat zaprezento-
wany narys.3.11. W pierwszym kroku nastepuje atomizacja gazu argonu Ar lub azotu N
w celu wyprodukowania substancji natryskowej, ktora bedzie zawierata czastki — pastylki
(droplety o wymiarach 10-500./m]. Nastepnie pastylki sa natryskiwane na preforme,
skad odprowadzana zostaje w spos6b powolny jakakolwiek poz&esmow, prowa-
dzac do utwardzenia materiatu [52].

Gtéwna zaleta powgszej metody jest dia gest&éC otrzymywanego produktu (teo-
retycznie do 98%) oraz da predk&t depozycji (do 2 [kg/s]) [89]. Jako pierwsi wspo-
mniana metode wykorzystali do produkcji materialu FGM na bazie miedzi, aluminium
i berylu Richardson i McKechnie przy produkcji &g do reaktoréw [133].

3.3.3 Odlewanie o8rodkowe

Metoda odlewania aatodkowego (angcentrifugal castingpolega na wykorzystaniu
sit odsrodkowych do formowania gradientu materialu kompozytowego w fazie meta-
licznej ptynnej, zawierajacego ta& faze stata. Produkcja intermetalicznych materiatéw
FGM maze byt podzielona na dwie kategorie w zatesci od temperatury topnienia
materiatu intermetalicznego. Z&i temperatura topnienia bedziesra nz temperatura
procesu to sity osrodkowe beda oddziatywaly na obydwie fazy materiatu i obydwie
fazy beda podlegaly procesowi utwardzania. Natomiast w sytuacji odwrotnej, faza in-
termetaliczna pozostanie w stanie statym i sibgdikowe nie beda w sposéb znaczny
modyfikowa jej podczas trwania procesu.

Powyzsza metoda byta szeroko dyskutowana w pracach zespotéw badawczych z Ja-
ponii [100, 115, 180, 184], jednak mechanizm in-situ dla materiatbw FGM nie jest jeszcze
do kahca dobrze poznany.
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Rysunek 3.11. Schemat procesu formowania natryskowego [52]

3.4 Rapid prototyping

Komponenty aywane w seryjnych produkcjach posiadaja zazwyczaj skomplikowana
geometrig, dlatego ich proces wytwarzania sprzegniety jest zazwyczaj z komputerem za
pomoca systeméw CAD/CAM. Caty proces wytwarzaniaSckgpoczawszy od projektu
komputerowego 3D w programie CAD do wytworzenia gotowego wyrobu poprzez sprze-
gniecie maszyny wytwarzajacej z komputerem przy pomocy technologii CAM, nazywany
jest Rapid Prototyping(szybkie wykonywanie prototypow). W dzisiejszym przesiey
niezbedna jest nmiwost wytwarzania komponentéw w sposéb seryjny ze wzgledu na
konieczn&t minimalizacji kosztéw produkcji. Jest to najmrdejszy problem nowych
technologii.

3.4.1 Metoda MJS

Metoda MJS (angMultiphase Jet Solidificatigrbyta pierwsza z technik Rapid Pro-
totyping wytwarzajaca gotowy produkt [51]. W technice MJS mikstura goracych czastek
spoiwa w postaci proszku z odpowiednio dobranymiggtevasciami lepkimi jest umiesz-
czana we wtryskarce pracujacej w dwoch wymiarach. W trakcie procesu chtodzenia
mikstura zostaje utwardzona oraz zostaje uformowany gotowy wyréb.

3.4.2 Drukowanie 3D

Metoda drukowania 3D zostata wynaleziona i opatentowana przez MIT (Massachu-
setts Institute of Technology w Bostonie). Technologia procesu wytwarzania jest bardzo
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podobna do zasady dziatania klasycznej domowej drukamkiretntowej. Rénica polega
jedynie na tymze nie drukujemy na ptaskiej kartce papieru (2D) tylko w przestrzeni,
a ,atramentem” sa odpowiednie czastki materiatow (rys. 3.12. W jednym cyklu maszyna
jest w stanie wytworz§ warstwe o grubgci 20-200 [:m].

Rysunek 3.12. Zdjecie maszyny saicej do drukowania 3D [82]
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4. KONCEPCJA MATERIALU
KOMPOZYTOWEGO FUNKCJONALNIE
ZMIENNEGO

4.1 Gléwne zal@enia sformutowania

W najogolniejszym ujeciu, istnieja dwa poéeja do modelowania w&giwasci ma-
teriatu gradientowego zatee od stopnia powiazania pomigdzy skalami mikro i makro.

W podegciu niepowiazanym zaniedbywany jest efekt gradientu mikrostruktury przez
przyjecie specjalnego rozktadu gtawaosci efektywnych, ktéry jest albo zaktadany
a priori albo otrzymywany w wyniku lokalnej homogenizacji jedna z metod: Reussa lub
Voigta, Mori-Tanaka czy technika konsystentna [99]. Efekt gradientu jest zatem definio-
wany w analizie makroskopowej przez podanie odpowiedniej funkcji matematycznej lub
w analizie numerycznej przez podanie wadiodyskretnych. NajcAgiej jako funkcje re-
prezentujace przyjmowane sa aproksymacije liniowe, kwadratowe, wielomiany kubiczne,
funkcje eksponencjalne oraz schodkowe. Pstlej makroskopowe jest szeroko stoso-
wane ze wzgledu na swoja prostote, niemniej pozostaje uproszczeniermigdynika
w lokalna mikrostrukture.

Z drugiej strony poddicia powiazane uwzgledniaja efekt zmiegciamikrostruktury
I nie zaniedbuja wzajemnej interakcji na szczeblach lokalnym i globalnym pomiedzy
r6znymi fazami. Sa one jednak czasochtonne i ograniczone do szczegdinych rozkta-
déw. Aboudi, Pindera i Arnold [4, 5, 7] wprowadzili teorie wgzego rzedu materiatow
gradientowych nazwana HOTFGM wigca bezpsrednio wi&ciwasci w skali mikro
z wtasciwasciami w skali makro. W modelu okskanym jako efektywny HOTFGM, (opu-
blikowanym przez Bansala i Pindere [12]kradnione po objefiti parametry mywane
w oryginalnym podé&ciu HOTFGM zostaly zastapione przez gdavosci usrednione po
powierzchni. Wigksz& prac dotyczy jednak przypadku zmieseowtssciwaosci w jed-
nym kierunku, z& proby rozszerzenia na przypadek dwukierunkowy sa bardzo rzad-
kie [6].

Najprostsza aproksymacja jednokierunkowej ciagtej zmiéonmodutu spreysto-
ci, wspotczynnikOw rozszerzalgoi termicznej oraz wspoétczynnikow przewodaoter-
micznej funkcjami eksponencjalnymi pochodzi od Nody i Jin [106]

E = EyeP® o = qpe” A= N\ge?® 4.1)

W przypadku jednokierunkowo gradowanych kompozytow ceramik-metal (stop metali)
bardzo czesto stosowana jest aproksymacja udzialu &ojeteego fazy metalicznej
funkcja potegowa rys. 4.1

Vi = (%)m 4.2)
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Rysunek 4.1. Profile kompozytéw o niejednoro#rigednokierunkowej [43]

Rozwaajac materiat ortotropowy o zmiense gradientowej w jednym kierunku,
Kim i Paulino [80] zaproponowali nastepujaca aproksymacije sktadowych tensorg-spre
stcsci dla przypadku ptaskiego stanu napegia

Ell(ﬂfl) = E?le‘ml EQQ(.Tl) = ESQGB:EI Glg(ﬂfl) = G?Qem (43)

gdzieF},, EY, andGY, oznaczaja state sprgstdsci dla materiatu jednorodnego (referen-
cyjnego). Propozycja ta pozwala rozzea trzy przypadki szczegolne:

materiat ortotropowy jednorodnyey, 3, ) = (0,0, 0)

materiat ortotropowy z proporcjonalnym gradowaniém; 3, v) = (o, o, @)

materiat ortotropowy z nieproporcjonalnym gradowani¢mz~ 3 # )
Dodatkowo, w przypadku jednokierunkowej zatesci od pola temperatury relacje (4.3)
sa uogodlniane do postaci

En(zy,T) = EQ(T)e™™  Eg(xy,T) = ES%(T)e™™  Gio(x1,T) = GY5(T)e™
(4.4)

4.2 Metody homogenizacji

Efektywne widciwasci termomechaniczne niejednorodnego dwufazowego kompo-
zytu zalea od udziatu procentowego obu faz oraz od fizycznych parametradega
z komponentow w danej temperaturze. Najprostsza z regut mieszania bazuje na liniowym
podegciu znanym jako oszacowanie \oigta [35, 144, 163, 166]

P(T7 X) - PA(Tv X)VA(X) + PB(Tv X)VB(X) (45)
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Alternatywna reguta, w ktérej wiaiwosci efektywne podlegajgredniej harmonicz-
nej, znana jest jako oszacowanie Reussa

1 ) W)

P(T,x) Pa(T,x)  Ps(T,x) (4.6)

Jednake, powysze reguty znajduja ograniczone zastosowanie z uwagi naziakt,
dla udziatéw objetsciowych bliskich 0 lub 1 oszacowanie Voigta znacznie s&nir@d
oszacowania Reussa. Aby wyeliminaviego typu ranice, Tomota i in. [19, 21] za-
proponowali zmodyfikowana regute mieszania, w ktémjwa sie empirycznego wspot-
czynnika ¢ charakteryzujacego zaedst pomiedzy jednoosiowym nameniem oraz
odksztatceniem dla obu: faz A-ceramika oraz B-metalu lub stopu metali. Efektywny mo-
dut spreystdci jest dany nastepujaca zahescia
g+ E. Oc— O

VinEm + Ve Ee :
¢ i gdzie e = (0<g<o0) (4.7)

E =
evm—i_‘/c q+Em 1 €m — Ec

Efektywny wspétczynnik przewodisgi cieplnej wyraa sie wzorem [19, 74]

)\m‘/c(/\c - Am)

A= Am 4.8
T O — 2V 3 (4.8)
podczas gdy efektywny wspétczynnik rozszerzakidermicznej wzorem
_ (1/K —1/Ky)(ae — am)
= 4.
T K — 1/, (4-9)
natomiast efektywne moduBcisliwosci orazscinania wynosza odpowiednio
7 a‘/cKm(Kc - Km) -~ b‘/ch<Gc - Gm)
K=K, = Gn 4.10
VoK. +aViky OO T UG oG (4.10)
gdzie
K. (3K, +4Gy) (14 0)G. 9K, + 8Gh
= b=—“-° =7 411
T Ku(3K. +4G.) Gt cGe 7 6Ka12Gn (4-11)

W przypadku kompozytu cyrkonowo-tytanowego Zf0-6Al-4V Noda sugeruje
stosowanie nastepujacych regut mieszania

B Ee+ (Ey — E)V2/? S » {1 . 3(Am — Ae)Vin
NE.+ (Ew — BV = Vi) UL B+ Q= AV
a = ameEm/(l - Vm) + ac‘/cEc/(l - Vc) = Cmpme + Ccpc‘/::
 VaEn/(1 = vw) + VeE /(1 — ve) PVt pcVe

(4.12)
Bazujac na teorii mikromechanicznej Gasik i Lilius [49] wyprowadzaja bardziej za-
awansowane zaedsci wane dla materiatébw kompozytowych zbudowanych na bazie
wolframu i miedzi
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podczas gdy dla proponowana jest bardziej skomplikowana formuta.

Omawiane dotychczas metodgredniania nie pozwalaja prawidtowo opiskom-
pozytu o strukturze segmentowej (por. rys. 4.2) wykazujacego silne niestagtatych
materiatowych obu komponentéw, gdzie parametaprezentowany na rys. 4.2 oznacza
staly okres zmienrgxi sktadnikbw kompozytu) > «*. Cykl prac Wozniaka [138, 182]
zostat p&wigcony technice modelowania tego typu klasy periodycznie zmiennych mate-
riatbw o niejednorodn&ci zmieniajacej sie bardzo wolno. W pracy [63] zaprezentowano
inne rozwiazanie tego problemu opartej na koncepcji metody elementdwezkwoych
z uwzglednieniem dodatkowej materiatowej funkcji ksztattu.

¥

A

oL

g4 /e
ﬂl"f A

J—-—,.,_\’T]

Rysunek 4.2. Fragment funkcjonalnie zmiennego materiatudazytowego o strukturze
periodycznej wzdta zmiennej (Ganczarski, Hernik [63])

Autorzy pracy [97] poddali analizie cylinder grubgenny zbudowany z opisywa-
nych powyej materiatéw funkcjonalnie zmiennych. Przedmiotem razavdyt problem
przewodzenia ciepta opisany rownaniem (4.21a), w ktorym zostaly przyjete nastepujace
zatazenia:

— rozwazany problem jest ustalony w czas%?;( =0)

— brak sprzgenia rowna mechanicznych z réwnaniami termicznymi=¢ 0)
— brak wewnetrznych zrédet ciepta, |

— konstrukcja jest kotowosymetryczn 0 =0)
redukujac oryginalny problem do rownania

V (kV6) =0 (4.14)

* W prezentowanym przykfadzie, ze wzgledu na zg@drmznaczé z cyklem artykutow Wozniaka
iin., k oznacza tensor przewodse termicznej, natomiast pramaterostat zdefiniowany povagj
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Autorzy postuguja sie specjalna technikgadniania po6l tensorowych [97] w nastepuja-

cej postaci
—)\/2

<H> ()= [ HE+ G (4.15)
A/2
W pierwszej kolejnéci pole temperatury jest rozktadane na c& odpowiadajaca za
Srednia wartét ¢ oraz cz&€ odpowiadajaca za fluktuacje

gdzie g4 jest wektorem powiazanym ze wspotrzedhaPodstawiajac (4.16) do (4.14)
otrzymujemy &rednione sformutowanie postaci

(div (k V) (£,1) =0 (4.17a)
(gadiv (k V6)) (€,1) = 0 (4.17b)

Uwzgledniajac w &rednionych rownaniach (4.17) podstawienie (4.16) mamy

— ((k) grade + (kdga) Va + (kga) Ova) = 0 (4.18a)
— 0 ((9a98k) 0V + (gak) grado) + (Ogpkdga) V5 + (0gak) gradp+
(09akgp — gakdgp) OYp + 0 (gakdgp) ¥p = 0 (4.18b)

zawierajace wspotczynniki o rzedzig()\) lub O()\?), ktére sa ciagte i wolno zmienne

w poréwnaniu do oryginalnego problemu zdefiniowanego rownaniem (4.14). Ostatecz-
nie autorzy raniczkujac uproszczony model redukuja oryginalny problem opisany réw-
naniem przewodnictwa typu Fouriera-Kirchhoffe’a do problemu jednorodnego, w kto-
rym istota materialnej periodyczgaoi przejawia sig jedynie poprzegnedniona wartst
wspotczynnika przewodrsei cieplnej< k& >=const

V(<k>V0)=0 (4.19)

Tego typu aproksymacja zerowego rzedu prowadzi do rozwiazania, ktére stracito cechy
funkcjonalnej zmienngci materiatu gradientowego, zatem proponowane zostato zastoso-
wanie aproksymacji waszego rzedu opartej na funkcji trygonometryczne;j

<k >=<k>q+ki/2{1 — cos [2nm (§ — &)] /I} (4.20)

Uzyskanie poprawnych wynikdéw na gruncie MES wymaga zastosowania elementow
skonczonych specjalnego typu [79], dopuszczajacych dodatkowa aproksymasjg-wia
wosci materiatowych. W celu weryfikacji modelu konstrukcja zostata zamodelowana
jako warstwowa w komercyjnym pakiecie metody elementéwskonych ANSYS (por.
rys. 4.3). Zestawienie rozwiazgroblemu oryginalnego (4.15) — ANSY Ssrednionego
w sensie aproksymaciji (4.16) — Wozniak, orgradnionego na drodze aproksymacjiany
szego rzedu (4.16) — FEM na podstawie elementu Kim-Paulino zawierajacego dodatkowa
funkcje aproksymacyjna przy warunkach brzegowych Dirichigia = 400°C), 0(zy =
100°C) zaprezentowano narys. 4.4.
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Fozklad temperatury dla materialu warstwowego

Rysunek 4.3. Rozwiazanie problemu termicznego dla cydimlub&ciennego wykona-
nego z warstwowego, periodycznie zmiennego materialu kompozytowego przy pomocy
pakietu ANSYS (Hernik, Ganczarski [63])
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Rysunek 4.4. Przykiad rozwiazania problemu termicznegéradku periodycznie funk-
cjonalnie zmiennym [62]
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Na rys. 4.4 czerwona linia oznacza rozwiazanie wykonang pamnocy pakietu
ANSYS, ktére mana uzna za bliskie rozwiazaniu analitycznemu. Zielona linia ozna-
cza aproksymacje zerowego rzedu zaproponowana przez Wozniaka i in. [97], natomiast
niebieska linia to aproksymacja w&szego rzedu zaproponowana przez Hernika i Gan-
czarskiego [63]. Doktadniejsza analiza pokazaje,rozwiazanie zaproponowane przez
Wozniaka i in. stanowi tylko rozwiazaniestednione, tracac wszystkie &tEawadsci ma-
teriatu funkcjonalnie zmiennego. Aproksymacjaasyego rzedu zaproponowana przez
autoréw pracy [63] w sposéb doktadniejszy aproksymuje rozwiazanie traktowane jako
doktadne (ANSYS). Powaszy przyktad w spos6b ewidentny pokazuje zalety i zysk sto-
sowania elementéw gradientowych z podwojna funkcja aproksymacyjna.

4.3 Rownania termospregystdsci dla materiatow
gradientowych

Typowe kompozyty funkcjonalnie gradowane to materiaty charakteryzujace sie z jed-
nej strony anizotropia i z drugiej silna niejednorofoig podstawowych wiwasci
termomechanicznych takich jak moduty spystdsci, wspétczynniki rozszerzalBoi ter-
micznej, wspotczynniki przewodsai cieplnej itp. od wspo6trzednych materialnych oraz
temperatury. Réwnania reprezentujace zagadnienie brzegowe teraysi@de wraz
z warunkami brzegowymi wyemne sa poprzez uktady rowmadzniczkowych czastko-
wych (4.21) i (4.23) [44, 46, 110, 155]. Pierwszy z nich przedstawia zapis nbwtaau
mechanicznego w sformutowaniu przemieszczeniowym, natomiast drugi (4.23) opisuje
stan mechaniczny w napgniach. W obu przypadkach uktady zostaty podane w dwéch
rownorzednych metodach zapisu: w notacji wskaznikowej oraz notacji absolutne;j.

— notacja wskaznikowa

[Nij (i, T)T (s, 7')]2 + 0 (2, T) + §p(2;, T) = o(T)eo (T)T (2, 7)  (4.21a)

T (SCZ T = 0) = TO
) (4.21b)
{ Aij (i, T)T j(i, T)ngly, = B(T (@i, 7)|s — Tes)
1
{Eijk;l(l‘ia T) |:§ (UkJ + ul,k) — Ozkl(l‘i, T)Qéqq} } + Xi =0 (421C)
J

ui|21 = u?
1 4.21d
Eijri(x;, T) {5 (g + wrg) — ag(z, T)05pq:| n;|  =.5Y ( )

P
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— notacja absolutna
div [\ (z, T)VT(z, )} ndivis + ¢y (z,7) = o(T)e,(T)T (z, 7) (4.22a)

T(x,7=0)=
{ )\T(x T)VT (z, n}z = B(T(x,7)|g — Tso) (4.22b)

div {E(x,T): b (Vu+V'u) —1-a(z T)@} } +X =0 (4.22c)

uly, =u
{ E(z,T): [% (Vu+ V) -1 -aT(m,T)H} nl = g0 (4.22d)

P

Roéwnania (4.21a) i (4.23a) wraz z warunkami poczatkowo — brzegowymi sa iden-
tyczne dla obu sformutows(przemieszczeniowego i nageniowego), co jest oczywiste
ze wzgledu na istnienie rdorodn&ci zapisu stanu mechanicznego, przy braku podob-
nego rozranienia w przypadku rowreprzewodzenia ciepta Fouriera — Kirchhoffa, ktére
opisuja stan termodynamiczny uktadu. W pasgych réwnaniach;(z, T") jest tenso-
rem o walencji Il opisanym wzorem (4.35a) zawierajacym wspo6tczynniki przevsmino
termicznej zdefiniowane dla kdego z kierunkéw gtéwnych. Kala ze sktadowych ten-
sora zaley od aktualnej temperatur§(z, 7), a ponadto, w przypadku materiatéw gra-
dientowych, zaley takze od wektora potreniaz. Symbolg,(z,T') 0znacza wewnetrzne
zrédta ciepta, ktére tate moga bg zalezne od aktualnej temperatury oraz wektora poto-
zenia,o(T) — oznacza ges#o materiatu zalena od temperatury,, (7)) — ciepto wigciwe
przy statej objetéci, ktére podobnie jak i gesio tez jest funkcja aktualnej tempera-
tury. Gdy parametr; # 0, nastepuje sprzgnie rowna mechanicznych z réwnaniem
termicznym. Powygsza sytuacja nee nastag@ w przypadku, gdy w trakcie deformacji
konstrukcji nastepuje dysypacja energii zwiazana z powstaniem tarcia na granisich po
zgu, prowadzaca do generacji ciepta i zmiany réwnowagi termicznej materiake Mo
nastapt w przypadku daych odksztatoe plastycznych (uderzenia) lub w trakcie procesu
uszkodzenia przy tworzeniu sie mikropustek i mikropeknie

Ze wzgledu na rozkiad funkcji temperatury analizowany jest proces nieustalony. Dla-
tego konieczne jest podanie jednego warunku poczatkowego oraz dwdch warunkéw brze-
gowych zwiazanych z funkcja temperatufyz;, 7). Pierwsze z rownauktadu (4.21b)
lub uktadu (4.23b) jest warunkiem poczatkowym, w ktorym prawa strona rownania re-
prezentuje zadana temperatdigw chwili 7 = 0. Drugie z rowna okresla warunek
brzegowy Ill rodzaju (warunek Robbina), w ktérym symbolokresla wspotczynnik
swobodnej/wymuszonej konwekcji,; jest wektorem normalnym skierownym na ze-
wnatrz powierzchni, ktory jest brzegiem obszaru. Symbbl, oznacza temperature
odniesienia w dowolnie dalekiej odle@a od zrédta ciepta. W przypadku, gdy prawa
strona strona réwnania jest rownaotrzymujemy warunek brzegowy Il rodzaju (waru-
nek von Neumana), gdzig jest zadanym strumieniem ciepta doptywajacym do obszaru
lub oddawanym do otoczenia. W przypadku, gdy lewa strona rownania jest rowna zeru
otrzymujemy warunek brzegowy | rodzaju (warunek Dirichleta), w ktorym zadana jest
znana temperatura na brzegu obszaru

Roéwnanie (4.21c) reprezentuje stan mechaniczny ukfadu i jestzeprgg rownaniem
przewodzenia ciepta poprzez funkcje temperatury w sformutowaniu przemieszczenio-
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wym (sformutowanie Lame). Wektar; oznacza szukany rozktad funkcji przemieszcze-
nia, £ (z;, T) reprezentuje tensor konstytutywny o walencji 1V, zaig od aktualnej
temperatury oraz wsp6trzednych poémia, ktérego doktadniejsza interpretacja jest prze-
dyskutowana w dalszej c&ei niniejszego rozdziatuy;;(z;, T") jest tensorem o walencji

Il zawierajacym wspétczynniki rozszerzabw termicznej, ktére tate moga bg funk-
cjami temperatury i wspoétrzednych pakenia, a szczegétowo przedstawiony réwnaniem
(4.35b) w postaci macierzowej. Wektof; oznacza sity masowe. Symbof oznacza
wektor znanych warti przemieszcZena wycinku brzeg;, natomiast wektof? re-
prezentuje zadane obeenia powierzchniowe na wycinku brzegy. 6 = T'(x;, 7) — Tret

jest r&nica temperatur, gdzig.; jest zadana temperatura odniesienia.

— notacja wskaznikowa

[Nij (@i, T)T (s, 7')]2 + 0 (2, T) + §p(2;, T) = o(T)eo (T)T (x5, 7)  (4.238)

T (SCZ T = 0) = TO
: (4.23D)
{ Aij (3, T)T (3, 7)nyl g = B (T (i, 7) |5 — Too)
€ikl€jmn [E];nlpq(xia T>qu + akn<xi7 T>05rr] Im =0 (423C)
{ oyl = 57 (4.23d)

— notacja absolutna

div [AT (2, T)VT(z,7)] + ndivis + ¢, (. 7) = o(T)e(T)T(z, 7) (4.24a)

T(x,7=0)="T,
{ )\T(z,T)VT(:E,T)n’E = B(T(z, 7))y, — Too) (4.24b)
V2 {rot rot [E~!(z,T): 0 +1- aT(.’I:,T)Q}} _0 (4.240)
tonly =5 (4.24d)

Roéwnanie (4.23c) opisuje stan mechaniczny uktadu gprzego ze stanem termicz-
nym poprzez funkcje rozktadu temperatifyz;, 7) w sformutowaniu napreeniowym
(sformutowanie Beltramiego — Michella), gdzie wie#tx;;;, oznacza symbol permuta-
cyjny Levi-Civity [155]. Oznaczenia pozostatych wieB@ sa identyczne, jak w przy-
padku sformutowania przemieszczeniowego.

Jezeli przyjmiemyze materiat jest izotropowy i jednorodny, to wtedyzemy zapisa
prawo konstytutywne nemy zapisa za pomoca zwiazkéw Duhamela — Nuemanna

1
Sz‘j = %O’Z‘j — (%Ukk — Oé@) 5ij (425)

Wykonujac odpowiednie mhiczkowania oraz przemmajac odpowiednie cztony przez
tensory Levi-Civita, a nastepnie wykorzystujac rownanie rownowagi

04,5 + Xi =0 (426)

otrzymamy znane z literatury [44, 110] rownania Beltramiego — Michella postaci

1 v
Vo, + H—Vakk,ij = _:5ijxk,k — (Xij + Xj4) (4.27)
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w ktérym pojawiaja sie odpowiednie pochodne po jednostiaiwsitach masowych.

W przypadku materiatu gradientowego (niejednorodnego) ortotropowego czy anizo-
tropowego dekompozycja prawa konstytutywnego na cztony odpowiadajace za czysta
Zmiange postaci oraz czysta zmiane obgetmie jest maliwy. Ponadto, ze wzgledu na ani-
zotropowe wiaciwosci materiatu niemziwe jest skorzystanie z pewnych klas symetrii
tensora konstytutywnego, co powoduje brakziiwosci wykorzystania réwnania réw-
nowagi w celu wyrugowania pewnych cztonéw réwnania zwiazanych z napigmi ze
znakiem minus. Stad w povegzym zapisie brak cztonéw reprezentujacych odpowiednie
pochodne po jednostkowych sitach masowych.

Warto jeszcze dodaze w przypadku klasycznych sformutowaniach termosysto-

Sci moduty konstytutywna;;, «;;, E;j,; mozna wytaczy przed operatory pola, poniewa
sktadowe tych tensoréw sa zale tylko od aktualnej temperatury. W przypadku ma-
teriatdw gradientowych (niejednorodnych) taka operacja jest niedozwolona ze wzgledu
na zalenast powyzszych tensoréw od wspoétrzednych przestrzeni. Wskutek tego ist-
nieje koniecznét przeformutowania réwrfakonstytutywnych, w ktérych konieczne jest
uwzglednienie gradientbw modutow konstytutywnych.

4.3.1 ldentyfikacja modutdéw konstytutywnych dla termosprezystasci

Sprezysty tensor sztywrizi E;;;,; 0 walencji IV (lub sprgysta macierz sztywnosci
[E) czy spreysty tensor podatrszi C;;;, (lub sprgysta macierz podatsoi C) definiuja
wtaSciwasci materiatowe stanu mechanicznego, gdzie zostata przyjeta definigja=
Ci;,il. W przypadku petnej anizotropii materiatu reprezentacja tensora konstytutywnego
(lub macierzy) zaley od przyjetego uktadu wspétrzednych. W przypadku, gdy tensory
odksztatcenia i napeenia sa symetryczne, tensor konstytutywny musi posiitesy
symetrii Cijxi = Cjirs Cijii = Cijiks Cijin = Criij) i moze byt zredukowany do macierzy
o wymiarachi x 6, jednak il&t niezal@nych elementéw macierzy wynosi 21 [148].

W przypadku zastosowania zapisu wektorowo-macierzowego otrzymujemy [91]

[ 1 - Vey . Vez  Tyz(z) Nza(x) Nay(x) T
(. L vy Myey) M) eyl |, .
o Eyy Eyy Eyy Eyy Eyy o
Eyy 1 Myz(z) Nzx(2) Ny (z) Oyy
€2z . E,. E.. E.. FE.. 02z
Yy - f Mz yz) ,Lny(yz) Ty (428)
Gy Gy Gy T
\ T2y ) sz Gfﬂﬁ \ T2y )

W przypadku spreystej ortotropii zaktadamyze istnieja trzy kierunki gtéwne (1, 2,
3) definiujace trzy charakterystyczne ptaszczyzny w materiale. W takim przypadku ilo
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niezalenych sktadowych macierzy spgstej redukuje sie do 9 [64]

-1 V21 V31 ]
—_ = —— 0 0 0
E,y {51 E,y
( V12 V39 r \
€ _ = - 0 0 0
11 2 y o 011
€22 V13 Vo3 1 0 0 0 022
b | B BB 733 (4.29)
V23 0 0 723
Y31 G 1 T31
L V12 ) G—lg 0 L T12 )
1
B Gia

gdzie zostaty uwzglednione dodatkowe warunki postaci

V12 Va1 V31 V13 V32 V23
2272 A R} 4.30

Ey B Ey  Ej Ey, Ej (4.30)
W przypadku petnej ortotropii zdefiniowanej poprzez macierz podainpowyzsze row-

nanie mana zapisaw réwnowanej formie jako

( o11 [ Ey Eip Eiz 0 0 0] ( €11
022 Egy FEsy 0 0 0 €22
033 _ Ess 0 0 0 €33 (4.31)
023 Gy 0 0 V23
031 Giz 0 V31
L 012 L G2 1 U M2 )

Z podstawieniem

A =1 — yv19 — V13131 — Vaglsy — Vialasl/31 — Va1 V13032 (4.32)
oraz
1 — 93139 V12 + V13V32 Vi3 + Vi2la3
Ey = TEl Eiy = TEl FEiy3 = —7—7—
1 1_ (4.33)
J P LU + Valis g V1221
2= N P BwmE o s B m B

gdzie macierZE posiada symetrigZ;; = Ej;. 1105 niezalenych sktadowych macierzy
konstytutywnejw przypadku ortotropii wynosi 95wd ktérych sa trzy podane moduty
(Younga)L;, I, oraz E5, trzy modutyScinania (Kirchhoffa)?,,, G135 orazGos oraz trzy
wspotczynniki Poissonay,, v13 andrys.

W przypadku, gdy wisciwosci ortotropwego materiatu zalg od temperatury, od-
ksztatcenia termiczne sa proporcjonalne do temperatury w nastepujacy sposob

5}11 OéllAT
5;[‘2 = O[QQAT (434)
Sg?’ OéggAT
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Poprzeczne odksztatcenia termiczne nie mogazealed temperatury, poniewav sytu-
acji wystepowania jedynie pola temperatury traktowanego jako nbgia zewnetrznego,
nie powstaja odksztatcenia postaciowe [148].
Odpowiednie moduty termiczne w reprezentacji macierzowej dla petnej ortotropii
materialu mana przedstawiw nastepujacy sposéb

[ )\11
)‘ij = Ao ] (435a)
L A33

Qg1
Qi = 99 ] (435b)
Q33

W przypadku materiatéw gradientowych naturalnym opisem na gruncie teorzyspre
stosci jest model srodka ortotropowego, ze wzgledu na odmienné&eadsci materiatu
dla kierunku zgodnego z widknami i dla kierunku prostopadtego do nich.

4.4 Sposoby rozwiazywania réwna termosprezystosci

Rozwiazanie zagadnienia brzegowego zdefiniowanego poprzez uktadir¢daa)
czy (4.23) jest niezwykle trudne. Préby takie byty podejmowane przez Ganczarskiego [46]
czy Cegielskiego [16], jednak w przypadku pewnej klasy zagadisimieje maliwost
uproszczenia modelu mechanicznego.

Pierwszym z uproszcrejest sformutowanie, ktére Kaczkowski nazywa teoria ptyt
Sredniej grubséci w ktorej uwzgledniony jest wptyw sit poprzecznych na ugiecia ptyty [85],
natomiast w literaturze znana jestzakpod nazwa teorii Reissnera [111]. Reissner przyjat
nastepujace zakenia:

— element prosty i normalny do powierzchsiiodkowej przed deformacja pozostaje
prosty lecz niekoniecznie normalny po deformacji,

— brak wydhralndsci elementu normalnego do powierzcBrodkowe;j ? =0),
V4

— sktadower, orazr.; przyjmuja nastepujaca posta
_ 3¢ |2 22 102\
T3 h T3\ h

Tzi:?’;}?; {1—4(%)2], 1=,y

gdzieQ; jest wektorem sit poprzecznych, natomiasjest obcigeniem zewnetrznym
w kierunku wspoétrzedne;.
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Biorac pod uwage povwasze zataenia mana sformutowa réwnania stanu tarczowego
w przemieszczeniach ze zmienna sztygaia oraz uwzglednieniem cztonéw termicz-
nych w nastepujacej postaci

QB @+ @_M +1_VQB @+@ + —
ox ox V@y oF 2 Oy dy rr o= (4.36a)

0
— (BaAT
Ox (BaAT)

1_Vg B @+@ +2 B %+V@_V<1+V) + —
2 Or oy Ox oy oy ox oE W=
0

— AT

7 (BaAT)

Rownanie stanu gietnego z uwzglednieniem wptywu sit tarczowych (tzw. rownania
typu Brayana) mena przedstawijako [85, 111]

02 0%w 0*w 02 0%w 0*w 02 0*w
o7 {D (a— * %)} T o {D (W * a—ﬂ 207 By (Daxay) *

0w 0? 0w h?2 —v
— + 2N, N, =q,— —
02 + Y 0x0y 0 Oy? =" 9010

(4.36b)

N,

Vg, — V? {D (1+v) a%}

(4.37)
W przypadku, gdy sztywrst ptytowaD jest liniowa funkcja wspoétrzednych, y wtedy
réwnanie (4.37) przyjmuje posta
0? 0? 0w h?2 —v

V2 (DV? N, ZY Lo, N g
( w) + Ox? + y8x8y+ Y Oy2 101w

Vv? {D(l +v) a%}

VQQZ_

(4.38)

4.4.1 Rdéwnania termosprgystdsci niejednorodnej cienkiej
obrotowo — symetrycznej ptyto — tarczy Kirchhoffa — Love’a

Wprowadzajac uktad wspétrzednych walcowych o poczati&radku tarczy, formu-

lujemy zadanie przy nastepujacych zadaiach:

— obcizenia sa zredukowane do powierzcbrodkowej,

— przemieszczenia warstwgrodkowej sa mate w stosunku do grébbptyty, ale od-
chodzi sie od zasady zesztywnienia,

— catkowite odksztatcenie jest suma odksztatspreystych, podlegajacych prawu Ho-

oke'a oraz odksztatéetermicznychz, , = &7 + T,

— w plycie panuje ptaski stan naenia.

W modelu ptyto — tarczy Kirchhoffa — Love’a zaktada sie,wszystkie obcizenia sa
redukowane do powierzcharodkowej redukujac w ten sposob analizowany problem 3D
do problemu 2D (brak gruldei). Pociaga to za soba pewne konskwencje. W pierwszej
kolejndsci, w przypadku materiatow gradientowych, oprocz zmianyseikaosci materia-
towych w kierunku promieniowym, korzystne by byto wprowadzeniezeakmiennéci
w kierunku osiowym. Przyjecie modelu Kirchhoffa — Love’a unieziwia takie po-
dejscie. Kolejna konsekwencja sa warunki brzegowe, ktére formutowane sa tylko dla
powierzchnisrodkowej wprowadzajac w ten sposdb pewne ograniczenia.
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Model matematyczny niejednorodnej cienkiej obrotowo — symgycznej ptyto —
tarczy

Jako model matematyczny opisujacy ptyto — tarcze Kirchhoffa — Love’a zostato
przyjete sformutowanie przemieszczeniowe (kinematyczne). W przypadku rownania Fo-
uriera — Kirchhoffa (4.21a) przyjmowane jest zzdnie,ze nie istnieje sprzenie rbwna
mechanicznych z rwnaniami termicznymi=€ 0).

Kolejne réwnania zostana sformutowane przy zeltiach podanych wcgeiej przez
autora oraz w oparciu o hipotezy Kirchhoffa — Love’a, ktére najkrécegmaowyrazt
w nastepujacy sposoéb:

1. Odcinek prostoliniowy, prostopadty do nieodksztatconej powierzstodkowej po-
zostaje prostoliniowy, niewydialny i prostopadty do powierzchréirodkowej po
deformacji (por. rys. 4.5),

2. Naprgenieo, jest mate w poréwnaniu z pozostatymi sktadowymi tensora regmig
w szczegolnscio, < o, i 0, < 0,, zZe ma&na je pominaw zwiazkach fizycznych,
tzn.:o, (&1, &, 2) = 0[179].

0)
A

Rysunek 4.5. Charakterystyczne wymiary zwiazane z powiaiagrodkowa [179]

b) £=2

Zastosowanie hipotezy Kirchhoffa — Love’a prowadzi desaméciq. = 0 dla stanu
tarczowego ora¥?q, = 0 dla stanu gietnego. Uwzgledniajac pagye zataenia w réw-
naniach (4.36), (4.37) oraz zamieniajac wspotrzedne uktadu kamstagmo na uktad
cylindryczny otrzymujemy réwnania ptyto — tarczy Kirchhoffa — Love’a w nastepujacej
postaci:

— dwa rownania stanu tarczowego w sformutowaniu przemieszczeniowym [111, 179]

—9 dB [/ du U dT dB
BViu+ T <5 + V;) +qh=(1+r) {85 + . (T'(r,7) — Tref)
(4.39a)
l1—v_ _—» 1—vdB /dv v
5 BVlv + TE (& - ;) + q¢h = (439b)
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— rownanie stanu gietnego z uwzglednieniem wptywu sitzaveych (réwnanie typu
Brayan’a) [154]

v dr ors3 rooor2  r2or  r2orop?  r30p?
A?D [(*w vow v O*w 1 0*w 10w 1 0*w
el (T [P N SO 29 44
Jrd7“2 (87“2 +T(9T +T28g02) A{NT{?T? Ne (r@r +T28g02) (4.40)
1 *w 1 Ow ow  q, 0w
9N, (28 Y SR e
i (r&’r’&p 72 8@) T or * r &p} ¢ =0

gdzie jednostkowe sity masowe wy@ne sa nastepujacymi wzorami

¢ = ow?r, qp = OET (4.41)
operator raniczkowy jest réwny

Vi=0"+0/r=0/7 (4.42)
natomiast symboB oznacza sztywrsl tarczowa, a symbadb oznacza sztywrsg pty-
towa, ktére sa wyrzone nastepujacymi wzorami

Eh Eh?
= — D =
b 1—v? 12(1 — v?)
Réwnanie stanu gietnego (4.40) jest rownanieemiczkowym czastkowym IV rzedu,
aby zamiert je na uktad dwdéch rownmerézniczkowych zwyczajnych wystarczy zastoso-
wat podstawienie Fedehofera — Eggera [38]

(4.43)

w (r, ) = wi(r) sin(ky) + we(r) cos(ky)

co w konsekwencji prowadzi do uktadu dwoch roviaza nieznane funkcje przemiesz-
czeh osiowychw (r) i wsy(r)

A dr? r r
2]€Nw (dw2/1 _ w2/1) _q W12

_ _ 1 d2 N, L2
v, (Dviwm) - [Nr Wiz e <M _ 7w1/2>
(4.44)

$r dr r oy

k
+ Q<ph;w2/1:| —q. =0,
w ktérym k oznacza numer kolejnego modu wyboczeniowego wystepujacy rawinie-

finicji operatora raniczkowego bedacego uogélnieniem (4.42)
2 " /
Vi=0"+0"/r=k()/r (4.45)

Uktad rownan ((4.21a), (4.39), (4.44)) opisuje zagadnienie utraty statéstzipdyto —
tarczy Kirchhoff’a — Love’a, gdziel /A oznacza mnznik Lagrange’a dla zespotu ob-
ciazen. W przypadku analizy statecZsm konstrukcji poddanej dziataniu zespaetunie-
zalenych obcizen konserwatywnych, wystapienie stanu krytycznego warunkowane jest
spetnieniem przyblionej zalgndsci Schaefera — Papkowicza

> B _ao (4.46)
=1 fﬁkr
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4.4.2 Rownania termosprgystej powtoki cylindrycznej wykonanej
z materiatu gradientowego podlegajacej procesowi zycia

Rozwaana jest powtoka cylindryczna przy wéreejszych zatpeniach (por. rozdziat
4.4.1) oraz dodatkowych, sformutowanych nastepujaco:

— obcigzenia masowe i 6hienie sa state na obwodzie, a wiec kotowosymetryczne

i moga by zmienne wzdta tworzacej, obcizenia te sprowadza sie do warstwy
Srodkowej, ktdra jest powierzchnia cylindryczna o promiefiju

— przemieszczenia promieniowe sa niewielkie w poréwnaniu z gaib,

— powioka jest nagrzana, a temperatura zmienia sie na geidmh/ i wzdtuz osiz,
spetniajac warunek osiowej symetrii,

— pomija sie niewielki wptyw sit osiowych na momenty gnace w powtoce,

— FE, v, anie zalga od temperatury.

Rysunek 4.6. Powtoka cylindryczna w stanie gietnym: a. getoi b. sity wewnetrzne,
c. przebiegi napen, d. odksztatcenia warstwgrodkowej [194]

Réwnanie mechaniczne powtoki cylindrycznej w stanie gietnym wyraone
w przemieszczeniach

Niech na powioke dziataja &nieniep,,, sity styczne do powierzchidirodkowej o na-
tezeniu p, oraz sity masowe o zmiennym naeniup,, = ow?hR wzdhiz osiz. Na
Scianki elementu wycietego z powtoki, rys. 4.6b, dziataja sity przekrojowe veneétu,
obwodowet, poprzeczne i momenty gnacen, wzdtuz tworzacej oraz obwodowe.,,,
wszystkie odniesione do jednostki dh&gpd przekroju. Przy takich zat@niach réwnania
rownowagi wewnetrznej powtoki prowadza do uktadu trzech rGwrdaniczkowych
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dn

— 4+ ps=0 (4.47a)
dx
dg t
A (p,+p,)=0 4.47b
Ot pn) (4.47b)
d

Mz L g=0 (4.47¢)
dx

Symbolw(z) 0znacza przemieszczenie promieniowe punktwarstwy Srodkowej,
rys. 4.6d, w odlegtsciz od poczatku uktadu wspétrzednych wprowadzonych w przekroju

poczatkowym, wtedy pochodn%% wobec matych ugig jest w przyblzeniu katem
nachylenia stycznej do krzywe] w punkciy. Ze wzgledu na kotowa symetrie tensor
odksztatcenia posiada dwie sktadowe niezerowe, odksztatcenie amedtiiobwodowe,
a réwnania Couchy’ego przedstawiaja sie nastepujaco

dv d?w
Ex = Ep T+ ya =¢&p+ y@ (448&)
w

Uwzgledniajac nagrzanie powtoki” # 0), zmiane grubsciscianki(h = h(z, N))
oraz zataenie,ze modut Youngd’, wspo6tczynnik Poissonaoraz wspoétczynnik rozsze-
rzalndsci termicznejy sa state, z uogélnionego prawa Hooke’a otrzymujemy zwiazki na
naprgenia

E d?w w Fa

Op = m (EO + ’y@ + Vﬁ) — 1_ VT(.’L', y) (449a)
E dPw  w Fa

gy = 1_ y2 (V€0 + Vy@ + E) — ET(ZC,'!/) (449b)

Dziatania powyszych napresh sprowadzaja sie do sit przekrojowych wzzhych
I obwodowych

h/2 h/2
n= / oAy, t= / oy dy (4.50)
—h/2 —h/2
oraz momentow gnacych
h/2 h/2
my = / oydy, my = /Utydy (4.51)
—h/2 —h/2

Zaktadajac brak sit osiowych = 0 oraz wstawiajac rownania fizyczne (4.49) wyra-
zone w przemieszczeniach poprzez réwnania geometryczne (4.48) dartdwrzowagi
wewnetrznej (4.47) otrzymujemy

dQ[ <d2w T)] Eh EhaT,  nv

(4.52)

w | \ae )| T RY TP R R
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4.4.3 Proces ziaycia konstrukcji

Proces zmycia mae by klasyfikowany wedtug rfnych kryteriow. W najprost-
Szym ujeciu jest to proces polegajacy na usuwaniu cienkiej warstwy materiatu z po-
wierzchni [140]. Z powyszej definicji wynikaze jest to zjawisko lokalne i w bardzo
duzym stopniu zaley od struktury, typu materiatu czy jakoi wykonania warstwy po-
wierzchniowej. W szczegolisai zjawisko zaycia mana opisé jako zmiane predigzi
usuwania materiatu na jednostkowy dystanslizgu, ktéra musi by funkcja objet&ci
dostepnego materiatu w otoczeniu potaczenia materiatéw. Psrgydefinicje mona ma-
tematycznie zapiggako

dav.
5=
gdziel’ oznacza objefs materiatuS jest dystansem @hizgu, an jest stata, ktora opisuje
obciazenia zewnetrzne przytone do konstrukcji. Minus oznaczze objet&t materiatu
ulega zmniejszeniu wraz ze wzrostem dystanglipgu [140].
Holm [65] zaproponowat podsgie, w ktérym w trakcie palizgu atomy kontaktuja
sie ze soba powodujac usuwanie atomoéw z powierzchni, prowadzac do stratysobjeto
materiatu. M@na to wyrazt przy pomocy nastepujacego réwnania

—nV (4.53)

V = ZA,S (4.54)

gdzie A, oznacza powierzchnie kontaktowa, natomiggest liczba atomow usuwa-
nych w przy pojediiczym kontakcie. Powierzchnig kontaku mna opisé jako

R (4.55)
Oy
gdzieL jest przyt@onym obcigeniem, ar, jest granica plastyczisei materiatu.

Burwell i Strang [15] przeprowadzili testy weryfikujace réwnanie Holma (4.54). Test
polegat na umieszczeniu mosiggo staka na stalowej, obracajacej sie tarczy i zbadaniu
jaka ilost materiatu zostanie usunigta, tzywin-on-disk test”. Burwell i Strang zaobser-
wowali, ze ilost usunietego materiatu (prediozzycia) jest proporcjonalna do wielkoi
obciazenia normalnego dopdki nie zostanie osiagnieta granica plas§giananateriale
stazka.

Uwzgledniajac powgsze wnioski, Burwell i Strang sformutowali zmodyfikowane
prawo zizycia, zastepuja¢ w réwnaniu (4.54) wielkécia 3, ktéra oznacza prawdo-
podobigistwo wystapienia procesu zycia przy jednym kontakcie. Mma to zapisa
W nastepujacej postaci

V= 61£S (4.56)
Oy
Alternatywne podéjcie zaproponowat Archard [9]. Analizujac dwie ptaskie szorstkie
powierzchnie stykajace sie ze soba i prowadzace lokalnie do powstania efektu plastycz-
nego ptyniecia, ze wzgledu nazukoncentracje napeh w tym miejscu. Przy najmniej-
szym maliwym obciazeniu powodujacym kontakt, powierzchnie stykaja sie ze soba tylko
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w trzech punktach. Gdy obdanie zewnetrzne wzrasta, kontakt pomiedzy powierzch-
niami tez staje sie wiekszy, wtedy spzgnie pomiedzy powierzchniami wzrasta oraz
szczelina pomiedzy nimi ulega pomniejszeniu, w konsekwencji zwigkszajac powierzch-
nie kontaktu.

W ten sposoéb teoria usuwania pojédyych atomow zostata zastapiona przez za-
lozenie,ze zwzycie powoduje usuwanie cgg materiatu z powierzchni. Zaktadajaze
usunieta czZ& materiatu bedzie miata ksztatt potkulissednim wymiarzesrednicy2r,
powierzchnie kontaku nama opisé wzorem

A, =nmr? = =
Ty

W ten spos6b otrzymujemy prawozycia opisane nastepujacym wzorem

A _ L (4.57)

n _—
mr?  orr?

Dla potaczé w ksztalcie okregu 0 nominalnym wymiarze réwnym, w ktorych
przesuniecie prowadzace do zniszczenia jednej spoiny przy stycznynzemicidake
rowne jest2r, poziom chropowateci powierzchni maena okrélic jakon. Chropowatét
jako miare przypadajaca na jednostkowy dystariipgu mana opiséa wzorem

n

N, = —
v

oraz wykorzystujac wzor (4.57) remy miare chropowa$ei wyrazt jako

L

Ny = ——
20,713

(4.58)

Zatozylismy ponadtoze istnieje prawdopodolistwo 3, ze dlan, spoin przypada-
jacych na jednostkowy dystans§izgu, okréslona wielk& materiatu zostanie usunieta.
Zaktadajacze dystans pslizgu d moze by¢ duwzy, oraz oznaczajac catkowita objéto
materiatu, ktéry zostat usuniety przé&z predk&t zwzycia przypadajaca na jednostkowy
dystans pslizgu mana wyrazt przy pomocy nastepujacej formuty

2
V= ﬁnuSgwr?’ (4.59)

gdZ|e§7rfr3 jest objet&cia oderwanego fragmentu materiatu w ksztatcie potkuli. Podsta-
wiajac nastepnie za, z rébwnania (4.58) otrzymujemy

v-pglts (4.60)
3oy
W réwnaniu (4.60) mianownik nee by wyrazony poprzez wielk&t reprezentujaca
lokalna tward&t H materiatu.
Roéwanie (4.60) jest powszechnie znanym prawem Archarda dotyczacyytiau
materiatéw [9].
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4.5 |dentyfikacja statych materiatowych w funkcji
temperatury w oparciu o istniejace wyniki doSwiadcze

Typowe system TBC (anghermal barrier coating zawiera materiat ceramiczny (np.
zwiazki cyrkonu lub matariaty mulitowe) oddzielone warstwa materiatu gradientowego
FGM (np. intermetalik) od matrycy (np. stopy stali, niklu, tytanu).

Jednym z przyktadowych materiatdbw kompozytowych stosowanych do systemoéw
TBC jest materiat gradientowy, w ktorym role materiatu ceramicznego petni tlenek cyr-
konu ZrQ;, a matryca jest stop tytanu Ti6Al4V, ktdrego &&wdsci zostaty szczegbtowo
przedstawione w tabeli 4.1 (Fujimoto i Noda [43], Ootao i in. [118], Noda i in. [105]).

Tablica 4.1. Wi&ciwasci stopu cyrkon—tytan w temperaturze pokojowej (Fujimoto
i Noda [43], Ootao i in. [118], Noda i in. [105])

sktad kompozytu E[GPa] «a[107¢1/K] A[W/mK] c[J/kgK]
ceramik oparty A,C 117.0 7.11 2.036 615.6
na cyrkonie B 119.1 8.14 1.78 445.0
stop tytanu AC 66.2 10.3 18.1 808.3

Ti-6Al-4V B 107.3 8.91 5.74 526.0

Wieksz&t z najwaniejszych wiaciwosci termomechanicznych takich jak: modut
sprezystdsci, wspotczynniki przewodrsei oraz rozszerzalisai cieplnej, ciepto wisciwe
sa silne zalene od temperatury. Natomiast zatest od temperatury takich wiellezi jak:
gest&t masy czy wspoétczynnik Poissona nie jest istotna i z reguty bywa pomijana.
Parametry materialowe kompozytu zaprezentowanego szczegoétowagotayze
zaleza od temperatury. Szczeg6towe wzory (4.61) wyznaczone eksperymentalnie podaje
Ootao i in. [118], ktére moga fiystosowane w przedziale temperaditK < 7T <
1300K. Reprezentacja wzoréw (4.61) w postaci graficznej zostata zaprezentowana na
rys. 4.7 oraz 4.8
ceramik — tlenek cyrkonu ZrXrys. 4.7)

E.=132.2-50.3-107°T —8.1-107°7* [GPa] (4.61a)
Qe =13.3-107%—18.9- 10797 + 12.7- 107 *T* [1/K] (4.61b)
Ae = 1.7140.21-107°T 4 0.116 - 107 [W/mK] (4.61c)

Ce=2.74-10°+7.95-10"'2 — 6.19-107*T% + 1.71 - 10 "7 [J/kgK]  (4.61d)
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Rysunek 4.7. Zalmost wiasciwaosci materiatowych tlenku cyrkonu od temperatury

metal — stop tytanu Ti6AI4V (rys. 4.8)

By = 122.7 — 0.0565T [GPa] (4.62a)
- { 7.43-107% +5.56 - 10797 — 2.69 - 1071272 [1/K]

" 10.291 - 1075 [1/K]
Am = 1.1+ 0.017T [W/mK] (4.62c)
Cm =3.5-10° +8.78- 1077 — 9.74 - 107 *T* + 4.43 - 107 'T? [J /kgK]  (4.62d)

(4.62b)

Materiaty kompozytowe na bazie aluminium (&) wykazuja wysza przewod-
nost cieplna od kompozytéw na bazie cyrkonu. Nagzgj taczone sa ze stopami niklu
Ni-Al ;O3 lub aluminium Al-Al,O;. Poréwnanie termomechanicznych adavosci obu
typow kompozytow na bazie ADs; zaprezentowano w tabeli 4.2 (Chen i Tong [17], Cho
i Shin [22] dla Ni-AlLOs i Wang i in. [177] dla Al-ALOs)

Materiat kompozytowy Ni—ALOs lub wielowarstwowy materiat kompozytowy Ni —
FGM — AL,05; sa wytwarzane przyayciu metod osadzania (por. rozdziat 3.2) w tempe-
raturach z przedziatu 20°C do 800°C (Finot i in. [42]). W trakcie analizy termicznych
obciazen cyklicznych zostato wykazanege dla czystego aluminium zachodzi kruche
pekniecie przy temperaturze 1000°C. Dlatego zastosowanie warstwgqoxegj FGM
opartej na niklu powodujee pekniecia powstate od obzih termicznych nie pojawia
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Rysunek 4.8. Zalmost wiasciwaosci materiatowych stop tytanu Ti6AlI4V od temperatury

dopodki temperatura nie przekroczy watd 750°C. Powyszy przyktad pokazuije, z ja-
kich wzgledéw dla damych zakreséw temperatur stosowane sa wielowarstwowe systemy
TBC, gdzie warstwa ochrona oparta jest na bazie cyrkonu dajasagyodporngt ter-
miczna.

W przeciwigstwie do kompozytow ceramik — metal, stanowiacych doskonata bariere
termiczna, w niektérych zastosowaniach technologii reaktorowej wymagana jekt mo
wie wysoka przewodrsg strumienia ciepta. Kompozyty wolfram (warstwa) - miedz (pod-
loze) zapewniaja doskonata przewodntermiczna przy jednoczesnej redukcji na@e
termicznych [163-167]. WEtiwdsci termomechaniczne kompozytu W-Cu zakresie tem-
peratur293K < 7" < 1300K podaje Ueda [165]

wolfram (rys. 4.9)

Eo(T) = 423.4 — 0.044T [GPa] (4.63a)
oy (T) = 4.6107° [1/K] (4.63b)
AM(T) = 162.3 +0.07T + 2.0 - 10~°T* [W/mK] (4.63c)
cw(T) = 10.011VT — 0.13627T [J/kgK] (4.63d)

Z wykreséw 4.9 maemy wyciagna kilka interesujacych wnioskéw. Warto tu zauwa-
zyc, ze wspoitczynnik rozszerzalnosci termicznej dla wolframu nie ulega zmianie wraz
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Tablica 4.2. Poréwnanie termomechanicznychsaitaosci kompozytoéw Ni-A}O; oraz
Al-Al ,0; [19, 21, 178]

sktad kompozytu E[GPa] A[W/mK]| «-1075[1/K] ¢[J/kgK] plg/cm’]

Ni 199.5 90.7 13.3 444 8.9
Al,Og 393.0 30.7 8.8 775 3.97
Al 73 154 23 963 2.8
Al;,O4 380 46 8.5 765 3.96

z temperatura. Ponadto memy zauwayc, ze ciepto widciwe w wysokich tempera-
turach osiaga pewien punkt nasycenia. Z uwagi na interpretacje fizyczna tej sgielko
oznacza toze powyej pewnej wartsci temperatury, materiat nie jest w stanie magazy-
nowet wiecej energii w postaci ciepta.

190 | — T T 300 T —T - T — T T
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180 / 280 //
170 // 260 / /
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Rysunek 4.9. Zalmost wiasciwasci materiatowych wolframu od temperatury

miedz (rys. 4.10)

Eo(T) = 135.9 — 0.0297 [GPa] (4.64a)
ea(T) = 15374 7.18 - 10T — 4.0 - 107°7% [107¢ - 1/K] (4.64Db)
Aea(T) = 401.4 + 0.0625T [W/mK] (4.64c)
ceu(T) = 36.675VT — 0.83337 [J /kgK] (4.64d)
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Rysunek 4.10. Zalmost wiasciwaosci materiatowych miedzi od temperatury

Potaczenie W-Cu w doskonaty sposéb pokazagmana zredukowa naprgenia

termiczne przy jednoczesnym zachowaniu bardzo dobrego przewodzenia termicznego od

warstwy W do matrycy opartej na miedzi [165].

Zaprezentowane wykresy 4.10 stanowia najpetniejsza, a zarazem najlepsza ilustracje
silnej zalendsci parametréw materiatowych miedzi od temperatury. Szczegdlnie intere-
sujaco prezentuje sie zalest od temperatury wspoétczynnika rozszerzalnosci termicznej

i ciepta wiasciwego, w ktérych mpemy zauwayC punkt ekstremalny na krzywych.

Ciepto wissciwe powyej 600°C w znaczny sposéb maleje, natomiast taka granica dla

wspotczynnika rozszerzalnosci termicznej jest temperatura 1000°C.



5. ADAPTACJA METOD NUMERYCZNYCH
DO ROZWIAZYWANIA PROBLEMOW
BRZEGOWYCH DLA MATERIALOW
GRADIENTOWYCH

5.1 Przeglad algorytmow numerycznych rozwiazywania
zagadnienia poczatkowo — brzegowego

5.1.1 Metoda strzatu

Matematyczna reprezentacja zagadnienia brzegowego jest zazwyczajrukfade-
zonych réwna rézniczkowych czastkowych rzedu Stosujac zasade separacji zmien-
nych, istnieje maliwost zamiany kadego zm réwnah rézniczkowych rzedw na réw-
nowazny uktadn réwnah rézniczkowych pierwszego rzedu, co prowadzi w rezultacie do
uktadum x n rowna.

Przyktadowo, réwnanie mniczkowe Il rzedu w nastepujacej postaci

d*y dy
@ + q(x)a = T(:E) (5.1)
mozemy zamierd na uktad dwaéch réwrfarézniczkowych zwyczajnych | rzedu w naste-
pujacy sposob

dy
P z(x) (5.2a)
© = @)~ a(a)2() (5.2b)

gdzie zostata wprowadzona nowa zmien(a) [127].

Wykorzystujac powgszy schemat maemy zawsze sprowadzréwnanie ranicz-
kowe dowolnie wysokiego rzedu do rownaaveego uktadu réwnardzniczkowych pierw-
szego rzedu.

Majac na uwadze povwgze przeksztatcenie, dwupunktowy problem brzegowy mo-
zemy sformutowa w nastepujacy spos6b: mamy do rozwiazania uk¥adprzegonych
rownah rézniczkowych | rzedu, spetniajacyeh warunkéw brzegowych w punkcie star-
towymz, orazn, = N — n; warunkéw brzegowych w punkcie Roowymz,. Mozemy
to wyrazic za pomoca nastepujacego rownania

d i\
ydf(l' ) :gi(xayla"'ayNaA) (53)
w ktérym mnanik Lagrange’a spetnia role dodatkow€j-+ 1 zmiennej
yni1 = A (5.4)
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spetniajacej trywialne réwnanie ndiczkowe

ACSI (5.5)
dx

Z n; warunkami brzegowymi w punkcie startowyim
Blj (xayla"'ayN):O (56)
oraz pozostatymii, = N — n; warunkami brzegowymi w punkcie kaowym:,

BQk (:E7y17"'7yN) =0 (57)

Numeryczna implementacja catkowania metoda strzatu oparta jest na wielowymiarowej,
globalnie zbignej metodzie Newtona-Raphsona, poszukiwania rozwiazani@wnah

Z no, niewiadomymi. W punkcie startowym, danych jestN wartcsci startowychy; ale

tylko n; warunkoéw brzegowych, zatem pozostaje= N — n; wartdsci ,dowolnych”.

Idea metody strzatu zostata schematycznie zaprezentowana na rys. 5.1, na ktérym zostaty
zaprezentowane przyktadowe pierwsze trzy kroki catkowania. We wszystkich krokach
startujemy z zadanego warunku brzegowego w punkcie startowym, prébujac ,vistrzeli
sie” w warunek brzegowy zadany w punkcighkowym z zadana doktadgoia, zmienia-

jac kat nachylenia krzywej rozwiazania w punkcie startowym.

zamierzolr(\y
3 | Wwarune
brzegowy

wymaga
aru eEy
brzegowy

X

Rysunek 5.1. Idea metody strzatu przedstawiona w sposolmstirezny. Trzy kolejne

catkowania réwna spetniaja w sposob doktadny warunki brzegowe w punkcie starto-

wym. Niedoktadn&t spetnienia warunku brzegowego w punkcigh&owym jest mini-
malizowana, a do osiagniecia satysfakcjonujacego rezultatu.

Przyjmujac, za ,dowolne” wargxi wspoétrzedne wektor® okresSlonego w prze-
strzenin, wymiarowej, zytkownik w procedurzé oad.for generuje kompletny wektor
startowyy, spetniajacyn; warunkéw brzegowych w punkcie; uzupetniony wektorem
%4

yi (2, Vi, Vo) =0 i=1,2,...,N (5.8)

Wybierajac pewien wektdr definiujemy wektor startowy (z; ), ktory nastepnie poprzez
catkowanie uktadu réwra(5.3), traktowanego jako problem poczatkowy prowadzi do
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rozwiazaniay (x2). J&li zdefiniowa wektor ,niedoktadnsci” (ang.discrepancy vectr
F réwniez okreslony w przestrzeni, wymiarowej, w taki spos6bzijego wspétrzedne
sa miara oddalenia rozwiazania od warunkow brzegowyah w

Fk:B2k (':C27y) ]{7:1,27...777,2 (59)

to uzytkownik w procedurzescor e. f or zamieniaN wymiarowy wektor rozwiaza

y (r2) Nany wymiarowy wektorF. W powyzszy sposob, z punktu widzenia metody
Newtona-Raphsona, problem zostat sprowadzony do zadania polegajacego na poszuka-
niu wartdsci wektoral/ zerujacego wartci wektoraF'. Stosujac algorytm numeryczny

newt . f or rozwiazywany jest uktad réwimdiniowych zn, niewiadomymi

J- oV =-F (5.10)
a nastepnie dodawana jest poprawka
yrer =veld 4 sv (5.11)

Formuta (5.11) zawiera macierz jakobia#yposiadajaca nastepujaca reprezentacje

OF;

Ji' —
v,

(5.12)

w ogélnym przypadku, bardzo skomplikowan&ljehodzi o analityczne obliczenia od-
powiednich pochodnych czastkowych, zatem wykorzystuje sie procédijrac. f or
obliczajaca przybfiona wart&c¢ jakobianu w sposéb numeryczny

OF, _ Fy(Vi,Va,...,V;+ AV, ..)
v, AV,

J

12

(5.13)

5.1.2 Metoda r&nic skahczonych

Gtéwna idea zastosowania metodynic skarczonych (angFinite Difference Me-
thod) do zadanego problemu brzegowego w sformutowananigzkowym (lokalnym)
lub catkowym (globalnym) jest zamiana operatoréwni@zkowych na operatory zfi-
cowe oraz obliczenie warsai funkcji (w sformutowaniu lokalnym) lub warsai funk-
cjonatu (w sformutowaniu globalnym) w wybranych punktach weztowych. Poxg
przeksztatcenie zamienia zagadnienie brzegowe zoyra operatorami mmiczkowymi
w niejednorodny uktad rowrealgebraicznych — metoda kolokaciji.

Metoda réznic skahczonych w sformutowaniu lokalnym

Rozpatrzmy lokalne zagadnienie brzegowe opisane rownanie operatorowe
Lu=f da PeQ (5.14)
we wnetrzu obszar{?, wraz z warunkami brzegowymi
Bu =g dla P e€oQ (5.15)
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na brzegu obszariX?, gdzieu = u(P) jest poszukiwana funkcja punktu obszdruzes
L i B sa operatorami @niczkowymi.

OperacjeLu oraz Bu oraz dowolne inne operacje zidiczkowania mena ztayc
z prostych operacjpu obliczania pochodnych funkcji, gdzie prz€zoznaczono liniowy
operator raniczkowania.

Dla dokonania dyskretyzacji rowha5.14), (5.15) w catym obszarZe i na jego
brzeguof) wybieramy zbiorl" punktow P, € Q,k = 1,2,...,r zwanych weztami
wewnetrznymi oraz zbiodI' punktow punktdwP, € 0Q,k =r+1,r+2,...,r +
m lezacych na brzegdf) lub tez w jego otoczeniu zewnetrznym, zwanymi weztami
zewnetrznymi (5.2a).

(b)

(a) o wezly wewngtrzne
o wezly zewngtrzne

Rysunek 5.2. Siatka weztéw w obszar¥@ (a) oraz typowa gwiazda weztow (b) [27]

Punkty P, zwane weztami, tworza konfiguracje zwana gwiazda (5.2b). Jej weztem
centralnym (punktem centralnym) jest purikt Ksztatt gwiazdy zaley od postaciirzedu
operatora réniczkowego zamienianego na operator (schemat)icowy, od przyjetych
stopni swobody, zakmnej doktadnéci aproksymacji oraz od siatki, czyli zbioru wszyst-
kich weztow.

Wartcst liniowego operator® w punkcieP, przedstawia sig jako liniowa kombinacje
wartasci funkcji w punktachP, . ; wybranych z otoczenia punki@,

Du(Py) =Y au(Peys) (5.16)

Wyrazenie (5.16) nazywamy schematemamicowym operator® w punkcier,.

Jesli wykorzystamy operatory mmicowe (5.16) aby zapisaéwnania (5.14) w postaci
dyskretnej dla wszystkich weztéw wewnetrznych oraz dia weztdw brzegowych, to
otrzymamy uktad réwnfaalgebraicznych, przedstawiony w zapisie macierzowym jako

Au=f (5.17)

w ktérym niewiadomymi sa warfei weztoweu(Py),k = 1,2,...,n = r +m. Sa to
réwnania liniowe lub nieliniowe zatmie od postaci operatoro@i B [27].
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Metoda réznic skonczonych w sformutowaniu globalnym

W sformutowaniu globalnym (catkowym) poszukujemy ekstremum funkcjonatu lub
rozwiazania réwnania wariacyjnego. Po dyskretyzacji operatoréw w wybranych punk-
tach numerycznego catkowania, dokonujemy catkowania, a nastepnie agregacjirowna
podobnie jak w metodzie elementéw skaonych (patrz rozdziat 5.1.4), wykorzystujac
funkcjonat, ktéry maemy w najogéliniejszej formie zapisgko

O(u) = / F(u)dQ (5.18)

Catkujac numerycznie funkcjonat otrzymujemy

N
O~ Y F(u)l, AQ = ®(uy, ..., uy) (5.19)

i=1

gdzie AQ); jest powierzchnia (waga) przypisana weztoiRi a x; potozeniemi-tego
punktu catkowania. Uktad réwma z ktérego oblicza sie nieznane wdto weztowe
funkcji u; otrzymuje sie z warunku stacjonast funkciji

8(1320 da :=1,2,...,N (5.20)
ou,

7

W przypadku globalnego sformutowania, okl@nego przez réwnanie wariacyjne
postaci

(Lu,v)q = (f,v)a (Lyu,v)sa = (9,v)s0 (5.21)

gdziewv jest funkcja testowa, &au funkcja prébna, réwnie dokonujemy dyskretyzaciji
operatoréw oraz catkowania numerycznego, otrzymujac odpowiedni uktad nd@nja

W klasycznym podéiciu metody ranic skarczonych stosowane sa regularne siatki
weztow, najczgciej z rownoodleglymi weztami oraz sformutowania lokalne ze wzgledu
na brak konieczrci tworzenia funkcjonatu lub réwnania wariacyjnego. Operatorpico
cowe mana wyprowad4i korzystajac z rozwiniecia operatoréwzroczkowych w szereg
Taylora (metoda wspoétczynnika nieoznaczonego) lapwajac metody najmniejszych
kwadratéw lub te metody najmniejszych wanych kwadratéw (MWLS) [27, 127]. Ta-
kie podegcie jest bardzo chetnie stosowane oraz wysagésazne ze wzgledu na swoja
prostote, tak w przypadku sformutowania, jak i w algorytmizacji komputerowej. Posiada
jednak sporo wad, ujawniajacych sie w szczegdtmav przypadku obszaréw o nieregu-
larnych ksztaltach. W najprostszym sformutowaniu funkcje aproksymacyjne sa z reguty
wielomianami stopnia pierwszego, jednak nie ma przeciwwskdpastosowania wielo-
mianéw wyzszych stopni. Szczegdlnigyteczna przy wyprowadzaniu wspoétczynnikéw
gwiazd r&nicowych dla wielomianéw aproksymacyjnych asgych stopni jest metoda
MWLS*.

* Obszerne informacje na temat metody MWLS oraz uog6lnionej metodgicdéskarczonych,
w szczegolnsci dla obszaréw o dowolnym ksztatcie opisuja CighGecot, Krok i Pludiski [27]
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5.1.3 Metoda objet&ci skonczonej

Metoda objetéci skarczonej, zwana & metoda objeteci kontrolnej lub metoda
bilanséw elementarnych, jest uniwersalna i efektywna metoda rozwiazywania zadgadnie
przewodzenia ciepta [156]. Réwnanie bilansu ciepta jest opisane rownaniem (4.21a),
w ktérym zostato uwzglednione prawo Fouriera postaci

q=AVT (5.22)

Analizowany obszar dzielimy na objé&i kontrolne o wymiarachAz, Ay i d. Na-
stepnie catkujemy stronami réwnanie (4.21a) po ol§igitkontrolnej dla kadej komorki
(rys. 5.3)

/ co(T)o(T)TdV = — / divgdV + / G,dV (5.23)

cv cv cv

gdzieC'V oznacza objef kontrolna (angControl Volumé.

mr—=1
| oM
—_—4 - ani
r [
| We wéz Z,;‘je oL 1 5
(I 4__44
s
o5

Rysunek 5.3. Schemat podziatu analizowanego obszaru etedijskaiczone [156]

Do pierwszej catki po prawej stronie rownania (5.23) stosujemy twierdzenie Greena —
Gaussa — Ostrogradzkiego zamieniajac catke po ddxjet@ catke po powierzchni. deli
przezAV oznaczymy objetst komorki kontrolnej, to réwnanie (5.23) moa w przybli-
zony spos6b zapisgako

AVeo(T,)o(T,)T, = Qi+ AV§,(T,,) (5.24)

i=1

gdzie(, oznacza strumfeciepta doptywajacy z sasiedniej komarki.
Na rys. 5.3 zostata zaprezentowana pojedyncza komaorka kontrolna wraz z sasiaduja-
cymi komoérkami. ObjetsC pojedynczej komérki wynosiAV = AxAyd, gdzied jest
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grubdscia komorki. Strumienie ciepta doptywajace od weztow: W, N, E i S do wezta P
w uktadzie kartezjaskim okre&slone sa nastepujacymi wzorami

Mi(Tw,zw) + M1 (Tp,xp) Tw — Tp

Qw—p = Aydgw_p = Ayd 5 o (5.25a)
On_p = Avdinp = Az’ 2N UN) ; Aoa(Tp, yp) Tv A_yTP (5.25b)
Qr-p = Mydiy_p = Aga 20220 F Al 2r) T T (5.25¢)
Qs_p = Azdgs_p = Agal2Ts:s) ; Aoo(Tps ) TSA_yTP (5.25d)

gdzie zostalo przyjete zatenie,ze A\ = A\(T,z,y) jest tensorem w przestrzeni dwu-
wymiarowej zawierajacym funkcje trzech zmiennych: temperatury oraz wspotrzednych
potozeniaz i y. Wielkosci xyy, xp, itd. 0znaczaja odpowiednie koordynaty przestrzeni
przynaleace do odpowiednich weztow,, i Ay, sa funkcjami okrglajacymi przewod-
nost termiczna materiatu w zatadcsci od kierunku (materiat anizotropowy), gdzie ozna-
czeniell odpowiada kierunkowi:, a 22 oznacza kierunek w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych.

Przyjmujac zataenie,ze materiat jest izotropowyA\(= \;; = Agp = A — wielkost
skalarna) oraz wspotczynnik przewodino termicznej jest tylko funkcja temperatury
otrzymujemy

MTw) + XNTp) Tw — Tp

Qw—p = Aydiw_p = Ayd 2 Ar (5.26a)
. AT, ANTp) Ty —T
Onp = Awdiy.p = Apa 20N EATP) Ty = Tp (5.26D)
2 Ay
. . ANTg)+ MNTp)Tr — T,
Qr-p = Dydip_p = Aga T AT T T (5.260)
. T Tp)1Ts — T
Qs_p = Axdis_p = Apa2T5) FATe) Ts = T (5.26d)
2 Ay
Po uwzglednieniu rowrma(5.26) w (5.24) otrzymujemy
dTe  « MTw) +\Tp) T — Tp
AzAyde,(Tp)o(Tp) b Ayd 5 Ar +
MNTN)+ MNTp) Ty — Tp MNTg)+ NTp) Ty — Tp
Axd Ayd
x : ay, "o 5 ——+ (5.27)
T Tp)Ts — 1T
Axd)\( 5) + A(Tp) Ts = T + AzAydq,(Tp)
2 Ay
Po wprowadzeniu oznadze
A
Ay = ATp), ¢ =c(Tp), ... a, = —>—
CpOp
z (5.27) otrzymujemy
dTP_ )\W—)\pTw—TP )\N_)\PTN_TP
dt | 2\ Az)? 2\ Ay)?
r (Az) P (Ay) (5.28)
A —ApTe —Tp  Ag—ApTs—Tp Gv,P
20p (Ax)’ 20p (Ay)® cpep
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Dla zagadnié ustalonych (@, /d¢ = 0), siatki rownomiernie roziponej Az = Ay)
oraz dla statych i niezakmych od temperatury wiasaoi cieplnych i mocy zrodta ciepta
réwnanie (5.28) zostaja uproszczone do postaci [156]

Go (A:E)2

Ty + T+ T + Ts — 4Tp = ===

(5.29)

Podobne rozumowanie moa przeprowadzinie tylko dla réwnania Fouriera — Kirch-
hoffa w uktadzie kartezjaskim, ale take dla innych typéw réwna rézniczkowych
czastkowych zapisanych w uktadach wspoétrzednych: cylindrycznym, sferycznym oraz
dla zagadnii jedno- dwu- i tréjwymiarowych.

Analizujac uwaniej réwnanie (5.29) meemy zauwayC, ze otrzymujemy wynik
identyczny jak w przypadku metodyziic skarczonych w sformutowaniu lokalnym dla
zagadnienia Poissona, ktorym jest rownanie Fouriera-Kirchhoffa w stanie ustalonym. Wy-
nika stadze metoda obje&zi kontrolnej jest uogdélnieniem metodyzriic skaxczonych.

Algorytm tej metody jest stosowany w komercyjnych programachastych do ana-
lizy proceséw cieplnych, takich jak: Fluent, CFX.

5.1.4 Klasyczna metoda elementéw skazonych

Historia metody elementéw skozonych siega potowy XX wieku. Za protoplaste
MES-u (angFinite Element Methodmozna uzna matematyka Couranta, ktory w 1943
roku zastosowat odcinkowa aproksymacje wielomianowa w potaczeniu z metoda waria-
cyjna do rozwiazywania problemu skrecania [29]. Rozwdj metody i jej nazwa pojawity sie
w latach pigdziesiatych XX wieku [28, 162]. Obecnie jest to najpopularniejsza i najcze-
Sciej stosowana metoda ghca, nie tylko do rozwiazywania numerycznego zagadnie
zwiazanych z modelowaniem konstrukcji, ale zakdo symulacji proceséw przemiany
ciepta, zagadnie zwiazanych z elektrycz§oia, magnetyzmem, czy elektromagnety-
zmem.

W metodzie elementéw skozonych wymaga sie, aby réwnanie opisujace problem
brzegowy miato postacatkowa — funkcjonat lub zasada wariacyjna. Nastepnie obszar
rozwiazywania zostaje podzielony na gkaona liczbe matych obszaréw o regularnych
ksztattach (prostokat, trojkat, wielokat) zwanych elementaminskonymi, w ktorych
rozwiazanie mee byt z duza doktadnécia aproksymowane przez proste funkcje (wielo-
miany, funkcje trygonometryczne), zwane funkcjami ksztattu [55]. Z drugiej strony dobor
funkcji ksztattu do analizowanego zadania jest najwieksza wada tej metody, ze wzgledu
na bardzo dea wraliwost poszukiwanego rozwiazania w zatesci od doboru odpo-
wiedniej funkcji aproksymujacej. Po przeprowadzeniu dyskretyzacji obszaru (podziatu
na elementy skitczone), problem jest rozwiazywany na poziomiedego z elementéw,
zamieniajac problem zapisany przy pomocy rowmézniczkowych na uktad réwria
algebraicznych. W nastepnej kolegud dodawane sa poszczegdllne rozwiazania, two-
rzac kompletny uktad rownealgebraicznych na nieznane wédofunkcji poszukiwanej
w punktach weztowych.

Algorytm metody elementow skazonych przedstawia sie nastepujaco:
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1. Dyskretyzacja obszaru — zastapienie obszaru ciagtbgpapem zbudowanym z ele-
mentow sk@czonych; numeracja weztdw; wybor stopni swobody; ustalenie relacii
przylegania elementow skozonych (stworzenie macierzy incydenciji),

2. Analiza na poziomie elementu — wybor funkcji aproksymacyjnych zwiazanych z ro-
dzajem elementu; obliczenie macierzy sztyseicna poziomie elementif,** i ma-
cierzy obcigeh ff w uktadzie lokalnym elementu; transformacja do uktadu global-
nego,

3. Agregacja macierzy — sumacja rozwiazaposzczegoélnych elementéw i utworzenie
globalnego uktadu réownma ktéry mazna zapisaw postaci macierzowej jako

[K{Q} = {F},

Uwzglednienie warunkoéw brzegowych,
Rozwiazanie uktadu rownaczyli znalezienie wektora waioi weztowych{ @},
Postprocesing- obliczenie reakcji, napegn, odksztatcé na poziomie elementu,

N o g s

Prezentacja wynikow dla catej konstrukcji.

Charakterystyka wybranych elementéw skaxczonych

W metodzie elementéw skazonych, dla kadej klasy zagadnfeistnieja r&ne typy
elementow skbczonych, poczawszy od geometrii elementu, ahskgwszy na doborze
odpowiedniej funkcji ksztattu. Jak guakcentowano, dobér funkcji aproksymujacej na
poziomie elementu jest kluczowy, aby uzyékadowalajacy wynik. Ponadto wszystkie
funkcje ksztattu musza spehtigwa zataenia:

— musza b¥ co najmniej klasyC'!, tak aby byta zachowana ciagofunkcji na grani-
cach elementow,

— funkcja ksztattu musi by dobrana w taki sposéb aby spetniata zaloie statych
pierwszych pochodnych (ruch sztywny ciata) [193].

Elementy izoparametryczne

Elementy izoparametryczne sa specjalna klasa elementofcatmoych charakteryzu-
jacych sie tym, 2 geometria elementu jest aproksymowana tymi samymi funkcjami co
poszukiwana funkcja

ule) = 3 N (5.300)

gdzien jest liczba funkcji aproksymacyjnych. Elementy sa definiowane w swoim wia-
snym lokalnym uktadzie wspotrzednych (naturalny uktad wspétrzednych barycentrycz-
nych) i transformowane do uktadu globalnego poprzez aproksymacje geometrii funkcjami

** wszystkie wielk&ci z indeksem gérnymodnosza sie do pojedynczego elementuhskzonego
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ksztattu. Aby element byt poprawnie zdefiniowany, funkcjatktu musi spetni@dodat-
kowe warunki oprécz podanych w paragrafie 5.1.4:

> N = (5.31a)
> Nai==z (5.31b)
det J >0 (5.31c)

gdziez; jest wektorem zawierajacym wspotrzedinego wezta w uktadzie globalnym,
J jest macierza jakobianu wynikajaca z transformacji z uktadu naturalnego elementu do
uktadu globalnego.

Czteroweztowy izoparametryczny element skiaczony

Jezeli zatawymy, ze poszukiwana funkcja(z) jest wektorem przemieszczenia oraz rozpa-
trywanym zagadnieniem jest ptaski stan to tensor odksztatcenia w zapisie macierzowym
ma nastepujaca posta

-, o
{5y } 0 5 {Z}:LeNuf:Beuf (5.32)
Yoy o
| 0z Oy |

Dla elementu czworokatnego czteroweztowego funkcjami ksztattu sa wielomiany
Lagrange’a postaci [55]

Ni(€,n) = (L+8&6) (L +mm), i=1,....4 (5.33)

gdzie(¢, n) sa koordynatami stowarzyszonymi z elementennskonym zmieniajace sie
w przedzialg—1, 1], natomiast¢;, ;) sa wspotrzednymi-tego wezta elementu.
Réwnanie konstytutywne dla ptaskiego stanuzma zapisa jako

0° = C%" (5.34)

Wykorzystujac zasade prac wirtualnych (dodatek A) dostajemy uktad dalgge-
braicznych dla elementu skozonego na nieznane przemieszczenia weztowe postaci

kut = £y + f5+ £ (5.35)

gdzie poszczegolne elementy rownania opisane sa wzorami:
— macierz sztywngci elementu

ke = / / BTCBhdQ) = /1 /1 BT (¢,m)C(&,n)B(&,n) det(J)hdédn

-1 -1

gdzie() jest powierzchnia elementu/igjego grubécia,
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— poszukiwany wektor przemieszéreeztowych,

(&

T
U:[Ul V1 Uz Vy U3 V3 Uy 114]

— wektor obcigen skupionych przyteonych w weztachf,
— wektor obcigen powierzchniowych

fi= [ [ Natew)

gdzieS jest diugGcia boku elementu, na ktéry dziata obmBaieq(z, y),
— wektor sit masowych.
fi = [ N'biaw)
Q

Ze wzgledu na zakenie statego odksztatcenia (odwzorowanie ruchu sztywnego
bryly), macierzB nie zaley od zmiennych przestrzennych. W przypadku materiatbw
jednorodnych macierz konstytutywida jest stata, dlatego w klasycznych algorytmach
metody elementéw skazonych wzor definiujacy macierz sztyvsoowyglada nastepu-
jaco

k¢ = B"CB det(J)hQ (5.36)

Metoda residuéw wazonych Bubnowa — Galerkina

W poprzednim paragrafie (por. 5.1.4) na przyktadzie ptaskiego stanu zostata opi-
sana metoda obliczania macierzy sztyseicelementowek® oraz wektora obcizen f¢
przy wykorzystaniu sformutowania zagadnienia brzegowego w postaci zasady wariacyj-
nej z wykorzystaniem zasady prac wirtualnych. Dyskretyzacje zagadnienia brzegowego
mozna sformutowa w alternatywny sposoéb, wykorzystujac sformutowanie stabe. To
podepcie znane jest pod nazwa metody residuéwamgch lub metody Bubnowa —
Galerkina. Jest bardzo czesto wykorzystywana w komercyjnych algorytmach metody ele-
mentow skéczaczych, np. w pakietach ANSYS czy ABAQUS [2, 8].

Metoda Galerkina zostanie przedstawiona na przyktadzie rownania Poissona postaci

V(KVu) = f w
u = g na os2 (5.37)

Rownanie Poissona nie zostalo wybrane przez autora przypadkowo. Réwnanie (5.37)
opisuje wiele probleméw mechanicznych, np. skrecanie preta o przekrojach niekotowych,
przewodzenie ciepta w stanie ustalonym, itp.

Rozwiazania przyblionegoi poszukujemy w postaci kombinaciji liniowej

U= ¢+ Z Cigi (5.38)
i=1

gdzie funkcje¢; sa liniowo niezalene oraz na brzegu obszaru przyjmuja wsrto.
Funkcjag, odpowiada za spetnienie niezerowego warunku brzegowego.
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Ze wzgledu na faktz funkcja jest tylko przyblzeniem rozwiazania analitycznego,
mamyV(KVu) — f = R, gdzieR jest pewnym residuum.

Celem jest wyznaczenie wspotczynnik@y tak, aby zminimalizowa residuumg.
Z punktu widzenia teorii rachunku wariacyjnego metoda Galerkina jest sformutowana
w przestrzeni energetycznej Sobolelvg gdzie iloczyn skalarny dwéch wektoréw defi-
niowany jest jako

(u,v) = /u - vdQ (5.39)

Q

Jezeli istnieje maliwost dobrania wspotczynnikéw; tak, aby dwa wektory byty wza-
jemnie do siebie ortogonalne, gdzie jednym z wektoréw jest residduendrugim ciag
funkcji wagowychw;, i = 1,2, ..., n, to wart&t residuum osiaga minimum. Prowadzi to
do spetnienia nastepujacego warunku

/Rwl-szo, i=1,2,....n (5.40)

Q

Galerkin w swojej pracy opublikowanejw 1915 roku jako funkcje wagowe przyjat funkcje
aproksymacyjne,. Podobna prace opublikowat Bubnow w 1913 roku.

W sytuaciji, gdy za funkcje wagowe przyjmiemy = §(z — z;) otrzymujemy metode
kolokacii.

Podstawiajac do warunku (5.40) za residudin= V(KVu) — f oraz stosujac
twierdzenie Greena do pierwszej catki otrzymujemy

/ KViVe,dQ = / FidQ + / Kg—ugbidv (5.41)
n
Q Q I

Zaktadamyze funkcje aproksymacyjng; zeruja sie na brzegu obszaru, wtedy ostatnia
catka w réwnaniu (5.41) znika. Uwzgledniajac (5.38) w rownaniu (5.41) otrzymujemy
ukfad réwna liniowych na nieznane wspétczynnik

iq/wif(wjdsz:/f¢jd9+/v¢of(v¢jd9, j=1,....n (5.42)
=1 Q)

Q Q

Jezeli u|, = 0 to ostatni czton w réwnaniu (5.42) jest réwny zeru [119, 193].

Roéwnanie (5.42) jest identyczne z réwnaniem (5.35) przyzaata braku sit maso-
wych i obcizen weztowych. Wyniki uzyskane przy pomocy metody Ritza sa identyczne
z wynikami otrzymanymi z metody Galerkina, pod warunkiers, funkcje aproksy-
macyjne beda identyczne. Jednak metoda Ritza wymaga od funkcji aproksymacyjnych
spetnienia tylko kinematycznych warunkéw brzegowych (funkcja i gradient funkciji).
W przypadku metody residuéw wanych konieczne jest spetnienie kinematycznych
i statycznych warunkéw brzegowych. Ponadto nie zawsze istniezdiwo$t stworzenia
funkcjonatu energii, a wyprowadzenie sformutowania stabego przy zadanym sformu-
lowaniu mocnym jest zawsze rrlowe. Majac na uwadze powrgze, metoda residuéw
wazonych jest znacznie cgeiej wykorzystywana.
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5.1.5 Metody bezsiatkowe

1. Metody bazujace na aproksymacji metoda ustalonych i ruchomych najmniejszych
kwadratow.

— Metoda elementéw rozmytych (MER#ardzo due podobiastwo do metody &
nic skahczonych w sformutowaniu wariacyjnym.

— Bezelementowa metoda Galerkina (BM@®st to metoda, w ktorej funkcje aprok-
symacyjne sa wyprowadzane przy pomocy metody najmniejszych kwadratow,
a sformutowanie stabe jest uzyskiwane z wykorzystaniem metody Bubnowa —
Galerkina. Narzuca sig takSciste spetnienie warunkéw brzegowych typu Diri-
chleta, co powoduje lokalny brak gtad@ funkcji ze wzgledu na brak zkieasci
w strefie gdzie natoone takie warunki.

— Metoda punktu skohczoneglest to wariacyjna metodazdic skarczonych z wpro-
wadzona koncepcja catkowania dookota weztow. Funkcje aproksymacyjne sa
wyprowadzane przy ayciu metody ustalonych najmniejszych kwadratéw, ru-
chomych najmniejszych kwadratéw oraz wielokrotnie ustalonych najmniejszych
kwadratow.

2. Metody czastek.

Mozna wyr&nic trzy warianty tej metody:

— Komorkowa metoda czastek

— Hydrodynamiczna metoda wygtadzonych czastek

— Metoda czastek z samoreprodukujacym sie jadrem

Aproksymacja w tej metodzie jest formutowana w postaci catkowej

un(z) = / wn(z — y)uly)dy (5.43)

gdziewy,(x) jest funkcja wagowa spetniajaca warunki:
— wy, € C3°(R™) - do przestrzeni's° naleza funkcje okrélone na néniku zwartym
o mierzeh, dla ktérych istnieja dowolne pochodne. Pochodne te sa ponadto ciagte,
— supwy(z) = {y : ly| < h} —waga jest zdefiniowana w pewnej kuli &% moze
to byt okrag albo kwadrat),
— wp(x) > 0 Vz € R" —waga jest funkcja nieujemna lub dodatnia albo zerowa,
jezeli to jest brzeg kuli,
— h" [, wp(x)dz = 1 —waga jest funkcja znormalizowana. Stad wynika,wraz
ze zmierzaniem wymiaru $oika doh, funkcja wagowa zmierza do delty Diraca.
gdzien jest wymiarem przestrzeni.
Calke (5.43) aproksymujemy przez sume

up(z) = Z wp(z — x;)u(x) AQ; (5.44)
=1
Pochodne funkcji obliczane sa wedtug nastepujacego wzoru

V)~ [une-y)Vady =~ [V -pudy  6.49)

Q
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ktory jest aproksymowany wedtug nastepujacej zabsci
Vuy(z) ~ Z Vwp(z — z;)u(z;) AQ; (5.46)
=1

Do réwnania raniczkowego o pochodnych czastkowych podstawiane sa odpowied-
nie pochodney, obliczone wedtug (5.46). Cad rozwiazywana jest przy pomocy

metody kolokacji.
3. Metody podziatu jedr&xi.

W metodzie tej wykorzystuje sie warunek kompletoiorzedu zerowego dla funkcji
bazowych

Z N, =1 (5.47)
Mnozac réwnanie (5.47) przez pewne funkcje bazew®trzymujemy
sy N; = (5.48)

Funkcje bazowe sa specjalnie dobierane.

4. Metoda chmur typu h-p.
W tej metodzie konstruuje sie aproksymacje zaréwno w adaptacji h, jak iw h-p. W ten
sposOb stworzona zostata w petni adaptacyjna metoda, zaréwno poprzez zageszczanie
weztow (adaptacja typu h), jak i zmiane stopnia wielomianéw aproksymacyjnych
(adaptacja typu p). Wielomiany aproksymacyjne sa konstruowane z wykorzystaniem
zasady podziatu jedi$ai.

5. Metoda elementow naturalnych.
Metoda ta opiera sie na podziale obszaru na wielokaty Voronoi w celu wyznaczenia
obszaréw do catkowania. Algorytm obliczania catek opiera sie na metodzie catkowa-
nia dookota weztéw.

5.2 Analiza dynamiczna. Metody numerycznego
rozwiazywania réwnania rozniczkowego typu
parabolicznego

Z punktu widzenia teorii rownardézniczkowych réwnanie przewodnictwa cieplnego
Fouriera — Kirchhoffa (4.21a) natg do grupy réwna liniowych parabolicznych o zmien-
nych wspétczynnikach. Wedtug klasyfikacji fizycznej termiczny problem brzegowy trak-
towany jest jako zagadnienie dyfuzji, ktore ma pésta

oT 0T

or Do
gdzie D jest wspotczynnikiem dyfuzji. Do rozwiazania rownania (5.49) stosowany jest
zazwyczaj jeden z trzech nastepujacych algorytméw schematycznie zaprezentowanych
narys. 5.4 [127]:

— schematfully explicit
— schematfully implicit zwany inaczepackward time
— schemat Cranka-Nicolsona

(5.49)
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(b) Fully Implicit (c) Crank-Nicalson

Rysunek 5.4. Schematy numerycznego rozwiazywania rowrdiuzji; a. schemdtlly
explicit, b. schemafully implicit, c. schemat Cranka — Nicolsona (Press, Teukolsky,
iin.[127])

Schematfully explicit

Algorytm fully explicit zaktada, z wart&t funkcji w nastepnym kroku czasowym jest
obliczana na podstawie trzech watofunkcji z poprzedniego kroku czasowego (5.51).
Zamieniajac operatory mhiczkowe w réwnaniu (5.49) na operatorgnicowe mamy

k+1 k k k k
AT (Az)?

gdziej = 1,2,...,nz, k = 1,2,...,n7, @ Tf oznacza wartse funkcji dla j-tego
wezta na siatce wspoétrzednej przestrzennéjigj iteracji czasowej, natomiast: — ilos¢
weztow na siatce przestrzennej w danym kroku czasownrs, ilos€ krokow czasowych,
Ax — dtugast kroku przestrzennegadyr — dtugase kroku czasowego.

Porzadkujac cztony w réwnaniu (5.50) mamy

aTy | +(1—=2a)T} +alf,, =T/ (5.51)
AT

(Az)?
w literaturze pod nazwa liczby kryterialnej Fouriera [127].

gdziea = D jest wielkascia charakterystyczna dla rownania parabolicznego znana

Schematfully implicit

Schemaffully implicit jest przeciwi@stwem algorytmdully explicit Na podstawie
wartcsci funkcji w wezlej-tym nak-tym kroku czasowym obliczane sa wastd funkcji
w weztach § — 1), (j) oraz (j + 1) dla (k + 1) kroku czasowego. Powzgze podéicie jest
bardziej korzystne z punktu widzenia stab&eorozwiazania oraz naiwosci doboru
dhugosci kroku czasowego w stosunku do poprzedniego algorytmu, jednak dalej krok
czasowy nie mpe by¢ dowolny.
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Rozpisujac schemat zdicowy dla algorytmuully implicit otrzymujemy:
k+1 k k+1 k+1 k+1
T Ty TR 2 4T

+1
Ar T Ao (5.52)
Po uporzadkowaniu réwnania (5.52) otrzymujemy
— Tl + (14 2a) T — aTT =T (5.53)

gdzie wspotczynnik jest zdefiniowane identycznie jak w poprzednim algorytmie.

Warto zauwayc, ze znaczaca wada tego schematu jest koniétzrozwiazywania
liniowego uktadu rowna algebraicznych, z ktérego wyliczamy nieznane wastéunkcji
dla (¢ + 1) kroku czasowego.

Stabilnost rozwiazania zagadnienia dyfuzji

Stabiln&t rozwiazania problemu dyfuzji jest zwiazana z wiedki@ kroku czasowego
AT, ktéry nie mae by dowolnie dizy. Definicja liczby Fouriera sugeruje od razu odpo-
wiednie ograniczenie. Gdyby przyjaze krok czasowy mze byc nieskdiczenie day,
czyli AT — oo, to wtedya — oo a zatemAT — 0. Wynika stadze AT musi byt ogra-
niczone. Interpretacja fizyczna tego sposterea jest wiec nastepujaca: dyfuzja w ciele
statym musi zachodziw miare wolno, aby mzna byto ten proces opisaéwnaniem
rézniczkowym liniowym.

Klasyczny warunek stabilrsai, ktory jest jednakowy dla obu schematdully expli-
cit orazfully implicit, przy zat@eniuze wspétczynnik dyfuzjiD =const jest nastepu-

jacy [127]
AT

a=D (Az)?

< (5.54)

1
2
StabilnoSt rozwiazania dla réwnania Fouriera — Kirchhoffa
Réwnanie Fouriera — Kirchhoffa (4.21a) jest rownanieamiézkowym czastkowym typu
parabolicznego, jednak o bardziejzémej postaci i@ (5.49). Po pierwsze, wspo6tczynnik

N A
dyfuzji D =
lowanie ogélni%jszego warunku stabifw niz (5.54).

W pierwszej kolejnéci konieczna jest zamiana operatoréwma@zkowych réwnania
(4.21a) na operatory efiicowe. Po wykonaniu povgzego przeksztatcenia otrzymujemy
k k k k k k

jjjjll_27jj+1+T’+1 (}\ Q)jﬂj—:rll_jvjjll T_Jrl_Tk

Jtl  — e, "7 (555
(Ar)? oAy T = e — (3:59)

Warunek stabilngci jest okrélany na podstawie cztondw stojacych przy \/\'23&’&31'uil”;“rl
[75]. Wynika stadze wewnetrzne zrédta ciepta moga mieptyw na warunek stabilrgei
w przypadku, gdy beda funkcja zalea od aktualnej temperatury.

Porzadkujac odpowiednie cztony w réwnaniu (5.55) oraz przyjmaag, = ¢,(T)
otrzymujemy

AT | 1 A 0N A 2\ AT
_— (= AN TkJrl e . TkJrl =0 1 TkJrl_
ol (5 3) e 7+ | (G ) 25 1]
A

At | 1 A OA B(w)
4,9 TR 9 =Tk
Cp0 [QAT (rj * 87") i (AT)2:| i+ h Y

(5.56)

Zconst, po drugie, istnieje dodatkowy cztgn Konieczne jest sformu-

A

rj Or




Na podstawie wcAniejszych zataeh stabiln&t zagadnienia nmemy oszacow@przy
pomocy nieréwnsci

(?2%1 + c.'zv(Tf“)> CATZ) +1>0 (5.57)

Oszacowanie w réwnaniu (5.57) m® byc niewystarczajace, poniewavspoétczynnik
przewodn@&ci termicznej jest funkcja. Konieczne jest znalezienie v&itaninimalnej,
dla ktérej warunek bedzie spetniony. W takim przypadku réwnanie (5.57ygleze-
ksztatct do postaci

(5.58)

Ar < min [M] (5.59)

Ponadto gdy przyjmiemyge\(r) = A =const rownanie (5.58) przyjmuje poétdasycz-
nego warunku stabilrszi danego wzorem (5.54)

Schemat Cranka — Nicolsona

Algorytmy numeryczne oprécz stabilec rozwiazania wymagaja taé duwzej do-
kladndsci. Schematy zaprezentowane w poprzednich paragrafach (por. rozdziat 5.2 i 5.2)
oparte sa na schematachzmicowych aproksymujacych pierwsza pochodna na dwéch
weztach. Warto zauwaC, ze najwieksza doktadiso schematu rnicowego pierwszej
pochodnej zachowana jest w przypadku aproksymacji na trzech weztach (tzw. iloraz
centralny). Ponadto w punkcie centralnym schematu istnieje najwieksza dostaung-
blizenia.

Powstaje zatem pytanie: czy nie ama stworzg takiego schematu, ktéry stanowitby
rozwiazanie pérednie pomiedzy wcaaiej omawianymi schematami, tak aby centralny
punkt gwiazdy ranicowej na kierunku osi czasowej i przestrzennej byt ten sam? Takim
algorytmem jest wianie schemat Cranka-Nicolsona. d@ go zapisaw nastepujacy
sposob:

TR TE D [T ST TR T T - T

AT 2 (Az)? (5:60)

Poza doktadngcia, najwieksza zaleta prezentowanego schematu jest skihikigo-
rytm Cranka — Nicolsona jest stabilny dla dowolnie nieelgo kroku czasowegdr.
Jednak na kadym korku czasowym konieczne jest rozwiazywanie liniowego uktadu row-
nan algebraicznych.
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5.3 Wptyw niejednorodncsci na btad rozwiazania
w klasycznej metodzie elementéw skiczonych

Problem adaptacji metod numerycznych do rozwiazywania problemow brzegowych
dla materiatébw niejednorodnych zostat szeroko oméwiony w artykule [61], gdzie prze-
prowadzono poréwnanie trzech najseiej stosowanych algorytméw: metody elementow
skahczonych (MES), metody mhic skaaczonych (MRS) i bez@edniego numerycz-
nego catkowania rowmestanu (NC).

Jako przyktad dobrze oddajacy charakter problemu przyjeto zagadnienie termospre-
zystdscei opisane nastepujacym uktadem réwmézniczkowych (4.23).

W klasycznym sformutowaniu MES zaktada sk wiasciwosci termomechaniczne
materiatu pozostaja state na szczeblu elementinctanego, co oznaczaz zamiast
uktadu rowna (4.23) rozwiazywany jest problem uproszczony

AijT); =0
€ikl€imn Ckmpq (qu -+ OJ(SknTﬂlm =0
Wraz z rozwiazaniem problemu (5.61) nasuwa sie pytanie o wpltyw pominietych
cztonéw na zbienast rozwiazania. W zwiazku z powgzym przedmiotem dalszej ana-
lizy jest badanie warunkow niezbednych do tego aby problem uproszczony (5.61) mogt
poprawnie aproksymowveaproblem oryginalny (4.23). Aby upsgic zagadnienie jedno-
czesnie zachowujac mabiwie doktadnie jego ogoIr&t rozwaa sie osiowo symetryczny
problem z warunkami typu Dirichleta
(rAuT") =0 T(a)=T, T(a)=T, (5.62a)
(reggpaF’) + [7’ (cam1) — 01111] F/r+arT"=0 F(a)=0 F(a)=0 (5.62h)

(5.61)

gdzie ( )’ oznacza raniczkowanie wzgledem zmiennej promieniowej, natomiagest
funkcja naprgenh zdefiniowana nastepujaco
o, =F/r, o, =F'
Problem zostat rozwiazany trzema najeziej lzywanymi metodami: metoda strzatu
oparta na catkowaniu numerycznym révn@zniczkowych metoda Runge-Kutta IV ro-
dzaju (por. 5.1.1), metoda zdic skarczonych w sformutowaniu lokalnym (por. 5.1.2)

oraz klasyczna metoda elementdéw s&ponych oparta na sformutowaniu residuéw wa-
zonych (por. 5.1.4).

5.3.1 Metoda bezpéredniego numerycznego catkowania rowna
stanu metoda strzatu

Uktad (5.62) zostat sprowadzony do uktadu czterech rédwidaniczkowych pierw-
szego rzedu

dyy /dr = yo

dys/dr = — (1/r + 1/A11d A1 /dr) yo

dys/dr =y,

dys/dr = —1/cagon [(rdeass /AT + ca292) ya /1 + (rdegors /dr — cii11) ys/1* + ayo)

(5.63)
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spetniajacego dwa warunki brzegowe w punkcie startowym= «, a dwa pozostate
w punkcie kaicowymr, = b

yi(r1) =Tu, yi(re) =Ty
0

yslr) =0, ys(ra) = 0 (5.64)

5.3.2 Metoda r&nic skahczonych

W metodzie ranic skarczonych zostat przyjety staty wymiar siatki weztdw =
r@ — (=1 Operatory raniczkowe zostaly zamienione na operatormiéowe, tworzac
gwiazde postaci

i—1 i—1 i— 9
Ar  2r@) 4)\§i1)A7» Ar (Ar)?
- - , (5.65a)
Y R T S R A
Ar  2r@) 4)\§i1)A7~ Ar
i i—1 i+1 i i
052)22 _ _0(2222) + 0(22;2) C§2)22 R
Ar 4Ar 27 (1) Ar
2 1 (= e din )| po
-+ — — L) Fo 5.65b
* (Ar)? i @) ( 2Ar r@ ( )
% i—1 i+1 % i i— i
i C§2)22 i _0(2222) + 0(22;2) C§2)22 RO — o R
Ar 4Ar 27 (1) Ar 2Ar

Z uwagi na czgciowe sprzeenie rowna w omawianym zagadnieniu proponowane jest
uzycie tzw.stagger algorithmw ktérym w pierwszej kolejngci rozwiazywane jest réw-
nanie (5.65a) z uwagi na temperatdir¢’, ktéra w nastepnym kroku podstawiana jest do
prawej strony rownania (5.65b).

5.3.3 Klasyczna metoda elementéw skazonych

Z punktu widzenia klasycznej MES réwnanie Fouriera-Kirchhoffa (5.62a) oraz me-
chaniczne rownanie stanu (5.62b) sa quasi-harmonicznymi réwnaniami opisujacymi ma-
teriat, ktérego niejednorodso podlega skokowej zmianie od elementu do elementu
[119, 193]

(Ku) = —f (5.66)

w ktérym u jest nieznanym rozwiazaniem, natomidsti f sa znanymi funkcjami-.
Oznacza toze w przypadku problemu termicznego ralepodstawe X = r)\ oraz
f = 0, podczas gdy w przypadku problemu mechanicznego podstawiamy 1/r
oraz f = EaoT’. RGwnanie (5.66) nie zawiera pochodnych modutéw termomechanicz-
nych poniewa klasyczne sformutowanie MES nie dopuszcza aproksymacji zmiennych
wiasciwasci materiatowych dodatkowymi funkcjami ksztattu.

Rownanie (5.66) jest identyczne jak réwnanie (5.37), z tego wzgledu autor w tym
miejscu nie bedzie szczegdtowo omawiat dyskretyzacji problemu na drodze residuéw wa-
zonych. Po przeprowadzeniu identycznego rozumowania jak w rozdziale 5.1.4 otrzymu-
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jemy typowe elementy macierzy sztywsewo elementu oraz wektory sit przyweztowych
przyjmuja nastepujaca posta

dN¢dN?¢
Y 67
K / =Ly (5.67a)
Q
fe - / FNEdr (5.67b)
Q

Jako funkcje ksztattu przyjmuje sie liniowe wielomiany Lagrang®a = 1/2 — r/L
i NS =1/2+r/L, gdzieL jest diug&cia elementu.
Podobnie do przypadku MRS stosuje sie procedtaigger algorithm

5.3.4 Wyniki otrzymane w oparciu o klasyczne metody: NC, MRS
I MES

Rozwaany problem termosprgstdsci staje sie szczegdlnie prosty w przypadku, gdy
state materiatowe sa funkcjami potegowymi promienia, zgodnie z propozycja Eslami [36]

i Ootao [117]
Xij = Aor ", Cijli = C?jklr‘” (5.68)
wowczas problem (5.62) posiada elementarne rozwiazanie [91].

Na rys. 5.5 przedstawiono wykresy temperatury, natomiast na rys. 5.6 zostat zapre-
zentowany wykres funkcji napreh w zalenadsci od wyktadnika potegi dla wczesniej
opisywanych metod catkowania zagadnienia brzegowego (rozdz. 5.2, 5.2, 5.2) w porow-
naniu z rozwiazanieracistym.

20

15

rozwiazanie dokladne
s} MRS

o calkowanie numeryczne
[] MES

10

Rysunek 5.5. Rozkfady temperatury w zalesci od wyktadnika potegi (Hernik, Gan-
czarski [61]

Analiza wykresow potwierdza fakte w wypadku numerycznego catkowania i MRS
wyniki sa zgodne z rozwiazanieseistym. Wyniki MES charakteryzuja sie dobra doktad-
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noscia jedynie przy niezbyt wysokich potegaeh= 1, 0, —1 natomiast dla wgszych war-
toscin = —2, —3 uwidoczniaja sie rozbmndsci. Naley wyraznie zaznaczy ze w przy-

padku metody elementéw skozonych wartéci parametrow materiatowych na poziomie
elementu skbczonego sa state, prowadzac do schodkowej aproksymaciji niejednorodno-
sci. Jest to tylko pewnego rodzajgrednienie, ktérego efekty moa zaobserwowzana
przedstawionych wykresach. Zwiazane jest to z procestagger algorithmw wyniku

ktorej btedy aproksymaciji powstate w trakcie rozwiazywania problemu termicznego sa
kumulowane w rozwiazaniu problemu mechanicznego, poraeaawiazanie problemu
termicznego (razem z btedami) jest podstawiane jako prawa strona réwnania w problemie
mechanicznym.

rozwiazanie dokladne
MRS

calkowanie numeryczne
MES

® 00

003
002

0oL |

Rysunek 5.6. Rozktad funkcji namenia w zalenasci od wyktadnika potegi (Hernik,
Ganczarski [61])

Oczywiscie w sytuacji niskich wyktadnikéw potegi powyzszy problem nie ma
wigkszego znaczenia i z powodzeniem sa stosowane klasyczne eleméntysie@ Jed-
nak w przypadku materiatéw gradientowych zmiana niejednorscine bardzo wielu
przypadkach jest gwattowna (np. stosunek wspotczynnika przevéodtermicznej dla
materialu ceramicznego i metalu wynosi 75). W takiej sytuasjiednienie wartsci
wspoétczynnikéw materiatowych na poziomie elementuzgigie z grubymi btedami na
poziomie analizy numerycznej powodujac niedostosowanie modelu numerycznego do
analizowanej konstrukcji. Aby unikiggego typu kumulacji btedéw natg uzyc elemen-
téw skaczonych specjalnego typu, ktére zostana doktadniej omdéwione w nastepnym
rozdziale.
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5.4 Metoda elementow skaczonych uwzgledniajaca
niejednorodnosc materiatu

W klasycznym sformutowaniu MES, omoéwionym w poprzednim paragrafie (5.4),
macierz sztywngci na poziomie elementu wyza sie wzorem

10 / BOTDERE (5.69)

Qfe)

Macierz konstytutywnd(©) nie zaley od wspotrzednych przestrzennych a zatem nie
podlega catkowaniu i jest traktowana jako stata na poziomie elementu. Takié&piecdip
zagadnienia okazuje sie zbyt uproszczone w przypadku materiatow FGM, w ktorych nie-
jednorodn&t materiatu cechuje dy gradient. W zwiazku z powaszym Kim i Paulino

[80] zaproponowali nowa koncepcje

k© = / BTD® (x) B@dO© (5.70)

Qe)

w ktorej nie tylko pole przemieszczenia ale rownigtasciwasci materiatowe podlegaja
aproksymacji funkcjami ksztattu na poziomie elementu [80]

N n
E=) NE;, wv=)» Ny (5.71)
i=1 i=1
P(x) 7o
——T T
- —
. GP .
‘| e | —a»
GF,— | i /c:__ E (x)
o ——

E(x)

Rysunek 5.7. Koncepcja izoparametrycznego elementuczkmego dla materiatu FGM
[80]

Na rys. 5.7 zostat zaprezentowany schemat elementacgkoego, w ktérym po-
wierzchnia P(z) reprezentuje aproksymacje ®tawasci materialowych, oprécz kla-
sycznej aproksymaciji funkcji niewiadomej. Tego typu elemenfiskony jest specjalnie
dedykowany do materiatow gradientowych, gdzie niejednorétimmienia sie w sposob
gwattowny. Pozwala modelowanmateriat w sposéb doktadniejszy. Ponadiyaie ele-
mentow skéczonych zaproponowanych przez Kim i Paulino pozwala na zastosowanie
rzadszej siatki przyczyniajac sie do skrécenia czasu olfligzeniewa nie ma koniecz-
noSci stosowania bardzo gestej siatki, aby w dostatecznie doktadny spos6b mdadelowa
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warstwe przeéjciowa FGM. Symulacja numeryczna zaprezentowana w rozdziale 5.4.1
w sposob szczegobtowy uwypukli korggi wynikajace z zastosowanie elementursiam-
nego z podwajna funkcja aproksymacyjna.

W oryginalnym sformutowaniu Kim — Paulinazywaja tej samej funkcji ksztattu do
aproksymacji wtaciwasci materiatowych jak i do aproksymaciji pola przemiesacded-
nak nic nie stoi na przeszkodzie, aby zastosofuakcje ksztattu modelujace v#aiwasci
materiatowe odpowiadajace indywidualnemu charakterowi niejednosodtan. funkciji
potegowej [36, 117] czy eksponencjalnej [107] zgodnie z regutami mieszania omowio-
nymi w rozdziale 4.1.
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5.4.1 Przyktad ilustrujacy korzysci ptynace z zastosowania MES
z niejednorodncscia materialtowa

Analizie zostata poddana ptaska tarcza przedstawiona schematycznie narys. 5.8. Kon-
strukcja na jednym z bokéw jest utwierdzona, natomiast drugi bok jest poddany dziataniu
rownomiernego &nienia o wartscip. Tarcza zbudowana jest z materiatu gradientowego
FGM w taki sposébze w miejscu przyteenia obciaenia jest materiat ceramiczny, kto-
rego zadaniem jest ochrona konstrukcji. Materiat ceramiczny za pomoca warstwy przej-
sciowej FGM potaczony jest z materiatlem dziewiczym (metalem). Tarcza ma wymiary
a x b oraz grub&t jednostkowa. Jako materiat, z ktérego zbudowana jest konstrukcja
zostat przyjety kompozyt gradientowy Al-#D;. Szczeg6towe dane materialowe oraz
parametry geometryczne i startowe zaprezentowano w tabeli 5.1

Y

-
—»
—»
N
L

8]

2P material dziewiczy

ceramik

cis:

vivyy

FANVANEVANVANA,

X

Rysunek 5.8. Schemat tarczy przyjety do analizy

Tablica 5.1. Parametry materialowe, geometryczne i startowe tarczy wykonanej z mate-
riatlu gradientowego

skladnik materiatu  E [GPa]v [-] a[mm] b[mm] p[N/m?]
ceramik — AbOs 380 0.3
metal — Al 73 0.3

4 3 1000

Weryfikacja modelu

W celu weryfikacji napisanego przeze mnie kodu metody elementéwcgkaych

z elementami gradientowymi, w pierwszej kolegabanalizie poddany zostanie przyktad
zawierajacy materiat jednorodny, ktéry zostat obliczony przy pomocy komercyjnego pa-
kietu metody elementéw skezonych ANSYS oraz mojego kodu. W obu przykadach
zostaly wyte doktadnie te same wartosci parametréw materiatowych, geometrycznych
i wartosci obcigzen. Prezentowane wyniki zostaty zaprezentowane podczas konferen-
cji Il International Interdyscyplinary Technical Conference of Youg Scientists InterTech
2009[59], ktéra odbyta sie w Poznaniu.
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Aby poprawnie zamodelovwavarstwe przejciowa FGM w przypadku jednorodnych
elementéw skoczonych, obszar na ktérym on sie znajduje zostat podzielony na warstwy,
w ktérych modut Younga zmienia sie w sposéb schodkowy, poczawszy od wartosci przy-
pisanej do materiatu ceramicznego, afskoywszy na warteci przypisanej do metalu.

Z tego powodu w obszarze, gdzie istnieje warstwa giieyva wymagane jest znaczne
zageszczenie siatki elementéw Bkaonych aby moéc w miare doktadnie aproksymowa
zmiane wi&ciwaosci materiatowych (por. rys. 5.9).

|
Finite alenent mesel 434 elements

Rysunek 5.9. Siatka jednorodnych elementownskzonych wykonana w programie An-
sys

Warto zaznaczy, ze siatka elmentéw skazonych przedstawiona na rys. 5.9 zawiera
434 elementy.

Poréwnanie wynikéw
Na rys. 5.10i 5.11 zostaly przedstawione mapy przemieszaziierunkuzx. Rys. 5.10
przedstawia mape wykonana przy pomocy programu ANSYS, natomiast rys. 5.11 mape
z wynikéw otrzymanych przy pomocy mojego kodu metody elementévinatkanych.
Poréwnanie obu wykreséw pokazupe ich charakter jest identyczny oraz maksymalne
i minimalne przemieszczenia maja identyczne wagto

Kolejne dwa rysunki (rys. 5.12 i 5.13) prezentuja poréwnanie wynikéw dla funkcji
przemieszczenia w kierunku | w tym przypadku oba wykresy sa identyczne.

Powyzsze wykresy potwierdzajae sformutowanie modelu numerycznego oraz wy-
niki otrzymywane dzigki niemu sa poprawne.
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1 ANSYS 11.03P1
PLOT MO, 11
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05508
.06885
08262
.09639
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ORNRNENAC

nodal displacement in x directicn

Rysunek 5.10. Rozkfad funkcji przemieszczenia w kierumkuykonany w programie
ANSYS
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Rysunek 5.11 Rozktad funkcji przemieszczenia w kierunkuobliczony za pomoca wiasnego
kodu MES
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1 ANSYS 11.0SP1
PLOT NO. 12
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nodal displacement in vy direction

Rysunek 5.12. Rozkiad funkcji przemieszczenia w kierupkuykonany w programie
ANSYS
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Rysunek 5.13. Rozktad funkcji przemieszczenia w kierugkabliczony za pomoca
witasnego kodu MES
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Wyniki otrzymane dla niejednorodnej tarczy z wykorzystaniem elementow
skonczonych z dodatkowa funkcja aproksymacyjna

Aby pokaz& ogromny zysk zastosowania elementéw gradientowych analizie poddana
zostata konstrukcja z rzadsza siatka elementovskonych przedstawiona na rys. 5.15,

w ktorej zmniejszono ilec elementéw w obszarze interfejsu FGM, natomiast w pozo-
statych obszarach pozostawiona zostata taka sash étementéw jak w przyktadzie
poprzednim. W konsekwencji cata konstrukcja zostata podzielona na 288 elementéw, co
stanowi liczbe prawie dwukrotnie mniejsza mlla siatka wykorzystywana w klasycznej
metodzie elementéw skazoncyh.

Niejednorodn& materialowa zostata opisana funkcja potegowa, zgodnie z reguta
mieszania reprezentowana przez funkcje \wgrea wzorem (4.2). Biorac powgze pod
uwage funkcja opisujaca modut Younga w obszarze warstwy §osyej opisana jest
nastepujaca formuta

E(r) = Eapo,2™,  gdzie  m = log, = 238 (5.72)

Wykres modutu Younga dla catej konstrukcji zostat zaprezentowany na rys. 5.14.

400
350

300 \
250 \
200 \

150 \
100 \

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Rysunek 5.14. Wykres moduly Yound#x) dla tarczy wykonanej z materiatu gradien-
towego

Na wykresie (rys. 5.16) zostat przedstawiony rozktad przemiedzazkierunkuz.
Szczego6towa analiza pokazupe, zostat zachowany charakter zmian, jednak maksymalna
wartcst przemieszczenia jestasiza nz w analogicznym przyktadzie przezentowanym
wczesniej. Kolejny wykres (rys. 5.17) w doktadniejszy sposéb przedstawia poréwnanie
klasycznej metody elementéw skezonych oraz metody elementéw skaonych z ele-
mentami gradientowymi. Na rysunku zostata naniesiona funkcja przemieszczenia w kie-
runku z dla jednego z przekrojéw dla wszystkich trzech analizowanych przypadkdéw:
wyniki otrzymane przy pomocy komercyjnego pakietu metody elementéwezlomych
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ceramik FGM material dziewiczy

288¢lementow

Rysunek 5.15. Siatka elementéw gkaonych dla analizy uwzgledniajacej elementy
niejednorodne

ANSYS, wyniki uzyskane przy pomocy kodu metody elementéwnskonych jedno-
rodnych oraz wyniki dla metody elementéw $kaoncyh z elementami gradientowymi.
Na podstawie zaprezentowanego wykreswemy zauwayc, ze wyniki otrzymane przy
pomocy programu ANSYS i MES z klasycznymi jednorodnymi elementanfickanymi
sa identyczne, co jest dodatkowym potwierdzeniem popraeindziatania programu.
W przypadku wynikéw dla elementéw gradientowych widzirmg, wart&ci przemiesz-
czeh w strefie materiatu ceramicznego i warstwy pspgjwej sa nieznacznie 7sze.
Wynika to z doktadniejszej aproksymaciji niejednorosiciomateriatowej (funkcja cia-
gia, ktéra w sposob doktadny opisuje niejednorasine przeciwigstwie do funkciji
schodkowej bedacej tylko pewnynsnednieniem). Jest to kolejna kogzywynikajaca
Z zastosowania szczegolnego typu elementéw do analizy materiatow gradientowych. Na-
tomiast w obszarze materiatu dziewiczegaammy zauwayc idealna zgodr&t wynikow
dla wszystkich trzech analizowanych przyktadow.

Warto jeszcze zaznaozyze dla przypadku elementéw gradientowych liczba elemen-
tow skaczonych byta prawie o potowe mniejszam przypadku klasycznej metody.
Oczywiscie w tak prostym przyktadzie zysk czasu obliczeniowego jest niewielki, jed-
nak w przypadku prawdziwych elementéw konstrukcyjnych, ktérych skomplikowanie jest
0 wiele wyzsze oraz czas oblicagest bardzo dtugi jest to bardzo istotna uwaga. Zasto-
sowanie elementow gradientowych pozwala na stworzenie modelu numerycznego, ktory
w bardzo doktadny sposob opisuje analizowany materiat przy jednoczesnym skréceniu
czasu oblicze.
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Rysunek 5.16. Rozktad funkcji przemieszczenia w kierunldia elementéw niejedno-
rodnych
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Rysunek 5.17. Poréwnanie wynikow klasyczego MES oraz ME&mehtami niejed-
norodnymi
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6. PRZYKLADY ZASTOSOWA N
PROPONOWANEGO OPISU DO
MODELOWANIA MATERIALOW
| KONSTRUKCJI

6.1 Modelowanie gradientowej tarczy hamulcowej
przeciwko zjawisku globalnej utraty stateczncihot —
spots

Tarcze hamulcowe montowane w samochodach lub pociagach moga foekstya-
malnym warunkom podczas gwattownego hamowania. Podczas procesu nastepuje gene-
racja ciepta wynikajaca z dziatania sit tarcia, ktéraamoloprowadzi do globalnej utraty
stabilnaci (ang.hot — spoj ze wzgledu na drastyczne zwigkszenie dysypowanej energii
przez system. Narys. 6.1 zostaty zaprezentowane eksperymentalne zdjecia utraty statecz-
nosci tarczy hamulcowej w pociagu TGV zarejestrowane przez kamerg na poddzerwie
Nie tylko tarcze hamulcowe sa nazmme na podobne niepadane zjawiska. Na rys.6.2
zostato zaprezentowane zjawigkot — spotna tarczy sprzegta.

Rysunek 6.1.Hot-spotzarejestrowane na tarczach hamulcowych pociagu TGV za po-
moca kamery na podczernviigrzez Paniera, Dufrénoy’a i Weicherta [122]

Prezentowana symulacja numeryczna zostata wykonana w ramach wspotpracy z Sie-
cia Doskonatéci KMM-NOE [82]. Korporacje przemystowe zintegrowane w ramach
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KMM-NoE wykazywaly szczegdlne zainteresowanie&igmi uktadu hamulcowego sa-
mochoddéw, a w szczegolgoi konstrukcja klockéw i tarcz hamulcowych. Sugestie ze
strony firm dotyczyly préby stworzenia materiatu dedykowanego do tarcz i klockéw
hamulcowych, ktéry bytby z jednej strony wytrzymaty i odprony &ecieralnie oraz
gwaltowne zmiany temperatury, a jednoszie charakteryzowat sie niska masa. Ponadto
istniata potrzeba przeprowadzenia biade6re doprowadzity by do wyeliminowania nie-
korzystnych i bardzo niebezpiecznych zjawisk w trakcie procesu hamowania. Jednym
z takich zjawisk jest wignie globalna utrata statec&wd nazywandiot — spot

Rysunek 6.2.Hot-spotzarejestrowane na tarczy sprzegta przez Yi, Barbera i Zagrodz-
kiego [188]

Z uwagi na ten fakt, pierwszym z celdw mojej symulacji numerycznej byto stwo-
rzenie modelu, ktéry bytby z jednej strony mivie nieskomplikowany, a z drugiej
strony w najlepszy mdiwy spos6b oddawat rzeczywista nature zjawiska. Drugim celem
bylo znalezienie odpowiednich proporcji sktadnikow oraz charakteru materiatu gradien-
towego, ktory potrafit by zapobiegayroznemu zjawisku jakim jesiot — spot

Wyniki otrzymane z poriej prezentowanej symulacji przyczynity sie do stworzenia
takiego materiatu oraz zostaty &ggowo wykorzystane przez jedna z korporacji przemy-
stowych zintegrowanych w ramach Sieci DoskosaidKMM-NoE.

Analiza zjawiskahot — spobyta podejmowana przez kilku badaczy. Dufrénoy iin. [122]
zaproponowali klasyfikacje kilku mhych typéw utraty globalnej statec&w obserwo-
wanej w przypadku tarcz hamulcowych stosowanych w pociagach. Zjawisko globalnej
utraty stateczn&cihot — spofest obserwowane w momencie powstaniaelyo gradientu
temperatury w strefie tarcia pomiedzy tarcza a klockami hamulcowymi, ktéry prowadzi
do powstania dzego strumienia ciepta, gwattownego wzrostu nagteobwodowych,
prowadzacych do powstania fal wyboczeniowych po obwodzie tarczy [121]. Jest to nie-
zwykle grozne zjawisko, a caty system hamulcowy niegmb\t dalej zytkowany.

Zjawisko hot — spotjest zazwyczaj opisywane za pomoca gystej lub plastycz-
nej utraty stateczrswi [37] lub wedtug koncepcji TEI (anghermoelastic instability
[189]. Wedtug teorii opartej na sformutowaniu globalnej utraty stateszinotrzymu-
jemy zazwyczaj wigksze waoi obcigenia krytycznego a@iw przypadku sformuto-
wania opartego na koncepcji TEI [31], jednak sformutowanie TEI znacznie lepiej opisuje
zagadnienie kontaktu w strefie tarcia dlamgch typéwhot — spotw potaczeniu z rozsze-
rzalndcia termiczna, cieptem generowanym poprzez tarcie oraz przewodzeniem ciepta
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w poza strefa kontaktu [121]. WAgaienie tego niebezpiecznego zjawiska jest w dalszym
ciagu tematem dyskusji. Istnieje jedynie kilka prac podejmujacych zagadnienie w spo-
s6b kompleksowy, m.in.: Dufrénoy, Panier, Weichert i in. [32, 120-122], Yi, Zagrodzki,
Barber i in. [188-190], Asfour [10].

W pracy [58] zostato zaproponowane nowe p&dij zwiekszajace bezpiedmtwo
uzytkowania tego typu konstrukcji poprzez zastosowanie materiatdw gradientowych.
W analizowanym przyktadzie autor przeprowadzit symulacje numeryczna dla tarczy ha-
mulcowej skonstruowanej z trzech materiatéw: jednorodnej stali ASTM321, jednorod-
nego materialu kompozytowego opartego na bazie stopu aluminium zbrojonego czast-
kami borku tytanu TiB A356R oraz funkcjonalnie zmiennego materiatu kompozytowego
A356R. Symulacja zostata oparta na waziejszych pracach autora [57, 62].

6.1.1 Sformutowanie problemu

Jako model tarczy hamulcowej zostata przyjeta ptyto — tarcza Kirchhoffa — Love’a
(por. rys. 6.3 z rownaniami typu Brayan’a, ktore zostat szczeg6towo omowiony w roz-
dziale 4.3. W modelu zostato przyjete zzémie petnej obrotowej symetrii. W przypadku
modelowania procesu hamowania, zaoie petnej obrotowej symetrii jest prawdziwe,
dopdki analiza dotyczy fazy przedwyboczeniowej (por. rys. 6.1 lub rys. 6.4). Podobnie
sytuacja wyglada w przypadku sit tarcia. Istniejezinoost analizowania fazy powybo-
czeniowej, tzwhot—bendingjednak nie jest to tematem niniejszego przykfadu.

Iy

\

Rysunek 6.3. Model ptyto — tarczy z klockami hamulcowymi

W stosunku do wszystkich obdeh termo — mechanicznych taé& przyjmowane
jest zat@enie upraszczajace dotyczace ich obrotowej symetrii. Jednostkowe sity masowe
odpowiednio w kierunku promieniowym i obwodowym spetniaja to zatie w sposéb
Scisty, natomiast pole sit tarcia oraz wywotane nim pole termiczne jedynie w sposob
przyblizony, poniewa para klockéw hamulcowych dziata na tuku o Bkaonej dtugéci
< 2. Odndnie tych ostatnich, majac na wzgledzie unikanie zbytniej komplikacji modelu
matematycznego, postuluje sie rownieh obrotowa symetrie homogenizujac wptyw
dziatania pary klockéw hamulcowych na petnym obwodzie tarczy.
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Rysunek 6.4.Hot-spotszarejestrowane kamera na podczefwiea tarczach hamulco-
wych TGV [120]

Ponadto zaktadamygge proces hamowania przebiega ze statym op6znieniem katowym
e =const, skutkujac liniowa zatecscia predkéci katowej od czasw = wy — e7.
Powyzsze zataenie zostato potwierdzone wynikami&iwiadczalnymi (por. rys. 6.5).
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Rysunek 6.5. Zalmost cisnieniap [MPa] i predkdaci katowejo [s~!] od czasu w trakcie
procesu hamowania (Gao i Lin [48])

Duza wart&t predkéci obrotowej oraz sity tarcia pomiedzy tarcza, a klockami pro-
wadza do wytworzenia ciepta w trakcie procesu hamowania, powodujac powstanie sy-
metrycznego pola temperatury. Szukane pole temperatury jest wyznaczane za pomoca
réwnania (4.21a) i stanowi wymuszenie w réwnaniach stanu mechanicznego (4.39). Po-
wstate pole temperatury oraz sity masowe zawierajace pgedéaiowaw oraz przyspie-
szenie katowe powoduja powstanie deformaciji konstrukcji, ktéra prowadzi do powstania
kotowo-symetrycznego pola nageh obwodowych powodujacych powstanie niesyme-
trycznych modéw wyboczeniowych w tarczy. Waitdkrytycznego obcizenia jako war-
toSC wiasna jest obliczana z rowimatanu gietnego (4.40). Powszy algorytm obliczania

78



hot — spotbyt szeroko dyskutowany w pracach Paniera i Dufrénoy’a [120]. Podobny
mechanizm byt take dyskutowany przez Sadeghi [139] oraz przez Krempaszky [83].

Intensywnost wewnetrznych zrédet ciepta

W réwnaniu (4.21a) czton, oznacza intensywrsd wewnetrznych zrodet ciepta.
Analizowany przyktad wymaga podania szczego6towej definicji tej wigtko

Strefa generacji ciepta. Na podstawie definicji, intensywso wewnetrznych zrodet

ciepta jest dana wzorem

. dQ
Qv = dv

gdzie d/ = 27rhdr — element objetsci klocka hamulcowego. Przyjmujaze klocek

naciska na tarcze z pewnynsoieniemp, na promieniu-, tarcza obraca sie z predi@a

katowaw oraz wspotczynnik tarcia jest réwny to wielkost Q mozemy zdefiniowéa jako

(6.1)

Q = 2purwndA (6.2)

gdziep jest cénieniem nacisku klocka na tarcze;- wspoétczynnikiem tarcia pomiedzy
tarcza a klockamiy — predkd&cia katowas) — wspo6tczynnikiem sprawrsei w przedziale
[0, 1] opisujacym wielk&t dysypowanej energii, Al = 27rdr — element powierzchni,
dV = hdA.

Catkowita energia generowana w trakcie procesu hamowania zoskgj@ ziwojako:
na sam proces hamowania oraz na generacje ciepta. W niniejszym zadaniu brana jest pod
uwage tylko ta druga c&g energii. Paramety jest mnanikiem podajacym procentowy
udziat energii zaytej w proces hamowania na generacje ciepta. Fizycznienan@o
interpretow& jako 1 — 7,42, gdzien,,.. jest sprawnscia. Mnanik dwa odnosi sie do
pary klockéw hamulcowych.

Uwzgledniajac 6 w réwnaniu (6.1) otrzymujemy formute definiujaca intensyamno
wewnetrznych zrédet ciepta w strefie kontaktu (generacji ciepta)

. 2pprwdA pruw
©= orndr T h
W powyzszej definicji cénienie w jednej chwili osiaga waéo maksymalna. Jest to
pewne uproszczenie wynikajace z przyjecia stategoienia nacisku. Jednak badania
eksperymentalne (por. rys. 6.5) potwierdzaj@,zat@enie statlego énienia jest stuszne
po pewnej, bardzo krétkiej chwili od momentu rozpoczecia procesu hamowania.
Ponadto zostato przyjetee klocki hamulcowe oddziatuja na catym obwodzie tar-
czy. Jest to kolejne zatenie upraszczajace, poniewklocki hamulcowe dziataja na
skonczonej diugéci < 27. Ze wzgledu na unikanie zbytniej komplikacji modelu wpro-
wadzono homogenizacje rozmywajac klocki hamulcowe na caty obwdd tarczyzBoevy
zatazenie jest prawdziwe w przypadku stosunkowa@jupredkéci katowejw. Jednak
w analizowanym przykfadzie najwigksze sity krytyczne powstaja w pierwszej fazie pro-
cesu hamowania, z tego powodu przyjecie ppsaego uproszenia jest uzasadnione.

(6.3)

Strefa chtodzenia. Klocki hamulcowe posiadaja skozona szerol&t ry < ry—rs < ro,
gdzier, oznacza promie wewnetrzny, a» promieh zewnetrzny tarczy. W strefie braku
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kontaktu, tarcza chtodzona jest optywajacym ja gazem, oana opisa klasycznym
réwnaniem konwekcji swobodnej lub wymuszonej Newtona znanym z termodynamiki
(6.4), gdzie jest wspoétczynnikiem swobodnej/wymuszonej konwek€ji- aktualna
temperatura, natomia%t, — temperatura odniesienia w dostateczniegjlwdlegt@ci od
zrodfa ciepta (poza warstwa pi&ienna) [44].

. 208(T —Ty)2nrdr 6]
&= 2whrdr N 2% (T-T) (6.4)
Wartost wspotczynnikas jest silnie uzaleniona od predk&ci strumienia ptynu opty-
wajacego ciato. W poczatkowej fazie hamowania prédkatowa tarczyw jest diza,
powodujacze predk&t katowa gazu optywajacego tarcze révnjest duza. W zwiazku
z tym konwekcja jest konwekcja wymuszona. W trakcie procesu hamowania gedako
towa oraz predk&t ptynu maleje zmieniajac konwekcje na swobodna. Biorac pod uwage
powyzsze wspoétczynnik swobodnej/wymuszonej konwekcji zostat przyjety jako funkcja
predkdaci katowejo.
Uwzgledniajac wszystkie povegze zataenia i definicje réwnanie przewodnictwa
cieplnego Fouriera — Kirchhoffa naoa zapisa jako

( strefa tarcia )
ppwr

L9 or R oT
ror {'r’ (A(T)E)} L) T-T) = 00— (6.5)

h
[ poza s%fa tarcia )

J/

Stan mechaniczny

Stan mechaniczny opisuja réwnania (4.39) oraz rownanie (4.40). Ze wzgledu na
istnienie sit tarcia rownowaga wewnetrznych sit obwodowych (4.39b) musi&asta-
dyfikowana. Konieczne jest uwzglednienie sity tarcia w strefie kontaktu, prowadzac do
zmodyfikowanego rownania (4.39b) do postaci

1—v 1—v

BV?U + B (v —wv/r)+q,h =0 poza strefa tarcia
(6.6)

1—v

1 , ,
Bv" + (; + B’) No+q,h =0 w strefie tarcia

gdzie N, jest sita tarcia pomiedzy klockami hamulcowymi a tarcza dana wzorem

T4

Ny = /Zp,udr (6.7)

3

W modelu matematycznym zostaly jeszcze uwzglednione sity masowe w kierunku
osiowymg, modelujace sp@ystast uktadu hamulcowego wedtug nastepujacej formuty

0 oza strefa tarcia
.= { P 2 (6.8)

—v/f12 W strefie tarcia

Jako model spm@ystdsci uktadu hamulcowego zostato przyjete syste poditae
Winklera, opisujace zagadnienie kontaktu klocek — tarcza hamulcowa, ktére charakte-
ryzuje sie wspotczynnikiem odporu podi proporcjonalnym do warsi ugieciaw,
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w ktérym role wspoétczynnika proporcjonalsm petni parametry znany w literaturze

jako wspotczynnik spystéci podtaea Winklera [111]. Zostat on wyliczony za pomoca
empirycznego wzoru (6.9) zbudowanego na podstawiefhad&torych wykazano zake

noSE v od rozszerzania sie przewodow elastycznych w uktadzie hamulcowym samochodu
[81].

AVy

7 =27 x 10"
p

(6.9)

gdzie AV okresla zmiane objefri w przewodach elastycznych uktadu hamulcowego,
al, oznacza diugst tych przewodow.

Nalezy nadmient, ze uktad réwna ((4.21a), (4.39), (4.44)) jest jednostronnie roz-
przegniety (temperatura wystepuje jako wymuszenie w uktadzie rdwtenu mecha-
nicznego, ale sity stanu membranowego nie wystepuja w rdwnaniu Fouriera — Kirch-
hoffa). Wynika stadze na kadym kroku czasowym nmma stosow@tzw. stagger algo-
rithm, ktéry polega na obliczaniu rozktadu temperatury poprzez rozwiazanie réwnania
przewodnictwa cieplnego (4.21a), a nastepnie podstawieniu obliczonego rozktadu tem-
peratury jako prawej strony (wymuszenie) do rowrarczowych (4.39). Na podstawie
obliczonych rozktadéw przemieszdzeaadialnego i obwodowego, obliczane sa sity prze-
krojowe: N,, N,,, N,,, ktore stanowia wymuszenie w rownaniu stanu gietnego (4.44),
skad z kolei obliczane sa kolejne wastd wtasne/;, bedace kolejnymi mrmikami
obciazen krytycznych prowadzacych do globalnej utraty stateéznkonstrukcji. W bar-
dziej ogbélnym sformutowaniu von Karmana wystepuje sperge pomiedzy stanem giet-
nym a tarczowym (por. [44, 45]).

6.1.2 Warunki poczatkowo — brzegowe

Jednoznaczrés rozwiazania problemu opisanego uktadem réfvn@niczkowych
(6.5), (4.39a), (6.6), (4.44) wymaga sformutowania odpowiednich warunkéw poczat-
kowo — brzegowych, ktérych liczba zale od ilosci i rzedu poszczegoélnych réwma
rézniczkowych.

Ze wskazanych wzgledéw (4.21a) jest réwnaniemniézkowym czastkowym typu
parabolicznego, wymaga podania jednego warunku poczatkowego oraz dwéch warunkow
brzegowych postaci
warunek poczatkowy :

T (r,0) = Tyef (6.10)

warunki brzegowe typu von Neumana

(~5)
(=5)

gdzier; jest wewnetrznym, a, zewnetrznym promieniem tarczy, oznacza strumie
ciepta oddawany do watu. Na przeciwlegtym brzegu zostat przyjety adiabatyczny waru-
nek brzegowy, ze wzgledu na kontakt tarczy z powietrzem. Jest to pewne uproszczenie

r=ry

=0 (6.11Db)

r=ro

81



wynikajace z przyjecia sformutowania Kirchhoffa — Lovgako modelu tarczy. W przy-
padku przyjecia modelu 3D na brzegu zewnetrznym musiatby @asianplementowany
warunek konwekcyjny ze wzgledu na zgodoavarunku brzegowego z wewnetrznymi
zrédtami ciepta i obciaeniem termicznym.

Z punktu widzenia stanu mechanicznego, ze wzgledu na brak brzegowych obcia-
zen mechanicznych w kierunku promieniowym, zostato przyjete zaie zerowania
sie sit promieniowych na obu brzegach tarczy (6.12a), (6.12b). W przypadkuzabcia
obwodowych na brzegu wewnetrznym zostat przyjety warunek brzegowy zerowania sie
przemieszczeobwodowych (6.12c). Z punktu widzenia stanu gietnego zaktadzetsgy-
cza jest utwierdzona do watu (6.12e), (6.12f), natomiast brzeg zewnetrzny jest brzegiem
swobodnym (6.12g), (6.12h), co prowadzi do warunku zerowania sie momentu radialnego
I sity poprzecznej dla = r,.

d
Ny(r,7) =B {d—:f + y% —(1+v)a(T(r,T) - Tref)} =0 (6.12a)
du u
N,(ry,7) =B ™ + v = (1+v)a(T(r,7) — Tref) =0 (6.12b)
v(r,7)|,—,, =0 (6.12c)
l—v _(dv v
Nmb(?"g, 7') = 2 B <5 + ;) . = 0 (612d)
w; (r, 7')|7":r1 =0 (6.12¢)
dw;
: = 6.12
d (6121
dw; w;
— | = - kK= =0 6.12
el -
w; 1 dPw; 1+kQ2-v)dw, k(3 -v) ,
(27 { e T r? ar wl} — 0 =12
(6.12h)

6.1.3 Algorytm numeryczny

Aby numeryczne rozwiazanie problemu byto stabilne i jednoznaczne konieczne
jest podanie warunku stabilaol. Warunek stabilréxi zaley od definicji funkcji we-
wnetrznych zrodet ciepta. W analizowanym przyktadzie funkigjaostata zdefiniowana
na przedziatach. W strefie tarcia jest funkcja zak od wspoétrzednej promieniowej,
wowczas warunek stabil8oi okreslony jest rownaniem (5.59).

W strefie chtodzenia wewnetrzne zrédta ciepta sa funkcjzmaled aktualnej tempe-
ratury. W takim przypadku warunek stabibw naley wyznaczy na podstawie réwnania
(5.58) i przyjmuje posta

(6.13)




Zagadnienie zostato rozwiazane stosujac metode st(gaturozdziat 5.1.1) na ka
dym kroku czasowym z wykorzystaniestagger algorithmZgodnie z procedura nume-
ryczna, konieczna jest zamiana uktadsprzgonych réwna rézniczkowych rzedu, na
rownowany uktadn réwnah rézniczkowych pierwszego rzedu, co prowadzi do definicji
nowych zmiennych postaci

T drT du
xrxT=7T — _ — = U —
; Y1 ) Y2 dr ; Ys ) Ya dr )
dv dw d?w
Ys =V, Yo = 3 Yr = Wi, Ys = d—rl’ Yo = dr21’ (6.14)
d3w1 dU)Q d2w2 d3w2

= — = W = — = — = —
Y10 Q3 Y 2, Y12 aQr Y13 42’ Y14 Q3

otrzymujac uktadN = 14 réwnah rézniczkowych pierwszego rzedu oraz dodatkowe
pietnaste trywialne réwnaniezdiczkowe (5.4) stmace do wyznaczenia wadci wtasnej.

6.1.4 Wyniki

Numeryczna analiza wymaga podania odpowiednich danych materiatowych i geo-
metrycznych oraz parametrow startowych. Geometria tarczy zastosowana w symulaciji
numerycznej zostata zaprezentowana na rys. 6.6, natomiast parametry startowe zostaty

podane w tabeli 6.1.4. Przedstawiona geometria oraz parametry startowe zagtaty u
we wszystkich przyktadach dotyczacych modelowania tarczy hamulcowe;j.

rk = 1545
r3 = 905

r2 = 160 ‘

Rysunek 6.6. Geometria tarczy hamulcowej (Yi, Barber i Heotq188])

Tablica 6.1. Parametry startowe w analizie staliibicdarczy hamulcowej (Dufrénoy
I Weichert [32], Asfour i in. [10], Panieriin. [121])

BIWIMPK] | o [WIm?] | 5[] T [°Cl | Tt [°Cl
5.0-250.0 30.0 10.073 20.0 20.0
e [1/€] i [=] p [MPa] | v [MPa/nt]
10.08 0.4 4.0 870.0
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W analizowanym przykfadzie startowa pre@&dkatowaw, = 800.0 [1/min] na
podstawie badaeksperymentalnych wykonanych przez Yi, Barbera, i Hartsocka [188].

Stabilnost jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej ze stali ASTM-321

W pierwszym przyktadzie numerycznym, materiatem tarczy hamulcowej jest stal nie-
rdzewna ASTM-321 (walcowana 18 Cr, 8 Ni, 0.45 Si, 0.4 Mn, 0.1 C, Ti/Nb stabilizowana,
austenityczna, wgarzana w temperaturze 1070°C, chtodzona powietrzem) sciva-
Sciach materiatowych zaprezentowanych w tabeli 6.2.

Tablica 6.2. WiHaciwasci materiatowe tarczy hamulcowej wykonanej ze stali nierdzewnej
ASTM-321 (Odqvist [114])

Ey[GPa]| g [MPa] | v [-] | o[kg/m?] | o« [1/K] | Ao [W/mK] | ¢ [J/kgK]

170.0 120.0 | 0.33| 7850.0 | 1.85x107° 20.0 478.0

Analiza numeryczna jednorodnej tarczy hamulcowejfconst,A =const) wykona-
nej z nierdzewnej stali ASTM-321 jest przyktadem referencyjnymatym do weryfika-
cji modelu w poréwnaniu do danych eksperymentalnych wykonanych przez Dufrénoy’a,
Weicherta, Paniera i in. [32, 120, 121]. Na rys. 6.7 zostat zaprezentowany rozktad pola
temperatury. W wypadku tarcz hamulcowych instalowanych w pociagach energia dysypo-
wana, wymiary tarczy oraz predéokatowa sa wieksze, jednak z drugiej strorgniénie
hamulcéw jest mniejsze wydhajac czas hamowania [120]. Panier i in. badali ekspery-
mentalnie tarcze hamulcowe montowane w pociagu TGV. Wynik pomiaru temperatury za
Panierem zostat zaprezentowany na rys. 6.8. Wykres pokazumnasie¢emperatury od
czasu hamowania dla jednego z przekrojéw tarczy. Warto zazoagzyghocia w mojej
symulacji numerycznej analizowana byta tarcza hamulcowa montowana w samochodach,
to maksymalna temperatura jest poréwnywalna z wynikami eksperymentalnymi otrzy-
manymi przez Paniera i wspotpracownikow. ZR§ jest tylko czas trwania procesu ze
wzgledu na nisza predkst katowa wystepujaca w pociagach.

Ponadto szczeg6towa analiza wynikdw numerycznych pokazuje wyraznie widoczna
strefe generacji ciepta w centralnej ézgtarczy oraz strefe chtodzenia przy brzegach.
Temperatura osiaga maksymalna watter poczatkowej fazie procesu, a nastepnie war-
tost maksymalna temperatury maleje w kolejnych krokach, cozevigie z zamiana
charakteru konwekcji z wymuszonej na swobodna.

Rozktad napreeh promieniowychh, zostat zaprezentowany na rys. 6.9. Wadio
maksymalnego napzenia radialnego sa dodatnie i znacznie mniejszenaiprgenia
obwodowego, dlatego powgza wielk&C nie ma znaczacego wplywu na wystapienie
zjawiska globalnej utraty stateczsm hot — spot WielkoScia decydujaca o utracie sta-
tecznéci przez konstrukcje jest nagenie obwodowe, ktére zostato zaprezentowane na
rys. 6.10. W przypadku jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej ze stali nierdzewnej
ASTM-321 wystapito negatywne zjawisko globalnej utraty statesznmot-spot Przy-
ktadowy trzeci mod wyboczeniowy zostat zaprezentowany narys. 6.11. Warto nadmieni
iz pierwsza wartst wtasna dla tarczy wykonanej z nierdzewnej stali wynfosi= 0.761.
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Rysunek 6.7. Rozkiad temperatury dla jednorodnej tarczyubeowej wykonanej ze
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Rysunek 6.8. Rozktad pola temperatury na tarczy hamulcowgjaustawie pomiarow
doSwiadczalnych w trakcie procesu hamowania (Panier i in. [120])
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Rysunek 6.11. Mod wyboczeniowy= 3 dla jednorodnej tarczy hamulcowej

Stabilnost jednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej z materiatu kompozytowego
A356R

Sktad chemiczny materiatu kompozytowego A356R to stop aluminium AW 5
zbrojony czastkami materiatu ceramicznego JJiRtorych udziat procentowy wynosi
6% objet&ci materiatu. Stop aluminium jest specjalnie dedykowany do produkcji tarcz
hamulcowych, a czastki TiBw znaczny sposéb poprawiaja wkasaotermiczne ma-
terialu. Kompozyt A356R wytwarzany jest z reguly przy pomocy techniki SHS (por.
rozdziat 3.1.6). Materiat A356R zostat opracowany i stworzony w trakcie wspoétpracy
w Sieci Doskonatéci KMM-NOE. Gtowny trzon bada nad wspomnianym materiatem
prowadzit Pedro Egizabal z firmy Inasmet ,Tecnalia” w San Sebastian w Hiszpanii [34].
W ramach programu wymiany miedzynarodowej finansowanego przez KMM-NoOE mia-
lem mazliwo&t przebywania w wyej wymienionym &rodku przez okres dwdéch mie-
siecy (wrzesig — pazdziernik 2007). W trakcie pobytu miatem okazje zapozsig
z technikami wytwarzania i wszelkimi danymi eksperymentalnymi dotyczacymi ma-
teriatu A356R. Chocia powyzszy materiat stanowi grupe materiatéw innowacyjnych,
w dalszym ciagu pozostaje materialem jednorodnym.8éitacsci materialowe A356R
zostaly szczegotowo zaprezentowane w tabeli 6.3.

Tablica 6.3. WHaciwdsci materiatlowe tarczy hamulcowej wykonanej z materiatu kom-
pozytowego A356R (Egizabal [34])

Ey [GPa]

o) [MPa]

v[-]

o [kg/n’]

a [1/K]

¢ [JIkgK]

79.0

195.0

0.33

2670.0

22.4x107

183.51

963.0
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Na rys. 6.12 zostat zaprezentowany rozktad temperatury. &tsizej kolejn&ci
warto zauwayc, iz maksymalna temperatura jest znacznie mniejsza w poréwnaniu do
temperatury referencyjnej. Ponadto wzrost temperatury jest wolniejszy, prowadzac do
przejmowania mniejszej ikxi strumienia ciepta przez materiat. Ponadtazeray réw-
niez zauwayc, ze ogoélny ksztatt krzywych jest poréwnywalny z wénéejszym przykta-
dem (por. rys. 6.7).
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Rysunek 6.12. Rozktad temperatury jednorodnej tarczy heowdj wykonanej z mate-
riatu A356R

Maksymalne wartgci naprgenia radialnego, rys. 6.13 oraz nag@gia obwodowego,
rys. 6.14 sa znaczniezsze dla tarczy hamulcowej wykonanej z materiatu A356R w po-
réwnaniu do tarczy wykonanej ze stali ASTM-321 (por. 6.1.4). Prowadzi to do sytuaciji,
gdzie pierwsza warf@ wtasna jest wieksza od jedsa, A; = 126.451, gwarantujacze
stabilnat tarczy hamulcowej zostaje zachowana.
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nanej z materiatu A356R
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Rysunek 6.14. Rozktad namah obwodowych jednorodnej tarczy hamulcowej wykona-
nej z materiatu A356R

Stabilno&E niejednorodnej tarczy hamulcowej wykonanej z materiatu
kompozytowego gradientowego FGM A356R

W prezentowanym przyktadzie analizowana tarcza hamulcowa zostata wykonana
Zz materiatu gradientowego, ktérego udziat procentowy poszczegélnych sktadnikéw, tj.
stopu aluminium i materiatu ceramicznego zostat przedstawiony na rys. 6.15.

! 0% 50% 100%

! ceramika ceramika ceramika
100% 50% 0%
metalu metalu metalu

Rysunek 6.15. Schemat udziatu procentowego poszczegéskyatinikbw w materiale
gradientowym A356R; faza 1 — stop aluminium, faza 2 — materiat ceramiczny

Funkcjonalna zmienrsg zostata opisana réwnaniem (4.1) (funkcja eksponencjalna),
jednak wspétczynnik rozszerzakw termicznej w analizowanym przyktadzie dalej po-
zostaje staty ¢=const). Wspotczynniki3 = k; i 6 = ko w réwnaniu (4.1) zostaty
obliczone na podstawie wzorow (6.15) (Kim i Paulino [80]) oraz ich rozktady zostaty za-
prezentowane narys. 6.16 (wspétczynnik przewddntermicznej) oraz rys. 6.17 (modut
Younga).
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Rysunek 6.17. Funkcja aproksymacyjna
modutu Younga dla tarczy z materiatu FGM

A356 jest stopem aluminium (Al-8¥g,3), natomiast A356R posiada dodatkowe
zbrojenie czastkami TiB WiaSciwaosci termiczne czastek TiBsa lepsze w poréwna-
niu do stopu A356, stad wspoétczynnik przewodaiotermicznej materialu A356R jest
wyzszy, co prowadzi do znacznie lepszych&diavasci termicznych kompozytu A356R.
Funkcjonalna zmienrsé zostata wprowadzona jako zmiana materiatu poczawszy od
A356 na wewngetrznym promieniuzao A356R na zewnetrznym promieniu. Jako war-
toSci startowe wspotczynnika przewodiod termicznej zostato przyjetey = Aasse =
151 [W/mK], natomiast modutu Young&, = F 4355 = 72.4 [GPa].
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Rysunek 6.18. Rozkilad temperatury w tarczy hamulcowej wgkenz materiatu gra-
dientowego

Maksymalna temperatura tarczy hamulcowej z materiatu gradientowego (por. rys. 6.18)
jest take nizsza nx temperatura w przyktadzie referencyjnym, alezekizsza nk
w poprzednim przyktadzie (por. rys. 6.12), a jest to konsekwencja lepszej odoorno
termicznej materiatu poprzez zastosowanie inteligentnego modelowania jego sktadu che-
micznego, w szczegoblsoi wspotczynnika przewodgoi termiczne;.

W przypadku rozktadu napzeh obwodowych, ponownie nzemy zauwayc korzysci
ptynace z zastosowania materiatéw funkcjonalnych, porzewaksymalna warft jest
nizsza oraz nastapita redystrybucja rozktadu nzgirgktéra w jeszcze wiekszym stopniu
przyczynia sie do zachowania stabieokonstrukcji (rys. 6.19, rys. 6.20).

93



0.0011
0.001

0.0009

0.0008

‘I\\
+ o
N
&)
1¥5]
o]
[S—
[exWeel
(o) &
W O
[esleo]

0.0007

0.0006

A
i

0.0005
0.0004

0.0003

LOLLELE UL L LD L e L e e
"'I-‘_,_.._-

N
'/
/o

A
N\ X

0.0002
0.0001

naprezenie promieniowe [MPa]

-0.0001 3 + —*%

|
0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16

-0.0002

u

wspolrzedna promieniowa [m]

Rysunek 6.19. Rozktad nameh promieniowych w tarczy hamulcowej wykonanej z ma-
teriatu gradientowego

W analizowanym przyktadzie pierwsza watowtasna wynosiA; = —430.917,
zgodnie z definicja podana przez Schaefera — Papkovicha, réwnanie (4.46). Oznacza
to, ze oba obcizenia — predkst katowa oraz temperatura — nie prowadza do globalnej
utraty stabilngci. Warto take dodé& ze kolejna wartst wiasna jest take w bezpiecznym
zakresie.

Nalezy dod& ponadto,z znak minus przy warzi wtasnej nie ma znaczenia fizycz-
nego, jednake mae byt interpretowany jako hipotetyczna wastoobcizenia prowa-
dzaca do utraty stabil$ci konstrukcji, po zmianie charakteru z rozciagani&ciakanie.
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Rysunek 6.20. Rozktad nameh obwodowych w tarczy hamulcowej wykonanej z mate-
riatlu gradientowego
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6.2 Modelowanie procesu zmycia tulei cylindra silnika
spalinowego

Tuleja cylindra jest jednym z najvzaiejszych elementéw silnika spalinowego. Razem
z ttokiem i pieicieniami uszczelniajacymi stanowi jedna z najbardziej rozpowszech-
nionych par tracych [77]. Tuleja cylindra pracuje w gwattownie zmieniajacych sie wa-
runkach (wysokie gradienty temperatury, tarciezyatie oraz zmieniajace sie cyklicznie
obciazenia mechaniczne), z tego wzgledu pasza konstrukcja jest tematem wielu ba-
dan [68, 145].

Powyzsza konstrukcja byta kolejnym z obszaréw, ktérym w szczegélny sposéb intere-
sowaty sie korporacje przemystowe stowarzyszone w ramach Sieci KMM-NoE. Moje ba-
dania na ta konstrukcja wraz z Pedrem Egizabalem zostaty zapoczatkowane w trakcie mo-
jego pobytu w Hiszpanii. Obszarem szczegélnych zainteras@zinkéw KMM-NoE
byta analiza procesu zycia. Z powyszego powodu moja uwaga zostata skupiona wita-
Snie na tym aspekcie w trakcie symulacji numerycznej, a otrzymane wyniki staty sie
podstawa publikacji [60] oraz zostaty zaprezentowane na migedzynarodowym kongresie
Thermal Stresses’Q&tory odbyt sie w Urbana-Champain w USA.

Rysunek 6.21. a. b. —tuleja cylindra, c. — zespot tlok —§gien — cylinder

Na rys. 6.21 zostaly zaprezentowane zdjecia tulei cylindra oraz zespotu tlok — pier-
scien — cylinder. Zespét tlok—piécien-cylinder pracuje w warunkach obeigh mecha-
nicznych, chemicznych, zmeczeniowych, korozyjnych. W zwiazku z tym wystepuja tutaj
niemake wszystkie postacie zycia. Wsréd nich mana wyr&nic: zuzycie adhezyjne,

w tym skrawanie i odksztatcenia, zycie Scierne, zaycie korozyjne.

Zuzycie adhezyjne, w tym skrawanie i odksztatcenia sa powodowane przerwaniem
filmu olejowego przez szczyty nieréwsa powierzchni piescienia ttokowego i tulei cy-
lindrowej oraz ich wzajemnym tarciem. Procesy te powoduja usuwanie szczytow nieréw-
nosci w strefie wierzchotkéw powierzchniowych, co aeodoprowadzi do catkowitego
ich zaniku. Owe zjawiska te wystepuja silnie w poczatkowej fazie ruchu, a zwlaszcza
w procesie docierania.
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Zuzycie cierne jest réwnie wywotane przez rne zanieczyszczenia i materiaty
scierne, ktére dostaty sie miedzy tuleje cylindrowa a §iEh ttokowy. Zalenadst zu-
zyciasciernego pary tracej zalg od koncentracji czastedciernych. Decydujacy wptyw
na wart&t zwzycia maja wymiary, ksztatt i twardo czastek.

Zuzycie korozyjne stanowi mechanizm, w wyniku ktérego na powierzchni tulei lub
pierScienia ttokowego powstaja zwiazki chemiczne, niemetaliczne, ktére zostaja usunigete
w wyniku wspétpracy elementéw. Korozja w silnikach spalinowychzanbyt wywotana
przez r@ne czynniki, miedzy innymi koncentracje wody orazmgch kwaséw pocho-
dzacych od gazow spalinowych, sktadu paliwa, stopnia spalania paliwa i innych [77].

W analizowanym przyktadzie zamierzam przeprowadmnalize numeryczna tulei
cylindrowej wykonanej z materialu kompozytowego A356R ze szczegoinym uwzgled-
nieniem procesu zycia. W nastepnej kolejisgi pragne zaprezentowavzrost efek-
tywnosci pracy konstrukcji, w szczegolao odporn&ci nascieranie, ktore jest jedna
z podstawowych przyczyn zycia, poprzez zastosowanie cienkiej warstwy materiatu
ceramicznego silnie odpornego geieranie oraz warstwy pr&giowej (nterface gra-
dientowej pomiedzy cienka warstwa, a materialem dziewiczym. Wprowadzenie warstwy
przegciowej pozwala zniwelowalub wrecz unikné niepa@adanych efektéw (delami-
nacja, koncentracja na@eh na granicy faz, mikropekniecia i mikrouszkodzenia prowa-
dzace do powstania szczeliny, a w konsekwencji do peknigcia) zwiazanych z potaczeniem
dwaéch materiatéw o bardzo zaych wisciwasciach.

6.2.1 Sformutowanie problemu

Jako model mechaniczny tulei cylindra zostata przyjeta osiowo — symetryczna cien-
koScienna powtoka cylindryczna z uwzglednieniem obefatermicznych oraz zmiennej
grubdsci (por. rozdziat 4.4.2). Stan gietny powtoki zostat opisany réwnaniemicako-
wym zwyczajnym (4.52), w ktérym poszukiwana funkcja jest przemieszczenie promie-
niowew(z).

Pole temperatury w powtoce cylindrycznej

Zaktadamyze rozktad temperatury w kierunku osiowynjest kotowo — symetryczny
i liniowy wzdhuz grubdci h Scianki

T(z) =T, + %y (6.16)

gdzieT, oznaczasrednia temperature wzdhgrubdci h Scianki, T — réznice tempera-
tury powierzchni zewnetrznej i wewnetrzriggianki. Temperatur{, i 7' sa funkcjami
zmiennejz.

Wyniki eksperymentalne zaprezentowane na rys. 6.22 potwierdaagrumié cie-
pta wnika do ttoka w gornej strefie, a nastepnie przechodzi prze&qgésie uszczelnia-
jace oraz tuleje cylindra, poniewav dolnej cz&ci ttoka wystepuje adiabatyczny warunek
termiczny. Z drugiej strony, rozktad temperatury w gérnepgczgoka nie jest jednorodny

97



Silnik Diesela silnik Otto

ITRITA T I T T T P
Pl O Ll e
R R IR
Ii F niiit 0 T i
ST

il Hi 1 i |

U |.I." : 1k I.:J 1l | lI |]' ”_.. L
& o499 300 0 oo ae 0  Jog &7

= — — = Aluminium Zeliwo

Rysunek 6.22. Rozktad temperatury w tulei cylindrycznej:silrik czterosuwowy (sil-
nik Otto), 2 — silnik dwusuwowy (silnik Diesela), (Ganczarski, Skrzypek [47]

[47]. W takim przypadku rozktad temperatury w tulei cylindrazed\t z duza doktad-
noscia aproksymowany przy pomocy wielomianéw drugiego stopnia postaci

T(x) = 1502 — 300z + 250 (6.17)
T,(r) = 752° — 150z + 175 (6.18)

Zaktadajac,ze na brzegu wewnetrznyf,, = 100°C — w przyblizeniu temperatura
wrzenia cieczy chtodzacej podstiieniem,a na brzegu zewnetrznym temperatura wynosi
T, = 250°C.

Warunki brzegowe

Aby zagadnienie brzegowe (4.52) zostato poprawnie postawioneyngedwnie
uzupetnt o cztery warunki brzegowe, po dwa nazkgm brzegu dlar = 0i =z = I.
Klasyczne sformutowanie warunkéw brzegowych niezed\c tutaj zastosowane ze
wzgledu na brak dopasowania termicznych i mechanicznych warunkéw brzegowych.
Klasyczne sformutowanie powoduje powstanie nierzeczywistych koncentracjizeapre
na brzegach. Rozwiazaniem tego problemu jest dodanie dwdéch kotowo — symetrycznych
sprezystychzeber, rys. 6.24 zlokalizowanych w gérnej= 0 i dolnejz = [ czesci tulei,
gdziel jest dlugGcia.

Zaktadajacze temperatura webrach jest stata ze wzgledu na ich niewielkie wymiary
w stosunku do catej konstrukgji, przemieszczenie promienister jest funkcja tempe-
ratury i sity poprzeczney postaci

u(r) = alry — — = fo(0,q,7) (6.19)

gdzie:r; = R, 7, = R+ H, H — wysok&t zebra,R — promigh zewnetrzny tulei.
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Biorac pod uwage povagze, warunki brzegowe przedstawiaja sie nastepujaco

w(0) = fol0,q,r =11 (6.20)
ma(0) = 0 (6.21)
wl) = fol,q,m=11) (6.22)
w'(l) = 0 (6.23)

6.2.2 Sformutowanie procesu zmycia dla tulei cylindra

W trakcie pracy silnika spalinowego ttok wykonuje ruchy posuwisto — zwrotne,
podczas ktorych piécienie tra o tuleje prowadzac do degradacji jej gadboPewne
zrédta eksperymentalne pokazuja specjalny charakter proceguiawv ksztatcie klina,
rys. 6.23. Do opisu tego procesu zostato zastosowane réwnanie konstytutywne oparte na
prawie Archarda (4.60).

Zuzycie w ksztalcie klina

Rysunek 6.23. Zzycie tulei cylindra w ksztatcie klina

Uwzgledniajac powysze, funkcje zmiany grulsci mazna zapisa jako

{ h(z, N) = hg dla = < (6.24)

h(x,N) = ho — dh(z,N) dla z > xg

gdziedh(x, N) jest infinitezymalnie mata zmiana grudm na kadym cyklu obcizenia
zalezna od zmiennej. Zaktadajac liniowa zmiang funkcji gruboi

doh
dz

gdziezr = x — x,, catkowita objet&éC usuwanego materiatu rmemy wyraze¢ za pomoca
nastepujacej formuty

= —abh = Oh(xz,N)=C(N)e ® (6.25)

AV = / 27 Roh(z, N)dz (6.26)

Zo
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Przeksztatcajac rownanie (6.26) i wykorzystujac fad,exp[—a(z; — x9)] ~ 0, na
podstawie prawa Archarda (4.60) otrzymujemy

AV = QRW@ = 5% (6.27)
a H

Przyjmujaczed = n(x; — x¢) znajdujemy stata catkowania wedtug wzoru

a

CW) = 2R~

ﬁ%N (x1 — x0) (6.28)

Podstawiajac (6.26) z uwzglednieniem (6.28) do rownania (6.24) otrzymujemy funk-
cje zmiany grubsci zalena od wi&ciwasci materiatowych, przytonego obciaenia,
cyklu obcigenia oraz dystansu plizgu postaci

hMz,N)=ho dla x <z (6.29)

a L
_, a4 L . \a-a(z—20) S
h(z, N) = hg QWRB N(zy —xp)€ dla x> xg (6.30)

Parametr zmycia 3 jest eksperymentalnie wyznaczany i we wszystkich przyktadach
numerycznych zostat podstawiony na podstawie normy ASM [11] orazhbddkaviad-
czalnych Natarajana [101].

6.2.3 Wyniki

Zagadnienie zostato rozwiazane numerycznie przy pomocy analizy krokowej metoda
strzatu (por. rozdziat 5.1.1). Parametry geometryczne tugtieuwe wszystkich przykta-
dach numerycznych zostaly zaprezentowane na rys.6.24

0.

140

Rysunek 6.24. Parametry geometryczne tulei cylindra zast@mse w symulacjach nu-
merycznych
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Jednorodna tuleja cylindra wykonana ze stali chromowo — nikbwe]

Pierwszy przyktad numeryczny jest problemem wzorcowym niezbednym do przepro-
wadzenia kalibracji modelu. W przyktadzie wzorcowym tuleja cylindra zostata wykonana
ze stali chromowo — niklowej, ktéra jest najczestszym materiateywanym do produk-
cji tego typu konstrukcji. Wiaciwasci materiatowe stali zostaty zaprezentowane w tabeli
6.4.

Tablica 6.4. Wiaciwaosci materiatowe stali Cr-Ni [171]

modut liczba | wspotczynnik
Younga | Poissong rozszerzalngci | twarddse
termicznej
Ey [GPa]| v ][] a [1/K] H [MPa]
170.0 0.33 18.5x10~* 66.9

Z doswiadczalnego punktu widzenia, maksymalneyaie (ubytek grubsci tulei)
wynosi 0.10 [mm]. Jezeli zostanie osiagnieta tak wielozuwzycia, tuleja cylindra nie
moze by¢ juz dhuzej wzytkowana. Powgsza wartéC zostata ayta w numerycznej symu-
lacji autora jako wartst graniczna.

Na rys. 6.25 zostat przedstawiony rozktad funkcji grétiona kolejnych cyklach
obciazen. W pierwszej kolejnsci mazemy zauwayt wyraznie zaycie w ksztatcie klina,
zgodne z oczekiwaniami. Ponadto warto zaznagczg graniczna wart zuzycia zostata
osiagnigta paV = 0.22 - 108 cyklach.

5 N=10°
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Rysunek 6.25. Rozktad funkcji grubd dla tulei cylindra wykonanej ze stali
chromowo-niklowej
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Tuleja cylindra wykonana z materiatu kompozytowego A356R

Materiat kompozytowy A356R zostat szczeg6towy omoéwiony w poprzednidjotze
(por. rozdziat 6.2.3). W tabeli 6.5 zostaly przedstawioneseil@csci materiatowe kom-
pozytu A356R.

Tablica 6.5. Wiaciwasci materiatowe materiatu kompozytowego A356R (Egizabal [34])

modut liczba | wspotczynnik
Younga | Poissond rozszerzalngci | twarddst
termicznej
Ey [GPa]| v [-] a [1/K] H [MPa]
79.0 0.33 22.4x10°¢ 338.0

Ubytek grubdci zostat zaprezentowany na rys. 6.26. Ksztatt i charakter krzywych jest
identyczny jak w poprzednim analizowanym przyktadzie (por. rys. 6.25). Tak samo bar-
dzo dobrze widoczne jest zycie w ksztatcie klina, jednak warta uwagi jest liczba cykli
(N = 0.106 - 10°), po ktorej zostata osiagnieta wasbograniczna zaycia prowadzaca do
zniszczenia konstrukcji. Wargo ta jest znacznie wasza w poréwnaniu do poprzedniego
przyktadu, co potwierdza korsgi ptynace z zastosowania innowacyjnych materiatow
kompozytowych.
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Rysunek 6.26. Rozkiad zmiany gridoodla tulei cylindra wykonanej z materiatu A356R

Kolejny rysunek (rys. 6.27) przedstawia wykres napghezredukowanych wedtug hi-
potezy HMH. Szczegétowa analiza pokazuje w poblzu powstawania klina zycia na-
stepuje koncentracja naed powodujaca utrate gtadkoi funkcji. Jest to niebezpieczne
zjawisko, ktére mae prowadzt do powstawania mikropekrigktére w konsekwencji
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doprowadza do skrécenia czaszytkowania konstrukcji. Rozwiazaniem tego problemu
jest zastosowanie warstwy préejowej z materiatu gradientowego FGM.
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Rysunek 6.27. Rozktad namenia zredukowanego HMH dla tulei wykonanej z mate-
riatu A356R
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Tuleja cylindra wykonana z materiatu kompozytowego A356R z Enka warstwa
materiatu ceramicznego antpcieralnego

W poprzednich rozdziatach przedstawione zostato porowananie konstrukcji wykona-
nej z klasycznej stali chromowo — niklowej i materiatu kompozytowego A356R. Chocia
kompozyt A356R naley do grupy materiatdw innowacyjnych, to jego wtasnoscie-
ralne nie sa doskonate. Jednak charakteruzuje sie doskonatymi atemotermicznymi
oraz stosunkowo niska gesta (2.67 g/crf). Rozwiazaniem tego problemu jest zasto-
sowanie cienkiej warstwy z materiatu agtjeralnego. Powasze rozwiazanie nie jest
wystarczajaco doskonate, ponie@otaczenie dwdch materiatéw o bardzamgch wia-
sciwasciach mae doprowadz do powstania mikropeknéena granicy warstw, a w kon-
sekwencji do delaminacji. Dlatego w takich przypadkach konieczne jest zastosowanie
warstwy przejciowej z materiatu gradientowego w celu zagwarantowania gtadkiego,
ciagtego przdjcia pomiedzy sktadnikami. Na rys. 6.28 zostat zaprezentowany schemat
materiatu, ktéry zostat zastosowany w symulacji numerycznej.
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Rysunek 6.28. Schemat materiatu zastosowany w symulacjgryaonej

Od wewnetrznej strony tulei, w miejscu kontaktu zostata zastosowana cienka war-
stwa z zeliwa sferoidalnego, ktérego szczegdtowe parametry zostaly zaprezentowane
w tabeli 6.6. Jako materiat dziewiczy zostat przyjety kompozyt A356R, szczegotowo
omowiony w poprzednim rozdziale.

Identycznie jak w poprzednich symulacjach numerycznych, jako warunek zakon-
czenia symulacji przyjeto zycie na poziomié).10 [mm]. Z punktu widzenia praktyki
inzynierskiej maksymalne zycie nie powinno b§ wieksze nz grub&t cienkiej war-
stwy. Jednak w niniejszym przyktadzie, ze wzgledu na cele poznawcze grwhostwy
antyscieralnej zostata przyjeta jakQ,..., = 0.09 [mm]. Grub&t warstwy materiatu gra-
dientowego zostata zatozona jakg,, = 0.03 [mm].
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Tablica 6.6. Wiaciwosci materiatoweeliwa sferoidalnego [171]

modut liczba | wspotczynnik
Younga | Poissond rozszerzalngci | twarddst
termicznej
Ey [GPa]| v [-] a [1/K] H [MPa]
172.0 0.29 12.0x10°¢ 583.8
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N\

550

500

400

\

0.11
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Rysunek 6.29. Wykres funkcji twardosHi(y) dla materiatu warstwowego

W przypadku procesu zycia wielkdstia determinujaca szybko postepowania tego
procesu jest lokalna twaréo materiatu. W zwiazku z powaszym w warstwie przegio-
wej z materiatu gradientowego FGM \glaie ten parametr materiatowy zostat przyjety
wedlug nastepujacej zaledsci funkcyjnej

H(y) = H.— H (1 + tgh(y — y)) (6.31)

gdzie zostaty myte nastepujace podstawienia

Hc - HVM
2

H =

1
Yo = hwear + §hFGM

Symbol H. oznacza twards materiatu, z ktérego zostata wykonana warstwa saigy
ralna, natomiasty ), jest twardoé materiatu dziewiczego. Wykres funkdji (y) zostat
zaprezentowany narys. 6.29.

Zgodnie z oczekiwaniami zastosowanie cienkiej warstwy z materiah&eietalnego
zwigkszyto odporngt konstrukcji na zaycie (por. rys.6.30). Liczba cykli, po ktérych
zuzycie osiagneto war@ graniczna wynosN = 1.66 - 108. Warto ponadto zauwgc,
ze w momencie, gdy proces degradacji gsbamsiagnat wartst wyzsza nx warstwa
antyscieralna, proces zycia zaczat postepowav sposob gwattowny. Powrgzy wniosek
jest takze zgodny z oczekiwaniami.
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Rysunek 6.30. Rozktad funkcji gruba tulei cylindra z cienka warstwa arftgieralna
oraz warstwa przégiowa FGM

Kolejny wykres (rys. 6.31) przedstawia rozktad naaezredukowanych wedtug hi-
potezy HMH. Szczeg6towa analiza pokazuge,w momencie gdy gteboko degradacii
przekracza grulit cienkiej warstwy zmienia sie rozktad naped w konstrukcji. Spo-
wodowane to jest zmiana materiatu, a w konsekwencji zmiangomasciami materia-
lowych. Nastepuje gwattowny wzrost naped we wraliwych przekrojach konstrukgiji,
co maze doprowaddi do jej calkowitego zniszczenia.
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Rysunek 6.31. Rozktad nameh zredukowanych HMH tulei cylindra z cienka warstwa
antyscieralna oraz warstwa praejowa FGM



7. WNIOSKI | KIERUNKI DALSZYCH
BADAN

Celem pracy byto zbudowanie poprawnego modelu fenomenologicznego dla materia-
téw niejednorodnych opartego na gruncie teorii termosypsgsci oraz na jego podstawie
zbudowanie poprawnego modelu numerycznego dedykowanego materiatom gradiento-
wym.

W pracy zostat przedstawiony kompletny uktad réwrézniczkowych termospre-
zystasci dla materiatdéw niejednorodnych w sformutowaniu przemieszczeniowym oraz
w sformutowaniu napreniowym. Nastepnie zostaty zaprezentowane sformutowania dla
konstrukcji obrotowo — symetrycznych (ptyta Reissnera, ptyto — tarcza Kirchhoffa —
Love’a, powtoka cylindryczna), w ktérych zostata uwzgledniona niejednorsxmate-
riatowa. Ponadto zostato sformutowane réwnanie konstytutywneag@prawo zzycia
wedtug Archarda z réwnaniami termospystdci.

Zostaly ponadto szczeg6towo opisane metody homogenizacji, ktére sa szczegélnie
chetnie stosowane. Jednak homogenizacja zawsze jest uproszczeniem i w konsekwen-
cji moze prowadzt do btednych wynikéw. Przyktad numeryczny dotyczacy materiatow
gradientowych okresowo zmiennych uwidocznit niedoskoseit@aastosowanej metody
homogenizacji. Zostata zaproponowana aproksymacgspago rzedu, a wyniki otrzy-
mane byly blzsze rozwiazaniu doktadnemunw przypadku zastosowania proponowane;
metody homogenizacji.

W pracy zostato wiele miejsca pwiecone na charakterystyke obecnmywanych
metod numerycznych shacych do analizy konstrukcji oraz icleytecznéci w przy-
padku materiatdw niejednorodnych. Szczegdélna uwaga zostata zwrécona na dwie naj-
bardziej popularne metody: metodaznic skaxczonych oraz metoda elementéw 8ko
czonych. Poréwnanie powgzych metod wykazatage klasyczne sformutowanie metody
elementow skbczonych zastosowane do materiatéw gradientowych z silna niejednorod-
noscia jest nieprawidtowe. Nastepnie zostato zaproponowane rozwiazanie tego problemu
poprzez zastosowanie specjalnego rodzaju elemenficzkoego z dodatkowa funkcja
ksztattu shzaca do aproksymacji wtassoi materiatowych na poziomie kdego ele-
mentu skéiczonego. Zasugerowano odpowiednie materiatowe funkcje ksztattu, odpowia-
dajace odpowiednim regutom mieszania, wynikajace z metod wytwarzania materiatow
gradientowych, ktére zostaly szczeg6towo scharakteryzowane. W nastepnej &alejno
pokazano zmodyfikowane sformutowanie metody elementéwicdanych oraz na przy-
ktadzie numerycznym pokazano koszy wynikajace z zastosowania niejednorodnych
elementow skbczonych w przypadku modelowania materiatéw gradientowych.

Zaprezentowany model fenomenologiczny oraz numeryczny zostat wykorzystany
w przyktadach konstrukcyjnych. Pierwszym z przyktadéw byt model tarczy hamulco-
wej. W pracy zostat stworzony kompleksowy modelzstay do opisu niebezpiecznego
zjawiska, jakim jest globalna utrata stateczndsmi-spot Model zostat oparty na teori
Kirchhoffa — Love’a. Wykazano poprawBbd zaprezentowanego modelu numerycznego
poprzez porownanie wynikéw symulacji numerycznej z wynikami eksperymentalnymi
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dostepnymi w literaturze. Autor pracy skupit sie nie tylka stworzeniu poprawnego
modelu numerycznego analizowanej konstrukcji, alezéagrzeprowadzit poréwnanie
wynikéw dla r&&nego rodzaju materiatdw. Rezultaty otrzymane w wyniku symulacji nu-
merycznej tarczy hamulcowej dla trzech typow materiatow: jednorodnej stali ASTM-321,
jednorodnego materialu kompozytowego A356R oraz niejednorodnego materiatu gra-
dientowego A356R przedstawiono w tabeli 7.1. Zastosowanie innowacyjnego materiatu,
jakim jest kompozyt A356R do budowy tarczy hamulcowej, zabezpieczyto konstrukcje
przed groznym zjawiskiem globalnej utraty state&ipjednak jeszcze wigksze bezpie-
czenstwo zostato uzyskane w przypadku konstrukcji wykonanej z materiatu gradiento-
wego. Wart§ci wlasne odpowiadajace obzéniu krytycznemu zaprezentowane w ta-

Tablica 7.1. Poréwnanie wynikéw symulacji numerycznej tarczy hamulcowej dha ré
nego typu materiatéw

jednorodna jednorodny materiat| gradientowy materiaf
stal kompozytowy A356R kompozytowy A356R

pierwsza wartet 0.761 126.451 —430.917
wiasna
minimalna wart&t
naprgenia -0.113839 —0.002554 —0.001550

obwodowego [MPa]

beli 7.1 w dostateczny sposob potwierdzaja zalety maevigjradientowych. W przy-
padku konstrukcji z jednorodnej stali ASTM-321 pierwsza wartetasna jest mniejsza
od jedndci, co oznaczae konstrukcja utracita statecA0 W przypadku jednorodnego
materiatu kompozytowego A356R stabibtotarczy zostata zachowana. Zastosowanie
materiatu FGM A356R take pozwolito zachow@ stabiln& konstrukcji, jednak uzy-
skany wynik jest w znacznym oddaleniu od powierzchni granicznej. Ponadto&warto
wiasna zmienita znak na przeciwny, oznaczamchipotetyczne obczgnia prowadzace
do globalnej utraty statecz&o zmienity swoj zwrot zé&ciskajacego na rozciagajacy. Jest
to kolejny dowdd potwierdzajacy ogromne koszy z zastosowania materiatow gradien-
towych.

Kolejnym przyktadem konstrukcyjnym poddanym analizie w niniejszej pracy byta
tuleja cylindra. W tym przypadku autor skupit szczegélna uwage na procesieiadon-
strukcji. Ponownie analiza zostata przeprowadzona tulei wykonanej z trzech typow mate-
riatdw: jednorodnej stali chromowo — niklowej, jednorodnego materiatu kompozytowego
A356R oraz z materialu warstwowego, w ktorym rdzeniem pozostat materiat A356R,
pokryty cienka warstwe anggieralna, a pomiedzy materiatem dziewiczym a cienka war-
stwa zostata zastosowana warstwa [Eziewa z materiatu gradientowego. Porownanie
uzyskanych wynikéw dla powaszych trzech materiatéw zaprezentowano w tabeli 7.2.
Wyniki przedstawione w tabeli 7.2 jednoznacznie potwierdzaja zalety stosowania ma-
teriatbw FGM w projektowaniu konstrukcji. Zastosowanie materiatdow gradientowych
powoduje zwigkszenie czasaytkowania, przyczyniajac sie do zwiekszenia bezpigecze
stwa i obnzenia kosztéw produkgiji.
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Tablica 7.2. Poréwnanie wynikéw symulacji numerycznejitaygindra dla r&nego typu
materiatow

jednorodna jednorodny materiat| warstwowy materiat

stal kompozytowy A356R kompozytowy A356R
liczba cykli 0.22- 108 0.106 - 10° 0.166 - 10°

prowadzaca do zycia

Powyzsze przyktady sa tylko wybranymi z wielu mlovych, gdzie moga znaléz
zastosowanie materiaty gradientowe. Stworzony model teoretyczny na gruncie termo-
sprezystadsci w wielu przypadkach analizy konstrukcji m® st@& sie niewystarczajacy.
Konstrukcje stosowane w systemach TBC moga bgraone na temperatury siegajace
3000 °C. W takich przypadkach konieczne jest uwzglednienie w réwnaniach konstytu-
tywnych wiasn@&ci lepkich materiatu, tj. efektow petzania lub relaksacji. Ponadto bardzo
czesto w analizowanych materiatach zachodzi zjawisko przemiany fazowej, ktaee tak
powinno by uwzglednione w modelu teoretycznym.

Warto rownie nadmient, ze w trakcie bada nad materiatami gradientowymi, ze
wzgledu na brak komercyjnych programow wykorzystujacych elemenftycgkme z po-
dwojna funkcja aproksymacyjna, zostat napisany program wykorzystujacy algorytm me-
tody elementéw skitczonych dla konstrukcji termospmgstych jedno- i dwuwymiaro-
wych. Program stworzono wykorzystujac najnowsza technike programowania zorien-
towanego obiektowo przy wykorzystaniu jezyka programowania Delphi. W zwiazku
z tym rozbudowa programu nie powinna nastr@cdadatkowych trudrizi, ze wzgledu
na maliwost stosowania struktury hierarchicznej, technik dziedziczenia i polimorfi-
zmu oraz maliwosc tatwej implementacji bibliotek dil. W dalszej pracy badawczej
autor pragnie zoptymalizowa rozbudow& kod metody elementéw skozonych o inne
typy elementow, w szczegolaoi dotyczace modeli trojwymiarowych. Dodatkowym atu-
tem stworzonego programu bytoby rozbudowanie kodu o elementy zawierajace bardziej
zaawansowane réwnania konstytutywne, np. modelezgpte — lepko — plastyczne
z uszkodzeniem. W szczegObw uwzglednienie niejednorodnych elementéwiskam-
nych mogtoby bg bardzo ayteczne w przypadku analizy mechaniki zniszczenia, ponie-
waz proces ewolucji uszkodzenia prowadzi do degradacji modutéw konstytutywnych. Na
gruncie kontynualnej mechaniki uszkodzeroces ten opisywany jest poprzez wprowa-
dzenie niejednorodrézi materiatowe;.

Materiaty gradientowe sa wykorzystywane w konstrukcjach zmrgch na ekstre-
malne warunki, np. gwattowne zmiany temperatury. Dlatego poprawny model teoretyczny
i numeryczny powinien uwzgledriazalezncst parametréw materiatowych od tempera-
tury. Stworzony kod metody elementéw sizonych posiada taka mlovost, jednak
brak danych eksperymentalnych dotyczacych innowacyjnych materiatbw kompozyto-
wych uniemaliwit autorowi uwzglednienie powgszych zalendsci w przeprowadzonych
symulacjach numerycznych. W dalszej pracy badawczej autor pragnie pogigpdt-
prace z firma Inasmet , Tecnalia” oraz z innynsrodkami badawczymi stowarzyszonymi
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w ramach Sieci KMM-NoE w celu uzyskania dokfadniejszych ddmgksperymental-
nych.

Podsumowujac, w swojej pracy badawczej autor wykazat niedosk&natzecnie
stosowanych metod numerycznych w przypadku analizy konstrukcji wykonanych z mate-
riatdbw gradientowych na podstawie szeregu symulacji numerycznych wykorzystujacych
komercyjne pakiety metody elementow gskaonych. Autor stworzyt kod MES zawiera-
jacy elementy skiaczone z podwdjna funkcja aproksymacyjna dedykowane do analizy
konstrukcji wykonanych z materiatbw FGM. Skutec&na@astosowania nowego typu
elementu zostata potwierdzona w szeregu symulacji numerycznych. Analizie zostaty pod-
dane rzeczywiste elementy konstrukcyjne (tarcza hamulcowa, tuleja cylindra), w ktérych
zostaty przedstawione korzgi wynikajace z zastosowania materiatbw FGM. Autor ma
nadzieje,ze w dalszej pracy badawczej, dzieki doktadniejszym danym eksperymental-
nym, bedzie moégt rozbudowazaproponowany model fenomenologiczny i numeryczny
w celu lepszego dopasowania do rzeczywistych konstrukciji.
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A. TWIERDZENIA ENERGETYCZNE.
ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

Rozpatrzmy ciato sp@yste, poddane dziataniu obzeé zmiennych w czasie.
W ciele tym powstaje pole przemeisz6ze(z,t). Do przemieszczeu,; dodajemy przy-
rosty wirtualneyu;. Przez przyrosty wirtualne nag rozumi& bardzo mate, ale dowolne
przyrosty zgodne jednak z warunkami ograniczajacymi ciato guate wiezy). Zakta-
damy, ze przyrosty wirtualne sa funkcjami klagy?. Na tej cz&ci powierzchni ciata,
na ktorej zadane sa przemieszczenia, przyjmujémy= 0. Na pozostatej cAgi po-
wierzchni przemieszczenia wirtualne sa dowolne.

Prace wirtualna sit zewnetrznych mma zdefiniowa w nastepujacy sposéb

\%4

A

Biorac pod uwagezep; = o,;n;, oraz przeksztatcajac catke powierzchniowa na catke po
objetdsci za pomoca twierdzenia Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego mamy

oL = / (Xi + 0ji) dudV + /Uji55ijdv (A.2)
Vv v

Wykorzystujac rownanie rownowagi wewnetrzne;j
05, + Xi = ot
oraz poréwnujac ze soba wzory (A.1) i (A.2) otrzymujemy

\%4 A \%4

Roéwnanie (A.3) zwane jest zasada prac wirtualnych. Jest prawdziwe zaréwno dla
ciata sprgystego jak i dla ciata niesprgstego, dla materiatéw liniowych oraz nielinio-
wych [109, 158].
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