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v = u + b =
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j=0

wjxj (2.1)

�������	� 	����� �������&�� � ������� 
�������� ������:D

y = F (v). (2.2)
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�����&

F (φ) =
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1 + e−aφ
, (2.3)

4, 	������& 4�
�����&

F (φ) = tanh(φ/2) =
1 − e−aφ

1 + e−aφ
, (2.4)

���� ������� �������( ������� 3������ ��������� ��	�
�, �������

F (φ) = aφ. (2.5)
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��������� 3 = {x1, ..., xN}( ��� 	���� � 
���.	��� 	���������( ����������� ������:
	������ �������&���� � m$���� +m = 1, ..,M, ������� 

� � 
�	����D

ym = F 2([1, xu
1 , ..., xu

K ][b2
m, w2

m,1, ..., w
2
m,K ]T ) = F 2(

K∑
i=0

xu
i w2

m,i) (2.6)


��� ����

xu
i = F 1([1, x1, ..., xN ][b1

i , w
1
i,1, ..., w

1
i,N ]T ) = F 1(

N∑
j=0

xjw
1
i,j) (2.7)

����� �	���������D

ym = F 2(
K∑

i=0

F 1(
N∑

j=0

xjw
1
i,j)w

2
m,i) (2.8)
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1
i,1, ..., w

1
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F 1(
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+T outxjw
1
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[x1, ..., xN+K ] = [x1, x2, .., xN , xu
1 (k − 1), .., xu

K (k − 1)] (2.12)

����� N ������� ����4- �������� �����������( K − ��	� ����4& �������� � ���	����
�������/ xu

i (k − 1) ������� ������: 	������ ����������� � i$���� ������� ���	���
������� � ����� ���	���� k − 1( ��� i = 1, 2, ..,K.
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�� �	������� ?�����������? 	����( ����� 
�	���� �����- � �������	�� ����-������/ ��	�
��� ��
����������� 
���� 
����� 
���4��� 
�� ��������� 
��������� +�������, �
	���������D

• 
����	��� ��������� 
��� ��	� ������ ��������� +������ 
�4�������, ��� 	����
3p ∈ Ωinput ⊂ RN

• ������ ��������� 
��� ��	� ����� ������� ��������� �p ∈ Ωtarget ⊂ Rl +���$
��� ��
������� �� 
�4�������( ���� ����	� 
	����,( 4-�&�� �����& �� �����$
��	���� ����-������ 	����( 
��������& ��
�������& �� 
���.	�� ������ ���$
������ 3p( ����� p 
���4���� ����4- ��	�-
���� ������� P /

2���.	�� �4��� ������� ��	���� 
��������� �� �4��� ������� ���&����

L = {(3,�)p}L
p=1 (2.15)
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� ����&���� � ��� �4��� ������� ��	���&����

T = {(3,�)p}T
p=1 (2.16)

��� 

�/ �� 
��	����� ��������� �4���� ���&����( ��	�-
��� ������� ��� 	����/ 7���
	& ��4������ � ���� 	
�	�4( �4� �� 
��	����� 4�-�� ��� ������ ������( ��6�����$
���� ���� 
���� ����� ��.���� ��-��� ��
�������& 	���� �� ���� ������� ���&��( �
��
�������&��� �� ������ ��������( 
������ 
���� �����������( �������������:
�����& 3�����- 4�-�� 	����/

�����-����� �������	���� 	�- 
�����	���& 3���- ������ ��� 

�/ ����� �k ∈ RW

������� ������: ������� ��� 	���� � ������ k( ����� ������: ������� � ���	�� k + 1
��	� 
���������� � 
�	����D

�k+1 = �k + Δ�k (2.17)

����� Δ�k ����.� �� 
����-���� 	
�	�4� ������� 

� ���� 
����-��� ����� 4�-��
	���� 
��� 
������������ 4����&���� ��4 ��-�	��� ������ ������� ���&����/ +
������(
������������ �������� �k+1 �� 
��	����� �k �������� ���������� ������� 

�/,

;�&� ���	���� ��� ��������� �4���� ���&���� �������� 4�-��� ������� 

�/


��: �������� ��	� ��	������ ��	�-
��� �� �4����� ��	���&��� T / '������� ��	� 
�$
���� 
����-���� 4�-�� ����������� 
���� 	��: ��������� ���� �4����/ ;�&� ���	����
��� ��������� �4���� ��	���&���� �������� 4�-��� ��	������� 

�/

9������: 
�
������ +������� � ��������	��� �������	���� ����-������, ������� 	��$
�� �� ������ ��� ����.&�� �� �4���� ���&���� �������� ���������& ������������� 

�/

9 
����	�� ������� 

� ���&���� 	& ��� ��.���� �� ��	�&
�����( ��������	��� ���$
��	��D

• �����	���������( Q
��	������� Q − ��� �	�&����� 
���� 

� ��	�������&��� �3��$
�������� ������� +	
���������� �
/ ��� �4�� ������ ���������� � 	��	���� ��
���.������ �������	��( ��4 
������ �����	������ � ������ 	����� ���������
���&����,( ����.��&�� 	�- ��.��� 4�-���� ������� � ��	�������

• 
����
���	��	������( Q�
	������� Q − �����	�� 
������&�� �� 4����� ��4��� ��$
�
����� �� �4���� ���&����( � ��������	�&( 4����� 	��4& ������������& �� �4���
��	���&��/

����#� ��� ���� ��������� ��2�� ������	���

2���.�� 	3������������ ��	����� ����� �������	��( � ������ �	������ ��	� 

�( 
��$
��	 
�������� 	���� ��3������� ���� 
����	������� �����
��� 

� ���� ��	��������
������ ������������( N@O/
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����� T ⊂ R+ ∪ 0 4-���� �4����� ��	�������( ���������� ���� ������ ���	���(
[k0, kf ) ⊂ T ( ����� k0 − ���	 
���&�����( kf − ���	 ������� +6�����,( k0 < kf (
����� ΩZ 4-���� 
����� �4����� �������/

�	�����������  �����- u : [k0, kf ) → ΩZ �������� 3�����& ��	����� ������� ������$
������ �� �4���� B � ΩZ /

�	����������� !�.�� 
���4��� 9 �4���� {u ������( .� u ��	� 3�����& ��	����� �������
������������ �� �4���� B � ΩZ} �������� �������	���� ������� �� �4���� B �
ΩZ /

�	����������� ����� Ω ⊂ R( ����� 9 4-���� �������	���� �������( �� �4���� B �
ΩZ / %�	������� 	�	����� ����������� �������� 3�����- Ψ : Ω×T ×T ×Z → Ω
���& .�D

5/ 	��� ������� � ���	�� tf D

xf = Ψ(x0, t0, tf , η) (2.18)

��	� ������������� 
���� 
����� 	��� 
���&���� x0 = Ψ(x0, t0, t0, η)( � ���$
��� 	�	��� 	�- �������� � ���	�� t0 � 
���& 3�����- ��	����� ������� η : [t0, tf ) →
ΩZ) ∈ Z( 
��� ���� ∀t0 ∈ T∀x0 ∈ Ω∀η ∈ Z D x0 = Ψ(x0, t0, t0, η)

8/ ∀xa ∈ Ω∀ta, tb, tc ∈ T ������ .� ta < tb < tc �������� ������:

Ψ(Ψ(xa, ta, tb, ηa), tb, tc, ηb) = Ψ(xa, ta, tc, ηc) (2.19)

�����
(ηa : [ta, tb) → ΩZ) ∈ Z (2.20)

(ηb : [tb, tc) → ΩZ) ∈ Z

(ηc : [ta, tc) → ΩZ) ∈ Z

ηc = ηa �� [ta, tb)���� ηc = ηb �� [tb, tc)/

94��� Ω �������� �4����� 	����� 	�	���� ������������( �4��� ΩZ �4����� ���$
���� 
�������� �������/

%�� 

� �4��� 	����� 	�	���� �� Ω = Ωhidden × Ωoutput × RW ( �����D Ωhidden ��	�
�4����� 	����� 
���-�� ������� +���
�	��� ��� 	���� ��������������,( Ωoutput ��	�
�4����� 	������� ����������� � 

�( RW ��	� �4����� ��� 

�/ R������	�� ���$
���� 
�������� 
�	��:D Z = Zinput × Ztarget( �����D Zinput ��	� �������	���� �������
�� �4���� B � �4��� Ωinput $ ������� 
��������� 	���� �� �������( Ztarget ��	� �����$
��	���� ������� �� �4���� B � �4��� Ωtarget $ ������� ������� ���&���� ��� 	����/
 ������ ��	����� ������� ���������& ��������: 
���������� ��������� �4���� �������
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��������� �� ������� ���� �
���������� ������ � �������� 4-�&���� �������
��
���������� 

� �� ������ ���������/

7������ 5/ ��6����� 8/</ ����( .� ��	����� 	����� 

� +����� �������� ��� ���( 	�$
������ ����������� � 
�	����������� �������� ���� ��� 	���� ��������������������
�4���� 	����� 
���-�� �������, ���������� ��	� ������������� 
���� 	��� 
���&���$
�� ���� 3�����- ��	����� 
�������� 	���� �������/ 7������ 8/ �������( �. 4��.&��
	��� 

� ������������� �������� ��� 	��� 
���	���/

����&� <	����� ����������� ��2��� ������	���)�

1����
�����&� 

� ���� ����� ����������( 
����	 ������� 
����� �� �����������
	����� 

� � ���������� ���	�� k( �� 
��	����� 3������ ��	����� ������� ��������$
���� 
���� ������ 3p �� �4���� Ωinput ���������( 
��������� 	���� �� ������� ����
��
�������&�� �� ������ �p �� �4���� Ωtarget 4-�&�� 
��������� 
���� �����������
�������� �������( 
������&���� �� �4���� ���&���� � N@O/

����� ������� ��	� ���� ��4�� �������� ��� 

�( � ��-� ��������� �4���� RW ( �4�
4��� ��� �����
	�� � 
����� �������� ���������� ����� 4�-�� +�3���������� �������,
E : RW → R+ ∪ 0( ������ �������� ����.& �� 
������ �4���� ��������� �4����
���&����/

2��������� 3������ 4�-�� ��.� 4�: �����-	���� 	��	����� 4�&� �����������������(
� 
�	����D

E(�) = MSE({(3,�)p}L
p=1,�) :=

1
L

L∑
p=1

(�p − �̂p)2 (2.21)

=
1
L

L∑
p=1

(�p − �(3p,�))2

����� �p ∈ Ωtarget ⊂ RM ��	� ������ �������( 4-�&��� 
��������& ��
�������&


� �� ������� ��������� 3p ∈ Ωinput ⊂ RN ( �̂p ∈ Ωoutput ⊂ RM ��	� ��
�������&


� �� ������� ��������� 3p( ����.�& �� ������� ��� 	���� �/ L ������� ����4-
������� � �4����� ���&���/

����(� 0�����������	�� ���	��� �	����� ��� �� )���	�� ���������� ����!
����	�����

2���.�� 
����	������� ��	����� ���� 3��������� ���	��������( �. ������� 

� � �
��$
��� � �������� �����������&�� 3�����- 4�-�� ������� �� ��4����� 
��4�� ?�������$
	��? 
�������( 
��� ��
��������� ��������� 
��4�� ���&���( 
�
����� �����������
�������� 
���� 

� ������ ?�������	��?/

����� �������� �4���� ���&���� 
������� 	���� �� �������D 3p( 4-�& 
��4�& � ��������
�������� ��	����=( 
�������&��� �������� � �4����� RN +��
��������&��� �������	��(
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� ������ �	������ ��	� 

�,( 
��� ���� ������� 
�����
���4���	��� �������� =
��	� ��������( N<O/ ����� ������� ��	��� >( 
�������&�� �������� � �4����� RM (
4-���� ����.�� �� �������� ��	���� = ���� ����� > = [�1,�2, ..,�P ] 4-���� 
��4�& �
�������� �������� ��	���� Y ( 
��� ����D

> = )(=) + ε (2.22)

����� � ��	� 
���& �������& 3�����&/ ε ��	� ������& ��	��& � �������� �����������
����������

E(ε|X) = 0 (2.23)

��
��������&�& �� 
������� 4�&� ���&������ 
���������� ��������&���� �������� �
��4 ��	�������� �������/ '���� ��� ��	���� 
���4��.��� 
�
���� ����� ���������

�	����D

> = �(=) + ε (2.24)

����� � ��
��������� 	�������- 

�/

����� ������ ��������� � 	����( � ��
������� �� ������� ��������� xp( �� 
�	��:D
ŷp = h(xp,�)( ����� � ��	� �������� ��� 

�/

'���& ��
�	������ 

� �� ������ 
��4�4���	�������� ��	� ������� ��	��� 
�	����D

E(�) = ‖>− �(=,�)‖2 (2.25)

����� ‖.‖ ������� ����- �������	��& � RW / 7�����: ���������� ��� ���6��������
�������� ��	���� ����	�D

E(E(�)) =
∫

‖>− �(=,�)‖2dP (=,>) (2.26)

�����
∫
��������� ��	� ���� ����� "������� $ 
�������	� NFO( P (=,>) ��	� ������$

��� �&����� �������� ��	���� (=,>)/ ;� ��������: 

�( ��� ������ ��
�	������
�� ������ 
�4�4���	�������� ��	� �����
	��( ����.� �
����������: 3����- E(E(�))
����-��� �������� �/ 7���������� 
���.	��� �������� ����������� ��	� ������ ����$
��( �� ����-�� �� 3��� �.D 2(=,>) = P (>|=)P (=) ����� P (>|=) ��	� ����������
��������� �������� ��	���� >( NAO( 
��� ����� =( P (=) $ ������� ������� ��������
��	���� =( ����� ��� ��	� �����/

7����� NCO 
��� ��
�������� ��.�� ��������� L �4���� ������� ���&����( 
��4���
����������� � ������� �����������&���� 3�����- E(E(�))D

� →
∫

‖>− �(=,�)‖2dP (=,>) (2.27)

��.�� �������: �� 
��4��� ����������� ������� � �����������&���� 3�����-D

� → 1
L

L∑
p=1

(�(3p,�) − �p)2 =
1
P

L∑
p=1

(�̂p − �p)2 = MSE(�) (2.28)
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���	������ RW ��� 

�/

 ��� ��� ������ ��-��� ������ � ����( �. MSE(�) ��	� �	��������� � 
��4� ���
�������� ����������� �������� E(�)/  ������ MSE(�) ��� ����.� �� ����������
�������� 
�����
���4���	���( � ������� ������� ������ � 	�������� 

�( ��� ����$
��������- ��.�� ��-� 
���
�������:/ 9��������� � ��� 	
�	�4 ������ ��� 	���� ����


�( �����&���&�& 
��4��� 
�	��������� ���&��� 
���-��� > ���� =/

����*� /������ 1���!������	��

2�����	 ������� 

� ������ � 
��4����� �� �����&����� ��	� ���/ ������� 4��	$
��������� N<O/ 7������� ��� 

�( ��������� � �
����� � ��4���� �4��� �������
���&���� L( ����.�� 	& �� ��������� ���� �4����/ 7�-� �(=,�) = �(=,�, L) �����
� ��	� 3�����& ��
��������&�& 

� � �������� ��� �/

����� () − �(=,�, L))2( 
��/ +8/8@,( ������� ����- �3���������� ��
�	������ 

�
�� ������ ������ �������	��( �
�	����� ��������� +8/88,/ '�.�� ������:( �. 
��/
N<OD

?()− �(=,�, L))2 = (?()− �(=,�, L)))2 +?((�(=,�, L) −?(�(=,�, L)))2).
(2.29)

2����	�� 	������� 
���.	��� 	���( ��
��������� ���/ ���� 
���4��.���� 3������ ) 
�$

���� 

� +� ���������,/ ������ �� ���������: ����������� �������	�� ����-���$
����( �� 
����& 

�/ %���� 	������� ��
��������� ��������- 3������ � � ����.� ��$
����� �� ������������ 
����-��� 

� +����4� ���	��( ��������( 	�������� 
��&����,(
����� ����.� 	�- � 
�	���� 3������ � ���� �� ����������� �������� ��� �( ��������$
���� � 
����	�� �������/ 1�� �������� ����.�� 	& ���.� �� ��������� �4���� ���&����
L/

��.��� 3����� �
���	����&�� ���� �������	�� 
��� 
����� 

�( ����� �(=,�, L) ��	�
��.�� �� 3������ )( ����� ��	� ��� �4��&.���� �	��������� 3������ ) +���� ����	�,
� ?�(=,�, L) 
= g(X)/ 7���� 
����	�� 	������� 
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����� 
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2�����	 
����	� ������� � ��	������� 

� ��������� ��	� �	�&���-��� ���
����	�(

���-��� ���.������& ������������ 

�( � ��������& ������� �������/ 

�( �����
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��	� �����	��������� ���.��� � 	��	���� �� ������������ �������	�� ��.� ��: ��.�
����( 

� � �4�� ��.�� ����4�� 
��������� ��.� 
�������: �� 
����
���	��	������(
��.�� �������� ��������� � 	��4�� ��������� �������������/ 

� ������ �4�� ���& ����$
4- �
�� ��.� ��� 	������: ��
�������������� ������ �4���� ���&����/ '��� 4�&�
���	���� ��� �4���� ������� ���&����( ��.� ������ 
�������: �� ��.��� ��������
4�-�� ��	�������/ 7�4�� ���������� ������������ 

� ���� �������� ������� ����$
���( ����.���� 4��	� � ��������� � �4�-4�� ����������� �4����� ������ ���������

���������� ��	� �.����������& ��������� 

� � �������& �����������& �
/ 
���
�����&������� ����������� 
��4����� ��.�����	����/

����,� @�)������ �	����� ���

2���.�� ��
����������� ��	���& �����-����� 	��	����� ?	����������? ������ �������


�( NEO( 
��/ ��4/ 8/5/ 9 ���� 4-���� ��	������� �3�������: ������� 

�( �� 
����&
��������� � 
���� ������ ������� � �������	������ 6���� !������/
2����	������� ��������� ����.& �� ���	� ����� �	������� 
��
������ 4�-��� +����

���� �����������,( ���. ��������& ��� 
���4����D

• 
���4��� �
��	�( ��� 
�����	 
���	��� 	������ �� ������� �� ������� 

�(
���������� ��	� ��
�����J 

� �� ���� ������� ���&��

• 
���4��� �	����( ��� ��	�-
��� ������������� �������� ��� 	����/

"�	/8/A/ 7�4���� ������� ���������� �������( �� NEO
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�� ���������� �������� ���	���	� ���������� � !�"�

#������� �
���� 	�- �� �������� �����-�	���� 	
���� ����������� ������� 3������
4�-�� 	���� � 
���	������ ��� RW / ����� �k = [w1, ..., wW ] ∈ RW ������� ������:
������� ��� 

� � k$��� ����� �������/ 2���� E �������� 3�����- 4�-�� 

� ��
������� �4����� ������� ���&���� +������� E = MSE,/ #��
����� ��� ��4��� 	�-
������� �� ������D

�k+1 = �k − η(k)∇E (2.30)

�����

∇E = [
∂E

∂w1
, ...,

∂E

∂wW
]T |�k

(2.31)

��	� ���������� 3������ 4�-��( �4�������� � 
������ �k( η(k) ��	� �	
������������
�������/

B� ������ �������( �������� ��	� ���������� ������� �����-�	���� 	
���� +����

�����	�� �	��	��,/ '����� �������	���� �������-��� 3������ 4�-�� � 	����� 
��-����
� 	&	�������� 
����� �k ����� � �����������& �� ������ ��������&���� ��� 
����	��

������� ��&	����� +���/ �������� 
����	���� ��-��,/

94��.���: ��������� ����.� �� �	������ 
���������� 4�-�� � 
���	������ ��� 

�
���� �� �������� η(k)/ S����& ���& ������ ��	� 3���( �. ��� ���������� �������� ����

�������� 
����	 ������� ��.� �	������:( 4�: ���4��.�� ��4 ����� �4������( ����.���
�� �	������ 
���������� 4�-�� N<O/ #������� ��� ���������� ����������� ������ ���
��� 

�( ��� ������� �	�&���� ��	� ������� ���4���� ������� ����� 4�-��/

�� #������� �	
	��	��� $ %��&
�����

��	� �� ��������( � ������ 	��	��� 	�- �������-��� 3������ 4�-�� 

� � 	&	���������k

� �����������& �� ������ ��������&���� ��� ������ 
������� ��&	�����( N8O/ #��
�����
��� ��4��� 	�- ������� �� ������D

�k+1 = �k − η(k)[H(�k)]−1∇E (2.32)

�����

H(�n) = [
∂2E

∂wi∂wj
]i,j=1,..,W |�k

(2.33)

��	� L�		�����( ����� �������& ������� 
��������� ��&	������� 3������ E � 
������
�k/ ��	� �� ���������� � 
���4��.����( � �
����� � ����4��� +������ ���/ 
	����
�������� ��-��,( � 
�	����D

A ≈ 7T7+ α(k)5 (2.34)

�����

7 = [
∂ζp

∂wi
]p=1,...,P
i=1,...,W |�k

(2.35)

8<



ζp = �̂p − �p = �(�k,3
p) − �p (2.36)

��� p = 1, 2, .., L 
���4�����&���� �������� �4���� ���&����( 
��� ���� 
������� α(k)
�������� 	�- � �
����� � 4����&�� 
���4��� �������D

α(k) = α(k − 1)/β (2.37)

��� MSE(k) ≤ MSE(k − 1)

α(k) = α(k − 1)β (2.38)

��� MSE(k) > MSE(k − 1) ����� β > 1/ ��	� �� ������	����( 
� ��.��� �����$
��� ��������� 4�-�� 

�( ���-�	����( ��� ���� ���������	��� ������: 
�����	��4�
������: 3������ 4�-�� 	����( N5>O/

7 �4� 
���.	���� �������� �	
��������� ������� η(k) �������� 	�- ��-	�� ��
�$
������� ��� ����������� 
��4���� �������( NEO/

�� #������� '	����	��$����������� ('����)

��	� �� ��������( �
���� � ������& +��� ��.��� � ��� 

� �	�4��, �����- �����$
������ �	
����������� ������� ηi(k) ���� 4���&�� 
�� ����- ������� ���� 	��������
��������� 3������ 4�-�� NEO/

#��
����� i$��� ���� 

�( wi( ��� i = 1, 2, ...,W ( ��4��� 	�- ������� �� ������( 
��/
N55OD

wik+1 = wik − ηi(k)sgn(S(k)) (2.39)

����� Si(k) = ∂E
∂wi

|wi(

ηi(k) = min{1.2ηi(k − 1), ηmax} (2.40)

��.��� Si(k)Si(k − 1) > 0

ηi(k) = max{0.5ηi(k − 1), ηmin} (2.41)

��.��� Si(k)Si(k − 1) < 0
ηi(k) = ηi(k) (2.42)

� 
���	������ 
���
������/
7������: ηi(k−1) ������� ������: �	
���������� ������� ��� i$��� 	�������� �������
��� 	���� � k − 1$�	��� ����� �������( �������	� ηmax = 50 ( ηmin = 10−6( 3������
sgn ������� ���� ���������/
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�� ����� ������� ���� ������ ������� ���������	� ���	�� � ���	�����	�!

��	�

 ���� !������ ��	� ����-����� �� ������� �������� ������ 
���	������ 	����� NA(58O/
7 �������� ���� ��-�: 
��������� 
���������� ��	� ���� ��	��� � ����4	���������(
��-�: �������	�( ���� �4	��������� ���� ��������� ����.�� �� 
������ �����	�����

���������( ������ ��������� ��	����� ���� ��������� ����4	�����������/

��
� -������ ����� �������

"����.�� �������( ��	������ ����� ���������� ���� 
����D
5/ "������� 
����	� 3D

3k+1 = �k+1,k3k + ωk (3.1)

8/ "������� �4	��������� �� ����-�� �� �D

�k = Ak3k + νk (3.2)

�����
k = 1, 2, 3... − ��	������ 
	�������	 3k( �k − ������� ��	��� n ���� p
��������� ��
��������(

�k+1,k( Ak − �������� � ��������� n*n ���� p*n( p ≤ n( � ��������
��������	����(

ωk, νk − n ���� p$���������( �������.�� ������� ��	���( � ����������
���		��	��� � ����������	������D

?(ωk) = 0,?(νl) = 0 (3.3)

?(ωkω
T
l ) = Bkδkl (3.4)

?(νkν
T
l ) = Ckδkl (3.5)

��� l = 1, 2, .., δkl = 1 ��.��� k = l( δkl = 0 ��.��� k 
= l(
ωk, νl 	& ���	����������( 
��/ N5<O/

����� 30 4-���� ������& ��	��& � ���������� ���������( � �������� �����������
?(30) = 30 � �������� ����������� ?(30 − 3̂0)(30 − 3̂0)T = Σ0/

7 
����	�������� ������ +</5,$+</8,( ������� 6������� ��	�������� 
����	� 	�����$
	�������� 3( 
����� �� ����������� �	�������� 3̂k ��� 3k( �����������&���� 4�&�
����������������� �	������� � 
�	����D

?(3̂k − 3k)(3̂k − 3k)T (3.6)

8@



��� ���� ��	� �4��� �4	������� 
����	� �D >(k) = {�1,�2, ...,�k}.
#������� 6������� ����������� ��	� 
���� ���
��� ������( ��
��
��������� 
����
"/)/ !������( N5EO( ���������� 6����� !������/ 9������ �� ����������� ������� D

− �	�������� ������� 	���� � 
�����D

3̂−k = �k,k−1(3̂k−1) (3.7)

− �������� ����������� 4�-��� �	������� � 
�����D

'−
k = �k,k−1'k−1�

T
k,k−1 +Bk−1 (3.8)

− �������� ����������� !������D

�k = '−
k A

T
k [Ak'

−
k A

T
k +Ck]−1 (3.9)

− �	�������� ������� 	���� � 
�	�������( 
� �����-������� �4	������� �kD

3̂k = 3̂−
k +�k[�k − hk(3̂−

k )] (3.10)

− �������� ����������� 4�-��� �	������� � �
�	�������D

'k = (5−�kAk)'−
k (3.11)

;� ����������: �4�������� 
�������� 	�-D

3̂0 = ?(30) = 30 (3.12)

����� ������: �	�������� �������� ��	���� 30 ����& ��� �������� ����������� ����

'0 = Σ0 (3.13)

����� 4�&� ��� �	������� ����� ��� ���������/

 ������� ��
���������� ������ +</A,$+</58, �������� 	�- � %������ 5 ������	���

����/

���� C���������� ����� �������

"��	������� 6��� !������ 
������ �� ������- ��	�-
��&���� ������������ ��	������$
�� ������ ������������D

3k+1 = Dk+1(3k) + ωk (3.14)

�k = �k(3k) + νk (3.15)
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�����D

Dk+1 : Rn → Rn( �k : Rn → Rp − 3������ � ����������� � �����������
�����������( ����������( �����	���( ���&�� ��&��� 
����	�� 
�������/

2����	 6������� � ������ +</5E,$+</5@, ����������� ��	� 
���� ����������� �������
���������D

− �	������� ������� 	���� Q� 
�����QD

3̂−
k = fk(3̂k−1) (3.16)

− 
���4��.���� �������� ����������� 4�-��� �	������� � 
�����D

'−
k = �k,k−1'k−1�

T
k,k−1 + Qk−1 (3.17)

− ������� ����������� !������D

�k = '−
k A

T
k [Ak'

−
k A

T
k +Ck]−1 (3.18)

− �	������� ������� 	���� � 
�	�������( 
� �����-������� �4	������� �kD

3̂k = 3̂−
k +�k[�k − hk(3̂−

k )] (3.19)

−
���4��.���� �������� ����������� 4�-��� �	������� Q� �
�	�������QD

'k = (5−�kAk)'−
k (3.20)

����� ��� f = {f1, .., fn}( 3 = {x1, .., xn}D

�k+1,k = [
∂f i(3)
∂xj

]i=1,..,n
j=1,..,n|3=3̂k

(3.21)

���� ��� h = {h1, .., hp}
Ak = [

∂hi(3)
∂xj

]i=1,..,p
j=1,..,n|3=3̂k

(3.22)

	& ���������� ������������ �������� +</5E, ���� +</5@,( � 
�����-���� ��	��� �����
B������/  ������� ��
���������� ������ +</5F,$+</8>, �������� 	�- � %������ 8
������	��� 
����/
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"� ����� ������� ���� ������ �	����� ���

"�
� @������� ���� ��)�������� ! �	����� ��� � �������������� ��

�� ���"�����	 �	���� 
��	��� **+ �����	� � ���� ,������- �	 �������������

�	������ �����	�������

7 	������������ �������� ������������� ������� 

�( �
������ � ��������� ���$
��������( 
��/ �������� �/ ������� �������� ��� 

� ���������� 	& � �
����� �
���������� ����������� ������� ������� 3������ 4�-�� 

�/ !������� 	��4�����
����� ��� 	���� � 
���	������ 
��������� ��4��� 	�- 
�
���� �
���������� ��.����
������� �	
����������� ��������( ������� �������� ���& ����.�: �� 	��4����� �����
	���� 3������ 4�-�� � 4�: �	
���� ��� �	��	����� ��� 	����( ��4 ��4���� ��� ��.��� �
���� �	�4��/ 7 
���.	���� �������� ������� ��� ���	�� ���������� ��	� ���4����
������� 3������ 4�-��/ ��������� ���������� ��	� ������� �������( 
��/ N<O/

7 �������� ������� 

� �
����� �� 6������ !������ 
�������� ��	� ����( 
�����
3����( �. ���� � �������� ���
�� ��� ���
����� ������. 	& ��4������ �� 
��	�����
��.��� ��-��� �������� 
�.&������ �� �������( � �4��������� 
���� 

�/ 7 ����$
���� ��� ������ ���� 	���� ������������ 	& ������� 
����-��� �������/ "��- 
�����$
��� ����������������� 
����& ����������	���� 4������ 	���� ���		��	�����( 4-�&����
	���������� ������/ 2�	��: ������ ����.� �� ������������ 
����-��� 	���� ����������/
#��
����� ���( ����������� ���� ������� ��	���( ��4��� 	�- ������� � ����������
6������� � ��� ������( � �
����� � ��������� ��������	���� 4�-�� �������������$
������ �	�������/ 7���������� �������� ��� � �������� ���
�� ������� ��	�-
���
�� 
��	����� �������� 4�-��( ��� 
����������� ������ ���&����/ 9����� ���� 
�
���� 
���������� ��	� ������ � 
����-��� ������� �������������( 
��
����������
�� ��.���� 
���-��� ��������& 
�.&���& �� ������� � 	����( � 
����� 
���� 

� �
��
������� �� ������� ���&��/ )	������� ����.� �� 4�-��� ��� ������� 
�
��������

�
���� �����������& ���	������- ���������/

%� �������� ���� ���� ����� 
�����: ����.� �������: D

• '����� �����������D

− 
�������� ���������	������(

− ���������� ��������� �������������(

− ��� �������D ��4�� ���( �����������&���� 3�����- 4�-�� 	���� ��� ������� ��
�4���� ���&����(

− �3��������: ��������� ��������� �������� ��������& 4�-�� ������� 	���� ���
������������ 
���� �������� ��� 	����/

• '����� �
���� � 6��� !������D

− 
�������� 	�����	������(
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− ���������� ��������� 6�������(

− ��� �������D ��4�� �
��������� �	�������� ��� 	���� � ����.���� ������(

− �3��������: ��������� ��������� �	������� ��	� ��������� 
���� ���� �����$
��� ����������� 4�-��� �	�������(

− �3��������: ������� 	���� ���������� �������� 	��& 
���	���������� ����$
��� � 
���������� �����������������D 4�-�� ������������������� �����$
������ ������� ���� 4�-�� �	�������/
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�����$
���� +���( 4��	��( 
��&���� ��������������, i$���� ������� 	����/ 9����	� ������
+E/5,$+E/8,( 4��������� ��	� ����� ��� 

� K ·M ������( ��.��&���� 	�- ���������

����	�/

%�� i$���� ������� ����� 
�������� 
�	��:D

�i
k+1 = �i

k + ωi
k (4.13)

�k = �k(�k,3k) + νk (4.14)

�����

k = 1, 2..., i = 1, .., K

ωi
k − Wi $���������( �������.�� ������� ��	���( � ���������� ���		��$
	��� � ����������	������D

?(ωi
k) = 0 (4.15)

?(ωi
kω

i
l
T ) = Bi

kδkl (4.16)


��� ���� ωi
k, νl 	& ���	����������/

9����� ������� �i 
��� 
���������� k$�� ������ ���&���� ��4��� 	�- 
�
���� ��$
��������� �������( N5<OD

− �������� ����������� !������( � 	���� ������ ������& �������� ������������
�������� +E/5<,( ��� ��.���� ������ �	�4��( ����-��� ��
��������� �������� 
�$
��������( ���&������ � i$��� �������� 

� ��� �	������ K · M ������D

�i
k = 'kA

T
k [

K·M∑
j=1

Aj
k'

j
kA

j
k
T +Ck]−1 (4.17)

− �	�������� ������� 	���� 
�������� i$���� �������( 
� �����-������� �4	�������
�kD

�̂i
k+1 = �̂i

k +�i
kξk (4.18)

− 
���4��.���� �������� ����������� 4�-��� �	������� � i$��� ������D

'i
k+1 = (5−6i

kAk)'i
k +Bi

k (4.19)
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	��:D

Aj
k = [

∂�l(�)
∂�ll

]l=1,..,M
ll=1,..,Wj

|� = �̂ j
k (4.20)
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�	�4( .� ��� j$���� ������ 3������ � ���
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���� ������������� ���������( ���.� � 	�������( ��� 3������ ��������� �������� �
	���� 	& ����������/ 7 ������ �����( �4� ��������D 
����	� ����� ��� 

� ����
�4	��������� 	& �������( 
��/ N5@O/ 9�����& �4	��������& ��	� 
�.&���� 
��������
i$���� �������/

9�������&� 
�
������� ����������( ��� i$���� ������� ����� 
�������� 
�	��:D

�i
k+1 = �i

k + ωi
k (4.21)

�i
k = =i

k
T�i

k + νk (4.22)

�����
�i

k − 
�.&���� 
�������� i$���� �������(

=i
k − ������ 	������� ��������&���� �� i$���� ������� 
�
���� 
��&������

� ��������� ���	��� ���������	��� +��4 �������,( 4-�&���� ��������� 

�
�� 
������ �� ������� 
����	���� �������� � �� ������ ���&����/
%�� k, l = 1, 2..., i = 1, ..,KM ��������� ωi

k ���� νk( ��� � ������ +E/5<,$
+E/5E,/

�����( ������� � �
����������� ��������� ������������( (3k,�k) 4-���� k$��� ����$
��� ���&���( ����� �k 	������ ����� k$�� ������ ������� 

�/ 7����� =k ��������
	�- �� 
��	����� 
��
������ 	������ Q�
����Q( 
� 
������ 	���� �� ������� ���������
3k/ 
������& �� 	������ �������&�� � ��������( ���&���� 
��������� ������ �

��� ��������( ��� ������� 4������� ��	� �����/ 2�.&���� 
��������� �������� �̂
i
k

�������� 	�- �� 
��	����� �������� �������� 
��� ���&���( ����� ������ ��
�������


� �� ������� ���������/

%�� �������� ������ ����������( 
�.&���� 
�������� ������� ��6���� 	�- ����D

�̂
i
k = F−1

i (ŷk) (4.23)
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�����J
�� ������� ���������( 
����	�������� 
���� �������& 3�����- ��������� �������/
%�� �������� ���	�� 
�
��������( �������� 	�- �- �������:( �������&� ��������	��

�������� ���� �������( � �
����� � ����& � ����� ����������� ������������� 3������
4�-�� 

� �
/ �����- ����������& �����-�	���� 	
����( ��������&� �� N5@OD

�̂
i
k = �i

k − μ
∂E

∂�i
k

(4.24)
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��������� �������( ��$
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��������� ��������� ������������ N8O( ��4 
�
����
��.����������� ���������� �����& 4��� ����������� 52��
�2 5��	 NEO/

"����� '�������� 1��2�)� ����� � ������ �������	�����

7������� �������� ����������� 4������ 	���� � ������ ������������ C ���� B(
�	������ 	& � 	
�	�4 ��	�-
��&��D ��� k$�� ������ ���&���� 
��� ���� 
���������� �
���	�� s$��� �
��� ������� 
�������� 	�- �� 
�������D

Ck(s) = αexp(−s/β)5 (4.25)

Bk(s) = α′exp(−s/β′)5 (4.26)

�����
s − ����� 4����&��� �
��� ������� 	����
5 − ������� ����������������( ������ ������ ������ � 
�	���� ������(
α(α′(β(β′ − 	����( 
��/ N5<O/
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fk ∈ [0.75, 50.0]Hz � ������� Δfk = 0.25Hz( ����� Tk = 2π/ωk = 1/fk/ %�� 
���$
�������� 	
������ ��
������� ����� 4��� ������� E ���� ��������: �
���������� re(
�������������&�� �	���&	 �� 
��	����� ������� ������	������� ������������ ��
�$
������&�� ���� 

������/

�� 6����	 
��1�	 � �	��
�1�	 ��� **+

2���.	�� ���� 
�������� ���& �4��� P G 145 · 198 G 8CA5> �������( ����� 
����
������� ��������� ��	� 
��������� ������: βk/ 7 ���� 
��������� ������� �����$
������� 	
������( �� 
����& 

� �������� ����������  !( � �������� ���������
	��	�������( 
����-�� 
������ 	
������ �� ���&�� � ��	���&��( ��� � NE@O ���/ 55< ��$
	��� ��4������ � ��	�-
���� #
� �� ������� 	����( 
���	���� <8 #
� �� ��	�������/
��������� � ��� 	
�	�4D L G 113 · 198 G 88<AE +��/ACV, ������� �� ������� 

�
���� T G 32 · 198 G F<<F +��/88V, ������� �� ��	�������/ �� 
�����4� ���������
�4������������( ���� ��������� ��� 

� 
���	�������� �� �������� ��������&���� 	�-
� 
��������� N>(5O/ 7�������� � ��/ βk ∈ [0.158, 4.288] ��	���� 
��������� 
���� �����-�$
	�& ������: � ��� ��&�� maxk=1,...,198βk = 4.288( ���� � ��.��� ����������� +E( re,(
�
������� 
����	�������� 
���� 3�����- ��������� �����������/ %�� ��.���� ��������
��/ 
�����������( 	
����� ��.���� 	�- �������� ���/ ����������� ���	�������� �
�����	�� ����	�� �����( ��� ������� �������� 	
������ 	& 4��	��� ���	�������/

�� #��2��	��
�� �����7����2 **+

7 ���� ����������� ����.����� �������� 	
������ βk ��� 
�	���������� ����	��
����� Tk( �� ���������� �
����������� ���� ������� �	���&	�( ��
��
������� ��� 

�
��	�-
��&�� ������ ������� 3D

3(k) = {βk−1, E, re}, (5.2)

E5



�� ������� � 	���� �������&� ��������
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3 = [1 − k/244, d(k), l(k), F (k + 1)] (5.22)
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)������� ������� ������� � ����� k( k = 1, 2, ..., 587( 	�������� D

5/ 2�
�������( 
����� 
���� 

� ������: ��
�-.����D σ(k − 1)/

8/ 0��������� �������� 
�	�-
� ��	
��������( ���&���� � ��/ 
����� �� ��$
	�������( �� ������������ �������� � ����- 
�	�-
� ��	
��������D k/587 ��4
�����&�� ���� � ������� 
����� ��	
�������������D k − 1/587/

</ 0��������� �������� 
�	�-
� ��	
�������� � �4�-4�� 
-���D mod(k, 49)/49
��4 (mod(k, 49) + 1)/49.

E/ 7�����: ���	��������� ε(k)/

�� ������� 	���� ���������� �������� ��
�-.���� σ(k)( ��� k = 2, 3, ..., 588.

7 ��4/ @/A/ 
����� �	
���������� ��������� � �
�J������� ���� ���� � �
�J�������
������� ����� ���	����� 
���-��� 	������� Hσ(k) ��� k = 1, 2, ..588I( � ��
�$
������� ��&���� ��3������� ���������� �� 

� ���� �����	 �
�J����( ��� �������
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��������� �	
���������� ��������� 
���.�� >/C/

���� ! ���� ! "#$%�	��	� � "#$%�	��	� �
 #"&�'�� ���
σ(k) σ(k) 
 ����� �
(��(�
�
σ(k) k/587( ����� ����� �
σ(k) mod(k, 49/49) ����� ����� �
σ(k) ε(k) ������� ���
��� �
(��(��

) *�+ 
��� ,"��+ �� -	./0� �+�-��1 -	 &����	 (  &����	�- �	��	

7������� ��	� 	���� ����.���: 4��.&��� �������� ��
�-.���� �� ��	����� ��
�-.���� ����
4����� ��	��� ��������� 
���-��� ��4����� 	������� ���������� ��	
��������(
� ��������& ��
�-.����/

�� ������ �� ������ 
��1�� � �	��
�1��- ���2��	��
�� **+- ��������� 
��	���

"����.��� ��� ��
� 
������� �4���� ��	�-
���� ������� �� 
���4���� �� �������
� ��	������� 

�D

�, ����� ������� ��	� 
�������� ���������� 	�- ��������� 
���� ���	��������/ 94���
��	���&�� ��
� ��	���
����������( 	
�������&�� �������: ��������� 

� �� 
�������$
���� ����������� ���������� 	�- ��������� ��� 
-��� ��	
������������� 
�
������$
�&���� ���	������� ���������/ �� 
��	����� 
�������� � 
����	�� ������� ��3�������
������&��� ���������	���� 
���4���� �������������/ %� ��	������� 
����������� 
-$
��� � �������� 5>−58/ B� ���� L = 49 · 9 = 441 ������� �� ������� 

� ����
T = 49 · 3 = 147 ������� �� ��	�������/

4, ����� ������� ��	� ���������� ���������� ������ ���&��� ���	���������−��
�-.����D
�4��� ��	���&�� ��
� �����
����������( 	
�������&�� �������: ��������� 

� �� 
��$
��������� ����������� �������� ��
�-.�� � �������� 3���� ��	
�������� �� 
��	��$
��� �4���� ������� ���&����( �4�����&���� ���������� 
����� �� ������� ��	������/
%� ��	������� 
����������� 8@V ��	��� ��4������ 
������ �� ��	�������/ B� ����
L = 0.75 · 588 = 441 ������� �� ������� 

� ���� T = 0.25 · 588 = 147 ������� ��
��	�������/

9�
��
������� 	��: ���	����&( ��
�  ��� � ������������� <$F$<$5/ 9�	��	�����
������������ 
��&������ ������� 

� � ��������/ 9�������� 	����� 	�������� �
�J$
����� � ����� ���� ���	��� ������� � 

�( 
��/ ��	/ 8/E/ %�� �������� ���	���
������� 
����-�� 	���������� 3������ ��������� +8/E,( ��� ������� ������& 3�����- ��$
������� +8/@, +
��/ �����/ 8/( ��� NG<( KGF( MG5( T in = 1,/


���� ������ �� 8>>> �
�� � �.����� ���
��-.����� ������ 
�	����������� ��������
��������� �%)! ( �������	���&���� "��	�������  ���� !������ ��� ������� � 	����(
���� ��������� �4	���������� +
��/ �����/ E,/ 7 ������ ������������ +E/5<,$+E/5E,
������ 
����	� {wi, vi} 
����-�� � 
�	����D
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• ��� 

� 4�� 	
��-.���� ���������D wi ∈ R4( ���� 4��� vi ��� �������� i =
1, .., 6 
����	��� ���	��� �������( wi ∈ R7 ���� 4��� vi ��� �������� i = 7, .., 9
������� ���	��� �������( w10 ∈ R4 ���� 4��� ������� 	
��-.���� ��������� ���
�������

• ��� 

� �� 	
��-.����� ��������D wi ∈ R3 ���� 4��� vi ∈ R ��� ��������
i = 1, .., 6 
����	��� ���	��� �������( 
���	���� ��� ��� 	���� 4�� 	
��-.����
���������/

 ������ h( ��������������&�� 	�������� 
����-���� 

�( ��	� � 
�	���� +8/P,$+8/5E,/

%�� 	���� �	��	����� ��
��( 
����-�� ��� k = 1, 2, ..., 198 
�������� 	�����D

Rk = exp((s − 1)/50) (5.27)

��� ������ �4	����������� ����D

Bk = exp((s − 1)/50)5 (5.28)

��� ������ 
����	�( ����� s − ������� ����� �
��� �������( 5 ��	� �������& �����	�$
���&( � �������� ����.��� �� ����4� 
��&���� �������&���� �� �������( ��� �������
���	�������� ��	� ����� �����������( 
��/ �����/ E/( ����� E*E ��4 A*A( � ����.�����
�� ������ �������/

0������ ���
���-�� �� 
���&������� �������� 
��������� 

�( ����	������� �

��������� N−>/@( >/@O( ������� � ��������� �����	������/ 2����	 ������� ������$
������ 
�
���� �4	������- 	
���� 
������ 4�-��� ������������������� �������
MSEU ���� ��	������� MSET ( +8/85,/ 9�	��	����� ��������� 	��
� ���������
���&����( �
���� � ��������& ����4- �
�� ������� 

�( ��4 ��������� 
����� 4�-��
������� MSEU /

8� 6����� �	
�����	� ���
����� ���2������ ��! ���	��� 
 � ��3���	� :���	

	���	���	��
 $ �������	� �) ������ 
 �����
 �����"� �� 
��1�� � �	�����

7 ��4��� @/C/ ��	������������ ������ ������� ���� ��	������� 

� ��� ��4������
�������� �������/ 2����� �������� 4�-��� ������������������� ������� MSEU
���� ��	������� MSET / 
����� 
������� �� �������� 	������� �������� �������$
���� ��	��� ��������� ����������( 
�
���� ��	��	������ ���.�����/ %�� ������$
����� � �
����� � �������� ���	��������� ���
�������� ���� ��
� 	������D

• ε
[0.1,0.9]
unorm ∈ [0.1, 0.9]( ����� �������� ���������� �� 
���������� � ������������
�����������( �� ���������� �������� ��
�-.��(

• εorg ∈ [−0.2; 0.2] ���������� ��
���������� �������� � ����������� ����� ��$
�	���������(
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• ε
[0,0.2]
unorm = |εorg|( ��� ��������&�� ��3������� � ����� ���	���������( ���� � �����$
������ ������������ �������� ��	
�������������/

�� �����	� ��� MSEU · 103 MSET · 103


� [σ(k − 1), 1.5(k/587), 1.5mod(k, 49)/49] ��
�
 ����
�� [σ(k − 1), 2(k/587), 2mod(k, 49)/49] ����� ����
�� [σ(k − 1), 3(k/587), mod(k, 49)/49] ���
� ���

�� [σ(k − 1), 3(k/587), 3mod(k, 49)/49] ����� ���


� [σ(k − 1), k/587, mod(k, 49)/49] ����� ���

�� [2(k − 1)/587, 2(k/587), 2mod(k, 49)/49] ���� 
���
�� [2(k/587), 2mod(k, 49)/49, 2(mod(k, 49)+ 1)/49] 
��� 
���
�� [2(k/587), 2mod(k, 49)/49, 2(1− mod(k, 49) + 1)/49] ���� ��
�

�� [2(k/587), 2mod(k, 49)/49, 2(ε[0.1;0.9]
unorm (mod(k, 49)))] 
��
�� ���


�� [2(k/587), 2mod(k, 49)/49, ε
[0.1;0.9]
unorm (mod(k, 49))] 
��� ����



� [2(k/587), 2mod(k, 49)/49, εorg(mod(k, 49))] ����� ����


�� [2(k/587), 2mod(k, 49)/49, ε
[0;0.2]
unorm(mod(k, 49))] ��
�� 
���


�� [2(1 − k/587), 2mod(k, 49)/49, ε
[0;0.2]
unorm(mod(k, 49))] 
���� ��



�� [σ(k − 1), k/587, ε
[0;0.2]
unorm(mod(k, 49))] 
��
 
�



) *�+ 
��� 2��1 &	��	� &��	3$& /+ 1��1"& �	 � � "�1 1�	�4 #.1+ �4 4	�1���0� σ − ε

B�	�� 5$@ � 5E ������& 

� �������� � ��	�������� � �������	������ ���������	����$
�� 	
��-.���� ��������� � �4�-4�� �������− ������� 	����/ %�4�� ������� �����������
��� ��� ���
� 	���� ��� ���&���� 	�������� ���&����� � ���������& ����������& +5$@,
���� ���� �
��� �� ���	���� 
����� 4�-�� MSET ��	������� 

�/ %�� 	���� ���
���&���� 	
��-.���� ��������� ���	���� ��.� ������� �	�&���-���� �������( �����$
�� � �����	�� �������( ��� � ��	������� 

�( � ����.����� �� ������� ������� 

�/ 7
��.��� ���
�� �������� ����������� ����� 	�- �������: 

� � ��.	���� 
��������
4�-��� ��	�������( ��. 

� � ������� ���������	����� � �������� ������� ��� ��$
������&��� ��3������� � ��������� ���	���������( ������ ��	���� ��.	���� 
������
4�-�� �������( 
��/ ��	�� F( A( 58( 5E/ %�.� �
��� �� 
����� ���	�������� 4�-���
����� ��	�&�� ��4 �����&�� ���� �� ������� �	� k ��3������� � 
�	���� ����������
��	
��������( 
��/ ��	�� A � C ���� 58 � 5</

���� ���4������� �3������� �	����: ��.�� 	���� ���	���� � ��	���� F � 5E/

�� ��	/ @/8E 
����	������� ������ 
�	����������� ��	���( � ����� �������� �	
��$
��-�����D ����� k 
����� � �4����� ������ 
������������� �� ������� U	 ������:
��
�-.���� σ(k) ���� ������: ���	��������� ε(k) U	 ��
�-.���� σ(k)/ 9�4��������
����������: 
����������� ��4��� ������� ������� ��� 	����/

A<



0 100 200 300 400 500 600
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

σ

nr punktu k 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

σ

ε 

����
���� � )��1 �� �����	�5 [σ(k − 1), 3(k/587), mod(k, 49)/49]

0 100 200 300 400 500 600
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

σ

nr punktu k 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

σ

ε 

����
����*� )��1 
� �����	�5 [σ(k − 1), k/587, mod(k, 49)/49]
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������ )��1 
�� �����	�5 [σ(k − 1), k/587, ε
[0;0.2]
unorm(mod(k, 49))]

����� �������� $ 	�������� 

�( ����� ������ $ �������� �������������/

�������������	�� ������ ���	���� ��� ������� 
�������� �������� ��
�-.���� �����
���� � 
���� � 	����� ����������� 	������� ������&��� ��������� ������( 
��/
��	/ @/8E/�/

%�����������& �����& ��	������ ��� ���
���������� ��������� ����� 	�- ���.� ����$
������: 4�� 
�������� 

� ��3������� � ��	����� ��
�-.����( ���&����� �� 
��	�����

����-���� ��������� 
�	�-
� �������������( �
������ � 
������� k( 
��/ ��	/ @/8E/�(
���������� ��������� �����	�& ���������: � �����	�� 	�������� ��� ��	���� ��������
���	���������/ %�� ������ �������� ������� +��� ��������&���� 4��
�������� ��������
���	���������,( 4� ��������: ��� ��������� 

� ������: ��
�-.���� ��� n$���� �����
������������� ��� �������� ���	��������� ε ∈ [−0.2, 0.2]( ����.� ������: 
��������
k ��������: �� ���&���

k = n · 49 + m (5.29)
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�����D {
�G5$+ε0 − 0.2)/Δε
�G8@T+ε0 + 0.26)/Δε

(5.30)

( ����� ������: 
����	�& 	��	����� �� ���
�� ������� �������� ���	������� +ε(k) <
ε(k − 1)), rwnodrugwfazieichwzrostu(ε(k) > ε(k − 1)).Δε = 0.002/

9� 6����� �	
�����	� ���
����� ���2������ ��! ���	��� 
 $ �������	� �) ������ 
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7 ��4/ @/P/ ��	������������ ������ ������� ���� ��	������� 

� ��� ����3���������$
	���� ����������� �������� �������/ 2����� �������� 4�-��� �������������������
������� MSEU ���� ��	������� MSET /

�� �����	� ��� MSEU · 103 MSET · 103



� [σ(k − 1), 3(k/587), mod(k, 49)/49] ��
�
 
���

�� [2(k/587), 2mod(k, 49)/49, 2(mod(k, 49)+ 1)/49] 
�
� 
�
�


�� [σ(k − 1), k/587, ε
[0;0.2]
unorm(mod(k, 49))] 
�

 
���

) *�+ 
��� 2��1 &	��	� &��	3$& /+ 1��1"& �	 � �
� +"�"&" &�*� ���4 #6�31$&

4	�1���0� σ − ε

%�� ���� ��
� 
��4���� ���	���� 
���4�� ������ � �����	�� ��4��� �������� ���$
����( ��� ��� 
��4���� �,/ 7
���������� ���������	����� 	�������� ������� �������


�( 4�� ��3������� � ����������� ���	�������( 
�������� 
������: ���������: ����$
���( ���� 4�-�� ��	������� ��������� ��.	�� � 
���
���� 
�������� 

� ��������
���	��������� � ���������� ������� +�������� 4&�J �������,( 
��/ ��	�� 5@ � 5A/

?� ���"�����	 �����"� �	
�����	� ���
����� � �	������ ���	�������
�� �����1 �"���3 ��������	� �	�2����� �������	���

7 
���� NF5O ��
��
������� ����� ����������� ���&��� 
���-��� ��
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k+1(m))T (6.7)

5>@



��� m = 1, 2, ..,Wi( 4-�&�� 
���4��.����� 4�-���� ������������������� �	�������

�	����������� ��� i$���� �������/

9� ����-�� �� ��.� ��.���� � �4�-4�� ��.��� � ���	�� 

�( 
���������� �����:
�	������� 
�	����������� ������ � ��.��� � ���	�� ����������/

!������ ���
� �����6�������� ��������� �%)! ��� 	���� � 8 ���	����� ��������

����-�� ��	�-
��&��D

• �	�-
�� ������� 

� 
���� s = 1, 2, ..,S0 �
��( � ��	�-
��� � �4�-4�� ���	���
5 ������� ��	��	����� 
�	�-
������D

• ����������� ��������� 
������ 4�-�� ������������������� �	������� ��� �
����� ���	����D

M = mean{m=1,..,ni,i=1,..,I(1)}P i
k+1(m) (6.8)

• ����������� ��������� 
������ 4�-�� ������������������� �	������� ��� �
�4�-4�� 
�	����������� ��������D

M(i) = mean{m=1,..,Wi}P
i
k+1(m) (6.9)

��� i = 1, 2, ..I(1)

• ����������� �������� � 	����( ��� ������� 
����� 4�-�� �������������������
�	������� ��� ��	� ��.	��( ��. �	������ 
������ 
������ 4�-�� �������������$
������ �	������� ��� � ����� ���	����( ����� �	
��������� 
��������� ����$
����� α( ����� i ������ .�D

M(i) < αM (6.10)

• ��� ���� �������� �� ���	�� Skrok �
�� ������� ���� �	������ �� 
�������
���������	����(

• ��� 
���	������ �������� ���� ������ 
���� Skrok �
��( 
� ������� ����� ���
����� 	���� �4������� ��������� M ( M(i)

• 
�������- 
���������( �. �� �	�&���-��� ��������� 	��
� ���������/

#���������� 	������ ��	��	����� ��� ������� ���	��� �������/

&��� /�1 � ��	��������� ��� �� ��������� ��)������ �1	������ − ��1 �
�������� � ������%	�	� �� ��������� ���� � ������	���	�

7 ������	��� 
������6� ��	���& 
����	������� ������ ��	��� �3���������� �������$
��( ��
��
��������� � F/5( ������&���� ��4��� ������������ 

�( � �
����� � 
��$
�����- 
������� 

�( ������� � �������	������ ��������� �%)! / 9����	������

5>F



������ ������& ���������� � 
������ F/8/5/ ������	��� 
���� 
��4���� 
�������� 
-���
��	������ ��� ���
����� ���������������( ���.����� � ��&��� ���
�����������/

����� �4������ �3���������� 
��������( ��4���� ����� � ������������� ��������
������� �� 

� ���� �	������ 	�������- 	����/ B�	�� �������� ��� ������� �������

[F (k), d(k), F (k + 1)] (6.11)

��� 	���� ����������������  ���( � ������������� ���������� <$8@$8@$5/ "����.���

��4��� ��	������� �� 8 �	������� 
-����� ������������ ��	������/

7 ��
��
�������� 	������ ��	���( 4����� �
���D

• ����4� �	������� � ��������� 3����� ��������� 
��&���� ������������������
+������: 
�������� Λprog,

• �������� ������� 	���� 
� ��.��� �������� �	���-��� 
��&���� +
������� k,

• ����4� �
��( 
� ������ ��������	����� ��	� ��&���: �� ������� 
�������- 
�����$
�� +������: 
�������� Sstart,

• 
�������� 	����� � �������� �������������( ����� ��������	����� ��	� 
����&:
��� ������� �����6������� 

� +������: 
�������� Sreset,

�� �3��������: �4���������& 

�/ '���- �3���������� ��������� 

� 	������� 
�����
4�-��� ������� � ��	������� MSE/

B�	�� �������� ����������: ����6����� ��������� 
����	��������� � NFPO( �
����$
������ ��� ������ ������� "
��
( 
��/ �����/ 8/ )3��������: ���������( ��
��$

��������� � ��/ 
����( ��� ��	���� ��������� 
�����	������ ��� 

�( ��������
�� 
����& ��������� !������/ ��� ��
��
������� ������. ��������� ����6�����
������������ ���������( � �
����� � 	����	���- Λ( ��� ������ ����� ������� 	����/
2������� η ��
��
������� 
� �	�-
���� ��	���� ������������ �� 	����� 
����$
���( �������.��� �� ������ 4��.&��� �
��� �������/ 9�������� ������.( � 	��	����
�� NFPO( ��������� 	��
� ���������/ �
���� �� �� �	������� �������� ����4�� 
 �
��
������� 	����/ 2������� 
 ��4���� ���( 4� 4�-�� ������� � ��	������� 	��4���������
	�- �� 
�������( ��
�������&��� ����������� ����������� �����&����� ���� �������$
���� 
��4����/ 9�	�������� 
��������� ��� 
������������ ��	��� 
����	������� �
��4��� F/5/

�� ��	�� Sstart Sreset k Λprog 

5 5>> <> 5@ mean(Λ) 5A>
8 8>> <> <> mean(Λ) <A>
< 8>> <> <> 0.5mean(Λ) <A>
E 8>> <> <> 0.75mean(Λ) <A>
@ 8>> @> 5> 0.5mean(Λ) <A>
F @> @> <> 0.5mean(Λ) 8>>

5>A



B�4��� F/5/ 9�	�������� 
��������� ��� 
������������ ��	��� ��������� 
�������
��
��
��������� � F/5/


���������� ��	�-
��&��( ���������� ��.��( 
���4���� 
����	� ������� � ��	�������
	����( � ����.����� �� �������� 
���������( ���������&���� 
����	 
������� � �������
	���� ������������D

• �	���-��� ��-��� �������� 	����( 
���.�� 
������ 
����( 
������� ����	� 4�-$
�� ������� 4��
�������� 
� �
���( � ������ ��	�-
��� 
������ 

�( ��	�-
���
4�&� ��� ������ 	��4����( ��. ��� 

� ����������/ 2����-��� �4�� ��.�� ����4�
�	������� ��.�������� ��������( ��4 �4�� ��������� ���	� ������� 	����( 4��$

�������� 
� ������	����� ��� ���������( 
�������( �. ������: 4�-�� 	���� ���
	
��� �� 
�.&������ 
������ ��4 ������( 
��/ ��	� 5(8( ��	/ F/8/ 9� 
�����$
��� ���������( ��� ������� 	���������� ��/ ��������	��� �3���� � 
���4����

����	� �������( ������D �	
��������� 
��������� ��� ��������� ΛprogD α ≈ 1
���� ����: �
�� �������( 
���-��� ��������� ���������� ��������� 	����( ����&
k = 15(

• 
����-��� 
�������� 	�����&���� ����4& �	������� �������� �� 
������� α ≈
0.5 ��� 
������� ����	�� 4�-�� ������� 	����( 
��/ ��	� </ )3����� 
���
����$
������ 
�������� ��	� ���	����� 

� � ��.	���� 4�-���� ������� ���� ��	����$
���( ��. ��������� 	��: 
����( ��	 F/<(

• 
����-��� 
�������� 	�����&���� ������& �	������� �������� �� 
������� α ≈
0.75 
������� ����	� 4�-�� ������� 	����( � �
��� 4��
�������� 
� �	���-���

��&����( ��	�-
��� �
������ ������� ������� ��	� �������� 	��4	��( ��. ��� 

�
����������/ ��
�������� ������ +k ≥ 30, ������� 	���� ������������ 
������
������ �� 	
���� 4�-��� ������� �� 
������ ��� �	�&������ 
���� ��������&


�( 
��/ ��	� E( ��	 F/E/ 7 �����	�� ��	������� ���.� ���������� �4��.����

������ ���	�������� 4�-���/

2���.	�� �����.���� ������& 	�������( ��� 
����	��� 
������� 
������ 	��: ���$
�����&( ��� ������ 	
���� 
������ 4�-��� ������� ����&� 	�- 	��4�������: +��� ����

��4���� ≈ 5@> �
��� �������,/ ��.��� �	����� ������� 

� ����� �	�-
��� ������$
���( ��� ������ 4�-�� ������� �����& ��	���� 4����� ���������� +≈ @> �
��� �������,(
��� �	�&���-�� 
�
���� ����������( � 	��	���� �� 	���� ����������( 
��/ ��	/ F/@( ��	�
F/

5>C



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

MSEU 

MSEU
prune

 

MSET 

MSET
prune

 

nr epoki uczenia 

"�	/F/8/ B�	� 5( Sstart = 100( Sreset = 30( k = 15( Λprog = mean(Λ)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

MSEU 

MSEU
prune

 

MSET 

MSET
prune

 

nr epoki uczenia 

"�	/F/</ B�	� <( Sstart = 200( Sreset = 30( k = 30( Λprog = 0.5mean(Λ)

�� ��	�� MSEU(S) MSEUprune(S) MSET (S) MSETprune(S)
5 >/>>8ACPE >/>5A8AP >/>><85C8 >/>>8C<5A
< >/>><>8@C >/>>8A5CA >/>>8@FPF >/>>5C<<E
E >/>><>8@C >/>>8@8>5 >/>>8@FPF >/>>5P@A@
F >/>>8AP@5 >/>>8APFP >/>><>@@P >/>><>8P5

B�4��� F/8/ 9�	�������� ������� ��4������ ��	��� 
� ����������� 
��������
�������

5>P



0 50 100 150 200 250 300 350 400
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

MSEU 

MSEU
prune

 

MSET 

MSET
prune

 

nr epoki uczenia 

"�	/F/E/B�	� E( Sstart = 200( Sreset = 30( k = 30( Λprog = 0.75mean(Λ)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

0.022

MSEU 

MSEU
prune

 

MSET 

MSET
prune

 

nr epoki uczenia 

"�	/F/@/ B�	� F( Sstart = 50( Sreset = 50( k = 30( Λprog = 0.5mean(Λ)

9�
��
������� ���.�D

• ��	� ��������&�� �
�	��� � NFPO ������� ����������� ���������( ��� � �	����$
��� 
��������� η(

• ��	� � ���������� � ���	������� ��������� ��� ������ "
��
( �������� 
�$
�������� η � ��������� �����������( ��4����� ��� ������ %)! (

• �������	����� ��
��
�������� � ��/ 
���� ���� ������ 
������� �	�������
���( � �
����� � �������: ����& �����& ������������� 

�( 
��/ NFPO( � 
��&$

55>



������ �� �������� 
��������� η ���� �� ���������� � 	��	���� �� ��
��$

��������� � NFPO ��������� 	��
� 
��������/

2�����	������ ���.� �3��������: ������������ ���������( ������
��-���� � NFPO( ��$
��
������������� ��� 

�( �������� � �������	������ ��������� %)! /

2���
��������� ��	�� ��� 
����������� ��������� ���	������� ��������� 
�������


�( �������� �� 
����& ��������� %)! ( � �������	������ 
���.	���� ������$
��� ��������� ������������/

���	���������	 �	��� ��������1 �� ���	������	��	 ����!�
�1���2 ������"� D

• 
��� ��
�������� ��4���� 
��������� 	�����&���� ���� �
����������� ��$
��6�������( �������� 
������� 

�( ������� �� 
����& %)! ( � �������	��$
���� ���� �������� ������ �	������� 
��&���� � �
����� � �������� 	����	���� Λ(

������ �� 
���
���������� 	��������� �������� ��������� 	���� ����������(

• 
���4��� 
����	� ������� ��.�� ����������: �� 
����& ��
��
��������� 
�$
��������(

• 
��� ��
�������� ��4���� 
���������( ��.���� ��	� 	�������� 
����	� �������


�( ���	����� ��.	���� 4�-��� ������� �������( ��� � ��	�������( ��� 	����
������������ � 	��	���� �� 	���� ����������/

&�"� <	����� ��� �� ��������� ������� ������	� ��	����� ��������	��

����1��H���	� 12
� � I����	�� − ��1 � �������� � ������%	�	� ��

��������� ���� � ������	���	�

7 ������	��� 
������6� ��	���& 
����	������� ������ ��	��� �3���������� �������$
��( ��
��
��������� � F/8/( ������&���� ����6����� ������������ 
�	�-
������(

��� ������� 

� � �������	������ ��������� �%)! ( � �
����� � ������- �����$
��� �������� ����������� 
���4��.����� 4�-��� 6�������( � �������� ������&���� 
�$
	����������� �������� 	����/ 9����	������ ������ ���.� ������& 
��4���� 
��������

-��� ��	������( ��� ���
����� ��������������� ���.����� � ��&��� ���
�����������(
��� 
��4���� �
�	����� � 
������ 
�
�������/ 2� �	�-
��� �������� �������� 4�-$
��� MSEU � MSET ��� ������������� 
��4����( 
����-�� � ��-�	����� ��	��� 
�$
������ S0( ����� @> �
��� �������( ���� �� 
����( � ������ ������ 4�-��� 
���	���&
����: � 
���&����& ������& 	��4�����& ���� ������ ��� ���.�����: �� ����	�����
���� 	������� 

�/ 2������� Skrok( ���������&�� ����4- �
��( 
� ������ ��	�-
���
������� ����6����� �������� �4	����� 

�( 
���������� � 3����� ��������������
����4� 8@ �
��/ 7���� ��	�-
����� ������ 
������ 4�-��� ������� � ��	�������(
����& ������ �� �����&�&/ %�� �	��	����� ��	��� 
����-�� ��������� �����������

G@>> �
�� �������( ���� ����4- 
� ������ ��	�-
����� 	��4�������� �������������
4�-��� '
)/ 9 
����	� ������� ��� ���&����� ������� ����������� 

�/

555



2���������� 
��������( � �����	�� ��/ ��D

• B)
B >D S0 = 50( α = 1( Skrok = 50

• B)
B 5D S0 = 50( α = 1( Skrok = 25

• B)
B 8D S0 = 50( α = 0.75( Skrok = 25

• B)
B <D S0 = 50( α = 1( Skrok = 2

• B)
B ED S0 = 50( α = 1.3 ��� �������� ���	��� 5 ������� α = 1 ��� ��������
����	�� 8 �������( Skrok = 25

• B)
B @D S0 = 50( α = 1.3( Skrok = 25

• B)
B FD S0 = 50( α = 1.7( Skrok = 25

• B)
B AD S0 = 100( α = 1.7 �� 5>> �� <>> �
��� �������( α = 1( �� <>> �� @>>
�
��� �������( Skrok = 50

7	
��������� α �������� ����4- ��������( ��� ������� ��	�-
��� �	������� ��������
��� �� ���	�� 
���4��� 
����	� �������/ 2����-��� ��-�	��� �������� �	
����������
α( 
�������( �. ��-�	�� �4	���� 	���� ��	���& ���&����� � ���
����� �� ������� Skrok

�
�� �������/

7����� ��������� ��
��
�������� 
�������� 
���������� � �������� ���������$
���� ��� ���������� 

�( ������� ������. 
���� @>> �
��/ 7����� ��	��� � �����	��
����������� 4�-��� ������� 	���� ���������� +MSEU,( 	���� 
������� �����������
���������� +MSEUingerencja, ���� 4�-��� ��	������� 	���� ���������� +MSET , � 	����

������� ����������� ���������� +MSETingerencja, ��	������� � ��4��� F/</

�� ��	�� MSEU ∗ 103 MSEUingerencja ∗ 103 MSET ∗ 103 MSETingerencja ∗ 103

> 5/5 5/>> >/AC >/@>
5 5/> >/P8 >/C8 >/@>
8 5/> >/P5 >/C8 >/@8
< 5/5 5/5E >/CP >/CC
E 5/5 5/>> >/CF >/FE
@ 5/5 5/>> >/AC >/@>
F 5/> >/PC >/AE >/E8

B�4��� F/</ 9�	�������� ������� ��� ��	������� �� 8 �	������� 
-����� ��	������

2����� 4�-��� ������� � ��	������� 
����	������� ��	� ��� 
�	����������� ��	��� ��
��	/F/F/�$�/ 2����-�� ������� ����������� Q���������Q( �� ����-�� �� 
����	 �������

558



�������� 

� 
�������( .� ��������� �������� ������� ����6����� ��
����( ��� ��$
	�&
� ���.��������� 
������ 4�-��� �	�������( 
���-��� 
�	���������� ���������
� 	����/

2����������( ��� ��	�� >D �������� �4	����� 

�( 
���������� �������( ��	�&
���

� 8@> �
����� �������( ��� ������ 4��� ����� �4	���� 

� ���&���� � �������
<A(<8(8A(8A(8A ��������� 

�( �� 
����-���� @> �������� 
�������� 
���������/
9�	��	������ 
�������� Q���������Q ��������( ��� ������� 
����� 4�-��� �	�������
��� �	������� �� �����	�& ���������: �	�������( 	
��������� � �������� 3����
������� ���������� 
������ ��/ 4�-���/ "������� 
�������� ������� �4	���� 	����
������� 	�- �� >V +	��: 
����, �� ��/ @>V( 
��� ���� ������� �4	���� 	����( �� ��.��
Skrok �
�� �������( ����� ���� �������/

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

MSEU 

MSEU
ingerencja

MSET 

MSET
ingerencja

 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

MSEU 

MSEU
ingerencja

MSET 

MSET
ingerencja

 

"�	/ F/F/�/ 7����� ������� $ ��	� > ���� ��	� 5

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

MSEU 

MSEU
ingerencja

MSET 

MSET
ingerencja

 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

MSEU 

MSEU
ingerencja

MSET 

MSET
ingerencja

 

"�	/ F/F/4/ 7����� ������� $ ��	� 8 ���� ��	� <

55<



0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

MSEU 

MSEU
ingerencja

MSET 

MSET
ingerencja

 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

MSEU 

MSEU
ingerencja

MSET 

MSET
ingerencja

 

"�	/ F/F/�/ 7����� ������� $ ��	� E ���� ��	� @

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

MSEU 

MSEU
ingerencja

MSET 

MSET
ingerencja

 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

MSEU 

MSEU
ingerencja

MSET 

MSET
ingerencja

 

"�	/ F/F/�/ 7����� ������� $ ��	� F ���� ��	� A

���	��������	 �	��� ��������1 �� ���	��������	 ����!�
�1���2 ������"� D

• 
����-��� �4�� ����� �������� 
�������� Skrok ��� 
������� ��.��� � 
����	��
�������( � 	��	���� �� ���������� 

�(

• ��&������ ��
��
�������� 
�������� �� 
����	� ������� 	����( ����������� �4$
��.����� 
������ 4�-��� �������( ��� � ��	�������( � 	��	���� �� 	���� �������
���������� ����������  ����� !������( 
��� ���� �4��.���� 4�-�� ��	����$
��� 4��� 4������� �����&��(

• 
����-��� 
�������� α ≈ 1( � ��������	�& �����& �4	����� ���&���� 	�- 	����
�� 8@ �
��( ����������� 	��
������( ������������ � ������� ������� 
����	�
�������( �4��.����� 	�� �������� 4�-��� ������� � ��	�������( 
��� ���� 	��: �
�����.	���� �� 4�-���� ����������� � �������� 3���� 
�	�-
������(

55E



• 
����-��� 
�������� α ≈ 1.5 	
��������� ������� �4��.���� 4�-��� �������
� ��	������� 	���� ��. � 3���� 
���&������ 
����	� �������( 
� ���� �
������
�������� 4�-�� 4��� 
���4��� 	��4���( ��� ��� 	���� ����������(

• ������ 
��������� ��������� � ���	�� ������� 

�( ��4 ��� ��.��������� �
�4�-4�� ���	�� 	����( ��� 4��� �����	��� ��� 
���4���� 
����	� �������/

����������� 
����������� 
���� ��	����� ��� ��4������ ��	�� ��	�� ��/ @/ 
����	��$
����� �� ��	/F/A/

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1
d 

[ μ
 m

] 

F [kN/m] 

pomiar 

SSN
ingerencja

 

SSN 

"�	/F/A/ 7����� ��	������� 	���� �� ��4����� 
-��� ��	������( ��	� @

2����	������� 
�������� 
������ ����� �� ���	�� �4��.���� 4�-��� ������� � ��$
	������� � 	�������( ��� ��� 	���� ���������� 4�-�� �� 	��4������& 	�- �� �	�������

�������/ 2����-��� ��
��
��������� 
��������� 
�������� 
������ �� 	��������
���	� ������� 

� +��	�� @(F,( 4&�J 	��
����� 
�
�������� ��� �3���������� +��	��
5(8,/

&�#� '�����������

9�
��
������� ���� ������ 
������������ 

� �������� �� 
����&  !D

• ��4�� ������������ 	����( 
�
���� �������- ����4� 
��&���� ��-���������������
�	�-
��� ��
������������ 

�( �
���& � �����- 	����	������� ����� �	��������
����� ���� 	���� � 
����	�� ������� 

�(

• ���������& �����- �4	����� ������� 

�( ���&���& � ���	���� �	��������
�������� ��4������ ��� 	����( �
���& � ������- �������� ����������� 
���4��.�$
���� 4�-��� �	������� � �������� �������������/

55@



�4�� ��
��
������� 
�������� 	& �����	���� �����&�������( �������	���&���� 	
�$
��6�- 
����	� ������� 

�( �
������ � 6��� !������( ���� � ��	��	������� ���
��-$
.���� ������ ����-��� 
�	����������� �������� 	���� +�%)! ,/

7�������( �. 	��	��&� �����- �������� 
��&���� ��-��������������� 	����( �������$
���& 
�
���� ��
��
������� � F/5 �������� �4�������( � ��
�������� ��4������

���������� 	�����&����( ��.���� ��	�D

• 	�������� 
����	� �4������ �����������( 
�
���� ���	����� ��.	���� 4�-���
�������( ��. ��� 

� ����������(

• ���-�	����� �3���������� 
�������� ����������( 
�
���� ���	����� 

�( � ��.$
	��� 4�-���� ��	�������( ��. 	��: ��������������/

7�������( �. 	��	��&� �����- ������� ��4������ �4	����� 

�( � �
����� � ����$
���� ��
��
������� � F/8 ��.���� ��	�D

• ���	����� �4��.���� 4�-��� ������� � ��	������� 

�( � 	������� ��� ��� 	����
���������� 4�-�� �� 	��4������& 	�- �� �	������� 
�������(

• 	�������� ���	� �������( 
�
���� ���	����� ����������� 
������� 4�����MSEU
������� ���� MSET ��	������� ��� �����	��� ������ �
�� ������� 

�( ��. ���
	���� ��� 
������� ��� 
���������/

55F



(� '����� ���)��� � �� �	����� ���� ������������� ���������������	� �

�������	����	� ��� �	����	� �� ����	% ��

7	��	���� ������ � ������ ������	��� ���
����( ������&�� ������� 

� �� 
����&
6���� !������( ��������� � �
����� � ���	�� �
������������( ��
�	��� � �����$
��	�� �� �4������ �������−��.�����	���� '#B�#; +'����* ��4�������,( N5>O/

@��� %�������� �����
 ;��������� ������	����	��

2���
��� 	������ � 	��������� 	������� ����������� ���	������( 	��	������� �

����( ������� �����������������( ��� � ��������������( �
���� ��	� � 
������������
��������/ 7������ �� 

�( 	��	������� � ������	��� 
����( 	& ��������� 
������$
����� ����������������( 
������.��� 
���� ��
�������� ������� 
��������� 	����
+��� � 4��	��, ���& 
��������� 
�	����������� ��������/ 7 
�	���� ���������� ��$
�& ������. ��	��: ��
�	��� 
��������� �������� � �4�-4�� 
�	����������� ���	��


� ���� 	����� �������&�� � 
�	����������� ���	�� 	����( 
��/ ����� 8/ #�������
!������ ������. �
���� ��	� � 
������������ ��������� �����������D �������� 
�$
�������� 	����( �������� 4�-��� 
���������� ��������� ������� ���&����( ���� ��$
����������D �������� ����������� !������( 
���4��.���� �������� ����������� 4�-$
��� �	������� � 
�	������� ���� �������� ������������ �������� �4	�����������( 
��/
�����/ <(E/ '#B�#; ��	� �-������ 
������������ ��	������ 
������( ����� ��	���
��
����������� � ��
������������ 
�� �&��� �
������ ����������� � ������������(
NPFO/ %�������� ������- ������������� ������� ��������& 
�������� ������������ ��$
���� � �����	�� ���6�� �������������( �������	� ������- � �4��4�- �	�-
�& �4�����
������ ���.����� ��-��� ������ 
����� *�������� 5������ NA>O/

R������	�� �� 
�	���� ���.� ����
����������� 
����� +	
��� +	����� 5������( 	��$
.&�� �� 
������������ � 	�������� 

�( �������� � �
����� � �
�	��� � �����/ 8/
���	����� ��������� ������� 
��������� 
���� �����������D �	������� 
��
������
4�-���( "�	������$
��
�������( ��� ��U��4����$ '��\�����Q��/ B�� ������� �������$
	�� ��	��� �������	���� � ���� 
��������� �3���������� ����������� 

�( ��������
�� 
����& ��������� !������( � 
������� �����������( �������� � �
����� � 	��$
���� 	��	����� ��������/

@��� =��� �	�2 ;��������� ������	����	�� %#5�#4- �������������2 ���� ����	�����$
��
 ����	�
 ������	3 �	
�������2- �� 1����	�� � �����������	� 0,- ���� ��������



��1�	���

'#B�#;( ���� �������	�� �4����������( 
������ �� ����������� 	�������� ����
�
������ �� ��������� � ����������( �� ����� 	����� 	�- ��-��� ������( 
��/ N5>(A5(A8OD

• 	����� ����� ���	������� ��������( ���� � 3�������� �	
������&���� ��� ���$
	������-(

• ��.�����: ����������� ��������( ���� ������� �����������(

55A



• �
������ ���������� �� ����������( ���� 
��	�������� �����	����� ������
+�
/ ���.���� ��������( ���������� ��������, ���� 	����� ��.������� ����$
������� �
������ �������������� �� ��.��� ���������( ��4 
���� ���������
�������� +���/ �
������ ��4������( � ��� �
/ ���.���� ��4������ ��������,(

• 	������ 4�4������� 3������ 
����������&���� �������� ���� 3������ ��4��������(
���.������&���� 
������������ 
�	����������� ��������� �������� +�
/ 
�$
�-������� ��4������( ��4������ �
������ ����������������( �����������( ���

��-����,(

• 	����� 3������ ����������( 4����&���� ���	����� ��������/

B��� ���	������� �������	�� �4������������ 
������ ��D

• ����&������ �4����� ������ ����������� �� 

�( 
�
���� ��
�	 ������� 
�$
�������� ��������� �4���� ���&���� � ��	���&���� � 
�	���� ���������� +��4
�����������, � �
�������� �� �4����� ������( � �	������� � ��� 	
�	�4 
�$
��&���( ���� �� ���-4��� �����	��� ������M

• �4�������� 
��������� �������� � 
�	���� �������� 	��������� ��������( ����
	������ �������&���� � �������� 
�	����������� ���	�� � �������	������
3������ ��������� 
�	����������� �������� ���� 3������ ��4��������M

• 	��4��� ����������� �
������ ����������� �� ������������� ��������� !����$
��( ������ ��� ���.���� ��� ���������� ��������M

• ��.�����: ��
�	� ��������� ������&���� � 	���� ��������� %)! ( ���� 
��$
�������� � �
�������� ���� � 
�	���� ������� �����������M

• ��.�����: �
�������� �������& 4�����& 4������ 	����� ���� �������& 4�����&

���4��.����� 4�-��� 6������� � �������� �������������M

• ��
�	 ��������� �������( �������.��� �� �������� �������� �� ������� ������$
���� 	& �
������( 
�������&�� �� ����� �����- ������������ 

�( ��������
������� ������� ��� ��
�	 ��������� ���&����( �������.��� �� 
����-��� ������

��&���� �������&���� �� �������/

2���� �������� ������� � ��	������� 

� ��	��� ��
�	��� � 	������ '$
����� 3���$
�������( � ��	���� 
��������� ����������� 4-�&���� ��������� ��4 ����������/ 7�$
�����	���� ��.�����: ����	������� � ������ '$3������ ���	���� 3������ ���	����/

7������	���� ���.� 3���( �� ��� �� ������������ ������������ �������� �������� �
��������( �� ������� �
����& '$
���� 3�������� 	�	���� '#B�#;/

55C



@�� =��� �������	�� ���������������

9� ����-�� �� ��
����������� �����������- 
���� ����������( � �4�-4�� 

� ���$
	�������( ����
����������� ��	�-
��&�� 	�	���� �4������D
− 

� ���������������( ����� � ������	����� ��
�  ���(
− 

� ������������( ��
� "���(
− � �4�-4�� 
���.	����D 

� �� 	
��-.����� �������� ������� � ��������/

9���
����������� 

� � 	�����������( 4�
������� 3������ ��������� ��������( 
�$
	���� +8/E, � ���	����� �������� ���� 	���������&( ��4 ������& 3�����- +8/@,( ���
�������� �����������/

2�������� 4������ 	����( 
�����	 
���������� k$���� ������ ���&����( � �������
s$��� �
��� �������( � �������� ������������� 	���� ���������� 
����-�� � 
�	����
+E/8@, � +E/8F,/

�� ������� �� 	�	���� �4������ ����������� ���������� 	�- ��	�-
��&�� ���������D

• ������� ������ ���&����( �� ����� 	������� 	�- �
���&������� � ����������

�������� 

� �������� �4���� ���&���� +8/5@,(

• ������� ������ �� ��	������� �3���������� 	���� ���������( �� ����� 	�������
	�- �
���&������� � ���������� 
�������� 

� �������� �4���� ��	���&����
+8/5F,(

• �������: �4����� ���&���� L � ��	���&���� T (

• �
���������( ������ ��� 	��������� �	��	����� 
��&���� ������������/

�� ������� � 
���.	���� 	�	����� �4������( ����������� ��	�-
��&�� ���������D

• ����	����� ���� 	������� �	��	����� 
��&���� ������������(

• �������� ��� 

�( 
� ��.��� �
��� ������� 	����(

• �������� 4�-��� ������� � ��	������� 	����( 
� ��.��� �
��� �������(

• �������� ������� � 

�( ��� 
�	����������� ��������� �4���� ���&���� � ��	��$
�&����(

• �
���������( ������� 4�����&( 	������&�& 	�- � �������� ����������� 
���4��.�$
���� 4�-��� �	������� � 
�	����������� �������� �������������/

9�	��� 
��������� 	�����&���� 
����	�� ������� 

�( �� 
����& ��������� !��$
���� �4�������D

55P



• ����4- �
�� ������� 	���� 
(

• 
�������� a 3������ ��������� �������� +8/E,( +8/@,(

• 
�������� α, β, α′, β′( ���������&�� 	��4���: ����� 4������ 	���� � ��������
������������� ��������� ���	�� 

� +E/8@,( +E/8F,(

• ����4- ��	���� ��.���� ��� 
���&������� 	����( ����� ���������� ����4- �����$
��.���� 
���4����� ��������� ���&����/

9� ����-�� �� �������	���� ���	�� ��������� �������( �
�����������D

• ���������� ��������  ����� !������( ���
��-.��� ������ 
�	����������� ���$
����� 

� − �%)! ( 
��/ �����/ E/ +E/5<,$+E/8>(,

• ������� ��������  ����� !������( ���
��-.��� ������ 
�	����������� �����$
��� 

� − �%�! ( 
��/ �����/ E/ +E/85,$+E/8E,(

• ���������� ��������  ����� !������( ���
��-.��� ������ 
�	����������� ���$
����� 

�( �����-�����&�� ����� ������������( 
��/ �����/ E/ +E/5,$+E/58,/

7 ������ ������ �������������( ��������&���� �������� �4	��������� ���� 
����$
����( ����
����������� ��	�-
��&�� ���	��D

• ������� �������� 
����	� ������ ��� 

�

• �������� �4	��������� ������� ��4 ����������

• ������� �4	��������� � ������ ������������D ������� � 

�( ��4 
�.&����

�������� �������/

7 �����	�� �
��������� ������ ���������� ������� 

�( 4����&���� �� ����������
6���� !������( 
��	���� �
������������ �� ��	������� �3����������D

5/ #�������� 
������� 

�( 4-�&���� ����6����& ��������� �
����( 	��	�����$
�� ��� 

�( �������� �� 
����& ��������� "�	����� 2��
�������( ��	��	����&
�� ������ ������� �
����� � ���������  ����� !������( 
��/ �����/ A(

8/ #�������� ������� 

�( �� 
����& ��������� !������( � �
����� � ������-
�������� �������� ����������� 
���4��.����� 4�-��� 6�������( 
��/ �����/ A/

7 ������ 
���
����������� ��	���( � �����	�� 
������������ 

�( �������� � ��$
�����	������ 
���.	���� ����6����� ��������� !������( �������� ��	�-
��&��
���
� 
��������D

− 	�	��� ��4��� ������������ 

� � �
����� � �������� 
������� 	����( 	��������

����������D

58>



5/ S − ����4- �
�� ������� 	���� �	�-
���(

8/ Sstart − ����4- �
��( 
� ������� ��	�-
��� ��&������ 
�������� 
������� ��

����	� �������(

</ Sreset − ���� 
������� ���������&�� 
����� 	����( �� ������� ���
������ 	�-
������� 	���� ������������(

E/ k − ���� 
�������( ���������&�� ��-	���: ��������� �������� 
��&���� ��$
��&��� 	���� ����������(

@/ Λprog − ���� ������: 
�����& ��� 	����	���� Λ( 
��/ �����/ A/

− 	�	��� �������( �� 
����& ��������� !������( � �
����� � ������- ��������
�������� ����������� 
���4��.����� 4�-��� 6�������( 	��������� 
����������D

5/ S0 − ����4- �
�� ������� 	���� �	�-
���

8/ α − �	
��������� 
���������( ���������&�� ����4- �������� 
�������&����
������� �� ������� Skrok

</ ��������� 	��
� ���������( � 
�	���� ���������� 
 ������ �
�� ������� 	����(

��/ �����/ A/

585



*� $���+	�����

7 ���
����� 
����	������� �����&����� ��4������ 
��4����� � ��������� �����$
���� ���	������� � ��������� ����������/ %� ��� ������� �������	���� 
������� 
����
��������� +

�,( ������ � �
����� � ���������  ����� !������/ "����.��� �����$
������( ��	���� ������ �� ������ �� �����&����� ������� �������� ������������
���������( ��� � �������� 
��������� 
���� �����������( �������� ���	�������
����������� +� 
���
���� �	�����&���� �����&��� ���� ��
�,/

2����	������� 	������� 
�	�-
������ 	������& 
��
�����- ��	��	������ �� ��� ���$
��&����� ����-��� ��������������( � 	��	���� �� ���������	 �����.�����( �����

�
�������� �3���������� ������������� ������� � 	��������/

7 
���� 
����	������� 	���������� �����&����� ��	�-
��&���� ���������D

• 	�������� 2����
��	��������� +#�������������� 

������ ��
�������( #
�Y,
�� �	���&	�� ����������( � ����.����� �� ������� � ���������� �
����������� ���$

���������� �	���&	�(

• 
�������� 2������	����������� 

������ ��
������� +2
�, 3��������� 4�$
�����( � ����.����� �� 2
� ������ 
���� 4��������/

• 	�������� � 
�������� 
-��� ��	������ �� �4��&.�� ��	������������� ���
���$
������� ��������������( 	���� ����������� ���� ��.���� 
��4�� 4���������(

�������� �4��&.���� ����������� ��
�D

5/ 	��	�����

8/ �����&�����$���	�����/

Y 7 ��������� #
� 
�	��.��� 	�- �4���-������� 	����� ?#������������? 
�
�4� ����.��: �� �� 2
� +2����
��	��������� 
�,/

7 �����	�� �3���������� ����������� 
��
��������� �����&��� 
����	������� 
�$
�������� �D

• ������������ �������� ��������� +�������� ��
���������( ����������� ��$
������ ����� 	
�-.�	����� � 
��	���������( ����������� �������� ���������
���	�������,(

• 	��	������� ���&� �������� ?��-�����?( �
������ � 

� � ���	����� ����$
����� ��� �������/

588



A��� '	�
����� �����

5/ 7������� ���������& �3��������: ������ ������� 

�( �
����� � 6���� !��$
����( �� �
���	������ ��������������� ������ �����.����� 
��4����� ��$
�������/

8/ %�� ��.���� � 
����	��������� ��������� ��
����������� ��4�� �����������
�����&������� 
��4���� �� 
����& 

�/ 2����	������� ��4�� ������� �������
�� 

�( ��4�� ������������ 

�( 	
�	�4� 
���
���� 	������ ����&��� 	����/

</ )3����� 
����	��������� 4���� ��	� 
��	����� ���
���	����� 	�	���� �4��$
���� �����������( 
�������&���� �� ������� ���� 
������������ �����������$
������ � �������������� 

� �� 
����&  !/

A��� 6������	 �	�� ���� �	�
����� � ����	��	 �	�2�����

7 ������ 
���
����������� ������ � ��	��� ��.�� 
�	����: ��	�-
��&�� ����D

5/  ����� !������( �������	���� ���� ������ ������� 

�( 
�������& �3��������
�����&����: ������� ������� � ��	������� 
��������� 
���� �����������/

8/ 9�	��	������ 6����� !������( ���� ������ ������������ �� ��������������

��	������ ������ ��	�������� 
����	�� 	�����	��������( 
������ � �	�����
	
�	�4 ���-�	��: ���������: ������� � 
�������� 
��������� 
���� �����������
� 
��������� � ���	������� �������� �����	��������/

</ 7������� 
������� 
�������& �� �3������& ������-( � ��.& �����������&( ��$
4������ ��������� ���������( ������&���� ������� ����	��� 
���	��	��������
�� 4������ 
��3�4�������� � �������� ��	������ ���� ��3������� ����������

��� �4��&.������ �����������/

7 �����	�� ��������� ���	������� � ���������� ����������� 
���
����������� 4����(
������ � 	�������� 	&D

• 	�	��� �4������ ����������� 	��.&�� �� 	�������� #�������������� +2����
��$
	���������, #
� �� �	���&	�� ����������( � ����.����� �� ������� � ����������
�
����������� ���
���������� �	���&	�( �� ������� S97 +S������&	����� 9�$
��-4�� 7-�������,(

• 	�	��� �4������ ����������� 	��.&�� 
�������� 2
� 2������	����������� 

��$
���� ��
������� 2
� 3��������� 4������( � ����.����� �� 2
� ������ 
����
4��������( �� ������� �S�' +��������$S�����	����� ���-�� '����������,

58<



• 	�	���� ��������� 	�������� � 
�������� 
-��� ��	������ �� �4��&.�� ��	����$
���������/

A��� 6������ ��"��	 � ����	��	 �	��������� ���������� **+- 
������2 �� �����1

0,- �� �����1������� �������������2 �����	�"� �	�2�����

"��
�������� 
��4���� ��.���� 	�- ������� �������& � �����	�� ���������( ��� ��.
	
���6�& ��	�-
���� �� ������� � ��	������� 

� ������/ "����.��� ���� �������$
������( 
������&�� � 
��4 ��4������������( ���������� ��� ��.���� ���������� +4�$
���( 	���( ���
����, ���� ��������� ���������� �� 
��	����� 
������� ����������
+

����� ��
������� 4�������,/ "��
�������� �4���� ������ � ������������ �����$
�� ��.��� +��/ 88 ���/ �������,( ��� � ����������� +��/ 8@> �������,/ 94���� ���&��
� ��	���&�� ����� ��������� ������� �����
�������� +	��������,( ��� ��. ��	���
���$
����� +
�������� ���������,/

2���
��������� 4������ 
�������& �� 
�	�������� ��	�-
��&���� ����	���( ����$
��&���� ��	��	������ 

�( �������� � �������	������  !D

• ��4�� ������� 

� � �����	�� ��
� ����������������� 4&�J ��������������

���-��� �������� 	����( � �������� − 
������ 4�: ���
�������� ��� ��.����

��4���� �������������

• ��	��	������ �������������� 
��&���� ��
� ���������	������ ��� ����������

��4����� ��.� �������� 
������: �3��������: �4���������& 

�

• �������� � ���
���������� 
��4����� �������& 	���& ���.�����: ��4�� �� ���$
���� ������� �� 

�

• ���.�����: 

�( � �����	�� ������������� 4�-��� ������� � ��	�������( �
����.����� �� ��� 
���&������� 	���� ��	� ��	�� +������ �� �� 	��	������ ����$
����� !������ � 	��	������� ��� 4������ 	�����,

• �3��������: ���������& 

� ��.�� ���-�	��:( 	��	��&� ��
��
������� ����$
���� ������	����� ����4� 
��&���� ��-��������������� 

� +
�������,/

• �	�&���� 4�-�� ������� � ��	�������( ��.�� �4��.�: 	��	��&� ��
��
�������
�����- ������� 

� �� 
��	����� ���.��������� �������� �������� �����������

���4��.����� 4�-��� 6������� � 
�	����������� �������� �������������

58E



A�8� 6������ ����	�" ��	

7���������� �3���������� �����&������� 
��4����� � ��������� ��������� ���	����$
��� � ����������( 
���
��������� ��	�� 
�������& �� 
����	�������� ��	�-
��&����
���������D

• 9�	��	������  !( ���� ������ ������� 

�( 
��&������ � ��
�������� ��4�$
��� ��3������� ���������� �� 	���� 
�������� �� 
�
�������� ����������� 
��$
������ ���
���������� 2����
��	��������� � 2������	����������� 

������
��
�������( � 
��������� �� ���������	 	��	������� ����� ��
���������
���� �����������( �
������ � ���� ��. 6��������� !������ ��������� ���&��(
���� � ��4������ �� ���� ��������� �������( 
��/@/5/

• 9�	��	������ 

�( �������� � �������	������ 6��������� !������ 
��������
��������: ���������� 	�- 
�� �
����� ���������� �������� 	���( ��� ���.�����
��������� ( ��� �
�	��� � @/8/5/ ���
���� �������������( ������� � �����	��

�������� �	������� ��� � 
���&������ 3��� ������������� ���� ���������� 	�-
��������� � ��	��� ��4������ 
������� ��	����� �4��&.����( 
��/ @/8/5/

• 9�	��	������ 

�( �������� � �������	������ 6��������� !������( 
����$
���� �� �4�������� ���������� ������ 	���� #1
1 <5F�( 
������� �4��&.����
�����������( 
��/ @/8/8/

•  !( ���� ������ ������� 

�( ������� 	�- �3������� � 
�������� 
-��� ��	������
��� ���
���������� �4��&.�� 
��4�� 4���������( 
��/ @/8/</

• !��	������� ����������( ����������� ������ ���������� 	�- ���������( �
��$
���� � 

�( �������� 
��� 
�����  !( ��.� 	������: ������������& +
��	�$
	�& � 	��4	�&, �����- 	�������� � 
�������� �������&���� � ��������� �����	�(
� 
��������� �� ������ 	
�-.�	��$
��	��������( 
��&������� � ������������&
������6����� ������ ����� 
���������( 
��/ @/8/5/

• '���� �����	�� 6��������( ���� � 
�	���� ��������� � 
�����	������� 
���$
������ 

�( ��.� 	������: ����������-( ��4�� ����������� �� 
����& �
/
������ �������������/ 7 �������� ���� �	������ ����������: ��4��� ������
������������� � ������6����� ���� 
���������/ '���������� �� 
����& 

�
��	� �
���� ���&����� � ���� �������������( 4�� ������������ ���	���������
������ �������������� �����	��( 
��/ @/8/5/

• 

�( �������� �� 
����&  !( ��.� ������. 	������: ���������� ����-����(
� 	��	���� �� ����� ����������� � �
����� � ���	����& ��������- ���	����$
���( ����� �����
������� ��4�� 
������ 
���������( ��4 
����-��� �4�� ����
���.����� ������( ��� ������������� ��4��� �������&���� �����	�( 
��/ @/8/8/

58@



7 �����	�� ����������� �����&������� 
��4����� ��������� ���	������� � �������$
���( �� 
����& 

�( �������� � �������	������  !( ��.�� 
����	����: ��	�-
��&��
����	��D

• �� ������� ����� 
��4����� �
������ � ������- ������ ���������������( 	��$
	��&� 

� ������ � �
����� �  ! − ��	�������&�� 	& 
��	�� 

� ����� ��4
��� ���	�����( � ����������� ����4�� �������� � 
�	����������� ���	�����(

��/ @/5/( @/8/5/( @/8/8/( @/8/</(

• �� �3��������� ����������� ���
���������� �����	� ��� 	& ��������� 

� �
���4��������� ��������� �������( 
��/ @/5/(

• ����� �3��������� �����&����� ��-�	����� ��/ 
��4����� ��.�� 
����&: 
�$
���� 4������ 	���� � �������� ������������� � 
�	���� ���������� � E/8/ ��$
����	��� 
����(

• �3��������: ������� � ��	������� 

�( �������� �� 
����& ��������� !����$
��( ����.� �� �
���������� ��3������� ���������� �� 	����( 
��� ���� �� �����&$
����� ���� 	����� 
��4���� ��.�� ��
��
�����: ����� �3��������� ��������
�������( @/8/8/

• 	������� 

�( � �4�-4�� 	���� ���������������� ��4 ������������� 
������ 4�:
��4������ ����.��� �� ���������� ���
���������� 
��4����( 
��/ @/5/( @/8/5/(

• �
���������� ���������	������ 	
��-.���� ��������� +�������( � �������� 

�,
��.� 
������: �3��������: �4������ ��� ���������� 
��4�����( 
��/ @/5/( @/8/5/(

• ��� ����������� �4����� ������ ���&���� ��4 �������� 
���4����� 
����	��
������� 

� +��������� ����: �
��,( ��	�-
��� ����.���� ������������� 4�-$
��� ������� � ��	�������( �� 
���&������� �������� ��� 

�/ %�� ��.���
�4����� ������ ��4 ���.	���� 
����	�� �������( ������� �������� 4�-��� ���
��.���� ��	����� ��� 
���&������� 	���� ������ 	�- ������4������ ��4�� 
��$
����� �����&����� ��������� ��	��	��������(

• �	�-
�� ��4�� ������������ 

�( ������� �� 
����&  !( ��.�� 
���
�������:
�� 
��	����� ������� �������� 4�-��� ������� � ��	������� 
�����	 
���&���$
��� 3��� 
���4���� ��������� 
�������( �
�	����� � F/

• ���	 �4������ �����������( �
������ � �������� � 
���� ������ �������(
4�� 	����� ������� ������������� �������( ��.�� 	�����: ���-�� ��	��	������
�������( �
������ �� ���.��������� �������� �������� ����������� � ��������
�������������( 
��/ F/( ��4 +��� ���������� 
��4�����, 	��	��&� 

� �������$
�����( �����	� �����������������( 
��/ @/5/(

• ����� ��	�&
��� 	��4�������� 4�-��� �������( ��� 

� � ���������� ����������$
���( ������� � �������	������  !( ��.�� ���	��: ���	�& 
�
���- ����������(

�
���� ��	��	������ 
�	�-
������ �
������ � ������- �������� 
���4��.�����

58F



�������� ����������� 4�-��� �	������� ��� 
�	����������� �������� 	����( 
��/
F/( ����� ��4�� �� ������� ���� �4	����� 

�( ��� ������� 
����	 6������� ��	���

���
��������� � �����	�& �����������&/

A�9� /�	�	��� ���������	 ��������



�( ������ � �������	������ 6����� !������( ��� 4��� ��������� 	��	����� ��
�����&����� ���������� ���������/

7 �����	�� ������� 
����	������� ������ ������� 

�( ��
����������� �����	���
�����&����� � �����	��D

• 
������������ 

� �� 
��	����� �����6�������� ��������� �����	����� ����$
4� 
��������� 

� +
�������,(

• ������� 

�( �
������ �� �������� �������� �������� 
���4��.����� 4�-��� 6�$
������ � �������� �������������(

• ��4�� 	
�	�4� ����	��	�� ��3������� ����&��� 

�( � ����.����� �� ����������
���
���������� 
��4����/

"�������� �4������ �� 
����& 

�( �������� � 6����� !������( ��	���� �������$
�� �� 
��	����� �����	����� �
������������( ����
������������� � 	�	����� ��
�4������ ������� − ��.�����	���� '#B�#;/

A�?� ,�	�
��� �������2 �����

2��	
������ ���������� 
��4��������( �������� � ������	��� 
����( �����4� �������:D

• ��4�� 
������������ 	����������� ��������� ������( �� ������� 
����	�����$
���� ��������� $ 
���-��� 
��4 �����&����� ������( ��. ���������� � 
����(

��4����� � ��������� ��������� ���������� � ���	�������( � �
����� � ����$
������- ���	���& �� 
��	����� 
���
����������� ������ � ��	���(

• ����������� 
���( ��� ��4������ � 
����	��������� �������( � 	���������$
��� − ���	���� 
���( ������&���� ����������� �����	� � �����	�� �4��&.����
����������� 4�����(

• ������� 
����������� �� �����&������� 
��4����� ���������( ������ ��. ��$
�������� � 
����( ������ ������������� � ������ 6��������� !������( �
	������������ ������ � ����������� ��������� 
����	� ������ ��� 

�(

• 4����� 	
������ 	��������� 

�( �
������ �� ��������� �
������������(
	��.&���� �� 
������������( ������� � ��	������� 

�/ B��� ������ ���������(
����4� 4�: ��	�-
�� �.����������� � ������ ����������� 
������ 	�����$
������� �������	�� '#B�#;(

58A



• �� 	����� ������������� ������	��&�� ������ 	�- 4�: ������� ������ 

�( ����
������� ������������/

58C



,� -���������

5/ � ]�����( ' ;��	��( 7 �-�����( 
������� 	���� ���������( 7��/ ����/ 27�(
7��	����( 5PPF

8/ 
 �	��	��( 
���� ��������� �� 
������������ ��3�������( �6�/ 7��/ 2����/
7��	�/( 7��	����( 8>>>

</ 
 L�����( ������ �������	 $ # ���
�����	�U�  ���������( 8�� )�/( '��'�����
������� 2�4�/( )�������� ���^	( ��( 5PPP

E/ " "���	( ������ �������	( # 	�	������� 1�����������( 

������$[�����( ���
Z���( 5PPF

@/ " S�����( '����������� ������	 3�� ������ ������� �����	�	 ��� ��	���( '1B
2��		( 5PPF

F/ ! '�����( #������( 27�( 7��	����( 5PAA

A/ # 2�����	��( ) 2�����	��( "������� 
�����
���4���	���( 	����	���� ������$
������( 
����	� 	�����	������( 7��/ ����$B����/( 7��	����( 8>>>

C/ [� [�
���( 2�����
��	 �3 ��	� �������������� 3�� ������� ������( #�U����	 ��
������ 1�3�������� 2����		��� 
�	���	 EDC<5$C<C( +�) '����( 
� L��	��( "2
��

���( )�	/,( 
�� '����( �#( '����� !��3���( 5PP<

P/ !��4���( # �4��������( % 0���	��( #���6���� ������ �������	( #���/ �6�/
7��/ 2��( 7��	����( 5PPE

5>/ '#B�#;( B�� �������� �3 ��������� ���
�����( U��/ 8/( 0	��Q	 S����( B��
'����4 7���	 1��/( 8>>5

55/ ������ ������� B���4�* 3�� 0	� ���� '#B�#;( 0	��Q	 S���� [��	��� <( B��
'��� 7���	 1��/( ������ '#( 5PPC

58/ 7#  �����( 1����������� �� 
����	����� B��� 
����	( 7����( 5PAF

5</ 
 L����� +)�/,( !�����  �������� ��� ������ �������	( ���� 7���� _ 
��	(
��� Z���( 8>>5

5E/ " !�����( # ��� �

����� �� ������ 6������� ��� 
��������� 
��4���	( B���	$
������	 �3 ��� #
')$������� �3 ;�	�� )���������� C8D+%,<@$E@( #
')( 5PF>

5@/ ! ���( " 2����( # ��� 	�	��� ������6������ ������\�� �	��� !����� 6����	
��� ���������� ������ �������	( #���6���� 1����������� �� )����������( 5>D5$C(
)�	�U���( 5PPF

58P



5F/ ' ������	��( � ��� ;���	��U�( 
��
�� ��������� ������� ������� 4� "B"�
��� �*������ !����� 6���� ���������	( ������ ������� 7���� 5<+<,D 88<$8<E(
8>><

5A/ 7 #�����( � "�U����( ������ ������� ������	 3�� ����� ��������� �� �����$
������� ����
�������( 2���/ 8<�� #����� 1���/ ���3/ 1))) )���������� �� '�$
������ ��� ;������ 
������( �������� ������� �3 ��U�� )����������D <EF8$<EF@(
8>>5

5C/ 2 S��( # %������( �� L����\��	( 2 ���U����( ���	������� #��
��U� ���������
������ '���� ;�	�� 2�������U� ������� �3 � %�	���4���� 
���� ���������  ����(
2���������	 �3 ��� 
����� 1L2 7���	��
 �3 2
# 0	��	( #������( 

���( 8>>8

5P/ � ����( BL Z��
( ' ;�������( ������ 
����$

��� '������� �	��� "��������
'��������� 2����
����	 ���� 0�	������ !�����  �����( 2���������	 �3 1)))
1������������ ���3������ �� 
�	���	( '�� ��� ��4�������	 +
'� 8>>E,D <E8A$
<E<8( B�� L����( 8>>E

8>/  �����(  �	� ��� #������� B������� �3 '��������� 2����
����	 0	��� �� )*���$
��� !�����  ����� +)! ���,( 1������� 
�
�� �3 1�	������ �3 "�4����	 ��� B���$
��������( S�����( #���	
��� "�	����� )	��4��	�����( S������( 5PP@

85/ Z L����( #

�������� �3 !����� �������� #�������� '��������� ������ ��$
����� �� )	������	 �3 ��� S����	( #

�������� �3 #��6���� ������ �������	
�� "��� )���������� 2��4���	( %������� B��	�	 5PPAD5F( ����` 0��U��	��� �3
B���������( 
����� ( 1

� 5E>8$5@EE = 1
"� �B0$%BaPA=5Fa
) = �" 5PPA(
5PPA

88/ '" 
���4�(  ;���( ��� S; ;b��b( ������ �������	 3�� ��� ��U��	��� �3 	���
	��3��� 
��������	 3��� 	�������� �
������ ����� 	�������� ����( ���/ �/ ��U/
)��/ <5+5,D P@$5>C( 8>>E

8</ %� ����( LZ '�		�( 0	��� �� �*������ !����� 6���� �������� ��������� 3��
3���$3������ ������ �������	 �� ��	���4� ������ �����������	( #���	/ ����/
2��	/ E+<,D <F@<$<FFA( 8>>E

8E/ #  ��	����( " !����( #� ��
����������� �3 ��������� ������ �������	 3�� 
��$
������� ��� ������� �3 ��������� ������� 	�	���	 ( '
� 2��������	 �� )���$
������� ���
���� 
������ ��� )���������� 8>><D55P( ����` 0��U��	��� �3 B���$
������( 
�����( 1

� 5E>8$5F5A = 1
"� �B0$)Ka><=55Pa
) = �" 8>><D55P(
8>><

8@/ � 
�����( %� 7��	��( ) �QL���( 'S S��		������( 7��� ���4��� 
���� �	��$
������ 4� ������ �������	 ���� !����� 6���� �������� �� � 
1' 
������� ��$
�����( ������ �������	( 1���� QPP 1������������ ����� ���3������ �� ������
�������	 @D <E<>$<E<E( 5PPP

5<>



8F/ 2 S��( � L����\��	( L %�����$"���	( # %������( 
����$

��� ������ �������	
��� ��� 0�	������ !�����  ����� �� ��$���� ��������� 
�	��� 1�����6������(
1#
B)% 1��/ ���3/ �� 1���������� 
�	���	 ��� ������� +1
�Q8>>5,( B��
�(
0
#( 8>>5

8A/ B 
���( ' 
���( 
��������� 1�����6������ 0	��� ������ ������� ��� !�����
 �����( �
�) 5ED 8<$<8( 5PPA

8C/ � 
��U�( # ����( 2���������� B�	���� ��� #����	�	 �3 �� #��
��U� ������ ��$
����� B������� !�����  �������� #�������� ( 2���������	 �3 ��� 1[ ;��������
���3������ �� ������ �������	 $ 1[ ������		� ;��	������ �� "���	 ������	D
8EA$8@5( 
c� ��	b ��	 ���
�	 ;�����( 5PPP

8P/ % 
����( B������� ������ 4�	�	 ������ �������	 ���� ��� �*������ !�����
6����( ��������
����� EC+5$E,D E@@$EA@( 8>>8

<>/ ; �������( "; �������	 �������� �	��� � ���� �*������ !����� 6����( ���$
�����
����� EC+5$E,D F>P$F88( 8>>8

<5/ 7 ���( �� Z���( � L����( "�������� ������ ������� ;�	�� ������4��� ����$
��� 2��������� +

����,/ 2���/ �3 1))) [B�Q>F 

����( '��4�����( #�	������(
8>>F

<8/ � ����( #�/ �� ����( 
 L�����( !����  �����$B������ "�������� ������ )\����$
���	 3�� B���$[������ �������	( 1))) B���	������	 �� �������������	 @<+<,D
EA8$EC>( 8>>@

<</ � 
��� ��� ' ;�������( )d����� ���		�6������ 3�� 

����=#���� #

��������	
�	��� ������ �������	( 2���������	 �3 1)))$)0"#
12 
�U���� 1������������

��
�	��� �� 
����� 2����		��� ��� ��	 #

��������	 +1

2#, 8>><( 5D <@A$<F>(
2���	(  �����( 8>><

<E/ ' ;�������( ��� �����	�U�$���	�$	\����	 ���������	 3�� ����U� ������� �3 	����
��� U�4������ �	��� ������ �������	( 1))) B���	/ �� ������ �������	 58+5,D
5<@$5EA( 8>>5

<@/ � 2����$�����(  # S��	( % )��( � 
�������4��( !����� 6����	 ��
��U� �
B'
������� 
��3������� �� 
��4���	 ��	��U�4�� 4� ����������� ��������� ���	( ���$
��� �������	 5F+8,( 8>><

<F/ �# 2����$�����( � 
�������4��(  S��	( % )��( 1�
��U��� ����$B��� ������
2��������� ���� %����
��� )*������ !�����  �����	/ 1� �/ %�����	���( ��/D
5>@@$5>F>( 2���������	 �3 1��/ ���3/ �� #���6���� ������ �������	 1�#��Q>8
'�����( 

������( ;�����( 8>>8

<A/ '� �����4� ��� Z K�( ��	���� ������ �������	 ���� ����$%����
��� )*���$
��� !�����  ��������( 2���/ 1))) 1��/ 
��
/ �� ���
��������� 1�����������
�� "�4����	 ��� #��������� 5D 85E$P( 5PPA

5<5



<C/ 1 "�U��	( � 2��	�����( # �����	�U� ��������� 4�	�� �� ��� �*������ !�����
6���� 3�� ��� �������� �3 3���3������ ������ �����	( ��������
����� 8>+5$<,D
8AP$8PE( 5PPC

<P/ �  ������
( % 2�������U( � )����( ���  Z���( )������� '����$
����� !��$
���  ����� B������� 3�� "�������� �������	/ 1� �/ 
�����	 ��� �/ [���������
+)�	/, ��������� '�������D #�U����� ;����$;�* B�����\��	(D 8P$@<( !�����
#������� 2�4��	���	( 5PPC

E>/ ) '���&�( 7	���&	� �������� � ��� �
��� �� 4������( '��/ 
��
����� 7
��$
�� 	��	������ � 
���	��	������ �� 4������( !�����( 5PPE

E5/ ) '���&�( 1��������� ������ 4������ 
����.� 
�������&���� ���������� 	��$
	������� � 
���	��	������� +
���� 
�����&����,( '���/ B�����/ � 
��	/ 5A+E,D
EPA$@<F( 5PAP(

E8/ )������� C( %�	��� 
��U�	���	 3�� �����\���� ��	�	����� �3 	��������	/ )���
���
2��	�������( )���
��� ��������� 3�� 
��������������( ;��		��	( 5PPE

E</ 7�������� ���������� ��� �4������ 4���������� ����	������ �� 	�������
����������( 1B;( ������� � S��������( 8>>>

EE/ ! !�J����( #������ ����� 4������� ���������� � �������� ��	������ 
������$
�&���� �	���&	�� ��������� � �������	������ 	���� �����������( �������6�
<5>( ���/ 2����������� !�����	����( !����� 8>>E

E@/ ! !�J����( ) '���&�( 7���������� 	
������ ��
������� �� �	���&	�� �����$
����� � �������	������ 	���� �����������( 9�	���� ����/ 2����/ "��	���	����(
'�������� 5A+F>,D <FA$<A>( "��	��� 8>>8

EF/ � S��4��		�( ��� ���( ��� ������ �3 ���������� 	
������ ���
���4�� ������$
������	 �	��� ������ �������	( )����/ )��/ 
�����/ %��/ 8AD <AA$<PF( 5PPC

EA/ ! �����( � 2�

������( ������ ������� 3�� �����\���� 	�������� �� 	���������
���� ��	���� �����	�	( )����/ )��/ 
���/ %��/ 8<D <><$<PF( 5PPE

EC/ # 9���( )�/ 
��
$ 
�������� ������ ������� 
��������( 0	��Q	 '�����( [��/E/8(

��������( 5PPC

EP/ ! !�J����( ) '���&�( 9 7�	����	���( ���
������� �3 ��	
��	� 	
����� 3���
������ ������	 �	��� ������ �������	( 
��� %��/ ��� )����/ )��/ 8@D <<5$<<P(
8>>@

@>/ ! !�J����( ) '���&�( 9 7�	����	���( 9�	��	������ 

� �� ������� 
�������$
����� 	�- �� 4������ ����� ��4�������� �	���&	��� ����������( K�1K !��3/
����/ !1��7 2#� � !� 291B; Q!������8>><Q +11,D A<$C>( 8>><

5<8



@5/ ! !�J����( ) '���&�( 9 7�	����	���( ��������� ������� ���������� 4������ $

����.� � 
���
���� �	���&	�� ����������( 11 2��4������ !��3/ S����������D
7	
��
���� ���	������� � 
����.�� ���������( ;����	���$;�������.�( 8>>E

@8/ " L����( ) B���	( 2��4�4����� ��� 
����	����� 1����3������( 2������� L���( ���
���	��( 8>>5

@</ �
 ����( �LB 
��( ) '�������( �����$3���� ��� 	�3� ���
�����/ # ���
�$
�������� �

����� �� �������� ��� ������� ������������( 2������� L��� 1��/ 1��/
0

�� 
����� "�U��( ��� ����( 5PPA

@E/  ���� ����� B���4�* 3�� �	� ���� '����4( 0	��Q	 S����( [��/8/ B�� �����4
7���	 1��/( 8>>5

@@/ ���/����/���( �6������ ������� ����������� 
������� 1B)"

@F/ ' ��6�( 9�	��	������ 	��������� 	���� ����������� � ��������� � � ��.�������(
9�	���� ����/ 2����/ X�������( 8>>@

@A/ # ������	( �L7 ��������( LL� !���( )^���	 �3 B���	U��	� ������� �������
�� ��� '��������� ��� )�������������� ;���U��� �3 ��� 1B)" �
'� ���$
������	 �� ��������� 2��		(  ���� "�
��� ��/0B$�)B PP$5+5,( 0��U��	��� �3
B�����( ����������	( 5PPP

@C/ 0 S��U������( [ �����U( [ 2����U( ;# 
����e��( #����	�	 �3 ����������
4���U��� �3 ��4��$��$������� 	�
�����������	 ����� ����	U��	� ������� �������(
1��/ �/ ���
��/ ��U/ 
�����/ )��/5+8,D 5$5>( 8>>>

@P/ ' ��6�( 
����e�� ;/#/( #���6���� ������ �������	 3�� 
�������� ������6������	
3�� ���	��$
��	��� ����� �3 	�
������������� ��4�� ����� ������� �������( ���$

����	
��������	( C>+8>>8,D 5FPP$5A5<( 8>>8

F>/ � ��������( # ����	� �� ������ ��������	( 

������$[�����( 5PP8

F5/ # S������	��( � ;������( ��� ����� 3������ 4�	�� �� ���������� ������ ���$
������( 1��/ �/ %����� '���( +�� 
��		,( 8>>F(

F8/ #��4� 2����	��
 F/>( �����Q	 '�����( #��4� 
�	���	 1��/( 8>>E

F</ # Z�����( # ������ �3 ����������� ��� 4������� 	���		 ��� ��\����� ���		$
	�������� ���� 3�� ��������� ������ 	������� ������	 �� ���	��� ��� �����	��� �����(
#		�������� 1��/ %�	 2���	 �� ����
���	 5FD @8P$@@>( 9�����( 5P@F

FE/ 
� 7����	��( 7���������� 4����� �����&������ � ��� ��	��	������ � ���������

-����� 4�����( 9�	�/ ����/ 2����������� "��	���	����( "��	���( 5PP5

F@/ L7 "��������(  ������� �������	 �3 �� ���	��� 	�3������ �������� ���� ��������(
L���� 2�4���/ 8P+8,( 5PPE

5<<



FF/ ;2 
����( !L S��	���( �S B����( 
���		$	����� ��������	 3�� �������� �����
������ �������( �����/ �3 #������� �������� 1�	�/ F5$58( 5PFE

FA/ 
� 7����	��( 1�e����� �3 ��������� 	��� ��� ������� ��
� �� ��� ���	��� 	�3������
4���U��� �3 ��������( %��3� 0��U/ �3 B��� "�

��� ��/ @$CF$5F( 5PCF

FC/ S��
� %�������� [��	��� 5/P(  �� ������������ �3 	������6� �����	(

FP/ � 2�������( ���������� 2������ ���� 
����� ��� #��
��U� 2������ 
�������	/
��������
����� 5F+5,D EP$F5( 5PPA

A>/ 
����	��� B���4�* 3�� 0	� ���� '#B�#;( 0	��Q	 S���� [��	��� <( B�� '���
7���	 1��/( ������ '#( 5PPC

A5/ � ;������( � %���4����	��( 2������������ � '����4( 9�1 '����( 5PPC

A8/ # 9����	��( " �������( '����4 $ �4�������� ���������� � ��� ��	��	������( 7��/
�����( 2�����( 8>>>

A</ 7 '���( 7	�-
 �� ������ 
���	������ L��4����( 27�( 7��	����( 5PC8

AE/ �2 %�������( !�����  �������� �� ������������ ���������( %L1 7���� )�U�$
�������( %���	� L�������� 1�	������( "�
��� ��/8>><$5( L��	����( %������(
8>><

A@/ B �������	��( 9 9��4���( 2��	���� �������� 4������( 7��/ #�����( 7��$
	����( 5PPC

5<E




.� /������


.�
� ������������� � ���+ �������)� ��

%�6������� ������� 6������� ��	�������� 
����	� 	�����	�������� 3( ���� ��������$
��� �	�������� 3̂k ��� 3k( �����������&���� 4�&� ����������������� �	������� �

�	����D

?(3̂k − 3k)(3̂k − 3k)T (10.1)

��� ���� ��	� �4��� �4	������� 
����	� �D Y (k) = {�1,�2, ...,�k}( 
��/ N5<O/
"����&����� ���� 
��4���� �������.�� ��	� �����������D

3̂k = argmin?[(3̂k − 3k)(3̂k − 3k)T |Y (k)] (10.2)

����� ?(.|Y (k)) ������� ������: ���������& ��������& 
��� ����.���� ����������
��������� �1,�2, ...,�k( ����� argmin ������� ������� ��������&�� �������( 
��/ N@8O/
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��4����( � 
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��$

������� ��	���� 
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���� N5EO/ 7 N5<O 
����	������� 	������
������( � 
���
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������ �������� νk � �������� �4	����������/ 2�$
��.�� ��	����� �� 	3������������ � �
����� � ����������� 
�������� ������������� �

���	������ ��������� ��	����� � ��������� 	��������( ����������� 
���� ������:
���������&/

;� �����J: �����&����� 
��4���� ��� ������ � 
�	���� +</5,$+</8, ����.��� ���$

���� ��	�-
��&�� �����D

!����"

7��������& �����������&�& ����.���� ?[(3̂k−3k)(3̂k−3k)T |Y (k)] ����-��� ��������
3̂k ��	� ������: ���������� ��������� �������� ��	���� 3k ����-��� Z+�,/

���"�F

?[(3̂k − 3k)(3̂k − 3k)T |Y (k)] =

?[3̂k3̂
T
k − 3̂k3

T
k − 3k3̂

T
k + 3k3

T
k |Y (k)] = (10.3)

= ?[3̂k3̂
T
k |Y (k)] −?[3̂k3

T
k |Y (k)] −?[3k3̂

T
k |Y (k)] +?[3k3

T
k |Y (k)] =

�� ����-�� �� ��������: �������� ����������� ����������( 
��/ NAO(

?[3̂k3̂
T
k |Y (k)] − 3̂k?[3T

k |Y (k)] −?[3k|Y (k)]3̂T
k +?[3k3

T
k |Y (k)] = (10.4)


� ������� � ���-��� � 
���.	��� 	���� 	�������� ?(3T
k |Y (k))?(3k|Y (k))( �������$

����D

?[3k3
T
k |Y (k)] −?(3T

k |Y (k))?(3k|Y (k)) + [3̂k −?(3k|Y (k))][3̂k −?(3k|Y (k))T ]
(10.5)
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�������.�� �� 3̂k( ��-� ��	� �� 
��4��� �������.�� ������������� ����.����D

[3̂k −?(3k|Y (k))][3̂k −?[3k|Y (k)]T ] (10.6)

������� ����.���: �� 3̂k ��	� ����������( ��-� ������� ��	� �	�&���� ��� [3̂k −
?(3k|Y (k))] = 0( ����� � 
������ ?(3k|Y (k))( �� ������ ���"� �	���
/

2������. 30 �� ������� �������� ���� �������� +</5,$+</8, 	& �������( ��-� �������
��	��� 3k ���� �k ���& ������. �������� �������� � ����� �� 3���( �. 
���	���������
������� ��������& ������� �������� NAO/

9 ������ 
���.	���� ��������� ��	���� 
�	��: 
�	���������� �	��������( 
���.��

����� ��	����� ���� ����������	����( 
������ 
��� ����������� ������ 	�������	/

����� K ������� 
���	����� ��������� ��	�����( ������ .� ?uuT < ∞ ��� u ∈ X(
��������� 	�������� < u, v >= ?(uvT )/ 7���� 3k,�k, ωk, νk ∈ X ��� �G5(8(///
�����

>(k) := {
k∑

i=1

ai�i|a1, a2, ..., ak ∈ R} (10.7)

����
>⊥(k) = {x ∈ X : ∀� ∈: >(k)?(3�T ) = 0} (10.8)

4-���� 
���	������& ����������& �� >(k) � K NA<O/ 7���� � ��6����� �������� ����$
������� ����������D ?(3k|�1,�2, ...,�k) = Proj>(k)(3k)( ����� Proj>(k) �������

�������- ����������& �� >(k)( 
��/ NAO( NA<O/

����� 3̂−
k = ?(3k|�1,�2, ...,�k−1) 4-���� �	��������� � ������ ��� 3k( ������ �

������ k − 1( 
��/ N5<O/

2������.
3̂k = ?(3k|�1,�2, ...,�k) = Proj>(k)(3k) ∈ >(k) (10.9)

��-� �	������� 3̂k ��	� ������� ����-��� ��������� �4���� Y (k) � ��.��� ��
�	�:D

3̂k = �−
k 3̂

−
k +�k�k (10.10)

����� �−
k ���� �k 	& 
������ ���������� � ��������� �*� ���� �*� ��
��������/


���� 3̂k( ��	� 
�������& ����������& �� >(k) ��D 3̂k ∈ Y (k)( ����� 3k − 3̂k ∈ Y (k)⊥(
� ��������������� �������� 
���	������ K �� 	��- 
��	�&

X = >(k) +>⊥(k) (10.11)

������
?(3k − 3̂k)�T

i = 0 (10.12)
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��� i = 1, 2, .., k − 1/ 
��/ NA<O/

2��	������&� �� +5>/58, ������: +5>/5>,( �����������D

?(3k −�−
k 3̂

−
k −�k�k)�

T
i = 0 (10.13)

� ��	�-
���( 
��	������&� +</5,D

?(3k −�−
k 3̂

−
k −�k(Ak3k + νk))�T

i = 0 (10.14)

?(3k −�−
k 3̂

−
k −�k(Ak3k))�T

i +�k?νk�
T
i = 0 (10.15)

?((5+�k?k +�−
k )3k�

T
i +�−

k (3k − 3̂−k )�T
i ) +�k?νk�

T
i = 0. (10.16)

2������. νk � �i 	& �������.�� ��� �G5(8(///(�$5 ���� ?νk = 0 ��-�D

?((5−�k?k −�−
k )3k�

T
i + �−

k (3k − 3̂−
k )�T

i ) = 0. (10.17)

?(3k − 3̂−
k )�T

i = 0 ��� i = 1, 2, ..., k − 1 ��-� 
���.	�� ������: �������� 	�- ��D

(5−�k?k −�−
k )?3k�

T
i = 0. (10.18)

"������� �� �������� ��� �	��	����� i = 1, 2, .., k − 1( �������.��� �� �������� �4	��$
����� �k( ����� ��� (5 −�k?k −�−

k ) = 0( ����� ���D �−
k = (5 −�k?kAk)/ B����

+5>/5>, ��.�� ��
�	�: ����D

3̂k = 3̂−
k +�k(�k −Ak3̂

−
k ) (10.19)

2������. � +5>/5>, ���� � 3���� �������.����� ωk �� �1,�2, ...,�k−1 ����

3̂−
k = ?(�k,k−13k−1 + ωk|�1,�2, ...,�k−1) = (10.20)

�k,k−1?(3k−1|�1,�2, ...,�k−1) +?(ωk|�1,�2, ...,�k−1) = �k,k−13̂k−1

��-�( 4� � 	
�	�4 ������������ ��������: 3̂k ��������� ��	� ��������: ��������
�k/

����� �̂k = ?(�k|�1,�2, ...,�k−1)/ 7����D

�k − �̂k = �k −?(Ak3k + νk|�1,�2, ...,�k−1) = (10.21)

= �k −Ak?(3k|�1,�2, ...,�k−1) +?(νk|�1,�2, ...,�k−1) =

� � 3���� �������.����� νk �� �1,�2, ...,�k−1 � ����.���� ?νk = 0D

= �k −Ak3̂
−
k = Ak3k + νk −Ak3̂

−
k = Ak(3k − 3̂−k ) + νk. (10.22)
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2���4��� � +5>/5P,D

3k − 3̂k = 3k − 3̂−
k −�k(�k −Ak3̂

−
k ) = (10.23)

= 3k − 3̂−k −�k(Ak3k + νk −Ak3̂
−
k ) =

= (5−�k?k)(3k − 3̂−k ) −�kνk.

2������. �̂k ∈ Y (k − 1) ⊂ Y (k) ���� 3k − 3̂k ∈ Y (k)⊥ ��-� ?(3k − 3̂k)�̂
T

k = 0/

%����&� �	�����& ������: �� ?(3k − 3̂k)�T
i = 0( �����������D

?(3k − 3̂k)(�k − �̂k)
T = 0. (10.24)

2� 
��	�������� �� +5>/8E, ����.�� +5>/88, �� +5>/8<, �����������D

?((5−�kAk)(3k − 3̂−
k ) −�kνk)(Ak(3k − 3̂−

k ) + νk)T = 0 (10.25)

(5−�kAk)?((3k − 3̂−
k )((3k − 3̂−

k )
T
)�

T

k −�k?νkν
T

k = 0. (10.26)

%�6����&� ������� ����������� 4�-��� �	������� � 
����� 
�	����D

'−
k := ?(3k − 3̂−

k )((3k − 3̂−
k )T (10.27)

�����������D
(5−�kAk)'−

k A
T
k −�kRk = 0 (10.28)

� 	�&�
�k = '−

k A
T
k [Ak'

−
k A

T
k + Rk]−1. (10.29)

%�6����&� ��	�-
��� ������� ����������� 4�-��� �	������� � 
�	������� ����D

'k := ?(3k − 3̂k)(3k − 3̂k)T (10.30)

�����������D

'k = ?((5−�kAk)(3k − 3̂−
k ) −�kνk)((5−�kAk)(3k − 3̂−

k ) −�kνk)T = (10.31)

(5−�kAk)?[(3k − 3̂−
k )(3k − 3̂−

k )T ](5−�kAk)
T

+�k?νkν
T
k

(5−�kAk)'−
k (5−�kAk)T +�k?νkν

T
k =

(5−�kAk)'−
k − (5−�kAk)'−

k A
T
k�

T
k +�k?νkν

T
k .

�	��������� ��	������D

�k[Ak'
−
k A

T
k + Rk] = '−

k A
T
k (10.32)
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�k[Ak'
−
k A

T
k ] +�kRk = '−

k A
T
k (10.33)

� 
� �����.����� 
���.	��� �������� 
���� �T
k D

�k[AkP
−
k AT

k ]�T
k +�kRk�

T
k = '−

k A
T
k�

T
k . (10.34)

2��	������&� +5>/<E, �� +5>/<5,D

'k = (5−�kAk)'−
k . (10.35)

9 +5>/5>, ���� �� ����� �� 3̂−
k D

3k − 3−
k = �k,k−13k−1 + ωk−1 −�k,k−13

−
k−1 = �k,k−1(3k−1 − 3−

k−1) + ωk−1 (10.36)

��-� � ��6����� '−
k ���� � +5>/5>, �����������D

'−
k = ?(�k,k−1(3k−1 − 3−

k−1) + ωk−1)(�k,k−1(3k−1 − 3−
k−1) + ωk−1)T = (10.37)

�k,k−1'
−
k �

T
k,k−1 +?ωk−1ω

T
k−1 = �k,k−1'

−
k �

T
k,k−1 + Qk−1.

"������� 
���.	�� 
�������& ������������� ��������: �k( 
� �
������� �����$
������D 3−

k ���� '−
k /

 ���� !������ 
��
����� ��-� ������� �������� ��������� ����-��� Z+�, ��/ 	���$
����D

3k ∼ N(3̂k,'k)

��� ��-� ����������� 3̂k � 'k( 
������ � 
���� 	��������������: ����4	���������

����	 3k( 
��� ����.���� ���������� �4	������� �1, ..,�k/

)	������� 3̂k ��	� ����4��&.���� �	��������� �������� ����������� 3k( �����D

?(3̂k) = ?(3k) (10.38)

���� ��	� �	��������� � ���������� ��������� N5>EO/


.��� ������������� � ���+ ������H���)� ��

;� ��������: �������� 3̂−
k+1, 3̂k+1 �� 
��	����� 3̂

−
k , 3̂k( 	��	����� ���� B������ ���

3������ ����� ���������( ����������&� 3������ f ���� h( � 
�����-���� ��	��� �����
B������( NFOD

fk+1(3k) ≈ fk+1(3̂k) + �k+1,k(3k − 3̂k) (10.39)
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����� �k+1,k = [∂f i(3)
∂xj ]i=1,..,n

j=1,..,n|3=3̂k
( f = [f1, .., fn]( 3 = [x1, .., xn]

����D
hk(3k) ≈ fk(3̂−

k ) +Ak(3k − 3̂−
k )|

3=3̂−
k

(10.40)

����� Ak = [∂hi(3)
∂xj)

]i=1,..,p
j=1,..,n.

2� 
��	�������� ������������ �� ������ +</5E,$+</5@, �����������D

3k+1 = �k+1,k3k + fk+1(3̂k) − �k+1,k3̂k + ωk (10.41)

�k − [hk(3̂−
k ) −Ak3̂

−
k ] = Ak3k + νk. (10.42)

7
��������&� ����������D

dk = fk+1(3̂k) − �k+1,k3̂k (10.43)

�̃k = �k − [hk(3̂−
k ) −Ak3̂

−
k ] (10.44)

����������� ����� 
�	����D

3k+1 = �k+1,k3k + dk + ωk (10.45)

�̃k = Ak3k + νk. (10.46)

2��� ����������� �	�������� 3̂k+1( ������: dk ��	� ����� +��	� 
���& ����4&,( ���$
���: ỹk ���.� ��	� ����� � 	���� 	�- � ��� ������ ������& �4	��������&/

9�	��	������ �� ������ +5>/E@,$+5>/EF, 
�	�-
������ �������������( ��� ��� ������
+</5,$+</8, ���� ��� k = 1, 2, ... ��	�-
��&�� ��������D

− �	������� ������� 	���� � 
����� D

3̂−
k = fk(3̂k−1) (10.47)

− 
���4��.���� �������� ����������� 4�-��� �	������� � 
�����D

'−
k = �k,k−1'k−1�

T
k,k−1 + Qk−1 (10.48)

− ������� ����������� !������D

�k = '−
k A

T
k [Ak'

−
k A

T
k + Rk]−1 (10.49)

− �	������� ������� 	���� � 
�	�������( 
� �����-������� �4	������� �kD

3̂k = 3̂−
k +�k[�k − hk(3̂−

k )] (10.50)

− 
���4��.���� �������� ����������� 4�-��� �	������� � �
�	�������D

'k = (5−�kAk)'−
k . (10.51)
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)	������� 3̂k � ������ ����������� ��� ��	� 4�: ����4��&.���( ����� ������:D

?(3̂k) = ?(3k) (10.52)

������������� ��������/ 1	�����& ������ ������ �� ����������� �4��&.���� ���� �	��$
������( ��4 ������ �������� ��������� 6����( 4� ��������: �	������� ����4��&.��� �

���
����( ��� 
��4��� �4��&.���� �	�������� ��	� �	����� NAEO/


.��� /�I��	�� ��	�����	����)� F����������������)�G � ���������	������)�

�������� ���������� ���� ������������� �������� ���������� �� ������!

������� 1����� � � �	��� ����������	� ��)�+ ����������	���	�

���	������ ��	���
� ������	���



������ ��
������� �������� 	�- �� 
��	����� 
����������� ������	���������
�������������/ ������� ��� ���	������ �������� 
���	
��	����� +2����
��	�������


������ ��
�������, ��4 
������	������� +2������	��������� 

������ ��
����$
���, ������ � ������ 	��
��� 	��4���( 
�������� ����	����� ��������������(
NA@O/ ����� ����������� 	
������( ����.� �����&��: �������� ����� ������� ������
� ��	�� m( 
��������� ��������� �( 	��������� �����.���� ��-�� 	
�-.�	��� kD

m
d2y

d2t
+ c

dy

dt
+ ky = −m

d2yg

d2t
(10.53)

����� y(t) ��	� 
������	�������� ����-���� ������ � ���	�� +����� 
������	��������
�������� � 	��	���� �� 
���.���� ���	������� 
���� �	�&
������ ����� 
����.�,(
d2yg

d2t ��	� 
����
��	������ 
����.�( ����� ������ ���� ��	� � 
�	���� �������������
������	��������� ��� 
����������� �	���&	�/

2� �
���������� ��-	����� ������� ����� ���	���� ω0 =
√

k/m ���� ������ ������$
��� ξ = c/2

√
km �������� �� 
�������� 
�	��:D

d2y

d2t
+ 2ξω0

dy

dt
+ ω2

0y =
d2yg

d2t
(10.54)

��	� �� �������� ������� ��.�������� ��������� �������� ��-��( � 	������ �	
������$
������/ ���� �����&����� ��������� 	�- � 
�	���� �����D

y(t, ω0, ξ) =
1

ω0

√
1 − ξ2

∫ t

0

d2yg

d2t
(τ)e−ξω0(t−τ)sin(ω0

√
1 − ξ2(t − τ))dτ (10.55)

2������	��������� 

������ ��
������� ��6���� 	�- ���� ���	������ �������� 
���$
���	�����D

Sd(ω0, ξ) = maxt(|y(t, ω0, ξ)|) (10.56)
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�������	� ���	������ �������� 
���	
��	���D

Sa(ω0, ξ) = maxt(|d
2y(t, ω0, ξ)

d2t
|) (10.57)

���� 2���	
��	������� 

������ ��
�������/ 2���	
��	������� 

������ ��
����$
��� 
��������� 
���� ���	�����& ������: 
����
��	����� 
����.� amax = maxt(

d2yg

d2t
)(

����� �������:

β =
Sa(ω0, ξ)

amax
(10.58)

�������� 7���-���� 2���	
��	�������� 

������ ��
�������/

�� 6�����������	 ��	���
� ������	��� �� ����	�������� �
����"� � ��	��

���������;�� ����3 �����	���������2

����� 4������ ���������� ��	� �� 
����& ������ � ������ 	��
��� 	��4��� �����$
������ ���	�����& 	��- �������&�& �� ����� 
��� ������� ����	����� 
�	����D

maxtf(t) = maxtky(t) = kSd(ω0, ξ) (10.59)

'�.�� � ��� 	
�	�4 ����	��: ���	�����& ��
�����J ������ ��� ��.���� ��-	�����
����� ���	���� +ω0, 4������ ���� ��� ��.���� ����4 ��������� +ξ,( ��� ��������
��
�	� ����� 
����.�( �
�	����� ������ �������������� NA@O/

����� ��� ������ ������ 
�������� �	���&	�� 
���	��	������� ���������� 

�����
��
������� �� ��	�-
��&���� ��� �	���&	��( �� ��� 4������ ������������ ������$
�� ��	�������� � ����� 	��
����� 	��4���( ������� 	�- �� ��� 
��	����� ���	�����&
	��- 	��	�����& �������&�& �� j$�� ������� ���	������� � ��	�� mj 
��� ��������� i$��
��-	�����& ���	�&/ �4����� 	�- ��. ��������& ���	�����& 	��- 	��	�����& �4��&.��&�&
j$�� ������� ���	������� �����& 

������ ��
������� ��� ������� ��	��������/

�����

B
d2y

d2t
+ C

dy

dt
+ Ky = −B�

d2yg

d2t
(10.60)

4-���� ��������� ����� ��� ������ � n$	��
����� 	��4���( � �������� 4������$
����� B( �������� 	��������� K ���� �������� ��������� C( ����� � ��	� ��������
�
����/ +7 
���
���� 
��	����� ������( 
�������� ����	����� ��������������

��������( � ��	� �������� � n ���������� ������� �����/,

"����&����� ���� �������� +���������� �� 
����& ������ ����	3������� ���	���,
��	� 3�����& � 
�	����D

y(t) =
∑

i

�iyi(t) (10.61)

5E8



����� �i ��	� i$��� �������� ���	��� ����D

yi(t) =
�T

i B�

�T
i B�iωi

√
1 − ξ2

i

∫ t

0

d2yg

d2t
(τ)e−ξiωi(t−τ)sin(ωi

√
1 − ξ2

i (t − τ))dτ. (10.62)

0����� i$��� 
�	���� ����� ���	���� � ������� j$��� �	
��������� ����������� ����	�D

yji(t) = �i(j)
�T

i B�

�T
i B�iωi

√
1 − ξ2

i

d2yg

d2t
(τ)e−ξiωi(t−τ)sin(ωi

√
1 − ξ2

i (t− τ))dτ (10.63)

����� �i(j) ��	� j$�& �	
����-��& i$���� ������� ���	����/ '��	������ ������ i$���

�	���� ����� ���	���� � ������� j$��� �	
����-���� ����������� ����	� ��-�D

maxtyji(t) = |�i(j)
�T

i B�

�T
i B�iωi

√
1 − ξ2

i

||Sd(ξi, ωi)| (10.64)

%�� ����������� �������� 4����������� −( ���	������ 	��� 	��	������ ���������� ��
j$�� ������� ����	������ � ��	�� mj( 
��� ��������� i$�& ��-	�����& ���	�& ����	�D

maxtPji(t) = |mj�i(j)
�T

i B�

�T
i B�iωi

√
1 − ξ2

i

Sd(ξi, ωi)| (10.65)

��������& 	��- 	��	�����& �4��&.��&�& j$�� ������� �������� 	�- �
/ �� 
��	����
������ 
"

 +���� *&
��	 '��� �: *
� *&
��	�, � 
�	����D

maxtPj(t) =
√∑

i

max(Pji)2. (10.66)
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