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6.5.2 Kontinuum rzędu II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .68

6.6 Obliczanie makroskopowych wektorów naprężén . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Wstęp

W wielu nowych konstrukcjach, zaczynając od promów kosmicznych, przez nowoczesne budow-
le, na przedmiotach codziennego użytku kóncząc, stosowane są materiały o złożonej budowie we-
wnętrznej. Przykłady materiałów niejednorodnych mikroskopowo to: stopy metali, materiały po-
rowate, materiały polikrystaliczne czy kompozyty. Składniki obecne w takim materiale posiada-
ją zró̇znicowane włásciwósci, które konstytuują materiałową mikrostrukturę. Rozmiar składników
mikrostruktury, ich kształt, fizyczne właściwósci i rozkład przestrzenny, mocno wpływają na wy-
padkowe makroskopowe zachowanie się materiału.

Rozwój iṅzynierii materiałowej, która jest nauką o wytwarzaniu i włásciwósciach materiałów,
spowodował istotny postęp w metodach poszukiwania nowychmateriałów o złȯzonej strukturze.
Kluczową rolę w tej dziedzinie współcześnie odgrywają metody numeryczne stosowane w teorii
homogenizacji. Okréslenie efektywnych włásciwósci mechanicznych, w ramach metod homogeni-
zacyjnych, wspomaga proces projektowania materiału oraz umożliwia okréslenie zakresu bezpie-
czénstwa i trwałósci wytworzonej konstrukcji przy u̇zyciu materiału o złȯzonej mikrostrukturze.

Gdyby któs postawił sobie za cel wykonanie bezpośrednich numerycznych obliczeń konstrukcji
(bez uciekania się do metod homogenizacyjnych), która zawiera wielką liczbę niejednorodności,
musiałby zastosować bardzo gęstą siatkę elementów skończonych. Układ równán algebraicznych
posiadałby wtedy miliardy stopni swobody. Takie zadania s ˛a poza mȯzliwościami mocy oblicze-
niowej współczesnych komputerów i prognozowanej mocy komputerów najbli̇zszej przyszłósci.
Nawet gdyby rozwiązác układ równán o miliardach stopni swobody, liczba informacji, którą należy
przetworzýc byłaby tak du̇za,że utrudnione byłoby uzyskanie jakiejkolwiek istotnej informacji.

Nawet rozwiązanie równania różniczkowego cząstkowego dla fizycznie i geometrycznie linio-
wego problemu mechaniki jest trudne, gdy mamy wielką liczbę niejednorodnósci. Współczynniki
równania ró̇zniczkowego są wtedy silnie nielinowe. Z tej przyczyny poszukuje się zastępczego jed-
norodnego ósrodka ciągłego. Takie postępowanie nie jest niczym niezwykłym we wszystkich na-
ukach technicznych i matematyczno-przyrodniczych. Zazwyczaj oblicza się związki konstytutywne
pomiędzy mikroskopowymi wielkósci średnimi. Związki te następnie są używane do konstrukcji
równán fizycznych zastępczego materiału jednorodnego makroskopowo. W rezultacie współczyn-
niki równania ró̇zniczkowego, które obowiązuje w skali makro, są gładkimifunkcjami zmiennych
przestrzennych. Zadanie w makroskali możemy wtedy rozwiązác, posługując się znanymi metoda-
mi dla ósrodków jednorodnych.

Praca ta jest póswięcona analizie numerycznej ciał niejednorodnych, za pomocą metody nume-
rycznej homogenizacji, która jest szczególnie atrakcyjnaponiewȧz nie wymagȧzadnych załȯzén
co do postaci zastępczych równań konstytutywnych. Starano się podążác za nowymi trendami we
współczesnych metodach obliczeniowych materiałów niejednorodnych, o charakterystycznym wy-
miarze wewnętrznym. Du̇zą uwagę póswięcono problemom statystycznej homogenizacji dla kon-
tinuum klasycznego i kontinuum gradientowego. Wyprowadzono wzory úsredniające i uogólnione
warunki ograniczające, zgodne z twierdzeniem Hilla-Mandela.

Szczególna uwaga została poświęcona problemom o naturze obliczeniowej, związanym zme-
todą elementów skónczonych. Zaproponowano oryginalną metodę formułowania warunków brze-

6



gowych dla reprezentatywnego elementu, posługując się macierzami rzutującymi. Dodatkowo za-
prezentowano metodę stabilizacji elementów dla ośrodka klasycznego i gradientowego przy zre-
dukowanym całkowaniu, znacząco obniżając czas obliczén. Ponadto, zastosowano metodę zbiorów
poziomujących przy wzbogacaniu aproksymacji elementu skończonego, do modelowania inkluzji i
otworów.

Metoda numerycznej homogenizacji, ze względu na dużą złȯzonósć obliczeniową, wymusiła
potrzebę obliczén równoległych, a przez to doboru odpowiednich standardów itechnologii infor-
matycznych. Dodatkowo, ponieważ nie istnieją komercyjne ani publicznie dostępne systemy wyko-
rzystujące metodę numerycznej homogenizacji, realizacja pracy wymagała rozwiązania wielu nieła-
twych problemów informatycznych, takich jak wybór języków programowania, metod wizualizacji,
sposobów przechowywania danych. Ich rozwiązanie umożliwiło autorowi realizację tej pracy.
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Oznaczenia wielkósci fizycznych

Stosowano zapisy tensorowe i macierzowe, podane oznaczenia obowiązują dla zapisu tensorowe-
go lub macierzowego, zależnie od kontekstu. Niżej zestawiono obliczenia dla ośrodków płaskich
(dwuwymiarowych).

x= {x1,x2} wektor wodzący w układzie kartezjańskim
ε= {ε11,ε22,2ε12} tensor/wektor odkształcenia
η = {η111,η222,η221,η112,2η121,2η122} tensor/wektor wẏzszego odkształcenia
σ = {σ11,σ22,σ12} tensor/wektor naprę̇zenia
τ = {τ111, τ222, τ221, τ112, τ121, τ122} tensor/wektor wẏzszego naprę̇zenia

(·), i= ∂(·)∂xi pochodna cząstkowa w kierunkuxi
Nu macierz funkcji kształtu dla przemieszczeń
NH macierz funkcji kształtu dla gradientów przemieszczeń
Nρ macierz funkcji kształtu dla mnożników Lagrange’a
Bu dyskretny operator klasycznych zw. kinemtycznych (ε=Buu

e)
BH dyskretny operator zw. kinematycznych drugiego rzędu (η =BHH

e)
Lu operator typu grad[a], a jest wektorem
LH operator typu grad[A],A jest tensorem drugiego rzędu
(·) wielkość makroskopowa
t czas
(·)n wielkość w chwili tn

Tensory i wektory

Tensory są okréslone w kartezjánskim układzie odniesienia, z baząe : −→e i, i = 1,2. Konwencja
sumacyjna Einsteina jest zastosowana dla powtarzającychsię indeksów.

Wielkości i działania na nich

a skalar
a= ai

−→e i wektor
A= Aij

−→e i−→e j tensor rzędu II
A= Aijk

−→e i−→e j−→e k tensor rzędu III
c= a ·b iloczyn skalarny:c= aibi
c=A :B podwójny iloczyn skalarny:c= AijBij

c=A
...B potrójny iloczyn skalarny:c= AijkBijk

A= a⊗b iloczyn zewnętrzny:A= aibj
−→e i−→e j

Operatory

sym[a] = 12(aij
−→e i−→e j+aji−→e j−→e i) operator symetrii, gdziea jest tensorem

div[a] = ai,i operator dywergencji, gdziea jest wektorem
grad[a] = ai,j

−→e i−→e j operator gradientów, gdziea jest tensorem II rzędu
div[a] = aijk,i

−→e j−→e k operator dywergencji, gdziea jest tensorem III rzędu
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Macierze i wektory

Wielkości

a skalar
a wektor
A macierz

Operatory

Aa= Aijaj mnȯzenie macierzy przez wektor
AB= AijBji mnȯzenie macierzy przez macierz
AT = Aji transpozycja macierzy
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Rozdział 1

Wprowadzenie

1.1 Motywacja i cel pracy

Inżynierii materiałowej zawdzięczamy postęp praktyczniewe wszystkich dziedzinach techniki.
Można przypuszczác, że jej rozwój w najbli̇zszym czasie będzie przyspieszony. Aby skonsumować
osiągnięcia iṅzynierii materiałowej, musimy umiejętnie korzystać z nowych materiałów. Wiemy,̇ze
większósć aktualnych modeli fenomenologicznych nie nadaje się do analizy materiałów niejedno-
rodnych. Z tej przyczyny istnieje popyt po stronie przemysłu na takie modele.

Projektowanie i u̇zytkowanie nowych materiałów, o złożonej wewnętrznie budowie wymusza
badania nad metodami, które sprostają wymaganiom badaczyzajmujących się iṅzynierią materiało-
wą. Możliwość symulacji eksperymentu, zarówno na poziomie mikroskali jak i makroskali, wydaje
się býc bardzo atrakcyjna gdyż pozwala przewidywác zachowanie się nowego materiału, a przez to
umȯzliwia optymalny dobór składników materiału wielofazowego, ich kształtu czy odpowiedniego
stosunku ilósci składników; umȯzliwia planowanie eksperymentu.

Tym lepiej, bezpieczniej i taniej, wykorzystamy nowy materiał, im lepiej potrafimy przewidziéc
jego zachowanie. By symulować zachowanie się konstrukcji, musimy zbudować związki konsty-
tutywne, które mȯzliwie dokładnie odtworzą istotne efekty obserwowane na poziomie konstrukcji.
Ich weryfikacja wymaga przeprowadzenia doświadczén, które mogą býc czasochłonne. Konstru-
owanie związków fizycznych, a następnie oszacowanie ich parametrów, mȯzna uzyskác poprzez
zastosowanie dokładniejszych, ale kosztownych obliczeniowo metod.

Metodą o ogromnym potencjale, pozwalającym na analizę zachowania szerokiej klasy niejed-
norodnych materiałów, jest metoda numerycznej homogenizacji (ang.Computational homogeniza-
tion). Niewiele polskich prac odnosi się do tej metody. Niniejsza praca stanowi próbę wypełnienia
tej luki. Celem pracy jest zatem przedstawienie metody CH i związanych z nią zagadnień natury
teoretycznej i obliczeniowej.

Głównym celem pracy jest zrozumienie i pogłębienie teoriizwiązanej z metodami homogeniza-
cji statystycznej oraz rozwiązanie problemów związanych z rozwȧzaną metodą o naturze oblicze-
niowej i informatycznej. Szczegółowymi celami pracy są:

• zbudowanie ogólnych warunków brzegowych dla reprezentatywnego elementu objętościowe-
go (ang.representative volume elementRVE), w szczególnósci dla przypadku homogenizacji
statystycznej II rzędu

• budowa oryginalnego algorytmu wymuszania warunków brzegowych dla reprezentatywnego
elementu objętósciowego za pomocą macierzy rzutujących

• przyspieszenie obliczeń poprzez zastosowanie zredukowanego całkowania, w szczególności
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zastosowanie zredukowanego całkowania i stabilizacji elementu mieszanego dla ośrodka gra-
dientowego

• rozwȧzenie przydatnósci (wraz z analizą przykładów numerycznych) metody zbiorów po-
ziomujących w rozszerzonej metodzie elementów skończonych (ang.extended finite element
methodXFEM) do opisu geometrii mikrostruktury i jej ewolucji

• zastosowanie metod miękkich do oszacowania wymiaru charakterystycznego mikrostruktury
za pomocą sztucznych sieci neuronowych (SSN)

1.2 Zakres i układ pracy

W pracy ograniczono się do statycznych, dwuwymiarowych problemów geometrycznie liniowych.
Wszelkie nieliniowósci, występujące w pracy, wynikają z nieliniowych związków fizycznych. Po-
niewȧz analiza rzeczywistego materiału niejednorodnego jest, sama w sobie, złȯzonym problemem,
analizę zawę̇zono do problemów obrazujących potencjał, ograniczenia iwady metody numerycznej
homogenizacji.

W rozdziale 2 przedstawiono zasadę prac wirtualnych i równania równowagi wynikające z tej
zasady dla kontinuum klasycznego i gradientowego. Przedstawiono tam równiėz załȯzenia uprasz-
czające dla ósrodka rzędu II, które prowadzą do klasycznych równań lub do równán ośrodka mikro-
polarnego. W rozdziale 3 przedstawiono metody uśredniające rzędu I i II, w szczególności podano
ogólną postác warunków brzegowych dla RVE. Idee i algorytm metody numerycznej homogenizacji
przedstawiono w rozdziale 4. W rozdziale 5 przedstawiono sformułowanie, stabilizację i weryfika-
cję numeryczną elementów skończonych dla ósrodków rzędu I i II. Dodatkowo, w rozdziale tym
omówiono idee zbiorów poziomujących i sposób jej zastosowania w rozszerzonej metodzie ele-
mentów skónczonych. W rozdziale 6 przedstawiono metodę wymuszania warunków brzegowych
dla skónczenie elementowego modelu reprezentatywnego elementu objętósciowego. W rozdziale 7
przedstawiono przykłady numeryczne. Zastosowanie sieci neuronowych w numerycznej homoge-
nizacji opisano w rozdziale 8. Na koniec, w rozdziale 9 przedstawiono wnioski. Dodatek A dotyczy
zagadnién związanych z implementacją metody numerycznej homogenizacji.

1.3 Metody modelowania materiałów niejednorodnych

Poni̇zej pobiėznie przedstawiony jest stan wiedzy z zakresu modelowania materiałów niejednorod-
nych. Głębszą interpretację wymienionych tutaj metod można zaleź́c w pracach [12, 17, 53, 67, 76,
79]. Niektóre znane i uznane n/w prace są cytowane, podając jedynie nazwisko i rok wydania, a
pomijając je w spisie literatury.

Najłatwiej okréslić wypadkowe włásciwósci materiałów, posługując się zasadą mieszania. Zasa-
da mieszania uwzględnia jedynie jedną charakterystykę, tzn. stosunek objętości matrycy do inkluzji.

Następnym stosunkowo prostym podejściem jest estymacja wypadkowych właściwósci mecha-
nicznych dla kompozytu np. wypadkowego operatora sztywności i wypadkowego operatora podat-
ności, wymuszając jednorodny stan odkształcenia lub naprężenia, odpowiednio dla założén Voig-
ta (1889) i Reussa (1929). Znacznie później zostało wykazane przez Hilla [29] i Paula (1960),̇ze
załȯzenia Voigta i Reussa stanowią zgrubne oszacowanie, odpowiednio od dołu i góry, makronaprę-
żén wyrȧzonych przez zmienne makroskopowe.

Zaawansowanym podejściem jest efektywna aproksymacja niejednorodnego ciała,zapropono-
wana przez Eshelby’ego [19], a później rozwijana przez wielu innych autorów. Wypadkowe wła-
ściwósci materiału otrzymywane są na podstawie, analitycznegolub półanalitycznego, rozwiąza-
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nia brzegowego problemu mechaniki. Zamiast zmagać się z niejednorodnym materiałem, wygod-
niej jest rozwȧzác jednorodny materiał o związkach fizycznych matrycy w każdym punkcie. Aby
uwzględníc niejednorodnósci, odpowiednie odkształcenieε∗ lub naprę̇zenieσ∗ jest wprowadzo-
ne w miejscu inkluzji. Równowȧzny, jednorodny ósrodek ma wtedy taki sam stan odkształcenia i
naprę̇zenia, jak oryginalny niejednorodny ośrodek. Stan odkształceniaε∗ lub naprę̇zeniaσ∗, nie-
zbędny do homogenizacji, nazywany jest odpowiednio odkształceniem własnym i naprężeniem wła-
snym. Oryginalnie, analityczne rozwiązanie otrzymano dla nieskónczonej matrycy, w której umiesz-
czono elipsoidalną inkluzje.

Następnie wprowadzona została koncepcja reprezentatywnego elementu objętościowego Hil-
la (1963), Hashina (1964) i innych. Reprezentatywny element objętósciowy (RVE) dla punktu ma-
terialnego jest statystyczną reprezentacją jego bliskiego otoczenia. Wykorzystując koncepcje RVE,
zaproponowano wiele metod homogenizacyjnych.

Popularna jest aproksymacja materiału niejednorodnego przy załȯzeniu braku interakcji pomię-
dzy inkluzjami, innymi słowy zakładamy rzadki rozkład inkluzji. Wyniki otrzymane przy takim
załȯzeniu są słuszne, gdy objętość inkluzji jest bardzo mała w stosunku do objętości matrycy. Obli-
czony, przy takim załȯzeniu, iloczyn makroskopowego tensora sztywności i makroskopowego ten-
sora podatnósci, odpowiednio dla zadanych makroodkształceń i makronaprę̇zén, nie jest tensorem
jednostkowym [53].

Lepsze wyniki daje metoda wewnętrznie spójnej (ang.self-consitent) estymacji wypadkowych
własnósci RVE; por. Kröner (1958), Budiansky (1965), Hill [30], Hashin (1968), Tanaka i Mo-
ri (1972). W tej metodzie inkluzja jest umieszczona w efektywnej matrycy. W wyniku iteracyjnego
podej́scia, obliczone zostają związki fizyczne zastępczej matrycy, a w granicy uzyskany zostaje
unikalny operator sztywności/podatnósci. Wewnętrznie spójne podejście uwzględnia w ograniczo-
ny sposób interakcje pomiędzy inkluzjami, ale nadal przydatne jest jedynie do przypadków, gdy
objętósć inkluzji w stosunku do objętósci matrycy jest mała. Metoda samospójna została również
zaproponowana w wersji przyrostowej, pozwalając na analizę szerszej klasy kompozytów, których
składniki opisane są nielinowymi związkami konstytutywnymi.

Aby uogólníc rozwiązanie do niejednorodnych materiałów, dla którychinterakcje pomiędzy in-
kluzjami są znaczące, zaproponowano metodę różniczkową: Roscoe (1952,1973), Boucher (1974),
McLaughlin (1977), Cleart et al. (1980), Norris (1985), Hashin (1988), Nemat-Naser i Hori (1990).
Metoda ta zaczyna analizę od matrycy, zawierającej nieskończenie małe inkluzje. Rozwiązanie
otrzymywane jest wtedy tak, jak dla rzadkiego rozkładu inkluzji. Objętósć inkluzji wzrasta o nie-
skónczenie małą wartósć. Następnie obliczane są nowe wypadkowe operatory sztywności i podatno-
ści. Proces ten jest powtarzany, dopóki nie zostanie osiągnięty pȯządany stosunek objętości inkluzji
do matrycy. Matematyczne sformułowanie tego postępowania prowadzi do zwykłego równania róż-
niczkowego dla funkcji tensorowej zmiennej, będącej stosunkiem objętósci inkluzji do matrycy,
której wartóscią jest operator sztywności/podatnósci. Metody samospójna i różniczkowa zawodzą,
gdy nie jest mȯzliwe rozró̇znienie matrycy i inkluzji, np. dla polikryształów.

Inna wȧzna grupa metod oparta jest na zasadzie prac wirtualnych Hashina-Shtrikmana [27];
Hill (1963). Energia sprę̇zysta i komplementarna energia sprężysta wyrȧzone są przez funkcjonał
odkształcén własnyche∗ lub naprę̇zén własnychs∗. Punkt stacjonarny takiego funkcjonału jest rów-
ny ścisłej wartósci odpowiednio odkształceń własnychε∗ lub naprę̇zén własnychσ∗. W ogólnósci
bardzo trudno jest uzyskać naprę̇zenia lub odkształcenia własne, ale posługując się zasadą prac wir-
tualnych mȯzna obliczýc ich przybli̇zone wartósci oraz oszacować dokładnósć przybli̇zenia. Wil-
lis (1977) zastosował zasadę prac wirtualnych Hashina-Shtrikmana do oszacowania odkształceń
własnych, korzystając z funkcji Greena. Znaczące prace dotyczące tej grupy metod były prowadzo-
ne przez Nemata-Nasera i Horiego (1995), a także przez Hashina (1965), Walope’a (1966, 1969,
1981) i innych.

12



Istnieje równiėz szereg metod stosowanych, gdy mikrostruktura ma budowę periodyczną. Wpro-
wadzona została koncepcja jednostki elementarnej (ang.unit cell), która zawiera powtarzalną geo-
metrię i włásciwósci materiałowe. Dla zadanych makroskopowych odkształceń lub makroskopo-
wych naprę̇zén zakłada się,̇ze rozwiązanie zawiera periodyczne rozkłady mikroskopowych wiel-
kości. Jedna z metod rozwiązania problemów z periodyczną mikrostrukturą opiera się na aprok-
symacji nieznanych mikroskopowych pól za pomocą szeregu Fouriera. Następnie, na podstawie
takiej aproksymacji, obliczane zostają rozkłady pól odkształcén lub naprę̇zén własnych; por. Fotiu i
Nemat-Nasser (1995). Inne, nie opisane tutaj półanalityczne metody, są oparte na pomyśle jednostki
elementarnej, np. wykorzystuje się funkcje Greena; por. Walkera (1990, 1991).

Inna, odrębna metoda, opiera się na teorii matematycznejhomogenizacji. Teoria matematycznej
homogenizacji wprowadza definicje ciała homogenizowanegotj. ciała, dla którego rozwiązanie nie-
jednorodnego zadania asymptotycznie można wyrazíc przez rozwiązanie zastępczego jednorodnego
zadania, gdy rozmiar charakterystycznej mikrostruktury zmierza do zera. Metoda asymptotycznej
homogenizacji (por. Bensoussan [9]; Sanchez-Palencia (1980)) wykorzystuje koncepcję jednostki
elementarnej, która wypełnia obszar rozważanego ciała. Jednym z podstawowych założén teorii
homogenizacji jest załȯzenie,że zaburzenia poszukiwanych funkcji są małe. Pozwala to naprzed-
stawienie tych funkcji w postaci rozwinięcia asymptotycznego względem małego parametru, który
odpowiada charakterystycznemu wymiarowi mikrostruktury. Dalej zakłada się periodyczność po-
szukiwanych funkcji, jak i wszystkich składników rozwini˛ecia asymptotycznego. Wykorzystując
powyższe załȯzenia, po wstawieniu rozwinięć asymptotycznych niewiadomych funkcji do równań
równowagi i po nadaniu małemu parametrowi znaczenia zmiennej niezalėznej, otrzymuje się nie-
skónczony układ równán różniczkowych. Biorąc pod uwagę równania odpowiadające kilku pierw-
szym potęgom małego parametru, poszukuje się rozwiązań tych równán. W wyniku znamy pierwsze
składniki rozwiązania asymptotycznego. Metoda asymptotycznej homogenizacji pozwala uwzględ-
niać efekty wẏzszych rzędów. Ta metoda została zastosowana również do analizy materiałów fi-
zycznie nieliniowych por. np. Ghosh (1996), Lefik i Schlefler(1994), Fish (2001).

Większósć metod homogenizacyjnych nie nadaje się do analizy problemów geometrycznie nie-
liniowych. Istnieją tėz istotne trudnósci przy próbie opisu geometrycznych i fizycznych zmian
mikrostruktury. W ostatnich latach, wraz ze wzrostem mocy obliczeniowej komputerów, została
rozwinięta metoda numerycznej homogenizacji (ang.computational homogenization). Metoda ta
szacuje związek między odkształceniem i naprężeniem w punkcie makroskali, na podstawie od-
rębnych obliczén RVE, przyporządkowanych temu punktowi. Analiza w punkcie przeprowadzana
jest za pomocą metody elementów skończonych lub metody elementów brzegowych Suquet [65],
Gudes i Kikuchi (1995), Terada i Kikuchi (2001), Smit et al. (1998), Miehe et al. (1999), Féyel i
Chaboche (2000), metody komórek Voronoï; Ghosh [25]; Wriggers et al. (2003) lub szybkiej trans-
formacji Fouriera; Moulinec i Suquet (1998) . Modelowanie tego typu nie wymagȧzadnych załȯzén,
co do postaci makroskopowych równań konstytutywnych. Dodatkowo, w ramach tej metody, mo-
że býc opisana ewolucja mikrostruktury. Metoda numerycznej homogenizacji została zastosowana
dla kontinuum gradientowego; Kouznetsova i Geers [39], Ghosh (2001), Ostoja-Starzewski (2000).
Poprzez uwzględnienie wyższych gradientów przemieszczeń w skali makro, mȯze býc wzięty pod
uwagę absolutny rozmiar mikrostruktury (efekt skali) i inne efekty wẏzszego rzędu.

Są tėz i inne przydatne podejścia, które dają oszacowanie właściwósci zastępczego materia-
łu makroskopowego. Jedną z takich metod jest metoda stochastyczna; Beran (1968,1961), Kröner
(1971) i McCoy (1981). Metody stochastyczne są stosowane,gdy nie znamy dokładnie morfologii
i rozkładu składników mikrostruktury.
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Rozdział 2

Podstawowe równania i załȯzenia

Dalsze rozwȧzania ograniczone do problemów geometrycznie liniowych. Nie będziemy zatem roz-
różniác konfiguracji podstawowej i aktualnej.

Klasyczne modele kontinuum materialnego pozwalają na matematyczny opis, za pomocą któ-
rego uzyskujemy wyniki zgodne z doświadczeniami. Materiał rzeczywisty modelowany jest wtedy
przez związek konstytutywny dla materiału prostego (materiał klasy pierwszej), dla którego naprę-
żenie rzeczywistêσ w punkciex jest funkcją gradientu przemieszczeń i jego historii:

σ̂ =ψ(x,ε(x, τ)), 0¬ τ ¬ t, (2.1)

gdzie:
ε= sym[grad[u]], (2.2)

a t jest aktualną chwilą czasu.
Rozwój nieklasycznych modeli kontinuum materialnego wynika, nie z autonomicznych prawi-

dłowości rozwoju nauki, ale w głównej mierze podyktowany jest potrzebami praktycznymi [60].
Właściwósci nowych materiałów zależą od budowy mikrostruktury, której wypadkowe właściwósci
wpływają na zachowanie się ciała w makroskali. Do opisu mechanicznego takich materiałów często
nie wystarcza ju̇z klasyczna koncepcja deformowalnego kontinuum.

Dla wielu materiałów z mikrostrukturą postulat lokalności jest zbyt restrykcyjny [17, 51]. Bo-
gatszy opis uzyskamy przez przyjęcie modelu materiału klasy drugiej, dla którego uogólnione na-
prę̇zenie w punkciex jest funkcją gradientu, drugiego gradientu przemieszczeń i ich historii:

σ̂ =ψ(x,ε(x, τ),η(x, τ)), (2.3)

gdzie:
η = grad[grad[u]]. (2.4)

W pracy uwaga skupiona jest na relacji naprężenia i odkształcenia, pomijana jest temperatura
i efekty z nią związane. Dalej nasze rozważania ograniczymy do klasy materiałów, dla których
wariację gęstósci energii wewnętrznej da się wyrazić w postaci

δW = σ : δε (2.5)

lub dla ósrodka rzędu II

δW = σ : δε+τ
...δη, (2.6)

gdzie klasyczne naprężenieσ i naprę̇zenie wẏzszego rzęduτ są sprzę̇zone poprzez pracę sił we-
wnętrznych odpowiednio zδε i δη.
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Uogólnione naprę̇zenie σ̂ będzie tȯzsame z naprę̇zeniem Cauchy’egoσ, lub będzie funkcją
naprę̇zénσ i τ , odpowiednio dla (2.1) i (2.3). Dla drugiego przypadku zwi ˛azek pomiędzŷσ, nazy-
wanym naprę̇zeniem rzeczywistym (ang.real stress) [2], a naprę̇zeniem rzędu I i II zostanie podany
później, gdy omawiany będzie ośrodek rzędu II.

Istnieją uznane podręczniki z mechaniki klasycznych ośrodków ciągłych [18,54,64], w których
czytelnik mȯze odnaleź́c głębszą interpretację problemów analizowanych pobieżnie w tym rozdzia-
le. Znaleź́c tam mȯzna równiėz opis ósrodków mikropolarnych i ósrodków Cosseratów. Przegląd
modeli ósrodków gradientowych i mikropolarnych można znaleź́c w pracach [17, 51, 56]. Szcze-
gółowe przedstawienie wybranych metod modelowania ośrodków gradientowych można zaleź́c w
pracach [2, 23, 24, 31, 47–49, 70]. Termodynamiczne podstawy, które słu̇zą budowie związków fi-
zycznych dla kontinuów nielokalnych i gradientowych, znajdują się m. in. w artykule [57].

W tej pracy posłu̇zono się sformułowaniem zaproponowanym w artykule [48]. Mimo, że sfor-
mułowanie to opiera się również na drugich gradientach pól odkształceń, uwaga będzie skupiona na
sformułowaniu opartym jedynie na pierwszych i drugich gradientach pól przemieszczeń.

2.1 Ośrodek ciągły rzędu I

Z uwagi na kompletnósć pracy, w tym podrozdziale przedstawione zostały równaniadla klasycz-
nego ósrodka ciągłego. Ten problem mógłby być pominięty, ale zamieszczono go z uwagi na to,
że równania dla ósrodka rzędu II będą konstruowane w analogiczny sposób.Ułatwi to śledzenie
rozwȧzán w następnym podpunkcie.

Wirtualna energia wewnętrzna dla ciała zajmującego obszarV z brzegiemΓ i normalnąn wy-
nosi

δW int =
∫

V
δW dV =

∫

V
σ : δεdV. (2.7)

Stosując następującą równość

σ : δε= σ : grad[δu] = div[σ · δu]−div[σ] · δu (2.8)

i używając twierdzenia o dywergencji otrzymujemy:

δW int =−
∫

V
div[σ] · δudV +

∫

Γ
n ·σ · δudΓ. (2.9)

Zgodnie z zasadą prac wirtualnych, praca wykonana przez siły wewnętrzne na wirtualnych prze-
mieszczeniach, równa się pracy wykonanej przez siły zewn˛etrzne na przemieszczeniach wirtual-
nych. Praca wirtualna sił zewnętrznych jest określona wzorem

δWext=
∫

V
f · δudV +

∫

Γ
t · δudΓ, (2.10)

gdzief jest siłą masową it siłą brzegową.
Przyrównując do siebie (2.9) i (2.10) otrzymamy równanie,którego spełnienie dla każdej wa-

riacji δu prowadzi do równán równowagi:

div[σ]+ f = 0 w V (2.11)

i statycznych warunków brzegowych:

n ·σ− t= 0 naΓt, (2.12)

gdzieΓt jest czę́scią brzegu, na której wariacja przemieszczeń jest ró̇zna od zera. Na pozostałej
czę́sci brzeguΓu zadane są kinematyczne warunki brzegowe. Dopuszczalne s ˛a równiėz mieszane
warunki brzegowe.
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2.2 Ośrodek ciągły rzędu II

Wirtualna energia wewnętrzna dla ciała zajmującego obszarV z brzegiemΓ i normalnąn wynosi

δW int =
∫

V
δW dV =

∫

V
σ : δε+τ

...δηdV. (2.13)

Następnie stosując (2.8) i tożsamósć:

τ
...δη = τ

...grad[grad[δu]] = div[τ : grad[δu]]−div[τ ] : grad[δu]] =

div[τ : grad[δu]]−div[div[τ ] · δu]+div[div[τ ]] · δu,
(2.14)

oraz twierdzenie o dywergencji, otrzymamy:

δW int =−
∫

V
div[σ−div[τ ]] · δudV

+
∫

Γ
n · (σ−div[τ ]) · δudΓ+

∫

Γ
n ·τ : grad[δu]dΓ.

(2.15)

Można zauwȧzyć, że gradientu grad[δu] nie mȯzna wyznaczýc jedynie na podstawie znajomości
δu na powierzchniΓ. Jésli znamyδumożemy obliczýc składową styczną grad[δu], ale nie składową
normalną tego gradientu. Aby skonstruować równanie równowagi i statyczne warunki brzegowe
rozdzielimy grad[δu] na czę́sć stycznąGs[δu] i normalnąn⊗D[δu]:

grad[δu] =Gs[δu]+n⊗D[δu], (2.16)

gdzie operatory gradientu stycznego i dywergencji stycznej są definiowane jako:

Gs[. . .] = (I−n⊗n) ·grad[. . .];Ds[. . .] = (I−n⊗n) : grad[. . .] (2.17)

i operator dywergencji normalnej jest definiowany jako:

D[. . .] = n ·grad[. . .]. (2.18)

Analogicznie do (2.8) mamy:

n ·τ : grad[δu] =Ds[n ·τ · δu]−Ds[n ·τ ] · δu+n ·τ : n⊗D[δu] (2.19)

i twierdzenie o dywergencji otrzymujemy w postaci:
∫

Γ
Ds[n ·τ · δu]dΓ =

∫

Γ
Ds[n]⊗n · (n ·τ · δu)dΓ+

∑

i

∫

∂Γi
Jm · (n ·τ )K · δud∂Γ, (2.20)

gdzie indeksyi odpowiadają krzywym∂Γi leżącym na załamaniach powierzchniΓ. Niech wektor
t jest styczny do krzywej∂Γi. Wektoryn+ i n− będą normalnymi do powierzchniΓ po prawej i
lewej stronie krzywej∂Γi. Wektoryn+ i n− nie są równe sobie, gdy powierzchnia jest załamana
wzdłuż krzywej∂Γi. Zatem, gdym+ = t×n+,m− = t×n− to otrzymujemy:

Jm · (n ·τ )K=m+ · (n ·τ )−m− · (n ·τ ). (2.21)

W rezultacie ostatnia całka po prawej stronie w (2.15) (podobnie jak w teorii płyt i powłok [11],
gdy wyznaczana jest wartość siły narȯznej) będzie miała postać

∫

Γ
n ·τ : grad[δu]dΓ =

∫

Γ
Ds[n]⊗n ·n ·τ · δudΓ−

∫

Γ
Ds[n ·τ ] · δudΓ+

∑

i

∫

∂Γi
Jm · (n ·τ )Kδud∂Γ

+
∫

Γ
n ·τ : n⊗D[δu]dΓ.

(2.22)

16



Ostatecznie wirtualna praca sił wewnętrznych może býc ujęta wzorem

δW int =−
∫

V
div[σ−div[τ ]] · δudV

+
∫

Γ
{n · (σ−div[τ ])+Ds[n]⊗n ·n ·τ −Ds[n ·τ ]} · δudΓ

+
∫

Γ
n ·τ : n⊗D[δu]dΓ

+
∑

i

∫

∂Γi
Jm · (n ·τ )Kδud∂Γ.

(2.23)

Zgodnie z zasadą prac wirtualnych, praca wykonana przez siły wewnętrzne na wirtualnych prze-
mieszczeniach i składowych normalnych gradientów wirtualnych przemieszczeń, równa się pracy
wykonanej przez siły zewnętrzne na tych samych zmiennych wirtualnych. Praca sił zewnętrznych,
na niezalėznych zmiennych wirtualnych, przyjmuje postać wzoru

δWext=
∫

V
f · δudV +

∫

Γ
t · δudΓ+

∫

Γ
r ·D[δu]dΓ+

∑

i

∫

∂Γi
p · δud∂Γ, (2.24)

gdzief jest siłą masową,t siłą brzegową,r parą sił brzegowych, ap siłą narȯzną.
Przyrównując do siebie (2.23) i (2.24) otrzymamy równanie, którego spełnienie dla każdej wa-

riacji δu i D[δu], prowadzi do równán równowagi:

div[σ−div[τ ]]+ f = 0 w V, (2.25)

i warunków brzegowych na części brzeguΓt:

n · (σ−div[τ ])+Ds[n]⊗n ·n ·τ −Ds[n ·τ ]− t= 0 naΓt, (2.26)

gdzie wirtualne przemieszczenia mają wartość różną od zera oraz warunków brzegowych na części
brzeguΓr:

n ·n ·τ −r = 0 naΓr, (2.27)

gdzie wirtualne normalne gradienty przemieszczeń mają wartósć różną od zera. Na części krzywych
∂Γi otrzymamy warunek statyczny:

Jm · (n ·τ )K−p= 0 na∂Γi, (2.28)

gdzie wariacje przemieszczeń są ró̇zne od zera. Na pozostałej części brzeguΓu zadane są kinema-
tyczne warunki brzegowe tak, jak w przypadku klasycznego kontinuum, dopuszczalne są również
mieszane warunki brzegowe. Podsumowując, pole przemieszczén u musi spełniác trzy równania
równowagi i szésć warunków brzegowych.

2.2.1 Ósrodek rzędu II zredukowany do ósrodka klasycznego

Pȯzytecznym będzie takie przekształcenie zasady prac wirtualnych dla ósrodka rzędu II, która po
pewnych załȯzeniach doprowadzi nas do postaci używanej w kontinuum klasycznym. Pracę wirtu-
alnych sił wewnętrznych mȯzemy napisác w postaci

δW int =
∫

V
div[σ̂] · δudV +

∫

Γ
{n · σ̂+Ds[n]⊗n ·n ·τ −Ds[n ·τ ]} · δudΓ

+
∫

Γ
n ·τ : n⊗D[δu]dΓ+

∑

i

∫

∂Γi
Jm · (n ·τ )Kδud∂Γ,

(2.29)
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gdzie:
σ̂ = σ−div[τ ]. (2.30)

Porównując (2.9) i (2.23) zauważymy, że będą potrzebne dwa dodatkowe założenia, by rozwȧzaną
zasadę prac wirtualnych zredukować do postaci klasycznej.

Po pierwsze zakładamy,żen ·n ·τ = 0 ∀x ∈ Γ (2.29), wtedy

−
∫

V
div[σ̂] · δudV +

∫

Γ
t · δudΓ = 0, (2.31)

gdzie:t= n · σ̂ i równanie równowagi (2.11) jest automatycznie spełnione.Założenie jest słuszne,
gdy do ciała nie przyłȯzono obcią̇zén rzędu II.

Po drugie zakładamy,̇ze tensorτ jest symetryczny. W ogólności tensor o walencji 3 mȯzna
rozdzielíc na czę́sć symetryczną i antysymetryczną, gdzie symetryczna część, dla kartezjánskiego
układu odniesienia, dana jest wzorem

τs
ijk =

1

3
(τijk+ τjki+ τkij), (2.32)

a antysymetrycznaτa
ijk = τijk−τs

ijk . Za pracą [23] mȯzna przedstawić τa
ijk wyłącznie poprzez skła-

dowe naprę̇zén momentowychmji (por. [54,60]):

τa
jqr =

1

4
ǫiqrmji+

1

4
ǫijrmqi, (2.33)

gdzieǫ jest symbolem permutacji. Zatem, jeżeli równanie fizyczne będzie miało postać, w której
znikają naprę̇zenia momentowe, tôσ będzie symetryczne. Doprowadzi to nas do klasycznej postaci
równán równowagi i warunków brzegowych.

Nalėzy jedynie dodác, że równania równowagi i statyczne warunki brzegowe mają klasyczną
postác, metody rozwiązywania dla związku odkształcenia - naprężenia (2.3) są niestandardowe,
por. [23,24,56].

2.2.2 Ósrodek rzędu II zredukowany do ósrodka mikropolarnego

Na podstawie pracy [23], znane jest również przej́scie pomiędzy kontinuum gradientowym a mi-
kropolarnym. Tensor drugich gradientów przemieszczeń η można rozłȯzyć na czę́sć symetryczną i
antysymetryczną i dla kartezjańskiego układu odniesienia mamy

η = ηs+ηa, (2.34)

gdzie:

ηs
ijk =

1

3
(ηijk+ηjki+ηkij). (2.35)

Antysymetryczna czę́sć jest okréslona wzorem

ηa
ijk = ηijk−ηs

ijk =
2

3
ǫikpχpj+

2

3
ǫjkpχpi, (2.36)

gdzieχ jest gradientem rotacji [54,60]. Powyższa relacja mȯze býc odwrócona, co daje:

χij =
1

2
ǫiqrη

a
jqr. (2.37)

18



Istnieje równósć prac wirtualnych antysymetrycznych naprężén τ a na wirtualnych antysymetrycz-
nych odkształceniachδηa i naprę̇zén momentowychm na wirtualnych mikroobrotachδχ:

τ a : δηa=m · δχ. (2.38)

Powẏzsza równósć definiuje naprę̇zenia momentowe i mȯze posłu̇zyć do wyprowadzenia wzoru
(2.33). Zakładając,̇ze równanie konstytutywne wyrażone jest wyłącznie poprzez klasyczne naprę-
żenia i naprę̇zenia momentowe, zasada prac wirtualnych (2.23) poprowadzi do równán ośrodka
mikropolarnego, gdzie równanie równowagi ma postać

σik,i−
1

2
ǫjlkmij,il+fk = 0, (2.39)

ze statycznymi warunkami brzegowymi

tk−nl(σlk−
1

2
mij,iǫjkl) = 0, (2.40)

rk−nimik+nknpnimip = 0, (2.41)

przy czym dla prostoty załȯzono,że brzeg jest gładki.
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Rozdział 3

Metody uśredniania

Mechanika ósrodków ciągłych zajmuje się wyidealizowanym materiałem, znajdującym się w punk-
tach materialnych i ich otoczeniach. Zakłada się,że rozkład naprę̇zén i odkształcén w otoczeniu
punktu materialnego jest jednorodny. Jednak w mikroskali,na odpowiednio niskim poziomie obser-
wacji, otoczenie to zawiera dużą liczbę składników o ró̇znych włásciwósciach i kształtach. Inaczej
mówiąc, punkt materialny ma przyporządkowaną sobie złożoną i w ogólnósci, ewoluującą mikro-
strukturę. Zatem pole naprężén i odkształcén nie jest jednorodne na mikroskopowym poziomie
obserwacji.

Celem metod homogenizacyjnych jest przedstawienie wielkości makroskopowych charaktery-
zujących stan ósrodka ciągłego (makroskopowo równoważnego), przyporządkowanych otoczeniu
punktu materialnego poprzez zmienne, które opisują stan mikrostruktury oraz parametry składni-
ków mikrostruktury.

Za [67] mȯzemy sprecyzowác, co rozumiemy pod pojęciem ośrodka makroskopowo ekwiwa-
lentnego. Głównym celem jest uzyskanie równoważnego opisu zagadnienia mechaniki, tzn. okre-
ślenie relacji pomiędzy wielkósciami makroskopowymi za pomocą parametrów efektywnych (istot-
nych). Relacje te opowiadają prawom fizycznym.
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homogenizacja

Materiał niejednorodny Zastępczy materiał jednorodny

Rysunek 3.1: Ósrodek niejednorodny i proces homogenizacji prowadzący do ośrodka makroskopo-
wo ekwiwalentnego

Konstrukcja związków fizycznych jednorodnego materiału zastępczego nie powinna naruszać
zasad zachowania, ani zasad termodynamiki. Ponadto powinna býc zgodna z ogólnymi zasadami
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konstrukcji równán konstytutywnych. Poniżej zostaną przedstawione metody uśredniania, w wyni-
ku których skonstruowane równania fizyczne dla materiału makroskopowo równowȧznego, spełnia-
jące następujące postulaty:

Postulat współobecności,który głosi, że zmienne niezależne (wielkósci makroskopowe, zmienne
stanu), występujące w jednym z równań konstytutywnych, powinny występować w pozosta-
łych, o ile nie narusza to zasad zachowania i zasad termodynamiki.

Postulat determinizmu,który głosi, że związki fizyczne zalėzą jednoznacznie od historii zmien-
nych niezalėznych.

Postulat lokalności,który głosi,że wielkósci konstytutywne dla cząstki zależą od zmiennych nie-
zalėznych w jej otoczeniu. Zauważymy, że postulat ten nie precyzuje, jakie jest to otoczenie,
więc nalėzy rozumiéc to intuicyjnie,że jest ono du̇zo mniejsze od rozmiarów ciała. Ten po-
stulat zostaje częściowo naruszony, gdy będziemy analizować przypadek ósrodka rzędu II.
Nie mniej jednak, otoczenie będzie ograniczone i małe w porównaniu do rozmiarów ciała.

Postulat obiektywności materialnej,który głosi,że włásciwósci materiału nie zalėzą od połȯzenia
i ruchu obserwatora. Postulat ten jest spełniony, gdy stan naprę̇zenia w punkcie wyznaczony
zostanie wyłącznie na podstawie tensorów odkształceń i zmiennych historycznych, niezależ-
nych od połȯzenia i ruchu obserwatora, przyporządkowanych temu punktowi.

3.1 Reprezentatywny element objętósciowy

Reprezentatywny element objętościowy (RVE), przyporządkowany punktowi materialnemu, jest
objętóscią, która jest statystycznie reprezentatywna dla małego otoczenia tego materialnego punktu.

Charakteryzując RVE, należy posłu̇zyć się dwiema długósciami: jedna to długósć makrosko-
powaL, która charakteryzuje wielkość obszaru makroskopowego w odniesieniu do której podana
jest objętósć RVE; druga to długósć l, która charakteryzuje rozmiar najmniejszego składnika mi-
krostruktury, którego kształt i włásciwósci mają efektywny wpływ na odpowiedź ośrodka makro-
skopowo równowȧznego.

W ogólnósci, gdy opisujemy efekty rzędu I, charakterystyczna długość makroskopowaL, po-
winna býc o rząd większa od charakterystycznej długości mikroskopowej, tzn.L/l≫ 1. Gdy cha-
rakterystyczny wymiar mikrostrukturyl jest porównywalny zL, nalėzy uwzględníc efekty rzędu II.
Jėzeli uwzględnienie efektów rzędu II jest niewystarczaj ˛ace, nalėzy uwzględniác efekty związane z
wyższymi gradientami, lub modelować niejednorodną budowę makroskopowej struktury w sposób
bezpósredni.

Dodatkowym problemem może býc ewolucja jakiej podlega mikrostruktura, np. wywołana mi-
kropęknięciami. Ewolucja ta może w ogólnósci prowadzíc do zmiany charakterystycznego rozmiaru
mikrostrukturyl. Uwzględnienie efektów związanych z tą zmianą nie jestmożliwe, gdy uwzględ-
nione są jedynie efekty rzędu I.

Zauwȧzymy,że absolutny wymiar mikrostruktury może býc bardzo du̇zy lub bardzo mały, zalėz-
nie od wymiaru analizowanej makrostruktury. Znaczenie ma jedynie względny wymiar mikrostruk-
tury. Na przykład, dla proszków metali, rozmiar charakterystyczny ziarna ma wymiar submikronów.
Zatem rozmiar 100 mikronów będzie wystarczającym rozmiarem RVE. Natomiast, gdy analizujemy
tamę, dla której charakterystyczny rozmiar kruszywa jestrzędu kilkunastu centymetrów, rozmiar
RVE mȯze býc rzędu kilku lub kilkudziesięciu metrów.

Innym bardzo wȧznym pytaniem jest, jakie są efektywne (znaczące) właściwósci składników
mikrostruktury? Jakie parametry składników mikrostruktury mają istotny wpływ na równowȧzną
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odpowiedź otoczenia punktu materialnego? Odpowiedzi na te pytania mogą býc udzielone przez
systematyczną analizę konkretnego problemu. Optymalnym doborem, efektywnych właściwósci
składników mikrostruktury i oddziaływán między nimi będzie taki dobór, który doprowadzi nas do
możliwie najprostszego modelu. Może to býc zrobione przez dokładne i uporządkowane zestawienie
i uporządkowanie obserwacji, eksperymentów i analiz.

Na koniec tego podrozdziału należy rozwȧzyć warunek statystycznej homogenizowalności, tzn.
warunek, którego spełnienie zapewnia,że średnie z funkcji wielkósci mikroskopowych są wielko-
ściami makroskopowymi. Dla naszego problemu będzie rozważane pewne wnętrze obszaru ciała
B, które oddalone jest o co najmniejL od brzegu∂B obszaruB. Suma wszystkich takich wnętrz
oznaczona zostanie przezB∗, por. rys. 3.2. SymbolV0 oznacza obszar RVE. Punkty wV0 będą

∂B
B

B∗

x

X

V

V0

O

y
=
X
+
x

Rysunek 3.2: CiałoB, jego wnętrzeB∗ i RVE o obszarzeV otrzymane przez transformacje obszaru
V0

okréslane przez wektoryx. Punkty, które wyznaczymy przez ruch sztywny określony przez wektor
X, będą okréslone przez równósć y =X+x. Średnie wartósci odkształcén w obszarze RVE będą
dane wzorami

εave(X) =
1

V

∫

V
ε(X+x)dV, (3.1)

ηave(X) =
1

V

∫

V
η(X+x)dV. (3.2)

W ogólnósciεave(X) i ηave(X) zalėzą od połȯzeniaX, rozmiaru i kształtu RVE. Dla ustalonegoV0,
dla ró̇znych wartósciX powyższe wzory definiują ruchomésrednie odkształcenia.

Teraz mȯzna pokazác warunek statystycznej homogenizowalności rzędu I, rozumiany w sensie
ruchomychśrednich odkształceń: jeżeli istnieją warunki brzegowe, które dla odpowiednio duże-
go obszaruV0 i niezalėznie od kształtu jego brzegu, prowadzą do jednorodnego pola ruchomych
średnich odkształceń ε0ave to ciało jest statystycznie homogenizowalne. Zatem dla odpowiedniego
dużego obszaruB ≈ B∗ ruchomésrednie odkształcenia są wielkościami makroskopowymi

ε(y)≈ 1
V0

∫

V0
ε(x)dV = εave(X). (3.3)
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W analogicznym sensie, uogólniając do kontinuum gradientowego, podamy teraz warunek sta-
tystycznej homogenizowalności rzędu II, rozumiany w sensie ruchomychśrednich odkształceń. Je-
żeli istnieją warunki brzegowe, które dla odpowiednio dużego obszaruV0 i niezalėznie od kształtu
jego brzegu, prowadzą do liniowego pola ruchomychśrednich odkształceń ε1ave i jednorodnego po-
la ruchomych́srednich odkształceń η0ave, to ciało jest statystycznie homogenizowalne. Zatem, dla
odpowiedniego du̇zego obszaruB ≈B∗ ruchomésrednie odkształcenia są wielkościami makrosko-
powymi

ε(y)≈ 1
V0

∫

V0
ε(x)dV +

1

V0

∫

V0
sym[X ·η(x)]dV = εave(X),

η(y)≈ 1
V0

∫

V0
η(x)dV = ηave(X).

(3.4)

Podsumowując, warunek statystycznej homogenizowalności rzędu I zakłada,̇ze w małym oto-
czeniu punktu materialnego rozkład makroskopowych odkształcén efektywnego materiału jest jed-
norodny. Warunek statystycznej homogenizowalności rzędu II, zakładȧze w małym otoczeniu punk-
tu materialnego rozkład makroskopowych odkształceń efektywnego materiału jest liniowy.

W ogólnósci nie wymaga się globalnej statystycznej homogenizowlaności i wystarczy,̇ze od-
powiednio du̇ze otoczenieB∗ punktuX jest statystycznie homogenizowalne. Umożliwia to analizę
szerszej klasy problemów, w którym RVE jest statycznym reprezentantem pewnego otoczenia (od-
powiednio du̇zego) rozpatrywanego punktuX, por. rys. 3.3.

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
��� �������������������������������

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

Rysunek 3.3: Po lewej ciało lokalnie statystycznie homogenizowane i po prawej ciało globalnie
statystycznie homogenizowane

Zakładamy,̇ze są znane równania fizyczne składników mikrostruktury (wiedząc,że dla szero-
kiej klasy materiałów prostych związki fizyczne są znane). Więcej, poprzez eksperyment znacznie
łatwiej mȯzna wyznaczýc parametry równán fizycznych materiałów prostych. Ze względów prak-
tycznych w metodzie numerycznej homogenizacji, przyjmiemy że rozpatrywane RVE jest opisane
równaniami ósrodka rzędu I, zarówno dla makrokontinuum klasycznego i gradientowego. Zatem,
w rozwȧzanym RVE o objętósciV z brzegiemΓ, obowiązuje następujący komplet równań

div[σ] = 0 w V, (3.5)

ε= sym[grad[u]] w V, (3.6)

σα = Sα{εα(τ), τ ∈ [0, t]} w V α, (3.7)

gdziet oznacza aktualny czas,α = 1,2, . . . ,N , aN jest liczbą składników mikrostruktury, np. ma-
trycy, inkluzji itd. Wpływ sił masowych jest pominięty, zakładającże mikrostruktura oddziaływuje
z otoczeniem wyłącznie poprzez siły kontaktowe. Do kompletu równán brakuje warunków brzego-
wych, które zostaną podane później.

W szczególnósci, podane zostaną warunki brzegowe, zapewniające deformacje RVE zgodną z
odkształceniemη. Z [39] wiemy, że úsredniając wprost kontinuum gradientowe, na brzegu RVE
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muszą býc nałȯzone ograniczenia na normalne gradienty przemieszczeń, co nie jest spójne z inten-
cją posługiwania się klasycznym opisem problemu brzegowego dla RVE. Z tej przyczyny, poniżej
przedstawiona metoda uśredniająca, która nie prowadzi do warunków brzegowych wyższego rzędu.

3.2 Úsrednianie dla kontinuum rzędu I

Korzystając z prac [46,53,79], gdzie jest podana definicjamakrowielkósci wyrȧzonych przez wiel-
kości mikroskalowe, zaprezentowano również, jak skonstruowác uogólnione warunki brzegowe dla
ośrodka rzędu I.

W szczególnósci, jest podane, jak dla danego makroodkształcenia są obliczane wielkósci mikro-
skopowe, a następnie na ich podstawie makronaprężenia, zob. rys. 3.4. Makroodkształcenie wyrażo-
ne jest w unikalny sposób, gdy znane są przemieszczenia na brzegu RVE. Z kolei makronaprężenie
wyznaczone jest jednoznacznie przez siły brzegowe RVE dla stanu równowagi.
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Makro (div[σ]+ f = 0, w.b)

Mikro

ZBM

ε
σ

Rysunek 3.4: Obliczanie makronaprężenia

3.2.1 Mikro-makro kinematyka

Celem sformułowania poprawnych warunków brzegowych dla RVE, przemieszczenia są rozwijane
w szereg Taylora, ograniczany do członu rzędu pierwszego:

u(X,x) = u0(X)+x ·ε(X)+ r(X,x), (3.8)

gdzieX jest wektorem wodzącyḿsrodka geometrycznego RVE,x jest wektorem wodzącym w
lokalnym układzie RVE. Kreska ponad wielkościami oznacza wielkósci makroskopowe. Dodatko-
wy człon r jest błędem obcięcia, który interpretuje się jako mikrofluktuacje pola przemieszczeń.
Różniczkując równanie (3.8) pox, są okréslane relacje między mikroskopowym i makroskopowym
odkształceniem:

ε= ε+sym[grad[r]], (3.9)

dalej relacja ta zostanie spełniona w słabym sensie. Pole mikrofluktuacji przemieszczeń r obliczone
zostaje tak, by spełnione zostało równanie równowagi dla każdego punktu RVE, przy czym na to
pole nakładane są odpowiednie warunki ograniczające.
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3.2.2 Odkształcenia

Makroodkształcenieε okréslone jako wartósć średnią mikroodkształceń ε odniesione do objętości
RVE. Całkując równanie (3.9) i skalując przez objętość RVE otrzymujemy

1

V

∫

V
εdV = ε+

1

V

∫

V
sym[grad[r]]dV. (3.10)

Równósć międzyśrednia wartóscią mikroodkształcén i lokalną wartóscią makroodkształcenia jest
otrzymana z warunku:

∫

V
grad[r]dV =

∫

Γ
n⊗rdΓ =

∫

Γ
r⊗ndΓ = 0, (3.11)

Warunek ten zapewnia,że deformacja brzegu RVE ẃsrednim sensie jest zgodna z zadanym lokal-
nym makroodkształceniemε. Żądamy, by czę́sci symetryczna i antysymetryczna gradientu mikro-
fluktuacji pola przemieszczeń były równa zero. Zerowanie się antysymetrycznej części gradientu
przemieszczén wynika z załȯzenia małych rotacji. Równanie (3.11) jest dalej nazywane kinema-
tycznym warunkiem brzegowym nałożonym na pole mikrofluktuacji przemieszczeń. Przepisując
równanie (3.11) wyrȧzone w przemieszczeniach określone jest wzorem

ε=
1

V

∫

Γ
n⊗udΓ. (3.12)

Tak więc tensor makroskopowego odkształcenia wyrażony zostaje za pomocą przemieszczeń na
brzegu RVE.

3.2.3 Naprę̇zenia

Analogicznie, jak dla odkształceń, makroskopowe naprężeniaσ są wyrȧzane przez wartósć średnią
mikronaprę̇zenia:

σ ≡ 1
V

∫

V
σdV (3.13)

W następnym podpunkcie zostanie pokazane,że definicja (3.16) jest spójna z zasadą prac wirtu-
alnych. Powẏzszą relację mȯzna wyprowadzíc na podstawie twierdzenie Hilla-Mandela, tzn.,że
średnia wartósć pracy mikronaprę̇zén jest równa pracy makroskopowych naprężén.

Celem pokazania równości między całką po objętości i całką po brzegu RVE w równaniu (3.16),
są wykorzystywane równania równowagi div[σ] = 0 we wzorze na pochodną iloczynu funkcji:

x⊗div[σ]+ (grad[x]) ·σ = div[x⊗σ] = σ. (3.14)

Wykorzystując równósć (3.14) i stosując twierdzenie o dywergencji otrzymujemy

1

V

∫

V
div[x⊗σ]dV = 1

V

∫

Γ
x⊗σ ·ndΓ =

1

V

∫

Γ
x⊗ tdΓ. (3.15)

W rezultacie makronaprężenie wyrȧzone jest przez siły brzegowe:

σ =
1

V

∫

Γ
x⊗ tdΓ = 1

V

∫

Γ
t⊗xdΓ. (3.16)
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3.2.4 Praca wirtualna i warunki brzegowe

Celem wykazania słuszności relacji pomiędzy makronaprężeniem i wartósciąśrednią mikronaprę-
żén (3.16) dla ciała statystycznie homogenizowalnego pokażemy,że wartósć pracy mikronaprę̇zén
na wirtualnych mikroodkształcenich jest równa pracy makronaprę̇zén na makroodkształceniach:

1

V

∫

V
σ : δεdV =

1

V

∫

Γ
t · δudΓ. (3.17)

Podstawiając wariacje przemieszczeń (3.8) do prawej strony równania (3.17) otrzymujemy:

δW =
1

V

∫

V
σ : δεdV = σ : δε+

1

V

∫

Γ
t · δrdΓ. (3.18)

Wynika z (3.18),̇ze twierdzenie Hilla-Mandela jest spełnione, gdy ostatniacałka w (3.18) jest równa
zeru. Ostatni człon w (3.18) jest dalej nazwany statycznym warunkiem brzegowym, który, obok
warunku kinematycznego, jest drugim ograniczeniem na polemikrofluktuacji przemieszczeń.

Przemieszczeniowe warunki brzegowe

Definicja przemieszczeniowych warunków brzegowych ma postać

u≡ x ·ε ∀x ∈ Γ. (3.19)

Taki warunek wymusza liniową deformację na brzeguΓ. Wstawiając równanie (3.19) do (3.17)
otrzymamy

δW =
1

V

∫

Γ
t · δudΓ =

1

V

∫

Γ
t · (x · δε)dΓ ,

=
1

V

∫

Γ
x⊗ tdΓ : δε= σ : δε .

(3.20)

Warto spostrzec,̇ze (3.19) mȯzna zapisác w postaci

r(x) = 0 x ∈ Γ, (3.21)

a przez to statyczny warunek brzegowy (3.18) jest z góry spełniony. Równanie (3.21) zapisane w
formie residuów wȧzonych, ma postác

∫

Γ
δt · (u−x ·ε)dΓ = 0 ∀δt, (3.22)

Postác (3.22) przemieszczeniowych warunków brzegowych jest wygodna, kiedy zadanie na po-
ziomie mikro rozwiązujemy metodami numerycznymi. Po wprowadzeniu, skónczenie elementowej
interpolacji przemieszczeń, powẏzsze równanie prowadzić będzie do układun równán algebraicz-
nych, gdzien jest liczbą stopni swobody na brzegu RVE.

Naprężeniowe warunki brzegowe

Definicja statycznych warunków brzegowych jest określona wzorem

t≡ σ ·n ∀x ∈ Γ, (3.23)

który prowadzi do stałego rozkładu sił na brzeguΓ. Wstawiając statyczne warunki brzegowe do
równania (3.17) i korzystając z definicji (3.10) otrzymujemy

δW =
1

V

∫

Γ
σ ·n · δudΓ = σ :

1

V

∫

Γ
n⊗ δudΓ = σ : δε. (3.24)
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Wiedząc,̇ze siły na brzeguΓ są stałe równanie równoważne do (3.23) przyjmuje postać
∫

Γ
n⊗rdΓ = 0. (3.25)

Korzystając z równania (3.25), otrzymamy równanie równoważne z równaniem (3.23):

ε− 1
V

∫

Γ
n⊗udΓ = 0. (3.26)

Zapisany, statyczny warunek brzegowy w postaci (3.26) jestkonsystentny z przemieszczeniową me-
todą elementów skónczonych [46]. Ponadto równanie (3.25) jest szczególnym przypadkiem równa-
nia (3.22), które jest spełnione dla wszystkich sił brzegowych stałych na brzeguΓ. Po dyskretyzacji,
powyższe równanie prowadzi do układu trzech lub sześciu równán algebraicznych, odpowiednio w
dwóch lub trzech wymiarach.

Periodyczne warunki brzegowe

Inną mȯzliwością jest wymuszenie periodycznych warunków brzegowych:

δu+− δu− ≡ (x+−x−) · δε ∀x ∈ Γ, (3.27)

gdzie brzegΓ składa się z dwóch częściΓ=Γ+∪Γ− z normalnymin+=−n− i punktamix+ ∈ Γ+
orazx− ∈ Γ−.

Celem pokazania,̇ze periodyczne warunki brzegowe z góry spełniają twierdzenie Hilla-Mandela
zastosujemy wzór (3.17):

δW =
1

V

∫

Γ+
t+ · δu+dΓ+

1

V

∫

Γ−
t− · δu−dΓ

=
1

V

∫

Γ+
(x+−x−)⊗ t+dΓ : δε=

1

V

∫

Γ
x⊗ tdΓ : δε= σ : δε,

(3.28)

Definicja (3.27) formułowana w równoważnej całkowej postaci jest dana wzorem:
∫

Γ+
δt+ · r+dΓ+

∫

Γ−
δt− · r−dΓ = 0. (3.29)

Zapisując równanie (3.29) za pomocą przemieszczeń i wielkości makroodkształcén otrzymamy
∫

Γ
(δt+− δt−) · (u−x ·ε)dΓ = 0. (3.30)

Warto podkréslić, że równanie (3.11) będzie również z góry spełnione, więc deformacja RVE jest
w średnim sensie zgodna z makroodkształceniemε. Tak sformułowane, periodyczne warunki brze-
gowe po dyskretyzacji łatwo zapisać w postaci układu równán algebraicznych.

Uogólnione warunki brzegowe

Równania kinematyczne (3.11) i statyczne (3.18). nałożone na pole mikrofluktuacji przemieszczeń
okréslone są wzorami: ∫

Γ
δt · rdΓ = 0,

∫

Γ
n⊗rdΓ = 0, (3.31)

gdzieδt jest dopuszczalnym rozkładem sił na brzegu RVE. Zapisując, (3.31) za pomocą przemiesz-
czén i makroodkształcén mamy

∫

Γ
δt · (u−x ·ε)dΓ = 0, (3.32)

∫

Γ
n⊗ (u−x ·ε)dΓ = 0. (3.33)
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Powẏzsze równania ujmują każde warunki brzegowe, które z góry spełniają twierdzenie owartósci
średniej energii. Innymi słowy, uogólnione warunki brzegowe ujmują kȧzdy przypadek popraw-
nie postawionych warunków brzegowych dla RVE. Ograniczenia te wraz z równaniami równowagi
okréslają przestrzén, kinematyczne i statycznie dopuszczalnych, mikrofluktuacji pola przemiesz-
czén, a zatem i samego pola przemieszczeń w RVE.

3.3 Úsrednianie dla kontinuum rzędu II

Korzystając z prac [39–41, 46, 53], można doj́sć do definicji makrowielkósci wyrȧzonych poprzez
wielkości mikroskopowe. Dodatkowo pokazane zostanie, jak skonstruowác uogólnione warunki
brzegowe dla homogenizacji statystycznej rzędu II.

Podobnie jak dla kontinuum klasycznego, makroodkształcenia i makronaprę̇zenia wyrȧzone zo-
staną odpowiednio przez przemieszczenia i siły na brzegu RVE. Dla znanych makroodkształceń
obliczone zostają makronaprężenia, zob. punkt 3.5. Istotą przedstawianego podejścia jest,̇ze defor-
macja RVE zgodna z makroodkształceniem rzędu II nie będzie prowadzíc do warunków na pochod-
ne przemieszczeń.
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Makro (div[σ−div[τ ]]+ f = 0, w.b)
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ZBM
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σ, τ

Rysunek 3.5: Obliczanie makronaprężén

3.3.1 Mikro-makro kinematyka

Rozwiniemy w szeregi Taylora pole przemieszczeń u, ograniczony za kwadratowym członem:

u(X,x) = u0(X)+x ·ε(X)+ 1
2
x⊗x : η(X)+ r(X,x), (3.34)

gdzieX jest wektorem wodzącym układu odniesienia w skali makroskopowej wskazującym na
środek geometryczny RVE, ax jest wektorem wodzącym dla układu odniesienia umieszczonego w
środku geometrycznym RVE.

Związek pomiędzy gradientem przemieszczeń u, a makroodkształceniamiε i η otrzymamy
przez ró̇zniczkowanie (3.34)

grad[u] = ε+x ·η+grad[r]. (3.35)

Nieznane pole mikrofluktuacji przemieszczeń, po nałȯzeniu odpowiednich warunków ograniczają-
cych, zostaje obliczone tak, by dla każdego punktu RVE spełnione zostało równanie równowagi.
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3.3.2 Odkształcenia

Makroodkształcenieε jest okréslane przeźsrednią wartósć mikroodkształceniaε, zatem całkując
(3.35) po objętósci RVE i skalując przez nią otrzymujemy

1

V

∫

V
εdV = ε+η

1

V

∫

V
xdV +

1

V

∫

V
sym[grad[r]]dV. (3.36)

Jésli centrum mikroskopowego układu odniesienia znajduje się w środku RVE, to zachodzi
∫

V
xdV = 0. (3.37)

Dodatkowo, gdy: ∫

V
grad[r]dV =

∫

Γ
n⊗rdΓ =

∫

Γ
r⊗ndΓ = 0, (3.38)

wartósć makroskopowego odkształcenia określona jest przez wartość średnią mikroodkształceń w
RVE. Warto zwrócíc uwagę,̇ze makroodkształcenia, zdefiniowane są w identyczny sposób dla ho-
mogenizacji statystycznej rzędu I. Powyższy warunek nazwany jest pierwszym kinematycznym
warunkiem brzegowym.

Teraz zalėznósć pomiędzy makroskopowym odkształceniemη i średnimi wielkósciami mikro-
skopowymi jest formułowana w postaci, która nie doprowadzido warunków na gradienty prze-
mieszczén na brzegu RVE, co jest spójne z intencją posługiwania sięklasycznym opisem konti-
nuum odkształcalnego w mikroskali. Do tego celu wykorzystane zostały prace [39–41]. Mnożąc
równanie (3.35) przez wektor położeniax i całkując w obszarze RVE, przy założeniu,że środek
mikroskopowego układu współrzędnych znajduje się wśrodku geometrycznym RVE, jest formuło-
wana zalėznósć

J ·η+
∫

V
x⊗grad[r]dV =

∫

V
x⊗grad[u]dV, (3.39)

gdzie :

J=
∫

V
x⊗xdV. (3.40)

Używając reguły grad[a]⊗x = grad[a⊗x]−a⊗ I, słusznej dla dowolnegoa, w równaniu (3.39) i
stosując twierdzenie o dywergencji, zmienimy całki po objętósci na całki wzdłu̇z brzeguΓ:

J ·η+ 1
2
I⊗J : η =

∫

Γ
n⊗x⊗udΓ

−
∫

Γ
n⊗x⊗rdΓ.

(3.41)

Z warunku, by wartósć makroskopowego odkształceniaη była niezalėzna od mikrofluktuacji pola
przemieszczén r, wynika równanie

∫

Γ
n⊗x⊗rdΓ = 0, (3.42)

które jest nazywane drugim kinematycznym warunkiem brzegowym. Zapiszemy powẏzsze równa-
nie w przemieszczeniach

1

2

∫

V
(x⊗x⊗1+x⊗1⊗x+1⊗x⊗x)dV : η =

∫

Γ
n⊗x⊗udΓ, (3.43)

Gdy spełniony jest pierwszy kinematyczny warunek brzegowy(3.38) i drugi kinematyczny wa-
runek brzegowy (3.42), odkształcenie RVE wśrednim sensie jest zgodne z zadanym makroodkształ-
ceniemε i makroodkształceniemη.
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3.3.3 Naprę̇zenia

Oprócz wyprowadzonego naprężenia (3.16), mȯzna wyprowadzíc wzór na naprę̇zenia rzędu II wy-
rażone przez wielkósci mikroskopowe. W następnym podpunkcie pokażemy,że poni̇zej przedsta-
wiona definicja spełnia twierdzenie Hilla-Mandela. Tensormakronaprę̇zenia trzeciego rzęduτ ma
postác

τ ≡ 1
2V

∫

V
(σ⊗x+x⊗σ)dV (3.44)

Można wykazác, że równósć między całką po objętości i po brzegu RVE jest prawdziwa. Korzy-
stając z równán równowagi (zachowania pędu i momentu krętu): div[σ] = 0; σ = σT, otrzymana
zostanie równósć:

div[x⊗x⊗σ] = 1⊗x ·σ+x⊗1 ·σ+x⊗x⊗div[σ] = (1⊗x+x⊗1) ·σ. (3.45)

Stosując twierdzenie o dywergencji do (3.44) i używając (3.45) dochodzimy do zależnósci
∫

V
(σ⊗x+x⊗σ)dV =

∫

V
div[x⊗x⊗σ]dV

=
∫

Γ
(1⊗x+x⊗1) ·σ ·ndΓ =

∫

Γ
x⊗x⊗ tdΓ.

(3.46)

Tensorτ , definiowany za pomocą (3.44), ma lewą symetrię i jest sprzę̇zony przez pracę zη. Waż-
nym jest,że makronaprę̇zenia wẏzszego rzędu da się wyrazić przez siły brzegowe, co jest spójne z
klasycznym opisem ósrodka ciągłego w RVE.

3.3.4 Praca wirtualna i warunki brzegowe

Twierdzenie Hilla-Mandela wymaga, byśrednia pracy, wyrȧzona w wielkósciach mikroskopowych,
była równa pracy wyrȧzonej w wielkósciach makroskopowych. Zapisane zostanie twierdzenie, któ-
re jest równowȧzne zasadzie prac wirtualnych:

1

V

∫

V
σ : δεdV = σ : δε+τ

...δη. (3.47)

Równanie (3.47) definiuje makronaprężeniaσ i τ . Stosując twierdzenie o dywergencji do lewej
strony (3.47) i korzystając z równań równowagi otrzymujemy

δW =
1

V

∫

Γ
t · δudΓ. (3.48)

Zapisując wektor przemieszczeń poprzez wielkósci makroskopowe, w powyższym równaniu otrzy-
mamy

δW =
1

V

∫

Γ
x⊗ tdΓ : δε+ 1

2V

∫

Γ
x⊗x⊗ tdΓ...δη+ 1

V

∫

Γ
t · δrdΓ, (3.49)

co pokazuje, po uwzględnieniu definicji odkształceń i naprę̇zén, że twierdzenie Hilla-Mandela jest
spełnione, gdy ∫

Γ
t · δrdΓ = 0. (3.50)

Równanie (3.50) zapewnia,że praca mikrofluktuacji wirtualnego pola przemieszczeń na siłach brze-
gowych jest równa zeru. Powyższy warunek będzie nazywany statycznym warunkiem brzegowym.
Ma on identyczną postać, jak dla homogenizacji statystycznej rzędu I.
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Przemieszczeniowe warunki brzegowe

Definicja przemieszczeniowych warunków brzegowych ma postać

u≡ x ·ε+ 1
2
x⊗x : η ∀x ∈ Γ. (3.51)

Pokȧzemy,że warunek brzegowy (3.51) spełniają twierdzenie o wartościśredniej (tzw. Hilla-Mandela):

δW =
1

V

∫

Γ
t · (x · δε+ 1

2
x⊗x : δη)dΓ =

1

V

∫

Γ
x⊗ tdΓ : δε+ 1

2V

∫

Γ
x⊗x⊗ tdΓ...δη =

σ : δε+τ
...δη.

(3.52)

Przemieszczeniowy warunek brzegowy (3.51) ma postać

r(x) = 0 ∀x ∈ Γ. (3.53)

Pisząc powẏzsze równanie za pomocą przemieszczeń, otrzymujemy

∫

Γ
δt · (u−x ·ε− 1

2
x⊗x : η)dΓ = 0. (3.54)

Przemieszczeniowe warunki brzegowe spełniają, z pierwszym i drugim, kinematyczny warunek
brzegowy oraz statyczny warunek brzegowy.

Naprężeniowe warunki brzegowe

Naprę̇zeniowe warunki brzegowe dla uśredniania rzędu II definiowane są w całkowym sensie. Przez
naprę̇zenowe warunki brzegowe rozumiane są takie, które prowadzą do deformacji zgodnej z za-
danymi miarami odkształceń oraz liniowego rozkładu sił na brzegu RVE. Warunki naprężeniowe
formułowane są przez następujące równania:

∫

Γ
n⊗rdΓ = 0, (3.55)

∫

Γ
n⊗x⊗rdΓ = 0, (3.56)

gdzie statyczny warunek brzegowy (3.50) jest automatycznie spełniony. Zapisując powyższe rów-
nania w przemieszczeniach, dla zadanych makroodkształceń, otrzymujemy

ε− 1
V

∫

Γ
n⊗udΓ = 0, (3.57)

1

2

∫

V
(x⊗x⊗1+x⊗1⊗x+1⊗x⊗x)dV : η−

∫

Γ
n⊗u⊗xdΓ = 0. (3.58)

Równanie (3.57) i (3.58) są konsystentne z przemieszczeniową wersją metody elementów skoń-
czonych. Tak samo, jak dla przemieszczeniowych warunków brzegowych ich postác jest łatwa do
zastosowania w skończenie elementowej aproksymacji. Powyższe równania są dla dwóch wymia-
rów układem odpowiednio: trzech i sześciu równán algebraicznych.
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Periodyczne warunki brzegowe

Innym, często u̇zywanym rodzajem warunków brzegowych, jest

u+−u− ≡ (x+−x−) ·ε+ 1
2
(x+⊗x+−x−⊗x−) : η ∀x ∈ Γ. (3.59)

Pokȧzemy,że periodyczne warunki brzegowe z góry zapewniają spełnienie twierdzenia Hilla-Mandela.
Z równania (3.47) mamy

δW =
1

V

∫

Γ+
t+ · δu+dΓ+

1

V

∫

Γ−
t− · δu−dΓ =

1

V

∫

Γ+
(x+−x−)⊗ t+dΓ : δε+

1

2V

∫

Γ+
(x+⊗x+−x−⊗x−)⊗ t+dΓ : δη =

1

V

∫

Γ
x⊗ tdΓ : δε+

∫

Γ
x⊗x⊗ tdΓ : δη =

σ : δε+τ : δη.

(3.60)

Zauwȧzmy, że twierdzenie o wartósci średniej jest równowȧzne spełnieniu równania
∫

Γ+
δt+ · r+dΓ+

∫

Γ−
δt− · r−dΓ = 0. (3.61)

Zapisując powẏzsze równanie w przemieszczeniach, otrzymamy
∫

Γ
(t+− δt−) · (δu−ε ·x− 1

2
x⊗x : η)dΓ = 0. (3.62)

Nalėzy zwrócíc uwagę,̇ze periodyczne warunki brzegowe wymuszają deformację, zgodną z antysy-
metryczną czę́scią tensora odkształcenia rzędu II. Aby deformacja RVE była zgodna z symetryczną
czę́sciąη, nalėzy dodác równanie (3.58).

Uogólnione warunki brzegowe

Równania kinematyczne (3.38) i (3.42) zapewniają,że RVE odkształca się ẃsredni sposób zgodny
z zadanymi makroodkształceniami. Równanie statyczne (3.50) spełnia twierdzenie Hilla-Mandela.
Przypomnimy równania:

∫

Γ
δt · rdΓ = 0,

∫

Γ
n⊗rdΓ = 0,

∫

Γ
n⊗x⊗rdΓ = 0, (3.63)

które zapisane w wirtualnych przemieszczeniach i wirtualnych makro wielkósciach mają postać
∫

Γ
δt · (u−x ·ε− 1

2
x⊗x : η)dΓ = 0, (3.64)

∫

Γ
n⊗ (u−x ·ε− 1

2
x⊗x : η)dΓ = 0, (3.65)

∫

Γ
n⊗x⊗ (u−x ·ε− 1

2
x⊗x : η)dΓ = 0. (3.66)

Taka postác warunków brzegowych jest wygodna w numeryczne analizie, szczególnie w metodzie
numerycznej homogenizacji. Przedstawione warunki brzegowe (pierwszy kinematyczny warunek
brzegowy, drugi kinematyczny warunek brzegowy i statycznywarunek brzegowy), określają prze-
strzén dopuszczalnych mikrofluktuacji pola przemieszczeń. Po dodaniu równán równowagi, pole
mikrofluktuacji przemieszczeń okréslone zostaje w sposób jednoznaczny.
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Rozdział 4

Metoda numerycznej homogenizacji

Przeprowadzanie symulacji problemu z dużą liczbą niejednorodności MES, wymaga dyskretyza-
cji co najmniej o charakterystycznym rozmiarze niejednorodnósci, np. inkluzji, włókna. Jest to
niemȯzliwe, poniewȧz wymagałoby za du̇zo pamięci komputera i zbyt dużo czasu procesora. Z
tej przyczyny, do rozwiązania problemu, najczęściej posługujemy się podejściem fenomenologicz-
nym, konstruując związek konstytutywny na podstawie eksperymentu. Innym, bardziej złożonym
obliczeniowo podejściem, jest dwuskalowa dyskretyzacja problemu, gdzie odpowiedź kȧzdego RVE
obliczana jest za pomocą MES.

W sformułowaniu MES, w którym dla znanych makroodkształceń poszukiwane będą makrona-
prę̇zenia i konsystentne operatory sztywności. Obliczenia, w kȧzdym z punktów całkowania Gaussa
dla przydzielonego mu indywidualnego RVE, będą przeprowadzone za pomocą MES.

Makro

Mikro

ZBM

MakroodkształceniaMakronaprę̇zenia

*Zadanie brzegowe mechaniki (ZBM)

LokalizacjaHomogenizacja

Rysunek 4.1: Obliczanie makronaprężenia

Po wyborze skal makroskopowej i mikroskopowej, za pracami [20–22,25,39–41,46], algorytm
numerycznej homogenizacji (ang.computational homogenizationCH) będzie opierał się na czte-
rech zadaniach:

• modelowanie ciała w makroskopowej skali obserwacji

• modelowanie mechanicznego zachowania na poziomie mikroskopowej skali obserwacji

• lokalizacji, która determinuje rozwiązanie wewnątrz RVE, na podstawie danych miar makro-
odkształcén

33



• homogenizacji, służącej do obliczania miar makronaprężén dla znanej dystrybucji mikrona-
prę̇zén w RVE, zob. 4.1.

Algorytm CH nie odbiega od klasycznego algorytmu MES dla zadań nieliniowych. W kȧzdym
makroskopowym punkcie całkowania Gaussa, zob. 4.2, obliczane jest makronaprężenie w chwili
czasutn, znając: makroodkształcenie i przyrost makroodkształcenia w danej chwili; mechaniczną
historię obcią̇zenia, począwszy odt=0. W klasycznym MES, historia brana jest pod uwagę poprzez
zmienne wewnętrzne. W przypadku CH, w skali makro wewnętrzne zmienne nie występują w jawny
sposób, historia uwzględniona zostaje poprzez mikroskopowe zmienne wewnętrzne. Wiąże się to z
potrzebą zachowania w pamięci komputera zmiennych wewn˛etrznych dla kȧzdego RVE.

�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

*Niejednorodne mikronaprę̇zenia
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Rysunek 4.2: Idea metody numerycznej homogenizacji

Z matematycznego punktu widzenia model fenomenologiczny jest najczę́sciej schematem róż-
niczkowym, który w postaci przyrostowej pozwala na iteracyjne obliczanie przyrostów zmiennych
wewnętrznych i naprę̇zenia, dla danej chwili czasu. W przypadku CH, schemat różniczkowy za-
stąpiony jest przez odpowiedź RVE na podstawie rozwiązania zadania brzegowego mechaniki: t.zn
znając makroskopowe odkształcenie, w danym punkcie całkowania Gaussa, RVE jest deformowa-
ne zgodnie z miarami makroodkształceń, następnie za pomocą MES (można u̇zyć i innych metod
dyskretyzacyjnych do rozwiązania zadania dla RVE, zob. [25]) obliczane są makronaprężenia.

Większósć algorytmów MES jest opartych na metodzie Newtona-Raphsona, celem uwzględnie-
nia nieliniowósci. Z tego powodu, oprócz makronaprężenia, muszą býc obliczone styczne operatory
sztywnósci dla kȧzdego RVE, zob. rys. 4.3.

Ze względu na du̇zą złȯzonósć metody CH, czas obliczeń na jednym procesorze jest bardzo
duży. Dla kȧzdego makroskopowego podprzyrostu procedury Newtona - Raphsona nalėzy rozwią-
zác zadanie brzegowe dla każdego punktu całkowania. Z drugiej strony, zadanie CH jest proste do
zrównoleglenia. Zadania brzegowe mechaniki dla wielu RVE można rozwiązywác na wielu proce-
sorach jednocześnie, zobacz rys. 4.4. Duży, jasny prostokąt symbolizuje przestrzeń klastra linuk-
sowego/uniksowego, czyli zbiór dostępnych węzłów, procesorów i pamięci. Małe, zakreskowane
prostokąty symbolizują zadania przydzielone poszczególnym węzłom klastra.
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Rysunek 4.3: Algorytm dla metody komputerowej homogenizacji
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Rysunek 4.4: Zrównoleglenie metody numerycznej homogenizacji
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Rozdział 5

Metoda elementów skónczonych w
numerycznej homogenizacji

5.1 Sformułowanie MES dla kontinuum rzędu I

Opis ósrodka ciągłego rzędu I, obowiązujące równania oraz pola przemieszczén u, miary odkształ-
ceniaε i naprę̇zeniaσ zostały przedstawione w rozdziale 2. Sformułowanie przemieszczeniowe
MES, dla kontinuum rzędu I, jest powszechnie znane, dla kompletnósci pracy zostanie ono jednak
przypomniane. Dla prostoty zostanie pominięty wpływ sił masowych.

5.1.1 Przestrzenie funkcji aproksymujących i wagowych

Mamy przestrzenie funkcji aproksymujących i wagowych: funkcje przemieszczeń i wag nalėzą do
przestrzeni

U = {u ∈H1(Ω)|u= g na Γu }; Vu= {vu ∈ H1(Ω)|vu= 0 na Γu}, (5.1)

gdzieH1 jest przestrzenią Soboleva [33].

5.1.2 Sformułowanie słabe problemu

Dla danychg i t, szukanychu= (vu+g) ∈U , dla kȧzdegovu ∈ Vu napiszemy równanie całkowe:

F(vu,u) =
∫

Ω
grad[vu] : σdΩ−

∫

Γ
vu · tdΓ = 0, (5.2)

gdzie tensor naprężenia jest funkcjąσ = S(ε(u), t). Dowód na poprawnósć powẏzszego równania
jest prosty i zostanie pominięty. Dla przemieszczeniowego sformułowania MES, z góry, spełnione
są równania

u= g na Γu, (5.3)

ε= sym[grad[u]] w Ω, (5.4)

σ = S(ε, t) w Ω. (5.5)

Słabemu sformułowaniu odpowiadają równania w punkcie:

div[σ] = 0 w Ω, (5.6)

t= σ ·n na Γσ. (5.7)
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5.1.3 Dyskretyzacja słabej formy

Wprowadzamy skónczenie wymiarowe podprzestrzenie funkcji aproksymującychU h ⊂U i V hu ⊂
Vu. Zatem mamy

F(vhu,uh) =
∫

Ω
vhε : σ

hdΩ−
∫

Γ
vhu · thdΓ = 0, (5.8)

gdzie:vhε = sym[grad[vhu ]].
W dalszej czę́sci tego podrozdziału będziemy używác zapisu macierzowego dla skończenie ele-

mentowej aproksymacji pola przemieszczeń. Zapiszemy podstawowe związki między przemiesz-
czeniem, a wielkósciami węzłowymi:

uh =Nuu, (5.9)

gdzieNu jest macierzą funkcji kształtu. Związek między odkształceniem, a wartósciami przemiesz-
czén węzłowych będzie dany wzorem

εh = LuNuu=Buu, (5.10)

gdzieLu jest macierzowym operatorem gradientów iBu jest operatorem odkształcenia - przemiesz-
czenia, zawierającym gradienty funkcji kształtu.

5.1.4 Linearyzacja

Równanie równowagi dla dyskretnego równania, które wynikaz (5.8) w chwili tn+1, jest zapisane
w postaci ∫

Ω
BT

uσn+1dΩ= Fext,n+1, (5.11)

gdzieFext,n+1 jest wektorem zewnętrznych sił węzłowych. Stosując metodę Newtona, równanie
(5.11) przyjmie postác ∫

Ω
BT

u∆σdΩ= Fext,n+1−
∫

Ω
BT

uσ
i
n+1dΩ. (5.12)

Związek między podprzyrostem (iteracyjną korektą) wartości przemieszczén węzłowych∆u, a
podprzyrostem naprężenia∆σ ma postác

∆σ =DBu∆u, (5.13)

gdzieD jest konsystentną styczną macierzą sztywności. Wstawiając (5.13) do (5.11) daje zapisane
równanie równowagi w postaci

∫

Ω
BT

uDBudΩ∆u = Fext,n+1−
∫

Ω
BT

uσ
i
n+1dΩ (5.14)

Dla równania (5.14) stosujemy podejście iteracyjne. W trakcie procedury Newtona wartości pod-
przyrostów przemieszczenia są sumowane według wzoru

∆ui+1n+1 =∆u
i
n+1+∆u. (5.15)

Powẏzsze postępowanie prowadzi do rozwiązania ciągu równań macierzowych, o postaci

K∆u= F, (5.16)

gdzie:

K=
∫

Ω
BT

uDBudΩ, (5.17)

F= Fext,n+1−
∫

Ω
BT

uσ
i
n+1dΩ (5.18)

.
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5.2 Sformułowanie ES dla kontinuum rzędu II

Opis ósrodka ciągłego rzędu II, rządzące równania oraz pola przemieszczén u, miary odkształcén
ε, η i naprę̇zén σ, τ zostały przedstawione w rozdziale 2. Wykorzystując prace[2,63] sformułuje-
my mieszany element skończony, gdzie pola przemieszczeń i ich gradientów będą aproksymowane
niezalėznie. Dla prostoty zostanie pominięty wpływ sił masowych izostanie załȯzony gładki brzeg
obszaruΩ. Rezygnacja z powẏzszych załȯzén jest mȯzliwa w ramach przedstawianego podejścia
(por. [2,39]).

5.2.1 Przestrzenie funkcji aproksymujących i wagowych

Definiujemy niezalėzne przestrzenie funkcji aproksymujących i wagowych:

1. funkcje przemieszczeń i wagowe nalėzące do przestrzeni

U = {u ∈ H1(Ω)|u= gnaΓu }; Vu= {vu ∈H1(Ω)|vu= 0naΓu}, (5.19)

2. funkcje gradientów przemieszczeń i wagowe nalėzą do przestrzeni

H = {H ∈H1(Ω)|η = grad[g] naΓu}; VH = {vH ∈H1(Ω)|vH = 0 naΓu}, (5.20)

3. funkcje dywergencji naprężén wyższego rzędu należą do przestrzeni

P = {vρ ∈H0}. (5.21)

gdzieH0 i H1 są przestrzeniami Soboleva,

5.2.2 Sformułowanie słabe problemu brzegowego

Dla danych funkcji na brzegug (przemieszczén), t (sił brzegowych) ir (par sił brzegowych), szu-
kanych pólu= (vu+g) ∈U , η = (δη+grad[g]) ∈H i ρ ∈P, dla kȧzdegovu ∈ Vu, vH ∈ VH i
vρ ∈P za [63] zostanie zapisane równanie całkowe

F(vu,vH,vρ,u,H,ρ) =
∫

Ω
[σ : grad[vu]+τ

...grad[vH]]dΩ+
∫

Ω
[ρ : (vH−grad[vu])+vρ : (H−grad[u])]dΩ−

∫

Γ
[vu · t+vH : n⊗r]dΓ−

∫

Γ
(vH−grad[vu]) : (n ·τ −n⊗r)dΓ

= 0,

(5.22)

gdzie występują funkcje naprężeniaσ = S(ε,η, t) i naprę̇zenia wẏzszego rzęduτ = T (ε,η, t).
W [2, 39] mȯzemy znaleź́c dowód na poprawność sformułowania mieszanego (5.22). Dla słabego
sformułowania w (5.22) z góry spełniane są równania

u= g na Γu, (5.23)

H= grad[g] na Γu, (5.24)

ε= sym[grad[u]] w Ω, (5.25)

η = grad[H] w Ω, (5.26)

σ = S(ε,η, t) w Ω, (5.27)

τ = T (ε,η, t) w Ω. (5.28)
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Warto zwrócíc uwagę,̇ze istnieją inne mȯzliwości zdefiniowania odkształceń ε i η: równania (5.25)
i (5.26). Silna postác równán, które są spełnione w sensie słabym

div[σ−ρ] = 0 w Ω, (5.29)

ρ= div[τ ] w Ω, (5.30)

H= grad[u] w Ω, (5.31)

t= n · (σ−ρ)−Ds[n]⊗n · (n ·τ )−Ds[n ·τ ] na Γσ, (5.32)

r= n ·n ·τ na Γσ. (5.33)

5.2.3 Dyskretyzacja słabej formy

Wprowadzamy skónczenie wymiarowe podprzestrzenie funkcji aproksymującychU
h⊂U , H h⊂

H , Ph ⊂P i podobnie dla przestrzeni funkcji wagowych. Gdy spełnionesą równania (5.31) i
(5.33) w całkowym sensie, ostatni człon w (5.22) jest znacznie mniejszy ni̇z pozostałe. Dlatego
pominiemy ten człon w dalszych rozważaniach. Ostatecznie mamy równanie postaci

F(vhu,vhH,vhρ ,uh,Hh,ρh) =∫

Ω
[σh : grad[vhu ]+τ

h...grad[vhH]]dΩ+
∫

Ω
[ρh : (vhH−grad[vhu ])+v

h
ρ : (H

h−grad[uh])]dΩ−
∫

Γ
[vhu · t+vhH : n⊗r]dΓ−

= 0.

(5.34)

W dalszej czę́sci tego podrozdziału będziemy używác zapisu macierzowego dla skończenie ele-
mentowej aproksymacji MES. Pole przemieszczeń, gradientów przemieszczeń i dywergencji naprę-
żenia rzędu II będą dane wzorami

uh =Nuu, (5.35)

Hh =NHh, (5.36)

ρh =Nρρ, (5.37)

gdzieNu,NH i Nρ są odpowiednio: funkcjami kształtu pola przemieszczeń, gradientów przemiesz-
czén i pola dywergencji naprę̇zén wyższego rzędu. Związki między wielkościami węzłowymi, a
odkształceniem rzędu I i II mają postać

εh =Buu, (5.38)

ηh =BHh, (5.39)

gdzieBu jest standardowym operatorem odkształcenia-przemieszczenia zawierającym pochodne
funkcji kształtu dla przemieszczeń,BH jest operatorem wią̇zącym odkształcenie wyższego rzędu z
gradient przemieszczenia zawierającym pochodne funkcjekształtu dla gradientów przemieszczeń.
Związek między polami przemieszczeń, a węzłowymi przemieszczeniami jest określany wzorem

grad[uh] = Luu, (5.40)

gdzieLu jest operatorem gradientów przemieszczeń funkcji kształtu pola przemieszczeń.
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5.2.4 Linearyzacja

Stosując metodę Newtona dla chwilitn+1, na podstawie (5.34) piszemy układ równań
∫

Ω
BT

uσn+1+B
T
Hτn+1+(L

T
u −NT

H)ρn+1dΩ = Fext,n+1, (5.41)
∫

Ω
NT
ρ (Luun+1−NHhn+1)dΩ = 0, (5.42)

gdzie pierwsze z równań jest równaniem równowagi, a drugie równaniem ciągłości.

Równanie równowagi

Linearyzując równanie równowagi (5.41), otrzymujemy w wyniku równanie postaci
∫

Ω
BT

u∆σ+B
T
H∆τ +(L

T
u −NT

H)∆ρdΩ =

Fext,n+1−
∫

Ω
BT

uσ
i
n+1+B

T
Hτ
i
n+1+(L

T
u −NT

H)ρ
i
n+1dΩ,

(5.43)

gdzie wartósci przyrostów naprę̇zén wyrȧzamy

∆σ =D1∆ε+D2∆η (5.44)

∆τ =D3∆ε+D4∆η, (5.45)

a D1, D2,D3 i D4 są konsystentnymi stycznymi macierzami sztywności. Ostatecznie równania
równowagi przyjmują postác

∫

Ω
BT

u (D
1Bu∆u+D

2BH∆h)dΩ+
∫

Ω
BT

H(D
3Bu∆u+D

4BH∆h)dΩ+
∫

Ω
(LT

u −NT
H)Nρ∆ρdΩ =

Fext,n+1−
∫

Ω
BT

uσ
i
n+1+B

T
Hτ
i
n+1+(L

T
u −NT

H)ρ
i
n+1dΩ,

(5.46)

W procedurze iteracyjnej wartości przyrostów przemieszczenia, gradientów przemieszczeń i mnȯz-
ników Lagrange’a są sumowane według wzorów

∆ui+1n+1 =∆u
i
n+1+∆u, (5.47)

∆hi+1n+1 =∆h
i
n+1+∆h, (5.48)

∆ρi+1n+1 =∆ρ
i
n+1+∆ρ. (5.49)

Równanie ciągłósci

Równanie ciągłósci (5.42) między gradientami aproksymowanego pola przemieszczén, a aproksy-
mowanym polem gradientów przemieszczeń w chwili czasutn+1 ma postác

∫

Ω
NT
ρ (Lu∆u−NH∆h)dΩ=−

∫

Ω
NT
ρ (Luu

i
n+1−NHh

i
n+1)dΩ. (5.50)
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5.2.5 Zapis macierzowy

Równania (5.46) i (5.50) piszemy w postaci macierzowej:



K L C

M T E

CT ET 0








∆u
∆h
∆ρ




=



Fu

FH

Fρ


 , (5.51)

gdzie po lewej stronie występują macierze

K=
∫

Ω
BT

uD
1BudΩ, (5.52)

L=
∫

Ω
BT

uD
2BHdΩ, (5.53)

C=
∫

Ω
LT

uNρdΩ, (5.54)

M=
∫

Ω
BT

HD
3BudΩ, (5.55)

T=
∫

Ω
BT

HD
4BHdΩ, (5.56)

E=−
∫

Ω
NT

HNρdΩ. (5.57)

Składowe prawej strony równań 5.81 mają postác

Fu= Fu,ext,n+1−
∫

Ω
BT

uσ
i
n+1dΩ, (5.58)

FH = FH,ext,n+1−
∫

Ω
BT

Hτ
i
n+1dΩ, (5.59)

Fρ =−
∫

Ω
NT
ρ (Luu

i
n+1−NHh

i
n+1)dΩ. (5.60)

Wektory sił zewnętrznych wyrȧzone są przez wzory

Fu,ext,n+1 =
∫

Γσ
NutdΓσ, FH,ext,n+1 =

∫

Γσ
NHrdΓσ (5.61)

5.3 Stabilizacja dla kontinuum rzędu I

Metoda CH wymaga du̇zej mocy obliczeniowej. W kȧzdym punkcie numerycznego całkowania, aby
obliczyć naprę̇zenie odpowiadające znanemu odkształceniu, musimy rozwiązác złożone obliczenio-
wo zadanie brzegowe mechaniki. Jednym ze sposobów przyspieszenia obliczén jest zmniejszenie
liczby punktów całkowania Gaussa. Dodatkowo, obniżenie rzędu kwadratury Gaussa, zmniejsza
rozmiar pamięci potrzebnej na przechowywanie zmiennych historycznych, ponadto istnieje możli-
wość ograniczenia operacji na elementach macierzy. Zredukowane całkowanie jest jednak przyczy-
ną zmniejszenia rzędu elementowej macierzy sztywności [7, 33]. Oprócz ruchów sztywnych poja-
wiają się pasȯzytnicze postacie deformacji o zerowej energii. Oscylacjew rozwiązaniu, związane z
niefizycznymi postaciami deformacji, mogą zostać wyeliminowane przez odpowiednią stabilizację
elementowej macierzy sztywności.

W pracach [32, 58, 59] wykazano podobieństwo elementu ze zredukowanym całkowaniem do
elementów mieszanych, z aproksymowanym polem naprężén lub z rozszerzonym polem założonych
odkształcén (ang.enhanced assumed strain).
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5.3.1 Macierz stabilizująca dla elementu Q4

Dla równaniaK∆u= F i jednopunktowego całkowania styczna macierz sztywności i wektor pra-
wych stron oblicza się według wzorów

K=
nel∑

e=1

∫

Ωe
(Be)TuD

eBeudΩ≈
nel∑

e=1

JeBeu(c)
TD(c)Beu(c),

F=
nel∑

e=1

(Feext,n+1−
∫

Ωe
(Beu)

T(σe)in+1dΩ)

≈
nel∑

e=1

(Feext,n+1−JeBeu(c)Tσe(c)in+1).

(5.62)

Współrzędnac jest środkiem geometrycznym elementu, w którym jest określanyJe jakobian. Dla
równoległoboków jest on stały w elemencie. W ogólnym przypadku czworoboku jakobian nie jest
stały w obszarze elementu. Ponad to, jeden punkt całkowaniaGaussa w elemencie Q4 prowadzi do
powstania dwu dodatkowych zerowych wartości własnych, które nie są związane z ruchem sztyw-
nym.

Podobnie jak w pracach [15, 36, 37, 71], obliczamy człony stabilizujące, które zostaną dodane
do macierzy sztywnósci i wektora prawych stron:

nel∑

e=1

∫

Ωe
(LTuσ(δu

h))TϕLTuσ(u
h)dΩ, (5.63)

gdzieϕ = ϕI jest współczynnikiem stabilizującym. Dobór wartości współczynnikaϕ jest podany
niżej. Dobór wagi(LTuσ(δu

h))T odpowiada minimalizacji residuum w sensie najmniejszych kwa-
dratów [14]. Teraz zajmiemy się wagą i residuum w powyższym równaniu.

Podobnie jak w [15,71] waga jest zapisana w postaci

Pu(δu
h) = LTuDBuδu=Gδu, (5.64)

unikając jej linearyzacji. Warto zwrócić uwagę,̇zeG zawiera drugie gradienty funkcji kształtu, a
nie zawiera jednak członu stałego i liniowego aproksymowanego pola przemieszczeń. Residuum w
kroku (n+1) i iteracji (i+1) dane jest wzorem

Ri+1σ,n+1 = L
T
uσ
i+1
n+1(u

h) = LTu [σ
i
n+1(u

h)+∆σ] =Riσ,n+1+∆Rσ, (5.65)

gdzie:
∆Rσ = L

T
uDB∆u=G∆u

i+1
n+1, (5.66)

a zatem residuum przyjmuje postać

Ri+1σ,n+1 =R
i
σ,n+1+G∆u. (5.67)

W rezultacie w zapisie macierzowym człon stabilizujący (5.63) ma postác

nel∑

e=1

∫

Ωe
GTϕ(Riσ,n+1+G∆u)dΩ. (5.68)

Następnie piszemy globalny układ równań:

(K+Kstab)∆u= F+Fstab, (5.69)
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w którym macierz stabilizująca ma postać

Kstab =
nel∑

e=1

∫

Ωe
(Ge)TϕeGedΩ≈

nel∑

e=1

Je(Ge(c))TϕeGe(c), (5.70)

a stabilizujący wektor prawych stron

Fstab =−
nel∑

e=1

∫

Ωe
(Ge)Tϕe(Re)iσ,n+1dΩ

≈
nel∑

e=1

JeGe(c)Tϕe(R(c)e)iσ,n+1.

(5.71)

Pozostał nam jeszcze dobór współczynnika stabilizującegoϕ. Posługując się analizą wymiarową
wartósć współczynnika jest przyjęta w postaci, por. [15]

ϕ=
αe(he)2

2µ
, (5.72)

gdziehe jest wymiarem charakterystycznym ES,µ jest modułeḿscinania,αe jest bezwymiarowym
skalarem, którego wartość musi býc odpowiednio dobrana.

5.3.2 Weryfikacja numeryczna

Rozwȧzane są dwa przykłady numeryczne. Pierwszy przykład przedstawia powstanie pasożytniczej
postaci deformacji, nazywanej klepsydrą (ang.hourglass), por. rys. 5.1b. Poprawne rozwiązanie jest
przedstawione na rys. 5.1 po dodaniu macierzy stabilizującej.

4

1

a)

b)

Rysunek 5.1: a) Poprawna deformacja i dystrybucja naprężeniaσx, dlaα = 10−8

b) Pasȯzytnicza forma deformacji o charakterystycznym kształcieklepsydry dlaα=0
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Drugi przykład numeryczny przedstawia rozwiązanie zadania brzegowego (rys. 5.4) dla materia-
łu o liniowych i nielinowych związkach konstytutywnych. Do rozwiązania zadania użyto elementu
czterowęzłowego Q4 z kwadraturą Gaussa 2x2 oraz elementustałego naprę̇zenia CST z kopertową
siatką, ang.cross-diagonal mesh(Wiadomo z literatury [7, 33],̇ze taka siatka nie jest wrażliwa na
blokadę objętósciową) i elementu Q4 z jednopunktową kwadraturą Gaussai macierzą stabilizującą
(przyjętoα = 10−18). Przyjęto spójny układ jednostek. Rozwiązanie dokładne, otrzymane na pod-
stawie modelu numerycznego z siatką kopertową, elementem CST i 131072 stopniami swobody.

Rozwiązanie dla materiałúscísliwego Hooke’a (rys. 5.2a i tab. 5.1) wykazuje kwadratowązbiėz-
ność przemieszczenia do rozwiązania dokładnego, przy wzroście gęstósci siatki. Rozwiązanie dla
elementu Q4 z jednopunktową kwadraturą Gaussa, zbiega się od góry do rozwiązania dokładnego,
gdy dla elementu Q4 z kwadraturą 2x2 i elementu CST rozwiązanie zbiega do rozwiązaniaścisłego
od dołu.

Wiemy, że rozwȧzane MES wykazują kwadratową zbieżnósć przemieszczén dla liniowej sprę-
żystósci [7, 33]. Dla elementu CST i Q4 błąd aproksymacji pola przemieszczén jest oszacowany
przez nierównósć

‖ u−uh ‖H0¬ C(he)2 ‖ u ‖H0 , (5.73)

gdzieH0 jest odpowiednią przestrzenią Hilberta. Wartość stałej C nie zalėzy od gęstósci siatkihe i
jest ró̇zna w ró̇znych zadaniach.

Wartósć stałej C, dla tego zadania, ma w przybliżeniu wartósć 0.00132, 0.00181 i 0.00014, od-
powiednio dla elementów: Q4 (2x2), CST (siatka kopertowa) iQ4 (1x1). Dla tego szczególnego
problemu kwadratura z jednym punktem Gaussa w elemencie Q4 daje lepszą dokładność, niż ele-
ment Q4 z pełnym całkowaniem lub CST dla siatki kopertowej. Zredukowane całkowanie eliminuje
blokadęścinania [7,33], co wyjásnia dobre wyniki dla elementu Q4 i całkowania 1x1.

Tabela 5.1: Zbiėznósć rozwiązania dla materiałúscísliwego dla punktu A i przemieszczenia piono-
wego. (Materiał Hooke’a, płaski stan naprężenia, por. rys. 5.4)

LSS Q4 (2x2) CST(kopertowa) Q4 (1x1)
162 0.78711e-3(0.213%) 0.78673e-3(0.261%) 0.78916e-3(0.047%)
578 0.78838e-3(0.052%) 0.78825e-3(0.068%) 0.78884e-3(0.006%)
1250 0.78861e-3(0.023%) 0.78854e-3(0.032%) 0.78881e-3(0.002%)
2178 0.78869e-3(0.013%) 0.78865e-3(0.018%) 0.78880e-3(0.001%)
3362 0.78873e-3(0.008%) 0.78870e-3(0.011%) 0.78880e-3(0.001%)
6498 0.78876e-3(0.004%) 0.78875e-3(0.005%) 0.78879e-3(0.000%)
13122 0.78877e-3(0.002%) 0.78877e-3(0.002%) 0.78879e-3(0.000%)
18818 0.78878e-3(0.001%) 0.78878e-3(0.001%) 0.78879e-3(0.000%)
25088 0.78878e-3(0.001%) 0.78878e-3(0.001%) 0.78879e-3(0.000%)
32768 0.78878e-3(0.001%) 0.78879e-3(0.000%) 0.78879e-3(0.000%)
132098 0.78879e-3

C 0.00132 0.00181 0.00014

Z literatury wiadomo [7, 33, 71],̇ze element Q4 z pełnym całkowaniem wykazuje blokadę ob-
jętościową dla materiału bliskiego nieścísliwemu. Blokada charakteryzuje się tym,że rozwiązanie
zbiega się wolno (nie ma zbieżnósci kwadratowej przemieszczenia w rozważanym przypadku) lub
nie zbiega się w ogóle. Dla elementu CST, z siatką kopertową i elementu Q4, ze zredukowanym cał-
kowaniem, zauwȧzono kwadratową zbiėznósć, a wartósć stałej C, dla rozwȧzanego zadania, jest w
przybliżeniu równa odpowiednio:0.00143 i 0.00041. Jak poprzednio element, Q4 ze zredukowanym
całkowaniem daje lepszą dokładność dla rozwȧzanego przypadku.
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Rysunek 5.2: Zbiėznósć dla materiałúscísliwego i niéscísliwego
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Tabela 5.2: Zbiėznósć rozwiązania dla materiału nieścísliwego dla punktu A i przemieszczenia pio-
nowego. (Materiał Hooke’a, płaski stan naprężenia, por. rys. 5.4)

LSS Q4 (2x2) CST (kopertowa) Q4 (1x1)
162 0.37784e-3(40.656%) 0.63937e-3(0.421%) 0.63724e-3(0.086%)
578 0.38582e-3(39.402%) 0.63709e-3(0.063%) 0.63680e-3(0.016%)
1250 0.39764e-3(37.546%) 0.63685e-3(0.025%) 0.63673e-3(0.006%)
2178 0.41176e-3(35.328%) 0.63677e-3(0.013%) 0.63671e-3(0.003%)
3362 0.42688e-3(32.953%) 0.63674e-3(0.078%) 0.63670e-3(0.002%)
6498 0.45669e-3(28.271%) 0.63671e-3(0.031%) 0.63669e-3(0.000%)
13122 0.49521e-3(22.221%) 0.63670e-3(0.016%) 0.63669e-3(0.000%)
18818 0.51605e-3(18.948%) 0.63669e-3(0.000%) 0.63669e-3(0.000%)
25088 0.53347e-3(16.212%) 0.63669e-3(0.000%) 0.63669e-3(0.000%)
32768 0.54797e-3(13.935%) 0.63669e-3(0.000%) 0.63669e-3(0.000%)
132098 0.63669e-3

C brak zb. 0.00143 0.00041

Następnie rozwiązano zadanie o geometrii i warunkach brzegowych, jak na rys. 5.4, dla mate-
riału sprę̇zysto-plastycznego o powierzchni plastyczności HMH z granicą plastyczności Y = 102

i izotropowym wzmocnieniemH = 102. Dla rzadkiej siatki (por. rys. 5.3 i tab.5.3) element Q4,
z pełnym całkowaniem, wykazuje nadmierną sztywność podczas procesu plastycznego płynięcia.
Dla stowarzyszonego prawa płynięcia i plastyczności HMH w płaskim stanie odkształcenia lub w
zadaniach 3D, gdy materiał płynie, nie zmienia się jego objętósć. Mamy wtedy do czynienia z blo-
kadą objętósciową dla elementu Q4 z kwadraturą 2x2 [71]. To wyjaśnia większą sztywność dla
elementu Q4 z pełną kwadraturą Gaussa. Dla rzadkiej siatki, jak poprzednio, zauwȧzono nadmierną
podatnósć dla elementu Q4 ze zredukowanym całkowaniem (zobacz tab. 5.3).

Tabela 5.3: Wartósć przemieszczenia pionowego dla punktu A i obciążeniap = 240, por. rys. 5.4.
(Materiał sprę̇zysto-plastyczny z powierzchnią plastyczności HMH i izotropowym wzmocnieniem)

LSS Q4 (2x2) CST (kopertowa) Q4 (1x1)
162 3.05 4.09 4.36
578 3.86 4.21 4.29
6498 4.23 4.26 4.26

5.4 Stabilizacja dla kontinuum rzędu II

Czerpiąc z dóswiadczén innych badaczy, do rozwiązania zadań testowych zastosowano element
Q18G16L4, zob. 5.5. Element Q18G16L4 ma bikwadratową aproksymację dla pola przemieszczeń
uh (klasy C0), biliniową aproksymację dla pola gradientów przemieszczén hh (klasy C0) i stałą
aproksymacje dla pola dywergencji naprężén wyższego rzęduρh (klasyC−1). Element ten wymaga
całkowania kwadraturą Gaussa 3x3. Taki element jest rekomendowany do praktycznych zastoso-
wań w [39, 63]. Q18G16L4 spełnia warunek stabilnej aproksymacji podany przez Zienkiewicza
i Taylora [78]. Jėzeli ten warunek nie byłby spełniony dla skończenie wymiarowej aproksymacji
układ równán algebraicznych miałby niejednoznaczne rozwiązanie. Prosty do sprawdzenia waru-
nek z [78], min[nu] +min[nH ] > max[nq], jest warunkiem koniecznym, ale nie wystarczającym
do jednoznacznósci rozwiązania. Trudniejszy do udowodnienia warunek stabilności rozwiązania,
znany w literaturze pod nazwami LBB, BB lub inf-sup, można zaleź́c w pracach [3,4,6].
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u u,h

u,ρ

Punk całkowania Gaussa

Rysunek 5.5: Element Q18G16L4, po lewej z pełnym całkowaniem, po prawej ze zredukowanym
całkowaniem

Zgodnie z [39, 63] całkowanie elementu Q18G16L4 kwadratur ˛a Gaussa 2x2 powoduje zbyt
niski rząd podmacierzyK (zobacz wzór (5.52)) i rozwiązanie przestaje być stabilne. Jednak zalety
wynikające z obni̇zenia rzędu kwadratury Gaussa w CH, skłoniły autora do budowy stabilizowanego
sformułowania elementu Q18G16L4 z kwadraturą Gaussa 2x2.

5.4.1 Macierz stabilizująca dla elementu Q18G16L4

Podobnie do podejścia w [15, 36, 37, 71] dodamy elementową macierz stabilizującą w celu zapew-
nienia usunięcie defektu rzędu macierzy sztywności przy zredukownym całkowaniu. Równanie sta-
bilizujące będzie miało postać

nel∑

e=1

∫

Ωe
LT

uσ(δu
h, δhh)ϕeLT

u (σ(u
h,Hh)−Nρρh)dΩe = 0, (5.74)

gdzieϕ= ϕI, aϕ jest współczynnikiem stabilizującym. Współczynnik został okréslony na podsta-
wie analizy wymiarowej i ma identyczną postać, jak w podrozdziale 5.3. Poprzez (5.74)żądamy
spełnienia równán równowagi w sensie metody najmniejszych kwadratów.

Dla równania (5.74) podamy wagę i residuum. Wagę zapiszemy w postaci

P= LT
uD
1Buδu+L

T
uD
2BHδh=Guδu+GHδh. (5.75)

MacierzeGu i GH zawierają drugie pochodne funkcji kształtu. UprościmyP, biorąc pod uwagę
jedynie pierwszy człon:

Pu=Guδu. (5.76)

Teraz zajmiemy się residuum dla kroku(n+1) i iteracji (i+1):

Ri+1σ,n+1 = L
T
uD
1Buu

i+1
n+1+L

T
uD
2BHh

i+1
n+1−LT

uNρρ
i+1
n+1 =R

i
σ,n+1+∆Rσ, (5.77)

gdzie przyrostowe sformułowanie równań fizycznych zostanie u̇zyte do obliczenia∆Rσ:

∆Rσ = L
T
uD
1Bu∆u+L

T
uD
2BH∆h−LT

uNρ∆ρ. (5.78)
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ResiduumRi+1σ,n+1 będzie miało postác:

Ri+1σ,n+1 =

Riσ,n+1+L
T
uD
1Bu∆u+L

T
uD
2BH∆h−LT

uNρ∆ρ=

Riσ,n+1+Gu∆u+GH∆h−Gρ∆ρ.
(5.79)

Poniewȧz, w rozwȧzanym elemencie, poleρh aproksymujące mnȯzniki Lagrange’a jest stałe, ma-
cierzGρ jest zerowa. Dodatkowo założymy,że naprę̇zenieσ nie zalėzy od drugiego gradientu prze-
mieszczén lub zalėzy w pomijalnie małym stopniu. Założenia te sprawią̇ze stabilizowana będzie
jedynie ta czę́sć macierzy sztywnósci, która związana jest wyłącznie z interpolacją przemieszczén.
Z przyjętego załȯzenia pominięty zostanie człon związany z macierząGH. Równanie stabilizujące
piszemy w postaci

nel∑

e=1

∫

Ωe
(Geuδu)

Tϕe(Re,iσ,n+1+G
e
u∆u)dΩ= 0. (5.80)

Globalny układ równán ze stabilizacją przyjmie postać
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=



Fu−Fu,stab
FH

Fρ


 , (5.81)

gdzie macierz stabilizujące ma postać

Kstab=
nel∑

e=1

∫

Ωe
(Geu)

TϕeGeudΩ, (5.82)

a wektor stabilizujący po prawej stronie jest równy

Fu,stab=R
i
σ,n+1+

nel∑

e=1

∫

Ωe
(Geu)

TϕeGeu∆udΩ. (5.83)

5.4.2 Weryfikacja numeryczna

Przedstawione zostaną dwa przykłady numeryczne, dla których znamy rozwiązanie analityczne.
Pierwszy z testów przedstawia problem, w którym rozwiązanie miésci się w przestrzeni aprok-
symacyjnej pola przemieszczeń i pola gradientów przemieszczeń ES, więc powinnísmy uzyskác
rozwiązaniéscisłe. Zadanie rozwiązane dla materiałuścísliwego i prawie niéscísliwego. Drugi z te-
stów numerycznych przedstawia cienkąścinaną warstwę, gdzie na postać rozwiązania du̇zy wpływ
będzie miał kinematyczny warunek brzegowy wyższego rzędu, nałożony na gradienty przemiesz-
czén. Rozwiązanie drugiego problemu nie zawiera się w przestrzeni aproksymacyjnej ES. Pokazana
zostanie równiėz wrȧzliwość rozwiązania na charakterystyczny wymiar skali. Testy zostaną prze-
prowadzone dla materiału o związkach fizycznych Mindlina [47–49,70]:

W =
1

2
λεiiεjj+µεijεij+

a1ηijjηikk+a2ηiikηkjj +a3ηiikηjjk+a4ηijkηijk+a5ηijkηkji.
(5.84)

Powszechnie znane są testy z liniowym polem przemieszczeń (stałe pola naprę̇zenia i odkształ-
cenia). W przypadku kontinuum rzędu II należy równiėz sprawdzíc ES dla kwadratowej aproksy-
macji pola przemieszczeń. Zadanie to wymaga obliczenia takiego pola przemieszczeń, które spełnia

49



równanie równowagi (u nas jest to równanie z zerowymi siłamimasowymi). Kwadratowe funkcje
przemieszczén mȯzna otrzymác za pomocy obliczén symbolicznych na podstawie prac [34, 38],
uogólniając prezentowane tam podejścia do kontinuum rzędu II. Do testów wybrano jedną z czte-
rech liniowo niezalėznych funkcji kwadratowych, która ma postać

u=



−12
x2(λ+4µ)
λ+6µ − 12

y2(λ+4µ)
λ+6µ +xy

−12
x2(λ+4µ)
λ+6µ − 12

y2(λ+4µ)
λ+6µ +xy


 . (5.85)

Rozwiązanie sprawdzano dla nieregularnej siatki przedstawionej na rys. 5.6a. Wybrano parametry
materiałuλ=576.923,µ=384.615, l=0.5 i a1= a2= a3= a4= a5= 0.5µl2 dla spójnego układu
jednostek. Dla zadania o geometrii jak na rys. 5.6a i warunkach brzegowych zadanych zgodnie
z (5.85) energia sprężysta wynosiW = 2202.99. Błąd względny rozwiązania jest rzędu1e− 9%
i jest błędem zaokrągleń. Dla elementu Q18G16L4 z pełnym całkowaniem, kwadraturąGaussa
3x3 oraz kwadraturą Gaussa 2x2 i stabilizacją otrzymano identyczne rozwiązanie. Dla materiału
prawie niéscísliwego rozwȧzany ES nie wykazywał blokady objętościowej w przypadku pełnego
i zredukowanego całkowania. Należy podkréslić, że rozwȧzany element mieszany nie pozwala na
analizę materiałów niéscísliwych.

0.5

0.
5

a) b)

u

h

ρ

Rysunek 5.6: a) Nieregularna siatka dla zadania testowego b) Deformacja i rozkładu,x

Na podstawie artykułu [39,63] przeprowadzimy testścinania dla cienkiej warstwy z warunkiem
brzegowym wẏzszego rzędu, pokazany na rys.5.7. Rozpatrywane zadanie mechaniki mȯzna rozwa-
żác w jednym wymiarze, opisane przez liniowe równanie różniczkowe z warunkami brzegowymi,
przy załȯzeniu małych odkształceń.

4µ
d2u
dy2
− 3
2
µl2

d4u
dy4
= 0, (5.86)

u(−h/2) = 0, u(+h/2) = u0, (5.87)
du
dy
|y=−h/2 = 0,

du
dy
|y=+h/2 = 0. (5.88)
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Rozwiązanie analityczne dla przemieszczeń jest dane wzorem

u(y) = Au0(B+4y cosh(C)
2−4y cosh(C)sinh(C)

−
√
6cosh(C)sinh(2yC)l+

√
6sinh(C)sinh(2yC)l),

(5.89)

gdzie stałe A,B i C są równe

A = 1/2B, (5.90)

B= (2H(cosh(C))2−2cosh(C)sinh(C))H
+(
√
6(cosh(C))2−

√
6cosh(C)sinh(C)−

√
6)l,

(5.91)

C=

√
6H

3l
. (5.92)

Zadanie jest rozwiązane dla sprężystego materiału Mindlina, ze stałymi materiałowymiλ =
5000, µ = 5000 i a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 0.5µl2. Analiza zostanie przeprowadzona dla dwóch
wymiarów charakterystycznych mikrostrukturyl = 0.25 i l = 0.05. Przyjęto wysokósć warstwy
H = 1.0. Dla siatki MES, jak na rys.5.7, zadano warunki brzegowe zgodnie z (5.87) i (5.88). Aby
zapewníc stałe pola gradientów przemieszczeń w kierunku poziomym, zablokowane zostały prze-
mieszczenia w kierunku pionowym po prawej i lewej stronie siatki MES. Rozwiązania z pełnym i

∞ ∞H

λ= 5000

µ= 5000

a= 12µl
2

przemieszczenie

u= 0, v = 0, ux = 0, uy = 0

u= u0, v = 0, ux = 0, uy = 0

Rysunek 5.7: Cienkáscinana warstwa z warunkami brzegowymi wyższego rzędu

zredukowanym całkowaniem nie różniły się od siebie w istotny sposób, otrzymano wyniki identycz-
ne w granicach błędu numerycznego. Rozwiązanie dla aproksymowanych pól przemieszczeń uh i
gradientów przemieszczeńHh szybko zbiega się do stałej wartości. Istnieje dobra zgodność między
gradientami pola przemieszczeń grad[uh], a aproksymowanym polem gradientów przemieszczeń
Hh. Błąd względny odkształceń ścinających ẃsrodku warstwy dlal = 0.25 i l = 0.05 wynosi od-
powiednio:0.4% i 0.1%, dla siatki z 100 ES. Na rysunkach 5.8 i 5.9 przedstawiono wykresy dla
wielkości podstawowych, uzyskanych bezpośrednio przez rozwiązanie układu równań uh i Hh, a
także wielkósci wtórnychσh i τ h, uzyskanych na podstawie gradientów póluh i Hh. Naprę̇zenia
uzyskano w punktach całkowania Gaussa, następnie przez aproksymację MWLS (ang. Moving We-
ighted Least Squares) [31, 42] otrzymano wartości w węzłach siatki. Przez porównanie rysunków
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5.8 i 5.9 mȯzna łatwo zauwȧzyć wpływ warunków brzegowych wẏzszego rzędu na rozwiązanie,
zalėznie od wymiaru charakterystycznego mikrostrukturyl. Tam, gdzie wymiar charakterystyczny
ciała jest porównywalny z charakterystycznym wymiarem mikrostruktury, efekt skali ma istotny
wpływ na rozwiązanie. Warto dodać, że dlal = 0 naprę̇zenieścinające jest stałe wzdłuż wysokósci
warstwy, a warunki nałȯzone na gradient przemieszczenia nie mają wpływu na stan naprę̇zenia.
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Wielkość wtórna, naprę̇zenie
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Rysunek 5.8: Dokładnósć rozwiązania w zalėznósci od stopnia aproksymacji dla zadania zl = 0.05

5.5 Modelowanie inkluzji i otworów

Mikroskopowa budowa rzeczywistych materiałów ma często złożoną geometrię. Dodatkowo zjawi-
ska zachodzące na warstwie przejściowej, np. dekohezja, ewolucja interfejsu, mają istotny wpływ
na obserwowane zachowanie materiału w skali makro.

W rozdziale tym przedstawione zostanie podejście pozwalające na modelowanie otworów i in-
kluzji o dowolnym kształcie, niezależnie od wczésniej stworzonej siatki MES. Podejście to łączy
metodę zbiorów poziomujących (ang.Level Set Method) ze wzbogaconą metodą elementów skoń-
czonych (ang.Extended Finite Element Method). Będą rozwȧzane przypadki dwuwymiarowe, ale
metoda bez trudu może býc zastosowana do analizy problemów trójwymiarowych.

5.5.1 Metoda zbiorów poziomujących

Metoda zbiorów poziomujących jest numerycznym podejściem stosowanym dósledzenia porusza-
jącego się interfejsu. Istnieje wiele zastosowań metody zbiorów poziomujących [61, 62]. Dalej bę-
dzie u̇zyta metoda zbiorów poziomujących we wzbogaconej metodzie elementów skónczonych do
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Rysunek 5.9: Dokładnósć rozwiązania w zalėznósci od stopnia aproksymacji dla zadania zl = 0.25

reprezentacji połȯzenia interfejsu lub otworu w dwuwymiarowej mikrostrukturze. Za pracą [68]
ograniczymy się do przypadku statycznego.

Metoda nie skupia się na ruchu punktów należących do interfejsu (które mogą się poruszać w
złożony sposób). Problem ewolucji interfejsu opisany jest przez paraboliczne równanie różniczkowe
funkcji wielu zmiennychf :Rn×R→R.

Poruszający się interfejsΓd(t) w chwili czasut jest dany przez krzywą zbioru poziomującego,
okrésloną za pomocą funkcjif , np. dla dwuwymiarowego problemu mamy:

Γd(t) = {(x1,x2) ∈R2 : f(x1,x2, t) = 0}. (5.93)

Dla przykładu, gdy funkcja zbioru poziomującego będzie dana wzoremf(x1,x2, t) = x21+x
2
2− t,

interfejsΓ w chwili t jest okręgiem ósrodku(0,0) i promieniu
√
t.

Ewolucja interfejsu jest opisana przez wspomniane równanie ró̇zniczkowe funkcji zbiorów po-
ziomującychf . Równanie takie dane jest wzorem, por. [62]

∂f

∂t
+V (x, t)grad[f(x] = 0, (5.94)

gdzieV (x, t) jest prędkóscią interfejsu w punkciex ∈ Γd(t) w kierunku zewnętrznej, normalnej do
brzegu interfejsu.

Jedną z zalet metody jest to,że funkcjef można policzýc w węzłach siatki MES, dla określonej
chwili czasutn. Następnie numerycznie całkując po czasie, obliczone zostają wartósci funkcji f
w następnej chwili czasowejtn+1. Podczas analizy numerycznej analityczna postać funkcji f jest
nieznana.

Na koniec tego podrozdziału, na rys. 5.10, przedstawione s ˛a wartósci funkcji zbioru poziomują-
cego i krzywa zbioru poziomującego między matrycą i inkluzją dla regularnej siatki MES.
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Rysunek 5.10: Siatka MES z interfejsem i wykres wartość funkcji zbiorów poziomujących dla elipsy

5.5.2 Wzbogacanie aproksymacji elementu skónczonego

W prezentowanej metodzie, znanej pod skróconą nazwą XFEM, przedstawionej np. w pracach [8,
16, 50, 72, 74, 77], przez odpowiednie wzbogacenie aproksymacji pola przemieszczeń elementu
skónczonego, uzyskujemy możliwość modelowania dowolnej nieciągłości pola przemieszczeń.

Metoda podziału jednósci

Podziałem jednósci będziemy nazywác zbiór dodatnich funkcjiψi klasy ciągłósci co najmniejC0,
które przyjmują niezerowe wartości na podobszarzeΩi i dla kȧzdego punktu obszaruΩ spełniają
równanie

n∑

i

ψi(x) = 1 w x ∈ Ω, (5.95)

gdzieΩi pokrywają obszarΩ, innymi słowy:Ω =
⋃
iΩi, por. [73]. Jésli ψ jest podziałem jednósci,

pole przemieszczeń uh możemy interpolowác przez skónczoną liczbę wielkósci węzłowych:

uh =
n∑

i

ψi


ai+

m∑

j

bijγj


 , (5.96)

gdziea i b są wektorami wielkósci węzłowych,γj jest funkcją bazową wzbogaconego pola aprok-
symacyjnego skojarzoną z danym węzłem. Warto zwrócić uwagę,że takie podejście pozwala na
dowolne wzbogacenie aproksymacji o dodatkowe funkcje dla każdego z węzłów z osobna. Dodat-
kowo mȯzemy wzbogacíc aproksymację dowolnego węzła podczas obliczeń.

Równanie (5.95) mȯzna traktowác jako łącznik między metodami bezsiatkowymi, a metodą ele-
mentów skónczonych [74]. Ró̇znica między wymienionymi metodami, ẃswietle metody podziału
jednósci, wynika z odpowiedniego doboru funkcjiψ. W przypadku MES, funkcje kształtu są po-
działem jednósci, poniewȧz mamy

n∑

i

Nu,i(x) = 1. (5.97)

W standardowej MES nie używamy funkcji wzbogacającychγ.
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Możemy pokazác, że funkcję wzbogacającaγ można zastosowác w MES np. do modelowania
interfejsu. Teraz przedstawimy interpolacje pola przemieszczén uh ze wzbogaceniem w postaci
wygodnej dla MES, a więc mamy

uh =Nua+Nu(Nγb), (5.98)

gdzieNu jest wielomianową macierzą funkcji kształtu,a zawiera regularne stopnie,Nγ jest ma-
cierzą zawierającą bazę funkcji wzbogacających aproksymację, ab jest wektorem zawierającym
wartósci wzbogacających stopni swobody.

Baza funkcji wzbogacających aproksymacjeNuNγ musi býc liniowo niezalėzna od bazy funk-
cji kształtuNu, inaczej pole przemieszczeń nie będzie jednoznacznie wyznaczone przez wartości
węzłowea i b.

Wzbogacanie węzłów

Węzły, które zostaną wzbogacone, zostają wyznaczone napodstawie wartósci węzłowych funkcji
zbiorów poziomującychf . Wartósci funkcjif są obliczone dla wszystkich węzłów geometrycznych
(do analizy MES u̇zywane są elementy subparametryczne, których geometryczne funkcje kształtu
są linowe) lėzących w rogach elementu. Następnie wyszukiwane są wszystkie krawędzie, dla któ-
rych wartósci funkcji f w węzłach geometrycznych są różnych znaków. Na tej podstawie można
wyznaczýc punkt lėzący na krawędzi elementu, który należy do interfejsu, rys. 5.11.

Funkcje, o które wzbogacona jest aproksymacja elementu, s ˛a silnie nieliniowe (nieciągłe lub
ich gradienty są nieciągłe) wzdłuż interfejsu. Funkcja wzbogacająca dla elementów, w których nie
ma interfejsu, w przypadku modelowania otworu będzie mieścíc się w przestrzeni aproksymacyjnej
standardowego MES. Z tej przyczyny, by uzyskać jednoznaczne rozwiązanie, wzbogacane są tylko
węzły elementów, przez które przechodzi interfejs.

Jak widzimy w równaniu (5.98), macierz bazy funkcji wzbogacającychNγ mnȯzona jest przez
macierz funkcji kształtuNu. Dlatego, gdy funkcje wzbogacające są dodane do wybranego węzła,
ich wpływ będzie ograniczony do nośnika tego węzła, innymi słowy z podobszaru złożonego do
elementów, do których należy węzeł. Na rys. 5.11 przedstawione jest, jak wzbogacono węzły dla
dwóch subiektywnie wybranych siatek.

Interfejs dzieli element na dwa podobszaryΩ+ i Ω−, gdy jedno z pól tych podobszarów jest
równe zero lub bliskie zeru rozwiązanie jest niejednoznaczne. Z tej przyczyny wzbogacone zostają
elementy, dla których spełniona jest nierówność

min[Ω+,Ω−]
Ωe

> tol, (5.99)

gdzieΩe jest polem elementu,Ω+ i Ω− polami powierzchni po stronie odpowiednio ujemnych i do-
datnich wartósci funkcji poziomujących. Wartósć parametrutol powinna býc dobrana odpowiednio
do problemu i mȯze býc tym mniejsza, im większa jest precyzja solwera.

Numeryczne całkowanie

W metodzie XFEM u̇zywamy niestandardowych funkcji kształtu, które wymagaj ˛a odpowiedniego
schematu całkowania. Niewłaściwy schemat całkowania może doprowadzíc do liniowo zalėznego
układu równán lub otrzymane wyniki nie będą miarodajne. Z tej przyczyny według prac [8, 50, 68]
jest stosowany schemat całkowania dla nieciągłych funkcji kształtu lub posiadających nieciągłą
pochodną.

PodobszaryΩ− i Ω+ każdego z elementów, przez który przechodzi interfejs, są dzielone na trój-
kąty, tak jak na rys. 5.12. Następnie każdy z trójkątów, zalėznie od wybranego typu elementu CTS,
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Zwykłe stopnie swobody Wzbogacone stopnie swobody

Rysunek 5.11: Zwykłe i wzbogacone węzły elementów Q4 na regularnej siatce i elementów LST
(ang.Linear Strain Triangle) na nieregularnej siatce

LST lub Q4 i dodatkowych funkcji wzbogacających, ma wprowadzony odpowiedni rząd kwadratury
Gaussa, np. jednopunktową, trójpunktową itd.

Rysunek 5.12: Schemat całkowania dla elementów, dla których wzbogacona została aproksymacja

5.5.3 Równania i funkcje wzbogacające dla otworów

Modelowanie otworów w XFEM jest realizowane przez wzbogacenie aproksymacji o funkcję:

γ(x)≡Hd(x) =

{
1, jeśli f(x) 0
0, jeśli f(x)< 0,

(5.100)

gdzieHd jest funkcją skoku Heaviside’a,f jest funkcją zbiorów poziomujących. Po wzbogaceniu,
aproksymująca funkcjauh, ma nieciągłósć na brzegu otworuΓd.
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Na brzeguΓd naprę̇zeniowy warunek równowagi jest spełniony w sensie metody Galerkina:

∑

e

∫

Ωe
BT

uσdΓ−Fext= 0. (5.101)

Warunek ten obowiązuje, gdy w wektorze prawych stron zostaną uwzględnione jedynie przyłożone
siły zewnętrzne.Bu jest macierzą gradientów funkcji kształtu daną wzorem:

Bu= LuNu+Lu(NuHd), (5.102)

gdzieLu jest klasycznym operatorem macierzowym gradientów dla przemieszczén.
Po numerycznym całkowaniu słabej formy (5.8), a następnieagregacji elementowych macierzy

sztywnósci i wektorów prawych stron, stopnie swobody leżące wewnątrz otworu, które nie należą
do elementów o wzbogaconej aproksymacji, eliminowane są zukładu równán.

5.5.4 Równania i funkcje wzbogacające dla inkluzji

Modelowanie inkluzji w XFEM jest realizowane przez wzbogacenie aproksymacji o funkcję:

γ(x)≡ |f(u)|, (5.103)

gdzief jest funkcją zbiorów poziomujących. Warto podkreślić, że w ogólnym przypadku analitycz-
na postác funkcji f nie jest znana. Z tej przyczyny funkcjaf jest aproksymowana na podstawie
wartósci węzłowych. Po wzbogaceniu, aproksymująca funkcjauh ma nieciągłósć gradientów na
brzegu otworuΓd. Warunek ciągłósci przemieszczén zostaje przy takiej aproksymacji spełniony w
sposób́scisły, zgodnie z sensem przemieszczeniowego sformułowania MES.

Na brzeguΓd, naprę̇zeniowy warunek równowagi, spełniony zostaje w sensie metody Galerkina:

∑

e

∫

Ωe
BT

uσdΓ−Fext= 0. (5.104)

Warunek ten jest spełniony, gdy w wektorze prawych stron zostaną uwzględnione jedynie przyłożo-
ne siły zewnętrzne.Bu jest macierzą gradientów funkcji kształtu odkształceniaokrésloną wzorem

Bu= LuNu+Lu(Nu|f |), (5.105)

gdzieLu jest klasycznym operatorem macierzowym gradientów dla przemieszczén.

5.5.5 Weryfikacja numeryczna

Przedstawione są dwa rodzaje testów numerycznych. Pierwszy rodzaj, zweryfikuje poprawność me-
tody i jej implementację, a drugi test przedstawi zastosowanie rozwȧzanej metody w modelowaniu
RVE.

Na początku rozwȧzymy płaską tarczę w stanie czystego rozciągania. Tarcza jest wykonana z
dwóch liniowo sprę̇zystych, jednorodnych i izotropowych materiałów, por. rys. 5.13. Granica mię-
dzy materiałami jest odcinkiem nachylonym pod kątem wyznaczonym według wzoru

tg2α =
Ẽ−E
Ẽν−Eν̃

, (5.106)

por. [45]. Dla ukósnej granicy materiałowej, której kąt nachylenia do osi poziomej wyznaczono
według wzoru (5.106), stany naprężén są jednorodne.
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E,ν Ẽ,ν̃

x1
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Rysunek 5.13: Tarcza z ukośną granicą materiałową [45]

Dla dwóch materiałów Hooke’a, o subiektywnie dobranych parametrach,E = 105, ν = 0.4,
Ẽ =103 i ν̃ =0.2, obliczono kąt ukósnej granicy materiałowej według wzoru (5.106). Następnie od-
powiednie węzły regularnych siatek zostały wzbogacone o funkcję posiadającą nieciągłe pochodne
na interfejsie. Po wzbogaceniu aproksymacji, przy użyciu metody XFEM, rozwiązaniéscisłe mie-
ści się w przestrzeni aproksymacyjnej. Dlatego rozwiązanie numeryczne zadania traczy, wykonanej
z dwóch materiałów Hooke’a i odpowiednio wyznaczonej ukośnej granicy, odtwarza rozwiązanie
ścisłe. Deformacja tarczy, dla arbitralnie wybranych siatek MES przedstawiona jest na rys. 5.14.

Rysunek 5.14: Deformacja tarczy z nachyloną granicą ukośną

Następny przykład odnosi się do RVE w płaskim stanie odkształcenia, z otworem o promieniu
R = 0.3 umieszczonym w jegósrodku geometrycznym. Mikrostruktura wykonana jest z materia-
łu o związkach fizycznych Hooke’a. Moduły Younga i Poissonawynoszą odpowiednio:E = 103 i
ν = 0.3, przyjęto spójny układ jednostek. RVE poddajemy deformacji, zgodnej wśredni sposób z
makroodkształceniemε = {10−3,0,0}, a następnie obliczamy makronaprężenieσ, stosując perio-
dyczne warunki brzegowe. Zadanie rozwiązano dla różnych typów elementów tzn. Q4, CST i LST.
Siatka elementów LST i jej deformacja, dla podziału brzegu naN = 40 czę́sci, przedstawiona jest
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na rys. 5.15. Wykres zależnósci błędu bezwzględnego naprężenieσx od liczby podziałów brzegu na
N czę́sci przedstawiony jest na rys. 5.16. Rozwiązanie, do którego odniesiono błąd, otrzymano na
podstawie rozwiązania dla siatki posiadającej 5639 stopni swobody, przy aproksymacji elementami
LST i klasycznej dyskretyzacji geometrii. Wartości liczbowe są przedstawione w tab. 5.4. Wartość
makronaprę̇zenia zbiega się do rozwiązania dokładnego oraz rząd zbieżnósci dla XFEM, jest taki
sam jak w przypadku klasycznej MES.

Tabela 5.4: Zbiėznósć rozwiązania dla RVE z otworem (zobacz rys. 5.16)
Naprę̇zenieσx (błąd σx−σ

∗

x

σ∗x
100%)

N CST Q4 LST
20 0.6823 (2.5550%) 0.6810 (2.4219%) 0.6631 (0.6291%)
30 0.6679 (1.1085%) 0.6659 (0.9099%) 0.6587 (0.1943%)
40 0.6627 (0.5885%) 0.6615 (0.4749%) 0.6579 (0.1121%)
50 0.6611 (0.4329%) 0.6595 (0.2686%) 0.6577 (0.0926%)

Rysunek 5.15: Siatka MES i deformacja RVE z otworem wywołanamakroodkształceniemε =
{1,0,0}

Na kóncu rozwȧzamy RVE w płaskim stanie odkształcenia, z centralnie umieszczoną, okrągłą
inkluzją. Materiał matrycy i inkluzji opisany został równaniem Hooke’a o parametrachE = 103,
ν = 25 dla matrycy iẼ = 105, ν̃ = 0.45 dla inkluzji. Mikrostrukturę poddano makroodkształceniu
ε = {10−3,0,0}, które zostało wymuszone za pomocą periodycznych warunków brzegowych. Do
dyskretyzacji u̇zyto regularnej siatki złȯzonej z1600 elementów Q4. U̇zywając metody zbiorów
poziomujących, w XFEM symulowano ewolucję inkluzji, której promiénR zmieniał się od wartósci
0.0 do 0.45. Na wykresie 5.17 przedstawiono zależnósć σx od R. Rys. 5.18 obrazuje ewolucję
interfejsu inkluzji i deformacje RVE. Test ten ma na celu dyskusję jednego z zastosowań omawianej
metody w numerycznej homogenizacji.

Mimo że w rozwȧzanych przykładach analizowane były okrągłe otwory lub inkluzje nie ma
żadnych przeszkód, aby interfejs miał dowolny kształt. Przykład praktycznego zastosowania XFEM
do modelowania materiałów porowatych przedstawiony jest wpunkcie 7.2.
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Rysunek 5.16: Zbiėznósć makronaprę̇zeniaσx dla RVE z otworem ósrednicyR= 0.3l do wartósci
dokładnej, gdzieσx jest makroskopowym naprężeniem iN liczbą elementów w wierszu/kolumnie
(zobacz rys. 5.15)

Tabela 5.5: Zalėznósć makronaprę̇zeniaσx od promieniaR inkluzji
R σx

0.45 5.212
0.40 3.352
0.35 2.479
0.30 1.989
0.25 1.682
0.20 1.480
0.15 1.346
0.10 1.261
0.00 1.200
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Rysunek 5.17: Zalėznósć makronaprę̇zeniaσx od promieniaR inkluzji, por. tab. 5.5

Rysunek 5.18: Deformacja RVE dla makroodkształceniaε = {10−3,0,0} i periodycznych warun-
ków brzegowych
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Rozdział 6

Warunki brzegowe dla modelu
numerycznego reprezentatywnego elementu
objętościowego

W tym rozdziale jest omawiana metoda narzucania warunków brzegowych dla RVE. Prezentowane
podej́scie nawiązuje do znanych metod z pozycji [46] i [39–41]. Dla jasnósci wywodu ograniczymy
się do przypadku liniowej teorii sprężystósci. Rozszerzenie do przypadku nieliniowego jest możliwe
i mieści się w ramach metody.

Celem tego rozdziału jest przedstawienie metody obliczenia makroskopowego naprężeniaσ i
stycznej macierzy sztywnościC

1
, dla przypadku kontinuum rzędu I, w skali makro. Przez analo-

gie, dla ósrodka rzędu II, będzie obliczane naprężenieσ, naprę̇zenie wẏzszego rzęduτ i styczne
materiałowe macierze sztywnościC

1
,C
2
,C
3

i C
4
.

6.1 Wymuszanie warunków brzegowych

Problem brzegowy mechaniki, formułowany dla danego RVE, podyskretyzacji, mȯzemy rozwiązác
przez minimalizacje funkcji z warunkami ograniczającymi:

min
u
Q= 1
2
uTKu−uTF

z warunkami Cu−g = 0,
(6.1)

gdzieK jest macierzą symetryczną i dodatnio określoną,u wektorem niewiadomych. Problem (6.1)
jest poprawnie postawiony, gdy warunki brzegowe nie są zbyt ograniczające, tzn. istnieje co naj-
mniej jeden wektoru, który spełnia równanieCu= g oraz wiersze macierzyC są od siebie liniowo
niezalėzne.

Problem brzegowy mȯzemy rozwiązác stosując metodę Lagrange’a:

L= 1
2
uTKu−uTF+λT(Cu−g), (6.2)

gdzieλ jest mnȯznikiem Lagrange’a. Równania Eulera dla punktu stacjonarnego mają wtedy postać

Ku+CTλ= F,

Cu= g.
(6.3)
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Układ równán (6.3) mȯzna rozwiązác, ale dla metody CH mamy dużą złȯzonósć obliczeniową i
podej́scie oparte na mnożnikach Lagrange’a jest zbyt czasochłonne. Z tej przyczynypodamy alter-
natywne podejście w oparciu o prace [1,66].

Mnożąc równanie (6.3) lewostronnie przezC i rozwiązując je ze względu naλmamy równanie

λ= (CCT)−1C(F−Ku). (6.4)

Wstawiając równanie naλ do pierwszego równania w (6.3) i wykorzystując drugie równanie w
(6.2) otrzymujemy

Ku= F−KCT(CCT)−1g−CT(CCT)−1CF. (6.5)

Warto zwrócíc uwagę,że równanie (6.5) ma niejednoznaczne rozwiązanie, gdyż macierzK jest
osobliwa (istnieje mȯzliwość ruchu sztywnego).

Definiujemy podprzestrzeń S w przestrzeni przemieszczeń węzłowych, której wektory bazowe
są dane przez wiersze macierzyC. Macierz rzutującaP na podprzestrzén S jest okréslona wzorem

P=CT(CCT)−1C. (6.6)

Rzut dowolnego punktuF na podprzestrzén S jest równyPF, a ponownie rzutowanie dla punktu
P(PF) nie przesuwa tego punktu. Łatwo możemy sprawdzíc, żeP ma włásciwósci PT = P i
P2 =P.

Definiujemy podprzestrzeń T, w której kȧzdy wektor jest ortogonalny do wektorów w podprze-
strzeni S. Macierz rzutująca na podprzestrzeń T dana jest wzorem

Q = I−CT(CCT)−1C. (6.7)

Można sprawdzíc, żeQT =Q i Q2 =Q. Dodatkowo, poniewȧz podprzestrzén S jest ortogonalna
do T, mamyCQ= 0 i QP= 0.

Dla znanych macierzy rzutującychP i Q, równanie (6.5) dwukrotnie mnożymy przezQ i po
przekształceniach otrzymujemy

QTKQu=QT(F−KRg), (6.8)

gdzie:R=CT(CCT)−1. Zauwȧzamy,że prawa i lewa strona należy do podprzestrzeni T. Wektory
nalėzące do tej podprzestrzeni są liniowe, niezależne od dowolnego wektora należącego do pod-
przestrzeni S. Na tej podstawie możemy pomnȯzyć drugie równanie w (6.3) przezC i dodác do
(6.8), co daje:

K̃u= F̃, (6.9)

gdzie występuje macierz̃K i wektor F̃:

K̃=CTC+QTKQ, (6.10)

F̃=CTg+QT(F−KRg). (6.11)

Dowód na to,że rozwiązanie układu równań (6.9) jest równowȧzne rozwiązaniu problemu (6.1)
można znaleź́c w [1, 66]. Dla kompletnósci jest podany wzór na wartość wektora mnȯzników La-
grange’a:

λ=RT(F−Ku). (6.12)
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6.1.1 Sekwencyjne zadawanie warunków brzegowych

Dla wygody będziemy posługiwać się trzema grupami równań ograniczających. Pierwsza grupa
blokuje ruch sztywny, druga wymusza deformacje RVE zgodnąz makrookdkształceniem rzędu I, a
trzecia grupa wymusza deformację RVE zgodną z makroodkształceniem rzędu II. Kolejno wyrazi-
my je przez równiania

CTu= 0, (6.13)

Cεu=Dε= gε, (6.14)

Cηu= Eη = gη. (6.15)

Dla kolejnósci zadawania ograniczeń T, ε i η definiowane są następujące macierze:

K̃η =C
T
ηCη+Q

T
ηKQη, F̃η =C

T
ηgη−QT

ηKRηgη, (6.16)

K̃η,ε =C
T
εCε+Q

T
ε K̃ηQε, F̃η,ε =C

T
εgε−QT

ε (F̃η− K̃ηRεgε), (6.17)

K̃η,ε,T =C
T
TCT+Q

T
TK̃η,εQT, F̃η,ε,T =−QT

TF̃η,ε. (6.18)

W ten sposób otrzymujemy układ równań:

K̃η,ε,Tu= F̃η,ε,T. (6.19)

Jest mȯzliwa taka implementacja MES, dla której warunki ograniczające są narzucane podczas
agregacji macierzy sztywności i wektora prawych stron. Wystarczająco efektywne i proste do za-
stosowania jest również użycie macierzy rzadkich.

Dodatkowo, stosunek największej do najmniejszej wartości własnej układu (6.19) jest co naj-
mniej równy stosunkowi największej wartości własnej do najmniejszej niezerowej wartości własnej
macierzyK [1].

6.2 Odebranie mȯzliwości wystąpienia ruchu sztywnego

Dla naprę̇zeniowych warunków brzegowych i periodycznych warunków brzegowych nalėzy wyeli-
minowác ruch sztywny RVE. Z tego powodu prawa strona w równaniu (6.13) przyjmiemy w postaci

CT =
∫

Γ
HTN

T
uNudΓ, (6.20)

gdzie macierzNu jest macierzą funkcji kształtu. MacierzHT jest okréslona wzorem

HT =



1 0 1 0 . . . 1 0
0 1 0 1 . . . 0 1
y1 −x1 y2 −x2 . . . yn −xn


 , (6.21)

gdzien jest liczbą stopni swobody RVE,[xi, yi] jest współrzędnąi-tego stopnia swobody. Zakłada-
my, że parzyste stopnie swobody związane są z przemieszczeniem poziomym, nieparzyste z prze-
mieszczeniem pionowym. Wektorg prawej strony w (6.13) ma postać

g = {0, 0, 0}. (6.22)
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6.3 Przemieszczeniowe warunki brzegowe

Przemieszczeniowe warunki brzegowe są najprostszym przypadkiem, dla którego nie jest koniecz-
na blokada ruchu sztywnego. Na podstawie równań (3.22) i (3.54), warunki tego typu piszemy w
postaci macierzowej

Cu=Dε+Eε= g, (6.23)

gdzieC okréslona jest wzorem

C=
∫

Γ
HuN

T
uNudΓ. (6.24)

MacierzeD i Emają o postác

D=
∫

Γ
HuN

T
uXdΓ, (6.25)

E=
∫

Γ
HuN

T
uZdΓ. (6.26)

MacierzeX i Z okréslone są wzorami

X=
1

2

[
2x 0 y
0 2y x

]
, (6.27)

Z=
1

4

[
2x2 0 2y2 0 xy 0
0 2y2 0 2x2 0 xy

]
. (6.28)

Wiersze iloczynu macierzyHuN
T
u interpretowane są jako liniowo niezależne funkcje dopuszczal-

nych rozkładów sił brzegowych. Kolumny macierzyHu interpretujemy, jako wartósci siły węzło-
wych, aNu jest macierzą funkcji interpolujących. Równanie (6.24)wymusza deformacje RVE,
zgodną z zadanymi miarami makroodkształceń oraz zapewnia,̇ze praca dopuszczalnych rozkładów
sił brzegowych na mikrofluktuacji pola przemieszczeń jest równa zero. Dla przemieszczeniowych
warunków brzegowych kȧzdy rozkład sił brzegowych jest dopuszczalny. Zatem, jedn ˛a z mȯzliwych
postaci macierzyHu jest macierz jednostkowa o wymiarze (nxn).

6.4 Naprę̇zeniowe warunki brzegowe

Do narzucania naprężeniowych warunków brzegowych zastosowane jest podejście sekwencyjne.
Stan przemieszczenia, dla tego typu warunków brzegowych, jest niejednoznaczny względem stanu
naprę̇zenia. Z tego powodu musi być odebrana mȯzliwość ruchu sztywnego. Dla naprężeniowych
warunków brzegowycḣządamy, by praca mikrofluktuacji pola przemieszczeń na dopuszczalnych
siłach brzegowych była równa zeru. W przypadku kontinuum rzędu I statycznie dopuszczalne siły
brzegowe mają rozkład stały na brzeguΓ, por. rys. 6.1. Dla kontinuum rzędu II siły brzegowe mają
rozkład, jak na rys. 6.2. Warto podkreślić, że postaci naprę̇zenia na rys. 6.1 i rys. 6.2 są ortogonalne
względem siebie, gdẏz praca sił brzegowych rzędu I na deformacji rzędu II jest równa zeru i na
odwrót, praca sił brzegowych rzędu II na deformacji rzęduI jest równa zeru.

6.4.1 Kontinuum rzędu I

Dla przypadku warunków brzegowych rzędu I piszemy równanie (3.26) w postaci macierzowej:

Cεu=Dε= gε, (6.29)
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gdzie macierzCε okréslana jest wzorem

Cε =
∫

Γ
HεN

T
uNudΓ, (6.30)

Wektorgε prawych stron obliczamy za pomocą macierzyD:

D=
∫

Γ
HεN

T
uXdΓ. (6.31)

Dla naprę̇zeniowych warunków brzegowych dopuszczalne są stałe stałe rozkłady sił brzegowych
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Rysunek 6.1: Trzy liniowo niezależne rozkłady sił brzegowych

na na brzegu RVE, zob. rys. 6.1. Zatem, macierzHε ma taką postác, że iloczyn macierzyHεNT
u dla

deformacji RVE rzędu I ma wymiar (3x2), gdzie poszczególne wiersze związane są z3 funkcjami
rozkładu sił brzegowych na rys. 6.1. Należy zwrócíc uwagę,̇ze dla naprę̇zeniowych warunków brze-
gowych twierdzenie Hilla-Mandla jest spełnione oraz,że deformacja RVE jest zgodna z zadanym
makroodkształceniem I rzędu.

6.4.2 Kontinuum rzędu II

Dla naprę̇zeniowych warunków brzegowych możemy podác jedynie cztery (poza pokazanymi na
rysunku 6.1) równania brzegowe, ponieważ istnieje jedynie tyle liniowo niezależnych postaci de-
formacji spełniających równania równowagi. Konsekwencją tego jest fakt,̇ze RVE deformuje się
zgodnie z zadanym makroodkształceniem rzędu II wyłącznie wtedy, gdy makroodkształcenie to
jest statycznie dopuszczalne. Dla przypadku warunków ograniczających rzędu II równanie (3.58)
można napisác w postaci macierzowej:

Cηu= Eηη = gη, (6.32)

gdzie macierzCη jest okréslona wzorem

Cη =
∫

Γ
HηN

T
uNudΓ. (6.33)

MacierzE po prawej stronie równania (6.32) ma postać:

Eη =
∫

Γ
HηN

T
uZdΓ. (6.34)

Aby uwzględniona została deformacja RVE, która jest zgodna z makroodkształceniem rzędu II,
dodatkowe formy rozkładów sił brzegowych są nałożone, zob. rys. 6.2. Zatem kolumny macierzy
Hη zawierają wartósci węzłowe rozkładów z rys. 6.2. MacierzHη ma wymiar (4xn).
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Rysunek 6.2: Liniowo niezależne rozkłady sił brzegowych dla warunków brzegowych rzęduII
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6.5 Periodyczne warunki brzegowe

Nałożenie wyłącznie warunków periodycznych oznacza,że RVE jest deformowane zgodnie z zada-
nym makro odkształceniemε. Czę́sć symetryczna tensora makroodkształcenia wyższego rzęduη
nie jest uwzględniona. Aby deformacja RVE była zgodna z zadanym makroodkształceniem rzędu
II, są zadane dodatkowe warunki brzegowe. Podobnie do tego, co zostało pokazane w podrozdzia-
le opisującym wymuszanie naprężeniowych warunków brzegowych, w przypadku periodycznych
warunków brzegowych zastosujemy podejście sekwencyjne z podrozdziału 6.1.1. Stosując podej-
ście sekwencyjne wymuszania warunków brzegowych, oddzielnie piszemy warunki brzegowe dla
kontinuum rzędu I i II.

6.5.1 Kontinuum rzędu I

Równanie dla periodycznych warunków brzegowych ma postać:

Cεu=Dε= gε, (6.35)

gdzie macierzCε jest okréslona wzorem

Cε =
∫

Γ
HpI
NT

uNudΓ, (6.36)

MacierzD jest dana wzorem

D=
∫

Γ
HpI
NT

uXdΓ. (6.37)

MacierzHpI
dla periodycznych warunków jest dobrana tak, by spełnione zostało równanie (3.30).

Zawiera wszystkie liniowo niezależne wektory wartósci sił węzłowych, które prowadzą do antype-
riodycznego rozkładu sił brzegowych.

6.5.2 Kontinuum rzędu II

Warunki brzegowe rzędu II związane z makroodkształceniemη potraktujemy podobnie, jak w pod-
rozdziale 6.4.2, tzn. spełnimy je w sposób słaby. Nakładaj ˛ac periodyczne warunki brzegowe wy-
muszona zostaje deformacja związana z antysymetryczną czę́scią tensora drugich gradientów prze-
mieszczén η. Aby, w sposób całkowy, RVE deformowało się zgodnie z zadanym makroskopowym
odkształceniem, nałożymy warunki brzegowe w postaci

Cηu= Eη = gη, (6.38)

gdzie macierzCη dana jest wzorem

Cη =
∫

Γ
HpII
NT

uNudΓ. (6.39)

MacierzE po prawej stronie równania (6.32) zapiszemy w postaci

E=
∫

Γ
HpII
NT

uZdΓ. (6.40)

Dodatkowe formy rozkładów sił brzegowych są uwzględnione, aby nałȯzona została deformacja
RVE, która jest zgodna z symetryczną częścią makroodkształcenia rzędu II, zob. rys. 6.3. Zatem,
kolumny macierzyHpII

zawierają wartósci węzłowe rozkładów z rys. 6.2. MacierzHpII
ma wymiar

(2xn).

68



������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

Rysunek 6.3: Liniowo niezależne rozkłady sił brzegowych dla warunków brzegowych rzęduII

6.6 Obliczanie makroskopowych wektorów naprę̇zeń

Na podstawie wzorów (3.16) i (3.44) naprężenia mȯzemy wyrazíc przez siły brzegowe wynikające
z dyskretyzacji sił węzłowych na brzegu RVE. Na podstawie zasady prac wirtualnych możemy
wykazác równósć pracy sił węzłowych na przemieszczeniach i pracy mnożników Lagrange’a na
uogólnionych przemieszczeniach, a więc mamy

uTt= gTλ. (6.41)

Uogólnione przemieszczenia wyrazimy przez makroodkształcenia, co daje

uTt= (Dε+Eη)Tλ, (6.42)

gdzieλ jest obliczane ze wzoru (6.12). Na podstawie powẏzszej równósci i wykorzystując twierdze-
nia Hilla-Mandela dla numerycznego modelu RVE, makronapr˛eżenia rzędu I są wyrȧzone wzorem

σ =
1

V
DTλ. (6.43)

Natomiast makronaprężenia rzędu II są określone wzorem

τ =
1

V
ETλ. (6.44)

6.7 Obliczanie makroskopowych stycznych macierzy sztywno-
ści

Związki fizyczne między wielkósciami makroskopowymi w metodzie CH nie są znane w sposób
jawny. MES, zastosowana do rozwiązania zadania w skali makro, wymaga okréslenia stycznych
materiałowych macierzy sztywności. Zlinearyzowane związki między przyrostami makroodkształ-
cén, a przyrostami makronaprężén mają postác

∆σ =C
1
∆ε+C

2
∆η, (6.45)

∆τ =C
3
∆ε+C

4
∆η, (6.46)

gdzie styczne materiałowe macierze sztywności zostaną wyznaczone na podstawie globalnych ma-
cierzy sztywnósci dla RVE znajdującego się w równowadze.
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Styczne materiałowe macierze sztywności wyznaczymy rozwiązując,3+ 6 liniowych równán
algebraicznych. MacierzC

1
, łącząca przyrosty makroodkształcenia∆ε z przyrostem makronaprę-

żenia∆σ, ma wymiar 3x3:
C
1
= [δσ1, δσ2, δσ3]. (6.47)

Naprę̇zeniaδσi, i= 1,2,3 obliczymy, rozwiązując 3 liniowe układy równań dla RVE, którego wa-
runki brzegowe są określane zgodnie z odkształceniami

δσ1 : dla δε= [100], δη = [000000],
δσ2 : dla δε= [010], δη = [000000],
δσ3 : dla δε= [001], δη = [000000].

(6.48)

Związek między przyrostem makroodkształcenia∆η i przyrostem makronaprężenia∆σ jest uwzględ-
niony przez macierz materiałowąC

2
o wymiarze 3x6:

C
2
= [δσ1, δσ2, δσ3, δσ4, δσ5, δσ6], (6.49)

gdzie naprę̇zeniaδσi, i= 1..6 dlaC
2

obliczamy dla deformacji RVE zgodnej z odkształceniami

δσ1 : dla δε= [000], δη = [100000],
δσ2 : dla δε= [000], δη = [010000],
δσ3 : dla δε= [000], δη = [001000],
δσ4 : dla δε= [000], δη = [000100],
δσ5 : dla δε= [000], δη = [000010],
δσ3 : dla δε= [000], δη = [000001].

(6.50)

Macierz, zawierającą związek między przyrostem makroodkształcenia∆ε i przyrostem makrona-
prę̇zenia∆τ , jest wyrȧzona przez macierz materiałowąC

3
o wymiarze 6x3:

C
3
= [δτ 1, δτ 2, δτ 3], (6.51)

gdzie naprę̇zeniaδτ i, i= 1,2,3 dlaC
3

obliczamy dla deformacji RVE zgodnej z odkształceniami

δτ 1 : dla δε= [100], δη = [000000],
δτ 2 : dla δε= [010], δη = [000000],
δτ 3 : dla δε= [001], δη = [000000].

(6.52)

Ostatnia macierzC
4

zawiera zalėznósć między przyrostem makroodkształcenia∆η, a przyrostem
makronaprę̇zenia∆τ , która ma wymiar 6x6:

C
4
= [δτ 1, δτ 2, δτ 3, δτ 4, δτ 5, δτ 6], (6.53)

gdzie makronaprę̇zeniaδτ i, i= 1..6 są obliczane dla deformacji RVE zgodnej z zadanymi odkształ-
ceniami

δτ 1 : dla δε= [000], δη = [100000],
δτ 2 : dla δε= [000], δη = [010000],
δτ 3 : dla δε= [000], δη = [001000],
δτ 4 : dla δε= [000], δη = [000100],
δτ 5 : dla δε= [000], δη = [000010],
δτ 3 : dla δε= [000], δη = [000001].

(6.54)

Dla kontinuum rzędu I obliczamy wyłącznie macierzC
1
, a dla materiału jednorodnego macierze

C
2

i C
3

są zerowe.
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6.8 Analiza szczególnego przypadku

W tym podrozdziale pokȧzemy postaci deformacji RVE, wywołane makroskopowymi odkształ-
ceniami rzędu I i II. Rozwȧzając szczególny przypadek materiału jednorodnego, są wyprowadzo-
ne makroskopowe styczne macierze sztywnościC

1
i C
4
. Na tej podstawie zostanie pokazane,że

sztywnósć jest funkcją rozmiaru charakterystycznego RVE dla kontinuum rzędu II w przeciwién-
stwie do kontinuum klasycznego.

Na początku jest analizowany stan naprężenia dla niejednorodnej mikrostruktury, z nieregular-
nym rozkładem okrągłych otworów o stałym promieniu. Dla 16-stu otworów i subiektywnie wy-
branego stanu naprężeniaσ = {1,0,0} i τ = {0,0,0,0,0} obliczono makroskopowe materiałowe

macierze sztywnósciC
1
, C
2
, C
3

i C
4
, a następnie jest rozwiązany układ równań (6.45) dla zna-

nych makronaprę̇zén i nieznanych makroodkształceń. Dla obliczonych odkształceń deformacja, siły
brzegowe i rozkład mikroskopowej składowej naprężeniaσx są przedstawione na rys. 6.4. Do obli-
czén wybrano materiał Hooke’a. Na rys. 6.4 można zauwȧzyć jakósciowe ró̇znice w rozkładach sił
brzegowych i przemieszczeniach dla standardowych warunków brzegowych, tzn. naprężeniowych,
periodycznych i przemieszczeniowych.

Podobnie mȯzna pokazác stan naprę̇zenia dla niezerowego tensora rzędu II. Dla przykładu
pokȧzemy przypadek, gdyσ = {0,0,0} i τ = {1,0,−1,0,0}. Dla obliczonych makroskopowych
stycznych macierzy sztywności, jak poprzednio rozwiązano układ równań (6.45), dla kȧzdego typu
warunków brzegowych z osobna. Następnie wymuszono deformacje RVE, zgodnie z obliczonymi
makroodkształceniami. Na rys. 6.5 przedstawiono deformacje, siły brzegowe i rozkład drugiego
niezmiennika dewiatora mikronaprężén J2. Nalėzy zwrócíc uwagę,że symetryczna część tensora
odkształceniaη dla periodycznych warunków brzegowych wymuszona jest w sposób słaby (cał-
kowy) przez dodanie dodatkowych równań, por. podpunkt 6.5.2. Dodanie dodatkowych równań do
warunków periodycznósci przemieszczén powoduje,̇ze dla drugiego wiersza na rys. 6.5 przemiesz-
czenia na brzegu RVE są lokalnie periodyczne.

Teraz zajmiemy się analizą szczególnego przypadku materiału mikroskopowo jednorodnego. Na
początku rozwȧzymy deformację zgodną z odkształceniemε i stan naprę̇zania zgodny z napręże-
niemσ. Na rys. 6.6 przedstawiono przemieszczenia i rozkład sił brzegowych dla dwóch z trzech
podstawowych postaci naprężenia. Analizując równie (3.8)

u(X,x) = u0(X)+ε(X) ·x+ r(X,x)

nalėzy podkréslić, że wartósć mikrofluktuacjir(X,x) jest tȯzsamósciowo równa zero dla materiału
jednorodnego. Dodatkowo, każde pole przemieszczeń u(X,x), którego składowe dane są funkcją
liniową, tożsamósciowo spełniaja równanie równowagi. Z tej przyczyny, dla materiału mikroskopo-
wo jednorodnego, rozwiązanie nie zależy od sposobu wymuszania warunków brzegowych dla RVE.
Dla przypadku ogólnego, gdy materiał jest mikroskopowo niejednorodny, mȯzemy pole przemiesz-
czén przedstawíc w postaci

u(X,x) = uL(X,x)+ r(X,x), (6.55)

gdzie poleuL(X,x) jest zgodne z wymuszonym odkształceniem, a pole mikrofluktuacji przemiesz-
czén r(X,x) wynika z spełnienia równán równowagi.

Dla przykładu, kwadratowy RVE o długości bokuL jest modelowany jednym bikwadratowym
elementem skónczonym. Upraszczając, do analizy przyjęto materiał Hooke’a. W programieMa-
ple [43] obliczono symbolicznie elementową macierz sztywnościK, wykorzystując wzory z tego
rozdziału do wymuszenia naprężeniowych warunków brzegowych. Jako wynik otrzymano sym-
boliczną postác macierzy sztywnósci. Związek między makroodkształceniem i makronaprężeniem
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Statyczne w.b.

Periodyczne w.b.

Przemieszczeniowe w.b.

Rysunek 6.4: Deformacja, siły brzegowe i rozkład składowejmikronaprę̇zeniaσx dla naprę̇ze-
niowych, periodycznych i przemieszczeniowych warunków brzegowych i makronaprężeniaσ =
{1,0,0}
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Statyczne w.b.

Periodyczne w.b.

Przemieszczeniowe w.b.

Rysunek 6.5: Deformacje, siły brzegowe i rozkład drugiego niezmiennika dewiatora mikronaprężén
J2, dla naprę̇zeniowych, periodycznych i przemieszczeniowych warunkówbrzegowych i naprę̇zenia
rzędu IIτ = {1,0,−1,0,0}
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Rysunek 6.6: Postacie deformacji RVE i rozkłady sił brzegowych dla makronaprę̇zeniaσ

rzędu I ma postác, por. (6.45):



σ11
σ22
σ12


=



λ+2µ λ 0
λ λ+2µ 0
0 0 2µ






ε11
ε22
2ε12


 . (6.56)

Nalėzy dodác, że dla materiału jednorodnego macierz sztywnościC
2

jest macierzą zerową. Za-
stępczy materiał w skali makro, który został wyprowadzonyna podstawie analizy symbolicznej
jednorodnego RVE, jest opisany równaniami Hooke’a i postać macierzyC

1
nie zalėzy od wymiaru

RVE. Na tej podstawie mȯzemy powiedziéc, że homogenizacja rzędu I, w której do opisu deforma-
cji używamy jedynie gradientów przemieszczeń, modeluje materiał prosty. Taki opis nie pozwala
poprawnie opisác efektu skali.

Dla zadán 2D istnieje 6 niezalėznych postaci deformacji RVE, związanych z makroskopowym
odkształceniem rzędu II. Na rys. 6.7 przedstawiono postacie odkształceniaη dla jednorodnej geo-
metrii RVE, materiału Hooke’a i przemieszczeniowych warunków brzegowych. Analizując rys. 6.7
i równanie (3.34):

u(X,x) = u0(X)+ε(X) ·x+ 1
2
x⊗x : η(X)+ r(X,x),

można zauwȧzyć, że wartósć mikrofluktuacji pola przemieszczeń r(X,x) jest ró̇zna od zera dla
przypadku materiału mikroskopowo jednorodnego i homogenizacji numerycznej rzędu II. Jeżeli
pole przemieszczeń mýslowo rozdzielimy na czę́sć niezalėzną od typu warunków brzegowych i
czę́sć od nich zalėzną:

u(X,x) = uK(X,x)+ r(X,x) (6.57)

to niezerowa wartósć mikrofluktuacji pola przemieszczeń r(X,x) jest tak dobrana, by spełnione
zostały równania równowagi w RVE. Postacie deformacji rzędu II, dla których wartósć pola mi-
krofluktuacji przemieszczeń r(x,x) jest równa zero, są przedstawione na rys. 6.8. Deformacje te
są zgodne z makroodkształceniemη, które jest statycznie dopuszczalne. Ta uwaga jest istotna, po-
niewȧz dla materiału jednorodnego rozwiązanie nie zależy od typu warunków brzegowych, gdy
spełnione jest równanie równowagi w skalach makro i mikro. Tak więc dla przemieszczeniowych,
periodycznych i naprę̇zeniowych warunków brzegowych otrzymamy ten sam wynik, po spełnieniu
równán równowagi w skalach makro i mikro.
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Rysunek 6.7: Postacie deformacji i rozkłady sił brzegowychzwiązane z makroodkształceniemη
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Rysunek 6.8: Cztery liniowo niezależne postacie deformacji i rozkłady sił brzegowych, dla których
mikrofluktuacja pola przemieszczeń jest zerowa i nie zalėzy od typu warunków brzegowych
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Z drugiej strony, dla naprężeniowych warunków brzegowych,żądamy by rozkład sił na brzegu
RVE był co najwẏzej liniowy. Możemy podác jedynie cztery (poza stałymi) postaci naprężenia,
o rozkładach wynikających z równań równowagi. Postacie naprężén przedstawione są na rys. 6.8.
Poniewȧz rozwiązanie dla naprężeniowych warunków brzegowych mieści się w przestrzeni aprok-
symacyjnej dziewięciowęzłowego elementu skończonego, mȯzna symbolicznie obliczýc macierz
C
4
. Po uwzględnieniu,̇ze macierzC

3
jest zerowa dla analizowanego przypadku, związek między

odkształceniemη i naprę̇zeniemτ ma postác




τ111
τ222
τ221
τ112
τ121
τ122




= d




a 0 −a 0 0 −b
0 a 0 −a −b 0
−a 0 a 0 0 b
0 −a 0 a b 0
0 −b 0 b c 0
−b 0 b 0 0 c







η111
η222
η221
η112
2η121
2η122




, (6.58)

gdzie:

a= L2(2µ+λ)/2, b= L2µ, c= L2(3µ+λ), d=
µ

3(4µ+λ)
. (6.59)

MacierzC
4

jest funkcją wymiaru charakterystycznego RVE, a przez to rozwiązanie w ogólnym
przypadku będzie zależéc od wymiaru RVE. Z analizy wartósci własnych macierzyC

4
wynika, że

dwie spósród nich są zerowe. Jest to spowodowane czterema liniowymi i statycznie dopuszczalny-
mi rozkładami mikronaprę̇zenia odpowiadającymi sześciu postaci odkształcenia rzędu II (w dwóch
wymiarach). Oznacza to,że stan odkształcenia w punkcie da się jednoznacznie wyznaczyć na pod-
stawie stanu naprężenia, dopiero po uwzględnieniu równań równowagi w skali makro.

Analityczna postác macierzyC
4
, dla periodycznych warunków brzegowych, jest taka sama, jak

dla naprę̇zeniowych warunków brzegowych.
Dla rozwȧzanego przypadku, z analizy obliczonych macierzy sztywności wiemy,że zastępczy

materiał makroskopowy jest izotropowy, ale nie jest centrosymetryczny (materiał niezmienny ze
względu na obroty [54]). Kwadratowy RVE posiada 4 osie symetrii, co powoduje,̇ze postác operato-
rów sztywnósci, związanych z naprężeniami lub odkształceniami wyższych rzędów, będzie zależéc
od wyboru mikroskopowego układu odniesienia. Wynika z tego, że dla kwadratowego RVE i mate-
riału jednorodnego mikroskopowo nie można wyznaczýc parametrów dla związku konstytutywnego
Mindlina. Równanie konstytutywne Mindlina jest funkcją niezmienników tensora odkształceń rzę-
du I i II, zatem materiał opisany tym związkiem jest izotropowy i centrosymetryczny.
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Rozdział 7

Przykłady numeryczne

W rozdziale zamieszczono trzy testy numeryczne. Ograniczono się jedynie do akademickich pro-
blemów obrazujących potencjalne zastosowanie metody CH do rozwiązywania rzeczywistych pro-
blemów iṅzynierskich. W przedstawionych przykładach pokazane zostały zagadnienia, które uwy-
puklają wybrane zalety, omawianego w pracy, podejścia.

7.1 Test zginania

Test zginania słu̇zy weryfikacji jakósciowej i ilościowej metody CH oraz sprawdza poprawnoś jej
sformułowania i implementacji. W teście przeprowadzono numeryczną analizę kompozytu, który
poddany jest zginaniu. Problem rozwiązano przy małej rozdzielnósci skali makro od mikro (L/l =
6), tak, by uwypuklone zostały niektóre różnice wynikające z klasycznego i gradientowego opisu
ośrodka ciągłego.

Rozwȧzany był problem w płaskim stanie odkształcenia. Kwadratowy kompozyt o wymiarze
boku 3mm został poddany zginaniu. Kompozyt złożony jest z matrycy i długich równomiernie
rozłożonych włókien ósrednicy0.15mm. Zadanie rozwiązano na trzy różne sposoby:

• bezpósrednio dyskretyzując mikroskopową strukturę materiału

• z zastosowaniem metody CH, z klasycznym opisem ośrodka ciągłego

• z zastosowaniem metody CH, z gradientowym opisem ośrodka ciągłego.

Dla podej́sć dwuskalowych przyjęto,̇ze RVE zawiera jedną jednostkę elementarną (jedno włók-
no) i ma kształt kwadratu o boku0.5mm. Deformacja RVE, zgodna z makroskopowymi miarami
odkształcén, jest okréslona na trzy sposoby, tj. za pomocą naprężeniowych, periodycznych i prze-
mieszczeniowych warunków brzegowych.

Bezpósrednia dyskretyzacja mikrostruktury, rys. 7.1 po lewej, zawiera 41735 stopni swobody.
Założono,że tytanowa matryca opisana jest za pomocą sprężysto-plastycznego modelu materiału
(powierzchnia plastyczności HMH, stowarzyszone prawo płynięcia, izotropowe liniowe wzmoc-
nienie). Celem uniknęcia blokady objętościowej, występującej w płaskim stanie odkształcenia, do
skónczenie elementowej dyskretyzacji zastosowano stabilizowany element przemieszczeniowy Q4
(8 stopni swobody, bilinowa interpolacja pola przemieszczeń wewnątrz elementu) ze zredukowa-
nym całkowaniem. Do dyskretyzacji sprężystych i sztywnych włókien zastosowano element prze-
mieszczeniowy CST (6 s.s., linowa interpolacja pola przemieszczén wewnątrz elementu). Zadanie
rozwiązane metodą bezpośrednią zostało przyjęte, jako rozwiązanie referencyjne, do którego od-
niesione są rozwiązania otrzymane metodą CH.
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Do dyskretyzacji dwuskalowego zadania w skali makroskopowej zastosowano siatkę16 elemen-
tów skónczonych, przedstawioną na rys. 7.1 po prawej. Do analizy ośrodka klasycznego zastosowa-
no element przemieszczeniowy Q9 (18 s.s., kwadratowa interpolacja pola przemieszczeń wewnątrz
elementu). Do analizy ósrodka gradientowego zastosowano element mieszany Q18G16L4, omó-
wiony w podrozdziale 5.2.

Przekrój AA (por. rys. 7.6, rys. 7.7)

Rysunek 7.1: Dyskretyzacja dla bezpośredniej dyskretyzacji niejednorodnej budowy kompozytu i
za pomocą dwuskalowego podejścia MES

ϕ

Matryca (tytan):
Em= 110GPa
νm= 0.25

Ym= 300MPa
Hm= 11GPa
Włókna (krzem):
Ei = 410GPa
νi = 0.17

Punkt A, por. rys. 7.5

Punkt B, por. rys. 7.5

Rysunek 7.2: Deformacja w skali makro

Do analizy przyjęto proste modele materiału. Dla sprężysto-plastycznej matrycy zadano po-
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wierzchnię plastycznósci HMH liniowym prawem izotropowego wzmocnienia i stowarzyszone pra-
wo płynięcia. Sprę̇zystą odpowiedź matrycy i włókien opisuje liniowy związek fizyczny Hooke’a.
Paramatery przyjętych związków fizycznych podano u dołu rys. 7.2. Parametry modeli fizycznych
zbliżone są do przyjmowanych dla tytanu i krzemu. Test zginanianie jest weryfikowany przez do-
świadczenie, jest przeprowadzony dla hipotetycznego, niejednorodnego materiału złożonego z ma-
trycy i inkluzji.

Kwadratowy kompozyt poddany jest kinematycznie wymuszonemu zginaniu. Deformacja dla
zadania referencyjnego i zadania dwuskalowgo przedstawiona jest na rys. 7.2. Dla ośrodka klasycz-
nego łatwym jest nałȯzenie warunków brzegowych. Poprzez blokadę przemieszczenia pionowego
jednego z węzłów odbieramy możliwość translacji w kierunku pionowym. Na lewej krawędzi ode-
brana jest mȯzliwość przemieszczén poziomych. Na prawej krawędzi zadane są przemieszczenia,
które są zgodne z wymuszonym kątem obrotuϕ.

W przypadku ósrodka gradientowego dodatkowo należy podác warunki brzegowe nałȯzone na
gradienty pola przemieszczeń. Na lewej krawędzi odebrano możliwość mikrorotacji przez wymu-
szenie zerowych wartości w antysymetrycznym tensorze gradientu pola przemieszczén. Na prawej
krawędzi, mikrorotacja, wymuszona jest zgodnie z zadanymkątem obrotuϕ
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Rysunek 7.3:́Sciėzki równowagi dla niejednorodnego zadania zginania, rozwiązanego metodą bez-
pośrednią oraz przy zastosowaniu metod numerycznej homogenizacji, dla ósrodka klasycznego i
gradientowego

Zadanie referencyjne obliczono, wykonując1000 kroków z przyrostem∆ϕ= 0.00001. Zadania
z dwuskalową dyskretyzacją obliczono, wykonując20 kroków z przyrostem∆ϕ = 0.0005. Du-
ża liczba kroków przyrostowych dla zadania referencyjnegowynika z powstania wielu stref pla-
stycznych w analizowanym zadaniu. Znaczne zwiększenie długósci kroku∆ϕ dla metody CH jest
możliwe dzięki rozprzę̇zeniu analizy na poziomie mikroskali od analizy w makroskali, poniewȧz
odpowiedzi w makroskopowych punktach całkowania Gaussa obliczane są niezalėznie.

Na rys. 7.3 są przedstawioneściėzki równowagi dla wszystkich analizowanych przypadków.
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Pogrubiona linia przedstawiásciėzkę równowagi dla zadania referencyjnego. Dla zakresu spręży-
stego jest obserwowana dobra zgodność między odpowiedzią otrzymaną z zadania referencyjnego,
a odpowiedziami otrzymanym z analizy dwuskalowej dla ośrodka klasycznego i gradientowego.
Obserwujemy znaną zależnósć (por. [53]), że w stosunku do rozwiązania referencyjnego, analiza
dwuskalowa z kinematycznymi warunkami brzegowymi dla RVE daje oszacowanie wypadkowego
momentu zginającego od góry, a naprężeniowe warunki brzegowe dają oszacowanie wypadkowego
momentu zginającego od dołu. Natomiast periodyczne warunki brzegowe dają oszacowanie wypad-
kowego momentu zginającego między tymi oszacowaniami. Na makroskopowym poziomie obser-
wacji nie widác istotnej ró̇znicy między rozwiązaniem otrzymany za pomocą homogenizacji rzędu
I i II.

Analizując dystrybucje naprężén σx i zastępczych odkształceń plastycznychep, dla rozwiązania
referencyjnego na rys. 7.4 można zauwȧzyć gradient naprę̇zén i odkształcén po wysokósci jednostki
elementarnej. Porównując rozkłady deformacji i rozkładep w RVE z rozwiązaniem referencyjnym
zauwȧzymy ró̇znice między sposobem wymuszenia deformacji RVE (t.zn. różnice między naprę̇ze-
niowymi, periodycznymi i przemieszczeniowymi warunkami brzegowymi), rys. 7.5. Zauważymy,
że dla ósrodka gradientowego deformacja RVE, zgodna z odkształceniem rzędu II, powoduje zgi-
nanie RVE i prowadzi do jakósciowo poprawnego, w porównaniu do rozwiązania referencyjnego,
rozkładu zastępczych odkształceń plastycznych w RVE. W przypadku homogenizacji rzędu I obser-
wowana jest niezdolność do otworzenia poprawnego rozkładu wielkości mikroskopowych, bo RVE
się nie zgina. W ogólnym przypadku, gdy komponenty kompozytu miękną lub pękają analiza, dla
homogenizacji rzędu I, będzie prowadzić do błędnych wyników. Ponadto można zauwȧzyć, że na-
prę̇zeniowe warunki brzegowe prowadzą do niewłaściwej deformacji RVE oraz błędnej dystrybucji
ekwiwalentnych odkształceń plastycznych.

Rysunek 7.4: Rozkład naprężén (po lewej) i zastępczych odkształceń plastycznych (po prawej), dla
zadania referencyjnego

Ilościowa analiza rozkładu odkształceniaεx i naprę̇zeniaσx wzdłuż przekroju AA została przed-
stawiona odpowiednio na wykresach 7.6 i 7.7. Na wykresach można zauwȧzyć zaskakująco dobrą
zgodnósć między rozwiązaniem referencyjnym, a rozwiązanym otrzymanym dla ósrodka gradien-
towego. Wyniki dla ósrodka gradientowego, ze względu na zerowanie w zadaniu sprężystym sy-
metrycznej czę́sci odkształcenia rzędu II, są identyczne, jak dla ośrodka mikropolarnego, por. [20].
W przypadku homogenizacji rzędu I widzimy niezdolność do odtworzenia poprawnego rozkładu
naprę̇zén i odkształcén po wysokósci RVE, chociȧz ich wartósć średnia po RVE jest równa wartości
dla rozwiązania referencyjnego.
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Rysunek 7.5: Deformacja RVE i rozkład ekwiwalentnych odkształcén plastycznych w RVE

Podsumowując, metoda CH pozwala na redukcję makroskopowych stopni swobody. Dodatkowo
następuje rozprzężenie zadania. Niezależne obliczanie makroskopowych miar naprężén i materia-
łowych operatorów sztywności, dla kȧzdego RVE przydzielonego do punktu całkowania Gaussa,
pozwala wydłu̇zyć krok przyrostowy.

Metoda CH rzędu I nie daje poprawnego rozkładu wielkości mikroskopowych dla zadań o słabo
rozdzielonych skalach makro od mikro, co w ogólnym przypadku będzie prowadzić do niemiaro-
dajnych rezultatów w skali makro. Metoda CH rzędu II zaskakująco dobrze, jakósciowo i ilościowo,
odtwarza rozkłady mikronaprężén i mikroodkształcén.

Dla testu czystego zginania przemieszczenia są wielomianami drugiego stopnia. Przyczyną tego
jest brak ró̇znic między rozwiązaniem klasycznym, a gradientowym w skali makro. Dla zadán,
o złożonych stanach naprężén, różnice między opisem klasycznym będą zauważalne, co zostanie
pokazane w następnych przykładach.

7.2 Testścinania

Test ścinania cienkiej warstwy służy jakósciowej analizie wpływu wymiaru charakterystycznego
RVE na rozwiązanie. W téscie rozwȧzono przypadki o ró̇znym stopniu statystycznej reprezenta-
tywności RVE, analizując jej wpływ na dokładność oszacowanych naprężén i odkształcén.

W skali makroskopowej problem został postawiony, jak w podrozdziale 5.4.2, por. rys. 5.7.
Wpływ charakterystycznego rozmiaru mikrostruktury na rozwiązanie został przedstawiony przez
rozwȧzenie dwóch przypadków, z grubością ścinanej warstwyH = 10.0mm i H = 1.0mm. Do
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dyskretyzacji zadania w skali makro zastosowano100 elementów typu Q18G16L4, który został
omówiony w podrozdziale 5.2.

Rysunek 7.8: Rozkład funkcji zbioru poziomującego i geometria losowego RVE o stałymVf ≈ 0.12
i L= 0.6mmoraz dwa wariantyrave= 0.032mm i rave= 0.016mm

Na poziomie mikroskali rozwȧzano sprę̇zystą matrycę o losowo rozłożonych, sferycznych otwo-
rach (otwory stanowią12% objętósci materiału), por. rys. 7.8. Parametry materiału odpowiada-
ją sprę̇zystemu zakresowi pracy stali T67CA, tzn. przyjęto moduł YoungaE = 210GPa i mo-
duł Poissonaν = 0.3. Do skónczenie elementowej aproksymacji RVE zastosowano nieregularną
siatkę złȯzoną z 24427 elementów CST o charakterystycznym wymiarze elementu skónczonego
he = 0.008mm. Losowo rozłȯzone otwory były modelowane, niezależnie od wygenerowanej siatki
elementów za pomocą metody zbiorów poziomujących w rozszerzonej metodzie elementów skoń-
czonych, por. rozdział 5.5. Rozważano dwa przypadki o ró̇znych średnich wartósciach promieni
otworów, przy stałym wymiarze boku RVE (L= 0.6mm) i stosunku objętósci otworów do matrycy
(Vf ≈ 0.12). Przyjętośrednie wartósci promieni otworówrave= 0.032mm i rave= 0.016mm, np.
geometria arbitralnie wybranych RVE przedstawiona jest odpowiednio po lewej stronie i prawej
stronie na rys. 7.8.

Dla kȧzdego z przypadków wysokości ścinanej warstwyH =10mm iH =1.0mm oraźsrednie-
go promienia otworówrave= 0.032mm i rave= 0.016mm wylosowano 100 geometrii RVE. RVE
zadawano standardowe warunki brzegowe, tzn. naprężeniowe, periodyczne i przemieszczeniowe.
Łącznie przeprowadzono 2x2x100x3=1200 dwuskalowych symulacji ścinania cienkiej warstwy z
porowatym materiałem, wynikających z przyjętych: 2 grubości warstw, 2 promieni otworów, 3 w.b.
i 100 losowán.

Rozkład odkształceniáscinającego i jego gradientu, wzdłuż wysokósci warstwy dla przemiesz-
czeniowego wymuszenia deformacji RVE i arbitralnie wybranej geometrii RVE znajduje się na
rys. 7.9. Wykresy obrazują wpływ grubości ścinanej warstwy na rozkład makro odkształceń rzędu
I i II.

Rysunki w górnym prawym i dolnym lewym rogu na rys. 7.9 przedstawiają deformacje RVE i
rozkład mikroskopowych naprężén ścinających. Łatwo mȯzna zauwȧzyć, że, dla punktu ẃsrodku
warstwy, dla którego makroodkształcenie rzędu II jest równe zero (por. rys. 7.9 w górnym prawym
rogu), RVE poddane jest wyłącznieścinaniu, a rozkład mikroskopowych fluktuacji naprężén ścina-
jących jest równomiernie rozłożony wzdłu̇z wysokósci RVE. Dla punktu, który znajduje się blisko
dolnego brzegúscinanej warstwy odkształcenie rzędu II, ma wartość różną od zera. Z tej przyczy-
ny, obserwując deformacje RVE można zaouwȧzyć gradient makroodkształceń ścinających wzdłu̇z
wysokósci RVE (rys. 7.9 w dolnym lewym rogu). Przyglądając się rozkładowi mikronaprę̇zén ści-
nających, zauwȧzymy ich narastanie wzdłuż wysokósci RVE w wyniku wymuszonej deformacji
zgodnej z makroodkształceniem rzędu II.

Zestawienie wartósci średnich makronaprężén ścinających znajduje się w tab. 7.1. Zwraca uwa-
gę, że naprę̇zeniowe i przemieszczeniowe warunki brzegowe dają oszacowanie odpowiednio od
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Rysunek 7.9: Wykresy zależnósci úsrednionych mikroodkształceń rzędu I i II wzdłu̇z wysokósci
ścinanej warstwy, dla stałego stosunku objętości otworów do objętósci matrycyVf ≈ 0.12 oraz
wymiaru RVEL/H = 0.06. Deformacja RVE i rozkład mikronaprężén ścinających dla przypadku
L/H = 0.06

dołu i od góry. Periodyczne warunki brzegowe dają oszacowanie lėzące pomiędzy nimi. Dla RVE
o średnim promieniu otworówrave= 0.032mm, odchylenie standardowe makronaprężén ścinają-
cych jest większe od odchylenia standardowego makronapr˛eżeniaścinającego dla RVE ósrednim
promieniu otworówrave= 0.016mm. Wynika to z faktu,̇ze ró̇znica między oszacowaniem gór-
nym i dolnym jest mniejsza dla RVE, w któryḿsrednia wartósć promienia otworów jest mniejsza.
Tłumaczy się to tym,̇ze statystyczna reprezentatywność RVE jest większa dlarave= 0.016.

Zalėznósci zestawione w tab. 7.1 odzwierciedlają histogramy na rys. 7.10 i rys. 7.11. Na rys. 7.10
przedstawiono histogramy dla każdego z rozwȧzanych przypadków, zestawiając ze sobą różne ty-
py narzucania deformacji RVE. Na histogramach z rys. 7.11 przedstawiono wartósci średnie ma-
kronaprę̇zén ścinających, otrzymanych dla periodycznych warunków brzegowych dlaH = 10mm
i H = 1.0mm. Analiza histogramów potwierdza wnioski wyciągniętez analizy tab. 7.1. Na ry-
sunkach 7.12, 7.13 przedstawiono rozkłady makronaprężén ścinającychσxy po grubósci ścinanej
warstwy.

Podsumowując powẏzsze uwagi, mȯzna wyciągną́c wnioski,że test cienkiej́scinanej warstwy,
uwzględnienie warunków brzegowych wyższego rzędu prowadzi do niejednorodnego stanu makro-
odkształcén i markonaprę̇zén ścinających. Poprzez odpowiednie nałożenie warunków brzegowych,
na lewej i prawej krawędzi, pozostałe składowe naprężén i odkształcén są równe zeru.

Testścinanej warstwy daje różne rozwiązania w zależnósci od grubósci warstwy. Dla grubósci
warstwy między1.0mm i 10mm ró̇znice między rozwiązaniem dla ośrodka klasycznego i gradien-
towego są du̇ze (efekt skali).
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Tabela 7.1: Zestawienie wartości średniej makronaprężén ścinających i ich odchylenia standardo-
wego

H tave średnia standardowe odchylenie
Przemieszczeniowe w.b. 10 0.0320.11621 0.00057392

Periodyczne w.b. 10 0.0320.11557 0.00054202
Naprę̇zeniowe w.b. 10 0.032 0.11507 0.00059218

Przemieszczeniowe w.b. 10 0.0160.11557 0.0035448
Periodyczne w.b. 10 0.0160.11464 0.0034561

Naprę̇zeniowe w.b. 10 0.016 0.11333 0.0031305
Przemieszczeniowe w.b. 0.1 0.0321.1613 0.0057411

Periodyczne w.b. 0.1 0.032 1.1560 0.0059238
Naprę̇zeniowe w.b. 0.1 0.032 1.1510 0.0059238

Przemieszczeniowe w.b. 0.1 0.0161.1560 0.035458
Periodyczne w.b. 0.1 0.016 1.1467 0.034571

Naprę̇zeniowe w.b. 0.1 0.016 1.1336 0.031315
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Rysunek 7.10: Histogramy wartości średnich makronaprężén ścinających w zalėznósci od typu wa-
runków brzegowych nałȯzonych na brzeg RVE

Testścinania bada statystyczną reprezentatywność dla jednej zalėznósci między makroodkształ-
ceniemścinającym, a makronaprężeniemścinającym. Dla uzyskania pełnej odpowiedzi, czy dane
RVE jest statystycznie reprezentatywne dla innych składowych tensora naprężén, nalėzy przeprowa-
dzić testy dla innych stanów odkształceń. Problem statycznej reprezentatywności RVE i jej wpływu
na miary makroskopowe rozważany był w pracy [26], gdzie zajmowano się homogenizacją rzędu I
mirostruktury, w której jeden ze składników pęka.
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Rysunek 7.11: Histogramy wartości średnich makronaprężén ścinających w zalėznósci odśredniej
wartósci promienia otworu dla periodycznych warunków brzegowych
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Rysunek 7.12: Rozkład makronaprężén ścinających wzdłu̇z grubósci warstwy dlaH = 1.0mm, dla
maksymalnych i minimalnych wartości, spósród100 losowo wygenerowanych geometrii RVE

Nalėzy dodác, że dla niejednorodnych materiałów losowych ich wymiar charakterystyczny jest
wielkością, która w ogólnósci powinna býc wyznaczona w sposób doświadczalny. Aktualny stan
wiedzy nie pozwala podać związku między mikrostrukturalną budową materiału niejednorodnego a
wymiarem charakterystycznym RVE.

Na koniec rozwȧzony jest problem wymiaru charakterystycznego i statystycznie reprezenta-
tywnej objętósci przydzielonej makroskopowemu punktowi. Wymiar charakterystyczny definiuje
objętósć otoczenia punktu w skali makro. Z drugiej strony staramy się, by objętósć przydzielona do
punktu zawierała du̇zą liczbę niejednorodności (tak du̇zą na jaką pozwala nam moc obliczeniowa
komputera). W powẏzszym téscie załȯzono,że wymiar charakterystyczny niejednorodności (tutaj
promién mikrootworu) jest nieistotny. Zauważono, że w rozwȧzanym przykładzie, istotnym jest
stosuneḱsredniego promienia mikrootworu dośredniej odległósci między otworami.
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Rysunek 7.13: Rozkład makronaprężén ścinających wzdłu̇z grubósci warstwy dlaH = 10mm, dla
maksymalnych i minimalnych wartości, spósród100 losowo wygenerowanych geometrii RVE

7.3 Test indentacji

Na przykładzie testu indentacji przedstawiona zostaje metoda CH rzędu II, która znacząco redukuje
liczbę stopni swobody i poprawnie opisuje efekt skali.

Test indentacji wymaga opisu opartego na dużych przemieszczeniach i deformacjach. Zmusza
to do rozpatrzenia istotnych zjawisk fizycznych i chemicznych zachodzących na poziomie mikro-
struktury. Symulacja numeryczna indentacji z tych przyczyn staje się bardzo złożona. Więcej, iden-
tyfikacja istotnych zjawisk, zachodzących w szczególnym materiale wielofazowym, nie może się
odbýc bezścisłej współpracy materiałoznawcy, eksperymentatora i mechanika.

Z tych przyczyn poczyniono szereg założén uniemȯzliwiających ilósciową analizę otrzyma-
nych wyników. Przeprowadzony w pracy test indentacji może jednak słu̇zyć jakósciowej analizie
otrzymanych rezultatów, prowadząc do głębszego zrozumienia problemu indentacji materiałów z
mikrostrukturą oraz eksponuje zalety podejścia prezentowanego w pracy.

W pracy przyjęto,̇ze przemieszczenia są małe i zastosowano liniowe miary odkształcén. Nie-
liniowości wynikają z jednostronnych warunków brzegowych, opisujących kontakt między sztyw-
nym indenterem, a niejednorodnym sprężysto-plastycznym ciałem. Dodatkowo założono płaski stan
odkształcén. Poszerzenie opisu o nieliniowości geometryczne oraz uwzględnienie zjawiska pękania
komponentów kompozytu jest możliwe w ramach prezentowanej metody [44].

Rozwȧzono próbkę o wymiarze20.48 mm, w którą wciskano indenter o kącie rozwarcia1500.
Ze względu na symetrię dyskretyzowano jedynie połowę. Indenter wcísnięto na maksymalną głę-
bokósć 0.0875 mm. Ze względu na du̇zy rozmiar ciała w porównaniu z głębokością indentera zbu-
dowano siatkę elementów skończonych, dla której rozmiar charakterystyczny elementu zawierał się
w przedzialehe ∈ [0.0025mm,0.16mm], por. rys. 7.14. Do skónczenie elementowej dyskretyzacji
zastosowano element mieszany Q18G16L4, omówiony w podrozdziale 5.2.

Założenie o geometrycznej liniowości oraz szczególny charakter problemu pozwalają na pew-
ne uproszczenia. Za [75] dla geometrycznie linowego problemu rozwȧzono kontakt typu węzeł do
węzła (ang.node to node). Dodatkowo, potencjalną strefę kontaktu można z góry załȯzyć, a jej po-
wierzchnię poprawiác w sposób iteracyjny, sprawdzając na każdym kroku wartósć sił węzłowych
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Rysunek 7.14: Siatka elementów skończonych typu Q16G16L4

w załȯzonej strefie. Nie uwzględniono tarcia, gdyż na podstawie [13, 69] wiadomo,że dla du̇zych
kątów rozwarcia stȯzka indentera wpływ sił tarcia na siłę oporu indentera jestpomijalnie mały. Taki
algorytm postępowania nie jest wystarczający dla szerszej klasy problemów kontaktu ciał odkształ-
calnych, jednak w rozpatrywanym problemie algorytm jest efektywny i prowadzi do poprawnych
rezultatów.

Na dolnej krawędzi próbki, w skali makro odebrano możliwość przemieszczén w kierunku pio-
nowym i wymuszono zerową wartość gradientu przemieszczenia pionowego w kierunku pionowym.
Na lewej i prawej krawędzi odebrano możliwość przesunięcia poziomego i założono zerową wartósć
gradientu przemieszczenia poziomego w kierunku poziomym.W strefie kontaktu wymuszano od-
powiednią wartósć przemieszczenia pionowego i gradientu przemieszczenia pionowego w kierunku
pionowym.

Matryca (aluminium):
Em= 70GPa
νm= 0.33
Ym= 460∗10MPa
Hm= 70MPa

Inkluzja (krzem)
Ei = 450GPa
νi = 0.17

L

0.
4L

Vf = 0.251

Rysunek 7.15: Dyskretyzacja RVE

Do kȧzdego punktu całkowania Gaussa przydzielony jest RVE, którego dyskretyzacja przedsta-
wiona jest na rys. 7.15. Stałe materiałowe matrycy i inkluzji odpowiadają odpowiednio aluminium i
krzemowi, w sprę̇zystym zakresie ich pracy. Należy podkréslić, że test ten nie jest próbą symulacji
indentacji kompozytu stopu aluminium i krzemu, gdyż załȯzenia są zbyt mocne. Przeprowadzono
obliczenia dlaL = 0.001 mm,L = 0.002 mm i L = 0.004 mm. Zastosowano przemieszczeniowy
typ warunków brzegowych, wymuszających deformację RVE.
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Do dyskretyzacji matrycy w RVE zastosowano elementy Q4 z jednym punktem całkowania
Gaussa i stabilizacją. Do dyskretyzacji inkluzji w RVE zastosowano elementy CST, por. rys. 7.15.
Łączna liczba stopni swobody, użytych do dyskretyzacji matrycy i inkluzji w RVE, wynosi2346.
Warto dodác, że gdyby mikrostrukturalną budowę kompozytu modelowanow sposób bezpósredni,
to rozwȧzany test indentacji podsiadałby około246e9, 61e9 i 9e9 stopni swobody, odpowiednio
dla L = 0.001 mm,L = 0.002 mm i L = 0.004 mm. Obliczenia o takiej liczbie stopni swobody
przekraczają mȯzliwości komercyjnych programów oraz zapotrzebowanie na moc obliczeniową i
pamię́c współczesnych komputerów.

150

h

s por. rys. 7.18

Rysunek 7.16: Przemieszczenie w otoczeniu indentera

Analiza dwuskalowa została przeprowadzona dla elementów owymiarze charakterystycznym
he ¬ 0.01mm, por. rys. 7.14 po prawej stronie. Dla pozostałych punktów całkowania wczésniej ob-
liczono sprę̇zyste operatory sztywności dla analizowanego kompozytu. Na rys. 7.16 przezh ozna-
czono głębokósć indentacji, a przezs powierzchnię kontaktu. Rys. 7.16 przedstawia deformacje
siatki w otoczeniu indentera dlah= 0.05 mm iL= 0.002mm.

Rys. 7.17 przedstawia rozkład makroskopowych naprężén w otoczeniu indentera. Koncentracja
makronaprę̇zén σx i σy występuje bezpósrednio pod indenterem. Koncentracja naprężén ścinają-
cych oddalona jest od górnej krawędzi ciała, ze względu nabrak tarcia między indenterem a ciałem.
Warto zwrócíc uwagę,że w gradientowym opisie ośrodka ciągłego nie wystęłpują osobliwości.
Dodatkowo analizowano sprężysto-plastyczny problem, w którym nie występują osobliwości pola
naprę̇zén.
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σx σy σxy

Rysunek 7.17: Makroskopowe naprężenia

Rysunek 7.18: Deformacja i rozkład mikronaprężén w punkcie całkowania Gaussa znajdującym się
bezpósrednio pod indenterem, por. rys. 7.16

Analiza przeprowadzona za pomocą metody CH, w przeciwieństwie do metod analitycznych,
dostarcza informacji o rozkładach mikrowielkości. Na rys. 7.18 zamieszczone jest mikroskopowe
pole deformacji po lewej i rozkład ekwiwalentnych mikroodkształcén plastycznych po prawej. Na
tym rysunku mȯzna zauwȧzyć istotny wpływ odkształcén wyższego rzędu na deformacje RVE, co
tłumaczy wpływ wymiaru charakterystycznego na postać rozwiązania. Dodatkowo widać wpływ
narastania odkształceń ściskających, od lewej do prawej, wywołanych stożkowym kształtem in-
dentera. Rozkład ekwiwalentnych mikroodkształceń plastycznych z pozoru nie odpowiada postaci
deformacji, poniewȧz zalėzą one od historii deformacji.

Na rys. 7.19 zamieszczonościėzkę równowagi, tzn. zalėznósć siły oporu indenteraF od głę-
bokósci indentacjih. Jako odniesienie podano rozwiązanie problemu indentacji, dla próbki wy-
konanej wyłącznie z materiału inkluzji i rozwiązanie problemu indentacji, dla próbki wykonanej
wyłącznie z materiału matrycy. Na rysunku widać wpływ wymiaru charakterystycznegoL na roz-
wiązanie. Im wymiar jest mniejszy tym twardość, okréslona jako stosunekF do h, jest większa.
Materiały o małej wielkósci ziarna są twardsze. Na analizowanym rysunku cienką, przerywaną linią
przedstawiono rozwiązanie dla zadania sprężystego, grubą, ciągłą linią przedstawiono rozwiązanie
sprę̇zysto-plastyczne.

Efekt skali mȯzna równiėz obserwowác na rys. 7.20 obrazującym zależnósć siły oporu indentera
F od długósci strefy kontaktus. Podobnie, jak na rys. 7.19 wartość siły oporu indenteraF zalėzy
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Rysunek 7.19: Zalėznósć głębokósci siły oporu indenteraF od głębokósci indentacjih
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Rysunek 7.20: Zalėznósć siły oporu indenteraF od długósci strefy kontaktus

zarówno od wymiaru charakterystycznego RVE, jak też od tego czy materiał jest sprężysty czy
sprę̇zysto-plastyczny.

Dla odmiany, na rys. 7.21 efekt skali jest niezauważalny. Zalėznósć głębokósci indentacjih od
długósci strefy kontaktus zalėzy wyłącznie od tego, czy analizowany materiał jest sprężysty czy
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Sprę̇zyste

Rysunek 7.21: Zalėznósć głębokósci indentacjih od długósci strefy kontaktus

sprę̇zysto-plastyczny. Długósć strefy kontaktu nie jest funkcją wymiaru charakterystycznego RVE.
Nalėzy zwrócíc uwagę,że gdyby kalibrowác parametry modelu materiały na podstawie do-

świadczenia indentacji, dla którego obserwowany jest efekt skali, a następnie dla skalibrowanych
parametrów np. porównać ściėzkę równowagi dla dóswiadczenia jednoośowego rozciągania źsciėz-
ką równowagi otrzymaną, ze symulacji komputerowej, to dla klasycznego opisu kontinuum obser-
wowane będzie zaniżona sztywnósć materiału. Z tej przyczyny by uzyskać miarodajne rezultaty, do
symulacji testu indentacji materiałów z mikrostrukturą,która ma pewien wymiar charakterystyczny,
nalėzy posługiwác się nieklasycznym opisem ośrodka ciągłego.
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Rozdział 8

Sieci neuronowe w numerycznej
homogenizacji

Dla materiałów niejednorodnych wymiar charakterystycznymikrostruktury nie jest wyznaczany w
wyniku procesu homogenizacji, lecz jest on parametrem modelu, który nalėzy okréslić na podstawie
doświadczenia.

Rozwȧzona zostanie metoda estymacji wymiaru charakterystycznego RVE. Celem weryfikacji
proponowanego podejścia, wykorzystano numeryczny test indentacji opisany w poprzednim roz-
dziale, który będzie traktowany jako pseudo-doświadczenie. Ograniczono się do przypadku spręży-
stego, jednak prezentowane podejście mȯze zostác zastosowane do bardziej złożonych materiałów.

Przyjęto,że parametry konstytutywnych związków fizycznych, składników mikrostruktury zo-
stały okréslone na podstawie odrębnych doświadczén. Po wykonaniu pseudo-doświadczenia, iden-
tyfikowany jest wymiar charakterystyczny RVE.

Ze względu na du̇zą liczbę informacji (dla344 próbek wykonano35 zagłębién indentera, gdzie
mierzono wartósci siły oporu indenteraF i powierzchni kontaktus indentera z próbką), wykonana
jest dekompozycja danych według składników głównych [28, 55] (ang.Principal Component Ana-
lysis, PCA). Dla problemu odwrotnego identyfikacji wymiaru charakterystycznego, budowany jest
model za pomocą bayesowskiej sztucznej sieci neuronowej (BSSN). BSSN jest uczona za pomocą
danych otrzymanych z pseudo-doświadczenia.

8.1 Analiza składników głównych dla testu indentacji

Analiza składników głównych (PCA) jest metodą, która prowadzi do redukcji danych. Oparta jest na
liniowej transformacji do nowego układu współrzędnych, dla którego zbiór danych ma największą
wariancję gdy jest rzutowany na pierwszą oś główną. Zbiór danych rzutowany na drugą oś współ-
rzędnych ma drugą w kolejności największą wariancję, itd. [28] Transformując dane do układu
składników głównych, a następnie zmniejszając wymiar przestrzeni danych do wymiarów mają-
cych istotną wariancję, liczba danych zostaje zredukowana.

Dane, o zerowej wartósci średniej, wyrȧzone są za pomocą wektora losowego

x= [ĥ1, ĥ2, . . . , ĥ35, F̂1, F̂2, . . . , F̂35, ŝ1, ŝ2, . . . , ŝ35]
T, (8.1)

gdzieĥi,F̂i i ŝi są odpowiednio głębokością zagłębienia indentera, wartościami siły oporu indentera
i powierzchni kontaktu, pomierzonymi w35 krokach. Wielkósć losowa (oznaczona daszkiem̂a) jest
okréslona wzorem̂a= (a−E[a])/E[a]. Macierz korelacji jest okréslona wzorem

Rxx ≈
1

p

p∑

k=1

xkx
T
k =
1

p
XXT, (8.2)
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gdziep = 344 jest liczbą przeprowadzonych pseudo-doświadczén dla pomierzonychh, s i F . Ma-
cierz danychX dana jest wzoremX= [x1,x2, . . . , xp].

Macierz autokorelacjiRxx jest macierzą symetryczną i dodatnio określoną, dla której wartósci
własneλj są liczbami rzeczywistymi i dodatnimi. Wiadomo również, że skojarzone z wartościami
własnymi wektory własnewj są do siebie ortogonalne. Wektory i wartości własne powiązane są
zalėznóscią

Rxxwj = λjwj. (8.3)

MacierzW= [w1,w2, . . . ,wp]T jest macierzą przekształcenia PCA do układu składników głów-
nych, zatem mamy transformacje [28]

Y =WX (8.4)

do przestrzeni składników głównych, gdzie wektorY = [y1, y2, . . . , yp]T.
Za [55] mȯzna pokazác, że transformacja PCA jest rozkładem macierzy korelacji według warto-

ści własnych. Wektory własne, odpowiadające pierwszym wartościom własnym (uporządkowanym
od największej do najmniejszej wartości), mają największy wkład w wariancję danych.

8.2 Bayesowskie sieci neuronowe

W tym podrozdziale rozwȧzane zostanie podejście oparte na BSSN, której uczenie oparto na twier-
dzeniu Bayesa:

Pr(A|B) = Pr(B|A)Pr(B)
Pr(A)

, (8.5)

gdzie odpowiedno: Pr(A) i Pr(B) jest prawdopodobiénstwem zaj́scia zdarzeniaA i B, Pr(A|B) i
Pr(B|A) są prawdopodobiénstwami warunkowymi zajścia zdarzeniaA i B, odpowiednio pod wa-
runkiem,że zaszło zdarzenieB i A.

Za [10] podane zostaną główne zalety prezentowanego podejścia:

• metody oparte na minimalizacji błędu uczenia stanowią szczególny przypadek podejścia bay-
esowkiego

• regularyzacja ma naturalną interpretację dla metody uczenia SSN opartej na podejściu Bay-
esa.

Powszechnie stosowana jest technika uczenia SSN oparta na maksymalizacji funkcji wiarygod-
ności (ekwiwalentna do minimalizacji funkcji błędu), któraprowadzi do jednego zbioru wartości,
wag sieci neuronowej. Dla sieci neuronowych, uczonych za pomocą wnioskowania bayesowskiego
podej́scie jest inne: poszukujemy funkcji gęstości prawdopodobiénstwa (FGP), dla której wartości
wag są zmienną losową. Charakter FGP reprezentuje stopień niepewnósci co do ró̇znych wartósci
wag. FGP dla wag na początku przyporządkowany zostaje pewien z góry załȯzony rozkłada priori.
Po przedstawieniu SSN zbioru danych uczących, otrzymujemy FGPa posterioridla wag.

W przypadku klasycznych metod uczenia SSN, złożonym obliczeniowo elementem jest mi-
nimalizacja funkcji błędu. Dla podejścia bayesowskiego, złożonym obliczeniowo momentem jest
całkowanie po wielowymiarowej przestrzeni wag. Analityczne metody lub standardowe metody
numerycznego całkowania zawodzą dla funkcji spotykanychw rozwȧzanej metodzie uczenia SSN.
Z tych przyczyn, dla rozwȧzanego podejścia, stosowane są metody, które przy całkowaniu stosują
losowe próbkowanie po wielowymiarowej przestrzeni wag. Takie metody są oparte na podejściu
Monte Carlo, por. [5].
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Metoda uczenia SSN oparta na podejściu bayesowskim, jest zbyt złożona, by pełen jej opis mógł
być zamieszczony w tej pracy, z tej przyczyny ograniczono siędo jej podstawowych wzorów. Funk-
cja gęstósci rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej wag oznaczona jest przezp(w), gdzie
w = [w1, . . . , wW ]. Zbiór wyjść danych uczących oznaczony zostanie przezD ≡ {L̂1, . . . , L̂N}.
Gdy dane uczące zostaną przedstawione, zgodnie z twierdzeniem Bayesa, mȯzemy napisác wyra-
żenie na funkcje rozkładu gęstości prawdopodobiénstwaa posteriori:

p(w|D) = p(D|w)p(w)
p(D) , (8.6)

gdzie wyrȧzenie w mianowniku jest współczynnikiem normalizującym danym wzorem

p(D) =
∫
p(D|w)p(w)dw. (8.7)

Funkcja wiarygodnóscip(D|w) reprezentuje model szumu dla danych wyjściowych.
Algorytm uczenia bayesowskiego wygląda następująco. Zaczynamy od pewnego prawdopodo-

bieństwaa priori p(w). Poniewȧz mamy małą wiedzę na temat, jakie powinny być wagi SNN,
zatem funkcja gęstości prawdopodobiénstwaa priori powinna wyrȧzác pewne ogólne włásciwósci,
np. gładkósć funkcji. Po uwzględnieniu danych pomiarowych, na podstawie twierdzenia Bayesa
(8.6), obliczona jest FGPa posteriori. FGPa posterioribędzie bardziej zwarta niż FGPa priori,
tzn. wariancja wag będzie mniejsza, ponieważ dostarczona została informacja, które wartości wag
są bardziej spójne z obserwacją. Warto dodać, że aby obliczýc FGPa posteriorinalėzy przyją́c FGP
a priori p(w) i założyć warunkowe FGPp(D|w).

Ważnym elementem bayesowskiego podejścia uczenia SSN jest marginalizacja, która dla sta-
tycznego modelu, daje przewidywane wartości danych wyj́sciowych na podstawie prawdopodo-
bieństwa rozkładu waga posteriorii danych wej́sciowych. Dla obliczonej FGP, w wyniku margi-
nalizacji, wartósć oczekiwana wyj́scia jest okrésloba wzorem

< L̂ >=
∫
BSNN(y,w)p(w|D)dw. (8.8)

8.3 Identyfikacja charakterystycznego wymiaru RVE na przy-
kładzie testu indentacji

8.3.1 Komputerowa symulacja testu indentacji

Za pomocą autorskiego programu wieloskalowego MES opartego na metodzie CH, przeprowadzona
została symulacja testu indentacji. Przyjęto siatkę MESna poziomie mikro i makro, tak jak w pod-
rozdziale 7.3. Ze względu na złożonósć problemu ograniczono się do zadań liniowo-sprę̇zystych.

Aby przeprowadzíc komputerową symulacje testu indentacji losowano zbiór próbek za pomocą
generatora liczb losowych. Przyjęto,że próbki są niejednorodne, a parametry równań konstytutyw-
nych składników kompozytu (matrycy i inkluzji) fluktuują wokół pewnej wartósci średniej z pewną
wariancją. W téscie kȧzda próbka miała wylosowany moduł Younga dla matrycy i inkluzji, za po-
mocą generatora liczb losowych próbkującego z rozkładu Gaussa.

Celem rozwȧzanej metody jest estymacja wymiaru charakterystycznego,który jest funkcją da-
nych pomiarowych. Aby otrzymać aproksymacje poszukiwanej funkcji, za pomocą symulacjiMES,
wygenerowano zbiór danych za pomocą generatora liczb losowych, losując dla kȧzdej próbki wy-
miar charakterystycznyL. Rozkład prawdopodobieństwa dlaL wybrano, opierając sie na hipotezie,
że wymiar charakterystyczny jest zawsze większy od zera i jego rozkład prawdopodobieństwa jest
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niesymetryczny. Na tej podstawie rozważano rozkład prawdopodobieństwa Lognormalny i rozkład
prawdopodobiénstwa Gamma. Do obliczeń wybrano rozkład Gamma (nie istnieje literatura poświę-
cona temu zagadnieniu).
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Rysunek 8.1: Histogram dla wymiaru charakterystycznegoL dla 344 losowán według rozkładu
Gamma o parametrachk = 2 i θ = 2, przeskalowanego os = 10−3 i przesuniętego o wartość w =
0.5e−3

Wymiar charakterystycznyL jest okréslony rozkładem prawdopodobieństwa Gamma o parame-
trachk = 2 i θ = 2, funkcja gęstósci prawdopodobiénstwa okréslona jest wzorem:

p(L,k,θ) = xk−1
e−x/θ

θkΓ(K)
dla x 0, (8.9)

gdzieΓ(k) =
∫∞
0 tk−1e−k dt. Wylosowane wartósci z rozkładu Gamma skalowano o wartość s =

10−3 i przesuwano o wartósćw=0.5e−3. Histogram dla344 losowán umieszczony jest na rys. 8.1.
W dalszej czę́sci pracy wymiar charakterystycznyL jest identyfikowany po uprzednim podziale
zbioru na czę́sć do uczenia o liczebności144 elementów, a pozostała część użyta jest do testowania.
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Rysunek 8.2: Histogram dla modułu Younga matrycyEm i modułu Younga inkluzjiEi dla 344
losowán według rozkładu normalnego o parametrachµ= 70, σ2 = 100 i µ = 450, σ2 = 500, odpo-
wiednio dla matrycy i inkluzji
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Dla ustalonych wartósci parametrów związków konstytutywnych składników mikrostruktury,
danej́sciėzce równowagi odpowiada dokładnie jeden wymiar charakterystyczny RVE. Na podstawie
danejściėzki równowagi jednoznacznie można obliczýc wymiar charakterystycznyL.

W rzeczywistósci, kȧzda z badanych w laboratorium próbek jest inna, parametry związków
fizycznych są ró̇zne, pomiary wykonywane są ze skończoną dokładnóscią. Z tego powodu do symu-
lacji doświadczenia przyjęto,̇ze parametry związków fizycznych składników materiału wielofazo-
wego fluktuują wokół pewnej wartości średniej. Losowano moduły Younga, matrycyEm i inkluzji
Ei z rozkładu normalnego, o ustalonej wartości średniej i odchylenia standardowego, przyjmując
parametry rozkładu normalnego:µ= 70, σ2 = 100 i µ= 450, σ2 = 500 odpowiednio dla matrycy i
inkluzji. Na rys. 8.2 zamieszczono histogramy wylosowanych 344 dla modułów Younga matrycy i
inkluzji.

8.3.2 PCA

Dla rozwȧzanego testu indentacji pierwsze 3 wartości własne są równe

λ1 = 0.055, λ2 = 8.69e−06, λ3 = 4.83e−6.

Poniewȧz pierwsza wartósć własna ma znacznie większy wkład w wariancję, niż pozostałe, analiza
jest ograniczona do wektora pierwszego składnika głównego. Wektor pierwszego składnika głów-
nego dany jest wzorem

Ŷ =w1X, (8.10)

gdziew1 jest wektorem własnym, odpowiadającym największej wartości własnejλ1. Zatem współ-
czynnikiyk wektoraŶ są kombinacją liniową wektorów losowychxk.

Transformacja PCA minimalizuje wartość oczekiwaną błędu rekonstrukcji danych określonego
wzorem

Er = E[‖X−wT
1Ŷ‖], (8.11)

który mȯze býc okréslony zalėznóscią

Er =
p∑

i=2

λi. (8.12)

Dla rozwȧzanego przypadku błąd rekonstrukcji wynosiEr = 2.52e− 5. Warto dodác, że analiza
PCA minimalizuje oczekiwaną wartość błędu rekonstrukcji i maksymalizuje oczekiwany błąd rzu-
towania, który dla naszego przypadku jest równy pierwszej wartósci własnej.

8.3.3 Regresja liniowa

Po wykonaniu transformacji PCA za pomocą regresji liniowej, wyznaczona został zależnósć mię-
dzy pierwszym składnikiem głównym, a identyfikowanym wymiarem charakterystycznymL, por.
rys. 8.3 po prawej. Dodatkowo na rys. 8.3 po lewej umieszczono zalėznósć między testowanym, a
przewidywanym wymiarem charakterystycznymL. Wyniki otrzymane za pomocą liniowej regresji
dla zbioru testującego, w szczególności dla du̇zych wartósci L, odbiegają znacząco od tych, któ-
re wynikają z analizy numerycznej. Dla podziału danych na144 elementowy zbiór uczący i200
elementowy zbiór testujący, maksymalny błąd testowaniadla zbioru testowania wynosi44%. Z tej
przyczyny w dalszej części pracy zostanie zaprezentowana metoda oparta na BSSN.

98



 1.2

 0.8

 0.6

 0.4

 0.2

 0.0

 1.0

−0.6 −0.4 −0.2  0.2  0.4 0.0

Dane Testowe

Dane Uczące
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Średni kwadrat błędu testowania0.0021

Korelacja testowania0.95

Ltestowe/Lave

L
pr

ze
w

id
yw

an
e/
L

av
e

Rysunek 8.3: Liniowa aproksymacja
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Rysunek 8.4: Estymowana wartośćL/Lave

8.3.4 BSSN

Do uczenia SSN metodą bayesowską wykorzystano ogólnie dostępny program [52]. Do uczenia
wybrano SSN o architekturze1− 16− 1 i sigmoidalnych funkcjach aktywacji. Skrypt napisany w
powłoce basha wywołujący funkcje programu [52] jest umieszczony poni̇zej:

#!/bin/sh

# Commands to apply a Bayesian neural network to the problem of identification
# intristic lenght scale.
# L. Kaczmarczyk

net-spec mylog.net 1 16 1 / - 0.05:0.5 0.05:0.5 - x0.05:0.5 - 100
model-spec mylog.net real 0.05:0.5

data-spec mylog.net 1 1 / myrdata@1:144 . myrdata@145:344 .

net-gen mylog.net fix 0.5
mc-spec mylog.net repeat 10 sample-noise heatbath hybrid 100:10 0.2
net-mc mylog.net 1
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mc-spec mylog.net sample-sigmas heatbath hybrid 1000:10 0.4
net-mc mylog.net 1000

Przewidywana wartósć wymiaru charakterystycznego RVE oraz jej wariancja przedstawione są
na rys. 8.4. Informacja o wariancji dlaL zmienia się zalėznie od ilósci informacji zawartej w zbio-
rze danych uczących i jest funkcją pierwszego składnika głównego. Na rys. 8.4 obserwujemy dużą
wariancje tam, gdzie jest mała liczba punktów zbioru uczącego. Wariancja wzrasta nieogranicze-
nie, gdy oddalamy się od przedziału, w którym zawarte są wartości y zbioru uczącego. Na postać
wariancji na rys. 8.4 ma wpływ przyjęty rozkład prawdopodobieństwa z którego losowanoL. Zało-
żony rokład prawdopodobieństwa Gamma odzwierciedla przekonanie do przewidywanej wartości
L. Rozkład prawdopodobieństwa, z którego losowane jestL odzwierciedla wiedzę ekspertaa priori.
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Rysunek 8.5: Neuronowe aproksymacje dla podziału danych na144 elementowy zbiór uczący i200
elementowy zbiór testujący

Po prawej na rys. 8.5 umieszczone są kwantyle10% i 90% dla rozkładu prawdopodobieństwaL,
pod warunkieṁze znana jest wartość y. W zalėznósci od problemu wariancja< L > przy znanym
y będzie ulegác zmianie. Dla przypadku stałych wartości parametrów fizycznych komponentów
mikrostruktury wariancja będzie równa zeru (przypadek idealny, w którym wszystkie próbki są
identyczne). Z kolei, gdy wzrasta niepewność, co do dokładnósci parametrów związków konstytu-
tywnych składników mikrostruktury wariancja będzie większa. Im większa wariancja rozkładów z
których losowanoEi i Em, tym większa będzie wariancja wartości oczekiwanejL. Nalėzy dodác,
że wartósci średnie i ich wariancje powinny być okréslone na podstawie odrębnych doświadczén
wykonanych dla kȧzdego z komponentów mikrostruktury.

Po lewej rys. 8.5 umieszczona jest zależnósć pomiędzy wartósciąL testowanego iL przewi-
dywanego przez bayesowską SSN. W porównaniu do liniowej regresji średni błąd kwadratowy i
korelacja uległy znacznej poprawie. Widać że maksymalny błąd predykcji jest znacznie mniejszy,
niż dla modelu liniowego.

Zastosowanie SSN do identyfikacjiL na podstawie testu indentacji nie wymusza przyjęciaa
priori postaci funkcji aproksymującej, co pozwala na aplikacje metody dla przypadków bardziej
złożonych. W szczególności dotyczy to problemów, gdy model ma większą liczbę wejść i pod
uwagę branych jest kilka pierwszych współczynników głównych.
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Rozdział 9

Uwagi końcowe i wnioski

Celem badán przedstawionych w pracy jest modelowanie materiałów z mikrostrukturą, która ma
pewien wymiar charakterystyczny.

Do budowy nowoczesnych konstrukcji stosowane są materiały o złożonej budowie. Ich wy-
korzystanie będzie tym lepsze im lepsze będą modele opisujące pracę tych materiałów. Modele
wieloskalowe, które uwzględniają istotne zjawiska zachodzące w mikroskopowej skali obserwacji,
umȯzliwiają projektowanie konstrukcji, które są lżejsze, bezpieczniejsze i oszczędniejsze.

Jest wiele metod, które służą opisowi zachowania niejednorodnego materiału. Makroskopowe
modele ciała oparte są na modelach fenomenologicznych materiałów niejednorodnych. Mȯzna rów-
nież dyskretyzwác mikroskopową budowę ciała. Te dwa podejścia mają pewne zalety, ale posiadają
też istotne wady. Często nie jest możliwa estymacja parametrów modelu fenomenologicznego za
pomocą dóswiadczenia. Z kolei, gdy dyskretyzowana jest mikroskopowa budowa ciała, numerycz-
ny model ma du̇zą złȯzonósć obliczeniową, przekraczającą często możliwości komputerów. Alter-
natywą wobec wẏzej wymienionych podejść są metody homogenizacji, w szczególności te metody,
które uwzględniają du̇zy zakres zjawisk zachodzących w skali mikro. Współcześnie metodą posia-
dającą ogromny potencjał jest metoda numerycznej homogenizacji (CH).

Metoda CH oparta jest na rozwiązaniu dwóch problemów brzegowych mechaniki, a dokładniej
problem w skali makro jest sprzężony z problemem w skali mikro. Podstawowymi cechami metody
CH są:

• Metoda nie wymagȧzadnych równán konstytutywnych w skali makro. Związki te są wyzna-
czane w sposób niejawny dla każdego przyrostu obciążenia. Niejawne związki konstytutywne
wyznaczane są na podstawie numerycznego modelu reprezentatywnego elementu objętościo-
wego (RVE). Do wyznaczenia niejawnych związków fizycznychw skali makro wymagana
jest znajomósć geometrii mikrostruktury oraz jej ewolucji, równań obowiązujących w mikro-
strukturze, a w szczególności równán fizycznych i ich parametrów.

• Analiza oparta na metodzie CH dostarcza informacji o polachwielkości makroskopowych i
mikroskopowych. W odró̇znieniu od analitycznych i pół-analitycznych metod homogenizacji,
metoda numerycznej homogenizacji pozwala na analizę rozkładu mikronaprę̇zén i mikrood-
kształcén w RVE.

• Metoda CH umȯzliwia uwzględnienie nieliniowósci materiałowych na poziomie mikro i ma-
kro. Kȧzdy ze składników mikrostruktury może býc opisany odrębnymi równaniami fizycz-
nymi. Warto dodác, że znana jest du̇za liczba fenomenologicznych związków fizycznych dla
szerokiej gamy materiałów jednofazowych. Za pomocą metody CH budowane są niejawne
związki fizyczne materiału wielofazowego. Metoda umożliwia opis materiału makroskopowo
anizotropowego lub takiego, którego anizotropia jest indukowana przez deformacje.
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• CH umȯzliwia uwzględnienie nieliniowósci geometrycznych na makroskopowym i mikrosko-
powym poziomie obserwacji. Metoda ta umożliwia w szczególnósci uwzględnienie du̇zych
deformacji, a więc pozwala na opis zjawisk związanych z utratą statecznósci materiału na po-
ziomie mikro w wyniku utraty staczności mikrostruktury, jako przyczyny utraty stateczności
materiału.

• Metoda CH umȯzliwia opis ewolucji geometrii mikrostruktury. Inne metody wieloskalowe
nie pozwalają na opis zjawisk, dla których geometria ulegazmianie. Mȯzliwy jest między
innymi opis pękania zarówno matrycy jak i inkluzji. Możliwa jest analiza problemów, dla
których występuje zjawisko pękania na granicach składników kompozyt.

Ze względu na złȯzonósć metody, w pracy zawężono rozwȧzania do pewnych zagadnień, przy-
jęto uproszczenia, ale nie stanowią ograniczenia dla metody CH, a w szczególności rozwȧzano
problemy, którymi są:

• problemy dwumiarowe,

• problemy prawie statyczne (rzeczywisty czas nie występuje jawnie, siły bezwładnósci nie są
uwzględniane),

• teorie ósrodka ciągłego z klasycznym i gradientowym opisem,

• teorie geometrycznie liniowe w skalach mikro i makro,

• materiały nielinowe, w szczególności o związkach fizycznych sprężysto-plastycznych ze wzmoc-
nieniem.

W pracy nie ograniczono się wyłącznie do zrozumienia i własnej implementacji opisów metody
CH dostępnej w literaturze. Oryginalnie elementy badań to:

• sposób wyprowadzenia warunków brzegowych metody uśredniającej po RVE dla ośrodka
gradientowego, który uwzględnia wszystkie możliwe typy warunków brzegowych dla RVE,
np. statyczne, kinematyczne i periodyczne;

• metoda wymuszania warunków brzegowych dla RVE za pomocą macierzy rzutujących. Me-
toda ta umȯzliwia przeprowadzenie analizy dla dowolnej metody uśredniającej, zgodnej z
twierdzeniem Hilla-Mandela. Ponadto, metoda może býc bez trudu zastosowana do dowolne-
go kształtu RVE, np. kwadratu, okręgu;

• wyprowadzono analityczną postać operatorów sztywnósci dla jednorodnego materiału rzędu
II przy przyjęciu kwadratowego kształtu RVE;

• zaproponowana metoda identyfikacji wymiaru charakterystycznego RVE. Metoda jest oparta
na budowie zredukowanego modelu odwrotnego, za pomocą sztucznych sieci neuronowych
(SSN), której zbiór uczący wygenerowano na podstawie symulacji komputerowej indentacji.

Metoda CH wymaga efektywnych algorytmów numerycznych, które pozwalają modelować zja-
wiska zachodzące w skali makro i mikro. Z tej przyczyny część pracy została póswięcona numerycz-
nym zagadnieniom MES w metodzie komputerowej homogenizacji. Dotyczy to w szczególnósci:

• implementacji ES dla ósrodka gradientowego w płaskim stanie odkształcenia,

• zastosowano zredukowane całkowanie z stabilizacją dla ES, zyskując przez to:
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– na poziomie makro znacząco zmniejszono złożonósć obliczeniową zadania;

– na poziomie mikro, przez redukcję punktów całkowania w skończenie elementowym
modelu RVE, znacząco ograniczono rozmiar pamięci potrzebnej do przechowywania
zmiennych historycznych;

– na poziomie mikro była mȯzliwa analiza zadán dla materiałów prawie nieścísliwych lub
sprę̇zysto-plastycznych w płaskim stanie odkształcenia.

• użyto metody zbiorów poziomujących (ang.Level Set) w rozszerzonej MES (XFEM) do opi-
su geometrii mikrostruktury na regularnej siatce elementów skónczonych. Ta metoda posiada
duże mȯzliwości zastosowán w CH, np. do opisu geometrii RVE w zadaniach trójwymiaro-
wych.

Przy zastosowaniu autorskiego systemu wieloskalowej MES,opartego na metodzie CH, roz-
wiązano testy numeryczne obrazujące zalety rozważanej metody, a w szczególności jej wariantu
dla ósrodka gradientowego. Rozwiązano następujące zadaniatestowe:

• Test zginania dla małej rozdzielności skal. Ze względu na charakter rozwiązania w skali ma-
kro nie występują dla tego testu różnice między klasycznym i gradientowym kontinuum w
makroskopowej skali obserwacji. Na poziomie mikro różnice te są istotne. Dla ośrodka kla-
sycznego RVE się nie zgina, co prowadzi do niewłaściwego rozkładu pól mechanicznych w
skali mikro.

• Test cienkiej́scinanej warstwy obrazuje wpływ warunków brzegowych wyższego rzędu oraz
wymiaru charakterystycznego RVE na postać rozwiązania. Dodatkowo przedstawiono postać
deformacji i rozkład naprę̇zén ścinających w RVE w wybranych makroskopowych punktach.
Analizowany był równiėz wpływ względnego rozmiaru RVE (reprezentatywności RVE) na
postác rozwiązania.

• Test indentacji uwypukla korzyści płynące z podejścia wieloskalowego MES, tzn. znaczącą
redukcję stopni swobody w stosunku do bezpośredniej dyskretyzacji mikrostruktury. Rozwa-
żany był równiėz wpływ wymiaru charakterystycznego RVE na twardość kompozytu. Dla
testu indentacji zaproponowano metodę identyfikacji wymiaru charakterystycznego RVE za
pomocą bayesowskich sztucznych sieci neuronowych (BSSN).

Metoda numerycznej homogenizacji dla klasycznego continuum wymaga obliczenia makrosko-
powego tensora odkształceń. Następnie, zgodnie z koncepcją lokalizacji, warunki brzegowe, równa-
nia równowagi, równania kinematyczne i związki konstytutywne prowadzą do klasycznego zadania
brzegowego mechaniki. Zadanie to rozwiązane jest za pomocą MES. Zgodnie z koncepcji homo-
genizacji, obliczany jest makroskopowy tensor naprężenia i styczne operatory sztywności. Metoda
CH dla klasycznego ósrodka ciągłego (rzędu I) stosowana jest do opisu materiałów o następujących
właściwósciach:

• Wymiar charakterystyczny mikrostruktury jest bardzo maływ porównaniu do konstrukcji.
Zgodnie z postulatem lokalności zakładamy,̇ze stan naprę̇zenia i odkształcenia w punkcie
zalėzy od bliskiego otoczenia tego punktu. Homogenizacja statystyczna I rzędu nie mȯze býc
stosowana, gdy jest mała rozdzielczość skal.

• Nie jest obserwowany efekt skali.

Kiedy tylko istnieje du̇za separacja skal oraz gdy nie występuje lokalizacja odkształcén w skali
makro, zalecane jest stosowanie podejścia opartego na numerycznej homogenizacji rzędu I.
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Uciekając od ograniczeń homogenizacji rzędu I, w pracy przedstawiono homogenizacje rzędu
II. Do opisu ósrodka ciągłego w skali makro zastosowano continuum gradientowe, w którym oprócz
klasycznych miar odkształceń i naprę̇zén występują dodatkowe miary odkształceń i naprę̇zén, które
są funkcją drugich gradientów przemieszczeń. Podej́scie wymaga odpowiedniej koncepcji lokaliza-
cji, tzn. wymuszenia deformacji RVE zgodnej z zadanymi makroskopowymi miarami odkształceń
za pomocą warunków brzegowych, nałożonych wyłącznie na przemieszczenia (nie gradienty prze-
mieszczén) na brzegu RVE oraz stosowania koncepcji homogenizacji, tzn. obliczenia makrosko-
powych miar makronaprężén, obliczonych wyłącznie na podstawie wartości sił brzegowych (a nie
ich gradientów). Szczególną cechą rozważanego podejścia jest,że na poziomie mikro continuum
pozostaje klasyczne. Rozpatrywanie zadania w skali mikro,za pomocą klasycznego opisu conti-
nuum, jest istotne ze względów praktycznych. Istnieje duża liczba związków konstytutywnych dla
materiałów jednofazowych klasy I w porównaniu do bardzo małej liczby związków konstytutyw-
nych materiałów klasy II. Numeryczna homogenizacja rzęduII pozwala na analizę następujących
problemów:

• charakterystyczny rozmiar mikrostruktury nie może býc pominięty w porównaniu do charak-
terystycznego rozmiaru analizowanego ciała w skali makro,

• istotne są efekty wẏzszego rzędu związane z warunkami nałożonymi na gradienty przemiesz-
czén,

• odpowiedź mikrostruktury jest czuła na gradient deformacji, tzn. dla problemów, w których
występuje lokalizacja wewnątrz mikrostruktury.

Z analizy przeprowadzonych testów numerycznych i rozwiązania analitycznego wynikają na-
stępujące wnioski:

1. Dla rozwȧzanego przypadku kwadratowego RVE i mikroskopowo jednorodnego materiału,
np. danego równaniami Hooke’a, każda deformacja RVE, zgodna z odkształceniem rzędu I,
prowadzi do jednorodnego pola mikronaprężén i mikroodkształcén. Innymi słowy, mikrofluk-
tuacja pola przemieszczeń w kȧzdym punkcie RVE jest równa zero, gdy materiał jest mikr-
skopowo jednorodny. Zatem, makronaprężenie nie zalėzy od rodzaju metody úsredniającej,
tzn. od typu warunków brzegowych.

2. Deformacja RVE, dla kinematycznych warunków brzegowychi mikroskopowo jednorodnego
materiału, wywołana odkształceniem rzędu II, prowadzi dopola mikrofluktuacji przemiesz-
czén, które jest ró̇zne od zera. Dla periodycznych i naprężeniowych warunków brzegowych
pole mikrofluktuacji przemieszczeń jest równe zeru w kȧzdym punkcie RVE. Zatem mimo,
że materiał jest mikroskopowo jednorodny, równanie konstytutywne otrzymane dla skali ma-
kro jest zalėzne od sposobu wymuszania deformacji RVE. Jednak, gdy deformacja RVE wy-
wołana jest miarami makroodkształceń rzędu I i II, które spełniają równanie równowagi w
skali makro, metoda úsredniająca (warunki brzegowe przemieszczeniowe, periodyczne lub
statyczne) dla materiału mikroskopowo jednorodnego prowadzą do identycznego tensora ma-
kronaprę̇zén rzędu I i II. Ten wniosek jest istotny, ponieważ dla przypadku materiału nie-
jednorodnego, w granicy warunki brzegowe naprężeniowe, periodyczne i przemieszczeniowe
będą prowadzić do identycznego pola makroskopowych naprężén.

3. Materiałowy operator sztywności dla ósrodka gradientowego, otrzymany dla kwadratowego
RVE, mikroskopowo jednorodnego materiału i naprężeniowych warunków brzegowych, jest
funkcją wymiaru boku RVE. Innymi słowy, w przeciwieństwie do homogenizacji rzędu I,
sztywnósć materiału jest funkcją wymiaru charakterystycznego RVE.
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4. Wymiar charakterystyczny RVE nie jest obliczony w wynikuprocesu homogenizacji, lecz
jest makroskopowym parametrem modelu, który w ogólnym przypadku nalėzy wyznaczýc
na podstawie eksperymentu. W pracy zaproponowano metodę umożliwiającą identyfikacje
wymiaru charakterystycznego RVE z zastosowaniem BSSN i doświadczenia indentacji.

5. Postác makroskopowych związków konstytutywnych zależy od liczby osi symetrii RVE.
Otrzymanie związków fizycznych Mindlina dla ośrodka rzędu II jest mȯzliwe wyłącznie,
gdy objętósć RVE jest kulą w 3D i okręgiem w 2D (materiał Mindlina jest materiałem centro-
symetrycznym). Metoda wymuszania deformacji RVE, zgodniez makroskopowymi miarami
odkształcén, oparta na macierzach rzutujących, może býc bez trudu uogólniona do przypadku
RVE o dowolnym kształcie.

6. Metoda numerycznej homogenizacji będzie prowadzić do błędnych wyników jėzeli, drugi
gradient przemieszczeń nie jest stały wewnątrz RVE.

Praca dotyczy w ograniczonym stopniu komputerowej implementacji metody numerycznej ho-
mogenizacji. Nie oznacza to jednak,że te zagadnienia są trywialne. Na implementację kompu-
terowej metody autor poświęcił większósć czasu. Nalėzy podkréslić, że metoda wymaga trudnej
implementacji na komputery wieloprocesorowe o pamięci rozproszonej.
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Dodatek A

Implementacja metody numerycznej
homogenizacji

Wszelkie czasochłonne algorytmy stosowane w pracy programowano w C++, procedury materiało-
we zostały sformułowane w języku Fortran. Stosując technologie osadzania i rozszerzania, interfejs
użytkownika został przeniesiony do skryptowego języka Python za pomocą programu SWIG.

Ciągi układów liniowych, wynikających z zastosowanej metody dyskretyzacyjnej, zostały roz-
wiązywane przy zastosowaniu solwerów SuperLU lub WSMP. Dokonano takiego wyboru solwe-
rów ze względu na mȯzliwość rozwiązywania układu równań w wątkach, co daje lepsze wykorzy-
stanie dostępnej mocy obliczeniowej komputerów wieloprocesorowych (węzły klastra linuksowe-
go/unikowego posiadają często kilka procesorów, które współdzielą pamię́c, zob. A.1).
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Klaster linuksowy/uniksowy

Pamię́cPamię́cPamię́c

Pamię́cPamię́cPamię́c

Rysunek A.1: Schemat klastra linuksowego/uniksowego

Algorytm numerycznej homogenizacji jest równoległy w naturalny sposób. Do komunikacji
między procesami wykorzystano bibliotekę MPICH opartąna standardzie MPI dla pamięci roz-
proszonej. Zrównoleglony algorytm pozwolił na wykorzystanie mocy komputerów dostępnych w
macierzystym instytucie ITIwIL.

Wizualizacje realizowano za pomocą programu/bibliotekiOpenDX, po uprzednim przygotowa-
niu zbiorów wynikowych. Do wygładzania i aproksymacji wyników wykorzystano procedurę for-
tranowską, opartą na metodzie ruchomych najmniejszych kwadratów, która została udostępniona
autorowi i napisana przez W. Cecota.
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A.1 Wdrożone biblioteki i programy

• Getfem++: Generic Finite Element library in C++.

• Gmm++: Generic Template Matrix C++ Library.

• OpenDX: IBM Visualization Data Explorer.

• HDF5: General purpose library and file format for storing scientific data.

• MPICH: Portable Implementation of MPI, the Standard for message-passing libraries.

• WSMP: Watson Sparse Matrix Package.

• Python: Interpreted, interactive, object-oriented programming language.

• SWIG.

• Doxygen: Doxygen is a documentation system for C++, C.

• Inne popularne narzędzia systemu UNIX/Linux.

Wymienione oprogramowanie posiada licencje GNU lub jest darmowe w przypadku zastosowa-
nie niekomercyjnego lub naukowego.

Python

COHO

M
P

I

H
D

F
5

G
et

F
em

+
+

S
up

er
L

U
/W

S
M

P

Unix (Linux)

Rysunek A.2: Schemat współpracy bibliotek; COHO część autorska systemu

Getfem Ogólna biblioteka metody elementów skończonych. Umȯzliwia aproksymacje obszarów
jedno i wielowymiarowych, funkcji skalarnych, wektorowych i tensorowych. Po własnej mo-
dyfikacji mȯzliwa jest równiėz analiza zadán geometrycznie i fizycznie nieliniowych zadań
mechaniki jedno i wieloskalowych.
http://www.gmm.insa-tlse.fr/getfem/

Gmm++ Ogólna bibliotekę algebry liniowej współpracująca z BLAS (Basic Linear Algebra Sub-
programs), LAPACK (Linear Algebra PACKage), SyperLU.
http://www.gmm.insa-tlse.fr/getfem/
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OpenDX Program i biblioteka pomocna wizualizacji danych naukowych.
http://www.opendx.org

HDF5 Biblioteka ogólnego u̇zytku będąca standardem zapisywania danych naukowych dopliku.
Umożliwia zapis i odczyt pliku przez wiele procesów jednocześnie.
http://hdf.ncsa.uiuc.edu/HDF5/

MPICH Przenósna biblioteka zgodna z standardem MPI. Umożliwia komunikacje pomiędzy pro-
cesami działającymi równolegle.
http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich/

WSMP Solver równoległy dla pamięci dzielonej i rozproszonej.
http://www-users.cs.umn.edu/ agupta/wsmp.html

SuperLU Solver równoległy dla pamięci dzielonej i rozproszonej.
http://crd.lbl.gov/ xiaoye/SuperLU/

Python Interpreter obiektowo zorientowanego języka programowania. Poprzez technologie osa-
dzania i rozszerzania wykorzystywany jako interpreter danych i kontroler algorytmu w anali-
zie metody elementów skończonych.
http://www.python.org

SWIG Oprogramowanie słu̇zące do łączenia C,C++ z językami skryptowymi, między innymi py-
thonem.
http://www.swig.org

Doxygen Program do tworzenia automatycznej dokumentacji oprogramowania w postaci stron
www, plików postscriptowych i innych formatach.http://www.stack.nl/ dimitri/doxygen/

Ogólny opis własnego programu COHO został wykonany w ramachsubsydium FNP [35].
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Podziękowania

Czę́sć pracy została wykonana w ramach Subsydium FNP (Subsydium Profesorskie Nr 13/2001)
i projektu badawczego MNI Nr 4 T07E 060 29.
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