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1. Wstep

1.1 Wprowadzenie

Wspotczesne konstrukcje pracuja w coraz bardziej ekstremalnych warunkach,
bardzo wysokich temperatur lub cisnien. Zmusza to naukowcéw do poszukiwania
nowszych rozwigzan konstrukcyjnych, a co si¢ z tym wiaze, takze nowych materia-
tow. Na poczatku XX wieku pojawita sie koncepcja modelowania materiatow, jed-
nakze dopiero rozwoj metod komputerowych pozwolit na zastosowanie tego rodzaju
rozwigzania w realnych konstrukcjach. Ze wzgledu na sposéb modelowania mate-
rialu mozna takie konstrukcje podzieli¢ na trzy typy: kompozyty [3], intermetaliki,
materialy funkcjonalnie zmienne (ang. FGM). Podzial ten jest wynikiem r6znic we
wtasnoéciach fizyczno-mechanicznych oraz technologii wytwarzania poszczegolnych
materiatéw [39].

Najwczesniej pojawilty si¢ kompozyty. W 1950 roku wytworzono pierwsze kom-
ponenty z tych materialéw. W seryjnej produkeji po raz pierwszy zastosowala je
firma Toyota w latach 70-tych XX wieku. Kompozyty sa materiatami, w ktérych
wlasnosci materialowe modeluje si¢ wprowadzajac anizotropie¢ i sterujac nig. Po raz
pierwszy zostaly uzyte do zmodyfikowania wtasciwosci materiatowych tarcz hamul-
cowych aby zmniejszy¢ ich $cieralno$¢ i odpornosé na temperature (rys. 1.1).

Gléwnymi zaletami kompozytéw sa [3]:

bardzo dobre wtasnosci mechaniczne,

e niska przewodnos¢ cieplna,
e odpornos¢ chemiczna,

e odpornos¢ na dziatanie wysokich temperatur,



Braking unit, Source;

Train Brake disc (Source: hitp:/Awww.sglcarbon.com/

http://mmc-assess.tuwien.ac.at)

Rysunek 1.1: Przyktad zastosowania materiatéw kompozytowych w tarczach hamul-
cowych: szybkiej kolei (lewy) oraz samochodu (prawy) [3]

e anizotropia,

e mala masa,

e neutralnosé¢ biologiczna.
Do najwazniejszych wad materialéw kompozytowych naleza:

e kruchos¢,

e trudno$¢ w wytworzeniu (bariera technologiczna).

Kolejnym sposobem modelowania sa intermetaliki, bedace potaczeniem dwoch
lub wigcej materialéw o bardzo réznych wtasnosciach fizycznych. Gtéwnag cechg tych
materiatow jest tzw. pamieé¢ ksztaltu, czyli powrdt do pierwotnej geometrii ciata po
dostarczeniu mu pewnej ilosci energii. W ten sposob intermetaliki dostosowuja sie
do konkretnego pola naprezen. Stad wynika duze zainteresowanie takimi materia-
tami, szczegdlnie w biomechanice przy tworzenia implantow. Najczesciej wystepujace
stopy to: Fe-Al, Ni-Al, Ti-Al, Ti-Ni.

Innymi zaletami intermetalikow sa [1]:
e wysoka wytrzymalos¢,
e odpornosé¢ materiatu na wysokie temperatury,

e dobra odpornos¢ ze wzgledu na czynniki chemiczne,



e posiadajg pozadane wlasnosci elektryczne i magnetyczne wykazywane przez

niektore intermetaliki,
e niska gesto$é¢ stopéw opartych na aluminium,

e wystepowanie petli histerezy na plaszczyznie odksztalcen-naprezen (pamieé

ksztaltu)(rys. 1.2).

T>My

deformation
of austenite

Stress

psendoelastic

Md'J'T?‘Af

shape memory
effect

Strain

Rysunek 1.2: Petla histerezy intermetalika Ti-Ni dla réznych temperatur [1]

Natomiast do gléwnych wad mozemy zaliczy¢:
e niska przewodno$¢ termiczna w temperaturze pokojowej,
e niska wytrzymatosé ze wzgledu na mikropekniecia w temperaturze pokojowej,
e problemy technologiczne przy wytwarzaniu,
e wysoki koszt,
e niestabilnos¢ struktury z uwagi na przemiany fazowe.

Pomyst stworzenia materiatow funkcjonalnie zmiennych powstat w Japonii w la-
tach 1984-1989. Wtedy zostal uruchomiony pierwszy narodowy program naukowy
dotyczacy technologii FGM. W 1990 roku odbyta si¢ pierwsza migdzynarodowa kon-
ferencja poswiecona materiatlom wytwarzanym w technologii FGM. Pierwszy naro-
dowy program w Europie powstat zag w 1995 roku w Niemczech, a juz w 1997 roku

ponad tysiac laboratoriow na calym swiecie prowadzito badania nad materiatami
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Rysunek 1.3: Przyktad zastosowania FGM jako materialu przejSciowego pomiedzy

kompozytem wegiel-wegiel (CFC) a miedzia [39)]

100 .

Rysunek 1.4: Typowa mikrostruktura Al/Al3Ni FGM wytwarzanego metoda odsrod-
kowg,

a. zewnetrzna warstwa, b. posrednia warstwa, c. wewnetrzna warstwa [8]

funkcjonalnie zmiennymi [27]. Przyktadowy materiat FGM zostal zaprezentowany
na rys. 1.3, 1.4.

W przeciwienstwie do kompozytéw materialty funkcjonalnie zmienne charakte-
ryzuja sie ciggla zmiang wtasnosci na poziomie mikrostruktury. Zmiana wtasnosci
materialu jest opisana za pomoca odpowiednich funkcji (2.1, 2.2).

Obecnie wiele osrodkéw na catym $wiecie prowadzi badania dotyczace modelo-
wania materialéw, a w szczegélnosci technologii FGM, w tym trzy osrodki w Polsce,
tj. IPPT PAN, Politechnika Krakowska i Politechnika Czestochowska. Technologia
FGM polega na celowym modyfikowaniu niejednorodnosci materialowej w rozpa-
trywanej konstrukcji tak, aby uzyska¢ pozadane wtasnosci, na przyktad, redukcje
naprezen [27].

Powyzsze materialy charakteryzuja sie bardzo dobra odpornoscig na wysokie

temperatury, neutralnoscig chemiczng, oraz ciagta zmiang wtasnosci materiatowych



wzdtuz przekroju lub dtugosci probki. Jednakze trudnosci technologiczne oraz bar-
dzo wysoki koszt produkcji utrudniaja wprowadzenie takich materiatéw do masowe;j
produkcji. Pomimo tych wszystkich przeciwnosci pojawity sie¢ juz pierwsze czesci
maszyn, takie jak: czesci turbin, ostony termiczne w samolotach i wahadtowcach
kosmicznych, czesci silnikéw w samochodach i samolotach, medycynie oraz w wielu
innych komponentach, gdzie wystepuje potaczenie metalu z ceramika (rys. 1.5, tab.

1.1) [39].

Copyright MM, Inc, 1935

Rysunek 1.5: Zastosowanie materiatow FGM w medycynie do produkcji implantéw

[47]

1.2 Metody wytwarzania materiatéw FGM

Metody wytwarzania materiatow gradowanych mozna podzieli¢ na 4 kategorie:

1. Technologia proszkowa W trakcie wytwarzania materiatu metoda proszkowa
uktada sie w formie warstwowo kolejne partie materiatow, ktore majg by¢
sktadowymi materialu wynikowego. Forma musi mie¢ identyczny ksztatt jak
gotowy wyrob. Calosé jest prasowana pod duzym cisnieniem i jednoczesnie
nagrzewana od zewnatrz wysokimi temperaturami, ktéra zmienia sie funk-
cyjnie na kolejnych warstwach. Metoda ta stuzy gléwnie do produkcji czesci
elektronicznych bazujacych na krzemie. Grubo$¢ warstwy wynosi, srednio 25
pm, jednakze istnieje mozliwos¢ produkowania w przysztosci komponentéow o

grubodci warstwy wynoszacej 5 pum. Do gltéownych wad tej metody naleza:

— wymaganie réznych temperatur na kolejnych warstwach $ciskanego proszku,



Typ materiatu || Wlasnosci Sposéb wy- || Zastosowanie
twarzania
Potaczenia cera- || bariera ter- || natrysk pla- || wysoka  spraw-
mika z metalem || miczna; wysoka | zma; metody || nos¢ czesci
odpornos¢ proszkowe w przemysle
na Scieranie; lotniczym
wysoka wy-
trzymalosé
mechaniczna
Tytan  (stopy) || Kombinacja do- || Metody przeni- || Czesci do sa-
z gradowang || brych wtasnosci || kania molotéw, statki
gestoscig lub || mechanicznych i kosmiczne,
porowatoscia matej masy implanty
Narzedzia Kombinacja metody przeni- || Narzedzia,
oparte na stali || wytrzymatosci, kania, drukowa- || instrumenty
weglowej lub || twardosci  oraz || nie 3D medyczne,
niklowej po- || matej Scieralno- implanty, prze-
taczonej z || Sci myst lotniczy i
ceramikiem kosmiczny
Kombinacja dobre wtlasnosci || metody  prosz- || przemyst sa-
ferrytyczno- magnetyczne lub || kowe lub metody || mochodowy,
austenityczna, dobra odpornos¢ || in-situ czujniki, instru-
np. 316L i 17- || magnetyczna, menty medyczne
4PH; potaczenie || ciggliwosc,
stal-ceramik twardosc

Tablica 1.1: Zastosowanie materialéow FGM w przemyéle [47]

— koniecznos¢ wytworzenia od razu catego komponentu z zachowaniem kom-

pletnej geometrii,
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Hot pressing
applied pressure

Inductive heating
200800000000
200000000000

Bunesy sanonpu)

applied pressure
Rysunek 1.6: Metoda konsolidacji suchego proszku [39]
— wysoka temperatura, siegajaca niekiedy 3000, potrzebna do wytworzenia
komponentu.

2. Metoda przenikania

Plasma Spraying
Powder injection B
Coating
Plasma Gas ——jp»
Cathode / B
Spray straam of molten particles
Plasma gun Velocities of > 200 m/sec

hitp:s Avww. it ed. sg.

Rysunek 1.7: Metody wytwarzania materiatlow FGM. Metoda nawarstwiania: na-

trysk plazma [45, 39]

Metoda tg mozna wykonaé¢ nie tylko komponenty z materiatu opartego na
technologii FGM, ale takze kompozyty i intermetaliki. Zamiennie zamiast pla-
zmy moze by¢ wykorzystany natrysk tlenem z duza predkoscia lub powietrzem

natadowanym tadunkami elektrycznymi [24]. Wnikanie w siebie struktury ta-

11



czacych sie materialow po wpltywem wysokiej temperatury powoduje ciggte

przejscie pomiedzy kolejnymi warstwami materialu po jego grubosci.

3. Metoda in-situ

Melt

Ceramic | "+ v
particulate .

_B-c Atomiser

Droplets

"%yt

@b <

Strip

Tubelring r

& Billet
Rysunek 1.8: Metody wytwarzania materialow FGM. Metoda in—situ: natryskowy

process formowania [15]

Glowne cechy tej metody wytwarzania to:

e gestosé > 98%,

brak makroskopowej segregaciji,

dobre modelowanie wtasnosci mechanicznych,

wigksza elastycznosé metalu/stopu,

wysoki wspoétezynnik mieszania (<2 kg/s).

4. Metoda szybkich prototypow

Przedstawiona na rysunku 1.9 metoda wytwarzania FGM nazywana jest dru-
kowaniem 3D. Sposob wytwarzania FGM przypomina zasade dziatania do-
mowych drukarek atramentowych, gdzie atrament zawiera czastki réznych
materialéw, z ktorych sktadaé si¢ bedzie gotowy wyrob. Glowice drukujace
sg zaprogramowane w taki sposob, aby wtasnos$ci materiatu byty funkcjonal-
nie zmienne. Grubos$é¢ warstwy FGM przy zastosowaniu tej technologii wynosi
50200 pm. Predko$é drukowania wynosi 2.5 m/s, co daje wydajnosé rzedu
200 cm3/h [36].
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3D-Printing

Continuous jet print head

Functional inks
with nano-particles
I thick (e.g. carbon black)
about 100um / Unbound powder
{e.g. X30Cr13,= 31um)

Rysunek 1.9: a. Metoda nadruku 3D — schemat [39], b. zdjecie urzadzenia stuzacego
do drukowania 3D [47]

1.3 Przeglad literatury dotyczacych

optymalizacji tarcz hamulcowych.

7 uwagi na swojg konstrukcje, w celu uzyskania odpowiedniego momentu hamo-
wania w hamulcach tarczowych wymagane jest, aby sita nacisku byta wieksza niz w
hamulcach szczekowych a ich wartosci dochodza do 8 MPa. Liniowe predkosci tarcia
moga przekracza¢ nawet 40 m/s, lecz w przecietnych warunkach eksploatacyjnych
nie przekraczaja 20 m/s [16].

W procesie hamowania najbardziej nagrzewaja sie tarcze hamulcowe, ktore przej-
muja blisko 80--90% ciepta [46]. Reszte przejmuja klocki hamulcowe, piasty, tozyska
kot, zaciski, obrecze oraz przewody hamulcowe. Uzyskiwane przez klocki tempera-
tury wynosza 200+-300°C [41, 38].

Do podstawowych parametréw wptywajacych na zwigkszenie intensywnosci zuzy-

cia zaliczamy naciski jednostkowe, liniowa predkosé tarcia oraz temperature wspot-
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pracy pary ciernej. Najbardziej niekorzystny wptyw ma temperatura. Jej wzrost
powoduje pogorszenie wlasciwosci mechanicznych materiatow, mozliwos¢ wystapie-

nia przemian fazowych, zmiany stanu skupienia oraz przyspieszenie przebiegu reakcji

chemicznych (rys. 1.10) [16].

Rysunek 1.10: Powierzchnia zuzytej tarczy hamulcowej obserwowana pod mikrosko-

pem elektronowym, powigkszenie: lewy 1:500, prawy 1:300 [22]

Proby konstrukeji tarcz byty podejmowane wielokrotnie i ich wyniki sg dostepne
w literaturze [13, 4, 14]. Jednak préby te polegaly na optymalizacji tarczy poprzez
modyfikowanie wtasnosci geometrycznych. Wyniki uzyskane w ten sposob sa niemoz-
liwe do zastosowania w produkcji seryjnej ze wzgledu na problemy technologiczne.
Dlatego w przypadku tarcz hamulcowych, aby unikng¢ niekorzystnego wyptywu
wysokiej temperatury, wprowadzono wentylowane tarcze hamulcowe. Sg to tarcze
wykonane z dwodch cienkich warstw potaczonych ze soba cienkimi zeberkami. W
ten sposob powietrze, ktore znajduje sie w srodku tarczy, chtodzi je, podwyzszajac
ochrone termiczng tarczy nawet o 40% [46].

Inne rozwiazanie wprowadzono na przyktad w samochodzie Mercedes SLR, gdzie
tarcze wykonane z materialéw ceramicznych wzmacnianych wtoknami weglowymi.
Masa takich tarcz jest znacznie mniejsza od tarcz wykonanych ze stali lub zeliwa,
nawet do 60% przy takiej samej srednicy. Ich zywotnosé siega 300 tys. km. Sg one

niewrazliwe na korozje i odporne na zmeczenie cieplne (fading) nawet do tempera-
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tury 1000°C [35, 31].

Rysunek 1.11: Zdjecie tarczy powlekanej ceramika firmy ,Black Diamond” [46]

Opisane rozwigzania konstrukcyjne nie sg doskonale, poniewaz badania zuzycia
tarcz hamulcowych wentylowanych i zrobionych z materiatow kompozytowych wy-
kazaly, ze nawet przy tak zaawansowanych konstrukcjach moze wystapi¢ zjawisko
globalnej utraty statecznosci (ang. ,Hot-Spot”), spowodowane nadmiernym prze-
grzaniem tarczy. Badania takie byty prowadzone przez koncern ,Skoda” [22] oraz

[42, 32, 2, 43].

Rysunek 1.12: | Hot-Spots” na tarczy od sprzegtal42]
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Innym przyktadem ekstremalnych warunkoéw, w jakich pracuja tarcze hamulcowe
sa warunki hamowania szybkiej kolei TGV, opublikowane w artykule [23]. W tym
przypadku,proces hamowania rozpoczety przy predkosci pociagu réwnej 300 km/h
na odcinku 3,5 km trwat 80 s. W trakcie hamowania zaobserwowano zjawisko glo-
balnej utraty statecznosci w postaci Hot-Spot (rys. 1.13) wywotanych nagrzaniem

tarcz hamulcowych do temperatury 1200°C.

Rysunek 1.13: Hot-spots w tarczach hamulcowych zamontowanych w pociagu TGV

uchwycone przy pomocy kamery na podczerwien [23].
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2. Sformulowanie problemu

2.1 Cel pracy

W niniejszej pracy podejmuje sie probe modelowania tarczy hamulcowej, wyko-
rzystujac materiat funkcjonalnie zmienny o takich wtasnosciach, aby pod wptywem
ogoétu zjawisk termomechanicznych, czyli pola naprezen termicznych powstajacego
na skutek generowania ciepta poprzez tarcie klockéw hamulcowych o tarcze i jed-
noczesnia chtodzenia przez strumien optywajacego powietrza oraz pola naprezen
mechanicznych, nie doszto do globalnej utraty statecznosci (Hot-Spot) [32, 2].

Makroskopowe (efektywne) wtasnosci termo-mechaniczne dwu-fazowego (metal-
ceramik) materiatu typu FGM zaleza od udzialu procentowego obu faz i ich indywi-
dualnych wtasnosci w okreslonej temperaturze. Udziat procentowy obu faz zmienia
sie stosownie do zmiany okreslonej zmiennej przestrzennej, powodujac ciagly zmiane
efektywnych wtasnosci termo-mechanicznych od pierwszej z faz (np. metalu) do dru-

giej (np. ceramika) (rys. 2.1). NajczeSciej stosowanymi ,regutami mieszania” sa tzw.

0% 50% 100%
ceramika ceramika ceramika
100% 50% 0%
metalu metalu metalu

Rysunek 2.1: Tarcza wykonana z materiatu funkcjonalnie gradowanego FGM.

soszacowanie Voigta”, bazujace na regule sredniej arytmetycznej, oraz ,0oszacowanie

Reussa”, oparte na regule $redniej harmonicznej. Stosownie do . regul mieszania”
) bh)

proponowane sg dwa sformulowania matematycznej aproksymacji podstawowych

wtlasnoéci termo-mechanicznych dla materialéw funkcjonalnie zmiennych:
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e propozycja opisu niejednorodnosci za pomoca funkeji eksponencjalnej [28] (2.1),
(rys. 2.2)
A (1) = Agekm/r E (r) = Egekr/m (2.1)

My 2008 | sponenta

f(x)=exp(m*x)
\

02 025 0.3

Rysunek 2.2: Wykres zmian wtasnosci materiatowych aproksymowanych funkcja eks-

ponencjalng.

e propozycja opisu niejednorodnosci za pomoca funkcji potegowej, nawigzujaca

do ,oszacowanie Voigta” [30, 5, 6] (2.2), (rys. 2.3)

M) = Ao (T>m E(r) = E (T)m (2.2)

T2 T2
w ktorych ry jest zewnetrznym promieniem tarczy.
Celem pracy jest taki dob6r wspétezynnikéw FGM (kq, ke lub my, my), aby nie
doszto do globalnej utraty statecznosci (Hot-Spot) w rozpatrywanym zakresie pred-

kosci.

2.2 Model termo-mechaniczny

Przyjecie odpowiedniego modelu termo-mechanicznego zdolnego opisaé¢ ogot zja-
wisk zachodzacych w tarczy hamulcowej podczas procesu hamowania, zalezy gtow-

nie od mozliwosci oferowanych przez powszechnie stosowane metody numeryczne:
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Frame 001 | 08 May 2006 | m=-0.

— m=-0.5
— m=-1.0
5 m=-0.0
g m=0.5
i — m=2.0
- = = = m=4.0

0.2 025 0.3

Rysunek 2.3: Wykres zmian wtasnosci materiatowych aproksymowanych funkcja po-

tegowq.

bezposredniego catkowania réwnan (DNI), réznic skonczonych (FDM) i elementéw
skonczonych (FEM). W przypadku rozwigzywania sprzezonych probleméw termo-
mechanicznych mogacych wykazywaé silng niejednorodno$é¢ materiatowa, typowa
dla zagadnienn FGM, zar6wno FDM jak i FEM w swoim klasycznym sformutowaniu
prowadza do wynikéw obarczonych zbyt duzym btedem [12]. Poprawa zbieznosci
rozwigzania wymaga zastosowania elementow skonczonych specjalnego typu, w kto-
rych niejednorodnosé¢ na szczeblu elementu modelowana jest przy pomocy dodat-
kowej funkeji ksztaltu [18]. W zwiazku z powyzszym w pracy zdecydowano sie na
zastosowanie metody bezposredniego catkowania réwnan (DNI) termo-sprezystosci.
Tarcza hamulcowa jako konstrukcja traktowana jest jako plyto-tarcza Kirchhoffa-
Love’a [29, 37, 21, 34] (por. rys. 2.4) poddana obciazeniom termicznym oraz sitom
masowym.

W stosunku do wszystkich obcigzen termo-mechanicznych przyjmowane jest za-
tozenie upraszczajace dotyczace ich obrotowej symetrii. Jednostkowe sity masowe
odpowiednio w kierunku promieniowym i obwodowym spetniajg to zatozenie w spo-
sOb $cisty, natomiast pole sit tarcia oraz wywotane nim pole termiczne jedynie w

sposoéb przyblizony, poniewaz para klockow hamulcowych dziata na tuku o skonczo-
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nej dtugosci < 27. Odnosnie tych ostatnich, majac na wzgledzie unikanie zbytniej
komplikacji modelu matematycznego, postuluje si¢ réwniez ich obrotows symetrie
homogenizujac wptyw dziatania pary klockéw hamulcowych na pelnym obwodzie
tarczy. Wprowadzajac uktad wspotrzednych walcowych o poczatku w srodku tarczy

formultujemy zadanie przy nastepujacych zatozeniach:
e obciazenia sg zredukowane do powierzchni srodkowej,

e przemieszczenia warstwy srodkowej sg mate w stosunku do grubosci ptyty ale

odchodzi sie od zasady zesztywnienia,

odcinki proste i normalne do powierzchni srodkowej przed deformacja pozo-
staja proste i normalne do powierzchni srodkowej po deformacji a ich dtugosé

nie ulega zmianie (hipoteza Kirchhoffa-Love’a),

catkowite odksztatcenie jest suma odksztatcen sprezystych, podlegajacych prawu

Hooke’a, oraz odksztalcen termicznych: ¢,,, = & o+ T,

e w plycie panuje ptaski stan naprezenia.

Rysunek 2.4: Model tarczy hamulcowej przyjety do obliczen.

e proces hamowania tarczy przebiega ze stalym opdznieniem £ =const, czyli z

liniowo-malejaca predkoscia katowa w = wy — e7 (rys. 2.5).
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0 >t

Rysunek 2.5: Przebieg procesu hamowania tarczy.

2.3 Model matematyczny

Model matematyczny tarczy hamulcowej stanowi uktad czterech réwnan roéznicz-
kowych: réwnanie termiczne Fouriera-Kirchhoffa, dwa réwnania stanu tarczowego
w sformutowaniu przemieszczeniowym oraz rownanie stanu gietnego typu Bryena.
Przy wyprowadzeniu ostatniego z réwnan, ze wzgledu na analize zagadnienia utraty
statecznosci, zrezygnowano z zasady zesztywnienia. Wszystkie rownania sg zdefinio-

wane w uktadzie cylindrycznym wynikajacym z zalozenia kotowej symetrii.

2.3.1 Roéwnanie termiczne Fouriera-Kirchhoffa

Temperatura jest funkcjg zalezng od dwoch zmiennych: wspotrzednej promienio-
wej r oraz czasu 7. Dlatego w réwnaniu Fouriera (2.3) musza zostaé¢ uwzglednione
cztony bezwladnosci termiczne;j.

Oprocz tego nalezy réwniez uwzgledni¢ intensywnos¢ wewnetrznych zrédet ciepta
G, wynikajacych z generacji temperatury poprzez tarcie w obrebie klocka hamulco-

wego oraz chtodzenie w strefie, w ktorej nie ma generacji ciepta, natomiast istnieje

oT . oT
, (Aa)] + iy = el (2.3)

oplyw powietrza.
10
ror

Intensywnos¢ wewnetrznych zrédel ciepta w strefie grzania

Z definicji, intensywnosé¢ wewnetrznych zrédet ciepta jest dana wzorem (2.4)

. dQ
= qv
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gdzie dV = 2nrhdr — objetos¢ klocka hamulcowego.
Przyjmujac, ze klocek naciska na tarcze z pewnym ciSnieniem p, na promieniu 7,
tarcza obraca si¢ z predkoscia katowa w oraz wspotczynnik tarcia jest réowny p, to

wielkoéé ) mozemy zdefiniowaé wzorem (2.5)

Q = 2pprw(2mrdr)n (2.5)

Wielkosé pu, czyli iloczyn nacisku i wspotezynnika tarcia jest sita tarcia, po wymno-
zeniu przez wspotrzedna promieniowg r, czyli promien tarcia, otrzymujemy prace sit
tarcia. Uwzgledniajac dodatkowo fakt, ze tarcza obraca si¢ z chwilowsg predkoscia w
oraz wykonujac mnozenie przez jednostkowe pole powierzchni klocka otrzymujemy
moc sit tarcia. Przed wyrazeniem wystepuje mnoznik dwa, poniewaz tarcza hamo-
wana jest przez dwa klocki hamulcowe. Ze wzgledu na ruch obrotowy tarczy wptyw
klockéw hamulcowych rozktadany jest na caltym obwodzie.

Calkowita energia generowana w trakcie procesu hamowania zostaje zuzyta dwo-
jako: na sam proces hamowania oraz na generacje ciepta. W niniejszym zadaniu
brana jest pod uwage tylko ta druga czes¢ energii. Parametr 7 jest mnoznikiem po-
dajacym procentowy udziat energii zuzytej w proces hamowania na generacje¢ ciepta.
Fizycznie mozna go interpretowac jako 1 — 140, gdzie My jest sprawnoscia.

Tak zdefiniowana wielko$¢ dQ wstawimy do réwnania (2.4) otrzymujac:

2pprw(2mrdr) W
= —2 2.6
4 orrhdr | h (2:6)
Intensywnos$¢ wewnetrznych zrédel ciepta w strefie
chtodzenia
W strefie oddawania ciepta wielkoéé dQ definiujemy w réwnaniu (2.7)
dQ = 28(w) (T — Ti) 27rdr (2.7)

Réwnanie (2.7) jest klasycznym réwnaniem klasycznym réwnaniem przekazywania

ciepta za pomocg konwekcji swobodnej lub wymuszonej znanym z termodynamiki
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[9, 40], gdzie [ jest wspdtezynnikiem swobodnej/wymuszonej konwekeji, 7' — aktu-
alng temperaturg, natomiast 7T,, — temperaturg odniesienia w dostatecznie duzej
odlegtosci od Zrédta ciepta (poza warstwa przyscienna).

Wartosé wspodtezynnika [ silnie zalezy od predkosci strumienia ptynu optywaja-
cego cialo.W poczatkowej fazie hamowania predkos¢ katowa w jest duza, a nastepnie
maleje do zera, dlatego wspotezynnik swobodnej konwekcji przyjety zostal jako funk-
cja tej predkodci.

Wstawiajac (2.7) do réwnania (2.4) otrzymujemy

. 20(T = T) 2mrdr 2@ (T — Ts) (2.8)

B 2mhrdr h

Po podstawieniu (2.8) oraz (2.6) do réwnania (2.3) mamy

strefa tarcia
—_—
_I_Qﬂpw’n 5
10 oT T
ror [T <A<T)5’T>] ’ —zﬁ(h‘”]7> G T .
poza strefg tarcia

gdzie wspotezynnika przewodnosci cieplnej A = A(r) nie mozemy wyciagnaé¢ spod
dziatania pochodnej, poniewaz jest funkcjg promienia, co rézni to réwnanie od kla-
sycznych dostepnych w literaturze[40].

Poniewaz (2.9) jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym zaleznym od czasu i

wspotrzednej promieniowej wymaga podania warunkéw poczatkowo-brzegowych.

warunek poczatkowy :

T(0) = Tyef (2.10)
warunki brzegowe typu von Neumana
oT
I Yl
(5)
oT
I el
%)

gdzie r; jest wewnetrznym promieniem tarczy, a ro zewnetrznym promieniem.

E—— (2.11)

T1

=0 (2.12)

T2

Warunek brzegowy na wewnetrznym brzegu tarczy odpowiada w sensie fizycznym

oddawaniu strumienia ciepta do watu, do ktérego tarcza jest przymocowana. Nato-
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miast adiabatyczny warunek brzegowy postawiony na brzegu zewnetrznym oznacza
brak oddawania ciepta do otoczenia.
2.3.2 Roéwnania plyto-tarczy Kirchhoffa-Love’a

Uktad rownan stanu mechanicznego wyprowadzony na gruncie teorii sprezystosci

buduja nastepujace zaleznosci [10, 34, 21]:

— réwnania rownowagi:

O(Nyr)  ONy, B
o + 9o Ny, +qr = 0, (2.13)
O(Nyyr)  ON,
N, = .
En + e + Npp + qur 0, (2.14)

1°(Myr) 10M, 19°M, N 2P (Mypr) 10
r  Or? r Or r2 0p? 2 Ordy ror

10 10 10
2 (Nely) = == (Npprdy) (Nrgtr) + ¢ =0 (2.15)

_;890 ror _;%

— réwnania geometryczne:

ow 10w
9, = —— 9, =—-22 2.16
or v r Oy ( )
0*w 10w 1 0%*w 1 0%w N 1 ow (2.17)
Hr = S5y o= "3 T 5040 99 Hre= " 5 .
or? v ror  r?2dp? v rordp 1?0y
ou v 10v 1/10u v Ov
Ar = —, -4, o= — 2+ =), (218
or v r+r8g0 v 2<T8g0 r+8r> ( )
— wiezy Kirchhoffa-Love’a:
Er/p = A + M )7, Erp = Arp + HrpZ (2.19)
— réwnania fizyczne:
_ E) E(r)
0'7«/@ = 1 V2 [(57«/@ + I/S@/T) — (1 + V) CKT:| s 0'»,-(’0 = mf‘:r(p, (220)

N =B[(Ajo +vA0) = (L4 0)aT|,  Nop=B(1—1v)A,, (221)
Mr/ap =D (%r/cp + V%Lp/r> ; Mﬂp =D (1 - V) Hryp (222)

gdzie wprowadzono nastepujace definicje sit przekrojowych (uogélnionych naprezen):

h/2 h/2

NT/QO = /—h/2 O-T/SDdZ’ N’I‘gﬂ - \/;h/z Jrgpdz; (223)
h/2 /2

M., = /_h/2 0y /p2d2, M,, = /_h/2 orp2dz, (2.24)

(2.25)
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oraz definicje sztywnosci gietnej i tarczowej:

E(r)h D E(r)h?

12 1—02

B

(2.26)

Rugujac odksztatcenia (2.19), wyrazone przez przemieszczenia (2.16, 2.17, 2.18),
w rownaniach fizycznych (2.20, 2.21, 2.22), a nastepnie podstawiajac te ostatnie do

réwnan rownowagi (2.13, 2.14, 2.15) oraz wykorzystujac zalozenie kotowej symetrii

(8— = 0) otrzymujemy uktad réwnan plyto-tarczy zapisany w przemieszczeniach:
@
dB |d
b —u—i—yg—(l—l/)a(T—Tref) +
dr |dr r
9 (2.27)
+B d—u—l—ld—u—ﬂ—(l—v)a—T +qrh=0
dr2 =~ rdr 7 r "
Lovpgldv (1 1dBYdv () rdBY ol
2 dr? r o Bdr)dr Bdr ) r? P
+q,rh =0 strefa tarcia, (2.28)
1— 2 1 1
2”83; + (T + B:f) No+qorh =0 w strefie tarcia,
dD (w24 vd*w 10w 2 Pw 3 0*w
DV iy ) -, - - - Tz
Viw dr ( or3 * roor2  r?or * r2orop? 13 ag02>
d?D (*w  vow v Ow 1 0w 10w 1 0%*w
— ==+t ———+=== |- |Nh—+N, | ——+ == 2.2
dr? <8r2+r37“+r28g02> Al 0r2+ ¢<rar+r23gpz>+ (229)

2
o, (1 0“w 1 8w> ow 10w

rorge o) Tor "oy

‘| —q; = 07
W réwnaniu (2.27), czyli w pierwszym réwnaniu stanu tarczowego funkcja u(r)
jest przemieszczeniem w kierunku promieniowym, natomiast ¢, wyraza si¢ pierw-

szym ze wzordéw (2.30). W drugim réwnaniu stanu tarczowego (2.28) funkcja v(r)

jest przemieszczeniem obwodowym, a g, opisane jest drugim ze wzoréw (2.30)

G = 0w, g, = e (2.30)

gdzie p jest gestoscia materiatu z jakiego wykonana jest tarcza, w, chwilows pred-

koscia katowsq z jaka obraca sie tarcza, natomiast € op6znieniem katowym.
Réwnanie (2.28) zostalo rozpisane w dwoch przedziatach, poniewaz w strefie

gdzie nie ma klockéw hamulcowych nalezy uwzgledni¢ klasyczne réwnanie tarczowe

na przemieszczenie obwodowe. Natomiast w strefie dziatania klocka pojawia si¢ sita
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tarcia, ktéra w tej pracy zostata oznaczona symbolem N, i zostata wyliczona na

podstawie wzoru (2.31).
No :/42p,ud7“ (2.31)
T3

gdzie |ry — 73] jest szerokoscia klocka hamulcowego.

Zamiana réwnania rézniczkowego czastkowego, opisujacego stan gietny (2.29),
na rownowazny uktad dwoch réwnan rézniczkowych zwyczajnych nastepuje poprzez
podstawienie typu Fedehofera-Eggera [7] w (r,¢) = f1 (r)sin(ky) + fao (1) cos(kyp).
Obecnosé cztonow zawierajacych pochodne nieparzystego rzedu z uwagi na wsport-

rzedng katowa
2
n(2-25) ik
uniemozliwia stosowanie klasycznego podstawienia wykorzystujacego tylko jedng
funkcje trygonometryczna.

Wykonujac powyzsze dziatanie i grupujac cztony réwnania przy wyrazeniach

sin(kyp) oraz cos(ky) otrzymujemy:

’ " 2 + vV ]_ + 2]{32 ’ kf2
Dv4f1 + D <2f1 + ” fl - 7‘2 fl -+ 3’["3fl> -+
7" " 128 kQ 1 7 f{ kQ
D (fl + ;fl — V1”2f1> - X [Nrfl + NH (T - ﬁ 1] = (232)

k. k / k
2N, <f2 - 2f2> — ¢ f1+ Q9f2] —q.=0
T r r

’ " 2+V " 1+2k2 / k2
DVif, + D <2f2+ " fo — 2 f2+3r3f2>+

" " vV k2 1 7 f; k?
D (fQ + ;fQ - V7“2f2> - X [Nrfz +N9 <7’ - 7’72 2| + (233)

k. k / k
2N, <f1 - 2f1> — ¢ fy— qefl] —q.=0
T T r

w ktorych operator bilaplasjanu V*() zapisany w uktadzie cylindrycznym dla zagad-

nien kotowo symetrycznych wyraza si¢ nastepujacym wzorem (por. [10]):

_ &0 240 1) 1427d0 K2R -4 0

drt 7 dr3 r2  dr? r3  dr ré

V40

gdzie k oznacza numer kolejnego modu wyboczeniowego.
W trakcie procesu hamowania, przy dostatecznie wysokiej temperaturze, kiedy

tarcza traci stateczno$c¢, zaciskajace si¢ klocki hamulcowe przeciwdziatgja temu zja-
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wisku, stad w réwnaniu (2.29), a takze w réwnaniach (2.32, 2.33) pojawia si¢ dodat-
kowy czton ¢, ktory modeluje odpér podtoza, czyli zagadnienie kontaktu pomiedzy
klockiem a tarczg.

W omawianym zagadnieniu do modelowania kontaktu zostato przyjete sprezyste
podtoze Winklera scharakteryzowane wspotczynnikiem odporu proporcjonalnym do
wartosci ugiecia w, w ktorym role wspotezynnika proporcjonalnosci petni parametr
~ znany w literaturze jako wspotczynnik sprezystosci podtoza Winklera (por. [29,
34]). Zostal on wyliczony za pomoca empirycznego wzoru (2.35) zbudowanego na
podstawie badan, w ktérych wykazano zalezno$¢ v od rozszerzania sie przewodow

elastycznych w uktadzie hamulcowym samochodu (por. [20]).

AVn
[2

p

v =2.7x10* (2.35)

gdzie AV okresla zmiang objetosci w przewodach elastycznych uktadu hamulcowego,
a l, oznacza dtugosc tych przewoddéw.

Podsumowujac, ¢, opisane jest nastepujacym wzorem:

0 poza strefy tarcia
&= (2.36)
—vfi2 w strefie tarcia

Uklad réwnan (2.9, 2.27, 2.28, 2.32,2.33) opisuje zagadnienie utraty statecznosci,
gdzie 1/A oznacza mnoznik Lagrange’a dla zespotu obciazen.

W przypadku analizy statecznosci konstrukeji poddanej dziataniu zespotu n nie-
zaleznych obcigzen konserwatywnych, wystapienie stanu krytycznego warunkowane

jest spelnieniem przyblizonej zaleznosci Schaefera-Papkowicza:

=A= (2.37)

Nalezy nadmieni¢, ze uktad réwnan (2.9, 2.27, 2.28, 2.32, 2.33) jest jednostronnie
rozprzegniety (temperatura wystepuje jako wymuszenie w ukladzie réwnan stanu
mechanicznego ale sity stanu mechaniczengo nie wystepuja w réwnaniu Fouriera-
Kirchhoffa), czyli na kazdym kroku czasowym mozna stosowaé ,stagger algori-
thm”, polegajacy na obliczaniu rozktadu temperatury przez rozwiazanie réwnania

Fouriera-Kirchhoffa (2.9), ktéry nastepnie jest podstawiany do réwnan tarczowych
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(2.27, 2.28), stad wyliczane sg sity N,, N,, N,,, podstawiane nastepnie do réwnari
stanu gietnego (2.32, 2.33), w celu wyliczenia najnizszej wartosci wlasnej A. W bar-
dziej ogdélnym sformutowaniu von Karmana wystepuje sprzezenie zwrotne pomiedzy

stanem gietnym a tarczowym (por. [9, 10]).

2.3.3 Warunki brzegowe

Jednoznacznos¢ rozwiazania problemu opisanego réwnaniami rozniczkowymi wy-
maga sformutowania odpowiednich warunkéw brzegowych, ktorych liczba zalezy od
ilosci i rzedu réwnan rézniczkowych.

W przypadku rownan stanu tarczowego rownania rozniczkowe sg drugiego rzedu,
konieczne jest wiec uzupetnienie kazdego z nich dwoma warunkami brzegowymi. Wa-
runki brzegowe zostaly postawione w nastepujacy sposob: na brzegu wewnetrznym
tarcza jest potgczona z walem dlatego postawione zostaly jednorodne warunki typu
Dirichleta (2.38, 2.40); na brzegu zewnetrznym tarczy nie dziataja zadne dodatkowe
obcigzenia typu mechanicznego, dlatego zostaly postawione jednorodne warunki

brzegowe trzeciego rodzaju, odpowiadajace zerowaniu sit promieniowych i stycznych

N, i N,y (2.39, 2.41).

ul,_, = 0 (2.38)
du u
Ne=B| oty = (1+u)a(T—Tref>] - 0 (2.39)
vl,_,, = 0 (2.40)
l—v _(dv v
N,y = — - = 2.41
r¢ 9 B (d’f‘ + ’I“) . 0 ( )

Inaczej wyglada sytuacja w przypadku réwnan stanu gietnego (2.32, 2.33), ktére
sg roOwnaniami roézniczkowymi 4-go rzedu, wymagajacymi postawienia czterech wa-
runkéw brzegowych dla kazdego z réwnan. Poniewaz réwnania (2.32, 2.33) wynikaja
z roéwnania (2.29), dlatego warunki brzegowe zostaly sformutowane dla tego ostat-
niego.

Wewnetrzny brzeg tarczy, ktory jest potaczony z watem jest modelowany jako
utwierdzenie wymagajace zablokowania ugiecia w oraz kata obrotu ¢ = Jw/0r,
co odpowiada jednorodnym warunkom brzegowym Dirichleta oraz von Neumanna

(2.42, 2.43). Natomiast zewnetrzny brzeg tarczy jest swobodny, zatem moment ra-
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dialny M, oraz zastepcza radialna sila poprzeczna ), musza by¢ réwna zeru, co

odpowiada jednorodnym warunkom trzeciego rodzaju (2.44, 2.45) (por. [34, 29]).

w(r,¢)|,—,, = 0 (2.42)
dw(r, )
_ = 2.4
or _— 0 (243)
0*w 10w 1 0%w
" [87“2 +V<r or +7“2(9902>] S ! (2:44)
9, 1oM,|
Q= D@ (er) + Y o . =0 (2.45)
gdzie:
vy = Fw 10w 10w (2.46)
T o2 rOr r20p? ’
0 (10w
M, = -D1—-v)—|— 2.4
v = -Da-ng (152 (2.7

Zastosowanie podstawienia Fedehofera-FEggera do warunkéw brzegowych pozwala

sprowadzi¢ je do nastepujacej postaci:

fil,=r, =0
df;
=0
dr r=ry
d2 f. df , 2.48
fi v (dfi _ofi 0 (2.48)
dr2 ¢ \ dr r S
d3f; }dzfi_1+k2(2—1/)d7fi+k:2(3—1/)f _0
dr3 7 dr? 72 dr 73 ’ - N
gdzie 1 =1, 2.
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3. Procedura numeryczna

3.1 Algorytm numeryczny dla r6wnania

parabolicznego (warunek stabilnosci)

7 punktu widzenia teorii réwnan rézniczkowych rownanie termiczne Fouriera-
Kirchhoffa (2.9) nalezy do grupy réwnan liniowych parabolicznych o zmiennych
wspotezynnikach [25]. Wedtug klasyfikacji fizycznej termiczny problem brzegowy
traktowany jest jako zagadnienie dyfuzji, ktére ma postaé (3.1)

2
or _ 0T

o~ oz (31)

gdzie D jest wspdtezynnikiem dyfuzji. Do rozwiazania réwnania (3.1) stosowany jest

zazwyczaj jeden z trzech nastepujacych algorytméw (rys. 3.1) [33]:
o fully explicit for flux-conservative initial value problems”

e fully implicit for flux-conservative initial value problems” zwany inaczej ,bac-

kward time”

e schemat Crancka-Nicholsona

3.1.1 Algorytm ,fully explicit”

Algorytm fully explicit” zaktada, iz wartos¢ funkcji w nastepnym kroku cza-
sowym jest obliczana na podstawie trzech wartosci funkcji z poprzedniego kroku

czasowego (3.2). Rozpisujac schemat r6znicowy réownania (3.1) otrzymujemy

k+1 k k k k
7 =1 _ plia =2l + 15

AT N (Az)? (3:2)

30



Tormn

T

FTCS
@ .
@ xorj
o & o o > ]
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
- &
(b) Fully Implicit (c) Crank-Nicolson

Rysunek 3.1: (a) schemat ,, fully explicit”, (b) schemat ,fully implicit”, (c) schemat
Crancka-Nicholsona [33]

gdzie 7 = 1,2,...,ndx, k = 1,2,...,ndt, a Tf oznacza wartos¢ funkcji dla j-tego
wezta na siatce wspotrzednej przestrzennej w k-tej iteracji czasowej, natomiast ndx
— ilo$¢ weztow na siatce przestrzennej w danym kroku czasowym, ndt — ilos¢ krokéw
czasowych, Ax — dtugo$¢ kroku przestrzennego, Ar — dhugoéé¢ kroku czasowego.

Porzadkujac cztony w réwnaniu (3.2) mamy
aTl | + (1 —2a) T} + T}, =T/ (3.3)

gdzie
AT

“= D(A:c)2

Jest to wielko$¢ charakterystyczna dla rownania parabolicznego znana w literaturze

pod nazwa liczby Fouriera[33].

3.1.2 Schemat ,fully implicit”

W poréwnaniu do schematu fully explicit”, niniejszy algorytm jest jego prze-
ciwienstwem. Mianowicie, na podstawie wartosci funkcji w wezle j-tym na k-tym
kroku czasowym obliczane sa wartosci funkcji w weztach (j — 1), (5) 1 (j + 1) dla
(k 4+ 1) kroku czasowego (3.5). Jest to korzystniejsze z punktu widzenia stabilnosci

oraz dtugosci kroku czasowego w stosunku do poprzedniego algorytmu, jednakze da-
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lej krok czasowy nie moze by¢ dowolny. Bardziej szczegdétowa dyskusja na ten temat
zostanie zaprezentowana w nastepnym podrozdziale (roz. 3.1.3).
Rozpisujac schemat réznicowy dla algorytmu ,fully implicit” otrzymujemy:

’_F;H'l . /IVJk zﬂj_—&-ll . 2/17;6—4-1 + j}kj—ll
AT =D (Ax)?

(3.4)
Porzadkujac cztony (3.4) podobnie jak w przypadku poprzedniego schematu mamy

—aTH + (1+20) T — oI = TF (3.5)

gdzie a jest zdefiniowane identycznie jak w poprzednim algorytmie.
Warto zauwazy¢, ze znaczaca wada tego schematu jest koniecznos¢ rozwiazywa-
nia liniowego uktadu réwnan algebraicznych, z ktérego wyliczamy nieznane wartosci

funkeji dla (k + 1) kroku czasowego.

3.1.3 Stabilnos¢ rozwigzania zagadnienia dyfuzji

Stabilno$é¢ rozwigzania problemu dyfuzji jest zwigzana z wielkoscig kroku czaso-
wego AT, ktory nie moze by¢ dowolnie duzy. Definicja liczby Fouriera sugeruje od
razu odpowiednie ograniczenie. Gdyby przyja¢, ze krok czasowy moze by¢ nieskon-
czenie duzy, czyli AT — 00, to wtedy a — oo a zatem AT — 0. Wynika stad, ze
AT musi by¢ ograniczone. Interpretacja fizyczna tego spostrzezenia jest wiec naste-
pujaca: dyfuzja w ciele statym musi zachodzi¢ w miare wolno, aby mozna byto ten
proces opisa¢ rownaniem rozniczkowym liniowym.

Klasyczny warunek stabilnosci, ktory jest jednakowy dla obydwu schematow
Sfully explicit” oraz ,fully implicit”, przy zalozeniu ze wspotczynnik dyfuzji D =const

wyglada nastepujaco
AT < 1
(Az)2 2

Rozwiazujac réwnanie paraboliczne numerycznie kolejnos¢ postepowania jest na-

(3.6)

o =

stepujaca;
1. przyjecie dtugosci kroku przestrzennego Ax
2. okreslenie dtugosci krok czasowego AT na podstawie warunku stabilnosci (3.6)

3. wybdr algorytmu rozwiazania
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4. wykonanie obliczen dla przyjetego kroku przestrzennego Az i oszacowanego

dtugosci kroku czasowego AT.

3.1.4 Schemat Crancka-Nicholsona

Podczas rozwigzywania rownan parabolicznych oprocz warunku stabilnosci po-
jawia sie tez inny problem. W omawianych do tej pory schematach (roz. 3.1.2, roz.
3.1.1) nie zwracaliSmy uwagi na doktadnosé. Wyprowadzajac schemat réznicowy dla
obliczania pierwszej pochodnej na podstawie szeregu Taylora mozna zauwazy¢, ze
najwicksza doktadnosé takiego ilorazu istnieje w centralnym punkcie dla schematu
roztozonego na trzech weztach. Natomiast w obu wezesniejszych przypadkach wyko-
rzystywano iloraz w przdd (,fully explicit”) albo iloraz w tyt (fully implicit”), ktére
sg oparte tylko na dwoch weztach co znacznie obniza doktadnos¢ rozwigzania. Po-
nadto, odlegtos¢ punktu, w ktérym jest obliczany schemat réznicowy przestrzenny
od punktu, w ktérym jest rozpisany schemat réznicowy czasowy wynosi doktadnie
AT/2.

Powstaje zatem pytanie: czy nie mozna stworzy¢ takiego schematu, ktéry stano-
witby rozwigzanie posrednie pomiedzy wczeSniej omawianymi schematami, tak aby
centralny punkt gwiazdy réznicowej na kierunku osi czasowej i przestrzennej byt
ten sam? Takim algorytmem jest wlasnie schemat Crancka-Nicholsona. Zostal on

rozpisany w nastepujacy sposob:

k+1 k k+1 k+1 k+1 k k k
77 17 _DTo 20 + Ty — T, — 17 — T,

AT 2 (Al‘)Q 2 (37)

Poza doktadnoscig, najwieksza zaletg tego schematu jest stabilno$é¢. Mianowicie,
algorytm Crancka-Nicholsona jest stabilny dla dowolnie nieduzego kroku czasowego
AT. Wadg tego algorytmu jest to, ze na kazdym kroku czasowym konieczne jest
rozwigzywanie uktadu liniowych rownan algebraicznych.

3.1.5 Warunek stabilnosci w przypadku pelnego réwnania

Fouriera.

Jak mozna zaobserwowac na podstawie poprzednich podrozdziatéow oszacowanie

warunku stabilnosci, czyli znalezienie odpowiedniego kroku wzdtuz zmiennej czaso-
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wej jest praktycznie kluczowym warunkiem dobrego algorytmu numerycznego dla
zagadnienia poczatkowo-brzegowego. Poréwnujac réwnania (2.3) oraz (3.1) mozna
zauwazy¢ znaczace roznice. Po pierwsze, w przypadku réwnania (2.3) istniejg we-
wnetrzne zrodla ciepta, ktére sa dwojakiego rodzaju. Z punktu widzenia matematyki
w pierwszym przypadku sg zalezne od argumentu funkcji niewiadomej, w drugim
przypadku, od samej funkcji. Po drugie, wspétczynnik dyfuzji, czyli wspotezynnik
przewodno$ci cieplnej A nie jest staly, tylko jest funkcjg potozenia. Dlatego konieczne
jest wyprowadzenie uogdlnione warunku stabilnosci, ktory bedzie uwzglednial ze-
wnetrzne zrodia cieplta oraz funkcyjng zaleznosé wspétezynnika dyfuzji.

Aby wyprowadzi¢ warunek stabilno$ci rozpisujemy schemat réznicowy réwnania
Fouriera dla schematu ,fully implicit” pamietajac, ze wspotczynnik przewodnosci

cieplnej A jest funkcja potozenia (3.8)

k-t 1 k1 k1 k1 k1

ZGm =27 4Ty (A 0A T =Ty
(Ar)? r;  or 2Ar

strefa tarcia

Hpwi)
+2 T T{Hl _ Tk (38>
J J

h
Bw) T eTTAS

2y (0T

poza strefg tarcia

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie ta czedcia réwnania (3.8), ktora jest prawdziwa
w strefie tarcia.

Po uszeregowaniu cztonéw otrzymujemy

Afll <A+8)\>_ A ]Tfﬁ%t( 2AAT +1>Tfﬂ+

coo |20 \r;  Or (Ar)? (Ar)?c,0
AT | 1 (X 0OX A kil o MDY
Cp0 [QAT (rj * 37’) N (AT)Q] T =2 ho T g (3:9)

Warunek stabilnoéci jest okreslany na podstawie cztonéw stojacych przy wyrazeniu
T+ (por. [17]) i wyraza sie wzorem (3.10):

2AAT
— +1> 1
(Ar)iers + 0 (3.10)

Przeksztalcajac powyzsza nieréwno$¢ mamy

2
Ar < oc, (Ar)

o (3.11)
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Jednakze takie oszacowanie jest niewystarczajace, poniewaz A = A(r). W takim
przypadku warunek (3.11) przeksztalcamy do postaci (por. [33]):

MW}

< mi
AT mln[ 2/\(Tj)

] (3.12)

J

Jezeli w réwnaniu (3.11) przyjmiemy c¢,0 = 1 oraz A = D =const otrzymu-

jemy klasyczny warunek stabilnosci dla réwnania dyfuzji. Wynika stad, ze jezeli

zewnetrzne zrodia ciepta zaleza tylko od argumentu funkcji niewiadomej, to nie
maja wpltywu na warunek stabilnosci.

W przypadku, gdy w réwnaniu (3.8) uwzglednimy czton swobodnej konwekeji i

uszeregujemy cztony w schemacie roznicowym otrzymujemy:

Ar | 1 [ A 8)\ )\
o0 | 2Ar T

(o )
h [ai ( 5)

Przeprowadzajac analogiczny tok rozumowania jak w poprzednim przypadku otrzy-

S

+ 1| TH - (3.13)

plw)
] i —2=—T =TF

(Ar)2] h

mujemy nastepujacy warunek na oszacowanie kroku czasowego:

. Co0
AT <min | 57—~ (3.14)
[2(/\(7')3) +23(w)]

Mozna zauwazy¢, ze przyjmujac 3 = 0, czyli brak swobodnej konwekcji, rownanie

(3.14) sprowadza si¢ do réwnania (3.12).

3.2 Calkowanie numeryczne (,,metoda strzatu”)

Redukcja dwupunktowego problemu brzegowego dla uktadu réwnan (2.9, 2.27,
2.28,2.32, 2.33) do standardowej postaci N = 14 sprzezonych réwnan rézniczkowych

pierwszego rzedu jest wykonywana w nastepujacy sposob [33]

dy; (z)
dx

=4 (x7y177yN7A) (315)

w ktorym mnoznik Lagrange’a spetnia role dodatkowej 15-tej zmiennej
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spetniajacej trywialne rownanie rézniczkowe

dyn41
dx

=0 (3.17)
z ny = 7 warunkami brzegowymi (2.11, 2.38, 2.40, 2.48) w punkcie startowym x;

Blj (xayla"'ayN):O (318)

oraz pozostalymi ny = N — ny; = 7 warunkami brzegowymi (2.12, 2.39, 2.41, 2.48)

w punkcie koncowym x-
ng (ZL‘,’yl,...,yN) =0 (319)

Numeryczna implementacja catkowania metoda strzalu oparta jest na wielowymia-
rowej, globalnie zbieznej metodzie Netwona-Raphsona, poszukiwania rozwiazania ne
rownan z ny niewiadomymi. W punkcie startowym x; danych jest N wartosci star-
towych y; ale tylko ny warunkéw brzegowych, zatem pozostaje ny = N —ny wartosci
y,dowolnych”. Przyjmujac, ze te ,dowolne” wartosci sa wspoélrzednymi wektora V
okreslonego w przestrzeni ny wymiarowej, uzytkownik w procedurze load.for gene-
ruje kompletny wektor startowy y, spetniajacy n,; warunkéw brzegowych w punkcie

21 uzupekliony wektorem V
yi (z, Vi, Vo) =0 i=1,2,... )N (3.20)

Wybierajac pewien wektor V definiujemy wektor startowy y (x1), ktéry nastepnie
poprzez catkowanie ukladu réwnan (3.15), traktowanego jako problem poczatkowy
prowadzi do rozwiazania y (z2). Jesli zdefiniowaé¢ wektor ,niedoktadnosci” (discre-
pancy vektor) F réwniez okreslony w przestrzeni ny wymiarowej, w taki sposob, iz

jego wspotrzedne sg miarg oddalenia rozwigzania od warunkéw brzegowych w o
Fk:B2k (x27y) k= 1,2,...,712 (321)

to uzytkownik w procedurze score.for zamienia N wymiarowy wektor rozwigzan
y (z2) na ny wymiarowy wektor F. W powyzszy sposéb, z punktu widzenia me-
tody Newtona-Raphsona, problem zostat sprowadzony do zadania polegajacego na
poszukaniu warto$ci wektora V zerujacego wartosci wektora F. Stosujac algorytm

numeryczny newt.for rozwigzywany jest uktad rownan liniowych z ny niewiadomymi
J.-0V=-F (3.22)
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a nastepnie dodawana poprawka
Ve = yold 4 5V (3.23)

Formuta (3.23) zawiera macierz jakobianu J posiadajaca nastepujaca reprezentacje

OF;

Jij =
v,

(3.24)

w ogdlnym przypadku bardzo skomplikowang jesli chodzi o analityczne obliczenia
odpowiednich pochodnych czastkowych, zatem wykorzystuje sie procedure fdjac.for

obliczajaca przyblizona warto$¢ jakobianu w sposoéb numeryczny

OF, , Fi(V,Va, ..., Vi+AV;,..)
ov; AV,

(3.25)

3.3 Stagger algorithm

Generalnie rzecz ujmujac, rozwigzanie problemu na kazdym kroku czasowym wy-
maga rownoczesnego rozwigzania uktadu 15-tu réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu, jednak z punktu widzenia termomechaniki réwnania te sa rozwigzywane we-
dtug pewnej sekwencji (stagger algorithm), w ktérej daje si¢ wyr6zni¢ trzy podsta-

wowe etapy:

1. rozwigzanie rownania termicznego i otrzymanie temperatury jaka zostata wy-

generowana,

2. rozwigzanie uktadu réwnan stanu tarczowego i obliczenie sit N, Ny i N,9 na

podstawie pola temperatury traktowanego jako wymuszenie,

3. rozwigzanie problemu wtasnego dla réwnan stanu gietnego, w ktérych naj-
mniejsza wartos¢ wtasna pochodzaca od zespotu obciazen termo-mechanicznych
(temperatura + chwilowa predkosé obrotowa), powoduje utrate statecznosci
tarczy hamulcowej jezeli w danym kroku czasowym odwrotno$é¢ najmniejsze;j

wartosci wtasnej jest mniejsza od jednosci.

3.4 Wielkosci bezwymiarowe

W algorytmie numerycznym zostaly uzyte nastepujace wielkosci bezwymiarowe:
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d - T
T2 T2 Th T ()
: fie -+ h T - Trof ~ A
S T2 ro Ty ref Ty Ao
_ E _ N, _ N, - N,
0o ooT2 ooT2 OoT2
_ Ny - _
r — ¢ B:i D_ig
00’2 oqgT2 ooT2

(3.26)

Po uwzglednieniu zmiennych bezwymiarowych (3.26) ukltad réwnan zostal prze-

ksztatcony do nastepujacej bezwymiarowej postaci:

1 /ony 25 .
= [f ()\T )} + 2‘%7] = ¢, 0T w strefie grzania
1 N _ -
= [F ()\T )} - 25 g:% (T — TOO) = ¢,01" w strefie chtodzenia
. 1 B B u
B [u + <r+l’5‘ u + (wB—l) 73] B(1+v)TyaT
2572
- - - ow*rhrs
~B (14 v) Toar (T = Tyey) =
1 -V 5 " B/ / _B/ T}
=T P2
oeTh Rt =0 w strefie tarcia
(o) _, )
1 - = _// 1 h/
" Bo +({=+ B—— Ny + geTh A =0 poza strefy tarcia
2 r B 0o
— 3 ~/ 111 2 + I/ ol 1 + 2k2 k2
DV'fi+D <2f1 fi — f1+33f1>

" ! 1/7/ k27 1 fl k2*
D <f1+ff1_y772f1> Ale1+N6<_f*21 -

_ k - k - W2rhrs erhrs k - -
2Ny (Ff2_772ﬁ> _ e 2f1+g 2_f2] +7f1=0
Y
= 2 + I/ = 1 + 2k2 =/ k:2
DV +D | 2f, + —f — Jot+3= f2>
1 k2
<f2+ f2_V2f2>— le2+N6<b—22>+
- - ow’rhry o oeThr3k - 7
2Ny <f1—2f1> - 2fo - 2f1] +7f2=0
T 7 oy oy, T
A =0
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4. Wryniki

4.1 Stale materialowe przyjete do obliczen

We wszystkich przedstawionych w niniejszej pracy przyktadach numerycznych
wykorzystano ponizszy zestaw statych materiatowych oraz wartosci startowych.

Do analizy przyjeto stal nierdzewna ASTM-321 (walcowana 18Cr, 8Ni, 0.45Si,
0.4Mn, 0.1C, Ti/Nb austenityczna, wytwarzana w temperaturze 1070°C, chtodzona
powietrzem) [11, 44, 16, 20, 35] i wartosci startowe zaczerpniete z artykutéw [32; 2],

ktore przedstawiono w tabeli 4.1. Geometria tarczy hamulcowej (rys. 4.1, tab. 4.2):

Tablica 4.1: Zestaw statych materialowych oraz wartosci startowych uzytych w za-

daniu
E, o0 v 0 a Ao
GPa MPa - kg/m3 1/K W/mK
170 120 0.3 7850 | 1.85 x 107° 20
B do n T Tiof Ty
W/m?K | W/m? | - °C °C °C
750 30 1073 20 20 2x103
Cy € o wo p g
J/kgK | 1/s? . 1/s MPa MPa/m
478 7 0.4 | 81.71 0.4 870

Wymiary geometryczne tarczy, aby moc poréwnac otrzymane wyniki, zaczerpnigto
z artykutéow [32, 2]. Eksperyment w niniejszych artykutach zostal przeprowadzony

sportowym samochodem, dla ktérego grubos¢ tarczy wynoszaca h = 4.5 cm jest bar-
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Tablica 4.2: Wymiary geometryczne tarczy hamulcowej

1 T2 T3 T4 h

m m m m m

0.19 1 0.34 | 0.22 | 0.32 | 0.045

strefo torcia

Rysunek 4.1: Geometria tarczy hamulcowe;

dzo duza. W przecietnych samochodach produkowanych na rynku, tarcze hamulcowe

raczej nie przekraczaja 2.0 cm.

4.2 Utrata statecznosci jednorodnej tarczy

hamulcowej

W pierwszej kolejnosci autor pragnie zaja¢ sie klasycznym problemem, czyli
analizg tarczy hamulcowej bez uwzglednienia funkcjonalnie zmiennych materiatow
(E=const, A=const). Stale materiatlowe zostaly przyjete dla stali ASTM-321, iden-
tycznie jak w eksperymencie opisanym w artykutach [32, 2]. Réwniez z cytowanego
artykutu zaczerpnieto wartosci startowe do zadania.

Wykres (rys. 4.2) przedstawia rozktad temperatury w funkcji promienia tarczy.
Wykres oznaczony symbolem 7 jest rozkladem temperatury w chwili 7 = 7y, czyli

W momencie rozpoczecia procesu hamowania. Kolejne linie oznaczone symbolami od
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T, do T7 zostalty narysowane w kolejnych punktach czasowych, gdzie krok czasowy

wynosi d7 = 0.15 s.

T1
T2
i —_— T,
T4
350 T,
i /_\ Ts
- — e T6
i E—
O, 300
= | NS
S |
B B /’i_—‘_\
g i
a 250
g % LT —~—
- ~
- =l /// \\.._
1 - e
-
200 = —
i - - T~ e —
- /// -
15053 0.25 0.3
wspolrzedna promieniowa [m]

Rysunek 4.2: Rozklad temperatury na kolejnych krokach czasowych dla tarczy wy-

konanej ze stali

Na wykresie wyraznie mozna zaobserwowac obszar generacji ciepta, gdzie na-
stepuje gwaltowny wzrost temperatury oraz obszar chtodzenia wystepujacy na we-
wnetrznych i zewnetrznych krancach tarczy, szczegdlnie w chwili 7 = 7. Nastepnie
wraz ze zmniejszaniem si¢ predkosci obrotowej w maleje ilo$¢ generowanej tempera-
tury. Podobnie sytuacja przedstawia si¢ w przypadku obszarow, ktore sg chtodzone,
poniewaz w pierwszej fazie wystepuje konwekcja wymuszona zwigzana z duzg pred-
koscig powietrza oplywajacego tarcze. W miare trwania procesu hamowania kon-
wekcja wymuszona zamienia sie na konwekcje swobodna, poniewaz predkosé opty-
wajacego ptynu jest nieduza, podobnie jak predkosé¢ katowa w.

Kolejne wykresy (rys. 4.2) przedstawiaja rozktad uogélnionych sit przekrojowych
tarczy N, i N, w funkcji promienia. Podobnie jak w przypadku wykresu tempera-
tury linie oznaczone odpowiednio symbolami N, i Ny oznaczaja wartosci naprezen

radialnych i obwodowych w chwili 7 = 7.
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Rysunek 4.3: Rozktad uogélnionych sit przekrojowych N, (géra) i N,, (d6t) dla tarczy

wykonanej ze stali

Warto zwrdcié uwage na wykres naprezen radialnych (rys. 4.2a), szczegdlnie na
wewnetrzny brzeg tarczy, gdzie wida¢ duze naprezenia rozciggajace. Jednakze autora

najbardziej interesuja naprezenia obwodowe (rys. 4.2b), poniewaz one sa przyczyna
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powstawania Hot-Spot. Globalng utrate statecznos$ci moga wywotaé jedynie napreze-
nia Sciskajace, ktére w wypadku naprezen obwodowych maja duza wartos¢. Wynika
stad, ze w przypadku zastosowania materialow funkcjonalnie zmiennych, ktore majg
zapobiec globalnej utracie statecznosci nalezy tak dobra¢ funkcje modelujace wita-

snosci materiatowe aby zmniejszy¢ wartos¢ obwodowych naprezen $ciskajacych.

[EoTeET

Rysunek 4.4: Deformacja tarczy; kK = 3 mod wyboczeniowy

Na rysunkach 4.4, 4.5 zaprezentowano deformacje osiowe tarczy w dwoch chwi-
lach czasowych. Czerwony kolor oznacza wypuktos¢, niebieski natomiast oznacza
wglebienie. Rysunek 4.4 przedstawia trzeci mod wyboczeniowy, natomiast rysunek

4.5 szo6sty mod.
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Rysunek 4.5: Deformacja tarczy; k = 6 mod wyboczeniowy

Na ostatnim wykresie dotyczacym tarczy hamulcowej wykonanej ze stali (rys.
4.6) przedstawiono rozklad naprezen stycznych, ktére sa funkcja jedynie potoze-
nia, poniewaz rownanie (2.28) nie zawiera cztonéw temperaturowych. Na podstawie
wzoru Schaefera-Papkowicza (2.37) wiemy, ze konstrukcja znajduje sie w obsza-
rze bezpiecznym ze wzgledu na utrate statecznosci, gdy wartosci wlasne wyliczone
z ukladu (2.32, 2.33) A > 1. W przypadku tarczy jednorodnej wartosci wtasne
otrzymane przy pomocy programu numerycznego zawieraja sie¢ w przedziale [0,0378;
0,1169], gdzie dolny kres tego przedzialu odpowiada dziewigtemu modu, natomiast

goérny kres, pierwszemu modu.
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Rysunek 4.6: Rozktad naprezen stycznych w tarczy stalowej

4.3 Statecznos$¢ tarczy hamulcowej funkcjonalnie

gradowanej (FGM)

Analizujac rozktad temperatury (rys. 4.7) mozna zauwazy¢, ze maksymalna tem-
peratura po zastosowaniu materiatu funkcjonalnie zmiennego jest mniejsza niz w
przypadku temperatury dla tarczy wykonanej ze stali. Oprécz tego ze wzgledu na
zmiane wspotezynnika przewodnosci cieplnej, tarcza jest lepiej chtodzona na obsza-
rach, gdzie nie ma generacji ciepta.

W przypadku naprezen radialnych (rys. 4.8) nastapito obnizenie wartosci mak-
symalnej naprezenia oraz zmienit sie charakter krzywych. W wypadku klasyczne;j
stali byty to krzywe silnie malejace, natomiast w wypadku zastosowania materiatu
FGM wedtug koncepcji [28], funkcje sa wolniej malejace, co jest korzystniejsze z
uwagi na utrate statecznosci. Jednakze z uwagi na utrate statecznosci wazniejsze sa

naprezenia obwodowe (rys. 4.9). W klasycznej stali na calym przedziale naprezenia
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Rysunek 4.7: Rozktad temperatury w kolejnych krokach czasowych dla tarczy FGM

wedtug koncepcji eksponencjalnej

mialy wartosé¢ ujemna, czyli byty Sciskajace. W przypadku zastosowania materialéw
funkcjonalnie zmiennych w obszarach, gdzie wystepuje chtodzenie mamy naprezenia
rozciggajace, na rzecz mniejszych naprezen $ciskajacych w miejscu, gdzie wystepuja
klocki. Takie zachowanie konstrukeji (poprawienie wlasnosci w jednym miejscu na

rzecz pogorszenia wlasnosci w drugim, mniej narazonym) gwarantuje stabilnosé.
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Rysunek 4.9: Rozktad sit obwodowych w kolejnych krokach czasowych dla tarczy

FGM wedhug koncepcji eksponencjalnej
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Rysunek 4.10: Rozktad sit stycznych w kolejnych krokach czasowych dla tarczy FGM

wedtug koncepcji eksponencjalnej

W przypadku koncepcji potegowej (rys. 4.11) rozktad temperatury, w poréwna-
niu z koncepcja eksponencjalng, posiada nizsze wartosci ekstremalne temperatury.
Ponadto krzywe posiadaja wigkszy kat nachylenia, czyli istnieje wigkszy gradient
temperatury, ale mniejsze przyrosty temperatur w kolejnych iteracjach.

Réwnie korzystnie wyglada rozktad naprezen radialnych (rys. 4.12), gdzie w pra-
wej czesci wykresy kolejne linie zbiegajg sie do jednej krzywej, czyli nastepuje zrow-
nanie naprezen promieniowych. W wypadku naprezen obwodowych (rys. 4.13), kté-
rych rozktad jest kluczowy w tym zadaniu, maksymalne wartosci sa o kilka rzedow
wielko$ci mniejsze niz w przypadku klasycznej stali. Wynika stad, ze wprowadzenie
materiatu gradientowego w znaczny sposob polepsza stabilno$é¢ konstrukeji.

Wykres naprezen stycznych (rys. 4.14). charakterem niewiele rézni sie od analo-
gicznego wykresu dla koncepcji eksponencjalnej. Roznica wystepuje tylko w warto-
sciach funkcji naprezen, ale jest nieznaczna.

W przypadku zastosowania materiatow gradowanych o podanych wezesniej wspot-

czynnikach funkcji aproksymujacych wtasnosci materiatowe, przy zastosowaniu iden-
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Rysunek 4.11: Rozklad temperatury na kolejnych krokach czasowych dla tarczy

FGM wedhug koncepcji potegowej
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Rysunek 4.12: Rozktad uogdlnionej sity promieniowej na kolejnych krokach czaso-

wych dla tarczy FGM wedtug koncepcji potegowej
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dla tarczy FGM wedtug koncepcji potegowej
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tycznych warunkow jak w przypadku tarczy jednorodnej odwrotnosé mnoznika La-
grange’a A zawiera sie w przedziale [35,426; 128,894]. Wida¢ wyraznie, ze znajdu-
jemy sie po stronie bezpiecznej, a w dodatku w stosunkowo duzej odlegtosci od

powierzchni granicznej statecznosci.
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5. Podsumowanie, wnioski oraz

perspektywy dalszych badan

Celem niniejszej pracy byto zaprojektowanie tarczy hamulcowej w taki sposéb,
aby nie nastapila globalna utrata statecznosci (Hot-Spot). Zamiast optymalizowaé
geometrie konstrukcji zastosowano optymalizacje wlasnosciami materiatowymi po-
przez zastosowanie materialéw funkcjonalnie zmiennych. Modele mechaniczny oraz
matematyczny zostaly zbudowane w taki sposob, aby mozliwe byto uwzglednie-
nie wiekszosci czynnikow majacych korzystny lub niekorzystny wptyw na stabil-
nos¢ konstrukeji: kontakt klocka hamulcowego z tarczg modelowany zostalt przy po-
mocy sprezystego podtoza Winklera, uwzgledniono oddziatywanie sity hamujace;j
na calos$é konstrukeji (uwzglednienie sity stycznej), uwzgledniono wewnetrzne i ze-
wnetrzne zrodta ciepta. Wyprowadzono réwnania ptyto-tarczy Kirchhoffa-Love’a w
przypadku zmiennych wtasnosci materiatowych. W pracy wykazano, ze mozliwy jest
taki dobor wspotezynnikéw aproksymacji wlasnosci materiatowych, aby stabilnosé
catej konstrukcji zostata zachowana, nawet w przypadku ekstremalnych warunkow
pracy.

Zastosowanie funkcjonalnie gradowanej tarczy hamulcowej w obecnych samocho-
dach przynosi wiele korzysci. Po pierwsze, konstrukcja takiej tarczy pod wzgledem
geometrii jest mniej skomplikowana niz konstrukcja tarcz produkowanych obecnie
(tarcze wentylowane) [46]. Po drugie, zastosowanie litego materialu o odpowiednio
zmodyfikowanych wlasnos$ciach gwarantuje stabilnosé, czyli lepsza skuteczno$é ha-
mowania w kazdych warunkach oraz dluzsza zywotnos$¢ takich tarcz. Po trzecie,
lepsze hamulce to wieksze bezpieczenstwo pasazerow. I po czwarte, bardzo istotnym

jest aspekt ekonomiczny zwiazany z dtuzszym czasem eksploatacji takiej tarczy.
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Analize konstrukeji przeprowadzong w tej pracy mozna zastosowaé¢ z powodze-
niem stosowac¢ takze w innych przypadkach, w ktorych konstrukcje pracuja w wyso-
kich temperaturach (tzw. Thermal Barier Coating (TBC) [47]), dajac duze mozliwo-
Sci ulepszenia znanych obecnie rozwigzan konstrukcyjnych. Dlatego zainteresowanie
na calym swiecie osrodkéw badawczych oraz instytucji przemystowych nowymi ma-
teriatami jest tak duze.

Autor zdaje sobie sprawe, ze w pracy nie uwzgledniono pewnych aspektéw oraz
przyjeto szereg zatozen upraszczajacych. W pierwszej kolejnosci nie uwzgledniono
zaleznosci modutu Younga i wspotezynnika przewodnosci cieplnej od temperatury,
a mogto by to znaczaco wplyna¢ na wyniki otrzymane w zadaniu. Jednakze proble-
matyczne moze by¢ ustalenie czy wprowadzenie takiej zaleznosci przyczynito by sie
do ustabilizowania tarczy hamulcowej, czy wrecz przeciwnie. W duzej mierze zale-
zaloby to od charakteru funkcji E(T) oraz A(T).

Nastepnie, autor w niniejszej pracy zatozyt staty wspotezynnik rozszerzalnosci ter-
micznej «, a mogtby by¢ on réwniez funkcja potozenia oraz temperatury. Autor
pracy przypuszcza, ze wprowadzenie funkcyjnej zmiany wspotczynnika a mogto by
znaczaco wplynac na polepszenie stabilnosci tarczy. Zmienny funkcyjnie wspotezyn-
nik rozszerzalnosci termicznej nie zostat uwzgledniony w niniejszej pracy ze wzgledu
na zbyt duze skomplikowanie zadania.

Nastepnymi zatozeniami upraszczajacymi jest zaleznosc¢ liniowa predkosci katowej w
od czasu 7, chociaz w rzeczywistosci predkos$é ta jest najprawdopodobniej silnie nie-
liniowa. Jednakze najwieksze naprezenia, ktore moga powodowac utrate statecznosci
sa generowane na poczatku procesu hamowania, dlatego autor uwaza, ze wprowa-
dzenie nieliniowej zmiany predkosci katowej od czasu nie wprowadzito by zasadniczej
zmiany.

Wprowadzenie kolejnego zalozenia upraszczajacego, czyli sprowadzenie obszaréw, w
ktorych wystepuje chtodzenia tarczy, do wewnetrznych zrodet ciepta dziatajacych
tylko w warstwie Srodkowej, zamiast zastosowania struktury warstwowej z uwzgled-
nieniem chlodzenia na powierzchni tarczy. Takie rozwigzanie modelu mechanicznego

mogtoby réowniez w znaczacy sposoéb wplyna¢ na wyniki otrzymane w zadaniu.
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Autor planuje uwzgledni¢ wszystkie powyzsze uwagi oraz wprowadzi¢ zmiane
wtasnosci materialowych po grubosci tarczy w dalszym toku badan. Rozwiazanie to
jest korzystniejsze z punktu widzenia technologicznego niz zmiana wtasnosci mate-
riatlowych wzdtuz promienia tarczy. Takie rozwiazanie daje mozliwos¢ wprowadze-
nia cienkiej warstwy ceramika na powierzchniach zewnetrznych tarczy, w miejscach
styku z klockami, ktory posiada dobre wtasnosci z uwagi na $cieralnos¢ oraz niska
przewodno$¢ i pojemnosé cieplng. Natomiast rdzen tarczy jest wykonany ze stali
z uwagi na jej wtasnosci wytrzymatosciowe. Pomiedzy tymi dwoma sktadnikami
mozna wprowadzi¢ warstwe FGM dajaca ciagla zmiane wlasnosci od materiatu ce-
ramicznego do stali.

Oproécz zmiany modelu mechanicznego autor planuje zmienié¢ tez model nume-
ryczny, wprowadzajac zamiast numerycznego catkowania ,metodg strzalu” profe-
sjonalny kod metody elementéw skonczonych z wbudowanymi elementami grado-
wanymi, dajacymi mozliwos¢ ciagtej zmiany wtasnosci materiatlowych na poziomie
elementu skoriczonego oraz na granicach elementéw. Ciagta aproksymacja ,statych”
materiatowych jest mozliwa poprzez wprowadzenie dodatkowej aproksymacji, innej
niz aproksymacja funkcji niewiadomej i geometrii elementu [18, 19]. Obecnie wy-
korzystywane algorytmy elementéw skonczonych, tak w programach komercyjnych,
jak i w dostepnych kodach Zrédltowych posiadaja stale wlasnosci materiatlowe na
poziomie elementu. W artykule [12] zostalo wykazane, ze w przypadku statych wta-
snosci materialowych na poziomie elementu, po wprowadzeniu niejednorodnosci za
pomoca funkcji potegowej o wyktadniku wiekszym niz trzy, bltedy w poréwnaniu z

wynikiem analitycznym nie sa pomijalnie mate.
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Wykaz oznaczen stosowanych w

teksScie

AVy — zmiana objetosci w przewodach elastycznych w ukladzie hamulcowym
L, — taczna dlugosé przewodow elastycznych w uktadzie hamulcowym

A(r) — wspdélczynnik przewodnosci cieplnej zalezny od zmiennej przestrzennej
Ao — wspélezynnik przewodnosci cieplnej dla stali

A1 — wspdlezynnik przewodnosci cieplnej dla ceramika

r — zmienna przestrzenna

1 — promien wewnetrzny tarczy

() — zewnetrzny promien tarczy

r3 — wewnetrzny promien klocka hamulcowego

T4 — zewnetrzny promien klocka hamulcowego

Ny — érednia silta tarcia

k1 — wspdlezynnik FGM w réwnaniu termicznym wg koncepcji Nody

ko — wspdlezynnik FGM w réwnaniach mechanicznych wg koncepcji Nody

mq — wspdlezynnik FGM w réwnaniu termicznym wg koncepcji Ootao

ma — wspdlezynnik FGM w réwnaniach mechanicznych wg koncepcji Ootao
Ey — modutu Younga dla stali

E — modul Younga dla ceramika

E(r) — modut Younga zalezny od zmiennej przestrzennej

T(r,7) - temperatura

Cy — ciepto wlasciwe

0 — gesto$¢ materiatu z ktorego zostata wykonana tarcza

7 — wspdélcezynnik tarcia klockéw hamulcowych o tarcze

P — nacisk klockéw hamulcowych na tarcze
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wo

o)
At
Ax

chwilowa predkosé katowa

poczatkowa predkosé katowa

opOznienie

grubo$¢ tarczy

wspotczynnik okreslajacy jaka cze$é pracy caltkowitej jest zuzywana
na generacje ciepta

funkcja wspdtezynnika swobodnej konwekcji zalezna od predkoéci
katowej w

temperatura powietrza chtodzacego poza warstwa przyscienng
temperatura odniesienia

temperatura stuzaca do ubezwymiarowienia réwnania termicznego
ilos¢ ciepta w jednostce czasu pochtaniana przez wal na ktérym
jest zamocowana tarcza

sztywnosé tarczowa

wspotczynnik Poissona

wspoélczynnik rozszerzalnodci termicznej

sktadowe przemieszczenia w kierunku promieniowym i obwodowym
przemieszczenie w kierunku osiowym (ugiecie plyty)

sztywnosé gietna

numer modu wyboczeniowego

naprezenia promieniowe zredukowane do ptaszczyzny srodkowej
naprezenia obwodowe zredukowane do plaszczyzny srodkowej
naprezenia styczne zredukowane do plaszczyzny srodkowej
odwrotno$¢ mnoznika Lagrange’a dla zespolu obciazen
wspoélczynnik Winklera sprezystego podloza

granica plastycznosci

dtugosé kroku czasowego

dtugos¢ kroku przestrzennego

/ 7 . . . . . .
() symbol oznacza rézniczkowanie wzgledem zmiennej przestrzennej,

() symbol oznacza rézniczkowanie wzgledem zmiennej czasowej,

nadkreslenie () oznacza wielko$¢ bezwymiarowa.
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