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Streszczenie:Praca dotyczy optymalnego ksztattowanie wolnopagtpharprefabryko-
wanych belekzelbetowych. W artykule skupionoegshna optymalnym doborze wysalad
przekroju poprzecznego przy ustalonej diéagoszerokéci, stopniu zbrojenia elementu oraz
przy okrglonych obcizeniach zewetrznych. Dz¢ki zastosowaniu metody gradientowo-
iteracyjnej maliwe bylo przeprowadzenie wielokrotnych oblidzeptymalizacyjnych. Na
podstawie uzyskanych wynikow sformutowano praktgczalecenia doboru wysola belek
zelbetowych.

Stowa kluczowe:belka zelbetowa, belka prefabrykowana, optymalizacja kohsfi,
zalecenia ksztaltowania

1. Wprowadzenie

Przy projektowaniu wspoétczesnych konstrukcji pramésvsze za kryterium optymalno-
$ci przyjmuje s¢ minimalizacg kosztéw. Konstrukcja optymalnie zaprojektowanataka,
ktéra przy maliwie minimalnym koszcie wykonania spetnia wszystlkivarunki stanéw
granicznych nénaosci i uzytkowania.

Ze wzgkdu na powszechié i skak stosowania, przy projektowantelbetowych belek
nalezy zwrécic szczeg6lg uwag na dobo6r wymiarOéw przekroju poprzecznego oragcilo
zastosowanego zbrojenia. Projektujekonomicznie, przed przypieniem do oblicze
nalezy szczeg6towo przeanalizowekoszty zwjzane z wykonaniem danego elementu w
konkretnej inwestycji.

Nie w kazdym przypadku element optymalngdzie cechowat si minimalnym zuy-
ciem stali zbrojeniowej. Cena elementu prefabrykwegm zaley od licznych czynnikdw,
m.in.; aktualnych cen materiatéw, kosztéw transparnontau, maliwosci linii technolo-
gicznej. Kady producent jest wstanie okKli€ optymalny pod wzgdem ekonomicznym
stopieh zbrojenia belki, ktéry é&dzie minimalizowatl wypadkogv wszystkich kosztéw
zwigzanych z wyprodukowaniem, transportem i méeta elementu.

W pracy skupiono sina optymalnym doborze wysaddad belki przy zatagonym stopniu
zbrojenia oraz ustalonych warunkach abeniowych.

2. Algorytm obliczeniowy

2.1.Zatozenia obliczeniowe

Analizie podlega jednokierunkowo zginana betkébetowa o przekroju prostgkaym.
Ponizej na rysunku pokazano oznaczenia wymiaréw prielpoprzecznego.
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Rys. 1. Przekréj poprzeczny

2.2.Stan graniczny n@nosci

2.2.1.Zginanie
W pierwszej kolejnéci nalery wyznaczy zaseg efektywnej wysokexi strefysciskanej
St W betonie.
/](fck) Aafyd ~ Awfy
08 f.qbh
Jezeli spetniony jest warune&e < &erriim 10 zbrojenieAs; jest w petni wykorzystane.

Natomiast jeeli &e > Cerriim tO ZbrojenieAg; nie jest w petni wykorzystane. Blwosé elementu
zginanego opisuje funkcja (2):

if et < Se lim

1)

feff =

. a
Mgq = Asl(d _az)fyd if e < ZFZ

M Rd ~ M Rd = Qteff (1_ 05<reff )dzbfcd + ASZ(d - a2) fyd OtherW|Se (2)
otherwise
{M Rd = Seff lim (1_ 05¢eft im )dzbfcd
gdzie (oznaczenia we wzorach 1 i 2):
a,, b, d — wymiary geometryczne oldlene na rysunku nr 1
feq — obliczeniowa wytrzymakt betonu na&ciskanie
fex — charakterystyczna wytrzymdtobetonu ngciskanie
fya — obliczeniowa granica plastyczud stali zbrojeniowej
M) — wspotczynnik okrdajacy efektywry wysoka¢ strefysciskanej (opisany for-
mutk (3))
0 if f, <50MPa
AMfy)=08-1 f, —50MPa 3)

otherwise
400MPa

2.2.2.8cinanie

Poniewa analizowany w pracy problem dotyczy optymalnegbata wysokdéci prze-
kroju poprzecznego przy zalonym stopniu zbrojenia podinego nie wymiarowano
zbrojenia poprzecznego.



Sprawdzeniu podlega tylko érwos¢ przekroju ze wzgldu nasciskanie betonu powsta-
jace przy scinaniu w elementach zginanych (funkcje 4 i 5). Wak (5) musi zosta
spetniony, gdy w przeciwnym przypadku doszioby do zédaenia betonu.

- _ fck
V= Oﬁ(l 250I\/IPaj )
Veq = 050duf 4 )

2.3. Stan graniczny wytkowania

2.3.1.Ugiecia
Graniczny moment rysggy okresla réwnanie (6).

h2
Ivlcr = fctmb? (6)

Sztywna¢ elementuzelbetowego w funkcji granicznego momentu rgsapo przed-
stawia funkcja (7).

if M >M,,
Eceff I Il
B., = MY (7)
1- —cr)1--1b
,6’3,82( MkJ ( y J

otherwise

{Eceff I |
gdzie:
b1 — wspotczynnik zalimy od przyczepniei pretow
B — wspotczynnik zalmy od czasu dziatania i powtarzasobobcihzenia
E..r — efektywny modut speystaici betonu
) — sprowadzony moment bezwtadobw fazie | (przekroju niezarysowany)
Iy — sprowadzony moment bezwtadnbw fazie Il (przekroju zarysowany)
My — charakterystyczny moment zgigzy
Ugigcie elementuelbetowego wyznaczagsta pomog funkciji (8).

M J &
a=a 8

kg (8)

00

2.3.2.Szerokasé¢ rozwarcia rys

Szerokd¢ rozwarcia rys ukanych przy podporackcisle zalery od przyptego rozstawu
strzemion. Poniewa zadanie optymalizacyjne nie uwgdhia wymiarowania zbrojenia
poprzecznedo, zostanie porgiiei sprawdzenie szerod@ rozwarcia rys ukénych.

Szerokd¢ rozwarcia rys prostopadlych wyznaczaza pomog réwnania (9):
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gdzie:

B — wspoéiczynnik wyrzajacy stosunek obliczeniowej szerdkorysy do szero-
kosci sredniej

Os — napezenie w zbrojeniu rozgganym, obliczonym w przekroju przez ¢ys

Es — modut spgzystasci stali zbrojeniowej

Sm —$redni rozstaw rys wyznaczony zgodnie z réwnanied) (1

S,y = 50mm+ 025Kk, - (10)

Lr

gdzie:

¢ —$rednica pgta [mm]

yo — efektywny stopig zbrojenia

k1 — wspotczynnik zalimy od przyczepniei pretow

k1 — wspotczynnik zalny od rozktadu odksztatden strefie rozcigane)

3. Optymalizacja

3.1.Opis metody optymalizacyjnej

Zastosowana w obliczeniach metoda stanowhqaanie metody gradientu prostego
oraz iteracyjnego rozwiania sformutowanego problemu optymalizacyjnego.o@dincci
zastosowanie metody muoa opiséa w 6 krokach:
Matematyczny zapis funkcji opisigych rozwaane zadanie optymalizacyjne.
Ustalenie funkcji celu oraz zmiennych decyzyjnych.
Okreslenie ograniczé optymalizacyjnych.
Ustalenie punktu startowego optymalizacji oraz tidw poszukiwa rozwigzania.
Opis funkcji przyrostowej.
Iteracyjne znalezienie rozgwania spetniajcego zadane kryteria optymalizacyjne.

ook wNRE

3.2. Zalozenia optymalizacyjne
Za funkcg celu w zadaniu optymalizacyjnym prztg objtos¢ elementu.

L

f= j A, (X)dx (11)
0

gdzie:

A.(x) — pole przekroju poprzecznego w funkcji dhsgicelementiL

Optymalizacja polega na doborze wys&diqstatej wzdta osi belki), ktéra minimalizu-
je ustalon funkcje celu (11) oraz spetnia wszystkie pr#g ograniczenia.

Obliczenia przeprowadzang @la ustalonych danych:
» szerokdci i diugdsci belki,

« obcizenia,

» stopnia zbrojenia.

Za punkt startowy optymalizacji przgp minimalry wysoka¢ przekroju poprzecznego



uwarunkowan narzuconymi ograniczeniami geometrycznymi. Ritnyjskokowy przyrost
zmiennej decyzyjnej w obbie jednej ptli obliczeniowej. Kierunek przyrostdh zalery od
spetnienia warunkéw rsaosci i uzytkowalnaci (1+10) i jest okrédany w zaleénosci od
uzyskanego wyniku weryfikacji soosci przekroju. Dodatkowo wargé przyrostuth maleje
wraz z kolejnymi fazami oblicZe Poniej przedstawiono w uproszczony sposob fugkcj
okreslajaca gradientow zmiare wysokaci przekroju (12).

4, =0
while|WN, “WN,,_,| >/

4h, = 05h.x (12)
Ah, —dh 4| if WN, >1
Zhy,, =2hy + 4y =20 P
~|ah, =h,,| i fWN, <1
breakif p> pax
gdzie:
A — ustalone kryterium zhiaosci,
p — numer fazy obliczeniowej,
Pmax  — Maksymalna ustalono #i©faz obliczeniowych,
WN, - zbiér warunkéw obliczeniowych wynikggych z analizy stanéw granicznych

dla p-tej fazy obliczeniowej.

Na podstawie powsszych zataen zostat napisany program komputerowy, ktéry @amo
liwia znalezienie rozwizania optymalnego dla rozwanego zagadnienia. Algorytm zostat
zapisany wsrodowisku programu Mathcad. Wymieniony program dticzen matematycz-
nych umdliwia czytelny zapis procedury obliczeniowej oraglskie rozwazywanie rowna
macierzowych.

4. Wyniki

4.1. Zalozenia obliczeniowe
Dane przyjete do obliczei

Beton: C35/45 (f = 35 MPa, §3= 25 MPa)
Stal zbrojeniowa: A-llIN (fy = 420 MPa)

Srednica zbrojenia podimego: ¢ =16 mm

Srednica zbrojenia poprzecznego: ¢ds = 8 mm (strzemiona czterete)
Konstrukcyjne zbrojenie w strefigiskanej: 416

Otulina zbrojenia: 30 mm

Ugiecie dopuszczalne: L/250

Obliczenia przeprowadzono dla zmiennej decyzyjkegdonej w zakresie:
- wysoka¢ h € <300 ; 2000> [mm]

W celu sformutowania zaleiepraktycznych przeprowadzono wielokrotne obliczenia
belek o zranicowanej dtugéci, szerokéci oraz dla ranych wartdci obcihzen zewretrz-



nych. Przygto zakresy oraz przyrost zmiennych:

. dtugdsci analizowanych elementéw:
-Le<6; 12> [m]
-4AL=0,5m

. szerokd¢ przekroju poprzecznego:
-be<0,3;0,8>[m]
-4b=0,05m

. charakterystyczne olgienia zewantrzne:
- €<30; 100> [KN/m]
-4q=5KkN/m

Napisany algorytm komputerowy automatycznie uwdgia cezar analizowanej belki.
W obliczeniach zatoono, ze 60% obegjzenia zewstrznego stanowiobcizenia zmienne. Z
powyzszego wynika wspotczynnik obliczeniowy ustalony gééazonych obcizen y = 1,45.

Dodatkowo wszystkie powgze obliczenia przeprowadzono dla stopni zbrojgmia
diuznego w strefie rozeganej Asy) przyjetych z przedziatu:
- p€<0,5;2,5>[%]

-4p=0,1%
Obliczenia przeprowadzono dla dwdch wariantow:
Wariant A — analizowany przekr6j spetnia wszystikigrunki nénosci i uzytkowal-
NosCi
Wariant B — analizowany przekrdj spetnia tylko wm@ki nasnosci; stan graniczny

uzytkowania nie wptywa na dob6r wysalad przekroju poprzecznego

Poniej w tabeli 1 pokazano przyktadowe wyniki dla badkdtugaci 10 m, szeroki
0,4 m oraz obgienia zewgtrznegoq = 50 kN/m (wariant A).

Komplet wynikow obliczé jest zbyt obszernyeby bytlo mdliwe jego zamieszczenie.

Tabela 1. Wyniki oblicze optymalizacyjnychl{ = 10 m,b = 0,4 m,g = 50 kN/m) (wariant A)

Stopiai Warungk Warunek Warunek_ Warunek_
. Wysokai¢ nosnosci g uzytkowania uzytkowania
zbroje- o nosnosci na oo .
nia [%] optymalna [m] ;brOJenla scinanie [-] (ugiecie) (zarysowanie)
zginanego [-] [] []
0,5 1,21 0,999 0,151 0,514 0,554
0,6 1,10 0,999 0,163 0,603 0,552
0,7 1,02 0,991 0,175 0,680 0,542
0,8 0,95 0,996 0,186 0,769 0,541
0,9 0,90 0,985 0,195 0,837 0,528
1,0 0,85 0,996 0,206 0,929 0,528
1,1 0,82 0,978 0,213 0,975 0,510
1,2 0,80 0,948 0,218 0,996 0,484
1,3 0,79 0,903 0,220 0,986 0,452
1,4 0,78 0,867 0,223 0,982 0,425
1,5 0,77 0,837 0,226 0,981 0,403
1,6 0,76 0,812 0,228 0,985 0,384
1,7 0,75 0,791 0,231 0,991 0,366
1,8 0,75 0,754 0,231 0,962 0,341

1.9 0,74 0,740 0,234 0,973 0,328




2,0 0,73 0,729 0,237 0,987 0,317

2,1 0,73 0,701 0,237 0,963 0,299
2,2 0,72 0,694 0,240 0,981 0,291
2,3 0,72 0,671 0,240 0,960 0,276
2,4 0,71 0,667 0,243 0,981 0,270
2,5 0,71 0,648 0,243 0,962 0,258

W tabeli pogrubiono wartei, ktére zadecydowaly o prayiu wysokdci przekroju
poprzecznego. Z povgzej tabeli wynikaze dla analizowanej belki przy stopniu zbrojenia w
strefie rozciganejp > 1,1 % o wymiarach przekroju decyduje stan gamicuzytkowania
(ugiecia). Stan graniczny zarysowania oraz stan gragic@8nosci z uwagi na zmiadzenie
betonu przycinaniu nigdy nie jest warunkiem decygieym o rozwjzaniu optymalnym.

Dodatkowo w tabeli 2 pokazano wyniki dla warianhliczeniowego B.

Tabela 2. Wyniki oblicze optymalizacyjnychl{ = 10 m,b = 0,4 m,g = 50 kN/m) (wariant B)

- Warunek Warunek Warunek
Stopieh , . Warunek . . . .
Zbroje- Wysokasé nosnosci noSnosci na uzytk_ow_anla uzytkowanl_a
nia [%6] optymalna [m] z_bro;enla scinanie [] (ugiecie) (zarysowanie)

zginanego [] [l [l
0,5 1,21 0,999 0,151 0,514 0,554
0,6 1,10 0,999 0,163 0,603 0,552
0,7 1,02 0,991 0,175 0,680 0,542
0,8 0,95 0,996 0,186 0,769 0,541
0,9 0,90 0,985 0,195 0,837 0,528
1,0 0,85 0,996 0,206 0,929 0,528
1,1 0,82 0,978 0,213 0,975 0,510
1,2 0,78 0,995 0,223 1,074 0,513
1,3 0,75 0,999 0,231 1,152 0,509
1,4 0,73 0,986 0,237 1,198 0,494
1,5 0,71 0,980 0,243 1,252 0,478
1,6 0,69 0,980 0,250 1,317 0,467
1,7 0,67 0,985 0,257 1,393 0,459
1,8 0,65 0,996 0,265 1,481 0,455
1,9 0,64 0,982 0,269 1,509 0,439
2,0 0,63 0,972 0,273 1,542 0,426
2,1 0,61 0,996 0,282 1,660 0,429
2,2 0,60 0,992 0,287 1,706 0,420
2,3 0,59 0,990 0,291 1,757 0,413
2,4 0,58 0,992 0,296 1,814 0,407
2,5 0,57 0,996 0,302 1,877 0,402

Ponownie na dobér optymalnej wysékbnie ma wptywu warunek saosci nascina-
nie. Tabela 2 bardzo dobrze obrazuje wplyw zastasego stopnia zbrojenia na ¢gje
belki. Dla stopnia zbrojenia 2,5 % obliczone eeig jest prawie dwukrotnie wksze od
dopuszczalnego.

4.2.Zalecenia praktyczne

tacznie wyznaczono wysoké optymalry dla 45045 belek o zeicowane] diugéci,
szerokdci, stopniu zbrojenia oraz oleeniu zewrtrznym. Wszystkie obliczenia przepro-
wadzono w dwdch wariantach, co dajeznie 90090 wyznaczonych rozwan optymalnych.
Na podstawie uzyskanych wynikdw sformutowano zaiecgraktyczne doboru optymalnej
wysokaici belki zelbetowe;.



Wspoiczénie powszechnym rozazaniem jest stosowanie odwrotnegoca@ wstp-
nego, ktére zmniejsza ugie obliczone do wartgi dopuszczalnej. Projektig element przy
dopuszczeniu przekroczenia egja dopuszczalnego (wariant B obliéz@alezy przyjmowa
wysokas¢ belek zgodnie z formai(13).

h= o,oozm%g/p— b + 0035[m] (13)
0

gdzie:

el — stopi@ zbrojenia w strefie rozgganej Asy) [-]
b — szeroké¢ w [m]

L — diugaé w [m]

q — obcizenie zewstrzne w [KN/m]

Dla przyktadu na rysunku 2 pokazano zmgiavarunku uytkowania z uwagi na stan
graniczny ugicia w funkcji stopnia zbrojenia oraz obiénia zewstrznego dla belek o
szerokdci b= 0,4 m.

— - WU (dop)
WU (30kN/m)
lf=== WU (50kN/m)
== WU (70kN/m)
WU (100kN/m)

&)

WU

0
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
stopien zbrojenia

Rys. 2. Warunekaytkowania WU (ugicia)

Nalezy zwrécic uwag, ze dla duych stopni zbrojenia oraz matych olyan zewretrz-
nych ugécie obliczone przekracza dwukrotnie wdttdopuszczalp Tak duego ugecia nie
mozna niwelowé strzatlky wskpnego ugicia. Wynika z tego wniosekze projektujc
elementy o digym stopniu zbrojenia natg zwickszy¢ optymalrm z uwagi na nénosé
wysokasi¢ belki w celu ograniczenia ugiia obliczeniowego do waroi, ktéra wraz z
dopuszczalyp przeciwstrzatly zapewni spetnienie stanu graniczneggtkowania.

Jednak nie kala linia technologiczna ma mwos¢ wyprodukowania elementielbe-
towego z wsipng strzatlg ugiecia. Z tego wzgldu sformutowano zalecenia praktyczne (14),
ktére gwarantuj optymalny dobér wysokiai belki, ktéra ledzie spetnia zaréwno warunki
stanu granicznego &eosci jak i stanu granicznego ugia.

Y
h= 0,00283_£Q1— b)) 33+ 0p73[m] (14)

N7



Wszystkie zalecenia zostaly podane dla stali zbioyeej A-llIN, ktora jest najpow-
szechniej stosowanklasy stali przy produkcji prefabrykowanych elementéalbetowych.
Zalecenia mgna natomiast skutecznie oditiedo dowolnej klasy betonu, géylla elemen-
tow zginanych klasa betonu ma niewielki wplyw prakreslaniu optymalnej wysokii
przekroju.

Nalezy pamktac, ze przyjcie wymiardbw geometrycznych w oparciu o prezent@van
zalecenia nie zwalnia projektanta od szczegotovesyiikacji projektowanego elementu.

5. Wnioski

Przed przysipieniem do projektowania beleklbetowych nalgy przeanalizowakosz-
ty zwigzane z wykonaniem i przetransportowaniem danegmesitu. Wsipna analiza
kosztowa pozwala zaprojekto@valement, ktory &dzie optymalny. Powisza analiza ma
zdecydowanie wksze znaczenie w przypadku elementéw prefabrykoerangila ktorych
minimalizacja zuycia stali zbrojeniowej nie zawsze oznacza zmnégjezkosztow.

W pracy przedstawiono gradientowo-iteragyjmetod optymalizacji belekzelbeto-
wych. Na podstawie wynikéw uzyskanych z wielokratmybliczé sformutowano zalecenia
praktyczne doboru optymalnej wysaeko przekroju poprzecznego. Dob6r gabarytéw
elementu w oparciu o powyze zalecenia umbiwia znaczce zmniejszenie czasu potrzebne-
go do znalezienia optymalnego ksztattu projektoyvaekki.

Prezentowas metod gradientowo-iteracyp obliczen optymalizacyjnych mina po-
nadto skutecznie zastosaizdo obliczé innych elementéw konstrukcyjnych.
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Optimal height of free-ends prefabricated reinforcel con-
crete beam with rectangular cross-section
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Abstract: This paper concerns the optimal modelling of fradseprefabricated rein-
forced concrete beams. The article focuses ondleetfon of the optimal height of the cross-
section at a fixed length, width, level of reinfensent of the element and the set of external
loads.By applying gradient-iterative method it was pbiesito conduct multiple optimization
calculations. Optimal beam height was formulateskblzon calculation results.
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