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Optymalizacja belek sprzonych

W pracy przedstawiono problem optymalizacji dwyptawych belek sgronych.
Przedstawiono model fizyczny optymalizowanego elene a nasfpnie sformutowano
problem brzegowy dcisle okre&lonej strukturze formalnej, unibwiajacej zastosowanie
zasady maksimum. Przeprowadzono przyktadowe obliazenajce na celu wyznaczenie
optymalnej trasy kabla sgrajacego, dla ktérego uggie elementu ¢dzie minimalne.

Stowa kluczowe: optymalizacja konstrukcji, metody optymalnego otenia, belki
strunobetonowe, belki kablobetonowe

Optimization for pretensioned beams

The paper presents an optimization problem for Wwepan pre-stressed beams. The
article presents physical model of the optimizesradnt (fig. 1, fig. 2). The problem analysis
examined five phases of load (fig. 2). Then formedl boundary problem with strictly
defined formal strucure, allowing use of maximurmegiple (chapter 3)Attention was paid
to way of formulating of optimization constraint8n example calculation was made to
determine optimal route for the compressing cafde which element deflection will be
minimal, combined with fulfillment of constraints resultinfom the ultimate and
serviceability limit state. Obtained solution shoils effectiveness of the presented method
of calculation.

Keywords: structure opimization, optimal control method, -pgasioned beams, post-
tensioned beams

1. Wstep

Zastosowanie technologii gpenia umaliwia projektowanie elementéw o dych
rozpktosciach przenosgych znaczne obgienia. Ze wzgjdu na znaczne koszty gpania,
projektupc element sgrony nalegy poszukiwé rozwigzan optymalnych pod wzgtlem
ekonomicznym. W wikszaici przypadkow minimalny koszt wykonania danego estu
uzyskujemy poprzez minimalizgcguzycia materiatow. Dodatkowym aspektem optymalnego
projektowania jest wkLiwe wyznaczenie trasy sgenia.

W pracy zastosowano metpdptymalizacji opierajca sie na zasadzie maksimum. Ze
wzgledu na wybrane kryterium metoda udhiwia wyznaczenie rozvgzan optymalnych w
sensie matematycznym. Analizajuzyskane rozwrzanie mana sformutowé mozliwe do
realizacji praktyczne zalecenia.

W artykule skupiono gina analizie belek dwupggtowych o przekroju dwuteowym.
Prezentowana metodyka obliézenoze by jednak stosowana do belek zarowno kablo-, jak i
strunobetonowych o dowolnym przekroju poprzecznym.



2. Ogolny opis problemu

Zadanie dotyczy optymalnego ksztattowania dwestave) belki spgzonej o przekroju
dwuteowym. W obliczeniach pomgto wptyw zjawisk reologicznych. Pargj na rysunku
(rys. 1) pokazano oznaczenia wymiarow przekrojupegznego belki.
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Rys. 1. Przekroj poprzeczny belki
Fig. 1. Beam cross-section

Ponizej na rysunku (rys. 2) pokazano ukiad sit dziggj na analizowan belke
dwuprzstows o diugdci L; + L.

Zatozono réwnomierne obgienie uytkowe q oraz state g. W ogolnym przypadku
optymalizacyjnym obgizenie cézarem wilasnym g, nie kpdzie jednorodne, gayprzekroj
jest zmienny na diugei elementu. Sita sprajaca N, dziata na mimérodzie ¢ wzgledem
srodka cezkosci przekroju. W analizowanym problemie rozpatrzénfaz obcizenia.
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Rys. 2. Schemat statyczny oraz ukfad sit zgnych
Fig. 2. Static scheme and the system of extermeé$o

3. Optymalne ksztattowanie

Za funkcg celu w zadaniu optymalizacyjnym nagéziej przyjmuje s objetos¢ betonu.

f=

Oty

A, (x)dx 1)

gdzie:
Ac(x) - pole przekroju betonowego w funkcji didgoelementu



Jednake ze wzgidu na znaczne rozposci belek spgzonych istotg role odgrywa
minimalizacja ugicia danego elementu. W bigych rozwaaniach skupiono si na
wyznaczeniu optymalnej trasy kabla @ajacego, ktéra przy zadanym przekroju
poprzecznym ddzie minimalizowata ugcie elementu. Wyznaczg optymaln trajektore
kabla wypadkowego, ktéra réwnoénée kedzie spetnida zadane ograniczeniagaymy do
minimalizacji kosztow poprzez optymalizagprzenia.

Obcigzenie podzielono na ¢t faz:

* Cigzar wiasny i obgcizenia state

» 3 kombinacje obgizen eksploatacyjnych

» sita spezajaca

Rownania stanu:

Sformutowano uklad rowma stanu ziaony z czterech rowma rézniczkowych
pierwszego rgdu o postaci (2+5). Porszymi rownaniami mina opisé belke w pierwszych
czterech fazach ohyzienia.

W= ¢ (2)
. M
= — 3
¢ = 3)
M=Q (4)
Q=-q (5)
gdzie:
W - przemieszczenie liniowe w kierunku osi z
¢ - kat ugiccia

M - moment zginajcy

Q - sita poprzeczna

g - obchzenie cagte

E - modut Younga

| - moment bezwtadriai wzglgdem osi y

W celu zmniejszenia ikei przedziatéw charakterystycznych wprowadzono @jgkkokows

Lo {O gdy xO(a,b) ©)

1 gdy xO(a,b)
Dla fazy spe¢zania (faza V) wprowadzono uktad zeny z dwoch rownao postaci (6+7)
w= ¢ (7)

M, .
=" ®)

gdzie:
M, - moment zginacy wywotany siy spezajaca N, wyrazajacy sk wzorem:

Mp: I31x+u2P2(x—L1)+Npep (9)

gdzie:
P, — reakcje podp6r wywotane $gprzajaca w ustroju statycznie niewyznaczalnym



u, — indykatorowa funkcja (6) dla przedziatu <LL; + Ly>

W fazie V sformutowano dodatkowo dwa nadliczbowarumki punktowe, ktére wraz z
warunkami réwnowagi globalnej (9) uiwiaja wyznaczenie reakcji podpor wyptijacych
w rownaniu (8).

P+P+F =0 P,L, +R(L, +L,)=0 (10)

Powyzszy uktad réwna (7+8) bardzo dobrze opisuje gpenie belek, w ktérych trasa
sprzenia jest prostoliniowa i rownolegta do osieakiosci elementu. W przypadku
krzywoliniowego przebiegu, jak ma to miejsce w laelk kablobetonowych, sformutowanie
staje st przyblizeniem. Naleatoby rozway¢ nie tylko skladow poziony sity spkzajacej,
ale rownie sktadowg pionows. Jednak ze wzgllu na bardzo mate krzywizny w przekrojach
krytycznych uproszczenie powsze nie powoduje istotnych cbidw w uzyskanym
rozwigzaniu.

Oprocz powyszych wprowadzono rownanie opigtg obgtosc belki.

V= bh (11)

Aby ukiad rowna (2+5, 7+8) mial jednoznaczne rozmanie zmienne stanu musz
spetnig warunki brzegowe i wewtrzne warunki punktowe w granicach przedziatow
charakterystycznych. Pomj w tabelach 1 i 2 pokazano warunki brzegowe ikpmne dla
rozwazanego zagadnienia.

Tab. 1. Warunki brzegowe i wewtnzne warunki punktowe zmiennych stanu w fazacN I+l
Tab. 1. Boundary conditions and internal conditiohstate variables in phases I+IV

Granice przedziatow charakterystycznygh
0 Ly L," L,+L,
y 0 0 0 0
o - c c -
M 0 C C 0
Q - - - -

Oznaczenia: 0 - ustalona wat@ lewej lub prawej strony punktu, ¢ - warunefgéosci

Tab. 2. Warunki brzegowe i wewtnzne warunki punktowe zmiennych stanu w fazie V
Tab. 2. Boundary conditions and internal conditiohstate variables in phase V

Granice przedziatow charakterystycznygh
0 Ly L," L,+L,
y 0 0 0 0
o - c c -

Ograniczenia:

Wprowadzono ograniczenia wynilgag ze standw granicznychdmosci oraz uytkowania:
Gs - ograniczenie maksymalnego ega belki

G, - ograniczenie maksymalnego nggniasciskagcego na gornej kragdzi przekroju

Gs - ograniczenie maksymalnego nggnia rozcigajgcego na gornej kragdzi przekroju
G4 - ograniczenie maksymalnego ng@mniasciskapcego na dolnej kraydzi przekroju

Gs - ograniczenie maksymalnego nggnia rozcigajgcego na dolnej kraydzi przekroju



Ogodlna postaograniczé G jest nasfpujaca:
G, =C -max(C,), s=1+5 (13)

gdzie:
CJP- w G, graniczne przemieszczenie liniowe
- w G+Gs dopuszczalne nagrenie
Cs - w G, przemieszczenie pionowe
- w G+Gs zbior wartdci napezen (odpowiednio do rodzaju ograniczenia)

Powyszy zapis ograniczenia;Glotyczy ogolnego zagadnienia optymalizacji beMk.
ograniczeniu okrdamy sta§ wartas¢, ktéra nie mae zosta przekroczona. W rozwanym
zadaniu optymalizacyjnym ograniczenie przybierdgpagaca forme:

G, = P(u) —max(C,) (13)
gdzie:
P(u) - funkcja celu

Stosujc powyrsze ograniczeniegdymy do minimalizacji ugicia danego elementu.
Nalezy jednak zauway¢, ze ograniczenie (13) nie zapewnia nam spetnienianusta
granicznego ugcia ustalonego w normach projektowych. Tak sforrmaloe zadanieaty do
zminimalizowania ugicia, nie zapewnigf jednak nieprzekroczenia ustalonej odgornie
wartagsci. W celu zapewnienia spetnienia stanu granicznagicia naley wprowadzé
dodatkowe ograniczenie:

Gs = ay,, ~ Max@) (14)
gdzie:
adop - dopuszczalne uggie
a - obliczone ugiie

Ograniczenia @i Gs zabezpieczaj przed przekroczeniem wytrzym&e betonu na
rozcigganie. W praktyce projektowej elementy@ane najczsciej projektuje si przyjmupc
za stan graniczny pojawienieg szarysowania. Wyspuja jednak kategorie elementow, dla
ktorych ze wzgidu na korzystne warunkérodowiskowe dopuszcza ¢siprzekroczenie
wytrzymalaci betonu na rozeganie. Optymalizujc belki, dla ktérych dopuszczacesi
zarysowanie naky pamgtac o poprawnym przgciu moduty Younga dla betonu
zarysowanego.

Dodatkowo wprowadzono ograniczenia dopuszczalnégaayu zmiennych decyzyjnych.
4. Rozwiazanie numeryczne

Rozwgzanie sformutowanego problemu optymalnego ksztatoav maliwe jest tylko
za pomog algorytméw numerycznych. Jednym z programow bgzwh na teorii
optymalnego sterowania jest program Dircol-2.1 (Arex Method for the Numerical
Solution of Optimal Problems). Program ten jesttekmnym nargdziem do rozwgzywania
zada sformutowanych w sposéb opisany pawy

Za pomog programu Dircol-2.1 wyznaczono rozmanie teoretyczne zapewnjeg
minimum ugecia elementu poprzez optymalizacjtrasy kabla wypadkowego, przy
réownoczesnym spetnieniu standw granicznycénogci i uzytkowania.



5. Wyniki obliczen

Obliczenia wykonano dla nagtujagcych danych:
» klasa betonu: C45/55.E 45MPa, E = 36GPa)
« ciezar whaiciwy zelbetu: 25kN/m
* minimalna odlegté sity spezajacej od dolnej krawdzi przekroju: g = 0,2m
* maksymalna odlegko sity spkzajacej od gornej krawdzi przekroju: h - 0,2m
o dhugas¢: Ly =30m
o dhugas¢: L, = 30m
» obchzenie state zewgtrzne: g = 30kN/m
» obcigzenie eksploatacyjne: g = 75kN/m
* sita spezajaca po uwzgidnieniu wszystkich strat: ;N= 4000kN
e wymiary przekroju: B = b, = 0,6m, i = hp, =0,3m, bw = 0,25m, h = 1,5m
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Rys. 3. a) Rozwzanie optymalne, b) funkcja Hamiltona
Fig. 3. a) Optimal solution, b) Hamilton function

Dodatkowo dla sprawdzenia poprawoiorozwigzania przeprowadzono powtorne
obliczenia przyjmujc wysoka¢ przekroju h =2,0m.



a)
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Rys. 4. a) Rozwzanie optymalne, b) funkcja Hamiltona
Fig. 4. a) Optimal solution, b) Hamilton function

Przebieg trasy wypadkowego kabla egpjacego dla réanych wysokéci przekroju jest
analogiczny. Z powsszego ména wnioskowad, ze uksztaltowanie trasy kabla zgodnie z rys.
3 i 4 pozwala zaprojektowalement o minimalnym uggiu.

6. Wnioski

Rozwigzanie zamieszczone powey jest tylko przyktadem magym na celu zobrazowanie
skutecznéci zaprezentowanego poéeip obliczeniowego. Opracowany w pracy problem
optymalnego ksztattowania mma w dowolny sposob przeksztétqrzyjmujgc za zmienne
decyzyjne dowolne gabaryty przekroju poprzecznegxa funka} celu medzy innymi:
objetos¢ betonu, ugicie, nape¢zeniasciskapce, napgzenia rozcigajpce.

Metoda optymalizacji oparta na zasadzie maksimunrkidzastosowaniu skutecznych
algorytmoéw numerycznych me by doskonatym nakgdziem w gkach projektanta
elementéw sgrzonych.
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