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WYKORZYSTANIE ANALOGII RÓWNAŃ 
RÓŻNICZKOWYCH DO MODELOWANIA KOŚCI

THE ANALOGY BETWEEN THE DIFFERENTIAL 
EQUATIONS USED TO MODELLING OF THE BONE

S t r e s z c z e n i e

Niniejszy artykuł wskazuje na stosunkowo prosty sposób stworzenia porowatego modelu 
kości. Proponowane rozwiązanie to wskazanie na podobieństwo pomiędzy strukturą kości 
oraz gruntem rozumianym jako układ wielofazowy, a następnie wykorzystanie analogii ma-
tematycznej pomiędzy równaniami: konsolidacji gruntu (Terzaghiego) oraz transportu ciepła  
(Fouriera-Kirchhoffe’a).

Słowa kluczowe: porowaty model kości, MES (metoda elementów skończonych)

A b s t r a c t

This papier suggests a relatively simple way to create a model of porous bone. The proposed 
solution is an indication of the similarity between the structure of the bones and the soil is 
understood as a multi-phase system, then use a mathematical analogy between the equations of 
soil consolidation (Terzaghi) and heat transfer (Fourier-Kirchhoffe).

Keywords: model of porous bone, FEM (finite-element method)
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Oznaczenia

A 	 – 	 nieuszkodzona powierzchnia
A A A1 2 3
* * *, , 	 – 	 aktualna powierzchnia nośna

AD	 – 	 powierzchnia sferycznych pustek (uszkodzona)
Ac 	 – 	 całkowite pole powierzchni
As 	 – 	 pole powierzchni styku cząstek
c 	 – 	 współczynnik konsolidacji
cv 	 – 	 ciepło właściwe
e 	 –	 porowatość
E 	 – 	 moduł Younga
fn 	 –	 gęstość objętościowa nukleacji
fv 	 – 	 aktualna gęstość objętościowa pustek
fv

*  	 – 	 efektywna gęstość objętościowa pustek
fcr	 – 	 krytyczna wartość gęstości objętościowej pustek
G 	 – 	 moduł Kirchhoffe’a (moduł sprężystości poprzecznej)
h3 	 – 	 wysokość ponad poziomem porównawczym (do którego podniósł się 

poziom cieczy w piezometrze powyżej próbki)
h4	 – 	 wysokość ponad poziomem porównawczym (do którego podniósł się 

poziom cieczy w piezometrze poniżej próbki)
i 	 – 	 spadek hydrauliczny
k 	 – 	 współczynnik filtracji Darcy’ego
kij	 – 	 współczynnik filtracji w postaci tensorowej
kxx, kyy, kzz	 – 	 współczynniki filtracji gruntu w kierunkach x, y, z
K 	 – 	 moduł Helmholtza (moduł odkształcalności objętościowej)
L 	 – 	 długość próbki
mv	 – 	 współczynnik zmiany objętości gruntu
p 	 – 	 ciśnienie w wodzie, znajdującej się w porach gruntu
p(x, t) 	 – 	 funkcja ciśnienia
pp 	 –	 kumulowane odkształcenie plastyczne
ps 	 – 	 ciśnienie w miejscu styku cząstek
q1, q2, q3	 – 	 dodatkowe parametry dodane przez Tvergarda i Nedelmana
Q 	 – 	 wydatek przepływu
S 	 – 	 współczynnik wilgotności
sn 	 – 	 średnie odchylenie naprężenia zniszczenia
t 	 – 	 czas
T(x, t) 	 – 	 funkcja temperatury
v 	 – 	 prędkość filtracji
Vp	 – 	 objętość porów (pustek)
Vs	 – 	 objętość materiału zwartego
α 	 – 	 współczynnik rozszerzalności termicznej
α^ 	 – 	 pseudo-współczynnik rozszerzalności termicznej
ε ij

e 	 – 	 odkształcenia sprężyste
ε ij

th  	 – 	 odkształcenia termiczne
εv 	 –	 odkształcenie objętościowe
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εn	 – 	 średnie odkształcenie odpowiadające nukleacji
γw	 – 	 ciężar właściwy wody
λxx, λyy, λzz 	– 	 współczynniki przewodności termicznej w kierunkach x, y, z
ρ 	 – 	 gęstość
σ '  	 – 	 (ciśnienie) efektywne
σij

e  	 – 	 naprężenia sprężyste
σH	 – 	 naprężenie średnie
σij
por  	 – 	 naprężenia pochodzące od zmiany ciśnienia w ciele porowatym

υ	 – 	 współczynnik Poissona

1. Wstęp

Obserwacje przyrody często stawały się inspiracją dla inżynierów. Z łatwością dostrze-
gamy pewne analogie. Zagłębiając się w anatomię człowieka i analizując mechanikę gruntu, 
także można dojść do ciekawych wniosków. Układ szkieletowy człowieka to ponad 200 ko-
ści, które są zbudowane z dwóch warstw: zewnętrznej i wewnętrznej. Istota zbita i gąbczasta, 
wraz z siecią naczyń krwionośnych i nerwów tworzą strukturę porowatą kości [5]. W mecha-
nice gruntów grunt to układ wielofazowy. Stanowi on kombinację stałych cząstek mineral-
nych oraz pustych przestrzeni wypełnionych gazem lub wodą [10, 19]. Rozpatrując strukturę 
kości i gruntu, łatwo można dostrzec, że łączącym elementem jest ośrodek porowaty. Dzięki 
tej analogii można spróbować opisać kość za pomocą równań mechaniki gruntów.

Celem niniejszego artykułu jest analiza możliwości wykorzystania modelu ciała poro-
watego, opartego na mechanice gruntów, opisanego równaniem Terzaghiego, jako modelu 
mechanicznego kości długiej. Posłużyć ma do tego stworzony model obliczeniowy kości 
oparty na analogii pomiędzy równaniami Fouriera-Kirchhoffe’a oraz Terzaghiego.

2. Przegląd literatury

Analogia pomiędzy układem wielofazowym gruntu oraz porowatą strukturą kości, mu-
siała prędzej czy później zaowocować. Równania K. Terzaghiego i M.A. Biota uznaje się za 
kluczowe w opisie ośrodka porowatego w geotechnice [10, 14, 19]. Założenie Biota polega 
na potraktowaniu cząstek ośrodka gruntowego za nieściśliwe, co prowadzi do naprężenia 
efektywnego, proponowanego przez Terzaghiego. Kluczową sprawą pozostaje mikrostruktu-
ra [14]. Teoria znalazła powszechnie zastosowane do problemów konsolidacji gleby w geo-
technice, a zwłaszcza do problemów mechaniki skał. Użycie sformułowań porosprężystości 
do modelowania kości jest w pełni uzasadnione, wskazuje na to podobieństwo właściwości 
tkanki kostnej oraz wartości modułów konstytutywnych dla materiałów porowatych, np. ka-
mieni, marmurów czy granitów [6, 8]. Stosowanie teorii porosprężystości daje obiecujące 
rezultaty.
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3. Opis anatomiczny kości

Struktura i ukształtowanie kości w ciele człowieka zostały dostosowane do odpowiednio 
spełnianych funkcji. Tym samym na drodze ewolucji kształt kości i jej własności mechanicz-
ne przybrały odpowiednie parametry, przypisane realizowanym zadaniom [3]. Spośród kości 
wchodzących w skład układu szkieletowego człowieka można wyróżnić podział ze względu 
na kształt: kości długie (łac. ossa longa), kości płaskie (łac. ossa plana), kości krótkie (łac. 
ossa brevia) oraz kości różnokształtne (łac. ossa multiformia) [1, 5, 11, 16].

Na poziomie makroskopowym kość zbudowana jest z  kilku warstw. Najbardziej ze-
wnętrzna, zapewniająca gładką powierzchnię kości, stanowi okostna [5]. Następnie można 
wyróżnić dwie podstawowe tkanki: zbitą (korową) i  gąbczastą (beleczkową lub trabeku-
larną). Pierwsza stanowi część zewnętrzną kości, druga wewnętrzną [3, 5]. W skład części 
korowej wchodzą warstwy blaszek kostnych i osteony z kanałami Haversa, wraz z naczynia-
mi, nerwami i tkanką łączną. Sieć połączeń uzupełniają, poprzecznie i skośnie usytuowane, 
kanały Volkmanna. Linie kostniny (spojenia lub spoiny) tworzą zewnętrzną powierzchnię 
osteonu [1, 3]. Część gąbczasta kości nazywana jest beleczkową lub belkowatą ze względu 
na krótkie beleczki kostne, z których się składa [3, 5]. Rozłożenie istoty zbitej i gąbczastej 
jest odmienne w różnych rodzajach kości. Trzon kości długiej tworzy prawie wyłącznie kość 
zbita. Natomiast kość gąbczasta zdecydowanie przeważa w nasadowej części kości, gdzie 
istota zbita stanowi cienką powłokę [5].

Z biologicznego punktu widzenia kość stanowi tkankę łączną. Ogólne zadanie tego ro-
dzaju tkanki to: wiązanie poszczególnych elementów ze sobą i  pełnieni roli podpory [3]. 
Tkanka kostna należy do grupy tzw. tkanek szkieletowych. Tworzą ją komórki kostne i prze-
sycona solami nieorganicznymi wapnia, twarda substancja międzykomórkowa [3]. Kość czę-
sto bywa porównywana do materiału kompozytowego, ze względu na osobliwe połączenie 
składników organicznych i substancji nieorganicznych [3, 8, 15]. Główne jej składniki to: 
twarda część mineralna utworzona z hydroksyapatytu, elastyczna część białkowa zbudowa-
na z kolagenu oraz część płynna [3, 8]. Można wyróżnić trzy rodzaje komórek kostnych: 
osteocyty, osteoblasty i osteoklasty. Pierwsze są żywymi komórkami, występują w zróżnico-
wanych ilościach oraz przestrzennym uporządkowaniu [1, 3]. Komórki mające podstawowe 
znaczenie w  tworzeniu i  regeneracji kości to osteoblasty. Tworzą one substancję między-
komórkowe. Osteoblasty mają wielokątne i owalne kształty, z licznymi wypustkami, które 
pozwalają łączyć się z innymi komórkami [3]. W trakcie kostnienia tworzą formy beleczek 
oraz blaszek [15]. Po ukończeniu swojej funkcji i zabudowaniu się w jamie kostnej stają się 
osteocytami [3]. Z tego względu osteoblasty noszą nazwę komórek kościotwórczych [1, 15, 
16]. Ostatnie, osteoklasty to wielojądrzaste komórki, które towarzyszą w procesie rozpusz-
czania i nadbudowy tkanki kostnej [3, 15].

Z punktu widzenia mechaniki tkanka kostna jest materiałem niehomogenicznym, poro-
watym, o własnościach anizotropowych [3, 6]. Porowatość tkanek szacuje się od 5% do 
nawet 95% [6]. Porowatość tkanki trabekularnej, znajdującej się m. in. w nasadach kości dłu-
gich, osiąga od 50 do 95% [6]. Pory są połączone i wypełnione szpikiem kostnym, natomiast 
macierz kostna ma postać płytek i beleczek o grubości 200 µm. Beleczki charakteryzują się 
zmiennym układem [6]. Tkanka korowa wykazuje mniejszą porowatość w stosunku do gąb-
czastej, bo od 5 do 10% [6]. Jest jednak bogatsza ze względu różnorodność porów, jakie moż-
na wyszczególnić. Największe pory mają około 30–70 µm i jest to średnica kanałów Haversa 
oraz kanałów Volkmanna [3, 6, 9]. Drugie co do wielkości są przestrzenie, wielkości 0,1 µm, 
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między warstwami koncentrycznymi i włóknami kolagenowymi, tworzącymi koncentryczne 
blaszki i osteony [6, 9]. Wreszcie luki między lamelami, tj. włóknami kolagenowymi i hy-
droksyapatytem, tworzą sieć bardzo małych – około 10 nm, połączonych kanalików [9].

4. Wykorzystanie modelu gruntu do opisu struktury kości

Mechanika gruntu to dział zajmujący się warunkami równowagi oraz odkształceniami 
zachodzącymi w wyniku działania sił w ośrodkach skalnych okruchowych i rozdrobnionych 
[10]. Przedmiotem badań jest grunt występujący w przyrodzie, materiał budowlany wyko-
nany z gruntu przez człowieka, a także jego współdziałanie z innymi materiałami [10, 19]. 
Szczególnie interesujący, z punktu widzenia dalszej części pracy, jest opis własności fizycz-
nych i mechanicznych, wynikający z charakterystycznych cech gruntu, do których należą 
m.in.: porowatość oraz brak jednorodności. W celu lepszego zrozumienia tych właściwości 
w powiązaniu z naprężeniami efektywnymi i przepływem cieczy, przybliżone zostaną prawa: 
K. Terzaghiego (1) i H. Darcyego (2).

                                a)                                                            b)

Rys. 1. Fazy w gruncie: a) układ trójfazowy, b) układ dwufazowy [8]

Fig. 1. Phase in the ground: a) three-phase system, b) two-phase system [8]

Postępując zgodnie z zasadami mechaniki gruntów, należy pamiętać, że przedmiot badań 
stanowi układ wielofazowy. W celu ułatwienia analizy i przedstawienia zależności pomię-
dzy fazami powszechnie stosuje się poglądowy rysunek (rys. 1). W układzie wyróżnia się: 
szkielet gruntu, czyli stałe cząstki mineralne, nie przylegające ściśle do siebie oraz puste 
przestrzenie – pory, które mogą być wypełnione cieczą lub gazem [10, 19].

Analizując naprężenia powstałe pod wpływem działania obciążenia na grunt nawodniony 
(rys. 1), można dojść do bardzo ważnego prawa zaproponowanego przez K. Terzaghiego (2) 
[10, 19]. 
	 σ σ= ′ + −( )1 a p 	 (1)
	 σ σ' = − p 	 (2)
gdzie:

σ ' = a ps 	 – 	naprężenie (ciśnienie) efektywne
p 	 –	 ciśnienie w wodzie, znajdującej się w porach gruntu

a
A
A

as

c

= ⇒ 1

Ac 	 – 	całkowite pole powierzchni
As 	 – 	pole powierzchni styku cząstek
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Bardzo ważnym zagadnieniem w mechanice gruntów jest przepływ cieczy i jej wpływ na 
naprężenia efektywne [12]. Należy podkreślić, że możliwości przepływu wynika z obecno-
ści struktury porowatej. Przepływ w próbce gruntu z punktu A do punktu B odbywa się od 
poru do poru. Rozważania te prowadzą wprost do odkrytej zależności określanej prawem H. 
Darcy’ego (3) [12, 19].

	 Q k
h h

L
A kiA=

−
=3 4 	 (3)

gdzie:
Q 	– 	wydatek przepływu
k 	 – 	współczynnik filtracji Darcy’ego
h3	 – 	wysokość ponad poziomem porównawczym (do którego podniósł się poziom 

cieczy w piezometrze powyżej próbki)
h4	 – 	wysokość ponad poziomem porównawczym (do którego podniósł się poziom 

cieczy w piezometrze poniżej próbki)
L 	 – 	długość próbki
A 	 – 	pole przekroju poprzecznego próbki gruntu
i 	 – 	spadek hydrauliczny

W celu uzyskania podstawowego równania przepływu w gruncie należy wyodrębnić my-
ślowo elementarny sześcian o wymiarach dx, dy, dz. W elemencie występuje przepływ Q 
o składowych kierunkach x, y, z [10, 12]. Korzystając z prawa H. Darcy’ego (2) oraz zapisu 
wektorowego, można napisać wyrażenia na poszczególne składowe przepływu [12]. Dodat-
kowo zakładamy, że współczynniki filtracji są stałe (4):
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W wyniku prostych przekształceń równania dla przepływu trójkierunkowego, otrzymuje-
my równanie konsolidacji gruntu, nazywane inaczej równaniem Terzaghiego, dla materiału 
ortotropowego (5):
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gdzie:
kxx, kyy, kzz 	 – 	współczynniki filtracji gruntu w kierunkach x, y, z
γw 	 – 	ciężar właściwy wody
mv	 – 	współczynnik zmiany objętości 

m
V
V

e
ev

p= =
+1

V 	 – 	objętość elementu gruntu
Vp	 – 	objętość porów 
e 	 – 	porowatość 
S 	 – 	współczynnik wilgotności

S
V
V

w

p

=

Vw 	 – 	objętość wody w elemencie gruntu
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t 	 –	 czas
p(x, t) 	 – 	 funkcja ciśnienia

Równanie konsolidacji gruntu (5), można przedstawić także jako (6): 
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Wyrażenie ∂
∂
εv

t
 oznacza wzrost odkształcenia objętościowego w funkcji czasu. 

Odkształcenie objętościowe zależy od stanu naprężeń czynnych (7).

	 ε σ σ σV f= ( )1 2 3
' ' ', , 	 (7)

Po uwzględnieniu prawa Terzaghiego (1) i założenia stałej wartości obciążenia (8), otrzy-
mamy równanie konsolidacji gruntu (9):
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gdzie:
υ 	 – 	współczynnik Poissona
E 	 – 	moduł Younga

Zakładamy, że współczynniki filtracji są takie same we wszystkich kierunkach (10):

	 k k k kxx yy zz= = = = const 	 (10)

Podstawiając założenie (10) do wyrażenia (9), otrzymujemy równanie Terzaghiego dla 
materiału izotropowego (11).

	 c p
x

p
tw

∂
∂

= −
∂
∂

2

2 γ 	  (11)

	 c k E
=

−( )3 1 2υ 	 (12)

gdzie:
c	 – 	 współczynnik konsolidacji
k 	 –	 współczynnik filtracji

Sposób obliczania naprężeń pochodzących od zmiany ciśnienia w ciele porowatym jest 
możliwy dzięki sprzężeniu pomiędzy równaniem Terzaghiego, a równaniami sprężystości. 
Wykorzystujemy sprzężenie na poziomie naprężeń. Zgodnie z prawem Terzaghiego (2) moż-
na zapisać równanie (13) [6, 12]:
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	 σ σ σ' por
ij

e
ij ij= − 	  (13)

gdzie:
σij

e  	 – 	 naprężenia sprężyste
σ δij ijppor =  	 – 	 naprężenia pochodzące od zmiany ciśnienia w ciele porowatym

Rozpisując równanie (13) oraz dokonując prostych przekształceń, otrzymujemy (14):

	 ε ν σ νσ δ α δ
ij

e
ij kk ij ijE

p= +( ) −  −
1 1 ^ 	 (14)

	 α
ν^ =

+1 2
E

	 (15)
gdzie:

α^ 	 – 	pseudo-współczynnik rozszerzalności termicznej
p 	 – 	zmiana ciśnienia

W mechanice gruntów grunt to układ wielofazowy. Stanowi on kombinację stałych czą-
stek mineralnych oraz pustych przestrzeni wypełnionych gazem lub wodą [10, 19]. Rozpa-
trując strukturę kości i gruntu, można łatwo dostrzec, że łączącym elementem jest ośrodek 
porowaty. O podobieństwie świadczą zarówno różne stopnie porowatości piasku, iłów oraz 
kości zbitej i gąbczastej, jak i przepływający płyn, będący pod ciśnieniem. Jak wykazano, 
dzięki sprzężeniu równań sprężystości z  równaniem Terzaghiego, można obliczyć naprę-
żenia wynikające ze zmiany ciśnienia w ciele porowatym. Dlatego też próba opisu kość za 
pomocą równań mechaniki gruntów wydaje się uzasadniona.

5. Model numeryczny

Podstawowym narzędziem obliczeniowym inżyniera XXI wieku stała się metoda ele-
mentów skończonych (Finite Element Method – FEM lub Finite Element Analysis – FEA) [4, 
13]. Główna korzyść płynąca ze stosowania MES, m.in. w biomechanice i bioinżynierii, to 
możliwość optymalizacji na etapie modelu, np. różnego rodzaju implantów chirurgicznych. 
Ponadto symulacja komputerowa umożliwia sprawdzenie zmian zachowania konstrukcji, 
przy zmiennych parametrach pracy. Dzięki temu zmniejszają się koszty i okres od powstania 
pomysłu do jego realizacji [4].

Z punktu widzenia pracy, interesuje nas możliwość wykorzystania modelu ciała porowa-
tego opisanego równaniem Terzaghiego jako modelu mechanicznego kości długiej. Posłu-
żyć ma do tego stworzony model obliczeniowy kości, oparty na równaniu Terzaghiego oraz 
model numeryczny wykonany w pakiecie obliczeniowy Ansys v. 11 – opartym na metodzie 
elementów skończonych. Niestety w pakiecie tym nie dysponujemy elementem opisującym 
ciało porowate w zakresie sprężystym. Można jednak wykorzystać analogię pomiędzy sfor-
mułowaniem termosprężystości a  sprzężeniami pomiędzy równaniami Terzaghiego oraz 
równaniami sprężystości.

Równanie transportu ciepła, nazywane inaczej równaniem Fouriera-Kirchhoffe’a, dla 
materiału ortotropowego ma postać (16):
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gdzie:
λxx, λyy, λzz	 – 	współczynniki przewodności termicznej w kierunkach x, y, z
ρ 	 – 	gęstość
cv 	 – 	ciepło właściwe
t 	 – 	czas
T(x, t) 	 – 	funkcja temperatury

Zakładamy, że współczynniki przewodności termicznej są takie same we wszystkich kie-
runkach (17):
	 λ λ λ λx y z= = = = const 	 (17)

Podstawiając założenie (17) do równania (16), otrzymujemy równanie Fouriera-Kirchhoffe’a 
dla materiału izotropowego (18):

	 λ ρ
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x

c T
tv 	 (18)

Obliczenie naprężeń, jest możliwe dzięki sprzężeniu pomiędzy: równaniem Fouriera-
-Kirchhoffe’a a równaniami sprężystości. Wykorzystujemy sprzężenie na poziomie odkształ-
ceń (19):

	 ε ε εij
t

ij ij= +e h  	 (19)
gdzie:

ε ij
e 	 – 	odkształcenia sprężyste
ε ij

th  	– 	odkształcenia termiczne
Rozpisując powyższe równanie (19), otrzymujemy (20):

	 ε ν σ νσ δ α δ
ij E

Tij kk ij ij
e = +( ) −  −

1 1 ∆  	 (20)

gdzie:
α 	 – 	współczynnik rozszerzalności termicznej
ΔT 	– 	zmiana temperatury

W celu wykazania możliwości zastosowania równań mechaniki gruntów, modelowaniu 
w pakiecie Ansys v. 11, podlegała ludzka kość długa, a ściślej kość udowa. Symulacje prze-
prowadzono dla modelu o  parametrach odpowiadających kości żywej (tabela 1). Analizę 
podzielono na dwa etapy: pseudo-termiczną oraz strukturalną. W wyniku pierwszej mamy 
poznać rozkład ciśnienia w funkcji promienia modelowanej kości. Natomiast druga pozwoli 
określić mapę naprężeń i odkształceń rozciąganego modelu.

W modelu numerycznym uwzględniono wyłącznie część trzonową kości, obciążoną 
ciśnieniem wewnętrznym. W drugim kroku model został poddany rozciąganiu, przy czym 
uwzględniono podparcie umożliwiające przemieszczenie promieniowe. Dalsze uproszczenia 
wynikały z geometrii kośćca oraz wielkości i kształtu analizowanej części (rys. 2). Przyjęto, 
że tworzy ją osiowosymetryczny, drążony walec (cylinder walcowy) (rys. 14), a wymiary 
cylindra odwzorowującego trzon kości to: średnica wewnętrzna dw = 16,39 mm oraz średnica 
zewnętrzna dz = 37,24 mm (przybliżone wartości określone eksperymentalnie).
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Ta b e l a  1

Stałe materiałowe kości żywej

moduł Younga [3] E = 17,6 GPa
współczynnik Poissona [9] υ = 0,33
ciśnienie wewnątrz kości [9] p = 40 mmHg

współczynnik porowatości [9, 10] e = 0,05
współczynnik filtracji [9, 10] k = 1,5–2 · 10–20m2

gęstość [4] ρ = 1,94–2,02 

Pakiet obliczeniowy Ansys v. 11 umożliwia przeprowadzenie analizy termicznej, a na-
stępnie strukturalnej (mechanicznej). W pierwszej części został wykorzystany element typu 
termicznego, drugiego rzędu, ośmiowęzłowy, osiowosymetryczny – Plane 77. Jego odpo-
wiednikiem w drugiej części analizy jest element strukturalny – Plane 82 lub Plane 183 [2]. 

Rys. 2. Proponowany model geometryczny kości i warunki brzegowe

Fig. 2. The proposed geometrical model of bone and boundary conditions

Wykorzystując analogię między wyprowadzonymi równaniami (11) oraz (18), stopniem 
swobody w każdym elemencie siatki zamiast temperatury T będzie ciśnienie p. Z tego wzglę-
du w dalszej części pracy, analiza termiczna zostanie zastąpiona analizą pseudotermiczną. 
Zgodnie ze wspominaną analogią równań przez współczynnik przewodności termicznej λij 
należy rozumieć równoważny mu współczynnik konsolidacji c. Podobnie iloczynowi ρcv, 
odpowiada ciężar właściwy γw. Efektem końcowym analizy pseudotermicznej jest znalezie-
nie rozkładu ciśnienia (rys. 3).

W pakiecie obliczeniowym Ansys v. 11 po przeprowadzeniu analizy pseudotermicznej 
oraz określeniu rozkładu ciśnienia przechodzimy do analizy strukturalnej (mechanicznej). 
Analiza jest przeprowadzana w dalszym ciągu na tym samym modelu, tzn. uproszczenia geo-
metryczne, parametry i stałe materiałowe kości żywej pozostają takie same, jak w analizie 
pseudotermicznej.

g
cm3
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Rys. 3. Rozkład ciśnienia po analizie pseudotermicznej względem promienia modelowanej kości

Fig. 3. Pressure distribution in function of the radius in the pseudo-thermal analysis in model of bone 

Określenie funkcji opisujących geometrię i strukturę kośćca jest bardzo złożonym pro-
blemem. Wiele zjawisk i  mechanizmów zachodzi w  kości równocześnie. Niesamowicie 
ważnym procesami są: zniszczenie kości oraz przebudowa tkanki kostnej tzw. remodeling. 
Zarówno w jednym, jak i drugim procesie mamy do czynienia z przebudową tkanki kostnej, 
a co za tym idzie ulega zmianie także porowatość. W celu zamodelowania zniszczenia kości 
próbowano zastosować model Gursona-Tvergaarda-Needelmana (GTN), służący do oblicza-
nia ewolucji uszkodzenia w ośrodku porowatym. Powierzchnia plastyczności (potencjał pla-
styczny) (21) jest opisany jako funkcja naprężenia średniego naprężenia efektywnego oraz 
aktualnej gęstości pustek [18]:
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gdzie:
q q q1 2 3, , 	 – 	 dodatkowe parametry dodane przez Tvergarda i Ne-
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fcr	 – 	 krytyczna wartość gęstości objętościowej pustek
fv	 – 	 aktualna gęstość objętościowa pustek
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f
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Vp	 – 	 objętość porów (pustek)
Vs	 – 	 objętość materiału zwartego

Gęstość objętościowa pustek fv podlega ewolucji wraz z nukleacją fnucl i wzrostem fgrowth 
[18]:
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gdzie:
pp 	 –	 kumulowane odkształcenie plastyczne
fn	 –	 gęstość objętościowa nukleacji
sn	 – 	średnie odchylenie naprężenia zniszczenia
εn 	 – 	średnie odkształcenie odpowiadające nukleacji

A A A1 2 3
* * *, , – aktualna powierzchnia nośna

A – nieuszkodzona powierzchnia
AD– powierzchnia sferycznych pustek (uszkodzona)

Rys. 4. Redukcja powierzchni nośnej niezależnie od kierunku naprężenia w modelu GTN [18]

Fig. 4. Reduction of the support surface independently of the direction of stress in GTN model [18]

Uzasadnienie wyboru modelu wynika z  analogii pomiędzy strukturą porowatą ko-
ści a sferycznymi pustkami wywołującymi redukcję powierzchni nośnej (rys. 4). W takim 
wypadku ośrodek porowaty jest ciałem z  częściowo rozwiniętym procesem uszkodzenia. 
Dodatkowym atutem jest prostota i  łatwość zastosowania modelu ewolucji uszkodzenia, 
w znakomity sposób oddającego zmianę porowatości. Wreszcie Model GTN jest dostępny 
w pakiecie obliczeniowym Ansys v. 11, co było argumentem wykorzystania go przy próbach 
symulacyjnych.

Procedura na etapie analizy mechanicznej wymaga podania parametrów modelu GTN 
(tabela 2). Większość z nich określa się fenomenologicznie [18].
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Ta b e l a  2

Stałe materiałowe dla modelu GTN

q1 q2 q3 fn fcr εn sn σo

1,25 1,0 q1 q2 0,04 fcr = e 0,3 0,1 107 MPa

Przypisane zostają odpowiednie stałe użyte wcześniej, a także pseudo-współczynnik roz-
szerzalności termicznej α^  (15). Wraz z przejściem do analizy strukturalnej następuje odczyt 
rozkładu ciśnienia (tak należy odczytywać rozkład temperatury) oraz zapisanie jej jako siły 
masowej. Po zadaniu odpowiednich warunków brzegowych, można otrzymać rozkład naprę-
żenia (rys. 5) w modelu według hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH) oraz krzywą 
naprężenia w funkcji odkształceń (rys. 6).

Rys. 5. Rozkład naprężeń według hipotezy HMH w modelu kości

Fig. 5. HMH stress distribution in the model of bone

Wyniki analizy modelu kości potwierdzają słuszność przyjętych założeń oraz uprosz-
czeń. Rozkład naprężenia w modelu kości (rys. 5), pozwala zaobserwować działanie modelu 
GTN. Maksymalne naprężenie nie pojawia się ani w miejscu obciążenia, ani zamocowania, 
tylko wewnątrz modelu. Świadczy to o uwzględnieniu zmiennej porowatości w przekroju 
modelu kości. Wykres naprężenia w  funkcji odkształcenia (rys. 6) także można uznać za 
poprawny i  zadowalający. Jest on zbliżony do przebiegu krzywych, które można spotkać 
w literaturze przedmiotu. Składa się on z części sprężystej i plastycznej. Otrzymane wyniki 
są bardzo obiecujące.
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                a)

                              b)                                                    c)

         
                                                 d)

Rys. 9. Porównanie krzywych naprężenia w funkcji odkształcenia dla kości długiej: a) wynik analizy 
modelu kości (Ansys v. 11), b) wyniki w zależności od kierunku działania siły [17], c) przykład 

cyklicznego obciążania i odciążania kości korowej [20], d) ogólny przebieg krzywej naprężenia dla 
kości [21]

Fig. 9. Comparison the stress-strain curves for a long bone: a) result of the analysis for the model of 
bone (Ansys v. 11), b) the results depending on the direction of the force [17], c) multiple cycles of 

load and unloading cortical bone [20], d) a general stress-strain curve [21]
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6. Wnioski

Z matematycznego punktu widzenia możliwe jest wykorzystanie równań termospręży-
stości, zamiast modelu ciała porowatego. Równanie termosprężystości oraz równanie kon-
solidacji przyjmują taką samą postać (5) i (16) dla materiału ortotropowego lub (11) i (18) 
dla materiału izotropowego. Są to równanie różniczkowe cząstkowe typu parabolicznego. 
Sprzężenia pomiędzy równaniem Terzaghiego a równaniami sprężystości oraz równaniem 
Fouriera-Kirchhoffe’a i równaniami sprężystości także są identyczne (ta sama postać równań 
(14) i (20)). Analogia między równaniami termosprężystości, którymi dysponuje pakiet obli-
czeniowy Ansys v. 11, ułatwia określenie naprężenia w modelu mechanicznym kości. W kla-
sycznym podejściu konieczne byłoby rozwiązanie równania Terzaghiego, z którego obliczo-
ny rozkład ciśnienia p zostałby podstawiony do równań sprężystości, pozwalając wyznaczyć 
rozkład naprężeń. W naszym przypadku możemy wykorzystać sformułowanie termospręży-
stości, otrzymując rozkład naprężeń pochodzących od zmiany temperatury, która (z uwagi na 
analogię) będzie traktowana jako ciśnienie. Współczynnik przewodności termicznej λij jest 
równoważny współczynnikowi konsolidacji c (zawierający m. in. współczynniki filtracji kij), 
ρcv odpowiada ciężarowi właściwemu γw. Natomiast współczynnik rozszerzalności termicz-
nej α pseudowspółczynnikowi α^ .

Wyniki pracy potwierdzają, że do opisu struktury porowatej kości z powodzeniem można 
używać praw: Terzaghiego i  Darcyego (potocznie nazywanymi równaniami mechaniki 
gruntów). Ponadto możliwości użycia w  obliczeniach analizy termosprężystej (z pakietu 
programu Ansys v. 11), skłoniły poszukiwań modelu i teorii zniszczenia oraz przebudowy 
kości. Zaproponowany model zniszczenia został oparty o  model Gursona-Tvergaarda-
Needelmana (także dostępny w pakiecie obliczeniowym Ansys v. 11).

Stworzony model obliczeniowy kości, oparty na równaniu Terzaghiego oraz modelu nu-
merycznym, dobrze rokuje jako model mechaniczny kości długiej, zważywszy na prostotę, 
łatwość zastosowania i dostępność modelu GTN w programie Ansys v. 11. Ewentualna dal-
sza praca nad jego rozwojem i kalibracją oraz wyniki porównane z rezultatami dostępnymi 
w literaturze przedmiotu pomogłyby poświadczyć o przydatności modelu w bioinżynierii.

7. Perspektywy dalszego rozwoju modelu

Model mechaniczny kości, oparty na równaniach mechaniki gruntów, został stworzony 
na podstawie określonych założeń upraszczających. Podobnie model numerycznym wyko-
nany w pakiecie obliczeniowym Ansys v. 11, podlega pewnym przybliżeniom. W związku 
z  tym należy skupić się przede wszystkim na zmniejszeniu różnic pomiędzy tworzonym 
modelem a rzeczywistą kością, co można uzyskać m. in. poprzez:

a) 	 stworzenie anizotropowego modelu kości (różne wartości modułów Younga i współczyn-
ników Poissona, w zależności od kierunków);

b)	 rozpatrzenie przepływu anizotropowego, przejawiającego się różnymi współczynnikami 
filtracji w odpowiednich kierunkach:

k k kxx yy zz¹ ¹
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c) 	 uwzględnienie zmiennych naprężenia w czasie: 
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d) 	rozwiązanie układu dwóch równań różniczkowych: równania sprężystości i  równania 
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e)	 dokładne określenie rozkładu ciśnienia panującego wewnątrz porów i na szkielecie;
f) 	 wykorzystanie modelu Gursona-Tvergaarda-Needelmana, pozwalającego w połączeniu 

z analizą pseudotermiczną oraz strukturalną na stworzenie modelu remodelingu;
g) 	przeprowadzenie symulacji z innymi formami obciążeń (skręcanie, zginanie, cykliczna 

zmiana obciążeń) z wykorzystaniem modelu ewolucji uszkodzeń oraz porównanie z wy-
nikami eksperymentalnymi;

h) 	uwzględnienie efektu piezoelektrycznego w modelu przebudowy tkanki kostnej;
i) 	 zastosowanie zdjęć z  tomografii komputerowej i  uwzględnienie zmiany kształtu oraz 

przekroju kości przy tworzeniu geometrii.

L i t e r a t u r a

[1]	 Anatomia prawidłowa człowieka, pod red. Ziółkowskiego M., RU ZSP AM, Wrocław 
1991, t. 1, 15-21, 54-63, 83-96.

[2]	 ANSYS ver.11 – Help Manual, 2008.
[3]	 B ę d z i ń s k i  R., Biomechanika inżynierska, Oficyna Wydawnicza Politechniki Wro-

cławskiej, Wrocław 1997, 7-53.
[4]	 B i e l s k i  J., Wprowadzenie do inżynierskich zastosowań MES, Wydawnictwo Poli-

techniki Krakowskiej, Kraków 2010, 7-56.
[5]	 B o c h e n e k  A., R e i c h e r  M., Anatomia człowieka, Wydawnictwo Lekarskie 

PZWL, Warszawa 1999, t. 1, 189, 191.
[6]	 C o w i n  S. C., Bone poroelasticity, Journal of Biomechanics, vol. 32, 1999, 217-238.
[7]	 D e t o u r n a y  E., C h e n g  A.H.-D., Fundamentals of poroelasticity, Chapter 5 in 

Comprehensive Rock Engineering: Principles, Practice and Projects, Vol. II, Analysis 
and Design Method, ed. C. Fairhurst, Pergamon Press, 1993, 113-171.

[8]	 D o b l a r e  M., G a r c i a  J.M., Anisotropic bone remodelling model based on 
a  continuum damage-repair theory, Journal of Biomechanics, vol. 35, no. 1, 2002, 
1-18. 

[9]	 D o b l a r e  M., G a r c ı a  J.M., G o m e z  M.J., Modelling bone tissue fracture and 
healing: a review, Engineering Fracture Mechanics, vol. 71, 2004, 1809–1840.

[10]	 G l a z e r  Z., Mechanika gruntów, Wydawnictwa Geologiczne, Warszawa 1977, 11-12, 
56-57, 69-77.



309

[11]	 K o ł a c z k o w s k i  J., K o ł a c z k o w s k i  Z., Anatomia funkcjonalna, Państwowe 
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa–Poznań 1984, t. 1., 31-32, 40-43, 65-66, 73-74, 
106-107, 119-121.

[12]	 L a m b e  W.T., W h i t m a n  R.V., Mechanika gruntów, Arkady, Warszawa 1978, t. 2, 
cz. IV i V, 317-319, 344-346, 500-502.

[13]	 Ł a c z e k  S., Modelowaie i analiza konstrukcji w systemie MES Ansys v. 11, Wydaw-
nictwo Politechniki Krakowskiej, Kraków 2011, 9-32.

[14]	 Ł y d ż b a  D., Zastosowanie metody asymptotycznej homogenizacji w mechanice grun-
tów i skał, Oficyna Wydawnicza Politechniki Wrocławskiej, Wrocław 2002, 4-13, 90-
95, 158-170.

[15]	 M a z u r k i e w i c z  S., Ocena właściwości mechanicznych kości, [w:] Biocybernetyka 
i inżynieria biomedyczna 2000, pod red. Nałęcza M., Akademicka Oficyna Wydawni-
cza Exit, Warszawa 2004, t. 5, 1-42.

[16]	 M r o z o w s k i  J., Aw r e j c e w i c z  J., Podstawy biomechaniki, Wydawnictwo Poli-
techniki Łódzkiej, Łódź 2004, 1-3, 9-23, 47-50, 53-55.

[17]	 N o r d i n  M., F r a n k e l  V.H., Basic Biomechanics of the Musculoskeletal System, 
Philadelphia: Lea and Febiger, 1989, 54.

[18]	 S k r z y p e k  J., Podstawy mechaniki uszkodzeń, Wydawnictwo Politechniki Krakow-
skiej, Kraków 2006, 61-67.

[19]	 S z y m a ń s k i  A., Mechanika gruntów, Wydawnictwo SGGW, Warszawa 2007, 7-20, 
86-98, 139-144.

[20]	 N y m a n  J.S., L i n g  H., D o n g  X., Wa n g  X., Differences in the mechanical behav-
ior of cortical bone between compression and tension when subjected to progressive 
loading, Journal of the Mechanical Behavior of Biomedical Materials, vol. 2 (6), 2009, 
613-619.

[21]	 Wa n g  X., Cortical Bone Mechanics and Composition: Effects of Age and Gender, 
Studies in Mechanobiology, Tissue Engineering and Biomaterials, vol. 5, 2013, 53-85.




