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WYKORZYSTANIE ANALOGII ROWNAN
ROZNICZKOWYCH DO MODELOWANIA KOSCI

THE ANALOGY BETWEEN THE DIFFERENTIAL
EQUATIONS USED TO MODELLING OF THE BONE

Streszczenie

Niniejszy artykul wskazuje na stosunkowo prosty sposob stworzenia porowatego modelu
kosci. Proponowane rozwiazanie to wskazanie na podobienstwo pomiedzy struktura kosci
oraz gruntem rozumianym jako uklad wielofazowy, a nastgpnie wykorzystanie analogii ma-
tematycznej pomigdzy réwnaniami: konsolidacji gruntu (Terzaghiego) oraz transportu ciepla
(Fouriera-Kirchhoffe’a).

Stowa kluczowe: porowaty model kosci, MES (metoda elementow skonczonych)

Abstract

This papier suggests a relatively simple way to create a model of porous bone. The proposed
solution is an indication of the similarity between the structure of the bones and the soil is
understood as a multi-phase system, then use a mathematical analogy between the equations of
soil consolidation (Terzaghi) and heat transfer (Fourier-Kirchhoffe).

Keywords: model of porous bone, FEM (finite-element method)
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Oznaczenia

nieuszkodzona powierzchnia

aktualna powierzchnia no$na

powierzchnia sferycznych pustek (uszkodzona)
catkowite pole powierzchni

pole powierzchni styku czastek

wspoélczynnik konsolidacji

ciepto whasciwe

porowato$¢

modut Younga

gestos$¢ objetosciowa nukleacji

aktualna gesto$¢ objetosciowa pustek

efektywna gestos¢ objetosciowa pustek

krytyczna warto$¢ gestosci objetosciowej pustek
modut Kirchhoffe’a (modut sprezystosci poprzecznej)
wysoko$¢ ponad poziomem poréwnawczym (do ktérego podniost si¢
poziom cieczy w piezometrze powyzej probki)
wysoko$¢ ponad poziomem porownawczym (do ktérego podniost si¢
poziom cieczy w piezometrze ponizej probki)

spadek hydrauliczny

wspotczynnik filtracji Darcy’ego

wspoélcezynnik filtracji w postaci tensorowe;j
wspotczynniki filtracji gruntu w kierunkach x, y, z
modut Helmholtza (modut odksztatcalno$ci objgtosciowej)
dhugos¢ probki

wspoélczynnik zmiany objetosci gruntu

cisnienie w wodzie, znajdujacej si¢ w porach gruntu
funkcja ci$nienia

kumulowane odksztatcenie plastyczne

ci$nienie w miejscu styku czastek

dodatkowe parametry dodane przez Tvergarda i Nedelmana
wydatek przeptywu

wspolezynnik wilgotno$ci

srednie odchylenie naprezenia zniszczenia

czas

funkcja temperatury

predkosc filtracji

objetos$é porow (pustek)

objeto$¢é materiatu zwartego

wspotczynnik rozszerzalnos$ci termicznej
pseudo-wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej
odksztalcenia sprezyste

odksztalcenia termiczne

odksztalcenie objgtosciowe
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g —  $rednie odksztatcenie odpowiadajace nukleacji
Y, —  cigzar wlasciwy wody
- kyv, L_ — wspofczynniki przewodnosci termicznej w kierunkach x, y, z
p —  gestose
o' —  (ci$nienie) efektywne
o} —  naprezenia sprezyste
o, —  naprezenie $rednie
o — naprezenia pochodzace od zmiany ci$nienia w ciele porowatym
v —  wspdlczynnik Poissona
1. Wstep

Obserwacje przyrody czgsto stawaly si¢ inspiracjg dla inzynierow. Z tatwoscia dostrze-
gamy pewne analogie. Zaglebiajac si¢ w anatomie¢ cztowieka i analizujac mechanike gruntu,
takze mozna dojs¢ do ciekawych wnioskéw. Uktad szkieletowy czlowieka to ponad 200 ko-
$ci, ktore sa zbudowane z dwoch warstw: zewngtrznej 1 wewngtrznej. Istota zbita i gagbczasta,
wraz z siecig naczyn krwiono$nych i nerwow tworza strukture porowata kosci [5]. W mecha-
nice gruntéw grunt to uktad wielofazowy. Stanowi on kombinacje¢ statych czastek mineral-
nych oraz pustych przestrzeni wypetnionych gazem lub woda [10, 19]. Rozpatrujac strukture
kosci i gruntu, fatwo mozna dostrzec, ze laczacym elementem jest osrodek porowaty. Dzieki
tej analogii mozna sprébowac opisac kos¢ za pomocg rownan mechaniki gruntow.

Celem niniejszego artykulu jest analiza mozliwosci wykorzystania modelu ciata poro-
watego, opartego na mechanice gruntéw, opisanego rownaniem Terzaghiego, jako modelu
mechanicznego kosci dlugiej. Postuzy¢ ma do tego stworzony model obliczeniowy kosci
oparty na analogii pomi¢dzy rownaniami Fouriera-Kirchhoffe’a oraz Terzaghiego.

2. Przeglad literatury

Analogia pomig¢dzy uktadem wielofazowym gruntu oraz porowatg strukturg kosci, mu-
siata predzej czy pdzniej zaowocowac. Rownania K. Terzaghiego i M.A. Biota uznaje si¢ za
kluczowe w opisie o$rodka porowatego w geotechnice [10, 14, 19]. Zatozenie Biota polega
na potraktowaniu czastek osrodka gruntowego za niescisliwe, co prowadzi do napr¢zenia
efektywnego, proponowanego przez Terzaghiego. Kluczowa sprawa pozostaje mikrostruktu-
ra [14]. Teoria znalazta powszechnie zastosowane do probleméw konsolidacji gleby w geo-
technice, a zwlaszcza do probleméw mechaniki skal. Uzycie sformulowan porosprezystosci
do modelowania kosci jest w pelni uzasadnione, wskazuje na to podobienstwo wlasciwosci
tkanki kostnej oraz warto§ci modutéw konstytutywnych dla materiatow porowatych, np. ka-
mieni, marmuréw czy granitow [6, 8]. Stosowanie teorii porospr¢zystosci daje obiecujace
rezultaty.
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3. Opis anatomiczny koSci

Struktura 1 uksztaltowanie ko$ci w ciele cztowieka zostaty dostosowane do odpowiednio
spetnianych funkcji. Tym samym na drodze ewolucji ksztatt kosci 1 jej wlasnosci mechanicz-
ne przybraty odpowiednie parametry, przypisane realizowanym zadaniom [3]. Sposrod kosci
wchodzacych w sktad uktadu szkieletowego cztowieka mozna wyrdznié podziat ze wzgledu
na ksztalt: kosci dtugie (fac. ossa longa), kosSci ptaskie (tac. ossa plana), kosci krotkie (tac.
ossa brevia) oraz ko$ci réznoksztattne (tac. ossa multiformia) [1, 5, 11, 16].

Na poziomie makroskopowym ko$é zbudowana jest z kilku warstw. Najbardziej ze-
wnetrzna, zapewniajaca gtadka powierzchni¢ kosci, stanowi okostna [5]. Nastgpnie mozna
wyrozni¢ dwie podstawowe tkanki: zbitg (korowa) i gabczasta (beleczkowsa lub trabeku-
larng). Pierwsza stanowi czg$¢ zewngtrzng kosci, druga wewnetrzng [3, 5]. W sktad czesei
korowej wchodzg warstwy blaszek kostnych i osteony z kanatami Haversa, wraz z naczynia-
mi, nerwami i tkankg taczng. Sie¢ polaczen uzupetniaja, poprzecznie i skosnie usytuowane,
kanaly Volkmanna. Linie kostniny (spojenia lub spoiny) tworza zewngtrzng powierzchnie
osteonu [1, 3]. Cz¢$¢ gabezasta kosci nazywana jest beleczkowsa lub belkowatg ze wzgledu
na kroétkie beleczki kostne, z ktorych si¢ sktada [3, 5]. Roztozenie istoty zbitej i gabczastej
jest odmienne w roznych rodzajach kosci. Trzon kosci dlugiej tworzy prawie wytacznie kosé¢
zbita. Natomiast koS¢ gabczasta zdecydowanie przewaza w nasadowej czeSci kosci, gdzie
istota zbita stanowi cienkg powtoke [5].

Z biologicznego punktu widzenia kos$¢ stanowi tkanke tgczng. Ogolne zadanie tego ro-
dzaju tkanki to: wigzanie poszczegdlnych elementéw ze sobg i petnieni roli podpory [3].
Tkanka kostna nalezy do grupy tzw. tkanek szkieletowych. Tworza ja komorki kostne 1 prze-
sycona solami nieorganicznymi wapnia, twarda substancja migdzykomorkowa [3]. Ko$¢ czg-
sto bywa porownywana do materiatu kompozytowego, ze wzglgdu na osobliwe potaczenie
sktadnikéw organicznych i substancji nieorganicznych [3, 8, 15]. Gtéwne jej sktadniki to:
twarda cz¢$¢ mineralna utworzona z hydroksyapatytu, elastyczna czes$¢ biatkowa zbudowa-
na z kolagenu oraz czg$¢ ptynna [3, 8]. Mozna wyrozni¢ trzy rodzaje komorek kostnych:
osteocyty, osteoblasty i osteoklasty. Pierwsze sg zywymi komdrkami, wystepuja w zréznico-
wanych ilo§ciach oraz przestrzennym uporzadkowaniu [1, 3]. Komodrki majace podstawowe
znaczenie w tworzeniu i regeneracji kosci to osteoblasty. Tworza one substancje miedzy-
komorkowe. Osteoblasty maja wielokatne i owalne ksztalty, z licznymi wypustkami, ktore
pozwalaja taczy¢ si¢ z innymi komodrkami [3]. W trakcie kostnienia tworzg formy beleczek
oraz blaszek [15]. Po ukonczeniu swojej funkcji i zabudowaniu si¢ w jamie kostnej staja si¢
osteocytami [3]. Z tego wzgledu osteoblasty nosza nazwe komorek kosciotworczych [1, 15,
16]. Ostatnie, osteoklasty to wielojadrzaste komorki, ktore towarzysza w procesie rozpusz-
czania i nadbudowy tkanki kostnej [3, 15].

Z punktu widzenia mechaniki tkanka kostna jest materiatem niechomogenicznym, poro-
watym, o wlasno$ciach anizotropowych [3, 6]. Porowato$¢ tkanek szacuje si¢ od 5% do
nawet 95% [6]. Porowatos¢ tkanki trabekularnej, znajdujacej si¢ m. in. w nasadach kosci dtu-
gich, osigga od 50 do 95% [6]. Pory sa potaczone i wypetnione szpikiem kostnym, natomiast
macierz kostna ma posta¢ ptytek i beleczek o grubosci 200 um. Beleczki charakteryzuja si¢
zmiennym uktadem [6]. Tkanka korowa wykazuje mniejszg porowato$¢ w stosunku do gab-
czastej, bo od 5 do 10% [6]. Jest jednak bogatsza ze wzgledu roznorodnos¢ porow, jakie moz-
na wyszczegolnic¢. Najwieksze pory majg okoto 30-70 pum i jest to $rednica kanatéw Haversa
oraz kanatéw Volkmanna [3, 6, 9]. Drugie co do wielkoS$ci sg przestrzenie, wielkosci 0,1 pm,
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miedzy warstwami koncentrycznymi i wtoknami kolagenowymi, tworzacymi koncentryczne
blaszki i1 osteony [6, 9]. Wreszcie luki migdzy lamelami, tj. widknami kolagenowymi i hy-
droksyapatytem, tworza sie¢ bardzo matych — okoto 10 nm, polaczonych kanalikow [9].

4. Wykorzystanie modelu gruntu do opisu struktury kosci

Mechanika gruntu to dziat zajmujacy si¢ warunkami réwnowagi oraz odksztatceniami
zachodzacymi w wyniku dziatania sit w osrodkach skalnych okruchowych i rozdrobnionych
[10]. Przedmiotem badan jest grunt wystepujacy w przyrodzie, material budowlany wyko-
nany z gruntu przez cztowieka, a takze jego wspotdzialanie z innymi materiatami [10, 19].
Szczegolnie interesujacy, z punktu widzenia dalszej czgsci pracy, jest opis wlasnosci fizycz-
nych i mechanicznych, wynikajacy z charakterystycznych cech gruntu, do ktorych naleza
m.in.: porowato$¢ oraz brak jednorodnosci. W celu lepszego zrozumienia tych wlasciwosci
W powiazaniu z napr¢zeniami efektywnymi i przeptywem cieczy, przyblizone zostang prawa:
K. Terzaghiego (1) i H. Darcyego (2).
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Rys. 1. Fazy w gruncie: a) uktad tréjfazowy, b) uktad dwufazowy [8]

Fig. 1. Phase in the ground: a) three-phase system, b) two-phase system [8]

Postepujac zgodnie z zasadami mechaniki gruntéw, nalezy pamigtac, ze przedmiot badan
stanowi uklad wielofazowy. W celu ulatwienia analizy i przedstawienia zalezno$ci pomig-
dzy fazami powszechnie stosuje si¢ pogladowy rysunek (rys. 1). W ukladzie wyrdznia sig:
szkielet gruntu, czyli state czastki mineralne, nie przylegajace $cisle do siebie oraz puste
przestrzenie — pory, ktore moga by¢ wypelnione cieczg lub gazem [10, 19].

Analizujac naprezenia powstate pod wpltywem dziatania obcigzenia na grunt nawodniony

(rys. 1), mozna doj$¢ do bardzo waznego prawa zaproponowanego przez K. Terzaghiego (2)
[10, 19].

c=c'+(l-a)p )
| 6'=c-p @
gdzie:
c' — naprgzenie (cisnienie) efektywne
p — ci$nienie w wodzie, znajdujacej si¢ w porach gruntu

A
a=—"=axl
AC

— catkowite pole powierzchni
— pole powierzchni styku czastek

A
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Bardzo waznym zagadnieniem w mechanice gruntow jest przeptyw cieczy i jej wpltyw na
naprezenia efektywne [12]. Nalezy podkresli¢, ze mozliwosci przeptywu wynika z obecno-
Sci struktury porowatej. Przeptyw w probce gruntu z punktu A do punktu B odbywa si¢ od
poru do poru. Rozwazania te prowadza wprost do odkrytej zaleznosci okreslanej prawem H.
Darcy’ego (3) [12, 19].

0=k h = A = kid 3)
gdzie: L
O - wydatek przeptywu
k — wspotczynnik filtracji Darcy’ego
h, — wysoko$¢ ponad poziomem porownawczym (do ktérego podnidst si¢ poziom
cieczy w piezometrze powyzej probki)
h, — wysoko$¢ ponad poziomem porownawczym (do ktérego podnidst si¢ poziom
cieczy w piezometrze ponizej probki)
L — dhugosc¢ probki
A — pole przekroju poprzecznego probki gruntu
i — spadek hydrauliczny
W celu uzyskania podstawowego rownania przeptywu w gruncie nalezy wyodrebnié my-
slowo elementarny sze$cian o wymiarach dx, dy, dz. W elemencie wystgpuje przeptyw O
o sktadowych kierunkach x, y, z [10, 12]. Korzystajac z prawa H. Darcy’ego (2) oraz zapisu
wektorowego, mozna napisa¢ wyrazenia na poszczegélne sktadowe przeptywu [12]. Dodat-
kowo zaktadamy, ze wspolczynniki filtracji sg state (4):

ok ok, ok
o 0, pid — 0’ 2z O (4)

dz 0z 0z
W wyniku prostych przeksztatcen rownania dla przeplywu trojkierunkowego, otrzymuje-
my rownanie konsolidacji gruntu, nazywane inaczej rownaniem Terzaghiego, dla materiatu

ortotropowego (5):

O, 2} 21, 2], 21 ), A (5)
ox\  “ox) oy\ P ay) o0z\ oz v ot
gdzie:
k_, kyv, k_ — wspoltczynniki filtracji gruntu w kierunkach x, y, z
Y, — ciezar wlasciwy wody
m, — wspolczynnik zmiany objetosci
v, e

m, =
V.  l1+e

Vv — objetos¢ elementu gruntu
v, — objetos¢ porow
e — porowatos¢
S — wspolczynnik wilgotno$ci
A

Y,

v — objetos¢ wody w elemencie gruntu

W
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t — czas
p(x, f) — funkcja ci$nienia

Rownanie konsolidacji gruntu (5), mozna przedstawi¢ takze jako (6):

1 a(s d
_i(kma_p)_{_i k a_p +i(kzza_p):ﬂ:i (6)
y,0x\ "ox) oy\ Pay) oz oz ot ot

Wyrazenie aagv oznacza wzrost odksztatcenia objetosciowego w funkcji czasu.

t

Odksztatcenie objetosciowe zalezy od stanu naprezen czynnych (7).

EV:f(cs'l, c,, 6'3) (7

Po uwzglednieniu prawa Terzaghiego (1) i zatozenia statej wartosci obcigzenia (8), otrzy-
mamy réwnanie konsolidacji gruntu (9):

06, 00, 00,
ot ot ot ®

E 9, op) o(, op a( ap) dp
_E 9f Y Oy P O Py, P
3(1—zu)ax(“ ax)+ay( -‘yay}az =22 )" "o ©)

v — wspotezynnik Poissona
E — modul Younga

gdzie:

Zaktadamy, ze wspotczynniki filtracji sg takie same we wszystkich kierunkach (10):
k. =k, =k_ =k=const (10)

Podstawiajac zatozenie (10) do wyrazenia (9), otrzymujemy rownanie Terzaghiego dla
materiatu izotropowego (11).

’p__ op
o T T (1
E
:k—
TN —2v) (12)

gdzie:
¢ — wspolczynnik konsolidacji
k — wspotczynnik filtracji
Sposob obliczania naprezen pochodzacych od zmiany ci$nienia w ciele porowatym jest
mozliwy dzigki sprzezeniu pomigdzy réwnaniem Terzaghiego, a rownaniami spr¢zystosci.
Wykorzystujemy sprzg¢zenie na poziomie naprezen. Zgodnie z prawem Terzaghiego (2) moz-
na zapisa¢ rownanie (13) [6, 12]:
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6, =0, -0 (13)
gdzie:
o} — naprg¢zenia sprezyste
o;" = pd, — naprezenia pochodzace od zmiany ci$nienia w ciele porowatym

o1 .
e =E[(1+V)GU —vcskké‘)ij}—ocpf)ﬁ (14)
A 1+2v
o= (15)
gdzie: E
o — pseudo-wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej
p — zmiana ci$nienia

W mechanice gruntéw grunt to uktad wielofazowy. Stanowi on kombinacje statych cza-
stek mineralnych oraz pustych przestrzeni wypetnionych gazem lub wodg [10, 19]. Rozpa-
trujac strukture kosci i gruntu, mozna tatwo dostrzec, ze taczacym elementem jest osrodek
porowaty. O podobienstwie $wiadczg zardwno rozne stopnie porowatosci piasku, itow oraz
koSci zbitej 1 gabczastej, jak i przeptywajacy plyn, bedacy pod cisnieniem. Jak wykazano,
dzigki sprzgzeniu rownan sprezystosci z rownaniem Terzaghiego, mozna obliczy¢ napre-
zenia wynikajace ze zmiany ci$nienia w ciele porowatym. Dlatego tez proba opisu kos¢ za
pomoca rownan mechaniki gruntoéw wydaje si¢ uzasadniona.

5. Model numeryczny

Podstawowym narzgdziem obliczeniowym inzyniera XXI wieku stata si¢ metoda ele-
mentow skonczonych (Finite Element Method — FEM lub Finite Element Analysis — FEA) [4,
13]. Gtoéwna korzys¢ ptynaca ze stosowania MES, m.in. w biomechanice i bioinzynierii, to
mozliwos¢ optymalizacji na etapie modelu, np. réznego rodzaju implantow chirurgicznych.
Ponadto symulacja komputerowa umozliwia sprawdzenie zmian zachowania konstrukcji,
przy zmiennych parametrach pracy. Dzigki temu zmniejszaja si¢ koszty i okres od powstania
pomystu do jego realizacji [4].

Z punktu widzenia pracy, interesuje nas mozliwo$¢ wykorzystania modelu ciata porowa-
tego opisanego rownaniem Terzaghiego jako modelu mechanicznego kosci dtugiej. Postu-
zy¢ ma do tego stworzony model obliczeniowy ko$ci, oparty na rownaniu Terzaghiego oraz
model numeryczny wykonany w pakiecie obliczeniowy Ansys v. 11 — opartym na metodzie
elementow skonczonych. Niestety w pakiecie tym nie dysponujemy elementem opisujacym
cialo porowate w zakresie sprezystym. Mozna jednak wykorzysta¢ analogi¢ pomiedzy sfor-
mutowaniem termosprezystosci a sprzezeniami pomiedzy rownaniami Terzaghiego oraz
réwnaniami sprezystosci.

Rownanie transportu ciepta, nazywane inaczej rownaniem Fouriera-Kirchhoffe’a, dla
materiatu ortotropowego ma postac (16):

a(. ar\ a(. ar) a(. or or
9 9T 9y 9T, 005 9T o T 16
ax( ”ax)+ay( » ay}’az( = azj PS5 (16)
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gdzie:
A, A, — wspotezynniki przewodnosci termicznej w kierunkach x, y, z
p — gestos¢
c, — ciepto wlasciwe
t — czas
T(x, 1) — funkcja temperatury

Zaktadamy, ze wspotczynniki przewodno$ci termicznej sa takie same we wszystkich kie-
runkach (17):
A, =X, =A, =A=const (17)

Podstawiajac zatozenie (17) do rownania (16), otrzymujemy réwnanie Fouriera-Kirchhoffe’a
dla materiatu izotropowego (18):

o°’T oT
T —pe — 18
LY (18)
Obliczenie naprezen, jest mozliwe dzigki sprz¢zeniu pomigdzy: rownaniem Fouriera-
-Kirchhoffe’a a rownaniami sprezystosci. Wykorzystujemy sprzezenie na poziomie odksztat-
cen (19):

g, =€ +e) (19)
gdzie:
€ — odksztalcenia sprezyste
€/ — odksztalcenia termiczne

i

Rozpisujac powyzsze rownanie (19), otrzymujemy (20):

|
e :E[(HV)G” —vokkSij]—ocATSﬁ (20

gdzie:
o — wspodlczynnik rozszerzalno$ci termiczne;j
AT — zmiana temperatury

W celu wykazania mozliwo$ci zastosowania rownan mechaniki gruntéw, modelowaniu
w pakiecie Ansys v. 11, podlegata ludzka ko$¢ dtuga, a $cislej ko§¢ udowa. Symulacje prze-
prowadzono dla modelu o parametrach odpowiadajacych kosci zywej (tabela 1). Analize
podzielono na dwa etapy: pseudo-termiczng oraz strukturalng. W wyniku pierwszej mamy
poznac rozktad cisnienia w funkcji promienia modelowanej kosci. Natomiast druga pozwoli
okresli¢ mape naprezen i odksztatcen rozcigganego modelu.

W modelu numerycznym uwzglgdniono wylacznie czgs¢ trzonowa kosci, obciazong
cisnieniem wewnetrznym. W drugim kroku model zostal poddany rozciaganiu, przy czym
uwzgledniono podparcie umozliwiajace przemieszczenie promieniowe. Dalsze uproszczenia
wynikaly z geometrii ko§éca oraz wielkosci 1 ksztattu analizowanej czesci (rys. 2). Przyjeto,
ze tworzy ja osiowosymetryczny, drazony walec (cylinder walcowy) (rys. 14), a wymiary
cylindra odwzorowujacego trzon kosci to: rednica wewnetrzna d = 16,39 mm oraz $rednica
zewnetrzna d_= 37,24 mm (przyblizone warto$ci okreslone eksperymentalnie).
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Tabela 1

Stale materialowe kosci zywej

modut Younga [3] E =17,6 GPa
wspotezynnik Poissona [9] v=0,33

ci$nienie wewnatrz kosci [9] p =40 mmHg
wspotczynnik porowatosci [9, 10] e=0,05

wspolczynnik filtracji [9, 10]

k=1,52-10"m

gestose [4]

cm

_ g
p=194-2,02 =

Pakiet obliczeniowy Ansys v. 11 umozliwia przeprowadzenie analizy termicznej, a na-
stepnie strukturalnej (mechanicznej). W pierwszej czesci zostal wykorzystany element typu
termicznego, drugiego rzedu, o§mioweztowy, osiowosymetryczny — Plane 77. Jego odpo-
wiednikiem w drugiej czesci analizy jest element strukturalny — Plane 82 lub Plane 183 [2].

First step Second step
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Rys. 2. Proponowany model geometryczny ko$ci i warunki brzegowe

Fig. 2. The proposed geometrical model of bone and boundary conditions

Wykorzystujac analogi¢ mi¢dzy wyprowadzonymi rownaniami (11) oraz (18), stopniem
swobody w kazdym elemencie siatki zamiast temperatury 7 begdzie ci$nienie p. Z tego wzgle-
du w dalszej czgséci pracy, analiza termiczna zostanie zastgpiona analiza pseudotermiczng.
Zgodnie ze wspominang analogia rownan przez wspotczynnik przewodnos$ci termicznej 7‘[/
nalezy rozumie¢ réwnowazny mu wspofczynnik konsolidacji c. Podobnie iloczynowi pc,,
odpowiada cigzar wlasciwy vy, . Efektem koncowym analizy pseudotermicznej jest znalezie-

nie rozktadu ci$nienia (rys. 3).

W pakiecie obliczeniowym Ansys v. 11 po przeprowadzeniu analizy pseudotermicznej
oraz okres$leniu rozktadu ci$nienia przechodzimy do analizy strukturalnej (mechanicznej).
Analiza jest przeprowadzana w dalszym ciggu na tym samym modelu, tzn. uproszczenia geo-
metryczne, parametry i state materialowe kosci zywej pozostaja takie same, jak w analizie

pseudotermiczne;.
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Rys. 3. Rozktad ci$nienia po analizie pseudotermicznej wzgledem promienia modelowanej kosci

Fig. 3. Pressure distribution in function of the radius in the pseudo-thermal analysis in model of bone

Okreslenie funkcji opisujacych geometrig i strukture koscca jest bardzo ztozonym pro-
blemem. Wiele zjawisk i mechanizméw zachodzi w ko$ci rownoczesnie. Niesamowicie
waznym procesami sg: zniszczenie kosci oraz przebudowa tkanki kostnej tzw. remodeling.
Zarowno w jednym, jak i drugim procesie mamy do czynienia z przebudows tkanki kostnej,
a co za tym idzie ulega zmianie takze porowato$¢. W celu zamodelowania zniszczenia kosci
probowano zastosowa¢ model Gursona-Tvergaarda-Needelmana (GTN), stuzacy do oblicza-
nia ewolucji uszkodzenia w o$rodku porowatym. Powierzchnia plastyczno$ci (potencjat pla-
styczny) (21) jest opisany jako funkcja napr¢zenia Sredniego napr¢zenia efektywnego oraz
aktualnej gestosci pustek [18]:

o’ 3 ©
F=F(Gij95pfv)= Z +2(I1f:005h(5%_HJ_(I""]sfv*)z =0 (21)
(o o,
gdzie:
q,-9,-9, — dodatkowe parametry dodane przez Tvergarda i Ne-
delmana
=J e S.S. — naprezenie efektywne
o, =/(0,)=[35,5, - name
1 . .
o, = gckk — naprezenie $rednie
f — efektywna gestos¢ objetosciowa pustek
B _{ £ dla f <71,
R WR NG S dla 7, > 7,
£, — krytyczna warto$¢ gestosci objetosciowej pustek

f — aktualna gesto$¢ objetosciowa pustek

<
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— objetos¢ poréw (pustek)
— objetos¢ materiatu zwartego

i wzrostem f

growth

Gestos¢ objetosciowa pustek /. podlega ewolucji wraz z nukleacja f
[18]:

ucl

f;/ :*f;lucl + -]:growth (22)
fnucl = An pp (23)
* * P
-fgrowth = (1 - /;; ) €k (24)
1 —€,
4, = s exp| —~| 22 (25)
s,N2m 20 s,
gdzie:
p, — kumulowane odksztalcenie plastyczne
f, — gestos¢ objgtosciowa nukleacji
s~ — Srednie odchylenie naprezenia zniszczenia
g — Srednie odksztatcenie odpowiadajgce nukleacji
12 ATA-A, A, 4;, 4; — aktualna powierzchnia no$na
() A — nieuszkodzona powierzchnia
olo @ 0 ;\}-A-AD A~ powierzchnia sferycznych pustek (uszkodzona)
L
G Q’ Q 0 O,
T 01—
50
AFA-A, @ >1
~. G \O 0
Q
3

Rys. 4. Redukcja powierzchni nosnej niezaleznie od kierunku naprezenia w modelu GTN [18]

Fig. 4. Reduction of the support surface independently of the direction of stress in GTN model [18]

Uzasadnienie wyboru modelu wynika z analogii pomig¢dzy strukturg porowatg ko-
sci a sferycznymi pustkami wywolujacymi redukcje powierzchni nosnej (rys. 4). W takim
wypadku osrodek porowaty jest cialem z cze$ciowo rozwinigtym procesem uszkodzenia.
Dodatkowym atutem jest prostota i tatwo$¢ zastosowania modelu ewolucji uszkodzenia,
w znakomity sposob oddajacego zmiang porowatosci. Wreszcie Model GTN jest dostgpny
w pakiecie obliczeniowym Ansys v. 11, co bylo argumentem wykorzystania go przy probach
symulacyjnych.

Procedura na etapie analizy mechanicznej wymaga podania parametrow modelu GTN
(tabela 2). Wigkszo$¢ z nich okresla si¢ fenomenologicznie [18].
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Tabela 2
Stale materialowe dla modelu GTN
4, 4, 4 /, S g, 5, S,
1,25 1,0 q,49, 0,04 f.=e 0,3 0,1 107 MPa

Przypisane zostajg odpowiednie state uzyte wczesniej, a takze pseudo-wspotczynnik roz-
szerzalnosci termicznej O (15). Wraz z przejéciem do analizy strukturalnej nastepuje odczyt
rozktadu cis$nienia (tak nalezy odczytywac rozktad temperatury) oraz zapisanie jej jako sily
masowej. Po zadaniu odpowiednich warunkow brzegowych, mozna otrzymac rozktad napre-
zenia (rys. 5) w modelu wedtug hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH) oraz krzywa
naprezenia w funkcji odksztalcen (rys. 6).

B

- ERSE+HIR < LEIEARS S TIREARS S LZREARS < LEIEALS
< LE2EARD S LIZEARD SLEZEARD < LAZEARD S LY2EARD

Rys. 5. Rozktad naprezen wedtug hipotezy HMH w modelu kosci

Fig. 5. HMH stress distribution in the model of bone

Wyniki analizy modelu kos$ci potwierdzajg stuszno$¢ przyjetych zatozen oraz uprosz-
czen. Rozktad naprezenia w modelu kosci (rys. 5), pozwala zaobserwowac dzialanie modelu
GTN. Maksymalne naprezenie nie pojawia si¢ ani w miejscu obciazenia, ani zamocowania,
tylko wewnatrz modelu. Swiadczy to o uwzglednieniu zmiennej porowatosci w przekroju
modelu kosci. Wykres naprezenia w funkcji odksztatcenia (rys. 6) takze mozna uznaé za
poprawny i zadowalajacy. Jest on zblizony do przebiegu krzywych, ktére mozna spotkaé
w literaturze przedmiotu. Sktada si¢ on z czgsci sprezystej i plastycznej. Otrzymane wyniki
sa bardzo obiecujace.
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Rys. 9. Porownanie krzywych naprezenia w funkcji odksztatcenia dla kosci dhugiej: a) wynik analizy
modelu kosci (Ansys v. 11), b) wyniki w zaleznosci od kierunku dziatania sity [17], c¢) przyktad
cyklicznego obciazania i odciazania kosci korowej [20], d) ogdlny przebieg krzywej naprezenia dla
kosci [21]

Fig. 9. Comparison the stress-strain curves for a long bone: a) result of the analysis for the model of
bone (Ansys v. 11), b) the results depending on the direction of the force [17], ¢) multiple cycles of
load and unloading cortical bone [20], d) a general stress-strain curve [21]
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6. Whnioski

Z matematycznego punktu widzenia mozliwe jest wykorzystanie rownan termosprezy-
stodci, zamiast modelu ciala porowatego. Rownanie termosprezystosci oraz rownanie kon-
solidacji przyjmuja takg samg postaé (5) i (16) dla materiatu ortotropowego lub (11) i (18)
dla materiatu izotropowego. Sg to rownanie rézniczkowe czastkowe typu parabolicznego.
Sprzezenia pomigdzy rownaniem Terzaghiego a rownaniami sprezystosci oraz roOwnaniem
Fouriera-Kirchhoffe’a i rownaniami sprezystosci takze sg identyczne (ta sama posta¢ rownan
(14)1(20)). Analogia migdzy réwnaniami termospre¢zystosci, ktorymi dysponuje pakiet obli-
czeniowy Ansys v. 11, utatwia okreslenie naprezenia w modelu mechanicznym kosci. W kla-
sycznym podejs$ciu konieczne bytoby rozwigzanie rownania Terzaghiego, z ktdrego obliczo-
ny rozktad ci$nienia p zostatby podstawiony do rownan sprezystosci, pozwalajac wyznaczy¢
rozktad naprezen. W naszym przypadku mozemy wykorzysta¢ sformutowanie termosprezy-
stosci, otrzymujac rozktad naprezen pochodzacych od zmiany temperatury, ktora (z uwagi na
analogi¢) bedzie traktowana jako cisnienie. Wspotezynnik przewodnosci termicznej A, jest
rownowazny wspotczynnikowi konsolidacji ¢ (zawierajacy m. in. wspotczynniki filtracji k@_/_),
pc, odpowiada cigzarowi wlasciwemu y . Natomiast wspotczynnik rozszerzalnosci termicz-
nej a pseudowspotczynnikowi O .

Wyniki pracy potwierdzaja, ze do opisu struktury porowatej kosci z powodzeniem mozna
uzywac praw: Terzaghiego i Darcyego (potocznie nazywanymi réwnaniami mechaniki
gruntdow). Ponadto mozliwosci uzycia w obliczeniach analizy termosprezystej (z pakietu
programu Ansys v. 11), sktonity poszukiwan modelu i teorii zniszczenia oraz przebudowy
ko$ci. Zaproponowany model zniszczenia zostal oparty o model Gursona-Tvergaarda-
Needelmana (takze dostgpny w pakiecie obliczeniowym Ansys v. 11).

Stworzony model obliczeniowy kosci, oparty na rownaniu Terzaghiego oraz modelu nu-
merycznym, dobrze rokuje jako model mechaniczny kosci dtugiej, zwazywszy na prostote,
fatwo$¢ zastosowania i dostepnos¢ modelu GTN w programie Ansys v. 11. Ewentualna dal-
sza praca nad jego rozwojem i kalibracja oraz wyniki poréwnane z rezultatami dostgpnymi
w literaturze przedmiotu pomoglyby poswiadczy¢ o przydatnosci modelu w bioinzynierii.

7. Perspektywy dalszego rozwoju modelu

Model mechaniczny kosci, oparty na rdwnaniach mechaniki gruntéw, zostat stworzony
na podstawie okreslonych zatozen upraszczajacych. Podobnie model numerycznym wyko-
nany w pakiecie obliczeniowym Ansys v. 11, podlega pewnym przyblizeniom. W zwigzku
z tym nalezy skupi¢ si¢ przede wszystkim na zmniejszeniu réznic pomiedzy tworzonym
modelem a rzeczywista koscia, co mozna uzyska¢ m. in. poprzez:

a) stworzenie anizotropowego modelu kosci (r6zne warto$ci modutdéw Younga i wspolezyn-
nikdéw Poissona, w zaleznosci od kierunkéw);

b) rozpatrzenie przeptywu anizotropowego, przejawiajacego si¢ roznymi wspotczynnikami
filtracji w odpowiednich kierunkach:

k,=k,=k_
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c)

d)

e)

2)

h)

uwzglednienie zmiennych napr¢zenia w czasie:

90, , 99, , 90
ot ot ot

rozwigzanie uktadu dwodch rownan roézniczkowych: réwnania sprezystosci i roOwnania
konsolidacji z obcigzeniem zmiennym w czasie:

E 0 op) 0 op 8( apJ 04 op
_ B JOf ) O ) Of ) o4 9
3(1—20){&( “ax)+ay( » ayj+az =0 )T T Vo

doktadne okreslenie rozktadu cis$nienia panujacego wewnatrz pordéw i na szkielecie;
wykorzystanie modelu Gursona-Tvergaarda-Needelmana, pozwalajacego w polaczeniu
z analiza pseudotermiczng oraz strukturalng na stworzenie modelu remodelingu;
przeprowadzenie symulacji z innymi formami obcigzen (skrgcanie, zginanie, cykliczna
zmiana obcigzen) z wykorzystaniem modelu ewolucji uszkodzen oraz pordwnanie z wy-
nikami eksperymentalnymi;

uwzglednienie efektu piezoelektrycznego w modelu przebudowy tkanki kostnej;
zastosowanie zdje¢ z tomografii komputerowej i uwzglednienie zmiany ksztaltu oraz
przekroju kosci przy tworzeniu geometrii.
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