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CZASOPISMO TECHNICZNE WYDAWNICTWO [

TECHNICAL TRANSACTIONS roLITECHNIKI KRAKOWSKIES

WLADYSEAW EGNER”

OPTYMALNE KSZTAL TOWANIE IDEALNIE
PLASTYCZNEJ ZGINANEJ I SCINANEJ BELKI
W PLASKIM STANIE ODKSZTAECEN

OPTIMAL PLASTIC DESIGN OF BEAMS
UNDER BENDING AND SHEAR IN PLANE STRAIN

Streszczenie

W artykule zastosowano metodg zaktocania ksztattu konturu do rozwiazania problemu optymalnego
ksztaltowania w stanie uplastycznienia przy zginaniu i $cinaniu. W metodzie stosuje si¢ rozwinigcia
w szereg potggowy pewnego matego parametru wszystkich sktadowych naprezenia oraz nieznane-
go ksztattu konturu. W niniejszym artykule maty parametr o oznacza efekt $cinania. Ksztatt kontu-
ru jest opisany za pomoca szeregu potggowego, ktorego posta¢ wynika z warunkoéw brzegowych.
Obciazenie belki wspornikowej stanowi moment skupiony oraz obciazenie ciagle bedace czynni-
kiem zaburzajacym. Material wykazuje idealng plastyczno$¢ i podlega warunkowi plastycznosci
Hubera—Misesa—Hencky’ego. Belka pracuje w ptaskim stanie odksztatcen.

Stowa kluczowe: optymalizacja, idealna plastycznosé, metoda zaktocania ksztattu konturu, zgina-
nie ze Scinaniem

Abstract

The paper applies the boundary perturbation method (BPM) to optimal plastic design under bending
with considerable shear effects. This method uses expansion of stress components and of the
unknown boundary into power series of a small parameter. In the present paper the small parameter
o represents the effects of shear. The shape is described by a power series resulting from boundary
conditions. The loading of the cantilever beam consists of a concentrated moment and distributed
loading regarded as a perturbing factor. The material of the beam is perfectly plastic, subject to the
Huber—Mises—Hencky yield condition. The beam is in the plane strain state.

Keywords: optimization, perfect plasticity, boundary perturbation method, bending with shearing
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1. Wstep

Metoda zaburzania ksztattu konturu moze by¢ efektywnie stosowana dla ré6znych proble-
méw optymalnego ksztattowania konstrukceji pracujacych w stanie pelnego uplastycznienia
[3]. Przeglad nowszych prac z tej tematyki znajduje si¢ w pracy [4]. W zagadnieniach pla-
stycznych po raz pierwszy zastosowano t¢ metode w pracy [5], gdzie wyznaczono ksztatt
analizowanej konstrukcji w stadium petnego uplastycznienia. Metoda zaktocania ksztattu
brzegu za pomoca malego parametru byla stosowana w pracy [1], w ktorej analizowano
plaskie zakotwienie ze skosnymi powierzchniami oporowymi oraz w opracowaniu [2], gdzie
znaleziono optymalny ksztalt obrotowo symetrycznego zakotwienia. Problem optymalnego
ksztattowania belek poddanych zginaniu i §cinaniu byt analizowany w pracach [6, 7].

W niniejszym artykule metoda zaktdcania ksztattu konturu zostala zastosowana w celu
okreslenia optymalnej wysokosci belki podlegajacej zginaniu i §cinaniu, ktérego wielkos¢
opisuje maty parametr. Rozwazania dotycza belki wspornikowej z przytozonym w przekro-
ju swobodnym momentem skupionym oraz obcigzeniem ciagtym dzialajacym wzdhuz catej
dhugosci belki.
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Rys. 1. Schemat ogdlny belki
Fig. 1. Scheme of the beam

Obecna praca bazuje na nast¢pujacych zatozeniach:

1. Sposob obciazenia belki przedstawiono na rys. 1. Obcigzeniem podstawowym jest mo-
ment skupiony przytozony w przekroju swobodnym. Jako zaburzenie wprowadzono do-
datkowe obciazenie ciagte dziatajace wzdtuz calej dtugosci belki.

2. Materiat jest idealnie plastyczny (bez wzmocnienia). Podlega hipotezie Hubera—Misesa—
—Hencky’ego.

3. Przyjeto kartezjanski uktad wspotrzednych z poczatkiem w srodku cigzkosci przekroju
swobodnego belki (rys. 1).

4. Belka w przekroju jest prostokatem o statej szerokosci b i zmiennej wysokosci 24 = 2A(x).
Dla czystego zginania h = h = const jest rozwigzaniem optymalnym.

5. Belka pracuje w ptaskim stanie odksztatcen.

6. Nie rozwazano mozliwosci utraty statecznosci.
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2. Roéwnania podstawowe

W analizowanym zagadnieniu musza by¢ spetnione dwa réwnania rOwnowagi wewngtrz-
nej:

00, N gt _ 0
ox 0z
e 99 g (1)
ox Oz
TXZ = T’X

W przypadku ptaskiego stanu odksztatcen dodatkowo mamy:

y

1
c :E(0X+GZ) 2)
Warunek plastycznos$ci Hubera—Misesa—Hencky’ego przyjmie nast¢pujaca postac:

4
(0,0, +47. =2} ®)
gdzie 0, oznacza granicg plastyczno$ci przy jednoosiowym rozciaganiu.

W dalszej czgsci pracy dolny wskaznik u oznacza goérna czgs¢ belki (z = 0), a dolny
wskaznik d — dolna czgs¢ belki (z < 0).

Warunki brzegowe dla brzegow gornego i dolnego belki mozna zapisa¢ w nastgpujacej
postaci:

G, cos(n,x)+1_ cos(nz)=0

Xi

szu COos (n’ X) + qu COS (n, Z) = —% (4)

G cos (n,x)+1T_,cos(n,z)=0
szd cos (n’ X) + sz Ccos (n, Z) =0
Kosinusy kierunkowe dla gérnego brzegu belki mozna zapisac¢ nastgpujaco:

cos (1, x) = —h—(x)Z
1+ (K (x))
(5)
1
cos(n,z) = —————
1+ (7' (x))?
Kosinusy kierunkowe dla dolnego brzegu belki moga by¢ przedstawione nastgpujaco:
cos(n,x) = L)z
1+ (K (x))
B (6)
cos(n,z) =1———

L+ (K (x))*
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W powyzszych formutach n oznacza jednostkowy wektor normalny do brzegu belki,
a h'(x)=dh/dx.
Biorac pod uwage wyrazenia na kosinusy kierunkowe, warunki brzegowe mozna zapisac¢
W nastgpujacej postaci:
(G h, - TXZM )

xu'u

z=h, (x) = 0

, (7)
(t. h —0_)

zxu - u zu

q 7N2N1/2
o =+
iy () b( (h,)7)

oraz na brzegu dolnym z = 4 (x) (h,— dolna czes¢ belki):

0

/7
(0l =Tei)| oo, 0=

®)

(szd h(:’ - sz) 0

2=y ()

W zakresie plastycznym analizowany problem jest wewngtrznie statycznie wyznaczalny,
poniewaz przyjmujemy, ze warunek plastycznosci (3) powinien by¢ spelniony w kazdym
punkcie, wigc trzy rownania (1) i (3) okreslaja trzy nieznane naprezenia G , 6_ oraz T _.

Optymalna wysokos¢ belki 4, = h (x) i h, = h (x) znajdziemy z warunkow brzegowych
danych réownaniami (7) i (8). Rozwazany problem (catkowite uplastycznienie) jest zagad-
nieniem nad-okreslonym, wigc moze nie mie¢ rozwiazania w ogoéle lub mie¢ rozwiazanie
w szczegblnych przypadkach albo tylko w przypadkach szczegélnych. W rozwazanym przy-
padku otrzymamy wprost rozwiazanie optymalne bez wolnych parametrow umozliwiaja-
cych dalsza optymalizacjg.

Dodatkowo zadamy spetnienia rownan rownowagi w przekroju (catkowe rownania row-
nowagi):

J.zedA =M =E+qu2

J 2
J'rxsz =T =gx )
A
J'odi =N=0

A

gdzie M jest momentem no$nosci granicznej w przypadku czystego zginania dla przypadku
ptaskiego stanu odksztalcenia:
M= i (10)
\/E 0=
Rozktad obciazenia ciaglego stanowiacego dodatkowe obciazenie belki oznaczono ja-
ko g = g(x). Stanowi ono dodatkowe obciazenie belki (w rozwazanym przypadku g = og, =
= const), o jest malym parametrem, 4 = A(x) jest polem powierzchni przekroju poprzecz-
nego belki.
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3. Réwnania stanu dla kolejnych korekt

W metodzie zaktocania ksztattu konturu wszystkie nieznane wielko$ci (tacznie z ksztat-
tem brzegu) sa rozwijane w szereg matego parametru o

X = S:Xioci (11)
i=0

gdzie:
X = [0,(x,2),6.(x,2),T_.(x,2),h(x)]" (12)

Analiza jest przeprowadzana dla gornej czeSci belki (0 < z < / (x)) oraz niezaleznie dla
czgsci dolnej (4 (x) <z <0).

Warunki rownowagi wewngtrznej sa liniowe, wigc ich rozwinigcie w szereg matego para-
metru ma doktadnie taka sama formg dla kazdej korekty i, i =1, 2, 3, ..., ktéra mozna uzyskac
wprost z (1). Warunek plastyczno$ci HMH jest nieliniowy, lecz po rozwinigciu go w szereg

oraz po uwzglednieniu przyblizenia zerowego 6, = 6,, G, = 0, 0, = T_, = 0, otrzymuje-
my liniowe zalezno$ci pomigdzy poszczegdlnymi wyrazami rozwinigcia:
6,-0, :fi ch(i—l)’ Oity Taztiory J (13)
gdzie:
£=0

JSouw =——T.,, dla gornej potowy belki

V3

foa =—7T., dladolnej potowy belki (14)
c

0

Z uktadu liniowych réwnan réwnowagi (1) oraz warunku plastycznosci (13) mozemy
wyeliminowaé dwie sktadowe stanu naprezenia, otrzymujac rownanie na trzecia sktadowa:

azcxi azcxi _azf

ox’ 0z 0z
W rozwazanym przypadku sita poprzeczna zmienia si¢ liniowo, a moment kwadratowo,
wigc bedziemy szukaé rozwiazania powyzszego rownania w dziedzinie wielomianow.
Rozwijajac w szereg malego parametru oo warunki brzegowe dane (7) oraz (8), trze-
ba pamigtaé, ze naprezenia oraz 4 zaleza od o. Nieznana wysokos¢ belki 4(x) jest przed-
miotem rozwinigcia w szereg Taylora wokot punktu z = A . Otrzymujemy, podobnie jak
w pracy [3]:

(15)



SS3Il wnor 55550185 wnorae
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i=0 k=0 m=1 =l i=0 k=0 m=1 1=0 : =l

(16)

Podnoszenie do potegi k szeregdéw moze by¢ zrealizowane wg formuty zaproponowanej

w [8]. Ostatecznie po obu stronach rdwnosci danej (16) otrzymamy zwykte szeregi matego

parametru o.. W zwiazku z tym wspolczynniki przy of po obu stronach réwnosci musza by¢
sobie rowne.

4. Korekty ksztaltu oraz naprezen

Podstawiajac 4, = const, 6, =2 3 0, = const oraz T_, = 6_, = 0 do warunkow brze-
gowych danych rownaniem (16) otrzymamy postac warunkow brzegowych dla pierwszej

poprawki:

leu (x h ) \/§ Gohlll (x)
dla gérnego brzegu belki 17

zlu(‘x h )__?

2 ,
T R -h)y=——+-0 X
w1a (=) NE) o/1a (%) dla dolnego brzegu belki (18)

0,,(x,—hy)=0

Dla pierwszej poprawki rozwiazanie rownania (15) mozna przyja¢ w nastepujacej formie:

Oy =04y =aytaz (19)

xlu

Drugie réwnania w zwiazkach (17) i (18) musza by¢ spetnione dla dowolnego x.
Dlatego ze wzgledu na posta¢ (19) wspotczynniki a, i a, musza by¢ rowne:

a =——— ay=——— 20

' 2bh, " 20b 0

Biorac pod uwage powyzsze, pierwsza poprawka naprezenia G przyjmie nastgpujaca
postac:

A R 1)

le
2 bh,
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Nastepnie z pierwszego rownania (1) mozna obliczy¢ pierwsza poprawke T_:
aszl — anl
oz ox

Wykorzystujac drugie rownanie (1) oraz biorac pod uwage rownanie (13), otrzymamy:

=0=1_ =a,(x) (22)

AR SR R (23)
ox oz 2 bh,

Z pierwszych rownan (17) 1 (18) mozna wyliczy¢ pierwsza poprawke ksztattu dla brze-
gbéw gornego i dolnego belki.

B[ o
2 o,| 4 bh, (24)
h, =—£L Tay o +tax+a,
2 o,| 4 bh,
Z warunku réwnowagi sit przekrojowych dla sity poprzecznej otrzymamy:
ho
J.(ocrm +.)de= (x%ox (25)
hq

Spetnienie powyzszego rownania na szczeblu pierwszej poprawki wymaga, aby a, = 0.
Z warunku réwnowagi sit przekrojowych dla sity normalnej otrzymamy:

0
2
J.(—EGO +00 +...]dz+

g

h,

j(%c +ao,, +...)dz ~0 (26)

0
Spetnienie powyzszego rownania wymaga, by:

h
a, =a, __%b - (27)

Z warunku rownowagi sit przekrojowych dla momentu zginajacego otrzymamy:

0 hy
_[(—cs0 + 00, +..) zdz + I(oo +00,, +...) zdz = G b + %%Oocxz (28)
0

hq
Spetnienie warunku wymaga, aby:

a, = % ‘]obho

(29)

Ostatecznie otrzymamy nastgpujace formuly okres§lajace wyrazy szeregu stanowiace
pierwsza poprawke:
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T =lq_0x (30)

h, =_&{lx2 —lh(f}

6,bh, | 8 6

Warunki brzegowe na szczeblu drugiej poprawki, wynikajace z (16), sa nast¢pujace:

Troou 2= +T:czlu 2=k h, =0, 2=y hl/u _%Gohz:u =0
’ ;2 ’
2] A L] N My =04 2=y hiy +$00h2d =0 (31)
Tzt 2=l hl’u _G;m 2=l h,—0.,, =y 0
Tectal,—y, by =001, . Iy =024 —ty 0

Rownanie rownowagi (15) przybierze nastgpujaca postac:

azc—"z” - azc—”” =0 dla gérnej potowy belki
ox’ 0z°
90,4, 9’0, . . ¢
B =0 dla dolnej potowy belki
Dla drugiej poprawki rozwiazanie rownania (32) moze by¢ zapisane nastgpujaco:
G, =a, taz+a,x’ +a;z’ +a,x’z+a,z’ 53)
G, =b,+bhz+bx* +bz2" +bx’z+b,2
Spetienie rownania wymaga:
a,=3a,
a,=a, (34)
b,=3b,
b,=b,

Z réwnan rownowagi (1) oraz uwzgledniajac (13), mozemy obliczy¢ druga korekte
naprezenia stycznego T _:

_ _ 2 _ _ 3
Toow = —2ay%z = 3asxz” —ayx —asx” +ag

xz2u

s , (35)
T oo = —2byxz =3bxz" —bx—b,x” + b
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Z trzeciego 1 czwartego rownania (31), ktére powinny by¢ spetnione dla dowolnego x,
oraz uwzgledniajac (33), otrzymamy nastgpujace rownania:

_ BB 4

a, =—— —3ha
P16 opn T
2
a, =—hya, +%Gq° —+2a, (36)
0
_ \/5 9o
by =~——2%— +3hb
16 c,b7h,
N
by = hyb, JFEGOO2 —2h3b,

Spetniajac pierwsze i drugie rownanie (31), otrzymamy drugie korekty konturu belki:

V(33 9 3

1 1
h, =—I|| — +>hla,——a, X’ ——ax*+ax |+a
™ 20, H 16 o,b*h, 2 ° " 2 IJ 47 ° !

2
hzg,:—ﬁ W3 MENL T T VAN A Y
26, || 16 o,b%h, 2 2 4

W dalszej kolejnosci powinno sig¢ spelni¢ rownanie rownowagi sity normalnej w prze-
kroju belki (9):

37

(0 +00,, +0°0,,, +...)dz =0 (38)

S C—

0

2
J(—GO + 00, + 000, +...)do+
hq

otrzymujac jako rezultat nastgpujace zaleznosci:

al =bl
a5=b5
a,=b, (39)
_1 qého ‘/g ashg
P e 2 Gt
8 a,b 2 o,

Warunek réwnowagi sity poprzecznej w przekroju belki stosownie do (9) przyjmie postac:

2
xzlu +a szZu

0
J.((xfcled +o’T,,, +...)dz+ (oc'c +...)dz=0 (40)
]

ot
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W wyniku spetnienia tego rOwnania otrzymamy nastgpujace zaleznos$ci:

R
> 16 o,b°k;

2
g3 _a 1)
48 o©,b7h,
a;=b,=0

Ostatecznie spetniajac warunek rownowagi momentu zginajacego w przekroju belki (9):

Ty

0
I(—GO +oc,,, +a’c,,, + ...)zdz + J. (00 +ao,, +o’c,,, + ...)zdz =0 (42)
hy 0
otrzymamy:
2
h
4, = 2L ol 3)
480 o,b

Otrzymali$my nastgpujacy zestaw wyrazen na drugie korekty:

2
Gx2u=£ q(; 3[lhg+£h§z—h0x2—hoz2+3xzz+lz3}
4 obhy | 2 12 4 4

2
x2d=£ qg 3 lhg+Ehgz-i-hoxz+l/1022+§x22+lz3
4 o,b7hy |2 12 4 4

2
34 —lx4+Eh§x2+ﬂhg
3 45

oy = a ngzhg 2
3 g 1.4 4, 158 (“44)
9 4 2 4
= —x ==l x+——h
M edogb’hy {2 3T T }
2
szZu :ﬁ qg 3|:2h0XZ—§xZZ—Eh02x—lx3:|
4 o,b°hy 4 12 4
2
Tooa = ﬁ%‘:—Zhoxz—gxzz —l_lhgx_lx3:|
4 o,b°h 4 12 4
Wprowadzajac nowy bezwymiarowy maty parametr:
o= aq_o (45)
Gob

do réwnania (11), otrzymamy ostateczne rozwiazanie w nastgpujacej formie:
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2 2 5 3
%:1—&1 i+1 +£6€2 l+£i_ i — i +§X_3Z+l i
5, 2| i 4 |2 128 |k ) B | 4K 4k
2 2 2 3
Q_Vd:_l_&l i+1 +£a2 l+£i+ i + i +§X_3Z+l i
5, 2| iy 4 12 120k B |k 4K 4lh
2 2 4
h _ 1) x 1 3 _j16( x 1 x 442
—“=l+aV3|-| — | +=|[+—0O| =] — | —=| — | +—
h, 8/, | 3| 64 | 3|k | 2\h | 45
2 2
1] 3, 4(x) 1
— | = |+— |- — | +=] —
6| 64 | 3lh | 2

T l_x \/5_2 xz 3xz 1lx 1 x '
2% TA Y TR A 2n alm
O
0 o o o o o (46)
Tow  l_x NEE xz 3xz27 1lx 1f x
0=t —O | 2 — =
6, 2 h 4 he 4 hy 12k 4|k

5. Przyklad

Jako przyktad przeanalizowano belkg wspornikowa obciazona skupionym momentem

zginajacym oraz staltym obciazeniem ciagltym (rys. 1). Przyjgto, ze dlugos¢ belki jest rowna

L = 5h,. Warto$¢ bezwymiarowego parametru 0. okresla proporcjg Scinania w stosunku do
zginania. Bezwymiarowy moment zginajacy oraz sita Scinajaca w dowolnym przekroju belki

moze by¢ zdefiniowana jako:

=1
M=M+Eocq0x2 |: 0,00,

2
M 2=M=1+£a[iJ 47)
/\/goobho 4 | h
T=ogq,x
T =f=a\/§i
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Dla przekroju w utwierdzeniu:

T

103

M 4+25\30

(43)

Przyjmujac, ze proporcja $cinania do zginania moze wynie$¢ maksymalnie do 25%,

otrzymamy 0O =4 NE) / 45.

Dla powyzszych danych optymalny ksztatt belki przedstawiono na rys. 2.

z

R 2
T 1
hU
X
& } } } 0
6 4 3 h, 2
-1
L2
Rys. 2. Ksztalt optymalny belki
Fig. 2. Optimal shape of beam
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Rys. 3. Rozktad naprezen normalnych (o)) i stycznych (t ) w przekroju utwierdzonym: x = L

Fig. 3. Distribution of normal stress (6, ) and shear stress (T ) in the clamped section: x = L
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6. Oszacowanie zbieznosci

Zbieznos¢ szeregu oszacowano dla & = 43 / 45, badajac szybko$¢ zbieznosci dla prze-
kroju utwierdzonego w przypadku konturu /.
Podstawiajac x= 5h, do wzoru (46), otrzymamy:

h =1+5,990,— 7,940’ (49)

Dla a= 4x/§/45 otrzymamy kolejne wyrazy szeregu: 1; 0,92; —0,19, ktére pozwola
oszacowac¢ blad wynikajacy z pominigcia pozostatych wyrazoéw szeregu.

Dos¢ doktadne ilosciowe oszacowanie bledu mozna uzyskac, stosujac formulg Aitkena
lub formule zaproponowana przez Zyczkowskiego [8] bazujaca na dwumianowym szeregu
potegowym. Oznaczmy kolejne wyrazy szeregu jako b x", n =0, 1, 2, ..., a czgiciowe sumy

szeregu przez a, = Zbkxk. Szukamy aproksymacji elementu a . Korzystajac z formuty
k=0
Zyczkowskiego, otrzymamy nastepujacy wynik:

" 2
PR UL (L (50)
mb, b? = 2bb,

Dla wzoru na h danego formuta (49) z uzyciem metody zakl6cania ksztattu konturu, dla
przekroju utwierdzonego otrzymalismy 4, =1+ 0,92 - 0,19 = 1,73. Wykorzystujac formulg
(50), otrzymujemy wynik 1,80. Zatem btad wynosi ok. 4%.

7. Weryfikacja otrzymanego rozwigzania za pomocg MES

Analizowany przykiad, dla danych: L = 5k, O = 43 / 45, 0,=750 MPa, g =00, zo-
stat zweryfikowany metoda elementow skonczonych za pomoca programu Ansys. Zastoso-
wano model dwuliniowy, bez wzmocnienia (idealna plastyczno$¢) oraz osmioweztowy dwu-
wymiarowy element skofnczony pracujacy w plaskim stanie odksztalcen. Belkg zamodelowa-
no jak wspornik obcigzony momentem skupionym powodujacym catkowite uplastycznienie
przekroju prostokatnego o wysokosci 24 Nastepnie belkg optymalna obcigzono dodatko-
wo obcigzeniem ciaglym o staltej intensywnosci.

Na rysunku 4 przedstawiono rozktad naprgzenia zredukowanego wg hipotezy HMH
dla analizowanego przypadku. Wynika z niego, ze grubo$¢ stref wykazujacych catkowite
uplastycznienie jest dos¢ rownomierna. Niecatkowite uplastycznienie wynika z zastosowa-
nia przyblizonego rozwiazania (szereg potggowy).

Na rysunku 5 przedstawiono rozktad naprgzenia zredukowanego wg hipotezy HMH dla
przypadku, w ktorym proporcja $cinania do zginania wynosi 10% (0 = 43 /225). Upla-
stycznienie jest znacznie wigksze, co $wiadczy o lepszej zbieznosci rozwiazania.
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Rys. 4. Rozktad naprezenia zredukowanego wg hipotezy HMH
Fig. 4. Distribution of reduces stress — HMH hipotesis

Rys. 5. Rozktad naprezenia zredukowanego wg hipotezy HMH
Fig. 5. Distribution of reduces stress — HMH hipotesis

8. Whioski

. Metoda zaktocania ksztattu konturu jest dos¢ efektywna w przypadku poszukiwania roz-

wiazan konstrukcji wykazujacych catkowite uplastycznienie w fazie zniszczenia.

W niniejszym artykule przedstawiono przypadek czystego zginania zaburzonego wpro-
wadzeniem $cinania od dodatkowego obciazenia, lecz inne rodzaje obciazen tez moga
by¢ przedmiotem rozwazan.

. Istotna zaleta metody zaburzania ksztattu konturu jest uzyskanie rozwiazania analitycz-

nego mogacego stuzy¢ jako podstawa do dalszych analiz.
Wazna zaleta przedstawionej metody jest zamiana nieliniowego zagadnienia w zadanie
liniowe.

. Metoda nie ma ograniczen co do rodzaju prawa konstytutywnego. Mozna rozwazaé r6z-

ne prawa fizyczne, jak réwniez inne warunki plastycznosci.
Rozwiazania elementow konstrukcyjnych z uzyciem metody zaburzania ksztattu kontu-
ru przedstawiono w pracach [1, 2].
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