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SCATTERED NODES

Streszczenie

W artykule przedstawiono spos6b aproksymacji pochodnych funkcji, ktorej saiagp
zadane lub poszukiwane w nieregularnie rozmieszczonyzkagh. Sposéb ten wykorzystu-
je technile kwadratur réniczkowych, gdzie jako funkcje probne prayj radialne funkcje
bazowe. Na tej podstawie dla wyselekcjonowanyeltdéw tworzcych gwiaz@ réznicowa
wyznacza & odpowiednie wagi. W artuykule przeprowadzono testy numeryczne ikistruj
ce doktadné¢ omawianej metody w zalaosci od liczby weztdow gwiazdy, wspotczynnika
ksztattu funkcji radialnych, a tak stopnia nieregulargoi siatki. We wspomnianych testach
zwrocono réwnie uwag: na uwarunkowanie uktadéw réowingojawiapcych si w sfor-
mutowaniu metody.

Stowakluczowe aproksymacja pochodnycimetody bezsiatkowkwadratury réniczkowe
Abstract

The paper presents the method for approximation of derivatives, when the function is given or
searched at scattered nodes. The method uses the differential quadrature technique, where
radial basis functions are assumed as the trial functions. In this manner appropriate weights
for selected difference stars are determined. On the base of numerical tests the dependence of
the accuracy on the number of star nodes, shape parameter in the radial function and the
degree of irregularity of the node distribution is shown. In these tests the attention is also
focused on the conditioning of equation sets that arise from the formulation of the method.

Keywords derivative approximatiormeshless methoddifferential quadrature

UDr inz. Artur Krowiak, Instytut Informatyki Stosowanej, Wydziat Mechaniczny, Politechnika
Krakowska.



274
1. Wstep

Problematyka przyhiania pochodnych funkcji zadanej w formie numerycznej ma
zastosowanie w wielu dziedzinach nauki, m.in. w mechanié&iddczalnej. Zagadnienie
to odgrywa kluczow role rowniez w metodach przyblbnego rozwizywania réwna
rézniczkowych. Zasfpienie operatoréw tdhiczkowych odpowiednimi wytgniami ska-
czonymi (wzorami rénicowymi) przyblizajacymi pochodne w oké&onych punktach re-
dukuje réwnania riniczkowe do ukladow réwnaalgebraicznych. Powszechnie znane s
sposoby aproksymacji pochodnych funkcji w przypadku jednorodnego rozmieszczenia
punktéw weztowych. Na takim sposobie dyskretyzacji opiera ldasyczne sformutowa-
nie metody rénic skaiczonych, stosowanej ¢zto do rozwizywania rOwna réznicz-
kowych. Zdarza si jednak, ze obszar rozwizania réwnania riczkowego nie ma
regularnego ksztaltu i stosowanie regularnie rozmieszczonyaow jest kilopotliwe.
Réwniez w przypadku wyznaczania pochodnych z gory zadanej funkcji, np. otrzymanej
na drodze odpowiednich pomiaréw, imeookazé sie, ze rozktad punktéw wztowych nie
ma regularnego charakteru i klasyczne operatargicowe nie kda miaty zastosowania.
W takich przypadkach do rozagania wspomnianych probleméwywa sk metod bez-
siatkowych [1, 2], ktérych ceahcharakterystycznjest fakt,ze opierag sic na dowol-
nie rozmieszczonych getach, pomidzy ktérymi nie mazadnych zalenosci geome-
trycznych, jak to ma miejsce we wspomnianej metodziaicdskaiczonych czy metodzie
elementow skiczonych.

W artykule [3] przedstawiono sposob wyznaczania wag dla globalnych wzoebdw ro
nicowych opartych na nieregularnie rozmieszczonyciztach. Podedgie to wykorzy-
stuje technik uzywara w metodzie kwadratur phiczkowych [4], gdzie zamiast typowej
bazy wielomianowej wprowadzono radialne funkcje bazowe. Stwierdzono boviem,
funkcje te g§ szczegdlnie iyteczne w zagadnieniach aproksymacji zaiem dowol-
nie rozmieszczonych g¢xtéw [5]. Podejcie globalne, ktore sprawdzaesw konwen-
cjonalnej metodzie kwadratur zdiczkowych i daje bardzo doktadne wynikizjwdla
kilkunastu punktow wztowych, w przypadku podéjia bezsiatkowego, wykorzysagego
funkcje radialne, nie jest tak skuteczne. Uklady rawrmaktorych wyznacza siwspot-
czynniki wagowe, charakteryzujsic w tym przypadku sporymi rozmiarami, a przede
wszystkim ztym uwarunkowaniem, utrudnjeym proces rozwizania. W zwizku z tym
w niniejszym artykule przedstawiono koncepgodejcia lokalnego, wykorzystagego
do aproksymacji pochodnej tylko najdize punkty z otoczenia punktu centralnegezét;

w ktdrym wyznacza sipochodn). Przeprowadzono testy numeryczne pokaijwptyw
liczby tych punktéw na dokladké rozwigzania oraz uwarunkowanie zagadnienia. Po-
nadto za prag[6] przyjeto kryterium nieregularni@i siatki i zbadano wplyw teg nie-
regularndci na jaka¢ wynikéw.

2. Lokalna aproksymacja pochodnych

Do przyblizania pochodnych w danym punkcie pasioo sg, tak jak w [3], waom
sumy wartaici funkcji w weztach obszaru. W tym przypadku zamiast wszystkiehtdw
wzigto pod uwag tylko okreslong liczbe n weztdw lezacych najbliej wezta centralnego.
Odpowiednie wyrzenie przybliajace pochoda funkcji f(x;), zadanej wN weztach
X; = (x,....x} ), gdzieD oznacza wymiar zagadnienia, przyjmie zatem gosta
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f“)(xi)=Zc§”(xi)f(xk)=2q§;) f, i=1..N (1)
k=1 k=1

We wzorze (1) c,(k’) s poszukiwanymi wspétczynnikami wagowymi dla pochodnej
r-tego rzdu wi-tym punkcie.

Aby wyznaczy te wspoitczynniki, funkg f(x) przyblizymy lokalnie kombinagj
liniowa radialnych funkcji bazowychh;(x) z wzyciem n wyselekcjonowanych gztow.
Odpowiednia formuta interpolacyjna przyjmie pdsta

f(x)= Zaj d(X) 2

j=1
Spasréd wielu typoéw funkcji radialnych [7] w pracy wykorzystano funkcje multi-
kwadratowe wyréniajace st szybkim tempem zbimosci [5]:
¢;(0) =/ (x=x;)*+C?, 3

dzie:
’ C — wspotczynnik ksztattu dobierany przeztkownika.
Wprowadzajc zalenos¢ (2) do (1) oraz dokonag zmiany kolejnéci sumowania
po prawej stronie réwnania, otrzymamy rasfacy zwiazek:
n n n
zajq)(r)(xi =zaj2q(kr)¢(xk), i=1,...,N (4)
= j =

=1 k=1

Poréwnujc wartgci stopce przy odpowiednich wspétczynnikaah otrzymamy:
n
0 0) =Y e, 04), j=1..n, i=1.N (5)
k=1

Zaleznos¢ (5) przedstawia liniowy uklach rownar zawieragcy n niewiadomych
wspotczynnikéw wagowych, aproksymajych pochoda w i-tym wezle. Uklad ten mé-
na przedstawiw zwartej formie stosaf zapis macierzowy

oc=¢", i=1.N, (6)
gdzie:
0r(x) - By(Xy) ¢ 6{” (x)
o= : . i | o=l "=l
On(X) -+ Gn(Xp) (1) 0% (x,)

Dla wspétczynnikéw ksztaltlC réznych od zera macierz&; sa nieosobliwe, co
gwarantuje jednoznaczfootrzymanego rozwzania. Rane wartdci tego wspoétczynnika

wplywaja na wskanik uwarunkowania uktadu rowna6) oraz na doktadré rozwigza-
nia. Powekszapc wartéd¢ C, poprawiamy doktadrié wynikéw, pogarszap jednak
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uwarunkowanie ukladu réwnaDobor optymalnych wartgi tego wspoétczynnika odby-

wa skt zwykle na podstawie eksperymentéw numerycznych. Nie przedstawiono bowiem do
tej pory uniwersalnego sposobu doboru tegespotczynnika. W niniejszym artykule,
przy doborze warkei C kierowano si pracami [2, 3, 7]. Na dokladéb i wskaznik
uwarunkowania ma réwniewptyw liczba weztdw n uzyta do aproksymacji pochodnej

we wzorze (1), a tale sposob ich rozmieszczenia.

3. Testy numeryczne
Ocena dokfadniwi aproksymacji pochodnej i wskaika uwarunkowania uktadu
rownaa (6) w zalenosci od liczby punktéwn maze pomo6c w odpowiednim doborze tej

liczby pod ktem efektywnéci obliczer. Biorac pod uwag brak teoretycznych prac
pozwalajcych oszacowate zalenosci, w artykule przeprowadzono testy numeryczne

3 31
3 [%] 5 [%]

K

3 [%] 5 [%]

10

0 n o
9 17 25 33 41 49 9 17 25 33 41 49
Rys. 1. Bad aproksymacji pochodnej
Fig. 1. Error of derivative approximation

dla przyktadowo przyitych funkcji: f; =sin(x;)cosk, ), f, = exp{xf - >§ ) ktérych war-
tosci wyznaczono w losowo wygenerowanychkztach z przedziatug, x,0[0,3]. Na ry-

sunkach 1 i 2 przedstawiono zales¢ zmodyfikowanego wzgtnego b¢du procen-
towego:
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N N
6:J2(fi“> -f© / \/Z(ﬁ“))z [100% (7)

i=1 i=1

i maksymalnej warteci wskaznika uwarunkowania:

cond@® )= ma ||, o] ) ®)

w zaleznosci od przygtej liczby punktéwn = 9, 17, 25, 33, 41, 49 w wyraniu (1).
Liczba wszystkich wziéw byta ustalona i wynosittl = 225. We wzorze (7) przet "
oznaczono przybtbna wartas¢ pochodnejr-tego rzdu po odpowiednich zmiennych
wi-tym wezle, a przezf,") dokladm wartci¢ tej pochodne;.

Wykresy z rys. 1 wskazaj ze jest pewna liczba punktéw (w tym przypadku 25),
po przejciu ktérej znacznie spada tempo Znieci. Biorac pod uwag wzgledy efek-
tywnosci obliczer oraz problem uwarunkowania uktadu révn@ys. 2), mana okréli¢
ja mianem optymalnej. Liczba ta zajeod wielkaci obszaru, catkowitej liczby gztéw,

a wplyw na mi maoze mi€ rowniez sposOb ich rozmieszczenia. To ostatnie zagadnienie
analizowano w dalszej efci artykutu.

/
log(cond (@))
c=15
for
LT
/@ 6/@/6
10 @/ P /
e c<1
cd
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ n
9 17 25 33 41 49

Rys. 2. Maksymalna warié wskaznika uwarunkowania macierze;
Fig. 2. Maximal value of condition number fdr; matrices

3.1. Wplyw nieregularnizi rozmieszczenia wztow

W celu sprawdzenia zaleosci wynikow od stopnia nieregularém rozmieszcze-
nia weztéw przygto za prag [6] kryterium nieregularnii siatki. Wychodac od siatki
jednorodnej, kady wezet przemieszczany byt w danym kierunku o losowo wydbnaar-
tos¢ podzielon przez wspotczynnik skalagy dla tego kierunkur, =k[N,, o, =k[N,

gdzie N, i N, oznaczaj liczby punktow wzgidem odpowiednich osi uktadu wspot-
rzgdnych. O stopniu nieregularém siatki K decydowata wartg parametruk. Stopie
zerowy K = 0 odpowiadat wartei parametruk = o i oznaczat jednorodny rozkfad
weztdw. Najwyzszy, przygty w artykule, stopnig nieregularnéci rozmieszczenia gztow

K = 3 odpowiadat parametrovk = 1. Na rysunku 3 przedstawiono siatk¢ztow, dla
ktorych przeprowadzono obliczenia.
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Rys. 3. Siatki aywane do testéw obliczeniowych
Fig. 3. Meshes used for numerical tests

Dla kazdego przypadku rozmieszczenigzdw przedstawionego na rysunku 3 doko-
nano aproksymacji pochodnych funkdjii f,. Uzyskane wyniki przedstawiono na ry-
sunkach 4 i 5. Pierwszy z nich ilustruje zales¢ biedu (7) od stopnia nieregulart
siatki, przy rénych wartdciachn (liczba weztéw lokalnie aproksymuagych pochods).
Drugi rysunek przedstawia zates¢ maksymalnego wskaika uwarunkowania od tych
parametréw.

5 [%
o [%0] 75[%] n<o
n=9
3, ¥ 54,
4 8x1 8)(,'2 ] 8xl sz
4,
n=17 n=49 n=4
n=25 n=33
/
K
0 1 2 3

Rys. 4. Zaleénos¢ bledu aproksymacji pochodnej od stopnia nieregulseinsiatki
Fig. 4. Error of approximation of derivative vs. degree of mesh irregularity
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log (cond(®)) n=M n=49
7 n=233
n=17 n=25
n=9
K
0 1 2 3

Rys. 5. Zalenos¢ maksymalnego wskaika uwarunkowania macierzep;

od stopnia nieregulargoi siatki
Fig. 5. Maximal condition number for matrices; vs. degree of mesh irregularity

Rysunki 4 i 5 wskazygj ze w przygtym sformutowaniu stopie nieregularnéci siatki
nie wplywa znaczco na wyniki obliczé. Blad aproksymacji pochodnej, jak i wskak
uwarunkowania, za# gtownie od liczby punktow przgfych do lokalnej aproksymacji
pochodne;.

4. WniosKi

W artykule pokazano spos6b wyznaczania wspotczynnikbw wagowygtvanych do
lokalnej aproksymacji pochodnych. Sposob ten wykorzystuje tegchmikr z metody
kwadratur réniczkowych, gdzie jako funkcje testowe prgy radialne funkcje bazowe.
Uzycie do aproksymacji pochodnych tylko lokalneggisdztwa rozwzanego punktu,
inaczej nk to ma miejsce w klasycznej metodzie kwadratumi€zkowych, pozwala na
efektywne analizowanie zafladwej skali. Wykorzystanie multikwadratowych funkcji
radialnych, szczegdlnie skutecznych w przypadku nieregularnie rozmieszczoggtoww
minimalizuje wplyw sposobu ich rozmieszczenia na otrzymane wyniki. Na podstawie
przeprowadzonych testéw numerycznych stwierdzamodoktadnéé aproksymaciji po-
chodnych zaley przede wszystkim od liczby eméw przygtych do lokalnej jej apro-
ksymacji i wspoétczynnika ksztattu funkcji radialnych. Z punktu widzenia ekonomii obli-
czen liczba tych wziéw powinna by jak najmniejsza. Z drugiej jednak stronyelsza
liczba weztéw daje doktadniejsze wyniki. Dla ustalonej liczby wszystkiciztéw w roz-
patrywanym obszarze moa znale¢ optymaln liczbe weztéw lokalnie przybliajacych
pochodn. Liczbe te rozumie st jako wartdé, powyzej ktérej znacznie spada tempo
zbieznosci metody. Pomaga to w efektywnym rozmywaniu zagadnig w ktorych apro-
ksymacja pochodnych odgrywa istatmole.
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