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MODELOWANIE MES STRUKTUR 
O KARBACH SZEREGOWYCH 

FEM MODELING OF STRUCTURES 
WITH SERIAL NOTCHES 

S t r e s z c z e n i e  

W artykule przedstawiono wyniki badań dotyczących modelowania krzywizny karbów  
za pomocą elementów skończonych. Opracowano metodę doboru wymiaru elementu  
dla obszaru ostrego karbu. Metodę tą zastosowano na przykładzie analizy połączenia śru- 
bowego. Pokazano, że może ona dać korzystne wyniki przy modelowaniu struktur wielo- 
karbowych. 
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A b s t r a c t  

The paper presents the results of research on modeling the curvature of notches using finite 
elements. The method of choosing element size to model the notch area was developed. 
Application of this method was shown in the example of modeling bolted joints. There  
was shown that this method can gives beneficial results in the modeling of multi-notch 
structures. 
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Oznaczenia 

ρk – promień geometryczny karbu [mm] 
ρm – promień minimalny (materiałowy) karbu [mm] 
ρ – całkowity promień krzywizny karbu [mm] 
Neρ – liczba elementów skończonych dla modeli z uwzględnioną krzywizną karbu 
Nek – liczba elementów skończonych dla modeli z ostrym karbem 
he – wymiar elementu skończonego modelującego krzywiznę karbu [mm] 
σHMH – naprężenie zastępcze wg hipotezy Hubera-Misesa Hencky’ego [MPa] 

max
HMH

ρσ  – maksymalne naprężenie σHMH w zaokrąglonym karbie [MPa] 
maxk
HMHσ  – maksymalne naprężenie σHMH w ostrym karbie [MPa] 

B% – procentowy błąd względny maksymalnego naprężenia 

1. Wstęp 

Metoda elementów skończonych MES jest powszechnie stosowanym obliczeniowym 
narzędziem naukowym i inżynierskim. W obszarach, na których geometria obiektu wy- 
kazuje dużą zmienność, gęstość dyskretyzacji powinna być większa. Tam gdzie zmiany  
są małe, może być zgrubna. W rozwiązywaniu zagadnień mechaniki konstrukcji, za- 
gęszczenie siatki jest konieczne tam, gdzie można spodziewać się koncentracji naprężeń. 
Między innymi w karbach, narożach czy miejscach nagłej zmiany obciążenia. Zagadnie- 
nia dotyczące modelowania struktur wielokarbowych, jak na przykład gwintów, mogą  
być przez to nieco kłopotliwe. Takimi zagadnieniami zajmowali się w ostatnim okresie 
m.in. (Honarmandi P., Zu J.W., Behdinan K., 2009) [2], (Libin Z., Fengrui L., Jianyu Z., 
2010) [3], (Hua Z., 1998) [4], (Rauscher F., 2003) [5], (Knez M., Glodež S., Kramberger J., 
2009) [6]. 

Duża liczba karbów o bardzo małych promieniach zaokrąglenia wymaga zastosowa- 
nia w ich obrębie bardzo gęstej siatki. Prowadzi to do znacznego zwiększenia liczby 
elementów skończonych w modelu. Opcjonalną drogą do uzyskania poprawnych rozwiązań 
może być modelowanie promienia zaokrąglenia odpowiednim elementem skończonym. 

Wyniki badań dotyczące modelowania karbów o kątach 90° i 135° przedstawiono  
w raporcie [1]. Opracowanie to stanowiło punkt wyjściowy do przeprowadzenia badań 
opisanych w tym artykule. 

2. Modelowanie promienia krzywizny karbu odpowiednio dobranym wymiarem  
elementu skończonego 

Na całkowity promień krzywizny karbu ρ składa się suma promieni geometryczne- 
go ρk oraz materiałowego ρm (1). 

 

 k mρ = ρ + ρ  (1) 
 

Dla struktur gwintowych zakres promienia geometrycznego wynika z ustaleń zawar- 
tych w normach i jest związany z charakterem pasowania. Natomiast promień materia- 
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łowy zależny jest od własności wytrzymałościowych stosowanego materiału. Jego wartość 
można odczytać z odpowiednich wykresów wytrzymałościowych podanych w literatu- 
rze [7]. Rzeczywiste wartości promienia ρ nie przekraczają kilku milimetrów. Aby wy- 
starczająco dokładnie przybliżyć zarys krzywizny, konieczne jest zastosowanie siatki  
o bardzo małych elementach skończonych w okolicy karbu. Powoduje to wzrost ich licz- 
by oraz wydłużenie czasu obliczeń. 

Alternatywą do zagęszczania siatki w okolicy karbu może być modelowanie promie- 
nia krzywizny odpowiednio dobranym wymiarem elementu skończonego. W takiej sytua- 
cji można przyjąć zerowy promień zaokrąglenia, a wymiar elementu skończonego do- 
brać tak, aby wyniki obliczeń były poprawne. 

2.1. Dobór wymiaru elementu skończonego modelującego odpowiedni  
promień krzywizny karbu – zagadnienie osiowosymetryczne 

W celu określenia, jak dobierać elementy skończone w otoczeniu ostrego karbu, aby 
otrzymać właściwe rozwiązanie, przeprowadzono doświadczalne obliczenia numeryczne. 

Dla modeli wzorcowych (z modelowaną krzywizną karbu) przyjmowano siatkę o mak- 
symalnym wymiarze elementu he = 0,5 [mm]. Siatkę zagęszczano w obszarze promienia 
zaokrąglenia ρ elementami o wymiarach ρ/10. Określano stały stosunek promienia krzy- 
wizny karbu do wielkości elementu skończonego (ρ/he). Wyznaczono maksymalne na- 
prężenia σHMH w karbie dla szeregu promieni zaokrąglenia. Następnie poszukiwano 
wymiarów elementów, którymi należałoby modelować obszar ostrego karbu, aby otrzy- 
mać zgodne rozwiązania. Za takie rozwiązania uznawano te, dla których procentowy  
błąd względny maksymalnego naprężenia był minimalny i nie przekraczał 3%. Błąd 
obliczano zgodnie z równaniem (2): 

 

 

max max

max
% 100%
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HMHHMH
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B

ρ

ρ

σ − σ
= ⋅

σ
 (2) 

 

Rozważania dotyczyły zagadnienia osiowosymetrycznego. Geometrie modeli bada- 
nych karbów o kącie 90° i 105° przedstawiono na rys. 1. 

 

 
Rys. 1. Geometria osiowosymetrycznych modeli karbów 90° i 105° 
Fig. 1. Geometry of axisymmetric models of notches 90° and 105° 

 
W programie ANSYS 12 wykonane zostały osiowosymetryczne modele płaskie pierś- 

cieni z karbem. Do obliczeń przyjęto moduł Younga E = 2,1·105 [MPa] oraz współczynnik 
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Poissona ν = 0,3. Badania dotyczyły elementów płaskich typu PLANE 42 oraz PLANE 82. 
Modele utwierdzano u podstawy, odbierając wszystkie stopnie swobody i obciążano od 
wewnątrz ciśnieniem 20 [MPa]. 

Na rysunku 2 przedstawiono porównanie siatek osiowosymetrycznych modeli kar- 
bu 105° z krzywizna karbu i z ostrym przejściem. 
 
a) b) 

 
Rys. 2. Siatki elementów skończonych osiowosymetrycznych modeli karbu 105° 

dających  podobne  wyniki  (patrz  tabela  2): a), b) model z krzywizna karbu,  
ρ = 0,5 [mm] c),d) model z ostrym karbem, he = 0,25 [mm] 

Fig. 2. Mesh for axisymmetric models of notch 105° gives similar results (table 2): 
a), b) model with curvature of the notch ρ = 0,5 [mm] c),d) model with sharp  

notch, he = 0,25 [mm] 
 
Dla obu analizowanych karbów sporządzono zestawienia wyników w postaci tabel. 

Tabele 1 i 2 zawierają szczegółowe wyniki badań dla karbu o kącie 105°. Stosunek pro- 
mienia krzywizny karbu do wielkości elementu skończonego w ostrym karbie ustalono 
równy ρ/he = 4,5 dla elementów typu PLANE 42 oraz ρ/he = 2,0 dla elementów typu  
PLANE 82. Spadek liczby elementów w modelach z karbem ostrym w odniesieniu do 
modeli z promieniem krzywizny wyznaczono ze średniej arytmetycznej wszystkich od- 
czytów. Zestawienie wyników dla badanych kątów karbów przedstawiono w tabeli 3. 

 

c)  d) 
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T a b e l a  1 
Modelowanie karbu 105° elementami typu PLANE42, ρ/he = 4,5 

Karb 105o – zaokrąglony Karb 105o – ostry Porównanie 

ρ Neρ 
max
HMH

ρσ  he Nek maxk
HMHσ  B% Neρ/Nek 

1,5 1867 51,33 0,333 1344 50,58 1,5 1,4 

1,3 2027 54,10 0,289 1542 54,41 0,6 1,3 

1,1 2153 57,73 0,244 1616 57,38 0,6 1,3 

0,9 2173 62,65 0,2 1768 63,37 1,2 1,2 

0,7 2332 69,37 0,156 1734 69,47 0,1 1,3 

0,5 2769 79,34 0,111 1928 79,07 0,3 1,4 
 

T a b e l a  2 
Modelowanie karbu 105° elementami typu PLANE82, ρ/he = 2 

Karb 105o – zaokrąglony Karb 105o – ostry Porównanie 

ρ Neρ 
max
HMH

ρσ  he Nek maxk
HMHσ  B% Neρ/Nek 

1,5 1867 52,42 0,75 1010 53,10 1,3 1,8 

1,3 2027 55,30 0,65 1036 54,68 1,1 2,0 

1,1 2153 59,13 0,55 1075 58,56 1,0 2,0 

0,9 2173 64,06 0,45 1148 63,17 1,4 1,9 

0,7 2332 70,98 0,35 1415 69,85 1,6 1,6 

0,5 2769 81,28 0,25 1555 82,07 1,0 1,8 
 

T a b e l a  3 
Porównanie modelowania karbów 90° i 105° elementami typu PLANE 42 i PLANE 82 

Elementy PLANE 42 Elementy PLANE 82 

kąt karbu ρ/he 
spadek liczby 

elementów kąt karbu ρ/he 
spadek liczby 

elementów 

90o 4 29,0% 90o 2 46,6% 

105o 4,5 34,0% 105o 2 45,0% 

3. Modelowanie i analiza struktury wielokarbowej na przykładzie 
połączenia śrubowego Tr130×6 

3.1. Analiza karbów występujących w połączeniu śrubowym Tr130×6 

Gwinty trapezowe symetryczne stosowane w połączeniach śrubowych to struktury 
złożone z karbów szeregowych. Analizując zarys gwintu trapezowego symetrycznego 
zgodnego z PN-ISO 2904+A:1996 zarówno dla gwintu zewnętrznego, jak i wewnętrzne- 
go norma określa maksymalny promień zaokrąglenia ostrych karbów, który wynosi od 0,15 
do 1 [mm] w zależności od skoku gwintu (dla Tr130×6 odczytano wartość 0,5 [mm]). 
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3.2. Modelowanie połączenia śrubowego Tr130×6 w systemie ANSYS 12 

Na materiał śruby i nakrętki dobrano stal 45 H o doraźnej wytrzymałości na rozcią- 
ganie Rm = 1030 MPa i granicy plastyczności Re = 830 [MPa]. Zadano moduł Younga  
E = 2,1·105 [MPa] oraz współczynnik Poissona ν = 0,3. Z literatury [7] odczytano pro- 
mień minimalny (materiałowy) dla stali 45 H, który wynosi ρm = 0,37 [mm]. Wymiary 
zarysów gwintów przyjęto zgodnie z normą PN-ISO 2904+A:1996. Zbudowano płaskie 
osiowosymetryczne modele połączenia śrubowego. Przyjęto promień krzywizny karbów 
ρ = 0,5 + 0,37 = 0,87 [mm]. Promienie modelowano odpowiednio dobranym wymiarem 
elementów skończonych. Wymiar elementów w okolicach karbów przyjmowano jak  
w rozdziale 2.1. W pozostałym obszarze przyjmowano wymiar 1 [mm]. 

Pomiędzy zwojami gwintu śruby i nakrętki, po obu stronach gwintu zdefiniowano 
kontakt wykorzystując elementy kontaktowe typu CONTA 172. Kontakt nadano też po- 
między nakrętką a podparciem. Model utwierdzono jak pokazano na rys. 3 i obciążono 
ciśnieniem 100 [MPa]. 
 

 
Rys. 3. Siatka elementów skończonych dla osiowosymetrycznego modelu połączenia śrubowego 

Tr130×6 z promieniem krzywizny karbów ρ = 0,87 [mm] 
Fig. 3. Mesh for axisymmetric model of bolted joint Tr130×6 with curvature  

of the notch ρ = 0,87 [mm] 
 

Przeprowadzono obliczenia dla modeli z karbami ostrymi i z modelowaną krzywiz- 
ną karbu. Zbadano elementy skończone typu PLANE 42 i PLANE 82. 

Na rysunku 4 pokazano mapy naprężeń dla drugiego zwoju gwintu śruby połączenia 
Tr130×6. Jak wynika z tych rysunków maksymalne naprężenia występują w karbie na dnie 
bruzdy zęba. 

W tabelach 4 i 5 zestawiono wyniki analizy połączenia śrubowego Tr130×6 dla ele- 
mentów skończonych typu PLANE 42 oraz PLANE 82. 

 
T a b e l a  4 

Modelowanie połączenia śrubowego Tr130×6 elementami typu PLANE 42 

Karb zaokrąglony Karb ostry Porównanie 

Neρ max
HMH

ρσ  Nek maxk
HMHσ  B% spadek liczby elem. 

46 153 503,54 20 152 458,23 9,0% 56,3% 
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T a b e l a  5 
Modelowanie połączenia śrubowego Tr130x6 elementami typu PLANE 82 

Karb zaokrąglony Karb ostry Porównanie 

Neρ max
HMH

ρσ  Nek maxk
HMHσ  B% spadek liczby elem. 

46 207 517,14 12 560 519,72 0,5% 72,8% 

 

 
Rys. 4. Mapa naprężenia zredukowanego HMHσ  dla modeli osiowosymetrycznych 

połączenia śrubowego Tr130×6 (elementy PLANE 82): a) model z krzywizną 
karbów, ρ = 0,87 [mm], max

HMH
ρσ  = 517,142 [MPa] b) model z karbami ostrymi, 

he = 0,435 [mm] (w okolicy karbu), maxk
HMHσ  = 519,724[MPa] 

Fig. 4. HMHσ stress map of axisymmetric model of bolted joint Tr130×6: a) model 

with curvature of the notches, ρ = 0,87 [mm], max
HMH

ρσ  =517,142 [MPa]  

c)  model   with   sharp   notches,   he  =  0,435  [mm]   (around  the  notch), 
maxk
HMHσ  =519,724 [MPa] 

 
Dla przeprowadzonych obliczeń w przypadku elementów typu PLANE 82 uzyskano 

korzystny spadek liczby elementów skończonych przy błędzie maksymalnego napręże- 
nia na korzyści pewności obliczeń. 

4. Wnioski 

Przedstawiono sposób modelowania karbów z zastosowaniem elementów płaskich 
systemu ANSYS typu PLANE 42 i PLANE 82. Przedstawiono metodę doboru wymiaru 
elementu skończonego modelującego promień krzywizny karbu. Metodę tą zastosowano 
w przykładowej analizie połączenia śrubowego Tr130×6. Pozytywne rezultaty uzyskano  
dla elementów typu PLANE 82. 
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