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S t r e s z c z e n i e  

W niniejszym artykule zbadano efektywność tłumienia drgań i wstrząsów przez tłumiki 
semiaktywne, opisane modelami histerezowymi typu Bouc-Wena i Spencera. Zastosowano 
dwa algorytmy typu on-off sterowania parametrami tłumika. Rezultaty obliczeń porównano  
z odpowiednimi wynikami otrzymanymi dla układów pasywnych. Wykazano pewne różnice 
jakościowe w zachowaniu się obu modeli w zakresie niższych częstości. 
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A b s t r a c t  

The paper has investigated the efficiency of vibration and shock damping through semiactive 
absorbers described by the Bouc-Wen and the Spencer models. Two algorithms of on-off 
control type were applied to change the values of dissipative parameters. The results  
of calculations were compared with suitable results obtained for passive systems. Some 
qualitative differences of dynamical behaviour of the Bouc-Wen and the Spencer models  
were shown in the lower frequency range. 
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1. Wstęp 

Do opisu właściwości dynamicznych tłumików hydraulicznych, magnetoreologicznych 
(MR) lub elektroreologicznych (ER), są wykorzystywane modele o charakterystykach 
histerezowych. Najczęściej są to modele Binghama [12], Bouc-Wena [2-4, 12, 14] lub 
Spencera [5, 7, 10, 12]. W przypadku stosowania cieczy elektro- i magnetoreologicznych 
można, sterując natężeniem pola elektrycznego lub magnetycznego za pośrednictwem 
prądu płynącego w uzwojeniu sterującym tłumika, zmieniać siłę oporu wytwarzaną przez 
tłumik. Rezultatem zmiany napięcia jest zmiana wartości pewnych parametrów przyjęte- 
go do badań modelu. 

Tłumiki ER i MR mogą więc być wykorzystane jako tłumiki semiaktywne, które 
stanowią alternatywę dla aktywnego sterowania drganiami, głównie ze względu na fakt,  
że stosunkowo niewielka energia pozwala sterować rozpraszaniem energii wielokrotnie 
większych. 

W artykule poddano analizie klasyczny model sterowania typu sky-hook, badając 
wpływ wybranych parametrów na efektywność działania tłumika. Wartości pozostałych 
parametrów przyjęto na podstawie danych literaturowych, przy czym w celu ograniczenia 
ich liczby wprowadzono wielkości bezwymiarowe, eliminując w ten sposób między innymi 
wpływ amplitudy wymuszenia kinematycznego. 

2. Model układu 

 
 

Rys. 1. Model układu: a) Bouc-Wena, b) Spencera 
 

Fig. 1. Model of the system: a) the Bouc-Wen model, b) the Spencer model 
 
Do badań przyjęto model układu przedstawiony na rys. 1, przy czym element tłumiący 

drgania opisano alternatywnie za pomocą modelu Bouc-Wena (rys. 1a) oraz modelu 
Spencera (rys. 1b). Parametry kj i cj (j = 1, 2) są tu odpowiednio współczynnikami 
sztywności i tłumienia wiskotycznego, a m jest masą wibroizolowanego obiektu, którego 
ruch określa współrzędna y1. Współrzędna y0 jest zadanym wymuszeniem kinematycznym 
(podczas badania efektywności amortyzatora założono y0 = asinωt). W modelu Spencera 
(rys. 1b) występuje dodatkowy bezmasowy element, którego ruch opisuje współrzędna y2. 

Dla modelu Bouc-Wena z II zasady Newtona wynika następujące równanie: 
 

 1 1 1 0 1 1 0 0 0( ) ( )my k y y c y y z= − − − − − αɺɺ ɺ ɺ  (1) 
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przy czym zmienna z0, odpowiedzialna za tworzenie się pętli histerezy, jest rozwiązaniem 
równania różniczkowego pierwszego rzędu: 
 

 1
0 0 0 0 0 0 0| | | || |n n

w w wz A y y z y z z−= − γ −βɺ ɺ ɺɺ  (2) 
 

gdzie: yw = y1–y0, natomiast A0, γ0, β0 oraz n są współczynnikami kształtu charakterystyki. 
W celu zmniejszenia liczby parametrów wpływających na charakterystyki dynamicz- 

ne układu wskazane jest wprowadzić następujące zmienne bezwymiarowe: 
 

 0tτ = ω 1 0( ) /x y y a= − 0 0 /x y a= 0 max/z z z=  (3) 
 

gdzie: 
 

 0
max

0 0

n
A

z =
β + γ

 (4) 

 

Model Bouc-Wena stanowi teraz układ dwóch równań różniczkowych o postaci: 
 

 1 0( )x x x z x′′ ′ ′′+ ζ + + α = − τ  (5) 
 

 {1 [ sgn( )] | | }nz A zx z x′ ′ ′= − γ + β  (6) 
 

przy czym x′i z′ są pochodnymi względem zmiennej τ. Przyjęto również oznaczenia: 
 

 0 max/A A z= 0 0 0/ ( )β = β β + γ 0 0 0/ ( )γ = γ β + γ  (7) 
 

 0 max 1/z kα = α 1 1 0/c mζ = ω 0/η = ω ω  (8) 
 

W modelu Spencera, będącego modyfikacją modelu Bouc-Wena, wykorzystuje się 
równanie (2), odpowiedzialne za efekty histerezowe, przy czym teraz zgodnie z rys. 1b 
należy do niego podstawić yw = y2 – y0. Ruch masy m opisuje równanie różniczkowe: 
 

 1 2 1 0 2 1 2( ) ( )my k y y c y y= − − − −ɺɺ ɺ ɺ  (9) 
 

natomiast zmienną y2 wyznacza się z warunku równowagi sił: 
 

 1 2 0 1 2 0 0 0 2 1 2( ) ( ) ( )k y y c y y z c y y− + − + α = −ɺ ɺ ɺ ɺ  (10) 
 

Po wprowadzeniu zmiennych τ, x0, x i z, zdefiniowanych wzorami (3) oraz zmiennej: 
 

 2 0( ) /y y y a= −  (11) 
 

ruch układu jest opisany równaniem (6) oraz układem równań: 
 

 2 0( ) ( )x x y x x′′ ′ ′ ′′+ ζ − + = − τ  (12) 
 

 2 1 2( ) / ( )y x x z′ ′= ζ − κ − α ζ + ζ  (13) 
 

gdzie: 
 

 2
0

k

m
ω = 2 2 0/c mζ = ω 0 max 2/z kα = α 1 2/k kκ =  (14) 
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3. Sterowanie sky-hook 

Jedną z najbardziej znanych strategii sterowania semiaktywnym układem zawieszenia 
jest tzw. sterowanie sky-hook [6, 11, 13], w którym współczynniki tłumienia są dobierane 
w ten sposób, aby naśladować efekt tłumika połączonego ze stałym poziomem odniesienia. 
W uproszczonej formie sterowanie sky-hook realizuje układ sterowania włączający  
i wyłączający w odpowiednich chwilach tłumienie w elemencie semiaktywnym (sterowanie 
on-off) lub bardziej praktycznie przełączający wartość tego tłumienia z wartości ma- 
ksymalnej do minimalnej. Pożądaną zmianę własności tłumiących można uzyskać, przyj- 
mując za sygnał sterujący napięcie na sterowniku, zmieniające się skokowo od wartości 
maksymalnej do zerowej. 

Zwykle przyjmuje się, że o zmianie napięcia decyduje znak iloczynu siły i prędkości 
(dostarczana do układu moc) lub w uproszczeniu znak iloczynu prędkości bezwzględnej  
vb = x′+x0′ i względnej vw = x′. Dla wprowadzonych zmiennych bezwymiarowych po- 
wyższy warunek można zapisać następująco: 

 

 0
0

0

( ) 01

( ) 00

x x x
u

x x x

′ ′ ′+ >
=  ′ ′ ′+ ≤

 (15) 

 

przy czym założono tu, że u0 jest bezwymiarowym napięciem odniesionym do jego 
dopuszczalnej wartości maksymalnej. Jak się okaże dalej, lepsze rezultaty w zakresie 
wyższych częstości wymuszenia uzyskuje się, stosując sterowanie zmodyfikowane w na- 
stępujący sposób: 
 

 
0 0

0 0 0 0

0

1 ( ) 0 1

| | ( ) 0 1

0 ( ) 0

x x x u

u x x x x x u

x x x

′ ′ ′+ > ∧ >
 ′ ′ ′ ′ ′= δ + + > ∧ ≤
 ′ ′ ′+ ≤

 (16) 

 

W przypadku prowadzenia obliczeń na wielkościach bezwymiarowych można przyjąć  
δ =1. 

Wartości współczynników tłumienia c1 i c2 oraz parametru α0 (lub bezwymiarowych 
parametrów ζ1, ζ2 oraz α) zależą od napięcia u uzyskanego w rezultacie przepuszczenia 
napięcia u0 przez filtr I rzędu: 

 

 0' ( )u u u= −λ −  (17) 
 

Założono dalej, że pomiędzy napięciem u i parametrami ζ1, ζ2 oraz α zachodzą linio- 
we związki: 
 

 min max min( )uα = α + α − α min max min( )j j j j uζ = ζ + ζ − ζ  (18) 

4. Odpowiedź układu na wymuszenie harmoniczne 

W pracach [4, 5, 7 12, 14] podano wartości parametrów dla różnych modeli tłumi- 
ków MR. Przykładowo, w pracy [12] przyjęto następujące wartości parametrów, okreś- 
lających model Bouc-Wena: k1 = 2500 Nm–1, c1 = 5000 Nsm–1, α0 = 88 000 N/m,  
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β0 = γ0 = 106 m–2, A0 = 120 oraz model Spencera: k1 = 1400 Nm–1, k2 = 540 Nm–1,  
c1 = 5300 Nsm–1, c2 = 93 000 Nsm–1, α0 = 96 300 N/m, β0 = γ0 = 2 ⋅ 106 m–2, A0 = 207.  
W obu przypadkach badano odpowiedź układu na wymuszenie harmoniczne o amplitu- 
dzie a = 0,015 m i częstotliwości 2,5 Hz dla n = 2 i ω0λ = 190 s–1. Przyjmując do- 
datkowo wartość masy m ≈ 350 kg, odpowiadającej ćwiartkowemu modelowi zawie- 
szenia samochodu oraz uwzględniając sztywność resora (k0 ≈ 30 000 N/m) poprzez 
zwiększenie wartości współczynników k1 dla modelu Bouc-Wena i k2 w modelu Spencera, 
można oszacować wartości bezwymiarowych parametrów (7), (8) i (14), a także ich 
wartości graniczne występujące we wzorach (18). 

W obliczeniach numerycznych przyjęto ζ1min = 0,2, ζ1max = 0,8 dla modelu Bouc-Wena  
i ζ1min = 0,25, ζ1max = 1, ζ2min = 2,5, ζ2max =1 0, κ = 0,05 dla modelu Spencera. Założono  
też jednakowe wartości pozostałych współczynników: β = γ = 0,5, A = 100, αmin = 0,5,  
αmax = 1,5, λ = 50. Dla tak dobranych wartości bezwymiarowych parametrów charakte- 
rystyki dynamiczne obu układów są do siebie zbliżone. 

Badając skuteczność tłumienia drgań, przyjęto: 
 

 0( ) sinx τ = ητ 2
0( ) sinx′′ τ = −η ητ  (19) 

 

oraz wprowadzono wskaźnik efektywności działania amortyzatora: 
 

 
0

RMS
b
RMS

x

x
θ =  (20) 

 

zdefiniowany jako stosunek wartości skutecznych przemieszczeń xb = x + x0 oraz x0. 
Na rysunku 2 przedstawiono wykresy ilustrujące wpływ bezwymiarowej częstości η  

na wskaźnik efektywności θ. Ograniczono się do pokazania w pełnym zakresie tylko 
częstości charakterystyk modelu Spencera (rys. 2a). Charakterystyki modelu Bouc-Wena  
w zasadzie się z nimi pokrywają, z wyjątkiem zakresu niskich częstości (rys. 2b); tu tak- 
że występują pewne, omówione dalej, różnice jakościowe. Na rysunku 2a przedstawiono 
też w celach porównawczych charakterystyki dla układów pasywnych C i D o ustalonych, 
odpowiednio minimalnych i maksymalnych, wartościach parametrów α i ζj. 
 

 
 

Rys. 2. Wskaźnik efektywności: a) model Spencera, b) porównanie modeli Bouc-Wena i Spencera 
 

Fig. 2. Efficiency index: a) the Spencer model, b) comparison of  Bouc-Wen and Spencer models 
 
W zakresie rezonansowym (dla η < 2) wskaźnik θ dla układów semiaktywnych A i B 

osiąga znacząco mniejsze wartości w stosunku do wskaźnika wyznaczonego dla układów 
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pasywnych C i D. W zakresie wyższych częstości najwyższą efektywność działania wy- 
kazuje układ pasywny C, jednak wartości wskaźnika θ dla układu A są w tym zakresie 
porównywalne i równocześnie mniejsze od uzyskanych dla układu B ze sterowaniem 
dwupołożeniowym (15). 

Na rysunkach 3 i 4 przedstawiono chakterystyki tłumików, opisanych odpowiednio 
modelami Bouc-Wena i Spencera, dla przypadku u0 = 0 (minimalne tłumienie), u0 = 1 
(maksymalne tłumienie) oraz dla u0(τ) określonego regułą sterowania (16). 

 

 
 

Rys. 3. Charakterystyka siły – model Bouc-Wena (η = 1,45, κ1 = 0,05):  
a) u0 = 0, b) u0 = 1, c) u0 = u0(τ) 

 

Fig. 3. Force-velocity diagram – Bouc-Wen model (η = 1,45, κ1 = 0,05):  
a) u0 = 0, b) u0 = 1, c) u0 = u0(τ) 

 

 
 

Rys. 4. Charakterystyka siły – model Spencera (η = 1,45, κ2 = 0,05):  
a) u0 = 0, b) u0 = 1, c) u0 = u0(τ) 

 

Fig. 4. Force-velocity diagram – Spencer model (η = 1,45, κ2=0,05):  
a) u0 = 0, b) u0 = 1, c) u0 = u0(τ) 

 
W przypadku modelu Bouc-Wena siła tłumienia jest wyznaczana ze wzoru: 

 

 B-W
1 1f x x z′= ζ + κ + α  (21) 

 

przy czym B-W
1 1 1/k kκ =  B-W

1 1 0( ),k k k= +  a dla modelu Spencera wyraża się ona wzo- 

rem: 
 

 S
1 2 2 2( )f y y z x x y x′ ′ ′= ζ + κ + α + κ = ζ − + κ  (22) 

 

gdzie: 
 

S
2 2 2/k kκ =  S

2 2 0( ).k k k= +  
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W szerokim zakresie częstości charakterystyki sił odpowiadające pasywnym mode- 
lom (dla u0 = const) Bouc-Wena i Spencera są w sensie jakościowym podobne i zbli- 
żone do przedstawionych na rys. 3a, 4a i 4b. Dopiero dla η ≤ 1,5 można zauważyć pew- 
ne różnice (rys. 3b i 4b), przy czym zwiększają się one wraz ze zmniejszaniem częstości 
wymuszenia. Zmianę kształtu charakterystyk obserwuje się tylko dla modelu Bouc-Wena. 
Zmianom tym towarzyszy zmiana przebiegów przemieszczeń i prędkości (zwłaszcza 
względnych), które chociaż pozostają okresowe, zawierają znaczną liczbę wyższych har- 
monicznych. 

Także w przypadku semiaktywnych modeli tylko w zakresie wyższych częstości 
charakterystyki otrzymane dla modelu Spencera (rys. 4c, 5b) i Bouc-Wena (rys. 3c, 5d)  
są do siebie podobne. Dla częstości wymuszeń niższych od częstości drgań własnych 
następuje wyraźna zmiana (rys. 5a i 5c) przebiegów przemieszczeń, prędkości oraz 
przyspieszeń. Wykresy wszystkich wymienionych zmiennych dla modelu Bouc-Wena ma- 
ją złożone przebiegi, co powoduje częste zmiany znaku iloczynu prędkości bezwzględnej  
i względnej, wpływając istotnie na przebieg napięcia sterującego u (rys. 5c). 
 

 
 

Rys. 5. Przebiegi czasowe bezwględnego przyspieszenia ab=x″+x0″ i napięcia sterującego u:  
model Spencera: a) η = 0,6, b) η = 1,5, model Bouc-Wena: c) η = 0,6, d) η = 1,5 

 

Fig. 5. Time histories of absolute acceleration ab=x″+x0″ and control voltage u: the Spencer model:  
a) η = 0,6, b) η = 1,5, the Bouc-Wena model: c) η = 0,6, d) η = 1,5 

5. Odpowiedź układu na wymuszenie impulsowe 

Do opisu wymuszenia symulującego wstrząsy można wykorzystać funkcję „rounded 
pulse”, zdefiniowaną następująco [1, 8, 9, 11]: 

 

 2 2
0

1
( ) ( ) exp( )

4
x eτ = ετ −ετ  (23) 
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Bezwymiarowy parametr ε, charakteryzujący ostrość impulsu, określa stosunek poło- 
wy okresu drgań własnych układu do czasu trwania impulsu. Funkcja (23) charakteryzuje 
się ciągłością pierwszej i drugiej pochodnej oraz osiąga wartość maksymalną równą 
jedności (rys. 6a). Do równań (5) i (12) należy teraz podstawić: 

 

 2 2 2
0

1
( ) [2 4 ( ) ]exp( )

4
x e′′ τ = ε − ετ + ετ −ετ  (24) 

 

 
Rys. 6a) Wymuszenie impulsowe, b) odpowiedź układu semiaktywnego –  

przyspieszenie (ε = 1) 
Fig. 6a) Rounded pulse function excitations, b) response of semiactive system –  

acceleration (ε = 1) 
 
Na rysunku 6b przedstawiono porównanie odpowiedzi (przyspieszeń bezwzględnych) 

układu Bouc-Wena i Spencera z zastosowanym algorytmem sterowania (16). 
Dla modelu Bouc-Wena obserwuje się oscylacyjny charakter zanikania drgań. Do- 

datkową wadą tego modelu jest fakt, że stan równowagi zależy od warunków począt- 
kowych. Fakt ten można wytłumaczyć, analizując równania (5) i (6) w stanie równo- 
wagi, czyli dla z′ = 0, x′ = 0 i x″ = 0 oraz przy założeniu braku wymuszenia (x0″ = 0). 
Wówczas równanie (6) może być spełnione dla dowolnej wartości z, natomiast z rów- 
nania (5) wynika warunek x + αz = 0, a więc również współrzędna x zależy liniowo od 
współrzędnej z. 
 

 
 

Rys. 7. Odpowiedzi układów pasywnych oraz tłumika semiaktynego – model Spencera (ε = 2):  
a) przemieszczenia bezwględne xb = x + x0, b) przyspieszenia bezwględne ab =x″ + x0″ 

 

Fig. 7. The responses of passive and semiactive dampers – the Spencer model (ε = 2):  
a) absolute displacements xb = x + x0, b) absolute accelerations ab = x″+x0″ 
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Rysunek 7 ilustruje efektywność działania semiaktywnego układu, opisanego mode- 
lem Spencera, w przypadku występowania wymuszeń impulsowych. Zarówno maksymal- 
ne przemieszczenia, jak i przyspieszenia osiągają znacząco mniejsze wartości w stosunku  
do układu pasywnego z minimalnym (układ C) i maksymalnym (układ D) rozpraszaniem 
energii. 

6. Wnioski 

Z analizy przedstawionych w pracy wyników oraz z obserwacji rezultatów obliczeń 
przeprowadzonych dla innych danych można wyciągnąć następujące wnioski: 
– Odpowiedzi dynamiczne modelu Spencera na wymuszenia okresowe są w szerokim 

zakresie częstości wymuszeń jakościowo podobne. Ponieważ w stanach ustalonych 
przebiegi prędkości względnych i bezwzględnych są zbliżone do harmonicznych, 
częstość zmian napięcia sterującego w układzie semiaktywnym jest dwukrotnie większa 
od częstości wymuszenia. 

– Model Bouc-Wena zachowuje się podobnie tylko w zakresie wyższych częstości.  
W zakresie rezonansowym w odpowiedziach układu dużą rolę odgrywają wyższe har- 
moniczne, wpływając istotnie na sterowanie. W przypadku zastosowania sterowania 
typu on-off  obserwuje się zwiększoną liczbę zmian skokowych napięcia. 

– Efektywność działania tłumików semiaktywnych w stosunku do układów pasywnych 
jest duża, głównie w pobliżu rezonansu. Dla wymuszeń okresowych wysoko często- 
tliwościowych nieznacznie lepszymi są tłumiki pasywne o małych wartościach współ- 
czynnika tłumienia. Jednak dla wymuszeń impulsowych wyraźnie uwidaczniają się 
zalety tłumika semiaktywnego. 

– W zakresie wyższych częstości zastosowanie sterowania określonego regułą (16) 
zwiększa wyraźnie efektywność tłumika w stosunku do sterowania dwupołożenio- 
wego (15). 
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