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Streszczenie

Przedmiotem rozwan niniejszego artykutu jest analiza dfigpoprzecznych kotagbatego
przekfadni wysokoobrotowej, rozéanego jako ptyta piécieniowa w ksztalcie odzier-
ciedlapcym geometrj kota. W artykule analizowany jest wptyw goikosci katowe] kota
z¢batego na deformagjform wiasnych drga poprzecznych badanego uktadu. Analizowane
w artykule modele dyskretyzowano mejalementoéw skiaczonych. Obliczenia numeryczne
wykonano w $rodowisku obliczeniowym ANSYS. Omawiane zagadnienia andiyc
pomocne iaynierom zajmuicym sk obliczeniami dynamiki wirujcych zespotéw maszyn.

Stowakluczowekota zbate drgania poprzecznezstasci wtasne postacie wtasne
Abstract

This paper deals with the transversal vibration of the toothed gear which is treated as
the annular plate with complex geometry. The impact of the gear wheel angular velocity
on the free vibration mode shapes deformation of the system is analyzed. The required models
are formulated by using finite element method. The base model contains all essential elements
of the aviation engine toothed gear. The numerical analysis is performed using ANSYS code.
The algorithm to identify the proper distorted mode shapes is presented. Campbell diagram
for system under consideration is elaborated. It is important to note that the data presented
in the paper have the practical meaning for design engineers.
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1. Wstep

Problematyka drgapoprzecznych ptyt kotowych i pigieniowych jest przedmiotem
zainteresowania wielu badaczy orazonkéw badawczo-rozwojowych [2, 6]. Wynika to
z faktu,ze niektore wirujce zespolty maszyn (np. kotahate) mog by¢ rozwazane jako
ptyty kolowe lub piegcieniowe [6, 4], ktérych ksztalt i wymiary zate od konstrukgji
wspomnianych uktadéw. @€gte przypadki uszkodaewirujacych zespotéw pojawiajsie
podczas pracy, railzy innymi z powodu obgken dynamicznych. Na etapie projektu istot-
ne jest wyznaczenie waktm czestasci wkasnych drga poprzecznych wiracego zespotu.

Zagadnienia dynamiki ptyt pojawity gina przetomie XVIII i XIX wieku, kiedy to
Chladni opracowat daviadczalm metod (metoda smyczkowa) wyznaczania linigzio-
wych dla swobodnych ptyt kotowych i kwadratowych [11]. Badania te byly inspidaj
rozwazan teoretycznych na temat dynamiki ptyt dla takich uczonych, jak: Navier, Cauche,
Bernoulli, Rayleigh, Ritz, Voight i inni. Kontynuowanie w XX wieku bada@hladniego
przez M. Waller zaowocowato gadzy innymi opracowaniem metody oklania statych
materiatowych [11]. Dalszy rozwdj teorii zaowocowat wieloma innymi pracami. W pu-
blikacjach ksizkowych [6, 10] przedstawiono ogalnteorii drgax poprzecznych ptyt
o raznych ksztattach. Z polskggycznych opracowa mozna wyr&ni¢ monografg [5],

w ktérej podano rozwezanie sciste zagadnienia drgapoprzecznych, swobodnych i wy-
muszonych, dotyege piyt kotowych i prostaktnych. W pracy [2] analizowano drgania
piyty pierscieniowej z niecigtosciami geometrycznymi w postaci szczelin promieniowych,
stosujc metod elementow skieczonych. W publikacji [1] autorzy analizowali zagadnie-
nia dynamiczne wynikage z ruchu spoligonalizowanej tarczy kota po falistej powierzchni,
np. szyny. W pracy [9] analizowano drgania wlasne przektadni planetarnej. Wykagazystuj
zaproponowany model analityczny, wyznaczonest¥ci drgai wtasnych i odpowiadaj

ce im postacie drgawtasnych uktadu.

Przedmiotem rozwan niniejszego artykutu jest analiza dfgpoprzecznych kotaez
batego przektadni wysokoobrotowej, rozanego jako piyta piécieniowa, w ksztalcie
odzwierciedlajcym geometr kota, osadzona na ghonym wale. Plyta zawiera nieg-
losci geometryczne w postaci otworéw usytuowanych na zadanym promieniu. W pracy
analizuje s modele dyskretne, stogauj metod elementéw skiczonych (MES). Analig
numeryczrn przeprowadzono wrodowisku obliczeniowym ANSYS. ldentyfikagcjpo-
szczegolnych estdéci drgai wlkasnych dokonuje sina podstawie odpowiadgych im
postaci drga. Dla ptyty litej zadanie to nie stanowi zlinego problemu. W przypadku
struktury z niecigtosciami geometrycznymi, ze wzglu na znieksztatcenie postaci diga
gietnych, pojawia € problem zwizany z ustaleniem odpowiedd@ miedzy formami
drga plyty litej i ptyty z otworami. Zagadnienie to byto roziese w pracy [7]. W pre-
zentowanej pracy analizowany jest wplywegkosci katowej kota zbatego, modelo-
wanego phd piercieniowa z niecagtosciami geometrycznymi na deformadorm wias-
nych drga poprzecznych badanego uktadu. Przedstawiono dziatanie procedury identy-
fikacji czestasci drgar wkasnych i odpowiadagych im zdeformowanych postaci wkasnych
wirujacych uktadéw w warunkach niskich goikosci wirowania. Ponadto opracowano
wykres Campbella dla rozwanego uktadu. Praca stanowi kontyngabpda autoréw
zZwiagzary z analiz drgah uktadéw caglych [8]. Omawiane w niniejszym artykule
zagadnienia magby¢ pomocne inynierom zajmujcym sk obliczeniami dynamicznymi
wirujacych zespotdw maszyn.
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2. Sformutowanie problemu
Przyte do rozwaan koto zbate pokazano na rys. 1. Takie rogmeinie jest pow-

szechnie stosowane w wysokoobrotowych przektadnialsatgch wykorzystywanych g
dzy innymi w technice lotniczej.

Rys. 1. Model uktadu
Fig. 1. Model of the system

W modelu kota upraszczaesivieniec zbaty, przyjmujc srednic zewretrzna kota
réwng $Srednicy podzialoweyd, kota zbatego. Pozostate wymiary geometryczne uktadu
(Srednice:dy, dp, dy, dua, dup; grubdci: hy, h,) zdefiniowano jak podano na rys. 1.

Koto sktada si z ptyty piekcieniowej z wigicem, osadzonej na ghonym stopnio-
wanym wale. Plyta zawiera niggiosci geometryczne w postaci otworéw umiejsco-
wionych na zadanym promieniu (rys. 1).

Zagadnienie drgawlasnych ukladu rozwrano, stosuc meto@d elementow skiczo-
nych. Ré@niczkowe rownania ruchu uktadu dyskretnego przyppgsta:

MU +Ku =0, 1)

gdzie:
M — globalna macierz bezwiadion
K — globalna macierz sztywsm,
u — wektor przemieszcaaveztowych.
Globaly macierz bezwtadrigi i sztywndci otrzymuje s¢, wykorzystujc macierz mas
i sztywnaci elementu podanych w nagtijacym réwnaniu [3]:

M (@)= L(a PONTNAV®, K®© = J'V(e) BTEBdV® )
gdzie:
p® — gestasci elementu,
N  — macierz funkcji ksztattu,
B - macierz pochodnych funkcji ksztattu,
E  — macierz sztywniwi materiatowej,

V(® _ objtos¢ elementu.
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Czestasci whasne uktadu otrzymujeesz rozwizania zagadnienia wlasnego:
K -«*M)u=0, (3)

gdzie:
w — czstos¢ whasna,
U — odpowiadajcym jej wektorem wtasnym wyznaczanym z zalgci (3).
Do obliczer przyjeto element czworzienny, dziesicioweziowy (solid92), izotro-
powy o trzech stopniach swobody wkgm wezle.

3. Analiza numeryczna

Wygenerowany model MES rozwanego kota gbatego pokazano na rys. 2.

i
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Rys. 2. Model MES uktadu
Fig. 2. The FEM model of the system

Parametry konstrukcyjne analizowanego uktadu zamieszczono w tab. 1.cAmaliz
meryczn, wykonano wsérodowisku obliczeniowym ANSYS. W pracy prezentowame s
wyniki obliczen drgax wiasnych gitnych w zalénosci od prdkosci wirowania kofa.
W przypadku ptyt kotowych i piécieniowych, dla kadego rozwizania, dla ktérego linie
weztowe tworz srednice weztowe, otrzymuje si dwa identyczne uktady prostychew
zlowych, obréconych wzgtlem siebie o & a = 17(2n), gdzien oznacza liczb érednic
weztowych. Zgodnie z przgfymi standardami w teorii ptyt kotowych i piieniowych
[5, 6, 10], poszczegdblne gxtasci wlasne 0znaczono przex,, gdziem oznacza liczé
okregbw weztowych, natomiash odnosi st do wspomnianej liczbgrednic weztowych.

Tabela l
Dane konstrukcyjne analizowanego uktadu
d, d, dy dua duo do h, hy E p
[mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] v [MPa] [kg/m’]
110 98 | 62,7] 26,71 188 224 7 28 03 2,08%17,83x16

Ze wzgkdu na ztaony ksztalt kota postacie ggne uktadu ulegaj znacznej deforma-
cji w poréwnaniu z ukladem bez otworéw, co sprawi@,w odniesieniu do niektérych
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rozwiazan trudno jest jednoznacznie oklié ich posté. Problem dodatkowo gikom-
plikuje, jezeli zmianie ulega pdkos¢ katowa analizowanego kota. Z tegoztevzgledu

w niniejszym artykule analizowany jest wptywegkosci katowej rozwaanego kota &
batego na deformagpostaci drga gietnych uktadu. Do identyfikacji postaci wykorzystano
algorytm oznaczania form dnyapozwalajcy ustali¢ odpowiednié¢ miedzy formami
drgah piyty litej i ptyty z otworami. Na potrzeby algorytmu przyjmuje shodel po-
mocniczy plyty piefcieniowej w ksztalcie podanym na rys. 3b. Parametry geometryczne
modelu pomocniczego zostaty prag na podstawie geometrii kotag $: srednica zew-
netrznad,, srednica pod wigcemd,, srednica wewatrznad,,, grubg¢ h, orazh, (tab. 1).
Nastpnie przeprowadza eianalizz dynamiczm, rozwaajac przypadki modeli pomoc-
niczych obracajcych si¢z zadan predkoscia katowa, w ktorych warté¢ srednicy otworow
przelotowychdy, (rys. 3b) zmienia gj jak podano w tab. 2. Otrzymane rezultaty porow-
nuje si¢jakasciowo i ilosciowo. Proponowane podeje pozwala przgedzi¢ deformacg
linii weztowych spowodowan otworami przelotowymi i w konsekwencji ustalodpo-
wiednics¢ miedzy formami drga piyty litej i ptyty z otworami. Wspomniany algorytm
szerzej oméwiono w pracy [7].

potaczenie

Rys. 3. Warunki brzegowe (a) i model pomocniczy (b)
Fig. 3. The boundary conditions (a) and the auxiliary model (b)

We wszystkich analizowanych modelach warunki brzegowe dptyezidow. W kaz-
dym modelu wzltom lezacym na powierzchni oznaczonej jakwrysko (rys. 3a, b) ode-
brano jeden stopieswobody zwizany z przemieszczeniem promieniowyrgziéw. Nato-
miast weztom lezacym na powierzchni oznaczonej jagolgczenieodebrano stopfeswo-
body zwizany z przemieszczenienezdw wzdtuz osi symetrii kadego modelu.

Tabela 2
Srednice otworéw modelu pomocniczego
Model pomocniczy
1 2 3 4 5 6
do1 [mm] 0 6,72 8,4 11,2 15,68 22,4

Analize numeryczy opracowanych modeli prowadzono do momentu wyznaczenia
czestasci whasnejuyg. Obliczenia wykonano przy zateniu, ze uklady obracajsig z prd-
koscia katowa 6 w zakresie od 0 do 1047 rad/s. W procesie obliczeniowymkzaano
predkos¢ katowa o 80 rad/s, w wyniku czego otrzymano cztéoma wariantow wynikéw
(czestadsci whkasne i odpowiadage im formy wiasne), ktére najgto zinterpretowé Efekt
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wirowania uwzgtdniono, wyznaczaf w przypadku kadego modelu, w kroku obliczenio-
wym zwigzanym z analig statyczm, rozkltad napgzen wynikajacy z wirowania. Nagpnie
uzyskany rozktad uwzegtiniono w kroku obliczeniowym zwikanym z analig modalr.

Dalej przedstawiono wyniki analizy numerycznej w odniesieniu do wybranych postaci
drgah wlasnych kota gbatego. W kadym z omawianych przypadkéw pokazano obydwa
rozwiagzania postaci odnogzych sie do srednic weztowych. Analizowane rozwzania
przedstawiono w kolejrigsi wystgpowania. Dla czstesci w3 oraz wyg pokazane wyniki
uzyskano przy prdkosci wirowania® = 0 oraz0 = 1047 rad/s. W pozostatych przypad-
kach prezentowane rezultaty otrzymano przy wart@redkosci katowej 6 réwnej od-
powiednio: 0, 320 rad/s, 720 rad/s oraz 1047 rad/s. \Aartaestasci wikasnych odpo-
wiadapce prezentowanym postaciom zamieszczono w tab. 3.

Rys. 4. Postacie drgadpowiadajce czstasci w,, (pierwsza forma)
Fig. 4. The mode shapes corresponding to frequencffirst mode)

Rys. 5. Postacie drgadpowiadajce czstaici w,, (druga forma)
Fig. 5. The mode shapes corresponding to frequercfsecond mode)

Oznaczenie tej formy wymagalo zastosowania procedury oznaczania postaci drga
whasnych. Znieksztatceniu ulegdjnie weztowe zwhzane z okggiem isrednia weztowa.
Daje sigzauway¢ nieznaczny wptyw gidkosci wirowania na deformagjlinii weztowych.
Oznaczenie postaci w przypadku, ktéry pokazano na rys. 6, nie byto trudnym zadaniem
i nie wymagato stosowania procedury identyfikacji postaci wlasnych. Zausiatu bar-
dzo maly wpltyw pgdkosci wirowania na znieksztatcenie liniiggtowych piyty z otworami.

Rys. 6. Postacie drgadpowiadaice czstaici uy3 (pierwsza i druga forma)
Fig. 6. The mode shapes corresponding to frequergffirst and second mode)



161

Tabela 3
Whplyw pr edkosci katowej na czstosci wiasne
Predkas¢ katowa® [rad/s]
0 160 320 400 560 720 880 1047
wy; [HZ] 77,28 88,5 115,78 132,55 169,25 208,24 24841 291,11
wy: [Hz] | 207,23 215,79 239,63 256,0 295,33 340,65 389,88 444,07
W, [Hz] | 402,65 411,11 435,95 453,9 499,13 553,36 613,25 679,45
W2 [HZ] 702,4 711,9 739,4 759,1 808,7 868,95 937,3 1014,8
wie [HZ] 859,7 868,88 895,2 913,86 959,y 1007,8 10898,7 1164,4
wa; [Hz] | 951,25 959,7 981,4 1048 1094,1 1161,2 1238,1 13235,8
w7 [HZ] 1175 1184,5 12117 1231,8 1280|6 1340,8 1408,2 1474,1
wye [Hz] | 1503,6 1512,6 1539,2 1558,6 1608}3 1670,7 1743,7 1829,3

HHOP

Rys. 7. Postacie drgadpowiadajce czstasci wyg (pierwsza forma)
Fig. 7. The mode shapes corresponding to frequexgffirst mode)

DPD

Rys. 8. Postacie drgadpowiadaice czstasci wyg (druga forma)
Fig. 8. The mode shapes corresponding to frequexqsfsecond mode)

I~

I~

Prezentowane postacie dfigavymagaly zastosowania algorytmu oznaczania form
wiasnych. W tym przypadku zausamy znaczny wplyw midkosci wirowania na defor-
macg linii weztowych. Po przekroczeniu waktm predkosci wirowania 720 rad/s forma
wilasna zmienia ksztaitPrzy tej pedkosci wystegpuje znaczne zdeformowanie ksztattu

DDPD

Rys. 9. Postacie drgadpowiadaice czstasci ws; (pierwsza forma)
Fig. 9. The mode shapes corresponding to frequegcffirst mode)
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postaci drganiami watu. Dodatkowo w trakcie identyfikacji postaci pojawifpsdbblem
Zwigzany z pewnym podohistwem oznaczanej formy z postaciinoszca sie do
CZeStasCi 1.

SPHOD

Rys. 10. Postacie drgadpowiadajce czstasci ws; (druga forma)
Fig. 10. The mode shapes corresponding to frequegcfsecond mode)

Ustalenie odpowiednioi migdzy formami w tym przypadku stanowito zlme za-
danie, ze wzgdu na podobigstwo ksztattu form do tych z poprzednio omawianego
przypadku. Zauwaalny jest wptyw pgdkosci wirowania na deformagijlinii weztowych.
Znaczne zmiany ksztattu formy pojavdaie przy 6 = 400 rad/s.

Rys. 11. Postacie drg@dpowiadajce czstaici w,; (pierwsza forma)
Fig. 11. The mode shapes corresponding to frequepcffirst mode)

DDD P

Rys. 12. Postacie drgadpowiadajce czstasci w7 (druga forma)
Fig. 12. The mode shapes corresponding to frequepcfsecond mode)

Proces identyfikacji tej postaci byt zany. Daje si¢ zauway¢ wplyw predkosci
wirowania na deformagjlinii we¢ztowych. Znaczne zmiany ksztattu formy pojawigje
przy 8 = 720 rad/s. Przy najwgzej rozpatrywanej pdkosci wirowania dodatkowo po-
jawiaja sie drgania piefcieniowe watu.

Znalezienie odpowiednéci miedzy formami w tym przypadku nie byto trudne. Zau-
waza sk duza powtarzalné¢ deformaciji linii weztowych piyty kota przy rénych ped-
kosciach wirowania. W dalszej kolejbti przedstawiono przypadek, w ktérym zasto-
sowano procedygr oznaczania zdeformowanych form wiasnych drggetnych rozwa-
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zanego kota. Prezentowany przypadek dotyczy ustalenia odpowiedpiostaci drga
Zwiazanej z czstascia whasry ;.

A A

Rys. 13. Postacie dri@mdpowiadajce czstaici wyg (pierwsza i druga forma)
Fig. 13. The mode shapes corresponding to frequengffirst and second mode)

DD

Rys. 14. Postacie drj@dpowiadajce czstasci ws; przy pedkosci katowej kotad = 80 rad/s
Fig. 14. The mode shapes corresponding to frequegcat the gear angular velociy= 80 rad/s

QO®

Rys. 15. Postacie drymdpowiadajce czstaici s, (model pomocniczy)
Fig. 15. The mode shapes corresponding to frequegcfauxiliary model)

LPIBSD

Rys. 16. Postacie dri@mdpowiadajce czstaici s, (model pomocniczy)
Fig. 16. The mode shapes corresponding to frequegcfauxiliary model)

Pokazane na rys. 14, 15 i 16 wyniki wygenerowano przyzeailo, ze uklady obraca-
ja sie z predkoscia katowa 8 = 80 rad/s. Rezultaty przedstawione na rys. 15 i 16 pozwala-
ja przeledzi¢ deformact linii weztowych, zwhzanych z okggami i srednia weztows,
ze wzgldu na zmiaa srednicy otwordéw przelotowych. Poréwnagjprezentowane wyniki
z wynikami z pracy [7], zauwamy, ze prawidlowe oznaczenie zdeformowanych form
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wiasnych drga gigtnych rozwaanego kota w warunkach niskichgdkosci wirowania,
wymaga uwzgldnienia w obliczeniach numerycznych ekszej liczby modeli pomoc-
niczych (pdrednich) anigli w przypadku wyszych pedkosci wirowania kota.

Na podstawie prowadzonej analizy (tab. 3) opracowano wykres Campbella dla roz-
patrywanego kotaebatego. Cegstotliwos¢ wymuszagca drgania poprzeczne od zhrenia
wyznacza sig zalenosci [4]:

nx

f 60’ )
przy czymn [obr./min] to pedkos¢ obrotowa, & to liczba zbéw w kole. W rozwaanym
uktadzie liczba gbdéw z = 59. Rezonans drfavystpuje wowczas, gdy estotliwosé wy-
muszagca (4) zrowna sigo do wartéci z jedry z czstaici drgar whkasnych kota. Na wy-
kresie Campbella (rys. 17) zaznaczono punkty pezeciprostej (4) z krzywymi repre-
zentupcymi omawiane ogstosci drgaa wkasnych kota. W odniesieniu doestaici whasnej
W3 Wyznaczono nominadinpredkos¢ wzbudzenia tej estasci wynoszca 764 obr./min.
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Rys. 17. Wykres Campbella
Fig. 17. Campbell diagram
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Zar6éwno z wykresu Campbella, jak i z tab. 3 wynike,efekt wirowania powoduje
wzrost sztywnéci gigtnej omawianego kota. Ponadto w przypadkest&ci o, zauwaa
sig, ze przy pedkosci 3820 obr./min wysjpuje znaczny wzrost wadoi towarzyszacy
wspomnianej wezaiej zmianie ksztattu odpowiadaiej formy drga wiasnych.

4. Wnioski

Projektowanie wirujcych zespotéw wspéiczesnych aizer wymaga stosowania za-
awansowanych technik obliczeniowych zamanych z metad elementéw skiczonych.
Pozwala to uwzghni¢ w procesie obliczeniowym ztona geometricuktadu. Istnieje wiele
pozycji literatury omawiajcych zagadnienia drgapoprzecznych ptyt piécieniowych.
W pracach tych rozwano modele charakteryzgge st prostym ksztattem i dagymi si
opis& analitycznie nieeaigtosciami geometrycznymi. W niniejszej publikacji analizowa-
no uktad o zlaonym ksztalcie odzwierciedigym geometriewybranego kota ¢hatego.

Z otrzymanych rezultatéw wynikaze prdkos¢ wirowania wplywa na zmianksztatu
postaci drga wlasnych ukladu. Efektywne stosowanie algorytmu identyfikacji zdeformo-
wanych postaci drgawtasnych w warunkach niskichgqatkosci wirowania ukladu wymaga
znacznie wikszych naktadow obliczeniowychniv przypadku wyszych pedkosci wiro-
wania. Prezentowane w pracy paded mae by wykorzystane do analizy drjavtasnych
wirujacych kimzkow o ztazonej geometrii.
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