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Streszczenie

W artykule poddano analizie zagadnienie znajdowania strefy $ciskanej dla zakotwien oraz dla
przekroju zelbetowego projektowanego wg. NL. Sformulowano, opierajac si¢ na wielkosciach
kinematycznych, metodg prowadzaca do rozwigzania zagadnienia. Znaleziono przypadki szcze-
golne i na tej podstawie sformutowano algorytm znajdowania strefy $ciskanej. Zaproponowano
sposob regularyzacji zadania pozwalajacy unikna¢ zalamania algorytmu. Podano miarg biedu,
ktora pozwala okresli¢, na ile koncowe rozwiazanie zadania spelnia zalozenia. Przedyskutowano
tez stabilno$¢ algorytmu i tempo zbieznosci. Pokazano przyklady rozwiazan proponowanym
algorytmem.
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Abstract

In this paper algorithm for determinig compression region for two problems: anchorage and
section designed by working stress are analysed. Special cases which may occur during solution
are examined and the roboust algorithm is formulated. Regularisation technique is suggested.
Solution of example problem are given.
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1. Wstep

Metoda naprezen liniowych (NL) dawniej stosowana byta powszechnie do okreslania no-
$nosci przekrojow zelbetowych. Obecnie czg§ciowo zostala wyparta przez metodg nosnosci
granicznej (plastyczna), ktora daje oszczedniejsze przekroje. W dalszym ciagu NL do okresla-
nia no$nosci stosuje si¢ w przypadku obciazen o duzej liczbie cykli badz obcigzen dynamicz-
nych. Ponadto metodg NL stosuje si¢ powszechnie do sprawdzania SGU.

Zakotwienia rozumiane sg tutaj jako mocowanie elementu stalowego — poprzez sztywna
plyte podstawy — do ptaskiego elementu betonowego, z uzyciem stalowych tacznikéw. Typo-
wo jest to mocowanie stalowego stupa do betonowej podstawy.

Z punktu widzenia praktyki, zar6wno w przypadku zakotwien, jak i przekroju zelbetowe-
go obliczanego wg metody NL, najbardziej ktopotliwym etapem projektowania jest znajdo-
wanie strefy $ciskanej betonu.

Mozna pokazaé, ze zar6wno projektowanie zakotwien, jak i projektowanie przekroju wg
NL, sa odmianami tego samego zadania [4]. RdzZnica sprowadza si¢ do uwzgledniania badz
pomijania stali w strefie Sciskanej. Fakt, ze oba zagadnienia sprowadzaja si¢ do jednego ogo6l-
niejszego zadania, nie utatwia w zaden sposob rozwiazywania. W ogélnym przypadku wy-
znaczenie strefy $ciskanej pozostaje do$¢ trudnym zadaniem, pomimo wzglednej prostoty
zatozen. Trudno$¢ polega nie na skomplikowanej teorii, ale na zmudnych obliczeniach. Nie
wydaje sig, aby istniato proste, ogolne rozwigzanie analityczne tego zadania.

Obecnie uzywa si¢ komputerow, ktore nawet zlozone obliczenia wykonuja btyskawicz-
nie. Jednak komputer, jak kazde narzedzie, wnosi swoja specyfikg. Metoda rozwiazywania
tworzona pod katem wymogow techniki komputerowej czgsto znaczaco rdzni si¢ od metody
tworzonej pod katem obliczen analitycznych.

Odmienne stosowanie powoduje, ze inne cechy bywaja pozadane w obu przypadkach.
Dla metod analitycznych ceni si¢ przede wszystkim latwo$¢ uzycia i unikanie zmudnych ra-
chunkéw. Od algorytmu komputerowego wymaga si¢ zwartosci 1 tatwosci implementacji.
Dlatego metoda tworzona na potrzeby algorytmu komputerowego czgsto korzysta z koncep-
cji, ktore wydaja si¢ nienaturalne z punktu widzenia metod analitycznych.

Opracowujac oprogramowanie do projektowania zakotwien [5], niezbedne bylo znale-
zienie skutecznej metody znajdowania strefy $ciskanej. Sformutowano wigc odpowiedni al-
gorytm, uzyskujac dodatkowo algorytm dla NL. Algorytm ten wykazuje bardzo dobre cechy
numeryczne, jak zbiezno$¢ i stabilnos¢.

Opracowywanie algorytmu zaréwno dla zakotwien, jak i NL, wniosto nowa jakos$¢, gdyz
w przypadku zakotwien niezbgdne jest rozwiazanie problemu pojawiajacych si¢ osobliwo-
$ci, ktory rzadko wystepuje w przypadku NL. Jednak, jesli problem osobliwo$ci zostanie
rozwiazany, to rowniez dla NL uzyskuje si¢ niezawodny program, ktory nie zatamie si¢ na-
wet w tych rzadko spotykanych przypadkach.

Po przetestowaniu wielu wariantow, od oprogramowania metody obliczen analitycznych
az do metody zorientowanej na obliczenia komputerowe wraz z algorytmem, mozna byto
z cala wyrazisto$cia uswiadomi¢ sobie réznice miedzy metodami zorientowanymi na oblicze-
nia analityczne i metodami zorientowanymi na obliczenia komputerowe. Niniejszy artykut
w duzym stopniu podsumowuje rowniez do§wiadczenia w tej kwestii.
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Rys. 1. Schemat pracy przekroju zelbetowego wedtug metody NL

Fig. 1. Concrete cross-section designed by working stress method

2. Sformulowanie zadania i zalozenia

Rozwiazanie zagadnienia bgdzie sprowadzane do rozwiazania przekroju smuklego preta
pryzmatycznego, belki lub stupa. W przypadku zakotwien jest to spore uproszczenie, jednak
praktyka pokazuje, Ze jest to dostatecznie dobre przyblizenie rzeczywistosci.

Rozwazane obciazenie ogranicza si¢ do kombinacji czystego zginania i czystego stanu
osiowego, a wigc przekroju pretowego obciazonego dowolnym uktadem sit podtuznych i mo-
mentow zginajacych.

Rozwiazanie statyki bedzie utozsamiane ze znalezieniem strefy Sciskanej. Znajac tg stre-
fg, mozna wyznaczy¢ zarowno naprezenia w betonie, jak i napr¢zenia (sity) w stali.

Zatozono, ze przemieszczenia i odksztatcenia sa nieskonczenie mate.

Przyjeto, ze oba materiaty, zarowno beton, jak i stal, zachowuja si¢ liniowo (doktadniej:
liniowo dla ustalonego znaku). W ramach teorii preta smuklego materialy pracuja jednowy-
miarowo. W osiowym stanie naprezenia modut Younga dla betonu jest £, a dla stali E*.

Naprgzenie w stali wynosi:

o' = kg )]
Naprezenie w betonie wynosi:
c" = E’gb #))]

W zaleznosci od kontekstu, rownania (1) i (2) beda obowiazywaty albo zarowno dla $ci-
skania, jak i rozciagania (stal zbrojeniowa), albo tylko dla $ciskania (beton), albo tylko dla
rozciagania (kotwy).

Ograniczenie rownania (1) lub (2) tylko do zakresu $ciskania lub rozciagania wprowadza
do zadania silna nieliniowo$¢. Skutkuje to tym, ze przestaje obowiazywaé superpozycja. Nie
mozna wtedy osobno obliczy¢ naprgzen od stanu osiowego i zginania, a nast¢pnie dodac tych
wynikow, aby uzyska¢ koncowy stan naprgzenia.

Dla precyzji dalszych rozwazan przyjmuje sig, ze ogdlny termin ,,wktadki stalowe” bg-
dzie obejmowat zarowno stal zbrojeniowa, jak i kotwy.

2.1. Zatozenia

Zatozenia, zarowno dla NL, jak i zakotwien, mozna jednolicie sformutowa¢ w nastgpu-
jacy sposob:
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1) przekroje podlegaja zasadzie ptaskich przekrojow (Bernoulliego-Eulera),

2) beton w strefie Sciskanej pracuje liniowo oraz nie przenosi naprezen w strefie rozciagania,

3) stal pracuje liniowo, ale zbrojenie w strefie $ciskanej przenosi napr¢zenia, a kotwy w strefie
Sciskanej nie przenosza obciazen,

4) stal jest traktowana jako wktadki migkkie.

W wypadku zakotwien, aby zalozenie 1 nie odbiegato od rzeczywistego charakteru pracy
konstrukeji, niezbegdna jest stalowa plyta podstawy, ktora jest nieskonczenie sztywna na zgina-
nie. To odroznia zakotwienia od np. docisku elementu betonowego do innego elementu betono-
wego, dlatego przy zakotwieniach najczgsciej podaje si¢ to jako osobne zatozenie.

Pewne nieporozumienia moze wprowadza¢ zatozenie 4. Bedzie ono istotne w dalszej anali-
zie, wigc wymaga pewnego komentarza.

Nalezy zastrzec, ze w przypadku NL nie jest to ograniczenie samej metody, a raczej zato-
zenie zawezajace najczesciej przyjmowane dla przekroju zelbetowego. Czasami jest ono for-
mutowane jawnie (np. [10]), czasami jednak jest pomijane i brak tego zalozenia prowadzi do
btednych wzordéw (por. wzory 71 8 w [2]).

Zatozenie to moze by¢ alternatywnie sformutowane jako: naprezenia w stali zbrojenio-
wej redukuja si¢ do sity skupionej w srodku cigzkosci preta. Oznacza to, ze rozktad naprezen
w precie stalowym musi by¢ staty w obrebie preta. Jest to niespdjne z pozostatymi zatozenia-
mi, gdzie przyjmujemy liniowy rozktad odksztatcen (4) i proporcjonalnos¢ naprezen w stali do
odksztatcen (1). Tak wigc zestaw zatozen jest wewngtrznie sprzeczny.

Jednak jesli rozmiar preta zbrojeniowego jest maty, to odstgpstwa od liniowego rozktadu
naprezen sa pomijanie. Oznacza to tez, ze mimosrod sity skupionej w stosunku do wymia-
réw preta, czy tez wymiaréw przekroju, jest zupehie zaniedbywalny. W dobrym przyblizeniu
wszystkie zalozenia sa wigc spetnione.

Istotna konsekwencja takiego zatozenia jest brak sztywnosci na zginanie pretow zbrojenia.
Ta cecha odrdznia zbrojenie sztywne od migkkiego.

Dla zakotwien nie analizuje si¢ tego aspektu, jednak poniewaz kotwy sa typowymi pretami
stalowymi o podobnej $rednicy jak prety zbrojenia, wigc wydaje sig, ze nalezatoby w iden-
tyczny sposob traktowac ten aspekt dla zakotwien. Dla typowych kotew okraglych nalezatoby
zaktadac¢ zakotwienie migkkie, natomiast w przypadku uzycia ksztattownika stalowego mo-
wi¢ o zakotwieniu sztywnym.

Przy tych zatozeniach typowy schemat pracy przekroju zelbetowego jest pokazany na rys.
1, gdzie zaznaczona jest czg$¢ przekroju z betonem $ciskanym. Napre¢zenia w betonie rosna
liniowo od zera na osi obrotu przekroju do wartosci maksymalnej w gornych widknach.
Czgsto dla ilustracji pokazuje si¢ ryse¢ biegnaca od granicy strefy $ciskanej do dolnych wito-
kien, co jest bardzo sugestywne, ale jest uproszczeniem. Réwniez zbrojenie jest narysowane
schematycznie, gdyz zamiast zbrojenia roztozonego w sposob ciagly wzdhuz linii, musza by¢
dyskretne prety zbrojeniowe.
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Rys. 2. Schemat pracy zakotwienia

Fig. 2. Anchorage to concrete

Schemat pracy zakotwien jest pokazany na rys. 2. Wida¢ zachodzace podobienstwa, jak
tez pewne rdznice, ktore sa pomijane na etapie rozwiazywania statyki, ale zaczynaja by¢ istotne
przy projektowaniu.

3. Uklad wspélrzednych i oznaczenia

Dosy¢ istotng kwestia dla spdjnosci i przejrzystosci dalszych wyprowadzen jest uzywany
uktad wspdtrzednych i przyjeta konwencja znakowania.

3.1. Uktad wspotrzednych

Przyjgto, ze przekrdj belki lub ptyta podstawy (dla zakotwien) lezy w plaszczyznie Oxy,
czyli 0§ belki lub stupa jest réwnolegla do osi z (por. rys. 3).

Poza kierunkiem osi prgta nie jest wyrdzniany tu zaden punkt ani kierunek. Poczatek
uktadu nie musi by¢ w $rodku cigzkosci, a osie uktadu nie musza pokrywac si¢ glownymi
osiami bezwladnosci przekroju. Wszystkie zalezno$ci pozostaja wazne w dowolnym ukta-
dzie wspotrzednych.

Obciazenie jest zadawane wzglgdem poczatku uktadu wspoétrzednych.

3.2. Konwencje znakowania

Poniewaz zadanie bgdzie rozpatrywane w ramach teorii belek smuktych, analiza skupia
si¢ wylacznie na naprezeniu normalnym w przekroju. Ignorowane sa pozostale sktadowe ten-
sora napr¢zenia. Analogicznie traktowane sa odksztalcenia. Interesujacymi wartosciami sa:
naprezenie normalne o_, oznaczane jako o, oraz analogiczne odksztatcenie €_, oznaczane jako
€. Indeksami gornymi s lub b beda rozrézniane w razie potrzeby te wielkosci odpowiednio dla
stali 1 betonu.

Przyjeto, ze dodatnie jest naprg¢zenie rozciagajace. W konsekwencji, dodatnia sita N jest
rozciagajaca i dziata wzdtuz osi z. Pozostate sity (poprzeczne) z uwagi na kontekst rozwazan
beda pomijane. Pomijany jest rdwniez moment skrgcajacy dziatajacy wokot osi z.
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Rys. 3. Uktad wspotrzednych i konwencja znakowania momentow

Fig. 3. Coordinate system for cross-section and positive bending moments

3.2.1. Momenty zginajace

Bardziej ktopotliwe jest znakowanie momentow zginajacych i katow obrotu. Mozna
korzystac¢ z iloczynu wektorowego lub wprowadzi¢ inny sposob znakowania.

Do pokazania konwencji znakowania rozwazmy elementarna sit¢ F bedaca wynikiem
dziatania naprgzenia 6 na wycinku Ax na Ay, polozonym w pierwszej ¢wiartce uktadu (por.
rys. 3).

Stosowanie iloczynu wektorowego 37 = 7x F wprowadza spojne znakowanie pseudo-
wektora momentow (i zwiazanych z nimi katow obrotu), jednak ich znaki sa niezgodne z przy-
wyczajeniami inzynierskimi. Dodatkowo, wprowadza pozorna asymetri¢ w rownaniach, gdyz
réwnanie wzgledem x ma inne znaki niz réwnanie wzgledem y. Z tego powodu zostanie uzyta
inna konwencja znakowania. Oznaczenia (indeksy) momentéw beda zwiazane z osia, wokot
ktorej dziata moment. Moment M wywoluje obrot ¢ wokot osi X, a moment M , obrét ¢, wokot
osi Y. Znaki momentow sa tak dobrane, ze dodatnia sita F przy dodatnim x wywotuje dodatni
moment M = F'- x. Analogicznie, przy dodatnim y mamy dodatni M = - y. Dodatnia sifa
w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych wywotuje dodatnie momenty.

Znakowanie obrotow musi by¢ identyczne jak momentéw. Dodatnie zwroty M i M sa
pokazane na rys. 3. “

3.2.2. Krzywizny

Krzywizny definiowane beda jako pierwsze pochodne katow obrotu:

K. = 99, K, = %, 3)
Yooz Yooz
co pozwoli unikna¢ problemoéw ze znakiem, gdyz jest on uwzgledniony w znakowaniu kata
obrotu.
Konsekwencja przyjecia zasady ptaskich przekrojow Bernoulliego-Eulera jest rownanie
odksztatcen dla przekroju preta:
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e(x,y) =€, +K,y+K X @)

gdzie ¢ jest odksztatceniem w poczatku uktadu wspotrzednych. Geometrycznie, pole odksztat-
cen g(x,y) tworzy ptaszczyzng nad obszarem przekroju.

3.2.3. Energia

Przyjeta poprzednio konwencja znakowania gwarantuje niezmienniczo$¢ iloczynu
skalarnego obliczanego dla wielkosci ciaghlych o(x,y), &(x,y) i odpowiadajacych im wielkosci
dyskretnych, w postaci wielko$ci przekrojowych. Zachodzi wtedy tozsamo$¢:

IA o(x,y)-e(x,y) = Neg + M K, + M K, (5)

W konsekwencji wielko$ci energetyczne, a wigc niezmiennicze, mozna rownowaznie
oblicza¢ na poziomie punktu badz na poziomie przekroju, korzystajac z lewej lub prawe;j
strony rownosci (5).

3.2.4. O$ obrotu

Rownanie (4) wyraza tez potozenie osi obrotu przekroju, gdyz dla znanych (obliczonych)
g, K 1 K, roéwnanie

gy tKy+K,x=0 (6)

opisuje zbior punktow (o wspotrzednych x,y), gdzie odksztatcenie jest zerowe.

Os$ obrotu czgsto nazywa si¢ osig obojetna, gdyz dla materiatdéw liniowo-sprezystych,
przenoszacych zarowno $ciskanie, jak i rozciaganie, jest to polozenie punktow, gdzie napreze-
nia sa zerowe. W przypadku opisywanych zagadnien brak naprgzen niekoniecznie jest konse-
kwencja zerowych odksztalcen, wigc bardziej adekwatne jest kinematyczne pojgcie osi obrotu
przekroju.

4. Sformulowanie kinematyczne
4.1. Wady podejscia statycznego

Analityczny sposob rozwiazania zadania zakotwien, podany w [7, 8], jest oparty na staty-
ce. Rozwiazanie dla przekroju prostokatnego sprowadza si¢ do wielomianu trzeciego stopnia
okreslajacego wysokos¢ strefy $ciskanej. Dla przekroju innego niz prostokatny analogiczne
postgpowanie nie prowadzi do wielomianu, ale do pewnej funkcji nieliniowej, zaleznej od
wielkosci strefy $ciskane;.

Dla znanej (zalozonej) czgsci Sciskanej przekroju mozna napisa¢ rownania okreslajace
sity wewngtrzne i obliczy¢ jakas miarg niespetnienia warunkow rownowagi. Prowadzi to do
réwania nieliniowego wyrazajacego rownowage czyli zadanie sprowadzane jest do poszuki-
wania miejsca zerowego funkcji nieliniowej. Uzywajac jakiejs metody iteracyjnej rozwiazy-
wania rownania nieliniowego: bisekcji, regula-falsi czy siecznych, mozna uzyskac iteracyjny
schemat znajdowania rownowagi.



56

Najszybsza z metod poszukiwania pierwiastka, metoda stycznych, wymaga znajomo-
Sci pochodnej funkcji, co na ogoét nie jest tatwe do uzyskania, dlatego jest rzadko uzywana
w tym zagadnieniu.

Naturalnym uogo6lnieniem iteracyjnego podejscia na przypadek zginania wzgledem obu
osi byloby poszukiwanie rownowagi w dwu kierunkach, czyli wyrazajacej si¢ przez dwie wiel-
kosci.

Przy realizacji programu do zakotwien [5] ta koncepcja doprowadzita poczatkowo do
wersji procedury znajdujacej strefe Sciskana w postaci bardzo zblizonej do opisanej przez di
Ludovico [1]. Procedura napisana wedtug tej koncepcji dzialata, ale w trakcie testow stale
pojawialy si¢ nowe przypadki szczegdlne wymagajace uwzglednienia. Procedura okazata si¢
skomplikowana, niezbyt wydajna i nie dawata gwarancji niezawodnosci. Poszukiwano wigc
alternatywnego podej$cia, ktore tatwiej prowadzitoby do wyniku.

Artykut Zaka [9] dotyczy projektowania przekroju zelbetowego, przy daleko bardziej
ztozonych modelach konstytutywnych dla betonu i stali niz dla NL. Wiedzac juz, ze projekto-
wanie przekroju zelbetowego i zakotwien w zasadzie sprowadza si¢ do identycznych za-
lozen, zaczerpnigto z tego artykutu koncepcjg, aby metodg rozwiazania oprze¢ na podejsciu
kinematycznym. Zasadnicza r6znica byto sformutowanie zadania wzgledem niewiadomych ¢,
K i K, a nie wzgledem zestawu niewiadomych, opisujacych geometrig strefy $ciskane;j.

To podejécie okazato si¢ by¢ bardziej efektywne. Procedura wykorzystujaca podejsécie
kinematyczne okazata si¢ by¢ nie tylko zwarta, przejrzysta i niezawodna, ale rowniez wykazy-
wata zaskakujaco szybka zbiezno$é. Jako efekt uboczny uzyskano mozliwo$¢ obliczania prze-
kroju wg NL.

5. Réwnania ré6wnowagi w podejsciu kinematycznym

Dla kinematyki przekroju opisanej przez (4) musimy spelni¢ rownania réwnowagi
z uwzglednieniem zwiazkow konstytutywnych (1) i (2).

Pole powierzchni przekroju A sktada sig z pola powierzchni betonu 4, i pola powierzchni
stali 4 — A4,. Pole betonu A, jest dzielone mySlowo na dwie czgsci: 4, pole betonu Sciska-
nego (€ < 0) i pozostata czes¢ (4, — 4 ). Stal nie jest dzielona na cze$¢ $ciskang i rozciagana;
przez A oznaczana jest pole powierzchni stali przenoszacej naprezenia. Dla NL jest to przekroj
wszystkich wkladek stalowych (wtedy 4, +4; = A), natomiast dla kotew 4_jest to przekrdj
kotew wyciaganych (wtedy 4, +4,< A).

Przy tych oznaczeniach mozna rozpisa¢ szczegétowo warunki rownowagi w poczatku
uktadu wspoéirzednych.

5.1. Réwnania rownowagi
5.1.1. Suma sit

Suma rzutéw sit na 0§ Z, czyli ZZ =0:

jAd cbdA+JAS0SdA—N:O ™
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Na ogo6t druga catka w rownaniu (7) jest zamieniana na sumg, przy milczacym zatozeniu,
ze G° jest stale w obrgbie jednej wktadki, co prowadzi do:

JAd o’dA+ 2 J.AS o’'F'-N=0 8)

Fed,

Sumowanie przebiega po wszystkich wkladkach przenoszacych naprezenia F*e 4 .
W przypadku NL przebiega po wszystkich pretach, takze ciskanych, a dla kotew jedynie
w strefie rozciaganej. W dalszym ciagu pomijany jest jawny zapis zakresu sumowania.

Po podstawieniu zalozenia (1) dotyczacego napr¢zen w stali ¢* oraz zalozenia (2)
dotyczacego naprezenia $ciskajacych na powierzchni betonu 6?2, rownanie (8) mozna prze-
pisa¢ nastgpujaco:

Ld E'e(x,y)+ Y E'e(x, 3)F =N =0 )

Podstawiajac rownanie odksztatcen (4) do obu cztondéw roéwnania, przy czym drugi czton
w wersji dyskretnej, z (9) wynika:

b S S
Ld E'(8g+ K,y +K,%)+ Y E*(g) + K,y + K, x)F, =N =0 (10)

Po otwarciu nawiasow (przy zatozeniu jednorodnos$ci zaréwno stali, jak i betonu) i uzyciu
typowych oznaczen:

— _ ¢b _¢b
J.Adl_Ad J.Ady_Sx J.Adx_Sy
s _ S QS S _ QS
ZE _As ZE Vi _Sx ZF; X _Sy
a nastepnie po uporzadkowaniu wzgledem €, K i K, réwnanie przybiera postac:
b S 48 b b s QS b b s Qs
(E°A; +E" A ey +(E°S, +E°S)K, +(E"S)+E"S))k, —N =0 (11)
5.1.2. Suma momentow wzglgdem osi X
Drugim réwnaniem jest suma momentéw wzgledem osi X, czyli ZM ox =0
b S oS _
[, oy 2o Fy-M, =0 (12)
Po podstawieniu do réwnania (12) réwnania wynikajacego z zalozenia (1) dotyczacego

naprezen w stali 6*° oraz zatozenia (2) dotyczacego naprgzen Sciskajacych na powierzchni be-
tonu 6°, uwzglednieniu typowych oznaczen dla momentu bezwladno$ci i momentu dewiacji

Ld yi=J! fAd xy=D.,
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YEY =J; YFxy, =D,

oraz uporzadkowaniu, otrzymuje sig:
(E’S] + E°S))e, +(E"J) + ESJ))K, +(E'D), + E°D} )k, —M, =0 (13)

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze zamiana catki na sume w (7) i analogicznie w nastgp-
nych, szczegdlnie w (12), odbywa sig przy zatozeniu, ze napr¢zenie w stali jest state. Dla
matych powierzchni F;’ odstgpstwo rozktadu naprezenia od statego jest niewielkie. Doktad-
niejsza analiza pokazuje, ze jesli wktadki stalowe maja przekroj bisymetryczny (np. kotowy),
to wartosci 4, S¢, S, iDy, i obliczane jako sumy sa dalej poprawne, czyli dla dowolnego
liniowego rozktadu naprezen we wkladkach wyrazenia zwiazane z tymi cztonami beda do-
ktadne.

Rozbieznos¢ pojawia si¢ dopiero przy momentach bezwladnosci. Poprawny wynik
wymagaltby uwzglednienia w J* i J, momentu bezwladnosci kazdej wktadki stalowej
wzgledem jej $rodka cigzko$ci. Tradycyjnie pomija si¢ te cztony jako zaniedbywalne wobec
catej sumy. Jednoczes$nie, jesli te cztony nie bytyby zaniedbywalne, czyli rozmiary wktadki
stalowej byly na tyle duze, ze liniowy rozktad naprgzen bylby istotnie rézny od stalego, to
wktadka taka miataby mozliwos$¢ przenoszenia momentu.

5.1.3. Suma momentéw wzglgdem osi Y

Suma momentéw wzgledem osi Y- EM o =0:
b S s, _
[, o'+ Yo Fox =M, =0 (14)

Rozwazajac rownanie sumy momentéw wzgledem osi YV (14) i dokonujac podobnych
przeksztatcen, mozna uzyska¢ analogiczny wynik. Prosciej jednak, korzystajac z postulowa-
nej przy wyborze uktadu wspoétrzednych symetrii, uzyska¢ odpowiednie rownanie, zamienia-
jac w (13) indeksy x na y.

(E"S) +E°S))e, +(E"D}, + ED} ), +(E"J) + EJ))k, —M , =0 (15)
5.1.4 Uktad rownan

Zestawiajac rownania (11), (13) oraz (15) w postaci macierzowej
E'A,+E°A;,  E'SI+E’S,  E'S}+E’S; |[ g N
E’S}+E'S, E'J+E'J, E'D)+E'D] | x.|=| M (16)
b b s Qs b o S S b rb s Qs
E°S;+E'S, E'D) +E'D;, E"J+E'S, | K| | M,

lub w krotkiej notacji:
KQ=F (17)
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Uktad rownan (16) jest identyczny z ukltadem, ktory otrzymuje si¢ dla przekroju preta
smuklego w teorii wytrzymatosci. Jedyna, ale istotna réznica tkwi w definicji charakterystyk
geometrycznych wystegpujacych w tym uktadzie. W przypadku materiatu przenoszacego za-
réwno Sciskanie, jak i rozciaganie, charakterystyki geometryczne liczone sa dla catego prze-
kroju. W réwnaniu (16) liczone sa tylko dla $ciskanej (dla betonu) badz rozciaganej (dla ko-
tew) czeSci przekroju. Stad dla materiatu przenoszacego zaréwno $ciskanie, jak i rozciaganie,
charakterystyki sa niezalezne od potozenia osi obrotu, natomiast dla materiatdéw przenoszacych
tylko naprgzenia jednego znaku wyrazy macierzy K sa zalezne od potozenia osi obrotu.

Z tej whasciwos$ci wynika nieco inna strategia rozwiazywania. Klasycznie takie rowna-
nia sa rozprzggane przy wykorzystaniu osi glownych, centralnych. Osie centralne powoduja
wyzerowanie wszystkich momentow statycznych, a wigc rozprzegnigeie pierwszego, i na-
stgpnych. Nastepnie obrot uktadu do osi centralnych powoduje zerowanie momentu dewiacji,
a wigc rozprzezenie ostatnich dwu rownan.

Kiedy wyrazy macierzy K sa niezalezne od obciazenia (potozenia osi obrotu), jest to bar-
dzo efektywny sposob postepowania. Jednorazowa operacja poszukiwania osi gtownych, cen-
tralnych daje niezalezne rdwnania, ktdére mozna rozwiazywac dla dowolnego uktadu obciaze-
nia, szczegodlnie z uwzglednieniem obowiazujacej wtedy superpozycji.

Kiedy wyrazy macierzy K sa zalezne od potozenia osi obrotu, a superpozycja nie obo-
wiazuje, rozprzgganie uktadu rownan dla kazdego nowego polozenia osi obrotu przestaje by¢
efektywnym sposobem rozwiazywania uktadu rownan (16).

5.1.5. Dodatnia okre$lonos¢
Macierz uktadu (17) jest symetryczna. Jest tez dodatnio potokreslona. Dodatnia potokreslo-
nos¢ macierzy K wynika z faktu, ze wyrazenie:
1 or
—Q'KQ=0
2
przedstawia energig sprezysta uktadu, por. (5).
Macierz uktadu jest tylko dodatnio poétokreslona, gdyz moga pojawic si¢ przypadki
szczegoblne, kiedy moze by¢ osobliwa. Przypadki osobliwosci macierzy K sa zwiazane z kon-

kretnymi uktadami geometrii. Jest to analogia do metody przemieszczen (lub MES), gdzie
osobliwos¢ macierzy sztywnosci moze si¢ pojawic jako skutek chwiejnosci uktadu.

6. Metoda rozwigzywania
6.1. Réwnania rownowagi
Rownanie (17) moze by¢ interpretowane jako nieliniowe rownanie rownowagi:
W(Q)=F (18)
gdzie W(Q) to sity wewngtrzne wywotane stanem deformacji Q natomiast F to przytozo-

ne obciazenie zewnetrzne. Poszukuje si¢ takiego Q, aby wywotane ta deformacja sity we-
wngtrzne W(Q), byly rowne zadanemu obcigzeniu zewngtrznemu F.



60

Rownanie rownowagi (18) okresla jaki warunek ma spetnia¢ rozwigzanie, jednak nie
mowi. jak to rozwiazanie znalez¢. Aby praktycznie wykorzysta¢ rOwnanie rownowagi, nalezy
rozpatrzy¢ przejscie migdzy dwoma stanami rownowagi.

Pierwszy, znany stan rownowagi, opisany jest przez stan deformacji Q, i obciazenie F,
taki ze KQ, = F,. Drugi, poszukiwany, gdzie zadana jest nowa warto$¢ obciazenia F lub
rownowaznie przyrost obciazenia AF = F — F oraz poszukiwany jest nowy stan deformacji
Q lub rownowaznie, przyrost deformacji AQ = Q — Q,.

Rozwijajac funkcje sit wewnetrznych W(Q) w szereg Taylora, w otoczeniu polozenia
rownowagi Q,, otrzymujemy:

oW 1 9°W

70 Q"AQ+E(AQ)TW‘QO AQ+... (19)
oznaczajac pierwsza pochodna sit wewngtrznych wzgledem przemieszczen przekrojowych,
czyli tzw. macierz styczna, przez K :

W(Q, +AQ)=W, +

W,

0Q ¥
wtedy, pomijajac cztony wyzszego rzedu niz pierwszy w rozwinigcie (19), mozna zapisac
jako

K. (Qp) (20)

W(Q, +AQ) = W, + K,(Q)AQ+...

W konsekwencji przyrost sit wewngtrznych bedzie sig¢ wyrazat jako:

AW(AQ) = K,(Q)AQ + O(AQ)

gdzie cztony wyzszego rzedu oznaczono jako O(AQ). Jest to typowe sformutowanie przyrosto-
we, powszechnie uzywane np. w nieliniowej analizie MES.
Przyrost sit wewngtrznych AW musi by¢ rowny przyrostowi obciazenia AF, wigc:

AF =K (Q)AQ + O(AQ) 21)

Jezeli pominie sig czton O(AQ) i dla zadanego AF i znanego K (Q,) rozwiaze rownanie:
AF =K, (Q,)AQ (22)

to otrzymuje si¢ AQ jako przyblizenie AQ. Pominigte cztony O(AQ) sa zalezne od wyz-
szych poteg AQ, wigc im mniejszy jest przyrost AQ, tym mniejszy btad powoduje ich pominig-
cie i tym blizej jest rozwiazania doktadnego.

Dla rozpatrywanego tutaj zagadnienia zachodzi bardzo istotna wtasciwo$¢: macierz stycz-
na K jest tozsamosciowo rowna macierzy K z rownania rownowagi (17)

K =K (23)
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Uzasadnienie tej wlasciwosci zostanie podane nieco pozniej (w pkt. 6.2), obecnie sku-
pimy uwage na uproszczeniu sformutowania (21), ktore wnosi réwnanie (23). Rozwinigcie
w szereg (19) mozna rownowaznie zapisaé jako:

F=W(Q,+AQ)=K(Q,)Q, + K(Q)AQ+... (24)

Uwzgledniajac (23) oraz wylaczajac K, dostajemy:

F=K(Q)(Q,+AQ) + ... (25)
czyli

F=K(Q)(Q) + 0(AQ) (26)

W ten sposob otrzymuje si¢ rownowazne do (21) sformutowanie w wielkosciach catkowi-
tych, a nie w przyrostach.

Rzecza warta podkreslenia jest fakt, ze blad wynikajacy z pominigcia cztondw wyzszego
rzedu jest zalezny od AQ a nie od Q, gdyz jest to jedynie inaczej zapisane rownanie przyrosto-
we (21). Zachowana zostaje wigc wlasciwo$é, ze btad bardzo szybko maleje wraz ze zmniej-
szaniem si¢ AQ, czyli wraz ze zblizaniem si¢ do potozenia rownowagi.

6.2. Macierz styczna

Wynik w postaci rownania (26) zostal uzyskany przy zalozeniu, ze macierz sztywnosci,
okreslajaca rownowagg, jest jednoczesnie macierza styczna, czyli jest rowna pochodnej sit
wewngtrznych wzgledem zmiennych stanu deformacji.

Wykazanie tego w formie $cistego dowodu jest dosy¢ trudne i obfituje w subtelnosci
natury matematycznej. Warto podaé proste uzasadnienie takiej wiasciwosci, uzywajac argu-
mentacji wynikajacej z mechaniki. Pozwala to lepiej zrozumie¢ pracg takiego uktadu.

Pierwsza pochodna w (19) jest to liniowa czg$¢ zmiany sit wewngtrznych W wynikajaca
z matej zmiany Q. Zmiang Q mozna myslowo roztozy¢ na cz¢s¢ wynikajaca z proporcjo-
nalnej zmiany sktadowych Q (zmiana skali) oraz ze zmiany proporcji migdzy samymi sktado-
wymi Q.

6.2.1. Skalowalno$¢

Efekt zmiany skali odksztatlcen w kazdym punkcie, bez przemieszczania osi obrotu, por.
(4) jest liniowy:

W(AQ) =K -AQ =AKQ =AW(Q) (27

czyli A-krotnie wigksze sktadowe Q wywotuje A-krotnie wigksze odksztatcenie w kazdym

punkcie (por. rown. (4)). To z kolei powoduje A-krotnie wigksze sity wewnetrzne, z uwagi
na budowg zwiazkow konstytutywnych (1) i (2), ktore nie tylko sa liniowe dla ustalonego
znaku, ale rowniez jednorodne (bez cztonu statego). Ta wlasnos¢ bedzie nazywana skalowal-
noScia sit wewngtrznych.

Taki efekt nie bedzie zachodzil ani dla nieliniowych zwiazkéw konstytutywnych, ani
nawet dla odcinkowo-liniowych.
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Ze skalowalnosci sit wewngtrznych, czyli rownania (27), bezposrednio wynika, ze dla
proporcjonalnej zmiany Q macierz K jest macierza styczna gdyz

WQ) _IKWQ-Q) _KQ) . ¢ o8
0Q 0Q 0Q

Jesli polozenie osi obrotu si¢ nie zmienia, to charakterystyki geometryczne obszaru
Sciskanego tez pozostaja niezmienione. To z kolei implikuje niezmienno$¢ macierzy K, czyli
czton 0K/0Q jest zerowy i wtedy zachodzi K, = K.

W przypadku zmiany proporcji sktadowych w Q, czyli przesunigcia osi obrotu, czton
JdK/0Q daje o rzedy nizsze wartosci zmiany w macierzy uktadu. Mozna to uzasadni¢ w ten
sposob, ze jesli w pewnym momencie caly przekroj jest Sciskany i dane sa charakterystyki te-
goz przekroju, to gdyby policzy¢ charakterystyki przekroju bez matego fragmentu (0$ obrotu
przesunela si¢ z zewngtrz przekroju do wewnatrz i odcina niewielki fragment przekroju), to
zmiana warto$ci charakterystyk bytaby znikoma. Z tego wynika, ze macierz K jest przynaj-
mniej bardzo dobrym przyblizeniem macierzy styczne;j.

Aby pokaza¢, ze nie jest to tylko przyblizenie, ale rowniez w tym wypadku zachodzi
postulowana réwnos¢ (20), nalezy odwolaé si¢ do formalnego wyprowadzenia.

K, =

6.2.2. Zmiana proporcji

Efekt zmiany proporcji najlatwiej przesledzi¢, obliczajac wyraz K, czyli
oW, /0Q, = dN/0g,, gdyz sama zmiana odksztalcen w poczatku uktadu, przy zachowanych
krzywiznach, jest nieproporcjonalna, a tatwo poddaje sig¢ interpretacji mechanicznej. Taka
zmiana opisuje przesunigcie osi obrotu bez zmiany nachylenia ptaszczyzny odksztalcen.

Macierz styczna na przykladzie pierwszego wyrazu macierzy K:

BN _I ac(x ¥) 9y 4\ J~ 80'(x y) de(x, y)dA J- 90 1dA 29)
g,

gdzie skorzystano z rézniczkowania funkcji ztozonej a nastgpnie z rownania plaszczyzny

o€
odksztalcen (4), aby wyliczy¢ P
0
Rozdzielono catkg na w obszarze catego przekroju .4 na trzy czg$ci: rozciagany beton A4,
— 4, Sciskany beton oraz stal 4. Catka w pierwszym obszarze znika, gdyz pochodna funkcji
zerowej jest tez funkcja zerowa. Pozostate dwie czgsci mozna zapisac jako:

80
— — FY 30
880 J.Ad ae ¢0)

Dla betonu, z rownania (2) wynika — do = E?, adla stali z réwnania (1) wynika 8_0 =E",
wi oe de
gc:

aN b s s b s

——=E'[ 1-dA+E°YF =E'4,+E 4, (31)

0g, Aq ;

gdzie natychmiast mozna rozpozna¢ wyraz K, z rownania (16).
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W wyprowadzeniu réwnania (29) dokonano pewnych uproszczen, gdyz funkcja odo/de
dla betonu nie jest r6zniczkowania w zerze, a ponadto obszar catkowania 4, sig¢ zmienia.
Jednak doktadniejsza analiza tego wyrazenia prowadzi do takich samych wynikow.

6.3. Ciag przyblizen

Korzystajac ze wzoru (22) opisujacego przyblizenie rozwiazania, bardzo tatwo skonstru-
owac metodg iteracyjna znajdujaca rozwiazanie doktadne.

Tworzony jest nastgpujacy ciag przyblizen: dla znanego poczatkowego stanu odksztat-
cenia Q, — i wynikajacego z niego poczatkowego potozenia osi obrotu — obliczane sa odpo-
wiednie charakterystyki geometryczne $ciskanej czgsci przekroju i wynikajaca z nich ma-
cierz K(Q,).

Nastepnie rozwigzywany jest uktad rownan:

K(Q)Q,=F

Znajac Q,, mozna otrzyma¢ z rowania (6) nowe potozenie osi obrotu. Dla nowego stanu
deformacji (oraz nowej osi obrotu) mozna obliczy¢ K(Q,), a nastgpnie rozwiazac¢

K(Q)Q,=F

Powtarzajac ten cykl, rozwiazujac ciag réwnan liniowych:

K@, )Q,=F (32)

oblicza si¢ ciag przyblizen rozwigzania:

Q,Q,..Q - Q

jesli ciag ten jest zbiezny, to w granicy dostajemy rownosc: K(Q) Q =F.

Wzér (32) jest wzorem tzw. iteracji prostej, a jednoczesnie — poniewaz macierz K jest
macierza styczng — dostaje si¢ metode Newtona-Raphsona (stycznych). Jako efekt uboczny
sformutowania kinematycznego otrzymuje si¢ jedna z najszybszych metod iteracyjnych.

Wzér (32) upraszcza implementacje w pordwnaniu ze sformutowaniem przyrostowym
(21). Daje to mozliwo$¢ napisania przejrzystego i eleganckiego kodu programu.

Ogodlnie znana wada metody NR jest to, ze nie daje gwarancji zbieznos$ci. Jest zbiezna,
jesli przyblizenie poczatkowe jest dostateczne blisko rozwiazania. W nieliniowej analizie
MES jest to powszechnie znane zjawisko, gdyz trzeba dobiera¢ dlugos¢ kroku przyrostowe-
go. Z kolei w innych zagadnieniach, jak wzdr iteracyjny na pierwiastek kwadratowy, metoda
NR jest zbiezna niezaleznie od poczatkowej wartosci przyblizenia.

W rozpatrywanym zagadnieniu nie wiadomo, czy ciag iteracji bedzie zbiezny niezaleznie
od poczatkowego przyblizenia. W trakcie przeprowadzonych testéw nie natrafiono na przy-
padek, kiedy ciag iteracyjny bylby rozbiezny. Jednak nie ma dowodu, ze takie przypadki nie
istnieja. Rowniez nie wiadomo, czy nie istnieje mozliwos$¢ powstania petli.
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7. Algorytm

Metoda jest tutaj rozumiana jako ciag operacji, ktére inzynier musi wykonac, aby uzyskaé
wynik. Jest to wigc rozumienia bliskie (czy tozsame) z pojeciem metody analitycznej. Dla
odrdznienia algorytm jest tutaj rozumiany jako ciag operacji, ktore ma wykonaé program.

Pozornie prosta, ale fundamentalna réznica sprowadza si¢ do analizy przypadkow
szczegblnych. Doktadniej do czasu, kiedy si¢ je uwzglednia. Czlowiek uwzglednia przypadki
szczegoblne i inne odstgpstwa od ogodlnego schematu, kiedy si¢ na nie natknie w trakcie rozwia-
zywania. Wtedy sprawdza, z jakim przypadkiem szczegdlnym ma do czynienia, i cofa si¢
w obliczeniach, aby dostosowac¢ tok postgpowania do tej sytuacji.

Komputer musi mie¢ z gory zaprogramowang obstuge wszelkich sytuacji, ktére wymaga-
ja najdrobniejszej choc¢by modyfikacji ogdlnego sposobu postgpowania. Analiza wszelkich
alternatywnych sposobow postgpowania musi by¢ przeprowadzona przed napisaniem pro-
gramu. Dopiero po uwzglednieniu wszystkich mozliwych wariantow, ktére moga zaistnie¢
w trakcie rozwiazywania, z metody rozwigzywania mozna uzyskac¢ algorytm.

Nalezy tu odrézni¢ przypadki szczegdlne od weryfikacji poprawnosci danych. Sprawdza-
nie danych jest tu catkowicie pomijane, gdyz zakres sprawdzen bardzo zalezy od kontekstu
uzycia algorytmu. Przyktadowo, jesli uzytkownik nie wprowadza bezposrednio wartosci mo-
dutu Younga dla betonu, tylko wybiera klas¢ betonu z zadanej listy, to nie ma potrzeby, aby
procedura znajdujaca strefe Sciskana weryfikowata te wartos¢. Zaktada si¢ wige, ze dane sa
poprawne. Nalezy okresli¢ kiedy — dla poprawnych danych — ciag operacji okreslonych przez
metodg rozwiazywania moze wymagac¢ innego schematu postgpowania.

W przypadku opisywanej metody nalezy wzia¢ pod uwagg trzy potencjalne zrédta proble-
moéw, ktore trzeba uwzgledni¢ w algorytmie: pewne operacje zwiazane geometria, przypadki
osobliwosci macierzy sztywnosci oraz niektore problemy implementacyjne.

7.1. Geometria

Problemy geometryczne wynikaja gléwnie z relacji migdzy ptaszczyzna odksztatcen a osia
obrotu. Zostang opisane w punkcie 7.1.1 i punkcie 7.1.2.

Klopotliwy jest tez algorytm obliczania charakterystyk czgsci Sciskanej przekroju, ktory
jest istotna czgscia algorytmu rozwiazywania statyki. Poniewaz jednak rozwiazywanie staty-
ki nie odwotuje si¢ w sposob jawny ani do sposobu wyznaczania czesci $ciskanej przekroju,
ani nawet do potozenia osi obrotu czy tez sposobu jej reprezentacji, wigc obliczenia charakte-
rystyk mozna (a nawet nalezy) realizowac¢ jako osobny algorytm.

Samo zagadnienie wyznaczania charakterystyk czgsci $ciskanej jest na tyle nietrywial-
ne, a jednoczesnie krytycznie wazne dla poprawnosci i niezawodnosci rozwigzania catego
zadania, ze wymaga osobnego potraktowania. Tutaj jedynie zostana zasygnalizowane pewne
problemy ogolne oraz w punkcie 7.1.2 pewne trudno$ci mogace si¢ pojawi¢ na styku obu
algorytméw.

Wyznaczanie charakterystyk czgsci $ciskanej przekroju logicznie sktada si¢ z dwu etapow:
wyznaczenie czgsci §ciskanej oraz obliczenie dla niej charakterystyk.

Znajdowanie czgsci $ciskanej mozna potraktowac jako zadanie czysto geometryczne.
Dany jest obszar (przekro6j) opisany przez jego brzeg (z reguly wielobok) oraz zadana jest
prosta (0§ obrotu), ktora dzieli obszar na dwie czgsci. Nalezy wyznaczy¢ obszar §ciskany,
czyli znalez¢ wielobok opisujacy brzeg czesci $ciskane;.
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Whbrew pozorom jest to zadanie do§¢ skomplikowane, znane z tzw. geometrii obliczenio-
wej. Dla przekroju, ktory nie jest wypukly, cze$¢ Sciskana moze sktadac sig kilku roztacznych
podobszaroéw (por. przyktad z 9.2).

Nalezy tu zasygnalizowac, ze zagadnienie w wersji geometrycznej sprowadza si¢ do zagad-
nienia polozenia punktu wzgledem prostej. Wydaje sig, ze w tym przypadku wyznaczanie czg-
Sci $ciskanej przekroju moze by¢ osiagnigte za pomoca znacznie prostszych metod, jednak
analiza i opis tego zagadnienia wykracza znacznie poza ramy tego artykutu.

7.1.1. Zerowe obciazenie

Jesli obciazenie jest zerowe, uktad réwnan (16) ma jednoznaczne (zerowe) rozwiazanie,
ale deformacja jest rowniez zerowa, wigc potozenie osi obrotu wynikajace z (6) jest nieokre-
Slone. Nie mozna wtedy wyznaczyé, ktora czgs¢ przekroju jest Sciskana, a ktdra rozciagana,
i obliczy¢ charakterystyk geometrycznych czgsci Sciskane;.

Konieczne jest sprawdzenie, czy obciazenie jest niezerowe. Wydaje si¢, ze wystarczajacy
jest najprostszy test typu:

F'F>p,

gdzie p, jest malq liczba rzedu zera maszynowego.

Gdy warunek jest niespetniony, to sposob potraktowania tego przypadku zalezy od kon-
tekstu uzycia algorytmu, gdyz mozna obliczy¢ napre¢zenia, ale nie mozna narysowac strefy
Sciskanej.

7.1.2. Sita w rdzeniu przekroju

Nieco podobne problemy, wynikajace z odwzorowania ptaszczyzny odksztatcen na o$ ob-
rotu (6) pojawiaja si¢ przy sile w rdzeniu przekroju. Jesli obciazenie zmierza do czystego
Sciskania lub rozciagania, to o$ obrotu zmierza do nieskonczono$ci. Formalnie ten problem
nie dotyczy samej metody rozwiazywania, jednak moze powodowac btedy w procedurze wy-
znaczajace] charakterystyki geometryczne. Ta nie zawsze jest przystosowana do operowania
na zbyt duzych wartoéciach wspotrzednych. Wyznaczanie punktu przecigcia boku przekroju
nie tylko z prosta lezaca w ,,nieskonczonos$ci”, ale réwniez z prosta bardzo odlegta od przekro-
ju moze powodowac bledy wynikajace ze skonczonej doktadnosci arytmetyki procesora.

Nie jest to cecha samego algorytmu rozwiazywania; raczej sposobu wyznaczania charakte-
rystyk geometrycznych, nalezy jednak dostosowac ten element algorytmu do sposobu oblicza-
nia charakterystyk.

Sa trzy mozliwosci: mozna nie uzywac jawnie potozenia osi obrotu — jesli mamy dostoso-
wana do tego procedurg obliczania charakterystyk geometrycznych, mozna przetacza¢ w al-
gorytmie gataz na site¢ w rdzeniu (bo temu odpowiada o$ obrotu poza przekrojem) albo po
stwierdzeniu, Ze 0$ obrotu jest daleko, uzywac — tylko do obliczania charakterystyk — zamiast
rzeczywistej osi, dowolnej osi fikcyjnej, ktora lezy w umiarkowanej odlegtosci, ale na ze-
whnatrz przekroju.

7.2. Osobliwos¢ macierzy

Poniewaz zadanie sprowadzono do ciagu réwnan liniowych (32), kluczowym problemem
jest zagwarantowanie, ze macierz uktadu K jest nicosobliwa.
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Mozliwo$¢ pojawienia si¢ osobliwosci zwiazanej z macierza uktadu, przy obliczaniu
przekroju zelbetowego, zostata dostrzezona przez Pisaniego [6], ale autor raczej stawia pyta-
nie, niz probuje znalez¢ odpowiedz.

Istotne jest wige poznanie i analiza mozliwych Zrodet osobliwoscei, kiedy jest to Zle postawio-
ne zadanie, ktore nie posiada rozwiazania, a kiedy wynik jakiego$ szczegdlnego zachowania
si¢ konstrukcji.

Analiza mozliwosci pojawienia si¢ osobliwej macierzy uktadu wydaje si¢ by¢ dosy¢ trud-
nym zadaniem, jednak wykorzystanie interpretacji mechanicznej wyrazow tej macierzy
znacznie t¢ analiz¢ upraszcza.

Nalezy zacza¢ od spostrzezenia, ze w uktadzie osi gldwnych, centralnych (dla przekroju
ztozonego stalowo-betonowego) macierz K bedzie miala posta¢ diagonalna. Mozna wigc
zawsze znalez¢ uktad wspotrzednych, ktory diagonalizuje macierz K. W takim uktadzie oso-
bliwos$¢ manifestuje si¢ zerowa wartoscia (lub warto§ciami) na diagonali.

Odwrotnie, jesli wszystkie wyrazy diagonalne sa rézne od zera w uktadzie osi gtownych,
centralnych, to macierz bedzie nieosobliwa w kazdym uktadzie wspotrzednych.

Z tego rozumowania wynika, ze wystarczy przeanalizowa¢ mozliwo$¢ pojawienia si¢ wy-
razu zerowego na diagonali dla uktadu gléwnego, centralnego, aby zidentyfikowaé wszystkie
mozliwe przypadki osobliwosci macierzy K.

7.2.1. Strefa $ciskana

Jesli istnieje strefa §ciskana betonu, to macierz uktadu (16) jest Scisle dodatnio okreslo-
na -czyli réwniez nicosobliwa. Wynika to z wlasciwosci charakterystyk dowolnego obszaru
ptaskiego. Precyzyjniej, zachodzi to wtedy, kiedy powierzchnia strefy $ciskanej jest niezero-
wa. Kiedy obszar sciskany degeneruje si¢ do linii lub punktu, to nie ma gwarancji nicosobliwo-
$ci. Ten przypadek szczeg6lny zostanie rozwazony w punkcie 7.2.2.

Pozostaja do rozwazenia przypadki, kiedy 4, = 0 a wtedy uktad (16) przyjmuje postac:

E'A; E'S, E’S] € N
E'S; E'J; E'D, K, |=|M (33)
E’'S, E'D) E'J, K, M,
czyli w macierzy uktadu pozostaja jedynie cztony zalezne od stali. Cechy macierzy tego uktadu
(33) zaleza wylacznie od rozmieszczenia wktadek stalowych. Osobliwos¢ uktadu (33) rzad-
ko dotyczy zadania NL, gdyz stosowane w praktyce zasady rozmieszczenia pretéw zbroje-
niowych na og6t nie dopuszczaja do powstania uktadu osobliwego. W przypadku zakotwien
przepisy EOTA bardzo ograniczaja mozliwe sposoby rozmieszczania wktadek stalowych
i dopuszczaja — a wreez narzucaja — uklady, ktore tatwo moga wygenerowaé osobliwos¢
w uktadzie (33). W szczegolnosci dopuszczaja uklady z jedna kotwa i uktady z jednym rze-
dem kotew.
Skupi¢ si¢ nalezy na znalezieniu takich uktadéw geometrycznych, ktore daja osobliwa
macierz w rownaniach (33).
W dalszej analizie bardzo pomocne begdzie spostrzezenie, ze w rzeczywistoSci wyrazy
macierzy uktadu (33) sa wazona suma (wagi E°F;*) warto§ciami charakterystyk geometrycz-
nych dla uktadu punktow utworzonego przez wktadki stalowe.
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7.2.2. Rownanie stanu osiowego

Pierwsze rownanie uktadu (16) lub (33) opisuje stan osiowy, a jego wyraz diagonalny jest
zalezny od powierzchni. Powierzchnia jest niezmiennikiem, wigc w kontekscie osobliwosci
mozna pominaé¢ pozostate cztony réwnania, gdyz istnieje uktad, w ktorym momenty statyczne
si¢ zeruja, a powierzchnia pozostaje niezmieniona.

Pierwszy wspotczynnik w réwnaniu (33) zalezy od powierzchni 4 . W przypadku NL war-
to$¢ zerowa oznaczataby brak zbrojenia, co oznacza btad w danych. W przypadku zakotwien
to powierzchnia kotew wyciaganych, przez co rozumowanie staje nieco bardziej ztozone. Jesli
w strefie rozciaganej znajduja si¢ kotwy, to 4 # 0. Jesli wszystkie kotwy znajduja sig w strefie
Sciskanej, to A4 = 0, ale wtedy istnieje strefa $ciskana, czyli 4, # 0, a wigc K|, w ogdlnym
réwnaniu (16) bedzie niezerowe.

Pozostaje jeszcze przypadek graniczny, kiedy obszar Sciskany degeneruje si¢ do linii lub
punktu. Wtedy 4, = 0 a jesli wszystkie kotwy sa na linii czy w punkcie, do ktérych degene-
ruje sig strefa Sciskana, to rowniez mozliwe jest 4 = 0.

Jednak przypadek zdegenerowanej strefy Sciskanej oznacza, ze linia lub punkt, gdzie
wystepuje Sciskanie, musza by¢ na brzegu przekroju. Zerowanie K|, bytoby mozliwe tylko
wtedy, gdyby kotwy mogly znajdowac si¢ na brzegu podstawy betonowej. Przepisy ETAG [3]
nie zezwalaja na umieszczanie kotew blizej niz ¢ . od krawedzi.

Pojawienie sig¢ zerowej wartosci K| nalezy traktowac jako btad w danych badz btad w algo-
rytmie obliczania charakterystyk.

7.2.3. Réwnania stanu gi¢tnego

Stan zginania jest opisany przez drugie i trzecie rownanie w (16). Zaktadajac znowu central-
ny uktad wspotrzednych, pozostaje do analizy poduktad o wymiarze 2x2, ktérego macierz
jest blokiem macierzy K.

Blok ten nie jest tensorem, gdyz ma niewtasciwe znaki. Wynika to z przyjetej konwencji
znakowania katow obrotu (a wigc 1 krzywizn) oraz momentow. Gdyby przyja¢ konwencjg
zgodna z iloczynem wektorowym (wtedy K, i M, zmieniaja znak na przeciwny), to blok przed-
stawiatby wprost tensor bezwladnosci. Z tego jednak wynika, ze blok ten mozna, tak jak ten-
sor, doprowadzi¢ do postaci diagonalne;.

Poniewaz jest on zwiazany z tensorem bezwiladnosci uktadu punktow, wigc zagadnienie
sprowadza si¢ do kwestii: kiedy uktad punktéw moze dac¢ zerowe momenty bezwladnosci? Przy
takiej interpretacji odpowiedz jest znana: albo punkty leza wzdtuz prostej 1 wtedy moment
bezwladnosci wzgledem tej prostej jest zerowy, albo jest doktadnie jeden punkt (kotew, pret
zbrojenia) i w uktadzie, ktorego poczatek bgdzie w tym punkcie, momenty bezwtadnosci
wzgledem obu osi beda zerowe.

7.3. Uktady punktow generujace osobliwosé

W przypadku punktow (kotew, zbrojenia) lezacych wzdluz prostej — przyjmijmy, ze
wzdhluz osi y — uktad rownan (33) przyjmuje postaé:

E4d 0 0 e | [ N
0 0 0 ||k .
0o 0 EL| |k | |M

y y

Il
<

(34
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Wszystkie wspotczynniki drugiego rowania (34) sig zeruja, wigc rownanie albo jest spetnio-
ne tozsamosciowo, gdy M_= 0, albo jest sprzeczne, gdy M_# 0.

Przypadek zerowania si¢ drugiego wiersza z punktu widzenia mechaniki oznaczatby, ze
sity we wktadkach utozonych wzdtuz osi y nie moga wywota¢ (zréwnowazy¢) momentu M.
Nawet jesli M_= 0, to pomimo ze rownanie jest spetnione tozsamosciowo, uktad jest osobliwy
i nie da si¢ go rozwiazac. JeSli M_# 0, to w stanie rownowagi prowadzi to do sprzecznosci.
Jednak nie mozna wykluczy¢, Ze taki stan pojawi si¢ jako przejsciowy w trakcie iteracji, kie-
dy rownowaga jeszcze nie zostala osiagnigta; kiedy sity wewngtrzne i obciazenie zewngtrzne
nie sg jeszcze zgodne. Nalezy tu podkresli¢ znaczenie tego faktu: dla stanu koncowego ma-
cierz K moze by¢ nieosobliwa, ale w trakcie procesu iteracyjnego moze pojawi¢ si¢ osobli-
wosc. Taki stan przej$ciowy uniemozliwia rozwiazanie uktadu réwnan. Oznacza to zatamanie
algorytmu.

Analogiczny problem pojawia si¢ w przypadku pojedynczego punktu w centrum uktadu
wspotrzednych, ale wtedy oba momenty bezwtadnosci w (34) sa zerowe i oba rownania opisu-
jace stan gigtny albo sa spetnione tozsamos$ciowo, albo sprzeczne. Bez wzgledu na interpretacje
powoduje to zalamanie algorytmu.

7.3.1. Regularyzacja

Pokazano, ze osobliwo$¢ wynika z niemoznosci przeniesienia przez wktadki stalowe mo-
mentow. Jest to skutek zatozen, gdzie tkwi zerowa sztywno$¢ gigtna wktadek.

Takie zatozenie nie odpowiada rzeczywistosci. Wktadki stalowe maja mata wilasna sztyw-
nos$¢ gigtng w porownaniu ze sztywnoscia catego przekroju, ale nie jest to warto$¢ zerowa.
Jesli nie pominie si¢ wlasnej sztywnosci gigtnej stali, czyli momentoéw bezwladnos$ci pretéw
wzgledem Srodka cigzkosci preta, to konstrukcja przestaje byé chwiejna, nawet uktad z jedna
wktadka.

Sposobem na ewentualne pojawienie si¢ osobliwosci jest eliminowanie jej za pomoca
cztonu uwzgledniajacego sztywnos$¢ wilasna pretow. Tak wige do macierzy uktadu K mozna
doda¢ macierz K, zdefiniowana nastepujaco:

0 0 0
K, =0 EYJ, 0 (35)
0o 0 EYJ,

gdzie 2 J;_ jest sumq momentéw bezwladnosci wktadek.

Dla kazdej wkladki moment bezwladnosci J°  jest liczony wzgledem osi x” przecho-
dzacej przez $rodek cigzkosci wktadki. Analogicznie definiowane jest ZJSX i w przypadku
przekroju kotowego obie wartosci sa sobie rowne. W §wietle poprzedniej analizy jest oczy-

wiste, ze K + K jest zawsze nieosobliwe. Zamiast rownania (32) rozwiazywany bedzie
uktad:

K@Q,)+K(Q,))Q,=F (36)

W ten sposob rozwiazywane jest zadanie nieco ogolniejsze —i blizsze rzeczywisto$ci —niz
zaktadane, gdyz uwzgledniana jest sztywno$¢ gigtna stali. W konsekwencji nalezy spodzie-
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wac si¢ nieco zmienionego rozwiazania. Jednak, jesli rozmiary wktadek sa pomijalne w sto-
sunku do rozmiaréw przekroju, to zmiana rozwiazania powinna by¢ rowniez pomijalna. Jesli
jednak rzeczywiscie wystapita osobliwo$é, czyli znaczaca czg$¢ zginania jest przenoszona
przez zginanie wkiladek, to otrzymuje si¢ rozwiazanie, ktore nie powinno by¢ zaakceptowane,
gdyz nie miesci si¢ w ramach zatozen. Oszacowanie na koncu réznicy migdzy tymi dwoma
rozwiazaniami daje informacjg, na ile zagadnienie miesci si¢ w ramach przyjgtych zatozen.

Warto nadmienié, ze w zagadnieniach numerycznych, gdzie pojawia si¢ podobnej natury
osobliwo$¢, uzywa si¢ tzw. regularyzacji Tichonowa. Polega ona na dodaniu do wyrazow
diagonalnych matych wartoSci, tak ze macierz przestaje by¢ osobliwa. Warto$¢ t¢ nalezy staran-
nie dobraé, zbyt duza zmieni warto$¢ rozwiazania, zbyt mata nie usunie osobliwosci.

Dobor tej wartoéci nie jest tatwy, gdyz wielko$ci w macierzy moga si¢ zmieniaé w sze-
rokich granicach. Przyktadowo, zmiana jednostek, w jakich zadawane sa wymiary przekro-
ju, z milimetréw na metry, zmienia warto$¢ momentow bezwladnosci o mnoznik 1072 Nie
mozna wigc umiesci¢ w programie jakiej$ ustalonej ,,malej” wartosci. Wielkos¢ strefy $ciska-
nej moze zmieniac si¢ w trakcie iteracji od pelnego przekroju betonu do przekroju wktadek.
Roéwniez proporcje migdzy J_a J, moga by¢ bardzo rézne w kolejnych krokach iteracyjnych.
Nalezatoby wigc dodawaé wartosci w odpowiedniej relacji do wyrazéw macierzy K.

Dodawanie macierzy K, moze by¢ postrzegane jako regularyzacja Tichonowa. Jednak
w tym przypadku nie ma zadnych trudnosci z doborem wartosci, gdyz dodawane wielkosci
wynikaja ze spdjnej teorii mechanicznej, a wigc beda sig¢ one dostosowywac do np. zmiany
jednostek.

Ze wzgledu na uzycie wartosci J, i J; jedynie do regularyzacji nie jest konieczne
obliczanie doktadnych wartosci tych momentéw. Kazde spdjne oszacowanie jest wystarcza-
Jaco dobre. Jest to istotne dla np. wkiadek gwintowanych, gdzie dane sa wartoSci F’, ale
zazwyczaj nie jest dana warto§¢ momentu bezwtadno$ci. Wystarczajaco doktadne jest np.
obliczenie momentu bezwladnosci na podstawie $rednicy, gdzie $rednice mozna wyliczy¢

z F; jak dla preta okraglego.
7.4. Ocena btedu

Aby oceni¢ wplyw ewentualnej osobliwos$ci, nalezy dla znalezionego Q osobno obliczy¢
sity wewngtrzne, ktore generuja obie macierze (36)

KQ * I<MQ - FN + FM - F (37)

Warto tutaj zwrdci¢ uwage na znaczenie Q w rownaniu (37). Szukajac przypadku osobli-
wej macierzy K, dobierane bytlo takie Q, przy ktérym potencjalna osobliwo§¢ moze si¢ po-
jawic.

Natomiast przy weryfikacji rozwiazania koncowego dane jest Q, ktore niekoniecznie jest
tym najbardziej niekorzystnym przypadkiem. Przyktadowo, uktad z jedna wktadka generuje
macierz K z podwojna osobliwos$cia, ale tylko dla takich Q, dla ktorych caly przekroj jest
rozciggany. Wtedy w wektorze F, bedzie cale obcigzenie momentowe. Dla wszystkich innych
przypadkow (por. rys. 2) ten sam przekroj bedzie dawat nieosobliwa macierz K, a w wektorze
F,, beda zera numeryczne.

Po tej uwadze nalezy wréci¢ do pytania, czy dodanie pewnej wielkosci do macierzy ukta-
du zmienia si¢ rozwiazanie? A jesli zmienia, to w jakim stopniu?
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W wektorze Fu pierwsza sktadowa z natury jest rOwna zeru (przynajmniej numeryczne-
mu). Pozostaje oceni¢ sktadowe momentowe w obu wektorach F, i F, .

Sktadowe momentowe w pierwszym wektorze pokazuja momenty przenoszone przez be-
ton i momenty od sity skupionych we wktadkach. Sktadowe momentowe w drugim wektorze
odzwierciedlaja natomiast cz¢$¢ momentu przenoszona przez zginanie wktadek.

Jesli ta druga czg$¢ jest pomijalna w stosunku do pierwszej, to odzyskujemy rozwiazanie
w ramach poczatkowych zatozen. Wystarczy, aby sztywno$¢ wiasna pretow byta pomijalna
w stosunku do sztywnosci uktadu, gdyz momenty zewngtrzne beda przenoszone proporcjonal-
nie do tych sztywnosci. Proporcje obu tych wielkosci w koncowym rozwigzaniu pozwalaja oce-
ni¢, na ile otrzymane rozwiazanie odpowiada zatozeniom teorii. Jednak o ile sama koncepcja jest
dosy¢ oczywista, to szczegoly pordwnania obu cztonow sa o wiele bardziej skomplikowane.

Podstawowym zrodlem trudnosci jest fakt, ze wartosci sktadowych momentow w obu
wektorach sa zalezne od uktadu wspotrzednych, a wige w zaleznosci od wyboru uktadu bedzie-
my mieli r6zne proporcje miar F, i F, .

Niezbgdne jest wige znalezienie takiego sposobu oceny bledu rozwiazania, ktéry bedzie
obicktywny; niezalezny od przyjetego uktadu wspotrzednych. Takim sposobem okazato si¢
wykorzystanie energii sprezystej.

Energia sprezysta jest niezmiennikiem, wigc z natury jest niezalezna od wyboru uktadu
wspoirzednych.

7.4.1. Energia sprezysta

Energia sprezysta uktadu wyraza si¢ wzorem (por. rownanie (5))
1 7
£ = EQ F (38)

Jesli obie strony rownania (37) zostana pomnozone przez lQT, to uzyska si¢ zaleznos¢
energetyczna: 2

E=E +E, =%QTFN+%QTFM (39)

Warto$¢ & przedstawia pracg wykonana przez obcigzenie zewngtrzne i jednocze$nie
energig sprezysta zgromadzona przez uklad, ktéra moze by¢ rozdzielona na czgs¢ &, i &,

Czlon & przedstawia czgS¢ energii sprezystej zwiazanej z naprezeniami normalnymi, ale
bez energii zwiazanej ze zginaniem wkladek stalowych. Tg ostatnia czg$¢ energii reprezen-
tuje czton &,

Energia catosci £jest zawsze dodatnia (dla niezerowego obciazenia — zgodnie z 7.1.1).
wigc mozna obliczy¢ utamek:

=S Q'F,
&  Q'F
Poniewaz warto$¢ p jest miarag wzgledna, jest ona niewrazliwa na skalowanie, czyli zmia-
ng jednostek.
Powstaje pytanie, jaka warto$¢ p moze by¢ uznana za poprawna, a przy jakiej nalezy
zakwestionowaé rozwigzanie? Autorowi nie sg znane oszacowania, ktore okreslalyby, jakie
nierownomiernosci naprezen we wktadkach stalowych mozna uzna¢ za dopuszczalne.

(40)



71

Dosy¢ ztozone rozwazania prowadza do wstgpnego wniosku, ze dla poprawnego rozwiaza-
nia warto$¢ p nie powinna przekracza¢ 1 - 107, Nie jest to jednak zagadnienie rozstrzygnigte.

8. Implementacja

Wskazane jest, aby algorytm byl w maksymalnym mozliwym stopniu niezalezny od
implementacji. Jednak nigdy nie daje si¢ go zupetnie wyrwac z kontekstu realizacji. Dlatego
zostang opisane pewne aspekty implementacyjne, ktore wydaja si¢ by¢ istotne.

W tym i nastgpnym punkcie beda rozwazane dwa odmienne konteksty zastosowania
algorytmu: do obliczen analitycznych i do budowy oprogramowania. Kazdy kontekst wnosi
swoja specyfike.

Obliczen analitycznych nie nalezy rozumie¢ zbyt dostownie, typowe rachunki sa zbyt
zmudne. W jednostkowych przypadkach moze zaistnie¢ koniecznio§¢ dokonania rgcznych ob-
liczen, chocby dla zweryfikowania wynikow dziatania programu. Zastosowanie jakiej$ formy
wspomagania programem (np. obliczanie charakterystyk geometrycznych programem typu
CAD i rozwiazywanie uktadu rownan arkuszem kalkulacyjnym) pozwala zrealizowac¢ oblicze-
nia w sposob analogiczny do analitycznych.

8.1. Wybor przyblizenia poczatkowego

Wybbr przyblizenia poczatkowego nie powinien wptywac na wynik koncowy. Jednak wpty-
wa na ilo$¢ iteracji, ktorych powinno by¢ jak najmnie;j.

Dodatkowo w tym przypadku nie ma gwarancji, ze proces iteracyjny jest zawsze zbiezny.
Wiadomo natomiast, ze bgdzie zbiezny w poblizu rozwiazania. Jest wigc rozsadne, aby staran-
nie wybierac jak najlepsze przyblizenie poczatkowe.

8.1.1. Analityczne

Tlos¢ iteracji szczegdlnie odczuwalna w przypadku obliczen analitycznych, gdzie kazda
dodatkowa iteracja to ciag zmudnych rachunkow, wigc warto, korzystajac z racjonalnych
przestanek, wybra¢ jak najlepsze przyblizenie poczatkowe. W tym zagadnieniu istnieja bar-
dzo proste inzynierskie przestanki do wyboru racjonalnego przyblizenia poczatkowego.

Najprostszym wyborem wydaje si¢ o$ obrotu przebiegajaca przez srodek cigzkosci przekro-
ju (zazwyczaj znany). Dodatkowo, mozna tez dobra¢ kat nachylenia tak, aby o$ byta prostopadta
do wektora momentoéw. Tego typu kryteria nie wymagaja liczenia zadnych charakterystyk
geometrycznych na poczatku - zaktadajac, ze zadane sa charakterystyki catego przekroju, jak
rowniez $rodek ciezkosci.

8.1.2. Program

W przypadku obliczen automatycznych, czyli kompletnego programu, nie ma konieczno-
Sci starania si¢ o kazda iteracjg, wige dowolny wybor, ktory bedzie w miarg bliski rozwiaza-
nia, jest dobry, gdyz algorytm jest szybko zbiezny i — poza skrajnymi wypadkami (np. szukania
obwiedni) — wymaga pomijalnych zasobow w stosunku do dostgpnych mocy.

Specyfika polega tutaj na tym, ze do obliczen recznych typowo zadane sa charakterystyki
catego przekroju, natomiast zazwyczaj nie sa one danymi dla programu. Program otrzymuje
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dane o geometrii przekroju (np. punkty tworzace brzeg) i przed rozpoczgciem obliczen nale-
zatoby obliczy¢ charakterystyki.

Ten sam schemat, jak dla obliczen analitycznych, realizuje przyjgcie przyblizenia poczat-
kowego Q" = [-107,0,0] do obliczen automatycznych. Warto$¢ ta odpowiada €, = 1072, czyli
0,1%, 1 nie jest krytyczna. Taki wybor odpowiada stanowi osiowego Sciskania, wigc w pierw-
szym kroku zostana obliczone charakterystyki dla catego przekroju.

Wybor poczatkowego przyblizenia jako catego przekroju $ciskanego jest konserwatywny,
ale bardzo bezpieczny. Jak to byto pokazane w punkcie 7. wszystkie przypadki osobliwosci
macierzy K wystepuja w przypadku braku strefy Sciskanej betonu. Niezaleznie od rozmieszcze-
nia wktadek stalowych w pierwszym kroku dostaje si¢ bardzo dobrze uwarunkowany uktad.

8.2. Kryterium zakonczenia

Dyskusja o kryteriach zakonczenia ma jedynie sens w odniesieniu do implementacji
komputerowej. Przy obliczeniach analitycznych natychmiast wida¢, czy potozenie osi obrotu
si¢ jeszcze zmienia czy praktycznie pozostaje w migjscu.

W przypadku programu komputerowego nie wida¢ jawnie posrednich potozen osi obrotu
i niezbgdne jest podanie kryterium zakonczenia iteracji.

Naturalnym, numerycznym kryterium zakonczenia procesu iteracyjnego (granicy ciagu)
jest kryterium na przyrost wyrazu. W momencie, kiedy AQ = Q — Q  jest dostatecznie
mate, mozna uznac, ze proces osiagnat granicg — znaleziono rozwiazanie.

Znajac warto$¢ koncowa Q ze wzoru (6) mozna wyznaczy¢ potozenie osi obrotu prze-
kroju.

Norma matematyczna typu dlugo$é |AQ| nie jest zbyt naturalng miara, wektor (macierzo-
wy) Q zawiera bowiem odksztalcenia i krzywizny, czyli wielko$ci o réznych mianach (jednost-
kach), teoretycznie moglaby by¢ dos¢ zawodna.

Bardziej naturalna wydaje si¢ miara oparta na dtugosci w postaci odlegtosci osi obrotu od
wybranego punktu czy punktow. Z kolei nie zawsze jest ona tatwa do wyznaczenia z uwagi
na kat obrotu.

Jak to zostanie pokazane w przyktadach, proces jest na tyle szybko zbiezny, ze wlasciwie
kazda miara spetni swoje zadanie, a optymalizacja o jedna iteracj¢ wigcej lub mniej nie wy-
daje jest warta uwagi.

W praktyce stosowano zarowno miarg |AQ)|, jak i najprostsza miar¢ odleglosci w postaci
odlegtosci osi obrotu od $rodka przekroju, z dodatkowym warunkiem, Ze ilo$¢ iteracji nie
moze by¢ mniejsza niz trzy. To ostatnie ograniczenie wynika z faktu, ze o$ obrotu jest definio-
wana nie tylko przez punkty, ale istotna jest orientacja, czyli np. kolejno$¢ punktéw. Teoretycz-
nie moze si¢ wigc zdarzy¢, ze o$ obrotu, jako prosta, przy dwu kolejnych iteracjach nie zmieni
potozenia, ale zmieni orientacj¢ — czyli obszar, ktory byt Sciskany, bedzie rozciagany i od-
wrotnie. Odleglosci si¢ nie zmienia, ale rozwiazanie jeszcze nie osiagneto stanu koncowego.

W praktyce ograniczenia, jakie narzucano na doktadnos$¢ rozwiazania, moga by¢ bardzo
rygorystyczne, gdyz przy szybkiej zbieznosci nawet zadanie obliczania potozenia osi obrotu
z doktadnos$cia do tysigcznych czgsci milimetra (co jest zupelnie bezuzyteczne z punktu wi-
dzenia praktyki), nie powodowato zwigkszenia ilosci iteracji o wigcej niz jedna lub dwie.
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if F'F < p then
Q =0 wyjscie (por. 7.1.1)
end if
Q=107x[-1,0,0]
repeat
Q,=Q
Znajdz strefg $ciskana
Oblicz charakterystyki geometryczne dla obszaru $ciskanego
Zbudyj Ki K,
Rozwiaz Q <— (K+K, )Q=F
AQ=Q-Q,
until |AQ| < tol

Oblicz & = %QTF

Oblicz =, = LQ"K ,Q
2
. £
Oblicz p =M
Pz

if p > 107 then
Btad, wyjscie — por. 7.4.
end if

Rys. 4. Algorytm rozwiazania (pseudokod)

Fig. 4.
8.2.1. Testowanie

Warto odnotowac, ze zadanie jest bardzo wrazliwe na btedy we wspotczynnikach. Omyt-
kowo wpisany btedny mnoznik do momentu dewiacji skutkowat zbieznoécia do innej granicy,
czyli do innego potozenia strefy $ciskanej. Pomocne jest to, ze w tym zagadnieniu tatwo spraw-
dzi¢, badz oszacowac, poprawnos$¢ wyniku koncowego.

Absolutnym minimum testow jest sprawdzenie przyktadu w przesuni¢tym uktadzie wspot-
rz¢dnych. Wtedy momenty statyczne i moment dewiacji sa niezerowe, wigc jakiekolwiek
niespojnosci we wspotczynnikach spowoduja zbieznos¢ do innej granicy.

9. Przyklady
9.1. Przekroj prostokatny
Pokazany zostanie przyktad zaczerpnigty z podregcznika [8, s. 371]. Geometria uktadu jest

podana na rys. 5. Beton o £’ = 20,5 GPa, stal o £ = 205 GPa, obciazenie: sita podtuzna
N =-320 kN ($ciskanie) i moment (w $rodku cigzkosci) M= 128 kNm.
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Jako kotwy przyjeto stal o przekroju = 3,53 cm?, co odpowiada okragtym pretom o $red-
nicy ¢ = 21,2 mm (w [8] jest omytkowo F = 3,415 cm’, ale do obliczen jest przyjmowana
warto$¢ jak powyzej).
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Rys. 5. Geometria przekroju prostokatnego, wymiary w mm

Fig. 5. Geometry of rectangular cross-section, dimensions in mm

Poczatek uktadu wspolrzednych zostal przyjety w §rodku cigezko$ci przekroju.

Poniewaz przekrdj jest symetryczny i zginany wzgledem jednej osi, wigc 0§ obrotu jest za-
wsze rownolegla do osi x uktadu wspotrzednych. Potozenie osi obrotu jest jednoznacznie okre-
$lone przez wartos¢ y, dla ktorej przecina ona o$ y.

Na rysunku 6 pokazane sa krzywe ilustrujace przebieg iteracji w zaleznos$ci od poczatko-
wego przyblizenia. Obliczenia prowadzono dla wartosci tol = 1077,

Dla lepszej czytelnos$ci na osi pionowej rysunku, zamiast potozenia osi obrotu, pokazano
granicg strefy $ciskanej (warto$¢ w mm).

Pierwsza krzywa pokazuje przebieg iteracji, kiedy poczatkowo granica strefy $ciskanej
jest na gornej krawedzi przekroju, wigc caty przekroj jest rdwnomiernie $ciskany. Druga
krzywa pokazuje przebieg iteracji, kiedy o$ obrotu i granica strefy $ciskanej poczatkowo jest
w potowie przekroju (gorna czgs¢ jest Sciskana). Czwarta krzywa pokazuje przebieg iteracji,
kiedy poczatkowa granica strefy Sciskanej jest na dolnej krawedzi przekroju, czyli na poczat-
ku caly przekroj jest rozciagany. Wreszcie trzecia, kiedy o$ obrotu jest w potowie wysokosci
przekroju, ale dolna czg$¢ jest Sciskana, a gorna rozciagana.

Warto zwroci¢ uwagg, ze krzywa trzecia i czwarta maja niemal ten sam punkt w pierw-
szej iteracji. Potem te krzywe si¢ pokrywaja. Wida¢ tez, ze nawet w najgorszym przypadku,
okoto czwartego, piatego kroku w obu przypadkach osiagane jest rozwiazanie doktadne.

Jesli prawidtowo zostanie oszacowane przyblizenie poczatkowe, jak dla drugiej krzywej,
to juz drugi krok daje niemal doktadne rozwiazanie (y = 86,522 mm wobec dokladnego
y = 87,233 mm).

Uzasadnia to wszystko, co napisano w czg¢sci dotyczacej zbiezno$ci i stabilnosci oraz strate-
gii wyboru przyblizenia poczatkowego.

Koncowa warto$¢ btedu energetycznego wyniostap =9,5-107.

Pokazane rozwiazanie dotyczy zadania kotew, ktore jako wykazujace silniejsza nielinio-
woS$¢ jest tutaj istotniejsze. Warte przytoczenia jest poréwanie rozwigzania tego samego za-
dania dla NL, czyli zamiast kotew sa to prety zbrojenia, ktorych powierzchnig i modut Younga
przyjeto identyczna jak dla kotew.
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W przypadku NL prety Sciskane dodatkowo stabilizuja algorytm, natomiast ze wzgledu na
to, ze przekroj jest stabo zbrojony, algorytm nie wykazywatl istotnych réznic w charakterze
zbieznosci. Nieco rozne jest koncowe potozenie granicy strefy Sciskanej, ktére wyniosto
y=94,072 mm.
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Rys. 6. Wykres potozenia granicy strefy $ciskanej w kolejnych iteracjach dla r6znych przyblizen
poczatkowych granicy strefy $ciskanej (opis w tekscie)

Fig. 6. Function of compressed zone range dependend of iteration number for different initial
compressed zone

9.2. Przekrdj niesymetryczny (katowy)

Mniej trywialnym przyktadem jest przekroj niesymetryczny pokazany na rys. 7, ktorego
wymiary sa zaczerpnigte z artykutu [2]. W zasadzie taki przekroj nie jest stosowany dla zako-
twien, wigc obliczenia zostaly przeprowadzone dla NL. Z artykutlu zaczerpnigto geometrig
przekroju, potozenie oraz rozmiar ¢6 pretdw zbrojenia.

Przyjeto, ze beton o module Younga 20,5 GPa jest zbrojony stala o module Younga
205 GPa.
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Rys. 7. Przekr6j niesymetryczny, wymiary i potozenie pretéw zbrojeniowych

Fig. 7. L-section, size of section and location of reinforcement bars
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Ten przyktad daje mozliwos$¢ dokonania interesujacego pordéwnania wpltywu niesymetrycz-
nego zbrojenia na rozwiazanie.

Jesli obciazenie zostanie dobrane w ten sposob, aby strefa §ciskana miata ksztalt prosto-
kata o wysokos$ci 2,5 cm znajdujacego si¢ w gornej czgsci przekroju — czyli byta powyzej
bocznej potki przekroju — oraz pominie si¢ prety zbrojenia znajdujace si¢ w bocznej poltee,
jak na rys. 8 (z lewej), to otrzymamy rozwiazanie identyczne jak dla przekroju prostokatnego
o wymiarach 10x15 cm zbrojonego symetrycznie sze$cioma pretami.

Rozwiazujac zadany przekroj z tak dobranym obcigzeniem mozna zobaczy¢ wptyw dodatko-
wych dwoch pretdw z prawej strony przekroju oraz betonu w pétce na rozmiary i ksztalt strefy
Sciskanej — rys. 8 (z prawej).

Ze wzgledu na to, ze uklad osi gtownych, centralnych nie jest w tym przypadku natural-
ny ani wygodny, obliczenia s prowadzone w uktadzie, gdzie osie sa rownoleglte do krawedzi,
a poczatek uktadu jest w lewym dolnym rogu przekroju. Wzgledem tego punktu wyznaczone
w podany sposob obciazenie wynosi: N = 40,8 kN, M_=—1550,9 Nm i M, =2040,0 Nm.

Dla calego przekroju, jesli dwa prety z prawej strony nie zostang pominigte, 0§ obrotu
nie jest juz rownolegta do osi x, jak to jest pokazane na rys. 8 (z prawej). Pokazuje to, jaki
moze by¢ ilociowy wplyw asymetrii zbrojenia, co jest nieco zaskakujace. Podobnego, chociaz
w mniejszej skali, skutku nalezy si¢ spodziewa¢ dla przekroju prostokatnego, gdzie zbrojenie
z jednej strony jest mniejsze niz z drugiej.

Wart odnotowania jest ksztatt strefy Sciskane;j. Strefa staje si¢ dwoma roztacznymi obszara-
mi, co ilustruje trudno$ci mogace si¢ pojawic z algorytmem wyznaczania charakterystyk stre-
fy $ciskane;.

Rozwiazanie uzyskuje si¢ znowu w 6 iteracjach. W tabeli 1 podano potozenia osi obrotu
dla kolejnych iteracji, poczynajac od przekroju rownomiernie $ciskanego. Jest to iteracja zero-
wa, dla ktorej o$ obrotu sktada si¢ wytacznie z punktéw niewtasciwych, dlatego w tabeli nie ma
tego kroku. PotoZenia osi obrotu podano w tzw. notacji odcinkowej. Kazdy wiersz tabeli podaje
dwa punkty na plaszczyznie xy. (x,0) oraz (0,y). Wida¢ wyraznie, ze juz po trzech iteracjach
uzyskuje si¢ wyniki z btedem mniejszym niz 1 mm.

Rys. 8. Por6wnanie rozwiazania dla przekroju niesymetrycznego z réznym zbrojeniem
dla tego samego obciazenia

Fig. 8. Comparison of compressed zone shape for two different reinforcement and the same load
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Tabela 1

Wspolrzedne odcinkowe poloZenia osi obrotu
w kolejnych iteracjach

Iteracja X [mm] y [mm]
1 298,30328 109,51215
2 331,67385 138,18206
3 339,13142 146,09201
4 339,74742 146,88763
5 339,73878 146,89775
6 339,73877 146,89775

Warto przy okazji skomentowaé wptyw sztywnosci gigtnej zbrojenia. Obciazenie, ktore
mozna wyliczy¢ analitycznie dla zadanej wysokosci strefy Sciskanej i znanych potozen (i pola
przekroju) sze$ciu pretow zbrojenia, rézni si¢ o wartos¢ —4,17329 Nm w stosunku do obcia-
zenia, ktore daje rzeczywista wysokos¢ strefy Sciskanej. Roznica wynika wlasnie z uwzgled-
nienia momentéw przenoszonych przez zginanie pretow zbrojenia. Jest to warto§¢ wynoszace
ok. 4 Nm przy catosci 1500 Nm, wigc jest pomijalna. Jednak dla wartosci M, = —1546,8 Nm
nie mozna odtworzy¢ rozwiazania z wysokoscia strefy Sciskanej rownej doktadnie 2,5 cm.

Ze wzgledu na mata warto$¢ poprawki momentowej obliczony btad energetyczny jest nie-
wielki i wynosip =43 - 10

10. Wnioski

Sformutowano prosty, stabilny i efektywny algorytm obliczeniowy wyznaczania strefy
Sciskanej dla zakotwien. Algorytm ten moze by¢ rownoczes$nie uzywany do obliczania strefy
Sciskanej dla NL.

Pokazano, ze macierz sztywnosci ukfadu jest jednocze$nie macierza styczna, przez co
zbiezno$¢ podanego algorytmu jest kwadratowa. Jednoczesnie powoduje to, ze obliczenia
daje sig realizowac jako tzw. iteracjg prosta, co bardzo upraszcza programowanie. Brakuje jed-
nak dowodu, ze zbiezno$¢ algorytmu jest niezalezna od wyboru przyblizenia poczatkowego
oraz ze nie jest mozliwy cykl.

Niezawodno$¢ algorytmu osiagnigto poprzez rozwiazanie bardziej ogdlnego zadania, niz
wymagaja tego zatozenia zadania. Uwzglgdnienie skonczonych rozmiaréw wktadek stalowych,
czyli niezerowej sztywnosci gigtnej, daje gwarancj¢ braku osobliwosci macierzy w rozwiazy-
wanym uktadzie rownan. Takie podejscie jest nie tylko sposobem na regularyzacjg zagadnienia
dla przypadkow analizowanych w artykule. Moze by¢ tez sposobem na niezawodny algorytm
przekrojowy dla innych zwiazkow konstytutywnych betonu i stali.

Sformutowano obiektywna miarg btedu rozwiazania rozumianego jako blad niespetnienia
zatozen zadania. Jednak nie ma doktadnych kryteriéw liczbowych, w jakim zakresie rozwiaza-
nie nalezy uzna¢ za poprawne, a kiedy nalezatoby je odrzucic.

Na tym dos¢ prostym, z punktu widzenia mechaniki, przyktadzie pokazano réznice mig-
dzy metoda zorientowana na obliczenia reczne i metoda zorientowana na obliczenia automa-
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tyczne. Wyeksponowano tez, jak dluga droga wiedzie od metody rozwiazywania do algorytmu.
Chociaz prezentowany przypadek nie jest typowy, to jednak pokazuje, ze formutowanie algo-
rytmu czgsto wymaga gruntownego rozumienia mechaniki i czgsto nie moze by¢ pozostawione
informatykom. Powinni oni dosta¢ algorytm, a nie metodg.
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