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S t r e s z c z e n i e  

W artykule przedstawiono analizę odpowiedzi dynamicznej mostu Ŝelbetowego oraz chłod- 
ni kominowej na wymuszenie kinematyczne. Zastosowano metodę bezpośredniego cał- 
kowania równań ruchu przy załoŜeniu wymuszenia równomiernego i nierównomiernego oraz 
metodę spektrum odpowiedzi. Przeanalizowano wpływ uwzględnienia nierównomierności 
wymuszenia na odpowiedź dynamiczną obiektów oraz rozpoznano moŜliwości zastosowa- 
nia metody spektrum odpowiedzi do obliczania odpowiedzi dynamicznej budowli wielko- 
gabarytowych na wstrząsy górnicze. 
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A b s t r a c t  

Paper presents results of dynamic analysis of reinforced bridge and cooling tower to 
kinematic excitation. Numerical calculation of equations of motion was used basing upon the 
assumption of uniform and non-uniform excitation as well as response spectrum method. 
Effects of non-uniformity of excitation on dynamic response of structures were examined. 
Possibility of adopting response spectrum method for calculations of dynamic response  
of multiple-support structures was considered. 
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1. Wstęp 

Obliczenia odpowiedzi dynamicznej budowli na wymuszenia kinematyczne, będące 
następstwem zjawisk sejsmicznych lub parasejsmicznych, wykonuje się m.in. metodą 
bezpośredniego całkowania równań ruchu – THA (time history analysis) lub quasi-sta- 
tyczną metodą spektrum odpowiedzi – RSA (response spectrum analysis). W metodzie 
RSA do obliczania odpowiedzi dynamicznej budowli na wymuszenia kinematyczne słuŜą 
procedury podające wzory na wartości sił sejsmicznych oddziałujących na budowle na 
skutek ruchów podłoŜa gruntowego. Klasyczna wersja metody (wyprowadzona przy 
załoŜeniu równomiernego wymuszenia) w większości przypadków szacuje wartości sił 
wewnętrznych od góry, prowadzi więc do zwiększenia bezpieczeństwa konstrukcji i nie 
stwarza zagroŜenia niedoszacowania wartości sił wewnętrznych w konstrukcji w procesie 
projektowania. 

Odpowiedź dynamiczna budowli na wymuszenie kinematyczne obliczana jest naj- 
częściej przy załoŜeniu, Ŝe w kaŜdym punkcie posadowienia budowli działa takie samo 
wymuszenie. ZałoŜenie takie, słuszne dla obiektów o niewielkich rozmiarach fundamentu, 
jest zbyt daleko idącym uproszczeniem w przypadku budowli, których wymiary są po- 
równywalne z długością fali wstrząsowej. Fala wstrząsowa dociera bowiem do poszcze- 
gólnych punktów podparcia budowli w innym czasie, występuje utrata spójności fal, róŜne 
są teŜ warunki gruntowe w poszczególnych punktach podparcia budowli. PowyŜsze 
czynniki sprawiają, Ŝe naleŜy liczyć się z wystąpieniem róŜnych wartości amplitud i faz 
drgań w poszczególnych punktach podparcia budowli, czyli z efektem nierównomiernego 
wymuszenia kinematycznego [5, 9]. Wzory na siły sejsmiczne w klasycznej metodzie 
spektrum odpowiedzi, podawane przez wiele norm sejsmicznych, wyprowadzone są rów- 
nieŜ przy załoŜeniu jednakowego wymuszenia kinematycznego we wszystkich punk- 
tach podparcia budowli, chociaŜ w literaturze moŜna znaleźć równieŜ wyprowadzenia 
uwzględniające nierównomierność wymuszenia [6]. Nierównomierność wymuszenia po- 
woduje redukcję średnich amplitud drgań, ale równocześnie prowadzi do powstania 
efektów quasi-statycznych. Z reguły większy wpływ ma zmniejszenie średnich amplitud, 
wówczas następuje redukcja globalnej odpowiedzi. Jednak w niektórych przypadkach 
powstające efekty quasi-statyczne mają dominujący wpływ, co skutkuje zwiększeniem od- 
powiedzi dynamicznej. 

W artykule przeprowadzono analizę odpowiedzi dynamicznej dwóch typowych obiek- 
tów naraŜonych na nierównomierne wymuszenie kinematyczne, a mianowicie cztero- 
przęsłowego mostu Ŝelbetowego oraz hiperboloidalnej chłodni kominowej. Do wyzna- 
czania odpowiedzi dynamicznej zastosowano: 
– metodę bezpośredniego całkowania równań ruchu (THA) przy załoŜeniu równo- 

miernego wymuszenia kinematycznego, 
– metodę bezpośredniego całkowania równań ruchu (THA) przy załoŜeniu nierówno- 

miernego wymuszenia kinematycznego, 
– metodę spektrum odpowiedzi (RSA). 

Na podstawie otrzymanych wyników przeanalizowano wpływ uwzględnienia nierów- 
nomierności wymuszenia kinematycznego na odpowiedź dynamiczną obiektów oraz roz- 
poznano moŜliwości zastosowania metody spektrum odpowiedzi do obliczania odpowie- 
dzi dynamicznej tych budowli wielkogabarytowych na wstrząsy górnicze. 
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2. Model nierównomiernego wymuszenia kinematycznego 

W obliczeniach odpowiedzi dynamicznej wybranych budowli wielkogabarytowych na 
wstrząsy górnicze przyjęto model nierównomiernego wymuszenia kinematycznego zapro- 
ponowany w pracy [2]. Weryfikacja doświadczalna proponowanego modelu obliczenio- 
wego dała pozytywne rezultaty. ZałoŜono, Ŝe kolejne punkty gruntu połoŜone na kierunku 
propagacji fali wstrząsowej powtarzają ruch punktu kontrolnego z opóźnieniem, zaleŜnym 
od prędkości fali w gruncie. Przyjęto równieŜ, Ŝe następuje redukcja amplitud drgań ze 
zwiększeniem odległości od źródła. Redukcję tę moŜna wyznaczać ze wzorów empi- 
rycznych podających zaleŜność pomiędzy parametrami drgań powierzchni a energią 
wstrząsu i odległością epicentralną [8] 

( ) ( )ea r a H r= ⋅  

0,155 0,65( ) 1,53 0,014rH r r e− ⋅= ⋅ ⋅ +    (w obszarze GZW) 

1,0098( ) 0,8575H r r −= ⋅    (w obszarze LGOM) 

gdzie: 
a(r)  – przyspieszenie drgań w odległości r, 
ae  – przyspieszenie drgań w strefie epicentralnej, 
H(r)  – funkcja charakteryzująca redukcję drgań poza obszarem epicentralnym, 
r  – odległość hipocentralna [km]. 

3. Dane o wymuszeniu kinematycznym – wstrząsy górnicze z terenu GZW i LGOM 

Do obliczeń odpowiedzi dynamicznej mostu Ŝelbetowego na wymuszenie kinematycz- 
ne pochodzące od wstrząsu górniczego wybrano rzeczywiste przebiegi przyspieszeń drgań, 
zarejestrowane w rejonie LGOM. Na rysunku 1 przedstawiono przebieg czasowy przy- 
spieszeń drgań z obszaru LGOM w kierunku (x), równoległym do kierunku propagacji fali 
oraz strukturę częstotliwościową tego przebiegu, zaś na rys. 2 pokazano przyspieszenio- 
we spektrum odpowiedzi tego wstrząsu w kierunku poziomym (x). 

 

 
Rys. 1. Przyspieszenia drgań od wstrząsu górniczego z rejonu LGOM w kierunku poziomym (x): 

a) przebieg czasowy, b) struktura częstotliwościowa 
Fig. 1. Accelerations of vibrations arising from mining shock in LGOM in horizontal direction (x): 

a) time history, b) frequency spectrum 
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Do obliczeń odpowiedzi dynamicznej chłodni wybrano rzeczywisty przebieg przy- 

spieszeń drgań zarejestrowany w rejonie GZW. Na rys. 3 przedstawiono przebieg czasowy 
przyspieszeń w kierunku (x), równoległym do kierunku propagacji fali oraz strukturę 
częstotliwościową tego przebiegu. Na rys. 4 pokazano przyspieszeniowe spektrum od- 
powiedzi powyŜszego wstrząsu. W obliczeniach odpowiedzi dynamicznej mostu uwzględ- 
niono dwie składowe wymuszenia kinematycznego (poziomą i pionową), zaś w oblicze- 
niach chłodni – trzy składowe wymuszenia. Krzywe spektralne uzyskano przy załoŜeniu 
ułamka tłumienia krytycznego 5%. 

 

 
Rys. 3. Przyspieszenia drgań od wstrząsu górniczego z rejonu GZW w kierunku 

poziomym   (x),   równoległym   do   kierunku   propagacji   fali:  a)  przebieg  
czasowy, b) struktura częstotliwościowa 

Fig. 3. Accelerations of vibrations arising from mining shock in GZW in horizontal 
direction  (x),  parallel  to  direction  of  wave  propagation: a) time history,  

b) frequency spectrum 
 

 

Rys. 2. Przyspieszeniowe spektrum odpowiedzi 
wstrząsu z rejonu LGOM w kierunku po-
ziomym (x) 

Fig. 2. Acceleration response spectrum of mining 
shock in LGOM in horizontal direction (x) 

Rys. 4. Przyspieszeniowe spektrum odpowiedzi wstrzą-
su z rejonu GZW w kierunku poziomym (x) 

Fig. 4. Acceleration response spectrum of mining 
shock in GZW in horizontal Direktion (x) 
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4. Analiza odpowiedzi dynamicznej mostu na wstrząs górniczy LGOM 

Na rysunku 5 przedstawiono model obliczeniowy czteroprzęsłowego mostu Ŝelbeto- 
wego o rozpiętości 56 m. Zaznaczono punkty, w których prowadzono analizę sił wew- 
nętrznych (M1-M10) oraz przekrój poprzeczny pomostu. 

W celu oszacowania wpływu nierównomierności wymuszenia na odpowiedź dyna- 
miczną mostu wykonano obliczenia sił wewnętrznych z załoŜeniem wymuszenia rów- 
nomiernego i nierównomiernego (prędkość fali 400 m/s) oraz metodą spektrum odpo- 
wiedzi. Zastosowano metodę modalną, przyjmując ułamek tłumienia krytycznego 5%. 

 

 
Rys. 5. Model mostu z punktami wybranymi do analizy (M1-M10)  

oraz przekrój pomostu 
Fig. 5. Model of the bridge, points chosen for analysis (M1-M10)  

and cross section of bridge 
 
Na rysunku 6 przedstawiono przebieg czasowy sił podłuŜnych SF1 w punkcie M2 

pomostu uzyskany przy załoŜeniu równomiernego i nierównomiernego wymuszenia 
kinematycznego (prędkość fali 400 m/s) oraz wartość siły podłuŜnej obliczoną meto- 
dą RSA. Wartości otrzymane w wyniku analizy dynamicznej są mniejsze od wartości 
uzyskanej metodą quasi-statyczną. Metoda RSA daje wartość zbliŜoną do maksymalnej 
wartości otrzymanej w wyniku całkowania równań ruchu, szacując maksymalną wartość od 
góry. Nie ma więc niebezpieczeństwa niedoszacowania wartości sił podłuŜnych. 

 

 

Rys. 6. Siły podłuŜne SF1 w ele-
mencie M2 

Fig. 6. Longitudinal forces SF1 
in element M2 
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Na rysunkach 7 i 8 przedstawiono odpowiednio przebiegi czasowe sił poprzecznych 
SF2 oraz momentów zginających SM1 w punkcie M7, uzyskane przy załoŜeniu równo- 
miernego i nierównomiernego wymuszenia kinematycznego oraz wartości tych sił obli- 
czone metodą RSA. Wartości uzyskane przy załoŜeniu nierównomiernego wymusze- 
nia przewyŜszają wartości otrzymane przy załoŜeniu wymuszenia równomiernego. 

 

 
Rys. 7. Siły poprzeczne SF2 w elemencie M7 

Fig. 7. Shear forces SF2 in element M7 
 

 
Rys. 8. Momenty zginające SM1 w elemencie M7 

Fig. 8. Bending moments SM1 in element M7 
 
Zwiększenie wartości sił tnących i momentów zginających moŜe być spowodowa- 

ne efektami quasi-statycznymi, tj. zmianami geometrii mostu na skutek niezaleŜnego ru- 
chu podpór. Do zwiększenia ścinania i zginania mogą doprowadzić szczególnie róŜ- 
nice w amplitudach składowych pionowych wymuszenia na poszczególnych podporach.  
W obliczeniach odpowiedzi dynamicznej obiektów na wymuszenia sejsmiczne amplitudy 
drgań pionowych są znacząco mniejsze od amplitud drgań poziomych poza strefą epi- 
centralną i często są pomijane. W przypadku wstrząsów górniczych amplitudy drgań 
pionowych mają wartości porównywalne do wartości amplitud drgań poziomych i efekt ten 
moŜe być znaczący. Wartości sił wewnętrznych uzyskane w wyniku załoŜenia nie- 
równomiernego wymuszenia przewyŜszają wartości otrzymane klasyczną metodą spektrum 
odpowiedzi. Metoda RSA nie prowadzi więc do oszacowań konserwatywnych. 
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5. Analiza odpowiedzi dynamicznej chłodni na wstrząs górniczy GZW 

Na rysunku 9 pokazano model obliczeniowy chłodni kominowej o średnicy fundamen- 
tu 100 m [1], a takŜe zaznaczono dodatnie zwroty wektorów: sił południkowych SF2, sił 
równoleŜnikowych SF1, sił tnących SF3, momentów południkowych SM1 oraz momen- 
tów równoleŜnikowych SM2. Dodatkowo na rysunku naniesiono punkty, w których pro- 
wadzono analizę sił wewnętrznych: E1, E2, E3, E4. 

 

 
Rys. 9. Model chłodni z punktami wybranymi do analizy (E1, E2, E3, E4)  

oraz siły wewnętrzne 
Fig. 9. Model of cooling tower, points chosen for dynamic analysis (E1, E2, E3, E4)  

and internal forces 
 
Pierwszym krokiem analizy dynamicznej było obliczenie częstotliwości i postaci  

drgań własnych. W przypadku obiektów powłokowych spektrum częstotliwości jest zwar- 
te, a otrzymane postaci drgań związane są z deformacją przekroju poprzecznego wg 
składowych harmonicznych [3, 4, 7]. Na rys. 10 przedstawiono postaci drgań związane  
z najniŜszą częstotliwością drgań własnych (0,83 Hz), przy której deformacja przekro- 
ju poprzecznego nastąpiła wg funkcji cos4υ oraz z pierwszą częstotliwością drgań gięt- 
nych (2,83 Hz). Uzyskane wartości początkowych częstotliwości drgań własnych są zgodne 
wartościami przedstawianymi w literaturze w przypadku tego rodzaju konstrukcji [3, 4]. 

 

 
 

Współczynniki tłumienia sztywnościowo-bezwładnościowego obliczono przy załoŜe- 
niu ułamka tłumienia krytycznego 5%. Jako f1 przyjęto pierwszą częstotliwość drań 

Rys. 10. Postaci drgań związane z najniŜ-
szą częstotliwością drgań włas-
nych (0,83 Hz) oraz z pierwszą 
częstotliwością drgań giętnych 
(2,83 Hz) 

Fig. 10. Modes of vibrations for the lowest 
natural frequency (0.83 Hz) and 
for the first frequency of bending 
mode (2.83 Hz) 
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własnych otrzymaną równą 0,83 Hz, zaś jako f2 – pierwszą częstotliwość drgań giętnych 
równą 2,83 Hz. 

W celu oszacowania wpływu nierównomierności wymuszenia na odpowiedź dyna- 
miczną chłodni wykonano obliczenia sił wewnętrznych w przypadku wymuszenia rów- 
nomiernego oraz wymuszenia nierównomiernego przy załoŜeniu prędkości fali w podło- 
Ŝu 400 i 800 m/s. 

Na rysunku 11a) przedstawiono wykresy sił równoleŜnikowych SF1 w punkcie E3. 
Największe siły równoleŜnikowe otrzymano przy załoŜeniu wymuszenia równomierne- 
go, najmniejsze zaś przy prędkości fali 400 m/s. Podobny charakter mają wykresy w punk-
tach E1 i E2. Inną właściwość wykazują wykresy w punkcie E4 (rys. 11b) – najwięk- 
sze wartości sił SF1 otrzymano przy prędkości fali 400 m/s, najmniejsze zaś przy wy- 
muszeniu równomiernym. Analogiczne prawidłowości moŜna zauwaŜyć w przypadku sił 
południkowych SF2 (rys. 12). 

 

 
Rys. 11. Przebieg czasowy sił równoleŜnikowych SF1: a) punkt E3 (strefa środkowa powłoki),  

b) punkt E4 (krawędź górna powłoki) 
Fig. 11. Time history of circumferential forces SF1: a) point E3 (middle part of shell),  

b) point E4 (upper end of shell) 
 
 

 
Rys. 12. Przebieg czasowy sił południkowych SF2: a) punkt E2 (strefa środkowa powłoki), 

b) punkt E4 (krawędź górna powłoki) 
Fig. 12. Time history of meridional forces SF2: a) point E2 (middle part of shell), 

b) point E4 (upper end of shell) 
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Zwiększenie wartości sił w górnej części powłoki spowodowane jest tzw. zjawiskiem 
kołysania, które występuje przy uwzględnieniu nierównomierności składowej pionowej 
wymuszenia. Jest to zjawisko typowe dla wstrząsów górniczych, gdy amplitudy drgań 
pionowych są podobnej wielkości jak amplitudy drgań poziomych.  

Na rysunku 13 przedstawiono przebieg czasowy równoleŜnikowych momentów zgi- 
nających. W punkcie E2 (a takŜe E3 i E4) wartości momentów są największe w przypad- 
ku wymuszenia równomiernego. W punkcie E1 (krawędź dolna powłoki) nierównomier- 
ność wymuszenia prowadzi do powstania bardziej znaczących efektów brzegowych w po- 
staci momentów zginających powłokę. 

 

 
Rys. 13. Przebieg czasowy momentów równoleŜnikowych SM2: a) punkt E2 (strefa środkowa 

powłoki), b) punkt E1 (krawędź dolna powłoki) 
Fig. 13. Time history of circumferential moments SM2: a) point E2 (middle part of shell),  

b) point E1 (bottom end of shell) 
 

Zginanie dolnego fragmentu powłoki spowodowane jest dodatkowo powstaniem efek- 
tów quasi-statycznych wynikających ze zmian w geometrii pierścienia fundamentowe- 
go. Deformacja pierścienia, nie występująca w przypadku wymuszenia równomiernego, 
jest skutkiem nierównomierności wymuszenia. NaleŜy zwrócić uwagę, Ŝe w przypadku 
wstrząsów górniczych składowa pozioma drgań prostopadłych do kierunku propagacji  
fali jest porównywalna ze składową poziomą drgań równoległych do kierunku propaga- 
cji fali. Efekt zginania pierścienia fundamentowego, propagujący się na dolną część po- 
włoki, moŜe więc być większy niŜ w przypadku drgań sejsmicznych, w których składowa 
pozioma drgań prostopadłych jest często pomijana w obliczeniach. 

Na rysunkach 14 i 15 wykresy sił wewnętrznych w wybranych punktach powłoki otrzy- 
mane metodą bezpośredniego całkowania numerycznego (THA) przy załoŜeniu wymu- 
szenia równomiernego, wymuszenia nierównomiernego (v = 400 m/s) zestawiono z war- 
tością otrzymaną z zastosowaniem metody spektrum odpowiedzi. W metodzie RSA do 
analizy włączono częstotliwości drgań własnych do 8 Hz. Na rys. 14 przedstawiono wy- 
kresy sił równoleŜnikowych SF1 w punkcie E1 oraz sił południkowych SF2 w punkcie E2. 
Jak widać nawet w przypadku zastosowania modelu wymuszenia równomiernego wartości 
sił otrzymane metodą bezpośredniego całkowania numerycznego są większe niŜ wartość 
otrzymana metodą spektrum odpowiedzi. Metoda RSA z zastosowaniem SRSS daje więc 
oszacowanie niekonserwatywne. Jest to przypadek występujący przy obliczeniach powłok 
o zwartym widmie częstości i postaciach drgań trudnych do rozseparowania. 
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Rys. 14. Porównanie wartości sił wewnętrznych w powłoce chłodni otrzymanych 

metodami THA i RSA:  a) siły równoleŜnikowe SF1 w punkcie E1,  b) siły 
południkowe SF2 w punkcie E2 

Fig. 14. Comparison of internal forces in cooling tower shell obtained with THA 
and RSA methods: a) meridional forces SF1 – point E1, b) circumferential  

forces SF2 – point E2 
 

Na rysunku 15 pokazano odpowiednio wykresy sił równoleŜnikowych SF1 w punkcie 
E2 oraz momentów równoleŜnikowych SM2 w punkcie E1. Klasyczna metoda RSA w tych 
przypadkach równieŜ powoduje niedoszacowanie wartości sił wewnętrznych w powłoce 
chłodni w porównaniu z wartościami otrzymanymi metodą THA z załoŜeniem nie- 
równomierności wymuszenia. 
 

 
Rys. 15. Porównanie wartości sił wewnętrznych w powłoce chłodni otrzymanych 

metodami   THA   i   RSA:   a)  siły  równoleŜnikowe  SF1  w  punkcie  E2,  
b) momenty równoleŜnikowe SM2 w punkcie E1 

Fig. 15. Comparison of internal forces in cooling tower shell obtained with THA 
and RSA methods: a) meridional forces SF1 – point E1, b) meridional 

moments SM2 – point E1 
 
 
 



 41 

6. Wnioski 

W wyniku przeprowadzonych analiz moŜna sformułować następujące wnioski odnośnie 
do stosowanych metod obliczeniowych: 
1. Przyjęcie nierównomiernego wymuszenia kinematycznego moŜe prowadzić zarówno  

do zwiększenia, jak i do redukcji wartości sił przekrojowych w porównaniu z wartościa- 
mi uzyskanych przy załoŜeniu wymuszenia równomiernego. 

2. Otrzymanie prawidłowej wielkości odpowiedzi dynamicznej wymaga rozpoznania pa- 
rametrów fizykomechanicznych podłoŜa gruntowego, a co za tym idzie prędkości pro- 
pagacji fali wstrząsowej. Nieprawidłowe przyjęcie prędkości fali prowadzić moŜe do 
błędnego oszacowania wartości odpowiedzi dynamicznej obiektu. 

3. Metoda spektrum odpowiedzi, z reguły szacująca odpowiedź dynamiczną od góry, moŜe 
w przypadku budowli wielkogabarytowych, naraŜonych na wymuszenie nierówno- 
mierne, prowadzić do niedoszacowania wielkości odpowiedzi dynamicznej. 

4. Nawet w przypadku zastosowania modelu wymuszenia równomiernego wartości sił 
otrzymane metodą bezpośredniego całkowania numerycznego mogą być większe niŜ 
wartość otrzymana metodą spektrum odpowiedzi. Metoda RSA z zastosowaniem SRSS 
prowadzi do oszacowań niekonserwatywnych w przypadku powłok o zwartym widmie 
częstości i postaciach drgań trudnych do rozseparowania. 
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