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S t r e s z c z e n i e  

W artykule przedstawiono lokalizację obciąŜenia wywołującego uplastycznienie w kon- 
strukcji belkowej na podstawie zmian charakterystyk dynamicznych. Porównując charak- 
terystyki dynamiczne konstrukcji wyjściowej z pomierzonymi na konstrukcji obciąŜonej 
dodatkowym, znanym obciąŜeniem kontrolnym, otrzymano informacje pozwalające zlo- 
kalizować obciąŜenie. 
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A b s t r a c t  

The paper presents the localization of the load casing yielding in a beam structure on the  
basis of changes of dynamic parameters. The comparison of dynamic characteristics  
of investigated structure and the structure loaded with an additional, known load gives  
the information necessary to the identification of the load casing yielding. 
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1. Wstęp 

Częściowe uplastycznienie przekroju poprzecznego moŜe nastąpić w wyniku działa- 
nia obciąŜenia zewnętrznego i/lub w wyniku zarysowania (pęknięcia) [3]. Konsekwencją 
pojawienia się strefy uplastycznionej jest zmiana sztywności układu oraz zmiany cha- 
rakterystyk dynamicznych (częstości drgań własnych oraz form drgań własnych). 

Określenie stopnia uplastycznienia przekroju poprzecznego (moŜliwe, gdy znane są 
parametry obciąŜenia przyłoŜonego do układu) pozwala na oszacowanie stanu bez- 
pieczeństwa konstrukcji [6]. W przypadku, kiedy parametry obciąŜenia nie są znane, moŜ- 
na je określić z wykorzystaniem analizy modalnej konstrukcji. 

We wcześniejszych pracach autorów [5] przedstawiono identyfikację obciąŜenia wywo- 
łującego uplastycznienie przekroju poprzecznego z wykorzystaniem zmian charakterystyk 
dynamicznych pomiędzy stanem bez uplastycznienia (stan początkowy konstrukcji) a sta- 
nem z uplastycznieniem (stan bieŜący). Wymaga to znajomości parametrów dynamicznych 
stanu początkowego, co nie zawsze ma miejsce. W niniejszym artykule załoŜono, Ŝe takie 
dane nie są dostępne. Dodatkową informację uzyskano, mierząc parametry dynamiczne 
stanu bieŜącego (z uplastycznieniem) zaburzonego przez działanie dodatkowego, znanego 
obciąŜenia (obciąŜenie to będzie w niniejszej pracy nazywane obciąŜeniem kontrolnym, zaś 
podstawowe obciąŜenie wywołujące uplastycznienie będzie nazywane obciąŜeniem głów- 
nym). Jako dane wejściowe do procedury identyfikacyjnej wykorzystano zmiany para- 
metrów dynamicznych pomiędzy stanem bieŜącym a stanem zaburzonym przez obciąŜe- 
nie kontrolne. 

2. Badana konstrukcja i model elementów skończonych 

Badaną konstrukcją jest belka wolnopodparta (rys. 1). Całkowita długość belki to  
560.0 cm, na długości 25.0 cm belka jest podparta podporą nieprzesuwną (z prawej)  
i, równieŜ na długości 25.0 cm, podporą przesuwną (z lewej), oba podparcia są oddalone od 
końców belki o 5.0 cm. Wysokość belki to 34.0 cm, kształt przekroju poprzecznego 
odpowiada dwuteownikowi I340. 

 

 
Rys. 1. Badana belka 

Fig. 1. The investigated beam 
 
Model elementów skończonych jest zbudowany z zastosowaniem 9-węzłowych ele- 

mentów pracujących w płaskim stanie napręŜenia, łączna liczba elementów to 3520  
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(16 warstw na kierunku pionowym i 220 kolumn w kierunku poziomym). Zastosowany 
model materiału jest przedstawiony na rys. 2, wartości E, σ0 oraz ε0 odpowiadają stali 
18G2A. 

 

 

3. Identyfikacja obciąŜenia uplastyczniającego 

3.1. Analiza dynamiczna 

Mierzalnym parametrami dynamicznym konstrukcji, które zostały wykorzystane  
w pracy, są: 
– częstości drgań własnych fi, gdzie i to numer częstości: i = 1, 2, 3, 4, 
– wybrane elementy form drgań własnych viP, gdzie i = 1, 2, 3, 4 zaś P oznacza punkt  

na konstrukcji, w którym zostały pomierzone formy drgań własnych (patrz: rys. 3). 
Wszystkie parametry dynamiczne zostały otrzymane w wyniku symulacji numerycz- 

nych z zastosowaniem programu Metody Elementów Skończonych (MES) ADINA [1], 
moŜna je więc określić  mianem danych pseudo-eksperymentalnych. 

Częstości oraz formy drgań własnych rozwaŜanej konstrukcji moŜna wyliczyć z rów- 
nania: 

 2φ = φΩK M  (1) 

Jest to uogólniony problem własny [2], gdzie K oraz M to odpowiednio macierze 
sztywności i mas. Kolumny macierzy φ to formy drgań własnych, zaś macierz Ω na 
głównej przekątnej zawiera częstości drgań własnych. Podstawowe własności form drgań 
własnych są zebrane poniŜej: 

 2 ; 1, ,i i i i nφ = ω φ =K M …  (2) 

 ,T
i j ijφ φ = δM  (3) 

 2 .T
i j i ijφ φ = ω δK  (4) 

W niniejszym artykule uogólniony problem własny został rozwiązany metodą itera- 
cji w podprzestrzeniach [2]. 

Wszystkie rozwaŜane połoŜenia czujników przyspieszeń (i tym samym punktów,  
w których obliczono elementy form drgań własnych) leŜą na górnej krawędzi belki, 
sąsiednie połoŜenia są oddalone od siebie o 1.25 cm, odległość danego punktu od lewej 
podpory moŜna obliczyć, mnoŜąc numer punktu przez 1.25 cm. Przykładowe połoŜenie 
czujników przyspieszeń jest przedstawione na rysunku 3. 

Rys. 2. Model materiałowy: spręŜysty–idealnie pla-
styczny 

Fig. 2. Material model: elastic–perfect plastic 

E = 205 GPA 
ν = 0.3 
σ = 345 MPa 

ε 

ε0 

σ 

σ0 
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Rys. 3. Przykładowe (symulowane numerycznie) połoŜenie czujników przyspieszeń na belce 

Fig. 3. Examples of numerically simulated locations of accelerometers 

3.2. Sztuczne sieci neuronowe 

ZaleŜność pomiędzy zmianami częstości drgań własnych oraz elementami wektorów 
własnych (zgromadzonymi w wektorze x) a parametrami modelu (połoŜenie i wartość 
obciąŜenia wywołującego uplastycznienie, zgromadzonymi w wektorze y) moŜna przed- 
stawić jako x = H(y).W zagadnieniach identyfikacji naleŜy rozwiązać problem odwrot- 
ny [7], czyli zidentyfikować parametry modelu na podstawie wartości mierzalnych: y =  
= H–1(x). Jako narzędzie do rozwiązania problemu odwrotnego zastosowano Sztuczne  
Sieci Neuronowe (SSN) [4, 8] uczone algorytmem Levenberga–Marquardta. 

Wzorce wykorzystywane do uczenia i testowania sieci neuronowej zostały otrzymane  
w wyniku symulacji z zastosowaniem programu MES. RozwaŜono 7000 kombinacji róŜ- 
nych wartości intensywności, szerokości i połoŜenia obciąŜenia głównego oraz połoŜenia 
obciąŜenia kontrolnego (intensywność i szerokość obciąŜenia kontrolnego są stałe we 
wszystkich rozwaŜanych przypadkach), dodatkowo rozwaŜono 1000 sytuacji, w których 
układ był obciąŜony wyłącznie obciąŜeniem głównym (nie było obciąŜenia kontrolnego). 
Łącznie z rozwaŜonych 8000 kombinacji, otrzymano 7000 wzorców, kaŜdy wzorzec wy- 
magał bowiem danych z układu obciąŜonego wyłącznie obciąŜeniem głównym oraz z ukła- 
du obciąŜonego dodatkowo obciąŜeniem kontrolnym. Z ogólnej liczby 7000 wzorców 192 
odrzucono ze względu na całkowity brak uplastycznienia, pojawienie się takich przy- 
padków było spowodowane zgrubnym oszacowaniem minimalnej intensywności ob- 
ciąŜenia głównego wywołującego pierwsze uplastycznienie. Ostatecznie otrzymano 6802 
wzorce, które rozdzielono na uczące (60%) oraz walidacyjne i testujące (po 20%). 

KaŜdy wzorzec był zbudowany z wektora wejściowego x i wyjściowego y: 

 { , }, 1, 2, ..., 6802.n n n n= =p x y  (5) 

Wektor wejściowy x zawierał zmiany parametrów dynamicznych badanej konstrukcji 
oraz informację o połoŜeniu obciąŜenia kontrolnego: 

 { , , },K j jPx l f v= ∆  (6) 

gdzie: 
lK  – połoŜenie wypadkowej obciąŜenia kontrolnego, 
∆fj – zmiana j-tej częstości, 
vjP  – element j-tego wektora własnego pomierzony w punkcie P (rys. 3). 

Zmiany częstości zostały obliczone ze wzoru: 

 ,
c

j j
j

j

f f
f

f

−
∆ =  (7) 
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gdzie: 
fj  – j-ta częstość drgań własnych układu obciąŜonego wyłącznie obciąŜeniem 

głównym, 
fj

c  – j-ta częstość drgań własnych układu obciąŜonego zarówno obciąŜeniem głów- 
nym, jak i obciąŜeniem kontrolnym. 

Liczba rozwaŜanych częstości własnych j wahała się od 1 do 4, liczba wykorzystanych 
elementów form drgań własnych wahała się równieŜ od 1 do 4. 

Wektor wyjściowy we wszystkich rozwaŜanych przypadkach był zbudowany z dwóch 
elementów: 

 { , }.l R=y  (8) 

gdzie: 
l  – połoŜenie wypadkowej obciąŜenia głównego, 
R  – wartość wypadkowej obciąŜenia głównego. 

3.3. Zastosowanie sieci neuronowych 

Rozpatrywano sieci o architekturze I-H-O, gdzie I to liczba wejść (wymiar wektora 
wejściowego x), H to poszukiwana liczba neuronów ukrytych, O to liczba wyjść. 

Na podstawie wstępnych symulacji początkowo przyjęto wektor wejściowy x zawie- 
rający informację o połoŜeniu obciąŜenia kontrolnego, zmiany dwóch pierwszych częstości 
drgań własnych oraz po dwa elementy pierwszego i drugiego wektora własnego (łącznie  
7 elementów): 

 { , , 1,2; 133,200}K j jPl f v Pj= ∆ = =x  (9) 

Wektor wyjściowy y zgodnie z równaniem (8) zawierał dwa elementy (O = 2). Opty- 
malną liczbę neuronów ukrytych Hopt określono: porównując błąd średniokwadratowy 
identyfikacji parametrów obciąŜenia dla sieci o H = 2, 3, ..., 30 (rys. 4). Po analizie rysun- 
ku 4 do dalszych obliczeń przyjęto Hopt = 28. 

 

 
Rys. 4. Określenie optymalnej liczby neuronów ukrytych 

Fig. 4. Optimal number of hidden neurones 



 148

Następnie poszukiwano optymalnej definicji wektora wejściowego, symulując nu- 
merycznie wyniki pomiarów moŜliwych do uzyskania z wykorzystaniem jednego, dwóch, 
trzech lub czterech czujników przyspieszeń znajdujących się w róŜnych punktach badanego 
układu. 

 

 
Rys. 5. Optymalne połoŜenie czujników przyspieszeń: a) pierwszy czujnik, b) drugi,  

c) trzeci, d) czwarty 
Fig. 5. Optimal locations of accelerometers: a) first accelerometer, b) second, c) third, d) fourth 

 
Rysunek 5 przedstawia wyniki poszukiwania optymalnego połoŜenia czujników przy- 

spieszeń. Wyniki przedstawione na rysunku 5a otrzymano z sieci o architekturze 5-28-2, 
wektor wejściowy tej sieci był zbudowany z pięciu elementów 

 1 2 1 2{ , , , , }K P Pl f f v v= ∆ ∆x  (10) 

i zawierał połoŜenie obciąŜenia kontrolnego, zmiany dwóch pierwszych częstości drgań 
własnych oraz jeden element pierwszej i ten sam element drugiej formy drgań własnych,  
co odpowiada pomiarom otrzymanym z jednego czujnika przyspieszeń. PołoŜenie czujnika 
przyspieszeń symulowano w 19 kolejnych połoŜeniach, błąd identyfikacji parametrów 
obciąŜenia głównego w zaleŜności od połoŜenia czujnika przedstawiono na rys. 5a. Naj- 
mniejszy błąd otrzymano dla czujnika znajdującego się w połowie rozpiętości przęsła 
(punkt o numerze 200). Trzy serie na wykresie przedstawiają wyniki uczenia, walidacji  
i testowania. 

Na rys. 5b przedstawiono błąd identyfikacji w zaleŜności od połoŜenia drugiego czuj- 
nika (pierwszy został umieszczony w punkcie o numerze 200), rysunek 5c przedstawia błąd 
identyfikacji w zaleŜności od połoŜenia trzeciego czujnika (dwa pierwsze znajdują się  
w punktach o numerach 200 i 380), zaś rysunek 5d, błąd w zaleŜności od połoŜenia 
czwartego czujnika (trzy pierwsze są w punktach o numerach 40, 200 i 380). JeŜeli liczba 
czujników jest mniejsza lub równa 4, naleŜy pierwszy czujnik umieścić w punkcie o nu- 
merze 200, drugi w punkcie 380, trzeci w punkcie 40, a czwarty w punkcie 120 (wszyst-  
kie te punkty są zaznaczone na rysunku 3). 

Przy załoŜeniu, Ŝe pomiary są wykonywane optymalnie połoŜonymi czterema czuj- 
nikami, badano, które częstości mają największy wpływ na dokładność identyfikacji. Na 
rysunku 6a przedstawiono zaleŜność błędu identyfikacji (jest to błąd średniokwadrato- 
wy) od numeru oznaczającego częstość i formę drgań własnych, które wykorzystano  
w wektorze wejściowym sieci, na kolejnych wykresach jest to zaleŜność od odpowiednio 
drugiej (rys. 6b), trzeciej (rys. 6c) lub czwartej (rys. 6d) częstości i formy, które dodawa- 
no do optymalnych częstości i form określonych w poprzednim kroku. Analiza wyni- 
ków przedstawionych na rysunku 6 pokazuje, Ŝe najwięcej informacji przenosi częstość 
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pierwsza (rys. 6a), następnie druga (rys. 6b) i trzecia (rys. 6c). NaleŜy zwrócić uwagę, Ŝe 
dodanie kolejnej (czwartej) częstości do wektora wejściowego nie poprawia dokładności 
identyfikacji (najmniejszy błąd testowania na rys. 6d jest większy niŜ najmniejszy błąd  
na rys. 6c). 

 

 
Rys. 6. Określenie optymalnych częstości drgań własnych: a) pierwsza, b) druga,  

c) trzecia, d) czwarta 
Fig. 6. Optimal eigenfrequencies: a) first eigenfrequency, b) second, c) third, d) fourth 

 
Optymalny wektor wejściowy x ma więc 16 elementów i jest zdefiniowany następująco: 

 { , , 1, 2, 3; 40,120,200,380}.K j jPl f v Pj= ∆ = =x  (11) 

Wyniki identyfikacji parametrów opisujących obciąŜenie główne są przedstawione na 
rys. 7 oraz rys. 8. Na rys. 7 przedstawiono dla wzorców testujących zaleŜność pomiędzy 
wartościami oczekiwanymi (oś pozioma) a wartościami zidentyfikowanymi przez sieć 
neuronową (oś pionowa). Wszystkie punkty na obu wykresach (rys. 7a przedstawia wyni- 
ki identyfikacji połoŜenia obciąŜenia, rys. 7b – wartości wypadkowej) leŜą na prostej  
o równaniu y = x, co oznacza, Ŝe zostały zidentyfikowane z bardzo duŜą dokładnością. 

 

 
Rys. 7. Dokładność identyfikacji parametrów obciąŜenia (zbiór testowy):  

a) połoŜenie, b) wypadkowa 
Fig. 7. The accuracy of the load parameters identification (only testing set):  

a) location, b) resultant 
 

Na rysunku 8 przedstawiono wyniki otrzymane z tej samej sieci, tym razem jednak  
w formie histogramów błędu względnego. Na osi poziomej znajdują się błędy względne 
identyfikacji, na osi pionowej procentowa częstość wystąpienia błędu o danej wartości. 
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Dokładność identyfikacji jest bardzo wysoka, błędy identyfikacji sporadycznie osiąga- 
ją 10%, w zdecydowanej większości przypadków są poniŜej 5%. Zarówno w przypadku 
identyfikacji połoŜenia, jak i wartości wypadkowej ponad 70% wszystkich przypadków  
jest identyfikowanych z błędem poniŜej 2,5%. 

 

 
Rys. 8. Błędy względne identyfikacji parametrów obciąŜenia: a) połoŜenie, b) wypadkowa 
Fig. 8. Relative errors of identification of the load parameters: a) location, b) resultant 

4. Wnioski 

W artykule przedstawiono identyfikację obciąŜenia wywołującego częściowe uplastycz- 
nienie przekroju poprzecznego belki wolnopodpartej. Jako dane wejściowe w procedurze 
identyfikacji zastosowano zmiany parametrów dynamicznych wywołane zaburzeniem stanu 
bieŜącego (z uplastycznieniem) przed dodatkowe, znane obciąŜenie. 

Identyfikacja obciąŜenia została poprzedzona optymalizacją połoŜenia i liczby czuj- 
ników przyspieszeń zastosowanych do pomierzenia parametrów dynamicznych oraz czę- 
stości drgań własnych wykorzystanych w procedurze identyfikacji. 

Dokładność identyfikacji parametrów obciąŜenia jest bardzo wysoka, w około 70% 
wszystkich rozwaŜanych przypadków parametry obciąŜenia zostały zidentyfikowane bez- 
błędnie lub z błędem na poziomie ± 2,5%. 

Dane pseudo-eksperymentalne wykorzystane w niniejszej pracy zostały zaokrąglone do 
dokładności moŜliwej do uzyskania podczas pomiarów dynamicznych z zastosowaniem 
sprzętu, którym dysponuje macierzysta uczelnia Autorów, nie były jednak na tym etapie 
prac zaszumiane. Dodawanie do danych losowych zakłóceń symulujących szum pomia- 
rowy powinno być pierwszym etapem przyszłych badań, kolejne to bezpośrednia iden- 
tyfikacja strefy uplastycznionej oraz szczegółowa analiza pozwalająca na optymalizację 
wartości i połoŜenia obciąŜenia kontrolnego. 

 
 

Praca została wykonana w ramach grantu N N501 134336 pt.: Analiza i porównanie metod po- 
miarowych oraz algorytmów przetwarzania danych (ze szczególnym uwzględnieniem metod sztucznej 
inteligencji) do identyfikacji uszkodzeń konstrukcji, finansowanego przez Ministerstwo Nauki i Szkol- 
nictwa WyŜszego. 
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