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S t r e s z c z e n i e  

W artykule opisano problemy dynamiki kładki dla pieszych będącej w stanie montaŜu, 
poddanej obciąŜeniu kinematycznemu. Przeanalizowano stany realizacji obiektu przy 
zróŜnicowaniu technologii wykonywania. 
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1. Wstęp 

Wpływy dynamiczne na konstrukcje budowlane rozpatruje się najczęściej w stanie ich 
uŜytkowania. W niniejszym artykule skoncentrowano się na stanie montaŜu konstrukcji 
poddanej dynamicznemu obciąŜeniu kinematycznemu wywołanemu na przykład tąpnię- 
ciem w kopalni, działalnością produkcyjną w zakładzie przemysłowym lub pracami 
budowlanymi prowadzonymi w pobliŜu itp. Po ogólnych rozwaŜaniach uwagę skon- 
centrowano na kładce dla pieszych typu belkowego o konstrukcji kratownicowej. Taka 
kładka moŜe być niezaleŜnym obiektem zlokalizowanym w terenie, moŜe teŜ stanowić 
łącznik komunikacyjny np. między budynkami w zakładzie przemysłowym. Kładki dla 
pieszych są z reguły konstrukcjami wiotkimi, podatnymi na wpływy dynamiczne. Ich 
zwiększone drgania w czasie montaŜu mogą być niekorzystne ze względu na: 
– utrudnienia w dalszym montaŜu kładki, 
– kumulację napręŜeń dynamicznych, co ma znaczenie w aspekcie zmęczenia materiału, 
– szkodliwy wpływ na strukturę wiąŜącego betonu płyty pomostu wykonywanej na 

mokro. 
Niniejszy artykuł nawiązuje do referatu [1] przedstawionego przez autorów na X Sym- 

pozjum „Wpływy sejsmiczne i parasejsmiczne na budowle” w Krakowie w 2003 roku. 
Tutaj przedstawiono wybrane z [1] i rozszerzone rozwaŜania teoretyczne oraz wyniki 
stosownych analiz numerycznych. 

2. Sformułowanie i rozwiązanie teoretyczne 

Niech modelem obliczeniowym konstrukcji będzie układ dyskretny, którego ruch 
opisuje wektor g = [q, z]T. Współrzędne wektora z = z(t) stanowią przemieszczenia 
punktów kontaktu układu z podłoŜem (przemieszczenia podpór), natomiast współrzędne 
wektora q = q(t) opisują ruch pozostałego obszaru konstrukcji. Równanie drgań takiego 
układu moŜe być zapisane w postaci [2, 3] 

 0+ + =Bg Cg Kgɺɺ ɺ  (1) 

lub w zapisie blokowym 
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gdzie B, C, K  są to odpowiednio macierze bezwładności, tłumienia i sztywności. 
Wektor q opisuje równanie róŜniczkowe 

 1qq qq qq+ + =B q C q K q F zɺɺ ɺ ɺɺ  (3) 

gdzie: 

1
1 qq qq qz qz

−= −F B K K B  

W równaniu (3) pominięto wpływ Ŝ (skojarzonego z tłumieniem), przyjmując jak  
w [1, 3], Ŝe jest on pomijalnie mały. 
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Rozwiązanie równania (3), w przypadku gdy parametry układu i obciąŜenia o do- 
wolnym przebiegu są deterministyczne, a tłumienie ma postać klasyczną (co moŜna przyjąć 
w przypadkach pomostu stalowego i drewnianego), moŜe być uzyskane efektywnie z wy- 
korzystaniem transformacji własnej 

 q = W·y (4) 

gdzie: 
W – macierz własna. 
Równanie (3) przybiera postać 
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T
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gdzie: 

{ } ,T
qq qqb = W B W  

{ } ,T
qq qqk = W K W  

{ } ,T
qq qqc = W C W  

{·} – macierz diagonalna, przy czym przyjęto Cqq=µK qq. 
Rozwiązanie równania (5) moŜna przedstawić w postaci 
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gdzie: 
{ hi(t – τ)} – diagonalna macierz impulsowych funkcji przejścia. 

W przypadku pomostu z betonu, z racji występowania materiałów o wyraźnie róŜnych 
charakterystykach tłumienia (beton, stal), przyjęcie klasycznego modelu tłumienia jest 
trudne do zaakceptowania, w konsekwencji czego transformacja własna nie prowadzi do 
diagonalizacji macierzy tłumienia. W takim przypadku moŜna posłuŜyć się numerycznym 
całkowaniem równania (3), biorąc przy tym pod uwagę fakt, Ŝe uzyskane rozwiązanie 
będzie przybliŜone, gdyŜ jest to cechą tej metody [4, 5, 6]. 

W szczególnym przypadku wymuszenia harmonicznego przyjęto 

 sina pt=z A  (7) 

gdzie: 
a  – amplituda, 
A – wektor lokalizujący obciąŜenie kinematyczne wraz z mnoŜnikiem określającym 

relacje między wielkościami amplitud a w poszczególnych punktach kontaktu 
konstrukcji z podłoŜem 

 2 sinap pt= −z Aɺɺ  (8) 

Równanie (3) przybiera postać 

 2
1 sin ,qq qq qq ap pt+ + = −B q C q Κ q F Aɺɺ ɺ  (9) 
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a jego rozwiązanie 

sin coss cpt pt= +q q q  

Z równania tego wynika układ równań algebraicznych 
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 Mq F=  (11) 

Rozwiązanie ma postać 

 1q M F−=  (12) 

3. Analizy numeryczne 

Przedmiotem analizy jest, jak w [1], kładka jednoprzęsłowa o rozpiętości 44,77 m. 
Dźwigarem jest przestrzenna konstrukcja kratownicowa z rur z dwoma pasami górnymi  
i jednym pasem dolnym (rys. 1). Kładka podparta jest swobodnie w pasach górnych. 

 

 
Rys. 1. Widok z boku i przekrój poprzeczny kładki 
Fig. 1. Footbridge side view and its cross section 

 

Zagadnienie drgań wymuszonych przeanalizowano dla wymuszenia kinematycznego  
w postaci wstrząsu górniczego zarejestrowanego w Polkowicach w dniu 20.02.2002 r. 
(rys. 2). Analiza polegała na całkowaniu równania ruchu metodą Newmarka. 

 

 
Rys. 2. Wykresy przemieszczeń – wymuszeń kinematycznych 

Fig. 2. Displacement plot – kinematic excitations 

Kierunek X Kierunek Y 
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W artykule rozpatrzono konstrukcję z pomostem drewnianym, stalowym i Ŝelbe- 
towym. 

Konstrukcj ę z pomostem stalowym przeanalizowano dla trzech stanów montaŜowych:  
K – sama kratownica, K + P – kratownica i pomost, K + P + BL – kratownica, pomost  
i balustrada. 

Konstrukcj ę z płytą Ŝelbetową rozpatrzono dla dwóch metod wykonania pomostu. 
1. Przy betonowaniu w jednym etapie: K + Mc – kratownica i mieszanka betonowa na 

całości, K + Bc – kratownica i beton związany na całości. 
2. Przy betonowaniu w dwóch etapach: K + M1 – mieszanka betonowa w części 1, K + B1 

– beton związany w części 1, K + B1 + M2 – mieszanka betonowa i beton, K + B1 + B2 
– beton w części 1 i 2. 
Konstrukcj ę z pomostem drewnianym przeanalizowano dla dwóch etapów wyko- 

nania: K + Pd – kratownica i pomost drewniany, K + Pd + BL – kratownica, pomost  
i balustrada. 

 

T a b e l a  1 
Wyniki dla konstrukcji z pomostem stalowym 

Siły osiowe w pręcie dolnym [kN]  Stany montaŜowe 

   K K + P K +  P + BL 

Wymuszenie jednoczesne na obu podporach –201,02 –139,94 –153,33 

Z przesunięciem 0,1 s –212,18 –142,63 –151,06 

Z przesunięciem 0,2 s –198,30 –142,70 –147,21 

Od obciąŜeń stałych   –782,53 

Siły osiowe w pręcie górnym [kN]  stany montaŜowe 

    K K + P K + P + BL 

Wymuszenie jednoczesne na obu podporach 174,73 140,44 232,00 

Z przesunięciem 0,1 s 189,72 140,48 192,61 

Z przesunięciem 0,2 s 164,65 165,14 173,00 

Od obciąŜeń stałych   174,03 
 

T a b e l a  2 
Wyniki dla konstrukcji z płyt ą Ŝelbetową – betonowanie w jednym etapie 

Siły osiowe w pręcie dolnym [kN]  Stany montaŜowe 

    K K + Mc K + Bc 

Wymuszenie jednoczesne na obu podporach –201,02 –440,73 –234,06 

Z przesunięciem 0,1 s –212,18 –434,24 –208,88 

Z przesunięciem 0,2 s –198,3 –431,63 –229,68 

Od obciąŜeń stałych   –1922,58 

Siły osiowe w pręcie górnym [kN]  stany montaŜowe 

    K K + Mc K + Bc 

Wymuszenie jednoczesne na obu podporach 174,73 367,17 292,81 

Z przesunięciem 0,1 s 189,72 375,31 329,04 

Z przesunięciem 0,2 s 164,65 346,21 387,42 

Od obciąŜeń stałych   263,57 
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Wyniki obliczeń zestawiono w tabelach 1–4 jako siły osiowe w pręcie dolnym D  
i górnym G w środku rozpiętości, gdzie znak „–” oznacza rozciąganie. W obliczeniach 
wprowadzono przesunięcie fazowe wymuszenia dla poszczególnych podpór. Pozwala to na 
uwzględnienie kąta natarcia i prędkości rozchodzenia się fali sejsmicznej względem 
obiektu. 

 

T a b e l a  3 
Wyniki dla konstrukcji z płyt ą Ŝelbetową – betonowanie w dwóch etapach 

Siły osiowe w pręcie dolnym [kN] Stany montaŜowe 

    K K + M1 K + B1 K + B1 + M2 K + B1 + B2 
Wymuszenie jednoczesne na obu 
podporach 

–201,02 –872,86 –327,53 –318,6 –234,06 

Z przesunięciem 0,1 s –212,18 –875,96 –333,49 –325,7 –208,88 

Z przesunięciem 0,2 s –198,3 –874,37 –327,83 –338,03 –229,68 

Od obciąŜeń stałych     –1922,58 

Siły osiowe w pręcie górnym [kN] stany montaŜowe 

    K K + M1 K + B1 K + B1 + M2 K + B1 + B2 
Wymuszenie jednoczesne na obu 
podporach 

174,73 203,74 145,56 218,36 292,81 

Z przesunięciem 0,1 s 189,72 262,71 104,91 212,21 329,04 

Z przesunięciem 0,2 s 164,65 283,55 99,92 174,33 387,42 

Od obciąŜeń stałych     263,57 
 

T a b e l a  4 
Wyniki konstrukcji z pomostem drewnianym 

Siły osiowe w pręcie dolnym [kN]  Stany montaŜowe 

    K K + Pd K + Pd + BL 

Wymuszenie jednoczesne na obu podporach –201,02 –177,4 –162,59 

Z przesunięciem 0,1 s –212,18 –192,67 –155,16 

Z przesunięciem 0,2 s –198,3 –198,16 –158,87 

Od obciąŜeń stałych   –665,53 

Siły osiowe w pręcie górnym [kN]  stany montaŜowe 

    K K + Pd K + Pd + BL 

Wymuszenie jednoczesne na obu podporach 174,73 181,47 184,27 

Z przesunięciem 0,1 s 189,72 174,47 187,00 

Z przesunięciem 0,2 s 164,65 144,7 187,75 

Od obciąŜeń stałych   219,90 
 

JeŜeli rozwaŜa się równieŜ wpływ drgań na wiąŜącą mieszankę betonową, naleŜy 
sprawdzić wielkości przyspieszeń od zadanych wymuszeń. W związku z powyŜszym prze- 
prowadzono równieŜ obliczenia pod kątem przyspieszeń. Analizowane wyŜej wymu- 
szenia opisuje wykres przyspieszeń (rys. 3). 

Wymuszenia zrealizowano na obu podporach jednocześnie bez przesunięcia czasowe- 
go. Obliczenia przeprowadzono dla konstrukcji kładki z Ŝelbetową płytą z uwzględnie- 
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niem jak poprzednio róŜnych technologii wykonywania płyty. Wyniki zestawiono na rys. 4 
jako przyspieszenia w kierunku x w środku rozpiętości kładki. 

 

 
 

 
Rys. 4. Przebiegi czasowe przyspieszeń 
Fig. 4. Acceleration flow in time domain 

 

 
Rys. 5. Przebiegi czasowe przyspieszeń 
Fig. 5. Acceleration flow in time domain 

 
Analizy numeryczne, których wyniki zamieszczono w tabelach 1–4, pozwalają  

na wysunięcie wniosków wskazanych poniŜej. 

Rys. 3. Wykres przyspieszeń – wymu-
szeń kinematycznych 

Fig. 3. Acceleration plot – kinematic 
excitations 
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Dla konstrukcji z pomostem stalowym wyniki są podobne jak dla pomostu drew- 
nianego. Wynika to z faktu, Ŝe obie konstrukcje są lekkie i wiotkie. Jednocześnie  
w poszczególnych stanach montaŜowych występuje nieznaczna zmiana masy i sztywności. 
Zmiana rodzaju wymuszenia wpływa nieznacznie na siły. Istotniejsza jest zmiana masy  
i sztywności. 

Dla konstrukcji z Ŝelbetową płytą pomostową największe siły występują po 
zabetonowaniu płyty i przed związaniem betonu. Konstrukcja ma duŜą masę przy małej 
sztywności. Po związaniu betonu siły od wzbudzenia kinematycznego są mniejsze. 

Betonowanie w dwóch etapach daje najniekorzystniejsze wyniki. Największe siły 
występują na etapie zabetonowania części środkowej, kiedy beton jest mieszanką be- 
tonową. Wyniki dla betonowania w dwóch etapach są zbliŜone do betonowania w jednym 
etapie, jedynie w jednym etapie są znaczne róŜnice. W stanach montaŜowych największe 
siły powstają w przypadku konstrukcji Ŝelbetowej na etapie betonowania, co stwarza 
największe niebezpieczeństwo dla konstrukcji. 

Analizy numeryczne przyspieszeń, których wyniki zamieszczono na rys. 4 i 5, poka- 
zują, Ŝe dla przyjętych technologii montaŜu płyty Ŝelbetowej nie występują znaczne 
róŜnice, jednak w przypadku jednoetapowego betonowania w fazie niezwiązanego be- 
tonu wystąpiły największe przyspieszenia. 

PowyŜsze analizy mają charakter porównawczy i miały za zadanie wskazać wpływ 
technologii montaŜu kładki na zagadnienie efektów dynamicznych wywołanych wymu- 
szeniem kinematycznym. PowyŜsze zagadnienie jest niezmiernie istotne w przypad- 
ku wykonywania obiektów Ŝelbetowych, w których występuje szkodliwy wpływ drgań  
na strukturę wiąŜącego betonu, gdy elementy obiektu wykonuje się na mokro. 

W analizie numerycznej posłuŜono się wymuszeniami kinematycznymi zarejestro- 
wanymi na terenach górniczych. Jednak powyŜsze zagadnienia mogą równieŜ wystę- 
pować w przypadku obiektów wznoszonych w obszarze oddziaływania ruchu drogowego 
lub kolejowego. Jest to szczególnie istotne w przypadku obiektów mostowych remon- 
towanych lub przebudowywanych przy utrzymaniu ruchu połówkowego, gdzie wybór 
technologii i etapów betonowania ma wpływ na ograniczenie szkodliwego oddziaływania 
drgań. 
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