1-M/2010

CZASOPISMO TECHNICZNE WOANETIO | ZESZYT 7

TECH NICAL TRANSACTIONS POLITECHNIKI KRAKOWSKIE) “ | S SIJE 7

YEAR 107

ZDZIStAW RAK"
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Streszczenie

W niniejszym artykule przedstawiono metodmetodycznego budowania macierzy
globalnych, liniowych matematycznych modeli digskretnych przektadni planetarnych.
Opracowana metoda uriwia modelowanie przektadni planetarnych o dowolnejatmsci

i konfiguracji. Metoda doskonale poddaje; girocesowi algorytmizaciji i zastosowaniu

w metodach komputerowych. Jako przyklad zastosowania metody zamieszczono model
matematyczny przekfadni planetarnej typu Ravigneaux.

Stowa kluczowe: przektadnia planetarna, model matematyczny, drgagiiaeskr

Abstract

Methodical building method of system matrices of torsional mathematical models of planetary
gears in this paper is presented. The elaborated method enables modeling planetary gears with
an arbitrary complexity and configuration. The method is perfectly suitable for making
algorithms and numerical methods. As an example of the represented method a mathematical
model of a Ravigneaux planetary gear is included.

Keywords: planetary gears, mathematical model, torsional vibrations
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Wybrane oznaczenia

E. E» R — odpowiednio energia kinetyczna, energia potencjalna oraz funkcja
rozproszenia energii uktadu,

Kso Ksw Ksjr Kss — wspotczynniki sztywnéci elementéw sgeysto ttumiacych w przekfadni
planetarnej,

m — liczba elementow sprysto-ttumicych,

Xs, fs, o, 6, T — odpowiednio przemieszczenie uogolniodedka masy satelity, oraz

katowe przemieszczenia uogolnione satelity, kota centralnego, jarzma
i kota 0 uzbieniu wewrtrznym,

g. 9, ¢ — odpowiednio macierze kolumnowe przemieshczergdkosci i przyspie-
szei uogOinionych,

K 5}( K wKes — globalne  macierze sztywbm elementébw  spgysto-ttumacych
w przektadni planetarnej,

K K _K_K — lokalne macierze sztywso elementoéw sgeysto-ttumicych w przektadni

8% SCT SwiTss planetarnej,

M, C, K — odpowiednio globalne macierze bezwtaglrip ttumienia i sztywnéci
przektadni,

Q — macierz kolumnowa sit zewtrznych dziatajcych na przekladai
planetara,

1. Wstgp

Przeprowadzanie analizy dynamicznej przektadiiatych, zaréwno istniggych, jak
rébwniez na etapie projektowania, jest bardzo zm&a z punktu widzenia trwadoi
i niezawodnéci pracy tej przektadni. Niezidna jest znajom@ dynamicznych sit
miedzyzbnych, szczegolnie w stanach nieustalonych, ktarepadstaw do obliczé
wytrzymatagciowych zbdéw ko6t =zbatych. Istotne informacje na temat wiagrio
dynamicznych przektadni dostarcza réwnanaliza modalna. Ponadto zmienne w czasie
sity miedzyzbne w zagbieniach satelitow z kotem centralnym i kotem ghizniu
wewretrznym g zrédiem wzbudzé wywotujacych nadmierny hatas oraz drgania.
Wymienione badania nioa wykonag na drodze eksperymentalnej, dla przekiadni
istniejacych, lub teoretycznej, zaréwno dla przektadni istiwiggh, jak i projektowanych.
Podejcie teoretyczne polega przede wszystkim na opracowaniu matematycznego modelu
opisupcego zjawiska dynamiczne zachacde w przektadni. Model ten jest podstado
kolejnych analiz. Modele matematyczne opracowujegsed ktem zjawisk, ktére majbyc¢
analizowane. W pracach [5, 7] przedstawiono modele ndrgjaetnych, w ktérych
uwzgkdniono zmiena sztywna¢ zazbienia oraz luzy medzyzbne. Umdaliwiaja one
wyznaczenie cgtotliwosci drgar wlasnych oraz odpowiadgych im postaci drga jak
réwniez badanie zjawiska wzbudzenia digav wyniku nieréwnomiernego ohgienia
satelitow [7]. Z drugiej strony zjawisko to autorzy artykutu [1] wykorzystali do
eliminowania niekorzystnych postaci dfgaw ktérych ruch wykonywaly tylko kota
satelitarne. Konwengj metody sztywnych elementow slazonych wykorzystano
natomiast do uzyskania modelu przestrzennego przektadni planetarnych [6, 9]. Autorzy
pracy [3] wykorzystali metad graféw do analizy i syntezy przektadni planetarnych pod
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katem analizy kinematycznej i kineto statycznej. W pracy [8] topologiczne wdeisno
grafébw opisucych przekltadri zastosowano w odwrotnej analizie dynamiczne;j.
Opracowywano réwnie metody modelowania przektadni planetarnej o dowolnej
konfiguracji. W pracy [2] zdefiniowano osiem podstawowych struktur, z ktérycinao
uzyska, wedtug autoréw, wszystkie rodzaje przektadni planetarnych. £aiedogodno-
scia moze by dwa liczba tych struktur oraz tae wykorzystywany jest program do
symulacji pod nazw ITI-SIM. W pracy [10] zaproponowano metodpart ha metodzie
sztywnych elementéw skozonych, w ktorej stosaf, stale dla wszystkich przektadni
planetarnych, patzenia spgzyste pomgdzy elementami sztywnymi (kolalzate, jarzma)
metodycznie buduje @i macierze bezwladgoi i sztywndci. Niniejsza praca jest
rozwinigciem tej ostatniej metody.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody budowania matematycznych modeli
drgan skrtnych przektadni planetarnych o dowolnej konfiguracji. Uhwda to
metodyczny spos6b budowy macierzy systemowych tych modeli, na podstawie parametréw
geometrycznych i fizycznych két przektadni i jarzm oraz wzajemnych icitpet. Na tym
etapie pracy modele teg diniowymi modelami drga skretnych. Ponadto zakladaesi
idealne, symetryczne rozmieszczenie satelitow, bezodchyligeometrs zazbien kot
oraz idealne tpyska. Naley jednak podkrdi¢, ze wprowadzenie nieliniowdgi, a wiec
uwzgkdnienie na przyktad luzéw rdzyzbnych, czy zmiennej sztywida zazbienia,
odbywa st w bardzo prosty sposob, dopiero na etapie rgzgwania r@niczkowych
réwnai ruchu. Na uwag zastugug fakt, ze otrzymany model matematyczny jest w postaci
macierzowej, a to umiiwia wykorzystanie raz otrzymanego modelu do analizy
dynamicznej przektadni z #aymi jej modyfikacjami, zabnymi od wyboru
unieruchomionego elementu. Unieruchomienie wybranego elementu przekladni planetarnej
polega w tym przypadku na useciu odpowiadajcego mu stopnia swobody. W praktyce
obliczeniowej polega to na usgoiu wiersza i kolumny w macierzach systemowych,
odpowiadajcych wspotrzdnej uogélnionej zwizanej z tym elementem.

2. Model matematyczny

Do opracowania matematycznego modelu przekfadni planetarnej o dowolnej
konfiguracji zastosowano znanmetod sztywnych elementéw skozonych [11].
W metodzie tej uktady rzeczywiste dyskretyzuje ga pomog sztywnych elementow
skonczonych (SES) patzonych elementami sptysto-ttumacymi (EST). W przypadku
przektadni planetarnych jako sztywne elementynskone przyjto kota satelitarne, kota
stoneczne, kota o gbieniu wewrtrznym oraz jarzma. Autor celowayt liczby mnogiej
w odniesieniu do kalego z elementu przektadni planetarnej, poniepraedstawiana tutaj
metoda mee by stosowana do modelowania rozbudowanych, wielostopniowych
przektadni, w ktérej liczha kalego rodzaju elementu takiej przektadni, nie dockot
satelitarnych, mze by wicksza od jeden. Sztywne elementy sdxone posiadaj
charakterystyki opisane masami i masowymi momentami bezwdeidrelementéw
przektadni, natomiast elementy spysto-ttumice posiadaj charakterystyki wynikace ze
sztywndci zazbienia kot satelitarnych z kolem stonecznym i kolem cebiemiu
wewretrznym oraz sztywriei tozyskowania satelitdbw w jarzmie. Rdiczkowe réwnanie
ruchu wyprowadza si z rownania Lagrange’'a drugiego rodzaju (1) [4, 11]. Jako
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wspotrzdne uogoélnione przyjmuje ¢iprzemieszczenia akowe wszystkich elementéw
przektadni i przemieszczenia liniowmdkéw mas satelitdw oraz zestawia i postaci:

df0E ), % R_g, L)
dt\ dq dq 0dq

macierzy kolumnowej wspotednych uogdélnionychy. Wobec tego energie wygiujace
w réwnaniu (1) meéna obliczy jako nastpujace formy kwadratowe:

1. .
Ek=EqTMq
1
EP:EqTKq )
1.7,
R==¢g C
2q q

Po podstawieniu zateosci (2) do réwnania (1) i wykonaniu odpowiednich dziata
otrzymuje st rézniczkowe réwnanie ruchu przektadni w postaci macierzowej:

Mg +Cq +Kg =Q ®3)

Obliczenie energii kinetycznej przektadni planetarnej nie @amdr zadnych
probleméw, gdy biorac pod uwag fakt, ze w przypadku modelu drfiaskrtnych, kota
satelitarne wykonujruch ptaski, a wszystkie pozostate elementy ruch obrotowyedeni
statych osi obrotu. Wobec tego globalna macierz bezwiaiivb jest macierz diagonala,

w ktdrej masy i masowe momenty bezwlaghicelementow przektadni wygiuja wzdtuz
przelatnej w takiej samej kolejrigi, w jakiej odpowiadajce im wspotrzdne uogodlnione
wystepuja w macierzy kolumnowej wspokdnych uogoélnionychy.

Energia potencjalna przektadni planetarnej jest rébwna sumie energii potencjalnych
pojedynczych elementow sgsto-ttumacych (4).

E, %QT(;ZK*) q 4)

Wyrdzniono cztery typy tych elementéw w przektadni planetarnej, wzmadei od
rodzaju elementéwdalacych w sprzzeniu: typsj — koto satelitarne i jarzmo, tygt — koto
satelitarne i koto stoneczne, tyw — koto satelitarne i koto o ghieniu wewrtrznym,
typ ss— koto satelitarne i koto satelitarne. Na rys. 1, w sposoéb graficzny przedstawiono
cztery typy paiczeh pomiedzy elementami przekladni planetarnej. Macierie,
wystepujace w rownaniu (4),sglobalnymi macierzami sztywto elementow EST.

Zwroty wektorow przemieszcge liniowych $rodkéw mas ko6t satelitarnych oraz
kierunki przemieszczekatowych wszystkich két przedstawione na rys. 1 pitoyjjako
dodatnie. Wobec tego energie potencjalne tyclagzeh obliczone jako potowa iloczynu
kwadratu ich deformacji przez odpowiednie wspoétczynniki sztyeingrzedstawiaj
zaleznaoscei (5).
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-
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Rys. 1. Typy elementéw spiysto-ttumiacych w przektadni planetarnej
Fig. 1. The types of stiffness damping elements of a planetary gear

Koto
satelitarne

Na podstawie zammosci (5) i przy wykorzystaniu rdwnania Lagrange’a drugiego
rodzaju, lokalne macierze sztywiod odpowiadajce poszczegdlnym typom elementéw
sprzysto-ttumiacym wyrazaja zaleznosci (6).

1 r, -1 71, Xy
— |: _rl:| XS K = Kl rszl _rsl rs[ <2 q)sl
sj 'sj Sym rjz q)j sls2 s2 1 rsz st
sym el 0 (6)
1 . 1, | X 1 -+ X,
K, =k, Porpl 0, K=k, oo,
sym i | o, sym 2] 6.
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Wiersze i kolumny lokalnych macierzy sztywdEST (6) odpowiadajwspotrzdnym
uogélnionym przypisanym elementom przektadni planetarnej epypcym w tych
pofaczeniach. Uwzgidniajac ten fakt, w celu otrzymania globalnej macierzy sztysgno
danego typu patzenia nalgy zdefiniowa& zerows macierz kwadratow o wymiarze
réwnym wymiarowi macierzy kolumnowej wspé&dnych uogdlnionychq, a nasgpnie
elementy lokalnej macierzy sztyw§od tego podczenia rozmigcic w wierszach
i kolumnach odpowiadagych wspétrednym uogélnionym jego elementow.

3. Przyktad obliczeniowy

W celu zademonstrowania efektywioo prezentowanej metody systematycznego
budowania modeli matematycznych przekladni planetarnych gwozypgo analizy
przektadn¢ typu Ravigneaux, ktéra jest dwustopnipwrzektadm planetara z dwoma
kotami centralnymi, jednym jarzmem, jednym kotem oc¢higniu wewrtrznym
i podwojnym rzdem satelitéw. Stosowana jest powszechnie w automatycznych skrzyniach
biegbw pojazdoéw. Przyktadowy model takiej przektadni przedstawiono na rys. 2a, a jej
schemat kinematyczny na rys. 2b.

a) b)
cl — koto stoneczne 1
s3 w1 s1 — koto satelitarne 1
s2 s2 — koto satelitarne 2
- j1—jarzmo 1
s1 w1 — koo o uzebieniu

wewnetrznym 1
L s3 — koto satelitarne 3
c2 — koto centralne 2

Rys. 2. Przektadnia planetarna typu Ravigneaux: a) model brytowy [12], b) schemat kinematyczny
Fig. 2. Ravigneaux planetary gear: a) 3D CAD model [12], b) kinematic scheme

Wspoétrzdne uogdlnione upogzkowano w postaci nagiujacej macierzy kolumno-
wej q:

q= [X a® a9 2 d j11X521¢52-¢c21¢W1]T (7)

Biorac pod uwag kolejnas¢ wspétrzdnych uogdlnionych w macieray (7), macierz
bezwtadnéci przektadni jest maciegaliagonala, ktora przedstawia zakosé (8):

M =diag(3m, .3, 1. L, ,3m 3,1l ..) 8)
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Uwzgledniajac, ze w modelowanej przektadni Ravigneaux wdegm z dwéch rgdow
s trzy satelity, to na podstawie rowné2, 3, 4) globalna macierz sztywdnbtej przektadni
jest réwna:

K = 3ZK k :K sl +I< Q.jl-'K SISZIK K s3¢c2 (9)

k=1

Po uwzgédnieniu w rownaniu (9) wyrgen na lokalne macierze sztyw§w policzen (6)
posta& globalnej macierzy sztywigoi przektadni przedstawia wytanie (10):

L2 [E M4 3606
7 [8 [9 [1d

K=3 (10)
14
ym 2
_ ¢zl
gdzie niezerowe elementy macierzy (19y&wne:

1 kgatKkgp+Kgs 12 Kol + Ko
2 KgdatKapla 13 —ksyifj2
3 Kgula 14 kgot Kopt Kow + Keo
4 —Kegjifj1 15 Kk gdotkouls
S —Kgs 16 Kgaoler
6 kgofso 17 Kemlm
T Kegitkaotd 18 K3tk ol e +kgold
8 kaddala 19 Kadolss
9 Kgola 20 Koulwls
10 Kk g gl 21 K szeol &
S 22 Koulia
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Globalrg macierz ttumienia wyznaczagspodobnie jak globalp macierz sztywngi,
Z ta réznica, ze zamiast wspoélczynnikow sztywdm polaczen sprzysto-ttumacych bierze
sie pod uwag wspotczynniki ttumienia lub obliczaeste macierz jako kombinagijliniowa
macierzy bezwladrigi M i macierzy sztywngi K. Otrzymany model matematyczny
odpowiada przypadkowi, gdsaden z elementéw przekfadni nie jest zablokowany, a jego
ruchliwos¢ wynosi dwa. W celu uzyskania ruchlived jeden, jeden zjej elementéw
powinien by zablokowany.

4. Wnioski

W niniejszej pracy przedstawiono megocbudowania modeli matematycznych
przektadni planetarnych o dowolnej liczbie elementow i dowolnej konfiguracji. Modele te
sa dynamicznymi réwnaniami ruchu w postaci macierzowej. Forma takaluvismanaliz
dynamiczm przekladni z rénymi unieruchomionymi elementami, co jest cgch
charakterystyczn i decydujca o szerokim zastosowaniu przektadni planetarnych
w uktadach nagdowych pojazdéw i urmdzen. Metoda ta mee by bardzo efektywsm
iwygodra w analizie dynamicznej pewnej klasy zagadnierdwniez zagadnié
nieliniowych. Chocia w pracy zademonstrowano budpwnodelu matematycznego
przektadni planetarnej w spos6begeny”, to metoda ta doskonale nadaje slo
algorytmizacji procesu budowy modeli matematycznych i opracowania programu
komputerowego.

Badania g realizowane w ramach projektu finansowego przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wiszego, grant nr N504 340336.
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