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Streszczenie

Wewretrzne podobigstwo rozmytych pamci asocjacyjnych FAMwprowadzonych w 1992 r. przez B. Kosko, a potem
intensywnie badanych przez innych) do rozmytej morfologii matematycsta@® s¢ przyczym rozwoju nowych
rozmytych morfologicznych pargi asocjacyjnych FMAMs jako podklasy klasy FAM. Analiza sieci FMAM oraz FAM
w kontek&ie operacji rozmytej morfologii matematycznej, iwych do realizowania w kalym neuronie tych sieci,
pozwala na gbsze poznanie wdaiwosci i moziwosci tych sieci, na ich dalgzksploragj oraz na konstrukej(na ich
bazie) nowych modeli sieci. W artykule przedstawiono agdnarakterystykecech wspoélnych rozmytychamici
FAM i rozmytej morfologii matematycznej FMM

Stowa kluczoweozmyte morfologiczne pagsi asocjacyjne rozmyta morfologia matematycznepzmyta dylacja,
rozmyta erozja

Abstract

Internal similarity of fuzzy associative memories FA{itroduced in 1992 by B. Kosko, and then extensively
researched by others) to fuzzy mathematical morpholag/become the reason for a development of new models

of fuzzy morphological associative memories (FMAMs), which belong to the FAM class. The analysis of FMAM and
FAM in the context of fuzzy mathematical morpholagperations that are possible to realize in every neuron of these
nets, allows for a deeper understanding of the properties of these nets and their further exploration or a construction
(on their basis) new fuzzy morphological neural network models. This article presents a general characteristics of
common attributes and similar internal properties of fuzzy associative memories and fuzzy mathematical morphology.
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Oznaczenia
AM — pamk¢ asocjacyjnagssociative memaoyy
FMAM —rozmyta morfologiczna pagid asocjacyjna fzzy morphological associative

memory
FMM  — rozmyta morfologia matematyczrfadzy mathematical morpholdgy
FMNN - rozmyta morfologiczna siseuronowaf(izzy morphological neural netwgrk
IFAM —implikatywna rozmyta pamé asocjacyjna iplicative fuzzy associative
memory
MM — morfologia matematycznan@thematical morphology

1. Wstep

Morfologia matematycznamnmathematical morphologyMM) zostata wprowadzona
w latach 60. XX w. przez G. Matherona i J. 8enr celu umaliwienia lepszej analizy
obrazéw binarnych [18]. W latach 80. J. Serra i S. Sternberg $huimyrozszerzyli
i uogdlnili binarm morfologk matematycza do rozmytej morfologii matematycz-
nej (FMM), pozwalajcej na analiz obrazéw w odcieniach szdwm (gray-scalg [9, 10,
19, 23].

W ciagu nastpnego dziesciolecia MM oraz FMM stopniowo uzyskiwaly swoj
specjalny status w takich dziedzinach, jak przetwarzanie obrazéw, rozpoznawanie wzorcow
czy spostrzeganie komputerowe. Aplikacie MM i FMM gméne g np. z segmentagi
i rekonstrukcy obrazéw, z badaniem cech obiektéfeature detectionczy z dekom-
pozych sygnatu [9, 10, 16, 17, 23, 25].

2. Znaczenie struktury kraty zupetnej w morfologii matematycznej

Podstawy MM mana odnale¢ w teorii krat, ktéra jest zwzana ze strukturami
algebraicznymi powstatymi poprzez wprowadzenie do zbioru relacjagkuz1, 9, 10, 17,
18, 23] (przyktadem kraty jest dowolna algebra Boole’a).

Krata X jest zupetnga complete latticg jezeli kazdy (skaiczony lub nieskaczony)
podzbiér ma kres dolny i gérny w tym podzbiorze [17]. Na przyktad rozszerzony zbi6r
liczb rzeczywistychR,_ oraz przedziat [0,1] reprezenduspecyficzne przyklady kratu-

petnych [17]. Co wicej, zbiér funkcji ze zbiorW (gdzieU np. jest zbiorem skmzonym,
tji. U ={u, ..., u}) do przedziatu [0,1], oznaczony przez [¢/,1dziedziczy po przedziale
[0,1] struktue kraty zupetnej w terminach naptijacego cesciowego porzdku [17]

Dla kazdego x, y 0 [0,1] mamy: x<y < x(U)<y(u) ZJuOU. (1)

Czesto w literaturze przedmiotu kres dolny zbiovull X (gdzie zbi6rX jest krai)
jest oznaczony jakdlY, a przez[, ;y; oznaczony jest kres dolnyn{imum) zbioru
Y ={y;: j O J}, po wszystkich elementac) tego zbioru. Analogiczne oznaczemni¥ jest
czesto w publikacjach zagranicznych pray dla kresu gérnegaosipremur zbioru Y,
oraz G,y — dlasupremumtego zbioru, po wszystkich jego elementaghkiedy bez-
posrednio maemy te elementy wskaga
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3. Glowne operacje morfologii matematycznej

Elementarnymi operacjami MMasoperacjeerozji, dylacji, antyerozji oraz anty-
dylacji [8]. Te cztery operatoryazdefiniowane nagpujaco:

NiechL i M oznaczaj struktury algebraiczne krat zupetnych.

Operatore: L -~ M reprezentuj@peracje erozji wtedy i tylko wtedy, gdy [17]

e(0v) =0,y e(y), OYDOL (ti.e jest przemienne z operadpfimum).  (2)
Operatord: L - M reprezentujeperacje dylacji wtedy i tylko wtedy, gdy [17]

3(0v) =0,ny 8(y), OY DL (1. 3 jest przemienne z operagiupremuh  (3)
Operatore: L -~ M reprezentuj@peracije antyerozji wtedy i tylko wtedy, gdy [17]

g(0v) =0,y €(y), OYOL. (4)

Operatord: L — M reprezentuj@peracje antydylacji wtedy i tylko wtedy, gdy [17]

3(0V) =0,y 8(y), OYDL. (5)

Waznymi pogciami MM s pojecia sprzezenia (adjunctior) i negacji. Operagj ne-
gacji w strukturze kraty zupetndj jestinwolucyjna bijekcja v, :L - L, ktéra odwraca
czesciowy porzdek [17]. Na przyktad operatd; (X) = 1 —x reprezentuje operacnegacji
na przedziale [0,1].

Peter Sussner udowodnit m.irze negacp operacji erozji jest operacja dylacji,
i negacp operacji dylacji jest operacja erozji[21, 25].

Jednym z najwaiejszych rezultatéw rozwigiej teorii morfologii matematycznej jest
twierdzenie z 1993 r. Banona i Barrery [1], ktdrzy udowodwdi kazde odwzorowanie
z jednej kraty zupetnej w imnkrate zupetra mozna rozpisé jako supremumnfiméw par
ztozonych z operacjerozji i antydylacji, tj. istnieje operacja erozje', antydylacji &
oraz zbiér indekséw, taki, ze [1]

o=[](¢'03"). (6)

iol

Analogicznie, odwzorowanié mozna rozpisa jako infimum supremow par zt@o-
nych z operacjdylacji i antyerozji. W wyjatkowym przypadku, gdy jest funkcjy ros-
naca, funkcje ¢ mazna rozpisé jako supremum erozji lub jakoinfimum dylacji [1].

Ten wany wniosek otrzymany przez Banona i Bagr¢l] spowodowat,ze podczas
ostatniego dziestiolecia wielu badaczy zagp stosowd elementarne operacje morfologii
matematycznej jakaows funkcje agregacji sztucznych neuronéw w klasie sztucznych
sieci neuronowych tworzac nowa klas tych sieci, zwasy morfologicznymi sieciami
neuronowymi [16, 17, 21].
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4. Morfologiczne sieci neuronowe

Teorie minimax algebry i matematycznej morfologii sgisle spokrewnione, chocta
byly rozwijane dla zupetnie odmiennych celéw [25]. Jedn podstawowych struktur

algebraicznych wysgpujacych w minimax algebrze jest struktur(zRim, O, 4, +, +'),
ktora reprezentuje grgpograniczonych, uposzkowanych krat foundedlattice ordered

group, blog) [21, 25]. Wiele modeli morfologicznych sieci neuronowych jest waimie
zakorzenionych w tej wkaie strukturze matematycznej. Symbolé' praz [T reprezen-

tuja operacje maksimum i minimum. Operacje ,+" ora#'’, dzialaja jak zwykle operacje
sumowania i gidentyczne na zbiorzR,_ z nasgpujacymi wyjatkami [17, 25]

(—oo) + (+oo) = (+oo)+ (—oo) =—-0 oOraz (—oo) +'(+oo) = (+oo) +'(—oo) = 400, @)
W praktyce wektory wegiowe i wektory synaptyczne morfologicznej sieci neuro-

nowej maj wartasci w R, gdzie operacje ,+" oraz+'” sa jednakowe.

W wiekszaici przypadkéw modele morfologicznych sieci neuronowyghzdefinio-
wane w terminach iloczynéw macierzowych — nazywangwx iloczynami (oznaczane
symbolemi lub symbolemd) orazmin iloczynami(oznaczane symbolef lub sym-
bolem) [25].

| tak na przyktad dla wektora wejowego tej siecix = [x, ..., X' O R" oraz wektora

W = [wy, ...,w)]" OR" akumulowany rezultat tych dwéch wektoréw w prostym neuronie
morfologicznym dany jest w jednej z paej przywotanych form [25]

w M x = _é(w,ﬂg) lub WTXZ.é(Wl +'x). (8)

Poniewa struktura (R,,,, 0, O, +,+") grupy ograniczonych, upa@kowanych krat
jest izomorficzna do struktury([0,c0], O, 00, GIT) grupy ograniczonych, upamdkowa-
nych krat, dla izomorfizmu réwnegq)(x) =€ (przy zalgeniu,ze € =0 oraz e” = )

w morfologicznych sieciach neuronowych ima réwnie stosowdé operacg mnaenia
(zamiast operacji dodawania, czylj [ zamiastwi + % lub w+'%) [25]. W odniesieniu

do struktury([0, 0], O, 00, GI) odpowiednie wyjtki maja posta [25]
Oldo=0[M=0 oraz O[eo =0 [10=+00 (9)
Tak wiec w strukturze([0,], 00, 0, [JI) odpowiednikiem wzoréw z réwnania (7), sto-
sowanych w morfologicznych neuronachdip nastpujace iloczyny [25]

WBx= 0 %) lub W' B x= O(wX) (10)

Majac dany wektor weiowy xORY,, wektor wag synaptycznychw DR';[,‘ oraz

funkcje aktywacji f, morfologiczny neuron oblicza sygnat wyciowy y = f (g, (x)),
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gdzie funkcjagw(x) jest jedm z czterech wczmiej wspomnianych operacji morfo-
logicznych [17], tj. albo

operacjierozji: €, (X) =00, (% + W); (11)
albo operacjdylacji: 8, (x) =00, (X + W); (12)
alboantyerozji: €, (x) =[0L, (% + w); (13)

albo operacjantydylacji z jednej kraty zupetnej do drugiej kraty zupetnej

8, () =00% (=% +w). (14)

Poprzez obliczanie maksimum (lub minimum) sum (lub iloczynéw) zamiast sumy
iloczynéw podstawowa operacja morfologicznej sieci neuronowej stafaiediniowa ju
przed zastosowaniem aej dodatkowej nieliniowej funkcji aktywaciji.

Ogolnie, w morfologii matematycznej, dia x p wymiarowej macierzyA orazp x n
wymiarowej macierzyB o elementach natecych do R, , wynikowa macier<C, bedaca
max iloczynem macierzyA i B (tj. A ™M B) oraz wynikowa macierD, bedaca min ilo-
czynem macierz i B (tj. A [&l B), zdefiniowane snastpujaco [16, 17]

p p
qJ = klzll(ak + QJ) oraz d” = kEll(ak + Q]) (15)

5. Rozmyta morfologia matematyczna FMM
5.1. Waniejsze operacje logiki rozmyte;j
Niech F(U)=[0,4" oznacza klas zbioréw rozmytych wJ. W szczegoingci, jezeli
U ={u,.., U} jest zbiorem skiczonym, wtedyx OF(U) =[0,]" bedzie reprezento-
wany przez wektor kolumnowyx =[x, ..., xn]T 01[0,1", gdzie X; =x(u;) jest stopniem
przynalgnosci uy wx: 0j =1,...,n.

Niech x0[0,1]" orazy 0O[0,1]™.

Operacije logiczne z logiki nierozmytej, tj. operacje: koniunkcji, alternatywy, implikacji
oraz negacji — zostaty w logice rozmytej rozszerzone do operacji: koniunkcji rozmytej,
alternatywy rozmytej, implikacji rozmytej oraz negacji rozmytej

OdwzorowanieC: [0,1] x [0,1] - [0,1] jestkoniunkcja rozmyta (fuzzy conjunction
(bedaca rozszerzeniem koniunkcji nierozmyltej jezeli jest odwzorowaniem rosoym
dla obu swych argumentéw, speta@ym warunki [19]:C (0,0) =C (0,1) =C (1,0) =0
iC(1,1)=1.

1 Koniunkcja nierozmyta dwéch predykatdmi g jest zdefiniowana na dwuwagmowych zbiorach
boolowskich: {0,1}x {0,1} - {0,1}.
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Przykladami bardziej popularnych definicji koniunkcji rozmytygamp.
Cuin (%, y) =x 0y (minimum),
Chroduct (X, Y) = xy (iloczyn)
orazCykasiewicz(% ¥) = 00 (X +y — 1) (rozmyta koniunkcja tukasiewicza).

Wszystkie te trzy przyktady reprezentajagte t-normy [25].

Dodatkowo, operatornCuin (X, ¥), Crroduct (X, ¥) 0raz Ciukasiewicz (X, Y) koniunkcji
rozmytych na przedziale [0, lfeprezentuja dla obu swych argumentéw operagj dyla-
cji [25].

OdwzorowanieD: [0,1] x [0,1] - [0,1] jestalternatywa rozmyta (fuzzy disjunction
(bedaca rozszerzeniem alternatywy nierozmytejygk jest odwzorowaniem rogoym dla
obu swych argumentéw, spetnieym warunki [19]:D (0,0) = 0 iD (0,1) =D (1,0) =
=D (1,1) =1.

Przyktadami bardziej popularnych definicji alternatyw rozmytycf2s]

Duyax (%, y) =x 0y (maximum),
Dprob. sum(X; ¥) =X +y—X -y (suma probabilistyczna)
orazDyykasiewicz(% Y) = 10 (x +y) (Lukasiewicza).

DOdatkOWO’ operatorpMaX (X, y)v DProb. sum(xv y) oraz DLukasiewicz (X, y) alterna-
tyw rozmytych na przedziale [0,1leprezentuja dla obu swych argumentéw operag
erozji [25].

Odwzorowaniel: [0,1] x [0,1] - [0,1], ktére jest malage w swym pierwszym
argumencie oraz rogsce w swym drugim argumencie, nazywa Bhplikacja rozmy-
ta (fuzzy implicatioh jezeli jest rozszerzeniem implikacji nierozmytej zdefiniowanej
na {0,1} x {0,1} - {0,1}, tj. jezeli spetnia warunki [19]1 (1,0) = 0 il (0,0) =1 (0,1) =
=1(11)=1.

Negacja na przedziale [0,1] zwana jest negacgmyt [25]. Jej przyktadem asna-
stepujace operatory unarne [25]

Ns (X) =1 =X

1-x
Np (%) :m- p>-1

Nk (¥ = Y1- %P, pO(0).

Rozmyta koniunkcja irozmyta alternatywa mag by¢ polaczone relag dual-
nosci poprzez operagj negacji lub sprzzenia (adjunction. | tak na przyktad pary
(CMiny DMax)’ (CProduct DProb. sura oraz CLukasiewicz DLukasiewicQ -3 Operatorami dualnymi ze
wzgledu na standardawnegact rozmyt [25], tj. Ng (X) = 1 —x.

Operatory rozmytej implikacji rozmytej alternatywysa operatoramidualnymi ze
wzgledu na operator rozmytej negacji [21, 25]

(% y) =D (NX),y). (16)

W strukturze kraty zupetnej moa wskazé& duzo innych ciekawych wzajemnych
dualnych i sprgzonych relacji pomegdzy operacjami rozmytej koniunkcji, rozmytej
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alternatywy, rozmytej implikacji, odwrotnej rozmytej implikacji oraz rozmytej negacji.
Zostaty one oméwione i udowodnione gtéwnie w najnowszych pracach P. Sussnera [25].

5.2. Operacje w rozmytej morfologii matematycznej

Rozmyta morfologia matematyczna (FMM) jest rozszerzeniem binarnej morfologii
matematycznej, bazgym na technikach teorii zbioréw rozmytych [19].

Wielu badaczy prébowato wyznaczydzne podejcia do zdefiniowania FMM. \&t6d
nich & De Baets, Sinha i Dougherty, Bloch i Maitre, Deng i Heijmans oraz Maragos.
Klasyfikacja tych podéf zostata opisana w pracy [25]. Poaég te wyznaczanearzez
specyfilke definiowania operacji rozmytej erozji oraz rozmytej dylacji, jaleorozmys
antyeroz¢ i rozmyt antydylacg mazna otrzyma z operacji negacji, rozmytej erozji i roz-
mytej dylacji [21].

Jedny z najbardziej popularnych definicji rozmytej erozji i rozmytej dylacji jest de-
finicja podana w pracy [24]:

Funkcja eg : F(U) - F(V) jestfunkcja rozmytej erozji wtedy i tylko wtedy, gdy
€x Jest funkch erozji w zwyklym sensie, okénym réwnaniem (2), tj. gdy
ee (OY) =0y €e(y), OYUL (4. & jest przemienne z operagnfimum) [25].

Funkcja & : F(U) - F(V) jest funkcja rozmytej dylacji wtedy i tylko wtedy,
gdy &g jest funkcy dylacji w zwyklym sensie, okéonym rownaniem (3), tj. gdy
O (OY) = Uyy 0 (y), OYDL (. O jest przemienne z operagupremum[25].

Funkcje rozmytej erozji i rozmytejylacji facza wejsciowy zbiér rozmyty x O F(U)

z rozmytym elementem struktusy O F (U) i generug wyjsciowy zbiér rozmytyy OF (V).

Specyficzne wybory rozmytych erozji mpdy¢ zdefiniowane jako infima rozmy-
tych implikacji lub rozmytych alternatyw [25]. Na przyktad:¢d U ={u, ..., u,} i jezeli
C (w, [ jest funkcy dylacji dla kadego w(J[0,1], wtedy otrzymamy funkej rozmytej
dylacji Fuzzy dilatiofiw): K U) - [0,1] poprzez definigj [25]

Fuzzy_ dilatior(x,w):_é QW X)=w'ox. (17)

W powyzszym wzorze zamia§€l mazna podstawd dowolny rodzaj rozmytej koniunkcji

(np- CMin (X- y) =x0 \Z CProduct(Xu y) = XyIUb CLukasiewicz(X- Y) =00 (X + y- 1))
Jeeli U ={u, ..., u,} ijezeli operacja rozmytej implikacji (w, [} jest funkcy erozjidla

kazdego wJ[0,1], i jezeli D jest funkcy rozmytej alternatywy, ktora jest operatorem dual-

nym do operatoré ze wzgédu na rozmyt negact N, wtedy otrzymamy funkejrozmytej
erozji Fuzzy erosiofw): E U - [0,1] poprzez definigj [25]

n n
Fuzzy_ erosion(lx,w):D1 (w i>9='D1 B m ¥=m'ex, (18)
1= =
gdziem = N (w) (por. (17))i operacja rozmytej alternatywy jest rozmytegacj opera-

cji rozmytej implikacji (). Tak wic funkcjaD (m, [} jest funkcy erozji dla kadego
m 0 [0,1].
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W powyzszym wzorze zamia®2 mozna podstavd dowolny rodzaj rozmytej alternaty-
wy (np DMax (X- y) =x0 Y, DProb. sun{xu Y) =X+ y—Xx- yoraZDLukasiewicz (X, Y) =10 (X + y))

6. Rozmyte morfologiczne pamici asocjacyjne jako podklasa klasy
rozmytych pamigci asocjacyjnych FAM

6.1. Obliczenia dokonywane w rozmytym morfologicznym neuronie

FMM bazuje na obserwacjiie przedziat rozmyty [0,1] oraz rozmyta kostkawy-
miarowa [0,1] tworza przyktady krat zupetnyciDlatego sié neuronowa, w ktérej kaly
neuron dokonuje oblicAeziozonych z elementarnych rozmytych operacji morfologicz-
nych, takich jakrozmyta erozja, rozmyta dylacja, rozmyta antyerozja albo rozmyta
antydylacja, odwzorowujcych rozmyi kostke n-wymiarowa [0,1]" w rozmyty przedziat
[0,1] — okrg&lana jest jako rozmyta morfologiczna &ireuronowa fizzy morphological
neural network FMNN), a jej neurony zwaneasrozmytymi neuronami morfologicz-
nymi [25].

Jedrn z najbardziej ogélnych klas neurondéw rozmytych, wprowadzonych przez
W. Pedrycza na pogtku lat 90. XX w., byla klas®R-neuron o postaci [9]

n
y:j§l T(w, X), (29)
gdzie:
S—t-conorma,
T—t-norma.

W szczegélnym wypadku, kied$ jest réwne operacji maksimum, gdy zgsmy
t-norme bardziej ogdla operacy rozmytej koniunkcjioraz gdy wprowadzimy skitadnik
progu, wtedy otrzymamy neuron nazywany przez wielu badaczy neuronaxnC
o postaci funkcji rozmytej dylacji (zob. (17)) [16, 21]

y:[anlC(Wj,&)}DG:(WTox)DB, (20)

gdzie:
X=[Xy, ..., %]"  — rozmyty wektor wdgiowy,
W= [wy, ..., Wa]T — rozmyty wektor wagowy neuromoax-C,
y — sygnat wyjciowy tego neuronyy 0[0,1]).

Podstawiajc zamiastC rézne (wspomniane wcgeiej) rodzaje rozmytych koniunkciji
(np- CMin (X, y) =x0 Y, CProduct (X, y) =Xy orazcLukasiewicz (X, y) =00 (X + y - 1))1 mana
otrzyma& odpowiednio odmienne rodzaje neuronéwax-C. Typ zastosowanego rodzaju
rozmytej koniunkcji jest zwykle wskazywany przez indeks dolny neunaax:C.

Morfologiczny neurommax-C bazujcy na rozmytej koniunkcjCpoguct (X, Y) = Xy jest
najwazniejszym i najcgsciej wykorzystywanym rodzajem neuronu rozmytego, ays-
cego w rozmytych morfologicznych sieciach neuronowystart przypomnienia jest fakt,
ze jezeli jest to neuron tego typu (tnax-Cproquct), t0 Spetnia on warunelkC (x, -) jest
operacy rozmytej dylacji U,q04;, 4. C() ze wzgkdu na drugi argument jest przemienne

Z operacj supremunj24].
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W podobny sposéb moa zaadaptowaAND-neuron W. Pedrycza z pracy [9], aby
otrzyma& model neuronmin-D o postaci funkcji rozmytej erozji (zob. (18)) [16]

y:[élD(mj, )g)}De:(mT- x) 06. (21)

Podstawiajc zamiastD rézne (wspomniane wczsiej) rodzaje rozmytych alternatyw
(np- DMax(Xu y) =xU \Z DProb. sum(xu Y) =X+ y — X-yoraz DLukasiewicz (X- Y) =10 (X + Y)),
mozna otrzyma odpowiednio odmienne rodzaje neurondwm-D.

Wiele istniegcych obecnie dobrze znanych modeli rozmytych peimasocjacyjnych
(FAM) mozna uzné za przyktady sieci neuronowej jednowarstwowej zbudowanej z roz-
mytych neuronéw morfologicznychhax-C, w ktérych sygnat wyciowy obliczany jest
nastpujaco [25]

y=wW(X) =W ox, (22)
gdzie:
W O[0,1]™" — macierz wag synaptycznych,
x0[0,1]" — rozmyty wzorzec wégiowy,
yO[0,4]™  —rozmyty wzorzec wygiowy.

w — operacja dylacji z przestrze[@,1]" w przestrzé [0,1]".

6.2. Rozmyte morfologiczne operacje macierzowe

Bazupc na operacji rozmytej koniunkcji i rozmytej alternatywy, zm@ utworzy
dalsze, bardziej skomplikowane operacje, np. operacje macierzowe. Niech maciesze

B beda w postaci: A 0[0,11™¥, B O[0,1]*". lloczyn macierzowymax-C macierzy
A'i B (czyli G=A-B) okreslony jest nasipujaco [21]
g = élc (3¢, ) (23)
Dla C = Cyin (X, ¥) =x Oy iloczyn macierzowynax-C wynosi [25]
g =élCMin (8¢ ) =:El( & U B)=Aoy,B. (24)
lloczyn macierzowymin-D macierzyA i B (czyli H=A+B) okreilony jest w analo-
giczny sposoéb [25]
y = C(ac ) @5)
Dla D =Dyax (X, y) = x Oy iloczyn macierzowymin-D wynosi
= 3 Du(8e, ) = (3 0) = A B (26)

Wielu badaczy sdzi, ze najwaniejsze typy neuronéw rozmytych, ktére wemija
w nowych rozmytych morfologicznych modelach peeni asocjacyjnych, mag by¢
sformutowane z kyciem pogc iloczynéw macierzowycmax-C orazmin-D.
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6.3. Morfologiczne pamti asocjacyjne

NiechX = [X?, ..., X" oznacza maciera x k-wymiarow, ktérej kolumnami s wzorce
wejsciowe X?, ..., X*. Podobnie, niecl = [Y?, ...,Yk; 0znacza macierm x k-wymiarow,
ktérej kolumnami s wzorce wyjciowe Y, ..., Y. W morfologicznych heteroasocja-
cyjnych pamgciach asocjacyjnych dla kdej pary wzorcéw wzajemnie skojarzonych
(X%, Y%, € = 1, ... k tworzone s dwie paméci morfologicznem x n-wymiaroweWsyy oraz
M xy, zdefiniowane naspujaco [17F

Wyy = Y B (-X) = 561 (¢ & (x5 (27)
oraz
My = Y B (X)T = :El(yz (~x)T) (28)

Macierz Wyy zostata utworzona, aby umiiwvi¢ odtwarzanie wzorcow, ktérey €ro-
zyjna wersp wzorcow uczcych (wersje te esto mana dostrzec po ich zmniejszonych
ksztattach, co dla czarno-biatych obrazéw oznacza maidgmg czarnych pikseli naokoto
prawie wszystkich dotychczasowych szczeg6téw obrazu, a nawet zanik niektérych
szczegotow).

Macierz Myy zostata utworzona, aby umovi ¢ odtwarzanie wzorcow, ktéreg gy-
lacyjna wersp wzorcow ucacych (wersje te gsto mana dostrzec po ich zekiszonych
ksztattach, co dla czarno-biatych obrazéw oznaczgsm ilos¢ czarnych pikseli naokoto
prawie wszystkich dotychczasowych szczegotow obrazu).

Jezeli macierzWyy otrzymuje jako input wektox?, to utworzony zostanie napujacy
max iloczyn [17]: Wyxy & (=X). Dualnie, jeeli macierz otrzymuje jako input wektd,
to analogicznie utworzony zostamien iloczyn [17]:M yy & (=X).

Konsekwengj rowna (27) i (28) jest nagpujaca nieréwnéc [17]

Wyy X <Y < Myy (29)

Jezeli X =Y (tj. gdy O¢: xE:yE), wtedy otrzymujemy macierd®yx i M yx polaczen
wagowych autoasocjacyjnej pai morfologicznej, gwarantuge jednokrokow zbiez-
nos¢. Ritter i inni udowodnili,ze morfologiczne paraci autoasocjacyjne bezinie od-
twarzap wszystkie uprzednio zapagténe w tych pamtiach wzorce [16, 17] oraz

Wiy B X =X =My & X (30)

Jednak nawet z utworzonymi macierzami gpatn wagowych Wyy oraz Myy
dotychczasowe modele morfologicznych pashiasocjacyjnych majdos¢ duzo stabych
punktoéw. Dzieje s tak, poniewa zaszumione wzorce z reguly zawigrapieksztalcenia

2\W powyzszych wzorach niektérzy autorzy stassymbolike tatwo dosgpna do uzyskania w po-
pularnych edytorach tekstu, np. symbeltk ma Microsoft Equation wykorzystywany w programie

k k
Microsoft Word: Wyy = D( yE ED (—xZ)T] orazMyy = D[yz EI] (—xE)TJ.
=1 =1



149

zaréwno dylacyjne jak i erozyjne, ktérych ani macieM/yy, ani macierzMyy nie s

w stanie wydajnie kontrolowa Jednym z mdiwych rozwiagzaa tego problemu jest
zbudowanie macierzyglra, ktéra w paiczeniu z macierzani yy orazWyy pozwalataby
pamkciom asocjacyjnym odtworzy dowolnie zaszumiony i znieksztalcony wzorzec.
Macierz pdraZ jest zdefiniowana jako macierz spetaig nasgpujace warunki

MZZ X=Z
Wy MZ=Y
Ritter i inni [16] scharakteryzowali macieradra dla binarnej pargti asocjacyjnej
W nastpujacym twierdzeniu:
NiechX, Y, orazZ beda binarnymi wzorcami, takimie: Z < X. Istnieje indeks, taki ze:
202 =0 oraz > % Oa,p, gdzie a#p, Z oznaczai-ty bit k-tego wzorca,
a macierzZ jest macierz jadra dla macierzy wzorcéw wigjiowych X oraz macierzy
wzorcéw wygciowych Y. Te trzy macierzeM sz, Wzy oraz Z) asocjacyjnej pamci
morfologicznej § w stanie odtworzy dowolnie znieksztalcone wzorce wtedy, gdy spet-
niony jest wzér

W,y B (M, @X)=Y"

6.4. Wyniki bada procesu odtwarzania w wybranych modelach rozmytych
morfologicznych pamici autoasocjacyjnych

W badaniach wykorzystanoegi wzorcoéw (rys. 1) wybranych z ogdlnodgstej bazy
danych twarzy (AT&T Cambridge, UK [24]). Baza ta ma 40 katalogébw z wzorcami
w odcieniach szafgi. W kazdym katalogu znajduje sil0 wzorcow frontu twarzy tej
samej osoby, wyrajacej jednak réne emocje. Kady z wzorcow ma wymiar 112 wierszy
na 92 kolumny (a kaly piksel ma 256 poziomow sz&cd).

Rys. 1. Zbiér piciu wzorcow {}., ..., X%} zapamitanych w wielu modelach rozmytej
morfologicznej pamci autoasocjacyjnej
Fig. 1. A set of five face imagex{, ..., X%} memorized in many fuzzy morphological
auto-associative memory models

3 Méwimy, ze zaszumiona wersja’(i uprzednio zapargianego wzorca' przeszta przez zmian
erozyjm, jezeli %'<x', i odwrotnie,ze przeszta przez zmiardylacyjm, jezeli %'=x'. Zmiana
wartasci piksela z wartéci p (i, j) = 1 nap (i, j) = O reprezentuje zmiarerozyjm wzorca, podczas
gdy zmiana z wartei p (i, j) = 0 nap (i, j) = 1 reprezentuje zmiardylacyjm wzorca [17]. Ritter
i inni wykazali w [16],ze macierz paiczer wagowychM xy w morfologicznych dwukierunkowych
pamkciach asocjacyjnych jest vagkowo odporna na znieksztalcenia wzorcow wywotane przez
zmiany dylacyjne, ale macierz ta nie umie sobie poéazkzizmianami erozyjnymi. Z kolei macierz
Wyy jest bardzo odporna na znieksztatceiadéw pamgciowych wywotane przez zmiany
erozyjne, ale nie umie kontrolo&amian dylacyjnych.
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Rozmiar wszystkich ptiu wzorcow zostat zmniejszony tak, aby mialy one wymiar
56 x 46 oraz wszystkie macierze wzorcow zostaty przekonwertowane do postaci wektorow
kolumnowych o 2576 sktadowych. Wasto sktadowych piciu wektoréw zostaty nas-
tepnie rozmyte, tak aby kda z nich naleata do przedziatu [0,1].

Wspomnianych gic wektoréw zostato zapagtanych w wielu znanych modelach roz-
mytej morfologicznej pamci autoasocjacyjnej FAM (tj. w modelach o rozmytych neuro-
nach: max-min FAM, max-iloczyn FAM, w uogélnionym modelu GFAM tukasiewicza
oraz w max-min modelu FAM ze skladnikiem progu i in.) [25]. Po sprawdzemiu,
wszystkie modele rozmytej morfologicznej paailiautoasocjacyjnej zapagaty i umiaty
odtworzy¢ bezbkdnie wszystkich gic wzorcéw, modele te zostaty sprawdzone ze edig!
na umiegtnod¢ odtworzenia wzorcOw zaszumionych. Zaszumienie wzorcéw polegato na
zastosowaniu zaszumienia typu ,pieprz” z siedmioma stopniastissgi zaszumienia:
od 0,1 do 0,7. | tak na przyklad stopigestasci zaszumienia réwny 0,1 oznacze, 10%
losowo wybranych pikseli zostatlo zaczernionych. Jeden z wzorcéw z zastosowanymi do
niego siedmioma stopniamggfoici zaszumienia pokazano narys. 2.

Rys. 2. Jeden z wzorcOw z zastosowanymi siedmioma stopniatoé@ zaszumienia

typu ,pieprz”
Fig. 2. The first face image corrupted with the “pepper” noise, with its density
ranging from 10% to 70%

Rezultaty procesu odtwarzania w wielu wspomnianych modelach byty skrajnie od-
mienne. Z rozwzanych modeli kilka z nich zadziwigjo wspaniale odtworzyto wszyst-
kich 7 rodzajow zaszumienia zapatanego wczéniej wzorca. Na rysunkach 3-9
przedstawiono rezultaty procesu odtwarzania zaszumionego wxorga kolejndici wg
rosrgcego stopnia zaszumienia od 0,1 do 0,7) wicdmenajlepiej jakéciowo odtwarza-
jacych modelach.

Nastpnie obliczono znormalizowane wastd bledéw generowane przez wspomniane
modele rozmyte FAM, po wprowadzeniu na ich deg siedmiu rodzajéw zaszumienia
kazdego z piciu uprzednio zapamgianych w tych modelach wzorcéw. Przy obliczaniu
znormalizowanych wartgi btedowE (0') dlai = 1, ..., 7 (siedmiu rodzajéw zaszumienia)
zastosowany zostat naptijacy wzér [25]

[¢ w910

|1

E(0")= (31)
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gdzie:
0" — odtworzony wzorzec, gdy na e modelu podany zostpty rodzaj zaszu-
_ mieniai-tego wzorca,
X' —i-ty zapamétany w tym modelu wzorzec,
o —max_C iloczyn, gdzieC jestt-norma.
Na rysunkach 3-9 pod kdym obrazem podano znormalizowamvartas¢ bledu
obliczors wg wzoru (31).

0.0302 0.0346  0.0480 0.0524  0.0564

0.0708  0.0763

Rys. 3. Zaszumione wzorce z rys. 2 odtworzone w rozmytym morfologicznym
modelu pamici autoasocjacyjnej F. Junbo et al. [5, 25] oraz
znormalizowane wartgi bledéw obliczone wg wzoru (31)

Fig. 3. Noisy images from Fig. 2 recalled in the fuzzy morphological auto-associative
memory model of F. Junbo et al. [5, 25] with values of their corresponding
normalized errors calculated according to formula (31)

0.0320  0.0330

Rys. 4. Zaszumione wzorce z rys. 2 odtworzone w rozmytym morfologicznym
modelu pamjci autoasocjacyjnej typu addytywnego [6, 25] i znorma-
lizowane wartéci btedow obliczone wg wzoru (31)

Fig. 4. Noisy images from Fig. 2 recalled in an additive fuzzy morphological
auto-associative memory model [6, 25] with values of their
corresponding normalized errors calculated according to formula (31)
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0.0122  0.0128

0.0320  0.0330
Rys. 5. Zaszumione wzorce z rys. 2 odtworzone w rozmytym morfologicznym
modelu pamjci autoasocjacyjnej typu multiplikatywnego [6, 25] oraz
znormalizowane wartgi bledéw obliczone wg wzoru (31)
Fig. 5. Noisy images from Fig. 2 recalled in a multiplicative fuzzy morphological

auto-associative memory model [6, 25] with values of their corresponding
normalized errors calculated according to formula (31)

0.0066 0.0078 0.0109 0.0131  0.0150

0.0157  0.0168

Rys. 6. Zaszumione wzorce z rys. 2 odtworzone w implikatywnej rozmytej morfologicznej
pamkci asocjacyjnej typu tukasiewicza (typ tukasiewicza modelu IFAM autorstwa
M.E. Valle i P. Sussnera) [20, 25] oraz znormalizowane \éeirttteddéw obliczone
wg wzoru (31)
Fig. 6. Noisy images from Fig. 2 recalled in the Lukasiewicz type of the implicative
fuzzy associative morphological memory (Lukasiewicz type of IFAM

of M.E. Valle and P. Sussner) [20, 25] with values of their corresponding
normalized errors calculated according to formula (31)
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0.0302 0.0346 0.0480 0.0524  0.0564

0.0708  0.0763

Rys. 7. Zaszumione wzorce z rys. 2 odtworzone w implikatywnej rozmytej
morfologicznej pamici asocjacyjnej typu multiplikatywnego (typ multi-
plikatywny modelu IFAM autorstwa M.E. Valle i P. Sussnera) [20, 25]
oraz znormalizowane wakc bledéw obliczone wg wzoru (31)

Fig. 7. Noisy images from Fig. 2 recalled in the multiplicative type of the implicative
fuzzy associative morphological memory (multiplicative IFAM of M.E. Valle

and P. Sussner) [20, 25] with values of their corresponding normalized errors
calculated according to formula (31)

%

0.0352  0.0363

Rys. 8. Zaszumione wzorce z rys. 2 odtworzone w implikatywnej rozmytej morfologicznej
pamkci autoasocjacyjnej typu Goguena (typ Goguena modelu IFAM autorstwa
M.E. Valle i P. Sussnera) [20, 25] oraz znormalizowane Meirtiedéw obliczone
wg wzoru (31)
Fig. 8. Noisy images from Fig. 2 recalled in the Goguen type of the implicative
fuzzy associative morphological memory (Gougen IFAM of M.E. Valle
and P. Sussner) [20, 25] with values of their corresponding normalized
errors calculated according to formula (31)
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0.0066  0.0078  0.0109 0.0131  0.0150

0.0157  0.0168
Rys. 9. Zaszumione wzorce z rys. 2 odtworzone w implikatywnej rozmytej morfologicznej
pamkci asocjacyjnej typu wspomagaggo typ tukasiewicza (model ,Lukasiewicz
adjunctive IFAM” autorstwa M.E. Valle i P. Sussnera) [20, 25] oraz znormalizowane
wartdsci bledoéw obliczone wg wzoru (31)
Fig. 9. Noisy images from Fig. 2 recalled in the Lukasiewicz adjunctive type
of the implicative fuzzy associative morphological memory
(Lukasiewicz adjunctive IFAM of M.E.Valle and P. Sussner) [20, 25]
with values of their corresponding normalized errors calculated
according to formula (31)

Proces odtwarzania w pagniach autoasocjacyjnych niemorfologicznych wymaga
czesto kilkuset lub kilku tysicy iteracji, za proces odtwarzania w modelach FMAM jest
procesem 1-krokowym. Drygzalet, jest to, ze modele te jiu nie maj restrykcji do
wzorcOw binarnych czy bipolarnych, ale akceptoprazy w odcieniach szaw oraz
obrazy kolorowe.

Dziedzina rozmytych morfologicznych sieci neuronowych jest bardzo mtoda, #na du
otwartych, niezbadanych jeszcze obszaréw. Jednak wzkwz tym,ze szczegolp wag
przywiazuje st obecnie do bada analizupcych maliwosci rozpoznawania, porow-
nywania czy przeksztatdeobrazow (i ju nie czarno-biatych), dziedzina rozmytych
morfologicznych sieci neuronowych okazuje siyjatkowo wazna jako dyspondga nie-
odkrytym jeszcze w petni potencjatem, ktory 7monatcha¢ wielu badaczy do dalszych
nowych spostrzesn, zwlaszcza na polu doskonalszego odtwarzania i filtracji obrazéw
zaszumionych i uszkodzonych oraz budowania wydajniejszych systeméwdyabupa re-
gutach rozmytych.

6.5. Modele rozmyte jako szczegoélny przypadek modeli granulowanych

Obliczenia granularne to ogélna teoria oblitz@apca na celu wydajne stosowanie
tzw. ziaren, takich jak klasy, klastry, podzbiory, grupy i przedzialy (interwaly), aby kon-
struowa bardziej wydajne modele obliczeniowe dozdoych zastosowaz olbrzymi
iloscia danych, informacji i wiedzy [7]. Modelag uktad rzeczywisty, najezciej postugu-
jemy sk wyidealizowanym, abstrakcyjnym modelem matematycznym. Zastosowane przez
nas metody, programy i udzenia powoduj pojawienie s§ m.in. bkdéw aproksymacji,
zaokurglenia, bkdéw pomiarowych, dlatego uktady rzeczywistezste z powodzeniem
udaje st modelowa, stosujc modele granularne [7].

Zbiory rozmyte reprezentyjszczegoélny przypadek informacji ziarnist@jf¢rmation
granule [7, 15]. Paradygmat oblicaegranularnych zawiera w sobie inne, bardzo przyszio-
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sciowe i wazne w modelowaniu i obliczeniach goja, takie jak np. zbiory przylibne
(rough sety liczby interwatowe ifiterval numbers rozmyte oraz losowe liczby interwa-
towe [7, 11-15].

W przeciwieistwie do tradycyjnych oblicienumerycznych, zorientowanych na dane,
obliczenia granularneasnakierowane na wiedZ7]. Oznacza toze algorytmy wyszuki-
wania danych magby¢ bardziej efektywne poprzez poddanie wiedzysaiepej proce-
sowi granulacji. Obliczenia granularnegsto bazuj na zbiorach przybtonych, zbiorach
rozmytych i topologii, i wtedy teoria oblicaggranularnych stosowana jest w aplikacjach
zwiazanych z odkrywaniem wiedzy i eksploraganych Knowledge Discovery Data
Mining) [7]. Inni naukowcy (jak np. W. Pedrycz) stosujo obliczé granularnych mate-
matyke interwatows (analiz rozmytych i losowych przedziatow), zbiory rozmyte, przybli-
zone, zacienionefifzzy rough and shadowed sgtsraz probabilistyk, a przez to z obli-
czeniami granularnymi zwkane g m.in. aplikacje majce na celu rozpoznawanie wzor-
céw [7, 11-15]. Obliczenia granularne mapecnie coraz wcej zastosowa[7]. ROwnie
szybko zwiksza st liczba zastosowarozmytych morfologicznych pargi asocjacyjnych,
zwlaszcza w rozpoznawaniu obrazow [21, 25].zZKb oczekiwé, ze w niedalekiej przy-
szidsci zwiekszy st takze liczba zastosowia granularnych morfologicznych pagoi
asocjacyjnych.

7. Konkluzje

Rozmyta morfologiczna pagid asocjacyjna, czyli rozmyta morfologicznadsigeuro-
nowa spetniajca rok pamkci asocjacyjnej, naly do klasy rozmytych pamriti asocjacyj-
nych (FAM) wprowadzonych przez B. Kosko [6], a potem intensywnie badanych przez
innych [2-5, 8-10, 16-21, 23, 25]. Zaréwno B. Kosko, jak i wielu innych badaczy mode-
[6w FAM regularnie wykorzystywato w tego typu modelach operacje maksimum i mini-
mum, wystpujace w strukturach algebraicznych krat. Jednak dopiero stosunkowo nie-
dawno badacze, np. P. Sussner, G.X. Ritter, M.E. Dally oraz w mniejszym stopniu F. Junbo
i in., P. Liu oraz R. Belohlavek, wskazali na podabteva wzoréw wysipujace w mo-
delach sieci FAMs i w MM. P. Sussner i inni przeanalizowatiachodklag sieci FMAM,
ktorej neurony obliczajdylacg w formie max-C, tj. korzystagc z operacji maksimunoz-
mytych koniunkcji[16, 21, 25]. Dodatkowo, przy wyborze operagjax-C w sieciach
FMAMs rozwirgli oni ogélm strategé uczenia, bazaga na pogciu sprzzenia, ktore
oprocz negacji reprezentuje gtdwne qoi¢ dualnéci w MM. Analiza operacji morfo-
logicznych w kontefcie sieci FAM pozwala na ¢gbsz i doskonalsz eksploraai tych
sieci w éwietle ich nowych, niefwiadamianych dagd whlasndgci i mozliwosci. Dlatego
tez teoria i zastosowania morfologicznych sieci neuronowych, zwilaszcza morfologicz-
nych asocjacyjnych sieci neuronowych, réieustannie rozwijane w ggu ostatnich kilku
lat.
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