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Analiza konstrukcyjna budowli historycznych
Z perspektywy badan empirycznych. Koputy murowane,
od historycznych dysput do modeli numerycznych

1. Introduction.
The “forces-path” intuition

Aim of this paper is to show the potentiality of
the empiricism in identifying the real mechanical
behavior of ancient monuments, which often, in the
“art of building” rules and in the old treatises [1],
more than in the modern concepts of new building
science, can find the fundamental instruments of
knowledge [2]. Proportional theory and geometri-
cal rules originated from the direct observation of
collapses mechanisms occurred to the monuments
during the centuries. The comparison between sim-
ilar mechanisms and pathologies has allowed to trace
the field of application of these theories in solving
the safety problem and in guaranteeing the equilib-
rium of masses. Certainly, ancient architects couldn’t
have a precise idea of the mechanical behavior of
masonry, but, for sure, they must have figured out
the “forces path” inside their huge structures [3].
The same forces path which new numerical mod-
els, despite the great developments of the last dec-
ades, are not able to represent with a reliable preci-
sion, for the big approximations at the base of “ma-
sonry” modeling as a modern material: its homoge-
neity, isotropy and linear behavior.

Here, an ideal route from empiricism to numeri-
cal modeling of masonry domes is presented,
through the recall of some historical debates [4]

1. Wstep. Intuicyjnie
wyznaczony rozklad sil

Celem tego referatu jest pokazanie mozliwos$ci po-
dejscia empirycznego w ustaleniu rzeczywistej pra-
cy (z punktu widzenia mechaniki) historycznych
budowli, ktére znajduje uzasadnienie czesciej w za-
sadach sztuki budowlanej i starych traktatach [1] niz
we wspolczesnych koncepcjach inzynierii budow-
lanej [2]. Teoria proporcji i zasady geometrii wy-
wodzg si¢ z bezposrednich obserwacji mechani-
zmdw zawalania si¢ budowli na przestrzeni wiekdw.
Poréwnanie podobnych mechanizméw i patologii
pozwolilo przesledzi¢ zastosowanie tych teorii do
rozwigzywania probleméw bezpieczenistwa budowli
i zapewnienia réwnowagi mas. Dawni architekci nie
mogli mie¢ precyzyjnej wiedzy na temat mechanicz-
nego zachowania si¢ konstrukcji murowanych, ale
z pewnoscia orientowali si¢ jak przebiegaly sily
w ich ogromnych budowlach [3]. Pomimo duzych
postepow w ostatnich dziesigcioleciach wspotcze-
sne modele numeryczne nie potrafia odwzorowaé
wiarygodnie rozktadu sit z powodu bardzo duzych
uproszczen lezacych u podstaw modelowania, do-
tyczacych wspolczesnych materiatéw, ich jednorod-
nosci, izotropii i liniowego zachowania sig.

W referacie przedstawiono droge od empiryzmu
do modelowania numerycznego kopul murowanych,
przywotujac historyczne dysputy [4] reprezentuja-
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which have represented as many fundamental steps
in the comprehension of mechanical behavior of
some special structures (as domes) and in setting up
of consolidating historical solutions. The final aim
is to show, by presenting an experimental case of
analysis, the validity of the ancient master builders
solution to the main problem of the masonry domes:
their primeval and ineradicable horizontal thrust on
supporting structures.

2. Resistance vs stability.
The “equilibrium approach”

Ancient treatises and old monuments both reveal
the deep knowledge of classical geometry which was
the common language, not only formal but even stat-
ical, of ancient architects.

Galileo [5] first evidenced the “mistakes” in the
“proportional method” of calculation, introducing
a partial correction to the original Mariotte’s for-
mula for resistance value of a loaded cantilever
beam. For the first time, he had fixed a limit to the
infinite growing law, which, up to his time, had al-
lowed to apply to a real and massive structure the
same proportions tested before in a smaller wooden
model. It was the birth of the modern science of
constructions against the ancient art of building but,
“Galileo was [partially] wrong” [6]. Actually, the
translation of the stability problem into an equilib-
rium balance, works, at least until you get close to
the characteristic breaking values of the materials,
and for the historical buildings — whose constitu-
tive materials work at a stress level much lower than
the breaking one — the equilibrium respect is also
guarantee of the building stability.

Despite their massive appearance, masonry struc-
tures are essentially labile, not isostatic. Still at the
beginning of the XXth century, G.B. Milani [7],
shows their peculiarity, underlying the difference
with the new “elastic systems”: a monolithic struc-
ture “can remain in equilibrium for each value of S
for which the resultant R is internal to the section”.
What has to be avoided is its overturning, that, re-
gardless of resistance values, inevitably occurs when
the resultant falls outside its thickness. Then, the
geometrical ratio between thickness of the wall and
its height is the fundamental parameter, in order to
state the stability condition of the wall itself in front
of horizontal forces (as the thrust of a dome).

The “elastic systems” (as modern structures) can
have always at least one equilibrium solution and
for this reason the question of stability is transferred
from equilibrium into a materials resistance prob-
lem. This means that, while for the “elastic system”
any structural shape is possible, for masonry struc-
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ce fundamentalne etapy w zrozumieniu mechanicz-
nego zachowania si¢ specjalnych konstrukciji (takich
jak koputy) i w doskonaleniu historycznych rozwia-
zan. Na koniec przedstawiono praktyczny przypa-
dek analizy demonstrujacy stusznos¢ rozwiazania
podstawowego problemu koput murowanych — ich
naporu poziomego na konstrukcje wsporcze — przez
dawnych budowniczych.

2. No$nos¢ a statecznosc.
Podejscie z punktu widzenia
rownowagi konstrukeji

Historyczne traktaty i stare budowle ujawniaja gle-
boka znajomos¢ klasycznej geometrii dawnych ar-
chitektéw, ktdéra stanowita ich wspdlny jezyk (nie
tylko formalny, ale takze uzywany w dziedzinie ana-
lizy statycznej).

Galileusz [5] pierwszy wykazal niescistosci pro-
porcjonalnej metody obliczefi, wprowadzajac po-
prawke do oryginalnego wzoru Mariotta na no§nos¢
obciazonej belki wspornikowej. Po raz pierwszy
ustalil granic¢ zasady nieskonczonego powigksza-
nia, ktéra do tamtego czasu pozwalata nadawac rze-
czywistej ogromnej budowli proporcje przetestowa-
ne wczesniej na mniejszym modelu drewnianym.
Narodzita si¢ wtedy wspoiczesna nauka o konstruk-
cjach budowlanych, w odréznieniu do dawnej sztu-
ki budowlanej. Galileusz czesciowo si¢ mylit [6].
Przeksztalcenie problemu statecznos$ci w problem
rownowagi sprawdza si¢ w praktyce, przynajmniej
do momentu, gdy osiagnie si¢ wytrzymalos¢ gra-
niczng materiatéw. W przypadku budowli zabytko-
wych, ktérych materiaty sktadowe pracuja pod ob-
cigzeniem duzo mniejszym niz obcigzenie niszcza-
ce, podejscie rtownowagi gwarantuje ich statecznosc.

Pomimo ich masywnego wygladu budowle mu-
rowane sa w zasadzie labilne, a nie izostatyczne. Jesz-
cze na poczatku XX wieku G.B. Milani [7] wskazat
na ich szczegdlng ceche w odréznieniu od nowych
systemOow sprezystych: konstrukcja monolityczna
,,moze pozostawac¢ w réwnowadze dla kazdej warto-
sci S, przy ktérej wypadkowa R jest wewnetrzna
w stosunku do przekroju”. Nalezy unikaé¢ odwrotno-
Sci, tzn. gdy niezaleznie od wartos$ci oporu wypad-
kowa wychodzi poza grubos¢ przekroju. Wtedy sto-
sunek geometryczny grubosci Sciany do jej wysoko-
Sci jest podstawowym parametrem uwzglednianym
przy okreslaniu warunku statecznosci $ciany w przy-
padku dziatania sit poziomych (np. napor koputy).

Uklady sprezyste (takie jak wspoétczesne konstruk-
cje) zawsze mogg miec co najmniej jedno rozwigza-
nie warunkow réwnowagi. W rezultacie problem sta-
tecznosci redukuje si¢ do problemu wytrzymatosci
materialdw. Oznacza to, ze podczas gdy w przypad-
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Fig. 1. Difference between monolithic masonry structures and modern elastic systems in Milani’s drawing
Rys. 1. Réznica miedzy monolitycznymi konstrukcjiami murowanymi a wspotczesnymi uktadami sprezystymi (rysunki Milaniego)

tures only some particular configurations are avail-
able: this fact explains why the shape of ancient
structures has remained unchanged for centuries and
why ancient builders have been able to experience,
for centuries, such similar and well-known collapse
mechanisms. Indeed, use of statics, alone, has giv-
en a good estimation of structural quantities, at least
until the X VIIIth century [8] when the introduction
of slender, homogeneous structures, with elastic
behavior and minimal deformations has necessitat-
ed the new science application. At least, giving rea-
son to Galileo.

Masonry is a composite material, constituted by
a mix of rigid blocks and mortar joints, and by ob-
serving any ancient walls is immediately clear that
considering this material as ,,homogeneous™ is a far-
fetched concept [9]. Its great resistance to compres-
sion and no resistance to traction, get complicate
when it’s necessary to study its behavior by modern
science, based on perfect and well known materi-
als. In keeping with this, the rediscovering of the
classical building rules may have a practical and
operative value, especially considering that, for his-
torical buildings — subject to several changes, dis-
placements and reconstruction phases during their
life — there is an uncertainty in the definition of con-
straints between the elements, for the presence of
voids and bad connections between them. The trans-
lation of these events into quantitative parameters
is really complex and often unreliable.

Even more difficult results a reliable definition
of its mechanical characteristics if we consider that
we have to use statistics formulas to estimate them
on the base of very limited number of tests which
can be carried out on ancient buildings. The more
uncertain are the parameters we input at the begin-
ning of this process, the more uncertain would be

Wiadomosci Konserwatorskie « Conservation News « 26/2009

ku uktadéw sprezystych mozliwy jest dowolny
ksztatt, dla konstrukcji murowanych dostepnych jest
tylko kilka okreslonych konfiguracji. Fakt ten wyja-
$nia dlaczego ksztalt historycznych budowli nie ule-
gal zmianom przez wieki i dlaczego ulegaty one po-
dobnym katastrofom, ktérych mechanizm byt dobrze
znany. Istotnie, dzigki stosowaniu samej tylko staty-
ki dato si¢ stosunkowo doktadnie oszacowaé wiel-
kosci konstrukcyjne az do X VIII wieku [8], kiedy to
pojawienie si¢ smuklych jednorodnych konstrukcji
charakteryzujacych si¢ praca sprezysta i minimalny-
mi odksztalceniami spowodowalo koniecznos¢ za-
stosowania nowego podejscia.

Mur jest materialem ztozonym, sktadajacym sig¢
sztywnych blokéw i spoin. Przygladajac si¢ jakiemus
staremu murowi widzimy wyraznie, ze traktowanie
go jako material jednorodny to duza przesada [9].
Duza wytrzymalo$¢ muru na Sciskanie i brak wytrzy-
malosci na rozciagganie sprawiaja, ze badanie jego
zachowania si¢ za pomoca wspoétczesnych metod
opracowanych dla doskonatych materiatéw o dobrze
znanych wlasnosciach sprawia trudnosci. W zwiaz-
ku z tym odkrywanie na nowo klasycznych zasad
budowlanych moze miec praktyczng wartos¢, szcze-
gdlnie gdy wezZmie si¢ pod uwage fakt, ze w przy-
padku budowli historycznych (ktére w czasie ich ist-
nienia byly wielokrotnie przebudowywane) istnieje
niepewnos¢ co do wiezéw migdzy ich elementami
z powodu wystepowania pustek i stabych potaczen.
Przelozenie tych czynnikéw na parametry ilo§ciowe
jest bardzo skomplikowane i czesto zawodne.

Jeszcze trudniejsza jest wiarygodna definicja
charakterystyk mechanicznych takich konstrukcji,
gdy weZmie si¢ pod uwagg fakt, ze do oszacowania
ich trzeba uzy¢ wzoréw statystycznych i danych
pochodzacych z ograniczonej liczby badanh doswiad-
czalnych przeprowadzonych na historycznych bu-
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the results, regardless the efficiency of the calcula-
tion instrument used. What numerical models are
still unable to consider is the capability of the an-
cient structure to present an even severe damage and
to continue to live, by a progressive adaptation to
new geometrical shapes, more and more deformed,
which soon represent a new equilibrium. This con-
sideration, with the evidence of the ancient monu-
ment secular stability, clearly shows that is always
necessary a mutual support between numerical
methods and empiricism, in order to reduce uncer-
tainties of assessment. Particularly for the primeval
structures, as domes [10].

3. The domes original “trap”:
the historical debates path
towards the solution

The observation of domed structures, and most of
all, of their crack pattern, must have clarified to the
architects since the beginning, that the key of domes
mechanical behavior would be the arch. Based on
the same thrusting principle of the arches which
compose them, domes tend to open themselves, by
transferring to their bearing structures, not only ver-
tical forces but even horizontal ones. These thrusts
generate severe tensional states, which inevitably,
during time, determine their lack of stability.

dowlach. Im bardziej niepewne sg parametry wpro-
wadzone na poczatku tego procesu, tym bardziej
niepewne bedg uzyskane wyniki, bez wzgledu na
wydajnos¢ zastosowanego narzedzia obliczeniowe-
go. Modele numeryczne nadal nie sa w stanie
uwzgledni¢ zdolnosci historycznych konstrukcji do
przetrwania nawet powaznych uszkodzef dzigki
stopniowej adaptacji do nowych ksztattéw geome-
trycznych przez co uzyskiwana jest nowa rowno-
waga. Wynika stad, ze metody numeryczne nalezy
stosowacé w potaczeniu z podejSciem empirycznym
w celu zmniejszenia niepewnosci oceny,, szczegol-
nie w przypadku takich pradawnych konstrukcji jak
koputy [10].

3. Problem kopuly.
Przez historyczne dysputy
do rozwigzania

Obserwacje konstrukcji koput, a szczeg6lnie ich
schematu pegkania, musiaty od samego poczatku
uswiadomi¢ architektom, ze tuk jest kluczowym
elementem do zrozumienia zachowania si¢ koput
pod wzgledem mechanicznym. Opierajac si¢ na tej
samej zasadzie naporu co tuki, ktére je tworza, ko-
puly maja tendencj¢ do otwierania si¢ na skutek
przekazywania na ich elementy wsporcze nie tylko
sif pionowych, ale takze poziomych. Napory te ge-
neruja krytyczne stany rozciggania, ktére z czasem
nieuchronnie prowadzg do utraty statecznosci.

Fig. 2. The arch hinges prefigured by Leonardo’s “kinematics” in Madrid Code
Rys. 2. Przeguby tuku przewidziane przez ,kinematyke” Leonardo w Kodeksie Madryckim

“Arch is nothing else than a force caused by two
weakness” said Leonardo da Vinci, even before the
fundamental Hooke’s theory which related the
shapes of an arch to the catenaria. The line of thrust
is the path on which internal forces transport exter-
nal loads to the support in any structure. When in-
verted, a hanging string model may represent the
line of thrust in compression (Hooke’s intuition, ut
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“buk jest niczym innym jak silag spowodowana
dwiema stabosciami” stwierdzit Leonardo da Vin-
ci, jeszcze przed sformutowaniem przez Hooke’a
teorii wigzacej ksztalty tuku z krzywg tancuchowa
(catenaria). Linia ci$nien to droga po ktoérej sity
wewngetrzne przekazuja obcigzenia zewnetrzne na
podpory w dowolnej konstrukcji. Jezeli zostanie
odwrécony, model wiszacej struny moze on przed-
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tensio sic vis). Indeed, the minimum and the maxi-
mum values of the thrust locate the position of the
cracks and the hinges in which the collapse mecha-
nism begins: for a circular arch, this position is fixed
at the top and at 30° above the arch abutment. This
theory still holds for the domes [11].

A dome, in fact, can be seen as a series of arches
obtainable by slicing the structure along meridian
planes: two opposite slices form an arch and they
work together by compression, making the most of
the masonry mechanical properties. Therefore, it is
possible to draw, for the dome, the same line of thrust
which was previously identified as the basis of the
collapse theory on the arches. In this way, it’s easy
to identify the specific equilibrium state in compres-
sion at which the dome is safe.

This mechanical behavior, still valid as modern
“membrane theory”, couldn’t be mathematically
demonstrated by the an-
cient architects but we can

stawia¢ lini¢ naporu podczas $ciskania (intuicja
Hooke’a, ut tensio sic vis). Rzeczywiscie, minimal-
ne i maksymalne warto$ci naporu determinuja
umiejscowienie peknigc i przegubdw, przy ktérym
zaczyna dziata¢ mechanizm zawalenia sie. W przy-
padku tuku kotowego to miejsce znajduje si¢ u go-
ry i 30° powyzej oparcia tuku. Teoria ta nadal obo-
wiazuje dla koput [11].

Kopule mozna postrzegac jako szereg tukéw
uzyskanych przez pociecie tej konstrukcji wzdtuz
ptaszczyzn potudnikowych. Dwa przeciwlegle seg-
menty tworzg tuk i pracuja razem poprzez Sciska-
nie, determinujac wigkszos¢ mechanicznych wta-
snosci muru. Dlatego tez mozna dla kopuly wykre-
§li¢ ta sama lini¢ naporu, ktéra wczesniej stanowila
podstawe teorii zawalania si¢ tukdw. W ten sposéb
fatwo ustali¢ konkretny stan réwnowagi przy Sci-
skaniu, w ktérym dane kopula jest bezpieczna.

To zachowanie si¢ kopu-

find its theoretical succes-
sive approximations by ex-
amining some fundamen-
tal historical debates,
which have represented as
many changes in structur-
al conception of domes,
often through the progres-
sive use of mathematics,
finally converting the orig-
inal art of building into
science.

The forces path inside
a domed structure must
have been clear to the two
mecanicopoioi called by
Giustiniano for the con-
struction of Hagia Sophia,
and its perfect geometry
and its buttresses system
face off three times its in-
evitable collapse, which fi-
nally has occurred for two
fundamental obstacles: the
byzantine building prac-
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Fig. 3. Viviani sketches for Santa Maria del Fiore ties
calculation
Rys. 3. Szkice Vivianiego przedstawiajgce obliczenia
wigzan katedry Santa Maria del Fiore

ty pod wzglgdem mechanicz-
nym, nadal obowigzujace
jako wspbiczesna teoria
membrany, nie mogto by¢
matematycznie udowodnione
przez dawnych architektow,
ale jego kolejne aproksyma-
cje mozna przesledzi¢ w fun-
damentalnych historycznych
dysputach, gdzie koncepcje
konstrukcyjne koput ewolu-
uja dzieki zastosowaniu ma-
tematyki, doprowadzajac do
przemiany pierwotnej sztuki
budowlanej w nauke.
Rozktad sit wewnatrz
konstrukcji koputowatych
musial by¢ znany dwoém me-
canicopoioi, ktérym Giusti-
niano zlecit budowe Bazyli-
ki Hagia Sophia. Jej dosko-
nala geometria isystem
przyp6r uchronit ja trzy razy
przed nieuchronnym zawale-
niem si¢, ktére ostatecznie
nastgpito z dwdch podstawo-

tice (which foresaw the use of high mortar thick-
ness) and the seismic force [12]. Only a thousand
years later, Sinan solved the “mistake” by straight-
ening the pillars at its base and by encircling the
dome with huge iron ties. We don’t have any evi-
dences of mathematical calculations by Sinan but
in Hagia Sophia historical consolidation we can as-
sist to the first overcoming of the ancient geometri-
cal rule by the empiricism. The Ottoman method of
consolidation has been used for centuries without

wych powoddéw: bizantyjskiej praktyki budowla-
nej (ktéra antycypowata stosowanie duzych gru-
bosci zaprawy) i sil sejsmicznych [12]. Dopiero
tysigc lat pézniej, Sinan naprawit ten ,,btad” przez
wzmocnienie kolumn u ich podstawy i ujecie ko-
puly w olbrzymie zelazne ciggna. Nie ma dowo-
déw na to, ze Sinan przeprowadzit obliczenia ma-
tematyczne, ale to historyczne wzmocnienie ba-
zyliki Hagia Sophia jest pierwszym przypadkiem
przezwyci¢zenia dawnej zasady geometrycznej

Wiadomosci Konserwatorskie « Conservation News « 26/2009 201



even trying to justify it: it was the application of
pure empiricism, whose validity was tested by en-
circled domes secular stability.

The first mathematical definition of this empiri-
cal method has been attempted by the mathemati-
cian Vincenzo Viviani in the late XVIIth century,
during his strong debate with Cecchini, on Santa
Maria del Fiore dome [13]. The opponent of Vivi-
ani indentified in differential soil settlements the
principal cause of the early noticed cracks (screpo-
[i): the same argument already used during the first
debate on Vatican dome, some decades before. Viv-
iani used the simple formulation already applied by
Torricelli in the Uffizi “columnae fessae” question
and by the application of same trigonometric for-
mula he had first found a way of calculate the exact
value of the force opposed by an encircling tie to
the thrust at the base of a dome [14]. It was the first
mathematical formulation of a generally accepted
intervention, without a really connection with the
dome behavior.

The dome collapse mechanism has been deep-
ly investigated only during another great debate
which took place between the three Mathematicians
and Poleni on the Vatican dome stability, some
decades later. In 1743 Jacquier, Le Seur and Bos-
covich have defined the kinematics subtended to
the cracks typical of all masonry domes. For the
first time, they applied the Virtual Work Principle
to the system composed by the huge dome and the
underlying tambour of San Peter in Rome, reach-
ing the correct visualization of the movement of
each single element involved in the collapse proc-
ess, almost by anticipating the concept of macro-
elements [15]. Instead, Poleni’s analysis reported
the question to the “ancient graphical way”, which
has seen the dome reduced to its slices-arches equi-
librium, verifying that the line of thrust would be
contained into its thickness and using the hanging
catenaria visualization in order to prove it [16].
It’s not so important, for our scopes, that the con-
clusion of the dome instability — theorized by Math-
ematicians — was partially wrong and that the de-
bate finished with the success of Poleni. What’s
important to stress is that for the first time the dome
equilibrium has been considered by using the kin-
ematics concepts.

The problem of horizontal thrust has been then
solved in the last debate which has decreed the end
of the dome — as it was originally conceived — and
the parallel birth of membrane structure. The last
debate about French Pantheon stability has definitely
transformed the equilibrium approach into
a resistance problem. The Soufflot’s revolutionary
design of slender pillars have challenged the ancient
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przez empiryzm. Otomanska metoda wzmacnia-
nia stosowana byla przez wieki bez podejmowa-
nia jakichkolwiek wysitkow, aby ja uzasadnié. Jest
to przykiad zastosowania czystego empiryzmu,
ktérego stusznos¢ udowodnita stabilno$¢ wzmoc-
nionej koputy.

Pierwszy podjat probe zdefiniowania tej meto-
dy empirycznej matematyk Vincenzo Viviani pod
koniec 17 wieku w ramach ostrej polemiki z Cec-
chinim dotyczacej koputy Katedry Santa Maria del
Fiore [13]. Wedlug przeciwnika Vivianiego giéwna
przyczyna powstatych rys (screpoli) byto zréznico-
wane osiadanie gruntu. Ten sam argument byt kil-
kadziesiat lat wczesniej wysunigty podczas pierw-
szej dysputy dotyczacej kopuly watykanskiej. Vi-
viani zastosowal prosty wzdr trygonometryczny
wczesniej uzyty przez Torricelliego do rozwigzania
problemu columnae fessae patacu Uffizi. Dzigki
temu udalo mu si¢ obliczy¢ dokladng wartos¢ sity
z jaka ciegno otaczajace kopule przeciwstawiato si¢
naporowi u jej podstawy [14]. Byto to pierwsze
matematyczne sformulowanie interwencji budow-
lanej powszechnie stosowanej bez uzasadnienia.

Mechanizm zawalenia si¢ kopuly byt dogtebnie
analizowany kilkadziesiat lat p6Zniej podczas ko-
lejnej wielkiej dysputy migdzy trzema matematy-
kami a Polenim dotyczacej stabilnosci koputy wa-
tykanskiej. W 1743 r. Jacquier, Le Seur i Boscovich
okreslili kinematyke lezaca u podstaw pojawiania
si¢ pekniec typowych dla wszystkich kopul muro-
wanych. Po raz pierwszy zastosowali oni zasade
pracy wirtualnej do ukfadu sktadajacego si¢ z ol-
brzymiej koputy i tamburu w Bazylice Sw. Piotra
w Rzymie, uzyskujac poprawng wizualizacj¢ ruchu
kazdego poszczegdlnego elementu bioracego udziat
w procesie zawalenia si¢ (prawie antycypujac kon-
cepcje makroelementéw) [15]. Analiza Poleniego
ujmowata ten problem w tradycyjny sposéb graficz-
ny, sprowadzajac go do problemu rownowagi seg-
mentéw tukow. Poleni stosujac wizualizacje wisza-
cej linii fancuchowej (catenaria) wykazal, ze linia
parcia przebiega w grubosci kopuly [16]. Nie jest
to tak istotne dla naszych rozwazan, ze wnioski do-
tyczace niestabilnosci wyprowadzone przez powyz-
szych matematykéw byly czgSciowo blgdne i ze
dysputa zakonczyla si¢ sukcesem Poleniego. Istot-
nym jest to, ze po raz pierwszy rownowaga koputy
byta rozpatrywana w kategoriach kinematyki.

Problem poziomego naporu zostal rozwiazany
w ostatniej dyspucie, podczas ktérej ogtoszono ko-
niec kopulty w jej tradycyjnym ujeciu i jednoczesne
narodziny konstrukcji membranowej. Ta dysputa
dotyczyta stabilnosci Francuskiego Panteonu i de-
finitywnie przeksztalcita problem réwnowagi w pro-
blem wytrzymatosci. Rewolucyjny projekt Soufflota
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proportional rules and the final covering of the new
laic temple has solved in its structural configura-
tion the problem of the thrust.

A new material made by stones and iron links
was finally capable to absorb the ineradicable ten-
sile stresses at the base of the great dome, justify-
ing the verdict of Rondelet: domes don’t push an-
ymore [17].

4. An experimental case: from
empiricism to computational models

The experience carried out on a X VII century dome,
Santa Maria del Quartiere, in Parma, (Italy) has
clearly shown the potentiality of empiricism reap-
praisal in domes structural analysis, as
a confirmation and calibra-
tion of the results obtained by
numerical models.

A clear map of the cracks
surveyed, has pointed out
a substantial symmetry of the
crack pattern, which confirms
the domes typical collapse
mechanism, with a droop of
the top under its own weight
and with a correspondent en-
largement at the base.

According to the histori-
cal method, and by virtue of
its symmetry, the dome has
been converted to an arch,
obtained by cutting two con-
secutive dome panels in their
centre. Then, the thrust of the
whole dome has been calcu-
lated by the equilibrium of
this single slice, considering
the dead weight applied in the
centre of mass. Once solved
the three simple equilibrium equations we have
reached the radial thrust which guarantees the sta-
bility of the dome, equal to H = 8200 kg.

The numerical model of the dome has been then
performed by consecutive steps. A very simplified
3D model has been built up, on hexagonal base, sym-
metric, growing in height and following the circular
profiles of the real dome edges, whose variable thick-
ness starts from 30 cm at the abutment up to 20 cm at
the top, meshed by tetrahedron solid finite elements
(FEM Abaqus). As stated before, it can be consid-
ered a very low tensile resistance for traditional ma-
sonry, which can be approximated to an ideal no-ten-
sion material, (especially in for domes, in which the
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Fig. 4. The reduction to an arch equilibrium for
solution of dome stability
Rys. 4. Sprowadzenie problemu stabilnosci koputy
do réwnowagi tuku

smuktych kolumn podwazyl dawne zasady propor-
cjonalnosci i ostateczne przykrycie tej nowej §wiec-
kiej Swiatyni w swoim uktadzie konstrukcyjnym
rozwiazato problem naporu.

Nowy material wykonany z kamieni i zelaznych
facznikéw byt wreszcie w stanie zamortyzowac nie-
uniknione naprezenia rozciagajace u podstawy wiel-
kiej koputy, uzasadniajac opini¢ Rondeleta, ze ko-
puly przestaty juz napieraé [17].

4. Przyklad praktyczny:od empiryzmu
do modeli obliczeniowych

Eksperyment przeprowadzony na siedemnastowiecz-
nej kopule Kosciota Santa Maria del Quartiere w Par-
mie (Wiochy) wykazal mozliwos$¢ zastosowania
empirycznej oceny koput w statyce budowli w celu
potwierdzenia i kalibracji wy-
nikéw uzyskanych za pomo-
ca modeli numerycznych.

Wyrazna siatka spgkan
wykazywala znaczng syme-
tri¢, co potwierdzato typowy
mechanizm zawalania si¢
koput — opadnigcie szczytu
kopuly pod wiasnym cieza-
rem ijej powigkszenie si¢
u podstawy.

Zgodnie z metoda histo-
ryczng i uwzgledniajac syme-
tri¢ koputy, zostata ona prze-
ksztatcona w tuk uzyskany
przez wycigcie dwoch kolej-
nych plyt w jej srodku. Na-
stepnie parcie calej koputy
obliczono na podstawie row-
nowagi tego jednego wycin-
ka, uwzgledniajac cigzar wia-
sny przytozony w $rodku
masy. Po rozwiazaniu trzech
prostych réwnan otrzymano
napdr promieniowy zapewniajacy kopule stabilnos¢,
a wynoszacy H = 8200 kg.

Nastepnie opracowano model numeryczny ko-
puly. Najpierw zbudowano uproszczony model tréj-
wymiarowy na szesciokatnej podstawie. Byl on sy-
metryczny i odwzorowywat kotowe profile krawe-
dzi rzeczywistej kopuly, ktérych grubos¢ zmienia
si¢ od 30 cm przy wezglowiu do 20 cm u szczytu.
Zastosowano siatke czworosciennych petnych ele-
mentéw skonczonych (FEM Abaqus). Jak wspo-
mniano wyzej, w przypadku tradycyjnego muru
wytrzymato$¢ na rozcigganie jest bardzo mata.
Materiat taki jest zblizony do idealnego materiatu
nierozciagliwego (szczegdlnie w przypadku kopul,
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prevalence of compressive stresses is obvious). Then,
we have attributed to this 3D model the mechanical
characteristics of an elastic, homogeneous, isotropic
solid (precisely, the following values have been ap-
plied: E = 10.000 kg/cm?; Poisson ratio n =0.2; Mass
density g = 1800 kg/m?), both in the intact and the
cracked situation.

w ktérych dominuja naprezenia Sciskajace). Nastep-
nie przypisano temu modelowi charakterystyki me-
chaniczne ciata sprezystego, jednorodnego i izotro-
powego (konkretnie przypisano nastgpujace warto-
sci: E = 10,000 kg/cm?; wspoétczynnik Poissona n =
0,2; gestos¢ g = 1800 kg/m?) zaréwno w stanie nie-
naruszonym jak i spekanym.

Viewport:3 ODB: CJTempltiranti.odb

5, Max, Principal
: TEW

-1.072e+05

COBy £} Version 6.6-3

2

§_-1
Etep peso Propric
Incresent 5
Primary Vars 8, Max. Princi

- B
Detamed Var: U Deformation Scale Factar: +1.12

1.000

Viewpart: 2

ODB: CYTempltatte.odb

&, Mas. Frincipal

Bheps pEen pIp
Increment 5
Primary Var: S

h WP Lo 1.000
. Max. Prineipa
Deforsed Var: U Deferwation Seale Pacter: +1.104e

Fig. 5. The insertion of the encircling tie (left) on the craked dome
Rys. 5. Natozenie ciegna obejmujgcego na peknietg kopute (obraz z lewej strony)

Despite the material is assumed to be linear-elas-
tic, the non-linear geometry has been then introduced
by inserting the cracks in the undamaged structure:
in this way, the non-linearity of the material is con-
centrated in the discontinuities inserted as cracks
actually surveyed.

Gradually proceeding from the more simplified
model, up to simulate the real critical load and re-
straint conditions, different load cases and dome
configurations have been considered. The intact
dome model isn’t realistic but it has been useful to
simulate the previous damage: the results, in fact,
pointed out the higher tensile stresses in the zones
which are actually cracked. The last numerical model
have seen the insertion of an encircling steel tie on
the cracked dome: the absence of tensile stresses
incompatible with the masonry properties has con-
firmed the validity of the hypothesis assumed at the
beginning.

The intermediate step has been the calibration
of the hypothesized mechanical parameters by the
setting up of a dynamic modal analysis and the re-
sults of the ideal model of the dome, geometrically
regularized, has verified the outcomes of the first
empiric-experimental phase. Moreover, these find-
ings have confirmed the collapse mechanism hy-
pothesis, based on the observation of the cracks on
the analysis of historical debates. The founded ten-
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Pomimo ze material przyjeto jako liniowo-spre-
zysty, wprowadzono geometri¢ nieliniowg przez
uwzglednienie pgknigé w nieuszkodzonej konstruk-
cji. W rezultacie nieliniowo$¢ materiatu skoncen-
trowana jest w nieciagtosciach wprowadzonych jako
spekania stwierdzone w rzeczywistosci.

Stopniowo przechodzono od uproszczonego mo-
delu do symulacji rzeczywistych obcigzen krytycz-
nych i warunkéw utwierdzenia oraz réznych konfi-
guracji obcigzenia i kopuly. Model kopuly nienaru-
szonej nie jest realistyczny, ale byl przydatny w sy-
mulacji poprzedniego uszkodzenia. Uzyskane wyni-
ki wykazaly wystepowanie wigkszych naprezen
rozciagajacych w strefach, ktore byly rzeczywiscie
spekane. W ostatnim modelu numerycznym natozo-
no na kopulg stalowe ciggno. Brak naprezen rozcia-
gajacych niezgodnych z wlasnosciami muru potwier-
dzit stuszno$¢ zatozenia przyjetego na poczatku.

Etap posredni obejmowal kalibracj¢ hipotetycz-
nych parametréw mechanicznych poprzez analize
modelu dynamicznego i na podstawie wynikow uzy-
skanych dla idealnego modelu kopuly regularyzo-
wanego geometrycznie. W rezultacie uzyskano po-
twierdzenie wynikOw pierwszego etapu empirycz-
no-doswiadczalnego.

Ponadto na podstawie spekai opisanych w hi-
storycznych dysputach zostata potwierdzona hipo-
teza mechanizmu zawalenia si¢ kopuly. Wyznaczo-
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sile pattern matches with the actual cracks, which
really represent the main continuous monitoring
system of the structure.

5. Conclusions

As stated before, some historical debates, on the
Vatican dome, the octagonal dome of Santa Maria
del Fiore in Florence, and finally on French Pan-
theon of Paris, have been analysed as fundamental
steps in domes behaviour clarification, in a route
from art of building up to science of construction.

The historical solution to the primeval thrust of
domes, which during the centuries has caused their
principal cause of collapse, has finally found
a confirmation in the numerical analysis of the
XVII century hexagonal dome of Santa Maria del
Quartiere in Parma (Italy).

Thanks to a fusion between historical analysis,
precision geometrical surveys, experimental inves-
tigations and numerical modelling, the static be-
haviour of a typical rotation dome has been deter-
mined, in order to plan future interventions for its
consolidation and conservation, which in the an-
cient intervention of encircling tie has found its
guarantee of success.

Only a reappraisal of empiricsm and art of
buildingcan give to the modern numerical meth-
ods a way of reliability to mutable and complex
structures as historical ones, finding an interpreta-
tive key to their primeval mechanisms and then
reaching a conservative solution of consolidation.

ny przebieg spekan zgadza si¢ z przebiegiem spe-
kan wystgpujacym w rzeczywistosci, ktory stanowi
system ciaglego monitorowania konstrukcji.

5. Whnioski

Przeanalizowano niektére historyczne dysputy (po-
czawszy od sztuki budowlanej do nauki o budow-
lach) dotyczace kopuly watykanskiej, oSmiokatnej
koputy Katedry Santa Maria del Fiore we Florencji
i Francuskiego Panteonu w Paryzu, jako fundamen-
talne etapy w zrozumieniu zachowania si¢ koput.

Historyczne rozwiazanie problemu naporu ko-
puly, ktéry w ciagu wiekéw stanowit podstawowa
przyczyne ich zawalania si¢ zostato ostatecznie po-
twierdzone przez analiz¢ numeryczng siedemnasto-
wiecznej szesciokatnej kopuly Kosciota Santa Ma-
ria del Quartiere w Parmie (Wtochy).

Dzigki potaczeniu analizy historycznej, precy-
zyjnych pomiaréw geometrycznych, badan doswiad-
czalnych i modelowania numerycznego, okreslono
statyczne zachowanie si¢ typowej kopuly obroto-
wej przez co mozliwe staje si¢ planowanie przy-
sztych interwencji wzmacniajacych i konserwacyj-
nych, ktérych sukces gwarantuje historyczna inter-
wencja z zastosowaniem cig¢gna otaczajacego.

Tylko poprzez uwzglednienie osiggnie¢ podej-
Scia empirycznego i sztuki budowlanej wspoéicze-
sne metody numeryczne moga stac si¢ bardziej wia-
rygodne w zastosowaniu do ulegajacym zmianom
ztozonych budowli historycznych. Tylko na tej dro-
dze mozna znalez¢ klucz do interpretacji ich funda-
mentalnych mechanizméw i na tej podstawie opra-
cowac sposob ich wzmocnienia.
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Abstract

Aim of this paper is to show the potentiality of the
empiricism in the process of ancient buildings struc-
tural analysis, particularly referred to domes. Fun-
damental historical debite have been considered
Numerical models, even very precise and complex,
can hardly describe the real behaviour of masonry
ancient building. Only through a path from the his-
torical debate on stabilty of ancient structures we
can finally reach the final definition of their me-
chanical behaviour, up to the collapse prefiguration.

A reappraisal of this type of analysis empic-ex-
perimental, which for centuries has been the centre
of architectural books and manuals, is really desid-
erable even today, even if we have calculation and
numerical instruments definitely more efficient than
in the past. This type of analysis rests one of the
most important for the study of the ancient build-
ings complexity, confirming that the qualitative iden-
tification, often, gives results more suitable than the
numerical ones. In this paper, an analysis of some
historical debates on domes stability are presented,
which have represented as many instruments for the
solution of the experimental case of a XVII century
masonry dome. Only a fusion of empiricism and
numerical model has allowed to confirm the histor-
ical solution to the dome primeval problem: its ine-
radicable and secular thrust.
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Streszczenie

Referat przedstawia badania empiryczne w proce-
sie analizy statycznej historycznych budowli,
w szczegblnosci koput. Dokonano przegladu fun-
damentalnych dysput historycznych na ten temat.
Modele numeryczne, nawet bardzo doktadne i zfo-
zone, nie opisuja adekwatnie rzeczywistego zacho-
wania si¢ historycznych budowli murowanych. Tyl-
ko poprzez przesledzenia historycznych dysput do-
tyczacych stabilnosci dawnych budowli mozna osta-
tecznie ustali¢ ich mechaniczne zachowanie od
momentu powstania az do warunkéw prowadzacych
do ich zawalenia sig¢.

Uwzglednienie tego typu empiryczno-doswiad-
czalnych analiz, ktére od wiekéw stanowily gtéwna
tres¢ ksiazek i podrecznikéw z dziedziny architektu-
ry jest pozadane nawet dzisiaj, kiedy dysponujemy
bardziej wydajnymi narzedziami obliczeniowymi
i numerycznymi. Ten rodzaj analizy jest niezbedny
w przypadku badania zfozonych budowli historycz-
nych, potwierdzajac stusznos¢ stwierdzenia, ze iden-
tyfikacja jakoSciowa czgsto daje lepsze rezultaty niz
badania numeryczne. W referacie przedstawiono ana-
liz¢ historycznych dysput dotyczacych stabilnosci
koput, ktére dostarczyly wiele narzedzi umozliwia-
jacych rozwiazanie przypadku kopuly murowane;j
z XVII wieku. Tylko dzigki potaczeniu badan empi-
rycznych i modelu numerycznego udalo si¢ potwier-
dzi¢ stusznos¢ historycznego rozwigzania odwiecz-
nego problemu zachowania kopul.
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