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Aim of this paper is to show the potentiality of
the empiricism in identifying the real mechanical
behavior of ancient monuments, which often, in the
ìart of buildingî rules and in the old treatises [1],
more than in the modern concepts of new building
science, can find the fundamental instruments of
knowledge [2]. Proportional theory and geometri-
cal rules originated from the direct observation of
collapses mechanisms occurred to the monuments
during the centuries. The comparison between sim-
ilar mechanisms and pathologies has allowed to trace
the field of application of these theories in solving
the safety problem and in guaranteeing the equilib-
rium of masses. Certainly, ancient architects couldnít
have a precise idea of the mechanical behavior of
masonry, but, for sure, they must have figured out
the ìforces pathî inside their huge structures [3].
The same forces path which new numerical mod-
els, despite the great developments of the last dec-
ades, are not able to represent with a reliable preci-
sion, for the big approximations at the base of ìma-
sonryî modeling as a modern material: its homoge-
neity, isotropy and linear behavior.

Here, an ideal route from empiricism to numeri-
cal modeling of masonry domes is presented,
through the recall of some historical debates [4]
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Celem tego referatu jest pokazanie moøliwoúci po-
dejúcia empirycznego w ustaleniu rzeczywistej pra-
cy (z punktu widzenia mechaniki) historycznych
budowli, ktÛre znajduje uzasadnienie czÍúciej w za-
sadach sztuki budowlanej i starych traktatach [1] niø
we wspÛ≥czesnych koncepcjach inøynierii budow-
lanej [2]. Teoria proporcji i zasady geometrii wy-
wodzπ siÍ z bezpoúrednich obserwacji mechani-
zmÛw zawalania siÍ budowli na przestrzeni wiekÛw.
PorÛwnanie podobnych mechanizmÛw i patologii
pozwoli≥o przeúledziÊ zastosowanie tych teorii do
rozwiπzywania problemÛw bezpieczeÒstwa budowli
i zapewnienia rÛwnowagi mas. Dawni architekci nie
mogli mieÊ precyzyjnej wiedzy na temat mechanicz-
nego zachowania siÍ konstrukcji murowanych, ale
z pewnoúciπ orientowali siÍ jak przebiega≥y si≥y
w ich ogromnych budowlach [3]. Pomimo duøych
postÍpÛw w ostatnich dziesiÍcioleciach wspÛ≥cze-
sne modele numeryczne nie potrafiπ odwzorowaÊ
wiarygodnie rozk≥adu si≥ z powodu bardzo duøych
uproszczeÒ leøπcych u podstaw modelowania, do-
tyczπcych wspÛ≥czesnych materia≥Ûw, ich jednorod-
noúci, izotropii i liniowego zachowania siÍ.

W referacie przedstawiono drogÍ od empiryzmu
do modelowania numerycznego kopu≥ murowanych,
przywo≥ujπc historyczne dysputy [4] reprezentujπ-
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which have represented as many fundamental steps
in the comprehension of mechanical behavior of
some special structures (as domes) and in setting up
of consolidating historical solutions. The final aim
is to show, by presenting an experimental case of
analysis, the validity of the ancient master builders
solution to the main problem of the masonry domes:
their primeval and ineradicable horizontal thrust on
supporting structures.
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Ancient treatises and old monuments both reveal
the deep knowledge of classical geometry which was
the common language, not only formal but even stat-
ical, of ancient architects.

Galileo [5] first evidenced the ìmistakesî in the
ìproportional methodî of calculation, introducing
a partial correction to the original Mariotteís for-
mula for resistance value of a loaded cantilever
beam. For the first time, he had fixed a limit to the
infinite growing law, which, up to his time, had al-
lowed to apply to a real and massive structure the
same proportions tested before in a smaller wooden
model. It was the birth of the modern science of
constructions against the ancient art of building but,
ìGalileo was [partially] wrongî [6]. Actually, the
translation of the stability problem into an equilib-
rium balance, works, at least until you get close to
the characteristic breaking values of the materials,
and for the historical buildings ñ whose constitu-
tive materials work at a stress level much lower than
the breaking one ñ the equilibrium respect is also
guarantee of the building stability.

Despite their massive appearance, masonry struc-
tures are essentially labile, not isostatic. Still at the
beginning of the XXth century, G.B. Milani [7],
shows their peculiarity, underlying the difference
with the new ìelastic systemsî: a monolithic struc-
ture ìcan remain in equilibrium for each value of S
for which the resultant R is internal to the sectionî.
What has to be avoided is its overturning, that, re-
gardless of resistance values, inevitably occurs when
the resultant falls outside its thickness. Then, the
geometrical ratio between thickness of the wall and
its height is the fundamental parameter, in order to
state the stability condition of the wall itself in front
of horizontal forces (as the thrust of a dome).

The ìelastic systemsî (as modern structures) can
have always at least one equilibrium solution and
for this reason the question of stability is transferred
from equilibrium into a materials resistance prob-
lem. This means that, while for the ìelastic systemî
any structural shape is possible, for masonry struc-

ce fundamentalne etapy w zrozumieniu mechanicz-
nego zachowania siÍ specjalnych konstrukcji (takich
jak kopu≥y) i w doskonaleniu historycznych rozwiπ-
zaÒ. Na koniec przedstawiono praktyczny przypa-
dek analizy demonstrujπcy s≥usznoúÊ rozwiπzania
podstawowego problemu kopu≥ murowanych ñ ich
naporu poziomego na konstrukcje wsporcze ñ przez
dawnych budowniczych.
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Historyczne traktaty i stare budowle ujawniajπ g≥Í-
bokπ znajomoúÊ klasycznej geometrii dawnych ar-
chitektÛw, ktÛra stanowi≥a ich wspÛlny jÍzyk (nie
tylko formalny, ale takøe uøywany w dziedzinie ana-
lizy statycznej).

Galileusz [5] pierwszy wykaza≥ nieúcis≥oúci pro-
porcjonalnej metody obliczeÒ, wprowadzajπc po-
prawkÍ do oryginalnego wzoru Mariotta na noúnoúÊ
obciπøonej belki wspornikowej. Po raz pierwszy
ustali≥ granicÍ zasady nieskoÒczonego powiÍksza-
nia, ktÛra do tamtego czasu pozwala≥a nadawaÊ rze-
czywistej ogromnej budowli proporcje przetestowa-
ne wczeúniej na mniejszym modelu drewnianym.
Narodzi≥a siÍ wtedy wspÛ≥czesna nauka o konstruk-
cjach budowlanych, w odrÛønieniu do dawnej sztu-
ki budowlanej. Galileusz czÍúciowo siÍ myli≥ [6].
Przekszta≥cenie problemu statecznoúci w problem
rÛwnowagi sprawdza siÍ w praktyce, przynajmniej
do momentu, gdy osiπgnie siÍ wytrzyma≥oúÊ gra-
nicznπ materia≥Ûw. W przypadku budowli zabytko-
wych, ktÛrych materia≥y sk≥adowe pracujπ pod ob-
ciπøeniem duøo mniejszym niø obciπøenie niszczπ-
ce, podejúcie rÛwnowagi gwarantuje ich statecznoúÊ.

Pomimo ich masywnego wyglπdu budowle mu-
rowane sπ w zasadzie labilne, a nie izostatyczne. Jesz-
cze na poczπtku XX wieku G.B. Milani [7] wskaza≥
na ich szczegÛlnπ cechÍ w odrÛønieniu od nowych
systemÛw sprÍøystych: konstrukcja monolityczna
Ñmoøe pozostawaÊ w rÛwnowadze dla kaødej warto-
úci S, przy ktÛrej wypadkowa R jest wewnÍtrzna
w stosunku do przekrojuî. Naleøy unikaÊ odwrotno-
úci, tzn. gdy niezaleønie od wartoúci oporu wypad-
kowa wychodzi poza gruboúÊ przekroju. Wtedy sto-
sunek geometryczny gruboúci úciany do jej wysoko-
úci jest podstawowym parametrem uwzglÍdnianym
przy okreúlaniu warunku statecznoúci úciany w przy-
padku dzia≥ania si≥ poziomych (np. napÛr kopu≥y).

Uk≥ady sprÍøyste (takie jak wspÛ≥czesne konstruk-
cje) zawsze mogπ mieÊ co najmniej jedno rozwiπza-
nie warunkÛw rÛwnowagi. W rezultacie problem sta-
tecznoúci redukuje siÍ do problemu wytrzyma≥oúci
materia≥Ûw. Oznacza to, øe podczas gdy w przypad-
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tures only some particular configurations are avail-
able: this fact explains why the shape of ancient
structures has remained unchanged for centuries and
why ancient builders have been able to experience,
for centuries, such similar and well-known collapse
mechanisms. Indeed, use of statics, alone, has giv-
en a good estimation of structural quantities, at least
until the XVIIIth century [8] when the introduction
of slender, homogeneous structures, with elastic
behavior and minimal deformations has necessitat-
ed the new science application. At least, giving rea-
son to Galileo.

Masonry is a composite material, constituted by
a mix of rigid blocks and mortar joints, and by ob-
serving any ancient walls is immediately clear that
considering this material as Ñhomogeneousî is a far-
fetched concept [9]. Its great resistance to compres-
sion and no resistance to traction, get complicate
when itís necessary to study its behavior by modern
science, based on perfect and well known materi-
als. In keeping with this, the rediscovering of the
classical building rules may have a practical and
operative value, especially considering that, for his-
torical buildings ñ subject to several changes, dis-
placements and reconstruction phases during their
life ñ there is an uncertainty in the definition of con-
straints between the elements, for the presence of
voids and bad connections between them. The trans-
lation of these events into quantitative parameters
is really complex and often unreliable.

Even more difficult results a reliable definition
of its mechanical characteristics if we consider that
we have to use statistics formulas to estimate them
on the base of very limited number of tests which
can be carried out on ancient buildings. The more
uncertain are the parameters we input at the begin-
ning of this process, the more uncertain would be

ku uk≥adÛw sprÍøystych moøliwy jest dowolny
kszta≥t, dla konstrukcji murowanych dostÍpnych jest
tylko kilka okreúlonych konfiguracji. Fakt ten wyja-
únia dlaczego kszta≥t historycznych budowli nie ule-
ga≥ zmianom przez wieki i dlaczego ulega≥y one po-
dobnym katastrofom, ktÛrych mechanizm by≥ dobrze
znany. Istotnie, dziÍki stosowaniu samej tylko staty-
ki da≥o siÍ stosunkowo dok≥adnie oszacowaÊ wiel-
koúci konstrukcyjne aø do XVIII wieku [8], kiedy to
pojawienie siÍ smuk≥ych jednorodnych konstrukcji
charakteryzujπcych siÍ pracπ sprÍøystπ i minimalny-
mi odkszta≥ceniami spowodowa≥o koniecznoúÊ za-
stosowania nowego podejúcia.

Mur jest materia≥em z≥oøonym, sk≥adajπcym siÍ
sztywnych blokÛw i spoin. Przyglπdajπc siÍ jakiemuú
staremu murowi widzimy wyraünie, øe traktowanie
go jako materia≥ jednorodny to duøa przesada [9].
Duøa wytrzyma≥oúÊ muru na úciskanie i brak wytrzy-
ma≥oúci na rozciπganie sprawiajπ, øe badanie jego
zachowania siÍ za pomocπ wspÛ≥czesnych metod
opracowanych dla doskona≥ych materia≥Ûw o dobrze
znanych w≥asnoúciach sprawia trudnoúci. W zwiπz-
ku z tym odkrywanie na nowo klasycznych zasad
budowlanych moøe mieÊ praktycznπ wartoúÊ, szcze-
gÛlnie gdy weümie siÍ pod uwagÍ fakt, øe w przy-
padku budowli historycznych (ktÛre w czasie ich ist-
nienia by≥y wielokrotnie przebudowywane) istnieje
niepewnoúÊ co do wiÍzÛw miÍdzy ich elementami
z powodu wystÍpowania pustek i s≥abych po≥πczeÒ.
Prze≥oøenie tych czynnikÛw na parametry iloúciowe
jest bardzo skomplikowane i czÍsto zawodne.

Jeszcze trudniejsza jest wiarygodna definicja
charakterystyk mechanicznych takich konstrukcji,
gdy weümie siÍ pod uwagÍ fakt, øe do oszacowania
ich trzeba uøyÊ wzorÛw statystycznych i danych
pochodzπcych z ograniczonej liczby badaÒ doúwiad-
czalnych przeprowadzonych na historycznych bu-

Fig. 1. Difference between monolithic masonry structures and modern elastic systems in Milani’s drawing
Rys. 1. Różnica między monolitycznymi konstrukcjami murowanymi a współczesnymi układami sprężystymi (rysunki Milaniego)
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the results, regardless the efficiency of the calcula-
tion instrument used. What numerical models are
still unable to consider is the capability of the an-
cient structure to present an even severe damage and
to continue to live, by a progressive adaptation to
new geometrical shapes, more and more deformed,
which soon represent a new equilibrium. This con-
sideration, with the evidence of the ancient monu-
ment secular stability, clearly shows that is always
necessary a mutual support between numerical
methods and empiricism, in order to reduce uncer-
tainties of assessment. Particularly for the primeval
structures, as domes [10].
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The observation of domed structures, and most of
all, of their crack pattern, must have clarified to the
architects since the beginning, that the key of domes
mechanical behavior would be the arch. Based on
the same thrusting principle of the arches which
compose them, domes tend to open themselves, by
transferring to their bearing structures, not only ver-
tical forces but even horizontal ones. These thrusts
generate severe tensional states, which inevitably,
during time, determine their lack of stability.

dowlach. Im bardziej niepewne sπ parametry wpro-
wadzone na poczπtku tego procesu, tym bardziej
niepewne bÍdπ uzyskane wyniki, bez wzglÍdu na
wydajnoúÊ zastosowanego narzÍdzia obliczeniowe-
go. Modele numeryczne nadal nie sπ w stanie
uwzglÍdniÊ zdolnoúci historycznych konstrukcji do
przetrwania nawet powaønych uszkodzeÒ dziÍki
stopniowej adaptacji do nowych kszta≥tÛw geome-
trycznych przez co uzyskiwana jest nowa rÛwno-
waga. Wynika stπd, øe metody numeryczne naleøy
stosowaÊ w po≥πczeniu z podejúciem empirycznym
w celu zmniejszenia niepewnoúci oceny,, szczegÛl-
nie w przypadku takich pradawnych konstrukcji jak
kopu≥y [10].
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Obserwacje konstrukcji kopu≥, a szczegÛlnie ich
schematu pÍkania, musia≥y od samego poczπtku
uúwiadomiÊ architektom, øe ≥uk jest kluczowym
elementem do zrozumienia zachowania siÍ kopu≥
pod wzglÍdem mechanicznym. Opierajπc siÍ na tej
samej zasadzie naporu co ≥uki, ktÛre je tworzπ, ko-
pu≥y majπ tendencjÍ do otwierania siÍ na skutek
przekazywania na ich elementy wsporcze nie tylko
si≥ pionowych, ale takøe poziomych. Napory te ge-
nerujπ krytyczne stany rozciπgania, ktÛre z czasem
nieuchronnie prowadzπ do utraty statecznoúci.

Fig. 2. The arch hinges prefigured by Leonardo’s “kinematics” in Madrid Code
Rys. 2. Przeguby łuku przewidziane przez „kinematykę” Leonardo w Kodeksie Madryckim

ìArch is nothing else than a force caused by two
weaknessî said Leonardo da Vinci, even before the
fundamental Hookeís theory which related the
shapes of an arch to the catenaria. The line of thrust
is the path on which internal forces transport exter-
nal loads to the support in any structure. When in-
verted, a hanging string model may represent the
line of thrust in compression (Hookeís intuition, ut

ì£uk jest niczym innym jak si≥π spowodowanπ
dwiema s≥aboúciamiî stwierdzi≥ Leonardo da Vin-
ci, jeszcze przed sformu≥owaniem przez Hookeía
teorii wiπøπcej kszta≥ty ≥uku z krzywπ ≥aÒcuchowπ
(catenaria). Linia ciúnieÒ to droga po ktÛrej si≥y
wewnÍtrzne przekazujπ obciπøenia zewnÍtrzne na
podpory w dowolnej konstrukcji. Jeøeli zostanie
odwrÛcony, model wiszπcej struny moøe on przed-
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tensio sic vis). Indeed, the minimum and the maxi-
mum values of the thrust locate the position of the
cracks and the hinges in which the collapse mecha-
nism begins: for a circular arch, this position is fixed
at the top and at 30∞ above the arch abutment. This
theory still holds for the domes [11].

A dome, in fact, can be seen as a series of arches
obtainable by slicing the structure along meridian
planes: two opposite slices form an arch and they
work together by compression, making the most of
the masonry mechanical properties. Therefore, it is
possible to draw, for the dome, the same line of thrust
which was previously identified as the basis of the
collapse theory on the arches. In this way, itís easy
to identify the specific equilibrium state in compres-
sion at which the dome is safe.

This mechanical behavior, still valid as modern
ìmembrane theoryî, couldnít be mathematically
demonstrated by the an-
cient architects but we can
find its theoretical succes-
sive approximations by ex-
amining some fundamen-
tal historical debates,
which have represented as
many changes in structur-
al conception of domes,
often through the progres-
sive use of mathematics,
finally converting the orig-
inal art of building into
science.

The forces path inside
a domed structure must
have been clear to the two
mecanicopoioi called by
Giustiniano for the con-
struction of Hagia Sophia,
and its perfect geometry
and its buttresses system
face off three times its in-
evitable collapse, which fi-
nally has occurred for two
fundamental obstacles: the
byzantine building prac-
tice (which foresaw the use of high mortar thick-
ness) and the seismic force [12]. Only a thousand
years later, Sinan solved the ìmistakeî by straight-
ening the pillars at its base and by encircling the
dome with huge iron ties. We donít have any evi-
dences of mathematical calculations by Sinan but
in Hagia Sophia historical consolidation we can as-
sist to the first overcoming of the ancient geometri-
cal rule by the empiricism. The Ottoman method of
consolidation has been used for centuries without

stawiaÊ liniÍ naporu podczas úciskania (intuicja
Hookeía, ut tensio sic vis). Rzeczywiúcie, minimal-
ne i maksymalne wartoúci naporu determinujπ
umiejscowienie pÍkniÍÊ i przegubÛw, przy ktÛrym
zaczyna dzia≥aÊ mechanizm zawalenia siÍ. W przy-
padku ≥uku ko≥owego to miejsce znajduje siÍ u gÛ-
ry i 30∞ powyøej oparcia ≥uku. Teoria ta nadal obo-
wiπzuje dla kopu≥ [11].

Kopu≥Í moøna postrzegaÊ jako szereg ≥ukÛw
uzyskanych przez pociÍcie tej konstrukcji wzd≥uø
p≥aszczyzn po≥udnikowych. Dwa przeciwleg≥e seg-
menty tworzπ ≥uk i pracujπ razem poprzez úciska-
nie, determinujπc wiÍkszoúÊ mechanicznych w≥a-
snoúci muru. Dlatego teø moøna dla kopu≥y wykre-
úliÊ tπ samπ liniÍ naporu, ktÛra wczeúniej stanowi≥a
podstawÍ teorii zawalania siÍ ≥ukÛw. W ten sposÛb
≥atwo ustaliÊ konkretny stan rÛwnowagi przy úci-
skaniu, w ktÛrym dane kopu≥a jest bezpieczna.

To zachowanie siÍ kopu-
≥y pod wzglÍdem mechanicz-
nym, nadal obowiπzujπce
jako wspÛ≥czesna teoria
membrany, nie mog≥o byÊ
matematycznie udowodnione
przez dawnych architektÛw,
ale jego kolejne aproksyma-
cje moøna przeúledziÊ w fun-
damentalnych historycznych
dysputach, gdzie koncepcje
konstrukcyjne kopu≥ ewolu-
ujπ dziÍki zastosowaniu ma-
tematyki, doprowadzajπc do
przemiany pierwotnej sztuki
budowlanej w naukÍ.

Rozk≥ad si≥ wewnπtrz
konstrukcji kopu≥owatych
musia≥ byÊ znany dwÛm me-
canicopoioi, ktÛrym Giusti-
niano zleci≥ budowÍ Bazyli-
ki Hagia Sophia. Jej dosko-
na≥a geometria i system
przypÛr uchroni≥ jπ trzy razy
przed nieuchronnym zawale-
niem siÍ, ktÛre ostatecznie
nastπpi≥o z dwÛch podstawo-

wych powodÛw: bizantyjskiej praktyki budowla-
nej (ktÛra antycypowa≥a stosowanie duøych gru-
boúci zaprawy) i si≥ sejsmicznych [12]. Dopiero
tysiπc lat pÛüniej, Sinan naprawi≥ ten Ñb≥πdî przez
wzmocnienie kolumn u ich podstawy i ujÍcie ko-
pu≥y w olbrzymie øelazne ciÍgna. Nie ma dowo-
dÛw na to, øe Sinan przeprowadzi≥ obliczenia ma-
tematyczne, ale to historyczne wzmocnienie ba-
zyliki Hagia Sophia jest pierwszym przypadkiem
przezwyciÍøenia dawnej zasady geometrycznej

Fig. 3. Viviani sketches for Santa Maria del Fiore ties
calculation

Rys. 3. Szkice Vivianiego przedstawiające obliczenia
wiązań katedry Santa Maria del Fiore
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even trying to justify it: it was the application of
pure empiricism, whose validity was tested by en-
circled domes secular stability.

The first mathematical definition of this empiri-
cal method has been attempted by the mathemati-
cian Vincenzo Viviani in the late XVIIth century,
during his strong debate with Cecchini, on Santa
Maria del Fiore dome [13]. The opponent of Vivi-
ani indentified in differential soil settlements the
principal cause of the early noticed cracks (screpo-
li): the same argument already used during the first
debate on Vatican dome, some decades before. Viv-
iani used the simple formulation already applied by
Torricelli in the Uffizi ìcolumnae fessaeî question
and by the application of same trigonometric for-
mula he had first found a way of calculate the exact
value of the force opposed by an encircling tie to
the thrust at the base of a dome [14]. It was the first
mathematical formulation of a generally accepted
intervention, without a really connection with the
dome behavior.

The dome collapse mechanism has been deep-
ly investigated only during another great debate
which took place between the three Mathematicians
and Poleni on the Vatican dome stability, some
decades later. In 1743 Jacquier, Le Seur and Bos-
covich have defined the kinematics subtended to
the cracks typical of all masonry domes. For the
first time, they applied the Virtual Work Principle
to the system composed by the huge dome and the
underlying tambour of San Peter in Rome, reach-
ing the correct visualization of the movement of
each single element involved in the collapse proc-
ess, almost by anticipating the concept of macro-
elements [15]. Instead, Poleniís analysis reported
the question to the ìancient graphical wayî, which
has seen the dome reduced to its slices-arches equi-
librium, verifying that the line of thrust would be
contained into its thickness and using the hanging
catenaria visualization in order to prove it [16].
Itís not so important, for our scopes, that the con-
clusion of the dome instability ñ theorized by Math-
ematicians ñ was partially wrong and that the de-
bate finished with the success of Poleni. Whatís
important to stress is that for the first time the dome
equilibrium has been considered by using the kin-
ematics concepts.

The problem of horizontal thrust has been then
solved in the last debate which has decreed the end
of the dome ñ as it was originally conceived ñ and
the parallel birth of membrane structure. The last
debate about French Pantheon stability has definitely
transformed the equilibrium approach into
a resistance problem. The Soufflotís revolutionary
design of slender pillars have challenged the ancient

przez empiryzm. OtomaÒska metoda wzmacnia-
nia stosowana by≥a przez wieki bez podejmowa-
nia jakichkolwiek wysi≥kÛw, aby jπ uzasadniÊ. Jest
to przyk≥ad zastosowania czystego empiryzmu,
ktÛrego s≥usznoúÊ udowodni≥a stabilnoúÊ wzmoc-
nionej kopu≥y.

Pierwszy podjπ≥ prÛbÍ zdefiniowania tej meto-
dy empirycznej matematyk Vincenzo Viviani pod
koniec 17 wieku w ramach ostrej polemiki z Cec-
chinim dotyczπcej kopu≥y Katedry Santa Maria del
Fiore [13]. Wed≥ug przeciwnika Vivianiego g≥Ûwnπ
przyczynπ powsta≥ych rys (screpoli) by≥o zrÛønico-
wane osiadanie gruntu. Ten sam argument by≥ kil-
kadziesiπt lat wczeúniej wysuniÍty podczas pierw-
szej dysputy dotyczπcej kopu≥y watykaÒskiej. Vi-
viani zastosowa≥ prosty wzÛr trygonometryczny
wczeúniej uøyty przez Torricelliego do rozwiπzania
problemu columnae fessae pa≥acu Uffizi. DziÍki
temu uda≥o mu siÍ obliczyÊ dok≥adnπ wartoúÊ si≥y
z jakπ ciÍgno otaczajπce kopu≥Í przeciwstawia≥o siÍ
naporowi u jej podstawy [14]. By≥o to pierwsze
matematyczne sformu≥owanie interwencji budow-
lanej powszechnie stosowanej bez uzasadnienia.

Mechanizm zawalenia siÍ kopu≥y by≥ dog≥Íbnie
analizowany kilkadziesiπt lat pÛüniej podczas ko-
lejnej wielkiej dysputy miÍdzy trzema matematy-
kami a Polenim dotyczπcej stabilnoúci kopu≥y wa-
tykaÒskiej. W 1743 r. Jacquier, Le Seur i Boscovich
okreúlili kinematykÍ leøπcπ u podstaw pojawiania
siÍ pÍkniÍÊ typowych dla wszystkich kopu≥ muro-
wanych. Po raz pierwszy zastosowali oni zasadÍ
pracy wirtualnej do uk≥adu sk≥adajπcego siÍ z ol-
brzymiej kopu≥y i tamburu w Bazylice åw. Piotra
w Rzymie, uzyskujπc poprawnπ wizualizacjÍ ruchu
kaødego poszczegÛlnego elementu biorπcego udzia≥
w procesie zawalenia siÍ (prawie antycypujπc kon-
cepcjÍ makroelementÛw) [15]. Analiza Poleniego
ujmowa≥a ten problem w tradycyjny sposÛb graficz-
ny, sprowadzajπc go do problemu rÛwnowagi seg-
mentÛw ≥ukÛw. Poleni stosujπc wizualizacjÍ wiszπ-
cej linii ≥aÒcuchowej (catenaria) wykaza≥, øe linia
parcia przebiega w gruboúci kopu≥y [16]. Nie jest
to tak istotne dla naszych rozwaøaÒ, øe wnioski do-
tyczπce niestabilnoúci wyprowadzone przez powyø-
szych matematykÛw by≥y czÍúciowo b≥Ídne i øe
dysputa zakoÒczy≥a siÍ sukcesem Poleniego. Istot-
nym jest to, øe po raz pierwszy rÛwnowaga kopu≥y
by≥a rozpatrywana w kategoriach kinematyki.

Problem poziomego naporu zosta≥ rozwiπzany
w ostatniej dyspucie, podczas ktÛrej og≥oszono ko-
niec kopu≥y w jej tradycyjnym ujÍciu i jednoczesne
narodziny konstrukcji membranowej. Ta dysputa
dotyczy≥a stabilnoúci Francuskiego Panteonu i de-
finitywnie przekszta≥ci≥a problem rÛwnowagi w pro-
blem wytrzyma≥oúci. Rewolucyjny projekt Soufflota
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proportional rules and the final covering of the new
laic temple has solved in its structural configura-
tion the problem of the thrust.

A new material made by stones and iron links
was finally capable to absorb the ineradicable ten-
sile stresses at the base of the great dome, justify-
ing the verdict of Rondelet: domes donít push an-
ymore [17].
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The experience carried out on a XVII century dome,
Santa Maria del Quartiere, in Parma, (Italy) has
clearly shown the potentiality of empiricism reap-
praisal in domes structural analysis, as
a confirmation and calibra-
tion of the results obtained by
numerical models.

A clear map of the cracks
surveyed, has pointed out
a substantial symmetry of the
crack pattern, which confirms
the domes typical collapse
mechanism, with a droop of
the top under its own weight
and with a correspondent en-
largement at the base.

According to the histori-
cal method, and by virtue of
its symmetry, the dome has
been converted to an arch,
obtained by cutting two con-
secutive dome panels in their
centre. Then, the thrust of the
whole dome has been calcu-
lated by the equilibrium of
this single slice, considering
the dead weight applied in the
centre of mass. Once solved
the three simple equilibrium equations we have
reached the radial thrust which guarantees the sta-
bility of the dome, equal to H = 8200 kg.

The numerical model of the dome has been then
performed by consecutive steps. A very simplified
3D model has been built up, on hexagonal base, sym-
metric, growing in height and following the circular
profiles of the real dome edges, whose variable thick-
ness starts from 30 cm at the abutment up to 20 cm at
the top, meshed by tetrahedron solid finite elements
(FEM Abaqus). As stated before, it can be consid-
ered a very low tensile resistance for traditional ma-
sonry, which can be approximated to an ideal no-ten-
sion material, (especially in for domes, in which the

smuk≥ych kolumn podwaøy≥ dawne zasady propor-
cjonalnoúci i ostateczne przykrycie tej nowej úwiec-
kiej úwiπtyni w swoim uk≥adzie konstrukcyjnym
rozwiπza≥o problem naporu.

Nowy materia≥ wykonany z kamieni i øelaznych
≥πcznikÛw by≥ wreszcie w stanie zamortyzowaÊ nie-
uniknione naprÍøenia rozciπgajπce u podstawy wiel-
kiej kopu≥y, uzasadniajπc opiniÍ Rondeleta, øe ko-
pu≥y przesta≥y juø napieraÊ [17].
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Eksperyment przeprowadzony na siedemnastowiecz-
nej kopule Koúcio≥a Santa Maria del Quartiere w Par-
mie (W≥ochy) wykaza≥ moøliwoúÊ zastosowania
empirycznej oceny kopu≥ w statyce budowli w celu

potwierdzenia i kalibracji wy-
nikÛw uzyskanych za pomo-
cπ modeli numerycznych.

Wyraüna siatka spÍkaÒ
wykazywa≥a znacznπ syme-
triÍ, co potwierdza≥o typowy
mechanizm zawalania siÍ
kopu≥ ñ opadniÍcie szczytu
kopu≥y pod w≥asnym ciÍøa-
rem i jej powiÍkszenie siÍ
u podstawy.

Zgodnie z metodπ histo-
rycznπ i uwzglÍdniajπc syme-
triÍ kopu≥y, zosta≥a ona prze-
kszta≥cona w ≥uk uzyskany
przez wyciÍcie dwÛch kolej-
nych p≥yt w jej úrodku. Na-
stÍpnie parcie ca≥ej kopu≥y
obliczono na podstawie rÛw-
nowagi tego jednego wycin-
ka, uwzglÍdniajπc ciÍøar w≥a-
sny przy≥oøony w úrodku
masy. Po rozwiπzaniu trzech
prostych rÛwnaÒ otrzymano

napÛr promieniowy zapewniajπcy kopule stabilnoúÊ,
a wynoszπcy H = 8200 kg.

NastÍpnie opracowano model numeryczny ko-
pu≥y. Najpierw zbudowano uproszczony model trÛj-
wymiarowy na szeúciokπtnej podstawie. By≥ on sy-
metryczny i odwzorowywa≥ ko≥owe profile krawÍ-
dzi rzeczywistej kopu≥y, ktÛrych gruboúÊ zmienia
siÍ od 30 cm przy wezg≥owiu do 20 cm u szczytu.
Zastosowano siatkÍ czworoúciennych pe≥nych ele-
mentÛw skoÒczonych (FEM Abaqus). Jak wspo-
mniano wyøej, w przypadku tradycyjnego muru
wytrzyma≥oúÊ na rozciπganie jest bardzo ma≥a.
Materia≥ taki jest zbliøony do idealnego materia≥u
nierozciπgliwego (szczegÛlnie w przypadku kopu≥,

Fig. 4. The reduction to an arch equilibrium for
solution of dome stability

Rys. 4. Sprowadzenie problemu stabilności kopuły
do równowagi łuku
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prevalence of compressive stresses is obvious). Then,
we have attributed to this 3D model the mechanical
characteristics of an elastic, homogeneous, isotropic
solid (precisely, the following values have been ap-
plied: E = 10.000 kg/cm2; Poisson ratio n = 0.2; Mass
density g = 1800 kg/m3), both in the intact and the
cracked situation.

w ktÛrych dominujπ naprÍøenia úciskajπce). NastÍp-
nie przypisano temu modelowi charakterystyki me-
chaniczne cia≥a sprÍøystego, jednorodnego i izotro-
powego (konkretnie przypisano nastÍpujπce warto-
úci: E = 10,000 kg/cm2; wspÛ≥czynnik Poissona n =
0,2; gÍstoúÊ g = 1800 kg/m3) zarÛwno w stanie nie-
naruszonym jak i spÍkanym.

Despite the material is assumed to be linear-elas-
tic, the non-linear geometry has been then introduced
by inserting the cracks in the undamaged structure:
in this way, the non-linearity of the material is con-
centrated in the discontinuities inserted as cracks
actually surveyed.

Gradually proceeding from the more simplified
model, up to simulate the real critical load and re-
straint conditions, different load cases and dome
configurations have been considered. The intact
dome model isnít realistic but it has been useful to
simulate the previous damage: the results, in fact,
pointed out the higher tensile stresses in the zones
which are actually cracked. The last numerical model
have seen the insertion of an encircling steel tie on
the cracked dome: the absence of tensile stresses
incompatible with the masonry properties has con-
firmed the validity of the hypothesis assumed at the
beginning.

The intermediate step has been the calibration
of the hypothesized mechanical parameters by the
setting up of a dynamic modal analysis and the re-
sults of the ideal model of the dome, geometrically
regularized, has verified the outcomes of the first
empiric-experimental phase. Moreover, these find-
ings have confirmed the collapse mechanism hy-
pothesis, based on the observation of the cracks on
the analysis of historical debates. The founded ten-

Pomimo øe materia≥ przyjÍto jako liniowo-sprÍ-
øysty, wprowadzono geometriÍ nieliniowπ przez
uwzglÍdnienie pÍkniÍÊ w nieuszkodzonej konstruk-
cji. W rezultacie nieliniowoúÊ materia≥u skoncen-
trowana jest w nieciπg≥oúciach wprowadzonych jako
spÍkania stwierdzone w rzeczywistoúci.

Stopniowo przechodzono od uproszczonego mo-
delu do symulacji rzeczywistych obciπøeÒ krytycz-
nych i warunkÛw utwierdzenia oraz rÛønych konfi-
guracji obciπøenia i kopu≥y. Model kopu≥y nienaru-
szonej nie jest realistyczny, ale by≥ przydatny w sy-
mulacji poprzedniego uszkodzenia. Uzyskane wyni-
ki wykaza≥y wystÍpowanie wiÍkszych naprÍøeÒ
rozciπgajπcych w strefach, ktÛre by≥y rzeczywiúcie
spÍkane. W ostatnim modelu numerycznym na≥oøo-
no na kopu≥Í stalowe ciÍgno. Brak naprÍøeÒ rozciπ-
gajπcych niezgodnych z w≥asnoúciami muru potwier-
dzi≥ s≥usznoúÊ za≥oøenia przyjÍtego na poczπtku.

Etap poúredni obejmowa≥ kalibracjÍ hipotetycz-
nych parametrÛw mechanicznych poprzez analizÍ
modelu dynamicznego i na podstawie wynikÛw uzy-
skanych dla idealnego modelu kopu≥y regularyzo-
wanego geometrycznie. W rezultacie uzyskano po-
twierdzenie wynikÛw pierwszego etapu empirycz-
no-doúwiadczalnego.

Ponadto na podstawie spÍkaÒ opisanych w hi-
storycznych dysputach zosta≥a potwierdzona hipo-
teza mechanizmu zawalenia siÍ kopu≥y. Wyznaczo-

Fig. 5. The insertion of the encircling tie (left) on the craked dome
Rys. 5. Nałożenie cięgna obejmującego na pękniętą kopułę (obraz z lewej strony)
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ny przebieg spÍkaÒ zgadza siÍ z przebiegiem spÍ-
kaÒ wystÍpujπcym w rzeczywistoúci, ktÛry stanowi
system ciπg≥ego monitorowania konstrukcji.

2���������

Przeanalizowano niektÛre historyczne dysputy (po-
czπwszy od sztuki budowlanej do nauki o budow-
lach) dotyczπce kopu≥y watykaÒskiej, oúmiokπtnej
kopu≥y Katedry Santa Maria del Fiore we Florencji
i Francuskiego Panteonu w Paryøu, jako fundamen-
talne etapy w zrozumieniu zachowania siÍ kopu≥.

Historyczne rozwiπzanie problemu naporu ko-
pu≥y, ktÛry w ciπgu wiekÛw stanowi≥ podstawowπ
przyczynÍ ich zawalania siÍ zosta≥o ostatecznie po-
twierdzone przez analizÍ numerycznπ siedemnasto-
wiecznej szeúciokπtnej kopu≥y Koúcio≥a Santa Ma-
ria del Quartiere w Parmie (W≥ochy).

DziÍki po≥πczeniu analizy historycznej, precy-
zyjnych pomiarÛw geometrycznych, badaÒ doúwiad-
czalnych i modelowania numerycznego, okreúlono
statyczne zachowanie siÍ typowej kopu≥y obroto-
wej przez co moøliwe staje siÍ planowanie przy-
sz≥ych interwencji wzmacniajπcych i konserwacyj-
nych, ktÛrych sukces gwarantuje historyczna inter-
wencja z zastosowaniem ciÍgna otaczajπcego.

Tylko poprzez uwzglÍdnienie osiπgniÍÊ podej-
úcia empirycznego i sztuki budowlanej wspÛ≥cze-
sne metody numeryczne mogπ staÊ siÍ bardziej wia-
rygodne w zastosowaniu do ulegajπcym zmianom
z≥oøonych budowli historycznych. Tylko na tej dro-
dze moøna znaleüÊ klucz do interpretacji ich funda-
mentalnych mechanizmÛw i na tej podstawie opra-
cowaÊ sposÛb ich wzmocnienia.

sile pattern matches with the actual cracks, which
really represent the main continuous monitoring
system of the structure.
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As stated before, some historical debates, on the
Vatican dome, the octagonal dome of Santa Maria
del Fiore in Florence, and finally on French Pan-
theon of Paris, have been analysed as fundamental
steps in domes behaviour clarification, in a route
from art of building up to science of construction.

The historical solution to the primeval thrust of
domes, which during the centuries has caused their
principal cause of collapse, has finally found
a confirmation in the numerical analysis of the
XVII century hexagonal dome of Santa Maria del
Quartiere in Parma (Italy).

Thanks to a fusion between historical analysis,
precision geometrical surveys, experimental inves-
tigations and numerical modelling, the static be-
haviour of a typical rotation dome has been deter-
mined, in order to plan future interventions for its
consolidation and conservation, which in the an-
cient intervention of encircling tie has found its
guarantee of success.

Only a reappraisal of empiricsm and art of
buildingcan give to the modern numerical meth-
ods a way of reliability to mutable and complex
structures as historical ones, finding an interpreta-
tive key to their primeval mechanisms and then
reaching a conservative solution of consolidation.
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Abstract

Aim of this paper is to show the potentiality of the
empiricism in the process of ancient buildings struc-
tural analysis, particularly referred to domes. Fun-
damental historical debite have been considered
Numerical models, even very precise and complex,
can hardly describe the real behaviour of masonry
ancient building. Only through a path from the his-
torical debate on stabilty of ancient structures we
can finally reach the final definition of their me-
chanical behaviour, up to the collapse prefiguration.

A reappraisal of this type of analysis empic-ex-
perimental, which for centuries has been the centre
of architectural books and manuals, is really desid-
erable even today, even if we have calculation and
numerical instruments definitely more efficient than
in the past. This type of analysis rests one of the
most important for the study of the ancient build-
ings complexity, confirming that the qualitative iden-
tification, often, gives results more suitable than the
numerical ones. In this paper, an analysis of some
historical debates on domes stability are presented,
which have represented as many instruments for the
solution of the experimental case of a XVII century
masonry dome. Only a fusion of empiricism and
numerical model has allowed to confirm the histor-
ical solution to the dome primeval problem: its ine-
radicable and secular thrust.

Streszczenie

Referat przedstawia badania empiryczne w proce-
sie analizy statycznej historycznych budowli,
w szczegÛlnoúci kopu≥. Dokonano przeglπdu fun-
damentalnych dysput historycznych na ten temat.
Modele numeryczne, nawet bardzo dok≥adne i z≥o-
øone, nie opisujπ adekwatnie rzeczywistego zacho-
wania siÍ historycznych budowli murowanych. Tyl-
ko poprzez przeúledzenia historycznych dysput do-
tyczπcych stabilnoúci dawnych budowli moøna osta-
tecznie ustaliÊ ich mechaniczne zachowanie od
momentu powstania aø do warunkÛw prowadzπcych
do ich zawalenia siÍ.

UwzglÍdnienie tego typu empiryczno-doúwiad-
czalnych analiz, ktÛre od wiekÛw stanowi≥y g≥Ûwnπ
treúÊ ksiπøek i podrÍcznikÛw z dziedziny architektu-
ry jest poøπdane nawet dzisiaj, kiedy dysponujemy
bardziej wydajnymi narzÍdziami obliczeniowymi
i numerycznymi. Ten rodzaj analizy jest niezbÍdny
w przypadku badania z≥oøonych budowli historycz-
nych, potwierdzajπc s≥usznoúÊ stwierdzenia, øe iden-
tyfikacja jakoúciowa czÍsto daje lepsze rezultaty niø
badania numeryczne. W referacie przedstawiono ana-
lizÍ historycznych dysput dotyczπcych stabilnoúci
kopu≥, ktÛre dostarczy≥y wiele narzÍdzi umoøliwia-
jπcych rozwiπzanie przypadku kopu≥y murowanej
z XVII wieku. Tylko dziÍki po≥πczeniu badaÒ empi-
rycznych i modelu numerycznego uda≥o siÍ potwier-
dziÊ s≥usznoúÊ historycznego rozwiπzania odwiecz-
nego problemu zachowania kopu≥.


