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DRGANIA WYMUSZONE KREPYCH BELEK
POSADOWIONYCH NA PODLOZU SPREZYSTYM

FORCED VIBRATIONS OF THICK BEAMS
ON ELASTIC FOUNDATION

Streszczenie

W niniejszym artykule przeanalizowano drgania wymuszone krgpej belki, posadowionej na
sprezystym podlozu o charakterystyce liniowej. Rozwazano dwa rodzaje wymuszajacych ob-
cigzen harmonicznych: statego wzdhuz osi belki i sinusoidalnie zmiennego. Przyjgto, ze konce
belki sa swobodne. Zbadano przypadki, gdy czgstosSci obciazenia zewngtrznego zmierzaja
(lub sa rowne) do czgstosci drgan wiasnych belki. Wykazano, ze nie we wszystkich przypad-
kach zachodzi klasyczne zjawisko rezonansu.

Stowa kluczowe: belka krepa, drgania, postacie drgan, rezonans, model Timoshenki

Abstract

The paper presents the analysis of forced vibrations of a thick beam on the springy foundation
with linear characteristic. Two types of harmonic forces has been considered: evenly distri-
buted (along the beam) and sinusoidally distributed, on the assumption that the ends of the
beam are free. The frequencies of the distributed forces have been close to natural frequencies
of the beam. It has been proved that resonance does not occur in all natural frequencies.
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1. Wstep

W wielu zagadnieniach #ynierskich mamy do czynienia z obiektami, w ktérych stosu-
nek szerokéci do dlugdci wykracza poza zakenia modelu smuktego. Takie obiekty,
zwane kepymi, dobrze opisuje model zaproponowany przez S. Timoghallkmodelu
tym uwzglgnione § oprdécz drga poprzecznych réwniespaczenia i obroty przekrojow
belki. Istota modelu jest potraktowanie przemieszcpmprzecznych i &6w obrotu prze-
kroju jako zmiennych niezataych.

W artykule [1] autor skupit gina drganiach wlasnychdpej belki, wspartej na nielinio-
wym podiazu, ograniczajc rozwaania do swobodnego podparciankéw belki. Celem
niniejszego artykutu byto uzyskanie analitycznego opisu ruchu uktadu liniowego, zamode-
lowanego kgpa belka o koacach swobodnych wsparha podtau spezystym. Spodziewa-
nym efektem jest uzyskanie rozwah w obszarach bliskich rezonansom.

2. Opis modelu

Badanym uktadem jest belka o przekroju kotowym, o ddagb i o promieniuR, przy
czym do analizy przyfo R/l = 0,25. Rozlaone oddzialywanie sptystego podiga na
belke opisano zalnoscia liniowo-sprzysta 0 wspoiczynniku proporcjonaldo o. Zato-
zono przy tymze ruch odbywa giw ptaszczynie prostopadiej do podta i przechodzcej
przez @ belki. Wymuszeni@(x, t) dziata na bekkw ptaszczynie ruchu i ma rozktad qity.

Model uktadu przedstawiono na rysunku 1.
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Rys. 1. Model uktadu izyte wspétredne

Fig. 1. Model of the system and used coordinates
Rownanie ruchu takiego uktadu v przedstawi(za: [3]) w nastpujacej formie

w,~ 2w =9 + L pi
G GA GA 1)



gdzie:
w(x, f) — wychylenie poprzeczne,
n — kat obrotu przekroju,
k — wspotczynnik geometryczny spaczenia; dla belki kotowej wynosi 10/9.

Pozostate oznaczenia statych materialowych i geometrycznych sa standardowe.
Warunki brzegowe dotycza momentu M i sity tnacej 7 na koncach belki. Okreslaja je
zaleznosci

T=—%(wx—9) ; TO)=T()=0;M=EJS, ; MO)=M©N=0  (2)

3. Analiza drgan wlasnych
Poszukujemy rozwiazan rownania (1) przy zatozeniu, ze p(x, £) = 0 w postaci
w(x,t) =X, (x)sin(wf)  3(x,7) = X,(x)sin(w?), gdzie X,(x) = C,e” X,(x)=C,e™

Takie podstawienie sprowadza (1) do uktadu rownan zwyczajnych (w dziedzinie poto-
zenia) dla funkcji Xi(x) 1 Xa(x)

2
X.I{kp_w_a_kJ X - x,

G GA
2 3)
L Lopo” G4,
AT T Ty )
Rownanie charakterystyczne dla (3) przyjmuje postaé
, kpw® ok ) , pw’® GA G4
+ -— + - + =0 4
[p ¢ e\’ TE k) wEs? )

Postaé funkeji X (x) 1 Xa(x) jest zdeterminowana przez typ rozwiazan rownania (4), wy-
znaczajacego parametr p w zaleznosci od .

Wyr6éznik A dwukwadratowego réwnania (4) zmienia znak z (—) na (+) dla
©® =5,56 x 10°. Czesto$¢ te oznaczono przez o,” (numeracja indeksem 2 zostanie wyja-
$niona w dalszej czgSci artykutu). Punkt ten odpowiada zerowaniu si¢ czlonu
(kpo)2 ok

G GA

, . p 2 _ 8
] w rownaniu (4). Wprowadzono réwniez parametr o, =4,1x10°, przy

po’  GA

E kEJ
okazuja si¢ by¢ granicami obszaréw zwiazanych z r6znymi typami rozwiazan réwnania (4).
Zestawienie tych obszar6w przedstawiono w tabeli 1.

ktérym czton ( ] z réwnania (4) przyjmuje warto$¢ 0. Zaréwno @, jak i (;)Zr



Tabela 1

Klasyfikacja typow rozwigzan réwnania charakterystycznego (4)

Ozlézzzer::lne Zakres czestoei 225?;22 Postaé rozwiazan p,, p,,p;, P,
1 o <o pl.pieZ U+ iv,u —iv,—u + iv,—u —iv
i o = pi=0,p;<0 0, 0, ir,, —ir,
I o; <o’ <o, pL>0,p3 <0 n, —n, iry, —ir
T/III o’ = o, pl=0,p<0 0, 0, ir,, —ir,
I o > 0); pi<0,pi<0 ir,, —ir,, ir,, —ir,

Rozwiazania uktadu rownan (3) zapiszmy w formie
o Py 3 . s
X, (x)=c,e™ +c,e” +c e +c e =12 5)

Ze wzgledu na to, ze uklad ten jest jednorodny, mozna wyznaczy¢ stosunki

¢, le,,,(n=1, ...,4), oznaczone dalej przez A, ..., A,.Spehiaja one (w obszarze II)'
zalezno$ci
2 2 2
&:pn"—kp_m:}“n;}“l:rf"kpw A=A, }“3:”3_kpm Ay=—A, (6)
Cln Gpn Grl r3

Wykorzystujac (5) oraz (6), otrzymamy rozwigzania uktadu rownan (3) w postaci

X, = a,coshrnx+a,sinhrnx+a,cosr,x+a,sinrx
(N

X, = Ma,coshnx+\a,sinhnx+h;a, cosr,x—A,a,sinrx
gdzie: a, =c, +c,; ay=¢;,—C; a3 =cCp3+ ¢y a, =i(c;—cy). W obszarze II sa to
liczby rzeczywiste.

3.1. Analiza zagadnienia brzegowego

Dla belki o swobodnych koncach zerowanie momentu i sity tnacej (2) mozna przedsta-
wic jako uktad czterech rownan algebraicznych jednorodnych ze wzgledu na stale a;, ..., as.

MO)=M0)=0 = X,'0)=X,'()=0

8
TO)=T(H=0 = (X,'0)-X,(0)=(X,"()-X,()=0 ®

! Dla pozostalych obszaréw autor wyznaczy! jawne postacie rozwiazan, lecz z powodu ograniczo-
nego miejsca nie zostaly tu one przedstawione. Poza zmudnymi przeksztalceniami nie wnosza nic
nowego do pracy.



3.1.1. Czgstosci wlasne

Uktad réwnan (8) ma nietrywialne rozwiazanie, gdy jego wyznacznik glowny (bgdacy
funkcja ”) osiaga warto$¢ 0. Poniewaz w kazdym ze zdefiniowanych w tab. 1 obszarow
posta¢ rozwiazan rownania (3) jest inna osobno, wyznaczono jawna posta¢ wyznacznika
gtownego (8) dla kazdego z tych obszaréw. Nalezy tu wspomnieé, ze rzeczywiste pa-
rametry u, v oraz r; i r3 sa zalezne od o’ poprzez rownanie charakterystyczne (4). Po

kpo® ok _n(i+a) n(r —a
G G4)
w obszarze 111, zestawienie jawnych wzoréw okreslajacych ten wyznacznik przedstawiono
w tab. 2

w obszarze Ili d, =

wprowadzeniu oznaczen: a = ( s S
r(ry +a) r(ry —a)

Tabela 2

Jawna posta¢ wyznacznika glownego ukladu rownan (8)

Oznacietgg’ ‘Ibszam Wyznacznik glowny ukladu réwnan (8)
28 (v (a+3u —v?)cosh(@hn) +u (a-3v +u*)cos(2l)
1 w” +v7)
— (@ +v))(a® +2a(u—v)u+v)+ @’ +v*)?)
2
I 1—cosnlcosr,l +———sinrlsinr/
2
2
I 1—cosrlcosr,l ————sinr/sinr/
2

Jawne zaleznosci przedstawione w tab. 2 pozwalaja wykresli¢ przebieg wyznacznika
uktadu (8) w zaleznosci od w® w celu wyznaczenia jego miejsc zerowych. Jak wczesniej
wspomniano, tylko wtedy istnieja niezerowe rozwigzania X; i X>.

Wykresy z rysunku 2 przedstawiaja t¢ zaleznos¢ w obszarach I, 11 i I11.

10 2
7.5 1.5 Obhszarl Obszar 11
5 1 |
2.5 0.5 !
0 5 0
2.5 O 0.5
5 1
_7.5 ol | -1.5 o
0 2x10% 4%x10° 6x10% 8x10% 1x10° 4x10° 4.5%x10%° 5x10%° 5.5x10° &x10°

Rys. 2. Zalezno$¢ wyznacznika uktadu rownan (8) od w”. Czeé¢ czarna (I), ciemnoszara (II)
ijasnoszara (III) rozrdézniaja typy rozwiazan ze wzgledu na p. Zera odpowiadaja
istnieniu nietrywialnych rozwiazan X; i X,. Prawa czg$¢ jest powigkszonym obszarem
z lewego rysunku

Fig. 2. Determinant of Equation (8) depending on w’. Black (I), dark-grey (IT) and light-grey
(IIT) distinguish types of solution. Solutions X; i X, exist only for zeros. The right part
is a magnified of the left figure
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3.1.2. Ksztalty form wlasnych

W obszarze niskich czgstoéci znajduje si¢ jedno rozwiazanie ®; = 4,67 x10°. Dla tej
wartosci mozna wyznaczy¢ ksztatty form.
a) b) c)
Xl X2 X2

Rys. 3. Ksztalty form dla pierwszej czgstosci wiasnej. Trzeci rysunek przedstawia X
w innej skali — wystgpuja zmiany kata obrotu przekroju, lecz sa one minimalne

Fig. 3. Shapes of form for first natural frequeny. Third pictures shows X, but scale is different.
It shows minimal changes of cross section angle

Druga czgsto$¢ wilasna, jak wspomniano, zwiazana jest z zerowaniem wyrazenia

kpw®  ak . . .
—— | wrownaniu (3), z czego wynika
{G GAJ 3) go wy
, o
W, =— 9
- ©)

Przy przyjetych parametrach modelu jej kwadrat wynosi ®; = 5,56 x10°. W tym przy-
padku rownanie (3) mozna przedstawi¢ w postaci

X'\-X',=0
. po’ GA (10
Xz""pTXz :_E(Xl_Xz)

Z pierwszego z rownan (10) mozna wywnioskowaé, ze X; — X, = Cy. Z warunku brze-
gowego dotyczacego zerowania sily tnacej wynika, ze C;=0. Wykorzystanie warunku
brzegowego okreslajacego moment gnacy pozwala ostatecznie stwierdzi¢, ze rozwiazaniem
réwnania (10) sg funkcje

X (x)=G, (11)
X,(x)=0
Mamy wigc do czynienia z ruchem postgpowym. Poniewaz dla tej formy wyrazenie ol
jest catkowita sila, jaka podioze oddziatuje na belke przy jednostkowym wychyleniu, pAL
jest jej masa, za$ o’ okresla zaleznoéé¢ (9), mozna stwierdzi¢, ze caty uktad zachowuje sig
przy tej czestosci analogicznie do belki sztywnej wspartej na sprezystym podtozu.
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Uktad belki sztywnej na sprezystym podtozu ma dwa stopnie swobody. Obydwie czg-
stosci wlasne takiego uktadu sg jednakowe. Jedna z form opisuje ruch postgpowy, druga
za$ obrotowy. W przypadku belki sprezystej mozna dostrzec pewne analogie, lecz w tym
przypadku czgstosSci — zwiazana z forma obrotowa ®; i zwiazana z forma postgpowa m, —
nie sa sobie rowne. Na rysunku 3 wyjasniono, dlaczego analogia do bryly sztywnej przy
formie obrotowej nie jest pelna. Cz¢$¢ energii ruchu drgajacego jest zamieniana na energi¢
sprezystosci belki, co obniza czgstosé tego ruchu w stosunku do uktadu sztywnego.

Dla dwoch kolejnych czgstosci wlasnych (znajdujacych si¢ w I obszarze) ksztalty form
przedstawiono na kolejnych rysunkach. Forma X; wykazuje podobienstwo do form otrzy-
manych na podstawie modelu Bernoulliego.

Rys. 4. Ksztatty form dla @2 =0,710x10°

Fig. 4. Shapes of forms for o = 0,710 x10°

Rys. 5. Ksztalty form dla o] = 2,34x10°

Fig. 5. Shapes of forms for o, = 2,34x10°

3.2. Problem ortogonalnosci form wlasnych

Wyprowadzono réwniez warunek ortogonalnosci, ktéry przyjmuje postaé

1

J'(Xlnxlm +%X2nX2m jdx =0
0

4. Drgania wymuszone

W artykule zbadano odpowiedz uktadu opisanego rownaniami (1) na dwa typy wymu-
szenia harmonicznego: statego wzdtuz osi belki
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p(t,x) = dsin(v, 1) (12)

oraz majacego rozktad sinusoidalny
Pt x) = dsin(% xjsin(vt) (13)

Jak pokaza dalsze rozwazania, odpowiedzi te r6znia si¢ jakoSciowo w przeciwienstwie
do przypadku belki obustronnie podpartej [1].

4.1. Wymuszenie harmoniczne roztozone rownomiernie

Poszukujemy catek szczegoélnych rownania (1) w postaci: f(x) sin(vt) i g(x)sin(vt),

co po zamianie zmiennych: f = ]N" +c,g=g, gdzie c= > sprowadza czastkowe

Apv' —a
réwnania (1) do jednorodnego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
kpv? ok
] l+ R _ Al = 0
f [ ey Jf g
: (14)
pv GA GA
"He———— g +——f"=0
& ( E  kEJ Jg !

Ich rozwiazania sa formalnie identyczne z rozwiazaniami (3), w ktorych czgsto$é o za-
stapiono przez v. Odpowiedz ukladu na wymuszenie roztozone réwnomiernie ma w 11
obszarze postac

w(x,t) = [ f(x) - c]sin(vt) = [b, cos hrx + b, sin hrix + b, cos ryx + b, sin r,x — ¢Jsin(vr)
9(x,t) = g(x)sin(vt) = [A,b, cos hr,x + A, b, sin hr,x + A3b, cosryx — A;b; sinryx]sin(vt)

(15)

gdzie b, ..., b, oraz r; sa funkcjami Vv, a staty wspotczynnik ¢(v) jest ograniczony w catym
obszarze I1.

Rozwiazania opisujace odpowiedz ukladu na wymuszenie musza spetnia¢ warunki
brzegowe (2), ktore zgodnie z (15) maja postac

g'0=g'0=0 (16)
/0)-g0)=7"-g)=0
Sa one identyczne z warunkami brzegowymi (8) okreslajacymi formy X, i X;. W zwiaz-
ku z tym funkcje f{x) i g(x) osiagaja w Il obszarze niezerowe (ale skonczone) wartosci
jedynie wowczas, gdy v=wm; lub v=wm,. W tym obszarze nie wystepuja wigc rezonanse,
mimo iz zawiera on dwie czgstosSci wlasne.
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Podobne rozumowanie mozna przeprowadzic¢ dla obszaru 1. Tam réwniez wspotczynnik
¢(v) < oo, a niezerowe funkcje /1 g istnieja jedynie, gdy v = ;.

Na granicy obszaréw I i Il mamy do czynienia z jako$ciowo inng sytuacja. Wymuszenie
z czgstoscia v = @, implikuje ¢(v) — oo, jest to wigc czgstos¢ rezonansowa.

Reasumujac: swobodna, kregpa belka, wsparta na podtozu sprezystym, poddana réwno-
miernie roztozonemu wymuszeniu harmonicznemu osiaga stan rezonansu jedynie przy
czgstosci wymuszajacej rownej m,, zwiazanej z ruchem postgpowym.

4.2. Wymuszenie harmoniczne roztozone sinusoidalnie

Zgodnie z zatozeniem ze wstgpu do rozdzialu 4 rozltozone obciazenie wymuszajace
wyraza sig zaleznoscia (13). Odpowiedzi na to wymuszenie bedziemy poszukiwali w postaci

w(x,t) = f(x)sin(vt) 1 (x,t) = g(x)sin(v¢)

Zastosowanie powyzszego podstawienia przeksztatca uktad rownan czastkowych (1)
w dwa réwnania rozniczkowe zwyczajne niejednorodne w dziedzinie potozenia

f”{M—a—kjf—g': dsin[%xj

G GA (17
" po’ G4 L 64 F1=0
CNE TwEs )f ke

Postac¢ catek szczego6lnych tego uktadu jest tatwa do przewidzenia
fi(x)=D, sin[;x} g.(x)=T, cos(% xj

Wstawienie tych wyrazen do (17) pozwala znalez¢ zaleznosci, ktore musza spehniaé
state @, 1T

kpv’ _a_k_(zjz L
o, [d4
G GAd \I ! Rk { } as8)
nGA p_vz_ GA _(EJ T, 0
IKEJ E  kEJ \1

Rownania jednorodne odpowiadajace rownaniom (17) maja identyczna strukturg jak
réwnania (3) wyznaczajace formy wiasne Xi(x) i Xp(x). Tak wigc ich rozwiazania sa row-
niez podobne, z tym ze wspbtezynniki a{w”) przechodza w b{(v*), za$ ® zastapiono przez v.

Zauwazmy dodatkowo, ze wyznacznik gtéwny réwnania (18) zeruje sie przy wartosci
v =231 x 10, ktora oznaczono w tab. 1 przez (Dgr. Drugi pierwiastek lezy poza badanym

zakresem.

Calki ogdlne rownan jednorodnych wraz z catkami szczegdlnymi stanowia pelne roz-
wiazanie opisujace drgania wymuszone (w dziedzinie potozen). Ma ono (np w obszarze II)
postaé
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f(x)=b,(v)coshrx + b,(v)sin hr;x + by(v)cosryx + b, (v)sinryx + D sin[ﬁxj
19)
g(x) =Ab,(v)coshrx + A,b, (v)sin hryx + Ab, (v)cosryx — Ayby (V)sinrx + T cos(%xj

4.3. Analiza drgan wymuszonych w obszarach bliskich czgstosciom wiasnym

Funkcje potozenia (f(x) i g(x)) stanowiace pelne rozwiazanie uktadu (17) musza spet-
nia¢ warunki brzegowe (16). Wykorzystanie tych warunkéw pozwala (przy czesto$ciach
réznych od rezonansowych) wyznacza¢ w sposob jednoznaczny state b; w rownaniu (19).

4.3.1. Wymuszenie z czgstoScia bliska pierwszej czgstosci wlasnej o; (obszar I)

Badana czgstos¢ nalezy do obszaru I (klasyfikacja w tab. 1). Rozwigzania w tym obsza-
rze mozna opisac zalezno$ciami
ux —ux ux —ux : : T
f(x) = (ble +b,e )cos(vx) + (b3e +bse )sm(vx) +O, s1n(7 xj
gx) = ((blSl +b,8,)e” —((b,8, —b,0,)e™ )cos(vx) + (20)

+ (B8, = b5, )e™ = ((b,5, +b,8,)e ™ Jsin(vx) + T, cos(%x]

gdzie u i v sa czgsciami, odpowiednio, rzeczywista i urojona rozwiazania p rdwnania cha-
a a
rakterystycznego (4), 6, = [1+ — ju; 5, = (1 -—— jv.
u- +v u - +v

Dla tej czgstosci daje sie wyznaczy¢ wspotezynniki by, ..., by oraz @y, Ty, pomimo ze
wyznacznik gléwny ukladu wynikajacego z warunkdéw brzegowych zeruje si¢. Istnienie
niezerowych wspotczynnikow wynika z faktu, ze zeruja si¢ rowniez wyznaczniki z podsta-
wiong kolumna wyrazéw wolnych. Wartosci tych wspotczynnikow daje si¢ wyznaczy¢
w granicy v — o 1 sa one skonczone (brak rezonansu).

fx) _ g

a

2 2
u- +v

Rys. 6. Rozwiazania f{x) i g(x) przy wymuszeniu z czestoscia 1 —

Fig. 6. Forced solutions f{x), g(x) with 1—

2 2
u-+v
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4.3.2. Wymuszenie z czgstoscia bliska drugiej czgstosci wlasnej o,
Jest to przypadek klasyczny, w ktorym zachodzi rezonans, bowiem
Voo, =>b, ...,b, >0
za$ funkcje f(x) 1 g(x) daza do nieskonczonosci. Ktadac v =0,995w,, mozna uzyska¢ obwiednie
rozwigzan wymuszonych z otoczenia rezonansu, ktore pokazano na wykresach na rys. 7.

&) | g)

Rys. 7. Rozwiazania f{x) i g(x) przy wymuszeniu z czgstoscia v = 0,995m,
Fig. 7. Forced solutions f{x), g(x) with v=0,995w,

Tak jak nalezato przewidywac, ksztatt rozwigzan determinuje ruch postgpowy belki.

4.3.3. Wymuszenie z czgstoscia v = m3 (obszar II)

Przy tej czgstosci wszystkie wspotczynniki b; okreslajace (19) zmierzaja do nieskon-
czonosci, zas @, i I'y pozostaja skonczone. Mamy wigc do czynienia z rezonansem. Za-
mieszczone na rys. 8 wykresy przedstawiaja ksztalt funkcji f'i g przy wymuszeniu nieco
rozstrojonym od rezonansu (v = 0,999w;).

Rys. 8. Rozwiazania f{x) i g(x) przy wymuszeniu z czgstoscia v = m3

Fig. 8. Forced solutions f{(x), g(x) with v = w3

4.3.4. Wymuszenie z czgstoscia v = my4

Daja si¢ tu wyznaczy¢ (alogicznie do przypadku z ®;) wszystkie wspotczynniki b; i sa
one skonczone. Na rysunku 9 przedstawiono ksztatt funkcji /1 g.

Rys. 9. Rozwiazania f{x) i g(x) przy wymuszeniu z czgstoscia v = @4 (obszar II)

Fig. 9. Forced solutions f{x), g(x) with v = @4 (region II)
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4.3.5. Wymuszenie z czgstoscia v = g

Nalezy pamigtac, ze nie jest to czgsto$¢ whasna. Jednak w tym punkcie wspotczynniki
@, i Iy daza do nieskonczonosci. Ksztalt rozwigzan mozna tu jednak wyznaczy¢ ze
wzgledu na fakt, ze wspotczynnik by rowniez dazy do nieskonczonoscei, ale z przeciwnym
znakiem. Te dwa efekty znosza si¢ wzajemnie, sprawiajac, ze istnieje skonczone rozwiazanie.

Rys. 10. Rozwiazania f{x) i g(x) przy wymuszeniu z czgsto$cia v = g,

Fig. 10. Forced solutions f{x), g(x) with v = @,

5. Wnioski

Analizujac w artykule [1] uktad belki obustronnie podpartej, stwierdzono, ze drganiom
o roznych czgstosciach odpowiada¢ moze jedna forma z powodu takich wlasnie warunkow
brzegowych i sinusoidalnie roztozonego wymuszenia. Jednym z zasadniczych wnioskow
niniejszego artykutu jest stwierdzenie, ze wystgpowanie tego zjawiska zdeterminowane byto
postacia warunku brzegowego. Przy brzegach uwolnionych zjawisko takie nie wystgpuje.

Obserwacja dotyczaca réznic w rozkladzie sily wymuszajacej pozwala stwierdzi¢, ze
przy jednorodnym rozktadzie wymuszenia ukltad ma tylko jeden rezonans odpowiadajacy
ruchowi postgpowemu. Wydaje si¢ to by¢ nieco zaskakujace w uktadzie liniowym. Cie-
kawe jest rowniez to, ze przy sinusoidalnie roztozonym wymuszeniu rezonanse wystepuja
nie przy wszystkich czgsto$ciach wlasnych. Istotnie, porownujac ksztatty form wiasnych
zrys. 3 15 (zwiazanych, odpowiednio, z czgstosciami ®; oraz ®,) z ksztaltami rozwiazan
wymuszonych zamieszczonych na rys. 6 1 9 widac, ze ksztalty te, przy odpowiadajacych
sobie czgstosciach, sa zdecydowanie roézne. Przypisane do ®; oraz @, formy sg antysyme-
tryczne, podczas gdy wymuszenie jest symetryczne. Nasuwa si¢ tu wyjasnienie fizyczne,
mianowicie Ze symetryczna posta¢é wymuszenia nie wywotuje rezonansow przy czgsto-
sciach wlasnych, dla ktorych formy wtlasne sg antysymetryczne.
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