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Streszczenie

W artykule zaproponowano model skonczenie elementowy 1D/3D do analizy statycznej ram
przestrzennych o pretach cienkosciennych i dowolnym przekroju poprzecznym otwartym.
W modelu tym standardowa dyskretyzacje konstrukcji belkowymi elementami cienko-
$ciennymi potaczono z przestrzenng dyskretyzacja weztow. Rozpatrzono tez szczegdlny przy-
padek konstrukcji wegztéw zapewniajacy kompletna transmisjg spaczenia. W takim przypadku
mozliwa jest dyskretyzacja konstrukcji tylko belkowymi elementami cienkosciennymi. Efek-
tywno$¢ zaproponowanej w artykule metody analizy skonczenie elementowej zostata potwier-
dzona w przyktadach.
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Abstract

In the paper the finite model 1D/3D for static analysis of thin-walled space structures with
open cross-section has been proposed. The standard discretization using beam thin-walled
elements is connected with the space discretization of the frame joints. The case of special
construction of joints is where complete warping transmission is assured has also been
considered. In such case it is possible to discretize the structure with the help of beam thin-
-walled elements only. Examples confirmed effectiveness of the propose FEM analysis.
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1. Wstep

Rozwigzanie problemu metoda elementéw skonczonych (MES) jest przyblizone
i z natury obarczone bledem. Blad rozwiazania moze by¢ szacowany na rézne sposoby,
rzomaite sa tez metody poprawy jakosci rozwiazania [23]. W tym kontek$cie w mechanice
konstrukeji rozwijana jest obecnie pewna procedura obliczen metoda elementow skon-
czonych znana pod nazwa AM-FEM (ang. Adaptive Modelling — Finite Element Method)
[22]. W tej procedurze btad rozwiazania przyblizonego jest kontrolowany a posteriori
i poprawg jako$ci obliczen otrzymuje sig, taczac adaptacj¢ modelu matematycznego z adap-
tacja skonczenie wymiarowej przestrzeni aproksymacji (typu: 4, p lub hp).

Taka procedurg postgpowania wykorzystano w artykule do analizy statycznej sprgzy-
stych ram przestrzennych o pretach cienko$ciennych, formutujac spojny i stosunkowo pros-
ty model matematyczny konstrukcji, bedacy pewna adaptacja doktadniejszego modelu, lecz
obliczeniowo bardziej ztozonego. Jakos¢ tak otrzymanego modelu obliczeniowego MES
poprawiano nastgpnie poprzez odpowiednie modelowanie skonczenie elementowe konstrukcji.

Spotykane do§¢ powszechnie w praktyce inzynierskiej modelowanie ram przestrzen-
nych tylko za pomoca belkowych elementéw skonczonych nie pozwala uwzgledni¢ efek-
tow lokalnych, takich jak wyboczenie $rodnikéw, lub koncentracji naprezen powodujacej
deformacje plastyczne oraz opisa¢ rzeczywistych warunkéw podparcia. Oznacza to, ze ra-
my ztozone z pretow cienkosciennych powinny byé w zasadzie modelowane z zastosowa-
niem elementéw skonczonych powlokowych [27], co jednak znacznie podnosi koszt
obliczen.

Racjonalnym rozwiazaniem przyjetym w niniejszym artykule jest wykorzystanie faktu
lokalnosci deformacji i odréznienie w modelowaniu konstrukcji przestrzennego charakteru
obszarow weztowych od geometrycznie liniowego charakteru taczacych ich belek. Istot-
nym problemem obliczeniowym, ktory wystgpuje w takim modelu (oznaczonym jako mo-
del 1D/3D), jest zlozenie roznie modelowanych czgsci konstrukeji (tzn. opisywanych roz-
nymi modelami matematycznymi) w jeden uktad dyskretny MES. Problem ten rozwiazano,
traktujac obszar wezla jako obiekt przestrzenny, modelowany elementami powlokowymi.
Nastegpnie w obiekcie tym dokonywana jest kondensacja statyczna prowadzaca do prze-
strzennego elementu weztowego z translacyjnymi stopniami swobody na kazdej ze $cianek
tego elementu laczacej wezel z pretami ramy. W koncu, wykorzystujac rownania wigzow
wynikajace z przyjecia teorii Wiasowa dla belek cienkosciennych [26], dokonywana jest
transformacja translacyjnych stopni swobody do siedmiu stopni swobody w weztach bel-
kowych elementow cienkoséciennych. W efekcie otrzymujemy macierz sztywnosci i wektor
sit dla przestrzennego elementu wegztowego zgodnego z belkowymi elementami cienko-
sciennymi [10]. Dalsze postgpowanie jest juz typowe dla MES.

Jako$¢ rozwiazania stosujacego model 1D/3D zalezy od wielu czynnikdw, a mianowicie
od wielkosci przyjetych podobszarow modelowanych przestrzennymi elementami wezto-
wymi, od jakosci uzytych elementow powlokowych i belkowych elementéw cienkoscien-
nych oraz od ggstosci siatki skonczenie elementowej. Oceng koncowych rozwiazan doko-
nywano przez ich poréwnanie z rozwigzaniami dla ram modelowanych jak w pekni kon-
strukcje powlokowe (0znaczonymi jako model 3D).

W artykule rozwazono ponadto wazny dla praktyki projektowej problem okreslenia wa-
runkow szczegdlnych dla konstrukcji weztéw ram, ktore musza by¢ spelnione, aby re-
zultaty obliczen takich ram modelowanych tylko za pomoca belkowych elementow cienko-
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Sciennych (oznaczonych jako model 1D) mogly by¢ uznane za wiarygodne. Poprawnosé
tych warunkow sprawdzono na przyktadach réznych konstrukeji weztow.

Opisana idea przestrzennego elementu wezlowego zostala wykorzystana w [24] do
analizy statycznej rusztow z belkami o symetrycznym przekroju dwuteowym. Macierz
sztywnos$ci elementu wezltowego konstruowana jest w niniejszym artykule jednak w spo-
sob bezposredni, metoda jednostkowych standw wymuszen. W [8] rozwazane sa problemy
termosprezyste w ramach ztozonych z pretow cienkosciennych, a do potaczenia modelu
powlokowego z modelem belkowym zastosowano elementy przejsciowe z dodatkowymi
mechanicznymi i termicznymi rownaniami wigzow, uwzgledniajacymi deformacjg spa-
czenia. Wedlug rozeznania autoréw w [6] po raz pierwszy zastosowano koncepcjg ele-
mentow przejsciowych do modelowania polaczenia potsztywnego rygla ze stupem w wezle
ramy przestrzennej, dyskretyzowanej cienko$ciennymi elementami belkowymi.

Oprocz ciagle rozwijanych prac podstawowych w teorii preta cienko$ciennego, zwlasz-
cza tych dotyczacych problemow statecznosci [3, 4, 11, 17, 20], oraz wprowadzania do
analizy statycznej i dynamicznej metoda elementéw skonczonych pretdéw o ztozonych prze-
krojach cienkos$ciennych [12], konstrukcje cienkoscienne byty rowniez przedmiotem wielu
badan eksperymentalnych [9, 13, 21]. W [9] dokonano krytycznego omowienia wynikoéw
takich badan przeprowadzonych do 1995 r., cytujac 286 pozycji literatury.

Zakres niniejszego artykutu jest nastgpujacy. W drugim rozdziale podano podstawowe
wzory opisujace pola przemieszczen w precie cienkosciennym. Nastgpnie — wykorzystu-
jac roOwnania wigzoOw, wiazace przemieszczenia w plaszczyznach srodkowych powtoki
i preta cienko$ciennego — sformulowano metodg obliczania macierzy sztywnosci i wektora
obciazenia dla przestrzennego elementu weztowego, ze stopniami swobody odpowiada-
jacymi stopniom swobody w wezle belkowego elementu skonczonego. Efektywnos¢ i sku-
teczno$¢ proponowanej metody obliczen zweryfikowano na przykltadach. W rozdziale
trzecim sformutowano wspomniane wyzej postulaty dla szczegodlnej konstrukcji ramy,
ktorych spetienie pozwala na zastosowanie w obliczeniach metoda elementéw skonczo-
nych tylko belkowych elementow skonczonych i wykonano stosowne przyktadowe obli-
czenia. Wszystkie obliczenia przeprowadzono w systemic MATLAB [16] za pomoca autor-
skiego oprogramowania. W przypadku modeli 3D obliczenia byly weryfikowane z wyni-
kami uzyskanymi w programic ABAQUS [1]. W zadaniach obliczanych w programie
ABAQUS uzywano takiej samej dyskretyzacji jak dla MATLAB-a i o$miowgztowych,
powtokowych elementéw skonczonych S8R. W rozdziale czwartym podsumowano wyniki
pracy i wskazano na mozliwosci jej praktycznego wykorzystania.

2. Model skonczenie elementowy dla ramy przestrzennej 1D/3D

2.1. Pole przemieszczen i rownania wigzow

Przyjmiemy hipotezg Wtasowa, ze powierzchnia srodkowa preta cienkosciennego o do-
wolnym profilu otwartym deformuje si¢ tak, jakby w plaszczyznie kazdego przekroju
poprzecznego rozpostarta byta na linii Srodkowe]j sztywna tarcza, jednak idealnie wiotka
dla deformacji w kierunku prostopadtym do tego przekroju [18]. Zgodnie z ta hipoteza pole
przemieszczen punktéw linii Srodkowej dowolnego przekroju mozna wyznaczy¢ poprzez
ztozenie przemieszczenia linii rodkowej nalezacej do nieodksztalcalnej tarczy oraz jej spa-
czenia. Przemieszczenie tarczy sztywnej mozemy z kolei przedstawi¢ jako sumeg prze-
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mieszczenia translacyjnego $rodka zginania' oraz przemieszczenia od obrotu wokoét osi
obrotu przechodzacej przez ten punkt.

Pole przemieszczen dla niesymetrycznego otwartego przekroju cienko$ciennego wy-
znaczymy w lokalnym uktadzie wspotrzednych preta (x, y, z), przyjmujac siedem para-
metréw przemieszczen (nazywanych dalej stopniami swobody), z ktorymi zwiazemy sity
przekrojowe (rys. 1).

¢ — Srodek ciezkosci ¢ — Srodek ciezkosci
s — Srodek zginania s — Srodek zginania

Rys. 1. Parametry przemieszczeniowe i sity przekrojowe
Fig. 1. Displacement parameters and stress resultants

O$ x jest osia cigzkoSci preta, a osie y, z sg osiami gtdwnymi centralnymi przekroju
poprzecznego. Przemieszczenia u, v, i w opisuja sztywna translacj¢ przekroju poprzecz-
nego, odpowiednio, w kierunku x — $rodka cigzkosci C 1 w kierunkach y, z — $rodka zgina-
nia S. @y, @y, ¢ sa z kolei katami sztywnych obrotow wokot osi x w $rodku zginania i y, z
w $rodku cigzkosci. Stosownie do teorii preta cienkos$ciennego spaczenie jest definiowane

P

przez iloczyn pochodnej kata skr¢cenia 6 = i wspotrzednej wycinkowej .

W rezultacie wspotrzedne wektora przemieszcezehi uf( Y, »Z;,) dowolnego punktu i
w przekroju poprzecznym preta cienkos$ciennego x = x; obliczane sa ze wzorow
ke k k k k
w (y,,z)=u —¢ -y, +¢,-z, +6 -,
ke k k k
Vi (yfAsZ,-k)ZV +(€z _Zik)'(Px (1)
ke K k k
W (y,'k ’Zi,() =w +(_ey +)’ik )(P,(
gdzie € i e/ sa wspohrzednymi $rodka zginania, a y, oraz z, sa wspohrzednymi punk-
tu i.
Utozsamiajac nastepnie u“(y, ,z,), vi‘(y,,z,) 1 w(y,,z,) ze wspotrzednymi
wektora przemieszczeh u” ( Y, »2,) dla punktéw x =2, powierzchni srodkowej powloki’

wezta, mozemy napisacé uklad rownan wiezow wiazacych przemieszczenia powloki z prze-

! Nazywanego tez srodkiem $cinania.
% Przez powloke rozumiemy powloke przestrzennego elementu weztowego.



7

mieszczeniami belki cienko$ciennej we wspdlnym przekroju poprzecznym, ktory w dal-
szym ciagu bedziemy nazywac $cianka k, w postaci

w(y,,z)=ue 0, z,) &

Wykorzystujac (1), w (2) otrzymamy w kazdym punkcie i uktad trzech rownan, ktory
ma form¢ macierzowa

u’(y,,2,) =B (5,,2,,9,)q° ©)
gdzie q"“ jest wektorem lokalnych stopni swobody belkowego elementu cienko$ciennego’
qlw — {uA VA Wk (PI; (PI; (pl-j ek} (4)

a macierz Bf.‘k (»,z,,0,) definiuje prawo transformacji pomigdzy translacyjnymi stop-

niami swobody elementow powtokowych i stopniami swobody belkowego elementu cien-
ko$ciennego na §ciance k

1 0 0 0 z, Y, )
Bfi (yl.k .Z, ,OJik) =0 1 0 ef -z, 0 0 0 5)
0 0 1 —ef +y, 0 0 0

2.2. Przestrzenny element weztowy

Przyjmiemy, ze ze struktury ramy wydzielony zostal wezel przestrzenny taczacy si¢
z pretami na Sciankach k=1, 2,..., K. Wezel ten dyskretyzujemy skonczonymi elementami
powtokowymi w taki sposob, aby wezly elementéw powlokowych opisywaty rowniez geo-
metri¢ przekrojow poprzecznych pretow taczacych si¢ z weztem ramy na kazdej ze $cia-
nek k. Prety ramy dyskretyzujemy belkowymi elementami cienko$ciennymi (rys. 2).

W niniejszym artykule do modelowania wezta wykorzystano element powlokowy
otrzymany przez uzupehienie szostym stopniem swobody [6, 19, 30] o$mioweztowego,
izoparametrycznego elementu skonczonego ptytowego RSE-V [19]. Po przeprowadzeniu
wielu obliczen testowych macierz sztywnosci modyfikowano, przyjmujac

K, =min(K, , K, )-10" ()

gdzie K, K, ,K, saelementami na przekatnej macierzy sztywnosci zwiazanymi z obro-

towymi stopniami swobody w poszczegdlnych weztach elementu.

Prety ramy modelowano dwuwezlowymi cienko$ciennymi elementami skonczonymi
z siedmioma stopniami swobody w wezle [14, 15, 28].

Pierwszym krokiem w sformutowaniu macierzy sztywnosci i wektora sit dla przestrzen-
nego elementu wezlowego jest kondensacja statyczna pelnej macierzy sztywnosci wezta do
postaci ze stopniami swobody zredukowanymi tylko do translacyjnych stopni swobody
na S$ciankach k=1,2,...,K, we wspdlnych wezlach powloki i pretow ramy,
i, =12, 1.

3 {...} jest oznaczeniem wektora kolumnowego.



wezel przestrzenny ramy -y,
modelowany elementami ey, pret ramy

belkowy element
cienkoscienny

“ belkowy element
cienkoscienny

X

Rys. 2. Przestrzenny element weztowy
Fig. 2. Space joint element

Wektor stopni swobody u transformujemy do globalnego uktadu wspoirzednych
(X, Y, Z) wg wzoru

Q, =(T.) uf ™)

gdzie Q:]'; jest wektorem globalnych translacyjnych stopni swobody w wezle i, na $ciance
k oraz T,.:‘ jest macierza transformacji.
Wykorzystujac w (7) zalezno$¢ (3) z warunkiem (2), otrzymamy
Q; =(T))"-B; -q“ ®)
Wektor lokalnych stopni swobody q mozemy z kolei wyrazi¢ przez wektor glo-

balnych stopni swobody Q" wzorem
q“=T"-Q" ©)
gdzie T* jest macierza transformacji cienko$ciennych stopni swobody [29].

W koncu, podstawiajac (9) do (8), otrzymamy wzér wiazacy globalne translacyjne
stopnie swobody w wezle i, z globalnymi cienko$ciennymi stopniami swobody na §ciance
k w postaci
ktoéry mozemy zapisaé w formie

Q' =A! Q" (1)

. . .k .
gdzie macierz transformacji A; wynosi
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AL =(T}) ‘B, T (12)

Wektor globalnych translacyjnych stopni swobody Q° dla wszystkich weztow
i, =1,2,..., 1, nasciance k wiaze z cienko$ciennymi stopniami swobody Q" wzor

Q' =A"-Q" 13)
z macierza transformacji A* w formie
A
Af = A,; (14)
Al

Ii

Definiujac nastgpnie wektor Q° globalnych cienkosciennych stopni swobody dla catego
przestrzennego elementu wegztowego z K §ciankami w postaci

Q ={Q".Q", ...Q"} 15)
oraz wektor globalnych translacyjnych stopni swobody dla tego elementu skoniczonego Q
Q={Q.Q’, ...Q%} (16)
otrzymamy wzOr
Q=A-Q a7
z macierza transformacji A w formie
‘A0 0 ]
0 A’ 0

(18)

2.3. Uklad rownan MES

Rownanie rownowagi MES dla przestrzennego elementu we¢ztowego po kondensacji
statycznej z translacyjnymi stopniami swobody ma forme
K- Q=P 19)
gdzie K jest globalng macierza sztywnosci, a P jest wektorem obciazenia.

Wykorzystujac w (19) wzor (17), otrzymano koncowa posta¢ réwnania réwnowagi
MES wyrazonego poprzez cienkoscienne stopnie swobody

K-Q =P (20)
gdzie K jest nowa macierza sztywnosci przestrzennego elementu weztowego

K=A"-K-A 1)
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aP jest wektorem obciazenia
P=A".P (22)

W celu otrzymania globalnego uktadu réwnan rownowagi MES nalezy zastosowac
standardowa procedure agregacji elementéw skonczonych w jeden dyskretny system.

2.4. Przyktad 1

Rozwazono belkg cienkoscienna o przekroju dwuteowym (rys. 3) i obciazona mo-
mentem skrgcajacym M = 1 kNm. W celu oceny zaproponowanego modelu skonczenie
elementowego belka zostata zdyskretyzowana z zastosowaniemu tylko elementow cienko-
Sciennych (model 1D), tylko elementéw powlokowych (model 3D) i stosujac oba rodzaje
elementow skonczonych (model 1D/3D). W przypadku modelu 1D/3D przestrzenny ele-
ment weztowy zostal umieszczony w $rodku belki. W modelu 1D zastosowano 41 elemen-
tow skonczonych, natomiast w modelu 3D uzyto 520 elementéw powlokowych. W modelu
1D/3D zastosowano 104 elementy powlokowe i 40 belkowych elementoéw cienkoscien-
nych.

E =205 Gpa
v=03

element przestrzenny

elementy cienko$cienne

X

Rys. 3. Przyktad 1. Belka obustronnie utwierdzona
Fig. 3. Example 1. Beam with clamped supports

Wyniki obliczen zestawiono w tab. 1, gdzie podano niezerowe wartosci przemieszczen
w weztach wy i w, dla réznych modeli MES.

W tabeli 2 przedstawione sa natomiast niezerowe wartosci sit przywezlowych dla
modeli 1D i 1D/3D.

Z przedstawionych danych wynika dobra zgodno$¢ rezultatow obliczen wykorzystuja-
cych model 1D/3D z doktadniejszym modelem 3D oraz oczekiwana w tak prostym przy-
ktadzie zgodno$¢ modeli 1D i 1D/3D.
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Tabela l
Przyklad 1. Niezerowe przemieszczenia w wezlach w, i w;
Model Przemlre szezeme Wezet w, Wezetl ws
uogodlnione
D foN —-0,003516 —-0,002472
0 0,0002937 0,001551
fon —-0,003519 —-0,002466
1D/3D 0 0.0002913 0.001547
D foN —-0,003613 —-0,002508
e — —
Tabela 2
Przyklad 1. Niezerowe sily przywezlowe w elementach e, i e,
Sita Element ¢, Element e,
Model 1
uogdlniona wezel wy wezel wy wezel ws wezel wy
D M, —-109,3115 109,3115 -109,3115 109,3115
B —134,8989 124,317 -34,2119 26,1818
1D/3D M, -109,1522 109,1522 -109,1522 109,1522
B —134,9287 124,3581 —34,2645 26,2417

5m

2.5. Przyktad 2

W tym przyktadzie sprawdzono efektywnos¢ modelu 1D/3D dla ztozonego juz przy-

padku konstrukcji wezta ramy taczacego trzy prety. Analizowana ramg o przekrojach dwu-
teowych przedstawiono na rys. 4a). Obliczenia wykonane z zastosowaniem modelu 1D/3D

stup

E=205Gpa
v=0,3

DL

wezlowy

przestrzenny element |

P

-

o

¥
%

Y

Rys. 4. Przyktad 2: a) rama trojpretowa, b) przestrzenny element weztowy

Fig. 4. Example 2: a) three-bar frame, b) space joint element
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zweryfikowano z obliczeniami wykorzystujacymi model 3D. Ramg obliczono, dyskrety-
zujac ja w przypadku modelu 3D 4192 elementami powtokowymi, natomiast w przypadku
modelu 1D/3D uzyto 370 elementéw powtokowych i 128 belkowych elementow cienko-

sciennych.

a)

0

, Irad]

A 4 } il 4 A -

“20x 107

4,0 x 107

60 % 10}

80x 107

1L0x 10

12x 107
» e

Lox 10t

80 % 104

60 x 107

403107

20107

modell /3D
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maodel 11/3D
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I i 2 3 H H
€) A0, Irad]
maoddel 103D
0% 10
maodel 30
a0
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o .
i I 1 i 1
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2000

Rys. 5. Przyktad 2. Wykresy kata skrecenia dla rygla 1 (a), dla rygla 2 (b) i dla stupa (c)
Fig. 5. Example 2. Twist angle diagrams for beam 1 (a), beam 2 (b) and for column (c)



13

Na rysunku 4b) przedstawiono sposoéb budowy elementu przestrzennego i jego dyskre-
tyzacje. Wezel ramy jest tak skonstruowany, zeby $rodki zginania poszczegolnych pretow
schodzity si¢ w jednym punkcie.

Rys. 6. Przyktad 2. Deformacja wezta ramy
Fig. 6. Example 2. Space joint element deformation

a) 721,7398 Nm | [ [T

25,0781 Nm__ prrrrtts

1 —278,2602 Nm

b) 737,3942 Nm' |

- 40,2731 Nm’

—33,6029 Nm’

-524,7206 Nm’

Rys. 7. Przyktad 2. Wykres momentdéw skrgcajacych (a) 1 bimomentow (b) dla rygli ramy
Fig. 7. Example 2. Diagrams of torsional moments (a) and bimoments (b) for beams
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Przy budowie przestrzennego elementu weztowego wazng kwestig jest odpowiedni
dobor wymiaréw wezla (parametr a na rys. 4a)). Jest to odlegto$¢ pomigdzy geometrycz-
nym $rodkiem wezta ramy a poczatkiem belkowego elementu cienko$ciennego. Zbyt maty
wymiar a powoduje zwigkszenie sztywnosci elementu przestrzennego. Zatem odpowiedni
dobor wielkosci elementu przestrzennego ma decydujace znaczenie dla jakosci modelu
1D/3D. Aby oszacowa¢ wilasciwy wymiar a, wykonano obliczenia testowe dla réznych
wielko$ci parametru a, wiazac go z wysokoscia przekroju poprzecznego profilu dwu-
teowego pretow ramy, oznaczong jako 4 1 wynoszaca 300 mm.

Na rysunkach 5a), b) i ¢) znajduja si¢ wykresy kata skrecania ¢, dla obu rygli i stupa
przy przyjeciu modelu 3D* oraz modelu 1D/3D i a = 1,5 h. Te wielko$¢ parametru a przy-
jeto za optymalna, podobnie jak zaproponowano to w [24]. Obliczenia zostaty przepro-
wadzone dla danych: a =1 h; 1,25 h; 1,5 h; 1,75 h; 2 h.

Na rysunku 6 przedstawiono posta¢ deformacji we¢zta ramy. Z kolei na rys. 7 zilustro-
wano wykresy momentow skrecajacych i bimomentéw w ryglach obliczonych dla modelu
1D/3D. W stupie warto$¢ momentu skrecajacego jest stata i wynosi —8,3021 Nm, a warto$¢
bimomentu zmienia si¢ od —24,0498 do 11,005 Nm>.

W przyktadzie tym wykonano réwniez obliczenia wg modelu 1D, ktorych wyniki, jak
nalezato si¢ spodziewac, znacznie odbiegaja od rezultatoéw obliczen wykorzystujacych mo-
del 1D/3D. Wiaze sig to z problemem tzw. transmisji spaczenia, omawianym w nastgpnym
rozdziale.

3. Rama plaska o szczegélnej konstrukeji

3.1. Transmisja spaczenia

Model skonczenie elementowy ramy o pretach cienko$ciennych powinien zapewni¢
ciaglos¢ transmisji spaczenia. W [4] dla opisu spaczenia przekroju poprzecznego dwu-
teowego lub ceowego, czyli przekrojow ztozonych z trzech Scianek, wprowadzono defini-
cje powierzchni spaczenia utworzonej z punktow brzegowych Scianek po deformacji i kata
obrotu powierzchni spaczenia. Definicjg¢ powierzchni spaczenia wykorzystano do wykaza-
nia, ze w wezle utworzonym z dwoch lub wigcej pretow dwuteowych lub ceowych o do-
wolnych katach pomigedzy osiami tych pretow’ zawsze jest kompletna transmisja spaczenia
pod warunkiem, Ze konstrukcja wezta jest taka, iz nie wystapi zginanie poprzeczne $rod-
nikow.

Bowiem tylko w takim przypadku przemieszczenia podtuzne wspélnych punktow prze-
krojow poprzecznych laczacych si¢ pretéw beda mialy te same wartosci bezwzgledne. Roz-
wazono dwa przypadki potaczenia pretow w wezle, a mianowicie potaczenie zachowujace
ciaglos¢ srodnikow i polaczenie zachowujace ciaglo$¢ potek (tzn. srodniki lub potki pretow
leza w jednej plaszczyznie). Wykazano, ze w przypadku ciaglosci srodnikow ma miejsce
nickompletna transmisja spaczenia, mozliwa jednak do zredukowania poprzez odpowied-

* W przypadku modelu 3D byly to warto$ci odpowiedniego stopnia swobody elementu skoficzonego
w wezlach na osi cigzkosci przekrojow poprzecznych pretow.

> Mozliwos¢ taczenia pretow pod dowolnym katem wynika z przyjetego w [6] 1D modelu belkowego
elementu skonczonego, wykorzystujacego tzw. uogodlniona teorig¢ belek (ang. Generalised Beam
Theory, GBT), bedaca pewna kombinacja teorii belek z teorig phyt.
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nie usztywnienie wezta za pomocg przepon. W dalszej czgsci niniejszego rozdziatu fakt ten
zilustrowano na przykladzie rozwiazania skonczenie elementowego oraz sformutowano
postulaty szczeg6lnej konstrukcji wezta, ktorych spetnienie zapewnia kompletno$é trans-
misji spaczenia.

3.2. Przyktad 3

W przyktadzie analizowano ram¢ dwuprgtowa (rys. 8a)) z roznie skonstruowanymi
weztami (rys. 8b)).

b)
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el. przestrzenny

4m el. cienkoécienny Y
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~ s
\ py

Rys. 8. Przyktad 3: a) rama dwuprgtowa, b) trzy przypadki konstrukcji wezta
Fig. 8. Example 3: a) two-bar frame, b) three cases of frame joint

Rozwazono model 1D ramy zdyskretyzowanej tylko belkowymi elementami cienko-
Sciennymi (82 elementy) i trzy modele 1D/3D ramy: z wezlem 1 (72 elementy belkowe
i 175 elementow powlokowych), z wezlem 2 (72 elementy belkowe i 250 elementow po-
wlokowych) i z weztem 3 (72 elementy belkowe i 235 elementéw powlokowych). W tabe-
li 3 zestawiono obliczone warto$ci sit przywgzlowych w elementach belkowych przylega-
jacych do $cianek wezla przestrzennego. Na szczegdlng uwage zastuguja wartosci bimo-
mentéw oznaczonych przez B (w weztach 2 1 3, bezposrednio przy $ciankach elementu
przestrzennego) jako ilustracja transmisji spaczenia.

Wyniki obliczen potwierdzaja oczekiwane zblizanie si¢ do rozwiazania dla modelu 1D
rozwigzan dla modeli 1D/3D wraz ze zwigkszaniem si¢ sztywnosci wezta. Rdznica
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w znakach bimomentu jest efektem wystepujacych postaci deformacji wezta i potwier-
dzona jest rowniez w [4].

Tabela 3
Przyklad 3. Niezerowe sily przywezlowe w elementach e; i e,
Sita Element ¢, Element e,
Model 1
uogodlniona wezel wy wezel wy wezel ws wezel wy

F, —63,5719 63,5719 —63,5719 63,5719
D M, —413,4494 413,4494 74,3992 —74,3992
M, —-106,1851 103,0065 —384,8420 381,6634
B 47,5637 —64,3252 164,9734 —159,659
F, —74,1764 74,1764 —74,1764 74,1764
1D/3D M, -340,3747 340,3747 -8,0061 8,0061
wezet 1 M, —29,0821 25,3733 -306,995 303,2862
B —87,385 75,2625 6,0179 —5,9748
F, 75,4224 -94,4123 —75,4224 75,4224
1D/3D M, —404,3047 —423,3997 46,3723 -46,3723
wezel 2 M, —84,0899 32,6612 -370,3505 366,5794
B 30,3219 66,7098 107,183 -103,7579
F, 75,4224 94,4123 -94.,4123 94,4123
1D/3D M, 404,3047 423,3997 -79,8671 79,8671
wezel 3 M, 80,3188 -37,3818 -380,9137 376,1931
B —46,4935 —84,1235 —167,8494 162,3837

3.3. Postulaty szczegolnej konstrukcji ramy

Zapewnienie kompletno$ci transmisji spaczenia w wezle wymaga spetnienia nastgpuja-
cych postulatow szczegodlnej konstrukcji wezta [7, 25]:

1) osie geometryczne wszystkich pretow ramy powinny leze¢ w jednej plaszczyznie
i przecina¢ si¢ w tym samym punkcie,

2) teoretyczny wezet ramy jest punktem przecigeia sig¢ osi zginan, a nie punktem prze-
ciecia si¢ osi ciezkosci,

3) prety schodza si¢ w weztach pod katem prostym, leza w jednej ptaszczyznie i maja tg
sama wysokosc,

4) prety musza mieé takie przekroje poprzeczne, aby mozna byto przyjaé jednakowa war-
tos¢ pochodnej kata skrecenia we wszystkich przyweztowych przekrojach schodzacych
si¢ w wezle.

Ostatni warunek wynika ze sposobu opisu spaczenia za pomocg iloczynu 6 - ®. Jak juz
wczesniej stwierdzono, dwa czynniki decyduja o réwnos$ci spaczenia: 0 i o, z ktoérych
pierwszy jest liczba — zwang czgsto miarg spaczenia, a drugi funkcja zalezna od ksztattu
linii srodkowej przekroju poprzecznego.

Jesli zostana zapewnione rowno$¢ spaczenia wszystkich przekrojow przyweztowych
i rownos¢ ®, wowczas mozliwe jest przyjecie, ze wspolna jest takze wielkos¢ 0. Tak jest
w przypadku potaczenia pretow w wezle, zapewniajacym ciaglos$é potek. Przyktad wezta ze
wspolna deplanacja i wspdlna wspotrzedng wycinkowa o przedstawiono na rys. 9. Nalezy
podkresli¢, ze tylko w przypadku takiej konstrukcji wezta dopuszcezalna jest dyskretyzacja
za pomocg tylko belkowych elementow cienko$ciennych (model 1D).
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Rys. 9. Wezel z ciagloscia potek
Fig. 9. Joint with flange continuity

3.4. Przyklad 4

W kolejnym przyktadzie wykonano obliczenia statyczne dla ramy dwuprgtowej
(rys. 8a)) z obréconym o 90° profilem dwuteowym dla zapewnienia ciagltosci polek rygla
i stupa. Na rysunku 10 pokazano dyskretyzacje¢ skonczenie elementowa przestrzennego
elementu weztowego. Celem obliczen byto pordwnanie wynikéw obliczen wg modelu 1D
z obliczeniami wykorzystujacymi model 1D/3D. W przypadku modelu 1D rama zostata
zdyskretyzowana 82 belkowymi elementami cienko$ciennymi, w modelu 1D/3D wykorzy-
stano 72 belkowe elementy cienko$cienne i 112 powlokowych elementow skonczonych.

W tabeli 4 zestawiono wartoSci przemieszczen w elementach przylegajacych do $cia-
nek przestrzennego elementu weztowego.

W tabeli 5 zestawiono wartosci sit przyweztowych w elementach przylegajacych do
$cianek przestrzennego elementu weztowego.

Jak nalezato si¢ spodziewaé, wyniki obliczen wykorzystujacych model 1D sa zgodne
z obliczeniami wykorzystujacymi doktadniejszy model 1D/3D.
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Rys. 10. Przyktad 4. Przestrzenny element weztowy
Fig. 10. Example 4. Space joint element
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Tabela 4
Przyklad 4. Niezerowe przemieszczenia w wezlach w, i w;
Model Przemlre szezeie Wezet w, Wezet ws
uogodlnione
D 0 -0,03516 -0,02472
0 0,002937 0,01551
0 -0,0352 -0,02466
ID/3D 0 0,002912 0,01546
Tabela 5
Przyklad 4. Niezerowe sily przywezlowe w elementach ¢, i e,
Sita Element e; Element e,
Model s
uogodlniona wezet wy wezet w, wezet ws wezet wy
D M, -109,3115 109,3115 —-109,3115 109,3115
B —134,8989 124,317 —34,2119 26,1818
ID/AD M, -109,1519 109,1519 -109,1519 109,1519
B —134,9269 124,3562 —34,263 26,2404

4. Zakonczenie

W artykule zaproponowano mieszany model skonczenie elementowy 1D/3D do analizy
statycznej ram o pretach cienkosciennych i dowolnym przekroju poprzecznym otwartym.
Ograniczenie dyskretyzacji za pomoca powlokowych elementéw skonczonych do obszaru
weztow znacznie upraszcza obliczenia w poréwnaniu z petng analiza tréjwymiarowa oraz
pozwala na zastosowanie tej metody do ram z dowolnie skonstruowanymi wezlami.

Zamierzeniem autoréw w zakresie analizy statycznej ram sprezystych jest opracowanie
procedur obliczania macierzy sztywnosci dla przestrzennych elementéw weztowych podat-
nych oraz dla przestrzennych elementow podporowych, z uwzglednieniem rzeczywistych
warunkow brzegowych.

Efektywno$¢ proponowanej metody wzrasta wraz ze wzrostem ztozonosci konstrukcji.
Dalsze oszczednosci mozna uzyskaé w zastosowaniu metody do analizy typowych kon-
strukcji cienkos$ciennych, dla ktérych mozna opracowaé biblioteke typowych przestrzen-
nych elementéw weztowych (réznie skonstruowanych), z odpowiednimi procedurami do
wyznaczania macierzami sztywnosci.

Czestaw Cichon bardzo dzigkuje Panu prof. Stefanowi Piechnikowi za inspirujqce dyskusje na
temat teorii preta cienkosciennego, ktore mialy wpltyw na koricowq postaé artykutu.
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