z. 1-B/2008
ISSN 0011-4561
ISSN 1897-628X

CZASOPISMO

TECHNICZNE

WYDAWNICTWO POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ

ANDRZEJ SERUGA, WOJCIECH POLITALSKI"

GRANICZNE NAPREZENIA STALI SPREZAJACE]
W ELEMENTACH ZGINANYCH SPREZONYCH
CIEGNAMI BEZ PRZYCZEPNOSCI

LIMIT STRESS OF COMPRESSING STEEL
IN BENT ELEMENTS COMPRESSED
WITH BONDLESS TENSION MEMBERS

Streszczenie

W artykule przedstawiono informacje dotyczace elementow i konstrukcji spr¢zonych cigg-
nami bez przyczepnosci. Oméwiono parametry majace wptyw zarowno na przyrost naprezen
w stali sprezajacej, jak i no$nos¢ na zginanie elementu. Przedstawiono rownania szacujace
przyrost naprezen zalecane przez réznych autorow. Pokazano wyniki trzech testow labora-
toryjnych, ktére poréwnano z zaleceniami normowymi i teoriami naukowcoéw zajmujacych
si¢ powyzszym zagadnieniem.
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Abstract

In this paper there are presented some informations about members and structures prestressed
with unbonded tendons. There are discussed parameters which influence both stress increase
in prestressing steel and the flexural capacity of the member. Prediction equations for stress
increase suggested by different investigators are demonstrated. There are shown results of
three laboratory tests which are compared with codes recommendations and theories proposed
by researchers dealing with the matter given above.
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Oznaczenia
A, — pole przekroju betonu
A,  —pole rozciaganej strefy przekroju betonu
A, —pole przekroju zbrojenia sprezajacego — oznaczenie wg PN [1] -4,
Asmin — minimalne pole przekroju zbrojenia rozciaganego — wg PN [1] — A min
A — pole przekroju zbrojenia rozciaganego — wg PN [1] — 4,
A's  —pole przekroju zbrojenia $ciskanego — wg PN [1] — A4,
b — szerokos¢ przekroju
b, — szerokos¢ srodnika w przekroju teowym
c — wysokos¢ $ciskanej strefy przekroju — wg PN [1] — x
d,s  —odleglos¢ skrajnego wtokna Sciskanego od Srodka cigzkosci kabla wypadkowego
dy — odlegtos¢ skrajnego widkna Sciskanego od srodka cigzkosci zbrojenia A
d — odlegtos¢ skrajnego widkna Sciskanego od srodka cigzkosci zbrojenia A',
e — mimos$rod kabla wypadkowego
f — wspotczynnik typu obciazenia
E. — modut sprezystosci betonu
E,,  —modul sprezystosci stali sprezajace;j
E; — modut sprezystosci stali zwyklej
A — wytrzymatos$¢ charakterystyczna betonu na $ciskanie — wg PN [1] — f«
Jre — efektywne naprezenie w stali sprezajacej — oznaczenie wg EC-2 [2] — 6
Jps —naprezenie w stali sprezajacej w SGN — wg EC-2 [2] — G
Jou — wytrzymato$¢ charakterystyczna stali sprezajacej na rozciaganie — wg PN [1] — £,
Joy — charakterystyczna granica plastycznosci stali sprezajacej — wg PN [1] — f,0.14
5 — charakterystyczna granica plastycznosci stali zbrojeniowej — wg PN [1] — £«
h — wysokos¢ przekroju
hy — grubo$¢ potki w przekroju teowym
L, — moment bezwtadnosci przekroju zarysowanego
I, — moment bezwtadnos$ci przekroju brutto
L — rozpigtos$¢ przesta
L, — dtugos¢ obszaru statych momentoéw
Ly — dtugos¢ przegubu (obszaru) plastycznego

Ly,(ng) — dlugos¢ obciazonych przgset
L,,(ny) — dlugos¢ ciggien pomigdzy zakotwieniami

r — promien bezwtadnosci

Ae  —fikcyjny wzrost odksztatcen poza dekompresj¢ na poziomie kabla wypadkowego
Ag,, —wzrost odksztalcen w stali sprezajacej poza efektywne sprezenie

Af,s  —wzrost naprezen w stali sprezajacej poza efektywne sprezenie

€.  —odksztatlcenie w betonie na poziomie wiokna wypadkowego od f,,.

€eu — graniczne odksztatcenie betonu

g,  —odksztatcenie w stali sprezajacej wywotane efektywnym sprezeniem

Eps — graniczne odksztatcenie w stali sprgzajacej

€ — graniczne odksztalcenie w stali zwyklej

Q,  —wspotczynnik redukcji przyczepnosci w stanie granicznym no$nosci
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1. Ogélne wiadomosci dotyczace konstrukcji sprezonych bezprzyczepnosciowo

1.1. Historia 1 zastosowanie

Konstrukcje kablobetonowe miaty zastosowanie w roznych dziedzinach budownictwa,
jednak najbardziej dynamiczny rozwdj odnotowano w USA i w Australii w zakresie
wykonawstwa betonowych plyt stropowych o statej grubosci, ktory przypadl na potowe
lat 50. Zastosowanie ciggien w rozwijajacej si¢ wtedy metodzie podnoszenia stropow
czynito wykonane w ten sposob elementy 1zejszymi i rozwiazywato problem ugie¢ i za-
rysowan wystepujacych w elementach zelbetowych. W latach 1967-1976 w USA [4] zbu-
dowano 23 mln m? stropéw. Od 1960 r. odnotowuje si¢ pierwsze wykorzystanie ciggien
bezprzyczepnosciowych do realizacji ptyt stropowych. T.Y. Lin podaje w pracy [5], ze
w 99% wykonanych w USA stropow wprowadzono ciggna bez przyczepnosci.
M. Schupack w pracy [6] prezentuje wyniki dokonanej oceny stanu technicznego ciggien
bez przyczepnosci uzywanych w USA do 1977 r. Jak wynika z przytoczonych przez niego
danych, w latach 1965-1982 wykonano 56 mln m’ stropéw z zastosowaniem ciegien bez
przyczepnosci. Sa one nadal powszechnie uzywane w USA w budownictwie ogélnym. Jak
podaje B.O. Aalami [7], rocznie przybywa 10 mln m® plyt stropowych z ich wyko-
rzystaniem.

We Francji ciggna bez przyczepno$ci zostaly uzyte po raz pierwszy w realizacji
budynkow w 1970 r. Potem bardzo wolno przechodzily do innych gal¢zi budownictwa.
W 1983 r. odnotowano pierwsze realizacje ciggien kotwionych w gruncie, a nastg¢pnie
mostow, zbiornikow i siloséw z ciggnami bez przyczepnosci.

Stosunkowo wysoki koszt ciggien bez przyczepnosci wykonanych z pojedynczych splo-
tow chronionych parafing lub smarem w ostonce HDPE byt czynnikiem hamujacym ich
zastosowanie. Sytuacja ta jednak zaczgta ulega¢ zmianie z chwila pojawienia si¢ systemow
wielosplotowych. Jako przyktad moze postuzy¢ system VORSPANN — TECHNIK VT —
CMM (Compact Multi Mono) [8] umozliwiajacy wprowadzanie 2, 3 i 4 splotow uformo-
wanych w pasma o szeroko$ci 4,4; 6,8 1 9,2 cm w pojedynczej ostonce lub o szerokosci
51; 7,51 99 ecm w podwdjnej ostonce. Ciggno w pojedynczej oslonce pojawia sig
wewnatrz konstrukceji, natomiast w podwojnej ostonce na zewnatrz konstrukcji.

1.2. Wady i zalety

Do zalet ciggien bez przyczepno$ci naleza: male tarcie, zabezpieczenie stali sprezajacej
w trakcie realizacji, mozliwe lepsze ulozenie ciggien (mniejsze promienie wygigcia —
w konstrukcjach kotowych nawet 1,2 m), eliminacja iniekcji oraz znaczace efekty eko-
nomiczne, pomimo ze elementy konstrukcyjne sprgzone ciggnami bez przyczepnosSci
charakteryzuja si¢ — w pordwnaniu z elementami spr¢zonymi ciggnami przyczepnoscio-
wymi — mniejsza nosnoscia na zginanie i $cinanie, mniejsza odpornoscig na zmeczenie
i wstrzasy sejsmiczne oraz mniejszym bezpieczenstwem ogniowym w konstrukcjach
ciaglych [5, 9].

Do podstawowych wad ciggien bez przyczepnosci naleza: brak peilnego zaufania do
pewnosci zakotwienia oraz wrazliwo$¢ na korozje. W Japonii przeprowadzono jednak
obszerne prace badawcze dotyczace trwatosci i zabezpieczenia ciggien. Nie wykazywaty
one objawoéw uszkodzenia korozyjnego po 5-letnim okresie oddziatywania powietrznego
srodowiska wody morskiej [10]. Na podstawie wynikow badan przeprowadzonych w USA,
Japonii i Holandii za gtéwne przyczyny korozji uznano penetracj¢ wilgoci do ciggna przez
ostonke, powtoke ochronng lub zakotwienie. Korozji ciggien mozna jednak zapobiegac:



112

— stosujac wodoszczelne ostonki, wytrzymate i odporne na otarcia lub uszkodzenia pod-
czas transportu, montazu i betonowania, nieposiadajace potaczen na dtugosci,

— uzywajac smardéw nieprzepuszczalnych dla wilgoci 1 niezawierajacych zwiazkow agre-
sywnych w stosunku do stali sprezajace;,

— zwracajac szczegolna uwage na korozje w strefie zakotwien, ktéra moze by¢é wywotana
obecnoscia chlorku wapnia w betonie lub zaprawach stosowanych do wypetniania wngk
w zakotwieniach, penetracja wody morskiej i chlorkow, zawartosciag wolnych siarczkow
w kruszywie lekkim Iub pradami btadzacymi.
Na uwagge zastuguje fakt, ze nie zanotowano przypadku katastrofy konstrukcji sprezonej

ciggnami bez przyczepnosci w wyniku korozji ciggien.

1.3. Roznice w pracy konstrukcji sprezonej ciggnami z przyczepnoscia i bez przyczepnosci
1.3.1. Schemat pracy elementu pretowego

Istotng roéznica pomigdzy zachowaniem si¢ elementu spr¢zonego ciggnami z przy-
czepnoscia a elementu spr¢zonego ciggnami bez przyczepnosci jest schemat pracy ustroju
po zarysowaniu. Elementy strunobetonowe, jak i kablobetonowe z przyczepno$cia wyka-
zuja, dzigki wspotpracy betonu i stali sprgzajacej, tendencje do powstawania rys o stosun-
kowo niewielkiej szerokosci i matym rozstawie. Kablobetonowe elementy sprgzone cigg-
nami bez przyczepnosci wykazuja tendencj¢ do powstawania w strefie maksymalnych mo-
mentow jednej rysy, ktora wraz ze wzrostem obcigzenia bardzo szybko zwigksza swoja
szeroko$¢ 1 zasigg. Prowadzi to do zmiany schematu pracy konstrukcji z elementu zgi-
nanego na luk ze Sciagiem i gwattownego wzrostu ugi¢é. JesteSmy jednak w stanie za-
pobiega¢ temu niekorzystnemu zjawisku poprzez zastosowanie niewielkiej powierzchni
przekroju zbrojenia pasywnego, ktorego obecno$é ma korzystny wpltyw na zachowanie sig
belki po zarysowaniu. Minimalna powierzchnia zbrojenia zwyklego zalecana w paragrafie
18.9 ACI Code [3], bez wzgledu na klasg zastosowanego betonu i stali, wynosi A mi, =
= 0,004 A, (co przy zatozeniu A, = 0,54, i d = 0,85-h wynosi 0,0024-b-d). W PN [1]
minimalna powierzchnia zbrojenia okreslona jest w paragrafach 4.8 i 6.2. W zginanym
elemencie o przekroju prostokatnym waha si¢ ona w granicach 0,0014-b-d < Agmn <
< 0,0027-b-d (odpowiednio: dla elementéw z betonu B30 zbrojonych stala klasy A-IIIN
i elementow z betonu B60 zbrojonych stalg klasy A-IIT).

1.3.2. No$no$¢ na zginanie konstrukcji sprgzone;j
W celu okreslenia nosnosci przekroju sprgzonego ciggnami bez przyczepno$ci po-
trzebna jest znajomos$¢ sit dziatajacych w interesujacym nas przekroju, a wigc sity $ciska-
jacej w betonie i zbrojeniu $Sciskanym oraz sity rozciagajacej w zbrojeniu rozcigganym
i w ciggnach bez przyczepnosci. W tym celu mozemy zastosowaé znang z Polskiej Normy
[1], jak i z EC-2 [2] analizg przekrojow zginanych, zalezno$ci pomigdzy odksztatceniami
1 napr¢zeniami oraz réwnania réwnowagi. W tym miejscu pojawia si¢ jednak problem
zwiazany z okreS$leniem naprezen wystgpujacych w stali sprezajacej, a co za tym idzie — sit,
ktére mozemy przedstawi¢ za pomoca ponizszych roéwnan:
— wedhlug konwencji oznaczen wystgpujacych w EC-2
Gyt = O pn TAC, 1 (1)

pmt pmo

— wedhug konwencji oznaczen wystepujacych w ACI 318M-02
fps:fpe+AfpS (2)
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gdzie:
Cpmr 1 fps — naprezenie w ciggnie w stanie granicznym,
Gpmon 1 fpe — naprezenie w ciggnie spre¢zajacym po wszystkich stratach,
Ao, uLs 1 Af,s —zmiana naprezenia w ciggnie wywotana dodatkowym obciazeniem.

O ile wyznaczenie napr¢zenia efektywnego po wszystkich stratach nie nastr¢cza wigk-
szych problemdw, to okres§lenie wzrostu napr¢zen wywolanego przytozeniem do elementu
obciazen wykraczajacych poza ci¢zar wiasny nie jest zadaniem tak tatwym. Spowodowane
jest to tym, ze zmiana odksztalcen w ciggnach bez przyczepnosci ma charakter globalny,
a nie lokalny, jak w przypadku ciggien z przyczepnoscia. W ciggnach z przyczepnoscia,
przy zatozeniu idealnej przyczepnosci stali do betonu, zmiana odksztalcenia w stali spreza-
jacej jest robwna zmianie odksztalcenia betonu na poziomie ciggna wypadkowego. Nato-
miast w ciggnach bez przyczepnos$ci, przy zatozeniu pominigcia tarcia pomigdzy ciggnami
a ostonka i wynikajacej z tego rownosci naprezen na catej dtugosci ciggna, odksztalce-
nie ciggna w dowolnym przekroju jest rowne §redniemu odksztalceniu betonu na poziomie
ciggna wypadkowego, na dtugosci ciggna pomigdzy zakotwieniami.

1.4. Postgpowanie przy formutowaniu rownan szacujacych graniczne naprgzenia
w ciggnach bez przyczepno$ci w stanie granicznym no$nosci

Od kilkudziesigciu lat prowadzone sa badania dotyczace zachowania si¢ konstrukcji
z ciggnami bez przyczepnosci. Badania te mozemy podzieli¢ na dwie grupy.

Pierwsza i zarazem stanowiaca wigksza czg$¢ przeprowadzonych badan to doswiad-
czenia. Na podstawie otrzymanych wynikéw zostaja wykreslone krzywe obrazujace zwia-
zek wzrostu napre¢zen z badanymi parametrami. Kolejnym krokiem jest stworzenie réwnan
opisujacych te zaleznos$ci. Ze wzgledu na ztozono$¢ zagadnienia i duza liczbg parametrow
majacych wpltyw na wzrost naprezen w ciggnach bez przyczepnosci, jak rowniez ograni-
czong bazg danych testowych, wyprowadzone w ten sposob rownania okazywaty si¢ mato
doktadne i dawaty stosunkowo duzy rozrzut wynikow. Ich przeprowadzenie nie bylo jed-
nak bezowocne, poniewaz dzigki nim wyodrgbniono grupg parametrow majacych istotny
wplyw na przyrost naprg¢zen. Zebrano i opracowano dos¢ duza liczbg wynikow, ktore sta-
nowity podstawe do dalszych rozwazan teoretycznych (168 przebadanych elementéw
[15] — stan na 2003 r.).

Druga grupg stanowia analizy. Wyprowadzenie rownania poprzedzone jest czgsto stwo-
rzeniem numerycznego modelu MES stosujacego analize nieliniowa i majacego na celu
weryfikacje przyjetej teorii. Kolejnym krokiem jest opracowanie stosunkowo prostego
réwnania opisujacego zalezno§¢ wzrostu naprezen od przyjetych parametrow. W razie bra-
ku zgodnosci wynikoéw testowych z wyprowadzonym réwnaniem stosuje si¢ czgsto analizg
regresyjna majaca na celu korekt¢ réwnania wyjsciowego poprzez wprowadzenie odpo-
wiednich wspoétczynnikow.

2. Prace doswiadczalne

Ponizej przedstawiono wptyw badanych parametréw na przyrost naprgzen w ciggnach
bez przyczepnosci:
— fpe — efektywne sprezenie — wedtug niektorych badaczy nie ma wptywu na warto$¢ Af,,
natomiast wedlug innych Af,, maleje wraz z jego wzrostem,
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o' — wytrzymalo$¢ betonu na $ciskanie — Af,, ro$nie wraz z jej wzrostem,

Pps — Stopien zbrojenia sprezajacego — Af,, maleje wraz z jego wzrostem,

o, — wskaznik rozciaganego zbrojenia zwyklego — nalezy zapewni¢ minimalng po-
wierzchnig zbrojenia w celu wlasciwej pracy elementu i rozktadu rys. Powyzej tej gra-
nicznej wartosci Af,, maleje wraz z jego wzrostem,

o'y — wskaznik $ciskanego zbrojenia zwyklego — Af,, rosnie wraz z jego wzrostem,

L/d, — stosunek rozpigtosci do wysokosci uzytecznej przekroju — Af,, maleje wraz z jego
wzrostem,

typ obciazenia — przebadano trzy najczgsciej wystgpujace typy obciazen: dwie sity
skupione w odleglosci Y5 rozpigtosci od podpér, obciazenie rownomierne oraz sitg sku-
piona w Srodku rozpietosci. Najwigkszy przyrost naprezen Af,, zaobserwowano przy
pierwszym z wymienionych typow obciazen, natomiast najmniejszy przy ostatnim,
schemat obcigzen — przyrost napre¢zen zalezy od parametru, ktory jest ilorazem dtugosci
przgset obciazonych do catkowitej dlugosei elementu ny/n lub L,/L,. Inne badania wy-
kazuja, ze przy jednakowej dlugosci przgset istnieje takze réznica wynikajaca z rodzaju
obcigzonego przesta (wewngtrzne lub zewngtrzne [16]).

W tabeli 1 wymieniono w kolejnosci chronologicznej wazniejsze prace doswiadczalne

wraz z zakresem przebadanych parametrow majacych wplyw na naprgzenia graniczne
w ciggnach bez przyczepnosci.

Tabela 1
Lista autoréw wazniejszych prac doswiadczalnych i przebadanych przez nich parametréow
Liczba
Rok Autorz przebadanych Przebadane paramet
Y elementow bez p y
przyczepnosci
1 2 3 4
Janney,
1956 | Hognestad 8 Stopien zbrojenia sprezajacego i zwyklego
i McHenry
Warwaruk, Stopien zbrojenia sprezajacego i zwyklego,
1962 Sozen 41 wytrzymato$¢ betonu na $ciskanie
i Siess oraz rodzaj obciazenia
1969 Pannell 38 Stoplen'szJ enia sprezajacego i zwykiego, pocza[t’k(')we
sprezenie oraz stosunek rozpigtosci do wysokosci
Mattock, Minimalny stopien zbrojenia zwyklego, stopien zbrojenia
1971 Yamazaki 7 sprezajacego i zwyklego, trasa ciggna
i Kattula oraz ciaglo$¢ elementu
Stopien zbrojenia sprezajacego i zwyklego, poczatkowe
Tam L . .
1976 . 8 sprezenie, klasy uzytych materialow oraz stosunek
i Pannell N o
rozpigtosci do wysokosci elementu
Bums, Stopien zbrojenia sprezajacego i zwyklego, poczatkowe
1978 Charney 2 . o
o sprezenie oraz schemat obciazen
i Vines
Cooke, Park Stopien zbrojenia sprgzajacego oraz stosunek rozpigtosci
1981 . 9 e
i Yong do wysokosci elementu
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cd. tab. 1
1 2 3 4
1985 Du i Tao 2 Stopien ZbrO_]el‘llé,l sprezajacego i zwy}dego,
wytrzymato$¢ betonu na Sciskanie
Chakrabarti Stople'n' zbrojenia sprezajacego i zwyklego,. .
1987 . 33 wytrzymatos$¢ betonu na $ciskanie, stosunek rozpigtosci
i Whang L. L.
do wysokosci i sprezenie efektywne
1989 | Chouinard 6 Stopien zbrojenia zwyklego
Harajli Stopien zbrojenia spr¢zajacego i zwyktego, stosunek
1991 . . 26 A o A
i Kanj rozpigtosci do wysokosci i typ obcigzenia
Hani Nassif Stopien zbrojenia sprgzajacego i zwyklego, stosunek
2004 i Ozgur 22 rozpigtosci do wysokosci 1 wytrzymatos$¢ betonu
Ozkul na $ciskanie

3. Prace analityczne

Znacznie lepsze wyniki od wspomnianych wczeéniej prac doswiadczalnych przyniosty
prace analityczne. Do najwazniejszych z nich naleza te przeprowadzone przez zespoty ba-
daczy: M. Harajli i S. Hijazi [11], L.H. Lee, J.H. Moon i J.H. Lim [12] oraz A. Naaman
i F. Alkhairi [13-15].

3.1. M. Harajli i S. Hijazi

Przed wyprowadzeniem roéwnania na przyrost napr¢zen w ciggnach bez przyczepnos$ci
Harajli [11] stworzyl analityczny model stosujacy analiz¢ nieliniowa. Oparty byl on na
trzech fundamentalnych zalozeniach: zalezno$¢ naprgzen od odksztalcen w materiatach
sktadowych przebiega wg odpowiednich krzywych (¢ = F(g) lub f'= F(g)); zgodno$¢ od-
ksztatcen w przekroju poprzecznym wg rys. 1; naprezenie w stali sprezajacej przy do-
wolnym poziomie przytozonego obcigzenia jest state na dtugosci (pominigto sily tarcia).

Rys. 1. Rozklad odksztalcen w prze-
kroju poprzecznym belki
Fig. 1. Strain distribution across the

depth of beam section

Ecu
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Z powyzszych zatozen wyprowadzono ponizsze rOwnania, na podstawie ktorych obli-
€zono przyrost napr¢zen w ciggnie bez przyczepnosci

A, -f 1+¢é°
g =L, 3
ke (120) 5
fpe
€, = 4)
P EpS
d —c
Ae =| = ‘€, 5)
c
N
Al =Y (Ae+e, ), (6)
n=l
Al
Ag, = 7 (7
€, =¢€,+ Aam (8)
S, =F(,) ©)

Jak wynika z powyzszych rownan, warto§¢ naprgzen w ciggnach bez przyczepnos$ci
zalezy od takich czynnikow, jak: charakterystyka przekroju, warto$¢ sily sprezajacej, trasa
ciggna, wytrzymatos¢ uzytych materiatdéw oraz przylozonych obciazen zewngtrznych. Do-
konano préby przedstawienia tych parametréw za pomoca analitycznego modelu uwzgled-

/ LD:L/f /

Rozktad kr zZyw izn y: Rys. 2. Rzeczywisty i idealizowany rozktad
) krzywizny
rzeczywisty ——— Fig. 2. Actual and idealized curvature

idealizowany — - - - — distribution
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niajacego stosunek rozpigtosci do wysokosci oraz typ obciazenia. Poczatkowo przyjeto
model belki wolnopodpartej, a nastgpnie rozszerzono go na belki ciagte.

Na rysunku 2 przedstawiono czg$ciowo sprezony element z ciggnem bez przyczep-
no$ci poddany dziataniu dwoch sit skupionych oddalonych od siebie o L,. Linia prze-
rywana przedstawia oczekiwany rozktad krzywizny okreslony przy zatozeniu, ze powstate
w belce rysy pochodza od zginania i wraz ze wzrostem obciazenia pozostaja pionowe. To
zatozenie jest wazne jedynie w tym obszarze elementu, gdzie momenty pozostaja state
(a sity poprzeczne jako pochodna momentéw sg réwne zero). Jednak rysy prostopadte do
trajektorii napr¢zen gltéwnych rozciagajacych pojawiaja si¢ rowniez na pozostalej czgsci
przesta (o dhugosci 2-7Z) podlegajacej rownoczesnemu dzialaniu zginania i $cinania. Z tes-
tow przeprowadzonych na elementach zelbetowych i sprezonych wynika, ze rysy (pierw-
szorzednego znaczenia) prostopadie do gtdéwnych naprezen rozciagajacych maja tendencje
do powstawania w obszarze statych momentow powigkszonym o odleglos$¢ rowna w przy-
blizeniu d/2, gdzie d jest wysokos$cig uzyteczng przekroju. Stad tez analiza nieliniowa
i odpowiadajacy jej rozktad krzywizny powinny uwzgledni¢ wptyw rys prostopadlych do
glownych naprezen rozciagajacych, tak jak narysowano linig ciagla na rys. 2. Dla celow
analizy nieliniowej przyjeto, ze odleglos¢ pomigdzy dziatajacymi sitami skupionymi zo-
staje powigkszona i wynosi L, + d,. To zalozenie uwzglednia wptyw stosunku rozpigtosci
do wysokosci elementu na szacowane wyniki wzrostu naprgzen.

To samo zjawisko moze by¢ ujgte w prostszy sposob przez uzycie pojgcia ekwiwa-
lentnego przegubu plastycznego. Dlugos¢ przegubu plastycznego jest rowna dlugosci
obszaru, na ktorym powstaly rysy (pierwszorzednego znaczenia) prostopadie do glownych
naprezen rozciagajacych. Rysy wewnatrz przegubu plastycznego daza do scalenia, powo-
dujac, ze jego wlasciwosci sa zalezne raczej od wewngtrznego niz od zewngtrznego mo-
mentu dziatajacego w przekroju. Dhugo$¢ przegubu plastycznego jest rowna obszarowi sta-
tych momentéw, poszerzonemu na zewnatrz o dtugo$¢ wynoszaca L,. W niniejszej analizie
przyjeto wyrazenie Corleya okreslajace dtugos$¢ tego poszerzenia, zmodyfikowane przez
Mattocka i wynoszace

L,=0,5-d,+0,05-Z (10)

Stad tez catkowita dlugo$¢ przegubu plastycznego powstalego przy pierwotnym
zarysowaniu moze zosta¢ wyrazona w nastgpujacy sposob

L=L,+2L, (11)
Ly=L,+d, +0,1-Z (12)

gdzie:
d, —uzyteczna wysoko$¢ przekroju,
L, —dlugo$¢ poszerzenia przegubu plastycznego poza obszar stalych momentow,
L, — dhugo$¢ obszaru statych momentow,
Ly — dhugos¢ przegubu plastycznego,
Z —odleglos¢ pomiedzy sila skupiong a podpora.

Jak wynika z powyzszych wzorow, dlugos¢ przegubu plastycznego zalezy od rozpig-
tosci elementu, wysokosci uzytecznej przekroju oraz odlegtosci pomiedzy sitami skupio-
nymi. W przyjetym modelu postawiono sobie za cel uwzglgdnienie nie tylko parametru,
jakim jest stosunek rozpigtosci do wysokosci, lecz rowniez typu przylozonego obciazenia.



118

Do najczesciej spotykanych typow obciazenia naleza: obciazenie sita skupiong w $rodku
rozpigtosci, dwoma sitami skupionymi w 4 oraz w % rozpigtosci oraz obciazenia rowno-
mierne. O ile obliczenie dtugosci przegubu plastycznego przy dwoch pierwszych typach
obcigzenia nie sprawia klopotu, to pojawia si¢ pytanie, w jaki sposéb zamodelowaé ob-
cigzenie rownomierne. Wyniki badan pokazaly, ze najlepsze odzwierciedlenie obciazenia
rownomiernego daje jego zamodelowanie za pomoca dwoch sit skupionych odlegtych od
siebie o /¢ rozpigtosci przesta. Po odpowiednich przeksztatceniach mozna wyrazié dtugo$é
przegubu plastycznego wzorem

Lozd{di.(o’—;er0,0Sjﬂ} (13)
» .
gdzie:

f=L/L, —wspdlczynnik zalezny od typu przyjetego obciazenia,

f=ow —dlapojedynczej sity skupionej w Srodku rozpigtosci,

f=6  —dlaobciazenia rownomiernego,

f=3  —dladwoch sit skupionych w 3 oraz w % rozpigtosci.

Dzielac powyzsze wyrazenie przez rozpigto$¢ elementu L, otrzymamy wzgledna dhu-
gos$¢ obszaru plastycznego

h: 0’95+0,05+ !
L f

Z (14)
dp

Jesli zgodzimy si¢ z zatozeniem, ze warto$¢ odksztalcen betonu na poziomie ciggna
wypadkowego (a co za tym idzie — odksztalcen i naprezen w stali sprezajacej) zalezy od
wzglednej dlugosci przegubu plastycznego, to mozna wyciagnaé nastgpujace wnioski: wraz
ze wzrostem wspotczynnika f maleje przyrost napr¢zen w stali sprezajacej; wraz ze
wzrostem rozpigtosci maleje przyrost naprezen w stali sprezajace;.

Kolejnym krokiem bylo zbadanie uzyskanych wynikow z rezultatami otrzymanymi
z przetestowanych belek wolnopodpartych. Badanymi parametrami byly: stosunek rozpig-
tosci do wysokosci, typ obciazenia (pojedyncza sita skupiona i prostoliniowa trasa kabla,
dwie sity skupione i prostoliniowa trasa kabla oraz obciazenia rownomierne i paraboliczna
trasa kabla), rodzaj przekroju — prostokatny i teowy, trzy wytrzymatosci betonu na $cis-
kanie (f;' = 35, 48 i 62 MPa), dwie klasy zbrojenia sprezajacego (f,, = 1862 1 1620 MPa),
trzy wskazniki czg¢sciowego sprezenia (PPR = 0,4; 0,7; 1,0), pie¢ wskaznikéw zbrojenia
(0, = 0,08-0,25), dwa wskazniki stali $ciskanej (y. = 0,25; 0,5), trzy stopnie spr¢zenia
efektywnego (f,. = 0,5; 0,6 i 0,7 f,,,). WykreSlono kilkanascie krzywych obrazujacych za-
lezno$¢ naprgzenia w ciggnach bez przyczepnosci od podanych parametréw. Najmniejszy
rozrzut wynikow otrzymano przy wykres§laniu krzywych zalezno$ci stosunku wzrostu na-
prezen do naprezen niszczacych ciggno (Af,/fy.); od stosunku wysokosci strefy $ciskanej
betonu do wysokosci uzytecznej przekroju (c/d,). Stad tez wyj$ciowe rownanie szacunkowe
bedace liniowym przyblizeniem dolnej granicy otrzymanych wynikéw ma postac

(.f,;sf_pu.fpe jw :G_Bé (15)
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gdzie:
a=0,40; B =0,70 dla dwoch sit skupionych w %5 rozpigtosci (f = 3),
a=0,25; B =0,44 dla obciazenia rbwnomiernego (f = 6),
a=0,10; =0,18 dla pojedynczej sity skupionej (f'= ),

w ktorym indeks oo odpowiada L/d), = oo.

Wydtuzenie ciggna Al,; (6) zalezy glownie od plastycznego odksztatcenia pojawia-
jacego si¢ w obszarze niespr¢zystym belki. Stad tez z uzyciem pojgcia rOwnowaznej
diugosci obszaru plastycznego wzrost odksztatcenia Ag,, (8) jest liniowo proporcjonalny do
Lo/L (14). Poniewaz wigkszo$¢ szacowanych wynikéw f,; miesci si¢ w obszarze spreg-
zystym pomigdzy f,. a f,,, to mozna wlasciwie zalozy¢, ze wzrost naprezen Af,, jest row-
niez liniowo proporcjonalny do Ly/L. Nalezy zauwazy¢, ze jest to jedynie przyblizenie,
poniewaz krzywa naprezenie—odksztalcenie stali spr¢zajacej nie jest idealnie liniowa w ob-
szarze sprezystym i nie ma wyraznie zdefiniowanej granicy plastycznosci. Uzywajac tego
przyblizenia, réwnanie (15) moze zosta¢ uogdlnione dla belek wolnopodpartych o dowol-
nym stosunku rozpigtosci do wysokosci w nastgpujacy sposob

ictefoa ]
fo = Lot fon -(G—B-di] (17)

gdzie vy jest stosunkiem /L wyrazonym z zastosowaniem rownania (14) dla dowolnego
podanego stosunku rozpietosci do wysokosci do zastepczego L/d, = oo. We wspotczynniku
tym uwzgledniono réwniez parametr, jakim jest schemat obciazen w elementach ciaglych.
Uczyniono to przy zatozeniu, ze przed powstaniem przeguboéw plastycznych w przgstach
powstana przeguby plastyczne nad podporami, co spowoduje, ze pojedyncze przgsta beda
si¢ zachowywa¢ jak belki wolnopodparte. Schemat obciazen jest uwzgledniony przez
wprowadzenie wspolczynnika bedacego stosunkiem liczby obciazonych przeset ng, daja-
cych maksymalny moment w danym przekroju do catkowitej liczby przgset n. Réwno-
waznie ny/n reprezentuje stosunek dlugosci przegsetl obciazonych do catkowitej dlugosci ele-
mentu pomig¢dzy zakotwieniami. Dla elementéw wolnopodpartych ny/n = 1. Ostatecznie
wspotczynnik y wyrazony jest wzorem

5
_\nlL ) _ 1 n, (18)

L—_ 1+ PNl
(OJ L.(O’% +o,05] "
L dLI):OO dp f

Biorac pod uwage fakt, ze podany wzor inzynierski zostat zaproponowany jako row-
nanie normowe i powinien spetnia¢ kryteria bezpieczenstwa, do jego wyprowadzenia przy-
jeto wspotczynniki odpowiadajace najbardziej niekorzystnemu przypadkowi, a wige sile
skupionej w $rodku rozpigtosci. To znaczy: f'= oo, a = 0,10 oraz f = 0,18.

Proponowany wzor inzynierski ma trzy postaci w zalezno$ci od podej$cia propo-
nowanego przez autora:
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Podejscie I — rownowaga sil w przekroju
Podejscie to wymaga obliczenia polozenia osi obojgtnej (wysokosci Sciskanej strefy
betonu c), wykorzystujac rownanie rownowagi
Ay [+ A f, A f,=0,85f!-b, -B-c+C, dla B -c>h, 19)
gdzie
C,=085-f'-(b=b,)h, (20)
w ktorym b, b,, hs i C; sa — odpowiednio — szeroko$cia polki, szerokoScia Srodnika,
gruboscia poiki i sila Sciskajaca w betonie skrzydelek. Podstawiajac warto$¢ f,, z rowna-

nia (17) dla f= o0, a = 0,10 oraz = 0,18 do rownania (19), uzyskujemy nastgpujace ogolne
wyrazenie na ¢

A.v.fe+’Ys'f.u +As.f —A;f,—C
c=—1 (Z, ) 2 Jj L dla B-c>h, 1)
Oags.ﬁl.ﬁ,'bw-f_l’g"Ys.Aps. =
dp
v = 01422 (22)
L | n
dl’
a stad
c
Jos = Fpe + s ~(1—1,8~d—)3fpy (23)

P

Dla przekrojow prostokatnych i pozornie teowych (Bi.c < hy): C;=0; b,, = b.
Nominalna no$no$¢ na zginanie moze zosta¢ obliczona z uzyciem nastgpujacych row-
nan

_ ’ ' ’ (B].C)2
M, = Ay food, + A, f,d =4[ f, -] =085 f:b- 2 (24)

dla B, -¢ <h, (przekroj prostokatny lub pozornie teowy)

(B, 'C)z h/
2

M, =4, f, -d +A frd ~Af -d —085 fb,- —0,85~ﬁf~(b—bw)-?'(25)

dla By - ¢> hy (przekroj rzeczywiscie teowy).
Gdy w obliczeniach uwzgledniamy zbrojenie $ciskane, to w celu zapewnienia jego
uplastycznienia w rownaniu (21) nalezy bra¢ warto$¢ ponizszego wyrazenia

A -f +A-f -A-f
Ll f“ 2 f‘ u f} >0,171d!<0,15d (26)
b-dp~fc' ‘ ’
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Podejscie I1 — bezposrednie wyliczenie wartosci fys

Po odpowiednich przeksztalceniach, po wstawieniu z rownania rownowagi (21) war-
tosci ¢ do rownania (23) otrzymamy nastgpujace wyrazenie na naprgzenia w ciggnach bez
przyczepnosci

f,m=f,,e+vs~fpu{1—%{%-Wﬁ—f-(wwﬁﬂﬁfw e

gdzie: o, i ®,' sa — odpowiednio — wskaznikami zwyklego zbrojenia rozciaganego i $ciska-
nego zgodnie z norma ACI 318M-05 [3].

Gdy w obliczeniach uwzgledniamy zbrojenie $ciskane, to w celu zapewnienia jego
uplastycznienia w rownaniu (27) nalezy bra¢ warto$¢ ponizszego wyrazenia

P, -—f”e +y°,' Son +i-(w5 —(02)2 0,17 i d;<0,15d, (28)
-f;,‘ dp

Podejscie I1I — metoda zgodnosci odksztalcen

Uzywajac najdoktadniejszego podejscia zgodnosci odksztatcen, dtugosci ekwiwalent-
nego obszaru plastycznego (13), rownan opisujacych wydluzenie ciggna bez przyczepnosci
(3)—(8) oraz rownowagi sit w przekroju (19), wyprowadzono nastgpujace rownanie

, L
1 '0,85-[3] .ﬁ.bw.fo.dp.gw +(A_' As)'fy+cf

s

_ b 29
fpx APS L() APS ( )
Sps _Spe _f(ace _Scu )
gdzie
L
Lo 995 051 |2 (30)
L S

w ktorym g, = 3%o (za ACI Code [3]). Dla przekrojow prostokatnych i pozornie teowych
C;=01 b, = b. Rownanie to jest podobne do tego wyprowadzonego dla elementow z cigg-
nami przyczepnosciowymi, z ta jednak réznica, ze zamiast L,/L nalezy przyjmowac 1.

3.2.L.H. Lee, J.H. Moon i J H. Lim

Autorzy pracy [12] zaproponowali rownanie projektowe stuzace do obliczania napr¢zen
w ciegnach bez przyczepnos$ci otrzymane w ten sposob, ze gtowne parametry i ich kom-
binacje zostaly uzyskane z pracy teoretycznej, a nastgpnie — wykorzystujac analizg re-
gresyjna — dobrano do nich odpowiednie wspdtczynniki. W pracy teoretycznej wykorzy-
stano nast¢pujace zalozenia: zgodno$¢ odksztalcen w przekroju wg rys. 1, statosé naprezen
na dlugosci ciggna (pominigto wptyw tarcia ciggna o ostonkg), zalezno$¢ naprgzenie—od-
ksztalcenie oraz wykorzystano rownanie rownowagi momentow, ktore przedstawiono w
ponizszej postaci

B,

R I A R W A R R A W)
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gdzie

A -f -d +A-f -d

g S A, 5
A, fo+A-f,
Odksztalcenie w ciggnach bez przyczepnosci wg rys. 1 wynosi

d —c| L
e =¢ +|g L2 |22 33
ps pe |: cu dp :| L ( )

gdzie L, jest dtugoscia ekwiwalentnego przegubu plastycznego, a L jest calkowita dhu-
goscia pomigdzy zakotwieniami. Stad tez potozenie osi obojgtnej uzyskamy z rownania
L
70 . 8 . d
L cu P
c= (34)

LO
Sp.v _gpe + T * Scu

Obliczone z réwnan (31) i (34) naprezenie w ciggnach bez przyczepnosci wynosi

’ LO
ooy OB (geaa) (35)
ad ap'Aps- £ —¢& +¢ h ap~A,,S
ps pe cu L
gdzie
P,-c
Ky (36)
h T Be
g _Bie
R .
d Lt
¢ 2

Przy wyprowadzaniu rdwnania wykorzystano rowniez pojgcie dtugosci ekwiwalentnego
przegubu plastycznego, z ta jednak roznica, ze przyjgto trochg inng teorig i oznaczenia

J 2L, (38)

w ktorym f jest wspotczynnikiem zaleznym od typu obciazenia. Dla obciazenia jedno-
punktowego f'=10, a dla dwupunktowego lub rownomiernego = 3. Zaktadajac dtugos¢ po-
szerzenia obszaru plastycznego L, = 0,5:d,, wzgledna dlugo$¢ obszaru plastycznego jest
wyrazona rOwnaniem
L,
L

L
L
d,

(39)

~ |-
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Wyprowadzajac réwnanie, ktore umozliwitoby prosty tok obliczen przy zachowaniu
doktadnosci metody zgodnosci odksztatcen, zatozono, ze ciggna bez przyczepnosci pracuja
w zakresie sprezystym. Wyniki uzyskane z wigkszosci badan doswiadczalnych nie wyka-
zaly wystgpowania w ciggnach bez przyczepnosci odksztalcen plastycznych, nawet przy
zniszczeniu elementu. Dzieje si¢ tak, poniewaz naprg¢zenia w ciggnach rozktadaja si¢ na
catej dtugosci elementu. Stad tez rownanie konstytutywne mozna wyrazi¢ w prosty sposob

J=E, ¢, (40)
Korzystajac z tego zalozenia i mnozac pierwszy czlon rownania przez E,,, otrzymujemy
, L
P 0.85-10:b-By 2o, By -7 md, JA-ad) g, (1)
ps . L .
o, A, fo=Ffrteun E, TO o, A,
Do réwnania (41) dodano obustronnie —f,,. + €., Eps (Lo/L)

, L
Oags'ﬂ.b'ﬁl.acu.Em.fo.dp (A:—Q,VAY)f

L
J 0
_fpe +8cu -Eps T

Afps+80u.Ep5._O: L ' a A
o .As. Afs_|_gcu.Es.70 r “ps
p “p 2 s (42)

Mnozac obustronnie przez Af;, + €., E,s (Lo/L), otrzymujemy rownanie kwadratowe

X*-2B-X-C=0 (43)
w ktorym
L
XzAfpS+86u 'E[)S 'TO (44)
A -a A )
QB:M_L)NLSW.E”Y.E (45)
ocp~ApS L
' LO
0»85'fc‘b'[31'Scu'Eps'T‘dp
C= (46)
a,- A,

Rozwiazaniem tego rdwnania jest pierwiastek

(47)

(43)

(49)
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Ze wzgledu na aproksymacje wystgpujaca w rownaniu (48) wspotczynniki B i C row-
nania kwadratowego zastapiono dowolnymi wspotczynnikami Q;, 0», 05 1 Q4. Dodatkowo
wyrazenie pod pierwiastkiem 4,,/(b-d,) zastapiono przez p, i otrzymano

, L
(AS,_GSAS)f; LO O’SS-L.BI-SW.E[)S.TO
Afps = _Qlfpe +Q2 o 'A _Q3 gcu .Ep.v .T +Q4 (50)

p “ps

a, Py

Wyciagnig¢to przed nawias wspolne parametry wystgpujace w trzecim i czwartym
wyrazeniu powyzszego rownania i otrzymano

’
(AS —OLSAS)fy .

o, A

P ps

Af,,s = _Q] <fpy + Qz

[Lo (51
L e
: _QSSCMpr _0—L+Q4 O’SSBISCMEPS

W dalszych obliczeniach pominigto wystgpujace po O3 wyrazenie ze wzgledu na to, ze
wystgpujace w liczniku Ly/L jest mniejsze od jednosci, a mianownik jest relatywnie wy-
soki. Zastgpujac Ly/L przez wyrazenie opisujace wzgledna dlugosé obszaru plastycznego,
otrzymujemy ostatecznie nast¢pujaca zaleznosé

A -4 '
Afm:Kﬁ_KMK}M+K4 d S|l 1 52)
A, d, p, | f L
d

p

Wspotczynniki K; wyznaczono poprzez zastosowanie analizy regresyjnej z wykorzy-
staniem wczesniejszych wynikow badan (167 badan przeprowadzonych przez 13 badaczy
w latach 1956-1997). Proponowane rdéwnanie ma postac¢

A -A4)f, d f .
Af€:30000+0,75f8+L@+82 A P R e
" " 12 Aps dp pp f L
d

P

Ostateczna posta¢ réwnania proponowana do zapisu normowego 1 zapewniajaca
odpowiedni zapas bezpieczenstwa ma postac

A-A4)f, d !
Afs:10000+0,80fe+LM+80 S/ L
4 154 d, p, | f

123 P

T [psi] (54)
dp
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3.3. A. Naaman i F. Alkhairi

Autorzy prac [13, 14] podjeli probg rozwigzania problemu wzrostu napr¢zen w cieg-
nach bez przyczepnosci poprzez wskazanie pewnej analogii do zachowania si¢ elementow
z ciggnami przyczepnosciowymi. Ich podejscie polegato, w skrocie, na sprowadzeniu
analizy belek sprezonych ciggnami bez przyczepnosci do belek sprezonych ciggnami przy-
czepnos$ciowymi poprzez wprowadzenie wspotczynnika ograniczenia odksztatcen (zwa-
nego tez wspolczynnikiem ograniczenia przyczepnosci). Swoimi badaniami odniesli si¢ do
prac zapoczatkowanych przez Bakera, ktory wprowadzit wspotczynnik zgodnosci od-
ksztalcen oraz wyrazit odksztalcenie w stali sprgzajacej w nastgpujacy sposob

€, =&, +(de,,), (55)
€, =8, tF-(Ae,), (56)
gdzie:
£ — odksztatcenie w stali sprezajacej w stanie granicznym,
€pe — odksztalcenie w stali sprezajacej od efektywnego sprezenia,

(Agy)ar — przecigtny wzrost odksztalcef w stali sprezajacej bez przyczepnosci poza
efektywne sprezenie,

(Agps)n —maksymalny wzrost odksztalcen w betonie poza stan efektywnego spre-
zenia, jaki zachodzitby w przypadku zastosowania takiej samej ilosci stali
sprezajacej, lecz majacej przyczepnos$¢ do betonu,

F — wspotczynnik zdefiniowany jako stosunek przecigtnego naprgzenia w be-
tonie przylegtego do stali do maksymalnego naprgzenia w betonie przy-
legtego do stali.

Jesli zatozymy, Ze stal pracuje w zakresie spr¢zystym, to naprezenia w stali sprezajacej
moga by¢ zapisane w postaci

f;’s = Em ’ 8/}v = EI” ’ [Szw + (AS[M )uv] (57)
lub
fo=f.+E, ae,,) =f.+FE, -(ae,) (58)

gdzie E,, to modul stali sprezajace;.

Baker (1949) zasugerowal, aby w stanie granicznym nosnosci przyja¢ wartos¢ F = 0,66
dla belek obciazonych rownomiernie i F' = 0,5 dla belek obciazonych sila skupiona w $rod-
ku rozpigtosci. W kolejnej publikacji (1951), opierajac si¢ na do$wiadczeniach przepro-
wadzonych przez Mattocka, zaproponowat przyjecie wartosci £/ = 0,1.

Kolejna definicjg¢ wspolczynnika zgodno$ci odksztatcen podat Gifford (1953) jako sto-
sunek przecigtnego efektywnego odksztatcenia betonu na poziomie stali spr¢zajacej do od-
ksztalcenia betonu w przekroju krytycznym (o maksymalnym momencie). Zasugerowat
przyjecie wartosci F'=0,2.

Janney, Hognestad i McHenry (1956) przetestowali wiele wolnopodpartych belek sprg-
zonych ciggnami bez przyczepnosci o stosunku rozpigtosci do wysokosci bliskiemu
13 obcigzonych dwoma sitami skupionymi w 3 1 % rozpigtosci przgsta. Opierajac si¢ na
przeprowadzonych przez siebie testach, zasugerowali warto§¢ wspolczynnika réwna
stosunkowi strefy $ciskanej betonu w stanie granicznym nosnosci do wysokosci uzytecznej
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przekroju, tj. F' = 1,1-c/d, = c/d,. Zaznaczyli jednak, Ze nalezy si¢ spodziewa¢ mniejszej
wartosci F przy zastosowaniu obciazenia pojedyncza sita skupiong lub przy wigkszym sto-
sunku rozpigtosci do wysokosci elementu.

Kolejna wazng publikacja dotyczaca wspotczynnika F byla praca Warwaruka, Sozena
i Siessa (1962), w ktorej napisali, ze warto§¢ F zalezy od ksztaltu wykresow momentow
jako stosunek wysokosSci strefy Sciskanej betonu do wysokosci uzytecznej przekroju
F=cld,.

Korzystajac z tych samych gléwnych definicji wspotczynnika redukcji odksztatcen,
Naaman (1990) byt pierwszym, ktory zaproponowat analityczne wyrazenie wspotczynnika
majacego zastosowanie w stanie spr¢zystym niezarysowanym, zarysowanym i w stanie
granicznym zniszczenia. Dla celow praktycznych wspotczynnik F' ma t¢ sama definicjg jak
rozszerzony w dalszej czgSci wspotczynnik Q,, z tym wyjatkiem, ze Q, wyraza wzrost
naprezen poza stan wyjSciowy odpowiadajacy dzialaniu sprezenia efektywnego i obciazen
statych. Naaman ujal te wspolczynniki w zmodyfikowanej analizie zgodno$ci odksztalcen
w celu przewidzenia krzywizny momentu belek spr¢zonych ciggnami bez przyczepnosci.
Wspotczynnik redukeji odksztalcen zostat zdefiniowany jako stosunek $redniego wzrostu
odksztatcen w ciggnach bez przyczepnosci do wzrostu odksztatcen w ekwiwalentnych
ciggnach z przyczepnos$cia w przekroju o najwigkszym momencie zginajacym i wyraza si¢
roOwnaniem
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(ae,.), (ae,.) (59)

Q = =
(a,,.),

! (ASN )m

gdzie:
(Agps)ay — wzrost odksztatcenia w ciggnach bez przyczepnoscei,
(Agpg)m — wzrost odksztatcenia w rownowaznych ciggnach z przyczepno$cia,
(Agcps)m —wzrost odksztalcenia w betonie poza efektywne spre¢zenie na poziomie
ciggna wypadkowego.

Wszystkie odksztatcenia sa brane w przekroju krytycznym o najwigkszym momencie,
tak jak na rys. 3. Z powyzszego roOwnania mozna wyciagna¢ trzy nast¢pujace wnioski:
wyrazenia (Ag,g)nm 1 (Agqs)m Sa sobie rowne, odksztalcenia w ciggnie bez przyczepnosci sa
rowne w kazdym przekroju elementu (dzigki zatoZzeniu o pominigciu sit tarcia) oraz Q, = 1
w przypadku, gdy ciggna wykazuja pelng przyczepnos¢ do betonu.

Dla belek wolnopodpartych o statym przekroju, symetrycznym obcigzeniu i syme-
trycznej trasie ciggien mozna wykaza¢, ze Q moze by¢ wyliczone w wigkszosci przy-
padkdw z ponizszego rownania

L)2
Q= 2 : j AM (x)- e, (x)dx (60)
AM - (€0) L% g

gdzie:
AM,.x  — zmiana momentu w przekroju krytycznym,
AM(x) —zmiana momentu w dowolnym przekroju o wspotrzednej x wzdhuz przesta,
(e))max — mimosrod ciggien w przekroju krytycznym,

eo(x)  —odpowiadajacy AM(x) mimosrdd ciggien w dowolnym przekroju o wspot-
rzednej x wzdluz przesta,
L — dtugos¢ przesta.

Obowiazuje zalozenie, Ze zmiana momentu zginajacego odnosi si¢ do stanu, w ktorym
dziata efektywna sita sprezajaca i moment od obciazen statych, a napre¢zenie w stanie od-
niesienia jest znane i rowne efektywnemu sprezeniu f,.. Aby uniknaé¢ Zmudnych obliczen,
warto$¢ Q okreslono dla typowych warunkéw obciazenia i tras ciggien (rys. 4). Mozna
zauwazyc¢, ze Q zalezy od typu obciazenia (obciazenie rownomierne, pojedyncza lub wie-
loma sitami skupionymi), trasy kabla (prostoliniowa, odgigta lub paraboliczna) oraz mimo-
srodow ciggna wypadkowego w przekroju przgstowym i podporowym.

W celu rozwazenia elementu w stanie uzytkowalnosci (po zarysowaniu) wprowadzono
wspotezynnik redukcji przyczepnosci .. przy zatozeniu pojawienia si¢ pojedynczej rysy
w przekroju o maksymalnym momencie. Dla belek wolnopodpartych obciazonych syme-
trycznie i o symetrycznej trasie kabla warto$¢ Q.. moze by¢ obliczona z nastgpujacego row-
nania

I, 2 I, )" AM(x)-
Q =Q eS|, J'de 1)
. L I,) o AM, -(e.),..,
gdzie:
I, —moment bezwladnosci przekroju brutto (niezarysowanego),

1., —moment bezwtadnos$ci przekroju zarysowanego,
L. — szerokos$¢ rysy lub szerokos$¢ obszaru zarysowanego.
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Poniewaz przegub plastyczny tworzy si¢ teoretycznie we fragmencie zarysowanym,
a brak przyczepnosci pomigdzy ciggnami i betonem uniemozliwia pojawienie si¢ zaryso-
wania poza tym odcinkiem, L, jest zazwyczaj bardzo mate w poréwnaniu z L, nawet jesli
zastosowane jest zbrojenie pasywne zgodnie z ACI Building Code majace na celu dystry-
bucje rys. Przyjecie tego zalozenia umozliwia oszacowanie Q.. z wystarczajaca doktad-
no$cia za pomoca ponizszego rownania

1
Q =Q.= (62)
g
Przypodek obcigzenio Q
I EEEEEEER!
L 1 la=%+ le/en
L
I EEEEEERER! )
Q = 3
[
I EEEEEERER]
N Jla=%& + & e/en

— I PV
E ; Q=131+ e/en
A
;l Q =} Rys. 4. Wyrazenia wspoétczynnika redukeji od-
ksztalcen Q w stanie niezarysowanym
s—

. Fig. 4. Expressions for strain reduction
%o+ 1y e/en coefficient Q for uncracked state

Naaman i Alkhairi probowali rozszerzy¢ teoretyczne wyprowadzenie wspotczynnika
redukcji odksztalcen w stanie zniszczenia przy zginaniu. Zdefiniowali ten wspotczyn-
nik jako Q, i probowali przedstawi¢ go w podobnej formie jak w réwnaniach (60) i (61).
W szczegdlnosei pracowali nad uproszczona forma rownania, gdzie L. staje sig¢ dtugoscia
przegubu plastycznego w stanie zniszczenia, a /., staje si¢ momentem bezwladnosci zary-
sowanego przekroju w stanie zniszczenia. Jednak zadanie okazato si¢ zbyt trudne i nie
udato si¢ znalez¢ zadowalajacego rozwiazania zgodnie pasujacego do wszystkich dostep-
nych wynikoéw badan. Z tego powodu przeanalizowali 143 wyniki badan z 15 réznych
zrodet pochodzace z lat 1962—1990 i ponownie przeliczyli wspotczynnik redukceji Q,.
Wspoélczynnik obliczono dla dwoch zmiennych: warunkow obciazenia (sita skupiona
w $rodku przesta, w dwoch punktach i obciazenie rownomierne) oraz stosunku rozpigtosci
do wysokosci, ktory wahat si¢ od 7,8 do 45, co obejmuje wigkszo$¢ projektowanych obec-
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nie belek i ptyt. Najlepsza zalezno$¢ pomigdzy wynikami doswiadczalnymi i analitycznymi
uzyskano dla nastgpujacych wartosci Q,

Q, = 26 dla obciazenia pojedyncza sita skupiona (63)
L
( 4, J
5,4 L . o . . , .
Q =-—"—_ dlaobciagzenia dwiema sitami skupionymi lub rownomiernego (64)

| (LJ
d,

Wspotczynnik Q, zostal wyprowadzony w celu ukazania najlepszej mozliwej zaleznoS$ci
pomigdzy doswiadczalnymi a przewidywanymi wynikami. Dla celow normowych wpro-
wadzono wspodtczynniki bezpieczenstwa do wyznaczonych wartosci Q,. Uczyniono to,
mnozac warto$¢ tego wspotczynnika przez liczbg mniejsza od jednosci. Zalecane wartosci
Q, dla celow normowych wynosza

Q = LS dla obciazenia pojedyncza sita skupiong (65)
L
( dm J
3,0 L . I . . , .
Q =-—"— dlaobcigzenia dwiema sitami skupionymi lub rownomiernego (66)

()

Na rysunku 3 przedstawiono rozktad odksztalcen w elemencie sprezonym ciggnami bez
przyczepnosci i z przyczepnoscia w stanie odniesienia (pod dziataniem sprezenia efektyw-
nego i obciazenia cigzarem wlasnym) i w stanie zniszczenia (przy nominalnej no$nosci na
zginanie). Zatozono, ze wzrost odksztalcen w ciggnach bez przyczepnosci moze byc¢
uzyskany przez obliczenie wzrostu odksztalcen w ciggnach z przyczepnoscia i1 zastoso-
wanie wspotczynnika redukcji przyczepnosci €, zdefiniowanego powyzej. Dla ciggien
z przyczepnoscia wzrost odksztalcen pomigdzy dwoma stanami jest rowny wzrostowi od-
ksztatcen w betonie na poziomie ciggna. Moze by¢ tatwo okreslony z geometrii wykresu
1 wyrazony za pomoca rownania

d
(Aepsb )m = sce + (Agsps )m = Sce + Scu ’ (_w - lj (67)
C

Jesli znana jest warto$¢ Q,, to wzrost odksztalcen w ciggnach bez przyczepnosci moze
zostac okreslony ze wzrostu odksztatcen w ciggnach z przyczepno$cia za pomoca rownania

c

(Aspm ) =Q, -g,+Q, ¢, '(Q—IJ (68)

Jesli zatozymy, ze naprgzenie w ciggnach bez przyczepno$ci pozostaje w zakresie
liniowo-sprezystym (~0,94 f,,), to zmiana naprezen przy nominalnej wytrzymato$ci na
zginanie wynosi
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d
(Aj;}m )ay = Qu ! EPS : (ASPSU )av = Qu ' Ep: : Sce + Qu : Eps : Sru .( = lj (69)
c
Stad odpowiadajace naprezenie w ciggnach bez przyczepnosci wynosi
d,
fpsu = J(pe + Qu : Eps ' Sce +Qu : Eps ! Scu .( = _1J (70)
c

Zazwyczaj warto$¢ €. jest niewielka w poréwnaniu z innymi wyrazeniami. Po po-
minigciu & i opuszczeniu indeksu ,,u” W f,, (ze wzgledu na to, ze z definicji ACI Code f,,
jest granicznym napre¢zeniem w stali sprezajacej) rownanie (70) przybiera postaé

d
S =1 tQ,E, €, {l— lj 71

c

Aby uwzgledni¢ schemat obciazen w elementach ciaglych, wprowadzono do powyz-
szego roOwnania parametr L,/L,

(dm j L
f.=f.+Q, -E g, |—=-1|— (72)
ps P P c Lz
gdzie:

L, — dlugos¢ obciazonego przesta lub suma dlugosci obciazonych przgset, majacych

wplyw na to samo ciggno,
L, — dlugos¢ ciggna pomigdzy zakotwieniami.
W powyzszych réwnaniach niewiadomymi sa naprgzenia w ciggnach bez przyczepnosci

oraz wysokos¢ $ciskanej strefy betonu c. Drugie rownanie umozliwiajace ich wyliczenie
otrzymujemy, korzystajac z rownowagi sit w przekroju

A f v A f—Af =085 f'-(b=b,)h, +085 f/b, B, -c (73)

ps

Dla przekrojow prostokatnych lub pozornie teowych b,, = b.
Powyzszy uklad rownan mozemy rozwiaza¢ na dwa sposoby — rozwiazujac ponizsze
réwnanie kwadratowe, gdzie rzeczywistym pierwiastkiem jest ¢ w postaci

~B ++B’—4-4,-C
c= (74)

2-4
gdzie
4,=085-1"b,-B, (75)
B =4, [Q ‘E, ¢, -%—fﬂej+ A-f, A f +085 f/-(b-b,)h, (76)
2
Ll
C=A, 0 E, ¢, d, - (77

2

lub poprzez zastosowanie prostego toku iteracyjnego sktadajacego sig z trzech krokow:
— zalozenia f,, = f,. + 15 ksi (105 MPa) i wyliczenia wysokosci strefy $ciskanej betonu c,
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— uzycie uzyskanego c do obliczenia f,, z rownania (72),
— powtorzenia procedury az do uzyskania matych przyrostow w kolejnych iteracjach.

4. Analiza wybranych badan oraz wnioski koncowe

Tabela 2
Wyniki wybranych badan doswiadczalnych
Oznaczenie Analizowane ACI Code Harajli Lee, Moon Naaman Metoda Wyniki
elementu parametry | PNB-03264 | “3igv 05 i Hijazi i Lim i Alkhairi d°fga”a badania
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Afys  [MPa] 100,0 12,9 134,4 2359 9 73,8 76,7
BekaB8[17] | f,,  [MPa] 756,0 768,9 790,4 891,9 752 729,8 732,7
Mrg  [kNm] 21,1 20,9 21,0 21,6 20,8 20,7 21,0
Afys  [MPa] 100,0 344,2 637,0 637,0 538,3 416,8 637,0
BekaB1[18] | f,,  [MPa] 1108,0 1352,2 1645,0 1645,0 1546,3 1424,8 1645,0
Mgg  [kKNm] 24,0 26,8 30,2 30,2 28,4 30,72 30,3
Ay [MPa] 100 170 553 414 620 495 552
Belka [19] f,,  [MPa] 935 1005 1388 1250 1455 1331 1385
Meg  [kNm] 64,2 67,1 78,2 74,2 80 75,4 75,1

W tabeli 2 zebrano wyniki obliczen przeprowadzonych na podstawie badan trzech
elementow. Dwa pierwsze przyktady dobrano w ten sposob, aby ukazac, jak duzy jest roz-
rzut wartosci, ktore moze przyjmowac przyrost napr¢zen w ciggnach bez przyczepnosci.
Trzeci przyktad pochodzi z badan wlasnych. Wszystkie obliczenia zostaty wykonane z po-
minigciem czgsciowych wspotczynnikow bezpieczenstwa, opierajac si¢ na danych ma-
teriatowych zamieszczonych w publikacjach [17-19]. Kolumny 3 i 4 zawieraja wyniki
obliczen przeprowadzonych na podstawie zalecen zawartych w polskiej i amerykanskiej
normie, kolumny od 5 do 7 — wyniki bazujace na wyzej opisanych teoriach, kolumna
8 — wyniki na podstawie metody dokladnej zmodyfikowanej przez autoréw o wprowa-
dzenie wspotczynnika ), oraz ostatnia kolumna — wyniki badan.

W pierwszym z wymienionych badan przeprowadzonych na jednoprzgstowej belce
o przekroju prostokatnym o wymiarach 158 x 162 mm i dtugosci przgsta 4 m uzyskano
przyrost napre¢zen w ciggnach ponizej 100 MPa. Jest to warto$¢ nizsza niz zalecajg PN [1]
i EC-2 [2]. Warto$¢ tg uzyskano przy spehieniu nastgpujacych warunkéw: dziataniu po-
jedynczej sity skupionej na element o duzej smuktoéci (L/d,, = 43) i znacznej ilodci stali
zwyklej w strefie rozciaganej (3 prety 910 mm). Ostatni z wymienionych warunkow po-
woduje zmniejszony wpltyw przyrostu napr¢zen w ciggnach na no$nos¢ elementu. Uzys-
kanie w obliczeniach przyrostu naprgzen wigkszego niz w rzeczywistosci nie wptywa na
bezpieczenstwo konstrukcji, a ewentualne przeszacowanie no$nosci miesci si¢ w czgscio-
wych wspolczynnikach bezpieczenstwa. Najlepsza zbieznos¢ wynikow uzyskano dla teorii
wprowadzajacej wspotczynnik redukcji odksztatcen, gdyz dzigki niej przewidziano przyrost
naprezen nizszy niz proponowany przez normy.

W drugim oraz trzecim badaniu uzyskano przyrost naprezen w ciggnach znacznie
powyzej przyjetego przez PN [1] 1 EC-2 [2] — 100 MPa. Oba opisywane elementy to belki
jednoprzgstowe. Pierwszy z nich mial wymiary przekroju poprzecznego 160 x 280 mm
oraz rozpigto$¢ w osiach podpdr wynoszaca 4,2 m. Drugi, pochodzacy z badan wlasnych,
mial wymiary przekroju poprzecznego 150 X 250 mm oraz rozpigtos¢ w osiach podpor
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3,6 m. Duza warto$¢ przyrostu naprezen w ciggnach sprezajacych uzyskano przy spetnieniu
nastepujacych warunkow: dziataniu dwoch sit skupionych w /5 i %/5 rozpietosci na element
krepy (L/d,, wynoszace, odpowiednio, = 19 oraz 18) z nieduza ilo$cia zbrojenia zwyklego
w strefie rozciaganej (odpowiednio: 2 prety 910 mm oraz 3 pregty 912 mm). W takich
wypadkach zniszczenie elementu moze nastapi¢ nawet poprzez zerwanie stali sprezajacej,
a niedoszacowanie przyrostu napr¢zen w ciggnach wplywa znaczaco na obnizenie nosnosci
obliczeniowej w stosunku do rzeczywiste;.

W drugim przyktadzie dwie z wybranych teorii dobrze przyblizyly zaréwno przyrost
naprezen, jak i no$no$¢ elementu na zginanie. Powstate rdznice pomigdzy teoriami (odpo-
wiednio: kolumny 5 i 6 oraz 7) wynikaja z tego, ze autorzy dwoch pierwszych teorii przy-
jeli jako graniczne naprgzenie w ciggnie bez przyczepnosci umowna granicg plastycznosci
stali sprezajacej — f,,, natomiast trzecia teoria dopuszcza przyjecie maksymalnego na-
prezenia w stali sprezajacej wynoszacego 0,94 f,,.

W trzecim z przedstawionych badan uzyskano warto$ci przyrostu naprgzen oraz nos-
no$ci nizsze niz proponuja teorie. Nalezy jednak nadmieni¢, ze podczas badania nastapilo
zerwanie jednego z siedmiu drutéw ciggna, co miato wplyw na nizsza no$no$¢ elementu
podczas zniszczenia.

5. Podsumowanie

Jak wynika z analizy badan przeprowadzonych na wielu elementach i w réznych o$rod-
kach naukowych, obecnie nie mozna jednoznacznie okresli¢, ktora z proponowanych metod
jest najwlasciwsza i1 najbardziej przydatna do analizy przyrostu napr¢zen w ciggnie bez
przyczepnosci oraz stanu granicznego nosnosci. Przytoczone wzory i ich wyprowadzenia
zostaly opublikowane w czasopismach amerykanskich i odniesione sa do normy amery-
kanskiej [3]. W literaturze krajowej, jak rowniez w obowiazujacych normach [1, 2] nie ma
zadnego odniesienia ani propozycji dotyczacej projektowania tego typu konstrukc;ji.

Nalezy wzia¢ rowniez pod uwage podwojny aspekt omawianego zagadnienia. Z jedne;j
strony — niedoszacowanie przyrostu napr¢zen w ciggnach prowadzi bardzo czgsto do zani-
zenia no$nosci elementu na zginanie. Z drugiej strony — brak znajomosci rzeczywistego
przyrostu naprezen moze prowadzi¢ do zanizenia koncowej wartosci napr¢zen w ciggnach,
ktora nalezy ogranicza¢ zgodnie z postanowieniami normowymi. Przekroczenie tej war-
toséci moze mie¢ wplyw na no$no$¢ ciggna, co jest szczegélnie niebezpieczne w tego
rodzaju konstrukcjach.

Literatura

[1] PN-B-03264:2002 Konstrukcje betonowe, zelbetowe i spr¢zone. Obliczenia statyczne
i projektowanie.
[2] PN-EN 1992-1-1:2004 Eurokod 2: Projektowanie konstrukcji z betonu — Czgs¢ 1: Re-
guly ogolne i reguty dla budynkow.
[3] Building Code Requirements for Structural Concrete (ACI 318M-05) and Commentary
(ACI 318 RM-05).
[4]Matt P., FIP design recommendations for flat slabs in post-tensioned concrete using
unbonded and bonded tendons, VIII Congress of the FIP, 1-4 May 1978, London.



133

[STLin T.Y., Unbonded vs. bonded tendons for building construction with particular
reference to flat slabs, Symposium on Prestressed Concrete in Buildings, Sydney
1976.

[6] Schupack M., 4 Survey of the durability performance of post-tensioning tendons,
Journal of American Concrete Institute, Vol. 75, No. 10, 1978, 501-510.

[71Aalami B.O., Development in post-tensioned floors in buildings, XI Congress
of the FIP, 4-9 June 1990, Hamburg.

[8] Thal H., VI-CMM a new system for unbonded prestressing, FIP Symposium on
Modern Prestressing Techniques and Their Applications, 17-20 October 1993, Kyoto.

[91Pash G.F., Introduction to prestressing and the application of post-tensioned
concrete slabs in buildings, Symposium on Post-Tensioned Prestressed Concrete
in Buildings, April 1977, South Africa, Journal of the Concrete Society of Southern
Africa, No. 6, June 1977.

[I0]Muguruma H., On the use of unbonded Prestressed concrete members,
Transactions of the Architectural Institute of Japan, May 1968 (in Japanese).

[I11]Harajli M., Hijazi S., Evaluation of the Ultimate Steel Stress in Partially
Prestressed Concrete Members, PCI Journal, Vol. 36, No. 1, 1991, 62-82.

[12]Lee L.H., Moon JH., Lim JH. Proposed Methodology for Computing of
Unbonded Tendon Stress at Flexural Failure, ACI Structural Journal, Vol. 96, No. 6,
1999, 1040-1048.

[13]Naaman A., Alkhairi F., Stress at Ultimate in Unbonded Prestressing Tendons
— Part I: Evaluation of the State-of-the Art, ACI Structural Journal, Vol. 88, No. 5,
1991, 641-651.

[l14]Naaman A., Alkhairi F., Stress at Ultimate in Unbonded Prestressing Tendons
— Part II: Proposed Methodology, ACI Structural Journal, Vol. 88, No. 6, 1991,
683-692.

[15]Naaman A.,,Burns N., French C., Gamble W. Mattock A, Stresses
in Unbonded Prestressing Tendons at Ultimate: Recommendation, ACI Structural
Journal, Vol. 99, No. 4, 2002, 518-529.

[16] Allouche EN., Campbell TI, Green MF., Soudki K.A., Tendon Stress
in Continuous Unbonded Prestressed Concrete Members — Part 2: Parametric Study,
PCI Journal, Vol. 44, No. 1, 1999, 60-73.

[171Tam A., Pannell F.N., The ultimate moment of resistance of unbonded partially
prestressed reinforced concrete members, Magazine of Concrete Research, Vol. 28,
No. 97, 1976, 203-208.

[18] Du G., Tao X., Ultimate Stress of Unbonded Tendons in Partially Prestressed
Concrete Beams, PCI Journal, Vol. 30, No. 6, 1985, 72-91.

[19]1Politalski W., Przyrost naprezen w ciegnie bez przyczepnosci w wyniku obciqze-
nia sprezonej belki kablobetonowej, Zeszyty Naukowe Politechniki Slaskiej, Budow-
nictwo, z. 109, 2006, 309-316.



