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TRANSFORMATION OF COORDINATES
WITH ROBUST ESTIMATION

Streszczenie

W niniejszym artykule zaproponowano wykorzystanie odpornych na btedy grube metod wy-
réwnywania obserwacji w procesie transformacji wspotrzgdnych, w przypadku gdy punkty
taczne moga by¢ obarczone blgdami grubymi. W tym celu wykorzystano dwie spo$rod metod
m-estymacji do wyznaczenia parametrow transformacji, a nastgpnie wyniki poréwnano
z tradycyjna transformacja Helmerta z korekta posttransformacyjna Hausbrandta.

Stowa kluczowe: transformacja wspotrzednych, m-estymacja
Abstract

In this paper robust estimation methods for coordinate transformation is proposed. To avoid
influence of blunder in coordinates of reference points two types of robust estimation were
analyzed. The results were compared with Helmert transformation with Hausbrandt
correction.
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1. Wstep

Ze wzgledu na dokonujacy sig integracje europejska zadaniem priorytetowym stato sig
wprowadzenie ujednoliconego, zgodnego ze standardem europejskim uktadu wspotrzed-
nych. Konieczne jest zatem wyznaczenie wspotrzednych punktéw istniejacej poziome;j
osnowy geodezyjnej w nowym panstwowym ukladzie wspotrzgdnych. Utworzenie takiej
bazy osnoéw mozliwe jest m.in. przez transformacjg istniejacych zbioréw wspotrzednych
punktéw z uktadu dotychczasowego do nowego. Ten sposob mozliwy jest do realizacji
w przypadku osnowy szczegotowej 11 klasy oraz lokalnych uktadow wspotrzgdnych.

Metoda najczegSciej stosowana do tego typu obliczen jest transformacja Helmerta,
w ktorej estymacja parametrow transformacji (wektora parametrow X) odbywa sig¢ meto-
da najmniejszych kwadratow, polegajaca na wyznaczeniu minimum funkcji celu & (X) =
= V'PV wzgledem wektora X, przy czym V jest wektorem poprawek do punktow tacznych
w uktadzie wtornym.

Metoda najmniejszych kwadratdow ma najwigksze zastosowanie w procesie wyzna-
czania parametréw transformacji. Niestety, ma istotng wadg — nie jest odporna na bledy
grube. Oznacza to, ze obserwacje obarczone takim bigdem traktowane sg jak wszystkie
inne, co w znaczacy sposob moze wpltywac na wyznaczane wartosci parametrow transfor-
macji, a w koncowym etapie na jej wynik. Bledy grube sprawiaja, ze wspotrzedne punktow
dostosowania maja ,,nieprawdziwe” warto$ci. Powodem btedow grubych moga by¢ biedy
popetnione podczas pierwotnych pomiaréw, wowczas zaburzone sa wspolrzedne punktow
w uktadzie pierwotnym. Jezeli natomiast bledy popelione zostaty podczas np. wznowienia
punktu, wowczas nieprawidlowe beda wspotrzedne w uktadzie wtérnym.

2. m-estymacja a korekta Hausbrandta

W wyniku transformacji Helmerta wszystkie punkty dostosowania otrzymuja nowe
wspoélrzedne, ktore nie musza pokrywac si¢ z istniejacymi juz wspoétrzednymi katalo-
gowymi tych punktow. Roznice okreslone ponizszymi wzorami sa poprawkami do punk-
tow tacznych w uktadzie wtornym

Vi=X-X,, V,=Y-Y, (1)

gdzie:

X,Y —wspdlrzedne punktu dostosowania przed transformacja w uktadzie wtornym,

X, Y., — wspotrzedne punktu dostosowania po transformacji w uktadzie wtornym.

Aby wspotrzedne katalogowe nie ulegaly zmianom na skutek transformacji, wpro-

wadzono korekte posttransformacyjna Hausbrandta. Celem korekty jest pozostawienie bez
zmian wspolrzednych punktow dostosowania w uktadzie wtornym, a pozostatym punktom
przydzielenie poprawki wyznaczonej z zastosowaniem specjalnych wzorow interpola-
cyjnych. W ten sposob $wiadomie deformuje si¢ wyniki wczedniejszej transformacji
Helmerta przez warunek niezmiennosci wspotrzednych katalogowych

_ 24y S, -(1/d,)

¢ , V= S i 2
’ >(1/d,) Y >(1/d,) @
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gdzie:
i=1,2,..,n,
j — wskaznik punktu transformowanego,
d;; — dlugosci obliczane na podstawie wspotrzednych pierwotnych.

Mozna zatem stwierdzi¢, ze jezeli wspotrzedne punktu tacznego obarczonego bigdem
grubym uznane zostang za prawidlowe wspolrzedne katalogowe, wowczas korekta Haus-
brandta ,,wyinterpoluje” nieprawidlowe wartosci poprawek do pozostatych, transformowa-
nych punktéw. W zwiazku z tym zaproponowano zastosowanie metod wyréwnywania ob-
serwacji odpornych na btedy grube w procesie estymacji parametréow transformacji, ponie-
waz odporne metody wyréwnania obserwacji pozwalaja w pewnym stopniu wykrywaé
bledy grube, a nastepnie minimalizowaé ich wplyw na wyniki obliczen. Chodzi gléwnie
o przypadki, kiedy nie jesteSmy pewni jakosci posiadanych materiatéw, tzn. poprawnosci
wspotrzednych w uktadzie pierwotnym lub wtornym.

W procesie wyrownywania obserwacji z zastosowaniem metod m-estymacji na wstep-
nym etapie poprawki do punktow tacznych wyznaczane sa tradycyjnie metoda najmniej-
szych kwadratow

V-AX-L (3)

gdzie:

— wektor poprawek do punktoéw tacznych w uktadzie wtérnym,
— macierz wspotczynnikoéw transformacji,

— wektor parametrow transformacji,

— wektor wyrazow wolnych.

I < > <

Po wyznaczeniu poprawek do punktow tacznych obliczany jest Cy — estymator ma-
cierzy kowariancji wektora V

C, =m [P — A(A"PA) ' A" 4

Diagonalne elementy macierzy Cy sa kwadratami btgdow srednich odpowiednich esty-
matoro6w poprawek v; a zatem na ich podstawie mozna obliczy¢ standaryzowane estyma-
tory poprawek

Vo= (5)
m"l
Po obliczeniu standaryzowanych estymatorow poprawek nalezy sprawdzi¢, czy miesz-
cza si¢ one w pewnym dopuszczalnym przedziale oznaczanym Av; w ktorym losowe
poprawki maja wysokie, chociaz mniejsze od jednosci prawdopodobienstwo wystapienia.
Poniewaz funkcja ggsto$ci poprawki jest symetryczna, granice przedzialu dopuszczalnego
okreslone sa nastepujaco

Av, = [k, k] (6)

Podsumowujac, przedzialy mowia o tym, jakie jest prawdopodobienstwo, ze obliczona
poprawka jest poprawka losowa. A zatem z prawdopodobienstwem y = 0,988 mozna
stwierdzi¢, ze poprawka nalezaca do przedzialu v =[-2,5; 2,5] jest poprawka losowa.
Poprawki spoza przedzialu dopuszczalnego traktowane sg jako grube wskazujace, ze dana
obserwacja obarczona jest blgdem grubym.



134
Tabela 1

Wartosci wspélczynnika k dla przyjetego poziomu prawdopodobienstwa

v — prawdopodobienstwo,

z ktérym 0,38 0,68 0,87 0,95 0,988 0,997
ve<-k,k>

k 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Kolejnym krokiem w procesie odpornego wyréwnania jest ponowne wyznaczenie po-
prawek do punktow lacznych, z tym ze w drugiej iteracji warto$ci wag obserwacji podej-
rzanych o obarczenie btgdami grubymi zostana zmodyfikowane z zastosowaniem funkcji
thumienia. Pozostate wagi pozostana niezmienione.

W rachunku wyréwnawczym znanych jest kilka metod m-estymacji rézniacych sig
postacia funkcji thumienia lub funkcji wagowej. Do najbardziej znanych naleza metody:
Hubera, Hampela, dunska lub np. zasada wyboru alternatywy.

Metoda Hubera byta jedna z pierwszych metod odpornego wyréwnania niezaleznych
obserwacji geodezyjnych. W metodzie tej funkcja thumienia ma postac

1 dla v,e<—k, k>
t(v,) = 7
C) = san@kL dla ¥ e<—k k> M
vi
skad wynika nastgpujaca funkcja wagowa
)4 dla ve<—k, k>
p=t(v)p= ®)

_ 1 _
sgn (V)pk— dla v, e<—k, k>
Jezeli standaryzowany estymator poprawki v, mieSci si¢ w granicach okre$lonych przez
parametr k, waga takiej obserwacji nie podlega zmianom w procesie iteracyjnym. Jesli
natomiast v, ¢<—k, k >, wowczas warto§¢ wagi zostaje zmniejszona przez funkcjg thu-
mienia zgodnie z drugim czlonem wyrazenia.

Metoda Hampela realizuje ten sam cel, czyli zmniejszenie wagi dla obserwacji obar-
czonej bledem grubym, z tym ze wprowadzono dodatkowe przedzialy posrednie (na lewo
i na prawo od przedzialu dopuszczalnego), w ktorych funkcja ttumienia w liniowy sposéb
zmnigjsza swe wartosci. W metodzie tej funkcja thumienia przyjmuje postaé

1 dla v,e<—k, k>
t(v)= M dla |v,|e (k, k,> )
i k_kb i > b
0 dla [v|>k,

Funkcja dunska charakteryzuje si¢ natomiast tym, ze poza przedziatem dopuszczalnym
funkcja thumienia maleje ekspotencjalnie, a 0$ y jest asymptota tej funkcji
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1 dla ve(-k, k>

"= exp[—1(|v|—k)ﬂ dia [v]>k

(10)

Wazna rolg w zestawie metod m-estymacji odgrywa rowniez metoda opracowana przez
R. Kadaja — zasada wyboru alternatywy. W odroznieniu od pozostatych metod funkcja wa-
gowa metody ZWA nie jest funkcja sktadana. Zatem nie okre$la si¢ dla niej przedzialow
dopuszczalnych, czyli parametru k ustalanego a priori. Funkcja wagowa metody ZWA
przyjmuje postaé

p(IV|)=%peXp[—p%} (11)

W praktyce oznacza to mniejsza lub wigksza modyfikacj¢ kazdej wagi w kolejnych
iteracjach.

W artykule wykorzystano dwie sposrod zaprezentowanych metod m-estymacji:
a) metod¢ Hampela,
b) metode ZWA.

3. Model testowy

Jako model testowy wykorzystany zostat zbior wspotrzednych punktow fikcyjnej sieci
geodezyjnej rozciagajacej si¢ na obszarze 4 x 4 km. Punktom zbioru testowego nadano
wspoélrzedne w uktadzie lokalnym oraz w uktadzie panstwowym. Punkty dobrano tak, aby
tworzyly rownomierng siatkg, w ktoérej nominalna odleglto$§¢ pomigdzy nimi wynosi
1000 m.

/A\1 o2 o3 o 4 /\s

o6 o7 o8 o9 010
o1 o 12 013 o 14 015
o 16 017 o 18 o 19 o 20
Rys. 1. Model testowy sieci geodezyjnej
(A — punkty taczne transformacji,
o — punkty transformowane)
Fig. 1. Survey network test model Aa © 2 © 23 © 24 Aes

Wspotrzedne w uktadzie *65 okreslono w nastgpujacy sposob:

1) przyjeto wspdirzedne B i L punktu nr 13 (B =54° 00 15>, L =22° 14* 00™"),

2) wspoélrzedne B i L punktu nr 13 przeliczono na uktad 2000 za pomoca programu Geonet
Unitrans.



136

Punkt nr 13 znajduje si¢ w takim miejscu uktadu 2000, w ktérym znieksztatcenie linio-
we wynosi 0 i takie pozostaje dla catego obszaru sieci modelowej. Mozna wigc utwo-
rzy¢ sie¢ modelowa dla przyjetych przez siebie odlegtosci pomigdzy punktami.

3) Majac okre$lone wspotrzedne wszystkich punktéw w uktadzie 2000, przeliczono je na
uktad 1965 za pomoca programu Geonet Unitrans, otrzymujac wspolrzedne ,,katalogo-
we”.

Ostatnim etapem bylo zaburzenie wspotrzednych ,katalogowych” wygenerowanymi
btgdami symulujacymi btgdy przypadkowe pomiaru.

4. Obliczenia

Obliczenia wykonano za pomoca autorskiego oprogramowania, wykorzystujac trans-
formacj¢ Helmerta z zastosowaniem korekt posttransformacyjnych Hausbrandta oraz
M-transformacj¢ Helmerta.

W pierwszej iteracji program wykonuje tradycyjna transformacje Helmerta, wyzna-
czajac parametry transformacji oraz poprawki do punktow tacznych metoda najmniejszych
kwadratow. Na podstawie obliczonych poprawek wyznacza si¢ ich standaryzowane esty-
matory, a nastgpnie sprawdza sig, czy mieszcza si¢ one w granicach przedzialu do-
puszczalnego Av.

Jezeli tak, to waga danej obserwacji pozostaje niezmieniona, jesli nie — wowczas jest
modyfikowana z wykorzystaniem funkcji thumienia lub w przypadku metody ZWA — funk-
cji wagowej. Nastgpnie wyznaczana jest ekwiwalentna macierz wag zawierajaca zmody-
fikowane wagi obserwacji odstajacych i ponownie obliczane sa parametry transformacji.
Obliczenia wykonywane sa do momentu, az wszystkie standaryzowane estymatory po-
prawek znajda si¢ w granicach przedziatu dopuszczalnego.

Celem artykutu byto wykazanie, ze zaproponowana transformacja Helmerta z zastoso-
waniem metod m-estymacji nazywana dalej M-transformacja Helmerta pozwala uzyskac
lepsze wyniki w sytuacji, gdy ktory$ punkt taczny obarczony jest bledem grubym. Jako
wynik transformacji traktowane sa wspolrzgdne wszystkich punktow w ukladzie wtor-
nym. W tym celu punkt faczny nr 1 zaburzono bl¢gdem grubym, dodajac do wspolrzgdne;j
X1Yw ukladzie wtornym 0,30 m

'1=X1+0,30m, '1=Y1+O,30m

W zwiazku z tym, zZe sie¢ jest modelem testowym i znane sa wspolrzgdne wszystkich
punktow w uktadzie wtéornym, mozna wiarygodnie oceni¢ wyniki transformacji.

W wyniku transformacji Helmerta wszystkie punkty dostosowania otrzymaty nowe
wspoélrzedne. Zadaniem korekty Hausbrandta jest wyinterpolowanie poprawek do pozo-
statych transformowanych punktéw z zatozeniem, ze punkty laczne sa bezbtedne. Jesli wigc
punkt nr 1 obarczony jest bledem grubym, korekta tego nie wykryje, a wrgcz przeciwnie —
pozostate punkty dopasuje do punktéw tacznych, pomimo ze jeden z nich ma wspoétrzedne
obarczone grubym bledem i w niewlasciwy sposob nastapi wpasowanie transformowanych
punktow.

Poprawki do punktow dostosowania wyliczone z zastosowaniem metod odpornych na
btedy grube maja wartosci, ktore doprowadzaja wspolrzedne punktéw tacznych do bliz-
szych ,katalogowym”, a zatem koryguja btad gruby na punkcie nr 1 i pozostalym punktom
facznym nadaja odpowiednie poprawki.
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Wyniki obliczen tzw. M-transformacji Helmerta oraz transformacji Helmerta z korekta
Hausbrandta przedstawiono na wykresach w postaci réznic wspohrzednych pomigdzy
wspotrzednymi katalogowymi a wynikami uzyskanymi z tradycyjnej metody transformacji
oraz wynikami M-transformacji Helmerta.

Tabela 2
‘Wartosci poprawek do punktéw tacznych
Poprawki do  Transformacja Transformacja Transformacja Transformacja
punktow Helmerta Helmerta Helmerta z funkcja ~ Helmerta z funkcja
facznych  bez btgdu grubego (bfad grubynapkt1)  Hampela (btad ZWA
gruby na pkt 1)  (blad gruby na pkt 1)
Va 0,062 0,212 0,289 0,213
Vi 0,014 0,164 0,121 0,105
Vs -0,032 -0,032 -0,022 -0,008
Vys —-0,057 -0,207 -0,225 0,254
Vot -0,020 -0,170 0,117 -0,181
Vo1 0,016 0,016 0,037 0,008
Vs -0,011 -0,011 -0,025 -0,007
Vias 0,026 0,026 0,010 0,008
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Rys. 2. Roznice wspotrzednych X w uktadzie wtornym
Fig. 2. Coordinates X differences in a secondary coordinate system
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Rys. 3. Roznice wspotrzgdnych Y w uktadzie wtornym
Fig. 3. Coordinates Y differences in a secondary coordinate system
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Kolorem granatowym — oznaczone sg réznice pomigdzy wspotrzednymi katalogowymi
a wspotrzednymi uzyskanymi w wyniku transformacji Helmerta
z korektg Hausbrandta.

Kolorem czerwonym — oznaczone sa roznice pomigdzy wspotrzednymi katalogowymi
a wspoOtrzednymi uzyskanymi w wyniku M-transformacji Hel-
merta z zastosowaniem metody Hampela.

Kolorem z6itym —oznaczone sa roznice pomigdzy wspoOlrzednymi katalogowymi
a wspotrzednymi uzyskanymi w wyniku M-transformacji Hel-
merta z zastosowaniem metody ZWA.

5. Whnioski

Z przeprowadzonych badan wynika, ze M-transformacja Helmerta powoduje lepsze
wpasowanie obu rozpatrywanych ukladéw niz transformacja Helmerta z korekta Haus-
brandta. Punkty laczne otrzymuja wprawdzie w wyniku transformacji nowe wspotrzedne,
ale w przypadku gdy ktorys z nich obarczony jest btedem grubym, ma to pozytywny wplyw
na wynik catej transformacji. Transformacja Helmerta z korekta Hausbrandta nie wykryta
btedu grubego na pkt nr 1, a zatem pozostate punkty taczne otrzymaty nieprawidlowe war-
tosci poprawek. Skutkiem tego jest wigksza roznica pomigdzy wspotrzednymi katalo-
gowymi a uzyskanymi z transformacji.

Porownujac wyniki transformacji wykorzystujacej odporna metod¢ Hampela i metodg
ZWA, ta pierwsza data nieco lepszy wynik.

Podsumowujac, gdy nie mozna obiektywnie oceni¢ jakosci danych, na podstawie
ktérych wykonane beda obliczenia, proponuje si¢ zastosowanie tzw. M-transformacji Hel-
merta. Nalezy jednak rozwazy¢, ktdra odporna metod¢ wyrownywania obserwacji zasto-
sowac.
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