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APPLICATION OF THE MONTE CARLO METHOD
WITH THE COPULA FUNCTION TO GENERATE
A FLOOD WAVE HYDROGRAPH

Streszczenie

W artykule zaprezentowano wybrane podstawy, metodyke oraz przyktady zastosowania metody Monte
Carlo (MC) do tworzenia hydrograméw fal powodziowych. U podstaw tej metody znajduja si¢ funkcje
gestosci prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmiennej losowej budowanej z zastosowaniem spinaja-
cych funkcji copula. Niewatpliwa zaleta stosowanych rozkladéw wielowymiarowej zmiennej losowej,
budowanej z wykorzystaniem funkcji copula przy generowaniu parametrow fal powodziowych jest ich
zgodno$¢ (w innych warunkach trudna do osiagnigcia) z rozkltadami brzegowymi wielowymiarowej
zmiennej losowej. Aplikacja metody MC zostata wykonana z zastosowaniem statystyk proby opisywanej
przez podstawowe parametry fali powodziowej: kulminacj¢ i objgtosé. Pozostate parametry fali, czas
trwania oraz czas pojawienia si¢ kulminacji, obliczane sa z zalezno$ci korelacyjnych. Wyniki analiz
w artykule zostaly przedstawione w postaci tabelarycznej i graficznej. Dodatkowo na przyktadzie
wygenerowanego zbioru hydrograméw doptywow przedstawiono mozliwosci testowania reguly sterowa-
nia rzeczywistym zbiornikiem retencyjnym.

Stowa kluczowe: funkcje copula, rozklady wielowymiarowej zmiennej losowej, parametry fali powodzio-
wej, metoda Monte Carlo, generowanie liczb losowych

Abstract

The paper presents some basis, methodology and the examples of the Monte Carlo (MC) method applica-
tion for creation flood wave hydrographs. The discussed method is based on a density function of proba-
bility of a multi-dimensional random variable created with the help of a copula function. For the MC
method application the flood wave was described by its basic statistical parameters: peak value and flood
wave volume. Other parameters: time of duration and the time of appearance of the wave peak are calcu-
lated from correlation interdependence. The results were presented in tables and diagrams. The final
example illustrates possibility to use a generated set of hydrographs of inflows to a storage reservoir for
testing some reservoir operation schemes.

Keywords: copula functions, distributions of multidimensional random variables, flood wave’s parame-
ters, Monte Carlo method, (pseudo) random number generator
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Oznaczenia

a,b,u, 6 — estymatory teoretycznych funkcji ggstosci prawdopodobienstwa
F — dystrybuanta empiryczna
Fr — dystrybuanta teoretyczna
P — funkcja gestosci prawdopodobienstwa
0] — hydrogram fali powodziowej [m*/s]
N — liczebnos¢ proby (liczba rozpatrywanych fal powodziowych)
t — czas [s, h]
0 — parametr jednoparametrowej funkcji copula
K — postac funkcji kryterialnej
b 4 — wektor zmiennych decyzyjnych

Vy —  objetos¢ fali powodziowej [m’], [mln m’]

T — czas trwania fali powodziowej [s, h]
Ok — kulminacja fali powodziowej [m’/s]
XY — zmienne losowe
X,y — zmienne niezalezne

1. Wstep

W wielu przypadkach analiza statystyczna czynnikow ryzyka jest niemozliwa do prze-
prowadzenia ze wzgledu na niewystarczajaca ilo§¢ danych. Jezeli zaktada sig, ze do po-
prawnego wnioskowania w przypadku jednowymiarowej zmiennej losowej wystarcza 33
elementy z proby, to odpowiednio mozna by przyjaé, ze dla rozktadéw wielowymiarowych
liczba elementéw nie powinna by¢ mniejsza niz 33™™. Takie zalozenie, ze wzgledu na
liczebno$¢ w przypadku fal powodziowych, dyskwalifikuje kazda probg losowa, na pod-
stawie ktorej chcielibysmy budowaé rozklady wielowymiarowe. Znakomitym narzgdziem
wspomagajacym i umozliwiajacym rozwiazanie tego dylematu jest stosowanie metod
Monte Carlo (MC).

Podstawa zastosowania metod MC jest znajomo$¢ rozkladu prawdopodobienstwa
i w zasadzie przy estymacji parametrow wielowymiarowego rozktadu mozna by utrzymac
te same, wyzej przedstawione zarzuty. Jednak dodatkowym, wspomagajacym silnym atu-
tem jest zastosowanie funkcji copula przy budowaniu funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa wielowymiarowej zmiennej losowej zapewniajacych zgodnos¢ rozktadow brzegowych
z dystrybuantami empirycznymi.

Otrzymywanie algorytméw potrzebnych do rozwiazywania zagadnien za pomocg me-
tody MC jest bezposrednio zwiazane z przeprowadzaniem réznych przypadkowych ekspe-
rymentow. Przede wszystkim odnosi si¢ to do zaleznych i niezaleznych zdarzen losowych,
faficuchow Markowa, zmiennych losowych o zadanym rozkladzie prawdopodobienstwa,
wektorow losowych, stacjonarnych i niestacjonarnych proceséw losowych zzadanymi
prawdopodobnymi charakterystykami itd. W artykule zaprezentowano metodyke i przyktad
zastosowania MC w ocenie parametrow zagrozenia z zastosowaniem wielowymiarowej
zmiennej losowe;.
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1.1. Metody Monte Carlo — krotka historia

Metoda Monte Carlo (metoda prob statystycznych) rozwingta si¢ w potowie XX w. Po
raz pierwszy termin MC zostal uzyty w pracy Metropolisa i Ulama wydanej w 1949 r. Me-
toda ta gléwnie stosowana jest w réznych dziatach matematyki numeryczne;.

Podstawa modelowania statystycznego jest eksperyment przeprowadzany z zastosowa-
niem technik numerycznych. Rozwiazywanie probleméw za pomoca tej metody w swej
istocie jest blizsze do§wiadczeniu fizycznemu niz klasycznym metodom deterministycznym.
Rok 1768: G. Buffon (francuski matematyk) — eksperymentalne wyznaczenie wartosci
liczby przez rzucanie igly na poliniowana kartke papieru.

Lata 30. XX w.: E. Fermi — obliczenia dyfuzji neutronéw w oparciu o liczby losowe.
Fermiac — mechaniczne urzadzenie do obliczen typu Monte Carlo.

Lata 40. XX w.: J. von Neumann, S. Ulam, N. Metropolis — podstawy matematyczne metod
Monte Carlo i rachunki MC duzej skali w ramach projektu Manhattan (prace nad bomba
jadrowa).

Termin: metody Monte Carlo — kryptonim dla tajnych badan.

Lata 50. XX w.: szybki rozw6j metod MC, ale ograniczone zastosowania — brak wydajnych
maszyn cyfrowych.

Pojawienie sig¢ szybkich komputeréw: wzrost zainteresowania metodami MC — zastosowa-
nia w wielu dziedzinach: nauki przyrodnicze, techniczne, ekonomia, socjologia itd. (roz-
wiazywanie skomplikowanych probleméw numerycznych).

1.2. Metody Monte Carlo — algorytmy korzystajace z liczb losowych

Podstawa budowy metod MC sg liczby losowe. Przez liczbg losowa mozemy rozumieé
konkretna warto$¢ przyjmowana przez zmienna losowa. Sekwencja ,,prawdziwych” liczb
losowych jest nieprzewidywalna i niereprodukowalna. Zrédtami prawdziwych liczb loso-
wych sa np. generatory fizyczne: mechaniczne (rzut moneta, ruletka itd.) lub oparte
na losowych procesach fizycznych, takich jak: rozpad radioaktywny, promieniowanie ko-
smiczne, szum bialy itd.

Podstawowymi wadami generatorow fizycznych sa problemy z szybkoscia, stabilnoscia
oraz konieczno$cia testowania i korygowania. Przyjmuje si¢, ze generator liczb losowych
jest dobry, gdy produkuje sekwencje liczb o wlasnosciach prawdziwie losowych.

Pozytywne wyniki okreslonej liczby testow zwigkszaja jedynie nasze zaufanie do gene-
ratora, ale nie gwarantuja jego niezawodnosci. W praktyce mozna jedynie udowodnié, ze
generator jest zly (nie spetnia ktérego$ z testow), ale nie da si¢ udowodnié, ze jest dobry
(to, ze generator przeszedtl pomyslnie (n) testow nie gwarantuje, ze przejdzie pomySlnie
(n + 1), ktérym akurat moze okazac si¢ nasz rozwiazywany problem).

Kolejnymi, bardzo rozpowszechnionymi w dzisiejszej technice obliczeniowej, generato-
rami liczb pseudolosowych sa generatory matematyczne. Przez liczbe pseudolosowa rozu-
miemy liczby otrzymywane wg $cisle okreslonej formuly matematycznej majace ,,wyglad”
liczb losowych, tzn. ich wlasciwosci sa bardzo zblizone do liczb prawdziwie losowych —
nie znajac formuty nie jesteSmy w stanie odroznic ich od liczb prawdziwie losowych. Przy-
ktadem pierwszego generatora matematycznego jest generator kwadratowy von Neumanna

X, =[x210"]-[x2, 107" 107" (1)

n
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gdzie:
X;,m — liczby catkowite nieujemne,
X — stata poczatkowa,
[] — czes¢ catkowita liczby.

Innymi, czg$ciej spotykanymi generatorami liczb pseudolosowych sa:
— generatory liniowe,
— generatory SR (ang. shift-register),
— generator Tezuki (1995): Kombinacja 3 generatorow SR,
— uogolnione generatory Fibonacciego,
— generator RANMAR (Marsaglia, Zaman, Tsang),
— generatory SWB (ang. subtract-with-borrow) — Marsaglia & Zaman (1991),
— generator RCARRY (Marsaglia & Zaman, 1991),
— mersenne Twister (Matsumoto & Nishimura, 1998),
— generatory MWC (ang. multiply-with-carry) — Marsaglia,
— generatory nieliniowe (od potowy lat 80. XX w.).

1.3. Idea generowania liczby pseudolosowych

Istnieja zaleznosci wiazace liczby losowe s; 0 danym rozktadzie z liczbami ; majacymi
rozktad rownomierny (0, 1). Mozliwo$¢ otrzymania takiej zaleznos$ci wynika z twierdzenia:
Jezeli zmienna losowa & posiada ggsto$¢ rozktadu f{x), to rozktad zmiennej losowe;j

g
n= [/ @

jest rownomierny w przedziale (0, 1).

Opierajac si¢ na tym twierdzeniu, mozna otrzymac¢ nastgpujaca regule. Aby uzyskaé
liczbg nalezaca do zbioru liczb {s;} posiadajacych funkcje gestosci rowna f{x), nalezy
rozwiaza¢ wzgledem s; rownanie

Tf(x)dx =, 3)

1.4. Przyktad dla przypadku jednowymiarowego

Poszukajmy zmiennej losowej majacej rozktad wyktadniczy:
— Dlax>0

f(x)=he™ “)

Zgodnie z wzorem (1) otrzymujemy

xj ey =r (5)
0
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lub po obliczeniu catki

l-e™ =r, (6)
Rozwiazujac to rownanie wzgledem X;, mamy
X, =~ In(l—1) %)
1 7\‘ 1

Jesli mamy do dyspozycji liczby losowe r; majace rozklad rownomierny w przedziale
(0, 1), to na podstawie wzoru (7) mozna obliczy¢ ciag liczb losowych X; posiadajacych
rozktad wyktadniczy.

2. Aplikacja
Do prezentowanej analizy przyj¢to dane z obserwacji fal powodziowych na wodo-

wskazie Stroza od 1951 r. do 1997 r. Metodyka okreslenia proby losowej zostata szcze-
gotowo opisana w innych artykutach autora [14, 15].

Q[m¥/s]
— 500 *

1400

300

Qnas |,
(O
Q. "
== e $ 2 ® 8 3§ % & 3§
6(Q)|, T(Q.) t(Q.)
Tl Q.)

Ryc. 1. Metoda oceny parametrow fali powodziowej

Fig. 1. Method for evaluation of flood wave parameters

Objetos¢ fal zostala okreslona na podstawie nastgpujacej formuty

t
v, = [Qat ®)
t
gdzie:
Vi[mlnm’]  — objetos¢ fali powodziowe;,
to [h] — chwila uznana za poczatek fali powodziowej, moment gdy
Q(t) - Qc> 0 (ryc. 1),
t [h] chwila uznana za koniec fali powodziowej, moment gdy

Q1) —Qc <0 (ryc. 2),
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Ty=ti—ty, [h] — czas trwania fali powodziowe;.
2.1. Formuly Reitza—Krepsa

Z punktu widzenia testowania reguly sterowania zbiornikiem wazna jest posta¢ zmien-
nosci w czasie doptywu do zbiornika, czyli postaé¢ hydrogramu doptywu, a nie tylko warto-
$ci kulminacji, objgtosci, czasu trwania fali, czasu wznoszenia (czasu pojawienia si¢ kulmi-
nacji) oraz czasu opadania. Hydrogram powinien by¢ tak zbudowany, by poprawnie wiazat
ze sobg generowane parametry fal.

Jedna z czgsciej stosowanych metod tworzenia hydrogramow fal powodziowych opiera
si¢ na formulach Reitza—Krepsa. W metodzie tej przy okreslaniu parametrow do wyznacze-
nia postaci fal teoretycznych przyjmuje si¢ nast¢pujace zalozenia:

— zachowanie wartosci kulminacji fali teoretycznej i fali obliczeniowe;j:

max(Q, (1)) = max(Q,, (1)) ©)
gdzie:
max (Q(f)) — warto$¢ kulminacji fali teoretycznej,
max (Qw(f)) — warto$¢ kulminacji fali obliczeniowej,

— rownos¢ wartosci objetoscei fali teoretycznej i fali obliczeniowe;j

v =Vg (10)
gdzie:
v/ — objetosé fali powodziowej teoretycznej,
V] — objeto$é fali powodziowej obliczeniowej,

— zachowanie tych samych czas6w wznoszenia dla fali teoretycznej i fali obliczeniowej

wo__ W
t =t (11)
gdzie:
t" — czas wznoszenia fali teoretycznej,
ty — czas wznoszenia fali obliczeniowe;.

Krzywa opisujaca przybor wody mozemy wyrazi¢ rOwnaniem

Tt

0, = Oy sin’ — (12)
2t
gdzie:
O, — warto$¢ przeptywu na krzywej wznoszenia w dowolnej chwili,
Omax  — warto$¢ kulminacji,
t — czas,

w

t — czas wznoszenia.
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Ryec. 2. Ksztatt hydrogramu fali powodziowej wg Reitza—Krepsa
Fig. 2. Exemplary flood wave hydrograph according to Reitz&Kreps

Spadek przeptywow opisywany jest nastepujaca zaleznoscia

gdzie:

0, =0y e (13)
o= 111—2 (14)
(n—1)-¢"
O, — warto$¢ przeptywu na krzywej opadania w dowolnej chwili,
Omsx  — warto$é kulminacii,
t — czas,
¢ — czas wznoszenia,
n — wspolczynnik charakterystyczny dla danego profilu.

2.2. Okreslenie zwiazkdéw pomigdzy parametrami fal powodziowych

Wykorzystanie niederministycznych formut budowania hydrograméw fal powodzio-
wych wymaga zastosowania roéwnan wigzacych ich parametry. Jednym z podstawowych
jest rownanie objgtosci fali powodziowej. W réwnaniach proponowanych przez Reitza—
—Krepsa ta posta¢ powiazania nie wystepuje. Wprawdzie mozna sformutowaé zadanie wa-
riacyjne poszukiwania hydrogramu budowanego na ww. rownaniach, ktore spetnia postac
przyjetej formuly, lecz nie zawsze rownanie to bgdzie miato rozwigzanie

V) = [0t )] =0 (15)
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stad tez bardziej poprawnym merytoryczne jest zapisanie powyzszych zwiazkéw w postaci
trochg zmodyfikowanej, postaci zadania optymalizacyjnego z przyjeta funkcja kryterialng

TV
K(¥) = [[Que ()~ Q. (0] dt — min (16)
t()
gdzie:
Y(t", Qw, T) — wektor zmiennych decyzyjnych,
Vi [m’] — objetos¢ fali powodziowej,
t[s] — czas,
Ts [s] — czas trwania fali powodziowej,
t"[s] — czas pojawienia si¢ kulminacji,
Quor [m*/s] — hydrogram fali teoretycznej zbudowanej na rownaniach Reitza—
—Krepsa,
Qops(t) [m*/s] — hydrogram fali obserwowanej,
Qi [m?/s] — kulminacja fali powodziowe;.

2.3. Zastosowane podejscie do okreslenia postaci hydrograméw fal powodziowych

W niniejszym artykule wykorzystano podobne podejscie do wyzej opisanego w rozdz. 2.1,
lecz z zastosowaniem innej klasy funkcji opisujacych posta¢ hydrogramu. Stosujac metody
MC, generowane sa warto$ci kulminacji i objgtosci fali powodziowej. Pozostate parametry,
takie jak czas trwania fali oraz moment pojawienia si¢ kulminacji, wyliczane sa ze
zwiazkow korelacyjnych. Oczywiscie mozna sprobowac¢ zbudowaé rozktady 3 [15] lub
4 wymiarowe, jednak ze wzgledu na ograniczone miejsce oraz aspekty dydaktyczne stoso-
wany tutaj jest model dwuwymiarowej zmiennej losowe;.

Duze mozliwosci konstruowania hydrogramoéow daja funkcje potggowe postaci

y =hx'"? (17)
gdzie:
y, X — zmienna zalezna i niezalezna,
a,b — parametry funkcji.
Aplikacja tej postaci funkcji sprowadza si¢ do rozwigzania zagadnienia wariacyjnego
(dopasowania jej parametréw), tak by spehita nasze oczekiwania wzgledem generowanych
parametrow, tzn. by parametry hydrogramu spetnialy nastepujace rownanie

TI
Vi = [Qdin max (Q)=Q Q=T =Q (s)
0
gdzie:
t [h] — czas,
Vi[mlnm’] — objetosé fali powodziowej,
Tt [h] — czas trwania fali powodziowej,
Ty [h] — czas pojawienia si¢ kulminacji,
Q(t)[m*/s] — poszukiwany hydrogram fali,

Qx [m?/s] — kulminacja fali powodziowe;j.
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Ryc. 3. Wykresy funkcji bazowej do tworzenia hydrograméw dla r6znych jej parametréw

Fig. 3. Diagrams of a basic function for its various parameters

Objetos¢ fali powodziowej mozemy zapisa¢ w wygodnej postaci do dalszych prze-
ksztatcen
T,
V:%Iz”“dt (19)
T a
koo

Calkujac to rbwnanie, mozna wyprowadzi¢ nieliniowa zalezno$¢, po rozwiazaniu ktorej
mamy mozliwos¢ okreslenia parametru a, tak by funkcja bazowa spetnita nasz zapisany
powyzej warunek

124 Tl/a
L ey U (20)
a) QO g

k

Ponizej przedstawiono pozostale, przyjete zaleznoSci pomigdzy parametrami fal powo-
dziowych. W zwiazku z powyzszym uktad rownan pozwalajacy opisa¢ hydrogram fali
powodziowej mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci

&t”“,t elo,7;]

Tl/a
=19 "
Tlf” T, -0 te [Tk’T/')
k
T ,=1954V, 2D
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Ryec. 4. Zalezno$¢ korelacyjna pomigdzy objgtoscia fali powodziowej oraz czasem jej trwania

Fig. 4. Correlation between flood wave volume and time of its duration
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Ryec. 5. Zaleznos¢ korelacyjna pomigdzy czasem trwania fali powodziowej oraz czasem
pojawienia si¢ kulminacji

Fig. 5. Correlation between time of flood wave duration and the time of appearance of a wave peak
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gdzie:
V; [mln m’] — objetosé fali powodziowej,
Ty [h] — czas trwania fali powodziowej,
T [h] — czas pojawienia si¢ kulminacji,
O(f) [m*/s] — hydrogram fali,
Oy [m’/s] — kulminacja fali powodziowe;j.

3. Dwuwymiarowy rozklad parametrow fali powodziowej

Funkcje typu copula sa statystycznym narzedziem wielowymiarowego modelowania
rozktadow zmiennych losowych. Po raz pierwszy zastosowano je w dziedzinie ekonomii.
Umozliwiaja laczenie brzegowych jednowymiarowych rozktadow prawdopodobienstwa
pojedynczej zmiennej losowej w pelny wielowymiarowy rozktad wielowymiarowej zmien-
nej losowej. Idea nie jest nowa i pojawila si¢ w teorii statystyki ponad 60 lat temu.

Ze wzgledu na mozliwo$ci zachowania parametrow rozkltadow brzegowych, do gene-
rowania parametrow fali powodziowej przyj¢to rozktad dwuwymiarowej zmiennej losowe;j
utworzony na funkcji nalezacej do rodziny archimedesowskich copula, funkcjonujacej pod
nazwa Gumbela—Hougaarda copula [15]. Posta¢ tej funkcji copula jest jedna z czgsciej
uzywanych przy budowaniu rozktadéw ekstremalnych.

2 8
Flu,u,) = exp {Z(—lnuk)e} (22)
k=1
gdzie:
F — dystrybuanta taczna,
u = F(x)
— dystrybuanty brzegowe,
uy = F,(x,)
0 — parametr optymalny dla wybranej funkcji
copula,
% ZUnG) -y )
u, =|——7m——=e 2% dC, — brzegowa dystrybuanta k-tej zmiennej losowej,
o G O, V21
G, K, — parametry rozktadu brzegowego k-tej zmien-

nej losowe;.

Parametry tego rozkladu sa nastgpujace:
Tablica 1

Parametr funkcji Gumbela—Hougaarda copula [15]

| Parametr funkcji copula | 0 | 2,663 ]
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Tablica 2

Zestawienie parametrow rozkladow brzegowych [15]

Parametry rozktadow Zmienna losowa
brzegowych O Ve
u 5,240 3,265
c 0,487 0,638

4. Zastosowanie metody Monte Carlo

Ponizej przedstawiono roézne przykladowe realizacje zastosowania metody MC przy
zatozeniu réznych rozktadow brzegowych oraz wykorzystaniu spinajacej funkcji Gumbela—
—Hougaarda copula. Wartosci parametrow rozktadéw brzegowych oraz funkcji copula od-
powiadaja dwuwymiarowym dystrybuantom teoretycznym najlepiej opisujacym analizo-
wang probe [15].

4.1. Dwuwymiarowy rozktad Gumbela—Hougaarda copula zbudowany
na brzegowych rozktadach gamma

Parametry rozktadéow brzegowych w postaci rozktadu gamma: [3,891; 55,425], [2,495;
12,991]. Parametr funkcji copula: 6 =3,041. Warto§¢ sumy kwadratow odchylen dwu-
wymiarowej dystrybuanty teoretycznej od empirycznej wynosi 0,1899

4.2. Dwuwymiarowy rozktad Gumbela—Hougaarda copula zbudowany na brzegowych
rozktadach logarytmiczno-normalnych

Parametry rozkladéow brzegowych w postaci rozktadu logarytmiczno-normalnego:
[5,240; 0,487], [3,265; 0,638]. Parametr funkcji copula: 6 =2,663. Warto§¢ sumy kwadra-
tow odchylen dwuwymiarowej dystrybuanty teoretycznej od empirycznej wynosi 0,1293.

| | |
| | |
zmienna losowa Qmax [m3/s hal L L L L
zmienna losowa Vfali [min m3] 0 100 200 300 400 500 600 700

Ryc. 6. Dwuwymiarowa funkcja copula Ryc. 7. Realizacja MC — 1000 punktow

h rozktadach
zbudowana na brzegowych rozktadach gamma Fig. 7. Monte Carlo methods,

Fig. 6. Bidimensional copula function created on 10000 random points
boundary Gamma distributions
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zmienna losowa Qmax [m3/s
zmienna losowa Vfali [min m3] 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Ryc. 8. Dwuwymiarowa funkcja copula zbudowana Ryec. 9. Realizacja MC — 1000 punktéw
na brzegowych rozktadach logarytmiczno-

-normalnych Fig. 9. Monte Carlo methods,

1000 random points
Fig. 8. Bidimensional copula function created on
boundary Lognormal distributions

4.3. Dwuwymiarowy rozktad Gumbela—Hougaarda copula zbudowany na brzegowych
rozktadach logarytmiczno-normalnym oraz wyktadniczym

Parametry rozktadéw brzegowych w postaci rozktadu logarytmiczno-normalnego oraz
wyktadniczego: [5,240; 0,487], [32,415]. Parametr funkcji copula: 6 =2,663. Warto$¢ sumy
kwadratow odchylen dwuwymiarowej dystrybuanty teoretycznej od empirycznej wynosi 0,2313.

4.4, Inne przyktady realizacji MC do generowania parametrow fal powodziowych
Ponizej przedstawiono roézne realizacje zastosowania metody MC przy zatozeniu sta-

lych rozktadow brzegowych w postaci rozktadu logarytmiczno-normalnego oraz wyktadni-
czego dla réznych wartosci parametru 6 funkcji Gumbela—Hougaarda copula.
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Ryc. 10. Dwuwymiarowa funkcja copula Ryec. 11. Realizacja MC — 1000 punktow

zbudowana na brzegowych rozktadach

logarytmiczno-normalnym oraz wyktadniczym Fig. 11. Monte Carlo methods —

1000 random points
Fig. 10. Bidimensional copula function created on
boundary Lognormal and Exponetial distributions
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Ryc. 12. Realizacja MC — 100
punktoéw, 6 = 0,1

Ryec. 13. Realizacja MC — 100
punktoéw, 0 =1

Fig. 12. Monte Carlo methods,
100 random points, 6 = 0,1

Fig. 13. Monte Carlo methods,
100 random points, 6 = 1

Ryc. 14. Realizacja MC — 100
punktoéw, 0 =5

Fig. 14. Monte Carlo methods,
100 random points, 6 = 5

Ryc. 15. Realizacja MC — 100
punktéw, 6 =10

Ryc. 16. Realizacja MC — 100
punktéw, 0 =50

Fig. 15. Monte Carlo methods,
100 random points, 6 =10

Fig. 16. Monte Carlo methods,
100 random points, 6 = 50

Ryc. 17. Realizacja MC — 100
punktoéw, 6 = 100

Fig. 17. Monte Carlo methods,
100 random points, 6 = 100

5. Przyklad zastosowania uzyskanych hydrogramow dopltywow

Niniejszy przyklad prezentuje efekty wykorzystania metody MC z zastosowaniem
funkcji Gumbela—Hougaarda copula zbudowanej za pomoca brzegowych rozktadow loga-
rytmiczno-normalnych. Otrzymane postaci hydrogramow doptywow (21) dla 10 000 wyge-
nerowanych wartoéci kulminacji i objgtosci fal zostaty wykorzystane do symulacji pracy

zbiornika retencyjnego.

Ponizej przedstawiono zbiory 100 oraz 1000 punktow o wspotrzednych postaci wartoSci
kulminacji oraz objgtosci fal. Odpowiednio dla kazdego z wygenerowanych punktéw
(wspotrzedne punktu to wartos¢ kulminacji i objgtosci) zostat utworzony unikalny hydro-

gram fali powodziowe;j.
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Ryc. 18. Realizacja MC opartej na dwuwymiarowej funkcji copula zbudowanej na brzegowych
rozktadach logarytmiczno-normalnych — 100 punktéw

Fig. 18. MC performance based on two-dimensional copula function created on boundary
Lognormal distributions — 100 points
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Ryc. 19. Hipotetyczne hydrogramy fal powodziowych odpowiadajace ww. realizacji
MC - 100 hydrogramow

Fig. 19. Hypothetical flood wave hydrographs corresponding to the above
MC performance — 100 hydrographs
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Ryec. 20. Realizacja MC opartej na dwuwymiarowej funkcji copula zbudowanej na brzegowych
rozktadach logarytmiczno normalnych, MC — 1000 punktow

Fig. 20. MC performance based on two-dimensional copula function created on boundary
Lognormal distributions — 1000 points
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Ryc. 21. Przyktad hipotetycznych hydrogramow fal powodziowych odpowiadajacych ww. realizacji,
MC — 1000 hydrogramow

Fig. 21. Hypothetical flood wave hydrographs corresponding to the above MC performance — 1000
hydrographs

5.1. Testowanie obowiazujacej reguly sterowania na zbiorniku retencyjnym Dobczyce

Dla zbioru 10 000 hipotetycznych fal powodziowych przeprowadzono ciag symulacji
pracy zbiornika z zastosowaniem obowiazujacej, elastycznej reguly sterownia dla warun-
kéw powodzi. Do symulacji przyjeto nastgpujace zatozenia:
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— pojemno$é maksymalna: 141,74 min m’,

— pojemnos$¢ minimalna: 99,94 min m’,

— pojemno$é przeciwpowodziowa (rezerwe): 41,8 min m®,

— pusta rezerwg przeciwpowodziowa na poczatku symulacji,
— elastyczna, obowigzujaca regule sterowania.

900 Przyklad sterowania falg powodziowa [h], [m%s]
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Ryec. 22. Przyktad sterowania fala powodziowa na zbiorniku Dobczyce

Fig. 22. Example of flood control on Dobczyce reservoir

Wykonanie 10 000 symulacji dla calego przygotowanego materiatu opisujacego hydro-
gramy doptywow do zbiornika pozwolito uzyska¢ 10 000 hydrograméw odptywow ze
zbiornika przy zalozeniach zaprezentowanych powyzej. Hydrogramy doptywoéw i odpty-
wow ze zbiornika sa prezentowane na ryc. 23 i 25.

hydrogramy doptywéw [h], m?/s]
900 — — — — = — — — ——— —— o —— e — T oo

0

L 1 L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Ryec. 23. Zbior 10 000 hydrograméw fal powodziowych (uzyskanych z zastosowaniem metod MC)
wykorzystanych do symulacji pracy zbiornika

Fig. 23. Set of 10 000 hydrographs (achieved with the help of MC method) used for
the reservoir work simulation

Ponizej zaprezentowano graficzne wyniki statystycznej analizy przeprowadzonej na
zbiorach warto$ci maksymalnych hydrograméw doptywéw oraz hydrogramow odptywow.
Histogramy doptywow i odptywow (ryc. 24, 26) prezentuja czgstosci wartosci maksy-
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malnych dysponowanych odptywow ze zbiornika. Mozna zauwazy¢ istotna roznicg pomig-
dzy tymi histogramami bgdaca efektem dzialania zbiornika retencyjnego. Wartosci prze-
ptywow maksymalnych sg redukowane do wartosci odptywu bezpiecznego okreslonego na
poziomie 300 m*/s. O mozliwosciach redukcji kulminacji doptywu $wiadczy wykres (ryc. 27)
prezentujacy postaci dystrybuant empirycznych maksymalnych warto$ci kulminacji dopty-
wow 1 odptywow. Efekt redukcji maksymalnych doptywow widoczny jest w zmianie po-
staci dystrybuanty empirycznej warto§ci maksymalnych odptywu ze zbiornika.
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Ryc. 24. Histogram maksymalnych wartosci doptywow do zbiornika

Fig. 24. Histogram of maximal inflows to the reservoir

1
100

Ryec. 25. Zbidr 10 000 hydrograméw odptywoéw uzyskanych w wyniku symulacji
pracy zbiornika retencyjnego

Fig. 25. Set of 10 000 hydrographs of outflows achieved in a simulation way
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Histogram odplywu m=164,54 s=103,32
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Ryec. 26. Histogram maksymalnych wartosci odplywow ze zbiornika, 10 000 hydrogramow

Fig. 26. Histogram of maximal outflows from the reservoir, 10 000 hydrographs

Ryc. 27. Dystrybuanty empiryczne maksymalnych warto$ci doptywow (linia gruba) oraz
maksymalnych warto$ci dysponowanych odplywow (linia cienka) na zbiorniku, 10 000 hydrograméw

Fig. 27. Empirical distributes of maximal inflows (bold line) and maximal outflows (thin line)
to/from the reservoir, 10 000 hydrographs

6. Wnioski

W artykule zaprezentowano elementy metodyki tworzenia hydrogramow fal powo-
dziowych z zastosowaniem metody Monte Carlo, dwuwymiarowe] funkcji copula oraz
potegowych funkcji opisujacych postaci hydrogramow. Zaprezentowano metodyke umoz-
liwiajacq powiazanie generowanych parametréw fali powodziowej z postaciami hydrogra-
méw, jak rowniez pokazano mozliwos$ci wykorzystania efektow prezentowanej metodyki
W ocenie pracy zbiornika retencyjnego. Ze wzgledu na opisywane gtéwnie aspekty tworze-
nia hydrograméw, oceng testowanej reguly sterowania zbiornikiem zaprezentowano tylko
graficznie.

Dla przyjetego rozktadu Gumbela—Hougaarda copula utworzono dwuwymiarowy ge-
nerator liczb losowych — wartosci kulminacji oraz objgtosci fal powodziowych. Dla wyge-
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nerowanych 10 000 dwuelementowych zbioréow parametréw fal powodziowych (kulmina-
cja, objetosc) okreslono postaci hydrograméw hipotetycznych fal powodziowych. Dziatania
te daty mozliwo$¢ wykonania analizy podejmowanych decyzji na zbiorniku retencyjnym.

Przedstawiona metodyka stanowi alternatywne narzedzie do testowania lub tez optyma-
lizacji stochastycznej parametrow zbiornika retencyjnego oraz parametréw reguly sterowa-
nia dla warunkéw powodzi. Wykorzystane mozliwosci funkcji copula powoduja, ze zapro-
ponowana metodyka tworzenia hydrograméw oraz testowania parametrow zbiornika daje
nam nieoceniony material do symulacji, majacy zgodne teoretyczne brzegowe dystrybuanty
z brzegowymi dystrybuantami empirycznymi. Zaprezentowane mozliwosci nie nalezy
ogranicza¢ do fal powodziowych oraz zbiornika retencyjnego. Przedstawiona metodyka
daje swobodg przy projektowaniu i testowaniu parametréw urzadzen i obiektow, ktore sa
uzaleznione od okreslonych wartosci losowych, statystycznych. Atrakcyjno$¢ metod MC
w tym przypadku zwigksza zastosowanie funkcji copula przy tworzeniu rozktadow wielo-
wymiarowej zmiennej losowe;.

Praca naukowa finansowana ze srodkow na nauke w latach 2006-2007 jako projekt badawczy
3T09D 050 29 (PB 1425/T09/2005/29).
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