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QUASI-OKRESOWA OPTYMALIZACJA
Z DWOMA STEROWANIAMI PODSTAWOWYMI
DRGAJACEGO PRETA WSPORNIKOWEGO

QUASI-PERIODIC OPTIMIZATION OF THE BAR
WITH TWO VARIOUS BASIC CONTROLS

Streszczenie

W niniejszym artykule po raz pierwszy przebadany zostal numerycznie problem drgan po-
dtuznych sprezystego preta. Zaktadamy, Ze jego przekrdj jest quasi-okresowy niezaleznie
w dwoch réznych i roztacznych zbiorach Z, i Z, zbioru Z podprzedzialow, na ktore podzielo-
no cala dtugo$¢ L preta, czyli zmienna niezalezna x €[0, L]. Otrzymane numeryczne wyniki
przebadanego przyktadu przedstawiono na wykresach 2, 3.

Stowa kluczowe: drgania podiuzne preta, quasi-okresowe sterowanie, dwa sterowania pod-
stawowe
Abstract

In this work an issue of longitudinal oscillation of resilient rod, with the assumption that it has
a quasi-periodical cross-section in autonomous, different and separable sets Z; and Z, of set Z
of ranges, that the all length L of rod was divided into, (i.e. argument) has been numerically
checked for the first time.
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1. Wstep

W niniejszym artykule po raz pierwszy przedstawiono przyktad zastosowania opty-
malizacji quasi-okresowej, w przypadku gdy dwie rozne funkcje sterujace wystepuja
w dwoch réznych podzbiorach zbioru odcinkéw, na ktoére podzielono catkowity przedziat
zmiennej niezaleznej. Wykorzystujac wyniki prac [5, 6], sformutowano zadanie quasi-okre-
sowej optymalizacji drgan podtuznych preta wspornikowego oraz przeprowadzono przy-
ktadowe obliczenia numeryczne ilustrujace jego zastosowanie. Praca ta jest uogdlnieniem
wynikéw otrzymanych w publikacji [1], gdzie optymalizowana belka podzielona byta na
dwa rowne odcinki, czyli sterowanie z zatozenia byto okresowe.

2. Rozwazania ogdlne

Typowy problem autonomicznej optymalizacji jest nast¢pujacy — szukamy minimum
funkcjonatu celu

J@0) = [ £y () d (M

w ktorym wektor ¥ (x)=(»,, ..., »,)" nalezy do przestrzeni stanéw, natomiast wektor

it (x) = (u,,...,u,)" do przestrzeni sterowan. Minimum funkcjonatu (1) szukamy przy ogra-

niczeniach w formie uktadu zwyczajnych rézniczkowych rownan stanu

%yk(x):fk()_z, u), x€[0,L], k=12,..,n 2)
z warunkami brzegowymi w postaci jednorodnych, liniowych réwnan algebraicznych
P, (3(0)=0, a=12,..,a°<n (3a)
K, (y(L)=0, B=12,...p"<n (3b)
Przyjmujemy, ze funkcje
oo for 3 T By Ky @)

sa okreslone i ciagle ze wzglgdu na wszystkie swoje argumenty (dla i, k=1, 2, ..., n).

W zalezno$ci od rodzaju badanego problemu narzucane sa inne, dodatkowe ogranicze-
nia. W artykule zostanie omowione zadanie optymalizacji, w ktorym sterowanie jest quasi-
-okresowe niezaleznie w dwoch roznych podzbiorach zbioru roztacznych odcinkéw, na
ktére podzielony zostat catkowity przedziat [0, L] zmiennej x.

Przedziat [0, L] dzielimy na N podprzedziatow (odcinkow), kazdy o dhugosci

AL =11, (5)

za pomoca punktow [, g =1, 2, ..., N spetniajacych nier6wnosci



21
0=l <l<lL<.<ly=L (6)

Aby mogta zaistnie¢ quasi-okresowos$¢ sterowania, musimy przyjaé, ze przynajmniej jedna
z dhugosci (5) jest rozna od pozostatych.
Zmienna niezalezna x przebiegajaca odcinek o indeksie g oznaczamy przez x,

x,=xell,,1,] ™

Kazda taka zmienna mozna wyrazi¢ za pomoca jednej z nich, dowolnie wybranej, np.
zmiennej x,

x,=A4,x+1, ®)
gdzie
Al,
Aq:l—, OSXISII (9)
1

Z zalozenia sterowanie musi by¢ quasi-okresowe w dwoch roznych podzbiorach od-
cinkow (5). Sytuacjg taka otrzymujemy w nastgpujacy sposob: zaktadamy, ze zbior Z liczb
catkowitych od 1 do N (tj. zbior wartosci indeksu g) jest podzielony na dwa roztaczne
podzbiory Z; i Z,

Z,VZ,=2, Z=4,2,...,.N
1 2 { } (10)
ZnNZ,=0
Za pomoca takich podzbioréw mozemy zapisa¢ dwa warunki, ktore musza spetni¢ funkcje
sterowania, aby byly w rdzny sposob quasi-okresowe w podzbiorach Z; i Z,. Pierwszy
warunek powtarzalno$ci ma postaé

u, (x,) =a; (x;), reZ (11
natomiast drugi
u; (x,) =0, (x)), se’z, (12)

gdzie [ = 1, 2,...,m. Sterowania u,(x,) powtarzaja swoje wartosci w podprzedziatach
o indeksie r nalezacych do zbioru Z;, natomiast sterowania u,(x,) w podprzedzialach

o indeksie s nalezacych do Z,. Przyjmujemy, Ze sterowania podstawowe a,(x,) oraz b,(x,)

sq od siebie niezalezne. O kazdym sterowaniu — a wigc rowniez o podstawowych — zakta-
damy, ze naleza do statego obszaru U, najczgsciej domknigtego, przestrzeni sterowan, za-
wierajacego funkcje okreslone i odcinkami ciagle o skonczonej liczbie punktéw nie-
ciaglosci

a,(x)eU, b(x)eU (13)
Proces quasi-optymalizacji okreslony wyzej w przedziale [0, L] sprowadzamy do formy
robwnowaznej zapisanej w podprzedziale [0, /;]. Jak w [6], stosowaé bedziemy po wyko-
rzystaniu (8), (11), (12) nastgpujace oznaczenia

yk(xq(x1))EJ/Z(x1)
u (x, (x)=u; (x)=a,(x,) (14)
u, (x,(x))=u; (x,)=b,(x,)
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Wzory (14) pozwalaja zapisa¢ n rownan stanu (2) jako nN rownan okre§lonych w pierw-
szym podprzedziale zmiennej x; za pomoca wzoru (8)

d =
yk(xl):Arfk(y 9a)3 I"EZI
dx,

P (15)
— ) =4S (V. b),  seZ,
dx,
z warunkami brzegowymi (3) w postaci
P,(»'(0)=0
« (v (0) (16)

KB(yN(ll)) =0

Do uktadéow rownan (15) musimy dotaczy¢ warunki ciaglosci, ktore mozemy zapisaé za
pomoca rownosci

WO =y (),  p=L2.,(N-D an

Funkcjonat celu (1) daje sig, po zmianie zmiennych catkowania za pomoca (8), przedstawic¢
w formie

4
J@, z?):j{ZA,fo@f,a>+ZAxfo(y:E>}dxl (18)

Do rozwiazania problemu optymalizacji okreslonego obecnie w podprzedziale [0, /],
w ktorym sterowania podstawowe a (x;) i b (x,) nie sa juz quasi-okresowe, mozna zasto-

sowaé jedna z klasycznych metod optymalnego sterowania, w naszym przypadku zasade
maksimum Pontriagina podana np. w [4]. Aby wykorzysta¢ jej wyniki, trzeba wprowadzi¢
N hamiltonianéw sktadowych

H' ()= A, /o7, @) + 4,y () /(7 @) (19)
oraz
H(x)= AW, fo(7" 5)+Aswa () /(75 b) (20)

w ktorych dowolna stata , jest mniejsza od zera oraz r € Z,, s € Z,.
Za pomocg hamiltonianow (19), (20) wyznaczamy uktady rownan rézniczkowych, ktore
musza spelnia¢ zmienne sprz¢zone y; oraz y; dlai=1,2,...,n

d OH"

ey =— 21

dx, v (x) 8y,§ 21
oraz

d oH"

—Vy(x)=- (22)

dx, i
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Zmienne sprzgzone okreslone z uktadow (21) 1 (22) musza spetnia¢ warunki brzegowe
wynikajace z warunkow transwersalno$ci postaci

D 8y ()i (0)=0
- (23)
Doy ! ) =0

i=1
Przyrosty 8y} (0) zmiennych stanu w punkcie poczatkowym J, = 0 zaleza od siebie, po-

niewaz narzucone zostaly warunki brzegowe (3a), natomiast 8y, (/) zaleza od siebie, gdyz

obowiazuja warunki (3b). Po eliminacji z warunkéw (23) przyrostow zaleznych i po przy-
rownaniu do zera wspdtczynnikow wystepujacych przy pozostatych przyrostach niezalez-
nych otrzymujemy szukane warunki brzegowe dla zmiennych sprz¢zonych. Beda to wa-
runki albo do rownan (21), albo do (22) w zaleznosci od tego, do ktoérego podzbioru, Z; czy
Z,, nalezg liczby 1 oraz N.

Zmienne sprzgzone musza spetnia¢ rowniez, analogicznie do (17), warunki ciaglosci

v (0) = wi(h) (24)

Niezalezne sterowania podstawowe mozemy znalez¢ z dwoch niezaleznych warunkow
optymalnosci

Hygy(0) =max D H'(x), reZ, (25)
oraz
Hop () =max ) H'(x), seZ, (26)

W przedziale [0, /,] zmiennej x; oba hamiltoniany optymalne /1, » o sa ciagle.

3. Quasi-okresowa optymalizacja drgan podluznych preta wspornikowego

Rownanie drgan swobodnych i podtuznych preta ma postaé

0 ow o*w
—| EF(x)— |-pF =0 27
ax( (x) ax) pF(x) e 27
Przez podstawienie
w(x,t) =y, (x)e™ (28)

i po odpowiednich przeksztalceniach rownanie (27) mozna sprowadzi¢ do uktadu dwodch
réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu

41
ax”' T EF(n >

29

d
W= —(x)zpF(x)yl
dx
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Do rownan tych dotaczamy ogodlne (jednorodne) warunki brzegowe

¥,(0)+B,3,(0)=0

y,(L)+ B,y (L)=0 (30)

gdzie
By, = mo,Lm2 —ko,
State we wzorach (29), (30) oznaczaja:

E  —modutl Younga,

p  — gestos¢ materiatu preta,

®  —czgstos¢ drgan wilasnych,

m, , —masy punktowe umieszczone na koncach preta,

k,, - stale sprezysto$ci sprezyn mocujacych poczatek i koniec preta.

Wielko$¢ F(x) oznacza pole powierzchni przekroju poprzecznego preta, ktore w na-
szym przypadku bgdzie sterowaniem. Caly prgt dzielimy na trzy czesci (N =3, ¢ =1, 2, 3).
Punkty (5), ktore dziela przedziat [0, L] na podprzedzialy sa np. nastepujace

A :%L, L =%L 31
Tym samym odpowiednie odcinki majg dtugosc (6)
Al =§, Alzzé, Al =§ (32)
Odpowiednie state ilorazy (9) maja warto$¢
A4 =1, A4, =2, 4, =1 (33)
Zmienne niezalezne x, okreSlone wzorami (8) przyjmuja posta¢
0<x </,
x, =2x, +(L/4) (34)

x; =x,+(3L/4)

Drgajacy podtuznie pret mozna przedstawic za pomoca ryciny

1 b 3 Ryc. 1. Podziai. Qrgaja[cego prqta'
Fig. 1. The division of the vibrating bar
Przyjmujemy, ze zbioér Z dzielimy na dwa podzbiory Z; i Z, zgodnie z (10)
Z ={1,2,3}
Z, =413} 3%
Z,=4{2}
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Wprowadzamy oznaczenia dane wzorami (14)
yi(x, () =yi(x), k=12 ¢q=12.3 (36)
Oznaczenia (36) pozwalaja zapisa¢ warunki (11), (12) powtarzalno$ci sterowania F(x)
F(x)=F(x;)=a,(x), r=1.3

Fx)=b(x), s=2 (7

Poszukiwaé bedziemy minimum masy preta dtugosci L, czyli inaczej mozemy powiedziet,
ze funkcjonatem celu jest objetosé preta

L
J(F) = j F(x)dx (38)
0
Po wykorzystaniu zmiennych (34) catkg (38) przedstawiamy w formie
I ) l3
J= jF(xl) dx, + IF(x2)dx2 4 jF(x3) dx,
0 1l 3

Zmiana zmiennych calkowania réwniez za pomoca (34) (po zastosowaniu (33) i (37))
prowadzi do

[}
J(ab)= [ 2a(x)+ 20, ()} (39)

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze czgsto$¢ drgan preta jest stata

® = const (40)
Do rozwazan wprowadzimy nastgpujace bezwymiarowe state i wielkosci zmienne (prze-
kroj F jest dowolny)

2 2
:%, Slzl—l, Z:ﬁ, 0<z<g
W=, Y==t, al)=— ba)=—
L EF, F, F,
Przy takich oznaczeniach funkcjonat celu (39) przyjmuje forme
g
J= FOLJ (2a+2b}dz (42)

0

W pracy [3] udowodniono, ze rownowazny do rozpatrywanego jest przypadek dualny.

Oznacza to, ze zamiast szuka¢ minimum funkcjonalu (42) przy warunku (40) stalej cze-

stosci mozna szuka¢ minimum czg¢stosci ® (wyrazonej za pomoca funkcji Rayleigha) przy

stalej wartoSci wyrazenia (42). W takiej sytuacji nalezy przyja¢ warunek normalizacji

W postaci

€1

J'{za(z)+2b(z)}dz =1, g =%, 0<z<

0

1
1 (43)
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Rownania stanu (29) za pomoca wielkosci (8), (36), (37) i (41) przedstawiamy w formie

(15)

d 1
ZYII(Z)Z_YZI

g a(2) r=1 (442)
EYZ (2) =-0a(2)Y,
i le (z)= i )722
dz b(z) §=2 (44b)
4 y2(2) = 20b()¥;
dz
4 y@=—y
dz a(2) r=3 (44c)
4y ()= a2}
dz

Korzystajac ze wzordow (42), (43) i (44), obliczamy hamiltoniany sktadowe (19) i (20). Za
ich pomoca, z warunkéw optymalnosci (25) i (26), ktére dla rozwazanego przykladu
przyjmuja forme¢

B oo
a—aZH (z)=0

5 (45)
— > H'(2)=0
= Z )

obliczamy szukane sterowania a (z) oraz b (z)
Dwiri4,
(z) = ) v
)MZ Ar - (pZWZYI Ar
(46)

D wiriA,
MY A =9 WY 4,

Rownania sprzgzone (21), (22) obliczamy z tych samych hamiltonianow. Okazuje sig, ze
problem jest samosprzezony. Podstawienia

Y =—kY)
Y3 =kY?

b(z) =

k>0 (47)
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sprowadzaja otrzymane réwnania sprzezone, warunki brzegowe uzyskane z (23) oraz wa-
runki ciaglosci (24) do odpowiednich zwiazkoéw dla zmiennych stanu, czyli do rownan (44)
i warunkow (30) w postaci

Y;(0)+B,Y/'(0)=0

Y, (1/4)+B,Y (1/4)=0 (*9)
gdzie
Bo. = B, L/EF,
oraz do warunkéw ciaglosci
v(0) = Y (1/4) (49)

Po wykorzystaniu statych (33) oraz podstawien (47) z wyrazen (46) otrzymujemy koncowe

wzory na szukane przekroje
a(z)= |—S (50)
2A+9C,

C'2 2

b(z) = AroC, (51)
W powyzszych wzorach
Ch=0)"+0))  Cy=201) (52)
Co=(1n)+(3)% Cp, =2(y3)°
oraz
A= —% = dowolna stata (53)
Warunek normalizacji (43) dany jest przez formule
1/4 1
J'{a(z) +h()}dz= (54)

0

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze aby rozwiaza¢ postawiony problem, trzeba
rozwigza¢ (metoda kolejnych przyblizen) trzy uklady rownan (44) z warunkami brzego-
wymi (48) i ciaglosci (49). Sterowania wystgpujace w uktadach liczymy ze zwiazkow (50)
i(51). Sterowania te musza spetnia¢ dodatkowy warunek normalizacji (54).

4. Obliczenia numeryczne

Przeprowadzone zostaly dla drgan podtuznych preta wspornikowego, czyli dla przy-
padku, gdy warunki brzegowe (30) przemieniaja si¢ w

K(0)=0, Y2(1/4)=0 (55)
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Uktad rownan rozniczkowych (44) z warunkami brzegowymi (55) oraz warunkami
ciagltosci (55) rozwiazano numerycznie metoda kolejnych przyblizen z uzyciem programu
Mathematica 5. Jako zerowe przyblizenie sterowan we wszystkich trzech podprzedziatach
przyjmujemy a, = b, =1. Warunek normalizacyjny (54) jest wtedy spetniony tozsamoscio-
wo oraz réwnania (44) sa rownaniami rézniczkowymi o statych wspotczynnikach. Po ich
rozwiazaniu, czyli znalezieniu wielko$ci Y?°(z) oraz ¢° za ich pomoca znajdujemy pierw-
sze przyblizenie przekrojow, dobierajac stala A tak, aby spetiony byt warunek (54) oraz
aby byta ona stala z zadang doktadnoscia. Tak otrzymane przekroje wstawiamy do ukta-
dow rownan (44). Otrzymujemy w ten sposOb rownania o zmiennych wspotczynnikach.
Aby takie uklady rownan rozwiazaé, dzielimy kazdy z podprzedzialow na mate odcinki,
w ktorych mozna przyjac, ze wspotczynniki w rownaniach sa state. Rozwiazujemy te row-
nania kolejno w kazdym odcinku, spetniajac jednocze$nie warunki ciaglo$ci zmiennych
stanu na koncu kazdego poprzedniego i poczatku nastgpnego odcinka. Aby uzyska¢ gtadki
przebieg rozwiazan, kazde z nich przyblizamy za pomoca wielomianow typu

Y (z)=a+bz+cz* +dz’ + ez’ (56)
&

Wielomiany te (a wigc state wspotczynniki od a do e) sg rdzne dla kolejnych przyblizen
o, dla poszczegolnych podprzedziatow ¢ =1,2,3 oraz dla roznych wielkosci £ =1, 2.

Wielomiany przyblizajace w kolejnych trzech podprzedziatach (z ktorych kazdy podzie-
lony jest na 100 odcinkow) sa nastgpujace:

Y =-3,24668x1077 +0,911749z + 0,48295z% —0,0242751z° - 0,5251212*
Y, =0,999998 + 0,000284z —1,36808z +0,573647z° —0,01244572"
Y =0,197686 —0,0413416z +1,461342> —1,718192° +1,03583z*
Y) =1,37632-2,27853z +2,320972° - 2,04963z° - 0,955753z*
Y7 =0,1151619 +0,715253z +0,121296z* —0,287828z" — 0,02212962"
Y, =1,37632 - 2,27853z +2,320972° - 2,04963z" +0,955753z*
Graficzne przebiegi odpowiednich wielkosci pokazano na ryc. 2, 3.
Y.Y,

[

[

Y.

2

o.lz o.lq o.ls o_ls 1 Z
Ryc. 2. Zalezno$¢ Y, i Y, od z w przedziale [0, 1]
Fig. 2. The comparison both Y, and Y, of zin the interval [0, 1]



29

ab afz) a(z)

RN BN

o6 f b(z)

Ryec. 3. Przebieg bezwymiarowych sterowan a (z) i b (z)
Fig. 3. Course of non-dimensional controls a (z) and b (z)

5. Whnioski

Otrzymane wyniki pokazuja, ze zatozone quasi-okresowe zmiany przekroju drgajacego
preta w sposob istotny zaleza od podziatu zmiennej niezaleznej x €[0,L] na podprzedziaty
oraz od doboru podzbiorow Z; i Z,. W rozwazanym przypadku (ryc. 2, 3) zmiany wartosci
liczbowych przekroju wystepuja na pierwszym miejscu po przecinku. Wraz ze zmianami
przekrojow a(z) i b (z) dobrze widoczne sa w punktach styku podprzedzialow zmiany prze-
biegu wykresow zaleznosci przemieszczen i sit od zmiennej 0 < z <1. Dla okresowej zmia-
ny przekroju prgta sprgzystego wykonujacego drgania poprzeczne zadanie takie opraco-
wano — teoretycznie i numerycznie — w pracy [2].
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