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PRZEDMOWA.

Przy opracowywaniu podręcznika niniejszego mieliśmy na 
względzie przedewszystkiem potrzeby słuchaczów szkół technicz­
nych i dlatego położyliśmy główny nacisk na same konstrukcye, 
stanowiące przedmiot istotny geometryi wykreślnej.

Idąc za przykładem autorów nowszych, wprowadziliśmy wy­
kład pojęć geometryi rzutowej, które rozwinięte zostały o tyle, 
o ile to okazuje się potrzebnem w konstrukcyach geometryi wy­
kreślnej; zasadom geometryi rzutowej poświęciliśmy cały rozdział 
pierwszy.

Przy wykreśleniach, odnoszących się do punktów, linij i pła­
szczyzn, o ile zachodziła potrzeba przekształceń, stosowaliśmy me­
todę obrotów i kładów elementów danych, pozostawiając płasz­
czyzny rzutu nieruchomemi. Uważamy bowiem, idąc za zdaniem 
Fiedlera, za wysoce niepedagogiczne stosowanie zmiany płaszczyzn 
rzutu, gdy uczący się nie nabrał jeszcze dostatecznej wprawy 
w rozwiązywaniu zadań przy płaszczyznach rzutu niezmiennych; 
skoro zaś zadania zasadnicze zostały rozwiązane przy płaszczy­
znach rzutu stałych, to teorya zmiany płaszczyzn rzutu okazuje 
się zbyteczną.

Przy wykładzie teoryi perspektywy ograniczyliśmy się na 
tak zw. perspektywie stosowanej, gdyż tylko ta ma wartość 
praktyczną, zwłaszcza, że t. zw. perspektywa czysta nie zawiera 
niczego zasadniczo odmiennego od stosowanej. Pominęliśmy 
także . rzut równoległy ukośny, uważając go za zbyteczny obok 
wykładu aksonometryi prostokątnej.
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Dla ułatwienia czytelnikowi nabycia wprawy w posiłkowa­
niu się geometryą wykreślną zaopatrzyliśmy każdy rozdział w od­
powiednie ćwiczenia, które poczęści są oryginalne, poczęści zaś 
zapożyczone skądinąd. W końcu dzieła podane są wskazówki 
do tych ćwiczeń, a niekiedy — rozwiązania całkowite.

Przy opracowywaniu podręcznika korzystaliśmy, między in- 
nemi, z dzieł następujących:

W. Fiedler — „Die darstellende Geometrie in organischer 
Verbindung mit der Geometrie der Lagę” Lipsk, 3 tomy, trzecie 
wyd. 1884—1888; Chr. Wiener — „Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie”, Lipsk, 2 tomy, 1884—1888; K. Rohn i E. Papperitz 
„Lehrbuch der darstellenden Geometrie,” Lipsk, 2 tomy, 1893 — 
1896; R. Muller — „Leitfaden fur die Yorlesungen iiber darstel­
lende Geometrie,” Brunświk 1899; zwłaszcza z podręcznika R o li­
na i Papperitza zapożyczyliśmy znaczną część konstrukeyj 
i figur.

Q$utor.
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WSTĘP.t-

Geometry a wykreślna jest nauką o metodach, za pomo­
cą których na rysunku płaskim (dwuwymiarowym) przedstawić 
można wielkość, kształt i położenie wzajemne przedmiotów prze­
strzennych (trójwymiarowych). Wszelkie konstrukcye geometry­
czne, jakie przy rozwiązywaniu zagadnień stereometrycznych 
wykonywać musielibyśmy w przestrzeni, sprowadzają się przy 
pomocy geometryi Wykreślnej do konstrukcyj na płaszczyźnie. 
Jak geometrya analityczna używa liczb i rachunku do przedsta­
wiania położenia elementów geometrycznych w przestrzeni i roz­
wiązywania zagadnień odnośnych, tak geometrya wykreślna po­
siłkuje się w tym celu kreśleniem, rysunkiem na płaszczyźnie.

Zastosowania praktyczne geometryi wykreślnej są liczne 
i doniosłe, szczególniej w budownictwie, technice maszynowej, 
ciesielstwie, blacharstwie, kamieniarstwie i t. p. W zastosowa­
niach tych ma geometrya wykreślna zadanie dwojakie do speł­
nienia: lj przedstawić na rysunku płaskim przedmiot istniejący 
(budowlę, maszynę lub in.) tak, aby rysunek ten informował 
dokładnie o wielkości i kształcie przedmiotu; 2) wykonać rysunek 
przedmiotu pomyślanego tak, aby na zasadzie tego rysunku mo­
żna było dokładnie przedmiot pomyślany wykonać. W obydwóch 
tych wypadkach pożądany jest nadto rysunek dodatkowy, dają- 
cy ogólny wygląd przedmiotu samego (istniejącego lub pomyśla­
nego); dla większej plastyczności rysunku wyznacza się zwykle 
cienie, oraz rozmaitość natężenia światła w różnych miejscach na 
powierzchni przedmiotu; w tym celu geometrya wykreślna roz­
wija metody perspektywy i pokrewnej jej aksonometryi

Geometrya. wykreślna. 1
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oraz teoryę ciem i teoryę oświetlenia powierzchni. 
Dzięki zwłaszcza teoryi perspektywy i teoryi cieni, geometrya 
wykreślna staje się nauką pomocniczą dla sztuki malarskiej, da­
jąc rysunkowi podwaliny ściśle naukowe.

Zanim do właściwej geometryi wykreślnej przystąpimy, roz­
winiemy w zarysie zasady t. zw. geometryi rzutowej- twier­
dzenia tej ostatniej będą nam niejednokrotnie znakomicie ułatwia­
ły konstrukcye geometryi wykreślnej.



1. Zobaczmy przedewszystkiem, jak rozumiane są w geome- 
tryi rzutowej proste i płaszczyzny równoległe.

Niech na płaszczyźnie daną będzie prosta a i punkt 
M, zewnątrz niej położony (fig. 1); poprowadźmy z pun­
ktu M prostopadłą MN do prostej a, oraz prostą, tworzą­

cą z prostą MN pewien kąt ostry cp 
i przecinającą prostą a w punkcie S.
Wyobraźmy sobie, że kąt cp ciągle 
wzrasta; równocześnie punkt S bę­
dzie się oddalał na prawo od pun­
ktu N. Dopóki kąt <p pozostaje 
mniejszym od prostego, mamy za­
wsze pewne określone położenie pun­
ktu S*) i odwrotnie: każdemu poło- 
żeniu punktu S z prawej strony od 
punktu N odpowiada pewna okre­
ślona wielkość kąta cp, mniejsza od prostego. Gdy w granicy 
kąt cp stanie się prostym, prosta MS stanie się równoległą MK do

Punkty 
rr nieskończo­

ności.

M
fiL

T s
. 1.

*) Założenie to jest pewnikiem, na którym opiera się geometrya Euklidesa; 
analogicznie można zbudować geometryę. w której ten pewnik nie istnieje. Por. artykuł 
M a n s i o n a: „Pierwsze zasady inetageometryi” (tłom. S. Dicksteina) w tomie I-ym 
.,Wiadomości Matematycznych” (1897).

ROZDZIAŁ I.

WIADOMOŚCI Z GEOMETRYI RZUTOWEJ.

§ 1. Teorya rzutu środkowego.
cr
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prostej a; o punkcie S powiemy, że oddalił się w nieskończo­
ność, posuwając się na prostej a w prawą stronę od punktu N. Po­
dobnież możemy rozważać prostą, obracającą się około punktu M 
i przecinającą prostą a w punkcie T z lewej strony od punktu N\ 
gdy prosta MT stanie się równoległą ML do a: powiemy o punkcie 
T, że oddalił się w nieskończoność, posuwając się na pro­
stej a w lewą stronę od punktu N. Lecz proste MK i ML, z któ­
rych każda tworzy z prostą MN kąt prosty, stanowią jednę pro­
stą KL\ ponieważ zaś wszelkie dwie proste na płaszczyźnie w ogól­
ności przecinają się w jednym tylko punkcie, przeto przyjmijmy za 
zasadę, że i prosta KL, równoległa do prostej a, nie może mieć 
z nią więcej nad jeden punkt wspólny, t. j., czy punkt na prostej a 
oddala się w nieskończoność w prawa stronę od punktu N, czy też 
w lewą, zawsze otrzymujemy jeden tylko punkt w nieskończoności; 
prosta a posiada więc jeden punkt nieskończenie daleki.

Mieliśmy dwie proste równoległe i widzieliśmy, że one mają 
punkt w nieskończoności wspólny. Rozważmy trzecią prostą, do 
nich równoległą; przetnie ona każdą z poprzednich w tym samym 
punkcie nieskończenie dalekim. Wszystkie więc proste wzajemnie 
równoległe posiadają jeden punkt wspólny w nieskończoności. 
Inny układ równoległych ma inny punkt w nieskończoności, tak że 
punkt nieskończenie daleki określony jest w zupełności, gdy dany 
jest kierunek; mówimy też zamiast „punkt nieskończenie daleki na 
danej prostej” — „punkt nieskończenie daleki w kierunku danej 
prostej.”

Rozważmy teraz miejsce geometryczne wszystkich 
punktów nieskończenie dalekich na danej płaszczyźnie. 
Każda prosta na tej płaszczyźnie ma z tem miejscem 

geometrycznem jeden punkt wspólny, ale też tylko jeden; a ponie­
waż linia prosta przecina wyłącznie linię prostą w jednym i tylko 
w jednym punkcie, przeto przyjmujemy, dla zachowania analogii, 
że miejscem geometrycznem punktów nieskończenie dalekich na 
płaszcz)znie danej jest linia prosta, nieskończenie odległa 
na płaszczyźnie danej.

Niech dane będą dwie płaszczyzny równoległe; ponieważ dla 
każdego układu prostych równoległych na jednej płaszczyźnie 
mamy na drugiej płaszczyźnie układ prostych, równoległych do 
tamtych prostych, każdy zatem punkt nieskończenie daleki na 
jednej z tych płaszczyzn należy też do drugiej płaszczyzny; dwie 
płaszczyzny równoległe mają więc prostą w nieskończoności 
wspólną.

Prosta
w nieskończo­

ności.
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Rozważając układ płaszczyzn równoległych, widzimy 
z łatwością, że wszystkie one posiadają wspólną prostą 
w nieskończoności, przez każdą z nich oddzielnie w zu­

pełności wyznaczoną. Inny układ płaszczyzn równoległych wy­
znacza inną prostą w nieskończoności. Jakież jest miejsce geo­
metryczne wszystkich tych prostych nieskończenie odległych? 
Każda płaszczyzna posiada linię prostą wspólną z tem miejscem 
geometrycznem i żadnego innego punktu, oprócz punktów tej 
prostej; a że płaszczyzna jest jedyną powierzchnią, z którą 
wszelka inna płaszczyzna ma linię prostą wspólną i nie ma nadto 
żadnego punktu wspólnego, to przyjmujemy na tej zasadzie, dla 
zachowania analogii, że miejscem geometrycznem wszystkich 
prostych w nieskończoności w przestrzeni — jest płaszczyzna 
nieskończenie daleka*).

Płaszczyz na 
W nieskończo­

ności.

2. Obierzmy w przestrzeni pewną płaszczyznę 
stałą P? oraz pewien punkt stały 0, nie leżący na tej 

płaszczyźnie i znajdujący się w skończonej od niej odległości 
(flg. 2). Niech dany będzie w przestrzeni jakikolwiek punkt A\ 
połączywszy punkt 0 z pun­
ktem A prostą, otrzymamy w 
przecięciu się prostej OA z pła­
szczyzną P punkt A'. Będziemy 
punkt A' nazywali rzutem 
punktu A na płaszczy­
znę P ze środka 0. Punkt 
0 zwad będziemy środkiem 
rzutu, a płaszczyznę P — pła­
szczyzną rzutu. Wszelką 
prostą, wychodzącą ze śro­
dka rzutu, nazywać będziemy

Kzut punktu.

O
3

A

'A‘

P

fig. 2.
promieniem rzucającym.
Oczywiście, wszystkie punkty, leżące na jednym promieniu rzuca­
jącym, posiadają rzut wspólny, tak, że położenie punktu w prze­
strzeni nie jest dostatecznie określone, gdy dany jest tylko rzut 
jego; lecz odwrotnie twierdzić możemy, że każdy punkt w przestrze­
ni posiada rzut jeden zupełnie określony. Gdy promień rzucają­
cy punktu A nie jest równoległy do płaszczyzny rzutu, to rzutem 
punktu A jest punkt przecięcia tego promienia z płaszczyzną

*) Wyczerpujący wykład tych pojęć czytelnik znajdzie np. w dziele M. Pasch a: 
^Yorlesungen iiber neuere Geometrie” 1882, wyd. Teubnera.
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rzutu*, jeżeli zaś promień rzucający pewnego punktu B jest ró­
wnoległy do płaszczyzny rzutu, to punktem wspólnym tego pro­
mienia z płaszczyzną rzutu jest punkt nieskończenie odległy 
w kierunku prostej OR; ten nieskończenie daleki punkt uważać 
więc winniśmy za rzut punktu B na płaszczyznę P ze środka O.

Wszystkie punkty, mające rzuty w nieskończoności, leżą 
na płaszczyźnie, równoległej do płaszczyzny rzutu i przechodzą­
cej przez środek rzutu; płaszczyznę tę nazywamy płaszczyzną 
zniknienia.

Wprowadzając pojęcie o punktach nieskończenie odległych, 
zyskujemy jednolitość twierdzeń; tylko dzięki tej zasadzie może­
my powiedzieć, że każdy punkt przestrzeni posiada rzut zupełnie 
określony. Wyjątek z tej reguły stanowi jedyny punkt: środek 
rzutu; rzut tego punktu jest zupełnie nieokreślony: możemy ka­
żdy punkt płaszczyzny rzutu uważać za rzut środka rzutu. Pun­
kty, leżące na samej płaszczyźnie rzutu, są zarazem swojemi 
rzutami.

Jeżeli w przestrzeni dana będzie jakakolwiek linia 
płaska lub skośna, to promienie rzucające punktów tej 

linii utworzą stożek z wierzchołkiem w środku rzutu; nazwijmy 
go stożkiem rzucającym linii danej; w szczególnym przy­
padku, gdy linia dana jest prostą (która nie przechodzi przez 
środek rzutu), to zamiast stożka rzucającego mamy—^płaszczy­
znę rzucającą. Linię, podług której powierzchnia stożka rzu­
cającego przecina płaszczyznę rzutu, nazywać będziemy rzutem 
linii danej; oczywiście rzut linii danej jest miejscem geometry - 
cznem rzutów wszystkich jej punktów. Rzutem linii prostej jest 
w ogólności linia prosta, mianowicie: prosta przecięcia płaszczy­
zny rzucającej z płaszczyzną rzutu; jedynie tylko, gdy prosta 
przechodzi przez środek rzutu, wszystkie jej punkty (oprócz sa­
mego środka rzutu) maja jeden i ten sam rzut, mianowicie: punkt, 
w którym prosta dana przecina płaszczyznę rzutu; możemy więc 
ten punkt uważać za rzut prostej danej. Zakładamy zresztą 
w dalszem rozumowaniu, o ile nie jest wyraźnie zaznaczone 
założenie przeciwne, że prosta dana nie przechodzi przez śro­
dek rzutu.

Rzut linii.

Zauważmy niektóre własności rzutu linii prostej. 
Ponieważ linia prosta jest w zupełności wyznaczona 
przez dwa jej punkty, przeto dla wyznaczenia rzutu 

prostej wystarcza wyznaczyć rzuty dwóch jej punktów; prosta, 
łącząca te dwa rzuty, jest rzutem prostej danej. Promieniem

Rzut linii 
prostej.
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rzucającym punktu nieskończenie odległego na prostej danej 
jest prosta, poprowadzona przez środek rzutu równolegle do da­
nej prostej; punkt przecięcia tego promienia z płaszczyzną rzutu 
leży więc na rzucie prostej danej; jeżeli rozważymy w przestrzeni 
układ prostych równoległych, to wskutek powyższego, rzuty 
wszystkich tych prostych przejdą przez punkt przecięcia promie­
nia rzucającego, do nich równoległego, z płaszczyzną rzutu. Mo­
żna to samo wywnioskować i stąd, że płaszczyzny rzucające 
wszystkich prostych danego układu równoległych mają wspólną 
prostą, mianowicie powyżej wyznaczony promień rzucflający. 
Punkt, przez który przechodzą rzuty prostych wzajemnie równo­
ległych, t. j. rzut punktu w nieskończoności, wyznaczonego przez 
układ prostych równoległych, nazywa się zbiegiem tych pro­
stych równoległych na płaszczyźnie rzutu.

W szczególnym przypadku, gdy proste dane są równoległe 
do płaszczyzny rzutu, zbieg ich leży w odległości nieskończonej. 
Jeżeli prosta leży w płaszczyźnie zniknienia, to jej rzutem jest 
nieskończenie daleka prosta płaszczyzny rzutu.

Każda prosta posiada punkt, którego rzut leży w nieskoń­
czoności; jest to punkt, w którym prosta ta przecina płaszczyznę 
zniknienia; punkt ten nazywamy punktem zniknienia pro­
stej danej. W szczegóJności, gdy prosta jest równoległa do pła­
szczyzny rzutu, to jej punkt zniknienia leży sam w nieskończoności.

Niech daną będzie płaszczyzna jakakolwiek, nie 
przechodząca przez środek rzutu. Prowadząc przez śro­
dek rzutu płaszczyznę do niej równoległą, otrzymamy, 

jako przecięcie tej płaszczyzny z płaszczyzną rzutu, prostą, będą­
cą rzutem prostej w nieskończoności płaszczyzny danej; ta prosta 
na płaszczyźnie rzutu nazywa się zbiegiem płaszczyzny danej. 
Oczywiście wszystkie płaszczyzny równoległe posiadają zbieg 
wspólny. Gdy płaszczyzny są równoległe do płaszczyzny rzutu, 
to zbieg ich jest prostą w nieskończoności płaszczyzny rzutu.

Wszelka płaszczyzna, nie przechodząca przez środek rzutu, 
posiada prostą, rzut której jest prostą w nieskończoności płasz­
czyzny rzutu; prostą tę otrzymujemy, przecinając płaszczyznę daną 
płaszczyzną zniknienia; nazywamy tę prostą prostą zniknie­
nia płaszczyzny danej.

Zbieg
płaszczyzny.

Gdy mamy w przestrzeni figurę jakąkolwiek, zło­
żoną z punktów i linij, to ogół rzutów tych punktów 
i tych linij nazywamy rzutem figury danej. Meto­

da badania własności figury przez rozważanie jej, jako rzutu

Metoda rzutu 
środkowego.
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innej figury z pewnego środka, nazywa się metodą rzutu 
środkowego. Zajmiemy się obecnie bliżej rzutem figur płaskich.

3. Tworząc rzut jakiejkolwiek figury płaskiej, 
widzimy, że w ogólności długości odcinków i wielkości 
kątów inne są w rzucie, niż w figurze samej, że proste 

równoległe przez rzut przekształcają się na proste nierównoległe 
i t. p. Istnieją wszakże własności figur takie, które zostają zacho­
wane po rzucie z jakiegokolwiek środka; własności takie, nie­
zmienne względem rzutu, nazywamy własnościami rzuto­
we mi figur *). Podamy tu niektóre najprostsze własności rzutowe.

Gdy punkty A, B, C,... leżą na jednej prostej, 
to ich rzuty A', B', C',... leżą również na jednej pro­
stej. Nazywając ogół punktów, leżących na jednej 

prostej, szeregiem punktów, możemy własność tę wyrazić 
w sposób następujący: rzutem szeregu punktów jest sze­
reg punktów. Prosta, na której leżą punkty szeregu, nazywa 
się podkładem szeregu.

Własności 
rzutowe figur.

Szereg pun­
któw.

Gdy promienie a, b, c,... przechodzą przez jeden 
pęk promieni, punkt, w odległości skończonej lub w nieskończoności, 

to ich rzuty a', b', c',... mają również punkt wspólny. 
Nazywając ogół promieni na płaszczyźnie, wychodzących z jedne­
go punktu, pękiem promieni, możemy własność tę wyrazić, 
mówiąc, że rzutem pęku promieni jest pęk promieni. 
Punkt, z którego wychodzą promienie pęku, nazywa się wierz­
chołkiem pęku. Gdy wierzchołek leży w nieskończoności, to 
promienie pęku są wzajemnie równoległe.

Rozpatrzymy teraz inną jeszcze ważną własność rzutow^ą 
figur. Uprzednio wszakże uczynimy uwagę o znakach odcinków 
i kątów.

U W odcinku AB brać będziemy pod uwagę nie-
Zwrot * J r

odointów ik*’ ty1*10 długość bezwzględną, lecz także kierunek, uwa­
żając A za punkt początkowy odcinka, B za jego punkt 

końcowy. Odcinek BA posiada tę samą długość bezwzględną, 
co i odcinek AB, lecz zwrot odmienny; piszemy przeto: BA=—AB, 
czyli Ali -j- BA — 0. Jakiekolwiek trzy punkty A, B, C je­
dnej prostej czynią zadość równaniu AB + BC —AC, czyli: 
AB + BC + CA — 0; każdy odcinek AB możemy przedstawić 
w postaci: AB — KB — KA, gdzie K jest zupełnie dowolnym 
punktem prostej AB.

*) Poncelet: „Traite cle proprietes projectives des tigures.”
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Podobnież uważamy kąty /AOB i /.BOA, jako równe, co 
do wielkości bezwzględnej, lecz mające zwroty przeciwne; wsta- 
wa kąta AOB równa jest wstawię kąta BOA, wziętej z odwrot­
nym znakiem.

Dwa odcinki na jednej prostej (albo na prostych równole­
głych) mają znaki jednakowe lub różne, zależnie od tego, czy 
zwrot ich jest jednakowy, czy też różny; w pierwszym przypadku 
stosunek tych odcinków jest liczbą dodatnią, w drugim — ujemną.

Gdy dane są dwa punkty stałe A i B, to przez stosunek 
/.' — A C : CB punkt C prostej AB wyznaczony jest w sposób 
zupełnie określony, t. j. gdy punkt C przebiega całą prostą nie­
ograniczoną, stosunek ten przybiera wszelkie wartości, przytem 
każdą raz jeden. Rzeczywiście, gdy punkt C jest w punkcie A, jest 
k = 0; gdy C dąży od A do B,
AC wzrasta, CB się zmniejsza, k 
stale wzrasta; w środku 0 odcinka 
AB k przyjmuje wartość +1, w pun­
kcie B przyjmuje wartość + oo, 
lecz przy przejściu przez B czyni przeskok od 4- go do — oo, 
i dalej, gdy punkt C oddala się od B do nieskończoności w prawą 
stronę, pozostaje k ujemnem i wzrasta od — oo do — 1. Pisząc: 

AB + BC

BoA
Ag’. 3.

AB widzimy, że położeniu punktu C

w nieskończoności odpowiada wartość k — — 1; gdy punkt C 
oddala się od i w lewą stronę, to k również zostaje ujemnem, lecz 
jego wartość bezwzględna wzrasta od 0 do 1; w nieskończoności k 
znowu otrzymuje wartość —1, co się zgadza z naszem założeniem, 
że prostej przypisujemy w nieskończoności jeden punkt (art. 1). 
Tak więc wartościom /; od 0 do -Pi odpowiadają punkty odcin­
ka AO, wartościom A; od -b 1 do 4- oo punkty od 0 do B, 
wartościom od 0 do — 1 punkty od A ku lewej stronie do nie­
skończoności, wreszcie wartościom od — oo do —1 punkty od B 
ku prawej stronie do nieskończoności.

k = = — 1 +CB CB

Podobnież przekonać się można, że gdy dane są dwa pro-
sin AOC 
sin CO B każdy promień OCmienie OA i OB, to przez stosunek 

wyznaczony jest w zupełności.
5. Niech dane będą na prostej 4 punkty: A, B, C, 7>;Stosunek

anliarmoniczny.
ABich rzuty oznaczmy przez A1, B', C', I)' (fig. 4); stosunek BC



A'B‘ ADbędzie w ogólności różny od stosunku -, tak samo stosunek
a DC

będzie w ogólności różny od stosunku 
AB AD

lecz stosunek dwu sto-D'C‘
będzie zawsze równy stosunkowi odpowiedniemu

AB AD 
~BC 1 DC

nazywamy stosunkiem anharmonicznym albo stosunkiem 
podziału podwójnego 4-ch punktów A, B, C, Z); twier­
dzenie więc nasze polega na tem, że przy rzucie stosunek 
anharmoniczny 4-ch punktów zostaje zachowany*), 

Dowód tego twierdzenia jest nadzwyczaj prosty. Jakoż mamy:

sunków: BC ‘ DC
T>T7/ • tJ/v i tak co do wielkości, jak co do znaku. Liczbę 
B C DC

AB . sin OBA = OA . sin AOB 
BC. sin OBC — OC . sin BOC

AB_OA sin A OB
BC OC' sin BOĆ1

podobnież znajdziemy:
AD_ OA sin AOD
DC ~ OC ' sin~DOĆ

stąd otrzymujemy:
AB AD_sin AOB sin AOD
BC ' DC sinBOĆ 1 sin DOC

o

skąd:
A

B
r

/>

A' B’ C’ A'
4.

Szukając w tenże sposób wartości stosunku anharmonicz- 
nego punktów A', B', C', D', otrzymamy zupełnie ten sam wzór, 
skąd wynika, że stosunek anharmoniczny punktów A, B, C, D 
równy jest stosunkowi anharmonicznemu punktów AB', C, D', 
co było do dowiedzenia.

Nazywając liczbę: B
sin A OB sin AOD 
sin BOC : sin DO Ć

stosunkiem anharmonicznym 4-ch promieni: OA, OB, OC, 
OD, widzimy z powyższego dowodzenia, że stosunek anhar­
moniczny 4-ch punktów równy jest stosunkowi anhar­
monicznemu ich promieni rzucających; jeżeli więc rzuci­
my 4 punkty dane z innego środka rzutu, to otrzymamy inne

*) Twierdzenie to podaje już Pappus z Aleksandryi w IV w. przed Chr.
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AD
DC ~~ ’

ADstosunek ^yT jest zatem wiadomy, a przez to punkt D jest wy­
znaczony w sposób zupełnie określony (art. 4).

Podobnie wyznaczony jest w sposób określony promień OD 
przez stosunek anharmoniczny, jaki tworzy z trzema promienia­
mi danemi: O A, OB, OC.

§ L Teorya rzutu środkowego. Ił

4 promienie, których stosunek anharmoniczny równy będzie sto­
sunkowi anharmonicznemu poprzednich 4-ch promieni.

Oznaczać będziemy w skróceniu stosunek anharmoniczny 
punktów A, B, C, D przez symbol {ABCD), a stosunek anharmo- 
niczny promieni: O A, OB, OC, OD przez symbol (OA, OB, OC, OD), 
albo: 0 {ABCD).

Jeżeli rzutami 4-ch promieni a, b, c, d, wychodzących z je­
dnego punktu na płaszczyznę dowolną^, są promienie a', b', c', d', 
to mamy:

{abcd) = {a'b'ćd').

Rzeczywiście, przetnijmy promienie a, b, c, d jakąkolwiek 
prostą w punktach odp. A, B, C, D i oznaczmy rzuty tych pun­
któw przez A', B', C', D‘, wówczas punkty A', B', C', D' leżą na 
jednej prostej i przytem odpowiednio na promieniach a', b', c‘, d'r 
mamy przeto:

{abcd) =. {ABCD), {a!b'ćd') — {A'B'C'D'),

lecz na zasadzie dowiedzionego wyżej twierdzenia jest:

{ABCD) = {A'B'C,D'), a więc: {abcd) = {a'b'ćd').

Nietylko więc wielkość stosunku anharmonicznego 4-ch 
punktów szeregu, lecz i wielkość stosunku anharmonicznego 4-ch 
promieni pęku jest własnością rzutową.

Gdy dane są trzy punkty: A, B, C, to czwarty punkt D 
jest w zupełności wyznaczony przez stosunek anharmoniczny 
{ABCD) = a5 rzeczywiście, mamy wówczas:

_ AB AD 
a~~ BC : DC’

ABlub, oznaczając stosunek wiadomy: przez (3:B(

S -C
D
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0. Pojęcie o stosunku anharmonicznym prowadzi 
nas konsekwentnie do badania pewnego rodzaju zwią­
zku między szeregami punktów i pękami promieni. 

Niech dane będą 2 szeregi punktów na prostych a i a'. Możemy 
pomiędzy temi szeregami ustanowić zależność tak, aby każdemu 
punktowi jednego szeregu odpowiadał pewien określony punkt 
drugiego, i odwrotnie, i aby przytem stosunek anharmoniczny 
dowolnych 4-ch punktów jednego szeregu równy był stosunkowi 
anharmonicznemu odpowiednich 4-ch punktów drugiego szeregu. 
W tym celu obieramy w szeregach dowolnie 3 pary punktów 
odpowiednich: A i A', B i B\ C i C', następnie dla każdego 
punktu pierwszego szeregu uważamy jako odpowiadający mu 
w drugim szeregu punkt, który z punktami A', B', C' wyznacza 
stosunek anharmoniczny równy temu, jaki ów punkt pierwszego 
szeregu wyznacza z punktami A, B, C. Ażeby pokazać, jak gra­
ficznie wyznaczać pary punktów odpowiednich, i zarazem dowieść, 
że przy tak ustanowionej zależności rzeczywiście stosunek anhar­
moniczny każdych 4-ch punktów jednego szeregu równy jest 
stosunkowi anharmonicznemu odpowiednich 4-ch punktów dru­
giego, postępujemy w sposób następujący. Przenosimy prostą a 
tak, aby punkt A zszedł się z punktem A', i oznaczamy przez O 
punkt, w którym przecinają się proste BB' i OO'; stosunek an­
harmoniczny każdych 4-ch punktów szeregu a równy jest sto­
sunkowi anharmonicznemu 4-ch promieni, rzucających je z pun­
ktu 0; wskutek tego promienie, wychodzące z punktu 0, przeci­
nają proste a i a' w punktach odpowiednich; możemy więc tą 
drogą z łatwością znaleść na prostej a" punkt, odpowiadający 
danemu punktowi prostej a; wymieniona wyżej własność tych 
dwu szeregów wynika też bezpośrednio z tego, że po przeniesie­
niu prostej a do nowego położenia każdy z szeregów a i a' może 
być uważany jako rzut drugiego ze środka 0. Wszelako położe­
nie to specyalne prostej a było nam potrzebne li tylko dla wy­
kreślenia par punktów odpowiednich; w ogólności prosta a może 
mieć położenie jakiekolwiek, i w ogólnym przypadku żadne 
z 3-ch prostych, łączących 3 pary punktów odpowiednich nie 
przejdą przez jeden punkt; jeżeli jednak położenie prostych a i a' 
będzie takie, że 3 proste, łączące pewne 3 pary punktów odpo­
wiednich, przechodzą przez jeden punkt, to wszelka prosta, łączą­
ca jakąkolwiek parę punktów odpowiednich, musi przejść przez 
ten sam punkt. Dwa szeregi punktów, między któremi ustano­
wiona jest powyższego rodzaju zależność, będziemy nazywali

Pokrewieństwo
rzutowe.
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rzutowo pokrewnemi. Rzuty dwóch szeregów rzutowo po­
krewnych z jednego środka są znowu szeregami rzutowo pokre­
wnymi. W szczególności, gdy odległości między punktami je­
dnego szeregu proporcyonalne są do odległości między odpowie- 
dniemi punktami drugiego szeregu, to dwa takie rzutowo pokre­
wne szeregi nazywamy podobnemi, gdy zaś powyższe odle­
głości są odpowiednio równe, to szeregi nazywamy równemi. 
W szeregach podobnych (a więc i w równych) punkty nieskoń­
czenie dalekie odpowiadają sobie wzajemnie. Podobieństwo oraz 
równość szeregów rzutowo pokrewnych w ogólności nie zostają 
zachowane przy rzucie środkowym.

Takie same pokrewieństwo rzutowe ustanowić może­
my między dwoma pękami promieni. Niech dane będą dwa pę­
ki o wierzchołkach A i A'. Obieramy dowolnie 3 pary promieni, 
odpowiadających sobie: a i a', b i //, c i c', następnie wyznacza­
my pary promieni odpowiednich pod warunkiem, aby promień 
pierwszego pęku z promieniami a, b, c, oraz promień drugiego 
pęku z promieniami a1, //, c' wyznaczali stosunki anharmoniczne 
równe; dla wykonania konstrukcyi par promieni odpowiednich, 
przenieśmy pęk A tak, aby promienie a i a1 znalazły się na je­
dnej prostej, i poprowadźmy prostą o przez punkty przecięcia się 
promieni b, b' i c, c', wówczas każda para promieni odpowiednich 
przetnie prostą o w tym samym punkcie. Stosunek anharmoni- 
czny każdych 4-ch promieni pęku A będzie równy stosunkowi 
anharmonicznemu odpowiednich 4-ch promieni pęku A', gdyż 
obydwa te stosunki równe są stosunkowi anharmonicznemu 4-ch 
punktów, w których promienie te przecinają prostą o. W ogólno­
ści pęki A i A' leżą tak, że żadne 3 pary promieni odpowiadają­
cych sobie nie przecinają się w punktach jednej prostej; jeżeli 
wszakże ma to miejsce dla pewnych 3-ch par promieni odpowia­
dających sobie, to każde inne dwa promienie odpowiednie prze­
cinają się na tej samej prostej. Gdy rzucimy z dowolnego pun­
ktu na płaszczyznę dowolną dwa pęki rzutowo pokrewne, otrzy­
mamy znowu dwa pęki rzutowo pokrewne. Gdy kąty, utworzo­
ne przez promienie jednego pęku, równe są kątom, utworzonym 
przez odpowiednie promienie drugiego pęku, to nazywamy dwa 
takie rzutowo pokrewne pęki równemi. Równość dwóch pęków 
rzutowo pokrewnych w ogólności nie zostaje zachowana przy 
rzucie środkowym.

Oczywiście, możemy również mówić o pokrewieństwie 
rzutów em szeregu punktów i pęku promieni.
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Dwa szeregi 7. Pokrewieństwo rzutowe szeregów punktów lub
punktów na ... .........jednej prostej, pęków promieni me zmienia się, jeżeli podstawy szere­

gów lub wierzchołki pęków przenosimy dowolnie. Może­
my w szczególności dwa szeregi rzutowo pokrewne umieścić na 
wspólnej podstawie, oraz dwa pęki rzutowo pokrewne umieścić 
tak, aby miały wspólny wierzchołek. W tern położeniu specyal- 
nem występują pewne własności szczególne, na które musimy 
zwrócić uwagę.

Gdy na jednym podkładzie mamy dwa szeregi rzutowo po­
krewne, to każdy punkt podkładu otrzymuje nazwę podwójną, 
stosownie do tego, czy uważamy go jako element szeregu pierw­
szego, czy też drugiego. Będziemy punkty pierwszego szeregu 
oznaczali literami nieakcentowanemi, punkty zaś drugiego — ak- 
centowanemi, przyczem dla pary punktów odpowiadających sobie 
używać będziemy tej samej litery. Tak np. punktowi MN', uważa­
nemu jako punkt pierwszego szeregu, odpowiada punkt M' dru­
giego szeregu, zaś uważanemu, jako punkt drugiego szeregu, od­
powiada w pierwszym szeregu punkt N. W każdym szeregu 
istnieje punkt szczególny, mianowicie: punkt odpowiadający pun­
ktowi nieskończenie odległemu w drugim szeregu; punkt pierw­
szego szeregu, odpowiadający nieskończenie dalekiemu punktowi 
drugiego szeregu, będziemy oznaczali literą K, a punkt drugiego 
szeregu, odpowiadający nieskończenie dalekiemu punktowi pierw­
szego szeregu, oznaczać będziemy literą L'. Niech A, A' będzie 
jakakolwiek para punktów odpowiednich; gdy punkt przebiega 

pierwszy szereg od punktu A w pewnym kierunku, to 
szeregi odpowiedni punkt przebiega drugi szereg od punktu A'

równobieżne i ....przeciwbieżne, w tym samym , albo w przeciwnym kierunku; w pierw­
szym przypadku nazywać będziemy szeregi równo- 

bieżnemi albo równozwrotnemi, w drugim przeciwbież­
ne mi albo przeciwzwrotnemi.

Może się zdarzyć, że punkt jednego szeregu scho­
dzi się z odpowiadającym mu punktem drugiego szere­

gu; punkt taki nazywa się punktem podwójnym szeregów. 
Dwa szeregi na wspólnej podstawie nie mogą mieć więcej nad 
2 punkty podwójne; gdyby bowiem miały 3 punkty podwójne, 
to każdy punkt musiałby z temi trzema wyznaczać stosunek 
anharmoniczny równy temu, jaki wyznacza z niemi punkt odpo­
wiedni, wskutek tego każdy punkt schodziłby się ze swoim od­
powiednim (art. 4), wszystkie punkty byłyby podwójne i mieli­
byśmy do czynienia z jednym tylko szeregiem punktów. Jeżeli

Punkty
podwójne.
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obydwa szeregi są przeciwbieżne, to posiadają one z pewnością 
dwa punkty podwójne-, w samej rzeczy, niech L' znajduje się 
z prawej strony od X; punkt pierwszego szeregu przebiega 
z nieskończoności z lewej strony do punktu X; wówczas punkt 
odpowiedni drugiego szeregu przebiegad będzie od punktu L‘ ku 
lewej stronie do nieskończoności, z pewnością więc zejdzie się 
para punktów odpowiednich z lewej strony od X; niech nastę­
pnie punkt pierwszego szeregu przebiega od punktu X ku pra­
wej stronie do nieskończoności, wówczas odpowiedni punkt dru­
giego szeregu przebiegad będzie od nieskończoności z prawej 
strony do L', a więc z prawej strony od L' znowu zejdzie się je­
dna para punktów odpowiednich. Niech teraz szeregi będą równo- 
bieżne. Gdy punkt pierwszego szeregu przebiega od punktu X ku 
lewej stronie do nieskończoności, to odpowiedni punkt drugiego 
szeregu przebiega od nieskończoności z prawej strony do punktu />', 
więc zewnątrz odcinka KL' nie może się znajdować punkt podwójny; 
w tym przypadku punktu podwójnego może wcale nie być, 
może być jeden albo dwa między punktami X i L'. Aby módz 
określić, kiedy który z tych trzech przypadków zachodzi, wyło­
żymy najprzód pewną własność punktów szeregu względem pun­
któw szczególnych K i L'.

Oznaczmy tymczasowo punkt nieskończenie da-
Potęga . . J J 1

pokrewieństwa leki pierwszego szeregu przez L~, a punkt nieskończe-rzutowego. . ° . & 1 . , ■ .
me daleki drugiego szeregu przez X<*,; mech A, A 

i B, B' będą dwie jakiekolwiek pary punktów odpowiednich; 
wskutek pokrewieństwa rzutowego punktów A, X, B, Lx z pun­
ktami A', X'0o, B1, L' mieć będziemy:

AK AL,y, _ A!K'^ A'L' 
KB 1 L^B ~ K^B' '' L'B

A'K'
K 'oo B' ~

AL-‘-‘-'-'oo __ __ i
4o B ~

lecz 00 _ — 1, a więc:

AK L'B' czyli: KA . L'A' = KB . L'B',

t. j. iloczyn odległości: KX i LJX' jest dla wszystkich 
par punktów odpowiednich X, X1 stały; nazywamy wiel­
kość tego iloczynu potęgą pokrewieństwa rzutowego sze­
regów. Gdy szeregi są równobieżne, to punkty X, X, L^ na­
stępują w tej samej kolei, co punkty X'00, X', L\ odcinki więc 
KX, L'X‘ mają znaki różne, i potęga jest ujemną; w przypadku 
szeregów przeciwbieżnych potęga okazuje się dodatnią.

KB A'L' ’
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Zastosujemy dowiedzione tu twierdzenie do wykrycia pun­
któw podwójnych. Oznaczmy odcinek KIJ przez 2a, jego śro­
dek przez 0\ potęgę pokrewieństwa rzutowego oznaczmy przez 
±ni2, tak, że znak górny odpowiada przypadkowi szeregów prze­
ciwbieżnych, znak dolny — przypadkowi szeregów równobieżnych. 
Niech XX' będzie punktem podwójnym; oznaczmy jego odległość 
od 0 przez x, wówczas mieć będziemy:

KX ~ KO + 0X = a -x

L'X' = L'X = U0 + 0X ~ — a + x

x% — a1 = ńz m2, x2 ~ a1 ± m2.

W przypadku szeregów przeciwbieżnych mamy: x2 = a2 + m- 
i na' x otrzymujemy dwie wartości rzeczywiste, większe od a: 
x — ± ]/a2 + m2, co się zgadza z poprzednio otrzymanym rezulta­
tem. Jeżeli zaś szeregi są. równobieżne, to mamy: x2 ~ a2 — m2\ 
zachodzić tu mogą trzy wypadki: 1) jeżeli m2 < a2, to na x otrzy­
mujemy dwie wartości, mniejsze od a\ x;= ± ]/a2 — w2; mamy 
tedy 2 punkty podwójne wewnątrz odcinka KL2) jeżeli m2 = a 
to x = 0, wtedy środek odcinka KIJ jest jedynym punktem po­
dwójnym; wreszcie 3) jeżeli m2 > a2, to na x otrzymujemy wartości 
urojone, wówczas więc punktów podwójnych niema.

Zupełnie analogiczne zależności można wykryć 
pęki promieni w dwóch rzutowo pokrewnych pękach promieni o wierz- 
przeciwbieżne. cholku wspólnym. Nazywamy dwa takie pęki równo- 

bieżnemi, albo równozwrotnemi, jeżeli promień 
jednego pęku obraca się około wierzchołka w pewnym kierunku, 
gdy odpowiedni promień drugiego pęku obraca się w tym samym 
kierunku; w przeciwnym wypadku nazywamy pęki przeciw- 
bieżnemi lub przeciwzwrotnemi. (Pojęcie równobieżności 
i przeciwbieżności pęków promieni stosuje się zresztą także do 
pęków o wierzchołkach różnych). Przecinając dwa pęki promieni 
prostą, otrzymujemy na niej dwa szeregi punktów, które są ró­
wnobieżne lub przeciwbieżne, zależnie od tego, czy pęki są równo­
bieżne czy przeciwbieżne. Gdy promień, uważany jako należący 

do jednego pęku, odpowiada samemu sobie, jeżeli go 
uważamy, jako promień drugiego pęku, to nazywa 
się on promieniem podwójnym pęków; punkt 

przecięcia promienia podwójnego z jakąkolwiek prostą jest 
punktem podwójnym szeregów, wyznaczonych na tej prostej

a więc:

2‘

Promienie
podwójne.
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przez obydwa pęki. Stąd wynika, że dwa pęki o wspólnym 
wierzchołku przeciwbieżne mają zawsze dwa promienie podwójne, 
dwa zaś takie pęki równobieżne mają dwa promienie podwójne, 
albo jeden promień podwójny, albo też wcale promienia podwój­
nego nie mają. Odnośnie do tych różnych przypadków możnaby 
wysnuć kryteryum analogiczne do tego, jakie znaleźliśmy dla 
szeregów punktów* nie jest ono wszakże nam potrzebne, gdyż 
zamiast badać dane pęki promieni pod względem ich promieni 
podwójnych, możemy przeciąć je prostą jakąkolwiek i badać tak 
otrzymane szeregi punktów pod względem ich punktów po­
dwójnych.

8. Dwa szeregi punktów o wspólnej podstawie, oraz dwa 
pęki promieni o wspólnym wierzchołku, będąc rzutowo pokrew- 
nemi, mogą mieć szczególne położenie, które w geometryi rzuto­
wej odgrywa rolę nader ważną. Pewnemu punktowi AB' odpo­
wiada punkt A' lub punkt B, zależnie od tego, do którego sze­
regu odnosimy ten punkt AB'; w ogólności punkty A' i B nie 
schodzą się w jednym punkcie podstawy; jeżeli wszakże szeregi 
mają takie położenie, że punkty A' i B stanowią jeden punkt 
podkładu, to jest, jeśli punkty AB' i A'B odpowiadają sobie dwo­
jako, to każde dwa punkty odpowiednie odpowiadają sobie dwo­

jako; dowód tego twierdzenia pomijamy. O szeregach, 
mających takie szczególne położenie, mówimy, że two­
rzą inwolucyę punktów*). Oczywiście w inwolucyi 

punkty K i L' (art. 7) schodzą się razem, albowiem odpowiadające 
im punkty schodzą się w nieskończenie dalekim punkcie podkładu. 
Punkt KL' nazywa się środkiem inwolucyi. Rozróżniamy 
inwolucyę równobieżną i przeciwbieżną. Ponieważ w tym przy­
padku mamy KL' ~ a — 0, przeto, oznaczając, jak poprzednio, 
przez rb m2 stały iloczyn odległości punktów odpowiednich od 
środka inwolucyi, t. zw. potęgę inwolucyi, a przez x odle­
głość punktu podwójnego od tego środka, mieć będziemy: x2~dbm,2^ 
stąd widzimy, że w inwolucyi przeciwbieżnej są 2 punkty po­
dwójne w równej odległości od środka, W inwolucyi zaś równo- 
bieżnej niema wcale punktów podwójnych.

O dwóch rzutowo pokrewnych pękach promieni ze 
wspólnym wierzchołkiem mówimy, że tworzą inwolu­

cyę promieni, jeżeli każde dwa promienie odpowiednie odpowia­
dają sobie dwojako; warunkiem dostatecznym na to jest, aby dwa

Inwolucya 
punktów.

Inwolucya
promieni.

*) Pojecie inwolucyi zawdzięczamy De sargues’o w i (1639). 

Geometry a wgkreślna. 2
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jakiekolwiek promienie odpowiednie odpowiadały sobie dwojako. 
Inwolucya promieni bywa przeciwbieżną i równobieżną; inwolu- 
cya promieni przeciwbieżna ma dwa promienie podwójne, inwo- 
lucya równobieżną nie ma promieni podwójnych. Przecinając 
inwolucyę promieni prostą, otrzymujemy na niej inwolucyę pun­
któw; promienie podwójne inwolucyi promieni przecinają tę pro­
stą w punktach podwójnych inwolucyi punktów*).

Inwolucya jest dana, gdy dane są 2 pary elemen­
tów, odpowiadających sobie, np. gdy dane są punkty 
A i B, C i D; wówczas mamy trzy pary punktów sze­

regów rzutowo pokrewnych: A, B, C i B, A, B. Niech dana będzie 
inwolucya punktów A, B; C, B. Aby znaleść środek tej inwolu­
cyi, obieramy dowolny punkt O, nie leżący na podkładzie inwo­
lucyi, i kreślimy dwa koła: jedno przez punkty O. A, B, drugie 
przez punkty O, C, B. Koła te przetną się jeszcze raz w pun­
kcie M, a prosta OM przetnie podkład inwolucyi w środku szu­
kanym K\i rzeczywiście, będzie: KA . KB — KC. KB.

Wykreślenie 
środka inwo­

lucyi.

O

AJu a O
BX

W

fig- 5-

W każdej inwolucyi jest para odpowiadających 
sobie promieni wzajemnie prostopadłych. Dla dowie­
dzenia tego twierdzenia przetnijmy inwolucyę promieni 

z wierzchołkiem O prostą a. Niech p będzie potęgą inwolucyi 
punktów na prostej a, a A — środkiem tej inwolucyi (fig. 5 dla 
p < 0 i fig. 6 dla p > 0).

Para prosto­
padłych pro­
mieni inwo­

lucyi.

*) Systematyczny wykład teoryi pokrewieństwa rzutowego i teoryi inwolucyi, 
jakoteż innych teoryj, będących przedmiotem niniejszego rozdziału, znajdzie czytelnik, 
między innemi, w dziełach następujących: Chasles — Traite de geometrie superieure, 
Steiner-Sclirdter — Theorie der Kegelsclmitte, E e y e — Geometrie der Lagę.
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O

M

hA a O B

fig. 6.

Wyznaczmy na prostej KO punkt M tak, aby było: KO. KM 
~P\ przez punkty 0 i M wykreślmy koło ze środkiem na 
niech A i B będą punktami przecięcia się tego koła z prostą a, 
wtedy promienie OA i OB są odpowiadającemi sobie w inwolu- 
cyi promieniami wzajemnie prostopadłemi.

9. Całą tu wyłożoną teoryę pokrewieństwa rzutowego sze­
regów punktów i pęków promieni wysnuliśmy z pojęcia o sto­
sunku anharmonicznym czterech punktów lub czterech promieni. 
Rozpatrzymy jeszcze pokrótce własności czterech punktów i czte­
rech promieni, których stosunek anharmoniczny ma specyalną 

wartość —1; takie cztery punkty lub cztery promienie 
występują bardzo często w geometryi i noszą osobną 
nazwę: punktów względn. promieni harmonicz­

nych. Cztery punkty szeregu A, B, C, B nazywamy więc har- 
monicznemi, gdy istnieje zależność:

AB AB _
BG : BC lj

a cztery promienie pęku: a, b, c, d nazywamy harmonicznemi. 
gdy istnieje zależność:

Punkty i pro­
mienie 

harmoniczne.

sin (a, b) _ sin (a, d) _ 
sin (b, c) * sin (d, c)—

Przecinając cztery promienie harmoniczne prostą, otrzymu­
jemy w przecięciu cztery punkty harmoniczne; rzucając cztery 
punkty harmoniczne z jakiegokolwiek punktu, otrzymujemy czte­
ry promienie harmoniczne.

— 1.



AD
DC’

ADjeżeli punkt B leży między punktami A i C, to stosunek

jest dodatni, stosunek musi wtedy być ujemny, czyli punkt 

D musi leżeć zewnątrz odcinka AC- gdyby punkt B leżał zewnątrz

BC
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Gdy A, B, (7, D stanowią grupę czterech punktów harmo­
nicznych. to możemy przestawić miejscami punkty A i C, lub 
punkty B i D, lub też obie pary jednocześnie; stosunek anhar- 
moniczny od tego się nie zmieni, i punkty będą nadal harmoni­
cznemu. Aby dowieść tego, mamy wykazać, że gdy jest

{AB CD) = — 1
to jest również:

{CBAD) = (.ADCB) = {CD AB) = — 1.
Otóż mamy:

AB AD_AB . DC
BC 'DC BC . ADr

CB CD _CB . DA 
BA: DA BA . CD {AB CD) ~

AD AB _ AD , BC 
DC ' BC DC . AB {ABCD)
CD CB CD . BA 
DA: BA DA . CB

{ABCD) =

1{CBAD) —

1{ADCB) =

= {ABCD) = — 1{CD AB) =

Na zasadzie tej własności mówimy, że A, C i B, D 
są dwie pary punktów harmonicznie sprzę­
żonych; mówi się też, że punkty A i (7 są harmo­

nicznie sprzężone względem punktów B i D, oraz, że na­
wzajem punkty B i D są harmonicznie sprzężone wzglę­
dem punktów A i C.

Podobnież, jeżeli (abcd) — — 1, to promienie a i c są har­
monicznie sprzężone względem pary promieni bid, oraz nawza­
jem promienie b i d są harmonicznie sprzężone względem pro­
mieni a i c.

Pary punktów 
lub promieni 

harmonicznie 
sprzężonych.

Niech A, C i B, D będą dwie pary punktów har-
1’ołozenie wzn- . « t , . . . . .■, "f~.\ ,
jemnepunktów momczme sprzężonych; równanie: {ABCD) =— 1 mo-

lub promieni . , .harmonicznych, żerny też napisać w postaci:

bj
 A
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odcinka AC, to punkt D leżałby między i i C. A więc: gdy 
dwie pary punktów są harmonicznie sprzężone, 
to jeden punkt każdej pary leży wewnątrz, drugi 
punkt — zewnątrz drugiej pary.

Podobnież przekonać się możemy, że gdy dwie pary 
promieni pęku są harmonicznie sprzężone, to jeden 
promień każdej pary leży wewnątrz, drugi — ze­
wnątrz kąta, utworzonego przez drugą parę pro­
mieni.

Jeżeli przez B oznaczymy punkt, leżący wewnątrz odcinka 
AC, to z równania

AB : BC = — AJ) : DC

wynika, że jeżeli Al) > CD, to AB > BC, i przeciwnie: jeżeli 
AD < CD, to i AB < BC. Stąd wynika, że punkty B i D leżą 
po jednej stronie względem środka odcinka AC, a punkty A i C 
po jednej stronie względem środka odcinka BD, innemi słowy: 
środek odcinka AC leży zewnątrz odcinka BD, a środek odcinka 
BD leży zewnątrz odcinka AC.

Podobnież okazać możemy, że dwusieczna kąta (a, c) leży 
zewnątrz kąta (b, d), a dwusieczna tego ostatniego kąta leży ze­
wnątrz kąta (a, c). Gdy punkt B schodzi się z punktem C, tak, że 
jest: BC =■ 0, to jest także CD — 0, t. j. punkt D również schodzi 
się wówczas z punktem C. Punkt zaś A może zająć wtedy położenie 
dowolne. Podobną własność posiadają cztery promienie harmo­
niczne.

Jako przykład punktów harmonicznych służyć 
mogą: końce jakiegokolwiek odcinka, jego środek, oraz 

punkt nieskończenie daleki na prostej tego odcinka; końce od­
cinka stanowią jedną parę punktów sprzężonych, a jego środek

Przykłady.

i punkt nieskończenie daleki — drugą parę. Rzeczywiście, ozna­
czając końce odcinka przez A, C, jego środek przez a punkt
w nieskończoności przez D^, mieć będziemy:

A Dęc .

W wierzchołku każdego równoległoboku mamy cztery pro­
mienie harmoniczne, mianowicie: para boków sprzężona jest 
względem wychodzącej z tego wierzchołka przekątnej i prostej, 
równoległej do drugiej przekątnej; te cztery promienie przecinają 
bowiem drugą przekątną w punktach harmonicznych.

AC a więc. (AB CD^ — — 1.A = 1CB
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Dwa promienie jakiekolwiek są, harmonicznie sprzężone 
względem dwusiecznych ich kąta, oraz kąta przyległego- jeżeli 
bowiem przetniemy te cztery promienie prostą, prostopadłą do 
jednej z dwusiecznych, to otrzymamy w przecięciu cztery pun­
kty harmoniczne.

U

O)
c b

£>

A C D

B

O

fig. 8.fig. 7.

Gdy dane cztery promienie harmoniczne przetniemy prostą, 
równoległą do jednego z nich, to promień z nim sprzężony roz­
dzieli na połowy odcinek, który na prostej wyznaczą dwa inne 
promienie-, otrzymamy bowiem na prostej cztery punkty harmo­
niczne, z których jeden leży w nieskończoności.

Przytoczone tu przykłady i własności elementów harmonicz­
nych dają nam sposób wykreślenia elementu, sprzężonego z da­
nym względem dwóch innych elementów danych. Niech np. 
szukany będzie punkt D harmonicznie sprzężony z punktem B 
względem A i C (fig. 7). Prowadzimy przez A jakąkolwiek pro­
stą i bierzemy na niej odcinki dowolne, lecz równe: AB' = B'C'. 
Z punktu O, w którym przecinają się proste B'B i C'C, prowa­
dzimy promień równoległy do AC'- promień ten przetnie prostą 
AC w szukanym punkcie D; rzeczywiście, oznaczając przez D'^ 
punkt w nieskończoności na prostej AC', mieć będziemy:

— 1 = (A*B'C'I),00) = O {ABCI)) = {ABCD).
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Niech szukany będzie promień d, harmonicznie sprzężony 
z promieniem b względem promieni a i c (fig. 8). Prowadzimy 
prostą jakąkolwiek równoległą do a\ przetnie ona b i c odpowie­
dnio w punktach B i Cj odcinając CB — BC, otrzymamy punkt 
B, przez który przechodzi promień d\ rzeczywiście, oznaczając 
przez punkt w nieskończoności na prostej BB, mieć bę­
dziemy :

— 1 = (A^BCB) = (<abcd).

Wyprowadźmy pewną własność czterech punktów harmoni­
cznych. Niech punkty A i C będą harmonicznie sprzężone wzglę­
dem punktów 5 i i; niech O będzie środkiem odcinka AC. 
Gdy we wzorze:

AB AB 
BC:BC~

podstawimy (na zasadzie art. 4):

AB = OB — O A, BC—OC — OB = — (OA + OB),

AB = OB — OA, BC = OC — OB = — (OA + OB)

O A1 = OB . OB.to otrzymamy:

Wzór ten jest charakterystyczny dla punktów A, B, C, B, od 
ostatniego bowiem wzoru łatwo jest przejść do pierwszego, 
wyrażającego, że stosunek podwójnego podziału tych punktów 
równy jest —1.

Gdy porównamy związek otrzymany z równaniem, 
określającem punkty podwójne inwolucyi (art. 8), to 
spostrzeżemy, że w inwolucyi przeciwbieżnej punktów 

każda para punktów odpowiednich jest harmonicznie sprzężona 
z parą punktów podwójnych. Przecinając inwolucyę promieni 
prostą dowolną, przekonywamy się następnie, że w inwolucyi 
przeciwbieżnej promieni każda para promieni odpowiednich jest 
harmonicznie sprzężona z parą promieni podwójnych.

Elementy 
harmoniczne 
w inwolucyi.
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§ 2. Zarys teoryi stożkowych.
10. Powierzchnia stożkowa, rzucająca koło z ja­

kiegokolwiek punktu, nie leżącego na płaszczyźnie ko­
ła, nazywa się powierzchnią stożkową kołową. 

Przekrój płaski tej powierzchni nazywa się przecięciem stoż- 
kowem, krócej linią stożkową, lub poprostu stożko­
wą. Stożkowa jest więc rzutem koła, i, jako taka, posiada wszy­
stkie własności rzutowe koła; przenosząc kilka takich własności 
bezpośrednio na stożkową, powiedzieć możemy: że prosta, leżąca 
na płaszczyźnie linii stożkowej, przecina tę ostatnią najwyżej 
w dwóch punktach; że z punktu, leżącego na płaszczyźnie linii 
stożkowej, można poprowadzić najwyżej dwie styczne do niej; 
że w punkcie na stożkowej można poprowadzić tylko jednę sty­
czną do niej; że styczna do stożkowej posiada z nią tylko punkt 
styczności wspólny. W geometryi nazywa się rzędem krzywej 
płaskiej - największa liczba punktów, w których krzywą tę prze­
ciąć może linia prosta, a klasą krzywej płaskiej — największa 
liczba stycznych, jaką można poprowadzić do niej z jednego 
punktu. Linia stożkowa jest zatem krzywą rzędu dru­
giego i klasy drugiej.

Stożkowa, jako 
koła.rzut

Będziemy oznaczali koło przez ku stożkową, będącą jego 
rzutem, przez k.

Stożkowa może mieć punkty w nieskończonej od- 
stożkowydi6 ległości. Pod względem liczby tych punktów możhwe 

są trzy kategorye stożkowych:
1) Jeżeli płaszczyzna rzutu ma takie położenie względem 

koła kt, że to ostatnie nie ma punktu wspólnego z płaszczyzną 
zniknienia, to stożkowa k nie ma wcale punktów w nieskończo­
ności; taka stożkowa nazywa się elipsą; koło jest szczególnym 
przypadkiem elipsy.

2) Gdy płaszczyzna zniknienia przecina koło kt w dwóch 
punktach, to stożkowa k ma dwa punkty w nieskończoności; 
taką stożkową nazywamy hyperbolą; rzuty stycznych do koła 
w punktach przecięcia się z płaszczyzną zniknienia są stycznemi 
do hyperboli w jej nieskończenie dalekich punktach i nazywają 
się asymptotami hyperboli.

Wreszcie 3) gdy koło kt ma z płaszczyzną zniknienia jeden 
tylko punkt wspólny, tak że styczna do koła w tym punkcie
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leży w płaszczyźnie zniknienia, to stożkowa k ma jeden punkt 
w nieskończoności; nazywamy ją w tym przypadku parabolą.

Elipsa więc nie ma z prostą nieskończenie odległą żadnego 
punktu wspólnego, hyperbolę przecina ta prosta w dwóch pun­
ktach, wyznaczonych przez kierunki asymptot, a paraboli dotyka 
ona w jednym punkcie.

W rozdziale V-ym podane będą metody kreślenia stoż­
kowych za pomocą przecinania powierzchni stożkowej kołowej 
płaszczyznami; w końcu zaś rozdziału niniejszego podamy wy­
kreślenia stożkowych, oparte na innej zasadzie (art. 26).

Teraz przystąpimy do zbadania zasadniczych własności stoż­
kowych na zasadzie ich określenia, jako rzutów koła. W tym 
celu wyłożymy najprzód pewne własności koła.

Potęga punktu 
względem koła. 11. Niech dane będzie koło i punkt O gdziekol­

wiek na płaszczyźnie koła; poprowadźmy przez O pro­
stą dowolną; wiadomo jest, że iloczyn odległości punktu O od 
punktów przecięcia się tej prostej z kołem jest stały dla wszyst­
kich prostych; iloczyn ten nazywa się potęgą punktu O 
względem koła danego; gdy punkt O leży zewnątrz koła, to 
potęga jego jest równa kwadratowi stycznej, poprowadzonej 
z niego do koła; potęga ta jest wówczas dodatnią; potęga 
punktu leżącego wewnątrz koła jest ujemna, wreszcie potęga 
punktu okręgu koła jest równa zeru. Gdy dane są dwa koła, to 

miejscem geometrycznem punktów, mających wzglę­
dem obydwóch kół jednakową potęgę, jest pewna pro­

sta, prostopadła do prostej, łączącej środki kół; to miejsce geo­
metryczne nazywa się osią potęgową albo osią pierwia- 
stną dwóch kół. Gdy dane są trzy koła, to punkt przecięcia 
się osi potęgowych dwóch par kół posiada jednakową potęgę 
względem wszystkich trzech kół; musi on więc leżeć i na osi 
potęgowej trzeciej pary kół.

Wykreślenie osi potęgowej dwóch kół nie przedstawia tru­
dności: gdy dane koła przecinają się, to ich oś potęgowa prze­
chodzi przez ich punkty przecięcia się; jeżeli zaś koła dane nie 
przecinają się, to kreślimy trzecie koło pomocnicze, przecinające 
obydwa dane; punkt przecięcia się osi potęgowych trzeciego 
koła z każdem z kół danych należy do osi potęgowej szukanej.

Oś potęgowa 
dwóch kół.
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Nieeh dane będzie koło kt i punkt O (fig. 9 i 10). 
Wykreślmy drugie koło k2, którego średnicą byłby od­

cinek, łączący punkt O ze środkiem koła kt- oczywiście koło k2 
jest miejscem geometrycznem środków cięciw koła ku przecho­
dzących przez punkt O. Wykreślmy następnie oś potęgową kół 
kt i k2. Twierdzimy, że na każdej prostej, przechodzącej przez O 
i przecinającej koło kt w punktach A i B, a oś potęgową w pun­
kcie C, punkty O i C są harmonicznie sprzężone względem A i P;

Punkty 
harmoniczne 

w kole.

O

4

U
c

p

*,

fig. 9.

dowiedziemy tego. Ponieważ punkt C ma tę samą potęgę wzglę­
dem kół kt i k2, to mamy: CA . CB ~ CO . CP, gdzie P jest 
oczywiście środkiem odcinka AB. W równaniu powyższem za­
warte jest nasze twierdzenie; aby je na jaw wydobyó, podsta­
wiamy w niem:

CA = PA — PC,
CB = PB — PC — — (PA + PC) 
CO — PO — PC,
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i otrzymujemy:

PC2 — PA2 + PC (.PO — PC) = 0

czyli:

przez co twierdzenie nasze jest dowiedzione (art. 9).
W szczególnym przypadku, gdy punkt O leży na okręgu 

koła oś potęgowa kół ht i Jc2 jest styczną do koła w pun­
kcie O. Ponieważ w tym przypadku w punkcie O schodzą się 
punkty A i B, to punkt O jest harmonicznie sprzężony z każ­
dym punktem stycznej i odwrotnie, każdy punkt stycznej jest 
harmonicznie sprzężony z punktem O względem schodzących 
się w tymże punkcie O punktów A i I>.

PA2 = PO . PC,

C

A

O

'P
4

4B

fig. 10.

12. Przeniesiemy teraz na stożkowe te z powyżej wyłożo­
nych własności koła, które posiadają charakter własności rzu­
towych.

Będziemy nazywali dwa punkty harmonicznie 
sprzężonemi (albo krócej sprzężonemi) wzglę­

dem stożkowej, kiedy punkty te są harmonicznie sprzężone 
względem punktów przecięcia się łączącej je prostej ze stożkową.

Biegun 
i biegunowa.
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Ponieważ rzutem prostej jest prosta, a rzutem 4-ch punktów har­
monicznych są znów cztery punkty harmoniczne, to z artykułu 
poprzedniego wynika, że wszystkie punkty, sprzężone 
z jednym punktem danym, leżą na linii prostej. Pro­
sta ta nazywa się biegunową punktu danego, a punkt dany 
względem swej biegunowej nazywa się jej biegunem.

Punkty Mówimy o punkcie, ze leży wewnątrz stozko-
wewnętrzne ...... . . , .i zewnętrzne, wej, gdy j ego biegunowa me przecina stożkowej, ze­
wnątrz zaś stożkowej w przeciwnym razie. Biegunową punktu 
na stożkowej jest styczna do stożkowej w tym punkcie; odwro­
tnie, biegunem stycznej do stożkowej jest jej punkt styczności. 
Ponieważ proste, łączące biegun z punktami przecięcia się bie­
gunowej ze stożkową, są stycznemi do stożkowej w tych pun­
ktach przecięcia się, to widzimy, że z punktu, leżącego zewnątrz 
stożkowej, można do niej poprowadzić dwie styczne, a z punktu, 
leżącego wewnątrz stożkowej, nie można do niej poprowadzić 
żadnej stycznej.
własności dua- Niech biegunową punktu A będzie prosta a; gdy 
ndwT'‘btoguno- na tej prostej obierzemy jakikolwiek punkt B, to punkt 

A będzie z nim sprzężony, wskutek czego biegunowa b 
punktu B przechodzi przez punkt A. Gdy punkt B przebiega 
prostą a, jego biegunowa b opisuje pęk prostych z wierzchołkiem 
w A, to jest: gdy punkt przebiega prostą, biegunowa 
punktu obraca się około bieguna prostej; odwrotnie 
też: gdy prosta obraca się około punktu, biegun 
prostej przebiega biegunową punktu.

Pęk promieni, utworzony przez biegunowe, jest 
rzutowo pokrewny z szeregiem punktów, utworzo­
nym przez bieguny. Rzeczywiście, dla koła ma to miejsce, 
albowiem wówczas pęk biegunowych równy jest pękowi promie­
ni, rzucających szereg biegunów ze środka koła (promienie jedne­
go z tych pęków prostopadłe są do odpowiednich promieni dru­
giego); przez rzut przenosi się ta własność i na stożkową jaką­
kolwiek.

wych.

13. Biegun prostej nieskończenie dalekiej nazywa 
się środkiem stożkowej. Z tego określenia i z arty­

kułów 10 i 12 wynika, że środek elipsy leży wewnątrz niej, śro­
dek hyperboli — zewnątrz, a środek paraboli na niej samej, mia­
nowicie w jej nieskończenie dalekim punkcie. Ze środka elipsy 
nie można więc prowadzić do niej stycznych, ze środka hyperbo­
li wychodzą dwie styczne, dotykające hyperboli w jej nieskoń-

Środek 
stożkowej.



§ 2. Zarys teoryi stożkowych. 29

czenie dalekich punktach; są to znane nam już asymptoty hy- 
perboli; przez środek paraboli przechodzi jedna styczna do niej, 
mianowicie prosta w nieskończoności.

Proste, przechodzące przez środek stożkowej, na­
zywają się średnicami. Gdy średnica przecina stoż­

kową, to pod nazwą średnicy rozumie się też odcinek tej prostej, 
zawarty pomiędzy punktami przecięcia się ze stożkową; w tym 
przypadku środek stożkowej dzieli średnicę na połowy, jest on 
bowiem harmonicznie sprzężony z nieskończenie dalekim pun­
ktem średnicy względem końców tej ostatniej. Średnice elipsy 
są wszystkie ograniczone; hyperbola posiada średnice ograniczone 
i nieograniczone. Średnice paraboli, jako proste przechodzące 
przez punkt nieskończenie daleki tej krzywej, są wszystkie 
równoległe.

Średnice
stożkowej.

Biegun średnicy leży w nieskończoności. Gdy je­
dna średnica przechodzi przez nieskończenie daleki bie­

gun drugiej, to druga średnica przechodzi przez nieskończenie 
daleki biegun pierwszej; dwie takie średnice nazywają się 
sprzężonemi. W kole każde dwie średnice wzajemnie pro­
stopadłe są sprzężone. Jeżeli w stożkowej prowadzić będzie­
my cięciwy równoległe do jednego kierunku, to środki tych 
cięciw są harmonicznie sprzężone z ich punktem nieskończe­
nie dalekim; środki te więc leżą na średnicy, sprzężonej z ró­
wnoległą do nich średnicą. Innemi słowy: każda średnica 
dzieli na połowy wszystkie cięciwy, równoległe do 
średnicy, z nią sprzężonej. Na tej zasadzie mówimy 
o średnicy, sprzężonej z danym kierunkiem cięciw. 
Parabola nie ma oczywiście średnic sprzężonych; mimo to każda 
średnica jest sprzężona z pewnym kierunkiem cięciw, które 
dzieli na połowy. W hyperboli asymptota, jako jedna ze średnic, 
jest sprzężona sama z sobą, albowiem jej nieskończenie daleki 
punkt jest zarazem jej biegunem.

Styczne w punktach przecięcia się średnicy ze 
stożkową są równoległe do kierunku z nią sprzężonego, 

gdy bowiem punkt styczności, jako biegun stycznej, leży na śre­
dnicy, musi styczna ta przejść przez biegun średnicy, t. j. być ró­
wnoległą do cięciw, dzielonych przez tę średnicę na połowy.

Jeżeli wpiszemy w stożkową równoległobok PQBS (fig. 11 
i 12), to punkt M przecięcia się przekątnych IiP i QS, jako śro­
dek tych przekątnych, jest harmonicznie sprzężony z nieskończe­
nie dalekiemi punktami tych prostych, M jest przeto środkiem

Średnice
sprzężone.

Styczne 
w końcach 
średnicy.
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stożkowej. Średnice równoległe do boków równoległoboku są 
sprzężone, albowiem np. średnica równoległa do RS dzieli na 
połowy cięciwy RQ i PS. Styczne w punktach P, Q, R, S two­
rzą równoległobok AR CD. Rozważanie zupełnie elementarne 
prowadzi do wniosku, że przekątne BD i CA tego równoległobo­
ku, opisanego na stożkowej, przecinają się w punkcie' M i są ró­
wnoległe odpowiednio do prostych QR i RS\ te przekątne są 
więc średnicami sprzężonemi.

B

r! X \

/>uV
pM

B

r lł&R
P

<s

D

fig. 11. fig. 12.

14. Jeżeli do każdej średnicy elipsy lub hyperboli uważać 
będziemy jako odpowiadającą jej średnicę z nią sprzężoną, to ogół 
wszystkich średnic stożkowej rozpatrywać możemy jako dwa pęki 
promieni o wspólnym wierzchołku-, pęki te są rzutowo pokrewne na 
zasadzie art. 12, a ponieważ dwie średnice sprzężone odpowiadają 
sobie wzajemnie, to pęki te tworzą inwolucyę. Z art. 8 wynika, 
że wśród wszystkich, nieskończenie wielu par średnic sprzężonych 

istnieje jedna para prostopadłych do siebie; te dwie średnice 
szczególne nazywają się osiami stożkowej. Art. 8 daje 

też sposób wykreślenia kierunków osi, gdy dane są kierunki 
dwóch par średnic sprzężonych.

W paraboli istnieje jedna średnica prostopadła do kierunku 
sprzężonych z nią cięciw; średnica ta nazywa się osią paraboli.

Stożkowa jest symetryczna względem każdej osi.

Osie.
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Punkty, w których osie przecinają stożkową, na­
zywają się wierzchołkami stożkowej. Elipsa ma 

cztery wierzchołki, hyperbola dwa, gdyż jedna tylko oś przecina 
hyperbolę; parabola ma jeden wierzchołek.

Styczna do stożkowej w wierzchołku jest prostopadła do 
osi, na której leży ten wierzchołek.

Zwrócimy jeszcze uwagę na pewną własność hy- 
perboli. Gdy uważać będziemy średnice sprzężone hy- 

perboli, jako odpowiadające sobie promienie inwolucyi pęku 
o wierzchołku w środku, to asymptoty, jako odpowiadające sobie 
samym, będą promieniami podwójnemi tej inwolucyi; każde 
przeto dwie średnice sprzężone hyperboli są harmonicznie sprzę­
żone względem jej asymptot (art. 9, koniec). Z tej własności 
wynika dalej, że środek odcinka prostej, zawartego między asym- 
ptotami, leży na średnicy sprzężonej z kierunkiem tego odcinka.

Wierzchołki.

Pewna własność 
hyperboli.

L

A

'/>

9

o

K

fig. 13.

Niech pewna prosta p (fig. 13) przecina hyperbolę w pun­
ktach A i B, a asymptoty w punktach K i P; średnica ą, sprzę­
żona z kierunkiem p, przetnie p w punkcie P, który będzie środ­
kiem zarówno odcinka AB, jak i odcinka KL\ stąd wynika, jako 
ważne twierdzenie, że AL = BK.
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Twierdzenie powyższe posłużyć nam może do wy­
kreślenia hyperboli, gdy dane są, jej asymptoty i jeden 

punkt krzywej; jakoż na każdym promieniu, przechodzącym przez 
punkt dany, znajdziemy przy pomocy własności dowiedzionej 
inny punkt hyperboli, leżący na tej samej gałęzi; drugą gałąź 
wykreślimy na zasadzie symetryi względem środka, którym jest 
punkt przecięcia asymptot.

Wykreślenie 
hyperboli 

z asymptot.

szeregi i pęki 15. Zajmijmy się teraz szeregiem innych własno- 
krewne w kole. ści stożkowych, które posłużą nam do wykreślenia 
stożkowej, gdy daną będzie dostateczna liczba punktów lub 
stycznych.

Gdy dwa jakiekolwiek punkty S i St na okręgu koła przyj­
miemy za wierzchołki pęków promieni, a za odpowiadające sobie 
uważać będziemy promienie, przecinające się na okręgu koła, to 
dwa te pęki promieni będą równe; wynika to z równości kątów 
wpisanych w koło i opierających się na tym samym łuku koła. 
W szczególności promieniowi SSt, uważanemu, jako promień 
pęku S, odpowiada w pęku Si styczna do koła w punkcie Si: 
a uważanemu, jako promień pęku St, odpowiada w pęku S sty­
czna do koła w punkcie S.

Z tego twierdzenia wyprowadzimy zaraz inne przy pomo­
cy następującego twierdzenia pomocniczego. Niech A, B, C, B, E 
będą jakiekolwiek pięć punktów na okręgu koła, i niech styczne 
w punktach B, C, B, E do koła przetną styczną w punkcie A 
w punktach B', C', B', E', wtedy (B'C'B'E') = A (BCBE). Rze­
czywiście, gdy przez M oznaczymy środek koła, to promienie 
MB', MC, MB' ME' są odpowiednio prostopadłe do promieni 
AB, AC, AB, AE, pęk więc A (BCBE) jest rzutowo pokrewny 
(równyl z pękiem A(B'CB'E'), ten zaś ostatni — rzutowo pokre­
wny z szeregiem czterech punktów: B', C', B', E'.

Na zasadzie tego twierdzenia otrzymujemy z twierdzenia 
poprzedniego własność następującą. Gdy dwie jakiekolwiek sty­
czne do koła: t i tt uważać będziemy jako podkłady szeregów 
punktów, a za odpowiadające sobie uważać będziemy punkty, 
wyznaczone na nich przez inne styczne do koła, to dwa te sze­
regi punktów będą rzutowo pokrewne. W szczególności punkto­
wi przecięcia się prostych t i tA, uważanemu jako punkt szeregu t, 
odpowiada w szeregu tx punkt styczności tej prostej, a uważane­
mu, jako punkt szeregu ti} odpowiada punkt styczności prostej t.

Przez rzut środkowy przenosimy własności koła tu wyłożo­
ne na stożkowe, możemy więc powiedzieć:
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Szeregi i pęki 
rzutowo pokre­
wne w stożko­

wej.

10. Pęki promieni, rzucających wszyst­
kie punkty stożkowej zjakichkolwiek dwóch 
jej punktów, są rzutowo pokrewne; stycznym 

do stożkowej w wierzchołkach pęków odpowiada promień wspól­
ny dwóch pęków -(fig. 14).

Szeregi punktów, w których wszystkie styczne 
do stożkowej przecinają d wie j akiekolwiek z nich, 
są rzutowo pokrewne; punktom styczności podkładów sze­
regów odpowiada punkt przecięcia się tych podkładów (fig. 15). 

Twierdzenia te można też odwrócić, a mianowicie:
Punkty przecięcia się promieni odpo- 

Btpęki7zeutowoZ wiednich dwóch pęków rzutowo pokrewnych 
są punktami stożkowej, przechodzącej przez 

wierzchołki pęków (naturalnie, jeżeli pęki te nie mają poło­
żenia szczególnego, kiedy promienie odpowiadające sobie przeci­
nają się na jednej prostej — p. art. 6); promienie, odpowiadające 
promieniowi wspólnemu dwóch pęków, są styczne do stożkowej 
w wierzchołkach pęków.

Utworzenie

pokrewne.

t

V
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fig. 15.fig. 14.

Proste, łączące punkty odpowiadające 
sobie w dwóch szeregach rzutowo pokrew­
nych, są styczne mi do stożkowej, dotykają­

cej podkładów szeregów (naturalnie, jeżeli szeregi te nie 
mają położenia szczególnego, kiedy proste, łączące punkty odpo-

Geometrya wykreślna.

Utworzenie 
stożkowej przez 
szeregi rzutowo 

pokrewne.

3



fig. 16. fig. 17.

Zobaczmy teraz, jak określa się rodzaj stożkowej, wyzna­
czonej przez dwa szeregi punktów rzutowo pokrewne. Jeżeli 
dane dwa szeregi są, podobne, to nieskończenie dalekie punkty 
odpowiadają, sobie nawzajem, prosta w nieskończoności jest 
jedną ze stycznych do stożkowej; ta ostatnia jest zatem parabolą.

*) Czytelnik znajdzie jc w dziełach specyalnych o geometryi położenia; możemy 
też wskazać dowodzenie w podręczniku: Eoliu i Papperitz, Lehrbuch der darstel- 
lenden Geometrie, Lipsk, 1893 t. I, § 304. M. A. Baraniecki, „Przecięcia stożkowe” 
Warszawa 1885.

wiednie przecinają się wszystkie w jednym punkcie — art. b); 
punkty, odpowiadające punktowi wspólnemu dwóch szeregów, 
są punktami styczności podkładów szeregów.

Dowodzenie tych twierdzeń odwrotnych pomijamy*).
Rodzti. sio,_ 17. Gdy dane są dwa rzutowo pokrewne pęki 
kowej, utwo- promieni, to wyznaczona przez nie stożkowa iest elip- 
powyższym. parabolą lub hyperbolą, stosownie do tego, czy 

w pękach tych niema promieni odpowiednich równoległych, czy 
jest jedna para takich promieni lub też czy dwie są takie pary. 
Jeżeli jeden pęk przeniesiemy równolegle tak, aby jego wierzcho­
łek zeszedł się z wierzchołkiem drugiego, to kwestya powyższa 
sprowadza się do tego, czy dwa pęki rzutowo pokrewne o wspól­
nym wierzchołku nie mają promienia podwójnego, czy mają jeden 
promień podwójny lub dwa. Stąd widzimy, że dwa pęki prze­
ciwbieżne wyznaczają zawsze hyperbolę, równobieżne zaś mogą 
wyznaczać każdy z trzech typów stożkowej.
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Jeżeli dane dwa szeregi nie są podobne, to mogą one wyznaczać 
elipsę lnb hyperbolę. Niech dwa te szeregi będą g i h (fig. 16 
i 17); punktowi w nieskończoności Ux na prostej h niech odpowiada 
punkt TJna prostej g, a punktowi w nieskończoności Vna prostej g 
niech odpowiada punkt Vx na prostej h. Punktowi przecięcia się 
prostych g i li niech odpowiadają na nich punkty G i HX. Popro­
wadźmy przez U i G równoległe h' i li" do h, a przez Vx i Hx — 
równoległe g' i g" do g. Punkt nieskończenie daleki V leży ze­
wnątrz stożkowej, albowiem z niego wychodzą dwie styczne do 
stożkowej: g i g'; prosta w nieskończoności leży zewnątrz pasa 
między g i g', jeżeli zatem prosta ta przecina stożkową, to wszyst­
kie proste wychodzące z V (t. j. równoległe do g i g') i nie leżące 
między g i g', przecinają stożkową, zaś wychodzące z V i leżące 
między g i g' nie przecinają jej; jeżeli zaś prosta w nieskończo­
ności nie przecina stożkowej, to jest odwrotnie. Lecz prosta g" 
równoległa do g i g' przecina stożkową, a zatem, jeżeli g" leży 
między g i g', to prosta w nieskończoności nie przecina stożkowej 
i ta ostatnia jest elipsą, jeżeli zaś g" nie leży między g i g', to 
prosta w nieskończoności przecina stożkową, i ta ostatnia jest hy- 
perbolą. To samo kry tery um dają proste ń, h' i li". 
p. ipuukt(5w 18. Stożkowa jest zupełnie określona, gdy dane są 
wyznaczają pięć jej punktów. Niech dane będą punkty A, B, C, B, E.

Uważamy pęk A (CDE) za rzutowo pokrewny z pękiem 
B (CDE); wykreślając promienie odpowiednie dwóch pęków, otrzy­
mamy z ich przecięcia się punkty stożkowej. Dla ułatwienia wy­
kreślenia poprowadzimy przez punkt C dowolne dwie proste a i 6; 
niech punkty przecięcia się prostej a z promieniami pęku A będą 
C, Dx, Ex, a punkty przecięcia się prostej b z promieniami pęku B: 
C, Z>2, B%. Szeregi na prostych a i b są rzutowo pokrewne, a że 
mają punkt C wspólny odpowiadający samemu sobie, to wszyst­
kie proste, łączące punkty odpowiednie, przecinają się w jednym 
punkcie. Niech punkt przecięcia się prostych 1)XD2 i EXE2 bę­
dzie S, wtedy każdy promień pęku S przecina a i b w punktach 
odpowiednich, a łącząc te punkty odpowiednio z A i B, otrzy­
mamy promienie odpowiednie pęków A i B.

Niech prosta AB przecina proste a i b odpowiednio 
w punktach Kx i L2; wyznaczamy odpowiednie punkty 
K2 i Li, wtedy ALX jest styczną do stożkowej w punk­

cie A, a BK2—styczną do stożkowej w punkcie B. W ten spo­
sób, gdy dane są pięć punktów stożkowej, można w każdym 
z tych punktów wyznaczyć styczną.

Styczne 
do stożkowej 
w punktach 

danych.
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Można też wykreślić punkty lub styczne stożkowej, gdy 
dane są pięć stycznych, lub cztery punkty i styczna w jednym 
z nich, trzy punkty i styczne w dwóch z nich i t. p. Pomijamy 
wszakże te konstrukcye według powyższej metody, podamy na­
tomiast rozwiązanie tych zadań na zasadzie dwóch twierdzeń, 
jakie teraz wyłożymy.

19. Twierdzenie Pascala"). Gdy w stoż­
kową wpiszemy sześciokąt jakikolwiek, to 

punkty przecięcia się trzech par boków przeciwle­
głych leżą na jednej prostej, t. z w. prostej Pascala.

Sześciokąt 
wpisany 

w stożkową.

3
U

5/
P -v

\6

Z
fig. 18.

Niech 1, 2, 3, 4, 5, 6 będzie sześciokątem danym (fig. 18); boki 
przeciwległe 12 i 45 niech przecinają się w punkcie P, boki 23 
i 56 w $, wreszcie boki 34 i 61 w B. Oznaczamy punkt prze­
cięcia prostych 34 i 56 przez $, a prostych 45 i 61 przez T. 
Pęki 12, 14, 15, 16 i 32, 34, 35, 36 są rzutowo pokrewne (art. 16), 
lecz 1 (2456) = (P45P), a 3 (2456) = ($$56), zatem (P45P) 
= ($$56); lecz punkt 5 jest wspólny dla obydwóch szeregów 
P45P i $$56, wskutek tego proste P$, 4$ i T6 przecinają się 
w jednym punkcie, t. j. punkt B leży na prostej P$, co było 
do dowiedzenia.

Twierdzenie Brianchon a*) **). Proste, łączą­
ce wierzchołki przeciwległe sześciokąta opi­

sanego na stożkowej, przecinają się w jednym pun­
kcie, t. zw. punkcie Brianchona.

Sześciokąt 
opisany 

na stożkowej.

*) Pascal: „Essais pour les coniąues”; twierdzenie swoje Pascal nazywa 
„liexagrammuxn mysticum”.

**) Podane w rozprawie: „Memoire sur les lignes du second ordre”. Paryż 1817.



Oznaczmy przez I, II7 III, IV,
V i VI boki sześciokąta opisanego 
(figura 19). Przez I-II rozumiejmy 
punkt przecięcia się prostych I i II 
i anal. Niech prosta p łączy wierz­
chołki przeciwległe I-II i IV-V, pro­
sta q — II-III i V-VI, a prosta r —
III- IV i VI-I. Oznaczmy przez s pro­
stą, łączącą punkty III-IV i V-VI, 
a przez t — prostą, łączącą punkty
IV- V i VI-I. Szereg czterech pun­
któw, w których prostą I przecinają 
proste II,IV,V,VI, jest rzutowo pokrewny z szeregiem czterech 
punktów, w których te same proste przecinają prostą III (art. 16). 
Pierwszy szereg rzucony jest z punktu IV-V przez promienie 
p, IV, V, t, a drugi szereg z punktu V-VI przez promienie q, s 
V, VI, te dwa pęki są zatem rzutowo pokrewne, a ponieważ 
promień V jest w nich wspólny, to punkty pq: IVs, £VI leżą na 
jednej prostej, t. j. prosta r przechodzi przez punkt pq, co było 
do dowiedzenia.

5€\ r

w
łS \

(P 4
i 7 ^v

fig. 19.

/

Wykreślenie 
stożkowej z pię­
ciu punktów.

20. Niech dane będą pięd punktów 1, 2, 3, 4, 5, 
przez które poprowadzić chcemy stożkową. Prowadź­

my proste 12, 23, 34, 45, oraz przez 5 dowolną prostą a\ punkty 
przecięcia się prostych 12 i 45 oraz prostych 23 i a wyznaczają 
prostą Pascala dla sześciokąta wpisanego w stożkową, którego 
pięć wierzchołków są pięć punktów danych, a szósty leży na 
prostej a\ gdy przeto punkt przecięcia się prostej 34 z prostą 
Pascala połączymy z punktem 1, to tak poprowadzona prosta 
przetnie a w szóstym punkcie, leżącym na stożkowej; obierając 
dowolnie prostą a, otrzymamy dowolną liczbę nowych punktów 
stożkowej.

Gdy dwa wierzchołki przyległe w szesciokącie
Wykreślenie J

stożkowej wpisanym schodzą się razem, to prosta, ie łącząca,z czterech pun- / * , V • u n lt/T • i •
któw i stycznej staje się styczną w tym wierzchołku. Możemy, dzię- 

iub z trzech ’ ki tej uwadze, za pomocą prostej Pascala wykreślić
punktów i stycz- . ' - , . .
nych w dwóch styczną do stożkowej w każdym z punktów danych, 

jakoteż wykreślić punkty stożkowej, gdy dane są 
cztery punkty stożkowej i styczna w jednym z nich, lub trzy 
punkty i styczne w dwóch z nich.

37§ 2. Zarys teoryi stożkowych.
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Niech dane będą pięć stycznych do stożkowej 
l, II, III, IV, V i chciejmy wykreślić dowolną liczbę 
stycznych, obwodzących tę stożkową. Obieramy na V 

dowolny punkt A- prosta, łącząca punkty I-II i IV-V, oraz pro­
sta, łącząca punkty II-III i A, przecinają się w punkcie Brian- 
chona dla sześciokąta opisanego na stożkowej, mającego pięć 
boków I, II, III, IV, V, a szósty bok którego przechodzi przez 
punkt A- gdy przeto połączymy punkt A z punktem, w którym 
prostą I przecina prosta, łącząca punkt Brianchona z punktem 
III-IV, to otrzymamy szóstą styczną do stożkowej. Obierając 
punkt A dowolnie na V, otrzymamy dowolną liczbą? stycznych 
do stożkowej.

Wykreślenie 
stożkowej z pię­

ciu stycznych.

Wykreślenie dwa boki przyległe sześciokąta opisanego
strech°sTycznych' zlewają się w jednę prostą, to punkt ich przecięcia 

* no ś'ci1 jednej2" sIaie si§ punktem styczności tej prostej. Możemy 
z 3Vh stycznych dzi§ki tej uwadze za pomocą punktu Brianchona wy- 
1 Pności“dwSóchZ' kreślić punkty styczności pięciu stycznych danych, 

jakoteż wykreślić styczne do stożkowej, gdy dane są 
cztery styczne i punkt styczności jednej z nich, albo trzy stycz­
ne i punkty styczności dwóch z nich.

Ponieważ jedna styczna do paraboli jest zawsze
Cztery elementy, . . . . . . , , .wyznaczające wiadomą, miano wicie prosta w nieskończoności, to pa- 

paiahol‘' rabola jest w zupełności wyznaczona, gdy dane są cztery 
jej styczne, lub trzy styczne i punkt styczności jednej z nich 
lub dwie styczne i punkty ich styczności. Gdy dany jest kie­
runek średnic, to wiadomy jest przez to punkt w nieskończono­
ści na paraboli; parabola jest przeto wyznaczona, gdy dane są, 
oprócz kierunku średnic, trzy styczne, lub dwie styczne i punkt 
styczności jednej z nich, lub dwa punkty i styczna w jednym 
z nich, lub trzy punkty. We wszystkich tych przypadkach do 
wykreślenia paraboli zastosować można twierdzenie Pascala lub 
Brianchona.

z nich.

§ 3, Właściwości rzutu równoległego.

21. W rozważaniach powyższych zakładaliśmy 
prostokątny. zawsze, że środek rzutu znajduje się w odległości 

skończonej. Niech teraz środek rzutu przejdzie do nieskończo­
ności; wszystkie promienie rzucające będą wówczas do siebie

Rzut równoległy 
i w szczególności
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równoległe; ta szczególna postać rzutu środkowego nazywa się 
wskutek tego rzutem, równoległym, gdy kierunek promieni 
rzucających prostopadły jest do płaszczyzny rzutu, to mamy 
rzut równoległy prostokątny, albo krótko: rzut pro­
stokątny.

W rzucie . równoległym rzutem punktu jest punkt, rzutem 
prostej — prosta. Krzywa linia rzucana jest nie przez powierzch­
nię stożkową rzucającą, lecz przez powierzchnię walcową 
rzucaj ącą.

W rzucie środkowym w ogólnym przypadku punkt, znaj­
dujący się w odległości skończonej, mógł być rzucony w nieskoń­
czoność, w rzucie zaś równoległym każdy punkt w odległości 
skończonej ma rzut również w odległości skończonej, tylko rzuty 
punktów w nieskończoności są punktami w nieskończoności. 
Wynika to z tego, że wraz ze środkiem rzutu przesuwa się 

w nieskończoność i płaszczyzna zniknienia. Wskutek 
tej właściwości rzutu równoległego proste równoległe 
pozostają równoległemi po rzucie, a proste przecinające 

się nigdy nie mają rzutów równoległych. Odcinki równe jednej 
prostej lub prostych równoległych pozostają równemi po rzucie;

ogólniej, stosunek zwyczajny dwóch odcinków jednej 
prostej lub prostych równoległych zostaje zachowany, 
a tern samem zachowany zostaje stosunek anharmoni- 

czny czterech punktów prostej, a że rzutem pęku promieni prze­
ciętych prostą jest pęk promieni przeciętych prostą, to stosunek 

anharmoniczny czterech promieni pęku również zostaje
Zachowanie ^ . 1 * *

pokrewieństwa zachowany. Rzutem więc szeregów punktów rzutowo 
pokrewnych oraz pęków promieni rzutowo pokrewnych 

są również szeregi punktów rzutowo pokrewne, względnie pęki 
promieni rzutowo pokrewne, rzutem inwolucyi — inwolucya. 
W szczególności rzutem szeregów równych są szeregi równe, 
szeregów podobnych — szeregi podobne.

22. Rzutem równoległym koła jest elipsa. 
Jeżeli bowiem wszystkie punkty koła rzucimy z dwóch 

jego punktów, to otrzymamy dwa pęki promieni równe; ich 
rzutem równoległym będą dwa pęki promieni rzutowo pokrewne; 
takie dwa pęki wyznaczają, jak wiadomo, przez punkty przecię­
cia się promieni odpowiadających sobie stożkową, przechodzącą 
przez wierzchołki pęków; w tym przypadku stożkową tą może być 
tylko elipsa, albowiem nie ma ona punktów w nieskończoności,

Zachowanie
równoległości

Zachowanie 
stosunku dwóch 
odcinków ró­
wnoległych.

Elipsa, jako 
rzut równoległy 

koła.
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gdyż nie ma ich również koło. Środek elipsy, będącej rzutem 
równoległym koła, jest rzutem środka koła; rzutem średnic koła 
są średnice elipsy; średnice prostopadłe koła dają w rzucie śre­
dnice sprzężone elipsy.

Twierdzenie powyższe można też odwrócić; a mianowicie: 
każda elipsa uważana być może jako rzut równoległy 
koła, przy dowolnie wyznaczonym kierunku promieni rzucają­
cych. Dowodzenie tego twierdzenia pomijamy (por. art. 16).

Gdy rzut równoległy jest prostokątny, to długość 
rzutu każdego odcinka prostej równa jest długości sa­
mego odcinka, pomnożonej przez dostawę kąta nachy­

lenia prostej tego odcinka względem płaszczyzny rzutu. Gdy 
rozważymy rzut prostokątny koła, to średnica jego, równoległa 
do płaszczyzny rzutu, oraz średnica do poprzedniej prostopadła 
będą miały, jako rzuty, osi elipsy; pierwsza z tych średnic za­
chowa przy rzucie swoją długość, rzut drugiej będzie mniejszy 
od niej w stosunku dostawy kąta płaszczyzny koła z płaszczyzną 
rzutu, więc rzutem pierwszej średnicy będzie oś wielka elipsy, 
rzutem drugiej — oś mała.

Zaznaczymy (dla zastosowania w następstwie), że kąt prosty, 
którego jedno ramię jest równoległe do płaszczyzny rzutu, zosta­
je kątem prostym w rzucie prostokątnym. Jakoż, oznaczmy 
przez a ramię kąta równoległe do płaszczyzny rzutu, przez b — 
drugie ramię, wtedy prosta a jest prostopadła do płaszczyzny 
rzucającej prostej b, a więc i do rzutu prostej b, zaś rzut prostej 
a jest do tego ostatniego równoległy.

Rzut prosto­
kątny koła.

§ 4. Koliueacya figur na płaszczyźnie.

23. O dwóch figurach na płaszczyźnie mówimy, 
że są w kolineacyi, gdy każdemu punktowi jednej 

figury odpowiada punkt drugiej, każdej prostej jednej — prosta 
drugiej, przyczem wszystkie proste, łączące punkty odpowiednie 
obydwóch figur przechodzą przez jeden punkt, t. zw. środek 
kolineacyi, a wszystkie punkty przecięcia się prostych odpo­
wiednich leżą na jednej prostej, t. zw. osi kolineacyi. Proste, 
wychodzące ze środka kolineacyi, nazywać będziemy promie­
niami kolineacyi. Aby mieć przykład figur kolineacyjnych, 
weźmy w przestrzeni jakąkolwiek figurę na płaszczyźnie m i rzuć-

Określenie.
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koUneaoyjuych. my j% z jakiegokolwiek punktu zewnątrz niej leżącego 
na inną płaszczyznę n, następnie obierzmy dowolny 

inny punkt B, nie leżący na żadnej z płaszczyzn m i n, i rzućmy 
z punktu B cały ten układ figur na płaszczyznę dowolną, np. na 
płaszczyznę m\ wtedy na płaszczyźnie m otrzymamy oczywiście 
dwie figury w kolineacyi; środkiem tej kolineacyi będzie rzut 
punktu A ze środka B, osią kolineacyi będzie prosta przecięcia 
się płaszczyzn m i n.

Gdy dana jest na płaszczyźnie figura jakakolwiek 
Suneaoyjnych to, obrawszy dowolnie środek O i oś a kolineacyi, mo-

2 dfliią ^ 4/ /

żerny wykreślić nieskończenie wiele figur kolineacyj- 
nych z daną względem środka O i osi a. Figura taka będzie zu­
pełnie wyznaczona, gdy obierzemy punkt A', odpowiadający pe­
wnemu punktowi A figury danej-, naturalnie punkt A' wybrany 
być musi na promieniu OA. Twierdzenie nasze będzie dowie­
dzione, gdy pokażemy, jak wykreślić punkt B', odpowiadający 
innemu punktowi B figury danej; w tym celu kreślimy prostą 
AB, która przetnie oś a w punkcie K-, prosta KA! odpowiada 
prostej KA-, punkt B' otrzymamy w przecięciu się promienia OB 
z prostą KA'.

Oczywiście, punkty, leżące na osi kolineacyi, odpowiadają 
sobie wzajemnie; również odpowiadają sobie wzajemnie promie­
nie kolineacyi.

Gdy środek kolineacyi znajduje się w odległości skończonej, 
to nazywamy kolineacyę środkową. Gdy środek kolineacyi 
jest w nieskończoności, mamy kolineacyę równoległą; promie­
nie kolineacyi są wówczas równoległe. Gdy kierunek tych pro­
mieni prostopadły jest do osi kolineacyi, to kolinecyę równoległą 
zwiemy prostokątną.

Szczególnemi przypadkami kolineacyi są podo­
bieństwo i równość figur; pierwsze ma miejsce, 
gdy osią kolineacyi jest prosta w nieskończoności, 
a środek kolineacyi znajduje się w odległości skończo­

nej; nazywa się on wtedy środkiem podobieństwa; jeżeli 
zaś zarówno środek kolineacyi, jak i oś przechodzą do nieskoń­
czoności, to obie figury są równe i jeden z nich otrzymuje się 
z drugiej przez zwyczajne przesunięcie. W rozważaniach następ­
nych brać będziemy oś kolineacyi w odległości skończonej.

Podobieństwo 
i równość, jako 

przypadki szcze­
gólne kolineacyi.

24. Prostej równoległej do osi kolineacyi, t. j. przecinającej 
ją w punkcie nieskończenie dalekim, odpowiada oczywiście ró­
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wnież prosta, równoległa do osi kolineacyi. Gdy przeto jednemu 
punktowi odpowiada punkt nieskończenie daleki, to prostej, przez 
ten punkt równolegle do osi kolineacyi poprowadzonej, odpowia­
da w drugiej figurze prosta w nieskończoności. Aby taki punkt 
otrzymać, prowadzimy przez O jakąkolwiek prostą OH (fig. 20), 
a przez A' — prostą do niej równoległą, przecinający oś w pun­
kcie K\ prosta KA przetnie prostą OH w punkcie L szukanym.

o

L

A

h

ff

A

fig. 20.

Rzeczywiście punktowi Z, jako punktowi przecięcia się prostych 
OH i KA, odpowiada w drugiej figurze punkt przecięcia się pro­
stych odpowiednich OH i KA\ t. j. punkt w nieskończoności 

w kierunku OH. Będziemy nazywali prostą e, popro­
wadzoną przez L równolegle do a, prostą zniknie- 
nia dla pierwszej figury. Podobnież znaleść można 

prostą zniknienia dla drugiej figury, t. j. prostą drugiej figury, 
odpowiadającą prostej w nieskończoności w pierwszej figurze; 
oznaczać będziemy tę prostą przez eK.

Prosta
zniknienia.
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fig. 21.

§ 4. Kolineacya figur na płaszczyźnie. 43

Pokrewieństworzutowe figur 25- Szereg punktów w jednej figurze jest rzuto-
koiineacyjnych. w0 pokrewny z odpowiadającym mu szeregiem pun­
któw w drugiej, albowiem każdy z tych szeregów może być 
uważany jako rzut drugiego ze środka kolineacyi jako środka 
rzutu. Stąd łatwo jest widzieć, że i pęki promieni odpowiednie 
w figurach kolineacyjnych są rzutowo pokrewne: oczywiście, na 
prostych, odpowiadających sobie, wyznaczają one szeregi pun­
któw rzutowo pokrewne. Stąd wnioskujemy dalej, że dwóm sze­
regom punktów lub dwóm pękom promieni rzutowo pokrewnym 
odpowiadają również dwa szeregi punktów lub dwa pęki promie­
ni rzutowo pokrewne. Bezpośrednio zaś z tego wynika, że figurą 
kolineacyjną ze stożkową jest stożkowa.

26. Rezultat, jaki otrzymaliśmy w art. poprze- 
kołem. (jnilxli daje nam sposób wykreślenia wszystkich trzech

Stożkowa, jako 
figura koiinea-
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rodzajów stożkowych, jako figur kolineacyjnych z kołem. Jakoż, 
jeżeli koło nie ma punktów wspólnych z prostą zniknienia ev, to 
stożkowa kolineacyjna nie ma punktów w nieskończoności, jest 
więc elipsą; gdy koło przecina prostą zniknienia w dwóch pun­
ktach, to stożkowa kolineacyjna ma dwa punkty w nieskończo­
ności, jest więc hyperbolą; gdy wreszcie koło dotyka prostej 
zniknienia w jakimś punkcie, to stożkowa jest parabolą; prosta, 
łącząca środek kolineacyi z punktem styczności, daje kierunek 
średnic paraboli. Wszystkie te stożkowe leżą oczywiście po je­
dnej stronie prostej ponieważ koło nie ma punktów w nie­
skończoności. Wykreślenia te są podane na fig. 21, gdzie koło 
wewnętrzne daje, jako figurę kolineacyjną, elipsę, środkowe — pa­
rabolę, a zewnętrzne — hyperbolę; wykreślone są też asymptoty 
hyperboli, jako proste, odpowiadające stycznym do koła w pun­
ktach przecięcia się takowego z prostą ev (oś kolineacyi oznaczo­
na jest na rysunku przez et).

Wykreślenie 
elipsy z dwóch 27. Ponieważ w kolineacyi równoległej niema 

średnicsprzężo- pr0stej zniknienia, przeto stożkowa, będąca w kolinea­
cyi równoległej z kołem, nie ma punktów w nieskończo-
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V
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\/■ l /
' ./MT 1

/ ■ i/
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fig. 22.

ności, jest więc zawsze elipsą. Średnica koła, równoległa do 
osi kolineacyi, zachowuje swój kierunek i długość, średnica koła, 
do tamtej prostopadła, przechodzi na średnicę elipsy, sprzężoną 
z poprzednią. Na tej własności opiera się wykreślenie elipsy 
z dwóch średnic sprzężonych. Niech dane będą średnice sprzę-
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żonę elipsy AAX i BBX (fig. 22). Opiszmy na średnicy AAX ko­
ło, w którem MB' niech będzie promieniem prostopadłym do BB 
Możemy wtedy oczywiście uważać koło i elipsę, jako znajdujące 
się w kolineacyi równoległej, w której AAX jest osią, a B'B — 
jednym z promieni kolineacyi. Chcąc otrzymać inny punkt elipsy, 
odpowiadający np. punktowi C' koła, prowadzimy przez C' prosto­
padłą C'D do AAX- prostej DC odpowiadać będzie prosta DC, 
równoległa do MB-, promień kolineacyjny, wychodzący z C', 
przetnie DC w punkcie C szukanym. Styczne w punkcie C do 
koła i w punkcie C do elipsy przecinają oś w jednym punkcie, 
skąd otrzymujemy konstrukcyę stycznej do elipsy w danym na 
niej punkcie. Aby z punktu zewnętrznego P otrzymać styczne 
do elipsy, wykreślamy punkt P' w figurze koła, odpowiadający 
punktowi P figury elipsy, wówczas styczne z P do elipsy odpo­
wiadają stycznym z P' do koła.

Konstrukcya elipsy z dwóch średnic sprzężonych na za­
sadzie powyżej wyłożonej wykonaną być może sposobem nastę­
pującym przy pomocy dwóch kół spółśrodkowych.

1 •"

Jnna metoda.

B’

K

R

A
C 40

B,

fig. 23.

Niech dane będą dwie średnice sprzężone: AAX i BBX, prze­
cinające się w O (fig. 23); na średnicy AAt opiszmy koło; niech 
OB' będzie promieniem prostopadłym do AAX. Z B spuśćmyt
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prostopadłą. BK na OB', a ze środka 0 opiszmy drugie koło 
promieniem OK. Aby następnie otrzymać punkt elipsy, odpowia­
dający pewnemu punktowi S koła, prowadzimy promień OS, 
przecinający koło mniejsze w B’, przez S prowadzimy promień 
kolineacyi równolegle do B'B, a przez B — równoległą do AAX- 
dwie te proste przetną się w szukanym punkcie P elipsy. Isto­
tnie punkty P i S leżą na jednym promieniu kolineacyi. prócz 
tego proste B'S i BP muszą przeciąć oś AAX w jednym punkcie, 
gdyż SM jest równoległa do B'C i

SP: PM= SB : BO = B'K: KO — B'B : BC.

Zamiast obierać jednę ze średnic sprzężonych danych 
za oś kolineacyi, możemy za oś obrać styczną do stożkowej 
w końcu jednej z tych średnic; styczna ta będzie równoległa do 
drugiej średnicy. Niech np. dane średnice będą AA1, BB' (fig. 24),

Trzecia metoda.

A
a

A
£

A
fig. 24.

a środek elipsy — O. Przez B prowadzimy prostą a, równoległą 
do AA! i kreślimy koło o promieniu GB — O A, styczne do a 
w punkcie P; możemy wówczas to koło i elipsę uważać jako 
figury kolineacyjne, przyczem a jest osią kolineacyi, a OC kie­
runkiem równoległych promieni kolineacyi. Możemy przeto z ła­
twością, jak figura wskazuje, znaleść punkt L elipsy, odpowia­
dający pewnemu punktowi K koła. Średnice elipsy, odpowiada­
jące dwóm średnicom koła wzajemnie prostopadłym, tworzą parę 
średnic sprzężonych.
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28. Gdy kolineacya równoległa jest prostokątną, 
to średnica koła, równoległa do osi kolineacyi, daje oś 

wielką elipsy, a średnica prostopadła do niej — oś małą. Możemy, 
dzięki temu, wykreślić elipsę, gdy dane są jej osi. Użyjemy 
do tego również metody dwóch kół spółśrodkowych.

Niech dane osi będą AA' i 
BB' (fig. 25). Na osiach tych, jak 
na średnicach, opiszmy dwa koła.
Elipsę uważajmy, jako figurę koli- 
neacyjną z kołem zewnętrznem,
AA' jest tedy osią kolineacyi pro­
stokątnej. Aby otrzymać punkt eli­
psy, odpowiadający punktowi S ko­
ła, prowadzimy promień OS, prze­
cinający koło mniejsze w punkcie B-, 
z S spuszczamy prostopadłą SM na 
oś AA', a z A — prostopadłą na SM-, 
w przecięciu się tych prostych otrzy­
mamy punkt P szukany. Rzeczywiście, punkt P leży z punktem 
S na jednym promieniu kolineacyi, prócz tego, gdy punkt, w któ­
rym promień OB przedłużony przeciąłby koło zewnętrzne, na­
zwiemy przez C, to mieć będziemy:

Wykreślenie 
elipsy z jej osi.

A
R

N P

A'\ A0 Al

A'

fig. 25.

SP : FM — SB : BO= CB : BO,

a więc proste CS i BP przecięłyby oś kolineacyi w jednym 
punkcie.

Do wykreślenia elipsy z jej osi można też użyć metody, opi­
sanej w końcu artykułu poprzedniego, obierając styczną do elipsy 
w jednym z wierzchołków za oś kolineacyi prostokątnej.

20. W dalszym wykładzie potrzebne nam będzie 
twierdzenie, którem teraz się zajmiemy, twierdzenie to 

podał Desargues*).
Gdy punkty przecięcia się boków odpowiednich 

dwóch trójkątów leżą na jednej prostej, to trójkąty 
te są w kolineacyi, t. j. proste, łączące wierzchołki odpowie­
dnie, przecinają się w jednym punkcie.

Twierdzenie 
Desar g u es’a.

*) W rozprawie: „Metliode universelle de mettre en perspective les olbjets donnes 
reellement”, Paryż, 1636. Dzieła D e s a r g u e s’a wydane zostały przez P o u d r a w ro­
ku 1864 w Paryżu.



Wiadomości z geometryi rzutowej.48

Niech trójkąty ABC i A'B'Cf 
(fig. 26) mają położenie takie, 
że punkty 1), E, F, w których 
przecinają się odpowiednie pa­
ry boków BCiB'C', CA i C'A'y 
AB i A'B', leżą na jednej pro­
stej a; pragniemy dowieść, że 
proste AA', BB', CC' przecina­
ją się w jednym punkcie O. 
Rzucając punkty F, S, D, E 
z punktu B na prostą iC i z 
punktu B' na prostą A'C, otrzy­
mamy:

B

G/\/ \ . 
\

C
a.i\D 'ELAW<F rc

Jt i

\

(FSBE) = (ACCE)

(.FSDE) — (A'G'C'E),
skąd znajdziemy:

(.AGCE) = (.A'G'C'E).
Szeregi czterech punktów A, G, C, E i A', G', C', E są za­

tem rzutowo pokrewne, a ponieważ punkt E jest dla nich wspól­
ny, to proste AA', GG', CC' przecinają się w jednym punkcie O, 
co było do dowiedzenia.

Twierdzenie to daje się odwrócić, a mianowicie:
Gdy proste, łączące wierzchołki odpowie­

dnie dwóch trójkątów, przecinają się w je­
dnym punkcie, to trójkąty te są w kolineacyi, t. j. 
punkty przecięcia się boków odpowiednich leżą na jednej prostej.

Jakoż niech trójkąty ABC i A'B'C' (figura 26) mają poło­
żenie takie, że proste AA', BB', CC' przecinają się w jednym 
pnnkcie O; pragniemy dowieść, że punkty D, E, F, w których 
przecinają się odpowiednie pary boków: BC i B'C', CA i C'A', 
AB i A'B', leżą na jednej prostej a. Rzucając punkty A, G, C, E 
ze środków B i O otrzymamy:

B(AGCE) = O {AGCE) — 0(A'G'C'E), 
rzucając zaś punkty A', G', C', E ze środków B' i O, otrzymamy:

B'(A'G'C'E) = O (A'G'C'E)-

\ i •

\i/s
o

fig. 26.

Twierdzenie
odwrotne.

przez porównanie znajdziemy:
B (.AGCE) = B' (.A'G'C'E\
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pęki czterech promieni BA, BGr, BC, BE i B'A', B'G', B'C', B'E 
są zatem rzutowo pokrewne, lecz ponieważ promienie BGr i B'G' 
leżą na jednej prostej, to promienie odpowiednie BA i B'A', 
BC i B'C', BE i B'E przecinają się w punktach jednej linii pro­
stej, co było do dowiedzenia.

30. Korzystając z twierdzenia Desargues’a, dowiedziemy 
pewnej własności figury płaskiej, którą to własność niejednokro­
tnie bezpośrednio stosować będziemy w geometryi wykreślnej.

Niech dana będzie figura w płaszczyźnie m; inna 
płaszczyzna n niech przecina płaszczyznę m podług 

prostej a. Nazywać będziemy kładem figury danej na płasz­
czyźnie n położenie, jakie figura ta zajmie, gdy płaszczyznę m 
obrócimy około prostej a tak, aby przystała do płaszczyzny n.

Kład
figury płaskiej.

Rzut figury płaskiej i jej kład na płasz­
czyznę rzutu są w kolineacyi; kolineacya 
jest środkowa albo równoległa (w szczegól­

ności prostokątna) stosownie do tego, czy rzut jest 
środkowy albo równoległy (w szczególności prosto­
kątny).

Kolineacya 
rzutu i kładu 

figury płaskiej.

Oznaczmy, jak wyżej, prostą, podług której płaszczyzna fi­
gury przecina płaszczyznę rzutu, przez a; punkty figury płaskiej 
oznaczajmy przez A, B, O,..., ich rzuty — przez A',B', C',..., 
a ich kłady — przez A°, B°, (7°,.... Prosta jakakolwiek AB w pła­
szczyźnie figury przecina prostą a w tym samym punkcie, w któ­
ry01 tę ostatnią przecina rzut A'B'; ten punkt przecięcia nie zmie­
ni swego położenia wskutek kładu, a więc dwie proste odpowie­
dnie A'B' i A°B° przecinają się zawsze na prostej a. Jeden wa­
runek kolineacyi jest więc spełniony.

Niech A, B, C będą trzy jakiekolwiek punkty figury danej, 
nie leżące na jednej prostej; rzut A'B'C' trójkąta ABC i jego 
kład A°B°C° czynią zadość warunkom prostego twierdzenia D e- 
sargues’a, wskutek tego proste A'A°, B'B°, C'C° przecinają się 
w jednym punkcie O. Niech D będzie jakikolwiek inny punkt 
figury; załóżmy, że I) nie leży na prostej AB (gdyby punkt B 
leżał na prostej AB, wzięlibyśmy zamiast AB prostą BC lub CA)- 
twierdzenie nasze będzie dowiedzione, gdy wykażemy, że prosta 
1)'B° przechodzi przez punkt O; lecz to jest oczywiste, albowiem 
trójkąty I)'A'B' i B0A°B0 czynią również zadość warunkom pro­
stego twierdzenia Desargues’a, a przeto prosta D'l)° przecho­
dzi przez punkt przecięcia się prostych A'A° i B'B°, t. j. przez

4Geometrya wykreśliła.
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punkt O. Punkt O jest środkiem kolineacyi figur A'B'.... i A°B°.. 
a prosta a — osią tej kolineacyi.

Niech A'B'
mamy wykazać, że wówczas punkt O jest w nieskończoności, to 
jest, że proste A'A°, B'B0,... są równoległe. Jakoż, niech proste 
AB i A'B' przetną prostą a w punkcie K\ ponieważ według za­
łożenia proste AA' i BB‘ są równoległe, to mamy: A'B' : AB 
= B'K: BK. Kład nie zmienia długości odcinków, jest więc AB 
= A°B° i BK = B°K, a przeto: A'B' : A°B° = B'K : B°K- stąd 
wynika, czegośmy chcieli dowieść.

W szczególności, niech rzut równoległy będzie prostokątnym. 
Łatwo jest widzieć, że wtedy punkty A, A', A° leżą w płaszczy­
źnie prostopadłej do a; prosta A'A°, podług której ta płaszczyzna 
przecina płaszczyznę rzutu, musi zatem być prostopadłą do pro­
stej a; lecz punkt A jest dowolnym punktem figury, a zatem 
w tym przypadku wszystkie promienie kolineacyi są prostopadłe 
do osi kolineacyi, t. j. mamy kolineacyę prostokątną, co było do 
dowiedzenia.

Środek

• ?

będzie rzutem równoległym figury AB....’

Wróćmy jeszcze do najogólniejszego przypadku, 
ki‘ktadS”4tukiedy rzut jest środkowy. Wykażemy, że środek koli- 

płuskiej. neacyi kładu figury płaskiej i jej rzutu jest kładem 
środka rzutu około prostej, podług której płaszczyznę rzutu prze­
cina płaszczyzna, poprowadzona przez środek rzutu równolegle 
do płaszczyzny figury.

Niech O (fig. 27) będzie 
środkiem rzutu, p prostą prze­
cięcia płaszczyzny rzutu z pła­
szczyzną, poprowadzoną przez 
O równolegle do płaszczyzny 
figury, ą — prostą przecięcia 
płaszczyzny figury z płaszczy­
zną rzutu. Kład figury płaskiej 
odbywa się przez obrót około 
prostej q, kład środka rzutu - 
około prostej p. Oznaczmy kład 
punktu O przez 0°, wówczas 
dowieść mamy, że 0° jest środ­
kiem kolineacyi, zachodzącej 

między rzutem figury i jej kładem. Niech A będzie dowolnym 
punktem figury, A' — jego rzutem-, kład punktu A oznaczmy przez 
A0, wówczas zadanie nasze sprowadza się do dowiedzenia, że pro-

0

0°

A

Ya°Q
p 7

A
fig. 27.
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sta A'A° przechodzi przez punkt 0°. Niech P i Q będą, spodkami 
prostopadłych, spuszczonych z O wzgl. A na p wzgl. g; wtedy 
jest: AQ = QA°, OP = PO0, nadto proste QA° i PO0, jako prosto­
padłe do q wzgl. p, są do siebie równoległe. Punkty A', Q, P leżą 
oczywiście na jednej prostej; a że mamy przytem: QA° : PO0 
— QA : PO = QA' : PA', to widzimy, że trójkąty A'QA° i A'PO° 
są podobne, przeto punkty A', A° i 0° leżą na jednej prostej.

ĆWICZENIA.

1) Jeżeli punkt A jest harmonicznie sprzężony z punktem C 
względem punktów B i B, to jest:

2 1 ]
AC ~ AB + AB

2) Przez punkt, dany wewnątrz kąta, poprowadzić prostą tak, 
aby jej odcinek, zawarty wewnątrz kąta, dzielił się w punkcie danym 
na połowy.

3) Dany jest trójkąt ABC i punkt M, nie leżący na żadnym 
z jego boków; przez M poprowadzić prostą tak, aby punkty, w których 
prostą tę przecinają boki trójkąta, wraz z punktem M tworzyły cztery 
punkty harmoniczne.

4) Dany jest trójkąt ABC i prosta m, nie przechodząca przez 
żaden z jego wierzchołków; znaleść na prostej m punkt taki, aby proste, 
łączące go z wierzchołkami trójkąta, wraz z prostą m tworzyły cztery 
promienie harmoniczne.

5) Gdy trójkąt zmienny porusza się tak, że boki a, b, c przecho­
dzą odpowiednio przez trzy punkty stałe: M, N, P, nie leżące na jednej 
prostej, a wierzchołki A (przeciwległy bokowi a) i B (przeciwległy boko­
wi b) poruszają się odpowiednio po prostych stałych sit, to trzeci 
wierzchołek C opisuje stożkową, przechodzącą przez M i N.

6) Gdy trójkąt zmienny porusza się tak, że wierzchołki A, B, C 
poruszają się odpowiednio po prostych stałych: m, n, p, nie przechodzą­
cych przez jeden punkt, a boki a i b przechodzą odpowiednio przez 
punkty stałe S i T, to trzeci bok c owija stożkową, dotykającą się 
prostych m i n.

7) Kąt obraca się około stałego wierzchołka O, zachowując nie­
zmienną wielkość; podczas tego jedno ramię kąta wyznacza na prostej 
stałej m szereg punktów A, B, C,..., gdy drugie ramię na innej prostej 
stałej n wyznacza szereg punktów A', B', C,...; dowieść, że proste AA',
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1SB',... owijają stożkową, dotykającą się prostych m i n\ stożkowa ta 
jest parabolą, gdy kąt obracający się równy jest kątowi prostych m i n.

8) Gdy dwa kąty a i [3, nie zmieniając swej wielkości, obracają się 
około swych wierzchołków O i O' tak, że jedna para ramion a i a' prze­
cina się zawsze na prostej danej m, to punkt przecięcia się drugiej pary 
ramion bib' opisuje stożkową, przechodzącą przez punkty O i O'; stoż­
kowa ta jest elipsą, parabolą albo hyperbolą, stosownie do tego, czy łuk 
koła, opisany na cięciwie 00' i obejmujący kąt wpisany (3 — a, nie prze­
cina prostej m, dotyka jej albo przecina ją w dwóch punktach; w osta­
tnim przypadku, gdy jeden z punktów przecięcia się, M, ma takie położę 
nie, że Z.MOO' = a (lub 180° — a), to wyjątkowo proste bib1 przeci­
nają się na jednej prostej.

9) Niech figura m1 będzie rzutem figury m ze środka O. Gdy 
figurę m obracać będziemy około prostej przecięcia g płaszczyzn m i m1, 
to w kaźdem położeniu istnieje w przestrzeni punkt O, względem które­
go, jako środka rzutu, niezmienna figura m1 jest rzutem ruchomej figury 
m\ miejscem geometrycznem punktu O jest pewne koło, leżące w płasz­
czyźnie prostopadłej do prostej g; przy kaźdem położeniu figury m, jej 
płaszczyzna jest równoległa do tego promienia koła, który skierowany 
jest do odnośnego punktu O.



ROZDZIAŁ II.

PUNKT, PROSTA I PŁASZCZYZNA.

§ 1. Wyznaczenie położenia punktu, prostej i płaszczyzny.
31. Jeden rzut punktu nie wystarcza (art. 2) do 

określenia jego położenia w przestrzeni, dlatego w geo- 
metryi wykreślnej obiera się dwie płaszczyzny rzutu, zazwyczaj 
do siebie prostopadłe, i na każdej wyznacza się rzut prostokątny 
punktu; przez to, oczywiście, położenie punktu w przestrzeni jest 
w zupełności określone. (Zgódźmy się na przyszłość, gdy mówić 
będziemy o rzucie, rozumieć rzut prostokątny, o ile nie powiemy 
wyraźnie, że mowa jest o rzucie innego rodzaju).

Jedna z płaszczyzn rzutu 
nazywa się płaszczyzną pozio­
mą. .druga — pionową; rzut 
punktu (lub w ogóle figury ja­
kiejkolwiek) na płaszczyznę po­
ziomą nazywa się rzutem po­
ziomym punktu (wzgl. figu­
ry), rzut na płaszczyznę pio­
nową— rzutem pionowym.
Prosta x przecięcia się płasz­
czyzn rzutu nazywa się osią 
rzutu.

Dwie
płaszczyzny

rzutu.

P”.........1

U ^

spó........pJ/>’

Jt

M IV

Oznaczmy płaszczyznę po­
ziomą rzutu przez Pu a płasz­
czyznę pionową przez Po,. Rzut poziomy punktu P oznaczać bę­
dziemy przez P', a jego rzut pionowy przez P" (fig. 28).

fig. 28.
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Płaszczyzny rzutu dzielą przestrzeń na cztery ćwier­
ci. Wyobrażając siebie nad płaszczyzną poziomą i przed 

płaszczyzną pionową, gdzie znajduje się punkt P na figurze 28, 
nazywać będziemy tę ćwierć, gdzie się znajdujemy, pierwszą, 
znajdującą się nad Px i za P2 — drugą, pod Pt i za P2 — trzecią, 
wreszcie pod Px i przed P2— czwartą. Płaszczyznę, dzielącą 
na połowy kąty dwuścienne pierwszej i trzeciej ćwierci, nazywać 
będziemy pierwszą główną płaszczyzną dwusieczną (Ht), 
a dzielącą na połowy kąty dwuścienne drugiej i czwartej ćwier­
ci — drugą główną płaszczyzną dwusieczną (H2).

Po wykonaniu rzutów punktu wyobrażamy sobie,
Sprowadzenie . . “

płaszczyzn że płaszczyzna pionowa rzutu obraca się około osi rzu-
rzutu do jednej. r nji •• ' ' i . .tu tak, aby dolna jej częsc przystała do przedniej czę­
ści płaszczyzny poziomej, i, sprowadziwszy tym sposobem płasz­
czyzny rzutu do jednej, kładziemy ją na płaszczyznę rysunku. 
Otrzymujemy wtedy rzuty poziome i rzuty pionowe w jednej 
płaszczyźnie, odróżniamy je zaś przez to, że pierwsze mają po 
jednym akcencie, drugie — po dwa. Dla jednolitości oznaczeń 
będziemy w przyszłości punkty oznaczali przez A, B, C..., pro­
ste przez a, b, c..., zaś płaszczyzny przez A, B, C, ...

32. Punkty P,
P' i P" (fig. 28) leżą 

oczywiście w płaszczyźnie pro­
stopadłej do osi rzutu; gdy 
przeto z punktów P' i P" spu­
ścimy prostopadłe na oś, to 
przetną ją one w jednym pun­
kcie P0; gdy następnie wyko­
namy kład płaszczyzny piono­
wej na płaszczyznę poziomą 
rzutu, to odcinki P°P" i P°P' 
będą leżały na jednej prostej, 
prostopadłej do osi rzutu (fig.
29); wszelkie dwa punkty, le­
żące na jednej prostopadłej do 
osi rzutu, i też tylko takie dwa 
punkty mogą być uważane, 
jako rzuty punktu. Odcinek 
P"P°, t. j. odległość rzutu pio­
nowego od osi, jest miarą od­
ległości punktu P od płaszczy-

Cztery ćwierci 
przestrzeni.

Rzuty punktu.

P"

X
po

P*
fig. 29.
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zny poziomej rzutu, a odcinek P'P° — miarą odległości 
punktu Pod płaszczyzny pionowej rzutu. Gdy zatem P' 

leży na osi, to punkt P leży w płaszczyźnie P2 (schodząc się z pun­
ktem P"), gdy zaś P" leży na osi, to punkt P leży w płaszczy­
źnie Pi (schodząc się z punktem P'). Z położenia rzutów punktu 
względem osi łatwo jest spostrzedz dokładnie, w której ćwierci 
przestrzeni, lub w której części płaszczyzny rzutu znajduje się 
punkt. Na fig. 30 przedstawione są rzuty punktu w rozmaitych

/' nr r

Położenie 
punktu w prze­

strzeni.

r g"

er h’ r
r g' r

ff ff”r rO’
fig. 30.

położeniach; widzimy, że punkt A znajduje się w pierwszej ćwier­
ci, punkt B w drugiej, C — w trzeciej, D — w czwartej, E — na 
płaszczyźnie Px przed płaszczyzną P2j F — na płaszczyźnie Px za 
płaszczyzną P2, G — na płaszczyźnie P2 nad osią x, H — na płasz­
czyźnie P2 pod osią x, I—leży na osi rzutu. Jeżeli odległości 
obydwóch rzutów punktu od osi x są jednakowe, to punkt jest 
jednakowo oddalony od obydwóch płaszczyzn rzutu i leży przeto 
na pierwszej lub drugiej płaszczyźnie dwusiecznej głównej.

33. Położenie prostej w przestrzeni wyznacza się 
przez jej rzuty na płaszczyzny Px i P2\ rzut prostej na 

płaszczyznę Px nazywa się jej rzutem poziomym, a rzut jej 
na płaszczyznę P2 — rzutem pionowym. Oznaczać będziemy 
rzut poziomy prostej a przez a', a jej rzut pionowy przez a". 
W ogólności rzutami prostej są dwie proste nachylone do osi 
rzutu. Rozważmy własności rzutów prostej, odpowiadających 
pewnym szczególnym jej położeniom; własności te wynikają z sa­
mego pojęcia o rzucie prostokątnym i z zasadniczych twierdzeń 
stereometryi.

Rzuty prostej.

_ Gdy prosta jest równoległa do jednej z płaszczyzn 
rzutu, to jej rzut na drugą płaszczyznę równoległy jest 

do osi. Gdy prosta leży na jednej z płaszczyzn rzutu, to rzut

Położenia szcze­
gólne prostej.
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jej na dragą płaszczyznę leży na osi. Gdy prosta prostopa­
dła jest do jednej z płaszczyzn rzutu, to jej rzut na tę płaszczy­
znę jest punktem, a na drugą płaszczyznę — prostą prostopadłą 
do osi i przechodzącą przez ten punkt. Gdy prosta leży w pła­
szczyźnie, prostopadłej do osi rzutu, lecz nie jest prostopadła do 
żadnej z płaszczyzn rzutu, to obydwa rzuty prostej leżą na jednej 
prostej, prostopadłej do osi.

Wszelkie dwie proste w płaszczyźnie rysunku mo­
gą być uważane, jako rzuty prostej w przestrzeni; oczy­
wiście, przyjmując jednę z tych prostych za rzut po­

ziomy, drugą — za rzut pionowy, dajmy płaszczyznom rzutu po­
łożenie wzajemnie prostopadłe (jak na fig 28), następnie przez 
rzut poziomy poprowadźmy płaszczyznę prostopadłą do Pi} przez 
rzut pionowy — płaszczyznę prostopadłą do P2\ prosta przecięcia 
się tych dwóch płaszczyzn jest tedy prostą szukaną. Dwie pro­
ste wtedy tylko nie mogą być rzutami jednej prostej w prze­
strzeni, gdy obie one są prostopadłe do osi, lecz nie przecinają 
jej w jednym punkcie; nie mogą też być rzutami prostej dwie 
proste, z których jedna jest prostopadła do osi, druga — nachy­
lona do niej. Gdy wreszcie obydwa rzuty leżą na jednej prosto­
padłej do osi, to przez nie prosta w przestrzeni nie jest wcale 
wyznaczona, wiadoma jest tylko wówczas płaszczyzna prostopa­
dła do osi, w której prosta się znajdować musi, lecz wszystkie 
proste, leżące na tej płaszczyźnie, mają oczywiście te same rzu­
ty. Dla oznaczenia przeto położenia prostej, prostopadłej do osi, 
lecz nachylonej do płaszcz}rzn rzutu, dają się zwykle rzuty dwóch 
punktów, leżących na tej prostej; oczywiście, wszystkie cztery 
rzuty punktów (dwa poziome i dwa pionowe) leżeć muszą na 
jednej prostej, prostopadłej do osi.

W przypadku ogólnym można również wyznaczyć położe­
nie prostej w przestrzeni przez rzuty dwóch jej punktów. Z sa­
mego bowiem pojęcia o rzucie wynika, że gdy punkt leży na 
prostej, to rzut poziomy punktu leży na rzucie poziomym pro­
stej, a rzut pionowy punktu — na rzucie pionowym prostej; gdy 
przeto wiadome są rzuty dwóch punktów A i B, to prosta A'B‘ 
jest rzutem poziomym, a prosta A"B" rzutem pionowym pro­
stej AB.

Położenie
prostej

w przestrzeni.

34. Z punktów prostej szczególne znaczenie mają 
te punkty, w których ona przecina płaszczyzny rzutu; 

punkty te nazywamy śladami prostej, mianowicie: punkt prze­
cięcia się prostej z płaszczyzną Px — śladem poziomym, a punkt

Ślady prostej
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mym śladu pionowego 6r2, który otrzymamy w przecięciu pro­
stopadłej w 6r'2 do osi z g". Gdy sobie wyobrazimy płaszczy­
zny rzutu w położeniu, wskazanem na fig. 28, to prosta g przed­

stawi nam się, jako łącząca punkty Gx i 6r2. Odcinek 
prostej, zawarty między jej śladami, znajdować się mo­

że w różnych ćwierciach przestrzeni; na fig. 31 pod a) odcinek 
ten leży w pierwszej ćwierci, pod b) — w czwartej, pod c) — w dru­
giej, pod d) — w trzeciej. (Przy kreśleniu wyobrażamy sobie zwy­
kle, że jesteśmy w pierwszej ćwierci, oraz, że płaszczyzny rzutu

Część widzial­
na prostej.

§ 1. Wyznaczenie położenia punktu, prostej i płaszczyzny. 57

przecięcia się prostej z płaszczyzną P2 — śladem pionowym. 
Ślad poziomy prostej schodzi się oczywiście ze swoim rzutem 
poziomym, jako też ślad pionowy ze swoim rzutem pionowym, 
zaś rzut pionowy śladu poziomego, oraz rzut poziomy śladu pio­
nowego leżą na osi rzutu. Dlatego, chcąc otrzymać ślady pro­
stej, danej przez rzuty g' i g", wyznaczamy punkt G"x, w którym 
rzut pionowy g" przecina oś, oraz punkt G'2} w którym rzut po­
ziomy g' przecina oś; G"x jest wtedy rzutem pionowym śladu 
poziomego, sam zaś ślad poziomy Gx otrzymamy w przecięciu 
prostopadłej w G"x do osi z podobnież ćr'2 jest rzutem pozio-
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są nieprzezroczyste, tak więc widzialnemi są dla nas tylko te 
części linij, które znajdują się w pierwszej ćwierci, pozostałe 
części są dla nas niewidzialne; części linij widzialne kreśli się 
zwykle linią ciągłą, niewidzialne — przerywaną).

Gdy ślady Gx i ćr2 prostej są dane, to możemy 
z łatwością wykreślić rzuty tej prostej; znajdujemy 

w tym celu punkty Gt" i G2', prosta GxG2 jest wtedy rzu­
tem poziomym prostej, a prosta G2Gx" — jej rzutem pionowym .

35. Widzieliśmy (art. 33), że dla wyznaczenia pro­
stej, leżącej w płaszczyźnie prostopadłej do osi, nie 

wystarczają rzuty tej prostej, lecz muszą być dane rzuty dwóch 
jej punktów; w szczególności mogą być w tym Celu dane ślady 
prostej. Gdy prosta taka dana jest przez dwa punkty, to dla 
znalezienia jej śladów musimy uciec się do trzeciej pomocniczej 
płaszczyzny rzutu, o której teraz powiemy słów kilka.

Rzuty prostej, 
dauej przez ślady

Prosta, prosto- 
dła do osi.pa

PlP,
ZPl

P, .1 X
Z {)

U0 x

P-t
Pi h)<LJ

fig. 32.

Trzecią płaszczyznę P3 prowadzimy prostopadle do 
osi x\ płaszczyznę Px niech ona przetnie podług prostej 

y, a płaszczyznę P2 — podług prostej z. Rzut na płaszczyznę P3 

nazywamy rzutem bocznym. Po wykonaniu rzutu bocznego 
kładziemy płaszczyznę P3 na płaszczyznę P2, obracając ją około 
osi z, a następnie obie kładziemy na płaszczyznę Px, obracając 
je około osi x (p. fig. 32). Oznaczać będziemy rzut boczny pun­
ktu P przez P"'. Oczywiście odległość punktu P'" od y równa 
jest odległości punktu P od Px, a więc także odległości punktu 
P" od x- odległość zaś punktu P"' od z równa jest odległości 
punktu P od P2, a więc także odległości punktu P' od x\ wsku-

Płaszczyzna 
rzutu bocznego.
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36. Niech prosta, 9'tŚlady prostej, ... ,prostopadłej do prostopadła do osi 
rzutu x, dana będzie 

przez dwa punkty P i $ (fig.
34). Sposobem, podanym w ar­
tykule poprzednim, kreślimy 
rzuty boczne tych punktów:
P'" i Qm- prosta P"'Q'" jest 
tedy rzutem bocznym prostej PQ. Znajdujemy rzuty boczne śla­
dów tej prostej: Cr/” i Cr2'”, a z nich z łatwością otrzymujemy 
ślady ćri i 6r2, jak wskazuje figura. Pewne uproszczenie zaszłoby 
oczywiście w konstrukcyi, gdybyśmy za płaszczyznę P3 przyjęli 
tę, która zawiera prostą PO.

/
4 Qł "t

'O—

y
fig. 34.
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tek tego, znając rzuty poziomy i pionowy punktu P, wykreślić 
możemy jego rzut boczny sposobem wskazanym na fig. 33.

z
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/

i G,

9'9/

Ślady
płaszczyzny. 37. Położenie płaszczyzny w przestrzeni wyzna­

cza się przez proste, podług których ona przecina pła­
szczyzny rzutu; prosta przecięcia się płaszczyzny danej z płasz­
czyzną Px nazywa się jej śladem poziomym, a z płaszczy­
zną P 2
oczywiście oś rzutu w tym samym punkcie, w którym oś tę 
przecina sama płaszczyzna. Oznaczać będziemy ślady płaszczyzny A 
przez at, a2, a punkt, w którym płaszczyzna, ta przecina oś, 
przez A albo Ax (por. fig. 35). Rozważmy, jakie położenia przyj­
mują ślady płaszczyzny, gdy ta ostatnia zajmuje pewne położe­
nia szczególne.

śladem pionowym. Siady płaszczyzny przecinają

—
j>



r r
"9-S

✓
y

'~'k
e.

fig. 35. fig. 36.

jej są przeto również prostopadłe do osi i tworzą oczywiście je- 
dnę prostą. Gdy płaszczyzna równoległa jest do jednej z płasz­
czyzn rzutu, to ślad jej na tej płaszczyźnie leży w nieskończo-
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fig. 37.
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Położenia 
szczególne pła­

szczyzny.
Gdy płaszczyzna prostopadła jest do jednej z pła­

szczyzn rzutu, to ślad jej na drugiej płaszczyźnie pro­
stopadły jest do osi; gdy płaszczyzna prostopadła jest do oby­
dwóch płaszczyzn rzutu, to jest ona prostopadła i do osi, ślady
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ności, na drugiej zaś jest równoległy do osi rzutu. Gdy płasz­
czyzna równoległa jest do osi rzutu, nie będąc równoległą do 
żadnej z płaszczyzn rzutu, to obydwa ślady płaszczyzny są ró­
wnoległe do osi rzutu.

Jeżeli płaszczyzna przechodzi przez oś, to oby­
dwa jej ślady schodzą się z osią i nie wyznaczają prze­

to płaszczyzny. W takim razie wyznacza się położenie płaszczy­
zny, dając jakiś punkt P, nie leżący na osi, przez który przecho­
dzić ma płaszczyzna dana; dla uwidocznienia położenia płaszczy­
zny w tym przypadku, kreślimy ślad jej na płaszczyźnie P3, 
t. zw. ślad boczny, ślad ten przechodzi oczywiście przez punkt 
O, w którym płaszczyzna P3 przecina oś x, i przez rzut boczny 
P"‘ punktu P (fig. 36).

Ślad boczny 
płaszczyzny.

Nieraz potrzebny jest ślad boczny (e3) płaszczyzny jakiejkol­
wiek, danej przez ślady poziomy (ej i pionowy (ej. Aby otrzy­
mać ślad boczny, uważamy, że e3 i e2 przecinają z w tym samym 
punkcie, zaś OM = ON\ wskutek tego wykreślenie śladu e3 od­
bywa się tak, jak wskazuje figura 37.

§ 2. Położenie wzajemne punktów, prostych i płaszczyzn; 
proste i płaszczyzny wzajemnie równoległe.

38. Dwie proste w przestrzeni mogą albo nie mieć żadnego 
punktu wspólnego (być skośnemi), albo przecinać się w punkcie 
w odległości skończonej, albo też być równoległemi (t. j. mieć 
punkt nieskończenie daleki wspólny). Zobaczmy, jak z rzutów 
dwóch prostych poznać można, który z tych przypadków ma 
miejsce. Załóżmy najprzód, że z prostych danych: g i li żadna 
nie leży w płaszczyźnie, prostopadłej do osi.

Jeżeli proste g i h przecinają się w punkcie P, to 
rzuty poziome g' i li' przecinają się w rzucie poziomym 

P', a rzuty pionowe g" i li" — w rzucie pionowym P" punktu P- 
odwrotnie też, gdy punkt P' w którym przecinają się g' i h', 
oraz punkt P", w którym przecinają się g" i li", leżą na jednej 
prostej, prostopadłej do osi x, to proste g i li przecinają się, 
a P' i P" są rzutami punktu ich przecięcia się.

Proste,
przecinające się.
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Gdy proste g i h są wzajemnie równoległe, to ró- 
wnoległemi są oczywiście ich rzuty poziome g1 i h', 

jakoteż ich rzuty pionowe g" i h" (art. 21)-, odwrotnie też, gdy 
g' i g" są równoległe odpowiednio do li' i Ti", to płaszczyzny, rzu­
cające proste g i h na każdą z płaszczyzn rzutu, są wzajemnie 
równoległe, proste g i h są przeto również wzajemnie równoległe.

Z powyższego wynika, że jeśli dwa rzuty jedno- 
imienne dwóch prostych są równoległe, inne zaś dwa 

przecinają się, albo gdy obie pary rzutów jednoimiennych prze­
cinają się, lecz punkty przecięcia się nie leżą na jednej prostopa­
dłej do osi, to proste dane są skośne.

Aby przez punkt P poprowadzić prostą h, równo­
ległą do danej prostej g, uważamy, że rzuty prostej li 
muszą przechodzić przez odpowiednie rzuty punktu P 

i być równoległemi do odpowiednich rzutów prostej g; prowa­
dzimy zatem li' przez P' równolegle do g' i h" przez P" równo­
legle do g".
Przypadki 
szczególne.

Proste
równoległe.

Proste skośne.

Równoległa do 
prostej danej 
przez punkt 

dany.

39. W artykule poprzednim założyliśmy, że obie proste 
g i h są nachylone względem osi rzutu. Gdy warunek 

ten nie jest spełniony, to otrzymane tam kryterya bezpośrednio 
nie dają się zastosować, posiłkujemy się wówczas rzutem bocznym.

Niech jedna z prostych, 
np. prosta g, ma kierunek pro­
stopadły do osi i dana będzie 
przez ślady Gt i G2, druga — 
prosta h — niech będzie nachy­
lona do osi (fig. 38); w tym 

^ przypadku proste mogą ^ię)al­
bo przecinać,' albo być skośne- 
mi; jeżeli przecinają się, to pun­
ktem przecięcia się może być 
tylko punkt P, w którym pro­
sta li przecina płaszczyznę, pro­
stopadłą do osi x i przechodzą­
cą przez prostą g. Punkt zaś P 

leży na prostej g, lub nie leży na niej, stosownie do tego, czy 
rzut boczny P'" punktu P leży lub nie leży na rzucie bocznym 
Gx"G2" prostej g.

Niech obie proste leżą w jednej płaszczyźnie, prostopadłej 
do osi rzutu x, i dane będą przez ślady G^ G2, odp. Hu H2\ mo­
gą one być równoległe, lub przecinać się. Obieramy płaszczyznę

<7b ~o&B/r~~

iA;r-
V 1 . jO'

h’-off,

\
fig. 38.
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prostych g i li za płaszczyznę 
rzutu bocznego i kreślimy rzu­
ty boczne tych prostych; jeże­
li rzuty te okażą, się równole- 
głemi, to proste dane są ró­
wnoległe; jeżeli zaś rzuty bo­
czne prostych g i li przęcinają 
się w punkcie P'" (fig. 39), to 
proste te przecinają się w pun­
kcie odpowiednim P, którego 
rzuty P' i P" wykreślają się 
przy pomocy rzutu P'" sposo­
bem wiadomym.

Gdy wreszcie proste g i li 
leżą w dwóch różnych płasz­
czyznach, prostopadłych do osi 
rzutu, to mogą one być równo- 
ległemi lub skośnemi; kreślimy 
znowu rzuty boczne prostych 
g i li na jednę płaszczyznę P3; 
gdy rzuty te są równoległe, 
to są niemi również proste g 
i h, gdy zaś rzuty g'" i h"' 
przecinają się, to proste g i li 
są skośne.

Z
g2

-------o/'"P”\

H,y g;-j
y ; JC

\
'~hP‘

---- hf£

fig. 39.

40. Gdy prosta leży na płaszczyźnie, to 
ślady prostej muszą leżeć na śladach jedno- 

imiennych płaszczyzny, i odwrotnie: prosta, której ślady le­
żą na jednoimiennych śladach płaszczyzny, leży cała na tej pła- 
szczynie. Twierdzenia te są same przez się oczywiste.

Z pośród prostych, leżących na płaszczyźnie, szcze-
Proste poziome . 1 r -ii J i J ,; proste uajwięk- golnie ważne są dwie klasy prostych: proste, rownole-
szego spadku. ° J . f , .głe do płaszczyzny poziomej rzutu, nazywać je bę­
dziemy prostemi poziomemi płaszczyzny danej, — oraz pro­
ste, do poprzednich prostopadłe, — nazywać je będziemy pro­
stemi największego spadku (proste ostatniej kategoryi 
mają największy kąt nachylenia względem płaszczyzny pozio­
mej rzutu)

Linia pozioma jest oczywiście równoległa do śladu poziome­
go płaszczyzny, jej rzut poziomy jest przeto równoległy do tegoż 
śladu, a rzut pionowy jest równoległy do osi rzutu; ślad pionowy

Prosta na 
płaszczyźnie.



64 Punkt, prosta i płaszczyzna.

leży naturalnie na śladzie pio­
nowym płaszczyzny. Na fig. 40 
prosta h jest jedną z linij po­
ziomych płaszczyzny £.

Ponieważ prosta najwięk­
szego spadku jest prostopadła 

•a? do śladu poziomego płaszczy­
zny, przeto płaszczyzna, rzu­
cająca tę prostą na płaszczy­
znę poziomą rzutu, jest pro­
stopadła do tegoż śladu, skąd 
wynika, że rzut poziomy pro­
stej największego spadku jest 
prostopadły do śladu poziome­

go płaszczyzny (por. koniec art. 22). Na fig. 41 prosta li jest je­
dną z prostych największego spadku płaszczyzny £.

ar

✓
✓

&*
h? ' 
s

fig. 40.

a;

£J
£

fig. 41.

Kryteryum, któreby wprost z rysunku dało poznać, 
czy punkt dany leży na danej płaszczyźnie, czy też nie, 

nie istnieje; by to rozstrzygnąć, prowadzimy przez punkt dany 
prostą h (fig. 40), równoległą do śladu poziomego płaszczyzny da­
nej; jeżeli punkt P leży na płaszczyźnie, to i prosta li musi na 
niej leżeć, co poznajemy z tego, że wówczas ślad H2 tej prostej 
leży na śladzie pionowym e2 płaszczyzny.

Punkt
na płaszczyźnie
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41. Gdy dane są ślady płaszczyzny, oraz jeden 
rzut, np. poziomy, punktu leżącego na niej, to z łatwo­

ścią wykreślamy rzut jego pionowy, jak wskazuje figura 40; ró- 
wnićż wykreślić możemy rzut pionowy prostej, leżącej na płasz­
czyźnie, danej przez ślady, gdy znamy jej rzut poziomy. Dla 
wyznaczenia zatem jakiejkolwiek figury płaskiej wystarczy znać 
jeden jej rzut oraz ślady jej płaszczyzny, drugi rzut możemy 
wtedy z tych danych wykreślić; nie będziemy wszakże dla każ­
dego punktu oddzielnie kreślić wskazanym sposobem jego rzutu 
drugiego; wystarczy bowiem wykreślić rzut drugi dla jednego 
tylko punktu, rzuty wszystkich pozostałych punktów znajdujemy 
wtedy z łatwością na zasadzie twierdzenia następującego:

Rzuty poziomy i pionowy figury płaskiej są w ko- 
łineacyi równoległej; promienie kolineacyi są prosto­
padłe do osi rzutu, a osią kolineacyi jest prosta, bę­
dąca podwójnym (zarazem poziomym i pionowym) rzutem 
prostej przecięcia się płaszczyny figury z płaszczyzną 
dwusieczną //2.

Figura ua 
płaszczyźnie 

danej.

W istocie, uważając za punkty odpowiadające so- 
tów figury plai kie rzuty jednego punktu (a więc za proste odpowia- 

skiej- dające sobie rzuty jednej prostej), widzimy najprzód, 
że każde dwa punkty, odpowiadające sobie, leżą na jednej pro­
stopadłej do osi rzutu; następnie; nazwijmy prostą przecięcia się 
płaszczyzny figury z płaszczyzną dwusieczną przez 7g obydwa 
rzuty tej prostej schodzą się w jednej prostej him Niech pewna 
prosta g w, płaszczyźnie figury przecina prostą h w punkcie A- 
rzuty punMi A leżą tedy jednocześnie na prostej hx i na oby­
dwóch rzutach prostej g7 czyli: proste g‘, g" i przecinają się 
w jednym punkcie; stąd wynika, że wszystkie pary prostych, od­
powiadających sobie, przecinają się na prostej hi7 która jest tedy
osią kolineacyi. d^ein duł 9oIfavs&w ybg .on doYSoinoomoff

Wykreśliwszy drugi rzut jednego punktu figury, łączymy 
punkt przecięcia obydwóch rzutów prostej pomocniczej, użytej 
do tego wykreślenia, z punktem przecięcia się śladów płaszczy­
zny danej, i otrzymujemy w ten sposób oś kolineacyi; rzuty po­
zostałych punktów figury wykreślamy następnie podług metody, 
wyłożonej w art. 23 z tą modyfikacyą, że środek kolineacyi jest 
obecnie w nieskończoności, w kierunku prostopadłym do osi rzutu.

42. Położenie płaszczyzny może być w zupełności

Kolineacya

Ślady płaszczy*

Znlj wysposdb°' wyznaczone bez pomocy śladów, np. przez dwie proste, 
rozmaity, przecinające się lub równoległe, przez prostą i punkt,

5Geometrya, wyTcreślna.
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nie leżący na niej, albo przez trzy punkty, nie leżące na jednej 
prostej. W każdym z tych przypadków ślady płaszczyzny dają 
się z łatwością wyznaczyć.

Gdy dane są dwie przecinające się (fig. 42) lub równoległe 
(fig. 43) proste g i 7^, to ślad pionowy przechodzącej przez nie 
płaszczyzny łączy ich ślady pionowe, ślad poziomy płaszczyzny 
łączy ślady poziome prostych.

W O, i'

Jl
9/ i

%5 hy9/

4S___ X• / Jl

4C, 4t\: 9/9’y

/V,
^0.

G,h
fig. 43.fig. 42.

W niektórych przypadkach uciec się musimy do konstrukcyj 
pomocniczych, np. gdy wszystkie lub niektóre ślady prostych 
g i h leżą po za obrębem rysunku; w takim razie prowadzimy 
jakiekolwiek dwie proste i i Tc (fig. 44), przecinające się wzaje­
mnie i przecinające obie proste g i h, bacząc przytem, aby ślady 
prostych i i lc nie leżały zbyt daleko; oczywiście, płaszczyzna, 
wyznaczona przez proste g i h, zawiera również proste i i 7ć, 
otrzymujemy przeto ślady płaszczyzny szukanej, łącząc prostemi 
ślady jednoimienne prostych i i Tc.

Gdy obie proste g i Ti przecinają oś rzutu w jednym punkcie 
Ex (fig. 45), to prowadzimy dowolną prostą i, przecinającą obie 
proste dane; płaszczyzna, wyznaczona przez proste g i Ti, przechodzi
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fig. 45.fig. 44.

43. Dwie płaszczyzny równoległe przecinają trze­
cią dowolną płaszczyznę podług prostych równoległych, 

w szczególności przeto ślady jednoimienne dwóch płasz­
czyzn równoległych są równoległe.

Aby zatem przez dany 
punkt P poprowadzić płaszczy­
znę, równoległą do płaszczy­
zny K, danej przez ślady Jct i 1:2 
(fig. 46), prowadzimy przez P 
prostą l, równoległą do śladu 
poziomego Ay, prosta ta leży 
oczywiście na płaszczyźnie szu­
kanej, a więc ślad pionowy e2 
płaszczyzny szukanej prowa­
dzimy przez ślad pionowy pro­
stej l równolegle do k2) a ślad

Płaszczyzny
równoległe.

A

_C___ A*
X X^

X t / Wr*
/

/ /I/
\ /

// /i/r

fig. 46.
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oczywiście przez punkt Ex i zawiera prostą i\ otrzymujemy przeto 
ślady tej płaszczyzny, łącząc punkt Ex ze śladami prostej i.

Dla otrzymania śladów płaszczyzny, wyznaczonej przez punkt 
i prostą, łączymy punkt dany z jakimkolwiek punktem prostej 
danej i sprowadzamy przypadek ten do przypadku dwóch pro­
stych przecinających się; do tegoż samego sprowadzamy przypa­
dek trzech punktów, łącząc jeden z nich z dwoma innemi.



a więc punkt przecięcia się śladów poziomych av i lh jest śladem 
poziomym (Jt prostej g, a punkt przecięcia się śladów pionowych 
a2 i b2 — śladem pionowym 6r2 tej prostej (fig. 47); mając zaś 
ślady prostej g, z łatwością wykreślić możemy jej rzuty (art. 34).
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fig. 48.
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poziomy ex prowadzimy z punktu Ex, w którym e2 przecina oś 
rzutu, równolegle do kt.

•i

44. Wykreślić prostą przecięcia się dwóch 
płaszczyzn, płaszczyzn danych. Niech dane będą płaszczyzny 

A i B przez ślady. Każdy ślad prostej przecięcia g leżeć musi na 
obydwóch jednoimiennych śladach płaszczyzn danych (art. 40),

Prosta przecię­
cia się dwóch

(li

.?/

4 ' Br —-t>—a.

Ab. a,
\

fig. 47.



fig. 50. fig. 51.

Gdy płaszczyzny dane przecinają oś w jednym punkcie A, 
to prosta g ich przecięcia się przechodzi przez ten punkt, a więc 
i obydwa jej rzuty przechodzą przez punkt G; dla znalezienia 
jeszcze jednego punktu prostej g, prowadzimy dowolną płaszczy­
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Gdy dwa ślady jednoimienne płaszczyzn danych, 
np. ślady ich poziome, są równoległe, to prosta szuka­

na jest do tych śladów równoległa, jej rzut poziomy jest więc 
równoległy do śladów poziomych płaszczyzn, a jej rzut pionowy 
jest równoległy do osi (fig. 48).

Gdy obie płaszczyzny dane są równoległe do osi rzutu, to 
prosta ich przecięcia się jest również równoległa do osi, dla jej 
wyznaczenia wystarcza przeto znaleść jeden jej punkt; w tym 
celu przecinamy obie płaszczyzny dowolną trzecią płaszczyzną, 
najdogodniej — prostopadłą do jednej z płaszczyzn rzutu np. do 
P\ (fig. 49); niech ta płaszczyzna przetnie płaszczyzny dane po­
dług prostych li i i, wtedy punkt przecięcia się tych prostych 
leży oczywiście na prostej szukanej.

Przypadki
szczególne.
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znę, np. prostopadłą, do Px (fig. 50), przecinającą, płaszczyzny da­
ne podług prostych h i i- punkt przecięcia się tych prostych S 
należy oczywiście do prostej g, AS' jest zatem rzutem poziomym 
g1, a AS" — rzutem pionowym g" prostej g.

Może się zdarzyć, że ślady jednoimienne dwóch płaszczyzn 
danych A i B przecinają się po za obrębem rysunku; dla wykre­
ślenia prostej ich przecięcia się nie możemy wtedy bezpośrednio 
zastosować wyłożonej w tym artykule konstrukcyi, lecz musimy 
użyć konstrukcyi pomocniczej. Prowadzimy mianowicie dowolną 
płaszczyznę £, równoległą do płaszczyzny B: tak, aby jej ślady 
przecinały ślady jednoimienne płaszczyzny A w granicach rysun­
ku (fig. 51), i wykreślamy rzuty prostej A, podług której przeci­
nają się płaszczyzny A i £; oczywiście prosta szukana g jest ró­
wnoległa do prostej li; zauważywszy, że figura HXHX"H2H2'C jest 
podobnie położona do figury GxGx"G2G2'B względem środka po­
dobieństwa A} wykreślamy rzuty prostej g sposobem następują­
cym: z punktu A prowadzimy dowolną prostą r, przecinającą c2 
i k2 odpowiednio w C1 i B', i wykreślamy proste B'GX" i B'G2, 
odpowiednio równolegle do C'HX" i C'H2, wreszcie przez Gx" 
prowadzimy g" równolegle do fe", a przez G2—g' równolegle do h'.

45. Znaleść punkt przecięcia się prostej 
z płaszczyzną, z płaszczyzną E. Dla rozwiązania tego zagadnie­
nia prowadzimy przez k dowolną płaszczyznę AT, która przetnie pła­
szczyznę E podług pewnej prostej i; punkt przecięcia się prostych 
kii jest oczywiście punktem P szukanym; konstrukcya ta jest 
najprostsza, gdy płaszczyznę K poprowadzimy prostopadle do je­
dnej z płaszczyzn rzutu, np. do Px (fig. 52), wtedy bowiem jej 
ślad poziomy dany jest przez rzut poziomy prostej k, a ślad pio­
nowy prostopadły jest do osi rzutu x.

Gdy płaszczyzna E dana jest nie przez ślady, lecz przez trzy 
punkty: A, B, C (fig. 53), to nie mamy potrzeby wykreślać śla­
dów tej płaszczyzny; wyznaczamy natomiast punkty Q i B, 
w których płaszczyzna pomocnicza K przecina odp. proste BG 
i CA; punkt przecięcia się prostej QB z prostą k jest wtedy pun­
ktem szukanym.

Punkt przecię­
cia się prostej

46. Gdy prosta równoległa jest do płaszczyzny, 
płaszczyzny. z rzutów prostej i śladów płaszczyzny bezpośrednio 

tego poznać nie można; możemy to rozstrzygnąć, np. prowadząc 
prostą dowolną, któraby leżała na płaszczyźnie danej i miała rzut 
poziomy równoległy do rzutu poziomego prostej danej; gdy rzuty

Prosta
równoległa do
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pionowe obydwóch prostych okażą, się również równoległemi, to 
prosta dana równoległa jest do płaszczyzny danej; albo też, przez 
prostą daną prowadzimy płaszczyznę dowolną, mającą ślad pozio­
my równoległy do śladu poziomego płaszczyzny danej; jeżeli śla­
dy pionowe płaszczyzn okażą się również równoległemi, to prosta 
dana równoległa jest do płaszczyzny danej.

§ 3. Mierzenie odległości i kątów; proste i płaszczyzny 
wzajemnie prostopadłe.

47. Rzuty odcinków i kątów mają w ogólności wielkość 
inną, niż odcinki i kąty same; chcąc zatem znaleść wielkość 
istotną odcinka lub kąta w figurze jakiejś, należy figurze tej na­
dać specyalne położenie takie, aby odcinek odp. płaszczyzna 
kąta, których wielkość poznać chcemy, były równoległe do je­
dnej z płaszczyzn rzutu, wtedy bowiem w rzucie prostopadłym 
odcinki i kąty zachowują swą wielkość istotną. Dla zmiany po­
łożenia figur używać będziemy dwóch metod: metody obrotu 
około prostej i metody kładu pewnych płaszczyzn na płaszczyznę 
rzutu; druga z tych metod jest zresztą przypadkiem szczególnym
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pierwszej* metody te rozwijać będziemy w miarę tego, jak nam 
potrzebne będą, do rozwiązywania zagadnień zasadniczych*).

Najprostszy przypadek obrotu mamy wówczas, gdy oś obro­
tu jest prostopadła do jednej z płaszczyzn rzutu.

Niech osią obrotu będzie pro­
sta g (fig. 54) prostopadła do płasz­

czyzny poziomej rzutu, i niech punkt A wy­
konać ma obrót około tej osi na kąt a. Przy 
obrocie punkt A opisuje łuk koła w płasz­
czyźnie równoległej do Pi: wskutek tego rzut 
pionowy A" posuwa się po prostej równo­
ległej do osi rzutu, a rzut poziomy A' po 
okręgu koła ze środkiem w g'\ rzuty punktu 
Al} będącego nowem położeniem punktu A, 
otrzymamy przeto, jak wskazuje figura.

Aby wykonać obrót prostej ja­
kiejkolwiek około prostej, prosto­

padłej do płaszczyzny rzutu, kreślimy rzuty 
dwóch jej punktów po obrocie; za jeden z tych punktów dogo­
dnie jest wziąć ślad prostej, leżący w płaszczyźnie, do której oś 
obrotu jest prostopadła; ślad ten bowiem pozostaje w płaszczy­
źnie rzutu.

Obrót punktu

a; a’
1r

,7”

"Aj'

\s
a;

Obrót prostej.
fig. 54.

Niech trzeba będzie obrócić płaszczyznę £ na kąt 
a około prostej g, prostopadłej do płaszczyzny Pt (fig.

55). Oznaczmy przez G punkt przecięcia się płaszczyzny £ z pro­
stą g\ łatwo możemy wykreślić prostą poziomą l płaszczyzny E, 
przechodzącą przez (7; po obrocie prosta l pozostanie poziomą; 
jej nowe położenie lt możemy z łatwością wykreślić; następnie 
wykreślamy ślady płaszczyzny po obrocie, zauważywszy, że ślad 
poziomy płaszczyzny zachowuje swą odległość od rzutu poziome­
go prostej l i pozostaje do tego rzutu równoległy, a ślad piono­
wy płaszczyzny przechodzi przez ślad pionowy prostej /

Obrót
płaszczyzny.

1*

*) Istnieje jeszczę. metoda zmiany płaszczyzn rzutu, służąca do tegoż celu; me­
toda ta polega na tern, że zamiast płaszczyzn rzutu, względem których są dane rzuty 
tigury, obieramy dwie inne wzajemnie prostopadłe płaszczyzny rzutu, względem których 
położenie tigury byłoby dogodniejsze, poczem z rzutów tigury względem płaszczyzn 
pięnyotnyeh wykreślamy jej rzuty względem płaszczyzn nowych. Po wykonaniu zaś 
konstrukcji względem płaszczyzn zmienionych przenosimy rezultaty tak, aby odpowia­
dały położeniu danemu płaszczyzn rzutu.



i

o
itefliobo '( mb bid O

mł^/iuq o§9b^t£bt;s
c-r G”Vrt T

9>tw piflJSI i
rsosaaltT ob

-on w 01 ois T
S91

rnwu S'I u

i
&II

i

*2

9

tV

✓ cc
r

\ ^
\

✓

fig. 56. s
v>

Zastosujemy teraz ten szczególny przypadek obrotu do roz­
wiązania niektórych zagadnień.
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Wykreślenie jest znacznie prostsze, gdy oś obrotu g leży 

w płaszczyźnie pionowej rzutu (fig. 56)-, obracamy wtedy ślad 
poziomy płaszczyzny około śladu poziomego prostej g na kąt a, 
punkt zaś przecięcia się śladu pionowego płaszczyzny z prostą g 
jest nieruchomy
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n» Długość od-
- clnka. 48. Z n a 1 e ś ć długość 

odcinka AB, danego przez 
rzuty (fig. 57). Obróćmy odcinek AB 
około promienia, rzucającego punkt B na 
płaszczyznę poziomą, tak, aby rzut po­
ziomy przyjął położenie B'AX', równoległe 
do osi rzutu; wtedy odcinek będzie równo- 

}3' legły do płaszczyzny pionowej rzutu i ró­
wny swemu rzutowi pionowemu AX"B".

A X

A',\-

\
49. Znaleść odległość

Odległość dwóchpłaszczyzn wzajemną dwóch płasz-
równoległych.\ czyzn równoległych. Oko­

ło dowolnie obranej prostej g, leżącej 
w płaszczyźnie P2 i prostopadłej do Px 
(fig. 58), obróćmy obie płaszczyzny tak, 
aby stały się prostopadłemi do płasz­

czyzny P2, wtedy odległość d między ich śladami pionowemi 
będzie odległością żądaną.

A
fig. 57.

bz

% 9'a’z

\

\ /

\
d

« \ a,

~/bi
fig. ^5.

58



§ 3. Mierzenie odległości i kątów. 75

4*
/

' I
I aTt

i l
j

/y’> ! A-‘
a'; B

fi’\

v

v

^'4
fig. 59.

Nachylenie pro- 50* Wykreślić kąty nachylenia prostej 
czyzn°rzutu." danej do płaszczyzn rzutu. Kątem nachylenia 

prostej do płaszczyzny nazywamy kąt, zawarty między 
prostą i jej rzutem prostopadłym na płaszczyznę; kąt ten zacho­
wuje swą wielkość, gdy prostą daną obracamy około prostej 
prostopadłej do płaszczyzny danej.

Chcąc zatem znaleść kąt nachylenia ax prostej a (fig. 59) 
do płaszczyzny PX} obróćmy ją około prostej A2A2 tak, aby 
zajęła położenie A2B w płaszczyźnie P2\ jej rzut poziomy bę­
dzie wówczas na osi, a więc kąt A2BA2 będzie szukanym ką­
tem at; w podobnyż sposób przez obrót około AXA x" znajdujemy 
kąt AXCAX* równy kątowi nachylenia a2 prostej a do płaszczy­
zny pionowej rzutu.

Na podstawie powyższego wykreślenia okazać możemy, że 
kąty aa i a2 czynią zawsze zadość pewnemu warunkowi. Mamy 
bowiem:

A2'B (= A2'AX) > AXAX" 

AX"C(= Ax"A2) > A2A2';

zauważywszy, że odcinki A2B i AXC równe są długości l odcinka 
prostej a, zawartego między śladami, oraz że:

A2B = l cos ccX) AX"C — l cos a2, A2A2 = l sin aXj AXAX" = l sin a2 >
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możemy nierówności poprzednie przepisać w postaci następującej: 

cos aj > sin a2, cos a2 > sin oq,

stąd zaś znajdujemy:

cos cos a2 > sin at sin a2, t. j. cos (at + a2) > 0,

a ponieważ każdy z kątów a.1} a2 jest ostry, suma ich zatem mniej­
sza od 180°, to stąd wynika, że at + a2<90°, t. j. suma kątów 
nachylenia prostej jakiejkolwiek do płaszczyzn rzu­
tu jest mniejsza od kąta prostego; jedynie w przypadku 
szczególnym, gdy kierunek prostej jest prostopadły do osi rzutu, 
suma ta jest równa kątowi prostemu.

51. Znaleść kąty nachylenia płaszczyzny 
płrzutufzn do płaszczyzn rzutu. Kąt dwóch płaszczyzn mie­

rzymy przez kąt płaski, jaki otrzymujemy, przecinając 
ściany kąta dwuściennego płaszczyzną prostopadłą do jego kra­
wędzi; kąt ten nie zmienia swej wielkości, gdy jednę z płasz­
czyzn obracamy około prostej, prostopadłej do drugiej płaszczyzny.

Aby znaleść kąt nachylenia płaszczyzny, danej przez śla­
dy, do płaszczyzny Pt) obracamy płaszczyznę daną około dowol­
nie obranej prostej, leżącej w płaszczyźnie P2 i prostopadłej do 
Pi} tak, aby jej ślad poziomy stał się prostopadłym do osi rzutu; 
wtedy kąt, zawarty między śladem pionowym i osią rzutu, będzie 
równy kątowi podobnież znaleść możemy kąt nachylenia e2 
płaszczyzny danej do płaszczyzny P2.

Kąty ?! i s2 czynią również zadość pewnemu warunkowi. 
Aby go wykryć, zauważmy, że gdy dwie płaszczyzny tworzą 
pomiędzy sobą kąt s, to prosta, prostopadła do jednej z nich, 
jest nachylona do drugiej pod kątem 90°—s. Jeżeli tedy ozna­
czymy przez aj, a2 kąty nachylenia prostej, prostopadłej do płasz­
czyzny danej, do płaszczyzn rzutu, a przez s1? s2 kąty nachylenia 
tej płaszczyzny do płaszczyzn rzutu, to mieć będziemy:

?! = 90°—<*!, ?2 = 90°—oc2,

?! -j“ ?2 —- 180°   (&! -(- 0C2),
eś s.s'10 , njs;v; yscęjrn o^e.?’.k'.vjss » -e

ponieważ zaś (art. 50) jest: ax + a2 < 90°, przeto ?i + s2 > 90°, t. j. 
suma kątów nachylenia płaszczyzny jakiejkolwiek

Nachylenie 
płaszczyzny do

a więc:
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Chcąc zatem z punktu P spuścić prostopadłą na 
płaszczyznę £ (fig. 60), prowadzimy przez P' prostopa­

dłą i' do śladu e1} a przez P" — prostopadłą i'' do śladu e2, wte­
dy i' i i” są rzutami prostopadłej szukanej, a punkt Q, w którym 
ona przecina płaszczyznę £, jej spodkiem. Wykreślając długość 
odcinka PQ (art. 48), mieć będziemy odległość punktu P od 
płaszczyzny £.

Dla wykreślenia śladów płaszczyzny, prostopadłej do prostej 
danej g i przechodzącej przez punkt P dany, spostrzegamy, że 
ponieważ znamy kierunki śladów płaszczyzny, to wystarczy zna- 
leść jeden punkt, jednego ze śladów; w tym celu najlepiej jest

Prostopadła 
z punktu na 
płaszczyznę.
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do płaszczyzn rzutu jest większa od kąta prostego; 
w szczególnym tylko przypadku, gdy płaszczyzna równoległa jest 
do osi rzutu, suma powyższa jest równa kątowi prostemu.

52. Gdy prosta jest prostopadła do pła­
szczyzny, to rzuty prostej są prostopadłe 

do śladów jednoimiennych płaszczyzny.
Niech prosta g będzie prostopadła do płaszczyzny £; jest 

ona wtedy prostopadła do każdej prostej na £, a więc w szcze­
gólności do śladów tej płaszczyzny; ślad poziomy będąc pro­
stopadłym do prostej g i do promieni, rzucających punkty prostej 
g na płaszczyznę P1} jest wskutek tego prostopadły do płaszczy­
zny, rzucającej prostą g na płaszczyznę poziomą rzutu, a więc 
i do rzutu poziomego g', który leży w tej płaszczyźnie rzucającej; 
podobnież okazać można, że rzut pionowy g" prostej jest prosto­
padły do śladu pionowego e2 płaszczyzny (por. koniec art. 22).

Prosta, prosto­
padła do 

płaszczyzny.
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przez P poprowadzić linię poziomą, li płaszczyzny szukanej (fig. 
61); ślad pionowy płaszczyzny musi wtedy przejść przez ślad pio­
nowy prostej h. Wykreślając punkt Q, w którym tak wyznaczo­
na płaszczyzna przecina prostą g, i wyznaczając długość odcinka 
PQj mieć będziemy odległość punktu P od prostej g. (W art. 54 
podamy inny sposób wyznaczenia odległości punktu od prostej). 
Najkrótsza od- 53. Odległość najkrótsza dwóch prostych
ległość prostych . . , , .skośnych, skośnych mierzy się odległością punktów przecięcia 
się tych prostych z prostą, prostopadłą do nich obydwóch; rozu­
miemy też niekiedy pod odległością najkrótszą dwóch prostych 
skośnych odcinek pomiędzy owemi punktami przecięcia się, nie 
tylko pod względem długości, lecz i pod względem położenia.

Gdy dane są proste g i 1% skośne, to dla znalezienia ich od­
ległości najkrótszej prowadzimy przez dowolny punkt prostej g 
prostą k, równoległą do h\ proste g i k wyznaczają płaszczyznę £, 
równoległą do prostej li. Z jakiegokolwiek punktu A prostej li 
spuśćmy na płaszczyznę £ prostopadłą, która przetnie ją w pun­
kcie B\ odcinek AB: długość którego znajdujemy podług art. 48, 
daje odległość żądaną co do wielkości. Aby znaleść i położenie 
jej, prowadzimy przez B prostą l, równoległą do k i przecinającą 
prostą g w punkcie C, z tego punktu prowadzimy znów prostą, 
równoległą do BA i przecinającą prostą li w punkcie D; odcinek 
CB przedstawiać będzie najkrótszą odległość prostych g i li co 
do wielkości i położenia.

54. Rozważmy te-Obrót około

raz’ Jak sprowadzić 
można figurę płaską 

daną do położenia, równoległe­
go do jednej z płaszczyzn rzu­
tu, przez obrót około prostej, 
równoległej do tej płaszczyzny.

Niech dany będzie punkt 
P (fig. 62), oraz prosta a, ró­
wnoległa do około a mamy 
obrócić punkt P tak, aby zna­
lazł się on w płaszczyźnie A, 
przez a równolegle do P2 po­
prowadzonej. Ponieważ rzut 
poziomy punktu P po obrocie 
leżeć będzie na a', to mamy 
tylko znaleść rzut pionowy

rzutu.P” a"

D

K"

x

A a'

\r
fig. 62.
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nowego położenia Pt punktu P Punkt P opisuje przy obrocie 
koło w płaszczyźnie prostopadłej do prostej a\ rzutem pionowym 
tego koła będzie prosta, przez P" prostopadle do a" poprowadzo­
na, na niej więc szukać mamy punktu Px". Punkt K" jest rzu­
tem środka K koła, opisanego przez punkt P, odległość PX"K'' 
przedstawia wielkość promienia tego koła, t. j. odcinka PK. Wy­
obraźmy sobie, że z punktu P spuszczamy prostopadłą PL na 
płaszczyznę A- wtedy PK będzie przeciwprostokątną trójkąta, 
którego przyprostokątnemi są odcinki PL i KL. Lecz rzut piono­
wy punktu L schodzi się z punktem P", a jego rzut poziomy — 
z punktem A, w którym P'P" przecina prostą a!\ stąd widzimy, 
że odcinek PL, równoległy do Px, równy jest swemu rzutowi po­
ziomemu AP', a odcinek KL, równoległy do P%, równy jest swe­
mu rzutowi pionowemu P"K"\ odcinając przeto na a" odcinek 
K"B — AP', mieć będziemy: PK ~ P"B — K"P".

Gdy w płaszczyźnie, wyznaczonej przez punkt P 
figury płaskiej, j prostą a, dane są inne jeszcze punkty: Q, U,..., to 
ich rzuty pionowe, po sprowadzeniu ich płaszczyzny przez obrót 
około a do płaszczyzny A, wykreślamy na zasadzie spostrzeżenia, 
że rzut pionowy przed obrotem P"Q"B"... i rzut ponowy po 
obrocie: Pi"Qi"Pi"... są w kolineacyi prostokątnej, przyczem 
osią kolineacyi jest prosta a"; w rzeczy samej, wszystkie proste 
P"Pi", łączące dwa punkty odpowiednie, są prostopa­
dłe do a", a proste odpowiednie, jak P"Q" i Px"Qi", przecinają 
się na a", gdyż przed obrotem i po obrocie prosta PQ przecina 
prostą a w tym samym punkcie. Rzuty poziome wszystkich pun­
któw figury po obrocie leżą na prostej a'. Oczywiście rzut pionowy 
daje nam w tym wypadku postać rzeczywistą figury PQR....

Zastosujemy wyłożoną tu metodę do znalezienia 
odległości punktu P od prostej g sposobem odmiennym 

od podanego w art. 52. Poprowadźmy (fig. (33) przez P prostą a, 
równoległą do płaszczyzny pionowej i przecinającą prostą g w pe­
wnym punkcie A, obróćmy następnie około a całą płaszczyznę, 
wyznaczoną przez prostą g i punkt P, tak, aby stała się ona ró­
wnoległą do płaszczyzny P2; punkty P" i A" swego położenia nie 
zmienią, zaś położenie Pt" punktu B" po obrocie wykreślamy 
sposobem wyłożonym, wtedy odległość szukana równa jest odle­
głości punktu P" od prostej A"BX", tę zaś odległość znajdujemy 
bezpośrednio.

Postać istotna

Odległość pun­
ktu od prostej.
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Zamiast obracać fi­
gurę płaską, około prostej, 
równoległej do płaszczy­
zny pionowej, możnaby 
ją obrócić około prostej, 
równoległej do płaszczy­
zny poziomej, i nadać jej, 
położenie równoległe do 
tej płaszczyzny.

55. Metoda, wyłożo­
na w artykule poprzednim, 
służy w ogólności do wy­
kreślenia postaci rzeczy­
wistej figury płaskiej, da­
nej przez rzuty. Gdy fi­
gura dana jest dość skom­
plikowana, to metoda ta 
przedstawia tę niedogo­
dność, że dwa rzuty figu­
ry, przed obrotem i po 

Kpłaskiejy obrocie, nakładają się na siebie nawzajem; rysunek 
staje się zawikłanym; dogodniej bywa w takich razach 

używać innej metody, mianowicie: kładu figury danej na jednę 
z płaszczyzn rzutu; kład taki jest oczywiście szczególnym przy­
padkiem obrotu, polega bowiem na obrocie płaszczyzny figury 
około jednego z jej śladów do przystania z odpowiednią płasz­
czyzną rzutu. Zobaczmy, jak wykreśla się kład figury płas­
kiej danej.

Niech dane będą ślady et, e2 płaszczyzny £, oraz jeden rzut 
np poziomy, figury, leżącej w tej płaszczyźnie (rzut pionowy 
może przy tem nie być bezpośrednio dany, gdyż można go otrzy­
mać na zasadzie art. 41). Wykonajmy kład figury na płaszczy­
znę poziomą rzutu.

Wykreślmy w tym celu (fig. 64) rzut pionowy A" punktu A fi­
gury i znajdźmy położenie tego punktu w kładzie figury, t. j. 
kład A°. Przy obrocie około punkt A porusza się po kole w pła­
szczyźnie prostopadłej do e1? rzutem poziomym tego koła jest za­
tem prostopadła, poprowadzona przez A' do eu na niej więc szukać 
mamy kładu A° punktu A. Odległość KA° punktu A° od et ró­
wna. jest oczywiście odległości punktu A figury od K, ten zaś 
odcinek AK jest przeciwprostokątną trójkąta, którego przypro-

P”
" V. (/ "

.9"
B"

/:/

p- A‘I
a'

y

B’

fiig. 63.
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fig. 64.

stokątnemi są odcinki AA' i A'K• odcinek AA', mierzący odle­
głość punktu A od płaszczyzny poziomej rzutu, równy jest od­
cinkowi A"L, odcinając więc KM = A"L i KA° — A'M, otrzy­
mamy szukany kład A° punktu A. Kłady innych punktów figu­
ry wykreślamy już nie tą samą drogą, lecz znacznie prościej, 
posiłkując się kolineacyą prostokątną kładu figury płaskiej i jej 
rzutu poziomego względem śladu et, jako osi kolineacyi (art. 30).

56. Za pomocą metod, wyłożonych w dwóch ostatnich ar­
tykułach, możemy wykonać wszelkie konstrukcye, tyczące się 
figur płaskich, jakoteż określić wielkości wchodzących w skład 
takiej figury odcinków i kątów. Dla przykładu rozpatrzmy kilka 
zagadnień zasadniczych.

Wykreślić kąt dwóch prostych, danych przez
rzuty.

Możemy założyć, że proste dane przecinają się, 
w przeciwnym bowiem razie bierzemy zamiast nich 

dwie proste, do nich odpowiednio równoległe, wyprowadzone 
z jakiegokolwiek punktu. Przetnijmy obie proste płaszczyzną 
dowolną, równoległą do płaszczyzny pionowej rzutu i połączmy 
punkty przecięcia prostą; około tej prostej obróćmy następnie

Kąt dwóch 
prostych.

Geometrya wykreślna. 6
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proste dane tak, aby płaszczyzna, przez nie wyznaczona, była 
równoległa do P», wtedy w rzucie pionowym otrzymamy kąt 
szukany w wielkości jego istotnej.

Można to samo zagadnienie rozwiązać w ten sposób, że, wy­
znaczając obydwa ślady jednoimienne prostych danych, kreślimy 
jeden ślad płaszczyzny, wyznaczonej przez proste dane, i następ­
nie wykonywamy kład tej płaszczyzny na płaszczyznę rzutu; 
w kładzie otrzymujemy również wielkość istotną kąta szukanego.

Ażeby wykreślić kąt dwóch płaszczyzn, 
spuszczamy z jakiegokolwiek punktu proste prostopa­

dłe na te płaszczyzny i wykreślamy kąt tych prostych; albo: 
przecinamy płaszczyzny dane płaszczyzną, prostopadłą do krawę­
dzi utworzonego przez nie kąta dwuściennego, i wykreślamy kąt 
płaski, otrzymany w przecięciu.

Chcąc wreszcie znaleść kąt nachylenia p r o-
Rąt nachylenia . 1 “prostej do stej do płaszczyzny, wyznaczamy kąt, utworzony 

płaszczyzny. przez ^ prostą z prostopadłą, spuszczoną z jakiegokol­
wiek punktu prostej danej na płaszczyznę daną; kąt ten jest 
dopełnieniem do 90° dla kąta szukanego.

Kąt dwóch 
płaszczyzn.

ĆWICZENIA*).

10) Wykreślić rzuty punktu, leżącego: a) na pierwszej płaszczy­
źnie dwusiecznej w trzeciej ćwierci; b) na drugiej płaszczyźnie dwusiecz­
nej w drugiej ćwierci.

11) Wykreślić rzuty i ślady: a) dwóch prostych, leżących w pła­
szczyźnie poziomej, odp. pionowej rzutu, i nachylonych względem dru­
giej płaszczyzny rzutu; b) dwóch prostych, leżących w płaszczyźnie po­
ziomej, odp. pionowej rzutu, i prostopadłych względem drugiej płaszczy­
zny rzutu; c) dwóch prostych, prostopadłych do P± i przecinających ją 
przed i za P2" d) dwóch prostych, prostopadłych do P2 i przecinających 
ją nad i pod Px\ e) dwóch prostych, równoległych do Px i leżących nad

*) Gdy powiemy, że punkt lub prosta są dane, to rozumieć należy, że dane są ich 
rzuty; gdy powiemy, że płaszczyzna jest dana, to rozumieć należy, że dane są jej ślady, 
o ile, naturalnie, nie podany będzie inny sposób wyznaczenia.



nią, odp. pod nią; f) dwóch prostych, równoległych do P2 i leżących 
przed nią, odp. za nią; g) czterech prostych, leżących w różnych ćwier­
ciach i równoległych do osi rzutu.

12) Wykreślić ślady czterech płaszczyzn, równoległych do osi, tak, 
aby część każdej płaszczyzny, zawarta między śladami, była w innej 
ćwierci; wykreślić też ślady boczne tych płaszczyzn.

13) Wyznaczyć punkty, w których prosta dana przebija obie pła­
szczyzny dwusieczne kątów, utworzonych przez płaszczyzny rzutu; roz­
ważyć też przypadek szczególny, gdy prosta dana leży w płaszczyźnie, 
prostopadłej do osi rzutu.

14) Wykreślić punkt przecięcia się płaszczyzny jakiejkolwiek 
z prostą, równoległą do osi rzutu.

15) Wykreślić proste przecięcia się płaszczyzny danej z płaszczy­
znami dwusiecznemi głównemi Hx i H2.

16) Wykreślić punkt przecięcia się prostej jakiejkolwiek z płasz­
czyzną, przechodzącą przez oś rzutu.

17) Na prostej danej znaleść punkt, mający odległość daną od Px
(lub od P2).

18) Dany jest rzut poziomy g' prostej g\ wykreślić jej rzut piono­
wy tak, aby ona leżała w pierwszej (odpow. w drugiej) płaszczyźnie 
dwusiecznej.

19) Dane są: A', A" i B'\ wykreślić B" tak, aby prosta AB prze­
cięła oś rzutu.

20) Dany jest jeden rzut punktu, leżącego na prostej, danej przez 
ślady w płaszczyźnie prostopadłej do osi rzutu; wykreślić drugi rzut 
tego punktu,

21) Jakie położenie zajmuje punkt A względem prostej a, gdy A' 
leży na a', a A" nie leży na a" (lub odwrotnie) ?

22) Jaki jest warunek, aby trzy punkty dane leżały na jednej
prostej ?

23) Przez punkt dany poprowadzić prostą ('wyznaczyć jej ślady), 
równoległą do prostej, prostopadłej do osi i danej przez ślady.

24) Znaleść prostą przecięcia się dwóch płaszczyzn, gdy ślady 
każdej z nich tworzą (na rysunku) jednę prostą.

25) Znaleść punkt przecięcia się prostej, równoległej do osi, 
z płaszczyzną, której ślady tworzą (na rysunku) j'ednę prostą.

26) Jak poznać, czy cztery punkty dane leżą na jednej pła- >
szczyznie?

27) Dany jest punkt i jeden ślad płaszczyzny, przechodzącej 
przez ten punkt; wykreślić drugi jej ślad.

28) Wykreślić punkt przecięcia się trzech płaszczyzn danych.
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29) Przez punkt dany poprowadzić prostą, przecinającą dwie 
proste skośne dane.

30) Jak poznać można z rysunku, gdy trzy płaszczyzny dane 
mają jednę prostą wspólną?

31) Jak poznać, gdy cztery płaszczyzny dane przecinają się w je­
dnym punkcie?

32) Każda z dwóch płaszczyzn dana jest przez rzuty trzech pun­
któw; wykreślić prostą przecięcia się tych płaszczyzn, nie wykreślając 
ich śladów.

33) Wykreślić prostą przecięcia się dwóch płaszczyzn, z których 
jedna jest równoległa do P^ (lub do P2).

34) Przez punkt dany poprowadzić płaszczyznę, równoległą do 
płaszczyzny danej, gdy ta ostatnia jest równoległa do osi rzutu.

35) Przez punkt dany poprowadzić płaszczyznę, równoległą do 
dwóch prostych skośnych danych.

36) Na płaszczyźnie danej poprowadzić przez dany na niej punkt 
prostą, równoległą do innej płaszczyzny danej.

37) Przez punkt dany poprowadzić prostą, równoległą do dwóch 
przecinających się płaszczyzn danych.

38) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę, równoległą do 
innej prostej danej.

39) Dane są w przestrzeni trzy proste skośne; przeciąć dwie 
z nich prostą, równoległą do trzeciej.

40) Mając rzut i ślad pionowe prostej, wykreślić jej rzut poziomy 
tak, aby była ona równoległa do płaszczyzny danej.

41) Mając dany punkt i jeden rzut drugiego punktu, wyznaczyć 
drugi rzut drugiego punktu tak, aby prosta, łącząca te dwa punkty, była 
równoległa do płaszczyzny danej.

42) Mając jeden ślad płaszczyzny, wykreślić drugi jej ślad tak, 
aby była ona równoległa do prostej danej.

43) W płaszczyźnie, prostopadłej do Pu dane są (przez rzuty pio­
nowe wierzchołków) trójkąt, czworokąt i t. p. Wykreślić postać rzeczy­
wistą figury.

44) Podzielić odcinek dany na n równych części, lub w stosun­
ku m: n.

45) Na prostej danej od danego na niej punktu odciąć odcinek 
danej długości.

46) Dany jest punkt i jeden rzut drugiego punktu; wyznaczyć 
drugi rzut drugiego punktu, gdy dana jest odległość wzajemna tych 
punktów.
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47) Poprowadzić płaszczyznę równoległą do płaszczyzny danej 
w danej od niej odległości.

48) Przez punkt dany poprowadzić prostą, nachyloną do płasz­
czyzn rzutu pod kątami odpowiednio danemi.

49) Mając rzut i ślad poziome prostej, wykreślić jej rzut pionowy 
tak, aby kąt nachylenia jej do Pt był równy danemu.

50) Mając rzut poziomy i ślad pionowy prostej, wykreślić jej rzut 
pionowy tak, aby kąt jej nachylenia do /*, był równy danemu.

51) Mając rzut i ślad poziome prostej, wykreślić jej rzut pionowy 
tak, aby kąt jej nachylenia do P2 był równy danemu.

52) Mając rzut poziomy i ślad pionowy prostej, wykreślić jej rzut 
pionowy tak, aby kąt jej nachylenia do P2 był równy danemu.

53) Na jednym śladzie płaszczyzny danej dany jest punkt; popro­
wadzić przez ten punkt na tej płaszczyźnie prostą, nachyloną do jednej 
z płaszczyzn rzutu pod kątem danym.

54) Przez punkt dany poprowadzić prostą, nachyloną do Pt pod 
kątem danym i równoległą do płaszczyzny danej.

55) Znaleść kąty nachylenia do płaszczyzn rzutu prostej, prosto­
padłej do osi rzutu (i danej przez dwa punkty lub ślady).

56) Przez punkt dany poprowadzić płaszczyznę, nachyloną do 
płaszczyzn rzutu pod kątami odp. danemi (w szczególności, gdy punkt 
dany jest na osi rzutu).

57) Oznaczyć kąty nachylenia do płaszczyzn rzutu płaszczyzny 
danej, równoległej do osi rzutu.

58) Dany jest ślad poziomy płaszczyzny; wykreślić jej ślad piono­
wy tak, aby była ona nachylona do Pt pod kątem danym.

59) Dany jest ślad poziomy płaszczyzny; wykreślić jej ślad piono­
wy tak, aby była ona nachylona do P2 pod kątem danym.

60) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę, nachyloną do Pt 
pod kątem danym.

61) Dany jest punkt i jeden ślad płaszczyzny; wykreślić drugi 
ślad, znając odległość punktu od płaszczyzny.

62) Dane są płaszczyzna i prosta do niej nachylona; na prostej 
znaleść punkt, mający daną odległość od płaszczyzny.

63) Na jednej z dwóch prostych skośnych danych wyznaczyć 
punkt, mający daną odległość od drugiej prostej.

64) Znaleść odległość punktu danego od płaszczyzny danej, ró­
wnoległej do osi.

65) Dany jest jeden rzut punktu, mającego daną odległość od 
płaszczyzny danej; wykreślić drugi jego rzut.

66) Wykreślić odległość punktu danego od osi.
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67) Wykreślić odległość punktu, danego na P2, od prostej, da­
nej na Px.

68) Wykreślić odległość dwóch prostych równoległych danych.
69) Przez prosta daną, poprowadzić płaszczyznę, prostopadłą do 

płaszczyzny danej.
70) Wykreślić odległość punktu danego od prostej danej, prosto­

padłej do osi.
71) Znaleść najkrótszą odległość rzutów jednej prostej jakiej­

kolwiek.
72) Wykreślić ślady płaszczyzny, równoległej do dwóch prostych 

skośnych danych i jednakowo od nich oddalonej.
73) Znaleść odległość wzajemną dwóch prostych, równoległych 

do osi rzutu.
74) Znaleść odległość najkrótszą prostej danej od osi rzutu.
75) Na prostej danej znaleść punkt, mający od punktu danego 

odległość daną.
76) Dany jest (przez rzuty) odcinek i punkt, nie leżący na prostej 

tego odcinka; w płaszczyźnie, wyznaczonej przez punkt i odcinek, wykre­
ślić na tym ostatnim trójkąt foremny, kwadrat i t. p.

77) Wykreślić rzuty środka i wielkość promienia koła, przecho­
dzącego przez trzy punkty dane.

78) Wykreślić prostą, jednakowo oddaloną od trzech punktów
danych.

79) Na płaszczyźnie danej dana jest prosta; przez punkt dany na 
tej samej płaszczyźnie poprowadzić na niej prostą, prostopadłą do pro­
stej danej.

80) Dany jest jeden punkt (przez jeden tylko rzut) na płaszczy­
źnie danej; wykreślić rzuty środka i wielkość promienia koła,przecho­
dzącego przez ten punkt i stycznego do śladów płaszczyzny.

81) Na danej płaszczyźnie znaleść prostą, mającą dane odległości 
od dwóch punktów danych.

82) Wykreślić rzuty dwusiecznej kąta, utworzonego przez dwie 
przecinające się proste.

83) Z punktu danego poprowadzić prostą, przecinającą prostą 
daną pod kątem danym.

84) Na danej płaszczyźnie dane są punkt i prosta, przez ten 
punkt przechodząca; poprowadzić na tej płaszczyźnie przez ten punkt 
inną prostą, przecinającą prostą daną pod kątem danym.

85) Wykreślić kąt dwóch prostych, prostopadłych do osi rzutu.
86) Znaleść l<ąt, zawarty między śladami płaszczyzny danej.
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87) Na danej płaszczyźnie poprowadzić przez dany na niej punkt 
prostą, tworzącą z jednym ze śladów płaszczyzny kąt dany.

88) Wykreślić kąt dwóch prostych, z których jedna jest równole­
gła do jednej z płaszczyzn rzutu.

89) Wykreślić ślady płaszczyzny, dzielącej na połowy kąt dwu- 
ścienny, utworzony przez dwie płaszczyzny dane.

90) Znaleść kąt dwóch płaszczyzn, mających jednę parę śladów 
jednoimiennych równoległych.

91) Znaleść kąt dwóch płaszczyzn, równoległych do osi rzutu.
92) Wykreślić ślady płaszczyzny, przecinającej płaszczyznę daną 

podług prostej danej pod kątem danym.
93) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę, przecinającą pod 

kątem danym inną płaszczyznę daną, nie zawierającą prostej danej.
94) Znaleść kąt nachylenia osi rzutu do płaszczyzny danej.
95) Dane są dwie przecinające się proste; przez jednę z nich po­

prowadzić płaszczyznę, do której druga prosta byłaby nachylona pod 
kątem danym (w szczególności, gdy jedną z prostych danych jest oś rzutu).

96) Znając trzy kąty płaskie kąta trójściennego, wykreślić wiel­
kość jego kątów dwuściennych.

97) Znając trzy kąty dwuścienne kąta trójściennego, wykreślić 
jego kąty płaskie.

98) Znając dwa kąty płaskie kąta trójściennego, oraz zawarty 
między niemi kąt dwuścienny, wykreślić pozostałe dwa kąty dwuścienne 
i trzeci kąt płaski.

99) Znając dwa kąty dwuścienne kąta trójściennego i przyległy 
do nich kąt płaski, wykreślić pozostałe dwa kąty płaskie i trzeci kąt 
dwuścienny.

100) Znając dwa kąty płaskie kąta trójściennego i kąt dwuścien­
ny, przeciwległy jednemu z nich, wykreślić pozostałe dwa kąty dwuścien­
ne i trzeci płaski.

101) Znając dwa kąty dwuścienne kąta trójściennego i kąt płaski, 
przeciwległy jednemu z nich, wykreślić pozostałe dwa kąty płaskie 
i trzeci kąt dwuścienny.



ROZDZIAŁ III.
WIELOŚCIANY.

§ 1. Wyznaczenie wielośeianu przez rznty.
Rzuty

wielośeianu. 57. Wielościan wyznacza się przez rzuty wierz­
chołków i krawędzi; oczywiście, gdy krawędź jakaś 

łączy pewne dwa wierzchołki, to rzut tej krawędzi łączy rzuty 
owych wierzchołków.

Aby rysunek uczynić przejrzystszym, wyobrażamy sobie, że 
ściany wielośeianu są nieprzezroczyste, i odróżniamy na rysunku 
krawędzie widzialne dla oka od krawędzi zasłoniętych przez 
ściany wielośeianu, wyciągając pierwsze linią pełną, drugie — 
przerywaną; przytem, kreśląc rzut jakikolwiek, zakładamy, że na 
wielościan patrzymy w kierunku promieni rzucających (przy rzu­
cie poziomym z góry, przy pionowym — z przodu). Gdy obydwa 
rzuty wielośeianu są dane, to z łatwością określić możemy, które 
z krawędzi w każdym rzucie uważać należy za widzialne a któ­
re — za zakryte; jak przy tem rozstrzyganiu postępować należy, 
najlepiej wyjaśnimy na przykładzie następującym. Niech dane 
będą rzuty czworościanu jakiegokolwiek AB CD (fig. 65). W rzu­
cie poziomym przecinają się krawędzie A'C i B'D', a zatem 
albo krawędź AC jest zasłonięta przez ściany ABD i CBD, albo 
krawędź BD jest zasłonięta przez ściany BAC i DAC\ z prostych 
więc A'C i B'D' jedna musi być nakreślona linią ciągłą, druga 
przerywaną; by rozstrzygnąć, która z krawędzi AC i BD jest 
w rzucie poziomym widzialna, a która zasłonięta, bierzemy pod 
uwagę punkt przecięcia się prostych A'C' i B'D'-, oznaczamy
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punkt ten dwiema li­
terami: E' i F', na­
zywając przez E od­
powiedni punkt pro­
stej BD, a przez F 
— punkt prostej AC- 
prowadząc przez 
punkt E'F' prosto­
padłą do osi, widzi­
my, że punkt E" jest 
bardziej oddalony od 
osi, niż punkt F" 
punkt E leży zatem 
nad punktem F\ stąd 
wnioskujemy, że w 
rzucie poziomym kra­
wędź BD, zawierają­
ca punkt E, jest wi­
dzialna, krawędź zaś 
AC zasłonięta. Po­
dobnież, biorąc pod 
uwagę punkt prze­
cięcia się prostych 
A"C" i B"D", i na­
zywając go przez G”, 
jako rzut punktu pro­
stej AC, i przez H', jako rzut punktu prostej BD, widzimy, że 
punkt G leży przed punktem H, skąd wnioskujemy, że w rzucie 
pionowym krawędź AC jest widzialną, krawędź BD — zasłoniętą.

Krawędzie wielościanu, których płaszczyzny rzuca­
jące nie przecinają wielościanu, stanowią razem jego 

kontur istotny; kontur ten oddziela w ogólności część widzial­
ną powierzchni wielościanu od części niewidzialnej; oczywiście, 
względem każdej płaszczyzny rzutu, posiada wielościan właściwy 
kontur istotny; rzut tegoż na tę samą płaszczyznę rzutu nazy­
wa się konturem pozornym wielościanu.
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fig. 65.

Kontur istotny 
i pozorny.

58. Przedstawmy w rzutach pięć wielościanów foremnych. 
Umieszczać będziemy wielościany te w pierwszej ćwierci prze­
strzeni tak, aby jedna ściana znajdowała się w płaszczyźnie 
poziomej rzutu.
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fig. 66.

Figura 66 przedstawia w rzutach sześcian foremny. 
W rzucie poziomym mamy kwadrat, będący zarazem 

podstawą sześcianu; rzut poziomy kwadratu wierzchniego FFGH 
schodzi się z podstawą AB GD; krawędzie pionowe przedstawiają 
się w rzucie poziomym jako punkty—wierzchołki kwadratu. W rzu­
cie pionowym wierzchołki A, B, C, D leżą na osi; krawędzie pio­
nowe rzucają się w wielkości naturalnej, rzuty wierzchołków E: F, 
G, H leżą zatem na prostej równoległej do osi, w odległości od 
niej równej krawędzi sześcianu.

Sześcian fo- 
remny.



§ 1. Wyznaczenie wieloscianu przez rzuty. 91

r

B”/ JC
C”D"L

C’

\
\
\

\
\ /

A’ -AA
II\ /

/
/

/
/

/
\\

fig. 67.

Czworościan
foremny. W rzucie poziomym czworościanu foremnego z pod­

stawą BCB i wierzchołkiem A (fig. 67) rzuty krawę­
dzi bocznych AB, AC, AB przedstawiają się jako promienie koła, 
opisanego na trójkącie foremnym B'C'B'. W rzucie pionowym 
punkty B", C", B" leżą na osi rzutu; odległość A"L punktu A" 
od osi równa jest wysokości czworościanu; wysokość ta jest przy- 
prostokątną trójkąta, którego przeciwprostokątna jest krawędzią 
czworościanu, a druga przyprostokątna — promieniem koła, opi­
sanego na jednej z jego ścian; kreśląc przeto koło na średnicy 
C'B' i przecinając je w K lukiem koła, zakreślonego ze środka C
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Wykreślmy rzuty ośmiościanu foremnego, mającego 
jednę ścianę ABC na płaszczyźnie Pt (fig. 68). "W rzucie 

poziomym ściana ta będzie niewidoczna, wszystkie krawędzie po­
zostałe będą natomiast widoczne; rzuty wierzchołków leżą w wierz­
chołkach sześciokąta foremnego. W rzucie pionowym wierzchoł­
ki A, B, C mają rzuty na osi, wierzchołki zaś D, E, F, należące

Ośmiościan
foremny.

92 Wielościany.

promieniem CA1, mieć będziemy A!'L = KB'. W położeniu ta- 
kiem, jak na figurze, wszystkie krawędzie boczne są widoczne 
zarówno w rzucie poziomym, jak w pionowym.
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Dwunastościan
foremny. Wykreślmy teraz 

rzuty dwunastościanu forem­
nego. Ściana, służąca za pod­
stawę, niech będzie ABCDE 
(figura 69). W rzucie pozio­
mym wierzchołki leżą po dzie­
sięć na dwóch kołach spółśrod- 
kowych; na każdem z kół w ró­
wnych od siebie odległościach.
Obrawszy położenie pięcioką­
ta podstawowego ABCDE, 
możemy odrazu wykreślić ró­
wnież rzuty wierzchołków ścia­
ny przeciwległej podstawie i ró­
wnoległej do niej; pozostałe 
wierzchołki znajdziemy z ła­
twością, gdy wykreślimy je­
den z nich, np. F'. W tym celu 
uważamy, że pięciokąt AENOF 
można rozpatrywać jako po­
wstały przez obrót pięciokąta 
ABCDE około AE-, wskutek 
tego punkty B i F' leżeć mu­
szą na prostej prostopadłej do 
AE\ gdy jeszcze spostrzeżemy, 
że wskutek symetryi AF‘ two­
rzy kąty równe z AE i AB, to z łatwością otrzymamy punkt 
F' i następnie rzuty poziome pozostałych wierzchołków.
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fig. 69.

W rzucie pionowym wierzchołki leżą po pięć na czte­
rech prostych, mianowicie na osi i trzech prostych do niej

§ 1. Wyznaczenie wielościanu przez rzuty. 93

do ściany DEF, równoległej do P1} mają rzuty na prostej, ró­
wnoległej do osi x w odległości od niej, równej wysokości ośmio- 
ścianu; wysokość tę wykreślamy, jako przyprostokątną trójkąta, 
którego przeciwprostokątną jest długość krawędzi (np. FD), a dru­
gą przyprostokątną — rzut poziomy krawędzi, łączącej wierzcho­
łek podstawy DEF z wierzchołkiem podstawy ABC (np. krawędzi 
FC), gdy zatem na F'D\ jako na średnicy, zakreślimy koło i prze­
tniemy je w punkcie K łukiem koła, opisanego promieniem F'C' 
ze środka F', to odcinek KD' równy jest wysokości ośmiościanu.

-'.
to



Wielościany.94

równoległych; na najbliższej do osi prostej leżą punkty F", H", 
J", L", N", na następnej — G", I", K", M", O", na najdalszej — 
P", Q", R", S", T". Odległość od osi do pierwszej prostej równa 
jest odległości od drugiej do trzeciej; wskutek tego dla wykre­
ślenia wszystkich rzutów pionowych wystarczy wykreślić odle­
głości punktów F" i J" od osi W tym celu uważamy, że F'U 
jest rzutem poziomym odcinka FU, równego co do długości od­
cinkowi BU, odległość zatem punktu F od płaszczyzny Pl: czyli 
punktu F" od osi równa jest przyprostokątnej trójkąta, którego 
przeciwprostokątna jest BU, a druga przyprostokątna F'U\ odle­
głość ta równa jest przeto odcinkowi UV, który otrzymujemy, 
przecinając w V prostą UF łukiem koła, zakreślonego z F' pro­
mieniem BU. Podobnież odległość I" od osi otrzymujemy jako 
przyprostokątną trójkąta, którego przeciwprostokątna równa jest 
CW, a druga przyprostokątna — O'W.

Dwudziestościan
foremny. Wykreślmy wreszcie rzu­

ty dwudziestościanu foremne­
go (fig. 70). Ściana ABC niech znajdu­
je się na płaszczyźnie Plf wówczas wierz­
chołki A, B, C i rzuty poziome wierz­
chołków K, L, M ściany przeciwległej 
podstawie leżą na okręgu koła w rów­
nych od siebie odległościach; rzuty po­
zostałych sześciu wierzchołków leżą w 
równych od siebie odległościach na in- 
nem kole, współśrodkowem z poprze- 
dniem. Aby znaleść jeden z nich, np. 
wykonajmy kład pięciokąta foremnego 
AG LIC na płaszczyznę /h; otrzymamy 
pięciokąt AG°L0I°C; ponieważ obrót wy­
konany był około osi AC, to punkt /' 
leży na prostopadłej, spuszczonej z 1° 
na AC- z drugiej strony, wskutek sy- 
metryi są kąty ACI' i BCF równe; na 
zasadzie tych własności możemy łatwo 
znaleść punkt I' i następnie rzuty po­

ziome pozostałych wierzchołków. W rzucie pionowym leżą rzu­
ty wierzchołków podstawy A", B", C" na osi; punkty I)", E", F" 
leżą na równoległej do osi, w odległości od niej równej przyprosto­
kątnej trójkąta, którego przeciwprostokątną jest OB, a drugą

Af‘___r ,<r

eh Ar

nr 7w
i

GA’ c"

D’
N \

'4A
/

L/

x'q : > " ‘ r
cr:-

fig. 70.



przyprostokątną OE'\ odległość ta równa jest odcinkowi E'P, 
który otrzymujemy, przecinając prostą E'X, równoległą do AC, 
lukiem koła, poprowadzonego ze środka O promieniem OB-, pun­
kty Gr", H", I" leżą na prostej, równoległej do osi, w odległości 
od niej, równej przyprostokątnej trójkąta, którego przeciwprosto- 
kątna równa jest krawędzi dwudziestościanu, a druga przypro- 
stokątna odcinkowi AC lub L'E‘‘, otrzymujemy tę odległość^ 
jako odcinek E'Q, przecinając w Q prostą E'X łukiem koła, wy­
kreślonego z punktu L' promieniem L'M'\ wreszcie punkty K", 
L", M" leżą na równoległej do osi, w takiej odległości od pro­
stej G"H"I", w jakiej prosta 1)"E"F" leży od osi rzutu.

59. Jako przykład wykreśleń, tyczących się wielościanów, 
rozwiążmy zagadnienie następujące:

Wykreślić rzuty środka i wielkość promienia 
kuli, opisanej na czworościanie danym.

Niech wierzchołki A, B, C 
(fig. 71) znajdują się na płasz­

czyźnie Pu wtedy koło, opisane na trój­
kącie ABC, leży całkowicie na kuli szu­
kanej, środek O' tego koła jest za­
tem rzutem poziomym środka kuli; na 
prostej, poprowadzonej z O' prostopadle 
do osi rzutu, musi przeto leżeć rzut pio­
nowy 0" środka kuli; z drugiej strony, A 
gdy wykreślimy rzuty cięciwy kuli BE, 
równoległej do płaszczyzny pionowej 
rzutu i mającej punkt E na kole po- 
wyższem, to w rzucie pionowym O" leży 
na prostopadłej do odcinka B"E", wy­
stawionej w jego środku. Znalazłszy rzuty 
środka kuli, znajdujemy długość jej promienia, jako rzut pionowy 
0"F" promienia kuli, równoległego do płaszczyzny pionowej rzutu.

Kula, opisana na 
czworościanie. i”

V/!

Ar C” B"F”
B

\ rr/y

c
fig. 71.

§ 2, Przekroje płaskie wielościanów i ich przecinanie się
wzajemne.

00. Gdy dany jest wielościan przez obydwa rzu­
ty, oraz dana jest pewna płaszczyzna, to dla wykreślenia 

rzutów przekroju wielościanu danego płaszczyzną daną mamy

Przekrój wielo- 
scianu płaszczy­

zną.

95§ 1. Wyznaczenie wielościanu przez rzuty.



dwie metody. Najczęściej używany sposób wykreślenia polega 
na tem, że wyznaczamy punkty przecięcia się płaszczyzny z kra­
wędziami wielościanu; punkty te są wierzchołkami wielokąta 
przekroju; łączymy następnie każde dwa z tych punktów, leżą­
ce na krawędziach jednej ściany wielościanu; proste łączące 
są wtedy bokami wielokąta przekroju.

Dla ułatwienia wykreślenia wyznaczamy płaszczy­
znę przez dwie proste poziome, np. m i n (fig. 72); gdy 

chcemy znaleść punkt przecięcia się krawędzi AB z płaszczyzną 
mn, to wyobrażamy sobie płaszczyznę rzucającą AB na /\; pła­
szczyzna ta przetnie prostą m w pewnym punkcie K, prostą — n

Metoda kra­
wędzi.

K" m”

B”N
N

n"
A"-

A'-

K’ j p‘
, '?r

'' L

fig. 72.
w punkcie L, proste zaś KL i AB przecinają się w punkcie szu­
kanym. Naturalnie, jeżeli płaszczyzny mn nie przecina krawędź 
AB, lecz jej przedłużenie, to krawędzi tej nie bierzemy wcale 
pod uwagę, gdyż nie wyznacza ona wówczas żadnego wierzchoł­
ka wielokąta przekroju.

Wyznaczywszy tą drogą wszystkie wierzchołki wielokąta 
przekroju i pragnąc widzieć jego kształt rzeczywisty, możemy 
wykreślić jego kład na jednę z płaszczyzn rzutu, przyczem bez­
pośrednio wykreślamy kład jednego tylko wierzchołka, kłady zaś 
innych wierzchołków otrzymujemy na zasadzie kolineacyi prosto­
kątnej kładu i rzutu na jednę płaszczyznę.

Wielościany.96 i( <i



§ 2. Przekroje płaskie wielos'cianów i ich przecinanie się wzajemne. 97

Zamiast stosowania powyższej metody niekiedy 
wygodnie jest postępować sposobem następującym: wykreślamy 
bezpośrednio prostą, podług której ścianę wielościanu przecina 
płaszczyzna dana, bacząc, aby płaszczyzna przecinała ścianę 
samą, nie zaś jej przedłużenie; tak otrzymana prosta jest bo­
kiem wielokąta przekroju. Punkt przecięcia się dwóch takich 
prostych, leżących na ścianach wspólnej krawędzi, jest wierz­
chołkiem wielokąta przekroju.

W przypadku pewnych klas szczególnych wielościanów wy­
kreślenie ogólne można nieco uprościć.

Metoda ścian.

61. Oprócz przekrojów płaskich i ich kładów, po­
trzeba nieraz wiedzieć, jaka figura otrzymuje się, gdy 

przez obrót ścian wielościanu około krawędzi sprowadzamy wszy­
stkie te ściany do jednej płaszczyzny; oczywiście, podług niektó­
rych krawędzi musimy wielościan uprzednio rozciąć, wszakże nie 
powinna przez to rozcinanie powierzchnia wielościanu rozpaść się 
na kilka części oddzielnych. Figura płaska, tą drogą otrzymana, 
nazywa się siatką lub rozwinięciem wielościanu. Rozwi­
nięcie wielościanu jest np. ważne, gdy pragniemy przygotować 
wielościan (czyli jego model) z jednolitego kawałka papieru lub 
blachy; modele papierowe brył geometrycznych oraz form kry­
ształów, w handlu będące, wykonywane są również przy pomocy 
ich rozwinięć.
Przykład.

Rozwinięcie
wielościanu.

62. Dla przykładu rozwiążemy zadanie następujące.
Dany jest ośmiościan foremny w położeniu ta- 

kiem, że jeden wierzchołek A znajduje się na płasz­
czyźnie Pu a prosta AF, łącząca ten wierzchołek 
z wierzchołkiem przeciwległym F, jest prostopadła 
do Pt‘ dana też jest przez swe ślady płaszczyzna £, 
przecinająca ten ośmiościan; wykreślić rzuty prze­
cięcia, jego postać rzeczywistą, oraz rozwinięcie 
przeciętego ośmiościanu (fig. 73a i 73b).

W rzucie poziomym cztery wierzchołki będą wierzchołkami 
kwadratu B'C'J)'E', dwa pozostałe wierzchołki A'F' schodzą się 
w punkcie przecięcia się przekątnych kwadratu; w rzucie pio­
nowym A" leży na osi, odcinek F"A" jest prostopadły do osi 
i co do długości równy przekątnej poprzedniego kwadratu, pun­
kty zaś B", C", B", E" leżą na prostej, równoległej do osi 
i przechodzącej przez środek odcinka A"F".

Geornetrya wyTcreślna. n
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Według art. 60 obieramy dla ułatwienia wykreślenia dwie 
proste poziome a i b na płaszczyźnie danej i szukamy przy 
ich pomocy, podług metody, opisanej w owym artykule, pun­
któw przecięcia się płaszczyzny £ z krawędziami ośmiościanu.

Wielościany.98
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§ 2. Przekroje płaskie wielościanów i ich przecinanie się wzajemne. 99

Przedewszystkiem spostrzegamy, że 
krawędzie poziome BE i CI) nie 
przecinają płaszczyzny £ (pamięta­
my, że nie powinniśmy przedłużać 
krawędzi dla ich przecięcia się z pła­
szczyzną!), na krawędziach zaś BC 
i El) znajdujemy punkty przecię­
cia L wzgl. O. Na krawędzi AB 
znajdujemy punkt K\ ponieważ pła­
szczyzna, nie przechodząca przez 
wierzchołki trójkąta, przecina ob­
wód trójkąta w dwóch punktach, 
lub nie przecina go w żadnym pun­
kcie, to wnioskujemy, że krawędź 
AC (jako bok trójkąta ABC) nie 
przecina płaszczyzny £, na tej kra­
wędzi nie szukamy więc wcale pun­
ktu przecięcia; ponieważ płaszczy­
zna £ przecina AB, zaś nie przecina BE, przeto musi ona prze­
ciąć AE-, na tej krawędzi znajdujemy punkt P; na krawędzi Al) 
znów nie mamy potrzeby szukać punktu przecięcia. Podobnież 
postępujemy z krawędziami, wychodzącemi z punktu F. Otrzy­
mujemy tą drogą rzuty przecięcia KLMNOB-, boki tego sześcio- 
kąta wykreślamy w rzutach linią ciągłą lub przerywaną, stoso­
wnie do tego, czy w odnośnym rzucie są widzialne lub niewi­
dzialne (t. j. czy leżą na ścianach widzialnych ośmiościanu, czy 
też zasłoniętych).

Dla wykreślenia postaci rzeczywistej sześciokąta przecięcia 
wykonajmy kład jego około śladu ex na płaszczyznę poziomą 
rzutu. Wszystkie wierzchołki kładu leżą na prostopadłych do et, 
poprowadzonych przez odpowiednie wierzchołki rzutu poziomego; 
kład L° jednego wierzchołka L znajdujemy, odcinając na prosto­

padłej z L' do ct od et długość BL° równą przeciwprostokątnej 
L'S trójkąta prostokątnego o bokach L'B i B,S=L"Q (art. 55); 
kłady pozostałych wierzchołków znajdujemy na zasadzie koline- 
acyi (art. 30), np. punkt K° leżeć musi na prostej, łączącej punkt 
L° z punktem przecięcia prostych L'K‘ i et i t. d. Tak otrzymany 
sześciokąt K°L0M0N00°P0 przedstawia przekrój ośmiościanu da­
nego płaszczyzną £ w jego postaci rzeczywistej.

Rozwinięcie ośmiościanu wykreślić można w rozmaity spo­
sób; zawsze otrzymamy osiem trójkątów foremnych o bokach

c
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fig. 73b.
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równych krawędzi ośmiościanu (np. B'E'), ugrupowanych w pe­
wien sposób i złączonych w jednę figurę. Na fig. 73b litery od­
powiadają oznaczeniom w rzutach fig. 73a; punkty, oznaczone tą 
samą literą, schodzą się, gdy rozwinięcie złożymy znowu jako po­
wierzchnię ośmiościanu. Na krawędziach w rozwinięciu musimy 
oznaczyć punkty przecięcia się z płaszczyzną E i wyciągnąć proste 
przecięcia się z nią ścian ośmiościanu. Ponieważ w rzucie pozio­
mym krawędzie BG i BE zachowują swą długość, to punkty L 
i O otrzymujemy bezpośrednio; dla wyznaczenia pozostałych pun­
któw przecięcia na rozwinięciu możemy posiłkować się wiadome- 
mi nam z kładu długościami boków przecięcia, albo też na zasa­
dzie rzutów wj^kreślać odległości punktów przecięcia krawędzi 
od wierzchołków (np. FM, BK,...) według art. 48.

63. W wielu przypadkach wykreślenie można jeszcze upro­
ścić, lub nawet zupełnie zmodyfikować, zależnie od natury dane­
go zadania. Ponieważ z wielościanów szczególne znaczenie ze 
względu na zastosowania mają graniastosłupy i ostrosłupy, to roz­
wiążmy nasze zadanie dla tych dwóch rodzajów wielościanów.

Wykreślić przecięcie graniasto słupa pochyłego 
płaszczyzną i jego rozwinięcie.

Niech podstawa graniastosłupa znajduje się w płasz­
czyźnie niech nią mianowicie będzie trójkąt ABC (fig. 74); 
niech dane będą rzuty krawędzi bocznej AB, wtedy możemy 
z łatwością wykreślić rzuty graniastosłupa. Ponieważ rozwinięcie 
graniastosłupa wykreśla się łatwo, gdy wiadome jest jego prze­
cięcie płaszczyzną prostopadłą do krawędzi bocznych, przeto za­
łóżmy odrazu, że płaszczyzna dana jest do tych krawędzi prosto­
padła; .na sposób wykreślenia rzutów przecięcia, którego użyć 
zamierzamy, nie będzie to zresztą miało żadnego wpływu.

Uważamy, że boki podstawy ABC i odpowiednie boki prze­
cięcia KEM przecinają się w punktach śladu poziomego et płasz­
czyzny przecinającej E; stąd wnioskujemy, że w rzucie pozio­
mym boki trójkąta K'L'M' przecinać będą boki odpowiednie 
trójkąta ABC w punktach prostej eu a ponieważ wierzchołki 
odpowiednie trójkątów ABC i K'L'M' leżą na rzutach poziomych 
krawędzi bocznych graniastosłupa, a więc na prostopadłych do e„ 
to trójkąty ABC i K'L'M' są w kolineacyi prostokątnej, i na tej 
zasadzie, wykreśliwszy zwykłym sposobem (art. 45) punkt K 
(i K"), znajdujemy z łatwością punkty L' i M', poczem bezpo­
średnio otrzymujemy i rzut pionowy przecięcia.

Drugi przykład.



§ 2. Przekroje płaskie wielościanów i ich przecinanie się wzajemne. 101

Kształt prawdziwy trójkąta KLM otrzymamy, kreśląc jego 
kład na Pt; kład ten K°L°M° znajdujemy również na zasadzie 
kolineacyi metodą art. 55.

Teraz możemy bez trudu wykreślić rozwinięcie graniasto- 
słupa. Przy rozwinięciu oczywiście obwód trójkąta przekształci 
się na odcinek prostej; odcinamy przeto na prostej dowolnej 
odcinki KM, ML, LK, równe bokom odpowiednim trójkąta 
K°M°L°, i na prostych, przez K, M, L prostopadle do KMLK po­

prowadzonych, odcinamy w jednym kierunku odcinki, odpowiednio
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fig. 74.

równe KA, MC, IjB, określając długości tych odcinków z ich 
rzutów metodą art. 48; tą samą metodą znajdujemy długość 
krawędzi graniastosłupa i odcinamy ją od punktów A, C, B 
w kierunku przeciwnym; otrzymamy tedy rozwinięcie powierz­
chni bocznej graniastosłupa; pozostaje tylko dokreślić przy je­
dnym z odcinków T)F, FE, El) i przy jednym z odcinków AC, 
CB, BA trójkąt, równy podstawie graniastosłupa.

64. Wykreślić przecięcie ostrosłupa płaszczyzną 
i jego rozwinięcie.

Niech podstawa ostrosłupa AB CD (fig. 75) leży na 
płaszczyźnie Px\ gdy nadto dane są rzuty wierzchołka S, 

to rzuty ostrosłupa wykreślają się z łatwością. Szukajmy jego

Trzeci przykład.
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fig. 75.

również odpowiednie boki czworokąta ABCD na prostej e1} a za­
tem czworokąty ABCD i K'L'M'N' są w kolineacyi środkowej, 
której osią jest prosta et, a środkiem punkt S'. Gdy więc jeden 
z wierzchołków czworokąta K'L'M'N' znajdziemy sposobem zwy­
kłym (art. 45), to pozostałe wykreślimy na zasadzie kolineacyi 
powyższej. Mając rzut poziomy, znajdujemy rzut pionowy bez­
pośrednio. Dla wykreślenia postaci rzeczywistej przecięcia wyko­
nywamy jego kład na płaszczyznę Px (art. 55).
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przecięcia z płaszczyzną E^, daną przez ślady. Oznaczmy punkty 
w których krawędzie SA, SB, SC, SD przecinają płaszczyznę £V 
odpowiednio przez K, L, M, N. W rzucie poziomym punkty K * 
L', M', N' leżą na prostych, łączących S' z odpowiedniemi wierz­
chołkami podstawy; ponieważ dalej boki czworokąta KLMN~ 
przecinają odpowiednie boki czworokąta ABCD na śladzie eu 
przeto w rzucie poziomym boki czworokąta K'L'M'N' przecinają
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Dla wykieślenia rozwinięcia ostrosłupa, wykonywamy kład 
jego ścian bocznych około odpowiednich boków podstawy (art. 55); 
otrzymamy cztery trójkąty: S0AB: S0BC i t. d.; na nich leżeć 
będą odpowiednie boki czworokąta przecięcia. Nakreśliwszy te 
cztery trójkąty tak, aby przystawały bokami odpowiednio równe- 
mi przy wspólnym wierzchołku S, otrzymamy rozwinęcie żądane.

Przykłady powyższe w dostateczności wyjaśniają, jak można 
wykreślać rzuty przekrojów płaskich wielościanów i rozwinięcia 
tych ostatnich.

05. Jeżeli pragniemy wykreślić punkty, w których 
pewna prosta dana przecina wielościan dany, to przez 

prostą prowadzimy płaszczyznę dowolną, wykreślamy figurę, po­
dług której ona przecina wielościan, i znajdujemy punkty żądane, 
jako punkty przecięcia się figury i prostej danej; oczywiście wy­
starcza w zupełności wykreślenie jednego rzutu owej figury 
płaskiej. Co się tyczy wyboru płaszczyzny pomocniczej, to pro­
wadzimy ją o ile można tak, aby wykreślenie figury przecięcia 
było jaknajprostsze. W ogólnym przypadku wygodnie jest za 
taką płaszczyznę przyjmować jednę z płaszczyzn rzucających 
prostej danej. W szczególności natomiast, gdy wielościanem da­
nym jest graniastosłup, poprowadzimy płaszczyznę pomocniczą 
równolegle do jego krawędzi (ćw. 38 Rozdz. II), gdy zaś — ostro­
słup, to płaszczyznę pomocniczą poprowadzimy przez jego wierz­
chołek, w pierwszym bowiem przypadku płaszczyzna przecina 
powierzchnię boczną graniastosłupa podług prostych, równole­
głych do jego krawędzi, w drugim — płaszczyzna przecina po­
wierzchnię boczną ostrosłupa podług prostych, wychodzących 
z jego wierzchołka.

Przechodzimy teraz do badania wielościanów, przecinających 
się wzajemnie.

Punkty przebi­
cia wielościan u 

prostą.

fid. Jeżeli dwa wielościany się przecinają, to w prze­
cięciu otrzymujemy jeden lub kilka wielokątów w ogól­
ności skośnych; w pierwszym przypadku mówimy, że 

jeden wielościan wnika w drugi, w drugim — że jeden prze­
nika drugi. Wierzchołki wielokąta przecięcia są punktami prze­
cięcia krawędzi jednego wielościanu ze ścianami drugiego, boki 
wielokątów są prostemi przecięcia ścian jednego wielościanu ze 
ścianami drugiego. Gdy bok wielokąta przecięcia łączy dwie

Przenikanie się 
i wnikanie 

dwóch wielo- 
ścianćw.
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krawędzie jednego wielościanu, to należą one oczywiście do je­
dnej ściany, gdy zaś bok ten łączy krawędzie różnych wielościa- 
nów, to każda z tych krawędzi przecina jednę ze ścian, przyle­
głych do drugiej krawędzi.

Bok figury przecięcia jest widzialny tylko wtedy, gdy po­
wstaje z przecięcia się dwóch ścian widzialnych; gdy zaś choćby 
jedna ze ścian, przecinających się w danym boku wielokąta, jest 
niewidzialna, to bok ten jest niewidzialny.

Do wykreślenia rzutów przecięcia dwóch wielościanów uży­
wać możemy dwóch metod różnych, analogicznie do przypadku 
przecięcia wielościanu płaszczyzną (art. 00), a mianowicie: może-

wykreślać bezpośrednio wierzchołki figury_ppecięcia, albo jej 
boki; najczęściej używa się metody pierwsz&; gdy wierzchołki 
figury przecięcia są wykreślone, to należy je odpowiednio połą­
czyć prostemi dla otrzymania boków tej figury. Ogólny sposób 
postępowania jest następujący.

Wykreślenie 
figury

przecięcia. drughm Obierzmy dowolną krawędź pierwszego wielo­
ścianu i szukajmy (art. 65) punktów, w których ona przebija 
drugi wielościan; przy wykreśleniu otrzymamy, rozumie się, 
wszystkie punkty, w których prosta, na której leży krawędź 
obrana, przebija wielościan drugi; z tych punktów bierzemy 
wszakże pod uwagę te tylko, które leżą na samej krawędzi, nie 
na jej przedłużeniu. Następnie czynimy to samo ze wszystkiemi 
pozostałemi krawędziami pierwszego wielościanu; potem kreślimy 
podobnież na krawędziach drugiego wielościanu punkty, w któ­
rych one przebijają wielościan pierwszy; jeżeli proste spojrzenie 
na figurę wskazuje, że pewna krawędź wcale nie przebija dru­
giego wielościanu, to naturalnie omijamy tę krawędź. Przy szu­
kaniu punktów przecięcia krawędzi jednego wielościanu ze ścia­
nami drugiego, będziemy, zgodnie z teoryą art. 05, przez krawę­
dzie prowadzili płaszczyzny pomocnicze i szukali ich przecięcia 
z drugim wielościanem; w ogólności wygodnie jest, jak zauwa­
żyliśmy w art. 05, za takie płaszczyzny przyjmować płaszczyzny 
rzucające krawędzi; w szczególnych razach okazuje się wszakże 
właściwszym inny wybór płaszczyzn pomocniczych, tak np., w 
przypadku dwóch ostrosłupów prowadzić je będziemy przez pro­
stą, łączącą wierzchołki ostrosłupów, w przypadku dwóch grania- 
stosłupów — przez krawędzie jednego, równolegle do krawędzi 
drugiego, w przypadku graniastosłupa i ostrosłupa — przez krawę-

my

OT. Nazwijmy jeden wielościan pierwszym, drugi--
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dzie graniastosłupa i wierzchołek ostrosłupa, oraz przez krawędzie 
ostrosłupa równolegle do krawędzi graniastosłupa.

Wykreśliwszy wszystkie wierzchołki figury przecięcia, mu­
simy je połączyć prostemi, aby otrzymać jej boki. Obierzmy 
przeto jeden z wierzchołków A- niech on leży np. na krawędzi a 
pierwszego wielościanu; niech £ będzie jedną ze ścian, przyległych 
do krawędzi a, F — ścianą drugiego wielościanu, przecinającą a 
w punkcie A; ściany £ i £, mające punkt A wspólny, przecinają 
się podług prostej, na której leży bok figury przecięcia; następny 
przeto wierzchołek tej figury leży również na tych ścianach, 
mianowicie, albo w punkcie, w którym pewna krawędź ściany £ 
(różna od a) przecina £, albo w punkcie, w którym pewna krawędź 
ściany F przecina ścianę £; znalazłszy wśród pozostałych wierzchoł­
ków odpowiedni B (wierzchołek taki znaleść się musi i oczywiście 
tylko jeden, gdyż jedna krawędź nie może przeciąć jednej ściany 
więcej, niż w jednym punkcie), otrzymujemy bok AB figury 
przecięcia; podobnem rozumowaniem znajdujemy bok BC i t. d., 
aż otrzymamy bok pewien, kończący się w A; wtedy mamy 
wielokąt ABC...A\ jeżeli oprócz wierzchołków tego wielokąta 
niema więcej innych wierzchołków figury przecięcia, to wielokąt 
ów stanowi całkowitą figurę przecięcia; gdy zaś pozostały jeszcze 
pewne wierzchołki, nie należące do wielokąta ABC... A, to obie­
ramy znowu jeden jakikolwiek z nich i, jak poprzednio, znajdu­
jemy wielokąt z tym wierzchołkiem, będący podobnież, jak 
ABC... A, częścią składową figury przecięcia; postępujemy tak 
dopóty, aż wszystkie wykreślone wierzchołki figury przecięcia 
zostaną wyczerpane. Przy kreśleniu boków tej figury, odróżnia­
my, według stałej reguły, widzialne od niewidzialnych; pierw­
sze kreślimy, jak zwykle, linią ciągłą, drugie — przerywaną.

Może się zdarzyć, że dwie krawędzie wielościanów różnych 
przecinają się w jednym punkcie; z punktu tego wychodzić mo­
gą wówczas cztery boki figury przecięcia.

68. Dla zilustrowania teoryi powyżej wyłożonej wy­
kreślmy przecięcie ostrosłupa trójkątnego i graniastosłupa czwo­
rokątnego, mających podstawy na płaszczyźnie poziomej rzutu 
(fig. 76). Przedewszystkiem przez wierzchołek S ostrosłupa pro­
wadzimy prostą ST, równoległą do krawędzi graniastosłupa; ślad 
poziomy tej prostej niech będzie T\ przez prostą ST prowadzić 
będziemy płaszczyzny pomocnicze. Znajdźmy najprzód wierzchołki, 
leżące na krawędziach ostrosłupa. Ślady poziome płaszczyzn po-

Przykład.



fig. 76.

graniastosłup przecinają owe trzy płaszczyzny pomocnicze; pro­
ste te są równoległe do krawędzi graniastosłupa; wykreśliwszy 
je (tylko w rzucie poziomym), wyznaczamy ich punkty przecię­
cia z odpowiedniemi krawędziami ostrosłupa; znajdujemy tym
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mocniczych, poprowadzonych przez krawędzie ostrosłupa, są TA, 
TB, TC\ punkty, w których proste te przecinają podstawę BEFG 
graniastosłupa, są śladami poziomemi prostych, podług których

\

\

(V
\ ,w

> 
-„

rr~

cs
-3h



§ 2. Przekroje płaskie wielościanów i ich przecinanie się wzajemne. 107

sposobem na krawędzi SA wierzchołki: 1 i 6, na SB — wierzchoł­
ki 5 i 8, na SC -- 3 i 7. Szukamy teraz wierzchołków, leżących 
na krawędziach graniastosłupa. Ślady poziome płaszczyzn pomoc­
niczych, poprowadzonych przez ST i przez krawędzie graniasto­
słupa, są: TD, TE, TF i TG\ z tych prostych tylko jedna TE 
przecina trójkąt ABC; łącząc punkty przecięcia z S, otrzymamy 
proste, podług których płaszczyzna STF przecina ostrosłup, 
a wyznaczając punkty przecięcia tych prostych z krawędzią / 
graniastosłupa, otrzymamy na tej ostatniej dwa wierzchołki 2 
i 4. Wszystkie te punkty znajdujemy w rzucie poziomym, na­
stępnie wykreślamy ich rzuty pionowe, leżące na rzutach pio­
nowych krawędzi odpowiednich. Wykreślmy teraz boki figury 
przecięcia również najprzód w rzucie poziomym. Zacznijmy np. 
od wierzchołka 2; leży on na krawędzi / graniastosłupa i na 
ścianie SAC ostrosłupa; ściana fg, przyległa do /, przecina 
zatem ścianę SAC podług boku, którego drugi wierzchołek leży 
albo na krawędzi g, albo na jednej z krawędzi ściany SAC- lecz 
na g nie leży żaden wierzchołek, a zatem wierzchołek poszuki­
wany leży na SA lub SC-, krawędź SA nie przecina ściany fg, 
krawędź zaś SC przecina ją w punkcie 3; mamy zatem bok 23, 
który jest widzialny, gdyż leży na ścianach SAC i fg widzial­
nych. Bok, wychodzący z 3, leży w przecięciu ściany SCB (przy­
ległej do SC) i fg-, drugi (t. j. różny od 3) wierzchołek tego bo­
ku leży zatem albo na krawędzi SB, albo na krawędzi /; lecz 
krawędź SB nie przecina ściany fg, natomiast krawędź / przebija 
ścianę SCB w punkcie 4; mamy zatem bok 34, który, jako leżą­
cy na ścianach widzialnych SCB i fg, jest widzialny. Bok, wy­
chodzący z 4, leży na przecięciu ścian SCB i fe, ponieważ zaś 
wierzchołki pozostałe leżą wyłącznie na krawędziach ostrosłupa, 
to drugi wierzchołek boku, wychodzącego z 4, leży na jednej 
z krawędzi ściany SCB-, z tych tylko SB przecina ścianę ef, 
mianowicie w punkcie 5; bok znaleziony 45 jest niewidzialny, 
gdyż leży na ścianie ef niewidzialnej. Rozumując w ten sposób 
dalej, znajdziemy wychodzący z 5 bok 51 i wychodzący z 1 bok 
12; boki te będą również niewidzialne. Wielokąt zamknięty 123451 
stanowi część figury przecięcia. Pozostałe trzy wierzchołki dają 
pozostałą część tej figury, mianowicie trójkąt 678, podług które­
go ściana gd graniastosłupa przecina ostrosłup; w rzucie poziomym 
boki 67 i 78 są widzialne, bok zaś 68 jest niewidzialny. W rzu­
cie pionowym wykreślamy boki podług rzutu poziomego, lecz
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kwestyę widzialności lub niewidzialności rozstrzygać musimy nie­
zależnie, albowiem bok widzialny w jednym rzucie, może być 
niewidzialny w drugim.

§ 3. Cienie wielościanów.
69. Dla większej plastyczności rysunku przyjmujemy, że 

przedmioty na nim przedstawione, będąc nieprzezroczystemi, są 
oświetlone, i na rysunku cieniujemy te części figury, na które 
światło nie pada *).

Zakładać będziemy, że promienie światła wycho-
Oświetlenie , • i • • .środkowe i rd- dzą z jednego punktu, znajdującego się w odległości 

skończonej lub nieskończonej; w pierwszym przypadku 
mamy tak zw. oświetlenie środkow^e, w drugim — równo­
ległe. Umówmy się na przyszłość, że mamy do czynienia 
z oświetleniem równoległem — o ile wyraźnie nie będzie uczy­
nione zastrzeżenie odmienne. Kierunek promieni światła oznacza 
się zwykle przez rzuty prostej, do nich równoległej. Przyjmuje 
się zazwyczaj, że promienie padają z lewej strony, z góry, z przo­
du ku prawej stronie, na dół, do tyłu. Często dla uproszczenia 
wykreślenia przyjmuje się, że kierunek promieni schodzi się z kie­
runkiem przekątnej sześcianu foremnego, mającego dwie ściany 
równoległe do płaszczyzn rzutu; w tym szczególnym przypadku 
rzuty poziome i rzuty pionowe promieni światła tworzą z osią 
rzutu kąt 45°.

Każdy przedmiot, przedstawiony na rysunku, jest 
w części oświetlony, w części zaś pogrążony w cieniu, 

prócz tego rzuca on w ogólności cień na inne przedmioty i na 
płaszczyzny rzutu; niekiedy nadto jedna część przedmiotu rzuca 
cień na inną część tego samego przedmiotu. Zakładamy, że pła­
szczyzny rzutu są nieprzezroczyste i przedłużone nieograniczenie; 
skutkiem tego przedmioty będą widzialne tylko o tyle, o ile znaj­
dują się w pierwszej ćwierci przestrzeni; wszystkie zaś cienie, rzu­
cone na płaszczyzny rzutów, znajdują się albo na przedniej części

Cienie
przedmiotu.

*) W celu jeszcze większego spotęgowania plastyczności, oznacza się nadto na 
rysunku na częściach oświetlonych rozmaite stopnie natężenia światła, biorąc pod uwagę 
zależność tego natężenia od kąta, pod jakim promienie światła padają na różne punkty 
powierzchni przedmiotu; tę teorye oświetlenia wyłożymy w rozdziale ostatnim.
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płaszczyzny poziomej rzutu, albo na górnej części płaszczyzny pio­
nowej. Oświetlone są tylko te punkty powierzchni przedmiotu lub 
płaszczyzny rzutu, w których promienie światła najprzód napotyka­
ją ów przedmiot albo płaszczyznę rzutu; punkty, w których kieru­
nek promieni wychodzi z przedmiotu, są w cieniu, wskutek nie- 

przezroczystości przedmiotu; mówimy, że punkty te są 
w cieniu własnym; gdy kierunek promienia, po wyj­

ściu z przedmiotu, znowu pada na pewien punkt powierzchni tegoż 
lub innego przedmiotu, albo na punkt płaszczyzny rzutu, to punkt 
ten znajduje się w t. zw. cieniu rzuconym. Gdy zatem promień 
przecina powierzchnię przedmiotu w kilku punktach, to pierwszy 
z nich znajduje się w świetle, drugi, czwarty i t. d. w cieniu 
własnym, a trzeci, piąty i t. d. w cieniu rzuconym. Linia, znaj­
dująca się na powierzchni przedmiotu i oddzielająca punkty 
oświetlone tej powierzchni od punktów nieoświetlonych, nazywa 
się granicą światła i cienia na tej powierzchni, albo gra­
nicą cienia własnego; w punktach tej linii promienie świa­
tła dotykają powierzchni przedmiotu, nie przecinając takowej. 
Granica cienia, rzuconego przez przedmiot dany na płaszczyzny 
rzutów lub na powierzchnię innego przedmiotu, jest oczywiście 
cieniem granicy światła i cienia na powierzchni danego przed­
miotu, rzuconym na płaszczyznę rzutów lub odp. na powierzchnię 
drugiego przedmiotu.

Celem paragrafu niniejszego jest wyjaśnienie metody kreśle­
nia cieni własnych i rzuconych wielościanów; rozwiążmy wszakże 
uprzednio zadanie wykreślenia cienia, rzuconego przez punkt, 
odcinek prostej i wielokąt dowolny na płaszczyzny rzutów. Kie­
runek promieni uważać będziemy za dany przez rzuty prostej l, 
równoległej do nich.

Cień własny 
i rzucony.

70. Wykreślić cień, rzucony przez punkt dany 
na płaszczyzny rzutu.

Prowadzimy przez punkt dany prostą, równoległą 
do 7; ślad poziomy tej prostej jest cieniem, rzuconym 

przez punkt dany na płaszczyznę poziomą rzutu, a jej ślad pio­
nowy — cieniem, rzuconym przez ten punkt na płaszczyznę pio­
nową rzutów; pierwszy cień nazywamy cieniem poziomym 
punktu danego, drugi — jego cieniem pionowym. W rzeczy­
wistości punkt posiada jeden tylko cień, albo poziomy, jak np. 
punkt A figury 77, albo pionowy, jak np. punkt ślad pionowy 
Av promienia światła, przechodzącego przez punkt A, jest niewi-

Cienie punktu.
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fig. 77.

Gdy w szczególności promień światła, przechodzący przez 
punkt dany, przecina oś rzutu, to w punkcie przecięcia schodzą 
się cień poziomy i cień pionowy punktu danego.

W przypadku oświetlenia środkowego znajdujemy cień pun­
ktu danego, jako ślad prostej, przechodzącej przez punkt świe­
cący i punkt dany; wszystkie uwagi pozostają zresztą bez zmiany.

71. Wykreślić cień, rzucony przez odcinek na 
płaszczyzny rzutu.

Cień linii jakiejkolwiek na pewną płaszczyznę jest 
miejscem geometrycznem cieni wszystkich punktów 

tej linii na tę płaszczyznę; w szczególności więc cieniem prostej 
na płaszczyznę daną jest prosta, podług której płaszczyznę tę 
przecina inna płaszczyzna, poprowadzona przez prostą daną równo­
legle do promieni światła. Z powyższego wynika, że cieniem 
odcinka na pewną płaszczyznę jest odcinek prostej, łączącej cienie 
krańców odcinka na tę płaszczyznę.

Cienie odcinka.

110 Wielościany.

dzialny, przypada bowiem na dolnej części płaszczyzny pionowej 
rzutu; punkt Av nazywamy cieniem pionowym punktu A, 
fikcyjnym albo niewłaściwym. Wykreślenie cienia fikcyj­
nego bywa nieraz, jak wkrótce zobaczymy, konieczne. Gdy pro­
mienie światła mają kierunek przekątnej sześcianu wiadomego, 
to, jak łatwo można widzieć, prosta, łącząca obydwa cienie pun­
ktu (rzeczywisty i fikcyjny), jest równoległa do osi rzutu.
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Gdy tedy odcinek dany AB ma położenie takie, że punkty 
A i B (fig. 78) rzucają cienie Ah, Bh na płaszczyznę poziomą 
rzutu, AhBh jest cieniem odcinka AB na tę płaszczyznę, gdy zaś 
punkty C i B rzucają cienie pionowe, to C,DV jest cieniem od­
cinka CJD na płaszczyznę pionową rzutów. Niech odcinek EF ma 
położenie takie, że punkt E rzuca cień na Px, a punkt E na /V, 
wtedy cień odcinka EF pada w części na Px, w części na P2. Aby 
wykreślić ten cień, wyobraźmy sobie na chwilę, że płaszczyzna 
P2 jest przezroczysta; kreśląc wtedy cienie poziome Eh i Fh pun­
któw E i F, otrzymalibyśmy, jako rzut odcinka EF na płaszczy­

zn r\
cł Dv

t /
gl i/ \4 —4

■D’L' EhrAh. T

yBh rA’/

fi
fig. 78.

znę P!, odcinek EhFh- Niech prosta EhFh przecina oś rzutu w pun­
kcie G. W rzeczywistości punkt Fh jest cieniem fikcyjnym pun­
ktu .F1; punkt ten rzuca natomiast cień Fv na płaszczyznę P>; 
a więc zamiast cienia GFh na płaszczyznę Px mamy cień GFV na 
płaszczyznę P2, tak, że cień całkowity odcinka EF przedstawia 
się jako linia łamana EhGFv, której odcinek EhG pada na PXj 
a odcinek GFV — na P2. Gdy przez EF przesuniemy płaszczyznę 
równolegle do promieni światła, to GEh będzie oczywiście leżeć 
na jej śladzie poziomym, GFV — na śladzie pionowym; w punkcie 
G płaszczyzna ta przetnie oś rzutu.

Cienie, rzucone na tę samą płaszczyznę przez dwa odcinki 
równe i równoległe, są między sobą równe i równoległe. Cień 
odcinka, równoległego do jednej z płaszczyzn rzutu, rzucony na 
tę płaszczyznę, jest równy odcinkowi samemu i równoległy doń; 
cień odcinka, prostopadłego do jednej z płaszczyzn rzutu, rzuco­
ny na tę samą płaszczyznę, jest rówmoległy do rzutów promieni 
światła na tę płaszczyznę.
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fig. 79.

zanym w art. 70, wykreślamy cienie poziome wszystkich wierz­
chołków ośmiościanu; z tych cieni Bh, Ch, F,, okazują się fikcyj- 
nemi, gdyż przypadają nad osią rzutu. Gdy wykreślimy cienie 
poziome wszystkich krawędzi, to przekonamy się, żo cienie AhCh, 
ChFhj FhDh, DhEh, EhAh utworzą pięciokąt AhChFhDhEh, wewnątrz 
którego będą leżały cienie wszystkich pozostałych krawędzi 
(i wierzchołka B)- stąd wnioskujemy, że ten pięciokąt jest grani­
cą cienia, rzuconego przez ośmiościan na płaszczyznę Pt (odwra­

Wielościany.

Umiejąc kreślić cienie odcinków prostoliniowych, możemy 
z łatwością wykreślić cienie wielokątów dowolnych, płaskich 
i skośnych.

72. Przystąpmy teraz do wykreślenia cieni wielo- 
ścianów. Niech wielościanem danym będzie pewien 

ośmiościan ABCDEF (fig. 79); promienie światła niech mają kie­
runek przekątnej sześcianu wiadomego (art. 69). Sposobem, wska-

Cienie
wielościanu.
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camy tymczasem uwagę od płaszczyzny P2). Z tego zaś wynika, 
że na powierzchni ośmiościanu wielokąt skośny ACFDEA jest 
granicą cienia własnego; linia ta oddziela grupę ścian oświetlo­
nych od nieoświetlonych. Do jednej grupy należą ściany: ACB . 
I)CF, ADE, do drugiej — ABC, BCF, BEF, ABE, BEF- przez' 
intuicyę spostrzegamy, że pierwsza grupa jest oświetlona, dru­
ga — pogrążona w cieniu; możemy się zresztą o tem przeko­
nać, wykreślając punkty, w których jakikolwiek promień światła 
przebija ściany wielościanu (art. 65), i uważając, do której grupy 
należy ściana, którą promień najprzód przebija; ta grupa będzie 
oświetlona.

W rzucie poziomym ze ścian widzialnych nieoświetlone są 
ściany ABC i BCF, w pionowym BEF i BEF-, te ściany win­
niśmy przeto w odnośnych rzutach zacieniować.

Kreślimy następnie cienie pionowe tych wierzchołków, któ­
rych cienie poziome są fikcyjne. Krawędzie AE i EB mają cień 
poziomy, CF ma cień pionowy, a AC i BF rzucają cień na 
obiedwie płaszczyzny rzutu. Znajdujemy wtedy, że ośmiościan 
rzuca na płaszczyznę Px cień KAhE/tBhL, a na płaszczyznę P2 — 
cień LFvCcK, przyczem przez K i L oznaczyliśmy punkty, w któ­
rych przecinają się na osi rzutu cienie krawędzi AC wzgl. BF.

73. Zobaczmy teraz, jak wykreślają się cienie,
• rzucone przez jeden wielościan na drugi. Zauważymy 

w tym celu, że cień od pierwszego wielościanu przyjmują tylko 
ściany oświetlone drugiego wielościanu, oraz, że granica cienia, 
rzuconego na drugi wielościan, jest cieniem granicy (lub części 
granicy) światła i cienia na powierzchni pierwszego wielościanu. 
Wykreślenie opieramy na uwadze następującej. Niech ax i bx 
będą cieniami, rzuconemi na jednę płaszczyznę jakąkolwiek przez 
dwie proste a i b- niech proste ax i bx przetną się w punkcie K\ 
poprowadźmy przez K promień światła; przetnie on proste a i b 
odpowiednio w punktach L i ilf; niech np. punkt M leży pomię­
dzy punktami L i K, wtedy punkt M jest oczywiście cieniem, 
rzuconym na prostą b z punktu L prostej a.

Ażeby wykreślić cień rzucony przez wielościan A na wielo­
ścian 5, kreślimy cienie, rzucone przez obydwa wielościany na 
płaszczyznę Pu nie zważając na to, że wielościan B przyjmuje 
cień rzucony wielościanu A. Z tych cieni otrzymujemy bezpo­
średnio granicę światła i cienia na każdym z wielościanów; bada­
my potem, które ściany wielościanu B są oświetlone, i kreślimy

Geometrya wyJcreślnci.

Cień rzucony 
przez wielościan 
na wielościan

8
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cienie, rzucone na Pt przez wszystkie oświetlone krawędzie wie- 
lościanu B. Następnie bierzemy pod uwagę punkty, w których 
granica cienia rzuconego na Px przez A przecina granicę cienia 
rzuconego na Px przez B, oraz cienie krawędzi oświetlonych wie- 
lościanu B. Niech np. cień ax krawędzi a wielościanu A (leżącej 

jego granicy światła i cienia) przecina w punkcie K cień bx 
krawędzi b wielościanu B (leżącej na jego części oświetlonej albo 
na jego granicy światła i cienia); prowadzimy przez K prostą 
w kierunku rzutów poziomych promieni światła; prosta ta niech 
przetnie rzut poziomy b' krawędzi b w punkcie M', wtedy M' 
jest rzutem poziomym punktu, w którym krawędź b przecina 
granicę cienia, rzuconego na B przez A. Tym sposobem znajduje­
my wszystkie punkty przecięcia krawędzi wielościanu B z granicą 
cienia, rzuconego nań przez wielościan A. Jeżeli pewien wierz­
chołek wielościanu A rzuca cień na ścianę wielościanu B: to znaj­
dujemy ten cień, jako punkt, w którym promień światła, popro­
wadzony przez ów wierzchołek Avielościanu A, przecina ścian< 
wielościanu B.
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74. Zastosujmy teoryę powyższą do przykładu następującego.
Wykreślić cienie własne i rzucone ostrosłupa 

trójkątnego SABC i graniasto słup a DEFCHJKL, mają­
cych podstawy na płaszczyźnie Px (fig. 80).

Wykreślamy przedewszystkiem cienie, rzucone przez wielo- 
ściany na płaszczyznę /V, ostrosłup rzuca cień ShAC, graniasto- 
słup—cień EFKkLhHhDy stąd widzimy, że granicą światła i cienia 
jest na powierzchni ostrosłupa trójkąt SAC, a na powierzchni 
graniastosłupa wielokąt skośny EFKLHD. Intuicya pokazuje 
nam bezpośrednio, że na ostrosłupie oświetlona jest tylko ściana 
SAC, na graniastosłupie oświetlone są ściany DHJE, EJKF 
i HJKL-, w rzucie poziomym graniastosłupa ściany widzialne są 
oświetlone, zaś w rzucie pionowym ściana DHLG widzialna jest 
ciemna; w rzucie poziomym ostrosłupa ściany SAB i SBC, 
a w rzucie pionowym — ściana SBC, będąc widzialnemi, znajdu­
ją się w cieniu własnym. Graniastosłup rzuca cień na obie płasz­
czyzny rzutu; wykreślamy go sposobem wiadomym, kreśląc naj­
przód cienie poziome wszystkich wierzchołków, a następnie wy­
znaczając cień na płaszczyźnie pionowej rzutu (art. 72). Szukajmy 
teraz cienia, rzuconego przez ostrosłup na graniastosłup. Proste 
ShA i ShC, będące cieniami krawędzi SA i SC, przecinają w pun­
ktach P i Q krawędź I)E graniastosłupa, będącą zarazem swym 
własnym cieniem; prócz tej krawędzi, nie przecinają one cienia 
żadnej innej krawędzi graniastosłupa, czy to oświetJonej, czy też 
na granicy światła i cienia się znajdującej. Cień przyjmuje za­
tem tylko ściana EJHD. Prowadząc przez S promień światła, 
znajdujemy punkt >Sj, w którym on przecina tę ścianę, otrzy­
mujemy w ten sposób rzut poziomy S\PQ i rzut pionowy 
S'\P"Q" cienia, rzuconego przez ostrosłup na graniastosłup. Na 
płaszczyznę Px rzuca ostrosłup cień APQC.

1’rzykład.

ĆWICZENIA.

102) Wykreślić rzuty graniastosłupa, gdy dane są: jego podstawa 
ńa płaszczyźnie poziomej rzutu, długość krawędzi bocznych oraz kąty, 
jakie jedna z krawędzi bocznych tworzy z przyległemi bokami podstawy.
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103) Wykreślić rzuty graniastosłupa, gdy dane są: ślady płaszczy­
zny, na której znajdować się ma podstawa, rzut poziomy podstawy, wy­
sokość graniastosłupa, oraz kąty, jakie jedna z krawędzi bocznych two­
rzy z przyległemi bokami podstawy.

104) Wykreślić rzuty ostrosłupa, gdy dane są: jego podstawa na 
płaszczyźnie poziomej rzutu, długość jednej z krawędzi bocznych oraz 
kąty, jakie ta krawędź tworzy z przyległemi bokami podstawy.

105) Wykreślić rzuty ostrosłupa, gdy dane są: ślady płaszczyzny, 
na której znajdować się ma podstawa, rzut pionowy podstawy, wysokość 
ostrosłupa, oraz kąty, jakie jedna z krawędzi bocznych tworzy z przy­
ległemi bokami podstawy.

106) Wykreślić rzuty ostrosłupa pięciokątnego foremnego, które­
go podstawa znajduje się w płaszczyźnie prostopadłej do osi.

107) Wykreślić rzuty sześcianu, dwunastościanu i dwudziestościa- 
nu foremnych w położeniu takiem, aby przekątna, łącząca dwa wierz 
chołki przeciwległe, była prostopadłą do płaszczyzny poziomej rzutu.

108) Wykreślić rzuty pięciu wielościanów foremnych w położeniu, 
jakie zajmą, gdy przyjąwszy je w położeniu, podanem odp. na figurach 
66, 67, 68, 69 i 70, obrócimy je na pewien kąt ostry około osi, równole­
głej do płaszczyzny poziomej rzutu.

109) Umieścić czworościan foremny na płaszczyźnie, równoległej 
do osi i danej przez ślady, tak, aby jeden bok podstawy tworzył ze śla­
dami płaszczyzny kąt dany.

110) Na płaszczyźnie, danej przez ślady, umieścić sześcian forem­
ny o danej długości krawędzi tak, aby przekątna podstawy przechodziła 
przez punkt dany i była równoległa do śladu poziomego płaszczyzny.

111) Znaleść rzuty środka i długość promienia kuli, wpisanej 
w czworościan dany.

112) Wykreślić rzuty czworościanu, gdy dane są długości wszyst­
kich jego krawędzi.

113) Graniastosłup pięciokątny foremny, stojący na płaszczyźnie 
poziomej, przeciąć płaszczyzną dowolną i wykreślić postać rzeczywistą 
przecięcia.

114) Ostrosłup pięciokątny foremny, stojący na płaszczyźnie po­
ziomej, przeciąć płaszczyzną dowolną i wykreślić postać rzeczywistą 
przecięcia.

115) Wykreślić rozwinięcie graniastosłupa z zadania 103.
116) Wykreślić rozwinięcie ostrosłupa z zadania 105.
117) Wykreślić rozwinięcia graniastosłupa i ostrosłupa z figury 

76 i oznaczyć na rozwinięciu ślady przecięcia się wzajemnego.



118) Przeciąć dwunastościan foremny płaszczyzną dowolną i wy­
kreślić postać rzeczywistą przekroju.

119) Przeciąć ostrosłup z zadania 105 płaszczyzną dowolną i wy­
kreślić postać rzeczywistą przekroju.

120) Dowolny ostrosłup czworokątny przeciąć płaszczyzną tak, 
aby w przekroju otrzymać trapez, którego boki równoległe miałyby dłu­
gości odpowiednio dane, przyczem jeden z tych boków leżeć ma na pod­
stawie ostrosłupa, drugi — na pewnej określonej ścianie bocznej.

121) Dowolny ostrosłup czworokątny przeciąć płaszczyzną tak, 
aby w przekroju otrzymać trapez, którego boki równoległe leżałyby na 
pewnych dwóch ścianach bocznych przeciwległych i przechodziłyby przez 
dwa punkty, dane odpowiednio na tych ścianach.

122) Dowolny ostrosłup czworokątny przeciąć płaszczyzną tak, 
aby w przekroju otrzymać równoległobok o danem polu.

123) Wykreślić rzuty figury przecięcia dwóch graniastosłupów 
pochyłych, mających podstawy na płaszczyźnie />,.

124) Wykreślić rzuty figury przecięcia dwóch ostrosłupów, mają­
cych podstawy na płaszczyźnie Px.

125) Wykreślić rzuty figury przecięcia dwóch graniastosłupów, 
z których jeden ma podstawę na Pu drugi — na P2.

126) Wykreślić rzuty figury przecięcia dwóch ostrosłupów, z któ­
rych jeden ma podstawę na Pt, drugi — na P2.

127) Wykreślić rzuty figury przecięcia graniastosłupa i ostrosłu­
pa, z których pierwszy ma podstawę na P1} drugi — na P2, lub odwrotnie.

128) Wykreślić rzuty figury przecięcia ośmiościanu foremnego 
i graniastosłupa jakiegokolwiek; przedstawić ślady przecięcia na rozwi­
nięciu każdego z tych wielościanów.

129) Wykreślić rzuty figury przecięcia dwunastościanu foremnego, 
mającego jednę ścianę na Pu i sześcianu foremnego, mającego jeden 
wierzchołek na Pl i przekątną, z tego wierzchołka wychodzącą, prosto­
padłą do Pt.

130) Dane są rzuty wielokąta jakiegokolwiek (w ogólności skoś­
nego); wykreślić cienie, rzucane przez niego na płaszczyzny rzutu.

131) Wykreślić cienie (własne i rzucone) wielościanów foremnych, 
przedstawionych na figurach 66, 67, 68, 69, 70, oraz tychże wielościanów 
w położeniach, otrzymanych z rozwiązania zagadnień 107 i 108, jakoteź 
ośmiościanu foremnego w położeniu takiein, jak na fig. 73.

132) Wykreślić cienie graniastosłupa z zagadnienia 103.
133) Wykreślić cienie ostrosłupa z zagadnienia 105.
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134) Wykreślić cienie ostrosłupa z zagadnienia 106.
135) Wykreślić cień, rzucony przez graniastosłup na grania-

stosłup.
136) Wykreślić cień, rzucony przez graniastosłup na ostrosłup.
137) Wykreślić cień, rzucony przez sześcian foremny na ośmio- 

ścian foremny.
138) Wykreślić cień, rzucony przez ośmiościan foremny na dwu- 

nastościan foremny.



ROZDZIAŁ IV.

LINIE KRZYWE.

§ 1. Krzywe płaskie.
Wyznaczenie 

krzywej przez 
rzuty.

75. Linię krzywą, wyznacza się w geometryi 
wykreślnej przez rzuty, podobnie jak punkt, prostą; przez 

swe rzuty jest krzywa w zupełności wyznaczona; nieokreśloność, 
która może powstać, gdy prosta, prostopadła do osi rzutu, prze­
cina jeden rzut krzywej w kilku punktach, usuwa się przez 
oznaczenie rzutów paru właściwych punktów krzywej literami. 
Ogół promieni, rzucających punkty krzywej na jakąkolwiek pła- 
sczyznę rzutu, tworzy powierzchnię walcową, rzucającą krzywą 
na tę płaszczyznę. Gdy wyobrazimy sobie obydwie powierzchnie 
walcowe, rzucające krzywą na płaszczyzny poziomą i pionową 
rzutu, to krzywa leżeć będzie w przecięciu tych dwóch walców 
(nie należy wszakże przypuszczać, że krzywa dana stanowi za­
wsze całkowite przecięcie tych walców).

Poprowadźmy prostą l przez dwa jakiekolwiek punkty 
A, B krzywej; w rzucie poziomym prosta V przecina rzut krzy­
wej w punktach A', B', w rzucie pionowym podobnież prosta l" 
przecina rzut krzywej w punktach A", B". Niech teraz punkt B 
zbliża się nieograniczenie po krzywej do nieruchomego punktu A- 
prosta l będzie zmieniać swój kierunek, przechodząc stale przez 
punkt A, a gdy w granicy punkt B zejdzie się z punktem A, 
to prosta 1 stanie się styczną do krzywej w punkcie A. W rzu­
cie poziomym jednocześnie punkt B' zlewa się z punktem A' i V 
przechodzi w styczną do rzutu poziomego krzywej w punkcie A\

Styczna.
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podobnież w rzucie pionowym. Stąd wnioskujemy, że rzutami 
poziomym i pionowym stycznej do krzywej w punkcie A są 
styczne do rzutów odpowiednich krzywej w punkcie A', wzglę­
dnie w A".

76. Gdy krzywda jest płaska, t. j. gdy wszystkie 
rzmdw krzywej jej punkty leżą w jednej płaszczyźnie, to w tej samej

płaszczyźnie leżą wszystkie jej cięciwy i styczne; dwie 
zaś cięciwy lub styczne krzywej skośnej w ogólności nie leżą na 
jednej płaszczyźnie. Gdy mamy krzywą płaską, przedstawioną 
w rzutach poziomym i pionowym, to możemy ogół jej punktów, 
cięciw i stycznych uważać jako pewną figurę płaską, której rzu­
tami są punkty, cięciwy i styczne odpowiednich rzutów krzywej. 
Na zasadzie art. 41 widzimy tedy, że rzuty poziomy i pionowy 
krzywej płaskiej są w kolineacyi równoległej, mianowicie rzuty 
każdego punktu leżą zawsze na prostej, prostopadłej do osi rzu­
tu, a rzuty każdej cięciwy lub stycznej przecinają się wszystkie 
na tej samej prostej — osi kolineacyi; prosta ta jest połączonym 
rzutem poziomym i pionowym prostej, podług której płaszczyzna 
krzywej przecina drugą główną płaszczyznę dwusieczną. Koline- 
acya powyższa jest cechą charakterystyczną dla krzywej płaskiej.

77. Przejrzyjmy teraz pewne własności i osobliwości krzy­
wych płaskich, przyczem dla dogodności brać będziemy płasz­
czyznę krzywej za płaszczyznę rysunku *).

Wyobraźmy sobie, że punnkt ruchomy przebiega 
krzywą linię daną; w każdem położeniu punktu wyo­

brażamy sobie styczną do krzywej. Punkt krzywej wraz z kie­
runkiem stycznej w nim do krzywej nazywamy elementem 
krzywej. W miarę tego, jak punkt posuwa się po krzywej, ele­
menty krzywej przyjmują wciąż inne kierunki, tak że styczna 
obraca się przytem około punktu ruchomego krzywej; lecz zara­
zem coraz inny punkt stycznej styka się z krzywą, tak że punkt 

zw- styczn°ści posuwa się po stycznej ruchomej. Ze wzglę­
dno i osom- du na kierunek obrotu stycznej około punktu styczno­

ści i posuwania się tego punktu po stycznej, rozróżnia­
my punkty zwyczajne i rozmaite punkty osobliwe krzywej.

Element krzy­
wej.

*) Teoryę szczegółową krzywych płaskich znajdzie czytelnik w dziele Salm o- 
na: „Higher piane curves”, tłum. Fiedlera p. t. „Analytische Geometrie der hóheren 
ebenen Curven” Lipsk, drugie wyd. 1882.



§ 1. Krzywe płaskie. 121

Punkt krzywej nazywa się zwyczajnym, gdy przy przej­
ściu przez ten punkt punktu styczności nie zmienia się ani kie­
runek obrotu styczuej około tego punktu styczności, ani kierunek 
posuwania się tego ostatniego po stycznej (fig. 81). W bliskości 
punktu zwyczajnego krzywa leży po jednej stronie stycznej.

/ fig. 81.

Przy przejściu punktu ruchomego przez punkt osobliwy 
krzywej zmienia się albo kierunek obrotu stycznej około punktu 
styczności (fig. 82), albo kierunek posuwania się punktu styczno­
ści po stycznej (fig. 83), albo też zmieniają się obydwa te kie­
runki razem (fig. 84); w pierwszym wypadku punkt osobliwy

fig. 83. fig. 84.fig 82.

nazywa się punktem przegięcia, w drugim — punktem 
zwrotu pierwszego rodzaju, w trzecim — punktem 
zwrotu drugiego rodzaju. W bliskości punktu przegięcia
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i punktu zwrotu pierwszego rodzaju krzywa leży po różnych 
stronach stycznej w tym punkcie, a w bliskości punktu zwrotu 
drugiego rodzaju — po jednej stronie stycznej odpowiedniej.

Oprócz powyżej wymienionych trzech gatunków 
punktów osobliwych bierzemy jeszcze pod uwagę t. zw. 

punkty wielokrotne krzywej, t. j. punkty płaszczyzny, przez

Punkty
wielokrotne.

X

i

\ ✓\ ✓\ \ 
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fig. 85. fig. 86.

fig. 87. fig. 88.
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które punkt ruchomy, przebiegający krzywą, przejść musi dwa lub 
więcej razy; jeżeli punkt ruchomy, przebiegający krzywą, przecho­
dzi przez ten sam punkt płaszczyzny n razy, to ten punkt płasz­
czyzny jest punktem ^-krotnym krzywej. W punkcie w-krot 
nym krzywa ma n lub mniej stycznych. Na fig. 85 przedstawiony 
jest punkt dwukrotny z dwiema różnemi stycznemi, na fig. 86 punkt 
dwukrotny z jedną styczną; fig. 87 przedstawia punkt trzechkrotny 
z trzema stycznemi, figura 88 — takiż punkt z dwiema stycznemi.

Opiszemy teraz kilka linij krzywych płaskich, któremi póź­
niej posiłkować się będziemy.

78. Gdy koło, nie ślizgając się, toczy się po linii pro­
stej, to każdy punkt, niezmiennie połączony z kołem, opisuje 
linię krzywą, zwaną cy kio idą. Punkt, leżący na okręgu koła 
opisuje t. zw. cykloidę zwyczajną (fig. 90), punkt, niezmien­
nie związany z kołem, lecz leżący zewnątrz niego, opisuje cy­
kloidę wydłużoną (figura 92), wreszcie punkt, leżący we­
wnątrz koła i niezmiennie z niem związany, opisuje cykloidę 
skróconą (fig. 93). Wykreślimy te trzy rodzaje cykloidy.

Cykloidy.

A.
4?__ _ CC.-'

4? I o O'

V 4
P A a> aa cCg dt. as cce a7 £

lig. 89.

Niech koło h (fig. 89) o promieniu r toczy się po pro­
stej p\ w położeniu początkowem koła niech punkt bie­

żący cykloidy znajduje się w punkcie styczności A koła i prostej. 
Gdy koło wykona obrót całkowity, to punkt, opisujący cykloidę, 
zajmie położenie B na prostej p takie, że AB = 2tur; długość tę 
możemy z pewnem przybliżeniem na prostej p odciąć, obierając 
dla Ti wartość przybliżoną 3^*). Podzielmy okrąg koła na pewną 
liczbę równych części, np. na 8; na tyleż równych części podziel­
my odcinek AB-, niech a2...(b będą punktami podziału od-

/
*) Do wykreślenia długości okręgu koła użyć można także sposobu Koch a ń- 

s k i e g o, podanego np. w „Geometryi” Badowskiego str. 2J9.

Cykloida
zwyczajna.
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cinka AB, a bt, b2... bn punktami podziału koła. Punkty b będą 
kolejno schodziły się z odpowiedniemi punktami a. Wykreślmy 
położenie koła, gdy np. punkt b3 schodzi się z punktem a3. Punkt 
bieżący cykloidy będzie wówczas zajmował położenie a takie, że 
Z.A0b3 = Z.aO'a3. Gdy prosta, poprowadzona przez b3 równolegle 
do p, przecina powtórnie koło k w punkcie b5, to znajdujemy, że 
czworokąt Ab3aa3 jest równoległobokiem; stąd widzimy, jak mo­
żna wykreślić punkty cykloidy, odpowiadające różnym punktom 
podziału koła li i odcinka AB. Mianowicie (fig. 90) prowadzimy 
odcinki Ab^, Ab&.... i z punktów ctg.... kreślimy odcinki, do 
nich odpowiednio równoległe i im równe; końce tych odcinków 
są szukanemi punktami cykloidy.

.4?

4 bz

bi
Uz ao a* Qy 8fi a<s

fig. 90.

Wykreślenie cykloidy ułatwiamy przez kreślenie sty­
cznych do niej w punktach otrzymanych. Gdy rozwa­

żymy koło li np. w położeniu, wykreślonem linią punktowaną na 
fig. 89, to widzimy, że w punkcie a3 schodzą się element koła 
i element prostej, i że około punktu tego obraca się całe koło, 
a wraz z niem i punkt bieżący cykloidy, dopóki nie zejdą się 
następne elementy koła i prostej; element cykloidy w punkcie a 
schodzi się przeto z elementem koła, zakreślonego ze środka a3 
promieniem a3a\ wskutek tego jest prosta a3a normalną do cy­
kloidy w punkcie a, a prostopadła do a3a w punkcie a — styczną 
do cykloidy w tym punkcie. Styczna w dowolnym punkcie cy­
kloidy jest zatem prostopadła do prostej, łączącej ten punkt z pun­
ktem styczności koła li (w położeniu odpowiedniem) i prostej p.

Cykloida zwyczajna składa się z nieskończonej liczby łuków, 
będących identycznem powtórzeniem jednego z nich; punkty cy­
kloidy, leżące na prostej p, są punktami zwrotu; styczna w każ­
dym z nich jest prostopadła do p.

Styczne do 
-cykloidy zwy­

czajnej.
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Cykloida
wydłużona. 79. Wykreślmy teraz cykloidę wydłużoną.

W położeniu początkowem koło k dotyka prostej p 
w punkcie A, a punkt bieżący cykloidy niech wówczas znajduje 
się w A', na przedłużeniu promienia O A (fig. 91). Wykreślmy 
koło k', współśrodkowe z kołem k i przechodzące przez A', i po­
dzielmy, jak w przypadku cykloidy zwyczajnej, odcinek AB = 2izr

óV° V'.1 <*s ae a,

A'
fig. 9I.

(>• — promień koła li) i koło li na osiem części równych; promienie 
Obt, Ob2,... przedłużone podzielą koło li' na osiem równych części; 
oznaczmy punkty podziału koła li' przez cu c2,... Gdy punktem 
styczności koła li i prostej p będzie np. punkt a3, to punkt bie­
żący cykloidy wydłużonej zajmie położenie a' takie, że będzie 
/_A0c3 = Z.a30'a'- prosta, przez a' równolegle do p poprowadzona, 
przetnie koło li', oprócz punktu c3, jeszcze w pewnym punkcie c5 i

Ć3
A’/

A,

O, Ca

ML a?W Z aa «4. as a6 [B,
A'

fig. 92.

a wówczas zauważymy, że czworokąt Ac5a'a3 jest równoległobo- 
kiem, skąd wynika następująca konstrukcya cykloidy wydłużo­
nej. Kreślimy odcinki Acr,, Ac6,... (fig. 92) i prowadzimy z pun­
któw ax, a2,.... odcinki, do nich odp. równoległe i równe im;

/
/

/

1

i

l

*
I

i\

/
V

o*

A
*

X[>
*•

p

-<? 
•

o



126 Linie krzywe.

końce tych odcinków są punktami cykloidy wydłużonej; podo­
bnież, jak w wypadku cykloidy zwyczajnej, przekonać się mo­
żemy, że prostopadłe do tych odcinków w punktach cykloidy są 
stycznemi do cykloidy w tych punktach.

Cykloida wydłużona składa się również z nieskończonej ilo­
ści równych łuków; linia ta posiada punkty podwójne, w których 
ona przecina samą siebie.

Wykreślenie cykloidy wydłużonej znacznie się ułatwi, jeżeli 
dla każdego luku wykreślimy niezależnie punkt podwójny i pun­
kty przecięcia się z prostą p. Oznaczmy punkt podwójny, znaj­
dujący się nad A, przez O; istnieją dwa położenia kolą, odpo­
wiadające punktowi C cykloidy; gdy poprowadzimy promień CK' 

równoległy do p, następnie prostą CL, równoległą do K'A, 
to punkt L będzie punktem styczności koła, gdy punkt bieżący 
cykloidy znajduje się w punkcie C, uważanym jako punkt luku 
A'DC. Niech promień OK' przetnie koło li w punkcie K, wtedy 
oczywiście odcinek AL równy jest długości łuku AK, lecz 
AL — CK', a więc punkt K' posiada odległość od prostej AO 
równą długości łuku AK. Dla znalezienia punktu K' obieramy 
na kole li kilka punktów dowolnych, przypuszczalnie z różnych 
stron punktu K\ przez każdy z nich prowadzimy promień koła, 
oraz kreślimy równolegle do AO, w odległościach, odpowiednio ró­
wnych lukom koła li od A do każdego z tych punktów; przez 
punkty przecięcia promieni z odpowiedniemi równoległemi prowa­
dzimy odręcznie linię ciągłą, która przetnie koło li' w punkcie K' 
żądanym; na równoległej do p, poprowadzonej przez K', leżą 
wszystkie punkty podwójne cykloidy wydłużonej. Odcinek, równy 
łukowi koła Je od punktu A do pewnego punktu X, wykreślić 
możemy z pewnem przybliżeniem w sposób następujący. Oznacz­
my odcinek żądany, odcięty od A na prostej AB i równy łukowi 
AX, przez AY- punkt X leży między pewnemi dwoma kolejnemi 
punktami br i 6r+i, dzielącemi okrąg koła li na n równych części; 
dzieląc odcinek AB na n równych części, znajdziemy odpowia­
dające punktom br i br+1 punkty ar i ar +1, pomiędzy któremi 
leżeć musi punkt D; dzieląc łuk brbr+l i odcinek arar + i na 
2, 4, 8.... równych części, znajdziemy coraz bliższe punkty po­
działu koła, między któremi zawarty jest punkt X, oraz, odpo­
wiednio do nich, coraz węższe granice, pomiędzy któremi zawar­
ły jest punkt Y.

Dla wykreślenia punktu D, w którym cykloida wydłużona 
przecina prostą p, uważamy, że na zasadzie konstrukcyi ogólnej
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F'
odcinek AB równy jest długości łuku AF (fig. 92). Wykreślamy 
tedy odcinek AB według metody powyższej. Mając punkt I), 
znajdziemy punkt E na zasadzie uwagi, że Al) =. AE.

80. Przechodzimy wreszcie do cykloidy skróconej. 
Jej punkt bieżący niech w położeniu początkowem ko­

ła h leży w punkcie A' na promieniu OA (fig. 93), poprowadzo­
nym do punktu styczności A koła li i prostej p. Punkty cykloidy 
skróconej wykreślamy sposobem zupełnie analogicznym temu, 
jakiego używaliśmy przy cykloidzie zwyczajnej i wydłużonej; 
styczna do cykloidy skróconej w pewnym jej punkcie jest ró­
wnież prostopadła do prostej, łączącej ten punkt z punktem sty­
czności prostej p i koła /,; w położeniu odpowiedniem.

'Cykloida skró­
cona.

C'
h, Hi

A B’
P

aaP A <27 jlf <ZS Ct7 BClh a£ a£
fig. 93.

W punktach A', B‘ i analogicznych zwraca cykloida skró­
cona ku prostej p wypukłą stronę, w punktach zaś C' i analogi­
cznych
siada krzywa po jednym punkcie przegięcia. Bez dowodzenia 
podajemy następujące wykreślenie punktów przegięcia cykloidy 
skróconej. Na odcinku O A, jako na średnicy, opiszmy koło, któ­
re przetnie koło h‘ w pewnym punkcie P'; przedłużenie prostej 
OP' niech przetnie koło li w punkcie P; odcinamy długość AM, 
równą długości łuku AP, i kreślimy odcinek MPi, równy odcinko­
wi AP‘ i równoległy doń; punkt P jest wtedy punktem przegię­
cia krzywej, a prostopadła do BAT w punkcie P — styczną do 
krzywej w tym punkcie przegięcia.

Na zasadzie figur 90, 92 i 93 widzimy, że cykloidę 
określić możemy w inny sposób, jako krzywą, opisaną 

przez punkt poruszający się ruchem jednostajnym po kole, którego 
środek jednocześnie porusza się jednostajnie po prostej; cykloida 
tak powstająca jest zwyczajną, wydłużoną lub skróconą, odpo-

wklęsłą; pomiędzy punktami A' i C\ C' i P',.... po-

Inne określenie 
cykioidy.
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wiednio do tego, czy prędkość ruchu punktu po kole jest równa 
prędkości ruchu środka koła po prostej, większa od niej lub 
mniejsza.

B

(K
O

O

fig. 94.

81. Rozpatrzmy teraz krzywą, opisywaną przez punkt 
prostej, toczącej się bez ślizgania się po kole; krzy­

wa taka nazywa się rozwiniętą k oła. W położeniu począt- 
kowem punkt bieżący krzywej jest punktem styczności A prostej 
i koła (fig. 94). W miarę tego, jak prosta toczy się po kole, 
punkt bieżący krzywej oddala się coraz bardziej od koła i okrąża 
je nieskończenie wiele razy w postaci linii spiralnej. Gdy prosta 
z poprzedniego położenia początkowego toczy się po kole w kie­
runku odwrotnym, to otrzymujemy drugą nieskończoną gałęź 
krzywej, symetryczną z poprzednią względem średnicy koła, 
przechodzącej przez A. Niech B będzie pewnym punktem roz­
winiętej koła; poprowadziwszy z B styczną BC do koła, znajdzie­
my na zasadzie określenia krzywej, że długość odcinka BC ró­
wna jest długości łuku AC\ na tej zasadzie wykreślić możemy 
dowolną liczbę punktów krzywej; podobnież, jak przy cykloidzie, 
przekonać się możemy, że styczna do rozwiniętej koła w pun­
kcie B jest prostopadła do BC. W punkcie A krzywa posiada 
punkt zwrotu. Odległość między dwoma kolejnemi punktami, 
w których zwoje jednej gałęzi krzywej przecinają styczną jaką­
kolwiek do koła, równa jest długości okręgu koła.

Rozwinięta
koła.
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Spiralna
Archimedesa. 82. Zbadajmy krzywą, opisywaną przez punkt 

niezmiennie złączony z prostą, toczącą się po kole, jak 
w art. 81, i w położeniu początkowem prostej znajdujący się 
w środku koła. Niech prosta potoczy się o łuk AB = cp (fig. 95); 
punkt prostej, który w położeniu początkowem był w A, zajmie 
teraz położenie K takie, że długość odcinka KB równa będzie 
długości łuku AB-, oznaczywszy promień koła przez p, mieć będzie-

Al A
\

/> O

fig. 95.

my: BK — py\ dla otrzymania odnośnego punktu bieżącego krzy­
wej, musimy na prostopadłej do BK w punkcie K od tego pun­
ktu odciąć w zwrocie właściwym odcinek KM—p. Miejsce geo­
metryczne^ punktu M będzie krzywą żądaną; nazywamy tę krzy­
wą spiralną Archimedesa. Zauważywszy, że OMKB jest 
prostokątem, a więc OM—BK — py i nadto AMOP= Z.AOB = y, 
otrzymujemy następujące prostsze określenie spiralnej Archime­
desa: gdy promień obracać będziemy około pewnego punktu 
0 od położenia pierwotnego OB i na nim od tegoż punktu O 
odcinać będziemy długość OM, proporcyonalną do kąta cp, który 
promień tworzy ze swym kierunkiem pierwotnym, to końce od­
cinków dadzą spiralną Archimedesa. Tę samą definicyę wysłowić 
możemy inaczej w sposób następujący: spiralna Archimedesa 
opisywana jest przez punkt, posuwający się jednostajnie po 
prostej, gdy ta prosta jednocześnie obraca się jednostajnie oko­
ło jednego swego punktu. Postać tej linii przedstawiona jest

Geometrya wykreślna. 9
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na fig. 95. W zależności od tego, w jakim zwrocie promień za­
czynamy obracać od położenia pierwotnego, powstają dwa zwoje 
spiralnej, które w punkcie O łączą się w sposób ciągły tak, że 
promień pierwotny jest styczną do podwójnej linii spiralnej w tym 
punkcie. Obydwa zwoje przecinają się wzajemnie w punktach, 
leżących na średnicy, prostopadłej do OP, w jednakowych od sie­
bie odległościach, równych 2:-p. Odcinek p nazywa się parame­
trem linii spiralnej.

Podobnie, jak w art. 78, przekonywamy się, że BM jest 
normalną do spiralnej w punkcie M\ na tej zasadzie łatwo jest 
wykreślić styczną do tej krzywej w punkcie dowolnym.

83. Rozpatrzmy jeszcze jednę krzywą, t. zw. sinu­
soidę. Oznaczmy pewien stały punkt na prostej p przez O. 
Niech punkt A (fig. 96), którego odległość od O oznaczymy przez 
z, posuwa się po tej prostej; dla każdego położenia punktu A 
wykreślmy odcinek AB, prostopadły do p i mający długość

Sinusoida.

JLPPL 7o 'cHP

fig. 96.

oc
V ~ b sin ~ł gdzie a i b są pewne dwa odcinki dane (6 > a); gdy
punkt A przebiega prostą p, punkt B opisuje linię krzywą, 
ną sinusoidą. Dla wykreślenia punktów sinusoidy kreślimy 
dwa koła o wspólnym środku K, jedno promieniem a, drugie 
promieniem b, i obieramy pewną stałą średnicę, przecinającą np. 
koło wewnętrzne w pewnym punkcie L. Niech pewien promień 
przecina koło wewnętrzne w M, zewnętrzne — w N- spuśćmy 
z JS prostopadłą JS P na prostą Ii L, wtedy będzie oczywiście'

—~ — AMKL, a więc: NP=b sin a a
zatem odległości x brać będziemy odpowiednio równe długościon 
łuków LM, a y — równe odpowiednim odcinkom NP, to otrzy­
mywać będziemy punkty sinusoidy. Dla ułatwienia dzielimy 
uprzednio okrąg koła wewnętrznego

zwa-

~IMNP=b sin Z.MKL i . Gdv

pewną liczbę równychna



części, i na tyleż równych części dzielimy odcinek OC, równy 
w przybliżeniu 2-ita. Sinusoida ma kształt linii falistej, składającej 
się z peryodycznie powtarzającego się luku, dla którego końców 
różnica odległości x równa jest 2tta. W punktach przecięcia się 
z prostą p ma sinusoida punkty przegięcia. Łatwo możemy wy­
kreślić styczne w punktach przegięcia. Jakoż, prowadząc siecz­
ną OB, mieć będziemy:

. xsm —
tgABOA = - sin - = x a

gdy B zbliża się do O, x dąży do zera; w granicy sieczna OB 
przechodzi na styczną w O do sinusoidy, AB O A — w kąt tej

. xsm —
stycznej z prostą p\ ponieważ granicą stosunku ——, gdy x dąży

do zera, jest 1, to widzimy, że styczna trygonometryczna kąta 

stycznej w O z prostą p równa jest -; kąt ten możemy na tej
CL

zasadzie z łatwością wykreślić. Możnaby w podobny sposób wy­
prowadzić łatwy sposób kreślenia stycznej w dowolnym punkcie 
sinusoidy.

§ 2, Krzywe skośne *).

84. Styczną do krzywej w jakimś punkcie A na­
zywamy, podobnie jak w przypadku krzywej płaskiej, 

granicę, do której dąży sieczna AB, gdy drugi punkt przecię­
cia B dąży nieograniczenie po krzywej do zejścia się z pun­

ktem A. Każda płaszczyzna, przechodząca przez sty­
czną do krzywej, nazywa się płaszczyzną styczną 

do krzywej; z tych płaszczyzn stycznych wyróżnia się jedna, 
powstająca w sposób następujący: poprowadźmy przez styczną 
w A i przez inny punkt w B krzywej płaszczyznę styczną, i niech

Styczna do krzy­
wej skośnej.

Płaszczyzna 
styczna.

*) Obszerną teoryę krzywych skośnych znaleść można w 2-im tomie S a 1 m o n a 
tłom. Fiedlera: „Analytische Geometrie des Kaumes” 3 wyd. 1880.
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punkt B dąży nieogramczeme do zejścia się z A- płasz­
czyzna obraca się wtedy około stycznej w A i przyj­

muje pewne położenie graniczne, w którem zwiemy ją płaszczy­
zną ściśle-styczną do krzywej w punkcie A.

W bliskości punktu styczności płaszczyzny 
stycznej krzywa leży po jednej stronie tej 
płaszczyzny, oczywiście, rozważmy np. płasz­
czyznę styczną do krzywej w punkcie A 
i przechodzącą przez pewien punkt K, nie le­
żący na krzywej (fig. 97). Gdy obierzemy 
na krzywej dowolny punkt B, różny od A, 
to możemy płaszczyznę styczną daną uważać 
jako położenie graniczne płaszczyzny, wy­
znaczonej przez K, A, B, gdy punkt B dąży 
do zejścia się z punktem A. Lecz płaszczy­
zna, wyznaczona przez punkty K} A, B: prze­
cina krzywą w punktach A i B• gdy przeto 
punkt B jest dostatecznie bliski A, to część 

AB krzywej leży po jednej stronie płaszczyzny KAB, a części a i c 
w bliskości punktu A wzgl. B 
nicy część b znika, przeto w bliskości punktu A krzywa przebie­
ga po jednej stronie danej płaszczyzny stycznej. Natomiast 
w bliskości punktu styczności płaszczyzny ściśle stycznej krzywa 
przebiega z różnych stron tej płaszczyzny; rzeczywiście płaszczy­
znę ściśle-styczną w A (fig. 97) uważać możemy jako położenie 
graniczne płaszczyzny, przechodzącej przez styczną do krzywej 
w A i przez inny jej punkt B, gdy ten punkt B dąży do zejścia 
się z punktem A. Ponieważ przed przejściem do granicy płasz­
czyzna ta dotyka krzywej w A i przecina ją w B: przeto części 
a i b leżą po jednej jej stronie, część c — po drugiej; zauważyw­
szy zaś, że w granicy część b znika, przekonamy się o prawdzi­
wości twierdzenia powyższego.

Płaszczyzna, prostopadła do stycznej w punkcie 
styczności, nazywa się płaszczyzną normalną, a każ­
da prosta, przecinająca krzywą i leżąca w płaszczyźnie 
normalnej — prostą normalną do krzywej; ta z pro­
stych normalnych, która leży w płaszczyźnie ściśle-sty- 
cznej, nazywa się prostą normalną główną.

85. Gdy punkt przebiega krzywą skośną, to sty­
czna w tym punkcie obraca się około niego, i jednocze­

śnie ten punkt styczności posuwa się po stycznej, a płaszczyzna

Płaszczyzna
iciśle-styczna.

\
B

\
fig. 97.

po drugiej, a ponieważ w gra-

Płaszczyzna
normalna.

Prosta normal­
na.

Normalna
główna.

Punkty osobli­
we.

Linie krzywe.132
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ściśle-styczna obraca się około tej ostatniej. Na tej zasadzie 
przychodzimy do badania punktów osobliwych krzywej skośnej, 
mających tę własność, że przy przejściu punktu bieżącego krzy­
wej przez taki punkt zmienia się bądź kierunek posuwania się 
punktu styczności po stycznej, bądź kierunek obrotu stycznej 
około punktu styczności w płaszczyźnie ściśle-stycznej, bądź też 
kierunek obrotu płaszczyzny ściśle-stycznej około prostej stycz­
nej, albo też zmieniają się dwa z tych kierunków albo wreszcie 
wszystkie trzy. Rozmaite przypadki możliwe dają nam siedem 
gatunków punktów osobliwych krzywej skośnej; nie będziemy 
wszakże poszczególnie badali tych różnych osobliwości. Oprócz 
powyżej wskazanych punktów osobliwych, może krzywa skośna 
posiadać jeszcze punkty wielokrotne.

Gdy wykonamy rzut jakikolwiek krzywej skośnej
jako rzut pun- i i i iktu zwyczajnego na płaszczyznę dowolną, to w rzucie otrzymamy 

krzywą płaską, i zdarzyć się może, że rzutem pun­
ktu zwyczajnego krzywej skośnej będzie punkt oso­

bliwy krzywej płaskiej; przy głębszem badaniu okazuje się mia­
nowicie, że gdy promień rzucający punktu zwyczajnego A krzy­
wej skośnej leży w płaszczyźnie ściśle-stycznej do krzywej w tym 
punkcie, lecz nie jest sam styczną do krzywej, to rzut A' pun­
ktu A jest punktem przegięcia rzutu krzywej; gdy zaś ów pro­
mień rzucający jest styczną do krzywej, to punkt A! jest pun­
ktem zwrotu rzutu krzywej; gdy wreszcie promień rzucający 
punktu A przecina krzywą jeszcze w jednym punkcie, to A! jest 
punktem podwójnym rzutu krzywej.

rozwijaiua, od- 8t>- z każdą krzywą skośną znajduje się w zwią- 
krzywejdskośnej. zku Pewna powierzchnia, w zupełności przez tę krzy­

wą wyznaczona. Powierzchnia ta utworzona jest ru­
chem stycznej do krzywej, gdy punkt styczności przebiega krzy­
wą; styczne do krzywej są tworzącemi prostoliniowemi 
powierzchni. Powierzchnia powyższa nazywa się powierzchnią 
rozwija Iną, odpowiadającą danej krzywej; nazwa „roz- 
wijalnej” pochodzi stąd, że gdy styczne do krzywej prowadzić 
będziemy od punktu styczności w jednym tylko kierunku, to 
otrzymana przez to część owej powierzchni daje się rozwinąć 
na płaszczyźnie bez rozdarcia lub sfałdowania; w rozwinięciu 
z krzywej skośnej powstaje pewna krzywa płaska, styczne do 
krzywej skośnej przechodzą na styczne do tej krzywej płaskiej.

Punkt osobliwy,

krzywej skoś­
nej.

Powierzchnia
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Model powierz­
chni rozwijalnej. Możemy na tej zasadzie wykonać model powierz­

chni rozwijalnej. Przeciąwszy dwa razem złożone ka­
wałki papieru podług krzywej jakiejkolwiek, sklejamy ich brzegi 

• wzdłuż tej krzywej*, gdy następnie zegniemy papier tak, aby je­
den kawałek papieru odchylił się od drugiego i aby krzywa pła­
ska zgięła się w jakąkolwiek krzywą skośną, to papier przedsta­
wiać będzie powierzchnię rozwijalną, odpowiadającą tej krzywej 
skośnej.

87. Gdy rozważymy powierz­
chnię rozwijalną w całej rozciągło­
ści i przetniemy ją płaszczyzną ja­
kąkolwiek, to punkt, w którym 
płaszczyzna przetnie krzywą skośną, 
będzie zawsze punktem zwrotu 
krzywej, podług której płaszczyzna 
przetnie powierzchnię rozwijalną. 
Rzeczywiście, niech płaszczyzna E 
(fig. 98) przecina krzywą c w pun­
kcie zwyczajnym S, a powierzchnię 

Krawędź zwro-rozwjjajn^ — podług linii u. Punkty linii u powstają 
z przecięcia się płaszczyzny E ze stycznemi do krzywej 

c, a styczne do u są prostemi przecięcia płaszczyzny E i płasz­
czyzn ściśle-stycznych do krzywej c; przy przejściu przez punkt 
S płaszczyzna ściśle-styczna zachowuje kierunek obrotu około 
stycznej, dzięki czemu styczna do krzywej u przy przejściu 
punktu krzywej przez S zachowuje kierunek obrotu około tego 
punktu styczności; styczna do c, przy przejściu punktu sty­
czności przez S, zachowuje również kierunek obrotu około tego 
punktu, lecz uważając, że punkt styczności dzieli tę styczną na 
dwie części, spostrzeżemy z łatwością, że części krzywej u, na 
które dzieli ją punkt S, są utworzone przez punkty różnych 
części ruchomej stycznej do c; wskutek tego punkt linii u, przy 
przejściu przez S, zmienia kierunek posuwania się po stycznej 
do w; widzimy z tego, że punkt S jest punktem zwrotu dla krzy­
wej u, co było do dowiedzenia. Na zasadzie tej własności krzy­
wa skośna nazywa się krawędzią zwrotu odpowiadającej jej 
powierzchni rozwijalnej.

Na poprzednio opisanym modelu powierzchni rozwijalnej 
krawędź zwrotu występuje z wielką wyrazistością.

Prowadząc z dowolnie obranego punktu proste, odpowiednio 
równoległe do kolejnych tworzących powierzchni rozwijalnej

¥

fig. 98.
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(t. j. do kolejnych stycznych krzywej skośnej), utworzymy t. zw. 
stożek kierunkowy owej powierzchni.

88. Rozwiążmy teraz kilka zagadnień względem krzywej 
skośnej, danej przez rzuty.

Wykreślić styczną do krzywej skośnej c w pun­
kcie P.

Rzuty poziomy i pionowy krzywej c niech będą 
odpowiednio c' i c". Kreślimy styczną t' do ć w pun­

kcie P' i styczną t" do c" w punkcie P"; wtedy proste t' i t" 
są rzutami stycznej do c w punkcie P.

Wykreślić ślady płaszczyzny ściśle-stycznej do^ 
krzywej skośnej c w punkcie P.

Kreślenie sty­
cznej.

Kreślimy najprzód 
rzuty stycznej t do 

krzywej c w punkcie P (figu­
ra 99). Ślad poziomy st płasz­
czyzny 5 żądanej przejdzie 
oczywiście przez ślad poziomy 
Tx prostej t. Gdy oznaczymy 
przez Mi ślad poziomy prostej, 
łączącej punkt P z dowolnym 
punktem M krzywej c, to pro­
sta l\Mi będzie śladem pozio­
mym płaszczyzny stycznej do 
krzywej c w punkcie P i prze­
chodzącej nadto przez punkt 
M krzywej. Płaszczyzna S jest 
granicą, do której dąży owa pła­
szczyzna styczna, kiedy punkt 
M schodzi się z P; st jest prze­
to granicą, do której dąży pro­

sta TiMi, gdy punkt Mx schodzi się z 1\. Gdy zatem obierzemy 
kilka punktów N, M, Q, B na krzywej c (najlepiej po dwa z każ­
dej strony punktu P), i, wykreśliwszy ślady poziome Nt, Qt, Bt 
prostych PN, PM, PQ, PB, poprowadzimy odręcznie krzywą 
NiMiTiQiBi, następnie wykreślimy styczną do tej krzywej w pun­
kcie Ti, to styczna ta będzie śladem s, szukanym. W podobny 
sposób wykreślić możemy ślad pionowy s2 powyższej płaszczyzny 
ściśle-stycznej.

Kreślenie pła. 
szezyzny ściśle- 

stycznej.
C”

N- l\

y\u

W'

V
fig. 99.



DO. Oznaczmy koło, 
będące podstawą walca, 

przez k (fig. 100)-, niech położenie 
początkowe punktu bieżącego linii 
śrubowej będzie na tem kole w pun­
kcie A- tworząca walca, przecho­
dząca przez A, niech będzie AB-, 
wyobraźmy sobie płaszczyznę, do­
tykającą powierzchni walca podług 
tworzącej AB, i rozwijajmy na tej 
płaszczyźnie powierzchnię walca je­
dnostajnie tak, aby punkt bieżący 
linii śrubowej, poruszający się po 
powierzchni walca, w każdem swem 
położeniu jednocześnie znajdował się 
na owej płaszczyźnie. Oznaczmy 
linię śrubową przez s, a linię, po­
wstającą z jej rozwinięcia przez s0. 
Przy tem rozwinięciu koło k przej­
dzie na prostopadłą k0 do AB, a two­
rzące walca — na proste, prosto­

padłe do k0. Niech P będzie pewnym punktem linii śrubowej, 
a P0 — położeniem tego punktu w rozwinięciu; tworząca e, prze­
chodząca przez P, przejdzie na prostą e0, poprowadzoną przez P0 
prostopadle do &0; odległość PQ punktu P od podstawy walca 
równa jest odległości P0Q0 punktu P0 od prostej k0, a długość 
łuku AQ — odcinkowi AQ0. Na zasadzie określenia linii śrubo­
wej widzimy, że stosunek P0Q0 i AQ0 jest jednakowy dla wszyst-

Rozwinięcie 
linii śrubowej.

B

eo

/
P;

PLJ T'O
fig. 100.
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89. Jako przykład krzywej skośnej zbadajmy t. zw. 
helisę, czyli linię śrubową, krzywą niezmiernie ważną w me­
chanice i technice. Krzywą tę opisuje punkt, posuwający się 
równomiernie po tworzącej walca obrotowego, podczas gdy ta 
tworząca obraca się równomiernie około osi walca. Przy danym 
kierunku obrotu tworzącej około osi, kierunek ruchu punktu bie­
żącego po tworzącej może być dwojaki; rozróżniamy wskutek 
tego dwa rodzaje linij śrubowych: gdy dla obserwatora, stojące­
go wzdłuż osi walca (bez różnicy, w którym kierunku), punkt 
bieżący linii śrubowej zjawia się, wznosząc się, z prawej strony, 
to linia śrubowa nazywa się prawozwrotną, gdy z lewej — 
lewozwrotną. Oś walca nazywa się osią linii śrubowej.

Linia śrubowa.
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kich punktów linii s0, stąd wnioskujemy, że linia ta jest prostą, 
a więc: przy rozwinięciu walca na płaszczyźnie linia 
śrubowa przechodzi na linię prostą.

Z tego wynikają pewne dalsze własności linii śrubowej, 
z których niektóre podamy.

Przez dwa punkty dowolnie obrane na
Dwa punkty . . A . . . . . , .wyznaczają, linię powierzchni walca iest linia śrubowa, prze-

śrubową,. r. . . ’ r
chodząca przez nie, zupełnie wyznaczona, 

gdy nadto wskazane jest, czy linia ma być prawo- 
zwrotną, czy też lewozwrotną, oraz dana jest liczba 
obrotów całkowitych pomiędzy temi punktami, przez 
te dane bowiem jest w zupełności wyznaczona rozwinięta linii 
żądanej.

Linia śrubowa przecina wszystkie tworzące wal­
ce pod tym samym kątem, ma to bowiem miejsce w roz­
winięciu, a przez rozwijanie nie zmienia się kąt pomiędzy dwie­
ma liniami na powierzchni walca.

Spełnienie kąta powyższego do 90° nazywa się 
n achyleniem linii śrubo wej; nachylenie to jest 

oczywiście równe kątowi a, utworzonemu przez proste s0 i h0. 
Gdy a = 0, linia śrubowa przechodzi na koło, a gdy a = 90° 
— w linię prostą, możemy przeto prostą i koło uważać jako 
przypadki szczególne linii śrubowej.

Ze stałości kąta nachylenia wynika, że wszyst­
kie styczne do linii śrubowej są jednakowo 

nachylone względem płaszczyzny podstawy walca, 
mianowicie pod tym kątem nachylenia a. Stożek kierunkowy 
powierzchni rozwijalnej, odpowiadającej linii śrubowej, jest prze­
to stożkiem obrotowym (patrz art. 105).

Linia śrubowa przecina jednę tworzącą walca 
w punktach jednakowo od siebie odległych; od­

ległość między dwoma kolejnemi punktami przecięcia nazywa 
się wysokością kroku linii śrubowej, a długość odcinka linii 
śrubowej, zawartego między temi punktami przecięcia — kro­
kiem. Gdy promień koła h (zwany również p^^piieniem 
linii śrubowej) oznaczymy przez r, wysokośćYlinii śrubowej 
przez h, a długość kroku przez p, to mieć będziemy:

Nachylenie linii 
śrubowej.

Stożek kierun­
kowy.

Wysokość i krok 
linii śrubowej.

h — 2tzt tg a, p — 2%r sec a.
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cznyk po wierzch! Zobaczmy, podług jakiej krzywej powierzchnię
SnHśrubowey rozwijalną linii śrubowej przecina płaszczyzna dowol­

na, prostopadła do osi, np. płaszczyzna podstawy 
walca, na którym leży linia śrubowa. Linia szukana u (fig. 101) 
utworzona jest przez punkt, w którym tę płaszczyznę przecina 
styczna bieżąca do linii śrubowej. Lecz przez każdą styczną t 
do linii śrubowej przechodzi pewna płaszczyzna £0, styczna do 
walca, na której śladzie leży ślad T stycznej t\ widzimy stąd,

s>

o-

R

q:
yJr. /

(£?

Si o

A J M'
Jb H,/Sy

T,
T U

fig. 101. fig. 102.

że linia u może być uważana, jako powstająca przez toczenie się 
śladu płaszczyzny E0 po kole Je, linia u jest przeto rozwiniętą 
koła (art. 81), zatem: płaszczyzna, prostopadła do osi linii 
śrubowej, przecina o d p o w i a d aj ą c ą j e j powierzchnię
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r o z w i j a 1 n ą podług rozwiniętej koła. Oczy wiście, tę samą 
rozwiniętą koła otrzymujemy dla wszystkich linij śrubowych, 
nakreślonych na tym samym walcu.

91. Zbadajmy teraz rzuty linii śrubowej.
Niech najprzód oś o linii śrubowej s będzie pro-

Kzuty liuii otr . . J * r
śrubowej Z osią stopadła do płaszczyzny poziomej rzutu (figura 102).

W rzucie poziomym otrzymujemy wtedy oczywiście 
koło s\ podług którego płaszczyznę Pt przecina powierzchnia 
walca, na którym nakreślona jest linia śrubowa. Rozważmy, 
jaka krzywa s" otrzymuje się w rzucie pionowym. Oznacz­
my przez A punkt przecięcia linii śrubowej z płaszczyzną Pt, 
a przez Q — najbliższy do Pt punkt tej linii, leżący w płaszczy­
źnie prostopadłej do P2 i przechodzącej przez oś o; oznaczmy da­
lej przez y odległość punktu bieżącego P" linii s" od prostej o", 
a przez x — odległość tegoż punktu od prostej, poprowadzonej 
przez Q" równolegle do osi rzutu; zachowując poprzednie ozna- 
ezenia r i li i oznaczając chwilowo kąt P'OQ' przez mieć 
będziemy na zasadzie określenia linii śrubowej:

ref __2tc r
x h ’

skąd:
o x? = 2* p

Z tej zależności widzimy, na zasadzie artykułu 83, że 
rzut pionowy linii s jest sinusoidą; gdy zechcemy sinusoidę 
tę wykreślić sposobem, wskazanym w artykule 83, to musimy 

hprzyjąć: b —- r, a — za koło o promieniu b przyjmiemy oczy-

hwiście koło s', odcinek zaś ^ możemy wykreślić z dostateczną 

dokładnością, biorąc na 2% wartość przybliżoną np. Odległość

prócz tego daje nam figura 102:

y = r sin cp.

a więc mamy dla punktów linii s" zależność:

5^
1 5

S

nrcW

06
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punktu Q" od osi rzutu równa jest na zasadzie określenia linii
i
, gdzieTAQ' oznacza długość łuku AQ'; odległośćnr aqśrubowej - 2 %r

tę możemy wykreślić jako czwartą proporcyonalną do odcinków

2n’ A®'3 K
92. Przed zbadaniem rzutów linii śrubowej, której oś jest 

pochylona względem płaszczyzn rzutu, musimy zbadać rzut ró­
wnoległy pochyły linii śrubowej na płaszczyznę, prostopadłą do 
jej osi; krzywa, otrzymana w tym rzucie, będzie zarazem cieniem, 
rzuconym przez linię śrubową na płaszczyznę rzutu przy oświe­
tleniu równoległem, gdy kierunek promieni rzucających przyj­
miemy za kierunek promieni światła.

W celu otrzymania rzutu równoległego linii śru-Rzut równoległy

śrubowej1 jest bowej zauważmy, że można tę linię również określić, 
cykiouią. jako opisaną przez punkt P, poruszający się równo­

miernie po kole Tc, podczas gdy środek tego koła posuwa się je­
dnostajnie po prostej o, prostopadłej do płaszczyzny koła; pro­
sta ta jest osią linii śrubowej. Ponieważ płaszczyzna koła Tc jest 
równoległa do płaszczyzny rzutu, to w rzucie tego koła otrzy­
mamy równe mu koło Tc', po którem rzut P' punktu P porusza 
się z tą samą stałą szybkością, z jaką punkt P porusza się po 
kole h- ponieważ przytem środek koła Tc porusza się jednostajnie 
po prostej o, to w rzucie środek koła Tc' porusza się jednostaj­
nie po prostej o', będącej rzutem prostej o; stąd wynika (ustęp 
końcowy art. 80), że linia opisana przez punkt P', czyli rzut linii 
śrubowej, jest cykloidą. Rodzaj tej cykloidy zależny jest od 
kierunku promieni rzucających. Oznaczmy przez cp kąt nachyle­
nia tych promieni do płaszczyzny rzutu, a przez a, jak poprzednio, 
kąt nachylenia linii śrubowej (t. j. kąt nachylenia jej stycznych 
do płaszczyzny rzutu). Podczas gdy P opisuje całkowity okrąg 
koła Tc, środek tego koła posuwa po prostej o na długość, ró 
wną wysokości h\ w tym samym czasie punkt P' opisuje cał­
kowity okrąg koła Tc', a środek tego koła posuwa się po o' na 
długość równą Ti ctg cp. Gdy zatem promień koła Tc' (lub Tc) ozna­
czymy przez r, to prędkość ruchu punktu P' po kole Tc1 ma się 
do prędkości ruchu środka tego koła po o', jak 2izr do Ti ctg cp, 
czyli, ponieważ jest Ti =. 2izr tg a, jak 1 do tg a ctg cp, t j. jak tg cp 
do tg a. Lecz cp i a są kąty ostre, przeto gdy jest: tg cp > tg a, 
tg ęp = tg a, lub tg cp < tg a, to odpowiednio jest: cp > a, cp — a, 
cp < a. Gdy zatem jest cp ~ a, to na zasadzie art. 80 wnioskujemy,
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że rzutem linii śrubowej jest cykloida zwyczajna, gdy cp > a — 
cykloida wydłużona, a gdy cp < a — skrócona.

1)3. Znajdźmy teraz rzut prostokątny linii śrubo- 
śrubowej^o osi wej, której oś jest pochylona względem płaszczyzny

rzutu. Wyobraźmy sobie płaszczyznę pomocniczą, pro­
stopadłą do osi linii śrubowej. Na zasadzie artykułu poprzednie­
go, promienie, rzucające punkty linii śrubowej na płaszczyznę 
rzutu, przetną płaszczyznę pomocniczą podług cykloidy; rzut szu­
kany linii śrubowej uważać możemy, jako rzut owej cykloidy 
w kierunku promieni rzucających; możemy wykreślić kład tej 
cykloidy na płaszczyznę rzutu, wówczas znajdziemy rzut szukany, 
jako figurę, będącą w kolineacyi prostokątnej z tym kładem 
(artykuł 30).

94. Na zakończenie rozwiążmy parę zadań konstrukcyjnych, 
odnoszących się do linii śrubowej.

Wykreślić rzuty stycznej t do linii śrubowej 
w punkcie M na niej (fig. 102).

Rzutem poziomym t' stycznej żądanej jest stycz- 
^eTdTunu^ra- na do koła s' w punkcie ilf'; odcinając na t' od pun­

ktu M' w kierunku właściwym długość łuku AM', 
otrzymamy punkt 1\, będący śladem poziomym stycznej t żąda­
nej. Punkt Ti jest oczywiście punktem przecięcia prostej t' i roz­
winiętej koła s' z punktem początkowym A.

Wykreślić rzuty stycznej t do linii śrub o w ej, gdy 
dana jest prosta l, nachylona do Px pod kątem a, do 
której styczna t ma być równoległa.

Na każdym kroku linii śrubowej znaleść można jeden punkt, 
w którym styczna czyni zadość warunkowi danemu; znajdźmy 
jednę styczną, obierając dowolnie pewien określony krok linii 
śrubowej.

Wykreślamy styczne t' i t\ do koła s', równoległe do rzutu 
poziomego V prostej l i uważamy t' i t\ za rzuty poziome pew­
nych stycznych do linii śrubowej, których rzuty pionowe może­
my z łatwością wykreślić; jeden z tych rzutów pionowych będzie 
równoległy do 1", a to dzięki temu, że prosta £ jest nachylona do 
Pi pod kątem a; gdy z prostych t" i t"x pierwsza jest do l" ró­
wnoległa, to t' i t" są rzutami stycznej żądanej.

Wykreślić styczną do linii śrubowej, równoległą 
do płaszczyzny danej.
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Wykreślamy prostą dowolną, równoległą do płaszczyzny 
danej lub leżącą w niej, i nachyloną do płaszczyzny Pt pod ką­
tem a (por. ćw. 53), i znajdujemy, jak w zagadnieniu poprze- 
dniem, rzuty stycznej, równoległej do tej prostej. W przypadku 
ogólnym znajdziemy dwa różne kierunki prostej pomocniczej, 
przeto w ogólności zadanie niniejsze ma dwa rozwiązania.

ĆWICZENIA.

139) Dany jest rzut poziomy krzywej płaskiej; znając nadto rzuty 
pionowe trzech jej punktów, wykreślić rzut pionowy tej krzywej.

140) Wykreślić punkty, w których płaszczyzna, dana przez ślady 
przecina krzywą, daną przez rzuty.

141) Wykreślić ślady płaszczyzny normalnej do krzywiej danej 
przez rzuty w danym na niej punkcie.

142) Wykreślić rzuty głównej normalnej do krzywej, danej przez 
rzuty, w danym jej punkcie.

143) Znaleść normalną do krzywej, danej przez rzuty, w danym 
na niej punkcie, prostopadłą do płaszczyzny ściśle-stycznej do tej krzy­
wej w tym punkcie.

144) Dana jest linia śrubowa z osią, prostopadłą do/Y Wykre­
ślić cień, rzucony przez tę linię na płaszczyznę rzutu przy oświetleniu 
równoległem, gdy cień ten pada na obie płaszczyzny rzutu.

145) Wykreślić cień, rzucony na płaszczyzny rzutu przez linię 
śrubową, mającą oś pochyloną względem tych płaszczyzn.

146) Okazać, źe płaszczyzna ściśle-styczna do linii śrubowej w pe­
wnym jej punkcie zawiera prostopadłą, spuszczoną z tego punktu na oś 
linii śrubowej.

147) Okazać, że styczna do linii śrubowej w pewnym jej punkcie 
jest prostą największego spadku (art. 40) dla płaszczyzny ściśle-stycznej 
do linii śrubowej w tymże punkcie.

148) Okazać, źe wszystkie płaszczyzny ściśle-styczne do linii śru­
bowej są jednakowo nachylone do płaszczyzny poziomej rzutu.
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149) Okazać, źe jeżeli na stycznych do linii śrubowej odcinać od 
punktu styczności w jednym zwrocie odcinki równe, to końce tych odcin­
ków utworzą nową linię śrubową o tej samej osi i tej samej wysokości, 
co pierwotna.

150) Przez punkt dany, nie leżący na danej linii śrubowej, popro­
wadzić płaszczyznę ściśle-styczną do tej linii.

151) Wykreślić ślady płaszczyzny ściśle-stycznej do danej linii 
śrubowej i równoległej do danej prostej.



ROZDZIAŁ Y.
POWIERZCHNIA WALCOWA I STOŻKOWA.

§ 1. 0 powierzchniach w ogólności.
Wyznaczenie 
powierzchni. 95. W geometryi wykreślnej nie możemy wyzna­

czać powierzchni przez rzuty (podobnie, jak płaszczy­
zna nie daje się przez rzuty wyznaczyć). Dla wyznaczenia po­
wierzchni wyobrażamy ją, sobie, jako powstałą przez ruch pew­
nej krzywej, w ogólności przekształcającej się podczas tego ru­
chu, przyczem zarówno prawo ruchu, jakoteż prawo przekształ­
cania się krzywej zakładamy, jako wiadome; krzywą powyższą 
nazywamy tworzącą powierzchni; gdy dane są rzuty tworzącej 
w jednem jakiemkolwiek położeniu, to na zasadzie praw ruchu 
i przekształcenia potrafimy wykreślić rzuty tej tworzącej w każ- 
dem innem położeniu. Postępowanie to wyjaśnimy na paru 
przykładach.

Gdy krzywa niezmienna obraca się około prostej, 
niezmiennie z nią związanej, to opisuje ona tak zw. 

powierzchnię obrotową. Dla uproszczenia załóżmy, że oś 
obrotowa jest równoległa do jednej z płaszczyzn rzutu. Gdy da­
ne są jej rzuty, oraz rzuty tworzącej w jakiemkolwiek położeniu, 
to przy pomocy metody artykułu 54 potrafimy wykreślić rzuty 
tworzącej w każdem innem położeniu, przez to zaś powierzchnia 
obrotowa będzie w zupełności wyznaczona.

Niech elipsa porusza się tak, że jej środek posuwa się po 
prostej, do której płaszczyzna elipsy pozostaje stale prostopadłą; 
podczas tego ruchu niech elipsa przekształca się tak, iż kierunek

Przykłady.
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osi, oraz ich stosunek niech zostają bez zmiany, końce zaś je­
dnej z nich (a więc i drugiej) niech opisują pewną elipsę stałą. 
Powierzchnia, tak opisana przez elipsę ruchomą, zwie się elip­
soidą. Dla wyznaczenia elipsoidy w zupełności wystarcza prze­
to podać rzuty elipsy ruchomej w jednem położeniu, oraz rzuty 
elipsy stałej, opisywanej przez dwa wierzchołki przeciwległe 
elipsy tworzącej.

W dalszym wykładzie napotkamy wiele innych przykładów 
. wyznaczania powierzchni sposobem powyższym.

Podobnie, jak nie można z samego rysunku, bez 
konstrukcyj pomocniczych, orzec, czy punkt dany leży 

na płaszczyźnie danej (art. 40), tak samo nie można tego uczy­
nić w przypadku powierzchni jakiejkolwiek; punkt dany leży na 
powierzchni, gdy przez niego można poprowadzić tworzącą tej 
powierzchni. Gdy dany jest rzut poziomy punktu, i pragniemy 
wykreślić jego rzut pionowy tak, aby punkt ten znajdował się 
na powierzchni danej, to wyznaczymy rzuty tworzącej w położeniu 
takiem, aby jej rzut poziomy przeszedł przez rzut poziomy pun­
ktu, wówczas rzut pionowy punktu leżeć musi na rzucie piono­
wym tworzącej.

Punkt na 
powierzchni.

1)6. Gdy na powierzchni nakreślimy jakąkolwiek 
krzywą i w dowolnym punkcie krzywej poprowadzimy 

styczną do niej, to prosta ta nazywa się styczną do powierz­
chni w tym samym punkcie. Wszelka płaszczyzna, przechodzą­
ca przez prostą, styczną do powierzchni w pewnym jej punkcie, 
przecina powierzchnię podług krzywej, dla której ta prosta jest 
styczną w tymże punkcie. W punkcie, danym na powierzchni, 
można do niej poprowadzić nieskończenie wiele stycznych; wszy­

stkie te proste, styczne do powierzchni w jednym pun­
kcie, leżą na jednej płaszczyźnie, którą nazywamy 

płaszczyzną styczną do powierzchni w tym punkcie. Płasz­
czyzna styczna do powierzchni w pewnym punkcie jest w zu­
pełności wyznaczona przez dwie proste, styczne do powierzchni 
w tym punkcie; z rzutów tych prostych stycznych możemy 

łatwo wykreślić ślady owej płaszczyzny stycznej. Pro­
sta, poprowadzona przez punkt styczności prostopadle 

do płaszczyzny stycznej, nazywa się normalną do powierzchni 
w tym punkcie.

Geometrya. wykreślnci.

Styczna do 
powierzchni.

Płaszczyzna
styczna.

Normalna.

10
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Ślady
powierzchni. Linia, podług której powierzchnię przecina pewna 

płaszczyzna, np. płaszczyzna rzutu, nazywa się śladem 
powierzchni na tej płaszczyźnie; w szczególności, gdy płaszczy­
zną przecinającą jest płaszczyzna pozioma (wzgl. pionowa) rzutu, 
to otrzymujemy ślad poziomy (wzgl. pionowy) powierzchni.'

Kreśląc rzuty punktów i linij, leżących na po- 
widziaine niie-wierzchni, odróżniamy te z nich, które są widzialne, od 

tych, które nie są widzialne, podobnie, jak przy wie- 
lościanach. Widzialnemi są te punkty, w których promienie rzu­
cające po raz pierwszy przecinają powierzchnię, wszystkie inne 
są niewidzialne. Ogół linij, oddzielających punkty widzialne od 

niewidzialnych, tworzy t. zw. kontur istotny po­
wierzchni; rzut konturu istotnego nazywa się kontu­
rem pozornym (por. art. 57). Płaszczyzny styczne 

do powierzchni w punktach konturu istotnego są prostopadłe do 
płaszczyzny rzutu.

Gdy zamiast promieni rzucających weźmiemy pod uwagę 
promienie światła, to punkty, w których promienie te po raz 
pierwszy przecinają powierzchnię, będą oświetlone, pozostałe zaś 
pogrążone będą w cieniu własnym lub rzuconym; zamiast kon­
turu istotnego mieć będziemy granicę światła i cienia 
(por. art. 69).

Po powyższych uwagach ogólnych przechodzimy do roz­
ważania szczególnych klas powierzchni.

Kontur 
istotny i po­

zorny.

§ 2. Wyznaczenie po wierzchni walcowych 
i stożkowych.

97. Powierzchnia walcowa powstaje przez ruch 
prostej, która się porusza, pozostając równoległą do 

pewnego kierunku stałego. Powierzchnia walcową wyznaczoną 
będzie w zupełności, gdy, oprócz kierunku tworzących, dane 
będą rzuty linii, przez punkty której przechodzi tworząca pod­
czas swego ruchu; linia ta nazywa się kierującą; rzuty kieru­
jącej i kierunek tworzącej określają całkowicie prawo ruchu tej 
ostatniej. Oczywiście, kierująca może być linią skośną lub pła-

Powieizelmia 
walcowa 

w ogólności.
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ską; w szczególności za kierującą przyjąć możemy ślad powierz­
chni walcowej na jednej z płaszczyzn rzutu; zresztą, gdy jako 
kierująca dana jest inna linia jakakolwiek, to możemy zawsze 
ślad powierzchni wykreślić, jako miejsce geometryczne śladów 
wszystkich tworzących; dla dogodności przeto zakładać będziemy 
zawsze, że powierzchnia walcowa dana jest przez ślad poziomy 
i rzuty kierunku tworzących.

Z pośród powierzchni walcowych szczególnie wa­
żne są te, których ślad jest elipsą (lub w szczególno­
ści kołem); nazywamy je powierzchniami walco- 

wemi eliptycznemi. Przecinając powierzchnię walcową elip­
tyczną płaszczyzną dowolną, otrzymujemy w przekroju elipsę, mo­
żemy bowiem linię przekroju uważać, jako rzut równoległy śladu 
powierzchni w kierunku jej tworzących (por. art. 22). Przekroje 
płaskie równoległe są oczywiście równe. Wykażemy, że dla każ­
dej powierzchni walcowej eliptycznej istnieją dwa kierunki pła­
szczyzn, przecinających ją podług kół. Przetnijmy w tym celu 
powierzchnię daną płaszczyzną, prostopadłą do jej tworzących, 
i następnie płaszczyznę tę obracajmy około osi wielkiej elipsy 

przekroju; otrzymywać będziemy elipsy ze wspólną 
osią wielką i coraz większą osią małą, aż w pewnem 
położeniu oś mała stanie się równą wielkiej; odpowie­

dnia elipsa jest wówczas kołem; przy dalszym obrocie osie wiel­
ka i mała zamieniają swe role. Otrzymaliśmy tym sposobem 
jeden kierunek płaszczyzny, przecinającej powierzchnię badaną 
podług koła; drugi kierunek jest z tamtym symetryczny wzglę­
dem płaszczyzny, prostopadłej do tworzących. W szczególnym 
przypadku mogą te dwa kierunki zejść się razem; wskutek po­
wyżej wspomnianej symetryi płaszczyzny, przecinające powierz­
chnię podług kół, są w tym wypadku prostopadłe do tworzą­

cych; powierzchnia walcowa eliptyczna z jednym kie­
runkiem przekrojów kołowych jest przeto powierzch­
nią walcową obrotową; może ona być utworzona przez 

obrót tworzącej prostoliniowej około równoległej do niej osi, bę­
dącej miejscem środków przekrojów kołowych.

Powierzchnia
walcowa

eliptyczna.

Przekroje ko­
łowe.

Powierzchnia
walcowa
obrotowa.

1)8. Dowiedziemy teraz następującej własności pła­
szczyzn stycznych do powierzchni walcowej. 

Płaszczyzna, styczna do powierzchni walcowej 
w pewnym punkcie, jest styczną do niej w każdym 
punkcie tworzącej, przechodzącej przez ten punkt.

Płaszczyzna
styczna.
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Chcąc otrzymać płaszczyznę, styczną do powierzchni walco­
wej w punkcie A (fig. 103), prowadzimy na powierzchni przez 
punkt A dowolną linię k i kreślimy styczną t do niej w punkcie A;

ponieważ tworzącą a, przechodzą­
cą przez A, uważać możemy, jako 
styczną do samej siebie, to płasz­
czyzna, wyznaczona przez proste 
a i fi jest płaszczyzną styczną żą­
daną. Pragniemy dowieść, że pła­
szczyzna ta jest styczną do po­
wierzchni walcowej w każdym in­
nym punkcie prostej a5 przez do­
wolny punkt At tej prostej prowa­
dzimy krzywą jakąkolwiek 1:A i kre­
ślimy styczną fi do niej w punkcie 
At- zadanie nasze sprowadza się do 
dowiedzenia, że prosta fi leży na 

płaszczyźnie, wyznaczonej przez proste a i t. Niech inna tworzą- 
b przetnie krzywe li i kt w punktach odpowiednich B i Ifi; 

punkty A, Alf B, Bt leżą oczywiście w jednej płaszczyźnie; niech 
teraz tworząca b zbliża się nieograniczenie do tworzącej a; pro­
ste AB i AiBt przechodzą w granicy odpowiednio w styczne 
t i fi, płaszczyzna zaś AAtBtB przechodzi w granicy w powy­
żej określoną płaszczyznę styczną do powierzchni walcowej 
w punkcie 'A; stąd widzimy, że rzeczywiście płaszczyzna ta za­
wiera prostą fi.

Gdy pewna płaszczyzna przecina powierzchnię walcową 
podług krzywej k, płaszczyznę T, styczną do tej powierzchni 
wzdłuż tworzącej a — podług prostej fi a tworzącą a — w pun­
kcie A, to z powyższego wynika, że prosta t jest styczną do 
linii k w punkcie A.

95). Kontur istotny powierzchni walcowej stanowią wszyst­
kie te tworzące, w których płaszczyzny styczne są równoległe 
do promieni rzucających; gdy mamy ślad odpowiedni powierzch­
ni lub rzut pewnej linii kierującej, to do tego śladu względnie 
rzutu będą styczne rzuty tworzących, stanowiących kontur isto­
tny powierzchni. W podobny sposób znaleść możemy granicę 
światła i cienia powierzchni walcowej. Pokażemy na przykładzie 
wykreślanie cieni powierzchni walcowej.

h

b

h
A
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Niech powierzchnia walcowa dana będzie przez 
ślad poziomy k (fig. 104) i rzuty l', l" kierunku two­

rzących; kierunek promieni światła niech dany będzie przez 
rzuty s". Kontur pozorny rzutu poziomego stanowią: część 
linii k. oraz dwa skrajne (styczne do niej) rzuty tworzących; 
kontur pozorny rzutu pionowego stanowią dwa skrajne rzuty 
pionowe tworzących. Dla wykreślenia cienia poziomego powierz­
chni walcowej, wykreślamy uprzednio cień poziomy kierunku 
tworzących i kreślimy wszystkie możliwe styczne do k, równole­
głe do tego cienia poziomego. W przypadku naszej figury mamy

Cienie
powierzchni

walcowej.

/
//,r
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/r £'•_

B
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fig. 104.

cztery takie styczne, mianowicie w punktach A, JB, C, I). Nazy­
wając tworzące, przechodzące przez te punkty, odpowiednio przez 
a, b, c, d, widzimy, że tworzące a, b, c należą do granicy światła 
i cienia, zaś tworząca d jest pogrążona w cieniu (będącym zara­
zem cieniem własnym i rzuconym), nadto widzimy z figury, że 
tworząca e, będąca cieniem, rzuconym na powierzchnię przez a, 
należy również do granicy światła i cienia. W rezultacie widzi­
my, że część powierzchni, zawarta między tworzącemi a i b, jest



Powierzchnie walcowa i stożkowa.150

oświetlona, między hic jest w cieniu własnym, między c i e — 
w świetle, między e i d — w cieniu rzuconym, między d i a — 
w cieniu własnym.

100. Zajmijmy się teraz bliżej powierzchnią wal­
cową eliptyczną. Oprócz powierzchni walcowej samej 

rozważać będziemy bryłę geometryczną, ograniczoną tą po­
wierzchnią i dwoma jej przekrojami płaskiemi równoległemi; bę­
dziemy bryłę taką nazywali walcem, przekroje zaś płaskie, 
służące do utworzenia walca, — jego podstawami. Prostą, 
łączącą środki podstaw, nazywamy osią walca. W zależności 
od tego, czy podstawy walca są prostopadłe do jego tworzących, 
czy też pochylone względem nich, nazywamy walec prostym 
lub odpowiednio pochyłym. Rozwiążmy przedewszystkiem na­
stępujące zagadnienie zasadnicze o walcu.

Wykreślić rzuty i cienie walca, gdy dane są śla­
dy e1} e2 płaszczyzny podstawy, na niej — przez rzut 
poziomy a' — elipsa a, będąca podstawą walca, oraz 
przez rzuty odcinka l — długość i kierunek two­
rzących (fig. 105).

Walec
eliptyczny.
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„X.

łc-AJ^
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fig. 105.
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Rzut poziomy a' elipsy a może być dany przez dwie śre­
dnice sprzężone (będące rzutami średnio sprzężonych elipsy a) 
(por. art. 21 i 22); wykreślamy wtedy (art. 41) rzuty pionowe 
tychże średnic; będą one średnicami sprzężonemi rzutu pionowego 
a" elipsy a. Wykreślenie elips a' i a" odbywa się następnie po­
dług jednej z metod art. 27. Dla otrzymania konturu pozornego 
walca np. w rzucie poziomym, musimy do elipsy a1 wykreślić 
styczne, równoległe do uprzednio wyznaczamy w tym celu 
podług art. 27 punkty styczności tych stycznych, będące końcami 
średnicy sprzężonej z kierunkiem V.

Na tak wykreślonych stycznych odcinamy od punktu sty­
czności długości V i kreślimy elipsę ?/, będącą przesunięciem ró- 
wnoległem elipsy a' w kierunku i na odległość V\ kontur pozor­
ny w rzucie poziomym składa się z połowy elipsy b\ oraz z od­
cinków wykreślonych powyżej stycznych do nich. W podobny 
sposób wykreśla się kontur pozorny w rzucie pionowym.

Dla wykreślenia cieni Avalca uważamy, że granicę światła 
i cienia na powierzchni bocznej walca stanowią te dwie tworzące, 
podług których tej powierzchni dotykają płaszczyzny styczne, 
równoległe do promieni światła; cień poziomy, rzucony przez owe 
dwie tworzące, stanowić będzie część granicy cienia poziomego, 
rzuconego przez walec; cień każdej z owych tworzących równy 
jest oczywiście co do długości i kierunku cieniowi AtBt osi AB 
walca. Cieniami elips a i b są dwie elipsy at i b1} które wykre­
ślić możemy, kreśląc dla każdej z nich po parze średnie sprzężo­
nych, będących cieniami średnic sprzężonych odpowiednich pod­
staw walca; zresztą wystarczy bezpośrednio wykreślić jednę 
z elips a1} b1}— druga jest przesunięciem równoległem pierwszej 
w kierunku i na odległość A^Bi. Granicę cienia poziomego, rzu­
conego przez walec, stanowić będą połowy elips a i i bu oraz 
odcinki wspólnych stycznych do nich, które to odcinki, jak po­
wiedzieliśmy, są równoległe i równe odcinkowi AXBX. Przy wy­
kreślaniu wyznaczymy uprzednio punkty styczności ty< h stycz­
nych, jak powyżej. Gdyby okazało się, że część cienia rzuco­
nego pada na płaszczyznę pionową rzutu, to wykreślilibyśmy tę 
część na zasadzie jej kolineacyi z odpowiednią fikcyjną częścią 
cienia poziomego (podobnie, jak w art. 72 i 73). Pozostaje jesz­
cze wykreślić rzuty tworzących, będących granicą cienia wła­
snego (t. j. granicą światła i cienia) na powierzchni walca; wy­
starczy oczywiście pokazać, jak możemy znaleść punkty podsta- 
wy a, przez które przechodzą te tworzące. Uważamy w tym
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celu, że styczne, poprowadzone do elipsy a (w jej płaszczyźnie) 
w punktach szukanych, są równoległe do prostej, podług której 
tę samą płaszczyznę przecina płaszczyzna, przesunięta przez oś 
AB równolegle do promieni światła (prosta ta jest oczywiście 
cieniem, rzuconym przez oś walca na płaszczyznę podstawy); ta 
prosta łączy punkt A z punktem C, w którym płaszczyznę pod­
stawy przebija promień światła, poprowadzony przez punkt B. 
Punkty szukane na elipsie a będą tedy końcami średnicy, sprzę­
żonej ze średnicą AC. Na tej zasadzie wykreślamy jeden rzut 
np. poziomy punktów elipsy a, przez które przechodzą tworzące, 
stanowiące granicę światła i cienia na powierzchni walca; rzuty 
pionowe znajdujemy następnie z łatwością za pomocą rzutów 
poziomych.

101. Rozwiążmy teraz kilka zagadnień zasadni­
czych o płaszczyznach stycznych do walca, przyczem 

zakładać możemy, że walec wyznaczony jest np. jak w artykule 
poprzednim, lub też, że rzuty walca są bezpośrednio dane. Gdy 
w szczególności płaszczyzna podstawy £ zlewać się będzie z pła­
szczyzną poziomą rzutu, to wykreślenia niżej podane odpowie­
dnio się uproszczą.

Wykreślić ślady płaszczyzny stycznej do po­
wierzchni walca w danym na niej punkcie.

Przez punkt dany prowadzimy tworzącą powierzchni i w śla­
dzie tej tworzącej na płaszczyźnie podstawy walca kreślimy sty­
czną do podstawy; ta styczna i owa tworząca wyznaczają pła­
szczyznę żądaną.

Wykreślić ślady płaszczyzny, stycznej do po­
wierzchni walca i poprowadzonej przez punkt K, da­
ny zewnątrz walca.

Prosta, poprowadzona z K równolegle do tworzących walca, 
leży oczywiście na płaszczyźnie szukanej; znajdujemy ślad L tej 
prostej na płaszczyźnie podstawy walca i z tego punktu prowa­
dzimy styczne do podstawy; przez każdą z tych stycznych i pro­
stą KL jest wyznaczona płaszczyzna styczna do walca.

Wykreślić ślady płaszczyzny, stycznej do po­
wierzchni walca i równoległej do prostej danej g.

Przez prostą g prowadzimy płaszczyznę £, równoległą do 
tworzących walca; płaszczyzna szukana musi być równoległa do 
płaszczyzny F. Oznaczając ślad płaszczyzny F na płaszczyźnie £ 
przez h, widzimy, że ślad płaszczyzny szukanej jest styczną do

Konstrukcye
zasadnicze.
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elipsy a, równoległą do h\ każdy rzut tego śladu jest styczny do 
odpowiedniego rzutu elipsy a i równoległy do takiegoż rzutu 
prostej /?-; możemy wykreślić rzuty dwóch takich stycznych do 
elipsy a, a przez każdą z nich wraz z tworzącą, przechodzącą 
przez odpowiedni punkt styczności, jest w zupełności wyznaczona 
płaszczyzna, czyniąca zadość warunkom zadania.

Gdy w szczególnym przypadku podstawa walca leży na 
płaszczyźnie P1, to śladem poziomym płaszczyzny szukanej jest 
styczna do podstawy, równoległa do h- ślad pionowy płaszczyzny 
wyznacza się na tej zasadzie, że płaszczyzna ta zawiera tworzą­
cą, przechodzącą przez punkt styczności.

102. Powierzchnia stożkowa powstaje przez ruch 
prostej, przechodzącej przez pewien punkt stały, zwany 

wierzchołkiem powierzchni; powierzchnia stożkowa jest wy­
znaczona, gdy dany jest jej wierzchołek i nadto krzywa, przez 
punkty której przechodzi tworząca podczas swego ruchu; krzywą 
tę zwiemy kierującą. Kierującą może być w szczególności

Powierzchnia
stożkowa.

ślad powierzchni stożkowej na jednej z płaszczyzn rzutu; zresztą, 
gdy inna krzywa służy za kiereJwiiióę, to możemy zawsze ślad
powierzchni wykreślić, jako miejsce śladów prostych tworzących; 
będziemy przeto zakładać, o ile nie uczynimy założenia odmien­
nego, że powierzchnia stożkowa dana jest przez wierzchołek 
i ślad poziomy.

Szczególnie ważną jest powierzchnia stożkowa, 
której śladem jest jakakolwiek linia stożkowa. Dowol­
na linia prosta przecina tę powierzchnię najwyżej 

w dwóch punktach, których rzutami na płaszczyznę śladu są 
punkty przecięcia rzutu prostej na tę płaszczyznę ze śladem po­
wierzchni. W geometryi nazywamy rzędem powierzchni naj­
większą liczbę punktów, w których powierzchnię przecina prosta 
dowolna; na tej zasadzie szczególną powierzchnię stożkową, 
o której mówimy, nazwać możemy powierzchnią stożkową 
rzędu drugiego. Wszelki przekrój płaski takiej powierzchni 
jest linią stożkową, możemy bowiem uważać ten przekrój jako 
rzut środkowy śladu powierzchni z jej wierzchołka na płaszczy­
znę przekroju. Każdą powierzchnię stożkową rzędu drugiego 
przeciąć można podług każdego z trzech typów linij stożkowych; 
okażemy najprzód, że możemy zawsze przeciąć taką powierzch­
nię podług elipsy. W rzeczy samej, jeżeli śladem powierzchni 
nie jest elipsa, lecz hyperbola albo parabola, to bierzemy na

Powierzchnia 
stożkowa 

rzędu 2-go.
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płaszczyźnie śladu prostą, dowolną,, nie przecinającą 
śladu, i powierzchnię stożkową przecinamy płaszczyzną 
dowolną, równoległą do płaszczyzny, którą wyzna­

cza owa prosta pomocnicza i wierzchołek powierzchni; z łatwo­
ścią spostrzegamy, że ta płaszczyzna przekroju przetnie wszyst­
kie tworzące i do żadnej nie będzie równoległą; linia stożkowa, 
otrzymana w przekroju, nie będzie zatem wcale miała punktów 
w nieskończoności, t. j. będzie elipsą. Gdy na płaszczyźnie elipsy 
obierzemy dowolną prostą, przecinającą ją w dwóch punktach, 
oraz prostą, styczną do elipsy, i przez każdą z tych dwóch pro­
stych poprowadzimy płaszczyznę, przechodzącą przez wierzcho­
łek powierzchni, to wszelka płaszczyzna, równoległa do pierwszej 
z tych płaszczyzn, przetnie powierzchnię podług hyperboli, a ró­
wnoległa do drugiej 
przypadku do płaszczyzny przekroju będą równoległe dwie two­
rzące powierzchni, tak, że krzywa przekroju mieć będzie dwa 
punkty w nieskończoności, w drugim przypadku jedna tylko 
tworząca będzie równoległa do płaszczyzny przekroju, i linia 
przekroju mieć będzie jeden punkt w nieskończoności.

Można dowieść, że istnieją dwa kierunki płaszczyzn, przeci­
nających rozpatrywaną tu powierzchnię stożkową podług kół. 
Na zasadzie tej własności widzimy, że powierzchnia stożkowa 
rzędu drugiego jest identyczna z określoną w artykule 10-ym 
powierzchnią stożkową kołową. Gdy w szczególności oby­
dwa kierunki przekrojów płaskich kołowych schodzą się razem, 
to mamy powierzchnię stożkową obrotową; powierzchnia taka 
powstaje skutkiem obrotu jednej prostej około drugiej prostej, 
przecinającej ją i niezmiennie z nią związanej; wszelka płaszczy­
zna prostopadła do osi obrotowej, i tylko taka płaszczyzna, prze­
cina powierzchnię stożkową obrotową podług koła.

103. Zupełnie tem samem rozumowaniem, jak 
w art. 08, dowieść można, że płaszczyzna, styczna 

do powierzchni stożkowej w jakimkolwiek jej pun­
kcie, jest styczna do tej powierzchni w każdym pun­
kcie tworzącej, przechodzącej przez ów punkt. Stąd 
wypływa, że gdy pewna płaszczyzna przecina powierzchnię stoż­
kową podług krzywej Ic, pewną jej tworzącą a w punkcie At 
a płaszczyznę 7", dotykającą powierzchni stożkowej wzdłuż pro­
stej a, podług prostej t, to prosta t jest styczną do linii h 
w punkcie A.

Przekroje 
powierzchni 

stożkowej 
rzędu 2-go.

podług paraboli; jakoż, w pierwszym

Płaszczyzna
styczna.
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Niech powierzchnia ta dana będzie przez swój ślad 
poziomy Jc i rzuty wierzchołka S (fig. 106); niech prosta 

l wskazuje kierunek promieni światła. Wykreślamy cień pozio­
my St wierzchołka i z niego prowadzimy styczne do śladu pozio­
mego. W przypadku, przedstawionym na figurze, widzimy, że 
część powierzchni między tworzącemi SA i SB, oraz część między

Kreślenie cieni.
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104. Kontur istotny powierzchni stożkowej składa się z ogó­
łu tworzących, mających tę odrębną własność, że płaszczyzny, 
styczne wzdłuż tych tworzących do powierzchni, są równoległe 
do promieni rzucających; podobnież, jeżeli wykreślimy płaszczy­
zny styczne do powierzchni stożkowej, równoległe do promieni 
światła, to tworzące, podług których płaszczyzny te dotykać 
będą powierzchni stożkowej, będą stanowić granicę światła i cie­
nia. Zobaczmy na przykładzie, jak wykreślają się cienie powierz­
chni stożkowej.
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tworzącemi SE i SC są oświetlone, części między SB i SC, jako- 
też między SA i SD znajdują się w cieniu własnym, zaś część 
między SD i SE — w cieniu rzuconym.

105. Zajmiemy się teraz bliżej powierzchnią stoż­
kową rzędu drugiego, przyczem oprócz samej powierzchni roz­
patrywać będziemy bryłę geometryczną, ograniczoną przekrojem 
płaskim tej powierzchni i jej częścią, zawartą między wierzchoł­
kiem i tym przekrojem; bryłę tę zwać będziemy stożkiem 
kołowym, a odgraniczający ją przekrój płaski powierzchni stoż­
kowej — podstawą stożka. Gdy rzut prostokątny wierzchołka 
stożka na podstawę jest środkiem podstawy, to nazywamy sto­
żek prostym; stożek prosty, którego podstawą jest koło, jest 
stożkiem obrotowym.

Stożek kołowy.

/
I

e.

A

'r'-
\

s•

fig. 107.

Wykreślić rzuty i cienie stożka kołowego obro­
towego, gdy dane są ślady płaszczyzny podstawy £, 
wysokość (t. j. odległość wierzchołka od podstawy) A, 
oraz środek O i promień r koła h podstawy (fig. 107).
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Najdogodniej wykonamy wykreślenie żądane, prowadząc 
przez O płaszczyznę pomocniczą A, prostopadłą do śladu pozio­
mego 6\ płaszczyzny £; oczywiście, w płaszczyźnie A znajdować 
się będzie wierzchołek S stożka. Wykonywając kład płaszczy­
zny A na płaszczyznę P2, otrzymamy położenie e3 prostej prze­
cięcia płaszczyzn £ i A- na e3 wykreślimy kład O"' punktu O. 
Z łatwością wykreślimy też kład K1"S"'L'" trójkąta, otrzyma­
nego w przecięciu stożka płaszczyzną A, a mianowicie: odcinek 
0"'S"' = li odcinamy na prostopadłej do e3 w punkcie O'", zaś 
odcinki 0"'K'" i 0"'L"' są równe r. Przy pomocy kładu K"'S"'L"' 
odrazu znajdziemy zarówno rzuty S' i S" wierzchołka, jakoteż 
rzut poziomy K'L' średnicy KL koła Jc, leżącej w płaszczyźnie A; 
oczywiście odcinek K'L' będzie prostopadły do et. Średnica MN 
koła Jc, prostopadła do KL, a więc sprzężona z nią, jest równo­
legła do ei} wskutek tego jej rzut poziomy M'N' jest również 
równoległy do ex i M'N‘ = MN = 2r- M'N i K'L' są tedy dwie­
ma średnicami sprzężonemi elipsy Jc', będącej rzutem poziomym 
koła Jc, a ponieważ średnice te są do siebie prostopadłe, to są 
one jej osiami- znając zaś osi elipsy Jc', możemy tę ostatnią wy­
kreślić sposobem wiadomym (art. 28). Co się tyczy rzutu pio­
nowego Jc" koła Jc, to takowy możemy wykreślić, albo kreśląc 
uprzednio rzuty pionowe średnic KL i MN, które to rzuty będą 
średnicami sprzężonemi elipsy Jc", albo też przez wykreślenie osi 
elipsy oś wielka, równa 2r, jest równoległa do śladu e2, a oś 
małą otrzymamy, znajdując, jak wskazuje figura, odpowiednią 
średnicę w rzucie poziomym Jc! Kontur pozorny każdego rzutu 
uzupełniają styczne, poprowadzone z rzutów wierzchołka do od­
powiednich rzutów podstawy.

Dla wykreślenia cieni stożka, kreślimy cień poziomy St 
wierzchołka cieniem poziomym podstawy stożka będzie elipsa 
ku której parę średnic sprzężonych wykreślić możemy na zasa­
dzie kolineacyi prostokątnej elipsy Jct z kładem koła Jc na płasz­
czyźnie Pi. Styczne z St do % wraz z elipsą ut stanowią kon­
tur cienia. Tworzące stożka, których cieniami są te styczne, 
stanowią granicę światła i cienia na powierzchni stożka; rzuty 
tych tworzących wykreślić możemy na zasadzie dwóch kolinea- 
cyj: powyżej wzmiankowanej kolineacyi cienia poziomego i kładu 
na Pt, oraz kolineacyi tego ostatniego i rzutu poziomego.

106. Rozwiążemy teraz kilka zadań zasadniczych, 
odnoszących się do płaszczyzn stycznych do powierz-

Konstrukcye
zasadnicze.

chni stożka.
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Wykreślić ślady płaszczyzny stycznej do po­
wierzchni stożka w danym jej punkcie.

Płaszczyzna żądana jest wyznaczona przez tworzącą, prze­
chodzącą przez punkt dany, i przez styczną do podstawy, po­
prowadzoną przez ślad owej tworzącej na płaszczyźnie podstawy.

Poprowadzić płaszczyznę styczną do powierz­
chni stożka kołowego danego przez punkt, leżący 
zewnątrz niego.

Płaszczyzna żądana zawierać musi prostą, łączącą punkt 
dany z wierzchołkiem stożka. Gdy podstawa eliptyczna stożka 
danego leży na płaszczyźnie Pt, to ze śladu poziomego owej 
prostej prowadzimy styczne do podstawy stożka, styczne te są 
śladami poziomemi płaszczyzn żądanych. W przypadku, gdy 
płaszczyzna podstawy stożka różna jest od płaszczyzny Pu wy­
znaczamy rzuty punktu przecięcia poprzedniej prostej z płasz­
czyzną podstawy i wykreślamy rzuty stycznych, poprowadzonych 
z tego punktu do elipsy podstawy; każda z tych stycznych wraz 
z prostą powyższą wyznacza płaszczyznę styczną żądaną.

Jeżeli uważać będziemy punkt dany za źródło światła, to 
tworzące, podług których płaszczyzny styczne powyżej wykre­
ślone dotykają powierzchni stożka, stanowić będą granicę świa­
tła i cienia na tej powierzchni, a ślady poziome tych płaszczyzn 
stycznych należeć będą do konturu cienia poziomego, rzuconego 
przez stożek.

W rozwiązaniu poprzedniem zawiera się też rozwiązanie za­
gadnienia następującego:

Przez prostą, przechodzącą przez wierzchołek 
stożka kołowego i leżącą zewnątrz tego stożka, po­
prowadzić do niego płaszczyznę styczną.

Do tego ostatniego zagadnienia sprowadza się znowu na­
stępujące:

Do stożka kołowego danego poprowadzić płasz­
czyznę styczną, równoległą do prostej danej.

Płaszczyzna żądana musi przejść przez prostą, poprowadzoną 
z wierzchołka stożka równolegle do prostej danej.
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§ 3. Przekroje powierzchni walcowych i stożkowych 
płaszczyznami.

kroiienuTprze- 107. Metoda ogólna wykreślania przekroju pła-
klpiwierzohnf° skiego po wierzchni jakiejkolwiek jest w związku ze spo­

sobem wyznaczania powierzchni w geometryi wykreśl- 
nej za pomocą tworzących ruchomych, zmiennych lub stałych 
(art. 95), a mianowicie: aby wykreślić rzuty krzywej przecięcia 
powierzchni danej z pewną płaszczyzną daną, wyznaczamy pun­
kty przecięcia pewnej liczby tworzących z tą płaszczyzną i łą­
czymy (w rzutach) te punkty w odpowiednim porządku linią 
ciągłą. Często można obierać rozmaite układy tworzących dla 
wyznaczenia powierzchni; będziemy, o ile można, dla naszych 
celów wybierać układ tworzących tak, aby ich rzuty względnie 
łatwo wykreślać się dawały.

dowolnej.

Co się tyczy położenia płaszczyzny przekroju, to najdogod- 
niejszem jest jej położenie wówczas, gdy jest prostopadła do 
jednej z płaszczyzn rzutu, wtedy bowiem rzut krzywej przekroju 
na tę płaszczyznę rzutu leży na odpowiednim śladzie płaszczyzny 
przekroju, drugi zaś rzut daje się względnie łatwo wykreślić. 
Gdy płaszczyzna przekroju ma jakiekolwiek inne położenie (por. 
zag. 140), to nieraz dogodnie bywa posiłkować się płaszczyznami 
pomocniczemi, prostopadłemi do jednej z płaszczyzn rzutu: wy­
znaczamy linię przecięcia powierzchni płaszczyzną pomocniczą, 
oraz prostą przecięcia tej płaszczyzny pomocniczej z płaszczyzną 
daną; punkty, w których ta prosta przetnie ową linię, należą do 
krzywej żądanej. Niekiedy zresztą obieramy inne płaszczyzny 
pomocnicze, których przecięcie z powierzchnią daną łatwo wy­
kreślić możemy.

Pragnąc znalesc punkty, w których pewna prosta
Punkty przebi- .... . . ,da powierzchni przebija powierzchnię daną, prowadzimy przez tę pro­

stą płaszczyznę pomocniczą i wykreślamy krzywą, po­
dług której ona przecina powierzchnię; punkty przecięcia tej 
krzywej i prostej danej są punktami żądanemi. Rozumie się, że 
przy wyborze płaszczyzny pomocniczej dbać powinniśmy o to 
aby rzuty linii, podług której ona przetnie powierzchnię, o ile 
można najłatwiej wykreślać się dawały, — najlepiej, jeżeli choć 
jeden z tych rzutów jest linią prostą albo kołem.



Powierzchnie walcowa i stożkowa.160

Ażeby wykreślić styczną do przekroju płaskiego 
w pewnym punkcie, uważamy, że styczna ta leży za­

równo na płaszczyźnie przekroju, jakoteż na płaszczyźnie stycz­
nej do powierzchni w punkcie danym-, wykreślamy ją przeto, 
iako prostą przecięcia tych dwóch płaszczyzn.

Po tych rozważaniach ogólnych przechodzimy specyalnie do 
przypadku powierzchni walcowych i stożkowych.

108. Niech żądanem będzie wykreślenie rzutów 
walwohiej d°" krzywej, podług której pewna płaszczyzna A1 dana przez 

ślady at i a2, przecina powierzchnię walcową, daną 
przez kierującą Ic (w og. skośną) i kierunek tworzących. Za pła­
szczyzny pomocnicze brać będziemy płaszczyzny, rzucające pro­
ste tworzące na płaszczyznę poziomą rzutu. Wykreślenie wyko­
nywamy zatem sposobem następującym. Przez dowolny punkt 
M linii h prowadzimy tworzącą l i wykreślamy rzuty prostej ni, 
podług której płaszczyzna, rzucająca l na Pt, przecina płaszczy­
znę A^ oczywiście rzut m' schodzi się z rzutem l'\ punkt przecię­
cia prostych l" i m" jest rzutem pionowym punktu, w którym 
tworząca l przebija płaszczyznę A, — rzut poziomy tego punktu 
znajdujemy na V. W ten sposób wykreślamy kolejno rzuty pe­
wnej ilości punktów krzywej żądanej, które następnie łączymy 
linią ciągłą. Przy wykreślaniu pomocną nam jest ta okoliczność, 
że wskutek równoległości płaszczyzn, rzucających tworzące l na 
Pi} wszystkie proste m, podług których te płaszczyzny przecinają 
płaszczyznę >4, są równoległe, a zatem równoległemi są z jednej 
strony proste m' (l1), z drugiej — proste m".

Wykreślenie postaci istotnej krzywej przecięcia odbywa się 
przy pomocy kładu płaszczyzny przecinającej na jednę z płasz­
czyzn rzutu, z zastosowaniem kolineacyi równoległej kładu krzy­
wej przekroju z jej rzutem (art. 30).

100. Gdy mamy ślad powierzchni walcowej na jednej z pła­
szczyzn rzutu, np. na Pu to wykreślenie rzutów krzywej prze­
kroju wykonywamy nader łatwo, za pomocą metody kolineacyi. 
Oznaczmy krzywą przekroju przez p (jej rzut poziomy przez p'), 
a ślad poziomy przez s. Gdy punkt M krzywej s i punkt N 
krzywej p leżą na jednej tworzącej l, to uważajmy punkty M 
i N za odpowiadające sobie punkty figur s i p, a punkty M i A' — 
za odpowiadające sobie punkty figur s i p'. Oczywiście proste, 
łączące punkty odpowiednie figur s i //, są wzajemnie równoległe,

Styczna do linii 
przekroju.

Przekrój płaski 
powierzchni
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jako rzuty V równoległych tworzących powierzchni walcowej; 
prócz tego, ponieważ prosta, łącząca dowolne dwa punkty krzy­
wej s, przecina prostą, łączącą dwa odpowiadające im punkty 
krzywej p, na śladzie poziomym płaszczyzny przekroju A, 
przeto to samo ma miejsce w rzucie poziomym, między figurami 
s i p'. Widzimy stąd, że linie s i p' są w kolineacyi równoległej; 
osią tej kołineacyi jest ślad poziomy płaszczyzny A, kierunkiem 
promieni kolineacyi jest kierunek rzutu poziomego tworzących 
powierzchni walcowej. Wystarczy zatem wykreślić bezpośrednio 
jeden punkt krzywej p'; dowolną liczbę innych punktów znajdzie­
my na zasadzie powyższej kolineacyi. Wykreśliwszy rzut pozio­
my p' linii przecięcia, znajdziemy jej rzut pionowy p" również 
przy pomocy kolineacyi, według art. 41 (zag. 139).

Podobnież ułatwia się wykreślenie krzywej przecięcia w przy­
padku, gdy kierująca k jest krzywą płaską. Można bowiem z ła­
twością przekonać się, że figury h' i p' (jakoteż figury k" i p") 
są w kolineacyi równoległej, przyczem osią kolineacyi jest rzut 
odpowiedni prostej, podług której przecinają się płaszczyzna 
krzywej k i płaszczyzna przekroju, promienie zaś kolineacyi ró­
wnoległe są do rzutu odpowiedniego tworzących powierzchni 
walcowej.

Gdy żądanem będzie wy­
kreślenie punktów przecięcia 
powierzchni walcowej i prostej 
danej, to przez prostą popro­
wadzimy płaszczyznę pomoc­
niczą (art. 107), równoległą do 
tworzących walca; płaszczyzna 
ta przetnie powierzchnię wal­
cową podług pewnej ilości two­
rzących, które przecięte zosta­
ną przez prostą daną w pun­
ktach żądanych.

Cs

D"

4"

O

110. Zajmiemy 
Popadłą do p?" si§ teraz specyalnie 

walcem eliptycz­
nym. Jak wiadomo, wszelki 
przekrój takiego walca płasz­
czyzną, nie równoległą do two­
rzących, jest elipsą. Rozważmy

Geometrya wykreśliła.

Przecięcie walca 
obrotowego

i’\ C'

B’

fig. 108.
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fig. 109.

będącego podstawą walca (porównaj art. 90). Dzieląc okrąg koła 
i podstawę prostokąta na jednakową liczbę równych części, wy­
znaczymy położenia różnych tworzących walca; wszystkie one 
okażą się bowiem w rozwinięciu prostopadłemi do podstawy pro­
stokąta. Gdy długość odcinka tworzącej walca od podstawy do 
elipsy przekroju odetniemy na odpowiedniem położeniu two­
rzącej po rozwinięciu od podstawy prostokąta, to otrzymamy 
punkt krzywej, powstającej z rozwinięcia elipsy. Wyznaczając 
oddzielne punkty tej krzywej i łącząc je linią ciągłą, otrzymamy 
krzywą kształtu podanego na fig. 109. Z łatwością przekonamy 
się, że krzywa ta jest sinusoidą (art. 83). Rzeczywiście, obiera­
jąc prostą KL za oś x, prostą KM za oś y, oznaczając wreszcie 
AK przez a, CN przez b, i promień koła podstawy przez r, oraz 
zmienny kąt środkowy koła podstawy, odpowiadający łukowi x, 
przez a, mieć będziemy dla punktu bieżącego krzywej:

cl -j- bx — ra, y = —j- b — a—2— cos a,
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przypadek najprostszy, mianowicie: gdy walec obrotowy z pod­
stawą na płaszczyźnie /fi przecinamy płaszczyzną, prostopadłą do 
P2 (fig. 108). Rzutem poziomym elipsy przekroju będzie koło 
podstawy walca, a rzutem pionowym — odcinek AC śladu piono­
wego płaszczyzny przekroju, zawarty wewnątrz konturu rzutu 
pionowego walca; widzimy z łatwością, że odcinek AC równy jest 
osi wielkiej, a średnica koła — osi małej elipsy przecięcia, może­
my zatem kształt tej elipsy wykreślić (art. 28).
Rozwinięcie Zbadajmy, jaką krzywą utworzy ta elipsa, gdy

unii przekroju, rozwiniemy powierzchnię walca na płaszczyźnie, roz- 
ciąwszy ją np. wzdłuż tworzącej, przechodzącej przez A. Rozwi­
jając nasz walec na płaszczyźnie, otrzymamy w rozwinięciu pro­
stokąt (fig. 109), którego wysokość równa jest długości tworzą­
cych, i którego podstawa równa jest długości okręgu koła,

\

I 1
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skąd przez wyrugowanie parametru a otrzymamy:
a + b 6 — cl

y = -2

Równanie to sprowadzimy do zwykłej postaci równania 
sinusoidy (art. 83), przenosząc początek spółrzędnych do punktu 
B bez zmiany kierunku osi, co wyraża się przez przekształcenia:

xcos2 r

i , i cl ~\r b
x = x + f TC r, y = y -4-----g—;

otrzymamy wówczas:
b — a . x' sin —. 2 ry' =

Możemy oczywiście do wykreślenia tej sinusoidy zastosować 
sposób, wyłożony w art. 83. Dowolną liczbę powtórzeń wykreślo­
nego na fig. 109 łuku tej sinusoidy otrzymamy, tocząc walec 
po płaszczyźnie dowolną liczbę razy.
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111. Niech teraz trzeba będzie przeciąć walec 
obrotowy z podstawą na Px płaszczyzną dowolną A 
(fig. 110). Oznaczmy elipsę przekroju przez k- jej rzu­

tem poziomym będzie, jak w poprzednim przypadku, koło pod­
stawy walca; rzutem pionowym będzie pewna elipsa k'\ Wszelkie 
dwie średnice elipsy k, których rzutami są średnice prostopadłe 
koła k', są średnicami sprzężonemi; w szczególności średnice 
sprzężone AC i BD, z których pierwsza jest prostopadła do śla­
du poziomego ax płaszczyzny A, druga równoległa do tegoż 
śladu, — są osiami elipsy /c; oś BI) elipsy równa jest średnicy 
koła k'- wykreśliwszy zatem długość drugiej osi AC, potrafimy 
następnie wykreślić kształt rzeczywisty elipsy k. Z rzutów pio­
nowych A"C" i B"B", jako pary średnic sprzężonych elipsy k", 
potrafimy wykreślić tę elipsę; dla dokładności większej rysunku, 
wyznaczamy niezależnie punkty JE", F", w których elipsa k" 
dotyka konturu pozornego walca w rzucie pionowym; uważamy 
w tym celu, że EF jest średnicą elipsy k, równoległą do P2, i na 
tej zasadzie wykreślamy jej rzuty, jak wskazuje figura.

W rozwinięciu walca na płaszczyźnie otrzymamy z elipsy k 
znowu sinusoidę, którą wykreślimy tak, jak w art. poprzednim.

112. Wykreślmy jeszcze przekrój płaski walca 
pochyłego, którego podstawa kołowa k leży na Px.

Oznaczmy płaszczyznę przekroju przez A (jej ślady przez ax i al), 
a elipsę przekroju — przez e (figura 111). Środek C elipsy e 
jest punktem przecięcia osi walca OOx i płaszczyzny A- wykre­
śliwszy rzuty tego punktu, kreślimy elipsę e' na zasadzie jej ko- 
lineacyi równoległej z kołem k (art. 27). 00\ jest kierunkiem
promieni kolineacyi, ślad ax — osią kolineacyi. Zaczynamy od 
wyznaczenia punktów M, P styczności elipsy e' z rzutami krawędzi 
konturowych AAX i CCX, średnica M'P' elipsy e' odpowiada śre­
dnicy AC koła k. Ze średnicą M'P' sprzężona jest leżąca na 00\ 
średnica Q'N', której w kole odpowiada średnica BD. Dla otrzy­
mania rzutu pionowego e" elipsy przekroju, wyznaczamy w elipsie 
e' średnice sprzężone RT i SU, odpowiadające średnicom EG i FH 
koła, z których pierwsza jest równoległa, a druga prostopadła do 
osi rzutu; wyznaczając następnie rzuty pionowe tych średnic 
elipsy, otrzymamy średnice sprzężone R"T" i S"U" elipsy e", 
przyczem R" i T" leżą na konturze pozornym rzutu pionowego, 
a S" i U" na rzucie pionowym osi walca; z tych danych możemy 
elipsę e" wykreślić.

Przekrój walca 
obrotowego 

płaszczyzną do­
wolną.

Przekrój 
płaski walca 
pochyłego.
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Dla otrzymania postaci rzeczywistej elipsy e, wykony­
wamy jej kład na płaszczyznę /h; wykreśliwszy kład 00 jej 
środka, korzystamy następnie z kolineacyi równoległej elipsy 
e0 z kołem k względem a1} jako osi kolineacyi. Ponieważ osi 
elipsy e0, jako para prostopadłych średnic sprzężonych, przecina­
ją, się z odpowiednią, parą prostopadłych średnic koła na osi au 
przeto dla znalezienia tych osi kreślimy koło, przechodzące przez 
O i 00 i mające 'środek na ax; osi żądane leżą wówczas ną 
prostych, łączących 00 z punktami przecięcia tego koła i pro­
stej ax. Wykreśliwszy osi elipsy e0, kreślimy tę ostatnią podług 
metody art. 28.

Wykreślmy jeszcze rozwinięcie rozpatrywanego tu 
walca na płaszczyźnie. W tym celu przecinamy walec 

płaszczyzną prostopadłą do krawędzi (prowadzimy więc ślady 
płaszczyzny prostopadle do odpowiednich rzutów tworzących); 
w przekroju otrzymamy pewną elipsę u, która w rozwinięciu 
przekształci się w linię prostą. Następnie dzielimy koło k na pe­
wną liczbę równych części, np. na 24, i prowadzimy przez punkty 
podziału tworzące walca, które przyjmujemy za krawędzie gra- 
niastosłupa, wpisanego w walec; ten graniastosłup rozwijamy na 
płaszczyźnie podług metody art. 63, i w rozwinięciu łączymy 
końce krawędzi linią krzywą ciągłą zamiast łamanej; tak otrzy­
mana figura z dostatecznem w praktyce przybliżeniem przedsta­
wiać będzie rozwinięcie walca na płaszczyźnie.

Rozwinięcie 
walca pochyłego.

Przechodzimy do rozważania przekrojów płaszczyznami po­
wierzchni stożkowych i stożków.

113. W przypadku najogólniejszym szukamy rzu­
tów krzywej, podług której pewna płaszczyzna A, dana 
przez ślady, przecina powierzchnię stożkową, daną przez 

rzuty wierzchołka S i kierującej k, w ogólności skośnej. Wykre­
ślenie wykonywamy sposobem następującym. Obrawszy dowolny 
punkt M na krzywej k, prowadzimy przez S i M tworzącą l 
i wykreślamy prostą m, podług której płaszczyzna, rzucająca l na 
Px, przecina płaszczyznę A; oczywiście m' zejdzie się z V, a punkt 
przecięcia prostych l" i m" będzie rzutem pionowym punktu prze­
cięcia prostej l i płaszczyzny A, t. j. rzutem pionowym jednego 
z punktów krzywej żądanej; jego rzut poziomy znajdziemy na V. 
Bierzemy następnie kolejno inne punkty na linii k i powyższym 
sposobem znajdujemy coraz inne punkty linii szukanej; w każdym 
rzucie łączymy punkty otrzymane w odpowiednim porządku

Przekrój płaski 
powierzchni 

stożkowej do­
wolnej.
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linią ciągłą. Wszystkie płaszczyzny, rzucające tworzące l na P1} 
zawierają prostopadłą SS1, spuszczoną z S na płaszczyznę Px, 
a zatem wszystkie proste m przechodzą przez punkt K, w któ­
rym prosta SS1 przecina płaszczyznę A. Gdy więc wykreślimy 
rzut pionowy K" punktu K (K' schodzi się z S'), to wszystkie 
proste m" przechodzić będą przez Jć"; okoliczność ta znakomicie 
ułatwi wykreślenie.

Kształt rzeczywisty krzywej przecięcia wykreśla się sposo­
bem wiadomym przez kład na płaszczyznę Pu przy zastosowaniu 
kolineacyi równoległej tego kładu z rzutem poziomym linii 
przekroju (art. 30).

Styczną do linii przekroju w pewnym punkcie wyznaczamy, 
jako prostą przecięcia płaszczyzny stycznej do powierzchni stoż­
kowej w tym punkcie z płaszczyzną przekroju (art. 107).

Dla wykreślenia punktów przecięcia prostej danej z powierz­
chnią stożkową, prowadzimy płaszczyznę pomocniczą przez pro­
stą daną i wierzchołek powierzchni (por. art. 107).

114. Wykreślenie, wyłożone w art. poprzednim, modyfikuje 
się i znacznie upraszcza w przypadku, gdy kierująca k jest krzywą 
płaską. Jakoż, oznaczmy linię przekroju przez p, a prostą, po­
dług której płaszczyzny figur li ip przecinają się, przez n\ możemy 
oczywiście uważać każdą z figur k i p jako rzut drugiej ze środ­
ka S. Gdy cały ten układ rzucimy prostokątnie najprzód na Pu 
potem na P2, to zobaczymy, że w rzucie poziomym krzywe k' i p' 
są w kolineacyi, której osią jest prosta n\ a środkiem punkt S1, 
w rzucie zaś pionowym krzywe k" i p" są również w kolineacyi, 
której osią jest prosta n", a środkiem punkt S". W każdym 
rzucie wystarczy przeto wykreślić rzut wierzchołka i prostej n, 
oraz rzut jednego punktu figury żądanej; dowolną liczbę innych 
punktów znajdziemy na zasadzie kolineacyi.

Szczególnym przypadkiem poprzedniego jest ten, gdy po­
wierzchnia stożkowa dana jest przez rzuty wierzchołka i jeden 
ślad np. poziomy. Rzut poziomy linii przecięcia jest wówczas 
w kolineacyi z tym śladem, przyczem osią kolineacyi jest ślad 
poziomy płaszczyzny przekroju, a środkiem kolineacyi — rzut 
poziomy wierzchołka. Rzut pionowy figury przecięcia znajduje­
my następnie również za pomocą metody kolineacyi na zasadzie 
artykułu 41.
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115. Zajmiemy się teraz szczególnym przypad­
kiem, gdy dany jest stożek kołowy. Rozważmy naj­

przód stożek kołowy obrotowy, z podstawą, na płaszczyźnie po­
ziomej rzutu. Wiemy (art. 102)y że w przekroju otrzymamy linię 
stożkową; z artykułu poprzedniego wiemy też, że rzut poziomy 
tej stożkowej będzie w kolineacyi środkowej z kołem podstawy 
stożka; na tej zasadzie możemy wykreślić rzut poziomy stożko­
wej przekroju, następnie za pomocą kładu płaszczyzny przekroju 
wykreślimy kształt rzeczywisty przekroju.

Osi stożkowej przekroju możemy najprzód wykreślić, albowiem 
płaszczyzna, poprowadzona przez wierzchołek stożka prostopadle 
do śladu poziomego płaszczyzny przekroju, dzieli stożek na dwie 
połowy symetryczne, względem niej jest płaszczyzna przekroju 
do siebie samej symetryczna, a zatem ta płaszczyzna pomocni­
cza dzieli stożkową przekroju na dwie części symetryczne, skąd 
wynika, że prosta przecięcia tej płaszczyzny z płaszczyzną prze­
kroju jest osią stożkowej; prosta ta jest linią największego spadku 
płaszczyzny przekroju; jej rzut poziomy wyznaczamy, jako pro­
stopadłą, spuszczoną na ślad poziomy płaszczyzny przekroju ze 
środka koła podstawy; długość rzutu tej osi możemy wyznaczyć, 
określając punkty przecięcia osi z powierzchnią stożka; środek 
tej osi będzie środkiem stożkowej (w przypadku przekroju parabo­
licznego znajdziemy tą drogą kierunek osi i wierzchołek).

Gdy rozwiniemy stożek na płaszczyźnie (po uprze- 
dniem rozcięciu jego powierzchni wzdłuż jednej z two­

rzących), to otrzymamy wycinek kołowy o promieniu, równym 
tworzącej stożka; długość łuku tego wycinka równa jest długości 
obwodu koła podstawy stożka. Aby zatem wykreślić w przy­
bliżeniu rozwinięcie stożka, dzielimy koło podstawy na pewną 
liczbę równych części, np. na 24, i cięciwę, odpowiadającą 24-ej 
części koła wpisujemy 24 razy w łuk koła, opisanego promieniem, 
równym tworzącej; łuk ten będzie w przybliżeniu lukiem wycin­
ka kołowego, powstającego z rozwinięcia stożka. Gdy na pewnej 
liczbie tworzących w rozwinięciu odetniemy od wierzchołka dłu­
gości odcinków, zawartych między wierzchołkiem i krzywą prze­
kroju, i następnie tak otrzymane punkty połączymy linią ciągłą, 
to będziemy mieli rozwinięcie linii przekroju.

Krzywa, na którą się przekształca linia przekroju w rozwi­
nięciu stożka, posiadać może punkty przegięcia; punkty te odpo­
wiadają tym punktom linii przekroju, w których płaszczyzna, 
styczna do powierzchni stożka, jest prostopadła do powierzchni

Przekrój 
płaski stożka 
obrotowego.

Kozwinięcie
stożka.
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przekroju. Aby te punkty znaleść, spuszczamy z wierzchołka 
powierzchni prostopadłą na płaszczyznę przekroju i ze spodka 
tej prostopadłej prowadzimy styczne do stożkowej przekroju; 
punkty styczności dadzą w rozwinięciu wspomniane punkty 
przegięcia. Z powyższej konstrukcyi wynika, że takich punktów 
albo wcale niema, albo są dwa, lub wreszcie, w szczególnym 
przypadku, gdy płaszczyzna przekroju jest prostopadła do jednej 
z tworzących, w jednym punkcie krzywej, otrzymywanej w roz­
winięciu, zejdą się dwa punkty przegięcia, i otrzymamy t. zw.

\Z
fig. 112. fig. 113.

punkt spłaszczenia; w punkcie spłaszczenia prosta styczna 
ściślej przystaje do krzywej, niż w punkcie przegięcia; gdy punkt 
przegięcia można sobie uplastycznić, jako punkt, w którym scho­
dzą się w granicy trzy punkty przecięcia krzywej z prostą 
(figura 112), punkt spłaszczenia należy sobie przedstawić, jako 
punkt, w którym w granicy schodzą się cztery punkty przecię­
cia się krzywej z prostą (fig. 113); w bliskości punktu przegięcia 
krzywa leży z różnych stron stycznej, w bliskości punktu spłasz­
czenia — z jednej, podobnie, jak w bliskości punktu zwyczajnego.

116. Gdy dany będzie stożek kołowy jakikolwiek 
(nie obrotowy), to do wykreślenia rzutów stożkowej 

przekroju również zastosować możemy metodę kolineacyi; jedy­
nie w przypadku, gdy w przekroju otrzymuje się elipsa, dogodną 
jest inna metoda, polegająca na wykreśleniu dwóch średnic 
sprzężonych elipsy, (z rzutu których następnie elipsa wykreśla 
się, jak w art. 27); metoda ta jest analogiczna tej, przy której 
pomocy kreśliliśmy w art. 115 osi przekroju stożka obrotowego. 
Dla dogodności załóżmy, że podstawą stożka jest koło kt, leżące 
na płaszczyźnie poziomej rzutu; dane są nadto rzuty wierzchoł­
ka S stożka i ślady płaszczyzny przekroju E (fig. 114).

Oznaczmy przez AtBt średnicę koła kf, prostopadłą do śladu 
poziomego et płaszczyzny przekroju. Wyznaczmy rzuty punktów 
A i B} w których tworzące SAt i SBt powierzchni przecinają 
płaszczyznę £; AB będzie wówczas średnicą elipsy przekroju 7j; 
rzeczywiście, cięciwy koła kt, równoległe do et, dzielą^się na

Przekrój płaski 
stożka kołowego 

pochyłego.
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połowy przez średnicę AXBU a ponieważ cięciwy te są równole­
głe do płaszczyzny E, to widzimy, że w rzucie na tę płaszczyznę 
z wierzchołka S prosta AB dzieli na połowy cięciwy elipsy h, ró-
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fig. 114.

wnołegłe do et, AB jest zatem średnicą elipsy h, sprzężoną z kie­
runkiem e,; w rzutach jest J/i?' średnicą elipsy a —
średnicą elipsy lt"\ środki O, O', O" tych średnic są środkami
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odpowiednich elips; średnica A'B' sprzężona jest z kierunkiem ex, 
a A"B" — z kierunkiem osi x. Aby znaleść średnicę CD elipsy k, 
sprzężoną z AB, uważamy, że rzutem jej ze środka S na płasz­
czyznę podstawy jest cięciwa koła CXDX, prostopadła do AXBX 
i przecinająca AXBX w punkcie Ox, będącym rzutem środkowym 
punktu O. Znalazłszy tedy ów punkt Ox i poprowadziwszy przezeń 
cięciwę koła CXDX, prostopadłą do AXBt, wykreślimy punkty C i D, 
w których płaszczyznę £ przecinają tworzące SCX i SDX\ wówczas 
średnice CD, C'D', C"D" będą odpowiednio sprzężone ze średni­
cami AB, A'B', A"B". Dla dokładności wykreślenia dobrze jest 
wyznaczyć niezależnie punkty, w których elipsy k' wzg-lędnie k" 
dotykają konturu pozornego w rzucie poziomym wzgl. pionowym. 
W rzucie poziomym korzystamy przytem z kolineacyi elipsy k' 
i koła kt, względem punktu S' i prostej ex, jako środka i osi ko­
lineacyi; oznaczając przez Kx i Lx punkty styczności koła kt 
i stycznych, poprowadzonych doń z punktu S', znajdujemy żąda­
ne punkty K‘ i L‘ elipsy k', jako odpowiadające w kolineacyi 
punktom Kt i Lx, mamy przytem inną parę punktów odpowiada­
jących sobie, np. Ox i 0'. W rzucie pionowym szukane punkty 
są punktami przecięcia płaszczyzny £ z tworzącemi SMX i SNX, 
których rzuty pionowe tworzą kontur rzutu pionowego stożka; 
na tej też zasadzie znajdujemy punkty żądane Al" i N", zauwa­
żywszy, że Alx i Nx są końcami średnicy koła, równoległej do 
osi rzutu.

Przybliżone rozwinięcie stożka kołowego pochyłe-
Rozwinięcie J f s o Jr j

stożka kołowego go wykreślić możemy, wpisując w ten stożek ostro­
słup o dostatecznie wielkiej liczbie ścian i rozwijając 

ten ostrosłup podług metody, wyłożonej w art. 64. Najdogodniej 
jest przytem za podstawę ostrosłupa wziąć wielokąt foremny 
o parzystej liczbie boków, tak, aby jedna para wierzchołków 
przeciwległych stanowiła końce średnicy koła kx, przechodzącej 
(ewentualnie w przedłużeniu) przez punkt S'.
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§ 4. Przecinanie się wzajemne powierzchni walcowy cli 
i stożkowych, oraz cienie, rzucane przez jedne z nich

na drugie.
117. Ogólna metoda wykreślenia linii przecięcia 

dwóch powierzchni jakichkolwiek polega na zastoso­
waniu układu powierzchni pomocniczych; każda z tych ostatnich 
przetnie powierzchnie dane podług dwóch linij, których punkty 
przecięcia będą należały do krzywej żądanej. Naturalnie, należy 
powierzchnie pomocnicze obierać tak, aby krzywe, podług któ­
rych one przecinają powierzchnie dane, z łatwością dawały się 
wykreślać; najczęściej okazuje się dogodnem za powierzchnie po­
mocnicze obierać płaszczyzny. W każdym przypadku przytem 
rozważamy, jaki układ płaszczyzn obrać należy, aby rzuty krzy­
wych przekroju były możliwie prostszemi.

Styczna do linii przecięcia w pewnym jej punkcie 
jest styczną w tymże punkcie do każdej z przecinają­

cych się powierzchni; wykreślamy przeto tę styczną, jako prostą, 
podług której przecinają się płaszczyzny, styczne w punkcie 
danym do powierzchni danych.

Linia przecięcia 
dwóch powierz­
chni dowolnych.

Styczna do linii 
przecięcia.

118. Wybór płaszczyzn pomocniczych daje się 
z góry określić, gdy mamy wykreślić przecięcie się 

dwóch walców, dwóch stożków, albo walca i stożka. Będziemy 
mianowicie dbali o to, aby płaszczyzny pomocnicze przecinały 
każdą z powierzchni danych podług tworzących prostoliniowych. 
A więc, gdy dane będą dwa walce, to za płaszczyzny pomocni­
cze obierzemy układ płaszczyzn, równoległych do tworzących 
obydwóch walców (zag. 35); gdy dane będą dwa stożki, to płasz­
czyznami pomocniczemi będą płaszczyzny, przechodzące przez 
prostą, która łączy obydwa wierzchołki stożków; gdy wreszcie 
mamy walec i stożek, to płaszczyzny pomocnicze przechodzić 
będą przez prostą, poprowadzoną przez wierzchołek stożka ró­
wnolegle do tworzących walca. W każdym z tych przypadków 
wszystkie płaszczyzny pomocnicze przecinać będą powierzchnie 
dane podług linij prostych, których punkty przecięcia wykreślimy 
z łatwością; punkty te należeć będą do żądanej linii przecięcia 
powierzchni danych.

Wybór płasz­
czyzn pomocni­

czych.
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W każdym z rzutów tylko część krzywej przecięcia bę­
dzie widzialną, część zaś pozostała widzialną nie będzie. Widzial- 
nemi będą mianowicie te punkty krzywej, które leżą na widzial­
nych częściach obydwóch powierzchni przecinających się.

119. Będziemy odtąd mieli na uwadze wyłącznie 
powierzchnie walcowe eliptyczne i inne powierzchnie 

walcowe rzędu 2-go. Płaszczyzna dowolna przecina każdą z dwóch 
powierzchni tego rodzaju podług linii stożkowej; dwie tak otrzy­
mane w przekroju linie stożkowe przecinają się najwyżej w 4-ch 
punktach; możemy zatem powiedzieć, że płaszczyzna dowolna 
przecina linię przecięcia się powierzchni badanych najwyżej 
w 4-ch punktach; własność tę wyrażamy inaczej, mówiąc, że linia 
przecięcia się naszych dwóch powierzchni jest linią skośną rzędu 
4-go, — nazywamy bowiem w ogóle linię skośną linią rzędu 
n-go, gdy płaszczyzna dowolna przecinają najwyżej w n punktach.

Krzywa skośna 
rzędu 4-go.

Rozważmy dwa szczególne zniekształcenia tej linii
krzywej skośnej 4-go rzędu. Załóżmy najprzód, że dwie powierzchnie

dane mają jednę tworzącą prostoliniową wspólną, po­
dług której się przecinają. Płaszczyzna dowolna przetnie tę prostą 
w jednym punkcie i nadto przetnie linię przecięcia się dwóch po­
wierzchni w 3-ch innych punktach, całkowite zatem przecięcie 
się tych dwóch powierzchni składać się będzie z powyższej 
wspólnej tworzącej prostoliniowej i z pewnej krzywej skośnej 
rzędu 3 go.

Niech teraz powierzchnie rozpatrywane mają wspólną linię 
stożkową. Uważamy, że krzywa skośna rzędu 2-go nie istnieje, 
wszelką bowiem krzywą skośną przeciąć możemy płaszczyzną 
przynajmniej w 3-ch punktach, a więc wszelkie linie rzędu 2-go 
są znanemi nam liniami stożkowemi. W przypadku badanym, 
oprócz wspólnej linii stożkowej, powierzchnie przecinają się po­
dług innej jeszcze linii, a ponieważ płaszczyzna dowolna przecina 
całkowitą linię przecięcia się obydwóch powierzchni w 4-ch pun­
ktach, zaś linię stożkową wspólną — w dwóch punktach, przeto 
dowolna ta. płaszczyzna przetnie pozostałą część linii przecięcia 
najwyżej w dwóch punktach, a więc pozostała część linii przecięcia 
jest linią rzędu drugiego, t. j. również linią stożkową. Gdy zatem 
dwie powierzchnie badane mają linię stożkową wspólną, te prze­
cinają się jeszcze podług innej linii stożkowej.

W powyższych dwóch przypadkach szczególnych krzywa 
rzędu 4-go, otrzymywana w przecięciu się dwóch powierzchni.
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typu badanego, rozpadła się na dwie linie: w pierwszym przy­
padku na linię prostą i linię skośną rzędu 3-go, w drugim — na 
dwie linie stożkowe.

120. Gdy wyłączymy przypadki, kiedy dwie prze- 
dwóCch^wierz* cinaj%ce się powierzchnie mąjąjednę tworzącą wspólną, 

lub kiedy przecinają się podług dwóch linij stożkowych, 
to możliwemi są dwa przypadki ogólne: albo żadna z powierzchni 
nie przecina drugiej wszystkiemi swemi tworzącemi, albo też 
wszystkie tworzące jednej pewierzchni przecinają drugą powierz­
chnię, podczas gdy nie wszystkie tworzące drugiej przecinają 
pierwszą powierzchnię *); w pierwszym przypadku mówimy, że 
powierzchnie wnikają w siebie, w drugim — że pierwsza po­
wierzchnia przenika drugą. W przypadku wnikania otrzymu­
jemy w przecięciu jednę linię ciągłą, jak wiemy, rzędu 4-go;

Wnikania — linia przecięcia składa się z dwóch

Przenikanie się 
i wnikanie

w przypadku
części oddzielnych, z których jednę uważać możemy za linię 
wejścia, drugą — za linię wyjścia; dwie te linie razem wzięte 
stanowią linię rzędu 4-go. Kiedy ma miejsce przenikanie, a kiedy 
wnikanie, możemy w każdym szczególnym przypadku orzec na 
zasadzie położenia wzajemnego powierzchni danych i układu 
płaszczyzn pomocniczych, a mianowicie: gdy dwie rozpatrywane 
powierzchnie leżą tak, że płaszczyzny pomocnicze, styczne do 
jednej z nich, znajdują się obie między płaszczyznami pomocni- 
czemi, stycznemi do drugiej (lub obie zewnątrz tych płaszczyzn), 
to mamy przypadek przenikania się powierzchni; gdy zaś jedna 
płaszczyzna pierwszej pary leży wewnątrz, druga — zewnątrz 
płaszczyzn drugiej pary, to mamy przypadek wnikania powierz­
chni. Każdemu z tych położeń obydwóch par płaszczyzn stycz­
nych odpowiada zupełnie analogiczne położenie wzajemne śladów 
tychże płaszczyzn na jakiejkolwiek innej płaszczyźnie; na tej 
zasadzie możemy z łatwością w każdym poszczególnym przy­
padku naprzód zbadać, z jakim typem przecinania się powierz­
chni mamy do czynienia.

Kryteryum powyższe ustaje, gdy żadna z płaszczyzn pomoc­
niczych nie jest styczna bądź do jednej z powierzchni danych,

*) Dwom przypadkom wykluczonym odpowiada położenie powierzchni szczegól­
ne, gdy każda z nich przecina drugą wszystkiemi swemi tworzącemi (z wyjątkiem 
przypadku dwóch powierzchni walcowych eliptycznych o wspólnej tworzącej, pozostała 
część linii przecięcia redukuje się tu bowiem do jednej tworzącej prostoliniowej).
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bądź do obydwóch, np. gdy jedną z powierzchni jest powierzchnia 
stożkowa, której wierzchołek leży wewnątrz drugiej powierzchni; 
zbadanie kilku możliwych przypadków odnośnych wykazuje, że 
zawsze mamy w takich razach przypadek przenikania się po­
wierzchni, gdyż krzywa przecięcia składa się z 2-ch linij oddziel­
nych (musimy, naturalnie, uwzględniać przy powierzchni stożko­
wej obie powłoki).

Metody, powyżej wyłożone, zastosujemy teraz do paru przy­
padków szczególnych.

Przykład: 
przecięcie wal­

ca i stożka.
121. Wykreślić linię przecięcia stożka 

i walca obrotowych, z których pierwszystoi 
na płaszczyźnie poziomej rzutu, podstawa zaś dru­
giego znaj duj e się na płaszczyźnie, danej przez ślady 
(figura 115).

Niech koło h będzie podstawą stożka; ślady płaszczyzny E 
podstawy walca oznaczmy, jak zwykle, przez et, e2, i niech koło 
e0 będzie kładem tej podstawy c na płaszczyznę poziomą. Po­
prowadźmy przez wierzchołek S stożka prostą a, równoległą do 
tworzących walca; gdy przez tę prostą a przesuniemy płaszczy­
znę P3, prostopadłą do płaszczyzny Pu to ślad poziomy tej płasz­
czyzny będzie prostopadły do ex (i zarazem równoległy do rzutów 
poziomych tworzących walca). Płaszczyzna P3 posłuży nam do 
wykreślenia rzutów podstawy walca. Jakoż, wyznaczmy ślad 
płaszczyzny f na ^ i wykreślmy kład e3 tego śladu; gdy średnicę 
CB° obracać będziemy około ^ tak, aby punkt B0 przyszedł na 
płaszczyznę £, to rzutem tego położenia CB średnicy CB° będzie 
oś mała CB' elipsy c'; możemy wyobrazić sobie ten obrót wyko­
nanym w rzucie na płaszczyznę P3 i w rzeczywistości wykonać 
go w kładzie poziomym tej płaszczyzny. Wystarczy tu na e3 od 
punktu Y, w którym e3 przecina eu odciąć YB"‘ =z CB0, wtedy B"' 
będzie kładem rzutu punktu B na P3, spadek zaś prostopadłej, 
spuszczonej z B'" na CB°, będzie punktem B' żądanym; oś wiel­
ka elipsy c‘ równa jest średnicy koła cu możemy zatem rzut c! 
koła c wykreślić.

Ponieważ tworzące walca są prostopadłe do jego podstawy, 
to w kładzie poziomym płaszczyzny P3 kład a'" prostej a będzie 
prostopadły do kładu e3 i oczywiście a'" przejść musi przez ślad 
poziomy At prostej a. Wykreślmy rzut poziomy śladu A2 pro­
stej a na płaszczyźnie £• w tym celu wyznaczamy kład A'"2 rzutu



/

✓
■K/

V✓

'v /a:

176 Powierzchnie walcowa i stożkowa.

tego punktu na P3\ A'"2 będzie punktem przecięcia się prostych 
a'" i e3, spodek zaś prostopadłej, spuszczonej z A'"2 na y, będzie 
punktem A'2 żądanym.
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Zgodnie z metodą ogólną należy przez tak wyznaczoną 
prostą a prowadzić płaszczyzny pomocnicze; każda z nich prze­
tnie walec i stożek podług tworzących prostoliniowych, których 
przecięcia wzajemne będą punktami krzywej u szukanej. Musimy 
jedynie zastanowić się nad możliwie dogodnym sposobem wyko­
nania tych wykreśleń. Uważamy, że ślady wszystkich tych pła­
szczyzn na płaszczyźnie Px przechodzą przez Ax, zaś ślady tychże 
płaszczyzn na E przechodzą przez A2, oraz, że obydwa te ślady 
każdej płaszczyzny przecinają się na prostej ex. Skoro zatem 
dowolny punkt prostej ex połączymy z jednej strony z punktem 
A1} z drugiej strony — z punktem A2, to pierwsza prosta przetnie 
koło h w dwóch punktach, wyznaczających dwie tworzące stożka, 
druga zaś prosta przetnie elipsę c' w dwóch punktach, wyznacza­
jących odpowiednie dwie tworz;ice walca; cztery punkty przecię­
cia tych prostych należą do krzywej u.

Na rzucie tworzącej walca, stycznym do elipsy c' w pun­
kcie E': znajdziemy w naszym przypadku dwa punkty styczności 
z krzywą u': F' i U'; przechodzące przez nie tworzące stożka 
wyznaczone są przez punkty Ft i ćr1? w których koło h przecina 
prostą, poprowadzoną przez Ax i przez punkt przecięcia prostych 
A'2E' i e,.

Dla otrzymania rzutu pionowego u" krzywej przecięcia wy­
znaczamy dla każdego punktu krzywej u' odpowiedni mu punkt 
krzywej u", przyczem najlepiej jest wyznaczyć rzuty pionowe tych 
tworzących walca i stożka, które przechodzą przez ten punkt.

Określamy następnie w każdym rzucie, która część każdej 
powierzchni byłaby widzialna, gdyby drugą powierzchnię usunię­
to, i te części krzywej przecięcia, które należą do widzialnych 
części obydwóch powierzchni, jako widzialne, kreślimy linię cią­
głą, pozostałe zaś, jako niewidzialne, linią przerywaną. Punkty 
linii przecięcia, oddzielające jej części widzialne od niewidzialnych, 
leżą zawsze na konturze jednej lub drugiej powierzchni.

122. W ykreślić linię pr z e ci ę c ia s i ę w z a j e inn eg o 
dwóch walców eliptycznych.

Niech podstawą jednego z walców danych będzie 
koło k (fig. 116), znajdujące się na płaszczyźnie pozio­

mej rzutu, podstawą zaś drugiego — elipsa c, której płaszczyzna 
£ dana jest przez ślady ex, e2; dla dogodności niech ta płaszczy­
zna będzie prostopadła do płaszczyzny pionowej rzutu.

Geometrya wykreślna.

Przykład: 
przecięcie dwóch 

walców.

12
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prowadzimy równoległe do tworzących obydwóch walców i ślady 
poziome & tych prostych łączymy prostą RtSi, która to 
prosta będzie równoległa do śladów poziomych płaszczyzn po­
mocniczych. Wyznaczmy następnie rzuty punktu U, w którym 
prosta QS przebija płaszczyznę E, oraz punkt przecięcia T pro­
stych RtSi i ei} wówczas ślady płaszczyzn pomocniczych na
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Płaszczyzny pomocnicze w danym przypadku winny być 
równoległe do tworzących obydwóch walców; wyznaczmy kierun­
ki śladów tych płaszczyzn na płaszczyźnie Pt i na płaszczyźnie £. 
W tym celu z dowolnie obranego na płaszczyźnie P2 punktu Q
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płaszczyźnie £ są, równoległe do prostej TU, a rzuty poziome 
tych śladów — do prostej TU'. Gdy zatem z dowolnego punktu 
prostej ex poprowadzimy dwie proste: jednę równolegle do TRX, 
drugą — do TU', i wyznaczymy punkty, w których pierwsza 
z nich przetnie koło li, a druga — elipsę c', to tworzące odpo­
wiednich walców, przechodzące przez te punkty, przetną się 
w 4-ch punktach, należących do żądanej linii przecięcia.

Styczną t do linii przecięcia w pewnym jej punkcie N wy­
znaczamy, jako prostą przecięcia się płaszczyzn, stycznych do 
powierzchni walców wzdłuż tworzących NP, względnie NL. Śla­
dem poziomym pierwszej płaszczyzny jest styczna do koła li 
w punkcie P, rzutem poziomym śladu drugiej na płaszczyźnie £ 
jest styczna do elipsy c' w punkcie L'\ płaszczyzny pomocnicze 
przecinają te płaszczyzny styczne podług prostych, równoległych 
do odpowiednich tworzących walców. W szczególności obierzmy 
płaszczyznę pomocniczą, której ślad poziomy WX (równoległy do 
Pi&i) przechodzi przez punkt W, w którym styczna w L1 do c1 
przecina prostą ex\ gdy poprowadzimy przez X i W proste odpo­
wiednio równoległe do rzutów poziomych tworzących, to w prze­
cięciu otrzymamy punkt Y1, wyznaczający wraz z punktem N‘ 
rzut N'Y' stycznej t do krzywej u w punkcie N, punkt, w któ­
rym t' przetnie prostą PX, jest śladem poziomym tej stycznej; 
znając go wykreślimy odrazu rzut pionowy t" tej stycznej.

Części widzialne i niewidzialne linii przecięcia wyznaczamy 
podobnie, jak w przykładzie poprzednim.

123. Pozostaje jeszcze rozważyć cień, rzuconyCienie, rzucone 
przez jednę po-

wi<drugąi? “a Przez je(inę z powierzchni badanego rodzaju na drugą.
Niech powierzchnia A rzuca cień na powierzchnię B. 

Kreślimy przedewszystkiem cienie, rzucone przez obiedwie po­
wierzchnie na płaszczyznę Pt (artykuły 100 i 105); niech pewna 
tworząca prostoliniowa i powierzchni B rzuca cień poziomy 
który niech przecina granicę cienia poziomego powierzchni A 
w punkcie Lx, otóż promień światła, przechodzący przez Lx, 
przetnie tworzącą l w punkcie L, którego cieniem poziomym jest 
punkt Lx, i ten punkt L należeć będzie do granicy cienia, rzu­
conego przez A na £; wykreśliwszy tym sposobem dostateczną 
liczbę takich punktów, łączymy je krzywą ciągłą i otrzymujemy 
tym sposobem linię krzywą żądaną.
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ĆWICZENIA.

152) Mając dany rzut poziomy punktu, wykreślić jego rzut piono­
wy tak, aby punkt ten znajdował się na powierzchni walcowej danej.

153) Wykreślić punkty przecięcia prostej danej z powierzchnią 
walcową daną.

154) Na płaszczyźnie danej poprowadzić przez dany na niej punkt 
prostą, nachyloną do pod kątem danym.

155) Przez punkt dany na powierzchni walca lub zewnątrz niej 
poprowadzić do niej prostą styczną, mającą dany kąt nachylenia wzglę­
dem płaszczyzny Px.

156) Wykreślić płaszczyznę, styczną do dwóch walców o tworzą­
cych równoległych.

157) Wykreślić płaszczyznę, styczną do dwóch walców o wspól­
nym śladzie poziomym.

158) Dane są dwie płaszczyzny; wykreślić rzuty walca, stycznego 
do nich, którego śladem poziomym byłoby koło, przechodzące przez 
punkt dany.

159) Na płaszczyźnie dana jest prosta; wykreślić ślad poziomy 
powierzchni walcowej obrotowej, stycznej do płaszczyzny danej podług 
prostej danej, gdy nadto dany jest jeden punkt śladu poziomego szu­
kanego.

160) Do dwóch dowolnie danych powierzchni walcowych popro­
wadzić płaszczyzny styczne równoległe.

161) Dane są rzuty osi walca obrotowego, oraz wielkość pro­
mieniu jego podstawy; wykreślić rzuty tego walca, oraz jego cienie przy 
danem oświetleniu równoległem lub środkowem.

162) Mając dany rzut pionowy punktu, wykreślić jego rzut pozio­
my tak, aby punkt ten znajdował się na powierzchni stożkowej danej.

163) Wykreślić punkty przecięcia prostej danej z daną powierz­
chnią stożkową.

164) Wykroślić rzuty stożka obrotowego, gdy dane są: rzuty jego 
wierzchołka, ślady płaszczyzny jego podstawy, oraz kąt nachylenia two­
rzących do płaszczyzny podstawy.

165) Przez punkt, dany na powierzchni stożka lub zewnątrz niej, 
poprowadzić do niej prostą styczną, nachyloną do płaszczyzny poziomej 
rzutu pod kątem danym.

166) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę, nachyloną pod 
kątem danym do płaszczyzny poziomej rzutu.
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167) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę, nachyloną pod 
kątem danym do pewnej płaszczyzny danej.

168) Wykreślić płaszczyznę, styczną do dwóch stożków o wierz­
chołku wspólnym.

169) Wykreślić płaszczyznę, styczną do dwóch stożków o wspól­
nym śladzie poziomym.

170) Wykreślić płaszczyznę, styczną do walca i stożka o wspól­
nym śladzie poziomym.

171) Wykreślić rzuty stożka, stycznego do płaszczyzny danej, 
gdy dane są: rzut pionowy wierzchołka, oraz dwa punkty podstawy koło­
wej, leżącej na Px.

172) Do dwóch stożków dowolnie danych poprowadzić płaszczy­
zny styczne równoległe.

173) Do walca i stożka dowolnie danych poprowadzić płaszczyzny 
styczne równoległe.

174) Dane są rzuty osi stożka obrotowego, oraz promień jego 
podstawy; wykreślić rzuty tego stożka, oraz i ego cienie przy danem 
oświetleniu równoległem lub środkowem.

175) Przez punkt dany zewnątrz stożka poprowadzić do niego 
prostą styczną, równoległą do danej płaszczyzny.

176) Walec obrotowy dany jest przez trzy tworzące; wykreślić je­
go ślad poziomy, oraz przekrój płaszczyzną daną.

177) Stożek obrotowy dany jest przez trzy tworzące; wykreślić 
jego ślad poziomy oraz przekrój płaszczyzną daną.

178) Wykreślić przekrój płaszczyzną daną stożka, danego przez 
rzuty wierzchołka i przekrój drugą płaszczyzną dwusieczną główną.

179) Wykreślić linię przecięcia dwóch walców, gdy mamy ich 
ślady jednoimienne.

180) Wykreślić linię przecięcia walca i stożka, gdy mamy ich śla­
dy jednoimienne.

181) Wykreślić linię przecięcia dwóch stożków, gdy mamy ich 
ślady jednoimienne; w szczególności: dwóch stożków obrotowych, stoją­
cych na płaszczyźnie poziomej rzutu, przyczem: a) ich ślady poziome 
przecinają się, b) ich ślady poziome nie przecinają się.

182) Wykreślić cienie w rozwiązaniu zagadnień 179, 180, 181.
183) Znaleść punkt, mający odpowiednio dane odległości od 

trzech prostych, dowolnie danych w przestrzeni.
184) Wykreślić rzuty linii rzędu 3-go, otrzymywanej w przecięciu 

dwóch stożków rzędu 2-go o wspólnej tworzącej.
185) Wykreślić przecięcie się walca eliptycznego i stożka rzędu 

2-go o wspólnej tworzącej.
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186) Wykreślić cień, rzucony przez brzeg pustego walca eliptycz­
nego (w szczególności obrotowego) na wewnętrzną jego powierzchnię.

187) Wykreślić linię przecięcia dwóch walców obrotowych, któ­
rych osi przecinają się, w szczególności, gdy osi przecinają się pod 
kątem prostym; założyć dla dogodności, że osi te leżą w płaszczyźnie 
poziomej rzutu, lub są do niej równoległe. (Takie dwie powierzchnie 
walcowe tworzą w budownictwie t. zw. sklepienie krzyżowe — 
niem. Kreuzgewolbe, fr. voute d’arete).

188) Dany jest stożek obrotowy; przeciąć go powierzchnią walca 
obrotowego, którego oś ma przecinać oś stożka pod kątem prostym i do 
którego powierzchni mają być styczne dwie przeciwległe tworzące stoż­
ka. Po wykonaniu konstrukcyi wykreślić rozwinięcie tej części powierz­
chni stożka, która leży zewnątrz walca.

189) Dowieść, że jeżeli granica cienia, rzuconego przez dowolną 
powierzchnię na inną dowolną powierzchnię przy oświetleniu równo- 
ległem, przecina granicę cienia własnego tej drugiej powierzchni, to 
w punktach przecięcia styczne do pierwszej z tych linij są równoległe do 
promieni światła.



ROZDZIAŁ VI.

POWIERZCHNIE OBROTOWE.

§ 1. 0 powierzchniach obrotowych w ogólności.

124. Powierzchnią, obrotową nazywamy powierzchnię, utwo'- 
rzoną przez obrót pewnej linii około niezmiennie z nią związanej 
prostej; prostą tę nazywamy osią powierzchni obrotowej. (W roz­
dziale poprzednim mieliśmy dwa przykłady powierzchni obroto­
wych: powierzchnię walcową i stożkową obrotowe). Każdy punkt 
obracającej się linii opisuje koło w płaszczyźnie, prostopadłej do 
osi, ze środkiem na tej ostatniej; odwrotnie też wszelka płaszczy­
zna, prostopadła do osi, przecina powierzchnię obrotową podług 

koła, mającego środek na osi; wszystkie te koła, przez 
analogię z odpowiedniemi kołami na globusie ziemskim, 
nazywamy równoleżnikami. Płaszczyzny, przecho­

dzące przez oś, przecinają powierzchnię podług krzywych, przecho­
dzących, skutkiem obrotu około osi, jedna w drugą; krzywe te, 
również przez powyżej wymienioną analogię, nazywamy połu­
dnikami powierzchni. Przez każdy punkt powierzchni prze­
chodzi jeden równoleżnik i jeden południk. Wszelka linia — 
płaska lub skośna — nakreślona na powierzchni obrotowej takr 
że przecina wszystkie równoleżniki, tworzy przez obrót około osi 
tę samą powierzchnię obrotową; “w szczególności możemy 
uważać tę powierzchnię, jako powstałą przez obrót południka 
około osi.

Równoleżniki 
i południki.
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Płaszczyzn^ styczny do powierzchni obrotowej 
w pewnym jej punkcie wyznacza się najdogodniej przez 

styczne do równoleżnika i południka, przechodzących przez ten 
punkt. Styczna do południka, leżąc w jego płaszczyźnie, prze­
cina oś powierzchni, styczna zaś do równoleżnika jest prostopa­
dła do płaszczyzny przechodzącego przez ten punkt południka; 
do tej samej płaszczyzny jest wskutek tego prostopadła płasz­
czyzna styczna do powierzchni w punkcie danym. Wnioskujemy 
stąd dalej, że gdy w punktach jednego południka prowadzić 
będziemy płaszczyzny styczne do powierzchni obrotowej, to 
wszystkie te płaszczyzny owijać będą powierzchnię walcową, dla 
której ów południk jest kierującą, i której tworzące są prostopa­
dłe do płaszczyzny tego południka. Gdy zaś prowadzić będziemy 
płaszczyzny styczne do powierzchni obrotowej w punktach je­
dnego równoleżnika, to płaszczyzny te owijać będą powierzchnię 
stożkową obrotową, mającą wierzchołek na osi powierzchni, a ów 
równoleżnik za podstawę. Ponieważ płaszczyzna styczna do po­
wierzchni obrotowej jest prostopadła do płaszczyzny południka, 
przechodzącego przez punkt styczności, to normalna do powierz­
chni obrotowej, będąca zarazem normalną do południka, leży 
w płaszczyźnie południka i wskutek tego przecina oś powierzchni. 
Normalne w punktach jednego równoleżnika przecinają oś w tym 
samym punkcie i tworzą powierzchnię stożkową obrotową.

Równoleżniki i południki powierzchni obrotowej odgrywają 
rolę pierwszorzędną przy rozwiązywaniu wszelkich zagadnień, 
tyczących się takiej powierzchni.

125. Zajmijmy się kwestyą wyobrażania powierzchni obro­
towej na rysunku, t. j. wykreślania jej konturu pozornego w rzu­
cie poziomym i pionowym.

Najdogodniej jest przedstawiać pdwierzchnię obro­
tową w położeniu takiem, aby jej oś była prostopadła 
do płaszczyzny Pp, gdy dana jest w innem położeniu, 

to często okazuje się dogodnem sprowadzić ją przez jeden lub 
dwa obroty do położenia wskazanego *), a następnie, po wykona­
niu wykreślenia, znów sprowadzić ją do położenia pierwotnego. 
Udogodnienie, jakie zyskujemy przy położeniu osi prostopadłem 
do Pu polega na tem, że wówczas rzuty poziome równoleżników

Płaszczyzna 
, styczna.

Rzuty
powierzchni
oblotowej.

*) Wszelką prostą przez obrót około prostej, prostopadłej do Pt, sprowadzić 
możemy do położenia równoległego do P2, następnie, przez obrót około prostej, prostopa­
dłej do P2, — do położenia prostopadłego do Pt.
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przedstawiają się jako koła wielkości rzeczywistej o wspólnym 
środku, będącym rzutem poziomym osi; rzuty poziome południ­
ków — jako promienie tych kół spółśrodkowych; w rzucie pio­
nowym równoleżniki dają proste równoległe do osi rzutu; z po­
łudników dwa przedstawiają się w postaci istotnej, — są to 
te, których płaszczyzna jest równoległa do P2, zatem których 
rzuty poziome są równoległe do osi rzutu; te dwa szczególne 
południki nazywać będziemy południkami głównemi; rzuty 
pozostałych południków znajdują się w kolineacyi prostokątnej 
z rzutami południków głównych (a więc i między sobą), przy- 
czem osią kolineacyi jest rzut pionowy osi'powierzchni; na zasa­
dzie tej kolineacyi możnaby było doyrołny z nich wykreślić, 
gdyby tego zaszła potrzeba.

Gdy powierzchnia obrotowa przedstawiona jest z pionowym 
kierunkiem osi, to kontur rzutu poziomego składa się z jednego 
albo dwóch kół, będących rzutami największego względnie naj­
większego i "najmniejszego z równoleżników, kontur zaś rzutu 
pionowego stanowią rzuty południków głównych.

Nieco trudniej jest wykreślić kontury rzutów powierzc ni 
obrotowej, danej w położeniu dowolnem. Kontur pozorny w pe­
wnym rzucie utworzony jest, jak wiemy, z rzutów tych pun­
któw powierzchni, w których płaszczyzna styczna jest równole­
gła do promieni rzucających. W przypadku powierzchni obroto­
wej obieramy dowolnie jeden równoleżnik i wykreślamy na nim 
obydwa punkty, w których płaszczyzna styczna do powierzchni 
czyni zadość powyższemu warunkowi, następnie znajdujemy ta­
kież dwa punkty na innym równoleżniku i t. d.; tym sposobem 
otrzymamy dowolną liczbę punktów konturu żądanego. Co się 
tyczy sposobu wykreślenia na danym równoleżniku dwóch pun­
któw o powyższej własności, to przypomnijmy sobie, że wszyst­
kie płaszczyzny, styczne do powierzchni w punktach jednego 
równoleżnika, są styczne do powierzchni stożka obrotowego, ma­
jącego za podstawę ten równoleżnik, a za wierzchołek — punkt 
osi, w którym tę ostatnią przecinają wszystkie te płaszczyzny; 
na zasadzie tej uwagi zadanie znalezienia na danym równoleżni­
ku dwóch punktów, w których płaszczyzny styczne do powierz­
chni byłyby równoległe do promieni rzutu, sprowadza się do za­
dania: poprowadzić do danego stożka obrotowego płaszczyznę 
styczną, równoległą do prostej danej (do promieni rzutu); to 
ostatnie zadanie było przez nas rozwiązane (art. 106).
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126. Tą, samą metodą wykreślić możemy granicę 
światła i cienia na powierzchni obrotowej danej. Gdy 

dane jest oświetlenie równoległe, to sposobem artykułu poprze­
dniego szukamy na każdym równoleżniku punktów, w których 
płaszczyzny styczne do powierzchni są równoległe do promieni 
światła. Gdy oświetlenie jest środkowe, to na każdym równo­
leżniku szukać musimy punktów, w których płaszczyzny styczne 
do powierzchni przechodzą przez punkt świetlny, w tym przy­
padku przez rozumowanie takie, jak w art. 125, sprowadzamy 
zadanie nasze do następującego: poprowadzić przez punkt dany 
płaszczyznę styczną do powierzchni danego stożka obrotowego 
(art. 106). Punkty, tym sposobem wyznaczone na powierzchni, 
należą do granicy światła i cienia.

Znając granicę światła i cienia na powierzchni, możemy 
w każdym rzucie oddzielić część oświetloną od nieoświetlonej. 
Promienie światła, przechodzące przez punkty granicy światła 
i cienia, są w tych punktach styczne do powierzchni stożkowej 
i tworzą w przypadku oświetlenia równoległego powierzchnię 
walcową, a w przypadku oświetlenia środkowego — powierzchnię 
stożkową, która to powierzchnia — walcowa wzgl. stożkowa — 
są styczne do powierzchni obrotowej wzdłuż granicy światła 
i cienia. Ślad poziomy tej powierzchni walcowej wzgl. stożkowej 
stanowi kontur cienia poziomego powierzchni obrotowej. Gdy 
powierzchnia obrotowa rzuca cień na inną jakąkolwiek powierz­
chnię, to granicę cienia rzuconego stanowi linia, podług której 
drugą powierzchnię przecina powyżej określona powierzchnia 
walcowa (wzgl. stożkowa).

127. Niech teraz jakakolwiek powierzchnia rzuca cień na 
powierzchnię obrotową; zobaczmy, jak najdogodniej wykreśla się 
w tym przypadku granica cienia rzuconego. Niech powierzchnia 
obrotowa ma oś pionową; oświetlenie niech będzie równoległe. 
Powierzchnię, rzucającą cień, oznaczmy przez A. Przedewszyst- 
kiem wykreślić musimy granicę cienia, rzuconego przez powierz­
chnię A na płaszczyznę poziomą Px, jak gdyby powierzchni obro­
towej nie było. Uważamy następnie, że cień poziomy każdego 
równoleżnika jest kołem, równem temu równoleżnikowi; wykre­
śliwszy cieńfpoziomy jednego równoleżnika, zaznaczamy punkty 
przecięcia tego cienia z granicą cienia poziomego powierzchni A- 
odpowiadające tym punktom punkty na równoleżniku należą do 
granicy żądanej; możemy tym sposobem wykreślić dowolną liczbę 
punktów tej granicy.

Cienie
powierzchni
obrotowej.
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128. Powiemy jeszcze kilka słów o kreśleniu prze­
kroju powierzchni obrotowej płaszczyzną dowolną. Pła­

szczyzna pomocnicza, prostopadła do osi powierzchni, przecina tę 
ostatnią podług koła (równoleżnika), a płaszczyznę daną podług 
prostej; punkty przecięcia tej prostej należą do krzywej przekroju; 
szereg płaszczyzn pomocniczych da nam tym sposobem szereg 
punktów krzywej żądanej. Gdy oś powierzchni jest pionowa, 
wykreślenie to jest oczywiście nadzwyczaj proste.

Podobnym do poprzedniego sposobem wykreśla się 
przecięcie powierzchni obrotowej jakąkolwiek inną po­
wierzchnią, mianowicie: przecinamy obie powierzchnie 

szeregiem płaszczyzn pomocniczych, prostopadłych do osi po­
wierzchni obrotowej; każda taka płaszczyzna przecina powierzch­
nię obrotową podług koła, a drugą — podług pewnej krzywej; 
punkty przecięcia koła i krzywej należą do krzywej żądanej. 
Naturalnie, niema potrzeby wykreślać całkowitego przekroju dru­
giej powierzchni płaszczyzną pomocniczą: wystarczy bowiem wy­
kreślić części tej krzywej w bliskości punktów przecięcia z odpo- 
wiedniem kołem.

Przekroje pła­
skie.

Przecięcie 
powierzchni ob­
rotowej powierz­
chnią dowolną.

129. Dla przykładu wykreślimy zagadnienie następujące:
Dana jest powierzchnia obrotowa przez oś pio­

nową i południk główny; wykreślić ślady płaszczy­
zny £, stycznej do powierzchni w punkcie P (danym 
np. przez rzut poziomy), i wykreślić linię przecięcia tej 
płaszczyzny z powierzchnią obrotową (fig. 117).

Rzuty osi niech będą A i a"\ m niech będzie krzywą po­
łudnikową główną. Kontur w rzucie poziomym tworzą koła V i c' 
o wspólnym środku A, w rzucie pionowym — krzywa m".

Przedewszystkiem wykreślmy rzut pionowy punktu P. 
W tym celu kreślimy koło d1 z punktu A, jako środka, promie­
niem Ab' i uważamy je, jako rzut poziomy równoleżnika d, 
przechodzącego przez pnnkt P; rzutem pionowym koła a będzie 
odcinek a" prostej, równoległej do osi rzutu i równy co do dłu­
gości średnicy koła d'\ wykreśliwszy ten odcinek d", znajdziemy 
na nim punkt P", jako spodek prostopadłej, spuszczonej nań 
z punktu P'.

Płaszczyzna E zawiera styczną do koła d w punkcie P, 
która to styczna jest równoległa do /Y, wskutek tego ślad po­
ziomy et płaszczyzny E jest równoległy do prostej AP'. Musimy 
znaleść jeszcze jeden punkt tego śladu, aby go módz wykreślić.

Przykład.
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Uważamy, że płaszczyzna E zawiera styczną, t w punkcie P 
do południka, przechodzącego przez ten punkt; przeto ślad ey 
przechodzi przez ślad poziomy Tx prostej t\ aby punkt 1\ znaleść, 
wykonywamy obrót płaszczyzny południka, przechodzącego przez 
P, około osi tak, aby ona stała się równoległą do P2\ punkt P
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fig. 117.

zajmie wówczas położenie P0 na południku głównym, styczna t 
zajmie położenie stycznej t0 w P0 do południka głównego; z ła­
twością znajdziemy ślad P0J prostej t0, a przez odwrotny obrót 
płaszczyzny południka do położenia poprzedniego znajdziemy 
ślad Ti prostej t, poczem odrazu wykreślimy et, jako równoległą
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do AP‘ przez Tx\ znając zaś ślad poziomy ex płaszczyzny £, wy­
kreślimy bez trudu jej ślad pionowy e2 (zagadnienie 27). Linię 
przecięcia płaszczyzny £ z powierzchnią wykreślamy podług me­
tody art. 128, przyczem bezpośrednio wyznaczamy rzut poziomy 
linii przekroju, jej rzut pionowy wykreślamy następnie z rzutu 
poziomego.

Płaszczyzna południka, przechodzącego przez P, zawiera 
normalną w tym punkcie do powierzchni i jest wskutek tego 
prostopadła do płaszczyzny stycznej £; a zatem ta płaszczyzna 
styczna jest symetryczna względem płaszczyzny południka, wzglę­
dem której jest również symetryczna powierzchnia obrotowa; 
stąd wynika, że i krzywa przekroju jest symetryczna względem 
tej płaszczyzny południka, na tym ostatnim leży zatem najniższy 
punkt Q linii przekroju; punkt ten Q znajdziemy na zasadzie 
uwagi, że, będąc punktem przecięcia prostej t i południka, prze­
chodzi przez obrót, powyżej wykonany, w punkt Q0, w którym 
prosta t"0 przecina południk m".

§ 2. Powierzchnie obrotowe szczególne.

130. Zbadawszy powierzchnie obrotowe w ogólności, przej­
dziemy obecnie do niektórych szczególnych powierzchni obro­
towych.
Kula. Przez obrót linii stożkowej około jej osi powstaje powierzchnia 
obrotowa rzędu 2-go. Najprostszą z nich jest kula, powstająca 
przez obrót koła około średnicy. Jak w kole każda średnica 
uważana być może za jego oś, tak samo każda średnica kuli 
uważaną być może za oś obrotu; każda płaszczyzna przecina 
kulę podług koła; wszystkie koła, których płaszczyzny przecho­
dzą przez środek Pola, czyli t. z w. koła wielkie, są sobie ró­
wne, mają bowiem za promień — promień kuli. Dzięki tym wła­
snościom niema potrzeby obierać na kuli układu równoleżników 
i południków; własności szczególne kuli dają możność prościej 
rozwiązywać tyczące się jej zagadnienia, niż na zasadzie metod 
ogólnych.



fig. 118.

jak i płaszczyzna £, a więc i koło u, tak że prosta /, podług 
której przecinają się płaszczyzny E i L, jest średnicą koła u. Dla 
wykreślenia końców tej średnicy, t. j. punktów przecięcia pro­
stej / z kulą, obróćmy płaszczyznę L około prostej a, poprowa­
dzonej w niej przez O równolegle do P1} i nadajmy tej płaszczy­
źnie położenie równoległe do Px. Wtedy koło wielkie, podług
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Proste, równoległe do jednego kierunku i styczne do kuli, 
tworzą powierzchnię walcową, styczną do kuli podług wielkiego 
koła, płaszczyzna którego jest prostopadła do kierunku stycz­
nych. Wskutek tego zarówno w rzucie poziomym, jak i w pio­
nowym, kontur kuli stanowić będzie koło, opisane z odpowie­
dniego rzutu środka kuli promieniem, równym jej promieniowi.

131. Wykreślmy rzuty koła w, podług którego 
kulę przecina płaszczyzna dana £ (fig. 118) Rzuty w', u" 

szukane są, jak wiadomo, elipsami. Przez środek kuli popro­
wadźmy płaszczyznę I, prostopadłą do śladu poziomego eA płasz­
czyzny £; względem płaszczyzny L są symetryczne zarówno kula,

Przekroje 
płaskie kuli.
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którego L przecina kulę, przejdzie w koło Ic, którego rzut pozio­
my jest konturem pozornym kuli; punkt F prostej /, który znaj­
dował się na płaszczyźnie Pt, opisze koło; jego rzut poziomy po­
sunie się po prostej et, jako po prostopadłej do a', na długość, 
równą odległości tego punktu od prostej a, czyli, co bezpośre­
dnio z rysunku otrzymujemy, odległości punktu O" od osi rzutu; 
odcinając tę długość na prostej et od F1} otrzymamy punkt F0, 
będący rzutem punktu F po obrocie; punkt G, w którym prze­
cinają się proste a i /, możemy łatwo wykreślić i tym sposobem 
będziemy mieli prostą G'F0, będącą rzutem prostej / po obrocie; 
punkty A0 i B0, w których prosta G'F0 przetnie koło F, będą 
rzutami końców średnicy, leżącej na/, po obrocie; spuszczając zaś 
z tych punktów prostopadłe na a', otrzymamy rzuty A', B' końców 
tej średnicy w położeniu pierwotnem; A'B' będzie więc średnicą 
elipsy u', a środek tego odcinka — środkiem elipsy. Średnica CD 
koła u, prostopadła do AB, jest równoległa do prostej ex\ rzut 
więc tej średnicy jest też równoległy do ex, t. j. prostopadły do 
A'B'-, skoro zaś średnice sprzężone A'B' i C'D' są do siebie pro­
stopadłe, to są one osiami elipsy u'-, długość odcinka C'D' równa 
jest długości istotnej średnicy koła u, którą to długość przed­
stawia nam odcinek A0B0’, możemy tym sposobem wykreślić osi 
elipsy u' i następnie (art. 28) samą elipsę. Punkty J', K', w któ­
rych elipsa u' dotyka koła F, leżą na prostej G'H', będącej rzu­
tem prostej GH, podług której płaszczyzna £ przecina płaszczy­
znę koła Je.

W rzucie pionowym możemy albo wykreślić rzuty średnic 
AB, CD, które to rzuty będą parą średnic sprzężonych elipsy u", 
albo też wykreślić niezależnie, podobnie, jak w rzucie poziomym, 
osi elipsy u".

132. Gdy na kulę padają równoległe promienie światła, 
to granicę światła i cienia na niej stanowi koło wielkie, płasz­
czyzna którego jest prostopadła do kierunku promieni; metodą 
artykułu poprzedniego możemy wykreślić rzuty tego koła, gdy 
dane są kierunki promieni. Obierzemy na płaszczyźnie tego koła 
wielkiego u dwie średnice prostopadłe a i b, z których pierwsza 
będzie równoległa do Pu druga zaś będzie na linii największego 
spadku; rzuty poziome tych średnic bądą osiami elipsy u', przy- 
czem a' będzie osią wielką, b' — małą.

Cień, rzucony przez kulę na płaszczyznę P1} jest śladem po­
ziomym walca obrotowego, stycznego do kuli i utworzonego

Cienie kuli.
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przez promienie światła, czyli jest rzutem koła u w kierunku 
promieni światła; granica cienia poziomego jest przeto elipsą 
cienie at i bt średnic prostopadłych a i b koła są średnicami sprzę- 
żonemi elipsy, a ponieważ ax jest prostopadła do rzutu poziomego 
promieni światła, bx zaś równoległa doń, to ax i bx są osiami 
elipsy ax jest równa a, bx zaś większa niż b, a zatem at jest 
osią małą, bx — wielką (por. art. 22). Gdy część cienia pada na 
płaszczyznę pionową, to możemy wykreślić oddzielne punkty 
granicy tego cienia z odpowiednich punktów granicy cienia fik- 
cyjnego poziomego, lub też możemy niezależnie wykreślić grani­
cę cienia, rzuconego na P2, i na każdej z płaszczyzn rzutu uwzglę­
dnić tylko tę część cienia odpowiedniego, która znajduje się 
w pierwszej ćwiartce.

133. Nie będziemy zajmowali się innemi wykre­
śleniami, specyalnie tyczącemi się kuli; na podstawie 

bowiem tego, cośmy w dwóch paragrafach poprzednich wyłożyli, 
zdołamy bez trudu wszelkie podobne wykreślenie wykonać.

Co do innych powierzchni obrotowych rzędu 2-go, to wy­
mienimy tylko definicye i pewne własności charakterystycz ; 
wszelkie natomiast wykreślenia w zasadzie wykonywać będziemy 
na podstawie rozwinięć paragrafów poprzednich.

Przez obrót elipsy około osi powstaje elipsoida obrot 
w a; jeżeli osią obrotu jest oś mała elipsy, to elipsoida nosi jesz­
cze miano sfero idy. Hyperbola, obracająca się około osi, nie 
przecinającej jej, tworzy hyperboloidę o b r o t o w ą j e dn o po­
włokową, przez obrót zaś hyperboli około drugiej osi tworzy 
się hyper boloida obrotowa dwupowłoko wa. składająca 
się z dwóch powłok, przechodzących jedna w drugą przez pun­
kty w nieskończoności. Parabola, obracająca się około osi, tworzy 
paraboloidę obrotową.

Bez dowodzenia przytoczymy następujące własności tych
powierzchni, mogące być użytecznemi przy wykreśleniach:#

płaszczyzna dowolna przecina każdą z tych powierzchni po­
dług linii stożkowej;

styczne, poprowadzone z pewnego punktu do powierzchni 
obrotowej rzędu 2-go, tworzą powierzchnię stożkową rzędu 2-gc; 
punkty styczności leżą na linii stożkowej;

styczne do powierzchni obrotowej rzędu 2-go, równoległe do 
pewnego kierunku, tworzą powierzchnię walcową, dotykającą po­
wierzchni obrotowej podług linii stożkowej.

Powierzchnie 
obrotowe rzedli

■J-g-o.
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134. Z pomiędzy powierzchni obrotowych rzędu 
2-go posiada hyperboloida jednopowłokowa tę osobliwą 
własność, że może być utworzona zgoła innym sposo­

bem, niż wyżej wymieniony, a mianowicie: przez obrót prostej 
około osi, skośnie względem niej położonej. Zbadamy ten sposób 
powstawania byperboloidy i wysnujemy z niego pewne ważne 
własności tej powierzchni.

Prosta, obracająca się około osi, skośnie wzglę­
dem niej położonej, opisuje hyperboloidę obrotową 
ednopowłokową.

Niech oś obrotowa a (fig. 119) będzie prostopadła do płasz­
czyzny /h; wykreślmy rzuty dwóch położeń prostej tworzącej 
*v których jest ona równoległa do /V, niech te położenia będą

Utworzenie hy- 
perboloidy obro­

towej przez 
ruch prostej.
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a z podobieństwa trójkątów B"NC" i Q"iNB"l:

B"C"
21 — + B"C'7 i

lecz mamy:
B"C" = w sin a, = Z - #'^"1

R"iA"l = l cos a — m sin a, P'\R'\ — l (1 — cos a) + m sin a,

wskutek czego otrzymujemy:

km sin a km cotgX /(i —cos a) l

km sin a km
tg )V = Z(l+cosa) l

p i q. Każdy punkt prostej tworzącej opisuje koło w płaszczy­
źnie równoległej do Px\ dowieść należy, że południk powierzchni 
obrotowej, tak opisanej, jest hyperbolą. Ponieważ przy kierunku 
pionowym osi obrotowej kontur pozorny w rzucie pionowym 
jest krzywą, identyczną z krzywą południka, z drugiej zaś strony 
w danym przypadku kontur pozorny rzutu pionowego owinięty 
jest przez rzuty pionowe różnych położeń prostej tworzącej, 
przeto ostatecznie mamy dowieść, że rzuty pionowe tworzących 
owijają hyperbolę.

Oznaczmy przez r jakąkolwiek tworzącą. Proste r" wy­
znaczają na każdej z prostych p", q" szereg punktów; uważajmy 
za odpowiednie każde dwa punkty tych szeregów, leżące na je­
dnej prostej r"\ wówczas twierdzimy, że szeregi te są rzutowo 
pokrewne. Rzeczywiście, niech prosta r powstała z obrotu pro­
stej p około osi o kąt a — (rezultat tego jest uwidoczniony na fi­
gurze); parą punktów odpowiednich będą wtedy punkty M i N, 
Oznaczmy:

B"P"i = B"Q'\ = k, A'\ P'\ = A'\Q'\ = l,
B"M—x, B"N~ y\

AXB' — m,

odcinki k, l, m są stałe, długości zaś x, y są różne dla różnych 
par punktów odpowiednich. Z podobieństwa trójkątów B"MC" 
i B'\MB'\ wynika:

B"C"x
k ~P'\R"i — B"C"}

Powierzchnie obrotowe.
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tak że pomiędzy zmiennemi x, y istnieje zależność:

/hm\2(-y-y = const:xy =

równanie to wyraża właśnie, że szeregi punktów p" i q" 
towo pokrewne.

Jakoż, oznaczmy wielkość stałą f-y- ) przez c, wtedy dla

czterech dowolnych par punktów rozpatrywanych szeregów 
będzie:

są rzu-

c c c (■

•"‘-V y*=~zr< y*=^r>
a więc:

1 1 1 1
. !h—!h

Ui-yi

x2 Xy X%
T : T
Xt Xnk

x3 X<2i X^ X<2, X3 
Xą X± * #4 X31 1y*—ya

X\ x3

t. j. stosunek anharmoniczny dowolnych 4-ch punktów M równy 
jest stosunkowi anharmonicznemu odpowiednich czterech pun­
któw 2V* c jest potęgą pokrewieństwa rzutowego (art. 7). Z po­
krewieństwa rzutowego szeregów punktów p" i q" wynika, że 
proste r", łączące pary punktów odpowiednich, owijają linię 
stożkową (art. IG)- B" jest oczywiście środkiem tej stożkowej, 
a że z niego wychodzą dwie styczne p" i q" do stożkowej, to ta 
ostatnia musi być hyperbolą (art. 13). ]

135. Z wyłożonego sposobu [powstawania hyper- 
boloidy obrotowej jednopowłokowej ^wynika cały sze­

reg własności tej powierzchni.
Żadne] dwa położenia prostej tworzącej nie przecinają się 

wzajemnie, albowiem na każdym równoleżniku odcinają one łuki 
o równych kątach środkowych."

Punkt C prostej tworzącej r, najbliższy do osi obrotu, opi­
suje najmniejszy równoleżnik, £który z tego względu nazywa się 
kołem szyjnem hyperboloidy. Dwa punkty tworzącej r, jedna­
kowo oddalone od punktu C, opisują koła o równym promieniu; 
stąd widzimy, że powierzchnia jest symetryczna względem pła­
szczyzny koła szyjnego. Rzuty poziome tworzących są styczne 
do rzutu poziomego koła szyjnego.

Własności
hyperboloidy

obrotowej.
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Wyobraźmy sobie przez punkt C poprowadzoną prostą rh 
symetryczną z prostą r względem płaszczyzny koła szyjnego; 
jeżeli prosta rx obracać się będzie około osi obrotu, to każdy jej 
punkt opisze ten sam równoleżnik, który opisuje punkt prostej r, 
znajdujący się na tej samej płaszczyźnie poziomej; stąd wynika, 
że prosta rx leży całkowicie na powierzchni hyperboloidy i prze­
cina wszystkie proste r. Otrzymujemy tym sposobem twierdze­
nie następujące:

Na by p e r b o 1 o i d z i e o b r o to w e j jednopowłokowej 
leżą dwa układy'tworzących prostoliniowych; żadne 
dwie tworzące jednego układu nie przecinają się 
wzajemnie, natomiast każda tworząca jednego ukła­
du przecina wszystkie tworzące drugiego układu.

Przez każdy punkt powierzchni przechodzi jedna tworząca 
jednego układu i jedna drugiego. Ponieważ stycznemi do tych 
tworzących są te same tworzące, to płaszczyzna, wyznaczona 
przez nie, jest płaszczyzną, styczną do hyperboloidy; punkt 
przecięcia tych tworzących jest punktem styczności płaszczyzny 
stycznej.

130. Ważne zastosowanie techniczne znajduje hy- 
perboloida obrotowa jednopowłokowa przy t. zw. ko­

łach zębatych hyperboloidalnych. Koła te mają kształt 
hyperboloid obrotowych, zęby zaś nacięte są w kierunku two­
rzących prostoliniowych jednego układu. Możliwość zazębiania 
dwóch takich kół polega na tem, że dwie hyperboloidy obroto­
we jednopowłokowe mogą się dotykać wzajemnie wzdłuż two­
rzących prostoliniowych; stykanie się to oczywiście nie zostaje 
przerwanem, gdy hyperboloidy obracają się około swych osi. 
Zbadajmy, jakim warunkom odpowiadać muszą dwie hyperboloidy 
obrotowe, ażeby mogły stykać się wzdłuż tworzącej prostolinio­
wej wspólnej.

Niech osi hyperboloid będą a i b (fig. 120), a wspólna 
tworząca — c; w punktach prostej c winny mieć obie powierzch­
nie wspólne normalne, lecz z jednej strony te normalne przeci­
nają (art. 124) obie osi a i b, z drugiej zaś strony leżą w płasz­
czyznach prostopadłych do c, a więc wzajemnie równoległych; 
stąd wnioskujemy, że te normalne wyznaczają na prostych a, b, c 
szeregi punktów podobne. Rzućmy teraz cały ten układ na do­
wolną płaszczyznę, prostopadłą do c, wtedy rzuty normalnych 
utworzą pęk prostych z wierzchołkiem w śladzie C prostej c; na

Koła zębate 
hyperbololdalne.
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rzutach a' i b' prostych a i b wyznaczy ten pęk szeregi punktów 
podobne (art. 21); stąd poznajemy, że proste a' i b' są do siebie 
równoległe. Niezbędnym przeto warunkiem stykania się dwóch 
hyperboloid obrotowych jest, aby ich osi, oraz wspólna tworzą­
ca były równoległe do jednej płaszczyzny (warunek ten nie jest 
wszakże dostateczny).

Niech teraz daną będzie oś 
a jednej hyperboloidy i 'współ- • 
na tworząca c; zobaczmy, jak 
wykreślić należy oś b drugiej 
hyperboloidy tak, aby dotyka­
ła pierwszej podług prostej c.
Obieramy płaszczyznę poziomą 
rzutu prostopadle do c, nastę­
pnie prowadzimy płaszczyznę 
pionową równolegle do a. Wy­
obrażamy sobie nadto płasz­
czyznę pomocniczą P3, równo­
ległą do Px\ ślady prostych a, b, c 
na P3 niech będą A3, B3, Cs 
(figura 120). Prosta A1A'3 jest 
przy tym układzie płaszczyzn 
równoległa do osi rzutu, c" — do 
tej ostatniej prostopadła, punkt 
C'3 schodzi się z punktem Ct.
Obieramy teraz na prostej A1Cl 
dowolny punkt B1} jako ślad 
poziomy prostej b- B'3 wyzna­
czamy następnie, jako przecię­
cie prostej A'3Cx i prostej, po­
prowadzonej przez Bx równo­
legle do osi rzutu; B"3 wyzna­
czamy tak, aby prosta A"3B"3 była równoległa do osi rzutu. 
Wtedy prosta b jest w zupełności wyznaczona przez rzuty śladów 
Bx i -B3; mamy przytem dowolność w wyborze punktu Bx na 
prostej AxCi. Tak wyznaczona prosta b jest osią hyperboloidy, 
stycznej do hyperboloidy z osią a podług tworzącej c. Jakoż 
przedewszystkiem spełniony jest warunek niezbędny ku temu: 
proste a, b i c są równoległe do płaszczyzny P2. Następnie, gdy 
na prostych a, b obierzemy odpowiednio dwa punkty A2, B2 tak, 
aby było: A2At : A2A3 = B2Bx : B2B3, to będzie taż sama pro-
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porcya w każdym rzucie; stąd wynika, że prosta A'2B'2 przecho­
dzi przez punkt C1} a prosta A"2B"2 jest równoległa do osi rzutu, 
czyli że prosta A2B2 przecina prostą c i jest równoległa do Pi} 
t. j. prostopadła do c, prosta ta jest przeto wspólną normalną 
obydwóch hyperboloid; podobnież w każdym punkcie prostej c 
mają te powierzchnie wspólną normalną, są zatem styczne wzdłuż 
tej tworzącej.

Zaznaczymy, że do każdej dowolnie danej powierzchni ob­
rotowej wykreślić móżna drugą powierzchnię obrotową, któraby 
dotykała pierwszej wzdłuż pewnej linii. Jakoż, niech oś powierz­
chni szukanej będzie z góry wyznaczona. Ponieważ w każdym 
punkcie linii styczności powierzchnie mieć muszą wspólną nor­
malną, to linia styczności składa się z tych punktów, w których 
normalna do pierwszej powierzchni przecina oś drugiej; gdy linia 
styczności obracać się będzie około osi drugiej powierzchni, to 
ruchem swym opisze tę ostatnią.

137. Jako przykład powierzchni obrotowej wyż­
szego rzędu, rozważmy t. z w. pierścień kołowy; 

jest to powierzchnia, powstająca skutkiem obrotu koła około osi, 
leżącej w jego płaszczyźnie i nie przecinającej go.

Można dowieść, że oprócz dwóch układów kół: układu ró­
wnoleżników i układu południków, leżą na powierzchni pierście­
nia kołowego jeszcze dwa inne układy kół, płaszczyzny których 
są pochylone względem osi obrotowej, tak, że przez każdy punkt 
powierzchni pierścienia kołowego przechodzą cztery koła.

Rozwiążemy jedno tylko zagadnienie, odnoszące się do 
pierścienia kołowego, aby wykonać wykreślenie oparte na spe- 
cyalnych własnościach tej powierzchni.

Wykreślić rzuty pierścienia kołowego, którego 
oś a jest pochylona względem płaszczyzny Pt.

Obierzmy P2 równolegle do a, wtedy w rzucie pionowym 
otrzymamy, jako kontur powierzchni, dwa koła i wspólne do nich 
styczne równoległe (fig. 121). Dla wykreślenia konturu w rzucie 
poziomym dogodnie jest, zamiast metody ogólnej dla powierzchni 
obrotowych, zastosować w danym przypadku postępowanie, oparte 
na sposobie powstawania pierścienia kołowego.

Oznaczmy południk powierzchni przez 7c; środek koła h opi­
suje koło c, którego rzut poziomy c' możemy z łatwością wy­
kreślić. Płaszczyzny styczne do powierzchni pierścienia w koń­
cach średnicy poziomej koła h zawierają styczne w tych punktach

Pierścień koło­
wy.
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do h i są dlatego prostopadłe do 
wskutek tego końce średnicy po­
ziomej koła h należą do konturu 
rzutu poziomego; w rzucie pozio­
mym długość tej średnicy nie zmie­
nia się; ponieważ nadto ze styczną 
do koła c stanowi owa średnica kąt 
prosty, którego jeden bok, miano­
wicie ta średnica, jest równoległy 
do Pi, przeto w rzucie poziomym 
średnica ta okaże się normalną do 
elipsy c‘ (art. 22). Gdy zatem na 
normalnych do elipsy c' odcinać 
będziemy w obydwóch kierunkach 
długości promienia koła h, to tak 
otrzymane punkty dadzą żądany 
kontur rzutu poziomego; można, 
oczywiście, kontur ten otrzymać? 
jako owiniętą układu kół, równych 
kołu li i opisanych z różnych pun­
któw elipsy c', jako środków. Krzywa 
otrzymana składa się z dwóch czę­
ści, z których każda jest symetry­
czna względem osi elipsy c' i nazywa 
się krzywą równoległą do ć.

*✓

\

Ar

C"
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fig. 121.

ćwiczenia.

190) Dany jest rzut pionowy punktu,^ leżącego na powierzchni 
obrotowej danej; wykreślić jego rzut poziomy.

191) Powierzchnia obrotowa dana jest przez oś pionową i połu­
dnik główny; wykreślić południk, przechodząoy przez punkt, którego 
rzut poziomy jest dany.

192) Dana jest oś pionowa powierzchni obrotowej oraz pewna 
krzywa skośna, jako tworząca; wykreślić kształt południka.

193) Dane są rzuty osi ukośnej powierzchni obrotowej, jeden 
rzut południka i punkt drugiego rzutu; wykreślić kontur powierzchni 
w rzucie poziomym i pionowym.
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194) Rozwinąć metodę rozwiązywania zagadnień artykułów 125, 
126 i 129, przy której zamiast równoleżników posiłkowano by się 
południkami.

195) Powierzchnia obrotowa utworzona jest przez obrót łuku 
sinusoidy, zawartego między dwoma kolejnemi najgłębszemi punktami, 
około normalnej w punkcie najwyższym. Wykreślić cienie tej powierzchni 
przy oświetleniu równoległem.

196) Wykreślić cień, rzucony na powierzchnię obrotową (np. na 
powierzchnię, określoną w zagadnieniu poprzedniem) przez walec, stożek, 
graniastosłup lub ostrosłup.

197) Wykreślić punkty przecięcia powierzchni obrotowej z pro­
stą daną.

198) Wykreślić ślad poziomy powierzchni obrotowej, wyznaczonej 
jak w zagadnieniu 193.

199) Wykreślić przecięcie powierzchni obrotowej, mającej oś pro­
stopadłą do Pu z powierzchnią stożkową, której ślad poziomy jest dany.

200) Wykreślić przecięcie powierzchni obrotowej o osi pionowej 
z powierzchnią walcową, której ślad poziomy jest dany: 1) gdy tworzące 
tej ostatniej są pionowe, 2) gdy mają kierunek dowolnie dany.

201) Wykreślić linię przecięcia dwóch powierzchni obrotowych, 
których osi przecinają się; dla dogodności niech jedna z tych osi będzie
pionowa.

202) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę styczną do po­
wierzchni obrotowej danej.

203) Poprowadzić do danej powierzchni obrotowej płaszczyznę 
styczną, równoległą do płaszczyzny danej.

204) Znaleść punkty na powierzchni obrotowej, w których nor­
malna ma kierunek równoległy do prostej danej.

205) Powierzchnia obrotowa dana jest, jak w zagadnieniu 192; na 
niej wyznaczony jest punkt przez jeden rzut; wykreślić ślady płaszczyzny, 
stycznej do powierzchni danej w punkcie danym.

206) Do krzywej przekroju powierzchni obrotowej płaszczyzną 
wykreślić w punkcie danym styczną.

207) Rozwiązać zagadnienia 197, 202 i 203 w zastosowaniu
do kuli.

208) Przez punkt dany poprowadzić płaszczyznę, styczną do 
dwóch kul danych.

209) Poprowadzić płaszczyznę, styczną do trzech kul danych.
210) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę, przecinającą 

kulę daną podług koła o promieniu danym.



211) Wykreślić cienie kuli przy oświetleniu środkowem.
212) Wykreślić cień, rzucony przez kulę na stożek, na walec, na

inną kulę.
213) Wykreślić cień, rzucony na kulę przez stożek.
214) Elipsoidę obrotową o osi pionowej przeciąć płaszczyzną

dowolną.
215) Wykreślić cienie elipsoidy obrotowej przy oświetleniu ró- 

wnoległem i środkowem.
216) Rozwiązać zagadnienie poprzednie dla pierścienia kołowego.
217) Wykreślić południk główny hyperboloidy obrotowej, danej 

przez oś pionową, oraz rzuty jednej tworzącej prostoliniowej.
218) Hyperboloida obrotowa jednopowłokowa dana jest przez oś 

i tworzącą prostoliniową; wykreślić oś drugiej hyperboloidy obrotowej 
jednopowłokowej, dotykającej pierwszej podług tworzącej danej i mają­
cej koło szyjne o promieniu danym.

219) Wykreślić przecięcie pierścienia kołowego płaszczyzną do­
wolną, w szczególności płaszczyzną styczną.

220) Wykreślić południki główne obydwóch hyperboloid, danych 
na figurze 120.
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ROZDZIAŁ VII.
POWIERZCHNIE ŚRUBOWE I INNE.

§ 1. 0 powierzchniach prostoliniowych w ogólności.
Powierzchnia
prostoliniowa. 138. Powierzchnią prostoliniową nazywamy wszel­

ką powierzchnię, utworzoną przez ruch jakikolwiek linii 
prostej. . Zbadaliśmy poprzednio niektóre szczególne rodzaje po­
wierzchni prostoliniowych, a mianowicie: powierzchnie walcowe 
i stożkowe, oraz hyperboloidę jednopowłokową (obrotową).

Płaszczyzna, styczna do powierzchni jakiejkolwiek, 
zawiera proste, styczne do wszelkiej linii, nakreślonej 

na powierzchni przez punkt styczności płaszczyzny; ponieważ 
styczna do tworzącej prostoliniowej schodzi się z tą ostatnią, to 
widzimy, że płaszczyzna styczna do powierzchni prostoliniowej, 
zawiera tworzącą powierzchni, przechodzącą przez punkt stycz­
ności (por. art. 98, 103 i 135).

Płaszczyzna
styczna.

139. Powierzchnie prostoliniowe dzielimy na dwie 
kategorye: t. zw. powierzchnie prostoliniowe rozwi- 
jalne i skośne, czyli wichrowate; pierwszą ka- 

tegoryę stanowią te powierzchnie, których dwa następujące po 
sobie położenia tworzących leżą w jednej płaszczyźnie, drugą te, 
których dwie sąsiednie tworzące są skośnie do siebie położone. 
W pierwszym przypadku dwie kolejne tworzące mają punkt 
wspólny i przez ciągły obrót kolejnych tworzących powierzchnia 
może być rozwiniętą na płaszczyźnie; stąd też pochodzi jej nazwa.

Powierzchnie 
prostoliniowe 

rozwijalne i sko­
śne.
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Krawędź zwrotu 
powierzchni 140. Gdy tworząca powierzchni prostoliniowej roz- 
rozwijainej. wija]nej porusza się, to płaszczyzna, powyżej wymie­

niona, również porusza się, i w każdem położeniu płaszczyzna ta 
jest styczna do powierzchni, dotykając jej wzdłuż całej odnośnej 
tworzącej. Punkt przecięcia kolejnych tworzących opisuje przy- 
tem linię skośną, do której tworzące są styczne, a płaszczy­
zny powyższe — ściśle-styczne; ta linia skośna stanowi dla 
powierzchni krawędź zwrotu, gdyż punkt przecięcia tej linii z pła­
szczyzną jakąkolwiek jest punktem zwrotu linii, otrzymanej z prze­
cięcia powierzchni danej tą samą płaszczyzną. Poznajemy, że 
powierzchnia prostoliniowa rozwijalna jest identyczna z badaną 
w art. 86 i 87 powierzchnią. Nietylko zatem każdej linii skośnej 
odpowiada pewna powierzchnia prostoliniowa rozwijalna, utwo­
rzona przez styczne do tej linii, ale i odwrotnie, każdej powierz­
chni prostoliniowej rozwijalnej odpowiada pewna linia skośna, do 
której tworzące powierzchni są styczne — mianowicie: krawędź 
zwrotu tej powierzchni.

Co się tyczy powierzchni prostoliniowych skośnych, 
to, wyznaczając na każdej tworzącej punkt, najbliższy 
do następnej tworzącej, otrzymamy szereg punktów, 

stanowiących t. zw. linię zwężenia powierzchni. W hyper. 
boloidzie obrotowej jednopowłokowej linię zwężenia stanowi koło 
szyjne. Płaszczyzna styczna do powierzchni prostoliniowej sko­
śnej zawiera wprawdzie tworzącą, przechodzącą przez punkt sty­
czności, lecz nie dotyka powierzchni wzdłuż tej tworzącej, jak 
to ma miejsce w przypadku powierzchni rozwijalnej.

Rozpatrzymy niektóre powierzchnie prostoliniowe, znajdują­
ce zastosowanie w budownictwie.

Linia zwężenia 
powierzchni pro­
stoliniowej sko­

śnej.

141. Powierzchnią konoidalną (stożkowatą, kli­
nowatą), albo ko no idą nazywamy powierzchnię, utworzoną ru­
chem prostej, przecinającej pewną linię krzywą lt i pewną pro­
stą a i pozostającej równoległą do pewnej płaszczyzny; linie h 
i a nazywamy liniami kierującemi, a płaszczyznę daną — płasz­
czyzną kierującą powierzchni. Gdy przetniemy linie h i a płasz­
czyzną, równoległą do płaszczyzny kierującej, to prosta, łącząca 
punkty przecięcia, będzie tworzącą powierzchni konoidalnej. Ko- 
noida nazywa się prostą, gdy prosta kierująca jest prostopadła 
do płaszczyzny kierującej, w przeciwnym razie zwiemy konoidę 
ukośną. Rozważmy w szczególności konoidę prostą, której krzy­
wą kierującą jest koło, leżące w płaszczyźnie prostopadłej do

Konoida.



płaszczyzny kierującej- obierzmy płaszczyznę koła za płaszczyznę 
poziomą rzutu. Przez każdy punkt prostej a przechodzą dwie 
proste poziome, przecinające koło, t. j. dwie tworzące powierzch­
ni, a zatem prosta a jest prostą podwójną powierzchni.

Oznaczmy końce średnicy poziomej koła k przez B, D 
(figura 122), pionowej — przez C, E. Płaszczyzny styczne do 
konoidy w punktach B i I) są oczywiście pionowe, i dlatego 
proste AB' i AD' stanowią kontur rzutu poziomego powierz­
chni- kontur rzutu pionowego składa się natomiast z koła k, od­
cinka BA" prostej a" i odcinków BC i A"E stycznych do koła 
w C i E. Na rysunku uwzględniona jest tylko część konoidy, 
zawarta między kołem k i prostą a.

Przekroje eli- 
ptyczue. Okażemy, że płaszczy­

zna równoległa do P2 przecina 
konoidę podług elipsy. Jakoż, 
niech ślad poziomy płaszczyzny 
przekroju będzie /i; znajdźmy 
punkt linii przekrojuj?, leżący na 
pewnej tworzącej g. Oznaczmy 
przez K, L, M punkty, w któ­
rych prosta g przecina odpo- 
wiednid prostą a, koło k i pła­
szczyznę przekroju (tak że M 
jest punktem linii przekroju), 
wtedy bezpośrednio z rysunku 
otrzymamy: K"M" : K"L" = 
= AM': AL' .= AF : AA"; sto­
sunek K"M" : K"L" jest przeto 
stały, niezależny od wyboru 
tworzącej; stąd poznajemy, że 
liniep ił są w kolineacyi pro­
stokątnej względem osi koli­
neacyi a", linia p jest przeto 

elipsą (art. 28), która na zasadzie tej kolineacyi z łatwością może 
być wykreśloną.

W budownictwie konoida prosta znajduje zastosowanie przy 
sklepieniu wejścia do wieży okrągłej, oraz do kopuły półkulistej! 
(sklepienie konoidalne lub stożkowate — fr. trompe co- 
noide). Płaszczyzna kierująca jest pozioma, za prostą kierującą 
obiera się w przypadku wieży — jej oś, w przypadku kopuły — 
jej promień pionowy; koło kierujące obiera się w płaszczyźnie pio-
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nowej w odległości od osi wieży (względnie od promienia piono­
wego kopuły) równej przybliżenie połowie promienia podstawy. 
Niekiedy w przypadku wieży zamiast koła kierującego posiłkują 
się elipsą nawiniętą na powierzchni walca.

142. Rozpatrzmy jeszcze pobieżnie inną powierz­
chnię prostoliniową, używaną w budownictwie do skle­

piania korytarzy ukośnych (Wólbflache des schiefen Durchgangs). 
Powierzchnia ta utworzona jest przez proste, przecinające dwa 
koła kx i lc2 równe, w równoległych płaszczyznach położone, oraz 
prostą p, która przechodzi przez środek O odcinka, łączącego 
środki Mx i M2 kół, i jest prostopadła do płaszczyzn tych kół, 
przytem proste tworzące nie powinny przechodzić przez punkt O. 
Przez zastrzeżenie ostatnie wyłączamy, jako nie należące do po­
wierzchni sklepienia, tworzące powierzchni stożkowej o wierz­
chołku O, przechodzącej przez koła kx i k2. Aby znaleść tworzą­
cą powierzchni, przechodzącą przez pewien punkt A koła k1} 
prowadzimy przez punkt A i prostą p płaszczyznę, przecinającą 
koło k2 w dwóch punktach: B i B'• jedna z prostych AB, AB' 
przechodzi przez punkt O i jest tworzącą wskazanej powierzchni 
stożkowej, druga nie przechodzi przez punkt O i jest tworzącą 
powierzchni rozpatrywanej.

Niech płaszczyzny kół będą pionowe, a płaszczyzna, wyzna­
czona przez proste p i MXM2, pozioma. Względem tej ostatniej 
płaszczyzny są symetryczne koła kt i k2) a więc i cała powierz­
chnia, dwie tworzące symetryczne przecinają się na prostej p 
i leżą w płaszczyźnie pionowej-, prosta p okazuje się linią pod­
wójną powierzchni.

Wszelka płaszczyzna, przechodząca przez prostą p, przecina 
powierzchnię podług dwóch tworzących równoległych, jednakowo 
oddalonych od punktu O. Jakoż, niech Nx i N2 będą punktami 
przecięcia prostej p z płaszczyznami kół; płaszczyzna dana prze­
tnie płaszczyzny kół podług prostych, przechodzących odpowie­
dnio przez Ni i 2V2 i wzajemnie równoległych; ponieważ odcinki 
MiNi i M2N2 są równoległe i równe, to wnioskujemy, że owe 
proste wyznaczą w kołach ki i k2 cięciwy równoległe i równe; 
oznaczmy te cięciwy przez AB i AiBx. Figura ABAXBX jest za­
tem równoległobokiem; przekątne AAX i BBX przecinają się w pun­
kcie O i są tworzącemi powyżej wspomnianej powierzchni stoż­
kowej, zaś proste ABX i AXB są tworzącemi, podług których 
płaszczyzna dana przecina powierzchnię- widżimy rzeczywiście,

Sklepienie kory­
tarzy ukośnych.
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że te tworzące są równoległe i jednakowo oddalone od punktu O. 
Gdy płaszczyznę daną obracać będziemy około prostej p, to pro­
ste AAt i BBX opiszą powierzchnię stożkową, a proste ABi i AtB, 
zmieniając kierunek, lecz zostając równoległemi, opiszą powierz­
chnię sklepienia.

Z twierdzenia powyższego wynika, że wszelka prosta, prze­
chodząca przez punkt O, przecina powierzchnię w dwóch pun­
ktach, jednakowo odległych od punktu O; punkt ten jest przeto 
środkiem powierzchni rozważanej.

§2, 0 powierzchniach śrubowych w ogólności.
143. Gdy pewna linia niezmienna porusza się tak, 

że wszystkie jej punkty opisują linie śrubowe około
wspólnej osi, to mówimy, że linia ta wykonywa ruch śrubowy 
około tej osi; niezmienność linii ruchomej wymaga, aby linie 
śrubowe, opisywane przez wszystkie jej punkty, miały tę samą 
wysokość kroku; stąd wynika, że nachylenie lini śrubowej maleje 
w miarę tego, im punkt ruchomy bardziej oddalony jest od osi. 
Powierzchnia, utworzona przez ruch śrubowy jakiejkolwiek linii, 
nazywa się powierzchnią śrubową; oś wspólna wszystkich 
linij śrubowych nazywa się osią powierzchni. Powierzchnia śru­
bowa może być przesunięta sama w sobie przez odpowiedni ruch 
śrubowy. Linia, ruchem której tworzy się powierzchnia śrubowa, 
nazywa się, podług zasady ogólnej, tworzącą tej powierzchni; 
oczywiście, za tworzącą przyjąć możemy wszelką linię na po­
wierzchni, przecinającą wszystkie linie śrubowe powierzchni; 
w szczególności wyróżniają się następujące dwie tworzące pła­
skie: linia, podług której powierzchnię przecina płaszczyzna, prze­
chodząca przez oś, oraz linia przecięcia powierzchni płaszczyzną, 
prostopadłą do osi; pierwszą z tych linij nazywamy południkietm 
powierzchni śrubowej, drugą — jej przekrojem normalnym.

144. Rozróżniamy dwa rodzaje powierzchni śru- 
kmętei otwarte. bowej: gdy tworząca przecina oś, to ta ostatnia leży 
na powierzchni, która w tym przypadku zwie się zamkniętą; 
w przeciwnym razie oś nie leży na powierzchni, i ta ostatnia 
nazywa się otwartą. W przypadku powierzchni śrubowej otwar­
tej jest na tworzącej punkt, najbliższy do osi; linia śrubowa, opi­
sana przez ten punkt, nazywa się linią śrubową szyjną.

Powierzchnie
śrubowe.

Powierzchnie 
śrubowe zam-

t
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145. Jako przykład powierzchni śrubowej rozpatrzmy 
powierzchnię, utworzoną, ruchem śrubowym koła, leżącego w pła­
szczyźnie normalnej do linii śrubowej, opisywanej przez środek 
koła. Powierzchnia ta nosi nazwę wężownicy. Oczywiście, 
można tę powierzchnię rozważań również, jako obwiednią kuli, 
której środek opisuje linię śrubową-, ten ostatni sposób utworzenia 
wężownicy jest często użyteczny przy konstrukcyach.

Względem każdego 
położenia kuli odnośne po­
łożenie koła tworzącego 
jest kołem kuli, podług 
którego ta ostatnia doty­
ka powierzchni wężowni­
cy. Oznaczmy promień 
kuli (i koła) przez r, pro­
mień linii śrubowej s, opi­
sywanej przez środek Jf, 
przez d (d > r), wreszcie 
oś tej linii śrubowej, będą­
cą zarazem osią powierz­
chni, przez a- niech pro­
sta a będzie pionową; 
wówczas rzut poziomy s' 
linii s będzie kołem, opi- 
sanem promieniem d ze 
śladu poziomego A pro­
stej a, jako środka (fig.
123); rzut pionowy s" jest 
sinusoidą. Przedstawmy 
w rzutach jeden krok po­
wierzchni, zawarty między 
dwoma równoległemu po­
łożeniami koła tworzące­
go, które obierzemy w pła­
szczyznach, prostopadłych 
do płaszczyzny pionowej 
rzutu. Obydwa koła krań­
cowe przedstawiają się 
wtedy w rzucie piono­
wym jako równe i ró­
wnoległe odcinki B"F"

Wężownica.
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i E"J", normalne do linii s" w punktach końcowych N" i O"- 
w rzucie zaś poziomym—jako jedna elipsa o osi małej J'E' (lub 
B'F') i osi wielkiej, równej 2r. Rzut poziomy wszelkiego innego 
koła tworzącego jest co do kształtu i rozmiarów elipsą identyczną 
z poprzednią, ponieważ wszystkie płaszczyzny tych kół mają 
jednakowe nachylenie względem płaszczyzny poziomej rzutu. 
Kontur pozorny w rzucie poziomym składa się z dwóch kół k' i i', 
opisanych ze środka A promieniami odpowiedniemi d — r i d -j- r, 
odpowiedni kontur istotny stanowią linie śrubowe k i i, z których 
pierwsza jest linią szyjną. Kontur pozorny w rzucie pionowym 
jest linią, owiniętą przez kontur rzutu pionowego kul, t. j. przez 
koła opisane promieniem r z różnych punktów linii s", jako środ­
ków; kontur ten składa się zatem z dwóch linij u" i v", równo­
ległych do sinusoidy (por. art. 137); można też otrzymać punkty 
tych linij, odcinając na normalnych do s" w obydwóch kierun­
kach długości r. Rzuty poziome u' i v' odnośnych linij u i v 
mają kształt, przedstawiony na fig. 123. Punkty linij u' i v' wy­
kreślić możemy sposobem następującym. Niech PQ będzie równo­
ległą do P2 średnicą pewnego położenia koła tworzącego ze środ­
kiem w M\ wtedy P" i Q" znajdziemy na liniach u" i v" w prze­
cięciu tychże z normalną do s" w punkcie M". Zważywszy, że 
rzut poziomy średnicy PQ jest równoległy do osi rzutu x, z ła­
twością znajdziemy punkty P' i Q', leżące odp. na liniach u' i v'.

§3. 0 powierzchniach śrubowych prostoliniowych.

146. Rozpatrzywszy powierzchnie śrubowe w ogól­
ności, zajmiemy się w paragrafie niniejszym wyłącznie 

powierzchniami śrubowemi, utworzonemi ruchem (śrubowym) 
linii prostej.

Do zajmującej nas obecnie specyalnej klasy powierzchni 
śrubowych prostoliniowych stosujemy ogólny podział na zam­
knięte i otwarte (art. 144), prócz tego, ze względu na inne 
cechy, dzielimy te powierzchnie jeszcze sposobem następującym. 
Jeżeli kierunek tworzącej jest prostopadły do osi powierzchni, to 
ta powierzchnia nazywa się prostokątną, albo prostą, w prze­
ciwnym razie — ukośną. Wreszcie, zależnie od tego, czy two-
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wierzchni; wystarczą nam ku temu konstrukcye, wyłącznie w rzu­
cie poziomym wykonane. Przez dowolny punkt P linii s prowa­
dzimy tworzącą c powierzchni i styczną t do s. Proste c i t wy­
znaczają płaszczyznę styczną T do powierzchni w punkcie P.

*) Burmestcr, Kinematisch-gpometrische Construktionen der Parallelprojec- 
tion der Schraubenflaclien und insbesondere des Schattens derselben. Schlom. Zeitschr. 
f. M. & Ph. 1S73.

14Geemetrya wykreślna.
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rżące są styczne do linii śrubowej szyjnej, czy też przecinają 
ją, mamy powierzchnie śrubowe prostoliniowe rozwijalne lub 
skośne; stąd wynika, że rozwijalną może być tylko powierzch­
nia śrubowa otwarta i ukośna. Oznaczmy przez r najkrótszą 
odległość tworzącej od osi, przez a kąt nachylenia tworzącej 
względem płaszczyzny, prostopadłej do osi, wreszcie przez li wy­
sokość kroku ruchu śrubowego, wówczas w przypadku powierz­
chni śrubowej rozwijalnej istnieje zależność: 7^ = 2ttr tg a (porów­
naj art. 90).

147. Zanim przystąpimy do szczegółowego zbada- 
^stoiiniowyoiT” nia różnych typów powierzchni śrubowych prostolinio­

wych, wyłożymy dla tych powierzchni sposób kreśle­
nia cienia własnego *).

Niech koło s‘ (fig. 124) będzie rzutem poziomym pewnej 
linii śrubowej s, leżącej na powierzchni; przedewszystkiem wy­
kreślimy leżące na tej linii punkty granicy światła i cienia po-

Cienie własno 
powierzchni
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hNa osi powierzchni obierzmy punkt A w odległości od płasz­
czyzny poziomej i przez ten punkt poprowadźmy proste równole­
głe do c, do t, oraz do promieni światła; niech ślady poziome 
tych prostych będą odpowiednio Cx, Tx i proste AXCX, AXTX 
i AXLX będą odpowiednio równoległe do c\ t' i do rzutu pozio­
mego promieni światła, nadto, wskutek szczególnego wyboru 
punktu A, punkt Tx znajdować się będzie na kole s'. Prosta 
TXCX jest oczywiście równoległa do śladu poziomego płaszczy­
zny T. Rozumujemy teraz sposobem następującym: gdyby punkt 
P był jednym z punktów żądanych (t. j. gdyby on leżał na gra­
nicy cienia własnego), to płaszczyzna T musiała by być równo­
ległą do promieni światła, a więc prosta ALX leżałaby całkowicie 
na płaszczyźnie CXATX, czyli punkt Lx leżałby na prostej TXCX. 
Na figurze nie ma to miejsca, a więc punkt P nie należy do gra­
nicy cienia własnego powierzchni, znajdziemy wszakże na kole s' 
zamiast punktu P' dwa inne punkty, czyniące zadość powyższemu 
kryteryum, a mianowicie: niech prosta TXCX przecina koło k, 
współśrodkowe z s' i przechodzące przez Lx, w punktach M i N\ 
gdy yftedj; obrócimy punkt P' około punktu Ax w kierunku ru­
chu strzałki zegaru 
nia punktu P' będą żądanemi punktami koła s'. Łatwo spostrzedz, 
że to samo rozumowanie i ta sama konstrukcya dają się zastoso­
wać do powierzchni śrubowej jakiejkolwiek (nie prostoliniowej), 
z tą jedynie modyfikacyą, że prosta c oznaczać będzie styczną 
do tworzącej w dowolnie obranym punkcie P.

na kąt NAXLX albo MAXLX, to nowe położe-

148. Na zasadzie poprzedniej kon- 
strukcyi potrafimy wykreślić punkt gra­
nicy cienia własnego, leżący na danej 
tworzącej prostoliniowej. Jakoż, niech c' 
(fig. 125) będzie rzutem poziomym tej 
tworzącej, Ax —jak poprzednio — śladem 
poziomym pionowej osi powierzchni; obie­
ramy na tej osi ten sam punkt A i znaj­
dujemy, jak poprzednio, punkty Lx i Cx\ 
na zasadzie poprzedniej konstrukcyi wi­
dzimy, że punkt X, szukany na prostej c', 
ma tę własność, że gdy prostopadła do 
ijX w punkcie Ax przetnie prostą LXCX 
w punkcie Y, to będzie: AxX=zAxY.

Z/

yAt/

c’

fig. 125.
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Gdy przeto obrócimy prostą LXCX około punktu Ax na 90°, to 
przetnie ona prostą c' w punkcie żądanym. Niech L i G będą 
położeniami punktów Lx i Cy po tym obrocie. Dla wszystkich 
tworzących punkt L jest wspólny, zależy on bowiem jedynie od 
kierunku promieni światła, punkty zaś C leżą na kole o środku A1} 
przyczem każda prosta c' jest prostopadła do odnośnego promie­
nia tego koła.

Wykreśliwszy pewną ilość punktów granicy cienia własnego, 
otrzymamy z łatwością tę granicę.

149. Zajmiemy się obecnie w szczególności powierzchniami 
prostoliniowemi rozwijalnemi.

Wiemy z art. 146, że wszystkie powierzchnie roz­
patrywanej klasy są otwarte i ukośne, że tworzące 
każdej takiej powierzchni są styczne do pewnej linii 

śrubowej; z zestawienia tego z art. 86 i 90 poznajemy, że po­
wierzchnie, które mamy na uwadze, są temi samemi powierzch­
niami, o których mówiliśmy, badając linie śrubowe; 'wiemy stam­
tąd, że przekrój normalny takiej powierzchni jest rozwiniętą koła.

Wykreślmy jeden krok powierzchni badanego typu, nadając 
osi, dla dogodności, kierunek pionowy; niech krok ten zawarty 
będzie między płaszczyzną Px i płaszczyzną P3, równoległą do niej 
i odległą od niej na długość h (przez li oznaczamy, jak zwykle, 
wysokość kroku). Krawędź zwrotu oznaczmy przez s; koło s' 
(fig. 126) jest wtedy podstawą walca, na którym leży linia s; s" 
jest, jak wiemy, sinusoidą. Gdy oznaczymy ślad linii s na Px 
przez A, to punkt A będzie zarazem rzutem poziomym śladu tej 
samej linii na P3. Na rysunku mamy linię śrubową prawozwrotną. 
Ślad poziomy powierzchni, jako miejsce geometryczne śladów 
poziomych stycznych do s, jest zwojem fx rozwiniętej koła s' 
z początkiem w A; podobnież rzut poziomy śladu powierzchni 
na P3 przedstawia się, jako przeciwny zwój f3 poprzedniej rozwi­
niętej koła. Rzut poziomy g' pewnej tworzącej g powierzchni jest 
styczny do koła s', nadto ślad jej poziomy leży na fXj a rzut 
śladu na P3 — leży na f3. Możemy na tej zasadzie wykreślić 
obydwa rzuty dowolnej tworzącej. Kontur istotny dla rzutu po­
ziomego stanowią: krawędź zwrotu s, rozwinięte koła fx i /3, oraz 
tworzące k i h, poprowadzone z końców tych linij; przeto kontur 
pozorny rzutu poziomego składa się z koła s', ze zwojów rozwi­
niętej koła fx i /'3, oraz z rzutów h\ k', stanowiących jednę pro­
stą, styczną do s' w początku rozwiniętej. Kontur istotny dla 
rzutu pionowego składa się z linij s, fx, /'3, k, h i z tworzącej i,

Powierzchnia
śrubowa

rozwijalna.



Powierzchnie śrubowe i inne.212

równoległej do P2, tak że kontur pozorny rzutu pionowego skła­
da się z sinusoidy s", z osi rzutu u, śladu pionowego f"3 płasz­
czyzny Ps, oraz z prostych 7r", h” i i".

Całkowita powierzchnia śrubowa składa się z nieskończenie 
wielu części, podobnych do przedstawionej; każda z nich jest
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fig. 126.

nieograniczona i rozpościera się do nieskończoności; ślad po­
ziomy powierzchni zupełnej stanowią obie gałęzie rozwiniętej 
koła o nieskończonej ilości zwojów. Możemy też wyobrazić sobie 
powierzchnię śrubową, jako utworzoną przez ruch śrubowy tej 
rozwiniętej koła; każdy z nieskończenie wielu punktów podwój­
nych tej lmii, leżących na prostej AS', utworzy przy tym ruchu
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linię śrubową podwójną, t. j. linię śrubową, podług której po­
wierzchnia przecina samą siebie. Na fig. 126 przedstawiona jest 
część takiej linii śrubowej d, utworzona przez punkt D; jej rzu­
tem poziomym jest koło d', przechodzące przez D i mające śro­
dek w S', rzut pionowy d" jest sinusoidą.

Kształt południka m wykreślimy, przecinając powierzchnię 
płaszczyzną, poprowadzoną przez oś równolegle do P2; rzut po­
ziomy m' stanowi prosta, przechodząca przez S' i równoległa do 
osi rzutu; dla oddzielnych punktów prostej m' wyznaczamy od­
nośne punkty linii m" przy pomocy rzutów tworzących, przecho­
dzących przez te punkty.

Dla wykreślenia przekroju powierzchni płaszczyzną do­
wolną A, wykreślamy punkty przecięcia tej płaszczyzny z od- 
dzielnemi tworzącemi powierzchni; najdogodniej jest przytem po­
siłkować się płaszczyznami Px i P3} a mianowicie: przez obraną 
tworzącą g prowadzimy płaszczyznę styczną T do powierzchni; 
ślady tej płaszczyzny na Px i P3 są prostopadłe do g' i przecho­
dzą przez odnośne ślady prostej g\ niech Mx będzie punktem 
przecięcia śladów poziomych płaszczyzn A i T: a il/3 — punktem 
przecięcia śladów tychże płaszczyzn na P3: wówczas prosta MXM3 
przecina tworzącą g w punkcie jej przecięcia się z płaszczyzną A 
i jest nadto styczną do linii przekroju w tym punkcie.

Co się tyczy rozwinięcia powierzchni śrubowej na 
płaszczyźnie, to bez dowodzenia zaznaczamy, że w roz­

winięciu linia śrubowa s przechodzi w łuk koła s0, którego promień 
p dany jest przez wzór:

Przekrój.

Rozwinięcie.

p — r, cos2 a,

gdzie r oznacza promień koła s', aa — nachylenie linii śrubowej s. 
Tworzące, jako styczne do s, przechodzą w styczne do s0. Na 
fig. 127 przedstawione jest rozwinięcie tej części powierzchni, 
która jest przedstawiona w rzutach na fig. 126, przyczem zacho­
wane zostały kontury, obrane na tej ostatniej figurze. Długość 
łuku s0 równa jest długości linii śrubowej s, którą to długość 
otrzymamy przez rozwinięcie walca, na którym leży 5; mianowi­
cie długość s0 jest równa przeciwprostokątnej trójkąta, którego 
boki są odpowiednio równe 2%r i h (li — wysokość kroku); tę sa­
mą długość mają tworzące h i h, ograniczające powierzchnię. 
Linie fx i f3 przekształcają się w rozwinięciu w rozwinięte koła 
s0: /io i /so- Linia śrubowa, nakreślona na powierzchni, odcina na



lig. 127.

Wykreślenie granicy cienia własnego na powierzchni śru­
bowej rozwijalnej najprościej wykonywamy sposobem następują­
cym. Wiemy, że granicę cienia własnego stanowią punkty, w któ­
rych płaszczyzna styczna do powierzchni jest równoległa do pro­
mieni światła, a ponieważ płaszczyzna styczna w pewnym pun­
kcie do powierzchni rozwijalnej dotyka takowej we wszystkich 
punktach przechodzącej przez ten punkt tworzącej, to wniosku­
jemy, że granica cienia własnego powierzchni badanej składa się 
z tworzących, mianowicie z tych tworzących, którym odpowia­
dają płaszczyzny styczne, równoległe do promieni światła. W ce­
lu znalezienia tych tworzących, prowadzimy płaszczyzny styczne 
do stożka kierunkowego (art. 87) powierzchni danej i równoległe 
do promieni światła (art. 106); tworzące, podług których te pła­
szczyzny dotykają stożka kierunkowego, są równoległe do szuka­
nych tworzących powierzchni śrubowej.

Cienie.
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każdej tworzącej jednakową długość, licząc od punktu styczności 
tej tworzącej z s; wskutek tego taka linia śrubowa przekształci 
się w rozwinięciu w koło spółśrodkowe z s. Na figurze 127 
przedstawione jest w szczególności przekształcenie linii śrubowej 
podwójnej d i nadto południka m.
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Przystępujemy z kolei do rozważania powierzchni śrubowych 
prostoliniowych skośnych.

150. Powierzchnia śrubowa prostokątna zamknię- 
lini0Tątna°st0" utworzona jest ruchem śrubowym prostej, przecina' 

jącej oś pod kątem prostym. Ponieważ wszystkie two­
rzące są równoległe do płaszczyzny, prostopadłej do osi, to po­
wierzchnia badana należy oczywiście do rodzaju powierzchni 
konoidalnych (art. 141), przyczem za krzywą kierującą służyć 
może linia śrubowa, opisana przez jakikolwiek punkt tworzącej.. 
(Przy krętych schodach brzegi stopni mają położenie tworzących 
powierzchni śrubowej prostokątnej zamkniętej).

Przedstawmy w rzutach jeden krok tej powierzchni, zawar­
ty np. między dwiema tworzącemi g i h. leżącemi w płaszczy­
znach poziomych Px i P3 (art. 149) (oś a powierzchni zakładamy 
w kierunku pionowym), oraz między dwiema liniami śrubowemi 
s i t, leżącemi na walcu, spółosiowym z powierzchnią daną 
(fig. 128). Kontur pozorny w rzucie poziomym składa się z koła 
s' (lub t') i prostej g (lub h'), w rzucie pionowym — z dwóch 
sinusoid s" i t", symetrycznie położonych względem prostej a".

Wykreślmy cienie powierzchni rozpatrywanej.
Dla otrzymania granicy cienia własnego postępujemy 

podług metody, wyłożonej w art. 148. Odciąwszy więc na
hosi a od jej śladu poziomego odcinek równy przez koniec te­

go odcinka prowadzimy promień światła, którego ślad poziomy 
następnie obracamy około osi w odpowiednim zwrocie na 90°; 
otrzymamy pewien punkt L. Ponieważ tworzące powierzchni są 
obecnie równoległe do P1} to punkt Cj (art. 148) leży teraz w nie­
skończoności w kierunku tworzącej, a punkt C (ten sam artykuł) — 
w nieskończoności w kierunku, do tamtego prostopadłym, prosta 
LC jest tedy prostopadła do tworzącej, a rzut poziomy granicy 
cienia własnego jest miejscem geometrycznem spodków prostopa­
dłych, spuszczonych zł na rzuty poziome tworzących. W danym 
przypadku stanowią te rzuty pęk promieni o wierzchołku A 
(fig. 128), a zatem rzut poziomy u' granicy cienia własnego po­
wierzchni badanej jest kołem o średnicy LA. Sama zaś linia u 
jest linią, podług której powierzchnię daną przecina walec obro­
towy pionowy o podstawie u'. Przekonamy się z łatwością, że 
linia ta jest linią śrubową; w rzeczy samej, łuk, opisywany na 
kole m' przez rzut punktu bieżącego linii u, jest proporcyonalny

Powierzchnia 
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do kąta, mierzącego ten łuk z punktu A, t. j. do odpowiedniego 
kąta, opisanego przez rzut poziomy tworzącej, ten zaś kąt jest 
znów proporcyonalny do wzniesienia się tworzącej nad płaszczy-
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zną Pt‘ stąd wynika nasze twierdzenie. Gdy tworząca wykona 
pół obrotu około A, punkt bieżący opisze całe koło u', widzimy 
zatem, że wysokość kroku linii śrubowej u jest równa hj2 (przez 
h oznaczamy wysokość kroku powierzchni). Rzut u" jest sinusoidą.

Cień, rzucony przez powierzchnię na Px, ograniczony jest 
przez cykloidy, będące cieniami linij s, t, u, oraz przez tworzącą 
g i cień tworzącej h. Nachylenie linii u jest równe nachyleniu 
promieni światła, przeto cień poziomy tej linii jest cykloidą 
zwyczajną. Zakładając (jak jest na fig. 128), że AD > AL, 
otrzymamy cienie linij s i t w kształcie cykloid wydłuż o- 
nych. Na figurze część cienia pada na P2, wykreślamy tę część 
na zasadzie jej kolineacyi z odnośną (fikcyjną) częścią cienia 
poziomego.

Wreszcie oznaczone są jeszcze na figurze rzuty linij v, io, y, z, 
będących cieniami odpowiednich linij u, s, t, h na samą powierz­
chnię; linie v, w, y, z wyznaczają granice cienia, rzuconego przez 
powierzchnię na samą siebie.

151. Przechodzimy do powierzchni śrubowych zamkniętych
ukośnych.

Os a mech znowu będzie pionowa. Rozrozmamy
Powierzchnie . , . . . . . , i . . .

śrubowe ukośne dwie powłoki powierzchni, utworzone odpowiednio przez 
dwie części tworzącej, na które takową dzieli punkt jej 

przecięcia się z osią. Weźmiemy pod uwagę tylko dolną powło­
kę powierzchni, a więc utworzoną przez część tworzącej, skiero­
waną od osi a ku płaszczyźnie Px, i ograniczoną linią śrubową s 
(figura 129) i dwiema tworzącemi BG i GH, równoległemi do P2 
(.B niech leży na Px).

Wykreślenie rzutów linij s, BC i GH nie przedstawia żadnych 
trudności. Pozostaje jeszcze wykreślić część krzywoliniową u" 
konturu pozornego w rzucie pionowym. Otrzymamy linię u", jako 
owiniętą przez rzuty pionowe tworzących powierzchni. W tym 
celu dzielimy koło s' (poczynając od B) i odcinek C"H", równy 
wysokości kroku, na jednakową ilość równych części (na fig. — 
na 16); promienie kola s1, skierowane do punktów podziału są rzu­
tami poziomemi tworzących, jednakowo od siebie odległych; gdy 
końce tych promieni rzucimy na oś x i do prostych, łączących te 
rzuty z. punktem C", prowadzić będziemy równoległe przez odpo­
wiednie punkty podziału odcinka C"H", to te równoległe będą 
rzutami pionowemi odpowiednich tworzących i owijać będą linię 
u". Punkty J" i K", odległe od C" względnie od H" na \h, są 
punktami styczności prostej a" i linii u".

to
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Południk powierzchni składa się z dwóch układów two­
rzących równoległych: 1) GB, HG,..., 2) FE,..., naprzemian skie­
rowanych od osi na prawo i na lewo i przecinających oś w pun­
ktach, oddalonych od siebie o \h.
Każda tworząca jednego układu 
przecina tworzące drugiego układu, 
zaś linie śrubowe powierzchni, wy­
znaczone przez punkty przecięcia, 
są liniami podwójnemi powierzchni.
Na fig. 129 przedstawiona jest jedna 
taka linia d.

normalny. Określmy przekrój normalny 
powierzchni badanej. Niech (fig. 130)
O będzie śladem osi a na płaszczy­
źnie przekroju, a 31, N — dwa pun­
kty tego przekroju, 31A, NB — od­
powiednie tworzące*, gdy oznaczymy 
kąt 310N przez cp, mieć będziemy:

B

1

W
hyAB = o l*2tu

oznaczmy jeszcze stały kąt nachy­
lenia tworzących do płaszczyzny Pt 
przez e, wówczas będzie: fig. 130.

ON ~ OB cotg s, 031 =■ OA cotg s,

_ h cotg e
a zatem:

ON — 031= AB cotg e = ¥>2tt

skąd poznajemy (art. 82), że krzywa, o której mowa, jest spiral-
h cotg eną Archimedesa z parametrem 2tt

Na fig. 129 przedstawiony jest przekrój normalny powierz­
chni śrubowej płaszczyzną, przecinającą oś w punkcie J. Punkty 
podwójne spiralnej leżą, jak widzimy, na liniach śrubowych po­
dwójnych.

Wykreślimy cienie przedstawionej na fig. 129 części 
powierzchni śrubowej przy oświetleniu równoległem; promie­

nie światła niech mają kierunek przekątnej sześcianu wiadomego. 
Rzut poziomy u' granicy cienia własnego wykreślimy przy po­
mocy metody, wyłożonej w art.. 148. Linia u' (fig. 131) może

Cienie.
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mieć kształt rozmaity, zawsze jednak jest symetryczna wzglę­
dem linii AL\ L jest jej punktem podwójnym, a w A krzywa 
dotyka samej siebie. Z u' otrzymamy u", posiłkując się rzutami 
tworzących.
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Ażeby wykreślić cień poziomy powierzchni, kreślimy prze- 
dewszystkiem cień poziomy osi a i na nim wyznaczamy cień 
odcinka CH\ dzielimy cień CH na tyleż równych części, na 
ile był podzielony sam odcinek CH (w danym razie na 16), i przez 
punkty podziału prowadzimy cienie odnośnych tworzących. Uwa­
żamy przytem, że cień pewnej tworzącej powierzchni jest równy 
i równoległy cieniowi odpowiedniej tworzącej stożka kierunko­
wego (art. 87); za stożek taki możemy obrać stożek o wierzchoł­
ku C i podstawie s', wówczas dość będzie wykreślić cień punktu 
C, aby otrzymać odcinki, równoległe i równe cieniom tworzą­
cych powierzchni, są to mianowicie odcinki, łączące cień punktu 
C z odnośnemi punktami podziału koła s'. Końce cieni tworzą­
cych leżą na cykloidzie, będącej cieniem linii s. Cienie tworzą­
cych owijają zarazem cień linii u. Całkowita granica cienia po­
ziomego składa się z cieni linij u, s, a, BC i GH. Jakkolwiek 
cień pada częścią na płaszczyznę pionową, wykreśliliśmy wszakże 
cień tak, jak gdyby część płaszczyzny pionowej została usuniętą, 
a to w celu lepszego uwydatnienia kształtu cienia poziomego 
powierzchni.

Nad powierzchniami śrubowemi prostoliniowemi otwartemi 
nie będziemy się zastanawiali, natomiast zajmiemy się najważ- 
niejszem zastosowaniem, jakie powierzchnie śrubowe znajdują 
w technice, a mianowicie śrubami i ich mutrami.

§ 4. 0 śrubach.
śruby Śrubą nazywamy w ogólności ciało, utworzone przez
ruch śrubowy jakiejkolwiek zamkniętej figury płaskiej (w tern 
znaczeniu śrubą będzie więc także ciało, ograniczone powierzch­
nią wężownicy). W technice przeważnie używane są śruby, po­
siadające jądro masywne w kształcie walca obrotowego, spóło- 
siowego ze śrubą. Śruba jest w zupełności określona, gdy zna- 
my jej południk; wystarcza w tym celu znać część południka, 
odpowiadającą wysokości kroku h śruby; część ta ograniczona 
będzie z góry i z dołu (zakładamy, że oś śruby jest pionowa) pro­
mieniami przekrojów normalnych walca, z jednego boku — od­
cinkiem osi równym h, z drugiego — linią, charakteryzującą
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kształt śruby; nazywamy tę linię profilem śruby. Najczęściej 
używane są śruby o profilu, złożonym z linij prostych, a miano­
wicie: utworzonym przez prostokąt albo trójkąt równoramienny 

o podstawie na tworzącej walca; profil prostokątny bę­
dziemy nazywali płaskim, trójkątny — ostrym. 

W przypadku profilu ostrego podstawy trójkątów mogą następo­
wać po sobie bez przerwy, t. j. mogą mieć długość h, w przy­
padku zaś profilu płaskiego podstawa prostokąta musi być 
mniejsza, niż h.

Profil ]>łaski i 
ostry.

Każdej śrubie odpowiada właściwa jej mutra; jest to 
ciało, mające wydrążenie w kształcie śruby, które śruba 

dana wypełnia całkowicie. Zewnętrzna powierzchnia śruby jest 
identyczna z wewnętrzną powierzchnią mutry; śruba może posu­
wać się w mutrze ruchem śrubowym.

Mutra.

' Śruba o profilu 
płaskim. 153. Wykreślimy rzuty i cienie śruby o profilu 

płaskim (fig. 132). Oś śruby niech będzie pionowa; pro­
fil niech będzie w szczególności kwadratowy; wysokość profilu 
(t. j. bok kwadratu) niech równa się połowie wysokości śruby. 
Na śrubę niech nasadzoną będzie główka w kształcie graniasto- 
słupa sześciokątnego foremnego. Właściwa śruba ograniczona jest 
częścią walca, stanowiącego jądro, częścią walca spółosiowego, 
opisanego przez bok profilu, wreszcie częściami dwóch powierz­
chni śrubowych prostokątnych zamkniętych, utworzonych przez 
dwa boki poziome profilu. Cztery linie śrubowe, podług których 
powierzchnie walcowe przecinają powierzchnie śrubowe, stanowią 
krawędzie śruby. Rzut poziomy tych linij stanowią dwa koła 
spółśrodkowe i i h, rzuty pionowe — sinusoidy. Na figurze 132 
wykreślone są tylko części widzialne konturów. Wykonanie tych 
wykreśleń, jakoteż wykreślenie rzutów główki śruby, nie przed­
stawiają żadnych trudności zasadniczych. Prócz tego został na 
fig. 132 wykreślony cień poziomy śruby przy założeniu — dla 
lepszego uwydatnienia kształtu tego cienia — że płaszczyzna P2 
jest przezroczysta.

Granica cienia własnego widzialna jest tylko na powierzch­
niach walcowych, na tych zaś częściach powierzchni śrubowych, 
które występują na figurze 132, cień własny nie jest widzialny. 
Cień, rzucony przez śrubę na samą siebie, jest ograniczony przez 
cienie linij r i s na jądro i na następny niższy skręt śruby, oraz 
przez cienie krawędzi główki na wierzch skrętu śruby oraz na 
walec zewnętrzny. Mogłoby się zdarzyć, że główka rzucałaby
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wnoległe do Z' i Z", a że Z' leży na kole Tt, to z łatwością, wy­
kreślimy K' i ić". Wykreśliwszy pewną liczbę punktów K, znaj­
dziemy linię TJV, kończącą się na linii śrubowej wewnętrznej 
(punkt U nie jest na figurze widzialny). Od punktu V następuje 
granica cienia, rzuconego na wierzch skrętu śruby; granica ta 
kończy się na linii s w punkcie W, który znajdujemy na tej za­

B'
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cień i na walec, stanowiący jądro, oraz, że walec ten rzucałby 
cień na skręty śruby; na naszej figurze wszakże cienie te nie 
występują.

Ażeby wyznaczyć cień K, rzucony przez pewien punkt J 
linii r na walec wewnętrzny, uważamy, że JK jest równoległa 
do promienia światła Z a zatem J'K' i J"K" są odpowiednio ró-

T
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sadzie, że jego rzutem poziomym jest punkt przecięcia się cieni 
poziomych linij r i s. Punkt linii VW, leżący na pewnej tworzącej 
LM, znajdujemy sposobem zwykłym przy pomocy cienia pozio­
mego tej tworzącej.

154. Wykreślmy teraz rzuty śruby o profilu ostrym.
Niech trójkąty profilu mają podstawę, równą wy­

sokości kroku śruby, tak że trójkąty te następują pO' 
sobie bez luki; niech na śrubę, również jak w przypadku poprze­
dnim, nasadzoną będzie główka w kształcie graniastosłupa sze­
ściokątnego foremnego. Śruba ograniczona jest przez dwie po­
wierzchnie śrubowe ukośne zamknięte (a więc skośne), które 
przecinają się podług dwóch linij śrubowych r i s, stanowiących 
zewnętrzną i wewnętrzną krawędź śruby (figura 133). Obieramy 
znowu płaszczyznę poziomą rzutu prostopadle do osi śruby, wte­
dy rzuty linij r i s będą, jak wiadomo, kołami spółśrodkowemi, 
a ich rzuty pionowe — sinusoidami. Kontur rzutu pionowego 
jest krzywoliniowy i może być wykreślony według metody 
art. 151, ponieważ jednak w danym wypadku mamy stosunkowo 
niewielkie odcinki owych linij, przytem bardzo zbliżone do kształ­
tu prostoliniowego, to poprzestać możemy na konstrukcyi przy­
bliżonej: linie proste, o których mowa, uważać możemy w przy­
bliżeniu dostatecznem, jako wspólne styczne do sinusoid r" i s", 
Widzimy na figurze, jak wierzchnia powierzchnia śrubowa w rzu­
cie pionowym zasłania końce dolne konturu powierzchni śrubo­
wej spodniej.

Cienie śruby wykreślimy przy założeniu, że promienie świa­
tła mają kierunek przekątnej sześcianu (art. 69). Granicę cienia 
własnego na każdej z powierzchni śrubowych wykreślić możemy 
na zasadzie art. 148, poprzestaniemy wszakże na kreśleniu przy- 
bliżonem, ponieważ krzywe odnośne bardzo niewiele się różnią 
od odcinków prostoliniowych; kreślimy zatem — podług metody 
art. 147 — punkty granicy cienia własnego, leżące na liniach 
śrubowych r i .<?, i w rzucie pionowym łączymy każde dwa takie 
punkty (jak X" i Y") prostą, która będzie granicą żądaną. Na 
figurze widoczną jest granica X"Y" cienia własnego na spodniej 
powierzchni śrubowej, na wierzchniej zaś odnośna granica leży 
blisko konturu rzutu pionowego i przypada w cieniu, rzuconym 
przez śrubę na samą siebie, nie została ona przeto wcale wy­
kreśloną.

Śruba o pi ofllu 
ostrym.
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Co się tyczy cienia, rzuconego przez śrubę na samą. siebie, 
to granica jego składa się z cienia, rzuconego na wierzchnią po­
wierzchnię śrubową przez granicę cienia własnego oraz przez 
linię śrubową zewnętrzną; punkty granicy znajdujemy przy po­
mocy cieni poziomych sposobem zwykłym (cień, rzucony przez

Geometry a wykreślna. 15

Figura 133 podaje jeszcze cień, rzucony przez śrubę na pła­
szczyznę poziomą rzutu; wykreślenie tego cienia nie przedstawia 
żadnych zasadniczych trudności.
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linię a na linię b, leży na promieniu światła, przechodzącym przez 
punkt przecięcia się cieni poziomych linij a i b). Na figurze linia 
XZ jest cieniem, rzuconym przez linię XY, oraz przez część linii 
śrubowej zewnętrznej; linia UVW jest cieniem, rzuconym przez 
dwie dolne krawędzie główki; w szczególności, punkt V jest cie­
niem wierzchołka E.

155. Zakończmy paragraf niniejszy przedstawie­
niem w rzutach mutry dla śruby o profilu ostrym.

Mutra dla śruby 
o profilu ostrym.
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fig. 134.

Niech mutra (fig. 134) ma zewnątrz kształt graniastosłupa 
sześciokątnego foremnego; podstawa graniastosłupa niech znajdu­
je się na płaszczyźnie poziomej rzutu, a jedna ze ścian niech bę­
dzie równoległa do płaszczyzny pionowej rzutu; wysokość mutry
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mech będzie równa podwójnej wysokości kroku śruby. Wyobraź­
my sobie, że mutra została przecięta na dwie części płaszczyzną, 
przechodzącą przez oś śruby i równoległą do płaszczyzny piono­
wej (płaszczyzną południka głównego), oraz, że przednia połowa 
została usunięta dla uwidocznienia wnętrza mutry. Kierunek 
promieni światła zakładamy, jak w artykule poprzednim.

Wykreślenie rzutów i konturów powierzchni wewnętrznej 
mutry jest identyczne z odnośnemi wykreśleniami artykułu po­
przedniego. Przekroje mutry płaszczyznami podstaw ograniczo­
ne są wewnątrz spiralnemi Archimedesa (artykuł 151) CD i FGr. 
Granica cienia własnego wewnętrznej powierzchni mutry składa 
się z odnośnych granic na obydwóch powierzchniach śrubowych 
i wykreśla się zupełnie tak samo, jak przy śrubach. Cień, rzucony 
na powierzchnię wewnętrzną mutry, ograniczony jest przez cienie 
wewnętrznej krawędzi s, oraz kantów przekroju mutry płaszczy­
zną południka; dla wykreślenia punktów cieni tych linij posiłku­
jemy się, jak zwykle, ich cieniami poziomemi.

§ 5. Powierzchnie w rzucie topograficznym.
156. Do oznaczania kształtu części powierzchni 

ziemi używa się w topografii umyślna metoda rzutów, 
polegająca na tem, że położenie punktu w przestrzeni określa się 
przez rzut (prostokątny) na pewną stałą płaszczyznę poziomą 
z oznaczeniem odległości pionowej od tej płaszczyzny; odległość 
ta uważana jest jako dodatnia albo ujemna, w zależności od te­
go, czy punkt znajduje się nad płaszczyzną rzutu, czy też pod 
nią. Taki system rzutu nazywamy rzutem topograficznym. 
W zasadzie można każdą powierzchnię przedstawić i badać w rzu­
cie topograficznym, praktyczną atoli wartość posiada ten rzut 
jedynie w topografii, dlatego też zajmiemy się wyłącznie zasto­
sowaniami tego rzutu do przedstawienia kształtu części powierz­
chni ziemi.

Rzut
topograficzny.

157. Nazywać będziemy powierzchnią topo­
graficzną taki obszar powierzchni ziemi, iż bez wy­

raźnego błędu uwrażać możemy piony we wszystkich jego pun­
ktach za równoległe. Gdy wyobrazimy sobie kulistą powierzch-

Powicrzchnia
topograficzna.
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nię oceanu, przedłużoną, poprzez lądy, to część tej powierzchni, 
odpowiadającą powierzchni topograficznej, uważać będziemy mo­
gli za płaską i tę idealną powierzchnię oceanu przyjmiemy za 
płaszczyznę rzutu. Dla przedstawienia kształtu powierzchni to­
pograficznej przecinamy ją układem płaszczyzn poziomych, po­
prowadzonych w równych od siebie odległościach, np. 1-go metra
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fig. 135.

Linie poziomu. ^o którego to układu należy także płaszczyzna rzutu); 
linie przecięcia powierzchni temi płaszczyznami nazywamy jej 
liniami poziomu; w rzucie kształt tych linij zostaje zacho­
wany. Rzuty układu linij poziomu z oznaczeniem przy każdym
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wysokości odnośnej linii dadzą, nam obraz powierzchni topografi­
cznej; obraz ten będzie tern wyraźniejszy, im mniejszy jest od­
stęp między dwiema kolejnemi płaszczyznami poziomemi. Figu­
ra 135 daje nam przykład rzutu powierzchni topograficznej; do 
podobnego rysunku dołącza się zwykle skala.

Poprowadźmy na powierzchni topograficznej do- 
największego wolną linię, przecinającą pod kątem prostym wszystkie

linie poziomu; gdy w pewnym punkcie tej linii popro­
wadzimy styczną do niej i płaszczyznę styczną do powierzchni, 
to prosta styczna będzie oczywiście prostopadła do śladu płasz­
czyzny stycznej na płaszczyźnie rzutu, a więc będzie prostą naj­
większego spadku (art. 40) płaszczyzny stycznej. Widzimy stąd, 
że poprowadzona jak wyżej linia ma w każdym punkcie większe 
nachylenie do płaszczyzny rzutu, niż wszelka inna, przechodząca 
przez ten punkt linia na powierzchni; na tej zasadzie nazywamy 
linię na powierzchni, przecinającą wszystkie linie poziomu pod 
kątem prostym, linią największego spadku tej powierzchni. 
Kąt prosty, utworzony przez styczne do przechodzących przez 
pewien punkt linii poziomu i linii największego spadku, rzuca 
się oczywiście również, jako kąt prosty (art. 22); stąd wynika, 
że w rzucie linie poziomu i linie największego spadku przecinają 
się również pod kątem prostym.

Woda, płynąca w postaci strumienia na powierzchni ziemi, 
w początku ruchu przyjmuje kierunek linii największego spadku; 
w dalszym ruchu dąży ona do zachowania kierunku tej linii, 
zbacza zaś z tej drogi pod wpływem bezwładności; wpływ ten 
jest tern słabszy, im ruch wolniejszy.

Przyjrzyjmy się bliżej dwom kategoryom linij wskazanych 
na powierzchni topograficznej.

Linie poziomu są zawsze zamknięte; sprowadzają się one nie­
kiedy do oddzielnego punktu: ma to mianowicie miejsce w punkcie, 
wyższym od wszystkich otaczających go punktów (jak punkt G 
na fig. 135), oraz w punkcie, niższym od wszystkich punktów 

sąsiednich); punkty pierwszego rodzaju nazywać będzie-
Punkty szcze- ° 1 r . J ° 0 . J *
solne napow. my punktami wierzchołkowymi albo szczyto-
topograficzuej . . . . . .wemi, drugiego rodzaju — punktami zagłębienia. 
Niech pewna płaszczyzna pozioma przecina dwa pagórki powierz­
chni topograficznej podług dwóch oddzielnych linij poziomu (jak 
np. na fig. 135 płaszczyzna linij 290). Gdy brać będziemy płasz­
czyzny poziome coraz niższe, to oddzielne dwie linie poziomu 
zbliżą się i przejdą wreszcie w jednę (260), ale otrzymamy przy
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tera przejściu jako formę graniczną, przy pewnem położeniu 
płaszczyzny poziomej, jednę linię poziomu z punktem podwójnym 
(linia 265); ten punkt powierzchni, ze względu na kształt tej 
ostatniej w jego okolicy, nazywamy punktem siodłowym 
(na fig. 135 punkt J). Punkty wierzchołkowe, punkty zagłębienia 
i punkty siodłowe są jedynemi punktami powierzchni, w których 
płaszczyzna styczna do tej ostatniej jest pozioma. Linie poziomu 
w ogólności nie mają punktów osobliwych innych, jak punkty 
podwójne (siodłowe); jedynie osobliwy punkt linii poziomu może 
być, gdy powierzchnia ma punkt osobliwy w kształcie ostrego 
wydrążenia lub wystającego ostrza, albo też może być punkt 
osobliwy linii poziomu na ostrej krawędzi powierzchni, a więc 
albo na wystającym ostrym kancie, albo na ostrem wyżłobieniu 
w kształcie rowu.

Wyróżniają się dwa szczególne rodzaje linij naj­
większego spadku: t. zw. linia grzbietowa albo 

wododziałowa, oraz linia dolinowa; wszystkie punkty 
pierwszej linii leżą wyżej, a wszystkie punkty drugiej — niżej, 
niż punkty sąsiednich linij największego spadku. Bez siły bez­
władności woda płynąca nie przecinałaby linii grzbietowej ani 
dolinowej; płynąc blisko linii grzbietowej, woda oddala się od niej 
i spływa po zboczach do dwóch dolin; płynąc zaś w okolicy linii 
dolinowej, woda zbliża się do niej i zbiera się, tworząc strumień.

Przez każdy punkt powierzchni przechodzi w ogólności je­
dna tylko linia największego spadku; wyjątki stanowią punkty 
szczególne; a więc: przez punkt wierzchołkowy i punkt zagłębie­
nia przechodzi nieskończenie wiele linij największego spadku, 
mianowicie we wszystkich kierunkach; przez punkt siodłowy 
przechodzą dwie linie największego spadku, mianowicie linia 
grzbietowa i linia dolinowa; wreszcie przez każdy punkt ostrej 
krawędzi przechodzą trzy linie największego spadku, mianowicie 
sama krawędź i po jednej linii na każdem zboczu, przylegającem 
do tej krawędzi.

Z powyższego widzimy, że nie każde dwa układy linij, prze­
cinających się wzajemnie prostokątnie, uważać możemy, jako 
rzuty linij poziomu i linij największego spadku, albowiem rzuty 
linij poziomu są liniami zamkniętemi, nie przecinającemi się wza­
jemnie i posiadającemi najwyżej punkty dwukrotne, natomiast 
rzuty linij największego spadku są w ogólności liniami nie zam­
kniętemi i posiadają punkty, przez które przechodzi nieskończenie 
wiele tych linij.

Linia grzbietowa 
i dolinowa.
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Rozważmy ważniejsze konstrukcye w rzucie topograficznym.

158. Położenie prostej w przestrzeni jest wyzna­
czone przez rzuty topograficzne dwóch jej punktów.

Gdy na rzucie prostej oznaczone są punkty, których 
wysokości odpowiadają kolejnym liczbom całkowitym, to mówi­
my, że prosta jest unormowana; odległość między dwoma 
kolejnemi z tych punktów nazywa się interwalem prostej.

Położenie płaszczyzny pochyłej wyznacza się przez 
rzut unormowany jej prostej największego spadku, któ­

ry to rzut w takim wypadku nazywa się skalą spadku płasz­
czyzny i kreśli się linią podwójną. Proste, prostopadłe do skali 
spadku, są rzutami linij poziomu danej płaszczyzny.

159. Linię przekroju powierzchni topograficznej 
topograficznej, płaszczyzną pionową wykreślimy z łatwością, gdy wy­
konamy kład tej płaszczyzny na jakąkolwiek płaszczyznę po­
ziomą; gdy bowiem przez a oznaczymy ślad płaszczyzny danej 
na płaszczyźnie kładu, to punkty przecięcia linii a i linij poziomu 
będą rzutami na a punktów przecięcia tychże linij poziomu pła­
szczyzną daną, a wysokości tych linij poziomu dadzą nam odno­
śne odległości punktów przecięcia od prostej a.

Ażeby przeciąć powierzchnię topograficzną płaszczyzną po­
chyłą dowolną, przecinamy każdą linię poziomu powierzchni pro­
stą poziomu płaszczyzny, leżącą na tej samej wysokości; punkt 
przecięcia, oznaczony tą samą wysokością, jest rzutem topografi­
cznym odnośnego punktu linii przekroju.

160. Spadzistość linii, nakreślonej na powierzchni 
topograficznej, w pewnym punkcie mierzy się styczną

trygonometryczną kąta nachylenia stycznej w tym punkcie do 
linii danej względem płaszczyzny poziomej. Jeżeli linia posiada 
wszędzie jednakową spadzistość a, to rzuty odcinków tej linii, 
zawartych między dwiema liniami poziomu, są równe i mają

7YIdługość —, gdzie m oznacza stałą odległość między płaszczyzna­
mi dwóch kolejnych linij poziomu.

Przez punkt dany P poprowadzić linię o danej 
stałej spadzistości a. Jeżeli punkt leży na linii poziomu, 
to z tego punktu, jako ze środka, zakreślamy luk koła o pro-

lYbmieniu — ; gdy luk ten przetnie najbliższą linię poziomu (w rzu­
cie) w punkcie Q, to tym samym promieniem zakreślamy koło

Położenie prostej 
w przestrzeni. 

Prosta unormo­
wana.

Położenie
płaszczyzny.

Przekrój płaski 
powierzchni

Spadzistość linii 
na powierzchni.
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z punktu Q, jako środka, otrzymamy punkt R na następnej linii 
poziomu, i t. d. Linia PQR.... będzie żądaną. Jeżeli zaś punkt 
P nie leży na linii poziomu, to odcinki linii żądanej, zawarte 
między punktem P i sąsiedniemi liniami poziomu, mają się do 
siebie, jak najkrótsze odległości punktu P od tychże linij poziomu.

y/f

fig. 136.

Dane dwa punkty Pi Q połączyć linią o stałej 
spadzistości (fig. 136). Przedewszystkiem musimy wykreślić' 
długość odcinka linii żądanej, zawartego między dwiema kolej- 
nemi liniami poziomu (interwal); niech różnica wysokości pun­
któw P i Q będzie h, a odległość prostoliniowa PQ — d, wtedy’

ddługość szukana będzie cokolwiek większa od y-; po kilku pró­
bach uda nam się poprowadzić — według zagadnienia poprzednie­
go — przez punkt P dwie linie spadzistości stałej, między które- 
mi leżeć będzie punkt $; z łatwością wtedy wykreślimy takąż 
linię, przechodzącą przez punkt Q.

ĆWICZENIA.

221) Powierzchnia prostoliniowa dana jest przez trzy kierujące 
jakiekolwiek; wykreślić położenie tworzącej, przechodzącej przez pewien 
punkt, dany na jednej z kierujących.

222) Dwie linie kierujące wyznaczają powierzchnię prostoliniową 
rozwijalną; wykreślić położenie tworzącej, przechodzącej przez pewien 
punkt, dany na jednej z kierujących.
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223) Wykreślić cienie powierzchni wężownicy.
224) Wykreślić rzuty (i cienie) powierzchni śrubowej, utworzonej 

ruchem koła, którego środek opisuje linię śrubową, gdy płaszczyzna jego 
pozostaje prostopadłą do osi tej linii. (W architekturze spotykają się 
filary, mające kształt podobnej powierzchni śrubowej, przyczem odle­
głość stała środka koła tworzącego od osi powierzchni wynosi około poło­
wy promienia koła, a wysokość kroku wynosi prawie dwukrotną śre­
dnicę koła).

225) Wykreślić punkty, w których prosta dana przecina daną 
powierzchnię śrubową rozwijalną.

226) Do linii śrubowej danej poprowadzić styczne, przecinające 
prostą daną.

227) Przez punkt dany poprowadzić płaszczyznę styczną do danej 
powierzchni śrubowej rozwijalnej.

228) Wykreślić płaszczyznę, równoległą do prostej danej i stycz­
ną do danej powierzchni śrubowej rozwijalnej.

229) Wykreślić przekrój powierzchni śrubowej rozwijalnej płasz­
czyzną, równoległą do jej osi (trzy przypadki: płaszczyzna przecina, 
krawędź zwrotu powierzchni, dotyka jej lub nie ma z nią punktów 
wspólnych).

230) Dane są dwa koła spółśrodkowe, jako rzuty poziome 
cwóch linij śrubowych o wspólnej osi pionowej, równej wysokości kroku 
i jednakowym zwrocie; na każdem z tych kół dany jest punkt, jako ślad 
poziomy odnośnej linii śrubowej; wyznuczyć powierzchnię śrubową roz­
wijalną, zawierającą obie linie śrubowe (zadanie 01iviera*).

231) Wykreślić przekrój powierzchni śrubowej prostokątnej pła­
szczyzną dowolnie daną.

232) Wykreślić rzuty i cienie powierzchni śrubowej otwartej: 
prostokątnej i ukośnej.

233) Wykreślić rzuty śruby, której profil składa się z dwóch 
kwadratów o boku, równym ćwierci wysokości kroku, oddzielonych od 
siebie luką o takiejźe długości.

234) Wykreślić rzuty śruby, której profil składa się z dwóch 
równych trójkątów równoramiennych o podstawie, równej połowie wyso­
kości kroku.

235) Przedstawić w rzutach mutrę dla śruby o profilu płaskim, 
(art. 153) i wykreślić cienie tej mutry.

*) Developpements de Geometrie descrip. 1843.
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236) Oznaczyć w rzucie topograficznym prostą przecięcia się 
dwóch płaszczyzn danych.

237) Wykreślić w rzucie topograficznym punkt przecięcia się 
prostej i płaszczyzny danych.

238) Przedstawić w rzucie topograficznym płaszczyznę styczną 
do powierzchni topograficznej w punkcie danym.



ROZDZIAŁ VIII.

TEORYA PERSPEKTYWY.

§ 1. Pojęcia zasadnicze.
161. Mając rzuty prostokątne jakiegokolwiek przed­

miotu, możemy z tychże odczytać dane dokładne co do 
położenia przedmiotu w przestrzeni, jego rozmiarów i postaci. 
Wszakże do podmiotowego wyobrażenia o postaci przedmiotu 
dojść możemy jedynie drogą abstrakcyi, tworząc sobie z danych 
rzutów punktów i linij przy pomocy siły wyobraźni geometrycz­
nej pojęcie o położeniu tych elementów w przestrzeni; bezpośre­
dniego wrażenia przedmiotu, podobnego do tego, jakie otrzymu­
jemy, patrząc na przedmiot w naturze, albo na poprawnie wy­
konany obraz malarski, rzuty prostokątne nam nie dadzą. Zastą­
pienie tego braku jest zadaniem teoryi perspektywy. Oto 
na czem polega jej istota.

Zadanie teoryi 
perspektywy

Każdy punkt przedmiotu wysyła do oka promień; 
promienie te na siatkówce wywołują obraz przedmiotu. 

Umieśćmy pomiędzy okiem a przedmiotem płaszczyznę przezro­
czystą; każdy promień przetnie ją w punkcie, będącym rzutem 
odnośnego punktu przedmiotu, ze środka oka na tę płaszczyznę. 
Gdybyśmy rysunek ten utrwalili i odpowiednio ukolorowali oraz 
pocieniowali, to, umieszczając go przed okiem, otrzymalibyśmy 
wrażenie, prawie takie same, jakie wywołuje przedmiot w natu­
rze. Rysunek powyższy zwiemy obrazem albo rysunkiem per­
spektywicznym przedmiotu; widzimy, że rysunek ten jest

Istota teoryi 
perspektywy.
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tern, co podług rozdziału I-go nazwalibyśmy rzutem przedmiotu 
ze środka oka na pewną płaszczyznę. Teorya perspektywy uczyr 
jak wykonać rysunek perspektywiczny przdmiotu, gdy ostatni 
dany jest przez rzuty prostokątne (lub przez równoważne im po­
miary bezpośrednie długości i kątów); tak pojętą perspektywę 
nazywają niekiedy perspektywą liniową, dla odróżnienia 
od perspektywy barw, mającej za przedmiot zasady ubar­
wienia rysunku perspektywicznego, perspektywy światło­
cienia, badającej zasady cieniowania tychże rysunków, oraz 
perspektywy powietrznej, zajmującej się badaniem wpły­
wu powietrza na barwy i oświetlenie przedmiotów. Przedmiotem 
naszego wykładu jest perspektywa liniowa, oraz w głównych za­
rysach perspektywa światłocienia *).

1G2. Obieramy stałą płaszczyznę poziomą Pi} t. zw. 
płaszczyznę podstawową, i wyobrażamy sobie, że punkty 
przedmiotu znajdują się na niej i nad nią. Płaszczyznę ob­
razu P obieramy zawsze pionowo (a to w celu, aby obrazy pro­
stych pionowych były również prostemi pionowemi, oko bowiem 
jest nader wrażliwe na odstępstwa na rysunku od kierunku pio­
nowego linij, które w naturze są pionowemi). Prostą g przecięcia 
się płaszczyzn P i Pt nazywać będziemy prostą podstawową. 
Położenie oka wyobrażamy sobie nad płaszczyzną Pi i przed pła­
szczyzną P, oznaczać będziemy ten punkt przestrzeni literą O 
i nazywać go punktem ocznym, albo poprostu okiem. Rzut 
prostokątny A punktu ocznego na płaszczyznę obrazu nazywamy 
punktem głównym, odległość O A — oddaleniem; koło, 
zakreślone na płaszczyźnie obrazu ze środka A promieniem OAy 
nazywamy kołem oddalenia.

Przez oko przesuwamy jeszcze dwie płaszczyzny pomocniczer 
równoległą do płaszczyzny obrazu oraz równoległą do płaszczy­
zny podstawowej; pierwszą, dJa analogii z art. 2, nazywamy 
płaszczy z ną zniknienia, drugą nazywać będziemy płasz­
czyzną poziomu. Prostą przecięcia płaszczyzny poziomu 
i płaszczyzny obrazu nazywać będziemy prostą poziomu 
i oznaczać przez h. Oczywiście prosta poziomu przechodzi przez

Określenia.

*) Niektórzy autorowie badają perspektywę liniową z innego jeszcze, różnego 
od wyżej podanego, punktu widzenia, uważając ją, jako samoistną metodę oznaczania 
położenia figur w przestrzeni,—metodę, nie dopełniającą systemu rzutów prostokątnych, 
ale równoważną mu. W tem rozumieniu nazywają oni perspektywę liniową perspe­
ktywą czystą, nadając tej, którą my określiliśmy i którą się zajmować będziemy, 
miano perspektywy stosowanej.
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punkt główny, jest równoległa do prostej podstawowej g i odle­
gła od niej na taką, samą długość, jak oko od płaszczyzny Pt. 
Punkty koła oddalenia, leżące na prostej li, nazywamy punkta­
mi oddalenia.

163. Z określenia perspektywy, jako rzutu środkowego, prze- 
dewszystkiem wnioskujemy, że obrazem punktu jest punkt — 
mianowicie rzut punktu danego ze środka O na płaszczyznę P,— 
a obrazem prostej w ogólności — prosta, mianowicie rzut prostej 
danej ze środka O na płaszczyznę obrazu; powiedzieliśmy: w ogól­
ności, albowiem w szczególnym przypadku, gdy prosta przecho­
dzi przez oko O, jej obrazem jest punkt. Każdy punkt i każda 
prosta mają obraz w zupełności określony, odwrotnie zaś obraz 
nie określa dostatecznie położenia punktu lub prostej; zobaczymy 
później, jakiemi danemi uzupełniać należy obraz punktu lub pro­
stej, ażeby takowe były w przestrzeni zupełnie określone.

164. Punkt, w którym prosta przebija płaszczyznę obrazu, na­
zywa się śladem tej prostej, a prosta, podług której płaszczyzna 
przecina płaszczyznę obrazu — śladem płaszczyzny danej. Gdy 
prosta znajduje się na płaszczyźnie, to ślad tej prostej leży na 
śladzie tej płaszczyzny (lecz nie zawsze odwrotnie).

165. Ślad prostej, poprowadzonej przez oko równolegle do 
prostej danej, nazywa się zbiegiem tej ostatniej; jest on obra­
zem nieskończenie dalekiego punktu tej prostej. Wszystkie pro­
ste, równoległe do jednego kierunku, mają ten sam zbieg na 
płaszczyźnie obrazu; obrazy prostych równoległych nie są zatem 
równoległe, ale przecinają się we wspólnym zbiegu. Gdy prosta 
przechodzi przez oko, to i ej ślad jest zarazem jej zbiegiem 
i obrazem.

Ślad płaszczyzny, poprowadzonej przez oko równolegle do 
płaszczyzny danej, nazywa się zbiegiem tej ostatniej; jest on 
obrazem prostej, nieskończenie odległej na tej płaszczyźnie. 
Płaszczyzny równolegle mają zbieg wspólny. Ślad i zbieg płasz­
czyzny są zawsze do siebie równoległe; w szczególności, gdy 
płaszczyzna przechodzi przez oko, jej ślad jest zarazem jej 
zbiegiem. Gdy prosta leży na płaszczyźnie, lub ogólniej: gdy 
jest do niej równoległą, to zbieg prostej leży na zbiegu pła­
szczyzny. Odwrotnie, z tego, że zbieg prostej leży na zbiegu 
płaszczyzny, wnioskować możemy, że prosta jest równoległa do 
płaszczyzny. Prosta poziomu jest wspólnym zbiegiem wszystkich 
płaszczyzn poziomych; punkty zbiegu wszystkich prostych pozio­
mych leżą na prostej poziomu; w szczególności proste równoległe



238 Teorya perspektywy.•5—

do prostej podstawowej mają, zbieg w nieskończenie dalekim 
punkcie prostej li (obrazy przeto tych prostych pozostają, równo- 
ległemi do nich samych); punkt główny jest wspólnym zbiegiem 
prostych, prostopadłych do płaszczyzny obrazu; punkty zbiegu 
prostych, nachylonych do płaszczyzny obrazu pod kątem 45°, są 
punktami koła oddalenia; w szczególności te z nich, które są 
równoległe do płaszczyzny podstawowej, mają zbieg w punktach 
oddalenia.

166. Jak wyżej zaznaczyliśmy (art. 163), ani po- 
płaszczyzny. łojenie punktu, ani prostej w przestrzeni nie jest okre­

ślone przez ich obrazy. Gdy natomiast na obrazie prostej g wska­
zane będą jej ślad G i zbieg Gx, wówczas położenie prostej 
będzie w zupełności wyznaczone; rzeczywiście prosta ta przechodzi 
przez punkt G i jest równoległa do OGa0. Dla oznaczenia poło­
żenia punktu w przestrzeni można, oprócz obrazu tego punktu, 
podać ślad i zbieg dowolnej prostej, przechodzącej przez ten punkt. 
Niekiedy oznacza się położenie punktu za pomocą jego obrazu 
wraz z obrazem jego rzutu prostokątnego na płaszczyznę podsta­
wową. Zauważymy jeszcze, że położenie płaszczyzny w przestrze­
ni w zupełności wyznaczają jej ślad i zbieg.

167. Przedmiot, którego perspektywę kreślić chce- 
my, wyobrażamy sobie, jako umieszczony za płaszczy- 

wowpffpłasz- zn% obrazu i dany nam przez rzuty prostokątne; za 
płaszczyznę poziomą rzutu obieramy zawsze płaszczy­

znę podstawową, co się zaś tyczy płaszczyzny pionowej rzutu, 
to przy przedmiotach, mających np. kształty architektoniczne, 
a więc uwydatnione kierunki ścian wzajemnie prostopadłych, obie­
ramy zazwyczaj płaszczyznę rzutu równolegle do jednej z tych 
ścian; gdy płaszczyzna rzutu pionowego Pz jest równoległa do 
płaszczyzny obrazu, to zamiast dwóch różnych obieramy popro- 
stu jednę płaszczyznę P; w przeciwnym razie mamy płaszczyznę 
P2 różną od P i wówczas nazywamy, jak dawniej, prostą prze­
cięcia się płaszczyzn Pz i Pt przez x, nadto oznaczamy przez z 
prostą przecięcia się płaszczyzn PZ\P'\ przez y — prostą, pro­
stopadłą do P2 i przechodzącą przez punkt wspólny prostych z, x 
(i g). Płaszczyzny rzutu muszą być sprowadzone do płaszczyzny 

obrazu. Płaszczyznę poziomą rzutu kładziemy na pła- 
rzutu na płasz- szczyznę obrazu przez obrót około prostej g: przyczem 

obrót ten wykonywamy w takim kierunku, aby tylna 
część płaszczyzny Pi} t. j. ta, na której istotnie leżą rzuty poziome

Położenie pun­
ktu, prostej i

Położenie wza­
jemne przedmio­
tu, płaszczyzny 
obrazu, płasz­

czyzn rzutu.
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przedmiotu, przypadła po kładzie pod prostą g\ część płaszczyzny 
P, znajdującą się nad prostą g, rezerwujemy dla rysunku perspe­
ktywicznego; ten kierunek kładu płaszczyzny Px jest wprost od­
wrotny od tego, który stosowaliśmy przy metodzie zasadniczej 
rzutów prostokątnych w geometryi wykreślnej (art. 31).

Płaszczyznę P2, o ile ona jest różna od płaszczyzny P, kła­
dziemy na tę ostatnią przez obrót około prostej z, obierając kie­
runek obrotu tak, aby o ile można nie zagmatwać rysunku per­
spektywicznego.

Kładąc płaszczyznę Px na płaszczyznę P1 jednocześnie kła­
dziemy na tę ostatnią również płaszczyznę poziomu, obracając 
ją około prostej li zupełnie tak samo, jak płaszczyzna Px obraca 
się około prostej g. Wskutek tego obrotu płaszczyzny pozio­
mu punkt oczny O, znajdujący się na tej płaszczyźnie, zajmie 
położenie 00 na płaszczyźnie P, będące końcem skierowanego 
w górę promienia pionowego koła oddalenia; punkt 00, nadzwy­

czaj ważny przy konstrukcyacli perspektywicznych, na­
zywać będziemy kładem oka na płaszczyźnie obrazu. 

Rzuty będziemy oznaczali po kładzie na P temi samemi literami, 
jak przed kładem; punkty zaś obrazu perspektywicznego tak sa­
mo, jak odnośne punkty w przestrzeni, albo z dodatkiem wskaź­
nika (t). Kład rzutu poziomego oka O', jako punktu, leżącego 
na przedniej części płaszczyzny Px, wypadnie nad prostą g, a mia­
nowicie na prostej 00A w odległości od g, równej oddaleniu (lub, 
co na jedno wychodzi, w odległości od 00, równej odległości 
między g i h).

Kład oka.

108. Zatrzymajmy się jeszcze nieco nad przypad­
kiem, kiedy płaszczyzny P2 i P są różne. Zbiegi pro­

stych x i y oznaczmy przez XOQ i Y^; punkty te leżą oczywiście 
na prostej h. Ażeby je znaleść, zauważmy, że proste OXco i OY^ 
są odpowiednio równoległe do prostych x i y; po kładzie płasz­
czyzny podstawowej i płaszczyzny poziomu na płaszczyznę obra­
zu równoległość ta nie zostaje naruszoną; a więc otrzymamy 
punkty Xco i Y^, przecinając prostą li prostemi, poprowadzonemi 
z 00 równolegle do kładów x i y. Prosta z^, poprowadzona przez 
Xco prostopadle do g (równolegle do z), jest zbiegiem płaszczyzny 

P2. Niekiedy potrzebny bywa jeszcze kład rzutu piono­
wego oka O". Rzut pionowy oka znajduje się na tej 

samej odległości od płaszczyzny Px, co samo oko, stąd kład On 
leży na prostej h. Odległość punktu O" od osi z przed kładem

Zbieg osi cc i y.

Kład rzutu 
pionowego oka
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równa jest odległości punktu O' od osi y\ wskutek kładu wszakże 
odległości te się nie zmieniają, a zatem otrzymamy kład O", od­
cinając na prostej h od osi z odcinek, równy odległości punktu 
O1 od osi y.

§ 2. Wykreślenia zasadnicze.
169. Wykreślić perspektywę prostej, danej przez

rzut y.
Otrzymamy prostą żądaną, łącząc perspektywy 

jakichkolwiek dwóch punktów prostej danej; za takie 
dwa punkty obieramy, jako najdogodniejsze, ślad prostej i jej 
punkt nieskończenie daleki. Pierwszy z tych punktów, będący za­
razem swoją perspektywą, wykreślimy zwykłym sposobem; roz­
patrzymy zatem konstrukcyę perspektywy drugiego punktu, t. j. 
zbiegu prostej danej. Musimy oddzielnie rozważyć dwa przypad­
ki: kiedy płaszczyzny P i P2 są identyczne i kiedy są różne; 
zaczynamy od pierwszego.

Perspektywa
prostej.

Oznaczmy przez i promień, popro­
wadzony przez oko równolegle do pro­
stej danej (fig. 137); punkt żądany jest 
oczywiście śladem tej prostej i na płasz­
czyźnie obrazu. Rzuty i', i" otrzymuje­
my, prowadząc przez O' względnie przez 
A (t.j. przez rzuty oka) proste, równoległe 
do odpowiednich rzutów prostej danej; 
następnie przez punkt przecięcia pro­
stych i' i g prowadzimy do tej ostatniej 
prostopadłą, która przetnie prostą i" 
wr punkcie Jx żądanym.

170. Niech teraz płaszczyzny P i P2 nie schodzą się razem. 
Wykreślamy przedewszystkiem podług art. 168 punkty Xo0: 
oraz prostą z^. Uważamy prostą daną m, jako przecięcie płasz­
czyzn, rzucających ją na P2, względnie na /fi; zbieg M^ tej pro­
stej otrzymamy, jako punkt przecięcia linij zbiegu tych dwóch 
płaszczyzn. Linia zbiegu pierwszej z tych płaszczyzn łączy zbieg 
prostej m" ze zbiegiem prostych, prostopadłych do P2\ punktem 
ostatnim jest punkt 7^, pierwszy zaś otrzymujemy przy po-

\ i
/

\
y\ AA |\. \I /t

*9

fig. 137.
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mocy następującego rozumowania. Zbieg Mprostej m" leży 
oczywiście na zbiegu z^ płaszczyzny P2- przed kładem płaszczy­
zny P2 na P proste m" i OMsą równoległe; gdy płaszczyznę 
Psposobem wiadomym przez obrót około z położymy na płasz­
czyznę P, a płaszczyznę 0#x przez obrót około z^ położymy 
również na P, to, oznaczając położenie punktu 0 po kładzie 
przez 0°, spostrzeżemy, że po kładzie proste O^M"^ i m" okażą 
się także równoległemi; punkt 0° wykreślimy bez trudu, poczem 
otrzymamy punkt jako punkt przecięcia prostej z^ z pro­
stą, poprowadzoną przez 0° równolegle do m". Prosta Y^M"^ 
będzie zbiegiem płaszczyzny, rzucającej Ąm na P2. Przechodząc 
do zbiegu płaszczyzny, rzucającej m na P1} widzimy, że jest on 
prostą pionową, poprowadzoną przez zbieg prostej m'; punkt 
M'oo jest punktem przecięcia prostej li i równoległej do m', popro­
wadzonej przez 00. Tą drogą otrzymamy w końcu zbieg 
prostej M.

0o171. Wykreślić
perspektywę pun­
ktu, danego przez 
rzuty.

P”

Prowadzimy 
rzut poziomy 

0'P' promienia OP (figu­
ra 138); przez punkt prze­
cięcia 6r tego rzutu i pro­
stej g prowadzimy do tej 
ostatniej prostopadłą, któ­
ra przedstawia oczywiście 
ślad płaszczyzny piono­
wej, przechodzącej przez 
prostą OP, na płaszczy­
źnie obrazu; na tym śla­
dzie musi znajdować się 
obraz P1? który znaj duj e- 
my w przecięciu tego śla­
du z rzutem pionowym 
AP" prostej OP.

PPerspektywa
punktu.

O'

A
A

<7r;

p’
fig. 138.

Opiszemy jeszcze inną metodę wykreślenia punktu Px. Po­
prowadźmy przez rzut poziomy P' (fig. 139) dwie proste pomo-

Geometrya wykreślna. 16
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cnicze: prostopadłą do prostej g, oraz nachyloną do niej pod ką­
tem 45°; ich ślady N i M są punktami ich przecięcia z prostą g; 
punktami zbiegu tych prostych są odpowiednio punkt główny A 
i jeden z punktów oddalenia D\ obrazy zatem tych prostych są 
odpowiednio: NA i JfD; punkt przecięcia P\ tych obrazów jest 
obrazem punktu P'; prosta PP' ma w przestrzeni kierunek pio­
nowy, jej obrazem jest przeto prostopadła do g, poprowadzona 
przez P\\ na tej prostopadłej szukać musimy punktu Pt. Lecz 
punkt żądany Pt, jako przecięcie prostej OP z płaszczyzną obrazu, 
leżeć winien na rzucie prostej OP na tę płaszczyznę, gdy zaś 
rzutami odnośnemi punktów O i P są odpowiednio A i P", znaj­
dujemy punkt Pi w przecięciu prostej AP" z prostopadłą, popro­
wadzoną do g przez P\.

P"

o0P, Ni
P.

A\Ah M»D A
&

W
M—9 Ni*

N

A P'
fig. 139. fig. 140.

172. Załóżmy teraz, że płaszczyzny P i P2 nie schodzą się
razem.

Przez P' (figura 140) prowadzimy w płaszczyźnie podstawo­
wej dowolną prostą pomocniczą m; jej śladem Al będzie punkt 
przecięcia z prostą g, jej zbiegiem — punkt przecięcia prostej 
h z prostą, poprowadzoną przez kład oka 00 równolegle do m (por. 
art. 170); prosta MM^ jest zatem perspektywą prostej m i na 
niej szukać winniśmy perspektywy P\ punktu P'; z drugiej stro­
ny, przed kładem płaszczyzny podstawowej i płaszczyzny pozio­
mu na płaszczyznę pionową punkt P\ był punktem przecięcia 
prostej OP' z płaszczyzną obrazu, podczas kładu zaś, jak łatwo jest 
widzieć, ów punkt przecięcia zostaje nieruchomy, przeto i po 
kładzie punkt}" 00, P\, P1 leżą na jednej prostej; tym sposobem



znajdziemy punkt P\, jako punkt przecięcia prostych MMtx 
i 00P'; prostopadła przez P\ do g jest obrazem prostej PP' i je- 
dnem miejscem geometrycznem punktu Pr. Poprowadźmy na­
stępnie przez punkt P drugą prostą pomocniczą, równoległą do 
prostej m\ jej zbiegiem będzie znowu punkt 31^, ślad zaś N 
znajdować się będzie na prostopadłej do g w punkcie 31, przy- 
czem długość odcinka 3fN równą będzie długości PP', t. j. odle­
głości punktu P od płaszczyzny Pt; długość tę potrafimy otrzy­
mać z rzutów punktu P; prosta M^N, jako obraz prostej, prze­
chodzącej przez punkt P, da nam drugie miejsce geometryczne 
punktu Plt

Opiszemy jeszcze jednę metodę wykreślenia punktu P,. Uwa­
żamy w tym celu punkt P jako punkt przecięcia prostych PP" 
i PP'; punkt Pt będzie wtedy punktem przecięcia obrazów tych 
prostych. Obraz prostej PP" jest 
śladem na płaszczyźnie obrazu pła­
szczyzny OPP"; niech K oznacza 
punkt przecięcia prostej z i śla­
du pionowego 0"P" tej płaszczy­
zny (figura 141), wówczas K należy 
do obrazu prostej PP"; ponieważ 
prosta ta jest prostopadła do płasz­
czyzny pionowej rzutu, przeto jej 
zbiegiem jest punkt (art. 168); 
prosta KY^ okazuje się tym spo­
sobem obrazem prostej PP". Obraz 
prostej pionowej PP', czyli ślad na 
płaszczyźnie obrazu płaszczyzny pio­
nowej 00'PP1 otrzymujemy, kreśląc 
prostopadłą do g przez punkt prze­
cięcia się 6r prostych g i 0'P' (por. 
art. 171, fig. 138); w przecięciu się 
tej prostopadłej z prostą Y^K znaj­
dujemy punkt żądany P4.

po
?

!

P"

Ii
Ki \ h•V

A 0”
\
\ XA 9
G\

\
\ \

\

fig. 141.

173. Umiejąc kreślić perspektywy punktów i linij prostych, 
potrafimy wykreślić perspektywę każdego przedmiotu, mając jego 
rzuty. Zaznaczyć wypada, że istnieją przyrządy, t. zw. perspe- 
kt o grafy, służące do mechanicznego kreślenia perspektywy 
z rzutów prostokątnych: gdy jeden sztyft przyrządu prowadzimy 
po rzucie poziomym, a drugi jednocześnie po rzucie pionowym,

§ 2. Wykreślenia zasadnicze. 243
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to ołówek mechanicznie kreśli na papierze perspektywę żądaną; 
ruchem sztyftu rzutu poziomego warunkuje się składowa ruchu 
drugiego sztyftu w kierunku osi rzutu, tak, że ten drugi sztyft 
ma jeszcze tylko swobodę ruchu w kierunku prostopadłym do 
osi rzutu, i przy używaniu przyrządu uważaó jedynie należy, aby 
sztyft ten nie zboczył z linii rzutu pionowego *).

Przejdźmy teraz do rozwiązania kilku ważniejszych zagad­
nień, tyczących się teoryi perspektywy.

§ 3. Rozwiązanie różnych zagadnień z teoryi 
perspektywy.

174. Rozpoczniemy od zagadnienia, które się często napo­
tyka, jako wykreślenie pomocnicze przy innych konstrukcyach.

Wykreślić położenie 
oka po kładzie około pe­
wnej prostej e, danej na 
płaszczyźnie obrazu.

Niech P (figura 142) 
oznacza spodek prostopadłej, 
spuszczonej z oka O na prostą e\ 
położenie kładu 00 otrzymamy, 
odcinając długość P00, równą 
OP, na prostopadłej do e w pun­
kcie P; długość zaś OP równa 
jest przeciwprostokątnej trój­
kąta, którego przyprostokątne- 
mi są AP i oddalenie d (AO).

0o

Kład oka.

d

fig. 142.

175. Wykreślić kład trójkąta, gdy dane są: jego 
perspektywa oraz ślad i zbieg jego płaszczyzny.

*) Pierwszy (według twórcy) perspektograf zbudowany został w 1883 r. przez 
Gr. Haucka, profesora politechniki Szarlotenburskiej; przyrząd ten udoskonalony 
został w 1891 r. przez E.Brauera, prof. politechniki w Karlsruhe. Opis ilustrowany 
tych przyrządów czytelnik znajdzie w dziele W. Dycka: Katalog mathematischer und 
raathematisch-physikalischer Modelle. Apparate und Instrumente. Monachium 1892. str. 
234 i nast.
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Niech perspektywą trójkąta PQR będzie trójkąt 
PiQiRi (hg- 143); prosta e niech będzie śladem jego 

płaszczyzny, a prosta e^ — jej zbiegiem. Punkty A, B, C, w któ­
rych boki trójkąta P^Pi przecinają prostą e, są śladami odno­
śnych boków trójkąta PQR, a punkty A^, B^, C^, w których 
te proste przecinają prostą e^, są zbiegami boków trójkąta PQR 
(art. 164: i 165). Gdy płaszczyznę trójkąta i płaszczyznę Oe^ po­
łożymy na płaszczyznę obrazu, obra­
cając pierwszą około prostej e, a dru­
gą około prostej e^, to, oznaczając 
kład oka przez 00, spostrzeżemy, 
że po kładzie proste O^A^, 00B^
00Cao będą równoległe odpowiednio 
do kładów odnośnych boków trój­
kąta (por. art. 170); gdy zatem po­
dług artykułu poprzedniego wykre­
ślimy kład oka 00, i poprowadzi­
my następnie proste 0^, 00B^:
Oo^oo,
ta PQR będą równoległemi do tych 
prostych, poprowadzonemi odpowie­
dnio przez punkty A, B, C.

Przykład: 
kład trójkąta.

aOo

Qo

\\
\A«,

U
e

7.BC A

7R0

wówczas boki kładu trójką-

fig. 143.

176. Wykreślić długość odcinka, danego przez 
perspektywę, oraz przez ślad i zbieg jego prostej.

Niech perspektywą odcinka PQ będzie odcinek 
PiQt (fig- 144); ślad i zbieg jego prostej g oznaczmy 

odpowiednio przez G i Go0. Prostą GG^ uważać możemy jako 
ślad na płaszczyźnie obrazu płaszczyzny, wyznaczonej przez oko 
O i prostą g\ wykonajmy kład tej płaszczyzny na płaszczyznę 
obrazu; kład oka 00 wykreślimy podług art. 174, kład zaś prostej 
g otrzymamy, prowadząc przez G równoległą do O^G^. Prosta 
OP przejdzie po kładzie w prostą 00P, punkt zaś Pt jej przecię­
cia z prostą GG^ pozostanie bez zmiany; stąd widzimy, że kład 
odcinka PQ otrzymuje się, jako rzut odcinka PXQX z punktu 00 
na kład prostej g.

Ta sama konstrukcya służy do rozwiązania zagadnienia 
stępującego: na obrazie prostej od danego na niej pun­
ktu Px odciąć odcinek PiQi, którego długość istotna 
PQ byłaby równa odcinkowi danemu.

Długość istotna 
odcinka.

na-
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Punkt 00 służyć może także do podzielenia odcinka 
PiQi na części, odpowiadające po działowi w naturze 
odcinka PQ na części równe. Na tej zasadzie punkt 00 

nazywa się punktem dzielenia prostej g. Jasną 
jest rzeczą, że punkt 00 nie jest jedynym punktem, 

mającym własność powyższą i rozwiązującym zagadnienia arty­
kułu niniejszego. Jakoż, gdy długość G^O^ równą stałej odle­
głości oka O od zbiegu G^ prostej, odetniemy od punktu G^

Punkty
dzielenia.

A \h

/jr ' Qi
GG~

Q

/

fig. 144.

na dowolnej prostej , poprowadzonej przez ten punkt, i gdy 
z końca tego odcinka, jako ze środka, rzucimy odcinek QiPi 
na prostą m, poprowadzoną przez G równolegle do to na
prostej m otrzymamy znowu odcinek, równy istotnej długości 
odcinka PQ. Tym sposobem widzimy, że każdy punkt koła, 
zakreślonego z punktu G^ promieniem G^ 00, przyjęty być 
może za punkt dzielenia, przyczem prostą, na której odcinają się 
długości istotne odcinków, prowadzimy przez G równolegle do 
odnośnego promienia owego koła.
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177. Podział odcinka w perspektywie na części 
równe wykonad się daje zresztą znacznie prościej bez 

uciekania się do punktu dzielenia. Niech trzeba będzie np. po­
dzielić odcinek PQ w perspektywie PiQi na trzy części równe; 
ćroo niech oznacza zbieg prostej PQ (fig. 145). Przez G^ i Pt 
poprowadźmy dwie równoległe i w kierunku dowolnym 
i uważajmy za zbieg pewnej płaszczyzny, zawierającej PQ> 
a nii — za obraz prostej m, poprowadzonej na tej płaszczyźnie 
przez punkt P równolegle do płaszczyzny obrazu. Wyobraźmy

Podział odcinka 
na części równe.

A<

/

%
/

/
Li

SC
Gao

A

4

e
fig. 145.

sobie na prostej rn odcięte od punktu P trzy odcinki jednakowej 
długości: PK = KL =. LM-, obrazy tych odcinków będą też ró­
wne. Gdy punkty podziału odcinka PQ oznaczymy przez R i S, 
to proste RK, SL i QM będą do siebie równoległe; ich obrazy 
przetną się zatem we wspólnym zbiegu, leżącym na prostej n 
Stąd otrzymujemy następującą konstrukcyę. Na prostej mt od 
punktu Pi odcinamy trzy dowolne, lecz równe odcinki: PiKu 
KiLi, LiMi\ prowadzimy prostą MxQXi która przetnie prostą n^ 
w pewnym punkcie W; proste NKi i NLt przetną prostą PiQt 
w punktach żądanych: Rt i Sv

oo •
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178. Zagadnienia art. 176 rozwiązują się nader 
łatwo w zastosowaniu do prostych pionowych. Niech 

np. trzeba będzie na obrazie pi prostej pionowej p odciąć od 
punktu Kt odcinek KrLu odpowiadający istotnemu odcinkowi 
KL o długości danej; niech Pt oznacza obraz śladu P pro­
stej p na płaszczyźnie podstawowej (figura 146). Wyobraźmy 
sobie przez punkty P, K, L poprowadzone w dowolnym kierun­
ku trzy proste poziome: m, n, ą, wzajemnie równoległe. Obrazy 
tych prostych przetną się we wspólnym zbiegu Mx na prostej h\ 
ich ślady zaś: M, N, Q leżeć będą na jednej prostej pionowej 
(śladzie płaszczyzny, wyznaczonej przez te trzy równoległe); przy- 
tem odcinki MN i NQ będą odpowiednio równe istotnym dłu-

Odcinki prostych 
pionowych.

P\ (h

L,

A
l, n,

P, IVP>,

■9M
fig. 146.

gościom odcinków PK i KL. Stąd otrzymujemy następującą 
konstrukcyę; przez punkt P, prowadzimy dowolną prostą 
przecinającą li i g odpowiednio w punktach Mx i Jf; prosta 
M^Kt niech przecina w N prostopadłą, poprowadzoną z M do g- 
daną długość odcinamy tedy na prostej MN od punktu N i ko­
niec odcinka łączymy prostą z punktem 1/^; ta prosta przetnie 
Pi w punkcie żądanym Ly.

170. Zdarzyć się może, że bądź punkt 00, bądź 
inne punkty, niezbędne przy konstrukcyi, wypadają po 

za obrębem rysunku; uciekamy się wówczas do t. zw. metody 
redukcyi. Gdy, nie zmieniając położenia oka ani przedmiotu, 
przesuniemy płaszczyznę obrazu równolegle do siebie bliżej ku 
oku, a więc w kierunku AO, to obraz, otrzymany na niej w no- 
wem położeniu, będzie figurą podobną i podobnie położoną do

Metoda reduk­
cyi.
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poprzedniego obrazu, przyczem punkt A, który swego położenia 
nie zmieni, będzie środkiem podobieństwa; rozmiary liniowe obra­
zu ulegną skróceniu (redukcyi) w stosunku zmniejszenia się od­
dalenia (odległości oka od płaszczyzny obrazu); każdy punkt 
obrazu przesunie się zatem po prostej, łączącej go z punktem A, 
tak, że odległość od tego ostatniego zmniejszy się w powyższym 
stosunku; każda prosta zbliży się w tym samym stosunku do 
punktu A, zachowując swój kierunek; kąty nie ulegną oczywi­
ście zmianie. Stopień redukcyi zależy od tego, o ile zmniejszy­
my oddalenie oka od płaszczyzny obrazu, co wyrażamy na ry­
sunku wyborem promienia koła oddalenia, zakreślonego z punktu 
A (art. 162); mamy w tym względzie zupełną swobodę, możemy 
zatem osiągnąć zawsze takie zmniejszenie skali rysunku, aby 
punkty, potrzebne do konstrukcyi, a zbyt oddalone, znalazły się 
po redukcyi w granicach rysunku. Jeżeli punkt M zajmie po 
redukcyi położenie M1} to> nazywamy M-1 zredukowanym 
punktem M\ podobnież mówimy o zredukowanych prostych, 
o zredukowanym kładzie oka, i t. p. Po wykończeniu konstruk­
cyi na zredukowanym rysunku przenosimy rezultat na rysunek 
pierwotny, o ile na tym ostatnim nie wypadnie on znowu po za 
obrębem rysunku.

Niekiedy bywa dogodniej przesunąć płaszczyznę obrazu ró­
wnolegle nie w kierunku AO, prostopadłym do niej, ale w innym 
kierunku, pochylonym względem niej; wtedy punkt A ulega re­
dukcyi, środkiem zaś podobieństwa jest wówczas punkt, w któ­
rym płaszczyznę obrazu przebija promień, poprowadzony przez 
oko równolegle do kierunku przesunięcia się tej płaszczyzny 
(t. j. punkt zbiegu tego kierunku).

180. Przy kreśleniu perspektywy jakiejkolwiek figury pła­
skiej, albo przy wykreślaniu kładu takiej figury, danej przez 
jej perspektywę, oraz ślad i zbieg jej płaszczyzny, pomocnem 
jest twierdzenie następujące:

Perspektywa figury płaskiej i jej kład 
spektywy^kładu na płaszczyznę obrazu są figurami kolinea-

cyjnemi; ślad płaszczyzny figury jest osią 
kolineacyi, a jej środkiem jest kład punktu ocznego 
około zbiegu płaszczyzny figury.

Twierdzenie powyższe jest parafrazą twierdzenia art. 30-go 
i oddzielnego dowodzenia nie wymaga.

181. Zastosujemy twierdzenie przytoczone do rozwiązania 
zagadnienia następującego:



Wykreślić perspektywę koła, mającjego kład 
oraz ślad e i zbieg e^ jego płaszczyzny (fig. 147). 

Rozwiązanie za Perspektywa żądana jest przecięciem stożkowem. 
1 s^zeżonyih!0 Gdy wykreślimy kład prostej zniknienia danej płasz­
czyzny*) (kład ten jest równoległy do e, przechodzi pomiędzy e 
i 00 i odległy jest od e tak samo, jak 00 od e^), to stożkowa 
żądana będzie elipsą, hyperbolą lub parabolą, w zależności od 
tego, czy kład Jc0 koła nie będzie miał punktu wspólnego z kła­
dem prostej zniknienia, czy przetnie go w dwóch punktach, lub 
też, czy będzie miał z nim jeden punkt styczności wspólny.

Obierzmy w szczególności przy­
padek, kiedy perspektywa Jct 
koła k jest elipsą. Będzie to 
z pewnością miało miejsce, je­
żeli koło h całkowicie znajdo­
wać się będzie za płaszczyzną 
obrazu, tak, że proste e i 
oddzielać będą punkt 00 od 
kładu lc0, jak to widzimy na 
figurze 147.

Wykreślmy przedewszyst- 
kiem obraz średnicy AB koła 
h, prostopadłej do e. Przedłu­
żenie BA przetnie e w śladzie 
M tej średnicy, a spodek Mx 
prostopadłej, spuszczonej z 00 

jest zbiegiem średnicy 
AB, obraz zatem prostej, na 
której leży ta średnica, jest 
MM^. Na tym obrazie otrzy­
mać możemy obrazy punktów 

A i B, jako przecięcia prostemi 00A i 00B (tak na podstawie 
kolineacyi, jak też na tej zasadzie, że 00 jest punktem dzielenia 
dla prostej MM^). Dokładniej wszakże wyznaczymy te punkty 
Ai i Bu gdy obierzemy punkt dzielenia, leżący na prostej e 
Odcinamy zatem M.x 0° = M^ 00, MA0 — MA, MB0 — MB, 
wówczas proste 0°A° i 0°B° przetną prostą MM^ w punktach 
żądanych Ax i Bv Styczne do lc0 w punktach A i B, równoległe 
do prostej e, dadzą w perspektywie styczne do elipsy Jct w pun-

Perspektywa
koła.

crt' e&o

\
CA
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A

iD
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B
fig. 147.
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*) t. j. prostej przecięcia płaszczyzny danej z płaszczyzna zniknienia.
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ktach A1} By, także równoległe do e\ stąd widzimy, że AyBy jest 
średnicą elipsy ky, środek Ky tej średnicy jest środkiem elipsy. 
Średnica CyDy, sprzężona z AyBy, leży na prostej, równoległej 
do e, poprowadzonej przez Ky. Wyznaczywszy za pomocą punktu 
dzielenia 0° punkt K kładu, odpowiadający punktowi Ky perspe­
ktywy, prowadzimy przez K cięciwę koła k0, równoległą do e\ 
cięciwa ta CD odpowiada oczywiście szukanej średnicy CyDy eli­
psy; końce tej średnicy leżą zatem na prostych 00C i 00D. 
Z pary średnic sprzężonych AyBy i CyDy wykreślimy dowolną 
liczbę punktów elipsy ky (art. 27).

Dla wykreślenia perspektywy koła możemy użyć 
metody, zupełnie odmiennej od przytoczonej. Opiszmy 
na kole k0 kwadrat AB CD o bokach odpowiednio ró­

wnoległych i prostopadłych do prostej e i wykreślmy perspekty­
wę tego kwadratu. W tym celu przecięcia A° i B° prostych DA 
i CB z prostą e łączymy ze spodkiem K^ prostopadłej, spusz­
czonej na Gqq z kładu oka 00 (oko­
ło e^). Proste K^A0 i K^B0 są 
odpowiednio obrazami prostych DA 
i CB. Przekątna CA ma ślad C0, 
jej zbieg N otrzymamy, przeci­
nając Coo prostą, poprowadzoną przez 
O*' równolegle do CA- obrazem prze­
kątnej CA jest tedy prosta C°N\ ta 
ostatnia przecina K^A0 i K^B0 od­
powiednio w punktach At i Ct- przez 
te punkty prowadzimy równoległe 
do e, które przetną K^B0 i K^A" 
odpowiednio w punktach By i Dy, 
wówczas trapez AyByCyDy będzie 
perspektywą kwadratu ABCD-, punkt 
przecięcia My przekątnych trapezu 
będzie obrazem środka kwadratu M-, 
prosta K^My przecina boki CyDy 
i AyBy odpowiednio w środkach Hy 
i Fy. a równoległa do e, poprowa­
dzona przez My, przecina DyAy i CyBy odpowiednio w punktach 
By i Gy, punkty Ey, Fy, Gt i Hy są obrazami środków odnośnych 
boków kwadratu i punktami styczności elipsy z ódnośnemi bo­
kami trapezu. Mamy tym sposobem cztery punkty elipsy, oraz 
styczne w nich, co zupełnie wystarcza do wykreślenia elipsy;

Rozwiązanie za 
pomocą kwadra­

tu opisanego.
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zauważymy, że HiFt jest średnicą, elipsy, jej środek — środkiem 
elipsy. Możemy otrzymać jeszcze inne cztery punkty elipsy 
i styczne w nich, opisując na kole &0 kwadrat o bokach, nachy­
lonych do prostej e pod kątem 45°; perspektywa tego kwadratu 
wykreśla się również z łatwością. (Gdy koło dane jest w płasz­
czyźnie poziomej, to N jest jednym z punktów oddalenia).

182. W końcu rozważyć wypada kreślenie cieni na rysun­
kach perspektywicznych.

Rozróżnianie oświetlenia środkowego i równole­
głego nie jest obecnie ważnem, albowiem obrazy pro­

mieni światła tak w jednym, jak w drugim przypadku przedsta­
wiają się jako proste, wychodzące z jednego punktu — w pierw­
szym wypadku z obrazu punktu świecącego, w drugim — ze 
zbiegu promieni równoległych; w jednym tylko szczególnym wy­
padku obrazy promieni są równoległe: kiedy w naturze mamy 
oświetlenie środkowe, a punkt świecący znajduje się w płaszczy­
źnie zniknienia; przypadek ten jest wszakże wyjątkowy, i może- 
my go pominąć. Oświetlenie słoneczne uważamy zawsze jako 
równoległe; za zbieg promieni słonecznych przyjmujemy ślad 
prostej, idącej od środka tarczy słonecznej do oka.

Oświetlenie wyznaczamy bądź przez obraz Li źródła świa­
tła L i obraz L\ jego rzutu poziomego L', o ile L znajduje się 
w odległości skończonej, bądź też przez zbieg Lt promieni równo­
ległych l i zbieg L\ ich rzutów poziomych o ile L jest pun­
ktem nieskończenie odległym. (Gdy punkt L oddala się w nie­
skończoność, to pierwszy sposób wyznaczania oświetlenia prze­
chodzi sam przez się w drugi). Przy oświetleniu słonecznem cie­
nie przedmiotów w płaszczyźnie podstawowej są skierowane ku 
prostej g, lub mają kierunek równoległy do g, albo też oddalają 
się od g, a to stosownie do tego, czy słońce znajduje się przed 
patrzącym na przedmiot, lub w płaszczyźnie zniknienia, albo 
z tyłu patrzącego; ponieważ słońce przyjmujemy zawsze nad ho­
ryzontem, to w pierwszym wypadku otrzymamy obraz słońca 
nad linią poziomu, w ostatnim — pod nią.

Ogólny porządek kreślenia cieni jest taki sam, jak w teoryi 
rzutów prostokątnych: wykreślamy przedewszystkiem granicę 
światła i cienia na powierzchni przedmiotu, następnie granicę 
nienia, rzuconego na płaszczyznę podstawową, i wreszcie cień, 
rzucony przez powierzchnię na samą siebie.

Rozwiążmy dla przykładu dwa zagadnienia na konstruk-

Perspektywa
cieni.

cyę cieni.
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183. Wykreślić cień, rzucony na płaszczy­
znę podstawową przez punkt P, kiedy znamy 

jego obraz Pt oraz obraz jego rzutu poziomego P\ 
(figura 149).

Prosta PiLi jest 
obrazem promienia 
światła, przechodzą­
cego przez punkt P, 
a prosta P\L\ jest 
obrazem rzutu po­
ziomego tego promie­
nia; stąd wnioskuje­
my, że punkt prze­
cięcia P0 prostych 
P\L\ i P\L\ jest żą­
danym cieniem pun­
ktu P.

Obraz
cienia poziomego 

punktu.

P,

Po

ir

zi
fig. 149.

Odcinek P\P0 jest cieniem odcinka P\Pi, powyższa więc 
konstrukcya jest zarazem rozwiązaniem zagadnienia następują­
cego: wykreślić cień odcinka pionowego, rzucony 
przezeń na płaszczyznę podstawową.

Cień, rzucony 
przez prostą na 

płaszczyznę.
184. Wykreślić cień p0, rzucony przez 

prostą p na płaszczyznę P; prosta i płaszczy­
zna dane są przez swe zbiegi i ślady (fig. 150).

\
L,

Poe^-
\

■>
sie "V

fig. 150.
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Przez prostą, p poprowadźmy płaszczyznę równoległą do 
promieni światła; zbieg tej płaszczyzny łączy zbieg P0 pro­
stej p ze zbiegiem Lt promieni światła, ślad zaś a płaszczyzny A 
przechodzi przez ślad P prostej p i jest równoległy do zbiegu a 
Ponieważ cień p0 jest^przecięciem płaszczyzn A i £; przeto zbieg 
Pj® tego cienia znajdujemy 3w przecięciu prostych ^ i a je­
go ślad P0 — w przecięciu prostych e i a; prosta P0P«j° jest za­
tem perspektywą cienia żądanego.

§ 4. Przykłady zastosowań teoryi perspektywy.
185. Perspektywa kolumnady (fig. 151).

Podwójny szereg kolumn ustawiony jest w (kie-Perspektywa
kolumnady. runku prostopadłym do płaszczyzny obrazu. Dane są 

rzuty poziome dwóch przednich kolumn oraz rzut pionowy jednej 
z nich; płaszczyzna pionowa rzutu schodzi się z płaszczyzną 
obrazu.

Kolumny ograniczone są ścianami płaskiemi; każda kolumna 
składa się z trzech części: podstawy, trzonu i kapitelu, które 
utworzone są z graniastosłup iw 4-kątnych foremnych, oraz takich 
samych ostrosłupów ściętych; ściany graniastosłupów są pionowe, 
ściany zaś ostrosłupów pochylone są do poziomu pod kątem 45°.

Odległość między kolumnami w kierunku równoległym do g 
dana jest przez odległość między rzutami poziomemi przedniej 
pary kolumn, odległość zaś między kolumnami w kierunku pro­
stopadłym do g może być określoną np. przez przedłużoną 
przekątną VU kwadratu podstawy jednej z kolumn drugiej pary.

Wyznaczmy punkty zbiegu wszystkich krawędzi kolumn. 
Zbiegiem krawędzi pionowych jest punkt nieskończenie daleki 
w kierunku, prostopadłym do r/; zbiegiem krawędzi prostopadłych 
do płaszczyzny obrazu, jest punkt główny A, zaś zbiegiem kra­
wędzi, równoległych do prostej g 
w kierunku tej prostej. Krawędzie ostrosłupów mają kierunki 
przekątnych sześcianu, którego dwie ściany leżą odpowiednio 
w płaszczyznach P i Px\ punktami zbiegu krawędzi są wierzchołki 
kwadratu BlB2B3Bi, opisanego na kole oddalenia. Przez B, S, T, U

punkt nieskończenie daleki

3 
'

CM
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oznaczyliśmy ślady przekątnych kwadratów, leżących w płaszczy­
źnie podstawowej; zbiegami tych przekątnych są punkty odda­
lenia D i Di.

Najprzód wykreślimy perspektywy kwadratów podstawo­
wych, leżących na płaszczyźnie Pi (por. art. 181)); prosta UD 
przecina AH" w obrazie Hi wierzchołka H, równoległa do g przez

p'

■=$c-
-Er

1 ;A—-<*£ M * A

K
Si
ĄSv»-

-------- —--litA/WW. A%7* id

- i '
s

\
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fig. 151.

Hi przecina AG" w obrazie Gi wierzchołka G\ podobnym sposo­
bem wykreślimy obrazy wszystkich kwadratów; sprawdzimy, że 
boki dwóch kwadratów, leżące na jednej równoległej do g: mają 
jednakową długość. Przez wszystkie wierzchołki tak nakreślo-

/
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nych obrazów kwadratów poprowadzimy proste pionowe, skiero­
wane w górę; będą to obrazy pionowych krawędzi podstaw; je­
den szereg końców tych krawędzi leży na prostej J"A; prowa­
dząc przez nie równoległe do g, znajdziemy pozostałe końce, 
które leżą na trzech innych prostych, wychodzących z A, ana­
logicznych do J"A. Z kole' kreślimy obrazy ukośnych krawędzi 
ostrosłupów przy podstawach; obrazy tych z nich, które leżą na 
przednich ścianach ostrosłupów, skierowane są ku Bt i B2, na 
tylnych zaś — ku Ą i H4; jeden szereg końców tych krawędzi 
znajdujemy na prostej AK'\ inne — na prostych analogicznych. 
Kreślimy potem obrazy krawędzi pionowych trzonów, które to 
obrazy kończą się na prostych M"A i analogicznych. Ukośne 
krawędzie kapitelów idą od przodu ku punktom B3 i B4, a od 
tyłu ku punktom Bt i _Z?2; ich końce leżą na N"A i prostych 
analogicznych. Następnie kreślimy pionowe krawędzie kapitelu, 
kończące się na prostej P"A i analogicznych. W końcu wykre­
ślamy obrazy wszystkich poziomych krawędzi kolumn; obrazy te 
mamy już zresztą na rysunku, jako linie pomocnicze. Odróżnie­
nie linij widzialnych od ukrytych nie przedstawia trudności.

Przystępujemy teraz do kreślenia cieni, rzuconych na pła­
szczyznę podstawową. Oświetlenie mamy równoległe; obraz słoń­
ca Lc (punkt zbiegu promieni światła) niech będzie pod prostą 
poziomu, tak że słońce przyjmujemy z tyłu, poza nami; cienie 
zatem skierowane będą od prostej g. Punkt zbiegu L'c rzutów 
poziomych promieni światła leży na h, na jednej prostej piono­
wej z Lc. Granica cienia własnego każdej kolumny składa się 
z 14-tu krawędzi, z których dwie leżą na Pl} dwie — na wierzch­
nim kwadracie kapitelu, a dziesięć — na płaszczyźnie przekątnej, 
mającej linię zbiegu B2B3. Cienie oddzielnych wierzchołków 
znajdujemy podług art. 183, np. cień wierzchołka Q znajdujemy 
w przecięciu prostych QCLC *) i Q'CL'C. Cienie krawędzi poziomych 
są w naturze równoległe do tych krawędzi, obrazy tych cieni 
biegną zatem równolegle do h lub schodzą się w punkcie A; 
obrazy krawędzi pionowych dążą ku L'c\ płaszczyzny, przecho­
dzące przez należące do granicy cienia własnego krawędzie ukośne, 
i równoległe do promieni światła, mają proste zbiegu B2LC i B3Lą 
ponieważ płaszczyzny te przecinają płaszczyznę podstawową po­
dług cieni owych krawędzi ukośnych przeto obrazy tych cieni 
mają zbiegi w punktach przecięcia prostej h (jako prostej zbie­

*) Oznaczenie to odpowiada naszemu zwykłemu oznaczeniu Qx L{.
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gu płaszczyzny podstawowej) z prostemi B2LC i B3LC\ pierwszy 
z tych punktów W podany jest na rysunku.

W przykładzie, przytoczonym na figurze 151, jedna kolum­
na rzuca cień na drugą; powiedzmy kilka słów o sposobie wy­
kreślenia obrazu tego cienia. Cienie poziome tych kolumn po­
krywają się częściowo; możemy w zasadzie posiłkować się me­
todą art. 73 i przez punkt przecięcia się granicy obydwóch cieni 
poziomych poprowadzić promień światła, który na odnośnej ścia­
nie drugiej kolumny wyznaczy wierzchołek cienia, rzuconego na 
nią przez pierwszą kolumnę. Wszakże nie wszystkie wierzchołki 
dadzą się tą drogą wykreślić, dogodniej jest używać metody bez­
pośredniej art. 184, przyczem pożytecznemi będą uwagi następu 
jące. Cień, rzucony przez krawędź na ścianę, równoległą do niej* 
jest równoległy do tej krawędzi; na obrazie krawędź ta i jej cień 
mają wspólny punkt zbiegu. Na tej zasadzie cień, rzucony przez 
krawędź pionową na takąż ścianę kolumny, jest sam pionowy, 
a cień, rzucony przez krawędź prostopadłą do płaszczyzny obra­
zu na ścianę do tej krawędzi równoległą, przechodzi na obrazie 
przez punkt A. Następnie, obraz cienia, rzuconego przez prostą 
dowolną na płaszczyznę, równoległą do P, jest równoległy do 
prostej, łączącej punkt zbiegu danej prostej z punktem zbiegu 
promieni światła; a więc obraz cienia, rzuconego przez krawędź, 
prostopadłą do P, na ścianę frontową kolumny, jest równoległy 
do ALC, obraz zaś cienia, rzuconego przez krawędź ukośną MN 
na tę samą ścianę, jest równoległy do B3LC. Cień krawędzi pio­
nowej MK na ścianę pochyłą podstawy ma zbieg w punkcie prze­
cięcia prostych BXB2 i LCL'C.

186. Perspektywa obelisku z budową spodnią 
(figura 152).

Płaszczyzna obrazu niech tworzy pewien kąt z pła­
szczyzną pionową rzutu, która jest równoległa do boku 

EF kwadratu podstawy. Płaszczyzny pochyłe podnoża jakoteż 
szczytu tworzą z poziomem kąt 45°. Ściany boczne obelisku 
przecinają się w punkcie U jego osi pionowej. Szczegóły kon- 
strukcyi obelisku odczytać można z jego rzutów prostokątnych, 
które dołączone są do rysunku perspektywicznego w zmniejszc-

Perspektywa
obelisku.

niu do połowy.
Obrawszy proste h i g, jakoteż punkt A na pierwszej z nich, 

określamy położenie przedmiotu względem płaszczyzny obrazu 
przez kład rzutu poziomego. Oddalenie A O jest zbyt wielkie, aby

17Geometrya wykreślna.
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kład oka 00 mógł pomieścić się na rysunku, redukujemy je 
przeto do połowy i używamy zredukowanego kładu oka 0\ 
(AOr0 = %A00). Zbiegi i N^ boków EF względnie EH kwa­
dratu podstawowego (oraz krawędzi, równoległych do nich) "leżą 
na prostej h. Wykreśla się najprzód zredukowanej punkty: Ml

fig. 152.

i Nlo, prowadząc OrQMrQ0 i Or0Nl odpowiednio równolegle do EF 
i EH\ z Nl otrzymujemy N^, odcinając: AN^ ~ 2AN^, M00 
zaś znów wypada zbyt daleko. Niech M i N oznaczają ślady pro­
stych EF i EH, wtedy NN^ jest obrazem prostej EH; dla otrzy­
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mania obrazu prostej EF, znajdujemy jej ślad zredukowany Mr, 
odcinając (na AM) AMr — ?AM\ wtedy MrM^ jest obrazem zredu­
kowanym prostej EFa równoległa, poprowadzona do niej w po­
dwójnej odległości od A, — obrazem rzeczywistym tej prostej. 
Sposobem art. 176 wyznaczamy na prostej li punkty dzielenia Oa 
i OA prostych EF i EJI i przenosimy na obrazy tych prostych 
ich podział w naturze (przez punkty K, J i analogiczne). Obraz 
środka C kwadratu podstawowego znajdujemy w przecięciu prze­
kątnych obrazu tego kwadratu; prosta pionowa, poprowadzona 
przez obraz punktu C, jest obrazem osi obelisku. Niech I) i 
będą odpowiednio śladem i zbiegiem jednej z tych przekątnych; 
proste pionowe, poprowadzone przez te dwa punkty, są odpowie­
dnio śladem i prostą zbiegu płaszczyzny przekątnej obelisku. Na 
pierwszej z tych prostych odcinamy od punktu D wysokości, na 
których znajdują się wierzchołki i krawędzie przedmiotu i łączy­
my te punkty z punktem Z)^; tym sposobem oznaczymy odno­
śne wysokości na obrazie; np. odetniemy DP0 = E"P", poprowa­
dzimy przez Et prostą pionową, wtedy P0D^ przetnie tę prostą 
w obrazie Px punktu P; podobnież wyznaczymy punkt S, punkt 
Q, w którym przecinają się ściany ukośne podstawy i t. p. Inne 
szczegóły wykreślenia jasne są z rysunku.

Przy wykreśleniu cieni przyjęte jest oświetlenie słoneczne; 
Lc i L'c mają znaczenie to samo, co w artykule poprzednim. Co 
do Isamej konstrukcyi, niema żadnego szczegółu, któryby nie 
mógł być wykonany z łatwością na zasadzie rozważań art. 183 
i 181, podług wzorów art. 185, zauważymy jedynie, że dla wy­
kreślenia cieni, rzuconych przez krawędzie ukośne, dogodnie jest 
wykreślić cienie punktów U, S, Q\ o ileby cień jakiegoś z tych 
punktów leżał po za obrębem rysunku, to wykreślimy cień ja­
kiegokolwiek punktu odnośnej krawędzi,— przez ten punkt przej­
dzie wtedy cień tej krawędzi.

187. Perspektywa halli sklepionej o przejściu 
podwójnem (figura 153).

Budowla o przekroju ogólnym kwadratowym skła­
da się ze sklepienia krzyżowego, opartego na czterech 

słupach o przekroju również kwadratowym; u góry przebiega 
naokoło gzems zwyczajny, którego krawędzie ukośne są równo­
ległe do przekątnych sześcianu, mającego ściany na płaszczyznach 
frontowych.

Perspektywa
halli.
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Płaszczyznę obrazu przesuwamy przez przednią krawędź z 
słupa, dwa boki kwadratu podstawy obieramy odpowiednio za 
osi x i y\ rzuty pionowy i poziomy nie są wykreślone w całości, 
ale tylko o tyle, o ile niezbędnem jest do wykreślenia perspe­
ktywy. Oddalenie podane jest za pomocą zredukowanego kładu 
oka 0\ : AOr0 — }AO. Wiadomym sposobem (art. 168) wykre­
ślone zostały punkty zbiegu X00} Yx, osi x, y oraz prze­
kątnych m, n kwadratu podstawy. Obrazy wszystkich krawędzi 
prostoliniowych wykreśla się zwykłym sposobem, podobnie, jak 
w dwóch artykułach poprzednich.

9N'

/
A'--.

m

fig. 153.

Z krawędzi pionowych tylko cztery zewnętrzne dochodzą 
pod dach, pokrywający sklepienie, pozostałe zaś kończą się na 
płaszczyźnie podstawowej sklepienia.

Sklepienie utworzone jest przez dwie jednakowe powierzch­
nie walcowe obrotowe, których osi poziome przecinają się pod
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kątem prostym; ściany frontowe przecięte są przez nie podług 
półokręgów kół; powierzchnie walcowe przecinają się wzajemnie 
podług dwóch krawędzi, mających punkt wspólny T i leżących 
w płaszczyznach przekątnych halli; stąd wnioskujemy, że krawę­
dzie te są półelipsami.

Obrazy zarówno półokręgów kół frontowych, jak krawędzi 
eliptycznych są połowami elips, ponieważ styczne do nich w ich 
końcach są wszystkie równoległe, mianowicie pionowe. Wykre­
śliwszy za pomocą punktów Xa0, Y^, obrazy średnic
poziomych tych sześciu linij, wyznaczamy ich środki i następnie 
sprzężone półśrednice pionowe.

Wykreślimy cienie przy oświetleniu słonecznem; L i I! ozna­
czają odpowiednio zbieg promieni słonecznych i zbieg ich rzu­
tów poziomych; z położenia punktu L pod prostą poziomu wnio­
skujemy, że słońce przyjętem jest z tyłu, za płaszczyzną zniknie- 
nia. Wykreślenie cieni, rzuconych przez krawędzie prostoliniowe 
na płaszczyznę podstawową i na ściany płaskie, wykonywa się 
podobnie, jak w artykułach poprzednich i nie wymaga żadnych 
wyjaśnień szczególnych. Granicę cienia własnego na powierzchni 
sklepienia stanowią tworzące prostoliniowe powierzchni walco­
wych; końce tych tworzących znajdujemy na kołach frontowych 
i i k na zasadzie art. 99, kreśląc cienie, rzucone przez dowolną 
tworzącą odnośnej powierzchni na odnośną ścianę frontową, i pro­
wadząc styczną do koła i względnie k, równoległą do tego cienia; 
punkty styczności będą odpowiednio końcami granicy cienia wła­
snego na powierzchni sklepienia. W naszym przypadku cienie 
tworzących na płaszczyzny frontowe są równoległe odpowiednio 
do rzutu pionowego l" lub bocznego V" promienia światła. Zau­
ważywszy tedy, że X00L jest prostą zbiegu płaszczyzny, popro­
wadzonej przez tworzącą jednej powierzchni walcowej równolegle 
do promieni światła, a prosta, poprowadzona pionowo przez Y^, 
jest prostą zbiegu odnośnej ściany frontowej, widzimy, że punkt 
przecięcia Ltych prostych jest punktem zbiegu cienia odno­
śnej tworzącej (i równoległego do niej rzutu bocznego l'"). Sty­
czna, poprowadzona z punktu Ldo koła i, dotyka zatem tego 
ostatniego w punkcie B granicy światła i cienia. Podobnież znaj­
dziemy na kole k punkt P przy pomocy punktu przecięcia L 
prostej Y^L i prostej pionowej, poprowadzonej przez X00. Cień, 
rzucony na powierzchnię sklepienia, ograniczony jest przez cienie, 
rzucone na nią przez koła k i i; granice ich zaczynają się w pun­
ktach P i B i mają kształt łuków eliptycznych (art. 119). Łuk
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WV koła k rzuca cień na filar, stojący z tyłu; w naturze jest 
cień tego łuku identyczny z lukiem samym, albowiem ich płasz­
czyzny są do siebie równoległe; na rysunku są one w kolineacyi, 
której środkiem jest punkt L, a osią — prosta pionowa, prze­
chodząca przez Xa0. W jest punktem końcowym półokręgu kr 
w tym więc punkcie i jego cieniu styczne do odnośnych linij 
mają kierunek pionowy. Ażeby znaleść punkt V, uważamy, że 
prosta, łącząca obraz jego rzutu poziomego z obrazem rzutu po­
ziomego jego cienia (t. j. z obrazem śladu poziomego krawędzi, 
przyjmującej ten cień), jest obrazem rzutu poziomego promienia 
światła i przechodzi wskutek tego przez punkt V.

ĆWICZENIA.

239) Dowieść, że gdy zbieg płaszczyzny przechodzi przez punkt 
główny, to płaszczyzna jest prostopadła do płaszczyzny obrazu, i od­
wrotnie.

240) Kierunek płaszczyzny dany jest przez jej zbieg; wykreślić 
zbieg prostych prostopadłych do tej płaszczyzny.

241) Dowieść, że gdy dwie proste przecinają się, to prosta, łączą­
ca ich ślady, jest równoległa do prostej, łączącej ich zbiegi, i odwrotnie.

242) Wyznaczyć płaszczyznę (t. j. wykreślić jej ślad e i zbieg ex), 
przechodzącą przez daną (za pomocą śladu K i zbiegu Kx) prostą k 
i przez punkt P, dany przez perspektywę Px i perspektywę rzutu po­
ziomego P\.

243) Dane są: wspólny zbieg K^ dwóch prostych równoległych 
oraz ich ślady K i L\ wykreślić ślad i zbieg płaszczyzny tych 
prostych.

244) Dane są ślady i zbiegi dwóch płaszczyzn; wyznaczyć prostą 
ich przecięcia.

245) Dane są dwie proste: k (K, K^) i l (P, hx), na tej ostatniej 
dany jest obraz Px punktu P; wyznaczyć płaszczyznę, przechodzącą przez 
prostą k i punkt P.

246) Na każdej z dwóch prostych dany jest punkt; wyznaczyć 
prostą, przechodzącą przez te dwa punkty.

247) Wyznaczyć płaszczyznę, przechodzącą przez trzy punkty^ 
z których każdy dany jest na pewnej prostej.
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248) Wykreślić wielkość kąta nachylenia płaszczyzny (e, e^) do 
płaszczyzny obrazu.

249) Wykreślić wielkość kąta nachylenia prostej (E, E^) do 
płaszczyzny obrazu.

250) Wyznaczyć punkt przecięcia trzech płaszczyzn danych.
251) Przez punkt dany poprowadzić płaszczyznę, równoległą do 

płaszczyzny danej.
252) Wyznaczyć punkt przecięcia prostej i płaszczyzny danych.
253) Wyznaczyć prostą, przechodzącą przez dwa punkty, z któ­

rych każdy dany jest przez swoją perspektywę i perspektywę rzutu 
poziomego.

254) Dane są obrazy: punktu, jego rzutu poziomego i przechodzą- 
oej przez ten punkt prostej, dany jest nadto ślad tej prostej; wykreślić 
jej zbieg.

255) Wykreślić kąt dwóch prostych danych.
256) Podzielić na połowy kąt dwóch przecinających się prostych

danych.
257) Przez punkt dany poprowadzić prostą, równoległą do prostej

danej.
258) Przez punkt dany poprowadzić prostą, przecinającą prostą 

daną pod kątem danym.
259) Dany jest punkt przez swój obraz i obraz rzutu poziomego; 

wykreślić rzuty prostokątne tego punktu: a) kiedy płaszczyzna pionowa 
rzutu schodzi się z płaszczyzną obrazu, b) kiedy te płaszczyzny są różne.

260) Wykreślić ślad i zbieg płaszczyzny, przechodzącej przez trzy 
punkty, z których każdy dany jest przez obraz swój i obraz rzutu 
poziomego.

261) Wykreślić perspektywę punktu P, danego przez rzuty pro­
stokątne, za pomocą kładu płaszczyzny OPP" na płaszczyznę obrazu; 
płaszczyzna P2 niech schodzi się z płaszczyzną obrazu.

262) Z punktu danego spuścić prostopadłą na płaszczyznę daną.
263) Znaleść odległość punktu od płaszczyzny.
264) Przez [punkt dany poprowadzić płaszczyznę, prostopadłą do 

prostej danej.
265) Znaleść odległość punktu od prostej.
266) Przez punkt dany na płaszczyźnie poprowadzić do tej ostat­

niej prostopadłą i odciąć na niej od punktu danego odcinek danej 
długości.

267) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę, prostopadłą do 
płaszczyzny danej.

268) Znaleść kąt nachylenia prostej do płaszczyzny danej.
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269) Znaleść kąt nachylenia wzajemnego dwóch płaszczyzn.
270) Znaleść najkrótszą odległość dwóch prostych.
271) Wykreślić perspektywę układu prostych równoległych, zna­

jąc ich ślady na płaszczyźnie poziomej rzutu (nie obrazy tych śladów) 
oraz punkt jednej z prostych układu.

272) Na obrazie prostej dane są obrazy trzech punktów; wykre­
ślić obraz punktu, harmonicznie z nimi sprzężonego.

273) Dane są obrazy trzech prostych, przechodzących przez jeden 
punkt; wykreślić obraz czwartej prostej, harmonicznie z tamtemi sprzę­
żonej.

274) Dany jest obraz odcinka; wykreślić obraz środka tego odcin­
ka za pomocą konstrukcyj harmonicznych.

275) Znaleść długość istotną odcinka, danego (w obrazie): a) na 
prostej pionowej, b) na prostej pochylonej, ale równoległej do płasz­
czyzny obrazu, c) na prostej, leżącej na płaszczyźnie podstawowej, 
d) na prostej, prostopadłej do płaszczyzny obrazu.

276) Każdy z odcinków zagadnienia poprzedniego podzielić na 
pewną liczbę części równych.

277) Dana jest prosta przez kład na płaszczyznę obrazu oraz 
przez ślad i zbieg płaszczyzny, zawierającej tę prostą; nadto na tej pro­
stej dany jest punkt; wykreślić obraz prostej i odciąć na nim od punktu 
danego odcinek, mający w naturze długość daną.

278) Wykreślić perspektywę punktu, mając obraz jego rzutu po­
ziomego, oraz znając jego odległość od płaszczyzny podstawowej.

279) Zastosować twierdzenie art. 180 do rozwiązania zagadnienia 
artykułu 175.

280) Wykreślić perspektywę wielokąta, gdy dane są jego kład 
oraz ślad i zbieg jego płaszczyzny.

281) Wykreślić perspektywę krzywej płaskiej, znając jej kład 
oraz ślad i zbieg jej płaszczyzny.

282) Wykreślić obraz kwadratu, danego w płaszczyźnie, prostopa­
dłej do prostej podstawowej, i mającego jeden bok poziomy.

283) Wykreślić obraz kwadratu poziomego: a) gdy jeden bok jest 
równoległy do prostej podstawowej, b) lub tworzy z nią kąt 45° albo 
c) inny dowolnie dany kąt.

284) Wykreślić perspektywę posadzki, ułożonej na płaszczyźnie 
podstawowej: a) z kwadratów o bokach równoległych i prostopadłych do 
prostej podstawowej, b) z kwadratów o bokach, nachylonych do prostej 
podstawowej pod kątem 45°, c) z sześciokątów foremnych.
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285) Wykreślić perspektywę toru drogi żelaznej o dwóch parach 
szyn ze słupami telegraficznemi po obydwóch stronach w równych od 
siebie odstępach.

286) Wykreślić perspektywę koła w przypadku: a) kiedy kład 
jego dotyka kładu prostej zniknienia, h) lub przecina go.

287) Wykreślić cień, rzucony przez punkt dany na płaszczyznę
daną.

288) Wykreślić perspektywę sześcianu z podstawą na płaszczy­
źnie podstawowej, przyczem ta podstawa zajmuje kolejno każde z poło­
żeń, wskazanych w zagadnieniu 283; wykreślić także cienie.

289) Wykreślić perspektywę prostopadłościanu, którego podsta­
wa leży na płaszczyźnie podstawowej, przyczem a) jeden bok pod­
stawy jest równoległy do prostej podstawowej b) lub tworzy z nią kąt 
dowolnie dany; wykreślić cienie na rysunku perspektywicznym.

290) Wykreślić perspektywę (i cienie) graniastosłupa trójkątnego 
foremnego: a) stojącego na płaszczyźnie podstawowej, b) leżącego na 
tej płaszczyźnie i mającego krawędzie równoległe do prostej podstawo­
wej, c) leżącego na płaszczyźnie podstawowej i mającego podstawy ró­
wnoległe do płaszczyzny obrazu.

291) Wykreślić perspektywę (i cienie) ostrosłupa foremnego czwo­
rokątnego, którego podstawa leży na płaszczyźnie podstawowej i zajmu­
je kolejno każde położenie zag. 283.

292) Wykreślić perspektywę walca obrotowego: a) postawionego 
na płaszczyznę podstawową, b) leżącego na tej płaszczyźnie; wykreślić 
cienie w perspektywie.

293) Wykreślić perspektywę i cienie stożka obrotowego w róż­
nych położeniach.

294) Wykreślić perspektywę halli, której rzuty dane są na fig. 153 
(art. 187), gdy za płaszczyznę obrazu przyjętą jest płaszczyzna pionowa 
rzutu; na rysunku wykreślić cienie.

295) Wykreślić perspektywę kolumnady, przedstawionej na figu­
rze 151 (art. 185), gdy płaszczyzna obrazu tworzy pewien kąt z płaszczy­
zną pionową rzutu. Na rysunku wykreślić cienie.



ROZDZIAŁ IX.
AKSONOMETRYA.

§ 1. Pojęcia zasadnicze.
Zadanie

akaonometryi. 188. Aksonometrya ma ten sam cel, co teorya 
perspektywy, mianowicie: wywołanie za pomocą rysun­

ku wyobrażenia plastycznego o kształcie przedmiotu* metoda ak- 
sonometryi różni się wszakże bardzo od metody teoryi perspe­
ktywy. Obieramy trzy proste, wzajemnie prostopadłe, wychodzą­
ce z jednego punktu i równoległe do głównych kierunków kra­
wędzi przedmiotu, albo do kierunków jego osi lub płaszczyzn 
symetryi; następnie obieramy płaszczyznę, nachyloną do tych 
trzech prostych, i rzucamy punkty przedmiotu prostokątnie na 
tę płaszczyznę; otrzymany obraz nazywamy rzutem albo obra­
zem aksonometrycznym przedmiotu. Można uważać rzut 
aksonometryczny jako odmianę perspektywy, polegającą na tem, 
że płaszczyzna obrazu nie jest pionową, ale pochyloną, oraz, 
że oko umieszczone jest w nieskończoności w kierunku prosto­
padłym do płaszczyzny obrazu *). Obraz aksonometryczny wy­

wiera wprawdzie wrażenie mniej plastyczne i mniej 
^teoryTpM- bliskie rzeczywistości, niż obraz perspektywiczny, ale 

spektywy. często pierwszy w zupełności wystarcza, zwłaszcza, gdy 
przedstawić mamy przedmiot o rozmiarach niezbyt wielkich.

Porównauie

*) W dziele J. H. Lamberta: „Freie Perspektive” (Zurych, 2-gie wyd. 1774) 
rozdział, zawierający zasady aksonometryi, jest zatytułowany: „Yon der perspektivi* 
sclien Entwerfung aus einem unendlich entfernten Gesichtspunkte”.
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W szczególności nadaje się aksonometrya do wykreślenia obrazu 
przedmiotów, mających naturalne trzy wyróżniające się kierunki 
wzajemnie prostopadłe, bądź jako kierunki krawędzi, bądź osi 
symetryi; tak więc dogodną jest aksonometrya przy rysowaniu 
form kryształów, przy sporządzaniu szkiców architektonicznych, 
przy kreśleniu obrazów części maszyn, przyrządów technicznych 
i t. p.; ilustracye z dziedziny tych przedmiotów w podręcznikach 
i dziełach naukowych są zazwyczaj wykonywane podług metody 
aksonometryi. Nad teoryą perspektywy ma aksonometrya tę 
przewagę, że wykreślenie obrazu aksonometrycznego jest łat­
wiejsze, niż wykreślenie obrazu perspektywicznego, prócz tego 
z pierwszego łatwiej jest otrzymać pomiary różnych wielkości, 
niż z drugiego.

Układ
spólrzęduych. 189. Trzy proste x, y, z, wzajemnie prostopadłe, 

które wyobrażamy sobie w przedmiocie, nazywamy, jak 
w geometry i analitycznej, osiami spółrzędnych, ich punkt 
wspólny — początkiem spółrzędnych. Oś z wyobrażamy 
sobie zwykle skierowaną pionowo w górę. Płaszczyzny, wyzna­
czone przez pary osi spółrzędnych, nazywamy płaszczyznami 
spółrzędnych i oznaczamy xy, xz, yz\ nazywamy je też odpo­
wiednio płaszczyznami rzutu poziomego, pionowego i bocznego- 
Rzuty prostokątne punktu A na płaszczyzny spółrzędnych ozna­
czamy odpowiednio przez A'} A", A"'; odcinki A’A, A"A, A"‘A, 
mierzone od A’, względnie A", względnie A'" do A, nazywamy 
spółrzędnemi punktu A- odcinki te uważamy za dodatnie lub 
ujemne, zależnie od tego, czy mają zwrot jednakowy ze zwro­
tem osi spółrzędnych, do których są odpowiednio równoległe, 
czy też wprost przeciwny. Jeżeli odcinki, przedstawiające spół- 
rzędne punktu A, przeniesiemy równoległe do siebie tak, aby 
jeden z nich rozpoczynał się w początku spółrzędnych, a począ­
tek każdego następnego przypadał w końcu poprzedniego, to 
końcem ostatniego będzie punkt A niezależnie od tego, w jakim 
porządku skombinowaliśmy trzy spółrzędne. Stąd widzimy, że 
przez trzy spółrzędne jest położenie punktu A w przestrzeni 
w zupełności i jednoznacznie określone.

190. Możemy teraz sformułować zadanie aksonometryi w spo­
sób następujący: wykreślić rzut aksonometryczny przed­
miotu, gdy każdy jego punkt dany jest przez swe 
spółrzędne. Jeżeli dane będą rzuty prostokątne przedmiotu 
względem płaszczyzn rzutu poziomego i pionowego, i nadto ozna-
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czony będzie na nich ślad płaszczyzny rzutu bocznego, to z tych 
danych oczywiście bez trudu otrzymamy wszystkie trzy spółrzę- 
dne każdego punktu przedmiotu.

191. Płaszczyznę, na którą rzucamy prostokątnie punkty 
przedmiotu, nazywamy płaszczyzną obrazu i oznaczamy 
literą P. Położenie płaszczyzny obrazu względem osi spółrzędnych 
(a więc pośrednio względem przedmiotu) może być dane przez 
odcinki, jakie ta płaszczyzna wyznacza na osiach od początku 
spółrzędnych, albo też, gdy idzie tylko o kierunek płaszczyzny, 
przez stosunki tych odcinków. W aksonometryi waźniejszem 
jest jednakże wyznaczanie położenia układu osi spółrzędnych 
względem płaszczyzny obrazu; zobaczymy wkrótce, jak się to 
odbywa.

Punkty i linie w przedmiocie oznaczać będziemy temi same- 
mi literami, co ich rzuty aksonometryczne, dodając do pierw­
szych dla odróżnienia wskaźnik (t), tak np. P, P', p, p' oznaczać 
będą rzuty aksonometryczne punktów Pu P'j, względnie prostych 
Pi, p\. Początek spółrzędnych oznaczać będziemy przez Ot, jego 
rzut — przez O, osi spółrzędnych — przez x1} yt, zl} ich rzuty 
aksonometryczne — przez x, y, z.

192. Rzut układu osi spółrzędnych przedstawia 
się w postaci trzech prostych x, y, z, wychodzących z jednego 
punktu O. Punkty A, B, C, w których osi przebijają płaszczy­
znę obrazu, tworzą na tej ostatniej trójkąt ABC, który nazywać 
będziemy trój kątem śladów na płaszczyźnie obrazu. Dowie­
dziemy, że rzuty x, y, z, t. j. proste OA, OB, OC schodzą się 

z wysokościami tróikąta śladów, czyli innemi słowami,
Obrazy osi leżą J ± , , .

wysokościach że punkt O iest punktem przecięcia sie wyso-
trójkąta śladów. r r J

Trójkąt śladów.

na
kości trójkąta ABC. W rzeczy samej, prosta OxA, 

jako prostopadła do płaszczyzny OxBC, jest prostopadła do pro­
stej BC, z drugiej strony prosta OxO, jako prostopadła do płasz­
czyzny obrazu, jest również prostopadła do prostej BC, skoro 
zatem prosta BC jest prostopadła do OxA i do 0t0, to jest ona 
prostopadła i do prostej A O- podobnież dowiedziemy, że CA i AB 
są odpowiednio prostopadłe do OB i OC.

Jeżeli płaszczyznę obrazu przesuwać będziemy równolegle, 
to rzuty osi nie zmienią swego położenia, natomiast zmieniać się 
będą trójkąty śladów, przyczem wszystkie te trójkąty będą do 
siebie podobne i podobnie położone względem środka podobień­
stwa O. Ponieważ punkt O wypada zawsze wewnątrz trójkąta 
śladów, to ten ostatni jest zawsze ostrokątnym.



Każdy trójkąt 
jest trójkątem 

śladów pewnego 
układu spółrzę- 

dnych.

193. Uzupełnienie twierdzenia artykułu poprze­
dniego stanowi twierdzenie następujące: każdy trój­
kąt i jego wysokości mogą być uważane jako 

trójkąt śladów i rzuty aksonometryczne układu osi 
spółrzędnych; dowiedziemy, że przez każdy taki trójkąt jest 
w przestrzeni wyznaczony w sposób jednoznaczny układ osi 
spółrzędnych wzajemnie prostopadłych (zakładamy przytem mil­
cząco, że wfiemy, z której strony płaszczyzny obrazu znajdować 
się ma początek spółrzędnych). Niech ABC (figura 154) będzie 
trójkątem śladów danym, O — 
punktem przecięcia wysokości; 
uważając O za rzut początku 
układu spółrzędnych, których 
osi przecinają płaszczyznę obra­
zu w punktach A, B, C, wy­
konajmy kład trójkąta AO^B 
na płaszczyznę obrazu; trójkąt 
ten jest przy Ot prostokątny, 
otrzymamy zatem jego kład 
A00B, przecinając półokrąg 
koła, zakreślonego na średnicy 
AB, przedłużeniem prostej COm 
Niech ta ostatnia przetnie AB 
w K\ gdy tedy na prostopadłej 
do płaszczyzny obrazu w pun­
kcie O odetniemy od punktu O 
we właściwym zwrocie długość przyprostokątnej trójkąta prosto­
kątnego, którego przyprostokątną drugą jest OK, a przeciwpro- 
stokątną — odcinek 00K, to otrzymamy punkt Ou będący po­
czątkiem szukanego układu spółrzędnych. Tym sposobem przez 
trójkąt śladów jest położenie osi zupełnie wyznaczone.

Na fig. 154 A00 i B00 dają nam długości istotne odcinków 
AOt i BOt- dla otrzymania odcinka CO± możemy wykonać kład 
trójkąta prostokątnego OOtK około prostej CK\ gdy na prostbj, 
poprowadzonej z O równolegle do AB, znajdziemy punkt 0° taki, 
że KO0 = K00, to 00°K będzie kładem trójkąta 00tK, a CO0 — 
kładem odcinka COt.

/

.....i A'

o
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sBX
\/ i 
% /XNN •

0'o
fig. 154.

194. Oznaczmy kąty nachylenia osi względem pła­
szczyzny obrazu, t. j. kąty OtAO, OtBO i 0XC0, odpow. 
przez a, P,y. Gdy na osiach od początku Oj odetniemy od­

cinki jednakowej długości h, to długości rzutów tych odcinków będą:

Skrócenia odcin­
ków na osiach 
w rzucie akso- 
nometrycznym

§ 1. Pojęcia zasadnicze. 269
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I —• k cos a, m ~ h cos (3, n — h cos y,

t. j. odcinki te ulegną skróceniu w stosunku jedności do dostawy ką­
ta nachylenia odpowiedniej osi. Ponieważ przy rzucie równoległym 
(którego szczególnym przypadkiem jest rzut prostokątny, jak 
w aksonometryi) równoległość odcinków i stosunek długości dwóch 
odcinków równoległych zostają zachowane (art. 21), to twierdzić 
możemy, że rzuty odcinków równoległych do osi są równoległe 
do rzutów tych osi i ulegają skróceniu w tym samym stosunku, 
co odcinki na odnośnych osiach. Oznaczmy liczby dodatnie, mniej­
sze od jedności: cos a, cos [3, cos y odpowiednio przez X, ja, v, 

wówczas odcinki a, b, c, odpowiednio równoległe do osi xu z1} 
mają rzuty aksonometryczne odpowiednio równoległe 
do rzutów x, y, z i odpowiednio równe: Xa, [a6, vc; na tej 

zasadzie nazywać będziemy liczby X, ja, v spółczynnikami 
skróceń w kierunku osi x, y, z.

195. Gdy dany jest trójkąt śladów, to z niego 
możemy bezpośrednio odczytać spółczynniki skróceń; 
jakoż z fig. 154 otzymujemy:

Spółczynniki 
skróceń.

Wyznaczanie 
spółczynników 
skróceń z trój­
kąta śladów.

ocOA OB
00A’ ^ 00B’ V~~ 0°C

Odcinając na 00A, 00B, 0°C odcinki dowolnej, lecz równej dłu­
gości: 00L0, 00M0, 0°N°, otrzymamy podług tej figury:

X : {A : v : 1 = OL : OM: ON: 00L0.

196. Wykażemy, jak odwrotnie wykreślić rzuty 
osi spółrzędnych, odpowiadające danym spółczynnikom 

skróceń. Zauważymy w tym celu, że pomiędzy liczbami X, ja, v 

zachodzi pewien związek, wskutek czego nie mogą one być dane 
zupełnie dowolnie. Jeżeli przez punkt O poprowadzimy płaszczy­
zny, równoległe do płaszczyzn spółrzędnych, to wraz z płaszczy­
znami spółrzędnych otrzymamy prostopadłościan, którego prze­
kątną będzie Oj O, a krawędziami — odcinki: sin a, OtO sin (3,
0±0 sin y; na zasadzie twierdzenia geometryi elementarnej o prze­
kątnej i krawędziach prostopadłościanu mamy:

Związek między 
spółczynnikami 

skróceń.

sin2 a + sin'2 (3 + sin2 y = 1
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Czyli
cos2 a + cos2 p + cos2 y = 2, 

albo, wprowadzając liczby X, jjl, v:

X2 + jj.2 + v2 = 2.
Dwie więc tylko z liczb X, (t, v mogą byd dane dowolnie, trzecia 
określa się z ostatniego związku. Ponieważ każda z liczb X, {jl, v 

jest mniejsza od jedności, przeto z powyższej równości wniosku­
jemy, że suma kwadratów dwóch z tych liczb jest większa od 
kwadratu trzeciej.

Zamiast dwóch z liczb X, v można dawać stosunki pomiędzy 
wszystkiemi trzema; gdy np. dane nam są liczby Z, m, n takie, że:

l : m : n = X : (i. : v,
wówczas znajdziemy:

/ n
x~v

gdzie k określa się ze związku:

v = — 
k9

2k2 — Z2 + m2 + w2.

197. Niech więcTrójkąt śladów,

<i°.»y0m“pSy«- dane będą (liczby
tilkom skróceń. Jub odcinkJ) ^ m> n-

wykreślamy przedewszystkiem 
k = Vi (l2+m2+n2) (fig. 155). 
Wyobraźmy sobie płaszczyznę 
obrazu przesuniętą przez punkt 
Ou tak, że w rozumowaniu na- 
stępującem punkty Ot i O są 
identyczne. Kreślimy dowolny 
odcinek OZ — n i wyobraża- 

sobie na osiach odcinki:

m

l

i

Zf

my 71

OXi z=. OYx =. OZi — k. Wyo­
braźmy sobie następnie płasz­
czyznę OZZu prostopadłą do 
płaszczyzny P; nazwijmy ją Q. 
Wykonajmy w myśli kład pro­
stych OXu OYt na płaszczy­
znę Q przez obrót około pro­
stej, poprowadzonej przez O 
prostopadle do P\ następnie

/ \<Y
'-^sr)

: i /: /
; / ; /" 1$------~ — {-

fig. 15c.
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wykonajmy kład płaszczyzny Q na płaszczyznę P przez obrót 
około prostej 0Z\ wówczas odcinki OXu OYx, OZt przedstawią, 
się w naturalnej wielkości, jako promienie OL, OM, ON koła, 
zakreślonego z punktu O promieniem 7c; położenie tych promieni 
będzie takie, że ich rzuty prostokątne na OZ będą odpowiednio: 
OP = l, OQ — m, OZ — n. Znalazłszy punkty L, M, N, rzucamy 
pierwsze dwa z nich w kierunku OZ na promień koła, prosto­
padły do ON- otrzymamy punkty R, S, które po przywróceniu 
płaszczyzny Q do położenia pierwotnego będą rzutami prosto- 
kątnemi punktów Xt, Yt na Q. Szukane więc punkty X, Y leżą 
odpowiednio na prostych, poprowadzonych przez R względnie S 
prostopadle do OZ, i zarazem na kołach, zakreślonych z 0 pro­
mieniami OP — l względnie 0Q =■ m. Tak otrzymamy rzuty osi 
spółrzędnych, a każdy trójkąt, którego boki są prostopadłe do 
tych rzutów, uważać możemy, jako trójkąt śladów.

198. Dla ułatwienia wykreślenia kierunku rzutów 
osi, odpowiadających danym stosunkom spółczynników 

skróceń, prof. Mehmke obmyślił t. z w. ekierki aksonome- 
tryczne*), mające kształt czworokątny; kąty w nich są tak 
dobrane, że gdy trzy oznaczone boki kolejno przykładamy do 
linii poziomej, to bok przyległy lub przeciwległy daje kierunek 
rzutu osi x, y, z. Ekierki te wyrabiane są dla najczęściej uży­
wanych stosunków X : [i : v (dla każdej kombinacyi oczywiście 
musi być użytą specyalna ekierka).

199. Gdy dane są spółrzędne x, y, z punktu Mt, to od pun­
ktu O odcinamy na prostej OA długość \x, z końca tego odcinka 
prowadzimy odcinek \>.y równolegle do OB i wreszcie z końca 
drugiego odcinka — odcinek w kierunku OC\ koniec ostatnie­
go odcinka jest obrazem M punktu Mu

Otrzymanie długości \x, [iy, z danych długości x, y, z 
ułatwiają specyalne skale, z których dwa typy najdogodniej- 

i powszechnie używane opiszemy.
Nazwijmy skalą obrazu miarę, którą w rzeczywistości 

mierzymy długości na płaszczyźnie obrazu; może to być albo 
miara naturalna, którą mierzymy przedmiot, np. metr z jego 
poddziałem, albo też zwiększenie lub zmniejszenie tej miary; 
skalami osiowemi natomiast nazwijmy miary, których jedno-

Ekierki akso- 
nometryczne.

Skale.

sze

*) Wykonane przez firmę Albert Martz w Stuttgarcie. Opis znajdzie czytelnik 
w przytoczonem dziele W. D y c k a: Anhang str. 42 i nast.



§ 1. Pojęcia zasadnicze, 278

sci są rzutami aksonometrycznemi jedności skali obrazu, odcię­
tych na odnośnych osiach spółrzędnych; jedność skali osi x, 
względnie y, względnie z równa się X, względnie [r, względnie v 
jednościom (X < 1, ji, < ], 
v < 1) skali obrazu. Dla
otrzymania takich skal 
kreślimy (fig. 156) pomię­
dzy ramionami kąta do­
wolnego AOB odcinki ró­
wnoległe AB, AXBX, A2B2, 
A3B3, równe odpowiednio 
li, l, m, n (art. 194); na prze­
dłużeniu BA kreślimy po­
dział skali obrazu, wów­
czas promienie, wycho­
dzące z O do punktów 
skali AB,

bAty
ty ~rT A

i_ x£) ty
tytn,ty ty

t

P/7>
wyznaczają na 

AxBh A2B2, A3B3 odnoś­
ne skale dla osi

i//B
x, y, e\ 

gdy na AB odetniemy 
od A odcinek dowolny q, 
to odnośne odcinki na

o

AXBX, A2B2, A3B3 będą: 
\q, \i/[, vq.

fig. 156.

Na tej samej figurze 156 przedstawiony jest inny typ skali. 
Przy prostej OA kreślimy kąty: AOBt, AOB2, AOB3, których 

BlCl B2G2 B3C3 
OZ?7’ O B 2 ’ O B

Jeżeli chcemy dla przykładu znaleść długość rzutu aksonometry- 
cznego odcinka a, równoległego do osi x, to odcinamy na OBx 
długość OP~a, wówczas odległość punktu P od OA daje nam 
długość żądaną.

mają się, jak X:{i:v (albo l:m:n).wstawy:
3

200. Stosunki spółczynników skróceń wyraża się 
najdogodniej przez stosunki liczb całkowitych l : m : n. 

Jeżeli te trzy liczby są równe, to płaszczyzna obrazu jest jedna­
kowo nachylona do wszystkich trzech osi, odcinki w kierunkach 
osi x, y, z ulegają skróceniu w jednakowym stosunku; w tym 
przypadku nazywamy aksonometryę jednomiarową; jeżeli 
z liczb l, m, n dwie są równe, trzecia zaś odmienna, to mamy 
aksonometryę dwumiarową, i wreszcie, gdy wszystkie trzy licz­
by l, m, n są różne, aksonometrya nosi nazwę trójmiarowej.

Trzy typy 
aksouometryi.

18Geometrya wykreslnci.
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alsonomeuyi 201. Aksonometrya jednomiarowa jest najdogo- 
jednomiarowej. dniejszą ze względu na równość skróceń w kierun-

i/g-
kach wszystkich trzech osi; skrócenie to wynosi g- = 0,816;

można atoli na rysunku aksonometrycznym brać długości rzeczy­
wiste, bez skracania, co jest równoważne powiększeniu rozmia­
rów przedmiotu w stosunku 1 :0,816 = 1,225. W tym rzucie 
obraz sześcianu przedstawia się w kształcie sześciokąta foremne­
go, którego środek jest obrazem dwóch wierzchołków sześcianu; 
przekątna, która łączy te dwa wierzchołki, przedstawia się na

obrazie jako punkt; przechodzące przez 
tę przekątną płaszczyzny dwusieczne ką­
tów dwuściennych widoczne są na obra­
zie, jako linie proste. Dlatego też akso­
nometrya jednomiarowa nie jest odpo­
wiednią dla przedmiotów, w których 
ważne linie mają kierunek owej prze­
kątnej sześcianu, lub ważne płaszczyzny 
— kierunek, równoległy do tej przekąt­
nej sześcianu, jak to widzimy naprzykład 
w kryształach grupy foremnej. Prócz 
tego, wskutek znacznego nachylenia pro­
mieni rzucających do płaszczyzny Pu 
otrzymujemy przy patrzeniu na obraz 
aksonometryczny jednomiarowy wraże­
nie, jakobyśmy patrzyli na przedmiot ze 
znacznej wysokości. Dla przykładu przed­
stawiony jest na figurze 157 nagrobek 
w kształcie krzyża w rzucie aksonome­
trycznym jednomiarowym.

202. Przy aksonometryi dwumiarowej zachodzą 
skrócenia jednakowe w dwóch tylko kierunkach osio­

wych; płaszczyzna dwusieczna kąta dwuściennego między płasz­
czyznami spółrzędnych, przecinającemi się podług osi wyróż­
nionej, jest prostopadła do płaszczyzny obrazu. Ten przypadek 
aksonometryi nadaje się dla przedmiotów, które nie we wszyst­
kich trzech kierunkach mają konstrukcyę jednakową; jeżeli 
przedmiot ma jednakową konstrukcyę w dwóch kierunkach, w trze­
cim zaś, do nich prostopadłym, odmienną, to wyróżniająca się 
oś spółrzędnych nie powinna schodzić się z wyróżniającym się 
kierunkiem w przedmiocie, albowiem wtedy znowu pewne ważne

fig. 167.

Właściwości
aksonometryi
dwumiarowej.



fig. 158.

przeto płaszczyznę xz równolegle do najważniejszych ścian przed­
miotu. Fig. 165 przedstawia ten sam nagrobek, co fig. 157, lecz 
wykonany podług zasad aksonometryi trój miarowej 9:5: 10. Skró­
cenie w kierunku osi z wrynosi właściwie 0,985 (art. 196); na ry­
sunku wszakże odcinków w kierunku osi z wcale nie skracano 
i dla zachowania proporcyi, zamiast liczb X, wzięte są liczby: 
1,015 X i 1,015 fi (1 : 0,985 — 1,015), co jest równoważne powięk­
szeniu rozmiarów rysunku w stosunku 1,015.

Fig. 158 przedstawia sześcian i ośmiościan foremny w akso­
nometryi jednomiarowej, dwumiarowej i trójmiarowej.

§ 1. Pojęcia zasadnicze. 275

płaszczyzny i proste przedstawią się na obrazie, jako proste 
względnie punkty. Najczęściej używane stosunki spółczynników 
skróceń w aksonometryi dwumiarowej są: 2 : 1 : 2; 8 : 1 : 8.

203. Najbardziej plastyczne wrażenie sprawia ak- 
sonometrya trójmiarowa. Dbać przy niej należy, aby 

osi z odpowiadała największa z liczb l, m, n, aby zatem skrócenie 
odcinków w kierunku osi z było najmniejsze. Najczęściej uży­
wa się stosunków: 9 : 5 : 10; 5:4:6. Widzimy, że oś y wyda się 
bardziej skróconą od osi x, płaszczyzna xz ulegnie zatem mniej­
szemu skróceniu, niż inne płaszczyzny spółrzędnych, obieramy

Aksonometrya 
trójmiai owa.
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§ 2. Wykreślenia aksonometryczne.
Wyznaczenie 

punktu i prostej. 204. Ani położenie punktu, ani położenie prostej 
w przestrzeni nie jest wyznaczone przez ich rzuty ak­

sonometryczne; ażeby położenie tych elementów w przestrzeni 
było zupełnie określone, oprócz ich obrazu daje się obraz rzutu 
prostokątnego na jednę z płaszczyzn spółrzędnych, najczęściej 
na łatwo jest widzied, że przy takich danych dla punktu 
bezpośrednio znajdujemy obrazy wszystkich trzech spółrzędnych 
tego punktu, tak że położenie punktu staje się przez te dane 
zupełnie określonem; podobnież obraz prostej i jednego jej rzutu 
na płaszczyznę spółrzędnych w zupełności wyznacza położenie 
tej prostej w przestrzeni.

Jeżeli P i P' są obrazami punktu i jego rzutu poziomego,, 
to odcinek PP' jest oczywiście równoległy do obrazu osi z.

Niech p i p' będą obrazami prostej px i jej rzutu poziomego. 
Punkt przecięcia prostych p i p' jest obrazem śladu poziomego 
prostej pt. Proste, poprowadzone przez punkty przecięcia pro­
stej p' z osiami x, y równolegle do z, przecinają obraz p odpo­
wiednio w obrazie śladów pionowego i bocznego prostej px.
Wyznaczenie 205* Płaszczyzna £ wyznaczoną jest przez obrazy
płaszczyzny. dwóch z jej trzech śladów ex, e2, e3 na płaszczyznach 
spółrzędnych; ślady te przecinają osi x, y, z w punktach Ei: E2, 
Es, w których te osi przecinają płaszczyznę £; gdy dane są dwa 
ślady: E2E3 czyli ex i E3EX czyli e2, to trzecim śladem e3 jest 
prosta EiE2. Trójkąt EXE2E3 nazywać będziemy niekiedy trój­
kątem śladów płaszczyzny £. Oznaczmy, jak zwykle, trójkąt 
śladów płaszczyzny obrazu przez ABC. Osi x, y, z łączą wierz­
chołki odpowiednie trójkątów ABC i EXE2E3 i schodzą się w pun­
kcie O, te trójkąty mają zatem położenie takie, jakiego wymaga 
odwrotne twierdzenie Desargues’a (art. 29). Stąd wnioskujemy, 
że punkty przecięcia boków AB i EXE2, BC i E2E3, CA i E3EX 
leżą na jednej prostej; łatwo jest spostrzedz, że ta prosta jest 
śladem płaszczyzny £ na płaszczyźnie obrazu.

206. Gdy prosta leży na płaszczyźnie, to na obrazie ślady 
prostej leżą na spółimiennych śladach płaszczyzny. O położeniu 
punktu na płaszczyźnie przekonywamy się, prowadząc na płasz­
czyźnie prostą, której obraz przechodzi przez obraz punktu; jeżeli
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§ 2. Wykreślenia aksonometryczne. 277

punkt leży na płaszczyźnie, to obraz rzutu punktu leży na obra­
zie odpowiedniego rzutu prostej. Z własności rzutu równoległe­
go (art. 21) wnioskujemy, że proste równoległe mają rzuty akso­
nometryczne równoległe; płaszczyzny równoległe mają ślady od­
powiednie równoległe.

Wszystkie zagadnienia o przecięciu prostych i płaszczyzn, 
oraz o prostych i płaszczyznach równoległych, rozwiązane w art. 
38 — 46, rozwiązuje się w aksonometryi za pomocą tych samych 
rozumowań. Zajmiemy się teraz zadaniami typowemi o mierze­
niu odległości i kątów, oraz o wyznaczaniu postaci istotnej 
figur płaskich. Przy rozwiązywaniu zagadnień tej grupy często 
pomocnem jest rozwiązanie zagadnienia następującego.

207. Z punktu P spuścić prostopadłą l na 
prostą g, gdy punkt P i prosta g znajdują się 

na jednej z płaszczyzn spółrzędnych (fig. 159).

Zagadnienie
pomocnicze.

yf

fig. 159.

Niech punkt i prosta znajdują się na płaszczyźnie Pt i niech 
dane będą przez swe obrazy aksonometryczne.

Rozwiązanie 1-sze. Przez oś s poprowadźmy płaszczyznę, 
prostopadłą do gx\ na zasadzie art. 52 wiemy, że ślad tej płasz­
czyzny na płaszczyźnie obrazu jest prostopadły do obrazu g,

W
—
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kreślimy więc prostą CD, prostopadłą do g, wtedy OD będzie 
obrazem śladu tej płaszczyzny na płaszczyźnie Px, a prosta l jest 
oczywiście równoległa do OD.

Rozwiązanie 2-gie. Wyobraźmy sobie płaszczyznę Q, po­
prowadzoną przez prostą g prostopadle do /V, jeżeli przez E i G 
oznaczymy punkty, w których prosta g przetnie odpowiednio pro­
ste BA i OA, i przez G poprowadzimy prostą GE równolegle do z 
do przecięcia się z AC w F, to prosta EF będzie śladem płaszczy­
zny Q na płaszczyźnie obrazu. Ponieważ prosta lx jest prostopa­
dła do płaszczyzny Q, to jest ona prostopadła i do prostej EF\ 
lecz prosta EF jest także prostopadła do promieni, rzucających 
lt na płaszczyznę obrazu; stąd wynika, że EF jest prostopadła do 
płaszczyzny, rzucającej lx na płaszczyznę obrazu, a zatem EF 
jest prostopadła do Z; znajdziemy przeto l, prowadząc przez P 
prostopadłą do EF.

Rozwiązanie 3-cie (przy którem używa się jedynie rzutów 
osi, nie zaś trójkąta śladów). Płaszczyzna, poprowadzona przez 
oś z prostopadle do płaszczyzny obrazu, niech przetnie gx w Hi} 
wówczas punkt II otrzymujemy w przecięciu prostych z i g. 
W trójkącie GxHxOx, leżącym na płaszczyźnie Pi} niech wysoko­
ści przecinają się w punkcie Jx- na obrazie GJ jest prostopadła 
do z, a HJ — równoległa do y- wykreśliwszy J, prowadzimy l 
równolegle do OJ.

Rozwiązanie 4-te (nie wykreślone na figurze). Płaszczy­
zna, poprowadzona przez zx prostopadle do l, przecina Px po­
dług prostej, równoległej do gprowadzimy zatem przez O 
równoległą do g do przecięcia z AB w punkcie K\ CK jest wte­
dy śladem owej płaszczyzny na płaszczyźnie obrazu, a prosta l 
jest prostopadła do CK (art. 52).

208. Wykreślid długośd istotną odcinka PxQi, da­
nego przez obraz PQ i obraz rzutu poziomego P'$' 
(figura 160).

Przenieśmy odcinek PXQX równolegle do siebie 
w położenie NXMX takie, aby punkt Nx znajdował się 

na osi z1} a Mx — na płaszczyźnie Px\ prowadzimy w tym celu 
przez O odcinek OM, równy (w znaczeniu art. 4) odcinkowi Q'P'r 
a przez 31 — odcinek MN równy (w temże znaczeniu) odcinkowi 
PQ\ punkt N wypaść musi na z i MN jest obrazem odcinka 3IXNU 
Płaszczyznę obrazu, którą możemy przesuwać równolegle bez 
zmiany jakiegokolwiek rzutu punktu lub prostej, i której kieru-

Długość 
istotna odcinka.
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nek jest ustalony przez rzuty osi, przesuńmy przez punkt M^ 
poprowadzimy więc przez M prostą, prostopadłą do z, przecina­
jącą x, y odpowiednio w A, B, przez A zaś — prostopadłą do y, 
przecinającą z w punkcie C\ ABC jest trójkątem śladów; CM jest 
śladem płaszczyzny, przechodzącej przez z± i MXNX, na płaszczy­
źnie obrazu. Dla otrzymania istotnej długości odcinka MXNX,

P’
fig. 160.

równego PXQX, wykonajmy kład trójkąta prostokątnego MOxC 
na płaszczyznę obrazu; kład 0° punktu O znajduje się na okręgu 
koła, zakreślonego na średnicy MC, i zarazem na prostopadłej 
do CM, poprowadzonej przez 0; CO0 jest kładem boku C0X, na 
prostej CO0 znajdujemy kład N° punktu punktu Nx, przecinając 
ją prostą, poprowadzoną przez N prostopadle do MC\ wówczas 
MN0 jest długością szukaną.

209. Znaleść odległość punktu Px od płaszczy­
zny £ (fig. 161).

Oznaczmy przez Qx spodek prostopadłej, spuszczo-
k?u od1 płaszczy, nej z Px na £; zadanie nasze polega na wykreśleniu 

odcinka PXQX i znalezieniu jego długości istotnej. 
Niech I)EF będzie trójkątem śladów płaszczyzny £; znajdujemy 
(art. 205) ślad GH tej płaszczyzny na płaszczyźnie obrazu; obraz
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fig. 161.

i K, zaś równoległa do z przez K niech przetnie e2 w L, wów­
czas JL jest obrazem prostej przecięcia płaszczyzny £ z płasz­
czyzną, rzucającą PQ na Ph wskutek tego punkt Q leży na LJ. 
Znalazłszy punkt Q, wykreślamy długość odcinka PQ podług 
artykułu 208.

210. Przy znajdowaniu postaci istotnej figury płaskiej uży- 
tecznem jest twierdzenie następujące:

Obraz aksonometryczny figury płaskiej 
i jej kład na płaszczyznę obrazu są w koli- 
neacyi prostokątnej; osiątej kolineacyijest 

ślad płaszczyzny figury na płaszczyźnie obrazu.
Twierdzenie to wynika bezpośrednio z art. 30.
Gdy przeto chcemy wykreślić kład figury płaskiej, danej 

w rzucie aksonometrycznym, wystarczy wykreślić kład jedne­
go punktu figury; pozostałe punkty kładu znajdziemy na za­
sadzie kolineacyi.

211. Pokażemy, jak wykreślić kład płaszczyzny, danej przez 
obrazy śladów.

Kolineacya rzu­
tu aksonome- 

trycznego i kła­
du figury pła­

skiej.

280 Aksonometry a.

PQ jest prostopadły do GH (art. 52) i może być na tej zasadzie 
wykreślony; znajdźmy na nim punkt Q. Ponieważ P\Q\ jest 
prostopadła do śladu poziomego płaszczyzny £, to wykreślamy 
P'Q' podług art. 207. Niech P‘ Q' przetnie i y odpowiednio w J
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ŜQ
- -

1

, 
A

/
v 

I
/ 

/

\
//y\

-x
-

:i

\

**
-■

A



cF°

/ • \\'l
/ /// \

' \i///// / /1/ ' \ \/
/ v x// / ;\/ \/ // \/ \I \ \«i \// / \\\/ / \

\ \/ \
v \te, // \-■V \\/ \/ \ \/ \V,

V V / \

&■%
\■2, :i4-_N -------------- \_ - c/ W <r

\

\N \s
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Niech I)EF (figura 162) będzie trójkątem śladów 
płaszczyzny £; wykreślamy przedewszystkiem ślad HGr 

tej płaszczyzny na płaszczyźnie obrazu (art. 205). Przez z pro­
wadzimy następnie płaszczyznę Q, prostopadłą do śladu poziome­
go płaszczyzny £; ślad płaszczyzny Q na płaszczyźnie obrazu bę­
dzie prostopadły do obrazu et śladu poziomego płaszczyzny £ 
i przejdzie przez punkt C- otrzymamy zatem ten ślad płaszczy­
zny Q, prowadząc przez O prostopadłą CJ do eniech J będzie 
jej przecięciem z AB, wtedy OJ jest śladem poziomym płasz-

Kłail
płaszczyzny.

fig. 162.

czyzny Q. Jeżeli przez K oznaczymy punkt przecięcia prostych 
OJ i ED, to FK będzie obrazem linii największego spadku 
(art. JO) płaszczyzny £; jeżeli przez H poprowadzimy prostą HL: 
równoległą do FK, do przecięcia z et w L, to GLH będzie 
obrazem kąta prostego, leżącego na płaszczyźnie £; kład L° pun­
ktu L leży zatem na prostopadłej, spuszczonej z L na GH, oraz 
na okręgu koła, zakreślonego na średnicy GH.

Gdyby na płaszczyźnie £ daną była jakakolwiek figura, to 
jej kład znaleźlibyśmy z łatwością na zasadzie kolineacyi, mając 
parę punktów, odpowiadających sobie: L i L°.

i /
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fig. 163.

pozostaje zatem wykonać kład kąta GOH na płaszczyznę obrazu. 
Wykonajmy najprzód kład pomocniczy trójkąta BOC na płasz­
czyznę obrazu; w tym celu opisujemy na BC, jako na średnicy, 
koło, które przetnie prostą AO, prostopadłą do BC, w punkcie 
00 — kładzie punktu O; znajdujemy stąd długość LOQ. Teraz 
na prostopadłej do e przez 0 znajdujemy punkt 0° taki, że 
LO° = L00, wówczas 0° jest kładem punktu 0t około e, a G0°H — 
kątem żądanym. Możnaby jeszcze znaleść punkt 0° na zasadzie 
uwagi, że odległość 0° od e równa jest przeciwprostokątnej trój­
kąta, którego przyprostokątnemi są 00t i odległość O od e.
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212. Wykreślić kąt dwóch prostych danych.
Przez punkt 0t przesuwamy proste gt i hA (fig. 163),. 

dwóch prostych 0C[p0Wiedni0 równoległe do prostych danych. Niech g' 
przecina AB w J, wówczas CJ jest śladem na płaszczyźnie 
obrazu płaszczyzny, rzucającej gx na Px, zaś g przecina CJ w śla­
dzie G prostej gt na płaszczyźnie obrazu; podobnież znajdziemy 
ślad Ti prostej ht na płaszczyźnie obrazu, jako punkt przecięcia 
prostych h i CK, przyczem K jest punktem przecięcia prostych 
1T i AB. Prosta GH jest śladem e płaszczyzny prostych gt i bt 
ną płaszczyźnie obrazu; zaś GOH jest obrazem kąta żądanego;.

Kąt

1
I ^
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szczyzną Px, wzięte z rzutu pionowego, i kreśląc przez te punkty 
odcinki, równoległe do CE, o długościach, które otrzymujemy 
z rzutu poziomego; jeżeli mianowicie wykreśliliśmy na fig. 164 
odcinek CE1, równy odcinkowi CE z fig. 165, to na CE' bezpo­
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przykład. 213. Przykład: Obraz aksonometryczny nagrob­
ka w kształcie krzyża, danego przez rzuty prosto­
kątne (fig. 164 i 165).

Podstawa jest prostokątem z dłuższym wymiarem w kie­
runku CD. Powierzchnie i krawędzie bazy dają w przecięciu 
linie, leżące w płaszczyznach, tworzących ze ścianami frontowe- 
mi kąty dwuścienne 45° (płaszczyzny te nie zawierają przekąt­
nych podstawy). Kreślimy przedewszystkiem prostokąt podsta­
wowy, następnie kwadrat CDEF na boku CD- CE i DF są śla­
dami poziomemi owych płaszczyzn, tworzących ze ścianami fron-

towemi kąt 45°. Przekrój nagrobka wszel­
ką płaszczyzną poziomą jest prostokątem; 
obrazy wierzchołków tych prostokątów 
kreślimy najdogodniej, przenosząc podług

--------  -------- skali na prostej pionowej, poprowadzo-
_____ _____ nej przez C, odnośne wysokości nad pła-
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średnio otrzymamy długości owych odcinków od prostej piono­
wej przez C do wierzchołków nagrobka. Promień światła l jest 
dany przez obraz 6r6ri i obraz rzutu poziomego G'Grx (Cr, ozna­
cza tu ślad poziomy tego promienia). Cień, rzucony przez jaki­
kolwiek punkt na Pt, znajdziemy, jako ślad poziomy poprowadzo­
nego przez ten punkt promienia światła.

ĆWICZENIA.

296) Obrazy aksonometryczne rzutów promienia, prostopadłego 
do P, na płaszczyzny spółrzędnych są równoległe do rzutów odnośnych 
osi spółrzędnych.

297) Niech AD, BE, CF będą wysokościami trójkąta śladów 
ABC płaszczyzny obrazu; dowieść, źe:

EF : FD : DE = X2 : p2 : v2.

298) Zastosować twierdzenie powyższe do wykreślenia trójkąta 
śladów, gdy dane są stosunki X : p. : v.

299) Wykazać na zasadzie konstrukcyi art. 197, że danym sto­
sunkom X : p, : v odpowiada kilka układów osi spółrzędnych.

300) Wykreślić rzuty aksonometryczne kół, znajdujących się 
w różnych płaszczyznach spółrzędnych.

301) Wyznaczyć prostą, przechodzącą przez dwa punkty dane.
302) Dane są obrazy prostej i jej rzutu poziomego; wykreślić 

obrazy jej rzutów pionowego i bocznego, oraz jej śladów na płaszczy­
znach spółrzędnych i na płaszczyźnie obrazu.

303) Dane są obrazy śladów pionowego i bocznego prostej; wy­
kreślić obrazy jej rzutów na płaszczyzny spółrzędnych, jej obraz akso- 
nometryczny, obraz śladu poziomego i ślad na płaszczyźnie obrazu.

304) Jak poznać z obrazów aksonometrycznych, czy dwie proste 
leżą w jednej płaszczyźnie lub są skośne?

305) Poprowadzić płaszczyznę przez dwie proste, przecinające się 
lub równoległe.

306) Przez punkt dany poprowadzić prostą, równoległą do pro­
stej danej.

307) Poprowadzić płaszczyznę przez punkt i prostą lub przez 
trzy punkty.
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308) Mając ślady płaszczyzny na płaszczyźnie obrazu i jednej 
z płaszczyzn spółrzędnych, wykreślić jej ślady na pozostałych płaszczy­
znach spółrzędnych.

309) Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę, równoległą do 
drugiej prostej danej.

310) Przez punkt dany poprowadzić płaszczyznę, równoległą do 
drugiej płaszczyzny, danej przez ślady.

311) Przez punkt dany poprowadzić płaszczyznę, równoległą do 
dwóch prostych danych.

312) Wykreślić prostą przecięcia się dwóch płaszczyzn danych.
313) Wykreślić punkt przecięcia prostej z płaszczyzną
314) Dane są obrazy dwóch śladów płaszczyzny i obraz punktu, 

leżącego na tej płaszczyźnie; wykreślić obraz rzutu poziomego tego 
punktu.

315) Dane są obrazy: punktu, jego rzutu poziomego i śladu pozio­
mego przechodzącej przez ten punkt płaszczyzny; wykreślić obrazy pozo­
stałych śladów płaszczyzny.

316) Znaleść odległość dwóch płaszczyzn równoległych.
317) Wykreślić kształt istotny trójkąta śladów płaszczyzny

danej.
318) Znaleść odległość punktu od prostej.
319) Wykreślić wielkość kąta dwuściennego dwóch płaszczyzn.
320) Wykreślić kąt nachylenia prostej do płaszczyzny.
321) Wykreślić obraz aksonometryczny kuli.
322) Wykreślić obraz aksonometryczny walca obrotowego, które­

go podstawa leży w płaszczyźnie poziomej rzutu.



ROZDZIAŁ X.

TEORYA OŚWIETLENIA POWIERZCHNI.

§ 1. Zasady teoryi oświetlenia powierzchni *).
214. Przy kreśleniu rzutów prostokątnych róż­

nych przedmiotów kreśliliśmy ich cienie rzucone oraz 
własne, przez co rysunek zyskiwał na plastyczności; kreślenie 
cieni własnych polegało na oznaczeniu granicy światła i cienia 
na powierzchni, czyli linii, oddzielającej część oświetloną po­
wierzchni od nieoświetlonej, i zacieniowaniu tej ostatniej. Ażeby 
wrażenie przedmiotu, wywoływane w nas przez rysunek, było 
jeszcze plastyczniejszem, musimy nadto oddać na rysunku stopnio­
wanie natężenia światła na powierzchni, rozmaity stopień jasno­
ści w różnych jej punktach. Ta rozmaitość jasności powierzchni 
w różnych jej punktach zależna jest od wielu czynników skom­

plikowanych; dla uproszczenia teoryi czynimy pewne 
aksyomatyczne założenia aksy ornaty czne, w przybliżeniu zgodne z rze­
czywistością. Zakładać będziemy, że powierzchnia rozpatrywa­
na absolutnie nie przepuszcza i nie pochłania padającego na nią 
światła; następnie zakładać będziemy, że powierzchnia jest abso­
lutnie matową, t. j. że padające na nią światło zostaje całkowi­
cie rozproszone, przytem we wszystkich kierunkach równomier­
nie; na zasadzie tego założenia jasność oświetlenia powierzchni

Zadanie teoryi 
oświetlenia po­

wierzchni.

Założenia

*) Klasycznem dziełem o teoryi oświetlenia powierzchni jest praca Burmestera: 
„Theorie und Darstellung der Beleuclitung gesetzmiissig gestalteter Flachen” Lipsk 
1875 r.
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w pewnym punkcie jest niezależną od kierunku patrzenia na ten 
punkt. Zawsze mieć będziemy na uwadze oświetlenie promie­
niami równoległemi; w tern założeniu przyjmować będziemy pra­
wo fizyczne, że jasność oświetlenia powierzchni w pewnym pun­
kcie proporcyonalną jest do dostawy kąta, utworzonego przez 
normalną do powierzchni w tym punkcie z kierunkiem promieni. 
Oznaczając ten kąt przez X, oraz siłę oświetlenia płaszczyzny 
prostopadłej do promieni światła przez J, otrzymamy na siłę 
oświetlenia powierzchni w pewnym punkcie wartość Jcos X; dla 
płaszczyzny jest X stałe, a więc jasność oświetlenia płaszczyzny 
jest we wszystkich punktach jednakowa. Część powierzchni, na 
którą bezpośrednio promienie światła nie padają, nie jest mimo 
to bezwzględnie ciemną: otrzymuje ona światło, odbite od przed­

miotów otaczających, oraz od cząsteczek powietrza*, 
o tern świetle odbitem uczynimy założenie, że pro­

mienie jego padają na pogrążoną w cieniu własnym część po­
wierzchni w kierunku równoległym do promieni światła pier­
wotnego, ale w zwrocie wprost przeciwnym, oraz, że siła światła 
odbitego J stanowi pewną część ułamkową siły światła pierwo­
tnego J\ najczęściej zakłada się, że J = przyjmiemy również 
to założenie, dość blisko odpowiadające rzeczywistości.

215. Dla oznaczenia na rysunku stopniowania 
jasności oświetlenia powierzchni prowadzimy na tej 

ostatniej układ linij, będących miejscami geometrycznemi pun­
któw o jednakowej sile oświetlenia*, linie te nazywać będziemy 
liniami izofotycznemi albo równoświetlnemi. Ponieważ 
przy danem J siła oświetlenia powierzchni zależną jest jedynie 
od dostawy kąta X, to możemy linie równoświetlne określić geo­
metrycznie, jako miejsca geometryczne punktów na powierzchni, 
w których normalne do tej ostatniej tworzą kąty jednakowe 
z kierunkiem promieni światła; we wszystkich punktach je­
dnej linii równoświetJ.nej płaszczyzna styczna jest jednakowo 
nachyloną względem promieni światła. Granica cienia własnego 
jest jedną z linij równoświetlnych; odpowiada ona wartości 
cosX = 0. Najjaśniej oświetlone są te punkty powierzchni, w któ­
rych normalna jest równoległa do promieni światła; w tych pun­
ktach jest cos X = 1; w ogólności na powierzchni jest tylko licz­
ba skończona takich punktów; niekiedy na powierzchni wcale 
niema punktów, odpowiadających wartości cosX = 1, najjaśniej­
sze punkty powierzchni odpowiadają wówczas mniejszej wartości 
oosX (por. art. 210).

Światło odbite.

Linie
izofotyczne.
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Kreślimy na powierzchni linie równoświetlne, odpowiadające 
wartościom cosX od 0 do 1 w równych przedziałach, naprzykład 
cos X = 0, g-j §, I, f, 1; odnośne linie równoświetlne nazwijmy 
odpowiednio: 0, 1, 2, 3, 4, 5, tak, że im wyższym numerem ozna­
czoną jest linia, tem większym jest stopień jasności jej oświetle­
nia. Części linij równoświetlnych, przebiegające na nieoświetlonej 
części powierzchni, podchodzą geometrycznie pod to samo okre­
ślenie, co części, leżące na oświetlonej części powierzchni, fizy­
cznie zaś mają pierwsze to znaczenie względem światła odbitego, 
padającego na ciemniejszą część powierzchni, jakie drugie — 
względem światła pierwotnego; różnica przeto jasności oświetlenia, 
odpowiadająca dwom kolejnym liniom pierwszego rodzaju, jest 
dwa razy mniejsza od odpowiadającej dwom kolejnym liniom 
drugiego rodzaju. Dla odróżnienia będziemy oznaczali numerami 
podkreślonemi: 1, 2, 3, 4, 5 części linij równoświetlnych 1, 2, 3, 
4, 5, leżące na nieoświetlonej bezpośrednio części powierzchni. 
Na rysunku stopniujemy cieniowanie, nakładając odpowiednią 
ilość razy warstwę tuszu stałej gęstości; tusz rozrabiamy wodą 
więcej lub mniej, zależnie od tego, czy chcemy utrzymać całość 
rysunku w tonie jaśniejszym lub ciemniejszym; unika się zbytniej 
gęstości tuszu, aby na najciemniejszych miejscach rysunku nie 
znikły szczegóły wykreślenia.

Zanim przystąpimy do wykreślenia linij równo­
świetlnych na różnych powierzchniach szczególnych, 
uczynimy jeszcze uwagę następującą. Ponieważ wa­
żnym dla nas jest jedynie względny stopień jasności 

w różnych punktach, to dajmy J dowolnie wartość 5, wówczas 
jasność oświetlenia w każdym punkcie powierzchni wyrażać się 
będzie liczbą 5cosX, zawartą pomiędzy 0 i 5. Jeżeli zatem na 
promieniu światła odetniemy pięć jedności podług jakiejkolwiek 
skali, to rzut prostokątny tego odcinka na normalną do powierz­
chni w pewnym punkcie, odczytany podług tej samej skali, da 

stopień natężenia światła w tym punkcie; tę samą długość 
oczywiście otrzymamy, odcinając 5 jedności na normalnej i rzu­
cając je prostokątnie na kierunek promieni światła; jeżeli ów 
rzut będzie miał w szczególności długość 0, 1, 2, 3, 4, 5, to punkt 
obrany leżeć będzie na linii równoświetlnej, oznaczonej odpowie­
dnio takim samym numerem.

Z uwagi ostatniej będziemy korzystali przy wykreślaniu li­
nij równoświetlnych na różnych typach powierzchni.

Konstrukcyjne 
określenie jasno­
ści oświetlenia 
powierzchni 

w pewnym pun­
kcie.

nam



216. Walec obrotowy o podstawie na płaszczy­
źnie poziomej rzutu (fig. 166).

Kierunek promieni światła oznaczmy przez l. Po­
nieważ płaszczyzna, styczna do walca, dotyka go po­
dług tworzącej prostoliniowej, to liniami równoświetl- 
nemi powierzchni walcowej są tworzące, i zadanie 

nasze polega na oznaczeniu śladów tych tworzących na kole pod­
stawy k. Normalne do powierzchni w punktach tego koła prze­
chodzą przez jego środek M. Wyobraźmy sobie na promieniu 
światła, przechodzącym przez 
M, odciętą długość MN, rów­
ną promieniowi r koła k\ jeże­
li ten odcinek podzielimy na 
pięć części równych, to płasz­
czyzny, poprowadzone przez 
punkty podziału prostopadle 
do promienia l, przetną k od­
powiednio w punktach żąda­
nych; rzeczywiście, jeżeli przez 
P oznaczymy jeden taki punkt 
na kole k, to rzut promienia 
MP na promień l będzie wie­
lokrotną długości r : 5. Wy­
kreślmy kład 10 promienia Z 
około V na płaszczyźnie /fi; 
punkt przecięcia N0 prostej 10 
z kołem k będzie kładem pun­
ktu N. Powyżej wzmiankowa­
ne płaszczyzny, prostopadłe do 
l, przecinają płaszczyznę, rzu­
cającą l na Px, podług prostych, 
prostopadłych do l, a Px — po­
dług prostych, prostopadłych 
do V\ jeżeli przeto podzielimy MN0 na pięć części równych i przez 
punkty podziału poprowadzimy prostopadłe do /0, a przez punkty 
przecięcia tych prostopadłych z prostą V poprowadzimy znowu 
prostopadłe do tej prostej, to te ostatnie prostopadłe przetną 
koło k w szukanych punktach linij równoświetlnych. Tworząca

Geometrya wykreśliła.

Linie
równoświetlne 

walca obrotowe­
go, stojącego na 

płaszczyźnie 
poziomej.
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posiada oświetlenie najjaśniejsze, odpowiadające stopniowi nie­
co wyższemu od 4. Linie równoświetlne części nieoświetlonej 
(bezpośrednio promieniami l) przecinają k w punktach, przeciw­
ległych punktom odnośnych linij części oświetlonej powierzchni.

Przy pomocy rozpatrywanego tu walca możemy wykreślić 
linie równoświetlne walca prostego o podstawie jakiejkolwiek, 
łatwo bowiem jest widzieć, że w punktach tych linij na podsta­
wie styczne do tej ostatniej są równoległe do stycznych do 
koła k w punktach odpowiednich linij równoświetlnych walca 
obrotowego.

m

217. Walec obrotowy w położeniu dowolnem (fi­
gura 167).

Zasada konstrukcyi iest taka sama, lak w artyku-
Waleo obrotowy ...... , ..w położeniu do- le poprzednim: na promieniu światła l, przechodzącym 

przez środek M koła podstawy k, odcinamy długość 
MN promienia r tego koła; odcinek ten dzielimy na pięć czę­
ści równych i przez każdy punkt podziału prowadzimy płaszczy­
znę prostopadłą do l\ płaszczyzny te przetną koło k w punktach, 
należących do tworzących szukanych. Dla ułatwienia tej kon­
strukcyi rzucamy l prostokątnie na płaszczyznę koła k\ niech tym 
rzutem będzie prosta p. Jeżeii w płaszczyźnie prostych l i p 
poprowadzimy przez pewien punkt podziału odcinka MN prosto­
padłą do tego odcinka, a przez jej punkt przecięcia z p — pro­
stopadłą do p w płaszczyźnie koła k, to ta prostopadła do p 
przetnie koło k w punktach linij równoświetlnych, odpowiadają­
cych obranemu punktowi podziału odcinka MN

W celu wykonania powyższej konstrukcyi obierzmy na l 
dowolny punkt L i oznaczmy prostą, poprowadzoną przez L ró­
wnolegle do tworzących walca, przez q\ niech q przetnie płasz­
czyznę koła k w P, wtedy MP jest prostą p. Płaszczyzna pozio­
ma, poprowadzona przez Jf, niech przetnie prostą q w punkcie 
A'; otrzymamy K", przecinając q" prostą, poprowadzoną przez M" 
równolegle do x. Obróćmy teraz płaszczyznę LMP około prostej 
MK tak, aby stała się poziomą; oznaczmy rzuty poziome nowych 
położeń punktów i prostych tej płaszczyzny za pomocą wskaźni­
ka O); wykreśliwszy L0 (art. 54), znajdziemy, że M'L0 będzie 
prostą l0, K'L0 ■— prostą g0; prostą p0 otrzymamy, spuszczając 
z M' prostopadłą M'P0 na q0. Wykonajmy następnie drugi obrót 
pomocniczy, mianowicie: sprowadźmy płaszczyznę koła k do po­
łożenia poziomego przez obrót około jego średnicy poziomej a\
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z łatwością wykonać konstrukcye potrzebne, mianowicie: na l0 
odcinamy długość M'N0, równą promieniowi koła 7v°; prostopadła 
do 70 w N0 niech przetnie p0 w Q0, odcinamy wtedy M'Q°~ M'Q0 
na p° i dzielimy M'Q° na pięć części równych; prostopadłe do p° 
w punktach podziału przecinają h° w punktach, będących nowe- 
mi położeniami końców linij równoświetlnych na Ic. Jeżeli przy­
wrócimy koło 7v0 do położenia pierwotnego, to punkty koła h° 
opiszą koła w płaszczyznach pionowych, i rzutami poziomemi
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oznaczmy rzuty poziome punktów i prostych tej płaszczyzny po 
obrocie przez dodanie wskaźnika (°); znajdujemy 7c°, jako koło, 
zakreślone na średnicy a'• ponieważ rzut P' znajdował się przed 
obrotem na q', a przez obrót P' posuwa się po tej samej prostej q\ 
jako po prostopadłej do a\ to P° leży oczywiście na q' i jest 
przytem M'P° — M'P0. W płaszczyznach obróconych możemy
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lig. 168.

Oznaczmy wierzchołek stożka przez S. Jeżeli w punktach koła k 
poprowadzimy normalne do powierzchni stożka, to one utworzą 
inny stożek obrotowy o wierzchołku N, mający oś SN wspólną 
ze stożkiem pierwszym, Wyobraźmy sobie następnie przez N 
promień światła i i na nim od punktu N odetnijmy długość NJ 
tworzącej drugiego stożka-, jeżeli odcinek NJ podzielimy na pięć
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tych kół będą proste prostopadłe do a!\ stąd wynika, że rzuty 
poziome tworzących, będących liniami równoświetlnemi, przecho­
dzą przez otrzymane na kole Jc° punkty. Znalazłszy rzuty poziome 
linij równoświetlnych, bez trudu wykreślimy ich rzuty pionowe.

Największą jasność wykazuje tworząca w; odpowiada ona 
stopniowi między 4 i 5.

Do linij równoświetlnych części powierzchni, leżącej w cie­
niu własnym, stosuje się ta sama uwaga, co w artykule po­
przednim.

218. Stożek obrotowy z podstawą na Px (fig. 168).
Podobnie, jak w artykule poprzednim, z góry 

'płkszciyznTe* wiemy, że linie równoświetlne stożka są jego tworzą- 
poziomej. cemi- zadanie nasze polega zatem również na wykre­

śleniu śladów tych tworzących na kole podstawy Ł
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części równych i przez punkty podziału poprowadzimy płaszczy­
zny, prostopadłe do i, to one przetną, koło k w punktach żąda­
nych; jakoż, niech P będzie jednym z takich punktów na k, 
wtedy rzut odcinka PN normalnej na promień i ograniczony 
jest przez N i jeden z punktów podziału odcinka NJ, a przeto 
długość tego rzutu stanowi wielokrotną długości NJ : 5 czyli 
NP : 5. Na tej zasadzie opieramy konstrukcyę następującą.

Przez wierzchołek S poprowadźmy promień światła l i wy 
konajmy kład płaszczyzny pionowej, przechodzącej przez 7, na /Y, 
niech S0 będzie kładem punktu $; jeżeli V przecina k w M, to 
S0M jest kładem tworzącej stożka danego, a prostopadła do MS0, 
poprowadzona przez M, przecina S0S' w kładzie N0 punktu N; 
prosta, poprowadzona przez N0 równolegle do kładu promienia 7, 
jest kładem i0 promienia i. Na i0 odcinamy N0J0 = N0M i dzie­
limy ten odcinek na pięć części równych. Płaszczyzny, prosto­
padłe do i, przecinają płaszczyznę pionową, poprowadzoną przez 7, 
podług prostopadłych do i, a płaszczyznę Pt — podług prostopa­
dłych do 7; prowadzimy przeto przez punkty podziału odcinka 
No Jo prostopadłe do tego odcinka, a przez punkty ich przecięcia 
z prostą V — prostopadłe do tej prostej; te ostatnie prostopadłe 
przetną k w punktach, będących śladami poziomemi linij równo- 
świetlnych stożka.

219. Stożek obrotowy w położeniu dowolnem 
(figura 169).

Ogólny plan konstrukcyi jest taki sam, jak w artykule 
poprzednim.

Oznaczmy znowu wierzchołek stożka danego przez 
w położeniu do. S, a wierzchołek stożka, utworzonego przez normalne 

do stożka danego w punktach podstawy k — przez N. 
Przez promień 7, przechodzący przćz S, oraz przez oś SN popro­
wadźmy płaszczyznę, która niech przetnie płaszczyznę koła k 
podług prostej p, a stożki odpowiednio podług tworzących SM 
i MN. Na prostej i, poprowadzonej przez N równolegle do 7, 
odcinamy NJ = NM i dzielimy NJ na pięć części równych; przez 
punkty podziału prowadzimy w płaszczyźnie SMN (zawierającej 
proste 7, p i i) prostopadłe do i, a przez ich przecięcia z prostą p — 
prostopadłe do p w płaszczyźnie podstawy; te ostatnie prostopa­
dłe przetną koło k w punktach, będących końcami linij równo- 
świetlnych.



fig. 169.

dziemy w jej przecięciu z 0'S0 punkt ZV0; przez ten punkt popro­
wadzimy prostą, i0 równolegle do l0 i odetniemy na i0 odcinek 
N0J0 ~ N0M0. Niech prostó, poprowadzone przez J0 i N0 prosto­
padle do N0J0, przecinają p0 odpowiednio w punktach Q0 i R0 
(na rysunku punkt R0 nie jest oznaczony), wtedy Q i R są pun­
ktami, w których prostą p przecinają płaszczyzny, prostopadłe 
do i i poprowadzone przez J i N. Położenie punktu Q' znajdzie­
my na zasadzie uwagi, że Q'Qq jest prostopadła do rzutu osi

i'94 Teoiya oświetlenia powierzchni.

Dla wykonania tej konstrukcyi obrócimy płaszczyznę SMN 
około prostej poziomej OK równolegle do płaszczyzny P±, a na­
stępnie sprowadzimy płaszczyznę koła Tc do położenia poziomego 
przez obrót około średnicy poziomej tego koła; punkty i proste 
po tych obrotach oznaczmy tak samo, jak w art. 217. Wykre­
śliwszy tedy S0, znajdujemy 0'M0, jako promień elipsy Tc\ pro­
stopadły do 0'$0; prowadząc przez M0 prostopadłą do M0S0, znaj-
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obrotowej K'0', oraz że S'Q' przechodzi przez punkt przecię­
cia T prostych S0Q0 i K'0' (figury, opatrzone odpowiednio wska­
źnikami (') i (0) są w kolineacyi prostokątnej względem osi K'T')\ 
znalazłszy Q\ łatwo znajdziemy Q°, albowiem prosta Q'Q° jest 
prostopadła do a', a O'Q° = Ó'Q0; w podobny sposób znajdzie­
my R°. Odcinek Q°R° podzielimy następnie na pięć części ró­
wnych i w punktach podziału wykreślimy do niego prostopadłe, 
które przetną k° w punktach, odpowiadających punktom żądanym 
na z punktów na kole h° otrzymamy wreszcie odnośne punkty 
na kole Jc' na zasadzie kolineacyi prostokątnej, zachodzącej mię­
dzy figurami, oznaczonemi wskaźnikami (') i (°) względem osi 
kolineacyi a'.

Z rzutów poziomych otrzymanych punktów wykreślimy 
z łatwością ich rzuty pionowe.

220. Kula (figura 170).
Średnica l kuli, równoległa do promieni światła, przecina jej 

powierzchnię w punktach, odpowiadających stopniowi oświetlenia 
5 względnie 5; jeżeli tę średnicę podzielimy na dziesięć części

Kula.
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fig. 170.

równych i przez punkty podziału poprowadzimy płaszczyzny, do 
niej prostopadłe, to one przetną kulę podług kół, będących żąda- 
nemi liniami równoświetlnemi. Rzeczywiście, niech Q będzie 
jednym z punktów podziału, p — odnośnem kołem na kuli, 
a P — jakimkolwiek punktem na tem kole; oznaczając środek
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kuli przez O, a jej promień przez r, zauważymy, że długość rzu­
tu prostokątnego promienia kuli OP na promień światła l jest 
wielokrotną długości r : 5.

Konstrukcya odnośna wykonana jest na figurze 170 jedynie 
w rzucie poziomym; rzut pionowy znajdziemy na zasadzie pozio­
mego, albo niezależnie od niego sposobem analogicznym.

Przez obrót około równoległej do V średnicy kuli sprowa­
dzimy koło wielkie i, leżące w płaszczyźnie prostych l i V, do 
położenia ?0, równoległego do /\; odnośne położenie prostej l 
oznaczmy przez l0. Koło i0 schodzi się z konturem h' rzutu po­
ziomego kuli. Średnicę koła i0, leżącą na l0, dzielimy na dziesięć 
równych części i przez punkty podziału prowadzimy prostopadłe 
do l0\ np. przez punkt podziału $0 prowadzimy prostopadłą do l0, 
przecinającą i0 w A0 i B0. Gdybyśmy znowu sprowadzili i0 do 
położenia pierwotnego, to odcinek AB byłby średnicą koła, będą­
cego linią równoświetlną, odpowiadającą punktowi podziału Q0. 
Rzut poziomy tego koła jest elipsą, której oś mniejsza A‘B‘ leży 
na l'\ końce tej osi znajdziemy, prowadząc proste A^A' i B0B', 
prostopadłe do Z'; oś wielka zaś przechodzi przez $0 i ma długość 
równą A0B0. Znając osi elipsy, wykreślimy ją podług art. 28. 
Oznaczmy tę elipsę przez b', a koło, którego ona jest rzutem, 
przez b; punkty, w których b' dotyka Jc1, są rzutami punktów, 
w których koło b przecina koło wielkie poziome Jc- prosta, łącząca 
te dwa punkty, jest prostą przecięcia płaszczyzny koła b z płasz­
czyzną poziomą, przechodzącą przez O. Uważając koło b jako 
niezmiennie związane z kołem i, spostrzeżemy, że przy obrocie 
tego ostatniego nie zmienia się punkt przecięcia osi obrotowej 
z płaszczyzną koła b; na tej zasadzie widzimy, że prosta, łącząca 
punkty styczności elipsy b' i koła h', przecina prostą V w punkcie 
przecięcia się tej ostatniej z A0B0 i jest do V prostopadłą.

221. Powierzchnie obrotowe.
W celu wykreślenia linij równoświetlnych powierzchni obroto­

wej zastosujemy metodę wykreślania linij równoświetlnych kuli.
Oznaczmy przez a oś powierzchni; zakładamy, że ta oś 

jest pionowa; m niech będzie południkiem głównym, (ró­
wnoległym do płaszczyzny Z^); oznaczmy dalej przezjp równoleżnik 
dowolny, oraz przez J i K punkty przecięcia się linij p i m. 
Obrawszy następnie dowolną kulę pomocniczą, prowadzimy w niej 
średnicę %, równoległą do a; do koła wielkiego ml} równoległego 
do P2, prowadzimy styczne, odpowiednio równoległe do stycznych,

Powierzchnie
obrotowe
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poprowadzonych do linii m w punktach J i /f; punkty styczno­
ści na mx oznaczmy przez Jx i Kx\ przez te punkty wyobraźmy 
sobie kolo pt na kuli w płaszczyźnie, prostopadłej do ax, a więc 
równoległej dojp. Jasnem jest, że stożek, dotykający powierzch­
ni obrotowej podług koła p, oraz stożek, dotykający kuli podług 
koła pt, są sobie równe i jednakowo skierowane; ich linie równo- 
świetlne są zatem odpowiednio równoległe; z drugiej strony jasnem 
jest, że linie równoległe każdego stożka przecinają koło p wzglę­
dnie px w tych samych punktach, w jakich je przecinają linie 
równóświetlne odnośnych powierzchni. Te same stosunki zacho­
dzą w szczególności w rzucie pionowym.

OS

Z,

z.

&oJ

4
os

fig. 171.

Wykreślamy tedy rzut pionowy kuli i jej linij równoświetl- 
nych. Kreślimy następnie dowolną prostą p", prostopadłą do a" 
i przecinającą m" w J" i K"\ do m'\ prowadzimy styczną, równo­
ległą do stycznej do m" w J" a przez punkt styczności J'\ pro­
wadzimy cięciwę p'\ koła m u równoległą do p"• niech drugi
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koniec tej cięciwy będzie K'\. Rzuty punktów przecięcia linij 
równoświetlnych kuli z kołem px znajdziemy bezpośrednio na za­
sadzie artykułu poprzedniego, będą, to punkty na odcinku J"XK"X\ 
a ponieważ szereg odpowiednich punktów na J"K" jest podobny 
do szeregu J"XK"X, to dla otrzymania pierwszego winniśmy tylko 
drugi powiększyć lub zmniejszyć w stosunku : J"K"
i przenieść na J"K". Mając rzuty pionowe tych punktów, z ła­
twością wykreślimy ich rzuty poziome.

Tym sposobem znajdziemy na każdym równoleżniku punkty 
inij równoświetlnych; wykreśliwszy je na dostatecznej ilości ró­
wnoleżników, połączymy punkty odpowiednie liniami ciągłemi 
i otrzymamy tym sposobem linie równoświetlne powierzchni. 
Wykreślenie pomocnicze rzutu pionowego linij równoświetlnych 
kuli, będąc raz wykonane, starczy oczywiście dla wszystkich ró­
wnoleżników powierzchni.

Jako przykład podajemy na fig. 171 rzuty linij równoświetl" 
nych powierzchni pierścienia kołowego z osią pionową.

222. Powierzchnie śrubowe.
Wykreślamy punkty linij równoświetlnych, leżące na od­

dzielnych liniach śrubowych powierzchni; przez połączenie tych 
punktów otrzymujemy punkty żądane.

Niech a (fig. 172) będzie osią pionową powierzchni 
śrubowej, a A śladem poziomym tej osi; s niech będzie 

linią śrubową, leżącą na powierzchni, AS niech będzie wysokością 
linii s, podzieloną przez 27r. Obierzmy na linii s punkt P taki, że 
prosta P'A jest równoległa do osi rzutu x, i niech ex będzie śla­
dem poziomym płaszczyzny £, poprowadzonej przez S równolegle 
do płaszczyzny, stycznej w P do powierzchni śrubowej. Spuśćmy 
z A prostopadłą AQ na ex i wyobraźmy sobie stożek, utworzony 
przez obrót prostej SQ około a; koło Jc będzie podstawą tego 
stożka, dotykającą ex w Q- płaszczyzna £ dotykać będzie stożka 
podług tworzącej SQ. Z równoległości płaszczyzny, stycznej do 
powierzchni śrubowej w P, i płaszczyzny £ wynika, że powierz­
chnia śrubowa ma w punkcie P taką samą jasność, jaką ma ów 
stożek w Q. Niech punkt P przez ruch śrubowy około a przejdzie do 
pewnego położenia Px, a Q — przez obrót około a na kąt P'AP'l — 
do położenia Qx\ łatwo wtedy zobaczymy, że płaszczyzna, styczna 
do powierzchni śrubowej w Px, będzie znowu równoległa do pła­
szczyzny, stycznej do stożka w Qx, tak że w tych punktach po­
wierzchnie odnośne mają jednakową jasność oświetlenia. Jeżeli

Powierzchnie
śrubowe.
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przeto pewna linia równoświetlna stożka przecina koło Tc w pun­
kcie Qi, to odnośna linia równoświetlna powierzchni śrubowej 
przecina linię s w punkcie Pt takim, że kąt P\AQ1 równy jest 
kątowi P'AQ — (3. Obierzmy teraz zamiast stożka z podstawą Tc 
stożek K z podstawą s' i z tworzącemi, równoległemi do odnoś­
nych tworzących tamtego stożka. Wtedy linie równoświetlne 
tego stożka przetną koło s' w punktach, które przez obrót około 
A na kąt (3 w kierunku, wskazanym strzałką, dadzą rzuty pozio­
me punktów przecięcia linii s z odnośnemi liniami równoświetl- 
nemi powierzchni śrubowej.

fig. 172.

Konstrukcyę wykonywamy, jak następuje. Znajdujemy prze- 
dewszystkiem koło Tc\ rzut V promienia światła, poprowadzonego 
przez S, niech przetnie koła Tc i s' odpowiednio w F i G, wtedy 
SF jest tworzącą stożka o podstawie Tc, a GT — śladem równole­
głej tworzącej stożka K, Linie równoświetlne stożka K znaj­
dujemy, jak na fig. 168, mianowicie: płaszczyznę pionową, popro­
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wadzoną przez l, kładziemy przez obrót około V na Pi; kład S0 
punktu S znajdziemy, odcinając na prostopadłej do V od A od­
cinek AS0 — A"S"\ łącząc S0 ze śladem poziomym promienia l, 
otrzymamy kład /0 tego ostatniego; prostopadła, spuszczona z G na 
S0F, niech przecina S0A w N0\ przez N0 prowadzimy i0 równolegle 
do /0 i odcinamy na i0 odcinek N0J0 = N0G^ podzieliwszy odcinek 
N0J0 na pięć części równych, prowadzimy do niego przez punkty 
podziału prostopadłe, a przez ich punkty przecięcia z prostą l — 
prostopadłe do tej prostej; te ostatnie prostopadłe przetną koło s' 
podług śladów linij równoświetlnych stożka K. Obracając te pun­
kty na kole s' o kąt [3 w odpowiednim kierunku, otrzymamy 
rzuty poziome leżących na s punktów linij równoświetlnych.

Prosta V przecina s' w punktach G i H, będących śladami 
linij równoświetlnych największej jasności na powierzchni stożka /f; 
przez obrót o kąt (3 otrzymamy rzuty poziome punktów naj­
większej jasności na linii śrubowej s.

ĆWICZENIA.

323) Dowieść, źe linie równoświetlne powierzchni rozwijalnej są 
jej tworzącemi prostoliniowemi.

324) Wykreślić linie równoświetlne walca prostego, którego pod­
stawą jest elipsa na płaszczyźnie Px.

325) Wykreślić linie równoświetlne walca pochyłego, którego 
podstawą jest koło lub elipsa na płaszczyźnie Pt.

326) Oznaczyć stopień oświetlenia płaszczyzny danej.
327) Zacieniować, z oznaczeniem stopnia jasności, powierzchnie 

wielościanów foremnych.
328) Jeżeli promienie światła są równoległe do przekątnej sze­

ścianu (art. 69), to obydwa rzuty linij równoświetlnych kuli są identycz­
ne; jeden z nich otrzymujemy z drugiego przez obrót o 90°.

329) Wykreślić linie równoświetlne rozmaitych typów powierzch­
ni śrubowych.



WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ.

1) Wynika z (ABCD) = — 1, gdy podstawimy:

BC = AC - AB, DC = AC -AD.

2) Promień, harmonicznie sprzężony z prostą, łączącą punkt dany 
z wierzchołkiem kąta, względem ramion kąta, jest równoległy do prostej 
żądanej.

3) Niech punkt przecięcia się prostej szukanej z prostą B C bę­
dzie X, wtedy AM, AB, AC, AX stanowią cztery promienie harmo­
niczne.

4) Niech punkt przecięcia się prostych m i BC będzie M\ ozna­
czając punkt, w którym prosta, łącząca punkt szukany z punktem A, 
przecina prostą BC, przez X, widzimy, że punkty M, B, C i X stano­
wią cztery punkty harmoniczne.

5) Pęk promieni P przecina proste s i t podług szeregów rzutowo 
pokrewnych; rzucając te szeregi odpowiednio z punktów N i M, otrzyma­
my dwa pęki promieni rzutowo pokrewne, których promienie odpowie­
dnie przecinają się w punktach C.

6) Szeregi punktów A i B są rzutowo pokrewne, gdyż pierwszy 
jest rzutem szeregu punktów C z punktu T na prostą m, drugi — rzutem 
tegoż szeregu z punktu S na prostą n.

7) Pęki O (ABC...) i O (A'B'C'...) są równe, szeregi A, B, C,... 
i A', B', C',... są zatem rzutowo pokrewne. W wymienionym przypad­
ku szczególnym punkty w nieskończoności na prostych m i n odpowia­
dają sobie wzajemnie.
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8) Pęki promieni a i a' są, rzutowo pokrewne, zaś pęk a jest równy 
pękowi b, jakoteź pęk a' — pękowi b', a zatem pęki bib1 są rzutowo po­
krewne. We wskazanym przypadku szczególnym pęki b i b' mają pro­
mień 00' wspólny.

9) Dowodzi się przy pomocy rozumowania, podobnego do końco­
wego ustępu art. 30.

13) Pierwszą — w punkcie, którego rzuty leżą symetrycznie wzglę­
dem osi rzutu; drugą — w punkcie, którego rzuty schodzą się razem; 
w przypadku szczególnym kreślimy rzut boczny.

15) Za pomocą rzutu bocznego znajdziemy jeden punkt każdej 
prostej; obie przechodzą przez punkt przecięcia śladów płaszczyzny.

16) Łatwo możemy znaleść rzut boczny punktu szukanego.
18) W pierwszym wypadku są g" i g' symetryczne względem osi, 

w drugim schodzą się razem.
19) A'B' i A"B" muszą przeciąć się na osi.
20) Rzut boczny.
21) A znajduje się w płaszczyźnie, przechodzącej przez a i prosto­

padłej do PtJ względnie do P2.
22) Rzuty spółimienne leżeć muszą na jednej prostej.
23) Rzut boczny.
24) W punkcie przecięcia śladów płaszczyzny schodzą się ślady 

prostej; położenie jej uwidocznia rzut boczny.
26) Prosta, łącząca dwa punkty, musi wtedy przecinać prostą, 

łączącą drugie dwa punkty, lub być do niej równoległą.
27) Przez punkt dany prowadzimy prostą, leżącą na płaszczyźnie 

i równoległą do śladu danego; drugi ślad płaszczyzny przechodzi przez 
ślad odpowiedni tej prostej; por. fig. 40.

28) W punkcie żądanym prosta przecięcia dwóch płaszczyzn prze­
cina trzecią.

29) Przez punkt dany i każdą z prostych danych prowadzimy 
płaszczyznę; dwie te płaszczyzny przetną się podług prostej żądanej.

30) Każde trzy ślady spółimienne przecinają się w jednym pun­
kcie; punkty te są śladami prostej przecięcia.

31) Proste przecięcia dwóch różnych par tych płaszczyzn przeci­
nają się wzajemnie.

32) Podług metody drugiej części art. 45.
34) Rzut boczny.
35) Płaszczyznę szukaną wyznaczają dwie proste, poprowadzone 

z punktu danego równolegle do prostych danych.
36) Prosta szukana jest równoległa do prostej, podług której 

pierwsza płaszczyzna przecina drugą lub równoległą do drugiej.
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37) Prosta żądana jest równoległa do prostej przecięcia płasz­
czyzn danych.

38) Płaszczyzna żądana wyznaczona jest przez pierwszą prostą 
i przez prostą, poprowadzoną z dowolnego punktu tej prostej równolegle 
do drugiej.

39) Gdy przez dwie proste poprowadzimy płaszczyzny równole­
głe do trzeciej (zag. 38), to one przetną się podług prostej żądanej.

40) Kreślimy prostą pomocniczą, równoległą do szukanej i leżącą 
na płaszczyźnie danej.

41) Jak poprzednie.
42) Kreślimy prostą pomocniczą, równoległą do danej i leżącą na 

płaszczyźnie szukanej.
43) Pzez kład na P2.
44) Jest: A'C' : C'B' — A"C" : C"B" = AC : CB (art. 21).
45) i 46) Art. 48.
47) Art. 49.
48) Suma kątów danych nie powinna być większa niż 90° (art. 50); 

gdy suma ta jest równa 90°, to prosta szukana jest prostopadła do osi; 
wykreślamy ją wtedy przez rzut boczny; gdy suma zaś jest mniejsza od 
90°, to kreślimy jakąkolwiek prostą z danemi kątami nachylenia (podług 
fig. 59, obrawszy dowolnie A2B — A1C), następnie przez punkt dany 
prowadzimy prostą, do niej równoległą.

49) , 50), 51) i 52) Podług art. 50 i fig. 59.
53) Niech dany będzie punkt A na śladzie pionowym, oraz kąt 

nachylenia a prostej do Pt; poprowadziwszy przez A w płaszczyźnie P2 
prostą, nachyloną do Px pod kątem a, obracamy ją około promienia AA' 
tak, aby jej ślad poziomy znalazł się na śladzie poziomym płaszczyzny; 
zadanie to ma dwa rozwiązania, jedno lub żadne, stosownie do tego, czy 
odległość A' od śladu poziomego płaszczyzny jest mniejsza, równa lub 
większa od AA' ctg a. Gdy dany jest punkt A na śladzie poziomym, 
oraz kąt nachylenia a prostej do Pu to kreślimy na płaszczyźnie danej 
jakąkolwiek prostą, nachyloną do Px pod kątem ot, i prowadzimy przez A 
równoległą do niej.

55) Przez rzut boczny.
56) Poprowadziwszy prostą jakąkolwiek, nachyloną do Pt i P2 pod 

kątami, dopełniającemi do 90° odpowiednio kąty dane (zag. 48), prowa­
dzimy przez punkt dany płaszczyznę, prostopadłą do tej prostej (art. 52; 
fig. 61). Warunkiem rozwiązalności zadania jest, aby suma kątów da­
nych nie była mniejsza od 90°; gdy suma ta równa jest 90°, to płaszczy­
zna szukana jest równoległa do osi; możemy w tym wypadku z łatwością 
wykreślić jej ślad boczny.
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57) Rzut boczny.
58) i 59) Art. 51.
60) Niech A będzie śladem poziomym, B — pionowym prostej, 

a — kątem danym. Obieramy na osi punkt C tak, aby było: /_BCB'—cz. 
i z B' jako środka kreślimy koło promieniem B'C\ każda ze stycznych, 
poprowadzonych do tego koła z punktu A, wyznacza wraz z prostą AB 
płaszczyznę szukaną.

61) Podobnie do poprzedniego.
62) Art. 49 i 45.
63) Przez dwukrotne zastosowanie metody art. 47 sprowadźmy 

jednę prostą do położenia, prostopadłego do jednej z płaszczyzn rzutu.
64) Rzut boczny.
65) Gdy dany jest rzut poziomy punktu, to metodą art. 47 obra­

camy płaszczyznę daną tak, aby zajęła ona położenie prostopadłe do P2; 
oś obrotu najlepiej poprowadzić przez punkt, którego rzut jest dany.

69) Płaszczyzna szukana wyznaczona jest przez prostą daną 
i przez prostopadłą, spuszczoną z dowolnego punktu tej prostej na płasz­
czyznę daną.

70) Spodek prostopadłej, spuszczonej z punktu na prostą, wykre­
śla się przy pomocy rzutu bocznego.

71) Prowadzimy przez G\ płaszczyznę, prostopadłą do g', i rzu­
camy na nią prostą g"\ odległość punktu G\ od tego rzutu jest odle­
głością szukaną. Rzut wymieniony przechodzi przez G2 i przez spodek 
prostopadłej, spuszczonej z G'\ na prostopadłą, poprowadzoną do g' 
przez G'2.

72) Przez środek najkrótszej odległości prostych danych (art. 53 
i zag. 44) prowadzimy płaszczyznę prostopadłą do tej najkrótszej odle­
głości (art. 52), albo równoległą do prostych danych (zag. 35).

73) Odległość żądana jest równa odległości pomiędzy śladami bo- 
cznemi prostych danych.

74) Rzut boczny.
75) Art. 54.
76) i 77) Art. 54, albo też art. 55.
78) Zag. 77 i art. 52.
80) Art. 55.
81) Wykonywamy kład płaszczyzny, jak w art. 55, i wykreślamy 

po kładzie położenie punktów danych, uważając układ tych punktów 
i płaszczyzny danej, jako figurę niezmienną w sobie; możemy następnie 
wykreślić dwa koła, do których prosta szukana ma być styczną wspólną.

82) Art. 56.
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83) Art. 54.
84) Art. 55.
85) Rzut boczny.
86) i 87) Art. 55.
88) Stosujemy metodę art. 54, przyjmując za oś obrotu ramię 

kąta, równoległe do płaszczyzny rzutu.
89) Art. 56.
90) Gdy równoległe są ślady poziome, obracamy płaszczyznę 

około prostopadłej. spuszczonej na oś z punktu przecięcia się śladów pio­
nowych (art. 47) tak, aby płaszczyzny stały się prostopadłemi do P2; 
w tej ostatatniej otrzymujemy wtedy wielkość kąta szukanego.

91) Kąt szukany równy jest kątowi między śladami bocznemi.
92) Art. 56.
93) Możemy sprowadzić do zag. 60 przez zastosowanie art. 54.
94) Kąt żądany jest spełnieniem do 90° kąta, utworzonego przez 

kierunek prostopadłej do płaszczyzny danej z osią rzutu.
95) Przez dwukrotne zastosowanie art. 47 sprowadzamy zagadnie­

nie do przypadku, gdy jedna prosta jest prostopadła do jednej z płasz­
czyzn rzutu.

96) Niech kąty płaskie będą a, (3, y; kąty dwuścienne, im przeciw­
ległe, oznaczmy odpowiednio przez: X, [x, v. Rozwijając ściany kąta bry­
łowego w płaszczyźnie Pu otrzymamy pęk 4 promieni, tworzących kąty: 
Z.AOB = a, /LCOD = y. Na OA i OD odcinamy do­
wolne, lecz równe odcinki 031 i ON\ obracamy następnie kąt AOB 
około OB, oraz kąt COD około 0(7, tak aby proste OA i OD ze szły się, 
zejdą się przytem punkty iii"i N w pewnem położeniu P; rzuty punktu 
P możemy łatwo wykreślić; rzeczywiście: w P' przecinają się prostopadłe, 
spuszczone z 31 i N odpowiednio na OB i 0(7; oznaczając zaś przez K 
spodek pierwszej z tych prostopadłych, a przez L —• spodek drugiej, 
zobaczymy, że odległość punktu P" od osi jest y~MK2 — KPn. Kąt nachy­
lenia prostej BK do płaszczyzny Px jest kątem v, kąt nachylenia pro­
stej BL do tejże płaszczyzny — kątem X; p. znajdujemy, jako kąt płasz­
czyzn BOB i BOC.

97) Sprowadza się do poprzedniego przez rozważanie kąta trój­
ściennego dopełniającego.

98) Dane są: a, (3 i v. Nakreśliwszy na Px kąt a, prowadzimy przez 
jedno jego ramię płaszczyznę, nachyloną do Px pod kątem v, a na niej 
prowadzimy przez wierzchołek kąta a prostą, tworzącą ze śladem pozio­
mym płaszczyzny kąt (3; prosta ta, oraz ramiona kąta a są krawędziami 
rozpatrywanego kąta trójściennego.

Geornetrya wykreślna. 20
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99) Można sprowadzić do poprzedniego przez rozważanie kąta 
dopełniającego. Zaleca się także rozwiązanie niezależne następujące, 
Dane są: a, p., v. Nakreśliwszy na Px kąt a, prowadzimy przez jedno jego 
ramię płaszczyznę nachyloną do Px pod kątem p., a przez drugie — pła­
szczyznę nachyloną do Pt pod kątem v; prosta przecięcia się tych płasz­
czyzn, oraz ramiona kąta a stanowić będą krawędzie kąta trójściennego 
rozpatrywanego.

100) Dane są a, (3 i X. Na dowolnej płaszczyźnie, nachylonej do 
Pt pod kątem X, kreślimy prostą, tworzącą ze śladem poziomym płasz­
czyzny kąt (3; prosta ta i ślad poziomy płaszczyzny będą dwiema krawę­
dziami kąta trójściennego; trzecia krawędź, leżąca na P1} będzie styczną 
do pewnego koła, które łatwo możemy wykreślić.

101) Dane są: y, p., v. Rozwiązujemy to zagadnienie przez spro­
wadzenie do poprzedniego przy pomocy kąta trójściennego dopełniające- 
cego, albo też sposobem następującym. Na dowolnej płaszczyźnie, na­
chylonej do Px pod kątem p., kreślimy prostą, tworzącą ze śladem pozio­
mym tej płaszczyzny kąt y; przez tę prostą prowadzimy drugą płaszczy­
znę, nachyloną do Px pod kątem v (zag. 60). Powyższa prosta, oraz ślady 
poziome obydwóch płaszczyzn stanowią krawędzie kąta trójściennego 
rozpatrywanego.

102) Przy pomocy zagadnienia 96.
103) Można sprowadzić do poprzedniego przez kład płaszczyzny.
104) Podobnie do zag. 102.
105) Podobnie do zag. 103.
108) Art. 54.
111) Dla uproszczenia zakładamy, że podstawa AB C czworościa­

nu leży na płaszczyźnie /Y, szukany środek jest punktem przecięcia się 
płaszczyzn, dzielących na połowy kąty dwuścienne czworościanu przy 
podstawie. Dla łatwiejszego wykreślenia tego punktu bierzemy dowolną 
płaszczyznę pomocniczą, równoległą do Pt\ w przecięciu się jej z płasz­
czyznami dwuściennemi otrzymujemy trójkąt A^B^G^ podobny do trój­
kąta A, B, C, a proste AA! 1} BB\ i CC'i przetną się w rzucie poziomym 
środka szukanego (por. zag. 89).

112) Możemy wykreślić podstawę na płaszczyźnie Px i kłady czte­
rech ścian na tej płaszczyźnie.

115) Przecinamy uprzednio graniastosłup płaszczyzną, prostopa­
dłą do jego krawędzi bocznych.

116) Można sprowadzić figurę do położenia takiego, jak w zag. 104, 
i następnie zastosować art. 64; można również wykreślać kształt każdej 
ściany oddzielnie, jak w art. 54.

%
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120) Przecinamy ścianę boczną wskazaną płaszczyzną, równoległą 
do podstawy; prosta przecięcia jest równoległa do boków równoległych 
trapezu.

121) Jednę ze ścian wskazanych przecinamy płaszczyzną, równole­
głą do drugiej; do prostej przecięcia muszą być równoległe boki równo­
ległe trapezu.

122) Dwie ściany boczne przyległe przecinamy płaszczyznami, 
odpowiednio równoległemi do ścian bocznych przeciwległych; wszelka 
płaszczyzna, równoległa do dwóch otrzymanych prostych przecięcia, 
przecina ostrosłup podług równoległoboku; wszystkie te równoległoboki 
przecięcia są do siebie podobne.

130) Art. 71.
139) Przez dane trzy punkty rzutu pionowego krzywej jest wy­

znaczoną kolineacya, o której mowa w art. 76. Por. także art. 23 i 41.
140) Kreślimy rznt pionowy (por. zag. poprzednie) krzywej, leżą­

cej na płaszczyźnie danej i mającej rzut poziomy wspólny z krzywą daną; 
rzut pionowy krzywej tak wykreślonej oraz rzut pionowy krzywej danej 
przetną się w rzutach pionowych punktów szukanych.

141) Kreślimy styczną do krzywej w punkcie danym (art. 88) 
i przez punkt styczności prowadzimy płaszczyznę, do tej stycznej prosto­
padłą (art. 52).

142) Wykreśliwszy płaszczyznę ściśle-styczną do krzywej w pun­
kcie danym (art. 88), kreślimy w tej płaszczyźnie prostą, prostopadłą do 
stycznej do krzywej w tymże punkcie; prosta ta jest normalną główną.

143) Art. 88 i 52.
144) Wykreślmy najprzód cień poziomy całkowity; część jego, 

znajdująca się nad oską rzutu, będzie fikcyjną; zamiast tej części cienia 
poziomego wykreślamy cień na płaszczyźnie pionowej rzutu; część ta 
cienia pionowego jest w kolineacyi równoległej z fikcyjną częścią cienia 
poziomego, możemy bowiem każdą z tych figur uwTaźać jako rzut równo­
legły drugiej z nich w kierunku promieni światła (por. art. 30).

145) Postępujemy podobnie, jak w art. 1)2, obierając właściwą 
płaszczyznę pomocniczą; cień rzucony na jednę z płaszczyzn rzutu, jest 
figurą kolineacyjną cykloidy, którą można wykreślić; gdy część cienia 
pada na drugą płaszczyznę rzutu, postępujemy, jak w zagadnieniu 
poprzedniem.

146) Przy pomocy przedstawienia o linii śrubowej, opisanego 
w artykule 92, można spostrzedz, że gdy poprowadzimy płaszczyznę 
stvczną, przechodzącą przez prostopadłą, spuszczoną z punktu styczności

oś linii śrubowej, to wjdiskości tej płaszczyzny krzywa leży z różnych 
jej stron, tak, że ta płaszczyzna jest płaszczyzną ściśle-styczną.
na
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147) Ślad poziomy płaszczyzny ściślc-stycznej jest styczny do 
pewnej rozwiniętej koła, a rzut poziomy stycznej jest normalny do tejże 
rozwiniętej koła (fig. 101).

148) Przy pomocy zagadnienia poprzedniego.
150) Wykreślamy koło, będące miejscem geometrycznem śladu 

poziomego prostej, przechodzącej przez punkt dany i nachylonej do pła­
szczyzny Py pod kątem a; ślad poziomy płaszczyzny szukanej jest stycz­
ną wspólną dla tego koła i dla rozwiniętej koła, odpowiadającej danej 
linii śrubowej. Znalazłszy ten ślad poziomy, możemy wykreślić rzuty 
stycznej, leżącej w płaszczyźnie ściśle-styeznej szukanej.

151) Płaszczyzna, przechodząca przez prostą daną i nachylona 
do Py pod kątem a (zag. 60), jest równoległa do płaszczyzny żądanej.

152) Kreślimy rzuty tworzącej, przechodzącej przez punkt dany.
153) Płaszczyzna, poprowadzona przez prostą daną równolegle do 

tworzących walca, przetnie powierzchnię walca podług tworzących, które 
w przecięciu z prostą daną dadzą punkty żądane.

154) Prosta żądana jest tworzącą pewnego stożka obrotowego 
o wierzchołku w danym punkcie i z podstawą na Px.

155) Prowadzimy najprzód przez dany punkt płaszczyznę, sty­
czną do powierzchni walca (artykuł 101) i w niej szukamy prostej żą­
danej (zag. 154).

156) Ślad płaszczyzny jest styczny do spółimiennych śladów
walców.

157) Płaszczyzna żądana jest równoległa do tworzących obydwóch 
walców, ślad jej jest styczny do wspólnego śladu walców.

158) Twmrzące walca równoległe są do prostej przecięcia płasz­
czyzn danych.

159) Kreślimy kład jakiegokolwiek przekroju płaskiego, prostopa­
dłego do tworzących.

160) Gdy z dowolnego punktu poprowadzimy proste, równoległe 
do tworzących obydwóch walców, to płaszczyzna wyznaczona przez te 
proste będzie równoległa do płaszczyzn stycznych żądanych.

163) Prowadzimy płaszczyznę pomocniczą przez prostą daną 
i wierzchołek stożka.

164) Przy pomocy kładu płaszczyzny podstawy (na płaszczyznę 
poziomą rzutu.

166) Por. zag. 60. Płaszczyznę żądaną wyznaczamy, jako styczną 
do pewnej powierzchni stożkowej.

167) Por. zag. 164 i 166.
168) Płaszczyzna żądana przechodzi przez wierzchołek wspólny, 

jej ślad jest styczną wspólną do spółimiennych śladów stożków.

':■<'
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169) Ze śladu poziomego prostej, łączącej wierzchołki stożków, 
prowadzimy styczną do wspólnego śladu poziomego; styczna ta jest śla­
dem poziomym płaszczyzny żądanej.

170) Podobnie, jak zagadnienie poprzednie, tylko prostą pomo­
cniczą prowadzimy przez wierzchołek stożka równolegle do tworzących 
walca.

172) Jeden stożek przesuwamy tak, aby jego wierzchołek zeszedł 
się z wierzchołkiem drugiego, i kreślimy wspólne płaszczyzny styczne do 
stożków o wspólnym wierzchołku (zag. 168); płaszczyzny żądane są do 
tych płaszczyzn odpowiednio równoległe.

173) Przez wierzchołek stożka prowadzimy prostą, równoległą do 
tworzących walca, i przez tę prostą prowadzimy płaszczyznę styczną do 
stożka.

175) Zagadnienie 36.
183) Miejscami geometrycznemi punktu są trzy powierzchnie 

walcowe obrotowe.
186) Granicą tego cienia będzie łuk elipsy (art. 119).
189) Wyobraźmy sobie dwie powierzchnie walcowe o tworzących 

równoległych do promieni światła i styczne odpowiednio do każdej z po­
wierzchni danych; punkty, wskazane w zadaniu, są punktami przecięcia 
drugiej powierzchni danej z wspólnemi tworzącemi tych powierzchni 
walcowych; same zaś te tworzące są stycznemi wymienionemi.

191) Wyznaczywszy rzut pionowy punktu (zagadnienie poprzednie), 
kreślimy rzut pionowy południka, jako figurę kolineacyjną z rzutem po­
łudnika głównego (art. 30).

192) Wyznaczamy punkty południka głównego na różnych równo­
leżnikach.

193) Zagadnienie 139, art. 125.
194) Punkty szukane na pewnym południku znajdujemy przez 

obrót całego układu około osi do położenia takiego, aby południk dany 
stał się południkiem głównym.

199) Rzut równoleżnika z wierzchołka stożka na płaszczyznę Pt 
przecina ślad poziomy stożka w punktach, będących rzutami z tegoż 
wierzchołka tych punktów równoleżnika, które należą do krzywej żądanej.

200) Podobnie, jak zagadnienie poprzednie; zamiast rzutu środko­
wego mamy tu rzut równoległy.

201) Płaszczyznę, wyznaczoną przez osi, obierzemy za płaszczy­
znę pionową rzutu. Powierzchnia kuli, opisana z punktu przecięcia osi, 
jako ze środka, przecina obie powierzchnie podług kół, których rzuty 
pionowe są prostemi; rzuty te łatwo mogą być wykreślone, a ich punkt 
przecięcia da wspólny rzut pionowy dwóch punktów krzywej żądanej.
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Szereg pomocniczych kul spółśrodkowych da nam szereg par punktów 
krzywej żądanej.

202) Gdy z jednego punktu prostej danej poprowadzimy powierz­
chnię stożkową, styczną do powierzchni obrotowej (art. 125 i 126), to zaga­
dnienie sprowadzi się do jednego z zagadnień, rozwiązanych w art. 106.

203) Kreślimy pomocniczą powierzchnię walcową, styczną do po 
wierzchni obrotowej, mającą tworzące, równoległe do płaszczyzny danej.

204) Sprowadza się do zagadnienia poprzedniego.
208) Por. zagadnienie 168.
209) Można również sprowadzić do zagadnienia 168.
210) Wyznaczywszy odległość płaszczyzny szukanej od środka 

kuli, sprowadzamy zagadnienie do zagadnienia 202, zastosowanogo do 
kuli.

214) Możemy w rzucie poziomym wykreślić osi elipsy, będącej 
rzutem elipsy przekroju.

217) Na fig. 119 p" i q" są asymptotami hyperboli, będącej rzu­
tem południka głównego; hyperbola wykreśla się na zasadzie art. 14.

220) Podług zagadnienia 217 uważamy, że dla każdej hyperboli 
mamy oś i jednę asymptotę (wspólną), druga asymptota w każdej hyper­
boli jest symetryczną z pierwszą względem osi.

221) Tworząca żądana jest prostą przecięcia się dwóch powierz­
chni stożkowych, mających wierzchołek wspólny w punkcie danym, a za 
kierujące — dwie dane kierujące powierzchni, nie przechodzące przez 
punkt dany.

222) Przez styczną do pierwszej kierującej w danym na niej pun­
kcie poprowadzimy płaszczyznę, styczną do powierzchni stożkowej, ma­
jącej wierzchołek w punkcie danym, a za kierującą — drugą kierującą 
powierzchni; tak wykreślona płaszczyzna dotknie powierzchni stożkowej 
podług tworzącej, która będzie żądaną tworzącą powierzchni.

225) Wykreślmy linię, opisaną na Pt przez ślad poziomy prostej 
danej, gdy ta ostatnia wykonywa ruch śrubowy taki sam, jaki wykonywa 
tworząca powierzchni dla jej opisania (będzie to linia, opisana przez 
punkt, niezmiennie związany z prostą, toczącą się po kole; gdy punkt 
znajduje się odpowiednio na prostej, lub z tej strony, gdzie leży środek 
koła, albo z przeciwnej, nazywamy tak powstałą linię rozwiniętą koła 
zwyczajną, wydłużoną lub skróconą); punkt przecięcia tej linii 
ze śladem poziomym powierzchni będzie śladem poziomym linii śrubowej, 
opisanej przez punkt dany przy tym samym ruchu śrubowym. Na kole, 
będącem rzutem poziomym tej linii śrubowej, znajdziemy rzut poziomy 
punktu szukanego.

226) Zadanie, identyczne z poprzedniem.
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227) Płaszczyzna, poprowadzona przez punkt dany prostopadle 
do osi powierzchni, przecina tę ostatnią podług rozwiniętej koła; każda 
styczna do tej linii, poprowadzona przez punkt dany, wyznacza wraz 
z tworzącą powierzchni, przechodzącą przez punkt styczności, płasz­
czyznę żądaną.

228) Rozwiązawszy zadanie analogiczne dla stożka kierującego, 
przenosimy z łatwością rozwiązanie na daną powierzchnię śrubową.

230) Dla każdego koła kreślimy jego rozwiniętą z początkiem 
w danym na niem punkcie; z jednego z punktów przecięcia tych linij 
prowadzimy styczne do kół danych; prosta, łącząca obydwa punkty 
styczności, jest rzutem tworzącej powierzchni, a styczne do niej koło, 
spółśrodkowe z danemi, — rzutem krawędzi zwrotu powierzchni. Za­
znaczamy, że tak wysokość kroku, jak zwrot danych linij śrubowych 
(a więc i zwrot powierzchni szukanej) zostają nieokreślone.

236) Dwie pary linij poziomu z odpowiednio równemi wysoko­
ściami dają w przecięciu się wzajemnem dwa punkty prostej żądanej 
z wysokościami wiadomemi.

237) Przez prostą daną prowadzimy dowolną płaszczyznę pomo­
cniczą i przecinamy ją płaszczyzną daną.

238) Styczna w danym punkcie do linii największego spadku 
powierzchni jest prostą największego spadku płaszczyzny stycznej żą­
danej.

239) Płaszczyzna jest równoległa do prostej O A.
240) Szukany zbieg oznaczmy przez M, spodek prostopadłej, 

spuszczonej z O na zbieg płaszczyzny, przez N’, trójkąt MON jest 
prostokątny przy O, punkt A jest spodkiem prostopadłej, spuszczonej 
z O na MN, O A równe jest oddaleniu, MN jest prostopadła do 
zbiegu płaszczyzny; na zasadzie tych danych można wykreślić kład 
trójkąta MON około MN.

242) Z K spuszczamy prostopadłą KK' na g\ KPt jest obrazem 
prostej KP, K'P\ — obrazem rzutu poziomego tej prostej; w punkcie 
przecięcia prostej K!P\ z prostą h kreślimy do tej ostatniej prosto­
padłą, która przetnie prostą KPi w zbiegu P^ prostej KP\ P^K^ 
jest wtedy zbiegiem płaszczyzny żądanej, a równoległa do P^K^ przez 
K — jej śladem.

Inne rozwiązanie. Przez P prowadzimy równoległą l do h 
PyKęjs jest jej obrazem; prosta, łącząca P\ ze spodkiem prostopadłej, 
spuszczonej z K^ na h, przecina g w punkcie V\ prostopadła do g 
w L' przecina P^K^ w śladzie L prostej l\ LK jest śladem płaszczy­
zny żądanej, a równoległa do LK przez K^ — jej zbiegiem.
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243) KL jest śladem płaszczyzny, a równoległa do KL przez 
Koo ~ JeJ zbiegiem.

244) Ślady płaszczyzn przecinają, się w śladzie prostej, zbiegi 
płaszczyzn — w zbiegu prostej. Gdy jeden z tych punktów jest nie­
dostępny, przecinamy obie płaszczyzny płaszczyzną pomocniczą.

245) KI\ jest obrazem PK; jej zbieg leży na równoległej do 
LK przez L^ prosta, łącząca ten zbieg z K^, jest zbiegiem płasz­
czyzny, a równoległa do niej przez K — śladem.

Inne rozwiązanie. Px K^ j est obrazem prostej, poprowadzo­
nej przez P równolegle do lc\ jej ślad leży na równoległej do 
przez L\ prosta, łącząca ten ślad z K, jest śladem płaszczyzny, a ró­
wnoległa do niej przez K^ — zbiegiem.

246) Proste niech będą Tc (K, K^) i l (P, L&), punkty na nich 
odpowiednio P, Q. Przez P prowadzimy prostą m, równoległą do ?; jej 
obrazem jest i^P^ śladem M — punkt przecięcia Px z równole­
głą do Poo^oo przez K\ ML jest śladem płaszczyzny prostych PQ i Z, 
a równoległa do ML przez L^ — zbiegiem tej płaszczyzny; na tych 
prostych leżą odpowiednio ślad i zbieg prostej PQ, której obrazem 
jest prosta P1Q1.

247) Wyznaczamy zbiegi i ślady dwóch prostych, łączących 
punkty dane (zag. 246); prosta, łącząca zbiegi, jest zbiegiem, a łącząca 
ślady — śladem płaszczyzny żądanej.

248) Z A spuszczamy prostopadłą AB na e^ i na równoległej 
do przez A odcinamy AG — d (oddaleniu); kąt ABC jest żądanym.

249) Zbieg K^ prostej łączymy z A i na prostopadłej do AK^ 
przez A odcinamy AB — d (oddaleniu), wtedy AK^B jest kątem 
żądanym.

250) Por. zagadnienie 244.
251) Niech punkt P dany będzie na prostej Tc (K, K^)] ponie­

waż wystarcza nam kierunek płaszczyzny, to dany jest tylko jej zbieg 
e^. Przez P prowadzimy dowolną prostą l, równoległą do płaszczyzny; 
jej zbieg jest dowolnym punktem L^ prostej równoległa do L^IG^ 
przez K przecina L^P w śladzie L prostej l, a równoległa do e^ przez 
Ij jest śladem płaszczyzny żądanej.

252) Przez prostą daną prowadzimy płaszczyznę w dowolnym 
kierunku (jej śladem i zbiegiem są proste równoległe, poprowadzone 
w dowolnym kierunku odpowiednio przez ślad i zbieg prostej danej); 
płaszczyzna ta przetnie płaszczyznę daną podług prostej (zag. 244), 
której punkt przecięcia z prostą daną będzie punktem żądanym.

253) Pijest obrazem prostej, P\Q\ — obrazem jej rzutu po­
ziomego; P\Q\ przecina g i li odpowiednio w śladzie L' i zbiegu L'^
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rzutu poziomego prostej; proste pionowe przez L‘ i IJ^ przecinają PXQX 
odpowiednio w śladzie L i zbiegu L^ prostej PQ.

254) Dane są P\, Pu Jct przez Px i K na lcx. Z K spuszczamy
prostopadłą KK' na g\ K'P\ przecina li w prostopadła do li
w K'^ przetnie w zbiegu Kx.

255) Ponieważ rozchodzi się tylko o kierunek prostych, to dane są 
wyłącznie ich zbiegi i Lo0. Kąt żądany w naturze jest OL^] 
podług art. 174 kreślimy kład oka 00 około prostej K^L^, wtedy 
-otrzymujemy kąt żądany 0Q.

256) Sprowadza się do zagadnienia poprzedniego.
257) Gdy punkt P dany jest przez obraz Pt na obrazie prostej h

(K, K^), to łączymy zbieg IJqo prostej danej l (L, Lx) z Pt; L^ Pt jest 
obrazem prostej żądanej, L^ — jej zbiegiem, a punkt przecięcia obrazu 
z równoległą do przez K — śladem tej prostej. Gdy punkt dany
jest przez obraz Px i obraz rzutu poziomego P\, to P^L^ jest obrazem 
prostej żądanej; prosta, łącząca P\ ze spodkiem prostopadłej, spusz­
czonej z Loo na h, jest obrazem rzutu poziomego prostej; ten obraz 
przecina g w punkcie, który jest rzutem poziomym śladu prostej danej; 
prowadząc przez ten punkt prostopadłą do g, otrzymamy w przecięciu 
tej prostopadłej z prostą L^Pt ślad prostej żądanej.

258) Zagadnienia 242, 245 i kład pewnej płaszczyzny.
259) Fig. 139 i 140.
260) Zagadnienie 253.
261) Niech prosta P'P" przecina g w B\ od P" i od A odcinamy 

w kierunku, prostopadłym do P"A: lecz w zwrotach różnych odcinki 
P"C — BP' i A0° = d; punkt przecięcia CO0 i P"A jest perspektywą 
żądaną.

262) Podług zagadnienia 240 znajdujemy zbieg prostopadłej, na­
stępnie podług zag. 257 jej ślad, zaś podług zag. 252 spodek prostopadłej.

263) Podług zag. 262 znajdujemy spodek prostopadłej, spuszczo­
nej z punktu na płaszczyznę, następnie podług art. 176 wyznaczamy 
długość żądaną.

264) Podług zag. 240 wyznaczamy zbieg płaszczyzny, następnie 
podług zag. 251 —jej ślad.

265) Podług zagadnienia 264 prowadzimy przez punkt dany pła­
szczyznę, prostopadłą do prostej danej; podług zag. 252 znajdujemy 
punkt przecięcia prostej i płaszczyzny, a podług art. 176 odległość tego 
punktu od punktu danego.

Inne rozwiązanie. Przez punkt i prostą prowadzimy płasz­
czyznę (zag. 242 lub 245), wykonywamy jej kład i w kładzie wykreślamy 
•długość żądaną.
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266) Podobnie, jak zag. 263.
267) Podług zagadnienia 240 wyznaczamy zbieg prostopadłych 

do płaszczyzny danej; prosta, łącząca ten zbieg ze zbiegiem prostej danej, 
jest zbiegiem płaszczyzny żądanej, a równoległa do tego zbiegu przez 
ślad prostej jest śladem płaszczyzny.

268) Stosujemy zagadnienia 240 i 255.
269) Stosujemy dwa razy zagadnienie 240 i następnie 255.
270) Za pomocą zagadnienia 257 prowadzimy przez jednę prostą 

płaszczyznę, równoległą do drugiej, i znajdujemy podług zag. 263 odle­
głość dowolnego punktu tej drugiej prostej od płaszczyzny.

271) Znajdujemy zbieg K prostej, której punkt jest dany, zbieg 
ten jest wspólnym zbiegiem prostych układu; z punktu K spuszczamy 
prostopadłą KK' na li] 00K jest kładem promienia, poprowadzonego 
przez O równolegle do prostych układu, a O'Ii' — kładem rzutu pozio­
mego tego promienia. Punkt i?, w którym przecinają się proste 00K 
i 0'K' jest kładem punktu, w którym promień ów przebija płaszczyznę 
Pi] z punktu B rzucamy wszystkie ślady poziome prostych danych na oś 
x, wtedy proste, łączące te rzuty z punktem K, są obrazami prostych 
danych.

272) i 273) Wielkość stosunku anharmonicznego jest własnością 
rzutową (art. 5), obrazy zatem 4-ch punktów lub 4-ch prostych harmoni­
cznych są znowu punktami względnie prostemi harmonicznemi.

274) Punkt szukany jest harmonicznie sprzężony ze zbiegiem 
prostej odcinka względem końców tego odcinka.

275) Przyp. a) i b) podług art. 178, c) i d) podobnie do art. 17G.
276) W przyp. a) i b) dzielimy bezpośrednio na obrazie, w przyp. 

zaś c) i d) postępujemy podług art. 177.
277) Podług art. 176.
278) Podług art. 178.
280) i 281) Podług art. 18).
286) W przypadku a) parabola, b) hyperbola; posiłkować się 

można kolineacyą (art. 180).
287) Zag. 257 i 252.
291) Wykreśliwszy perspektywę podstawy, prowadzimy przez 

punkt przecięcia przekątnych prostą pionową, jako obraz osi ostrosłupa, 
i na niej odcinamy (art. 178) wysokość.

297) Punkty A1 E, B, B leżą na jednym okręgu koła, stąd: 
/_BEO = /_OAB — /_OCB — /_ FEB; trójkąty DEO, EFO, DFO są 
zatem odpowiednio podobne do ABO, BCO i CAO, a punkt O jest nad­
to środkiem koła, wpisanego w trójkąt BEF] oznaczmy przez r promień
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tego koła, wówczas będzie: DE : AD — r : OF] z trójkąta zaś AOxD 
znajdujemy: AD : OxA=OxB : 0XF£a z trójkąta: GOxF— OF: 0XF— 
— 0X0 : 0XC] 0XF : 0X0 — OxC :0C] z tych równań otrzymamy 
stopniowo:

OxA . OxB 
r' OF r OF . OxF

\OxC/

OxA . 0XD . 0!C_ 
0XF2.0X0 ~

ADDE = — r.

0XA. 0^. OtC 0tA. . OxO . v2.— r. OxO3 (AO3

Analogiczne wzory napiszemy dla FF i Fi), wówczas twierdze­
nie stanie się oczywistem.

298) Wykreślimy trójkąt DEF, wówczas boki trójkąta ADC 
będą dwusiecznemi jego kątów zewnętrznych.

299) Na fig 155 można zamiast punktu X lub Y, lub obydwóch 
wziąć punkty symetrycznie położone względem OZ] każda oś może być 
wzięta w odwrotnym zwrocie.

300) Opisawszy na kole kwadrat, otrzymamy na obrazie elipsę 
wpisaną w równoległobok.

301) Obraz prostej łączy obrazy punktów, obraz rzutu prostej 
łączy obrazy odpowiednich rzutów punktów.

302) i 303) Art. 204 — 20G.
304) Jeżeli proste się przecinają, to punkt przecięcia ich obrazów 

oraz punkt przecięcia obrazów ich rzutów poziomych leżą na prostej, ró­
wnoległej do osi z] te punkty są wtedy odpowiednio obrazami punktu 
przecięcia i jego rzutu poziomego. Jeżeli proste są równoległe, to równo- 
ległemi są obrazy prostych, jakoteż obrazy ich rzutów na jednę płaszczy­
znę spółrzędnych.

/
305) Siady płaszczyzny łączą spółimienne ślady prostych.
308) Art. 205.
309) Zag. 306 i 305.
310) Przez punkt prowadzimy dwie proste, równoległe do jakich­

kolwiek dwóch prostych na płaszczyźnie, i sprowadzamy zagadnienie 
do zag. 305.

317) Fig. 162.
318) Zag. 307 i art. 211.
319) Z dowolnego punktu prowadzimy proste, prostopadłe do- 

tych płaszczyzn, i wykreślamy kąt tych prostych.
320) Kąt pomiędzy prostą daną i prostą, prostopadłą do płasz­

czyzny danej, dopełnia kąt szukany do 90°.
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321) Znajdujemy obraz środka kuli; koło, zakreślone z tego obra­
zu promieniem równym promieniowi kuli, jest obrazem kuli. Obraz rzutu 
poziomego koła wielkiego, prostopadłego do promieni światła, jest obra­
zem cienia, rzuconego przez kulę na płaszczyznę poziomą rzutu; obraz 
ten jest elipsą, której osi łatwo można wykreślić.

322) Obrazy tworzących są równoległe do g\ obrazami podstaw są 
elipsy identyczne, których parę średnic sprzężonych łatwo jest wykreślić 
(por. zag. 300).

323) Powierzchnia rozwijalna majednę płaszczyznę styczną we 
ws/ystkich punktach jednej tworzącej prostoliniowej.

326) Stopień jasności oświetlenia płaszczyzny jest równy temu, 
jaki ma dowolna kula pomocnicza w końcu promienia, prostopadłego do 
płaszczyzny danej.



WYKAZ TERMINÓW.
(Numera oznaczają, artykuły, w których znajduje się objaśnienie terminu;. 

n. oznacza nazwę niemiecką,/. — francuską).

Aksonometrya 188 — n. Axonometrie — f. axonometrie.
a. jednomiarowa 200 — n. isometrische albo monometrische A. — 

f. a. isometriąue;
a. dwumiarowa 200 — n. dimetrische albo monodimetrische A. 

f. a. dimetriąue;
a. trój miarowa 200 — n. trimetrische albo anisometriscke A. — 

f. a. trimetricjue.
Anharmoniczny 5 — n. anharmonisch — f. anharmoniąue.
Asymptota 10 — n. Asymptote — f. asymptote.
Biegun 12 — n. Pol — f. pole.
Biegunowa 12 — n. Polare — f. polaire.
Bok (wielokąta) — n. Seite — f. cóte.
Cień własny 69 — n Eigenschatten — f. ombre propre.
Cień rzucony 69 — n. Scklagschatten — f. ombre jetee.
Cień poziomy 70 — n. Grundrisschatten.
Cień pionowy 70 — n. Aufrissckatten.
Cień fikcyjny 70.
Cięciwa — n. Sebne — f. corde.
Cykloida zwyczajna 78 — n. gespitzte Cykloide — f. cycloide 
Cykloida wydłużona 79 - n. Yerschlugene C. — f. c. allongee.
Cykloida skrócona 80 — n. gestreckte C. — f. c. raccourcie.
Czworokąt — n. Yiereck — f. ąuadrilatere.
Czworościan — n. Yierflach — f. tetraedre.
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Dwudziestościan — n. Ikosaeder — f. icosaódre.
Dwumiarowy — p. aksonometrya.
Dwunastościan — n. Dodekaeder — f. dodecabdre.
Dwupowłokowy — p. hyperboloida.
Dwusieczny — n. winkellialbierend — f. bissecteur.
Dziesięciokąt n. Zebneck — f. decagone.
Element (krzywej) 77 — Element (Kuryenelement) — f. element.
Elipsa 10 — n. Ellipse — f. ellipse.
Elipsoida 95 — n. Ellipsoid — f. ellipsoide.

e. obrotowa 133 — n. Umdrebungsellipsoid — f. ellipsoide de 
reyolution.

Eliptyczny — n. elliptiscb — f. elliptiąue.
Foremny — n. regular — f. regulier.
•Geometrya — n. Geometrie — f. geometrie.

g. analityczna — n. analytiscbe Geometrie — f. geometrie ana- 
lytiąue; g. rzutowa — n. projective Geometrie albo Geometrie 
der Lagę — f. geometrie projective albo g. de position; g. wy- 
kreślna — n. darstellende G. — f. g. descriptive.

Graniastosłup — n. Prisma — f. prisme.
Granica światła i cienia albo granica cienia własnego 69, — n. Licbt- 

grenze.
Harmoniczny 9 — n. barmoniscb — f. barmoniąue.
Helisa — p. linia śrubowa.
Hyperbola 10 — n. Hyperbel — f. byperbole.
Hyperboloida — n. Hyperboloid — f. byperboloide.

b. obrotowa 133 — n. Umdrebungsbyperboloid — f. b. de revo- 
lution; h. jednopowłokowa — n. einscbaliges H. — f. li. a une 
nappe; b. dwupowłokowa — n. zweiscbaliges H. — f. b. a deux 
nappes.

Interwal prostej 158 — n. Interval — f. intervalle.
[nwolucya 8 — n. Involution — f. involution.
Izofotyczny — p. linie równoświetlne.
Jednomiarowy — p. aksonometrya.
Jednopowłokowy — p. byperboloida.
Kąt — n. Winkel — f. angle.
Kierująca 97, 102 — n. Leitlinie — f. directrice.
Klasa (krzywej) 10 — n. Klasse — f. classe.
Kład 30 — n. Umlegung — f. rabattement.
Kolineacya 23—n. Kollineation—f. collineation,bomograpbie, bomologie; 

k. środkowa 23 — n. centriscbe K.- k. równoległa 23 — n. Affi- 
nitat; k. prostokątna 23.
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Koło — n. Kreis — f. cercie.
k. oddalenia 162 — n. Distanzkreis. — f. cercie de distance. 
k. szyjne 135 — n. Keklkreis — f. cercie de gorge.

Kołowy — p. stożek.
Konoida 141 — n. Konoid — f. conoide.

k. prosta — n. gerades K — f. conoide droite. 
k. ukośna — n. schiefes K. — f. conoide obliąue.

Kontur istotny 57, 96 — n. wahrer Umriss.
Kontur pozorny 57, 96 — n. scheinbarer Umriss.
Krawędź — n. Kante — f. arete.

k. zwrotu 87,140 - n. Riickkehrkante—f. ai’ete de rebroussement. 
Krok (linii śrubowej) 90 — n. Gang, Windung — f. spire.
Krzywa — n. Kurve — f. courbe.

k. płaska 75, 76, 77 — n. ebene K. — f. c. piane, 
k. skośna 84 i nast. — n. Raumkurye — f. c. gauche.
k. równoległa 137 — n. parallele (aąuidistante) K. — f. courbe

eąuidistante.
Kula — n. Kugel — f. sphbre.
Linia — n. Linie — f. ligne.

l. dolinowa 157 — n. Thallinie.
1. grzbietowa 157 — n. Karnmlinie, Wasserscheide — f. ligne de 

faite.
1. izofotyczna albo równoświetlna 215 — n. Lichtgleiche, Iso- 

pbote — f. ligne isohpotiąue.
1. największego spadku 157 — n. Fallinie — f. ligne de pente.
1. poziomu 157 — n. Niveaulinie — f. ligne de nrveau.
1. śrubowa 89 — n Schraubenlinie — f. kelice.
1. śr. lewozwrotna 89 — n. linksgangige Sckr. — f. sinistrorsum. 
1. śr. prawozwrotna 89 — n. rechtsgangige ISckr.— f. dextrorsum. 
1. śr. szyjna 144 — n. Keblscbraubenlinie — f. kelice de gorge. 
1. zwężenia 140 — n. Striktionslinie — f. ligne de strictio >.
1. wododziałowa — p. linia grzbietowa.

Łuk — n. Bogen — f. arc.
Mutra 152 — n. Schraubenmutter — f. ecrou.
Nachylenie — n. Neigung — f. inclination.
Nieskończoność 1 — n. Unendlickkeit — f. infini.
Normalny — n. normal — f, normal.

prosta normalna 84, 96 — n. Normale— f. normale. 
płaszczyzna normalna 84 — n. Normalebene — f. plan normal. 
normalna główna 84 — n. Hauptnormale — f. normale princi- 

pale.

- >
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Normować (prostą w rzucie topogr.) 158 — n. normieren, graduiren. — 
f. graduer.

Obraz, 161, 188 — n. Bild — f. image.
Obrót — n. Umdrehung, Drehung — f. rotation.
Obrotowy — p. powierzchnia.
Oczny — p. punkt.
Oddalenie 162 — n. Distanz — f. distance.
Odpowiedni (punkt, prosta) — n. entspreckend — f. correspondant.
Oko 162 — n. Auge, Augenpunkt — f. point de l’oeil.
Osobliwy — p. punkt.
Ostrosłup — n. Pyramide — f. pyramide.
Oś 14 — n. Axe — f. axe.

oś kolineacyi 23 — n. Kollineationsaxe — f. axe de collineation. 
oś linii śrubowej 89.
oś obrotowa — n. Drehungsaxe — f. axe de rotation. 
oś pierwiastna albo potęgowa 11 — n. Potenzaxe, Chordale — 

f. axe radical.
oś rzutu 31—n. Projektionsaxe—f. axe de projection, ligne de terre. 
oś spółrzędnych 189 — n. Koordinatenaxe — f. axe de coordonnees. 

Ośmiościan — n. Oktaeder — f. octaedre.
Oświetlenie środkowe — n. centrale Beleucktung.
Oświetlenie równoległe — n. parallele Beleucktung.
Owijać (linię, powierzchnię) — n. umhiillen — f. envelopper.
Parabola 10 — n. Parabel — f. parabole.
Paraboloida — n. Paraboloid — f. paraboloide.

p. obrotowa 133 — n. Umdrehungsparaboloid — f. paraboloide^de 
reyolution.

Parametr — n. Parameter — f. parambtre.
Perspektograf 173 — n. Perspektograph — f. perspectographe. 
Perspektywa 161 — n. Perspektive — f. perspective. 

p. barw. — n. Farbenpersp. 
p. liniowa f. p. lineaire. 
p. powietrzna — n. Luftpersp. 
p. światłocienia — n. Sckattenpersp. 
p. czysta — n. freie P. 
p. stosowana — n. angewandte P.

Pęk promieni 3, 6 — n. Strahlenbuschel — f. faisceau des rayons. 
Pierścień kołowy 137 — n. Ringflacke — f. surface annulaire.
Pierwiastny — p. oś.
Pięciokąt — n. Fiinfeck — f. pentagone.
Pionowy — n. vertical, lotrecht — f. vertical.

/

8 C
O 

;
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Płaski — n. eben — f. plan.
Płaszczyzna — n. Ebene — f. plan.
Płaszczyzna normalna — p. normalny.

p. obrazu 162, 191 — n. Bildebene — f. tableau, 
p. podstawowa 162 — n. Grundebene — f. plan fondamental. 
p. poziomu 162 — n. Horizontebene — f. plan d’horizon. 
p. rzucająca 2 — n. projicierende E. — f. plan projetant. 
p. rzutu 2 — n. Projektionsebene — f. plan de projection. 
p. rzutu poziomego 31 — n. Grundrissebene — f. plan liorizon- 

tal de pr.
p. rzutu pionowego 31—n. Aufrissebene—f. plan rertical de pr. 
p. rzutu bocznego 35—n. Seitenrissebene—f. plan de pr. laterale. 
p. spółrzędnych 189 — n. Koordinatenebene — f. plan de coor- 

donnees.
p. styczna 84, 96 — n. Tangentialebene — f. plan tangent. 
p. ściśle-styczna 84 — n. oskulierende Ebene — f. plan oscula- 

teur.
p. zniknienia 2, 162 -- n. Yerschwindungsebene — f. plan de 

disparition.
Pochyły — n. sckief, schrage. — f. obliąue.
Początek spółrzędnych 189 — n. Anfangspunkt (Nullpunkt) des Koordi- 

natensystems — f. origine de coordonnees.
Podkład (szeregu punktów) 3 — n. Trager — f. support.
Podobieństwo (figur) 6, 23 — n. Aenlichkeit — f. similitude. 
Pokrewieństwo rzutowe 6 — n. projektive Y erwandtschaft — f. corres- 

pondance projectiye.
Południk 124, 143 — n. Meridian — f. meridienne.

p. główny 125 — n. Hauptmeridian — f. m. principale.
Potęga — n. Potenz — f. puissance.

p. inwolucyi 8 — n. P. der Involution — f. puissance d’invol. 
p. pokrewieństwa rzutowego 7—n. P. der projektiven Yerwandt- 

schaft — f. puissance de la corresp. proj. 
p. punktów względem koła 11—n. Potenz eines Punktes im Be- 

zug auf einen Kreis — f. puissance d’un point par rapport 
a un cercie.

Potęgowy — p. oś.
Powierzchnia 95 i nast. — n. Flachę — f. surface. 

p. klinowata — p. konoida. 
p. konoidalna — p. konoida.
p. obrotowa 95, 124 — n. UmdrehungsfUiclie — f. surface de 

revolution.
21Geometrya wykreślna.
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Powierzchnia prostoliniowa 138 — n. Regelflache — f. surface reglee.
p. rozwijalna 86, 139 — n. abwickelbare F. — f. s. developpable. 
p. skośna 139 — n. windschiefe P. — f. s. gaucke. 
p. stożkowa 102 — n. Kegelfiache — f. surface coniąue. 
p. stożkowata — p. konoida.
p. śrubowa 143 — n. Schraubenfllache — f. s. heliocoidale. 
p. ś. otwarta 144— n. offene Scliraubenfł. — f. s. h. ouyerte. 
p. ś. zamknięta 145 — n. gescklossene Schr. — s. h. fermee. 
p. topograficzna 157— n. topographische P.—f. s. topograpliiąue. 
p. walcowa 97 — n. Cylinderflache — f. s. cylindriąue. 
p. wichrowata — p. pow. skośna.

Powłoka — n. Schale, Mantel — f. nappe.
Poziomy — n. horizontal, wagrecht — f. horizontal.
Prawozwrotny — p. linia śrubowa.
Profil śruby 152 — n. Schraubenprofil —- f. profil d'une vis,
Promień — n. Strąki, Halbmesser, Radius — f. rayon.

p. kolineacyi 23 — n. Kollineationstrahl — f. r. de collin. 
p. linii śrubowej 90—n. Radius einer Schraubenlinie—f. r. d’une 

helice.
p. podwójny 7 — n. Doppelstrahl — f. r. double, 
p. rzucający 2 — n. projicierender Strahl — f. r. projettant. 

Prosta — n. Głerade — f. droite.
p. największego spadku 40 — n. Pallinie — f. ligne de pente. 
p. normalna — p. normalny.
p. podstawowa 162 — n. Grundgerade — f. droite fondamentale. 
p. poziomu 162 — n. Horizontlinie — f. droite d’horizon. 
p. pozioma płaszczyzny 40 — n. Niveaulinie —f. ligne de niveau. 
p. zniknienia 2, 24 — n. Verschwindungslinie— f. droite de dis- 

parition.
p. zredukowana 179 — n. reducierte Gr. —• f. droite reduite. 

Prostokąt — n. Rechteck — f. rectangle.
Prostokątny — n. ortkogonal, rechtwinklig, senkrecht — f. ortkogonal, 

rectangulaire.
Prostopadły — n. senkrecht, perpendikular — f. perpendiculaire. 
Prostopadłościan — n. rechtwinkliges Parallelepipedon — f. parallelepi- 

pbde rectangle.
Prosty — n. gerade — f. droit.
Przecięcie stożkowe — p. stożkowa.
Przeciwbieżny albo przeciwzwrotny 7 — n. ungleichlaufend. 
Przeciwprostokątna — n. Hypotenuse —• f. hypotenuse.
Przyprostokątna — n. Kathete — f. cathbte.
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Przekątna — n. Diagonale — f. diagonale.
Przenikanie się 66, 120 — n. Durclidringung — f. penetration totale.
Punkt — n. Punkt — f. point.

p. dzielenia 176 — n. Teilungspunkt — f. p. de division. 
p. główny 162 — n. Hauptpunkt — f. point principal. 
p. ^-krotny 77 — n. w-facher P. —f. point w-tiple 
p. oczny 162 — n. Auge, Augenpunkt — f. point de 1’oeil. 
p. oddalenia 162 — n. Distanzpunkt f. point de distance. 
p. osobliwy 77, 85 — n. singularer P. — f. point singulier. 
p. podwójny 7, 77 — n. Doppelpunkt — f. p. double, 
p. przecięcia — n. Schnittpunkt — f. p. d’intersection. 
p. przegięcia 77 — n. Wendepunkt — f. p. d’inflexion. 
p. siodłowy 157 — u. Sattelpunkt, Jochpunkt. 
p. spłaszczenia 115 — n. Flachpunkt— f. point d’aplatissement 
p. styczności — n. Beriihrungspunkt — f. p. de contact. 
p. szczytowy 157 — u. Gipfelpunkt.
p. wielokrotny 77 — n. mebrfacher P. — f. point multiple. 
p. wierzchołkowy — p. punkt szczytowy, 
p. zagłębienia 157 — n. Muldenpunkt.
p. zniknienia 2 — n. Yerschwindungspunkt—f. p. de disparition. 
p. zwrotu 1-go rodzaju 77 — n. Riickkehrpunkt. 
p. zwrotu 2-go rodzaju 77 — n. Schnabelpunkt. 
p. zredukowany 179 — n. reducierter P. — f. p. reduit.

Ramię (kąta) — u. Schenkel — f. cóte.
Redukcya 179 — n. Reduktion — f. reduction
Rozwijalny — p. powierzchnia.
Rozwinięcie 61 — r. Abwickelung, Netz —f. developpement.
Rozwinięta koła 81 — n. Kreisevolvente — f. developpante du cercie.
Równoległobok — u. Parallelogramm — f. parallelogramme.
Równoległościan — n. Parallelepipedon — f. parallelepipede.
Równoległy 1 — n. parallel — f. parallhle.
Równoleżnik 124 — n. Parallelkreis — f. cercie parallóle.
Równość (figur) 6, 23 — n. Gleichheit — f. egalite.
Równoświetlny — p. linia.
Równobieźny 7 — n. gleichlaufend.
Równozwrotny — p. równobieźny.
Rząd (linii, powierzchni) 10, 102, 119 — n. Grad — f. degre.
Rzut 2 — n. Projektion — f. projection.

r. aksonometryczny 188 — n. axonometrische P. — f. pr. axo- 
nometriąue.
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Rzut poziomy 31 — n. Grundriss — f. pr. borizontale. 
r. pionowy 31 — n. Aufriss — f. pr. verticale. 
r. boczny 35 — n. Seitenriss — f. pr. laterale 
r. prostokątny 21 — n. orthogonale Pr. — f. p. ortliogonale. 
r. równoległy 21 — n. Parallelprojektion — f. pr. parallele. 
r. środkowy 2 — n. Centralprojektion — f. pr. centrale.
r. topograficzny 156 — n. topographische Pr. — f. pr. topogra-

pbiąue.
Rzutowy 3 i nast. — n. projektiy — f. projectif.
Sferoida 133 — n. Spbaroid — f. spheroide.
Siatka — p. rozwinięcie.
Sinusoida 83 — n. Sinusoidę — f. sinusoidę.
Skala — n. Massstab — f. ecbelle.

s. obrazu 199 —n. Bildmassstab — f. ecbelle d’image. 
s. osiowa 199 — n. Axenmassstab — f. ecbelle des axes.
s. spadku 158 — n. Gefallemassstab — f. ecbelle de pente. 

Sklepienie — n. Wolbung, Gewolbe — f. voute. 
s. konoidalne 141 — f. trompe conoide. 
s. krzyżowe (zag. 187) — n. Kreuzgewolbe — f. voute d’aróte. 

Skośny — n. windschief — f. gaucbe.
Spiralna 82 — n. Spirale — f. spirale.
Spółczynnik skróceń 194 — n. Verkurzungsverbfiltnis — f. coefficient 

de raccourcissement.
Spółrzędna 189 — n. Koordinate — f. coordonnee.
Sprzężony 9, 12, 13 — n. konjugirt — f. conjugue.
Stosunek 5 — n. Verhaltnis — f. rapport.

st. anbarmoniczny albo st. podwójnego podziału — n. anharmo- 
niscbes V., Doppelverhaltnis — f. rapport anbarmoniąue. 

Stożek — n. Kegel — f. cóne.
s. kierunkowy 87 — n. Ricbtungskegel — f. cóne de direction. 
s. kołowy 10, 102 — n. Kreiskegel — f cóne du 2 degre. 
s. obrotowy — n. Umdrebungskegel — f. cóne de reyolution. 

Stożkowa 10 — n. Kegelschnitt — f. coniąue, section coniąue.
Styczna — n. Tangente — f. tangente.
Symetryczny — n. symmetriscb — f. symmetriąue.
Szereg punktów 3, 6 — n. Punktreibe — f. ponctuelle.
Sześcian foremny — n. Wurfel — f. cube.
Szyjny — p. koło i linia śrubowa.
Ściana — n. Seitenflacbe — f. face.
Ściśle-styczny — p. płaszczyzna.
Ślad 34, 37} 96, 164 — n. Spur — f. tracę.
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£ ad poziomy 34, 37, 96 — n. eiste Sp. — f. tracę korizontale. 
ś. pionowy 34, 37, 96 — n. zweite Sp. — f. tr. yerticale. 
ś. boczny 37 — n. Seitenspur — f. tr. laterale.

Sr dnica 13 — n. Durchmesser — f. diambtre.
Srt lek (linii, powierzchni) 13 — n. Mittelpunkt — f. centre.

ś. inwolucyi 8 — n. M. der Involution — f. c. d’involution. 
ś. kolineacyi 23 — n. M. der Kollineation— f. c. de collineation. 
ś. podobieństwa 23—n. Aenlichkeitscentrum—f. c. de similitudo. 
ś. rzutu 2 — n. Projektionscentrum — f. c. de projection.

Śrubi 152 — n. Scbraube — f. vis.
ś. o profilu płaskim 152 — n. flachgangige Schr. 
ś. o profilu ostrym 152 — n. scharfgangige Schr.

Topograficzny — n. topographisch — f. topographiąue.
Trójkąt — n. Dreieck — f. triangle.

t. śladów 192, 205 — n. Spurendreieck — f. triangle de traces.
Trój miarowy — p. aksonometrya.
Tworząca 95 — n. Erzeugende, Mantellinie — f. generatrice.
Układ — n. Schaar — f. systeme.
Walec 100 — n. Cylinder — f. cylindre.

w. obrotowy — n. Umdrehungscylinder — f. c. de revolution.
Wężownica 145 — n. Schlangrohr — f. serpentine.
Wielokąt — n. Yieleck — f. polygone.
Wielościan — n. Yielflach — f. polyedre.
Wierzchołek (kąta, linii) 14, 102 — n Sclieitelpunkt — f. somrnet. 

w. pęku 3 — n. Centrum, Mittelpunkt — f. centre.
Własność rzutowa 3 — n. projektive Eigenschaft — f. propriete projec- 

tive.
Wnikanie 66, 120 — n. Eindringung — f. penetration partielle.
Wysokość kroku linii śrubowej 90 — n. Ganghohe einer Schraubenlinio 

f. un pas d’une vis.
Zbieg (prostej) 2, 165 — n. Fluchtpunkt — f. point de fuite.
j/tfieg (płaszczyzny) 2, 165 — n. Fluchtlinie — f. ligne de fuite.
iwrot 4 — n. Sinn — f. sens.
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Ważniejsze omyłki druku.

czytaj
w nieskończoności .
rzucający
równoległe.
sin AOBIsin BOC
dowolną

zamiast
nie skończoności 
rzuczający 
równoległe 
sin AODjsin BOC 

8 od góry dowolną,
8 od dołu C

Str. 5 margines 
„ 7 wiersz 10 od góry

14 od dołu8
10 7
11
21 B
21 8 B C

A'22 1 A
38 11 od góry liczbą liczbę

4',
Inna

A'41 13
45 margines
62 wiersz 13 i 14 od d.
63 margines
65 wiersz 15 od dołu

nna
mogą się albo przecinać mogą albo przecinać się 
proste najwięk- 
punku 
fig. 85.
A.GAj 
koła 
J"

i proste ńajwięk-
punktu
fig. 58.
AxCAj'

74
75 wiersz 10
86 koła,13

6 od góry I"94
102 E.1 En

K',
metody pierr 
długości przyb. mej 
równolegle

K,102 3
metoda pierwsza
długości
równoległe

104 12 nj
2 od dołu 
5 od góry

123
124

10124 a-2«3
12 i 13 od g. promień CK' koła Ic', 

równoległy do p.
prostą CK', rów-degłą 

do p.
126

1 od góry AD F'D
F'D
prawej
wysokość kroku linii

127
2 AD127

136 10 prawęj
3 od dołu wysokość linii137

l5 ł141 1)
kierującą19 od góry kierownicą153r> n

‘
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Str. 157 wiersz 21 od dołu 
V 157 ' „
. 157 „
. 159
» 164 „
. 164
* 169
■ 169 „
. 174 „
* 175 „
» 184 „
„ 188 „
n 188 „
. 189 „
. 205
■ 210 „

„ 243 „
n 245 „
n 251

18
16
18 i 17 od d. 
5 od góry 

12 od dołu

15 od góry 
15 od dołu 

1 od góry 
3 od dołu
1
6
1

20 od góry 
— fig. 141 

1 od dołu
19

czytajzamiast
lc' k"
l" k"
lc k'
opuścić: (por. zag. 140).
k' k"
krawędzi tworzących
k' /fi
dzielą się 
wnikania

dzielone są 
przenikania

Cl Ci
płaszczyzna styczna płaszczyznę styczną
To Toi
równoległą
koła
powierzchnię
strzałki

prostopadłą
kuli
powierzchnię badaną 
wskazówki

2 z
równa równą
0° On

Figury 73a i 73b, 89 i 90, 91 i 92, 108 i 109 odpowiadają sobie wzaje- 
mie, leęz nie są podług jednej skali wykonane.

Na fig. 106 należy linię ADECBA oznaczyć przez k.
Na fig. 107 elipsę M'L'E'K' oznaczyć należy przez krzut pionowy 

dpowiedni—przez k", prostą S'0'— przez a', prostopadłą, spuszczoną na 
ś rzutu z punktu przecięcia prostych e2 i r3 — przez a". Na prostej e3 
amiast K", O", L" winno być Ii'", O'", L'"; na prostopadłej do e3 w pun- 
cie O'" zamiast S" winno być S"1.

Na fig. 111-ej należy oznaczyć: koło ADCB przez k, elipsę 
rzez e', elipsę WS"!J" przez e"; zamiast T czytaj T".

Na fig. 154 łuk O O0 został błędnie wykreślony ze środka O promie- 
iem OO0, zamiast ze środka K promieniem KO0.

327Ważniejsze omyłki druku.
i

^ O
T



Kdn. Zam. 480/55 20.000

jTń
m x£: J*

'
•a

CO

5m
sn

gn
ss

K
r



:«3i
lilteili I.

•,-v
■»'





i



Biblioteka Pontei

111-16716

Biblioteka Politechniki Krakowskiej

100000300344


