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PRÉFACE

Quoique les vérités mathématiques se déduisent, dans un 
ordre rigoureux, d’un petit nombre de principes réputés 
évidents, on ne parvient point à des posséder pleinement 
en commençant par ces principes, en en suivant pas à pas 
les déductions, en allant toujours dans le même sens du 
connu à l’inconnu, sans jamais revenir en arrière sur un 
chemin où l’on n’a rien laissé d’obscur. Le sens et la 
portée des principes échappent au débutant, qui saisit mal 
la distinction entre ce qu’on lui demande d’accorder et 
les conséquences purement logiques des hypothèses ou des 
axiomes; parfois, la démonstration lui paraît plus obscure 
que l’énoncé ; c’est en vain qu’il s’attarderait dans la région 
des principes pour la mieux connaître, il faut que son esprit 
acquière des habitudes qu’il n’a pas, qu’il aille en avant, 
sans trop savoir ni où il va, ni d’où il part; il prendra 
confiance dans ce mode de raisonnement auquel il lui faut 
plier son intelligence, il s’habituera aux symboles et à leurs 
combinaisons. Revenant ensuite sur ses pas, il sera capable 
de voir, du point de départ et d’un seul coup d’œil, le che­
min parcouru : quelques parties de la route resteront pour 
lui dans l’ombre, quelques-unes même seront peut-être 
entièrement obscures; mais d’autres sont vivement éclai-



rées; il sait nettement comment on peut aller de cette 
vérité à cette autre; il sait où il doit porter son attention; 
ses yeux mieux exercés arrivent à voir clair dans ces pas­
sages difficiles dont il n’aurait jamais pu se rendre maître 
s’il ne les avait franchis; il est maintenant capable d’aller 
plus loin ou de suivre une autre direction; il entre en 
possession de vérités nouvelles qui s’ajoutent aux vérités 
anciennes et qui les éclairent; il s’étonne parfois des pers­
pectives inattendues qui s’ouvrent devant lui et lui laissent 
voir, sous un aspect nouveau, des régions qu’il croyait 
connaître entièrement ; peu à peu les ombres disparaissent 
et la beauté de la science, si une dans sa riche diversité, 
lui apparaît avec tout son éclat.

Ce qui se passe dans l’esprit de celui qui étudie les 
mathématiques n’est que l’image de ce qui s’est passé dans 
la création et l’organisation de la science; dans ce long 
travail, la. rigueur déductive n’a pas été seule à jouer 
un rôle. On peut raisonner fort bien et fort longtemps 
sans avancer d’un pas, et la rigueur n’empêclie pas un 
raisonnement - d’être inutile. Même en mathématiques, 
c’est souvent par des chemins peu sûrs que l’on va 
à la découverte. Avant de faire la grande route qui y 
mène, il faut connaître la contrée où l’on veut aller ; 
c’est cette connaissance même qui permet de trouver 
les voies les plus directes; c’est l’expérience seule qui 
indique les points où il faut porter l’effort; ce sont des 
difficultés, parfois imprévues, qui se dressent devant les 
géomètres qui les forcent à revenir au point de départ, 
à chercher une roule nouvelle qui permette de tourner 
l’obstacle. S’imagine-t-on, par exemple, les inventeurs du 
calcul différentiel et intégral s’acharnant, avant d’aller plus 
loin, sur les notions de dérivée et d’intégrale définie? Ne 
valait-il pas mieux montrer la fécondité de ces notions, 
dont l’importance justifie le soin qu’on a mis à les éclaircir?
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Cette révision même, qu’on a faite de notre temps, F aurait- 
on entreprise sans les questions que l’étude des fonctions et 
particulièrement des sériel trigonométriques a posées d’une 
manière inévitable?

Pour en revenir à l’enseignement, il me semble que, dans 
notre système d’instruction, la révision des principes de 
l’analyse s’impose nécessairement comme transition entre 
les matières que l’on traite dans les cours de Mathématiques 
spéciales et celles que l’on étudie soit dans les Facultés, 
soit dans les Écoles d’enseignement supérieur. A la fin de 
la classe de Mathématiques spéciales, les élèves sont maîtres 
d’un nombre de faits mathématiques déjà considérable; ils 
possèdent les éléments de l’Algèbre, de la Géométrie analy­
tique, et même du Calcul différentiel et intégral. Un classe­
ment rigoureux de ces matériaux est indispensable. C’est 
pour faciliter ce travail, en ce qui concerne l’Analyse, que 
je me suis décidé à publier le présent livre, où j’ai développé 
quelques leçons faites à l’École normale en 1883. Je l’ai fait 
aussi élémentaire que j’ai pu, en m’efforçant de rapprocher 
les choses des principes, mais en essayant toutefois d’être 
particulièrement utile à ceux qui désirent pousser leurs 
études mathématiques beaucoup plus loin que je ne pré­
tends les conduire.

Je n’ai eu qu’à me livrer à un travail d’arrangement >et 
de rédaction : les faits mathématiques qui constituent et 
constitueront toujours les éléments de l’Analyse étaient 
acquis pour la plupart au commencement de ce siècle; à 
la vérité, bien des démonstrations laissaient à désirer ; 
mais, après les exemples de rigueur donnés par Gauss, 
après les travaux de Cauchy ('), d’Abel (2), de J^ejeune-
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Dirichlet (4), de Riemann (2), de M. 0. Bonnet (3), de 
M. Heine (4), après l’enseignement de M. Weierstrass, 
divulgué et développé par ses disciples, après le mémoire 
de M. Darboux sur les fonctions discontinues (s), les livres 
de M. Dini (6) et de M. Lipschitz (7), il ne semble pas qu’il 
reste quelque chose d’essentiel à élucider dans les sujets 
auxquels je me suis borné.

On peut constituer entièrement l’Analyse avec la notion 
de nombre entier et les notions relatives à l’addition des 
nombres entiers ; il est inutile de faire appel à aucun autre 
postulat, à aucune autre donnée de l’expérience; la notion 
de l’infini, dont il ne faut pas faire mystère en mathéma­
tiques, se réduit à ceci : après chaque nombre entier, il y 
en a un autre. C’est à ce point de vue que j’ai essayé de me 
placer. A la vérité, pour être complet, il eût fallu reprendre 
la théorie des fractions ; une fraction, du point de vue que 
j’indique, ne peut pas être regardée comme la réunion de 
parties égales de l’unité ; ces mots « parties de l’unité » n’ont 
plus de sens ; une fraction est un ensemble de deux nombres 
entiers, rangés dans un ordre déterminé; sur cette nouvelle 
espèce de nombres, il y a lieu de reprendre les définitions 
de l’égalité, de l’inégalité et des opérations arithmétiques. 
J’aurais dû aussi reprendre la théorie des nombres positifs 
et négatifs, théorie que l’on ne dégage pas toujours de la

PRÉFACE.VIII

(') Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent à représenter 
une fonction arbitraire entre des limites données (Journal de Crelle, t. IV,
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(P Die Elemente der Functionenlehre (Journal de Crelle, t. LXXIV, p. 172).
(5) Annales scientifiques de l’École normale supérieure, 2e série, t. IV, p. 57.
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considération des grandeurs concrètes, et dans laquelle il 
faut encore reprendre à nouveau les définitions élémentaires. 
Mais tout cela est facile et les développements que j’aurais 
dû donner sur ces sujets auraient allongé mon livre et aug­
menté, sans grande utilité, la fatigue du lecteur. J’ai donc 
supposé acquise la théorie des opérations rationnelles sur 
les nombres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, 
et j’ai débuté par l’introduction des nombres irrationnels. 
J’ai développé une indication donnée par M. Joseph Bertrand 
dans son excellent Traité d’arithmétique et qui consiste à 
définir un nombre irrationnel en disant quels sont tous les 
nombres rationnels qui sont plus petits et tous ceux qui sont 
plus grands que lui; c’est de cette façon que les nombres 
irrationnels s’introduisent le plus naturellement quand on 
traite de la mesure des grandeurs incommensurables avec 
l’unité; j’ai d’ailleurs cherché à dégager la notion de nombre 
irrationnel de son origine géométrique. J’ai appris par une 
citation de M. G. Cantor (Gruncllagen einer allgemeiner 
Mannichfaltigkeitslehre, p. 21), que M. Dedekind avait 
développé la même idée dans un écrit intitulé Stetigkeit 
und ivrationale Zahlen (Brunswick, 1872); je n’ai pas eu 
à ma disposition le travail de M. Dedekind, mais les déve­
loppements d’une même idée se ressemblent forcément, 
et il y a lieu de supposer que ce qui est bon dans mon 
exposition se retrouve dans celle du géomètre allemand, 
qui a d’ailleurs bien d’autres titres de gloire. D’autres points 
de départ ont été indiqués : M. Weierstrass, qui ne craint 
pas de s’attarder sur ces matières dans un cours qui aboutit 
à l’étude des fonctions abéliennes, considère, si mes ren­
seignements sont exacts, un nombre irrationnel comme 
la somme d’un nombre infini d’éléments rationnels, en 
précisant toutefois avec rigueur sous quelles conditions on 
peut parler de pareilles sommes et les employer; M. Heine, 
dans le mémoire déjà cité Die Elemente der Functionen-
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lehre, a proposé de dire qu’une suite infinie de nombres 
rationnels

PRÉFACE.x
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a une limite lorsque, à chaque nombre rationnel positif s 
correspond un indice n tel que la différence uH + p — un soit, 
pour toutes les valeurs du nombre entier positif p, inférieure 
à c en valeur absolue. Cette définition admise, l’introduc­
tion des nombres irrationnels, comme limites de pareilles 
suites, ne souffre aucune difficulté; c’est la marche qu’ont 
suivie MM. Lipschitz, du Bois-Reymond, Cf. Cantor. Je trouve 
cette définition plus arbitraire que celle que j’ai adoptée, 
qui permet, dès qu’un nombre irrationnel est défini, de lui 
donner sa place dans l’échelle des nombres; cependant, 
comme on ne peut se dispenser de faire l’étude des suites 
qui jouissent de la propriété précédente, j’ai fait cette étude 
indépendamment de la théorie des opérations effectuées sur 
les nombres irrationnels, en montrant comment elle per­
mettrait de constituer cette théorie. Le lecteur ne manquera 
pas de remarquer que mon exposition pourrait être abrégée 
en ne reprenant pas deux fois, comme j’ai fait, les choses au 
commencement.

Les notions de nombre irrationnel et de limite une fois 
acquises, les éléments de la théorie des séries et des pro­
duits infinis ne présentent aucune difficulté ; les deux façons 
d’introduire ces notions y jouent un rôle essentiel; la 
seconde n’est d’ailleurs autre chose que le point de départ 
adopté par Cauchy, pour la théorie des séries, dans son 
Cours cl’Analyse de l’École royale polytechnique, livre qu’on 
peut encore admirer, depuis le temps où Abel disait qu’il 
devait être lu par tout analyste qui aime la rigueur dans 
les recherches mathématiques. La notion de produit infini 
se relie étroitement à celle de série; les deux notions, à 
elles deux, 11e tiennent pas plus de place dans l’esprit



qu’une seule; j’ai cru devoir les développer concur­
remment.

Avant de parler des séries et des produits infinis dont 
les termes dépendent d’une variable, j’ai donné quelques 
théorèmes généraux relatifs aux fonctions d’une variable; 
je me suis efforcé de préciser les définitions, d’éclaircir les 
notions de continuité, de limites supérieure et inférieure, 
j’ai fait grand usage, dans ce chapitre et ailleurs, du beau 
mémoire* de M. Darboux Sur les fonctions discontinues. 
J’ai repris ensuite les définitions des fonctions ax, logx, xm; 
à propos de la fonction cv\ j’ai reproduit la démonstration 
par laquelle Cauchy déduit la forme de cette fonction de 
son théorème d’addition.

Dans le chapitre suivant, je reprends la théorie des séries 
et des produits infinis ; je me suis appesanti particulièrement 
sur les séries ordonnées suivant les puissances entières et 
positives d’une variable; à la vérité, j’ai supposé, là comme 
partout, la variable réelle : une variable imaginaire, c’est 
au fond deux variables réelles, et je tenais à me limiter au 
cas d’une seule variable; mais l’exposition est faite de 
manière à permettre la généralisation immédiatement et 
sans aucun effort; il n’y a, le plus souvent, qu’à mettre le 
mot module à la place des mots valeur absolue. Dans notre 
enseignement, on déduit d’habitude de la formule de Taylor 
les développements en série des fonctions trigonométriques, 
et l’on tire leurs développements en produits infinis ou en 
séries de fractions simples de propositions générales appar­
tenant à la théorie des fonctions d’une variable imaginaire; 
il me paraît bien regrettable de laisser ignorer aux étudiants 
les procédés si simples, si naturels par lesquels Euler a 
obtenu ces développements; ils deviennent tous rigoureux 
par l’application d’un même raisonnement, de celui qui per­
met de déduire la continuité d’une série de l’uniformité de sa 
convergence. 11 va sans dire que j’ai dû dégager la définition
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(les fonctions circulaires de toute considération géométrique ; 
j’ai terminé ce chapitre en indiquant les propriétés les plus 
simples de la fonction F (x), de manière à mettre le lecteur 
sur la voie du beau théorème de M. Weierstrass sur la 
décomposition d’une fonction transcendante entière en fac­
teurs primaires.

J’aborde enfin les notions de dérivée et d’intégrale détinie; 
mon but n’était pas d’écrire un Traité de calcul différentiel 
et intégral; j’ai glissé sur les procédés de calcul, en insistant 
sur les théorèmes généraux.
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INTRODUCTION
A LA

THÉORIE DES FONCTIONS
D’UISTE VARIABLE

CHAPITRE PREMIER

DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES

1. Les nombres rationnels sont les nombres entiers, y compris 
zéro, et les fractions dont les deux termes sont entiers : un nombre 
rationnel peut être positif ou négatif. Supposant acquise la théorie 
des opérations élémentaires, addition, soustraction, multiplication, 
division, au sens de l’arithmétique ou de l’algèbre, sur les nombres 
rationnels positifs ou négatifs, je veux montrer comment on peut 
parvenir à la notion d’une nouvelle classe de nombres, dits nombres 
irrationnels ou incommensurables, et étendre à ces nombres la 
théorie des opérations élémentaires; je montrerai d’abord, sur un 
exemple simple, comment s’introduit la notion de ces nombres.

2. On sait qu’il n’existe aucun nombre rationnel positif qui vérifie 
l’équation

x- — 3 = 0.

On observera tout d’abord que la considération de cette équation 
permet de séparer tous les nombres rationnels positifs en deux classes : 
la première classe contenant tous aïeux dont le carré est plus petit 
que 3, la seconde contenant tous ceux dont le carré est plus grand 
que 3 ; tout nombre de la première classe est plus petit qu’un nombre 
quejconque de la seconde classe; tout nombre de la seconde classe 
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2 THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE. •

est plus grand qu’un nombre quelconque de la première classe : en 
effet, de deux nombres rationnels positifs, c’est le plus grand qui 
a le plus grand carré. Il importe de remarquer encore que dans la 
première classe il n’existe aucun nombre qui soit plus grand que les 
autres nombres de la même classe, et que, dans la seconde classe, 
il n’existe aucun nombre qui soit plus petit que les autres nombres 
de la même classe.

Supposons en effet qffil y ait dans la première classe un nombre a 
qui soit plus grand que tous les autres nombres de la même classe; 
puisque a appartient à la première classe, a2 est plus petit que 3; 
puisque a est le plus grand nombre de la première classe, tout 
nombre rationnel a h plus grand que a appartient à la seconde 
classe ; on a donc, en supposant positif le nombre rationnel h,

(a + hy > 3;
mais la différence

(a + hy — a2 — h (2 a -f- h)

peut être supposée plus petite qu’un nombre rationnel positif quel­
conque s ; il suffit pour cela de supposer

0 < h < h c 1 ;
2 a + 1

on peut, en particulier, choisir h de façon que cette différence soit 
moindre que le nombre positif 3 — a2 ; mais l’inégalité

(a + hy — a2 < 3 — a2

entraîne la suivante :

(a + hy < 3.

La contradiction est manifeste. On montrera de même que, dans la 
seconde classe, il ne peut y avoir de nombre plus petit que tous les 
autres nombres de la même classe.

3. C’est cette possibilité de décomposer ainsi la totalité des nombres 
rationnels en deux classes jouissant des propriétés sur lesquelles je 
viens d’appeler l’attention, qui me servira de point de départ.



3

Toutes les fois qu’on aura un moyen défini de séparer la totalité 
des nombres rationnels positifs et négatifs en deux classes telles que 
tout nombre de la première classe soit plus petit que tout nombre de 
la seconde classe, telles en outre qu’il n’y ait pas dans la première 
classe un nombre plus grand que les autres nombres de la même 
classe et, dans la seconde classe, un nombre plus petit que les autres 
nombres de la même classe, je dirai qu’on a défini un nombre 
irrationnel ; la première classe sera dite classe inférieure relative au 
nombre irrationnel; la seconde classe, classé supérieure.

Un nombre irrationnel pourra être représenté par une lettre, cette 
lettre ne signifiant rien autre chose qu’un mode défini de classification 
des nombres rationnels, tel que celui qui vient d’être décrit.

Un nombre irrationnel A est dit plus grand que tout nombre 
(rationnel) de la classe inférieure relative à lui ; tout nombre de cette 
classe est dit plus petit que A ; de même A est dit plus petit que tout 
nombre de la classe supérieure, etc. ; on dit encore que A est compris 
entre deux nombres rationnels quelconques appartenant l’un à la 
classe inférieure, l’autre à la classe supérieure, et l’on emploie les 
symboles c, > à la place des mots plus petit, plus grand.

Pour définir un nombre irrationnel, il suffira évidemment d’avoir 
un moyen de décomposer en deux classes, analogues à celles qui ont 
été décrites plus haut, tous les nombres rationnels compris entre 
deux nombres rationnels a, b; on complétera la classe inférieure en 
y faisant entrer tous les nombres rationnels plus petits que le plus 
petit des nombres a, b, etc.

Le paragraphe précédent contient, dans ce sens, la définition du 
nombre irrationnel t/3, ou de la racine carrée arithmétique de 3; 
la première classe, ou classe inférieure, contient tous les nombres 
rationnels négatifs, et tous les nombres rationnels positifs dont le 
carré est inférieur à 3; la seconde classe contient tous les nombres 
rationnels positifs dont le carré est supérieur à 3; mais il importe de 
remarquer qu’il n’est pas permis de dire actuellement que le carré 
de ce nombre irrationnel 1/3 est égal à 3. Cette expression, le carré 
d’un nombre irrationnel, n’a encore aucun sens, et ce n’est qu’après 
un chemin assez long qu’on parviendra à lui en donner un.

CHAP. T. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

4. Je veux encore faire observer, avant de reprendre la suite des
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définitions, qu’on peut décomposer la totalité des nombres rationnels 
en deux classes telles que tout nombre de la première classe soit plus 
petit que tout nombre de la seconde classe, mais qui ne jouissent pas 
des autres propriétés imposées dans la définition d’un nombre irra­
tionnel; on peut, par exemple, mettre dans la première classe un 
nombre rationnel quelconque a et tous les nombres rationnels plus 
petits que lui et mettre dans la seconde classe tous les nombres 
rationnels plus grands que a; la première classe contient alors un 
nombre a plus grand que'tous les autres nombres de la même classe; 
de môme on aurait pu mettre dans la seconde classe le nombre a et 
tous les nombres rationnels qui sont plus grands que lui, et dans la 
première classe tous les nombres rationnels inférieurs à a ; ces modes 
de décomposition des nombres rationnels en deux classes ne définissent 
point de nombre irrationnel ; toutefois il y a lieu de les considérer et 
de dire qu’ils définissent, l’un et l’autre, le nombre rationnel a.

4

5. Deux nombres irrationnels A et B sont dits égaux (et l’on écrit 
A = B), quand les deux modes de décomposition qui les définissent 
sont identiques, en sorte que tout nombre (rationnel) appartenant à 
l’une des deux classes, inférieure ou supérieure, relatives à l’un des 
deux nombres A, B appartienne aussi à la classe de même nom 
relative à l’autre ; au surplus, l’identité des classes inférieures entraîne 
l’identité des classes supérieures et réciproquement. B résulte de 
cette définition que, si deux nombres irrationnels sont égaux à un 
troisième nombre irrationnel, ils sont égaux entre eux.

Soient A, B deux nombres irrationnels non égaux. Les deux classes 
inférieures relatives à ces deux nombres ne sont pas identiques; il 
y a un nombre (rationnel) qui figure dans l’une d’elles, par exemple 
dans la classe inférieure relative à B, et qui ne figure pas dans l’autre, 
qui, par conséquent, figure dans la classe supérieure relative à A; 
on dit alors que A est plus petit que B, ou que B est plus grand que A, 
et l’on écrit :

A < B, B > A.

Ainsi, par définition, l’inégalité

A < B

relative aux deux nombres irrationnels A, B implique l’existence d’un
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nombre rationnel «, tel que l’on ait A < a, a < B : il convient 
d’observer qu’un tel nombre existe, quels que soient les nombres A, B 
vérifiant l’inégalité

A < B.

Cela est évident si les deux nombres A, B sont rationnels; cela 
résulte, dans le cas où B seul est rationnel, de ce que, dans la classe 
supérieure relative à A, classe dont fait partie le nombre rationnel B, 
il y a des nombres rationnels plus petits que B; un raisonnement 
pareil s’applique au cas où A est rationnel et B irrationnel; on voit 
aussi, inversement, que l’existence d’un nombre rationnel a tel que 
l’on ait

A < a, a < B

entraîne, dans tous les cas, l’inégalité

A < B.

Dès lors, on reconnaît que A, B, C étant trois nombres quelconques, 
rationnels ou non, les inégalités

B < CA <B,
entraînent l’inégalité

A < C;

les inégalités proposées entraînent en effet l’existence de nombres 
rationnels a, b tels que l’on ait

A c a, a < B,

or a est plus petit que b, puisque, si B est irrationnel, a appartient 
à la classe inférieure et b à la classe supérieure relatives à B; enfin a 
est aussi plus petit que C, puisque, si C est irrationnel, b et par 
conséquent a, qui est plus petit que 5, appartiennent à la classe infé­
rieure relative à C ; enfin les inégalités

A < a, a C,

• où a est rationnel, entraînent l’inégalité

b < C;B < b,

A < C.
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6. Si l’on considère deux nombres inégaux quelconques A et B > A, 
il y a une infinité de nombres rationnels a tels que l’on ait

A < a < B;

6

en effet, après avoir choisi un tel nombre, on voit qu’il existe un 
second nombre rationnel a' tel que l’on ait

A < a' < a,
et par conséquent

A < a' < B.

Tout nombre rationnel a" compris entre a et a' satisfait aussi aux 
inégalités

A < a” c B ;

tous ces nombres sont dits compris entre A et B.
Étant donnés deux nombres rationnels ou non A, B, si l’on peut 

prouver qu’ils sont tous les deux compris entre deux nombres 
rationnels dont la différence soit moindre que le nombre rationnel 
positif e, et cela quel que soit ce nombre s, on peut affirmer que les 
deux nombres A, B sont égaux. Si l’on avait en effet

A < B,

il existerait deux nombres rationnels a, b tels que l’on eût 

A < a < b < B,

et l’on voit que les deux nombres. A, B ne pourraient être compris 
entre deux nombres rationnels a,, 6,, dont la différence fût moindre 
que b — a, puisque les inégalités

a, < A < B < h

entraînent les suivantes :

a, < A < a < b < B < 6,, b, — «, > b — a.

7. Un nombre irrationnel est dit positif s’il est plus grand que 
zéro, négatif dans le cas contraire. Étant donné un nombre irra­
tionnel A, on peut lui adjoindre un autre nombre irrationnel A'
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défini de la façon suivante ; un nombre rationnel a appartiendra à la 
classe inférieure ou à la classe supérieure relative au nombre A' 
suivant que le nombre rationnel — a appartient à la classe supérieure 
ou à la classe inférieure relative au nombre A; il est clair que le 
nombre A peut se déduire du nombre A' comme le nombre A' a été 
déduit du nombre A; l’un des deux nombres est positif, l’autre est 
négatif : ils sont dits égaux et de signes contraires ; la valeur absolue 
des deux nombres est celui des deux qui est positif; on convient de 
donner aux deux symboles A et + A la même signification et de 
représenter par — A le nombre égal et de signe contraire à A.

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

8. Soient A un nombre irrationnel et a un nombre rationnel positif, 
on appelle valeur approchée par défaut du nombre A, à a près, le 
plus grand nombre de la forme na qui soit plus petit que A, n étant 
un nombre entier positif, nul ou négatif; (n -+• 1) a est alors la valeur 
approchée de A, par excès, à a près.

A est compris entre na et (n + 1)a; comme le nombre a est aussi 
petit qu’on le veut, on voit qu’un nombre irrationnel peut être compris 
entre des nombres rationnels dont la différence est aussi petite qu’on 
le veut.

On voit de suite que — (n -f- l)a et — na sont les valeurs appro­
chées, par défaut et par excès, à a près, du nombre — A; cette 
remarque permet de borner l’étude qui va suivre au cas où A est 
positif; n est alors égal ou supérieur à zéro.

La façon dont la valeur approchée par défaut na du nombre irra­
tionnel positif A dépend de a est assez compliquée, ainsi elle ne croît 
pas toujours quand a décroît : on reconnaît sans peine, par exemple, 
que la valeur approchée par défaut de la racine carrée arithmétique

1 1de 3 à - près est plus grande que la valeur approchée par défaut à —

près; mais les valeurs approchées par défaut à a et à (3 près sont 
liées par une loi simple quand a est un multiple entier de (3; soient 
en effet na, m(3 ces valeurs approchées, et soit a — p$, p étant un 
nombre entier positif; les inégalités i

na < A < (n + 1) a, 
m(3 < A < (m + 1) (3,
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dont les premières peuvent s’écrire
8

np$ < A < (n -h 1) p 3,

entraînent les inégalités suivantes :

np$ < (ni + 1) [3, m{3 < (n 4- 1) p(3,

d’où l’on tire
m -f- 1m----- 1 < n <

P p
711ces dernières inégalités montrent que n est la partie entière de —;
p

on en conclut :
mg —n a,m dl np,

m 4-1 ^ (n 4- 1) p, (m 4- 1) P ~ (n 4- 1) a;

Ainsi, la valeur approchée par défaut à (3 près est au moins égale 
à la valeur approchée par défaut à a près; et la valeur approchée par 
excès à [3 près est au plus égale à la valeur approchée par excès 
à a près.

Dans notre système de numération, il convient de considérer en 
particulier la suite

Mj, ..., Up, ...

des valeurs approchées d’un nombre irrationnel A à

1 1 1
---- ,-------y ...? ----- • •, •*.,
10 100 10"

près par défaut; les nombres que l’on rencontre en s’avançant dans 
cette suite ne vont jamais en décroissant, de plus si l’on suppose

P'P
Wp + 1 -----up —

* 10" 10" + 1

P et P' étant des nombres entiers, P sera la partie entière du quotient 
de P' par 10, en sorte que, si les nombres uin up + x sont écrits sous 
forme de fractions décimales, la partie entière et les;» premiers chiffres 
décimaux de la fraction up + l ne seront autre chose que la fraction up 
elle-même.
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Au contraire, en s’avançant dans la suite

1 1 1
«, + U, + —, U, + —, -,

1 1des valeurs approchées par excès à — ■> ——■> ■■■■> -—■
r r -10 100 lCff

nombres que l’on rencontre ne vont jamais en croissant.

9. Il convient de remarquer que, a étant un nombre rationnel 
plus petit que A, les termes de la suite précédemment définie,

W,, Wj, •••? ffpj • • • •>

finissent par dépasser a; soit en effet b un nombre rationnel plus 
grand que a, et aussi inférieur à A; si b est égal à une fraction 

P
décimale ——5 10p
s’il n’en est pas ainsi, en appliquant les règles de l’arithmétique, on 
peut trouver une fraction décimale moindre que 6, qui diffère de b 
d’une quantité moindre que b — a et qui, par suite, soit à la fois 
supérieure à a et inférieure à A ; on est donc ramené au premier cas ; 
en particulier, on voit que chaque terme de la suite un u2, ..., up, ... 
est suivi de termes plus grands que lui.

Il suit de là qu’un nombre irrationnel positif A est complètement 
défini par la suite de ses valeurs approchées w,, u2, ..., up, ..., 

1 1 1à —5 5 ••• près; en effet, un nombre rationnel positif a

up sera au moins égal à b et la proposition est vérifiée;

devra être rangé dans la classe inférieure ou dans la classe supérieure 
suivant qu’il y a, ou qu’il n’y a pas, dans cette suite, de nombre égal 
ou supérieur à a.

10. En réfléchissant sur cette dernière conclusion, on voit s’ouvrir, 
pour arriver à la théorie des opérations arithmétiques à effectuer sur 
les nombres irrationnels, deux voies distinctes : d’une part, on peut 
essayer de faire la'théorie des suites qui, comme celle qu’on vient de 
considérer, définissent un nombre irrationnel; je développerai plus 
tard cette méthode qui, bien qu’indirecte, ne demande à l’esprit que 
peu d’efforts; d’autre part, on peut se borner à considérer des modes
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de décomposition en deux classes de la totalité des nombres rationnels ; 
c’est la marche que je suivrai d’abord.

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

11. Soient deux nombres quelconques A, B, rationnels ou non. 
Soient a, a', b, b' des nombres rationnels satisfaisant aux inégalités

a c A c a', b cB c b1 -,0)
on aura :

(2) a -+- b c a1 + b'.

Soit maintenant r un nombre rationnel; s’il n’y a pas deux nombres 
rationnels a, b satisfaisant aux conditions (1), tels que l’on ait

r — a b

c’est que, quels que soient les nombres rationnels a, b satisfaisant à 
ces conditions, l’on a :

(3) r > a + b.

Si l’on avait en effet, pour deux tels nombres a, b, 

r c a -h b,
on en conclurait :

r — a c b < B

et la somme des deux nombres rationnels a c A, et r — a c B
serait égale à r.

De même, étant donné le nombre rationnel r, s’il n’y a pas deux 
nombres rationnels a' et b' satisfaisant aux conditions (1) et tels que 
l’on ait

r = a' + b',

c’est que l’onv a, quels que soient les nombres rationnels a', b' 
satisfaisant à ces conditions :

rca' + b'.(4)
Démarquons enfin qu’il ne peut y avoir qu’un seul nombre B 

rationnel ou non pour lequel on ait, quels que soient les nombres 
a, 6, a', b' qui satisfont aux conditions (1) :

a + b c B < a1 + b',



d où l’on tire :
(a' -h b') — (a + b) < e.

Or deux nombres, rationnels ou non, dont on peut démontrer qu’ils 
sont compris entre deux nombres rationnels dont la différence est 
moindre que e, et cela quel que soit le nombre positif rationnel e, 
sont égaux (§ 6).

Ceci posé, deux cas peuvent se présenter : ou bien il existe un 
nombre rationnel r satisfaisant à la fois aux inégalités (3) et (4), c’est 
à dire plus grand que la somme de deux nombres rationnels quel­
conques respectivement plus petits que A et B, et plus petit que la 
somme de deux nombres rationnels quelconques respectivement plus 
grands que A et B ; ou bien il n’existe pas de tel nombre rationnel r. 
Le premier cas se présente en particulier si les deux nombres A, B 
sont rationnels et, alors, le nombre r n’est autre chose que A + B. 
Toutes les fois que le nombre r existera, je conviendrai de dire qu’i. 
est la somme des deux nombres A et B, et je le représenterai par 
A + B. Maintenant, puisqu’un nombre rationnel r qui ne serait ni 
la somme de deux nombres rationnels a, b respectivement plus petits 
que A et B, ni la somme de deux nombres rationnels a', b' respecti­
vement plus grands que A, B, satisferait à la fois aux inégalités

r -c a' + b', '

et cela quels que fussent les nombres rationnels a, b, a', b' qui 
vérifient les conditions (1), on voit que, s’il n’existe pas de nombre r, 
c’est que tout nombre rationnel est, ou bien la somme de deux 
nombres rationnels a, b plus petits respectivement que A, B, ou bien 
la somme de deux nombres rationnels a1, b' respectivement plus 
grands que A, B. S’il en est ainsi, rangeons dans une première classe 
tous les nombres rationnels qui sont la somme de deux nombres 
rationnels respectivement plus petits que les nombres A, B, et dans 
une seconde classe tous les nombres rationnels qui sont la somme

11

En effet, quel que soit le nombre rationnel positif e, il y a des 
nombres rationnels a, b, a1, b1 qui satisfont aux inégalités (1) et aux 
suivantes (§ 8) :

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

to 
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de deux ' nombres rationnels respectivement plus grands que les 
nombres A, B ; chaque nombre de la première classe sera plus petit 
que chaque nombre de la seconde classe, en vertu de l’inégalité (2) ; 
dans la première classe il n’y a pas de nombre plus grand que tous 
les autres, car si l’on a

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

a < A, b < B,

il existe des nombres rationnels an bl tels que l’on ait

a < al < A,

et le nombre a, + b, > a + b, appartient comme a + b à la 
première classe; de même il n’y a pas dans la seconde classe de 

‘nombre plùs petit que tous les autres.
On a donc (§ 3) défini un nombre irrationnel, je conviendrai de 

dire que ce nombre est la somme des deux nombres A, B, et je le 
représenterai encore par A + B.

Dans tous les cas le nombre A + B est défini comme étant plus 
grand que la somme de deux nombres rationnels quelconques respec­
tivement plus petits que A, B et plus petit que la somme de deux 
nombres rationnels quelconques respectivement plus grands que A, B ; 
enfin, il résulte du raisonnement même que tout nombre rationnel 
plus petit que A -4- B est la somme de deux nombres rationnels 
respectivement plus petits que A, B et que tout nombre rationnel 
plus grand que A + B est la somme de deux nombres rationnels 
respectivement plus grands que A, B.

Puisque la somme de deux nombres rationnels ne change pas 
lorsqu’on change l’ordre de ses termes, il résulte de la définition 
précédente que l’on a :

b < &, < B,

(I) A + B = B + A.

Soit C un troisième nombre rationnel ou non, l’expression A + B 
+ G désigne un nombre qui, d’une part, est plus grand que tous les 
nombres rationnels obtenus en ajoutant un nombre rationnel plus 
petit que A + B et un nombre rationnel plus petit que C, ou encore 
que tous les nombres obtenus en ajoutant trois nombres rationnels 
respectivement plus petits que A, B, C, et qui, de l’autre, est plus petit 
que tous les nombres rationnels obtenus en ajoutant trois nombres
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rationnels respectivement plus grands que A, B, G; on voit de suite 
que le symbole A (B + G) a le même sens ; on a donc :

CH-AP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

(H) A + B + G = A + (B + G).

Si l’on suppose B = 0, on voit que tous les nombres désignés plus 
haut par b sont les nombres rationnels négatifs et que les nombres 
désignés par b' sont les nombres rationnels positifs; or, en ajoutant 
au nombre rationnel a < A un nombre négatif, on obtient un nombre 
plus petit que a et par conséquent que A; en ajoutant au nombre 
rationnel a' un nombre positif, on obtient un nombre rationnel plus 
grand que a' et par conséquent que A ; il résulte de là que A est la 
somme de A et de zéro, en d’autres termes, on a :

(III) A -h 0 = A.

Si l’on a B = — A, et si A est positif, les nombres rationnels b 
plus petits que B ne sont autres que les nombres rationnels a' plus 
grands que A changés de signe (§ 7), en sorte que l’on a, quels que 
soient les nombres rationnels a et b satisfaisant aux conditions (I) :

a + b < 0;

on aura de même, pour les nombres rationnels a', b' satisfaisant aux 
conditions (1) :

a' + b1 > 0.

On en conclut que zéro est la somme des deux nombres A et B = — A ; 
en d’autres termes, on a :

A + (— A) A — A — 0.(IV) ou

Les égalités (I), (II), (III), (IV) expriment les propriétés fonda­
mentales de l’addition.

Si B est positif, il existe un nombre rationnel b < B, et deux 
nombres rationnels a et a' tels que l’on ait (§ 8),

a < A < a',

le nombre a + b est plus grand que a' et par conséquent que A; il 
est d’ailleurs plus petit que A -t- B, on a par conséquent :

A •+■ B >- ci b A;

a' — a < b;
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donc, en ajoutant à un nombre un nombre positif, on obtient un 
nombre plus grand que lui; de même en ajoutant à un nombre un 
nombre négatif, on obtient un nombre plus petit. Réciproquement, 
si on augmente un nombre en lui ajoutant un autre nom lire, c’est 
que le nombre ajouté est positif; si on le diminue, c’est que le 
nombre ajouté est négatif; si on ne le change pas, c’est que le 
nombre ajouté est nul.

Étant donnés les nombres A et B, il y a un nombre qui ajouté à B 
donne pour somme A, c’est le nombre A ( — B), car on a, en 
vertu des égalités (II), (III), (IV) :

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

A + (_ B) + B = A + (— B + B) = A + 0 = A.

Si l’on a A > B, le nombre A + (— B) ou, plus brièvement, 
A — B qui, ajouté à B, reproduit A est nécessairement positif; si 
l’on a A < B, le nombre A — B est nécessairement négatif.

Ainsi tout nombre A > B peut être regardé comme la somme du 
nombre B et d’un nombre positif, tout nombre A < B peut être 
regardé comme la somme du nombre B et d’un nombre négatif.

Il résulte de là que l’inégalité

A > B
entraîne l’inégalité

A + C>B + C

et réciproquement ; en effet on peut écrire :

A = B + P,

P étant un nombre positif ; on aura alors :

A+C=B+P+C= (B + G) + P > B + C.

En ajoutant un même nombre à deux nombres différents, on 
obtient deux nombres différents; de même en ajoutant deux nombres 
différents à un même nombre, on obtient deux nombres différents. 
Le nombre qui ajouté à B donne pour somme A est donc unique; 
c’est la différence entre A et B.

La théorie de la soustraction peut être regardée comme étendue 
aux nombres irrationnels.
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12. Les détails dans lesquels je suis entré me permettront d’aller 
plus vite dans la théorie de la multiplication; je me contenterai de 
marquer la suite des idées.

Soient A et B deux nombres positifs quelconques. Soient a, a', fi, b' 
des nombres rationnels positifs quelconques qui vérifient les inégalités

a c A < ci',(1) b<B<fe',

on aura :

(2) ab < a' b'.

Si un nombre rationnel r positif est tel qu’il n’y ait point deux
nombres rationnels positifs a, b satisfaisant aux inégalités (1) et à 
l’égalité

r — ab,

c’est que l’on a pour tous les nombres rationnels positifs a, b qui 
vérifient les inégalités (1) :

(3) r > ab.

Si un nombre rationnel positif r est tel qu’il n’y ait point deux 
nombres rationnels a', b' vérifiant les inégalités (1) et l’égalité

r — a' b',

c’est que l’on a, pour tous les nombres rationnels a', b' qui vérifient 
les inégalités (1) :

r c a1 b'.(4)
B ne peut y avoir qu’un seul nombre rationnel ou non r qui vérifie 

simultanément les inégalités (3) et (4); cela résulte de ce que, en 
posant

V-b = kj,a' — a — e,
on a

a' b' — ab — a y; + be + ert < (a + b + 1) c,

en supposant les nombres rationnels e, r, plus petits que le nombre 
rationnel S, plus petit lui-même que l’unité ; si l’on désigne par a un 
nombre rationnel positif quelconque, il suffira de prendre

3 < a -f- b —)— 1
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pour que l’on ait
a' b1 — cib < a,

et le raisonnement s’achèvera comme dans la théorie de l’addition.
S’il existe un nombre rationnel r vérifiant à la fois les inégalités (3) 

et (4) quels que soient les nombres rationnels positifs a, b, a', b' qui 
satisfont aux conditions (1), il sera par définition le produit AB; s’il 
n’existe pas de tel nombre r, chaque nombre rationnel positif sera ou le 
produit de deux nombres rationnels positifs plus petits respectivement 
que les nombres A, B, ou le produit de deux nombres rationnels 
positifs respectivement plus grands que A, B; on est ainsi amené à 
décomposer la totalité des nombres rationnels positifs en deux classes, 
dont la première comprend tous les nombres obtenus en multipliant 
deux nombres rationnels positifs respectivement plus petits que A, B, 
dont la seconde comprend tous les nombres obtenus en multipliant 
deux nombres rationnels positifs respectivement plus grands que A, B; 
chaque nombre de la première classe est plus petit que chaque nombre 
de la seconde classe; il n’y a pas dans la première classe de nombre 
plus grand que tous les autres ; il n’y a pas dans la seconde classe de 
nombre plus petit que tous les autres. On définit ainsi un nombre 
irrationnel positif : ce nombre est par définition le produit AB.

Dans tous les cas le produit des deux nombres positifs A, B peut 
être défini comme un nombre plus grand que le produit de deux 
nombres rationnels positifs quelconques respectivement plus petits 
que A, B et plus petit que le produit de deux nombres rationnels 
positifs quelconques respectivement plus grands que A, B.

Dans tous les cas aussi chaque nombre rationnel positif plus petit 
que AB est le produit de deux nombres rationnels positifs respective­
ment plus petits que A, B ; chaque nombre rationnel positif plus grand 
que AB est le produit de deux nombres rationnels positifs plus grands 
respectivement que A, B.

Le produit ABC de trois nombres positifs A, B, C est un nombre 
qui est plus grand que le produit de trois nombres rationnels positifs 
quelconques respectivement plus petits que A, B, C, et plus petit . 
que le produit de trois • nombres rationnels positifs quelconques 
respectivement plus grands que A, B, C.

Dans un produit de deux, trois, ... facteurs positifs, on peut
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intervertir l’ordre des termes, remplacer deux ou plusieurs facteurs 
par leur produit effectué.

Le produit de deux nombres positifs ou négatifs A, B est un nombre 
dont la valeur absolue est le produit des valeurs absolues des nombres 
A, B, qui est positif si les deux nombres A, B sont de même signe, 
négatif dans le cas contraire.

Si les deux nombres A, B sont différents de zéro, leur produit n’est 
pas nul.

Par définition, le produit d’un nombre quelconque par zéro est zéro.
Les théorèmes sur la possibilité d’intervertir les facteurs d’un 

produit sont vrais, ainsi que les conséquences qu’on en tire, quels 
que soient les facteurs, positifs, nuis ou négatifs.

Soient A, B, C trois nombres positifs quelconques; désignons par 
a, a', 6, b', c, c'des nombres rationnels positifs vérifiant les inégalités

b<B<b', c<C<c',

le nombre A (B -h C) est compris entre a (b -+- c) et a' (b1 -h c'); 
la différence entre ces deux nombres peut d’ailleurs être supposée 
plus petite que tel nombre rationnel positif z que l’on voudra ; le 
nombre AB + AC est compris entre a b -h ac = a (b + c) et 
a' b' + a' c' — a' (b' c'), on a donc :

a < A a',

A (B + C) = AB + AC;

on voit en changeant les signes des deux membres que cette égalité 
est encore vraie si A est négatif, B et C étant positifs, ou, si B et C 
sont négatifs et A positif ; elle subsiste aussi si A, B et G sont négatifs, 
puisque les deux membres ne changent pas quand on change les 
signes de A, B, C; supposons enfin qu’un seul des nombres B, C, 
C par exemple, soit négatif ; si B C est positif, soit

B = K — C,

les deux nombres K -- B -4- C et — C étant positifs, on a :

AB = A (K — C) = AK — AC,
d’où

AK ou A (B -4- C) = AB + AG;

enfin en changeant les signes de B et de C dans cette égalité, on 
T-XtfNElÇfO/ 2orie.

I
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parvient à montrer qu’elle subsiste lorsque B + C est négatif; le cas 
où l’un des nombres A, B, C est nul ne présente aucune difficulté; 
l’égalité

A (B + C) = AB + AG

est vraie quels que soient les nombres A, B, C.
On est maintenant en mesure d’étendre aux nombres irrationnels 

les diverses règles de calcul relatives à la multiplication.
Les propositions qui concernent les inégalités s’étendent aussi sans 

peine aux nombres irrationnels; on en conclut que, si l’on multiplie 
un nombre différent de zéro par deux nombres différents, on obtient 
deux produits différents; étant donnés deux nombres A et B dont le 
second n’est pas nul, il ne peut y avoir qu’un seul nombre qui, 
multiplié par B, donne A pour produit : la recherche de ce nombre 
est l’objet de la division.

13. Soit A un nombre irrationnel positif. B est clair que chaque 
nombre rationnel positif peut être regardé comme l’inverse d’un 
nombre rationnel positif. Imaginons qu’on range dans une première 
classe chaque nombre rationnel positif dont l’inverse est un nombre 
plus grand que A et dans une seconde classe chaque nombre rationnel 
positif dont l’inverse est plus petit que A; on aura défini un mode de 
décomposition en deux classes de l’ensemble des nombres rationnels 
positifs, tels que chaque nombre de la première classe soit plus petit 
que chaque nombre de la seconde classe, tel aussi qu’il n’y ait pas 
dans la première classe de nombre plus grand que tous les autres, 
ni dans la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres. 
On aura donc défini un nombre irrationnel positif ; ce nombre est dit

1l’inverse de A, on le représente par le symbole — • On voit de suite

que 1 est plus grand que le produit de chaque nombre rationnel 
positif plus petit que A par chaque nombre rationnel positif plus 

1
petit que — > et que 1 est plus petit que le produit de chaque nombre

rationnel positif plus grand que A par chaque nombre rationnel positif
1

plus grand que — ; on a'donc :

Ax! — î.
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Si A est un nombre irrationnel négatif, on convient de représenter
1
— un nombre négatif dont la valeur absolue est l’inverse de lapar

valeur absolue de A ; on aura encore :

A X = i;

cette égalité subsiste quel que soit le nombre A, pourvu qu’il ne soit 
pas nul.

Ceci posé, soient A et B deux nombres quelconques dont le second 
toutefois n’est pas nul ; il existe un nombre Q qui, multiplié par B,

on a en effet :
1

donne pour produit A, ce nombre est A X 7B’

(B x s)A X X B = A X = A X 1 = A.

Ce nombre d’ailleurs est unique, comme il a été dit dans le para­
graphe précédent, c’est le rapport de A à B; on le représente par le 

A
symbole — • Lorsque B — 0, ce symbole n’a pas de sens.

14. Soit A un nombre positif quelconque et m un nombre entier 
positif. Il peut y avoir un nombre rationnel positif, x tel que l’on ait :

xm =* A.(1)

Ce nombre, s’il existe, est dit la racine mième arithmétique de A,
le représente par v' A; il ne peut d’ailleurs exister que si A est 

rationnel, puisque les puissances entières d’un nombre rationnel sont 
des nombres rationnels ; enfin, s’il existe, il est le seul nombre positif 
dont la puissance mième soit égale à A, puisque les puissances mièmesde 
deux nombres positifs différents sont deux nombres différents.

S’il n’existe pas de nombre rationnel positif qui vérifie l’équation (1), 
on pourra ranger tous les nombres rationnels positifs en deux classes ; 
la première comprendra tous les nombres rationnels positifs dont 
la mièine puissance est un nombre plus petit que A, la seconde com­
prendra tous les nombres rationnels positifs dont la mièma puissance 
est un nombre plus grand que A. Chaque nombre de la première

011

te
l
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classe est plus petit que chaque nombre de la seconde classe; il n’y 
a pas dans la première classe de nombre a qui soit plus grand que 
tous les autres; s’il existait en effet un tel nombre a, on aurait, quels 
que fussent le nombre positif rationnel h et le nombre rationnel
a' a + h,

am c A < (a h)m < am + mha'm

Or, si l’on désigne par am + s un nombre rationnel quelconque 
compris entre am et A, il faudrait que l’on eût

(*)■— i

£
am + s < am + mha'm~1, h > ma' m — 1

cette dernière inégalité contredit la supposition faite que h peut être 
pris aussi petit qu’on le veut; on verra de même qu’il n’y a pas dans 
la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres; le mode de 
décomposition considéré définit donc un nombre irrationnel positif; 
si X est ce nombre, je dis que l’on a :

Xm = A;

en effet, si l’on désigne par a et a + h deux nombres rationnels 
positifs qui comprennent X, et par a' un nombre rationnel égal ou 
supérieur à a -h h, les nombres am et (a + h)m < am + mha’”\ 
comprendront Xm et A; mais la différence entre les deux nombres 
rationnels am + mha'm~1 et am pouvant être supposée plus petite 
que tel nombre rationnel positif que l’on voudra, il faut que les 
nombres Xm et A soient égaux; X est d’ailleurs le seul nombre 
positif dont la puissance mième soit égale à A; c’est la racine m 
arithmétique de A; on le représente par K^A.

— i

ièma

15. La méthode qui a servi à étendre aux nombres irrationnels 
la notion des opérations arithmétiques peut être généralisée, et cela

(') L’idéalité

xm — ym — [x — y) (x m y + +ym~1),— 1 — 2+ X m
montre que l’on a

m(x — y) ym — \ xm — ym <C.m (x — y) x m ~ 1,

en supposant x > y > 0.
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indépendamment même de cette notion, en sorte que les considé­
rations que je vais développer brièvement, auraient pu être placées 
immédiatement après le paragraphe 9; elles ne supposent que les 
notions relatives à l’égalité et à l’inégalité des nombres irrationnels.

On a souvent à considérer l'ensemble de tous les nombres qui 
satisfont à une certaine condition; les éléments de cet ensemble, les 
nombres qui satisfont à cette condition peuvent être en nombre fini 
ou infini; ils peuvent être rationnels ou irrationnels; mais, pour 
simplifier, je supposerai qu’ils soient tous inégaux.

Je dirai qu’un ensemble de nombres est défini, si l’on donne le 
moyen de reconnaître si tel nombre que l’on veut appartient ou 
n’appartient pas à l’ensemble considéré : tels sont, par exemple, 
l’ensemble des nombres entiers, l’ensemble des nombres rationnels 
plus petits que 3, ou l’ensemble des nombres rationnels dont le carré 
est plus petit que 3, l’ensemble considéré dans le paragraphe 9 des 
fractions décimales un u2, ... qui approchent d’un nombre irrationnel 
donné; telle est encore une collection finie de nombres donnés 
individuellement.

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

16. La considération d’un ensemble (E) bien défini de nombres, 
rationnels ou non, dont aucun ne dépasse une certaine limite L, 
conduit à la notion de limite supérieure relative à cet ensemble : 
cette limite supérieure est un nombre, rationnel ou non, défini par 
le mode suivant de décomposition en deux classes de la totalité des 
nombres rationnels, chaque nombre de la première classe étant plus 
petit que chaque nombre de la seconde classe :

On rangera dans la première classe chaque nombre rationnel 
appartenant à l’ensemble (E), ou plus petit qu’un nombre appar­
tenant à cet ensemble; on rangera dans la seconde classe chaque 
nombre rationnel plus grand que tous les nombres qui appartiennent 
à l’ensemble (E) : le nombre M, défini par ce mode de décomposition, 
est irrationnel s’il n’y a pas dans la première classe un nombre plus 
grand que tous les autres nombres de cette classe, et s’il n’y a pas 
dans la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres 
nombres de cette classe; à ce point de vue, le nombre 1^3, défini 
antérieurement, est la limite supérieure de l’ensemble des nombres 
rationnels positifs dont le carré est plus petit que 3 ; s’il y a dans la '
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première classe un nombre plus grand que tous les autres, celui-là 
est le nombre que définit le mode de décomposition considéré, c’est 
la limite supérieure; de même, s’il y a dans la seconde classe un 
nombre plus petit que tous les autres nombres de cette classe, on 
devra prendre ce nombre pour la limite supérieure. De même, la 
considération d’un ensemble défini (E'), tel que tous les nombres qui 
en font partie soient supérieurs à un nombre l, conduit à la notion 
de limite inférieure relative à cet ensemble; cette limite inférieure m 
sera définie par le mode suivant de décomposition en deux classes de 

..la totalité des nombres rationnels : la première classe comprend 
chaque nombre rationnel plus petit que tous les nombres de l’en­
semble (E'), la seconde classe comprend tous les nombres rationnels 
qui font partie de l’ensemble (E') et tous ceux qui sont plus grands 
que l’un des nombres de cet ensemble. A ce point de vue, le nombre 
V3 est la limite inférieure des nombres rationnels positifs dont le 
carré est plus grand que 3. Tout nombre, rationnel ou non, peut être 
regardé comme la limite supérieure de l’ensemble des nombres 
rationnels inférieurs et comme la limite inférieure des nombres 
rationnels supérieurs à lui :

Le paragraphe 9 a été consacré à montrer qu’un nombre irrationnel 
pouvait être regardé comme la limite supérieure de ses valeurs

••• près par défaut.approchées à

17. La limite supérieure M d’un ensemble (E) jouit des propriétés 
suivantes : 1° dans l’ensemble (E), il n’y a pas de nombres plus 
grands que M : s’il y avait en effet un tel nombre M., il existerait un 
nombre rationnel a plus petit que M, et plus grand que M ; or tout 
nombre rationnel plus petit qu’un nombre M, qui fait partie de 
l’ensemble est, par définition, plus petit que M; 2° ou bien M fait 
partie de l’ensemlde (E), ou bien, quel que soit le nombre M' plus 
petit que M, il y a au moins un nombre de l’ensemble compris 
entre M et M' : en effet, si a est un nombre rationnel compris 
entre M et M', il faut, puisqu’il est plus petit que M, qu’il fasse 
partie de l’ensemble, ou qu’il y ait quelque nombre de l’ensemble qui 
soit plus grand que lui, nombre qui peut d’ailleurs être soit M, soit 
un nombre plus petit que M et compris par conséquent entre M et M',
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Ces deux propriétés caractérisent d’ailleurs le nombre M; elles ne 
peuvent en effet appartenir à un nombre N plus grand que M, 
puisqu’il n’y a aucun nombre de l’ensemble (E), qui soit supérieur 
à M et par conséquent aucun nombre de cet ensemble qui soit compris 
entre M et N > M ; elles ne peuvent non plus appartenir à un nombre N 
plus petit que M, puisqu’il y a certainement au moins un nombre de 
l’ensemble (E) qui est ou égal à M, ou compris entre N < M et M, 
qui est donc, dans tous les cas, plus grand que N.

De même, si un ensemble (E') admet une limite inférieure m, on 
voit qu’il n’y a pas de nombre appartenant à (E') qui soit plus petit 
que m et que, ou bien m fait partie de l’ensemble (E'), ou bien il y 
a des nombres de cet ensemble compris entre m et n’importe quel 
nombre m' plus grand que m (1).

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

18. Pour arriver à la notion de la somme de deux nombres A, B, 
on a considéré les ensembles (A), (B) des nombres rationnels respec­
tivement inférieurs à A, B, les ensembles (A'), (B') des nombres 
rationnels supérieurs respectivement à A, B; l’ensemble (S) des 
nombres différents obtenus en ajoutant un nombre de (A) et un 
nombre de (B), l’ensemble (S') des nombres différents obtenus en 
ajoutant un nombre de (A') et un nombre de (B'); les nombres A, B 
sont les limites supérieures et inférieures des ensembles (A), (B), 
(A'), (B'); on a prouvé que la limite supérieure de l’ensemble (S) 
était égale à la limite inférieure de l’ensemble (S'), et c’est ce nombre 
même qui a été pris pour la définition de la somme A + B. De même 
pour la multiplication.

La notion des opérations arithmétiques ayant été étendue aux 
nombres irrationnels, je puis ajouter les remarques suivantes qui 
sont ou évidentes ou très aisées à démontrer.

Si l’on désigne par (A) un ensemble admettant pour limite supé­
rieure le nombre A, la différence entre A et un nombre quelconque

0 C'est M. Weierstrass qui a introduit les mots limite supérieure, limite inférieure 
(obéré Grenze, untere Grenze) et qui a appelé l'attention sur ces importantes notions. 
Celles-ci ont toutefois étc retrouvées dans les œuvres de Bolzano, géomètre qui vivait 
au commencement de ce siècle, mais dont les écrits, plus riches en idées ingénieuses 
qu’en faits mathématiques, n’ont pas attiré tout d’abord l’attention qu’ils méritent.

(Voir dans le tome XVIII des Mathematische Annalen, un article de M. Stolz intitulé : 
B. Bolzano’s Bedevtung in der Gcscluclite der Iufinitesimalsrcclimmg.)



de (A) est positive ou nulle; si l’on se donne un nombre positif 
quelconque e, il y a dans l’ensemble (A) des nombres qui rendent 
cette différence plus petite que e.

Si l’on désigne par (A), (B) deux ensembles admettant pour limites 
supérieures les nombres A, B, l’ensemble des nombres différents que 
l’on peut obtenir en ajoutant un nombre de (A) et un nombre de (B), 
a pour limite supérieure le nombre A + B.

Si les deux ensembles (A), (B) ne comprennent que des nombres 
positifs, l’ensemble des nombres différents que l’on peut obtenir 
en multipliant un nombre de (A) par un nombre de (B), a pour 
limite supérieure le produit AB des limites supérieures des deux 
ensembles, etc...

19. Je vais maintenant me placer à un autre point de vue, qui a 
été signalé paragraphe 10, et montrer comment on peut définir un 
nombre irrationnel au moyen d’une suite infinie de nombres ration­
nels. Les propositions relatives aux suites spéciales que je vais consi­
dérer, propositions qui s’étendent à des suites analogues à termes 
irrationnels, jouent dans l’analyse un rôle essentiel; la notion des 
opérations arithmétiques étant maintenant étendue aux nombres 
irrationnels, rien n’empêcherait d’énoncer et d’établir ces proposi­
tions dans toute leur généralité; mais on n’y gagnerait pas beaucoup 
sous le rapport de la brièveté; je ne supposerai donc acquises que les 
notions relatives à la définition, à l’égalité et à l’inégalité des nombres 
irrationnels, je ne considérerai d’abord que des suites à termes 
rationnels, je montrerai comment elles permettent d’étendre aux 
nombres irrationnels la notion des opérations arithmétiques. Les 
paragraphes qui suivent ne supposent que les notions et définitions 
exposées dans les neuf premiers paragraphes.

20. On dit qu’une suite infinie de nombres rationnels

'Ifjj

est donnée quand on donne le moyen de calculer un terme quelconque 
un connaissant son rang.

21. On dit qu’une suite infinie de nombres rationnels

'Ifj2 %l2} •••? •••
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a pour limite un nombre rationnel U, si à chaque nombre positif 
rationnel e correspond un nombre entier positif n tel que la valeur 
absolue de U — up soit plus petite que e pour toutes les valeurs de 
l’entier p égales ou supérieures à n; j’écrirai cette condition

| U — up | < e,

en convenant de représenter en général par | x | la valeur absolue du 
nombre x.

Au lieu de dire que la suite (u) a pour limite U, on écrit souvent : 

lim uH —. U.
n— oo.

En retournant en quelque sorte la définition qui précède, on arrive 
à la conclusion suivante : Si la suite infinie de nombres rationnels (u) 
n’a pas pour limite le nombre rationnel U, il existe un nombre 
rationnel positif e' jouissant de la propriété que voici : quel que soit 
l’entier positif n, il y a un entier p plus grand que n, pour lequel on a :

Nier en effet l’existence du nombre s', c’est dire que, si l’on se 
donne un nombre rationnel positif quelconque s, tout nombre entier 
positif n n’est pas suivi d’un nombre entier p pour lequel on ait

C’est dire par conséquent qu’un certain entier positif n n’est suivi 
d’aucun entier p tel que l’inégalité précédente soit vérifiée; c’est dire 
enfin que pour tout entier p > n, on a :

| U — up \ c s,

ou encore que la suite (u) admet U pour limite.

22. On dit que la suite infinie de nombres rationnels

(u) 'l('n ^2? * * * ? ^ n ) * * *
est convergente, si, à chaque nombre rationnel positif e, on peut faire 
correspondre un nombre entier positif n tel que l’on ait

1 Up — uq | < e
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pour toutes les valeurs des entiers p, q égales ou supérieures à n (d).
Cette inégalité montre que l’on doit avoir, pour toutes les valeurs 

entières de p égales ou supérieures à n,

THÉORIE DES FONCTIONS ü’üNE VARIABLE.

Un £ <5 tlp ■< Un -p £ j

on voit donc, puisque s est arbitraire, que, si la suite est convergente, 
à chaque nombre rationnel positif rt doit correspondre un nombre 

/ entier positif n tel que le terme ua et tous ceux qui le suivent soient 
compris entre deux nombres rationnels dont la différence est moindre 
que y;; réciproquement, s’il en est ainsi, la suite est évidemment 
convergente. On voit encore que, si à chaque nombre rationnel 
positif e correspond un entier positif n, tel que l’on ait pour tous les 
entiers p > n,

1 un — up | < e,

la suite sera convergente. 
Si la suite infinie

(u) U,, u„ ..., U,j, ...

n’est pas convergente, il existe un nombre rationnel positif s' jouissant 
de la propriété suivante : quel que soit l’entier positif n, il y a un 
entier p > n pour lequel on a :

I un ~ uP | = e' •

La démonstration est analogue à celle qui termine le paragraphe 
précédent.

23. Tous les termes d’une suite convergente sont, en valeur absolue, 
inférieurs à un certain nombre rationnel positif A.

En effet tous les termes, à partir d’un certain rang n, finissent par 
être compris entre deux nombres rationnels ; on peut prendre pour A 
un nombre positif plus grand que le plus grand de ces deux nombres 
et des n premiers termes, abstraction faite des signes.

(i) Cette potion est due à Cauchy qui l’a introduite à propos de la théorie des séries. 
Cours d’Analyse de l’Ecole royale Polytechnique, Paris, 1821, p. 125, Elle se trouve encore 
dans les écrits de Bolzano. Voir le travail déjà cité de M. Stolz.



d’ailleurs, les différences u„t — un, un^ — uH, ... sont toutes positives, 
à cause de la nature de la suite; en additionnant donc entre elles 
p inégalités consécutives telles que les précédentes, on trouvera :

Unp — Un = P £ ,

ce qui montre qu’on pourrait prendre p assez grand pour que le 
terme u dépassât telle limite qu’on voudrait, et, en particulier, le 
nombre A.

On pourrait dire plus brièvement, en se reportant au paragraphe 17, 
que les termes de la suite (u) doivent finir par être compris entre 
deux nombres quelconques comprenant entre eux la limite supérieure 
de l’ensemble formé par les nombres distincts qui entrent comme 
termes dans cette suite.

On démontrera de même qu’une suite (u), telle qu’aucun terme 
ne soit suivi d’un terme plus grand que lui et dont tous les termes 
sont supérieurs à un nombre fixe B, est convergente.

25. Par exemple, un nombre décimal indéfini, dans lequel les 
chiffres se suivent dans un ordre déterminé quelconque, ne représente 
rien jusqu’à présent, mais on peut affirmer que la suite infinie dont 
on obtient le terme général uH en s’arrêtant au n

est convergente, ainsi que la suite dont le n 

les termes de la première suite, en effet, ne vont jamais en décroissant,

ième chiffre décimal
1ième terme est ua -+- —- ;

10"
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24. Une suite infinie de nombres rationnels

O) t!,, U„ ..., Un) ..

telle qu’aucun terme ne soit suivi d’un terme qui soit plus petit que 
lui et dont tous les termes sont inférieurs à un nombre fixe A est 
convergente.

Supposons en effet que cette suite ne soit pas convergente et soit s' 
le nombre positif dont on démontre l’existence pour chaque suite non 
convergente (§ 22) ; on pourra déterminer une suite d’indices croissants 
n, n,, n.2, ..., tels que l’on ait

•5

(T
)S

j£/ /
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à mesure que l’indice augmente, et chaque terme reste inférieur à un 
terme quelconque de la seconde suite; de même, les termes de la 
seconde suite ne vont jamais en croissant quand le rang augmente, 
et restent supérieurs à un terme quelconque de la première suite.

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

25. Voici maintenant une propriété des suites convergentes, qui 
va servir à montrer comment ces suites définissent toujours un 
nombre rationnel ou irrationnel.

Soit une suite convergente de nombres rationnels

(«) W,, îl2, ..., ...

qui n’admette pas zéro pour limite (§ 21) : tous les termes de cette 
suite finissent, après un certain rang n, par être tous de même signe 
et plus grands en valeur absolue qu’un certain nombre rationnel 
positif e.

En effet, après un certain rang, tous les termes de cette suite 
finissent par être compris entre deux nombres rationnels dont la 
différence peut être supposée moindre que tel nombre positif ration­
nel -q que l’on voudra (§ 22). Si ces deux nombres sont de même 
signe et qu’aucun ne soit nul, le théorème est vérifié; si les deux 
nombres rationnels ayant entre eux une différence moindre que rn 
qui comprennent les termes de la suite (u) dont le rang est égal ou 
supérieur à l’entier n qui correspond à y) (§ 22), sont de signes 
contraires, ou si l’un d’eux est nul, la valeur absolue de chacun de 
ces termes est moindre que -q ; s’il en est ainsi quelque petit que 
soit y;, la suite a zéro pour limite.

27. Soit

O) W,, Mj, ..., W„, ...

une suite convergente de nombres rationnels ; ou elle admet pour 
limite un nombre rationnel U, et dans ce cas je conviendrai de dire 
qu’elle définit ce nombre U ; ou il n’en est pas ainsi, et alors elle 
définit un mode de décomposition en deux classes de la totalité des 
nombres rationnels, classes telles que chaque nombre de la première 
soit inférieur à chaque nombre de la seconde, telles en outre qu’il n’y 
ait point, dans la première classe, de nombre plus grand que les
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autres nombres de la même classe, ni, dans la seconde classe, de 
nombre plus petit que les autres nombres de la même classe.

Soit en effet, dans la seconde supposition, ci un nombre rationnel 
quelconque, les termes de la suite

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

(*') Un ci, ...u2 — a, ..m, — a,

qui est évidemment convergente et qui n’admet pas zéro pour limite, 
puisque a n’est pas limite de la suite (m), finissent après un certain 
rang par être tous positifs ou tous négatifs ; dans le premier cas, on 
rangera a dans la première classe, dans le second cas, on le rangera 
dans la seconde classe : il est clair que tout nombre de la première 
classe, défini comme on vient de le faire, est plus petit que tout 
nombre de la seconde classe.

Il n’y a pas dans la première classe de nombre plus grand que tous 
les autres; si a est en effet un nombre de la première classe, les 
termes de la suite (u1) sont, après un certain rang n, tous positifs et 
plus grands qu’un certain nombre positif rationnel e. Si b est un 
nombre compris entre a et a + e, il est clair que, après le rang n, 
les termes de la suite

u1 — b, u2 — b, ..., un — b, .

sont tous positifs et que b appartient aussi à la première classe. Le 
même mode de raisonnement s’appliquerait à la classe supérieure. 
On a donc affaire à un procédé de décomposition en deux classes de 
la totalité des nombres rationnels qui définit un nombre irrationnel. 
En résumé si la suite (u) n’a pas pour limite un nombre rationnel, 
elle peut servir à définir un nombre irrationnel.

Si une suite convergente à termes rationnels

(u) H

définit un nombre U, rationnel ou non, soit comme limite de cette 
suite, soit d’après la règle précédemment expliquée, le nombre U sera 
certainement compris entre les deux nombres rationnels a, 6, si ces 
deux nombres comprennent entre eux tous les termes de la suite (u), 
après un certain rang; cela est clair si le nombre U est irrationnel, 
puisque alors le plus petit nombre a est dans la classe inférieure
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relative au nombre U et le nombre b dans la classe supérieure. Si U 
est la limite (rationnelle) de la suite (u), on ne peut avoir

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

b < U
car les inégalités

un < b < U

supposent que la différence U — un soit toujours, quel que soit n, plus 
grande que U — b : on voit de la même façon que U ne peut être 
inférieur à a ; on a donc :

a < U < b.

Réciproquement il est clair que si, quels que soient les nombres 
rationnels a, b qui comprennent le nombre rationnel ou non U, les 
termes de la suite (u) finissent toujours, après un certain rang, par 
tomber entre a et b, cette suite est convergente (§ 22) et définit un 
nombre égal à U.

Toute suite convergente de nombres rationnels

(u) Uj, ..., Uny ...

définit donc un nombre rationnel ou non U; réciproquement, un 
nombre quelconque U peut être défini par une telle suite; si U est 
rationnel, on peut prendre en particulier pour la suite (u) une suite 
infinie dont tous les éléments soient égaux à U; si U est irrationnel, 
on peut prendre pour (u) la suite des valeurs approchées par défaut

près.
1 1

(ou par excès) à -, — , -,

Observons encore que si la suite (u) n’a pas pour limite zéro, le 
nombre U qu’elle définit est positif ou négatif, suivant que les termes 
de cette suite, à partir du rang où ils ont tous le même signe, sont 
positifs ou négatifs. Enfin la suite

1

w
est convergente et définit le nombre —* U ; car si après le rang n les 
termes de la suite (u) tombent entre les nombres rationnels a, b, les 
termes de la suite (u'), à partir du même rang, tomberont entre 
— b et •— a.

ui, w2, .. — un, ...
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28. Voici maintenant quelques remarques sur lesquelles repose la 
théorie des opérations à effectuer sur les nombres définis par des 
suites; plusieurs d’entre elles sont assez simples pour qu’on se soit 
contenté de les énoncer.

Si l’on considère à la fois plusieurs suites infinies (en nombre fini) 
de nombres rationnels

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

O) M,, Uiy ..., ...
V{, D2, ..., Vny ..

^15 • • • • J ^ni • • ‘1

(y) * ?
(iv)

il y a un nombre positif A auquel tous les termes de ces suites sont 
inférieurs, en valeur absolue.

Étant donné un nombre positif rationnel £, il y a un nombre entier 
positif n tel que, sous la condition que les entiers p et q soient au 
moins égaux à n, on puisse affirmer que les quantités | up — uq |, 
| vp — vq |, | wp — ivg j, ... sont moindres que e. Le nombre n peut 
en effet être déterminé pour chacune des suites ; on prendra le plus 
grand des nombres trouvés.

Si les suites (u), (v), (w), ... ont pour limites les nombres ration­
nels U, V, W, ..., à chaque nombre positif e correspond un entier 
positif n tel que l’on ait à la fois :

| up — U j < e, \vp — V |< £, \ wp — W | < £,

pourvu que le nombre entier p soit supérieur à n.
Si les deux suites infinies de nombres rationnels

(u) Uq) Xln •) .. ‘ ?
(r) "TJ, ..., Vny ..

sont convergentes, il en est de même des deux suites

w, + u2 H- v„ ..., un + vn, ...

UiVi> U-2V*i •••» UnV„, ...

Je me contente de faire la démonstration pour la seconde suite : au 
nombre positif £ faisons correspondre l’entier positif n de telle façon
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que, pour p ^ n, on ait :

I *P | < e, I $P I < £j4

en posant pour abréger

vP — vn ~ $p;U p Un — OCp,
on aura :

UpVp — unvn — (un + xp) (vn -+- $p) — unvn = ypvn 4- $pun + xp$p.

Or si l’on désigne par A un nombre rationnel supérieur à la valeur 
absolue de tous les termes des suites (u), (v) et si l’on suppose que s 
soit plus petit que 1, on aura :

I %pVn + \J1> Un + Zpfip | < £ (2 A + 1).

Par conséquent e' étant un nombre positif rationnel quelconque, 
si l’on prend

£f
£ < 2A + l’

et que l’on détermine n comme on vient de l’expliquer, on pourra 
affirmer que, sous la condition p ^ n, on a :

| UpVp — unvn | < £',

la convergence de la suite considérée est donc démontrée.
Si les deux suites (u), (v) ont pour limites respectives des nombres 

rationnels U, Y, les deux suites

Ui + v„ ui + un + vn, ...
..., wnvn, ...

auront respectivement pour limites U + V et UV.
Pour démontrer cette proposition^ relativement à la seconde suite, 

il suffira de remplacer dans la démonstration qui précède, un et v„ 
par U et V et de regarder A comme un nombre supérieur au plus 
grand des deux nombres | U | et | V |.

En appliquant plusieurs fois de suite les propositions précédentes, 
qui s’appliquent d’ailleurs aux suites (évidemment convergentes) dont 
tous les termes sont égaux, on arrive à la conséquence suivante : 

Étant données plusieurs suites infinies convergentes de nombres
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définissent les deux nombres rationnels ou non U, Y ; suivant que 
l’on aura :

V, U < V ;U = V, U
la suite

O) u, —

aura pour limite zéro, définira un nombre positif, ou définira un 
nombre négatif.

Supposons en effet U = V et soient a, b deux nombres rationnels 
qui comprennent entre eux le nombre U ; après un certain rang n les 
termes des deux suites (u), (v) finiront par tomber entre a et b; à 
partir de ce rang les termes de la suite (iv) seront en valeur absolue 
moindres que b — a; or on peut supposer ce dernier nombre moindre 
que tel nombre positif rationnel e que l’on voudra.

Supposons U < V ; soient p, p1, q, q’ des nombres rationnels tels 
que l’on ait,

• • Un — Vn, •••* 1

q';u p' Yqp

à partir d’un certain rang n, les termes de la suite (u) finiront par 
tomber entre p et p', et ceux de la suite (v), entre q et q' ; à 
partir de ce rang, les termes de la suite (w) seront supérieurs

Tannery. — Théorie. 3

et un polynôme F (u, v, iv, ...), à coefficients rationnels, entier par 
rapport aux quantités u, v, w, ... la suite infinie (F) dont le n 
terme est le nombre rationnel F (un, vn, wn, ...) est convergente.

Si les suites (u), (v), (iv), ..., ont respectivement pour limites des 
nombres rationnels U, V, W, ..., la suite (F) aura pour limite le 
nombre rationnel F (U, V, YV, ...).

i ■

29. Si les deux suites infinies convergentesjle nombres rationnels
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^1J ^25 •••5 nny ...

v„ v„ ..., vn, ... 
w„ wn, ...
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qui définiraient, elles aussi, les nombres U et V ; il suffit pour cela 
de prouver que la suite dont le terme général est

(un + vn) — (u'n -+- v't),

a pour limite zéro; or cela résulte de ce que ce terme peut s’écrire

(un — u„) -h (v„ — v’) 

et de ce que les suites dont les niè termes sont respectivementmes

la suite

(iv) U, -H v„ ..

est aussi convergente; elle définit le nombre U + Y si les deux 
nombres U, V sont rationnels; on peut regarder le nombre W qu’elle 
définit dans tous les cas comme étant, par définition, la somme U + Y 
des nombres U, V. Pour justifier cette définition, il faut prouver 
qu’on arriverait au même nombre W en partant de deux autres 
suites convergentes à termes rationnels

ul -h v„ un + vn, ..
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au nombre positif q — p'. La démonstration est la même lorsqu’on 
a U > V.

Cette proposition est de celles qui entraînent leur réciproque; on
peut affirmer que si les suites (tt), (v) sont convergentes, et définis­
sent les nombres U, V, on a, suivant que la suite convergente (tu) a 
pour limite zéro, définit un nombre positif, ou définit un nombre 
négatif,

U> V,

Au surplus le lecteur démontrera directement cette proposition sans 
aucune peine.

u = v, U < V.

30. Soient encore U, V deux nombres rationnels ou non, définis 
par les suites convergentes, à éléments rationnels,

- s - a
S 

S>

V
 V

V
 V< 

X

e ss S Se g
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un — u'n et vn — v'n ont pour limites zéro, puisque les suites (u) et 
(u1) définissent le même nombre U, et que les suites (v) et (v') 
définissent le même nombre V.

La définition de l’addition donnée ici coïncide avec celle qui a été 
donnée au paragraphe 11; car si a, a1, è, b' désignent des nombres 
rationnels tels que l’on ait

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.

»

a < U < a', b < Y<6'

les termes des suites (u), (v) finissent, après un certain rang n, par 
tomber respectivement entre a et a', entre b et b1. A partir de ce 
moment les termes de la suite (W) tombent entre a + b et a’ -h b'; 
on a donc

etc.
On établira sans peine, à l’aide de la nouvelle définition, les propo­

sitions qu’expriment les égalités

U + V = V + u, 
u + (Y + W) = U + V + W, 
U + 0 = u, 
u + (— U) = 0.

J’ajoute que les règles données pour reconnaître si deux nombres 
définis par deux suites convergentes dont les termes sont rationnels, 
sont inégaux, et lequel des deux est le plus grand, montrent que la 
somme de deux nombres est plus grande ou plus petite que le 
premier d’entre eux, suivant que le second est positif ou négatif, et 
que si l’on ajoute à un même nombre deux nombres différents, on 
obtient deux sommes différentes.

Orf en conclut que, étant donnés deux nombres U et V, il n’y a 
qu’un seul nombre qui ajouté à V reproduise U; on l’obtient 
d’ailleurs en ajoutant — V à U et l’on écrit le résultat U — V ; on a 
en effet, d’après les principes relatifs à l’addition,

V + (U — V) = U — V + V = U + (— V + V)=U.

Au surplus si les deux nombres U, Y sont définis par les deux 
suites
(u) M,, W2, ..., ltn, . 

tfi, ^27 ‘ ‘ - 7 ^'n7 ••
• "7

(u) •?



la suite convergente

(ic) utvlt utvt, . unvn, ..‘.*5

aura pour limite U V si U et Y sont rationnels et, dans les autres cas, 
définira un nombre W que l’on pourra regarder comme étant, par 
définition, le produit UV des deux nombres U, Y.

Cette définition, comme celle de l’addition, doit être justifiée; on 
le fera sans peine en employant le procédé indiqué au paragraphe ‘28.

Les théorèmes relatifs aux produits de facteurs s’étendent immé­
diatement aux cas où ces facteurs sont irrationnels.

Le produit UV ne peut être nul que si l’un des facteurs est nul, 
puisque, si aucune des suites (u), (y) n’a pour limite zéro, leurs 
termes sont tous, après un certain rang, supérieurs en valeur absolue 
à un certain nombre positif; il en est donc de même de la suite (w). 
Si l’un des facteurs est nul, le produit est nul.

La règle des signes se généralise sans difficulté.
Si U, V, W sont trois nombres quelconques, on a :

(U + Y) W = U W + VW.

En multipliant un même nombre non égal à zéro par deux nombres 
differents, le sens de l’inégalité obéit à la même loi, qu’il s’agisse de 
nombres rationnels ou de nombres irrationnels.

36

leur différence U — V sera définie par la suite
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Uï — v» ••

Cette différence sera positive, nulle, ou négative suivant que l’on 
aura U>V, U = V, U < V. Les propositions relatives aux égalités 
ou inégalités, d’après lesquelles on peut ajouter ou retrancher un 
même nombre aux deux membres, faire passer un "terme d’un 
membre dans l’autre, s’étendent, en vertu de ce qui précède, des 
nombres rationnels aux nombres irrationnels.

Un ~ V9, ...•y

31. Si U et V sont deux nombres définis par les deux suites 
convergentes à termes rationnels

« 
S

S 
^JS^ £
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et par conséquent, en désignant par A un nombre rationnel positif

est convergente, le nombre qu’elle définirait répondrait à la question.
Avant de prouver cette convergence, il convient de remarquer 

qu’un certain nombre de termes de la suite (w) peuvent être privés 
de signification; ce sont ceux qui présenteraient un dénominateur 
nul. Toutefois puisque la suite (y) n’a pas pour limite zéro, après un 
certain rang, on n’y rencontre plus de termes nuis; à partir de ce 
même rang, on ne rencontrera plus dans la suite (w) de ces termes 
exceptionnels; quant à ceux que Ton pourrait rencontrer au com­
mencement, rien n’empêche de les supprimer ou de les remplacer 
par tels nombres rationnels que Ton voudra : c’est la suite ainsi 
modifiée que je considérerai désormais.

Puisque la suite convergente (y) n’a pas pour limite zéro, à partir 
d’un certain rang tous les termes sont, en valeur absolue, supérieurs 
à un certain nombre rationnel positif w ; soit d’un autre côté e un 
nombre rationnel positif quelconque; il y aura un entier positif n tel 
que sous la condition p zyl n, on ait

! %i> I s, I I <1 Vp I > 0),

en posant pour abréger,

\Ji> — Vp vn.y.p — Up ilni

Maintenant on a :

37
32. Soient U, V deux nombres définis par les deux suites conver­

gentes à termes rationnels
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(u) U'., U,, îlny ..
P2, ..., ...

Si V est nul sans que U le soit, il n’y a aucun nombre qui multi­
plié par V reproduise U; si V n’est pas nul, un tel nombre, s’il 
existe, est unique; cela résulte des remarques finales du dernier 
paragraphe; s’il était prouvé que la suite

(v)

« I 
S

s I s
si?g
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supérieur aux valeurs absolues des termes des suites (u), (v),

2As
< orv»

A, (O sont des nombres fixes, e est arbitraire; on voit donc que, quelque 
petit que soit le nombre rationnel positif e', il existe un indice n tel 
que sous la condition p n, on ait :

up_ < s'.
% Vn

La convergence de la suite (w) est donc démontrée. La suite (w) 
définit donc un nombre W, rationnel ou non, tel que l’on ait

U = VW,

le nombre étant nécessairement unique, il n’est pas utile de démontrer 
ici que, si les deux suites convergentes à termes rationnels

• • 5 ^IV) • •

Vu,
(«') y * •y
(V') 4 yy 4

définissent aussi les nombres U, V, la suite

K(w')

définira encore le nombre W ; au surplus la démonstration ne présen­
terait aucune difficulté.

4 y 4 • • y

33. La définition des quatre opérations fondamentales de l’arithmé­
tique, les propriétés essentielles concernant ces opérations, les règles 
élémentaires relatives à la transformation des égalités et des inégalités 
sont maintenant étendues aux nombres irrationnels, et l’on est à 
même de donner tout d’un coup une extension considérable aux 
notions qui ont été notre point de départ. Rien n’empêche en effet 
de considérer des suites infinies

(u) il,, ii.2, ..., it„, .. ■ ?

dont les termes sont des nombres rationnels ou irrationnels. La

s-
l r

-
§ V

V
IV

A
 A
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qui définisse, au sens du paragraphe 27, le nombre un.
On dira qu’une telle suite (u) est convergente si, e étant un nombre 

positif quelconque, il existe un indice n tel que, sous les conditions
p > w, > n, on ait

I uP — «'J | < e,

définition légitime puisque l’opération up — uq a un sens, ainsi que 
l’inégalité même; l’extension des propositions démontrées à propos 
des suites à termes rationnels se fera d’elle-mème; il suffira de 
supprimer cette épithète rationnel là où elle n’a été mise que pour 
avoir affaire à des opérations connues. On dira que la suite (u) a pour 
limite un nombre rationnel ou irrationnel U si, quel que soit le 
nombre positif s, il existe un nombre entier positif n tel que sous la 
condition p > n, on ait :

I U — up I < e.

Si la suite (u) est convergente et n’a pas pour limite le nombre a, 
la suite

' CL, • •u 2 — a, ..

jouira de la propriété que voici : à partir d’un certain rang n, tous 
les termes sont de même signe et supérieurs, en valeur absolue, à un 
certain nombre positif w.

On en conclura qu’une suite convergente (u) admet une limite 
rationnelle ou définit un nombre irrationnel; la décomposition de la 
totalité des nombres rationnels en deux classes le fera comme il a été 
expliqué au paragraphe 27 ; on mettra dans la première "classe le 
nombre rationnel a si les termes de la suite

tt, — a, • •>

ui — a, .. un — a, ..u, — a, • ?
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suite (u) sera donnée, si l’on donne le moyen de déterminer un 
terme quelconque un, connaissant son rang ; on entend par là, si l’on 
a affaire à un nombre irrationnel, que l’on donne le moyen d’effectuer 
cette décomposition en deux classes de la totalité des nombres ration­
nels qui définit un nombre irrationnel, ou que l’on donne une suite 
infinie convergente à termes rationnels

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES.



sont après un certain rang tous positifs ; on mettra ce nombre dans la 
seconde classe, si les termes de cette suite finissent par devenir 
négatifs.
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34. Il importe de remarquer maintenant qu’une suite convergente 
admet pour limite le nombre qu’elle définit. Il n’y a lieu à démons­
tration que si ce nombre est irrationnel. N

Soit donc

(u) "Ui, Ms, ..., Un, ...,

une suite convergente qui définisse un nombre irrationnel U ; soient 
a, b deux nombres rationnels qui comprennent le nombre U ; le 
raisonnement du paragraphe 27 montre que tous les termes de la 
suite (u) finissent après un certain rang n par tomber entre a et b ; 
leur différence avec U est alors, en valeur absolue, moindre que 
| b — a | ; mais'ce dernier nombre, pouvant être supposé aussi petit 
qu’on le veut, il est bien prouvé que la suite (u) a U pour limite. 
Réciproquement on aperçoit de suite que toute suite qui admet une 
limite est convergente.

En particulier, une suite infinie dont les termes vont en croissant 
(ou plutôt sans jamais décroître) à mesure que leur rang augmente 
et restent inférieurs à un nombre fixe A, est convergente, elle admet 
donc une limite. On aperçoit de suite que cette limite ne peut être 
inférieure à un terme de la suite quel qu’il soit. Une proposition 
toute pareille concerne les suites dont les termes vont en décroissant 
continuellement et restent cependant supérieurs à un nombre fixe.

35. Si, au lieu de recommencer toute la théorie des nombres 
irrationnels, en prenant pour point de départ les suites convergentes, 
on avait voulu utiliser les notions établies dans les paragraphes 11, 
12, 13, relativement aux opérations arithmétiques, on aurait pu 
énoncer beaucoup plus tôt la proposition fondamentale du paragraphe 
précédent. Toutefois, on n’y aurait guère gagné que de pouvoir 
énoncer' dans toute leur généralité les propositions contenues dans les 
paragraphes 20-29, tandis qu’on a été obligé de se restreindre à la 
considération des suites à termes rationnels. Une fois la notion des 
opérations arithmétiques acquises, soit par un procédé, soit par un



41

autre, la généralité de ces propositions et des démonstrations qu’on 
en a données s’aperçoit d’un seul coup d’œil. Je me contenterai 
d’énoncer le théorème suivant (§ 28).
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36. Soient
ÎIj, ..., un, .
Y 5 •••> ••
W^lü» ..., Ivn, .

• • J

• ?

des suites, en nombre fini, ayant respectivement pour limites les 
nombres U, Y, W, ..., et soit

f(u, v, iv, ...)
O (u, V, IV, ...)

une fonction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur sont
des polynômes entiers par rapport aux variables u, v, w, ...; si l’on 
n’a pas

? (U, V, W, ...) = 0,

la suite infinie dont le nième terme est

f{un, vn, ivn, ...)
[un, vn, wn, ...)

etc., dont on supprime toutefois, s’il y a lieu, les termes, en nombre 
nécessairemenf fini, qui auraient un dénominateur nul, a pour limite :

/■(U, Y, W,
? (U, V, W, ...)

et cela que les nombres h, v, iv, ..., U, V, W, ... soient rationnels
ou non.

37. Le sens qu’il faut attribuer à ces mots : limite d’une suite 
infinie, a été suffisamment éclairci dans les paragraphes qui pré­
cèdent; je terminerai ce chapitre en indiquant une autre acception 
du mot limite, à laquelle conduit la considération des ensembles.

Soit (E) l’ensemble des nombres distincts, rationnels ou non, qui 
satisfont à une condition donnée quelconque (§ 15), et supposons
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que (E) comprenne un nombre infini d’éléments; on dira que le 
nombre x est une valeur limite de l’ensemble (E) si, quelque petit 
que soit le nombre positif a, il existe une infinité de nombres appar­
tenant à l’ensemble (E), compris entre x — a et x H- a. Par exemple 
si la suite infinie
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O) Wj, W2, UM ...

admet pour limite le nombre x, et si cette suite admet une infinité 
de termes distincts, ce nombre x sera une valeur limite (évidemment 
unique) de l’ensemble (E) dont les éléments sont les termes distincts 
de la suite (u); il est à remarquer que, dans cette nouvelle notion, 
l’ordre des éléments n’intervient pas. Un nombre irrationnel peut 
être regardé comme une valeur limite de l’ensemble de ses valeurs 
approchées à a près, a étant un nombre rationnel positif quelconque; 
si l’on considère l’ensemble des nombres rationnels compris entre 
zéro et un, tout nombre compris entre zéro et un peut être regardé 
comme une valeur limite de cet ensemble. Cette notion conduit au 
théorème suivant, qui est dû à M. Weierstrass.

38. Tout ensemble (E), dont les éléments, supposés distincts et en 
nombre infini, sont, en valeur absolue, inférieurs à un nombre A, 
admet au moins une valeur limite x.

Tous les nombres de l’ensemble sont en effet compris entre — A 
et + A; partageons en dix intervalles égaux l’intervalle de — A 
à + A ; ces intervalles seront limités par les nombres

2 A 4A
-A, — A h- — •> — A + A,------- 5 ■ • V

10 10

il y a assurément un nombre infini de valeurs de l’ensemble qui 
tombent dans un intervalle partiel ; autrement, le nombre des éléments 
de l’ensemble serait fini; soit at, b, (a, < b,) l’un de ces intervalles 
où tombent un nombre infini d’éléments, en décomposant de même 
l’intervalle de ai à b, en dix intervalles égaux, limités par les nombres

b, — a.
+ 10a i, •> *

on trouvera encore un intervalle partiel limité par les nombres av b2
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(a2 < b2), dans lequel tombera un nombre infini d’éléments ; en 
continuant toujours de la même façon, on formera deux suites infinies

CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS El DES LIMITES.

(«) ®1> ®S5 *••5 •••>
^15 ^25 •••5(&)

tels que l’on ait

ct1 ai Lè -L b, I b2 L-J b3, .. • 5
b, — a,

&» — a» 10"

telles en outre que chaque terme de la première soit inférieur à chaque 
terme de la seconde; ces deux suites sont convergentes et admettent 
une même limite x. Mais dans chaque intervalle limité par deux 
termes correspondants quelconques a„, bB, il tombe une infinité de 
nombres appartenant à l’ensemble (E) ; puisque, quel que soit le 
nombre a, les termes des suites (a) et (b) sont, après un certain rang, 
tous compris entre x — a et x + a, il est bien prouvé que x est une 
valeur limite de l’ensemble (E).

39. L’ensemble (FL) des valeurs limites d’un ensemble (E) est 
lui-même un ensemble bien défini, qui peut d’ailleurs être composé 
d’un nombre fini ou infini d’éléments; l’ensemble (E') est dit dérivé 
de l’ensemble (E); on peut aussi considérer l’ensemble (E") dérivé de 
l’ensemble (E'), etc. M. G. Cantor a fait une étude approfondie des 
propriétés qui naissent de la considération des ensembles dérivés (1).

(!) Acta Mathematica, t. II.



CHAPITRE II

DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

40. Soit
'M'd Hn, .. •>

une suite infinie quelconque; si elle est convergente et a pour limite 
le nombre U, je conviendrai de dire que unxa pour limite U, ou tend 
vers la limite U, lorsque n grandit indéfiniment, ou pour n infini et 
d’écrire

lira un = U: 
n = oo.

Dans les mêmes conditions, si U = 0, je conviendrai de dire que un 
est infiniment petit pour n infini.

Si à chaque nombre positif A correspond un entier p tel que l’on ait

un > A
sous la condition

n ^ p,

je conviendrai de dire que un grandit indéfiniment avec n, ou lorsque n 
grandit indéfiniment, et d’écrire un — oo, pour n =-œ. Dans ce cas, 
comme dans l’autre, il est inutile de spécifier que n grandit indéfi­
niment par des valeurs entières et positives; il faudrait le faire 
toutefois, si l’on craignait quelque ambiguité.

41. Soit
W/|, U„ ..., llny . * * }

suite infinie quelconque.une



45CHAP. II. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

La série

(S) + ui + ... -t- un + .. 

est dite convergente si la suite infinie

•5

(») Sl> •••5 Sn) •• •5

OÙ

sn = + ut + ... + un, .s2 — U, + ..S, — M,, •5

est elle-même convergente, la limite S de cette suite, ou si l’on veut, 
la limite, pour n infini, de la somme des n premiers termes de la 
série (S) est dite alors la somme de la série (S).

Une série qui n’est pas convergente est divergente. Par exemple, 
l’identité

1 — xn
1 + x + as2 + ... + xn — i

1 — x

montre que la somme des n premiers termes de la série

1 + x + x2 + ... + xn — i • # *?
1tend, lorsque n augmente indéfiniment vers --------? quand x est

compris entre — 1 et + 1; cette série est convergente quand la 
valeur absolue de x est plus petite que un. La même identité montre 
que la valeur absolue de la somme des n premiers termes augmente 
indéfiniment avec n quand on â ( x | > 1 : dans ces conditions la 
série est divergente. On voit directement qu’il en est de même 
pour x = 1. Enfin, quand x = — 1, la somme des n premiers 
termes est zéro ou un selon que n est pair ou impair ; cette somme 
ne peut avoir de limite pour n infini; la série est encore divergente.

Il convient de remarquer, en supposant la série (S) convergente, 
que si l’on considère une suite infinie de nombres entiers positifs

^15 ^-2 5 • • ' ) ni ■ • • 5

telle que a„ grandisse indéfiniment avec n, la suite infinie

Sa,j • • • ■> Sa„, .

aura pour limite la somme S de la série (S).



43. Il est clair que les deux séries

Ul u.2 + ... + Un + U H + I Un + 2 -h . 

U n + i -+* U n + 2 + ••• + U n+p H- ...

42. Il serait naturel de dire, par analogie avec les séries, que le 
produit infini
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(P) UlUî... un.. 

est convergent, quand la suite infinie

•i

(P) Pli Pii Pnl •••1

OÙ
P 2   ^1 ^21 • •

est convergente et d’appeler valeur du produit infini la limite de 
cette suite; toutefois, pour le moment, je ne regarderai un tel produit 
comme convergent que si cette limite est différente de zéro; ainsi le 
produit infini

Pi = Un Pn ----- Ul ... UM ..•1 • 1

1 1
X X X ... X X .. •1

pour lequel
1

Pn = 1.2.3...?r5

tend évidemment vers zéro quand n augmente indéfiniment, ne doit 
pas être regardé comme convergent ; un produit infini convergent, 
dans le sens restreint du mot, ne peut admettre aucun facteur nul. 

L’identité

1 -æ2”1 — x*n 1 --  £C2 1 — X
1 — x 1 — æ2 — i1 — x 1 — a;2"

— (1 + X) (1 + £C2) ... (1 + £C2” *)

montre que le produit infini

(1 + x) (1 + te8) (1 + æl) ... (1 + a?2") ...

1
est convergent et que sa valeur est ------- quand la valeur absolue

de x est plus petite que un ; le même produit est divergent pour les 
autres valeurs de x.

/--s
en t n

S I 
—

co
i| Ol 

»—
»



44. En sé reportant à ce qui a été dit pour les suites infinies qui 
admettent une limite (§ 36), on aperçoit de suite la vérité des propo­
sitions suivantes.

Si les séries
+ + + ..

H- ..

sont convergentes et admettent pour sommes les nombres S et T, 
les séries

cm, + cm, -t- au3 + ..
(te, + vt) + (u2 + vJ + ... + (uH -h vn) + ...,
K — Vt) + (u2 — vt) -h ... + (un — vn) 4- ...,

sont aussi convergentes et admettent respectivement pour sommes

•5

47

sont convergentes ou divergentes en même temps ; car si l’on conserve 
les notations du paragraphe 41 pour la première série et que, pour 
la seconde, on fasse

CHAP. II. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

s'a = us, —W„ + 1 + M + US, =U,n + 1, n -f-1n -4- 2? 71-4-2 71 "4” 3 5 • • • 7

les deux suites
*,'> ®3 ’ S8, •

étant telles que deux termes de même rang diffèrent de sn sont 
convergentes en même temps; leurs limites, si l’une d’elles est 
convergente, diffèrent aussi de sn ; si la série (S) est convergente, la 
somme de la série (S'), également convergente, s’appelle le reste de 
la série (S) bornée au terme un.

De même, si l’un des deux produits infinis

■ J

U'1 U 2 • • • n 4- 1 n + 2 ■ •

^8 + lW(i + 3 ... "Un -+-p ...,

•>

est convergent, il en est de même de l’autre, et dans ce cas, la 
valeur du premier produit infini est égale à celle du second multi­
pliée par ut, ..., un.

Cette remarque est utile lorsqu’on a à décider de la convergence 
ou de la divergence d’une série ou d’un produit infini dont les 
premiers termes présentent quelque irrégularité.

S§ 
»
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«S, S + T, S — T : le lecteur trouvera sans peine des énoncés 
analogues pour les produits infinis.

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

45. D’après la définition des suites convergentes, pour qu’une 
série

(S) il, + + ... -f- un ...

soit convergente, il faut et il suffit que, à chaque nombre positif s 
corresponde un entier positif n tel que l’on ait, quel que soit l’entier 
positif m,

I s Sn\z=\u I <*(*)•-t- ... + U+- Il■Il + 1n -f m n+ 2 n + m

On voit en particulier que, si la série est convergente, un+1 = s„ + i 
— sn doit décroître indéfiniment quand n augmente indéfiniment : 
cette condition ne suffit pas d’ailleurs à la convergence, comme on le 
verra plus tard. De la proposition générale résulte immédiatement 
celle-ci : Quand une série est convergente et a tous ses termes positifs, 
elle reste convergente quand on modifie le signe de tel terme que 
l’on veut ou que l’on remplace un ou plusieurs termes par des nombres 
plus petits en valeur absolue ; en effet, dans la série modifiée, la somme

| u -t- ... -f- un + p |n -f- 1 71 + 2

est au plus égale à la somme analogue dans la série proposée.
De même, quand une série a tous ses termes positifs et qu’elle est 

convergente, il en est de même de toute série qui s’en déduit par la 
suppression d’un nombre fini ou infini de termes, de tous les termes 
de rang pair par exemple. On retrouvera plus tard ces propositions 
en suivant une autre voie.

46. Pour qu’un produit infini

(P) XL ^ • • • Xtfl • • •

soit convergent, il faut et il suffit que, à chaque nombre positif £ 
réponde un entier positif n tel que l’on ait, quel que soit l’entier

(>) Cauchy, Cours d’Analyse, etc., p. 125.
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positif m,

(!) \P -----Pn I = | ... Un (1 — Un+1 U

Puisque, si le produit infini (P) est convergent, la suite

. Il n + m) I ^ S.n 4- m n + 2 • •

Pi — P% — ..

a une limite différente de zéro, ces termes, à partir d’un certain rang i 
sont supérieurs en valeur absolue à un certain nombre positif a; si 
l’on désigne par ^ un nombre au plus égal au plus petit des nombres

f
a, I Pi l> I Pi I, ••• I Pi I,

Pn — U 1*11 % ••• Vijiy ..

on aura, quel que soit n,

1 u,u2 ... un I > 0

et par suite, l’inégalité (1) entraîne la suivante :

|l U ni U ... U •)n -4- m

et cela quel que soit m.
Inversement si, à chaque nombre positif rn répond un entier 

positif n tel que l’on ait, quel que soit l’entier positif m,

I < ''b| 1 ttj+j i.< U

on peut affirmer que le produit infini (P) est convergent; on aura 
alors en effet, en conservant toujours les mêmes notations,

n 4- m

Pn I I ^2 • • * | ’O

et il suffit de supposer yj choisi de façon que l’on ait

I Pn I = S

I P n + m

pour retomber sur l’inégalité (1).
En particulier, pour que le produit infini P soit convergent, il faut 

que les quantités | 1 — un +1 | tendent vers zéro quand n augmente 
indéfiniment; cette condition toutefois n’est pas suffisante.

On a l’habitude, qui sera suivie désormais, d’écrire un produit 
infini sous la forme

(I + r,) (1 -H v3) ... (I -H vn) ...;
4Tannery. — Théorie.

»

*
u> 

I cQ
.
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alors, si le produit infini est convergent, les quantités vn tendent vers 
zéro quand n augmente indéfiniment.

THÉORIE DES FONCTIONS ü’üNE VARIABLE.

47. Parmi les séries, il y a lieu de considérer particulièrement 
celles qui restent convergentes lorsque l’on remplace tous leurs termes 
par leurs valeurs absolues : ce sont celles-là seules, comme on le verra 
plus tard, qui méritent le nom de sommes, en ce sens qu’elles jouissent 
des propriétés essentielles des sommes d’un nombre fini de termes : 
on peut, en effet, changer l’ordre de leurs termes, remplacer plusieurs 
termes par leur somme effectuée, sans modifier leur valeur. On conçoit 
donc qu’un intérêt spécial s’attache à l’étude de la convergence des 
séries à termes positifs; aussi donnera-t-on dans la suite diverses 
règles pour reconnaître cette convergence; mais il importe de faire 
dès à présent la remarque suivante :

48. Si la série

(S) ut -t- w2 4- + ... un + ...

a tous ses termes positifs, la suite 

(s) s, = u„ Sn — U, 4- ua + ... 4- Un, ...

est telle que tous ses termes aillent constamment en croissant; elle 
est donc convergente ou divergente suivant qu’il restent au-dessous 
d’une limite fixe, ou qu’ils grandissent indéfiniment.

Dans le premier cas, si tous les termes de la suite (s) sont inférieurs 
à un nombre positif A, la série (S) est convergente et a une somme 
au plus égale à A; dans ce cas, la somme d’autant de nombres que 
l’on voudra pris dans la suite u„ ui7 ..., un, ... est inférieure à A. 
Dans le second cas au contraire, caractérisé par ce fait que, quel que 
soit le nombre positif A, on peut prendre dans la même suite assez 
de termes pour que leur somme dépasse A, la série (S) est divergente.

Il résulte de là que si la série (S), à termes positifs, est convergente, 
elle restera convergente quand on remplacera tels termes que l’on 
voudra par des nombres positifs plus petits ou lorsqu’on supprimera 
un nombre fini ou infini de termes (§ 45).

s2 — m, 4- w2, .. •i

49. Le caractère fondamental des séries convergentes à termec 
positifs permet de démontrer l’importante proposition que voici :
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La série

1 1 1 1
(1) -H . • • + « + •\\ + a. 31 +*21 + * n1 +

est convergente si a est positif, divergente si a est nul ou négatif (1).
Considérons en effet l’ensemble des termes de cette série qui corres­

pondent à ceux des nombres entiers qui admettent un même nombre 
de chiffres, p par exemple; il y a 10p — 10p_1 = 9 X 102,_1 tels 
nombres; chacun d’eux est compris entre 10p—1 et 10p; chacun des

1
termes correspondants de la série est donc compris entre —- (--+—■ 

et la somme de ces termes est comprise entre
1Pt ----------------j

10 (P — DO -+- OO

9 X 10p — 1 9 9 X ÎO^-1 9
etXO-p (1 + *> XQ i +p« IQCjp—DU + «) xqcjp—n*

Ceci posé, désignons par sn la somme des n premiers termes de la 
série (1), on pourra prendre dans la série

„ 99 + -— 9 9
(2) « + • •••>10^ -J)ÎO3' 102a:

assez de termes pour que leur somme dépasse sn : or, si a est positif, 
les termes de la série (2) sont les termes d’une progression géométrique

1
décroissante dont la raison est^^; la somme d’autant de termes que 

l’on veut est inférieure à
9.10*

10* — 1

On a donc, quel que soit n,

9.10*
s* < 10* — 1

La série (1) est donc convergente.

(>) On doit supposer ici a rationnel, mais cette restriction se lèvera d'elle-même dès 
que l’on aura défini le sens qu’il convient d’attribuer aux exposants irrationnels.
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De même, quel que soit le nombre de termes que l’on prenne dans 
la série

THÉORIE DES FONCTIONS d’üNE VARIABLE.

9 9 9
(3) + ... +101 + “ 101 + 2ût îni+pa

on peut prendre n assez grand pour que sn dépasse la somme de ces 
termes: or, si a est nul ou négatif, les termes de cette suite sont

9
égaux ou supérieurs à — ; on peut prendre assez de ces termes pour

que leur somme dépasse tel nombre que l’on voudra ; dans ce cas la 
série (1) est divergente; si a est positif, on voit que l’on pourra toujours 
supposer n assez grand pour que l’on ait

9
s« =— 101 + *— 10

en sorte que, dans ce cas, la somme de la série (1) est comprise entre

9 9.10*et
10a — 1 ’1Q1 + 3— 10

on aurait pu faire le même raisonnement en supposant que la base 
de la numération fût un nombre entier positif quelconque a et l’on 
aurait trouvé pour les deux nombres entre lesquels la somme de la 
série doit être comprise,

(a — 1) a* 
et ---------—

aa — 1
a — 1

a1 + a— a

50. Il importe de fixer l’attention sur la propriété évidente des 
séries convergentes à termes positifs que voici : Soient S la somme 
d’une telle série, A et a deux nombres dont le premier est supérieur 
à S et le second inférieur; on peut prendre dans la série assez de 
termes pour que leur somme dépasse a; la somme d’un nombre 
quelconque de termes de la série est inférieure à A. Cette remarque 
sert dans plusieurs démonstrations.

51. On dit qu’une série est absolument convergente, lorsque la

+ •
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série obtenue en y remplaçant chaque terme par sa valeur absolue 
est convergente (d). Qu’une série absolument convergente, en ce sens, 
soit convergente au sens qui a été donné à ce mot au début de ce 
chapitre, c’est ce qui a été déjà démontré (§ 45). Au surplus, on 
va le prouver directement et démontrer en même temps que la 
somme d’une série absolument convergente est la différence entre 
les sommes de deux séries formées, l’une avec les termes positifs, 
l’autre avec les valeurs absolues des termes négatifs de la série 
proposée.

Soit (S) une série absolument convergente, contenant une infinité 
de termes positifs et de termes négatifs; soient (S'), et (S1') les deux 
séries formées, l’une avec les termes positifs de (S) rangés dans 
l’ordre où ils se présentent dans (S), l’autre avec les valeurs absolues 
des termes négatifs de (S) rangés aussi dans l’ordre où ils se présentent. 
Soit 2 la somme de la série formée avec les valeurs absolues des 
termes de (S) ; soient enfin sn la somme des n premiers termes de (S), 
s'n la somme des n' termes positifs compris parmi ces n termes et si 
la somme des valeurs absolues des nv termes négatifs contenus 
dans sn. On a :

CHAP. II. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

Sn — Sn S,j, Sn ■<! Sn ■<! 2.

Quand n augmente, s,[ et s" ne diminuent jamais; quand n augmente 
indéfiniment, ces mêmes sommes s'n et si, toujours inférieures à 2 
tendent vers des limites S', S" et, par suite, sn é= si — s" tend vers 
la limite S' — S’; il est d’ailleurs bien aisé de voir que S', S* sont 
les sommes des séries (S'), (S"); d’abord ces séries sont convergentes, 
puisque la somme d’autant de termes que l’on voudra, pris dans l’une 
ou dans l’autre, ne peut dépasser 2 ; puis, quand n augmente indé­
finiment, il en est de même de n' et de n", sans quoi il n’y aurait

Ç) La nécessité de distinguer entre les séries absolument convergentes et celles qui 
ne le sont pas, est signalée dans le Cours $ Analyse de Cauchy, p. 147; cette distinction 
joue un rôle essentiel dans le Mémoire de Lejeune Dirichlet Sur la convergence des séries 
trigonoméiriques qui servent à représenter une fonction arbitraire entre des limites données 
[Journalde Crelle, t. IV, 18'29, p. 157); elle a été mise en complète lumière par Riemann 
dans son Mémoire TJeber die Darsterbarkeit einer Function durcli eine trigonometrische 
Reihe, 1854 (B. Riemann s ges. mafh. Werke, p. 221; Bulletin des Sciences mathématiques 
et astronomiques. i« série, t. V, p. 29). Les remarques de Riemann à ce sujet seront 
reproduites § 63.



dans (S) qu’un nombre limité de termes positifs ou négatifs ; donc, 
lorsque n augmente indéfiniment, s' et svn, c’est à dire les sommes 
des n' premiers termes de la série (S') d’une part, des n* premiers 
termes de la série (S") de l’autre, ne peuvent tendre vers d’autres 
limites que les sommes respectives S', S1' de ces séries. C’est ce qu’il 
fallait établir.

S’il n’y avait, dans la série absolument convergente donnée, qu’un 
nombre limité de termes négatifs, par exemple, la somme de la série 
serait encore S' — S”, en conservant à S' sa signification et 
en désignant par S1' la somme des valeurs absolues des termes 
négatifs.
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52. Dans une série absolument convergente, on peut, sans changer 
la somme de la série, changer l’ordre des termes.

Avant de démontrer cette proposition, il convient d’en préciser la 
signification : lorsqu’on a affaire à un certain nombre fini d’objets 
rangés dans un ordre déterminé, il n’y a aucune difficulté à concevoir 
les mêmes objets, rangés dans un autre ordre. Mais cette notion n’est 
pas aussi claire lorsqu’on a affaire à un nombre infini d’objets, ou de 
nombres.

53. Ainsi qu’on l’a dit (§ 20), une suite infinie de nombres

(u) 'U'n W2, ..., Un, ...

est donnée quand on donne le moyen de calculer un terme quelconque 
connaissant son rang :

Supposons d’abord qu’un même nombre ne puisse figurer dans 
cette suite qu’un nombre fini de fois et remarquons que tel 
est toujours le cas des suites formées par les termes d’une 
série convergente, puisque les termes ont pour limite zéro quand 
leur rang augmente indéfiniment; on pourra dire que la suite 
infinie

(v) ■ •• •} Vnl • • •»

est composée des mêmes nombres que la suite (u), rangés dans un 
autre ordre si tout nombre qui figure dans l’une des suites figure
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dans l’autre suite, et cela le même nombre de fois. Cette notion suffit 
pour les séries convergentes.

Toutefois, on peut se placer à un autre point de vue et supprimer 
la restriction qui a été imposée à la suite (u).

Soient i et j deux nombres entiers positifs quelconques : imaginons 
une loi de correspondance entre ces deux nombres telle que lorsque 
l’un des deux nombres est donné, l’autre le soit aussi; je suppose 
que la loi de correspondance soit univoque, c’est à dire qu’à chaque 
nombre entier posit if i corresponde un seul nombre entier positif j et 
réciproquement; si j et j' correspondent à i et i\ l’une des deux 
égalités '
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entraîne l’autre : par exemple, on peut supposer que si i désigne un 
nombre pair, son correspondant j soit le nombre impair i —1, et 
que si i désigne un nombre impair, son correspondant j soit le 
nombre pair i + 1.

On peut encore définir la correspondance de façon à se rapprocher 
du premier point de vue : la suite des nombres entiers 1, 2, 3, ..., 
n, ... rangés par ordre de grandeur constitue une suite infinie, à 
éléments tous distincts. Dès lors on conçoit sans peine une suite 
infinie composée des mêmes nombres entiers rangés dans un 
autre ordre, chaque nombre entier positif devant figurer dans 
cette suite à un rang unique et déterminé; si l’on considère deux 
telles suites

\i •••) bii •••■> 
J15 Jvl Jn-> •••?

on pourra dire que deux termes i„, jn de même rang sont, deux 
nombres correspondants et l’on aura ainsi réalisé une loi de corres­
pondance satisfaisant aux conditions imposées.

Ceci posé, on dira que deux suites infinies

^15 ^25 •••} **
V1? Vjt) •*

•5
*5

sont composées des mêmes termes rangés dans un ordre différent,



si l’on a ut = Vj dès que les indices i, j se correspondent. On en dira 
autant des deux séries
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tq + ut -f- ... -i- + ..

v1 + + ••• + ^ -+- ...
• 5

54. Si, maintenant, on suppose l’une de ces deux séries absolument 
convergente, il est aisé de voir qu’il en est de même de l’autre et que 
les deux sommes sont égales.

Supposons d’abord que la première série soit convergente et ait 
tous ses termes positifs : Soit A un nombre supérieur à sa somme S ; 
la somme d’autant de termes qu’on voudra, pris dans la première 
série (et par conséquent aussi dans la seconde) est inférieure à A ; 
donc, la seconde série est convergente, et sa somme est au plus égale 
à A ; soit a un nombre inférieur à S ; on pourra prendre dans la 
première série (et par conséquent dans la seconde) assez de termes 
pour que leur somme dépasse a ; donc la somme de la seconde série 
est supérieure à a; la somme de la seconde série, supérieure à tout 
nombre plus petit que S, inférieure à tout nombre plus grand que S 
est nécessairement égale à S.

Il suffit maintenant de se rappeler qu’une série absolument conver­
gente est égale à la différence entre les sommes de deux séries à 
termes positifs formées, l’une avec les termes positifs de la série 
proposée, l’autre avec les valeurs absolues des termes négatifs, et 
d’observer que, en vertu du précédent raisonnement, les sommes de 
ces deux séries restent invariables quand on modifie l’ordre de leurs 
termes pour être bien assuré qu’on peut, sans changer la somme 
d’une série absolument convergente, changer l’ordre de ses termes.

On verra plus loin qu’il n’en est pas de même pour les séries qui 
ne sont pas absolument convergentes. Toutefois, même pour celles-là, 
il est clair que l’on peut changer l’ordre d’un nombre fini de termes, 
car alors, à partir d’un certain rang, les sommes des n premiers 
termes ne sont pas modifiées.

55. De même, dans; une série convergente quelconque, on peut 
toujours remplacer un nombre fini de termes par leur somme effec­
tuée; ce théorème, pour les séries absolument convergentes, est
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susceptible d’une grande extension; c’est la théorie des séries à 
double entrée qui va nous la fournir, toutefois une digression est 
nécessaire avant d’aborder ce sujet.
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56. Concevons une table à double entrée comme la table de 
multiplication :

1 2 4 7

3 5 8

6 9

10

mais qui, limitée en haut et à gauche, présente une extension 
indéfinie à droite et en bas : elle comprend ainsi une infinité de files 
horizontales et de files verticales; chaque file comprend une infinité 
de cases.

On peut évidemment désigner chaque case par deux nombres 
entiers i, j dont le premier indique le rang de la file verticale, qui 
contient la case considérée, en comptant les files de gauche à droite, 
dont le second indique le rang de la file horizontale qui contient la 
case, en comptant les files de haut en bas. — On peut aussi numé­
roter les cases, comme on l’a fait dans la figure ci-dessus, au moyen . 
d’un seul nombre entier; la loi qui a été adoptée n’a pas besoin 
d’explication; on aurait pu en adopter une infinité d’autres.

Concevons maintenant qu’on fasse correspondre au nombre entier n 
qui sert à numéroter une case dans ce second système, le groupe (i, j) 
de deux nombres entiers, qui désigne la même case dans le premier 
système; on aura réalisé un mode de correspondance univoque entre 
chaque nombre entier positif n et chaque groupe de deux nombres 
entiers positifs (i, j) ; en sorte que à chaque nombre entier positif 
corresponde un groupe de deux nombres entiers positifs, et un seul, 
et que, si les groupes (i, j), (i1, /) répondent respectivement aux
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entiers n, n', l’égalité n = n' entraîne les égalités i — i1, j — j' et 
réciproquement.

Rien n’empêche même de supposer qu’on ait effacé de la table un 
nombre fini ou infini de cases, en suivant telle loi que l’on voudra, 
pourvu qu’il en subsiste une infinité, ce qui revient à dire qu’on exclut 
un nombre fini ou infini de groupes (i, j); on pourra toujours réaliser 
de la même façon une correspondance univoque entre les entiers 
1, 2, 3, ..., n, ... et les groupes (i, j) où les symboles i, j doivent 
prendre séparément toutes les valeurs entières positives 1, 2, 3, ..., 
n, ..., excepté celles qui répondent à des combinaisons exclues. Par 
exemple, on peut exclure toutes les combinaisons où l’indice J surpasse 
un nombre entier donné k, ce qui revient à supposer que la table est 
composée de k files horizontales indéfinies. On fera alors correspondre 
chacun des nombres 1, 2, 3, ... à chacune des combinaisons (i, j), 
obtenues en donnant à i les valeurs 1, 2, 3, ..., n, ... et à j les 
valeurs 1, 2, 3, ..., k. Dans ce cas, on pourra, si l’on veut, faire 
correspondre à chaque couple (i, j) le nombre unique (i — 1) k + j. 
Supposons, comme dernier exemple, que, après avoir numéroté toutes 
les cases au moyen de deux nombres i, j, on efface toutes les cases 
où les nombres i, j ne sont pas premiers entre eux et que l’on
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'î
remplace le symbole (i, j) par le symbole > puis que l’on numérote,

en suivant une loi quelconque, les cases restantes au moyen des 
nombres 1, 2, 3, ...; on aura réalisé une correspondance univoque 
entre chaque nombre entier positif et chaque nombre rationnel positif, 
résultat d’apparence un peu paradoxale, qui a été signalé pour la 
première fois par M. Cantor (1).

Plus généralement, on peut établir une correspondance univoque 
entre chaque entier positif n et chaque groupe de p nombres entiers 
positifs (ï, j, k, ..., s), en sorte que, à chaque entier positif n corres­
ponde un groupe déterminé (i, j, k, ..., s) et réciproquement, et que, 
si n et n' correspondent respectivement aux groupes (i, j, k, ..., s), 
(i’, j1, k\ ..., s'), l’égalité n — n' entraîne les égalités

C) Acta Matliematica, t. II, p. 306:

j



s = 1,2,3,...)

seront ainsi rangés sur une ligne horizontale (sauf ceux que l’on aura 
voulu exclure), d’après une loi déterminée; il suffira maintenant de 
faire correspondre chaque groupe à son rang n, pour avoir réalisé la 
correspondance cherchée.

On voit tout ce qui reste d’arbitraire dans la façon dont on a procédé 
d’ailleurs, au lieu de l’équation

i + j -H k ... s — N, 

on aurait pu considérer toute autre équation, telle que

i j k ... s ■=. N,
i* + f + k9 + ... + s2 = N,
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et réciproquement. Cette correspondance peut être établie, soit que 
dans le symbole (i, j, k, ..., s) on doive donner séparément aux 
lettres i, j, k, ..., s toutes les valeurs positives entières 1, 2, 3, ...; 
soit que l’on veuille exclure un nombre fini ou infini de combinaisons, 
les combinaisons conservées devant toutefois être en nombre infini.

Pour le montrer, il suffit de remarquer que l’équation

î+j + fc+...+ s = N,

où N est un nombre entier positif donné et où l’on regarde les lettres 
i, j, k, ..., s comme les inconnues, n’admet qu’un nombre fini de 
solutions en nombres entiers positifs; rangeons sur une ligne hori­
zontale, dans un ordre déterminé quelconque, tous les groupes qui 
répondent à ces diverses solutions, sauf, s’il y a lieu, ceux qui doivent 
être exclus; par exemple, on pourra convenir que le groupe (i, j, 
k, ..., s) précédera le groupe (i1, j', k', ..., s'), si l’on a i > i' ; dans 
le cas où i — i', si l’on a j > j' ; dans le cas où l’on a i=zi', j =j', 
si l’on a fe > fer, etc.

Donnons à N successivement les valeurs p, p + 1, p + 2, ... : 
pour N =_p, on aura un seul groupe (1, 1, 1, ..., 1), que l’on mettra 
le premier sur la ligne horizontale, on le fera suivre des groupes qui 
répondent à l’hypothèse N = p + 1, rangés comme on vient de 
l’expliquer, ou tout autrement, puis on placera les groupes qui 
répondent à l’hypothèse N = p + 2, ... ; tous les groupes possibles
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qui n’admet qu’un nombre limité de solutions positives entières 
quand on donne pour le second membre N une valeur positive entière, 
et dans laquelle le premier membre prend une valeur positive entière 
quand on donne de telles valeurs aux inconnues i, j, k, ..., s. Remar­
quons enfin que, de même que l’on peut exclure certains groupes 
(i, j, k, ..., s), on peut aussi exclure un nombre fini ou infini de la 
suite 1, 2, 3, ..., pourvu qu’il en reste un nombre infini, et établir 
une correspondance univoque entre chacun des nombres entiers n 
non exclus et chacun des groupes (i, j, k, ..., s) non exclus.
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57. Je rentre maintenant dans la théorie des séries. 
Soit donnée une suite infinie

(1) ^1? ^2) 'U'M • • • 5

on peut en faire une suite à double entrée,

^11» ^12? •••> ^’in? "•) 
^212 ^225 ••• 1

(2)

^»1J Uî25 • • •} Vtij ni • •

en établissant une correspondance univoque entre chaque entier 
positif n et chaque couple d’entiers positifs (i, j), et en convenant de 
prendre = un toutes les fois que n et (i, j) se correspondent. 
Inversement, si l’on considère l’ensemble des nombres vij} où i et j 
doivent prendre séparément toutes les valeurs 1, 2, 3, ..., en excluant, 
si l’on veut, certaines combinaisons, on dira que cet ensemble est 
donné si l’on donne le moyen de calculer le nombre v{j, connaissant 
les deux indices i, j. Un tel ensemble étant donné, on peut le trans­
former en une suite ordinaire

Ul: H2, ..., UM ...

au moyen de la même correspondance entre chaque entier positif n 
et chaque couple (i, j) et de la supposition un = vijy lorsque n et (i, j) 
se correspondent.

De même la suite simple dont le terme général est un, peut être 
transformée en une suite à triple entrée, dont le terme général
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en établissant une correspondance entre chaque entier 
positif n et chaque groupe de trois nombres entiers positifs (i, j, k), 
et en convenant de supposer wijk = un toutes les fois que n et (i, j, k) 
se correspondent. On peut aussi effectuer la transformation inverse, etc.

Je suppose maintenant que un w2, ..., uM ... soient les éléments 
d’une série absolument convergente
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est wijkl

(3) ui +- U2 + ... + Un + .

n = oo

dont on représentera la somme par ^ un — S, et que l’on ait rangé
n = 1

ces nombres dans les cases d’un tableau à double entrée tel que le 
tableau (2), je vais montrer que les séries

vn + u12 + ... + vln + ..., 
vn -+- vM ... 4- vîn + .. •5

(4)
Vpi + Vpï + ••• + Vpn +

sont absolument convergentes; que, si l’on représente leurs sommes 
respectives par s„ s2, ..., sp, ..., il en sera de même de la série

Si + s2 ... + sp + ...

dont la somme est aussi S, en sorte que l’on aura l’égalité

j = ®

(5)

i = *>j “= ®n » co

i =1 )= 1
+ - + 2(6) s = y % H-

j-in ■« 1

ou, d’une façon plus condensée encore,
t e= QO j sa ooW =• CO

S =(g 6/3)
i=ij=in es 1

Réciproquement étant donné un tableau tel que (2), si on le 
transforme en une suite simple (1), si les séries (4) sont absolument 
convergentes, si, en désignant par cq, <r2, ..., cp, ... les sommes des 
séries qui s’en déduisent en remplaçant chaque terme par sa valeur 
absolue, la série

OO Cl + C2 + ••• Gp "h •••>



est convergente, la série ur ui + ... + w„ + ... sera absolument 
convergente et l’égalité (6) subsistera. Ce théorème et la démonstration 
qui va en être donnée, s’étendent sans peine aux séries à triple, 
quadruple, ... entrée.

Remarquons enfin que, dans le cas où quelques-unes des combi­
naisons (i, j) auraient dû être exclues, on n’aurait qu’à supprimer les 
termes correspondants des séries (4).

Supposons d’abord que tous les nombres u et par conséquent tous 
les nombres v soient positifs. Il est clair alors que les séries (4) sont 
convergentes et que la somme de chacune d’elles ne peut dépasser la 
somme S de la série u± + w3 + ... ; désignons maintenant en général 
par la somme des n premiers termes de la série

Vpy H- Vp n -J- ...
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et considérons la somme

s(n) + g 00 + ... + g 00.

Comme elle ne comprend qu’un nombre limité de termes de la 
suite (1), elle est inférieure à S; laissant p fixe, faisons croître indé­
finiment n, s[n), s(2n), sf tendront respectivement vers les sommes 
s±, s„ ..., sp des p premières séries (4); on a donc :

si + s2 -f- ... + Sp S

et cela quel que soit p ; cette inégalité montre que la série (5)

Sj + st + ... + Sp -f- ...

est convergente et que la somme de cette série est au plus égale à S. 
Soit maintenant a un nombre quelconque inférieur à S; on peut 
prendre dans la suite (1) assez de termes pour que leur somme soit 
supérieure à a, cela revient à dire que l’on peut prendre assez de 
termes dans les séries (4) pour que leur somme dépasse a, ou encore 
que l’on peut prendre n et p assez grands, pour que l’on ait

+ s« + ... + «w > a,

mais le premier membre est évidemment inférieur à la somme de la 
série (5) ; donc, a fortiori, cette dernière somme est-elle supérieure
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à a, ou à tout nombre plus petit que S, comme elle ne peut dépasser S, 
elle est égale à S.

Réciproquement, si l’on se donne le tableau (2) composé d’éléments 
tous positifs, si les séries (4) sont convergentes, et s’il en est de même 
de la série (5) formée avec leurs sommes, la série (3) dont les éléments 
correspondent un à un aux éléments du tableau (1) sera convergente 
et aura une somme égale à celle de la série (5). En effet, la conver­
gence de la série (3) est manifeste : la somme d’autant de termes que 
l’on veut s’obtient en ajoutant un certain nombre de termes pris dans 
les séries (4), or une somme ainsi formée ne peut dépasser la somme 
de la série (5) ; dès lors on peut appliquer le théorème direct et 
l’égalité entre les sommes des séries (3) et (5) en résulte.

Supposons maintenant que la série (2), tout en étant absolument 
convergente, contienne des termes positifs et des termes négatifs; 
si l’on remplace tous les termes par leurs valeurs absolues, le 
raisonnement précédent montre encore que les séries (4) sont abso­
lument convergentes et qu’il en est de même de la série
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(5) Sj + Sj + Sj + ...

formée avec leurs sommes respectives, car les termes de cette série 
sont inférieurs en valeur absolue aux termes correspondants de 
la série

00 Cj -f- c2 + <r3 + ...

formée avec les sommes des séries déduites des séries (4) en rem­
plaçant chaque terme par sa valeur absolue.

Ceci posé, la somme S de la série (3) est égale à la différence entre 
les sommes S' et S" de deux séries formées, l’une avec les termes 
positifs, l’autre avec les valeurs absolues des termes négatifs de la 
série (3); de même, les sommes s*, s2, s3, ....des séries (4) sont 
respectivement égales aux différences s't — s", sa' — s'', s3' — s”, ... 
entre les sommes des séries à termes positifs que l’on déduit de la 
même façon des séries (4). D’ailleurs, si du tableau (2) on supprime 
tous les termes négatifs, les éléments qui restent correspondront un 
à un aux termes positifs de la série (3), c’est à dire aux éléments de 
la série dont la somme est S' ; en appliquant maintenant le théorème
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qu’on vient de démontrer dans le cas des séries à termes positifs, 
on voit que l’on a
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s' — sî + s[2 -h Sj +
on aura de même

s" — s\ + s"2 + s\ + ...
et par conséquent

s' — s" = (s\ — s\) -h (s^ — s") -f- (s'3 — s") + ...

ou enfin
S   S J + S g + Sg + ...

C’est ce qu’il fallait démontrer. Quant à la réciproque, énoncée plus 
haut, elle résulte du théorème direct, puisque, dans l’hypothèse où on 
se place, la série (3), dont les éléments correspondent aux éléments 
du tableau à double entrée (2), est absolument convergente, en vertu 
de la convergence de la série à termes positifs (7).

Sous les conditions imposées dans l’énoncé de cette réciproque, 
à savoir la convergence absolue des séries (4) et de la série (7); ou 
sous la seule condition de la convergence absolue de la série (3), il 
est permis de parler de la somme S des éléments du tableau (2), 
somme que l’on désigne sous le nom de série à double entrée, 
l’égalité (6) ou (6 bis) montre comment on peut calculer cette somme ; 
au surplus, il est clair que l’on aurait tout aussi bien pu écrire

i *= oo j = oo i =■ 00i = co t = 00

• = 2 2î=1
S = 2 VH + Vh

i = 1 i = 1
àV‘+ ... + n + ••

en effectuant d’abord les sommations des éléments contenus dans une 
file verticale, etc. La somme S de la série à double entrée se repré­
sente encore souvent par le symbole

2 (hj= 1,2,3,...).

On peut considérer de même des séries à triple entrée; soit wijk 
un symbole à trois indices-; le tableau à triple entrée formé par les 
éléments wijk doit être regardé comme donné quand on donne le 
moyen de calculer le terme wijk, lorsqu’on connaît les trois indices



soient absolument convergentes : désignons-en les sommes par A et B; 
il est aisé de voir que l’on a

i=x j— 00
2 vv — 2 2hj — AB;
i,j ï*=i )=i

supposons d’abord que tous les nombres a, b soient positifs, les 
séries (4), si l’on conserve les notations du paragraphe précédent, 
sont évidemment convergentes et l’on a

Sp = 2 vpj = + a, b, + apb, + ••• = a,B,
i = i

par conséquent

Sj -+■ sa + s3 + ... — cqB + cqB -f- &âB ...,

ce qui montre que la série qui figure au premier membre est conver- 
Tannery. — Théorie. 5
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i, j, k; l’ensemble des éléments peut être arrangé en une suite 
simple uv u3, u3, ..., comme il a été expliqué précédemment; si la 
série tq + u% + tq + ... est absolument convergente et a pour 
somme S, on aura
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= 00 j—*> l = oos-2 2 2Wijk‘>fc=i ï=i i=i

les sommations peuvent d’ailleurs être effectuées dans un ordre 
quelconque; au surplus, la façon détaillée dont on a traité le cas des 
séries à double entrée permettra au lecteur de constituer sans peine 
la théorie des séries à entrée multiple. Je me bornerai à donner 
quelques applications relatives aux séries à double entrée.

58. Supposons que l’on ait

vi:i = ctibj,
et que les deux séries

+ +O
- 55

CO
 

CO

+ + p e + +3 s
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gente et a pour somme

(oq 4- cii 4- ci3 4- ...) B — AB.

Si les deux séries (a), (b), supposées toujours absolument conver­
gentes, contiennent des termes positifs et des termes négatifs, on 
voit de suite, en conservant toujours les notations du paragraphe 
précédent, que les séries (4) et (7) sont absolument convergentes : il 
suffit, pour le voir, de supposer qu’on remplace tous les nombres a, b 
par leurs valeurs absolues : en sorte que, en employant le langage 
qui a été expliqué plus haut, on peut dire que la série à double entrée

2 aihJ & = 1’ 2> •")>
ij

est absolument convergente; dès lors les égalités 

Sp ■— cq,B,
s, s2 + s3 + ... AB,

subsistent évidemment.
Si maintenant on transforme la série à double entrée en une série 

simple, par le procédé qui a été expliqué précédemment, en rappro­
chant tous les termes dans lesquels la somme des indices est constante, 
on en conclut que la série,

cilbl + albî + aibl + alb3 + a3b2 q- a3bi + ...

est absolument convergente et que sa somme est égale à AB.
Si, d’ailleurs, au lieu de la série (I), on considère la série (II), dont 

le {n — l)ième terme est

(I)

(II) d^n—i + Cl2bn—2 “h ••• "h dn — l b^

on voit, d’après une remarque faite à la fin du paragraphe 41, que 
cette série est convergente et a la même somme que la série (I). On 
a donc le théorème suivant»:

Si les deux séries

et1 ~f-. ci2 + ... + dn + .. 
bl 4- b2 -F- ... -h bn q- ...,

sont absolument convergentes, il en est de même de la série dont les
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termes successifs sont

uL bl, a1b2 + a1b3 + a2b2 + a3bv .
(Xybn~_i -+- 2 + ... + dn~i biy ...

••5

et la somme de cette dernière série est le produit des sommes des 
deux séries proposées.

59. Voici une autre application, qui fournira la démonstration 
d’une curieuse et importante identité numérique due à Euler (*) et 
qui montrera la puissance de transformation du procédé qui consiste 
à changer une série simple en série à double entrée.

La suite des nombres entiers 2, 3, 4, ..., peut être disposée dans 
un tableau à double entrée, par le procédé suivant, que le lecteur 
saisira sans peine, s’il veut bien se reporter à la règle que l’on donne 
dans les traités d’arithmétique, pour la formation d’une table de 
nombres premiers.

Supposons d’abord écrite la suite indéfinie

(1) 2, 3, 4, 5, 6, 7, ...

Imaginons qu’on place, sur une première ligne horizontale, tous les 
nombres pairs 2, 4, 6, ..., que l’on barrera en même temps de la 
suite (1), puis que, pour placer sur la seconde ligne horizontale, on 
prenne dans la suite (1), à partir du premier nombre non barré 3, 
tous les nombres de trois en trois, sauf ceux qui ont été déjà barrés, 
en sorte que cette seconde ligne contienne tous les nombres impairs 
divisibles par trois,

3, 9, 15, 21,...;

que ces nombres soient barrés de la suite (1) ; que, pour placer sur la 
troisième ligne, l’on prenne dans la suite (1) à partir du premier 
nombre non barré 5, tous les nombres de cinq en cinq, sauf ceux 
qui ont déjà été barrés, et que, en même temps, on les barre dans la 
suite (1), on aura ainsi pour la troisième ligne les nombres

5, 25, 35, 55, ...
etc.

(!) Introductio in anaïysin infmitorv.m, § 283; voyez aussi B. Riemann’s Werke, p. 136: 
Ueber die Anzahl der PrimzaUlen tinter eine gegebene Grosse.



Faisons les sommes des séries partielles répondant à chaque ligne 
horizontale du tableau, et désignons en général par sp la somme des 
éléments de la ligne qui commence par le nombre premier p, et par 
p' le nombre premier immédiatement inférieur à p ; la loi d’après 
laquelle on a formé le tableau fournit immédiatement les égalités 
suivantes :

1
S* = 2^S’

S3 “ (S Sî)j

I (s — s2 — s3);Ss =

1
sp (s s2 s3 ... Si)')?pr
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Le premier élément de chaque ligne horizontale est un nombre 
premier p; tous les éléments de cette ligne sont divisibles par ce 
nombre premier p et, si on les divise par ce nombre, on aura pour 
quotients ceux des nombres de la suite 1, 2, 3, ... qui ne sont 
divisibles par aucun des nombres premiers inférieurs à p ; ainsi les 
éléments de la première ligne divisée par 2 seront les nombres 1, 2, 
3, ...; les éléments de la seconde ligne divisés par trois seront les 
nombres impairs, ceux de la troisième ligne divisés par 5 seront 
les nombres premiers à 2 et à 3, etc... On peut dire encore que 
les éléments de chaque ligne, divisés par le premier élément, sont les 
nombres qui subsistent dans la suite 1, 2,3,... lorsqu’on en a supprimé 
tous les nombres contenus dans les lignes précédentes.

Ceci posé, soit r un nombre positif plus grand que un, affectons 
tous les éléments de la suite 2, 3, 4, ..., etc., du tableau à double 
entrée de l’exposant — r; soit enfin
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1 1 1
S —- — —f* — —f- —r ^ 2r 3r

Le second membre est, comme on sait, une série convergente et l’on 
a défini, dans ce qui précède, un mode particulier de transformation 
en série à double entrée de la série

+
h
-

+
-+r-fO

S



lorsque p augmente indéfiniment., la somme ss + s3 + s„ + ... $p,
1

1 de la série -
1

4- ..., lea pour limite la somme s —

premier membre de la dernière égalité a donc pour limite l’unité; 
par conséquent le produit infini

Zr 3r

où figure, dans les dénominateurs, la suite des nombres entiers.

60. Ce qui précède suffit pour que l’on comprenne le rôle que les 
séries absolument convergentes jouent dans l’analyse, à cause de la 
façon dont on peut les manier et les transformer; il en est tout 
autrement des séries qui sont convergentes sans l’être absolument ; 
leur somme dépend alors essentiellement de l’ordre des termes.

Soit (S) en effet une telle série ; soient sp la somme des p premiers 
termes positifs, sq la somme des valeurs absolues des q premiers 
termes négatifs ; la série n’étant pas absolument convergente, on doit 
supposer que sp, sq augmentent indéfiniment avec p et q ; la série 
étant convergente, on doit supposer que les termes ont pour limite 
zéro quand leur rang augmente indéfiniment : dans ces conditions je 
vais montrer que la limite de la différence sp — sq dépend essentielle­
ment de la façon dont on fait croître p et q, et qu’on peut faire 
croître ces deux nombres de façon que la différence sp — sq ait pour 
limite tel nombre a que l’on voudra.

(■4)('-J)('4H4)-
où figure, dans les dénominateurs, la suite des nombres premiers, a 
pour valeur l’inverse de la somme de la série

69CHAP. II. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS, 

d’où l’on déduira sans peine

s — st — s3 — — ... — s*’ = prsp

.^
1 ^

+
1-1 

I cb++
-
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En effet, à chaque nombre q correspond un nombre p, tel que 
Ton ait

SP S<2 “b 0> — —1,

ou
Sp Sy Cl Sp — i Sq ,

la différence
Sp Sq (Sp _ 'i S?)   Sp Sp__ i,

est un terme de la série qui tend vers zéro lorsque q, et par consé­
quent p, augmente indéfiniment : il faut donc que, dans ces condi­
tions, les deux nombres sp — sq, sp-x — sg aient a pour limite.

On peut encore présenter les choses comme il suit : Écrivons d’abord 
les premiers termes positifs de (S), dans l’ordre où ils se présentent, 
et arrêtons-nous dès que leur somme dépasse a; écrivons à la suite 
les premiers termes négatifs de (S), sans changer leur ordre, et 
arrêtons-nous dès que la somme de tous les termes écrits est inférieure 
à a; écrivons à la suite des termes positifs de (S), en commençant 
par le premier de ceux qui ont été négligés, et arrêtons-nous dès que 
la somme de tous les termes écrits est supérieure à a; recourons 
ensuite aux termes négatifs, etc... En continuant ainsi indéfiniment., 
on formera une nouvelle série, composée des mêmes termes que (S) 
et dans laquelle la somnje des n premiers termes est tantôt plus 
petite, tantôt plus grande que a ; on voit sans peine que cette somme 
lorsque n augmente indéfiniment, a a pour limite.

61. L’intérêt qui s’attache aux séries à termes positifs, se retrouve 
dans les produits infinis

(1 + uj) (1 + tt2) ... (1 + un) ...

pour lesquels tous les nombres uv ..., un, ... sont positifs. Il est 
aisé, tout d’abord, d’avoir la condition de convergence d’un tel 
produit; le produit

(P)

Pn = (1 + Wj) (l + Uù ••• (1 + Un)

des n premiers facteurs va évidemment en augmentant avec n; il 
suffit, pour la convergence, qu’il n’augmente pas indéfiniment avec n; 
or ce produit est évidemment supérieur à

1 -j- tq + u2 + ... + w,r



Il faut donc que la somme sn des n premiers termes de la série à 
termes positifs
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(S) M, Uî + ... -f- Un -f- ..

ne croisse pas indéfiniment, quand n augmente indéfiniment, ce qui 
revient à dire que la série (S) doit être convergente. Réciproquement, 
il est aisé de voir que, s’il en est ainsi, le produit (P) est convergent; 
en effet si l’on se donne un nombre positif e < 1, il existe un entier 
positif n tel que, quel que soit l’entier positif r, on ait

Un+i -f- un+2 H- ... -+- un+r < e;

•y

on a d’ailleurs

Pn + r -----Pn{\ "+* W/i+i) (1 + Un+i) • •• (1 + Un + r) ;

mais il est clair que l’on a

(1 4- un+i) (1 + un+2) ... (1 -+- un+r)
1

< 1 + £ + £2 +...+£*' <
1 — e’donc

1
v pn+r < pn 1 — £

lors donc que r augmente indéfiniment, pn+r reste au-dessous d’une 
limite fixe et par suite le produit P est convergent.

On pourrait encore, d’une façon plus directe, remarquer que l’on a

Sn sipn < 1 + 1.2 1.2.3 ... n
K2 K«, K < 1 + - + —r + ... + + ...1.2 1.2. ... n

où K désigne un nombre quelconque supérieur à la somme de la 
série (S) : la série qui figure dans le second membre est toujours 
convergente, comme on le verra bientôt.

Les produits convergents à termes tous positifs tels que (P) 
jouissent de la propriété suivante, analogue à celle qui a été signalée 
§ 50, pour les séries à termes positifs : si A et a désignent des 
nombres supérieur et inférieur à la valeur du produit, d’une part le 
produit d’un nombre quelconque de facteurs pris dans la suite

1 + 1 + uv ..., 1 + Un1 •••1 + Wj,

M
s*



est toujours inférieur à A; d’autre part, on peut toujours prendre 
dans cette suite assez de facteurs pour que leur produit dépasse a; 
on déduit de là, par un raisonnement pareil à celui qui a été employé 
pour les séries, que la valeur du produit (P) est indépendante de 
l’ordre des facteurs.
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62. Considérons maintenant un produit infini de la forme

(1 — ut) (1 — u.2) ... (1 — O ...,

où tous les nombres tq, u„ ..., uM ... sont positifs. Je vais montrer 
que la convergence de la série

(F)

(S) ui -+- U2 + ... Un + ...

est encore la condition nécessaire et suffisante pour que le produit 
infini (P') soit convergent.

Je supposerai, dans la démonstration, que les nombres uv w2, ..., 
uM ... sont tous plus petits qu’un nombre a < i ; cette restriction 
sera levée plus tard.

En désignant parole produit des n premiers facteurs de (P'), 
on aura

-
1 ( ul W»1 +

i — unr1 — ut

comme tous les nombres

Vn —

U.
, ...

• •>1 — ui 1 — un

1sont positifs ; il faut et il suffit, pour que — tende vers une limite
Pn

quand n augmente indéfiniment, que la série à termes positifs

ut u, un(S') + + ... + + ...
1   U y

soit convergente; or les termes de cette série sont compris entre les 
termes de même rang des deux séries

1 — w2 1 —

u,Uy Un+ ... + + ..
1 — a 1 — a

U y + Mj + ... + Un + . .

1 — a
• ?
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qui sont convergentes en même temps (§ 44), et en même temps que 
la série S', puisque la somme d’autant de termes que l’on voudra 
pris dans cette série est inférieure à la somme de la première série 
supposée convergente et supérieure à la somme des termes corres-
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1
pondants de la seconde. Donc, pour que — tende vers une limite, ou

pour que pi tende vers une limite différente de zéro, quand n 
augmente indéfiniment, il faut et il sùffit que la série (S) soit 
convergente : si cette série était divergente, p'n aurait pour limite zéro. 

La valeur du produit infini

( ) H Un \
1 — U J

U, u%
1+ï 1 +

1 — ul

supposé convergent, étant indépendante de l’ordre de ses facteurs, 
il en est de même pour le produit

— u,

(1 — u,) (1 — u,) ... (1 — O ...

63. Soit enfin un produit

(Q) (1 -4- v.) (1 4- O ... (I 4- vn) ...

pour lequel les nombres vt, va, ..., vn, ... peuvent être positifs ou 
négatifs, mais sont tels que la série

v, 4- 4- ... 4- vn 4- .. •J

soit absolument convergente; je suppose de plus que tous ces nombres 
soient, en valeurs absolues, plus petits qu’un nombre positif a < 1 ; 
si l’on désigne par ùt, uQ, ..., uh ... ceux des nombres vv u,, ..., 
vn, ... qui sont positifs, et par u[, u) ceux qui sont négatifs; les 
deux produits

(1 4- W,) (1 + Uz) ... (I 4- Wj)
(1 4- u[) (1 4- u[) ... (1 4- Ul) ...,

sont convergents et le second a une limite différente de zéro; un 
raisonnement pareil à celui qui a été employé pour les séries montrera 
que le produit des n premiers facteurs du produit infini Q, lorsque n 
augmente indéfiniment, a une limite égale au produit des valeurs des 
deux produits infinis qui précèdent (§ 50).
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Enfin, on peut s’affranchir de la restriction imposée aux termes de 
la série
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4- v2 + ... 4- vn + ...,

d’être, en valeur absolue, plus petits que un, pourvu que cette série 
soit absolument convergente. A partir d’un certain rang n, en effet, 
les termes satisferont certainement à cette condition, on est donc 
assuré que, le produit infini

(1 + Vn + x) (1 + Rjz + s) ••• (1 + Vn+r) •••

est convergent et a une limite différente de zéro; soit T cette limite; 
le produit des m premiers facteurs du produit infini

(1 4- v,) (1 4- v%) ... (1 4- vn+r) ...,

lorsque m grandira indéfiniment, aura pour limite

T.(l 4- U,) (1 + v,) ... (1 4- vn).

Cette limite sera différente de zéro, si aucun des facteurs 1 4- 
1 4- Vg, ..., 1 4- vn n’est égal à zéro.

On peut maintenant énoncer les définitions et les propriétés qui 
suivent :

Un produit infini

(1 + O (1 4- u,) ... (1 4- O ...

où les nombres uv ..., un, ... peuvent être positifs ou négatifs, 
est dit absolument convergent si la série

Ut 4- 4- ••• 4- un 4- .. -■>

est absolument convergente.
Le produit des n premiers facteurs d’un produit absolument 

convergent tend, lorsque n augmente indéfiniment, vers une limite; 
cette limite est la valeur du produit; elle est indépendante de l’ordre 
des facteurs du produit infini; elle est nulle si l’un de ces facteurs est 
nul, et seulement dans ce cas. .

On voit que les produits absolument convergents sont maniables 
au même degré que les séries absolument convergentes.

e
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64. On peut transformer un produit infini simple absolument 
convergent
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(1 4- Mj) (1 4- m2) ... (1 4- un) ...,

en un produit infini à double entrée, en établissant une loi de corres­
pondance entre chaque entier positif n et chaque couple (a, (3) de 
deux entiers positifs et en posant

(P)

quand n et (a, P) se correspondent ; les produits

Pa — (1 4- Pal) (1 + 2) ... (1 4- van) ...

sont absolument convergents et il en est de même du produit

PP P

dont la valeur est égale à celle du produit (P). On écrit cette propo­
sition sous la forme

CO p=0D
n (1 4- o = n n (i 4- rap)

a —n—cc

71=1 a = 1 p=i
— n (1 4- va.! p), (

a, P V
')•

= 1,2, 3, ..

Le lecteur établira sans aucune peine toute cette théorie ; il pourra 
s’exercer à l’appliquer à la démonstration de l’identité suivante, où 
q désigne un nombre plus petit que un en valeur absolue,

1
(l4-Çf)(l4-q2)(l 4-q3) ••• (14-q”)

)...’(i—«)(i—33) •••(!—q2/1-f- 1

c’est une conséquence facile d’une identité établie au paragraphe 42 (d).

65. En raison des propriétés des séries absolument convergentes, 
il est très utile de savoir décider si une série à termes positifs est, ou 
n’est pas, convergente. Je vais donner, dans ce but, les règles les plus 
simples et les plus usuelles.

Un premier procédé, celui dont dérivent d’ailleurs presque tous les

(') Celte identité signalée par Euler, dans l'lntroductio in analysin infinitomm (§ 326), 
intervient dans la théorie des fonctions elliptiques; voyez Jacobi : Fundamenta nova 
tlieoriœ functionnm ellipticanm (§ 36).

u
û
 a
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autres, consiste à comparer la série proposée

(V) Vl + Vi + ••• + Vn + •••

à une série connue

(U) w, -4- ■+> ... -+- un -+- ...

Je suppose les deux séries à termes positifs : si la série (U) est 
convergente et que les termes de la série (Y) ne dépassent pas les 
termes correspondants de la série (U), il est clair que la série (V) est 
convergente; de même si la série (U) est divergente et que les termes 
de la série (Y) soient plus grands que les termes correspondants de 
la série (U), il est clair que la série (V) est divergente.

Un moyen commode de faire la comparaison consiste à étudier le

rapport — de deux termes correspondants, si, à partir d’une certaine 
'M'n

valeur de n, ce rapport reste compris entre deux nombres positifs a 
et b, différents de zéro; la série (Y) sera convergente ou divergente 
en même temps que la série (U), puisque ses termes seront compris 
entre les termes des deux séries

cc/ul -f- ci%i2 “f- ... rj— aiin -f~ . • 
but + bu2 -f- ... + bun + ...,

*5

convergentes ou divergentes en même temps que la série (U) ; on 

voit de même que si le rapport — reste inférieur à un nombre 

positif b, et si la série (U) est convergente, la série (V) est aussi 

convergente ; si le rapport — reste supérieur à un nombre positif a,

différent de zéro, et si la série (U) est divergente, la série (V) est aussi 
divergente. Ce procédé s’applique particulièrement lorsque le rap­

port — a une limite, pour n infini : si cette limite l est différente de

zéro, et si l’on considère deux nombres a, b positifs et différents de 
zéro tels que l’on ait ad < fi, à partir d’une certaine valeur de n,

finira par tomber entre a et b ; si la limite est nulle,v,.le rapport
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V*le rapport — finira par rester inférieur à n’importe quel nombre 
un

positif b, etc.
Par exemple on a démontré (§ 49) que la série

i + i 1 1—{— ' —}— 
2^ 3P + —— +...np

était convergente pour p > 1 ; il en résulte que si f(x) désigne un 
polynôme entier en x de degré p et qui n’admette pas de racine 
positive entière, la série

1 1 1
+ ... H------- 4- ...

/'(I) f<?)
np

est absolument convergente (*), puisque le rapport ——- a, pour n
t\n)

infini, une limite finie. De même la série

a»a2a,
ni) 1 t(n) + •' *)

où aj, a„ ..., a„, ... désignent des nombres positifs ou négatifs, mais 
inférieurs en valeur absolue à un certain nombre positif K, est 
absolument convergente.

De la divergence de la série

+

on conclura de même la divergence de la série

1 11 1
+ ...a + b cl -+* 2b ci -J— 3b a -+• 7i b

où a et b sont des nombres quelconques.

66. En comparant une série à termes positifs

(V) r, + i\ + ... + vn + ...

(') Les termes finissent par devenir tous positifs, si le coefficient de xv dans f(cc) est 
positif.

I—
i ICO

f-1 104



à une série dont les termes sont en progression géométrique, on 
arrive à deux règles d’un emploi très fréquent.

1° Si le rapport reste, à partir d’une certaine valeur de n,

plus petit qu’un nombre positif k, plus petit que l’unité, la série (V) 
est convergente; si ce rapport reste, à partir d’une certaine valeur 
de n plus grand que un, la série (V) est divergente.

2° Si, à partir d’une certaine valeur de n, l’expression Ç/vn reste 
plus petite qu’un nombre k plus petit que un, la série (Y) est conver­
gente; si, à partir d’une certaine valeur de n, l’expression Jn/un reste 
plus grande que un, la série (Y) est divergente.

Si, en effet, on a
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vn+i < kvn,
vn+2 < kvn+l < kH\,

Vn + r k Ujj,

on voit que, à partir du terme vn+1, les termes de la série proposée 
deviennent plus petits que les termes de la série

kvn + k?vn -+- ... 4- kr vn + ...

qui est convergente si k est < 1, et qui a une somme égale à

kvn
1 — k

On voit donc non seulement que la série (V) est convergente, 
mais que le reste de cette série, quand on s’arrête au terme vn (§ 43), 
est inférieur à

kvn
1 — k

La conclusion est la même si l’on a

Ÿvn < k,
91+1

Vvn+1 < k,

y vn+r < k,
n-hr
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OU
vn < kn, vn+l < kn+1, ..., vn+r < kn+r;

si k est plus petit que un, on peut affirmer que la série (V) est 
convergente, et que le reste de cette série, quand on s’arrête au

terme vn, est inférieur à — —•

La divergence de la série (V), lorsque ——
n»

rieurs à un est manifeste, puisque, alors, les termes n’ont pas pour 
limite zéro quand n augmente indéfiniment.

Ces règles s’appliquent en particulier lorsque l’une ou l’autre des

quantités i Vvn ont une limite pour n infini ; si cette limite l
^n

est plus petite que un, le rapport ou l’expression Vun, finit par

Vun restent supé-ou

v-
rester au-dessous de tout nombre k compris entre l et un, et par

> ou V vn, a une limite lvn+1conséquent la série est convergente. Si

supérieure à un, on peut affirmer la divergence de la série (Y) ; si 
cette limite est égale à un, il y a doute, excepté lorsque les expres­

sions -^i-1 ou Vvn restent, après une certaine valeur de n, supé-
v»

rieures à un.
Si l’on considère, par exemple, les séries

as2 xn
O) 1 + + . **?1.2 ... n1.2

m(m—1)... (m—n+1)m(m—1)m
(2) 1H- —æ + æ2+... + xn+...,

1 1.2 1.2 ... n

où, pour la seconde, m est un nombre quelconque, le rapport du
OC

(n + 1)ième terme au précédent sera - pour la première,
OC

pour la seconde; quel que soit x, - a pour limite zéro quand n

augmente indéfiniment; le rapport de la valeur absolue d’un terme 
de la série (1) à la valeur absolue du terme précédent, a donc aussi

m — n + 1 x
n

H 
I r—

f
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pour limite zéro; donc, la série (1) est absolument convergente, 
quelle que soit la valeur de x. Lorsque n augmente indéfiniment, le 
rapport des valeurs absolues de deux termes consécutifs de la série (2) 
a pour limite ) x | et par conséquent, lorsque x est compris entre — 1 
et + 1, la série (2) est absolument convergente; lorsque la valeur 
absolue de x est supérieure à un, la série est divergente, puisque lés 
termes ne tendent pas vers zéro, sauf toutefois quand m est un 
nombre entier positif, car alors la série est limitée; lorsque l’on a 
x = ± 1, la série est divergente si m -h 1 est négatif ou nul, il y a 
doute si m + 1 est positif.

On verra plus tard que pour x compris entre — 1 et + 1, la 
série (2) représente (1 + x)m.

Soit

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

tt2, ..., ...

une suite de nombre tous différents de zéro, dont la valeur absolue 
croisse indéfiniment avec n, la série

as2
+ ... + -b ...a\

est absolument convergente quel que soit x-, en effet, la racine n
CO

de la valeur absolue du nième terme est — ; lorsque n augmente
an

indéfiniment, elle a pour limite zéro. De même la série

ième

1 1 1X

— 1x — an a”x — a, x — a2 ai

est absolument convergente pour toutes les valeurs de x différentes 
de «j, a2, ..., an, ... (*). Si, en effet, on la compare à la série précé­
dente, on voit que le rapport des valeurs absolues des termes de 
rang n est

x (x — an)
an

dont la limite, pour n infini, est égale à un.

(') Weierstrass. Zur Théorie der eindeutigen analytischen Fmctionen, p. 26.

m
« 

I e
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Soit encore la série
it~ -f- nx— 9 -4~l 4-x* 1 4- 2x + a + ...+ orar

. où a est un nombre positif plus grand que un et x un nombre
du nième ternie estquelconque (*), la racine n ièmo

arn 4- x __  ,
a"

quantité qui, pour n infini, a pour limite zéro; cette série est donc 
convergente.

Des règles relatives aux rapports -Ltl et i/vn, l’une peut, dans un
^ n

cas particulier, être d’une application plus commode que l’autre, 
mais il convient d’observer que si ces quantités ont des limites ?, V 
pour n infini, ces limites sont nécessairement égales ; cela résulte de 
l’application des deux règles à la série

i\x u2cc2 + ... + vnxn + ...,

a~

on a en effet
/i % rytH "r" 1'a +- 1 •>' vn+1= lim • = I x,lim • -7--- X

KVnxu n = xn = x

Jim Ç/vnxn = /' x.
n = x

Si les nombres l et ï étaient différents et si l’on supposait x compris
1 1

entré - et —■> l’une des règles prouverait la divergence de la série, 

l’autre sa convergence. On peut du reste prouver directement que 

l’existence d’une limite pour implique l’existence d’une limite
Vn

égale pour Vun (2).

67. Le cas où dans la série à termes positifs

(V) Vi + v2 + ••• -t- v« +

(P Si x est irrationnel, on doit adopter la signification cjui sera donnée plus lard 
pour les exposants irrationnels (§ 81).

(-) Cauchy, Cours d’Analyse, ef<\, p. 53.

Tannehy. — Théorie. r,
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le rapport a, pour n infini, une limite égale à l’unité mérite un
Un

examen particulier; on peut alors comparer la série (V) à une autre 
série à termes positifs

(U) 4- Mj + ... 4- Un + ...

où la même circonstance se produit, et dont le caractère est connu ; 
il peut être commode de faire cette comparaison au moyen du théorème 
suivant.

Soit.
un ■+■ i T'» l

(1) = 1 ~ 'On,= 1 — s«»Un Vn

et supposons que en et rln tendent vers zéro quand n augmente indé­
finiment, les deux séries (U) et (Y) seront simultanément convergentes 
ou divergentes, si la série dont le nième terme est rln — e„ est absolu­
ment convergente.

En effet les égalités (1) donnent

Un 4-1 = Wi (1 — e,) (1 — e2) ... (1 — £„),

v„+l = v, (1 — ij,) (1 — yj2) ... (1 — ïj,),
d’où

Hi -)
— W

^n + l
Un + 1

fi, — fin ~1 4- 1 4- 1 + i1 — 1 — yj2

finLa quantité — ayant zéro pour limite finit, à partir d’une
— fin

certaine valeur de n, par devenir plus petite que un en valeur absolue; 
rien n’empêche de supposer qu’il en est toujours ainsi, puisque, dans 
l’étude de la convergence d’une série, on peut faire commencer cette 
série au terme que l’on veut (§ 43). Dès lors, on voit que le second 
membre a, pour n infini, une limite différente de zéro, si la série

fa — . h, — s»\U\i-J , ffin £?i\
'+ lr=yj4- .. 4- . ”,

est absolument convergente; c’est ce qui aura lieu si la série 

(‘Oi ~ Si) + fa* — O + ••• + (rln — £„) 4- ...

*

S-
 ue
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est elle-même absolument convergente, puisque le rapport des deux

termes du rang n, à savoir —-
1 — rln

à un.
5 a, pour n infini, une limite égale

Vn + lDans ces conditions le rapport ayant, pour n infini, une limite
U/i -f-1

différente de zéro, les deux séries (U), (V) sont simultanément conver­
gentes ou divergentes.

Remarquons en passant la proposition qu’on vient de démontrer. 
Si les deux suites infinies

^25 ••'•J ^ni •••}

ne présentent aucun terme égal à un ; si l’on a 

lim en = 0, lim rin — 0
n =*»n =* co

et si enfin la série dont le nième terme est \ -qn — e„ | est convergente, 
le produit infini

1 — e, 1 — e.2 

1 — ‘'h
1 £n

1 1 Qn

est convergent et a une valeur autre que zéro.
Appliquons maintenant la règle pour comparer les deux séries 

(Y), (U) qui vient d’être démontrée; en prenant pour la série (U) 
la série

1 1
~ -H— ...,

V nr
on aura

(,* pUn-\-i
W7Ï

le second membre, comme on le verra plus tard (§ 102), peut se 
mettre sous la forme

G (n) 
n2

G (n) étant un nombre qui reste, en valeur absolue, quel que soit n, 
au-dessous d’un certain nombre positif fixe.

Si la série (V) est telle que le rapportV-^ puisse se mettre sous la

r
n

Vn

S I
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Oi (n)----7--1rr

«
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forme

x étant un nombre constant plus grand que un, r étant un nombre 
constant, et 0t (n) une quantité qui, quel que soit n, reste, en valeur 
absolue, au-dessous d’un certain nombre positif fixe; on pourra 
prendre

r 6(n)
r,n = - n

6 (n) (n)
-—-— —--------------- i

s« = - n7n

~n n2 n7

or il suffit, pour voir que la série dont le n 
absolument convergente, de la comparer à la série dont le n

i '
-■> en désignant par un nombre plus grand que un, mais plus

petit que deux et que x. Cette dernière série est convergente (§ 49); 
les deux séries (U), (V) sont donc simultanément convergentes ou 
divergentes et ce caractère ne dépend que du nombre r. On parvient 
ainsi à la règle suivante :

Si dans une série à termes positifs

vt + vÿ + ... -t- vn + .. 

peut se mettre sous la forme

ième terme est rtn — sn, est 
termeième

est.
n^

(V) * ?
Vn 4-1le rapport

Vn

0 (n)r
1-----+ n7n

r étant un nombre constant, x un nombre constant plus grand que 
et 0 (n) une quantité qui, en valeur absolue, reste plus petite 

qu’un nombre positif fixe, la série (Y) sera convergente si l’on a r > 4. 
divergente si l’on ai'<1.

Remarquons que si l’on arc 0, les termes de la série (V) vont en 
croissant indéfiniment, que si l’on a r = 0, ils tendent, pour n infini, 
vers une limite différente de zéro, que si l’on a r > 0, ils ont pour 
limite zéro. Cela résulte de ce que le terme vn+ï peut s’écrire

0 (n)'

un

L + L(?)r r1vi 2 2*1 l7 n7n

s
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de ce que le produit infini dont le n
85

ième facteur est

. r 0 (n)
1 — - +1 n*

(n — 1? 3, ...),
/•

1-----
n

a une valeur différente de zéro, enfin de ce que le produit des n 
premiers facteurs du produit infini

augmente indéfiniment avec n ou tend vers la limite zéro, pour n 
infini, suivant que r est négatif ou positif.

En particulier, si le rapport —— - peut se mettre sous la forme

d’une fraction rationnelle

np + A 1np-1 + Aanp~2 -+- ... 
np + alnp~l + A %np~2 + ...

où le degré p et les coefficients At, A2, ..., cq, cq, ..., sont indé­
pendants de n ; on voit de suite, en effectuant la division du numérateur 
par le dénominateur et en calculant deux termes au quotient, que 
l’on peut prendre r — al — A t et que la série proposée est convergente 
si l’on a

A cil -f- 1 < 0,i

divergente dans les autres cas.
Ce théorème est dû à Gauss (t).
Appliquons-le, comme Gauss l’a fait lui-même, à la série dite

(p Disquisitiones generales circa seriem infmitam :

as m « (a + 1) P (P + 1) ^ 4. 4G A ; 1 Hot+_2)JJp ±i HfL+Jr) ^31..
f • T ^ 1.2 y (y-fl) ‘ 1.2.3. y (y-f-1) (y 4-2)14

(G. F. Gauss, Werke, t. III, p. 138.)
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hyper géométrique :

a (a + 1) P (3 + 1)a. 3 
1 + t----  X + X2 + ...

1.2.Y(r+ 1)1-Y
a (a + 1) ... (a + n — I) 3 (3 + 1) ... (3 + w — 1)

1.2 ... n.y (y + 1) ... (y + n — 1)
xn + ...

où a, 3? Y désignent des nombres qui ne sont pas des entiers négatifs ; 
le rapport du (n -t- 2)ième terme au (n + 1)

(a + n) (3 + n) ^
(n + 1) (y + n)

pour n infini, il a ce pour limite; on en conclut que la série proposée ♦ 
est absolument convergente lorsque l’on a | x | < 1; on désigne 
habituellement la somme de cette série par le symbole

ième egt

F (a, 3, y5 *)•

Si l’on suppose maintenant x = 1, l’application de la règle qu’on 
vient de démontrer conduit aux résultats suivants :

Les coefficients augmentent indéfiniment en valeur absolue, avec 
leur rang, si l’on aa + 3 — Y — 1>0.

Us tendent vers une limite différente de zéro, si l’on aa+3
— Y — 1=0.

Us tendent vers la limite zéro, si l’on aq + 3 — Y — 1 < 0.
La série, pour x = i, est convergente si l’on a a + 3 — y < 

et seulement dans ce cas.
Je me bornerai à remarquer sur la série F (a, 3, y, x), pour l’étude 

de laquelle je ne puis que renvoyer le lecteur à l’admirable Mémoire 
de Gauss (d), qu’elle se réduit à un polynôme entier en cc quand l’un 
des nombres a, 3 est entier et négatif, et qu’elle se réduit à la série 
déjà considérée

m (m — 1)... [m — n + 1)m(m — 1)m
cc2+... +1+ - 0C + xn + .. • J1 1.2 1.2 ... n

f1) Cette série a été l’objet de travaux considérables, parmi lesquels je citerai ceux 
de M. Kummer (Journal de Crelle, t. XV, p. 39), de Riemauo ( Werke, p. 62), de M. Schwarz 
(Jomnal de Qrelle, t. LVI, p. 149), de M. Goursat (Annales de l’Ecole normale supérieure, 
2e série, t. X, supplément).
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quand on y suppose (3 = y, a = — m et qu’on y remplace x par — x:
87

68. Toutes les règles qu’on vient de donner pour reconnaître la 
convergence ou la divergence d’une série à termes positifs reposent 
au fond sur la comparaison de la série proposée avec l’une ou l’autre 
des deux séries

(1) 1 + a? + æ2 + ... + xn + .. • y
1 1 1

(2) --------h ... -f-------- 1- .
21+a nl+a 1 ’

je signalerai encore la règle suivante, due à Cauchy (d), dont la 
démonstration repose encore sur la considération de la série (2) : 

Étant donnée la série à termes positifs

ul + u„ -H ... + un + ..

si l’on a, pour les valeurs de n supérieures à un nombre positif p,

__rz^it
log n ’

k étant un nombre positif plus grand que un, la série (U) est 
convergente.

En effet l’inégalité précédente entraîne la suivante :

Jl+a

(U) *5

1
Un < n**

etc. On verra de même que si l’on a, pour les valeurs de n supé­
rieures à p,

1
108 «.

<fc',log'n

k' étant un nombre positif plus petit que un, la série (U) est divergente.
Tous ces .exemples montrent de quelle utilité serait, pour des 

recherches analogues, la connaissance d’autres types de séries auxquels (*)

(*) Cowrs d’Analyse, etc., p. 137.
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on pourrait comparer les séries à termes positifs dont on veut connaître 
le caractère. J’indiquerai quelques résultats dus à Abel (1) et qui 
contiennent d’ailleurs comme cas très particuliers les propositions du 
paragraphe 49.

Soit
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(U) Uj -f- M2 H- ... -R Un -F .. 

une série quelconque à termes positifs; la série

• ■>

ul
4- ..— 4- 4- ... 4- • ?

si

s2 = u{ + «t„ .. Sn — ui 4~ U2 d- • • • 4* Un1 • • •S ! = Wj •J

est convergente ou divergente en même temps que la série (U).
Si la série (U) est convergente, la série (U') l’est aussi, puisque ses 

termes sont plus petits que les termes correspondants de la série (U) 
respectivement divisés par ut.

Supposons maintenant la série (U) divergente. La divergence de la 
série (U') va résulter du caractère général établi au paragraphe 45.

Considérons en effet la somme des p termes qui suivent le n 
savoir

ième

Un + 2Un +1 

s n 4-1

Uji -4-ji
-R ••• 4-

■%. + 2 +p

puisque l’on a
^«4-1 ^«4-2 "=~- ••• ^ S«4-/),

cette somme est plus grande que

1, Un4-1 4“ Un4-2 4“ ... “R Un+p

Ul 4- U2 + ... -R Un8 /I 4- p

Un4-1 + U,j + 2 H- ... -R Un+p

imaginons qu’on donne à n une valeur déterminée; la série

U,t4-1 4- Un4-2 4- ... 4- Un + p 4- ... 

est divergente, on peut prendre p assez grand pour que la somme de

*

(!) Sur les séries (Œuvres, 2e éd., t. II, p. 198),

b 
'i



ses p premiers termes dépasse tel nombre que l’on voudra, et en 
particulier le nombre ux + m2 + ... un; dès lors la fraction qui 
figure dans le second membre de l’égalité précédente sera supérieure

à ; il en sera ainsi de la somme des p termes de la série (U') qui

suivent le nlème terme; la série (U!) est donc divergente.
Il convient de remarquer que les termes de la série (U') décroissent 

bien plus rapidement que les termes de la série (U); la série (U') 
diverge en quelque sorte moins rapidement que la série (U); de la 
série (U1) on peut déduiré par le même procédé une série (U") qui 
diverge encore moins rapidement, etc?

Abel a montré en outre que, en supposant toujours la série (U) 
divergente, la série

(w i <) ’

ou a est un nombre positif, est convergente.
Je remarquerai d’abord que si x et m désignent deux nombres 

positifs, dont le premier est inférieur à un, on a l’inégalité, qui sera 
établie plus tar d (§ -102) :

1
/> 1 + m x;

on aura donc
11

«i+*’> —r
vs, si

et par conséqueul
11t 1

<
si+ 3. — 1

le second membre, et par conséquent le premier, est inférieur à

on en déduit sans peine

Ml UnUa * * * ?s'.+a s,1,4;* ‘S2-t-a1
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et cela, quel que soit n ; la série proposée est donc convergente quand a
/ 1\ 1
( 1 H— 1 — • Quand a est
V

est positif, et sa somme est inférieure à

négatif, la même série est divergente puisque ses termes sont respec­
tivement plus grands que les termes correspondants de la série 
divergente (U').

Si l’on prend par exemple pour la série (U) la série évidemment 
divergente

1 -t- 1 -H 1 "F 1 -4- •..

on obtiendra, en appliquant les propositions précédentes, les résultats 
du paragraphe 49.

Si l’on prend pour la série (U) la série divergente

1 + + -t- + ..

on en conclura que la série

1 11
1 + + ... + TT •2sL-4-a 3s,3+a nsi

où l’on suppose en général

sn — 1 + + + ... +

est convergente pour a positif, divergente pour a nul ou négatif ; le 

lecteur verra (§ 104) que le rapport Sn a pour limite l’unité quandlog n
n augmente indéfiniment; il en déduira que la série

11 1
1 + n (log n)3 (log 3)1+a[2 (log 2) i + a y + a

est convergente pour a positif, divergente pour a nul ou négatif.
Je me contenterai de citer le résultat plus général qui suit, en 

renvoyant le lecteur, pour la démonstration et pour les conséquences, 
à la note d’Abel déjà signalée, au Mémoire de M. Joseph Bertrand 
sur les règles de convergence des séries à termes positifs (.Journal de

S I
 e-

45
» I
 i—1

i-
i 

CO

I-I 
CO

to
 I H

r-H l<N



où les signes vont en alternant, est positive : on peut en effet 1 écrire 
sous Tune ou l’autre des deux formes

(cl — fi) -f- (c — d) *+• (h —— ?),

(a — b) + (c — d) + ... + (j — k) + (l)

suivant que le nombre des quantités a, ..., I est pair ou impair. 
Soit maintenant

U1 — uï + u3 ... + (— l)"-1 un ---(U) • * •)

91

Liouville, lre série, t. VII, p. 35) ou au Traité de calcul différentiel 
et intégral du même auteur.

La série dont les termes successifs s’obtiennent en faisant n — 2, 
3, 4, ... dans l’expression

CHAP. II. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

1
n.log n.log2 n.log3 n ... log™-1 n [Iogra n] i + a

est convergente si a est positif, divergente si a est nul ou négatif.
Dans cette expression log n désigne le logarithme népérien (§ 88) 

du nombre n, log2 n est mis à la place de log log n, de même log3 n 
est mis à la place de log log log n, etc.

69. Relativement aux séries qui sont convergentes sans l’être 
absolument, je me bornerai à établir quelques propositions dont la 
première concerne les séries à termes alternativement positifs et 
négatifs.

Une série à termes alternativement positifs et négatifs est conver­
gente si la valeur absolue de chaque terme est plus petite que la 
valeur absolue des termes précédents et si, en outre, les termes 
décroissent indéfiniment en valeur absolue quand leur rang s’éloigne 
indéfiniment.

Cette proposition repose sur le lemme que voici :
Si a, fi, c, ..., j, fe, l sont des nombres positifs rangés par ordre 

de grandeur décroissante, la quantité

+i1+1+O

+o-8
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]a série proposée, où tous les nombres u sont positifs et où l’on suppose

ux > u2 > uz > ... > un > .. 
lim un — 0.
11 = oo

Désignons par sn la somme des n premiers termes ul — ut -+- ... ± un. 
Le lemnie précédent donne immédiatement les inégalités

> 0,
^2 q &2pj

Les deux premières ont lieu quels que soient les nombres n, p, q; 
les deux dernières supposent q > p; il suffit, pour vérifier ces iné­
galités, de former les différences s2i) + 1 — s2q, s2l, — s2y), s2q+l — s2y)+l. 
Les sommes à indices pairs

$2 q,

§2 q -f- 1 & 2%) + 1 •

S2j,, • • •S6, ••

vont en croissant; elles restent inférieures à une somme quelconque 
d’indice impair s2,/+1; elles tendent donc, lorsque leur indice augmente 
indéfiniment, vers une limite A, pour laquelle on a, quels que soient 
P et q,

* •>

&2p ^ ^2^4-1 ?

les sommes à indices impairs

•Sg, .. Sîp+ 1?®31 •5

vont en décroissant et restent supérieures à une somme quelconque 
d’indice pair s2q; elles tendent donc vers une limite B, pour laquelle 
on a, quels que soient et q,

^22î4-1 B &2q.

On n’a pas encore fait intervenir la condition

lim un :
H =*= 00

elle conduit à la conclusion A = B; en effet ces deux nombres sont 
compris entre s2p et s2p+1, dont la différence u2p+ï peut être supposée 
aussi petite qu’on le veut.

Ainsi la série (U) est convergente : sa somme est plus grande



est convergente sans l’ètre absolument. C’est une «le ces séries dont la 
somme dépend de l’ordre dans lequel les termes sont écrits.

Voici un exemple de ce fait dont la raison a été donnée au para­
graphe 60. Si l’on pose

11 1
si « = 1 + + ••• + 54-1 2 n— 1

sln — + +
1

+ ... + — >2 n

93
qu’une somme quelconque s2p à indice pair, plus petite qu’une somme 
quelconque s2ç+1 à indice impair. En prenant pour la somme de la 
série la somme des n premiers termes, on commet une erreur en 
plus ou en moins, selon que le premier terme négligé est négatif ou 
positif et qui est moindre en valeur absolue que ce premier terme 
négligé, puisque la somme de la série est comprise entre la somme 
des n premiers et celle des n + 1 premiers termes.

On aurait pu aussi établir la convergence de la série U en appli­
quant le caractère général du paragraphe 44; la somme des m termes 
qui suivent le nième est en effet
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R /? 4- 2 -f- • ■ ■ J— Un 4- m) 5(-- 1)'* (u«4-1

la quantité entre parenthèses est positive, en vertu du lemme, elle est 
moindre que un+i, puisqu’on peut l’écrire

R«4- 1 (Un 4-2 U n+ 3 “f- —p Un + rn)

et, que, dans cette dernière expression, la quantité entre parenthèses 
est positive en vertu du même lemme ; la valeur absolue de la somme 
des m termes est donc moindre que un+i, et cela quel que soit ni ; 
comme on peut, quel que soit le nombre positif s, prendre n assez 
grand pour que l’on ait

Un4-1 ~i

la convergence est démontrée. 
Par exemple la série

c:
 1 t—

■

CT
 I

CC
 i

IC
I

+

44
- (ICC

+
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l



ar ar
+ ...1.2 1.2.3

Il convient encore de remarquer que la règle précédente permet 
d’affirmer la convergence de séries qui ne satisfont aux conditions 
imposées qu’à partir d’un certain terme : on a vu en effet (§ 45) que 
les premiers termes d’une série n’avaient pas d’influence sur la 
convergence ou la divergence d’une série.

Si par exemple on considère la série

a (a + 1) P ^ + 1)a. [3F(a,P,Y,-l) = l

„ a (« 4- 1) ... (a + n— 1) (3 (fl + 1) ... ((3 + n— 1) 
1.2 ... n.y (y -+• 1) ••• (y -h n — 1)

1.2.y (Y + 1)1-T

+ ( 1) + • • •7

obtenue en faisant x — — 1 dans la série hypergéométrique F (a, (3, y> x) > 
on voit que le rapport d’un terme au précédent,

(a + n) ([3 + n) 
n (y *+* n)

Il est clair qu’une série appartenant au type qu’on a défini dans ce 
paragraphe peut être absolument convergente, telle serait la série

11 1 1
+ •••71.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.51.2

que l’on obtient en faisant x = — 1 dans la série déjà signalée
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on établira sans peine l’identité

1
^2)1 — 1 ^4 il --- g (^2n —i

en faisant croître n indéfiniment, on voit que le premier membre a 
pour limite la moitié de la somme de la série proposée; c’est dire que 
cette somme est double de la somme de la série suivante, dont la 
convergence s’établit sans peine,
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finit, pour n suffisamment grand, par être négatif, donc les termes 
finissent par être alternativement positifs et négatifs; on sait qu’ils 
tendent vers la limite zéro si l’on a a + (3 — y — 1 < 0, et l’on 
reconnaît sans peine qu’à partir d’un certain rang ils décroissent 
constamment; on en conclut que sous cette condition la série est 
convergente ; elle n’est d’ailleurs absolument convergente que si l’on 
a a + (3 — y < 0.

CHAP. II. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

\

70. D’autres propositions, d’une nature un peu plus cachée, se 
déduisent d’un lemme dû à Abel (*), et que j’énoncerai après avoir 
fait la remarque presque évidente que voici :

Soit
AjCCj + A2cc2 -h ... + Anxn

une fonction linéaire des variables x{, cc2, ..., cc„, dans laquelle les 
coefficients A,, A,, ..., A„ sont positifs ou nuis; si l’on considère deux 
systèmes de valeurs des variables ce,, cc2, ..., xn d’une part, x[,x[, ..., 
x'n de l’autre, tels que l’on ait

x\ ^ æ,, x 2 a?2, ..., xn xM
on a

Aj+ A2x% + ... -+■ Anxn Alx1 -+- A2cc2 + ... -f- Anxnÿ 

en effet la différence entre les deux membres, à savoir

A, (x[ — xt) + A2 (œ’s — œ2) -+- ... + A„ (x'„ — xn), 

est évidemment positive ou nulle.
Voici maintenant en quoi consiste le lemme d’Abel : Soient u,, u2, ..., 

vn n nombres positifs ou négatifs, a un nombre au plus égal au plus 
petit des nombres

s. = th + •• Sn = V, + V, + ... + Vn,Si — •y

A un nombre au moins égal au plus grand de ces mêmes nombres; 
soient enfin s15 e», ..., en n nombres positifs rangés par ordre de

m (m — I) (wi — 2)m (m — 1)
x3 + ...0) Recherches sur la série 1 + — x + 

[Œuvres, 2e éd., p. 222.)
4-

1. 2. 31. 2
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grandeur décroissante, on aura

z\ a 5 zlvl -J- c2r2 H- ... -t- envn ^ st A ;

en effet, la quantité intermédiaire peut s’écrire

SjSj 4- ,es (s2 — Sj) -t- ... 4- £.„ (s, — — 1)

— (£i— £a) + s2 (a — a) + ... + A»—1 (e»-i — c„) + Ai Ai

les coefficients s, — s2, s8 — s3, ..., s„_i — s„, ..., zn étant positifs, 
on ne peut que diminuer le second membre de l’égalité précédente 
en y remplaçant s,, s2, ..., s„ par a; on ne peut que l’augmenter en 
y remplaçant les mêmes quantités par A; or on trouve ainsi zla d’une 
part., s, A de l’autre; la proposition est donc démontrée.

Il résulte de là que si on désigne par K un nombre égal ou supérieur 
à la plus grande des valeurs absolues des nombres sv s8, ..., •§„, on aura

— stK ^ elvi 4- s2i', 4- ... 4- envn e,K,

96

ou, si l’on veut,

eiri + Ara + ... 4- zavn | Aé g,K.’

71. Voici maintenant deux conséquences de ce lemme : 
I. Soit

(V) vi + Vs 4- ... 4- vn 4- ...

une série convergente, soif

A? .. An •••A? * ?

une sujte infinie de nombres positifs tels que chacun soit inférieur ou 
égal à celui qui le précède, la série

(V') A^'i 4- -2^2 4" ••• 4~ Aivn 4" ...

est convergente.
En effet, à cause de la convergence de la série (V), à chaque nombre 

positif a correspond un entier positif n tel que les quantités

Ai 4- 1 4~ Al 4- 2 1 5 •

| Ai4-1 + Aî.4-2 + ••• 4“ A>4-p A ••
| Ai+il * * >



est convergente. 
IL Soit

(V) T, + V} + ... -+- V„ + .. ■ J

une série convergente ou divergente, mais dans laquelle la somme 
des n premiers termes reste toujours, quel que soit n, inférieure en 
valeur absolue au nombre positif a, soit en outre

e»> •••

une suite infinie de nombres positifs tels que chacun d’eux soit égal 
ou inférieur à celui qui le précède, tels en outre que l’on ait

lim en = 0,
n ==■ »

la série

(V') eivl + + ••• + enVn "b”-

est convergente.
On a en effet, quels que soient n et p,

| vn+ï + vn + 2 + ••• + vn+p j < 2a

et, en vertu du lemme,

| = n+-l R« + l “b £«4- 2 ^n + 2 ~b ••• ~b &n+p Tn + p | ^£«4-1 & y

or, à cause de la supposition

lim e„ = 0,

1Tannery. — Théorie.
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soient toutes inférieures à a ; à cause du lemme, les quantités

| £»4-1 vn-4-1 | ■> | £n4-l + l + £«4-2 "Pji+2 |j ••

| £;i + l R» 4- 1 ~b £;i + 2 Vn 4- 2 “1" • • • “b £n 4- p +p | •> • • • j

seront, toutes inférieures à a en+i, et par suite à«e,; comme a est 
arbitraire, la convergence de la série (V') est démontrée.

On voit, par exemple, en conservant aux s la signification précé­
dente, que la série

*7

1+
«fl s1+
uTIco

+üi 
I r—

(



on peut supposer n assez grand pour que 2 £n+1.a soit plus petit que 
tel nombre positif que l’on voudra. La convergence de la série (V') 
est donc démontrée.

Le théorème du paragraphe 69 n’est qu’un cas particulier de 
celui-ci; il suffit pour s’en convaincre de remplacer les quantités gj, 
e*, ..., par les quantités ut, ... et de prendre pour la série (V) la 
série divergente
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* ?

dans laquelle la somme des n premiers termes est zéro ou un.

/



CHAPITRE III

PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE DES PONCTIONS D’UNE VARIABLE.

72. Considérons un ensemble (E) de nombres tous distincts et 
regardons ces nombres comme des valeurs attribuées à une variable x ; 
si à chacun de ces nombres x on fait correspondre un nombre y, on 
dira que y est une fonction définie de x pour chacun des nombres 
appartenant à l’ensemble (E). Par exemple a étant un nombre positif 
donné, l’expression ax, où x est un nombre entier positif, représente 
le produit de x facteurs égaux à a\ ax est en ce sens une fonction 
définie pour l’ensemble des valeurs entières et positives attribuées à x. 
Si l’on adopte les conventions qu’expriment les formules suivantes, 
où p, q sont des entiers positifs,

1-p
a+q = y/ap, a0 = 1,a q =

a p

on peut dire que ax est une fonction de x, dont la valeur est toujours 
positive, et qui est définie pour l’ensemble des valeurs rationnelles de x.

Soient a, b deux nombres quelconques, a étant le plus petit des 
deux, j’appellerai intervalle (a, b) l’ensemble des nombres a, b et de 
tous les nombres rationnels ou non qui sont compris entre a et b ; 
je dirai de l’un quelconque de ces nombres qu’il appartient à l’inter­
valle (a, b) ; les deux nombres a, b sont les limites de l’intervalle ; 
la différence b — a est Y étendue de l’intervalle; un intervalle (V, b1) 
est contenu dans l’intervalle (a, b) si les'nombres a', b' appartiennent 
à cet intervalle.

Une fonction y de x est définie dans l’intervalle (a, b) si à chaque 
valeur de x appartenant à cet intervalle correspond une valeur déter­
minée de y.



La notion de fonction, ainsi entendue, est extrêmement générale; 
elle paraîtrait autoriser l’introduction de fonctions à définition tout à 
fait arbitraire : ainsi, ce serait définir une fonction dans l’intervalle 
(2, 3) que de convenir qu’on prendra y — x pour toutes les valeurs

rationnelles de x qui appartiennent à cet intervalle et y = — pour 

toutes les valeurs irrationnelles.
En procédant ainsi, on risquerait singulièrement d’introduire des 

fonctions qui n’offriraient aucun intérêt aux géomètres ; les 'fonctions 
dont l’étude s’est trouvée féconde n’ont pas été construites arbitraire- 
ment; dans le développement de la science, elles se sont présentées 
d’une façon nécessaire : telles sont, pour ne citer que les plus simples, 
les fonctions entières, les fonctions rationnelles, les fonctions algé­
briques, les fonctions transcendantes ax, Iog x, sin x, cos x, etc.
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73. On entend par fonction entière un polynôme entier en x, 

y = A0xm + A\xm~ H- ••• -+- Am x + Am;— i

m est un nombre entier positif, A0, A17 ..., Am_i, Am sont des 
nombres constants. Une telle fonction, si l’on se donne les coefficients 
A0, ..., Am, est évidemment définie dans un intervalle quelconque.

Une fonction rationnelle est le quotient de deux polynômes entiers 
en x,

A0xm + Alxm~1 + ... -+- A m-xX + Am> 
t$0xn -f- Blxn 1 + ... -+- B,j—i x -+- Bny =

£

une pareille fonction est définie dans tout intervalle qui ne contient 
pas de valeurs de x pour lesquelles le dénominateur s’annule : pour ces 
dernières valeurs, la fonction n’est pas définie; elle n’a point de sens, 
puisque le cas où le diviseur est nul doit toujours être exclu.

Une fonction algébrique de x est telle que chaque valeur de x et 
chaque valeur correspondante y de la fonction vérifient une équation 
de la forme

t {oo, y) = 0
où le premier membre est un polynôme entier en x et y\ la définition 
précise d’une fonction algébrique dans chaque intervalle présente 
d’ailleurs des difficultés qui ne peuvent être abordées ici. Les fonctions

o
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non algébriques sont dites transcendantes. On reviendra plus tard 
sur la définition des fonctions transcendantes ax, log ce, sin x, cos ce, ... 
— C’est l’observation et l’étude des propriétés de ces fonctions parti­
culières (ou d’autres), des relations qu’elles ont entre elles, des 
combinaisons qu’on peut en former, etc., qui constitue le véritable 
objet de l’analyse; il est toutefois commode, quand ce ne serait que 
pour éviter d’insupportables répétitions, de faire précéder cette étude 
de quelques théorèmes généraux, d’un caractère purement logique, 
et qui reposent uniquement sur les définitions.

CHAP. III. — PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE.

74. Une fonction définie dans un intervalle (a, b) a nécessairement 
une valeur finie pour chaque valeur de la variable x qui appartient à 
cet intervalle; je dirai que la fonction est finie dans cet intervalle s’il 
existe un nombre positif A tel que chaque valeur de la fonction soit, 
en valeur absolue, inférieure à A : en ce sens une fonction qui serait

1
égale à zéro pour x — 0 et à - pour toute autre valeur de x appar­

tenant à l’intervalle (0> 1) n’est pas une fonction finie, quoique sa 
valeur soit finie pour chaque valeur de x appartenant à l’intervalle 
(0, 1). Cette fonction est au contraire finie dans tout intervalle (a, 1), 
dont la limite inférieure a est un nombre positif plus petit que un.

Lorsqu’une fonction f(pc) est finie dans un intervalle (a, b), il existe 
deux nombres M, m qui jouissent des propriétés suivantes : Chaque 
valeur de la fonction qui correspond à une valeur de x appartenant à 
l’intervalle est au plus égale à M ; de plus, ou bien il existe au moins 
une valeur de x, appartenant à l’intervalle, pour laquelle on a

f{x) — M ;

ou bien, quelque petit que soit le nombre positif e, il existe au moins 
une valeur de x appartenant à l’intervalle, pour laquelle f(cc) a une 
valeur comprise entre M et M — e.

De même, chaque valeur de la fonction f(x) qui correspond à une 
valeur de x appartenant à l’intervalle est au moins égale à m; de 
plus, ou bien il existe au moins une valeur de x appartenant à 
l’intervalle pour laquelle on a

f(x) = m;



ou bien, quelque petit que soit le nombre positif s, il existe au moins 
une valeur de x appartenant à l’intervalle, pour laquelle f(x) a une 
valeur comprise entre m et m + e.

M est dit la limite supérieure de la fonction dans l’intervalle (a, b); 
m est dit la limite inférieure de la fonction dans l’intervalle (a, b). 
La différence positive (ou nulle) M — m est dite Y oscillation de la 
fonction dans ce même intervalle.

Pour établir l’existence du nombre M, il suffit de se reporter au 
paragraphe 16 en considérant l’ensemble des valeurs distinctes de la 
fonction f(x) qui correspondent aux diverses valeurs de x qui appar­
tiennent à l’intervalle {a, b); puisque la fonction est finie, chacune 
de ces valeurs est inférieure à un certain nombre A ; si elles sont en 
nombre fini, le nombre M sera la plus grande de toutes ; si elles sont 
en nombre infini, leur ensemble admet une limite supérieure M qui, 
d’après ce qui a été démontré (§ 16), jouit des propriétés énoncées 
plus haut. Inversement, ces propriétés caractérisent complètement le 
nombre M.

L’existence du nombre m s’établit de la même façon.
Une fonction peut ne pas atteindre sa limite supérieure ou sa limite 

inférieure. Si, par exemple, une fonction est égale à x pour toute 
valeur de x appartenant à l’intervalle (0, 1), excepté pour x — 1, 
et si, pour x = 1, la valeur de la fonction est zéro, il est clair que la 
limite supérieure de cette fonction dans l’intervalle (0, 1) sera un et 
que, pour aucune valeur de x appartenant à cet intervalle, la fonction 
ne sera égale à un.

Si la fonction f(x) admet dans l’intervalle (a, b) les limites supé­
rieure et inférieure M, m, et si x, x' sont deux nombres appartenant 
à cet intervalle, la valeur absolue de la différence f(pc) — /’(cc') sera 
au plus égale à l’oscillation M — m de la fonction; cette oscillation 
peut être regardée comme la limite supérieure des valeurs distinctes 
que prend l’expression ] f(x) — f(x') | quand on donne à x et à x' 
toutes les valeurs qui appartiennent à l’intervalle (a, b).

Si une fonction f(x) est définie dans l’intervalle (a, b) et si l’on a, 
pour toutes les valeurs æ, x1 appartenant à cet intervalle,
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| f{x)—f{x') | < A,

A étant un nombre positif, on peut affirmer que la fonction f(x) est
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finie dans cet intervalle, puisque sa valeur absolue est toujours 
inférieure à 2A; on peut affirmer aussi que son oscillation est au 
plus égale à A.

Soit f(x) une fonction finie dans l’intervalle (a, b) ; soient M et m 
ses limites supérieure et inférieure. Si l’on divise l’intervalle (a, b) 
en p intervalles partiels égaux ou inégaux, et si l’on désigne par 
M,, M2, ..., Mp les limites supérieures, par mn m2, ..., mp les limites 
inférieures de la fonction dans ces intervalles partiels, M sera le plus 
grand des nombres Mp Ms, ..., MJ}, m sera le plus petit des nombres 
m p m„ ..., mp.

L’oscillation de la fonction f(pc) dans un intervalle (V, b') contenu 
dans l’intervalle (a, b), est au plus égale à l’oscillation M — m de 
cette fonction dans l’intervalle (a, b).

Si une fonction f(x) est définie dans un intervalle (a, b) sans y être 
finie, c’est que, quel que soit le nombre positif A, il y a, dans 
l’intervalle (a, b), au moins une valeur x telle que la valeur absolue 
de f(x) soit supérieure à A; on peut aussi dire qu’il y a au moins 
deux valeurs x, x' appartenant à cet intervalle, pour lesquelles on a
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| f(x) — f(x') | > A.

Enfin on voit encore que, si l’on divise l’intervalle (a, b) en un 
nombre quelconque d’intervalles partiels, il y aura au moins un de 
ces intervalles dans lequel la fonction ne sera pas finie.

75. On dit qu’une fonction f(x) est continue dans l’intervalle (a, b) 
si à chaque nombre positif s correspond un autre nombre positif-/] 
tel que la différence des valeurs que prend la fonction pour deux 
valeurs quelconques de x, appartenant à l’intervalle et ayant entre 
elles une différence moindre que yj, soit, en valeur absolue, moindre 
que e; en d’autres termes, sous la condition que x et x' appartiennent 
à l’intervalle et que l’on ait

\ X — X' | < Y],

on doit avoir, si la fonction f(x) est continue,

I f(p) — I < £•

Une fonction continue dans l’intervalle (a, b) est nécessairement



finie dans cet intervalle : si, en effet, après avoir choisi arbitrairement e 
et déterminé y] en conséquence, on divise l’intervalle (a, b) en un 
nombre n d’intervalles dont chacun soit moindre que yj, la fonction 
f(x) sera moindre, en valeur absolue, que | f(a) | + e dans le premier 
intervalle, que ] f(a) | + 2e dans le second, ..., que [ f(a) | + ne 
dans le dernier.

Si f(x) est une fonction continue dans l’intervalle (a, b), on pourra, 
quel que soit le nombre positif e, diviser l’intervalle (a, b) en un 
nombre fini d’intervalles partiels tels que, dans chacun d’eux, 
l’oscillation de la fonction soit moindre que e.

Réciproquement, s’il en est ainsi, la fonction est continue : car si 
l’on désigne par y; un nombre plus petit que l’étendue du plus petit 
des intervalles, deux valeurs x, x' appartenant à l’intervalle (a, b) 
et ayant entre elles une différence moindre que y) appartiendront au 
même intervalle partiel, ou à deux intervalles partiels contigus, ayant 
pour limite commune un certain nombre xv ; dans le premier cas, 
on aura
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1 f(oo) - f(x') [ < e;
dans le second,

I f(oo) — f(x') = | f(x) — f(x') + f(xv) — f (x1) | < 2e.

Le lecteur démontrera sans peine les propositions suivantes :
Si deux fonctions f(x), ?(a?) sont continues dans l’intervalle (a, b), 

il en est de même des fonctions f(pc) <p(a:), f(oc) X ?(#); il en est
f ( oc)

de même aussi de la fonction -—-t si la limite inférieure des valeurs
?(X)

absolues de la fonction f(x) dans l’intervalle (a, b) est un nombre 
positif.

Une fonction entière est continue dans tout intervalle.

76. Si une fonction f(x) est définie dans l’intervalle (a, &), on dira 
qu’elle est continue pour une valeur x appartenant à l’intervalle (a, b) 
si à chaque nombre positif e correspond un nombre positif y; tel que, 
sous la condition que x' .appartienne à l’intervalle et diffère de x 
d’une quantité moindre que yj, on ait

I f(x)—f(æ') I <£•
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Si x est différent de a et de b, on peut dire encore qu’à chaque 
nombre positif e doit correspondre, si la fonction est continue pour 
la valeur x, un nombre positif yj tel que l’on ait
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| f(x + 6 rù — f(x) | c e,

pour toutes les valeurs de 0 comprises entre — 1 et 1 ; si x — a, 
cette condition doit être vérifiée pour les valeurs de 0 comprises entre 
zéro et un ; si x — b, pour les valeurs de 0 comprises entre — 1 
et zéro.

On peut dire enfin que si la fonction est continue pour la valeur x, 
on peut à chaque nombre positif e faire correspondre un nombre y] 
tel que dans tout intervalle (a', b'), d’étendue moindre que y), contenu 
dans l’intervalle (a, b) et auquel appartienne le nombre x, l’oscillation 
soit moindre que e.

£
En effet, si e' est un nombre positif moindre que - > on peut faire

A
correspondre à ce nombre un nombre r{ tel que l’on ait

I fipo) — f(x') | c s',

pourvu que x1 appartienne à l’intervalle (a, b) et diffère de x d’une 
quantité moindre que y; ; or si l’on a

- a a' ~ X ^ b ' iS b,

et si l’on désigne par æ,, xî deux nombres quelconques appartenant 
à l’intervalle (a-, b1), on aura

b' — a' c y),

i f{po) — f{x,) | ce', 
I f(oo)—f(x,) I c e',

et par conséquent

I fW — f(%ù I < 2e';

l’oscillation de la fonction dans l’intervalle (a', b') est donc au plus 
égale à 2 e' et par conséquent inférieure à e.

77. Il est clair que si une fonction est continue dans un inter­
valle (a, &), elle est continue, au sens qui vient d’être précisé, pour
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chaque valeur de x qui appartient à cet intervalle ; mais la réciproque 
de cette proposition n’est pas évidente (*).

En effet, si on conserve les notations du paragraphe précédent, on 
voit que, si la fonction f(x), définie dans l’intervalle (a, b), est 
continue pour chaque valeur de x appartenant à cet intervalle, et si 
l’on se donne le nombre positif e, on pourra faire correspondre à 
chaque valeur de x un nombre positif -q tel, par exemple, que 
l’oscillation de la fonction soit moindre que e dans tout intervalle 
contenu dans (a, b) d’étendue plus petite que -q et auquel appartienne 
la valeur x; mais il n’est pas évident que toutes ces valeurs de -q, 
correspondantes aux diverses valeurs de x qui vont de a jusqu’à fi, 
soient supérieures à un certain nombre positif -q', en sorte qu’on 
puisse affirmer que, dans tout intervalle moindre que rf et contenu 
dans (a, &), l’oscillation de la fonction soit moindre que e. On sait 
seulement que tous ces nombres •q sont supérieurs à zéro. On ne 
peut pas non plus affirmer que la fonction f(oc) soit finie dans 
l’intervalle (a, b) au sens du paragraphe 74.

On lève cette double difficulté par la réduction à l’absurde, comme 
il suit.

Tout d’abord, pour ne pas être obligé de faire deux démonstrations 
presque identiques, je conviendrai, bien que les définitions qui 
précèdent n’autorisent à parler de l’oscillation d’une fonction que si 
elle est finie, de dire d’une fonction f(x) qui est définie dans un 
intervalle sans y être finie, que son oscillation y est supérieure à tel 
nombre positif A que l’on voudra, en entendant simplement par là 
qu’il y a, dans cet intervalle, au moins deux nombres x, x' pour 
lesquels on a

\f{x) — f(x') j > A.

Ceci posé, soit f(x) une fonction définie dans l’intervalle (a, b) : 
supposons qu’il existe un nombre positif e tel que, de quelque façon 
que l’on décompose l’intervalle (a, b) en intervalles partiels, l’oscilla­
tion de la fonction, dans l’un au moins de ces intervalles, soit 
supérieure ou égale à e; je vais montrer que cette supposition entraîne

(P Heine, Die Elemente der Functionenlehre (Journal de Crelle, t. LXXIV, p. 172).
On pourrai t peut-être éviter clans l’enseignement élémentaire, ces distinctions un peu 

subtiles, en se bornant à considérer la continuité dans un intervalle,
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ont une même limite x' ; en effet, d’une part, les termes de la première 
suite ne vont jamais en décroissant quand on s’avance dans cette
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la discontinuité de la fonction pour une valeur de x appartenant à 
l’intervalle (a, b). Si donc la fonction f(oc) est continue pour chacune 
de ces valeurs, le nombre e n’existera pas, en sorte que, si l’on se 
donne arbitrairement un nombre positif s', il y aura assurément un 
mode de décomposition de l’intervalle (a, b) en intervalles partiels 
tels que, dans chacun d’eux, l’oscillation de la fonction soit inférieure 
à e', et que, par conséquent, la continuité de la fonction f(x) dans 
l’intervalle (a, b), au sens du paragraphe 75, sera mise hors de doute.

Divisons l’intervalle (a, b) en 10,100, ..., 10" parties égales. Consi­
dérons en général les intervalles partiels obtenus en divisant (a, b) 
en 10" parties et supposons-les rangés dans l’ordre suivant :
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b — b — b —•> ( a O—■ i ci -t- 2a +a, a + 5 •10n 10" 10"

(„ + (10.-1) L_2, bj

Dans l’un de ces intervalles au moins, l’oscillation de la fonction 
est au moins égale à e; soit (a„, bn) le premier de ces intervalles pour 
lesquels cela a lieu ; on aura \

a 75= ai ^ a2 ^ ... ^ an ^ a,l+ï ^ ... ^ b.

En effet, dans les intervalles qui précèdent (an, bn), l’oscillation de la 
fonction est moindre que s; il en est de même dans les intervalles 
obtenus en les divisant en dix parties égales, c’est à dire dans tous 
les intervalles partiels obtenus en décomposant (a, b) enl0’i+1 parties 
égales qui précèdent l’intervalle

b — a( an +®nj 10"+1

On a donc an ^ an+1, etc.
Dès lors, si l’on suppose que l’opération soit continuée indéfiniment, 

on voit que les deux suites infinies

b?
" .Pjs-
 p^ J

5
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suite, et restent tous inférieurs à b; de l’autre, la différence bn — an
CL
— tend vers la limite zéro quand n augmente indéfiniment.

L’oscillation de la fonction dans tout intervalle (aM bn) limité par 
deux termes correspondants des deux suites est au moins égale à e; 
il en résulte que la fonction f(x) est discontinue pour la valeur x 
puisque les nombres aM bn qui appartiennent, ainsi que x\ à l’inter­
valle (a, b), peuvent être supposés aussi voisins qu’on le veut de x'.
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78. Si une fonction f(x), définie dans l’intervalle (a, b), est continue 
pour la valeur x appartenant à cet intervalle et si l’on considère en 
outre la suite infinie de valeurs

(1) rp tp rp

appartenant aussi à l’intervalle et ayant pour limite x, la suite infinie

f (^2)? ••••>

aura pour limite f(x) ; il suffit pour s’en convaincre de rapprocher les 
définitions des mots continuité et limite.

Réciproquement si, quelle que soit la suite (1) ayant pour limite x, 
la suite (2) a pour limite f(x), la fonction considérée est continue 
pour la valeur x.

En effet, nier la continuité pour cette valeur, c’est affirmer l’exis­
tence d’un nombre positif e jouissant de la propriété suivante : quelque 
petit que soit le nombre positif yj, il y a un nombre æ' dont la diffé­
rence avec x est moindre que y) et tel que l’on ait

/■(O, •••(2) /■(O,

I f(x) — f(x') | >£.

Dès lors si l’on considère la suite de nombres positifs

Vif • • • 5 Vnf • • •

ayant pour limite zéro et que l’on forme la suite correspondante de 
nombres

(3) xi y x%, ..., a?n, ...

de façon que l’on ait toujours

I f (®n) — f(x) | > s,
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il est clair que la suite (3) aura pour limite x et que la suite

f(x's), ..., f(x'n), ...

n’aura pas pour limite f(x).

79. Il convient de signaler ici une nouvelle acception du mot limite.
Considérons d’abord une fonction f(x) définie dans l’intervalle (a, b) 

et soit x1 une valeur appartenant à cet intervalle : on dira que, x 
tendant vers x', f(x) a pour limite un nombre X' si à chaque nombre 
positif s correspond un nombre positif yj tel que l’on ait

im-x' i<e

pour toutes les valeurs de x appartenant à l’intervalle (a, b) et pour 
lesquelles on a

| X — X' [ < yj.

S’il en est ainsi, la valeur absolue de f(x') — X' devra être moindre 
que tout nombre positif e, puisque | x' — x' \ — 0 est plus petit que 
tout nombre positif yj. C’est dire qu’on aura nécessairement

f(x') = X'

et que la fonction f(x) est continue pour x — x'. Mais, au lieu de 
considérer toutes les valeurs de x qui appartiennent à l’intervalle (a, 6), 
on peut en exclure quelques-unes et même une infinité ; si par exemple 
on exclut la valeur x', on dira que x tendant vers x1 par des valeurs 
différentes de x\ f(x) a pour limite un nombre X', si à chaque 
nombre e correspond un nombre positif yj tel que l’on ait

I f(p)-X'

pour toutes les valeurs de x appartenant à l’intervalle (a, b), autres 
que x' et pour lesquelles on a

| x — x' | < y; ;

dans ce cas il n’est pas nécessaire que le nombre f(x’) soit égal à X'. 
On pourrait encore exclure une infinité de valeurs

xt, ..., x.n, ...
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ayant x' pour limite; il n’y aura rien à changer à la définition, si ce 
n’est que les valeurs de x qui devront satisfaire à l’inégalité

IfOzO-X' I

seront les valeurs de x, autres que x„x„ ..., xn, ... et pour lesquelles 
on a

| x — x’ |

On peut se placer à un point de vue à peine différent et ne consi­
dérer que les valeurs de on qui appartiennent à un ensemble (E) qui 
toutefois doit contenir, quelque petit que soit a, une infinité de 
nombres compris entre x' — a et x' -+- a, qui, en d’autres termes, 
doit admettre la valeur x' comme valeur limite (§ 37). Si la fonc­
tion f(x) est définie, au moins pour les valeurs appartenant à cet 
ensemble (E), on dira que, x tendant vers la valeur x' par des valeurs 
appartenant à l’ensemble (E), f(x) a pour limite X', si à chaque 
nombre positif e correspond un nombre positif vj tel que l’on ait

\f(x)-X' | ce

pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à l’ensemble (E) et 
pour lesquelles on a

| x — x’ i < VJ.

L’ensemble (E) peut être, par exemple, composé des valeurs ration­
nelles appartenant à un intervalle (a, b), qui comprend le nombre ce', 
ou des nombres plus petits que x', ou des nombres plus grands 
que x', etc.

De même, si l’on considère un ensemble (E) contenant des nombres 
plus grands que A, quel que soit A, comme est, par exemple, l’en­
semble de tous les nombres plus grands qu’un nombre donné, ou 
de tous les nombres entiers positifs, ou de tous les nombres ration­
nels, etc., et si la fonction f(x) est définie, au moins pour chaque 
valeur de x qui appartient à (E), on dira que, x grandissant indéfini­
ment par des valeurs positives appartenant à l’ensemble (E), f{x) tend 
vers une limite X si à chaque nombre positif e correspond un nombre 
positif m tel que l’on ait

| f (x) — X | < £
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pour fous les nombres x appartenant à l’ensemble (E) et plus grands 
que m. C’est à ce dernier point de vue qu’on s’était placé jusqu’ici, 
en parlant de suites infinies
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tt,, u,j, ...

qui admettent une limite U ; le terme général un de cette suite peut 
être regardé comme une fonction de son indice n, fonction qui n’est 
définie que pour les valeurs entières et positives ; au lieu de dire que 
la suite infinie a une limite U, on peut dire que un a pour limite U 
quand n grandit indéfiniment par des valeurs entières et positives, 
c’est la convention déjà énoncée au paragraphe 40.

En se reportant à la définition des suites convergentes, on est amené 
naturellement à la généralisation que voici :

Considérons comme tout à l’heure une fonction f(pc) définie pour 
les valeurs de x qui appartiennent à un ensemble (E) admettant la 
valeur x' comme valeur limite (§ 37). Si à chaque nombre positif e' 
correspond un nombre positif -q tel que l’on ait

I f (O — f (X) I < e'(1)

pour toutes les valeurs xp, xq appartenant à l’ensemble (E) qui, mises 
à la place de £ dans l’inégalité

\^ — x’\ <yj',

satisfont à cette inégalité, la fonction f(x) tendra vers une limite 
quand x tendra vers la valeur x' par des valeurs appartenant à 
l’ensemble (E) :

Si, en effet, on considère une suite infinie de valeurs de x appar­
tenant à l’ensemble (E),

(2)

a?,, ..., xn, ..

et ayant pour limite x\ les termes de cette suite, à partir d’un certain 
rang, mis à la place de Ç dans l’inégalité (2), finiront par vérifier cette 
inégalité; on en conclut que la suite

est convergente; soit X' sa limite. Ceci posé, après s’être donné le
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nombre positif e, que l’on prenne e' = - et qu’on lui fasse corres­

pondre le nombre r/ comme il a été expliqué plus haut; si l’on 
désigne par xn et x deux nombres qui appartiennent à l’ensemble (E), 
qui, mis à la place de ç, vérifient l’inégalité (2), dont le premier enfin 
appartienne à la suite æ,, æ2, ... et vérifie l’inégalité
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I f (æn) — X' j <e',
on aura

\f(x)-X'\=\ f(x) -f(xn) + f{xn) - X' | < e.

La proposition est donc démontrée. Le lecteur énoncera et démon­
trera sans peine une proposition analogue qui permettra de reconnaître 
si une fonction tend vers une limite quand x croît indéfiniment par 
des valeurs appartenant à un ensemble (E).

Les théorèmes énoncés au paragraphe 36 s’étendent sans peine à 
nouvelles acceptions du mot limite; si u, v, w, ... sont des 

fonctions d’une variable x qui, lorsque x tend vers æ', ou bien 
augmente indéfiniment, ont pour limites les nombres U, V, W, ..., 
la fonction de x ç (w, v, tu, ...), où <p désigne un polynôme entier 
en u, v, w, ..., aura pour limite, dans les mêmes conditions, le 
nombre cp (U, V, W, ...); si (u, v, w, ...) désigne un second
polynôme en u, v, w, ... qui ne s’annule pas pour les valeurs consi­
dérées de x, qui n’est pas nul non plus pour u = U, v = Y, w = W,

? (m, U, w, ...)

d» (u, v, tu, ...)
On précisera d’une façon analogue cette expression : lorsque x tend 

vers x', f(x) augmente indéfiniment : on entendra par là qu’à 
chaque nombre positif A, si grand qu’il soit, correspond un nombre 
positif s tel que l’on ait

ces

?(U, Y, W, .,.) 
+ (U, V, W, ...)

aura pour limite..., la fonction

f {x) > A

pour toutes les valeurs de x (appartenant à l’ensemble que l’on 
considère) pour lesquelles on a

•J x — x' | < e.

Le nombre x\ en particulier, ne peut être l’une des valeurs que l’on 
considère.
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1On dira ainsi que la valeur absolue de — augmente indéfiniment
1

quand x tend vers zéro, que - grandit indéfiniment quand x tend

vers zéro par des valeurs positives, etc. ; c’est dans le même sens
1

qu’on dit que — devient infini par des valeurs positives ou négatives

quand x tend vers zéro pour des valeurs positives ou négatives, etc.
De même, dire que f(x) grandit indéfiniment avec x, ou est 

infiniment grand avec x, c’est dire qu’à chaque nombre positif A 
correspond un nombre positif B tel que l’inégalité

x > B
entraîne l’inégalité

f (x) > A.

Les expressions grandies indéfiniment par des valeurs positives ou 
par des valeurs négatives n’offrent aucune difficulté.

80. Une fonction f(x), définie dans l’intervalle (a, b), est dite 
croissante si la différence f(x) — f(x') n’est jamais nulle et est du 
même signe que la différence x — x' quelles que soient les valeurs 
distinctes x, x' appartenant à l’intervalle (a, b). Si la différence f(x) 
— f(x') est toujours différente de zéro et de signe contraire kx — x1, 
la fonction est décroissante.

Si la fonction f{x) est croissante dans l’intervalle (a, b), sa limite 
inférieure est f(a), sa limite supérieure est f(b), son oscillation est 
f(b) — f(a) : Si l’on considère une suite infinie

a?,, x.2, ..., xny ...

de nombres croissants, appartenant à l’intervalle, ayant x pour limite, 
la suite infinie de nombres croissants

f(x i), -,

qui ne peuvent dépasser f(b) a une limite; cette limite, si la fonction 
n’est pas continue pour la valeur x, peut être différente de f(x).

81. L’importante notion de la continuité permet de compléter en
Tanneby. — Théorie. 8
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quelque sorte la définition d’une fonction qui n’est pas définie pour 
toutes les valeurs de la variable.

Soit, par exemple,
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x2 — 1
nx)=x — 1

la valeur du second membre est définie pour toute valeur de x autre 
que un; elle est d’ailleurs égale à celle de la fonction x + 1, continue

x5 — 1
- représentedans tout intervalle; si l’on veut que l’expression —

aussi une fonction continue de x, quel que soit x, il faut lui attribuer 
la valeur 2 pour x = i.

L’expression ax, où a est un nombre positif, va nous fournir un 
exemple beaucoup plus important.

On a rappelé plus haut la définition de ax pour les valeurs ration­
nelles de x; on étend sans peine à cette fonction ainsi définie, pour 
l’ensemble des valeurs rationnelles, la propriété fondamentale qu’ex­
prime l’équation

(1) ax X ay = ax+”,

où x et y sont des nombres rationnels quelconques, propriété qui 
résulte immédiatement de la définition quand x et y sont des nombres 
entiers positifs.

Pour définir ensuite ax, quand x est irrationnel, on suit la même 
marche que lorsqu’on a voulu définir la somme ou le produit de deux 
nombres irrationnels : on considère une suite infinie de nombres 
rationnels

Xiy X%) XM ...

ayant le nombre x pour limite et on montre que la suite

aXfj aXl, ..., ax«, ...

a une limite qui est toujours la même, quelle que soit la suite infinie 
de nombres rationnels qui sert à définir le nombre x : c’est cette 
limite qui est, par définition, la valeur de cix; cette définition est 
d’ailleurs nécessaire, si l’on veut que la fonction ax soit continue. 

Avant de faire cette démonstration, il convient d’établir quelques
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propriétés de la fonction ax, qui peuvent se résumer comme il suit. 
A ne considérer que les valeurs rationnelles de la variable x, la 
fonction ax, où a est un nombre positif, est continue et croissante 
dans tout intervalle si a est plus grand que un, continue et décrois­
sante si a est plus petit que un.

Je supposerai dans ce qui suit a > 1.
Je remarque tout d’abord que les puissances entières et positives 

d’un nombre sont plus grandes ou plus petites que un, suivant que 
ce nombre est lui-même plus grand ou plus petit que un ; il en est de 
même par conséquent des racines d’un nombre. Donc si p et q dési­
gnent des nombres entiers positifs, on aura
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P _
aq —Vap>\.

Si donc x est un nombre rationnel positif, ax est plus grand que un.
L’égalité fondamentale (1) montre ensuite que ax+1J, où x et y sont 

des nombres rationnels, est plus grand que ax, si y est positif : car 
alors le facteur ay est plus grand que un, cela revient à dire que la 
fonction ax croît avec x, éette variable étant toujours supposée 
rationnelle.

Quant à la continuité, bornons-nous à considérer les valeurs de la 
variable qui sont, en valeur absolue, plus petites qu’un nombre positif 
rationnel r, arbitrairement fixé à l’avance; si x' et xv sont deux 
nombres rationnels plus petits que r, on aura

ax" — ax' | — ax' | axU — X1 < ar i ax"~x' — 1 |.— 1

Pour prouver que, s étant un nombre positif quelconque, on peut 
lui faire correspondre un nombre positif rt tel que, pour toutes les 
valeurs rationnelles de x' et xv qui satisfont à l’inégalité

| x' — x" | < r„

ar 1 ax"~x' — 1 ] et par conséquent | ax" — ax' | soit plus petit que ô, 
il suffit de démontrer que ax — la pour limite zéro quand x tend 
vers zéro par des valeurs rationnelles.

Soit ni un nombre entier positif égal ou inférieur à la valeur
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CO

1
0 < ax — 1 ^ am — 1,
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et, si x — — £ est négatif,

a' — 1 S0 < 1 — a *= — 1 a1'1— 1 ;< a
ax

tout revient donc à prouver que Va — la pour limite zéro quand 
augmente indéfiniment par des valeurs positives entières. Or, puis­
que Va est un nombre plus grand que un, soit, en désignant par a 
un nombre positif,

m

Va — 1 a;
on aura

a — (1 q- d)m > 1 -h via;

en d’autres termes
m/~ i ®Va — 1 < —

le second membre a manifestement zéro pour limite quand m augmente 
indéfiniment.

En résumé, si l’on se donne le nombre positif s, il suffira de
ar (a — 1) pour que l’on aitprendre m supérieur à la partie entière de

£

| a3-" — ax' | < e,

pour toutes les valeurs rationnelles de x' et xv moindres que r en 
valeur absolue et dont la différence est, en valeur absolue, moindre 

1
que — • m

Soit maintenant x un nombre irrationnel plus petit que r et soit

rp rp rp*"1) * * *9 * * *

une suite infinie de nombres rationnels, plus petits que r, ayant x 
pour limite. Si l’on se donne arbitrairement le nombre positif e, il 
existera toujours un nombre entier positif n tel que, quel que soit
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l’entier p plus grand que n, on ait

| axn — axp | < e ;

cette inégalité, en effet, sera vérifiée, pourvu que l’on ait, en conservant 
les notations précédentes,

\xn-Xp\<~-
La suite

(2) axn: ...

est donc convergente. La limite de cette suite sera, par définition, la 
valeur de ax. Il suffit, pour légitimer cette définition, de prouver que 
si l’on considère une seconde suite de nombres rationnels

ax', «**, •••>

Vu Uv •••?

ayant aussi x pour limite, la suite 

ay', av5, ..

a la même limite que la suite (2), ou encore que la suite

aXt — aVi, ax» — aVi, ..., axn — ayn, ...

a zéro pour limite : or cela résulte de ce que l’on peut supposer n 
assez grand pour que l’on ait, pour tous les nombres entiers p > n,

Vu, ••• •

u?/«, ...• ?

1 xp — yp I < — » 1 p m | axp — civp | < e.

On peut maintenant étendre à la fonction aæ, entièrement définie 
dans l’intervalle (— r, + r), les propriétés établies seulement pour 
les valeurs rationnelles de x. D’abord, si x est un nombre positif, 
ax est un nombre plus grand que un ; en effet tous les nombres de la 
suite x„ x„ ..., xn, ..., qui a pour limite le nombre positif a? finissent, 
après un certain rang, par être plus grands que tel nombre rationnel 
positif ; < x que l’on voudra ; à partir du même rang tous les termes 
de la suite (2) sont donc plus grands que al > 1 ; la limite de cette 
suite, au moins égale à al, est donc plus grande que un.

L’égalité fondamentale

%x y av — ax+
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deux suites infinies de nombres rationnels
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VuxM ...,

ayant respectivement x et y pour limite, la suite infinie de nombres 
rationnels

. y .> Vn, •••>

æn + y ni •••«^2 “f* 1/2? *•+ !/,»

aura pour limite x + y et les trois suites

axn, ..., 

ayn, ..

axn + Vn, ...

a*4» —»
*?

auront respectivement pour limites ay, aæ+2/ : comme on a d’ailleurs, 
quel que soit n,

X ttVn — CLXn + yn)

on a nécessairement
ax X a'J = ax+,J;

tout'ce qui a été démontré concernant la croissance et la continuité 
de ax pour les valeurs rationnelles de x s’appuyait uniquement sur 
cette égalité et sur ce fait que ax est un nombre plus grand que un 
quand a? est positif; les conclusions, établies pour les nombres ration­
nels, sont donc valables dans tous les cas et la fonction ax est continue 
et croissante dans tout intervalle.

Il n’est peut-être pas inutile d’observer qu’on aurait pu établir cette 
dernière proposition sans s’appuyer sur les propriétés particulières de 
la fonction ax. La proposition suivante résulte en effet immédiatement 
du paragraphe 79 :

Si une fonction f(x) est définie pour l’ensemble des valeurs ration­
nelles appartenant à l’intervalle (p, q) et si cette fonction est continue 
pour l’ensemble de ces valeurs, elle tend vers une limite lorsque x 
tend par des valeurs rationnelles vers une valeur x' appartenant à 
l’intervalle (p, q). Cette limite, si x' est irrationnel, peut servir à la 
définition de l’expression f(x'). La fonction f(x), ainsi définie dans 
tout l’intervalle (p, q), est continue. — Si la fonction primitivement
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donnée pour les valeurs rationnelles de la variable était croissante pour 
l’ensemble de ces valeurs, il en est de même de la fonction complétée.

Enfin on aurait pu encore, pour définir a®, lorsque x est irrationnel, 
se placer à un point de vue un peu différent, en portant d’abord 
l’attention sur ce fait que, pour des valeurs rationnelles de x, ax est 
une fonction croissante : considérons l’ensemble (E) des nombres obtenus 
en élevant a à une puissance dont l’exposant est un nombre rationnel 
moindre que x, et l’ensemble (Ef) des nombres obtenus en élevant a 
à une puissance dont l’exposant est un nombre rationnel plus grand 
que x. Chacun des nombres de l’ensemble (E) est plus petit que 
chacun des nombres de l’ensemble (E'); l’ensemble (E) a une limite 
supérieure (§ 16) plus grande que chacun de ses éléments, plus petite 
que chacun des éléments de l’ensemble (E') ; de même l’ensemble (E') 
a une limite inférieure, plus petite que chacun de ses éléments, plus 
grande que chacun des éléments de l’ensemble (E); comme il y a 
dans les ensembles (E) et (E') des nombres qui diffèrent entre eux 
aussi peu qu’on le veut, il faut que les deux limites soient égales. 
Leur valeur commune peut servir à définir ax. Cette définition n’est 
pas distincte de la première, comme on le voit en prenant pour cette 
suite x„ a?s, ..., xn, ..., qui a pour limite le nombre x et dont on est 
parti dans la première définition, une suite de nombres rationnels 
croissants. Il ne serait pas difficile, en restant au même point de vue, 
d’établir les propriétés fondamentales de la fonction ax.

La fonction cix grandit indéfiniment avec x (supposé positif); il suffit 
de le prouver quand x croit par valeurs entières : or, cela résulte 
immédiatement de l’inégalité
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(1 + a)m > 1 + ma,

où a est un nombre positif et m un nombre entier positif; l’égalité
1— montre ensuite que, lorsque x augmente indéfiniment para~x —

sdes valeurs négatives, ax a pour limite zéro.

Enfin si a =■ 

par la formule

1
— est un nombre plus petit que un, on définira ax

1
ax = — 

a'x
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82. La propriété fondamentale
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? (®) X ? (y) = <p (x + y)(1)

dont jouit la fonction ax caractérise cette fonction; toute fonction o (x), 
continue pour toute valeur de x et qui jouit de la propriété (1), est 
de la forme ax; j’emprunte la démonstration de cette proposition à 
Cauchy (1).

00
En remplaçant d’abord dans l’égalité (1) x et y par —: on trouve

? (x) = ?

ce qui montre que la fonction <p (x) doit être positive quel que soit x. 
Puis la supposition y — 0 donne

? 0») X ? (0) — <p {x);
on a donc

? (») = i ;
si l’on ne veut pas supposer que la fonction © (x) soit constamment 
nulle.

En faisant y — — x dans (1), on trouve

(2)

? (oc) X f (— x) — çp (0) = 1.(3)
L’égalité fondamentale (1) conduit immédiatement à la suivante :

<p 0>) X ? (X) X ... x? (O = ? (xx + x2 + ... + O,

d’où, en supposant toutes les quantités a?,, a?2, ..., égales à x

(4) ? (na?) — [? (a?)]'8;

cette égalité, établie pour un nombre entier n, s’étend aux nombres 
quelconques.

\
Elle s’étend d’abord aux nombres positifs n de la forme -■> où p

P
est un nombre entier, car l’égalité (4), quand on y remplace n par p

(i Cours d’analyse de l’Ecole royale polytechnique, p. 106.
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et x par - ? devient 
P

? (®) = ? (|) ’

d’où
(|) = P? 0*0 = [? 0*0? ;(5) ©

c’est bien la détermination arithmétique qu’il faut prendre pour 

doit être positif : l’égalité (5) n’est autre queIP/?(P), puisque ©

1
l’égalité (4), où — remplace n.

Si maintenant on élève à la puissance q, q étant un nombre entier 
positif, les deux membres de l’égalité (5), on a

[• ©J = [? 0*0? ;

mais en vertu de l’égalité (4) on a,

par suite on a

= [? (*)? •

Ainsi l’égalité (4) est étendue à tous les nombres rationnels positifs ; 
en tenant compte de (3), elle s’étend immédiatement à tous les nombres 
rationnels négatifs : elle est vraie pour n = O, en vertu de (2).

Jusqu’ici, on ne s’est pas servi de cette supposition que la fonc­
tion © (x) est continue.

Cette supposition intervient pour étendre aux nombres irrationnels 
l’égalité (4).

Soit en effet
n>, n2, .. nn .. •5

suite infinie de nombres rationnels ayant pour limite le nombreune
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irrationnel n; on aura, quel que soit l’indice r,

THÉORIE DES FONCTIONS d’üNE VARIABLE.

? (nr ») — [® 0)]'V

lorsque r augmente indéfiniment, nrx tend vers nx, et puisque la 
fonction © est continue, © (nr x) a pour limite © (n x) ; de même 
[© {x)Yr a pour limite [© (a?)]’*, à cause de la continuité de la fonc­
tion ax\ les limites des deux membres sont égales et l’on a ainsi, 
quel que soit le nombre n, *

? (næ) = L? («)]"•

Observons en passant que le même mode de raisonnement appliqué 
à la fonction ar, montrerait que l’on a, quels que soient les nom­
bres n et x,

anx — [a*]\

Si maintenant, dans l’égalité

? (nx) = [? (a;)]re,

on remplace x par un et n par x, il vient

© (x) = [© (1)]Æ;

en désignant par a la constante positive © (1), on aura finalement

© (a?) — a*.

83. Lorsque m est entier positif ou négatif, la fonction xm est 
entière ou rationnelle. Si m est un nombre fractionnaire ou irra­
tionnel, la fonction xm est définie pour toutes les valeurs positives 
de x. La formule

1
x~m = xm

montre qu’on peut se borner à l’étude du cas où m est positif. Alors 
la fonction xm est nulle pour x = 0, comprise entre zéro et un 
quand x est compris entre zéro et un, plus grande que un pour x > i.
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L’équation

(1) (x + h)m — xm —

où h désigne un nombre positif, montre que la fonction xm est 
croissante, puisque l’on a

O )' — 1 > 0.

La même égalité fait voir que pour établir la continuité de la fonction 
pour toutes les valeurs positives de x inférieures à un nombre 
arbitrairement choisi A, il suffit de prouver que la fonction (1 + r)m 
a pour limite l’unité lorsque y) tend vers zéro par des valeurs positives : 
or, si y] est un nombre positif moindre que un, on aura, en désignant 
par M un nombre entier positif plus grand que m,

1 c (1 + Y])m <(1 + y])m < 1 + Mr( (1 + Y])d’­

inégalités qui mettent en évidence la proposition énoncée; si l’on 
prend, en désignant par e un nombre positif,

1 2>I_1 My;,— i

l’égalité (1) montre que l’on aura

| x'm — x"m

pour tous les nombres positifs x\ x" moindres que A et dont la 
différence est, en valeur absolue, moindre que y).

Si m était négatif, la fonction xm serait continue et décroissante 
dans tout intervalle limité par des nombres positifs.

La fonction
o (X) = Xm

jouit de la propriété

? 0») X ? (y) — o (xy).

On pourra montrer, par un procédé analogue à celui qui a été employé 
au paragraphe précédent, que toute fonction positive et continue pour 
les valeurs positives de x qui jouit de cette propriété est de la forme xm.

rC
t 

&
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84. Revenant maintenant à la théorie générale, je vais démontrer, 
relativement aux fonctions continues, deux théorèmes fondamentaux.

Le premier de ces théorèmes, que l’on a longtemps admis comme 
évident, a été démontré d’une façon rigoureuse par Cauchy (*). Voici 
en quoi il consiste :

Si f(x) est une fonction continue dans l’intervalle (a, b) et si les 
deux nombres f(a), f(b) sont de signes contraires, il existe un 
nombre x, appartenant à l’intervalle (a, b), différent de a et de b, 
pour lequel on a

f(x) — 0.

Supposons en elfet f(a) < 0, f(b) > 0; divisons l’intervalle (a, b)

n b — a a + 9 b
10

Jj _ ^
et substituons dans f(x) les onze nombres a, a H---- , ..., b qui

limitent ces intervalles; si l’un des résultats de la substitution est nul, 
il n’est pas nécessaire d’aller plus loin ; si aucun de ces résultats n’est 
nul, désignons par è, le premier nombre qui fournit un résultat 
positif, par ai celui qui le précède; on aura

/“(«Je 0, /‘(b1)> 0,

-.......en dix intervalles égaux a + “qjy )

l’on pourra raisonner sur l’intervalle (a,, bt) comme sur l’inter­
valle (a, b), le décomposer encore en dix intervalles égaux et en 
déduire ou une valeur de x qui annule f(x), ou un nouvel intervalle 
(a2, 62) Pour lequel on aura

f (aî) < 0, f(&2)< 0,
b — a

b2 — a2 =
100

En continuant toujours de la même façon, si l’on ne rencontre 
jamais de nombre qui annule f(x), on formera deux suites infinies

CLni •••}
b 11 ^21 •••! bni •••!

jouissant des propriétés suivantes : les nombres de la première suite

u2, ..a a

(*) Cours â’analyse de l’Ecole royale polytechnique, p. 460.

^ a
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ne vont jamais en diminuant, ils sont tous inférieurs à b; les nombres 
de la seconde suite ne vont jamais en augmentant, ils sont tous
supérieurs à a; chacune des deux suites a une limite, ces limites 
sont égales, car la différence

b — a
bn d'n -- 10”

a évidemment zéro pour limite quand n augmente indéfiniment : 
soit A la limite commune aux deux suites. En vertu de la continuité
de la fonction f(x), qui n’a pas encore été invoquée, les deux suites 
infinies

f(a), fia,), ..., f{an), .. 
f(b), f(bf(bn),...,

•)

ont pour limite commune f(A) ; mais tous les éléments de la première 
suite sont négatifs, donc leur limite f(A) est négative ou nulle; tous 
les éléments de la seconde suite sont positifs, donc leur limite f(A) 
est positive ou nulle; donc, enfin, on a

f (A) = 0.

Voici une conséquence immédiate de cette proposition.
Soit f(oc) une fonction continue dans l’intervalle (a, b) et N un 

nombre compris entre f(ci) et f(b) ; il y a un nombre x appartenant 
à l’intervalle (a, b), différent de a et de b, pour lequel on a

f(æ) = N.

En effet, la fonction f (pc) — N est continue et les deux nombres 
f (a) N, f(b) — N sont de signes contraires.

On exprime cette propriété des fonctions continues en disant qu’elles 
ne peuvent passer d’une valeur à une autre sans passer par toutes les 
valeurs intermédiaires. Il importe de remarquer que cette propriété 
ne caractérise pas les fonctions continues (*).

(l) M. Darboux a signalé toute une classe de fonctions qui ne peuvent passer d’une 
valeur à une autre sans passer par tes valeurs intermédiaires. (Mémoire sur les fonctions 
discontinues. — Annales scientifiques de l’École normale supérieure, 2° série, t. IV, p. 109.) 
11 suffira de lui emprunter l'exemple suivant : Soit f(x) une fonction qui soit nulle1
pour x = 0 et égale à sin — pour toutes les autres valeurs de x. Cette fonction est
discontinue pour x = 0, cependant il est aisé de voir qu’elle ne peut passer d’une valeur 
à une autre sans passer par les valeurs intermédiaires.



an) .. •5
bn, .. •7

jouissant des propriétés suivantes : les nombres de la première suite 
ne vont jamais en décroissant, ceux de la seconde suite ne vont jamais 
en croissant ; chacune des suites a une limite et les deux limites sont 
égales à un même nombre X, puisque l’on a

b — a*
bn -- an — 10" ’

(>) M. 'Weierstrass< donne depuis longtemps la démonstralion de cette proposition 
dans son enseignement. Voyez la Note de M. Darboux Sur un théorème relatif a la 
continuité des fonctions (Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. III, 
p. 307), où il établit la proposition analogue dans le cas de deux variables, et le Mémoire 
déjà cité du même auteur sur les fonctions discontinues, p. 63.
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85. La seconde propriété fondamentale des fonctions continues est 
la suivante :

Si une fonction f(x) est continue dans un intervalle (a, b) et si M, m 
désignent respectivement sa limite supérieure et sa limite inférieure, 
il existe deux nombres X, x, appartenant à cet intervalle, pour les­
quels on a

f{X) = M, f{x) — m.

On exprime plus brièvement cette propriété en disant qu’une fonc­
tion continue atteint sa limite supérieure et sa limite inférieure (*).

Je me bornerai à établir le théorème pour la limite supérieure. 
Divisons encore l’intervalle (a, b) en dix intervalles égaux

(-^3..... (■
10

Dans l’un de ces intervalles au moins, la limite supérieure de la fonc­
tion f (x) est M : en effet, la limite supérieure de la fonction dans 
l’intervalle total est la plus grande des limites supérieures dans les 
intervalles partiels; soit (a,, 6,) le premier intervalle dans lequel la 
limite supérieure soit M; en le divisant encore en dix intervalles 
égaux, on formera un nouvel intervalle (a2, &2) pour lequel la limite 
supérieure sera M, etc... ; en continuant ainsi indéfiniment, on for­
mera deux suites infinies

.P
 P

►
f*
 PP 
P
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enfin, dans chaque intervalle limité par deux termes correspondants 
an, bM la fonction f (x) admet la limite supérieure M.

On déduit de là l’égalité
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f (X) — M.

Supposons, en effet, que l’on ait

f(X) = M' < M

et que X ne soit ni a ni b.
Puisque la fonction f (x) est continue, à chaque nombre positif e 

correspondra un nombre positif yj tel que l’intervalle (X — yj, X + yj) 

soit contenu dans l’intervalle (a, b) et que, pour toutes les valeurs 
de x appartenant à l’intervalle (X — y], X + yj), la valeur de f (x) 
soit comprise entre M' — e et M' + e; on peut supposer ce dernier 
nombre plus petit que M. Mais, d’un autre côté, les termes de la 
suite (1) finissent après un certain rang par tomber entre X — yj 

et X + yj ; si l’on a, par exemple,

X — yj ^ an c bn ^ X + yj,

comme la fonction f (x) doit prendre, pour des valeurs de x 
appartenant à l’intervalle (a„, bn) et par conséquent à l’intervalle 
(X — yj, X + yj), des valeurs plus grandes que tout nombre M' + e 
inférieur à la limite supérieure M de la fonction dans l’intervalle 
(ian, bn), la contradiction est manifeste. Si l’on avait X = 6, on 
considérerait un intervalle (b — yj, b) tel que l’on eût, pour toutes 
les valeurs de x appartenant à cet intervalle,

I /■(&) — f (®) I < £•

Si Ton avait X == a, il faudrait que Y on eût

Ct   Ctj^ ■—■ Ct ^ J~~—• • • • ■—■ M-n —• • • •   X j

*

et l’on considérerait un intervalle (a, a + yj) tel que l’on eut pour 
toutes les valeurs de x appartenant à cet intervalle

1 /'(«) “ f(p) I < s;

les termes des suites (2), après un certain rang, finiraient par appar­
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tenir tous à l’intervalle (b — rh b) ou (a, a 4- vj) et la contradiction 
apparaîtrait de la même façon.
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86. Les deux propositions que l’on vient d’établir ont été démon­
trées en supposant seulement que la fonction considérée f (oc) est 
continue, il convient de s’arrêter un peu sur le cas où elle est à la 
fois continue et croissante, ou bien continue et décroissante. Les 
choses se présentent alors d’une façon plus simple. Je supposerai 
dans ce qui suit que la fonction f (x), dans l’intervalle (a, b), est 
continue et croissante; d’abord, il est clair qu’elle atteint, pour 
X — a, sa limite inférieure f (a), et pour x = b, sa limite supé­
rieure f (b).

On n’a donc affaire qu’à la première proposition. Si f (a) et f (b) 
sont de signes contraires, f (x) s’annule pour une valeur x' apparte­
nant à l’intervalle (a, b), autre que a et que b. On observera d’abord 
qu’il ne peut y avoir qu’un nombre x' appartenant à l’intervalle (a, b) 
pour lequel on ait f (x1) = 0 : en effet, la fonction étant croissante 
est négative pour les valeurs de x inférieures à x', positives pour les 
valeurs de x supérieures à x'.

Ceci posé, considérons l’ensemble des valeurs de x appartenant à 
l’intervalle (a, b) pour lesquelles la fonction f (x) est négative, et 
l’ensemble des valeurs pour lesquelles elle est positive; chaque nombre 
du premier ensemble est plus petit que chaque nombre du second 
ensemble ; le premier ensemble a donc une limite supérieure a?, et le 
second ensemble une limite inférieure d’ailleurs, tout nombre X 
supérieur à a?, appartient au second ensemble; en effet, on ne peut 
avoir ni f (X) <0, ni f (X) — 0, puisque, dans le premier cas, 
X appartiendrait au premier ensemble, et que, dans le second cas, il 
en serait de même de tout nombre plus petit que X, en particulier 
des nombres compris entre xl et X ; en d’autres termes, tout nombre 
plus grand que a?, est aussi plus grand que x3 ; de même tout nombre 
plus petit que x2 est aussi plus petit que a?, : donc x^ = xr Jusqu’ici 
on n’a pas fait intervenir la continuité : elle sert à prouver que l’on 
a f (a?,) = 0. Si l’on avait f (x,) > 0, par exemple, pour un nombre 
un peu plus petit que a?,, f (x) serait encore positif, et x2 = ai, ne 
serait pas la lirhite inférieure de l’ensemble des nombres appartenant 
à l’intervalle (a, b).pour lesquels la fonction f (x) est positive.
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87. Si la fonction f (pc) est continue et croissante dans l’intervalle 
(a, b) et si l’on pose
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/»= A, f(b) = B,
l’équation

(1) / (®) = x,

définit x comme une fonction croissante et continue de la variable X 
dans l’intervalle (A, B).

En effet, à chaque valeur de X appartenant à cet intervalle, corres­
pond une valeur de x et une seule appartenant à l’intervalle (a, b) 
qui vérifie l’équation (1); x peut donc être regardé comme une 
fonction © (X) de la variable X, définie dans l’intervalle (A, B). La 
fonction © (X) est croissante : en effet, si l’on a

f(x) = Xf f(x')=X',

® = ?(X), ®'=ç(X'),
ou

l’expression
f (x) — f (x')

rn , ot^«A/ fAJ

est positive, puisque la fonction f (x) est croissante; il en est de même 
de l’expression

n ?(X)-©(X').
X — X'

la fonction ç (X) est donc croissante.
Enfin la fonction © (X) est continue; en effet, si e est un nombre 

positif plus petit que b — a, la différence

f(x-hz)—f (x)

lorsque æ varie de a h b — s reste positive et continue; elle admet 
une limite inférieure positive rt ; cette limite ne peut être nulle puis­
qu’elle doit être atteinte pour une certaine valeur <; appartenant à 
l’intervalle (a, b — s) et que l’on ne saurait avoir

Si maintenant x et x' désignent deux valeurs appartenant à l’inter- 
Tannery. — Théorie. 9
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valle (a, b) et telles que l’on ait x' — x > s, on aura

130

f(x') > f(x + s)
et, par suite,

f(x) > f (x + e) — f {x) > rr

Ainsi, pour des nombres x, x' appartenant à l’intervalle {a, b), la 
supposition

| f(x') — f(x) | < y;

entraîne l’inégalité
| x — x' | < s.

En d’autres termes, à chaque nombre positif e correspond un nom­
bre positif y; tel que la condition

|X-X' |<Y),

entraîne l’inégalité
I ? (X) - ? (X') | < e,

pourvu, toutefois, que les nombres X, X' appartiennent à l’intervalle
(A, B).

La fonction x = <p (X) est dite la fonction inverse de la fonction
f{x).

88. Par exemple, la fonction ax où a désigne un nombre plus 
grand que un, est une fonction continue et croissante dans tout 
intervalle; elle est toujours positive, s’approche autant que l’on veut 
de zéro, et peut prendre des valeurs positives aussi grandes qu’on le 
veut. Il résulte de là que si X désigne un nombre positif, il existe un 
nombre x et un seul pour lequel on a

ax — X,

ce nombre est dit le logarithme de X dans la base a; on l’écrit log X; 
la fonction log X est croissante et continue dans tout intervalle dont 
les limites sont des nombres positifs; elle est négative quand X est 
compris entre zéro et un, positive quand X est plus grand que un (*),

(!) Si a était plus petit que un, le logarithme se définirait de la même façon, log X 
serait alors une fonction décroissante.
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nulle pour X = 1 ; lorsque X grandit indéfiniment, il en est de même 
de log X; lorsque X tend vers zéro par des valeurs positives, log X 
est négatif et grandit indéfiniment en valeur absolue; à la propriété 
de la fonction exponentielle

CHAP. III. — PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE.

ax X av = a*4'2',

correspond la propriété fondamentale de la fonction logarithmique

log (XY)=rlogX + log Y.

La fonction logarithmique est la seule fonction continue qui jouisse 
de cette propriété; on établira cette proposition en suivant la même 
voie qu’au paragraphe 82, ou en considérant la fonction inverse de la 
fonction logarithmique.

Remarquons encore que, en élevant à la puissance y les deux 
membres de l’identité

alogx _ x^

où x est un nombre positif, on trouve

ayloSx __ xv.

ou bien
y log x — log xv.

Cette dernière égalité peut aussi se déduire de l’égalité fondamentale 

log (xy) = log x + log y

et de la continuité de la fonction logarithmique.



CHAPITRE IV

DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS DONT LES TERMES 

SONT DES PONCTIONS D’UNE YARIABLE.

89, Considérons une suite infinie de fonctions d’une variable x,

«P • * • 5• 5

fonctions dont chacune est donnée dans l’intervalle (a, b) ; si pour 
chaque valeur de x appartenant à cet intervalle la série

(S) Mj + Uî + ... -f- Un + ...

est convergente, à chaque valeur de x correspondra une valeur de la 
somme de cette série; en d’autres termes, la somme de la série est 
une fonction de x définie dans l’intervalle (a, b).

Désignons en général par R„(a?) le reste de la série quand on 
s’arrête au terme un, c’est à dire la somme de la série convergente

'îV-t-i + ^«+2 H- •• ')

puisque, pour chaque valeur de x appartenant à l’intervalle (a, b) 
la série est convergente, à chacune de ces valeurs et à chaque nombre 
positif s correspond un nombre entier positif p tel que l’inégalité n > p 
entraîne l’inégalité

I K {x) I < s;

le nombre^ dépend en général de la valeur de x, en même temps 
que de la valeur de s.

Mais les séries pour lesquelles ce nombre p peut être déterminé 
indépendamment du nombre x et ne dépend ainsi que de la valeur 
de s offrent un intérêt particulier. En effet dans tout l’intervalle (a, b),
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là somme des p premiers termes de la série représente la fonction 
définie par la série avec une erreur dont la limite supérieure e est la 
même quel que soit x ; en sorte que, en étudiant cette somme, on 
pourra se rendre compte, au moins approximativement, des propriétés 
et de la marche de la fonction; il en est tout autrement si, pour avoir 
un même degré d’approximation, il suffit, pour certaines valeurs de x, 
de considérer un petit nombre de termes de la série tandis qu’il faut, 
pour d’autres valeurs, prendre un très grand nombre de termes. Les 
séries qui rentrent dans le premier cas, et que l’on nomme uni­
formément convergentes, sont donc particulièrement intéressantes.

On dit qu’une série

CHAP. IV. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

(0 U [ -f- Uj + ... -f- Un -f- ...

dont les termes sont des fonctions d’une variable x et qui est conver­
gente pour chaque valeur de x appartenant à l’intervalle {a, b) est 
uniformément convergente dans cet intervalle, lorsque à chaque 
nombre positif e correspond un nombre entier positif p jouissant de 
la propriété suivante :

Quel que soit le nombre x appartenant à l’intervalle (a, b) et le 
nombre entier n égal ou supérieur à p, le reste R„ de la série limitée 

terme est en valeur absolue moindre que s.
On réunira les conditions nécessaires et suffisantes pour que la 

série (1) converge (§ 45) et pour qu’elle converge uniformément, en 
disant qu’à chaque nombre positif e' doit correspondre un entier p 
tel que, quels que soient les entiers n, m vérifiant les inégalités

ièmeau n

p < m,
on ait

| nn+\ -f- un+2 + ... + um | < s ,

pour toutes les valeurs de x appartenant à l’intervalle (n, b).
Il est clair que si une série est uniformément convergente dans 

deux intervalles contigus (a, b), (b, c), elle est uniformément conver­
gente dans l’intervalle (a, c) (1).

C) Je donne ici la définition adoptée par Heine (Handbucli der Kugelfunctionen, 
2e éd., 1.1, p. 65) et par M. Weierstrass (Remarques sur quelques points de la théorie des 
fonctions analytiques : Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 2e série, 
t. V, l,c partie, p. 157). Je crois toutefois devoir faire remarquer qu’elle diffère de celle
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Par exemple la série

x xx
4- ... 4 * • J[(n— \)x + 1] [nx 4- 1]l.(a?4-l) (x 4- 1) (2a? + 1)

est convergente quel que soit le nombre positif ou nul x.
Pour x = 0, elle a évidemment zéro pour somme, si x est un 

nombre positif, on voit, en partant de l’identité

1 1x
[(n — 1) X 4- 1] [nx 4-1] (n — 1) X 4- 1 

que la somme de ses n premiers termes est égale à

nx 4- 1

1
1 —

nx 4- 1’

quel que soit le nombre positif x, cette somme pour n infini a pour 
limite un; la série est donc convergente et a pour somme l’unité; le 
reste, quand on s’arrête au nième terme, a d’ailleurs pour valeur

adoptée par d’autres géomètres, notamment par M. Darboux (Mémoire sur les fonctions 
discontinues, p. 77) et par M. Dini (Fundamenti per la leorica dette fumioni di variabili 
reali, p. 103). Pour ces auteurs, une série est uniformément convergente si, à chaque 

ibre positif s correspond un entier positifi? tel que le reste Rp (<zp de la : érie bornée 
au_pième terme soit, en valeur absolue, moindre que s : on n’a pas à se préoccuper des 
restes suivants. Par exemple si on considère une série dont les termes Ui, u:, ..., up ... 
obéissent à la loi suivante, pour n — 1, 2, 3, ...

non

x — x
[n +■ \) x* + [t — (n 4- 1) æ]*’ ^2n —U2n — 1 — 4- (1 — nx)2

on voit de suite que cette série est convergente quel que soit x, quelle a pour somme 
> que le reste est nul si on prends impair, qu’il est, égal à %n_i si l’on

x

X* + (1 — x)s
suppose^ pair et égal à 2n — 2 ; cette série est uniformément convergente dans tout 
intervalle, au second sens du mot, puisqu’il y a des restes nuis; elle ne l’est pas, au 
sens primitivement adopté, dans un intervalle tel que (—1, 4-1), en effet &2n—i,

pour # — — , se réduit à un ; quel que soit le nombre^, il y aura un reste, après lejpième,
qui sera, pour une valeur convenable de x, égal à un. La seconde définition a donc cet 
avantage d’ètre plus large; en outre elle se légitime par ce fait qu’elle suffit pour la 
démonstration des propriétés fondamentales des séries convergentes relatives à la 
continuité et à l’intégration, comme on le verra d’ailleurs dans la démonstration de ces

faire entrer dans la notion de lapropriétés; mais, d’un autre côté, il est naturel de
convergence uniforme, cette idée que le degré d’approximation auquel on parvient 
lorsqu’on prend un certain nombre de termes se conserve en quelque sorte quand on 
prend un plus grand nombre de termes; on peut vouloir aussi que le reste d’une série 
uniformément convergente soit lui-même donné par une série uniformément conver­
gente. C’est ce qui m’a décidé à adopter la définition que j’ai donnée dans le texte.
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1 1 , 1

— cette valeur est égale à -absolue - ; on voit donc

que dans un intervalle dont la limite inférieure est zéro et la limite 
supérieure un nombre positif quelconque, la série n’est pas uni­
formément convergente, puisque, si l’on assigne un terme quelconque, 
on peut trouver un terme de rang plus éloigné tel que, en adoptant 
pour x une valeur convenable, le reste de la série, limitée à ce terme,

; pour x —
nx -+- 1

1
soit égal à - • On remarquera encore que, dans un pareil intervalle,

la somme de la série n’est pas une fonction continue de x, quoiqu’il 
en soit ainsi de tous ses termes.

Au contraire, dans un intervalle quelconque (a, b) limité par deux 
nombres positifs, la série est uniformément convergente. Si on se
donne en effet le nombre positif e, il suffira de prendre n plus grand

1
que la partie entière de --—- pour que le reste correspondant an n

terme et les restes suivants soient, quelle que soit la valeur de x 
appartenant à l’intervalle (a, b), en valeur absolue, inférieurs à e.

ième

90. Les séries dont les termes sont des fonctions d’une variable x 
et qui sont absolument convergentes pour chaque valeur de x appar­
tenant à l’intervalle (a, b) sont dites absolument convergentes dans 
cet intervalle. Les séries qui sont à la fois absolument et uniformément 
convergentes dans un intervalle donné présentent évidemment un 
intérêt particulier : il y a un cas très général où l’on peut reconnaître 
facilement cette double propriété d’une série (1).

Soit

(1) u, + m, + ... + un■-+- ..

une série dont les termes dépendent de la variable x ; soit en outre

v, + v.2 + ... -F- vn -f- ...

une série convergente dont les termes sont des nombres positifs 
donnés ; s’il arrive que pour chaque valeur de x appartenant à 
l’intervalle (a, b), les termes de la série (1) soient, en valeur absolue,

* }

(2)

(’) AVeierslrass, à l'endroit cité dans la note précédente.



Soit A un nombre positif quelconque ; on a vu que la série

A* A”
1 + 1.2 1.2 ... n

Un + 1 -T* Un + 2 + •••

est inférieure à la somme de la série (3). 
Considérons par exemple la série

x2 xn
(4) 1 + + ...1.2 ... n1.2

m (m — 1)m
x1 + ...(5) 1 + — x + 1.21

m (m — 1 ) ... (m — p -t- 1)
xp + ...1.2 ... p

Soit q un nombre positif inférieur à un, et M un nombre positif 
quelconque, la série à termes positifs

M (M + 1)
+ ...(6) 1.2

M (M + 1) ... (M + p — 1)
1.2 ... p

est convergente.

était convergente; donc la série (4) est absolument et uniformément 
convergente dans tout intervalle dont les limites sont, en valeur 
absolue, inférieures à A, c’est à dire dans tout intervalle, puisque A 
est arbitraire.

Soit encore la série

inférieurs aux termes de même rang de la série (2), la série (1) sera, 
dans l’intervalle (a, b), absolument et uniformément convergente. 
Que la série (1) converge absolument, cela est évident; qu’elle 
converge uniformément, cela résulte de ce qu’à chaque nombre e 
correspond assurément un nombre entier p tel que la somme de la 
série infinie
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(3) Vp +1 + Vp + 2 + "..

soit inférieure à e ; or, quel que soit le nombre entier n supérieur 
à p, il est clair que la somme de la série

*
;

t—
i >

►
-u
 ss

H
 S



pour toutes les valeurs de x et x' qui appartiennent à l’intervalle
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On peut considérer les termes de la série (5) soit comme des 
fonctions de x, soit comme des fonctions de m. En se plaçànt au 
premier point de vue, on voit que si m est un nombre donné, inférieur 
à M en valeur absolue, la série (5) est uniformément et absolument 
convergente dans tout intervalle dont les deux limites sont, en valeur 
absolue, inférieures à ou, puisque £ est aussi voisin de un qu’on le 
veut, dans tout intervalle dont les limites sont, en valeur absolue, 
inférieures à un. De même, en considérant les termes de la série (5) 
comme des fonctions de m, on voit que, si x est un nombre donné 
plus petit que un en valeur absolue, la série est absolument et uni­
formément convergente dans tout intervalle dont les limites sont, en 
valeur absolue, moindres que M, c’est, à dire dans tout intervalle, 
puisque M est un nombre arbitraire.
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91. Lorsqu’une série dont les termes sont des fonctions continues 
de la variable x dans l’intervalle (a, b) est uniformément convergente 

. dans cet intervalle, la somme de cette série est une fonction continue 
de x dans l’intervalle (a, b).

Soit en effet,

?l (X) "L ?* (X) + ••• + fn (X) + •••

la série considérée, où ©,, ©2, ..., ç>„, ... désignent des fonctions 
continues de x dans l’intervalle (a, b) ; soit F (x) la somme de cette 
série. Désignons par s un nombre positif quelconque; il y a un 
nombre entier n tel que, pour toute valeur appartenant à l’intervalle 
(a, b), le reste R„ (x) de la série soit en valeur absolue moindre

que | ; on a d’ailleurs en posant
O

s, O) = <?, (X) + ©2 (a?) + ••• + <P* (oc),
F (x) = S„ (x) + R„ (x) ;

mais, les n premières fonctions <p étant continues, il en est de même 
de leur somme Sn (ce), il existe donc un nombre •(] tel que l’on ait

I COAa:U
2cri
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(a, b) et dont la différence est moindre que r,; cette inégalité jointe 
aux suivantes
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c’est dire que la fonction F (x) est continue dans l’intervalle (a, b).
Ainsi la série (4) du paragraphe précédent est une fonction continue 

de x dans tout intervalle; la série (5), si l’on y regarde m comme 
donné, est une fonction continue de x dans tout intervalle dont les 
limites sont, en valeur absolue, moindres que un; la même série, 
lorsqu’on y regarde x comme un nombre donné moindre que un en 
valeur absolue, est une fonction continue de m dans tout intervalle.

92. Le mode de raisonnement si simple qui a été employé dans le 
paragraphe précédent permet d’établir une propriété très importante 
de la série

a?2 xni x1 + -(1) + + ... + + ...;1 1.2 1.2 ... n

je vais montrer en effet que si, laissant x fixe, on fait croître ni indé­
finiment, l’expression

/ x\m(‘ + m)

a une limite et que cette limite est la somme de la série (1). D’une 
façon plus précise je vais montrer que, x étant un nombre donné 
quelconque et e un nombre posiiif quelconque, il existe un nombre

positif n tel que la différence entre

série (1) soit, en valeur absolue, moindre que e lorsque la valeur 
absolue de ni est plus grande que n.

(l +-)"
\ m) et la somme de la

montre que, dans les mêmes conditions, la différence

F (x) - F (x1) = S, (x) - Sn (x') -t- R„ (x) - R„ {x1)

est moindre en valeur absolue que

m 
I C
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\ m) \ m)+

/

(2)

ce qui peut s’écrire encore

x2m) 1.21
:—r + • • •

xpV —1
1.2 ... pm

)m — 1 xm1 —
1.2 ... mm
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Supposons d’abord que m ne prenne que des valeurs positives 
entières ; on aura, par la formule du binôme,

CIIAP. IV. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

m (m — 1) a?2(■ * )' m x
1 m 1.2 m

m (m — 1) (m — 2) ... (m — p + 1) xp
1.2 ... p mp

m (m — 1)... 1 xm
1.2 ... m rnm

Ceci posé, soit A un nombre positif quelconque égal ou supérieur 
à la valeur absolue de ai. La série à termes positifs

A2 A2'A
1 +T + U2 + + ...1.2 ... p

est convergente et chacun de ses termes est supérieur à la valeur 
absolue du terme de même rang dans le second membre de l’équa­
tion (2); on peut prendre p assez grand pour que la somme de la 
série

Ap + 2Ap+1 + .. .
1.2 ... (p + 1 ) (_p -f- 2)1.2 ... (_p + 1)

soit moindre que Il en est de même, à fortiori, de la valeurO
absolue du reste Rp de la série (1) limitée au (p + l)ième terme et de 
la valeur absolue de la somme RJ, des termes du développement de

terme; on a d’ailleurs, en dési-
/ X \111
( 1 + —J qui suivent le (p + 1) ième

« 
I g

+•-I
 S+
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1

a^ 
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gnant par S la somme de la série (1), par Sp la somme de ses p + 1 
premiers termes, par S\’p la somme des p + 1 premiers termes du

/ 'X \ m
développement de ( 1 H---- ) ?

\ m)

S --  bp -+- Rp,

— Sp + R2, ;

1mais SJ, est une fonction entière de — qui se réduit à Sp quand on y
1

remplace — par zéro; puisque toute fonction entière est continue, il 

existe un nombre positif n assez grand pour que l’inégalité

1 1— C-5

(i + 2)” 
\ m)

\

ou m > n,
m n

entraîne l’inégalité
|sp-s;'|<£3-

Cette inégalité, jointe aux suivantes

montre que la valeur absolue de la différence

S — ^1 + ^ — (Sp — Sp) + Rp — Rp

est moindre que e pourvu que m soit un nombre entier positif supé­
rieur à n; c’est ce qui avait été annoncé.

Supposons maintenant que m soit positif, mais non entier; on
observera d’abord que l’expression ^1 + ^ n’a été définie dans

Xtous les cas que si 1 H---- est positif, mais cela finit toujours par
m

arriver pour des valeurs suffisamment grandes de m; ceci posé, soit \j.
Xla partie entière de m, et supposons 1 + - positif; l’expression
b

« 
I g

*5 
i S
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(** )' sera toujours comprise entre

x \ 
!-*■ H- 1/

> ( [A-t-1
1 +

(1 + ^)
X

[A + 1
et

Kr-Hn-y
la première de ces deux quantités sera d’ailleurs la plus petite si x 
est positif, la plus grande si x est négatif; mais lorsque m grandit 
indéfiniment, il en est de même de g, et les formes que l’on a données

/ x\mdeux quantités entre lesquelles ( 1 H----J -est compris montrentaux

clairement que ces deux quantités ont S pour limite; il en est de 

même de (i + - Y".\ niJ
Supposons enfin m — — m' négatif ; on aura

— m’ /

X \

X \m'

~x) ’(' - ): 1
1 + m'

1----------- rm'
d’ailleurs,

X___ \”-

m1 — x)
x \*
— x) ’l 1 +

\ m m

lorsque m' grandit indéfiniment par des valeurs positives, il en est 
de même de m' — x; par conséquent, le premier facteur du second 
membre a S pour limite; quant au second facteur, on a prouvé (§ 83) 
qu’il a l’unité pour limite; la proposition est donc démontrée.

Pour peu qu’il y réfléchisse, le lecteur verra que les raisonnements 
précédents, légèrement modifiés, permettent d’énoncer le théorème 
suivant, un peu plus général que celui qui a été établi.

Si l’on considère l’expression

(i+ )’

S

«m

§1
55

S 
! g
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et si l’on se donne un nombre positif e aussi petit qu’on le veut, 
il existe deux nombres positifs n et a tels que la différence entre

et la somme de la série(i + i)'
\ m)

;x2 xp, x1 — + —- -f- ... -f-
1 1.2 1.2 ... p

soit, en valeur absolue, moindre que e, pourvu que l’on ait 

| m | > n, | £ — x | < en.

Si l’on suppose x — 1, on voit que la somme de la série

1 1 1
(3) 1 - f + O + - + • • •J1.2 ... p

9

somme que l’on désigne habituellement par la lettre e, est la limite
/ 1 \m

laquelle tend l’expression 11 + —j quand m augmente indéfi-vers

niment en valeur absolue; le nombre e joue dans l’analyse un rôle 

considérable. En s’arrêtant au terme

voit que le reste de cette série, c’est-à-dire la somme de la série

1
. _------dans la série (3)1.2 ... p w, on

11
+ . . •y1.2 ... p.(p + 1) (p + 2)1.2... p (p + 1)

est plus petit que la somme suivante :

-]1.2 ... p\_p + 1

On peut donc écrire

1 11 1
+ .I(.P + 1) 1.2 ... p.p

1 1 0
(4) C=1 + l + L2 + - + 1.2 ... p.p'1.2 ... p

0 étant un nombre inconnu plus grand que zéro et plus petit que un, 
cette formule permet de calculer e avec telle approximation que l’on 
voudra; on trouve ainsi

e = 2,718 281 828 459 045 235 36...

r—
< 
I
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La même formule (4) montre que e est irrationnel : si, en effet, il 
était égal à la fraction irréductible % on aurait

1 1.2
1 0

1.2 ... p

En multipliant les deux membres par 1.2 ... p, le premier membre

1.2 ... p.pP

deviendrait entier, le second membre serait -» quantité qui ne peut

jamais être un nombre entier, même nul. On doit à M. Hermite 
d’avoir montré que e est un nombre transcendant, c’est à dire que 
e n’est racine d’aucune équation algébrique entière à coefficients 
rationnels .(*).

L’identité
/ Æ\,n r/ xvnx(‘ * m) = L(l - s)'J

h rmontre que, lorsque m augmente indéfiniment,

limite ex : en effet, lorsque m augmente indéfiniment, il en est de

même de — et par suite 
x

1 +

a pour

<

a pour limite e : donc, à cause de la continuité de la fonction zn où z
/ x\-

est un nombre positif (§ 83), le nombre fl + — élevé à la puis­

sance x a pour limite ex. On a donc

x- xp
(5) ex = 1 + -+■ :—r *f- .. • + ...,

1.2 ... p1.2
de même

■r~ xp
+ — + ... ±e~x = 1 — 1.2 ... p +

L’application de la règle de la multiplication aux deux séries

1.2

(i) Comptes rendus, t. LXXV1I, 1873. En allant plus loin dans la voie ouverte par 
M. Hermite, M. Lindemann est parvenu à établir la même proposition pour lé nombres 
(Mathematische Annalen, t. XX, p. 213).

SI
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absolument convergentes

&2 y2© (oc') — 1 + + ? (y) — 1 + + 2~2 + ■"

donnera immédiatement l’égalité

(x + ijYx : + y
© (x) X o (y) = 1 + • • •>1.21

ou
? 0*0 X ? (y) = ? (a? + y).

On peut regarder ce résultat comme une simple vérification ; on peut 
aussi en déduire directement la forme de la fonction © (x) ; il montre 
en effet, en se reportant à ce que l’on a établi au paragraphe 82, que 
la fonction continue

a?2i \ , x
? (x) = 1 + J 1.2

est de la forme ax, a étant une constante positive, que l’on détermine 
en supposant x — 1 ; on a ainsi

1i
« = ? (1) = 1 + j- + j-g + ••• = e

et par conséquent
© (oc) — cx.

93. On appelle logarithme naturel ou logarithme népérien d’un 
nombre positif X le logarithme de ce nombre pris dans la base e ; 
le symbole log sera réservé désormais aux logarithmes népériens; 
on a ainsi, par définition,

elogX _ æ_

En désignant par loga x le logarithme du nombre x dans la base a 
et en prenant les logarithmes népériens des deux membres de la 
formule

a logaa; _ ^
on trouve

log x 
log a

le symbole log désignant le logarithme népérien, et l’on voit comment 
on peut passer du système de logarithmes naturels à un système de 
logarithmes quelconques.

loga X —

I &
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94. D’un autre côté l’identité
145

qX ___ g xloga

qui devient évidente en prenant les logarithmes népériens des deux 
membres, montre que l’on a, quel que soit le nombre positif a,

(x log a)2 (x log ci)px log a
ax —l + + ... + + . . .

1.2 1.2 ... p1

De cette égalité on déduit la suivante : 

ax — 1
-------- = log a +

x

dont le second membre est une fonction continue de x; en faisant 
tendre x vers zéro, on voit que le second membre a pour limite log a; 
telle est donc aussi la limite, pour x — 0, de

ax — 1

xp~1 (log a)x (log ccY
+ . *1.2 ... p1.2

X

1
En remplaçant x par — et a par a?, on arrive à la conclusion suivante :

lorsque ni augmente indéfiniment par des valeurs positives et entières, 
l’expression

{ÿx -1),m

où x est un nombre positif quelconque, a pour limite log x. Cette 
propriété du logarithme népérien répond à la propriété de ex d’être 
la limite de

(1+ )"
quand m augmente indéfiniment.

95. On appelle cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente 
hyperbolique, les fonctions de x définies par les formules

ex + e~x
ch x = ?

2
ex — e~xsh x =

2
sh x ex — e~x 
ch xth x — ex + e~x

Tannehy. — Théorie, 10

« 
I S
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En posant ex = y ces formules deviennent
146

V* — 1

Les fonctions ch œ, sh x, th x sont continues dans tout intervalle ; 
en se rappelant que lorsque x croit de zéro à l’infini positif, y croît 
de un à l’infini, on voit de suite que, dans les mêmes conditions, 
ch x croit de un à l’infini; sh x, de zéro à l’infini, et th X, de zéro 
à un. Les formules

*' = \(v+ï} sh æ=ï (y - J-)’ i\i x —

ch (— x) — ch x, sh (— x) — — sh x, th (— x) — — th x

achèvent de faire connaître la façon dont varient ces mêmes fonctions 
quand x est négatif. Enfin le lecteur établira sans peine les relations 
suivantes :

ch {a -f- b) — ch a ch b + sh a sh b, 

sh {a + b) — sh a ch b + ch a sh b,

th a + th b 
1 4- th a th b

ch2 a — sh2 a —= 1,

th (a + b) =

a1 a’> ich a — 1 -f- —— + + ...1.2.3.41.2

Sh“ = r + dL ■ 1.2.3.4.5a?
+ ...

Les trois premières sont des conséquences immédiates des définitions 
des fonctions sh x, ch x, th x et de la formule

ex X èv == ex+v.

96. La méthode qui a été suivie au paragraphe 92 pour obtenir
/ X \711

l’expression de la limite de ( 1 + —J peut servir, ainsi qu’Euler (*)

l’a montré, à déduire des propositions les plus élémentaires de la 
trigonométrie les développements en série des fonctions sin x et cos x;

(!) Introductio in analysin inflnitorum, § 134.
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tout en suivant la même marche, c’est à un point de vue un peu 
différent que je me placerai.

On définit les fonctions sin x et cos x, au début de la trigonométrie 
par des considérations géométriques ; il y a un intérêt philosophique 
évident à introduire dans l’analyse le moins possible de données 
expérimentales, et il importe par conséquent de donner des fonctions 
sin x et cos x une définition qui repose uniquement sur la notion de 
nombre et n’emprunte rien à l’idée d’espace.

On établit encore par des considérations géométriques les for­
mules

( cos (a + b) — cos a cos b — sin a sin b, 
( sin (a -+- b) — sin a cos b + cos a sin b.0)

Je vais montrer (en supposant toutefois leur existence) comment 
on peut déterminer toutes les fonctions continues ç (x), <j> (x) qui 
jouissent des propriétés définies par les formules

? (« + b) — o (a) ? (b) - à (a) ù (b), 
(a + b) — <]/ (a) <p (6) + <!>(&)? («)>

(2)

et satisfont en outre à une autre condition qui sera introduite plus tard.
Si, après avoir élevé au carré, on ajoute les équations (2) membre 

à membre, on obtient

Çf2 (a b) -t- (j*2 (a + b) = [çp2 (a) -f- (a)] [s>2 (b) + d;2 (b)].

Cette égalité montre que la fonction

f (®) = ?2 (®) + 'l'2 O)

jouit de la propriété

f(x + y) — f (x) x f(y);

si l’on exclut le cas où cette fonction serait identiquement nulle, on 
voit (§ 82) qu’elle est de la forme Aæ ou, ce qui revient au même, eax, 
g étant une certaine constante numérique.

Mais il est clair que si les fonctions ç (x), (x) jouissent des
propriétés que définissent les équations (2), il en est de même des
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-9 x
fonctions c 2 9 (a?), e 2 (x) : si l’on pose

-9X , V

e 2 f (x) — cos x,
-0 X

e 2 tjj (ix) — sin x,

en désignant par cos x et sin x des fonctions dont on sait seulement 
qu’elles sont continues et qu’elles doivent satisfaire aux équations (1), 
on devra, à cause de la relation

THÉORIE DES FONCTIONS D’üNE VARIABLE.

9* {x) + (;x) = e°x,
avoir la relation-

sin2 x + cos2 x — 1,(3)

tout revient à déterminer les fonctions inconnues sin x et cos x par 
les relations (1) et (3). Si d’ailleurs on fait b = 0 dans les équations (1) 
et que l’on résolve par rapport à cos 0 et à sin 0 les équations que 
l’on obtient, on trouve

sin 0 = 0;cos 0 = 1,

sin coj’ajoute maintenant cette condition que le rapport —..? quand on fait

tendre x vers zéro, ait l’unité pour limite.
L’application répétée des formules (1) conduit, par un procédé bien 

connu, aux relations suivantes où m désigne un nombre entier positif 
quelconque :

m (m — 1) cos™-2 a sin2 acos ma = cosra a —
1.2

m (m — 1) (m — 2) (m — 3)
cos”1-4 a sin4 a — .+ * • ?1.2.3.4

m (m — 1) (’m — 2)m cosm~3 a sin3 asin ma — — cosTO-1 a sin a — 1.2.31
m (m — 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) a sin3 a — ...m — 5cos1.2.3.4.5

CO CO
En remplaçant dans ces formules a par — ? divisant par cosm — et r m m



cos x

cos”1—m

sin x
1■r-

cosm —
III

1.2

■

li-!-)
\ mj

Ai) Ai) A
\ m) \ m) \+

1.2.3

i-i) (i-*)f
\ mj \ m) \

1 —+

3

2
m

4
m) 1.2.3.4.5

)1 1 —m

3 (1 —

(m tg —\
\ m))3

1.2.3.4
'4

CIIAP. IV. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

posant enfin /

sin —
■r m

tg - — ■>
xm

cos —m
elles deviennent :

Considérons par exemple le second membre de la première for­
mule (4) et supposons que m grandisse indéfiniment par des valeurs 
entières.

La quantité
. x sin —

x. OC m tg —
m

xm
cos —

m

xaura pour limite x : en effet, cos — a pour limite l’unité, puisque
m

. x sin —m a la même limite, à cause de la conditionl’on a cos 0 = 1, et

sin xlim
x=0 X

= 1.
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soit plus petite que ^ ; il en sera de même à fortiori de la valeur
O

absolue du reste Rp de la série

a;2 x'" x2p
(5) 1 —— + . ±

1.2.3.4 "1.2 1.2.3 ... 2p

limitée au terme
x2p

“ 1.2... 2p ’

et de la valeur absolue de la somme RJ, des termes du développement

de . qui suivent le terme
xcos”1 —m

(m tg ) 2 P

Ai)
\ ni J \ m) \

')2 p —
±

1.2... 2 pm

Soit d’ailleurs S la somme de la série (5) et soient Sp, Sp les sommes 
des p + 1 premiers termes de cette série d’une part, du développe- 

cos x— de 1 autre : on aura
x

ment de
cos"1 —m

cos xS — Sp + Rp, - = s; + r;
X

CQSm —
m

150
Si donc A désigne un nombre positif plus grand que | x |, les 

termes du second membre seront, en valeur absolue, pour des valeurs 
suffisamment grandes de m, plus petits que les termes correspondants 
de la série convergente à termes positifs

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

A2 A4
1 + — + •+- ...1.2.3.41.2

Or, si e est un nombre positif quelconque, on peut déterminer un 
nombre entier positif p tel que la somme de la série

+ + • • •1.2 ... (2p + 2) 1.2 ... I2p + 4)

S 
I S
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il suffit maintenant de remarquer que étant une fonction entière

qui se réduit à quand on y

151

des deux variables — et (m tg —V
m\ mJ

.1 „ xremplace — par zéro et m tg — par x, pour voir qu’il existe un

nombre entier positif n tel que la condition m > n entraîne l’inégalité

I Sp - s; I <

dès lors, en tenant compte des inégalités

I K I < !’I R» I < ?

on voit de suite que l’on a

cos x
S — - = I (s, — s;) + r„ — e; | < s,

cosm —m

pourvu que m soit supérieur à n.
C’est dire que lorsque m grandit indéfiniment par des valeurs 

C0S X~x a Pour somme S de série (P).entières et positives, —
cos™ —

m
IL est d’ailleurs aisé de voir que les relations (1) et (3) entraînent 

la suivante :
— 2 sin2 ^5cos a = 1

on doit donc avoir

~ (2 m sin -LYT; 
2m2 \ 2m) J

x r
cosm — — Il

m L

COlorsque m grandit indéfiniment 2 m sin a pour limite x ; on voit

donc que, à partir d’une certaine valeur de m, les termes du second 
membre développé par la formule du binôme sont, en valeur absolue, 
inférieurs à partir du second aux termes du développement par la

CO
 <*>

u) 
1 C

O



somme qui est égale à

. e2m — 1

et qui, pour m infini, a zéro pour limite. Il en résulte que cosm 

a l’unité pour limite; on a donc

a?2 x' x6
G) cos x — 1 — 7—z + + ...1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.G

et de même,
xz xzxsin x — —CO 1 1.2.3 ■ 1.2.3.4.5

97. Dans'le raisonnement précédent, on a constamment supposé 
l’existence des fonctions sin x et cos x satisfaisant aux conditions 
imposées; on peut en conclure seulement que s’il existe de telles 
fonctions elles sont données par les formules (6) et (7). Mais ces 
formules définissant des fonctions évidemment continues dans tout 
intervalle, on peut les regarder .comme les définitions analytiques des

152 THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE, 

même formule de l’expression

0 + 2ÏT>) ;

ces termes sont eux-mêmes plus petits que les termes correspondants 
de la série

A (— y (av
\2 m) \2 m)2 m

1 + — + . . . 51 1.2 1 .2.3

par conséquent la différence
x1 — co s”1 —
m

est moindre que la somme de la série

A (—y (— y
\2 m) \2m /

+ -------- >1.2.3
2 mC

1 1.2

21
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fonctions sin x et cos x et il ne reste qu’à montrer comment ces 
fonctions satisfont effectivement aux conditions dont on est parti.

L’application de la règle pour la multiplication des séries aux 
fonctions
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x1 x'"
9(aO = l—— 

à (x) = - —‘ W 1 1.2.3 1.2.3.4.5

• ' *51.2.3.4(a)
x3 x8

. . . ,

permet de vérifier sans peine les formules

Y ? {x + y) — ? (x) 9 (y) — (x) ^ (y), 
^ (x + y) = ^ (x) ? (y) +' 4 (y) ? (a?), 

( [?(*)]».+ [«K®)]* =1-
(*)

Je ne m’arrêterai pas à développer ces calculs, d’autant qu’on aura 
plus tard l’occasion de déduire ces formules de la définition des 
fonctions © (x) et ty(x) par une voie simple et naturelle (§ 113). Je 
me bornerai à montrer comment on peut établir la périodicité des 
fonctions © (x) et d (x) en partant des formules (a) et (b). Il faut tout 
d’abord arriver à la notion du nombre iz.

La série qui définit ^ (x) peut s’écrire :

x2
ty(x) = æ l-g-g

x-X3 1 — + ....6.71.2.3.4.5
a?2r^A il -J- 1

1 — . 4- ...;(4 n -h 2) (4 n + 3)__1.2 ... (4n + 1) _

toutes les quantités entre crochets sont évidemment positives si l’on 
a*2<6 et à fortiori si l’on a j x | < 2; ainsi d (x) a une valeur 
toujours positive si x est compris entre zéro et deux; il en est de

même de si x est compris entre 
x

les formules (b) donnent sans peine l’égalité

— 2 et + 2. D’un autre côté

•9

M
l4-S

to
|

-SÎ 
I (N

T

-G
-SO

-

5-
+

S

-G



X- [■-«-Xk X81---------,---------
2 24 1.2.3.4.5.6

-
rjQ^n—2 X2

1 — ' ’ 7(4n — 1) 4n1.2 ... (4n — 2)

on voit que toutes les quantités entre crochets sont positives pour x = 2
rjQ2

et l’on constate que pour la même valeur de x la quantité 1 — — 4- — 
est négative, on a donc

<p (2) < 0.

Donc la fonction o (x) continue et décroissante dans l’intervalle (0, 2), 
positive pour x = 0, négative pour x = 2, admet une racine et une

seule comprise dans cet intervalle; désignons-la par -
2

t? m + [«i» i

• La formule

montre que l’on a

= ± 1>

et la supposition ^ = — 1 doit être exclue puisque la fonction

^ (x) est positive ‘ entre zéro et deux. Les formules (a) donnent 
ensuite

*(*+ ) *(* + )= - $ (»)> = ? («)>

THÉORIE DES FONCTIONS D UNE VARIABLE.

qui montre que le premier membre est toujours négatif si a? et x + h 
appartiennent à l’intervalle (0, 2) ; car alors ^x + 

h
ce même, intervalle et — est certainement compris entre — 1 et -f-1 :

donc les deux facteurs qui figurent dans le second membre sont 
positifs; ainsi dans l’intervalle (0, 2) la fonction © (x) est décroissante; 
mais cette fonction se réduit à la valeur positive + 4 pour x = 0 et 
en l’écrivant sous la for
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De ces diverses formules, et de ce fait, établi plus haut, que la

fonction © (x) décroît de un à zéro quand x croît de zéro à

déduit sans peine la façon dont varient lqs fonctions © (a?), tl> (x) 
ou cos x, sin x, quand x varie dans un intervalle quelconque.

? on

par suite les formules précédentes, par le changement de a? en — x, 
donnent :

.(!-) =—(— æ) = <!» (»)>

e- = ? (— x) — ? (a?);

de même,

93. De ce que cos x est une fonction continue et décroissante dans 
l’intervalle (0, tu) et qui varie de + 1 à —1, il résulte (§ 87) que 
l’équation en y

© (y) = cos y = x,

admet, lorsque x appartient à l’intervalle (— 1, 1), une racine et 
une seule appartenant à l’intervalle (0, tu); cette équation (§ 87) 
définit donc y comme une fonction continue et décroissante de x 
dans l’intervalle (—1, 1); la valeur de cette fonction, qui sera

(1)

<j> (tu — x) = 4 (x),

^ (2tu — x) — — (#)•

© (tu — x) = — © (x), 

© (2tu — x) — © (a?),
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d’où

* (x +1)© (x tu) = ---- = — ? (®)>

(æ+I)(#/ + 7z) --  + Ç

ç (oc —■ cp

= — $ 

é» (a? 4- 2tu) = b (x),

D’ailleurs les séries mêmes qui définissent © (x) et ^ (x) montrent 
que © (x) est une fonction paire et di (a?) une fonction impaire, c’est 
à dire que l’on a

etc., ...

© (— X) = © (x), H—x) = — ty(x);

H 
ICM

5S■G
-



les variations de cette fonction se déduisent sans peine des variations 
de sin x et de cos x; elle croît de — oo à -fc oo quand x varie de

à elle est continue dans tout intervalle auquel n’appartient 
2

156

désormais représentée par arc cos x (arc dont le cosinus est x), est 
toujours comprise entre zéro et tu, limites qui sont atteintes pour 
x = 1 et x = — 1; toutes les solutions de l’équation (1) sont 
d’ailleurs données par la formule

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

y — 2 mz ± arc cos x,

n étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
On verra de même que, x étant toujours supposé appartenir à 

l’intervalle (— 1, 1), l’équation en y

ô (y) = sin y = x

1Z TU
admet une racine et une seule comprise entre — - et + -• Cette

U jU

équation définit y comme une fonction continue et croissante de x 
dans l’intervalle (—1, 1); la valeur de cette fonction est toujours

comprise entre — ^ ces limites sont atteintes pour x —

et x =■ + 1 ; on représentera cette fonction par arc sin x (arc dont 
le sinus est x) : toutes les solutions de l’équation (2) sont données 
par les formules

y = 2niu + arc sin x, y = (2n + 1) tu — arc sin x,

n étant un nombre entier positif ou négatif.
On établira sans peine les formules

arc sin (— x) + arc sin x — 0, arc cos x + arc cos (— x) = 7u,
TUarc sin x + arc cos x — - ■2

Enfin la fonction tg x se définit par la formule

sin x

(2)

— 1

-I (x)
t gx =

O (X) COS X

U ICI



pas un nombre de la forme (2 n + 1) - > n étant un nombre entier 

positif ou négatif. L’équation en y
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(3) tg y — x,

admet, quel que soit x, une racine et une seule comprise entre —

et ^ ; cette équation définit y comme une fonction continue et crois- 

santé de a? dans tout intervalle; cette fonction, dont la valeur est
. . TT 1Ztoujours comprise entre — - et - se représente par arc tg x (arc

dont la tangente est x) ; toutes les solutions de l’équation (3) sont 
fournies par la formule

y — + arc tg x,

n étant un nombre entier positif ou négatif; on a 

arc tg (— x) + arc tg x = 0,

quel que soit a?, et
1 . «— ± — ?arc tg a? 4- arc tg — e & x

suivant que x est positif ou négatif.
Il n’y a maintenant aucune difficulté à établir les formules de la 

trigonométrie élémentaire, que je supposerai acquises désormais.

99. La méthode employée au paragraphe 96 peut conduire à de 
nouvelles et importantes expressions pour les fonctions trigonomé- 
triques (4). On a, dans ce paragraphe, utilisé les formules qui 
donnent le sinus ou le cosinus des multiples d’un arc, c’est en partant 
de formules du même genre qu’on arrivera aux développements que 
j’ai en vue.

Par exemple tg x est, comme on sait, une fonction rationnelle de
CG

tg— ; si l’on suppose m pair, le degré du numérateur sera, m — 1, (*)
m

(*) Euler, Introductio, etc., § 178.
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celui du dénominateur sera m; on trouve aisément l’expression
* 00trigonométrique des m racines de l’équation en tg — obtenue en

m
égalant ce dénominateur à zéro : ces racines s’obtiennent en donnant 
à k les valeurs 0, 1, 2, m — 1 dans l’expression

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

2k + 1
tg 2 m

elles sont deux à deux égales et de signes contraires, et leurs valeurs 
absolues sont

(m — 1) tc
tSr —, te —
° 2m ®2m

En appliquant ensuite la formule de décomposition d’une fraction 
rationnelle en éléments simples et en réunissant ensemble les fractions 
qui correspondent à deux racines égales et de signes contraires, on 
trouve :

tg? •
2 m

k<= — 1
1tg x

2 r * L
O (2fc+l)xJ tg j(2/c 4-1):;X — cos2/.= msin2 m tg— 2 m 2 mm

Le terme écrit au second membre, lorsqu’on y fait croître m 
indéfiniment, a pour limite

1
(2/c + l)2 TV2

— a?24

On est donc amené à comparer le développement (1) à la série
r-=oo 111 1(2) y •••?7C2(2k 4- 1 )2t;2 — a?2— a?2 — ce2 25 - 4— a?2 9*•»* 0

4

série absolument convergente (§ 65), pourvu que x ne soit pas un
7:

multiple impair de - •A

La somme de cette série est la limite vers laquelle tend
tg x

2 m tg —
ni

lorsque m augmente indéfiniment par des valeurs paires.

21
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sin x

Pour le prouver, on remarquera d abord que le rapport ——5
CO

quand x varie de 0 à reste supérieur à - ; on a par conséquent, 
A A

m
quels que soient les entiers positifs m et k < — >

A

(2k + l)2x8

CHAP. IV. — UES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

(2k + 1) xj-m sin > 42 m

il est aisé d’en conclure que, en désignant par a un nombre positif
1

inférieur h - ■> les termes du développement (4), pour les valeurs de m

supérieurs à une certaine limite, et à partir d’un certain rang, 
deviennent en valeur absolue plus petits que les termes corres­
pondants de la série convergente à termes positifs

A W 00 4 41 4V a (2k + l)2 x2 ocx2 + 9 arc2 + 25 oc*2
4

Il en est de meme des termes du développement (2) ; cette remarque 
et ce fait que la somme d’un nombre limité p de termes du déve­
loppement (1), quand m croit indéfiniment, a pour limite la somme 
des p termes correspondants de la série (2) suffisent, en raisonnant 
comme on l’a fait dans le paragraphe 96, pour établir la conclusion 
demandée; on a donc

A =■ 00j tgæ 
i 2a?

1= V
£(2k + l)'\ x2 — a?24(3)

1 1 1
x2 x2------a?24 9 — a?2 — a?2S5

On établira de même la formule

1 A «== 00

- + 2x V
x à*

1cot X —
[ a?2 — /e2 x2

(4)
1

— - + 2x
1 11

-F- ..a?2 — x2 X% — 9x2a?2 — 4x2x

•M
n.

•f
i»
 1

1-
1



Au surplus cette formule peut se déduire de la précédente en y 

changeant a? en Ẑi

16 THÉORIE DES FONCTIONS D’üNE VARIABLE.

— x.
K

COS“ —
mPar un procédé tout semblable, en partant de ce fait que 

une fonction rationnelle en tg ? on parviendra à la formule

est
sin a

1 ^ (— 1)*= - + 2x y - J
X **

A.' = 1

1
x2 — k2z2sin x

(5).
2a? 2a? 2a?

+ ...æ2 — TU2 a?2 — 4z2 X2 — 9 z2

Cette dernière formule peut aussi être regardée comme une consé­
quence des formules (3), (4) et de l’identité

2
tg -f- cot sin a?

Les formules (3), (4), (5) sont valables pour toutes les valeurs de a? 
qui ne rendent infini aucun des éléments qui figurent dans les séries.

100. Ces expressions des fonctions trigonométriques mettent en 
évidence la périodicité de ces fonctions (d).

Par exemple la formule (3) du paragraphe précédent équivaut à 
dire que — tg a? est la limite, pour m infini, de la somme

7: — m 1 1(1) 0,„ (*) = V
x + (2 k + l)k — 1 a? — (2 k + 1)

or cette somme, lorsqu’on y change a? en a? + z, devient :

1 1
6,» (oc) -+- — G m (oc + tc);

a? -t- (2m + 3) £ 

d’où il résulte que l’on a

a? — (2m + 1)

lim 9m (a? 4- z) = lim Om (a?)
m = » m = co

i) Hermite, Cours d'analyse à l'Ecole polytechnique, p. 4?.
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£=* 12
*=0 x 4- (2k 4-

1y
k = 0 X — (2fe 4-

sont divergentes; mais si on désigne par Sm, S„ les sommes respec­
tives des m premiers termes de ces séries,' la somme Sm 4- S,'4, 
lorsque m augmentera indéfiniment, aura pour limite — tg x. Si 
l’on prenait des nombres différents de termes m, n dans les deux 
séries et si l’on faisait augmenter indéfiniment m et n, rien, dans ce 
qui précède, n’autoriserait à penser que la somme Sm 4- Sâ dût tendre 
vers — tg X, ou vers quelque autre limite.

Au contraire, les séries dont les (k 4- l)ièmes termes sont respec­
tivement :

1 1 x
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OU

tg (x 4- tu) — tg X.

101. La formule (1) du paragraphe précédent donne encore lieu 
à une observation importante :

Les deux séries

(2k 4-1) Jj» 4- (2 k 4- 1)^x 4- (2k 4- 1) - (2&4-1) -

(* = 0, 1,2, ...)

sont absolument convergentes, (*) (§ 65) ; en désignant par 2m, 2,'( les 
sommes respectives de leurs m et n premiers termes, on est assuré 
que, de quelque façon que l’on fasse croître indéfiniment m et n, 
la somme 4- tend vers une limite; cette limite est d’ailleurs 
— tg x, comme on le voit en faisant m = n.

Si l’on suppose maintenant m — n 4- p, p étant un nombre entier

(2k 4- l)|~o? —(2fc + l)|Jx-(2k + l)~ (2k + ])l

1 1 — x

(*) C’est l’application à un cas particulier d’un procédé très général dû à M. Mittag- 
Lc filer : Sur la représentation analytique des fonctions monogènes uniformes d’une variable 
indépendante (Acta mathematica, t. IV, p. 1).
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162 THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

positif, on aura

Zn+p + 2,î — (Sn+P + Sâ)
1 1 1

+ ... -f-
(2n + 2p — 1) £ 

&
(2 n + 3)(2 n + 1)

et il est aisé de voir (§ 49) qu’on peut faire augmenter n et p indé­
finiment de telle façon que le second membre dépasse tel nombre que 
l’on voudra : dans ces conditions il est clair que S)1+p + S,', ne pourra 
avoir — tg x pour limite.

On peut aller un peu plus loin; on montrera en effet (§ 104) que 
si l’on pose

1 1
= 2 log n — cp (n),+ -H ... + 2 n — 1

f (n) est un nombre positif, croissant avec n et tendant vers une 
limite lorsque n augmente indéfiniment. On en conclut que la somme

,]1 1
+ ... + 2n +2 p —

peut se représenter approximativement par - log n —et que si p
TZ M

Pet n augmentent indéfiniment de telle façon que le rapport - ait pour 
limite le nombre h, on aura

lim (Sn+P + Si) = — tgæ — - log (1 + h).
7w

102. Je vais maintenant montrer que la somme de la série

(1) l+^ +

2n 1

m(m — 1 )... (m —p +1)m{m — 1)
X* + ... d xp -i- ..1 1.2 1.2 ...p

où m est un nombre quelconque et x un nombre dont la valeur absolue 
est plus petite que un est égale à (1 + x)m (d).

(*) Le mode de démonstration que je développe ici est dû à Abel: Recherches sur la 

X* + ... (Œuvres, 2e éd., t. I, p. 219.)
m (m — 1)

série 1+T® +1 1.2
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m (ni — 1) 
A — —----------- n (n — 1) (ni + ri) (m + n — 1)

---- — ---- - =----------- :—i------------  1
m

2 — 1.2 1 1.2 1.2

Désignons en effet cette somme par © (ni) et multiplions la série (1) 
par la série
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n (n — 1)
9 (n) = 1 +t(2) £C2 + ...X +1 1.2

On peut appliquer la règle du paragraphe 58, puisque les séries (1), (2) 
sont absolument convergentes ; on aura ainsi

9 (m) X 9 (n) — 1 + Atx -+- A2cc2 + Apxp + ...,

en posant :

ni + n

_ —1)... (m—p + 1) ni (m — 1)... (m—p + 2) n
+ (1.2 ...p — 1)1.2 ...p 1

ni (m — 1) ... (ni — p -t- i + 1) n (n — 1) ... (n — i 4- 1)
1.2 .... (p — i) 1.2... i

n (n — 1) ... (n —p + 1)
1.2 ... p

On peut, par induction, écrire la formule

(m + n) (m + n — 1) ... (m + n —p + 1)
Ap — 1.2 ... p

et chercher ensuite à établir l’identité

(m + n) (m + n — 1) ... (m + n — p + 1)
P=zm (m — 1)... (ni—p + 1) -f- - ni (ni— 1)... (m—p + 2)n

I

1
(3) p(p — 1)... (p — i + 1) m(m—1 )...(ni—p +-i+ 1)

1.2...i
X n(n— 1)... (n — i+1)

+ ... + n (n — 1) ... (n —p + 1),

S lrH
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ou, sous une forme plus facile à retenir, en faisant en général

[a\l = a (a — 1) ... (a — i + 1),

[m -+- n]P rr: [m]P -h [m] P
1

(3bü) p {p — !) ••• (P — * + 1) [m]*+ 1.2 ... i
HP;\.

mais l’identité (3) peut se démontrer sans calcul; en effet, le procédé 
même que l’on a employé prouve qu’elle est vraie lorsque m et n 
sont des nombres entiers supérieurs à p, car alors il est clair que le 
produit du développement de (1 + x)m par (1 + x)n doit être égal, 
terme pour terme, au développement de (1 + x)m + n.

D’ailleurs les deux membres de l’identité à établir (3) sont des 
fonctions entières du degré p de m et de n ; donnons à m une valeur 
entière quelconque supérieure à p et supposons les deux membres 
ordonnés par rapport à n; ils deviendront assurément égaux si l’on y 
suppose n = p + 1, p + 2, p + 3, ... : mais deux polynômes entiers 
par rapport à n ne peuvent être égaux pour une infinité de valeurs 
de la variable sans que leurs coefficients soient égaux; donc les 
différents coefficients des diverses puissances de n, coefficients qui 
sont eux-mêmes des polynômes entiers en m sont égaux pour toutes 
les valeurs entières de m supérieures à p ; il résidte du même théorème 
que ces polynômes sont identiques, et l’identité (3) est démontrée, 
pour toutes les valeurs de m et de n ; le produit des deux séries (1) 
et (2) est donc

(m + n) (m -+- n — 1)m + n
x2 + ...X +

1 1.2
(m -t- n) (m -h n — 1) ... (m + n — p + 1)

xv + ...
1.2 ... p

c’est à dire cp {m + n) ; en d’autres termes on a

o {m) X © (n) = ? (m + n)-

Si l’on donne à x une valeur fixe, la somme de la série (1) est, 
comme on l’a vu (§ 91), une fonction de m continue dans tout inter­

(4)



1.2.3 ... (m — 1) 1.2.3 ... (m — 1) -F- 2.3.4 ... mx 

4- 3.4.5 ... (m 4- 1) ai2 4- ...

4- (p 4- 1) {p 4- 2) (p 4- 3) ... (p 4- m — 1) xp 4- ...

(1 — x)m

1.3.51.31
= 1 4- æ2 4- -—; XK 4- X6 4“ ...2.4 2.4.6Vl — a:2

1.3.5 ... (2p — 1)
cc2p 4- ••2.4.6 ... 2p

?

165

valle; à cause de la propriété de cette fonction définie par l’équation (4), 
la fonction © est (§ 82) de la forme
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© (m) = A™,

A étant une certaine constante positive, qu’on déterminera immé­
diatement en faisant m — 1 ; on aura alors

A = © (1) = 1 4- cc;
l’égalité

m (m — 1)U)
(5) (1 4- x)m = 1 4- — x 4- a:2

1.21
m (m — 1) ... (m — p 4- 1)

Xp 4- ...*+" • • • 1.2 ... p

est donc démontrée quel que soit m, pourvu que la valeur absolue 
de x soit inférieure à un.

Notons, comme cas particuliers, les formules

m (m 4- 1)
(1 — x)~m — 1 4-— x 4- £C2 4- ...1.2

m (m 4- 1) ... (m -h p — 1)
xp 4- ...,1.2 ... p

ou, lorsque m est entier,

103. On peut déduire de la formule (5) du paragraphe précédent 
le développement de log (1 4- x) suivant les puissances entières et 
positives de x, développement qui est valable tant que l’on a | x

On a montré en effet (§ 94) que log (1 4- x) était la limite,
< 1.
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X(1 - «) (l+ (-1)- — 1

(- Dp —i
+..

p

i il est prouvé par là (§ 91) que la somme de la série (1) est une 
fonction continue de a, on obtiendra donc la limite vers laquelle elle 
tend lorsque a tend vers zéro par des valeurs positives, en faisant 
simplement a = 0 dans tous les termes. On a donc, pour toutes les 
valeurs de x comprises entre — 1 et + 1,

Je supposerai, pour simplifier, que a tende vers zéro par des valeurs 
positives; il est clair alors que, en supposant a < 1 et en désignant 
par £ un nombre compris entre [ x | et un, les termes de la série 
précédente seront, en valeur absolue, moindres que les termes de la 
série convergente

est encore log 2; pour x — — 1 le second membre de l’équation (2) 
est une série divergente (§ 49) ; au surplus log (1 + x), pour x = — 1, 

n’a pas de sens.

Le second membre est encore convergent pour x = 1 ; il résulte d’une 
proposition qui sera établie plus tard que la somme de la série
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pour a = 0, de

- [(1 4- x)x
CL

— iJ;

or cette expression, pour les valeurs de x dont la valeur absolue est 
moindre que un, peut se développer en série procédant suivant les 
puissances entières et positives de a?; on trouve qu’elle est égale à
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Si dans l’équation (2) ' on remplace x par — x, on trouve, en 
supposant toujours j x | < 1
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1/1 \ XX*log (1 — x) = — - — — • • • ?
on a donc encore

1 -+- x /#
— = 2(- + — +x \1 ->x3log

1 — 3
hen remplaçant dans cette formule x par on obtient la

2 'n 4- li
formule suivante qui, lorsqu’on y regarde n comme un nombre entier 
positif et h comme un nombre plus petit que un, permet de justifier 
la règle bien connue pour l’interpolation et qui, lorsqu’on y fait h = 1, 
permet de calculer de proche en proche les logarithmes des nombres 
entiers

F h l li3log(n + h)-logn = 2l . . 1 h5 + . . .
B

104. Si, dans cette dernière équation, on suppose h = 1, que l’on 
remplace successivement n par les nombres 1, 2, 3, ..., n — 1, puis 
que l’on ajoute membre à membre, on trouve :

J2[§ + 1
log n — 4- ... 4- 2 n —

2 pl 1
4- ... 4- (2 n — 1)3 33

■]1ri2
4* « • • 4~ (2 n — 1)5 3S *

4]*?ri
7 L37 57

La forme même du second membre montre qu’il augmente avec n ; 
mais on voit bien aisément que chaque terme entre crochets est

1 ... moindre que le précédent multiplié par — et que, par suite, en dési­

gnant par A la somme de la série convergente

l
4~ ... 4- + ...4- (2n

1
4- ... + •**?(2 n — l)3
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2 A
ce second membre reste plus petit que le produit par — de la sommeO
de la série convergente

l 1
1 H-------P32 3V

Il résulte de là que, lorsque n augmente indéfiniment, le premier 
membre tend vers une limite; on en conclut sans peine qu’il en est 
de même de la différence

11
i + - +.

Cette dernière limite porte le nom de constante d’Euler; sa valeur est :

C = 0,571 215 664 901 532 5 ... (*).

Cet important résultat met bien en lumière, sur un exemple 
particulier, la possibilité d’approcher d’une limite quelconque, en 
intervertissant l’ordre des termes d’une série non absolument conver­
gente (§ 60) ; si l’on pose en effet

1
S„ — 1 -P -P 

Ss» — 1 = 1 + ^

S;>n = g +

© (n) étant une quantité qui tend vers zéro quand n croit indéfiniment, 
on aura
c» ci/ __ç e ^ c^2n—1 °2i>--- ^2/1 ^n g

= log 2n — - logn — - log^ + © (2n) — ^ ? (n) — ^ ® (p)

1 ^ 1 J
= log 2 + - log - + © (2n) — - © (n) — - © (p),

et il est clair que si n et p augmentent indéfiniment, de façon que le

-P ... -4- - — log n + C -h f (n),

1
+ ... ++ 2n — 1

1 1
S„+ ... + 7.— =

2n

C1) Euler : Institutiones calculi âJfferentialis; § 143.
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est absolument convergente; or le rapport des valeurs absolues des 
(n + l)ièmes termes des deux séries (1), (2), à savoir | un an | est 
inférieur à A; donc (§ 65) la série (1) est absolument convergente.

ï

m (m — \):■
x2 + ... (Œuvres, 2e éd., 1.1, p. 223).(') Remarques sur la série 1 4- y x + 1.2
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Il
rapport - tende vers une limite h, la limite du second membre sera

1
log 2 + - log h.

Les exemples qui précèdent suffisent pour faire pressentir au lecteur 
l’importance et l’intérêt que présentent les séries qui procèdent suivant 
les puissances entières et positives d’une variable; ils justifient l’étude 
que l’on va faire de ces séries considérées en elles-mêmes, indépen­
damment des fonctions particulières qu’elles peuvent représenter.

105. Étant donnée une suite infinie de nombres

w0, Un) •..U.2i •••}

Considérons la série

u0 -+- ul x + X* + ... + un xn + ...

Deux théorèmes essentiels ont été établis par Abel Ç) ; voici le 
premier :

Si, pour x = a, les termes de la série (1) restent finis; en d’autres 
termes, s’il existe un nombre positif A tel que l’on ait, quel que soif 
le nombre entier positif n,

(1)

| un an | < A,

la série (1) est absolument convergente pour toutes les valeurs de x 
dont la valeur absolue est inférieure à celle de a.

En effet, pour toutes ces valeurs, la série

+m++
(M 

| <M
8 
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108. Dans les mêmes conditions, la série

(1) u0 4- ut x + u2 x* 4- ... -+- un xn 4- ...

est uniformément convergente dans tout intervalle (p, q) dont les 
limites sont, en valeur absolue, inférieures à a.

En effet, si b est un nombre positif plus petit que | a |, mais plus 
grand que | p | et | q |, le« termes de la série (1), pour toute valeur 
de x appartenant à l’intervalle (p, q) sont, en valeur absolue, plus 
petits que les termes correspondants de la série convergente à termes 
positifs

I uo I■+ I uih I + I I + ••• + I unbn I + •••;

de là et de ce que xn est une fonction continue de x, il résulte que la 
somme de la série (1) est une fonction continue de x dans l’inter­
valle (p, q) (§ 91).

107. En particulier si, pour x — a, la série

U0 4 UyX + U2x* 4- ... + Unxn 4- ... 

est convergente, les termes de la série

uo + uia + u2a^ + ••• + una’1 + •••

tendent vers zéro quand leur rang n croit indéfiniment; ils sont 
donc tous inférieurs à un certain nombre positif A ; la série (1) 
est donc absolument convergente pour toutes les valeurs de x infé­
rieures à a, en valeur absolue; elle est uniformément et absolument 
convergente dans tout intervalle (p, q) dont les limites sont, en valeur 
absolue, inférieures à a; mais il y a plus, et c’est en cela que consiste 
le second théorème d’Abel que j’ai annoncé, la série est uniformément 
convergente dans tout intervalle qui admet pour une de ses limites le 
nombre a lui-même, l’autre limite étant un nombre inférieur à a en 
valeur absolue; je démontrerai la proposition en prenant zéro pour la 
seconde limite et je désignerai par (0, a) l’intervalle considéré (j).

Soit e un nombre positif quelconque; puisque la série (2) est

(1)

(2)

(') On devrait (§ 72) écrire (a, 0), si a était négatif.



qq1I 4- 1

an+1’
qqU 4" i

• *5
a1l+i

forment une suite de nombres positifs (ou nuis), décroissants (ou 
égaux), inférieurs (ou égaux) à un; par conséquent (§ 70), la somme

xn+1 -4" ixn
+ • • • + lln 4. i Cln + 1unan-----h un+1an+l

an+i
— unxn + un+lxH+1 + ... + un + ixn+i

an+1an

est, quelle que soit la valeur de x appartenant à l’intervalle (0, a) et 
quels que soient les entiers positifs i et n p, inférieure à e en 
valeur absolue, cela suffit (§ 89) à prouver que la série converge, ce 
que l’on savait déjà, et qu’elle converge uniformément dans l’inter­
valle (0, a).

Il résulte de là, et de la continuité de la fonction xn, que la somme 
de la série (1) est une fonction continue de x dans l’intervalle (0, a) 
(§§ 75, 91) : cette somme a donc pour limite la somme de la série (2) 
lorsque x tend vers a par des valeurs plus petites que a en valeur 
absolue (1).

Par exemple la série

171

convergente, au nombre s correspond (§ 41) un nombre entier 
positif p, tel que sous la condition n ^ p, chacune des sommes

CHAP. IV. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

uncin,
unan + un+lan+l

unan -h un+1an + l + ... + un+ian+i,
*

soit en valeur absolue inférieure à e. D’un autre côté, si x désigne un 
nombre compris entre zéro et a, pouvant d’ailleurs être égal à l’un 
ou l’autre de ces nombres, les quantités
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est égale à log 2.
Il n’est peut-être pas inutile de faire remarquer qu’on n’aurait pas 

le droit de conclure la convergence de la série (6) de ce que la série (5) 
est convergente quand J cc | est plus petit que un et représente la 
fonction log (1 + x), continue pour x = 1. On a par exemple, 
pour | x | < 4,

1
= 1 + x 4- a?2 4-1 — x

le premier membre est une fonction continue pour x — — 1; et 
pour cette même valeur de x, le second membre est une série 
divergente-.

On aperçoit de suite la vérité des propositions suivantes.
La série (1) est uniformément convergente dans tout intervalle 

limité d’une part par le nombre a, de l’autre par un nombre plus 
petit que a en valeur absolue.

Si une série telle que (1) est convergente pour deux nombres (a, b), 
elle est uniformément convergente dans l’intervalle (a, 6); sa somme 
est, dans cet intervalle, une fonction continue de x.

Mais il convient de remarquer que la convergence de la série (1), 
pour x = a, n’entraine pas la convergence de cette série pour x = — a, 
cemme on le voit sur la série (5), convergente pour x — 1, divergente 
pour x — — 1.

108. Si une série procédant suivant les puissances entières et 
positives de la variable x contient un terme indépendant de x et est 
convergente pour d’autres valeurs de x que zéro, il existe un nombre 
positif e tel que, pour toutes les valeurs de x inférieures à s en valeur 
absolue, la somme de la série soit différente de zéro.

Soit en effet

f (x) z= u0 -+- ul x u% x~ 4- ...

172

a pour somme log (1 4- x), lorsque x est compris entre — 1 et -f- 1 ; 
il résulte du théorème précédent et de la continui'é de la fonction 
log (1 x), que la somme de la série convergente (§ 69)
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la série proposée, convergente tant que l’on a 

| x | < a, (a > 0),
et supposons

u0 ^ 0.

La somme f (x) de la série est une fonction continue dans tout 
intervalle (— b, b) tel que l’on ait

0 cb c a;
on a d’ailleurs

f (0) = u0.

A tout nombre positif a moindre que | ua | correspond donc un 
nombre positif s, que l’on peut supposer moindre que b et tel que, 
pour toutes les valeurs de x moindres que s en valeur absolue, on ait

I fipc) ~ «o I < «
et, par conséquent,

I f(j») | > | «o | — a> 0 (1).

On donnera d’ailleurs bientôt (§ 110) une limite inférieure de la 
valeur absolue des nombres qui peuvent annuler f(x).

109. Il résulte de ce théorème que, si deux séries

u0 + ulx + ... + unxn + .. *5

v0 + VxX + ... 4- VnXn -h ...,

convergentes pour toutes les valeurs de x plus petites en valeur 
absolue que le nombre positif a, ont même somme pour une infinité 
de valeurs distinctes

xv a?2, .. •••*5

plus petites que a en valeur absolue, différentes de zéro et telles que 
l’on ait

lim xn — 0,
n =■ x

(') Il ne sera peut-être pas inutile de faire remarquer eu passant que, quels que 
soient les signes des nombres A, B, l’inégalité | A + B | <C G entraîne les inégalités 
| A | < | B | + C, 1 B | < | A | + C.
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elles sont identiques, c’est à dire que l’on a

XI0 ------ - t'o, «!=«!> ••

Supposons en effet les n premiers coefficient.' égaux dans les deux 
séries, mais u ' différent de vn, la série

w» = vn, ...

(Un — Vn) + (Un

aurait une somme nulle pour l’une quelconque des valeurs ar„ xt, ... 
attribuées h x; il en résulterait que la série

(un — vn) +

— Vn+i) Xn+1 + ...-4-1

--  ^n+l) # + •••>

dans laquelle le premier terme (un — vn) n’est pas nul, aurait aussi 
une somme nulle pour x = xs, ..., et par conséquent pour des 
valeurs de x aussi voisines de zéro qu’on le voudrait, ce que l’on a 
démontré être impossible.

Si, par conséquent, une fonction f (x) peut, pour toutes les valeurs 
de x inférieures en valeur absolue à un nombre positif a, être repré­
sentée par une série qui procède suivant les puissances entières et 
positives de x, elle ne peut l’être que d’une façon.

Si une telle fonction s’annule pour x — 0, dans la série qui la 
représente, le terme indépendant de x doit être nul, en vertu du 
paragraphe précédent; plusieurs des coefficients qui suivent peuvent 
aussi être nuis; ils ne peuvent d’ailleurs l’être tous, si la fonction 
n’est pas constamment nulle; si le premier coefficient qui n’est pas 
nul est le coefficient de xn, on voit que la série qui représente f(x) 
sera de la forme

+ i

un x" + Un+i xn+1 + un+2 Xn+2 + ... = xn 9 (x),

en posant
? (x) = Un + Un+i X + Un+2 X2 + ...

la série s (x), dont le premier terme un n’est pas nul, est convergente 
entre les mêmes limites que la série qui représente f (x).

110. Soit
f (x) — W0 -F U{X + U2x2 + ...

une série qui procède suivant les puissances entières et positives de x,



convergente pour les valeurs de a? inférieures en valeur absolue à un 
certain nômbre positif, et dans laquelle enfin u0 est différent de zéro.

1
Il résulte du paragraphe 108 que l’expression —

continue pour les valeurs de x suffisamment voisines de zéro.
Je vais montrer qu’il existe un nombre positif a tel que dans

, • 1l’intervalle (— a, a) l’expression —
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a un sens et est
f(x)

soit développable en une série

qui procède suivant les puissances entières et positives de x. Gela 
résultera de la proposition suivante :

Soit
<p (a?) = 1 -p al x -+- a2 a?2 -p ... -p an xn -p ...

une série procédant suivant les puissances entières et positives de x, 
et pour laquelle les coefficients a,, ..., an, ... soient, en valeur
absolue, au plus égaux à 1; cette série sera manifestement conver­
gente pour les valeurs de x inférieures à un en valeur absolue. Je dis 
qu’il existe une série

^ [x) = I + 61 x -p b2 x- + ... -p bn xn -p ...

1convergente pour toutes les valeurs de x inférieures à - en valeur 

absolue et telle que l’on ait, pour toutes ces valeurs,

<p (x) X à {x) — 1.

Si la série ^ (x) existe, le produit o (x) X ']> (oc) pourra se repré­
senter (§ 58) par la série

1 + x + c2 a?2 + ...
en posant

ci = -p bv 
c2 = a2 -p albl -p b

cn = an -p a,i_i bj + ... -P a1 b„_i -p b„,

et, en vertu du paragraphe précédent, on doit avoir

cn — 0, •••Jc. = 0, c2 — 0, ...,



or la série dont les coefficients sont des nombres qui vérifient ces
1

inégalités, est absolument convergente tant qu’on a | a? | <-; son

produit par o (x) est bien égal à un, si les coefficients vérifient les 
équations

Ci = 0, c2 — 0, .. cn = 0, ...

Il suit de là que l’équation o (x) = 0 n’a pas de racine entre

i et que, dans cet intervalle, la fonction - /
? (a?)

! peut être2 6t

développée en une série procédant suivant les puissances entières et 
positives de x.

Si maintenant, on se reporte à la série proposée f (x), on voit, en 
y remplaçant x par kc, qu’elle prend la forme

f(kl)=n, il 4- u, k y
— Ç + ... +

Un1*" Kn

u0u0

si le nombre k est inférieur à toutes les valeurs que peut prendre
1

— 1, 2, 3, ..., l’expression pourra
n /

l’expression

être développée en une série procédant suivant les puissances entières
1

et positives de £, valable tant que l’on aura [ £ | < par conséquent
w

pour n

1
---- - sera développable en une série procédant suivant lesl’expression
f(x)

176

ces équations déterminent les coefficients bv è2, ..., bn, ..., et, en 
vertu de la supposition,
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\ an\^l (n = 1, 2, 3, ...)

les équations précédentes donneront pour bn è2, ..., bn, ... des valeurs 
qui devront satisfaire aux inégalités que voici :

1,i
1 + 1 ou 2,2

1 + 1 + 2 ou 22,

| bn | < 1 + 1 + 2 + 22 + ... + 2,i-2 ou 2"-',

»

u.
Un

bO
I

cr
 C5-1 

C5
->
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puissances entières et positives de x, valable tant que l’on aura f x 

k
-■> en sorte que la valeur absolue de la plus petite racine deA

f (pc) = 0
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<

l’équation

kest certainement supérieure à - •

Quant à l’existence du nombre &, elle s’établit comme il suit; soit a 
un nombre positif pour lequel la série f (x) soit convergente, on aura

lim | un | an = 0,
?l*=ao

et, par suite, on peut prendre p assez grand pour que, sous la 
condition n ^ p, on ait

| un | an < | u0

il suffira dès lors de prendre k plus petit, que a et que les nombres

l>

, i/|-°L i/N,... Vl—

v ki v ki y \up- 1
u0

? (a?)Si l’on considère maintenant une expression de la forme f(x)’
où f (x) a le même sens que précédemment et où © (x) désigne une 
fonction développable en une série procédant suivant les puissances * 
entières et positives de x, convergente pour les valeurs de x qui sont, 
en valeur absolue, inférieures à un certain nombre positif, les deux

1
séries qui représentent <p (x) et ^ seront absolument convergentes

pour les valeurs de x moindres en valeur absolue qu’un certain 
nombre positif a; en les multipliant, on arrivera à une égalité de 
la forme

? {oc)
= V0 4- vtx + v2xs -h ... + vnxn + ...

f(x)

qui sera valable pour ces valeurs àe x. La règle de la multiplication 
montre d’ailleurs que les p premiers termes de la série qui figure 
au second membre ne peuvent être nuis que si les p premiers termes 
de la série <p (x) sont nuis.

Tanneby. — Théorie. 12
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Supposons maintenant que f (x) soit toujours développable en une 
série qui procède suivant les puissances entières et positives de x, 
mais que cette fonction s’annule pour x = 0; elle pourra se mettre 
sous la forme xn'li (x), en désignant par n un nombre entier positif 
et par (x) une série procédant suivant les puissances entières et 
positives de x dans laquelle le terme indépendant de x n’est pas nul; 
on aura alors, pour' toutes les valeurs de x inférieures en valeur 
absolue à un certain nombre positif e, une égalité de la forme

THÉORIE DES FONCTIONS d’üNE VARIABLE.

? (®) = iv0 -+- WlX 4- IL\X~ + ... + ivnxn 4- ...

et par conséquent, pour ces mêmes valeurs de x, sauf la valeur zéro,

© (x) to0 w
f (x) xn +

et w0 ne sera pas nul, si l’on n’a pas ç (0) = 0.

On a mis ainsi

entière en - ?

— 17 4" ... 4- ----- 4- lVn 4- MJn+i X -h ...1 XXn~

? (®) sous la forme de la somme d’une fonction

X
w0 w, w„-l
— 4- 4- ... 4-Xn~l■ i- X

qui, d’après une proposition bien connue concernant la façon dont se 
comporte un polynôme entier quand la variable augmente indéfini­
ment, augmente indéfiniment quand x tend vers zéro et d’une série 
wn 4- îo»+ i, x 4- ... dont la somme est finie quand x est suffisamment 
voisin de zéro.

111. Soit

(1) U0 4- U y 4- U % 4- ••• 4“ U n 4- ...

une série dont les termes sont des fonctions de la variable x, qui 
procèdent suivant les puissances entières et positives de x, en sorte 
que l’on ait, pour toutes les valeurs 0,1, 2,3,..., attribuées à l’indice i,

ui — u;o + % 4- ••• 4- uinxn 4- ...;

supposons que toutes les séries (2) soient absolument convergentes

(2)



pour x = 'a, a étant un nombre positif; désignons par la somme 
, de la série (2) lorsqu’on y renjplace x par a et chaque terme par sa 
valeur absolue, en sorte qu’on ait

U, — Mjo + Uijci + ... uinan ..

en désignant en général par uin la valeur absolue de uin. Si la série 
à termes positifs
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(3) * ?

(4) U0 + Uj -f- u2 + ... + u„ -+- ...,
est convergente, il est clair que, tant que x appartiendra à l’inter­
valle (— a, + a), la série (1) sera uniformément convergente et qu’elle 
définira une fonction F (x) continue dans l’intervalle (— a, + a). 
Je vais montrer que cette fonction peut être développée en une série 
procédant suivant les puissances entières et positives de x,

F (a?) = v0 + vxx + v^x* + ... + vnxn + ...

et que l’on a, pour toutes les valeurs 0,1, 2, ..., attribuées à l’indice n,

-- UiU --- U°n + UlH + U*n + "•(5) v„
Î=a0

le second membre étant d’ailleurs une série convergente.
Considérons les deux séries à double entrée dont les termes généraux 

sont respectivement
u'inan.

Les indices i et n devant prendre indépendamment toutes les valeurs 
0, 1, 2, ..., il est clair que les valeurs absolues des termes de la 
première sont plus petites que les valeurs absolues des termes de la 
seconde ; mais la seconde a tous ses termes positifs et est convergente : 
car si l’on groupe ensemble les termes qui répondent à une même 
valeur de i, on trouve pour somme U* et, en ordonnant ensuite suivant 
les valeurs croissantes de i, on retrouve la série (4) ; donc la série à 
double entrée dont le terme général est uinxn est absolument conver­
gente et l’on retrouvera toujours la même somme de quelque façon 
que l’on groupe les termes. En groupant ensemble ceux qui répondent 
à une même valeur de i, on trouve pour somme u{ et en ordonnant 
ensuite par rapport aux puissances croissantes de i, on retrouve la

uinxn,
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série (1) dont la somme est F (a?); au contraire, en groupant ensemble 
les termes qui répondent à une même valeur de n, on a pour somme 
vnxn; ordonnant enfin par rapport aux valeurs croissantes de n, on 
aura

F (x) =. v0 + vtx + ...

C’est ce qu’il fallait démontrer.
Il est bien évident que le théorème qu’on vient d’établir ne suppose 

en aucune façon que les séries (2) soient illimitées; elles peuvent se 
réduire toutes à des polynômes et sont alors toujours convergentes. 
C’est une circonstance qui se présente dans l’importante proposition 
qui fait l’objet, du paragraphe suivant.

112. Soit

f (oc) = a0 + axx + «2æ2 + ... -F anxn + ...

une série procédant suivant les puissances entières et positives de x; 
supposons qu’elle converge pour toute valeur de a? inférieure en valeur 
absolue au nombre positif A.

La somme f (x) de cette série sera une fonction continue de x dans 
tout intervalle dont les limites sont, en valeur absolue, inférieures à A.

Ceci posé, désignons par x un nombre dont la valeur absolue x' 
soit plus petite que A et par h un autre nombre dont la valeur 
absolue h' soit moindre que A — x', en sorte que, x -f- h étant 
inférieur en valeur absolue à A, la série

f (X -f- h) ci0 -f- Gq (X -f- h) + (72 (x -f- h)2 + ...

soit convergente.
Si l’on regarde x comme donné, le second membre est une fonction 

de h, définie tant que la valeur absolue de h est inférieure à A — x' 
et les divers termes peuvent être remplacés par des polynômes 
ordonnés suivant les puissances ascendantes de h; d’ailleurs si l’on 
désigne par H un nombre positif inférieur à A — x', la série

a'0 + aj (x1 + H) + a'2 (x' + H)2 + ...,

où a’,, a\, «g, ... désignent les valeurs absolues de a0, an a8, ... 
est convergente ; par conséquent, tant que l’on a

in^H,

.0)

(2)

(3)



on se trouve dans les circonstances prescrites pour l’application du 
théorème du paragraphe précédent : la variable h remplace la 
variable x, H remplace a, a\ (x + h■)*' remplace ut et le dévelop­
pement ordonné suivant les puissances ascendantes de h remplace la 
série (2) ; uin doit ainsi être remplacé par '
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i (i — 1) ... (t — n + 1)
/y»t — ntÂy y«i 1.2 ... n

toutefois, on doit avoir
n i

et les termes qui ne satisferaient pas à cette condition doivent être 
effacés. Enfin la quantité désignée dans le paragraphe précédent 
par Ef n’est autre chose que al (x1 + H)*.

La fonction de h, f (pc -t- h) peut donc être développée suivant les 
puissances ascendantes de h, et le coefficient de h11 qui remplace le 
terme vn du paragraphe précédent sera ici

n -t~ 1) aixi~n,

1
^ -------5 écrite plus explicitement, est

n (n — 1) ... 1 ,an + (n + 1) n ... 2.an+iX
-t-(ra+2) n...3.an+2a?2-f-...+ (n+p)(n+p—l)...(p+l)an+p.xp+...

C’est, en vertu du paragraphe précédent, une série convergente tant 
que | a? | est plus petit que A.

En résumé, on est parvenu au théorème que voici.
Soit

i—n

la quantité multipliée par

f (x) = a0 + ayx + ata?2 + ... + anxH + ...

une série procédant suivant les puissances entières et positives de a?, 
convergente pour les valeurs de x qui sont, en valeur absolue, infé­
rieures à A ; pour ces mêmes valeurs de x, les séries

( f (x) = a1 + 2«2a? -t- 3a3x* + ... + (n + 1) an+l xn -f- ...,
1.2a, -f- 2.Sa3x -t- ... -f- (ïi -t- 1 ) -t- 2) an4.2xn -f-...,

I

i r (®)
n ........

fw (00) — 1.2 ... p ap -f- 2.3 ... ( p -f- 1 ) ap +1 a? + ...
+ (n + 1) (n + 2) ... (n -t- p) an+pxn + ...
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sont convergentes et l’on a

/ (x + h) = a0 + ai (x + h) + a2 (x + /t)s + .../

= f(x) + J f 0*0 + YT2 ?" (x) +ni
h p

- fp (x) + ... 
P1.2 ...\

pour toutes les valeurs de x et de h -qui satisfont aux conditions

| x | < A, | x | -f- | h | < A,IY

le signe < excluant l’égalité.
Les séries f' (x), f" (x), ... sont dites dérivées première, seconde ... 

de la série f (x).
Il convient de remarquer que lors même que la série (I) serait 

convergente pour x — A, on ne saurait affirmer la convergence des 
séries (II) pour cette valeur de x; par exemple si l’on prend

xnJ., x Xfipc) = + ... ++ n2 . . . ,l2
on aura

f 0*0 = + ... *4” + .. • ?

la première est convergente pour x = 1, la seconde est divergente.
D’un autre côté, si l’on se donne le nombre x plus petit que A en 

valeur absolue, il peut se faire que la convergence de la série

b2f{x) + \ f 0*0 + r o*o +...1.2

s’étende à des valeurs de h pour lesquelles on ait

| h | > A — | x |.

Si l’on prend par exemple

1
f(x) = 1 — X + X* — X? + ... = ’ I æ I < 1,1 + X

on trouvera sans peine, en appliquant les formules (II) et en tenant

s l 
&

« 
Icq^ i

 &
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compte des formules finales du paragraphe 102,
183

f— 1)»» 1.2 ... p 

(i -i- xy
— îr o*o = fp(x) =? • ? •••?2(I + x)

en sorte que l’équation (III) donnera

h2h1 1
f (x + h) = . .

(i + xy (I + x)3I 4- X + h 1 + X

résultat que l’on aurait d’ailleurs pu déduire immédiatement de 
l’identité

11 1
h1 + x + h 1 + x 1 + 1 -H X

On voit par là-même que la dernière série converge tant que l’on a

| h | < | 1 + x |,

tandis que les inégalités (IV) auraient donné 1 — | x | pour la limite 
supérieure de j h |.

113. Dans le cas où la série

f (x) = u0 + utæ + x* + ...

converge pour toutes les valeurs de x, il en est de même des séries 
dérivées f (a;), f (a?), ...; si l’on applique les formules (III) du 
paragraphe précédent à la série

a?2 x3x
f (x) = ex — 1 + 7 4- + . • * ?1.2.31.21
t

on trouvera
f (X) = f" (x) = ... =f(x) = e*

et la formule (6) donnera alors

II1hex+h — (f 4- - ex -)-------ex + ... = ex X ch.
1.21

C’est la vérification d’un résultat connu.



If9 (;x + h) — 9 (æ) ^1 If
1.2.3.41.2

h3+ 0») ( t + ...1.2.3

( If -)/C
è (# 4- /i) = 1 — — 4-

1,2 1.2.3.4
4- 9 (a?) ^1i h3

+ . . . ?
1.2.3

ou

i ? (# + k) = ? (a) ? O) — «1» (a?) ^ (J»)>
( 6 (x 4- h) = 6 (x) 9 (Zi) 4- 9 (x) 6 (h).(a)

C’est la vérification annoncée au paragraphe 97.

114. On a vu (§ 108) que si, dans une série qui procède suivant 
les puissances entières et positives de la variable, un coefficient n’est 
pas nul,, il existe un nombre positif tel que la somme de Ja série soit 
différente de zéro pour toutes les valeurs de la variable, autres que 
zéro, qui sont., en valeur absolue, inférieures à ce nombre.

Il est aisé d’en conclure que si

f (x) = u0 + uy x + w2 or* 4- ...

désigne une série convergente tant que l’on a | x |- < A, A étant un 
nombre positif, et dans laquelle tous les coefficients u0, uv u3, ...
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En appliquant les mêmes formules aux séries

.r- ■ X6X1
9 (x) = cos x = 1 — +

d» (x) = sin x — -

+ ...1.2.3.4 1.2.3.4.5.6

xf X*
1 1.2.3 1.2.3.4.5 •••y

on trouvera, pour les séries dérivées,

9' (»)=—<Ka>), ç\x) =—<ï(x), 9"'{x)—à(x), 91V (a?) = 9(a?),..., 

ÿ{x) = 9 (x), <|/(a;), f'(a?)=—o{x),^ (a?)=<Kæ),

les dérivées se reproduisent ensuite périodiquement de quatre en 
quatre; la formule (6) donnera alors

^ 
1
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ne sont pas nuis, il est impossible que la fonction/(æ) et ses dérivées

f (x) = ul 2u2x + 3u3x* ...,
f* (x) — 1.2u2 + 2.3u3x* + 3.4wva?2 + '...,

soient toutes nulles pour un nombre x = xv dont la valeur absolue 
est moindre que A.

En effet la formule

f(x + h) = f (x) + ^ f' (x) + ^ f {x) + ...(O

valable tant que l’on a

| X | < a, | h | < A — 1 x |,

montrerait, en y remplaçant x par æ,, que la supposition

f Oi) = 0, f {x0 = 0, f(xt) = 0, ...

entraînerait l’égalité
/* — 0,

pour toutes les valeurs de h satisfaisant à l’inégalité

| h | < A — | xl |.

Ainsi la fonction f (x) serait nulle pour toutes les valeurs de x 
appartenant à un intervalle fini (a, (3); il en serait de même de toutes 
ses dérivées; en effet, si l’on applique la formule (1) à une valeur de x 
qui appartienne à l’intervalle (a, [3), le second membre devra être nul 
pour toutes les valeurs de h telles que x + h appartienne aussi à 
l’intervalle (a, (3); or cela, d’après le théorème du paragraphe 108 
que l’on vient de rappeler, ne peut avoir lieu que si tous les coefficients 
f(x), f1 (x), f (x), ... de la série ordonnée suivant les puissances de h 
qui constitue ce second membre, sont nuis. Si l’intervalle (a, [3) 
contient le nombre zéro, la même proposition montre que l’on doit 
avoir

u0 = 0, ul = 0, w2 — 0, ... ;

si l’intervalle (a, (3) ne contient pas le nombre zéro, supposons, pour 
fixer le langage, que ses deux limites a, [3 soient positives, en sorte
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que l’on ait
0<a<3<A.

En faisant clans la formule (1) x — a et en observant que cette 
formule convient certainement pour les valeurs de h telles que l’on ait

\ h \ — a < A — a,

voit que la suppositionon

/■(«) = «, rw = o, rw = »,...
entraîne l’égalité

/■ (a + /t) = 0

pour toutes les valeurs de h qui vérifient l’inégalité précédente; ainsi, 
pour toutes les valeurs de x comprises entre a — (0 — a) et a la 
fonction f(x) et toutes ses dérivées seraient nulles; si l’intervalle" 
que limitent ces deux nombres contient le nombre zéro, le théorème 
est démontré ; s’il n’en est pas ainsi, on continuera de la même façon 
et il est clair qu’on finira par prouver l’existence d’un intervalle fini, 
comprenant le nombre zéro, et dans lequel la fonction f(x) est 
constamment nulle, ce qui, encore? une fois, ne peut avoir lieu sans 
que tous les coefficients u0, i<2, ... soient nuis.

Soit toujours
f (x) — u0 + ul x -+- u2 x- +

une série convergente tant que l’on a | x | < A, A étant un nombre 
positif et supposons que tous les coefficients w0, uv ws, ... ne soient 
pas nuis.

Il ne peut y avoir une infinité de nombres distincts xv x„ ..., xM ... 
plus petits que A en valeur absolue et ayant pour n infini une limite £ 
plus petite que A en valeur absolue, tels que l’on ait

fOi) = 0, f{x%) — 0, f{pcn) = 0, ...,

il suffit en effet de poser 

x = £ + h, xn — ç + bn? ••••>Xy — ç + /q, •••

et de considérer le développement de f(ç, + h) suivant les puissances 
entières et positives de h pour voir que la somme de la série ainsi
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obtenue devrait être nulle pour les valeurs hv ..., /*„, ... données 
à h; or la suite infinie de ces valeurs a pour limite zéro; il faudrait 
donc que tous les coefficients de la série fussent nuis; en d’autres 
termes la fonction f (x) et toutes ses dérivées seraient nulles pour
x = !j.

La proposition ne serait plus vraie si l’on avait = A.
Dans un intervalle (p, q), dont les limites sont inférieures à A en 

valeur absolue, il ne peut y avoir une infinité de valeurs distinctes 
de x pour lesquelles la fonction f(x) soit nulle. En effet le théorème 
démontré dans le paragraphe 38 prouverait l’existence d’un nombre £ 
appartenant à l’intervalle (p, q) et qui serait la limite d’une suite 
infinie de nombres xv a?2, ..., xn, ... appartenant au même intervalle 
et pour lesquels f(x) s’annulerait. Deux séries

f (x) — u0 4- uyx 4- upx* 4- 

O (X) = V0 4- VrX 4- V2x2 4- ...,

convergentes tant que l’on a | x | < A, ne peuvent être identiques 
pour une infinité de valeurs distinctes appartenant à un intervalle 
(p, q), dont les limites sont inférieures à A en valeur absolue, à 
moins d’être identiques terme à terme, en sorte que l’on ait

uQ — u0, Ul =Vlt ..

Dans cette proposition, on ne peut supposer que l’une des limites p, q 
soit égale à + A.

Deux séries procédant suivant les puissances entières et positives 
de x ne peuvent représenter la même fonction de x dans aucun 
intervalle, si petit qu’il soit, sans être identiques.

un = vn, ...

115. Si l’on a, en conservant les notations précédentes,

f(x) = 0

pour x = xv | aq | étant un nombre plus petit que A, on pourra 
mettre f(x) sous la forme

f(x) = (x — aq)” d- (x).

n est un nombre entier positif qui indique l’ordre de la première des*
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dérivées
f'(x), f (x), f'"{x), ...,

qui ne s’annule pas pour x = xl; et l’on a

1 x — aq
4* (x) = — /■<»> (x,) +

c’est, une série qui procède suivant les puissances entières et positives 
de x —- a?j, convergente tant que l’on a

/■(n+1) (aq) + .. * 71.2 .. 1.2 ... (n 1 )

I I| x — a? j | < A

et dans laquelle le premier terme n’est pas nul.
Si l’on désigne par f (x) et © (oc) des séries qui procèdent suivant 

les puissances entières et positives de x, convergentes tant que la 
valeur absolue de x est inférieure au nombre positif A, et si, en 
désignant par xl un nombre dont la valeur absolue est inférieure à A, 
la fonction f (x) n’est pas nulle pour x = cc„ on aura une égalité de 
la forme

? (x)
— A0 + Aj (X — aq) -f- A2 (X — aq)2 • ••>f(x)

où A0, At, A2,*... sont des constantes; cette égalité est valable pour 
les valeurs de ce — aq telles que l’on ait, en désignant par s un 
certain nombre positif,

\ x — aq | < e.

A0 ne peut être nul que si la fonction 9 (oc) est nulle pour oc = xl.
Si, en conservant la même signification aux symboles f (oc), 9 (oc), 

la fonction f (oc) était nulle pour oc = oc17 on pourrait poser comme 
tout à l’heure

f (oc) = (oc — oCj)’1 $ (oc)

et l’on parviendrait à une égalité de la forme

A „A,9 (a?) A0 — 1
+ K+ ... ++f (oc) (oc — 0Cj)n (oc — 0Cj)" — 1 x — xY

{x — xYy -+- ...j

.. désignent des constantes; cette égalité serait valable

(oc — xt) -f- A+ A il -f-1 rt-t-2

où A0, A v ‘
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pour toutes les valeurs de x — xl autres que zéro, et moindres, en 
valeur absolue, qu’un certain nombre positif.

Enfin A0 ne pourrait être nul que si l’on avait

cp (x,) = 0.
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116. Voici encore une application du théorème du paragraphe 111 
dans le cas où les séries désignées par rq se réduisent à des polynômes. 

Partons de la formule
m (ni — 1)in

(1) (1 + x)m = 1 + — x + £C2 + ...
1.21

et regardons-y x comme une quantité donnée dont la valeur absolue x' 
est inférieure à un ; les deux membres sont alors des fonctions conti­
nues de m. Si l’on désigne par M un nombre positif supérieur à j m |, 
la série

M (M + 1)M
X1 4- a;'2 + ...1+i 1.2

est convergente; dès lors, si l’on regarde les coefficients des diverses 
puissances de x comme des polynômes ordonnés par rapport aux 
puissances ascendantes de la variable m, on pourra, pour toutes les 
valeurs de m inférieures à M en valeur absolue, ou, puisque M est 
arbitraire, pour toutes les valeurs de m, appliquer la transformation 
décrite au paragraphe 111 ; on mettra ainsi (1 4- x)m sous la forme

1 4- vlm 4- t’2m2 4- ... 4- vpmp + ...
en posant

ce2 æ3x
• * *52 3

sjç P -f" l1 Xp
— ... + (— 1)’ aip 4- •• •91.2 ... (p — 1 ) p p 4- i

aip est la somme des produits différents obtenus en prenant p — 1

H N

tO
i i-

1o 
J COto

 : t-
'

8 l«teJ5



117. Je vais maintenant donner des applications du théorème du 
paragraphe 111 pour lesquelles les termes de la série transformée 
sont des séries indéfinies procédant suivant les puissances entières et 
positives de la variable.

Reprenons la formule
, k*= *
*gæ _ y
2x

1

l = ® (2 k + 1) — æ2

établie au paragraphe 99.
Cette série est convergente, en particulier, pour les valeurs de a;2

7j2
plus petites que — ; mais pour ces mêmes valeurs de x~, on a, en 

désignant par n un nombre impair quelconque,

2 V 2 V‘ 2 \61
x% 4- x' 4- ...+

t:2 n 7c1VK nx
n2 ----- xs4 &

2p + 2

X2p 4- ...
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facteurs distincts parmi les nombres

1 1 1“ ? ? • • •>
1 p -h i — 1

Toutes les séries vv vs, ..., vp, ... sont convergentes tant que Ton 
a | x | < 1. Mais, d’un autre côté, on a (§ 94)

log (1 4- x) [log 0 4- x)]
4- m2(1 4- x)m — 1 4- m H- ...

1 1.2
[log (1 4- a;)]"

1.2 ... %>

Les deux séries procédant suivant les puissances entières et positives 
de m doivent être identiques terme à terme; on a donc, pour | x | < 1,

OC
log (1 4- x) = —

4- mp 4- ...

1

[log (1 4- x)] X22 K 4 ')1 4-
22

•M
 n.

I cc

U
N
»
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w
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N
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'KSi l’on désigne par a un nombre positif quelconque <-> la trans-Z

formation du paragraphe 111 sera légitime tant que l’on aura | x \ 
%

< a, c’est à dire | x | < - et l’on pourra, dans ces conditions, écrire

tg#

CHAP. IV. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

(O — Aq -i- Aj.T/2 + ... -r- A...
2x

en faisant

U
2 2p -f- 2 1 1Ap — ,— 2 p -f- 2 32p+2l 2p -f- 2 52^ + 2

si l’on désigne en général par Sr la somme de la série, convergente 
pour r > 1,

1
Sr = - + + .. •yl’­

on a (§ 59)

11 1 •   S2p + 2 ^1 1
2 2p4-2 I’Cj2p + 232P + 22p + 2 I

et par conséquent
(22 —y sp + 2

Ap = 2p + 2«x2p + 2

On désigne sous le nom de nombres de Bernoulli, les nombres B 
définis par l’équation

1.2.3 ... 2n
;22h_ 1 TC2n

on a par conséquent
22p-t-l (Ctfp + i   ^
1.2.3 ... (2p + 2) BP + D

et

2 (22 — 1) 23 (2’’ — 1)
1.2.3.4

tgæ B1 + B2.T72 -f- ...
2a? 1.2

2 2p 4-1 (22p + 2 1)
B xip + ...p+i1.2.3 ... (2p + 2)

La définition qu’on a donnée plus haut des nombres de Bernoulli

M
l H

-

1-



ces équations monlrent bien que les nombres A, et par conséquent 
les nombres B, sont rationnels; on trouve ainsi

1 1 17
Ai — ’ A 2 r=A° 2 A3 =— y — y 630

31 691 10 922
A. =As =At — y2 835 155 925 6 081 075

et
1 1 1 1

Bt = B, =
2 30 B, =

3 42 30
— y — y— y

6
691 7

• Bu = ’ = B7 = y • • •2 730 ’ 6 •
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cache leur propriété d’être des nombres rationnels; mais cette pro­
priété apparaît bien facilement comme il suit.

La série (1) ou (2) est absolument convergente tant que Ton a
TU| x \ < -■ ; si on la multiplie par la sérieA

/y»2
COS X = 1 — -A- r+- X"

• • * y1.2.3.41.2

on devra retrouver la série

lia?B 2 1 x> 
ï _ 2 1.2.3 + 2 1.2.3.4.5

sin x
• * • y2x

eii égalant les coefficients des diverses puissances de x, on obtient 
une infinité d’équations du premier degré qui permettent de calculer 
de proche en proche les quantités A0, At, A2, ..., et dont voici les 
premières :

A0 — y

i .
1.2 A°

l
A, 2.1.2.

A011
... + (-1)*A pA p j g Ap-i + — 2 ---1.2.3.4 1.2.3 ... 2 p

(~ l)y
2.1.2.3 ... (2p 4- 1)’

iraCS
 t—■

w ig
' 

’.CQ

to
 I I—

'
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Les nombres de Bernoulli qui viennent ensuite sont

3 617 174 61143 867
b8 = ’ — ’ B10 =510 798 330

854 513 236 364 091
B,t = ’ B12 = , ... C).138 2 730

Le développement de tg x en série se présente sous une forme un 
peu plus simple, si l’on pose

22p+1 (2 — o p .r'p+i ?
2p+2

ci2p+\ — 2.1.2.3 ... (2p -4- 1) Ap —
p -+- 1

les formules qui ont permis de calculer de proche en proche les 
quantités A donnent alors

& i —

a3 — 2 a1 — — 1,
*

(2n l)2n • (2n -f-1)2n(2n — 1) (2n— 2)
Cl2n—1 +a2n + l-- CÏ2n—31.2 1.2.3.4

2 n -h 1
+ ... + (— 1)» = (- i)n;î

elles montrent que les nombres a sont entiers. 
La formule

m =Y* (3 m + 1) (- 1)™
TC2

m=ü (2 m + l)2 —

1 = 71
COS X — Æ2

(!) Les nombres de Bernoulli s’introduisent dans de nombreuses questions d’analyse 
et jouissent de curieuses propriétés arithmétiques parmi lesquelles je citerai la 
suivante, découverte en même temps par v. Standt et Glausen On a

11

en désignant par En un nombre entier positif ou négatif et par 2, a, (3> •••, X les nombres 
premiers qui, diminués d’une unité, divisent 2 n.

On doit à M. Kummer la proposition suivante (Journal de Crelle, t. "XL, p. 130) :
L’équation de Fermât a?' -+- ==. ne peut pas être résolue en nombres entiers si ^
est un nombre premier impair qui ne figure pas en facteur dans les numérateurs
des ^ — 3) premiers nombres de Bernoulli; parmi les nombres premiers inférieurs
à 50, il n’y a que le nombre 37 pour lequel le théorème de Fermât ne se trouve pas 
démontré par la proposition de M. Kummer.

Tannery. — Théorie. 13
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1

met de même en évidence la possibilité de développer------
r COS X

série procédant suivant les puissances entières et positives de x, 
convergente tant 'que l’on aura

en une

1

Si l’on pose

1 «2
— — ao + î~2 X^ + ' + 72^ + • • • ?1.2.3 ..COS X

on aura pour déterminer les quantités ag, a2, ..., aw ... la formule

/2\2n+I 
2 U 1.2.3 ... 2n S2®2 n ----- n+ 1 j

OÙ
1 1 1 1

+ ... V),-- p» 4-1 q2n-t-lg2n+lg2rc + I

et les équations 

«o = 1>
a2 — a0 — 0,

2n (2n — 1) 2n (2)i — 1) (2n — 2) 2n — 3)
1.2.3.4 
+ ... + (— 1)" a0 = 0,

&2n—2 + ®2 n — 4»*n — 1.2

qui montrent que les nombres a sont entiers (2).
J’ajoute à ces développements le suivant que le lecteur établira sans 

peine et qui est dû à M. D. André :

a?2(*) xn
tg + ^— + ••• + an— «0 d- Ct'l + ... ;

1. 1.2.3 ... n

1
les développements de tg x et de — - s’en déduiraient immédiatement.

(*; Euler, Introâuctio, etc., § 175.
(2) Les nombres a2p+v a.in ont été considérés par M. Catalan (Mémoires de l’Académie 

royale de Belgique, t. XLVII, 1877) et par M. D. André (Journal de Liouville, série III, 
t. VII), qui en a donné une curieuse définition combinatoire.

U 
co
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l
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th oc

Si l’on cherchait, en. supposant possible le développement de ——>Jà OC
à réaliser ce développement, on poserait

th a?_ sh x
. 2a? 2x ch x

les termes de degré impair n’ont pas été écrits parce que le premier 
membre ne change pas quand on y remplace x par — x; puis l’on 
égalerait, terme par terme, la série obtenue en multipliant la série 
qui figure dans le dernier membre par la série

CHAP. IV — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

— A0 + Aj x~ -f- ... Ap a?2p -t- ... 5

xi2 x'*
ch X —■ 1 + ;—— -f- + ...

1.2 1.2.3.4
à la série

1 a?2sh x xw
+ ~

1.2.3.42a? 2 1.2.3

on obtiendrait ainsi une infinité d’équations qui permettraient de 
calculer de proche en proche les coefficients A' ; il suffit de comparer 
ces équations à celles qui nous ont permis de déterminer les coeffi­
cients A pour s’assurer qu’on les vérifie toutes en prenant

A; = (- 1)p A,;
le développement

A0 — Alx~ + A^au + ... + (— l)p A,,a?22) -t- ..., 

auquel on parvient ainsi, est bien égal à ? tant que l’on a | x | 

-• Dans cette condition, en effet, il est absolument convergent et 

son. produit par ch x est égal à

Relativement à la dernière série obtenue, il peut être utile de 
remarquer qu’on déduit sans peine de la première expression donnée 
pour Ap, l’inégalité

2
< A„

en sorte que, dans cette série, les valeurs absolues des termes vont
TU

en diminuant constamment, tant que l’on a | x | < - •
Ji

A p-t-1

—
< 

K
N
t

W
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De l’égalité

th x . , „ . ,— = A0 A1x2 + A,a?‘ — . * * •)

on peut déduire, en remontant la chaîne des raisonnements que l’on a
t g x 
2 x 7descendue pour obtenir le développement de la formule

X

; = 2*S 1ex — e~
?

*=° (2k + l)2 j + a;2
ex + e~

qui, à la vérité, ne serait démontrée par cette voie indirecte que pour
Z

les valeurs de x moindres que - en valeur absolue, mais qui subsiste ,

pour toutes les valeurs de x.
On trouvera de la même façon

BBt11 2 (2 a?)2 + ...(6) ---- cot X
1.2 1.2.3.44a? \ x

.1!
(2x)2l> + ...,

1.2 ... (2p + 2)

= n2(2~1) + nûi(2'-1)xl + -i)x)N S U.1

Bp + i (22 p + i — 1) x2p + ...+
1.2 ... (2p + 2)

On doit supposer dans ces équations | x \ < tu. Au surplus, on 
transforme les unes dans les autres les formules (2), (6), (7), au 
moyen des relations

tg x — cot x — 2 cot 2 a?,
1

= cot -- — cot x.sin x

1-— 5 -— : îe me th x sh x
1

On a des formules analogues pour les fonctions -—

contenterai de citer la formule
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[r ]1 B1 B,
x'2 + ...1.2 1.2.3.4— e~x x
Bp + i

+ (- l)p x2p + ...1.2 ... (2p + 2)

qui est applicable tant que l’on a | x | < 2 nr.

118. Soient les deux séries

( ) / (y) = + UiV + *V/ + ..
() ? (oo) = v0 + vtx + vtx* +

où les coefficients w, v sont des constantes. Supposons que la seconde 
série soit absolument convergente pour x = a, a étant un nombre 
positif ; soit b la somme de la série à termes positifs

v'0 -+• v\ a + u'2a2 q- ...,

• •)

(3)

.. sont les valeurs absolues de u0, u15 v3, ... ; supposonsoù v'0, vj, v
enfin que la série (1) soit absolument convergente pour y — b, c’est

2> •

à dire que la série à termes positifs

u'0 4- u\ b + u'3b* q- ...,(4)

où u'0, u[, tt2, ... sont les valeurs absolues des termes u0, uv r«2, ..., 
soit convergente.

Pour chaque valeur de x telle que l’on ait J x \ ^ a, la série (2) 
sera absolument convergente et aura une somme plus petite que b en 
valeur absolue ; si dans la série (1) on remplace y par cette somme, 
on aura une série absolument convergente; la somme de cette série
peut ainsi être regardée comme une fonction définie de x pour toutes 
les valeurs de x telles que l’on ait | x | ^ a. Je vais montrer que 
cette fonction

F Ü*) = fh 0*0]

peut être développée en une série qui procède suivant les puissances 
entières et positives de x et que l’on formera de la façon suivante :

n étant un nombre entier positif quelconque, on peut, en appliquant 
la règle de la multiplication des séries, mettre [<p (#)]" sous forme 
d’une série

[® 0*0]” = v0n + VlnX + V^X2 4-(5)

H 
I »

r—
I 
I CV

f-H
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qui sera absolument convergente tant que l’on aura j x | c a; consi­
dérons maintenant la série à double entrée dont le terme général est
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unvmnOCm,

les nombres m et n doivent prendre toutes les valeurs 0, 1, 2, 
en excluant toutefois les combinaisons de n = 0 avec toute autre 
valeur de m que la valeur m = 0 et en convenant de prendre v0i> = 1. 
On va démontrer tout à l’heure que cette série à double entrée est 
absolument convergente, sous la supposition | x | 
ensemble les termes où n est le même et ordonnant par rapport aux 
valeurs croissantes de n, on retrouve évidemment la série

a; en groupant

u0 + u,o (x) H- u2 [? O)]2 +

c’est à dire F (x); en groupant ensemble les termes pour lesquels 
m est le même et ordonnant par rapport aux valeurs croissantes 
de m, on obtient la série cherchée

91 = oo91 = CO 91 = 00

F (x) = u0 -h 2 unv0n + a? 2 unvm a?2 2 UnV2n + .
91 = 1 91= 1 = 1

Tout revient donc à démontrer la convergence absolue de la série à 
double entrée; or, si on désigne par x' la valeur absolue de x et que 
l’on fasse

çp' (x') = v'0 -h v\x' + v'2x'* + ...

[?' O»')]” — Kn + v'lnx' + u'2na?'2 + ...,

il est clair que la composition de v'mn au moyen des quantités vv[, 
v2, ..., sera la même que la composition de vmn au moyen de v0, 
v2, ..., en sorte que l’on a certainement

I l'mn I 9)mn. \

Si maintenant on considère la série, à double entrée, dont le terme 
général, essentiellement positif, est •

ni v'mn x'm,

cette série est convergente puisque, en groupant ensemble les termes
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pour lesquels n est le même, on retrouve la série

u’0 + u\ ©' (x') + u'2 [9' (x')f 4- ...,

laquelle est convergente, à cause de la convergence de la série (4), 
où le nombre positif b est plus grand que le nombre positif ©' (x1). 

Gomme on a d’ailleurs

199

I Un Vmn Xm | ^ u'n v'mn x'm,

la convergence absolue de la série à double entrée dont le terme 
général est

Un Vmn Xm

est évidente.
Si la série (1) est convergente quel que soit y, la série qui donne 

F (x) sera certainement convergente pour toutes les valeurs de x 
telles que l’on ait | x | -< a ; la convergence peut d’ailleurs s’étendre 
plus loin, comme le lecteur pourra s’en convaincre en prenant

y2 = e>,1.2
x2

= log (1 + æ) 5r“ 2
on ne pourra manquer de trouver

F (x) = 1 4- x,

et la série limitée qui figure dans le second membre est convergente 
quel que soit x.

La proposition démontrée dans ce paragraphe sert surtout à assurer 
la possibilité de certains développements en série.

Par exemple, l’expression

(1 + x)~x

définit une fonction de x tant que l’on a | x | < 1 : dans ces mêmes 
limites, elle peut être représentée par une série; en effet, on a

X , CC» SC®,
2 + T~ 4 + ".- log (1 -Kt) 1 —(1 + x)x = ex

la série qui figure en exposant est absolument convergente tant que

= e

% |«
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1
l’on a | x | < 1 ; on peut donc développer (1 + x)x suivant les 
puissances entières et positives de, x, tant que l’on a | x | < 1 : on 
obtient

1
< 7 ,— æs 4- ...>X2 —(I + x)x — e 11 — 16

__X __ x3

par la multiplication des séries qui représentent e 2, e 3, e 4 
c’est là un mode de calcul qui sera légitimé plus tard (§ 122).

? / * *

119. De même qu on a considéré des séries dont les termes étaient 
des fonctions d’une variable x, de même on peut considérer des 
produits infinis dans lesquels les facteurs sont des fonctions d’une 
variable.

Soit
U2y ..

une suite infinie de fonctions de x définies dans l’intervalle (a, b); 
considérons le produit infini

Uj Uny ...•J

n ■*= co
Il (1 + Un) = (1 + Mj) (1 + us) ... (1 + Un) ...

71 ■= 1

Si ce produit est convergent pour chaque valeur de x, appartenant 
à l’intervalle (a, b), on dira qu’il est convergent dans l’intervalle (a, b). 
S’il en est ainsi et si à chaque nombre positif s correspond un nombre 
entier positif p tel que sous la condition q ~p on ait

n (i + un) — n (i h- un) J < e,
n — l 71 s= 1

et cela quelle que soit la valeur de x appartenant à l’intervalle (a, b), 
on dira que le produit infini converge uniformément dans l’inter­
valle (a, b).

Si un produit infini converge uniformément dans un intervalle (a, b) 
et si ses facteurs sont des fonctions continues dans cet intervalle, il 
définit une fonction continue dans cet intervalle.

Si la série
Ul + + U3 4- ...

est absolument convergente dans l’intervalle (a, b), on dira que le

to
i i—

to
i h-

1
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produit infini
îles 30

II (1 + Un)
Il r=l

est absolument convergent dans cet intervalle, sa valeur ne dépendra 
pas alors de l’ordre de ses facteurs et ne pourra être nulle que si l’un 
de ses facteurs est nul.

Les produits infinis qui sont à la fois uniformément et absolument 
convergents dans un intervalle (a, fi) sont évidemment ceux dont la 
considération fournira le plus de renseignements sur les fonctions 
qu’ils représentent.

S’il existe en particulier une suite infinie de nombres positifs 
9n 9ni ••• tels que la série

91 + 9% + ••• + 9n + •••

soit convergente, et tels que l’on ait, pour chaque valeur de x appar­
tenant à l’intervalle (a, b),

1^1 <9^1» I 1 < g» —, I un I — ;
le produit infini

Tl =s» 00n (i +
n = 1

sera uniformément et absolument convergent dans l’intervalle (a, fi); 
si, en outre dans ce même intervalle, les fonctions uv w8, ... sont 
continues, le produit infini définira une fonction continue dans ce 
même intervalle.

Toutes ces propositions ou sont des conséquences immédiates des 
théorèmes qui concernent les produits infinis, ou s’établissent comme 
les théorèmes analogues relatifs aux séries dont les termes sont des 
fonctions d’une variable; je me contenterai, sans insister davantage 
sur les démonstrations, de signaler quelques applications.

120. En vertu de la convergence de la série

1 1
■+• rr + ...2- 32

le produit infini

(1)

f
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est absolument et uniformément convergent dans tout intervalle; il 
définit une fonction continue dans tout intervalle, impaire, s’annulant 
pour x — 0, ±1, ±2, ... et seulement pour ces valeurs de x; une 
autre propriété de cette fonction apparaît facilement sur cette forme, 
à savoir la périodicité de la fonction <J> (cc). La démonstration est toute 
pareille à celle du paragraphe 100.

On verra de la même façon que le produit infini, convergent dans 
tout intervalle,

THÉORIE DES FONCTIONS ü’UNE VARIABLE.

&2m = oc

? (a?) = n 1 -
(ni + ^ 2m=0

définit une fonction continue dans tout intervalle et jouissant de la 
propriété

® (x + 1) — — o (x).

121. Les fonctions <j> (x) et tp (x) qu’on a introduites au paragraphe 

précédent ne sont autre chose que les fonctions
sin %x

i cos tzx, ainsi

qu’on va le démontrer en appliquant la même méthode qu’aux 
paragraphes 92, 96 et 99.

cos x

cosm — sinm —

x

sin xJC oc— sont des polynômes entiers en tg — ;Les fonctions

m m
les principes de la trigonométrie fournissent sans peine les racines de 
ces polynômes et la formule de décomposition d’un polynôme en 
facteurs binômes donne ensuite les équations

x , , X
tg*-tg8- tg8mcos x ni

1(1) 1 (2v + 1) x /3xtg2 — 
2m

1<r2____
D 2m tg8cosm—

2 mm
x . 2 a? tg8 -tg2- tg8sin x mv x— =:m tg — 

x ni
ni

1 11(2) -
2x tg“ — 

m
tg2- tg8 —cosm—

\ ni mm

Si
s

s 
I g

1—
• 
I (M
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Dans la première formule 2 r + 1 est égal à m — 1 ou km — 2,
4 yyi_\

selon que m est pair ou impair; dans la deuxième s est égal à ———À
m — 2 ' .—— ^ selon que m est impair ou pair.

JL
Occupons-nous de la première équation : faisons-y croître m indé­

finiment par valeurs entières et positives, et comparons le second 
membre au produit infini

CHAP. IV. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

ou à

a?2

ï 1 —13)
(2 n 4- 1)

a?2a?2
1 — 1

25 4

dont les divers facteurs sont les limites vers lesquelles tendent les 
facteurs correspondants du second membre de l’équation (1). 

Considérons en même temps le produit infini

K2*
1 +D =(4)

(2n + l)2 j
0

où K désigne un nombre quelconque plus grand que | x J; à cause 
de la convergence de ce produit, à chaque nombre positif e correspond 
un nombre tel que, pour ce nombre (ou les nombres plus grands), 
on ait

K271 = oc
(5) 1 + --  1 < £.ü

TU271 t=?p
(2n + l)2 j

On aura à fortiori, à cause de | x | < K,

(6) 1

car la valeur absolue du résultat obtenu en ne prenant dans le premier 
membre qu’un nombre limité de facteurs est plus petite que le résultat

1
n
il

71 BS»

•*
i 'L

n.
i «

I! S
I
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2 m

22n + 1
1
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correspondant obtenu en prenant dans le premier membre de (6) le 
même nombre de facteurs, comme il devient manifeste en supposant 
les multiplications effectuées.

De même, dès que m sera assez grand pour que l’inégalité

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

(?) < K

soit vérifiée, on aura

(8) < e;

2n -+- 1—? les quantitésen effet, puisque r est au plus égal à m~-— 

sont toutes comprises entre zéro et - ; on a doncA

T.
2 m

(2n + 1) x (2n H- 1) x ----- --------  > ---- -------- jtg 2 m2m

inégalité qui, jointe à l’inégalité (7), donne

Xm tg — Km
<

(2 n + 1) x (2,1 + 1)7m tg 2 m

Ceci posé, désignons par A, B, C les produits respectifs des 
p premiers facteurs du second membre de l’équation (1), du produit 
infini (3) et du produit infini (4), par A', B' les produits respectifs 
des facteurs qui complètent soit le second membre de l’équation (1), 
soit le produit infini (3) : supposons p déterminé de façon que les 
inégalités (6) et (8) soient vérifiées, on pourra en conclure

A'=l + e',

B' = 1 + V,

e' et r/ étant des quantités dont la valeur absolue soit inférieure à e.

m tg —m

«5 
I S~ 

a,
IB 

II
-



(■*) < K

et
I A-B |

on aura, à cause de l’inégalité (7),

| A | < C, | B | < C,

puis, à cause de l’inégalité (9), et en remarquant que C est plus petit 
que D,

| AA' — BB' | < (2D -+- 1) g.

En d’autres termes, sous la condition m > n, la différence

a?2cos x

?
1 —

i (2n + l)2 ^cosm

est en valeur absolue moindre que (2 D + l)g; puisque D est fixe,
OC

que e est arbitraire et que, enfin, cosm — a pour limite l’unité quand 

m augmente indéfiniment, il est clair que l’on a

£C271 =

1 —(H) COS X = II TC2n = 1
(2 n + l)2 —

on aura de même

»-iL n2 7ü2 J
n =

sin x — x II(12)
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Il s’agit de montrer que la quantité

( | AA' — BB' | = | A (1 + £') — B (1 + •/)') |
( ^ | A - B | + | g'A | + | v/B |(9)

reste au-dessous de telle limite que l’on voudra fixer lorsqu’on prend m 
suffisamment grand.

Or, si l’on détermine un entier positif n assez grand pour que, 
sous la condition m > n, on ait

xm tg —

(‘) Ces formules sont dues a Euler : Introductio, etc., § 158. Euler les déduit des formules

n a
u

§ 55



analogues pour ch x et sh x qu’il établit par l’analyse suivante : l’identité

1 -f- z2 — 2z cos —*2 m 1 n = m—1 /
= II (1-

n = 1 V
+ *’) =U TC II2z cos — m«2 — l ■

2 — 2 cos —»= i
m

donne après un calcul facile, en remplaçant a par 1 +

a;2
2x -|----- -î «2m »—

\ m) \ m) 1 + 2
)n 7t

1+- * î 2m sin mm

en faisant ensuite croître m indéfiniment et remplaçant chaque terme par sa limite, on 
trouve

n = cO / j2?2 \
=.!>.=» n, (1 + »v);e•* — e—*

2

ch æ s’obtient de la même façon ; il serait facile de rendre celte analyse aussi rigoureuse 
que celle qui a été développée dans le texte.
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122. Soit

71= CC

Il (1 + Un) --  (I 4- Vy) (1 + us) ... (1 + un) ...(1)
» = 1

un produit infini dans lequel les quantités uv u2, ..., un, ... soient 
des fonctions de x développables en séries suivant les puissances 
entières et positives de x, en sorte que l’on ait, pour n = 1, 2, 3, ...,

Un — v0 n + Vl nX +

et supposons que, a étant un nombre positif, les séries (2) soient, 
pour x = a, absolument convergentes, soit en général

Un = v'0„ + v\na -+■ v\na} -F ..., (n = 1, 2, 3, ...)

en désignant par v'0n, v[n, v'u,... les valeurs absolues de v0M vlM u2n, ...; 
si la série à termes positifs

(2)

(3)

(4) Mj + -f- ... -f-- tln + ...

est convergente, il est clair que le produit infini (1) définira une 
fonction f (x) continue dans l’intervalle (— a, + a); je vais montrer 
que cette fonction peut être représentée par une série, convergente

S, S

II
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dans le même intervalle, qui procède suivant les puissances entières 
et positives de x.

Désignons en effet par

CHAP. IV. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

V0„ + Vlna? + V2„æ2 + ...

la série obtenue en multipliant les n premiers facteurs du produit (1) 
d’après la règle ordinaire de la multiplication des séries, et par

V'on + V'lna + V2ma2 + ...

la série obtenue de même en multipliant les n facteurs 1 -f- u{, 
1 + u'2, ..., 1 -h u'n; la composition des quantités V0'„, V^, ...
au moyen des quantités v\j est la même que celle des quantités V 
V V
que soient les entiers positifs p, q,

(5)

(6)

0 n)
...au moyen des quantités v{j\ en sorte que l’on a, quels

VM|;

la somme de la série (6) est d’ailleurs supérieure ou égale à celle de 
la série (5) tant que x appartient à l’intervalle (— a, a) ; soient 
d’ailleurs A et B deux nombres positifs, l’un supérieur, l’autre infé­
rieur à la valeur du produit

n = oop — n (1 +
n=i

• la somme de la série (6) est inférieure à P, il en est de même des 
quantités Vô„, VJ,, a, ..., \pn ap, ...; considérons par exemple \p„ et 
supposons qu’en conservant le premier indice p, on fasse croître n ; 
il est clair que les quantités \ptl iront en grandissant avec n ; PUIS­

AI
qu’elles restent inférieures à — ? la suiteap

V' V' V'

admet une limite que je désigne par ; de même, quand n grandit 
indéfiniment, la quantité

V<)n + + ... + Vpnap,

toujours inférieure à A, tend vers la limite

V'0 + Y\a + ... + \p<xp
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qui est elle-même au plus égale à A, quelque grand que soit p ; la série

V0 + V1 et -f- ... + Vpap -f- ...

est donc convergente et sa somme est au plus égale à A.
D’un autre côté, on peut prendre n assez grand pour que le produit 

des n premiers facteurs du produit infini P, c’est à dire la somme de 
la série (6), soit supérieur à B; il en sera de même, à fortiori, de la 
somme de la série (7) : cette dernière somme devant être comprise ' 
entre A et B est nécessairement égale à P.

De ce que, p restant fixe et n croissant indéfiniment, Vpn tend vers 
une limite, il résulte que, dans les mêmes conditions, Vpn tend vers 
une limite; cela résulte, au fond, de ce qu’une série convergente à 
termes positifs reste convergente quand on change le signe d’autant 
de termes que l’on veut ; mais on peut se dispenser de porter l’attention 
sur la composition, quelque peu compliquée, de la série en question 
en raisonnant comme il suit : soient m, n deux nombres entiers 
positifs et supposons m > n ; si l’on imagine les quantités Vpm, Vpn 
écrites sous forme de polynômes entiers par rapport aux quantités 
positives %, on voit de suite que tous les termes qui figurent dans Vpn 
figurent aussi dans Vpm; en sorte que la différence V'pm — Vpn se 
compose de termes essentiellement positifs; d’ailleurs la différence 
VPm — Vpn se compose des mêmes termes, pris les uns positivement, 
les autres négativement, en sorte que l’on a

co

I Vm - v„ I s v;„ _v;„;

or, e étant un nombre positif quelconque, il existe un entier positif q 
tel que, sous la condition

m > n > q,

la différence Vpm — Vpn soit moindre que e; il en est de même de la 
différence Vpm — Vpn; lors donc que n augmente indéfiniment, Vpn tend 
vers une limite et si on la désigne par Vp, on aura

' I v, | ^ v;.

Puisque la série (7) est convergente, la série 

V0 + V,x + V2&2 + ...(8)



est absolument convergente pour toutes les valeurs de x qui appar­
tiennent à l’intervalle (— a, a).

Ceci posé, il reste à prouver que, si l’on considère une valeur fixe 
quelconque de x appartenant à cet intervalle, la somme S (x) de la

71= ao

série (8) est égale à la valeur f (x) du produit infini II (1 h- un),
71= 1

c’est à dire à la limite, pour n infini, du produit de ses n premiers 
facteurs, ou encore à la limite, pour n infini, de la somme Sn (x) de 
la série
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"V 0n + V ln x -t- ... -f- xp •+■ ...

dans laquelle les coefficients V0B, Vln, ..., Vpn, ..., ont respectivement 
pour limites les quantités V0, V15 ..., Vp, ... : désignons par S(p), S$,p) 
les sommes des p 4- 1 premiers termes des séries (8) et (5), par R(p), 
Rfp) leurs restes.

Si l’on se donne arbitrairement un nombre positif e, il existera, 
à cause de la convergence de la série à termes positifs,

(5)

V'0 + Vj <x + •••-+- VJcip + ...,

un nombre entier positif p tel que le reste de cette série, limitée au 
terme VJ, ap, soit moindre que s ; en vertu des inégalités

I v„ | < vjn < v;,
I V, I ^ v;, I x | < a,

les restes R(p), R^p) des séries (7) et (5) seront à fortiori moindres 
que e en valeur absolue, et cela quel que soit le nombre n ; d’ailleurs 
puisque S^° a, pour n infini, une limite égale à SCp), on peut, au 
nombre e, faire correspondre un entier positif m tel que l’on ait, sous 
la condition n ^ m,

O)

I SCP) _ S.CP) | < e;
dès lors l’égalité

S (x) - S„ (x) = Scp) — S Çp) + R cp) — R cp)

montre que l’on a
| S (x) — S„ (x) | < 3î,

14Tannery. — Théorie.
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sous la seule condition n > ni. La proposition est donc entièrement 
démontrée.

Considérons par exemple le produit infini

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

sin Ttx
dont la valeur est, d’après le paragraphe 121, égale à 

que la série

; de ce
TZX

+ + ...

est convergente quel que soit x, on peut conclure que le produit infini 
peut être développé, par le procédé du paragraphe précédent, en une 
série procédant suivant les puissances entières et positives de a?2, 
convergente quel que soit x ; le coefficient de ce2 sera la somme de la 
série

+ + ...

Comme on a, d’autre part,

^2a?2■](r.x)3sin t.X 1 KX
+ .. • •1 1.2.3 6TZX %X

on en conclut
1

+ r- + + ...22

c’est l’un des résultats obtenus au paragraphe 117 où l’on a donné 
l’expression des nombres de Bernoulli, au moyen des séries

__ J_ J_ _1_
^lp pP 22p 32p +

123. Le produit infini

(1)

donne lieu à des remarques analogues à celles que l’on a faites (§ 101) 
à propos des développements des fonctions trigonométriques en séries

S

8 1%
! cb

*2
1

*2
1-

»l
»l

 •-

I ^
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de fractions. Tout d’abord, ainsi que je l’ai déjà dit, la forme même 
du produit infini met en évidence la périodicité de la fonction sin 

La décomposition en facteurs du premier degré donne lieu à la 
remarque suivante :

Le produit de

CIIAP. IV. — DES SÉRIES ET DES PRODUITS INFINIS.

7C X.

par

SU! 77 oc
a pour limite-----— lorsque l’on suppose p — n et que n augmente

77

indéfiniment ; il n’en est pas ainsi, comme on le verra bientôt, lorsque 
les deux nombres n et p augmentent indéfiniment tous les deux 
indépendamment l’un de l’autre, et cela tient à ce que le produit infini

x(i+ )(l+ H,+C>-
n’est pas convergent.

On peut toutefois substituer à ce produit divergent un autre produit 
infini, absolument et uniformément convergent, et où figurent les 

OC oc
facteurs x, 1 + -■> 1 + -> tel est en effet le produit (*) :

n = » ( \--
(2) x 11 ( 1 + ) e n = a?

n = 1 \ /

On a en effet

1 + 6 n — 1 H- Un

en posant

1 1®|
Un ~~ ~ + 1 3 n3

xü 1 xp
1.2... (p — 2) p np + ”

1
...-(- 1) • >

C) L’introduction des facteurs exponentiels dans les produits de ce genre est due à 
M. "Weierstrass; elle lui a permis d’établir un théorème d’une grande généralité. Le 
mémoire de M. Weierstrass, publié dans les Abliandlungen (1876) de i’Académie de 
Berlin, a été traduit par M. Picard dans les Ann. de l’École normale (23 série, t. VIII, p. 211).

B

B l(M
n

i «

S I 
55

B 
i 
«“
H

B 
11—

i

S I 
55 I

Cb

B 
l rH+t—
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or si l’on pose, en désignant par A un nombre positif plus grand 
que | x J,

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

A2 1 1 A3 1 Ap
1.2 ... (p — 2) p np +

1--- --- -f- . • .
13 n3

on voit sans peine que la série à termes positifs

U4 + U2 + ... + u„ + ...

est convergente ; car la série à double entrée dont le terme général est

1 AP (P 
\ n

1 = 2, 3, 4, ... 
= 1, 2, 3, ...

:)1.2 ... (p — 2)p np’

si l’on réunit ensemble les termes pour lesquels p est le même et si 
l’on pose

1 1
Sp = —{—   —f" + . .

2p 3p •y

prend la forme

1 111
-A*SP + ...A2S2 + - A3S3 + ... + 1.2... (p — 2) p1

Or, il suffit de remarquer que les quantités diminuent lorsque 
p augmente, pour être assuré de la convergence de la dernière série ; 
la série à double entrée et la série

Ut + U2 + U3 +' ...

sont donc convergentes.
Il résulte de là que le produit infini (2) est absolument convergent 

pourvu que l’on ait | x | < A, c’est à dire quel que soit x, puisque 
A est arbitraire, et qu’il peut être mis sous forme d’une série procédant 
suivant les puissances entières et positives de x, convergente quel 
que soit x.

124. Désignons par <p (x) la valeur de ce produit infini et par on (x) 
le produit de ses n + 1 premiers facteurs ; on aura

1.2.3 ... n (x) = x (x + 1) (x -+- 2) ... (x + n) e XSn,

—
' ICC! 71
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en posant

s„ = 1 + + • • • +

mais on a vu (§ 114) que lorsque n augmentait indéfiniment, la 
différence sn — log n avait pour limite le nombre désigné sous le nom 
de constante d’Euler,

C = 0,517 215 6...

On peut donc, en désignant par en un nombre qui a pour limite zéro 
quand n augmente indéfiniment, poser

sn — log n + C + £„,
et par suite

(3) 1.2.3 ... n <pn (x) = x (oc + 1 ) (x *+■ 2) ... (x -H n) c —æ(logn+C+£n)_

On déduit de là, en changeant x en x + 1 et en divisant membre 
à membre l’équation ainsi obtenue et l’équation (3),

<P» O H- 1) _ -(log»4-C + £n)

?» 0*0 “
x + n + 1

X x
x -+- n + 1

nx

lorsque n augmente indéfiniment, la limite du second membre est
1

évidemment - rc; on a donc x
1

? (x 4- 1) = - e~c ? (x).dj

Si l’on se reporte à la définition de © (x), on voit de suite que l’on a

(4)

»-i \ »/— X
et l’égalité

= I(1- )sin zoc
zx

donne ensuite

? 0*0 ? (—— ----------------------------------------- 5
sin zx

(5) xZ

3 I 
•-

Cl 
I Cl

8 
I s

t©
 I



THÉORIE DES FONCTIONS ü’üNE VARIABLE.

puisque l’égalité (4) donne, en changeant a? en — x,
214

ou

<?(—
= ec ? (1 — œ)y

— x
sin kx

'----- — 6e 9 (X) <p (1 — x).
TU

(56iS)

On a, d’un autre côté,

V (i + -)
n-1 \ nj 1, (*) « I

_ L ?, (— X) eî!=î /, a?\H (1 —-)
«-I\ «/ a?

et en multipliant :

n=p / \ n = ç / \Km1- ) î “•(•*-*9).— - ?p (*) ?« (— ®) etb

Si l’on fait croître p et q indéfiniment, de façon que le rapport ^

tende vers une limite K, la différence sp — s? aura pour limite log K, 
op (x) et <pff (— æ) auront pour limites respectives © (x) et © (— x), 
le second membre aura donc pour limite

K sin xa?
x

125. On a défini, dans le paragraphe précédent, une fonction © (æ) 
qui jouit de la propriété

9 (x 4- 1) = e~c 7 (;v);

il est clair que la fonction

<1/ (a?) = eCa: y (a?)
jouira de la propriété

1
Jb

pour me conformer aux habitudes, je poserai
P C x r. (x)n (a?) = <Kæ 4- 1) = eC(x+1) 9 (x + 1) = ‘x

« 1
H

 I ^
! S

S 
I S
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on aura alors

n (x)
(i) n (x + 1). = X + 1

Cette fonction II (x), développable comme la fonction © (ôc). 
série qui procède suivant les puissances entières et positives de x, 
convergente quel que soit x (*), est définie par les égalités suivantes, 
où l’on a conservé les notations du paragraphe précédent :

en une

/ n — x
n (x) = eCx n î -t- -n)n = 1

?» 0*0= lim.eCx
xn = go

(2) (x + 1) (x 4- 2) ... (x -t- n) ^
1.2.3 ... n C

— x log n— lim.
n =

5}I[(1+ )c\
la dernière expression se déduit immédiatement de l’avant-dernière, 
où l’on remplace log n par log (n + 1) et log (n + 1) par la quantité 
égale

log ^1 -f- — J ~h log ^1 -f- -L.)
n — 1/

log ^1 + ^+ ... +

Les formules (2) donnent immédiatement la valeur de la fonction 
II (x) pour x — 0, savoir

1.2 ... n
Il (0) = lim(3) = i;« 1.2 ... nn —

la formule (1) donne ensuite, pour x entier,

1
n (x) =(4) 1. .3 ... x

La formule (5 bis) du paragraphe précédent montre que l’on a 

„ , , . sin izx
n (x — i) n (— x) — —• ■(5)

»

t

(]) Ce résultat est dû à M. Weiorslrass.
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Les formules (1) et (5) montrent que, pour avoir la valeur numé­
rique de II (as), il suffît de pouvoir calculer cette valeur numérique

1
dans un intervalle quelconque d’étendue égale à - • Gauss, à qui l’on

Ji
doit l’introduction de la fonction II (as), a donné avec vingt décimales 
les valeurs de log II (as) pour les valeurs de as comprises entre zéro 
et un, de centième en centième (Œuvres, t. III, p. 184). M. Bourguet 
(Acta Mathematica, t. II, p. 288) a donné avec vingt décimales les 
vingt premiers coefficients du développement en série de la fonc­
tion Il (as — 1).

Cette dernière fonction est l’inverse d’une fonction célèbre, consi­
dérée à un point de vue tout différent par Euler, et que l’on désigne 
habituellement par T (as) ; en vertu des formules (2) et, en remarquant 
que e~xlogn est égal à n~x, on voit que l’on peut écrire

. . .. 1.2.3 ... n.nx~xr (as) = bm —----- ---- 7------- 5„=»a? (x + 1) ... (as + n — 1)
aux propriétés de la fonction II (as) correspondent les propriétés 
suivantes de la fonction T (as),

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

r (as + 1) = x T (as),

r(x) r(1-æ) = slJI_, r (') = Vi,

T (1) = 1, F (n) = 1 2.3 ... (n — 1) (n entier positif).



CHAPITRE Y

DES DÉRIVÉES.

126. Lorsqu’on se donne une fonction f (x) continue dans un 
intervalle (a, b) et que l’on veut connaître la marche de la fonction 
pour les valeurs de la variable voisines d’un nombre x compris entre 
a et &, il est naturel de comparer les variations de la fonction à celles 
de la variable; en d’autres termes, si l’on donne à la variable un 
accroissement h, d’où résulte pour la fonction un accroissement 
f(x + h) — f (x), il convient d’étudier le rapport

f(x + h) — f(x)m
h

on suppose, bien entendu, que x + h appartienne comme x à 
l’intervalle (a, b).

Ce rapport dépend des deux nombres x et h; il n’a point de sens 
pour h = 0 ; lorsque l’on fait tendre le dénominateur h vers zéro, 
le numérateur f(x + h) — f (x), à cause de la continuité de la 
fonction f (x), a aussi pour limite zéro; dans ces conditions il peut 
arriver que le rapport tende' vers une limite ; on dit alors que, pour 
la valeur considérée de x, la fonction admet une dérivée : cette 
dérivée n’est autre que la limite du précédent rapport.

L’existence de la limite suppose évidemment la continuité de la 
fonction pour la valeur considérée de x; parler d’une fonction qui 
admet une dérivée, c’est supposer implicitement que cette fonction 
est continue.

Si l’on se reporte à la définition du mot limite (§ 79), on voit qu’on 
devra préciser comme il suit la définition de la dérivée.
* Soit f(x) une fonction continue dans l’intervalle (a, b); soit x une
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valeur appartenant à cet intervalle; on dira que, pour cette valeur a?, 
la fonction admet une dérivée s’il existe un nombre X jouissant de 
la propriété suivante : à chaque nombre positif e, si petit qu’il soit, 
correspond un nombre positif yj tel que l’on ait

THÉORIE DES FONCTIONS d’üNE VARIABLE.

f O + h) —f{%)
(1) — X < £

h

pour toutes les valeurs de h moindres que yj en valeur absolue, et 
telles que x -f- h appartienne à l’intervalle (a, b) ; le nombre X est 
la, valeur de la dérivée de la fonction f (x) pour la valeur x de la 
variable.

On remarquera que, si x n’est pas une des limites a, b de l’inter­
valle, et si le nombre X existe, rien n’empêchera de prendre le 
nombre yj assez petit pour que x + yj et x — y; appartiennent à 
l’intervalle (a, b) ; dès lors l’inégalité (1) devra subsister pour toutes 
les valeurs de /?, autres que zéro, comprises entre — yj et + yj ; on 
pourra donc dire, dans ce cas, que la fonction f (x) admet, pour la 
valeur considérée x, une dérivée X si à chaque nombre positif e 
correspond un nombre positif y] tel que, sous la condition

0 < I h I < rh
on ait

f{x + h)~ f(x) — X < £.
h

C’est à cette définition précise qu’il faut toujours se reporter quand 
on parle d’une fonction admettant une dérivée pour une valeur donnée 
de a?; on sous-entend que la fonction est définie pour cette valeur et 
pour les valeurs voisines, plus petites ou plus grandes, et qu’elle est 
continue pour la valeur donnée de x.

Revenons maintenant au cas d’une fonction définie dans un inter­
valle (a, b) ; si l’on a x = a, h devra être positif ; yj étant pris moindre 
que b — a, l’inégalité (1) devra subsister pour toutes les valeurs de h 
comprises entre zéro et yj; on dit quelquefois, pour éviter toute 
ambiguïté que, s’il en est ainsi, la fonction f (x) admet, pour x = a, 
une dérivée à droite; l’expression à droite vient de l’habitude que 
l’on a de représenter une valeur de x par un point sur une droite, 
point dont la distance à un point fixe O de la droite est mesurée par
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la valeur absolue de x et qui est à droite ou à gauche du point O 
suivant que x est un nombre positif ou un nombre négatif. De même, 
si l’on a x = b et si l’on a pris yj < b — a, l’inégalité (1), toujours 
en admettant l’existence du nombre X correspondant à la valeur 
x = b, devra subsister pour toutes les valeurs de h comprises entre 
zéro et — yj. On dit alors que, pour x — b, la fonction admet une 
dérivée à gauche. Au surplus, ce n’est que dans des cas spéciaux 
qu’il y a lieu de porter l’attention sur les limites de l’intervalle.

Si la fonction admet une dérivée pour chaque valeur de x appar­
tenant à l’intervalle (a, b), à chacune de ces valeurs correspond une 
valeur du nombre X précédemment défini ; en d’autres termes X peut 
être regardé comme une fonction de x dans l’intervalle (a, b) ; c’est 
cette fonction qu’on désigne sous le nom de fonction dérivée, ou plus 
simplement de dérivée de la fonction f (x) ; on la représente habi­
tuellement par l’un ou l’autre des symboles

CIIAP. V. — DES DÉRIVÉES.

df (x)
f' {oc), 14 f(x).dx ’

On dit dans ce cas que la fonction f (x) admet une dérivée dans 
l’intervalle (a, b).

Il peut se faire que la fonction f' (x) soit continue dans l’inter­
valle {a, b) ou dans line partie de cet intervalle, et qu’elle y admette 
elle-même une dérivée; on représentera celle-ci par

d^f{x) D* f{x).r {oc\ ouou
dx*

Cette nouvelle fonction prend le nom de dérivée seconde de la 
fonction proposée f {x) ; on arrivera de même à la notion des dérivées 
troisième, quatrième, ..., n ième

f"’{oc), fiy(x),..., fw{x),
ou

d3f(x) d'f(x) 
dx3 dx'

dn f (x)
? • • • 5

dxn
ou encore

Di f (x), D if(x), D :f(x).

Rien, dans ce qui précède, n’autorise à supposer que la continuité
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d’une fonction entraîne l’existence d’une dérivée ; et en effet il n’en 
est pas ainsi (*).

Toutefois les fonctions qui admettent des dérivées présentent un 
intérêt si prépondérant qu’il n’y a guère lieu, au moins dans l’état 
actuel de la science, de considérer les autres; je ne m’y arrêterai pas 
davantage.

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

127. On a déjà rencontré la notion de dérivée au paragraphe 112 ; 
si la série

f(oc) = u0 4- u tx + w2æ2 + ... + unxn + ...

est absolument convergente pour les valeurs de x plus petites, en 
valeur absolue que le nombre positif a et si a? est une telle valeur, 
on a vu que les séries

f {x) — uy + 2u2x H- ... + nunxn 
if (a?) — 2 tt, —|— 2.3 u3x ... -t- (ti — 1) ix unxn 2 -t- ...

— i + .. •5

sont convergentes, qu’il en est de même de la série

f(p) + ^ f 0*0 + f 0*0 + ••• hn
— r(x) +...,

1.2 ..

pour toutes les valeurs de h moindres en valeur absolue que a — | x |, 
que, enfin, la somme de cette dernière série est f (x + h). On en

? pour les mêmes valeurs
f (x + h) — f (x)

conclut que le rapport 

de h, est égal à la somme de la série
h

h2
f 0*0 + 772 rw + r (®)+ •••;1.2.3

mais la somme de cette série est une fonction continue de la variable h, 
pour h ~ 0; cette somme, lorsque h tend vers zéro, a donc pour 
limite f' (x) ; f' (x) est bien ainsi la dérivée de f (x), et cette dernière

(*) Voir le mémoire de M. Darboux, Sur les Jonctions discontinues, p. 92 et suivantes, 
le livre de M. Dini, Fondamenti..., p. 147, un mémoire de M. P. du Bois-Reymond, 
Versuch einer Classification der mirhürlichen Functionen reelle Argumente nacli ihren 
Aenderungen in den hleinsten Intervalle (Journal de Crelle, t. 79, p. 29), où se trouve cité 
un exemple dû à M. Weierslrass, etc.



ax xlog acoser, ?

sh x, ch x ;

les dérivées nlèmes des quatre premières sont respectivement

les dérivées nlèmes de ch x et sh x sont sh a? et ch a? si n est impair, 
ch x et sh x si n est pair; les dérivées successives de cos x et de sin x 
se reproduisent périodiquement de quatre en quatre, elles sont 
respectivement

— sin x, — cos x, sin x, cos x, ...
— sin x, — cos x, sin x, ...

129, Si, au lieu d’avoir affaire à une série illimitée comme dans les

+ cos X,

fonction a une dérivée dans tout intervalle dont les limites sont, en 
valeur absolue, moindres que a ; on voit de même que, dans un tel 
intervalle, f (a?) est la dérivée de f (x) ou la dérivée seconde 
de f (x), etc.
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128. Cette règle, appliquée aux séries

= i+? x2 X3ex ■+■ :—- •+• ...,1 1.2 1.2.3
x2 (log a)x log aax — 1 + * * * ?1.21

a?2 x11cos x = 1 — + * • * 11.2.3.41.2
x3 X»sin x — x — + •1.2.3 1.2.3.4.5
a?2 x'"ch æ = l +

1.2.3.41.2
a?5x3sh x = x + * •1.2.3.4.51.2.3

montre que ces diverses fonctions ont des dérivées pour toutes les 
valeurs de x et que ces dérivées sont respectivement

to
i n-t*55a2.

to
i ns+55

to
 i n+

55

fl2.55■/g

to
i îl+

55Y
.55

fl2.J5Jflfl.
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2%*- 3 a:3

en supposant | h | < x, on a (§ 103)
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exemples précédents, on considérait un polynôme entier en x, de 
degré n,

f(x) --u0 + uxx + u2x* + ... + unxn,

les mêmes calculs qu’on a faits au paragraphe 112, très simplifiés 
d’ailleurs et débarrassés de toutes les complications qu’entraîne la 
considération d’un nombre infini de termes, montreraient que, si 
l’on pose

f (x) = u1 + 2u2x + ... + nunxn~\ 
f (pc) = 1.2 u2 + 2.3 u3x + ... + (n — 1) nunxn~\

fn (x) = 1.2.3 ... nun,

on a
f(x + h) = f(x) + ^f' (x) + ...

1.2nrnf'^’

le second membre est un polynôme entier en h et par conséquent 
une fonction continue de h ; il en résulte, comme précédemment, que 
f (x)i f (x)> •-•■> fn(x) sont les n premières dérivées de f(x); quant 
à la n + 1ième dérivée, c’est à dire la dérivée de fn (x) = 1.2.3... nuH, 
elle est nulle, comme la dérivée de toute constante, puisque l’accrois­
sement d’une constante est nul, ainsi que le rapport de cet accroisse­
ment à celui de la variable. Il en est de même évidemment des 
dérivées suivantes.

En particulier la dérivée de xn, où n est un entier positif, est n xn~1 ; 
on retrouvera ce résultat tout à l’heure.

130. Considérons encore les fonctions log x et xm. Si l’on suppose 
que x est un nombre positif et que l’on donne à cette variable un 
accroissement h, la fonction log x prend un accroissement

H
 i ^

s*
 i >;

s I
 s-+: 

!S:r.Os-+Cj
qO
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et par conséquent

log (a? + h) — log x_1 h*h
* * * 5x 2a?2 ‘ 3a?3h

à cause de la continuité pour h — 0, du second membre regardé 
comme une fonction de h, on voit que ce second membre, quand h

1
tend vers zéro, a pour limite — et que par conséquent la fonction log a?

CO
1

admet pour dérivée —
CO

De même l’égalité

pour toutes les valeurs positives de a?.

(■-}■ — 1(a? + h)m — a?”*
= xmh h

r m
Xm\j-

m (m — 1 ) h
Ü2 âj*

+ ...]>

valable, si a? est un nombre positif, pour toutes les valeurs de h telles 
que l’on ait | h \ < a?, montre que la fonction a?m admet une dérivée 
pour toutes les valeurs positives de a? et que cette dérivée est m a?m_1.

131. On a utilisé, pour ces divers exemples, les développements 
en série établis dans le chapitre précédent; le lecteur trouvera dans 
les divers livres qui traitent de la matière d’autres procédés pour 
trouver les dérivées des fonctions simples que l’on a considérées dans 
les derniers paragraphes; il démontrera sans peine les propositions 
suivantes où u, v, w, ... désignent des fonctions de la variable a?, en 
nombre fini, admettant, pour toutes les valeurs de a? qui appartiennent 
à un intervalle (a, b) des dérivées u', v', w', ...

Si A, B, G, ... désignent des constantes, la fonction de a?

y = A u + Bu + G w + ...

admettra, dans l’intervalle considéré, une dérivée et cette dérivée sera 

y' = A u' ■+■ Bu' + Civ' + ...
La fonction

y — uv

-i 
1 ^

55
 I y



224 THÉORIE DES FONCTIONS d’üNE VARIABLE.

admet, dans le même intervalle, une dérivée, et cette dérivée est 

y' — u' v -f- uv'.
On peut encore écrire

Si l’on désigne sous le nom de dérivée logarithmique d’une fonction 
le rapport jle la dérivée de cette fonction à la fonction elle-même, on 
peut donc dire que la dérivée logarithmique d’un produit de deux 
facteurs est égale à la somme des dérivées logarithmiques de ces fac­
teurs ; cette proposition s’étend au cas de trois, quatre, ... facteurs : 
elle est générale.

Par exemple, si l’on suppose

y — uvw

on aura, en désignant par y' la dérivée de y,

u' v' W
=---- 1------- 1----- ^U r

OU
y1 = u' vw + uv' iv + uvw'.

Si l’on suppose
y = um,

m étant un nombre entier positif, on aura

u1U— = m — »
y u

ou
y' — m um 1 u'.

La fonction
u

V = - v

admet une dérivée pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à 
l’intervalle (a, b) et qui n’annulent pas v ; cette dérivée est

u' v — u v'
y’ = u2

§S ^
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on peut écrire encore

et dire que la dérivée logarithmique d’un rapport est égale à la diffé­
rence entre la dérivée logarithmique du numérateur et la dérivée 
logarithmique du dénominateur.

En particulier, si l’on suppose
1y — u~m =

m étant un nombre entier positif, on aura

u'
= — m —»

u
ou

y' = (— m) u~m u\—i

ce qui permet d’étendre aux exposants entiers négatifs une règle 
établie précédemment pour les exposants entiers et positifs.

132. En appliquant la règle relative à un rapport, on trouve que la 
dérivée de

sin x
t g oo = cos X

est
sin2 x -f cos2 x 1

= 1 + tg2 x,cos2 x cos2 X

pour toutes les valeurs de x qui n’annulent pas cos x. 
De même, la dérivée de

1cos X
cot X = sin x tg ai

est
1 1 )1 + tg2 x) ’sin2 x

les dérivées de
sh x 
ch x

1
th x = th x

15Tanneuy. — Théorie.

ci
 I ^S I 

S

«s
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sont respectivement

1 1 1— 1 — th2 x,
ch2 x sh2 x th2 x

Les règles précédentes permettent de trouver les dérivées des fonc­
tions entières ou rationnelles, les dérivées des fonctions ax, sin x, 
cos x, sh x, ch x, et de celles qu’on déduit de ces fonctions par addi­
tion, multiplication, division, élévation aux puissances. J’établirai 
dans les deux paragraphes qui suivent deux théorèmes qui permettent 
d’obtenir les dérivées des fonctions obtenues par d’autres combinai­
sons de ces fonctions simples.

133. Soit u — f (x) une fonction de x admettant une dérivée u' 
dans l’intervalle (a, b); soient A et B les limites inférieure et supé­
rieure de la fonction u dans cet intervalle; regardons pour un instant 
u comme une variable indépendante et soit <p (u) une fonction de 
cette variable admettant une dérivée ©' (u) dans l’intervalle (A, B); il 
est clair que, à chaque valeur de x appartenant à l’intervalle (a, 6), 
correspond une valeur de u appartenant à l’intervalle (A, B) et par 
conséquent une valeur de <p (u); en ce sens © (u) peut donc être 
regardé comme une fonction de x définie dans l’intervalle (a, b); je 
vais montrer qu’elle admet une dérivée égale à ©' (u) X u'.

Considérons, en effet, une valeur particulière x appartenant à 
l’intervalle (a, b) ; soit u = f (x) la valeur correspondante de la pre­
mière fonction. Si l’on donne à a; un accroissement h, la fonction u 
prendra un accroissement k = f (x + h) — f (x) et il s’agit de 
montrer que, lorsque h tend vers zéro, le rapport

© (u + k) — © (u)
h

tend vers une limite, et d’évaluer cette limite.
Supposons d’abord que, pour les valeurs de | h | inférieures à un 

certain nombre positif rh k ne soit pas nul, sauf pour h = 0, le précé­
dent rapport pourra s’écrire

© (u + k) — © (u) k
x uk
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Si l’on fait tendre h vers zéro, k tend aussi vers zéro, à cause de la 
continuité de la fonction tt, et le facteur

GHAP. V. — DES DÉRIVÉES.

k f (x + h) — f (x)
lx~ h

tend, par définition, vers la valeur u' de la dérivée de la fonction 
u — f (x) qui correspond à la valeur x de la variable; le premier 
facteur

© (u -+- k) — <p (u)
k

a un sens pourvu que | h | soit inférieur à yj et différent de zéro; 
lorsque h tend vers zéro, il en est de même de k, et le rapport a pour 
limite <p' (u); la dérivée de la fonction de x, <p (u), prise par rapport 
à x, est donc bien le produit de la dérivée de la fonction © (u) prise 
par rapport à u par la dérivée de u prise par rapport à x.

S’il arrivait que pour les valeurs de | h | inférieures à n’importe 
quel nombre positif yj, il y eût toujours des valeurs de k qui fussent 
nulles, on verrait tout d’abord que la valeur de u1 est nécessairement 
nulle ; on pourrait, en effet, former une suite infinie de nombres

ayant zéro pour limite, et telle que l’on eût, pour toutes les valeurs 
entières et positives de n,

f{x + hn) — f(x) = 0;

ièmeen sorte que la suite dont le n terme est

f(x + hn) — f (x)
K

aurait zéro pour limite.
D’autre part, le raisonnement primitif s’applique pour toutes les 

valeurs de h auxquelles ne correspondent pas des valeurs nulles de k ; 
en sorte que l’on peut affirmer que, à chaque nombre positif e cor­
respond un nombre positif e' tel que l’on ait

© (u + k) — © (u)
< e,h



<!»' (v) X ? (y) X u',
etc...

Voici quelques applications :

d-‘)La formule cos x = sin montre que l’on peut regarder

cos x comme le sinus de la variable u = - — x ; la dérivée de cos xJi
x^j par rapport à w,est donc égale à la dérivée de sin u = sin

(I-> multipliée par la dérivée de u,

c’est à dire — 4 ; la dérivée de cos x est donc — sin x; on relie ainsi 
des résultats établis précédemment (§ 128).

Si u désigne une fonction de x, admettant une dérivée u', les 
dérivées des fonctions de x

c’est à dire cos u = cos

log u, umau,
seront

auu' log a, mum~1u' ?

puisque les dérivées de
log x, xmax,

228

pour toutes les valeurs de h plus petites que s' en valeur absolue et 
auxquelles ne correspondent pas des valeurs nulles de k ; mais à ces 
valeurs de h que l’on vient d’exclure correspondent des valeurs nulles 
du précédent rapport; leur exclusion est donc inutile et l’on peut 
affirmer que, lorsque h tend vers zéro, le rapport

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

<p (u + k) — <p (m)
h

a pour limite zéro.
Ce théorème s’étend sans difficulté ; si en conservant les notations 

précédentes on désigne, par At, Bt les limites inférieure et supé­
rieure de la fonction œ (u) dans l’intervalle (A, B) relatif à la variable u 
et que, en posant v = ç (u), on considère une fonction «p (y) de la 
variable v admettant une dérivée ']>' (v) dans l’intervalle (At, Bt), on 
pourra regarder t}> (y) comme une fonction de x ; cette fonction admet­
tra une dérivée dans l’intervalle (a, b) et cette dérivée sera

S |s
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sont
— 1mxmax,

Relativement aux fonctions log u, um, on doit supposer que pour 
les valeurs de x appartenant à l’intervalle considéré, u reste positif ; 
toutefois cette restriction ne serait pas nécessaire pour um, si m était
égal à une fraction irréductible à dénominateur impair; en convenant 
de prendre

um = — (— u)m

si u était négatif. Dans ce cas encore, la règle de dérivation serait la 
même.

134. Soit f {y) une fonction de la variable y admettant, dans l’in­
tervalle (A, B), une dérivée f (y) ; considérons l’équation

f (y) = x

et supposons qu’il y ait une fonction continue çp (a?), continue dans 
l’intervalle (a, b), dont les limites inférieure et supérieure relatives à 
cet intervalle soient comprises entre A et B; telle enfin que, x étant 
une valeur quelconque appartenant à l’intervalle (a, b), la valeur de 
f (y) soit égale à x lorsqu’on remplace y par <p {x) ; une telle fonction 
existera certainement (§ 87) si la fonction f {y) est croissante dans 
l’intervalle (A, B) et si l’on prend

a — f (A), b = f(B).

Je vais montrer que la fonction y = <p (a?), dite fonction inverse de 
la fonction f (y), admet une dérivée pour toutes les valeurs de x qui 
appartiennent à l’intervalle (a, b) et qui n’annulent pas f (y), et que 
cette dérivée est

f (y)

Considérons, en effet, une valeur de x appartenant à l’intervalle 
'(a, b) et la valeur correspondante de y; si l’on donne à a? un accrois­
sement h, y = <.p (x) prendra un accroissement k — <v(x-{-h) — o (x) 
et l’on aura

f (■y) = f(y+k) = x + h:

-i 
i s



ces deux égalités montrent d’abord que l’on ne peut avoir k = 0 sans 
que h soit nul ; on en tire d’ailleurs
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f(y -h k) — f (y)
k

A cause de la continuité de la fonction ç> (x), k tend vers zéro en 
même temps que h; dans ces conditions, le premier membre tend 
vers la limite f' (y); si donc cette limite n’est pas nulle, le rapport

<J> {x + 11) --  O (X)
h

aura pour limitep f (y) lorsque h tendra vers zéro. C’est ce qu’il fallait

démontrer.
Ainsi le logarithme népérien y d’un nombre positif x peut être 

défini par l’équation
ey = x

la dérivée y ' de loga? est donc l’inversa de la dérivée de e’J par rapport 
à r/ ; on a donc

1
y' ~ ey

Les fonctions u = arc sin x, v = arc cos x, w = arc tg x ont été 
définies au paragraphe 98 ; elles vérifient respectivement les équations

tg w = x,

on en conclut que leurs dérivées sont respectivement

sin u = x, cos v = x,

1 1 — 1 — 1y =u’ =
sin vVl — x2 

w' =

V \ — ycos u
1

1 + æs’

pour les deux premières, le radical doit être pris avec sa signification 
arithmétique, puisque les arcs u et v doivent être compris l’un entre

7w TT
— - et + -5 l’autre entre zéro et z; en sorte que cos u et sin v sontA A
certainement positifs.

Avant, d’aller plus loin, j’établirai quelques théorèmes généraux 
dont on verra bientôt l’utilité.

S-

^ 
| S

>1
 S-
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135. Soit f (x) une fonction qui admet une dérivée f (x) pour 
toutes les valeurs de x appartenant à l’intervalle (a, b) ; si l’on a

CHAP. V. — DES DÉRIVÉES.

f(a) = 0, f(b) = 0,

il existe une valeur B, de x appartenant à l’intervalle (a, b), différente 
de a et de b, pour laquelle on a

f (S) = o.

En effet, la fonction f (x), puisqu’elle admet une dérivée pour 
chaque valeur de x appartenant à l’intervalle (a, b), est continue pour 
chacune de ces mêmes valeurs; ceci posé, ou cette fonction est nulle 
pour chacune des valeurs de x appartenant à l’intervalle, ou il existe 
de telles valeurs qui la rendent différente de zéro. Dans le premier 
cas, elle est constante, sa dérivée est nulle pour toute valeur de x 
appartenant à l’intervalle (a, b); dans le second cas, elle prend des 
valeurs positives ou des valeurs négatives; si elle prend des valeurs 
positives, elle admettra, dans l’intervalle (a, b) une limite supérieure 
(§ 74) différente de zéro ; puisqu’elle est continue, elle atteindra cette 
limite supérieure (§ 85) pour une valeur £ de x appartenant à l’inter­
valle (a, b) et nécessairement distincte de a et de b; dès lors, si h 
désigne un nombre positif quelconque assez petit pour que les deux 
nombres B, + h, £ — h, appartiennent à l’intervalle (a, b), on aura

f(Z + h) - f (5) ^ o, fCç - h) - f (§)) ^ o,

et par suite

fit-h)-f ®
^0, — hh

Si l’on suppose que h tende vers zéro, les deux rapports tendent par 
hypothèse vers la limite f' (ç) ; la première inégalité montre que cette 
limite est négative ou nulle, la seconde montre qu’elle est positive ou 
nulle : on a donc

f (5) = 0.

S’il arrivait que f(x) prît, dans l’intervalle («, b) des valeurs négatives, 
on arriverait à la même conclusion en considérant la valeur de x qui



fait acquérir à la fonction f (x) sa valeur minimum dans l’intervalle 
(a, b).

Il convient de remarquer que cette démonstration ne suppose en 
aucune façon la continuité de la dérivée f' (x); elle ne suppose même 
pas l’existence de cette dérivée pour x — a et x = b, pourvu toute­
fois que la fonction soit continue dans l’intervalle (a, b) au sens du 
paragraphe 75.

Voici maintenant des conséquences importantes de cette proposition.
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136. Si la fonction f(x) admet une dérivée f' (x) dans l’inter­
valle (a, b), on a

f (b) f (a)
= f (5)ib — a

ç étant un nombre compris entre a et &, différent de a et de b. Ce 
théorème s’appliquerait lors même que l’existence de la dérivée aux 
limites a, b ne serait pas assurée, pourvu que cette dérivée existât 
certainement pour toutes les autres valeurs de x appartenant à 
l’intervalle (a, b) et que la fonction fût continue dans cet intervalle.

Si l’on considère en effet la fonction de x

f(x) - f (a) — (x — a) tih) _

on voit de suite qu’elle est nulle pour x — a et x = b; qu’elle a, 
pour les valeurs de x comprises entre a et b, une dérivée égale à

f(b) — f(a)'
f 0») — b — a

cette dérivée doit s’annuler pour une valeur £ de x appartenant à 
l’intervalle (a, b), autre que a et b ; on a donc

f(b) — f(g)
= V (;)•b — a

Si l’on désigne par x et x + h deux nombres appartenant à l’inter­
valle (a, 6), on pourra évidemment remplacer, dans le théorème qui 
vient d’être démontré, a et b par x et x -t- h ; le rapport

f(x + h) — f(æ)
h
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est donc égal à la valeur que prend la dérivée f (x) pour une valeur 
de la variable comprise entre x et x + h : on peut représenter une 
telle valeur par x + 0 h, en désignant par 0 un nombre compris entre 
zéro et un, mais qui n’est ni zéro ni un, on peut donc écrire
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f {x + h) — f(x) = hf (x -t- O/i)

et cette égalité suppose seulement l’existence de la dérivée pour les 
valeurs de la variable appartenant à l’intervalle (x, x -f- h).

137. Si, dans l’intervalle (a, b) les fonctions f (x), © (x) admettent 
des dérivées f (x), ©' (x) et si cette dernière dérivée ne s’annule pas 
pour une valeur de x comprise entre a et b, on a

f(b)-f(d)_f' (S) 
T (b)- (?)’

ç, étant une valeur comprise entre a et b, autre que a et b.
Il suffit d’appliquer le précédent raisonnement à la fonction de X

f(P)-f(fl)
? (b). - ? (a)f(x) — /■(«) — [<? (x) ~ ? («)]

qui est nulle pour x — a et x =■ b, et qui admet dans l’intervalle (a, b) 
la dérivée

f(b) — f{a)
? (b) — ? («)f (x) ~ ?' (x)

Cette dérivée doit s’annuler pour un nombre ^ compris entre a et b 
et, puisque la quantité ©' (^) n’est pas nulle, on a

f (b) f (a) _ f’ (5) 
?(b) — ?(«) ?' (?)

On peut remplacer cette égalité par la suivante, où les deux nombres 
x, x -t- h sont supposés appartenir à l’intervalle (a, b) et où 0 désigne 
un nombre compris entre zéro et un, qui n’est ni zéro ni un :

f(x+ h) — f (x) f (x -h b h)
© (.x -f- h) — © (x) ©' (x + 0 b)

Les démonstrations précédente? sont dues à M. O. Bonnet.
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138. Le théorème du paragraphe 136 met bien en évidence la 
possibilité pour une fonction f (x) qui admet une dérivée finie dans 
l’intervalle (a, b) de trouver un nombre positif y] correspondant à un 
nombre positif donné e, tel que l’oscillation de la fonction, dans tout 
intervalle compris à l’intérieur de (a, b) et d’étendue moindre que rh 
soit plus petite que e; en vertu de la formule
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f(x + h) — f(x) — hf (x + 8 h\

il suffit de prendre

< —■> 1 M

en désignant par M la limite supérieure de la dérivée f' (x) dans 
l’intervalle (a, b).

Le même théorème montre encore que si la fonction f (x) admet 
une dérivée f' (x) dans l’intervalle (a, b) et si la dérivée f (x) est 
continue dans le même intervalle, le rapport

f(x + h) — f (x)
h

tend uniformément vers f (x) quand h tend vers zéro, c’est à dire 
qu’à chaque nombre positif e correspond un nombre positif v; tel que 
l’on ait

f(x -h h) — f (x) — f' (x) < £,
h

pourvu que | h j soit inférieur à y] et que x appartienne à l’inter­
valle (a, b), ainsi que x + h.

En effet, on a, en désignant par 6 un nombre compris entre zéro 
et un,

f(x + h) — f{x)
= f' (x -h 8 h),h

et, à cause de la continuité de la fonction /' (x), il existe un nombre yj 

tel que l’on ait
I f {x + 8 h) — f' (x) | < e,

pourvu que h soit inférieur à yj en valeur absolue et que x et x -t- h 
appartiennent à l’intervalle (a, b).
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139. Je déduirai d’abord du théorème établi au paragraphe 13G 
une règle nouvelle d’une application fréquente pour le calcul des 
dérivées, règle qui contient comme cas particulier celle qui concerne 
les fonctions de fonction. Il est nécessaire, avant de l’exposer, de 
donner quelques définitions relatives aux fonctions de deux ou de 
plusieurs variables.

Soient u, v deux variables quelconques, A, A', B, B' (A < A', 
B < B') quatre nombres quelconques; je considérerai le champ (E) 
des systèmes de valeurs attribuées à u, v qui satisfont aux inégalités
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BA£v ^ B',A^u ^Ar,

et je dirai qu’une fonction f(u, v) est définie dans le champ (E) si 
à chaque système de valeurs de u, v appartenant à ce champ corres­
pond une valeur de f(u, v).

La fonction f (u, v) est continue pour le système m, v de valeurs 
des variables appartenant au champ (E) si à chaque nombre positif e 
correspond un nombre positif y] tel que l’on ait

i f O', V) — f(u, v) j < £

pour toutes les valeurs de u\ v' qui appartiennent au champ (E) et 
qui vérifient les inégalités

(0

I u’ --  U I < ÏJ, I v' --- V | < YJ (*).

Si v est une valeur fixe appartenant à l’intervalle (A, A') et si l’on 
regarde u comme une variable, la fonction de u, f (u, v), sera définie 
dans l’intervalle (B, B'); il peut se faire que cette fonction admette 
une dérivée dans cet intervalle ; si cela arrive quelle que soit la valeur 
de v appartenant à l’intervalle (A, A'), on dit que, dans le champ (E), 
la fonction /‘(m, v) admet une dérivée partielle par rapport à u et 
l’on désigne cette.dérivée, qui est une fonction définie de u, v pour

(2)

4 (*) On dit que la fonction f(w, v) est continue dans le champ (E) si à chaque nombre
positif £ correspond un nombre positif q tel que l’inégalité (1) ait lieu pour tous les 
systèmes de valeurs u, v, u’,v' qui appartiennent à (E) et qui satisfont aux inégalités (2). 
On montre par un raisonnement analogue à celui du paragraphe 77 que, si la fonction 
est continue pour tous les systèmes de valeurs des variables qui appartiennent au 
champ (E), elle est continue dans ce champ. Voir à ce sujet une note de M. Darboux, 
Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, lre série, t. III, p. 307.
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l’ensemble de systèmes de valeurs des variables que l’on considère par

àf(u, v)
fu (u, t>), DUf(u, v).oudu

On définira de même, s’il y a lieu, la dérivée partielle

âf(u, v)
fv (u, v), Dvf(u, v)oud v

de la fonction considérée.
Supposons que la fonction f (u, v), définie, comme il a été dit plus 

haut, admette des dérivées partielles dans le champ (E), et que ces 
dérivées soient continues pour chaque système de valeurs des variables 
appartenant à ce champ.

Supposons enfin que u, v soient des fonctions de x qui, lorsque 
cette variable reste dans l’intervalle (a, b), restent respectivement 
comprises entre A et A', B et B', ces limites pouvant d’ailleurs être 
atteintes. Il est clair que f(u, v) sera une fonction définie de x dans 
l’intervalle (a, b); je vais montrer que si u, v sont des fonctions 
continues dans cet intervalle, admettant des dérivées w', v', la fonc­
tion de x, f (u, v), sera aussi continue dans ce même intervalle et y 
admettra une dérivée égale à

f'u (u, v) u' + f» (u, v) v'.

Posons en effet, pour abréger l’écriture,

f'u (U, V) — (f (u, v),

et considérons deux valeurs x, x + h appartenant à l’intervalle (a, h) ; 
soient u et u -4- k, v et v + l les valeurs des fonctions u et v qui 
correspondent à ces valeurs x et x + h, on aura

fv (w, v) = ù (u, v)

f (u -+• k, v + l) — f(u, v)
= f (u 4- k, v 4- l) — f (u + k, v) + f(u + k, v) — f (u, v);

mais, en vertu du théorème démontré au paragraphe 136, on a

f (u + k, v + l) — f(u 4- k, v) = là (u 4- k, v + 01), 
f (11 + k, v) — f (w, v) = k<x> (u + 6' k, v),
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en désignant par 6 et 0' des nombres compris entre zéro et un : o<n 
a donc

CHAP. V. — DES DÉRIVÉES.

f (u k, v + V) — f (u, v) k
= — 9 (u + 6' k, v)

~f~ “ ( 'H -f- ky v —|— 9 ÿ

h

supposons maintenant que h tende vers zéro ; en vertu de la continuité 
des fonctions Met v, k et h tendront aussi vers zéro, et puisque les 

* /c l
fonctions u, v admettent des dérivées, les rapports — ? - auront pour

h h r
limites les dérivées u', v'; enfin en vertu de la continuité des fonc­
tions © (u, v), (u, v), lorsque les quantités k, h et par conséquent
9' k, 9 /( tendent vers zéro, les quantités

ç (•n -h 9' k, v), 6 (u -+- k, v + 01)

ont respectivement pour limites les quantités

çp (u, v), (u, v);

lors donc que h tend vers zéro, le second membre de l’égalité précé­
dente a pour limite

9 (u, v) u' + ô (u, v) v';

mais le premier membre n’est autre chose que le rapport de l’accrois­
sement de la fonction f (u, v) regardée comme une fonction de a? à 
l’accroissement h de cette variable; dire que ce rapport a pour limite 
9 (u, -r) u' + (u, v) v', c’est dire que telle est la dérivée de la 
fonction f (u, v) (*).

Ces considérations et la démonstration qui précède s’étendent sans 
peine à des fonctions d’un nombre quelconque de variables; je me 
contenterai d’énoncer le théorème suivant :

Soient u, v, w, ... n variables, A, A', B, B', C, G', ... (A < A', 
B < B', G < C', ...), 2 n nombres quelconques; considérons une 
fonction f {u, v, w, ...) des n variables u, v, w, ... définie dans le 
champ (E) formé par l’ensemble des systèmes de valeurs attribuées

(l) Cette démonstration est due à M. O. Bonnet.
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à ces variables qui vérifient les inégalités

A^u^A', B = v = B',

supposons que la fonction f (u, v, w, ...) admette, dans le champ (E), 
des dérivées partielles f'u, f'v, f'w, ... par rapport aux variables tt, u, 
tu, ... et que ces dérivées soient continues pour chaque système de 
valeurs attribuées à ces variables qui appartienne au champ (E); 
supposons que u, u, tu, ... soient des fonctions de la variable x 
définies dans l’intervalle (a, b), admettant dans cet intervalle des 
dérivées u , v', tu', ..., telles enfin que leurs valeurs restent respec­
tivement comprises entre A et A', B et B', G et G', ..., la fonction 
f(u, v, tu, ...) pourra être regardée comme une fonction de x définie 
dans l’intervalle (a, b); elle y admettra une dérivée égale à

* fW + fW -+- fiw’ + ...

Considérons par exemple la fonction uv, on pourra prendre pour A 
et A' deux nombres positifs quelconques et pour B et B' deux nombres 
quelconques; les dérivées partielles par rapport à u et à v seront 
respectivement vuv~1 et uv log u; il est aisé de voir qu’elles sont 
continues pour chaque système de valeurs appartenant au champ (E) ; 
on en conclut que si u, v sont des fonctions de x définies dans 
l’intervalle (a, b), continues dans cet intervalle et y admettant des 
dérivées u', v', telles enfin que la première soit toujours positive et 
par conséquent supérieure à un nombre positif A, la fonction de x, uv, 
admettra pour dérivée, dans l’intervalle (a, b),

(vu1 + uv' log u).

Laissant maintenant de côté les règles relatives au calcul, je vais 
montrer le parti que l’on peut tirer des dérivées pour l’étude des 
fonctions.

140. Soit f (x) une fonction admettant dans l’intervalle (a, b) une 
dérivée f' (x), il résulte immédiatement de la définition de la dérivée 
que si la fonction f (x) est constante dans l’intervalle (a, b) la dérivée 
f' (x) est nulle pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à cet 
intervalle, que si, dans ce même intervalle, la fonction f (,x) est
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croissante, la dérivée f (x) n’est jamais négative, puisque le rapport

f(x + h) —f(x)
h

étant positif, sa limite, pour h = 0, ne peut être négative; enfin 
que, si la fonction f(x) est décroissante, la dérivée f (x) n’est jamais 
positive.

On est tenté de regarder comme évidentes les réciproques de ces 
théorèmes; cela serait légitime s’il était vrai qu’un intervalle (a, b) 
pût toujours être décomposé en un nombre fini d’intervalles partiels 
tels que dans chacun d’eux la fonction f(x) fût ou constante, ou 
croissante, ou décroissante; c’est la fausseté, aujourd’hui mise hors 
de doute, de cette supposition qui rend nécessaire la démonstration 
des théorèmes suivants.

I. Si la fonction f (x) admet dans l’intervalle (a, b) une dérivée 
f (x) et si cette dérivée est constamment nulle, la fonction f (a?) est 
constante dans l’intervalle (a, b).

Soient en elïet cct, cc2 deux valeurs quelconques qui appartiennent 
à cet intervalle, on aura (§ 136)

ffa) ~ f(xx) = fa — ®i) f' (§)»(1)

en désignant par £ un nombre compris entre x2 et xi ; mais par 
hypothèse on a

r (5) = o.
et par conséquent

La fonction f (pc) conserve donc toujours la même valeur dans 
l’intervalle (a, b); cette valeur est .nécessairement f(a) = f (b)- 

IL Si la fonction f (x) admet dans l’intervalle (a, b) une dérivée 
f' (x), si, dans cet intervalle, cette dérivée n’est jamais négative, si 
enfin elle n’est pas nulle pour toutes les valeurs de x qui appar­
tiennent à un intervalle (a', b') contenu dans l’intervalle (a, b), la 
fonction f(x) est croissante dans l’intervalle (a, b).

Soient encore xi: deux valeurs quelconques appartenant à
l’intervalle (a, b) et soit xi <&2; l’égalité (1) montre, puisque la
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quantité f (5) est positive ou nulle, que l’on a

240

/W = / (®*)-

Mais, dans l’intervalle (a?,, x3) la fonction f (x) ne peut être constante, 
puisque la fonction /' (,x) n’est pas constamment nulle dans cet 
intervalle; il existe donc un nombre x' compris entre Xt et x3 tel 
que la valeur de f(x') diffère au moins de l’une des quantités f (a?,), 
f (x3); les quantités xv x\ x3 étant d’ailleurs rangées par ordre de 
grandeur, on a

/(®i) = /0®') = /(®*);

comme les deux égalités ne peuvent avoir lieu simultanément, il faut 
que l’on ait

f (Pi) < f (»«)•

C’est ce qu’il fallait établir ; on prouvera de la même façon le théorème 
suivant.

III. Si, dans l’intervalle (a, b), la fonction f (x) admet une dérivée 
f' (x) qui ne soit jamais positive, si cette dérivée n’est pas nulle pour 
toutes les valeurs de x qui appartiennent à un intervalle (a\ b') 
compris dans l’intervalle (a, b), la fonction f {x) est décroissante dans 
ce dernier intervalle.

141. Si une fonction f(x) est définie dans l’intervalle (a, b), on 
dit qu’elle admet un maximum pour la valeur Ç attribuée à x, valeur 
appartenant à l’intervalle (a, b), mais distincte des limites a, b, s’il 
existe un nombre positif s tel que l’on ait, pour toutes les valeurs 
de h inférieures à e en valeur absolue,

f(5 +*0-/(5) <0;

si, dans les mêmes conditions, on avait

/(5+ *)-/(*)> o,
on dirait que la fonction f (x) admet un minimum pour x =

Si la fonction f(x) admet un maximum ou un minimum pour x =q, 
et si pour cette même valeur elle a une dérivée, cette dérivée est 
nulle; cela résulte du raisonnement employé au paragraphe 135 :
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pour h positif et suffisamment petit les deux rapports

f(5 + h)-f<R)

h — h

finissent par être certainement de signes contraires; leur limite 
commune, pour h = 0, est donc nulle.

Si donc la fonction f (x) admet une dérivée dans l’intervalle (a, b), 
on devra chercher les valeurs de x qui lui font acquérir un maximum 
ou un minimum parmi celles qui annulent la dérivée ; mais le choix 
et la distinction de ces valeurs exigent une étude plus approfondie.

142. Le cas le plus simple est celui où la fonction f {x) étant 
continue dans l’intervalle (a, b), cet intervalle peut être partagé en 
un nombre fini d’intervalles partiels tels que dans chacun d’eux la 
fonction varie toujours dans le même sens ; si, par exemple, la fonc­
tion est croissante dans un intervalle et décroissante dans l’intervalle 
suivant, il est clair qu’elle présentera un maximum pour la limite 
commune aux deux intervalles; on dit que, pour cette valeur, elle 
cesse de croître pour décroître ensuite; de même, si la fonction est 
décroissante dans un intervalle et croissante dans l’intervalle suivant, 
elle passe par un minimum pour la valeur de la variable égale à la 
limite commune des deux intervalles.

On est certain d’être dans ce cas si, dans, l’intervalle (a, b), la 
fonction f (x) admet une dérivée et si l’intervalle (a, b) peut être 
divisé en un nombre fini d’intervalles partiels, tels que dans chacun 
d’eux la dérivée f' (x) ait un signe déterminé; si dans un intervalle 
partiel la dérivée est positive, la fonction est croissante, etc. Peu 
importe d’ailleurs que dans un intervalle partiel la dérivée s’annule, 
pourvu qu’elle ne change pas de signe et qu’elle ne soit pas nulle 
pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à un intervalle fini.

Les valeurs qui fournissent les maxima sont alors caractérisées par 
ce fait que la dérivée y est nulle, qu’elle est positive pour les valeurs 
plus petites, négative pour les valeurs plus grandes; de même pour 
les valeurs qui fournissent les minima la dérivée est nulle et passe 
du négatif au positif.

Par exemple l’expression

,4af — 3x' — m,
Tanneuy. — Théorie. IG
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où m est une constante, admet une dérivée dans tout intervalle, cette 
dérivée est

I2xv (1 — x);

elle est positive pour toutes les valeurs de x inférieures à un, 
négative pour toutes les valeurs de x supérieures à un; la fonction 
proposée est donc croissante dans l’intervalle (— oo , 1), en désignant 
par ce symbole un intervalle dont la limite inférieure est un nombre 
négatif aussi grand qu’on le veut en valeur absolue ; elle est décrois­
sante dans l’intervalle (1, + oo), elle passe par un maximum pour 
x — 1, ce maximum est 1 — wî; la fonction grandit d’ailleurs 
indéfiniment par des valeurs négatives, quand x grandit indéfiniment 
par des valeurs positives ou négatives, ou, comme l’on dit habituelle­
ment, pour x — ± oo, elle est égale à — oo ; en résumé, quand 
x croît de — oo à un, la fonction croit de — oo à 1 — m, et quand 
x croît de un à + oo , la fonction décroît de 1 — mk — oo ; on conclut 
de là (§ 86) que, si 1 — m est positif, la fonction 4 a?3 — 3 æ* — m 
s’annule pour une valeur de x inférieure à un et pour une valeur de x 
supérieure à un, et seulement pour ces valeurs; que, si l’on a m = i, 
la fonction s’annule pour x — 1 et seulement pour cette valeur; 
enfin que, si 1 — m est négatif, la fonction ne s’annule pour aucune 
valeur de x.

143. Il peut se faire que, dans l’intervalle où on la considère, la 
fonction /’(.#), que je suppose toujours continue, admette une dérivée, 
sauf pour quelques valeurs exceptionnelles ; une telle valeur x' sépare 
alors deux intervalles partiels (xv x'), (x', a?2) tels que la dérivée 
existe pour tous les nombres qui appartiennent à l’un ou à l’autre 
des deux intervalles, sauf toutefois pour le nombre x' ; si la dérivée 
a le même signe pour toutes les valeurs de la variable qui appar­
tiennent au premier intervalle, si, par exemple, la dérivée est positive 
pour les valeurs de x comprises entre a?, et x', on peut affirmer que 
la fonction f(x) est croissante dans l’intervalle (xv x'), sans exclure 
les limites de cet intervalle; en effet le théorème du paragraphe 136 
subsiste alors, ainsi qu’on en a fait l’observation; il en est de même 
de ses conséquences. Si, de même, la dérivée est négative dans 
l’intervalle (x1, x2), la fonction sera décroissante dans cet inter­
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valle et présentera un maximum pour x = x'; elle aurait passé 
par un minimum pour cette même valeur si la dérivée était 
négative dans le premier intervalle, positive dans le second; elle 
varierait dans le même sens dans tout l’intervalle (oq, x2) si la 
dérivée avait le même signe pour toutes les valeurs de x appartenant 
à cet intervalle, les nombres xi? x', x2 étant exceptés au besoin.

Par exemple la fonction y = (vx)*, continue dans tout intervalle,
n’admet pas de dérivée pour x = 0, pour toute autre valeur de x 
elle a pour dérivée

2 1

pour a? — 0, la fonction y passe par un minimum.

y' ~

144. On voit d’après cela la marche à suivre pour étudier la 
variation d’une fonction donnée par son expression analytique. On 
décomposera d’abord l’ensemble des valeurs de x, de — co à + oo , 
en intervalles partiels tels que, dans chacun d’eux, la fonction soit 
définie et continue; les limites de ces intervalles pourront être des 
valeurs de x au delà ou en deçà desquelles l’expression donnée 
n’aura plus de sens; de telles valeurs se présenteront par exemple 
quand l’expression contiendra des radicaux à indices pairs, des 
logarithmes, des arcs sinus, etc. ; ces limites pourront encore être 
des valeurs pour laquelle la fonction est discontinue, ou des nombres 
aussi voisins que l’on voudra de certaines valeurs isolées de la variable,

pour lesquelles l’expression
considérée n’a pas de sens, mais dans le voisinage desquelles elle 
grandit indéfiniment, ce que l’on exprime brièvement en disant que 
la fonction devient infinie. On se livrera à une étude analogue pour 
la dérivée, en se bornant toutefois aux valeurs de la variable qui 
appartiennent aux intervalles qu’il y a lieu de considérer, d’après 
l’étude préliminaire que l’on a faite de la fonction; mais, cette fois, 
on portera essentiellement l’attention sur les valeurs de la variable 
pour lesquelles la dérivée change de signe, soit qu’elle s’annule, soit 
qu’elle cesse d’exister en devenant infinie, ou tout autrement. Ces 
nombres limiteront ainsi des intervalles pour lesquels la dérivée 
conservera un signe constant. Les nombres qui limitent des inter­

1
= 0 pour la fonction -

xtelles que x



valles soit pour la fonction proposée, soit pour la dérivée, étant ensuite 
rangés par ordre de grandeur, on se trouve avoir décomposé le 
champ de la variable x en intervalles partiels pour lesquels on peut 
appliquer les théorèmes du paragraphe 140; à l’aide de ces théorèmes 
et des remarques contenus dans les paragraphes suivants, on parvient 
à avoir une idée nette de la marche de la fonction.

Soit par exemple la fonction

THÉORIE DES FONCTIONS ü’iJNE VARIABLE.244

y — ex Vx + 4;

elle n’a de sens ni pour les valeurs de x plus petites que — 4, ni 
pour x — 0; sa dérivée, pour les autres valeurs de x, est

(x + 2) (x — 4). 
2 a?2 V x + 4

y' — ex

elle est positive pour x < — 2, négative pour x compris entre — 2 
et 4, positive pour x > 4; si l’on désigne par £ un nombre positif, 
aussi petit qu’on le veut, la fonction est continue de — 4 à — s, 
de + s à 4- oo ; si l’on considère la suite des nombres

-2, 4,-4, +

et que l’on exclue l’intervalle (— £, + o), la fonction sera continue 
et admettra (sauf pour x = — 4) une dérivée de signe constant dans 
chacun des autres intervalles. On en conclut que lorsque x varie

+ 00 ,— e,

—? qu’elle diminuede — 4 à — 2, la fonction augmente de zéro à 

depuis cette valeur jusqu’à

e £ 1/4 — £(1)

quand x varie de — 2 à — e, qu’elle diminue encore depuis

el |/4 £(2)

jusqu’à e4 h78 quand x varie de £ jusqu’à -H 4, enfin qu’elle augmente 
quand x varie depuis + 4 jusqu’à -t- oo .

Il reste à avoir des valeurs approchées des nombres (1) et (2)
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pour £ positif et très petit ; on les déduit des formules
245

J/ 4 — a
1/4 - £ — 1 1 1

lH-----1- — - 4-1.2 £2

es J/4 4- £ = J/4 + ;( ->1 1 1
1 4- “ 4~ r—r "r 4-1.2 s2

la première, où le dénominateur peut être supposé aussi grand qu’on • 
le veut, montre que lorsque £ tend vers zéro, l’expression (4) a pour 
limite zéro; on voit de même que lorsque £ tend vers zéro, l’expres­
sion (2) augmente indéfiniment par des valeurs positives; c’est ce 
qu’on exprime plus brièvement en disant que, x croissant de — 2

^^ jusqu’à zéro, et que, x croissantà zéro, y diminue depuis 

depuis zéro jusqu’à 4- 4, y diminue depuis 4- 00 jusqu’à la valeur
1 _

e4 J/8. Des deux valeurs

mum correspondant à la valeur x — — 2, la seconde est un minimum 
correspondant à la valeur x = 4 ; enfin on voit de suite que lorsque 
x augmente indéfiniment par des valeurs positives, il en est de même 
de y.

x\2 1
- et e4 J/8, la première est un maxi-

145. Il est quelquefois commode, pour reconnaître si une valeur a 
de x qui annule la dérivée f (x) d’une fonction f (x) fait acquérir à 
cette fonction un maximum ou un minimum, de recourir à la dérivée 
seconde f (pc), à supposer qu’elle existe. Si f" (a) est un nombre 
positif et si la fonction f" (x) est encore positive pour les valeurs 
voisines «te a, ce qui arrivera assurément si elle est continue, on voit 
que dans un petit intervalle comprenant a la fonction f (x) sera crois­
sante; puisqu’elle s’annule pour x = a, elle passe pour cette valeur 
du négatif au positif, il en résulte que, pour x = a, la fonction f (x) 
présente un minimum. De même, si pour x = a, le nombre f (a) 
est négatif et si la fonction f' (x) est continue pour x — a, on voit 
que, pour x — a, la fonction f(x) présente un maximum. Si l’on a 

on pourra recourir à la dérivée troisième; si celle-ci n’est 
pas nulle pour x = a et est continue pour cette valeur, elle conser-
f («) = 0,
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vera le même signe dans un petit intervalle comprenant le nombre a, 
dans cet intervalle la fonction f" (x) croîtra constamment ou décroîtra 
constamment, puisqu’elle s’annule pour x = a, elle changera de 
signe en s’annulant, la fonction f (x) admettra donc un maximum 
ou un minimum pour x = a; comme elle est nulle pour x — a, 
on voit que, dans un petit intervalle comprenant ce nombre, elle reste 
négative ou nulle si x = a correspond à un maximum de f (x), 
positive ou nulle si x — a correspond à un minimum de f' (x) ; dans 
le premier cas la fonction f (x) est décroissante dans ce même inter­
valle, dans le second cas elle est croissante : elle ne présente, pour 
x — a, ni maximum ni minimum. Si l’on a f" (a) = 0, on recourra 
à la dérivée quatrième fiy (x) et l’on verra sans peine que suivant 
que l’on aura

flv(a)c 0, fIV (a) >■ 0,

la fonction f(x) admettra, pour*# = a, un maximum ou un minimum, 
pourvu toutefois que la fonction fLV soit continue pour x — a. Si l’on 
avait flv (a) = 0, on pourrait recourir à la dérivée cinquième, etc. 
On peut, en admettant l’existence et la continuité des dérivées 
successives f (x), fv (#), f" (#), ... de la fonction f (x), pour x = a, 
formuler la règle suivante : Si pour x = a la dérivée f (x) est nulle 
ainsi que quelques-unes de celles qui la suivent, la fonction f (x) 
n’admet, pour x — a, ni maximum, ni minimum lorsque la première 
dérivée, qui ne s’annule pas est d’ordre impair; si la première dérivée 
qui ne s’annule pas est d’ordre pair, la valeur x = a correspond à 
un maximum ou à un minimum, selon que cette dérivée est négative 
ou positive. Au reste, cette conclusion va résulter immédiatement 
d’une formule très importante, que je vais établir dans le paragraphe 
suivant. *

146. Soit f (x) une fonction continue dans l’intervalle (a, b); 
supposons qu’elle admette dans cet intervalle des dérivées première, 
seconde, ... nième: f1 (x), f” (x), ..., fCn) (x). Supposons que les n — 1 
premières dérivées soient continues dans l’intervalle (a, b); quant à 
la nième dérivée, on suppose seulement qu’elle existe pour les valeurs 
de x qui appartiennent à l’intervalle (a, 6), il n’est même pas 
nécessaire qu’elle existe pour les limites a, b de l’intervalle.
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Sous ces conditions, on aura la formule suivante, où £ désigne un 

nombre appartenant à l’intervalle (a, b) différent de a et de b, et p 
nombre entier positif quelconque, au plus égal à n (!) :
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un

(b — a)‘f(b) = f(a) + b~f'(a) +
f («) + ...1.2

0)
(6_a)p(&-Ç)n— p •

4- (b — a)n~] /'(“-R (a) + f°0 (S)-1.2 ... (n — 1 ).p

Il convient tout d’abord d’indiquer comment on a pu se proposer 
d’établir une pareille formule. C’est par une voie toute naturelle 
qu’on est parvenu (§ 112) à la formule

h b*
nz + h) = f(z) + Tr (Z) + — r (z) +...

hn~l
1.2 ... (n —

où f (z) désigne une fonction de la variable z développable en une 
série procédant suivant les puissances entières et positives de z, 
convergente tant que | z | est inférieur à un certain nombre positif P 
et où f (z), f" (z), ... désignent les séries dérivées de f(z); cette 
formule convient tant que l’on a

+ ...

| 7i | < P — | z |.| z | < P,

Si f (z) désigne une fonction continue quelconque, admettant des 
dérivées première, seconde, ..., nième, il est dès lors naturel de 
chercher une expression de l’erreur que l’on commet en prenant 
pour f(z + h) la somme des n premiers termes du second membre, 
c’est à dire d’évaluer la différence

hn~1
f(z + h) f (z) - y f' 0) — ••• r-D (z).

1.2 ... (n — 1)

(!) On donne d’habitude à cette formule le nom de Taylor; il convient toutefois de 
remarquer que Taylor n’a considéré que la série illimitée; l’expression du dernier 
terme de la formule, dit terme complémentaire, a été donné, pourjj = n, par Lagrange 
dans le Traité des fonctions. L’expression générale de ce terme a été donnée par 
M. Schlômilch et par M. Roche (Journal de Liouville, t. III, p. 271); la démonstration qui 
suit est due à M. Rouché.
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cette différence, quand on y remplace z par a et z + h par b devient

(b — a)n~l
1.2 ... (n — 1)

f(b) — f(a) — h—Y^f' (a) — ... —

c’est précisément cette quantité dont on va trouver une expression 
qui justifiera l’égalité (1), et cela par un procédé tout semblable à 
celui que l’on a employé dans le paragraphe 136, pour établir un cas 
particulier de la proposition que nous avons en vue.

Soit donc, pour abréger,

A=(i

(b — a)'(2) (b — a)n— 1 »(«)]r («)-••• f<-n-1.2 ... (n — 1)1.2

et considérons la fonction de x :

__ rp

T (*) = fQ>)~ fis)-------—r (00)-
(b — x)'

r (®)1.2
(3) (b — x)n — i( fin-1) _ a (6 — x)p;

1.2 ... (n — 1)

cette fonction est continue dans l’intervalle (a, b) puisque c’est une 
somme de produits de fonctions continues dans cet intervalle; elle 
est nulle identiquement pour x = b, et, en vertu de l’égalité (2), 
pour x = a ; elle admet une dérivée pour toutes les valeurs de x qui 
appartiennent à l’intervalle (a, b), sauf peut-être pour les limites a, b ; 
dans ces conditions, on sait (§ 135) que cette dérivée est nulle pour 
une valeur ^ comprise entre a et b, différente de a et de b; cette 
dérivée est d’ailleurs

(b — x)n

+ r w +b-^ r w + ••

— 1
f(n) (x)1.2 ... (n — 1)

(b — x)n—2

. + 1.2 ... (n — 2)
H- pA (b — x)p~1;

on a écrit sur la première ligne les termes où figurent les dérivées 
des facteurs f(x)y f(x), ..., {x)y sur la seconde ligne les



En écrivant que cette dérivée est nulle pour x — £, en supprimant 
le facteur (b — £)p_1 qui n’est pas nul, on a

(b — Ç)n~p
f» (5):A = 1.2 ... (n — 1).p

en remplaçant A par cette valeur dans l’égalité (2), on obtient l’éga­
lité (1), qu’il s’agissait de démontrer.

Si l’on remplace a par x, h par x H- h et £ par x + 6 h, en dési­
gnant par 6 un nombre compris entre zéro et un, qui n’est d’ailleurs 
ni zéro ni un, l’égalité (1) prend la forme

h2
f (x + h) — f (x) + f (®) + ^2 f + -

(I)
hn (1 — 0)n_phn~l

/•<">(&+6 h).f*-')(x) +
1.2 ... (n — 1) 1.2 ... (n — 1).p

Le dernier terme porte le nom de terme complémentaire; pourp = n 
il prend la forme

hn
— f(n) (x -f- b h).• 1Z «1.2 ..

147. Pour faire une application de cette formule à la théorie 
exposée dans le § 145, supposons que, pour x = a, la formule soit 
applicable et que l’on ait, en conservant les notations du paragraphe 
précédent,

f («) = O, f (a) = 0, fl”-1) (a) — O,

/“Wï«;

supposons enfin que dans un intervalle suffisamment petit compre­
nant le nombre a, la fonction fn (x) conserve le signe de fn (a), ce 
qui arrivera sûrement si fn (x) est une fonction continue pour x — a,
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termes où figurent les dérivées des facteurs b — x, (b — cc)2, ..., 
(b — x)n~\ sur la troisième ligne la dérivée de —A (b — x)p ; 
après des réductions évidentes, on aura pour la dérivée cherchée
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(ib — x)n_1
œ' (x) — pA (b — x)p~l — fw (X).1.2 ... (n — 1)

•-
m
 ^
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la formule (1) donnera
hn

— f(n) (a + Oh); 
. n

f (a ~h h) — f (a) =
1.2 ..

Supposons que la valeur a + h reste comprise dans l’intervalle où 
la fonction f'1 (x) conserve le signe de fn'(a); la formule précédente 
montre que, si n est pair, la quantité f (a + h) — f (a) est de même 
signe, quel que soit le signe de h, que f(n) (a); suivant donc qu’on 
aura

f(n) (a) < 0, {a) > 0,ou .
on aura

f(a -h h) < f(a) f (a + h) >f (a);ou

dans le premier cas, la fonction f (x) admet un maximum pour x = a, 
dans le second cas elle admet un minimum. Au contraire, si n est 
impair, le second membre change de signe avec h et la fonction f (x) 
n’admet, pour x = a, ni maximum ni minimum.

y

148. On a déjà rencontré (§§ 81, 144) des exemples de fonctions 
données par des expressions analytiques qui cessent d’avoir un sens 
pour certaines valeurs de la variable; telles sont, pour x — 0, les 
fonctions

x — sin x ■> x log x ;x3

on dit souvent que, pour une telle valeur de la variable, l’expression 
considérée prend, une forme illusoire. S’il arrive que, lorsque la 
variable tend vers la valeur a qui donne une forme illusoire à l’expres­
sion, celle-ci tende vers une limite, il y a lieu de chercher à déter­
miner cette limite et de continuer en quelque sorte la fonction en 
lui attribuant, pour la valeur a de la variable, cette valeur limite, à 
laquelle on donne souvent le nom de vraie valeur. Je donnerai tout 
à l’heure des règles, connues sous le nom de règles de l’Hospital, qui 
permettent, dans des cas assez nombreux, de trouver ces vraies 
valeurs. Je veux montrer auparavant sur quelques exemples comment 
on peut les obtenir par l’emploi des développements en série et com­
ment on parvient souvent ainsi à des formules simples qui permettent 
de reconnaître la façon dont se comporte la fonction considérée pour
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les valeurs de la variable voisines de celle qui fait acquérir une forme 
illusoire à l’expression de cette fonction.

Pour abréger le langage, je me conformerai à l’usage en vertu 
duquel on dit qu’une fonction est infinie pour x- — a lorsqu’elle n’a 
pas de sens pour x = a et qu’elle grandit indéfiniment en valeur 
absolue quand x tend vers a; il peut d’ailleurs être nécessaire de 
distinguer le cas où x tend vers a en restant plus petit que a du cas 
où x tend vers a en restant plus grand que a ; la fonction considérée 
peut devenir infinie dans un cas et ne pas devenir infinie dans l’autre ; 
ou bien elle peut grandir indéfiniment par des valeurs positives dans 
un cas, par des valeurs négatives dans l’autre, etc. ; je dirai de même 
qu’une fonction a pour x infini une valeur A, ou bien est infinie 
pour x infini, lorsque x grandissant indéfiniment, soit en valeur 
absolue, soit par des valeurs positives, soit par des valeurs négatives 
(suivant les circonstances il convient on non de distinguer ces divers 
cas), la fonction a pour limite A, ou bien grandit indéfiniment (soit 
en valeur absolue, soit par des valeurs positives, soit par des valeurs 
négatives).

Soit f (x) une fonction qui devient nulle ou infinie pour x = a; on 
a vu (§§ 110, 115) que, dans un grand nombre de cas, cette fonction, 
en y remplaçant x par a -f- h, prend la forme
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hn P (h),(1)

P (h) est une série qui procède suivant les puissances entières et 
positives de h, convergente tant que | h | est inférieur à un certain 
nombre positif; et dans laquelle le terme indépendant de h n’est pas 
nul, en sorte que l’on a

P (0)^0;

n est un nombre entier positif si la fonction f (x) s’annule pour 
x = a, négatif si elle est infinie. Réciproquement, si une fonction 
f (x), lorsqu’on y remplace x par a -f- h, prend la forme (1), on sait 
comment elle se comporte pour des valeurs de x voisines de a; on 
peut, en limitant la série P (h) à tel terme que l’on veut, avoir des 
formules qui permettent de calculer la valeur de la fonction avec une 
grande approximation; on peut (§ 110), si elle devient infinie, en 
séparer la partie qui devient infinie, etc... Il n’est même pas néces­
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saire que n soit entier; toutefois, lorsque n n’est pas entier, hn n’a de 
signification que si h est positif, à moins que n ne soit égal à une 
fraction dont le dénominateur est impair.

Considérons maintenant une expression de la forme
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f(x).
?(®)’

si le numérateur et le dénominateur deviennent ou nuis ou infinis 
pour une valeur a attribuée à a? et si, en posant x — a + h, le 
numérateur et le dénominateur prennent la forme (1), en sorte que 
l’on ait

f (a + h) = hn P (h),
o (ci -h h) = lip Q (h),

en désignant par P (h), Q (h) des séries qui procèdent suivant les 
puissances entières et positives de h, convergentes tant que | h \ est 
inférieur à un certain nombre positif et dans lesquelles enfin le terme 
indépendant de h n’est pas nul, pour les valeurs de li suffisamment 
petites, autres que zéro, on aura

pi).
Q(hy

fipc) _ f o + h)
o (x) © (a + h)

= hn~p

V(h) peut se mettre sous la forme d’uned’ailleurs (§ 110), le rapport
QW

série R (h) procédant suivant les puissances entières et positives de b, 
dans laquelle le coefficient du terme indépendant de h n’est pas

f (a + h) sous la forme (1) et le problèmenul, on aura ainsi mis
(f (u h)

sera résolu ; en particulier, ce rapport n’aura de limite pour h — 0 
que si l’on a n ri p. Cette limite sera nulle si n est plus grand que p,
différente de zéro et égale au premier terme de la série R (h) si l’on 
a n = p. Lorsque n et p sont des entiers positifs et que l’inégalité 
précédente est vérifiée, on voit de suite, en se reportant à la forme 
des développements P (h) et Q (h) que la limite cherchée est égale à

f(p) (a)
(a)(p>?
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La même méthode s’appliquera à des expressions de la forme

f (x) X ? (oc)

dans lesquelles le premier facteur est nul et le second facteur infini 
pour x = a, ces deux facteurs prenant tous les deux la forme (1) 
quand on fait x = a + h, comme aussi à des expressions de la forme

f(x) — c?(x)

où les deux termes, infinis pour x = a, prennent encore la forme (1) 
pour x — a -f- h; on a dans le premier cas à faire le produit de deux 
séries, et dans le second cas, la différence de deux séries.

Enfin, dans le cas où l’on aurait à chercher des valeurs limites
1

pour x infini, on poserait x = - et l’on serait ramené à chercher desz
valeurs limites pour z = 0 ; on y parviendra sans peine si les mé­
thodes précédentes s’appliquent.

Voici quelques exemples :
Le numérateur et le dénominateur de la fraction

x — sin x
x3

s’annulent pour x = 0 ; en y remplaçant sin x par le développement 
en série

xsx •*
1201

on voit que la fraction, pour toutes les valeurs de x autres que zéro, 
est égale à

x2
+ ...;120

• 1
en lui attribuant la valeur - pour x — 0, la fraction proposée sera

1une fonction continue dans tout intervalle. La valeur approchée -

a?2— — montre que cette fonction passe par un maximum pour x — 0
1

et que ce maximum est -•

®
>l

 «
05

 I—•
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L’expression
(:2x — x) tg2 x

TC TCa un facteur nul et un facteur infini pour x = - ; en faisant x = -
JL J

+ h, on voit aisément qu’elle se met sous la forme

4L22 h (• ->-- T“ + •tg2 h

7Uen sorte que, dans le voisinage de - ? on aJd

2
(2 a? — x) tg2 x —------- —

x —

pour x = '-■> l’expression proposée devient infinie; elle diffère peu 
Jj

2 xde--------lorsque x est voisin de - ■
x 2

Soit encore l’expression

3

x — • • • ?

Vx* -+- x + 1 + Vka?2 — 1 — 3x;

cherchons à l’évaluer pour des valeurs de x très grandes et positives; 
on a, pour de telles valeurs, en vertu des propositions démontrées 
dans les §§ 102 et 118,

■VX* -+- x -+- 1 = x j^l + 1
a?2

*[1+ + ( + j>) 2

1
— X + + - -+- .. • ?X

(i - J-V
\ 4a?V

1
V kx- — l =2x — 2x — ----- 1- ...4 x

et par conséquent
1 1 1

\/ x- + x + 1 + V4.X- — 1 - 3æ - - + 8 x

to
i u

-I 
I s

G
O

f 
IC

O

to
i ;1

C
O 

iO
O

r—
< 
l ̂

(V
I H

 ^ I
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il est clair que le second membre quand x augmente indéfiniment a
1

pour limite -• Lorsque x augmente indéfiniment par des valeurs

négatives, l’expression proposée augmente indéfiniment par des 
valeurs positives.

149. Voici maintenant quelques autres exemples où on parvient 
encore aux vraies valeurs par l’emploi de développements en séries ; 
mais où l’on n’a pas, à proprement parler, des formules d’approxima­
tion comme dans les cas précédents.

Soit l’expression

où n est un nombre positif, le numérateur et le dénominateur aug­
mentent indéfiniment quand x augmente indéfiniment par des valeurs 
positives; cherchons comment se comporte la fraction.

On a, quel que soit x,

x2 xpex — 1 + -+- — + ... +1.2 1.2 ... p

et, puisque x est positif,

x~ xp
1 + _l_ -——

1.2 1.2 ... p
> x11

or, si l’on prend p > n, il est clair que le second membre augmen­
tera indéfiniment avec x ; il en est de même, à fortiori, du premier. 

Mais le second membre ne fournit pas, pour x très grand, de 
cxvaleurs approchées pour —i car les termes qu’on a négligés dans le

développement de ex sont très grands par rapport à ceux que l’on a 
conservés.

Il résulte de la démonstration précédente, ou l’on voit directement 
de la même façon, que, si P (x) désigne un polynôme entier en x de 
degré quelconque, le rapport

ex

P (x)

*1
1 *

I r-l

B
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augmente indéfiniment, par des valeurs positives ou négatives suivant 
le signe du coefficient de la plus haute puissance de x dans P (x), 
lorsque x augmente indéfiniment par des valeurs positives.

Le précédent rapport tend vers zéro quand x augmente indéfini­
ment par des valeurs négatives, puisque ex tend alors vers la limite 
zéro.

L’expression
xne-x qqh _ _
c:

tend vers zéro, quel que soit n, quand x augmente indéfiniment par 
des Valeurs positives.

Si n est un nombre positif, il y a lieu de chercher si l’expression

xn log X

tend vers une limite quand x tend vers zéro par des valeurs positives; 
si l’on fait

* = — log oc;x =

lorsque x tendra vers zéro par des valeurs positives, z augmentera 
indéfiniment par des valeurs positives; on aura d’ailleurs

r — nzxn log x = — —e“z n enz

lorsque z, ou nz, augmente indéfiniment par des valeurs positives, 
le dernier membre de l’égalité précédente tend vers zéro; il en est 
de même de l’expression considérée xn log x.

On prouvera de la même façon que si n est un nombre positif 
quelconque, l’expression

log x
x11

tend vers zéro quand x augmente indéfiniment par des valeurs 
positives.

Il résulte de là, par exemple, que la série

11 1
+ . • • -J-+ + ...(log 2V (log 3)p (log n)p

I 
<b
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est divergente quel que soit le nombre p ; car si on le compare à la 
série divergente

CHAP. V. — DES DÉRIVÉES.

1
+ 4- ... + -h .. •?

on voit que le rapport de deux termes de même rang, à savoir

i -ip
np

_log n_

augmente indéfiniment quand n augmente indéfiniment (§ 65) (*). 
Si n désigne un nombre positif, l’expression

i
* xnex

augmente indéfiniment quand x tend vers zéro par des valeurs posi­
tives. 1

On traitera ce cas directement en développant e* en série, ou on le 
ramènera à un cas précédemment étudié en posant

1— — z.
X

Quand x tend vers zéro par des valeurs négatives, si n est un nombre 
positif ou négatif tel que l’expression xn ait un sens, la quantité

i
xnex

tend vers zéro ; cela est évident si n est positif, cela résulte du théo­
rème précédent si n est négatif.

Proposons-nous encore de chercher si l’expression

xx

a une limite lorsque x tend vers zéro par des valeurs positives.
Le logarithme de cette expression est x log x; il tend vers zéro 

quand x tend vers zéro par des valeurs positives; dans ces mêmes 
conditions l’expression xx a donc pour limite l’unité.

p) Henni te, Cours rédigé par M. Audoyer, p. 66. 

Tannery. — Théorie. 17

S ico

r-< ICO
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150. Avant d’établir les règles de l’Hospital qui seront l’objet 
principal du paragraphe suivant, je vais démontrer le lemme que 
voici :

Soit f (;x) une fonction de x qui augmente indéfiniment en valeur 
absolue quand x tend vers x4 par des valeurs moindres que aq, mais 
qui, dans tout intervalle limité par un nombre donné a < xv d’une 
part, et, de l’autre, par un nombre quelconque b compris entre a etaq, 
est continue et admet une dérivée f (x) ; il existe une suite infinie 
de nombres

Çi> •••» £« •••

compris entre a et xl et ayant xi pour limite, telle que la valeur 
absolue de f (£„) grandisse indéfiniment avec n.

Soit en effet
A„ A •• A„, ...2? •

une suite infinie de nombres positifs croissants et telle que A„ aug­
mente indéfiniment avec n.

Soit
•••J •••

une suite infinie de nombres croissants compris tous entre a et xn 
admettant xt pour limite.

Soient encore A un nombre positif quelconque, a et x deux nom­
bres quelconques compris entre a et xv on aura (§ 136)

f(x) — f{a)
= f G),x — a

en désignant par £ un nombre compris entre a et a?; or, pour satis­
faire à l’inégalité

I f (ï) I > A,

il suffira de supposer

I f(x) | > A (aq — a) + | f(%) |;

il existe d’ailleurs certainement un nombre x qui permet de satis­
faire à cette inégalité, puisque la valeur absolue de /“(ce) augmente 
indéfiniment quand x s’approche de aq.

Désignons en général par le nombre trouvé pour ç, en prenant
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dans le calcul précédent

A — A„,a — a„,
on aura

i r (ç.) i > a„

et ces deux inégalités, combinées avec les hypothèses relatives aux 
suites at, av ..., a,„ A1? A2, A„, mettent en évidence la
proposition annoncée.

Si, lorsque x tend vers xt par des valeurs croissantes, la déri­
vée f (x) finissait par croître (ou par décroître) constamment, il est 
clair que cette dérivée augmenterait indéfiniment, par des valeurs 
positives (ou négatives).

Il est clair aussi qu’on aurait un théorème analogue pour le cas 
où la fonction f (x) augmenterait indéfiniment quand x tend vers xi 
par des valeurs plus grandes que xr

151. Les règles que j’ai maintenant en vue concernent la recher­
che de la vraie valeur d’une fraction

f(x)
?0)

dont le numérateur et le dénominateur s’annulent ou deviennent
infinis pour une même valeur de x.

Plaçons-nous d’abord dans le premier cas, et supposons que les 
fonctions f (x), © (x) soient nulles pour x = a, que ce nombre a 
appartienne à un intervalle (p, q) dans lequel les fonctions f (x), 
y (x) admettent des dérivées f (x), ç' (a?), dans lequel enfin les 
fonctions © (x), <p' (x) ne s’annulent pas, sauf pour x = a.

Dans ces conditions, je vais montrer que, si lorsque x tend vers a
f O)par des valeurs appartenant à l’intervalle (p, q), le rapport tend©' (*)

f(x) tendra aussi vers cette limite.vers une limite £, le rapport o(x)
r (x) tend vers l, à chaque nombre positif sSi, en effet, le rapport
9' (®)
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correspondra un nombre positif rn tel que l’on ait
260

f (x)
— I <£

©' (x)

sous la condition que x appartienne à l’intervalle (p, q) et que l’on ait 

0 < | x — a | < y).

Pour ces mêmes valeurs de x, on a (§ 137)

f (x) _ f(x) — f{a) = f' (Ç)>
<p(x) ?(x) — ?(a) (Ç)’

<î étant un nombre compris entre x et a et satisfaisant donc aux 
inégalités

0 < | £ — a | < yj,

on aura donc

f(x) f' (5)— i t £ y
?' (5)<?(x)

ainsi, à chaque nombre positif e correspond un nombre positif-/;, lel 
que les inégalités

0 < | x — a | < vj
entraînent l’inégalité

f(x)
----  I < £,

?(x)

en supposant toujours que x appartienne à l’intervalle (p, q). C’est 

dire (§ 79) que lorsque x tend vers a, le rapport f{x)
tend vers l.

? (x)
On ne peut pas conclure de la démonstration précédente que,

f \x) tend vers la limite l lorsque xréciproquement, si le rapport
? (x)

f' (x) tend vers la même limite; on peut

toutefois affirmer l’existence d’une suite infinie de nombres çv ç2, 
..., 5n, ... appartenant à l’intervalle (p, q) et ayant pour limite le

tend vers a, le rapport
?»
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nombre a, telle que la suite infinie

r (Et) r (g,) _____
?' (5,)’ ’ ?'(£»)’ '*

r «O

ait pour limite le nombre l.
En effet, si l’on considère une suite infinie de nombres xv cc2, 

cc„, ... appartenant à l’intervalle (p, q) et ayant a pour limite, la 
suite infinie

f(xf_Mt____
?(®i )’ ïW’ ’ ?«>’

f (®n)

aura pour limite le nombre l; or, à chaque nombre xn correspond 
un nombre £„, compris entre xn et a, tel que l’on ait

f(xn) f (&,)
<P (»*) ?' (£») ’

la suite Ç2, ..., £B, ... ainsi formée aura évidemment le nombre a

aura pour limite l.f' (5n)pour limite et la suite dont le nième terme est
?'&)

f 0»)Si, donc, le rapport tend vers une limite lorsque x tend vers a,
©' (ce)

cette limite ne pourra être autre que l. Il en sera ainsi, en parti­
culier, si les deux fonctions f' (ce) et <p' (x) sont continues pour x —a 
et si l’on a

?' (a) < °-

Au surplus, cette conséquence est contenue dans le théorème direct. 
Revenons maintenant à ce théorème et à la règle qui en résulte.

Il peut arriver que pour x = a, les termes du rapport
f (x)

soient
?' 0*0

nuis; dans ce cas il semble qu’on n’ait rien gagné à l’application de 
la règle ; toutefois le nouveau rapport peut être plus simple que 
l’ancien; il peut être plus facile d’en calculer la limite. Au surplus 
on peut appliquer à ce rapport la même règle qu’au précédent : si, 
dans l’intervalle (p, q) les fonctions f1 (x), ©' (x) admettent des 
dérivées f " (x), <ov (x), si les fonctions <p' (cc) et (ce) ne s’annulent

f " (*) tendpas pour d’autre valeur que cc = a, si enfin le rapport
?" 0*0
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r (*)vers une limite l quand x tend vers a; le rapport tendra vers
<?' 0»)

la même limite, et il en sera par conséquent de même du rap-
f(x)port etc.

Au surplus, si dans l’intervalle (p, g) les fonctions f (a?), © (a?) 
admettent des dérivées d’ordre 1, 2, ..., i et sont, pour x — a, 
nulles ainsi que leurs dérivées jusqu’à l’ordre i — 1, si les fonc­
tions ç (x), <p' (a?), ..., ç® (a?) ne s’annulent pas pour d’autre valeur 
que x = a, la suite d’égalités, obtenues par l’application répétée du 
théorème du paragraphe 137,

f w __ r © _ r © - r («) _ r©) _ r ©)
f(®) ©-?'(«) ?'(?)

_L>

.., £1‘ 15 sont compris entre x et a, metoù les nombres £, <f, .
directement en évidence cette proposition : si le rapport

f0) (x)
fîjx)’

lorsque x tend vers a, tend vers une limite l, le rapport
vers la même limite.

Si l’on considère par exemple le rapport

X — sin x

tend
9(x)

x3-

dont le numérateur et le dénominateur s’annulent pour x = 0, on 

voit, en appliquant la règle précédente, que, lorsque x tend vers 
zéro, il doit tendre vers la même limite que les rapports successifs

1 — cos x sin x 
3a?* ’ 6 x ’

1
la limite du dernier rapport est évidemment -> telle est donc la vraie 
valeur cherchée.

Ci
 H—«
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Supposons maintenant que pour x = a les deux termes du rapport
263

00*0
?(*)

soient infinis.
Je supposerai qu’on cherche la limite de ce rapport lorsque x tend 

vers a par des valeurs plus petites que a; l’analyse serait toute 
pareille si l’on supposait que x tendit vers a par des valeurs plus 
grandes que a.

Je suppose qu’à chaque nombre positif A, quelque grand qu’il soit, 
corresponde un nombre positif yj tel que les inégalités

0 < a — x < yj

entraînent les inégalités

| f (x) | > A, | © (x) | > A.

Je suppose en outre qu’il existe un nombre p < a tel que dans 
tout intervalle limité d’une part par le nombre p, de l’autre par un 
nombre quelconque compris entre p et a, les fonctions f (a?), ç (x) 
admettent des dérivées f (a?), <p' (x) et que, enfin, dans un pareil 
intervalle les fonctions f(x), o (x), f' (x), <p' (x) ne s’annulent jamais; 
je ne considérerai d’ailleurs que des valeurs de x comprises entre p 
et a.

Dans ces conditions, on peut énoncer le théorème suivant :
Si lorsque x tend vers «, par des valeurs comprises entre p et a,

r o*o tend vers une limite l, il en est de même dule rapport
?' 0*0

m.rapport
?0*0

Soit, en effet, e un nombre positif arbitraire, d’après l’hypothèse 

il existe un nombre a compris entre p et ar o*orelative au rapport 

tel que la différence
9' 0*0’

f 0*0- — l
?' 0*0

soit en valeur absolue moindre que e pour toutes les valeurs de la 
variable qui satisfont aux inégalités

a < X < a(1)
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Soit x une quelconque de ces valeurs, on aura (§ 137)

i~m
m _ _ r «) •,
?(«) ?(æ) —?(a) ?'(£)’

/’<»
?(®) 1

?0*0

\ étant un nombre compris entre a et x, qui, par conséquent, mis à 
la place de x, vérifie les inégalités (1), en sorte que les membres des 
égalités précédentes peuvent être représentés par l + e', en dési­
gnant par e' un nombre dont la valeur absolue est moindre que e.

D’autre part, comme f (x) et © (x) grandissent indéfiniment en 
valeur absolue quand x tend vers a, il existe un nombre (3 compris 
entre a et a tel que, sous la condition

^ ^ x < a,(2)

la différence
i _m

f o*o — i
1 _ £fa)

soit, en valeur absolue, moindre que e; si donc x vérifie les inéga­
lités (2), on peut poser

f(*)
f(x)

= 1 + e’,? (a)1

en désignant par e" un nombre dont la valeur absolue est moindre 
que s; dès lors, sous la condition (2), on aura

f(x) _ l + e'
1 + e'

la différence entre cette quantité et l, à savoir

o(x)

s' — e" l

1 + e"



265CHAP. V. — DES DÉRIVÉES.

est moindre en valeur absolue que

s(l + V)
1 — £

où l' désigne la valeur absolue de l; or il est clair que la quantité 

positive — ■ -- ■- peut être supposée plus petite que tel nombre

positif 0 que l’on voudra; il suffit en effet de prendre

90 < £ <
1 + l' -+- 9’

on est donc parvenu à cette conclusion : à chaque nombre positif 9 
correspond un nombre (S < a, tel que les inégalités

{!> x c a
entraînent l’inégalité

m~i <o.
?(*)

f{x)C’est dire que le rapport tend vers l quand x tend vers a.
? 0»)

On montrerait sans peine que, réciproquement, si le rapport

tend vers une limite l lorsque x tend vers a, il existe une suite 
infinie de nombres çt, H2, çn, ... plus petits que a, ayant a pour 
limite, telle que la suite infinie

f (Ur (€.) r ÿù 
?'a)’ ?' (y’ ’

ait pour limite l.
Revenons maintenant à la règle qui résulte du théorème direct;

il ne semble pas qu’il y ait grand avantage à l’appliquer à la recherche
f 0») dont les deux termes deviennentde la limite d’un rapport
? O)

infinis pour x — a, puisque, en vertu du paragraphe précédent, il 

en est généralement ainsi des termes du rapport
f {%).

; mais ce
<?' 0*0

rapporfjpeut se présenter sous une forme plus simple, quif;permette
d’obtenir la vraie valeur cherchée.
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Soit par exemple, en désignant par n un nombre positif, la fraction

x

ex

dont les deux termes augmentent indéfiniment quand x tend vers 
zéro par des valeurs positives; pour en obtenir la vraie valeur, on 
est amené à chercher celle de

G)‘ —in—i i
— n

x* = n
i 1 ex— ex —
x2

. Ion a diminué d’une unité l’exposant de -
OC

; en continuant de la même

façon on arrivera à le rendre nul ou négatif et à s’assurer ainsi que 
la limite cherchée est zéro.

Il convient enfin de faire quelques remarques relatives à l’appli­
cation des règles précédentes pour le calcul de la vraie valeur d’une 
fraction

f(x)
?0*0

dont les deux termes, pour x — a, s’annulent ou deviennent infinis; 
si l’on voit que la fraction

f (®)
?' 0*0

est infinie pour x — a, on pourra en général en conclure qu’il en est 

de même de la fraction proposée ; en effet, si la fraction inverse ?0*0
f(x)

est dans les conditions où la règle est applicable, on voit qu’elle a
zéro pour limite quand x tend vers a.

Si c’est pour x infini qu’on a à chercher la vraie valeur de la 
fraction

?o*o’

il suffira d’y poser x = \- et de faire ensuite tendre z vers zéro.

r-l

I 
SS
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On est ainsi amené, par les règles précédentes, à chercher la 

limite du rapport

CHAP. V. — DES DÉRIVÉES.

e >■£)-r

•'(;) L
z2

quand z tend vers zéro; on a désigné par f ©'
1

deviennent les dérivées f (x), ©' (x) quand on y remplace x par -•

ce que

Le changement de variables est évidemment inutile et il suffira de 

chercher la limite du rapport

Considérons par exemple, en supposant n positif, la fraction

r (*). quand x grandit indéfiniment.
?' (x)

xn
log X

dont les deux termes sont infinis pour x — + oo ; le rapport des 
dérivées de ces deux termes est nxn, ce rapport grandit infiniment 
quand x augmente indéfiniment par des valeurs positives; il en est 
de même de la fraction proposée.



CHAPITRE VI

DES INTÉGRALES DÉFINIES.

152. Étant donnée une fonction f (x) définie dans l’intervalle 
(a0, a), il est naturel de se demander s’il existe une fonction F (x) 
qui, dans le même intervalle, admette f (x) pour dérivée; cette 
fonction, si elle existe, est dite fonction 'primitive de la fonction f (x).

Il est aisé de trouver toutes les fonctions qui sont finies dans 
l’intervalle (a0, a) et qui y admettent f (x) pour dérivée, si l’on en 
connaît une F (x) : soit en effet d> (x) l’une quelconque des fonctions 
cherchées; dans l’intervalle (a0, a), la dérivée de la fonction finie 
<I> (x) — F (ce) sera constamment nulle; cette fonction (§§ 140, 136, 
135) sera donc une constante G, et l’on aura

(x) — F (x) + C.

Réciproquement si G désigne une constante quelconque, il est clair 
que la dérivée de la fonction F (x) + C sera la même que la dérivée 
de la fonction F (x). On a donc le théorème suivant :

Si, dans l’intervalle (a0, a), la fonction F (x) est finie et admet 
pour dérivée la fonction f (x), toute fonction qui, dans ce même 
intervalle, sera finie et aura/‘(cc) pour dérivée s’obtiendra en ajoutant 
à F (x) une constante; toute fonction ainsi formée aura d’ailleurs f(x) 
pour dérivée.

Si l’on connaît une fonction F (x) qui admette f (x) pour dérivée, 
on déterminera sans peine une fonction qui jouisse de cette propriété 
et qui, pour une valeur xa de x appartenant à l’intervalle (au, a), 
prenne une valeur déterminée F0 : cette fonction sera de la forme 
F (x) q- C et l’on déterminera la constante G par la condition

F (xo) "f G = F0,
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en sorte que la fonction cherchée sera

F (x) + F0 — F (a?0).

Toutes les fonctions primitives de la fonction 

A0xm + A j a;"*

où les A désignant des constantes, s’obtiennent en ajoutant une 
constante arbitraire à la fonction

— i •4- ... -F- Am_i3? + A m,

A /y>wi+ 1
tAq tAJ k^Xm X1

+ ••• + Am_ —- + Amx. 
&m + 1 m

Je me contenterai d’énoncer les résultats qui suivent; ce sont des 
conséquences immédiates des paragraphes 128, 130 : les fonctions ex, 
ar, sin x, cos cc admettent pour fonctions primitives les fonctions ex,

— cos x, sin x\ dans tout intervalle dont les limites sont des
ax

log a
nombres positifs, la fonction xm, où m est une constante autre que —1,

m ■+■ I 1
la fonction x~i = - admet

OC
admet pour fonction primitive —-——j’

m 1 x
pour fonction primitive la fonction log x.

Les exemples qui précèdent ne nous apprennent rien sur la réponse 
à la question posée au début : étant donnée une fonction f (x) définie 
dans un intervalle (a0, a), existe-t-il une fonction F (x) dont la 
dérivée soit, dans cet intervalle, égale à f(ce)? La solution de cette 
question dépend de l’étude de certaines sommes dans lesquelles le 
nombre des éléments augmente indéfiniment tandis que ces éléments 
décroissent indéfiniment et qui, sous des conditions qu’on précisera 
plus tard, tendent vers des limites. La considération de pareilles 
sommes s’introduit tout naturellement, en géométrie, lorsqu’on 
cherche à évaluer l’aire d’une courbe ou la longueur d’un arc; je les 
définirai, dans le paragraphe suivant, en restant au point de vue de 
la pure analyse.

153. Soient a0, a deux nombres quelconques, a0 étant le plus 
petit des deux; soit f (x) une fonction dont on suppose seulement, 
pour le moment, qu’elle est finie (§ IA) dans l’intervalle («0, «■), on



dit que cette fonction est intégrable dans l’intervalle (a0, a) s’il existe 
un nombre J jouissant de la propriété suivante :

A chaque nombre positif e correspond un nombre positif rt tel que, 
si l’on partage l’intervalle (a.0, a) en intervalles partiels d’une étendue 
moindre que rn
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®i)> (®ij •••)

la différence entre le nombre J et la somme

(cfn—i, tt),

K — «a) /i + («2 — «l) A +••■+(« — an-\)fn,

où /„ f2, /“„ désignent des nombres respectivement compris entre
les limites supérieures et inférieures de la fonction f (x) dans les 
intervalles

(tt0, n(), (®15 ^2)5 •••> (®n—I5

et pouvant atteindre ces limites, soit en valeur absolue moindre que e.
Je vais établir diverses formes sous lesquelles on peut mettre la 

condition nécessaire et suffisante à laquelle doit satisfaire la fonc­
tion f {x) dans l’intervalle (n0, a) pour que le nombre J existe; on y 
parviendra par un mode de raisonnement qui est, au fond, identique 
à celui du paragraphe 78; l’importance de la règle donnée par Cauchy 
pour qu’une suite infinie admette une limite apparaîtra ainsi encore 
une fois.

J’observerai d’abord, pour éviter toute confusion, que la somme 
considérée

(«1 — «0) fi + («2 — O A + ••• + (a — On_i) /;
n’est pas complètement déterminée quand on se donne le mode de 
décomposition de l’intervalle (a0, a) en intervalles partiels

(tt0, oq), (cq, cq), ..., (®n—1, n),

puisque les quantités /j, ..., fn sont seulement assujetties à être
comprises respectivement entre les limites inférieures et supérieures 
ml et Mt, m% et M2, ..., mn et M„ de la fonction f (pc) dans ces intèr- 
vaîles; l’une quelconque de ces sommes sera dite somme relative au 
mode de décomposition (a0, ctv ..., an__,, a) de l’intervalle (a0, à); 
toutes ces sommes, puisque les quantités — a„, «2 — av .
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ci — an-i sont positives (ou nulles) sont comprises entre

(al — a0) mi (a2 — at) m, -t- ...+ (a — a„_i) mn
et

(at — a„) 4- (a, — at) M2 + ... + (a — a*-!) M„;

elles peuvent d’ailleurs atteindre ces limites qui seront dites, l’une 
somme inférieure, l’autre somme supérieure, relatives au mode de 
décomposition considéré.

Ces définitions posées, supposons que le nombre J existe ; donnons- 
nous le nombre positif s, et faisons-lui correspondre comme il a été 
expliqué le nombre positif rt ; si l’on désigne par S, S' deux sommes 
quelconques relatives à deux modes de décomposition où les intervalles 
aient tous une étendue moindre que •/), on aura

j S — J | < e, | S' — J | < s,
I s — S' I = I (S — J) — (S' — J) j < 2 s;

si donc le nombre J existe, à chaque nombre positif ef devra corres­
pondre un nombre positif rn tel que la différence entre deux sommes 
quelconques relatives à deux modes quelconques de décomposition 
pour lesquels les intervalles sont moindres que ra soit, en valeur 
absolue, moindre que ef. Réciproquement, je suppose réalisée cette 
dernière condition, et je vais démontrer l’existence du nombre J.

Soit

(1) £2, ..

une suite infinie de nombres positifs décroissants ayant zéro pour 
limite; soit en général rti un nombre positif correspondant à s-, c’est 
à dire tel que la différence entre deux sommes quelconques relatives 
à des modes de décomposition pour lesquels les intervalles partiels 
sont tous d’étendue moindre que rH, soit, en valeur absolue, assuré­
ment moindre que s;; comme on peut toujours remplacer le nombre rti 
par un nombre positif plus petit, rien n’empêche de supposer, comme 
je le ferai désormais, que les nombres de la suite infinie

£i ? •• "5

■(2) ^■l» rt2Î ••

vont en décroissant. A chaque nombre rH de cette suite faisons

'On —,



correspondre une somme S;, prise parmi celles qui sont relatives à 
un mode de décomposition pour lequel les intervalles partiels sont 
tous d’étendue moindre que rH; on formera ainsi une suite infinie

c c
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(3) s»,...

qui sera convergente : en effet, si on se donne un nombre positif 
quelconque e , on pourra trouver dans la suite (1) un terme e* < e'; 
si l’on désigne par p, q deux entiers positifs quelconques plus grands 
que i, on aura

r,q < ijorIP < ïji,

les intervalles des modes de décomposition auxquels se rapportent les 
sommes Sp, S? étant moindres que rti, on a

| S, - S?

sous les seules conditions

■p > i, q > i.

La suite (3) étant convergente (§ 34), soit J sa limite. 
L’inégalité évidente

I s, - J | ^ | s, — S, I + I S, - J I,

où l’on suppose p, q supérieurs à i, et où, par conséquent, j — Sî j 

est inférieur à e;, montre, en supposant que p reste fixe et que q 
grandisse indéfiniment, en sorte que | S? — J | tende vers sa limite 
zéro, que l’on a

| S, - J | ^ < e*

sous la seule condition p > i.
Soit enfin Z une somme quelconque relative à n’importe quel mode 

de décomposition pour lequel les intervalles partiels soient tous 
d’étendue moindre que rti on aura, en désignant toujours par p un 
nombre égal ou supérieur à i

| S — | < e; < e'
et, par suite,

v _ j | < | v _Sp | + | Sp-J | <2e'.
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En résumé, si l’on se donne le nombre positif s, il suffira de
c

prendre e' = -> de déterminer rti comme il a été expliqué, de

prendre enfin ru pour le nombre yj que l’on veut faire correspondre 
à e; et l’on sera assuré que la différence entre le nombre J et toute 
somme relative à un mode de décomposition dans lequel les inter­
valles ont une étendue inférieure à y) est moindre que e.

Voici donc une première forme sous laquelle on peut mettre la 
condition nécessaire et suffisante pour l’existence du nombre J :

I. Pour que la fonction f (æ), finie dans l’intervalle («0, a) soit 
intégrable dans cet intervalle, il faut et il suffit qu’à chaque nombre 
positif e corresponde un nombre positif y) tel que la différence entre 
deux sommes relatives à deux modes de décomposition soit moindre 
que s, sous la seule condition que, dans l’un et l’autre mode, les 
intervalles partiels soient tous d’étendue moindre que rr

Ceci posé, afin de transformer la condition (I), il est utile d’avoir 
une limite de la différence entre deux sommes relatives au même mode
de décomposition ou à deux modes différents de l’intervalle («0, a).

Observons tout d’abord que si on désigne par m et M les limites 
inférieure et supérieure de la fonction f(oc) dans l’intervalle (a0, a) et, 
comme plus haut, par ml et Mt, m2 et M2, ..., mn et M„, les limites 
inférieures et supérieures de la même fonction dans les intervalles 
partiels

(flq, ff2) ...,(®n? ^1)? —1>
on aura

(ai — «0) ml + (a2 — at) ms + ... + (a — a„_i) mn^l(u— a0)m, 
(«j — a0) Mj + (a2 — at) M2 + ...-+ (a — !) Mn ^ (a — a0) M.

Considérons en effet la première inégalité : puisque les quantités 
a — art_i sont toutes positives ou nulles, la 

somme qui figure dans le premier membre ne peut que diminuer 
quand on remplace toutes les quantités mv m2, ..., mn par la plus 
petite d’entre elles, qui est égale à m; or ce premier membre devient 
alors égal à (cl — a0) m. Un raisonnement semblable s’applique à la 
seconde inégalité. On a déjà fait observer que toute somme relative 
au mode de décomposition (a0, Gq, ..., a) de l’intervalle (a0, a) était 
comprise entre les deux sommes considérées, désignées sous le nom 

Tanneby, — Théorie.

CI0, Cl2 di, ••a i

18



de sommes inférieure et supérieure relatives au mode de décom­
position considéré. La différence entre deux sommes quelconques 
relatives à ce mode de décomposition est au plus égale, en valeur 
absolue, à
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(ai — a0) (Mj — m,) + (aa — oq) (M, — mt) + ...
+ (an — a»_i) (M„ — m„)?

et, à fortiori, au plus égale à (a — a0) (M — m).
Supposons maintenant qu’on considère un second mode de décom­

position, obtenu en subdivisant les intervalles partiels (a0, oq), (av af), 
..., (a„_i, a); les éléments de toute somme relative au second mode 
de décomposition pourront se grouper de la façon suivante : d’abord, 
les éléments qui correspondent aux intervalles partiels dans lesquels 
on a décomposé l’intervalle (a0, cq); leur somme est, en vertu de la 
remarque précédente, comprise entre (aq — a0) m( et (oq — a0) ;
puis les éléments qui correspondent aux intervalles qui proviennent 
de la décomposition de l’intervalle (cq, aq); leur somme est comprise 
entre (aq — aq) m2 et (aq — af) M2, etc.; enfin les éléments qui 
correspondent aux intervalles qui proviennent de la décomposition de 
l’intervalle (a„_i, a), dont la somme est comprise entre (a — an_f) mn 
et (ia — an_1)M„; en résumé, on voit que la somme considérée est 
comprise entre les deux sommes inférieure et supérieure relatives 
au premier mode de décomposition; cette conclusion subsisterait 
évidemment quand même on aurait laissé, sans le décomposer, 
quelqu’un des premiers intervalles partiels.

Ces remarques faites, je vais établir la proposition suivante :
II. Pour que la fonction f (oc) soit intégrable dans l’intervalle (a0, a), 

il faut et il suffit que, à chaque nombre positif e corresponde un 
nombre positif rt tel que, pour tout mode de décomposition dans 
lequel les intervalles partiels sont tous d’étendue inférieure à rt, la 
différence entre les sommes supérieure et inférieure soit moindre 
que s.

Que cette condition soit nécessaire, c’est ce qui résulte du théo­
rème (I) et de ce fait que les sommes supérieure et inférieure relatives 
à un mode de décomposition font partie des sommes relatives à ce 
mode.
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Pour prouver qu’elle est suffisante, je vais la supposer réalisée et 
en conclure que la condition (I) est aussi réalisée.

Soient donc deux modes de décomposition

(ct0, etj, ..., n),
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, Ct j, .. •, Clp — i, et)

pour lesquels les intervalles partiels aient tous une étendue moindre 
que le nombre positif y; , correspondant, d’après la condition (II), au 
nombre positif arbitrairement choisi e; si l’on désigne par s, s' les 
sommes inférieures, par S, S' les sommes supérieures relatives à ces 
deux modes de décomposition, on aura, en vertu de l’hypothèse 
admise,

(4) S — s < e, S' — s' < e;

soient maintenant 2, 2' deux sommes quelconques relatives, l’une 
au premier mode de décomposition, l’autre au second; on aura

s ^ 2 ^ S, 
s’^2'^ S';

rangeons tous les nombres av ..., a„_j, a 
ordre de grandeur; il résultera de là un troisième mode de décom­
position de l’intervalle (a0, a), qui pourra être considéré comme 
obtenu par une subdivision ultérieure, soit des intervalles

(çtc, (Tj) (cti , $2), ..., (cta _ 1 , Ct) y

(5)

a2, ..., ap_i, a pari >

soit des intervalles

(d0, ftj), (et\i ^2)5 •••» (ctp — i-, et).

Désignons par s" et S" les sommes inférieure et supérieure relatives 
à ce troisième mode de décomposition ; on aura, en vertu des remar­
ques précédentes,

(
(6)

On a d’ailleurs

(7) 2 — 2' = (2 — s) + (.$ — s”) + (s' - s') -h (s1 — 2');

il résulte des inégalités (4) et (5) que l’on a 

| 2 -- S | < £, s' — 2' | < e,

in
 enVIIVIIen
 enAA

C/
D
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D
 C/D
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puis des inégalités (6) que l’on a
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| s — s" | < s, | s” — s' | < e; 

l’égalité (7) montre donc que l’on a

| Z — Z' i < 4 e.

Puisque le nombre arbitraire e peut être remplacé par J ?

qu’à chaque nombre positif e correspond un nombre positif q tel 
que la différence entre deux sommes quelconques Z, Z' relatives à 
n’importe quel mode de décomposition pour lesquels l’étendue de 
chaque intervalle partiel est inférieure à q soit moindre que e; c’est 
la première forme que l’on a donnée à la condition nécessaire et 
suffisante pour l’existence du nombre J. Le théorème (II) est donc 
démontré.

on voit

Il suffit à établir l’existence de l’intégrale si la fonction f (x) est 
continue, ou si elle est croissante.

Si en effet la fonction f (x) est continue, au nombre positif s 
correspondra un nombre positif q tel que l’oscillation de la fonction 
dans tout intervalle d’étendue moindre que q et contenu dans l’inter­
valle (a0, a) soit moindre que s; si donc on divise l’intervalle (a0, a) 
en intervalles partiels moindres que q, la différence entre les sommes 
supérieure et inférieure relatives à ce mode de décomposition, ou la 
somme des oscillations respectivement multipliées par les étendues
des intervalles partiels, sera au plus égale à la somme que l’on 
déduirait de cette dernière en remplaçant les oscillations par e, c’est 
à dire au plus égale à (a — <x0)£ ? comme le nombre arbitraire £ peut

être remplacé par —-
a — a0

réalisée. Supposons maintenant que la fonction f (x) soit constamment 
croissante dans l’intervalle (a0, a); on peut même entendre le mot 
croissante dans un sens un peu moins restrictif que celui qui a été 
donné au paragraphe 80 et entendre que, quels que soient les 
nombres x, x' appartenant à l’intervalle (a0, et), l’expression

? on voit bien que la condition (II) est

X — X

est positive ou nulle.
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Dès lors si l’on considère un mode quelconque de décomposition 
(«0, av ..., a„_i, a), les sommes inférieure et supérieure relatives 
à ce mode de décomposition seront

(«i — «„) f K) + (a2 — ai) f(ai) + ...+(« — an-i) .
(«i ~ ao) f («i) + («2 — «i) / K) + ••• + (« — a*-i) /■(«)

et leur différence sera

(«i — ao) [f («i) - f («,)] + (a2 — «1) [/(«.) ~ /■(«!)]
+ ••• + (« — a«-i) [/“(a) — /'(a.-i)].

Comme toutes les quantités entre crochets sont positives ou nulles, 
on voit de suite que la somme précédente est au plus égale à celle 
qu’on en déduirait en remplaçant toutes les quantités ay — aü, 
a2 — ai-> •••5 a — an—i par un nombre plus grand rh c’est à dire au 
plus égale à yj [f (a) — f («„)] ; il suffira, étant donné le nombre 
positif e, de prendre

r, < f (a) — f(aoy

il est à peine utile de remarquer que l’on arriverait, à une conclusion 
semblable si la fonction f(x) était constamment décroissante dans 
l’intervalle (a0, a).

Revenons au cas général : on peut encore transformer la seconde 
forme donnée à la condition nécessaire et suffisante, de façon à la 
rendre plus simple.

III. Pour que la fonction f (x) soit intégrable dans l’intervalle 
(a0, a), il faut et il suffit qu’à chaque nombre positif s corresponde 
un certain mode de décomposition de l’intervalle (a0, a) tel que la 
différence entre les sommes supérieure et inférieure relatives à ce 
mode soit moindre que e.

On a seulement à prouver que cette condition est suffisante : pour 
cela, je la suppose encore réalisée.

Soit (a0, av ..., an_x, a) un mode de décomposition tel que l’on ait

(etj — <t0) Oj + (ct2 — etj) ô2 + ... + (ci — a„_i) o„ < s,

en désignant par ot, o2, ..., on les 'oscillations dans les, intervalles 
partiels; soit -q un nombre positif plus petit que le plus petit des
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nombres
a i — a», a2 — av .. Cl Cl)i — i ,

considérons un second mode de décomposition (au, aj, %,_i, a) 
de l’intervalle (a0, a) dans lequel tous les intervalles partiels soient 
moindres que yj, et enfin, comme plus haut, un troisième mode de 
décomposition (a0, a\ ..., i, a), où a0, a'', ..., a£_i, sont les
nombres a0, a1? ..., a„_i, aj, a1', a^_i, a rangés par ordre de
grandeur; désignons encore par s, s', s" les sommes inférieures, 
par S, S', S” les sommes supérieures relatives aux trois modes de 
décomposition, on aura toujours

S Lfr S" ^ S1' S,

chaque intervalle partiel (a0, a\), (a[, a',), (<a'p_l5 a) étant plus
petit que r( contiendra au plus l’un des nombres a0, av a„_i, a. 
Imaginons qu’on ait écrit explicitement les différences S' — s', 
S" — s"; chacune sera la somme des produits obtenus en multipliant 
les étendues des intervalles par les oscillations correspondantes; 
chaque intervalle du second mode qui ne contient aucun des nombres 
av a2, n„.-i se retrouve dans le troisième; à ces intervalles
correspondent des termes identiques dans S' — s' et S" — s"; un 
intervalle du second mode tel que (al, a/+1) qui contient l’un des 
nombres ctj (j = 1, 2, ..., n — 1) est remplacé dans le troisième 
mode par les deux intervalles (al, af), (a,-, a'i+1); le terme de S' — s',

(cti+1 — Cl)) oi+1,

où c,:4_i, est l’oscillation de la fonction dans l’intervalle (al, al+ï), est 
remplacé dans S1' — s* par la somme

(cij — a,-) 3" + (a'i+ ! — af) c",

somme au plus égale à (a'i+, — al) o-+1, puisque les oscillations 3", o" 
de la fonction dans les intervalles (al, af) (a,-, cil+l) ne peuvent dépas­
ser c4:+i. La différence entre S' — s’ et S" — s" qui provient de là 
est donc moindre que (a'i+1 — a-)o--i_i et, à fortiori, moindre que y; A, 
en désignant par A l’oscillation de la fonction dans l’intervalle (a0, a) ;
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on a donc
S' — s' - (S" - s") < (n - 1) Aïj;

comme on a d’ailleurs

S" — s" ^ S — s < s,
on aura

S' — s' c s -F (n — 1) A y;,

sous la seule condition que chaque intervalle du second mode de 
décomposition ait une étendue moindre que rr Que l’on prenne par 
exemple

y, < ........£------- -
^ — (n — 1) A

et la différence S' — s' sera sûrement inférieure à 2e; ainsi à chaque 
nombre positif arbitraire 2e correspond un nombre positif yj tel que 
la différence entre les sommes supérieure et inférieure relatives à 
n’importe quel mode de décomposition dans lequel les intervalles ont 
tous une étendue moindre que y; soit plus petite que 2e. Le théo­
rème (III) se ramène donc au théorème (II).

La forme (III) de la condition nécessaire et suffisante pour que la 
fonction f (x) soit intégrable dans l’intervalle («0, a) est équivalente 
à celle qu’a donnée Riemann, qui le premier a résolu la question que 
l’on vient de traiter (*).

Si l’on se reporte à l’expression

(at — «„) Oj + («2 — at) 82 + ... + {a

de la différence entre les sommes supérieure et inférieure relatives 
au mode de décomposition (a0, cq, ..., n„_i, a), et si l’on désigne par 
K un nombre positif quelconque, par a la somme des étendues des 
intervalles partiels pour lesquels l’oscillation est supérieure ou égale 
à K, on voit de suite que la différence entre les sommes supérieure 
et inférieure relatives à ce mode de décomposition est comprise entre 
«K et (a — ci0) K + aA, en appelant A l’oscillation de la fonction 
dans l’intervalle total (a0, a) : l’oscillation dans chaque intervalle 
partiel est en effet au plus égale à A.

^n — l)

(i) Sur la possibilité de représenter une fonction par une série trigonomêtrique. (Bulletin 
des sciences mathématiques- et astronomiques, 1>'C série, t. V, p. 35 ; Werke, p. 226.)



IV. Il résulte de là que, pour que la fonction finie f (pc) soit inté­
grable dans l’intervalle (a0, a), il faut et il suffit qu’à chaque couple 
de nombres positifs K', x' réponde un mode de décomposition tel que 
la somme des étendues des intervalles partiels pour lesquels l’oscilla­
tion est égale ou supérieure à K' soit moindre que a'.

La condition est nécessaire : en effet., supposons donnés les nom­
bres x', K'; soit e un nombre positif arbitraire; si la fonction est 
intégrable, il y a un mode de décomposition pour lequel la différence 
entre les deux sommes supérieure et inférieure est moindre que s; 
il faut donc, en désignant par x la somme des étendues des intervalles 
où les oscillations sont supérieures ou égales à Iv', que l’on ait

x K' < £,

et, par suite, en prenant £ — x' K',

a < a'.

La condition est suffisante, car si elle est réalisée, si l’on se donne 
le nombre e et que l’on prenne
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K' = ------------ 5
2 (a — a0)

il y aura un mode de décomposition pour lequel la différence entre 
les sommes supérieure et inférieure sera moindre que

(a — a0) K' + a'A = e (<)•

Le nombre J dont on a démontré l’existence sous des conditions 
précises imposées à la fonction f (x), nombre qui dépend de cette 
fonction et de l’intervalle (a0, a), est ce que l’on appelle une intégrale 
définie. On le représente par le symbole

2A

J = f f (x) dx
«/« o

que l’on énonce somme depuis a0 jusqu’à a de f(x)dx; le symbole dx

(P M. Darboux (Mémoire sur les fonctions discontinues, p. 64) a montré que, élan! 
donnée une fonction quelconque f (x) finie dans l’intervalle («o, a), les sommes supé­
rieure et inférieure tendent toujours vers des limites lorsque l’on décompose l’inter­
valle («,, a) en un nombre infiniment grand d’intervalles infiniment petits; quand ces 
deux limites sont égales, la {onction est intégrable dans l’intervalle («o, a).
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est mis là pour garder la trace des intervalles partiels aY — a,, d1 — an 
a — On peut, si l’on veut, supposer tous ces intervalles. . . ,

égaux à

n

et regarder J comme la limite, pour n infini, de la quantité 

\x\f(x) 4- f(x 4- A a?) 4- f(x 4- 2Aa?) 4- ... 4- f[x + (n— 1) Aæ] j.

Dans la définition de l’intégrale définie, on a supposé la limite 
inférieure a0 plus petite que la limite supérieure a; supposant 
toujours a0 < a, on convient de définir la valeur du symbole

/ f {x) dx
«J a

ra o
/ f(x)dx =— / f(x)dx;

%) d %] CIq

par l’égalité

si l’on avait a0 = a, on regarderait les deux membres de l’égalité 
précédente comme nuis.

154. En se reportant à la définition de l’intégrale définie et aux 
conditions qu’implique celle définition, on apercevra sans peine la 
vérité des propositions qui suivent.

Si une fonction f(x), finie dans l’intervalle (a0, a), est intégrable 
dans cet intervalle, il en sera de même d’une fonction F (æ) égale à 
la fonction f (x) pour toutes les valeurs de x appartenant à l’inter­
valle (a0, a), sauf quelques valeurs en nombre limité, et l’on a

r*a r*a
I f (x) dx = I F (x) dx;

«J Qq Ojq

si, en effet, pour les deux fonctions f (x), F (cc) on considère par 
exemple deux sommes supérieures relatives à un même mode de 
décomposition, on voit que les éléments de ces deux sommes ne 
peuvent différer que pour les intervalles partiels auxquels appar­
tiennent des valeurs de x qui rendent différentes les deux fonctions 
f (x), F (æ); la différence entre les deux sommes peut donc être
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supposée aussi petite qu’on le veut, puisque ces intervalles sont en 
nombre limité; le même raisonnement s’applique à deux sommes 
inférieures relatives au même mode de décomposition, etc.

Si une fonction f (x), finie dans l’intervalle (a0, a) est intégrable 
dans cet intervalle, elle est intégrable dans tout intervalle (b0, b) 
contenu dans l’intervalle (a0, a).

Si, en effet, on considère un mode de décomposition de l’inter­
valle (a0, à) tel que b0, b fassent partie des nombres qui limitent 
les intervalles partiels, on voit que la différence entre les sommes 
supérieure et inférieure pour l’intervalle (&0, b) sera inférieure ou 
égale à la différence entre les sommes supérieure et inférieure pour 
l’intervalle (a0, a).

Si b appartient à l’intervalle (a0, a), on a

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

fa fb fa
/ f (x) dx = I f (x) dx+ f(x) dx.
&o %.) cio b

Réciproquement une fonction f (x) intégrable dans deux intervalles 
contigus (a0, b), (b, a) est intégrable dans l’intervalle (a0, a), et 
l’égalité précédente a toujours lieu; cette égalité subsiste lorsque 
l’on a a0 < s < !), pourvu que la fonction f (x) soit intégrable dans 
l’intervalle (a0, b); elle équivaut en effet alors à l’égalité

fb fa fb

/ f(x)dx= f (x) dx + f f(x)dx.
C/ O-Q kJ aQ a

Elle a lieu, en général, quel que soit l’ordre dans lequel sont 
rangés les nombres a0, a: 5, pourvu que la fonction soit intégrable 
dans l’intervalle limité par le plus petit et le plus grand de ces trois 
nombres.

Si, étant donnée une fonction f (x) dans un intervalle (a0, a), on 
peut décomposer cet intervalle en intervalles partiels tels que dans 
chacun d’eux la fonction soit, ou continue, ou constante, ou croissante, 
ou décroissante, la fonction sera susceptible d’intégration dans l’inter­
valle (a0, a) et l’intégrale définie relative à cet intervalle sera la somme 
des intégrales relatives aux intervalles partiels.

155. Si f{x) et f (x) sont des fonctions susceptibles d’intégration
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dans l’intervalle (a0, a), on voit de suite que, en désignant par A et B 
des constantes quelconques, la fonction

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

A f(x) -t- B 9(x)

est aussi susceptible d’intégration dans le même intervalle et que 
l’on a

! 9 (x) dx. 
J a0

/*« /*«
/ [A f (;x) 4- B© (x)] dx — A j f (x) dx
Oq t/ao

+ B

Si les deux fonctions /‘(a?), 9 (a?) sont finies et intégrables dans 
l’intervalle (a0, a), il en est de même de la fonction f (x) X © (x).

Supposons en effet que, dans un même intervalle, les limites 
inférieures des deux fonctions f (x), 9 (x) soient respectivement m, p. 
et leurs oscillations d, 0; on aura, en désignant par x et x1 deux 
valeurs quelconques appartenant à cet intervalle,

f (;x) = m 4- hd, f (x') = m 4- h' d,
9 (x) = ;x 4- yjS, 9 (x1) — [x 4- y]' S,

/i, /f, y;, y;' étant des nombres qui appartiennent à l’intervalle (0, 1); 
on en déduit

f (x) X © (x) — f {x') X © (x') — (h — /i') \xd 4- (yj — y/) ml
4- (/iy; — 7f y/) cüâ;

si donc on désigne par A un nombre positif supérieur aux valeurs 
absolues de m et ;x, on voit que, dans l’intervalle considéré, l’oscillation 
de la fonction f (x) X <p (x) sera moindre que

A(d 4- 0) 4- de;

ceci posé, considérons un mode de décomposition («0, at, ..., j, a) 
de l’intervalle (a0, a) : soient dn d2, ..., dn, o15 c2, ..., o„ les oscilla­
tions respectives des fonctions f (x) et 9 (x) dans les intervalles . 
partiels (a0, a,), (av a,), ..., (a„_ 1, a); si A est un nombre auquel 
les valeurs absolues des fonctions f(x), 9 (x) restent inférieures dans 
l’intervalle (a0, a), la somme 2 des oscillations de la fonction f (x)
X © (x) dans les intervalles (a0, at), (oq, a2), ..., (a„_l5 a), respec-
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tivement, multipliées par les étendues de ces intervalles, sera moindre 
que

(ai ao) [A- (°a + °i) + 4- (a.2 «t) [A (d2 4- o2) 4- d,o2]

+ ... 4- (cl — un—i) [A (dn 4- o,(_i) 4- dno„) ;

dès lors, si s désigne un nombre positif arbitraire, on peut, puisque 
les fonctions f (cc), © (cc) sont intégrables dans l’intervalle (aü, a), 
supposer le mode de décomposition tel que l’on ait

{ul — a0) dl -h («2 — «j) d2 4- ... 4- (a — a„_i) dn < s,
(®1   ®o) ®1 “b* (®2   ®l) C2 4“ • • • 4- (tt   C£« —l) Ô„ < cj

si donc on désigne par B un nombre positif égal ou supérieur à 
l’oscillation de la fonction © (cc) dans l’intervalle total (a0, «), au 
moins égal par conséquent à chacun des nombres ot, o2, ..., o„, on 
aura

2<(2A4- B) £,

puisque £ est arbitraire, et que les nombres A et B sont fixes, on voit 
que le mode de décomposition peut être supposé tel que la différence Z 
entre deux sommes supérieure et inférieure soit moindre que tel 
nombre que l’on voudra ; la fonction f (ce) X ® (cc) est donc intégrable 
dans l’intervalle (a0, a).

On démontrera d’une façon analogue que si © (x) est une fonction 
finie et intégrable dans l’intervalle (a0, a), et dont la valeur absolue

sera inté-
1

reste supérieure à un nombre positif A, la fond ion —- 

grable dans le même intervalle.
? 0*0

156. La définition de l’intégrale définie permet, lorsqu’on se 
donne la fonction à intégrer et les limites de l’intégrale, d’obtenir 
des valeurs approchées de l’intégrale définie, mais ce n’est que dans 
des cas très particuliers qu’elle fournit la valeur exacte de cette 

■ intégrale; je me contenterai de citer l’exemple suivant (d) :

(P Cet exemple est tiré des Vorlesungen iiber die Théorie der bestimmten Intégrale de 
M. Ferdinand Meyer, ouvrage rédigé d’après un cours professé par Lajeune-Dirichlet; 
la valeur do l’intégrale considérée a cté donnée par Poisson (Journal de l’École poly­
technique, 17e cahier, p. 617).
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Soit, en désignant par a un nombre quelconque différent de un en 
valeur absolue,
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/*7C
J = log (1 — 2a cos x 4- a2) dx.

La fonction log (1 — 2 a cos x 4- a2) étant continue dans l’intervalle 
considéré, elle est intégrable, et l’on a par définition

i 3=B )). --  1

J=,!LmJ 2 l0®(1
ÎB=0

i—n — 1
= lim log II (1 — 2a cos — 4- a2):

;=o v n '

— 4- a2) n— 2 a cos

i'jz

mais, en vertu d’une identité bien connue, on a

(q2n — I) (a — 1)tTCî = n — 1

fl (1 — 2 a cos-----h a2) =i=o n a 4- 1

on aura donc
J = lim - T log )

n = x n (_ 1
■>]•—- + log (1 - a2 

1 + a
ou

-I- log (a2,i — 1)J»J = lim —Tlog -
n = =o?ij_ a 4- 1

— 1

suivant que a sera, ou non, compris entre — 1 et 4- 1 ; dans le 
premier cas, J est manifestement nul; dans le second cas, l’identité

0-blog (a2n — 1) = n log a2 4- log

montre que J a pour valeur r. log a2.
On aperçoit bien que c’est grâce à une circonstance très particulière 

que l’on a pu parvenir au résultat final. On va voir comment le calcul 
d’une intégrale définie se relie à la recherche de la fonction primitive 
d’une fonction donnée et comment ainsi ce calcul peut être effectué 
dans des cas très généraux.

157. Si f ix) est une fonction finie susceptible d’intégration dans

n 
I s
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l’intervalle (a0, a), l’intégrale

( f (ix) dx
«y «o

est comprise, ainsi qu’on l’a vu (§ 153), entre les nombres ni (a — a,,1) 
et M (a — a0) en désignant par m et M les limites inférieure et 
supérieure de la fonction f (x) dans l’intervalle (a„, a). Soit, mainte­
nant a; un nombre quelconque appartenant à cet. intervalle, l’intégrale

f*x
/ f (x) d x 

J cto

aura un sens (§ 154); elle peut être considérée comme une fonction 
de x définie dans l’intervalle (a0, a); elle est d’ailleurs comprise entre 
les nombres

m (x — a0) et M (x — a0),

elle est donc finie (§ 74) dans l’intervalle (a0, a); elle y est aussi 
continue (§ 75) : en effet., si l’on désigne par x et x + h deux nombres 
appartenant à l’intervalle (a0, a), on aura (§ 154)

x-\-h-i- h r*x r*
/ f (x) dx— / f(x)dx =
a0 ao «Jx

f(x) dx

et le second membre est compris entre mh et Mli; sa valeur absolue 
est au plus égale à M | h |; si donc on se donne un nombre positif 
quelconque s et si on fait correspondre à ce nombre £ le nombre 

£
positif y; — ^ ’ on voit que la différence entre deux valeurs de la 

fonction
r*x

y (x) — f(x) dx . 
J Cio

qui correspondent à deux valeurs de la variable x appartenant à 
l’intervalle (a0, a) et ayant entre elles une différence moindre que vj 
est, en valeur absolue, moindre que e; la fonction o (x) est donc 
continue dans l’intervalle (a0, a).

Enfin, si la fonction f (x) est continue dans l’intervalle (aa, a), la 
fonction ç (x) a, dans cet intervalle, une dérivée égale à f (x); en effet
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on a
© (pc + h) — <p (pc) _ 1 fx+hh J. f{-x)dx

h

si l’on désigne par m' et M' les limites inférieure et supérieure de la 
fonction f (x) dans l’intervalle (æ, x + h), l’intégrale

j
x4-h

f{x) dx

est comprise entre m'h et M7t, le second membre de l’égalité précé­
dente est donc compris entre m' et M' ; si la fonction f (pc) est continue 
pour la valeur considérée x de la variable, on peut affirmer qu’à 
chaque nombre positif s correspond un nombre positif y) tel que la 
différence M' — m' soit moindre que s, si la valeur absolue de h est 
moindre que y] ; puisque la valeur de f (x) est comprise entre m' et M', 
on aura certainement, sous la même condition | h | < y],

o (x + h) — ? (x) — f(x) < £.h

C’est ce qu’il fallait démontrer.
Il convient de faire en passant la remarque suivante : si l’on a 

ci0 ■< oq < oq,

et si f0 (x), /i (x) sont deux fonctions respectivement continues dans 
les intervalles (a0, cq), (oq, a2), mais telles que l’on n’ait pas

fo («l) = fl («1),

une fonction f (oc), définie dans l’intervalle (a0, cq) par cette condition 
qu’elle soit, dans l’intervalle (a0, «j), constamment égale à f0 (æ), et, 
dans l’intervalle (cq, u2), constamment égale à /j (a?), sauf pour la 
valeur a? — cq qui lui fait acquérir la valeur f («i) = /“0 (a^, sera, 
d’après les propositions établies dans les paragraphes 153 et 154, 
intégrable dans l’intervalle (a0, a2); dans cet intervalle, la fonction

r*x
/ f(x)dx

%) «0

est une fonction continue de a?; elle admet (au sens du paragraphe 126)
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/: s:dx dx — arc tg x — arc tg a,= arc tg x,
1 -t- x-1 + x
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fn (x) pour dérivée dans l’intervalle (a0, aj), ft (x) pour dérivée dans 
l’intervalle (av a2); pour x = civ cette fonction admet f0 (oq) pour 
dérivée à gauche, fl (at) pour dérivée à droite; considérée dans tout 
l’intervalle (a0, a2) cette fonction continue n’admet pas de dérivée 
pour x = ar On voit bien nettement, sur cet exemple, comment, 
au moins pour une valeur particulière de la variable, la continuité 
n’implique en aucune façon l’existence de la dérivée.

On va maintenant répondre à la question posée au paragraphe 152. 
Étant donnée une fonction f (x) continue dans l’intervalle («•„, a), il 
existe une fonction o (x) continue et admettant f(x) pour dérivée 
dans cet intervalle ; elle est définie par l’égalité
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cp (x) ■= / f(x) dx.
«/«O

Toutes les fonctions qui jouissent de la même propriété s’obtiendront 
en ajoutant à celle-là une constante arbitraire.

Inversement, si l’on connaît une fonction F (x) définie dans l’inter­
valle («0, a) et admettant f (x) pour dérivée, on peut être certain 
qu’il existe une constante G telle que l’on ait, pour toutes les valeurs 
de x appartenant à l’intervalle (a0, a),

F (x) + C = f f{x) dx; 
J“o

cette égalité devant subsister pour x = a0, il faut que l’on ait

F (ft0) "F G — 0 :
on aura donc

ç (x) = f f (x) dx = F (x) — F (a0). 
J

Par exemple on aura

« 
i ebc

Shs
a

Ï3

C
lq

&

&

a.s
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quels que soient a e ta?; en donnant à arc tg x le sens précisé au 
paragraphe 98,

CH .4P. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

f*x

CL

dx = arc sin x — arc sin a,
Vï — a?2

en supposant a et & compris entre — 1 et 4- 1. 
On désigne souvent par le symbole

J'f (x) dx

la fonction primitive de la fonction f(x); la valeur de ce symbole 
n’est déterminée qu’à une constante près. On lui donne le nom 
d’intégrale indéfinie. On peut le regarder comme une intégrale 
définie dont la limite supérieure serait x et la limite inférieure 
arbitraire.

On écrit par exemple

dx fI cos x dx — sin x, etc. ...i + ÿ = arc tg ®’

C’est l’objet de l’un des chapitres du calcul intégral que de faire 
connaître des classes très étendues de fonctions f (x) dont on peut 
obtenir les fonctions primitives exprimées au moyen des fonctions 
algébriques, des fonctions ex, log x, tg x, arc tg a?, ... et des combi­
naisons de ces fonctions; un autre problème, qui peut donner lieu 
à des développements indéfinis, est le suivant : des propriétés de la 
fonction donnée f (pc) déduire les propriétés de la fonction

r*x
/ f (x) dx ; 

J aQ

on peut, par exemple, chercher à retrouver les propriétés de la 
fonction logarithmique en partant de la définition

, Cxlog x = I — 
J i X

et l’on comprend comment' la fonction logarithmique, si elle n’avait 
pas été connue avant l’invention du calcul intégral, se serait introduite 
d’une façon nécessaire pour répondre à cette question : quelle est la 

Tanner y. — Théorie. 19
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1
fonction dont la dérivée est — ? la fonction logarithmique aurait ainsi

00

conduit à la fonction ex dont elle est la fonction inverse; on pourrait 
en dire autant des fonctions arc tg x et tg x, etc. On conçoit ainsi 
comment le problème posé au paragraphe 152 conduit inévitablement 
à la défmilion de nouvelles fonctions transcendantes. L’étude des 
propriétés de ces fonctions, des relations qu’elles ont entre elles ou 
avec les fonctions précédemment connues, a, dans ce siècle, conduit à 
des résultats considérables, dont il est impossible de prévoir le terme.
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158. On a déjà eu plusieurs fois l’occasion de s’appuyer sur ce fait 
que, si l’on suppose la fonction f (x) finie et susceptible d’intégration 
dans l’intervalle (a0, a), l’intégrale

J = J f(x) dx
*/ O q

est comprise entre M (a — a0) et m (a — a0); en désignant par M 
et m les limites supérieure et inférieure de la fonction f(x), il est 
naturel de se demander si la valeur de J peut atteindre une de ces 
limites, la première, par exemple.

Si l’on considère un mode de décomposition quelconque (a#, av ..., 
an_l5 a) de l’intervalle (a0, a), on a vu que J était compris entre les 
deux nombres

(at — a0)ml 4- («2 — al)mi 4- ... 4- (a — a„_,)mB,
(«t — a0) Mt 4- (a2 — a,) M2 + ... + («— a„_i) M„,

en désignant par mv m2, ..., mn, M,, M2, ..., M„ les limites infé­
rieures et supérieures de la fonction dans les intervalles partiels; puis 
donc que les nombres M1? M2, ..., M„ sont au plus égaux à M, J ne 
peut être égal à

(a — «0) M = (a — a0) M 4- (a2 — at) M 4- ... 4- (a — a„_i) M 

que si l’on a.
Mt = M. ... = M„ — M.

Par conséquent le nombre J ne peut être égal à (a — a0)M que 
dans le cas où, quels que soient les nombres différents p, q appartenant
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à l’intervalle (au, a), la fonction f (x) a M pour limite supérieure dans 
l’intervalle (p, q); s’il en était ainsi et si l’on savait d’ailleurs que la 
fonction f (x) est continue dans l’intervalle (a0, a), ou que cet inter­
valle peut être décomposé en un nombre fini d’intervalles partiels tels 
que dans chacun d’eux la fonction fût, ou continue, ou croissante, 
ou décroissante, ou constante, on pourrait affirmer que dans l’inter­
valle (a0, a) la fonction f (x) est constamment égale à M.

De même pour que le nombre J fût égal à (a — a0) m, il faudrait 
que, dans tout intervalle (p, q) dont les limites p, q, supposées 
distinctes, appartiennent à l’intervalle (a0, a), la limite inférieure de 
la fonction f (x) fût égale à m; si la fonction f(x) était continue 
dans cet intervalle, ou si l’intervalle (a0, a) pouvait être décomposé 
en un nombre fini d’intervalles tels que, dans chacun d’eux, la fonc­
tion f(x) fût certainement ou croissante, ou décroissante, ou constante, 
on pourrait affirmer qu’elle est constamment égale à m.

Par conséquent, sauf dans les cas exceptionnels qui viennent 
d’être précisés, on peut affirmer que le nombre J est égal au produit 
de a — c<0, par un nombre p, compris entre m et M, ces limites 
étant exclues; si la fonction f (x) est continue, il y a (§ 84) un 
nombre % appartenant à l’intervalle (a0, a) tel que l’on ait
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f(5)=l*.
On peut donc écrire

f f (x) dx
cto -—(ci — a0) f(Ç);(1)

on peut même supposer dans ce cas le nombre ç différent de a0 et 
de a; soient en effet x' et x* les deux nombres de l’intervalle («„, a) 
pour lesquels on a (§ 85)

f (x') — M, f(x") = m;

la fonction continue f (x) — p. étant positive pour x = x’, négative 
pour x = x\ s’annule pour un nombre £ compris entre x1 et x", par 
conséquent compris entre a0 et a et distinct de ces limites.

Si F (x) est une fonction qui, dans l’intervalle (a0, a), admette f (x) 
pour dérivée, on aura

f f(x) dx — F (a) — F (a0) 
Ja 0
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et l’égalité (4) deviendra
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F (a) — F (a0) = (a - a0) f (£) ;
cette égalité exprime le théorème démontré d’une autre façon dans le 
paragraphe 136 ; mais, à la vérité, la nouvelle démonstration suppose 
la continuité de la dérivée f (x) de la fonction F (x), continuité qui 
n’était pas supposée dans la première démonstration.

On peut aussi établir de la même façon une formule analogue à 
celle du paragraphe 14-6; je vais le faire en suivant une méthode due 
à M. Darboux (J), et qui peut conduire, comme il l’a montré, à un 
grand nombre d’autres résultats.

Soit o (t) un polynôme entier en t du degré n, et f (oc) une fonction 
de x admettant des dérivées première, seconde, ..., (n + 1)

f (x), f* (x), ..., p' + 1) (x);

ième

considérons la fonction de t

VF (f) = ç(n) (t) f (x -F ht) — /f,<p(,i-1) (t) f (x + ht)
+ hY»-2> (t)fv (x -H ht) + ... + (- ly-1 hn~~l y (t)fn-»(x -t- ht)

+ (— 1)" h”o (t) fn (x + ht),

où h est une constante et où <p' (t), ©" (t), ..., o(n) (t) sont les dérivées 
successives du polynôme ç (f); en prenant les dérivées des deux 
membres par rapport à f, on trouvera après des réductions faciles

Vb' (t) = (— 1)” hn+1o (t) fa+l (x + ht).

On en déduira, en intégrant entre les limites zéro et un,

W (1) — lF (0) = (— 1),! hn+1^ o (t) fn (x -F h t) d t,4- 1

ou, en désignant le second membre par R„ et en remarquant que 
oln) (4) est égal à tp(nJ (0), puisque ©(B) (t) ne dépend pas de t,

?w(0) [f(x + h)-f(x)\
(0 f O + h) — ? (o)f (»)]

2) (o) r m
(n—n=h [?

— (i) r (x + h) — ©
(n— 1)

(n —

- (- 1)* K■ [ç (1) /■<«> (X + h)-f (0) f» (.*)] + R,.

(i) Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable (Journal de Liouville, 
3e série, t. II, ji. 295,).
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Si, dans cette formule, on remplace © (t) par (1 — t)" et que l’on 
divise les deux membres par (— 1)" 1.2 ... n, on aura

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

f{x + h) — f (a?) = j f (x) -R ^ f (ix) -t- ... 

hn
--- f(n) (x) +. n - i — ty p+i> (x + bt) dt.iin+i

1.2 ...1.2 ..

159. Soient © (a?) et f(x) deux fonctions finies et intégrables dans 
l’intervalle (a0, a); il en sera de même de leur produit; supposons 
que, dans cet intervalle, la première fonction © (x) ne soit jamais 
négative, ou jamais positive, on aura

fa/ © (x) f (x) dx
J C'a

p. f © (a?) dx,
t/ «o

en désignant par p. un nombre compris entre la limite inférieure m 
et la limite supérieure M de la fonction f (a?) dans l’intervalle (aa, a) (d) ; 
sauf dans des cas exceptionnels, que la démonstration précisera 
suffisamment, on peut affirmer que le nombre p, est distinct des 
nombres m et M. Je supposerai, pour la démonstration, que <? (x) ne 
soit jamais négative. Les fonctions

© (x) [M — f (a?)], © (x) [f (x) — m],

ne sont, en vertu des hypothèses que l’on a faites, jamais négatives 
dans l’intervalle (a0, a), leurs limites inférieures sont donc, ou nulles, 
ou positives; on a donc, d’après le théorème démontré dans le para­
graphe précédent,

i © (a?) [M — f (a?)] dx 0, 
J «o
j ? (x) [f (X) — dx

J «0
(1)

on ne pourrait avoir le signe dans la première inégalité que si la 
fonction

<p(a?)[M -f{x)]

t1) On donne souvent à ce théorème le nom de premier théorème de la moyenne.
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avait pour limite inférieure zéro clans tout intervalle contenu dans 
l’intervalle (a0, a); de même pour la seconde inégalité.

D’ailleurs les inégalités qui précèdent équivalent aux suivantes :

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

/*« l'a l'a

I y (x) dx ^ / © (x) f (æ) dx^z M <p (x) dx,
ao t/oo J a,(2) ■

qui démontrent la proposition énoncée. Si la fonction f (oc) est continue 
dans l’intervalle (a0, a), il y aura une valeur ç appartenant à cet 
intervalle pour laquelle on aura

/•a
/ © (x) f(x) dx — f (£) / © (x) dx.%J(Iq xJ

et l’on pourra écrire

S’il y a un intervalle contenu dans l’intervalle (a0, a) dans lequel 
la fonction © (x) ait une limite inférieure autre que zéro et dans 
lequel la fonction continue f (x) ne soit pas constante, on peut affirmer 
que le nombre ç est différent de ct0 et de a. Dans ce cas, en effet, il 
y aura un intervalle contenu dans l’intervalle considéré dans lequel 
les fonctions M — f (,x), f (x) — m ne s’annuleront pas et resteront 
supérieures à un certain nombre positif; il en sera de même du 
produit de ces fonctions par © (x); en sorte que le signe = devra être 
exclu des inégalités (1) ou (2); d’ailleurs si l’on désigne par x1, x" les 
valeurs appartenant à l’intervalle (a0, a) pour lesquelles on a

f(x") = m,

les inégalités (2) équivalent à dire que la fonction continue de x

f(x’) = M,

/•a /*a
f (x) / o {x) dx — / o {x) f(x) dx 

0 a0

(où les intégrales doivent être regardées comme des constantes), est 
positive pour x = x1, négative pour x = x" ; cette fonction s’annule 
donc pour un nombre £ compris entre x' et x”, distincts de ces 
nombres et par conséquent de a0 et de a.

Si l’on se reporte, par exemple, à l’expression considérée à la fin du 
dernier paragraphe,

i> — t)n (x + ht) dt,
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on voit que cette expression, si la fonction de t, f,n+l) (x + ht), est 
confirme dans l’intervalle (0, 1), peut s’écrire

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

-L- f(n+1) (X + Q/A 
n + 1

fn+l + — t)n dt =

Ô étant un nombre compris entre zéro et un; en multipliant cette 

quantité par
hn

—-5 on retrouve l’expression du reste de la série1.2 ..

de Taylor, donnée par Lagrange. 
Considérons encore l’expression

*-/ dx

1/(1 — x2) (1 — /c2&2)

où la constante /c2 est supposée plus petite que un et où la limite 
supérieure x de l’intégrale est un nombre positif plus petit que un ; 
on aura, en désignant par £ un nombre compris entre zéro et x,

J V1 — /c2 i;2 = arc sin x,

et par conséquent

sin (j V1 — k~) c x c sin J.

160. Au théorème qui fait l’objet du paragraphe précédent se 
rattache une autre proposition, un peu plus cachée, à laquelle on 
donne habituellement le nom de second théorème de la moyenne (J); 
elle repose sur le lemme d’Abel établi au paragraphe 70.

(!) Ce théorème est dû à M. 0. Bonnet qui l’a énoncé sous la forme suivante : 
« Si l’intégrale définie

( f (x) dx, 
J a

dans laquelle f (x) est une fonction finie quelconque, reste comprise entre les limites A 
et B quand x varie de a à b, l’intégrale

Ja f O) ? O)

dans laquelle <p (x) est une fonction toujours positive, et croissante ou constante 
lorsque x croit, reste comprise pour les mêmes valeurs de x entre A y (a) et B f (a). » 
[Mémoire sur la théorie générale des suites, dans les Mémoires couronnés et Mémoires des 
Savants étrangers publiés par VAcadémie royale de Belgique ; t. XXIII, p. 8.) M. Bonnet fait



Je ferai d’abord la remarque suivante : Soit f (x) une fonction finie 
et intégrable de la variable x dans l’intervalle (a0, a); soit (a0, an ..., 
a„_i, a) un mode de décomposition de l’intervalle (a0, a) en inter­
valles partiels: désignons par f0,fv ..., fn—\, f» les valeurs de la 
fonction f(x) pour les valeurs a0, a1, ..., l5 a attribuées à la 
variable x; la somme

(al — a o) f0 + (a, — ax) fl + ... + (a — a„_i) fn-i 

sera une valeur approchée de l’intégrale
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f f {x) dx, 
J «0

et l’erreur commise en substituant la somme à l’intégrale sera au 
plus égale à la somme B des oscillations de la fonction f {x) dans les 
intervalles partiels (a0, at), (an a2), ..., {an_x, a) respectivement 
multipliées par les étendues a1 — a0, a2 — aA, ..., a — a„ 
intervalles; de même les quantités

(«i — «o) /ô,
(«i — a0) /o + («2 — »i)

de ces— i

(«1 — «o) /o 4- (a2 — at) /; + ... + («i — «i-0 fi-1 

pourront être prises pour des valeurs approchées des quantités

/ f {x) dx, / f(x)dx,..., I
J ci o J cio Ja0

ai
f (x) dx

et, pour chacune d’elles, l’erreur sera moindre que B; si donc on 
désigne par A0 et A deux nombres tels que l’on ait, pour toute valeur 
de x appartenant à l’intervalle (a0, a),

0 = f f(x)dtJ cio
x < A,

reposer la démonstration sur le lemme d’Abel. Les transformations de cet énoncé que 
l'on trouvera dans le teste sont dues à M. Weierslrass; elles ont été publiées par M. du 
Bois-Reymond (Journal de Crelle, t. LXIX, p. 65 et suivantes). On peut consulter aussi 
sur ce sujet une intéressante lettre de M. Krouecker à M. Mansion (Matlmis, t. V, p. 99). 
On verra dans les remarques relatives à l’énoncé que l’illustre algébriste se place à un 
point de vue très différent de celui qui a été adopté dans cet ouvrage.



297GHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

on peut affirmer que les quantités

si = K — a0) f0 + (a2 — af) 1\ + ... -I- Of — d{_i) fi- 
(i = 1, 2, ii)

sont toutes comprises entre A0 — 3 et A + 3; enfin, je rappelle que, 
si e est un nombre positif arbitrairement donné, on peut supposer le 
mode de décomposition (a0, av ..., an_i, a) tel que l’on ait 3 < e.

Ceci posé, soit © (x) une fonction de la variable x qui, dans l’inter­
valle (a0, a), ne soit jamais négative, qui, en outre, soit décroissante 
ou constante; j’entends par là que, quelles que soient les valeurs x, 
x' appartenant à l’intervalle (a0, a), on doit avoir

e- 0*0 — < 0.
x — x' — ’

la fonction f (x) © {x) sera intégrable dans l’intervalle (a0, a) (§ 155).
Si, tout en conservant les notations précédemment adoptées, on 

désigne par ©0, ov ..., ©„_j les valeurs de la fonction © (x) pour les 
valeurs a0, a1, ..., an-Y attribuées à la variable x, la somme

S = («j   CIq) f0O0 + («2   Clf) fl<fl + ... + (*ï   &n—l) fn — !©„_!,

sera une valeur approchée de l’intégrale

© (x) ^ 0,

CaJ = I f {x) © 0*0 dx,«/ «0

et le mode de décomposition (n0, cq, ..., an-\, a) peut être supposé 
tel que les conditions précédemment imposées, relatives à la fonc­
tion f (x), soient vérifiées et que l’erreur commise dans l’évaluation 
de la dernière intégrale soit moindre que s. Dès lors les quantités <f0, 
©j, ..., ©„_i étant toutes positives (ou nulles) et formant une suite 
décroissante, et les quantités s0, s15 ..., s^—x étant toutes comprises 
entre A0 — e et A -f- e, la quantité S sera comprise entre

©0 C^O 0 ?0 “t" 0?

ainsi qu’il résulte (§ 70) de l’identité

S = ©0 S1 + ?l (S2 ----  si) + ••• + ©n-1 (Sn ----  Sra-l)

— S1 (?0 ----- ?l) + (?1 ----  ©j) + ••• + Sn — j (©to_2 ----- <pn —l) + 1?

dans le dernier membre de laquelle toutes les quantités
?0 ?15 ?i ■ ©2? •*•» ©»-l©» — 2 ©n—1?
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sont positives ou milles; mais Jes inégalités

?o (A0 £) ^ ^ ?o (A 9" z),
S -- 3 < J C S -f- S,

entraînent les suivantes :

?oAo — £ (?o + 1) < J < ?o A + £ (?o + l)j 

et, comme e peut être pris aussi petit que l’on veut, il faut que l’on ait

®o Ao riz J îzi ?oA’

c’est la proposition que j’avais en vue. En résumé si, dans l’inter­
valle (a0, a), la fonction f (oc) est finie et intégrable; si, dans le 
même intervalle, la fonction © (oc) n’est jamais négative et, en outre, 
décroissante ou constante (dans le sens précisé plus haut), on aura

? («o) Ao~ f O) ? (x) dx ^ ç (a0) A,(1)

en désignant par A0 et A deux nombres tels que l’on ait, quelle que 
soit la valeur de x appartenant à l’intervalle («0, a),

Ao ~ T f (x) d
t/«o

x < A.

On pourra prendre en particulier pour A0 et A les limites inférieure 
et supérieure (§ 74) de la fonction de x,

/ f (x) dx, 
J a o

définie et continue (§ 157) dans l’intervalle (a0, a). Ces limites sont 
atteintes pour des valeurs de x appartenant à cet intervalle (§ 85).

Les inégalités (1) donnent lieu à la remarque suivante : si la 
fonction © (x) n’est pas continue pour la valeur x — a0 qui, dans 
l’énoncé du théorème comme dans la démonstration, est supposée 
plus petite que a, cette fonction, lorsque le nombre x tend vers a0 
par des valeurs décroissantes, tend vers une limite, puisque, dans 
ces conditions, elle ne décroît jamais et reste toujours inférieure ou 
égale à © (a0); désignons, en adoptant une notation employée par 
Lejeune-Dirichlet, cette limite par © (a0 4-0); si la fonction © (x)
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était continue pour x = a0, le symbole © (ci0 + 0) ne représenterait 
pas autre chose que © (ci0). Dans tous les cas, la valeur de l’intégrale

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

/ f (x) © (x) dx
9

ne serait pas modifiée, si l’on remplaçait la fonction <p (x) par une 
fonction <ï> (x) égale à s (a0 + 0) pour x — a0, et à © (x) pour toutes 
les autres valeurs de x appartenant à l’intervalle (a0, a) ; d’ailleurs la 
fonction (x) jouirait des propriétés requises pour l’application du 
théorème; on peut donc substituer aux inégalités (1) les suivantes, 
où les nombres A0 et A conservent les mêmes significations :

A0<p (a0 + 0) ^ f (x) © (x) dx ^ Aç (a0 + 0). 
J ac

(2)

Enfin, si A0 et A sont les limites inférieure et supérieure de la 
fonction de x,

/ f(x) dx,
t/ ao

définie et continue dans l’intervalle (a0, a), cette fonction doit prendre 
n’importe quelle valeur B appartenant à l’intervalle (A0, A) pour une 
valeur £ de x, appartenant à l’intervalle (a0, a); on voit donc que les 
inégalités précédentes peuvent être remplacées par l’égalité

f f(x)t/«o
0) f 'f(x) dx, 

%) «0
(3) 9 (x) dx — 9 (a0 +

ç étant un nombre dont on sait seulement qu’il appartient à l’inter­
valle («0, a).

M. Weierstrass a transformé ce dernier énoncé de manière à 
obtenir une proposition applicable à une fonction © (x) qui, dans 
l’intervalle (a0, a) est, ou bien décroissante ou constante, ou bien 
croissante ou constante, c’est à dire, d’une façon plus précise, à une 
fonction © (æ) telle que, quels que soient les nombres æ, x' appar­
tenant à l’intervalle (a0, a), on ait toujours

? 0*0 — ? (x1) ^0,x — x1
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ou toujours
? 0*0 — ? (x') > o.

Supposons en effet qu’on soit dans le premier cas, la fonction 

?(x) — co (a — 0),

où o (a — 0) désigne la limite vers laquelle tend l’expression © (x), 
lorsque x tend vers a par des valeurs croissantes, sera décroissante 
ou constante dans l’intervalle (a0, a) et ne sera négative pour aucune 
valeur de ce appartenant à cet intervalle; on pourra donc lui appliquer 
le théorème qu’exprime l’égalité (3) et l’on aura ainsi

f f(x) [? (*)
J * o

— a (a — 0)] dx

— [© (a0 + 0) — ? (a — 0)] j f(x) dx,
J «0

ou

/ f(x)
J a o

o (x) dx
(i)

0) j f (x) dx -f o (a
«o

0 )f f (x) d x ;
— ? (ao +'

^ désigne toujours un nombre appartenant à l’intervalle (a0, a). C’est 
l’égalité que j’avais en vue; elle subsisterait, si dans l’intervalle (a0, a) 
la fonction o (x) était croissante ou constante; on le verra en rem­
plaçant dans l’égalité (3) <p (x) par o (a — 0) — © (x).

On trouvera plus tard une importante application du second 
théorème de la moyenne à la théorie des séries trigonométriques.

161. On a supposé jusqu’ici, lorsque l’on a considéré une intégrale 
définie

I © (x) dx,
%J & o

que, dans l’intervalle (a0, a), la fonction <p (x) était finie (§ 74); on 
peut étendre la notion d’intégrabilité à des fonctions qui ne satisfont 
pas à cette condition.

Soit (a0, a) un intervalle et supposons que, quelque petit que soit



301

le nombre positif zca — ci0, la fonction ç (x) soit finie et intégrable 
dans l’intervalle (a0, a — s); si la quantité

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

/•a— £
7 (e) = / ? (œ) dx>

J» 0

définie tant que l’on a 0 < s < a — a0, tend vers une limite J 
lorsque e tend vers zéro (par des valeurs positives), il sera naturel de 
regarder le nombre J comme étant, par définition, la valeur du 
symbole /*«

I o (x) dx.
«o

Cette circonstance se présentera nécessairement si la fonction y (x) 
est finie et intégrable dans l’intervalle (a0, a), puisque alors / (e) est 
une fonction continue de e et la nouvelle définition du symbole

I ® (x) dx
J Cl o

coïncidera avec celle qui avait été primitivement adoptée; mais la 
quantité désignée par y (e) peut avoir une limite, lors même que la 
fonction © (x) ne serait pas finie au sens du paragraphe 74 dans 
l’intervalle (a — e, a), lors même qu’elle ne serait pas définie, ou 
n’aurait pas de sens pour x = a; on sait, par exemple, que l’on a, 
quel que soit le nombre x compris entre zéro et un,

/*x

i/O
dx — arc sin x

Vl — a;2

lorsque x tend vers un par des valeurs croissantes, le second membre 

tend vers la limite ; il en est nécessairement de même du premier,Zi

quoique la fonction
4

grandisse indéfiniment quand x tend
V\ — x2

vers un par des valeurs croissantes et n’ait point de sens pour x = 4.
1

On dira que la fonction 

et l’on écrira

est intégrable dans l’intervalle (0, 4)
V\ — £C2

i: dx
V1 — a-2 tC

! 7]



Supposons maintenant que b étant un nombre compris entre a0 et a, 
la fonction © (x), quelque petits que soient les nombres positifs s, rn 
soit finie et intégrable dans les intervalles («0, b — e), (b + yj, a) 
et que la quantité

rb-B
X (e> rt) = I f(x)dx +

Mo b-f*
o (x) dx,

définie tant que l’on a

0 < s < b — ci0, 0 < y; < a — 6,

tende vers une limite J lorsque les nombres s, y; tendent vers zéro, 
indépendamment l’un de l’autre, on dira que la fonction <p (cc) est 
intégrable dans l’intervalle (a0, a) et l’on écrira

J — I çp (x) dx; 
J «0

c’est ce qui arrivera certainement si la fonction © (x) est finie et 
intégrable dans l’intervalle (b — e, b + yj), et par conséquent dans 
l’intervalle (a0, a) ; mais cela pourrait arriver sans que la fonction © {x) 
fût finie dans l’intervalle (b — s, b + y;), lors même qu’elle n’aurait 
point de sens, ou ne serait pas définie, pour x — b. Par exemple, 
dans tout intervalle qui ne contient pas zéro, la fonction V x a pour

on en conclut, s et rt étant positifs,1
dérivée 31^’

r^=8(2-
J» PV

dx
—= +L
V ,r‘-

lorsque s et rt tendent vers zéro par des valeurs positives, le second 
membre a pour limite le nombre 6; telle est donc aussi la limite du

1
premier membre; la fonction qui grandit indéfiniment quand x

Vx2

302

Ce qui vient d’être dit pour la limite supérieure a de l’intervalle 
s’applique à la limite inférieure a0 ; on pourra écrire, par exemple,
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i ;i

B
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tend vers zéro, qui n’a pas de sens pour x = 0, est intégrable dans 
l’intervalle (— 1, + 1) et l’on a

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

r+l dx _^
J-1

En disant en général que / (e, yj) tend vers la limite J lorsque e, rt 
tendent vers zéro par des valeurs positives, on entend qu’à chaque 
nombre positif a correspond un nombre positif a' tel que les inégalités

0 < s < a',(1) 0 < r, < a',

entraînent l’inégalité

(2) I x (vO — J | < a.

Cette circonstance se présentera évidemment si, lorsque s, y; tendent 
vers zéro, les quantités

nb — £ mpa

? (æ) dx, x* =
J b + f)

Xi (e) = /
«o

y (x) dx,

tendent respectivement vers des limites J1? J2, on aura alors

J   J J ! J 2 ,

elle ne peut d’ailleurs se présenter que dans ce cas; car si l’iné­
galité (2) a lieu pour toutes les valeurs de e, yj qui vérifient les 
inégalités (1), on voit que, en désignant par e, e', -q des nombres 
positifs plus petits que x , on devra avoir

I X (e'»*i) ~ J I <
et par suite

I 7 - X (e>iî) I = I Xi (e') — Xi (£) I < 2a-

Cette dernière inégalité devant avoir lieu sous les seules conditions 

0 < £ < x ,

il faut (§ 78) que la fonction y (e) ait une limite quand £ tend vers 
zéro par des valeurs positives.

Si, par exemple, en supposant toujours

«p < b < a,

0 < e' < a',
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on prend

— b
1
—- est la dérivée de log (6 — x)on aura, en remarquant que -

si x est plus petit que b, de log (x — b) si x est plus grand que b,

='°«bzhr;
= log -

i ai=lo° b

et il suffit de faire tendre s et rt vers zéro de façon que leur rapport 
ait pour limite un nombre positif arbitraire K pour que le second 
membre tende vers la limite

log ----------- H log K.b —u0

On voit qu’il n’y a pas lieu d’attribuer un sens au symbole

dxr* b — s

x — b
— bdxP -«/ b + 'O X — b

rb~s dx ra
J aD X b J j+yj X

dx b £- + log -,
— a0 XI

I o (x) dx

quand les deux quantités désignées plus haut par y, (s), y2 (r) ne 
fendent pas vers des limites lorsque s, -q tendent vers zéro.

En me bornant toujours aux valeurs de x qui appartiennent à un 
intervalle (a0, a) et b étant une de ces valeurs, je dirai d’une fonc­
tion o (x) qui peut n’être pas définie ou n’avoir pas de sens pour 
x =, b, mais qui est définie pour les valeurs» voisines qui appar­
tiennent à l’intervalle (a0, a), qu’elle devient infinie dans le voisinage 
de b si à chaque couple de nombres positifs A, a, dont le premier 
peut être aussi grand et le second aussi petit qu’on le veut, correspond
une valeur x appartenant à l’intervalle («0, a) telle que l’on ait à 
la fois

| x — b | -c a, I ? (x) | > A (i).

(!) Il sera facile au lecteur de prouver, eu emploj^ant un mode de raisonnement 
analogue à celui du paragraphe 77, que si une fonction est définie pour toutes les 
valeurs de x qui appartiennent à l’intervalle (ao, a) et ne devient infinie dans le 
voisinage d’aucune valeur appartenant à cet intervalle, cette fonction est finie dans 
l’intervalle {a*, a), au sens du paragraphe 74.
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Si une fonction © (x) est définie pour toutes les valeurs de x 
appartenant à l’intervalle (o0, a) sauf, peut-être, pour un nombre 
limité de ces valeurs, si elle ne devient infinie qu’aux environs d’un 
nombre limité de valeurs de x appartenant à l’intervalle, si enfin elle 
est finie ('*) et intégrable dans tout intervalle contenu dans («•„, a) et 
auquel n’appartient aucune des valeurs de x aux environs desquelles 
la fonction devient infinie, il est clair qu’on pourra étendre à cette 
fonction les considérations développées au début de ce paragraphe 
et chercher si elle est, ou non, intégrable dans l’intervalle («0, a). 
Gomme dans le cas où la fonction ne devient infinie qu’aux environs 
d’une seule valeur de x, on ramènera le problème, en décomposant 
l’intervalle (a0, a) en un nombre suffisant d’intervalles partiels, au 
cas où la fonction ne devient infinie qu’aux environs soit de la limite 
supérieure, soit de la limite inférieure de l’intégrale. Les raisonne­
ments étant les mêmes pour les deux limites, je ne considérerai que 
la limite supérieure.

CHAP. YI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

162. Soit donc 9 (pc) une fonction qui, quelque voisin du nombre a 
que soit le nombre £ compris entre ci0 < a et a, soit finie et intégrable 
dans l’intervalle («0, £), il s’agit, en supposant que la fonction © (x) 
devienne infinie aux environs de x = a, de reconnaître si l’intégrale

<ï> (ç) = P? (x) dx 
J «0

tend vers une limite lorsque 9 tend vers a par des valeurs croissantes.
C’est un problème qui est de la même nature que celui qui consiste 

à reconnaître si une série donnée est convergente ou non.
On remarquera d’abord que rien n’empêche, quand on cherche à 

répondre à la question posée, de substituer au nombre a0 un nombre 
fixe quelconque compris entre a0 et a, mais distinct de a.

Le théorème du paragraphe 78 fournit ensuite immédiatement la 
règle suivante :

Pour que l’intégrale proposée ait une limite, il faut et il suffit qu’à 
chaque nombre positif a corresponde un nombre positif a' < a, tel

(i) En vertu de la note précédente la condition qu’exprime l’épithète finie est impli­
quée par celles qui précèdent.

Tannery. — Théorie. 20
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que les inégalités

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

a1 ex -ex' < a
entraînent l’inégalité

I fX'
I */ OC

s (x) d x

mais l’application de cette règle générale est souvent malaisée et il ne 
sera pas inutile de donner des règles particulières qui, dans des cas 
assez étendus, permettent de trancher la question.

Supposons que la fonction © (x) puisse être mise sous la forme 
f{x) X à (os), /(as) étant une fonction finie et intégrable dans 
l’intervalle (a0, a) et d* (as) étant une fonction qui, quelque voisin 
de a que soit le nombre B compris entre a0 et a, soit finie, inté­
grable, positive (ou nulle), dans l’intervalle (a0, £), qui enfin devienne 
infinie aux environs de x = a; le premier théorème de la moyenne 
fournira l’inégalité

I P'i /(as) d (x) dx
I J «0

ri
. / (as) d x 
J n0

< A

en désignant par A un nombre positif auquel la valeur absolue de / (as) 
reste inférieure ou égale dans l’intervalle («0, a). Supposons en outre 
que l’intégrale

f ^ <]; (as) d x 
«J «0

reste inférieure à un nombre fixe quand ç tend vers « par des valeurs 
croissantes ; on voit d’abord que cette dernière intégrale tendra vers 
une limite, puisque, la fonction d (as) étant essentiellement positive 
(ou nulle), l’intégrale augmente avec sa limite supérieure. On voit 
aussi que, dans les mêmes conditions, l’intégrale proposée

f <p (as) clx 
J «o

reste, lorsque ç s’approche de a, inférieure en valeur absolue à un 
nombre fixe. Si la fonction /(as) n’était jamais négative, au moins 
à partir d’une certaine valeur de os < a, cela suffirait à prouver que 
l’intégrale proposée tend vers une limite, puisque, alors, elle irait en
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augmentant avec sa limite supérieure ; la même conclusion subsisterait 
si la fonction f (x) n’était jamais positive, elle subsiste d’ailleurs dans 
tous les cas; si, en effet, ç et >► \ désignent des nombres compris 
entre ci0 et a, le même théorème de la moyenne fournit l’inégalité

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

j J* f (x) tj> (x) dx < aJ^(3) <1/ (x) dx;

puisque, d’ailleurs, l’intégrale

f à (x) dx 
J «0

tend vers une limite quand q tend vers a par des valeurs croissantes, 
à chaque nombre positif ^ correspondra un nombre a' < a tel que 

l’on ait

(x) dx < ?

sous les conditions
a1 < ç < a;

on aura donc, à cause de l’inégalité (3), sous les mêmes conditions,

< a,

ce qui, en vertu du théorème général, suffit à prouver l’existence 
d’une limite pour l’intégrale

fS(*)
a o

æ.

Supposons maintenant que, la fonction ^ (æ) satisfaisant toujours 
aux mêmes conditions, l’intégrale

f 6 (x) dx
J aQ

grandisse indéfiniment quan'd £ tend vers a par des valeurs crois­
santes, s’il arrive que, a'0 désignant un nombre fixe quelconque 
compris entre a0 et «, et distinct de ce dernier nombre, la fonction

/; <p (x) dx

« !<d



f (x) dans l’intervalle (a^, a) conserve le même signe et reste supé­
rieure, en valeur absolue, à un nombre positif B, le premier théorème 
de la moyenne fournira encore l’inégalité
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f f (x) <!; (x) dx > B f <1; (x) dx,
t) Ct* 0 I Cl' 0

qui montre clairement que le premier membre, comme le second, 
grandit indéfiniment quand £ tend vers a par des valeurs croissantes, 
il en est de même de la valeur absolue de l’intégrale proposée

n
I y (X) dx.

J «0

On voit sans peine que, dans ce cas, le rapport

f ç (x) dx
ci o

f (x) dx
aQ

finit par rester, lorsque i; tend vers a par des valeurs croissantes, 
compris entre deux limites fixes, dont aucune n’est nulle; c’est ce 
que l’on exprime en disant que le numérateur devient infini comme 
le dénominateur; cette locution prendra un sens plus précis si f (x) 
tend vers une limite, f (a — 0), différente de zéro, quand x tend 
vers a par des valeurs croissantes; le précédent rapport a aussi pour 
limite/1 (a — 0); on voit en effet tout d’abord que, dans ce cas, le 
numérateur augmente indéfiniment par des valeurs posilives ou 
négatives, suivant que la quantité f (a — 0) est positive ou négative. 
Soit maintenant a un nombre positif aussi petit qu’on le voudra, on 
pourra lui faire correspondre un nombre a' < a tel que sous les 
conditions

cd < x < a,
on ait

I fi*) ~ f(æ — 0) ! < a;

en désignant par s un nombre positif égal ou inférieur à a — a' et 
par ; un nombre compris entre a—-setcf, on aura, toujours en
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vertu du premier théorème de la moyenne

y
« J ci — £

f (as) 6 (te) dx
f (ci — 0) — a < < f (a — 0) + a

d; (as) dx
U a— £

d’ailleurs, une fois s fixé comme on vient de le dire, on pourra 
prendre - assez voisin de a pour que les deux rapports

/*»—£ na-s
/ 9 (as) dx I

«' «o J «0
6 (as) das

P
J a—S

• f,/ a — £
6 (as) dx9 (as) dx

soient, en valeur absolue, moindres que a, puisque leurs dénomi­
nateurs peuvent être supposés aussi grands qu’on le veut; dès lors 
l’identité

ça-e

J an
ç (as) dx

1 +
Pç(x)dx P

ts a o ____ c/ a — S

ri / x ~ 7T“
/ 6 (as) dx I

a o c/ et— 2

o (as) das 9 (as) das

e/ «o
& (as) das d (as) das

f
J « —£

d/ (as) d x

montre que le premier membre est compris entre

1 + 5C[f (a — 0) + a]
1 — a

et
1 — a[f (a — 0) — a]
1 + a

Or, le nombre a pouvant être supposé assez petit pour que l’un et 
l’autre de ces deux nombres soient aussi voisins que l’on voudra 
de f (a — 0), la proposition énoncée est démontrée. Le lecteur ne 
manquera pas de rapprocher cette proposition de l’une des règles 
de l’Hospital (§ 151).
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Les remarques précédentes permettront, dans bien des cas, de 
ramener le problème proposé à un problème plus simple.

Supposons, par exemple, qu’on puisse mettre la fonction sous le

THÉORIE DES FONCTIONS d’üNE VARIABLE.

signe J sous la forme

? (x) = fi (x) + O — xYr U (x)>

f\ (x) et /g (x) étant des fonctions finies et intégrables dans l’inter­
valle (a0, a)' et r un nombre positif, on aura

f <p (x) dx = f fl (x) dx -f- H (a
Cto a0 t/ «0

— x)~r f2 (x) dx;

on n’a pas à s’occuper de la première intégrale du second membre ; 
quant à la seconde, si l’on applique la méthode précédente en prenant

1
---------—5 on voit de suite, en partant
\Ct ■- X )

pour (x) la fonction positive 

de l’identité

= 0* — i) O — x)~r, 

valable tant que r est différent de un, que l’on a

Dæ (a — x)->■+1

ri i
I {a — x)~r dx =------- [(a —

J a o r t
— (a — a0)l~r] ;I —r

si l’on a r < 1, le second membre tend certainement vers une limite 
quand q tend vers a par des valeurs croissantes; dans ce cas l’intégrale

/ o (x) dx 
J «o

a un sens; si l’on a r > 1 et si, dans l’intervalle (a„, a), la fonction 
f2 (x) garde un signe constant et reste supérieure, en valeur absolue, 
à un nombre positif fixe, l’intégrale

ri
i f (x) dx

J Cl o

grandit indéfiniment en valeur absolue quand ^ fend vers a par des 
valeurs croissantes ; elle devient infinie comme

1
(a — $)'
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si l’on avait r = 1, on aurait

r
J « 0

(a — cc)-1 dx = log — 
a

— a0
-r

si la fonction (x) finit encore par garder un signe constant et 
par rester supérieure en valeur absolue à un nombre positif fixe, 
l’intégrale proposée deviendra infinie comme log (a — x).

Par exemple, l’intégrale

dxi:
1/(1 — cc2) (1 — /c2oc2) .

où k2 est un nombre plus petit que un, a un sens, puisque l’on a
_ i 11

=-(1-*) 2
|/(1 + æ) (1 — fc2æ2)1/(1 — x~) (1 — /e2æ2)

_i
et que le facteur (1 — x) 2 qui devient infini aux environs de x = 1

1
est affecté de l’exposant — - dont la valeur absolue est moindre que

un; au contraire si l’on avait /c2 =1, l’intégrale proposée n’aurait 
pas de sens et l’intégrale

dxfJC

J 0 1/(1 — IC2)2

deviendrait, quand x tend vers un par des valeurs croissantes, infinie 
comme log (1 — x).

L’intégrale eulérienne de première espèce

f. xp~1 (1 — a?)4-1 dx,

où p, q sont des nombres positifs, bien que la quantité sous le signej'

devienne infinie aux limites inférieure et supérieure de l’intégrale, a 
un même sens, si les nombres p, q sont plus petits que un. 

L’intégrale
x dxL

CO S X
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^ — x\ quand x tend vers ^ par desdevient infinie comme log 

valeurs croissantes; on a en effet
Z
- ---  X

1 21

( ~x)COS X Z- — x sm
2

z
et le second facteur a pour limite l’unité quand x tend vers - par des

A

valeurs croissantes; on a d’ailleurs, pour x compris entre zéro et A
!x dx logtgf + y

cos X

On a considéré au paragraphe 156 l’intégrale
/»7T

Jo l0g ^ — 2a cos x -4- a2) dx;

le sign ej*aeut s’écrireen supposant a2 <1 ; pour a=1, la fonction sous

Xlog (1 — cos x)3 = log 4+4 log sin - ;
A

elle devient infinie pour x — 0; mais l’identité

log sin ^ — x~r yxr log sin

où l’on suppose que r est un nombre positif quelconque plus petit 
que un et où le facteur qui, dans le second membre, multiplie x~r a 
zéro pour limite quand x tend vers zéro par des valeurs positives, 
montre que l’intégrale proposée a un sens ; en appliquant une méthode 
analogue à celle du paragraphe 156, on trouve

)o loë (! — cos x)3 dx = — 2z log 2 (1).

I1) La comparaison à (x — a)—r d une fonction f {x) gui devient inlinie aux environs 

de x — a ne suffit pas toujours à décider de la nature de

peut alors aamir recours aux critériums logarithmiques dont l’usage sera exposé 
page 318; le lecteur fera sans peine les légers changements qui permettent d’appliquer 
ces critériums au problème actuel, lequel, comme ou le verra § 165, ne diffère pas au 
fond du problème traité au § 164.

l’intégrale J <p (x) dx. On

à la

«I
 «

U IC
Q

ïl
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163. Les résultats du paragraphe précédent montrent que l’on 

peut donner un sens au symbole

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

I a> (x) cüæ, 
J Ct0

lors même que dans l’intervalle (a0, a) la fonction cp (x) devient 
infinie aux environs d’un nombre limité de valeurs; cette intégrale 
est alors la limite d’une somme d’intégrales relatives à des intervalles 
partiels auxquels il faudrait, pour obtenir l’intervalle total («0, a), 
adjoindre un nombre fini d’intervalles à étendue infiniment petite. 
Si cette limite existe, on dira encore que la fonction o (x), quoiqu’elle 
ne soit pas finie dans l’intervalle (a0, a), quoiqu’elle puisse ne pas 
être définie pour un certain nombre de valeurs, est intégrable dans 
l’intervalle (a0, a).

Cette notion d’intégrabilité peut encore s’étendre; le même procédé 
qui a permis de passer de la notion de l’intégrale d’une fonction finie 
dans l’intervalle (a0, a) à la notion de l’intégrale d’une fonction qui 
devient, dans cet intervalle, infinie aux environs d’un nombre limité 
de valeurs, permettrait de passer de cette dernière notion à la notion 
de l’intégrale d’une fonction qui devient infinie aux environs d’un 
nombre illimité de valeurs, en supposant que l’ensemble (§ 15) de 
ces valeurs admette un nombre fini de valeurs limites (§ 37). Cette 
généralisation donnerait lieu elle-même à une généralisation ulté­
rieure; mais je ne m’étendrai pas davantage sur ce sujet..

Plusieurs des théorèmes démontrés pour les fonctions finies et 
intégrables dans un intervalle donné s’étendent d’eux-mèmes aux 
fonctions qui sont intégrables sans être finies; je me contenterai de 
faire remarquer que si les deux fonctions ç (x), à (x) sont intégrables 
dans l’intervalle (a0, a) sans y être finies, on ne peut plus affirmer que 
leur produit soit intégrable, comme on le voit en prenant par exemple

1
? (x) = ^ (*) =a = 1,a0 = 0,

Kl — x
164. Voici maintenant un autre problème analogue à celui qui a 

été traité dans le paragraphe précédent.
Soit © (x) une fonction de x définie pour toutes les valeurs de x 

supérieures à a et intégrable dans tout intervalle (a, $), où ç désigne 
un nombre quelconque plus grand que a : lorsque ^ augmente
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indéfiniment par des valeurs positives, l’expression

ri
I o (x) dx

tend-elle vers une limite ?
S’il en est ainsi, on représente cette limite par le symbole

f © (x) dx.

On remarquera d’abord que, lorsqu’on cherche à répondre à cette 
question, on peut remplacer la limite inférieure de l’intégrale par tel 
nombre que l’on voudra, plus grand que a; puis, que la proposition 
générale du paragraphe 78 fournit immédiatement la règle générale 
que voici :

Pour que l’expression
fl
I ç (x) d x

J a

tende vers une limite lorsque £ augmente indéfiniment par des 
valeurs positives, il faut et il suffit que, à chaque nombre positif a 
corresponde un autre nombre positif A, tel que les inégalités

A, 5' > A
entraînent l’inégalité

rv , .J çp (x) dx < a.

Supposons d’abord que, à partir d’une certaine valeur de x, la 
fonction o (x) conserve le même signe. On pourra alors, sans nuire 
à la généralité, supposer que cette fonction soit positive pour les 
valeurs de x plus grandes que a; s’il en est ainsi, l’intégrale

(*' 9 (x) dx,
J Cl

où ç est plus grand que a, augmentera avec ou elle augmentera 
indéfiniment par des valeurs positives, ou elle tendra vers une limite ; 
pour reconnaître ce qui en est, on comparera l’intégrale proposée à 
une autre de même nature,

ri
I 6 (x) dx,

«y a
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où 6 (x) est aussi une fonction qui reste positive lorsque la valeur 
de x est supérieure ha; si l’on a, pour les valeurs de x supérieures 
à un certain nombre fixe,

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

? (x) = (*)»

et que la seconde intégrale tende vers une limite, il en sera de même 
de la proposée ; si, au contraire, on a

? O) = 4 M

et que la seconde intégrale augmente indéfiniment avec ç, il en sera 
de même de la première.

Il sera souvent commode, pour faire la comparaison, d’étudier le 
rapport

? (■»)
<K*)’

si ce rapport reste compris, pour toutes les valeurs de x supérieures 
à un certain nombre fixe, entre deux nombres fixes positifs et non 
nuis a, £3, les deux intégrales auront le même caractère : toutes deux 
augmenteront indéfiniment avec leur limite supérieure ç, ou tendront 
vers une limite ; on sera certainement dans ce cas si, pour x = + oc , 
le précédent rapport a une limite différente de zéro. Le lecteur recon­
naîtra sans peine que, s’il en est ainsi, et si les deux intégrales
augmentent indéfiniment avec £, leur rapport aura, pour 9 = -+- oo ,

? ix)
pour x = -H oo . Si leune limite égale à celle du rapport

<Mæ)
même rapport, pour les valeurs de x supérieures à un certain nombre
fixe, reste plus petit qu’un nombre fixe (3, ce qui arrivera certaine­
ment s’il a pour limite zéro, la première intégrale tendra vers une

? (x)
limite si la seconde tend vers une limite. Si, enfin, le rapport

6 (x)
finit par rester plus grand qu’un nombre positif et non nul a, et si
la seconde intégrale augmente indéfiniment, il en sera de même de 
la première.

On voit tout d’abord que l’intégrale

n
I 9 (x) dx 

J a

augmentera indéfiniment si, pour les valeurs de x supérieures à un
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nombre fixe, la fonction © (x) reste plus grande qu’un nombre fixe 
(3 :> 0 : en effet, l’intégrale

f [3 dx — (3 (<; — a)

augmente indéfiniment avec q ; mais lors même que l’on aurait 

Jim.© (x) = 0,4

on ne pourrait affirmer l’existence d’une limite pour l’intégrale 
proposée ; par exemple, l’intégrale

dx . „J, - = logi
croît indéfiniment avec

L’intégrale la plus simple qui puisse être prise pour terme de 
comparaison est la suivante :

\ dx
a Xr ’

L

où r est un nombre positif; elle est égale à

1 — r

si r est différent de un, à log - si r est égal à un : elle tend vers une 

limite, ou augmente indéfiniment suivant que l’on a 

r < 1,

pourra donc appliquer les règles précédentes en comparant la 

fonction © (ce) à la fonction — »

Considérons par exemple l’intégrale

r ^ 1 ;ou

on

? f(x)L dx,
F (ce)

où f (x) et F (x) sont deux polynômes entiers en x et n’admettant



X dxL

finisse par rester positive, que les coefficients des plus hautes puis­
sances de x dans les deux polynômes soient de même signe; pour 
que cette fonction soit intégrable dans un intervalle, il faut que le 
polynôme F (x) n’admette pas de racine dans cet intervalle; pour 
que l’intégrale proposée ait un sens quelque grand que soit le nombre 
positif ç, il faut donc que le polynôme F (x) n’ait pas de racine 
positive. Si le degré de f (x.) était égal ou supérieur à celui de F (x),

finirait par rester supérieure à un nombre positiff(x)la fonction F (x)
fixe et l’intégrale proposée augmenterait indéfiniment avec ç ; si le 
degré de f (x) n’était inférieur que d’une unité à celui de F (æ), le

f (x) ... 1rapport de à — aurait, pour x infini, une limite' différente dexF (x)
zéro et l’intégrale proposée deviendrait infinie comme log E; si enfin 
le degré de f (x) est inférieur à celui de F (x) de deux unités au

f (*) A 1moins, on voit en comparant la fonction 

proposée a une limite pour ç infini. En résumé, l’expression

^ . . à —■> que l’intégrale r (x) xr
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point de diviseurs communs; je supposerai, afin que la fonction
317

x
F (x)

aura un sens si le polynôme F (x) n’a pas de racine positive ou nulle 
et si le degré de f {x) est inférieur de deux unités au moins à celui 
de F (x).

Soit encore l’expression

/: xp~1 e~x dx,

où a est un nombre positif quelconque; si l’on compare l’expres-
j

à — ? r étant un nombre quelconque plus grand quesion xP~' e~T xr
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un, on sait (§ 149) que l’on a
318

— ixp e—x

lim.
œ = -h r

— 0 ;
1
xr

par conséquent l’intégrale proposée tend vers une limite lorsque 
- augmente indéfiniment et l’expression

i: —i e~x dxxv

a un sens; il en est de même, en vertu du paragraphe 103, de 
l’expression

/; e~x dx,— ixp

si p est un nombre positif; on démontre que cette intégrale, dite 
intégrale eulérienne de seconde espece, est égale à T (p) (§ 125).

1Lorsque la comparaison de la fonction © (x) à — ne réussit pas, ce

qui arrive quand le produit xr <p (x) augmente indéfiniment avec x 
pour r èBl 1 et tend vers zéro pour r < 1, on peut employer d’autres 
termes de comparaison (*), dont je vais dire quelques mots.

Si, en adoptant une notation déjà expliquée au paragraphe 68, 
on pose

logs x — log log x, 
log3 x = log log log x,

log"*x = log log ... log X,

on aura, à cause de l’identité

log”* x — log log 

et de la règle de dérivation relative aux fonctions de fonction,

m — 1 X,

D, (log™"1 x) _ 1
D.r (logm x) — x log x log2 x ... log”*-1 xlog”* -1 x

(i) Abel, Œuvres, v2* éd., !. II, r. 200.
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on en conclut, en désignant par a un nombre plus grand que un,

dxf = log™ £ — log™ a :
X log X log2 X ... log™ 1 X

lors donc que ç augmente indéfiniment, le premier membre augmen­
tera aussi indéfiniment. Il en sera de même de l’intégrale

f 9 (æ) dx
tJ a

si, pour les valeurs de x supérieures à un nombre positif fixe, le 
rapport

? 0*0
X log X log2 X ... logm*~1 X

rest.e supérieur à un nombre positif fixe. 
Au contraire P identité

-D T-i—!
a * _(l°gm X‘)aJ

1
1 + sc’X log X log2 X ... log”*-1 X (logm x) 

où l’on suppose que a est un nombre positif, montre que l’on a

dx C 1r l
x log x log2 x ... log”1-1 x (log™ ce) ( I og™ a)a (I og™ ç)2 ’

et cette égalité prouve que le second membre tend vers la limite

1 + 3C

1 1
a (log™a)a

lorsque £ augmente indéfiniment; l’expression

I ® (x) dx
a

aura donc un sens si, pour les valeurs de x supérieures à un certain 
nombre fixe, le rapport

ç (x)
x log x log2 x ... log™-1 x (log™ x) 1 + 2

reste inférieur à un certain nombre positif fixe.

&
 1



L’analogie entre ces règles et celles qui regardent la détermination 
de la convergence ou de la divergence d’une série à termes positifs 
n’a pu manquer de frapper le lecteur. Le lien qui unit les deux 
questions est mis en pleine lumière par la remarque suivante, qui 
est due à Cauchy.

Soit o (x) une fonction de x qui, pour toutes les valeurs de x supé­
rieures à un certain nombre fixe a, soit positive et décroissante ou 
constante, en sorte que, pour toutes les valeurs de a;, x' qui satisfont 
aux conditions
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on ait
? O) =.? ix') > °;

la série
o ( 1 ) + o (2) -f- ...-+• çp -+• ...

dont les termes finissent par être positifs sera, ou non, convergente 
suivant que l’intégrale

j' çp (x) d x

tend, ou non, vers une limite quand ~ augmente indéfiniment par 
des valeurs positives.

Soient en effets, q des nombres entiers positifs plus grands que a 
et supposons q > p; si l’on divise l’intervalle (p, q) en q — p inter­
valles égaux à l’unité,

(P, P + 1), (P + l,p + 2), ... (q 1, q),

les limites supérieures de la fonction © (x) dans ces intervalles seront 
respectivement

? (p), ? (p + i), -, ? (q — i),

tandis que les limites inférieures seront

? (P + 1), ? (P + 2), ..., © (q).

En se reportant au paragraphe 158 et en désignant en général 
par s„ la somme des n premiers termes de la série proposée, en
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sorte que Ton ait

Sg — SP = ® (P + 1) H- î (p + 2) + ••• + © (q),

1 — s*-! = ? (p) + © (jp + 1) 4- ... + ? (g — 1),

on voit que l’on aura

: f f (x) clx 
J p

(1) < sçr_l -— Sp_j.

Supposons que la série proposée soit convergente, et soit S sa 
somme; si, p restant fixe, q augmente indéfiniment, l’intégrale

j © (x) dx
J p

reste toujours inférieure à sq_i — sp_x et par suite à S — sp_l : donc 
puisqu’elle augmente avec q, elle tend vers une limite; il en est de 
même de l’intégrale

I © (x) dx
x) a

quand ç augmente indéfiniment par des valeurs positives.
Réciproquement, si cette dernière intégrale a une limite L, l’inté­

grale
I © (x) dx

J p

restera, lorsque q augmentera indéfiniment, inférieure au nombre

rpL — i <p (x) dx;

il en sera de même, à cause de l’inégalité (1) de la quantité sq — sp, 
ce qui suffit à prouver la convergence de la série proposée.

On a dans tous les cas

<?(x)dx — (s? — »,)<?(?) — ?(q);
J p

(2) 0 <

cette inégalité donne lieu aux remarques suivantes :
Si la série est convergente, en sorte que l’on ait certainement

lim. © (q) = 0,
'/■=*

Tannery. — Théorie. 21



on voit, en désignant par Rp le reste de la série limitée au p 
terme 9 (p) et en faisant croître q indéfiniment, que l’on a
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ième

s 9 (as) dx — Rp < ? (p);0 <

ainsi, en prenant pour le reste R^ de la série la valeur

r 9 (x) dx,

on commettra une erreur au plus égale au dernier terme con­
servé 9 (p).

Supposons maintenant que la série soit divergente, mais que 9 (x) 
n’augmente pas indéfiniment avec x; on déduit des inégalités (2) les 
suivantes :

fi) (p) < $ (g) < 9 (?) — 9 (q) + $ (p),(3)
en représentant en général par fi) (n) la quantité

/' 9 (as) dx — s„,

où n est un nombre entier positif, plus grand que a. Ces inégalités 
montrent que la fonction d» (n) augmente avec n et qu’elle n’aug­
mente pas indéfiniment; elle tend donc, lorsque n augmente indé­
finiment par des valeurs entières et positives, vers une limite.

Par exemple, l’égalité
dx

J1 x — log as,

jointe aux remarques précédentes, montre que la quantité

F (n) = 1 + -F- ... +

tend vers une limite lorsque n augmente indéfiniment; les inéga­
lités (1) montrent que log n est compris entre

1 1
-f- + ... +

et
1

1 + H- -n—V

s l
 -

—
< tco

iCO

—
1 IM

to
i I--

tO
 !
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la quantité F (n) est donc positive, plus petite que un, elle tend vers 
sa limite en décroissant. Cette limite est la constante d’Euler (§ 104).

Enfin les propositions que l’on vient de démontrer montrent que 
la série dont on obtient les termes en faisant x = 2, 3, 4, ... dans 
l’expression

CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

1
1+a ’X log X log2 X ... log”-1 x (logn x)

est convergente si a est positif, divergente si a est nul ou négatif (§ G8). 
Si, dans l’intégrale

f © (x) dx,
iJ a

la fonction ç (x) ne garde point un signe constant pour les valeurs 
de x supérieures à un nombre fixe, les méthodes précédentes ne 
peuvent s’appliquer; c’est ce qui arrivera par exemple si l’on suppose

<3> (oc) = sin oc2 <p (oc) =• cos oc2 ;

on montrera toutefois, dans le paragraphe suivant, que les intégrales

ou

I sin oc2 doc, I cos x- dx
J 0 J 0

ont un sens; ces intégrales jouent un rôle important en physique 
mathématique et dans la théorie des nombres.

Au lieu de supposer que, dans une intégrale, la limite supérieure 
augmente indéfiniment par des valeurs positives, on peut supposer 
que la limite inférieure augmente indéfiniment par des valeurs 
négatives; si la valeur de l’intégrale

/ 9 (oc) dx
J —v

tend vers une limite lorsque rt augmente indéfiniment par des 
valeurs positives, on représentera cette limite par le symbole

raI cp (oc) d
%J -- CG

oc.

Enfin si lorsque les nombres r, et ; augmentent indéfiniment par
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des valeurs positives, indépendamment l’un de l’autre, l’expression

L <» ( x ) dx

tend vers une limite, on représente cette limite par le symbole

/: ? (x) dx.

Pour que ce symbole ait un sens, il faut et il suffit que les deux 
symboles

/: J 9 (x) dx,9 (x) dx,

où a est un nombre quelconque, aient aussi une signification; la 
somme de leurs valeurs est alors égale à

9 (x) dx.

En appliquant les méthodes précédentes, on trouvera par exemple 
que l’expression

/*4- a

— ce
e~x' dx

On démontre que cette quantité est égale kVr.. 
Il ne faudrait pas conclure de ce que l’expression

a un sens.

+ $
-

9 (oc) dx
-5

tend vers une limite lorsque ■; augmente indéfiniment par des valeurs 
positives, que le symbole

9 (oc) d x

a un sens. On a par exemple, en désignant par E, rt des nombres 
positifs,

Ç+1 x dx
J

= ]oë I / i-±_12.i1 + oc2 1 + V]2

Cette quantité ne tend vers aucune limite lorsque £ et rt augmentent
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indéfiniment et indépendamment par des valeurs positives; elle est 
au contraire toujours nulle si l’on suppose r, — £.
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165. Bien que je'n’aie pas l’intention d’exposer les divers procédés 
qui servent à la détermination des intégrales définies ou indéfinies, 
j’établirai une proposition fondamentale sur laquelle reposent presque 
tous ces procédés.

Considérons l’intégrale

J=/“ 9 (a?) dx;

je suppose que dans l’intervalle (A0, A) la fonction <p (as) soit continue 
et que les nombres a0, a appartiennent à cet intervalle. Soit mainte­
nant f (y) une fonction de la variable y admettant, dans l’intervalle 
(60, b) (*) une dérivée continue f' (y), telle que l’on ait

fih o) = «o» fQ>) = a,

telle enfin que, pour toutes les valeurs de y appartenant à l’inter­
valle (&0, 6), on ait

A0 ~f (y) ~ A,

on aura, en désignant par 4 (y) la fonction de y que l’on obtient en 
remplaçant x par f (y) dans <p (as),

J=f <î>{v)f (y)dy.
J &o

Soit en effet, en désignant par y une valeur quelconque appar­
tenant à l’intervalle (60, b),

xï;(y) = f ù(y)f'(y)dy, 
J b »

la fonction W (y) admettra dans l’intervalle (60, b) une dérivée W' (y) 
égale à <}; (y) f' (y) puisque cette dernière fonction est continue (§ 157). 
Soit de même, en supposant que x appartienne à l’intervalle («0, a),

(f (x) dx;

(q. Ou (5, 5o) si l’on avait b 5, : ceci sera sous-entendu dans ce qui suit.



la fonction <f> (x) admettra, dans l’intervalle (a0, a), une dérivée par 
rapport à x égale à <p (x), à cause de la continuité de cette dernière 
fonction. Si maintenant dans <ï> (oç), on remplace x par f (y), on 
obtiendra une fonction \Ft (y) de la variable y définie dans cet 
intervalle et y admettant (§ 133) une dérivée égale à ^ (y) f (y); 
dans l’intervalle (&0, b), les deux fonctions W (y) et (y) ont des 
dérivées égales, elles ne peuvent donc différer que par une constante, 
et cette constante est nulle puisque l’on a, pour y = b0,
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'F (60) = 0, (&,) = * («o) = 0.

Les deux fonctions W (y) et LFj (y) sont donc égales pour toutes 
les valeurs de y appartenant à l’intervalle (b0, b), en particulier 
pour y — b; on a donc

W (b) = W, (b) = O (a),

c’est ce qu’il fallait démontrer.
La démonstration suppose essentiellement que l’intervalle (&0, b) 

ne se réduit pas à zéro; elle repose en effet sur la considération des 
dérivées des fonctions VF (y), fiq (y) dans cet intervalle; le cas où 
l’on aurait bü — b doit donc être formellement exclu, à moins que 
l’on n’ait aussi a0 = a, auquel cas les deux intégrales seraient 
nulles. Il convient de remarquer que, lorsque y varie de b0 à b, 
fonction f (y) qui peut d’ailleurs être tantôt croissante, tantôt décrois­
sante, doit prendre, à cause de la continuité, toutes les valeurs qui 
appartiennent à l’intervalle (a0, a); il est aisé de voir comment, si 
elle en prend d’autres, sa variation en dehors de cet intervalle n’influe 
pas sur la valeur finale de l’intégrale

f (y) f (y) du
J b,

dont on pourrait alors resserrer les limites; supposons, par exemple, 
que l’on ait b0 < b et que la fonction f (y) décroisse de ci0 à a 
lorsque b augmente de b0 à (3, puis qu’elle croisse de a à a0 quand b 
augmente de (3 à b'0 ; on suppose d’ailleurs a ^ A0, afin d’être dans 
les conditions où la méthode est sûrement applicable; on aura alors,
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en vertu de ce qui vient d’être démontré,

P <!* (y) V (y) dy — f
b o %) a, o

/'«o
J ^ (y) f' (y) dy —J*

9 (æ) dx,

9 (îc) dx,

et par conséquent
fc'oI. (y) f' (y) dy = o,

f <!> (y) f' (y) dy — f 4 (y) f (y) dy.
%) £>o */ b'Q

t>o

La proposition resterait vraie si, pour un certain nombre limité de 
valeurs de y appartenant à l’intervalle (b0, b), la dérivée f1 (y) cessait 
d’exister et devenait infinie aux environs de ces valeurs : il suffira, 
pour le prouver, de supposer que cette circonstance se présente pour 
la limite supérieure b, et seulement pour cette valeur; on aura alors, 
en désignant par b' un nombre quelconque compris entre b0 et b et 
par a1 le nombre /’(b'),

/*a' /*b>

! 9 (x) dx — /
kJ et o bo

4 (y) f' (y) dy;

mais si on fait tendre b' vers b par des valeurs croissantes, a' tendra 
vers a, à cause de la continuité de la fonction f (y) et, par conséquent, 
le premier membre de l’égalité précédente aura pour limite

/* a

J «o
9 (x)dx;

le second membre tendra aussi vers cette limite; et la limite du 
second membre doit être, en vertu des conventions adoptées dans le 
paragraphe 162, représentée par

f <My)f (y)dy,
J 6»

quand même f' {y) n’aurait pas de sens pour y — b.
Au lieu de prendre pour point de départ le théorème relatif aux 

dérivées des fonctions de fonction, on peut, pour justifier la règle qui 
fait l’objet, de ce paragraphe, partir de la définition même de Tinté-
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grale définie; on arrive ainsi à des conditions différentes, encore 
suffisantes pour l’application de cette règle et moins restrictives sous 
certains rapports. Je me contenterai de faire, dans ce sens, les 
remarques qui suivent.

Si la fonction o (x) est finie et intégrable dans l’intervalle (a0, a); 
si la fonction f(y) est continue et croissante (*) dans l’intervalle (b0, b); 
si, dans ce même intervalle, elle admet une dérivée finie f (;y); si 
l’on a

ao=f(bo)> a=f(b);

si enfin, la fonction d< (y) f (y), où i|/ (y) désigne toujours ce que 
devient o (x) quand on y remplace x par f (y), est intégrable dans 
l’intervalle (&0, b), on a

-f Hv)f' (y)dy
J &0J «0

9 (.x) dx —

en effet, à chaque nombre positif e correspond un nombre positif rt 
tel que, sous les conditions

bo = y ~ y' =. b, y' — y < vj
on ait

° = f(y') — f(y)<£-

Ceci posé, soit (b0, bv ..., ù„_i, b) un mode de décomposition de 
l’intervalle (b0, b) en intervalles partiels ayant tous une étendue 
moindre que rt ; si l’on pose

«i = f(Pi)> —i — f (bn—ij,
on aura

ao = ai = ••• = an-l < ai

et, de plus, les intervalles partiels qui constituent le mode de décom­
position («0, av ..., an_i, a) de l’intervalle (a0, a) auront tous des 
étendues moindres que e.

Soient encore (30, ..., |3n_j des nombres respectivement compris

(') Oa pourrait aussi bien la ; upposer décroissante : il faudrait alors, dans ce qui 
suit, changer l’ordre des limites a<>,a ou b; pour la commodité du langage, je 
supposerai ici ao < a, bo < b.



329CHAP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

entre b0 et bv £q et b2, ..., bn_x et b tels que l’on ait (§ 136),

at — «o = (hi — K) r (Po)> 
a2 ~ ai = (K — bl) f (Pl),

a—a„_i= {b—bn_x)f

soient enfin

ao —• f (3o)» —i — f ((^»—î)?*. = 1(15,), -,

les nombres a0, av ..., a„_i appartiendront respectivement aux 
intervalles (a0, oq), (oq, oq), ..., (a„_i, a) et les deux sommes 
égales

Gq) T ••• "H ((T Cl.i — j) cp —1)7

(6, - k) 4 (g„) r <M +... + (b - 4 (&._,) r

seront des valeurs approchées des intégrales

f «Ky)f'(y)dy ;
J 60

/“ o (æ) daq

il faut donc que ces intégrales soient égales, car on peut supposer s 
et r, assez petits pour que les différences respectives entre les inté­
grales définies et les sommes précédentes soient inférieures à tel 
nombre qu’on voudra.

Il faut remarquer que la continuité des fonctions 9 (x), f' (y) n’est 
pas supposée.

Le même mode de raisonnement montre que, si p et q sont des 
nombres fixes, la substitution x — p y + q est toujours légitime, en 
sorte qu’on peut assurément écrire

1 ?(x)dx= p® (py
J pliç + q J b0

+ q) dy,

pourvu qu’on sache que l’un des membres de cette égalité a 
un sens.

Voici maintenant quelques exemples. Soit l’intégrale

£ dx
(x — af 4- b2 ’
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on posera
x — a -f* by;

Y) __ ^
aux valeurs p et % de la variable x correspondront les valeurs —-— > 

^---- -- de la variable y, et l’on aura

dix dyy
J p — a/: (x — a)2 + b* 1 -+- y2

T £ — a p — a-!arc tg —-------- arc tg -y-
1

le symbole arc tg désigne toujours, suivant nos conventions, un

nombre compris entre — ~ et -f- ~ : si l’on suppose que ç augmente 2 2
indéfiniment par des valeurs positives et p par des valeurs négatives, 
la quantité entre crochets tendra vers x si b est positif, vers — x si 
b est négatif, en sorte que l’on aura

dxy = ± 5
(x — af + 62

en choisissant le signe de manière que le résultat soit positif. 
Soit encore l’intégrale

dxf! a sin2 x + b cos2 x

où a et b sont des nombres positifs; on est amené naturelle­
ment, afin de rendre rationnelle la quantité à intégrer, à faire la 
substitution

x = arc tg y ;

la fonction arc tg y, toujours comprise entre — ~ et + est conti-

nue et admet, dans tout intervalle, une dérivée par rapport à y, à
1 xx

^ yY Si £ est compris entre — - et + -■> la fonction arc tg ysavoir

prendra les valeurs zéro et £ pour y = 0 et y — tg £, en sorte que

F

U 
! rC.

C-
l i—

‘
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l’on aura
dydxi: te ?

a sin2 x + b cos2 x ay2 + b’

le second membre, comme on le voit en posant

y=Vl— U,a
est égal à

1 (l/f*')1arc

mais il en est tout autrement si \ d’est pas compris entre — %t 4- ^ : 

il ne peut y avoir de valeur r, attribuée à y telle que l’on ait

Ê = arc tg rj,
en sorte que la méthode n’est pas applicable. On pourrait, à la vérité, 
penser que l’impossibilité tient à la restriction imposée à la fonc-

TT TTtion arc tg y d’être comprise entre — - et + mais il n’en est
Z Z

rien ; en effet, toute fonction f (y), continue dans un intervalle donné, 
qui mise à la place de x dans l’équation

V = tg as,

vérifie cette équation pour toutes les valeurs de y qui appartiennent 
à l’intervalle considéré, est de la forme nx+ arc tg y, n étant un 
nombre entier arbitraire, mais fixe, et arc tg y étant compris entre

— 3 et + ‘k 5 Pour clue cette fonction puisse être substituée à x dans 
Z Z

l’intégrale, il faut qu’il existe deux nombres b0, b tels que l’on ait

nr> + arc tg b — £,n% -h arc tg b0 — 0,
d’où

6 = tg £ ;b0 — 0,

l’égalité b0 — 0 entraîne n = 0, et l’égalité arc tg b = ç est impos­
sible. lorsque % n’est pas compris entre — ^ et + ^ •

Z Z
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Il n’en est pas moins facile de calculer, quel que soit ç, la valeur de 
l’intégrale
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dx/:
a sin2 x ■+■ b cos2 x

1ZSupposons en effet £ compris entre - et tc; l’intégrale cherchée est
A

égale à

dx dxL '5
+a sin2 x -h b cos2 x a sin2 x -+- b cos2 x

la première partie est la limite de

(ÿî*x)dxrJ 0
1— arc tg

a sin2 x + b cos2 x Vab

lorsque x tend vers ^ par des valeurs croissantes, c’est à dire qu’elle 
A

est égale à —-—
2 V ab

x — -f■ z, devient

; la seconde partie, si l’on y fait la substitution

5-
01» H)}dzL i : arc tga cos2 z -h b sin2 z Vab

en remarquant que tg ç est un nombre négatif, on voit (§ 98) que 
l’on a

(FfîO01* H)]arc tg = — arc tg

(v,h4TC
= 2 arC f§'

on a donc dans ce cas

W s tg ?)dxI! iTC
—— H----— arc tg
l/a b Va ba sin2 x + b cos2 x

7Zlorsque îj est un peu plus grand que ^ ? la valeur de arc tg

0*
1 S

 I
F

to
 i r]
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~ et la valeur de l’intégrale est voisine de —-— 5 
2 21/ab

est voisine de —

résultat conforme à ce qui précède ; pour ? = x, on a

dxrj «
X

a sin2 x 4- b cos2 x y/a ’
si ç était compris entre x e! 2x, on partirait de l’identité

/; dx dx/°7I

J 0a sin2 x -h b cos2 x a sin2 x 4- b cos2 x

I: dx
4-

a sin2 x 4- b cos2 x ’
Xla première partie du second membre est égale à —— ; le calcul de

V a b

la seconde partie, par la substitution x = x 4- z, se ramènerait au 
calcul de l’intégrale

• % dxJ.
a sin2 x 4- b cos2 x

que l’on sait effectuer; enfin si £ était négatif, on n’aurait qu’à faire 
la substitution £ = — z.

Considérons encore, en supposant

y = cc2 4- 2 px 4- q,O)

l’intégrale

/; ? (y) dx;

je suppose que 9 (y) soit une fonction continue de la variable y dans 
l’intervalle (0, $') ou ((3', (j), en posant, pour abréger,

P = *2 + a + q,

Si l’on veut substituer dans cette intégrale, à la place de x, une 
fonction de y qui vérifie l’équation (1), il faut d’abord définir cette 
fonction; on tire de l’équation (1)

— a'2 4- 2/j a' 4- q.

— P ± l/p2 — q + y;x —
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si, dans le second membre, on rétablit cc2 4- 2px -i- q à la place 
de y, il devient

— p ± V{x + py.

Le radical, auquel je supposerai qu’on donne toujours le sens arith- 
métique, est égal à ± (x -\- p), en choisissant le signe qui donne un 
résultat positif ; d’un autre côté, si l’on veut que le second membre 
se réduise à x, il est nécessaire de prendre le signe +.

Ceci posé, il convient de distinguer plusieurs cas; supposons 
d’abord que l’on ait

a < a' < — p ;

pour les valeurs de x qui appartiennent à l’intervalle (a, a'), x -+- p 
est négatif; si l’on pose

— p — yp- — q 4- y,(2) x —

le second membre se réduira donc effectivement à x quand on y 
remplacera y par æ2 4- 2px -h q, en supposant que x appartienne 
à l’intervalle (a, a'); en particulier, il se réduira à a pour y = (3, 
à a' pour y =$'; la forme même de l’équation (2) montre que x va 
en diminuant quand y augmente; on a donc [â' < (3 et lorsque 
y diminue de ^ à (3', x augmente de a à a'; on a d’ailleurs

dx — 1
dy 2 >/y - q +

loutes les conditions requises pour appliquer la méthode sont vérifiées 
et l’on a

/»a'

J a
} ÇV ? (y) dy 
2 J P — q -h y

<? (x2 + 2px + q) dx — —

la même conclusion subsisterait si l’on avait 

a' < a < — p.

Au contraire si les deux nombres a, a' étaient plus grands que —p, 
l’intégrale proposée serait égale à

' ? (y) dy

P Vp- — q 4- y

1 p
2 J 6
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Mais les choses se passeraient d’une façon toute différente, si l’on 
avait

x < — p < a' ;

remarquons d’abord que pour x — — p on a y — q — p* ; ceci 
posé, si l’on fait

— p — Vp* — q + y,x —

le second membre se réduit bien à x quand on y remplace y par 
x~ -+- p x -f- q et que x appartient à l’intervalle (a, — p); le second 
membre, ici encore, décroît quand y croît; puisqu’il est égal à a 
pour y — [3, il faut que l’on ait

P XJ — P\

et que, lorsque y diminue de (3 à q — q>2, x augmente de a à — p 
mais il faut prendre

— p + V p1 — q -P yx —

pour que le second membre se réduise à x quand on y remplace y 
par x~ -+- 2px + q et que x appartient à l’intervalle (—p, a'); 
puisque le second membre croit avec y, on a (3' > q — £>2 et lors­
que y croit de q — p- k fi', x croit de p à x'. Pour obtenir toutes les 
valeurs de x comprises entre x et x', il faut donc employer deux 
substitutions différentes et faire varier y de (S à q — q>2 et de q — qP 
à La discussion détaillée qui précède montre bien comment on 
devra s’y prendre ; on partira de l’identité

px' p—P px.’
I ? (y) dx=z ? (y) dx +

J X J a J —p
? (y) àx\

on transformera la première intégrale du second membre par la 
substitution

— p — Vp2 — q p y,X —

la deuxième par la substitution

— P -p Vp* — q -p y,X —
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on aura ainsir ? (?/)d a
Kp2 — q 4- y
? (y) dv

ZZZZHZZZHIIZZI ’
g-.pl |/p- — q -h y

1 n<i—py
zjp? (y) dx — —

r ? (y) dx = ± P'
J —p & J g

et par conséquent

J X
® (x2 4-2px + q) dx

? (y) dy ? (y) dyr
J q—ps

r
J q-p"-Vp1 — q + y Vp* — q -t- y

On sera certainement dans le cas qui vient d’être examiné si a, a' 
sont les racines du trinôme x2 4- 2px 4- q, puisque les racines 
comprennent certainement entre elles leur demi-somme — p ; on 
aura alors

q — p2 < 0& = P' = 0,
et

I 9 (x2 4- 2px 4- q) dx — f 
J a J q—p*

? (y) dy
Kp2 — q 4- y

Les exemples qui précèdent avaient pour but de montrer les 
principales précautions à prendre dans l’application de la méthode 
de substitution; j’ajouterai la remarque suivante, qui fera voir, en 
particulier, comment les problèmes traités dans les paragraphes 162 
et 164 n’en font qu’un seul, au moins dans le cas où l’on a affaire à 
des fonctions continues.

Étant donnés les quatre nombres a, «0, ù, b0, si l’on considère la 
fonction

___ ^y + ij‘— 47 ; ’X y 4- p.'

où X, p., X', p/ sont des nombres arbitraires, tels cependant que — ^

ne soit pas compris entre b0 et b, on sait que lorsque y varie de bQ à b, 
x varie, toujours dans le même sens, de

X7

A b 4- p.X b0 4- p.
i ’X' b0 4- p.1

M
l I-

-

to
i t-

i
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on pourra disposer des constantes X, p. de façon que ces quantités se 
réduisent à a0, a; si donc 9 (ce) est une fonction continue dans l’inter­
valle («0, a), on pourra remplacer l’intégrale

CH AP. VI. — DES INTÉGRALES DÉFINIES.

1 © (x) <ix
c/ «0

par une autre intégrale dont les limites seront b0 et b; on peut de la 
même façon, si l’intégrale proposée a une limite inférieure finie a0 
et une limite supérieure infinie, la ramener à une intégrale dont les 
deux limites soient finies. Considérons, par exemple, l’intégrale

r © (x) dx

où a0 et q sont positifs, où q devra grandir indéfiniment, et où © (x) 
est une fonction continue de x dans l’intervalle (o0, q) quelque grand 
que soit £; on aura, en faisant la substitution

1x — b — y
et en posant

1 1
b0 = b - -- 1

a0

■s: -frg) dy . 
(b — y)

r ? (») dx — 2 ?

lorsque ç augmente indéfiniment par des valeurs positives, rt tend 
vers b par des valeurs croissantes; si dans ces conditions le second 
membre a une limite, l’intégrale

I <? (x) dx
a0

aura un sens; c’est ce qui aura lieu en particulier si la fonction

1 ’irh)(h-y)'

tend vers une limite; si cette fonction devient infinie aux environs 
de y = b, on pourra appliquer les règles du paragraphe 162. Inver­
sement on peut ramener l’étude du cas où l’on a à faire tendre la 

Tannery. — Théorie. 22
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limite supérieure d’une intégrale vers un certain nombre, à l’étude 
du cas où la limite supérieure augmente indéfiniment; les critériums 
logarithmiques, dont l’emploi n’a été expliqué que dans le second cas, 
pourront ainsi être utilisés dans le premier.

Il ne me reste plus, avant d’abandonner ce sujet, qu’à traiter un 
exemple annoncé au paragraphe précédent.

Soit
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J =sin ce* dx,

il s’agit de montrer que, lorsque le nombre positif $ augmente 
indéfiniment, la quantité J tend vers une limite. La fonction sin x*
reste positive quand x varie de V^lnr* à 1/(2 n. 1)tt, négative 

quand x varie de J/(2n + 1)tc à 1/(2n + 2)tc; on peut donc poseç.

J = u0 — m, + — ... ± up rp tip,

en faisant
\ (2n +1) 1tu ■>„ =y* sin x* dx,

v 2 H 7C

i \ {in 4-2) TC
sin x1 dx;U-2n -4- I ------

\/ dn+ 1) TC

Ci
l’indice p est égal à la partie entière de — ; le dernier terme + u’p est 

égal à
r_

J \/p 71
sin cc2 dx.

En faisant dans les deux termes u2n, u2n + i les substitutions respectives

x — 1/2nz -t- y, x = 1/(2n + 1) x -+- y,

on trouve sans peine

? sin y dy 
l//'2 n - -+- y 

sin y d y

J.( f.j n --- — y

P= if.
1/(2 n -F- 1) ~ y
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en posant
$ = (2n -R 1) tc — 2 me,
P' = y(2n + 2) tc — K(2?r + 1) tc;

on voit de suite que l’on a
^ < TC.

Les deux quantités uw u2n+l sont positives et la seconde est plus 
petite que la première; en effet on a

^P sin y dy ^ Ç 
J o \/2nx + y . J P

p sin y dy P sin y dyX y 2htc P' |/2nTC y

le second terme du second membre est positif; d’ailleurs on a

P'P' sin y dy sin y dyXX K2nTC + y y (2 n + 1) tc + y

puisque l’on a, pour les valeurs de y comprises entre 0 et tc,

sin y sin y
>

y2htc H- y y(2n -t- 1) tc y

on voit de la même façon que l’on a

etc.W‘2 n 4- 1 ^'2 n -4- 2 5

Les termes u2M u2n+1 tendent vers zéro quand n augmente indéfi­
niment.; dans l’intervalle (0, jâ), en effet, on a

1sin y
y 2 htc|/2utc + y

et par suite

-Xvl;.3w2n <
2 y2nr.

enfin on voit de même que le dernier terme u'p est plus petit que up 
et par conséquent décroît indéfiniment quand ç, et par suite p, 
augmentent indéfiniment. Dans ces conditions J a pour limite la 
somme de la série convergente (§ 69)

W0 — + W2 --  ... -+- If2n --
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On démontre d’ailleurs que l’on a

cos ic2 d x — ~ y/-■i:sin ce2 dx —

166. Soit f (x, y) une fonction des deux variables x, y définie et 
finie pour l’ensemble des valeurs qui satisfont aux conditions

an x a, ho = y ~

a0, a, 60, b étant, des nombres donnés. Si, lorsque l’on attribue à y 
une valeur fixe appartenant à l’intervalle (60, b), la fonction f (x, y), 
regardée comme une fonction de x, est intégrable dans l’intervalle 
(a0, a), et cela, quelle que soit la valeur choisie pour y, l’intégrale

(1)

f f (x, y) dx
«y «o

définira, dans l’intervalle (60, 6), une fonction de y : désignons cette 
fonction par 9 (y); on peut se demander si elle est continue et si elle 
admet une dérivée dans l’intervalle (b0, b).

Soient y', y" deux valeurs appartenant à cet intervalle, on aura

? (y") — ? (y') = f [f (x> y") — f (x, y1) 1dx•
J «0

(2)

Regardons pour un moment y' comme donné; si à chaque nombre 
positif e correspond un nombre positif v; tel que, pour toutes les valeurs 
de x, y" qui vérifient les inégalités

( an < æ < a,
f I y" — v' I <(3)

on ait

I f (x, y”) — f(x, y') I < s,(4)
la fonction © (y) sera continue pour y — y' ; on aura en effet,, pour 
toutes les valeurs de y" qui vérifient les inégalités (3),

I ? Cy1 — ? (y') I ^ e (a — <*„),

le nombre arbitraire s pouvant être remplacé par -----
est continue pour y — y' (§ 76).

? la fonction
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Si à chaque nombre positif e correspond lin nombre positif rt tel 
que l’inégalité (4) soit vérifiée pour toutes les valeurs de x, y', y\ 
qui vérifient les inégalités

a0 ~ x a, K ^ y' ^b, b0^ y" ^ b,

I y" — y' I <
la fonction ? (y) sera (§. 75) continue dans l’intervalle (ù0, b). Il en 
sera ainsi certainement si la fonction des deux variables x, y est 
continue dans le champ (E) défini par les inégalités (1), c’est à dire
si (§ 139) à chaque nombre positif a correspond un nombre positif (3 
tel que l’on ait

I f(x, y) — f{x\ y' \ < a.

sous les conditions

a0 ^ x' ^ a,a0 ~ x a,
bo~V = b,
| x — x' 1 < p, | y — y* | < p.

Si, en particulier, la fonction f(x, y) admet une dérivée fv (x, y) 
par rapport à y, pour chaque système de valeurs x, y appartenant 
au champ (E), et si cette dérivée reste toujours inférieure à un 
certain nombre positif M, on aura, quelles que soient les valeurs x, 
y', y" appartenant au champ (E),

I f(p, y") ~ ffa y') ! < M | y" — y' J;

dans ce cas la continuité de la fonction 0 (y) est manifeste.
Cette continuité étant supposée, ainsi que l’existence de la dérivée 

fy (æ, y), on a, en supposant toujours que yyv appartiennent à 
l’intervalle (b0, b),

af(x, y") — f (x, y')?(?/")- 9 (y') r*a 

J cio(5) dx.
yv — y y" — y'

Regardons dans cette égalité y1 comme fixe et faisons tendre >/ 
vers y , la quantité

f(x, y«) — ffa y')

y" — y'

où la seule variable est y\ tendra vers la limite f'v (æ, ?/'), en dési­



sous les seules conditions

K ^ y" ^ &, 
\ I y' — y1 I < ï)-

^ a,
H) '

Dans ce cas, en effet, la valeur absolue de la quantité

? (/) - ? (y1) - fy (x, y') dx, 
tJ «0y" — y

ou
‘Tf(x, y') — f(x, y')I — fy .(®, 2/') dx,

y" — y'tlo

sera pour toutes les valeurs de qui vérifient les inégalités (7) plus 
petite que (a — a0) e.

On sera certainement dans ce cas si la fonction f'y (as, y) est 
continue dans le champ (E); on a, en effet (§ 136),

f(x, y") — /‘(as, y')
— fy (œ, y"\y" - y'

en désignant par ÿ" un nombre compris entre y' et y" ; l’inégalité (6) 
équivaut donc à la suivante :

I fù (*, y'") — fy (x, y') I < e;

si à chaque nombre positif e correspond un nombre positif r/ tel que

gnant par ce symbole ce que devient f'y (as, y) quand on y remplace y 
par y' ; on ne peut en conclure que le second membre ait pour limite
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f fy (*, y') dx,
J a0

ni même que ce symbole ait un sens ; mais cette conclusion deviendra 
légitime, si la fonction de x, f'y (as, y1), est intégrable dans l’inter­
valle (a0, a) et si, en outre, à chaque nombre positif e correspond un 
nombre vj tel que l’on ait, pour' toutes les valeurs de as appartenant 
à l’intervalle (a0, a),

f (x, y") — f'(x, y')
(6) — fù (æ, y') < e,

y' - y

hO 
&
:

S 
3*
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cette inégalité soit vériliée sous les seules conditions

bo ~ y" < h>
I y"' -y' l<

et c’est ce qui aura certainement lieu quand la fonction f'y (x, y) des 
deux variables x, y sera continue dans le champ (E), il est clair que 
l’on pourra satisfaire aux inégalités (6) sous les conditions (7) et que 
l’emploi de la formule

a0 rfS x a,

f f f(x, y) dx~\ = f D„ [f (x, y)] dx 
I_a0 «J a0

sera légitime pour toutes les valeurs de y qui appartiennent à l’inter­
valle (b0, b).



CHAPITRE VII

SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

167. Reprenons Ja formule, établie au paragraphe 146,

h2
f (x + h) — f (x) + ~ f (x) +

/
o f <•>+ -

(O (1 — 0)n~p hnh*~l
f(n) (x + 6 h) ;1.2 ... (n — 1) 1.2 ... (n — 1) p

0 est un nombre compris entre zéro et un, n et p sont des nombres 
entiers positifs. Cette formule sera légitime si la fonction f (x), dans 
un intervalle auquel appartiennent les nombres x, x + h, est con­
tinue, admet des dérivées continues jusqu’à l’ordre n — 1, et une 
dérivée nième qui soit finie.

Supposons que ces conditions soient vérifiées quelque grand que 
soit n, et que, en outre, pour les valeurs considérées de x et h, le 
terme complémentaire

(1 — (ï)n~p h*
1.2 ... (n — 1 ) p

f(n) {x 4- G h)

ait pour limite zéro quand n augmente indéfiniment; alors la série 
indéfinie

f(*) + £/”(*)+ y~2 + - + hn~1 /■(«—i) (x) + ...
1.2 ... (n — 1)

sera convergente et aura pour somme f (x -1- h), puisque la somme 
de ses n premiers termes diffère de f (x -t- h) d’une quantité qui a 
pour limite zéro quand n augmente indéfiniment; on pourra donc



345CH AP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN. SÉRIE.

écrire alors

f 0» + h) = f (x) +1lf’(x) + lLf'(x)+ ...(2)

C’est la formule qui s’est présentée, d’un autre point de vue, au 
paragraphe 112 : elle permettra de développer la fonction h)
suivant les puissances entières et positives de 7i, si les conditions 
pour qu’elle soit applicable sont réalisées; à la vérité, il est souvent 
difficile de reconnaître qu’il en est ainsi lorsqu’on part d’une fonction 
donnée f(x); l’expression générale de la dérivée n 
tion peut être fort compliquée, et il devient alors fort malaisé de 
reconnaître si le terme complémentaire tend vers zéro quand n 
augmente indéfiniment.

Quand on a affaire à une fonction f (x) dont on sait que f(x + h) 
est développable en une série qui procède suivant les puissances 
entières et positives de h et pour laquelle on sait effectuer le déve­
loppement, la formule (2) permet, en s’appuyant sur ce que ce 
développement ne peut s’effectuer que d’une seule façon (§ 109), de 
trouver la forme de lanième dérivée fin) (x) de f (x) ; je me contenterai 
de citer les exemples suivants.

Soit

ième de cette fonc-

f O) = e-*5,

on reconnaîtra de suite, en se reportant aux paragraphes 111 et 112, 
que l’expression

g—(æ + A)î __ g—xi g—h(.2x + h)

est développable en une série procédant suivant les puissances 
entières et positives de h, le second facteur du second membre est 
égal à

h (2x + h) h2 (2x + b)21 —
1 1.2

hp (2x -i- h)p
1.2 ... p+ (- 1)

on obtiendra le coefficient de hn en développant les termes de cette 
série par la formule du binôme et réunissant ensemble les termes 
en hn-, les seuls termes qui fourniront des termes en hn sont ceux
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pour lesquels on a

^ p en;

effectuant ce développement, et égalant à f(n) (x) le coefficient de hn 
multiplié par 4.2 ... n e~x\ on trouvera pour la valeur de Dj!l) e~-'\

n (n — 1)*5 j~(2 x)n •

+ (- 1)

(- l)n «- ('2x)n~2 + ...1

}.n (n — 1) ... (n — 2i -h 1) (!2x)n~u + •1.2 ... i

la quantité entre crochets est un polynôme de degré n dont le dernier
n — \

terme s’obtiendra en faisant i = ——Jà
impair ou pair.

Soit encore

suivant que n seraou i —

1
f(x) =

1 + x2’

montre par induction que f(n) (x) est de la formeon

K
(1 + xî)"+l’

P„ étant un polynôme entier en x du degré n ; d’ailleurs f (x + h) 
est développable en série procédant suivant les puissances entières 
de h, sous les conditions

j h | -f- | x | < 1,\x \ el,
on a alors

hnP.1 1 — 2x h
l+(x-f-h)- 1-f-x2 (l-i-x2)2l (1 + x2)n‘+'1 1,2...n • * >

en multipliant les deux nombres par 1 + x2 + 2x/t + h- et égalant 
à zéro le coefficient de hn dans le second membre, on trouve la 
relation

+ n (n — 1) (1 -t- x1) P„_2 = 0;P„ + 2 nx P„ 

cette relation jointe à celles-ci,

— I

Po = l, Pj = — 2x,

to
i S

M
l S



dérivée f(n) (x) de la fonction f (x) existe etElle suppose que la n 
est finie dans l’intervalle (0, x) ou (x, 0). On lui donne habituelle-

ième

ment le nom de formule de Maclaurin. Elle donne lieu aux mêmes
observations que la formule dite de Taylor, d’où elle a été déduite. 
Si elle est applicable quelque grand que soit n et si le terme complé­
mentaire

(1 — O)'1--'’ xn
1.2 ... (n — 1) p

f(n) (Oæ)

tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, la série indéünie

— im + */”<») +r^r(«) + - xn p-D (0) + ...
1.2 ... (n — 1)

sera convergente et aura pour somme f (x) ; si l’on arrive à recon­
naître que ces conditions sont réalisées, on pourra donc développer 
la fonction f (x) suivant les puissances entières et positives de x par 
la formule

x°f(x)z=f (0) + r (°) + or(0) + -
(i — ey-* xn

1.2 ... (n — 1) p

(1) xn~l
p° (ex).p-o (o) +

1.2 ... (n — 1)

347

permettra, puisqu’elle doit être vérifiée identiquement, quel que 
soit æ, de calculer successivement P2, P3, ..., Pn; d’autres méthodes 
fournissent l’expression générale des polynômes Pm, à savoir

CHAP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

(n + 1) n (n — 1)
1.2.3

(n + 1) n ... (n — 2i -+- 1)
‘ 1.2...i X

P„ n H- 1 xn — xn~2 + ...
(— l)n 1.2 ... n 1

n— 2 î+ (- iy ••••>

mais la relation précédemment obtenue met en évidence la propriété 
qu’ont les polynômes Pm de former une suite de Sturm.

168. La formule (1) du paragraphe précédent, lorsqu’on y rem­
place x par zéro et h par x prend la forme suivante :

+or & to
 

1•*+o

« 1--foHeo

i-M
 8
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Tel sera le cas si l’expression fw (x), pour les valeurs de lu variable 
comprises entre zéro et a, reste, quel que soit l’entier positif n, 
inférieure en valeur absolue à un certain nombre positif M ; la 
formule sera alors applicable pour les valeurs de x comprises entre 
zéro et a\ en effet, on voit, en supposant p = n, et en désignant 
par A la valeur absolue de a, que le terme complémentaire est, en 
valeur absolue, inférieur à

A’4 M
1.2 ... n

or cette expression tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, 
puisque la série dont le (n -f- 1) ième terme est

A’
1.2 ... n

est convergente, quel que soit A.
Cette circonstance se présente pour les fonctions e*, sin x, cos x : 

l’application de la formule (2) à ces fonctions fournira des résultats 
obtenus antérieurement, à savoir les séries mêmes qui ont servi de 
définition à ces fonctions.

La formule s’applique encore sans difficulté aux fonctions (1 -f- xf\ 
log (1 + cc); on a ainsi un nouveau moyen d’établir les développe­
ments en série, obtenus dans les paragraphes 102, 103; pour que 
cette nouvelle démonstration ne constitue pas un cercle vicieux, il 
faut, bien entendu, supposer qu’on soit parvenu aux dérivées de ces 
fonctions sans se servir de leurs développements en série.

Quoi qu’il en soit, si l’on fait d’abord

f(x) = (1 + afp,
on aura

f" (x) — m (m — 1) ... {m — n + 1) (1 x)m~n,

et le terme complémentaire de la formule (1), en y faisant successi­
vement p = n, p = 1, prendra les deux formes

m (m — 1) ... (ni — n -t- 1)
1.2 ... n

m (m — 1) ... (m — n -t- 1)
1.2 ... (n — 1)

xn (1 + Ôæ)”1-",

-i/ 1 — 0 V’1æ*s'U + ex)—
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La première forme convient quand x est positif, la seconde quand 
x est négatif. Soient en effet M un nombre positif égal ou supérieur à 
la valeur absolue de m, et a un nombre positif plus petit que un. 
La série dont le terme général est

CHAP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

M (M + 1) ... (M + n — 1)
A „ = an1.2 ... n — 1

est convergente (§ 66) : A„ tend donc vers zéro quand n augmente 
indéfiniment; d’ailleurs si ce est positif, (1 + §x)m~n est plus petit 
que un dès que l’on a n > m; le terme complémentaire, pris sous

A
la première forme, est donc, si l’on suppose x < a, inférieur à — ; il

a pour limite zéro quand n augmente indéfiniment. Si x est négatif, 
la quantité

y-
\1 + 0 x)

est plus petite que un, et le terme complémentaire, pris sous la
seconde forme, et si l’on suppose — x < a, est, en valeur absolue, 
moindre que

A„ (1 + a)11-1,

il a encore zéro pour limite quand n augmente indéfiniment; si donc 
on suppose x inférieur en valeur absolue à a, ou, ce qui revient au
même, à un, la formule (2) est applicable à la fonction (1 q- x)m et. 
l’on peut écrire, en remplaçant /’(0), f' (0), f" (0) ... par 1, ni, 
m (m — 1), .. * 5

m (m — 1)ni
(1 -f- X)m — 1 + — X -i- x2 H- ...1.21

Les raisonnements qui précèdent s’appliquent à la fonction log (1 + x) ; 
le terme complémentaire se déduit en effet de celui qu’on vient d’étu­
dier en remplaçant m par —1, et n par n — 1; on aura donc, 
pourvu que x soit, inférieur à un en valeur absolue,

x2log (1 -f- X) — ----- -- 4-2

Considérons encore la fonction

y = arc tg x ;

co
l 8 I w

« 
i

1-
11 H
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1on a donné plus haut l’expression de la dérivée n ièmc de c’est1 -h cc2
à dire de la dérivée {n + l)ième de arc tgar; on en tirera immédia­
tement les valeurs des dérivées successives pour x — 0 et l’expression 
du terme complémentaire; mais on obtiendra une expression de ce 
terme qui se prête mieux au calcul, en partant d’une autre forme de 
la dérivée nième de arc tg x; en désignant par y', y\ ..., y(n\ ... les 
dérivées successives de cette fonction; on a tout d’abord

y1 — COS2 y;

en prenant les dérivées des deux membres par rapport à x, on a 
ensuite

y" = — 2 cos y sin y y' — — sin 2 y cos2 y,
puis

y'" =z — 2 cos y (cos 2y cos y — sin 2 y sin y) y' = — 2 cos 3 y cos3 y,

de même
yiv = 2.3 sin 4y cos4 y;

ces formules peuvent s’écrire

y' — sin (> -1) cos ?/,

(y + ^ cos2 y,y" — sin 2

(y + cos:i y,y'" — 2 sin 3

M)yIV — 2.3 sin 4 cos4 y ;

elles conduisent à poser

y(n) — 1.2 ... (n — 1) sin n cos" y,

formule que l’on vérifie immédiatement en en déduisant

»(>e)7/(n■+■ n — 1,2 ... n sin (n -f- cos"+1 y.

On observera d’abord que, pour x — 0, y est nul et que, par 
se réduit àconséquent, la dérivée n ième

10
! MSsto



cos" y
Un(sin n ( y

La série

1
• + (- O” r *+" • • *2u -f- 1

]C ~ ^ *... + (_ 1)* + • ••;2 n + 1

T •>n

en désignant par Ç = üx une valeur comprise entre zéro et x. Soit a 
un nombre positif plus petit que un, on voit que si la valeur absolue 
de x est moindre que a, la valeur absolue du terme complémentaire

O/1
sera moindre que —; par conséquent, si x est en valeur absolue n
moindre que a, ou, ce qui revient au même, moindre que un, la 
formule (2) sera applicable à la fonction arc tg x, et, si l’on tient 
compte des valeurs que prennent, pour x = 0, les dérivées successives 
de cette fonction, on pourra écrire

ne peut d ailleurs être convergente pour des valeurs de x plus grandes 
que un en valeur absolue, puisqu’elle n’est pas absolument conver­
gente pour x = 1 : ce n’est donc certainement que pour les valeurs 
de x qui appariiennent à l’intervalle (— 1, ,-t-1) que le développement

le second membre est une série convergente pour x = ± 1 ; c’est 
donc (§ 107) une fonction continue dans l’intervalle (— 1, -+- 1); il 
en est de même de arc tg x, en sorte que l’égalité précédente subsiste 
pour x = ± 1 : on a donc l’égalité suivante, due à Leibniz,
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quantité qui est nulle si n est pair, égale à

n— 1
1.2... (n—1),(- P

si n est impair.
Quant au terme complémentaire, si l’on fait p — 1 dans l’expression 

générale, on obtient pour sa valeur

to
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%de arc tg x est valable. L’expression donnée plus haut pour - se

prêterait mal au calcul des valeurs approchées de ce nombre, à cause 
du peu de convergence de la série ; mais on peut déduire du dévelop­
pement de arc tg x des séries très convergentes qui permettront de 
calculer tc avec telle approximation que l’on voudra ; je me contenterai 
de citer l’identité, bien facile à vérifier,

^ — 4 arc tg 1 arc tg

1 4
qui, lorsqu’on remplace arc tg - et arc tg —— par leurs développe-O A Ou

1Z
série, fournit, pour le calcul de - une série très convergente.

On a, pour prouver la légitimité de la formule (2) appliquée à la 
fonction arc tg x, utilisé une forme spéciale de la dérivée n 
cette fonction ; on pourrait encore, au moyen d’artifices particuliers (*), 
prouver qu’elle est applicable à la fonction arc sin x; mais le déve­
loppement de cette fonction, comme d’ailleurs ceux de arc tg x et 
de log (1 -f- x), s’obtiendra bien plus facilement en suivant une 
méthode qui sera exposée dans le paragraphe 470.
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ments en

ième de

169. A la formule de Taylor se rattache une formule importante, 
dite habituellement formule sommatoire de Maclaurin, bien qu’elle 
soit due à Euler, qui en a d’ailleurs tiré grand parti (2).

Soit f (x) une fonction dont je supposerai qu’elle admette, dans un 
intervalle auquel appartiennent les valeurs x, x -f- h de la variable, 
des dérivées finies et continues f (x), f" (cc), ... d’un ordre au moins

(!) \o\r \e Recueil complémentaire d’exercices sur le calcul infinitésimal, de M. Tisse­
rand, p. 45.

(2) Institutiones calculi differentialis, cliap. V. L’altribution de cette formule à Euler 
est due à M. Enestrôm; voir dans le t. V des Acta Mathematica, p. 2, la réimpression du 
mémoire de M. Malmsten : Sur la formule

; = a Ux - 2 A < + j’4 A U"hu'

. Ce mémoire a paru pour la première fois dans le Journal de Crelle, t. XXXV (1847). 
L’analyse qu’on trouvera dans le texte ne diffère de celle de M. Malmsten que par des 
simplifications de forme. On trouvera dans le mémoire plusieurs fois cité de M. Dar- 
boux sur les développements en série des fonctions d’une variable une autre démonstration 
de la formule d’Euler déduite d’une formule citée au paragraphe 158.
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égal à l’ordre de celles qui figureront dans les formules qui vont 
suivre ; posons pour abréger

CHAP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

f(i> ([x h h) — f(i) (x) =. A f® (x);

on pourra écrire

h* h»/
— (æ)+ h
P

\f(x)= hf (x) + —f (»)+...+ p+\
P 0>1.2 ...

li- hph\f' (x) =(!) 1.2...(p—1)1

hp\hp-'\f(p-D (x) —
1

en posant, suivant qu’on adopte une forme ou l’autre du terme 
complémentaire du reste de la formule de Taylor,

1
fp+1 &)Pi = 1.2 ... (p — i + l)

ou
1 /> _ ty-ifP+i (x + jlt) dt;Pi — 1.2 ... ( p — i)

dans ces formules i doit prendre les valeurs 0, 1, 2, ..., p — 1 ; dans 
la première désigne un nombre dont on sait seulement qu’il est 
compris entre x et x + h. Il est clair que, entre les équations (1), 
on peut éliminer les quantités

h2 f" (x), IP fO), ..., h* (x) ;

il suffit pour cela de les ajouter membre à membre après les avoir 
multipliées par des nombres A0, At, ..., Ap_i qui vérifient les 
équations

A0= 1,/
A0 A,
1.2
A0 A A2

(2) + —A + — — 0,
1.2 '1.2.3 1

APA0 A
I ° — g______Ai____
\ 1.2...p 1.2...(23 — 1)

•+• ... 4- “ —0.1
23Tansery. — Théorie.



Afin de les résoudre en général, on remarquera d’abord que si 
bon remplace^ par un nombre plus grand, les p premières équations 
restent toujours les mêmes. Imaginons qu’à la suite des équations (2) 
on ait écrit les équations qu’on déduirait de la dernière en rempla­
çant p par p + 1, p -+- 2, ...; multiplions toutes ces équations par z, 
z'1, ..., zp, ... et ajoutons en réunissant les termes placés sur une 
même verticale; cette opération serait légitime si l’on était assuré de 
la convergence absolue de la série à double entrée dont le terme 
général est

( : ' )KzP
1.2 ... (p — q)

1 1AA» = 1, A t A, = 0,? 1■ 12

quoi qu’il en soit, on trouve ainsi

(c~ — 1) (Aq -t- Atz -h A2z2 -t- ... -t- Apzp -t- ...) ~ z;

d’où

—- —A0 + Atz + A2z2 + ... -t- i\p:p 
e — l(3) ...,

en sorte qu’on est amené à penser que les nombres cherchés A0, At, 
A2, ..., A;), ne sont autres que les p + 1 premiers coefficients du 
développement de la fonction

z
•>

ez— 1

suivant les puissances entières et positives de z, développement dont 
on a établi la légitimité au paragraphe 117; on s’assure qu’il en est 
bien ainsi en constatant que, si l’on regarde pour un moment, dans 
l’équation (3), les quantités A0, At, A,, ... comme des coefficients 
indéterminés, si l’on multiplie le second membre de cette équa­
tion par

z2 z3
e' _ 1 - r + T7ï + 17273 + • *

354

Ces équations permettront de déterminer successivement les coeffi­
cients A0, A,, A,, ... et donneront
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en désignant par Bt, B2, Bn, 
donc que l’on ait

A0 = l, Ai —

A2,î “ ( 1)U1.2... 2n

b2
: Z* + ...1.2 1.2.3.4

B„- (- 1 )- 2 71- • • * y1.2 ... 2 n

... les nombres de Bernoulli; il faut

B iA A3=:0, .. * 51.2

= 0, (»i=l,2,3,...).A2 n+ 1

Z

ez — 1
(B)

/

Si donc, dans les équations (1), on suppose p = 2n et qu’on les 
ajoute après les avoir respectivement multipliées par A0, A1? A2, .. 
A2n_i, on aura

BJi*hf (x) = \f (x) — ^ \ f (x) Hr 

AfIV(æ)+ ... +(— l)n

Af (œ)1.2

B, /A B;}_! h2n~2(4) \fin-2

1.2...(2n —2)1.2.3.4

+ B 2 »+!•

C’est, abstraction faite du reste R 
dans les notations, la formule d’Euler.

R- 2 n 4-1

71 + 1

quantités p0, pt, ..., p2„_2. Si l’on adopte, pour ces diverses 
quantités, la forme où figure une intégrale définie, on pourra 
écrire-

et de quelques changements2 ?i 4-1

est une fonction linéaire, à coefficients numériques, des

li211+1 f 'i> » rB.2h4-1 -- ii+ 1 (,x + h t) cl t,1.2 ... 2 n

et si, enfin, on écrit que le produit est identiquement égal à z, on 
retrouve les équations (2), pour déterminer les coefficients A; on a 
d’ailleurs (§ 117), pour | z | < 2ir,

CHAP. VII. — SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 3t>0
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en posant

2 n (2 n — 1 )1 2)to(t)=(i—tyn— (i—tyn — i — 2
1.2

2 n (2 n — 1)... (2n— 2 i+ 1)
(5) Bf(i—+..

1.2 ... 2i

2 n (2n — 1)
B„_i (1 — t)-.— (- 1)" — i

1.2

Dans cette formule, en avant des nombres de Bernoulli figurent 
les coefficients binomiaux, pris de deux en deux, et relatifs à la 
puissance 2nième. Avant de transformer l’expression de R2b+1, je 
ferai de la formule (4) une application qui nous conduira à des 
résultats importants en eux-mêmes et indispensables pour cette 
transformation.

Si l’on suppose que, dans la formule (4), f (as) soit un polynôme de • 
degré inférieur à 2n 4- 4, le reste disparaîtra de lui-même; par 
exemple, en faisant *

f (oc) — (x — 1)B+1, h — 1,
on aura

/ n+ 1 1(n-f- l)(æ — l)n=x1l+1 — (x— 1)n+ 1
1

(n -+- 1) n
+ B \xn — 1(G) 1.2

I
T) (1l + l) U (il ~ VO1 ~ 2) | 

’2 1.2.3.4 — (x — l)"-3] + ...— 3

\

Le dernier terme contient [as — (as — 1)] si n est pair et 
[as5 — (as — l)5] si n est impair. Si l’on désigne par p un nombre 
entier positif, que l’on remplace dans l’équation (6) as successive­
ment par 1, 2, ..., p et que l’on ajoute, on aura, après avoir divisé 
par n + 1,

n + 1 11
- l)n =----- ,)i + 1

r) (n-t-l)n(n—l)(n — 2)
~ ’2 1.2.3.4

ïp1" + 2!i 4- ... 4- (p 

(n 4- 1) n_____ p~

î4- 1P'
1

V)
4-B pn 34- ... •

Le second membre de cette formule, quand on y replace l’indé-



terminée x au lieu de l’entier p, est ce que l’on appelle un polynôme 
de Bernoulli, je le désignerai dans ce qui suit par <pn(æ); si l’on 
tient compte de la remarque précédemment faite à propos du dernier 
terme de la formule (6), on voit qu’il convient d’écrire

CHAP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 357

(2n + I)2n2n+ 1 1
(2n+ \ )z,,l{x) = xi ~x2n-\- Bj £

(2n 4- 1) 2n (2n - 1) (2n - 2)
* 1.2.3.4

(2)1 + 1) 2n ... (2n — 2i 4- 2)

« + 1
1 1.2

— 3

-(-]>'B, i n — 2 i -t- 1 _j_

1.2 ... 2i

2 n -h 1
- (- O" B» X,

1
(8) \

2n(2n— 1) „\_____ / ^>2 n— 22 n 1
2n ©2n_1 {x)—xr n — - æ3,i_1 -t- B

1 2 1.2
_ 2)i (2n — 1) (2n - 2) (2n — 3) B,--------------------- —----------———

2 1.2.3.4
2n (2n — 1) ... (2n — 2i + 1)

n — 4æ2 + ...

— (— iy b, X2n~~i +
1.2 ... 2i

2n (2)i — 1)
- (- If-1 B„ x2.— i 1.2

Les formules (6) et (8) mettent en évidence les relations sui­
vantes :

?» (*) — ?» (x ~ 1) 
?2» ('T) "t” ^2» ( X)

= (* - If,
■ " ■— _____ qq 2 w

V ?2 n — 1 (*®) — ?2 n— 1 ( x) = — X2n~\

(9)
I

En changeant dans la première de ces équations n en 2n, x en 
1 — x et ajoutant, membre à membre, à la seconde équation, on 

- trouve

?2 n (x) + 92,! (1 — £c) — 0;(10)

on obtient de même

?2 n — 1 (x') ?2

Ces relations montrent que ©2n (x) est une fonction impaire de

(1 — x) = 0.(10 «s) n— 1
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1 1
-5 et par conséquent s’annule pour x — - ; au contraire ç3n 
JL JL

est une fonction paire de x — ^ •
JL

Les formules (8) montrent que tous les polynômes cpn (x) sont nuis 
pour x = 0; la première des formules (9) montre ensuite qu’ils sont 
tous nuis pour x = 1.

Enfin, si dans les équations (8) on prend les dérivées des deux 
membres, on trouve de suite les relations

THÉORIE DES FONCTIONS D UNE VARIABLE.

0*0X — — 1

( ?2n (x) = 2— (— 1)" Bn,
\ ri2n+i(x) — (2n -f- 1) (x),(11)

qui vont permettre d’établir la proposition suivante :
1

O, x = -> x — 1, garde le
1

même signe pour les valeurs de x comprises entre zéro et change
1

de signe pour x~ - ■> et garde un signe constant pour les valeurs 
jL

1de x comprises entre - et un. Le polynôme s2

et x = 1, garde un signe constant pour les valeurs de a? comprises 
entre ces deux nombres.

Ce théorème se vérifie sans peine pour les petites valeurs de n; 
admettons qu’il soit vrai pour les polynômes <?2„—i (x), (x), et
démontrons qu’il subsiste pour les polynômes <p2n+i (x), <?3b+3 (x).

Si le polynôme ®2#+i (x) s’annulait pour une valeur a de x, autre

Le polynôme ovl (x), nul pour x =

(.x), nul pour x = 0« + i

que zéro et un, appartenant à l’un des intervalles ^0, ^ ^ ? au

premier par exemple, sa dérivée o2n+1 (x) s’annulerait pour un 
nombre compris entre zéro et a, distinct de ces limites; il en serait 
de même, en vertu de la deuxième égalité (11) du polynôme o,n (x), 
ce qui est contraire à l’hypothèse; il résulte de la même égalité que 
la fonction o2n+1 (x) varie toujours dans le même sens quand x croit

de 0 à ? et dans un sens contraire quand x croit de à un : la

fonction
(2n + 2) s2,i4-i (x) 4- (— 1)" B„ 4-1

te
to

i

to
 I 1-̂
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peut donc s’annuler seulement une fois dans l’intervalle ^0, ^ et

seulement une fois dans l’intervalle 1^; il en est de même de la

fonction ^'in+2 (x) qui lui est égale, en vertu de la première éga­
lité (11). Or si la fonction o2„+2 (cc) s’annulait pour une valeur (3

1 1
de x autre que zéro, -» un, comprise par exemple entre zéro et -■>

la dérivée <p2devrait s’annuler pour un nombre compris entre zéro
1

et (3, et pour un nombre compris entré (3 et -■> ce qu’on vient deJi
démontrer être impossible. Il résulte de ce qui précède que, dans

1
l’intervalle (0, 1), la fonction o2n+x (x) passe, pour x = -■> par un

maximum ou un minimum et que, dans l’intervalle (0, 1), il n’y a 
pas d’autre valeur de la variable qui lui fasse acquérir soit un maxi­
mum, soit un minimum.

La valeur de ce maximum ou de ce minimum se trouve facilement 
en partant de ce fait que l’on obtient le polynôme tpra (x) en multi­
pliant par 1.2.3 ... n le coefficient de zn dans le développement en 
série, suivant les puissances entières et positives de z, de la fonction (J)

exz — (f
e- — 1

Cette proposition se vérifie immédiatement : 'la formule (B) fournit 
les développements en série des fonctions ■

11 ez
e~ — 1ez — 1 ez — 1

en multipliant la première série par

. x~z~xz
1 + — -f- ——— -f-

1.21

(P La plupart des propriétés des polynômes de Bernoulli peuvent se déduire de là. 
Voir sur ce sujet le Traité de calcul différentiel de M. Bertrand (p. 352) ; j’ai emprunté au 
même ouvrage la démonstration de l’existence du maximum ou du minimum pour

1x — %

-r<
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et, retranchant du résultat la seconde série, on obtient le développe­
ment cherché (i).

Il suit de là que o2H-i ^

(2n — 1) le coefficient de zn dans le développement de

s’obtiendra en multipliant par 1.2 ...

1
+ i;ez — 1 ez — 1 e2 — 1

le second membre se développe de suite eu série au moyen de la 
formule (B) et l’on trouve

GH-**"-1
(12)

22ii

Enfin la première égalité (11) conduit à la suivante :

f?2n (1) ------ fin (0) = 2tl i (x) dx — (— l)n 13n,'fin

d’où

f. (— ivi(x) dx — ——— Bn.& IX(13) T»

Nous sommes maintenant en mesure de transformer l’expression 
du terme complémentaire.

En comparant les équations (5) et (8), on voit que l’on a 

(t) = 2n?2n_l (I — f);

le second membre, en vertu de la première égalité (10), est égal 
à 2n?2»-i (1); finalement on a

— h2n+l
.

(x H- h t) dt.'f 211 — 1 (0 P
n 4-1(14) R 2 » -f- 1 --- 1.2 ... (2n — 1)

(g Notons en passant que, en supposant x entier positif, la fonction considérée peut 
être remplacée par

l+e* + e*z+..' + e<-* 

et que le coefficient de en dans le déveioppement de cette expression est manifestement

-1)2

1 -[ln + 2n + ... + i* — lf]-O"

w

: 
> :



en désignant par 6 un nombre compris entre zéro et un.
Si dans l’intervalle (0, 1) la fonction de £, fin+x (x + lit), ne 

changeait pas de signe, on pourrait appliquer d’une autre façon le

même théorème de la moyenne et, en s’appuyant sur ce que <f2n

est un maximum ou un minimum de la fonction 
l’intervalle (0, 1), écrire

—i

(t) dans®2)l- 1

(— 1)»+1 B)( 22" — 1(16) r iiin ±rn (AJL „ +1 — 6 1.2 ... 2 n 22„_

en désignant par 8 un nombre appartenant à l’intervalle (0, 1). Les 
formules (15) et (16) sont dues à M. Malmsten. Lorsque R2,l4-i diminue 
indéfiniment quand n augmente indéfiniment, l’équation (4) peut 
être remplacée par une autre équation, dans le second membre de 
laquelle figure une série indéfinie. La convergence de cette série n’a 
lieu que dans des cas très particuliers (j); mais la formule (4) n’en a 
pas moins une grande importance; on a, vu plus haut comment elle 
fournissait immédiatement la somme des puissances nièmes des p pre­
miers nombres entiers; elle conduit de la même façon à une expres­
sion de la somme

f (0 + f (2) + ... + f (p)

qui pourra servir à l’évaluation approchée de cette somme, si pour 
des valeurs convenables de n le reste complémentaire se trouve être 
suffisamment petit. Je me contenterai de citer dans cet ordre d’idées 
l’application de la formule d’Euler aux hypothèses suivantes :

h — 1, f' O) = log L (x),
A/1 (x) = f (x -)- 1) — f (x) = ? log (2ti) + x log x — x,

(fi Voir le mémoire de M. Darboux : Sur quelques développements en série.
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(t) ne changeant pas de signe dans l’intervalle 
(0, 1), on peut appliquer à l’intégrale définie le premier théorème de 
la moyenne et, si l’on tient compte de l’équation (13), écrire

CHAP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

La fonction ?2»-l

(- l)'t+I B„ (x + 8 h),(15) h2n+l p )(+ 1IL n+ 1
1.2 ... 2n

to
i



362

en renvoyant le lecteur, pour le détail des calculs, au mémoire déjà 
cité de M. Malmsten. On parvient ainsi à la formule de Stirling, 
savoir :

THÉORIE DES FONCTIONS ü’UNE VARIABLE.

log T (x + 1) = ^ log (2tc) + ^ce 4- ^ log x — x

B. 1 Ü 2?l 1
3.4 x3 5.6 æ5h1.2æ

(- 1)" B» (- 1)" Bn ■
(2n — 1) 2n æ2,‘

où 0 est compris entre zéro et un. Cette formule, qui est légitime, 
pourvu que x soit positif, fournit des valeurs très approchées de 
F (x 4- 1), ou si x est entier, du produit 1.2 ... x, lorsque x est très 
grand.

La formule d’Euler, légèrement modifiée, permet aussi de calculer
approximativement une intégrale définie.

Soit en elfet F (x) une fonction continue et admettant des dérivées
dans l’intervalle (a, b), et soit, en désignant par p un nombre entier

. .„ b — apositif et en posant h =------- >

0 (i)--- - ?1— 1
(2 n — 3) (2 n — 2) x2 —i— 3

i>
$p = h [F (a) + F (a + h) + ... + F (a + (p — 1) h)]; 

si, dans la formule (4), on remplace f (x) par F (æ), A f (x) par
4- h

1 F (,x) dx et que l’on ajoute membre à membre toutes les

équations qu’on déduit de l’équation ainsi obtenue en y remplaçant 
successivement x par «, a + h, a + 2b, ..., a 4- (p — 1 )h, on 
trouve

xJ X

S, = f‘ F (x) dx-h- [F (b) - F (a)]

B lr
+ YJ tF' ~ F W

B* b2”-2
4-... 4- (— iy 

■+■ t2>1.

Quant au terme complémentaire, si l’on se reporte à la formule (15),

[F(2K-3) (a) — Ft2,1_3) (6)]
1.2 ... (2n — 2)

(g L’expression, du reste, est due à Cauchy.
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on voit qu’on pourra, en désignant par M2n un nombre positif égal 
ou supérieur aux valeurs absolues de F(2n) (x) dans l’intervalle (a, b), 
et par 0' un nombre appartenant à l’intervalle (— 1, 4- 1), l’écrire 
sous la forme

(b — a) Bn /i2“ 
1.2 ... 2n

T in = 6' M2n.

Si la formule (16) est applicable, on pourra écrire

#ti)
1.2 ... 2n

B„ 22n — 1n-4-1
h*n [F(2n 1) (a) _ F(2"_1) (b)].T„ = 22»—1

Ces formules résolvent entièrement le problème posé.

170. Soit

f(x) = li0 + ulx -f- tt2cc2 + ... + unxn + ...

une série procédant suivant les puissances entières et positives de x : 
uv u2, ..., un, ... sont des constantes. Supposons que cette sérié soit 
convergente sous la condition

(O

(2) x | < a;

s’il en est ainsi, la série est absolument convergente pour toutes les 
valeurs de x qui vérifient cette inégalité (§ 406); elle peut d’ailleurs 
être convergente, absolument ou non, pour x = ± a. On a montré 
(§ 112) que la série

f (x) — + 2u2x + ... nunxn~l + •••

était aussi absolument convergente pour toutes les valeurs de x qui 
vérifient l’inégalité (2) et qu’elle représentait la dérivée de la fonc­
tion /’ (x) dans l’intervalle (— a, a), en désignant par a un nombre 
positif quelconque plus petit que a; la série

(3)

x~ xn+1F (x) = u0x + ut — + ... + un(4) n + 1

est aussi absolument convergente pour toutes les valeurs de x qui 
vérifient l’inégalité (2); en effet les ternies sont, en valeur absolue, 
plus petits que les termes correspondants de la série (1) : donc, en
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vertu même du théorème que l’on vient de rappeler, la dérivée de la 
fonction F (x), dans l’intervalle (— a, -F a) est égale à f(x); il en

est de même de la fonctionJ' f (x) dx (§ 457) qui, ainsi, ne peut

différer de F (x) que d’une constante; cette constante est nulle puisque, 
pour x ■==. 0, les deux fonctions se réduisent à zéro ; pour toutes les 
valeurs de x qui appartiennent à l’intervalle (— a, a), ou, ce qui 
revient au même, pour toutes les valeurs de x qui vérifient l’iné­
galité (2), on a donc

sjq n -f-1(5) J' f (x) dx + ... (1).+ ... + un-F= uo n 4- 1

Ce théorème, appliqué aux séries

1
= 1 — x -F ar — ... -F (— l)nxn -F ...1 + æ

1
= 1 — X- -f- X1 — ... -F (— l)nX2n -F ...,1 a;2

1 1.3...(2n — 1) 
2.4 ... 2n

1.31
X' F —7 X1 -F ... +2.4 x2n -I- ..= 1 -FVl — a:2 * >

absolument convergentes tant que l’on a

I * I < 1,

montre que, pour les valeurs de x qui satisfont à cette inégalité, l’on a

xslog(l-pæ)= y

Xarc tg x = -

S-- +(-!)“ • • •>n -F 1
ad ^2 il -f- 1

-f- “ — -F (— 1 ) • • •,5L 2 n -F 1

X 1 a:3 1.3 a;5
arcsmx=î+-- + — 1.3 ... (2n— 1) x2n+l 

2.4 ... 2n— -F ... -F
2n -F 1

Ces égalités subsistent, la première pour x = 4, les deux autres 
pour x = ± 1.

(P Il résultera du paragraphe suivant que si la série (1) est convergente pour æ = a, 
il en est de même de la série (4), cela résulte aussi du théorème II du paragraphe 71 ; 
l’égalité (5) subsiste alors pour x — a.

»!
 N.

^ I
 F

l <N

w
l *

t
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La proposition qu’on vient de démontrer n’est qu’un cas particulier 
du théorème fondamental qui fera l’objet du paragraphe suivant.

CHAP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

171. Soit

tl {X) + fi (X) + ••• + fn (X) + •••(1)

une série dont les termes sont des fonctions finies et intégrables de la 
variable x dans l’intervalle (a0, a); si cette série est uniformément 
convergente dans cet intervalle, il en est de même de la série

(2) f /; (x) dx + f /; (x) d 
ao J

r>x

- I fn (X)J aQ
dx

si l’on représente par ç (x) la somme de la série (1), et par (I> (ce) la 
somme de la série (2), la fonction © (x) est intégrable dans l’inter­
valle (ia0, a), et l’on a, pour toutes les valeurs de x qui appartiennent 
à cet intervalle,

<I> (x) = I <p (x) dx.

Désignons en effet par Sn (æ) la somme des n premiers termes de 
la série (1) et par R„ (x) le reste correspondant, en sorte que l’on ait

? (x) = S„ (x) + R„ (x).

Je dis d’abord que la fonction ç (x) est intégrable dans l’inter­
valle (a0, a).

Soit en effet s un nombre positif arbitraire; puisque la série (1) est 
uniformément convergente, au nombre £ correspond un nombre entier 
positif p tel que l’on ait, pour toutes les valeurs de l’indice n supé­
rieures à p et pour toutes les valeurs de x appartenant à l’inter­
valle (a0, a),

I (æ) I < e-

Dans l’intervalle (a0, a), l’oscillation de la fonction Rn (x) sera 
inférieure à 2s. Ceci posé, soit x une valeur quelconque appartenant 
à l’intervalle (a0, a) : la fonction SM (x) étant, par hypothèse, inté­
grable dans l’intervalle («0, x), au nombre positif £ correspond certai­
nement un mode de décomposition de l’intervalle («0, x), tel que la



différence entre les sommes supérieure et inférieure, relatives à cette 
décomposition et évaluées pour la fonction S„ (a;), soit moindre que e; 
la même différence, évaluée pour la fonction Rn (æ), sera moindre 
que 2 (a — a0)£, puisque l’oscillation de cette fonction est moindre 
que 2 s et que l’intervalle (au, x) a une étendue au plus égale à (a — a0) ; 
la même différence enfin, évaluée pour la fonction S„ (x) R;1 (x),
ou © (ce), sera moindre que

THÉORIE DES FONCTIONS d’üNE VARIABLE.366

s [1 4- 2 (a — «„)],

comme £ est arbitraire et que le facteur qui le multiplie est constant, 
ce produit peut être supposé plus petit que tel nombre positif arbi­
traire que l’on voudra; il est donc démontré que la fonction © (x) est 
intégrable dans l’intervalle («0, a) ; il en est de même de la fonction

(a:) = © (x) — S„ (x)

et l’on a, pourvu que x appartienne à l’intervalle («0, a),

P* X f* X /» X

/ © (x) dx = I S„ (ce) dx /
«o %J &o «y ®o(3) R„ (ce) dx.

La seconde intégrale du second membre est, en valeur absolue, 
moindre que e(a — a0); on voit donc que, sous les seules conditions

a0 ~ x ^ a, n dl ^9,

© (ce) d cc eton
ao

Sn(x)dx— f f\(x)dx~f- J f,(x)d
(l o kJCIq 1/ «0

/ fn (x)dx,
J « 0

est moindre queî(a — a0); cette dernière quantité pouvant repré­
senter tel nombre positif que l’on voudra, il est prouvé que la série (2) 
est uniformément convergente dans l’intervalle (a„, a) et que sa

f*x
somme <b (x) est égale à / ç (x) dx (*).

J a„

(i) Si l’on suppos ât la série (1) uniformément convergente non pas au sens du para­
graphe 88, mais au sens de la note ajoutée à ce paragraphe, c'est a dire si l’on supposait 
seulement qua chaque nombre positif £ correspondît un entier positif# tel que l’on eût,
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<p (oc) — u0 q- utx q- u2:c2 q- ... q- unx” q- ...,
où u0, uv ..., un, ... sont des constantes; je suppose qu’elle soit 
convergente (absolument ou non) pour x ■=. a ; elle sera uniformément 
convergente dans l’intervalle (0, a), ou («, 0), et l’on aura, en dési­
gnant par x un nombre quelconque appartenant à cet intervalle,

CH AP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

Soit, par exemple, la série

-f- 1X

I <p (oc) d x + + ... q-r— it0oc q- uy + . . .n q- 1

C’est la proposition qui a été démontrée en partie dans le paragraphe 
précédent.

Considérons encore la série

71 = CO 2oc2 oc2 — ?r2 -ïv2 9
n — 1

elle est uniformément convergente pour les valeurs de oc qui appar­
tiennent à l’intervalle (— a, a), en désignant par a un nombre positif 
plus petit que x. La somme de cette série est d’ailleurs (§ 99) égale

cos oc
a ------

sin oc

vient de regarder la fonction 

sa vraie valeur, à savoir zéro; on aura donc

1
- ; cette égalité' subsiste même pour oc = 

cos oc

0, si l’on con-

1
— - comme prenant, pour oc — 0,

sin oc

X 2xcos oc
d oc,

sin oc oc2 —

pourvu que x appartienne à l’intervalle (— a, a) : cette égalité équi-

eu conservant les memes notations,

I R» (*) I < £,
le raisonnement suivi dans le texte prouverait que la fonction <p (x) est inlégrablo dans 
l’intervalle («0, a) et qu’en prenant n termes dans la série (2), on a une valeur appro-

CxI ÿ (x) dx, avec une erreur moindre que e (a — a») ; cette erreur peut être %J a> o
supposée aussi petite qu’on le veut; mais on ne peut conclure de là ni la convergence 

de la série (2), ni son

de celle dernière quantité en prenant dans la série (2) plus de n termes.

chée de

égalité à la quantité f p (x) dx : on pourrait en effet s’éloigner 
Ja„

H
>̂i

 q,
8 I



368 THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

vaut à la suivante :

2"*(
n 1 '

iC2, sin x 
log ----- -

X

n*7ï2)’

! • . sin ccpour x = 0, on doit remplacer-----

une série uniformément convergente dans l’intervalle (— a, a). On 
déduit immédiatement de cette égalité

par un. Le second membre est

a;2n2 z2)’/
sin x = x II (

\
1 —

cette égalité, démontrée pour les valeurs de x comprises entre — z 
et -t- z, subsiste évidemment pour les valeurs — t: et + z, qui 
annulent sin x, et pour toutes les valeurs de x à cause de la périodi­
cité des deux membres. On voit ainsi comment se relient des résultats
pour lesquels on avait été obligé de donner deux démonstrations 
distinctes (§ 121).

La proposition fondamentale relative à l’intégration, terme par 
terme, d’une série entraîne la proposition suivante.

Soit
fl (.X) + f% (X) + • • • + tn (X) H-*”

une série convergente dans l’intervalle («, b); soit o (x) la somme de 
cette série; supposons que, dans l’intervalle (a, b), les fonctions fi (x), 
f2 (x), (x), ... admettent des dérivées f[ (x), f2 (x), ..., f'„ (x), ...
continues dans l’intervalle (a, b); si la série

fi O) + fi 0») + ••• + fù (x) ■+ ...

est uniformément convergente dans l’intervalle (a, b), la fonction o (.<•) 
admettra une dérivée dans cet intervalle et cette dérivée sera la 
somme o1 (x) de la série précédente.

Si en effet on applique à cette série le théorème relatif à l’inté­
gration, on voit que, en désignant par x un nombre appartenant à 
l’intervalle (a, b), on aura

n x r*x
/ ç' (x)dx— / fi (x) dx + / fl (a:) cl

J <1 J tt J a

r*x
■ I fn(x)dx+ ...;
tJ n

mais on a en général, puisque la fonction /' (x) est continue dans
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l’intervalle (a, b),
f*x
/ tn (x)

«/ a

f 9' (x) dx == ft (x) — fr (a) -f- ft (x) — f2 (a) + ...J a
+ fn (*») — fn (a) + ... = 9 (x) — 9 (a).

= (æ) — fn (a);
on aura donc

Cette égalité prouve bien que la fonction 9 (ce) a pour dérivée 9' (ce) 
dans l’intervalle (a, b) ; la fonction 9' (ce), en effet, est continue dans 
cet intervalle, comme somme d’une série uniformément convergente, 
dont les termes sont des fonctions continues.

Il convient de remarquer qu’une série peut être uniformément 
convergente, avoir pour termes des fonctions continues, admettant 
des dérivées continues, sans que la série des dérivées soit convergente ; 
telle est, par exemple, la série dont le nième terme est

sin [(1.2 ... n) x]
1.2 ... n ’

cette série est uniformément convergente dans tout intervalle; ses 
termes sont des fonctions continues et admettent des dérivées dans 
tout intervalle, mais la série formée par ces dérivées est divergente. 
La somme de la série proposée est une fonction continue dans tout 
intervalle; on démontre que celte fonction n’admet point de dérivée (l).

172. Le lecteur a pu voir, dans le cours de cet ouvrage, l’impor­
tance des développements en série qui procèdent suivant les puissances 
entières et positives d’une variable; cette importance est peut-être 
encore plus grande dans la théorie des fonctions d’une variable ima­
ginaire; je veux dire quelques mots d’une autre espèce de séries qui 
ont été, dans ce siècle, l’objet d’un nombre considérable de travaux 
importants (2).

(1) Voir le mémoire de M. Darboux sur les fonctions discontinues.
(2) Outre les mémoires de Dirichlet et de Riemann, que j’ai eu l’occasion de citer 

plusieurs fois, et qui doivent, à plusieurs égards, être regardés comme fondamentaux, 
il convient de citer les recherches-de Poisson (Journal de V Ecole polytechnique, cah. XIX, 
p. 404,1823, et Mémoires de VAcadémie des Sciences, p. 574, 1823) : Ces recherches ont un 
point de départ tout différent et leurs résultats ont été élucidés par divers auteurs

Tanneby. — Théorie. 24
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Les séries trigonométriqués sont des séries de la forme

a0 + at cos x + a2 cos 2x + ... 4- an cos nx + ...

+ 6j sin x + b2 sin 2x + ... + bn sin nx + ...,

x désigne la variable ; on supposera dans ce qui suit qu’elle appartient 
à l’intervalle (— t., + tc); les coefficients a0, civ «2, ..., an, ..., bv bt, 
..., bn, ... sont des constantes. Si l’on ne tient pas compte du premier

pour la facilité des
1

terme - a0, auquel on a donné le coefficient A
calculs ultérieurs, on peut regarder la série précédente soit comme la 
somme de deux séries dont l’une,

al cos x + a2 cos 2x + ... + an cos nx -h ...,

procède suivant les cosinus des multiples entiers de la variable, et 
l’autre,

bl sin x -+- sin 2x 4- ... 4- bn sin nx,

procède suivant les sinus des multiples entiers de la même variable, 
soit comme une série dont le terme général est an cos nx + bn sin nx.

L’importance de ces séries, qui se sont introduites naturellement 
dans l’analyse pour la solution de certains problèmes de mécanique 
et de physique mathématique, a été révélée par cette remarque, due 
à Fourier, qu’elles paraissent aptes à représenter une fonction quel­
conque définie dans un intervalle dont l’étendue soit égale à 2 tu.

Soit en effet f(oc) une fonction finie (§ 74) dans l’intervalle (—t:, -t- t:) 

et supposons que l’on ait, pour toutes les valeurs de x qui appar-

(Schwarz : Zur Intégration der part. Differentialgl. Au — 0, Journal de Crelle, t. LXXIV, 
p. 228,1872; du Bois-Reymond : Détermination de la valeur limite d'une intégrale qui se 
présente dans la théorie des séries trigonomé triques ; O. Bonnet : Note sur une intégrale qui 
sert de fondement dune théorie des séries trig onométriques ; Bulletin des sciences mathé­
matiques, 2= série, t. III, 1879, 1,e partie, p. 343, p. 480). M. Sachse a publié en 1879 une 
étude historique et critique sur les principaux travaux relatifs aux séries trigonomc- 
triques; cette étude, à laquelle je renvoie le lecteur, a été traduite dans le Bulletin des 
sciences mathématiques, 2e série, t. IV, 1880, l"e partie, p. 43. Postérieurement à cette 
étude, je signalerai le livre de M. Dini, Sérié di Fourier et'altre representazioni analitiche 
dettefumioni di una variante reale, Pise, 1880; les recherches do M. du Bois-Reymond 
et de M. Camille Jordan dans les Comptes rendus de 1881, un travail de M. Ax. Harnack 
sur la Théorie de la série de Fourier dans le Bulletin des sciences mathématiques, 2e série, 
t. VI, 1882, l10 partie, p. 242 ; enfin, dans les Sitmngslerichte der Altad. der Wiss. m Berlin 
de 1885, une communication de M. O. Hôlder, relative à un théorème dû a M. Weierstrass, 
Ueber eine neue Mnreichende Bedingung fûr die Darslellbarkeit einer Function dur eh die 
Fourier'sche Reihe, et une communication de M. L. Kronecker Ueber das Diriclilet'sche 
Intégral, où l’auteur parvient à des conditions d’une grande généralité.

m icm

lo
i h

-j
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tiennent à cet intervalle,

- a0 + cos x +- b1 sin x + a2 cos 2x + b2 sin 2x

-H ... an cos nx -h bn sin nx + ...

Multiplions les deux membres par cos px, p étant l’un quelconque 
des nombres 0, 1, 2, 3, ..., et supposons que l’égalité subsiste quand 
on intègre le premier membre entre les limites — x et x, et le second, 
terme par terme, entre les mêmes limites, en sorte que l’on ait

f J f {x) cos px dx = a0 j

I + ^ (anf cos nx cos px dx + bn f sin n x cos p x d x\ +...\ \ J - n J - n /

(1) f(x) =

cos px dx
(2)

C’est ce qui arriverait certainement si la série qui figure dans le 
second membre de l’égalité (1) était uniformément convergente dans 
l’intervalle (— x, x), Si maintenant on tient compte des égalités

j*cos nx cos px dx = [cos (n — p) x + cos {n + p) x] dx

sin (n + p) x_ sin (n — p) x {p ^ n),
2 {n + p)2 (n — p)

^sin nx cos px dx = [sin (n + p) x + sin (n — p) x] dx

cos (n — p) xcos (n -j- p) x
(P ^ n\2 (n — p)

sin 2px
2 (n -f- p)

Jcos2 px dx = ^j  ̂(1 + cos 2 px) dx= - 

Jsin px cos px dx — sin 2px dx

0),(.P <4 p
1-------cos 2 'p oc,

4 p

qui entraînent les suivantes :

r; n),(Pcos nx cos px dx = 0 <

I fi (V < n),sin nx cos px dx — 0
(3) r,

' r+
(p > o),cos2 px dx =

/» + x

J-n sin px cos jpæ dæ = 0,

H IN
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on voit de suite que l’égalité (2) revient à celle-ci :

1
- I f (x) cos px dx —
KJ — 7t

(4) (p = 0, 1,2, ...),%

en multipliant de même les deux membres de l’égalité (1) par sin px, 
et intégrant de la même façon, on trouvera sans peine

+ TC1
f(x) sin px dx = bp (p = i,2, 3,...);(5) TU — n

on n’aura pour cela qu’à s’appuyer sur la seconde des égalités (3) et 
sur les deux suivantes

| sin nx sin px dx — 0 
J — TT

(p > n),

n-1-

J — 71
sin2 px dx= tu (p = l,2, 3,...).

Sans doute, si l’on ne sait rien sur la nature de la convergence de 
la série qui figure dans le second membre de l’égalité (4), les calculs 
qui précèdent ne sont en aucune façon légitimes; mais les formules (4) 
et (5) ont un sens pourvu que la fonction f (x) soit finie et intégrable 
dans l’intervalle (— tu, tu); il n’est même pas nécessaire que la 
fonction f (x) soit finie dans cet intervalle, pourvu que les fonctions 
f (x) sin px, f (x) cos px, qui peuvent elles-mêmes être infinies aux 
environs d’un nombre fini ou infini de valeurs appartenant à cet 
intervalle, soient intégrables, quel que soit l’entier p, entre les 
limites — tu et -h tu. Dans ces conditions, il est bien naturel de se 
demander ce qu’est la série trigonométrique dont les coefficients ap, 
bp sont définis par les formules (4) et (5), si cette série est convergente 
dans l’intervalle (— tu, tu), si, dans cet intervalle, sa somme est égale 
à f{x). La recherche de conditions très larges, sous lesquelles on 
peut affirmer qu’il en est ainsi, a été l’objet d’un grand nombre de 
travaux importants. Je considérerai seulement le cas qui a été étudié 
par Dirichlet, celui où l’intervalle (— tu, x) peut être décomposé en 
un nombre fini d’intervalles partiels tels que dans chacun d’eux la 
fonction f (x) soit continue et varie dans le même sens (si elle varie).

Si dans la somme ap cos px + bp sin px de deux termes corres-



T, il “4" 1 1

on a
y — x

sin (2n 4-1)
f?n+l -- y —x

2 sin
2

mais en vertu de l’identité bien connue
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pondants de la série

1
(S) - a0 + al cos a? 4- sin x 4- a.2 cos 2a? 4- b2 sin 2a? 4- ...

4- cin cos nx 4- bn sin nx 4- ...,

on remplace les coefficients ap, bp par leurs valeurs déduites des 
formules (4) et (5), qu’il convient d’écrire sous la forme

1 /"+7t
aP = - f (V) cos p y dy, 

K J _lï
i r+n

bP=- f(y) sin P y dy,KJ — TC

afin de ne pas confondre la variable x qui figure dans les termes de 
la série (S) avec la variable d’intégration, on trouvera

ap cos px 4- bp sin px — - (
7ï J—n

f (y) cos p (y — a?) dx;

des 2 n 4- 1 premiers termes deon aura donc pour la somme S2 
la série (S),

n 4-1

i r+i1n+1   ~ f t (y) 2

K J— 71
s2 dy,n+ 1

en posant pour abréger
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d’où
sin (2n + 1)^—- 

&i r+nn+l = - /
“J—n

(6) S2
2 sin

en entendant que, pour y = x, le rapport 

sin (2 n + 1)

y— x2 sin
2

1doit être remplacé par sa vraie valeur n ~f- - • Relativement à l’inté­

gration, la quantité a? qui figure sous le signeJdoit être regardée

comme un paramètre constant. La question posée revient ainsi à 
chercher si, lorsque n augmente indéfiniment par des valeurs entières 
et positives, l’intégrale qui figure dans le second membre tend vers 
une limite et, s’il y a lieu, à évaluer cette limite.

En faisant dans cette intégrale la substitution, toujours permise
(§ 165),

y = x -+■ 2z.
on aura

7t — sc
sin (2 n + 1) zf f (x -f- 2z)~ S, dz.n 4- 1 ------ sin zTC 4- x

L’intégrale qui figure dans le second membre a sa limite inférieure 
négative et sa limite supérieure positive puisque x est supposé compris 
entre — n et -4- elle peut être remplacée par la somme de deux 
autres intégrales, portant sur la même quantité et ayant pour limites,

~ et zéro, la seconde zéro et : en faisant
2 2 ’

la première —

dans la première la substitution z = — t et remettant ensuite la 
lettre s à la place de Ç, oh trouve finalement

7t 4- X 
2 sin (2n -4- 1) zI f (x — 2 z) dzz: S2

» n -f- 1 --- sin z
O)

I i 3 Z'(^ + 2z) sin (2n + .1) z
dz.“H Sin y



où a, (3 sont des nombres appartenant à l’intervalle ^0, ^ et où m

désigne, comme je le supposerai désormais dans ce paragraphe, un 
nombre entier positif impair.

Je montrerai d’abord que la valeur absolue de cette intégrale quels 
que soient les nombres a, (3? m, assujettis toutefois aux conditions 
précédemment énoncées, est toujours inférieure à un nombre fixe, 
que l’on peut prendre égal à Supposons a < (3. Lorsque z varie 
de a à [3, la fonction sin z reste positive et croissante. Quant à la 
fonction sin mz, elle est, en général, tantôt positive, tantôt négative : 
décomposons l’intervalle (a, (3) en intervalles partiels tels que, dans 
chacun d’eux, sin mz garde le même signe; si l’on désigne par i et j

les parties entières des quantités ^-^5 > ces intervalles partiels

seront limités par les nombres

l’intégrale proposée peut être remplacée par la somme de j — i -h 1
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% + X % — X

—— des deux intégrales quiLes limites supérieures 2 ’
figurent dans le second membre sont comprises entre zéro et tc et 
peuvent atteindre l’une ou l’autre de ces limites.

Cette formule montre que le problème posé revient au suivant : 
Reconnaître si l’intégrale

f ?(*)J 0
sin mz

dz,
sin z

où a est un nombre positif fixe au plus égal à tt, où © (z) est une 
fonction finie dans l’intervalle (0, a), tend vers une limite lorsque m 
augmente indéfiniment par des valeurs positives impaires; c’est le 
problème que je vais traiter, sous certaines conditions imposées à la 

fonction © (z).
Je ferai d’abord deux remarques préliminaires concernant l’intégrale

X P sin mz dz,
sm z

X
O

§ I
 «^ 

I g

RISt©+c*
.

§ I

+«

to
i n



(»• +1) - •m sin m zi:

m
dz,

sin z

(r

Si, dans cette intégrale, on fait la substitution

:TU
z — r------h — îm m

elle devient

<- <rf: sin Ç
d'C;

(r ^ - ')
\ m m)

m sin

cette forme montre tout d’abord que la valeur absolue de cette inté­

grale diminuerait si l’on remplaçait r par l’un quelconque des 
nombres r + 1, r -+- 2, ..., j — 1; en effet, les limites de l’intégrale

resteraient les mêmes et la quantité ()• — + — ) sera remplacée par
\ m m)

une quantité plus grande et toujours inférieure à ainsi à partir de

la deuxième intégrale, les signes vont en alternant, et les valeurs 

absolues vont en diminuant ; cette conclusion s’étend même, puisque 

m ([3 —jtî) est inférieur à à la dernière intégrale dont la valeur est

m (3 —j 7C1
<" VJ.

sin Ç

)(m sin [j — -Hm m

(1) Ce mode de décomposition joue le rôle essentiel dans la démonstration de Diriehlet.

intégrales (d) dans lesquelles le signe j porte toujours sur la même 

quantité

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.37 6

sin mz
dz,

sin z

et qui se rapportent aux intervalles partiels définis par la suite 

précédente; dans le premier intervalle, sin mz a le signe de (— 1)', 
puis les signes vont en alternant; l’une quelconque des intégrales 

intermédiaires peut être représentée par

l—
<

ccf++

<>
>.
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ainsi (§ 69) la somme des intégrales qui suivent la première est du 

signe de (— 1)*+1 et est, en valeur absolue, inférieure à

77 sin £ d'Ç

377

n tu

J O
sin Ç dÇ X<[« rç ?-1

mj+ 1)m sin m sin —
m

quant à la première intégrale, elle est du signe de (— 1)*’ et sa valeur 

absolue est égale à

/» ti

J m (a — iTi)

sin Ç dÇ

m sin (i + —\
\ m)

quantité qui, puisque la limite inférieure m (a — iiz) est positive et 
inférieure à r, est elle-même au plus égale au second membre de 
l’inégalité précédente.

La valeur de ce second membre est donc supérieure à la valeur de 

l’intégrale proposée; mais or^a, pour les valeurs de Ç comprises entre 

zéro et -tc,
:m sin — LL sin Ç,
m

l’égalité n’ayant lieu que pour m = 1 ; en effet, pour ces valeurs de ç

— sin Ç est positive ;
m m

celte dernière fonction est donc croissante, et par conséquent positive, 

dans l’intervalle (0, tu). On a donc

Ç:la dérivée cos--------cos Ç de la fonction m sin

XX 71 sin ^ i y71 sin Ç d Ç ■
:m sin —
m

le second membre de cette inégalité est égal à x; la proposition 

annoncée est donc démontrée.

L’intégrale
n .
2 sin mzX dz,

sin z

est égale à t ainsi qu’il résulte de l’identité, déjà utilisée dans le

h
! s

i-1 g
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présent paragraphe.

sin mz
— 1 -+- 2 cos 2^ + 2 cos 4s + ... 2 cos (m — 1) z.sin z

Ces remarques préliminaires faites, je suivrai, pour l’étude de 
l’intégrale

i"? (î) sin mz
dzsin z

une méthode qui ne différera que par des changements de forme de 
celle qu’a suivie M. O. Bonnet dans son mémoire sur la théorie 
générale des séries.

Si les nombres fixes b, c satisfont aux inégalités

0 < b < c :< X 5 
— 2

et si la fonction © (z), dans l’intervalle (b, c), est positive ou nulle, 
décroissante ou constante, l’intégrale

sin mzI 9 ^ dz
sin z

tend vers zéro quand m augmente indéfiniment. 
Dans ces conditions, en effet, la fonction

? 0)
sin z

est positive (ou nulle), décroissante (ou constante) dans l’inter­
valle (b, c), on peut donc appliquer le second théorème de la moyenne . 
et écrire, en désignant par B, un nombre appartenant à l’inter­
valle (b, c),

X x;c ? 0) 9 (P) sin mz dzsin mz dz =sin z sin b
? (b) (cos mb — cos mç) (*).

m sin b

t1) Un pourrait (§ 160) mettre f (b + 0) au lieu de f (b).



et que © (z) est une fonction positive décroissante ou constante dans 
l’intervalle (b, c), et l’on a alors

? (*0 .f’»(z) sin mz dz <2
m sin b7sin z

conservons toutes ces hypothèses, sauf celle qui consiste à supposer 
la fonction © (z) positive (ou nulle). La fonction © (z) ■—- © (c) sera 
certainement décroissante ou constante, positive ou nulle, on pourra 
donc lui appliquer l’inégalité précédente, et écrire

© (b) — ? (c).sin mzj [? iz) — ? (c)] dz <2 m sin hsin z
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Or la valeur absolue du second membre est moindre que

2? (h) ^ 
m sin b

quantité qui tend évidemment vers zéro quand m augmente indé­
finiment.

On va déduire de là la proposition suivante : soient b, c des 
nombres compris entre zéro et tu, tels que le plus petit des nombres 
b, c, tu — b, tu — c soit au moins égal au nombre positif (et non 
nul) a; soit <p (z) une fonction qui tant que z appartient à l’inter­
valle (b, c), ou (c, b), soit, en valeur absolue, au plus égale au 
nombre positif L; supposons en outre que l’intervalle (b, c) puisse 
être divisé en un nombre fini p d’intervalles partiels tels que dans 
chacun d’eux la fonction © (z) soit, ou bien décroissante ou constante, 
ou bien croissante ou constante; cette fonction sera certainement 
intégrable dans l’intervalle (b, c), ou (c, b) et l’on aura

sin mz 6 (p 1) L
(8) dz <

m sin asin z

il résultera de là bien clairement que, lorsque m augmente indéfini­
ment, le premier membre tend vers zéro.

La proposition est démontrée lorsque l’on a

u leîCiA
Æ
>A

O
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d’ailleurs la même inégalité s’applique à la fonction © (z) =. 1, en 
sorte que l’on a

IX c sin ni z 2
dz <

m sin b5sin z

on déduit de ces deux inégalités la suivante :

9 (b) — y (c) 

m sin- b
? (c) |.X'tW sin ni z 

sin z
- dz <2 -h 2

m sin b !’

et à fortiori

ix*»« 6Lsin mz
dz <

m sin b’

cette inégalité aurait encore lieu si la fonction © (z) était croissante ou 
constante dans l’intervalle (b, c); il suffit, pour le voir, de l’appliquer 
à la fonction — © (c), qui serait alors décroissante ou constante; 

supposons maintenant que l’on ait

sin z

~^E=b<c<z tu,
■o

et que la fonction © (z) soit, dans l’intervalle (b, c), ou bien décrois­

sante ou constante, ou bien croissante ou constante; en appliquant la 

précédente inégalité à la fonction 9 (7: — z) considérée dans l’inter­
valle (7: — c, z: — b), on aura

/
t/7l — C

71 —b sin mz 6L
? O —z) - dz <

m sin csin ©

mais le premier membre de cette inégalité n’est autre chose que

IX?(s) sin mz
dz ■>

sin z

comme on le voit de suite en faisant la substitution 2 = tc — 'C,- 
En résumé l’inégalité

I X?(z) sin m z 6 L
- dz <

sin z m sin X

est établie, pourvu que les deux nombres b, c appartiennent tous

que le plus petit des("• i> «• =)■deux à l’un des intervalles



la première intégrale qui figure dans le second membre est égale à

2
la seconde est moindre, en valeur absolue, que • On peut donc

m sin b
écrire, en désignant par 0 un nombre compris entre — 1 et -t- 1,

X 6 sin mz 20
dz — -

sin z m sin b2

381CH AP. Vil. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

b, %— c soit égal ou supérieur au nombre positif a,nombres b, c, x

que la fonction © (z) soit, en valeur absolue, au plus égale à L quand
Z appartient à l’intervalle (b, c), ou (c, b), et soit enfin, dans cet 
intervalle ou bien décroissante ou constante, ou bien croissante ou

constante.
J,a proposition à démontrer résulte immédiatement de là; si en 

effet on suppose maintenant que les nombres b et c sont compris 
entre zéro et x sans qu’aucun d’eux atteigne l’une ou l’autre de ces 

limites, et que l’on puisse décomposer l’intervalle compris entre ces 

deux nombres en p intervalles partiels tels que, dans chacun d’eux 
la fonction © (z) varie dans le même sens, si elle varie, on n’aura qu’à

subdiviser, s’il y a lieu, celui des intervalles partiels qui contient ^

TU
deux autres admettant - comme limite commune, pour avoir p -p 1

intervalles partiels tels que l’inégalité précédente soit applicable à 

chacun d’eux; en ajoutant membre à membre lesja + 1 inégalités 
ainsi obtenues, on parviendra à l’inégalité (8).

Il résulte de ce qui précède que, si b est un nombre compris entre 
zéro et x, d’ailleurs différent de ces limites, on a

en

*6 sin mzlim. (
m— oo J 0

dz = ?sin z
on a, en effet,

X 6 sin mz sin mz 2 sin mzX idz — dz — dz-,
sin z sin z sin z

Nous sommes maintenant en mesure d’avoir la limit.e, pour m infini, 
de l’expression

XX(s) sin m.z
dz,

sin z

te
 H

U i<N

1>
®
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en supposant toujours que l’on ait

THÉORIE DES FONCTIONS J)’ONE VARIABLE.

0 < b < r,

que, dans l’intervalle (0, b) la fonction © (z) reste inférieure ou égale, 
en valeur absolue, à un nombre positif fixe L, et enfin que l’on puisse 
partager l’intervalle (0, b) en un nombre finij? d’intervalles partiels 
tels que dans chacun d’eux la fonction © (.z) soit, ou bien décroissante 
ou constante, ou bien croissante ou constante.

Soit en effet s un nombre positif arbitraire. D’après les conditions 
imposées à la fonction © (2"), il est clair que cette fonction tend vers 
une limite lorsque z tend vers zéro par des valeurs positives; dési­
gnons cette limite par <p (4- 0); au nombre e correspondra un nombre 
positif y;, tel que, sons les conditions

0 < x < rn
on ait

I ? (X) — ? (+ 0) | < £.

Ceci posé, désignons par (3 un nombre positif moindre que rh b, 
x — b, et tel que dans l’intervalle (0, [3) la fonction <p (2) soit ou bien 
décroissante ou constante, ou bien .croissante ou constante.

On aura

Xî(‘_)r*(z) sin mz
----  dz.sin 2

La seconde intégrale du second membre peut se représenter par

sin mz i?(2) sin m z
dz 4-dz —sin 2 sin 2

Q, 6 (P + 1) L 
2 ni sin (3

en désignant par 6' un nombre compris entre — 1 et 4- 1. Quant à 
, la première intégrale du second membre, on peut lui appliquer le 

second théorème de la moyenne, et la remplacer par l’expression

*5 sin mz 
sin 2 
P sîn mz 

sin 2

? (+ °) jo

= ? (+

rp sin mz
J e sin 2dz + s ([3 — dz

»)X P sin mzdz 4- [o (|3 — 0) — © (4- 0)]\f dz,sin 2

où ç désigne un nombre compris entre zéro et (3; en remplaçant dans
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le second membre de cette dernière égalité la première intégrale par

20
+

m sin (3

et en se rappelant que la secondé est, en valeur absolue, an plus égale 

à r, on voit qu’on peut écrire finalement

sin mz
5 ? (+ o) + Rdz = m ?sin z

(9) 6 (p + 1) LO'20 © (+ 0) -+- 4- £0"t:,Pq» — 2 m sin (3m sin $

0" étant, comme 0 et 0', compris entre — 1 et + 1 ; il est clair qu’on 

peut choisir d’abord le nombre s, puis le nombre m, pour que Rm soit, 
en valeur absolue, plus petit que tel nombre que l’on voudra, et que, 

ainsi, l’intégrale

X? ^

a pour limite ^ © (+ 0) quand m augmente indéfiniment (1).

Supposons que la fonction © (2) dépende d’un paramètre x et écri- 

vons-la <p (x, z); supposons môme que le nombre positif b dépende 
aussi de ce paramètre ; si, pour chaque valeur de x appartenant à un 

intervalle (g, h), la fonction de z, © (x, z), satisfait aux conditions

sin mz
dz

sin z

l1) On a supposé dans ce qui précède m impair ; ce cas est le seul dont on aura besoin 
dans ce qui suit; mais il convient de remarquer que la conclusion à laquelle on vient 
d'arriver ne suppose en aucune façon cette restriction; elle n’est intervenue dans ce 
qui précède que par l’égalité

TC
f 2 sin mz 

J 0 sin *

mais on établira sans peine que lorsque m augmente indéfiniment par des valeurs 
paires et positives, le premier membre de l’égalité précédente a pour limite j> ce qui 
suffit pour les déductions ultérieures.

La méthode qu’on a suivie dans ce paragraphe permet, en imposant les mêmes con­
ditions à la fonction ? (z), d’établir l’égalité

dz —

lim. J" ç (z) sin T — ^ :P (+ 0)-

M. Ivronecker a donné à l’intégrale qui figure dans le premier membre le nom d’inté­
grale de Dirichlet.

U l<M
IC

! a
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précédemment détaillées, et qu’en outre b et t. 
nuis, il est clair qu’on pourra écrire

THÉORIE DES FONCTIONS d’üNH VARIA!(LE.

b ne soient jamais

x ? &2) sin mz
? (x, + 0) + R,„ (x),dz =

sin z

Rm (x) étant une quantité qui, pour chaque valeur de x appartenant 
à l’intervalle (g, h) tend vers zéro quand m augmente indéfiniment. 
Il résulte en outre de l’expression de Rm que, si les valeurs de L et p 
qui correspondent aux diverses valeurs de x restent, tant que x appar­
tient à l’intervalle (g, h), inférieures à des nombres fixes, si les 
valeurs de b et de — b restent supérieures à un nombre fixe; 
si, en outre, la fonction o (x, z) tend uniformément vers sa limite 
o (x, -f- 0) quand z tend vers zéro par des valeurs positives; en sorte 
qu’à chaque nombre positif £ corresponde un nombre positif rj tel que 
l’on ait

I ? O, z) — ? O*5, + o) | < £
sous les conditions

g ~ x ZS h,

on pourra affirmer que Rm (pc) tendra uniformément vers zéro pour 
les valeurs de as qui appartiennent à l’intervalle (g, h), c’est à dire qu’à 
chaque nombre positif s' correspondra un nombre entier positif m' tel 
que l’on ait

0 c 2 c rn

| / f 0», z)
\Jo £ ? 0», + 0) Ce'

sous les conditions

g ZS X h,

Revenons maintenant à la question posée au début de ce paragraphe 
et notamment à la formule

m xl m'.

K -f 2 
2 :/ sin (2)i + 1) zI f(x — 2 z) dzi z S2 n+ 1 sin 2(V Tl 4-2

I sin (2 n -h 1 ) zI f(x + 2 z) dz.-H sin z
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Supposons que la fonction f (x), finie et intégrable dans l'inter­

valle (— tc, + tc), soit telle que cet intervalle puisse être partagé en 
un nombre fini d’intervalles partiels tels que, dans chacun d’eux, elle 
soit, ou bien décroissante ou constante, ou bien croissante ou cons­
tante; il en sera évidemment de même, relativement aux intér­

CH AP. VII. — SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

êt), '■■ft’—^0, —7g-des fonctions de 2, f (x — 2z) etvalles

f (x -H 2s), en supposant que le nombre x appartienne à l’inter­
valle (— tc, + tc); supposons d’abord qu’il ne coïncide avec aucune 
de ces limites, les propositions précédemment démontrées relative­
ment à l’intégrale

/o ? sin mz dz
sin z

sont applicables, et, l’on aura

n a- x sin mz 
sin z

lim. f
m = o

lf(X- 0): 

+ °);

f (X — 22) dz =

r^
lim. / f (x + 22) 
m—x J 0

sin mz 
sin 2 dz =

f (x + 0) -f- f (x — 0)
lim. S„, = 2m « x

cette dernière limite ne sera autre chose que f (x), si la fonction f (x) 
est continue pour la valeur considérée de x; il résulte aussi de 
l’analyse précédente que si la fonction f (x) est continue dans l’inter­
valle (A, B), en supposant

---- TC < A < B < TC,

et satisfait en outre aux conditions précédemment imposées, la 
quantité Sm tendra uniformément vers sa limite f (x) pour toutes les 
valeurs de a? qui appartiennent à un intervalle quelconque (A', B') 
contenu dans l’intervalle (A, B), et tel que A' soit supérieur à A 
et B' inférieur à B.

Supposons maintenant que l’on ait x = — tc, la formule (7) donnera

sin mz
f (— ~ + %z)TC Sm = dz,sin 2

Tannery. — Théorie. 25
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le second membre peut être remplacé par la somme de deux intégrales
TT Tldont l’une ait pour limites zéro et % l’autre - et x; en faisant dans 

cette dernière la substitution z = z — on trouve finalement
TT

.r«-sin mz sin m z 
sin z

r* SfIi =£ f (— x -t- 2z) — 2z)dz 4- dz,sin Z

et par conséquent, en appliquant toujours le même théorème,

f (— ^ -I- 0) 4- f (x — 0) _lim. Sra =
2ni — co

si l’on supposait x = z, on trouverait la même limite.
En résumé :
Si f (x) est une fonction finie dans l’intervalle (— x, 4- x), si cet 

intervalle peut être décomposé en un nombre fini d’intervalles partiels 
tels que dans chacun d’eux la fonction f (pc) soit, ou bien décroissante 
ou constante, ou bien croissante ou constante, la série

^ a# 4- (al cos x 4- sin x) 4- ... 4- (a„ cos nx 4- bn sin nx) 4- ...

où l’on suppose

1 /*+ Tt
aL— - / f (x) cos ix dxlïj-ji (i = 0, 1, 2, ...),

*>,=- rTïJ—lT f (x) sin jx dx (j— 1, 2, 3, ...),

sera convergente pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à 
l’intervalle (— x, 4- x); pour une telle valeur, sa somme sera égale à

f (x 4- 0) 4- f (X — 0)--- ;------------------------- ?
2

si x n’est égal ni à — x, ni à 4- x; dans ces deux derniers cas, cette 
somme est égale à

f (— x 4- 0) 4- f (x — 0)
2

Si la fonction f (x), que l’on suppose toujours satisfaire aux condi­
tions précédentes, est continue dans l’intervalle (A, B), en supposant

— x < A < B < x

ii

F >f>*



est convergente quel que soit oc; si x est compris entre zéro et x, sa
somme est - ; cette somme est au contraire — - si x est compris 

4 4
entre zéro et — x; elle est nulle si x est égal à zéro ou à x.

On a
sin x sin 2x sin 3x

"H21 3

pour x compris entre — x et + x; si 1 on a x = ± x, la somme de 
la série est nulle.

Tanner y..— Théorie. 25*
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et si A', B' désignent deux nombres tels que l’on ait

A < A' < B' < B,

la série sera uniformément convergente dans l’intervalle (A', B') et y 
représentera f (oc); enfin si la fonction f (x) est continue dans tout 
l’intervalle (— x, -f- x) et si l’on a

= f (x),

la série sera uniformément convergente dans ce même intervalle et 
y représentera f (x).

Il est à peine utile de faire remarquer que la somme d’une série 
trigonométrique supposée convergente est une fonction périodique 
de x, en sorte que les valeurs de cette somme se déduisent, quel que 
soit x, des valeurs relatives à l’intervalle (— x, + x).

Les formules qui donnent les coefficients a,h bj montrent que 
si f (x) est une fonction impaire, tous les coefficients a sont nuis; 
au contraire si f(x) est une fonction paire, tous les coefficienis b 
sont nuis.

Le théorème précédent permet de cons'ruire des séries dont les 
sommes sont des fonctions continues ou discontinues dans l’inter­
valle (—x, 4- x), fonctions qui peuvent être définies dans des portions 
de cet intervalle par des lois algébriques différentes; je me contenterai 
d’indiquer‘les résultats suivants.

La série

sin x sin 3 a? sin 5 a? sin (2n + 1) a?
2)i + 1+ ... ++1 3 5

w
ï s





§ 67; page 84.

Sur la règle de Raabe et. Duhamel (1).

t1) Cette règle a été donnée par Raabe, en 1832, dans le tome X du Zeitschrift filt 
Mathematik wnd Physik de Baumgartner, puis, en 1838, par Duhamel dans le tome IV du 
Journal de Liouville.

§ 66; page 80; ligne 27.

dont la limite, pour n infini, est égale à un; lisez : ... est égale à | x |.

§ 46; page 49; ligne 20. 

Le nombre yj doit être tel que l’inégalité

I *1 I = e

ait lieu quel que soit n; il est toujours possible de le choisir de façon 
qu’il en soit ainsi; car il résulte immédiatement de l’hypothèse que 
les nombres pt, p2, ... sont tous inférieurs en valeur absolue à un 
certain nombre positif A; il suffira donc de supposer

A y; < s.

f
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THÉORIE DES FONCTIONS D UNE VARIABLES.
I >

J’ai négligé de donner cette règle, qui peut, dans la plupart des cas 
être remplacée parcelle que l’on trouve à la page mentionnée ci-dessus; 
toutefois, comme les deux théorèmes ne sont pas identiques, que la 
règle de Raabe donne dans certains cas des indications que ne fournit 
point la règle de Gauss et que sa démonstration est très simple, il 
convient de ne pas la laisser de côté. Voici en quoi consiste cette règle.

Soit

39U

(V) vi + v2 + ••• + Vn + ...

une série à termes positifs, et soit

1vn+i
V-n
n

si, en désignant par pi un nombre entier positif et par a un nombre 
quelconque plus grand que un, on a

aa»

pour toutes les valeurs den supérieures à p, la série est convergente; 
si, au contraire, pour les mêmes valeurs de n, on a

an ^ b,

en désignant par b un nombre plus petit que un, la série est diver­
gente. Enfin si, pour n infini, xn a pour limite l’unité, il y a doute.

La démonstration repose sur la remarque suivante, que le lecteur 
déduira immédiatement du paragraphe 65 :

Soient les deux séries à termes positifs

(U) ++
(V) + ••• + Vn + •••;

si la série (U) est convergente et si l’on a, pour toutes les valeurs 
de n qui dépassent un certain nombre positif p,

VH+1
Un

la série (V) est aussi convergente; en effet., si l’on suppose que cette

^ £"H 
"H

$ 
S»
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inégalité ait lieu pour toutes les valeurs de n, on aura, quel que soitn,

v» < V
un — iq ’

au contraire, si la série (U) est divergente, et si pour toutes les valeurs 

de n qui dépassent une certaine limite fixe, on a

u» +1 W/i 4- 1>
Un

la série (V) est divergente.
Prenons maintenant pour la série (U), comme au paragraphe 67, 

la série

+ ... -+- * * * ?

on aura

i iUn+1
h ïUn 1 + —

n

ayant pour limite r, quand n grandit indéfiniment; dès lors 
supposons qu’en posant

1*4 4-1

Un 1 +

on ait, pour les valeurs de n supérieures à g>,

a„ > a > 1 ;

on prendra r compris entre a et un ; puisque $n a pour limite r, il 
existera un nombre positif g, supérieur ou égal à p et tel que l’on ait 
pour les valeurs de n plus grandes que g,

)

< a;

on aura donc, pour n > g,

. "14 4-1 ^ Un 4-1

5
■JtnUn

«S
| S

r_l 
I g

I g

-



d’ailleurs la série (U) est convergente puisque r est plus grand que 
un : la série (Y) est donc aussi convergente. Quant à la seconde partie 
de la règle, elle s’établit de la môme façon.

Comparons cette règle à celle de la page 84, ou plutôt à la suivante 
qui est un peu plus large et qui se démontre de la même façon :

Si dans la série à termes positifs

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.392

(V) -)r ... -f- Vn ■+- ..

le rapport peut se mettre sous la forme

r
1 — ~ + n

r étant un nombre fixe et sn une quantité telle que la série

(E) £l “b £2 + • • • ■+■ £ra + • • •

soit absolument convergente, 1a, série (V) sera convergente si l’on 
aol, divergente si l’on a r ^ 1.

De l’égalité
1r

1 —----f- —n <%n
n

on tire
r — nen

an = r1 —--- h £n
n

si la série (E) est absolument convergente, il est impossible que le 
produit | ns,j | reste, pour les valeurs de n supérieures à une certaine 
limite, plus grand qu’un nombre positif fixe; si ce produit a une 
limite, cette limite est nulle, et l’on a alors

lim a,, = r ;
U x= 00

dans ce cas, si r est différent de un, les deux règles sont équivalentes. 
La dernière règle donne des indications sur la divergence ou la
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convergence de la série (V), que ne fournirait point la règle de Raabe 
si l’on a r = 1, ou si le produit mn ne tend pas vers une limite;

mais, d’un autre côté, si le rapport ■ se met sous la forme
vn

1 — n + £"

r étant un nombre fixe autre que un et en une quantité telle que le 
produit nzn ait pour limite zéro, la règle de R.aabe permet toujours 
de décider de la convergence ou de la divergence de la série; or il 
peut se faire, dans ce cas, que la série

tl + + ... -+• £„ ...

soit divergente, en sorte que l’autre règle ne serait pas applicable. 
C’est ce qui arriverait, par exemple, si l’on avait

1
~n n log n

IV

§ 74; page 103 ; ligne 2.

inférieure à 2 A, lisez ; inférieure à A -f- | f (a) |.

V

§ 125; page 214.

Une erreur de notation s’est glissée dans la rédaction de ce para­
graphe : la fonction que Gauss désigne par II (x) n’est autre chose 
que T (.x + 1); c’est à tort que j’ai employé le symbole II (x) pour 
désigner l’inverse de la fonction T (x + 1).



§ 136; page 232.

Sur la formule des accroissements finis.
Cette formule est susceptible d’une généralisation différente de celle 

qu’on trouve au paragraphe 146.

Soit f (x) une fonction qui, dans l’intervalle (a, b), admette des 

dérivées première et seconde, f {x) et f (x), finies dans l’intervalle 
considéré.

Soit x un nombre appartenant à l’intervalle (a, b) et /q, /q deux 
nombres tels que x 4- hv x 4- /i2, x 4- 7q 4- 7q appartiennent aussi 
au même intervalle; posons

fl 0») = f(œ + ht) — f(x)

la fonction de x, fl (x), admettra une dérivée dans l’intervalle 

(.x, x H- /q) ou (x + 7q, x) et cette dérivée sera

f\ (x) = f'(x + /q) — f (x);

ceci posé on a, en désignant par 02 un nombre compris entre zéro et un,

fi O + K) — fl (x) —K f\ (x + 02/q)
= 7q[T' (ce 4- 0â/q 4- 7q) — f' (x 4- 02/q)].

Or, en vertu de la même formule, la quantité entre crochets peut 

être remplacée par /q f" (x 4- bihl 4- 02/q), en désignant par 0, un 
nombre compris entre zéro et un; on aura donc finalement

fi (x + hi) ~ fi (x)
= f (ce 4- 7q 4- /q) — f (x 4- ht) — /’ (x 4- /q) 4- /’ (ce)
= /q /q /■" (x 4- OJq 4- 02/q).

On trouvera de même, en supposant que dans l’intervalle (a, b), 
la fonction f(pc) admette des dérivées finies jusqu’au nième ordre f (x), 
f (x), ..., f(n) (x) et que les nombres

x 4- h .., x 4- hn,x 4- 7q, 25 •
x 4- /q 4" h x 4- /q 4- /q, •• x 4~ — î25 • ?

x 4- /q 4- /q 4- ... 4- /q

THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.394
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appartiennent, ainsi que x, à l’intervalle (a, b),

f (x + hl -P /i2 + ... + /i„)- — 2 jf (x -P ht -P h2 -P ... +
+ ^f(x -p hy + \ + ... + — ... ± 2/‘('£c -h /it)

+ f (x) — h y h 2 ... K fiH) (X + fiyhy + Ô, \ HP ... + 0„ ft„) I

dans le second membre ô15 02, ..., 0„ désignent des nombres compris 

entre zéro et un; dans le premier membre chaque sommation s’étend 

à tous les termes qui se déduisent du terme écrit en remplaçant la 

suite des indices par les autres combinaisons, du même ordre, des 

nombres 1, 2, ..., n.
Si la fonction f(n) (x) est continue pour la valeur considérée de la 

variable, on voit que le premier membre, divisé par liv h2, ..., hn, 
a pour limite f(n) (x) quand les quantités hy, h.2, ..., hn tendent vers 

zéro; d’une façon plus précise, si l’on désigne par © (x, hv h2, ..., hn) 
ce premier membre, on peut affirmer qu’à chaque nombre positif e 

correspond un nombre positif rt tel que bon ait

© (a?, h y, h2, ..., /?-„) — f1'0 (x) < £,
KK ••• K

sous les conditions

0 < | h | < y;, (i = 1, 2, ... n).

Je dois cette note à M. Darboux.

s,
sibÛotvk.p
BZakl.tol.ügUtoti

FIN.
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