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PRÉFACE
DE LA TROISIÈME ÉDITION.

La deuxième édition avait été, à peu de choses près, la 
réimpression de la première, sauf l’addition d’un Chapitre 
servant d’introduction et résumant les connaissances néces­
saires à la lecture de l’Ouvrage.

Cette nouvelle édition présente, au contraire, des change­
ments notables. De nombreuses additions ont été faites, 
pour engager encore plus, l’Ouvrage dans la voie de la pré­
paration à l’étude de la Mécanique et de la Physique. Nous 
avons notamment développé les formules pour la détermina­
tion des centres de gravité et des moments d’inertie des 
lignes, des surfaces et des volumes homogènes, dans les cas 
qui se rencontrent le plus fréquemment en pratique, en 
utilisant, autant que possible, la notion d’intégrale prise le 
long d’une courbe. Nous avons conservé la définition des 
intégrales elliptiques de première et de deuxième espèce, de 
Legendre, telle qu’elle est fournie tout naturellement par 
les problèmes du mouvement du pendule simple et de la 
rectification de l’ellipse. Comme application de la théorie 
des intégrales multiples, nous avons ajouté, aux formules 
fondamentales sur les intégrales eulériennes de première 
et de seconde espèce, le calcul des intégrales de Fresnel.



PRÉFACE.

Un chapitre entier a été ajouté sur l’analyse vectorielle, 
dont l’importance augmente de jour en jour; il contient les 
questions suivantes : formule d’Ostrogradzky ou de Green, 
llux, divergence, tourbillon; formule de Riemann; formule 
de Stokes; pour établir cette dernière formule, nous avons 
adopté un mode de démonstration très élégant, dû au phy­
sicien Blondlot ('), qui fait apparaître progressivement, 
d’une manière simple, les éléments de l’intégrale double. 
Quelques types nouveaux ont été ajoutés dans la théorie des 
quadratures et dans celle des équations différentielles du 
premier et du second ordre.

Les parties relatives aux quadratures approchées ont été 
conservées, avec la formule de Poncelet (-) qui présente le 
grand avantage, sur les formules similaires, de donner une 
limite supérieure de l’erreur commise.

Pour compenser les additions, sans allonger le volume, 
nous avons fait des suppressions dans les parties trop pure­
ment géométriques, en enlevant les questions qui, à l’expé­
rience, nous ont paru inutiles, tant au point de vue de la 
formation mathématique qu’à celui des applications.

Nous espérons avoir ainsi réalisé un progrès sur les deux 
éditions précédentes et avoir composé un Ouvrage capable 
de rendre service aux ingénieurs et aux physiciens, aux 
élèves des grandes Ecoles techniques et aux candidats au 
certificat de Mathématiques générales.

VIII

Paul APPELL.
Paris, le 12 juin 1913.

(1 ) Nouvelles Annales de Mathématiques, 3e série, t. XVI, 1897, p. 5oi.
( - ) Poncelet, Introduction à la Mécanique industrielle physique ou expé­

rimentale, 3e édition, publiée par X. Kretz, p. 197; Gauthier-Villars, 1870.



ÉLÉMENTS

D’ANALYSE MATHÉMATIQUE.

CHAPITRE I.
INTRODUCTION.

1. Fonctions d’une variable. — On appelle quantité variableT 
ou simplement variable, une quantité qui peut prendre à volonté 
diverses valeurs. On dit qu’une quantité y est fonction d’une 
variable x, quand, x étant donné, y est déterminé. La variable x 
qu’on peut se donner à volonté s’appelle la Cariable indépen­
dante.

La Géométrie, la Physique, la Mécanique fournissent de nom­
breux exemples de fonctions. Ainsi l’aire y d’un cercle est une 
fonction de son rayon x définie par la relation

y = TT a;2;

la longueur d’une barre de fer est une fonction de sa tempéra­
ture ; etc.

Fonctions uniformes. — Une fonction

y = /O)

est dite uniforme dans un intervalle (a, b) quand, à chaque valeur 
de x comprise entre a et b, correspond une seule valeur de y~ 
Ainsi les fonctions

y — sinx,

sont uniformes dans un intervalle quelconque (a, b).

y = x3-h i, y = tan gx

A.
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Fonctions non uniformes. — Si, à une valeur donnée de x, 
dans un intervalle («, b), répondent deux ou plusieurs valeurs de y, 
la fonction y n’est pas uniforme. Par exemple, supposons que y 
soit lié à x par l’équation

y2 — i — x2 ;

à chaque valeur de x comprise entre — i et + i correspondent 
deux valeurs dey, égales et de signes contraires,

JKi = -H fl — X2,

yî = — \/i — x2;

y n’est donc pas une fonction uniforme de x. 
De même la fonction

y = arc sin.r

n’est pas uniforme, car, à une valeur donnée de x comprise entre 
— i et + i, répondent, comme on sait, une infinité de valeurs 
dey; si y{ est l’une de ces valeurs, les autres sont de la forme

2 kiz-y yu

k étant un entier quelconque.

(ik -1-1)71 —jl5

2. Représentation graphique. — Pour représenter par une ligne 
une fonction

y = /(*),

on prend deux axes rectangulaires Ox et O y (fig. i), on donne 
à x une valeur et l’on construit le point M ayant pour coordon-

Fig. i.

Ty

M

y
oc

0 ce

nées x et y par rapport aux deux axes. Quand on fait varier x, 
y varie suivant une certaine loi et le point représentatif M décrit 
une ligne qui représente graphiquement la fonction (fig. i).
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Fonctions uniformes. — Si la fonction est uniforme dans un 
certain intervalle a, b: la ligne correspondante est telle que, sur 
chaque parallèle à Oy, dans l’intervalle considéré, il se trouve un 
seul point représentatif 1V1 ; car à chaque valeur de x, prise dans 
cet intervalle, ne correspond qu’une valeur de y.

Fonctions non uniformes. — Si l’on prend une fonction non 
uniforme, comme la fonction y définie par

y2= i — x2,

on voit que, sur chaque parallèle à O y correspondant à une 
abscisse x entre — i et q- i, se trouvent deux points M, et M2 de 
la ligne représentative, ayant respectivement pour ordonnées

y \ = •+• y/1 x'1,
y 2 = — s/1 — x2.

Quand x varie de — i à + i, le point M, décrit une ligne AM, B 
{fig- 2) constituée par une demi-circonférence de centre O et de

Fig. 2.

U)

y
M

00A ! 0 'B
1 /

—M2

rayon 1 située au-dessus de Ox ; le point M2 décrit l’arc pointillé 
symétrique du premier par rapport à Ox. On peut dire que cha­
cune de ces deux valeurs de y, y, et y2 est une fonction uniforme 
de x entre — 1 et -f- 1, représentée soit par la demi-circonférence 
AM, B, soit par AM2B; la circonférence entière est la ligne repré­
sentative de la fonction non uni forme y définie par l’équation (1); 
les deux déterminations y, et y2 de y sont appelées les deux 
branches de la fonction non uniforme y.

D’une façon générale, une fonction non uniforme y de x peut 
être ainsi décomposée graphiquement en un certain nombre de



4

branches, définissant séparément des fonctions uniformes dont 
l’ensemble constitue la fonction y.

CHAPITRE I.

3. Fonctions continues. — Une fonction uniforme

est dite continue dans un intervalle (a, b), quand, x variant de a 
à b, le point représentatif décrit une ligne ininterrompue. Ainsi

y — sina?

est continu dans tout intervalle;
i

y— -J X

est continu dans tout intervalle qui ne contient pas zéro.
Une fonction uniforme peut cesser d’être continue, soit en deve­

nant infinie, comme il arrive pour

iy — — > J x

quand x tend vers zéro, soit en passant brusquement d’une valeur 
à une autre.

Dans le cas où la fonction devient infinie, pour une valeur x — a, 
la courbe représentative est interrompue; elle s’éloigne à l’infini 
en admettant pour asymptote la droite x = a.

Dans le cas où la fonction passerait brusquement d’une valeur à 
une autre, la ligne représentative serait interrompue comme dans

Fig. 3.

y c
N B'

C’
A'

BC0 A zxy

la figure 3. Dans celte figure on suppose que x variant de a == OA 
à c — OC, y soit représenté par le trait ininterrompu A'G’; puis



5

que x variant cle c = OC à b — OB, y soit représenté par le trait 
ininterrompu C,B' commençant en un point Ct autre que C' sur 
l’ordonnée de C. On dira alors que, pour x — c, la fonction y est 
discontinue. Quand x tend vers c en croissant, y tend vers l’or­
donnée GG'; quand x tend vers c en décroissant, y tend vers GC| ; 
enfin, pour x == c, il pourrait arriver quey soit égal à une troisième 
ordonnée CN distincte de CC' et de CG(. Ce genre de disconti­
nuités est très rare; le passage par l’infini est la discontinuité la 
plus fréquente.

INTRODUCTION.

4. Pente en un point; dérivée. — Étant donnée une ligne repré­
sentant la variation d’une fonction continue y— f(%), on appelle 
pente de cette ligne en un point M la pente, c’est-à-dire le coeffi­
cient angulaire, de la tangente MT en ce point (Jig. i).

On démontre en Géométrie analytique que cette pente est la 
dérivée de y par rapport à x, dérivée que l’on désigne par la nota­

tion y‘x ou y' ou f'(x) ou —• Quand une fonction est continue,

la pente de sa ligne représentative, c’est-à-dire la dérivée, peut être 
continue ou discontinue.

Par exemple, sur le demi-cercle de la figure 2, la pente ou dérivée 
est continue, excepté aux points A et B où elle devient infinie.

Le long de la courbe de la figure 4 la dérivée varie d’une manière

Fig. 4-

y

A

T T'

0

continue, excepté au point A où la tangente passe brusquement de 
la position AT à la position AT'; un point tel que A s’appelle un 
point anguleux.

Sur la courbe de la figure 5, qui présente en A un rebrousse­
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ment à tangente parallèle à Oy, la dérivée est continue partout^ 
excepté au point A où elle esL infinie.

CHAPITRE 1.

Fig. 5.

y
A

M i
I

0 x<

5. Théorème des accroissements finis. — Soit un intervalle a, b 
dans lequel une fonction uniforme f{x) est continue et admet une 
dérivée continue. Le théorème des accroissements finis est le 
suivant :

Il existe, entre a et b, au moins une valeur c telle qu'on ait

f(b) —/(«) = (b — a)f'(c).(2)

En effet, construisons l’arc de courbe

y ~ f(æ)

en faisant varier x de a à 6. Cet arc part du point A

[x= a, y = /(«)]

et aboutit au point B
[x = b, y = f(b)\.

Sur l’arc AB {fig. 6), il existe évidemment au moins un point C 
d’abscisse c telle que la tangente en C soit parallèle à AB. C’est ce 
fait qu’exprime la formule (2) : le coefficient angulaire de la 
corde AB est

/(6)-/(a).
b — a

celui de la tangente en C est

f\c).



En écrivant que ces deux coefficients angulaires sont égaux, on a 
la formule à démontrer (2).

INTRODUCTION. 7

Fi g. 6.

y

c

A

0 00

Autre notation. — Soit

b — a -F- h ;b — a = h,

la valeur c, qui est comprise entre a et b, peut s’écrire

c = a -+- G A,

Q étant un nombre compris entre o et \. La formule prend alors 
la forme souvent employée

f(a 4- h) — /(a) = hf'(a 4- 0/i).

Applications. —■ i° Si une fonction f(x) a sa dérivée consom­
ment nulle, elle est constante. En effet, soient a et b deux valeurs 
quelconques de on a, d’après la formule des accroissements 
finis,

/(è)— /(«) = (b — a)f'(c),

c étant un nombre compris entre a et b; mais, par hypothèse, 
/(c) = o, puisque f'(x) est supposée nulle quel que soit x : on a 
donc

f(b) =/(«)•

La fonction ayant la même valeur pour deux valeurs quel­
conques de la variable x est constante.

20 Théorème de Rolle. — Soit une fonction uniforme f(x)
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continue dans un certain intervalle et admettant une dérivée con­
tinue : si a et b désignent deux racines consécutives de cette fonc­
tion dans l’intervalle considéré, la dérivée f'(x) s’annule au moins 
«ne fois entre a et b. En effet, par hypothèse*,

CHAPITRE I.

/O) = », f(l>) = fi­

la formule des accroissements finis (2) donne donc

/'(c) = O,

et la dérivée s’annule au moins une fois entre a et b. Graphique­
ment (Jig. 7), cela veut dire que si une courbe continue, à pente

Fig. 7.

y
C"

c

ci
A ocyB0

y
0

-continue, coupe Ox en deux points A et B, il exisLe entre A et B 
au moins un point C où la tangente est parallèle à Ox.

Il va de soi quhl peut y avoir plusieurs valeurs de x comprises 
entre a et b et annulant la dérivée, c’est-à-dire plusieurs points où 
la tangente est parallèle à Ox. Ainsi, dans la courbe de la figure 7, 
il y a, entre A et B, trois points où la tangente est horizontale.

On conclut immédiatement de ce théorème qu’entre deux racines 
consécutives de la dérivée f (x) il y a, au plus, une racine de la 
fonction. Ainsi, entre Jes points C et D ( fig. 7) où les tangentes 
sont horizontales et qui se suivent sur la courbe, il y a une racine 
de f(x) correspondant au point B; entre les points C et C, il n’y 
en a pas.

3° Formule générale des accroissements finis ou formule de 
Taylor. — On peut généraliser la formule précédente comme il suit : 
soity(^:)une fonction uniforme et continue dans l’intervalle 6, 
limites comprises, admettant, dans cet intervalle, des dérivées suc-
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cessives jusqu’à l’ordre n inclus. Nous allons démontrer la formule

(b — a Y

9

f(b)—f(a) — h—— f\a) —

= (6 — a)

/'(«)(3)
I .2

(b — a)3 (b — a)"-1
/u_1)(«)i . ‘2 . 3 i .2. .. (n — i)

(b — c)n~l
i .2... (n — i)

où c est un nombre compris entre a et b.
Pour démontrer cette formule, qui est une généralisation de (2), 

il suffit d’appliquer le théorème des accroissements finis à la fonc­
tion

(b — x) (b — xY
(4) y(x)=f(x)-+- /'(*) + /"(*)1.2

( b — x )3 (b — x ) n~1
fKn~ 1}(x).1.2.3 1.2.. .(n — 1)

D’après les hypothèses faites, cette fonction de x est continue dans 
l’intervalle (a, \ elle admet une dérivée dans cet intervalle, car
chacun des termes, en nombre fini, qui la composent en admet 
une. On peut donc lui appliquer le théorème précédent des accrois­
sement finis, et l’on a

?(£) — fO) = (b — a)®'(c),(5)

c étant compris entre a et b. Calculons la dérivée f'(x) de (4) 
en remarquant que chaque ternie de la forme (b — x)kdonne, 
dans la dérivée, une somme de deux termes que nous mettrons 
entre crochets ; nous aurons

(b — x) n*)]

r{X)\

/lvO)]

<p'0) =/'(*) -+- £■ /'(») + I
(b — x)[ J (x) H1
(b — xY (b — x )3[ /"'(*) + 1.2.3I .2

( b — x )n~2 ( b — x)n~l[ /(ra)0)j •f(/i-D(x) -t-(n — 2) 1.2.. .(n — 1)1.2

Le premier terme de chaque crochet étant détruit par le dernier
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du précédent, il reste

(b — x)'l~l f(n\x).?'<» = i. 2... ( a — i )

Comme on a d’autre part

?(6) = /(*),
?(«)=/(«)-+-

(b —a) /'(<>) +^7^ (b — a)n — 1 /(«-*>(«>1 .2...(il— l)I

et que
(b — c)"-1cp'(c) = /l,i)(c),1.2. . .(/I — l)

la formule (5) donne bien la formule à démontrer (3).

Autre notation. — Si l’on fait b = ah, c qui est compris, 
entre a et b a une valeur qu’on peut écrire

c = a -t- 6 h,

où 9 est un nombre positif compris entre o et i. On a alors la for­
mule suivante [formule (3)]

h h2(6) /(«-+- h) = f(a) 4- y/'(«)-+- — /"(«) + ...

/i"-1 g)+frj—o)-- f{n)(a + 6 h)r..(ai —i). 2 . . . ( Al — I )
puisque

b — c = h(i — 0).

6. Fonctions de deux ou plusieurs variables; dérivées partielles. 
— On dit qu’une variable z est fonction de deux variables indé­
pendantes x et y lorsque z dépend de x et y, de telle façon que, 
x ely étant choisis arbitrairement, z est déterminé. Ainsi, la sur­
face S d’un rectangle de base x et de hauteur y est

S = xy ;

c’est une fonction des deux variables indépendantes x et y.
Le volume V d’un cône circulaire droit est fonction du rayon de 

base x et de la hauteur y :
iV = - t: x2y.
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Soit, on général,
s = /( xi y )

une fonction des deux variables indépendantes x ety. Supposons 
qu’on donne à y une valeur déterminée et qu’on fasse variera? : 
z est alors une fonction de x qui admet une certaine dérivée par 
rapport à x. On désigne cette dérivée de z par rapport à x par les 
diverses notations

dzdx’ J’ P'~x-

De même, si l’on donne à x une valeur déterminée et si l’on 
fait varier y, z est une fonction dey admettant par rapport à y 
une dérivée qu’on dénote

dz
rtv’ A» ?•3',y

Ces deux dérivées de z, l’une par rapport à x, l’autre par rapport 
à y, sont les dérivées partielles premières de z.

Exemple. — Soit la fonction

z = f{ x, y ) = 3 a?3 -h 4 a?2y3 — 6 ex cosy ;

on trouve immédiatement

dz
P =fx= j~r — 9^S-+- 8a?y* — 6 e* cosj, 

dzq — f'y — — — i2x2y2~h 6ex siny.
dy

Dérivées partielles secondes. — Les dérivées partielles pre­
mières p et q sont, comme on le voit sur l’exemple précédent, de 
nouvelles fonctions des deux variables indépendantes x et y. Cha­
cune d’elles admet donc, à son tour, une dérivée partielle par rap­
port à x et une par rapport à y. Prenons d’abord

ôzP-f*~ d~x>

cette fonction admet une dérivée par rapport à x qu’on dénote par

d2 z 
dx2 ’

dp „
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et une dérivée partielle par rapport à y, qu’on dénoie par

dp d2 z
■J- — f xy — dx dydy

De même q —fy — admet une dérivée partielle par rapport 

dj_ =
à x

d2 z
dx fyx~ dy dx

et une dérivée partielle par rapport à y

d2 z
dy dy

Exemple. — Si nous reprenons la fonction ci-dessus, donl nous 
avons calculé les dérivées premières, nous aurons immédiatement 
les dérivées secondes

d2z— f" — __ 
J x' dx2

d2z

= 18 27 -f- 8^3—6 e* cos y,

— f'xy — = a $ a?y2 -t- 6 e* siny,dx dy 
d2 z

= 24 xy2 -t- 6 e* sinj',dy dx
d2 g

= fV = ôji =2/i x'y ■+■6 cosr •

On remarque sur cet exemple qu’on a trouvé pour fxy et f” 
la même expression; ce fait est général et l’on peut énoncer le 
théorème suivant :

Théorème. — Dans le calcul des dérivées partielles d'une 
fonction de plusieurs variables, on peut intervertir Vordre des 
dérivations.

En d autres termes les dérivées f'xy et fyx sont identiques.
C’est ce que nous allons démontrer, en nous appuyant sur le 

théorème des accroissements finis.
Donnons à x un accroissement h et considérons l’accroissement 

correspondant de f(x,y), soit

<p(x,y) =f(x -h h,y) — f(x, y),

SI
S-

 %!
§•

 g-l-g
-
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puis donnons à y un accroissement k et considérons l’accroisse- 
ment correspondant de <p(x, y). On a

?(*. y + k) — ?(x,y)
= A* + ^/ + ^)-/(<*> JK -+- A:) — /(a? ■+■ A, jk) 4- /(a:, 7).

Puis recommençons un calcul analogue en donnant aux variables 
les mêmes accroissements, mais dans un ordre inverse. Nous aurons 
à considérer les différences

INTRODUCTION.

+ O. Y) = /(*» JK -+- k) —f(x,y)
et

<Ka7 h,y) — ty(x,y)
= /(a? -t-A, .y + A) — /(a? -+- A, jk) — f(x, y -+- k) y).

Les résultats de ces deux calculs étant les mêmes, on est conduit 
à l’égalité

?0, JK-t-A) — © (a?, y) = <j/(a7-t- A, 7) — F(-r, r)-

Transformons les deux membres d’après la formule des accrois­
sements finis, appliquée à la variable y dans le premier membre 
et à la variable x dans le deuxième, nous trouvons

k<?y(x,y-+-Ük) = A<14(37 + 6! A, y), 

ou bien, en introduisant de nouveau la fonction f(x:y),

k[f'y(x + h,y + %k) — fy(xi y ■+■ OA)]
= A[/*(a7-t-61A, y -+- A) — fx{x -+- 6, A, y)]-,

transformons enfin chacune des parenthèses d’après la même for­
mule, en considérant dans la première fi{x,y-f- 9k) comme une 
fonction de la lettre x et, dans la deuxième, fx{x -f- 9, h,y) comme 
une fonction de la lettre^; puis supprimons dans les deux membres 
les facteurs égaux kli et A/r, il vient

fyx(x -t- 6' A, y -H 0k) — fxy(x -H 6i A, y + 0', k).

Quand h et k tendent tous les deux vers zéro, les accroissements 
donnés à x et y dans les deux fonctions fÿx{x,y) et fxy(x,y) 
tendent vers zéro; si donc nous supposons ces deux fonctions 
continues par rapport aux deux variables x et y, les deux membres 
de l’égalité précédente ont respectivement pour limites fyX{%,y)
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et /J,' (#, y) et l’on a bien l'égalité

/yxO, y) = fxy(n, y)

qu’il s’agissait de démontrer.
On emploie ordinairement les notations suivantes pour désigner 

les dérivées partielles secondes d’une fonction z de deux variables 
indépendantes. On pose

d-z _ ,
àx* — J x " 

è2 z
dx dy ôy ôx

t= — = f" ày‘2 J >r =

d2z
— f"xy ~ f "yx •

7. Retour aux fonctions d’une variable; théorème des fonctions 
composées. — Soient u, c, des fonctions d’une même variable x. 
Supposons que J' soit une fonction de u, c

y = ZO> *0;

alors y est une fonction de x par l’intermédiaire de u, e. Nous 
nous proposons de calculer la dérivée de y par rapport à x. Nous 
allons montrer qu’on a

ÿx = f'„U'x -+-./>*•

En effet, donnons à x un accroissement Ix, u et c prennent des 
accroissements correspondants A u et Ac, et enfin y un accroisse­
ment Ay :

= /(» ■+• p + Ap)-/(m,p).

Ecrivons, en ajoutant et retranchant f(u, c + Ac),

Ay — f(u 4- Au, c 4- Ac) —/(u, c 4- Ac) -I- /(u, c 4- Ac) — /(u, c).

D'après le théorème des accroissements finis, appliqué à 
/(u, c -+- Ac) considéré comme fonction de la lettre u, on a

/( u 4- Au, c 4- Ac) —/( u, c 4- Ac) = Au f'u ( u 4- 6 Au, c 4- Ac).

De même, d’après le théorème des accroissements finis appliqué 
à f(u, c) considéré comme fonction de la lettre c, on a

/(u, c 4- Ac) —/(u, c) = Ac/; (u, c 4- 0] Ac),
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9 et 9, étant des nombres compris entre o et i. On a donc 

A}' = Am/'„(m -h 0 Am, v -+- Ac) -+- \vf'v(u, v -+- 0i Ae);

le rapport de l’accroissement Ay de la fonction y à l’accroissement 
Ix de la variable indépendante x est donc

% = ^/“(w4_6a“’ + e,ap).

Quand \x tend vers zéro, Am, Ae, Ay tendent vers zéro; > 

tendent respectivement vers jQ, m^., (Q; on a donc 

y'x = fa u'x+ fl v'x.

La formule est ainsi démontrée.
Pour obtenir la dérivée y'x il faut donc prendre la somme des 

produits obtenus en multipliant la dérivée partielle de y par rapport 
à chacune des lettres m, v par la dérivée de cette lettre.

Exemple. — Cette règle comprend les règles connues relatives 
à la dérivée d’un produit, d’un quotient. Par exemple, si

y = uv,

f(u, v) = uv, 

f'u= v, fl — u ;

y'x — vu'x -+- «<4-

un a

donc

De même si

y =

/;.= ? 

y*==

V* '
vu1 — uv'

V1

Pour prendre un cas nouveau, soit

y = »v,

u et v étant des fonctions de x. Ici

f(u,v)=u%

La dérivée partielle f'u doit être prise en regardant v comme

--1
 s
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constant; on a donc (dérivée de am par rapport à u)

CHAPITRE I.

De même la dérivée partielle par rapport à v est prise en regar­
dant u comme constant; on a donc (dérivée de a? par rapport à u) :

fl = uvhu;
donc enfin

d(uv)
y*=sï = vu'’-1 u' -+- uv L uv'.

En particulier, soit 

alors
y = ( i + ^ Y" ;

u = I -+- x2, 
u' = -ix,

v = x3, 
v'== 3 a?2 ;

donc
y'x = a?3(i ■+- xi)x> 1 o.x (i -+- x2)x3 L(i -+- a?2) 3a?2, 

•?. a?2 -+- 3 L ( i -+- a?2 )J .[y'x = x'2 (i H- a?2 )-r's i -+- a?2

Un théorème analogue a lieu quand y dépend de trois ou d’un 
nombre quelconque de fonctions de x. Par exemple si

y = /('“,v,

u, e, w étant fonctions de x, on a

y'x = /'» «4 -+- fl v'x -h Av «'x •



qui sont infiniment petites en même temps : cela veut dire que, 
quand l’une d’elles tend vers zéro, il en est de même des autres. 
Il est important de comparer ces quantités entre elles : compa- 
rons-les, par exemple, à a, que nous nommerons pour cette raison 
infiniment petit principal.

Infiniment petits du premier ordre. — On dit que est infi­

niment petit du premier ordre par rapport à a, si le rapport l-

tend vers une limite finie et différente de zéro, quand a tend 
vers zéro :

Jim- = k (k 7^ o).

On peut alors poser

— /d —f- £.

!

INFINIMENT PETITS. — DIFFERENTIELLES. *7

CHAPITRE IL
INFINIMENT PETITS. — DIFFÉRENTIELLES.

I. — INFINIMENT PETITS. — DEUX THÉORÈMES FONDAMEN­
TAUX. — APPLICATION A L’AIRE D’UN SEGMENT DE COURBE 
PLANE.

8. Infiniment petits. — Le calcul différentiel et le calcul inté­
gral reposent sur la notion des quantités infiniment petites et sur 
l’emploi de deux théorèmes fondamentaux.

On appelle quantité infiniment petite une quantité variable 
qui tend vers zéro. Ainsi, pour exprimer ce fait que sinÆ* tend 
vers zéro, quand x tend vers zéro, on dit que sin x est infiniment 
petit en même temps que x.

Considérons différentes quantités :

• ?

« -C
C



On a ainsi l’expression générale des infiniment petits du pre­
mier ordre : ce qui varie d’un infiniment petit du premier ordre 
à un autre, c’est la valeur de la constante k et de l’infiniment 
petit £. La quantité ak est appelée partie principale de (3. On 
peut remarquer que le rapport de [3 à sa partie principale tend 
vers i, quand a tend vers zéro. On a, en effet,

JL =
k oc

Exemples. — Soit a un infiniment petit. La quantité

P = sinaa

est infiniment petite avec x\ elle est du premier ordre par rapport 
à a, car le rapport

sin ?. a sin 2 a
= 2a 2 a

18 CHAPITRE II.

s étant infiniment petit en même temps que a; on en conclut 

ft = a ( A: -t- e ) = k a -+- e a.

tend vers 2 quand a tend vers zéro, puisque le rapport du sinus 
à l’arc tend vers i. La partie principale de [3 est 2 a : le rapport

de [3 à sa partie principale tend vers i.
De même

(3a)*^ = e3ix — i = 3 a -+-
I . 2

?est un infiniment petit du premier ordre, car — tend vers 3; la 
partie principale de [3 est 3 a.

Infiniment petits du second ordre. — Soit encore [3 une quan­
tité infiniment petite en même temps que a ; mais supposons

A
que ^ tende vers zéro avec a. Alors [3 est dit infiniment petit 

d’ordre supérieur au premier. On dit que j3 est infiniment petit 

du second ordre par rapport à a, si le rapport tend vers une

et le second membre tend évidemment vers i quand a tend vers 
zéro.

« r
tp
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limite différente de zéro :

lim = k (k o).

On peut alors poser

= Ar H- e,

«0

Quand a tend vers zéro, le rapport entre parenthèses tend 
vers i ; donc

1)0,1 = 1:
a2 2 ’

p est infiniment petit du second ordre par rapport à a et sa partie

principale est

Infiniment petits cVordre n. — On peut généraliser ces notions 
comme il suit :

On dit que (3 est un infiniment petit d’ordre /t, par rapport à a, 
n étant positif, si le rapport

P
a*

£ tendant vers zéro avec a; d où

(ï = a2(À:-t-e) = Æa2-t- ea2.

C’est là l’expression générale des infiniment petits du second 
ordre. La quantité A’a2 est la partie principale de [3 et le rap-

Q
port tend vers i quand a tend vers zéro.

Exemple. — Soit
^ = i — cos a ;

p est infiniment petit avec a. On peut écrire

h»
^ b

»
« 

I « 
8M

« 
| 

(N

/

CS

- 
I cs

"C
O



Celte quantité est infiniment petite avec a. 
par le développement en série connu

En remplaçant ea

a2 a3
ea = i -s- - -+- • • ii. 2. 3I .2

on a
a3 ai

P = 1.2.3 1.2.3.4
donc

Iiin ” 6;

fi est infiniment petit du troisième ordre et sa partie principale
a3est
"6*

Soit encore
[3 = -h a2 ;

JJ est infiniment petit avec x; on a

3/-------
= V‘1 H- a,

donc
lim

CHAPITRE II.

tend vers une limite k différente de zéro. On peut alors écrire

20

= k -t- s,

£ étant infiniment petit avec a; d où

P = /cct»+ ea" ;

k a" est la partie principale de [3; le rapport de [B à sa partie prin­
cipale

3
/-a"

tend vers i quand a tend vers zéro.
Dans cet énoncé général, /i est assujetti à être positif; il peut 

être entier ou fractionnaire.

Exemples. — Soit
a2aP = e« — i — -î I .2

«h
53

V
-h

»
V

f



[3 est infiniment petit d’ordre ^ par rapport à a, et sa partie prin­

cipale est

INFINIMENT PETITS. — DIFFERENTIELLES. 21

a3 y % yr*.

Remarque. — Cette classification n’embrasse pas tous les infi­
niment petits. Il peut se faire qu’une quantité (3 soit infiniment 
petite avec a, mais ne soit d'aucun ordre, ni entier, ni fraction­
naire. Par exemple

ou

- ôï? = e

est infiniment petit avec a, mais le rapport

tend vers zéro avec a quelque grand que soit 1 exposant n. On 
ne peut donc assigner aucun ordre d’infiniment petit à ® par rap­
port à a.

Ordre du produit de deux infiniment petits. — Si [3 est infi­
niment petit d’ordre m par rapport à a et y d’ordre n, le pro­
duit (3y est d’ordre m -j- n. En effet, on a alors

P = a"*(/r -t- e), y = an(A'-4- e'),

où k et k' sont des constantes non nulles et e, d des infiniment 
petits. On en conclut

Py = %"l+n ( kk' -+- y]),

7] désignant la quantité infiniment petite dk -f- ed. Donc (3y
est d’ordre m H- n, et sa partie principale est

kk ctm+n.

9. Principes de la méthode infinitésimale. Deux points de vue. 
— On peut employer, à deux points de vue différents, les quan­
tités infiniment petites, dans la recherche des quantités finies.

Le premier point de vue, que les anciens n’ont pas connu et 
dont la découverte est due à Newton et à Leibniz, consiste à 
regarder la quantité qu’on cherche comme la limite du rapport 
de deux quantités infiniment petites. Par exemple, si l’on con­

«I
-l°°-| «
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sidère une courbe ayant pour équation, en coordonnées carté­
siennes,

y = f(.x)i

et si l’on cherche le coefficient angulaire de la tangente en un 
point M de coordonnées x et y, on considère un point voisin M7 
de coordonnées xAr, y + Ay et l’on cherche la limite du 
rapport

\y
bx

quand Ax tend vers zéro. On est ainsi amené à la notion de dé­
rivée; de sorte que ce premier point de vue conduit au calcul des 
dérivées ou au calcul différentiel.

Le deuxième point de vue, sous lequel on peut employer les 
infiniment petits, consiste à regarder une quantité finie comme la 
limite de la somme d’un nombre infiniment grand de quantités 
infiniment petites. Ce point de vue était connu des anciens. Par 
exemple, en géométrie élémentaire, on considère la longueur d’une 
circonférence comme la limite vers laquelle tend le périmètre d’un 
polygone inscrit dont le nombre des côtés augmente indéfiniment, 
chacun d’eux tendant vers zéro; on définit d une façon analogue 
les aires planes ou courbes, certains volumes, etc. Ce second point 
de vue conduit au calcul intégral; nous verrons, en effet, qu’une 
intégrale est précisément la limite de la somme d'un nombre infi­
niment grand de quantités infiniment petites.

10. Deux théorèmes fondamentaux. — La méthode infinitési­
male, envisagée successivement sous ces deux points de vue, 
repose sur deux théorèmes correspondants.

Théorème 1. — La limite du rapport de deux infiniment 
petits n'est pas changée, quand on remplace chacun d'eux par 
un infiniment petit dont le rapport avec lui a pour limite 
V unité.

Soit le rapport de deux infiniment petits

—
J



lim — =
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Prenons deux autres infiniment petits jà' et y' tels que

23

limH = i.i
P T

Il faut montrer que
lim = 1 i m — •

T

Ce fait est évident, car on peut écrire

P'= PO £)> y'=Y(i + e'),

e et e' tendant vers zéro en même temps que j3 et y. On a donc

I —I—

tend vers i et l’on a bienle rapport i -+- s'

lim = lim

En particulier, pour trouver la limite du rapport de deux infi­
niment petits [3 et y, on peut remplacer chacun d’eux par sa partie 
principale, puisque le rapport d’un infiniment petit à sa partie 
principale tend vers i.

Exemple. — Pour évaluer la limite du rapport

sin 3 a
si n 2 a

quand a tend vers zéro, on peut remplacer respectivement sin 3 a 
et sin2a par«3a et 2a, car les rapports

sin 2asin 3 a
3 a 2 a

3 oc 3tendent vers i. La limite cherchée est donc celle de — ou -2 a 2

Théorème IL — La limite de la somme d'un nombre infini­
ment grand d'infiniment petits, tous de même signe, n'est pas 
changée, quand on remplace chacun d'eux par un autre dont 
le rapport arec lui a pour limite l'unité.

Soient a,, a2, . . ., les quantités infiniment petites proposées.

o
lL V
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toutes de même signe; supposons qu’on ait

iim(at -t- a2 H—. - - -t- a„) = A

quand toutes ces quantités tendent vers zéro, n croissant indéfini- 
ment. Soient maintenant [3,, (32, . . (3,/ d'autres quantités infini­
ment petites, en même nombre, telles que

Pi P 2I i m — —- i, lim — =i.*i a..

11 faut démontrer qu’on a également

lim ( jb -+- p2 -t-... -+- p/4 ) — A.

Considérons les rapports

Si jL P-CO • ?a i ’ a 2 a»

dont les dénominateurs sont tous de même signe par hypothèse. 
D’après un théorème élémentaire d'algèbre, le rapport

Pi + 3a ~t~.. • + 3,t
otj —I— ot2 a«

obtenu en divisant la somme des numérateurs par celle des déno­
minateurs, est compris entre le plus grand et le plus petit des rap­
ports (i), de sorte qu’on a

P» Pi ~l~ Pa ~+~ » • • + P« <£*.rj!L <O) Otj Gt? -t- • . • -t- OCaa ni «P
a
— étant le plus petit et — le plus grand des rapports (i). Quand n
a ni a [> fl
augmente indéfiniment, tous les rapports (i) et en particulier —

a/«
et ^ tendent vers i par hypothèse. Le rapport

pl -+- 3* —t—... —I— pn

Pc

GCj -+- 3Î2 -+- . . . -4- 3K,i

étant compris entre deux quantités qui tendent vers i, tend lui- 
même vers i, et comme le dénominateur tend vers A, il en est de 
même du numérateur.

Le théorème est donc démontré. On peut, en particulier, pour



a2 = —
*3 \“1= ~r y n s/n)’fin) S/n)'y/ n

II — a « = —a 4 = —
y/n/

• * ?
y/» y/ n,y/ /i

où tous les a d’indices impairs sont égaux au premier ocj et tous ceux

d’indices pairs au deuxième a». La somme a. -+- a2-1- ... -t- est — ou i.n
Soit, d’autre part,

Pi = P. = 4=Pa — — y/n’y/ n y/ n
i

P* — — P H =----• • 5
y/ n y/n

Quand n augmente indéfiniment, toutes ces quantités deviennent infini­
ment petites et les rapports

P»
• • »

*«

tendent vers i. Mais comme les a n’ont pas tous le même signe, on ne peut 
pas affirmer que la somme

Pi + Pa-H- • •-+* P«
tende vers la même limite que la somme des a. Effectivement, la somme 
des p est nulle et celle des a égale à i.

Infiniment petits équivalents. — Deux infiniment petits sont 
dits équivalents quand la limite de leur rapport est égale à 
Vunité. On peut alors substituer ces infiniment petits l’un à l’autre 
soit dans un rapport (théorème 1), soit dans une somme (théo­
rème 11) : c’est pour cela qu’on les appelle équivalents.

11. Application du théorème II. — Aire d'un segment de 
courbe plane. — Considérons une courbe plane ayant pour équa-

23

évaluer la limite de (a, + a2 H- ... + a„), remplacer chaque infini­
ment petit composant la somme par sa partie principale.

Remarque. — 11 est essentiel de supposer les quantités at, a2, ..., a„ 
toutes de même signe; s’il n’en était pas ainsi, on ne pourrait plus faire la 
démonstration, car le théorème d’algèhre sur lequel nous nous sommes 
appuyés ne serait plus applicable. 11 est facile de montrer, par un exemple, 
que la proposition n’est plus vraie.

Soit n un nombre pair, n — 2p ; posons

INFINIMENT PETITS. — DIFFÉRENTIELLES.

« -C
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lion, par rapport à des axes rectangulaires,

r = /0);

prenons un arc continu M0M {Jig. 8) de celte courbe et abaissons 
les perpendiculaires M0P0 et MP sur l’axe Ox. Proposons-nous 
d’évaluer l’aire P0M0MP. Nous supposerons d’abord que l’arc

Fig. 8.
My

M71,-1 H

Mv-—H»
/- H,M0

Pq Pi P 2 ^V-i P CC-

M0M soit au-dessus de Ox et que l’abscisse x deM soit supérieure 
à l’abscisse a de M0.

Divisons P0 P en n parties par des points P,, P 
menons les ordonnées P, M(, P2M2, ..., P« 
divisent l’aire S en n parties que nous appellerons a,, a2, ..., art. 
L’aire A étant évidemment la somme des parties dans lesquelles on 
l’a divisée, on a

.., Pn_\ et 
Mrt_,. Ces ordonnées

25 ■
-I

y. \ —f- oc2 • • • ■+■ ot^ — A.

Inscrivons maintenant dans la courbe des rectangles de la façon 
suivante. Par le point M0 menons une parallèle à Ox, M0H 
jusqu’à la rencontre de l’ordonnée M, P, ; par M 
parallèle à Ox, M(H2, jusqu’à la rencontre avec M2P2, et ainsi 
de suite, par M„ 
rencontre avec MP. Nous formons ainsi n rectangles inscrits

.., dont nous appellerons les aires [3 
.., (Üw. Nous allons démontrer que l’aire A est la limite de la 

somme de ces rectangles quand n augmente indéfiniment, toutes 
les divisions P0 P,, P, P2, . .., P,,.., P tendant vers zéro.

Il s’agit donc de démontrer que

1 i in ( [âi —t— —t-. • . -+- (3«) = A,

i 5
menons une

parallèle à Ox, M„_, H„, jusqu’à laune— 1

P0M0HtP,, P, M, H2 P 112, •
P 25 •



ou encore que la somme [3t + (32 + • • • + [3» a même limite que 
a « + a2 -f- ... -f- 0Ln. Pour cela, comme les quantités a,, a2, ..an 
sont toutes positives, il suffit de vérifier que tous les rapports

INFINIMENT PETITS. — DIFFÉRENTIELLES. 27

P2 P»-- ? • * 9
a2 <*n

tendent vers 1.
Supposons d’abord que, le long de l’arc M0M, l’ordonnée varie 

toujours dans le même sens, par exemple en croissant, comme 
dans la figure 8. Considérons le rapport

Ëi.
a2’

nous allons démontrer qu’il tend vers 1 ; la démonstration est la 
même pour tous les autres. Menons par M2 une parallèle à Ox 
vers la gauche, jusqu’à la rencontre avec M)P1 en K1? et appelons 
y, et y-2 les ordonnées M,?, et M2P2, A.r l’accroissement P(Pa 
de l’abscisse. L’aire a2 = P,MtM2P2 est évidemment comprise 
entre le rectangle PtK,M2P2 de surface y2A# et le rectangle 
P, M, H2P2 appelé [32 de surface A^

y, \x < a2< y2 \x.

Divisons par y, Ax = (32

y2«2
I< < —•

P* y 1

Quand n augmente indéfiniment, A# tend vers zéro, y2 tend 

versj^, et le rapport — tend vers 1. Donc ^ étant compris entre 1 

et un rapport qui tend vers 1, tend lui-même vers 1 :

lim tt—
^2

La même démonstration s’appliquant à tous les rapports, le 
théorème est démontré; l’aire A est la limite de la somme des 
rectangles inscrits.

Si, sur l’arc M0M, l’ordonnée ne varie pas toujours dans le même 
sens (Jig. 9), on peut partager cet arc en parties M0M/, M/M^, 
M^M le long de chacune desquelles l’ordonnée varie dans le

cQl
I «
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même sens. Le raisonnement précédent s’applique alors à chacune 
des aires partielles limitées par les ordonnées des points intermé-

Fig- 9-
y

M
M ù

M-ù
M0

P osP oO

diaires M,-, et, par suite, à l’aire totale A, qui est donc, dans 
tous les cas, donnée par

A = Iim( [3i -t- ^2-+-. ..-t-

Expression analytique. — Appelons {fig- 8) a et x les
abscisses des extrémités M0 et M, xx, x2l ..., x„_{ les abscisses 
des points intermédiaires M,, M2, ..., Mw_, ; les ordonnées M0P0, 
M,P,, ..., sont/(a), /(#,), ..., f{xn_x ) ; les segments
P„P., P|P*, P« P servant de bases aux rectangles sont 

x — xn_K, et J’on peut écrire
-i

xt — a, x-2 — X\

A = lim [(xi-a)f(a) -t- (x2— xx)f(xx) -h (x— xn-x)f{xn-x)\,

quand n augmente indéfiniment, toutes les différences x{ — a, 
x — xn...K tendant vers zéro. On peut écrire celtex2 — xx, . 

expression sous forme abrégée
* * ?

A = lim S f(x) Aa?,

le signe S signifiant qu’il faut faire la somme des produits de 
chaque ordonnée par l’accroissement correspondant de l’abscisse. 
On écrit habituellement

A = J/O) dx,

où le signe J' qui représente une lettre S s’énonce « somme ». 

On dit : « A égale somme f{x)dx ».
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Getle expression ^f(x)dx est ce qu’on appelle une intégrale

simple. Nous verrons prochainement comment le calcul de ces 
intégrales simples se ramène à la recherche des fonctions primi­
tives.

12. Valeur algébrique de l’aire d’un segment. — Les raisonne­
ments géométriques que nous avons faits sont indépendants de 
la disposition de la courbe par rapport aux axes de coordonnées. 
Mais, quand nous avons établi la formule

A = lim f(a?i — a)f(a) (x2 — xt )f(x\) -h. ..] = lim S f(x)kx

= /f(x) dx,

nous avons supposé (pie l’arc M0M était au-dessus de Ox et que x 
était supérieur à a.

Voyons ce que représente cette même formule quand ces condi­
tions ne sont pas remplies.

Supposons d’abord que x soit supérieur à «, mais que l’arc

Fig. 10.
y

pp0 rc

M

M„M soit au-dessous de Ox (fig. io). Alors, dans l’expression 
analytique que nous avons écrite

A = lim [(a?! — a)f(a) -+- (x2— X\ )/(xi) -F.. .4- (x — xn~1)f(xn-1)\,

toutes les ordonnées f(a), /(x( ), ..., /(xrt_, ) sont négatives ; les 
produits (x, — a)f(a), (x2—xt)f(xi), ... représentent donc les 
aires des rectangles inscrits changées de signe et la somme de 
ces produits a pour limite l’aire P0M0MP changée de signe. Pour 
ne pas avoir à modifier les formules, il suffit donc de regarder 
comme négatives les aires des segments situés au-dessous de Ox ;
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on aura encore, clans ce cas,

A = J'f(x) dx.

Si J’arc M0M (fig. i i) est partiellement au-dessus et parlielle-

Fig • 11.

y
R"

M0

M" M”' PM’
coO P o

R’
M

ment au-dessous de l’axe Ox qu’il coupe aux 
dans l’expression de la somme

A = lim[(a?i— a)f(a) + (x2— x,)f(xt) -+-...-+- (x — x„-i)f(x„-t)\

points M', M", M'%

= Jf (x) dx,

les aires de ceux des rectangles inscrits qui sont au-dessus de l’axe 
entrent positivement et les aires des rectangles inscrits qui sont 
au-dessous entrent négativement. La somme A représente donc la 
différence entre les aires des segments situés au-dessus et les aires 
des segments situés au-dessous de l’axe Ox.

A = P0 M0 M' — M'R' M" -h M" R" M'" — M'" M P.

Cas où x est inférieur à a. — Si x était inférieur à a (fig. 12), 
les différences

xi — a, Xi— xi, x — Xn-t• • f

représenteraient les bases des rectangles inscrits changées de 
signe; dans la somme

Sf{x.)\xr

les aires des rectangles à ordonnées positives entreraient donc 
négativement et inversement.
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L’expression

f f(v)dx
représenlerait alors la différence entre les aires inférieures et les 
aires supérieures : M/RM"—PMM'—M"M0P0.

Fig. 12.

M,M

M’ M".
P P0 æ

R

Dans tous les cas, nous conviendrons d’appeler chacune des 
expressions obtenues la valeur algébrique de l’aire P0M0MP.

Remarque. — Les définitions précédentes s’étendent d’elles— 
mêmes au cas où la fonction f{x) présente des discontinuités en 
nombre fini entre a et x. La courbe y — f{x) a alors une forme 
comme celle de la figure i3, où il y a deux discontinuités pour les

Fig. i3.

y

M

21 K P, 02
P o Ho

3
M,

deux abscisses OH et OK. L’aire de cette courbe a une valeur par­
faitement déterminée, donnée toujours parla formule J'f\x)dx\

en supposant a<g,x, elle est la somme algébrique des aires i, 2 

et 3, où l’aire 3 est négative.

13. Aire d’un segment en coordonnées obliques. — Soit une 
courbe

y = f(*)
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rapportée à des axes Ox et Oy faisant entre eux un angle 9 ( fig. 14).
Considérons un segment limité par un arc de courbe M0M, les 

deux ordonnées extrêmes M0 P0 et MP, et par l’axe O.r. Ou voit,

Fig. t4.
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y,
M

M0/
0

■XjPO P O

par des raisonnements identiques aux précédents, que l’aire de ce 
segment est la limite vers laquelle tend la somme des parallélo­
grammes inscrits ayant leurs côtés parallèles aux axes. Si l’on 
appelle y l’ordonnée qui constitue un côté d’un de ces parallélo­
grammes et hkX le segment d’axe Ox qui constitue l’autre côté, 
l’aire de ce parallélogramme est

y \x sin 0.

On en conclut que la valeur algébrique V de l’aire considérée 
est la limite de la somme

S ( y Ax sin 0 ) = sin 0 Sjk Ax,

car sin 9 peut être mis en facteur dans la somme. On a donc enfin

J y dxA = sin0

d’après la notation précédente.

II. — DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

14. Différentielle du premier ordre. — Soit

y = f{v)

une fonction d’une variable indépendante x. Donnons à x 
accroissement arbitraire h, y prend un accroissement

\y = f(x -+- h) — f(x),

un
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et le rapport
A,y   f( x -4- h ) — f( x )

hh

tend vers la dérivée f {oc) quand h tend vers zéro. On peut donc 
écri re

yp =/'0) -+- ■,

s étant infiniment petit avec h, ou encore 

A,y = h f'(x) -(- hz.

Cette relation montre que, si x ne possède pas une valeur parti­
culière rendant nulle ou infinie la dérivée/"'(s), Ay est infiniment 
petit du premier ordre par rapport à h et admet pour partie prin­
cipale : :

hf'(x).

Cette quantité s’appelle différentielle de y; on la désigne 
par dy.

Définition. — La différentielle d’une fonction y d’une variable 
indépendantes est égale à la dérivée de la fonction multipliée 
par un accroissement arbitraire attribué à la variable

dy = f'(x)h
ou encore

dy = y'xb-

Cet accroissement h étant supposé infiniment petit, dy est la’ 
partie principale de Ay; on peut doue, d’après les deux théorèmes 
fondamentaux, remplacer Ay par dy, toutes les fois qu’on veut 
chercher la limite d’un rapport ou d’une somme d’infiniment petits 
où ligure Ay. Quand h est infiniment petit, Ay et dy sont des infi­
niment petits équivalents.

En particulier, la différentielle de la variable indépendante 
elle-même x est égale à sa dérivée i multipliée par h

dx = h.

Remplaçant h par dx, on écrira l’expression de dy sous la
3A

KÀTEDRA I ZAKIAD 
MATEMATYKl 
WYDZIAtU INZYNIERII 
W K R A K O W ! E
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forme
dy = f'(x) dx

Oll
dy — y'x dx.

Différentielle cVune fonction de fonction. —- Soit

x étant la variable indépendante. On sait que la dérivée de y par 
rapport à x est donnée parla formule

yx~ f (u)ux•

y = /(«)> U =

Multiplions les deux membres par dx, et rappelons-nous que, 
par défini lion,

du = u'j. dx,dy = y'x dx,
nous avons

dy =/'0) du,

comme si u était la variable indépendante. Ainsi, tandis que, 
dans la notation des dérivées, on a deux formules differentes 
pour exprimer la dérivée première de y par rapporta x, suivant 
que y est exprimé directement en x ou est une fonction de fonc­
tion de x, dans la notation différentielle on a la même formule 
pour les deux cas.

la. Différentielle d’une fonction composée. — Pour obtenir 
les différentielles premières de toutes les fonctions d’une variable, 
il suffît de reprendre les résultats établis en Algèbre pour la déri­
vation des fonctions d’une variable et de les traduire dans la nota­
tion différentielle.

Somme. — Soient u, v, w des fonctions de x \ considérons la
somme

j' = M + C+ »i.
On a

y'x = «!ï-h’'c+ «4-

Multiplions par dx et remplaçons y'x dx, uxdx, v[tdx, w'x dx 
par leurs valeurs dy, du, dv, dw, il vient

dy = du -t- dv + dw.
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Produit. — Considérons le produit

y = uv.
On a

y'x = uv'x-+-vu'x,

et, en multipliant par dx ?

dy — u dv H- v du.

Quotient. — Si l’on a

y =

on trouve
vu'x— uv'x
--------- :------- )y'x — p2

et, en multipliant par dx,
v du — u dvdy — v-

35

Fonction composée. — Soit enfin le cas général où y est ur.e 
fonction donnée de u, v, w, ces quantités étant fonctions de x :

y=f(u, v,w)-

En désignant, suivant l’usage, par f'u, fj, fw les dérivées par­
tielles de la fonction f(u, v, iv) prises successivement par rapport 
à u, v, w, on a trouvé précédemment (n° 7)

y'x = fa u'x 4- fl v'x 4- f'w w'x ;

on en déduit, en multipliant par dx,

dy = fi du 4- /' dv 4-fw dw.

16. Remarques sur les différentielles premières. — On voit, 
d’après ces règles dont la dernière comprend toutes les précédentes, 
que, pour prendre la différentielle première d’une fonction d’une 
variable, il n’est pas nécessaire de savoir quelle est la variable 
indépendante choisie; en effet, si l’on a

y =/(«, v, w),

il suffît de savoir que u, v, (v sont fonctions d’une variable indé-

a 
a.
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pendante, d’ailleurs non spécifiée, pour écrire la différentielle

dy = f'u du -+- f'v dv -t- fw dw.

Cette propriété ne s'étend pas aux différentielles d'ordre 
supérieur, dont Vexpression peut changer avec le choix de la 
variable indépendante.

17. Tableau de différentielles usuelles. — Nous réunissons dans 
le Tableau suivant les expressions des différentielles usuelles :

mx"1-' dxdxm

(m constante positive ou négative) ;

dex = ex dx, 
d sin a; = cosa; dx,

d tanga; =

dax = axLa dx, 
d cos a? = — sin x dx,

i dx.dx, d cotanga; = sin2 a;cos2a;
i dx,d arc tanga; = i -t- a;2

d arc cotanga; = dx,i x2

i dx,d arc sin a; =
/1 — x'1

id arc cosa; = — dx.
s/1 — x2

Dans les quatre dernières formules, nous prenons pour arc sin a? 
et arc tanga? les arcs qui s’annulent avec x, pour arc cosa: et

arc cotanga? les arcs qui sont égaux à ^ pour a? =■ o; nous conser­

verons ces conventions dans tout le cours de l’Ouvrage.
Reste enfin la fonction logarithmique.
Le signe L désignant un logarithme népérien, la fonction La? 

n’a un sens que si a? est positif; on a alors

d L x — — dx (x> o),■I

la fonction L(— a?) n’a un sens que si a? est négatif; on a alors

oAH-,R.
- 

I H-Ja,



En général, ~k désignant une constante arbitraire, du même 
signe que x, la fonction L\x a un sens et l’on a
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dLXx = — dx.
x

On a enfin

d IA —x -1- 1

dL X (x -+- y/a?2 H— l) — dx,
\Ar2-f- l

où / est une constante positive ou 
même signe que Je facteur qui la suit.

négative et \ une constante du

18. Différentielles d’ordre supérieur. — Soit y une fonction de 
la variable indépendante x

y =/(*);
on a

dy — f'(x) dx.

Cette différentielle première dy est une fonction de x et de dx. 
On convient de regarder Vaccroissement dx, attribué à la va­
riable indépendante, comme une constante indépendante de x. 
Alors dy devient une fonction de x qui admet à son tour une dif­
férentielle; la différentielle de dy, d(dy) est, par définition, égale 
à la dérivée de dy qui est f"(x) dx multipliée par l’accroissement dx 
attribué à x

d(dy) — /"(x)dx-.

on emploie la notation d2y pour dési­
gner d(dy) et l’on a, pour expression de la différentielle seconde 
de j,

Afin d’abréger l’écriture

d2y = f"(x) dx2.

Cette différentielle est, à son tour, une fonction ^de x dont la 
nouvelle différentielle est

d*y — f"\x) dxz,

car dx est constant; on a ainsi l’expression de la différentielle 
troisième. On obtient de même, n étant un entier positif,

dny = f^n\x) dxn.
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Inversement, les dérivées successives de y par rapport à x 
s’écriront avec la notation différentielle :

CHAPITRE II.

-r <•>-£y

_ dny 
dxn

y{n) —fin) (a.)

19. Fonction de fonction. — Soit

y =/(m), ?0),

a; désignant la variable indépendante. On a

dy = /'(u) du.

U =

Pour avoir la différentielle seconde de y il faut donc prendre 
la différentielle du produitf'(u)du dont les deux facteurs varient 
avec x. La différentielle de f(u) est f"(u)du\ celle de du est 
d2 u ; on a donc

d'2y — f"(u) du2 -h/' ( u) d'2 u.

La différentielle troisième s’obtient de même, en différentiant 
l’expression précédente et remarquant que chacun de ses termes 
est un produit. Ce qui donne

d3y = f"'(u) du3 -+- 3/"( u) du d2 u -+- f'(u) d3 u ;

et ainsi de suite.

20. Fonction composée. — Soit

y =/(k, v, w),

u, e, tv étant fonctions de la variable indépendante x. On a 

dy =fu du -h fl dv h-fw dw.

On obtient la différentielle seconde en remarquant que chaque 
terme de dy est un produit. Donc

d2y — d{f'u) du -h d(f'v) dv -t- d( f'w) dw -+- f'u d2 u -hfl d2v ■+■ f'w d1 w.



Développant d(f'u) par la règle de différentiation des fonctions 
composées, on a
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d(fu) du dv -4-f"aw dw,

désignant la dérivée partielle de f prise deux fois par rapport 
à u, f"uv la dérivée partielle de /prise d’abord par rapport à u, puis 
par rapport à e, .... Calculant de même d(fÿ), d(fw) et se rap­
pelant que

_ f"J uw — J wm • • 1
on a

d*y = /„' 3 du- -f-f, dv1 -4-/^5 dw- -4- 2 ,f'uv du dv -f- 2 dv dw

-I- 2 f"wll dw du -f- f’u dî u -f- f div fw d1 w.

On calculera de même les différentielles d’ordre supérieur. 11 
est inutile de chercher à retenir ces foi’mules générales; car il sera 
aisé de lormei- les différentielles des fonctions composées de 
proche en proche, dans chaque cas particulier.

Exemple. — Soit un produit

y — uv.
On a

di(uv) = u d^-v -4-2 du dv -h v d2 u, 
d3(uv) = u d3 v -4- 3 du d- v -h 3 dv d'2 u -4- v d3 u,

où l’on peut remarquer que, dans les coefficients numé­
riques sont ceux du développement de (a -h b)n par la formule du 
binôme.

d(uv) — u dv -4- v du,

21. Remarques sur les différentielles d’ordre supérieur. — Nous 
avons vu que, pour les différentielles du premier ordre, les for­
mules restent les mêmes quel que soit le choix de la variable 
indépendante. Par exemple si

y =/0),
on a

dy —fa du,

que u soit la variable indépendante ou non.
Mais, dans les expressions des différentielles d’ordre supérieur,
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le choix de la variable indépendante joue un rôle, car cette variable 
indépendante est caractérisée par ce fait que ses différentielles 
d'ordre supérieur sont nulles.

Ainsi, quand on a
y =/(“)>

on trouve
d2y =/«* du2 -+-fu d1 U

quel que soit le choix de la variable indépendante. Mais si u est 
pris pour variable indépendante, du est regardé comme une con­
stante, d2 u = o, et l’on a la formule

dly =ff du\

qui n’est exacte que si u est la variable indépendante.

III. — FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDÉPENDANTES.

DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET DIFFÉRENTIELLES
TOTALES.

22. Dérivées et différentielles partielles. — Soit

une fonction de deux variables indépendantes x et y. Nous avons 
au n° 6 donné les définitions et les notations usuelles pour les 
dérivées partielles de z par rapport à x et ky.

D’après la notation différentielle, y étant regardé comme une 
constanLe, les différentielles successives de z par rapport à x 
seront

dz =f'x dx, d2 z — f'f dx2, • • y

ce sont les différentielles partielles de z par rapport à x. Pour 
éviter toute confusion entre les différentielles partielles et les 
différentielles totales que nous étudierons plus loin, nous convien­
drons d’employer un 0 de ronde pour désigner les différentielles 
partielles et nous écrirons

dz — fx dx, d*z =/x« àx*,
ou encore

àZ _ r, __
dx P'

d-z
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Nous avons ainsi, dans la notation différentielle, les expressions 

des dérivées partielles de z par rapport à x.
De même, s est une fonction de y quand on regarde x comme 

constant; ses dérivées partielles successives par rapport à y 
s’écriront

àz
JZ =fy = à £ =/;■='■ày

La quantité ^ est une fonction de x et y; si l’on regarde y 

comme constant, elle a une dérivée partielle par rapport à x

— (—\ — f" • 
dx\dy)

de même — a une dérivée partielle par rapport à y

£(=)-•*•

Nous avons démontré (n° 6) que ces deux quantités sont 
égales. Nous les écrirons

à-z
=dx ây

où l’ordre des facteurs àx et ày du dénominateur peut être inter­
verti. D’une manière générale, la dérivée d’ordre k de par 

rapport à y
dk fdhz\ 

dy,c V àxh )

est identique à la dérivée d’ordre h de par rapport à x

dh /dkz 
dxh \ dyk

Ces deux dérivées partielles identiques se désignent par la 
notation

/j/l-hk %

dx/l dyk

23. Différentielles totales. — Soit encore s une fonction de 
deux variables indépendantes x et y

z =f(x,y).
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La différentielle totale de 5 est, par définit ion,
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OU
dz ()Z

dz — — dx H------ dy.
dx J 'dy

ou
dz — p dx -+- q dy,

dx et dy étant des accroissements arbitraires attribués aux variables 
indépendantes, accroissements que nous supposerons habituelle­
ment infiniment petits.

Exemple. — Soit, comme au n° 6,

z — 3 x3 -f- 4 x2y3 — 6 ex cos^,
on a

dz = (()a?2-+- 8 xy3— 6ex cos y) dx -+- (i 7.x-yï-+- Gex sinj') dy.
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CHAPITRE III.
FONCTIONS PRIMITIVES. — INTÉGRALES INDÉFINIES. 

INTÉGRALES DÉFINIES SIMPLES. 

APPLICATIONS A LA MESURE DES AIRES PLANES.

I. — FONCTIONS PRIMITIVES. — INTÉGRALES INDÉFINIES.

24. Fonction primitive. — Nous venons de voir comment on 
calcule la différentielle d’une fonction d’une variable indépen­
dante x. On peut se poser le problème inverse de trouver une 

fonction d'une variable indépendante x ayant une différen­
tielle donnée f(x)dx.

Remarquons d’abord que, si l’on a trouvé une fonction <p (x) 
répondanl à la question, c’est-à-dire telle que

d<?(x) = f(x) dx,
ou encore

f(x) =/ O),

la fonction la plus générale répondant à la question est

<p(a?) -+- C,

G désignant une constante arbitraire. Cela résulte de ce que 
deux fonctions ayant la même dérivée ne diffèrent que par 
une constante.

La fonction la plus générale œ(a?)-(-C, admettant une différen­
tielle donnée f(x)dx, s’appelle fonction primitive de f{x) ou 
encore intégrale indéfinie de la différentielle f(x)dx.

Dans des cas simples, on aperçoit immédiatement celte intégrale 
indéfinie. Aussi l’intégrale indéfinie de xdx est — H-C ; celle de

C ; celle de cos xdx est sin.r -f- G, etc.x3x2 dx est T
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25. Existence de l’intégrale indéfinie. — Soit f(x)dx une 
différentielle donnée, nous allons montrer qu’il existe toujours 
une fonction cp(a?) ayant pour différentielle f[x)dx‘1 la fonction la 
plus générale ayant pour différentielle f(x)dx ou l’intégrale indé­
finie de f\x)dx est alors f(x) -+- C.

Construisons la courbe ayant pour équation en coordonnées 
rectangulaires (jig. i5)

y =/(»•

Considérons un arc continu de cette courbe, une ordonnée 
fixe M0P0 d’abscisse a et une ordonnée variable MP d’abscisse x.

Fig. i5.

K M
y

HM

Mn

AMô

o P P'P"o Po CC

La valeur algébrique de l’aire A du segment P0M0MP est évidem­
ment une fonction de x, car elle est déterminée dès que x est 
connu :

A = cp(a?).

Nous allons démontrer que cette aire a précisément pour diffé­
rentielle f(x)dx,

dX = f( x ) dx.

En effet, quand x croît de PP' = Xx, l’ordonnée MP =y prend 
une nouvelle position :

y -t- Ay = M'P',

et l’aire croît d’une quantité AA égale à PMM'P'.
Menons par M et M' des parallèles MH et M/K à l’axe Ox ; 

l’accroissement AA est évidemment compris entre les deux rec­
tangles PMHP' et PKM'P' : on a donc

y àx < AA < (y -+- Ay) \x,
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et, en divisant par Ax que nous supposons positif,

45

AA
y< s

AAQuand Ax tend vers zéro, il en est de même de Ay] le rapport —

étant compris entre y et une quantité qui tend vers y, tend lui- 
même vers y. La dérivée de A par rapport à x est donc y et 
l’on a

oA dA = f(x) dx,~dï=y'

puisque y =f(x).
On a donc ainsi défini graphiquement une fonction A = o(x) 

ayant pour différentielle f(x)dx. La fonction la plus générale 
admetlant cette différentielle est 0(3?)-t-C. Ce fait se conclut 
d’ailleurs de la figure, car le choix de l’ordonnée initiale M0P0 est 
arbitraire; si l’on prend une autre ordonnée initiale Mÿ et si l’on 
appelle A' l’aire P„IVJJ,MP, cette aire A' est encore une fonction 
de x a_yant pour différentielle f(x)dx; elle est égale à A plus la 
valeur algébrique de l’aire P[,MyM0P0 qui est une constante.

26. Notation. — Nous avons vu (n° 12) que la valeur algébrique 
de l’aire P0M0MP est la limite de la somme des rectangles inscrits

A = lira [(a?j — a)f(a) -+- (x2 — xx)f(xY) .. -+- (x — xn-t ) f{xn-i )], 

limite qu’on écrit symboliquement

J f(x)dx.

D’après cela, pour désigner la fonction la plus générale ayant 
pour différentielle f(x)dx, c’est-à-dire l’intégrale indéfinie de

f{x)dx,

appelant ®(x) une fonction particulière ayant pour différentielle 
f{x)dx,

emploie la notation J’f(x)dx. L’on a donc, enon

J f{x)dx= cp<»-+-C,

C désignant une constante arbitraire.
Quand on détermine ainsi l’intégrale indéfinie d’une difïéren-
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tielle donnée f(x)dx, on dit qu’on intègre cette différentielle; 
on dit également qu’on fait une quadrature, pour rappeler que 
cette opération revient à déterminer l’aire d’un segment de courbe.

On peut envisager le résultat ainsi obtenu à deux points de vue : 
i° Si l’on donne la différentielle f(x)dx et qu’on ne sache pas 
trouver analytiquement la fonction admettant cette expression 
pour différentielle, on peut la définir graphiquement comme l’aire 
du segment de courbe y —f(x); 2° si l’on donne une courbe 
y=2f(x), toutes les fois qu’on sait trouver une fonction ®(.r) 
admettant pour différentielle f[x)dx, on sait calculer l’aire d’un 
segment de cette courbe.
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27. Tableau d’intégrales indéfinies usuelles. — Dans le Tableau 
suivant, G désigne la constante arbitraire introduite par l’inté­
gration :

/ ixn dx = x'l+l -+- G o> — 0,(0 n -+-1

Jfcosx dx — sina; -f- C, sin x dx — — cos a? -+• G,

-^—ax-1- G,
La

(2)

Ç ax dx =Jex dx — ex-h C,(3)

r dx _
J x ~ L(± x) -+- C,(4)

où il faut mettre + ou —, suivant que x est ou < o. On peut 
écrire aussi

/'* = LÀ*,
J x(4 bis)

A étant
LAa? = L(± x) -H L(±X) où il faut prendre les deux signes 
si x est positif, et les deux signes — si x est négatif

constante arbitraire du même signe que x, carune

dxf = arc sina; -t- G,(5)
y/1 — x'1

dxf — arc tanga; -+- G,(6) x '2 -4- I
dxf = Ila £= i

(7) x2 — i
j dx

2 X -t- 1

= Ll(x -t- x'2-+- /),(8) dx2 -+-1



= ff(x)dx.(12) I

Par définition J est une fonction de x telle que

cil —f(x) dx.
Posons

a? = ),

t étant une nouvelle variable. I devient une fonction de l, par 
l’intermédiaire de x et l’on a

d\ = /[<KO] Y(t)dt.
Donc

= f f[ty(01 ^'(O dt.I

En résumé, pour faire dans une intégrale I telle que (12) le 
changement de variable x = 'l(t), il suffit de remplacer, sous le

(/) et dx par sa valeur 'l'(t)dt ] l’on est alors 

ramené à calculer une intégrale en t qui peut être plus simple que

signe J * x par

la constante À ayant le même signe que le facteur qui la suit, et la 
constante l étant quelconque.

On ramène immédiatement à ces intégrales les suivantes dans 
lesquelles k est une constante positive, racine carrée arithmétique 
de k2 :
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d
dxf -f- G,(9) = arc

\J Â2 — x’1 x1-
l— F

d
r dx _ 1J xi -f- k2 k

1 x _
= j_ arc tang- + G,(10) . x^

1/r2

= L / —
k I xi
J F “1

dx — kf(•O
2 k k‘x* — k* x -+-

28. Changement de variable dans une intégrale indéfinie. — Un 
procédé très important d’intégration est le changement de variable. 
Soit à calculer l’intégrale indéfinie

-c
-

H2.

H
 H

5>
l S

?>
| S
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la proposée. Si l’on peut la calculer, on aura

I = <ï> ( £ ) -+- C ;

on obtiendra alors l’intégrale (12) en remplaçant t par sa valeur 
en x tirée de x — <];(£).

Soit, par exemple,
dx

■ -/
( a?2 -+- a2 )

faisons
a dt

dx —x — a tang£, cos2£’
comme on a

a2X- -+- <22 = COS2 t '
l’intégrale devient

/'1
cos t dt — — sin£ -+- C, a2

I =
a2 „

d’où, en revenant à la variable x,

1 x
-+- C.I =

0,1 \f x’1 cCl

29. Quelques intégrales usuelles. — On peut facilement ramener 
aux intégrales tjpes les suivantes :

Ç (ax -+- b)n dx, C(I) ax b ’
dxf(U) a x- -f- b x -+- c ’

dxf(III)
a x1 b x -4- c

où a, 6, c sont des constantes.
I. En effet, dans les deux premières, faisons ax + b = t, 

t — h dt
dx =x —

a a
elles deviennent

1 {ax -1- b),l+l/Vt-4-1LJ 1
tn dt = - -4- G ( n ^ — ,1 ) ;-f-C = - n -1- 1a n-r- a

= L LX,= 
a J t a — \j\(ax b), a



tang-r -4- C,
i= —r arc

a A

dx
b c

aa
dx

b2— 4 acb î
4 a22 a

dxI
ax2-1- bx c

Trois cas sont à distinguer suivant que b2—/\ac est négatif, 
positif ou nul. Dans les trois cas, on prend comme nouvelle 
variable :

b
dx — dl.x ^------ = t,

ia

î" Si b2— l\ac est négatif, on peut poser

4 ac — b-
A' = b

4 ne — b'1= A2,
4 a2 4 a2

et l’intégrale peut s’écrire

Jl. Pour évaluer la troisième intégrale, écrivons, en décomposant 
le trinôme ax2 -f- bx -4- c en carrés,
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où il reste à remplacer t par x ~ ' 

2° Si b2 — !\ac est positif, posons 

b2— 4 ac /è2-4ac
V 4 «2

= k2, J4 a2

l’intégrale peut s’écrire

dxdx î r dt
~ “J

b i x H-----------k

f î
t2 — A2b \*ax2-\~ bx c (a - A2

2 a•y

----- £ = _ LX
£ -I- A 2.aA

= _irLXÏ 
2 aA

2 a
6 7------ h- Aa? -+-

2 a

Dans ce cas, les racines du trinôme ax2 + bx -h c sont réelles r.
A. . 4

A
+r

a _*1+a |
 -

+
+

s
%

a I
 -

a l
 -



peut donc écrire alorson

— x'dxI i
LX-

ax2-\- bx -f- c x — x"y/62— 4 ac

3° Enfin, si b2 — 4ac est nul. on a

dx dxflS I
-t- G.(.3) a x2 -|- b x -t- c

ia

III. Passons maintenant à l’intégrale

dxf s/a x%b x c

Deux cas sont à distinguer suivant le signe de a.
Supposons d’abord a positif. Nous mettrons, devant le radical, 

\fci en facteur et nous décomposerons encore le trinôme en carrés; 
il vient ainsi l’intégrale

dx
y/ a b b- — 4 ac

4 «2ici

En posant x + ~ elle devient

r dt
Jy/ a

où l désigne la constante — —

= —— LX(f -t- y/1 --+- 1)

— 4 ac • Donc on a dans ce cas, a > o
4 a2

dxf
yfay/a#2-f- bx -+- c

]— 4 ac= A=L1
y/a 4 a2

—p:y/aa724- bx -f- c .
J

= -Lia I x h——[y/ a ia

Soit enfin a négatif. Nous mettrons alors y/—a en facteur et

ao CHAPITRE III.

si on les appelle x’ elx" on voit qu’elles sont égales à

b b
----- -—h A: -------k:etia ■>. a

a i 
-
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nous écrirons
dx

■■fv-s/- b2— 4 ac
Jcd

La quantité b-—\ac est nécessairement positive, car, si elle 
était négative, la quantité sous le radical serait négative quel que 
soit x et l’intégrale serait imaginaire.

b
a a

Nous pouvons alors poser ^ + ~ = t

— 4ack
4 a*

L’intégrale peut s’écrire

_= f d' = _
y/ — a J y/k'1 — t'1 \J — a

. t arc sin -F

Donc, dans çe cas, a<g_ o, on a
b

dxf -r—— + G k_____________ = —= arc sin
a xi -f- b x -F- c y/ — a

iax -+- b
= — ■ arc sin -+-C.

y/ — a y/ b2 — 4 ac

30. Intégrale d’une somme de différentielles. Intégrale de
kf(x)dx. — Soient

dx, f2(x)dx, fi(x) dx

plusieurs différentielles ; l'intégrale indéfinie de leur somme

J\fdx)-+-Mx)-*-Mx)\dx

est égale à la somme des intégrales indéfinies

J fdx)dx + J ft(x)dx-1- J fz(x) dx ;

en effet, ces deux expressions ont toutes les deux pour diffé­
rentielle

ft (x) dx -(- f2(x) dx -f- fz(x) dx.
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On voit de même que, k désignant une constante, on a

J kf(x)dx = k J" f(x)dx,

car les deux membres ont la même différentielle k f(x) dx.
Par exemple, soit à trouver l’intégrale indéfinie d’un polynôme

J' {acr2-i- bx -t- c) dx,

a, 6, c étant constants; cette intégrale est égale à

f bxdx-+- J cdx,Iax2 dx -+-

c’est-à-dire à

b x1“f f
-5x - dx -l- b x dx -t- c -f------ —î— ex —H G.

31. Intégration par parties. — Soient u eIv deux fonctions de x,
on a

u dv -+- v du = d( u v ),

d’où, en prenant les intégrales indéfinies des deux membres,

jud»+jv du uv -1- G

ou encore

/ J v du,udv — uv —

où il est inutile d’écrire explicitement une constante arbitraire 
dans un des membres, car chaque intégrale indéfinie n’est déter­
minée qu’à une constante près.

Quand on peut mettre une différentielle donnée sous forme 
on voit que la relation ci-dessus permet de ramener la

recherche de j*udv à celle de f vdu qui peut être plus simple.

On a ainsi ce qu’on appelle la formule d’intégration par parties. 

Exemple I. — Soit
J'xL x dx]
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cette intégrale est de la forme Çudv si l’on fait

i
u = La?, v = — a?2•x

on a donc
/ x La? dx = - a?2 La?—- /

J 2 2 J
x'1 dL x.

La deuxième intégrale est

i
x dx — a?- -H G.

A
Donc

/ a?La? ofa? = - x’’- La?---- - a 2 -+- C.
4>

Exemple II. — Soit de même

/ arc mit a? dx;

si l’on applique la formule précédente en faisant 

u = arc sina?,

on voit que cette intégrale est

x arc sina? —

v = x,

x dxf \/ï — a?2
ou

x arc sinx H- ^ J'(i — a?2) - d(i — x-),

ou enfin
x arc sina? -+- \/1 — x- -+- G.

Exemple III. — Soit à calculer l’intégrale

C \Ja x2 -+- x dx,

où a et a sont des constantes.
Nous appliquerons la formule d’intégration par parties, en 

faisant
u — yaaP-\-a, v = x.

Nous aurons

fw ax2x a x2 -f- a — ^aa?2-H a </a? = dx.
\Jax1 -Ha
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Dans la deuxième intégrale, remplaçons ax'1 par ax--\-OL — a, 
nous aurons identiquement

ax2
= \Jax'1 4- a —

y/ a x2 -+- ay/a #2 4- a
d’où

dxJ' y/ais+a fl?# = # y/a^+a — y/a#2-+- a fl?# 4- a

En faisant passer l’intégrale | \jax'1a. dx dans le premier 

membre et en divisant par 2, on a enfin

./

fl?#/a a?2 4- a dx — - x \/a#2 4- a -+- - 
2 2

(i4)
y/a#2 4- a

L’intégrale demandée est ainsi ramenée à l’intégrale

dxf y/a#2 4- a

qui rentre dans les types du § III du n° 29 suivant le signe 
de a.

Remarque. — L’intégrale

Pa x'1 -+- b x 4- c dx

se ramène immédiatement à la précédente. Il suffit [pour cela de 
décomposer en carrés le trinôme placé sous le radical

b-— 4 acb \2— a^x 4-------ax2 4- b x 4- c
4 a2 a

L’intégrale s’écrit alors

è2 — 4 "C fl?#,
4 a

et en posant
b b2 — 4 ac# 4- ---- — /, =4 «2 0

elle devient
y/a72 4- a a?/,

qui est précisément du type de l’exemple III.



Gomme, actuellement,y = ^

dxd\ =
x

d’où, puisque x est positif,

L x + G.

On détermine la constante en remarquant que Y aire s'annale 
quand x est égal à a ; on a donc

o — L a —H G j G = — La.
Donc enfin

A = Lx — La = L
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II. - APPLICATION. — ÉVALUATION DE QUELQUES AIRES.

3:2. i° Segment d’hyperbole équilatère compris entre l’hyperbole 
et son asymptote. — Soit l’hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes,

calculons l’aire A comprise entre une ordonnée fixe M0 P,, d'ab-

Fig. 16.

Ma

M
ACL

æo P o P

scisse positive a. et une ordonnée variable MP d’abscisse posi­
tive x. On a trouvé, en général •>

d\ =y dx.

a I
 ^
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Si l’on suppose a=i,on a, en particulier,

A — Lx.

On a donc ainsi une représentation graphique simple du loga­
rithme népérien, qu’on appelle pour cette raison logarithme 
hyperbolique.

Quand le point P s’éloigne, x augmente, l’aire A augmente, et, 
quand x augmente indéfiniment, A devient infinie.

Dans d’autres cas, l’aire comprise entre une courbe et une 
asymptote peut être finie; c’est ce qu’on verra dans l’exemple 
suivant :

2° Courbe y = —." X2

même forme générale que l’hyperbole précédente ( üg. 16) ; elle se 
rapproche plus rapidement de Ox. L’aire A du segment P„M0MP 
a pour différentielle

— Cette courbe a, dans l’aiigle yO.r, la

dx
dA — y dx = —— = x~2 dx. 

J x*

En intégrant, on a

A = — — C ;
./■

l’expression de l’aire devant s’annuler pour x = a, on a

C = -,a
d’où

iA = -
a x

Quand x croît indéfiniment, l’aire du segment tend vers la 

limite^; l’aire comprise entre M0P0, la courbe et l’asymptote Ox 

est donc finie.

33. Aire d’un segment parabolique. — i° Soitd’abord une para­
bole

y = kxl

rapportée à son axe comme axe O y et à la tangente au sommet 
comme axe Ox. Cherchons l’aire A du segment OMP (Jig. 17).



d’où, en intégrant,
x2

—H* ^ — + ex ~h G.A — a •i

L’aire A devant s’annuler avec x, la constante C est nulle; l’aire
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On a
x3

*T + C'dk — y dx — kx2 dx, A =

L’aire devant s’annuler avec x, C est nul, et l’on a

kx3 xy
A =

33

L’aire OMP est donc le tiers du rectangle OHM P; l’aire comprise 
entre l’arc OM et sa corde est donc le sixième du même 
rectangle.

Fig. 18.Fig. 17.

y M,
y

/m
Mo M’

H y-i
ym.Uo

j\PoJi aoP1oxP0

2° Prenons maintenant un cas plus général et considérons un 
segment de parabole limité par un arc de parabole M0M 
perpendiculaire P0P| à l’axe de la parabole et deux parallèles 
M0P0 et M, P, à cet axe (fig- 18).

Prenons comme origine le point P0, comme axe Oy la 
droite P0M0 et comme axe Ox la droite P0P<- Appelons h la 
distance P0P,, JKo et y, les deux ordonnées extrêmes M0PU et 
M, L’équation de la courbe est de la forme

y = ax2 -h b x c,

unei ?

a, 0, c étant des constantes. Si l’on appelle A l’aire P0M0MP 
comprise entre M0P0 et une ordonnée variable MP d’abscisse Xj 
on a

dk = y dx = ax2 dx -t- bx dx -t- c dx,

H
*
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P0 M0 MP est donc
x’>-x3

4-5----- h ex.A = &

L’aire demandée S = P0M0 M, P, s’obtient en donnant à # la 
valeur h

2

h3
4- ch.S =± a ——\- b

Pour interpréter ce résultat, remarquons que les ordonnéesy0 
et yK correspondant à x — o et x — h sont

yi = ah2 -4- bli 4- c.

Introduisons, en outre, l’ordonnée médiane M'P' équidistante 
des ordonnées extrêmes ; en appelant ym cette ordonnée qui 
correspond à x — on a

y o = c,

/ h 4- b - -H C.= «
2

On vérifie alors immédiatement qu’on a

s = $Oo-t-7t+ 4jk,«).

34. Sinusoïde. —• Prenons enfin la courbe

= sin#

Fig- >9-
if

M
Xo* P* OV" a»o
\[77 P

M'

et cherchons Faire A comprise entre l’arc de courbe OM, l’axe Oa? 
§t l’ordonnée MP. On a

dA — y dx — sin x dx,

L’aire devant s’annuler pour x — o, on a

G = i,

A =---COS27 4- G.

d’où
A = i — cos x = 2 sin2 — •

2

< 
«

■H
 ï
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L’aire de l’onde OMO' s’obtient enfaisant x =it; elle est. donc 2. 
Si x a une valeur supérieure à tt, égale à OP' par exemple, la 

A la différence OMO'— O'M'P' : enformule donne pour 
particulier, pour x—nz, elle donne zéro, ce qui est bien la 
différence des ondes OMO' et 0,M,0,/.

III. — INTÉGRALES DÉFINIES.

3o. Définition. — Soit f (oc) une fonction continue donnée et 
une fonction ayant pour dérivée f (oc)?(*)

?'(*) =/<»,

nous avons appelé intégrale indéfinie de la différentielle f(oc) dx 
et désigné par la notation J'f (x) dx la fonction la plus générale 

ayant pour différentielle f (x) dx; nous avons vu qu’on a

f /O) d v(x) -h G,x —

où G est une constante arbitraire.
Assujettissons celle intégrale à s’annuler pour une valeur donnée 

de x, x — a ; nous aurons

° = ?(a) -+- G, G = — <?(«)•

Nous affecterons d’un indice inférieur a l'intégrale indéfinie 
ainsi particularisée, de sorte que nous aurons

f f(x) d
a ?(^) — ?(«)■x —

Géométriquement (jig. 20), si l’on trace la courbe y— f(oc), 
cette expression donne la valeur algébrique de l’aire du segment 
P0M0MPdepuis l’ordonnée M„P0, correspondant à l’abscisse a, 
jusqu’à une ordonnée quelconque MP d’abscisse x. En effet, celte 
aire s’annule manifestement quand x = a, c’est-à-dire quand P 
coïncide avec P0.

Cherchons maintenant la valeur de l’intégrale f f(x)dx, pour
* tl

une valeur donnée attribuée à .r, x = b] nous aurons une exprès-



6o

sion que nous désignerons par j' f {x) dx et qui a pour valeur 

f f{x)dx = y(b)
J a

cette expression est Xintégrale définie de f(x)dx prise entre les 
limites a et b. La quantité a est la limite inférieure, b la limite 
supérieure: l’expression s’énonce somme a, b, f{x) dx.
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— ?(«);

Fig. 20.
M,

y
M

M0

P P, *Po

Géométriquement {fig- 20), cette intégrale représente la valeur 
algébrique de l’aire du segment de la courbe y =f{x), depuis 
l’ordonnée M0 P0 d’abscisse a, jusqu'à l’ordonnée M, P, d’ab­
scisse b.

Analytiquemeut ce symbole

f /O) dx
a

est la limite de la somme algébrique des rectangles inscrits :

r b
I f(x)dx — \im\(xi — à) fia)
a

-+- (Xi — Xi)f(Xi)-*-...-h(b — Xa-i)fixn-t)]'

36. Calcul des intégrales définies. — D’après la formule

f fix)dx = tf(b) — o(a)
a

si l’on connaît une fonction o(.r) ayant pour dérivée f{x) 
obtient immédiatement la valeur de l’intégrale en prenant la diffé­
rence des valeurs de z> {x) pour x — b et x — a.

on



Ainsi, - étant la dérivée de Lx,

f’± = L3-L»;
a?

i étant la dérivée de arc sin#, on a
y/ i — ar2

i

X = arc sin i — arc sino = y
y/1 — a;2

car, en suivant, par continuité, la variation de arc sin# quand 
x varie de o à i, on voit que arc sin# part de o pour arriver à 
de sorte que

arc sin o = o, arc sin i =

Mais, dans la plupart des cas, on ne peut pas exprimer, à l’aide 
de fonctions déjà connues, la fonction © (x) dont nous avons 
seulement prouvé l’existence; on est alors obligé d’avoir recours à 
d’autres méthodes pour calculer l’intégrale définie

/ f(x)dx.
J a

Nous donnerons plus tard des méthodes analytiques, graphiques 
ou mécaniques, pour évaluer les intégrales définies. Nous nous 
bornerons, pour le moment, à remarquer que le calcul d’une inté­
grale définie revient toujours à la déierminalion de l’aire d’un 
segment de courbe.

37. Propriétés des intégrales définies. — Théorème I. — La 
valeur d'une intégrale définie ne dépend pas de la variable 
d'intégration, mais seulement des limites. — En effet, dans le 
second membre de la formule

f f(x) dx =
**a

?(&) — ?(<*),

ne figure plus la variable x. L’intégrale

/ f(x)dx = <?(#) — ®(a) 
J a

FONGTIONS PRIMITIVES. — INTEGRALES DÉFINIES. 6l

M
 I U

« I 
3



62

dépend de x qui est la limite supérieure et non de la variable 
d’inlégraLion ; on aurait aussi

CHAPITRE III.

C f(t)dt =

a
ÿ(^) —?(«)•

Théorème II. — Une intégrale définie change de signe quand 
on intervertit les limites. — En effet, on a, en invertissant a 
et 6,

/ f{x)dx = cp(a) — <p(6), 
Jb

expression qui est de signe contraire à la précédente.
On peut aussi se rendre compte de ce fait d’une autre manière, 

en se reportant à la définition même de l’intégrale; en effet, en 
supposant, pour fixer les idées, a < 6, dans la somme

f f(x) dx,
a

les ordonnées f(x) sont multipliées par des accroissements 
infiniment petits dx qui sont positifs, car x croîtde a à b, et, dans 
la somme

/ f(x)dx,
•h

les mêmes ordonnées f{x) sont multipliées par des accroissements 
infiniment petits dx qui sont négatifs, car x décroît alors de b à a. 
Les deux sommes sont donc formées d’éléments égaux et de signes 
contraires; elles sont égales en valeur absolue, mais de signes 
contraires.

Théorème III. Fractionnement de l'intervalle d'inté­
gration. — Soit c un nombre tel que la fonction f {x) soit 
continue dans les deux intervalles (<2, c) et (c, b); on a

/% l) s%C /»
J f(x)dx= I f(x)dx-h I f(x) dx. 
a n %J c

En effet, la première intégrale est o(6)— cp(a) et les deux 
autres o (c) — © (a) et o(è) — ©( c); s’ l’on substitue ces valeurs, 
le théorème devient évident.
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Graphiquement, en supposant c compris entre a et b. ce frac­
tionnement de l’intervalle revient à diviser l’aire du segment 
PoMoM.P, (fig. 20) en deux autres, à l’aide d’une ordonnée 
intermédiaire MP d’abscisse c, et à écrire que l’aire totale est la 
somme des deux aires partielles.

Remarque. — En faisant passer les deux intégrales du second 
membre de la formule ci-dessus dans le premier, et en interver­
tissant ensuite leurs limites, on peulécrire la formule

FONCTIONS PRIMITIVES. — INTÉGRALES DÉFINIES.

rl> pc ra
I f(x)dx-+- I f(x)dx-h / f(x)dx — o.
a • b c

Vintégrale J' f(x)dx,parThéorème IV. — La dérivée de

rapport à la limite supérieure b, est f{b)’, sa dérivée, par 
rapport à la limite inférieure a, est—/(«)•

En effet, appelons <£>(#) une des fonctions primitives de f(x), 
c’est-à-dire une fonction telle que

?'(^) =/(>)•
On a

= / f(x) dx = <p (b) — <p(a).
^ a

1

La dérivée de I, par rapporta b, est o'(6), c’est-à-dire f(b)j

et sa dérivée da

Théorème V. — Supposons que b soit supérieur à a et que, 
pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, on ait

par rapport à «, est — <p'(a), c’est-à-dire — /(a).

/(x)^ff(x);

f(x) pouvant être égale à g (x) pour certaines valeurs parti­
culières isolées de x, on a également

f f(x)dx> f 
a ** a

g(x) dx.

En effet la première intégrale est

lim [(#! — a)f(a) -+- (x2— x, )f(xl )-+-.. .-f- (b — )]

et la deuxième

lim [(a?! — a) g(a) -h (x2 — xx) g(xt)(b — xrl-x) g(xn-x) ].
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Gomme b > «, les facteurs (a?( — «), (x2 — A‘, (6 — ^«_i )
sont positifs, et les termes de la première somme sont tous plus 
grands que ceux de la deuxième. La première somme est donc plus 
grande que la deuxième.

Graphiquement (fig. 21) la première intégrale est l’aire du

CHAPITRE III.

Fig. 2i.

3 M,

m;Mo 9(x>

Mo

o P b P, æ

segment P0M0M1P1 de la courbe y =f(x), la deuxième Paire du 
segment de même base P„ MJ, M' P, de la courbe y = g[x ) ; la 
première courbe étant au-dessus de la deuxième, la première aire 
est évidemment supérieure à la deuxième.

Application. — Ce théorème permet de comprendre entre des 
limites une intégrale qu’on ne sait pas trouver exactement : soit 
par exemple (1 )

1

= r 
*'0

où n est une constante plus grande que 2. Gomme x est moindre 
que 1, on a a?2 > #” > o.

]
y/1 — æn

1 — x* < 1 — xn < 1,
1 1> > 1.

y/1 — x2 v I — X'1

L’intégrale I est donc comprise entre

1 1

/ « Ç
J 0

1
dx dx,

y/1 — xï

(1 ) Voir Serret, Calcul intégral.
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38. Valeur moyenne d'une fonction dans un intervalle. — Consi­
dérons une intégrale définie

f f(x)dx,
(l

et supposons b^>a. Soit M la plus grande valeur que prenne f(x) 
quand x varie de a à b, et ni la plus petite valeur def(x) dans le 
même intervalle. On a

M è/O),

donc, d’après le théorème précédent,

b b
! M dx > / f{x) dx.

^ a a

Or, M étant une constante, l’une des déterminations de l’inté­
grale indéfinie de M dx et M# et l’intégrale définie, entre les 
limites a et b, est M ( b — a). Donc

f f(x) dx < M(6
a

— a).

On trouve de même

f f(x) dx >
a

m(b — a).

D’après cela, en appelant u un nombre convenablement choisi 
entre M et m, on peut écrire

I f(x)dx — \>.(b — a),
il

Si la fonction est continue dans l’intervalle d’intégration, elle 
passe au moins une fois par toute valeur comprise entre son

5A.
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c’est-à-dire entre
i reta rc s m - — »
2 2

ou encore entre

~l
 rl
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maximum M et son minimum m ; elle passe donc par la valeur p. 
pour une valeur de x, x — c, comprise entre a et b, et l’on peut 
écrire

! * =/(<?), a^.c^b.
D'où la formule

f f(x) dx —
a

a £ cl b.(b — a)f(c),

Ces formules sont évidentes graphiquement. L’intégrale

f f{x) dx
^ a

représente l’aire du segment P0M01VLP, (jig. 22) de la courbe 
y — f{x). Cette aire est évidemment comprise entre le rectangle

Fig. 22.

I — S,So-------- 1---- — 1-----------

m, II 1xO P 0 ceP,

de base (b — a) ayant pour hauteur l'ordonnée 
maximum M, et le rectangle P0S0S, P, de même base ayant pour 
hauteur l’ordonnée minimum m, c’est-à-dire entre M (b — a) et 
m(b — a). L’aire est donc équivalente à un certain rectangle 
P0 u-op.,P, de base P0P( ayant une hauteur p comprise entre M 
et m ; la base supérieure p0 p( de ce rectangle coupe la courbe au 
moins en un point H d’abscisse c comprise entre a et b et l’on peut 
écrire

PolVCP I ?

IA = /(C),

(b — a) [x = (b — ci)f(c).f f(x) dX —

On appelle valeur moyenne de la fonction f {x) de la variable

__
1__

__
J

S ?

Q
C

---
---

--L
__

?

1

x

?

o----
O

•o

"P
s

33

ce



x dans Vintervalle {a, b), la quantité u que nous venons de 
définir
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- f A*)dx,
af* = b -

quantité qui est telle que le rectangle de base P() P4 et de hauteur p. 
soit équivalent au segment P0M0M1 P,.

Voici comment on peut justifier cette définition. Partageons la 

droite P0 P1 en n parties Ix égales à — — par des points de

division d’abscisses x,,x2, ..., x„_f et considérons les n or­
données équidistantes :

/O/i-i)-

La valeur moyenne de ces ordonnées est, d’après la définition 
ordinaire de la moyenne de n quantités,

f(a)-\- f(xl)-{-f{x2) -t- ...-f-/(y,i_i )

fia), f(x 1), /(a?*), •• • ?

ou, en multipliant haut et bas par \x et remplaçant nAx par 
b — a,

[/(a) \x -hf(xt) A,r . .+/(xn-i) Aa’J.
(è — a)

Quand n augmente indéfiniment, le numérateur tend vers

ordonnées équidistantesj" f{x)dx et la moyenne entre les n

rb— f f(x)dx\
a

tend vers

b -

il est donc naturel d’appeler cette expression la valeur moyenne 
de f(x) dans /’intervalle (a, b).

Exemples. — 10 La valeur moyenne de sim? de o à tz est

if
T-f

I 2— [(— cosr) — (— cos o)] = — ;Tt TTsina* dx —

20 La vitesse d’un mouvement vibratoire simple, comme ceux 
qu’on étudie en physique, est donnée en fonction du temps t par
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la formule
v —

où a est une constante linéaire et T une constante donnant la 
durée de la vibration. La force vive de la molécule vibrante de 
masse m est

„ . „ 27Ztmv* = ma- sin2 —^— ;

la valeur moyenne de cette force vive, pendant que la variable t 
varie de o à T, durée d'une vibration, est

ma* sin2 dtt/T

O u

/( 4 7c Ai — cos J dt.ma2

2 T

L’intégrale indéfinie est

T . 47zt
^5,"-rt —

(on n’écrit pas la constante arbitraire G qui n’influe pas sur 
le résultat) et l’intégrale définie est la différence des valeurs que 
prend cette fonction pour t — T et t = o, c’est-à-dire T. La valeur 
moyenne demandée est donc

ma2

39. Formule des accroissements finis. — La formule

Ç f{x) dx = {b 
(1 — «)/(«),

où c est un nombre compris entre a et 6, est identique à la formule 
qu’on appelle formule des accroissements finis. Soit, en effet, 
<p (x) une fonction ayant pour dérivée f (x)

<p'0) =/(*);

l’intégrale définie est égale à (o(b) — <p(<z) et la formule peut
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s’écrire
?(*) — ?(«) = (6 —a)©'(c),

ce qui est précisément la formule des accroissements finis (n° 5).

40. Intégration par parties.
de x ; considérons une intégrale définie de la forme

Soient 11 et v deux fonctions

pX = b

• x = b

(u dv -H v du).

Une des valeurs de l’intégrale indéfinie étant ui>, l’intégrale 
définie est

(Uv)b— (uv)a,

où les indices b et a signifient qu’il faut successivement 
remplacer x par b et par a. On peut donc écrire

pX — b ~x—b
! u dv -h I

*•''x=a •J x-zza
V du — ( UV )/> — (UV )a

ou, en transposant,

pX—b

d x = a

~x — b 

dx = a
V du.U dv = (uv)b — (UV)a —

Telle est, pour une intégrale définie, la formule d’intégration 
par parties.

Notation. — Pour désigner la différence des valeurs que prend 
une fonction de x, F (a?), pour x = b et x — a, on emploie habi­
tuellement la notation

|F0r)|â;

de sorte qu’on a, par définition,

I F(a?) |« = F(ù) — F(a).

Par exemple, dans la formule précédente,

( UV )b ( UV )a — | UV I*,

et cette formule peut s’écrire
~x=b

|£~ /
•-x — a

p x = b

x =. Il

v du.u dv — | uv



En donnant à n les valeurs successives 2, n. on a5

2 n — i
U =h — ~ L,

2
I* — Ei-i ;ii, • • > 2/1

d’où, en multipliant membre à membre et faisant 10 = *

1.3.5.. .(2/i — i)
(2) I « = 2.4.6... 2 n

L’intégrale

X sin2"a? dx

est aussi égale à comme on le voit en faisant le changement de 
variable x=- — u.

II. Soit à calculer
7T

=/'
*y0

(3) K cos2"+1;r dx sjn2«+i;r dx

7° CHAPITRE III.

I. Soit à calculer l’intégrale définieExemples.
U

-/
t/o

(O cos2" a; aa?,I„

où n est un entier positif ou nul. Remarquons d’abord que 10 = ,
puis écrivons, en supposant n positif,

TC

=/ cos2"_1a? o?(sina;)I»

et intégrons par parties. Nous aurons

'
\n — | cos2"-1 x sina? |^ + ( 2 n — i) / cos2"-2a? sin2a? dx.

La partie intégrée est nulle; en remplaçant, dans l’intégrale du 
second membre, sin2.r par î — cos2.r, on voit qu’elle est égale à 

— 1«. On a donc
in — i

I/i — (2 n 1 ) ( I«—1 — I« ), bi = I«— !•
2 n

bi
 1 a

e 
1 

m

4-
^1

 co
l~
l 7

l

tv
 I 7

l

U l'M
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(rentier positif ou nul). On a d’abord J0 — i. La même méthode 
d’intégration par parties donne ensuite

J/j = '2 77 (J/j—l J rc).

7 T

2.4.6 ... 2 712 77
J, —Jn =(4) —1> 0.5.7. . -(277 4- i)2 77 4- I

[11. Soit A une quantité positive, calculons les deux intégrales

A — I sinxdx,
'-'O

e~^x cos a? dx,

où la limite supérieure est l’infini positif. Nous reviendrons plus 
lard en détail sur les intégrales dont une limite est infinie. Nous 
admettrons que les règles précédentes s’appliquent ici. En posant

P du = X e—Xa: cos X dx,e~^x, p — — cos a?,u =

on peut écrire

A=/æ = 0 djc — 0
p du.U dv — ( 77 P ) — ( 77 P ) 0 —

Or, (uv)„=o, car e "=0, et (/7c)0 = —1; on a ainsi la 
relation

A = 1-^.
En posant ensuite

e~^x,

et remarquant que maintenant (770)^, = o et (77C)0 — o, on a

B = XA.

p du = — X sin x dx,p = sin a?,77 =

Nous avons ainsi, entre A et B, deux équations du premier 
degré qui donnent

XB =
1 4- X2

IV — CHANGEMENT DE VARIABLE DANS UNE INTÉGRALE 
DÉFINIE SIMPLE.

41. Changement de variable. — Soit une intégrale définie

f f{x)dx.
a

(1)

Supposons qu’on exprime x en fonction continue d’une
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variable t
x = 6(t),

de telle façon que, t variant de a à (3, x varie de a à Z>, sans passer 
par l’infini ni par aucune valeur pour laquelle f (x) cesse d’exister. 
Nous allons démontrer que l’intégrale proposée est égale à la 
suivante :

/ /['KOI y(t)dt,
J tx

(a)

obtenue en remplaçant, sous le signe d’intégration, a? par']>(£), 
dx par la différentielle fy'(t) dt de <]>(£), et en mettant les 
nouvelles limites a et [3.

Pour démontrer cette règle, nous ferons d’abord deux hypo­
thèses restrictives que nous ferons disparaître ensuite. Supposons : 
i° que, t variant de a à [3, la dérivée <l/(j) ait un signe constant 
de telle façon que

<KO

varie toujours dans le même sens de a à />; 2° que la fonction

x —

/(*)=/[*(<) 1

conserve également un signe.constant quand t varié de a à (3. 
Intercalons, entre a et J3, n — i valeurs de t,

t 11 12

rangées par ordre de grandeur de a à (3; à ces valeurs, la formule 
X— ’i>(0 fait correspondre n — i valeurs de x,

• •, X n—\XU X-î,

rangées, de même, par ordre de grandeur de a à b.
La première intégrale (i) est, par définition, la limite de la 

somme d’infiniment petits tous de même signe

Oi — a)f(a) (x2— xx)f(xx) (b — xn-l)f{xn^i) ;

la deuxième intégrale (2) est, de même, la limite de la somme

(b — «)/[<K«)] <K(«)
-h (#2— )y*[(^i)] <K(0) +• • • -+- (P — *«-i)/[<K*«-i)l

D’après Je deuxième théorème fondamental (n" 10), pour



démontrer que ces deux sommes ont la même limite, il suffit de 
montrer que le rapport d’un terme de la première somme au terme 
correspondant de la deuxième a pour limite l’unité. Or, un terme 
de la première somme est de la forme
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^xf(x)

et le terme correspondant de la deuxième

A*/[<KO] V (0,

\x étant l’accroissement de x correspondant à l’accroissement 
de t. Le rapport de ces deux termes peut s’écrire

(£).
+'(*)'

comme x — (t), ce rapport tend évidemment vers 1, quand A t

tend vers zéro, puisque ~ tend vers la dérivée <]/(£).

La règle est donc démontrée.
Nous avons fait deux hypothèses restrictives. Pour les faire 

disparaître, supposons d’abord que, /[^(O] restant [de même 
signe quand i varie de a à [3, <!/(£) n’ait pas un signe constant, ou, 
ce qui revient au même, supposons que x= ^(£) ne varie pas 
toujours dans le même sens.

Admettons, par exemple, que, t croissant de a à y, x croisse 
de a à c, puis que, t continuant à croître de y à [3, x décroisse de 
c à b. La formule s’applique alors séparément à chacun de ces 
intervalles : on a

f f(x) dx = f f[^(t)]y(t)dt,
•- a J a
rh /• P/ f(x) dx — I /[<K01 V(t)dr,

J c . y

en ajoutant, et appliquant le théorème sur le fractionnement de 
l’intervalle d’intégration, on a

S* b „ [i
/ f(x) dx = / f[ty(t)]Ÿ(t).dt. 
a a

On lèvera, de même, la deuxième restriction en divisant l’inter­



Faisons le changement de variable

x — a cos t,

t variant de — à o, x varie de — a à -f- a. Alors

y/a2— x2 = a sin t, dx — — a sin t dt.

c fA = — a2 sin2£ dt — ab sin21 dt,
«-'TT

obtenue en résolvant par rapport 'a y et prenant la racine positive. 
L’aire de la demi-ellipse est alors

A — j' y/a2" — x2 dx,

avariant de —«(point A') à a (point A). On a donc, en 
faisant sortir le facteur constant ~ du signe d’intégration,

en se rappelant qu’on peut intervertir les limites d’intégration, à 
condition de changer le signe (le l’intégrale.

Z /» +

— — f /aia J— U
A — x2 dx.

74

valle (a, p) en intervalles dans lesquels/[^(O] conserve un signe 
constant.
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42. Applications. — i° Aire cl'une demi-ellipse. — L’équation 
de l’ellipse étant

y-X2
-+- -T—- — 1 = 0,

62a2

l’arc supérieur ABA/ est représenté par l’équation (fig. 2.1)

— y/a2— x2 
ay =

Fig. 23.

y
B

A 30A’ o

a a-
a a-



Lue des valeurs de l’intégrale indéfinie est

sin 21
4

et l’intégrale définie est la différence des valeurs de l’intégrale 

indéfinie pour t = tt et t = o, c’est-à-dire Donc

tt ab 
A = ------ -

2

2° Aire de la cycloïde. — La cycloïde est la courbe engendrée 
par un point d’une circonférence qui roule, sans glisser, sur une 
droite fixe. Soit une circonférence de rayon « roulant sans glisser

Fig. 24.

y
8

cM,
IL Q

O P | 0" æ

sur un axe fixe Ox et soit M le point de la circonférence qui 
décrit la courbe; la circonférence roulant sur la droite, prenons 
comme origine le point O où le point M a touché l’axe dans le 
roulement. Joignons le centre G du cercle au point de contact I et 
au point M, et appelons u l’angle ICM dont le cercle a tourné 
depuis l’instant où M était en O. A cause du roulement, la 
longueur OI est égale à l’arc IM, c’est-à-dire à au. L’abscisse deM 
est OI— IP :

x --= a(u — sin u) ;

l’ordonnée est CI — CQ :

y — a(i — cos u).
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Comme on a
1 — cos 21

sin21 = y
2

on peut écrire

f(? cos2£ dtA = ab
2

^ 
N
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Pour avoir la cycloïde complète, d’un point de rebroussement O 
à l’autre 0% il faut faire varier x de o à 27za ou u de o à 27:. 

Donc l’aire totale est

CHAPITRE III.

A = / y dx. 
d0

Changeons de variable en introduisant la variable u ; on a 

dx = a ( 1 — cos u ) du

elles nouvelles limites sont o et 2-:

~217
A = «2 f

«A
(1 — cos u )2 du.

1 -f- cos 2 uDéveloppant le carré et remplaçant cos- u par > on a•i

rîlz /3
A = a2 / f------1 cos u -+- •

Jn V>-
cos 2 u

du.
•1

L’intégrale indéfinie est

sin 2 u3
— u — 2 sin« +

4 78

la différence des valeurs qu’elle prend pour u — 27: et u — o 
est 3 t:. Donc

A = 3 ti«2 ;

l’aire est égale à trois fois l’aire du cercle générateur.

43. Aire d’une courbe fermée. — Supposons d’abord (fig. 25) 
que la courbe 11e soit rencontrée qu’en deux points M, et M2 par 
une parallèle à Oy, et appelons y, et y2 les ordonnées de ces 
points en supposantyo^>J'i j menons à la courbe les tangentes 
parallèles à Oy, AA'et BB', d’abscisses a et b. Les ordonnées yt 
et y., sont des fonctions de x. Si l’on fait croître OP = .r de dx, on 
obtient une ordonnée infiniment voisine QNtN2. Il résulte du 
théorème fondamental (n° 11) que l’aire de la bande infinitésimale 
M, N, M2N2 est équivalente à l’aire du rectangle inscrit de hauteur 
M,M2 et de base dx. Or, dans tous les cas de figure possibles (1, 
11, III) la hauteur M, Mo & pour valeur absolue y2—y, qui est
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positif. L’aire du rectangle est (jp2—jp,) dx et l’aire cherchée A
77

est
/*» b /» ^

= / y-idx — j yi dx.
a a

a = r (jk2

^ a
—y\)dx

Fifî. a5.

«vrl B
// V
W1N- „% B

A' P' B’ oo
B, M;0 A' P Q B1

M' ms mA
I II M,

En remarquant que
/"» U s% (l
/ yl dx = — / <5?#,

«A «A

/* ^ ^
A = jf JF 2 dx-hj y i d

on peut écrire encore

JT.

Celte expression s’interprète d’une manière si m pie ; on dit 
qu’elle est égale à l’intégrale

j y dx

prise sur le contour de l’aire G dans le sens de la flèche. En elfet 
imaginons un point mobile parcourant le contour dans le sens 
indiqué et multiplions son ordonnée par la projection dx de son 
déplacement infiniment petit ; quand ce point décrit l’arc supé­
rieur AM>B, la somme des produits ainsi obtenus est

I yt dx,
a

et, quand il revient de B en A sur l’arc inférieur BM, A, elle est

f yt dx ; d b
la somme totale est donc bien A.
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Pour faire le calcul effectif, supposons qu’on ait exprimé les 
coordonnées x et y d’un point quelconque M de la courbe en 
fonction d'une variable auxiliaire t, de telle façon que 
de a à [3, le point M décrive la courbe une fois et une seule fois 
dans le sens de la flèche ; soient

CHAPITRE III.

t variant

?(0, y = ^(t),

ces expressions. L’aire de la courbe est alors, en faisant le chan­
gement de variable exprimé par ces relations,

x —

/•P
a = / 4*(0?(0dt.

^ a

Quand une intégrale j’y dx est ainsi prise le long d’une

courbe C, on convient de la désigner par la notation

/ ydx. 
J(C)

Si la courbe fermée a une forme plus compliquée (fig. 26), 
sans points doubles, l’aire de la courbe est encore égale à l’inté­
grale

/ ydx 
•Agi

prise sur la courbe dans le sens de la flèche. En effet, on pourra 
toujours par des lignes transversales, (elles que AB, CD, décomposer

Fig. 26.
M,

y

cA
D 1

m2
SC0

l’aire A en parties S(, S2, S;t dont le contour n’est rencontré qu’en 
deux points par une parallèle à Oy. On a alors

— I y dx I y dx.
'■AM, li '4ïA

St



l’indice AM, B signifiant l’intégrale prise sur l’arc AM, B et 
l’indice BA l’intégrale prise sur l’arc BA. De même
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= I y dx -h I y dx,
AmsD Ac

S3— j y dx / y dx 4- / y dx -h f y d
Ac Ai» A» a Au

S2

x.

Ajoutant et remarquant que les intégrales d’indices BA et AB 
d’une part, DC et CD d’autre part sont égales et de signes 
contraires, on a

A = f -H f -+- f f = f y dx.
^AM, B «Ac *Am5D A) A A)

Cette formule est générale, pour une courbe sans points doubles, 
dans toutes les positions de la courbe, par rapport aux axes.

Sens positif de circulation sur une courbe fermée sans points 
doubles. — Les axes 0# et Oy étant disposés comme dans toutes 
nos figures, nous appellerons sens positif de circulation sur un 
contour fermé, sans points doubles, le sens dans lequel un obser­
vateur, debout sur le plan, devrait décrire le contour, pour avoir 
à sa gauche l’aire entourée par le contour. Ce sens est le sens 
positif sur le cercle trigonométrique. Le sens inverse sera appelé 
négatif. On voit que l’intégrale qui donne l’aire est prise sur le 
contour dans le sens négatif : c’est ce qu’on peut indiquer en
mettant un signe — au-dessus du signe J, ce qui donne

A — y dx.
•Ao

Si le mobile tournait en sens contraire (sens positif), la somme

I y dx 
A»

serait l’aire de la courbe changée de signe.

Points doubles. — Examinons le cas où la courbe aurait un 
point double. Dans la position de la première figure (27, I), 
l’intégrale

/ Y dx,
Ao



8o

prise Je long delà courbe, dans le sens de circulation indiqué par 
les flèches, est égale à la différence des aires des deux boucles. 

En effet, cette somme se compose de l’intégrale / y dx, prise
J \C)

le long du contour A, de la première boucle, et de
l’intégraley^pdx, prise le long du contour PM'0A2M2P de la 

deuxième, et ces deux intégrales sont: l’une, Faire delà première

Kig. 27.
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M2
a2y

M,/P?
y/ HA, I

ceO

boucle, et l’autre, Faire de la deuxième prise négativement. Dans 
la disposition de la deuxième figure (27, II), l’intégrale

/ v dx

est la somme des deux boucles. On étudierait de même le cas où la 
courbe présenterait plusieurs points doubles.

Fig. 28.

M
y

B’
B M

A’ A'
B’ COB’0

'A
A

Remarque. — On vérifiera, comme exercice, que 1 intégrale

/ y dx

prise le long d’un arc AMB non fermé est égale à l’intégrale j'y dx



prise le long du contour fermé AMBB'A'A, obtenu en abaissant 
les perpendiculaires AA' et BB' sur Ox (Jig. 28). Gela lient à ce 
que les valeurs de l’intégrale prises sur 
sont nulles, puisque dx est nul sur les deux premières et y sur la 
troisième. L’intégrale s’interprète alors par une aire, d’après ce 
qui précède.
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les droites AA', B1L, A'B'

44. Exemple. — I. Aire d’une ellipse. — Soit l’ellipse

{x — x0y (y—y A2 = i)b*a2

ayant pour centre un point quelconque (x0, y0) et ses axes a et 6

Fig. 29.

y

A' A

CC/
O

parallèles aux axes coordonnés {Jig. 29). On peut exprimer les 
coordonnées d’un point M de l’ellipse en posant

y = JK04- b sin t.

Pour faire décrire au point l’ellipse dans le sens négatif, il suffit 
de faire décroître t de tz à —tz. Comme

dx = — a sin t dt,

x = Xq-\-a cos t.

l’intégrale J'y dx prise sur le contour, dans le sens indiqué, est

r. -71
— / (y0-+- b sin£)a sini dt.

... 7t

Permutons les limites en changeant le signe et remplaçons sin2^
I — COS2« 1, ■‘------- INous avons, pour 1 aire,par

ab g ab g"
sin t dt-------/ dt------------/

2 2 J-n

„ 71
ay<> I

J—71
cosit dt.

6A.



il a la forme indiquée dans la figure (3o), si l’on suppose a > o. 
Posons

= t,
nous aurons

3 at
y = tx.x = i t2’

pour que le point M parcoure la boucle dans le sens négatif, il 
faut faire varier t de + ce à o. On a donc pour l’aire A :

A = J"y dx = Jtx dx = S x'2 dt.

La partie intégrée est nulle car tx2 s’annule pour t = co et 
pour t = o. On a donc

30 9 a2 /2 dt 
(i -t- t2 )'-A= f

Le paramètre t est le coefficient angulaire de la droite OM;

Fig. 3o.

\
M

a>0

82

La première de ces intégrales est nulle, car l’intégrale indéfinie 
— cos / prend la même valeur aux deux limites ; il en est de même 
de la troisième intégrale; quant à la deuxième, elle est égale à la 
différence des valeurs que prend l’intégrale indéfinie t aux limites ~ 
et —tc, c’est-à-dire à 2 tc. On trouve ainsi, pour l’aire, tcab.

IL Aire de la boucle du folium de Descartes. — Le folium 
de Descartes a pour équation

CHAPITRE III.

x’2 -\-y3 — 3 a xy = o ;

x2t —i

H
 N

- 
-N

- 
I 
M
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3 a2 ; on a doncL’intégrale indéfinie est —
2(1 -+- t3)

_ 3o*
2

V. - DIFFÉRENTIELLE DE L’AIRE D’UN SECTEUR.

45. Coordonnées polaires. — Soit une courbe rapportée à un 
système de cobrdonnées polaires, r désignant le rayon vecteur OM 
d’un point, 9 l’angle polaire. Considérons le secteur OM0M, limité 
par un rayon vecteur fixe OM0, correspondant à l’angle 90, et un 
rayon vecteur variable OM, correspondant à l’angle 9. Nous 
nous proposons d’évaluer l’aire A de ce secteur qui est évidemment 
une fonction de 3i).

Fig. 3,.

H
K& M

M0

O LC

Prenons un point M' voisin de M : les coordonnées du point M 
étant r et 9, celles de M' sont r + A r et 9 -f- A9. Soit AA l’accrois­
sement MOM/ de l’aire du secteur. Si, de O comme centre 
avec OM comme rayon, on décrit un arc de cercle MH, le 
secteur OMH est plus petit que AA; de même si, de O comme 
centre avec OM' comme rayon, on décrit un arc de cercle M'K, 
le secteur OMK est plus grand que AA. On a donc, en remarquant 
que les aires des deux secteurs circulaires OMH et OM'K sont

1
- r2 AO et -(/•-+- A/-)2 AO,

2

- /’2 AO < AA < - ( r -t- A/’)2 AO. 
2 2

2

Divisant par A9, on a

AA[ 1
-/•2< — < - ( /• -i- Ar )2. 
2 AO 2
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Quand A9 tend vers zéro, il en est de même de AA el A/-. Le

tendrapport^-, étant compris entre ^ r- et une quantité qui

vers - r-, tend lui-même vers cette limite et l’on a 
2

AA dAI im —— = ——
AO M

dA = - r2 dO.

i= - r\■>

2

En intégrant, et remarquant que A est nul pour 9 = 9n, on a

/>fJ i
A = -r2 dQ.

A 2

Cette dernière formule est aisée à retenir; elle signifie que 
l’aire A est la somme des secteurs circulaires infiniment petits 
inscrits, tels que OMH.

46. Différentielle de l’aire d’un secteur en coordonnées carté­
siennes. — Appelant x et y les coordonnées du point M, on a

y = /■ sin 0.

Comme /• est fonction de 9 le long de la courbe, x et y peuvent 
être regardés comme fonctions de 9. On a

x — r cos 0.

— — tangOx
arctang —,0 =

d’où, en difïerentiant
_ x dy — y dx 

x2 -+- y2

Comme x2-\-y-= /-2, on voit que

dQ

r2 d0 — x dy —y dx
et, par suite,

idA — -(xdy—ydx).

On peut facilement retrouver celte formule en se servant de 
l’expression de l’aire d’un triangle en fonction des coordonnées 
des sommets. Soit un triangle OM,M2, dont les sommets M, etM2 

ont pour coordonnées cartésiennes (x,, y, ) et (x2, y2) et pour
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coordonnées polaires /•,, 9, et /’2, 92 : l’aire OM)M2 {fig• 32) a 
pour expression

FONCTIONS PRIMITIVES. — INTÉGRALES INDÉFINIES.

■ i->\r2 sin(02 — Oi) = - (a?ty2 — yxxt).

Celte valeur est positive dans le cas de la figure, c’est-à-dire 
quand un mobile suivant le côté M, M2 tourne autour de O, de Ox 
vers Oy. Elle serait négative dans le cas contraire.

Fig. 3a.

Ma
I
!

I l
i Ii

1
ceo P,P2

en particulier, nous prenons un secteur de courbe infini­
ment petit tel que OMM/ {fig- 3i), on peut assimiler ce secteur à 
un triangle dont les sommets M et 1VE ont pour coordonnées

{x ■+■ dx, y -F dy ) ;

Si,

l’aire dA de ce triangle est donc

^ \x(y -+- dy) —y{% -F dx)~\ = X-(xdy —y dx).d\ =

47. Applications. — i° Aire de la lemniscate. — La lemniscate 
est la courbe qui a pour équation

r2 = a2 cos 2 0.

Cette courbe a la forme indiquée dans la figure 33. Appelant A 
l’aire du secteur M0 OM comptée à partir de l’axe polaire Ox, on a

i idA. — - r2 <#) = - a2 cos 2 0 dQ.
■>.

On a donc, en intégrant,

7 a2 sin2.0,
4

A =
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car la constante à ajouter ici est nulle, l’aire devant s’annuler 

9. Quand M vient en O, 9 tend vers ~ et l’aire du quart de la 
courbe totale est
avec

ir-
Fig. 33.

y
M
iMo

æo

2° Secteur d:hyperbole équilcitère. Sinus et cosinus hyper­
boliques. — Considérons d’abord un cercle (Jig. 34, I)

x% -h y2 = i

Fig. 34.

y
y

M M
A \Mq æ

o æ Mo'o

III

de rayon 1, et appelons A l’aire du secteur OM0M comptée depuis 
l’axe Ox. On a

- (x dy —y dx).dk =

On peut exprimer les coordonnées d’un point du cercle en 
fonction d’un paramètre t en posant

x = cos t, y =; sin?.
Alors

dx — — sin# dt — —y dt, dy — cos t dt = x dt,

1
dk — - (x^-hy2) dt — - dt,

car x--\-y-= 1. Donc en intégrant

A = -1,
2



en effet, on vérifie immédiatement que, quel que soit t, x- —y- == i. 
Quand t est nul, x — i, y = o, le point M part de M0 ; quand t 
augmente jusqu’à l’infini, le point M décrit la branche infinie M0 M. 
On a

e*— e~l el -t- e~1
dt — y dt, dy =dx = dt = X dt‘,

2 2

donc
i 1 rff,e?A — - (a?2 — jj'2) =

car a;2—y2 = i. Intégrant et remarquant que A s’annule avec t, 
on a

i
A = t — 2 A.2^’

Les coordonnées d’un point M de l’hyperbole s’expriment donc, 
en fonction de l’aire A du secteur hyperbolique, par des formules 
analogues à celles qui donnent les coordonnées d’un point d’un 
cercle en fonction de l’aire A du secteur circulaire.

C’est en raison de cette analogie que les fonctions

el -t- e~f el — e—1
2 2

s’appellent cosinus hyperbolique el sinus hyperbolique de t \ on

FONCTIONS PRIMITIVES. — INTÉGRALES INDÉFINIES.

sans ajouter de constante, car A s’annule avec t. On a donc enfin

t — 2 A.

*7 '

Prenons de même une hyperbole équilatère dont le demi-axe 
transverse est i (fig- 34, II)

x1 — y1 = i,

et appelons A l’aire du secteur M0 OM comptée à partir de l’axe 
transverse. On a

i
d\ — -(xdy—ydx).

On peut exprimer les coordonnées d’un point M de la courbe 
en fonction d’un paramètre en posant

e* e~l el— e~l
x = y = 22

I «
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les désigne par
cos hyp sin hyp;

ou par

On peut donc écrire
ch;, sh

e\— cos hyp ; -+- sin hyp ; = ch ; -+- sh ;, 
e-t — cos hyp i — sin hyp i — ch t — sh

On trouvera dans le Recueil de formules numériques de Houël 
( Gauthier-Villars ), xvm, p. 36-55, une Table donnant les 
logarithmes de ces fonctions pour des valeurs positives données 
de t.

On vérifiera sans peine les formules

ch21 — sh2 ; = i,
d sh ; ,
^T=ch''

ch (a -t- b) — ch a chè -t- sha shô, 
sh(« -+- b) = sha ch 6 ch a shô,

a? ch; .sr =sh<’

qui achèvent de faire ressortir l’analogie entre ces fonctions et les 
fonctions circulaires.

3° Aire d’une courbe fermée. — Soit une courbe fermée, sans 
point double, qui n’est rencontrée qu’en deux points M( et M2 par 
un rayon vecteur (fig. 35). Supposons d’abord l’origine hors de la

Fig. 35.
M

M
1j

M SA. M0

æ

courbe, et menons de O deux tangentes OM0 et OM; faisant 
avec Ox les angles 90 et 9'. Soient rt et r2 les deux valeurs OMf 
et OM2 des rayons vecteurs correspondant à un angle polaire 9. Les 
aires des secteurs OM0M( M' et OMqMoM7 sont respectivement

àu>
bû

- 
I 
C
N

à<=
?

«F
5

« 
I «
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et l’aire de la courbe, différence de ces deux secteurs, est

89

if r\ de = - f
2 A 2 A=: r

2 A
(r\-rl)dO.A r] d0 — -

On peut écrire aussi, en intervertissant les limites de la 
deuxième intégrale,

6- -0.
A=I f rfd6+ i f

2 2 t/Q'
;-| c/6,

formule qu’on peut interpréter en disant que l’aire est égale à 
l’intégrale

= ~ f (xdy—ydx )

prise tout le long de la courbe dans le sens positif.

Ur2 c/Q

Kig. 36.

Si le point O est intérieur à la courbe {fig- 36), l’aire est donnée 
par l’intégrale

A = I f
‘ J,

7’2 c/ô,

car Q doit varier de o à 2tc pour que M décrive la courbe. On peut 
dire encore que l’aire est donnée par l’intégrale

■f*
= Xxdy —ydx)Vr2 c/0

prise le long de la courbe dans le sens positif.
On verrait, commeau n° 43, que les mêmes résultats s’appliquent 

à une courbe fermée, d’une forme quelconque, sans points doubles. 
Si la courbe présente un point double (Jig. 27), l’intégrale

= ~ J (x dy — y dx),-if-r- d0I
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prise le long de la courbe représentera, suivant les cas, la diffé­
rence ou la somme des aires des deux boucles.

Remarque. — L’intégrale I prise le long d’un arc AMB, non 
fermé, est égale à l’intégrale prise le long du contour fermé 
OAMBO obtenu en menant les rayons OA et OB, car sur ces 
rayons, est nul et les valeurs de l’intégrale sur OA et sur OB 
sont nulles.
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CHAPITRE IV.
VOLUME D’UN SOLIDE A BASES PARALLÈLES, 

MOMENTS D’INERTIE ET CENTRES DE GRAVITÉ D’AIRES 
ET DE VOLUMES HOMOGÈNES.

I - FORMULE GÉNÉRALE.

48. Formule générale donnant le volume d’un solide à bases 
parallèles. — Soit un volume analogue à un tonneau, limité laté­
ralement par une surface quelconque, et aux extrémités, par deux 
plans parallèles que nous appellerons les plans de base (fig. 3^).

Fig. 37.

S0

S\

\\
S,

1

;1
1

1
1

1
1

/
;O

A, xA0 A A'

&

Prenons pour plan des yz un plan parallèle aux plans de base, 
pour axe des x une droite Ox perpendiculaire à ces plans.

Soient x0 et x, les valeurs de x correspondant aux deux bases; 
A0 et A, les points où ces deux bases prolongées rencontrent Ox.



S dx.

Cette formule est aisée à retenir : elle expi'ime que le volume V 
est la somme des cylindres infiniment petits inscrits S dx.

92

Coupons par un plan parallèle au plan desjyA rencontrant (Jx 
au point A d’abscisse x. Soit S l’aire de la section faite par ce 
plan : cette aire, qu’on peut évaluer par les méthodes précé­
dentes, esCévidemment une fonction de x :

S = Cf) (x).

Le volume V compris entre le plan de base inférieure S0 et la 
section S d’abscisse ^cest une fonction de x. Nous allons montrer 
que la différentielle dW de cette fonction V de x est donnée par la 
formule

CHAPITRE IV.

dV = S dx.

En effet, supposons, pour fixer les idées, que, quand x aug­
mente, S diminue. Faisons croître x de \x = AA' et soit

S' = <p(x H- Aa?)

la nouvelle valeur de l’aire de la section. L’accroissement AV 
du volume est une tranche de hauteur \x. Cet accroissement est 
compris entre un cylindre de base S ayant pour hauteur \x et un 
cylindre de base S' ayant pour hauteur A.2? :

S' Aa? < AV < S Aa?.

En divisant par A.r, on a
AV

S'< <S.

AVQuand A# tend vers o, — tend vers la dérivée 
d\vers S; la limite est donc égale à S, et l’on a

d\ S' tenddx’

d V-T- = S d\ = S dx.dx

En intégrant de x0, qui donne la base inférieure, à x,, qui donne 
la base supérieure, on a le volume total considéré

s>



V

ou, en réduisant au même dénominateur,

— < i ah2 -i- 3 b h -t- 6 c ). fi

Remarque. — Pour simplifier le raisonnement, nous avons 
supposé que la projection de S sur le plan de S' (Jig. 3^) entoure 
complètement S'. Si cette projection était en partie sur S' et en 
partie en dehors, la forme du raisonnement devrait être un peu 
modifiée, mais le résultat final serait le même : le volume V, limite 
de la somme des cylindres inscrits Sdx, est toujours donné par 
la même formule.
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49. Cas particulier où S est fonction du second degré de x. —
Supposons que l’aire S soit une fonction du second degré de x :

S = a a?2 —t- p ir —t- y,

a, (3, y désignant des constantes. Cette propriété est indépendante 
de la position de l’origine. En effet, si l’on prenait une autre 
origine en conservant la même direction d’axes, les formules de 
changement de coordonnées donneraient, entre l’ancienne 
abscisse x d’un point et la nouvelle x\ une relation de la forme

x = x' k.

Par cette substitution, l’expression S du second degré en x se 
transforme évidemment en une expression du second degré en x'.

Pour simplifier les calculs, nous supposerons qu’on ait choisi 
pour plan desyz le plan de la base inférieure; alors ^c0 — o et 
x, = h, si h désigne la hauteur du solide (distance des plans des 
bases). L’aire S étant, par hypothèse, du deuxième degré en x, 
on a

S — ax%-\- bx 4- c,
et

v-/‘
*^0

{aa?2 + b x 4- c) dx.

En intégrant, on a immédiatement

+

10
 I ï>C

j

+a



La parenthèse figurant dans l’expression de V est, comme on le 
vérifie immédiatement

So —t— Si —t— 4 Sw !

on a donc enfin la formule

V = (S0 H- S| 4 Sm ).(I)
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L’interprétalion géométrique de cette formule est identique à 
celles de l’expression qui donne le segment parabolique (n° 33). 

Appelons S0 la base inférieure correspondant à x = o; on a

S0 = c;

S< la base supérieure correspondant à x = h

Sj — dit^ —t- bh + c j

5

S/7i la section médiane correspondant à x =

hr . h 
— + b----- h c.S ,„ = a~\ •t.

On vérifiera, comme exercice, que cette même formule (î) 
s’applique lorsque S s’exprime par un polynôme du troisième 
degré en x.

Cas particulier où S est linéaire en x. — Cette formule, 
établie pour a quelconque, s’applique évidemment quand a est 
nul, c’est-à-dire quand S est du premier degré en x,

S = b x c.
Mais alors

»*S, —• bh —t— c, S,„ =S o — c, 2 +C’
donc

i
S»i= -(S0-+- Si) 

2

et la formule générale devient

— ( So -+- Si ). 
2

y =(a)

CM
 >

to
 l s

-



=*t/ x1b' i —

et dont l’aire
_rx*S = t: b' c' — r. bc

CL1

i.

est une fonction du second degré de x. La formule (i) s’applique

Un plan x = const., parallèle au plan y Os, le coupe suivanl une 
ellipse dont les axes sont

50. Exemples. — i° Solides élémentaires. — La formule 
précédente (i) s’applique aux solides élémentaires, tronc de 
pyramide, tronc de cône, tranche de sphère. En effet, dans un 
tronc de pyramide ou de cône, les secLions faites par des plans 
parallèles aux bases sont proportionnelles aux carrés de leurs 
distances x au sommet. S est donc une fonction du second degré 
de x.

11 en est de même pour une tranche de sphère à bases paral­
lèles. En effet, si l’on prend encore l’axe Ox perpendiculaire aux 
hases, l’origine étant au centre de la sphère, Faire S de la section 
faite par un plan à une distance x du cenLre est

S = it(R2 — x^ ),

où R désigne le rayon de la sphère. Cette expression est du 
deuxième degré en x.
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20 Tranche elliptique d une surface du second ordre. — La 
même formule s’applique à une tranche de surface du second ordre 
comprise entre deux plans parallèles, pourvu que cette tranche ait 
un volume fini, ce qui ne peut arriver que si les plans de base de 
la tranche coupent la surface suivant des ellipses. C’est ce qu’on 
pourra vérifier à titre d’exercice.

Nous nous bornerons ici à une tranche d’ellipsoïde comprise 
entre deux plans parallèles à un plan principal. L’ellipsoïde étant 
rapporté à ses axes #, 6, c a pour équation
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donc à une tranche quelconque limitée par deux plans parallèles 
x — x0 et x — x{.

Pour avoir l’ellipsoïde entier, nous prendrons comme plan de la 
hase supérieure le plan tangent x — a\ ce plan coupant la surface 
suivant un point, on aSt = o. Prenons de même comme plan de 
la base inférieure le plan tangent x = — a, alors S0 = o. La section 
médiane est dans le plan desyz ; elle a pour aire

S / fi — TT b C .

La distance h des plans de base étant ici 2 a, on a, pour le 
volume,

CHAPITRE IV.

4nbc = ^irabc.V :

3° Paraboloïde elliptique. — Considérons, dans un para­
boloïde elliptique, des sections elliptiques parallèles à un plan 
donné. En prenant ce plan pour plan des yz on trouve que l’aire S 
d’une de ces sections est une fonction linéaire de son abscisse x\ 
la formule simplifiée (2) s’applique et l’on a, pour le volume d’une 
tranche,

— (S0 -H S,). 
•2

V =

II. — VOLUMES DES SOLIDES DE RÉVOLUTION, 
CENTRES DE GRAVITÉ DES AIRES PLANES HOMOGÈNES.

51. Formule. — Les axes étant rectangulaires, soit, dans le 
plan xOy, une courbe C ayant pour équation (Jig. 38)

A^y) = O.

Cette courbe est considérée comme la méridienne d’une surface 
de révolution autour de Ox. Prenons sur la courbe C un arc AMB 

* ne traversant pas Ox, et abaissons les perpendiculaires AA' et BB' 
sur l’axe Ox. Quand on fait tourner le trapèze curviligne A'AMBB' 
autour de Ox, il engendre un volume limité latéralement parla 
surface de révolution, à droite et à gauche par deux parallèles de 
rayons AA' et BB'. Découpons ce solide en tranches infiniment 
minces par des plans perpendiculaires à l’axe Ox. La section S 
du solide par un plan perpendiculaire à l’axe, situé à l’abscisse



Remarque. — Quand on fait croître b indéfiniment, V tend 
vers une limite

limV = —a

V. 7

L’intégrale indéfinie étant ? on a

VOLUME D’UN SOLIDE A BASES PARALLELES.

OP = /, est un cercle de rayon MP=y, et l’on a

S = -y2.

Donc d’après la formule générale précédemment établie (n" 48)

‘17

= - f y- dx,
a-s: t. y dxV

a et b désignant les abscisses des points A et B.

Fig. 38.

A6/

C
M

B
A' J Si p0 B’-y ce

/
/

X

Dans cette intégrale, y est une fonction de x définie par l’équa­
tion de la méridienne f (x, y) — o.

On peut dire que le volume est égal à l’intégrale tz j y-dx prise

le long de l’arc de courbe AMB.

52. Exemple. — Supposons que la méridienne soit une hyper­
bole équilatère ayant les axes pour asymptotes. Son équation est

k-
xy = k\ y x

Le volume de la tranche engendrée par VA MB B' est alors
{fis-38)

V--/
II

r dx
I lë*'y2 dx = ~k'*

*' a

o|
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» I
 -ïl

Sî
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Nous avons vu, au contraire, que l’aire du segment plan 
A'AM B B' augmente indéfiniment, quand B s’éloigne sur l’hyper­
bole (n° 32).

53. Volume de révolution engendré par une courbe fermée 
plane. — Soit, dans le plan des xy1 une courbe fermée G située 
d’un même côté de l’axe de révolution Ox ( fig. 39, 1).

Fig. 39.
y

Proposons-nous encore de calculer le volume engendré par la 
rotation de l’aire C autour de Ox. Pour cela, menons les tangentes 
à G perpendiculaires à Ox, AA' et BB\ Supposons qu'une paral­
lèle à Oy située à une abscisse OP = x coupe la courbe G en deux 
points M, et Mo d’ordonnées yt et y2. Le volume cherché V est la 
différence des volumes engendrés par les segments A'AMoBB' et 
A'AM, B B':

~ b
- ! y\ dx.

(l
— ~ I y!dxv

On peut écrire aussi

= " f y\ dx -+- / y\ dx I,a •' b
V

en intervertissant les limites de la deuxième intégrale et changeant 
son signe. On peut dire alors que le volume Y est égal à l’inté­
grale

“ / J2 dx, 
d(C)

(3)

prise le long de la courbe G dans le sens de la tlèche (sens négatif); 
c’est ce qu’on convient d’indiquer par l'indice (C) et le signe — 
surmontant l’intégrale.
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Le moyen le plus simple de calculer cette intégrale (3) est 
d’exprimer les coordonnées x et y d’un point de la courbe G en 
fonction d’un paramètre t,

VOLUME 1)’UN SOLIDE A II USES PARALLÈLES.

y = y(t),

de telle façon que, t variant de a à [3, le point de coordonnées x 
et y fasse une fois le tour de la courbe C, dans le sens de la flèche. 
On a alors, en prenant t comme variable dans l’intégrale (3),

V = r/ <?*(<)/'(<) dt. 
•■'a

5i. Cas où la courbe coupe l’axe. — Dans ce cas {fig. 3q, 11), 
on évaluera séparément les volumes engendrés par les deux aires 
DC'E et DC"E, situées de part et d’autre de l’axe Ox.

11 est facile de vérifier que l’intégrale

f
*'(C)

y- dx,

prise le long de la courbe C dans Je sens de la flèche, représente 
alors la différence V' — V" entre les volumes Y' et V" engendrés 
par ces deux aires. En effet, le volume engendré par DG'E est

= rfV' y- dx,
(DU' E)

y'désignant l’ordonnée d’un point de l’arc DG'E et l'indice (DG'E) 
de l’intégrale signifiant que cette intégrale est prise le long de 
l’arc DG'E. De même, le volume Y'' est

= -f
*',(D C"E|

V" y2 dx:

y désignant l’ordonnée d’un point de l’arc DG' E. 
La différence de ces volumes est

jr2 dx — - I y- dx, 
d (DC”E)

= T-J«/tll
V'— V"

(DC'E)

ou, en invertissant les limites de la deuxième intégrale et clian-
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géant son signe,
= r'f

V(DC'E)
f

<-/(EC'D)
Y' — Y" y2 dx —t— n: y- dx,

c'est-à-dire
= « / y~ dx, 

AC)
(4) Y' - Y"

l’intégrale étant prise le long de la courbe dans le sens delà llèclie.
Ainsi, dans ce cas, l’intégrale prise le long du contour repré­

sente la différence des volumes engendrés par la portion d’aire 
placée au-dessus et la portion d’aire placée au-dessous de l’axe. Ce 
fait devient d’ailleurs évident si l’on remarque que, x et y dési­
gnant les coordonnées d’un point M qui décrit la courbe dans le 
sens indiqué, dx est positif quand x croît et négatif quand il 
décroît. La somme

" fl1 dx

contient alors positivement les éléments du volume engendré par 
l'aire DC'E et négativement les éléments du volume engendré par 
l’aire DC'E.

Nous avons supposé que la courbe n'est rencontrée qu’en deux 
points par une parallèle à Oy. Si la courbe a une forme plus 
compliquée, sans points doubles, on procédera comme pour les 
aires (fig. 26) et l’on montrera que les résultats précédents sont 
encore applicables: si l’axe ne traverse pas l’aire, le volume
engendré est ~ J y’2 dx b intégrale étant prise le long de Ja courbe
dans le sens indiqué. Si l’axe traverse l’aire, cette intégrale donne la 
différence des volumes engendrés par les aires situées de part et 
d’autre de l’axe.

00. Exemple. — Vola/ne du tore. — Le tore est une surface de 
révolution dont la méridienne est un cercle. L’axe de révolution 
étant pris pour axe Ox, prenons pour axe des y la perpendiculaire 
abaissée du centre G du cercle générateur sur Ox. Soit OG = a, et 
soit Pt le rayon du cercle. Nous supposons que le cercle ne coupe 
pas l’axe, c’est-à-dire que a est supérieur à R. Le volume Y du 
tore est égal à l’intégrale (fig'- 4o)

V = tu j J ' dx,
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prise sur la circonférence du cercle générateur. Or les coordonnées 
x et y d’un point M de cette circonférence sont

x = K sin ;,

; désignant l’angle y GM. Pour que le point M fasse le tour de la

Kig. 4».

loi

y — a -4- R cos ;,

y

!Y1
t
G

C'

\/

G, I
/\ 0

C ~7~ü CO
. C”

circonférence dans le sens négatif, il faut faire varier t de o à 2~. 
Donc

~2 77
V = r R /

*4»
(a -1- R cos;)2 cos; dt.

r 
d0

r
do

cos3;dt.Y = -«2 R cos ; dt -t- 2 t: a. R2 cos2 ; dt r. R3
• »

La première et la dernière intégrale sont milles; en effet, dans 
l’intervalle de o à 27T, les fonctions cos; et cos3; prennent des 
valeurs deux à deux égales et de signes contraires ; les éléments de 
chacune des deux intégrales ont donc deux à deux des sommes 
milles, et les intégrales elles-mêmes sont nulles.

Quanta la deuxième intégrale, en y remplaçant cos2; par 
1 -t- cos 2; > elle devient

2

~Ï7.

do
= y r27r
” 2 do

sin 2; iT:■
(1 H- cos2;) dt = - ; -+• 

2
cos2; dt — iz.

4 0

O11 a donc
V == 2 7i2aR2= 7:R2.2 7:a.



Cas où le cercle coupe l'axe. — Si le cercle coupe l’axe 
(cercle pointillé dans la ligure 40), a est moindre que R. L’inté­
grale

CHAPITRE IV.102

« fy* dx,

prise le long de la circonférence du cercle générateur dans le sens 
de la flèche, est égale à la différence des volumes V7 et 
engendrés par le segment GC'D et le segment DCVC.

On a donc alors, par le même calcul,

Y' — V" = -W-.A-a.

56. Centre de gravité d’une aire plane homogène. Théorème de 
Guldin. — Quand on connaît le centre de gravité d’une aire plane 
supposée homogène, on en déduit facilement le volume engendré 
par cette aire tournant autour d’un axe situé dans son plan.

Commençons par rappeler les formules donnant le centre de 
gravité d’une aire plane.

Soit une aire plane homogène A, rapportée à deux axes Ox et 
Oy, G son centre de gravité et Y l’ordonnée GG' du centre de 
gravité. Nous allons montrer qu’on a, dans tous les cas de figure,

= 7, f y1 dx ’2 * (C)
(5) A Y

I intégrale étant prise le long de la courbe C qui limite l’aire, dans 
le sens de la flèche (Jig. 3q).

En elfet l’ordonnée Y du centre de gravité d’un système, de 
masse totale M, est donnée par

Al Y = Hmy,

quand Je système est décomposé en éléments de masses m dont le 
centre de gravité a pour ordonnée y. L’aire considérée étant 
homogène, on peut admettre que la masse d’une portion de l’aire 
est exprimée par le même nombre que son aire.

Décomposons l’aire A par des parallèles à Oy en rectangles 
infiniment petits M, NtN2M2 de hauteur dx et appelons y, et y2 
les ordonnées des deux points M, et M2. Le centre de gravité g
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du rectangle, étant au centre «le figure, a pour ordonnée

io3

y =

D’ailleurs, c|uelle que soit la position des deux points Mt et M2 

par rapport à Taxe, qu’ils soient tous les deux d’un côté comme 
dans la figure 3q, I, ou l’un au-dessus et l’autre au-dessous, comme 
dans la figure 39, 11, l’aire du rectangle est

7)1 —
on a donc

yi~~r' = [ (y!—y! )dxmy — (yt—yi)dx

La somme de ces produits étendue à toute l’aire est

zmy = - / (y\—y\)dx

en appelant a et b les x des tangentes verticales AA' et BB'.
Cette somme étant égale au produit de 1 aire totale A par l’or­

donnée Y du centre de gravité, on a

= \ f (y\-y\)dx.
a

A Y

Or, cette dernière intégrale est, comme nous l’avons vu plus 
liant, égale à l’intégrale

f y2 dx,
Oo

prise le long de la courbe limitant l’aire A, dans le sens de la 
tlèche (sens négatif). La formule (5)est donc démontrée.

On trouverait de même l’abscisse X du centre de gravité G, par 
la formule

= 7, ( dy->
'Aci

AX

l’intégrale étant prise en sens contraire (sens positif) sur le contour.

Théorème de Guldi.n. — Le volume engendré par une aire 
plane A tournant autour d'un axe Ox situé dans son plan et
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qui ne la traverse pas, est égal ci l’aire A multipliée par la 
circonférence décrite par le centre de gravité de l’aire sup­
posée homogène.

En effet, nous avons trouvé (n° 53) que le volume engendré V 
est donné par la formule

CHAPITRE IV.

/ y - dx. 
A c.i

Y = 7t

Mais la formule (5) montre que l’intégrale du deuxième membre 
est égale à 2AY, Y désignant l’ordonnée du centre de gravité. On 
a donc

V = A .2 t: Y,

ce qui démontre le théorème, car 27: Y ou 2 "GG’ est la circon­
férence décrite par le centre de gravité.

Cas où la courbe coupe l’cixe. — Dans ce cas, la différence 
des volumes V' et V' engendrés par les parties de l’aire situées au- 
dessus et au-dessous de l’axe, est donnée par la formule

= T] *7(C)
Y'—V" y- dx.

On a donc alors, d’après (5),

V'— V" = A. 2 -Y.

Ainsi, en appliquant à une aire qui traverse l’axe la formule 
fournie par le théorème de Guldin, on trouve la différence V7— V".

En particulier, si l’on fait tourner une aire plane autour d’un 
axe de son plan passant par le centre de gravité, on a ^ = o,

Y' — V" = o,

ce qui signifie que les volumes engendrés par les deux parties 
EG'D et EG"D sont alors équivalents.

Le tore fournit un exemple simple de l’application de ce théo­
rème. Nous avons trouvé en effet que le volume du tore est égal 
à l’aire A = tcII2 du cercle générateur multipliée par la circon­
férence 27za décrite par le centre du cercle, qui est évidemment 
son centre de gravité.
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III. — MOMENTS D’INERTIE.
CENTRES DE GRAVITÉ DES VOLUMES HOMOGÈNES.

57. Moments d’inertie. — Etant donné un système de points 
matériels, on appelle :

Moment d’inertie du système par rapport à un plan P, la 
somme Smo2 des produits obtenus en multipliant la masse m de 
cliaque point par le carré de sa distance o au plan P;

Moment d’inertie du système par rapport à un axe a et!, la 
somme Unir- des produits obtenus en multipliant la masse ni de 
cliaquè point parle carré de sa dislance r à Taxe aa';

Moment d’inertie du système, par rapport à un point O, la 
somme SmU2 des produits obtenus en multipliant la masse ni de 
chaque point par le carré de sa distance R au point O.

Prenons (rois axes rectangulaires Oxyz et appelons uy-z, 
les moments d’inertie d’un système par rapport aux trois 

plans y O z, zOx, xOy, p.r, p.j, tuz ses moments d’inertie par 
rapport aux trois axes Ox, Or, Oz, et p0 son moment d'inertie 
par rapport au point O. On a

\j.yZ = Z mx-,
[yv— Z.m(y*-y z*-),

\xzx=
[J.y = tni(z2-1- x-),

;j.0 = 1 m{x- -y y--y ~2).

y xy = - rnz-.

I J-z— Sm02-i-jr2)>

On en conclut immédiatement

[J-x — lJ-zx ~r' l-t-xyi

[j-o — Pyz + \J-zx -r y = 1-l.yz "+* u.r j

ou, en langage ordinaire : le moment d’inertie d’un système par 
rapport à un axe, est égal à la somme de ses moments d’inertie 
par rapport à deux plans rectangulaires passant par l’axe; 
le moment d’inertie, par rapport et un point, est la somme des 
moments d’inertie par rapport aux trois faces d’un trièdre 
trirectangle ayant ce point pour sommet, ou la somme des 
moments d’inertie par rapport ci une face et à l’arête opposée 
de ce trièdre.



io6

Si l’on veut calculer le moment d’inertie d’un corps continu 
par rapport à un plan, un axe ou un point, on le divise en éléments 
de masse infiniment petits dm et l’on calcule les sommes intégrales

CHAPITRE IV.

Io’ dm, I r2 dm, j'R2 dm,

dont chaque terme est le produit de la masse dm d’un élément 
par le carré de sa distance au plan, à l’axe, ou au point.

08. Moments d’inertie des aires planes homogènes. — i° Rec­
tangle homogène. — Soit un rectangle homogène MtN,M2N2 : 
cherchons son moment d’inertie par rapport à un axe Ox parallèle 
à l’un des côtés M1NJ, cet axe pouvant d’ailleurs occuper une 
position quelconque par rapport au rectangle, comme le montrent 
les trois cas de figures indiqués (jig- 41)- Appelons h la longueur

Fig. 4i.
Mj iU

M. N,
JC0 M2nIN2

M, N,

M, N,

du côté M, N,, y( et y-, les ordonnées des côtés M,N, et M2N2 

et p la masse de l’unité de surface du rectangle. Si 
l’on considère, dans le rectangle, une bande infiniment mince 
comprise entre deux parallèles à Ox d’ordonnées y et y -+- dy, 
sa masse est dm — oh dy. Le carré de la distance de cette tranche 
dm à Ox est y- : on a donc, pour le moment d inertie cherché

= Y’ij'î-j'i)-
f* J 2 J 1

= / y- dm — p h / y2 dy 
dy, d y,

'è-x

2° Aire plane homogène limitée par une courbe fermée sans 
points doubles. — Soit d’abord, comme dans la figure 39, une aire 
plane homogène limitée par une courbe qui est rencontrée en 
deux points seulement M, et M2 par une parallèle à Oy : appelons



p la masse de l’unité de surface. La bande infiniment mince 
Ma N, No M2 comprise entre deux ordonnées correspondant aux 
abscisses x et x + dx peut être assimilée à un rectangle dont la 
dimension, parallèle à Ox, est h = dx. D’après la formule précé­
dente, le moment d’inertie de ce rectangle, par rapport à Ox, est
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%(y!—yî)dx,

y 1 et y-y désignant les ordonnées des points M, et Mo. Le moment 
d’inertie de l’aire totale, par rapport à Ox, est donc

rb
= j (y\—y\)dx,

a et b désignant les abscisses des tangentes verticales VA/ et BB'. 
On peut écrire l’intégrale

/» ^ & r* b /»
I y\ dx — f yï dx — ] y\ dx -1- I y\ dx, 

’a da da d b

et l'on voit que la somme des deux dernières intégrales est I inté­
grale /•Aci

yri dx

prise sur la courbe limite dans le sens de la llèche (Jig. 3q) (sens 
négatif). On a donc enfin

= ? / y* dx. 
Ô d[C)

(6) [J-X

On verra, comme nous l’avons vu pour l’intégrale curviligne 
donnant l’aire (Jig. 26), que la même formule s’applique à une 
aire plane limitée par une courbe fermée quelconque, sans points 
dou blés.

Pour évaluer pratiquement l’intégrale (6), on exprime les 
coordonnées x el y d’un point du contour, en fonction d’un para­
mètre l

x =/(0, y = ?(0>

de telle façon que, t variant de a à (3, le point x, y fasse une fois 
le tour du contour dans le sens indiqué. On a alors, en prenant t



L intégrale déunie qui figure dans cette formule est le quadruple 
de l!intégrale

i.3“X S i 11 '* t dt = ----:h

3 T"

calculée au n° 40 (exemple I). Donc elle est égale à —’ et l'on a

tzab3 
!^=p —

M désignant la masse totale de l’ellipse r.abp. De même, par 

rapport au petit axe, le moment d’inertie de l’ellipse est M et 

par rapport au centre M

4

= M —r

a*-f- b°-
4

Exemple. — Moment d’inertie de l'aire d’une ellipse homo­
gène par rapport au grand axe. — Si l’on prend le grand axe 
pour axe Ox ( fig. 23) on a pour les coordonnées d’un point de 
l’ellipse

x~acosl, y=6sinp

et il suffit de faire varier t de 2~ à o, pour que le point x, y 
décrive l’ellipse dans le sens négatif. Donc

. ah3 p-T'— a sin t) dt = p —— I 
5 do

= f è3sin3£( sin11 dt.[J-x

59. Centre de gravité d’un volume homogène. — Soit un soude 
homogène de la forme indiquée au n" 48; en adoptant les notations 
de ce numéro, appelons S Faire de la section du solide par un 
plan parallèle àyOz, d’abscisse x : l’aire S est une fonction de x. 
La tranche infiniment mince, comprise entre les plans d'abscisses 
x et x -f- dx, peut être assimilée à un cylindre droit de volume 
S dx et de masse

dm — p S dx,

p désignant la masse de l’unité de volume.
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comme variable,

= | f ©8(0/'(0dt-

e 
i 
.-s

U 
»!

uo
 ro



Le centre de gravité est évidemment sur Ox. On a

= ? f -ttbc^i — ^jxdx,y r.p abc, MXM =

X = a.

60. Moment d’inertie du même solide par rapport au plan yOz. — 
La tranche cylindrique élémentaire, comprise entre les plans x et 
x —t— dx, a pour masse dm = pSdx. Tous ses éléments sont à la 
même distance zbardu plan yOz; le moment d’inertie du solide,

.MOMENTS DINERTIE.

Appelons x0, y0, les coordonnées du centre de gravité de 
l’aire S supposée homogène; on a d’abord

= x,

puis,‘dans chaque cas particulier, y0 et sont des fonctions 
de x. Le centre de gravité de la tranche diffère infiniment peu de 
celui du cylindre homogène Sdx, lequel diffère infiniment peu du 
centre de 'gravité x0, y0., z0 de la hase S. Les coordonnées X, Y, 
/.du centre de gravité de la masse totale M, sont alors données 
par les formules

io9

==J z o dm== jyo dm,MX MZMY

ou encore

M Z = p I z0 S dx.= p Jxo S dx, T'
où M = p V, V désignant le volume du solide et x0 = x.

MX M Y

Application : demi-ellipsoïde. — Soit à trouver le centre de 
gravité de la moitié de l'ellipsoïde

JS*X- y-(7) I = o,b'-a'-

située du côté positif du plan yOc. On a ici (n° oO)

x2S = ~bc ( i —

C
CI

 U?
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par rapport an plan yOz, est donc

i io

= Çx2 dm — p ^x-S dx.
tf>~

Exemple. —- Moment ci inertie cl’un ellipsoïde par rapport à 
un plan principal. — Le moment d’inertie de l’ellipsoïde (-) 
par rapport au plan yOz est

-f- fi

— a
r.bc

4 itp bca3 ^ a1
lxyz 5*i5

ien appelant M la masse totale - ttp abc de l’ellipsoïde.

(31. Application à un volume de révolution. — Considérons en 
particulier le volume homogène engendré par une aire fermée 
plane (Jig. 3g, I) tournant autour d'un axe Ox situé dans son 
plan et ne le traversant pas. Si l’on suppose d'abord, comme dans 
la figure 3g, 1, que la courbe limite est rencontrée par une 
ordonnée en deux points M, et M 
solide de révolution par un plan perpendiculaire à O.r, en un 
point P, est une couronne comprise entre deux cercles concen­
triques de rayons y, et y2. On a donc

S = r.(yl—y\).

Centre de gravité. — Ce point est sur Ox par raison de 
symétrie; son abscisse X est donnée par

voit que la section S duon2?

= T.p Ç {y\—y\)xdx =
a fl

/ y\xdx =Ttp / 
db J ^(C>

MX x dx-1- y-xclx,-p

I intégrale élanL prise sur la courbe limite C, dans le sens de la 
flèche (sens négatif) {fig. 3g).

Moment d’inertie du même solide par rapport ci un plan 
perpendiculaire à Vaxe ( plan yO:). — On a

= f (yï —yl)a'2 dxI\*rz
^ a

f x'y\
y a

j' x-y\ dx = f x-y2 dx, 
d(Q

clx -+-= "P -p
'-'b



l’intégrale étant encore prise sur le contour, toujours dans le sens 
négati f.

On verra, comme pour les aires planes (fig. 26), que ces deux 
formules s’appliquent au volume engendré par une aire limitée 
par une courbe sans points doubles, pourvu que Vaxe O.r ne la 
!/averse pas.

Application à un tore. — Cherchons le moment d’inertie d'un 
tore par rapport au plan de son équateur.

Si nous reprenons la figure (4°) du n° 55, le plan des yz, 
perpendiculaire à Ox en O, est précisément le plan de l’équateur. 
Les coordonnées d’un point M du cercle générateur sont

x — R sin /,

= Tf f*'r,d* =

MOMENTS D’INERTIE. I I I

y — a -t- R cos t,
~ 2 71

! R2 sin21( a -t- R cos/)2 R cos t dt
• 0

"P!Prz

En développant, on voit d’abord que les deux intégrales

,,2 71 

•'û

,-.2 71

’ll
siu21 cos t dt. sin21 cos:! t dt

sont nulles, car les éléments, dans chacune d elles, sont deux à deux 
égaux et de signes contraires pour les valeurs t et t-\-~. Ensuite

27rsin2,2/■——dt
r-^ 1 — cos 4* 

=.( —
✓.2 71

-f. dt = —•sin2/ cos21 dt
\ i

D’où
Ti-pa R4 R2 —-—   = M —

4~’

eu désignant par M la masse du tore

M = p a R2.

62. Moment d’inertie d’un solide de révolution homogène par 
rapport à son axe. — i° Moment d'inertie d'un cylindre de révo­
lution homogène par rapport à son axe. — Soient h la hauteur, 
Il le rayon du cylindre, p la masse de l’unité de volume, p. le 
moment d’inertie cherché. La masse du cylindre est

M = — R2 h p.
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Si R croit de c/R, la masse M augmente de 

c/M = 2 7T R /i p c/R.

Cette masse dM forme une couche infiniment mince, comprise 
entre le cylindre de rayon R et le cylindre de même axe de 
rayon R-f-c/R : tous ses éléments sont à la même distance R de 
I axe. L’accroissement du. du moment d’inertie est le moment 
d’inertie de cette couche, c’est-à-dire R2c/M. Donc

du. = R2 ( 2 Te R h p c/R ).

En intégrant cl remarquant que *jl s’annule avec R

u = — Tip R4 h.(8)

2° Solide de révolution. — Soit le solide engendré par une 
aire plane, tournant autour d’un axe Oj?, situé dans son plan et ne 
la traversant pas. Supposons d’abord, comme dans la figure 3q, I, 
que les parallèles à Oy ne coupent la courbe qu’en deux points M, 
et M2, d’ordonnéesyK et y2. Prenons deux ordonnées infiniment 
voisines, d’abscisses x et x + dx\ la tranche engendrée parla révo­
lution de l’aire infiniment petite M,N, NoMo, peut être assimilée à 
la différence de deux cylindres ayant pour axe Ox, pour hauteur 
dx et pour rayons y2 et y,. Le moment d’inertie dy. de cette 
tranche par rapport à G.r est la différence des momenls d’inertie 
des deux cylindres, donnés successivement par la formule (8) où 
h = dx et où R prend les deux valeursy-2 et y i »

d'd = ^(jv\—y\)dx.

Le moment d’inertie du solide par rapport à 0.r est la somme 
des moments d'y. des tranches. Donc

a

^ s* b ,, a
x — — / y\ dx -T- / y\ dx —

2 J a ' db Ç f y*dæ' 2

l’intégrale étant prise sur la courbe limite (G) dans le sens de la 
flèche (sens négatif).

Cette formule s’étend, toujours par la même méthode, à une aire



63. Résumé. — En résumé, on a les résultats suivants pour une 
aire plane limitée par un contour C, sans points doubles : 

i° Aire

A = / y dx\
*Ac)

2° Ordonnée du centre de gravité de l’aire

Y = àly- dx\

3° Moment d’inertie par rapport à 0.r, de l’aire supposée de 
densité p,

= / 
*AC)

y3 dx\lxx

A. 8
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plane quelconque ne traversant pas O#, et limitée par une courbe 
sans points doubles.

Exemple. — Moment d'inertie d'un tore par rapport à son 
axe. — La figure étant faite comme au n° 55, on a, pour les coor­
données d’un point du contour du cercle générateur,

y = a R cos t.x = R sin t,

Alors, d’après la formule précédente,

/»2TC_ f
2 Jo (a -t- R costy R cos£ dt.[J-x

Si l’on développe, les intégrales contenant des puissances 
impaires de cos t sont nulles. Il reste

/.27C
= 2:rpa3R2 / cos21 dt -i- 2itpaR1 / coûtât.

«/0 o
\*-X

On a donc, d’après les valeurs des intégrales,

COS4 t dt = 7t,
r27t

do
r™

do
COS2 t dt = Tl,

4
= ïTl-p a R2 ^a2 -+- 7 R2^ = M ^a2 -+- R2 ,l

appelant M la masse totale du tore.en

CO |v*



CHAPITRE IV. — VOLUME l)’üN SOLIDE A BASES PARALLÈLES.

4° Moment d’inertie, par rapport à O.T, du volume V, de densité p 
engendré par l’aire tournant autour de Qx,

ii4

AC)
y’* dx,

les quatre intégrales Jy'ldx: où«=i, 2, 3, 4> étant prises le long

du contour C dans le sens négatif. Les trois premières formules 
sont exactes quand l’aire est traversée par l’axe Ox ; la quatrième 
suppose que l’aire n’est pas traversée par Ox)

5° Abscisse du centre de gravité du volume V engendré par la 
rotation de l’aire autour de

x = vJ
y Au»

y-x dx ;

6° Moment d'inertie du volume V par rapport au plan yOz :

= ~p x°-y 
d(C)

2 dx.l\vz
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CHAPITRE V.
RECTIFICATION DES COURBES. AIRES DES SURFACES DE RÉVOLUTION 

ET DES SURFACES CONIQUES.

I. — RECTIFICATION DES COURBES.

64. Longueur d’un arc de courbe. — Prenons sur une courbe 
donnée, plane ou gauche, deux points A et B. Par définition, la 
longueur de l’arc de courbe AB est la limite vers laquelle tend le 
périmètre d’une ligne brisée AM, M2...Mm_, B inscrite dans l’arc, 
quand le nombre des côtés de cette ligne augmente indéfiniment, 
chacun d’eux tendant vers zéro ( fig. 42) :

Fig. 42.
M2 B

A VTM3
M 77,.,M

0'

Nous admettrons que cette limite existe et est indépendante de 
la loi suivant laquelle on fait tendre les côtés de la ligne brisée 
vers zéro. Nous admettrons, en outre, que la longueur de l’arc 
ainsi définie possède, comme un arc de cercle, cette propriété que 
le rapport de la corde à l’arc tende vers l’unité quand l’arc tend 
vers zéro. Voici comment on peut alors obtenir facilement la 
différentielle de l’arc:

Soient
x=f( O, v = ?(0- =

les coordonnées d’un point M de la courbe exprimées en fonction 
d’un paramètre t. Appelons s l’arc de courbe OrM compté à partir 
d’une origine fixe O', prise sur la courbe, jusqu’au point M : cet



a désignant une longueur. Cette courbe est symétrique par rapport 
à l’axe Oy ; elle a la forme indiquée sur la figure 43; l’ordonnée 
du sommet B est égale à a.
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arc est évidemment une fonction de t. Quand on fait croître t de 
At, les coordonnées x, y, z subissent des accroissements \x, Ay, 
Az, le point M se déplace de M en M' et l’arc s croît d’un arc MM' 
égal à A s. On a alors

corde MM' = y/Ax2-+- Ay'1 +i;2
d’où

A s
arc MM' As A t

corde MM' y/ Ax'1 -+- Ay--I- A z-

Quand A t tend vers zéro, le rapport de l’arc à la corde tend
A s Ax Av A3 , ,— >—> — > —tendent vers les 
A t A t A t At

vers#i, comme nous l’admettons; 
ds dx dy dz 
dt ’ dt ’ dt ’ dtdérivées » et l’on a

dx
dti =

en déduit, en chassant le dénominateur, puis multiplianton
par dt,

ds = y/dx2 -+- dy2 -+- dz1.

Celte formule est aisée à retenir, car elle exprime que Tare infi­
niment petit MM' est équivalent à sa corde.

Voici quelques applications immédiates de ces formules. Nous 
en donnerons d’autres, notamment la rectification de l’ellipse, 
quand nous aurons étudié les développements en séries de 
puissances.

6o. Chaînette. — La courbe appelée chaînette est la figure 
d’équilibre d’un fil homogène pesant suspendu par ses deux extré­
mités. Elle a pour équation {fi g. 44)

a l 
H

Oaa I
H

I

O
ù+aa

|HÇ 
I MK



En intégrant et remarquant que s doit s’annuler avec l’abscisse x 
du point M, on a

— a sli — •
a

IV1
B «

/ \
/ C N. cr

/x
ocO P

En développant la quantité sous le radical, on voit qu’elle est le
x x

carré de ea + e Donc
XI

dx.ds = -\e'1 ei

Calculons l’arc BM =s. Nous prendrons ici l’abscisse comme le 
paramètre en fonction duquel s’expriment les coordonnées. On a

RECTIFICATION DES COURBES. 117

XI dx]dy = — 
J 2 e‘l — e

donc

2
ds = s/dx'1 -+- dy2 dx.

11 est aisé de construire s : en elïet, on vérifie immédiatement la 
relation

s2 = y% — a2,

qui permet de construire s comme côté de l’angle droit d’un 
triangle rectangle ayant pour hypoténuse y et pour antre côté a. 
Voici comment on peut faire cette construction: menons la 
tangente en M, l’ordonnée MP, et abaissons la perpendiculaire 
PC sur la tangente: nous allons montrer que

PG == a,

jK2— s2 = «2

MG - 5.

Fig. 43.

y
a 1

 s
a l 

v

= l
 >

a ~
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En effet, l’angle c que fait la tangente en M avec Ox est tel que

.T’
dy i

ea — etanga = -j-
2

donc, d’après la valeur de s,

t a n g <t = — • a

On en conclut, comme a--ys-—y-,

asin a = COS (T = —

y

Gomme, dans le triangle MPC, l’angle en P est égal à a, on a 

MG = y sin a = s,

Remarque. — Si l’on appelle A l’aire du segment OBMP, on a

PG = y cos tr = a.

=dX = y dx dx

d’où, en intégrant et remarquant que A s’annule avec x,

.T*a2
A = — \e“ — e = as.

2

L’aire A est donc le double de l’aire du triangle MPC.

06. Cycloïde. — Calculons l’arc OM de la cycloïde {Jig. M). 
En appelant u l’angle dont le cercle a tourné (n°42) on a pour 
les coordonnées du point M

x = a(u — sin u),

a désignant le rayon du cercle roulant. On en conclut

dy = a sin a du.

Le coefficient angulaire de la tangente est donc

sin a

y = a(i — cos u),

dx — a(i — cos u) du,

dy u
= cot —•—:— =

dx i — cos u 2

Cette formule montre que la tangente coïncide avec la droite MB

h I ̂
h I -

s I
 s

e 
I «

^1*
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joignant Mau point B diamétralement opposé au contact. En effet, 
cette droite MB fait avec BI un angle moitié de IGM, c’est-à-dire

égal à ^ : elle fait donc avec Ox l’angle ^ ^ et son coefficient

angulaire est bien cot -•° 2
On a

ds = s/dx2dy'1 — ay(i — cos w)2-+- sin2 u du.

Développant et remplaçant i — cos u par 2 sin2 " > on troave 

ds — 2a sin — du ;
2

d’où, en intégrant,

— 4 a cos - + G.s =
•2

L’arc, étant compté à partir de O, doit s’annuler pour u — o ; 
donc C = 4a et

= 4a(i u
s — arc OM — cos —

2

En particulier l’arc 00', terminé au point le plus haut O’ de la 
cycloïde, correspond à u — 7t. Donc

arc 00' = 4 a.

Remarque. — L’arc O'M est égal au double de la tan­
gente MB. En effet

arcO'M = arcOO'— arcOM = \a cos —?
2

et le triangle rectangle IMB, dans lequel l’angle en B est ^, donne

u
MB — 2(i cos — :

2’

ce qui démontre la proposition.

67. Parabole. — Soit une parabole rapportée à son axe Oy et à 
la tangente au sommet Ox (Jig. 44) :

x2
r = —2P
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On a
__________________ . / x

ds — y/dx'1 -+- dy2 — ^/ i-4- —x2 7dx,dy — — dx, 

et, en intégrant,

=// *-dx — - y/p2 -i- x2 dx.s = arcOM
/>2

Fig. 44.

MF

?

ceT Po

Appliquons la formule d’intégration par parties

/ J' v du,u dv — uv

en faisant
y/p2 -+- x2,u = V — X.

Nous avons
x2

dx.ps
\/p2-\- X2

La dernière intégrale peut s’écrire, en remplaçant au numéra­
teur x2 par p2 + x2 — p2

f^=dx
J \/p2-‘r X2

p2 dx 
\fp2-\- x2

— J \Jp2-\-x2dx—J'
ou encore

ps — p2L(x -t- y/p2 -+- x2 ) -h G.
On a donc

ps = x\/p2-+- x2— ps p2Y,(x ^p2-*- x2) — C,

ou, en résolvant par rapport à 5 et remarquant que la constante C 
est égale à p2Lp, car s s’annule avec x,

1 / x2
S = -&[/ I -F —

2 V P2



68. Rectification d’une courbe gauche. — Soit, par exemple, la 
* courbe gauche définie par les équations

RECTIFICATION DES COURBES. I 2 I

IX3
y = ^ 3

Cherchons l’arc s de cette courbe à partir de l’origine. On a

ds := \/doL72 -t- dy- -+- dz2 ;
dz = ixi dx.dy — ïx dx,

Donc
ds — yji H- 4a?2 -H 4ofo = (i + ï^2) eèr,

et, en intégrant,
- a?3 3 37

sans ajouter de constante, car on suppose que, pour a? = o, s — o. 
On a donc

s = x -+-

s = a? 4- -z.

69. Différentielle d’un arc de courbe plane en coordonnées 
polaires. — Considérons une courbe plane rapportée à un système 
de coordonnées polaires r et 8, OM = r, a?OM = 8 {ftg‘ 45).

Fig. 45.

M’

P.
M

Ar
0 ccO

Les coordonnées rectangulaires x et y d’un point M sont don­
nées par les formules

y — r sinO.x — r cos6,

Le long de la courbe, x, y, 8 sont fonctions d’un même para­
mètre et l’on a

dx = cos 6 dr — r sin 0 dO, 
dy = sinô dr -+- r cos 6 dO ;
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donc
ds — y/dx~ -+- dy- = y/dr2 4- r* dO2.

On peut retrouver rapidemènt cette formule de la façon sui­
vante : soit M7 un point infiniment voisin de M ayant pour coor­
données /'-h dr et 9 + dü. Si l’on décrit de O comme centre un 
arc de cercle MH de rayon r, on a

HM'= dr,

Gomme un arc infiniment petit est équivalent à sa corde, le 
triangle infinitésimal MHM', rectangle en H, donne

(»• 3l)

arc MM' = ds.arc HM = r dü.

---- 2
MM' =M'H + HM,

ds* = dr* 4- /•* dO2.

70. Exemple. — Cardioïde. —■ Soient un cercle de diamètre ay 
O un point de la circonférence. Prolongeons chaque rayon vec­
teur OP du cercle d’une longueur constante égale au diamètre du 
cercle {fig. 40)

PM = a.

Le lieu de M est une courbe appelée cardioïde. En prenant le

Fig. 46.

M

P

o. COA

diamètre OA comme axe polaire, l’équation de la courbe est

/• = a(i 4- cosô).
Alors

ds — a y/sin20 4-(i + cos0)2 dO, 

ds = a ( i 4- cos 0 ) <iÔ = 2 a cos ^ dO.
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L’arc AM = s qui s’annule avec 9 est donc

s = 4 a sin -•

123

2

La longueur de l’arc AMO, correspondant à 0 = tc, est 

arc AMO = 4 a.

II. — AIRE D’UNE PORTION DE SURFACE DE RÉVOLUTION 
COMPRISE ENTRE DEUX PARALLÈLES.

71. Formule générale. — Prenons comme axe des x l’axe de la 
surface de révolution. Le plan des xy coupe la surface suivant 
une courbe appelée méridienne de la surface. Prenons sur cette 
méridienne un arc continu AB situé du côté des y positifs ; nous 
nous proposons de calculer l’aire engendrée par la révolution 
de AB autour de Ox : cette aire est limitée par les deux parallèles

Fig. 47.

B

P ?' j b0 a.
vc/

B'
z A’

AA' et BB' décrits par les points A et B. Nous avons représenté 
sur la ligure 47 le quart de l’aire, quart situé dans le dièdre formé 
par les plans z Ox etyOx.

Inscrivons dans l’arc AB une ligne polygonale AM( M2 ...M 
quand la ligne AB tourne autour de Ox, la ligne polygonale 
engendre une aire composée de la somme des surfaces latérales 
de n troncs de cône. L’aire engendrée par l’arc AB est, par défi­
nition, la limite vers laquelle tend l’aire engendrée par la ligne 
polygonale inscrite quand le nombre n de ses côtés augmente 
indéfiniment, chacun d’eux tendant vers zéro.

Soient M et deux sommets consécutifs de la ligne polygonale 
ayant pour ordonnées y — MP, y + Ay= M'P\ L’aire engendrée

B:n—1
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par la droite MM7 est égale à MM' multipliée par la demi-somme 
des circonférences des bases du tronc
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\y
MM'.

L’aire cherchée A est la limite de la somme des quantités ana­
logues évaluées successivement pour tous les côtés de la ligne 
polygonale :

A — lim^| 2it ^ Ar MM',(i)

le signe S indiquant qu’il faut faire la somme des quantités qui le 
suivent.

Soit A s la longueur de l’arc MM'. Considérons la somme

2 2 tt y As

étendue aux différents arcs sous-tendus par les côtés de la ligne 
polygonale. Nous allons montrer que cette nouvelle somme (2) 
a même limite que la première (1) quand les côtés de la ligne 
polygonale tendent vers zéro.

En efl’et, dans la somme (1), tous les éléments ont le même 
signe; le rapport d’un élément delà somme (1) à l’élément corres­
pondant de la somme (2)

<»)

A Y
y 2 MM'

Asy
MM'

1, car A y tend vers zéro et —est le rapport d’unetend vers
corde à l’arc sous-tendu. Donc, d’après le théorème fondament.il 
sur les sommes d’infiniment petits (n° 10), les sommes (1) et (2) 
ont même limite et l’on a

A = lim22Tzy As.

l’intégrale J' 2tzy ds prise le long deCette dernière limite est 
l’arc AB : on a donc, en faisant sortir 2tt du signe d’intégration,

A = 2tt I y ds.
^(AB)

Celte dernière formule est aisée à retenir : elle exprime (|ue



72. Aire d’une zone de paraboloïde de révolution. — Soit

y2— ipx = O

l’équation d’une parabole dans le plan des xy, ayant pour axe Ox. 
En faisant tourner l’arc AB de cette parabole autour de Ox, on 
engendre une zone de paraboloïde de révolution analogue à celle 
dont nous figurons le quart (Jig. 47) AA'B'B. Prenons ici v 
comme variable indépendante. Nous aurons :

dx = — dy,
P

Appelanty0 et y, les ordonnées des points A et B, on a

ds — y/ dx - H- dy2 = y11 TT dy.P2

A=27r f y ds = 2 tt f ri/1-t-^—dy.
/x B| Jy. V P1 '

En écrivant

A = J \J p y-
*^y o

• 2JK dy,

3

voyons que l’intégrale indéfinie est ÿ(/>2+JK2)2 5

a = /^[{p' + y\Y--(p^ylf-\-

on a doncnous

dp

73. Aire d’un ellipsoïde de révolution allongé. — Soit

y2X2
b*a*
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l’aire A est la somme des aires des troncs de cône engendrés par 
les élémenls d’arcs infiniment petits ds.

Pour calculer effectivement A, on exprimera les coordonnées x 
et y d’un point M de la méridienne AB en fonction d’un para­
mètre u, de façon que le point M{x,y) décrive l’arc AB quand u 
varie de un à u{ :

^ =/(“)» y = ?(«);
on a alors

ds — y/ dx1 -+- dy* — y/f'1 (u) -t- o’-(u) du
et

yu _____________
A = 2T. <p(u)[/-+■ du.

I a



u partant de o, nous prendrons pour t la valeur t0 comprise entre 

o et ^L définie par e = sin£0; u croissant, t décroît, et, pour u = ,

t prend la valeur o.
On a alors

— £ si ri u du = cos t dt, 
)J I — s'2 cos‘2 u = co s t,

ir.ab r'°
~ JoA = cos21 dt.

126

l’équation de l’ellipse méridienne OBA dont nous figurons le quart: 
le grand axe OA == a de cette ellipse est dirigé suivant l’axe de 
révolution Ox. Nous pouvons exprimer les coordonnées d’un 

• point M de l’ellipse en posant {fig. 48)

x = acosu, y = bs\nu,

Fig. 48.
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if
B

M

0 A ^

et, pour que le point M décrive l’arc AB, il faut faire varier u 
de o à - • On a

ds = y/dx2 -h dy'1 = y/a2 sin'2 u 4- b'1 cos2 u du,

ou, en remplaçant sin2 u par 1 —cos2 u et introduisant l’excentri­
cité t = -Ja- — b~. a v

ds — a y/1 — e2 cos2 u du.

Alors, l’aire A = 2 - J'y ds, engendrée par l’arc BA, est

TC
/•ïI <

^0
A = 2 Tzab 1 — s2cos2u sina du.

Pour évaluer cette intégrale, faisons un changement de variable 
en posant

s cos u = sin t ;

U 
1 
<m
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i -4- cos it^ Qn vojt ^ue i’intégrale indéfinieRemplaçant cos2t par 
1 sin2£ t,

•est —b

sin 2<07zab /A=—b +

Piemettons pour t0 sa valeur arc sins, en remarquant que 

sin2f0= 2 sin t0 cost0 = 2sy/i — e2, 

il vient enfin, pour l’aire du demi-ellipsoïde,

arc sin s + v/~ e2).A = TT ab

doit retrouver l’aire d’un hémisphèreComme vérification, 
de rayon a en faisant b = a et, par suite, e = o : effectivement,

on

arc sin s tend vers 1 et l’aire devientquand e lend vers zéro

A = 2Tta2.

Aire d’un ellipsoïde de révolution aplati. — La méridienne 
étant une ellipse AI3 ayant pour petit axe l’axe de révolution Ox, 
un calcul analogue donne pour Faire du demi-ellipsoïde

-f- yh 7)*)[ 4- 1 -4- r/J;
A = T.ab

où i\ désigne le rapport
Comme vérification, quand b tend vers a, lend vers o, et l’on 

doit trouver Faire d’un hémisphère de rayon a. Effectivement, 
quand r( tend vers o, l’expression entre crochets se réduit à 2 et 
l’on a

A = 2ra®.

74. Aire d’un tore. — Le tore est engendré par un cercle tour­
nant autour d’un axe Ox. Supposons que le cercle ne coupe pas 
l’axe (fig. 4o) et prenons comme origine la projection du centre G 
du cercle sur l’axe de révolution. Soit OG = a et soit R le rayon GM 
du cercle générateur. L’aire du tore est égale à l’intégrale

2-J yds,
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prise tout le long du cercle G. En appelant t l’angle de GM avec Oy, 
on a, pour les coordonnées de M,

x — R sin t,

et, pour que le point M décrive la circonférence entière, il faut 
faire varier t de o à nz. On a évidemment

ds = II dt ;

y = a -h R cos t,

donc
r™

♦A
A = 2 r J'y ds = 2 tt R (a -t- R cos£) dt.

L’intégrale indéfinie est at -f- R sin t, et l’intégrale définie 2-rta. 
Donc

A = 2 TT R. 171 a = 4^2«R-

L’aire A est donc égale à la longueur de la courbe qui tourne 2-R, 
multipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité 
de cette courbe 'ma. C’est là un cas particulier d’un second 
théorème de Guldin (n° 76).

7o. Cas où la courbe traverse l’axe. — Dans ce qui précède, 
nous avons supposé que la méridienne AB de la surface ne tra­
verse pas l’axe. Supposons qu’elle le traverse au point E. Alors on 
évaluera séparément l’aire A,, engendrée par la rotation de l’arc EB,

FiS- 49-
9

m/"

CC0

et l’aire A2, engendrée par la rotation de AE. Pour un point M 
de l’ai'c EB, l’ordonnée y, est positive. On a donc ( fig. 49)

\

= 27- f
t/ iE

y\ ds,A!
(Eli)

l’intégrale étant prise de E en B. Pour un point Mo de AE, l’or­
donnée y2 est négative. L’élément ds placé en M, engendre la sur­
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face latérale d’un tronc de cône, dans lequel le rayon de la circon­
férence équidistante des hases est—y2. L’aire de ce tronc de cône 
élémentaire est

— 2T:y2 ds,

et l’aire A2 engendrée par AE est

9.Tl / y2 ds. 
*4aE)

Aq = --

Calculons la différence A( —A2 de ces aires. Nous aurons

/ yx ds -+- 2tt / y2 ds.
«'(EB) *-UAE)

Ai — A. 2 = 2 tc

La somme des deux intégrales du deuxième membre est évidem-

l’intégrale 2tz / y ds prise le long de la courbe de A
d (AB)

ment

en B.
Ainsi, dans ce cas, l’intégrale

*AaB)
y ds,

qui représente l’aire totale quand la méridienne AB ne traverse 
pas l’axe de révolution, ne représente plus que la différence des 
aires engendrées par les arcs de méridienne placés de part et d’autre 
de l’axe. Cela se voit d’ailleurs a priori, car, dans la somme

f y ds2 TT

le facteur ds est positif, mais y est positif ou négatif suivant que 
l’élément ds est au-dessus ou au-dessous de l’axe Ox. Par exemple, 
pour le tore, quand le cercle générateur coupe l’axe (cercle poin­
tillé de la figure 4o), l’expression

27rR.2Tca

représente la différence des aires engendrées par les arcs G et C".

76. Centre de gravité d’un arc de courbe plane supposé homo­
gène. Théorème de Guldin. — Soit un arc de courbe plane AB 
supposé homogène rapporté à deux axes Ox et Oy. Soit G le centre

A. 9
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de gravité de cet arc, X et Y ses coordonnées. Appliquons la for­
mule
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MY = 2 my.

d’une portion de l’arc de courbe est expri- 

Fig. 5o.

Actuellement la masse

y
B

ds G

A

0 G'

mée par le même nombre que sa longueur. On a donc M = l (lon­
gueur totale) et, en appelant^ l’ordonnée d’un élément ds,

m y — y ds.m = ds,
On a donc

= / y ds. 
*AaB)

Y l

On trouverait de même, en prenant les moments par rapport 
à Oy,

=LXI x ds.
(AB)

Ces formules déterminent les coordonnées du centre de gravité G 
de l’arc. Elles conviennent, quelle que soit la position de l’arc AB 
par rapport aux axes.

Théorème de Guldin. — L1 aire engendrée par une ligne 
plane, tournant autour d:un axe, situé dans son plan et ne la 
traversant pas, est égale ci la longueur de la ligne multipliée 
par la circonférence que décrit le centre de gravité de la ligne 
supposée homogène.

En effet, l’aire engendrée par la ligne AB tournant autour 
de Ox est, d’après ce qui précède,

f
’7(AB)

y ds-,A = 271
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mais l’intégrale du second membre est égale à Y/, on a donc

A = l. 271 Y,

ce qui démontre le théorème, car 2tîY est la circonférence de 
rayon Y = GG7 que décrit le centre de gravité en tournant.

Cas où la méridienne AB traverse Vaxe. — Dans ce cas, la 
différence des aires engendrées par les parties de la méri­
dienne AB situées de part et d'autre de l'axe est donnée par la 
même intégrale

2 7T / yds,

qui est toujours égale à
1.2 ttY.

L’application du théorème de Guldin donne donc alors la diffé­
rence des aires engendrées par les parties de AB placées de part 
et d’autre de l’axe.

Par exemple, si le centre de gravité de l’arc AB était sur l’axe, 
on aurait Y = o : les parties de la méridienne placées de part et 
d’autre de l’axe engendreraient des aires équivalentes.

III. — AIRE D’UNE PARTIE DE SURFACE 
CONIQUE OU CYLINDRIQUE 

COMPRISE ENTRE DEUX GÉNÉRATRICES.

77. Formule générale pour une surface conique. — Soit une 
surface conique (fig. 5i) dont le sommet est à l’origine O et dont 
la directrice D est une courbe gauche quelconque, telle que les 
coordonnées d’un point M de cette courbe s’expriment en fonc­
tions d’un paramètre t par les formules

(M) * = KO-

Considérons la portion S de surface conique limitée par une 
génératrice fixe OM0, une génératrice variable OM et l’arc M0M 
de la directrice D. Cette surface S est évidemment une fonction 
du paramètre t définissant la position du point M. Quand on fait 
croître t de dt, le point M se déplace infiniment peu de M en M7, 
les coordonnées de M' sont x + dx. y + d'y, z + dz, et la sur-

* = /(*)» y = ?(0»
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face S augmente de sa différentielle dS, égale à l’aire du secteur 
infiniment petit MOM', cju’on peut confondre avec le triangle MOM':

dS = MOM'.

On sait que l’aire d’un triangle dans l'espace est égale à la racine 
carrée de la somme des carrés de ses projections sur trois plans

Fig. 5j.
D

x
M

H
Am

M0

O
JO

Po
P1y

rectangulaires. Si donc nous appelons dSx, dSr, dSz les projections 
du triangle MOM' sur les trois plans coordonnés yOz, zOx, xOy, 
nous aurons

ds = \Z(dsxy-^-(dsyy--^- (dszy.

Evaluons dSz. La projection de la directrice D sur le plan xOy 
est une courbe D', lieu du point P du plan xOy dont les coordon­
nées sont données par x y = v(t). La droite OM se pro­
jette en OP. La droite OM' se projette en OP' ; le point P' ayant 
pour coordonnées x H- dx, y + dy. Le triangle MOM7 se projette 
donc suivant le triangle POP7 qui a pour surface (n° 46)

dSz = - ( x dy — y dx ).

On trouve de même, en permutant,

d$x — * (y dz z dy), 

dSy = - (z dx — x dz).

On a donc la formule

- y/{y dz — s dy)‘l-\- {z dx — x dz)1-h (x dy —y dxy,dS —



[
dy = 21 dt,dx — - dt dz — 3 £2'2

JK rfz — -Z dy --- £4 z <a?.r — x dz = — tz dt '

I
x dy — y dx = — t% dt.

Donc
= y/t&-^-t6-h iii

dS - t'* dt = - f* -t- - t2 dt.
4 ‘i 2

Intégrant entre t0, qui donne le point M0, et L, qui donne le 
point M, on a

i
S = - }

ce qu’on peut exprimer comme il suit, à laide des coordonnées 
des deux points M0 et M,

5=1(2?
2 \ 3

xy y o -s» Xq.Vo
353

78. Remarque. — L’expression de S ne changeant évidemment 
pas quand on développe le cône, celle de dS ne doit pas changer. 
C’est ce qu’on vérifie en remarquant que les côtés du triangle MOM7 

(fig. 5i) ne changent pas dans le développement. On peut aussi

133

ou encore, en remplaçant x, y, z en fonction de t et dx, dy, dz 
par f (t) dt, o' (t ) dt, ty(t) dt,

AIRE CONIQUE OU CYLINDRIQUE.

~2 iA®<K — 'h')2-HL/'—/+')*-+- (/<?'—?/')- dt.d S =

En intégrant de t0 à /, on aura l’aire conique limitée par les 
deux génératrices OM0 et OM.

Exemple. — Prenons, par exemple, la courbe gauche du troi­
sième ordre définie par les équations

i y = t\ Z — t3,x — - t,
2

et cherchons l’aire de la surface conique ayant son sommet à l’ori­
gine, ayant cette courbe pour directrice, et limitée par deux géné­
ratrices fixes OM0, OM et parla directrice.

Actuellement

cr
. ^O
l 0=

lv
 I -
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nieltre ce fait en évidence analytiquement, en remarquant qu’on 
a identiquement

- C(x'1 -4-y'14- ~2) (dx2~dy- -+- dz’1 ) — (x dx -+-y dy -+- z dz)%,d S =

ainsi qu’on le vérifie en développant les deux expressions de dS. 
Or, si l’on fait

OM = r,
on a

r dr = x dx -+-y dy -+- s dz,r2 = x- -4- y2 -H z-,
donc

- y/ds2— dr-,dS = - J r2 ds- — 
2

r2 dr2 =

formule dont les éléments restent invariables quand on développe 
le cône, car l’arc s de la directrice ne change pas dans le dévelop­
pement, ni la longueur v de la génératrice OM.

Cette dernière formule peut d’ailleurs s’écrire immédiatement, 
car la hauteur MH du triangle MOM/ est

VMM72 — ÎVÏÏH2 = y/ds*— dr»,

et sa base OM7= r -h dr diffère infiniment peu de /'.

79. Aire d’une partie de surface cylindrique. — Soit, dans

Fig. 52.

x- B
:,v

A

'o Xj

B,y.
kr^w'

l’espace, un arc de courbe AB décrit par un point M de coor- 
don nées

37 =/(<)» r=?(0, * = <K0-(M)
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Considérons le cylindre projetant cet arc de courbe sur le plan 
des xy en A, B,. On veut calculer l’aire ABB, Af limitée par les 
arcs AB, A, B, et les génératrices extrêmes AAt et BB*. Soient M 
et M7 deux points infiniment voisins de AB correspondant aux 
valeurs t et t -f- dt du paramètre. Soient M, et Mj leurs projec­
tions. L’élément MM7 est un élément d’arc ds de AB, l’élément M<Mj 
est un élément d’arcs ds{ de la projection A, B

ds{= \Jdx'1 -j- dy1.

L’aire du rectangle élémentaire MM'MjM, est

^ ds\.

L’aire, qui est la somme de ces rectangles, est donc 

S — f z ds\ = J'z \Jdx2 -+- dy'2.

Si l’on veut introduire la variable £, on aura

t 5

rb __________
s = / <1

a
(t) dt,

a et b désignant les valeurs de t donnant les points extrêmes 
A et B.

Cette formule est d’ailleurs évidente, si l’on développe le cylindre 
en faisant coïncider A, B, avec une portion de l’axe Ox. L’aire 
devient plane, et l’on peut lui appliquer tout ce qu’on a vu sur la 
mesure d'un segment de courbe plane.
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CHAPITRE VL
DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION EN SÉRIE DE PUISSANCES 

ENTIÈRES ET POSITIVES DE LA VARIABLE.

I. - EXAMEN DE QUELQUES CAS PARTICULIERS. 
INTERVALLE DE CONVERGENCE.

80. Généralités. — Le développement d’une fonction f(x) en 
une série de la forme

f(x) = a0-h- atx -h a2a?2-{- a3a?3-{-.. anxn-\~..

où a0: aK, ..., an, ... sont des coefficients constants, est d’une 
grande importance aussi bien dans la théorie que dans les applica­
tions. Cette importance tient surtout à ce que, dans les limites 
dans lesquelles elles sont convergentes, les séries de puissances 
peuvent être diflerentiées, intégrées, multipliées les unes par les 
autres comme des polynômes.

• ?

81. Premier exemple.— Progression géométrique décrois­
sante. — La théorie des progressions géométriques donne le 
développement

i
(O = i H- x x'2 . .. -f- x'1 -t-...

I — X

convergent pour toutes les valeurs de x comprises entre — i 
et -f- i. On a, en effet, en faisant la division et désignant par/> un 
entier positif quelconque,

i — xP+l
(2) = 1 -+- x -+- x^ . .. -f- xP.

I — X

Si x est moindre que 1 en valeur absolue, xP+t tend vers zéro



quand p augmente indéfiniment, le premier membre tend vers ~~ x 
et l’on obtient le développement (i).

Autres développements en progression géométrique. —Voici 
quelques développements qui se tirent immédiatement du précé­
dent :

i° Soit a une constante différente de zéro, on a
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x2 x'1i i xi
(3) • • J«2 aA a«+iaa — x i —a

comme on le voit en remplaçant dans (i) x par^. Ce nouveau 

développement (3) est convergent quand la valeur absolue de ^

est moindre que i

<i,

c’est-à-dire quand x est compris entre — a et -h a.
2° Si, dans la formule (i); on change x en — x-, on a

i
(4) = i — x2 -t- a?4 —x'*'1 —.. • îI -t- x2

développement convergent pour x compris entre — i et —f- i.

Considérons la courbe82. Représentation graphique.
(fig. 53)

i
y = I — X

Fig. 54.Fig. 53.
Ay

'B

BB'

N\\yyON" CCAA' AA'
N

A\V

Cette courbe est une hyperbole ayant pour asymptote la droite 
AB. x = 1.*

s s
a I 

h
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Si l’on veut représenter graphiquement la fonction définie par 
le développement (i)

CHAPITRE VI.

y = i -+- x -4- x2 4-.. . -t- xn ..

cette courbe n’existe que pour les valeurs de x comprises entre 
— i et +i, et, dans cet intervalle, elle coïncide avec

* ?

---X

Le développement en série ne représente donc que l’arc de 
courbe compris entre AB et la droite AB' symétrique de AB par 
rapport à Oy.

De même la courbe y = 
le développement

a la forme indiquée (Jig. 54);i-t-#2

y — i — x2-v- x'* — x6 . .

convergent seulement quand x est compris entre — i et 
représente l’arc BB' compris entre deux parallèles AB et A'B' 
à Oy, placées symétriquement par l'apport à Oy à une distance i 
de l’origine.

• ?

1 y

83. Intervalle de convergence d’une série entière. — Théorème. 

— Une série entière converge dans un intervalle symétrique 
par rapport à zéro.

Considérons une série

a0 -h ax x a2 x2 -4-... -H an xn -t- . ...

Cette série est toujours convergente pour x = o : sa somme est 
alors a0. Il peut se faire qu’elle soit divergente pour toute autre 
valeur de x : elle est alors inutilisable. Mais supposons qu’elle 
converge pour une valeur particulière a, non nulle, de la variable x ; 
nous allons démontrer qu’elle est convergente et même absolu­
ment convergente (1 ) pour toutes les valeurs de x comprises entre 
— a et + a, c’est-à-dire telles que

<i.

(*) Une série est absolument convergente quand la série des valeurs absolues 
de ses ternies est convergente.

^ 
I H



Comme a,, a" tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, 
il est évident que, pour toutes les valeurs de l’entier n dépassant 
un nombre fixe suffisamment grand, ancL'1 est, en valeur absolue, 
moindre que i. Pour toutes ces valeurs de n, la valeur absolue du 
terme général de la série proposée

I |

tend vers zéro. La série proposée peut s’écrire

x „[x\2---- t- a'j a2 ( — j -t-.
a \a/

\ n
.. -+- an %na0 -+- «1 a

est plus petite que > c’est-à-dire plus petite que le terme géné­

ral de la progression géométrique décroissante dont le terme
général est j-j . La série proposée est donc absolument conver­

gente.
D’après cela, on voit que la série converge nécessairement dans 

un intervalle symétrique par rapport à o, car, dès qu’elle converge 
pour une valeur a de x, elle converge dans tout l’intervalle de —a 
à+a. Le fait que nous avons vérifié pour les développements

est donc général. Si l’on veut construire lai i ide x' 1 -J- x2
courbe définie par une équation de la forme

î — x a —

y = a0 -4- a j x a2 x2 -t-. .. -t- an xn -t-. .

cette courbe n'existe qu’entre deux ordonnées symétriques par 
rapport à l’axe O y, comme dans les figures 53 et 54-

• 1

<i-

Supposons que la valeur absolue de - soit moindre que C
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En effet, la série

&q —H cii oc . . • —H ct/i y.'1 —f-. . .

étant convergente par hypothèse, le terme général

a,, ctn

« I 
S

I »

& 
I »



tend vers x quand n augmente indéfiniment. Dans cette série, 
l’intervalle de convergence est l’intervalle allant de — i à + i. La 
série est divergente pour les valeurs dr i, car pour x — dz i, le 
terme général augmente indéfiniment en valeur absolue.

2° La série
x’1
n

est de même convergente pour \x\ < i et divergente pour \ x\ >i. 
L’intervalle de convergence est donc de —1 à 1. A l’une des 
limites x — — i, elle est convergente ; à l’autre x — -f- i, elle est 
divergente.

3° La série
;r2 xnx -f- —r -f- . . .n29.2i

est convergente pour \x\<i i, divergente pour |x| >» i; l’intervalle

i4o

84. Intervalle de convergence. — On appelle intervalle de 
convergence d’une série entière un intervalle (— a, -f- a) symétrique 
par rapport à zéro, tel que la série soit convergente pour toute 
valeur de x comprise dans l’intervalle, et divergente pour toute 
valeur extérieure.

A priori on ne peut rien affirmer sur ce qui se passe quand x 
est égal aux limites mêmes
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x = ± a.

11 peut arriver que la série converge aux deux limites, ou en une 
seulement ou en aucune. C’est ce qu’on verra dans les exemples 
suivants.

Exemples. — i° La série

i -f- -i x 3 ir2 -H. . . -I- n .r"-1 -4-...

est convergente quand x est compris dans l’intervalle ( — i, +1)5 

et divergente quand x est, en valeur absolue, supérieur à 1. En 
effet, le rapport d'un terme au précédent

( n -+- \)x'1 71 —f- ï
X

n x'1 -1

« M
ik 

1 -
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de convergence est de — i à + i; elle converge aux deux limites
x = riz i.

4° La série
x- xn./■ex — i -i----i î. •>. î. i... n

est convergente pour toutes les valeurs de x : on peut dire qu’elle 
converge dans l’intervalle symétrique — co à +oo.

5° Le développement de ax, où a est une constante positive, se 
ramène immédiatement au précédent. Pour cela, on pose

ax = et.

t désignant une nouvelle variable; en prenant les logarithmes 
népériens des deux membres, on a

t = x L a.
Alors

xL a x*( L a)*dx — — ex^a — j -j-
1.2I

Ce développement converge pour toutes les valeurs de x, de 
— co à + co.

II. — DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION 
DES SÉRIES ENTIÈRES.

85. Théorème. — Pour obtenir la dérivée ou la fonction pri­
mitive cV une fonction définie par une série entière dans /’in­
tervalle de convergence, il suffit de dériver ou d'intégrer la 
série terme à terme. C’est là un théorème très important que 
nous admettrons et qui justifie ce cpie nous avons dit en commen­
çant, c’est que les séries entières peuvent, dans l’intervalle de 
convergence, être traitées comme des polynômes.

Voici ce qu’il faut entendre d’une façon précise parle théorème 
que nous venons d’énoncer :

Différentiation d'une série entière.— Soit une série de puis­
sances :

f(x) = a0-+- a\x dix2 -h .. .-t- anxn -e... ;

dans l’intervalle de convergence, la dérivée de le fonction f(x)
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s’obtient en prenant les dérivées des divers ternies de la série, 
c’est-à-dire que l’on a
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f\x) — «i -H ia*x -i- .. . -b nanx'l~1 -b....

Intégration d’une série de puissances. — De même, dans 
l’intervalle de convergence, V intégrale de la fonction f{x) s’ob­
tient en intégrant la série terme à ternie, c’est-à-dire que l’on a

f f{x)dx =
x,l+lx- X3

CIqX —h* Cl J ------ Cl* ~r~ “T" • . . "4“ Cl n , ' •
Tl + I3a

III. — DÉVELOPPEMENTS DE QUELQUES FONCTIONS 
PARTICULIÈRES.

86. Développements de L(i — x), L(i+jc), L 1 X . — Nous

rappelé au n° 81 le développement de - - par une pro-avons
gression géométrique

r
= I -b X -T- X- -f- . . . -b X’1 -f- . . * »l — X

convergente enLre — i et + j . Multiplions les deux membres par 
dx et intégrons-les de o à x. Nous avons, après avoir changé les 
signes,

x- X3 x'1
L ( i — x) = — x — • * 13 n■>.

développement convergent également entre — i et + i . Le déve­
loppement converge encore pour x = ■— i ; on peut démontrer et 
nous admettrons qu’il continue à représenter la fonction; on a 
donc alors

En changeant x en —x, nous obtenons le développement de
L(i + x)

x- x3 xn
L(i -b x) _...+.= X — 1

Retranchant les deux développements précédents terme à terme

+-

w
l -+- 

I «N
3



convergent pour x compris entre — i et + 1.
En multipliant par dx et intégrant de o à x, on a

x3 x3 x7
arc tanga? = x-----—

5

développement qui converge également entre — t et + i. Ce déve­
loppement converge encore pour la limite x = i ; comme arc tang i

dans l’exemple précédent,est égal à ^ ? on a, comme

i t i
3 5 7

Cette série converge très lentement et ne convient pas pour Je 
calcul de tz.

développement convergent pour < i.

87. Développement de arc tang x. — Nous avons établi plus 
haut, comme une conséquence de la théorie élémentaire des pro­
gressions géométriques, le développement

i
= i — a?2 -t- a?’* — .r3 -t- . . .

i -i- a?2

et remplaçant la différence des deux logarithmes par le logarithme 
du quotient, on a
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a?3 a?5 ^2 /l+liii±î
2 I — X 53 2 II —t— I

On ramène aux développements précédents le développement 
de L(a-\-x), où a est une constante positive différente de o. 
En effet, si l’on écrit a x =. a ~ )> on a

L(a -+- x) = La -h L ( i -h — V
i

On est alors ramené au développement de L^i -f- qui se déduit

- ; et adu développement de L(i x) par le changement de a; en - 
l’on a

1 a?2

2 a2

i x3
3 ô» ~ ‘ ’J j ( a —1— x ) -—. L a —H — — * •)(l

■f
-M

 O

^ 
i «
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IV. — SÉRIE DE MAC-LAURIN. — APPLICATIONS.

88. Série de Mac-Laurin. — Nous venons de développer cer­
taines fonctions particulières en séries de puissances entières et 
positives de la variable. Nous allons indiquer une formule générale 
permettant de former le développement en série de puissances 
d’une fonction quelconque donnée f(x), pourvu que ce dévelop­
pement soit possible.

Soit donc /’(x) une fonction donnée : supposons cette fonction 
développée en une série de la forme

jè( X ) =: Ct Q —H Ct\X —}— Ct^X^ —H . . • —{— Cl' fi xn —f—....

Comme nous l’avons vu, cette série converge dans un intervalle 
de —a à -(-a. Dans cet intervalle, la fonction f(x) est continue 
et a une dérivée

(0

f'(x) = ai-{-‘za2x-\-3a3x'î-h.. .-h nanx’1-14-..

définie par une nouvelle série de puissances, convergente dans le 
même intervalle. Cette dérivée première possède alors une dérivée

f"(x) — aa2+ 2.3a3x -t-.. .4- (n — i)naax'l~'z-\-....

Cette nouvelle série a, de même, une dérivée

f" (x) — a. 3 a3 -4-... -t- ( zi — 2 ) ( n — i ) nan x!l~3 -+-...,

et ainsi de suite, jusqu’à la dérivée d’ordre n

f[,l)(x) = i .2.3. .. (n

O) * )

(3)

(4)

(5) 2.) ( n — i)na„-h.. . .

D’après cela, une première condition pour qu’une fonction don­
née /(x) puisse être développée en une série de puissances dans 
un intervalle — a, +a, est que, dans cet intervalle, elle admette 
des dérivées de tous les ordres restant toutes finies. Cette condi­
tion étant remplie, si le développement est possible, on obtiendra 
les coefficients a0, aK, en faisant x — o dans les for­
mules précédentes (i) à (5). On a ainsi

f"(o)
-------- y«0=/( o), «1 =/'(o), a 2 —

I . 2

/"'(O) fM( o)
— ------------------------JCl 3 = Cl ri----- rr y[.2.3

• • 1 [. 2... n
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Portant ces valeurs dans le développement de f(x), on a

71
f{x)=f(o) + -f\o) + — f'\o)

/'"( 0) + ..,+

(6)

X3 xn — /<">(o)+,...
I . 2».. 3 I . 2. .

89. Légitimité du développement. — Telle est la formule de 
Mac-Laurin. Elle donne le développement de f{x) quand il est 
possible. Mais dans quelles conditions ce développement est-il 
possible ?

Pour cela il faut et il suffit :

i° Oue la série du second membre delà formule ait tous ses 
coefficients finis;

20 Qu’elle soit convergente (dans quelque intervalle symétrique 
par rapport à l’origine) ;

3° Que la somme de cette série soit égale à f(x).

Les deux premières conditions sont aisées à vérifier. La troi­
sième est beaucoup plus difficile à vérifier; on y arrive par divers 
procédés dont on trouvera plus loin des exemples à propos des 
développements de sin x, cos x, (1 -\-x)'u. On y arrive également, 
dans certains cas, en évaluant l’erreur commise quand on substitue 
à la fonction les n premiers termes de la série (6). Cette erreur 
est fournie par l’application de la formule générale des accroisse­
ments finis [formule (6), p. 10], dans laquelle on remplace a 
par o et h par x : on a ainsi

x2 xn-\
f(x) — /(o) — - f (o) /U-l)(o)-/"(o)-...

1.2... ( n — 1 )1.2

xn (1 — 8)ra
1.2.. .{n — 1)

où o^Qf 1. L’erreur commise, en remplaçant f(x) par la somme 
des n premiers termes de la série, est alors

—î

x,l( \ — 0 )'*-
(8#).--

1.2.. .{n — 1)

90. Développements de sina? et cos.r— Soit d’abord.

/O) = sin# ;
A. IO
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on a, successivement,

'f(x) = cosa?, f"(x) =— sina?, ——cosa?,
flw(x) = sina?, ....

Faisant x = o, on voit que la fonction et toutes les dérivées 
d’ordre pair s’annulent; les dérivées d’ordre impair sont alterna­
tivement égales à + i et à — i.

On trouve ainsi le développement

a?3 a?5sin x = x —
i. 2. 3.4.5

Ce développement est convergent pour toutes les valeurs de x 
de — oo à +oo.

Mais ce fait ne suffit pas pour qu’on puisse affirmer, en toute 
rigueur, que la somme de la série est bien égale à sin#. C’est 
ce que nous vérifierons plus loin. On peut aussi vérifier que 
l’erreur en du n° 89 tend vers zéro.

Pour avoir le développement de cos#, il suffit de prendre la 
dérivée du développement précédent. On a ainsi

1.2.3

x'*x'2cosa? = î----------- b
i .2.3.41.2

91. Formule d’Euler. — On peut rattacher ces deux développe­
ments à celui de ex. Soit i l’unité complexe telle que

i2 = — 1

et, par suite 1

i3 = — i, i'4 = 1, * * ?

on a, par définition,

i3 x3ix i - a?2e^x — 1 -+------ (-
1.2.3.4 '1.2.31 1.2

En remplaçant les puissances successives de i par leurs valeurs 
on voit que les termes de rang impair sont

j

xwx'1I---------- b
I.2.3.41.2

et forment le développement de cos#, puisque les termes de rang
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pair sont
./ a;3i(x--------- 7\ I . ‘2.3

■et forment le développement de i sin#. 
On a donc

a?5
1.2.3.4 • 5

eix — cos a? -+- i sin a?.

Changeant # en — #, on a de même

e-ix — ©osa? — i sin a?.

Si, enfin, l’on ajoute et retranche ces formules membre à membre,
on a

— ( c^x —h c *'*), 
2

cos a? =

1
—,(eix — e~ix).sin x —

92. Vérification. — Voici comment on peut vérifier que les 
deux développements ci-dessus représentent bien sin# et cos#. 
Posons

a?3 a?5
u — x —

1.2.3.4.51.2.3

x'*X1
I.2.3.4I .2

et proposons-nous de déterminer les fonctions u et v de la variable#. 
On voit immédiatement, en différentiant, que l’on a

dvdu
dx

= — u.dx

On en conclut, en multipliant la première équation par u et la 
deuxième par v et ajoutant,

dvdu
-t- V -7— — O.dxU dx

Le premier membre de cette relalionétantla dérivée de ~ (w2-f- e2), 

on en conclut, par l’intégration, que u- + o2 est constant

v- = C,

C désignant une constante. Pour déterminer cette constante, fai-
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sons x = o ; alors u se réduit à o, v à i, donc C = i et l’on a

u2 -h p2 = i.
On tire de là

v = ± y/1 — u2

et, en portant dans la relation — = v

du du5-=±v/,-B>, ± dx =
y/1 — u2

Dans cette dernière relation, le premier membre est la différen­
tielle de dz.r, le deuxième de arc sin on a donc, en prenant le 
signe +,

x a = arc sin if, sin (x -+- a)U =

a désignant une constante arbitraire; en prenant le signe —, on a 
de même

— x p = arc sin «, u — sin(— a? -t- P),

,3 désignant une constante arbitraire. Ces deux expressions rentrent 
l’une dans l’autre, car, en posant

P = — a -+- tt,
la deuxième devient

u — sin(ir — x — a) = sin (a? -+- a).

Ensuite la formule v—<~ donne
dx

ç = COS (x -h oc).

Pour déterminer a, remarquons encore qne u et v se réduisent, 
respectivement, à o et i pour x — o. Nous aurons, en faisant 
x = o,

o = sin a, i = cos a.
Donc

a = 2/f7T,

où k est un entier positif, négatif ou nul, et l’on a enfin

v = cos (a? -+- x kic),u = sin(a? -+- 2kn),

c’est-à-dire
u = sin x, v — cosa\



93. Développement de (i -\-x)m. — Soit m un nombre quel­
conque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire. Appliquons la 
formule de Mac-Laurin au développement de

/O) = (1 -h x)m.
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On a immédiatement

f'(x) = m(i + f"(x) = m(m — i)(i + ï) 
fip)(x) — m(m t-1)... (m — p -f- i) (i -+- x)m~P.

m— 2

En faisant x = o, on en déduit

f(o) = i, /'(o) = m, /"( o)= m(m — i),
/tp>(o) = m( m — i)... (m — p 4-1).

La formule de Mac-Laurin donne alors

m(m — i — 
i .a.3

m(m — — /? -+- i)

m(m —i)///
(l 4- X)m =H------ X x* -t-. . .rr24-

i i .a

-H....
i.a...p

On a ainsi la formule du binôme étendue à un exposant quel­
conque.

Pour voir dans quelles limites cette série est convergente, pre­
nons le rapport du terme en xP+i au terme précédent en xP : nous 
avons pour ce rapport

m — p
x.

P + *

Quand p augmente indéfiniment, ce rapport tend vers —x. 
Donc, quand x est moindre que i en valeur absolue, la série est 
convergente; quand x est supérieur à i en valeur absolue, elle est 
divergente. Nous allons vérifier que, dans ^intervalle de — i à —f— i, 
la somme de la série est bien égale à (i -f- x)m.

94. Vérification. — Posons

m(m — i) m( rn — i) (m — ?.)m x2 -+- x3-h. ...y = i 4----- x 4-
1.2.3I .2

En prenant la dérivée, on a

dy (m — i ) ( m — 2 )55 = 'm[ m — i
x3 4-. .I i. 2



On est donc ramené à développer (, + ï)“; ee dernier déve- 

loppement se déduit immédiatement de celui de (i -f- x)m en y 
changeant x en

rn(m — i) x2m a;
• • ia2i a 1.2

95. Développement de (a-{-x)m, a étant une constante diffé­
rente de zéro. — On peut écrire

(a -y x)m — am
m

développement convergent pour x compris entre —a et -h a.

15o

puis, en multipliant ce développement par x,

dy
37-4-
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(m — i)(/n — 2)m — i
— m 37 H------------

L i
373 -4- . .372 -+-

dx I . 2

Ajoutons ces deux équations membre à membre, en ordonnant 
le deuxième membre par rapport à x) il vient

m(/n— i)dy m[, + T^ •](i 4- 37) = m 372 -K .
1.2

où la série du deuxième membre est y. On a donc

my,
d’où

dxdy
— m

I -4- 37y

Le premier terme est la différentielle de L y, le deuxième de 
/nL(i-t-ip); les différentielles de ces deux fonctions de x étant 
égales, ces fonctions diffèrent par une constante et l’on a

L y = mL(i-4-37)-+- C.

Pour déterminer C, faisons x — o ; alors, d’après la série qui 
définit y, on a

Comme L i = o, on a

Donc enfin

y = i.

C = o.

L y = mL(i -h 37), y = (1 -+- x)m.

a 1
 ^

a 54



Faisons m =------> alors■
3m — i =----- } m — a = — y
2

et l’on trouve
_ -L i 1.3(i — x2) 2 = n--- x2H------ ra?4-t- x.3.5 x6+....

2.4.62.4a

Multiplions les deux membres par dx et intégrons de o à x, il 
vient

i.3a?5
mT +----

Ces développements sont convergents pour x compris entre 

1 et + 1, l’arc étant compris entre — ~ et + ~’

1 x3

2 3
arc sina? = x -+-

97. Méthode des coefficients indéterminés. — Dans les appli­
cations, on emploie souvent la méthode des coefficients indéter­
minés pour calculer les premiers termes du développement d’une 
fonction en série de puissances.

Prenons par exemple la fonction

sin x
tanga? — cosa?

qui est finie, ainsi que toutes ses dérivées, pour x=o. Posons 

sin x
— a.Q -t- ct\x -T- a2#2-t- . • • •

cosa?

Le premier membre changeant de signe avec x, il doit en être 
de même du deuxième. La série ne doit donc contenir que des 
puissances impaire s de x. Les coefficients «0, <a2, ak, ... sont
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96. Développement de arc sin x. — On a

151

1 = (1-^) .
y/1 — x2

D’après la formule générale précédente, où l’on change x en 
— x2, on a

m(m — 1 )( 1 — x2 )'n = 1 — — x2 x'* — . . .
I . 2

»n 
1 m

**
 -



On a donc
tanga"

ia i—-----!- «:!Ia i (>’?

d’où
ia i — i, a-i 3 ’

a, i
------ ■+• I '20 ’ • * 7

24 2

2
«5 75’

2 .r5

i5

IÔ2

nuis, et l’on peut, dans la série, mettre x en lacteur. On a ainsi, 
en chassant le dénominateur,
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sin.r = x +- aix'}- a^x'* -+-.. .),

et, en remplaçant sinx et cos,r par leurs développements,

x2 x’*
x

6 120
a;'* — . . . ^ ( (Z\ —(— <2;j x- —|— Cl 5 X * -I— ■ • • ).X2

= X
242

En faisant le produit des deux séries du deuxième membre et 
ordonnant suivant les puissances croissantes de a?, on doit trouver 
une série identique au premier membre : on a donc

V — SERIE DE TAYLOR.

98. Série de Taylor. Formule. — La formule de Mac-Laurin 
permet d’étudier une fonction f(x) dans le voisinage de la valeur 
x = o ■, nous avons vu, en effet, que la série de Mac-Laurin con­
verge dans un intervalle symétrique par rapport à zéro.

Pour étudier la fonction f (x) dans le voisinage d’une autre 
valeur a^o, on fait un changement de variable en posant

x = a -+- x’ ;

alors x étant voisin de or, x1 est voisin de zéro; et l’on est ramené 
à étudier la fonction de x1

f(a

dans le voisinage de x’=o. Pour cela, on développef(a-\~x') 
suivant les puissances positives croissantes de x'. La formule qui 
donne ce développement est la formule de Taylor.

h bs
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Si, pour un instant, on pose

?<>') = /(«

il s’agit de développer ®(x') en série de puissances entières et 
positives de x . C’est ce qu’on fait en appliquant à o(x') le déve­
loppement de Mac-Laurin :

OC1 ^ 2
= ?‘(o)-+- yï'(o)+ —o"(o)+....

Or l’identité
<?0') = /(« -+- x')

et les identités qu’on en déduit, en prenant les dérivées succes­
sives des deux membres par rapport à x\ donnent évidemment, 
pour x’— o,

?"(°) = /"(«),®(o ) = /(«)» ?'(«) = /'(«).

On a donc le développement

f(a -+- a?') = /(«)+ y/'(«) + 7y/"0) -+•• • •

-/«(a)-H..

<T)

I .2. .

qui est le développement de Taylor. Pour que ce développement 
soit applicable, il faut et il suffit que <q(x') soit développable par 
la formule de Mac-Laurin.

Le développement (T) converge pour les valeurs de x' com­
prises dans un certain intervalle symétrique par rapport à x' = o, 
c’est-à-dire pour

— a < x' < -+- a.
Comme l’on a posé

x = a -+- x\

ce développement représente donc la fonction f(x) pour les valeurs 
de x comprises entre a — a et a a.

En remplaçant, dans le développement (T), a par x et x' par /t, 
on écrit la même formule

/(x -+- h) = f(x) 4- f(x) -T- h*
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99. Interprétation géométrique. — Considérons la courbe ayant 
pour équation

y = f(x)-

Si l’on développe f(x) par la série de Mac-Laurin, on obtient un 
développement qui représente un arc BB, de la courbe, compris 
entre deux ordonnées symétriques par rapport à Oy ( fig. 55).

Fig. 55.

/y c
y

'k
B

B,
HI II 1+4+

o' XxO

Pour étudier la courbe dans le voisinage d’un autre point A; 
d’abscisse a, on considère l’ordonnée AO'du point A et l’on trans­
porte les axes parallèlement à eux-mêmes en O' de façon à les 
amener en O’x et O’y’. La nouvelle abscisse x1 d’un point de la 
courbe est liée à l’ancienne x par la formule

x =’ a -+- x .

L’équation de la courbe devient

y = /(« -H x’),

et, pour étudier la courbe au voisinage du point A, on développe 
f(a-\-x’) suivant les puissances de x'. La série de Taylor ainsi 
obtenue représente un nouvel arc CCj de la courbe, compris entre 
deux ordonnées symétriques par rapport à O'y'.

Soit, par exemple i
i

y - I — X

équation d’une hyperbole ayant pour asymptotes x = i ely = o. 
Si l’on forme le développement de Mac-Laurin 5

j = i + x + a:2 + .. • J
il est convergent pour

— i < x < i ;



100. Formes indéterminées. — Les principaux types de iormes 
indéterminées sont

> O X co, o°, cc°. I*. OO ----- 00.

Forme — Soient f {x) et cp {x) deux fonctions de x qui s’an­
nulent toutes deux pour x = a. Le rapport

/(g)
<fO)

DÉVELOPPEMENT D UNE FONCTION.

il représente l'arc Boo compris entre l’asymptote x = i et la symé­
trique de l’asymptote par rapport à Oy {fig- 56).

Fig. 56.
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OO

yy

B
o' æ.

o

- OO

Pour étudier la courbe au voisinage du point A d’abscisse 
OO' = 2, on fait

x — n.-\- x' \
alors

— I -I- x'— x"2’ .. ;y = — x'

cette nouvelle série, étant convergente pour

— i < x’< i,

représente l’arc d’hyperbole — ooC compris entre l’asymptote ver­
ticale x’ ——i et la symétrique = de cette droite par rap­
port à la droite O 'y1.

VI. — APPLICATION DES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES 
DE PUISSANCES A L’ÉTUDE DES FORMES INDÉTERMINÉES.

8 8o 
1 o
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n’a aucun sens pour x = «; mais il peut arriver que ce rapport 
tende vers une limite quand x tend vers a; on dit alors que cette 
limite est la valeur du rapport pour x — a.

On démontre, dans les éléments de l’Algèbre, que si le rapport 
des dérivées

/'(a?)
<?'0)

a une limite pour x = a, le rapport

/O)
?<>)

a également une limite et que ces limites sont les mêmes. Dans un 
grand nombre de cas, on peut employer les développements en 
série de la façon suivante : si l’on pose

x — a 4- x',

le problème est de voir si le rapport

/(a -h x')
cp ( a -+- x' )

tend vers une limite quand x' tend vers zéro et de trouver cette 
limite si elle existe. Si les deux fonctions sont développables par 
la formule de Taylor, on les développera suivant les puissances 
de x' ; on pourra supprimer une certaine puissance de x', comme 
facteur commun au numérateur et au dénominateur, et l’on verra 
immédiatement s’il existe une limite.

Par exemple, prenons le rapport

x — sin x
x'z

L ( I -h x) — X H--------

pour x = o. Ce rapport prend la forme Développons les deux 

termes suivant les puissances de x. On a

sin x = x —
x3 x5

i. 2.3.4 • 5
X3 374

T ~ T ’+”"‘

• ?1.2.3

L(i -t- x) = x —
2



on remplace u par sa valeur et si l’on ordonne le résultat par rap­
port aux puissances de x, on a

i 11 „
— X--T-. . ..eu = i------x•i

Donc
i

(ixf = e x* -(-. ..I------ X -H

DÉVELOPPEMENT ü’üNE FONCTION.

Le rapport considéré est donc

xz
i . -i . 3
XA
T+".

Divisant haut et bas par x3 et faisant tendre x vers zéro, on 

trouve comme limite -•

Gomme deuxième exemple, prenons

i
(i -4- x)x— e ?

X

pour x = o. Ce rapport prend alors la forme ^ > car, x tendant
i

vers zéro, (i -f- x)x' tend vers e. On peut encore développer le 
numérateur suivant les puissances croissantes de x. Il suffit de 
remarquer que l’on a identiquement

i — L (1 H- J*)

(i + jf= er 1

car les deux membres ont même logarithme népérien. Remplaçons 
L(i H- x) par son développement en série, on a

i
(i -h x)x = e = e.en,

en posant
x2X

2

Si. dans la série
u2ue“ = n------ h • • ?

: 1 .1
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et Je rapport proposé
i

(i -+- x)x— e
x

devient, après la suppression du facteur x au numérateur et au 
dénominateur,

11i
----- en------ - ex -h....

M

La limite cherchée est donc — - e.‘i

Forme — • — Si deux fonctions f (x) et ® (x) deviennent infi­
nies pour x = a, le rapport

f(x)
csO)

prend, pour x= a, la forme ^• En écrivant ce rapport

i
?(■”)

i
A*)

on est ramené à la forme -•
o

On peut, dans cerlains cas, trouver directement la limite, sans 
passer par cette transformation. Soit, par exemple, le rapport

xp
emx ’

où p et m sont des nombres positifs. Quand x augmente indéfini-
» 00

ment, ce rapport prend la forme —• Pour trouver sa limite, déve­
loppons emx en série; le rapport devient

x p
mr-x*1 m'1 x'1m x

i.2...nI .2i

Soit n un entier supérieur à p. Divisons le numérateur et le 
dénominateur par xn, il vient

grp—n
mn+1m'1i rn i

— + xn~1 i. 2. .. ( n -t- 1 )xn î 1.2. . . n



Quand x augmente indéfiniment, le numérateur tend vers zéro; 
le dénominateur augmente indéfiniment, car, après les n premiers 
termes du dénominateur qui tendent vers zéro, viennent des 
termes tous positifs qui augmentent indéfiniment.

Le rapport tend donc vers zéro.

Forme oxoo, — Cette forme se ramène à l’une des précé­
dentes. Soit, en effet, un produit

DÉVELOPPEMENT d’uNE FONCTION. 15g

/(;*■)?(»,

dans lequel f {x) devient nul pour x = a et cp (x) infini. En écri­
vant ce produit

/O)

<pO)

voit qu’il prend la forme et en l’écrivanton

?Q)

/O)

on voit qu’il prend la forme ^•

Considérons par exemple le produit

x'n Lx,

où m est positif. Quand x tend vers zéro, ce produit prend la 
forme o x 00.

La fonction L^r ne peut pas être développée par la formule de 
Mac-Laurin. Nous ferons un changement de variable en posant

x — e~l.

Pour faire tendre x vers zéro, il faut faire croître t indéfiniment 
par valeurs positives. On a alors

xmLx — — t e~mt — — t
e"it

Pour t infini, ce dernier rapport tend vers zéro, d’après l’exemple 
précédent; le produit xm\^x tend donc vers zéro avec x.

Formes o°, oo°, i°°. Ces formes se ramènent aux précédentes en
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prenant les logarithmes des fonctions qui se présentent sous l’une 
de ces formes.

Ainsi, prenons la fonction

CHAPITRE VI.

y = [f(x)]^x)
où, pour x — a,

f(a) = o, cp (a) = o.
L’expression

Ly = <fO) L/0)

prend, pour x = «, la forme o X oo.
Soit, par exemple, l’expression

y = xx,

où x tend vers zéro. On a

L y = xLx.

Quand x tend vers zéro, le produit xhx tend vers zéro, 
comme nous venons de le voir; donc L y tend vers zéro el y 
tend vers i.

Forme ce — go. — Soit une différence

/O) — ®(a?)

dans laquelle f (x) et o (x) deviennent infinis pour x = a. On 
écrira cette différence

]•/oo[ <ÿ(x)I —
fix)

Quand x tend vers a, le rapport

prend la forme ^- Si ce rapport tend vers une limite l différente 

de i, le facteur i ? (a?) tend vers la limite i — l différente de/O)
zéro, et comme f {x) devient infini, la quantité considérée aug­
mente au delà de toute limite.

tend vers i, le facteur i— tend vers
/O)

? (x)
Si le rapport /O)



Remplaçant u et v par leurs valeurs et ordonnant les deux séries 

par rapport aux puissances de '-■> on a

A B1 i i
(l -I- u)3 = I 4-

3 x x*X'1

Quand x est très grand, u et ç sont moindres que i et l’on peut 
i i

développer (i u)3 et (i + e)2 par la formule du binôme

( I 4-U) = I —t- - U 4- . . * 13

i(14- (!)*=! +

161

zéro; le facteur f (x) devient infini et la quantité considérée 
prend la forme

DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION.

oo x o ;

elle peut donc alors avoir une limite.
Prenons, par exemple, la différence

o = \J x3 4- x2 4- l — y/ir2 4- x

pour x = -4- oo. Cette différence se présente alors sous la forme 
oo. On constate immédiatement que le rapport des deux 

radicaux tend vers i. La différence peut donc avoir une limite. 
Pour la trouver, écrivons

oo —

t/' + -
y x

i i
S = x ~m\x3 X

car, x étant positif,
y/îë2 = x

et, dans tous les cas i
v^= X.

On a donc ii
8 = x(i 4- u)3 — x(i 4- e)2,

où
ii i

V = —
XX

+w+*i
\>-j-

H
I -

to
 1 -+«I

-

Cx

+

>

- 
«

c*
d-
*



et, pour x = -h oo,
i iI i ni 8
3 2

CHAPITRE VI. — DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION.

La différence 8 devient alors

162

B — B'A — A'
8 = • • »xlX

On peut remarquer que, pour x= —oo, la différence S n’est pas 
indéterminée; elle est infiniment grande et négative.

CM
 ~

- 
I 
SSw

 -
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CHAPITRÉ VU.
QUELQUES MÉTHODES D’INTÉGRATION.

Nous nous occupons, dans ce Chapitre, de quelques catégories 
de différentielles pour lesquelles il existe des méthodes générales 
d’intégration. Ce sont les différentielles rationnelles, et celles qui 
peuvent être rendues rationnelles par un changement de variable.

Nous indiquons, en commençant, quelques cas simples de 
réduction immédiate aux types élémentaires connus.

I. — RÉDUCTION AUX TYPES ÉLÉMENTAIRES.

101. Cas de réduction aux types élémentaires. — Etant donnée 
une intégrale

f f(x) dx,

il faut d’abord voir si, par un changement de variable, on ne peut 
pas la ramener à un des types élémentaires du Tableau (n°27). En 
d’autres termes, il faut voir si, en appelant u une certaine fonction 
de x, l’intégrale ne peut pas se mettre, à un facteur constant près, 
sous une des formes

r du r duJ 1T’ J
Ç da

f duf um du,
v/A'2— u2 ’ u*-4- A2 ’

y/w2-t- /

L’intégration est alors immédiate.
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Exemples. — i° Soit à trouver

/ a?2-t- i
dx.

x3 -t- 3 x H- 2

On peut remarquer que le numérateur est, au facteur 3 près, la 
différentielle du dénominateur, car

d(x3-1- 3 a? -t- i) — 3 ( a?2 -i- î ) dx.
En faisant

II — X3 -4- 3 X -I- 2,

peut donc écrire l’intégraleon

I Ç
3 J u ’

comme cette dernière intégrale est égale à -^Lif-l-C, l’intégrale 

proposée est égale à

- L (x3 ■+- 3 x -4- 2 ) -h C.O

2° Soit de même /
J'tangx dx.

En écrivant cette intégrale

sina? dx d cosa?/ cosa? cosa?

voit qu’elle est de la formeon

Y-.
J 11

u étant ici égal à cos x. Donc

J'tanga? dx = —Lcosa?-f-C. 

On trouve, par un calcul semblable,

/ cota? dx = L sina? -+- C.

3° Soit l’intégrale
( a? -t- i ) dx 

J x- 2 a? + a ’J



on remarquera que le numérateur est, au facteur 2 près, la diffé­
rentielle du trinôme sous le radical. Si donc on fait
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^2+î^ + 2= U,
on a

duf
2 s/ u

intégrale qui est égale à
y/ u —t— .

4° Soit l’intégrale
dxh

jx*- — 1

en divisant haut et bas parx2, on peut l’écrire

r d-■f— XV-(i
voit qu’elle eston

— arc sin---- hC.
x

II. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES.

102. Méthode générale. —Une fraction rationnelle R(^r), d’une 
variable x, est une fonction de x qui peut se mettre sous la forme 
du quotient de deux polynômes entiers en x :

An —f— A1 X —f- A 2 X* -f- . . . —t— A /u Xrrl 
B() —t— B1 x —f- B» x^ —h .. . -+- B^xP

m etp désignant deux entiers. Pour calculer l’intégrale

R<» =

J'R ( x ) dx,

on décompose la fraction rationnelle R(a?) en fractions simples et 
l’on intègre ensuite chaque fraction simple séparément. Comme on 
l’a vu en Algèbre, pour faire cette décomposition, il faut connaître 
les racines du dénominateur de R(a?). Ces racines une fois connues, 
la décomposition de la fraction rationnelle en fractions simples
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peut se faire par la méthode des coefficients indéterminés et n’exige 
plus que la résolution d’équations du premier degré.

Les seules difficultés que pourra présenter l’intégration seront 
donc d1 ordre algébrique ; elles porteront sur le calcul des racines 
du dénominateur.

CHAPITRE VII.

Exemples. — I. Soit à calculer

/ x*-\- i
dx.

x'1 — 3 x -i

Les racines du dénominateur sont deux racines simples réelles 
i et 2. Comme le degré du numérateur surpasse d’une unité celui 
du dénominateur, la méthode de décomposition d’une fraction 
rationnelle en fractions simples donnera la fraction considérée 
sous forme d’une partie entière du premier degré, suivie de deux 
fractions simples ayant pour dénominateurs x — i et x — 2,

= Aa? + B h------—
x —

D
x'1 — 3 x -+- i X — 2

Les coefficients A, B, C, D doivent être choisis de façon à rendre 
le deuxième membre identique au premier. En chassant les déno­
minateurs, on a l’identité

.r3-|-i = (Aa?-t-B)(.r2— 3ar-t-2) + C(a? — 2) -H D(a?— 1).

Identifiant les termes en .r3 et en x2, on a

A = 1, B — 3 A = o, B — 3.

Faisant ensuite x — 1, puis x — 2, on a

C = — 2, D = 9.

L’intégrale proposée est donc identique à

Ç 9 dxJ x — 2’
2 dxJ' ( x 3 ) dx — ^ — — 1

c’est-à-dire
pp2
:----- 1- 3x — 2h(x — 1) + gL(a? — 2) -+- const.



M x -t- N
x'1 -t- X -t- I ’

XW-\- I
x3(xî -t- X -+- i)
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II. Soit à calculer
X* -+- I/ dx.

X3 ( X1 -+- X -+- I )

Actuellement, le dénominateur admet la racine triple x — o et 
deux racines simples imaginaires conjuguées annulant le trinôme
X-^r X 1 •

Comme le numérateur est d’un degré inférieur à celui du déno­
minateur, il n’y a pas de partie entière dans la formule de décom­
position et l’on a une décomposition de la forme

où il reste à déterminer A, B, C, M et N. Pour cela, chassons les 
dénominateurs, nous aurons l’identité

;r4-f-i = (A-i-B.r-!-C;r2)(.r2-i-a?-j-i)-f-(Ma?-+-N)a?3.

Egalons les coefficients des memes puissances de x dans les 
deux membres, en suivant l’ordre des puissances croissantes : nous 
avons

A + B + C = o,A = 1, A -+- B = o, 
B + C + N = o, CrM = l.

D’où l’on tire immédiatement

C = o,A = 1, B = — 1, N = 1, M = 1.

L’intégrale proposée est donc identique à

r dx r dx r
J X3 J X2 _l~J

X -+- I dx.x1 -4- —H- 1

Les deux premières intégrales s’obtiennent immédiatement : 
elles sont de la forme

OC ^ ^/xm dx =
m -+-1

où m est égal à — 3, puis à — 2. Reste à calculer

J x -t-1
dx.

X3 X -h l

Pour cela, décomposons le trinôme du dénominateur en carrés,

H
 o+



/ x -4- i
\ 2I +07-1---->

i)dt
p

t* -t-1

En écrivant cette intégrale

t dt dtIf -4------<2+1 V- -+- i/:>

on voit qu’elle est égale à

i i
- L(t2 -4- t) ---- — arc tan" t -+- const.,
2 J 2

ou, en revenant à la variable x,

■ ar + ii-L H---- — arc tan g -+- const.;
✓3v/32

la quantité

ment, L-(x2-\-x->ri)', 

par la somme des logarithmes des facteurs et fondant la constante 

dans la constante arbitraire, on a enfin

- L(o?2-i- x -+-1) —l—~ arc tangi/.'i

soumise au signe L peut s’écrire, un peu plus simple- 

en remplaçant le logarithme du produit

2 x -h 1
■+■ const.

V/3

En résumé 1

f xk -+-1 dx
X3(072-+- 07-4-1)

1 I
2 072

11 I 2 X -f- I---- 1— L ( a?2 -t- 07 -+ i ) h---- — arc tang
07 2 J 2

-4- const.
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l’intégrale devient

et, en faisant, pour un instant,

'3
7 dt,dxX -4-
1

de façon à ramener le dénominateur à la forme t2 -h i,

8-

, ro 
1 vt



103. Cas général. — Si l’on considère une fraction rationnelle 
quelconque R(.r), et si on la décompose en fractions simples 
trouve des termes des divers types suivants : d’abord une partie 
entière

QUELQUES MÉTHODES D’INTÉGRATION.

on

<i) CIq —r~ Cl\X —H do X* H— . . . —f- Cl y X1 ,

quotient du numérateur par le dénominateur; puis des termes de 
la forme

A A' A(*-o
(H) (x — «)*(x — a y1x — a

provenant d’une racine réelle a d’ordre a du dénominateur 
(A, A', . .., A(a_,) sont des constantes); puis enfin des termes de 
la forme

M i x -+- N Msa?-t-Nî Mva?-t-Nv
( x"1 -t- p x -f- q )2 " ( x2 -+- p x -t- q )v ’(III) xî -h px -h q

provenant d’un couple de racines imaginaires conjuguées d’ordre v 
du dénominateur [x2 + px -+- q est un trinôme du deuxième degré 
admettant ces deux racines conjuguées; M,, N,, ..., Mv, Nv sont 
des constantes).

Pour calculer l’intégrale

I R(a?) dx,

il suffit de calculer les intégrales des expressions (1), (II) et (111) 
multipliées par dx. La partie entière (I) donne l’intégrale

x2 xr+l -+- const.;CIqX —T~ Cl\ ---- ~f“ . • • Cl y1

les fractions simples (II) provenant d’une racine réelle donnent 
l’intégrale

A«* -1’A' A"
A L(x — a)-------------

x — a
-1- const.

(a — î) (x — a)a -î2( x — a )•

Il reste donc à calculer les termes de l’intégrale provenant des 
fractions simples telles que (III). Ces termes se calculent par voie 
récurrente comme il suit.



= L

M « + N — M —l 1— dt,I
( t'1 -+- h)'1

intégrale qui se partage en deux parties

t dt
(t2-1- hyi

Comme 2 t dt est la différentielle de /2 + h, la première intégrale
est

11

■i(n — 1) (t* -+- A)"-1 ’
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Ma? -4- N104. Calcul de f 

la somme (III) donne une intégrale de la forme

dx. — Chacun des termes de
(a?2-t-px -1- q)'1

Ma? -4- N/ dx,
(a?2 -\- px -(- q )"

où n a des valeurs entières positives n = 1, 11 — 2, .
Pour calculer cette intégrale, décomposons d’abord le trinôme 
x- -t- px + q en carrés :

n — y.• • 1

a?2 —1— j? —i— <7 = ^a? j P2
+ 7 -

4

Les racines du trinôme étant imaginaires, q — — est positif;

mais le calcul que nous allons faire pouvant s’appliquer également 
au cas où les racines seraient réelles, nous ferons

A2 = A,7 ~ 4

h pouvant être positif ou négatif. L’intégrale s’écrit alors

Ma? -+- N/ — dx,Il 1
-t- h

et, en faisant le changement de variable,

^ l
'a
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quand n est différent de 1, et

- L( t2-\- h),

quand n = 1.
Reste à calculer linlégrale

j = f dt
n J (t*+h)“

Nous allons, en supposant n supérieur à 1, établir une formule 
récurrente entre lra et 1«_(. Pour cela, partons de

r _ C dtn~X J +
et écrivons cette intégrale sous la forme Ç u dç en posant

1 v — t.U (t2 4- h)"-1’

L’intégration par parties donne

J /u dv = uv — e du,

c’est-à-dire

) f dt. J (f+hy
t -f-2 ( n — 1L-1 = (J2-+- h)n~l

Dans la dernière intégrale, écrivons le numérateur sous la forme

t2-\- h — h;

cette intégrale devient Ira_,— h\n. On a donc

t
bi—1 — ■+•2(71 — hin),( t2 -f- /<)"-!

d’où, en résolvant par rapport à 1n ?

t
2 (n — i)h\n = -+- (2H — 3)in-\-(0 ( P -f- h )«—1

Le calcul de I„ est ainsi ramené à celui de ln 
Celte formule étant établie, pour calculer une intégrale Iv, où v 

est un entier positif quelconque, on fera successivement, dans la

— t *
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formule récurrente (1),

n — x,n — v — 1, n — 't — 2,~ v,

et l’on sera ramené finalement à calculer l’intégrale I| :

r dt
~J t2 -t- h *I.

Quand h est posilif, cette intégrale s’écrit

d~l=s! hJT, J '
tlI = ^orctang_.

v/t;

1

Quand h est négatif, h = — k2, on a

r dt
— J t2— k* ~

L ‘—!i.
t •+■ k

1] 1 xk

Remarque. — Au point de vue pratique, il y aura avantage à 
commencer le calcul par I,, L, etc. Car le calcul de I, servira pour 
celui de I2; celui de 12 pour 13; et ainsi de suite.

Exemples. — i° Soit à calculer

X I
dx.I

(x2-i- \x -+- 6)3

Décomposant le trinôme en carrés, on a

x- -H \x -4- 6 = (x -h a)2 -4- 2 ;

si l’on pose alors 

l’intégrale 1 devient
x -t- 2 = t,

t dt Ç dt
- / dt=jt — 1I

(<*+ 2)3
III = — -c,

4 (t2 H- 2)2

en posant, connue plus haut,

I”=/n4v)



dxfX1 -1- x 1/2 -+- I

170

la quantité h est égale à 2. Si, dans la formule récurrente (1) 
fait n — 3, puis n= 2, on a
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on

t
8I3 = ■+■ 3 U)(t'+a)*

t
412 — r--+- 2

D’où
3 ««

8I3 = Ii,(r~-+- 2)2 1 4 **-+- 2
-/* /t = —r arc tan g — •1

v/2t2-+- 2

L’intégrale proposée I a donc pour valeur, à une constante près y

3t t tTI II =
4 U2-f-2)2 8 (t>+2)' 32 «!+2

ou, en revenant à la variable x et réunissant les termes de même 
dénominateur,

3 3 1
— — arctang

CLX -1- 4 X -1- 2 X -+- 2I
I = —

8 (a-2-+- 4a? -+- 6)2 32 a?'2 -t- 4 a? 4- 6 V/2V2

20 Soit à calculer
=£ a?2I c/a?.a;'f-}- 1

On a

a?2— x \1
----= L
4/2 a?2 -t- x 1/2 4- 1

a?4-+-1 = (a?2-t- 1)2— ix'1 — (a?21 — a? y/2 ) (a?2 -1- 1 -+- a? y/2),
a?2 1 a? a?

x'* -t- 1 2 v/2 \ a?2 — a? y/2 4- 1 a?2 -t- x v/2 -+-1
-1- v/2— v/2 2 a?1 2a? )

a;2 4- a? y/2 4- 14 v/2 \ a?2 — a? y/2 -t- l
1 11

4 \a?2 — a? y/2-1- 1 a?2 -+- a- y/2 -I- 1

L’intégrale indéfinie est alors

La première partie s’annule aux limites —ce et +00, car l’argu-

-t̂
i -

-I

1 r:

s

HS-4̂
1 «

4̂
1 4

:
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ment da logarithme est égal à i pour ces deux limites. On a donc
-4- »
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= ■ r~x2

dx dxLii
4 #2 -+- X y/2 I— X y/2 4- I

-*£■ rdx dxi
2

IEn faisant, dans la première intégrale #----- \J2 = m, on voit
2 V/2

qu’elle devient
£jT* TT y/2 .

M2 -+- I 4

La deuxième a la même valeur. 
Donc :

i _71 y/'2
■>

III — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES
EN sin x ET cos x.

105. Méthode générale. — Soit une intégrale de la forme

= Ç R(sin#, cos#) dx,I

où R désigne une fonction rationnelle de sin# et cos#. On ramène 
cette intégrale à l’intégrale d’une différentielle rationnelle en 
faisant le changement de variable

./■
tang- = b

où t est la nouvelle variable. On tire de là

i — <22 tsin x = cos# = i 4- t1 ’i-4 f*’
2 dtX dx —— = arc tang£,

L’intégrale proposée devient alors

i4- r2

2 dtI — t* 
l4-«!’ I 4- Ü2-/■( 2 tI

I4-/2’

c’est l’intégrale d’une différentielle rationnelle en t.

- 
ÎS



Remarque. — Une fonction rationnelle en tanga:, cota:, séca?, 
coséca: est aussi une fonction ralionnelle en sina? et cosa:, 
puisque
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sin x cosa:
tanga* = cota: =

sin xcosa:

1i
séca* = coséca: —

sina*cosa-

Exemples. — 1. Soit à calculer

dxI
sina:

Par l’introduction de la variable £, cette intégrale devient

/t- L t -4- const.

On a donc
dxJ = L tang — 4- const.

2

On en conclut, en changeant, dans les deux membres

sin a:

x en5
TC

2
dxf = Ltang(7 + f) -f- const.

cosa:

II. Soit à calculer / cosa:
dx.

2 -t- cosa:
En faisant

2 dt1 — t2./■
dx =tang — = t, 'l cosa* = 1 4- t2’1 -+-/*’

on a à calculer

/ 2 ( t — t2)
(1 + t2)(3 4- t'1)

dt.

La fonction sous le signe d’intégration est rationnelle en t-. En 
la décomposant en fractions simples 
la forme

décomposition deon a une

A B2(1 — t2)
(1 -+- /*) (3 -t- t2)

Chassant les dénominateurs et identifiant, on trouve

A — 2,

1 4- t2 3 -4 t2

B = — 4.



176 CHAPITRE VII.

On est donc ramené à calculer

r dt r dt2 J * h- *2 V 3 4- t* 4 „ t—— arc tang ——— 2 arc tangiî — 4- const.
/3/3v

En revenant à la variable x, on a enfin

/ 4

arc tang
cos x rdx — 7!la"6 * 4- const.a?----- 7=

v/32 4- cos a?

III. Aire d'un secteur parabolique compté autour du foyer. 
— Considérons une parabole de foyer F et de sommet A. Soient r 
et 9 les coordonnées polaires d’un point M, r désignant le rayon 
vecteur FM et 9 l’angle polaire AFM. Nous nous proposons d’évaluer 
l'aire du secteur AFM : c’est là une question qui se présente en 
Mécanique pour le mouvement parabolique des comètes autour 
du Soleil (Jig. 07).

Fig. 57.

JV1

F- TK

L’équation de la parabole, rapportée à son foyer et à son axe,
est

Pr —
I 4-COS0

D’autre part, la différentielle de l’aire S d’un secteur est (n° 45)

P2[1d S = - r2 <r/6 = - c/0.
2(14- cosO)22

Donc

s=^ c'
2 do

dO
(1 4- cosO)2

La limite inférieure est zéro, car S est nul avec 9. Pour évaluer 
cette intégrale, faisons

0 2 dt1 — r- d% =cosO =tang- = t, 1 4- <* *14- r2 ’



QUELQUES MÉTHODES ü’INTÉGRATION.

Il vient, comme t s’annule avec 6,

177

s = tX (■+<*><«-
106. Différentielles rationnelles en tangue. — La méthode géné­

rale se simplifie dans le cas où il s’agit de trouver l’intégrale d’une 
différentielle rationnelle en tanga; : A

j' R( tanga;) dx.

Dans ce cas, il suffit de poser
du

dx —x — arc tanga,tanga; — a, T U2 ’

pour être ramené à l’intégration d’une différentielle rationnelle

duf R(«) I H- U2

Exemples. — i° Soit

par la substitution que nous venons d’indiquer, on trouve, pour 
cette intégrale 5

/ U3 =/(“ \du=^—1- L(i -t- u2) + G.U
dui u2 1 u-

2° Soit à calculer
dxI

i -+- tanga;

Celte intégrale devient

du S)daI -/( î i i i —
( î -+- u ) ( î ul ) 2 1 -h U 2 I

■— — \j ( i —H u ) —A 2 tanga — — L(i —i- a*)-j- G.arc

Remarque. — Il peut arriver qu’une fonction rationnelle en 
sin x et cosa:, R(sina;, cosa;), puisse s’exprimer rationnellement

A. 15!
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en tanga?. Dans ce cas l’intégrale

J" R (si nar, cos x) dx

se calculera par la substitution tang a? — u.
Le théorème suivant indique immédiatement si l'on se trouve 

dans ce cas simple :

Pour qu'une fonction rationnelle de sin a? et de cosa? soit une 
fonction rationnelle de tanga? = w, il faut et il suffit qu'elle ne 
change pas quand on change a? en x + 7t.

La condition est nécessaire, car u — tanga? ne change pas quand 
on change a? en a?-b 7t. Elle est suffisante ; en effet, on a 
sinx = u cos.5? ; la fonction s’écrit donc R(m cosa?, cosa?) ; elle est 
rationnelle en u et en cos x. Si l’on change a? en a? + 7t, u ne change 
pas, cosa?devient —cosa?; par hjpothèse, la fonctionR(wcosa?, cosa?) 
ne change pas : elle ne contient donc que des puissances paires

de cosa?; elle est rationnelle en m, car cos2a?i=
Par exemple, la fonction

i -+- u1

sin;r
y = sin x -h cos3a?

ne change pas quand on remplace a? par a? + 7t. Elle est rationnelle
u(r -i- u2)
«®+M + l

en u : y =

IV. — QUELQUES INTÉGRALES SE RATTACHANT 
AUX PRÉCÉDENTES.

107. Intégrales d’un produit de sinus et de cosinus. — i° Soit 
d’abord une intégrale de la forme

Jcos(a;r -1- a) cos(bx •+■ (3) dx,

où a, 6, a et 8 désignent des constantes. On remplacera le produit 
de cosinus par une somme, d’après l'identité

cosX cos p = - [cos(X -+- p.) -+- cos(X — fi)],
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qui donne

cos (a x -4- a) cos(ù.r -t- [B) = - j cos [(a -\-b)x -1- a -4- p]

-4- cos [(a — b )x -4- a — [3] |.

(>)

D'où l’on lire immédiatement

1 sin[(a -4- b)x -4- a -4- [3]
cos(ax H- a) cos(bx -4- (3) dx — - a -\- b

1 sin [(a— b)x -4- oc — P]
-4-G.a — b

Cette intégrale change de forme quand a + b ou a — b est nul. 
Par exemple, si b— ci, x disparaît dans le deuxième cosinus du 
second membre de l’identité (1) et l’on a

sin(iax -4- a -t- [J)Çcos(aa? -4- a) cos(ax -h p) dx = -
ia

- x cos (a — [B) -4- C.

20 En partant de l’identité

sinX sin jx = - [cos(X — ;x) — cos(X -4- fx)]

trouve de même pouron

Çsin(aa? -4- a) sin(6:r -+- p) dx,

l'expression

1 sin [(a — b)xa.— P] sin[(a-t-ù)ir-|-a + pj
■+■ G)a — b et —i— b

qui change de forme, quand b = a ou b — — a. 
Si b = a, on a

sin(2a# -4- a -4- P)Ç sin(«27-4-a)sin(«^-4- P) dx — \x cos (a — P) — —
2 a

3° Enlin, l’identité

sinX cos [x = - [sin (X -4- [x) -4- sin (X — jx)]

donne de même, pour l’intégrale

j' sin (ax -4- a) cos(bx -4- P) dx,
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l’expression

COs[(«-|-è)37-4-X-l- P] i cos[(<x—b)x-*-rx — p]
-f- G,a b a — b2

qui change de forme pour a =rb b, et qui devient, pour a — br

i cos('iax -H- a -h (3)
-x sin (a — [3) + C.2 a

4° Si l’on a une intégrale portant sur un produit de plusieurs 
sinus et cosinus d’arcs linéaires en x comme les précédents, on 
remplace ce produit par une somme de sinus et cosinus : l’inté­
gration est alors immédiate.

Par exemple, si le produit comprend trois facteurs

COsX COS (1 cosv,

où
X = ax -+- a,

on remplace d’abord cosXcosp. par une somme

cosX cos (x = - cos(X h— pi) h— — cos(X — fi);

en multipliant par cosv, on a deux produits qu'on remplace, à 
leur tour, par des sommes

— bx -1— [3, v = ex -+- y,

cos(X -I- fl) COSV = COS(X 4- [1—1-v) -+- ^ cos(X -H [1 — v), 

cos(X — fl) cosv = -cos(X — fl -+- v ) -+- - cos(X — fl — v).

On a donc finalement

— cos (X -+- fi v ) -+- — cos( X -+- fi — v ) 
4 4

i COS(X — fl -1- v) -+- 7 cos(X — fl — v).
4 4

cosX COS [1 cosv =

L’intégration est alors immédiate.

108. Puissance positive d’un sinus ou d’un cosinus. — La mé 
lliode que nous venons de donner, pour trouver l’intégrale d’un 
produit de sinus et de cosinus, s’applique évidemment quand



plusieurs facteurs du produit deviennent égaux. Supposons-les 
tous égaux, nous aurons une intégrale de la forme
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J' s\nm(ax -h y) dx
ou

m étant un entier positif 
Si l’on fait

ax -+- y —u.

ces intégrales deviennent

— / cosm n du. — / sinmudu. 
a J a J

Pour les évaluer on remplace cosmu et sinwM par une somme 
de cosinus et de sinus des multiples de u. Les expressions de 
cosm u et de sin"lM par des sommes peuvent se calculer de proèhe 
en proche; par exemple :

i i
cos2 u = —|—<■ cos 2 u ;

•}. ■>

multipliant par cosm et remplaçant le produit cos u cos 2 u par une 
somme, on a

î

3i
— cos3 m. 
4

ii , , icos3 u — - COS U -X- ~ COS 3tt + T COS u = — cos u -+-
I4 4>,

Multipliant par cosm et remplaçant chaque terme du second 
membre par une somme, on a cos4m ; et ainsi de suite.

On peut opérer plus rapidement comme il suit. Posons

e~ui— [jl ;eui= X,
>.u

d’où, d’après l’identité d’Euler (n° 91),

= i(X
sin mm — —. ( X" — [jl").

i sin u— ~ (X H- [^), 

i (X'l4- [x"), •

COS M

cos nu =
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On a donc, d’après l’expression de cosm,

_L (x + lxyn = _L + y Xh(X«-»-h {*«-*)COSw U —

>-]•m(m — i )
X2 P*(X m—4m— 4 -h [A

I .2

Dans celte formule, on développe (X-f- y)m par la formule du 
binôme et l’on réunit les termes qui ont mêmes coefficients : le 
premier et le dernier, le deuxième et l’avant-dernier, etc. Or on a

X [JL = I ,

Am -f- IX"1 = 1 COS »!«,

= 2C0s(m — ‘i)u, ....X'"-2 -H {JL m—2

On a donc

cos"1 u = — 2 cos mu + 2 m cos (m — 2) u2 /« L
1

im(m — 1 )
------------------cos (m — \ )u —1— a •

2

L’intégrale Çcos™

Exemple. — Soit à calculer

udu s’obtient alors immédiatement.

Ç cos kudu.

On a

= Yy (X -+-1-1)4 = y [X4-f- jjl4 -+- 4X[i.(X2-t- p.2) -+- 6X2 fx2],cos4w

d’où
1

cos4 u = - (cos 4 u -+- 4 COS 2 U -1-3).O

On en déduit immédiatement

1 / sin 4 ilJ cos4 u du = +- 2 sin2m + 3m) const.
8 4

On calcule par la même méthode

Isin"' u du ;

il suffit de partir de l’identité

sin u —



et d’élever les deux membres à la puissance m en remplaçant 
ensuite les termes tels que ulP par 2 cos pu et les termes tels
que X?— ud par aisinçrt/. On peut aussi changer le sinus en un 
cosinus en faisant u = v -|— •
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Formule de récurrence. — On peut encore, en posant

Iw= Ç cos mxdx

(m entier positif), établir une formule récurrente qui ramène I/w 
. Ecrivonsà 1 m—2

= j”* cos^'^.t/sino?,Kn

et intégrons par parLies

\m — ç,osm~xx sin# -h (m — 1 >jCcos'"~2a? sin2# dx.

Dans la nouvelle intégrale remplaçons sin2# par 
devient Im_2—Im. Donc

— cos2 x\ elle

Im = cos'"-1# sina? ■+■ (m — 1) (ï,«_2 — I,«);

d’où, en transposant,

m\,n= cos'"-1 x sina? -+- {m — i)Iw_2.

.. et ainsi de suite, et l’onOn ramène de même I 
arrive finalement à

à I„in—2 i— \ 5 •

-/cos x dx = sina? -+- G]

ou à
10 = J'dx = x -+- G.

Une méthode identique s’applique à

sin'^a? dx.

109. Remarque sur l'intégrale j'cosmu s\nP u du. — Pour calcu­

ler l’intégrale
/cos"*u ûnPudu,
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où m etp sonl des enliers positifs, on peut remplacer cosotm et 
sin^w par des sommes de cosinus et sinus des multiples de u. En 
faisant le produit de ces deux sommes, on aura à calculer des inté­
grales de la forme
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/ cosna cos n! u du,

f cos nu sin n' u du.

Quand un des exposants m ou p est impair, ou que les deux 
sont impairs, le, calcul se simplifie. Soit, par exemple, m impair, 
m = 2 n -f- i. On écrira l’intégrale

cos2" u sin/' u d sin u

ou, en posant sin u = t

J'( i — ti)nti> dt,

intégrale qu’on calcule immédiatement après avoir développé 
(i — t2)'1 par la formule du binôme. De même, si p est impair, on 
fait cos u = t.

Exemple. — Soit
Çcoss u sin1 u du.

En posant sin // — t, on a

J (i — t2)* f* dt — j' (t’*— 2 t6-ht*)dt,

c’est-à-dire

- r-h C.
9

V. - INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES 
PAR RAPPORT A x ET A \jax'-’rbx -+- c.

COURBES UNICURSALES.

110. Méthode. — Imaginons une fonction rationnelle R (x, y) 
de x et de

y = y/a X'1 -t- b X -I- C.
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Nous allons montrer (|iie l’intégrale

185

/ R (x,y)dx

peutêtre ramenée à l'intégrale d’une différentielle rationnelle.
Pour eela, nous distinguerons deux cas, suivant que a est positif 

ou négatif.

111. Cas de a positif. — Supposons a >* o. Nous écrirons

= \/a\/xi-,rpx-\-q.

Désignons alors parecune nouvelle variable, et posons

^x'l-{-px q

au carré et supprimant x- dans les deux membres, on a

y

(i) ~ X — U.

Élevant

m2 — q
(2) p .r ~ q ~ — o. u x -f- w2, x —

2 u -4- p
e :j

Remplaçant x par cette valeur dans le second membre de l’équa­
tion (i), on a

iC- -h pu -+- qX* -f- p x -t- q = —(3) 2 U -I- p

De cette façon, x et y sont des fonctions rationnelles de u. En 
difïerentiant l'expression (2) de#, on a

!:M2-4- pu I- q 
(2«+/))2

du.dx — 2(4) Mi),: : 'y'
. i c j :* < i

Si alors, dans l’intégrale proposée , ' ! ' ! n ! 'J i :

f R (#,j) dx,

on remplace x,y et dx par leurs valeurs ci-dessus, elle se trans­
forme en l’intégrale d’une différentielle rationnelle en u.

Exemple. — Soit à trouver l'intégrale

dx-fI
y/#2 -l- 2X -t- 3
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Si l’on fait
+ 2^+3 — X — U,

on trouve
il 2 —■H 2 U oa2 — 3

y/x2 + 2 x -t- 3 = — 

II" + 2 U + 3X----------------
(îil -+- 2)2

X = ■> 1
2 «+ 22 + 2tt

t/x ==

L’intégrale I devient donc
Z’ 2 du

~~J m*-3*
I

Décomposant la fraction rationnelle en fractions simples, on a

2 i ii
«2~3 ^U-v/3 u + y/3/

« + y/3 
v/3Jn-v/3 -+- const.,

ou, en revenant à la variable x,

i | x —I- y/3— y/3?2 -+■ 2 # -+- 3 
y/3 x — y/3 — y/x2+2X + 3

I = -t- const.

112. Cas de a négatif. Quand or<^o, on peut écrire 

= y/— a y/ — x2 -f- /? x -t- <7,y — \/ax! -t- bx

en mettant en facteur y/— a qui est réel. Pour que la valeur de y 
soit réelle, il faut que le trinôme —x2 -+- px + q ait des racines 
réelles et que x soit compris entre ces racines. Appelons a et [ü les 
racines de ce trinôme, oc étant supposé moindre que [3. On peut 
écrire

y/— x2 -+- px -t- q — y/(x — a) ( p — x), 
a ^x£ j3.

Posons alors

{$ — x)u\(5) x — a —

u désignant une nouvelle variable. Nous avons

a + p«2i
(6) x = I -+- u‘l ’
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quant au radical, il devient

\/(x — a ) ( p — x) — — x) 11

remplaçant x par sa valeur(6),ou, en

\A> — a)(p — x)(7)

Enfin, la relation (6) donne

dx — 2 ( ^ — a )
u du

(8) (I + W2)2

Parce changement de variable, l’intégrale proposée

J R(*, y) dx

devient donc l’intégrale d’une différentielle rationnelle en u. 

Exemple. — Soit à calculer l’intégrale

dx= f____________
J (x — X)y /(a? — a) ( (3 — x)

J

où a est inférieur à ,3 et oùX est extérieur à l’intervalle (a, [3). 
Nous supposons, pour fixer les idées, \ << a.
En faisant la substitution que nous venons d’indiquer on trouve

2 du
— X (p — X)m2’

arc tang

=/«j

(“v/K)j = -t~ const.
v ( « — X)([i X)

En particulier, si l’on voulait l’intégrale définie

P dx
H -f (x — \ )\/(x — a) ( P — x)

la formule du changement de variable

(P — x) u2x — a =

montre que, u variant de o à 00, x varie de a à jâ. On a donc

h = r-J0 *
1 du

— X -t- (p — X)m2



Cas de a nul. — Si a est nul, on a ! ';

y = \/bx -t- c.
On fera !. j

•à u du
bx -H c = u2, dx =y = 6

i
et la différentielle

l\(x,y) dx

deviendra rationnelle en u.
ri

113. Intégrales se ramenant aux précédentes : différentielles ra­

tionnelles en x, y/o.x + (3, et y/y.r -h o. — Soit

R désignant une fonction rationnelle. La substitution

; X2— S Y::
æ- =------- —^<xx-h'$'== X,

donne une intégrale de la forme

a

J ${(x, y/AX2-+- C) dX,
i

où
a 8 — p y-------------- jC =slA* ±= » a

c’est-à-dire une intégrale du type que nous venons d étudier. 
Par exemple, l’intégrale

: i.-4- v/ * —I -dx,
I

^ l -h X

où l’on fait y/1 -f- x = X> prend la forme t 'i' :

2 j[' (l + s/ — X2) <3fX, .

188

Nous venons de calculer l’intégrale indéfinie J : l'intégrale 
définie H est la différence des valeurs que prend .1 pour u — o et 
pour a = oc. Comme arc tang o == o, arc tangoo = on a
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TTH = -
/(a-XW-X)

i

;-i «



qui rentre dans le type du n° 112 et (pii est égale à

_____ ^
îX + X y2 — -X:' + 2 arc sin —:- •
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v/'2

114. Interprétation géométrique du changement de variable 
employé. — Voici comment on peul interpréter géométriquement 
les substitutions qui nous ont servi à ramener l’intégrale

J rO,y)dx,
où

y = \/a x1 4- bx -+- c,

à l’intégrale d’une fonction rationnelle de ?(, et comment On peul 
trouver d’autres substitutions permettant d’arriver au même 
résultat.

Si l’on considère x et y comme les coordonnées cartésiennes 
d'un point M, l’équation

y = \J a x2 b x

représente une conique. Pour ramener l’intégrale

J rO> y)dx

à l'intégrale d’une fonction rationnelle, il suffit d’exprimer les 
coordonnées x et y d’un point M de cette conique en fonction

Fig. 58.

O

OC

M

rationnelle d’un paramètre u. Pour cela, prenons un point fixe 
quelconque M0 sur la conique (Jig. 58), ayant pour abscisse x0 et 
pour ordonnée

y0 = \Ja x 5 -l- b x0 -t- c ;
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puis coupons la conique par une sécante variable M0M passant 
par M0. Cette sécante a une équation de la forme

y —yo— u(x — x o).

Comme elle coupe la conique en un seul point variable M, les 
ordonnées x et y de ce point M s’expriment rationnellement en 
fonction de u. On voit qu’il y a une infinité de façons de réaliser 
la transformation de l’intégrale en une intégrale d’une fonction 
rationnelle, puisque le choix du point M0 est arbitraire.

Il est aisé de voir que les substitutions employées dans les 
numéros précédents rentrent, comme cas particuliers, dans celles 
que nous venons de définir.

Prenons d’abord la conique
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y — \J-+- px -h q :

c’est une hyperbole équilatère {fig- 5q, I.), dont les asymptotes 
sont parallèles aux bissectrices des angles des axes. Nous avons 
posé

\/ x* -+- p x -+- q — x — u
OU

y = x — u.

Cette dernière équation, dans laquelle u est variable, représente 
droite mobile parallèle à l’asymptote C'V, c’est-à-dire passant

Fig. 59.

une

\ A

M

A'

C M

II I

par un point M0 de l’hyperbole rejeté à l’infini dans la direction 
CV. Cette droite ne coupe la courbe qu’en un point variable M, 
dont les coordonnées s'expriment dès lors rationnellement en u.
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Prenons ensuite la conique

y = yj — x'1 -+- p x -+- q.

Pour qu’elle soit réelle, il faut que les racines du trinôme 
soient réelles; on peut alors écrire

y = v/o — a) (P — X).

Cette équation représente un cercle ( fig. 5g, 11), ayant son 
centre sur Ox et coupant cet axe aux points A/(a? = a) et 
IV(x = [B). Nous avons posé

a = (P — a?)«2,

y = «(P — x).

Cette équation représente une droite BrM, passant par le point 
fixe B' du cercle et coupant le cercle en un seul point variable M.

115. Remarque sur les courbes unicursales en général. — Etant 
donnée une courbe plane algébrique

f(*>y) = o.

on dit qu elle est unicursale, quand les coordonnées x et y d’un 
quelconque de ses points peuvent être exprimées en fonctions 
rationnelles d’un paramètre a. Telles sont les coniques, les courbes 
du troisième ordre avec un point double, les courbes du quatrième 
ordre avec trois points doubles ou un point triple. Si l’on veut 
calculer l’aire d’un segment ou d’un secteur d’une de ces courbes, 
on est conduit à calculer des intégrales de la forme

x —
d’où

J ydx, J\xdy—ydx),

le long d’un certain arc de la courbe. Comme x ely peuvent être 
exprimés rationnellement en fonction de m, on voit que, en 
introduisant cette variable «, on sera ramené à intégrer des fractions 
rationnelles en u. lien est de même si l’on a à calculer, le long d’un 
arc de la courbe unicursale, une intégrale de la forme

R étant une fonction rationnelle de x etjK.
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116. Exemple : différentielles rationnelles par rapport à x et à
O.X -+- P

yx -f- 0
♦ . — Considérons une inté-des puissances fractionnaires de

grale de la forme

El
7.x -+- 8 V <!'

• • dx,’ \yx -h 0
y •

yx -h 0

où R est une fonction rationnelle de x et de puissances fraction- 
• On peut rendre cette différentielle rationnelle ena.x -h pnaires de

yx -t- 8

réduisant les exposants fractionnaires (positifs ou négatifs) - P'
î1 7

? ... au même dénominateur m et faisant ensuite

OU"1 — PU"1 X —yx -t- 8 a — y um

i° Soit, par exemple,
1

x — 1
dx-f x -f- 1I

{ ( x H- I )2
(—)
\ X -+- 1 /

Les exposants et étant égaux à et à 5 on fera

id-+-1 
— 1 ’

X----  T = X = —
X -j- I

us du 
t t*« — I ’dx — 12

1 -t- u3-»/t
I H- tt2

intégrale d’une différentielle rationnelle.
Géométriquement, on peut dire que la courbe

1.
x — 1

V, X -+- 1 I
y =

1 (x + O2

\x -I- 1/

est unicursale, car la substitution indiquée exprime x et y en 
fonctions rationnelles de u. L’intégrale donne l’aire d’un segment 
de celte courbe.

1 to
s. 

IX
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a0 Dans ce type rentrent les intégrales de la forme

193

M-vmX) dx,

R désignant une fonction rationnelle de x et de y/ a. x -4- p LaY a? -h S
substitution

clx -h p
= 11-

'[X -+- O

rendra la différentielle rationnelle. 
3° Soit encore à calculer

r 1 -+- 1 x
J \! x -T- \/x

dx.

Les exposants de x sont ^ et y; en les réduisant au même déno­

minateur, on peut les écrire - et on fera alors

dx = 4 id du,x = U*,

et l’intégrale deviendra
1 -+- a u-</ il1 du,

I -4- U

qui est l’intégrale d’une fonction rationnelle. 
Géométriquement, on peut dire que la courbe

-+- i\/x1
y =

\J X - \J X

est unicut'sale, puisque la substitution x=ui donne x e\ y en 
fonctions rationnelles de u.

VI. — INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES BINOMES.

117. Cas d’intégrabilité. — Lue différentielle binôme est une 
différentielle de la forme

xm(a bxn)P dx,

où a et b désignent des constantes quelconques, m, n et p des
A. i3



3

et multipliant par x 2dx, on est ramené à calculer

J' (^x "2 3 a? 3 3 a;_ 4 I
x)d*'

intégrale qui est égale à

_±
— gx 3—18a; (i -+- Lx -+- const.— 2X

Développant le cube

U J)3 i i 4= i -4- 3xe -+- 3x3 -+- x-

Premieu cas. — Supposons p entier. Tout d’abord, si p est un 
entier positif, on développera (a H- bx11 )p par la formule du 
binôme, on multipliera le développement par xm dx et l'on sera 
ramené à l’intégration d’nne somme de termes de la forme

/x't dx.

Exemple. — Soità calculer

iq4

exposants commensurables, entiers ou fractionnaires, positifs, 
négatifs ou nuis.

L’intégration d’une différentielle binôme

CHAPITRE VU.

=J'xm(a -h bxn)P dxI

peut être effectuée, à l’aide des fonctions élémentaires, dans chacun 
des trois cas suivants :

i° p est un nombre entier, positif, négatif ou nul;

—est un nombre entier, positif, négatif ou nul;

,N 1 -h p est un nombre entier, positif, négatif ou nul.

Nous allons traiter le premier cas; puis, nous verrons que le 
second cas se ramène au premier, et le troisième au second, et par 
suite au premier.

$S.j.►
a
Jw1

H

a.
 |-i

w
 -

O 
o

CS 
rO



Supposons ensuite p entier, mais négatif. On ramène alors 
l’intégrale 1 à l’intégrale d’une fonction rationnelle comme il suit. 
Les exposants m et n sont des fractions positives ou négatives; 
réduisons-les au même dénominateur et soient, après cette réduc­
tion,
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n —m —

Faisons le changement de variable

x =
on en conclut

dx = X id1 du,xm = uV-, x'1 — uv.

et l’intégrale devient

xfu^(a + bu,)Pdu,

où tous les exposants X + u, — 1, v, p sont entiers, positifs ou néga­
tifs; on est donc ramené à l’intégration d’une fonction rationnelle.

Exemple. — Soit à calculer

A y-*
x6 J dx.1 —

Actuellement p = —2, entier négatif. On réduit les fractions 

i au même dénominateur 12 :1m =-----■) n =

n — — ; 1212

on fait, ensuite, X— uK- et l’on est ramené à l’intégrale

12 f us( 1 — ui)—2du = 12 f -- 
J J (1 — 1

du,u*)2

qu’on calculera, d’après la méthode du n° 101, en décomposant 

en une partie entière du quatrième degré suivie de fractionsu8
(1 — a*)*
simples correspondant aux racines du dénominateur.

Deuxième cas. — Supposons maintenant entier. On

>̂
1 <



m -+- ioù m! — p, n' — i — i.P =? n
Comme m 1 est supposé entier, l’exposant p' est entier, et 

l’intégrale I7 rentre dans le premier cas.

Exemple. — Soit
!)4=jj{ dx.I

OI m -4- rIci m =

On voit cpie -l ) 1 est entier. On prend alors comme nouvelle 

variable le binôme

n = — n2 2

= cI -4- X X — 1

—- |(« — i) dt,dx =

et l’intégrale devient

— i)-* dt.I = —
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ramène ce cas au précédent (p entier), en prenant comme 
nouvelle variable le binôme «+ bxn. Posons donc

a -4- bxn — t,

t désignant une nouvelle variable. On en tire

1 1
x = b n(t — a)n

11m m
1-b n(t — a)n dt. nxm=b n (t — a)n, dx =

L’intégrale
= J"xm(abxn)P dxI

devient alors
m H- 1

— a) n— rn tx(t1 dt.I = -bn

On est ainsi conduit à l’intégrale d’une différentielle binôme 
en t de la forme

W
O
i

U
3|
 N3
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On est donc ramené au premier cas. Pour achever l’intégration 
on fait, conformément à la méthode du premier cas

t — u1*,

i97

?

et l’on a
u'*J -du,I =_

(«4—O

intégrale d’une fonction rationnelle.

m——l--\~ p entier. On 
n 1Troisième cas. — Supposons enfin 

ramène ce cas au précédent de la façon suivante : on peut écrire

a 4- bxn = xn (ax-,l->r b),
(a -+- bxn)P = xnP(ax~n -H b)P.

D’après cela, l’intégrale

=Jx'n(a -+- bx,l)P dx

/y
— J xm+nP(b -h ax~n)P dx,

I

peut s’écrire
I

intégrale de la forme

Ii = J'xmi («1 -+- bixni)P dx,

où
mi = m -+- np, n 1 = — n\

donc
m, -t- 1 m -4- np -4— 1 m -4- 1

+ P)-«1 — n n

Comme mT -\-p est supposé entier,

grale I, rentre dans le deuxième cas. On la ramènera au premier 
en posant

m i-t- 1 est entier, et l’inté—
«1

b -b ax~n = t.

118. Application. — Rectification de la courbe

y = axk,

où a est une constante et k un exposant quelconque.
On a, en appelant s l’arc de courbe compté à partir d’un

G
O KO



on est dans Je deuxième cas, E = i ; on a alors

i

S-’'-/( 8 9dx — -f C.i-4- - a2 x
27 a2 4

E7 entier positif ou négatif.
En résumé, on peut intégrer à l’aide des fonctions élémentaires,, 

quand k est le rapport de deux entiers consécutifs.
Par exemple, pour la parabole semi-cubique

:■
k — yy — ax2,

VIL — APPLICATION DES DÉVELOPPEMENTS EN SERIES DE 
PUISSANCES AU CALCUL. DE CERTAINES INTÉGRALES.

Nous donnerons, à la fin de l’Ouvrage, des méthodes d’approxi­
mation et des procédés mécaniques pour évaluer les intégrales. 

Nous indiquerons ici comment, dans certains cas, on peut
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certain point fixe ?
ds = y/dx2 -i- dy2 = \J 1 -4- k- a>-x‘lk-2 dx,

f(i k!1 a-x2k-2yi dx;s —

donc l’intégrale d’une différentielle binôme oùon a

i
n = 2 k — 2,m = o, p = ~:

Examinons les cas d’intégrabilité : 
1 °p n’est pas entier;

m -4-1 1 • On pourra donc intégrer exactement si2° n

2 E -t- T1 k =ï = e’

entier positif ou négatif ;

-f- -• On peut intégrer si

; =

2 E ’2 k —

E désignant un
m i
---------- 1~ P —n 1

13°
2 k — 2

2E'
2 E' — I ’

l
k =

2 k — 2

en 
l 

M



on a
~ r

d0

I X3
""37e~x‘x dx

x1
-h....

I . 2 . 3

calculer, approximalivement, une intégrale en la développant en 
série.
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X

Intégrale / e X*dx.—Cetteintégrale,qui représente l'aire
d 0

de la courbe y = e:x' 
d’abscisse x, ne 
petites valeurs de x, on 
développant en série. Comme

\\9.

depuis l'axe des y jusqu’à une ordonnée 
peut pas s’exprimer sous forme finie. Pour de 

la calculera approximativement en la

x- X* X6e-»'2 = i —----- 1- * 7] .‘2.3I . ‘2I

Cette série est convergente pour toutes les valeurs de x\ elle 
converge très rapidement quand x est inférieur à i.

On a construit des Tables, pour le calcul de cette intégrale, de 
la façon suivante. Nous démontrons plus loin que l’intégrale

r e~-ri dx

est égale à \J~. On considère alors la fonction positive

~ X
2

dx,?(x) = — e~
A

qui croît avec x et qui tend vers i quand la limite supérieure x 
croît indéfiniment.

D’après le développement ci-dessus, on a

œ(a?) = ci\X — a3 x3 -+- a5 x6 —. . 

a3l ... ont pour valeurs

• 7

où les coefficients a \ •>

2 2 2
«1 = «3 = <T/l —

3  ̂T.
• ’ 5

(2«-4-i). 1.2.3. ..ny/z

On trouvera dans les Tables de Houël (p. 6i) les logarithmes 
des coefficients aa3, ..., at 5 et les valeurs approchées de la 
fonction o (x) de x — o à x = 2.

« 
1

%
\*

- 
i *-0



L intégrale ainsi obtenue ne peut pas être calculée sous forme 
finie à l’aide des fonctions élémentaires algébriques, exponen­
tielles et logarithmiques, circulaires directes ou inverses. C’est un 
cas particulier des intégrales elliptiques. On la calculera par les 
méthodes d’approximation que nous donnerons plus tard; on 
pourrait aussi la calculer en la développant en série procédant 
suivant les puissances de s2.

Faisons le calcul pour le quadrant d’ellipse AB; il faut intégrer

de o à y • On a donc, en appelant I le périmètre de l’ellipse,

=<07
«A

i — e2 cos2 u du.

Comme e2cos-u est moindre que i, on peut développer

Remplaçons sin2 u par 1 — cos2 «, a-—b- parc2 et désignons 
par e Xexcentricité de l’ellipse

£ —

Nous pourrons écrire

ds — a \/1 — s2 cos2 u du

fV — e2 cos2 u du.s = a

120. Rectification de l’ellipse. Exemple d’intégrale elliptique. — 
Soit une ellipse rapportée à ses axes

CHAPITRE VII.2.00

.T2 y- O >b).b1«2

On peut exprimer les coordonnées d’un point M de la courbe 
en fonction d’un paramètre u en posant

y —- h sin ri.x — a cos u,

Pour u = o, on a le sommet A, et pour n = - , le sommet B.
Calculons l’arc AM = a. On a

ds = \Jdx2 -t- dy'1 — y/a'1 sin2 u -+- b'1 cos2 u du.

-t-
N
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y/1 — s-cos-« par la formule du binôme

201

1 !I
'( I — s-COS2 U)'2 = I------ s2 cos2 U---------- - s4 cos4 a

2.4

£6COS6 U— . .

’
i .3.5.. .(2n — 3)1.3

£2"COS2" U—....
2.4. (5 2.4.6... 2n

En multipliant par adu et intégrant terme à terme de o à ^ on

aura une série donnant * /. Pour avoir le terme général de cette 
. 4

série, il faut calculer l’intégrale
77

\n — I cos2" u du, 
*'0

qui, d’après le calcul du n° 40, a pour valeur

1.3.5. . . ( 2 n — 1 )hi ~
2.4.6. .. 2 n

!Le coefficient de s2" dans la série donnant - est donc
i

1.3.5... ( 2 n — 3 )
In,— a

2.4.6... 2n

ou, d’après la valeur de 1„,

1.3.5.. .(2« — 3) T2, . •
------- —-------------- ( 2 n 1 ).

2.4 • 6... 2 n J
z a r
~ L

lOn a donc enfin pour - la série

\ 2 i.32 21r.a 1
3 s4 — 5£6£2 —I —

2.4 2.4-6
1.3.5

2 2

2.4.6.8

Calculons le rayon 1\ d’une circonférence de même longueur que 
l’ellipse

/
2 7t R = /, R = — ;2 72

il vient, en remplaçant l par sa valeur et calculant les coefficients 
numériques,

-!ZL£8_
i6384

1R = a £4--I — -
■«

w
 H



On voit que a ■■ est une valeur approchée de R par défaut et 

que la différence R — a- est de l'ordre de eU

Une deuxième valeur de R, approchée également par défaut, 
mais un peu moins, est \Jab. En effet, b étant égal à a y/1 — s-, 
on a

\f ab — a(i — £2)4 = « ^
i6384 ' J

i 4i
£4 — £« —

4 2 5 G

En combinant ces deux formules donnant a ^ J et y/ab, 
obtient, d’après M. Boussinesq, une valeur de R approchée par 
excès. On a, en effet,

on

o a b - y/ab = a ^ 3
•256

'712 8 _
16384 £ ’ * ’ '1----- : e----  — £4---

4 642 2

expression qui ne diffère de R que par le terme en e8.

121. Intégrale elliptique E(o). — Nous avons trouvé, dans le 
numéro précédent, que l’arc d ellipse AM est donné par

s=«rV I ---  £2 COS2 U du.
^ 0
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On peut obtenir des valeurs approchées de R en fonction des 
deux demi-axes a et b de la façon suivante.

Une première valeur de R, approchée par défaut, est (a -h b). 
En effet,

b — y/a- — c- = a(i — £2)2 ;

développant par la formule du binôme, on a

* = “(,-b'- •)

On en conclut la valeur suivante de ° ^ que nous écrivons en

réduisant les coefficients numériques aux mêmes dénominateurs 
que dans le développement de R:

a -\- b 32° 8 
i6384 £

S4 £4 — —— £G------- £2-- —
4 64

— a i —
2.562

5-
1
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Donc l’arc BM, compté à partir du sommet du petit axe. est

203

= a f /
d u

arc BM i — s2 cos2 a du.

En faisant u = ^ — cp, du = — dcp, etremarquant que les limites 
de cp sont cp et o, on a, après avoir interverti les limites,

= a f y/do
arcBM I --- £2 si II2 cp <r/cp.

On pose habituellement, d’après Legendre

/■? ,E (?,*)=/ y/ 
''0

i — k2 sin2 o cèp,

k étant un nombre positif plus petit que i. 
Avec cette notation

arc BM = aE(ç, e).

L’intégrale E (o, k) est une intégrale elliptique qui a été étudiée 
par Legendre. Sa valeur dépend des deux nombres cp et/:’. Comme 
k est moindre que i, on peut poser

k = sin 0.

On appelle cp l’amplitude, k le module, 9 l’angle du module.
On trouvera dans les Tables de Ilouël (p. 58) les valeurs de 

E (cp, k) et de son logarithme, pour les valeurs successives des 
angles cp et 9 exprimées en parties du quadrant, de dixième en 
dixième de quadrant.

Ces Tables pourront donc servir à la rectification de l’ellipse.

122. Autre exemple d’intégrale elliptique. Pendule simple. Inté­
grale elliptique de première espèce F (cp ). — Imaginons un pendule 
simple de longueur OM = l oscillant dans le vide entre les deux 
positions extrêmes OA et OB, symétriques par rapport à la verti­
cale OM0 et faisant avec la verticale l’angle a. Soit A l’angle ^OM 
que fait le pendule avec la verticale à l’instant t. On démontre, 
en Mécanique rationnelle, qu’on a

fl d\ r-------- r----V/? dï= '/'"(co cosa).
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Remplaçons cosa et cosX respectivement par 1 —2sin-^et 

i — 2 sin2 -, nous aurons

d

v/f dt =
sin2 - — sin2 -V •>2

où nous prenons le signe ce qui revient à supposer que le

Fig. 6o.

o

AB

!M0

pendule monte. En intégrant et comptant Je temps à partir de 
1 instant où le mobile est en M0, on a

C’est encore là une intégrale elliptique. Elle se ramène faci­
lement à la forme que Legendre a nommée intégrale elliptique (le 
première espèce. Faisons un changement de variable en posant

sin

. asin —

ç> désignant une nouvelle variable qui part de zéro avec ). et qui

devient égale à pour \ — a. En posant, pour abréger,

I 
M

w
 i Mc/

l

I 
<N

fO
 I «

a.

r/j

o

I «cl 
■*>
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on a
X X- = arc sin(Æ sinœ),

? sin2 * — sin2 ^ = k cos cp.^ X _ k coscp dy
2 \Ji — /c2 sin2co

Donc *-r c/cp

y/1 — /c2 sin2 <p

C’est là l’intégrale elliptique de première espèce, désignée par 
Legendre par la notation

r?F(?,/0= /
«A

f/o
y/1 — A2 sin2 cp

La quantité k est le module, cp l’amplitude. On trouve dans les 
Tables de Houël (p. 58) les valeurs de cette intégrale : dans ces 
Tables, on a posé

k = sin 0

et l’on a calculé les valeurs de F (cp, k) et de son logarithme pour 
les valeurs des deux angles cp et 9 de dixième en dixième de 
quadrant. Dans le mouvement du pendule simple, 9 est égal à la 
moitié de l’angle d’écart maximum, 9 — -•

Durée d’une oscillation du pendule. Développement en série 
suivant les puissances du sinus du demi-angle d ’écart maxi­
mum. — Nous avons trouvé plus haut l’expression du temps t que 
met le pendule à s’écarter de la verticale d’un angle X. Pour avoir 
la durée T d’une oscillation simple, il suffit de doubler le temps 
que met À à acquérir la valeur a.

On a donc
•Xv/f T = *I dy

\Ji — k2 sin2cp

Cette intégrale F k 'j est ce que Legendre appelle intégrale

complète de première espèce. On la désigne ordinairement 
par R :

«-/0

do
y/1 — k'1 sin2cp
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Oa a, avec cette notation,

206

T=2Kl/f

Pour calculer K, nous allons le développer en une série procé­

dant suivant les puissances de k — sin comme nous avons fait

pour développer la longueur d’une ellipse en série procédant sui­
vant les puissances de l’excentricité.

Ecrivons
71

r2 _1 
K = / (1 — A'2sin2cp) 2 d<y

*A

et développons, par la formule du binôme, la quantité sous le signe 
d’intégration

71— <X>
(1 — /î2 sin2ç) 2 = j i.3.d. . .(in — i).„ . „

---------------- k-n sin2,î9..‘in 12.4.Ü..
n — 1

Nous aurons à calculer les intégrales (n" 40)

71

I/t = / sin2/i o d'o — 
J0

.3.5.. ,2/i — 1
2.4.6.. .m

Donc en tin

[1.3.5...(2n — 1 ) ~j2 

2.4 • 6... 2 n J 1K /c4-t-.. .-+- kin-h..

p 
l 
?»
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CHAPITRE VIII.
DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION EN SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE.

I. - SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES.

123. Propriétés générales. — Soit une fonction F (t) connue 
dans un intervalle (a, b )

On peut toujours, pour simplifier, ramener cet intervalle à 
être — n et -f- tz en faisant le changement de variable

(b — a)x -4- (b -1- a)Tt 
t = ------------------------------------- >■>. -

d'où l'on tire
21 — b — a

X = T.
b — a

On voit, en effet, que pour t = a, x — — net pour t — b, x — 
Nous poserons

TZ.

(b — a)x ■+■ (b a)rcf(0 = f[ ] =/<>)•2 TZ

La fonction f{x) est alors connue dans l’intervalle de —tz

à+n.
Si celte fonction f (x) est finie et continue dans V intervalle 

de —tz à + n, on peut toujours, pour toutes les valeurs de x 
prises dans cet intervalle

— TT < X < 7T,

la développer en une série couvergente de la forme

f(x) = a0-+- «i cosa? -f- b{ sinx -4- a2 cos f.x b-2 sin 1 x .. . 
-f- an cos nx -v- bri s\n nx .

(0

• >



les coefficients a0, «l5 b{, a2, b2, •• 
constantes convenablement choisies.

Ce développement n’est plus valable pour les valeurs limites — x 
et -+-7: de x. Pour ces deux valeurs limites, la série prend la 
même valeur
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a/2, bn, ..., étant des• •>

Cl0  &\ -f- Cl-2  #3 *~î~ ....

On démontre que la somme de cette dernière série n’est égale 
ni àf(— -), ni ày(+7t), mais à la moyenne arithmétique

-[/(-") -+-/(*)]•

On démontre également que la série, obtenue en intégrant terme 
à terme une série telle que (1), est convergente et que la nouvelle 
série a pour somme une fonction primitive def(x) dans le même 
intervalle de — tz à + tc.

Mais on ne peut pas affirmer que la série obtenue en difieren- 
tiant terme à terme une série telle que (1) soit convergence. Nous 
ne démontrerons pas toutes ces propositions; nous nous contente­
rons de quelques indications.

124. Détermination des coefficients. — La détermination des 
coefficients du développement (1) repose sur les faits suivants : 

i° Si m et n sont deux entiers positifs différents, on a

TU /-* -+• TU

— TU/
— 71

cos mx cos nx dx — o, sin mx sin nx dx — o.

En effet, on a identiquement

— [cos(m — n)x -h cos(m -+- n)xJ, 

~ [cos(/?î — n)x — cos (m -4- /i)a?].

cos mx cos nx =

sin mx sin nx —

Les intégrales indéfinies sont donc

1 rsin(7?î — n)x
2 [ m — n

si n ( ni n)x~± m -+- n

elles s’annulent évidemment aux deux limites.



Les deux intégrales indéfinies sont donc

sin 2 nx
4 n

Le sinus s’annule aux limites ; chacune des intégrales définies 
est donc

= 7t.

B Si = o, la première intégrale devient

*+- 7T 

J — 7Z
dx = 2 TT,

et la deuxième devient nulle.
3° Quels que soient les entiers positifs m et n, qu’ils soient 

différents ou non, on a

s* 71

•S—TZ
sin mx cos nx dx — o.

En effet, on a
&

i
sin m x cos nx — — [sin(/n n)x -t- sin( m — n)x].

Si m — n n’est pas nul, l’intégrale indéfinie est

cos(m -h n)x n)x~] m
n J ’

cos( m —i
m -t- n2 m —

l'intégrale indéfinie prenant les mêmes valeurs pour x — 
et x = tz, 1 intégrale définie est nulle.

— TZ

A.

2h Supposons maintenant m = n, et considérons les deux inté­
grales
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/-• H- TT

J — tz

Deux cas sont à distinguer suivant que n est different de zéro ou 
égal à zéro.

A. n o. Les deux intégrales sont égales à u.
En effet,

+ 71

/ 71
cos2 nx dx, sin2 nx dx.

1 -+- cos 2 n x 1 — cos 2 n x
sin2 nx =cos2 u# =

2 2
e 

1 *« I 
n
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Si ni — /?, on a

s in n x cos n x = -%\\yinx,

et l’intégrale enlre les limites — tc et -f- tc est encore nulle. 
Ceci posé, prenons le développement supposé

cos2? -t- ôi sin# 4- a2 C0S2# 4- b-2 sin ix 4-. . . 

4- an cos nx -+- bn s\n n x -y....

(0 f(x) = ao

Pour déterminer a,n n >* o, multiplions les deux membres par 
cos nx dx et intégrons de — tc à -h tc. Nous avons, dans le premier 
membre,

s* -+- TC

/
•J — TZ

t(x) cos nx dx.

Dans le deuxième membre, nous avons une somme d’intégrales 
qui sont toutes tiulles, d’après les remarques précédentes, excepté 
celle qui multiplie an. On a donc

/-» H- TC

f
TZ

~ + TZ
«fl /

— TC

f(x) cos nx dx — cos2nx dx.

Le coefficient de an étant tc :

= i r f(x) cos nx dx.Un

De même, pour avoir b,n on multiplie par sin/icr dx et l’on 
intègre de — tc à -f- tz. Toutes les intégrales du deuxième membre 
sont nulles, sauf celle qui contient b,n et l’on a

/-» -f- TC /-% -+- TC

/ f(x)s\nrixdx = bn f
d— TZ J— TZ

sin2 nx dx.

D’où, comme le coefficient de bn est -,

= ibn f(x) sin nx dx.

Nous avons ainsi tous les coefficients cr,, a2, ..., b(, b2, .... 
Il reste à calculer a0. Pour cela 

membres du développement et l’on intègre de — tc à -f-ic, Toutes
multiplie par dx les deuxon



entre les limites — t: et -f- 7t.
Résumons les valeurs des coefficients «0, a„, b/t, trouvées plus

haut
-RTC

/ f(x}dx,
d—Tt

1
a o = —

2 ~

/* 'HTt
/—7T

/(a?) cos/i# cfa?(2) a,i =
(n = 1,2,. . ., oo).bn=1 r+uX J-Tt

f(x) sin nx dx
\

les intégrales du second membre sont milles, sauf celle qui con­
tient «0, et l’on a
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x, -H 7t ~ -+- 7t

/ f(x) dx = «o /
d — 7t «2 — 7T

= 2ira0,

= _i_
“ 2Tt^-7t f(x)dx.a o

On voit que «0 est la valeur moyenne delà fonction f {oc) dans 
l’intervalle de —tc à —|— tc; an et bn sont les doubles des valeurs 
moyennes de f{x)cosnx et f{x)s\nnx dans le même inter­
valle.

On peut dire que le développement en série trigonométrique 
d'une fonction f {x) dans un intervalle —tc à H-t: est connu, 
quand, on connaît la valeur moyenne de la fonction f {x) et 
des produits f {x) cos nx, f {x) sin nx dans cet intervalle.

Nous admettrons que le développement ainsi obtenu représente 
bien f {x), entre les limites — tc et —P- tc, et est égal à

-l/('ir)+/(— «)].

aux deux limites tc et —tc. La démonstration de ces propositions 
nous entraînerait en dehors du cadre que nous nous sommes 
tracé.

125. Application. — Soit à développer la fonction

f(x) = -X,

u i 
-



l’intégrale peut alors s écrire

/-» +■ TC

^— 7T

-h TT
i- -/

,y—71
u dv — uv v du,

c’est-à-dire
~ + 7l

•in Jv — 71
+ 71 I

cos nx dx.
—71

La dernière intégrale est nulle. La partie intégrée donne

~ - (-O"-n v

car
cosnrc = cos(— n 71) = (— i)".
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Actuellement
/"» H- TCi r x 

«o — / “
2

=

l’intégrale indéfinie prend les mêmes valeurs aux deuxcar

limites. En général on aura

-i r+*
~ 71 J- 77 — cosna? cèr = o.

a

En effet, la fonction sous le signe j'
x
— cos nx■>.

est impaire; elle change de signe avec x. Dans l’intégrale définie 

de —7z à + 7ï, la différentielle — cosnxdx prend donc des valeurs

deux à deux égales et de signes contraires, et la somme de ces 
valeurs est nulle.

Calculons maintenant

1 x
~^-7T 2— si n nx dxbn (n = 1,2, . . ., oc).

Nous intégrerons par parties en faisant

cos nxxu = —,
2 n

x
---------cos nx

2 n

a a
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Telle est l’intégrale qui figure dans bu. Pour avoir bni il faut la 
diviser par tc; donc

(— « y*bn = - n

Faisant n = i 2, ..on a

i r
*» = -b 1=1, b3 =— ? 3’2

D’où le développement demandé

CT \ I
— = $in#------si n a a? -4- — sin 3 a; —...
2 2 3

(— tt < a? < tc).(3)

Ce développement représente la fonction ^ entre les limites

— 7z et —f— tt. Aux limites, il ne représente plus la fonction 
la série s’annule pour x = ± tc. La somme de la série est alors 
égale à

car

i
-[/(»-*-/(— *)]»

qui est bien o dans le cas actuel, car

/O) +/(— rc) = O./(•*) = y

Représentation graphique. — Construisons la courbe définie 
par l’équation

i i
Y = sincr----- sin 2.r -H -sinScr —. .

2 3(4) • î

pour abréger,ou
y = ?(a?),

o (x) désignant la fonction définie par la somme de la série

œ(a?) = sina? — - sin aa? -f-
i

sin Zx —
3

On a évidemment

(cr -f- 2-ji) = <p(x),

y(x — 2 tc ) = f(x),

d’après les propriétés élémentaires du sinus.

\

h 
TJ
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Marquons alors, sur 0.r, les points {fig- 6i)

Ai, A2, ...,
d’abscisses

3 Tt, 5 TT, • 1

et les points symétriques

A', Ai, a;2 >
d’abscisses

~~ TC, 3 TT,   3 TC5 • • • *

Si l’on connaît la courbe entre les ordonnées des points A' et A, 
on la connaît pour toutes les valeurs de x, car la relation

6(®±2it)io(a?)

montre que l’ordonnée est la même aux points correspondants de 
tous les segments ..., A'A, AA,, A,A2, .... C’est là un fait ana­
logue à celui qui se présente pour la sinusoïde, dont il suffît

Fig. 6i.
y

b,B B2

t— ac-t- O A i A, i A z i
.B B,

d’avoir tracé une ondulation entre —tz et -+- -, pour pouvoir 
construire toute la courbe en transportant le long de Oj la même 
ondulation.

Construisons donc la courbe donnée entre les ordonnées des 
points Ar et A, c’est-à-dire pour x compris entre —tc et -+- tz.

Dans cet intervalle, la somme de la série est égale à et l’or­
donnée y de la courbe est identique à l’ordonnée

xy = — J 2

du segment de droite B'B, passant par O et ayant pour coefficient 
angulaire -• La courbe est donc formée de ce segment de droite 
entre les limites—uet-l-it, c’est-à-dire entre les droites A' B' 
et AB. Quand x est égal à tc — z, e étant positif et très petit, l'or­

i1 >



ai 5

donnée de la courbe est égale à celle de la droite, quelque petit 
que soit e; mais pour
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x = TC,

l’ordonnée de la droite est - = AB et celle de la courbe est o. Il y2 J

a donc, dans la courbe, une discontinuité pour x = t.. De même, 
pour x voisin de — tc

X — — 71 -1- £,

l’ordonnée de la courbe est égale à celle de la droite B'B; mais 
pour

X — — TC,

l’ordonnée de la droite est A'B', celle de la courbe o.
En résumé, dans l’intervalle de — tc à + tc, la courbe

y - ?<»

se confond avec le segment de droite B'B, mais elle s’en sépare 
brusquement aux limites. Elle se compose de tous les points de la 
droite B'B situés entre les extrémités, mais les points obtenus 
pour x = ± t: ne sont pas les extrémités B' et B; ce sont les 
points A' et A.

La fonction
y = ®(*0

étant ainsi représentée graphiquement dans l’intervalle — tc, + tc, 
il suffit, pour avoir la représentation graphique de cette fonction 
dans tout intervalle, de reproduire périodiquement le même tracé 
entre les points AA 
montre la figure 6i. La courbe

A, Ao, ..., A'A't, A', A'. ., comme le1■> 21 ‘ '

se compose donc d’une infinité de segments de droite égaux et
B, B2, . . ., et des points . . ., A', A, 

. ., les extrémités de ces segments n’appartenant pas à la 
courbe et devant être remplacées par les points . . ., A', A,

On voit bien, par cette discussion détaillée, comment la série 

trouvée représente la fonction ^ entre les limites —tc et

parallèles ..., B'B, BB 
A), Ao, .

i ?

A

TC.



où il reste à déterminer a{). Pour cela, d’après la méthode géné­
rale, on multiplie les deux membres par dx et l’on intègre de — r. 
à + tz. On a alors, puisque toutes les intégrales du deuxième 
membre sont nulles, sauf la première,

TT* TC2
= 'iT.a o, O 0 = —y I 2

Donc
TC2 I I

(5) ---------- COS CT H---------- COS2CT — — COS 3 X -1- . . .
12 22 32

— TC <■ X <■ TT.

Actuellement, la fonction développée en série est, entre —iz 
et + tc,

X2

216

Remarque. — L’exemple que nous venons de traiter nous 
montre que l’on ne peut pas toujours différentiel' les séries trigo- 
nométriques.

En effet, si l’on prenait les dérivées des divers termes de la 
série (3), on aurait la série

CHAPITRE VIII.

cos a? — cos 2 a? -+- cos 3 a* —.. • y

qui est manifestement divergente, car le terme général cos nx ne 
tend pas vers zéro.

'jq 2
126. Autre exemple. — Développement de — • — On pourra 

appliquer, de même, la méthode générale au développement 
de ■ Les intégrales donnant les coefficients se calculeront faci­
lement cà l’aide de l’intégration par parties.

Mais nous pouvons déduire ce développement de celui de ^ :

x . i . i . .— = sin x-----sin 2 x — sin 3 x —...,(3)
3■>.

en admettant que, pour intégrer une série trigonométrique, il 
suffit d’intégrer terme à terme. On a ainsi, en intégrant les deux 
membres de (3) et désignant par a0 une constante d’intégration,

■H

+hcoO (J
)O c/
l*1
"+

tu

OO

H
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La série est égale à f{x), entre les limites —t: et iz. Aux 
limites, la série prend la valeur

^f/(—TC) h-/(k)];

mais, comme

/O) = /(— *) = y

la série pour x = ± - est égale à la fonction. Le développement 
est donc valable pour

---  TT ^ X < 17.

Représentation graphique. — Si l’on construit la courbe

— cosSa? — ..
TI2

— cos a? 4----- - cos2a? —y — —17 12 P • y22

cette courbe, dans l’intervalle de —tz à + - et aux limites de

Fig. 62.

b
B' B

30A' O A

l’intervalle, coïncide avec l’arc de parabole B'OB (Jig. 62).

x2
y — ~r4

La courbe tout entière s’obtient en répétant indéfiniment le même 
arc de parabole dans tous les intervalles ..., (ir, 3tc), (3tc, 5tt), .... 
Les points . . ., B', B, . . ., sont des points anguleux.
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CHAPITRE IX.
INTÉGRALES DÉFINIES DONT L’ÉLÉMENT DIFFÉRENTIEL 

DEVIENT INFINI, Oü DONT UNE LIMITE EST INFINIE.

I. - L’ÉLÉMENT DIFFÉRENTIEL DEVIENT INFINI.

127. L’élément différentiel devient infini pour l’une des limites.
on a défini l'intégrale— Quand

= / f(x)dx, 
v a.

i

on a supposé que la fonction f (oc) restait finie, pour toutes les 
valeurs, de x comprise entre a et b ou égales à a ou à b. L’inté­
grale représente alors Faire du segment de la courbe

y =/0)

entre les ordonnées d'abscisses a et b.
Supposons que f(x) reste finie pour x — a et pour x compris 

entre a et b, mais devienne infinie pour x = b. Pour fixer les 
idées, nous admettrons que la limite supérieure b est plus grande 
que a, et que f (x) devienne infini en conservant un signe cons­
tant, le signe + par exemple. La courbe

y =/(*)

a alors pour asymptote la droite B B' d’abscisse b, comme le 
montre la figure 63. Nous supposons que l’ordonnée AA' a pour 
abscisse a.

Pour voir si l’on peut attribuer un sens à l’intégrale 1, on pro­
cède comme il suit. Au lieu d’intégrer de a, à b, on intègre de a à 
un nombre plus petit que b mais très voisin de b, c’est-à-dire de a
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à b — s, s étant un nombre positif très petit. On a alors l’inté­
grale

A19

,\b S
J = / f(x) dx,

J a

qui a un sens parfaitement défini; si M'M est l’ordonnée ayant 
pour abscisse b — £, cette intégrale mesure l’aire du segment

Fig. 63.

U
wJ

K

B'

AA'M'M. On fait ensuite tendre e vers zéro, c’est-à-dire tendre 
le point M vers le point B.

Quand £ est très petit, l’ordonnée

MM' = f(b — s)

est très grande, et, quand £ tend vers zéro, l’intégrale J, c’est- 
à-dire l’aire AA'M'M, va évidemment en augmentant. Deux cas 
peuvent alors se présenter :

i° Quand £ tend vers zéro, l’intégrale J tend vers une limite : 
cette limite est, pat’ définition, ce qu’on appelle la valeur de 
V intégrale

/ f{x)dx. 
J a

Dans ce cas, l’aire comprise entre l’ordonnée AA', la courbe et 
l’asymptote BB', est finie.

2° Quand £ tend vers zéro, l'intégrale J augmente indéfiniment. 
On dit alors que l’intégrale

//( x ) dx

est infinie. L’aire comprise entre la courbe, l’ordonnée AA; et 
l’asymptote est infinie.
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Exemples. — Soit d’abord
i

A*) =
y/b — x

voyons si l’intégrale
f

a
cl T

y/ b — x

est finie ou non. Pour cela, calculons d’abord

~b-Z
S = J

a
dx

y/b — x

z positif et très petit. L’intégrale indéfinie étant

— 2 \J b — x,
on a

J = — 2 fz —t— 2 y/è — a.

Quand z tend vers zéro, J tend vers i\b — a. L’intégrale pro­
posée a donc un sens et l’on a

f"
^ a

dx
y! b — a.= 2

yf b — X

Soit maintenant
i

Ax) = ( b — x p

Nous allons voir que l’intégrale

rb dx
a (b — xp

est infinie. En effet, calculons d’abord

rt> — e
J=ĵ

 Il
dx

(b — x)1

L’intégrale indéfinie étant ^ 1 , on a

i i
J = -

b — a ’

expression qui devient infinie quand e tend vers zéro.



INTÉGRALES DÉFINIES. ■>11
nb

128. Cas particulier où l’intégrale est de la forme /
a

dx
(b — x )n

— Soit n un nombre positif, entier ou fractionnaire; considérons 
l’intégrale définie

-/ dxI

dont l’élément différentiel devient infini pour x = b. Nous allons 
montrer que celte intégrale est finie quand n < i, infinie quand 
n > i.

En effet, supposons d’abord n différent de i, et calculons l’in­
tégrale

rb-ZJ=/(l

où e est positif et très petit. L’élément différentiel pouvant 
s’écrire

(b — x)-'1,
l’intégrale indéfinie est

— 1 -Tl

i — n
et l’intégrale définie

(b — a)l~ngi-»
J = — i — n î — n

n est positif, e est élevé à une puissance positive 
et, quand e tend vers zéro, J tend vers la limite

(b — a)!-«

Si n < i, i —

i — n

L’intégrale proposée est alors égale à cette limite.
Si n > î, i — n est négatif, £ est élevé à une puissance négative, 

et, quand s tend vers zéro, J augmente indéfiniment. L’intégrale 
proposée est alors infinie.

Nous avons réservé le cas de n = i. On a alors

rbe dx
J b — x** n

— — L£ -+- L(b — a),

car l’intégrale indéfinie est —L(6 — x). Quand £ tend vers zéro, 
J augmente indéfiniment; l’intégrale proposée est donc infinie 
pour n = î.



129. Intégrales comparables aux précédentes. — Soit une inté­
grale
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= f f(x)dx,
Cl

J

où f {oc) est finie quand x est égal à a ou compris entre a et ù, 
mais augmente indéfiniment par valeurs positives quand x tend 
vers b.

Considérons le produit

(b — x)nf(x),

où n est un nombre positif. Quand x tend vers ù, ce produit 
prend la forme o x oc. Supposons que I on puisse déterminer 
l’exposant n de telle façon que le produit

( b — x)nf(x)

tende vers une limite l quand x tend vers b.
Alors, on peut énoncer la règle suivante :
i° Si, pour une certaine valeur de n moindre que i, le produit

(b — x)'lf{x)

a une limite l, l’intégrale proposée est finie;
2° Si, pour une certaine valeur de n supérieure ou égale à i, 

le produit
(b — x)nf(x)

limite l différente de zéro, l’intégrale proposée est infinie.a une

Premier cas. — Supposons d’abord qu’il existe un nombre n 
moindre que i, tel que le produit

(b — x)"f(x)

tende vers une limite /, limite qui peut d’ailleurs être nulle, quand 
x tend vers b. Dans ces conditions, il est évident que ce produit 
est très voisin de l quand x est très voisin de b. Partageons alors 
l’intervalle d'intégration {a, b) en deux parties, l'une de a à c et 
l’autre de c à ù, c étant plus petit que 6, mais très voisin 
de b.
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L’intégrale I s’écrit

jT f(x)d=/v<a
x ) dx -+-I x.

La première intégrale, prise entre les limites a et c, est finie.
Il reste à montrer que l’autre intégrale est aussi finie. En effet, le 
produit

(b — x)n f(x)

tendant vers /, si l’on appelle M un nombre positif fixe supérieur 
à cette limite /, il est évident que, x étant très voisin de 6, le 
produit (b — x)"f(x), qui est très voisin de l, est inférieur à M. 
On peut donc choisir c assez voisin de b pour que, x étant com­
pris entre c et 6, on ait

(b — x)n f(x) < M,

/O) <
M

(6 — x)n

Mais on a alors (n" 37)

dx.
x)a

Comme M est constant, on peut le faire sortir du signe d’inté­
gration, et l’on a, dans le deuxième membre, l’intégrale

f"
C

dx
( h — x)“ ’

< i. L’intégrale du premier membre^* f(x)qui est finie, car n

étant moindre qu’une quantité finie est finie. Donc, dans ce cas, 
(/? << i) l'intégrale proposée est finie.

Deuxième cas. — Supposons maintenant qu'il existe un nombre n 
supérieur ou égal à i, tel que le produit

(b — x)n f(x)

tende vers une limite l difiérente de zéro, quand x tend vers b. 
On pourra écrire, comme plus haut,

= f f(x)dx+ f f(.x)dx,
a c

i
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c étant moindre que b, mais très rapproché de b. La première 
intégrale est finie ; nous allons montrer que la deuxième est infinie. 
Soit m un nombre positif moindre que /,

o < m < l.

Quand x est très voisin de b, le produit

(b — x)" f(x)

est très voisin de l et, par suite, supérieur à m. On peut donc 
prendre c assez voisin de b pour que, dans tout l’intervalle (c, 6), 
on ait

( b — x)'lf(x) > ni
c’est-à-dire

m
/(*) > ( b — x )n

()n a alors

f f(x) dx> f
C C

m dx
!yb --- X )“

Or l'intégrale du deuxième membre est infinie, car n ^ i ; celle du 
premier membre est donc également infinie. Dans ce cas, l'inté­
grale proposée est infinie.

Remarque. — Nous avons supposé, pour fixer les idées, 
que f {x) devient infinie en restant positive, quand x tend vers b. 
Les mêmes conclusions s’appliquent au cas où f (x) devient infinie 
en restant négative quand x tend vers b. En effet, dans cette der­
nière hypothèse, la courbe

y =/<>)

s’éloigne à l’infini pour x = b au-dessous de l’axe Ox. Il suffirait 
donc de changer le sens de O y pour être ramené au cas précédent.

130. L’élément différentiel devient infini pour la limite infé­
rieure. — Nous avons supposé que l’élément différentiel f(x) 
devient infini quand x est égal à la limite supérieure b. Les 
mêmes conclusions subsisteraient évidemment si f {x) devenait 
infinie quand x est égal à la limite inférieure a. Il suffirait, pour 
ramener ce cas à celui qui a été traité en détail, de changer le 
sens de l’axe Ox dans le tracé de la courbe y— f(x).
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Pour voir si l’intégrale

f f(*)dx,
J il

f(a) = co,
OÙ

. : '.i . ■ < : n

a un sens {b^> «), on considérera le produit

O — a)»/(a?),

dans lequel on fera tendre x vers a.
S'il existe un nombre positif n, plus petit que i, tel que ce 

produit ait une limite, l’intégrale est finie.
S’il existe un nombre n égal ou supérieur à i, tel que ce pro­

duit ait une limite différente de o, l’intégrale est infinie.

131. Exemples. — I. Soit l’intégrale

=/'
•^0

dxI
s/1 — x'6

La fonction

/<» = <J i — x:i

devient infinie pour x — i. On cherchera s’il existe un nombre /i, 
tel que le produit

(i — x)'1
1 -- X3

tende vers une limite pour x — i. 
Comme

V71 — x:i = yj i — x \J i -f x -+- x2,

on voit qu’en prenant n = le produit

0 — xÿf(x) =
l -h X X‘*

tend vers ~ quand x tend vers i.
v/3

Le nombre n étant moindre que i, l’intégrale a un sens. 
IL Soit l’intégrale

f Lx dx,
' 0

A. i5
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dans laquelle le coefficient de x,

f(x) = Lx,

est infini négatif pour x — o, cette fonlion étant d’ailleurs finie 
pour toutes les valeurs de x entre o et i. Ici a — o ; le produit à 
considérer (x — a),lf(x) est donc

XnLx.

Il faut voir comment se comporte ce produit pourx = o. Or, 
quelle que soit la valeur positive attribuée à /z, ce produit tend 
vers zéro (n° 100). En prenant, par exemple, n = -,

i
x1 L x

tend donc vers une limite quand x tend vers zéro. L’exposant n 
étant moindre que i, l’intégale a un sens.

III. Soit l’intégrale
dxX — x3 ’

où l’élément différentiel devient infini pour x = i. En écrivant

/(*•) = l XA (l 27)(l-t-27-t-X2)

on voit immédiatement que le produit

(! — x)f(r)

tend vers ^ pour x = i. Cette limite étant différente de zéro, et

l’exposant n égal à i, l’intégrale est infinie.
Pour se rendre compte de ce résultat, on peut dire que, dans le

voisinage de x — i, la fonction

et que son intégrale se comporte comme f J 
devient infinie pour x = i.

i i idevient infinie comme 3 i — x 
dx .—-, intégrale qui

i — xA

IV. Soit l’intégrale

J -/ S-



tend vers — i quand x tend vers i. Cette limite étant différente 
de zéro et l’exposant n égal à i, l’intégrale est infinie.

Y. Soit enfin

dxX COS3 X

où l’élément différentiel
i

/(*) = COS327

devient infini pour x — Écrivons

i
/<>) TCsin3 ------x

2
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La fonction

/<*> = rs

est nulle pour x—o, car Lo =— 00; elle est finie tant que x va 
de o à 1 ; elle devient infinie négative quand x tend vers 1. Le 
produit à considérer est ici

( I — x)'1
Lx ’

pour x = 1. Faisons x — 1 — x', nous aurons à étudier le rapport

x’n
L ( 1 — x1)*

quand x' tend vers zéro par valeurs positives. Or, x' étant moindre 
que 1, on a

x'* x'3L ( 1 — x') = — x'-------- • * )32

voit donc que, si l’on prend n = 1, le rapport devienton

x' 1 >, x'2 x'3
x H-------- 1——

2 3
x'*X

32

et qu’il tend vers — 1 pour x' = o. Donc le produit

t — x
\jX

1*
1 a



nous voyons que le produit

x) /O)=

V
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tend vers 1 quand x tend vers — • Ici l’exposant n est égal à 3; 
il est supérieur à 1 et le produit tend vers la limite 1 différente 
de o. L’intégrale est infinie.

Pour se rendre compte de ce résultat, on peut dire que, dans le 
voisinage de la fonction

et que son intégrale se comporte comme

devient infinie commecos3a?
------- Xv 2

dx

(i-y

qui est infinie pour x — ^ •

132. L’élément différentiel devient infini entre les limites. — 
Soit une intégrale

= / f(x) dx,
J a

\

où l’élément différentiel devient infini pour une valeur c comprise 
entre les limites. Il faudra alors considérer séparément les deux 
intégrales

f /O) dx, f f(x)dx,
J a c

dans chacune desquelles l’élément différentiel devient infini pour 
une limite x = c. Pour que l’intégrale proposée ait un sens, il 
faut que chacune de ces intégrales en ait un, et, alors, l’intégrale 
proposée est, par définition, égale à la somme de ces intégrales :

f f(x) d*-C= f /<a
' x ) dx -+-I x.

Exemples. — I. Considérons l’intégrale

r1—
j-,

dx

^ ri H

£ 
I îs

t: 
i «

a

ir>



Ces deux intégrales ont un sens, car elles sont de la forme

r dx
J

où n a la valeur 
chacune d’elles,

j moindre que i. L’intégrale indéfinie est, pour

i
3 a?3,

ot l’intégrale définie 3. Géométriquement, cela veut dire que l aire 
comprise entre la branche de gauche et l’axe O y est égale à 3 ; 
l’aire symétrique également. L’intégrale proposée est alors égale 
à 6; elle donne l’aire totale.

IL Soit l’intégrale
+1 dxL x2

La courbe
i

dans laquelle l’élément différentiel devient infini pour x—o. 
Construisons la courbe (fig. 64)

INTEGRALES DEFINIES. 229

1
y = VF*'

Fig. 64.

y

-1 CO*1O

•elle a deux branches infinies asymptotes à Oy. On considérera, 
séparément, les deux intégrales

10 dx

. V#*
dxL ■ X VF

co
l to
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a une forme analogue à la précédente (fig. 64). Mais ici les deux 
intégrales

CHAPITRE IX.

0 dx 
x2 ’

f dx 
J0L X2

sont infinies toutes les deux, comme on le vérifie immédiate­
ment, et Vintégrale proposée lé a pas de sens. Chacune des deux 
aires à droite et à gauche de l’asymptote est infinie.

Il serait absurde d’appliquer à une intégrale de ce genre les 
règles qui ont été établies pour le cas où la fonction à intégrer 
est finie dans l’intervalle d’intégration. Ainsi, pour cette inté­
grale

+ i dxL r2 >

il serait absurde de prendre l’intégrale indéfinie — et de dire

que l’intégrale définie est égale à la différence des valeurs de — ^

aux deux limites, c’est-à-dire à — 2. Cetle règle, établie pour cal­
culer les intégrales définies, suppose en effet essentiellement 
que la fonction à intégrer reste finie entre les limites, ce qui n’a 
pas lieu ici.

133. L’élément différentiel devient infini aux deux limites. —
Ce cas se ramène aux précédents. Soit une intégrale

f f(x)dx,
a

où f {x) devient infinie aux limites a et Z>, et reste finie entre les 
limites. Soit c un nombre quelconque compris entre a et b.

On considérera les deux intégrales

f f(x)dx, f f(x)dx,
Cl C

dans chacune desquelles l’élément différentiel devient infini pour 
une limite. Pour que l’intégrale proposée ait un sens, il faut que 
chacune de ces deux intégrales ait un sens et alors la proposée est, 
par définition, égale à leur somme.
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Exemple. — Soit a «< [B; l’intégrale

A=/
v/a

dx
sj^x — a)(p — x)

a un sens. La courbe
T

= /0)y = ^(ar — a) (p —arj

Fig. 65.

&
I

•æT7.O

présente deux asymptotes d’abscisses a et j3. Si l’on appelle y un 
nombre intermédiaire, on considère les deux intégrales

f
y c/.r dxf \A^ — a)(p — a?)Ja v/O-- *)(P — *) Y

Ces deux intégrales ont chacune un sens, car les produits

1
O —xL/0)> (£ — x)-f(x)

tendent vers des limites pour .r = a et x — [i.
L’intégrale proposée a donc un sens; elle représente l’aire 

comprise entre la courbe, les deux asymptotes et l’axe Ox. Pour 
la calculer, il suffit d’employer les formules du n° 112 qui donnent 
A = TC.

134. L’élément différentiel devient infini aux limites et pour des 
valeurs intermédiaires. — Soit l’intégrale

rb
= / fi x ) dx,[

(l

où f(x) devient infinie, pour x = a, x — b, et des valeurs intermé-



diaires x — a, x = [3, x = y. Supposons

a<a<p<y<&.
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On considérera les intégrales

/-•a /» P /'T
/ f(x)dx, / f(x)dx, I f(x)dx,

•A, a [B
y' f{x)dx.(J)

Y

Pour que l'intégrale proposée ait un sens 
de ces intégrales, traitée par la méthode du numéro précédent, en 
ait un. L’intégrale proposée est alors, par définition, la somme 
des intégrales (J).

il faut que chacune

II. — INTÉGRALES DANS LESQUELLES UNE DES LIMITES 
EST INFINIE.

135. Définition. — Soit une intégrale de la forme

= / f(x) dx. 
*■' a

i

Cette notation n’a aucun sens par elle-même, car jusqu’ici nous 
avons donné toutes les définitions en supposant les limites finies. 
Pourvoir si l’on peut attribuer un sens à l’intégrale considérée, on 
considère l’intégrale auxiliaire

rb
/ f(x)dx,

^il

où la limite supérieure est finie. Puis, dans cette intégrale, on fait
croître b indéfiniment. Alors deux cas se présentent :

i° Si l’intégrale J' f(x)dx tend vers une limite quand b aug­

mente indéfiniment, cette limite est, par définition, la valeur de 
l’intégrale

f f(x)dx.
a

Si l’intégrale / f(x)dx ne tend vers aucune limite quand b
'-'a

2°

augmente indéfiniment, soit qu’elle devienne infinie, soit qu’elle
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devienne indéterminée, on dit que la notation

a33

f f(x) dx
'J a

n’a aucun sens; ou encore on dit, suivant les cas, que l’intégrale

I f(x) dx 
J Cl

est infinie ou indéterminée. 

Exemples. — I. Soit
^ oo

e~x dx.
*• o

Considérons l’intégrale auxiliaire

f e~x dx = — e~b -h i
*" o

comme on le voit immédiatement en remarquant que l’intégrale 
indéfinie est —e~x. Quand b augmente indéfiniment, e~b tend 
vers zéro. L’intégrale auxiliaire tend donc vers la limite i ; l’on a 
alors

s: e~x dx = i.

Géométriquement, si l’on construit la courbe

y — e~x,

qui est asymptote à O#, notre raisonnement montre que l’aire 
comprise entre la courbe, l’axe O y et l’asymptote O x est finie et 
a pour valeur i.

II. Soit l’intégrale
00 x dx 

i -f- x'1
1

On a ici
b x dxX = - L(i + b2) 

2I -f- X'1

expression qui devient infinie avec b. L’intégrale proposée est 
donc in fuie.
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La courbe
x

I -i- X2

est encore asjmplote à Oæ; mais l’aire est actuellement infinie. 

III. Soit enfin

f cos.r clx.
0

On a

/
'J 0

cos x dx = sinè.

Quand b augmente indéfiniment, sin b n’a aucune limite, tout 
en restant compris entre —i et +i. L’intégrale proposée est 
donc indéterminée.

136. Examen de quelques cas où la fonction f(x) conserve un 
signe constant pour de très grandes valeurs de x et tend vers zéro 
quand x augmente indéfiniment. — i° Cas particulier. — Soit 
l’intégrale

00 dx 
xp ’X

où p est un exposant positif quelconcpie et a un nombre cjue nous

supposons positif, pour éviter que la valeur zéro, rendant ~ infini,

soit comprise dans l’intervalle d’intégration.

La fonction — conserve évidemment un signe constant quand x 
xi’ & 1

augmente indéfiniment. Nous allons montrer que : l’intégrale a un
sens quand p > i ; l’intégrale est infinie quand p < i.

En effet, calculons d’aborcl l’intégrale auxiliaire

f£-Sa a

by~P ay~P
x~P dx —

\—p i — p

Si p est plus grand que i, i —p est négatif et, quand b croît 
indéfiniment, bK~P tend vers zéro. L’intégrale a donc alors une 
limite, et l’on peut écrire

00 dx al~ PX (p> ')•xp P — 1



Si p est inférieur à i, i — p est positif et, quand b croît indéfi­
niment, b'~P croît aussi au delà^de toute limite; l’intégrale pro­
posée est donc alors infinie.

Si p — i, on a
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C ~ = L b — L a,
Cl

expression qui devient infinie avec b. Donc

Ç00 dx
J xp^ a (p = 0-= GC

Si l’on construit la courbe

Y — —> 17 xp

cette courbe a pour asymptote Ox : l’aire comprise entre une 
ordonnée fixe, la courbe et l’asymptote a une valeur finie pour 
p i ; elle est infinie pour p ^ i.

2° Intégrales se ramenant aux précédentes. — Soit une 
intégrale

= / f(x)dx,
Cl

I

dans laquelle la fonction f(x) conserve un signe constant, le 
signe -+- par exemple, quand x augmente indéfiniment; nous sup­
poserons, de plus, que cette fonction tende vers zéro quand x 
devient infini.

Si l’on construit la courbe y =. f(x), cette courbe peut couper 
0,2? un nombre quelconque de fois, mais, à partir d’une abscisse 
déterminée, suffisamment grande, elle reste d’un même côté de O x, 
au-dessus par exemple, et elle est asymptote à 0.2?. JNous voulons 
donner une règle pour reconnaître, dans des cas simples, si l’aire 
comprise entre la courbe et l’axe des x est finie ou non.

Si l’on considère deux points C' et B' de la courbe dans la 
partie qui est et demeure au-dessus de O^? et si l’on appelle c et b 
les abscisses de ces deux points, CC/ et BB' leurs ordonnées, en 
supposant

b > c,
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peut écrireon

/ fc • r ^
= / f(x)dx H- / /(

«Al J C
f (x)dx x) dx.

La première intégrale du deuxième membre a un sens bien

Fig. 66.

&
C'

B'
AO C B 30

A’

défini; la deuxième, représentant l’aire CC’B'B, croît constamment 
avec b\ il s’agit de voir si elle reste finie quand b devient infini. 

Pour cela, on considère le produit

xp f(x)

où p est positif. Ce produit se présente sous la forme

oo x o

quand x augmente indéfiniment. On cherche si, par un choix 
convenable de p, on ne peut pas amener ce produit à avoir une 
limite.

i° Si, p avant une certaine valeur supérieure à i, Je produit 
xPf(x) tend vers une limite /, l’intégrale proposée est finie;

2° Si, p ayant une certaine valeur inférieure ou égale à i, le 
produit xPf(x) tend vers une limite /, différente de zéro, l’inté­
grale proposée est infinie.

Premier cas. — Supposons d’abord qu’il existe un nombre p 
supérieur à i, tel que le produit

xr f (x)

tende vers une limite /, limite qui peut d’ailleurs être nulle, quand 
x augmente indéfiniment. Dans ces conditions, il est évident que 
ce produit est très voisin de / quand x est très grand.



Partageons alors Pinlervalle de a à oc en deux parties de a à c et 
de c à oo, c étant très grand. On a
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/ f(x)dx = / f(x)dx-+- I f(x)dx. 
Ja da «- <■

La première intégrale du deuxième membre est finie; il reste à 
montrer que la deuxième est aussi finie. Or, le produit

XPf(x)

tendant vers l pour x infini, si l’on appelle M un nombre positif 
fixe supérieur à /, il est évident que, x étant très grand, le pro­
duit xpf{x), qui est très voisin de /, est inférieur à M. On peut 
donc choisir c assez grand pour que, x étant supérieur à c, on ait

xrf(x) < M,

f(x)< — •
J v ' XP

Mais on a alors (n° 37)

/ f(x)dx< M / 50 dx
xp

Gomme p est plus grand que 1, la deuxième intégrale est finie; 
la première, qui est moindre, est finie également, et l intégrale 
proposée est finie.

Deuxième cas. — Supposons maintenant qu’il existe un 
nombre p inférieur ou égal à 1, tel que le produit

xPf(x)

tende vers une limite /, différente de zéro, pour x — oc. On 
pourra écrire l’intégrale proposée, comme plus haut,

f f(x) dx -+- f' /(x) dx,
a c

c étant très grand. La première intégrale est finie : nous allons voir 
que la deuxième est infinie.

Soit m un nombre positif moindre que l

o < m < l.
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Quand x est très grand, le produit xpf(x) est très voisin de l 
et, par suite, supérieur à m. On peut donc prendre c assez grand 
pour que, x étant supérieur à c, on ait

xPAx) > m, /<-)>£•

Alors
30 dxI /O) dx > m I 

dC dc XP

Gomme p^i, l’intégrale du deuxième membre est infinie, celle 
du premier également. L’intégrale proposée est donc infinie.

Exemples. — I. Soit l’intégrale

r dx
x3 H- x2 -4- I

Actuellement

/O) = \J x3 -t- a?2
x3

Donc le produit

xîf(.x) =

x3
O

tend vers i quand x augmente indéfiniment. L’exposant - étant 
supérieur à i, l’intégrale est finie.

IL Soit l’intégrale

s: e~x* dx ;

actuellement
f(x) = e~x\

Or, p étant un exposant positif quelconque, le produit

xPf(x) = xp e~x*

tend vers zéro pour x infini. On peut donc prendre p = 2, pour 
fixer les idées, et dire que x‘1e~x% tend vers zéro quand x augmente 
indéfiniment. L’exposant p étant supérieur à i, l'intégrale a un 
sens.
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III. Soit
dxX Sy x3 i

On a
1 1

/(*) =
x\J1 1

X3

Donc le produit
1xf(x) =

I
a;3

tend vers 1 quand x augmente indéfiniment. L’exposantp étant 
égal à 1, et la limite de xf(x) différente de zéro, l’intégrale consi­
dérée est infinie.

On peut se rendre compte de ce fait en remarquant que, pour 
x très grand, la valeur principale de

1

\/x3 1

~ et que l’intégrale proposée se comporte commeest

r dx
J X

qui est infinie avec x.

137. Remarque. — Nous avons, pour simplifier, supposé que f(x) 
conserve le même signe quand x est supérieur à un nombre fixe suffisam­
ment grand et que f{x) tend vers zéro quand x devient infini. Il ne faudrait 
pas croire que cette dernière condition est nécessaire pour que l’intégrale

f f(x)dx .
a

soit finie, quand f(x) conserve un signe constant pour x très grand. 
Soit, par exemple,

1
/<>) = 1 -t- x'* sin2a? ’

cette fonction conserve le signe 4- quand x augmente indéfiniment; mais 
elle ne tend pas vers zéro, car, si l’on donne à x une valeur de la forme Air, 
k étant un entier quelconque aussi grand que l’on veut, on a

/(*) = i.
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La courbe
i

y = i 4- xk sin2#

est donc au-dessus de Ox\ elle n’est pas asymptote à Ox, car elle touche 
la droite y = i en tous les points ayant pour abscisses o, u, 2tt, .. 
A"it, .... Pour la tracer, on peut remarquer qu’elle touche aussi la courbe

en tous les points d’abscisses ^ > ... {ftg. 67).

Fig. 67.

* ?

I
y = 1 -h a?4

3/ r
Cependant l’intégrale

dx'=r
*y0 1 -t- x4 sin2a?

est finie. Pour le voir, on ne peut pas employer la méthode précédente qui 
suppose que la courbe est asymptote à Ox.

Nous emploierons une méthode qui réussit dans beaucoup de cas et qui 
consiste à partager l’aire comprise entre la courbe et l’axe O a? en tranches, 
par des ordonnées, et à vérifier que la série formée par la somme de ces 
tranches est convergente. Nous partagerons ici l’aire par les verticales 
d’abscisses

O, Tt, 2 TT, 3ir, . . . .

Nous aurons alors, en appelant u0, ui, . un les aires de ces tranches 
qui sont toutes positives,

(re + l)7:/•«
Uq = / /(x) dx, «i = / /(a?) dx,

J g d n n U
f(x) dx.Un* # 1

Mettons à part u0, nous allons montrer que la série

U\ Il <2 ~r~ . . • + Il n —1~ • . .

est convergente. Pour cela, nous chercherons une limite supérieure de un. 
Si, dans l’intégrale un, on fait

x = ni1 -\- t,
on a -r0 dt

Un r-h {nu -+-1)'* sin'21 ’



Cette intégrale est égale à

71

«y0

dt
cos2t -+- n'*'::'* si ii2t ’

car, si l’on partage l’intervalle d’intégration (o. -rc) en deux, le premier

de o à — et le second de — à tt, on voit, en faisant dans la deuxième inté-2 2
grale t — tt — t', qu’elle est égale à la première.

On peut donc écrire, en divisant haut et bas par cos2£,

71

w2 tc2 J0
«?(n2ir2 tang£)

Un< i -H (/i27t2 tang O'2
et, en intégrant

71
arc tan g (n2 ix2 tangO |2.Un<

2 TZ
Un< n- t.- 2

La somme
U\ -t- Mj -+*. . . -H U n -f-. . .

a donc ses termes respectivement plus petits que ceux de la série conver­
gente

i t i
3i-+-•••22 n2

Elle est donc convergente et 1 aire comprise entre la courbe et O# a une 
valeur finie.

Ce résultat tient à ce que, dans la courbe, les ondulations qui vont 
toucher la droite y = i deviennent de plus en plus étroites, de telle façon 
que la somme de leurs aires est finie.

138. Examen de quelques cas où, x croissant indéfiniment,
f(x) change constamment de signe. — Premier exemple. — 
Soit l’intégrale f.oii:» / : u • t ; > \/*" s in#

Jo ~ dx.

4. iG
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et, comme
( n t. 1 )4 > n4 tt4 — i,

/
0

dt
I -+- (rt47i4— i) sin21’

F dt
cos2t -|- /t4 tt4 sin2£

«-'«

rl I 
-
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Actuellement, la fonction à intégrer,

/w = ^>

est, quelque grand que soit x, tantôt positive et tantôt négative. 
Construisons la courbe

sin a?
y — —X

quand x varie de o à -+- oo : cette courbe part du point x = o, 
y — i ; elle coupe O-r aux points

X = 7T, a; = /ît:,X — 2 TT, • • F

La courbe a la forme d’une sinusoïde, mais l’ordonnée maximum 
de chaque onde est moindre que l’ordonnée maximum de la pré­
cédente {fig- 68).

Fig. 68.

y

ILl
O æX

un les valeurs absolues des aires desAppelons «o, .. 
diverses ondulations. On aura

• ?

r311 sin x 
u3— / ----

J* TT ^
rlr' sina? j u o = — / ----- a.r,

37
/,TCsina? ,

= / ------ c/a",
«A 37

c/a?, • • ;

généralen ? (ra + l) U sin a"Mn+i = (—O" / 
Ai:

c/a".
a?

La figure montre que les aires successives ui, m2> •••, W/j+i vont 
en décroissant et que l’aire uu+l tend vers zéro, quand n devient 
infini. C’est ce qu’on vérifie sur l'intégrale précédente donnant 
un+i. Faisons-y le changement de variable

x = mz -4- t\

les nouvelles limites pour t sont o et on a de plus 

sina? = sin(mt-t-£) = (— l)B sin t\
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donc

=/ sin t
dt.Wfl+1 nr -l- £

Cette intégrale diminue évidemment quand n augmente, et 
tend vers zéro quand n devient infini.

D’après cela, l’intégrale proposée

/"“sina; ,J. —dx'
qui est la somme algébrique des aires des diverses ondes com­
prises entre la courbe et l’axe Ox, est la limite de la somme de la 
série

ll\ —— II 2 Il 3---- ll\ 4- . . • .

Cette série a ses termes alternativement positifs et négatifs; 
chaque terme est plus petit que le précédent et le terme général 
un tend vers zéro. La série est donc convergente et l’intégrale 
considérée a une valeur déterminée égale à la somme de la série.

Nous verrons plus loin que cette valeur est ^•

Deuxième exemple. — Intégrales de F res ne l :

s; r» 00

cosa?2 dx.sin a?2 dx,

Ces intégrales se présentent dans la théorie de la diffraction de

Fig. 69.

y
71

u-i
AJ

o æ/Ail“s/As

la lumière. Nous allons montrer qu’elles ont un sens. Prenons la 
première et construisons la courbe

y = sinar2,

pour les valeurs positives de x. La courbe part de l’origine, où
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elle est tangente à Ox; elle coupe l’axe Ox aux points

x = y/ît,

Elle est ondulée comme une sinusoïde; chaque ondulation a 
pour ordonnée maximum ou minimum -f- i ou — i. Mais les ondu­
lations vont en se resserrant de plus en plus. En effet, la distance 
de deux points d’intersection consécutifs avec Oæ, An Aw+,, est

y/(tt -+- i)ir — y/HT.,

ce qu’on écrit, en multipliant et divisant par la somme des radicaux,

X— \/k~.y/ar,X = O, X — • • •t

TTA,t+1.—
y/(/i -t- 1)11 -l- y/in7ï

Cette distance décroît quand n augmente et tend vers zéro. On 
en conclut, comme le montre la forme de la courbe, que si

Ui, u 2,

désignent les valeurs absolues des aires des diverses ondes, on a

u, > u2> «3>- • •> l'n

et lim un = o pour x = 00.

L’intégrale / sin#2o?.r, étant égale à la
«A>

somme algébrique de

ces aires, est égale à la somme de la série suivante «1 termes alter­
nativement positifs et négatifs

IL) — Il0 -4— W3 — W; —•

Cette série est convergente, puisque ses termes décroissent con­
stamment et tendent vers zéro. L’intégrale considérée a donc un 
sens.

Le même raisonnement s’applique à

f cos.z2 dx.

On démontre (voir Intégrales doubles) que Ja valeur numérique 
commune des deux intégrales de Fresnel est \j~’



139. Cas où les deux limites sont infinies. — Si l’on a une inté­
grale de la forme

INTÉGRALES DÉFINIES. 243

f /(ar)rfa?,
«./— 00

pour voir si elle a un sens la partage en deuxon1

j' f(x)dx-i-J' f(x)dx.

Si chacune de ces intégrales a séparément un sens, la proposée 
en a un.
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CHAPITRE X.
TANGENTE A UNE COURBE PLANE.

MAXIMUM ET MINIMUM D’UNE FONCTION D’UNE VARIABLE. 
COURBURE D’UNE COURBE PLANE.

I. - TANGENTE, NORMALE, SOUS-TANGENTE, 
SOUS-NORMALE.

140. Tangente. — Soit

y —f O)

l’équation d’une courbe plane en coordonnées cartésiennes. L’équa­
tion de la tangente au point M(x,y) est

Y — y = yx(x — *),

X, Y désignant les coordonnées courantes et ÿx la dérivée dey 
par rapport à x. Avec la notation différentielle, cette équation est

dy

141. Cas où Péquation n’est pas résolue. — Soit

F <>, y) = °

l’équation d’une courbe non résolue par rapport à y. En égalant à 
zéro la dérivée par rapport à x de la fonction F(a?,y) où y est 
regardé comme une fonction de x, on a

dy
F* •+• Fy dx “°’

d’où
F^dy
Fdx Y



L’équation de la tangente au point (.27, y) devient alors, si l’on y 

remplace ^ par cette valeur,
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(X-x)rx-\-(Y-y)Y'y=o.

Points singuliers. — 11 peut arriver, exceptionnellement, qu’en 
un point (#, y) de la courbe les dérivées partielles F',, et F', soienl 
nu lies

F.',= o, F'= o.

L’équation précédente de la tangente devient une identité; on 
dit que ces points particuliers sont des points singuliers.

Ce sont ordinairement des points où plusieurs branches de 
courbe se croisent et où, par suite, il existe plusieurs tangentes.

Exemple. — Prenons l’équation d’une courbe algébrique dans 
laquelle les termes de moindre degré sont du deuxième degré

A a?2 -4- 2 B xy -+- Cy*-h tp3(x, y) -h.. y) — o

où A, B, C désignent des constantes, o3(x,y) l’ensemble des 
termes homogènes du troisième degré en x et y, ©«(.r, y) l’en­
semble des termes homogènes de degré n en x et y. L’origine x = o, 
y == o est un point de la courbe, mais les dérivées partielles du 
premier membre de l’équation s’annulant pour x = o, y = o, l’ori­
gine est un point singulier. Pour trouver les tangentes en ce

Fig. 70.

y

CO

point, nous procéderons comme il suit. Coupons la courbe par une 
sécante ( jig. 70)

y = mx,

passant par O. L’équation aux x des points de rencontre s’obtient 
en remplaçant^ par dans l’équation de la courbe. On a ainsi 
une équation qui, quel que soit m, admet la racine double x = o.
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Les autres points d’intersection ont pour abscisses les racines de 
l’équation

CHAPITRE X.

(0 A -t- 2B m -+- Gm2-+- x cp3(j, m) -H. •xn~- on(*, m) — °•

Ainsi, toute sécante passant par O coupe la courbe en deux 
points confondus avec O : on dit que ce point est un point double 
de la courbe. Pour que la sécante OM devienne tangente en O, il 
faut déterminer le coefficient angulaire m de façon qu’un nouveau 
point M d’intersection vienne se confondre avec O, c’est-à-dire 
que l’équation (i) ait une nouvelle racine nulle. Pour cela, il faut 
et il suffit que m soit une racine de l’équation

A + îBm + G m2 = o.

On peut donc mener au point O à la courbe deux tangentes qui 
sont réelles et distinctes, ou confondues, ou imaginaires, suivant 
que l’équation en rn a ses racines réelles et distinctes, ou égales,

ou imaginaires. En y remplaçant m par ^ et chassant le dénomi­

nateur, on obtient une équation homogène du deuxième degré 
représentant l’ensemble de ces deux tangentes

A x~ -i- 2 B xy -h C y2 = o.

Cette équation s’obtient en égalant à zéro l’ensemble des termes 
de moindre degré dans l'équation de la courbe.

Fig. 71.

y

oc/

Quand les tangentes en O sont imaginaires

B2— AG < o,

il n’y a pas de points réels appartenant à la courbe dans le voisi­
nage de O : ce point s’appelle alors un point isolé de la courbe.
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Tel serait le cas de la courbe

x2 -4- y~ x3,

pour laquelle l’origine est un point isolé ( fig. - i).

142. Cas où les coordonnées x et y d’un point de la courbe sont 
fonctions d’un paramètre u. — Si l’on a, le long d’une courbe,

y = <K“)»?(“)>x —
on en déduit

dx = cp'(u) du, dy = 4i’(u) du,

et l’équation de la tangente devient

Y —<K“) = [X —o(m)].
?'(«)

143. Cosinus directeurs de la tangente. — Soit s l’arc de 
courbe AM compté positivement dans le sens AM, à partir d’une 
origine A prise sur la courbe (Jig. 72). Menons la tangente Mi

Fig. 72.

M,/a
c t

A M2
0M

a
p, de­

dans le sens positif AM et appelons a- l’angle de Mi avec Ox. 
Nous allons démontrer les formules

O

dy — ds sin or.

Pour cela, considérons un point voisin M, de la courbe obtenu 
en faisant croître s d’une quantité positive A s. Les coordonnées x 
et y de M subissent des accroissements MQ = A#, QMt = Ajp et 
le triangle QMMt donne

dx = ds cos a,

kx — corde MMj cos(MM,, 0.r),

Ay — corde MMt sin (MM,, Ox),
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où (MM,, Ox) est l'angle de MM, avec Ox. Divisons ces deux 
relations par As, et faisons tendre As vers zéro en remarquant

tend vers i, et que l’angle (MM,, Ox) tend vers a-,corde MMque As
nous aurons

dx dy
—— — cos cr, 
as

Ce sont les formules à démontrer. On peut facilement les retenir 
en remarquant qu’elles expriment que les projections d’un élément 
d’arc ds sur les deux axes sont dx et dy.

144. Position de la courbe par rapport à la tangente. — Pre­
nons, sur la courbe, un point M, voisin du point de contact M de 
la tangente M/ • soient x -f- h l’abscisse et

yi=f(a?+ h)

l’ordonnée de ce point. Soient, d’autre part (fig. 72), M2 le point 
de la tangente ayant même abscisse x + h que M, ely2 l’ordonnée 
de ce point M2. Cette ordonnée est fournie par l’équation de la 
tangente, où l’on fait X = x -f-h,

yi=y+-y'xh,
ou encore

y*=fix) +

Si l’on développe l’ordonnéeyt de la courbe par la formule de 
Taylor, on a

h h2
r.=/(*) + 7/'(*)-t-— /"(*) + ....

On remarquera que l’ordonnée y2 de la tangente s’obtient en 
limitant le développement de l’ordonnée y, de la courbe à ses deux 
premiers termes.

Pour avoir la position de la courbe par rapport à la tangente, 
formons la différence y, —y2 '■

-7 [/•<')+!/•(-)+...]•yi—y-2

Supposons d’abord, ce qui est le cas général, que f"(x) n’est 
pas nul au point M. Alors, h étant pris pour infiniment petit prin­



qui admet la racine double h = o. C est ce qu’on exprime en disant 
que la tangente coupe la courbe en deux points confondus avec le 
point de contact.

Points d'inflexion. — Supposons maintenant qu’au point M 
on ait

/"O) = O,

f"{x) étant différent de zéro. On a, dans ce cas

-t|> ]•0) + /,V(a7)-+-..yi—yt

La dilïérence y,—y2 est alors infiniment petite du troisième 
ordre, quand h est pris pour infiniment petit principal. Le signe

Fig. 73.

y m J t
m2M

20 I

cipal, la différence y, —y2 est infiniment petite du deuxième 
ordre. Quant au signe de y\—y2, il est, pour h, infiniment petit, 
le même que celui de f" {x), car la parenthèse a évidemment le 
signe de f' {oc) quand h tend vers zéro.

Si donc f"{oc) est positif, y, —y2 est positif, quel que soit le 
signe de h ; aux environs du point M, la courbe est nu-dessus de 
la tangente; elle tourne, en M, sa concavité vers les^p positifs.

Si f11 {oc) est négatif yt—y2 est négatif, quel que soit le signe 
de h ; aux environs du point M, la courbe est au-dessous de la 
tangente; elle tourne, en M, sa concavité vers les y négatifs.

Pour obtenir les points d’intersection de la tangente avec la 
courbe, il faut chercher les valeurs de h pour lesquelles la diffé­
rence y, —y2 est nulle. On a ainsi l’équation

TANGENTE A UNE COUBBE PLANE.

CCO PtP

de la parenthèse étant celui de f" {oc) pour h suffisamment petit 
on voit que yt—y2, contenant h3 en facteur, change de signe

-M
 >

+

H

cc
| >+
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avec h. La courbe est donc, à gauche de M, d’un côté de la tan­
gente; à droite de M, de l’autre côté. La tangente M* traverse la 
courbe (fig. -3); le point M est appelé point d'inflexion. La 
tangente en ce point a trois points communs confondus avec la 
courbe, car l’équation donnant les valeurs de h qui correspondent 
aux points de rencontre de la tangente avec la courbe

y y—y* — o,
»

contient, actuellement, h3 en facteur et admet la racine triple/<t = o.
Si f"'(x) était nul en même temps que f"{x), f'y(x) étant diffé­

rent de zéro, la courbe serait, aux environs de M, d’un même côté 
de la tangente, mais cette tangente aurait, avec la courbe, quatre 
points communs confondus en M.

q.5ï CHAPITRE X.

14o. Ordre de contact de deux courbes. — Considérons deux 
courbes planes {fig- 74)

y — f Ob y = +0)>

ayant un point commun M de coordonnées x et y. Soient yx et y.2

Fig. 74.

4,y
M M;

P P, ^

les ordonnées M, P, etM2P| des deux courbes correspondant à une 
abscisse

OPi = x -+- h,

h étant infiniment, petit. On a

yi=f(x-hh)) y2=ÿ(v ■+■ h).

Formons la différence
y 1 —y 2

des deux ordonnées et développons-la suivant les puissances de h 
par la formule de Taylor. Comme cette différence s’annule pour
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h — o, elle contiendra une certaine puissance de h en facteur et 
sera de la forme

TANGENTE A UNE COURBE PLANE.

y\—Yi — hn(a0-i- axh-f- a2Ià-+-. •.),O)

où a o est dilférent de zéro. On dit alors que les courbes ont au 
point M un contact d’ordre n — 1.

D’après les développements de yK et de y» par la formule de 
Taylor

h'1
= /(*)+y/'C*)+..•

= 4- Y^'(ar)-h...

— /(«>(*)+..., 

— <\i',ll(x) -+-. . . ,

7i 1.2..

h'1
y* ) .2. .

pour que les deux courbes aient, au point d’abscisse donnée x, un 
contact d’ordre (n— i), il faut et il suffît que, dans la différence 
yK —y2, on puisse mettre hn en facteur : on a ainsi les n condi­
tions

f(x) = 

f'(x) =

fin-V(x) =

Donc pour qu’il y ait au point cl’abscisse x, entre les deux 
courbes, un contact d’ordre (n — i), il faut et il suffit que les 
ordonnées des deux courbes et leurs dérivées jusqu’à Vordre 
(,n — i) inclus soient égales en ce point.

Si l’on cherche les valeurs de h donnant les points communs aux 
deux courbes, il faut déterminer h de façon que Mt coïncide avec M2, 
c’est-à-dire quejv, —y2 = o. On a ainsi l’équation

o = 1itl ( (Zq H— d\ h —J— -f-.. . )?

qui admet la racine nulle d’ordre /z, h = o. On peut dire alors que 
les courbes ont n points communs confondus en M.

L’ordre de contact des deux courbes au point commun M est 
donc égal au nombre de points d’intersection confondus en M, 
diminué d’une unité.

Ainsi, en un point ordinaire, une courbe et sa tangente ont un 
contact du premier ordre (deux points d’intersection confondus). 
En un point d’inflexion, une courbe et sa tangente ont un contact 
du deuxième ordre (trois points d’intersection confondus).



MN la normale limitée au même axe et MA l’ordonnée du point M
{fig- 75)-

La sous-tangente Sf est le segment TA. L’équation de la tan­
gente étant

Y —y = y\X — x),
'

on aura l’abscisse du point T en faisant Y = o, ce qui donne

X — x — —

L’abscisse de A étant x, ta sous-tangente est x — X ; donc

S, = i= d*yWy

La tangente t est la longueur MT ; le triangle rectangle MAT

234

Position relative de deux courbes au voisinage du point de 
contact. — Si les courbes ont un contact d'ordre impair, elles 
ne se traversent pas au point de contact; si elles ont un contact 
d'ordre pair, elles se traversent au point de contact.

En effet, on peut toujours déterminer un nombre positif s assez 
petit pour que, h variant de — e à + le signe de yt—y2 soit 
celui du premier terme a0hn de l’expression (i). Alors si le contact 
est d’ordre impair, n est pair et y{ —y2 conserve le même signe 
quand h varie de — e à -f- e : les courbes ne se traversent pas ; 
e’est le cas de la tangente et d’une courbe en un point ordinaire 
(/t = 2). Si, au contraire le contact est d’ordre pair, n est impair 
et y,—y2 change de signe quand h variant de — s à + s passe 
par zéro : les courbes se traversent; c’est le cas d’une courbe et 
d’une tangente d’inflexion (n = 3).

CHAPITRE X.

146. Sous-tangente, tangente, sous-normale, normale. — Soient 
un point d’une courbe, MT la tangente limitée à l’axe Ox,

Fig. 75.

M (x,y)

y

æ

M
X
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donne immédiatement, d’après la valeur précédente de TA,

‘=r[/ y/ dx2 -+- dy-
dy

La sous-normale Sfl est le segment AN. L’équation de la normale
étant

i
Y —y = — (X — x),

y

en faisant Y = o, l’abscisse X du point N : d’où la valeur 
X — x de la sous-normale
on a

dy
s„=yf = rÿz-

La normale n est la longueur MN. Le triangle rectangle MAN 
donne

y/ dx2 -+- dy2n — y \J \ ÿ'i= y
dx

147. Courbe aux tangentes égales (tractrice ). — Cherchons une 
courbe plane dans laquelle la longueur TM de la tangente {fi g. “5) 
soit constante. Supposons la courbe du côté desjK positifs; appe­
lons a la longueur constante TM et u l’angle x TM : le triangle ATM 
{Jig. jo) donne immédiatement

y = a sin u.

D’autre part, le coefficient angulaire de la tangente étant lang?/,

(2)

on a
dy dy

dx —^ = tans"’ tanga ’

et en remplaçant dy par sa valeur tirée de (2)

COS2 U
a —-----sin udx = du ;

en remplaçant cos2m par 1 — sin2 a, on a

1dx = — sin u ) du.a \ sin u

L’intégration donne

tang-^- -+- cos uj.x — x0 — a



Faisons alors varier a de o à — • Pour u = o, x = — oo, y = o;

la courbe est asymptote à Ox. Quand u augmente, x et y
dx dv ■ .r r,et sont positils. Pour u =

■>.

augmentent, car

et y = a: au point A ainsi obtenu, la tangente se confond avec 
l'axe des y. La courbe s’achève par symétrie par rapport à O y.

x — o

256

Les coordonnées d’un point de la courbe sont ainsi exprimées 
en fonction d’un paramètre u.

Construisons celle des courbes qu’on obtient en faisant x0 = o
{fiS- 76) :
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x = a ^ L tang — -+- cos ù^j,

y = a sin u.

Pour que tang ^ soit positif, il faut faire varier u de o à tz.

Fig. 76.

y

A

Deux valeurs supplémentaires de u donnent deux points de la 
courbe symétriques par rapport à l’axe O y. En effet, soient x{ 
etyx les valeurs des coordonnées correspondant à la valeur

U\ = TT ---  U.

On a

“)]■= “[Lla ns(î-f) -I- cos(tt —Xi

yx = a sin (tt — u).
Mais

/ TC U \ U8(;_ 2/ = cotï = 1
tang u

tang- 

sin(7t — u) = sin a.COS ( TC — u) —  COSU,

Donc
X1 = — X, y\ = y-

W
 I u



Remplaçant dx et dy par leurs valeurs (12) et (13), on a, après 
réduction.

cos u ,
a —.----du.sin u

ds ——

ds
où il faut mettre le signe —, car u est en M, supérieur à 
positif.

D’où, en intégrant,

et -7- du

s — — aL sin m,

sans ajouter de constante, car, s étant compté à partir du point A, 

doit s’annuler pour u = > ce qui a lieu, puisque Li = o.

II. — MAXIMUM ET MINIMUM D’UNE FONCTION 
D’UNE VARIABLE

118. Règle. — Nous rappelons rapidement la règle qui permet 
de trouver les maxima et minima d’une fonction

y =/Ob

d'une variable x, pour préparer la méthode géométrique que nous 
emploierons plus loin, au sujet des maxima et minima des fonc­
tions de deux variables.

Si une fonction f(x) qui admet une dérivée continue est 
maximum ou minimum pour x = ci, la dérivée f (ci) est nulle, 
car la tangente au point correspondant de la courbe représenta­
tive est horizontale.

Pour distinguer le maximum du minimum, 011 peut donner une 
règle fondée sur le signe de /"(a), quand cette quantité n’est pas 
nulle. En effet, en un maximum tel que G ( jig. 77), la tangente 
est horizontale, f'(a) — o, et la courbe tourne sa concavité vers 
les y négatifs : donc f" (a) -< o.

Au contraire, en un minimum tel que D, la tangente est hori­
A
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Rectification de la courbe. — Appelons s l’arc de courbe 
compté à partir du point de rebroussement A dans le sens AMt. 
On a

ds = f dx% ■+- dy'1.

t- 
M
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zontale, f {a) — o, mais la courbe tourne sa concavité vers les y 
positifs ; donc /"(«)>■ o.

CHAPITRE X.

F'g- 77-

y

C"
c

Cl
A 30B0

y
D

Donc, si f (a) étant nul, f"[a) est négatif, la fonction est 
maximum pour x = a; si f (a) étant nul, /"(a) es/ positif, la 
fonction est minimum pour x = a.

Nous n’examinerons pas en détail les cas où /(a) et f"{a) 
seraient nuis en même temps. La considération du développement
de

f(.a + h) —f(a),

suivant les puissances de /<, par la formule de Taylor, conduit à la 
règle suivante :

Pour que la fonction f{x) soit maximum ou minimum, pour 
x = a, il faut et il suffît que la première dérivée qui ne s’annule 
pas pour x = a soit d1 ordre pair. La fonction est maximum ou 
minimum suivant que cette dérivée prend, pour x — a, une valeur 
négative ou positive.

III - ENVELOPPE D’UNE FAMILLE DE COURBES PLANES.

119. Équation de l’enveloppe. — Soit

f(x,y,l) = o

l’équation d’une courbe plane C contenant un paramètre A. 

Quand \ varie d’une manière continue, cette courbe se déplace 
d’une manière continue. On dit qu’elle admet une enveloppe, 
quand il existe une courbe E à laquelle les courbes G sont toutes 
tangentes. Les courbes G sont les enveloppées.
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un des points de l’enveloppe et 

>0 = O

Soit {fis- 78)

l’équation de l'enveloppée C qui touche l’enveloppe E en ce point.

Fig. 78.

V

M’
>1E

r

Ee coefficient angulaire de la tangente à l’enveloppée est donné 
par

f'x dx -hf'. dy = o,

où dx et dy sont les projections d’un élément d'arc MM/ de l’en­
veloppée.

Pour avoir le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppe 
au même point, remarquons que, le long de l’enveloppe, les coor­
données x et y du point de contact M sont fonctions de A,

y = WMi

car le point de contact M est déterminé quand A est donné. Ces 
fonctions de A vérifient identiquement la relation

f(x,y, X) = o.

Quand on fait croître A de sa différentielle o?A, le point de con­
tact passe de M en M, sur l’enveloppe et ses coordonnées croissent 
de leurs différentielles dK x el d{y, eommef(x,y, a) est nulle, sa 
différentielle l’est également; on a donc

f'x dxx fy diy +/,; dl

Géométriquement, dAx, dKy sont les projections d’un élément 
d’arc MM, de l’enveloppe E. Le coefficient angulaire de la tan­
gente à l’enveloppe en M étant égal à celui de la tangente à l’en-

(0

x = <p(X),

<2) = O.
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veloppée, on doit avoir
cly_ _ dxy 
dx dy X

Les équations (1) et (2) donnent alors

fi — O.

Donc les coordonnées du point de contact M vérifient les deux 
relations

/O.JKi ^) = O, fi = °-(3)

En éliminant X entre ces deux équations, on a l’équation de 
l’enveloppe E, quand cette enveloppe existe.

Réciproquement, soit E la courbe dont l’équation est obtenue 
en éliminant X entre les deux relations (3) ; en tout point x, y de 
cette courbe, qui n'est pas un point singulier de l’enveloppée 
correspondante G, la tangente est la même à E et à G. En effet, 
comme au point considéré, f[= o, les équations (1) et (2) donnant 
les coefficients angulaires des tangentes aux deux courbes G et E 
au point x, y sont

fx dx + fÿdy =0, 
fx fl x fy d\ y — O,

si fx et f ne sont pas nuis à la fois, c’est-à-dire si le point (x, y) 
n’est pas un point singulier de l’enveloppée f(x,y,\) = o on a

dy _ dxy
dx d\x’

ce qui démontre le théorème.
En résumé, la courbe obtenue en éliminant X entre les deux 

relations (3) est, ou bien l’enveloppe des courbes

A&,y> *) = °»

ou le lieu de leurs points singuliers.

Remarque. — Eliminer X entre les deux équations

X) = o, /x = o,

revient à exprimer que l’équation f(x, y, X) = o, en X, admet une 
racine double.
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150. Le point de contact de l’enveloppée C avec l’enveloppe E 
est la limite d’un des points d’intersection de C avec une enve­
loppée C' infiniment voisine. — En effet, l’équation de C est

f(*,y, Q = °;

celle d’une enveloppée voisine C

/0,/,X-t-AX) = o.

(G)

(G')

Les points d’intersection de ces deux courbes sont donnés par le 
système des deux équations (G) et (G'), ou par le système équi­
valent

X + AX) — f(x,y, X)
f{x,y, M = o, — c.AX

Quand A), tend vers zéro, ce système devient précisément le 
système (3) qui définit les points de contact de lenveloppée avec 
l’enveloppe E. Le théorème est donc démontré.

151. Exemple I. — Enveloppe d'un cercle de rayon con­
stant R dont le centre décrit une courbe donnée. — Soient 
a et b les coordonnées du centre P du cercle {fig- 79) ; ce point

Fig- 79-

T/M'
\

' /

MH

devant décrire une courbe donnée I1FL, a et b sont des fonctions 
données d’un paramètre À

<p(X), 6 = <KX).a =

L’équation du cercle mobile est alors

(x — a)2 -+- (y — b)2 — R2 = o,

R étant constant. Pour avoir les points de contact M et M' du

(4)
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cercle avec l’enveloppe, il faut associer à l’équation du cercle 
l’équation obtenue en dérivant par rapport à À

chapitre x.

<//>da
j£5) = O.

Si, dans cette équation, on regarde x et y comme des coordon­
nées courantes, elle représente une droite passant par le point 
P (a, b) et normale à la courbe HH' lieu du point P. Les points 
de contact du cercle avec l’enveloppe sont donc aux extrémités du 
diamètre MPM7 normal à la courbe lieu des centres. Les points de 
l’enveloppe s’obtiennent encore en portant sur la normale en P 
deux longueurs égales à R

PM - PM' = R.

Les courbes ainsi obtenues s’appellent courbes parallèles à la 
courbe donnée HH' : les tangentes à ces courbes en M et M' étant 
tangentes au cercle sont normales au diamètre MPM' et, par suite, 
parallèles à la tangente en P à la courbe donnée HH'.

Géométriquement, si P' est une position du centre voisine 
de P, les points communs aux deux cercles de centre P et P' et 
de même rayon, sont sur la perpendiculaire à PP' en son milieu. 
Quand P' tend vers P, PP' devient tangent à la courbe HH' et la 
perpendiculaire au milieu de PP' devient la normale en P à cette 
courbe. Les points de contact du cercle avec son enveloppe sont 
donc sur cette normale, comme nous l’a montré le calcul.

152. Exemple II. — Dans l’exemple précédent, nous avons 
trouvé une véritable enveloppe, il peut se faire, comme nous 
l’avons dit, que la règle indiquée fournisse des lieux de points 
singuliers. En voici un exemple élémentaire. Soit à trouver l’en­
veloppe des courbes

(y — 1 )2 -+- x’* — xn- = o.(C)

D’après la règle, il faut éliminer À entre celle équation et la 
dérivée par rapport à K

y — K — o.

L’élimination est immédiate et donne comme enveloppe

xk— a?2 = o,(E)
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équation qui se décompose en 

x'1 = o, x -+- i = o,X — 1 = 0,

et qui représente Taxe Oy, avec les deux parallèles AA/ et B B', à 
l’unité de distance de cet axe. Construisons les courbes C. Nous 
voyons que leur équation se déduit de celle de la courbe

y2 -4- x'* — x- = o,

en changeant y en y — À. Les courbes C s’obtiennent donc en 
faisant glisser la courbe (6) parallèlement à elle-même le long 
de O y. Cette courbe (6) a la forme indiquée ( fig. 8o), avec un

Fig. 8o.

(«)

B' A'y

A ^B

point double à l’origine O et deux sommets en A et B. Quand on 
la déplace le long de O y, elle a bien pour enveloppe les droites 
AA' et BB'; mais elle n’a pas pour enveloppe l’axe O y trouve 
dans le calcul. Cet axe est le lieu des points doubles des enve­
loppées.

IV. — COURBURE DES COURBES PLANES

153. Courbure d’un cercle. — D’après l’idée vulgaire de cour­
bure, un cercle a une courbure d’autant plus grande qu’il s’éloigne 
plus rapidement d’une de ses tangentes, c’est-à-dire que son rayon 
est plus petit. En précisant celte notion 
courbure d’un cercle de rayon R l’inverse du rayon

convient d’appeleron

- la:
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On peut, comme il suit, évaluer la courbure d’un cercle dont on 
connaît seulement un arc MM'. Menons les tangentes Mi et M'f' 
au cercle, aux extrémités M et M' de l’arc considéré, dans un même 
sens de circulation sur le cercle, et appelons £ l’angle de ces deux

Fig. 81.

CHAPITRE X.

t

M M1

t ’

0

tangentes. Cet angle étant égal à l'angle au centre MOM', on a
{fig- 8l)

arc MM' = Re,
i £

R arc MM'’

formule qui donne la courbure du cercle.

154. Courbure moyenne d’un arc de courbe. Courbure en un 
point. — On étend les notions précédentes à une courbe plane 
quelconque de la façon suivante :

Soient (fig. 82) MM' 
les tangentes menées, aux extrémités de cet arc, dans un même

Fig. 82.

arc d’une courbe plane, Mi et M'f'un

t'ÿ c t
w/£.

M /0» /

//
<7 + A crcr

o

sens de circulation sur la courbe; désignons par e l’angle de ces 
deux tangentes, que l’on nomme l'angle de contingence. On ap­
pelle courbure moyenne de l’arc MM' le rapport

£

arc MM'
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Quand le point M7 se rapproche du point M, ce rapport varie. 
On appelle courbure au point iM la limite vers laquelle tend la 

courbure moyenne de l’arc MM7, quand le point M/ tend vers le 
point M :

COURBURE D’UNE COURBE PLANE.

Courbure en M = lim
arc MM'

On désigne cette courbure par et l’on convient d’appeler R

le rayon de courbure de la courbe au point M. Ainsi, le ra_yon de 
courbure en un point est inverse de la courbure en ce point :

arc M M'
R = lim

Centre de courbure'en un point d'une courbe; cercle de cour­
bure ou cercle osculateur. — Le centre de courbure G d’une 
courbe en un point M est le point obtenu en portant, sur la nor­
male, dans la concavité de la courbe, une longueur MC égale 
rayon de courbure R au point M (voir jig. 82).

Le cercle de courbure ou cercle osculateur en M est le cercle 
décrit du centre de courbure G comme centre, avec le rayon de 
courbure R comme rayon. Ce cercle est tangent à la courbe en M; 
nous verrons plus loin qu’en général il traverse la courbe au 
point M et que de tous les cercles passant par M, c’est celui qui se 
rapproche le plus de la courbe, au voisinage du point M.

au

155. Expression du rayon de courbure en coordonnées rectan­
gulaires. — Soit une courbe plane, sur laquelle nous prendrons 
une origine O’ des arcs s. Désignons par 7 l’angle de la tangente M t 
à la courbe avec une direction fixe Ox (voir Jig. 82). Quand 
le point M se déplace en M', l’arc OGM augmente de l’arc MM'= A s, 
et l’angle 7 augmente de Aa\ L’angle s des tangentes M t et MG 
est égal à la valeur absolue de Ao\ On a donc, pour la courbure 
moyenne de l’arc MM', l’expression

arc M M'

où il faut choisir le signe de façon à avoir un résultat positif. La



où le signe doit être choisi de façon que soit positif.

En désignant les coordonnées d’un point M de la courbe par x 
et jp, on a

dylanga=3-,

d’où
dy,= arc tang —,

et
dx di y — dy dïx

dx d-y — dy d2 xdx2
d~ =

dyy dx2 H- dy '1
dx

D’autre part :
i

ds — \/dx1 -+- dy2 = ( -+- d'y2 ) 2 ;
donc

d2_p — dp d^xth
K~± ds^'^

( d.r2 -+- dy* )

Supposons que les coordonnées d’un point de la courbe soient 
exprimées en fonction d’un paramètre u par les formules

y = ? (a),

on aura, en prenant u comme variable indépendante,

dy = ©'(«) 

d2 ) cùi2 ;

x = /(«),

d.27 = f'(u) du, 

d-x = f"(u) d«2,

i=±ÛW£, 
K (/'5+?'•-)

Si l’on suppose l’équation de la courbe résolue par rapport à jp, 
et si l’on prend 5? comme variable indépendante, on a, en dési-
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courbure — au point M est alors donnée par la formule

-L I j m Ade
± 1 i m — •arc MM'R A s

d?AœOr la limite de — est on a donc dsA s

dn1
R ~~ds’

li|
cc

t-s
 cc



et, par suite,

Dans toutes ces formules, il faut prendre le signe de telle façon 
que R soit positif. Par exemple, dans la dernière formule, il fau­
dra prendre le signe si y" est positif, c’est-à-dire si la courbe 
en M tourne sa concavité vers les y positifs; il faudra prendre le 
signe — dans le cas contraire.

En un point d’inflexion,y" = o, le rayon de courbure est infini : 
le cercle oscillateur se confond avec la tangente.

Convention sur le signe du rayon de courbure. — Si l’on 
convient de considérer le rayon de courbure en M comme positif 
ou comme négatif suivant que la concavité au point M est tournée 
vers lesjy positifs ou vers lesjy négatifs, on a dans tous les cas

A
p ... (!+/»)*

y"

lo6. Rayon de courbure dune conique. — Considérons une 
conique rapportée à un axe Ox et à la tangente au sommet O y. 
L’équation de la courbe est de la forme

y2 = 2/> x -+- q x*1 ;

p est le paramètre de la conique ; le genre de la conique dépend 
du signe de q :

(O

Si q o, la courbe est une ellipse;
hyperbole ; 
parabole.

Appelons n la longueur de la normale MN du point M à l’axe 
de symétrie Ox] nous allons montrer que le rayon de courbure 
en M est

Si q > o, 
Si q = o,

n3
R = —

P2
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gnant par y' et y1' les dérivées première et deuxième de y par rap­
port à x,

d2 y — y" dx2, d2 x — o ;dy — y’ dx,

»:
w

l

K

h.
+

+1

- la;



Donc
b*b2

P <7 a2K

Appliquons cette formule aux coniques. En différentiant deux 
fois l’équation (i), on obtient

yy' = p + qx, • 
yÿf+y'l= q\

remplaçant dans la deuxième équation y' par sa valeur tirée de la 
première

y3y"= ?.r2 — O + qxY-

Remplaçons dans le deuxième membre y- par sa valeur ([) et 
réduisons, il vient

y3y" = -p2-

D’où, en substituant dans la valeur de

rt 3
R= —-

ÏÏ’

P2

Ce rayon peut donc être construit graphiquement, à l’aide de 
deux quatrièmes proportionnelles.

Application aux sommets d'une ellipse. — Soit une ellipse 
de sommets A, A' et B, B'. Cherchons les rayons de courbure aux 
sommets. Le grand axe étant pris pour axe des x et la tangente au 
sommet A' pour axe des y, l’équation de la courbe est
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En effet, on a (n° 146)

s/i -+-/*= >

et, par suite, pour une courbe quelconque,

±y3y"

jv/i+JK'2,71 ~

±y"
I n3(n-y2)2

Si nous supposons y positif en M, y" négatif, on a

, y3y"

R ~ n3

%

<M 
I 'N

<5
1 e«l

ï
to

K

x I
 s

- 
cd
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D'autre part, la longueur n de la normale MIN est

n = y v/i -+• y2 = v'y2 -HJK2/2-

yy' — p -+■ 9xi

on voit que, au point A'(a? = o, y = o), on a

(yy")o = p

269

Gomme

et
n = p.

Alors
b*ri3

Ko = „ (sommets A et A')./>* “ a

Aux sommets B et B', la normale MN a pour longueur b; le 
rayon de courbure est donc

è3
R'= —

a2
(sommets B et B').

/?2 6

Pour construire les centres de courbure correspondants, on trace 
le rectangle formé par les tangentes aux quatre sommets {fig. 83),

Fig. 83.

B ,E

A-

B’

D

et, du sommet E de ce rectangle, on abaisse une perpendiculaire 
sur la droite AB; les points C et D où cette perpendiculaire coupe 
les axes sont les centres de courbure relatifs aux sommets A et B. 
En effet, les triangles semblables AEC et AEB donnent

AC = — = R0.
AC b

Ua



l'équation d une chaînette (fig. 43). On a

X XI _ y-- --T >1
en — e ea -+- e a-2 a

= ^-v/n-/2= ( e“ + e
a

Donc
.7" a

1. - —T y
y'1 a

(Ï-+-/2)2

La longueur n de la normale jusqu’à Taxe Ox est

/--------- y -n =ys/\-r/*= -y-;

donc
R = «.
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De même, les triangles semblables BDE et BAE donnent

BD _ a 
~~b’

. «2
BD =

Ces points étant construits, on peut tracer les cercles oscillateurs 
à l’ellipse aux quatre sommets et en conclure un tracé approxi­
matif de la courbe qui se rapproche beaucoup de ces cercles au 
voisinage des sommets.

En A et A', les cercles oscillateurs sont intérieurs à l’ellipse; 
en B et B;, c’est l’ellipse qui est intérieure aux cercles oscillateurs.

157. Rayon de courbure de la chaînette. — Soit

Le rayon de courbure, en un point d’une chaînette, est égal à la 
longueur de la normale du point de la courbe jusqu’à l’axe Ox.

Rayon de courbure de la cycloïde. — En calculant i'arc de 
cycloïde (n° 66), nous avons trouvé

ds — i.a sin — du.

D’autre part, la tangente à la cycloïde au point M, étant la 
droite MB qui fait avec la verticale IB, c’est-à-dire avec une direc-

h I -

ai
-

\ 
•- 

I 
CS

h 
I s

-
1*

I+s I
 H

« 1 
a
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tion fixe, l’angle l'angle s de deux tangentes infiniment voisines
est

, uZ — cl - ■
2

Le rayon de courbure est donc

„ ds uR = — = 4 a sin — •
■>z

Or, dans le triangle BMI, on a la longueur n de la normale
{fis- 24)

n — MI — ia sin — :
2 ’

donc
R = 2 MI = 2 n.

Le rayon de courbure, en M, est égal an double de la nor­
male ML

V — ÉTUDE D’UNE COURBE PLANE DANS LE VOISINAGE
D’UN POINT.

158. Développement de l’ordonnée en série — Soit O un point 
quelconque de la courbe : prenons ce point pour origine, pour

Fig. 84.

y

A

C0
M

PO

axe Ox la tangente, pour axe O y la normale du côté de la conca­
vité de la courbe {fig- 84).

Soit
y =/0)

l’équation de la* courbe. En supposant x suffisamment petit, 011 

pourra, si l’origine n’est pas un point singulier de la courbe, déve-



a, b, ... sont des coefficients conslanls.
Cette formule (2) va nous permettre d’établir divers théorèmes.

159. Le centre de courbure, en un point d’une courbe plane, est 
la limite du point de rencontre de la normale en ce point et de la 
normale infiniment voisine. — Démontrons le théorème pour le 
point O. Le centre de courbure en O est, par définition, le 
point C0 obtenu en portant sur la normale Oy, dans le sens de la 
concavité, une longueur OC0 égale à R0 (Jig. 84).

chapitre x.272
loppery en série par la formule de Mac-Laurin

r =/<»)+(I)

Cette série sera convergente dans un intervalle symétrique par 
rapport à zéro et représentera, par suite, un arc de la courbe com­
pris entre deux ordonnées placées symétriquement par rapport
à O y.

Comme la courbe passe par l’origine, f(o) = o ; et, comme la 
courbe est tangente à Qx, le coefficient angulaire f'(&) de la 
tangente est nul au point O : f'(o) = o.

Cherchons le rayon de courbure à l’origine. On a, en général,

y"
K “ 3

(n-y*)
Actuellement, on a

7 =/Ob y'=f'(x), y=/"(*),

-A l’origine, x — o, y' s’annule et y" devient égal à f'(o). On a 
donc, en appelant R0 le rayon de courbure à l’origine,

TT = /"( °).l'o

On peut alors écrire le développement (1) de y, en y rempla­
çant /(o) et /'(o) par zéro, f"(o) par la valeur ci-dessus

x2
-t- a x'6 -l- b x'* -+-. .(a) y = • 12 Ho

-r
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Soit M un point voisin de O. La normale, en ce point, a pour 
équation

273

Y —J = — (X-ar),
y

et le point A, où elle coupe la normale Ojp(X = o), a pour or­
donnée

V xY =7+ -7*(A)
y

Remplaçons la dérivée ÿ par sa valeur tirée du développe­
ment (2) ; il vient

xY — v h-----
J x

tt—h àax* . .
Ro

ou, en simplifiant ?
Ko\=y +

I i +...

Quand le point M se rapproche indéfiniment du point O, les 
coordonnées x et y tendent vers zéro, et l’on a

lira Y = R0.

Le point A tend donc bien vers le centre de courbure C0.

160. Si l’on abaisse d’un point M de la courbe la perpendicu­
laire MP sur la tangente en O, le rayon de courbure en O est donné 
par la formule

-----2
OP 
2MP ’

R0 = fini

quand M tend vers O. — En effet, en désignant par x et y les coor­
données de M, on a (Jig. 84)

—2
OP =372 MP = y.

Le développement (2) donne immédiatement

•2 MP 2JK I
= TT----1- iax . .,

Kox-OP
A. »8
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et, si l’on fait tendre x vers zéro,

2 MF ilim ----- 2 RoOP

Donc, en prenant les inverses,
------- 2
OPR0 = lim ■ •
2MP

Le cercle de courbure (ou cercle osculateur), eu un point O 
d'une courbe, est la limite vers laquelle tend un cercle tangent 
en O à la courbe et passant par un point M infiniment voisin 
de O. — En effet, figurons le cercle tangent en O à la courbe, 
c’est-à-dire à Ox, et passant par un point M de la courbe.

Fig. 85.
y

M'

Tvi

P ce

Soit R le rayon de ce cercle. L’ordonnée MP le coupe en un 
deuxième point M; et l’on a évidemment (fig. 85)

PM' = 2 R — PM.

La relation élémentaire
—2
OP = PM.PM'

s’écrit alors
OP2= PM(2R—PM),

d’où
--------2
OPPM

R —------- !- 2 PM*2

Quand le point M tend vers O, PM tend vers zéro, le rapport
OP2 tend vers R0 et l’on a
2 MP

lim R = R0

ce qui démontre le théorème.
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161. Le cercle de courbure, en un point O d’une courbe, est la 
limite d’un cercle passant par O et par deux points de la courbe 
infiniment voisins de O. — Soient M et M, deux, points de la 
courbe voisins de O. Les trois points O MM, déterminent un cercle. 
Ce cercle tend vers le cercle de courbure en O, de quelque ma­
nière que Von fasse tendre les points M et M, vers O le long de 
la courbe ( fig. 86, 1).

Fig. 86.

B,
''JM B \B,

j

Pour simplifier, nous nous bornerons au cas où l’on fait tendre 
les deux points M et M, successivement vers O. Si l’on fait d’abord 
tendre M, vers O en laissant M fixe, le cercle OM,M devient un 
cercle langent en O à la courbe et passant par M. Si, ensuite, l’on 
fait tendre M vers O, ce cercle devient le cercle de courbure en O, 
d’après le théorème précédent.

D’après cela, le contact du cercle oscillateur et de la courbe est 
en général d’ordre 2. Il peut exceptionnellement être d’un ordre 
plus élevé : c’est ce qui a lieu, pour les sommets d’une ellipse, où 
le contact est d’ordre 3.

162. Le cercle de courbure, en un point d’une courbe, traverse 
en général la courbe. — En effet, considérons d’abord un cercle 
passant par le point O et par deux points M et M, pris sur la 
courbe dans le voisinage de O (fig. 86, I). Si un mobile suit la 
courbe en marchant de la gauche vers la droite, il est d’abord hors 
du cercle jusqu’au point M,; sur l’arc M, O, il est dans le cercle; 
sur l’arc GM, en dehors, et, sur l'arc qui suit Je point M, il est 
dans le cercle. Nous avons, sur la figure 86, pointillé les arcs 
intérieurs au cercle et tracé en traits pleins les arcs extérieurs. Si, 
maintenant, les points M et M, tendent vers O, les arcs M,0 
et OM disparaissent, le cercle devient osculateur en G et il ne 
reste que les deux arcs B, G etGB qui sont : l’un extérieur, l’autre 
intérieur au cercle osculateur (fig- 86, II). Cette propriété tient à



Rayon de courbure. — Soit cr l’angle de la tangente Mt avec Ox : 
on a, d’après le triangle O AM (fiig. 87),

<T = V -+- 0,

ou, d’après la formule

tangV = J

^ +0.(O lang­er = arc

D’autre part, la différentielle de l’arc est (n° 69) 

ds — \Jdr2 -t- r2 d02.(2)
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ce que le contact est en général d’ordre 2 (ordre pair) (n° 145). 
S’il est d’ordre 3 (sommets d'une ellipse) le cercle oscillateur el la 
courbe ne se traversent pas.

CHAPITRE X.

VI. — EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE D’UNE 
COURBE PLANE EN COORDONNÉES POLAIRES.

163. Angle de la tangente avec le rayon vecteur. — Soient r 
et 9 les coordonnées d’un point M {fig. 87),

r=A<>)
l’équation de la courbe. Appelons V l’angle de la tangente en M 
avec le prolongement MR du rayon vecteur. Soit M' un point 
infiniment voisin de M, ayant pour coordonnées polaires r-{-dr 
etG + afS; décrivons, de O comme centre, avec OM = r comme 
rayon, un arc de cercle MP. Quand M' tend vers 
tend vers V. Le triangle infinitésimal MPM' est rectangle en P. 
On a

M, l’angle PM'M

PM' = dr, PM' M = V.MP = rdQ,

Donc, d’après les formules élémentaires sur les triangles rec­
tangles,

rr d§ — dr tangV, d’où

dren désignant par r' la dérivée •



où le signe doit être choisi de façon que soit positif.
Pour la retenir pins facilement, il est commode de mettre cette 

formule sous la forme suivante :

i
i /■
R=± l’

^ j désigne la dérivée seconde de b par rapport à 0.où

COURBURE D UNE COURBE PLANE.

Pour avoir le rayon de courbure, il suffit d’appliquer la for-
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mule
di
ds ’

telle qu elle résulte de la définition même (n° lo5).

Fig. 87.
/

P
R

M
A itr

CDAo

Nous ferons le calcul, en prenant 8 comme variable indépendante 
et désignant par r" la dérivée seconde de r par rapport à 8. 
Nous écrirons

da
dQ1± R ds
dO

Or, d’après (1),

,.'2_ rr“ /•2 -+- 2 /•'2 — rr"d<j 1
r'2 /•2 -+- r'2dÜ /■2

/•'2
et, d’après (2),

,______  1
— = /ÂfT* = (r'2 4- r2)2.

Donc
/•2-f- 2 r'1— rr"1

R=± yA
(r2-+- r'2)2

- 
1 k

- læ



où a est une longueur donnée et m un nombre constant, que nous 
supposons positif. Elle a la forme indiquée dans Ja figure 88 ; elle 
est asymptote au pôle.

Dans cette courbe
itangV = m ’

•jl 78 chapitre x.

Points d'inflexion. — Ce sont les points où R 
sont donc donnés par l’équation

7’2 -4- 2 r'2 — rr" = o
ou

//I = O.
r

164. Exemple. — Cardioïde (n° 70). — L’équation de la car- 
dioïde est

r = «(i + cos 0 ).
On a donc

r” = •— a cos0.r' = — a sin 0,

Après des réductions évidentes, on a 

r2-t- 2/■2— rr" = 3«2(i -+- cosO) = 3ar, 

Donc

r2 +r'! = îa2(i -4- cos0) = 2ar

33 ar1
(2 arf 2/1^

R = 2 y/2 ar.

Le rayon de courbure varie proportionnellement à la racine carrée 
du rayon vecteur r. 11 est nul, au point de rebroussement.

Le rayon de courbure étant toujours fini, il n’y a pas de points 
d’inflexion.

R ~

165. Spirale logarithmique. — Cette courbe a pour équation

aem0,r =

1 = o : ils= 00
R '

l’angle V est donc constant. Comme

a = V-f-0,

- 
Ss
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on a
de dO1

R ds ds ’

R = y/r'2 -4- /*2.
Mais

r' = maem® = mr,
donc

R = r y/ x -t- m2.

Le rayon de courbure est proportionnel au rayon vecteur. C’est 
ce qu’on peut voir géométriquement. Le centre de courbure, en M, 
est la limite du point de rencontre C de la normale en M et de la 
normale au point infiniment voisin M\ Les angles OMC et OM'C

Fig. 88.

C

M

0

( Jig. 88) sont égaux, car l’angle V de la tangente avec le rayon 
vecteur est constant. Alors

OMC = 6ÎL = - —V.
■).

Le quadrilatère rectiligne OMM'C est inscriptible, et l’angle

COM est le supplément de CM'M. Mais, quand M' tend vers M,

la corde M'M tend vers la tangente, l’angle CM'M devient droit

puisque M'C est une normale; donc COM devient droit.
Pour avoir le centre de courbure en M, il suffit donc de prendre 

l’intersection de la normale en M avec la perpendiculaire OC à OM. 
Le rayon R = MC est alors, dans le triangle COM,

R =

car
1

tanev = — m

Cette courbe n’a pas de points d’inflexion.
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VII. — EXERCICES SUR LES RAYONS DE COURBURE 
DES COURBES PLANES.

166. Courbe dans laquelle R = ©(<7). — Supposons qu’on veuille 
trouver une courbe, dans laquelle le rayon de courbure R est une 
fonction donnée de l’angle <7, que fait la tangente avec une direction 
fixe Ox.

dsComme R* = la relation donnée de

R = ?(<t)
devient

ds = <p (a) de.

D’autre part, on a, en appelant x et y les coordonnées d’un point 
de la courbe (110 143),

dx = ds cos 7,

Remplaçant ds par sa valeur, on aura 

dx = cp ( a ) cos a de,
ït> / '

D’où l’on tire x et y en intégrant

x — Xq = J'cp(a)cose de,

= J<p(a) sina de,

Xq et y0 désignant des constantes d’intégration.
On a ainsi les coordonnées d'un point de la courbe cherchée en 

fonction d’un paramètre <j.
Quand on fait varier x0 etjy0, la courbe 11e change pas de forme, 

elle ne fait que se transporter parallèlement à elle-même. En effet, 
en portant l’origine au point x0 ely0, on réduit les équations à la 
même forme que si x0 ety0 étaient nulles.

Exemples. — i° Soit à trouver une courbe dont le rayon de 
courbure est constant et égal à a

dy — ds sin e.

dy = <p( a) sin e de.

y —y 0

ds
R = a, -r- — Cl.de
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On a alors
dx = a cos e dey dy = a sina de.

En intégrant

x — Xq — a sin e y — y0 = — a cos 7.

Eliminant <r, on a l’équation de la courbe

ta; — x0)*-+-(y— y0)*= a2;

c’est un cercle de rayon a.
2° Soit à trouver une courbe telle que

R = 4 sin e,

a désignant une constante. On a alors

ds = sin e de,
dy — 4 a sin2a de,dx = 4 a cos a sina de,

ou encore

dx = la sin 2a de. dy = 2a(i — cos2a) de.

Intégrant, on peut écrire

x — x0= a( 1 — cos 2 a),

En portant l’origine au point x0, y0 et remplaçant ‘it par u, on 
retrouve les équations d’une cycloïde (n°42), sauf le changement 
de x en y et dey en x.

La courbe est donc une cycloïde dont la base est parallèle à O y.

y —y0 = «( 2 a — sin 2 a).

167. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure 
est une fonction donnée de l’arc s. — Si l'on donne

R = W),
on en déduit, en remplaçant R par sa valeur^:

dsds de =
^(5)

et, en intégrant,
P ds°=J

*ti*)



2 8 2

Cette équation donne s en fonction de <r; on a, par suite, R en 
fonction de <7, et l’on est ramené au problème précédent.

La quadrature (i) donne a- à une constante arbitraire près; la 
valeur de cette constante change non la forme, mais seulement la 
position de la courbe. En effet, en faisant tourner les axes de coor­
données, on ne change pas s, mais on change <7 en <7-f-const., 
puisque cr est l’angle de la tangente avec Ox.

CHAPITRE X. — COURBURE D’UNE COURBE PLANE.
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CHAPITRE XI.
COURBES GAUCHES. — TANGENTE. — PLAN OSCULATEUR. 

COURBURE ET TORSION.

I. — TANGENTE.

168. Équations définissant la courbe. —• Pour définir une 
courbe gauche par rapport à trois axes rectangulaires O#, Oy, O .s, 
on peut donner les expressions des coordonnées d’un point M de 
la courbe en fonction d’un paramètre u :

y = ?(“)>

/*, ©, <1> étant des fonctions continues.

169. Tangente. — Soient M un point de la courbe dont les
coordonnées #, y, z correspondent à la valeur u du paramètre; 
M, un point voisin, dont les coordonnées s, correspondent
à la valeur u h du paramètre :

= /(« + *),

Les équations de la sécante MM, sont, en désignant par X, Y, Z 
les coordonnées courantes,

x = /(“), 5 = «Ka),

y\ = ?(«-+- h), Zl=ty(u h).

X — x Y— y _ Z — z(MM,)
Xi — x yi—y Zi--5

On peut écrire ces équations, en divisant tous les dénominateurs 
par l’accroissement h de u :

X — x Y — L—z=(MM,)
Xi — x y\—y Zi — z

h hh

Quand h tend vers zéro, le point M, se rapproche indéfiniment
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de M, la sécante MM, devient la tangente M^ en M. Le rapport
— X f(u -+- h) /(u) tend vers la dérivée ^ ou f'{u), de 

tendent vers ^ et ^ ou d(u) etd/(w);les

ouh h

t h
équations de la tangente sont donc

même

X —ir Y-y Z — z 
dy dzdx

du dudu
ou

X — x Y —y - Z~~z 
dy dz ’dx

ou encore
X — x _ Y —
/'(“) ~~ ?'(“) f (“)

Z — zy _

170. Cosinus directeurs de la tangente. — Prenons {fig- 89) 
sur la courbe une origine des arcs CL et un sens positif des arcs. 
Appelons s l’arc O'M regardé comme positif ou comme négatif, 
suivant que O'M est dirigé dans le sens positif ou en sens contraire.

Fig. 89.

LTU.Y*

O' >!

æx>

y

Menons une demi-droite M/ tangente à la courbe dans le sens dans 
lequel se déplace le point M quand s augmente. Nous allons cal­
culer les cosinus directeurs de cette demi-droite M t. Soit M, un 
point de la courbe correspondant à l’arc O'M, = s + A s, l’accrois­
sement A s étant positif. Le segment MM, compté positivement 
dans le sens MM, a pour projections sur les trois axes :

Xi — X, yi — y, —3,

en employant les mêmes notations que dans le numéro précédent.
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On a donc, en désignant par a, [B, y les cosinus des angles que fait 
le segment MM, avec les trois axes,

xx— x = M \I,. a, yt—y = MM,. P, zt— ^ =

On en tire, pour a, [3, y, des expressions qu’on peut écrire

K - yx~y As 
■ A 5 MM,’

COURBES GAUCHES. — TANGENTE.

z i — z M1VIY — --------- ------
A s A s

X\ — x As 
As MM, ’a =

Quand As tend vers zéro, M, tend vers M, la direction du seg-
• • A,ment MM, tend vers la demi-droite M£, le rapport ^ - d’un arc 

à sa corde tend vers i, et les rapports

■Ti— yXi — X Z\ --- Z
As As As

tendent vers les dérivées

dx dy dz 
ds ds ’ ds

Les cosinus directeurs a, (U, y de la tangente M£ sont donc 
donnés par les équations

dx dy dz
ds’(MO a = *ds ’

Ces équations sont aisées à retenir : elles expriment qu’un élé­
ment infiniment petit d’arc ds, dirigé suivant la tangente Mi, a 
pour projections, sur les axes, dx: dy, dz.

171. Tangente à une courbe gauche définie par deux équations 
non résolues. — Soient

G (a?, y, z)FO, y, z) = o,

les équations d’une courbe gauche. Chacune de ces équations, 
envisagée isolément, définit une surface, et la courbe est l’inter­
section de ces surfaces. On peut toujours imaginer que l’on ait 
exprimé les coordonnées d’un point de la courbe en fonction d’un 
paramètre u :

(O = o

X =/(“)> z = <K«).y = ?(«)»
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Si l’on substituait ces expressions dans les fonctions F et G, le 
résultat serait identiquement nul, quel que soit u, car les coor­
données d’un point quelconque de la courbe vérifient, par hypo­
thèse, les deux équations (i). On a donc, en difïerentiant ces deux 
relations par rapport à u,

CHAPITRE XI.

( F^. dx F'r dy -i- F '.dz = o,
\ G'x dx -H G'y dy -t- G ’.dz — o.

Ces deux équations déterminent les rapports de deux des quan­
tités dx, dy, dz à la troisième :

(2)

dzdx dy
(3)

Fy G’z — Fi Gy rzG'x- VXGL Fie;.- F'.G'X

Les équations de la tangente sont alors

X — ^ Y — y Z — *
“ dz *dx dy

où il reste à remplacer dx, dy, dz par les valeurs proportionnelles 
que nous venons de trouver.

Points singuliers. — La tangente est ainsi déterminée en chaque 
point de la courbe définie par les équations (i).

Il y aurait exception, si les coordonnées du point de contact 
vérifiaient les relations

F,Uc _ _
nt ni n> 9X ^y ^2

car, dans ce cas, Jes équations (2) se réduiraient à une seule et les 
dénominateurs des relations (3) seraient tous nuis. Les deux sur­
faces (1) qui, parleur intersection, donnent la courbe seraient alors 
tangentes au point considéré.

Un point de ce genre s’appelle un point singulier de la courbe 
gauche. C’est, en général, un point où se croisent plusieurs branches 
de la courbe.

Nous reviendrons sur cette question dans la théorie de l’indi­
catrice.

U

172. Différentielle de la longueur d’un segment de droite. —
Soit un segment de droite AB dont les extrémités A et B ont
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respectivement pour coordonnées x,y, z et x,,y,, z,. Supposons 
que ces coordonnées soient fonctions d’un paramètre u, de telle 
façon que les extrémités A et B décrivent chacune une courbe,

Fig. 90.

TANGENTE.

B'
A'

BA

/
quand u varie. Lorsqu’on fait varier infiniment peu u, les points 
A et B subissent des déplacements infiniment petits AA' et BB' 
ayant pour projections dx, dy, dz et dxt, dyK, dz{. La longueur l 
du segment

l -- ^(x — xt )2-+- (y —+ O — •si)2

a pour différentielle

dl — (x ~ ( dx — dx 1 ) -+- ( y — yx ) ( dy — dyx ) -+- ( z — zt)(dz — dz, )
/

Nous écrirons cette expression

(X\ — x) dx -+- (yi — y) dy («i — z) dzdl — — l
(x — X! ) dx j -+- (y — jki ) dy 1 -+■ (z — zx) dz

l

Le segment AA', de projections dx, dy, dz, fait avec les axes des

c’est-à-dire ds
, x dx dy dzangles ayant pour cosinus -p,

dx dy dz
ÂÂ7’ ÂA7’ ÂÂ7

Le segment AB, pris dans le sens AB, fait avec les axes des 
angles ayant pour cosinus

xt — x yi—y Zi — z
l l l

On a donc, en prenant le cosinus de l’angle de ces deux direc­
tions 5

(Xi — x) dx -+- (y 1 —y) dy -4- (zx — z) dzcos A'AB =
AA '.l
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On trouve, de même,

(x — Xj)dxx^{y — yï)dyx-v-(z — zx) dz
cos B' BA = BB'./

La formule donnant dl peut alors s’écrire

dl = — AA', cos A'AB — BB'. cosB'BA.

Applications de cette formule.— i° Supposons, par exemple, 
que la droite AB se déplace de telle façon qu’elle reste constam­
ment normale aux courbes décrites par les points A et B. On a,

alors, cosA'AB=:o, cosB'BA=:o,

dl — o,

La droite a donc une longueur constante.
2° Réciproquement, imaginons un segment AB de longueur 

constante l qui se déplace en restant normal à la courbe lieu du 
point A. Le point B décrit alors une courbe à laquelle la droite AB 
est aussi normale.

En effet, dans la formule générale on a, actuellement, dl = o, 

cosA'AB = o. Elle donne donc

l - const.

cos B' BÀ — o,

ce qui démontre que AB est normale au lieu du point B.

II. — PLAN OSCULATEUR.

173. Plan osculateur. — On démontre, pour les courbes gauches, 
comme pour les courbes planes, que, de toutes les droites passant 
par un point M de la courbe, la tangente est celle qui se rapproche 
le plus de la courbe dans le voisinage du point M. On est natu­
rellement conduit à chercher, de même, quel est, parmi tous les 
plans passant par un point M d’une courbe gauche, celui qui se 
rapproche le plus de la courbe dans le voisinage du point M. On 
est ainsi amené à la notion du plan oscillateur que nous définirons 
comme il suit :
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Définition. — Soient M un point de la courbe, M, un point 
voisin, Mi et M, i, les tangentes en ces deux points. Le plan 
oscillateur enM.est la limite vers laquelle tend un plan passant 
par M t et parallèle ci M, t, quand M, tend vers M.

Fig-. 91.

TANGENTE. — PLAN OSCULATEUR.

A

A' t tl
0 M,

f
M

Si par M on mène une parallèle M t' à M, i,, on peut dire cpie le 
plan oscillateur est la limite du plan iMiL

On peut voir géométriquement que le plan ainsi défini existe. 
En effet, par un point fixe O, menons des parallèles OA aux difie- 
renles tangentes Mi de la courbe : ces parallèles forment un cône 
qu’on appelle le cône directeur des tangentes. Soit OA, la géné­
ratrice de ce cône parallèle à M,i,, le plan /Mi' mené par Mi 
parallèlement à M, i, est parallèle au plan AOA, et, quand M, 
tend vers M, OA, tend vers OA et le plan AOA, tend vers le 
plan langent au cône directeur des tangentes le long de OA. Le 
plan iMt' tend donc vers une position limite parallèle au plan tan­
gent au cône directeur des tangentes le long de la génératrice OA 
parallèle à Mi; celte position limite est le plan oscillateur en M.

Equation du plan oscillateur. — Formons d’abord l’équation 
du plan i M i'. Soient

x =/( u), <K“)y = <pO)> Z =

les coordonnées du point M 

*1 =/(“-*- h), Zi = <\i(u -t- h)

celles du point M,. Les cosinus directeurs de la tangente en M 
sont proportionnels à

y 1 = ®(“ + h)>

f'(u), a '(u), y(u);

ceux de la tangente en M, sont proportionnels à 

, œ'(u-bA), J/(u -H h).
A. *y
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Le plan passant par M, a une équation de la forme

A(X — a?) + B(Y-jr) + C(Z — z) = o.

Ce plan devant contenir Mi et la parallèle Mi' à M, on a, 
pour déterminer A, B, C, les deux conditions

kf'{u)+ B ?'(m)4-G <J/k) = o,
Af (u -+- h) -i- B cp' (u -+- h) -i- G Y (u -+- h)

(0
= O.

Si l’on développe f'(u + h), ç>'( u h), <|/( u + h) par la for­
mule de Taylor, la deuxième relation s’écrit

(2) A /(«) + B f («) + C t'(«) + MA/'(«) + B f(«) + G f («)1

D’après la première des conditions (i), le premier terme de celte 
relation (2) est nul, et l’on peut l'écrire, en divisant par h,

A/'(») + Bïr(u)+C^o) + î*[Air(») + ...] = o.

zéro, le plan iMi' tendSi, maintenant, on fait tendre h 
vers le plan osculateur et les deux relations déterminant A, B, C 
deviennent

vers

A f'(u) -+- B cp'(a) -+- G = o, 
A f'(u) -+■ B cp"(» + G f'O) = o-

On en tire
GBA

L’équation du plan osculateur en M est donc

(®T- * Y) (X -*)-«- (Yf-f'Y) (Y -y)
+ (/Y'- ?V) (Z -*) = <>.

Comme on a, u étant la variable indépendante,

dx = f'(u) du, 
d2x = f" du2,

on peut aussi écrire cette équation

(dy d2z — dz d2y) (X — x) -+- (dz d2x — dx d2z) (Y —y)
-+- (dx d2y — dy d2x) (Z — z) = o.

dz = Y(u) du, 
d2z = Y du2,

dy = tp'O) du, 
d2y = cp" du2,
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174. Théorème I. — Le plan oscillateur en un point M est la 
limite vers laquelle tend un plan passant par la tangente Mi 
en ce point et par un point M, infiniment voisin de M. — En 
effet, un plan quelconque passant par le point M a pour équation

A(X — a?) 4- B (Y —y) 4- C(Z — z) — o.

Ce plan contenant la tangente Mi, on a

Bip'(«) + C <}/(“) — o.

Exprimons que ce plan contient le point M, de coordonnées x,, 
yK, zK ; il vient
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(3)

A(xt — x) 4- B(jki— y) -+■ G(zi — z) = o,

ou encore, comme x — f(u), xK =/(« + h)

M/O 4- h)— f(u)\ 4- B[ÿ(« + A)-?(b)J
4-C[^(«4-A) — <V(“)] = o.

Développons /(w + /i), z>[u-\-h), 'b(u + II) par la formule de 
Taylor, nous pourrons écrire la dernière condition

• • • 1

B T'(«) + C+'(«)]+^l'rA/'(»)-HBT'(B) + C^(«)]

Le premier terme de cette relation est nul en vertu de (3);
/j-2

supprimant alors le facteur — , on peut écrire

Af"(u) 4- B Ÿ"(i0 4- G Y(u) 4- j\Af"(u) 4- ...]

Quand h tend vers zéro, cette relation donne l’équation 

A f"(u) 4- B cp"(u) 4- C <J/'0) = 0 

qui, jointe à (3), détermine des quantités proportionnelles à A,
B, C.

On retrouve ainsi les conditions qui définissent le plan oscilla­
teur, et le théorème est démontré.

= o.

(4)

17o. Théorème II. — Le plan oscillateur en un point M d’une 
courbe est la limite cV un plan passant par Met, par deux points



infiniment voisins M, et M2. — Soient

yl = o(u-h h),
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=/(a + A), Zi = <!;( u -t- /i)

Jes coordonnées du point Mt ;

^2 =/(«-+- *), ,s2 = ^(u -+- A:)

celles du point M2. L’équation d’un plan passant par le point M 
île coordonnées x,y, s,

x = /(“)» y = ?(«), - = <K«),
est

A (X — x)B( Y — -t- G(Z — s) = o.

En exprimant que ce plan passe par les deux points M, et M2, 
on a, pour déterminer A, 13, C, deux conditions qu’on peut 
écrire

A[/O -t- h) — /(«)] B[o(m -4- A) —?(“)]
-+- G[^(w-f- h) — <K«)] — °i 

A [f(u + k) —/(m)] -+- B[ç»(a -4- *) — <p(w)l
+ C[4i(m-4-â:) — = °-

En développant par la formule de Taylor suivant les puissances 
de h et />, on peut diviser la première condition par Zi, la deuxième 
par A’, et l’on a

(5) A f'(u)-h B®'(tt) + Cf(«)4^[A/» + Bo» + Cf(«)]

[A/" (u) -4-,..] -h... = o,

A / ' ( u) 4- B cp' ( u) -4- C ( u ) -4- ^ [ A.f ( u) -4- B cp"( u) -4- G f ( u )]

/>2 [A /"'(u)+...] +

.2.3

. — o.1.2.3

Eu retranchant ces deux développements membre à membre, on 
obtient une équation de condition dont tous les termes sont divi­
sibles par h — k et qui s’écrit

(6) A/"(«) -4- B f(u) + G Y{u) -4- à±A [Af"(u) -H. ..]+... = o,

les termes non écrits contenant tous h ou k en facteur. Si main-



un arc 2, de M( en M, situé au-dessus; puis un arc 3. de M en M2r 
situé au-dessous; enfin il décrit un arc 4 parlant de M2 et situé 
au-dessus du plan. Si, maintenant, les deux points M, et M 
tendent vers M, en suivant la courbe, le plan P tend vers le pla 
oscillateur en M, les arcs 2 et 3 deviennent nuis, et la courbe a, 
par rapport au plan oscillateur en M, la disposition de la figure 
(92, II). L’arc 1 est au-dessous du plan, l’arc 4 au-dessus; le plan 
osculateur traverse donc la courbe au point M.
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tenant, on fait tendre h et k vers zéro, les relations (5) et (6) 
deviennent

A f'(u) -+- B o'( -4- G <\i' (u) = o,
A f"(u) -+- B <p"(w) -+- C = o.

Ce sont les relations qui déterminent les coefficients A, B, C de 
l’équation du plan osculateur. Le théorème est donc démontré.

Ordre de contact du plan osculateur avec la courbe. — On
peut dire, d’après le théorème précédent, que le plan osculateur 
en M coupe la courbe en trois points confondus en M. En appli­
quant la même locution que pour le contact de deux courbes planes 

on peut dire que le plan osculateur a, avec la courbe, 
un contact du deuxième ordre.

(n°145) 
en M,

17G. Le plan osculateur en un point d’une courbe gauche tra­
verse, en général, la courbe. — En effet, considérons d’abord le 
plan P déterminé par un point M d’une courbe gauche et deux 
points voisins M, et M2. Voyons quelle est la disposition de la 
courbe par rapport au plan P. Nous figurerons en pointillé les 
arcs de courbe situés au-dessous du plan P el en traits pleins les 
arcs situés au-dessus. Supposons qu’un mobile parcourant la 
courbe rencontre les points Mt, M, M2 dans l’ordre M, MM2. Alors, 
avant d’arriver au point M,, il décrit d’abord un arc 1 situé au- 
dessous du plan (fîg. 92, I); il traverse le plan en M, et parcourt

l'ig. 92.

P 4 42

111

tv

S
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Cas d’exception. — Il peut se faire exceptionnellement que le 
plan oscillateur en un point M coupe la courbe en quatre points 
confondus; on dit alors qu’il est stationnaire. Dans ce cas, il ne 
traverse pas la courbe.

CHAPITRE XI.

177. Perspective d’une courbe gauche.— Soient O un point fixe, 
R un plan fixe appelé plan du tableau : la perspective d’une 
courbe gauche C se définit comme il suit ( fig. q3).

Fig. 93.

TTL

On joint le point O à un point M de la courbe gauche et l’on 
prend la trace m de OM sur le plan R. Le lieu des points m est 
une courbe plane c appelée perspective ou projection centrale 
de G.

Quand le point O s’éloigne indéfiniment dans une direction dé­
terminée, la perspective devient la projection de C sur le plan R 
faite parallèlement à cette direction.

On démontre facilement que la tangente à la courbe perspec­
tive c au point m est la perspective de la tangente en M à la 
courbe C.

Nous allons démontrer que si, sur la courbe C, il existe un 
point I tel que le plan oscillateur P, en ce point, passe par le point 
de vue O, la perspective i de I est un point d’inflexion de la 
courbe perspective c.

En effet, soit ah la trace du plan oscillateur P en J sur le plan 
de projection R; Oit la projetante du point I qui est tout entière 
dans le plan P; le point i est sur ab. Soit AB la tangente en I à la 
courbe gauche; cette droite étant située dans le plan oscillateur P 
en I a pour perspective ab ( fig. 94).

Donc la courbe perspective c est tangente en i à ab. Nous allons 
voir que, au point i, la tangente ab traverse la courbe c. En effet,
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dans l’espace, la courbe G traverse le plan oscillateur P ; l’arc MI 
tracé en trait plein est en avant de P et l’arc IM' tracé en pointillé 
est en arrière du plan P. Donc, sur la perspective, l’arc mi est en

Fig- 94-

/'wp X B
- \7

'aiA \

V//
ba/ V

Rm

avant de ab et im' en arrière de ab. La tangente ab traversant la 
courbe plane c en i, le point i est un point à?inflexion (n° 144).

Cas d’exception. — i° Nous avons supposé que la tangente AB 
en I ne va pas passer par le point de vue O. Si cette circonstance 
se présentait (fig. 90), la perspective de AB serait un point i et 
la courbe c présenterait, en i, un rebroussement.

Fig. 95.
O

M’V/A
// i

771 R

20 II peut encore arriver que la tangente AB en I ne passe pas 
par O, mais que le plan oscillateur P en I soit stationnaire, c’est- 
à-dire coupe la courbe en quatre points communs confondus. Alors 
il ne traverse pas la courbe et, en perspective, la tangente ab ne 
traverse pas la projection c.

178. Normales à une courbe gauche. Plan normal. — Une
droite MN est normale à une courbe gauche, en un point M, quand 
elle est perpendiculaire à la tangente Mt en ce point. On peut 
donc en un point M mener une infinité de normales à une courbe
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gauche : loules ces normales sont situées dans un plan passant 
par M et perpendiculaire à la tangente; ce plan est le plan normal 
à la courbe ( fig. g6().

Fig. 96.
N"

ylf\

/ :c

Normale principale. Binomiale. — Parmi les normales à une 
courbe gauche en un point M, on en distingue deux qui sont par­
ticulièrement importantes.

On appelle’normale principale la normale MIN7 à la courbe 
siluée dans le plan oscillateur; la normale principale est donc 
l’intersection du plan^osculateur et du plan normal.

On appelle binomiale la normale MN" perpendiculaire au plan 
oscillateur.

En un point M d’une courbe, la tangente M<, la normale prin­
cipale MIS17 et la binomiale MN7 forment un trièdre Irirectangle.

Quand sla courbe est plane, le plan osculateur se confond avec 
le plan de la courbe; la normale principale est la normale située 
dans le plan de la courbe, et la binomiale est perpendiculaire au 
plan de la courbe. Dans une courbe plane, la binomiale a donc 
une direction constante.

III — EXEMPLES.

179. Hélice circulaire. — Soit une hélice tracée sur un cylindre 
de révolution de rayon a. Prenons comme axe des z l’axe du 
cylindre, comme axe des x la perpendiculaire AO abaissée d’un 
point A de l'hélice sur l’axe du cylindre, comme axe des y une 
perpendiculaire au plan xOz. Soient M un point de l’hélice, P sa 
projection sur le plan des xy. Gomme le point P se trouve évi­
demment sur le cercle de base du cylindre dans le plan xO y, 
on a OP = a.

Appelons u l’angle AOP; on a

arc AP ■= au.
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D’après la définition de l’hélice, l’ordonnée 5 = MP du point 
est proportionnelle à l’arc AP, c’est-à-dire à u. On a donc, pour 
les coordonnées du point M,

x = a cos m,

k désignant une constante.
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y — a sin m, z = ku(0

Pas de Vhélice. — Le pas d’une hélice est la longueur de la 
génératrice du cylindre comprise entre deux spires consécutives. 

On peut dire aussi que c’est la longueur dont croît s quand le
point P fait un tour sur le cercle de base, c’est-à-dire quand u 
croît de 271. Si l’on désigne le pas par /^, on a donc, d’après l’ex­
pression (1) de z,

h = 2 À TT,
2 TT

Sens d’enroulement d’une hélice. — Imaginons un observa­
teur placé dans l’intérieur du cylindre suivant l’axe du cylindre,

Fig. 97. Fig. 98.

X
X

k

I \m 
1 .-'K 

,-r' » :N' N

J-M ."'P' NN'

£.u.

O A ccP X'
y x-

ayant, par exemple, les pieds en O et la tête en z. Supposons 
qu’un mobile parcoure l’hélice dans un sens tel que l’observateur 
voie ce mobile aller de ses pieds vers sa tête; alors, pour l’hélice 
représentée dans la figure 97, l’observateur voit ce mobile tourner 
autour de lui de sa gauche vers sa droite. Ce fait est indépendant 
du sens dans lequel l’observateur se place le long de l’axe. Car 
si l’on imagine un deuxième observateur ayant les pieds en 
mais la tête en z' ; si un mobile suit l’hélice dans un sens tel que 
cet observateur le voie aller de ses pieds vers sa tête, il le voit

O,
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encore lourner de sa gauche vers sa droite. Cela tient d’ailleurs 
à ce que la partie de l’hélice située au-dessous du plan xy et la 
partie située au-dessus sont égales comme symétriques l’une de 
l’autre par rapport à l’axe Ox. D’après cette propriété, on dit que 
l’hélice de la figure 97 est enroulée de gauche à droite (dex- 
trorsu m).

Au contraire l’hélice de la figure 98 est enroulée de droite à 
gauche (sinistrorsum). C’est là le sens ordinaire des vis. Elle est 
représentée par les mêmes équations (1) à condition qu'on prenne 
comme sens positif de Oy la perpendiculaire dirigée en arrière 
du plan xOz.

Ainsi pour passer d’une hélice à l’autre il suffit de changer le 
sens de O y en conservant les mêmes formules.

CHAPITRE XI.

180. Cosinus directeurs de la tangente. Longueur de l’arc d’hé­
lice. — Prenons comme origine des arcs s le point correspondant 
à u = o et, comme sens positif des arcs, le sens dans lequel se 
déplace le point M quand u croît. On a

ds = \/dx2 -1- dy'1 -y dz2 = y/a2 -t- k2 du ;

nous choisissons le signe + devant la racine carrée, puisque s 
croît avec u.

On a immédiatement, en intégrant,

y/a2 —(— k1- u,s —

sans ajouter de constante, car s s’annule avec u. Cette formule 
est évidente géométriquement; en effet, si l’on développe le 
cylindre, le triangle curviligne AMP devient un triangle rectangle 
ayant pour hypoténuse l’arc AM = 5 et pour côtés de l’angle droit 
l’arc AP == au et l’ordonnée MP = ku. Donc

s2 = a2«2 -+- /c2 a2.

Menons la tangente M? dans le sens des arcs positifs, c’est- 
à-dire de u croissant; les cosinus a, (3, y des angles de Mi avec les 
axes sont

dx
^ ds

dza = • =37ds ’
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a sin w 

\/a2-t- A:2

TANGENTE.

ou, d’après les valeurs ci-dessus de dx, dy, dz, c/a,

/ca cos u 

\/ a2 -+- /c2

Le cosinus appelé y étant constant, la tangente à l’hélice fait un 
angle constant avec les génératrices, propriété rendue évidente 
par le développement du cylindre.

P =a = —
\Ja- -h k2

181. Plan osculateur. — Difïérentiant deux fois les équations 
de l’hélice (1) où u est variable indépendante, on a

dx = — a sin u du, 

d~x = — a cos u du2,

dy = a cosu du, 

d2y = — a sin u du2,

dz — k du,

d2z = o,

car u étant variable indépendante, dru est nul. L’équation du 
plan osculateur à l’hélice au point x, y, z étant mise sous la 
forme

A(X — a?) -t- B( Y —y) -+- C(Z — z) = o, 

les coefficients A, B, C ont pour expressions

A = dy d2 z — dz d2y = ak sin u du3, 

B = dz d2x — dx d2z = — ak cos u du3.

a2 du3.G = dx d2y — dy d2x —

L’équation du plan osculateur est donc, en supprimant le fac­
teur du3,

(X — x)ak sin u — (Y —y)ak cos u ■+■ (Z — z)a2= o.

On peut, dans cette équation, remplacer «cos u et «sin u par 
les coordonnées x et y du point de contact. Elle devient alors

(X — x)ky — (Y —y)kx -+- (Z — z)a2 = o

développant,ou, en

(2) k(yX — ;rY) + a2(Z — z) = o.

Telle est 1 équation du plan osculateur à l’hélice au point 
{x:yi z)• Cette équation montre que : Le plan osculateur à Vhé­
lice en un point M contient la normale MIN' au cylindre. En 
effet, la normale MN' au cylindre se projette horizontalement sui-



vant le rayon OP; elle a donc pour équations 

yX — x Y = o,

Le plan oscillateur (2) contient évidemment cette droite. 
D’après cela, la normale principale à l’hélice en M est la nor­

male MN' au cylindre.

3oo CHAPITRE xi.

Z — z = o.

Problème. — Déterminer les points de contact des plans 
oscillateurs menés à Vhélice par un point donné O' de coor­
données x', y, z'.

Soient M un des points de contact d’un des plans oscillateurs 
cherchés; x, y, z les coordonnées de ce point. Il faut écrire que 
le plan oscillateur (2) au point M passe par O', ce qui donne la 
condition

k(yx'— xy') -h a2(z' — z) = o.

Il faudra prendre, sur l’hélice, tous les points (x, y, z) vérifiant 
cette condition. Si l’on regarde x, y, z comme des coordonnées 
courantes, cette équation représente un plan Q passant par le 
point O' donné. Les points de contact cherchés étant à l’intersec­
tion de ce plan et de l’hélice, on voit que les points de contact 
des plans osculateurs à V hélice, issus d’un point donné O', sont 
sur un plan passant par ce point.

Si donc on fait la projection conique ou perspective d’une 
hélice sur un plan donné, le point de vue étant un point quel­
conque O', les points d’inflexion de la courbe perspective sont 
en ligne droite. En effet, les points d’inflexion de la courbe per­
spective s’obtiennent en prenant les projections des points de 
contact 11, 12, . . ., des plans osculateurs à l’hélice issus du point 
de vue O'. Ces points de contact I,, I2, ..., \n étant sur un plan Q 
passant par O', les projetantes O'C, O'L, ..., Cfl» sont dans le 
plan Q et leurs traces sur le plan de projection sont en ligne 
droite.

Cette propriété subsiste quand le point Cf s’éloigne indéfini­
ment dans une direction donnée, c’est-à-dire quand on projette la 
courbe sur un plan, parallèlement à une direction donnée. Par 
exemple, la projection orthogonale de l’hélice sur le plan yOz est

(Q)
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la sinusoïde définie par

PLAN OSCULATEUR.TANGENTE.

/«£,a sin u,y Z
d’où

a siny

et 1 équation du plan oscillateur au point (a?, y, z) est

X2
— X( X — x)-+- Y —y H----- (Z — z) = o,

ou, en remplaçant x, y, z par leurs valeurs et changeant Jes 
signes,

— / +XX- Y — = o.■> r i

3o i

Celte courbe a une infinité de points d’inflexion tous situés 
sur O;.

182. Autre exemple. — Cherchons le plan oscillateur à la 
courbe définie par les équations

X*X2 z = X,(3) y ~X — ----,
■>.

où X. est un paramètre variable. 
Actuellement

X2dx = X dX dz = dX,dy — — dX, 

d*y = X dX2,

Les coefficients de l’équation du plan oscillateur sont donc

A == dy d2 z — dz d^y = — X dX3,
B = dz d-x — dx d-z — dX3,

X2
C = dx d^y — dy d^x — — dX3,

d2a~ = dX2 d-z - o.

IV. - ENVELOPPE D’UNE FAMILLE DE COURBES 
DANS L’ESPACE.

183. Conditions pour qu’il existe une enveloppe. Équations de 
l’enveloppe. — Soit, dans l’espace, une courbe C définie par deux

V
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équations simultanées

f(x,y,z,\) = o, o(x,y, z,\) = o(G)

fait varier d’une manièredépendant d’un paramètre Quand on 
continue, la courbe C se déplace d’une manière continue : on peut 
alors se demander si les diverses positions de la courbe C ont une 
enveloppe, c’est-à-dire s’il existe une courbe E à laquelle les 
courbes C soient toutes tangentes. Nous allons voir que cette 
enveloppe n’existe pas, en général; pour qu’elle existe, il faut 
qu’une certaine condition soit remplie.

Supposons que l’enveloppe E existe. SoitM(;r,^, z) un point 
de contact d’une courbe G avec l’enveloppe. Les coordonnées 
d’un point quelconque de G sont des fonctions d’un paramètre a 
vérifiant identiquement les deux équations (C) où \ a une valeur 
constante donnée. Quand u varie, les fonctions f(x,y, z, 1) et 
o (x,y, z, X) restent milles, leurs différentielles sont donc milles, 
et l’on a

f'x dx -+-//. dy -r f'z dz = o, 
cpx dx -4- cfy dy -+- dz = o.

(0

Ges équations définissent les projections dx, dy, dz d’un élément
d’arc infiniment petit MM'de la courbe G {ftg. 78); elles donnent

, . dy dzpour les rapports ? ~j~

tant que l’on n’a pas

système de valeurs bien déterminées,un

fk = û = fk
Vz'

Si ces dernières conditions étaient remplies, les équations fi) 
se réduiraient à une seule, le point correspondant x,y, z serait ce 

point singulier de la courbe C. Nous suppo- 
un point singulier; les rapports

-gg sont alors déterminés et les équations de la tangente 

en M à la courbe G sont

Z<px

que l’on appelle un
serons que le point M n’est pas
dv dz -r- etdx

X — x 
dx

Y —y Z — z
dy dz

Cherchons maintenant les projections dKx, d,y, dKz d'un élé- 
d’arc infiniment petit MM, de l’enveloppe E. Le long dement



f'x d\ x -+-fy di y -+-fz d\ * H-/x dk — 
y'x d\ x -+- d\y + d\ z -+- o>^ dX =

(2)

Les projections de 1 élément d’arc infiniment petit MM, véri­
fient ces deux relations. La tangente en M à l’enveloppe E a pour 
équations

X — Y-.X Z-s
d\X y d\ z

Pour que cette tangente soit la même que la tangente à la courbe G, 
il faut et il suffit que l’on ait

d^x _ d\y _ d^z _
dx ~ dy ~ dz ~

en appelant k la valeur commune des rapports. De ces équa­
tions (3) on tire c/, x, dKy, dK z et, en portant dans (2), on a

k(fx dx -yfÿ dy -y fl dz ) -yf{ d\ = o, 
k( fx dx cp'y dy -t- cpi dz) -+- dk = o.

Mais, d’après les relations (1), ces équations se réduisent à

A = o,

Donc, si les courbes C ont une enveloppe, les coordonnées x, 
y, z d’un point de celte enveloppe regardées comme fonctions

(3)

n = °-
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l’enveloppe, les coordonnées x, y, z d’un point de E sont fonc­
tions de X, car, pour chaque valeur de X, il existe, sur l’enveloppe, 

point de contact avec l’enveloppée G correspondante; soient

37==^,(X), = Z = <\>3(1).

Ges fonctions de X vérifient identiquement les deux équations

f(x,y,z,\) = o,
<p(x,y,z, X)

Les premiers membres de ces équations restant nuis quand X 
varie, leurs différentielles sont milles. On a donc, en désignant, 
comme au n° 149, par d,x, d,y, d, z, les différentielles de x,y, z 
regardées comme fonctions de X,

un

= O.

6
o
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?(■*•, y, 'K) - °>
= O.

Il faut, par suite, que les valeurs de x, y, s, en fonction de À, 
tirées de trois de ces équations, vérifient identiquement la qua­
trième, quel que soit A.

Si cette condition n’est pas remplie, l’enveloppe n’existe pas.
Si elle est remplie, soient

X —

CHAPITRE XI.

(le A, doivent vérifier les quatre équations simultanées

f{x,y,z, X) = o,
fi = °>(4)

MH JK = tp2 (X ),(5)

les valeurs de a?, y, z, en fonction de tirées de ces équations (4) 
et supposées réelles. La courbe définie par les relations (5) est, 
ou bien l’enveloppe des courbes C, ou le lieu des points singuliers 
de ces courbes. En effet, appelons dtx, dxy, dxz les différen­
tielles des fonctions x, y, z de 1 définies par les relations (5); ces 
fonctions rendent identiquement milles les expressions f {x,y, z, ).) 
et z>(x,y, z, A); elles rendent donc nulles leurs différentielles et 
l’on a les deux équations

f'x dxx -hfÿ dxy di z -+-*/{ dl = o,
<d’x di x -f- (Dy dxy -i- dx z -+- d\ = o.

Mais, comme les valeurs (5) de x, y, z s’annulent, par hypo­
thèse,/), et cp{, on a

f'x d\X -4-fy dxy dxz = o, 
ox d\X (Dy dxy -i- oL dxz = o.(6)

Ces relations déterminent les rapports » —C. si les dérivées
et j oc ci | oc

partielles fxXfÿ, f 'z ne sont pas proportionnelles à cp'., çy, <p'., c’est- 
à-dire si le point xx y, z considéré n’est pas un point singulier de 
la courbe C. Gomme ces relations (G) sont identiques aux rela­
tions (i) qui définissent les rapports ^ pour la courbe C, on

voit que la courbe (5) est tangente à la courbe C, à condition que 
le point x, y, z défini par les relations (5) ne soit pas un point 
singulier de C.

Cas particulier. — Un cas simple où les équations (4) se
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réduisent à trois est le suivant. Supposons qu’une des équations 
des courbes mobiles ne contienne pas X, par exemple la première. 
Ces deux équations sont alors

PLAN OSCULATEUli.

j f(v,y,*) — o,
l o(x, y, s, X) = o;(7)

les courbes mobiles s’obtiennent en coupant une surface fixe 
/(.r,jK, s) = o, par une surface mobile a (&,y, s, X) = o, dépen­
dant d’un paramètre. Comme actuellement f{ est identiquement 
nul, les équations (4) se réduisent à trois :

A*,?,*) = », ?(*.» 7, Z, X) = o, ?x = °-

On pourra, en général, tirer, de ces équations, x, y. z en fonc­
tion de X,

= Q), j=<b(X), z — ^3(X);

la courbe ainsi défini, si elle est réelle, sera ou bien l’enveloppe 
des courbes considérées ou le lieu de leurs points singuliers.

184. Application à une droite mobile dépendant d’un paramètre. 
Surfaces gauches. Surfaces développables. Arête de rebrousse­
ment. — Soit une droite mobile ayant pour équations

x — a z h, y — bz -f- /c,

où «, X, h et k sont des fonctions d’un paramètre X. Quand le 
paramètre varie, la droite se déplace et engendre une surface 
réglée.

Deux cas sont à distinguer suivant que cette droite a ou non 
une enveloppe.

Condition pour que la droite ait une enveloppe. Surfaces 
développables. — Cherchons la condition pour que les droites (D) 
aient une enveloppe. D’après la règle générale, nous devons asso­
cier aux équations (D) les équations obtenues en les dérivant par 
rapport à X, c’est-à-dire les équations

da dh
Zdï ^dï = °’ 

db dk 
~ d\ d\

(D)

o.

A. '20
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Les quatre équations ainsi obtenues doivent être compatibles en 
x, y, z. Les deux dernières donnent, pour z, deux valeurs

CHAPITRE XI.

dkdh
z = — z — —da ’ db’

si ces valeurs ne sont pas identiques entre elles, les droites n’ont 
pas d’enveloppe.

Pour qu’il y ait une enveloppe, il faut et il suffit que les deux 
valeurs de z soient identiques, c’est-à-dire que l’on ait

da dk — db dh — o ;

on dit alors que les droites forment une surface développable. 
Dans ce cas, les coordonnées d’un point de l’enveloppe sont défi­
nies par

dh dk y — b z -+- k.(8) x — az -t- h,z — — da db ’

Cette enveloppe s’appelle Y arête de rebroussement de la sur­
face développable.

On déduit de là une classification des surfaces réglées.
Quand les droites mobiles (D) n’ont pas cl’enveloppe, elles 

engendrent une surface gauche.
Quand elles ont une enveloppe, elles engendrent une surface 

développable. L’enveloppe est l’arête de rebroussement de la 
surface.

Nous verrons (n° 186) que le plan tangent à une surface déve­
loppable est le même tout le long d’une génératrice, comme dans 
un cône et dans un cylindre, et que ce plan tangent est le plan 
oscillateur à l’arête de rebroussement, au point où la génératrice 
touche cette arête.

Exemple. — Les droites ayant pour équations

À 3X* X2
X — Z — y = TZ 3— y

engendrent une surface développable. En effet, en dérivant ces 
deux équations par rapport à on obtient deux équations qui 
donnent pour z la même valeur

z = X.
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Portant cette valeur de s dans les deux équations de la droite, 
pour les coordonnées d’un point de l’enveloppe, c’est-à-dire 

de Varête de rebroussement,

COURBES GAUCHES.

on a

X3X* z = X.(K) -r = TT’X — ------j

Celte courbe est une courbe gauche du troisième ordre ou 
cubique gauche.

185. Cônes et cylindres. — Les exemples les plus simples de 
surfaces développables sont les cônes et les cylindres. 11 est 
aisé de vérifier cjue, pour ces surfaces, la condition générale 
da dk — db dit — o est remplie. Prenons d’abord un cône et sup­
posons qu’on ait choisi pour origine le sommet du cône. Les géné­
ratrices du cône ont alors pour équations

y = bz>

a et b étant fonctions de Comme h et k sont identiquement 
nuis, la condition est satisfaite. Les coordonnées d’un point de 
l’arête de rebroussement sont données par

x — az,

Z — O, x — o, y — o.

Cette courbe se réduit à un point, le sommet du cône.
Prenons maintenant un cylindre et choisissons l’axe O z paral­

lèle aux génératrices. Les droites auront pour équations

x = /i,

h et k étant fonctions d’un paramètre A. La condition est encore 
remplie
cylindre comme limite cl’un cône dont le sommet s’est éloigné 
indéfiniment sur Os, on peut dire que l’arête de rebroussement 
est un point à l’infini sur Os.

y — k,

et b sont identiquement nuis. En considérant lecar a

186. Le plan tangent à une surface développable coïncide avec 
le plan osculateur à l’arête de rebroussement. — Soit M un point
de l’arête de rebroussement,

(9) *=/(“)> s =y = ?(“)>
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étant les expressions des coordonnées du point M en fonction d’un 
paramètre u.

Quand le point M décrit l’arête de rebroussement, la tan­
gente engendre la surface développable : nous allons montrer 
que le plan tangent à la surface développable, en un point quel­
conque M) de la génératrice Mt, est le même, quelle que soit la 
position du point M,, et coïncide avec le plan oscillateur en M à 
l’arête de rebroussement. Pour déterminer le plan tangent en un 
point d’une surface, il suffit de connaître les tangentes à deux 
courbes passant par ce point sur la surface. Par le point M, de la 
surface développable, passe d’abord la génératrice Mt M (fig. 99);

F'g- 9!>

CHAPITRIi XI.

tj. t

M,

C,

M

le plan tangent en M, contient donc cette génératrice. Soit 
ensuite C| une deuxième courbe passant par M, sur la surface : 
quand le point M, décrit cette courbe, la longueur MM, de la tan­
gente à l’arête de rebroussement varie en fonction du paramètre u 
qui fixe la position du point M. Les équations de la tangente MM, 
sont

(10) *X — a; Y —y Z—z 
f(u) ~ o'(u) ~ V(u)'

Le point M, (xt,yt, z{ ) étant sur cette droite, on a

X\ — x yi—y — -
<K(«)

en appelant p la valeur commune de ces rapports.
Comme x = f(u), y = z> (u), 2 = <!/(«), on a donc, pour les 

coordonnées du point M, :

0 0 = P/'(«)

= /(“)■+■ p/'0)> 
?(«)-+-p<p'(«)>

[ Zi = u) 4- p<|/(«).
(M,)

I
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Dans ces expressions, p doit être regardé comme mie fonction 
de u, de telle façon que, quand u varie, le point M, décrive la 
courbe Gt. Cela posé, le plan tangent à la surface développable 
en M, contient la génératrice MM,. Il passe donc par le point M 
et son équation est de la forme

A(X — æ)+B(Y— j)-+-C(Z — z ) = o ;

en écrivant qu’il contient la droite MM 
rebroussement, on a

COURBURE ET TORSION.COURBES GAUCHES.

(i-î)

tangente à l’arête de11

11 faut écrire qu’il contient aussi la tangente M, t, à la courbe C,. 
Or, d’après les expressions des coordonnées du point M,, les 
cosinus directeurs de celte tangente M, t, sont proportionnels aux 
différentielles, dx,, dy,, dz, :

(.3) = O.

dx, = f (u)( du -f- dp ) -t- p/" ( u) du,

dy, = cp' (u) (du -h dp) -h p<p" (u) du, 

dzi — <1/ ( u) ( du -+- dp ) -h p'V' ( u ) du.

On doit avoir
A dxi -f- B dy, -t- G dz, = o.

Remplaçant dx,, dy,, dz, par leurs valeurs, et tenant compte de 
la condition (13), on voit que le coefficient de (du -y dp) dispa­
raît et il reste la condition

A /'(M) + Bf(«) + Cfi!t) = o.

Les conditions (i3) et (i4) déterminent les coefficients A, B, C 
du plan tangent (12). Mais ce sont précisément les équations 
déterminant le plan oscillateur, en M, à l’arête de rebroussement. 
Le théorème est donc démontré.

04)

V. — COURBURE ET TORSION DES COURBES GAUCHES.

187. Courbure. — Nous avons vu comment, dans une courbe 
plane, l’idée de la courbure se trouve liée à la variation de la 
direction de la tangente. On étend cette idée aux courbes gauches. 
Si la tangente à une ligne dans l’espace conservait une direction
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fixe, cette ligne serait une droite. La ligne est donc courbe, 
parce que la tangente change de direction, et il est naturel de 
mesurer la courbure par la variation de la direction de la tan­
gente. On définit la courbure d’une courbe gauche de la façon 
suivante.

Soit une courbe gauche, sur laquelle on a choisi un sens positif 
pour les arcs s (fig. 100), et soit Mi la tangente, menée dans ce

Fig. ioo.

CHAPITRE XI.

N'I'
t.tN"

t-o/ MNï>\

Mo Ve” /(A,,
By .Ai

\ r b'
Y

peut évaluer la variation continuesens. En Géométrie plane 
d’une direction, en menant par le centre d’un cercle de rayon i

on

une parallèle à cette direction et évaluant la variation de la lon­
gueur de l’arc découpé par cette parallèle sur la circonférence. 
Dans l’espace, pour évaluer la variation continue de la direction 
de la tangente Mi, on considère une sphère de rayon i et de 
centre O; on mène, par le centre, un rayon OA parallèle à Mi. 
Quand le point M décrit la courbe gauche dans le sens des arcs 
positifs, à partir d’un point M, la droite OA décrit un cône appelé 
cône directeur des tangentes (n° 173), et l’extrémité A du 
rayon OA décrit, sur la sphère, une courbe A0A, dont nous dési­
gnerons l’arc par <7, en prenant comme sens positif de cr le 
sens A0 A. On peut dire que cet arc n mesure la variation con­
tinue de la direction de la tangente depuis la position M0i0 jus­
qu’à Mi.

Courbure moyenne d’un arc MM,. — Sur la courbe gauche, 
faisons croître 5 de le point M se déplace et vient en M, de 
telle façon que

As = arc MMi :
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la tangente passe de la position M£ à M, tt et, sur la sphère, le 
point A se déplace jusqu’en At, l’arc cr de la courbe sphérique 
augmente de

Aa = arcAAi.

On appelle, par analogie avec ce qu’on a vu pour les courbes 
planes, courbure moyenne de l’arc MMf, le rapport

Aa
A s

quantité positive.

Courbure en un point. — La courbure au point M est la limite 
laquelle tend la courbure moyenne de l’arc MM,, quand cet 

ai e tend vers zéro. On a donc :
vers

.. Aa d(r
lint>— =

Le rayon de courbure R, en M, est l’inverse de la courbure;

courbure en M =

donc
R = lim^ = £. 

Aa aa

Celte quantité R est positive.

Remarque. — En désignant par e l’angle des deux tangentes Mé 
et M, angle qu’on appelle angle de contingence, on peut dire 
aussi que la courbure, en M, est la limite du rapport

As
— y

quand Mt tend vers M. En effet, l’angle e des deux tangentes Mt 
et Mt tK est égal à celui de leurs parallèles O A et OA( : il est donc 
mesuré par l’arc de grand cercle joignant les extrémités A et A, 
de l’arc de la courbe sphérique A<7. On en conclut que le rapport

— tend vers i, quand M( tend vers M et, par suite, A, vers A. En

effet, on peut écrire

corde AAiAaAa
corde AAi

Comme le rapport de l’arc At à sa corde tend vers i, et que,
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d’autre part, le rapport de l’arc de grand cercle AA 
corde, tend vers i, on a bien

CHAPITRE XI.

ou e, à saI >

lim­

bes deux rapports
Aa
A s ’ A s

ont donc même limite, et l’on a

courbure en M = lim — •
A s

188. Torsion. — Dans une courbe plane, le plan oscillateur 
est fixe tout le long de la courbe, puisqu’il se confond avec le 
plan de la courbe. On peut dire également que, dans une courbe 
plane, la direction de la binomiale, perpendiculaire au plan oscu- 
lateur, est la même tout le long de la courbe; réciproquement, on 
démontre (n° 200) que toute courbe, dans laquelle la binomiale a 
une direction fixe, est plane. On peut dire qu'une courbe est 
gauche, parce que la binomiale change de direction, et il est 
naturel d’introduire, pour les courbes gauches, un deuxième élé­
ment caractérisé par la variation de direction de la binomiale, 
comme la courbure est caractérisée par la variation de la direction 
de la tangente.

Ce nouvel élément est la tor sion.
Soit MNV la binomiale, en M, à la courbe gauche. Nous choisi­

rons plus loin un sens positif sur cette binormale : mais, pour le 
moment, MN" est simplement une perpendiculaire indéfinie au 
plan oscillateur. Pour évaluer la variation continue de la direc­
tion MN" quand le point M parcourt la courbe, de M0 en M, nous 
mènerons, comme tout à l’heure, par le centre O de la sphère de 
rayon i, une parallèle à MiV7 : soit I30IL le diamètre parallèle à la 
droite indéfinie MN" (fig. ioo). L’extrémité B de ce diamètre, 
suivie par continuité, part d’une position B„ quand M part de M0, 
et décrit une courbe sphérique B0B, dont nous appellerons l’arc t, 

en convenant de compter cet arc positivement dans le sens B„ B. 
Eu même temps le point B' décrit un arc B',B' égal à t, dans le 
sens contraire.



313COURBES GAUCHES. COURBURE ET TORSION.

Torsion moyenne d'un arc MM Sur la courbe gauche, 
faisons croître s de A,9; le point M vient en M,, de telle façon que

t •

As — arc MM, ;

la binormale passe de la position MN" cà la position M,N", et, sur 
la sphère, le point B se déplace jusqu’en B,, l’arc t de la courbe 
sphérique augmente de

Ax = arc B

On appelle alors torsion moyenne de l’arc MM,, le rapport

Ax
As ’

quantité positive.

Torsion en un point. — La torsion, au point M, est la limite 
laquelle tend la torsion moyenne de l’arc MM,, quand 

arc tend vers zéro. On a donc

torsion en M

vers cet

.. Ax dz 
— hm ■— = —j- 

A s ds

Le rayon de torsion T, en M, est, par définition, L'inverse 
de la torsion; donc

,. As ds 11 in — — ——
Ax dz

T =

Cette quantité T est positive.

Remarque. — En désignant par r, l’angle des deux binormales 
on peut dire aussi que la torsion, en M, est la

limite du rapport quand M, tend vers M. En effet, l’angle 'ç

des deux binormales est mesuré par l’arc de grand cercle de la 
sphère joignant les extrémités, B et B,, de l’arc de courbe sphé­
rique At. On en conclut que le rapport

MN" et M, N"i •

corde BBAx Ax 1
corde BB, •f]

tend vers i, quand M, tend vers M, et, par suite, que les deux 
rapports

Ax 7) 
A s ’ A s

ont même limite.
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189. Propriétés géométriques des courbes j et x. — Pour arriver 
d’une façon simple, aux formules donnant la courbure et la tor­
sion, nous ferons d’abord quelques remarques géométriques sur 
les courbes j et t; ces remarques nous permettront de définir le 
sens positif de la binormale et de la normale principale.

Soit AF la tangente à la courbe sphérique <r, dans Je sens des cr 
positifs. Cette droite AF est parallèle à la normale principale MN' 
(Jig. ioi). En effet, le cône, engendré par les droites OA, est le

Fig. ioi.
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A.
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I
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cône directeur des tangentes à la courbe : le plan tangent O AF à 
ce cône est parallèle au plan oscillateur en M à la courbe (n° 173). 
La droite AF étant dans un plan parallèle au plan oscillateur et 
étant perpendiculaire à la droite OA parallèle à M<, est parallèle 
à la normale principale MN7. Nous choisirons, comme sens positif 
sur la normale principale, le sens de AF : nous verrons, plus tard, 
que la partie positive MN’ de la normale principale, ainsi définie, 
est la partie qui se trouve dirigée vers la concavité de la courbe 
en M.

Passons maintenant au cône engendré par les parallèles B'OB 
aux binormales et aux courbes sphériques, lieux des points B et B' : 
nous mènerons à ces courbes les tangentes BH etB'IF, dans le sens 
dans lequel chacune d’elles est décrite. Comme le plan tangent O AF 
au cône cr est parallèle au plan oscillateur en M, la droite B'OB, 
parallèle à la binormale, est perpendiculaire au plan OAF. 
Ainsi on obtient le cône décrit par les droites B’OB, en prenant 
les perpendiculaires élevées par O aux plans tangents OAF du 
cône cr. Le cône ainsi obtenu, ou cônex, est dit supplémentaire du
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cône o-. 11 est aisé de voir que, réciproquement, le cône <r est sup­
plémentaire du cône t, c’est-à-dire que la génératrice OA est 
perpendiculaire au pian tangent OBH du cône t. En effet, soient 
OAE et OA, F, deux plans tangents voisins du cône c : ces deux 
plans étant perpendiculaires aux génératrices OB et OB, du cône T, 
leur intersection 01 est perpendiculaire au plan BOB,. Quand OA, 
tend vers OA, l’intersection 01 des deux plans tangents tend

vers le plan tangent OBH au 
cône t. Comme le plan BOB, est perpendiculaire à 01, le plan 
tangent OBH est perpendiculaire à la limite de 01, c’est-à-dire 
à OA.

D après cela, les tangentes AF et BH aux courbes sphériques a- 
et x sont parallèles : en effet, AF est perpendiculaire au rayon OA 
de la sphère et à la droite OB perpendiculaire au plan OAF ; 
donc AF est perpendiculaire au plan AOB. On voit de même 
que BH est perpendiculaire au plan AOB. Ces deux droites sont 
donc parallèles. On peut toujours supposer que ces deux tan­
gentes AF et BH sont parallèles et de même sens. En effet, nous 
avons mené les deux tangentes BH et B'H/ aux deux courbes sphé­
riques, lieux des points B et B', dans le sens où chacune d’elles 
est décrite. Ees deux points B et B7 étant symétriques par rapport 
à O, ces deux tangentes BH et B7H7 sont parallèles et de sens 
contraires. Comme elles sont parallèles à AF, l’une d’elles est de 
même sens que AF, l’autre de sens contraire. Nous supposerons 
qu’on ait appelé B celui dès deux points B ou B7 qui décrit la 
courbe t dont la tangente est de même sens que AF.

Cette convention détermine le sens de la demi-droite OB; 
c’est ce sens que nous choisirons pour sens positif de la binor- 
male MN77.

Ees deux tangentes AF et BH sont alors parallèles, de même 
sens, et parallèles à la normale principale MN7.

COURBURE ET TORSION.COURBES GAUCHES.

OA, le plan BOB, tendaussi vers

190. Formules de Frenet. — Désignons par

(MO a> P» Y

les cosinus directeurs de la tangente à la courbe gauche, par 

(MN') P'i Y'



On transforme, de même, les deux autres formules et 1 on 
trouve

^ = , ÈL = tdx x!
ds H ’ dsO) R‘ds
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les cosinus directeurs de la normale principale MN', et par

(MN*) a", P', Y"

ceux de la binormale.
Les cosinus directeurs de la tangente sont donnés par les for­

mules (n° 170)

dx dzdy
(o a — ds ’

Si l’on prend le centre O de la sphère comme origine, le point A, 
décrivant la courbe <r, a pour coordonnées

x — a,(A) y=P, z'=y>

car le rayon OA, parallèle à la tangente, a pour longueur i et pour 
cosinus directeurs a, [3, y. La tangente AF à la courbe, lieu du 
point A, étant parallèle à la normale principale, a pour cosinus 
directeurs a', [3r, y'. En appliquant les formules générales (i), 
donnant les cosinus directeurs de la tangente d une courbe, à la 
courbe a-, on a donc

, dx
P' dz ’ dz ’

car les coordonnées d’un point de cette courbe sont a, [3, y, et son 
arc est t. Nous écrirons la première de ces formules

dzdx
ds 7 ds

Mais, d’après la définition de la courbure, on a, R désignant le 
rayon de courbure,

dx — x1 dz,

dz i
d~s~ ÏF

donc
dx. x’ 
ds R
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Elevant ces relations au carré et ajoutant, on a, en vertu de la 
relation ar- 4- j3'2 4- y'2 = 1,

COURBURE ET TORSION.

(3)
IV

Passons à la courbe t, lieu du point B. La droite OB étant paral­
lèle à la binormale MN", les coordonnées du point B sont

a", [3", y".

La tangente BH à la courbe t étant parallèle à la normale prin­
cipale MN', ses cosinus directeurs sont a', j3', y'; donc, en appli­
quant à la courbe ~ les formules générales (1) donnant les cosinus 
directeurs de la tangente à une courbe, on a

d'J-" r, d[V , df

Nous écrirons la première de ces formules

dx" _ , dz 
ds a ds

(B)

CH.' =

dx" = x! dx,

Mais, d’après la définition de la torsion et en désignant par T 
le rayon de torsion, on a

dx1
T ds ’

d'où
dx!'
ds

On transforme de même les deux autres formules et l’on a

d'i"
ds

Elevant ces relations au carré et ajoutant, on a

d{i" _ y 
ds ~ T ’ ds ~ T ’

dx" a
(4)

*-(£)’-(S )■*(?)••(5)

Nous avons ainsi les dérivées de a, 3, y, a", j3", y5 * 7 par rapport à 
l’arc s. Pour compléter le Tableau des formules, il reste à calculer
les dérivées de a', (5/, y' par rapport à s. Or, entre a, a', a", a lieu 
la relation

a*-t- a'* 4- a"2 = 1,

V
H

H
l »

,



Remplaçons — et ~ par leurs valeurs précédemment trou- 

> puis divisons par a7, nous aurons
a'

vées Ret

a"a
cfe RT*

On trouve de même deux autres formules en remplaçant a par 
^ et y; ce qui donne le nouveau groupe

_
~dJ ~~ R _ T

rfp' P P"
~d7-~ R” T’

a"

(6)

R T

Elevant ces formules au carré et ajoutant, en tenant compte des 
relations

a2 -+- P2 -t- y2 = *, a**-H P'J + f=I,

aa"-+- -h yy"= o,
on a

dy'V dY<7) R2 T 2

Tel est l’ensemble des formules relatives à la courbure eL à la 
torsion des courbes gauches.

191. Usage de ces formules pour le calcul de R et T. — Si l’on 
donne une courbe gauche définie par les équations

x =/(**), y = ?(«), 2 = <Kb),
on a

dx = f (u) du, dy = <p'(«) du, 

ds = y/ f'1 -H «f'2 -1- <1/2

Le signe du radical dépendra du sens choisi pour les arcs posi­
tifs. Par exemple, si l’on convient de compter les arcs s dans le

dz = <]/(«) du,

318

car a, a7, a77 sont les cosinus des angles que fait la direction Ox 
avec les arêtes du trièdre trirectangle Mi, MN7, MN77. Différentiant 
cette relation par rapport à s, on a

CHAPITRE XI.

dx , da. „ dy
et—-- Ha —j-- H a —-
ds ds ds

= O.

« |H



-VW^ÏÏFW)du. i
ds ’ • • >

Y'donnent ensuite % en fonction de u. Formant en-’ R 61 

• • j» on a, par les formules
R’

d'j!suite -j-, • ds
d'j!a"oc

~R~T ~dï* • • 9

diydd\2 dv ' \2i 1
dsdsR 2 ds

a" P' e tqr’ 7p > j et

teurs a", (3ff, y" de la binormale en fonction de u.
On a ainsi tous les éléments de la courbe au point M exprimés 

en fonction de u.
Dans certains cas, si l’on connaît le plan osculateur, on connaît 

directement a", (3", y" en fonction de u et l’on peut calculer a', (3', 
y', T par les formules

d'j."

iq en fonction de u. On en déduit les cosinus direc-

T
• • yy Tds

d2x\2 d'-y \ 2 d2z\2 
ds2 /

i
-+-

R2 ds2 ds2

Mais cette formule simple ne s’applique que si s est la variable

192. Remarque sur le cas particulier où s est pris comme 
variable indépendante. — Si l’arc s est pris comme variable indé­
pendante, d-s — o; on a alors

319
sens dans lequel se déplace le point x, y, 5, quand u croît, ds et 
du sont de même signe,'le radical est pris positivement.

Les cosinus directeurs de la tangente a, [3, y sont alors donnés 
par les formules

COURBURE ET TORSION.COURBES GAUCHES.

f dzdx dy
ifs’ T = ds*a = ds <//'*-+- cp'2H- <!/2’

ce sont donc des fonctions connues de u. Les formules
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indépendante, cas cjui se présente rarement. Dans le cas général, 
où la variable indépendante serait quelconque, on aurait

ds d'lx — dx d'1 sdx
di —ds’ yds'1

da ds d-x — dx d1 s
ds ds3

Q' y'
Les quantités seraient alors données par des expressions 

analogues et, en faisant la somme des carrés de ces expressions, 
on aurait une formule générale donnant formule qu’il est inu­
tile d écrire ici.

193. Normale principale. Centre de courbure. Cercle oscula- 
teur. — Avant de faire des applications, il nous reste à vérifier 
que la direction de la normale principale MIN', définie par les cosi­
nus directeurs a', JÜ', y', est située du côté de la concavité de la 
courbe.

Pour cela, nous allons montrer que, si M, est un point de la 
courbe infiniment voisin de M, la projection du segment MM 
la direction MN' est positive, c’est-à-dire que le point M, se pro­
jette sur la partie positive MN' {fig- 102).

Fig. 102.

sur

N"

t

p

N'

En effet, x, y, z étant les coordonnées du point M et xt, y{, z 
celles de M,, le segment MM, a pour projections sur les axes

xi — x, y\ —y, z\ — z,

et, sur la direction MN', la quantité

P = a'(xi — x)-+- fi'(yi—y)-JrY(zl — z).

Il faut vérifier que P est positif. Soient

*=/(*)» y = ?(«)» 'KOZ —



Donc
X\ — X —

de même
. « h* Py\—y = /iP + — h '4_" • i

, A»
, = '1+7r+""^1 —

Portant dans la valeur de P et tenant compte des relations 

oca'-t- f3{3'-+- yy' = o, <*'*-+- p'* + y'*= r
on trouve

h'1
P == —r- •+■ * * 12 R

quantité positive pour h infiniment petit, positif ou négatif.

Centre de courbure. — Le centre de courbure G s’obtient en 
portant sur la normale principale MN', dans la concavité de la 
courbe, une longueur MC égale au rayon de courbure R. Les 
coordonnées du point C sont égales à celles de M, augmentées des 
projections de MG sur les trois axes; elles ont donc pour expres­
sions

xR a', jr-f-Rp', z R y'.(G)

Cercle oscillateur. — Le cercle osculateur est le cercle situé 
dans le plan osculateur, décrit du centre de courbure comme 
centre, avec le rayon de courbure comme rayon.

A. 21

Nous avons

f(s) = x,

321

les coordonnées de M en fonction de l’arc s : celles de M( s’ob­
tiennent en faisant croître s d’une quantité infiniment petite h. 
On a donc

COURBES GAUCHES. COURBURE ET TORSION.

=/(«-+- b), Zi= ^0 !l)-,yi = ©O -+- h), 

développons par la formule de Taylor :

/(*-I-A) =/(*) +£/’(»)+ £/'(*)+••••
+

H
S+«

p:
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,
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194. Courbes gauches. Tableau de formules.

^ = /(“)> y — ?(“)» z = ty(u).
ds — y/dx'1 -+- dy* dz2.

X — x _ Y — y _ Z — -z

(Courbe)

(Arc)

(Tangente)

(Plan osculateur) (X — x) (rfjy d-z — dz diy) -t-..
dx dy dz

. = o.
dx dy
ds = y;ds

dy a' 
ds R ’

d$ _
yds

dy\2 ^lY2I
fl?A

dy." drj” _ df _
c/a ’ c/a *Jc/a

i / c/x" \2 fd \2 /d-f\*T>-{-di) +{d7j ^\~dl) ’

c/x' c/?' _ p P" 
^Â" “ — R T ’ ~ds ~~ R — T ’ 

da!\* /c/(3'\2

y!r cK __ ia
c/a R
£¥\2i i

R2 c/a c/a c/aT 2

Les cosinus directeurs de la tangente sont alors
a sin u 

y/a2 -+- A2 

a cos a 
y/a2 -h A2

cAr
a c/a

k
Y = y/a2 -l- A'2

Y'.
T ’

VI. - APPLICATION AUX HÉLICES.

195. Hélice circulaire. — Les coordonnées d’un point de cette 
courbe sont données par les formules suivantes (n° 179) :

y = a sin u* z — ku,x — a cos u

le pas étant égal à i~k. On a

dx = — a sin u du, dy = a cos u du, 

ds = y/a2 -t- A2 c/a.

c/z = k du,
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Elevant ces équations au carré et ajoutant, on a

a*-hk*~«2i
R =R2 ( a2 -t- k'1 )2 ’

Puis, en remplaçant R par celte valeur,

^' = — sin u,

a

a' = — cos it, y' = o.

Les cosinus directeurs de la normale principale MN7 sont donc 
égaux et de signes contraires à ceux du rayon OP; cette nor­
male MN' est parallèle à PO; elle est normale au cylindre, comme 
nous l’avons déjà vu (n° 181).

Nous pouvons maintenant calculer ded, d3;, dy', et, en divisant 
par ds, nous avons

a" doc' sin ila
R T ds \/a2 -i- 7d

COS U
v/«2-h k*

_ dp _

— O.

3^3COURBURE ET TORSION.

On déduit de ces formules d a, dfi, dfy, et l’on a

COURBES GAUCHES.

a' da a cos u
R ~Ts~

P' ^P
R ~ ~

y' rfys- = —- — o.

rt2+ /c2

a si n w 
~ a2 -f- A2 ’

R

Fig. io3.
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Remarque II. — On voit que, dans une hélice circulaire, les 
de courbure et de torsion sont constants. Nous verronsrayons

plus loin que, réciproquement, toute courbe, pour laquelle R et T 
sont constants, est une hélice circulaire.

324 CHAPITRE XI.

Faisant la somme des carrés, on a

R2 + T2 a2-t- A2’

d'où, d'après la valeur de R,

/c2 «2 A2T =T2 (a2-h A2)2’ k

Connaissant a, [3, y, R et T, les dernières formules donnent a",

PA A
Nous ne ferons pas ce dernier calcul, qui serait une simple 

vérification, car les valeurs de a", |3", y" résultent immédiatement 
de l’équation du plan oscillateur (n" 181), la binormale étant 
perpendiculaire à ce plan. Nous nous bornerons à remarquer que 
la formule

±L = _ 1 _ L
ds R T

donne, actuellement, puisque y' est nul,

~ RY’

ou, d'après les valeurs de T, R, y,

a
v/a2-+- A2

Cette valeur étant négative, la binormale MN" fait avec Ov un 
angle obtus. Elle est donc dirigée comme le montre la figure io3.

Remarque 1. — En partant des valeurs de a", (3", y", telles 
qu’elles résultent de l’équation du plan oscillateur, on pourrait 
calculer directement T à l’aide des formules

*
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196. Hélice quelconque. — Considérons un cylindre quel­
conque, dont les génératrices sont parallèles à Oz, et, sur ce 
cylindre, une hélice obtenue en enroulant sur lui un plan dans 
lequel on a tracé une ligne droite. Prenons pour axe Ox la per­
pendiculaire abaissée d’un point A de l’hélice sur O; {fig- io4).

Fig. io4.

COURBES GAUCHES. — COURBURE PT TORSION.
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Soient M un point de l’hélice, P sa projection sur le plan des xy. 
Le lieu de P est la section droite du cylindre, dont nous désigne­
rons l’arc par t,

arcAP = t.

Nous appellerons s Yfirc cle Vhélice,

arc AM = s.

Si l’on exprime les coordonnées du point P en fonction de t

on a

(p) z = o.

L’arc AP étant égal à t, on a

dtdx2-+- dy*- [/*(t) cp'2(*)] dt2 ?
donc

/'*(0+ ?'*(«> = ,•

Appelons p le rayon de courbure de la section droite AP en P : 
comme t est l’arc AP. on a (n°192)•>

d*x\* d\Yyi——_
P2 dV- dt*

^ = /"2(0 + <p"2(0.
P2



9(0
~ i + X*’

»' _ / (0 
K - T~x^’

D où, en ajoutant les carrés,

/"2(0 -t— ?"2(0 
(n-X*)*R2

d’après la valeur deou

R = p(l-h X2).

Le rayon de courbure, en M, varie donc proportionnellement 
au rayon de courbure correspondant de la section droite.

Comme y' est nul, la normale principale est perpendiculaire aux 
génératrices du cylindre, et, comme elle est perpendiculaire à la 
tangente, en M, à l’hélice, elle est normale au cylindre. Le plan 
oscillateur d’une hélice quelconque contient donc la normale au 
cylindre en ce point. C’est là une propriété qui tient au fond à ce 
que l’hélice est le plus court chemin d’un point à un autre sur la 
surface du cylindre. Nous verrons plus tard que, sur une surface 
quelconque, la ligne la plus courte entre deux points est une 
courbe telle que la normale principale, en chacun de ses points, 
coïncide avec la normale à la surface.

326

Ceci posé, passons à l’hélice, lieu du point M. Ce point a 
mêmes coordonnées x et y que P; son ordonnée MP — z est 
proportionnelle à l’arc AP : donc

CHAPITRE XI.

z = \t,(M) y = f(t),

1 désignant une constante positive. D’après cela

dx — f (t) dt

ds — y/dx'1 -f- dy1 -+- dz- — \Ji -+- X2 dt.

dz — X dt,dy = cp'(t) dt,

On a
Xf'(t)

a = - ■ -
? (O Y

\J I -H X2 y/i + X2

Comme y est constant, la tangente fait un angle constant avec 
les génératrices du cylindre, propriété élémentaire bien connue.

t . da d& dyformant ensuite —, -f, — > on ads ds ds

X2

3C
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V
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dans cette formule, on voit qu’il faut prendre

puisque R et T sont positifs. On a donc

i -t-X2
T = P X

Ainsi, dans une hélice quelconque, le rapport du rayon de 
courbure au rayon de torsion est constant. Nous verrons plus
tard que, réciproquement, toute courbe gauche, pour laquelle ^
est constant, est une hélice.

Remarquons, en outre, que, y" étant négatif, la binormale MN" 
est placée comme le montre la figure.

Remar que géométrique. — 11 est aisé de démontrer géométri­
quement que la normale principale d’une hélice est normale au 
cylindre. En effet, la tangente à l’hélice faisant un angle constant 
avec la direction fixe Os des génératrices, le cône directeur des 
tangentes est un cône de révolution autour de Os, et la courbe a, 
découpée par ce cône sur une sphère de rayon i, est un petit

3 27COURBES GAUCHES.

Revenons à l’hélice et calculons sa torsion. Comme y' — o, on a

COURBURE ET TORSION.

ds
et, par suite,

_i_f =
R T 0.

XLe cosinus y est constant et égal à ; comme on a
s/i-h X2

Y2-4- f+f =1,

et que y' est nul, il vient
1

= ± y/1 — y2 = ±
v/1 + X2

Alors la dernière formule donne

>-
•

H
| 73
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cercle dont le pôle est sur Os {fîg- io5). La tangente AF à la 
courbe t est alors perpendiculaire au plan AO,s, et, comme elle 
est parallèle à la normale principale, cetle dernière est perpendi-

Fig. io5.

CHAPITRE XI.

ciliaire au plan AO2, c’est-à-dire au plan tangent au cylindre sur 
lequel est tracée l’iiélice.

197. Courbes sinistrorsum et courbes dextrorsum. — Dans les 
figures précédentes, nous avons représenté des hélices dextror­
sum tournant de gauche à droite. Pour ces hélices, le trièdre Mi, 
MIN', MN", formé par la tangente ( fi g. io3 et io4), la normale 
principale et la binomiale, dont les sens positifs sont déterminés 
par les conventions adoptées, est disposé de telle façon, qu’un 
observateur, ayant les pieds en M, la tête en t et regardant dans 
l’angle N'MN", voit MN' à droite et MN" à gauche. Dans une 
hélice tournant de droite à gauche, la disposition du trièdre est 
inverse.

Si l’on considère maintenant une courbe gauche quelconque, 
on voit, qu’aux environs d’un point M, elle peut affecter deux 
allures différentes, suivant que le trièdre des directions posi­
tives Mi, MN', MN" présente une disposition ou l’autre. Si cette 
disposition est la même que dans une hélice sinistrorsum, on dit 
que la courbe, au point M, est sinistrorsum ; sinon elle est 
dextrorsum.

On peut se rendre compte aussi de l’existence de ces deux cas, 
en remarquant que, sur une petite étendue, un arc de courbe 
gauche quelconque peut être assimilé à un arc d’hélice circulaire ; 
alors cet arc d’hélice peut tourner de gauche à droite ou de droite 
à gauche.



dcL a'
ds K ’

199. Ligne dont le plan osculateur est indéterminé en chaque 
point. — Pour que le plan osculateur soit indéterminé, il faut et il 
suffit que les coefficients de l’équation du plan osculateur soient 
nuis en tous les points de la ligne :

dy d2z — dz dïy = o, 
dz d2x — dx d- z = o, 

dx d’2y — dy d2x — o.

On en conclut
d2x d\y d- z

dy dz

329OURBES GAUCHES. COURBURE ET TORSION.

VII. - EXERCICES SUR LES COURBES GAUCHES.

198. Ligne dont la courbure est nulle. — Si l’on cherche la 
ligne dont la courbure est nulle, ^ = o, en chaque point, on doit 

évidemment trouver une droite. En effet, les formules

deviennent alors

d'à d'(dcL
— o.ds °’ c/7 = °’ ds

Elles montrent que a, [3, y sont constants. La tangente à la 
ligne ayant une direction fixe, prenons l’axe O z parallèle à cette 
direction, nous aurons

P = o, Y = 1ci = o,
ou

dx dy dz
ds °’ ds

On en conclut

^ = s+ C,y = b,x — A,

A, B, C étant des constantes. La ligne est donc une droite paral­
lèle à Os.
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Toul d’abord la relation

d2x _ d2z 
dx dz

donne, en intégrant,
L dx = L dz L a

a désignant une constante. On en déduit

dx = adz,

h étant une nouvelle constante. De même la relation

x = az -h h,

d2y d2 z 
dy dz

donne
y — b z -+- k,

b et k étant deux constantes. Les deux équations ainsi obtenues,

x — az -i- A,

définissent une ligne droite.

y = bz k,

200. Courbe dont la torsion est nulle. — Nous allons montrer 
qu’une courbe, dont la torsion est nulle, en tous ses points, est 
plane. En effet, si = o, les formules

da." dJÿ_ _ £ df _ y' 
ds ~ T ’ ds ~ T ’ ds ~ T

a'

donnent
dot."
m ~0>

dg _ dr = O.ds ds

Donc a", jü", y" sont constants et la binormale a une direction 
fixe. Prenons l’axe parallèle à celte direction

a" = o,

Alors le plan oscillateur est perpendiculaire à O.S, et l’on a

dy d2z — dz d2y = o, 
dx d2 z — dz d-x = o.

nous avons

P'=o, y" — i.

Ces deux équations sont du premier degré en dzeld2z\ comme 
le déterminant

dy dix — dx d2y



hélice. - 
formules

201. Une courbe, le long de laquelle est constant, est une

donnent, par division, en supposant^ = X, 

dx" — X dx,

Comme X est supposé constant, on a, par l’intégration

x" = À a. — a,

où a, b, c sont des constantes d’intégration. Multipliant la pre­
mière de ces équations par a, la deuxième par (3, la troisième 
par y et ajoutant, on a

d$” = X dp, df= X d'[.

p" = Xp - b, Y" =

X — (ax bp -+- cy),(O o =

car
a2-h ^2-h y2 = i.

Cette relation (i) montre que a, b, c ne peuvent pas être nuis 
en même temps, car elle donnerait \ = o. Elle exprime que la 
tangente à la courbe fait un angle constant avec la direction

a*"-+-pp'+TT"=o,

En effet, appelons 0 l’angle de la tangente avec cette direction D,

_ ax -h b p cy
y/a2 -4- è2 -+- c2 y/a2 b2 -t- c2

on a
XcosO

331COURBES GAUCHES. — COURBURE ET TORSION.

ne peut pas être nul, car, s’il était nul, le plan oscillateur serait 
indéterminé on a

d2 3 = 0,dz — o,
c’est-à-dire

3 = G;

la courbe est donc située dans un plan parallèle au plan des xy.
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202. Une courbe, dans laquelle R et T sont constants, est une 

hélice tracée sur un cylindre de révolution. — En effet

constant, la courbe est une hélice. Or nous avons vu (n° 196) que, 
dans une hélice tracée sur un cylindre quelconque, le rayon de 
courbure R, en un point quelconque, est en rapport constant avec 
le rayon de courbure p du point correspondant de la section droite 
du cylindre. Si donc R est constant, p l’est aussi et la section 
droite du cylindre est un cercle. Ce qui démontre le théorème.

étant

VIII. - ETUDE D’UNE COURBE GAUCHE DANS LE VOISINAGE 
D’UN POINT NON SINGULIER.

203. Développements des coordonnées en fonction de l’arc. —
Prenons comme origine un point O de la courbe, pour axe désola 
tangente, pour axe des y la normale principale, pour axe des z la 
binormale. Soit M un point de la courbe voisin de O, s l’arc OM

Fig. 106.

7

X.

P
A X

6/
\

a, [i, y, a', (3', y', a'7, jü'7, y" les cosinus directeurs de la tangente, de 
la normale principale et de la binormale en ce point, R et T les 
rayons de courbure et de torsion au même point. Au point O, 
s est nul, R et T prennent les valeurs R0 et T0, et les neuf cosinus

33a

0 est donc constant. On en conclut (pie la courbe est une hélice 
tracée sur un cylindre, dont les génératrices sont parallèles à la 
direction (D). En effet, si, par les différents points de la courbe, 
on mène des parallèles à (D), l’on obtient un cylindre, dont la 
courbe coupe les génératrices sous un angle constant. En dévelop­
pant ce cylindre, on transforme la courbe en une droite.

CHAPITRE XI.
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?'0) = p,

dérivant encore par rapport à s, et remplaçant — par ^•••)ona

K(0 = ;

?'(0 = y;/'(O = *,

®'U) = y/'(*) =

dérivant encore une fois, en désignant par R' la dérivée de R par

, etc., il vient, , do.' a
rapport a 5 et rappelant que —f—— j7 —

Calculons les premiers coefficients de ces développements. 

On a d’abord, en écrivant que ’ ~j~ ’ ~[~s sont égaux à a, (3, y,

Po = O. 

Po= I»
Pô = O,

Yo = o, 
Yo = °i 
Y o = 1 •

(0

Les coordonnées x, y, z du point M sont des fonctions de s

x = f(s), y = KO, * — 'KO,

que nous développerons par la formule de Mac-Laurin en remar­
quant que/"(o), <p(o), 'l'(o) sont nuis :

v'(°)+0'(o)+?/”(o)+--

j = $©'(o)-t- (o) -+- ©'"(o) -t- . . . ,

K(°) -+- ^'"(o)

X — • ?

Z =

/*(«> =-lîR-fe a"
RT’

T v*/ R2 R2 RT

Y' Y"Y
R2 RT

Si l’on fait, dans ces formules, 5 = 0, les neuf cosinus se rédui-
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prennent, à cause du choix des axes, les valeurs suivantes :
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_____ £! K
2R0 6 RJ< y • • 1

S3
Z

6RnT0

/"( o) = O, ?"(o)=

/'"(o) = — ?'"(<>) = —RJ’

(2)

r(o) = <>,

1
r(o)=- R0T0

Si l'arc, s = OM, est infiniment petit, x est, par rapport à s, du 
premier ordre, y du second, s du troisième; x a le signe de s, y a 
le signe + et 5 celui de — s3. La courbe a donc la disposition indi­
quée sur la figure 106, où l’on a ponctué la partie de courbe située 
au-dessous du plan des xy. Comme s change de signe avec s, on 
retrouve ce théorème que le plan oscillateur traverse la courbe.

204. De tous les plans passant par O, le plan osculateur en O 
est celui qui se rapproche le plus de la courbe. — En effet, un 
plan passant par O a pour équation

AX h- B Y + GZ = o.

La distance du point M(x, y, z) à ce plan est

A x-r- B y -+- Cz 
/As-f- R2-f- C2

En remplaçant x, y, z par les développements (2), on voit que, 
si A n’est pas nul, 0 est infiniment petit du premier ordre par rap­
port à s; si A est nul, sans que B le soit, le plan passe par la tan­
gente et ne coïncide pas avec le plan osculateur, 0 est du deuxième 
ordre; si A et B sont nuis, le plan coïncide avec le plan osculateur 
en O, 0 est du troisième ordre. Le théorème est donc démontré.

205. Cercle osculateur ou cercle de courbure.— SoitMunpoint

Les développements x, y, z sont donc
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sent aux valeurs du Tableau (1) et l’on a

co'(o) = o,/'( o) = i, 'L(o) - O,

C/
Î VS

«a
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de la courbe (fig. 106), A sa projection sur le plan osculateur xOy, 
en O, P sa projection sur la tangente Ox. Nous allons d’abord 
démontrer, comme pour une courbe plane, que le rayon de cour­
bure R0, au point O, est donné par

COURBES GAUCHES. COURBURE ET TORSION.

------2
OP

R0 = lim
•2 IMF ’

quand M tend vers O. Pour cela, remarquons que, dans le triangle 
rectangle MAP, l’angle en P, cpie nous appellerons 9, mesure 
l’angle du plan OPM avec le plan xOy, osculateur en O. Quand M 
tend vers O, le plan OPM, passant par la tangente Ox et le point M 
infiniment voisin de O, tend vers le plan osculateur en O, xOy, 
et 9 tend vers zéro.

Comme on a
AP = MP cosO,

on voit que
op2 _ OP 

aMP _ 9.AP

------- 2

cosO,

et, comme cos9 tend vers i,

OP _ . op2 

•2MP “ m -*AP

------- 2
X**'

= lim—,lim ■iy

OP = x, AP = y. D’après les développements (2), on acar

s4
S'— 3ÏÏÏ+-"Æ-2

____ t Ri ,
Ro 3 RJ
s-‘iy

en divisant Je numérateur et le dénominateur par s- et faisant 
tendre ensuite s vers zéro, on trouve

lim — — Ro,
2 y

ce qui démontre la proposition que nous avions en vue.
Nous conclurons facilement de ce résultat le suivant, que nous 

avons déjà établi pour les courbes planes :

Le cercle de courbure, en un point O d'une courbe, est la
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limite d’un cercle tangent en O à la courbe et passant par un 
point M infiniment voisin de O.

En effet, soit O y' l’intersection du plan OPM avec le plan 
des yzÿ le centre G du cercle tangent à Ox et passant par M

Fig. 107.

x

æ
rVp

MC0/e l
c

I<y

se trouve sur O y'. Appelons R' le rayon de ce cercle et M' le 
deuxième point où PM rencontre ce cercle : on a

OP2 = PM x PM';

mais PM' est égal à 2R'— PM; donc

OP = PM(aR'-PM),
■——2

PM OP
R' = —----- b a PM

Quand M tend vers O, le plan OPM tend vers le plan oscula- 
leur x O y au point O, O y' tend vers O y, le centre G tend vers 
un point C0 de O y et le rayon R' tend vers le rayon de cour­
bure R0, car, dans la formule donnant R', PM tend vers zéro, et
OP tend vers R0.a PM

Le cercle considéré tend donc vers le cercle de courbure en O.

Remarque. — De même que dans les courbes planes, le cercle 
oscillateur, en un point O, est la limite vers laquelle tend un 
cercle passant par le point O et par deux points de la courbe 
infiniment voisins de O. Nous nous bornerons à énoncer ce théo­
rème.



20/. Une surface développable peut être exactement appliquée 
sur un plan. — C’est cette propriété qui est l’origine du nom de 
surface développable : l’opération qui consiste à appliquer la sur­
face sur un plan s’appelle le développement de la surface.

Pour démontrer cette propriété, nous généraliserons le mode de 
raisonnement employé, dans les éléments, pour développer les 
cônes et les cylindres.

Considérons l’arête de rebroussement comme un polygone 
ABCDE... d’un nombre infiniment grand de côtés infiniment 
petits. Les tangentes successives à l’arête de rebroussement sont 
les prolongements des côtés du polygone; une première tangente 
est ABB', une deuxième BCO, une troisième CDD', .... Les tan­
gentes définissent une surface polyédrale dont les faces sont les 

ngles B'BC', C'CD', D'DE', ... que nous numérotons 1, 2,
, ... ( jig. jo8). Cette surface polyédrale a pour limite la surface

Fig. 108.

B

C.E 1sP3
Z

O’ B’C’

développable quand le polygone ABCDE... devient une courbe. 
On peut développer, sur un plan, cette surface polyédrale de la 
façon suivante :

Faisons tourner le plan de la face 1 autour de BCC', de façon à
A. 22
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IX. — DÉVELOPPEMENT D’UNE SURFACE DÉVELOPPABLE 
SUR UN PLAN.

206. Figure schématique d’une courbe gauche. — On peut se 
représenter une courbe gauche comme un polygone gauche 
ABCDE... d’un nombre infiniment grand de côtés infiniment 
petits. Les tangentes sont alors les prolongements des côtés BB', 
CC/, ...; les plans osculateurs sont les plans de trois sommets 
consécutifs ABC, BCD, ...; les cercles de courbure, les cercles 
passant par trois sommets consécutifs ABC, BCD, ....

a 
CO
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l’amener dans le prolongement de la face 2. Faisons ensuite tourner 
l’ensemble des faces 1 et 2 ainsi obtenu, autour de CDD', jusqu’à 
ce qu’il se place dans le prolongement de la face 3. Puis, faisons 
tourner l’ensemble des faces 1, 2 et 3 ainsi obtenu autour de 
DEE'jusqu’à ce qu’il se place dans le prolongement du plan de la 
face 4, et ainsi de suite. Nous arriverons finalement à mettre toutes 
les faces de la surface polyédrale dans un même plan, et nous au­
rons ainsi le développement de la surface sur un plan.

208. Quand on applique sur un plan une surface développable, 
le rayon de courbure, en un point de l’arête de rebroussement, ne 
change pas. — Pour démontrer ce théorème, remarquons que, 
dans l’opération que nous venons de faire pour développer la sur­
face polyédrale, dont les faces sont 1, 2, 3, ..., les côtés et les 
angles du polygone ABCDE... restent les mêmes. Pour les côtés, 
la proposition est évidente. Pour les angles, quand on amène, par 
une rotation autour de BCC', la face 1 sur le prolongement de la 
face 2, l’angle ABC du polygone ne change pas, car le côté AB, 
tournant autour de BC, décrit un cône de révolution d’axe BC. 
De même, quand on amène les faces de l’ensemble 1 et 2, ainsi 
obtenu, à coïncider avec le prolongement de la face 3, par une 
rotation autour de CDD', l’angle BCD ne change pas, et ainsi de 
suite. Il résulte de là que les rayons des cercles, passant par trois 
sommets consécutifs du polygone, ABC, BCD, ... ne changent 
pas. Quand les côtés du polygone tendent vers zéro, le polygone 
devient une courbe et les cercles, passant par trois sommets consé­
cutifs, deviennent les cercles de courbure aux différents points de 
la courbe. Comme ces cercles ne changent pas dans le développe­
ment, le rayon de courbure, en un point de l’arête de rebrousse­
ment, reste inaltéré dans le développement.

CHAPITRE XI.

209. Application. — Ee théorème précédent donne un moyen 
de voir ce que devient l’arête de rebroussement d’une surface 
développable, quand on développe la surface.

Pour cela, on prendra un point O' comme origine des arcs, 
O'M = a, sur l’arête de rebroussement, eL l’on calculera l’expression 
du rayon de courbure R de l’arête, en un point quelconque M, en 
fonction de l’arc s :

R = ©(’$)•



développées et développantes.

Par le développement, l’arête de rebroussement devient une 
courbe plane top, w étant ce que devient le point O' et p ce que 
devient le point M. La courbe plane wp a même longueur d’arc 
que l’arête de rebroussement

339

arc cojji = s

et même rayon de courbure en p :

R = a> (s).

Pour trouver la courbe cop, on est donc ramené à trouver une

Fig. 109.

O' AI

f1-
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courbe plane, connaissant le rayon de courbure en fonction de 
l’arc, problème que nous avons résolu au n° 167.

Par exemple, si l’arête de rebroussement est une hélice circu­
laire, R est constant (n° 195); donc, par le développement de la 
surface développable formée par ses tangentes, l’hélice circulaire 
se transforme en une courbe plane ayant un rayon de cour­
bure constant R, c’est-à-dire en un cercle de rayon R.

X. — DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES

210. Développées. — Considérons une courbe quelconque, 
plane ou gauche C, et menons-lui une suite de normales formant 
une surface développable, c’est-à-dire admettant une enveloppe. 
Cette enveloppe (arête de rebroussement de la surface dévelop­
pable formée par les normales considérées) s’appelle une déve­
loppée de la courbe.

D’après cela, une courbe a une infinité de développées. En effet, 
prenons arbitrairement une normale M0N0 au point M0. Au point 
voisin Mj, on peut mener une normale M1N1 rencontrant M0N0 

en un point Nt ; il suffit, pour cela, de joindre M, au point N(,
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où le plan normal, en M,, coupe M0N0. De même, au point M2t 
voisin deM,, on peut mener une normale M2N2 rencontrant M, N 
en un point N2, et ainsi de suite. On obtient, de cette façon 
une surface polyédrale dont les arêtes, constituées par les prolon­
gements des côtés du polygone N0Nt N2N3..., sont toutes nor­
males à la courbe.

Si l’on suppose que les points M0, M,, M2, M3, ... se rapprochent 
indéfiniment, cette surface polyédrale devient une surface déve­
loppable dont toutes les génératrices sont normales à la courbe;.

Fig. no.
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I
y

No

D. N,

N*

Mo'
M2M,

le polygone N0N,N2N3... devient l’arête de rebroussement de la 
surface développable, c’est-à-dire une développée de la courbe.

On a donc ainsi une développée tangente à une normale ini­
tiale M0N0 arbitrairement choisie.

211. Propriété fondamentale des développées. — Considérons 
développée D, de la courbe C; soit MM, une normale à C,rune

Fig. m.

/*
o,c

M,M;

.M’

if'
M

en M , ( fig. i 11 ). Désignons par l la lon-en M, tangente à D 
gueur de cette normale

i >

l = MjM

et par 5, l’arc de développée 0, M,, compté à partir d’une origine



fixe 0<, de telle façon que la tangente M,M soit menée dans le 
sens des arcs s, positifs. Soit M)M/ une normale infiniment voi­
sine à C tangente à Dt, en M', l H- dl la longueur de M' M'.

D’après la formule générale donnant la différentielle de la lon­
gueur d’un segment de droite (n° 172), on a
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dl— — MM' cosM'MMj — Mt M't cosM', Mt M.

Mais cosM/MM) =0, car MMt est normale à MM' ; cosM^M, M = 1, 
car M( M est tangente à la développée D, ; enfin

M1M = dsi.
On a donc

dl — — ds\.

Intégrant et désignant par c une constante

l —1— s 1 — c.

Donc la somme de M,M et de Varc 0,M( est constante. La 
■développée étant supposée connue, on peut tracer mécaniquement 
la courbe C en prenant un fil inextensible de longueur c, attachant 
ce fil en 0( et l’enroulant partiellement sur la développée de 0( 
en M,, en le maintenant tendu de M, en M. L’extrémité M du fil 
décrit la courbe C.

On pourra démontrer, comme exercice, que la normale princi­
pale M, N' à la développée au point M( est parallèle à la tangente 
Mi en M à la courbe.

212. Courbes planes. — Une courbe plane possède une déve­
loppée située dans son plan; elle possède, en outre, une infinité 
de développées, dans l’espace, qui sont des hélices tracées sur le 
cylindre droit, ayant pour base la développée plane.

Développée plane. — Les normales à la courbe, situées dans le 
plan de la courbe, ont évidemment une enveloppe qui est la déve­
loppée plane. Le point de contact M, d'une de ces normales avec 
la développée est le centre de courbure M, de la courbe donnée, 
relativement au pied M de la normale. En effet, ce point de 
contact M, est le point de rencontre de deux normales infiniment 
voisines, c’est donc (n° 159) le centre de courbure. Ainsi la déve­
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loppée plane d’une courbe plane est aussi le lieu des centres de 
courbure de la courbe. Le tracé de cette courbe donne donc la 
représentation graphique de la variation du rayon de courbure.

Exemples. — Ellipse. — Soit l’ellipse, rapportée à ses axes,

X1 y 2
____ E    t  
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b2a2

Les coordonnées d’un point M(x, y) de la courbe, en fonction 
d’un paramètre w, sont

y = b sin u.

L’équation de la normale à l’ellipse, au point M(x, y), est

(X — x ) dx -h ( Y — y ) dy 

— (X — a cos u)a sin u -+- (Y — b sin u)b cos u — o,

x = a cos u,

= O
ou

ou enfin, en remplaçant a-— b'2 par c2 et divisant par cos u sin m,

aX b Y
c2 = o.

sin ucos u

Pour obtenir le point de contact de cette droite avec son enve-

Fig. ii2.
D’

B
M

C’ 0 'C AA’

M,B'

D

loppe, il faut associer à l’équation précédente sa dérivée par rap­
port au paramètre u :

aX sin u b Y cos u
= o.sin2 ucos2 u

En résolvant ces deux équations par rapport à X et Y, on a les 
coordonnées du point de contact Mf, c’est-à-dire du centre de 
courbure de l’ellipse, relatif au point M ( fig. 112).
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On trouve ainsi
r2(MO X = Y = - sin3 u.— cos3 u. 
a

Quand u varie de o à - , le point M, décrit un arc de courbe, 

situé au-dessous de Ox, tangent à Ox au point C ( X = — ,Y = o 

qui est le centre de courbure relatif au sommet A, et tangent à O y
'j, qui est le centre de courburepoint D ^X = o c2

, Y =au ~~b
relatif à B.

On achève ensuite la courbe par symétrie.
On pourrait décrire l’ellipse avec un fil ; en prenant un fil attaché 

en D, enroulé sur l'arc DM,C, puis tendu jusqu’à A extrémité 
du fil. Si l’on déroule ce fil, en le maintenant tendu, son extrémité 
décrit l’arc AMB; elle arrive en B quand Je fil est entièrement 
déroulé.

Cycloïde. — La cycloïde est engendrée par un point M d’une 
circonférence, de rayon a, roulant sur un axe fixe Ox ( fig. 1 i3).

Supposons que le point qui décrit la courbe parte de O : alors, 
quand le cercle roulant est dans une position quelconque, on a, 
en appelant 1 le point de contact, 01 = arcIM. Quand le cercle 
roulant a fait un demi-tour, le point M est au point le plus haut F 
de l’arc de courbe et le point de contact est en E à une distance 
OE = x.a, égale à la demi-circonférence roulante.

Ceci posé, la normale en M est MI et le centre de courbure M( 
s’obtient en prenant IM, = IM (n° 157). La développée est le lieu 
du point M4.

<

Fig. 113.
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Prolongeons FE d’une longueur ËO, = aa = FE et menons 
par O, une parallèle Otx, à Ox. Puis considérons le cercle symé­
trique du cercle roulant, par rapport à Oj; ce cercle touche O,#, 
en un point I, ; il passe évidemment par M,. Nous allons montrer 
que

arcIj M, = O, I,.
En effet,

arcl] Mt = izà — arc JM, = OE — arcIM = OE — 01 = El = Oi Ii.

L’arc FM, étant égal à 0|F, on peut considérer le lieu du 
point M,, comme décrit par un point d’une circonférence I,M,F 
de rayon a, roulant sur 0<x{. Quand la circonférence IMB roule 
surOa;, la circonférence FM, I roule sur Otxt dans le même sens, 
et quand M arrive en F, M( arrive en O, ; le mouvement conti­
nuant, M va de F en 02 et M, remonte de 0| en 02. La déve­
loppée de la cyeloïde OFCF est donc formée des deux moitiés 
d’une cyeloïde égale à la proposée, l’arc OiVFCF étant égal à F02 

et l’arc O, CF à OMF ; ces deux arcs sont d’ailleurs égaux 
entre eux.

En attachant en O, un fil O, F de longueur O, F et l’enroulant 
sur la développée vers la droite, ou vers la gauche, l’extrémité F 
du fil décrit les deux arcs FCF ou FO.

213. Développées dans l’espace d’une courbe plane. — Soient 
une courbe plane G, sa développée plane D, et une développée 
gauche D2. D’un point M de la courbe partent deux normales, 
l’une MM, tangente en M, à la développée plane D,, l’autre MM2

Fig. n4.

M;
0,

M M, /
.c

tangente en M2 à la développée D2. Tout d’abord, la projection 
de D2 sur le plan de la courbe coïncide avec D,. En effet, la pro­
jection de Ja normale MM2 se fait sur MM,; si des droites sont 
tangentes à une courbe dans l’espace, il est évident que leurs pro-



jections sur un plan sont tangentes à la projection de la courbe; 
actuellement les droites MM2 sont tangentes à D2, leurs projections 
MM) sont donc tangentes à la projection de D2. Ainsi D, est la 
projection de D2 ; le point de contact M, est la projection du point 
de contact M2. La développée gauche est donc tracée sur le cylindre 
droit, ayant pour base la développée plane D,.

Quand le point M décrit la courbe plane donnée, le plan 
MM)M2, tangent au cylindre le long de M(M2, s’enroule sur le 
cylindre et les deux droites MM, et MM2 s’enroulent sur les dé­
veloppées D) et D2. La développée D2 est donc une bélice tracée 
sur le cylindre droit de base D
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214. Développantes. — On appelle développante d’une courbe 
une autre courbe dont elle est la développée. Etant donnée une
courbe Gt, pour construire une de ses développantes, il suffît de 
porter sur chaque tangente M, M de la courbe une longueur l 
telle que

arcOi Mj -h l = c,

c désignant une constante (n° 211 ).
En faisant varier la valeur de cette constante, on obtient une 

infinité de développantes. Si l’on choisit l’arc O, A égal à c, on peut 
dire aussi qu’on prend sur chaque tangente M, M une longueur 
M,M égale à l’arc M,A. La développante considérée coupe la 
courbe au point A ( fig. 115).

Fig. n5.

:M '

O. A'

Les diverses développantes d’une même courbe sont des courbes 
parallèles : en effet, si l’on considère une deuxième développante 
A'M', les tangentes aux deux développantes, en M et M7, sont per­
pendiculaires à M|MM' et, par suite, parallèles. La longueur MM' 
est constante et égale à l’arc AA'.

La détermination analytique des développantes d’une courbe 
exige une intégration, car elle exige le calcul de la longueur sK de 
l’arc O, M,.



2° Développante d une chaînette. — Soit une chaînette ayant 
pour équation

-2(JU )•
y •2 '

Nous allons déterminer la développante partant du sommet B de 
la courbe sur l’axe Oy (voyez la figure 43 du n° 65).

Soit M un point de la chaînette. On obtient le point correspon­
dant de la développante en portant, sur la tangente, une lon­
gueur MC égale à l’arc BM. Or nous avons vu (n° 65) que le 
point C s’obtient en abaissant du pied P de l’ordonnée de M une 
perpendiculaire PC sur la tangente et que la longueur PC est 
égale à a. La tangente, en C, à la développante, étant perpendicu­
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215. Exemples de développantes. — i0 Développante de cercle. 
— Considérons la développante qui part du point A, situé 
sur Ox] on l’obtient en portant, sur chaque tangente M, M, une 
longueur M, M, égale à l’arc AM,. Soient u l’angle AOM,, ale 
rayon du cercle, les coordonnées du point M, sont

y i = a si a u.

L’arc AM, étant égal à a«, on a M, M = au. En projetant OM, M 
sur les axes, on a les coordonnées x et y du point M

x — a cos u -l- au sin u, 

y = a sin u — au cos u.

On peut, avec ces formules, construire la courbe. La tangente, 
en M, est parallèle au rayon OM,.

Fig. n6.

Xi — a cos m,

M,

MJLL
O æ>Â

La courbe AM, ainsi trouvée, a pour développée plane le cercle 
donné : elle a donc (n° 213) pour développées gauches des hélices 
tracées sur le cylindre droit ayant pour base le cercle.

<3



laire à CM, se confond avec CP. La développante, partant de B, 
est donc une courbe telle que la longueur de ses tangentes CP 
jusqu’à l’axe Ox soit constante. C’est la courbe aux tangentes 
égales étudiée au n° 147.

Les autres développantes de la chaînette sont des courbes paral­
lèles à la courbe aux tangentes égales.

DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES. 347

216. Remarque sur le lieu des centres de courbure d’une courbe 
gauche. — Nous avons vu plus haut que, dans une courbe plane, 
le lieu des centres de courbure est une développée de la courbe.

Mais il faut remarquer que, pour une courbe gauche, le lieu 
clés centres de courbure n'est jamais une développée de la 
courbe. Nous ne nous arrêterons pas à démontrer cette proposition. 
On pourra vérifier facilement que les normales principales ci une 
courbe gauche n'ont pas d'enveloppe, ce qui démontre la propo­
sition énoncée.
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CHAPITRE XII.
FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

PLAN TANGENT A UNE SURFACE. — MAXIMA ET MINIMA. 
ENVELOPPES. — COURBURE.

I. - SÉRIES DE MAC-LAURIN ET DE TAYLOR.

217. Représentation géométrique d’une fonction de deux va­
riables. — Soit une fonction z des deux variables indépendantes x 
et y,

z = /0,.r )•

Par rapport à trois axes rectangulaires Ox, O y, Oz, cette équa­
tion représente une surface, qui figure géométriquement la 
tion de la fonction z.

varia-

218. Développements en séries de puissances entières et posi­
tives des variables. — Soit d’abord la fonction

i
(i — ®)ii—y)

à développer suivant les puissances entières et positives de x et y. 
Les identités

i — xp
— i -4- x 4- x2 -H. .. -+- xP~l

1 --- X

■ — yq — i-i-y y2 -+-...
» —y

donnent, en multipliant membre à membre 7

xP -4- y'i — xp y 1i
(i — *)(i— y)

= i -+- x -+-jy -4- x2-h xy -h y2-h x3~h x2y xy2-h y3 -+-...-+- xp-1 yi~l.
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Si l’on fait croître p et q indéfiniment, en supposant x et y 
moindres que i en valeur absolue, xP, y(t tendent vers zéro et l’on 
a le développement

= i -h x -h y -h a;2 -+- xy -+• y2 -+-.. . 4- xmyn .. • ?(1 — x)(i —y)

où les exposants m et n prennent toutes les valeurs positives en­
tières. Ce développement est absolument convergent pour

— 1 < x < 1,

Cas général. — Prenons maintenant une série ordonnée par 
rapport aux puissances positives croissantes de deux variables x
et y

(0 ao,o + n^o^-i-^0,1 y •+■ ^2,0372 ■+■<*1,1 xy ■+■ ao,2^2 ■+■••••+■ am,nxmyn -f-...,

où m et 11 prennent toutes les valeurs entières et positives, les 
coeffîcienls constants «0,o> «0••
vant une loi déterminée.

On a alors le théorème suivant :

Une série de la forme (1) est convergente pour des valeurs 
de x et y comprises dans des intervalles symétriques par rap­
port ci zéro.

On démontre ce théorème par un raisonnement qui est l’exten­
sion naturelle de celui qui a été employé au n° 83.

Supposons, en effet, que la série (1) soit convergente pour 
x — v., = nous allons démontrer qu’elle est convergente et
même absolument convergente pour toutes les valeurs de x et y, 
telles que

— i<7<i.

se succédant sui-• 1

<1 < I

^ désignant fes valeurs absolues de el-^*x

En effet, la série étant convergente pour x — a, y = [3, le terme 
général

am,n<z'n P"

tend vers zéro, quand l’un des entiers m et n croît indéfiniment, 
ou quand ces deux entiers croissent indéfiniment suivant une loi

et

TP
 NI 8
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quelconque,
lima/„>reawPra= o.

On peut donc assigner des valeurs m' et n' assez grandes pour 
qu’on ait

| <1

pour toutes les valeurs de m et n telles que

m 5 m , n ^ n'.

Cela posé, écrivons la série (i) sous la forme suivante :

(?) +a°-,p(ï) Kr(f)v-a"1<^0,0 -1— <Tl,0a m, n

La série se compose d’abord d’un nombre limité de termes pour 
lesquels les exposants m et n sont moindres que m! et n' ; pour les 
autres termes, en nombre illimité,

7)i ^ m', n % n',
on a

Chn,nZm $'1 I < I,

et, par suite, pour la valeur absolue du terme général,

m
<

Or la série, dont le terme général est

est convergente, d’après le cas particulier précédent, et a pour 
somme

i

ÏT|][i — i —

dès que

<i.

La série proposée est donc absolument convergente, dès que x

<i,

^ 
I «

-c
e|V» h

fc 
w

SS 
I 8
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et y possèdent des valeurs telles que

< i;

ce qui démontre le théorème.

^19. Interprétation géométrique. — Si l’on appelle 5 la somme 
de la série

O) Z — ct0)0 -+- et 1,0# “t- «0,1 J Clm^nXmyn -+- • •

la fonction z définie par cette relation existe pour

• 1

I y <i.

Si donc l’on considère dans le plan des xy les quatre droites

y = ±P>

ces quatre droites forment un rectangle ABGD ( fi g. i 17), et, pour

Fig. 117.

x — ± a,

c' (
B/• / / /--- »--- ~r■fcGr'/ / / /

/' / / y
AL B

o

A

tout point P de coordonnées x et y situé dans ce rectangle, la va­
leur de z existe. On peut donc dire que l’équation (2) définil une 
portion de surface courbe AMVC/D' se projetant horizontalement 
sur le rectangle ABGD.

On a ainsi l’extension aux fonctions de deux variables du théo­
rème rencontré antérieurement pour les fonctions d’une variable
(n° 83).

O11 peut appeler ABCD le rectangle de convergence de la 
série (1).

2!20. Différentiation et intégration des séries de puissances 
entières et positives de deux variables. — Une série telle que (1)

< 1,

x
<1,a

S 
«
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définit, dans le rectangle de convergence, une fonction de x ctyr 

~ <*o,o -H ct\^X ■+• ®o,iy + • • • ■+■ am,nx'nyn ■+■ • • • •

On peut démontrer, comme pour le cas d’une variable, les deux 
théorèmes suivants que nous énonçons seulement :

i° Si Von prend les dérivées partielles de tous les termes 
de la série f(x,y) par rapport à x ou à y, la nouvelle série 
obtenue converge dans le même rectangle que la première et a 
pour somme la dérivée partielle

f'x f'y

2° Si l’on multiplie tous les termes de la série par dx et si 
Von intègre, par rapport ci x, de o à x, la nouvelle série 
obtenue est convergente dans le même rectangle que la pro­
posée et a pour somme

ou

f f(xiy)d
Jo

X.

On a un théorème semblable pour Vautre variable y.

2*21. Série de Mac-Laurin pour une fonction de deux va­
riables. — Etant donnée une fonction de deux variables f(x: y), 
proposons-nous de la développer en une série procédant suivant 
les puissances entières et positives de x et y.

f(x,y) = «o,o •+■ ai,ox -+- «0,1/ci^^xv -f- a0,2./2 -+"••••

Le problème est de calculer les coefficients am^n quand la fonc­
tion est donnée. Pour cela, prenons les dérivées successives des 
deux membres par rapport à x et y :

àf
- «i,o + 2a2i0a7+ <*i,tJK-+-«- • î

àf
— <*0,1 + «1,1 x -+- 2«o,2/ +• • ’ ?

à\f — 2«2,0 • • * Jdx2
à\f — ai,i + • • • >dx dy

d\f
— 2 a0,2 ■+• • • • ?ày’~
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en facteur. Dans tous ces

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

les termes non écrits contenant x ou 
développements, faisons x = o, y — o ; nous avons

y

àfàf«o,o = /(o, o), «0,1 —«1,0 àx] o’ ày) o’

à\f'Kdxdy) o’

On a ainsi le développement demandé

i
«1,1 «0,2 — 72 \dy*J o

f(*,y)= f(°,0)^X —; J o

KSO. ('J!/') ]+..
\àxdy)« ^ W*/oJ

i -H 23J • î
I .2

où les indices o signifient que, après avoir pris les dérivées, il faut 
y remplacer x et y par o.

On a ainsi l’extension à deux variables de la série de Mac- 
Laurin.

Pour que ce développement soit applicable, il faut :

Que toutes les dérivées ( ——-J— ) 
x \dx"ldy'1 J o soient finies et détermi-i°

nées;
2° Que la série soit convergente pour certaines valeurs de x ety ;
3° Qu’elle ait alors pour somme la fonction donnée f(x, y).

Si l’on suppose ces conditions remplies, la série représente la 
fonction f{x, y) pour toutes les valeurs de x el y qui la rendent 
convergente, c’est-à-dire pour toutes les valeurs de x et y com­
prises, respectivement, dans des intervalles symétriques par rapport 
à zéro.

Géométriquement, si l’on considère la surface

* =f(x,y),
la série

àfz=f( 0,0)

représente la portion de cette surface qui se projette sur le plan 
des xy dans un certain rectangle ABCD ( fi g. 117).

Autres notations. — Désignons par p, q, /■, 5, t les dérivées
A. 2.3
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partielles de z par rapport à x et y (voyez n° 6).

_ dz __ df _
P dx dx' ^ dy dy ' 

d2z _ d2f 
dy2 oy2 ’

dz df

à2 z d2 f 
dx2 dx2 ’r -

d2z _ d2f 
dx dy dx dy

Convenons en outre de désigner par z0, p0, q0, r0, 50, t0 les 
valeurs de la fonction et de ses dérivées pour x — o, y — o. Nous 
pourrons alors écrire les premiers termes du développement de la 
façon suivante :

iz — zQ-+-p0x-+- qQy -+- -(/’0x2 + is0xy t0y2) -+-....

222. Série de Taylor. — La série de Mac-Laurin permet de 
développer la fonction

* = A*, y),(3)

pour les valeurs de a? et y situées dans un rectangle ayant pour 
sommet l’origine, et, par suite, d’étudier la surface représentée 
par l’équation (3), dans le voisinage du point où elle coupe 
l’axe Oz.

Si l’on veut étudier la même fonction f(x, y) dans le voisinage 
d’autres valeurs

y = b,x — a,

on ramène ce cas au précédent en posant 

x — a -+- x', y = b -h y,

et l’on étudie la fonction

f(a -h x , b-hy'),

pour des valeurs de x' et y' voisines de zéro. Si l’on développe 
cette fonction de x' et y' suivant les puissances positives et crois­
santes de x' et y', on doit, pour former les coefficients du déve­
loppement, calculer les valeurs des dérivées partielles

_____ d'f
dx' ’ dy' ’ dx'2 ’ dx' dy'1
df àf d\f
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pour x' = y' =- o, c’est-à-dire les valeurs des dérivées 

àf, àft à\f
dx dy dx2 dx dy

pour x — a, y — b\ nous désignerons ces valeurs par

àf df à2 f 
da ’ db ’ da2 ’

On a alors le développement

/(a-h x\ b y') — f(a, b) + ^

à\f , ..
da db

«’/ +/,ü\
1 db2 / * * >da db

en appelantou encore
r, s, tP, <7>

les valeurs des dérivées premières et deuxièmes de /(oc, y) pour 
x = a,y=b,

/(a -t- x', b ■+-y') = f(a, b)-+-px’-4- qÿ 

-+- - (rx'2-\- 2sx'y'-h ty’2) -+-.........

Ces développements sont convergents pour les valeurs de x' etyr 
comprises dans des intervalles symétriques par rapport à zéro.

(4)

Fig. n8.

5CX

æ>O

/y æ>0'y
4

Au point de vue géométrique, considérons, sur la surface, le 
point R dont la projection O' sur le plan xOy a pour coordon­
nées a et b. Le changement de variables

x — a -t- x’ y = b-hy',y

I -
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revient à transporter les axes de coordonnées, parallèlement à eux- 
mêmes, au point O', en O'x', O’y\ O' z' (fig- i 18).

Par rapport à ces nouveaux axes, la surface a pour équation

f(a -+-ar', b -h y').

Le développement en série (4) suivant les puissances de x' et y' 
est convergent dans un rectangle situé dans le plan des xry\ ayant 
son centre en O'et ses côtés parallèles aux axes; ce développe­
ment représente donc la portion de surface qui se projette hori­
zontalement dans ce rectangle.

A utre notation. — Changeant, dans le développement (4), a et b 
en x et y, x' et y' en h et /r, on a le développement

/O + A,7 + k) = /O, y) + A -f- a- ^

z —

ày

("S**" y-f
• • tàx ày

ou encore
f(x h, y-h k) — f(x, y ) -+-ph -t- qk

-t- — ( r/i2 ishk tk2)+...,
2

développement convergent pour des valeurs de h et k suffisamment 
petites en valeur absolue.

II. — PLAN TANGENT A UNE SURFACE.

223. Définition et équation. — Soient une surface ayant pour 
équation

A*, y),

et un point M de cette surface ayant pour coordonnées x, y, z. 
Par définition, le plan tangent en M est le lieu des tangentes 
menées, en M, à toutes les courbes tracées sur la surface par le 
point M. Imaginons une courbe quelconque MC tracée sur la sur­
face et passant par M ( fig. 119). Le long de celte courbe, les 

.coordonnées d’un point sont des fonctions d’un paramètre u véri­
fiant identiquement la relation

Z =

- =f(*iy)-

N
- I -
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Quand on fait varier u infiniment peu, le point M subit, sur la 
courbe G, un déplacement infiniment petit MM' ayant pour pro­
jections les différentielles dx, dy, dz des coordonnées regardées 
comme fonctions de u. Les équations de la tangente Mi à la

Fig. 119.

t

C
M'M

N

courbe C sont alors, en appelant X, Y, Z les coordonnées cou­
rantes,

Y — Z — zX — x _ ____
dx dy

y =(1) dz

Comme les fonctions x, y, z de la variable u vérifient identi­
quement la relation

* = f(*,y),

on a, en appliquant la règle de différentiation des fonctions com­
posées,

dz = f'x dx -h f'y dy,

relation que nous écrirons

dz — p dx -+- q dy,(2)

en désignant, pour abréger, par p et q les dérivées partielles de 3 

par rapport à x et y :
P = /*> <7=/;r>

ou encore
dz dz

q = W-p = dx’

En remplaçant dans l’équation homogène (2) dx, dy, dz par les 
quantités proportionnelles X — x, Y —y, Z — z tirées des équa­
tions (1) de la tangente l’équation du lieu des tangenteson a

(3) Z — z — p(X — x) g (Y—y).

Telle est l’équation du plan tangent au point (x, y, z).
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224. Normale. — La normale au point (x, y, z) à la surface, 
étant la perpendiculaire au plan langent, a pour équations

CHAPITRE XII.

X — x _ Y — y _ L — z
(4) — iP <1

22o. Cas où la surface est définie par une équation non résolue.
— Soit

(5) F (*,y,z) = »

l’équation de la surface. Cette équation définit z comme une fonc­
tion implicite de x et y qu’on peut désigner par

~ =f(v, y)-

• • ôzPour calculer la dérivée partielle de z par rapport à x, —

on prendra la dérivée du premier membre de (5) par rapport à x, 
en y regardant z comme fonction de x : on a ainsi

= o

OU
F[b -+- F'zp = o. ’

On a, de même, en différentiant par rapport à y,

Fy-hF'zq = o.

Ces relations donnent les valeurs de p et q : en les portant dans 
les équations du plan tangent et de la normale, on obtient les 
équations

(Plan tangent) (X — a?)F^-t-(Y —y) F^-t-(Z — z)Fl=o; 
X—* Y-y Z—z

F'r “ F^
(6) j (Normale)

F;

Nous prendrons, ordinairement, les équations du plan tangent 
et de la normale sous les formes (3) et (4)- Quand l’équation de la 
surface n’est pas résolue par rapport à z, on se rappellera que p elq 
sont définis par les relations

F'1 y tF'*
P = — Fi ’ q ~ Fi
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226. Points singuliers. — Il peut se faire qu’en un point (x, y, z) 
de la surface définie par l’équation

fO, y,*) = o>

les trois dérivées partielles

F' F' F'A xi A yi L z

soient milles toutes les trois. Alors l’équation du plan tangent 
sous la forme (6) n’existe plus. Les valeurs de p et q apparaissent 
sous forme indéterminée. Les points spéciaux pour lesquels cette 
circonstance se présente s’appellent/?ofrc£.ç singuliers de la surface. 
En un tel point, les tangentes aux diverses lignes tracées sur la 
surface ne forment plus un plan, mais un cône dont le degré peut 
être plus ou moins élevé. Par exemple, le sommet d’une surface 
conique est un point singulier de la surface : les tangentes aux 
diverses courbes tracées par ce point sur la surface conique forment 
évidemment un cône qui se confond ici avec la surface conique 
elle-même.

227. Remarque. —- La tangente à une courbe en un point M est 
la limite d’une droite joignant le point M à un point M' infiniment 
voisin. Il ne faudrait pas croire que le plan tangent à une surface 
en un point M est la limite d’un plan passant par M et par deux 
points infiniment voisins M'et Mépris sur la surface. Le plan MM'M" 
tend vers des positions limites diverses qui dépendent de la façon 
dont les points M7 et M" tendent vers M en se déplaçant sur la 
surface.

Par exemple, si les points M' et M" tendent vers M de façon que 
les droites MM' et MM" tendent vers deux tangentes distinctes à 
la surface, le plan MM'M" tend vers le plan tangent, car sa position 
limite contient deux tangentes à la surface. Mais si les points M'et M" 
tendent vers M en suivant tous deux une même courbe tracée sur 
la surface par M, le plan MM'M" tend vers le plan osculateur à 
cette courbe et non vers le plan tangent à la surface.

228. Position d’une surface par rapport au plan tangent dans le 
voisinage du point de contact. — Prenons, sur une surface

=f(x,y),
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un point déterminé A de coordonnées a, b, c

c =/(«, b),

ayant pour projection O' sur le plan des xy\ appelons p et q les
valeurs des dérivées ^ et ^ en ce point, /*, s et t les valeurs des

• 02 ^ ^2 ^ ()2 ^ • • •
dérivées secondes et^iau même point. Soient M un point

de la surface, voisin du point A, P sa projection sur le plan des xy ; 
pour étudier la surface dans le voisinage du point A, transportons 
l’origine au point O', projection du point A sur le plan xOy, et 
prenons de nouveaux axes O'x'y'z'parallèles aux anciens {fig- i20). 
Nous aurons

x — a -h x\ y = b -t-y,

et l’ordonnée z conservera la même valeur.
Les quantités x1 et y' sont les coordonnées du point P par rap­

port aux axes O'x', O 'y'. La valeur de c en fonction de x et y' 
devient

z =/(« +- x', b -+-/),

ou, en développant par la formule de Taylor,

1
f(a, b) 4-px'qy'H----(/-a/2-!- -is'x'y'-4- ty'2) -H".. ..(7) z =

L’ordonnée MP rencontre le plan tangent en A en un peint M )

Fig. 120.

x'x.

MTA

O æ
■x'

y yb

dont nous appellerons 5| l’ordonnée M, P. Comme le plan tangent 
en A a pour équation, par rapport aux anciens axes,

Z — c = p(X — «)-4-<7(Y — b),
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et que les coordonnées du point P sont

X = a -f- x', Y = &+/,

l’ordonnée z{ du plan tangent est

Z\ = c -4-px'-h qy'.

La quantité c étant égale à f(a, b), on voit que l’ordonnée zt du 
plan tangent s’obtient en s’arrêtant aux termes du premier degré 
inclus, dans le développement de l’ordonnée z d’un point M de la 
surface suivant les puissances de x' et y'.

Pour voir comment la surface est placée par rapport au plan 
tangent, faisons la différence z — z{ des ordonnées MP et MjP. 
On a

^-(rx'ï-1- isx'y'-h ty'*)

où les premiers termes non écrits sont du troisième degré en x1 
et/.

A chaque position du point P voisine de O' dans le plan x'O'y' 
correspond ainsi une valeur de la différence z — Z\. Si cette diffé­
rence est positive,, le point M de la surface est au-dessus du plan 
langent en A; si elle est négative, il est au-dessous ; si elle est 
nulle, le point M est dans le plan tangent, car il se confond alors 
avec M,.

(8) z — Zi =

Intersection de la surface avec le plan tangent. — Pour 
obtenir la projection horizontale de l’intersection de la surface 
avec le plan tangent en A, il suffit de chercher le lieu des points 
P (a;', /) tels que la valeur correspondante de 5 — soit nulle :

5 --- Zy = o.

La projection de l’intersection sur le plan des x'y' a donc pour 
équation

o = rx'2-h isx'y'-h ty‘L-sr-...,

les termes non écrits étant au moins du troisième degré en x' et/. 
Cette équation ayant, comme termes de moindre degré, des termes 
du second degré, représente une courbe ayant un point double

(9)
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à Vorigine O'. Pour voir quelle est la nature de ce point double 
écrivons l’équation du faisceau des tangentes à l’origine

ra?'2-i- isx'y' -f- ty'2 = o.(9 àis )

Cette équation représente deux droites qui peuvent être imagi­
naires, ou réelles et distinctes, ou réelles et confondues. De là 
trois cas à distinguer :

Premier cas. — Soit d’abord rt — s2positif . — L’équation (9 bis) 
représente alors deux droites imaginaires : la courbe d’intersec­
tion de la surface avec le plan tangent en A présente donc en pro­
jection un point isolé en O'; elle a, dans l’espace, un point isolé 
en A. Dans ce cas, le plan tangent n’a donc, dans le voisinage im­
médiat du point A, d’autre point commun avec la surface que le 
point de contact A lui-même.

Si le point P(xr,y') se déplace dans le voisinage immédiat du 
point O', par exemple en tournant autour du point CP, la diffé­
rence z— z{ ne s’annule pas, puisque la projection de la courbe 
d’intersection n’a aucune branche réelle passant par le point CP; 
cette différence conserve donc un signe constant et la surface est, 
dans le voisinage immédiat du point A, d'un même côté du plan 
tangent.

Pour se rendre compte du signe constant de z — z{, il suffit de 
remarquer que, xr et y' étant très petits, le signe de z—est 
le même que le signe du groupe des termes de moindre degré

rx'2 -+- 2 s x'y’ -t- ty'2 ;

ces termes forment un trinôme en x', dont les racines sont imagi­
naires, car rt — s2> o; ce trinôme est constamment du signe de r 
et aussi du signe de t, car/' et t ont nécessairement le même signe. 
Si donc /•> o, 5 — zt est positif au voisinage de O', et la surface 
est, aux environs du point A, au-dessus du plan tangent; si /'<o, 
s — Zf est négatif ; la surface est, aux environs du point A, au- 
dessous du plan tangent.

On dit, dans ce cas, que la surface possède 
courbure totale positive, ou encore 
point.

au point A, une 
qu’elle est convexe en ce
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Exemples. — Par exemple, un ellipsoïde, un hyperboloïde à 
deux nappes, un paraboloïde elliptique sont des surfaces convexes 
en chacun de leurs points. Un tore est convexe en tous les points 
de la partie engendrée par la moitié de la circonférence généra­
trice (Jig. 121) opposée à l’axe. Quand une surface est convexe, 
en un point A, si l’on mène un plan P’ parallèle au plan tan­
gent en A à une distance très petite du plan tangent du côté où

Fig. 121.
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se trouve la surface au voisinage de A, ce plan coupe la surface 
suivant une petite courbe fermée. C’est ce qu’on voit sur la 
figure 121 qui représente un tore, le point A étant pris sur la 
partie convexe du tore. Un plan parallèle au plan langent, très 
voisin de ce plan et placé de l’autre côté, ne coupe pas la surface 
au voisinage de A.

Deuxième cas. — Supposons rl — s2 négatif. — Dans ce cas la 
projection horizontale (9), de la courbe d’intersection du plan 
tangent avec la surface, présente en O 
croisent deux branches dont les tangentes 07E et 07E7 sont don­
nées par l’équation (9 bis) (voir Jig. 122). Dans l’espace le plan 
langent coupe la surface suivant une courbe ayant, au point de 
contact A, un point double où se croisent deux branches dont les

point double où seun

tangentes AD et AD' ont pour projections horizontales 07E et
O'E'; ces deux tangentes AD et AD7 s’appellent les directions 
asyniptotiques de la surface au point A.

En projection horizontale, les deux branches de la courbe d’in­
tersection passant par O7 déterminent quatre angles curvilignes I, 
II, III, IV. Quand le point P (a?7, y7) se déplace au voisinage de O7, 
la différence z — .3,..garde un signe constant, tant qu’elle ne s’an­
nule pas, c’est-à-dire tant que le point P ne passe pas d’un de ces
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angles dans l’angle voisin, en traversant une des branches de la 
courbe. Cette différence change de signe au contraire chaque fois 
que le point P traverse une des branches. Supposons par exemple 
que, le point P se trouvant dans la région I, z — zK soit positive

CHAPITRE XII.

Fig. 122.

X ,D’
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III

’O’ IV/*

(région hachurée); alors dans IL, z — z, sera négative ; dans III, elle 
sera positive (région hachurée); dans IV, négative. La partie de 
la surface qui se projette horizontalement en I et III est au-dessus 
du plan tangent; celle qui se projette en II et IV au-dessous. La 
surface traverse le plan aux points qui se projettent sur la courbe.

On dit, dans ce cas, que la surface possède en A une courbure 
totale négative.

Un plan parallèle au plan tangent, placé très près de ce plan, 
d’un côté ou de Vautre, coupe toujours la surface.

Exemples. — Par exemple 

Fig. 123.

un hyperboloïde à une nappe, un 

Fig. 124.

/pZ3D nD'

paraholoïde hyperbolique sont des surfaces dont la courbure totale 
est négative en chaque point. Le plan tangent à paraholoïdeun



hyperbolique en un point A le coupe suivant deux droites AD 
et AD' ( fig. 123).

Un tore est à courbure totale négative, en tous les points de 
la partie de surface engendrée par la moitié de la circonférence 
génératrice (fig- 124) tournée vers l’axe. Le plan tangent P, en un 
de ces points A, coupe le tore suivant une courbe ayant un point 
double en A. Si l’on mène les tangentes AD et AD' au point 
double A, on obtient les directions asymptotiques au point A.

Troisième cas. — Supposons enfin rt— s- nul. — Dans ce cas, 
le plan tangent en A coupe la surface suivant une courbe, dont la 
projection a pour équation

365PONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

o = rx'* -+- 7,sx'y'-i- ty'* -+-....

Actuellement, cette courbe possède en O' un point double à 
tangentes confondues en une seule O'E {fig. 126), car l’équa-

Fig. 125.

(9)
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tion (9 bis) représente deux droites confondues. Le plan tangent 
en A coupe donc la surface suivant une courbe ayant en A un 
point de rebroussement de tangente AD, ou, plus généralement, 
un point singulier où deux branches de courbe sont tangentes 
entre elles et à la droite AD. Les deux directions asymptotiques, 
au point A, sont alors confondues avec cette droite AD.

Le signe de 2 — zK sera positif ou négatif suivant que le point 
V{x',ÿ) sera dans l’une ou l’autre des régions délimitées par la 
courbe (9), projection de l’intersection de la surface et du plan 
tangent.

On dit alors que la surface a une courbure nulle au point A.
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Exemples. — Dans une surface conique ou cylindrique, la cour­
bure totale est nulle en chaque point A; en effet, le plan tangent 
à une de ces surfaces en un point A, étant langent tout le long de 
la génératrice AD du point A, coupe la surface suivant deux droites 
confondues avec AD. Cette droite est la direction asymptotique 
en A. Ainsi la quantité rt —- s'2 est nulle en tous les points d’une 
surface conique ou cylindrique. Nous verrons plus tard que cette 
propriété est caractéristique des surfaces développables.

Dans un tore, le plan tangent perpendiculaire à l’axe touche la 
surface tout le long d’un cercle C. En un point A de ce cercle la 
courbure totale est nulle : le plan tangent en A coupe la surface 
suivant deux circonférences confondues avec C, c’est-à-dire deux 
courbes tangentes en A. La tangente AD à ce cercle G est la direc­
tion asymptotique en A. Le cercle C et son symétrique par rap­
port au plan de l’équateur du tore partagent la surface en deux 
parties. Sur la première partie qui est opposée à l’axe, la courbure 
totale est positive; cette partie est marquée {fig. 126) sur la figure
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Fig. 126.

-b

par des + . Sur la deuxième partie, qui est tournée vers l’axe, la 
courbure totale est négative; cette partie est marquée sur la figure 
par les signes —. Le cercle G est marqué par des o.

III. — APPLICATION. — PLAN TANGENT AUX SURFACES
RÉGLÉES.

229. Formules générales. — Considérons une droite mobile 
ayant pour équations

y = b z -h k,x = a z h- ù,

où les coefficients «, 6, h, k sont des fonctions continues d’un pa-

(G)
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ramètre u :

«=/(“)» h = ?(«)» 6=/i(“), * = ?i(«).

Quand m varie, cette droite engendre une surface réglée. Les 
droites G sont les génératrices de la surface. Soit AB une posi­
tion de la génératrice, nous nous proposons d’étudier les variations 
du plan tangent à la surface en un point IV1 qui se déplace sur cette 
génératrice.

Considérons la section G de la surface par un plan P parallèle 
au plan des xy et menons la tangente Mi à cette section au point M 
où le plan P rencontre la génératrice AB (fig. 127).

Fig. 127.

B
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Le plan tangent en M, devant contenir les tangentes à toutes 
les courbes passant par M sur la surface, contient les deux droites 
Mi et MA : c’est le plan iMA. Ce plan a pour trace sur le plan 
des xy la droite A t' parallèle à Mi. Le long de la courbe G, z est 
constant : les coordonnées d’un point de cette courbe sont donc 
exprimées en fonctions de u par les formules

x = az 4- h, y =. b z -+- k,

où z est constant; et le coefficient angulaire m de la tangente Mi 
à cette courbe est

z db -t- dk 
dx z da -t- d/i
dvm — -A

Cette même quantité m est le coefficient angulaire de la trace A t' 
du plan tangent en M sur le plan des xy.

Quand le point M se déplace le long de la génératrice AB, 
u garde une valeur constante, ainsi que t/a, db, dh et dk, tandis
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que z varie de — œ à oc. On voit que m varie avec z toujours 
dans le même sens et prend une fois, et une seule fois, toutes les 
valeurs possibles de — oc à -f- oo. Cela résulte de ce que

dm da dk — db dh
(2 da 4- dh)%dz

conserve un signe constant quel que soit
Le pian tangent, quand le point M décrit la génératrice AB, 

d’un bout à l’autre, tourne donc toujours dans le même sens autour 
de AB et prend une fois, et une seule fois, toutes les positions 
possibles.

Cas exceptionnel. — Il peut arriver exceptionnellement que m 
soit indépendant de z. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit 
qu’on ait

da dk — db dh — o.(0

Dans ce cas, le pian tangent est le même en tous les points de la 
génératrice AB.

230. Classification des surfaces réglées : surfaces gauches et 
surfaces développables. — Lorsque la condition (i) est remplie 
pour toutes les génératrices d’une surface réglée, c’est-à-dire est 
remplie quel que soit m, on dit, comme nous l’avons déjà indiqué 
(n° 184), que la surface est développable ; les génératrices ont 
alors une enveloppe, appelée arête de rebroussement.

Si, au contraire, cette condition n’est pas remplie, quel que 
soit il, on dit que la surface réglée est gauche; les génératrices 
n’ont pas d’enveloppe.

D’après cela, une surface développable est caractérisée par ce 
fait que le plan tangent est le même tout le long de chaque géné­
ratrice, comme pour un cône ou un cylindre : nous avons vu que 
ce plan tangent coïncide avec le plan oscillateur à l’arête de rebrous­
sement (n° 186). Pour une surface gauche, au contraire, le plan 
tangent varie quand le point de contact se déplace le long d’une 
génératrice : il peut exister sur la surface gauche des génératrices 
particulières pour lesquelles la condition (i) est vérifiée, mais ce 
sont des génératrices exceptionnelles.
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Par exemple, la droite

U3 U1* U,'*
Z-Jr U,X = yT ?4 2

engendre, quand u varie, une surface développable, car on a

u3 iàb = — h — u, ka = T 4 ’
5

donc
da dk — db dh o

identiquement : la droite a une enveloppe. 
A.u contraire, la droite

x = uïz -f- «,

engendre une surface gauche, car

b — u,
donc

da dk — db dh = (2 u — 1) diû,

expression qui n’est pas nulle quel que soit u : la droite n’a pas 
d’enveloppe. La génératrice 11 = ^ est une génératrice exception­

nelle de la surface, le long de laquelle le plan tangent est le même. 
Parmi les surfaces du deuxième ordre, le paraboloïde hyper­
bolique et l’hyperboloïde à une nappe sont des surfaces réglées 
gauches.

Remarque. — Les surfaces développables ont en tous leurs 
points leur courbure totale nulle (.rt — s-= o), car le plan tan­
gent en chacun de leurs points coupe la surface suivant deux droites 
confondues avec la génératrice de contact, comme dans les cônes 
et les cylindres.

Les surfaces réglées gauches ont, au contraire, en chacun de 
leurs points leur courbure totale négative (rt — s2<< o), comme il 
arrive pour l’hyperboloïde à une nappe.

y — uz -+-

k — u ;h — ua = a2,

IV. — MAXIMUM OU MINIMUM D’UNE FONCTION DE 
DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES

231. Recherche du maximum ou du minimum. — Soit

f{x,y)
A. 24

w
 I 7

,
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une fonction des deux variables indépendantes x et y, on dit que 
cette fonction est maximum pour x = a, y—b, quand, pour 
toutes les valeurs de x et de y voisines de a et b respectivement, 
on a

f(xiy) </(aï b).

De même la fonction est minimum pour x = a, y = b, quand, 
pour toutes les valeurs de x et y voisines de a et b on a

Ax,y) >/(«, b).

Cherchons les conditions du maximum.
Pour donner à x et y des valeurs voisines de a et 6, nous 

poserons
x = a -+- x' y = b-hy',

où x' et y1 sont assujettis à rester voisins de zéro. On doit avoir 
alors

f(a -t- a?', b-h y') —f(a, 6) < o

pour toutes les valeurs de xy voisines de zéro. Développons le 
premier membre par la formule de Taylor, en appelant p, q, /•, s, t 
les valeurs que prennent, pour x — a, y=b, les dérivées par­
tielles premières et deuxièmes de f(x, y). Nous avons

f(a-hx', b -4-y') —/(a, b)

— p x' + qy' H—- ( r x'^ -+- 2 s x'y' -+- tÿ% )-+-....

(0

Pour qu’il y ait un maximum, quand x — a, y = b, il faut et 
il suffit que cette différence (1) soit négative pour toutes les 
valeurs de x' et y' voisines de zéro et qu elle s’annule seulement 
pour x' — o, y' — o. Pour plus de symétrie, posons

/= P sino,

o étant un angle quelconque et p une quantité positive ou négative 
assujettie à rester très petite en valeur absolue. La différence (1) 
prend alors la forme

p ( p cos ta -j- q sin cp )

-t-----p2(r cos2tp -1- 'As costp sin cp -t- t sin2 cp ) -H p3(. . . ).

xr — p cos cp,

('A)
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Pour qu’elle puisse conserver un signe constant pour toutes 
les valeurs de p voisines de zéro, et pour toutes les valeurs de cp, 
il faut que p et q soient nuis. Car, si p et q n’étaient pas nuis tous 
deux, p coscp + q sincp ne serait pas nul, puisque cp est quelconque, 
et, pour de petites valeurs de p, le terme du premier degré en p 
donnerait son signe à l’expression (2); cette expression changerait 
donc de signe avec p.

Ainsi p et q doivent être nuis. Supposons cette condition 
remplie et admettons que r, s, t ne soient pas tous nuis, nous 
voyons qu’alors la différence (2) se met sous la forme

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

[
- p2(/’ cos2cp 2.1 sincp cos<p -4- t sin'2cp) -f- p3(. . .),

dans laquelle le terme en p2 donne son signe pour les petites valeurs 
de p. Pour qu’il y ait maximum pour x — «, y — b, il faut que le 
trinôme

r cos2 cp -4- 2s sin cp coscp -4- t sin2cp

soit négatif pour toutes les valeurs de cp qui ne l’annulent pas. 11 

faut donc, en général, que le trinôme ait ses racines imaginaires 
ou égales et que son premier terme soit négatif.

Laissons de côté le cas des racines égales qui est un cas douteux. 
Alors il faut

rt — s2 > o,
avec

r < o,

ces deux dernières conditions s’entraînent évidemment l’une 
l’autre, car rt est positif. Les conditions ainsi trouvées

q = Q;

comme nécessaires, sont évidemment suffisantes pour l’existence 
d’un maximum, car si elles sont remplies la différence

f(a + se\ b + /)—/(<*, b)

t < o :ou

( Max. ) p — o, rt — s2 > o, r < o t < o,ou

est négative pour toutes les valeurs de x1 et y' voisines de zéro. 
On trouve de même que les conditions nécessaires et suffisantes 
pour l’existence d’un minimum sont

rt — s2 > o,(Min.) p = o, r > o t > o.ouq = °,
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232. Interprétation géométrique. — Considérons la surface

-s =/(<*> .r)» •

où l’axe des 2 est supposé vertical. Chercher les maxima et minima 
de z revient à chercher sur la surface les points qui sont plus haut 
ou plus bas que tous les points infiniment voisins. Soit a, b un 
système de valeurs àe x et y donnant un maximum. Le point A

Fig. 128.
x

/ .--A. /

O
O

'y

correspondant de la surface est plus haut que les points infini­
ment voisins (Jig. 128). Les conditions

P = o,

expriment qu’en ce point A le plan tangent est horizontal 
plan, ayant en général pour équation

Z — z —p(X — x) q (Y —y),

q = o

car ce

se réduit actuellement à
Z — z = o.

La condition
rt — s- > o

exprime que, au point A, la surface a une courbure totale positive, 
c’est-à-dire qu’elle est, au voisinage de A, d’un même côté du plan 
tangent. Enfin

r < o

signifie qu’elle est, au voisinage de A, au-dessous du plan tangent 
en A : il y a alors un maximum en A. Toutes ces conditions sont 
évidentes a priori par la géométrie.

Si l’on avait, au contraire, r > o, la surface au voisinage de A 
serait au-dessus du plan tangent : il y aurait un minimum en A.



rt — s2

xrt — s- > o, r > o;r== 3’

à ce couple correspond un minimum de z
i

•27
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233. Exemple. — Soit à chercher les maxima et minima de la 
fonction

z — xy ( x -+- y — 1 ).

Calculons /?, <7, /’, s, t :

P -y{x-^y — \) 4-a?y, 
r = xy,

Commençons par chercher les valeurs de x et y qui annulent p 
et q : nous aurons à résoudre le système

y (x ■+■ y — 1) -h xy = o, 
x(x -hy — j) -h xy = o,

q — x(x -h y — i)-H xy, 
t — xx.s = xx -H 2y — r

''qui donne, par soustraction,

(y — x) (x -+- y — i) = o.

' Prenons d’abord y — x — o ; nous trouverons, en portant dans 
les deux équations,

1 i
O) x =

33’
(II) x — o,

prenons ensuite x + y — 1 = o, nous aurons de même

(III)
(IV)

y = o;

x = o,
,r = 1,

r = I,
y = o.

On a ainsi quatre couples de valeurs de x et y, annulant p et q. 
Il faut maintenant voir, successivement, quel signe chacun de ces 
couples de valeurs fait prendre à rt — s-. On a

rt — s2 = 4 xy — (xx -h xy — i)2.

Le couple (I), x = y = donne

CC
I w

O
 1 ~I

tC
 1-

^
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rt — s2 < o ;

ils ne correspondent donc ni à un maximum ni à un minimum.
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Les autres couples (II), (III), (IV) donnent tous

234. Remarque sur le cas rt — s-=o. — Lorsque, pour x = a 
y — b, on a

rt — s2 = o,g = o,
sans que /•, a, t soient nuis tous trois, nous avons dit qu’il y a doute. 
Cela tient à ce que, dans l’expression de la différence

f(a-hx',b-hy')—f(a, b),

r cos2 © -+- 2 s cos cp sin cp -t- t sin2 cp

est alors un carré parfait. Ce trinôme conserve donc un signe 
constant, excepté pour la valeur cp0 de cp qui l’annule. Si donc l’on 
attribue à cp cette valeur spéciale, le signe de la différence dépend 
des termes suivants du développement, termes qu’il faudra étudier 
dans chaque cas particulier.

Exemple I. — Prenons, par exemple, la fonction

f{x,y) = 2 + 0— jk)2-+-(jk — i)3-

P = °,

le trinôme

Actuellement

p = 2(x—y), q = —2(a?— jk) + 3(i7 — i)2.

Donc p et q s’annulent pour #=1,^=1; la valeur corres­
pondante de la fonction est

/(i, 1) = 2.

De plus, en ce point x — 1, y = 1,

t = a,r = 2, s — — 2,
rt — s2 = 0 r > o.

Nous allons voir que la fonction n’est pas minimum. Pourl’étu- 
dier dans le voisinage des valeurs 1 et 1, employons la méthode 
générale ; faisons

x =1-1-3?', 
x' = p coscp,

y — i+y»
y = p sin©.
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Nous avons

/(i + ar', 1 -h y') — /(i, l) == {x' — y')"- -t-y'3 = p2(coscp — sincp)2 -1- p3 sin3 cp. 

Tant que cp n’a pas une valeur particulière telle que 

cos cp — sin cp = o,

la différence est positive, pour de petites valeurs de 0, car le 
premier terme donne son signe. Mais, pour Lang cp = 1, la diffé­
rence prend le signe du terme p3sin3cp : elle change de signe avec p 
et, par suite, ne conserve plus un signe constant.

Donc, dans le voisinage de x = 1, y — 1, la différence

/(*-+- 1 -1-y') —/( 1, 1)

ne conserve pas un signe constant quel que soit cp pour de petites 
valeurs de p : il n’y a ni maximum ni minimum en ce point.

Exemple II. — Prenons, comme deuxième exemple, la fonction

/o> y) —2 -+- (^—r)2 + (r — O4-
Nous verrons, de même, qu’au point x = 1, y — 1, on a

ri — s2 = o,

tang cp = t,

P = o, q = o,
/’ > o.

Pour étudier la fonction au voisinage de ce point, faisons

y = t -+■ p sin cp;x — 1 -+- p coscp,
nous avons

f{ 1 -I- x', 1 -t-y') — /(t, x) = p2(coscp — sincp)2-t- pi sin4<p.

Pour de petites valeurs de p, cette différence a le signe du terme 
en p2 tant que lang© est différent de 1, c’est-à-dire le signe +.

Pour tangcp = 1, elle a le signe du terme p4 sin1 cp, c’est-à-dire+ 
encore. Donc cette différence est constamment positive: la fonc­
tion est minimum pour x = 1, y — 1.

V. — ENVELOPPE D’UNE FAMILLE DE SURFACES 
DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE.

23o. Équation de l’enveloppe; caractéristiques; arête de rebrous­
sement. — Soit

(S) F(x,y,x, X) = o
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l’équation d’une surface S contenant un paramètre variable On 
peut se proposer de chercher une surface E à laquelle chacune des 
surfaces S soit tangente tout le long d’une courbe C.

Cette surface E, quand elle existe, est Venveloppe des surfaces S; 
les surfaces S sont les enveloppées et la courbe C, suivant laquelle 
chaque surface S touche l’enveloppe E, est la caractéristique 
de la surface S.

On démontre, par une méthode analogue à celle que nous avons 
suivie au n° 149 pour l’enveloppe d’une famille de courbes dans 
un plan, les théorèmes suivants :

Si les surfaces" S ont une enveloppe E, la courbe caractéris­
tique, suivant laquelle chaque surface S touche Venveloppe, 
est définie par les deux équations

F(x,y, z, X) = o,

L'enveloppe est le lieu géométrique de ces courbes C : on 
obtient son équation en éliminant \ entre les deux équa­
tions (C).

Dans tous les cas, Véquation résultant de cette élimination 
représente, ou Venveloppe des surfaces S, ou le lieu de leurs 
points singuliers.

La caractéristique C, suivant laquelle une surface S touche 
Venveloppe, est la limite de la courbe d’intersection de la 
surface S, avec la surface infiniment voisine S, obtenue en 
faisant varier infiniment peu le paramètre

Nous nous contenterons d’énoncer ces théorèmes; mais il est 
important de faire la remarque suivante :

Quand le paramètre X varie, les courbes caractéristiques C 
ont une enveloppe A : cette enveloppe s’appelle Varête de 
rebroussement de la surface enveloppe.

Les caractéristiques sont des courbes de l’espace définies parles 
deux équations simultanées :

F(x,y,z, X) = o,

Pour montrer qu’elles ont une enveloppe, il faut montrer que

CHAPITRE XII.

Fx(G) = o.

Fx = o.
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le système de quaire équations obtenu en associantaux deuxprécé- 
denles les équalions dérivées par rapport à \ :

FX = °> FX = °,
se réduit à trois.

Or cela est évident, car ces équations se réduisent aux trois
suivantes :

Fx=o,

Ces équations déterminent x, y, z en fonction de À. Lorsque \ 
varie, le point ainsi déterminé décrit l’enveloppe des caractéris­
tiques, c’est-à-dire l’arête de rebroussement A de la surface 
enveloppe. Il peut arriver que les valeurs de x,y,z tirées des 
équalions (A) soient imaginaires : l’arête de rebroussement 
n’existe pas dans ce cas.

236. Exemple. — Enveloppe d’un plan mobile à un para­
mètre : surfaces développables. — Soit

A^+ By + + I) = o

l’équation d’un plan mobile, dont les coefficients A, B, C, D sont 
fonctions d’un paramètre Cherchons l’enveloppe de ce plan.

D’abord, pour avoir la caractéristique suivant laquelle le plan 
touche son enveloppe, il faut joindre, à l’équation du plan, 
l’équation dérivée par rapport à \ :

A' x -l- B'y + C'j + D'=o,

FXX) = o,(A) = o.

(0

(2)

A', B;, C', D' désignant les dérivées des coefficients par rapport 
à X.

La caractéristique est donc une droite. L’enveloppe est le lieu 
de ces caractéristiques ; c’est donc une surface réglée. Cette 
surface est développable, car le plan mobile louchant son enveloppe 
tout le long de la caractéristique, le plan tangent à la surface 
réglée est le même tout le long de la génératrice. Enfin les carac­
téristiques ( génératrices rectilignes de la surface) ont une enve­
loppe A, dont les points sont définis par les trois équations

i Aï+Bj + Cz + D =o,
A' a? -4- B'y + G'^-t-D' = o,

( \"x 4- B "y + G'î+ D" = o,
(A)



378

où les dérivées secondes des coefficients par rapport à X sont 
désignées par deux accents. Ces équations déterminent x, y, z 
en fonction de À, et, quand X varie, le point ainsi défini décrit 
l’enveloppe des génératrices de la surface développable, c’est- 
à-dire l’arête de rebroussement de la surface.

Nous avons vu que le plan tangent à une surface développable 
est le plan oscillateur à l’arête de rebroussement de la surface; 
actuellement, le plan donné
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A* + B/ + Gs + D = o

est donc le plan oscillateur à l’arête de rebroussement définie par 
les trois relations (A).

En résumé, on voit qu’un plan mobile, à un paramètre, enve­
loppe une surface développable, et que ce plan est oscillateur à 
l’arête de rebroussement de la surface.

Réciproquement, toute surface développable peut être consi­
dérée comme l’enveloppe d’un plan mobile à un paramètre : en 
effet, elle est l’enveloppe de son plan tangent, c’est-à-dire du plan 
oscillateur à son arête de rebroussement.

On peut également présenter ce résultat en disant que l’enve­
loppe du plan osculateur d’une courbe gauche est la surface

Fig. 129.

'm"
NI’

M,

développable engendrée par les tangentes à cette courbe : la 
caractéristique du plan osculateur à une courbe (intersection d’un 
plan osculateur avec un plan osculateur infiniment voisin) est donc 
la tangente à la courbe. On .se rappellera ce fait par le procédé 
mnémonique suivant : le plan osculateur en M à une courbe gauche 
est le plan du point M et de deux points infiniment voisins jVR 

et M' ; le plan osculateur en M/ est le plan du point M; et de deux 
points infiniment voisins M et M". L’intersection de ces deux 
plans est la corde MM' joignant deux points infiniment voisins, 
c’est-à-dire la tangente à la courbe en M.



237. Exemple de l’enveloppe d’un plan à un paramètre. —
à trouver l’enveloppe du plan
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X*
(3) \x — = O.
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Soit

La caractéristique s’obtient en associantà cette équation l’équa­
tion dérivée

X2x — X s H-----=0.(4) ••

Pour avoir l’enveloppe, il faudrait éliminer X entre ces équa­
tions (3) et (4). On aurait ainsi une surface développable.

L’arête de rebroussement A de la surface s’obtient en associant 
aux équations (3) et(4) la nouvelle équation dérivée

— Z H- X = O.

Les trois équations (3), (4) et (5) donnent les coordonnées d’un 
point de l’arête de rebroussement ; en les résolvant, on a

(5)

X2 X3 X.(A) x — —, y = s ■V2

Le plan mobile est alors le plan oscillateur à cette courbe : c’est 
ce qu’on vérifiera en se reportant au calcul du n° 182.

La caractéristique définie par les équations (3 ) et (4) est la tan­
gente à la courbe A.

238. Autre exemple. — Enveloppe d'une sphère de rayon 
constant dont le centre décrit une courbe donnée. — Soient a, 
b, c les coordonnées du centre M de la sphère : ce point décrivant 
une courbe donnée F, ses coordonnées sont fonctions d’un para­
mètre u :

«=/(M)i b = ®(“), <H“)-(F) c —

L’équation de la sphère mobile est donc

[x — /(a)]24- [y — c?(m)]2-+- [z — ^(m)]2— R2 = o.

Pour avoir la courbe caractéristique suivant laquelle cette sphère 
touche son enveloppe, il faut associer à cette équation l’équation

(S)
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dérivée par rapport au paramètre u

(6) O— /(“)]/'(«) + [y — ?(«)]?'<“) — <K“)]<K(“) = o.

Si l’on regarde x, y, z comme des coordonnées courantes, cette 
équation représente un plan passant par le point M (a, b, c) de la 
courbeT et perpendiculaire à la tangente M£ à cette courbe, car 
les cosinus directeurs de cette tangente sont proportionnels à f'( u),
<?'(«), f(w) {figy *3o).

La caractéristique de la sphère S est donc à l’intersection de 
cette sphère avec le plan normal à la courbe T, au point M, centre

Fig. i.3o.

Mr

de la sphère : on peut dire que cette caractéristique est le cercle 
obtenu en portant sur les normales à la courbe T, au point M, des 
longueurs constantes égales à R. L’enveloppe est le lieu de ces 
caractéristiques, c’est-à-dire le lieu obtenu en portant sur toutes 
les normales à la courbe T7 des longueurs constantes égales à R : 
ces normales sont aussi les normales à la surface enveloppe.

La surface enveloppe ainsi obtenue est une surface canal. Par 
exemple, si la ligne T est une ligne droite, la surface canal devient 
un cylindre de révolution autour de cette droite : les caractéris­
tiques sont les parallèles du cylindre.

Dans le cas général, les caractéristiques ont une enveloppe 
arête de rebroussement de la surface canal, mais cette enveloppe 
peut être imaginaire, quand R est suffisamment petit.

VI. — ENVELOPPE D’UNE FAMILLE DE SURFACES 
A DEUX PARAMÈTRES.

i

239. Équation de l’enveloppe. — Soit

F(x,y, z, X, [j.) = o

l’équation d’une surface mobile S, contenant deux paramètres
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variables À et p. On peut chercher à déterminer une surface E à 
laquelle toutes les surfaces S sont tangentes. Nous nous bornerons 
à énoncer les résultats suivants, analogues à ceux qu’on a démon­
trés pour l’enveloppe des courbes. Si la surface enveloppe 
existe, on obtient son équation en éliminant à et p entre les 
trois équations

ENVELOPPES DES SURFACES.

dF d¥
F (&) Z) t\, JJ- ) —- o, ^ — O,(I) = O.

Chacune des surfaces S touche, actuellement, son enveloppe 
en des points isolés définis par Vensemble des équations (i).

Il peut se faire que V élimination de \ et Rentre les trois 
équations (i) donne soit une enveloppe, soit un lieu de points 
singuliers des surfaces mobiles.

Exemple I. — Cherchons l’enveloppe du plan 

A a? -f- [AJK —t— Z 4- X [A = O.

Le point de contact du plan avec l’enveloppe s’obtient en asso­
ciant à cette équation les deux équations dérivées par rapport à À 
et p :

y -F- X = O.

L’enveloppe s’obtient en éliminant X et p entre les trois équa­
tions, ce qui donne le paraboloïde

z — xy — o.

Exemple II. — Enveloppe d'une sphère de rayon cons­
tant S, dont le centre décrit une surface fixe donnée. — 
Soient a, c les coordonnées du centre de la sphère,

x 4- jji = o,

c =/(a, b)(2)

l’équation de la surface S que décrit ce point. L’équation de la 
sphère mobile est

(x — a)2-f-(jK — bf-v-^z — /(a, è)]2— IV2 = o,(S)

avec deux paramètres a et b. Pour avoir les points de contact de 
la sphère S avec son enveloppe, il faut associer à l’équation (S) les 
deux équations dérivées par rapport à a et à b.
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Ces deux équations s’écrivent comme il suit, en désignant par/?

et q les dérivées partielles et

y — b + q[z— /(«, 6)](2) x — a -t- p\_z—/(«,£)] = o, = O.

Voici comment on peut interpréter géométriquement ces équa­
tions : si l’on regarde z comme des coordonnées courantes,
ces deux équations représentent la normale à la surface 2, au 
point C (a, b, c). En elïet, les équations de la normale à cette 
surface sont

y — b Z — c
= -=V;

x — a

9P

en y remplaçant c par f(a, b) et chassant les dénominateurs, on 
obtient les deux équations (2).

Ainsi, la sphère touche son enveloppe en deux points M et M',

Fig. 131.

M'
/

M LatC

L If

situés à l’intersection de la sphère avec le diamètre normal à la 
surface 2 (fig- 131 ).

On peut dire aussi qu’on obtient l'enveloppe, en portant sur les 
normales aux divers points C de la surface 2 des longueurs 
CM = CM' = R. La surface enveloppe, lieu des points M et M', 
s’appelle surface parallèle à S : cette dénomination tient à ce que, 
les plans tangents en M et M; à la surface enveloppe, étant 
tangents à la sphère, sont parallèles au plan tangent en Cà S, parce 
que ces trois plans sont perpendiculaires au diamètre MCMh

VII. — COURBURE DES COURBES TRACÉES PAR UN POINT 
DONNÉ SUR UNE SURFACE.

2i0. Formules générales. — Soit une surface ayant pour équa­
tion

/O, y )•Z —



Le long de cetle courbe on peut regarder les coordonnées d’un 
point x, y, z comme fonctions de s,, et l’on a, d’après les formules 
de Frenet ?

dzdx
= P, 3T = *—j— = a, cis i

(0
P' = Y_.(/a a'

ûtei H, ’

Mais, comme la courbe est sur la surface donnée, ces fonctions 
x, y, z de s, vérifient identiquement l’équation

= 5T ds R.

« =/0> y)-

Différentions les deux membres par rapport à s

dz df dx df dy 
dsi dx dsi dy dsy

nous auronsI ?

OU

y=pz-hqP.(2)

Cette relation a d’ailleurs une signification géométrique évidente; 
elle exprime que la tangente AB est située dans le plan tangent 
en A à la surface.

Désignons par p} q, /•, s, t les dérivées partielles premières et 
secondes de z par rapport à x et y.

Prenons sur cette surface un point A et considérons une courbe 
AM tracée parce point sur la surface. Appelons s, l’arc de cette

Fig. i3a.
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B

MA

C,
'N'

courbe compté à partir d’un point déterminé de la courbe; a, [3, y 
les cosinus directeurs de la tangente AB; a.', (3', y' ceux de la 
normale principale AN' à cette courbe ; enfin R, le rayon de cour­
bure de cette courbe en A. Le centre de courbure en A esL alors 
un point Gj de AN' tel que

ACi = ÎR.

IH
4
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Dans cette équation (2), y, x, [3 sont fonctions de s, le long de 
la courbe. D’ailleurs p et q sont des fonctions de x et y qui dépen­
dent également de 5, le long de la courbe. On a donc, en dérivant 
par rapport à s,,
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d'[ dx „ -w
dit -pdrx^qdrl+<xdrl + ^dTy'

dp dq
(3)

Or
dx
dsx
dx
ds

ou encore, d’après les notations adoptées pour les dérivées par­
tielles 1

dp dq— = sx + <p.= /'Xdsx

Portant ces expressions dans la formule (3), et tenant compte 
des formules de Frenet (1), on a

yr _
jp = P 4^ ■+■ q pry ■+■ rx'--^isx$+-

P'a'

et, en résolvant par rapport à R i j

j —P*’—g VRi =(4) rx'l-\- 2$a(3 -t- £ (32

Dans cette formule, les valeurs numériques de />, <7, /*, 5, £ 
dépendent seulement des coordonnées^ et y, c’est-à-dire du choix 
du point A sur la surface, et non de la courbe particulière AM 
tracée par ce point sur la surface. Les quantités a, [3, y sont 
connues quand on connaît la tangente à la courbe et a', jü', y', quand 
on connaît sa normale principale.

241. Théorème I. — Si, par un point d’une surface, on trace 
une courbe quelconque, le rayon de courbure de cette courbe, 
en ce point, est égal à celui de la section plane de la surface par 
le plan oscillateur à la courbe.

En effet, d’après la formule (4), une fois le point A choisi, R, 
ne dépend que de a, [3, y, od, (3', y' : R, est donc le même pour

I 
^1 

«o
re 

vhs
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toutes les courbes passant par À, pour lesquelles ces six quantités 
sont les mêmes. En particulier, si l'on considère la section de la 
surface par le plan oscillateur en A à la courbe AM, cette section 
plane est une courbe tracée sur la surface, ayant en A même tan­
gente et même normale principale que la courbe AM. Elle a donc 
même rayon de courbure R,.

Ce théorème ramène l’étude des rayons de courbure en A des 
courbes passant par A, sur la surface, à l’étude des rayons de 
courbure des secLions planes.

Nous allons établir maintenant un deuxième théorème, appelé 
Théorème de Meusnier, qui ramène l’étude des rayons de cour­
bure en A des sections planes passant par A, à l’étude des rayons 
de courbure des sections normales.

COURBURE DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE.

2i2. Théorème II. — Considérons une tangente AB à une 
surlace en A, et une section de la surface par un plan BAN7 passant 
par cette tangente (fig. 133) : soit AN7 la normale principale à 
cette section, c’est-à-dire la normale située dans le plan de la sec­
tion; désignons par Ci le centre de courbure de cette section. 
D’autre part, menons en A la normale AN à la surface et consi­
dérons le plan BAN; ce plan, passant par la normale à la surface, 
détermine dans la surface une section plane qu’on appelle une 
section normale. Soit C le centre de courbure de la section 
normale, point qui est situé sur la normale à la surface. On a alors 
le théorème :

Théorème de Meusnier. — Le centre de courbure C, d’une 
section oblique est la projection, sur le plan de cette section, 
du centre de courbure C de la section normale correspondante.

Pour démontrer ce théorème, reprenons les équations de la 
normale en A

X — a? Y —y Z — z
. (ip — i

Choisissons arbitrairement, sur cette normale, un sens positif. 
Pour fixer les idées, nous prendrons comme sens positif la demi- 
droite AN ayant pour cosinus directeurs

— P
j i-h p'1 -t- q '1

— <7X = lx = ji -hp* -b q2.y/ 1-^ p--+- q l
2 5A.
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le radical étant pris positivement. Appelons B l’angle de la direc­
tion AN, ainsi définie, avec la normale principale AN7 à la section 
oblique. L’angle B est aussi l’angle dièdre des deux plans BAN et 
BAN' de la section droite et delà section oblique. Il est donné par 
la formule

cosô = Xa'-+- vy';
ou bien

— P»'— g P+Ÿcos 0 =
\j i -fq-

En remplaçant, dans la formule (4), Y—pa'—■ qfi' par sa valeur 
tirée de la relation ci-dessus, on a

y/1 -t- -+- q- cosO.Ri =(5) r a2-|- -f- £(32
L’angle B peut être aigu ou obtus, le dénominateur

/•a2-f- 2saj3

peut être positif ou négatif, mais, comme R, est positif, cosB a le 
même signe que r a2 -f- 2 s a 3 -f- £(ü2.

i° Supposons ;-a2 -f- 2saj3 X(32 >> o, alors B {fi g. i33, I) est 
aigu. Quand on fait diminuer B, c’est-à-dire quand on fait tourner

Fig. 133.

N'
ex-—-Je,a

M a
V

A A
Mye A

N'
,N

I II

le plan sécant autour de la tangente AB, de façon à le rapprocher 
de la section normale, R( augmente, et, pour B = o, le rayon de 
courbure prend la valeur

r = y/i -hp*+g* 
ra2-F- isafj -4- tfi2

Le centre de courbure de la section normale s’obtient en portant

(6)
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sur AN une longueur AG = R. La comparaison des formules (5) 
et (6) donne

Ri = R cos 0.

Cette relation démontre le théorème, car elle montre que AGi 
est la projection de AC sur AN7.

2° Supposons ra2+ 2 5aji + o. Alors cosG est négatif,
6 est obtus (fig- ï33, II).

Si l’on fait tourner le plan de la section oblique BAN7 autour 
de BA, en faisant croître 0, on voit que, pour 8 = tî, le plan de la 
section oblique coïncide avec celui de la section normale, et la 
normale principale AN7 de la section oblique vient coïncider avec 
le prolongement de AN au delà du point A. Le rayon Ri donné 
par la formule (5) tend alors vers

y/1 -+- />2-t- g1 
/•a2-+- -2saj3 -t- ’

et le cen tre de courbure C( de la section oblique tend vers un 
point G situé sur le prolongement de AN, à une distance AG = R. 
Dans cette hypothèse, la formule (5) donne

Ri = — R cos0

Rj = R cos ( TT — 6),

relation qui démontre le théorème de Meusnier dans ce cas, 
puisque, dans le triangle GAGf, l’angle CAC( = tz — G.

La droite ACt est donc la projection de AC sur AN7.

Fig. i34-

R =

ou

r Cï
t

é

En résumé, dans tous les cas, on obtient C 
le plan de la section oblique.

C7est là l’extension, à une surface quelconque, d’un théorème 
évident pour la sphère. Soit AB une tangente à la sphère en A :

en projetant G sur
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une section oblique, passant par AB, coupe la sphère suivant un 
petit cercle de centre C| ; la section normale, passant par la même 
tangente, est un grand cercle de centre G; il est évident que le 
centre de courbure G( du petit cercle est la projection de G sur le 
plan de la section oblique (fi g. i34).
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243. Convention pour le signe des rayons de courbure des sec­
tions normales. — D’après le théorème précédent, il suffit de 
connaître les centres de courbure des sections normales en A pour 
connaître les centres de courbure des sections obliques.

Nous sommes donc ramenés à étudier Ja position des centres de 
courbure des diverses sections normales en A, c’est-à-dire des 
sections obtenues en faisant tourner le plan BAN autour de la 
normale AN.

Nous avons vu que le centre de courbure d’une section normale 
peut se trouver, soit sur la partie positive AN de la normale à la 
surface, soit sur le prolongement de AN (Jîg. 1 33, I et II). Dans 
le premier cas, le rayon de courbure de la section normale est

R = .
/’ a2 -+- 2sa(i -i- t [B2 ’

dans le deuxième,
fi -i-/>2 -t- q'1 

;’a2-+- ‘is ap -+- t P*

Pour avoir une formule unique dans les deux cas, nous convien­
drons de donner un signe au rayon de courbure d’une section 
normale, en regardant le rayon de courbure comme positif, quand 
le centre de courbure correspondant Cest sur la partie positive AN 
de la normale, et comme négatif, dans le cas contraire. Avec 
cette convention, R désignera la valeur algébrique du segment AG 
estimé positivement dans le sens AN choisi sur la normale, et cette 
valeur algébrique R est donnée par la formule unique

R = y/i-t-yjs-t-y*
/•a2-t- 2sa[3 -i- t[B2

Dans cette formule, le numérateur est positif; le dénominateur 
dépend de a, [3; il varie quand le plan de la section normale tourne 
autour de AN, car a, [3, y sont les cosinus directeurs de AB. Le 
signe de R dépend donc uniquement du signe du dénominateur.

K = —

(7)



r x2 -+- 2 s at3 t p2 = o.

Or ^ est le coefficient angulaire de la projection de la tangente AB 

sur le plan xOy. Si donc on appelle cp l’angle de cette projection 
avec Ox,

= tango,

pour déterminer cp, l’équation

t tan g2 cp-f-2itangcp + r = o;

cette équation est précisément celle qui détermine les projections 
des directions asymptotiques, au point A (n° 228).

Si rt— s-= o (surface à courbure totale nulle en A), R est 
toujours de même signe, car le trinôme /’ a2-f- 2 sa(3 -f- tft- est un 
carré parfait. Mais R devient infini, pour une direction particulière 
de la tangente AB, qui est la direction asymptotique unique AD, 
existant actuellement en A.

on a

244. Variation du rayon de courbure d’une section normale, en 
un point d’une surface. Indicatrice. Directions principales. — Il
nous reste à étudier la variation des rayons de courbure des sec­

Si rt— s2 est positif (surface à courbure totale positive en 
le dénominateur de R a un signe constant, quels que soient a et [3; 
toutes les sections normales ont leurs centres de courbure d’un

dans ce cas, la 
même côté du plan tangent en A, et 

toutes les sections normales tournent leur concavité dans le même 
sens.

Si — s~ o (surface à courbure totale négative en A), le 
trinôme du dénominateur est tantôt positif, tantôt négatif; certaines 
sections normales ont leurs centres de courbure d’un côté de A, 
d’autres de l’autre côté. Il existe alors deux sections normales 
particulières, pour lesquelles R est infini: ce sont les sections nor­
males, [lassant par les deux directions asymptotiques AD et AD', 
précédemment définies comme les tangentes en A à la courbe 
d’intersection de la surface par le plan tangent ( voyez fig. 122).

En elfet, pour que R soit infini, il faut et il suffit que les cosinus 
directeurs de la tangente AB vérifient la relation
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A-),

même côté de A. Ce fait peut être prévu, 
surface est tout entière d’un

car

00- «
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tions normales, en un point A. Nous allons montrer que, pour 
connaître les rayons de courbure de toutes les sections normales en 
un point, il suffît de connaître les rayons de courbure de deux 
sections déterminées, rectangulaires, appelées sections princi­
pales.

Pour simplifier cette étude, prenons le point A comme origine, 
comme plan des xy le plan tangent en A, comme axe des z la 
normale en A. On a alors, en appelantp0, cp, /’0, s0, t0 les valeurs 
des dérivéesp, <7, /•, s, t à l’origine,

Po = o.

CHAPITRE XII.

(J 0= o,

car le plan tangent, en A, coïncide avec xOy. L’équation de la 
surface étant

* =/05.r),

si l’on développe z par la formule de Mac-Laurin, le dévelop­
pement commence par les termes du deuxième ordre, car la fonc­
tion z et ses deux dérivées premières p et q sont milles à l’origine. 
On obtient donc le développement

z —

Comme nous le savons, le plan tangent, en A, coupe la surface 
suivant une courbe ayant, en A, un point double à tangentes 
réelles ou imaginaires, suivant la nature de la surface. C’est ce que 
nous pouvons vérifier. En coupant la surface par le plan z — o, on 
a la courbe

-(7’0iP2+2s0ay -I- ^oJK2) -+-■ • ••o =

Les termes de moindre degré dans cette équation étant du 
deuxième degré, l’origine A est un point double de l’intersection, 
et les tangentes, en ce point, ont pour équation

r0 x2 2 s0 æy -+- foJK2 = o.

Elles sont imaginaires, réelles ou confondues, suivant que 
r010—si est positif, négatif ou nul, c’est-à-dire suivant qu’au 
point A. la courbure totale est positive, négative ou nulle. Ces 
deux tangentes AD et AD' donnent ce que nous avons appelé les 
directions asymptotiques, au point A.



Premier cas : r0 t0 — s" >> o. — Dans ce cas conserve un
signe constant, quel que soit ©.

Supposons /’o >> o, alors ^ est positif, tous les centres de cour­
bure C des sections normales sont au-dessus de A: ce qu’on 
pouvait prévoir, car, dans ce cas, la surface étant, aux environs 
de A, au-dessus du plan tangent xAy, toutes les sections 
normales tournent leur concavité vers les z positifs. Pour repré­
senter géométriquement la variation du rayon de courbure R,.nous

quand R >> o, au-dessous quand R < o. En faisant varier <p, on 
peut étudier, d’une manière simple, la variation de R.

iNous examinerons successivement trois cas, suivant que /-010—si 
est positif, négatif ou nul.

Rayon de courbure cVune section normale.r— Considérons 
la section normale, faite par un plan ^AR déterminé par la 
normale Az et une droite AB, située dans le plan tangent x Ay. Si 
l’on appelle © l’angle de celte droite avec Ax, les cosinus direc­
teurs a, [3, y de AB sont

a = cos cp,

La valeur algébrique R du rayon de courbure, comptée positi­
vement dans le sens A;, est donnée par la formule (7), où l'on 
fait p — ci — o, où l'on remplace /•, 5, t par r0, s0, t0 et a, [3, y.par 
leurs valeurs (8). On a ainsi
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(3 == si n cp,(8) y = o.

1
— = /’0 cos2 cp -4- 2 Sq cos «p si n cp -t- t0 sin2cp.

Si C est le centre de courbure delà section normale considérée, 
R est le 5 du point C, de sorte que C est au-dessus du plan des xy

Fig. 135.

(9)
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sur la Irace AB de la section normaleporterons (Jig. i36) 
une longueur

p = Al = v/H;

celte longueur est réelle, quel que soit z>, car R est toujours posi-

Fig. 136.

c

jz"

1

tif. Le lieu du point I, quand cp varie, est une ellipse de centre A. 
En effet, les coordonnées du point I sont

Y = p sia cp,

et l’équation (g), dans laquelle on remplace R par p2, donne

X = p cos <p,

= r o cos2cp -i- ris0 coscp sincp -+- t0 sin2 cp,
P2

ou, enchâssant les dénominateurs,

i = roX2 —t- 2 5qX\ -f- tQ Y2,

équation d’une ellipse décentré A. Cette ellipse étant tracée, pour 
avoir le rayon de courbure d’une section normale sAB, il suffit de 
prendre l’intersection de AB avec l’ellipse en 1, le rayon de

------2
courbure demandé est Al . Cette ellipse s’appelle Y indicatrice 
relative au point A. Les deux directions d’axes Att' et Ad' de cette 
ellipse s’appellent les directions principales au point A.

Comme, dans une ellipse, les diamètres maximum ou minimum 
sont le grand et le petit axe, les sections, ayant pour traces les 
directions principales, sont celles qui ont le plus grand et le plus 
petit rayon de courbure. Les rayons de courbure maximum et 
minimum, R' et B", correspondant aux directions principales ArJ 
et Ait", s’appellent les rayons de courbure principaux au 
point A.

Les centres de courbure C' et G" des sections principales zAtz'



et z A tt" s’appelent les centres de courbure principaux relatifs 
au point A.

Nous pouvons encore simplifier les équations, en prenant pour 
axes Ax et Ay les axes de l’indicatrice A-' et Au". Alors l’équa­
tion de l’indicatrice ne contient plus de rectangle XY et s0 devient 
nul. On a donc, avec ce choix d’axes ( fig. i3^),
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------2I
— = ro cos2 9 -|- to sin2 cp, 

Fig. 137.

R = AI .

Supposons le grand axe de l’ellipse dirigé suivant Ax : pour 
o = o, R atteint son maximum R' et l’on a

R7 “ r°-

-> R atteint son minimum R" et l’on aDe même pour cp = -

1
R" — *°‘

La formule donnant Pi s’écrit alors

11
- = j^COS2cp-+- pT; sin2 cp.

Quand le plan de la section normale 3AI tourne de .s Au 
vers z Ait", le centre de la courbure de la section part de Cx, 
descend d’une manière continue, pour arriver en (7, quand AR 
coïncide avec A-'7. Ce plan continuant à tourner, R repasse par 
les mêmes valeurs dans l’ordre inverse.

11 peut arriver, en particulier, que les deux rayons de courbure 
principaux en un point A soient égaux : R/= R". L’indicatrice en 
ce point est alors un cercle. Toutes les sections normales en un

*-6

O
 O 

q

îf
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pareil point ont même rayon de courbure. On appelle un point de 
cette nature un ombilic de la surface.

CHAPITRE XII.

Deuxième cas : r0t0 — sj; << o. — Reprenons la valeur de ~ >

(9) — = /'0 cos2ca -|- 2S0 coscp sincp H- t0 sin2<p.

Dans le cas actuel, la surface est à courbure totale négative au 
point A: le trinôme, qui donne l expression de ^ s’annule pour 

deux valeurs de tang o,

tangcp = X,

déterminant deux directions AD et AD', qui sont les directions 
asymptotiques en A.

Quand la trace AB de la section normale z AB passe par une des 
positions AD ou AD', le rayon de courbure R change de signe en 
passant par l’infini. Supposons, pour fixer les idées, que R soit 
positif, lorsque AB est situé dans l'angle DAD', appelé I sur la 
ligure 138, et négatif dans l’angle adjacent appelé 2. Les sections

Fig. 138.

tangcp = X',

74/
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normales, dont la trace AB est dans l’angle 1, ont leur centre de 
courbure sur As; celles dont la trace est dans l’angle 2 ont leur 
centre de courbure au-dessous de A. Cela tient à ce que la portion 
de surface, voisine de A, qui se projette sur l’angle 1 et son opposé 
au sommet, est au-dessus du plan des xy ; celle qui se projette sur 
les angles 2, au-dessous. La surface traverse le plan suivant une 
courbe tangente, en A, aux droites AD et AD'.

Supposons d’abord la trace AB dans l’angle 1, alors R est
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positif. Pour étudier Ja variation de R, nous prendrons encore, 
sur AB, une longueur

p — AI = y/R.

Le lieu du point I, quand AB varie de AD à AD', est une hyper­
bole ayant pour asymptotes AD et AD'. En effet, l’équation du 
lieu du point I est, comme dans le cas précédent,

i = /’o X2 -f- 2ivo X Y -+- Y2 ;

équation d’une hyperbole (/'0^o—5o<°) centre A, dont les 
directions asymptotiques sont AD et AD7. Cette hyperbole étant 
tracée, pour avoir le rayon de courbure d’une section nor­
male ^ AB, dont la trace rencontre cette hyperbole en 1, il suffît 
de prendre

(I)

------ 2
R = AI .

Prenons maintenant une section normale 3 AB7, dont la trace est 
dans l’angle 2. Alors R est négatif. Pour étudier la variation de R, 
nous prendrons, sur AB7, un point l7 situé à une distance de A, 
telle que

p'= Al' = /—TL

Cette longueur est réelle, car R est négatif; le point I7, ayant 
pour coordonnées polaires p7 et o, a pour coordonnées cartésiennes

Y'= p'sincp.

L’équation (9), dans laquelle on remplace R par — p72, donne, 
pour le lieu du point I7,

X' = p' cos cp,

— = 7’0 cos2cp 250 cosep sincp -+-10 sin2cp,
P'2

ou, en passant aux coordonnées cartésiennes, 

— I = 7'0X'2+ 2 50X'Y'-i- to Y'2.(!')

C’est là l’équation d’une nouvelle hyperbole conjuguée de la 
précédente (I), tracée en pointillé sur la figure 138. Cette hyper­
bole étant tracée, pour avoir le rayon de courbure d’une section 
normale 3AB7, dont la trace rencontre cette hyperbole en I7, il 
suffit de prendre

R = — AI'".
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Ainsi, le rayon de courbure d’une section normale quelconque 
est déterminé en grandeur et en signe, dès qu’on a tracé ces deux 
hyperboles conjuguées, asymptotes aux directions asymptotiques 
AD et AD'. L’ensemble de ces deux hyperboles s'appelle encore 
l’indicatrice relative au point A. Les directions des axes des deux 
hyperboles, A-7 et Atz" sont les directions principales en A, les 
rayons de courbure correspondants R/ et R." (l'un positif, l’autre 
négatif) sont les rayons de courbure principaux ; les centres de 
courbure correspondants G7et G"(l’un au-dessus,l’autre au-dessous 
de A) sont les centres de courbure principaux.

Si nous prenons comme axes de coordonnées {fig. 13c)) les axes

Fig. i39.
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C!
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de l’indicatrice, ArJ et Att", la quantité s0 s’annule et la formule, 
donnant R, devient

— — r0 cos2cp -t- <0 sin2cp.

Dans la figure, nous supposons /’o^o; alors t0 est négatif. 
Pour o = o, le rayon R a un minimum R7 donné par

i
R7 ~ ' 0 '

le centre de courbure correspondant est en G'. Quand o augmente
------ 2

à partir de zéro, le rayon R = AI augmente, le centre de cour­
bure C de la section s AB va en montant sur As. Quand la trace AB 
du plan de la section normale coïncide avec la direction asympto­
tique AD', R devient infini, C s’éloigne indéfiniment sur As.

Si le plan s AB continue à tourner dans le même sens, sa trace 
AB7 rencontre ensuite l’hyperbole conjuguée I7 et l’on a

R = — AI'2.



se confondent en une seule AD. Si nous nous reportons à l’ex­

pression de

— = r0 cos2 cp -t- î>s0 coscp sin cp -f- t0 sin2cp,

nous voyons que le trinôme du deuxième membre est un carré 
parfait qui conserve un signe constant quand cp varie. Ce trinôme 
s’annule pour une seule valeur de tango, correspondant précisé­
ment à la direction asymptotique unique AD.

Supposons, pour fixer les idées, / 0 > o. Alors ^ est toujours

positif ; toutes les sections normales z AB ont leur centre de cour­
bure au-dessus du plan tangent xAy. Pour étudier la variation 
de R, portons, sur la trace AB du plan delà section normale, une 
longueur

p = AI = \J R,
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Le rayon II est d’abord négatif et très grand, puis il diminue en 

valeur absolue et, pour a = -> ■> il prend la valeur négative donnée 

par la formule
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1
R" ~ h ’

le centre de courbure de la section z AB, d’abord à l’infini au- 
dessous de A, monte jusqu’à la position (7, correspondant à la 
section zAtz". La valeur de R" est donc un maximum relatif 
pour R. Si le plan normal continue à tourner, R repasse par les 
mêmes valeurs dans l’ordre inverse.

La formule donnant R s’écrit encore

_L = -Lcos2^ + -^sin2cp.

Il peut arriver, en particulier, que R ==— R;; alors l’indica­
trice est formée de deux hyperboles équilatères conjuguées.

Troisième cas : 10 — s~0 = o. — Dans ce cas, la courbure totale
est nulle en A. Les deux directions asymptotiques, définies par 
J équation

r0x2-h 2SqXV -I- t0y2 — o,

-
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leurs, parallèles à la direction asymptotique unique AD qui existe 
dans ce cas. On appelle ce système de deux droites Y indicatrice 
relative au point A. Cette indicatrice étant tracée, le rayon de 
courbure de la section normale z AB s’obtient en prenant

R = Âî\
\

3g8

et cherchons le lieu du point I. On trouve, comme plus haut, que 
ce lieu a pour équation

CHAPITRE XII.

(0 i — /’o X2 -H i Sq X Y tQ \ ’. 

Fig. 140.
x
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Ce lieu est encore une conique ayant son centre en A; mais, 
comme cette conique est du genre parabole,

'•o <0 —*0 = °î

elle se compose de deux droites parallèles. C’est ce qu’il est aisé 
de vérifier en multipliant l’équation par r0 et remplaçant /•„ t0 

pars„; l’équation devient

r0 — (roX $0 Y)2,

/•0X + î0Y=± i/rl, 

équation de deux droites parallèles. Ces deux droites sont, d’ail-

Fig. 141 *

d’où

CJ ô



I désignant le point de rencontre de l’indicatrice avec AB. L’in­
dicatrice a encore deux axes de symétrie, l’un Au' perpendiculaire 
aux deux droites, l’aulre An" parallèle aux deux droites et, par 
suite, confondu avec AD. Ce sont les directions principales : les 
rayons de courbure et les centres de courbure correspondants sont 
les rayons de courbure et les centres de courbure principaux.

Prenons les directions principales Aïï' et A.tz" pour axes 
{fig. 141). Alors s0=o, et comme

f'oto— si = O,
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le produit r0t0 est nul.
Supposons r0 > o, alors t0 = o. On a donc

—2
R = AI .- = r0 cos2cp,

Pour 0 == o, R passe par un minimum R/ donné par

le centre de courbure correspondant est en G'. Quand o augmente, 
R augmente, le centre de courbure C de la section ,sAB monte

sur Az, et, pour cp= R est infini. Quand 0 croît de ^ à u,

R repasse par les mêmes valeurs en sens inverse. Actuellement, 
R a donc un minimum R', qui est l’un des rayons de courbure 
principaux, et pas de maximum. On peut dire qu’il a un maxi­
mum R" = 00, ou encore que l’autre rayon de courbure principal 
est infini.

La formule qui donne R devient, dans ce cas,

R =FC0S,<f-

Résumé. — En résumé, si l’on prend pour axes les deux direc­
tions principales A-' et Ait", et si l’on appelle R' et R" les rayons 
de courbure principaux correspondants, avec leur signe, le rayon 
de courbure R d’une section normale, dont la trace AB, sur le 
plan tangent, fait avec Ait' un angle 0, est donné par la formule

ïp7sin2¥-R = Fcos"f
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Dans le dernier cas que nous venons d’examiner, R' = oo; la 
formule devient alors

CHAPITRE XII.

ii
K = FVC0S’?'

245. Détermination des directions principales et des rayons de 
courbure principaux en un point. — Nous venons de voir que, pour 
connaître le rayon de courbure d’une section normale quelconque

Fig. 142.
D T.'K
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B
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y B,

point A, il suffît de connaître les directionspassant par
principales Atc' et Atz7, en A, et les rayons de courbure principaux 
R' et R" correspondants. Voici comment on peut calculer ces 
éléments :

un

T

Les axes étant supposés rectangulaires, mais choisis d’une 
manière quelconque, nous avons trouvé, pour la valeur algébrique 
du rayon de courbure R d’une section normale, dont la trace AR 
sur le plan tangent a pour cosinus directeurs a, (3, y :

R _ /i g2
rct2+ isa [3 -+- 1S2

Quand on fait tourner AR autour de A, R varie et il s’agit de 
trouver les directions de AB rendant R maximum ou minimum 
(ce seront les directions principales) et les valeurs maximum et 
minimum de R (ce seront les rayons de courbure principaux). Ce 
problème se ramène au problème élémentaire de la recherche du 
maximum et du minimum du quotient de deux trinômes. En effet, 
on a. entre les trois cosinus a, j3, y, la relation

a*-+- (32-h yî= 1 ;

*
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nous pouvons donc écrire

4oi

___________  _ g2-f- ft2+T2

y/l+^ + q2 _ + Q2

R

Mais on a (n° 210)
Y=ptL + q$,

relation qui exprime que AB est dans le plan tangent en A. On a 
donc

_ a2 -+- (32-t- ( p* -+- q (i)2 
/•a2-4- 2sa|3 -t- t p2

R

\/1 -4-/>24- <7 2

Le deuxième membre étant homogène en a et j3, divisons haut 
et bas par a et faisons

il vient
R ( 1 -+- q~ ) ni2 -4- 2 /jçrrn -H 1 -+- p- 

tm2 -+- 2 s/n -F- /’\/1 -F- />2 -t- q2

quotient de deux trinômes du deuxième degré en m.
La quantité m est le coefficient angulaire de la projection A( B, 

de AB sur le plan horizontal. Quand le plan de la section nor­
male tourne autour de la normale en A, sa trace AB sur le plan 
tangent tourne autour de A et la projection AtB, de cette trace 
tourne autour de A(. La quantité m varie de — 00 à + 00. 11 s’agit 
de trouver les valeurs de m, rendant R maximum ou minimum, et 
les valeurs maximum ou minimum de R.

Directions principales. —Les valeurs de m, rendant R maxi­
mum ou minimum, s’obtiennent en égalant à zéro la dérivée du 
deuxième membre par rapport à ni :

[(i -+- qi)m -1- pq] (tm- 4- 2 s ni -4- r)
— (tm -4- s) [(1 4- q2 ) m2 -F- 2 pqm -4- (1 -t- //2)J = o,

en réduisant,

/n2 [s(i -4- q'2) — pqt]
-4- ni\r{ 1 -4- q*) — t(i -H jt?2)] -4- pqr — s(i -t-/»2) = o.

Cette équation en m a deux racines réelles, m' et m", qui sont

ou

(10) .

26A.



les coefficients angulaires des projections A, et A,t:" des direc­
tions principales Atc' et Att" sur le plan des xy.

On peut déterminer les directions principales par une autre 
méthode, quand on connaît les directions asymptotiques AD et AD' 
au point A. Les directions principales sont alors les bissectrices 
des angles*formés par les directions asymptotiques.

Rayons de courbure principaux. — Si l’on fait
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R
= S

\J \ -+- p2 -+- q2

la quantité S est maximum ou minimum en même temps que R. 
Or on a

g _ (i H- q2)m‘î -+- ipqm -t- i -h />2 
tm%-+- 2 sm r

et il faut trouver le maximum et le minimum de S quand m varie 
de —oo à + oo. A une valeur donnée de S, la relation (i i) fait 
correspondre deux valeurs de m. Pour qu’une valeur donnée de S 
soit un maximum ou un minimum, il faut et il suffit que les 
valeurs correspondantes de m soient égales.

L’équation en m est

/n2[(i -4- q^) — £S] -+- 2 m [pq — ^ S J —I— ( i -4— /?2 ) — /’S = o.

Pour qu’elle ait ses racines égales, il faut et il suffit que l’on ait

( PÇ — s S)2 [(i+^2) ^S][(r-f-/?2) /'S]=o,
«

ou, en ordonnant et changeant les signes,

(12) S2(rt — s*) — S [(1 -t-pï)t -+- (1 + q*2)r — 2pqs)] + i+ />2 + ?2=o,

Cette équation en S a deux racines, S' et S", qui sont le maxi­

mum et le minimum de S, c’est-à-dire de 

Le maximum et le minimum de R sont donc 

R' = /1 -+- p1 -t- q'2 S',

On a ainsi les deux rayons de courbure principaux.

(11)

R
y/1 -+■ pï 4- q2

R" = v/l -+- p'2-+-q2 S".

1246. Courbure totale et courbure moyenne. — On appelle cour-
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bure totale, en un point d’une surface, la quantité

4o3

i
R' R"

Cette quantité est égale à

S'S (i ■+■ pi-Jr g'1)

c’est-à-dire, en remplaçant S'S" par le produit des racines de 
l’équation (12),

rt — s2
( 1 -+- p'2 -+- q'1 )■

On voit donc que, conformément aux définitions déjà posées 
la courbure totale est positive, négative ou nulle, en même temps 
que rt — s-.

Les surfaces, qui sont à courbure totale nulle, en tous leurs 
points, sont telles qu’en tous leurs points on ait

rt — s2 = o.

Nous verrons plus tard que ce sont les surfaces développables.

1

Courbure moyenne. — On appelle courbure moyenne d’une 
surface, en un point, la quantité

11
R"’R'

facile à exprimer à l’aide des coefficients de l’équation donnant S. 
Les surfaces à courbure moyenne nulle

i R'h-R'= OR7 + R" ~ ° ou

sont les surfaces d'étendue minimum.
On les rencontre dans le problème de Géométrie suivant :

Étant donné un contour fermé dans l'espace, trouver, parmi 
toutes les surfaces continues passant par ce contour et limitées 
par lui, celle qui a l'aire la plus petite possible.

On démontre que la surface répondant à la question est une 
surface à courbure moyenne nulle chaque point. On peut réa-en



1 = 0.r = o, s = }

L’équation donnant
a RR

S =
y/a2 -+- x2 -+- /2y/1 -1- p~-\- q2

Actuellement, nous connaissons les directions asymptotiques 
en chaque point : en effet, le plan tangent, en un point A, coupe 
la surface suivant deux génératrices rectilignes AD et AD7 passant 
par A. Cette intersection est une courbe à point double et les tan­
gentes, en A, à cette courbe, c’est-à-dire les droites AD et AD' 
elles-mêmes forment les directions asymptotiques. Les directions 
principales, en A, sont donc les bissectrices Atz et AV' des angles 
formés par les génératrices rectilignes passant par A. Nous avons 
actuellement

9 =

User physiquement cette surface, en construisant le contour en fil 
métallique fin, et en plongeant ce contour dans un liquide visqueux 
comme de l’eau de savon; si l’on retire ensuite le contour, on 
trouve la surface d’aire minimum réalisée par une lame liquide 
fermant le contour.

On peut remarquer que, pour une de ces surfaces, l'indica­
trice, en chaque point, est formée de deux hyperboles équilatères 
conjuguées : ses directions asymptotiques sont rectangulaires.
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247. Exemple. — Soit le paraboloïde hyperbolique équilatère

xy
z = a

Cherchons les directions principales et les rayons de courbure 
principaux, en un point A quelconque de la surface (Jlg. 143).

Fis- i43.

t
J

7tA-
/

/ D/
'■K"

D’

y

a I 
-

I «



COURBURE DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE. 4o5

est ici
— «S2+ 2 Sxy -+- a(a--+- x2-+-y*) = o.

Elle a pour racines

aS'= xy -+- /( a2 -+- x% ) ( a'1 -+- y'1 ), 

a S" = xy — y/(a2 -+- x2) (a2 -{-y'1 ).

Les deux rayons de courbure principaux sont alors

—— y/Cl2 —(— x2 y2,
g" ___________
— ^a2 x2-hy2.

La surface a, en tous ses points, une courbure totale négative,

R' = R' =

car
i

rt — s2 =

Elle a une courbure moyenne nulle, aux points appartenant aux 
deux axes Ux et Oy. En effet, si x — o ouy = o, on a

i
S'-t- S" — o, R7 H" = o.

Ce fait est aisé à vérifier géométriquement, car, en un point A 
de Ox, par exemple, il passe deux génératrices du paraboloïde : 
l’une AD' coïncide avec Ox, l’autre AD est perpendiculaire à O#.

En ce point A, les directions asymptotiques sont donc rectan­
gulaires. L’indicatrice est formée de deux hyperboles équilatères 
et l’on a R' -f- R" = o.

VIII. - ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE D’UNE SURFACE 
AUTOUR D’UN POINT.

AUTRE DÉFINITION DE L’INDICATRICE.

248. Définition géométrique de l’indicatrice- — Soit, comme plus 
haut,

-(/•0^2-t- 2 s0xy -h t0y2)-h...,

l’équation d’une surface rapportée à une normale Az en un point 
quelconque et au plan tangent en ce point.

Soit un plan A', parallèle au plan tangent xAy, situé au-dessus

z =
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de ce plan à une distance infiniment petite AA! — z. Ce plan coupe 
la surface suivant une certaine courbe, qui se projette en vraie 
grandeur sur le plan horizontal 144)-

L’équation de cette projection est

CHAPITRE XII.

(P) -(/■ o^2-+- 2s0xy -+- tojK2)

où Z est une constante positive infiniment petite. Soit M un point 
de cette courbe voisin de A', P sa projection sur le plan tangent

Fig 144.

z =

æ'A'

æ
y>

y.
.B

xAy : construisons la figure homothétique du lieu du point P, en 
prenant comme centre d’homothétie A et comme rapport d’Iiomo-

thétie la quantité

faut prendre un point I tel que

-y ■■ -■ = Alors, sur chaque rayon AP, il
2AA' \J 1 z

1

—2 
APAI —2■

= 7=’ AI
V 2 z

Nous allons vérifier que, z étant infiniment petit, le lieu du 
point I est une conique ayant pour équation

/’o X2 -i- 2 s0 XY -j- t0 Y2 = 1.

AP nz

(1)

En effet, le point P ayant pour coordonnées x et y, et le point J 
pour coordonnées X et Y, la relation

AP = AI v/àâ
donne immédiatement

x — X^iz,

en portant ces valeurs de x et y dans l’équation (P), du lieu du

y = Y \JHz ;
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point P, on a, pour lieu du point I,

407

1
z = ,s(r0X2-f- 2 Sq X Y h- ?0Y2)-t- s2(...) = 0,

1
où tous les termes non écrits contiennent s2 en facteur. Divisant 
cette équation par z et faisant tendre z vers zéro, on obtient, 
comme lieu du point I, la conique (I).

Dans ce qui précède, nous avons coupé la surface par un plan 
parallèle au plan tangent, placé du côté des z positifs.

Prenons de même un plan A", parallèle au plan tangent xAy, 
mais du côté des z négatifs; ce plan coupe la surface suivant une 
courbe, dont la projection est représentée par l’équation (P), où z 
a une valeur constante négative (Jîg. 145).

Fig. 45.
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Soit M un point de cette courbe, P sa projection horizontale ; 

amplifions encore le rayon vecteur AP dans le rapport 

en prenant
v/2ÂA"

AI' 1 1

\J 1 AA" \J — 2 zAF

AP'
Al' =

— 2 z
ca

AA ’ = —z,

nous aurons, comme lieu du point I', la conique

/’oX2 -+- 2 s0 XY -+- to Y2 = — i.(I')

En effet, on a actuellement

x — Xy/ — 2 z,

en portant dans l’équation (P), divisant par 5 et faisant tendre 5 
vers zéro, on obtient l’équation de la conique (Y). L’ensemble des

y = Yy/— iz ;
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deux coniques (I) et (F) forme l’indicatrice de la surface au 
point A. La partie (I) de l’indicatrice provient des plans sécants, 
parallèles au plan x Ay du côté des 2 positifs; l’autre partie (F) 
provient des plans sécants, parallèles au plan xh.y du côlé des 
z négatifs.

On a donc ainsi un moyen simple de définir l’indicatrice en un 
point.

CHAPITRE XII.

249. Rayon de courbure d’une section normale. — Soit AB la 
trace d’une section normale et supposons que cette section soit 
une courbe AM tournant sa concavité vers le haut (Jig. 144)* La 
droite AB étant tangente en A à la courbe, et MP étant la distance 
de M au plan des xy, le rayon de courbure en A est positif et a 
pour valeur (n° 160)

-------- 2
AP APR = lim = lim-------2 MP 2 Z

Soit, sur AB, le point I de l’indicatrice défini par la relation

—2 AP
AI = lim——.

2 Z
On a alors

------ 2
R = AI ;

on retrouve ainsi la représentation du rayon de courbure, à l’aide 
de l’indicatrice.

Soient, de même, AB la trace d’une section normale tournant sa 
concavité vers le bas {Jig. i 45), Mun point de cette section voisin 
de A, P sa projection. La valeur absolue du rayon de courbure de 
cette section, en A, est

--------2
AP

lim
2 MP

Mais, d’après nos conventions, ce rayon de courbure doit être 
regardé comme négatif. On a donc

--------2
APR — — lim 2 MP

Gomme la distance MP est égale à —z, z désignant l’ordonnée
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de M qui est négative, on a encore

409

—*2
R = lim ——

■2 z

Mais, pour définir le point F de l’indicatrice, on a pris

—2
AP

Al' = lim
— 5! Z

On a donc
R = — AI'2.

2o0. Remarque. — On peut présenter ces résultats de la façon 
suivante. En coupant une surface par un plan parallèle au plan 
tangent, en un point non singulier, à une distance infiniment 
petite de ce plan, et regardant la courbe d’intersection, au voisi­
nage du point de contact, avec une loupe d’un grossissement 
infini, on aperçoit une conique, ayant le point de contact comme 
centre. Cette conique est l’indicatrice : c’est une ellipse, une 
hyperbole ou un système de deux droites parallèles, suivant que la 
courbure totale de la surface au point considéré est positive, néga­
tive ou nulle. Les axes de cette conique donnent les directions 
principales de la surface au point considéré; ses directions asymp­
totiques donnent les directions asymptotiques de la surface au point 
considéré : elles coïncident avec les tangentes, au point de contact, 
à l’intersection de la surface par le plan tangent.

251. Cas particulier des surfaces du deuxième ordre. — Les
théorèmes précédents sont alors évidents, car, dans une surface 
du deuxième ordre, les sections faites par des plans parallèles sont 
homothétiques. Donc, dans une de ces surfaces, pour obtenir une 
courbe homothétique de la section de la surface par un plan paral­
lèle à un plan tangent et infiniment voisin de ce plan, il suffit de 
prendre la section de la surface par un plan parallèle au plan tan­
gent, à une distance finie de ce point convenablement choisie, et 
de part et d'autre.

Il est évident, d’après cela, que, pour un ellipsoïde, l’indica­
trice en un point est une ellipse; pour un hyperboloïde à une 
nappe, elle est formée de deux hyperboles conjuguées, ayant pour 
directions asymptotiques les génératrices du point de contact;



pour un cylindre, elle est formée de deux droites parallèles à la 
génératrice de conctact.
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252. Usage de l’indicatrice pour la détermination des tangentes 
à l’intersection de deux surfaces tangentes en un point. — Quand 
deux surfaces sont tangentes, en un point A, elles se coupent, en 
général, suivant une courbe ayant un point double en A. Suppo­
sons qu’on ait construit les indicatrices des deux surfaces en ce 
point, courbes qui sont situées dans le plan Langent commun en A. 
On a alors le théorème suivant :

Les tangentes à Vintersection, au point A, sont les dia- 
mètres communs aux indicatrices des deux surfaces.

En effet, prenons le point A comme origine et comme axe Az 
la normale commune aux deux surfaces. Les équations de ces sur­
faces sont :

(S) - (rqx2 —i— 2s0xy t0y2)-+-, • -,

^ ( 7*j x2 -i- 2Sixy -I- txy2) -h. . ..

Pour obtenir la projection de l’intersection de ces deux sur­
faces sur le plan des xy, il faut éliminer z entre ces deux équa­
tions, ce qui se fait en les retranchant membre à membre. On a 
ainsi, comme projection de l’intersection,

O = (/'o— r, )x2-+- 2(s<>— Sy)xy -h (t0— tx)y2-h. ...

z =

(S,) z =

Les termes de moindre degré étant du deuxième degré, la 
courbe présente un point double à l’origine A. Le plan des xy 
étant tangent aux surfaces en A, les tangentes à la courbe d’inter­
section dans l’espace, au point A , se coufondent avec les tangentes 
à sa projection : ce sont donc deux droites représentées par 
l’équation

Oo— rx)x2-h 2(s0— sx)xy-+- (t0— tx)y2 = o.

Or ces droites sont précisément les diamètres communs aux 
deux indicatrices

7*o X2 -t- 2 50 X Y -+- £0 Y2 = ± I, 

rj X2 -t- 2 $i XY -t- tx Y2 = ± i,



où les signes des deuxièmes membres se correspondent. En effet, 
pour avoir les diamètres communs à ces deux coniques, il suffit de 
retrancher leurs équations membre à membre, ce qui donne 
l’équation des tangentes écrite plus haut.

Si les indicatrices des deux surfaces, en A, n’ont pas de points 
réels communs, les deux tangentes sont imaginaires, le point A 
est un point isolé pour l'intersection des deux surfaces.

COURBURE DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE. 4 u

253. Paraboloïde osculateur. Tore osculateur. — Une surface 
étant rapportée à un de ses points A, pris comme origine, et à la 
normale en ce point comme axe des z, on peut, en développant z 
par la formule de Mac-Laurin, écrire l’équation de la surface 
sous la forme

(S) - (r0x*~-+- 2Süxy -f- t0y*) . ..z =

La loi de la courbure des sections normales faites autour du 
point A et, par conséquent, la loi de la courbure de toutes les 
sections planes passant par A, ne dépend que des coefficients /•<), 
s0, t0. Cette loi est donc la même pour une deuxième surface tan­
gente à la première au point A et pour laquelle r0, s0, t0 ont les 
mêmes valeurs. C’est ce qu’on voit aussi par la géométrie, en 
remarquant que la variation du rayon de courbure des sections 
normales est représentée à l’aide de l’indicatrice

/•» X2 -+- 2 Sq XY h— Y2 = =+= i ;

cette indicatrice ne dépendant que de /•„, s0, bi deux surfaces 
tangentes en A, pour lesquelles ces trois coefficients ont les mêmes 
valeurs, ont les mêmes indicatrices, et, par suite, deux sections 
normales ou deux sections planes quelconques, faites par un 
même plan passant par A dans les deux surfaces, ont même rayon 
de courbure, en A.

Ainsi, au point de vue de l’étude de la courbure des sections 
planes passant par A, on peut substituer à une surface une autre 
surface tangente, pourvu que /*0, s0, t0 soient les mêmes, ou encore 
pourvu que les directions principales et les rayons de courbure 
principaux en A soient les mêmes.

Voici deux façons simples de réaliser cette substitution.
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Paraboloïde oscillateur. — Considérons la surface

i
(P) ~ ( i'o xï ■+" is0xy-+- t0y*),z =-

obtenue en supprimant dans le développement (S) tous les termes 
suivant le groupe des termes du deuxième degré. Cette équation 
définit paraboloïde qu’on nomme paraboloïde oscillateur 
à la surface en A. Dans le voisinage de A, on peut substituer à la 
surface un petit fragment de ce paraboloïde; la loi de la courbure 
des sections planes n’est pas altérée.

Si l’on prend pour axes Ax et Ay, les directions principales A~' 
et Ait" et si l’on appelle R/ et R" les deux rayons de courbure

un

principaux, on a
i

^0 —s0 — O, r0 = R7’ R"

l’équation du paraboloïde oscillateur est donc alors

x%
(P) * 2 R' ^ 2 R"

Ce paraboloïde est elliptique ou hyperbolique, suivant que la 
surface est à courbure totale positive ou négative. Dans le cas où 
la courbure totale est négative, les directions asymptotiques de la 
surface S, en A, coïncident avec les génératrices rectilignes du 
paraboloïde oscillateur P passant par A.

Si la courbure totale de la surface S au point A est nulle, 
R'=go et le paraboloïde osculateur devient un cylindre parabo­
lique

X-
z = 2 R" ’

tangent au plan des xy suivant la droite unique avec laquelle se 
confondent alors les deux directions asymptotiques de la surface 
donnée S.

Tore osculateur. — On peut aussi construire facilement un 
tore ayant, en A, mêmes directions principales et mêmes rayons 
de courbure principaux que la surface donnée.

Soient Aif et An" les directions principales, C' et G' les centres 
de courbure principaux correspondants. Dans le plan de section



principale zAtz', traçons le cercle de centre G et de rayon 
G'A = IV. Dans le plan de section principale zArc", traçons, de 
même, le cercle de centre G' et de rayon G'A == R". Supposons 
ensuite qu’on fasse tourner le cercle G' autour d'un axe C'F, 
mené par C' perpendiculairement au plan du cercle G'. Nous 
engendrons ainsi un tore, qui est tangent à la surface donnée en A. 
En outre, ce tore a, en A, les mêmes directions principales Au' 
et AtV que la surface donnée : cela est évident, par raison de 
symétrie, car la droite Atc' est tangente à l’équateur du tore en A 
et Atz" au méridien. Enfin ce tore a, en A, les mêmes rayons de

Fig. 146.

COURBURE DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE. 4.3

xX

C*
C'

AF
\

4 «1c":
F ;

n."'!
•jyA

T."- n1

courbure principaux que la surface proposée, car les deux sec­
tions principales, en A, étant l’équateur et le méridien, leurs 
centres de courbure sont les centres G' et G' de ces deux cercles.

Nous avons figuré ce tore (fig. i465 I et II), en supposant suc­
cessivement que la surface est à courbure totale positive ou néga­
tive.

Si la surface est à courbure totale nulle, R/=oc, le tore se 
réduit à un cylindre de révolution ayant pour base le cercle Cv, 
tangent au plan des xy le long de A if.



414 CHAPITRE XIII.

CHAPITRE XIII.
LIGNES PARTICULIÈRES TRACÉES SUR UNE SURFACE.

I. — LIGNES DE COURBURE.

254. Définition. — On appelle ligne de courbure d’une surface 
une ligne tracée sur la surface de telle façon que les normales à 
la surface le long de cette ligne forment une surface dévelop­
pable, c’est-à-dire aient une enveloppe. Nous allons former 
l’équation différentielle des lignes de courbure. Nous en conclu­
rons que, par chaque point d'une surface, il passe deux lignes de 
courbure tangentes aux directions principales en ce point.

255. Équation différentielle des projections horizontales des 
lignes de courbure. — Soit une surface ayant pour équation

*=/(*> y);

si, sur cette surface, on considère une ligne de courbure L/, les 
coordonnées d’un point A de cette ligne peuvent être regardées 
comme des fonctions d’un même paramètre X

^ = ?(X), j = z = f(v,y)-

Appelons, comme précédemment, p, q, /•, s, t les dérivées par­
tielles premières et secondes de 3, par rapport à x et y. Ces 
dérivées sont des fonctions de x et y, et, par suite, le long de la 
ligne de courbure, dçs fonctions de 1 par l’intermédiaire de x et y. 
Quand X croît de d\, le point A subit un déplacement infiniment 
petit AA', x et y croissent de clx et dy, z, p et q croissent de
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leurs différentielles :
dz — p dx -+- q dy, 
dp = r dx -t- s dy, 
dq — s dx -H £ dy.

Les équations de la normale AN à la surface, au point A(x, y, z)
sont

X — x _ Y —y _ Z — z
P 9 — i

ou, en égalant les deux premiers rapports au troisième

X = — p Z 4- x -i- pz, 
Y = — qZ-h y q z.(O

Dans ces équations, x, y, z, p et q sont, le long de la ligne de 
courbure, des fonctions de h. Nous devons exprimer cjue la nor-

Fig. 147.

L-
n.

L"A

T."

C'

C"jpo
L',y NLJ'i'A?

male (1) engendre une surface développable. Or, les équations 
d une droite étant mises sous la forme

Y — bZ-\- k,X = a Z -+- h,

où a, b, /t, k sont fonctions d’un paramètre X, pour que cette 
droite engendre une surface développable, il faut et il suffit que 
les deux équations dérivées par rapport à X

dh ^ dh dk
(2) o = o = dk ’dkdkdk
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dh dk
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donnent, pour Z, la même valeur, c’est-à-dire que l’on ait

dbda

Comme, dans les équations (i), on a

h — x -+- p z,b — — q, k=y + qz,a — P,

la condition cherchée est

d(x -+- pz) _ d(y -4- q z)
dqdp

En développant on a

dx -+- p dz -4- z dp dy -(- q dz 4- z dq
dqdp

, . , z dp z dqen supprimant les deux termes égaux et —— >ou,

dx -t- p dz d y -y- q dz
(3) dp dq

Si l’on remplace dz, dp, dq par leurs expressions ci-dessus, la 
condition (3) devient

pq dx 4- (i -t- q2) dy( i -4- p"- ) dx 4- pq dy
s dx 4- t dyr dx -t- s dy

En chassant les dénominateurs, on voit que cette équation est 
du deuxième degré en dx et dy. Elle prend, en effet, la forme

(4) dy"- [(i 4- q*-)s— pqt]

4- dx dy\( i 4- gr2)/' — ( i 4-/J2) C 4- dx- [pqr — (i 4-/?2)s] = o.

En divisant par dx2, on obtient une équation du deuxième degré 

en Ce résultat montre que, par chaque point de la surface,

il passe deux lignes de courbure. En effet, si l’on projette le 
point A sur le plan horizontal, en A(, et la ligne de courbure en If, 
la tangente Atz' à la ligne de courbure, en A, se projette horizon­
talement, suivant la tangente A(tc' à la projection Lj. Le rap­
port ^ est le coefficient angulaire de la tangente, en A,, à la pro­

jection Lj de la ligne. Les coordonnées x et y du point A, étant
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données, les quantités s, /?, r/, /•, s, t sont déterminées, et l’équa­

tion (4) donne pour ~ deux valeurs : par le point A,, passent

donc les projections L' et L', de deux lignes de courbure, tan­
gentes aux deux droites A, tc' et At vr'j, dont les coefficients angu­
laires sont racines de l’équation (4). Cette équation s’appell 

équation différentielle de la projection des lignes de coui 
bure sur le plan des xy.

417

2t)6. Théorème I. — Les deux lignes de courbure, passant par 
un point A d'une surface-, ont pour tangentes, en ce point, les 
deux directions principales ArJ et A ré.

Pour démontrer ce théorème, portons l’origine au point A 
(voyez Jig. i37 ou 1 3q ou j 41 ) en prenant comme axe des 5 la 
normale en A, comme axes des x et des y, les directions princi­
pales au point A. Alors (n° 244) p, q, s deviennent nuis, r et t 
prennent des valeurs r0 et /0. L’équation du deuxième degré (4), 
donnant les coefficients angulaires des tangentes aux projections 
horizontales des deux lignes de courbure passant par A, devient

( to — /•<) ) dx dy = o ;

elle donne donc en prenant le cas général, c’est-à-dire en écartant 
le cas où t0 = r0, c'est-à-dire où A serait un ombilic : ou bien

dx = o,
ou bien

dy = o.

L’une des tangentes aux lignes de courbure, passant par A, est 
donc l’axe Ay ou Air", et l’autre l’axe Ax ou Au'.

Autre démonstration. — Sans faire le changement d’axes ci- 
dessus, nous pouvons démontrer le théorème comme il suit. Si, 
dans l’équation du deuxième degré (4), nous remplaçons ^ par m, 

cette équation devient

m2[( 1 -+- q*)s — pqt] m [(1 -t- <72 )/’ — ( 1 -t- p%)t\ -+-pq; (1 + p2)s — c.

On reconnaît alors qu’elle est identique à l’équation (10) du 
n° 24-5, donnant les coefficients angulaires des projections A^', 
et A1tï| des directions principales sur le plan des xy (fi g. i4»

A. 37

I (T>
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et 147)- Les lignes de courbure sont donc, en projection, tan­
gentes à A, Trj et A,tc'' et, sur la surface, elles sont tangentes aux 
directions principales Att' et A/.
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257. Théorème II. — Soit AIN la normale, en A, à la surface : 
par le point A passent deux lignes de courbure IJ et L" {fig. 147)- 
Si le point A décrit la ligne 17, la normale à la surface enveloppe 
une certaine courbe : soit (7 le point de contact de AN avec cette 
enveloppe. Si le point A décrit la ligne I/, la normale à la surface 
a, de même, une enveloppe : soit C", le point de contact de AN 
avec cette deuxième enveloppe.

Les points G et G' sont les deux centres de courbure princi­
paux relatifs au point A.

Quand une droite mobile

X = aZ + /*, Y = A Z k,

dont les coefficients dépendent d’un paramètre X, a une enveloppe, 
les coordonnées du point de contact de la droite avec son enve­
loppe vérifient les équations dérivées par rapport à A

dhda db dk
° = z5x + rfX’ °=ZrfX

Le Z du point de contact est donc donné par les deux équa­
tions compatibles

(5) o — Z da -1- dh,

Actuellement, il s’agit de l’enveloppe des normales 

X = — pZ -+- x -t-pz,

Le Z du point de contact de la normale avec son enveloppe est 
donc fourni par les équations compatibles

o = — Z dp -t- d(x -4- pz), 

ou, en développant,

o = Z db -1- dk.

Y = — qZ y q z.

0 = — Z dq -t- d(y -f- q z),

o = — Z ( r dx -+- s dy) -4- dx -1- p dz 4- z dp, 
o = — Z ( s dx -+-1 dy ) -+- dy -+- q dz -t- z dq.

(6)



Forions alors l’origine au point A et prenons, comme plus haut, 
pour axes la normale AN et les deux directions principales Ait' 
et Au". Nous aurons
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P = o,

r et t prenant les valeurs /'0 et t0.
Les équations (6), donnant le Z du point de contact de la nor­

male AN avec son enveloppe, deviendront alors

o = — Z r0 dx -t- dx,

Si l’on déplace la normale le long de la ligne de courbure L!, 
tangente à l’axe des #, on a dy — o, dx étant différent de zéro. La 
deuxième des équations (7) est identiquement satisfaite, et la pre­
mière donne, pour le Z du point de contact G',

Z = o, q = s — o,

— Z dy -t- dy.(7) o =

1
Z = --  1

'•9
c’est-à-dire

Z = IV

IV étant le rayon de courbure principal correspondant à la direc­
tion principale Au'. Le point de contact G' est donc bien le centre 
de courbure principal relatif à la direction principale Au'.

De même, si l’on déplace la normale le long de la ligne L'/, on a

dx — o,

la première des équations (7) est identique, la deuxième donne

Z = —,

dy 7*o-,

fo’
c’est-à-dire

Z = R".

Le théorème est donc démontré.

258. Résumé. — En résumé, les lignes de courbure d’une sur­
face forment deux familles de courbes L' et L", se coupant respec­
tivement à angle droit. En chaque point A de la surface, les direc­
tions principales Au' et Au" sont les tangentes aux deux lignes de 
courbure passant par ce point, et les centres de courbure princi­
paux de la surface en A sont les points où la normale en A touche



dx dx -+- — dy\
a \ a a

dy dx
a a

Chassant le dénominateur et réduisant, nous avons 

(a2-+- x2 ) dy2— (a2-hy2) dx2 = o,

équation du deuxième degré en On en tire

=vdy a2 -+- ^2

dx a2-h y'1

les deux courbes qu’elle enveloppe, suivant qu’on déplace son pied 
sur la ligne IV ou

On voit que la connaissance des lignes de courbure d’une sur­
face entraîne la connaissance de tous les éléments nécessaires à 
l’étude de la courbure de la surface en chacun de ses points.

Remarque. — 11 faut bien remarquer que C; et C" sont les cen­
tres de courbure des sections normales de la surface menées par 
Att/ et Ait'7 (Jig. 147) et non les centres de courbure des deux 
lignes de courbure. D’après le théorème de Meusnier, pour déter­
miner le centre de courbure de la ligne L' en A, il faudrait connaître 
le plan osculateur P à cette courbe en A et projeter ensuite le 
point C', centre de courbure de la section normale, sur le plan P.

Le lieu des points G' est une développée de la ligne de cour­
bure L7, puisque ce lieu est l’enveloppe d’une suite de normales à 
LV De même, le lieu des points G'7 est une développée de LL

2o9. Lignes de courbure d’un paraboloïde hyperbolique équila- 
tère. — Soit la surface

4 20 CHAPITRE XIII.

la ligne L".

xy
z =

a
Actuellement,

„ yp — — 1 a

L’équation différentielle de la projection des lignes de courbure 
sur le plan des xy étant, en général,

dx -+- p dz _ dy -+- q dz

x
q = a

dp dq

devient actuellement

S a.a l
 s+sa.a I
x

a 1

+H
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En intégrant cette équation différentielle, on a l’équation, en 
termes finis, de la projection des lignes de courbure sur le plan 
des xy. En séparant les variables, on peut écrire
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dydx ± = °,
\J a2 -t- x2 y/ a2 -+-y2

ou, en intégrant,

L ( x + y/«2 -t- a?2 ) ± L (y -h \/ a2 -+- y2 ) — LK,

K désignant une constante arbitraire.
Suivant le signe choisi 

de lignes de courbure.
Le signe + donne, en passant des logarithmes aux nombres,

(x -y \Jci2x2) (y -h da2~^y2) = K,

l’un ou l’autre des deux systèmeson a

et le signe —
x -t- \Ja~ -+- x2 _ 

y -i- v ci2 -t- y2

En faisant varier K et K', on a ainsi les projections horizontales 
des deux familles de lignes de courbure.

260. Lignes de courbure des surfaces de révolution.— Dans une 
surface de révolution, les lignes de courbure sont les parallèles et 
les méridiens.

En effet, considérons une surface de révolution d’axe Ox et de 
méridienne AM. Les normales à la surface, le long d’un parallèle 
quelconque AP, forment un cône dont le sommet G' est sur l’axe 
de révolution. Elles engendrent donc une surface développable dont 
l’arête de rebroussement est le point C; {fig- i48).

De même, les normales à la surface, le long d'un méridien AM, 
sont dans le plan du méridien. Elles ont donc une enveloppe, qui 
n’est autre chose que la développée plane de la méridienne, et le 
point de contact G" d’une normale AN avec cette enveloppe est le 
centre de courbure de la méridienne au point A (n° 212).

D’après cela, en un point A d'une surface de révolution, les 
directions principales sont les tangentes ArJ et Atï" au méridien et 
au parallèle passant par A, et les centres de courbure principaux



422

sont : i° le point G', où la normale en A coupe l’axe de révolu­
tion ; 2° le point C", centre de courbure de la méridienne au 
point A.

Par exemple, si l’on considère la surface de révolution engendrée 
par une chaînette
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)X

ea + ey = / 5

71”

'3

tournant autour de l’axe Ox> les centres de courbure principaux 
en un point A sonL : l’un sur l’axe Ox en G', l’autre au centre de

Fig. 14H.
V

C".

courbure C" de la chaînette. Comme le rayon de courbure d'une 
chaînette est égal à la normale (n° 157), on a AC'= AG;/, les deux 
rayons de courbure principaux sont égaux et de signes contraires,

R" _ °»K'

et la surface a une courbure moyenne nulle en chaque point. On 
a ainsi un exemple simple de surface d’étendue minimum (n°246).

261. Surfaces développables. — Sur une surface développable, 
les lignes de courbure sont constituées par les génératrices recti­
lignes et les trajectoires orthogonales de ces génératrices, c’est-à- 
dire les développantes de l’arête de rebroussement.

En effet, le plan tangent étant le même tout le long d’une géné­
ratrice M, M, les normales à la surface le long de la ligne M, M 
(fig. 149) engendrent un plan : on peut dire qu’elles ont pour

a I 
H

w
 a

%

! ?
~"

~T
12

O



enveloppe un point Gr rejeté à l’infini sur une des normales. Nous 
connaissons ainsi un des systèmes de lignes de courbure. L’autre 
système est alors formé des courbes tracées sur la surface et cou­
pant les lignes du premier système, c’est-à-dire les génératrices 
rectilignes, à angle droit. Ces courbes sont les développantes de

Fig. i49.
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M,

JT.V
D,

7L"

l’arête de rebroussement M, D,. On peut les tracer en déroulant un 
fil enroulé sur l’arète de rebroussement M1 D, : un point dn fil 
décrit une ligne de courbure de la deuxième famille.

On voit que l’un des rayons de courbure principaux, en chaque

point, est infini; la courbure totale , est donc nulle, en chaque

point. Nous verrons plus loin que, réciproquement, une surface 
dont la courbure totale est nulle en chaque point est une surface 
développable.

II. — LIGNES ASYMPTOTIQUES.

262. Définition. — Les lignes de courbure possèdent la propriété 
d’être tangentes en chacun de leurs points A à l’une des directions 
principales en ce point. On appelle lignes asymptotiques d'une 
surface des lignes tracées sur la surface, de telle façon quen 
chacun de leurs points A elles soient tangentes à l'une des 
directions asymptotiques en ce point.

Comme les directions asymptotiques en un point A ne sont 
réelles que si, en ce point, la courbure totale est négative ou 
nulle, les lignes asymptotiques ne peuvent exister que sur les por­
tions de la surface formées par les points A où la courbure totale 
est négative ou nulle.
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263. Équation différentielle des lignes asymptotiques projetées 
sur le plan des xy. — Nous avons vu (n° 228) qu’en un point A 
d’une surface, il existe deux directions asymptotiques AD ou AD', 
réelles ou imaginaires, ayant pour projections horizontales deux 
droites dont les coefficients angulaires sont racines de l’équa­
tion

CHAPITRE XIII.

(0 tm^-h :ism -4- r = o,

r, s, t désignant les valeurs des dérivées secondes de 5 par rapport 
à x et y, au point A.

Si l’on considère, sur la surface, une ligne asymptotique pas­
sant par A, cette ligne admettra pour tangente AD ou AD', et sa 
projection horizontale admettra pour tangente O'E ou
(fig- I22)-

Le coefficient angulaire de la tangente à une courbe, dans le 
plan des xy, est Pour que cette courbe soit la projection d’une 
ligne asymptotique, il faut et il suffit que ce coefficient soit racine 
de l’équation (i), c’est-à-dire que l’on ait

O'E'

dy
-1- 2 S-f- -+-/’= O(2)

dx

ou, en chassant les dénominateurs,

r dx% -t- 25 dx dy -t- t dy2 = o.

Telle est l’équation différentielle des projections des lignes 
asymptotiques sur le plan x O y. Elle est du deuxième degré en ^ :

pour que les valeurs de ~ soient réelles, il faut et il suffit que l’on

n — s2£ o,

c’est-à-dire que la courbure totale soit négative.
En intégrant cette équation, on trouvera, sur la surface, deux 

systèmes de lignes asymptotiques correspondant aux deux valeurs
def:.

(3)

ait

dx

Remarque. — L’équation différentielle des lignes asymptotiques 
peut s’écrire sous la forme simple

dp dx -t- dq dy = o.(4)
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En effet, on a

dq — s dx -4- t dy ; 

en remplaçant dans (4), on retrouve bien l’équation (3).

dp — r dx -+- s dy,

26i. Lignes asymptotiques d’une surface réglée gauche. — Sur
une surface réglée gauche, une des directions asymptotiques AD, 
en chaque point A, est la génératrice AG passant par ce point : 
l’autre direction asymptotique AD', en A, est alors nécessairement 
réelle. L’un des systèmes de lignes asymptotiques est donc formé 
par les génératrices rectilignes, car, en chaque point A d’une géné­
ratrice rectiligne AG, la tangente AD à la génératrice est une 
direction asymptotique {Jig. i5o).

Fig. i5o.

-iy

L’autre système est formé par les courbes admettant pour tan­
gentes les droites telles que AD', qui donnent, en chaque point, 
la deuxième direction asymptotique.

265. Lignes asymptotiques d’une surface développable. —
Comme, en tout point d’une surface développable, rt — s2 est nul, 
les deux directions asymptotiques en tout point sont confondues. 
Les deux systèmes de lignes asymptotiques se confondent en un 
seul qui est formé par les génératrices rectilignes.

266. Théorème. — Pour qu’une ligne soit une ligne asymp­
totique d'une surface, il faut et il suffit, qu’en chacun de ses 
points, son plan oscillateur soit tangent à la suif ace.

En effet, imaginons d’abord une ligne quelconque tracée sur une 
surface. Le long de cette ligne, x, y, z sont des fonctions d’un 
paramètre A vérifiant identiquement l’équation

-5 = /(»,/)

de la surface et toutes celles qu’on en déduit par différentiation.
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Une première différentiation donne, avec les notations précé­
dentes,
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dz — p dx 4- q dy.(5)

Une nouvelle différentiation donne

d-z = p d2x 4- q d2 y 4- dp dx 4- dq dy.

En général, pour qu’un plan

A(X — a?) -t- B (Y — y) 4- C(Z — z) = o

soit osculateur à une courbe, au point x, y, z, il faut et il suffit 
(n° 173) que l’on ait les deux conditions

| À dx
l A o?2 37 h- B d2 y + C d2z =

(6)

B dy 4- G dz — o,
(7) o.

Actuellement, nous voulons chercher ce que doit être la courbe 
pour que le plan tangent à la surface

— />(X— x)— q(Y — y) + Z — Z = 0

soit osculateur à cette courbe. Les conditions ('j) que doit remplir 
la courbe cherchée deviennent alors

dz — p dx — q dy = o, 
d2 z — p d2x — q d2y = o ;(8)

en les rapprochant des relations (5) et (6), qui ont lieu pour une 
courbe quelconque tracée sur la surface, on voit que la courbe 
cherchée doit vérifier la condition

dp dx 4- dq dy — o.

C’est donc une ligne asymptotique.
Par exemple, si l’on considère la surface réglée S, engendrée par 

les normales principales MN7 d’une courbe gauche, cette courbe 
gauche est une ligne asymptotique delà surface S, car son plan 
osculateur, en un point M, est évidemment tangent à la surface, en 
ce point, comme contenant la tangente à la courbe, en M, et la 
génératrice MN'.
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III. — LIGNES DE NIVEAU 
ET LIGNES DE PLUS GRANDE PENTE.

267. Définition. — Considérons une surface quelconque rap­
portée à trois axes rectangulaires, le plan des xy étant horizontal. 
On appelle lignes de niveau de la surface les sections de la sur­
face par des plans horizontaux.

z = const.

Ces lignes se projettent en \raie grandeur sur le plan des xy : 
si la surface a pour équation

F(x,y,z) = o,

les projections horizontales des lignes de niveau ont pour équation

fO> y, C) = o.

268. Équation différentielle des lignes de plus grande pente. —
On appelle lignes de plus grande pente les lignes tracées sur 
la surface et coupant à angle droit les lignes de niveau. Ces lignes 
sont, en chacun de leurs points, tangentes à la droite de plus grande 
pente du plan tangent à la surface en ce point.

On obtient l’équation différentielle des projections horizontales

Fig. i5i.

K

N

M'

'P
o x,

y

des lignes de plus grande pente, en remarquant qu’elles coupent 
orthogonalement les projections des lignes de niveau. En effet, par 
un point M (x, y, z) de la surface, il passe une ligne de niveau et
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ligne de pente ( fig. 1 51 ). Les deux éléments infiniment petitsune
MM, et MM'de ces deux lignes sont orthogonaux; comme l’élé­
ment MM, est parallèle au plan de projection, les projections hori­
zontales de MM, et MM'sont rectangulaires ; ce qui démontre la
proposition.

Appelons dKx, dty, o les projections de MM, sur les axes et 
dx, dy, dz celles de MM'. On aura

dx di x -+- dy d\y — o.

Mais l’équation de la ligne de niveau passant par M est

F(^, JK, z) = o,

où z est constant. Le coefficient angulaire 
projection horizontale de cette courbe est

d\y
dx x

(9)

dyy_ 
dx x de la tangente à la

F'.
r y

D’après la condition (9), on a donc pour coefficient angulaire 
de la tangente à la projection de la ligne de pente au même 
point

(10) dx

O11 a ainsi l’équation différentielle cherchée, dans laquelle il

faut regarder la quantité 5, qui peut rester dans (~ et comme

une fonction de x et 9', définie par l’équation de la surface. Il fau­
dra alors intégrer cette équation (10).

Exemple. — Lignes de plus grande pente d’un ellipsoïde. — 
Soit un ellipsoïde, rapporté à ses axes,

Les lignes de niveau sont les ellipses z = const., obtenues en 
coupant la surface par des plans parallèles au plan horizontal. 

Comme on a
237

x a’
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l’équation différentielle

F* dy — Y'ydx

de la projection horizontale des lignes de plus grande pente est

= o

±dy-Z.dx = 0.

Cette équation peut être intégrée immédiatement : en effet, on 
peut séparer les variables x et y en écrivant

dy dx—— == m ,
y X

, 1 a2ou m est la constante — 

par k une constante d’intégration,

Ly = m L x L k

On a alors, en intégrant et désignant

ou
y — kxm.

Telle est, en termes finis, l’équation de la projection horizontale 
des lignes de plus grande pente.

Comme vérification, supposons l’ellipsoïde de révolution autour 
de Os. Alors

a = b, m = 1,

et la projection horizontale des lignes de plus grande pente est 
donnée par l’équation

y = kx,

qui représente des droites issues du point O.
C’est ce qui est évident a priori, car, dans ce cas, les lignes de 

niveau sont les parallèles de la surface de révolution et les lignes 
de plus grande pente, les méridiens.

IV. - LIGNES GÉODÉSIQUES.

269. Définition. — On appelle ligne géodésique d'une surface 
une ligne tracée sur la surface, de telle façon que son plan oscula- 
teur en chacun de ses points soit normal à la surface. On peut dire 
aussi que le plan osculateur, en chaque point, contient la normale
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à la surface, en ce point; ou encore que la normale principale à la 
courbe, en chaque point, est normale à la surface. On rencontre 
ces lignes, quand on cherche le chemin le plus court d'un point 
à un autre, sur une surface donnée. Ce chemin est nécessaire­
ment formé d’un ou de plusieurs arcs de lignes géodésiques.

Pour nous rendre compte de cette propriété, nous emploierons 
des considérations tirées de la mécanique. Si l’on voulait pratique­
ment déterminer le plus court chemin, entre deux points A et B, 
sur une surface parfaitement polie S, on tendrait entre les deux 
points, sur la surface, un fil assez fin pour que son poids soit 
négligeable par rapport à sa tension. Il est évident que toute posi­
tion d’équilibre stable de ce fil donnerait une ligne joignant ces 
deux points et plus courte que les lignes infiniment voisines.

Nous allons montrer que cette figure d’équilibre est une ligne 
géodésique, c’est-à-dire une courbe telle que le plan osculateur, 
en chacun de ses points M, contienne la normale MN à la surface. 
En effet, si l’on considère un élément ds du fil, placé en M, la seule 
force extérieure, agissant sur cet élément, est la réaction F de la 
surface, réaction dirigée suivant la normale MN (fig. i52), car la

Fig. i52.
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surface est supposée parfaitement polie. Or, on démontre en méca­
nique que, si un fil est en équilibre, la résultante F des forces 
extérieures appliquées à l’élément ds est située dans le plan oscil­
lateur au fil. Actuellement, la force F étant dirigée suivant la nor­
male MN, cette normale est située dans le plan osculateur, en M, 
à la courbe d’équilibre. C’est ce que nous voulions démontrer.

Les deux points A et B étant donnés, il peut exister plusieurs 
positions d’équilibre stable d’un fil tendu sur la surface, entre les 
deux points. Chacune d’elles donne une ligne réalisant un mini­
mum, pour la distance curviligne entre les deux points sur la sur-
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face : ce minimum est relatif, c’est-à-dire que chacune des posi­
tions d’équilibre stable donne une ligne plus courte que toutes les 
lignes infiniment voisines tracées sur la surface entre les deux 
points A et B. Si l’on voulait la ligne donnant, sur la surface, le 
minimum absolu de la distance curviligne des deux points, il fau­
drait prendre la plus courte de toutes les lignes précédentes don­
nant des minimums relatifs.

Ainsi les chemins les plus courts, entre deux points, sur une 
surface, sont formés par des lignes géodésiques, joignant les deux 
points. Mais la réciproque n’est pas exacte : une ligne géodésique, 
joignant deux points donnés, n’est pas nécessairement plus courte 
que les courbes infiniment voisines, tracées sur la surface entre 
ces deux mêmes points.

Imaginons, entre deux points A et B, une ligne géodésique de 
cette nature, c’est-à-dire une ligne qui n’est pas plus courte que 
toutes les courbes infiniment voisines tracées sur la surface entre 
les deux points ; cette ligne est encore une position d’équilibre 
d’un fil tendu sur la surface entre les deux points, mais c’est une 
position cVéquilibre instable : c’est une position d’équilibre qui 
serait irréalisable si la surface était parfaitement polie et qui ne 
peut être réalisée physiquement que grâce au frottement.

270. Lignes géodésiques du plan. — On peut dire que les 
lignes géodésiques du plan sont les droites du plan. En effet, le 
plus court chemin d’un point A à un point B, sur un plan, est la 
droite AB. Cette droite est la position d’équilibre d’un fil tendu 
sur le plan de A en B.

271. Lignes géodésiques d’une sphère. — Les lignes géodé­
siques d’une sphère sont les grands cercles de la sphère. En effet, 
le plan osculateur, en un point quelconque d’un grand cercle, 
étant le plan de ce grand cercle, ce plan oscillateur passe par le 
centre delà sphère : il contient donc la normale à la sphère.

Si l’on prend, sur la sphère, deux points A et B, il existe deux 
lignes géodésiques joignant ces deux points (fig. 153) :

i° L’arc de grand cercle AMB plus petit qu’une demi-circonfé­
rence ;
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2° L’arc de grand cercle APB supérieur à une demi-circonfé­
rence.

CHAPITRE XIII.

Ces deux arcs réunis forment un grand cercle complet. Prenons- 
les l’un après l’autre.

L’arc AMB est le plus court chemin, de A en B, sur la sphère :

Fig. i53.

/

t
!

c’est une position d’équilibre stable, pourun fil tendu sur la sphère*, 
entre les deux points.

L’arc APB, au contraire, n’est pas un minimum relatif pour la 
distance entre les deux points A et B sur la sphère, car il est pos­
sible de trouver, de A en B, un chemin infiniment voisin et plus 
court, comme celui qui est figuré en pointillé. Cet arc APB serait 
encore une position d’équilibre d’un fil tendu sur la sphère entre 
les deux points A et B; mais ce serait une position d’équilibre ins­
table pour peu qu’on écarte le fil de cette position, il glisse 
sur la sphère et se détend.

car

272. Lignes géodésiques d’un cylindre. — Les lignes géodé- 
siques d’un cylindre sont les hélices tracées sur ce cylindre. Nous 
avons vu, en effet,"que le plan oscillateur à une hélice quelconque 
contient la normale au cylindre.

Nous pouvons vérifier ce résultat d’une autre façon :
Soient deux points A et B sur la surface : imaginons une ligne 

plus courte'que les lignes infiniment voisines tracée sur le cylindre 
de A en B. Si l’on développe le cylindre sur un plan, comme les 
longueurs des courbes tracées sur le cylindre ne changent pas, la 
ligne considérée deviendra la ligne la plus courte entre deux 
points d’un plan, c’est-à-dire une ligne droite. La ligne consi­
dérée sur le cylindre est donc un arc ddiélice. Cette ligne est la
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figure d’équilibre stable d’un fil tendu sur le cylindre entre les 
deux points.

Supposons cpie le cylindre ait pour section droite une courbe 
fermée comme un cylindre de révolution. Alors, par deux points 
donnés A et B de la surface, il passe une infinité de lignes géo- 
désiques qui donnent chacune un minimum relatif pour la dis­
tance curviligne des deux points sur la surface.

En effet, représentons-nous la surface du cylindre comme un 
rouleau de papier d’une longueur indéfinie, l’épaisseur du papier 
étant infiniment petite. Supposons, en outre, que les points A et B 
soient marqués sur toutes les feuilles superposées du rouleau; c’est 
ce qu’on réaliserait, par exemple, en perçant, avec une épingle, 
toutes ces feuilles superposées aux points A et B. Alors, en dérou­
lant ce rouleau de papier sur un plan, on obtiendrait une bande de 
papier portant des points A,, B,, A2, B2, •.., A„, B„ , ... (fig. 154),

LIGNES PARTICULIÈRES TRACÉES SUR UNE SURFACE.

Fig. 154-

B. B3RiB,

P ~A3Al A £A,A

en nombre indéfini, provenant tous des traces des deux points 
A et B; en enroulant de nouveau le papier, tous les points A 
A2,..., A„ iraient se placer sur A, tous les points B,, B 
sur B. La droite 4, B, donnera, après l’enroulement, un arc d’hé­
lice joignant les deux points A et B, et cet arc sera plus court cpue 
tout arc de courbe infiniment voisin tracé entre A et B, sur le 
cylindre, puisqu’il se développe suivant une droite. De même les 
droites A,B2, A(B3, . . ., Bt A2, B, A3 donnent, après l’enroule­
ment, des arcs d’hélice joignant les deux points, chacun de ces

I 1
.., B„2,.

A. 28
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arcs élant plus court que toute courbe infiniment voisine entre 
A et B.

On arriverait à ce même résultat avec des fils tendus sur le 
cylindre, entre les deux points. En effet, on pourrait tendre direc­
tement un fil sur le cylindre entre les deux points A et B, suivant 
4MB ou AP B, en le faisant tourner devant ou derrière; mais on 
pourrait aussi tendre des fils entre A et B, après les avoir enroulés 
sur le cylindre, une, deux, . .., n fois, dans un sens ou dans 
l’autre.
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273. Lignes géodésiques des surfaces développables. — Dans 
le développement d’une surface développable sur un plan, les 
lignes les plus courtes de la surface doivent devenir les lignes 
les plus courtes du plan, c’est-à-dire des droites.

Ainsi, les lignes géodésiques d’une surface développable sont 
les lignes de la surface qui, dans le développement, deviennent 
des droites.

274. Déformation d’une surface : les lignes géodésiques se con­
servent. — Soit une surface S quelconque : regardons cette sur­
face comme une pièce d’étoffe parfaitement flexible, mais inexten­
sible. Si l’on déforme cette étoffe, la surface change de forme; 
mais les lignes géodésiques se conservent. Si l’on a tracé sur la 
surface S une ligne géodésique, cette ligne est encore ligne géo- 
désique de toutes les surfaces obtenues en déformant l’étoffe* 
Cela tient à ce que, l’étoffe étant inextensible, la longueur des 
lignes qu’on y trace reste invariable, et, par suite, les lignes les 
plus courtes restent les plus courtes.

On peut remarquer aussi que, dans cette déformation, l’angle 
sous lequel se coupent deux lignes tracées sur la surface ne change 
pas, car un triangle infiniment petit se transforme en un triangle 
dont la longueur des côtés est conservée.

V. - DIRECTIONS CONJUGUÉES. - RÉSEAUX CONJUGUÉS. — 
THÉORÈME DES TANGENTES CONJUGUÉES.

275. Directions conjuguées. — Soient une surface quelconque S, 
A un point sur cette surface. On dit que deux droites AB et AB',
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passant par V, sont des directions conjuguées, quand elles sont 
situées dans le plan tangent en A, et forment un système de deux 
diamètres conjugués de l’indicatrice relative au point A. Par 
exemple, les directions principales, en un point A d'une surface, 
sont conjuguées, car elles coïncident avec les axes de l’indicatrice.

LIGNES PARTICULIÈRES TRACEES SUR UNE SURFACE.

276. Réseaux conjugués. — Imaginons, sur une surface, deux 
familles de courbes telles que, par chaque point A de la surface, 
il passe une courbe de chaque famille et que les tangentes menées 
à ces deux courbes, au point A, aient des directions conjuguées. 
On dit que ces deux familles de courbes forment un réseau con­
jugué. Par exemple, les lignes de courbure forment un réseau 
conjugué.

277. Théorème des tangentes conjuguées. — Soit une courbe 
quelconque (G), tracée sur une surface S : considérons le plan 
tangent P à la surface, en un point quelconque A de, cette 
courbe (G); quand le point A décrit la courbe (G), le plan tan­
gent P enveloppe une surface développable, qu’on appelle la déve­
loppable circonscrite à la surface le long de (G). Le plan P 
touche cette développable suivant une génératrice rectiligne AG 
passant par le point A {fig. 155) : cette génératrice, qui est la

Fig. i55.

(C)
(C>(

a;

A X

caractéristique du plan mobile, est l’intersection du plan tangent 
à la surface, en A, et du plan tangent 
ment voisin de A. On peut alors énoncer le théorème suivant, qui 
est constamment employé dans la théorie des lignes d’ombre :

La direction AG de la génératrice de contact est conjuguée 
de la direction Aï de la tangente à la courbe (G).

point A' de (C), infini-au
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Pour le démontrer, remarquons que, le long de (C), les coor­
données x, y, z d’un point A sont des fonctions d’un paramètre Xr 
qui vérifient identiquement l’équation de la surface donnée

CHAPITRE XIII.

z —

Le plan tangent P, à la surface, au point A(x,y, z), a pour 
équation

(P) Z — z — p(X — x) — q(Y — y) = o,

où p et q sont fonctions de X, par l’intermédiaire de x et y* 
L’équation du plan P dépend donc d’un paramètre X; ce plan 
enveloppe, quand X varie, c’est-à-dire quand le point A décrit (C), 
une surface développable (n° 236). Pour avoir la droite AG, sui­
vant laquelle ce plan touche son enveloppe, c’est-à-dire la carac­
téristique du plan P, il suffit d’associer à l’équation (P) celle 
qu’on en déduit en la différentiant par rapport à X.

On a«ainsi, puisque x, y, s, />, q dépendent de X,

dz dp /v . dq ... . dx dydk ~ dî'<x -- sf'Y * p ax +1Æ = °-(Q)

Or, z, p et q dépendent de X, par l’intermédiaire de x et y ; on 
a donc plus haut (n° 255),comme

dydz dx
dk P d\ ^ d'k ’■

L équation (Q) devient alors, en réduisant et multipliant par cü

(X — x) (/• dx -+- s dy) -t- ( Y —y) (s dx -+-1 dy) — o,

équation d’un plan passant par le point A (x,y,z). La caracté­
ristique du plan P, définie par les équations (P) et (R), est donc 
une droite AG, passant par A. Il reste à montrer que cette 
droite AG est conjuguée de AT.

Les cosinus directeurs de la tangente AT à la courbe (G), lieu 
du point x1 y: z, sont proportionnels à dx, dy, dz. Prenons le

(R)

C
O

O
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+
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point A pour origine, pour axe des z la normale, pour axes des x 
et des y les directions principales, en A. Alors x, y, z, p, q, s 
s’annulent; r et t prennent des valeurs /’0 et tü. L’équation du 
plan tangent P devient
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<P') Z = o;

celle du plan R devient

(R') X/’0 dx -+- Y t0 dy = o.

La droite AG est alors définie par cette dernière équation, puis­
qu’elle est dans le plan des xy, Z = o. La tangente AT est égale­
ment dans le plan des xy et a pour coefficient angulaire

dyni = -2— •
dx

L’équation de la droite AG peut donc s’écrire 

X r0 + Y t0 m — o.

C’est bien le diamètre conjugué de AT, par rapport à l’indica­
trice

r0 X2 -h t0 Y2 = ± 1.

On sait, en effet, que le diamètre conjugué de la droite

Y = mX,

par rapport à une conique

?(X, Y) = o,
est

cp^-t- m<pY~ o.
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CHAPITRE XIV.
./■DIFFÉRENTIATION SOUS LE SIGNE

INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 
INTÉGRALES PRISES LE LONG D’UNE COURBE.

/I. — DIFFÉRENTIATION SOUS LE SIGNE

278. Règle. — Considérons une intégrale définie

= f /O, l)dx,
Cl

I

dans laquelle la fonction, soumise à l’intégration, dépend d’un 
paramètre X, indépendant de x, les limites a et b étant des quan­
tités indépendantes de X. Cette intégrale définie I est alors une 
fonction de X et, dans certains cas, on peut avoir à calculer la 
dérivée de I par rapport à X.

On peut, dans un grand nombre de cas, obtenir cette dérivée 
par l’application de la règle suivante :

La dérivée de Vintégrale I, par rapport à X, est égale ci 
Vintégrale de la dérivée de f(x, X) par rapport à X

b àf(r, 1)d\_ _ r 
di - J dx,d\

pourvu que la nouvelle intégrale, ainsi définie, ait un sens. 

En effet, par hypothèse, on a

= f f(x,\)dx. 
d a

I
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Donnons à A un accroissement AX; I prend un accroissement Ai 
et les limites ne changent pas, car elles sont supposées indépen­
dantes de X. On a donc

= f f(x, X -+- AX) dx,
a

rb= / [f(ar,\-h£k) — f(x,'k)]dT.
a

i -+- Aï

d’où

Al

Divisant par AX, on a

b f(x, X -h AX) — f(x, X)ai rÂx ~Ĵ a
dx.A X

Si nous admettons que l’intégrale

hàff. dxT

a un sens, nous voyons que, AX tendant vers zéro, l'expression 

de ^ tend vers 

même de la dérivée

b à/(x, X)1 dx. On a donc, d’après la définition
OA

h df(x, X)di_ _ f
dx - Ĵ a

dx.ô\

On peut dire que l’on obtient la dérivée de I, par rapport à X, 
en dérivant par rapport à X sous le signe Ç■

En appliquant de nouveau la même règle, on a ensuite

b à*dn -f. dx,éX2dX*-

pourvu que cette nouvelle intégrale ait un sens. Et ainsi de suite.

279. Exemple I. — Cette règle permet de déduire d’une inté­
grale connue d’autres intégrales. Ainsi, considérons l’intégrale

=/
. a

cosX.r dx.(0 1
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Cette intégrale est aisée à calculer, car l’intégrale indéfinie est 

y sin Xx ; on a donc

y (sin X b — sinXa).O) I =

Calculons les dérivées successives de l’intégrale (i); d’après la 
règle précédente, nous aurons

rh
— — / a?2 cos kxdx,

•JCl
d\ rh . , ,
-jr- =— l a? sin hx dx, 

•J a
æ-\

dk*

D’autre part, comme I est connue explicitement par la for­
mule (2), on peut calculer directement ces dérivées. On a ainsi 
les formules

/ 
^ Cl

sin A b — sinXaX
x sin \ x dx — ~ Xd).

/a

sin X b — sin X ad>
a?2 cosXa7 dx = —7—tfX2 X

Ces formules peuvent, d’ailleurs, être aisément vérifiées, 
les intégrales des premiers membres peuvent être obtenues par 
l’intégration par parties.

car

280. Exemple II. — On peut dans certains cas, par l’applica­
tion de cette règle, déterminer des intégrales définies, qu’il serait 
difficile de trouver directement. Soit, par exemple, l’intégrale

* sin a?-II(3) dx,
x

qui a un sens, tant que X est positif. Pour calculer cette intégrale, 
remarquons qu’elle est une fonction du paramètre X et calculons

la dérivée ~ : nous aurons ah
=—J e~Xxs;nx dx,

car la nouvelle intégrale a un sens. Cette nouvelle intégrale est, 
au signe près, celle que nous avons calculée au n° 40 et que nous



C désignant une constante indépendante de À.
Il reste à déterminer cette constante. Pour cela, remarquons 

que l’intégrale I, définie par la relation (3), s’annule quand X 
augmente indéfiniment, car le facteur e~^x tend vers zéro. La 
nouvelle expression (4) de cette même intégrale doit également 
s’annuler, pour X = oo. Comme arc tang oo = - > on doit donc 
avoir

C = ?

ce qui donne, définitivement,

i = -

L’intégrale 1 est ainsi calculée en fonction de X.

Cas particulier. — Faisons tendre X vers zéro. Le facteur e~^x 
tend vers i : on peut démontrer rigoureusement que l’intégrale I
tend vers J" dx ; d’autre part arc tang X tend vers zéro, on 

a donc
r30 sin x îc

X ~ x ~ ~

Nous avons étudié cette intégrale, définie dans le n° 138, pour 
montrer qu’elle a un sens; mais jusqu’ici nous n’avions pas donné 
sa valeur numérique.
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désignée par À. Nous avons trouvé, dans ce numéro,
441

avons

s; e~^x sin x dx =
i -+- X2

On a donc
d\ i

1 -H A2dk

Connaissant la dérivée de I par rapport à X, nous aurons I en 
prenant les fonctions primitives des deux membres regardés 
comme fonctions de X,

1 = — arc tangX G,<4)

i-
1 
-n
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281. Exemple d’un cas où la règle ne peut s’appliquer. —
Gomme nous l’avons dit, la règle exige que l’intégrale

l> à f( x, X )X dx
d'k

ait an sens. Si cette intégrale n’a pas de sens, cela ne veut pas 
dire que l’intégrale

rh
= / f(x,\)dx 

•Ja
I

n’a pas de dérivée, mais seulement que cette dérivée n’est plus 
fournie par la règle simple que nous avons donnée.

Prenons, par exemple, l’intégrale

/’* sinX#
~J0 ~ dx.J

En prenant la dérivée par rapport à \ sous le signe Ç> on est 

conduit à l’intégrale
C cosXxdx,

V0

qui n'a pas de sens. C'est ce qu’on verrait, en construisant la 
courbe sinusoïdale

y = cosXa;,

qui se compose d’ondes toutes égales entre elles, et en remarquant 
que l’aire de cette courbe, de o à c», n’a pas de valeur déterminée. 
( Voyez n° 135.)

On ne peut donc pas, actuellement, calculer la dérivée ^ par

la règle de la différentiation sous le signe j'• Mais cela ne veut 

pas dire que cette dérivée n’existe pas. Nous allons voir, en effet, 
que cette dérivée est nulle.

Supposons, pour fixer les idées, À>o, et faisons, dans J, le 
changement de variable

\x — w,

les nouvelles limites, pour w, sont encore o et + oc- on a donc

X dx = du ;

P * sin u ,
= I ------du,

J0 u
J



dépend de À de telle sorte que :

A ayant une valeur positive quelconque, J = d;

A ayant une valeur négative quelconque, J = — ;

A ayant une valeur nulle, J = o.

Ce dernier point est évident, car, pour \ = o, tous les éléments 
de l’intégrale sont nuis.

282. Différentiation d’une intégrale définie par rapport à un para­
mètre qui figure sous le signe J" et dans les limites, 

rons une intégrale définie

— Considé-

ï — f f(x, l)dx,
a

DIFFERENTIATION SOUS LE SIGNE /.

expression indépendante de A. Donc, quand \ varie d’une ma­
nière continue par valeurs positives, J reste constant et l’on a

443

di
dl ~ °‘

On arrive à un résultat analogue pour A < o. On fera alors

du^X =--  «, dx — — X

Quand x varie de o à + oo, u varie aussi de o à + oo et l’on a

C ' sma ,/ ------du.uJ = —
*-'0

expression indépendante de A.
Il se présente ici une circonstance curieuse, sur laquelle il est 

bon d’attirer l’attention. L’intégrale

P°° sina? 7 / ----- dx
Jo x

est, d’après le numéro précédent, égale à L'intégrale

/*" sin u 7/ ----- du
do 11

ou

T px sinX# 7 
J = I --------dx

J0 *

iv
* I 

TA



où X est un paramètre indépendant de x. Nous avons supposé, 
dans ce qui précède, que les limites a et b étaient indépendantes 
de X. Supposons maintenant que a et b soient des fonctions de X 
et proposons-nous de calculer la dérivée de I par rapport à A.

Appelons cp (#, X) une fonction primitive de f(x, X) par rapport 
à x, c’est-à-dire une fonction telle que
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(5)

Par définition, l’intégrale définie T a pour la valeur

1 = <p(ô, X) - ©(a, X);(6)

on voit qu’elle dépend de X directement et par l’intermédiaire de a 
et b, qui sont supposés fonctions de X. On a donc, d’après la règle 
de dérivation des fonctions composées,

d\ dl da dl db ^ dl 
dk da dk db dk dk

Calculons successivement ces trois termes. La dérivée partielle

de I, par rapport à «, est égale à — c’est-à-dire,

d’après l’identité (5), à — y(«,X); la dérivée partielle de I, par 

rapport à X,

/(6,X); enfin, la dérivée partielle de I, par rapport à la lettre X, 

qui figure explicitement dans l’expression (6), c’est la dérivée

est c’est-à-dire, d’après l’identité (5),

de l’intégrale 1, par rapport à X, quand on regarde les limites a 

et b comme des constantes; cette dérivée, est donnée par la

le signe J'règle de dérivation sous

h àf(x, X)di r
7k-J

^ a
dx.dk

En définitive, on a la formule suivante :

rh df(x, X)
Ja *

d\ . da , , db
dk ~~f(a’l)dk + /(M)rfx dx.
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II. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES.

283. Différentielles totales à deux variables. — Soit

u = F (x, y )

fonction de deux variables indépendantes x ely : 
appelé différentielle totale de u l’expression
une nous avons

du 7 du 7 
— dx -+- — dy. dx dy -du —

du duDans cette expression, — et — sont des fonctions connues

de x et y; ce sont les dérivées partielles de a, par rapport à x 
et ky.

Problème inverse. — Inversement, étant donnée une expres­
sion de la forme

/(a?, y ) dx -4- <p ( x, y ) dy,

on peut se demander s’il existe une fonction u, de x et y, admet­
tant cette expression pour différentielle totale, c’est-à-dire s’il 
existe une fonction u telle que l’on ait identiquement

du = f(x,y)dx -h ®(x,y) dy.

Cette question peut aussi être posée sous une autre forme : 
comme

(7)

du du
du = — dx -y — dy,dy

la question revient à demander s’il existe une fonction u, de x 
et y, telle que

du
dx dy

Lorsque la fonction u existe, on dit que l’expression (y) est une 
différentielle totale exacte. La fonction u est F intégrale de 
cette différentielle totale.

Nous allons montrer que, les fonctions f et cp étant quelconques, 
l’expression (7) n’est pas, en général, une différentielle totale



Théorème. — Pour que L expression

f(x,y)dx-+-y(x,y)dy

soit une différentielle totale exacte, il faut et il suffit que l'on 
ait identiquement

ff_ à%'(S)
ày ùx

i° La condition est nécessaire. — En effet, supposons qu'il 
existe une fonction u, de x et y, telle que

du = f(x,y) dx -+- <p(x,y) dy, 

ou, ce qui revient au même, telle que

s=/(-,n = ?(*,?)■

En dérivant la première de ces relations par rapport à x, la 
deuxième par rapport ky, on a

= àJ-d-u é2 u à ^
ày* dx ’dx dy dy dx

è2 u d°- uet comme , on adx dy ày dx

tff _ dj 
dy dx

2° La condition est suffisante. 
f(x,y) et o(x,y), vérifiant cette condition (8); nous allons 
montrer qu'il existe une fonction u, admettant

f(x,y)dx-htp(x,y)dy

pour différentielle totale, c’est-à-dire vérifiant les deux relations

(8)

Soient deux fonctions

du
zz = <pO >t)>(9) dy

et déterminer celte fonction.
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exacte : pour qu’elle en soit une, il faut et il suffit que les fonc­
tions f et o remplissent une condition donnée par le théorème 
suivant :

CHAPITRE XIV.



Pour cela, cherchons d’abord la fonction u, de x et y, la plus 
générale, vérifiant seulement la première des conditions (9)
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Gomme, dans la dérivation par rapport à x, y est traité comme 
une constante, la fonction la plus générale u, vérifiant cette der­
nière condition, est une fonction primitive de f(x,y), par rap­
porta x, augmentée d’une constante arbitraire indépendante de x. 
On a donc

s» x
u = j f(x,y)dx -4- g(y),(10)

où la constante arbitraire indépendante de x est une fonction quel­
conque de y que nous désignons par "•(y). La limite inférieure x0 
de l'intégrale est un nombre quelconque que, dans chaque cas 
particulier, on choisira de façon à simplifier les calculs.

La fonction u, ainsi calculée, est la fonction la plus générale 
vérifiant la relation

d£

ÎNous allons maintenant déterminer g (y), de façon que cette 
fonction u vérifie aussi la relation

y)-ày

Pour calculer la dérivée de la fonction (10) par rapport à y, 
remarquons que, sous le signe Ç> la lettre y figure comme un

paramètre indépendant de x et que les limites x0 et x sont indé­
pendantes dey, on peut donc appliquer la règle de la dérivation

et l’on asous le Signe/

llf(x, Y)du dg(y)clx •+-
dyày ày

On doit donc avoir

'' àf{ x, y ) dg(y)l clx “H = <f(*,y)-dyày
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écp
Remplaçons ~ par la quantité identique, par hypothèse, —

La relation devient

x do(x.y) dg(y)l dx -+- = <p(a?> y).dydx

Mais l’intégrale indéfinie de ■ dx est o(x,y); l’intégrale

définie, entre les limites x0 et x, est donc

?(*./) — ?(‘ro,JK),

et l’équation à vérifier devient

dff(y)
<t(*,y) — ?(^o ,y) + dy

en réduisant,ou
dff(y)

= <?(x0,y).
dy

En intégrant par rapport à y, nous aurons g (y) :

Sr(y)=f ®(*o,y)dy 
dy„

-f- G,

où G est une constante, ne dépendant plus ni de .r, ni de y; la 
limite inférieure y0 est un nombre quelconque. Remplaçant g (y} 
par cette détermination dans l’expression (10), on a enfin

/»*• yy
/ f(xty)dx + f *{x0,y)dy 

J y*
+ C.(il) U =

Dans celte formule, la première intégration est faite, en regar­
dant jy comme constant.

Le problème est ainsi résolu : en supposant remplie la condition

àf _ dj,
dy dx

nous venons de trouver l’expression générale des fonctions w, 
ayant pour différentielle totale f dx -f- dy ; cette expression con­
tient une constante arbitraire C.
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284. Exemples. — i° Prenons d’abord un exemple tout à fait 
élémentaire en considérant l’expression

y dx -4- x dy.
Actuellement,

f(x,y) = y, <?(x,y) = x.
On a donc

àf
-T" = I,

()cp _
I»dxdy

et la condition d’intégrabilité

d <p= ---
dx

est remplie. L’expression proposée est une différentielle exacte et 
son intégrale u est donnée par la formule

f y dx -+- f x0 dy -t- G.
*/*• _v0

U =

Effectuons les intégrations, nous avons

u — xy x0y x0y — x0y0 -+- C

après réduction,ou
u — xy -+- K,

K désignant une constante. La vérification est immédiate : on a 
évidemment

du = y dx -f- x dy.

Dans ces calculs, le choix de x0 et y0 est arbitraire. On pourrait, 
par exemple, faire xn = o, y0 = o. Alors la formule donne

x
/ yd

«A
x -t- G = xy -+- G.u —

2° Considérons l’expression

(2a?2-f- 2xy -hy*)dx -+- (a?2-+- ixy -t- 3j2) dy.

Cette expression est une diff érentielle totale exacte, car la dérivée 
du coefficient de dx, par rapport à^,

2 x -f- 2 y
A. 29



CHAPITRE XIV.

égale à la dérivée du coefficient de dy, par rapport à x. L'inté­
grale de cette différentielle totale est alors

45o

est

u— I (2a?*-h ixy -+-y*) dx -4- / (x% + 2X0y-h 3yz) dy
d j~0 dyB

-+- G.

est traité comme uneLa première intégrale, dans laquelle y 
constante, est

+ x*y + xy* — — x\y — x0y'- ;

la deuxième est

xly + x0yi-+-y3—xly0—x0yl—y?l.

Remplaçant et simplifiant, on a

LL--- )_ #2^ -i- y^x H-J'3 -t- K,

où K est une constante. Les constantes x0et y0 étant quelconques, 
on pourrait, en les supposant nulles, simplifier le calcul.

u

m - INTÉGRATION LE LONG D’UNE COURBE PLANE.

une courbe C285. Définition. — Soit dans un plan xOy,
cette courbe, deux points M0 et M, de(fîg. 156); prenons 

coordonnées x0, JKo x> JK* Lonsidérons, d’autre part, une expres-
sur

sion de la forme
f(x,y) dx -+- ®(x,y) dy,

où/et es sont deux fonctions données de x et y. Nous allons défi­
nir ce qu’il faut entendre par intégrale de f(x,y)dx + z>(x,y)dy 
prise le long de la courbe C de M„ en M.

Divisons l’arc M0M en n parties par des points intermédiaires
M (, M 2, . •. 1 M
O2, ra), •••» (x>

ayant pour coordonnées respectives (xt,y{), 
yn_) ), et considérons la somme

n- \ •>
1-m

/Oo,7o)Oi— *0) + ©(^0, yo)( y\—yd) 

-+-/(#t, yO(xt— #1) + yi) (yz—yt)
-+- f(x.2, y2) (x3—x2) -+- o(xt, y»)(ys — ya)

-t- J (xri— 1, y n—1 ) (x X n—1 ) -t- (x n-1, y n—1 ) (jK J n—l) •



Si l’on fait croître n indéfiniment, de telle façon que toutes les 
distances M0Mt, M,M2, ...,M
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M tendent vers zéro, cette sommen-\

Fig. i56.

My M».,

M,

M0

O X

tend vers une limite qui est, par définition, Vintégrale de

f(x,y) dx -+- <p(x,y) dy,

prise, de M0 en M, le long de la courbe C.
On désigne cette intégrale par la notation

(M)

L f(x,y) dx-y cpO, y) dy.(0
( M0 ) le long de C

286. Expression par une intégrale simple ordinaire. — Il est
facile de ramener le calcul d’une intégrale de ce genre à celui 
d’une intégrale simple ordinaire. Les coordonnées d’un point 
quelconque de la courbe C peuvent s’exprimer, en fonction d’un 
paramètre t,

x = X( t),O) y = n(0»

de telle façon que, t variant d’une manière continue de tü à £,, le 
point (#, y) décrive l’arc M0M, de M0 en M. En faisant, dans l’in­
tégrale (i), le changement de variable défini par les formules (?.), 
on a

dx — X'( t) dt, dy — !->■'( t) dt,

et l’intégrale devient

h
f |/1M0> n(0]*'(0-+-®[*(0> n(0] p'(t) ! dt

o
(3)

on est donc ramené à une intégrale simple ordinaire.
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Si l’on prend l’intégrale de la même expression f dx -f- cp dy le 

long de la même courbe, mais en sens contraire de M en M0, on 
obtient le même résultat changé de signe. La nouvelle intégrale 
obtenue se déduit, en effet, de l’intégrale (3) par Y interversion 
des limites.

Cas d'une courbe fermée. — Il peut arriver que le point de 
départ M0 et le point d’arrivée M coïncident (fig. 107). E’inté-

Fig. 157.
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M0

Po

grale est alors prise le long d’un contour fermé G, dans un sens 
déterminé, positif si l’aire enveloppée est à gauche du mobile (sens 
indiqué par la flèche), négatif dans le cas contraire.

En exprimant les coordonnées d’un point du contour C en fonc­
tion d’un paramètre t par les formules (2), de telle façon que, 
t variant de t0 à le point décrive le contour une fois de M„ en 
M0, dans le sens voulu, on transforme l’intégrale en une inté­
grale simple (3). Si l’on prend l’intégrale de la même expression 
f dx -f- o dy sur le même contour de M0 en M0, mais en sens con­
traire, on obtient un résultat égal et de signe contraire au précé- 
cédent, car dans l’intégrale finale (3) les limites sont interverties.

Mais il est important de remarquer que, le contour fermé G et 
le sens de parcours étant donnés, la valeur de l'intégrale est 
déterminée : elle est indépendante du point de départ M0.

En effet, prenons un autre point de départ P0 et adoptons le 
sens positif de la figure (157). On a pour l’intégrale prise en 
partant de M0

r* ( P 0 ) ( M 0 )
= / fdx ■+■ <p dy -+- / / dx 4- <p dy,

Mo ) ^(l’o)
I

et pour l'intégrale prise en partant de P0

/■» ( Mo ) /% ( P0 )
r=/ +/ ;

OM„)



prise le long de l’arc M0M,. En particulier, l’aire d’une courbe 
fermée C (n° 43) est donnée par l’intégrale

y dx

prise le long de la courbe. Dans cet exemple on a

/O, y) = y, <?(*,?) = o.

les intégrales I et V sont donc égales comme sommes des deux 
mêmes intégrales.

En résumé, une intégrale curviligne
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f f dx ■+■ ? dy

prise le long d’un contour fermé C est définie quand on donne le 
contour et le sens du parcours. Si le sens est positif, on désigne 
l’intégrale par

/ /(a?, y) dx h- <p(37, y) dy,
*Ac)

l’indice inférieur (C) indiquant le contour et le signe 4- placé au- 
dessus du signe d’intégration indiquant que l’intégrale est prise 
dans le sens positif.

La même intégrale prise dans le sens négatif, sur le même 
contour, serait

/ /(a?, y)dx + o(x, y)dy. 
«'(C)

Ces deux intégrales sont égales et de signes contraires.

287. Quelques exemples d’intégrales prises le long d’une courbe 
plane. — Nous avons déjà rencontré plusieurs exemples d’inté­
grales de la nature de celles que nous venons de définir.

Ainsi, l’aire d’un segment de courbe limité par un arc de courbe 
M0M,, par l’axe O# et par les deux ordonnées extrêmes est égale 
à l’intégrale J y dx,
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L’aire d’un secteur de courbe, limité par un arc M0M et deux 
rayons vecteurs OM0 et OM (n° 46), est donnée par l’intégrale

CHAPITRE XIV.

^ J(xdy — ydx),

prise le long de l’arc M0M, et, en particulier, l’aire d’une courbe 
fermée est donnée par cette même intégrale prise le long de la 
courbe fermée dans le sens positif (n° 47). Dans ce deuxième 
exemple,

f(^y) = — y. y) = *•

Nous avons trouvé de même, dans la théorie des centres de 
gravité et des moments d’inertie, des intégrales de la forme

j'jk2 dx, Çy3 dx, J'y4 dx, j'x^y

prises le long de courbes planes.

2 dx

288. Condition pour qu’une intégrale

(M)
/ A?,y)dx-*-y{x,y)dy

^(M0)

dépende seulement du point de départ M0 et du point d’arrivée M, 
et non du chemin suivi. — En général, une intégrale

✓» ( M )

= / f(x,y)dx-^y(x,y)dyI

prise de M0 en M, le long d’une courbe C, change de valeur 
quand, laissant fixes les points de départ et d’arrivée, on fait 
varier la courbe C, c’est-à-dire le chemin d’intégration. Ainsi 
l’intégrale

i r{yi)
~ / (xdy—ydx)

prise le long d’une courbe C représente l’aire du secteur OM0CM 
(Jig- 158). Si l’on prend la même intégrale, le long d’une autre 
courbe C/, joignant les deux points, elle prend une autre valeur, 
égale à l’aire du secteur OM0G M.

Mais il peut arriver qu’une intégrale telle que I dépende seu­



lement du point de départ M0 et du point d’arrivée M, sans 
dépendre du chemin suivi G. Prenons, par exemple, l’intégrale
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(M)
/ (x dy-hy dx),

•'(Mo'

prise le long d’une courbe C joignant les deux points M0 et M.

Fig.i58.

y
C’

c

M0

JC

Comme la quantité sous le signe d’intégration est la différentielle 
totale de xy, on peut écrire celte intégrale

r(M)

•'(Mo)
d(xy).

L’intégrale indéfinie est donc xy et l’intégrale définie, différence 
des valeurs que prend xy aux deux points M et M0, est

xy — x0y«.

On voit que cette intégrale ne dépend que des coordonnées des 
points M0 et M, et non du choix de la courbe C : elle conserve la 
même valeur, quand on change la forme de G entre les deux points.

Nous allons généraliser ce fait en démontrant la proposition 
suivante :

Théorème. — Pour quéune intégrale
(M)X /O, y) dx -+- o(x, y) dy,

(Mo )

prise, de M0 en M, le long d'une courbe G, dépende unique­
ment du point de départ M0 et du point d'arrivée M, et non du
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chemin suivi, il faut et il suffit que l' expression 

f{x,y)dx + y(x,y)dy,

soit une différentielle totale exacte d'une fonction uniforme 
de x et y; c'est-à-dire que l'on ait

ôf ào 
dy dx

i° La condition est nécessaire. — Considérons l’intégrale

(M)

-Jf. f(x,y) dx + <f(x,y) dy,r
(Mo)

prise le long d’une courbe C, joignant les deux points M0 et M 
de coordonnées x, y et x0,y0. Supposons que cette intégrale ne 
dépende pas du choix de la courbe C, mais seulement du point de 
départ M0 et du point d’arrivée M. Alors cette intégrale est une 
fonction de x, y, #0, y0 : en eff et, la valeur de l’intégrale est déter­
minée, dès que l’on connaît les coordonnées x,y et x0, y0 des deux 
points M et M0. On peut donc écrire

5

X» (M )
/ f(x,y)dx-h v(x,y)dy = F(x,y, x0,y0). 

Am0)
(4)

Laissons fixe le point M0 et déplaçons infiniment peu le point M 
(f g. 109) en lui faisant subir un déplacement arbitraire MM', de

Fig. i5g.

M
M

y c.

M0

XO

projections dx et dy. Alors, le premier membre de l’équation (4) 
croît de la quantité

(5) f{x,y)dx + y(x,y)dy,

car l’intégrale prise de M0 en M'se compose de l’intégrale prise de



M0 en M, plus l’élément d’intégrale provenant du déplacement MM', 
élément qui est précisément l’expression (5). En même temps, le 
deuxième membre F(.r, jp, x0, y0) croît de sa différentielle
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<>F dF
ày

Ces deux accroissements sont égaux : on a donc, identiquement, 
quels que soient dx et dy,

dF dF
f(x,y)dx + y(x,y)dy = — dx—dy,ôy

ce qui montre que f dx + cp dy est une différentielle totale exacte 
d’une certaine fonction F de x et y.

20 La condition est suffisante. — En effet, supposons que 
f dx + © dy soit une différentielle exacte, c’est-à-dire que

df _ dœ
dy dx

On a alors
f(x,y) dx -h <?(x,y) dy = du(x,y),

u(x,y) désignant une certaine fonction de x et y. L’intégrale I 
est, dans ce cas,

s* ( M )
/ f(x,y)dx-^<!}(x,y)dy = /

•Am.) •Am.)

(M)
du.

L’intégrale indéfinie est a, ou, en mettant les coordonnées en 
évidence, u(x,y) et l’intégrale définie, différence des valeurs de u, 
aux deux points M et M0,

I = u(x,y)— u(x0,y0).

L’intégrale a donc alors une valeur indépendante du chemin et 
dépendant seulement du choix des points M0 et M. Le théorème 
est démontré.

Remarque. — On peut, à l’aide de ce qui précède, interpréter 
géométriquement la formule (1 1) du n° 1283 donnant l’intégrale 
d’une différentielle totale. En effet, pour calculer la différence 
u(x, y) — u(x0, y0), il suffit de calculer l’intégrale I le long d’un 
chemin particulier. Prenons alors le chemin suivant : en partant



458

de M0 nous suivrons une parallèle M0M' à O y depuis le point M0 

d’ordonnée y0 jusqu’au point M7 d’ordonnée y: puis, de là, une 
parallèle M'M à Ox depuis le point M7 d’abscisse x0 jusqu’au 
point M d’abscisse x. La première partie de l’intégrale de M0 en jVT
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est

f ¥<>o-y)dy,
JY0

car, sur M0M', dx est nul; la deuxième, de M' en M, est
s* X

x0

car, sur M'M, dy est nul. 
On a donc

u-u0=f <pOo, y)dy^rj f(x,y)dx,
æ0•>'o

ce qui est la formule (i i), à l’ordre des termes près.
On pourrait également obtenir une autre formule commode 

donnant u —- u0, en calculant l’intégrale le long de la droite M0M.

289. Exemple tiré de la théorie mécanique de la chaleur. —
Considérons un corps déterminé, par exemple une masse d’air, 
ou d’eau, ou de fer. La densité de ce corps dépend de sa tempé­
rature t et de sa pression p ; par suite, le volume e occupé par 
l’unité de masse du corps (quantité qu’on appelle volume spéci­
fique) dépend aussi de ces deux quantités.

Il existe donc, pour chaque sorte de corps, une relation déter­
minée entre p, c, t :

(6) F (p, v, t) = o,

qui est la relation fondamentale du corps.
Par exemple, pour les gaz parfaits obéissant aux lois de Mariotte 

et de Gaj-Lussac, la relation fondamentale est

pv P 0 C()
i -f- a t i -t- a t0

OU
P» — const.,i -t- a t
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a désignant le coefficient de dilatation des gaz,

459

1
a =

273

Nous pouvons toujours imaginer qu’on ait résolu l’équation 
fondamentale d’un corps (6) par rapport à t, de façon à la mettre 
sous la forme

*= 'K/h «O-

D’après cela, l’état d’un corps déterminé dépend de deux, varia­
bles indépendantes, la pression p et le volume spécifique v ; t est 
une fonction déterminée de p et v.

On peut alors représenter graphiquement l’état du corps par 
un point M d’un plan, ayant pour coordonnées (fig. 160)

AM = p,

par rapport à deux axes rectangulaires Oc et O p. A chaque état 
du corps répond un point M dans le plan, et, inversement, à 
chaque point M répond un état du corps. Ce point M est le point

Fig. 160.

OA = v,

p
MC

A

représentatif de l’état du corps. Quand le corps change d’état, 
sa pression et son volume spécifique varient d’une manière 
continue, le point représentatif M se déplace dans le plan en décri­
vant une certaine courbe M0M. Supposons que le corps soit dans 
un certain état, représenté par un point M, de coordonnées v et p ; 
proposons-nous d’amener le corps, de cet état, à un état infiniment 
voisin, représenté par un point M', de coordonnées v + dv et 
p + dp. Il faut, pour cela, lui communiquer une certaine quantité 
de chaleur infiniment petite ôQ, dont l’expression est de la forme

oQ = X dv -t- k dp,
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où les coefficients A et /c sont des fonctions de v etp déterminées 
pour chaque corps :

CHAPITRE XIV.

k = y(v,P).

Nous ne nous occuperons pas ici de la signification physique de 
ces coefficients; mais voici maintenant le point capital dans la 
théorie de la chaleur, où se rencontre une application de la théorie 
précédente. Considérons deux états déterminés du corps repré­
sentés par les points M0 et M de coordonnées e0, po et ç, p. Suppo­
sons qu’on veuille faire passer le corps de l’état M0 à l’état M, 
par une suite d’états intermédiaires représentés successivement 
par les divers points d’une courbe continue C, joignant les points M0 

et M ( Jig. 160). Cherchons la quantité totale de chaleur Q (posi­
tive ou négative) qu’il faut communiquer au corps pour réaliser 
cette transformation.

Pour cela, divisons l’arc M0M par des points M,, Mo, ..., M„ 
infiniment rapprochés et en nombre infiniment grand. La quan­
tité de chaleur cherchée Q est la somme des quantités de chaleur 
infiniment petites qu’il faut communiquer au corps pour l’amener 
successivement de l’état M0 à l’état M(, puis de l’état M, à 
l’état Mo, et ainsi de suite jusqu’en M. On a donc

-I »

(M)Q=/ X dv -t- k dp.
l M0 )

l’intégration étant faite le long de la courbe C. (Actuellement, v 
et p jouent le rôle de x et y dans la théorie analytique précé­
dente.)

On a cru longtemps que cette quantité de chaleur Q dépen­
dait uniquement de l’état initial M0 et de l’état final M, et non 
de la suite C des états intermédiaires : cela revenait à admettre
que la quantité sous le signe d’intégration est une différentielle 
exacte. Maison a reconnu que cette manière de voir était inexacte. 
L’expression

X dv -t- k dp

n'est pas une différentielle totale exacte : la dérivée partielle ^ 

n'est pas égale à ^ - Dès lors, la quantité Q ne dépend pas seu­

lement des états initial et final M0 et M, mais de la suite des états



On peut alors poser

q; dv -H- ^dp = dS(v,p),

S étant une certaine fonction de v et p. Cette fonction S s’appelle 
Y entropie du corps. Si l’on considère l’intégrale

r<M)x k/ ^dv-j-^dp,
^(Mo)

prise, de M0 en M, le long d’une courbe quelconque, cette inté­
grale est égale à

(M)/•A M„)
dS — S(v,p) — S(v0,p0).

intermédiaires. La quantité de chaleur nécessaire pour faire passer 
un corps d’un état à un autre n’est pas déterminée par la seule 
connaissance de ces deux états; elle ne l’est que si l’on donne la 
suite des états intermédiaires, c’est-à-dire la courbe C. Il se passe, 
pour cette quantité de chaleur, quelque chose d’analogue à ce qui 
se passe pour l’aire d’un secteur M0OM (Jig. i 58) ; cette aire n’est 
pas déterminée quand on connaît seulement le point de départ M0 

et le point d’arrivée M de l’arc M0M : elle ne l’est que si l’on donne 
l’arc de courbe C joignant les deux points, et elle change avec le 
choix de cette courbe.

La théorie mécanique de la chaleur va maintenant nous fournir 
un exemple de différentielle totale exacte. On appelle température 
absolue d’un corps, à t degrés centigrades, la quantité

T =. t = t 273. a

Cette quantité est, pour un cotps donné, une fonction déter­
minée de v et p, car t est une fonction connue de e et p. Ceci posé, 
on démontre en physique que l’expression

X , k
= Y®+T dp

est une différentielle totale exacte, c’est-à-dire que l’on a
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Elle esl donc indépendante des transformations subies par le 

corps, pour passer du premier état au deuxième.

CHAPITRE XIV.

IV. — DIFFÉRENTIELLES TOTALES A TROIS VARIABLES INDÉ­
PENDANTES. — INTÉGRALES PRISES LE LONG D’UNE 
COURBE DANS L’ESPACE.

290. Conditions pour qu’une expression différentielle à trois 
variables indépendantes soit une différentielle totale exacte. —
Il est aisé d’étendre, à des expressions différentielles à trois 
variables, la théorie du paragraphe précédent, relative à des 
expressions à deux variables.

Considérons une expression de la forme

z) rfr+®(üj,i) dy -t- ^(x,y, z) dz,

où f(x,y,z), 's(x,y,z) et <b(x,y,z) sont des fonctions données 
de x, y, z. On peut se demander sous quelles conditions cette 
expression est la différentielle totale d’une fonction U (x, y, z), 
c’est-à-dire peut être identifiée avec l’expression

(0

éü à\]ùl—— dx —— dy H——- dz. dx dy dz

La réponse à cette question est donnée parle théorème suivant :

Théorème. — Pour que Vexpression (i) soit une différentielle 
totale, il faut et il suffit que les fonctions f, ç>, à vérifient les 
trois identités

d\J =(2)

àfê® d'h 
dz dy

i° Ces conditions sont nécessaires. — En effet, si l’expres­
sion (1) peut être identifiée avec une différentielle totale telle 
que (2), on a, identiquement,

àf_

dx ’
(3)

dx dzdy

êU êU à U
(4) f(x,y, z) — — > <?(x,y,z) = —,

On vérifie alors, immédiatement, que ~ est égal à car ces

; on vérifie, de même, les deux

^(x,y, z) = -^

ô~ Udeux expressions sont égales à 
autres conditions.

dxày



yX'df(x,y, z ) dCàcp(x0,y, z)f
•J.r0

dy^r -j- = ty(x,y,z).dx -H(7) âzdz

Mais, d’après les conditions (3) supposées remplies îdenlique-

2" Les conditions (3) sont suffisantes. — Nous allons montrer 
que, si ces conditions sont satisfaites, il existe une fonction U, de 
x,y, z, vérifiant les trois relations (4), et déterminer cette fonction.

Pour cela, regardons d’abord z comme constant et commençons 
par chercher la fonction la plus générale

U(a? ,y,z),

vérifiant seulement les deux premières relations (4)
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à\J àC
(5) — = f(x,y,z).dy

Comme z est, provisoirement, regardé comme constant, U est 
une fonction des deux variables indépendantes x et y; d’après la 
théorie du paragraphe précédent, il existe une fonction CJ de x 
et y vérifiant les relations (5), car on a

dJ_ = dV_,
dxdy

et cette fonction est donnée par la formule

y x y y
U = / /O, J, x)dxy- I <r>Oo, y, z) dy-h-C(z)(6)

•*0 Jo

C(,s) étant une constante par rapport à x et y. On pourra donc 
prendre, pour C(s), une fonction quelconque de s : quelle que soit 
cette fonction, la fonction U, de a?, y, z, définie par (6), vérifie les 
deux premières relations (4). Il reste maintenant à déterminer C, 
en fonction de z, de telle façon que l’on ait

éU
_ = 'K#, yi z)•

En calculant ^ par la règle de différentiation sous le signe J•>

et tenant compte de ce que C est fonction de z, nous aurons à 
vérifier l’équation

S—
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ment, on a :5
é/(>, Y, s) à<\>(x, y, z)

dz dx

v d<\>(x, y, z)

^x0 < dx = <\>(x,y, z) — <\>(x0,y, z);
dx

de même
êfOo ,y, z) dÿ(x0,y, z)

dydz
yy àty(x0,y,z)

dï=L

En remplaçant les intégrales par ces valeurs et réduisant, on 
voit que la relation (7) devient

à<p(x0,y, z)I
^yo

dy = ty(xtny,z) — ty(xo,y0,*)-dydz
y 0

di :
^JKoj ■z)i

d’où

= f ty(x0 ,y0, z) dz -f- K,G(*)

K étant une constante indépendante de x,y, z.
Finalement la fonction U, admettant pour différentielle totale 

l’expression (1), est donnée par la formule

) dy -+■ / ty(x0,yo,z)dz-hK.
J**

* y
U = / f(x,y, z) dx -f- / o(x0,

^X0 Jy0
y, *

291. Intégrale prise le long d’une courbe dans l’espace. — Ima-

F i g. 161.

x C
M

Mo

Xo

y

ginons, dans l’espace, une courbe C {fi§- ï61), joignant deux: 
points M0 et M, de coordonnées x0, y0, z0 et x, y, z; on peut
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définir, comme dans le plan, l’intégrale

465

/% ( M )
= / /0,7> z)dx -h v(x,y, z)dy + ty{x,y,z)dz,I

prise le long de C, de M0 en ÎVT. Pour cela, on prend, sur la courbe C, 
des points intermédiaires M,, M2, ..., Mrt, infiniment rapprochés 
et en nombre infiniment grand. L’intégrale est, par définition, la 
limite de la somme

/(a-0, JKO, ^o) (^1 —^-o) -+- <?Ou,7o, *o) (7i— 7o) ■+• ^<>0, /o, *o) (*i — ^o) 

-t-/Oi,7i, ) (^-2 — ^i) -H <p(a?i,7i, -i) (72-7i)-+- ^Oi,7i> — *1)

-+-/(*«> 7«> *n) (ay — Xn) + 0(a?», 7», Zn) (7 — 7„) -+- ^(a7«,7n, *«) (* — *»>,

où /i augmente indéfiniment, toutes les différences x, — x0, 
#2 — #i> • • - , — Jo, J2— Ji, • • - , 5, — z0, z2 — 5,, ... tendant
vers zéro.

L intégrale I, ainsi définie, peut facilement être ramenée à une 
intégrale simple ordinaire. En effet, le long de la courbe C 
peut exprimer les coordonnées x,y, z d’un point, en fonction d’un 
paramètre t

on

x — X(Z), z = v(0>7 =

quand le point (x, y, z) décrit la courbe,qui varie de t0 à t 
deM0en M. On a alors, d’après la règle du changement de variable 
dans une intégrale,

i >

/» *1
= / [/(*> t») v)X'-+-©(X, P, v)fi'+4»(X, fl,v)v'] fl?/,J

où nous écrivons pour abréger À, p, v, )/, p/, v' au lieu de X(<)^ 
p.(£), v(Ç, et des dérivées //(/), p/(£), v'(f).

292. Conditions pour qu’une intégrale prise, le long d’une courbe 
dans l’espace, ne dépende que des points de départ et d’arrivée et 
non du chemin suivi. — Considérons l’intégrale

~(M)
= / f(v,yz)dx + <¥(x:y,z)dy-h^(x:y,z) dz,I

prise, de M0 en M, le long d’une courbe C. En général, les deux
3oA.



4*)6

points M0 et M étant donnés, la valeur de l’intégrale change avec 
la courbe C, le long de laquelle on intègre. Pour que l’intégrale J 
soit indépendante de la courbe G et dépende uniquement des 
points de départ et d’arrivée, il faut et il suffit que la quantité sous

soit une différentielle totale exacte d’une fonction uni-

CHAPITRE XIV.

le signe j'

forme de x, y, z, c’est-à-dire que l’on ait

df do 
dx ’

àfdo
dz dy ’

et que l'intégrale U soit uniforme dans la région considérée.
La démonstration de cette proposition est identique à celle que 

nous avons donnée (n° 288) pour le cas des intégrales prises le 
long d’une courbe plane.

Remarque. — La formule qui termine le n° 290 et qui 
donne l’intégrale U d'une différentielle totale, peut s’interpréter 
géométriquement en remarquant que la différence U — U0 des 
valeurs de U aux points M.(x,y, z) et M0(a?üvr0, z0) s’obtient en 
calculant l’intégrale 1 le long du chemin suivant : i° un segment 
M0M7 parallèle à Os du point M0 de cote s0 au point M7 de cote 5; 
20 un segment M7M77 parallèle à Oy, du point M' d’ordonnée y0 
au point M7' d’ordonnée y ; 3° un segment M"M parall èle à Ox du 
point M" d’abscisse x0 au point M d’abscisse x.

dx dz ’dy

293. Exemple tiré de la Mécanique. Travail. — Considérons un 
point matériel M de coordonnées a?, y, z, sollicité par une force F 
ayant pour projections X, Y, Z. Si le point M subit un déplace­
ment infiniment petit MM7 de projections dx, dy, dz, on sait que 
le travail élémentaire correspondant de la force F est donné par 
l’expression

X dx -j- X dy —Z dz.

Supposons que la force dépende seulement de la position du 
point; dans ce cas X, Y, Z sont des fonctions de x, y, z

Z = <l>(x,y, z);

le travail élémentaire est alors une expression différentielle comme 
celles que nous venons d’étudier.

(8)

x z), Y = o(x,y, z),



Imaginons que le point matériel passe d’une position M0 à une 
position M, en suivant une courbe C {fig. 161) : on définit alors 
le travail total 6 de la force F, correspondant à ce déplacement, 
de la façon suivante : on divise l’arc M0 M en une infinité de parties 
infiniment petites par des points intermédiaires M(, M2, ..., Mrt 
et l’on dit que le travail total © est la somme des travaux élémen­
taires de la force, pour les déplacements successifs M0M,, 
M( Mo, ..MnM. On a ainsi
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(M)
G = f X dx + Y dy H- 7. dz

t/ 1X(Mq)

l’intégrale étant prise le long de la courbe C.
En général, ce travail total Î5 dépend, non seulement du point 

de départ M0 et du point d’arrivée M, mais aussi du chemin C 
suivi par le mobile. Pour que S soit indépendant du chemin suivi, 
il faut et il suffit que l’expression X dx -f- Y dy + Z dz soit la 
différentielle totale exacte d’une fonction uniforme U, c’est-à-dire 
qu’il existe une fonction uniforme U(a?, y, z), telle que

X dx -t- Y dy -1- Z dz — d\J (x, y, z)
ou, encore,

ô\: d\JdU
x=^ Y = z = -s»r’

Quand cette fonction U existe, on l’appelle fonction des forces, 
et l’on dit que les forces dérivent d’une fonction des forces. Dans 
ce cas particulier, le travail total est donné par la formule

(M)/ d\J = U(x,y,z) — \](x0,yo,Zo).
(M0)

Fig. 162.

NIx,

F M0

m

y

Ainsi, prenons un point M attiré par un centre fixe O pris
comme origine, en raison inverse du carré de la distance {fig. 162).
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Celte expression est donc la différentielle exacte de la fonctions

u (x,y,z} =^ = k
^ x* H- y2 -+- z2

Il serait d’ailleurs facile de vérifier que les projections X, Y, Z 
de la force sont égales aux dérivées partielles de cette fonction U, 
par rapport à x, y, s respectivement.

Quand, dans cet exemple, le point matériel passe d’une posi­
tion M0 à une autre M, le travail total de la force attractive F est

=rv-)=5

r et /• o désignant les distances OM et OM„. Ce travail est indépen­
dant du chemin suivi d’un point à l’autre.

car les cosinus directeurs de OM sont— ? -■ Actuellement, le
/• r r

travail élémentaire a pour expression

k
X dx -+■ Y dy -+- Z dz = — —(xdx -i-y dy -+- z dz ).

Mais, comme on a
x2 -+- JK2 -+- -s2 = c2,

déduit, en différentiant,on en

x dx -+- y dy -+- z dz = r dr,
d’où

— dr = d(X dx Y dy -\-Zdz = — r2
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Si l’on appelle r la distance OM, la force F a pour intensité
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kF = r2’

k désignant une constante positive. Les projections de celte force 
sur les axes sont

X
i

M -

o'
 *-Je 

I J-

54 
I 
*■»"^

1 >
>

X
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CHAPITRE XV.
INTÉGRALES DOUBLES ET TRIPLES. — APPLICATIONS.

I ~ INTÉGRALES DOUBLES.

294. Définition : Évaluation d'un volume.
arrivés à la notion d’intégrale simple, en évaluant l’aire d’un seg­
ment de courbe plane et en démontrant que cette aire est la 
limite de la somme des rectangles infiniment petits inscrits. Nous 
avons vu d’ailleurs que, réciproquement, toute intégrale simple 
peut être graphiquement représentée par l’aire d’un segment de 
courbe plane.

Nous arriverons, de même, à la notion d’intégrale double, en 
cherchant à évaluer un volume défini comme il suit : considérons, 
dans le plan des xy, une courbe fermée C, servant de directrice à 
une surface cylindrique, dont les génératrices sont parallèles à 
Os, et proposons-nous de calculer le volume V limité, latérale­
ment, par cette surface cylindrique, inférieurement, par le plan 
des xy et, supérieurement, par une portion de surface courbe 
continue S ayant pour équation

Nous sommes

2 =/(®,v).

Nous supposerons d’abord que cette portion de surface S est 
tout entière au-dessus du plan des xy.

Divisons l’aire de la base G en un nombre très grand d’éléments 
superficiels très petits Ato (fig. i63). Pour effectuer cette divi­
sion, il suffira d’imaginer qu’on ait tracé sur la base C deux sys­
tèmes de courbes telles que les courbes d’un même système soient 
très rapprochées et soient coupées par les courbes de l’autre : on
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obtient ainsi une sorte de quadrillage divisant l'aire C en élé­
ments Ata. Soient

CHAPITRE XV.

Ato], Aü)2, A(o,4

les éléments superficiels de l’aire C, obtenus de cette façon. Cons­
truisons ensuite des surfaces cylindriques verticales ayant respec­
tivement pour bases les éléments superficiels Au),, Au>2, ..., et

Fig. i63.

s

a

O/ cc

y c

considérons les volumes e,, c2, ..., vn limités, latéralement, par 
ces surfaces cylindriques, inférieurement, par les éléments plans 

Au>„ et, supérieurement, par la surface courbeAw,, Au)2, .
donnée S. Il est évident que le volume cherché V est la somme 
des diverses parties de même nature e,, e2, ..., dans lesquelles 
on l’a ainsi divisé :

• •)

V — V j -+- V 2 -I- . . . -+- V h .(0

On peut écrire aussi

V — Iim(p1-i- p2 + ...-+- vn),

car la somme du deuxième membre est constante quel que soit /?, 
et égale à V. Cela posé, nous allons remplacer chacun des volumes 
élémentaires c,, e2, ..., vn par un cylindre élémentaire inscrit de 
la façon suivante {fi g. 164)- Ce volume v, est limité inférieure­
ment par l’élément Au>, et supérieurement par la portion ABDE



de la surface S <jui se projette sur Aid, ; appelons Z, et la plus 
grande et la plus petite valeur que prend l’ordonnée z aux divers 
points de la portion ABDE de surface S ; sur la figure 164, Z, serait 
l’ordonnée du point D et z, celle du point A. Menons, par les 
points D et A, d’ordonnées Z, et zt, des plans horizontaux
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Fig, 164.

^ L „
Au>i

DE'A'B' et AB'D'E"; nous formons ainsi deux cylindres ayant 
pour base commune Aid, et pour hauteurs, l’un Z,, l’autre ; le 
premier de ces cylindres a un volume Z,Aio, supérieur à e,, on 
peut l’appeler cylindre circonscrit ; le deuxième a un volume 
s, Aid, inférieur à e,, on peut l’appeler cylindre inscrit. De même, 
nous comprendrons le volume e2 entre deux cylindres de base Aid2, 
l’un circonscrit ayant pour hauteur Z2, l’autre inscrit ayant pour 
hauteur z*. et ainsi de suite.

Nous allons démontrer que le volume V est la limite de la 
somme des cylindres inscrits quand le nombre des divisions Ato 
Aid2, ..., Aio„, de la hase, augmente indéfiniment, chacune de ces 
aires élémentaires se réduisant à un point

\ 1

V = lirnts, Awj-f- Z2 Aio2-+-. .zn Aw/t).O)

h

CD
 W

—
rr~ 

! \
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*»
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\
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En effet, les sommes
P1 ^ 2 • • • H" ^/7 7

,£>1 Acûj —\— Z 2 A(02 ~t" . • . ~f“ -2 n A(i)/j

sont composées d’un même nombre de termes, tous de même 
signe; pour démontrer qn’elles ont même limite, il suffit de dé­
montrer que le rapport d’un terme de l’une des sommes au terme 
correspondant de l’autre (end vers i quand n augmente indéfini­
ment dans les conditions indiquées. Or on a

Zj Awi ■< V\ < Zj Ato! ;

d’où, en divisant par zK Aco i ?
Z,Cl

< -•i< Zi Awj

Quand l’élément Aco, se réduit à un point Pl5 l’ordonnée maximum 
de la surface S dans Aco, et l’ordonnée minimum zt tendent,

l’une et l’autre, vers l’ordonnée du point P,, P,M,, et le rapport 

— tend vers ri. Le rapport

tendant vers i, tend lui-même vers i. On ferait la même démons­

tration pour les rapports

> compris entre i et un rapport
Z\ Ao)|•Zi

Vn • On peut donc écrireJ ... 7 z n Aü)/t

Y = lim (z\ A-+- z2 Ao)2 -f-. . . -+- jsn Aw„),

ce qui démontre bien que le volume est la limite vers laquelle 
tend la somme des cylindres inscrits. On voit que nous sommes 
ainsi arrivés, par une vole analogue à celle que nous avons suivie 
pour évaluer l’aire d’un segment de courbe plane (n° 11), à un 
théorème analogue à celui qui consiste à dire que l’aire d’un seg­
ment est la limite de la somme des rectangles inscrits.

Notation. — Pour exprimer que V est la limite de la somme 

Z y AfOj —f- Z2 Afl>2 "4" . . . H~ Zfi A(0//?
on écrit

-IJY z dm.

en mettant deux signes J. On répète deux fois le signe d’inté-
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gration parce que, comme nous le verrons plus loin, quand on veut 
calculer numériquement un volume par cette méthode, on est 
conduit à calculer successivement deux intégrales simples.

On appelle l’expression

INTÉGRALES DOUBLES ET TRIPLES. — APPLICATIONS.

IJ z do)

une intégrale double et, pour exprimer qu’il faut faire la somme 
des produits zdto correspondant à tous les éléments superficiels 
de l’aire de la courbe G, on dit que l’intégrale double est étendue 
à Vaire de la courbe C.

Remarque. — On démontrerait de même, que le volume Y 
est la limite de la somme des cylindres circonscrits Z(A<u 
Z2Aco2, .... On en conclut qu’il est aussi la limite de la somme 
des cylindres ayant pour bases Aco,, Aw2, ..., Aco^ et, pour hau­
teurs respectives, le premier, une ordonnée quelconque de la sur­
face S ayant son pied dans Ao>,; le deuxième, une ordonnée quel­
conque de la surface S ayant son pied dans Acd2, .... En effet, la 
nouvelle somme ainsi formée est comprise évidemment entre les 
deux sommes

\ ?

Z J Ao>! —f— Zo A CO 2 -f- . . . Zn AtO n
-61

Zi Ao)| —f— Z2 A(o2 Z^ AtO/; 7

qui tendent l’une et l’autre vers V. Elle tend donc aussi vers V. 
Toutes ces propositions sont résumées par l’équation unique

-//
z do)

qui exprime que, pour avoir le volume, il faut multiplier chaque 
élément de hase infiniment petit dio par l’ordonnée correspon­
dante 5 de la surface et faire la somme des produits ainsi obtenus.

295. Positions diverses de la surface S. — Nous avons sup­
posé S, au-dessus du plan xO y, dans l’étendue considérée. Si S 
était tout entière au-dessous, tous les z seraient négatifs, et, comme 
les éléments superficiels doi sont essentiellement positifs, la 
somme

IIz dio

représenterait le volume changé de signe.
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Si la surface S était partiellement au-dessus, partiellement au- 
dessous du plan xOy, la somme

CHAPITRE XV.

IIZ cl b)

représenterait la différence entre les deux volumes correspondant 
aux portions de la surface situées au-dessus du plan des xy et aux 
portions de cette surface situées au-dessous de ce plan.

Ces considérations sont entièrement analogues à celles que nous 
avons développées quand nous avons défini la valeur algébrique 
de l’aire d’un segment de courbe plane (n° 12).

II. — CALCUL D’UNE INTÉGRALE DOUBLE EN COORDONNÉES 
RECTANGULAIRES.

296. Méthode générale. — Pour évaluer le volume V limité 
par la surface

et la surface cylindrique de base C, nous avons été conduits à 
l’intégrale double

v=/7Z f/co

étendue à l’aire G. Quand on emploie des coordonnées rectangu­
laires dans le plan des xy, on divise Faire C en rectangles infini­
ment petits par les lignes x = const., y = const., c’est-à-dire par 
des parallèles aux axes de coordonnées, comme le montre la 
figure 165.

Si l’on appelle \x et Ay les dimensions d’un de ces rectangles 
parallèles aux axes Ox et O y, Faire Aw de ce rectangle est

Aco = A x \y ;

le volume V, qui est, en général, la limite de la somme des pro- 
duitz ^Ao), est alors la limite de la somme des produits z A.r Ay. 
On écrit dans ce cas

V = j' J" z dx dy
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ou, en remplaçant z par sa valeur,

z=f(x,y).

tirée de l’équation de la surface S,

= f J f(x,y)dx dy.V

l’intégration étant étendue à l’aire de G.
Voici comment on conduira le calcul pour évaluer cette double 

somme. Le problème est de calculer la somme des volumes des 
cylindres z dxdy, en prenant successivement pour base, dxdy, de 
ces cylindres, tous les rectangles infiniment petits, dans lesquels 
on a divisé la base G. Commençons (Jig. 166) par évaluer la

Fig. i65.

X

S

£3? æ

/t77777j'
///////

y / y / / / / sn

y'

somme T de ceux de ces cylindres, qui ont pour bases les élé— 
metits superficiels dxdy, compris entre les deux parallèles PA 
et P, A
rapprochées et situées à une

à l’axe Ox, ces parallèles étant supposés infiniment 
distance dy l’une de l’autre,

11

O P = jKj OPi =7 -t- dy, cly> o.

La somme T de ces cylindres forme une tranche du volume V
comprise entre les deux plans verticaux, ayant pour traces PA 
et P) At. L’un quelconque des cylindres de cette tranche a pour 
volume z dx dy ou

f(X:7) dx dy\
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y et dy sont les mêmes, pour tous ces cylindres; on peut donc, 
dans leur somme, mettre dy en facteur et regarder y comme 
constant; ce qui donne, pour le volume de la tranche T,

T = dy. somme des produits f(x, y) dx.

Cette somme est une intégrale simple prise par rapport à x,
donc

T = dy j'f{x,y) dx.

Il reste à voir entre quelles limites doit être prise cette inté­
grale simple par rapport à x. La droite AP, située à une distance

Fig. 166.
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OP =y, entre dans l’aire C par un point M,, d’abscisse x,, et en 
sort par un point M2, d’abscisse x2 : ces deux abscisses sont con­
nues, en fonction de y, puisque la courbe C est donnée. Pour 
obtenir tous les cylindres contenus dans la tranche T, il faut faire 
la somme des produits f(x,y)dydx, en laissant dy et y constants 
et faisant varier x de xK kx2 : on a donc

T = dyf f(x,y)dx.

Ainsi la tranche T s’obtient par une quadrature. Cette qua-
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drature étant supposée faite, l’intégrale simple

477

/ f(xiy) dx

est une fonction connue de y, car y figure sous le signe Ç et les

limites X\ et x» sont fonctions de y. On peut donc poser, pour 
abréger,

I f(x,y)dx = ty(y).
X 4

La tranche considérée T, comprise entre les plans verticaux 
ayant pour traces PA et P, A,, est donc

T = ^{y)dy.

Pour avoir le volume total, il reste maintenant à faire la somme 
de ces tranches : cette somme est une intégrale simple

f^iy) en­

voyons entre quelles limites elle doit être prise. Pour obtenir 
toutes les tranches T, il faut donner, successivement, à la droite 
PA toutes les positions possibles dans lesquelles elle traverse 
Paire G. Si donc nous menons les deux tangentes à la courbe C 
parallèles à Ox, soient P0A0 et P'A', et si nous appelons y0 et y' 
les ordonnées de ces droites

OP' —y'OP0 = yo,

il faut faire varier OP —y entre ces deux limites. On a donc, fina­
lement, pour V, somme de toutes les tranches T,

y'-S,v Hy) dy.

où 'h(y) a la signification suivante :

= / f(x,y)dx-
Ai
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On peut écrire aussi la formule finale

pT
= / dy I f(x,y)dx,

'Yo ^T,
V

formule qu’il faut comprendre comme il suit : on calcule d'abord
rXi/ f(x,y)dx\ cette intégrale est une fonction de y; on multi-

JX i
plie ensuite cette fonction dey par dy et l’on intègre de j0 à y'.

Quand on évalue ainsi le volume, en rangeant les cylindres 
élémentaires z dx dy, par files parallèles au plan des zx, on dit 
qu’on intègre d’abord par rapport à x, parce que la première inté­
grale à calculer,

p T,
/ f(x,y)dx,

•ri

est une intégrale par rapport à x. La deuxième intégration se fait 
par rapport à y.

11 est évident qu’on pourrait opérer dans un ordre inverse, en 
intégrant d’abord par rapport à y, c’est-à-dire en calculant d’abord 
une tranche du solide comprise entre deux plans parallèles au 
plan yOz, d’abscisses x et x -j- dx, puis en faisant la somme de 
ces tranches.

297. Premier exemple. — Considérons la surface

z = xy.

Prenons comme courbe C, dans le plan des xy, un demi-cercle 
DEF, ayant son centre H sur Ox, à une distance OH = 2 et pour 
rayon 1 (Jig. 167)- Le demi-cercle a pour équation

Le volume cherché Y est limité, latéralement, par la surface 
cylindrique ayant ce demi-cercle pour directrice, en bas par le 
plan des xy, en haut par la surlace

z = xy.
On a

V = J J" z dx dy = Ç Ç xy dx dy ,

O
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l’intégrale étant étendue au demi-cercle C. Prenons d’abord la 
somme T des cylindres élémentaires

xy dx dy,
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dont les bases dx dy sont comprises entre les deux parallèles

Fig. 167.
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à 0.2;, PA et P4 A,, d’ordonnées y et y dy. Nous aurons ainsi 
une tranche du solide

T — dy j'xy dx ;

dans cette tranche, y et dy sont constants; x varie depuis xi} 
abscisse du point d’entrée M( delà droite PA, jusqu’à x2, abscisse 
du point de sortie. Donc

rx*
T = dy I xy dx.

d x\

Les limites xK et x2 sont des fonctions de y, fournies par l’équa­
tion du demi-cercle C,

x'1— \x -t- y2-\- 3 = o.

dans laquelle jp a la valeur OP. On a donc

xi = 2— yO—72>
X2-hX1= 4,

x2 = 2-h vO— y2, 

x2— Xi = 2 /1 —y2.

J—-~- et l’intégrale définieL’intégrale indéfinie j'xy dx t si

Ç xy dx = — (x\ — x\ ).
•'T 2
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Remplaçant xK et x2 par lear valeurs, on a

4 yV1 —y*-
C’est là la fonction du cas général. La tranche T est donc

T = \y V 1 —y'1 dy.

Pour avoir le volume, il faut maintenant faire la somme de ces 
tranches,

V = J 4y \J1 — J2 dy.

On remarque que pour obtenir toutes les tranches, il faut 
déplacer PA. entre Ox et la tangente au cercle P'A', parallèle 
à Ou; il faut donc faire varier y de o à i, et l’on a

V = f 4 y F 
^0

i — y% dy.

L’intégrale indéfinie s’obtient immédiatement, car \y dy est, à 
un facteur numérique près, la différentielle de i —y2, de sorte 
qu’on peut écrire

2 J O— y'2)2 du —y2);

l’intégrale indéfinie est donc

298. Deuxième exemple. — Prenons comme base d une surface 
cylindrique le triangle OEF, limité par les axes Ox, O y et par la 
droite EF {fig. 168) ayant pour équation

x -+- y — i = o ;

puis, considérons le volume limité par cette surface cylindrique,, 
le plan des xy et la surface

z = 7.x--+■ r2-+-1.
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Le volume V est donné par la formule

48i

V = j'J'(2 a?2 -i-y2-+-1) dx dy,

l’intégrale étant étendue à l'aire du triangle OEF. Evaluons d’abord 
la somme des cylindres élémentaires (2x-y-y2i)dxdy, compris

Fig. 168.
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entre les deux droites PA et P(A,, parallèles à O#, ayant pour 
ordonnées y et y -h dy. Cette somme est une tranche T du volume 
donnée par

dy (2 a?2y2 -F-1 ) dx ;

les limites de celte intégrale sont les abscisses X\ et x2 des points 
P et M2 où la droite PA, d’ordonnée y, coupe le contour de l’aire 
de base OEF ; on a donc

Xi = O, ^2 = « — y,

il résulte de l’équation de la droite EF. Ainsicomme

1 -y
T = dy f 

J 0
( 2 x'2 -F- y2 -1- 1 ) dx.

L’intégrale indéfinie est

2 a?3—-----hy2x -i- x,

3iA.
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-J dy\^ (i — y)*-y y* — JK3 4- i — yj .V

299. Interprétation géométrique du calcul. — Si nous reprenons 
le cas général, nous pouvons vérifier que la méthode actuelle, poul­
ie calcul des volumes, revient au fond à celle qui a été exposée au 
n° 48 et qui consiste à regarder un volume comme la somme 
des tranches infiniment minces, obtenues en le coupant par des 
plans parallèles à un plan fixe.

En effet, l'intégrale

f fixiy) dx,
d.r1

ou

/ ^ dx,

représente l’aire de la section M,RtR2M2, faite dans le volume V, 
par le plan vertical, de trace P/Y (Jig. 166). Cette aire est une 
fonction ’Y(jk) de l’ordonnée OP=y. La tranche comprise entre 
les deux plans verticaux de traces AP et A, P| peut être assimilée

et 1 intégrale définie, entre les limites o et i,

L intégrale indéfinie est
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et l’intégrale définie, entre les limites o et î—y,

t(i -r)3+A2(! -y) 

T = dy\\0 — y)3+y-

— y-
Donc

]— JK3-f-1 —y I •

Pour avoir le volume tout entier, il faut faire la somme de toutes 
les tranches analogues, en déplaçant P de O en F, c’est-à-dire 
faisant varier y de o à i,
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à un cylindre ayant pour base la section ^(y) et pour hauteur 
Pib = dy\ son volume est donc
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T = ty(y)dy.

Le volume Y est alors la somme de ces tranches

V = f <Ky)dy 
Jy0

300. Remarque. — Nous avons supposé, pour simplifier, qu’une 
parallèle PA à Ox coupe le contour de faire, à laquelle est éten­
due l’intégrale double, en deux points seulement, M, et M2. Si la

Fig. 169.
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courbe C a une forme plus compliquée, il peut arriver que la paral­
lèle PA à Ox la coupe en un nombre quelconque de points néces­
sairement pair.

Mais alors 011 peut toujours, par des lignes transversales, décom­
poser faire G en d’autres C,, C2, ..., Cu limitées par des contours, 
qui sont rencontrés chacun en deux points seulement par des paral­
lèles à Ox. On calculera les valeurs Il5 12, ..., I« de l’intégrale 
double, pour chacune de ces aires partielles, et il ne restera plus 
qu’à faire la somme des résultats, 11 —J— 12 —f- ... —(— lfl.

Supposons, par exemple, que la courbe G ait la forme de la 
ligure 169. Menons à cette courbe des tangentes P0 A0, P'A', P^A" 5
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PWAW, parallèles à Oi : elles partagent l’aire en quatre parties 
i, 2, 3, 4, qui sont : i, la partie EA0B; 2, la partie FHK; 3, la 
partie KEBL; 4i la partie FKLM.

Le contour de chacune de ces parties n'est rencontré qu’en deux 
points par les parallèles à Ox. On calculera les valeurs T,, I2,I3, I4 

de l’intégrale double étendue successivement à ces quatre parties. 
L’intégrale étendue à l’aire entière sera

Il + Io + I3 + L.

CHAPITRE XV.

III — CALCUL D’UNE INTÉGRALE DOUBLE 
EN COORDONNÉES POLAIRES.

301. Méthode. — Appelons r et Q le rayon vecteur OM et l’angle

polaire æOM d’un point M du plan des xy. Pour évaluer, en coor­
données polaires, l’intégrale double

fj/(^7)rfw>

étendue à une aire plane du plan des xy, limitée par une courbe C,

Fig. 170. Fig. 171.
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on décompose cette aire en éléments superficiels infiniment 
petits clto par les deux familles de courbes ( fig. tno)

0 = const.r — const.,

Les courbes r = const. sont des cercles de centre O ; les courbes 
fj — const. sont des droites issues de l’origine. Un élément super-



fîciel dto ainsi obtenu est un rectangle curviligne ABCD ( fig. 171 ) 
limité par deux droites OAB et ODC, faisant entre elles l’angle 
infiniment petit dft, et par deux arcs de cercle BG et AD, ayant pour 
centre O et pour rayons respectifs r + dr et r. Cet élément infi­
niment petit peut être assimilé à un rectangle ABCD, dont les 
côtés sont AB = dr et AD = /■ e/0 ; sa surface est donc

da> = /• dO dr.
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Comme, d’ailleurs,

x = /• cos 6, y — r sin 6,

l’intégrale double s’écrit

J'J'f {x,y) d(a = C j'f{r cosô, r sin6)r d% dr,

expression de la forme

//?<'■’e) r dO dr,

c;(;*, 9) désignant une fonction de /• et 9.

Remarque. — En écrivant que l’aire ABCD est égale à AB.AD on 
néglige des infiniment petits d’ordre supérieur, qui n’ont pas 
d’influence sur la valeur de la somme. Si l’on veut présenter le 
raisonnement rigoureusement, on remarquera que, en désignant 
par A9 l’angle AOD et par \r le côté AB, on a

aire ABCD = Aw = - [( r -H A/’ )2 — /'2 J A0,

car l’aire Ato est la différence des deux secteurs OBC et OAD. En 
réduisant,

r A/’ -)---- A r2 ) A0.A10 =

L’intégrale
yye) du

est alors la limite de la somme

2<p(r, 0) ^ /• A/' ---- A r2 A0.
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Cetle limite est la même que celle de la somme plus simple 

£ <p(r, 6 ) r Ar AO,

car le rapport de deux termes correspondants de ces deux sommes

i
r \r h---- A/'2

i A r•2
r A r 2 /•

tend vers i, quand A/- et AG tendent vers zéro. Le volume est donc 
donné par la limite de la somme

X cp( /•, 0 )/• A/' AO

ce qu’on exprime en disant qu'il est donné par l’intégrale double

?

/f ?(>', e) r dr <i0.

Calcul de Vintégrale. — Pour calculer, eilectivement, l'inté­
grale, c’est-à-dire pour faire la somme des cylindres élémentaires 
cp(/’, G)rd§dr, relatifs à toutes les aires élémentaires du dans

Fig. 172.
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lesquelles on a décomposé l’aire limitée par la courbe C, faisons 
d’abord la somme des cylindres compris, entre deux rayons OP 
et OP', faisant, avec Ox, les angles polaires .rOP = G, jcOP^G + <iG 
où c/G est infiniment petit positif (Jig. 172).

1
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jNous obtiendrons ainsi une tranche T du volume, tranche com­
prise entre les deux plans 5OP et ^01v. Cette tranche est une 
somme de termes de la forme

INTÉGRALES DOUBLES ET TRIPLES. — APPLICATIONS.

T = S q ( r, 0 ) /■ dO dr,

dans laquelle dS) est le même pour tous les termes ainsi que 9. 
On peut donc écrire

T = dG 2 cp ( 0 ) /■ dr,

r seul variant d’un terme au suivant.
Supposons l’origine O extérieure à la base C ou située sur la 

courbe limite C. Si l’on appelle M, et M2 les points oùlera_yon OP 
coupe la courbe limite C, r, et /*2 les rayons vecteurs OM( et OM2 
de ces deux points, il faudra, dans la somme

2<p(/', 0)/- dr,

faire varier /• de à /'2 : cette somme S est alors une intégrale 
simple prise, par rapport à /•, de rK à r2, et l’on a

T = dO f »(/•, 0) 
Jrx

r dr.

Les limites /■, et sont des fonctions de 9, définies par la forme 
de la courbe limite. L’intégrale

n 1 2
/ ?(/■,&) r dr

est donc une fonction ’i(9) et l’on a finalement

T = dti ^(0).

Après avoir évalué ainsi la tranche T, il faut faire la somme de 
toutes les tranches analogues, obtenues en faisant varier 9. Si l’on 
mène, de l’origine, les tangentes à la courbe C, OA0 et OA;, faisant 
avec Ox des angles 90 et 9', il faudra faire varier 9 de 90 à 9h La 
somme des tranches T, c’est-à-dire le volume Y, est alors

0'
<1/(0) rfO.V = ST

Le volume s’obtient donc par deux quadratures successives.
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En remplaçant di(9) par sa valeur

r* ' 2
/ ?('%e) r dr,

peut écrireon
6' /•«

Y = f dü j' <p (/’, 0 )r dr,
>• i

où il faut commencer par calculer l’intégrale de droite : cette 
intégrale étant calculée, on la multiplie par o?9 et l’on intègre par 
rapport à 9, de 90 à 9'.

Quand on opère ainsi, 
à /’, puis par rapport à 9.

dit qu’on intègre d’abord par rapporton

302. Exemple. — Soit une sphère, dont le centre est à l’origine et 
dont le rayon a une longueur a. La figure i^3 représente le hui­
tième de cette sphère. Dans le plan des xy, sur le rayon OA 
(dirigé suivant Ox) comme diamètre, décrivons un demi-cercle G.

Fig. 173.
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Nous allons calculer le volume du cylindre qui a pour hase ce 
demi-cercle et qui est limité supérieurement par la sphère. L’équa­
tion de la surface étant

a?2 + y2 -P- -22 — a2 = o,
on a

z — \Ja%— x'1 — y'2,
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et, en coordonnées polaires dans le plan des xy,

z — y/ a2 — r'2.

48g

Le volume V est alors

-//z (1mV — r2 /■ rfr c?0,

l’intégrale étant étendue à l’aire du demi-cercle de base. Soient 
OP et OP' deux rayons infiniment voisins faisant, avec Ox, les 
angles 6 et 0 d§. La tranche T du solide, comprise entre les
plans 5 OP et g OP', est

T = dtij \Ja2 — r2 /• dr,
'1

/'i et /• 2 étant les rayons vecteurs des deux points M, et M2 où OP 
rencontre la demi-circonférence limite. Le point M, est évidem­
ment en O, r, = o. Quant au rayon vecteur r<> — OM2, le triangle 
rectangle AOM2 donne immédiatement

/-2 = a cos 0

(équation polaire de la demi-circonférence de base). On a donc

P a cos0
T = dÜ / v/®*

i'o
— r2 r dr.

L’intégrale indéfinie étant
31 («2- /•*)*

3

l’intégrale définie est
— ~ a3 sin30 -+- ^ «3-

^ a3(i — sin36) dO.

Le volume est la somme des tranches T : pour les obtenir toutes 
il faut faire tourner le rayon OP de Ot jusqu’à O y, c’est-à-dire 
faire varier 8 de o à -• Donc

Donc
T =

•>.
TU

0

I — sin30) â?0.V = ST =
3



et l'intégrale définie

Donc, enfin 5

La différence entre le huitième de la sphère, figuré dans la 
figure 1^3, et ce volume est

v----- v =
<> 9

- a\

303. Remarque. — Si un rayon vecteur, issu de O, coupait la 
courbe C en plus de deux points, il la couperait en un nombre 
pair de points : il entrerait dans G en M,, sortirait en M2, rentre­
rait en M3, ressortirait en M/0 .... Il faudrait alors intégrer par 
rapport à r de /•, à /’2, puis de /-3 à /*4, ....

304. Modifications à apporter au calcul précédent, quand l'ori­
gine est dans le champ d’intégration. — Nous avons supposé O 
en dehors de la hase C; quand O est dans la base, il faut modifier 
évidemment les valeurs des limites des deux intégrations. Tout 
d'abord (Jîg. 174)5 pour avoir une tranche du volume comprise 
entre deux rayons vecteurs OP et OP', faisant entre eux l’angle <i9, 
il faut faire la somme des cylindres cp(/', 6)râ?9â?r, en faisant 
varier /• de o (point O) jusqu’à r2 (point M2 où OP sort de 
l’aire G),

T = dd f cp( r, 6 ) 
•'0

/• dr.

Dans cette intégrale, r2 est une fonction de 9 donnée par l’équa­
tion de la courbe G. On trouve donc, en supposant l’intégration 
faite,

T = <W0) dO.
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En écrivant
sin30 = (i — cos20) siii0, 

on voit que l’intégrale indéfinie est
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Il faul ensuite faire la somme de toutes les tranches analogues. 
Il est évident que, pour les obtenir toutes, il faut maintenant faire 
varier 6 de o à ztc. On a donc finalement
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s* 2 TT /» 27C /’j
V = j ^ ( 0 ) dO = / dO f » ( /’, 6 ) 

Jq J Q J o
/• dr,

Fig. 174.
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où il faut calculer d'abord C intégrale de droite, prise par rapport 
à /’.

305. Autre façon de calculer une intégrale double en coor­
données polaires. — Au lieu de commencer par faire la somme 
des éléments compris entre deux rayons faisant entre eux un angle 
infiniment petit c/G, on peut commencer par faire la somme des 
éléments de l’intégrale compris entre deux cercles de centre O 
et de rayons r et r -f- dr. Supposons, pour fixer les idées, O exté­
rieur à la base ou situé sur la courbe limite. Considérons ( fig. 1 ^5) 
un cercle de rayon /•, coupant la courbe limite C aux deux points M, 
et Mo, et appelons G, et G2 les angles polaires correspondants #OMt 
et a?OMo. Considérons ensuite le cercle infiniment voisin de 
rayon r q- dr. Ces deux cercles découpent, dans la courbe de base, 
une tranche ayant la forme d’une couronne; nous allons calculer 
d’abord la somme des éléments de l’intégrale

(r, 0) /• dO dr,
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situés dans cette tranche. Il faudra faire une somme de termes 
tels que

T = S cp ( r, 0 ) /' dO dr ;

Fig. i75.

a

JO

M,

M;

TV

mais, pour tous ces termes, /• et ob’ ont la même valeur, et l’on 
peut écrire la somme £

T = dr S cp ( r, 6 ) dü ;

l’angle polaire 9 varie seul d’un élément à l’autre de la tranche T, 
et il varie de 9( à Q2. On a donc

/-> Os
/ <p(r, 0)rf6.

A
T — r dr

Les angles limites 9, et 92 sont des fonctions dn rayon r du 
cercle M(M2; l’intégrale

/» Os
/ <pO, 0) rfO

A

est donc une fonction de /•, <]>(/*), et Ion a

T = r dr

On a ainsi la partie T de la somme correspondant à la couronne 
considérée; il faut ensuite faire la somme de toutes les couronnes 
ainsi obtenues, en faisant varier r de façon à balayer toute l’aire 
de la courbe C. Si l’on fait décroître /•, on voit que la plus petite
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valeur de r est le rayon r0 cl’un cercle tangent, en A, à la courbe 
du côté de O; si, au contraire, on fait croître on voit que la 
plus grande valeur de r est le rayon r' d’un cercle langent en A1 
à la courbe du côté opposé à O. On aura donc toutes les tranches 
auxiliaires telles que T, en faisant varier r de /’0 à et la somme 
de toutes ces tranches sera

INTÉGRALES DOUBLES ET TRIPLES. — APPLICATIONS.

rdr ^(r).V = ST
'■ 0

En remplaçant '^(V) par sa valeur, on peut écrire aussi

r' ô2
V = j' r drf cp(r, 0)o?0

*" ro 9i

où il faut commencer par calculer l’intégrale de droite.
Quand on opère ainsi, on dit qu’on intègre d’abord par rapport 

à 8, puis par rapport à r.
Nous avons supposé le pôle O hors de la courbe C ou sur la 

courbe. S’il était dans l’intérieur, il y aurait deux sortes de cou­
ronnes suivant les valeurs attribuées à r :

i° Pour r pris au-dessous d’une certaine limite /’0, on aurait 
des couronnes fermées situées tout entières dans l’aire. Pour éva­
luer la tranche correspondante T, il faudra intégrer par rapport 
à 9 de o à 27t

I <p(r, O)rf0; 
^0

T = r dr

on fera ensuite la somme des tranches annulaires T de celte pre­
mière sorte, en faisant varier r de o à r0,

/-% r0 /-» 2 7U
I r dr I <p(r, 0) dr. 

do d0

2° Si l’on prend ensuite r plus grand que r0, on obtient des 
cercles coupant la courbe en deux points M, et M2, et la partie 
correspondante du volume s’évalue comme dans le cas de la 
figure i -5.
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IV. — AIRE D’UNE SURFACE COURBE.

306. Aire d’une surface courbe. — L’évalualion de l’aire d’une 
portion quelconque d’une surface courbe conduit au calcul d’une 
intégrale double étendue à une aire plane. Considérons une portion 
de surface courbe, limitée par un contour abcd : pour évaluer 
l’aire de cette surface, inscrivons dans la surface une surface 
polyédrale à facettes planes ( fig. 176). L’aire de la surface courbe

Fig. 176.
Sx 6L o
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œ
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& eu

'y c

est la limite vers laquelle tend la surface du polyèdre inscrit quand, 
le nombre des faces augmentant indéfiniment, chacune d’elles 
tend vers zéro en se réduisant à un point M, de telle façon que son 
plan tende vers le plan langent, en M, à la surface courbe.

Soit At l’aire d’une des facettes du polyèdre, l’aire S de la 
surface courbe est

S = 1 i in S Au,

le signe A indiquant qu’il faut faire la somme de toutes les fa­
cettes du polyèdre. On écrit, pour abréger,

-//di,

drj désignant une facette infiniment petite.
Si l’on projette la surface courbe sur le plan des xy, le con­

tour abcd se projette suivant une courbe G. Nous supposerons,



pour simplifier, que la surface courbe se projette tout entière dans 
l’intérieur de C et que toute parallèle à Os, ayant son pied à l’in­
térieur de C, coupe la surface courbe en un seul point. Si ces 
conditions n’étaient pas remplies, on pourrait toujours découper 
la surface courbe, en morceaux remplissant séparément ces condi­
tions.

Les faces du polyèdre inscrit se projettent suivant des éléments 
d’aire du contour fermé C. La face Acr, par exemple, se projette 
sur le plan des xy suivant une aire plane Aco, et l’on a
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Aw
Aw = Ac; cosa, Aœ =

cos a

a désignant l’angle aigu du plan de la face As avec le plan des xy\ 
on a alors

= lira V •
Jmmi COSa

S = lim S A a

Quand la face As se réduit à un point M de la surface courbe 
et que le plan de As tend vers le plan tangent en M, a tend vers
l’angle que fait le plan tangent en M avec le plan des xy, c’est- 

/N
à-dire l’angle aigu IN, s que fait la normale en M à la surface avec 
l’axe Os. On en conclut que l’on a aussi

s=]h„y ,
' 1 cos( N, s)

la somme étant étendue à tous les éléments superficiels de la 
courbe plane G. En effet, dans ces deux sommes,

x'' Aw Aw
id cosa’ ^«dcos(lN,s)J

cos ale rapport des termes correspondants est ; il tend vers i,cos (N,z)
quand les éléments Aoi tendent vers zéro, en se réduisant à des 
points, car a tend vers (N, z). On a donc

do)-// cos(M, 3)’

l’intégrale étant étendue à l’aire de la courbe fermée C.
est aisé à évaluer. En effet, l’équation duLe facteur cos (N, z)
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plan tangent, en un point de la surface courbe, étant

Z — 2 =/>(X —- x) 4- <7(Y — y),

le cosinus de l'angle aigu de ce plan avec le plan des xy, est

cos( N, z) =
V',i+/)2+ÿ2’

on a donc
S = j'J'y/1 p2 -T- q2 dw.

Comme z est une fonction donnée de x et y,

/O-z =

et q sont des fonctions connues de x et y, et l’on a

v/ « -v- />2 y1 —

F (x, y) étant une fonction connue. L’aire courbe est alors une 
intégrale de la forme

S = J f FO,y) dw,

étendue à l’aire plane C. On évaluera cette intégrale comme nous 
l’avons fait plus haut, en prenant soit des coordonnées rectan­
gulaires, soit des coordonnées polaires.

307. Exemple : Aire d’une portion de surface sphérique. —
Prenons une sphère de centre O et de rayon a

x2 -+-y2 -f- z2— a2 = o,

et, sur cette sphère, un contour fermé E, se projetant sur le plan 
des xy, suivant la courbe fermée C. Evaluons l’aire S située dans 
ce contour E. Actuellement, en diflerentiant le premier membre 
de l’équation de la sphère par rapport à x, on a

x -+- pz = o;

et, en diflerentiant par rapport à y.

y q z — o.
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Donc

P =— ? =y
Z

v'i-t-/>* + ?* = !/■.T2 -f- -4- Z2 a
z2 Z

Iz — a cos (N, s),
cos(N, z)

497

Supposons, par exemple, que la courbe C soit la demi-circon­
férence décrite, dans le plan des xy, sur OA comme diamètre 

i^3). Pour évaluer l’aire sphérique qui se projette dans 
cette demi-circonférence C, nous calculerons l’intégrale double 
précédente, en prenant des coordonnées polaires r et 8 dans le 
plan des xy. Nous aurons

{fig-

z = <J a2 — r2, f/co = r d0 dr,

r f/0 dr

s = “// \J a2 — r2

Intégrons d'abord, par rapport à r, en évaluant la partie T delà 
somme correspondant aux éléments situés entre deux rayons OP 
et OP' faisant avec Ox les angles 8 et 8 -t-c/8. Pour tous ces élé­
ments, 8 et f/8 sont les mêmes et r varie de o à OM2=acos8, 
Mo étant le point où OP rencontre la demi-circonférence -, la somme 
des éléments considérés est donc

a cosO r dr1T = a f/0
\J a2 — r2

3aA.

en supposant, comme dans la figure iy3, 3 positif pour les points 
de l’aire E. Alors

fn -ffS = a d ta (Zu>,
\J a2 — x2 — y2

l’intégrale étant étendue à l’aire plane C.
Il est d’ailleurs évident, géométriquement, que cos (N,ô) = 

car, en joignant le point O à un point M de la surface sphérique, 
on obtient la normale, en M, faisant avec O; un angle (N,z). 
Ecrivant que la projection de OM sur O; est z, on a

S 
'■>

u i 
a



cosQ et l’intégrale définie -L’intégrale indéfinie est 9 
Donc

— i.

S = a2 — i

Théorème de Viviani. — La courbe E, Limitant sur la sphère 
Vaire S, divise Le huitième de la sphère représentée sur La 
figure i ^3 en deux parties : la partie intérieure à E a pour 
surface S ; la partie extérieure a pour surface le huitième de 
la surface sphérique totale, moins S,

iz a2 S = a2.

Cette partie extérieure est donc équivalente au carré de 
côté a.

308. Autre exemple général d’intégrale double. — Soit une 
portion de surface courbe, limitée par un contour abcd ( fig. 176) 
qui se projette horizontalement en C. Soit, d’autre part, une 
fonction continue, ayant une valeur déterminée, en chaque point 
de la sui'face. Divisons la surface en éléments superficiels infini­
ment petits d<7 et considérons la somme des produits obtenus, en 
•multipliant l’étendue di de chaque élément par la valeur de 'l sur 
cet élément. Cette somme est une intégrale double

//**•
On peut la ramener à une intégrale double étendue à la projec-
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L’intégrale indéfinie étant — fa- —

T = a û?6(— a sin 6 -h a).

Reste à faire la somme des tranches d’éléments telles que T en 
faisant varier le rayon OP depuis la position Ox jusqu’à Oy, de 
façon à balayer toute l’aire du demi-cercle. Il faut, pour cela, 
faire varier 0 de o à - . On a donc enfin

/’2, on a

a
TU

= a- j' (1 — sin G) dO.S = ET
‘'O

w
 U



tion de la surface sur le plan des xy, projection limitée par la 
courbe C.

En effet, en appelant dm la projection de d<s sur le plan des xy 
et (N, z) l’angle aigu du plan tangent à la surface au point limite 
de di avec le plan des xy, on a
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du> — dz cos( N, z) ;
d’où

* d<x>.
cos(N. z)

Comme plus haut,

cos (N, z) =
/1 -t-/?2 -V- q l

est une fonction de x et y, la fonction <jq étant 
point M de la surface, est aussi une fonction des coordonnées x et y 
de ce point. Donc on a, finalement, à calculer une intégrale double 
de la forme

chaqueconnue en

S f
étendue à l’aire plane limitée par la courbe C. On la calculera, 
comme précédemment, en employant des coordonnées rectangu­
laires ou des coordonnées polaires.

V. — APPLICATION. — INTÉGRALES EULÉRIENNES. 
INTÉGRALES DE FRESNEL.

309. Intégrale eulérienne de première espèce. — Soient a et b 
deux constantes positives; on appelle intégrale eulérienne de 
première espèce l’intégrale

= r ua~i( i — u)b ~l du.B(a,b)(i)

Cette intégrale a un sens tant que a et b sont positifs : elle 
devient infinie si l’un des nombres a et b est nul ou négatif 
(nos 128 et 129).

La valeur de l’intégrale ne change pas, quand on permute a



0
sin2a_10 cos2*-1 0 dO.B(a, b)

Par exemple, en faisant
îi b =a = -, — i■i•i

on a

B (^ ’ ïï) = “d0 = TC-

On ramène le calcul de ces intégrales au calcul dintégrales ne 
dépendant que d’un paramètre de la façon suivante.

310. Intégrale eulérienne de deuxième espèce. — Soit a une 
constante positive; on appelle intégrale eulérienne de deuxième 
espèce l'intégrale définie

-f ua -1 e~" du.(2) r(«)

Cette intégrale devient infinie, quand a est nul ou négatif 
(n° 129). En faisant

du = xx dx.u — a?2,
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et b. En effet, si l’on change de variable en faisant

du — — dv,

les limites deviennent i et o; en intervertissant ces limites et 
changeant le signe, on a l’intégrale

u — i — e,

B (a, b)— f vb~x( 
dç>

i — e)"-1 dv.

c’est-à-dire, puisque la valeur d’une intégrale définie ne dépend 
pas de la variable d’intégration,

B(«, b) = B(è, a).

Faisons encore le changement de variable 

u — sin2 0, du — x sinO cos0 «fô.

Les limites deviennent o et — et l’on a
■.>.

C |<N
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on a aussi

“ 0
x'ia i <?-■*'* dx.Y (a)

Voici quelques théorèmes sur ces intégrales : 

i° On a

T(a) = (a — i)T(a — i).

En effet, supposons (« —• i) positif, écrivons

(3)

-i; ua~l de~u,r(a)

et intégrons par parties, nous aurons

•>/*
*'/0

Tia) =— | e~uua~x |* -h(a — ua~-e~u du.

La partie intégrée est nulle, car ua

et e~u pour u — ce. D’ailleurs,

à F(fl — i). Le théorème est donc démontré.
Par l’application répétée de ce théorème, on ramène le calcul 

d’une intégrale eulérienneT (a) au calcul d’une intégrale analogue, 
dans laquelle a est compris entre i et 2. En effet, a étant com­
pris entre 4 et 5, par exemple, on écrira :

s’annule pour u — o-i

l’intégrale / ua 2 e Udu est égale 
d 0

r(«) = (a — i)r(« — i), Y {a — i) = (a — i)Y(a — 2), 
T (a — 2) = (a — 3)r(a — 3),

et l’on sera ramené à une intégrale, où le paramètre a — 3 est 
compris entre 1 et 2.

20 Si a est un entier positif, on a

r(a) = 1.2.3...(a — 1).

En effet, d’après la propriété précédente, on a

T(a) = (a — i)I\(a — 1),
Y {a — 1) — (a —2) T (a —2),

r(2) = i r(i).
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Donc, quand a est entier positif,

r(a) = i.2...-(a — 2 ) ( a ~i)F(i).

Reste à calculer

-s:r(i) e~u du ;

l’intégrale indéfinie est —e~u et l’intégrale définie i. Donc 
ce qui démontre la formule.

On peut remarquer que F (o) est infini : en elTet
r(0 =

= ('“‘—du-,
«/> UF(°)

celte intégrale est infinie, car l’élément différentiel devient infini 
pour la limite inférieure u = o, comme ^ (n° R29).

Ainsi, on a
r(o) = oo, 
r(3>, = 1..2,

r(i) = i, 
r(4) = 1.2.3,r(2) = i,

311. Réduction des fonctions B (a, b) aux fonctions T. — Soient 
a et b deux nombres positifs, considérons la surface ayant pour 
équation

z = xïa~1 e~~xi 1 -X2.

Proposons-nous d’évaluer le volume limité, latéralement, par 
les plans xQz etyOs; inférieurement, par la partie indéfinie du 
plan des xy située dans l’angle positif xOy et, supérieurement, 
par la surface (4 )• Ce volume est

(4)

V = f J"*z du»,

l’intégration étant étendue à l’angle indéfini xOy. Nous obtien­
drons la formule que nous avons en vue, en employant, successi­
vement, pour évaluer ce volume, les coordonnées cartésiennes et 
les coordonnées polaires dans le plan des xy.

En coordonnées cartésiennes, on a

J' J'x2a~l e~viyîb~y e-y* dx dy.



Si nous intégrons d’abord par rapport à x, en donnant à y une 
valeur constante OP et à dy une valeur constante PP, (/Ig. 177) 
nous avons à faire la somme
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5

e~y%dy J' x

Fig. 177.

T = y^~1 x2 dx12 a—1

x.

O
ce

vy//////////
A

A’

x variant de o à 00, car l’aire qui sert de base au volume est 
l’angle indéfini xOy. Comme on a

/ *
•yo

J'2 dx.r ( a ) — 2 2a-1 e~

la tranche T est donnée par

T = yib~1 e~y2 dy - T(a ).

Il faut maintenant faire la somme de ees tranches en faisant
varier

y = OP

de o à oc; ce qui donne, pour le volume,

V = yib- ie-y* dy.Y(a
2

Cette nouvelle intégrale étant ^T(6), on a enfin

7r(«)r(6).
4

V =

Prenons maintenant des coordonnées polaires dans le plan
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des xy. L’élément superficiel du* doit, alors, être pris égal à rd^dr. 
L’équation de la surface devient, en faisant

y = r sin 0,
rZa+2b-2 e-r* C0S2Æ—1 0 sin26_~1 0,
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x — r cos 0,
Z —

et le volume Y est donné par

v=//^”=//rza+z/>—i g—/-2 cos2"—10 sin2*-10 dO dr.

Il faut étendre cette intégrale à l’angle indéfini xOy. Prenons 
d’abord la somme des éléments compris entre un rayon vec­
teur OA, faisant avec O# l’angle 9, et le rayon infiniment 
voisin OA', faisant avec Ox l’angle 9 + <i9. Dans la tranche T, 
ainsi définie, 9 et dïï sont constants, r varie de o à ce. On a donc

r fZa+lb—1 g—'-2T = cos2"—1 0 sin2*-1 0 dft

Cette dernière intégrale est ^ r(rt-f-ft), comme on le voit, en 

changeant dans l’expression

-f xïa~~1 e~xï dxT(a)

a en a y- b. Donc
iT = — cos2"-1 0 sin2*-1 0 dd T {a -f- b).■>

Le volume entier est la somme de ces tranches, étendue à tout 
l’angle xO y, c’est-à-dire obtenue en faisant varier 9 de o à ^ :

71

«-/o
1Y = cos2a_10 sin26 _10 dO.-T(a -+-i

Mais la dernière intégrale est ^ B (a, b); donc 

V = Lr(a-hb) B (a, b).
i

Égalant ces deux valeurs de V, on a la formule cherchée :

r(^)r(&)(5) B(a, b) = T(« + b)



I
Gomme application de cette formule, faisons a=-> b

r2 (-i \ = _A±U’ / ^(«)

nous aurons

B
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I
)

2

I I comme nous l’avons vu; doncMais r ( i ) = i, B — y2

IT2 = TT,
V2

où il faut prendre la valeur positive, carfQ^ est positif. Gomme

= 2 f x e~x' dx,l\a) 2a—1

en faisant a—-, on obtient la formule2

f - v/tt. 
2

312. Tables numériques. — On trouvera, à la page 6o des Tables 
de Houël, déjà citées, une Table donnant les valeurs de LT (i + .r) 
pour les valeurs de x comprises entre o et i. Cette Table permet 
de calculer la valeur de T (a) pour a quelconque, car, à l’aide de la 
relation

r(a) = (a — i) r(a. — i),

on peut toujours ramener l’argument à être compris enlre i et 2.
La même Table permet de calculer les intégrales B, car ces inté­

grales sont exprimées par des fonctions T par la formule (5).

313. Intégrales de Fresnel. — Cherchons à calculer les deux 
intégrales

=x J=fcosa?2 dx, sin2 dx.I

Pour la première, considérons la surface 

z = cos a?2,

et calculons, comme dans l’exercice 311, le volume limité latéra­
lement par les plans xOz etyOz, inférieurement par la partie

(6)

w
 I -
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indéfinie du plan des xy située dans l’angle positif xOy, et supé­
rieurement par la surface. En évaluant le volume Y successivement 
en coordonnées rectangulaires et en coordonnées polaires, nous 
obtiendrons la formule cherchée.
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Coordonnées rectangulaires. — On a

= J J'e-y"1 co s a;2 dx dy.

Si on laisse y et dy constants ( fi g. 177), on a la tranche

V

dy I cos a?2 dx — I dy, 
do

T = e~y*

I désignant la valeur numérique de la première intégrale de 
Fresnel. Le volume entier est

= I r e~y3 dy — ^ ^,
d0 2

V=/’
0

I e-y* dy

d’après le résultat du n° 311.

Coordonnées polaires. — On a

V —f J e~r2sinî® cos(/'2 cos2 6)r o?0 dr.

La tranche T (fig. 177) comprise entre les deux rayons vecteurs 
indéfinis correspondant aux angles 9 eL 9 + d§ est

T = dO j 
do

/•2 sin2 0 cos(r2 cos20)r dre~

ou en faisant
/•2 COS20 = U,

u étant une nouvelle variable qui remplace r (9 constant dans T)

r^0 e—u tang2 0 cos u du ;T =
2 cos2 0

la nouvelle intégrale est de la forme

ks: e-ku cos ii du ~ i -t- À2 ’
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d’après le n° 40. Donc
tang26 

1 -t- tang^Ü 2 cos20
dQT =

et enfin
7t

v=/T=ï.r tang20 d<)
1 -t- tang40 cos20

Si l’on pose tang9 = t, 011 a

00 t2 dt-il 1 /-TC
= - V2 T2 4

V
1 -1- t4

comme on le voit en remarquant que l'intégrale définie qui figure 
dans cette formule est la moitié de celle que nous avons calculée à 
la page i-3. Donc, en égalant ces deux valeurs de Y,

1 =[ y/tt TC y/2
2 = 8 ’ I

Un calcul identique donne pour la deuxième intégrale la même 
valeur

sin x2dx= V^2^-lJ
i

VI. — INTÉGRALES TRIPLES.

314. Définition. — Considérons une surface fermée S et une 
fonction z) ayant une valeur déterminée, en chaque point

Fig. 178.

S
6?^
V

æ

<y

du volume V limité par cette surface. Divisons le volume intérieur 
en éléments de volume infiniment petits, clv, tendant vers zéro en



5o8

se réduisant à des points (fig. 178). Imaginons qu’on multiplie 
chaque élément de volume dv par la valeur de la fonction
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z),

au point auquel se réduit cet élément et qu’on fasse la somme des 
produits ainsi obtenus, on aura une somme qu’on désigne par

J J f V(v,y,z)dv,
et qui est le type des intégrales triples.

On dit que l’intégrale triple est étendue au volume Y limité par 
la surface S.

L’expression de dv est différente, suivant le système de coor­
données qu’on emploie, pour décomposer le volume en éléments 
infiniment petits.

315. Coordonnées rectangulaires. — Décomposons le volume 
en parallélépipèdes infiniment petits, par des plans parallèles aux 
trois plans coordonnés, infiniment rapprochés les uns des autres. 
Un de ces parallélépipèdes a pour dimensions, parallèles aux axes, 
des longueurs infiniment petites dx, dy et dz-. Son volume dv 
est donc

dv — dx dy dz,

et l’intégrale triple devient

= J j' f'*{x,y,z)dxdydz.I

Pour calculer effectivement cette intégrale, il faudra faire trois 
intégrations successives, par rapport aux variables x, y et z. Voici 
de quelle façon :

Il s’agit de faire la somme des éléments 

©(a?, y, z) dx dy dz

pour tous les parallélépipèdes élémentaires, dans lesquels on 
décompose le volume Y considéré.

Soit G le contour apparent de la surface S sur le plan des xy. 
Dans ce contour apparent, prenons un rectangle élémentaire dont 
un sommet A a pour coordonnées x, jy, les trois autres ayant pour



coordonnées x + dx,y; x,y-\-dy\ x -j- dx, y + dy (fig. 179). 
L’aire de ce rectangle est dxdy\ considérons le prisme, ayant ce 
rectangle pour base et ses arêtes parallèles à Os. L’arête AA' de 
ce prisme entre dans le volume V par un point Mt d’ordonnée st, 
et en sort par un point M2, d’ordonnée z2.

Nous commencerons parfaire la somme des éléments

ce(x,y, z) dx dy dz

pour tous les parallélépipèdes élémentaires dx dy dz situés dans 
ce prisme. Ces parallélépipèdes forment une pile de parailélépi-

Fig. 179.
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pèdes superposés : ils ont tous même base dxdy, ce qui varie, 
d’un de ces parallélépipèdes à l’autre, c’est l’ordonnée z et la va­
leur de dz, mais x, y, dx, dy restent constants. La somme P des 
éléments

v(x,y, z) dx dy dz
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correspondant à cette pile de parallélépipèdes, s'obtient donc en 
laissant x, y, dx, dy constants et faisant varier s de à £2. On a 
ainsi

P = dx dy'L o(æ, y, z) dz.

Celle somme est une intégrale définie prise par rapport à z 
de z, à z-2 :

P = dx dy f y(x,y, z) dz.

La quantité soumise au signe J' dépend de x et y. D’autre part

les limites z{ et z2 sont évidemment des fonctions de x et y, défi­
nies par l’équation de la surface qui limite le volume considéré. 
Donc l’intégrale

f <?(*,y,z)dz
=1

est, tout calcul fait, une fonction de x et y, soit f{x,y) cette 
fonction :

-f*/*i
/(*> y) <p(x,y,z) dz.

La somme, relative à la pile de parallélépipèdes considérée, est 
donc

P = dx dy f (x, y ).

Il reste maintenant à faire la somme de toutes ces piles en 
donnant à la base A, d’aire dx dy, toutes les positions possibles 
dans l’intérieur de la courbe de contour apparent C. Or, cette 
dernière somme,

= J J'f(x,y)dxdy,SP

est, d’après ce qui précède, 
plane C. L’intégrale 1 est donc alors ramenée à l’intégrale double

intégrale double étendue à l’aireune

=J Jf{x,y ) dx dy,f

étendue à l’aire C, intégrale que l'on calculera par les méthodes 
précédentes.



Remarque. — Dans cette façon de calculer l’intégrale I, nous 
avons d’abord intégré par rapport à ; en rangeant les parallélépi­
pèdes élémentaires dx dy dz par piles parallèles à O s. On pour­
rait, de même, intégrer d’abord par rapport à x ou à y, en ran­
geant les parallélépipèdes par piles parallèles à l’un des axes Ox

INTÉGRALES DOUBLES ET TRIPLES. — APPLICATIONS. 511
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5 12 CHAPITRE XVI

CHAPITRE XVI.
FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE VECTORIELLE. 

INTÉGRALES DE VOLUMES, DE SURFACES ET DE LIGNES.

Nous établirons, dans ce Chapitre, quelques formules d’un 
usage constant en Mécanique et en Physique mathématique.

I. — FORMULE D’OSTROGRADZKY OU DE GREEN.

champ de forces défini dans une 
région conlinue de l’espace. A chaque point (#, y, z) de cette 
région correspond une force ou un vecteur F appliqué au point. 
Les projections

Soit un316. Formule.

X = *), Y = cp0,7, z)> Z = (x,y, z)

de ce vecteur F sont supposées être, dans la région considérée, 
des fonctions uniformes et continues de x, y, z, admettant des 
dérivées partielles du premier ordre.

Considérons, dans le champ de forces, un volume V, composé 
d’une ou de plusieurs parties, limité par une surface S. Nous sup­
poserons d’abord, pour simplifier, que la surface S est rencontrée 
en deux points au plus par une parallèle à 0.3 {fig* 179)-

Appelons dv un élément du volume V et d<7 un élément de la 
surface S, placé en M, sur la surface. Désignons par a, j3, y les 
cosinus directeurs de la normale MN à la surface menée vers l’ex­
térieur.

Nous allons établir la formule générale

dX dY 
dx dy

^ dv = y’jf(aX+ p Y 4- yZ) d<s.im(O



-//jT 0^(x,y,z)f — cLv = dx c/y c/x:.ôz

Effectuons d’abord l’intégration par rapport à s. Soit, dans le 
plan des xy, dx dy un élément de surface choisi à l’intérieur de 
la projection G du contour apparent D de la surface S sur le plan 
des xy (Jig. 179)* Considérons le prisme ayant cet élément pour 
base, et dont les arêtes sont parallèles à Os; ce prisme entre dans 
le volume par le point M, en découpant sur la surface un élément 
d?K, et sort du volume par le point M2 en découpant sur la surface 
un élément d’étendue d<s2- Appelons a,, [3,, y, les cosinus direc­
teurs de la normale extérieure M, N, en M, ; a2, (32, y2 ceux de la 
normale extérieure M21N2 en M2. Le rectangle dx dy du plan des 
xy est la projection horizontale de d?\ et de di2. Donc dx dy est 
égal à diK multiplié par le cosinus de l’angle aigu que fait le plan 
de l’élément di, avec le plan des xy, angle qui est égal à l’angle 
aigu de la normale indéfinie à c/a-, avec Os. Comme la normale 
extérieure M,N, fait avec Os un angle obtus, y, est négatif, et le 
cosinus de l’angle aigu de la normale indéfinie avec Os est —y(. 
Donc

dx dy = — y, c/cr,.(D

De même, comme l’angle de la normale extérieure M2N2 avec
33A.
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L’intégrale triple du premier membre est étendue au volume V : 
on l’obtient en multipliant chaque élément infinitésimal dv du

^ j dans cet élément, et

faisant la somme de tous ces produits. L’intégrale double est 
étendue à la surfaceS; on l’obtient en multipliant chaque élément 
infinitésimal drr de la surface S par la valeur de (aX -f- [3Y + yZ) 
sur cet élément et faisant la somme de ces produits.

Pour obtenir cette formule générale, nous établirons d’abord la 
formule

FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE VECTORIELLE.

volume Y par la valeur de d\
dy

//Xi*=/XïZ*'O)

Pour cela, comme Z = 6(yr,y, s), nous allons d’abord calculer, 
en coordonnées rectangulaires, l’intégrale triple
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Oz est aigu, y2 est positif, et l’on a

dx dy — V2 dz.2.(4)

Ceci posé, un élément de l’intégrale triple est

dx dy dz.
dz

Faisons la somme P de ces éléments pour tous les parallélépi­
pèdes dx cly dz situés dans le prisme AM(M2; nous devons laisser 
x,y, dx, dy constants et sommer par rapport à z ; ce qui donne

z)P = dx dy I 
dz.

dz,
dz

en appelant s, et z2 les coordonnées ; des points Mt et M2. L’in­
tégrale indéfinie est <b(x,y, z) et l’intégrale définie

'K37».?'»**) —

ou, en abrégeant,
Z2— Zi,

Z2 et Z, étant les valeurs de Z sur les éléments dz.2 et dzK. Donc

dx dy(Z2— Z,),

P = — Zt dx dy -t- Z-, dx dy.

Telle est la somme des éléments de l’intégrale triple, correspon­
dant aux parallélépipèdes situés dans le prisme de base dxdy. 
Pour avoir l’intégrale triple I, il reste à faire la somme de toutes 
les expressions telles que P, en faisant coïncider successivement 
dx dy' avec tous les éléments du plan des xy situés dans l’intérieur 
du contour apparent G. On a ainsi

P =

= J'J'(—Ly dx dy -+- Z2 dx dy),1

l’intégrale étant étendue à l’aire C. Mais, dans le premier terme, 
sous le signe d’intégration, remplaçons dxdy par sa valeur (3), 
— y\da{, et, dans le second, remplaçons dxdy par sa valeur (4) 
y2 dz.2 ; il vient

-—-j"*Yi Zi dzi —H Y2^2 dz2.I



Dans cette somme, l’élément c/a-, prend successivement toutes 
les positions possibles sur la partie de la surface située au-dessous 
du contour apparent D, et c/o-2 toutes les positions sur la partie de 
la surface située au-dessus du contour apparent. On peut donc 
écrire enfin
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=//yZ*’I

la somme étant étendue à tous les éléments superficiels c/a-.
La formule est donc démontrée.
Dans cette formule partielle, l’axe des z joue un rôle particulier. 

En faisant jouer le même rôle successivement aux axes Ox et Or, 
on établira de même les deux formules partielles

-UaX c/a,— dv(5)

ssr =/XPY^-— dv(6) ày

La somme des trois formules partielles (2), (5) et (6) donne la 
formule générale ( 1 ).

Dans la démonstration de la formule (2) nous avons supposé 
que la surface S n’est rencontrée qu’en deux points par une paral­
lèle à O z. La formule est encore exacte, comme on s’en assurera, 
si la surface est renconlrée en un nombre quelconque, forcément 
pair, de points par une parallèle à O3.

La formule (1) est donc vraie pour une surface fermée S quel­
conque.

Premières applications. — Par exemple, si l’on fait

Y = o,X = o, Z = 1,
on a

0 =XXT *■
relation évidente, car elle exprime que la somme des valeurs algé­
briques des projections horizontales de tous les éléments superfi­
ciels c/a- d’une surface fermée est nulle.

Si l’on fait
Y = o, Z = z,X = o,
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la formule devient

f f
Lintégrale du premier membre, somme des éléments du volume 

est évidemment le volume total V : donc

V = J'Jf y z da,

formule qui exprime un volume par une intégrale double étendue 
à la surface qui limite le volume.

On aurait de même

=IXv ax dz

317. Interprétation géométrique. — La quantité

dX àY àZ 
dx dy àz

s’appelle la divergence du vecteur F de projections X, Y, Z; on 
la désigne par

div. F.

Soient, au point M de la surface S, le vecteur MF correspondant 
à ce point et Fw sa projection sur la normale extérieure MN ;

F/I=aX-+-8Y -h y Z,

car la projection de F sur MN est la somme des projections des 
trois composantes X, Y, Z. La formule s’écrit donc

on a

six div. F dv(7)

Le produit F ltdrs s’appelle le flux élémentaire de la force F ou 
du vecteur F à travers l’élément âfo, de l’intérieur vers l’extérieur, 
et la somme de tous ces flux élémentaires

ffF'
J «v.s

, dz

s’appelle le flux total de la force F ou du vecteur F à travers la 
surface S, de l’intérieur vers l’extérieur.



Ce vecteur apparaît, comme nous allons le voir, dans divers théo­
rèmes.

319. Cas particulier où les forces du champ sont normales en 
leurs points d’application à une famille de surfaces. — Soit une 
famille de surfaces ayant pour équation

UO,jK, z) = C,(8)

où C est une constante arbitraire. Par chaque point de l’espace où 
la fonction U existe, il passe une surface de la famille, car on peut 
toujours déterminer C de façon que la surface (8) passe par 
un point donné x0, y0, £<> : il faut et il suffît, pour cela, que
C = U(a?0, y0, z0).

Ceci posé
(X, Y, Z), appliquée 
male à celle des surfaces (8) qui passe par ce point. Comme les 
cosinus directeurs de la normale à la surface

nous supposons le champ de forces tel, que la force 
au point M(#, y, z) du champ, soit nor-

U(x,y, *) — G = o

au point x, y, z sont proportionnels aux dérivées partielles du 
premier membre

ÙU dU dU
dx’ dy’ dz’

on doit avoir
X Y

dJJ dû dû
dx dy dz

en appelant \ la valeur commune des rapports : cette quantité \ 
est fonction de x, y, z, puisque les deux termes des trois rapports 
sont fonctions de x, y, z. On a donc, dans ce cas, pour les expres-

318. Tourbillon du vecteur F. — On appelle tourbillon du 
vecteurY le nouveau vecteur w, ayant pour projections rn Ç :
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est une différentielle totale exacte; celte expression s’écrit, en 
effet,

dU dUdU
— dx -------dy -i—— dz —dx üy dz

Pour que ce cas se présente, il faut et il suffit qu en chaque 
point du champ le tourbillon soit perpendiculaire à la force 
du champ

d\5.

$X + t)Y + ÇZ = o.

La condition est nécessaire. — En effet, nous devons expri­
mer que l’expression (io) est une différentielle totale. On a donc

(ii)

d d

dz dy ’

ce qu’on écrit en effectuant et multipliant par X2

dy dz dz fdy

les deux autres conditions d’intégrabilité donnent de même

dz dx \àz dx J

-X^l = l(
dx dy \ dx

Dans les seconds membres, les coefficients de X sont précisément

dY dX
dy

518

sions des forces du cliamp
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dû dU dU
1 ÔL ’ dy

X et U étant des fonctions de x, y, z. Réciproquement, si les forces 
d’un champ sont de cette forme, chacune d’elles est normale, en 
son point d’application, à celle des surfaces (8) qui passe par ce 
point.

On peut également caractériser analytiquement ce cas en disant 
que l’expression

Z = A —— 3dz(9) X = Y =

i
— ( X dx -h Y dy Z dz )(io)

N

M
 *<



2 ç, 27], 2Ç. Multiplions alors ces trois relations respectivement 
par X, Y, Z et ajoutons; les premiers membres ont une somme 
nulle : on a donc, puisque est différent de zéro, la relation (i i) 
à démontrer.
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— On démontre que, si cette 
une infinité de facteurs A tels

La condition (i i) est suffisante. 
condition (i i) est remplie, il existe 
que

ÿ (X dx -+- Y dy Z dz)

soit une différentielle totale d\] ; ce qui montre qu’elle est suffi­
sante. Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas de donner cette 
démonstration.

Nous nous bornerons à voir comment se simplifie alors la 
formule générale d’Ostrogradzky (i). En substituant, dans cette 
formule, à la place de X, Y, Z, les expressions (9), on voit qu’elle 
devient

d\ éU 
dz dz

àX df d\ dU 
àx dx

éHJ <^u
dx- "+~ dy'1 dz'1 Isim dv(12) dy dy

r TW dU QâV dU\-J Jf’te dz.

La quantité
éUéU éU

est appelée ordinairement dérivée de U suivant la normale exté­
rieure à la surface et désignée par Voici la raison de cette 
dénomination. Menons la normale extérieure MN, de cosinus di­
recteurs a, P, y [fig- 180); prenons sur celte normale une lon­
gueur MV= A/q et appelons x, y, z, x\ yz' les coordonnées 
des points M et N'. Quand on passe de M en N', la fonction U 
subit un accroissement

( 13 )

AU = \J(x',y',z') — \J(x,y,z).

Prenons le rapport
AU
A n ’

quand A n tend vers zéro, ce rapport tend vers la quantité (i3).
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En effet, on a, pour les coordonnées de IV,

V =y-+- P An,

Fig. 180.

x' — x -+- a An, z' = z -f- y An.

w
x. A N’

NI
S

CO

'y

Donc

U(x',y', z') — U(æ + « An, j -F [3 An, z -+- y An)

TT/ \ . / 0dU= U(^,r,a)+A, dU
An*(...)■+■ T ~

développant par la série de Taylor. On en concluten

AU dU dUdU
^ + Px7 + y^j + Aw(--0-= aAn

A UFaisant tendre An vers zéro, on voit que la limite de — est la

quantité (i3). On désigne cette limite par le second membre 
de la relation (6) s’écrit alors

d UUX -7— dz.
du

320. Cas plus particulier encore où les forces dérivent d’une 
fonction de forces U. — On a alors

X dx -t- Y dy -+- Z dz — t/U,

dUdU dU
ày'

Pour que ce cas se présente, il faut et il suffi t que

X = Z = —
dx àz

X dx + Y dy -t- Z dz
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soit une différentielle totale, c’est-à-dire que l’on ait

\ — °,

d’après les conditions indiquées au n° 290.
On peut donc dire que la condition nécessaire et suffisante 

pour que le champ dérive d’une fonction de forces est que le 
vecteur tourbillon soit nul en tous les points du champ.

Dans ce cas particulier, le facteur X du numéro précédent est 
égal à i, et la formule générale d’Ostrogradzky prend la forme 
suivante, déduite de (12) en faisant A — 1,

dM_J 
à z2

521

Ç = o,7) = O,

s)*JU(f é2 U d2 U 
dx2 dy2

où le second membre est
dl-ff —^— (h.

du

II. — FORMULE DE RIEMANN.

Les formules que nous allons maintenant établir transforment 
des intégrales de surfaces (intégrales doubles) en intégrales de 
lignes (intégrales simples).

Nous commencerons par la formule de Riemann.

321. Formule de Riemann. — Soit un champ de forces plan 
constitué par des forces F situées dans une certaine région du plan 
xOy, telles que la force appliquée en un point x, y de cette région 
ait pour projections

X=/(a?,.r), Y = cp (x,y),

les fonctions y et cp étant uniformes, finies, et admettant des dérivées 
partielles du premier ordre dans la région considérée.

Traçons, dans celte région, un contour fermé quelconque, limi­
tant une aire S. La formule de Riemann est la suivante :

+
éY _ dX 
dx à y

m j d's — J' X dx -+- Y dy,(U)
où di est un élément de l’aire S et où l’intégrale double est étendue
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à celte aire, tandis que 1 intégrale simple, analogue à un travail, 
est prise sur le contour G dans le sens positif.

Pour démontrer cette formule, remplaçons dv par l’élément 
d’aire en coordonnées rectangulaires dx dy et calculons d’abord 
l’intégrale double

CHAPITRE XVI.

=nSr*Axdy-I

Nous supposerons, pour simplifier, que le contour n’est ren­
contré qu’en deux points, au plus, par une parallèle à Ox : on fera 
ensuite facilement disparaître cette restriction, comme nous l’avons 
fait déjà (n°43) pour le calcul de l’aire d’une courbe fermée. 
Soient OP = y, OP' = y -f- dy (Jig. 181 ); menons par les points

Fig. 181.

0 jo

P et P' des parallèles PH et P'H' à Ox, et appelons xK et x* les 
abscisses des points M( etM2 où PH coupe le contour G. Calculons 
la tranche T d’intégrale, comprise entre les deux droites infini­
ment voisines PH et P'H',

3 dY , 
— dx. dxT = dy f

Cri

[f intégrale indéfinie est Y et l’intégrale définie est Y2 — Y,, si l’on 
appelle Y2 et Y, les valeurs es (x2, y) et o(x,, y) de Y, aux points 
M2 et M,. On a donc

T — ( Y,— Yi) dy;

=/T=/(Y*I — Yi)Cf,

a et b désignant les ordonnées OA' et OB' des tangentes AA' et

X X

%
fœo'

N

C
D

A
CL 

CL
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BB' parallèles à Ox. En écrivant

r b n "
= Y 2 dy -+- / Y, dy,

-J a J b
I

on voit que
+

fir = f Ydy,

dç.
— da(i5)
r)x

l’intégrale étant prise sur le contour C, dans le sens positij.
On démontre, de même, en intégrant d’abord, par rapport ky, la 

relation

UP-tX dx.(16)

obtient la formule gé-En ajoutant les formules ( i 5 ) et ( 16), 
nérale (i4) de Riemann.

Exemple élémentaire. — Supposons

X = — £,

on

y 37i = — >i'
la formule devient

f J'ds = - I"* x dy — y dx,

où le premier membre est évidemment l’aire totale limitée par le 
contour G. On retrouve ainsi la formule élémentaire établie à la 
fin du n° 47.

Remarque. — Dans la formule de Riemann, apparaît encore le 
vecteur tourbillon du champ de forces considéré. En effet, actuel­
lement, le champ est plan, X et Y ne dépendent pas de z et Z = o. 
Donc le vecteur tourbillon to, en un point du plan xOy, a actuelle­
ment pour projections

Ê = o, !(£-£).
2 \ox dy )Ç= -7) = O,

et la formule de Riemann s’écrit

i T f Ç d<j = f X dx -+- Y dy. 
d d g Jq
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322. Application à la théorie des différentielles totales. — Nous 
pouvons retrouver, à l’aide de la formule de Riemann, les condi­
tions nécessaires et suffisantes pour qu’une intégrale de la forme

CHAPITRE XVI.

Ç(B)
•-MA)

X dx -f- Y dy,(i5)

prise le long d’une courbe plane, du point A au point B, soit indé­
pendante de la courbe suivie.

D’abord, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que V inté­
grale

f Xdx + Y dy,
Je

(16)

prise le long d'un contour fermé quelconque G, dans le champ 
considéré, soit nulle.

En elïet, soient (fig. 182) deux chemins différents AMB et

Fig. 182.

y p
B

C. C
A M

0 ÙC

APB ayant les mêmes extrémités; la différence des deux intégrales 
prises de A en B par les deux chemins, peut s’écrire

f X dx -f- Y dy — Ç Xdx-hYdy
J AMR J A PB

X dx -4- Y dy,

(17)

=/ -/ =f^ AMB «^BPA «^AMBPA

où AMBPA est le contour fermé G formé par les deux chemins. 
Alors, si l’intégrale est indépendante du chemin, elle est nulle le 
long d’un contour quelconque G : en effet, sur ce contour G, on 
pourra toujours marquer deux points A et B; dans l’identité (17), 
le premier membre est nul par hypothèse ; donc il en est de 
même du second, ce qu’il faut démontrer.



Réciproquement, si l’intégrale est nulle le long d’un contour 
fermé quelconque, elle est la même sur deux chemins différents 
AMB et APB : en effet, ces deux chemins forment un contour 
AMBPA; par hypothèse l’intégrale du second membre de (17) est 
nulle, donc la différence formant le premier membre est nulle, ce 
qu’il faut démontrer.

Revenant alors à notre problème, nous sommes ramenés à 
chercher la condition nécessaire et suffisante pour que l’inté­
grale (16) prise le long d’un contour fermé quelconque G soit 
nulle. En appliquant à cette intégrale la formule de Riemann, il 
faut chercher la condition nécessaire et suffisante pour que l’inté­
grale double

(18)
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ùX d\/.(( dadx ày !

étendue à une aire plane quelconque soit nulle. Mais il est évi­
dent que cette condition est (pie l’élément placé sous le signe d’in­
tégration double soit nul identiquement :

1) Y d\
(19) (IX dy

car s’il n’en était pas ainsi, on pourrait choisir l’aire S de telle 
façon que ^ ^ ait un même signe aux divers points de S et

alors l’intégrale (18) ne serait pas nulle, comme formée d’éléments 
tous de même signe.

En résumé, pour que l’intégrale curviligne (16) soit indépen­
dante du chemin, il faut et il suffit que l’on ait la condition (19) 
qui exprime que X dx + Y dy est une différentielle totale. 
Nous retrouvons ainsi, d’une façon plus rigoureuse, la condition 
trouvée précédemment (n° 288).

III. — FORMULE D’AMPÈRE ET DE STORES.

323. Formule. — La formule générale que nous allons indiquer 
a été donnée par Stokes : elle avait déjà été employée par Ampère 
en Electromagnétisme dans un cas particulier.

Imaginons dans le champ de vecteurs ou de forces précédem­
ment défini (n° 316) une portion de surface S, non fermée, ayant
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deux faces et limitée par un contour fermé G {fig. i83). Choisis­
sons arbitrairement une des deux faces de S et menons la normale 
PN à .S du côté choisi : concevons ensuite un mobile M parcou­
rant le contour G dans un sens tel que, si l’on mène les normales

Fig. i83.
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telles que PN à la surface, voisines du contour, le mobile, en 
passant près de ces normales, tourne autour d’elles dans le sens 
positif (de gauche à droite pour un observateur debout sur la 
surface du côté choisi et regardant le mobile); ce sens de circu­
lation est indiqué par une flèche sur la figure.

Gela posé, appelons di un élément superficiel de S, a, [3, y les 
cosinus directeurs de la normale PN à cet élément; on a la for­
mule

C X dx -+- Y dy 4- Z dz

Vx Kl
(20)

dX\ fdX dZ\ ( dX d\ )] d<y,dy

où l’intégrale du premier membre (analogue à un travail) est prise 
le long du contour G dans le sens indiqué et où celle du second 
membre est étendue à l’aire de la surface S. (Les axes Ox, Ojy 
Os sont supposés orientés comme dans tout le cours de l’Ou­
vrage.)

324. Démonstration. — Nous allons indiquer une démonstration 
dont le principe a été donné par M. Blondlot dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques (3e série, t. XVI, 1897, p. 5oi). 

Établissons d’abord la formule pour le cas où Y et Z seraient
nuis

fddx=ffsK dX(21) d<j.
dy



Pour cela, nous ferons trois hypothèses restrictives qu’il est aisé 
de faire disparaître ensuite :

i° Nous admettrons que, en Lous les points P de S, le cosinus [J 
de l’angle de la normale avec Oy conserve un signe constant, le 
signe -f- par exemple, (3 pouvant d’ailleurs devenir nul; l’angle 
de PN avec O y est alors aigu ou droit en tous les points P de S ;

2° Nous supposerons de même que y conserve un signe constant, 
-t- par exemple ;

3° Nous admettrons que le contour C n’est rencontré qu’en 
deux points au plus, tels que L0 et L, par un plan perpendiculaire 
à Ox. (Dans la figure 184, nous appelons L0 celui des deux points 
L„ et L qui a l’y le plus grand; alors, d’après les hypothèses faites, 
le z de L0 est plus petit que celui de L.)

Fig. 184.
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Prenons alors sur le contour C le point A dont l’abscisse est 
minimum et le point B dont l’abscisse est maximum {fig- 184? I). 
Divisons la surface S en bandes infiniment étroites par des lignes 
transversales successives, ne se coupant pas, tracées sur la surface; 
Ja première de ces lignes sera le bord AL0B, la deuxième Ja ligne 
AL, B infiniment voisine, la troisième la ligne AL2B infiniment 
voisine de la précédente, ... et ainsi de suite, l’avant-dernière la 
ligne AL-B et la dernière le bord ALB.

La figure 184-I donne la disposition des lignes dans l’espace.
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Pour préciser, représentons les deux projections de cette ligure, 
comme en géométrie descriptive, en prenant comme ligne de terre 
Ox, comme plan vertical le plan zOx et comme plan horizontal 
le plan yOx supposé rabattu sur le prolongement du plan zOx
{fig. ,84, U).

Le contour G se projettera en c et c\ les points A et B en a, b 
et ci', b'] les lignes Lrt en Z0, •••, G, G

V.
Appelons Irt l’intégrale

CHAPITRE XVI.

/ et /u, ..., lii,+ 1 7 •
/ n+\ i •

=/
AI,n B

prise de A en B sur Lw. Nous allons calculer la différence

o G — G+i G,

c’est-à-dire la variation que subit l’intégrale prise le long d’une 
des lignes, quand on passe de cette ligne à la suivante.

Menons des plans perpendiculaires à Ox, infiniment rapprochés ; 
ces plans diviseront les lignes Ln et L„+1 en éléments de longueur : 
à chaque élément HK de Lrt correspondra un élément H|K, de 
Lw+1 ; en projections, ces éléments sont AA-, h' k' et h{ A-,, h\ k\.

Lorsqu’on passe de Lrt à Lw+1, un élément Xdx de l’intégrale G 
se transforme en un autre où x et clx sont les mêmes et où X seul 
varie, à cause des variations infiniment petites ùy et (G que 
subissent les coordonnées y et c de l’élément HK devenant HtK,; 
on a donc, pour la variation correspondante de X,

X dxG

dXàX
— 8 r — Sz.dy J dzoX =

La variation de G est alors

°L i — G-m G

Dans le produit ùy dx, le facteur dx est positif et oy négatif 
(voir la figure 184, II). Or l’aire d<rz de la projection de l’élément 
«At = HKH)K, de la surface sur le plan xOy est un parallélo­
gramme infinitésimal de hauteur dx et de base hht =—ùy ; 
donc

du- = — oy dx.
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Comme, (l’autre part, d<rz = y on voit que 

8y dx — — y dz.

De même oz dx — -f- (B dz. Donc

dXàX-/(> ) t/<7,b+1 I n(22) dz °y /

Ja somme étant étendue aux éléments eta de Ja bande de surface
comprise entre les deux lignes Lrt et L/i+l. En appliquant cette for­
mule successivement à toutes les bandes, on obtient successivement 
les différences

b — lo • b — b)

1 désignant l’intégrale j' X dx le long de ALB. En ajoutant membre 

à membre toutes les formules analogues à (22), on a enfin

I-bu* * 5

-sm àX
dz.(23) I — dy

l’intégrale double étant étendue à tous les éléments d? de la sur­
face S. Cette formule est la formule (21) à démontrer, car le 
premier membre 1 — I0 est

JL -/-/ =/•''ALB ^BLoA ^A:
i X dxX dx — X afo?,

ALRL0 A.

c’est-à-dire l’intégrale de X dx prise sur le contour C dans le sens 
indiqué. La formule est donc démontrée sous les hypothèses indi­
quées.

Cas général. — 11 est facile maintenant de faire disparaître les 
hypothèses restrictives que nous avons faites : quelle que soit la

Fig. i85.

'ALB AI.,, B

J)
C

S,
// s. /L

S,
B

EA

surface S, on peut la diviser par des courbes auxiliaires en parties 
telles que, sur chacune d’elles, [3 et y aient des signes constants et

34A.



Ajoutons ces formules à la formule (21) nous obtenons la for­
mule de Stokes, dans sa généralité, sous la forme à démontrer.

Remarque. — Cette formule comprend, comme cas particulier, 
la formule de Riemann, qu’on retrouve en réduisant la surface S à 
une portion du plan des xy ; alors a = o, [ü = o, y = 1, et l'on a

dY _ dX 
dx àyX =XX(X dx -+- Y dv da,

ce qui est bien la formule de Riemann.-

53o

que le contour de chacune d’elles soit rencontré en deux points, 
plus, par un plan perpendiculaire à Ox. Supposons, pour fixer 

les idées, qu’il faille ainsi diviser la surface S eu quatre parties, S 
Sa, S3, S4 (fig- 185) par les courbes ABD, CBE. La formule 
s’applique à chacune de ces parties :
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au
) 5

-sm
-sm

d\f
«/CBDC

«fa,Xdx

dXfJ ABC A
X dx da,

1 <>y
ôX dX-m*s•^EBAE

) mda,X dx
dz ày

sm-'*)c «fa.X dx

• DREI)

Ajoutant ces formules membre à membre, et remarquant que, dans

la somme des premiers membres, les intégrales telles que / ILdx
'Ab

et / Xofo?, prises en sens contraires sur la même courbe, ont une
BA

somme nulle, on obtient la formule à démontrer.
Comme la valeur d’une intégrale de surface 11e dépend pas de la 

façon dont la surface a été divisée en éléments infiniment petits di1 
on pourra, en faisant un raisonnement analogue au précédent 
établir les formules

*
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325. Interprétation géométrique de la formule de Stokes. —
Dans la formule (20), le premier membre

FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE VECTORIELLE. 531

Ç X dx -t- Y dy -4- Z dz 
Je

représente le travail total 5C de la force ou du vecteur F du champ, 
cjuand le mobile M décrit le contour dans le sens indiqué : il a une 
signification indépendante du choix des axes.

Le second membre a donc aussi une signification indépendante 
du choix des axes. En effet, le vecteur tourbillon (o au point P 
(fig. 183) a pour projections les quantités Ç, Y), Ç définies au 
n° 318. Le second membre de la formule (20) est donc

2 j £ ( <dj -4- {toi -+- yZ ) d* ;

mais a £ 4- (3 Y) 4- y Ç est la projection to,0 du vecteur w 
normale PN. On peut donc écrire la formule (20)

sur la

■ 2/X““Sc d<s ;(24)

elle signifie que : le travail £c de la force F appliquée à un 
mobile qui décrit le contour C est le double du flux du vecteur 
tourbillon à travers la surface S, dans le sens positif.

326. Application à la théorie des différentielles totales dans 
l’espace. — La formule de Stokes permet de retrouver la condition 
nécessaire et suffisante pour qu’une intégrale curviligne, dans 
l’espace,

r(

*Xa)
X dx -t- Y dy -4- Z dz,(25)

prise du point A au point B, le long d’une certaine courbe, soit 
indépendante du chemin.

Pour cela, on montre d’abord, comme au n° 322, que, pour 
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que Vintégrale curvi­
ligne

£?c =J X dx Y dy -f- Z dz



prise sur un contour fermé quelconque soit nulle. On en conclut,, 
par la formule de Stokes, qu’il faut et il suffit que le flux du tour­
billon
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f Sw,i
à travers une portion de surface quelconque S, soitm//. Cette con­
dition ne peut être remplie que si l’élément différentiel est nul

W«= O
ou

a£ -4- pï) -H yÇ = o.

Comme la surface est quelconque, les cosinus directeurs de la 
normale peuvent être pris arbitrairement : la condition (26), ayant 
lieu quels que soient a, [3, y, entraîne

\ = o,

conditions qui signifient que

(26)

7) = O,

X dx -f- Y dy -+- Z dz

est une différentielle totale.
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CHAPITRE XVII.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

I. — GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES.

327. Ordre d’une équation différentielle. — Soit y une fonction 
inconnue de x : supposons qu’on donne une relation entre x, y 
et les dérivées de y par rapport à x jusqu’à un certain ordre n,

F (x,rM, pL
\ ^ dx dx2 dxn

ou, avec la notation des dérivées, F(#, y1 y\ y", . .., y^) — o.
Une relation de ce genre s’appelle une équation différentielle 

d’ordre n.
Intégrer l’équation, c’est trouver toutes les fonctions y de la 

variable x qui vérifient l’équation. Quand on a trouvé une fonc­
tion y vérifiant l’équation, on dit qu’on a trouvé une fonction 
intégrale ou, sous forme abrégée, une intégrale.

Au point de vue géométrique, on peut regarder x et y comme 
les coordonnées cartésiennes d’un point d’un plan. Intégrer 
l’équation, c’est alors trouver toutes les courbes, dont l’ordonnée y, 
regardée comme fonction de x, vérifie l’équation différentielle 
donnée. Quand on a trouvé une courbe dont l'ordonnée vérifie 
l’équation, on dit qn’on a trouvé une courbe intégrale.

= o,

328. Exemples. — La géométrie fournit de nombreux exemples 
d’équations différentielles.

Par exemple, pour déterminer une courbe ayant une normale 
constante ou une sous-normale constante, ou une tangente con­
stante, ou une sous-tangente constante (nos 146-147), on est con-



En prenant le signe -f-, on trouve la chaînette

P ,-p

où a et P sont deux constantes quelconques, et, en prenant le 
signe —, les cercles

(x— a )2 —i— jk2— P2= o,

où a et {3 sont deux constantes quelconques.
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duit à intégrer une équation différentielle du premier ordre. 
Dans chacun de ces problèmes on trouve que les courbes, répon­
dant à la question, contiennent, dans leur écpiation générale, une 
constante arbitraire. Ainsi, les courbes ayant une normale de 
longueur constante donnée, a, sont définies par l’équation diffé­
rentielle
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(O y

qui est du premier ordre. En l’intégrant, on trouve, pour équa­
tion générale des courbes demandées, la suivante :

(x — Xo )2 -4- y2 — a2,

contenant une constante arbitraire x0. Ces courbes sont, comme 
on pouvait le prévoir géométriquement, des cercles, de rayon 
donné a, dont le centre est un point quelconque de Ox.

On a à intégrer des équations du deuxième ordre, quand on 
cherche les courbes planes, pour lesquelles le rayon de courbure 
est proportionnel à la normale

(2)

R = kn.

On trouve, en intégrant ces équations, des courbes dans l’équa­
tion desquelles figurent deux constantes arbitraires. Par 
exemple, si l’on prend k =± 1, en cherchant les courbes dans 
lesquelles le rayon de courbure égale la normale, on est conduit à 
intégrer l’une des équations différentielles du deuxième ordre

-,+K+1

u>
|co

WK

H
b
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329. Intégrale générale d’une équation différentielle. — Le fait, 
observé dans les exemples que nous venons de rappeler, est général. 
Etant donnée une équation différentielle d’ordre /?, il existe une 
famille de courbes, dont l’équation contient n constantes arbi­
traires

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

'K*, Ci, C2, ..

et qui sont telles que leur ordonnée jg considérée comme fonction 
de l’abscisse, vérifie l’équation différentielle, quelles que soient 
les n constantes arbitraires. Cette équation (3) est ce qu’on appelle 
Y intégrale générale de l’équation différentielle. On peut, théori­
quement, la supposer résolue par rapport à y et l’écrire

y = G,, c2, ..., c„).

Ainsi, dans les exemples que nous venons de rappeler, l’inté­
grale générale de l’équation du premier ordre

(3) C,i) = o,* 5

y = a
est

(x -- Xq )2 -+- JK2 = «2,

avec une constante arbitraire xü.
L’intégrale générale de l’équation du deuxième ordre

=y\/i+y*y"
est

.v-3 •r-P
y =

avec deux constantes arbitraires a et (3.
Nous allons maintenant nous occuper en détail des équations du 

premier ordre.
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II. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE D’UNE FAMILLE DE COURBES 
DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE. INTÉGRALE GÉNÉRALE 
D’UNE ÉQUATION DU PREMIER ORDRE.

330. Équation différentielle du premier ordre — Une équation 
différentielle du premier ordre est de la forme

0) = O.

Nous regarderons x et y comme les coordonnées cartésiennes 
d’un point d’un plan.

Nous allons démontrer les deux théorèmes suivants :

i° Etant donnée dans le plan des xy une famille de courbes

y, G) = o,

dont Véquation contient une constante arbitraire G, Vordonnée 
d’une quelconque de ces courbes, considérée comme fonction 
de V abscisse, vérifie une équation différentielle du premier 
ordre, indépendante de C.

Cette équation différentielle est ce qu’on appelle Xéquation 
différentielle des courbes (2). Sa formation n’exige que des déri­
vations et des éliminations.

20 Réciproquement, étant donnée une équation différentielle 
du premier ordre

(2)

*(**•%)- o,

il existe toujours une famille de courbes planes

'KaM7> G) = o,

dépendant d’une constante arbitraire C, telle que l’ordonnée 
d une de ces courbes, considérée comme fonction de l’abscisse, 
vérifie l’équation différentielle, quelle que soit G.

L’équation de ces courbes
7

y, G) = o
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donne ce qu’on appelle Xintégrale générale de l’équation diffé­
rentielle. La formation de cetLe équation 'b = o constitue Vinté­
gration de l’équation.

331. Équation différentielle d’une famille de courbes planes 
dépendant d’une constante arbitraire. — Soit

^0,7, G) = o

537

(2)

l’équation d’une famille de courbes, où G désigne une constante 
arbitraire. Quand G varie, ces courbes se déplacent et recouvrent 
une certaine région du plan. Par un point M, pris dans cette région, 
passent une ou plusieurs des courbes, car, si l’on assujettit la 
courbe (2) à passer par un point donné, on a une équation déter­
minant G et donnant pour G une, deux, ...,/> valeurs, suivant 
■qu’elle est, par rapport à C, du premier, deuxième, .. .,/>ieme degré. 
Cherchons le coefficient angulaire de la tangente à une des courbes 
passant par le point M (x, y). Ce coefficient angulaire est défini 
par l’équation

d’ii â'i dy
(3) --- ““ O,dx dy dx

obtenue en dérivant (2) par rapport à x et regardant y comme 
fonction de x. Si, entre les équations (2) et (3), l’on élimine C, 
on obtient une équation

(4) = o,

définissant (j- en fonction de x et y. C’est là l’équation différen­

tielle des courbes (2).
On peut interpréter cette équation en disant qu’elle détermine 

le coefficient angulaire ^ delà tangente à celles des courbes (2), 

passant par le point M de coordonnées x et y. Cette équation (4) 

peut être d’un degré quelconque en Elle donne alors plusieurs 

valeurs pour quand x et y sont donnés : cela veut dire que,

par le point donné M (x,y), passent plusieurs courbes de la 
famille considérée, et l’équation fournit les coefficients angulaires 
des tangentes à ces diverses courbes, au point M.
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Exemple I. — Considérons l’équation 

y-— iQx = o

qui représente des paraboles, ayant pour axe Ox et pour tangente 
au sommet Oy {fig- 186). Par un point quelconque M(#, y) du

Fig. 186.

(5)

y

yi
x

peut toujours dé ter-plan, il passe une de ces paraboles 
miner C de façon que l’équation (5) soit satisfaite par les coor­
données d’un point quelconque. En différentiant l’équation (5), 
on a la relation

car on

^-c =(6) o,

définissant le coefficient angulaire ^ de la tangente à l’une des

paraboles au point (x,y). L’élimination de C entre les équations 
(5) et (6) donne l’équation différentielle des paraboles considérées

dy
(7) ix —— — y = o. 

dx J

Cette dernière équation peut être regardée comme donnant 
directement le coefficient angulaire de la tangente à celle des para­
boles qui passe par le point (x, y).

Inversement, en partant de cette équation différentielle (7) et 
en l’intégrant, on peut remonter à l’équation générale (5) des 
paraboles. En effet, écrivons cette équation différentielle

2 dy dx
y X

Nous remarquons alors que le premier membre est la différen­
tielle de 2 Ly, le deuxième de Lx, et nous avons, en intégrant,

2 Ly — Lx -t- L2C,
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L 2C désignant une constante arbitraire. On peut écrire

L y2 = LvCx,
y2 — aCx.

Les paraboles, ainsi retrouvées, fournissent l'intégrale générale 
de l’équation différentielle (7).

Exemple //. — Considérons les cercles ayant pour équation

(x — 2C)2 + y2— C2 = o,

où C est une constante arbitraire. Ces cercles ont leur centre 
sur Ox, et le rayon de chacun d’eux est égal à la moitié de 
l’abscisse du centre. Ils recouvrent toute la portion du plan située 
dans les angles aigus des deux droites AOA, BOB' (fig. 187)5 

ayant pour équation
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(8)

(9) x- — 3y2 = o.

Ces deux droites constituent l'enveloppe des cercles, quand C 
varie de —00 à + oc. Par chaque point M (a?,y), situé dans l’un

Fig. 189.
Ay

B'

oc.9

B

.A'

des angles AOB ou A;OB\ il passe deux des cercles (8). Cher­
chons les coefficients angulaires des tangentes à ces deux cercles. 
En différentiant l’équation (8) par rapport à x1 en y regardant y 
comme fonction de x, on a

x — 2 G -4-yy' = 0,

y' désignant la dérivée dey par rapport à x. L’élimination de C, 
entre les deux équations (8) et ( 10), donne

4y2y'2 + 4y2 — {x -+-yy')2 = o.

(10)

(ii)
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C’est là l’équation différentielle des cercles considérés (8); 
elle est du deuxième degré en y' : cela tient à ce que, par un 
point M.(x,y) du plan, il passe deux de ces cercles. Comme les 
cercles considérés recouvrent la partie du plan, située dans les 

on peut prévoir que l’équation différen­
tielle (11) donnera pour y' des valeurs réelles, seulement quand 
le point M(.t,jk) sera dans l’un de ces angles. En effet, pour que 
l’équation (i i) entait ses racines réelles, il faut et il suffit que

y*(x-— 3jk2)^o;
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angles AOB et A'OB'

ce qui montre que les coordonnées x et y du point M doivent 
rendre positif le facteur x-— 3 y2, ou encore que ce point doit être 
situé, par rapport au système des deux droites x-— 3y2= o, dans 
la même région que l’axe Ox : ce qui vérifie bien la proposition. 
Il est intéressant de voir quelles sont les positions que doit prendre 
le point M, pour que l’équation en y' ait une racine double. Alors 
le produit

y2(x2 — 3y2)

doit être nul. Donc, ou bien le point M doit être sur l’enveloppe 
des cercles

x2 — 3 y2 = o,

ce qui est évident géométriquement, car, quand le point M vient 
se placer sur l’enveloppe A'OA, B'OB, les deux cercles passant 
par M se confondent en un seul ; ou bien le point M doit être sur 
l’axe O a?

y = °,

ce qui s’explique facilement, car, par un point Q de cet axe, passent 
deux cercles du système tangents entre eux en Q : les coefficients 
angulaires des tangentes à ces deux cercles, au point Q, sont donc 
égaux. L'axe des x est, pour les cercles considérés, ce qu’on 
appelle un lieu de contact, lieu des points tels que les deux cercles 
de la famille, qui passent par un de ces points, soient distincts, 
mais tangents entre eux au point.

Nous avons ainsi étudié en détail l’équation différentielle des 
cercles (8). On pourrait remonter de cette équation différentielle 
à celle des cercles, c’est-à-dire à l’intégrale générale de l’équation
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différentielle. Nous ferons ce calcul plus tard, à propos de F inté­
gration des équations différentielles homogènes.
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332. Existence de l’intégrale générale. [Méthode graphique. —
Nous venons de voir que, si l’on considère une famille de courbes 
planes dont l’équation dépend d’une constante arbitraire, l’or­
donnée d’une de ces courbes, considérée comme fonction de 
l’abscisse, vérifie une équation différentielle du premier ordre, 
indépendante de la constante.

Il s’agit maintenant de démontrer la réciproque. Etant donnée 
une équation différentielle du premier ordre

(A) = O,

il existe une famille de courbes, dont Véquation dépend d'une 
constante, et telle que Vordonnée d'une quelconque de ces 
courbes, regardée comme fonction de l'abscisse, vérifie l'équa­
tion différentielle donnée.

Pour démontrer ce théorème, nous emploierons d’abord une 
méthode graphique, qui peut rendre des services dans la pratique 
pour intégrer approximativement une équation différentielle.

L’équation différentielle donnée (A) peut être d’un degré quel­

conque en Considérons une des valeurs de
1 dx dx

résolvant l’équation (A) par rapport à : soit

obtenue en

dy
(12)

cette valeur.
11 peut arriver que cette valeur de ^ ne soit réelle que si le

point M (x, y) est situé dans une certaine région du plan. Alors, 
il est évident que les courbes, vérifiant l’équation, seront nécessai­
rement situées dans cette région. C’est ce qu’on a observé, dans
l’exemple II du numéro précédent, où ^ n’est réelle que si le

point M est situé dans l’un des angles AOA' et BOB'.
Nous allons montrer que, par chaque pointM0(^0,y0) situé dans



la région où la valeur considérée
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dy
dï=/(x’J'>(l *)

est réelle, il passe une courbe intégrale. Pour cela, remarquons 
que ^ est le coefficient angulaire de la tangente au point x, y de

la courbe cherchée : il s’agit donc de construire une courbe, 
passant par un point donné M0, et telle que le coefficient angu­
laire de la tangente, en chacun de ses points, soit donné par la 
relation (12).

Tout d’abord le coefficient angulaire y'0 de la tangente à la 
courbe cherchée, au point donné M0, est connu; il a pour valeur

y'o = A*o, yo)-

On connaît donc la tangente M0 T0 en ce point {Jig. 188). Si,

Fig. 188.
1T3

I13C,
!

s
Ma/''^-T0

w\vy
Mo

o JC

sur cette tangente, on prend une longueur très petite M0 M 
obtient un point M, de coordonnées x{,y{, qui est, approxima­
tivement, un point de la courbe voisin de M0. Le coefficient angu­
laire y\ de la tangente en M| est alors donné par l’équation (12) :

y\ = /Oi, jkO,

et l’on peut tracer la tangente M( T, en M(. Si, sur cette tangente, 
on prend une longueur très petite M2, on obtient un point M2, 
de coordonnées x2, y2, qui est, approximativement, un point de la 
courbe voisin de M,. Le coefficient angulaire y'.2 de la tangente

on11
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en Mo est alors donné par
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y\ = /<>2,/2),
et ainsi de suite.

En continuant de cette façon, on construira un polygone 
M0M,M2 ..., dont la forme donnera une idée approchée de la 
forme de la courbe intégrale. On peut démontrer rigoureusement, 
et nous admettrons que, si l’on fait tendre vers zéro tous les 
côtés MqM,, M2j .. ., le polygone tend vers une courbe vérifiant 
l’équation différentielle

dy
dï=-f

On voit, ainsi, qu’il existe une courbe intégrale passant par un 
point arbitrairement choisi M0, et l’on a un moyen de la construire 
approximativement.

Il reste à voir que l’équation générale de ces courbes intégrales 
contient une constante arbitraire. Supposons, pour fixer les idées, 
que l’axe O y traverse la région du plan, où existent les courbes 
intégrales. D’après ce qui précède, si l’on prend sur Oy un point 
quelconque A (ftg. 189), d’ordonnée

OA = jKo,

il passe, par ce point, une courbe intégrale C. Cette courbe change

Fig. 189.
y D'

'C

V>

æD

de forme et de position quand le point A se déplace sur O y : son 
équation contient la constante arbitraire y0.

Si l’axe O y ne traverse pas la région du plan où ^ est réel, on 

autre droite DD' parallèle à O y, traversant cettepeut prendre une 
région, et se donner arbitrairement le point B où une courbe inté-
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grale rencontre DD' ; l’équation de la courbe contient alors 
comme constante arbitraire, l'ordonnée du point B.

CHAPITRE XVII.

Lignes de forces d'un champ plan. — La définition géomé­
trique que nous venons de donner, des courbes intégrales d’une 
équation différentielle du premier ordre, revient à dire que les 
courbes intégrales sont les lignes de forces d’un certain champ 
plan. Soit, en effet, un champ plan dont les forces F ont pour 
projections X et Y sur Ox et O/. Les lignes de forces sont des lignes 
telles que la force agissant en un point M d'une de ces lignes 
lui soit tangente. L’élément dx, dy de la ligne en un point M 
a donc même direction que la force X, Y en ce point, et l’on a, 
tout le long d’une de ces lignes,

dx dy
T = T

ou
dy = Y 
dx X

Comme X et Y sont des fonctions de x et de y, on obtient une 
équation différentielle de la forme (12).

Réciproquement, toute équation de cette forme définit les lignes.
y

de forces d’un champ pour lequel on aurait — = /(x,y).

333. Exemples : Premier exemple. — Soit à intégrer l’équation 
différentielle

dy
03)

Employons la méthode graphique, pour obtenir la forme des
courbes intégrales. Prenons, sur la partie positive de Oy, un point 
A, d’ordonnée y0, et traçons, approximativement, la courbe inté­
grale, passant par ce point ( fig. 190, I).

Le coefficient angulaire y0 de la tangente AT, à la courbe, en A, 
est positif :

y.=ro­

si l’on prend, sur cette tangente, une petite longueur AM, du 
côté des x positifs, l'ordonnée yt de M, est supérieure à y0, le



y\ = y\ ;

cette tangente fait donc avec Ox un angle plus grand que la tan­
gente M,T|. Si l’on prend sur M(T2 une petite longueur M, M2, 
l’ordonnée y2 de M2 est plus grande que y, ; le coefficient angu­
laire y'0 de la tangente en M2
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coefficient angulaire^' de Ja tangente M,T2 en ce point est
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y't=y 2

est donc plus grand que y\ et M2T3 est au-dessus de M( T2. On

Fig. 190.

y y
/ M

T,
AMiA

"SBPac- o
n1

continuera de cette façon et l’on obtiendra un polygone dont les 
côtés se relèvent de plus en plus et tendent à devenir verticaux. 
La courbe intégrale AM (fig. 190, II), limite de ce polygone, a 
donc une ordonnée qui croît constamment et indéfiniment : elle 
présente, vers la droite, la forme d’une branche infinie, dont la 
tangente tend à devenir parallèle à Oy, quand y augmente indé­
finiment. Il reste à voir si la courbe a une asymptote verticale 
ou si la branche infinie est parabolique. Or, on peut écrire l’équa­
tion (i3) sous la forme

04) £■
y’

intégrons, le long de la courbe, du point A au point M : x varie 
de o à x et y de y0 à y :

/'- rp
^0 ^ yo J

x = L — >05) y = yo ex-y 0
35A.
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Quand y croît indéfiniment, il en est de même de x\ la branche 
infinie est parabolique. On pourrait, de même, tracer approxima­
tivement la courbe vers la gauche.

Dans cet exemple très simple 
la méthode, puisque l’équation (i5) donne l’intégrale générale de 
l’équation différentielle, avec une constante arbitraire y0.

Deuxième exemple. — Soit l’équation différentielle

CHAPITRE XVII.

nous avons une vérification de

dy
s = x +} ■

Construisons, encore approximativement, Ja courbe intégrale, 
qui part d’un point A de O y, d’ordonnéejKo- Au point A (yîg. 190,1),
le coefficient angulaire y delà tangente AT( à la courbe intégrale 
est positif,

r'0 = .ro­

si l’on prend du côté des x positifs, une petite longueur AM 
sur cette tangente, les coordonnées xt, yK de M, sont supérieures

\ •)

respectivement à celles de A; le coefficient angulaire yq de la tan­
gente en M i ?

y1 = -t-y\,

est donc supérieur à y0, et cette tangente M,T2 est au-dessus 
de M, T( ; en continuant de cette façon, on obtiendra un polygone 
AM,M2 ..., dont les côtés successifs se relèvent et tendent à 
devenir verticaux. La courbe intégrale AM (fig. 191) présente

Fig. T9J.

y W1 o

A

cc
BO

donc une branche infinie, le long de laquelle la tangente tend à 
devenir verticale quand y augmente indéfiniment. Actuellement, 
cette branche admet une asymptote verticale, c’est-à-dire que x
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tend vers une limite, quand y augmente indéfiniment. Pour le voir, 
remarquons que, le long de la courbe, x est une fonction déter­
minée de y

x = o{y).

L'équation différentielle peut s’écrire

dydx =
x2 -+- y2

On a donc, le long de la courbe,

dydx =
[<p(y)]2-+-y2

Intégrons maintenant du point A, de coordonnées (o,y0) 
point M de coordonnées (#, y), nous aurons

au

ç dx = r
do dy0

y dy
[<pO)]2+y:

La première intégrale est x; dans la deuxième, la limite supé­
rieure y est supérieure à y0 et le coefficient de dy est moindre

que D’après un théorème sur les intégrales définies (n° 37),

cette intégrale est moindre que

y dy1
J2Xo

On a donc
x dy

x < y2 ’

X <

Quand y augmente indéfiniment, x croît constamment le long 
de la courbe, mais il tend vers une limite, car l’inégalité montre

que x reste inférieur à la quantité fixe y-. La courbe a donc une

asymptote verticale BD, dont l’abscisse OB est moindre que — •
y 0

334. Démonstration analytique de l’existence de l’intégrale géné­
rale. — Considérons une équation différentielle du premier ordre

“ 
! K>1

- ^
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supposée, comme plus haut, résolue par rapport à dx *
dy
aï=f{x’-y)-

On peut, en s’appuyant sur la formule de Mac-Laurin, définir, à 
l’aide d’une série, l’intégrale générale de l’équation. Imaginons 
une courbe intégrale, passant par le point A de Oy, d’ordonnéey"05 

(fig. 192). Le long de cette courbe, y est une fonction de x qui

Fig. 192.

y

A

X

peut, sauf dans des cas exceptionnels dont nous ne nous occupe­
rons pas, être développée par la formule de Mac-Laurin en une 
série

— y<> •+■ y y'o ■+■ y’o+
X2

y"ô ■+■ • •(16) y • ?I . 2.3

convergente dans un intervalle symétrique par rapport à o. Dans 
ce développement, y'0,yl, . .. désignent les valeurs que prennent, 
pour x = o, les dérivées successives de y par rapport à x. Nous 
allons voir que tous les coefficients de la série (16) peuvent être 
exprimés à l’aide dey0. D’abord on a, d’après l’équation donnée*

y = A*>y)*

faisant x — o, y prend la valeur y0 et l’on a

y'o =/(o, JKo )•

Si, ensuite, on dérive les deux membres de (17) par rapport 
à x, en se rappelant quey' est une fonction de x, on a

^ dx dy ^

Si, dans cette relation, on fait x — o, y=y0, y1 prend la

(17)

(.8)
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valeur yr0 précédemment calculée et y1' prend une valeur y', donnée 
par l’équation (18) ; cette valeur est fonction deyv

En dérivant les deux membres de (18) par rapport à x, on a

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

àfy' -4- Ô1L y'* -1- y" • 

J ôyi J O y J ’
à'1 f

Y — —— -4- 2 
J dx*(19) dx dy

cette relation, où l’on fait x — o, y = y0 et où l’on remplace y'0,y'ô 
par leurs valeurs précédemment calculées, donne y'", en fonction 
de y0. En continuant ainsi, on calculera autant de coefficientsy'0, 

y"ô, ••• que l’on voudra de la série (16), en fonction de y0. 
Cette série définira alors, dans son intervalle de convergence, une 
fonction j de x, contenant la constante arbitraire y0

y = <ï>(>, y0),

et vérifiant l’équation différentielle : cette fonction est l'intégrale 
générale de l’équation différentielle.

En limitant le développement aux premiers termes, on a une 
expression approchée de l’intégrale générale, pour de petites 
valeurs de x.

Il est évident qu’on peut introduire, dans l’intégrale générale, 
une constante quelconque C : il suffit d’y remplacer y0 par une 
fonction quelconque de C

>'o = <K G ) ;

alors y devient fonction de x et C : y — cp (x, C).
On pourra, de même, à l’aide de la série de Taylor, former 

l’équation de la courbe intégrale, passant par un point donné 
{x = x0, y rrzy'o), ou, ce qui revient au même, obtenir l’expres­
sion de la fonction y* de x qui vérifie l’équation différentielle et se 
réduit ky0 pour x = x0. Cette expression est de la forme

(X — 370)2x — x0 ,
—T—/o +- yô -+-••y = yo-f 1.2

y’o, yl, ... désignant ici les valeurs des dérivées de y pour x = x0. 
Ces valeurs se calculent, de proche en proche, à l’aide des équa­
tions obtenues en dérivant une, deux, trois, ... fois l’équation 
différentielle et faisant ensuite x = x0, y =jv
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La série obtenue converge dans un intervalle symétrique par 
rapport à x0.

Pour certaines positions spéciales du point x0, y0 les séries 
peuvent être divergentes : le cadre de ces leçons ne nous permet 
pas de faire une étude détaillée de ces cas. Nous nous bornerons 
à remarquer que ces cas exceptionnels se présentent, en particu­
lier, toutes les fois qu’un des coefficients y'0, y"0, ... est infini.

CHAPITRE XVII.

33o. Exemple. — Appliquons la méthode ci-dessus à l’équation

y—y,

déjà considérée. Si l'on dérive cette équation, on a successivement

y" = y\ 
ÿ" = y\

On voit que toutes les dérivées sont égales entre elles et égales 
à y. Si donc nous voulons développer l’intégrale générale à l’aide 
de la série de Mac-Laurin

x , x-
= r.+ Tr.+ —7.+.-

nous voyons que tous les coefficients y'0, y"0, ... sont égaux à y0 
et nous obtenons l’intégrale générale

y • f

./•

y — y o ■ i ^

sous forme d’une série convergente. On voit que l'on a

y = y<> ex,

comme nous l’avons vu par un calcul direct.

336. Coefficients indéterminés. — Au lieu de calculer, de proche 
en proche, les valeurs des dérivées successives y'0, y"0, ... corres­
pondant k x = o, y =y0, on peut employer la méthode des coef­
ficients indéterminés et essayer de vérifier l’équation différentielle 
à l’aide d’une série de la forme

y = j'o ■+■ cij x a<i x^ -+-... 4- an xn -t-....(20)
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En substituant dans l’équation différentielle
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dy

et écrivant que les deux membres sont identiques, o*n obtient une 
suite de relations permettant de calculer a{, a2, ..cin en fonction 
de y0. Prenons, par exemple, l’équation

dy
dï=x+y-

En y substituant le développement (20), nous avons

d\ ”4“ cld^X -f- 3 d%X~ ~r~ • . . = X~ -f- (^*0 “4~ ci\ x *-+- x^ —f- . . • )"•

Si l’on identifie les termes contenant les mêmes puissances de x 
dans les deux membres, on a

«1 = yh 
2aï= icii y0,

3 Cl% = I -f- d J -f- “2 &2 J'Q j

d’où l’on tire, de proche en proche

«1 = ^*1

«2= yl,
a-i = 3(1 -+- 3/fc),

On obtient ainsi le développement
^•1

y = yo+ xy\ -+- x*yl -+- j(i+3v‘)+...,

qui donne l’intégrale générale de ( équation pour de petites valeurs 
de x.

III. — TYPES D’ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE INTÉGRABLES 
PAR DES QUADRATURES.

1137. Premier type : Les variables se séparent. — Soit une 
équation différentielle de la forme

dy
f(x) T(j)•(0

dx
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On peut séparer les variables en mettant, dans un membre, un 
terme contenant uniquement y et, dans l’autre, un terme conte­
nant uniquement x : pour cela, il suffît d’écrire

CHAPITRE XVII.

dy
= f(x) dx.

On a alors, en intégrant,

fy7>=f/(!C)dx+c’

où G désigne une constante arbitraire.
Cette relation donne l'intégrale générale de l’équation différen­

tielle (i).

Exemple. — Considérons l’équation

dy\-( i — x-) = 1—JK2-dx

ctyCette équation est du deuxième degré en • Pour que les va-

Fig. ig3.
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A

leurs qu’elle fournit pour ^ soient réelles, il faut que les deux

facteurs 1 — x2 et 1 — y2 soient de même signe. Si l’on construit 
les quatre droites x=zhi,y = zt:i, elles forment un carré ABCD 
(Jîg. 193); les deux facteurs 1 — x'1 et 1—y2 sont positifs, quand
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le point (#, y) est dans l’intérieur du carré; ils sont tous deux né­
gatifs, dans les angles opposés par le sommet aux angles du carré; 
ils sont de signes contraires, dans les régions indéfinies couvertes 
de hachures dans la figure ip3. Les courbes intégrales sont donc 
situées dans les régions blanches.

Supposons d’abord i —x- et i —y- positifs : nous écrirons, en 
extrayant les racines,

/ » — y'1,
y/1 — x'1

équation du type (i). Séparons les variables

iL=±
dx

nous avons

dv dx==±
\J i — x"1 ’v/i —j2

d’où, en intégrant,

arc siny = db arc sin*r -t- G.

Telle est l’intégrale générale de l’équation. Pour voir quelles 
sont les courbes qu’elle représente, prenons les sinus des deux 
membres : comme on a

cos(arc sina?) =± \Ji — a?'2,sin ( arc sin#) = x,

il vient
y — ±x cos C±y/i — ^2sinG.

On peut se contenter de prendre les deux signes h-, car, 
G étant une constante arbitraire, on peut, en changeant C en —C, 
changer à volonté le signe du deuxième terme, et, en changeant
C en 7Z— C, changer, à volonté, le signe du premier. L’intégrale 
générale est donc

y — x cosG -4- /1 — a?2 sin C

ou, en rendant rationnel,

(y — x cos G)2 = (i — x2) sin2 G, 
x% 4- y- — i-xy cos G = sin2 G.<2)

Cette équation, où G est une constante, représente des ellipses, 
ayant pour centre l’origine et inscrites dans le carré A13CD; en 
posant

cosG - a,
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peut l’écrireon

(3) i2 + j2— laxy = 1 — a2,

où la constante arbitraire a est moindre que i, en valeur absolue.
Si nous supposons maintenant i — x2 et i —y- négatifs, c’est- 

à-dire le pointer, y placé, en M7, dans l’un des angles opposés 
par le sommet aux angles du carré, nous devrons, pour éviter les 
imaginaires, écrire l’équation différentielle,

t''y' — I
dx \Jx'1 — i

et, en séparant les variables,

dxdy
= ±

\J x1— 1

L'intégration est immédiate et donne pour l’intégrale générale

L(y y/y'1— i ) = L(a? ± ^ x2 — i) + D,

D désignant une constante arbitraire. Si l’on passe des logarithmes 
aux nombres, on peut écrire

v/y‘l — i

y -+- d y- — 1 = (x dz ^x2 — i)eD.

Pour rendre celte intégrale rationnelle, remarquons qu’on peut 
l’écrire aussi

(4)

y — s/y1— I = (xzp\/x2 — i)e-D,

car, en multipliant membre à membre les équations (4) et (5), on 
obtient une identité i = î. Ajoutons les équations (4) et (5), il 
vient

(5)

-t- el) gi> — e—D
± dx'1 —1y = x ■i 2

ou, en isolant le radical, élevant au carré et réduisant,
eD _|_ g—R\ 2eü -i- e~v

(6) x2-h y2— ixy
2 2

Cette équation, dans laquelle on fait
e a _i_ e~~ ®

= «,2



prend la forme déjà trouvée (3) avec cette différence que mainte­
nant a est supérieur à i. Elle représente des hyperboles tangentes 
aux prolongements des côtés du carré.

En résumé, l’intégrale générale de l’équation

dy\-
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(i — ^2) = i —y2dx
est

x2-h y2 — 2 a xy = i — a1

a désignant une constante arbitraire qui est inférieure à i quand 
i — x2 et i—y- sont positifs, supérieure à i quand i—•x2 et 
i —y- sont négatifs. Par tout point M (x, y), pris dans le carré 
ABCD, passent deux courbes intégrales qui sont des ellipses; par 
tout point M7, pris dans les angles indéfinis, passent deux courbes 
intégrales, qui sont des hyperboles (Jig. iq3).

Remarque. — On peut passer également de la forme (2) de 
l’intégrale générale à la forme (6), en supposant C imaginaire et 
posant

G = i D ;

en effet, on a alors (n° 91)
el) e~hcos C = cos îD =

el) — e-'»sin G = si 11 iD = — 2 i

Le fait qui se présente ici est général. Lorsque les courbes inté­
grales, trouvées par un certain procédé de calcul, restent réelles 
quand la constante arbitraire qui s’est introduite prend des valeurs 
imaginaires, les nouvelles courbes ainsi obtenues sont encore des 
intégrales de l’équation différentielle, puisque cette équation se 
déduit de l’intégrale générale par l’élimination de la constante.

338. Deuxième type : Équations homogènes. — Une équation 
différentielle homogène du premier ordre est de la forme

Cette équation est dite homogène, car elle ne change pas quand

^1̂H
 Nv4
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on remplace x par kx et y par ky, k désignant une constante quel­
conque.

On la ramène au type précédent en faisant le changement de 
fonction

CHAPITRE XVII.

=

d’où

(8) y = xz.

Il est évident que, pour connaître y en fonction de x, il suffit 
de connaître z en fonction de x. Gomme on a, d’après (8),

dzdy-4- — Z -f- X -y-y dxdx

l’équation différentielle proposée devient

dz
(9) * + *dï=M-

Les variables peuvent alors se séparer, et l’on peut écrire

dz dx
/(*) — * ,r

d’où, en intégrant,
f dz

J Az) — *
Cette relation donne lintégrale générale de l’équation (9). En y 

remplaçant, après l’intégration, z par ^ ona l’intégrale générale 

de l’équation (7).

Exemple. — Soit l’équation

— L oc ~f“ G •

(&)w-( dy \2
= o-(10) 4y2

Cette équation, ordonnée par rapport à s’écrit

dy\- dy
3^2 —ixy — -4- 4y2 — x-—o\dx

d’où
!t/( )•--dy x 2

dx j 4

Cette équation est une équation homogène.

4 
I H

h
 N



ü reste à remplacer ^ par ; on a ainsi

\Jx2 — 3jr2 -t- 2 x — D

ou, en rendant rationnel

3( x2 -+- y2 ) — 4 Da? -i- D2 = o.(i'-i)

Telle est 1 intégrale générale de 1 équation (io) avec la constante D. 
On voit que les courbes intégrales sont des cercles.

En faisant un changement de notation et posant

Faisons y — xz et prenons le radical positivement, l’équation 
devient
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dz wI I
— — 3z H- X -r— =dx 3~ z-2

ou, en séparant les variables et intégrant,

3 z dz
i — 3 Z2 -+- 2 y/1 — 3 z'1

D désignant une constante arbitraire. Pour effectuer la quadra­
ture, faisons

d’où

/(ii) — Lx — LD

i — 3^2= u2,

— 3 z dz = u du.

L’intégrale du premier membre devient

— u du du/ =-/ = — L ( U -t- 2 ),
U'2 -‘r V.U W H- 2

c’est-à-dire
— L (y/ I — à Z2 -F- 2).

L’équation (1 1) s’écrit donc

— L(v/i — 3^2 2) = L.r — LD

ou, en passant des logarithmes aux nombres,

x (1/1 — 3~2 -+■ 2) = D.

S N
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nous pouvons écrire l’intégrale générale

a?2-t- jv1— 4 C;r -+- 3 G2 = o

(x — 2 G)2+ jk2 — G2 = o.

Nous retrouvons ainsi les cercles dont nous sommes partis dans 
l’exemple II du n° 331 pour former l’équation différentielle que 
nous venons d’intégrer.

Exercice. — L’équation homogène

ou

x% = '/r-x*y —

a pour intégrale générale

a?2— aCjK -l- G2

C désignant une constante arbitraire.

Remarque. — Les courbes, représentées par Vintégrale gé­
nérale d'une équation différentielle homogène, sont homothé­
tiques de l'une quelconque d'entre elles par rapport à l'ori­
gine.

En effet, soient AB une courbe satisfaisant à l’équation

= o

dy
dï=f(x’>r)’(,3)

un point de celte courbe ffig- 194)- 

Fig. 194.

M<>, y)

B,
&

B Mi

7\ Aj
æ

Construisons la courbe AjB^ homothétique de AB par rapport 
au point O. Les coordonnées du point M( (.£<, y\) de celte courbe, 
homologue de M, sont données par les équations

X\ — kx,OM1 = AOM, y 1 = ky,
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k désignant une constante. On a donc

559

dx\ — k dx, 

dy\ _
dx\ dx

dyx = k dy,

y± _ y.
— ..9Xj X

l’équation (i3), supposée vérifiée, entraîne donc

dy 1
dXy -'(%)■

■et la nouvelle courbe A1B1 vérifie la même équation, quel que 
soit k.

La proposition est donc établie.
Par exemple, les cercles trouvés plus haut,

(x — 2 C)2 -+- y2— C2 — o,

.sont homothétiques de l’un d’entre eux par rapport à O.

339. Troisième type : Équations de la forme

± = f( 
dx J \

' ax -+- b y -+- c
04) Ka' x -F- b'y -+- c' / ’

a, b, c, a', b', c' désignant des constantes. — On peut rendre ho­
mogène une équation de ce type en portant l’origine au point de 
rencontre des deux droites obtenues en égalant à zéro les deux 
expressions ax + bx + c et a'x-\-b'yc'. En effet, appelons a 
et ^ les coordonnées du point de rencontre de ces deux droites; 
en a

aa + i3 + c = °i
a'a -+- 6'[3 -+- c' = o.

Faisons alors le changement de variables

y = yi-+- P,X = X! -h <x,

qui revient à transporter l’origine des axes au point (a, |3); il vient 

dx = dx\,
a x -y b y -y c = a X\ -4- b y1} 
a! x -f- b'y -4- c' — a’ X\ -+- b'y t.

dy = dy !,



y = i(y\~ax),

dy dy i
dx b dx

et l’équation devient

i
b dx

-*-/( Ti -I- c
-ky^c'J’

où les variables se séparent quand on résout par rapport à dx.

Cas exceptionnel. — La méthode précédente suppose que les 
droites obtenues en égalant à zéro les deux expressions ax-\-by -f- c 
et a'x -f- b'y -f- c' ne sont pas parallèles. Quand elles sont paral­
lèles, on a

A désignant une constante. L’équation proposée s’écrit alors

dy ax -f- b y -f- c
= / }. ( a x b y ) -+- c' _dx

Dans ce cas, on conserve la variable x, et l’on pose

ax -h b y — yt,

y, étant une nouvelle fonction de x. On en déduit

56o CHAPITRE XVII.

et l’équation devient

dy i
dxi

/ a^i+é/i \
_ J \a'xi-+- b'yj’

ce qu’on peut écrire

a+b Ai
&>=/
dx i J

Xi
a'+6'^

xt

Le deuxième membre étant fonction du seul rapport —, on est 

ramené à une équation homogène qu’on peut intégrer en faisant

y t
X\

ol
 S

I «
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Exemple 1. — Soit à intégrer l’équation

(21+ 3jk h- 1) dx —t— (34 JK H— 1 ) dy = o.(i5)

De cette équation on tire

dy _ 2 x -4- 3 y -+-1
3a? -t- 4j -4- 1 ’

^ est donc une fonction du rapport de deux expressions linéaires 

en .z et j.
Déterminons les nombres a et [3 qui annulent ces deux expres­

sions :

dx

2a •+• 3 (3 -t- 1 =
3 a -4- 4 P —t— 1 -—

on trouve
a = 1,

Faisons alors

(16) X = Xi -t- I 7 = 7i —1 ;

l’équation devient
«7i 'iX\ -4- 3 yi 
dx 1 3 ar! —t— 4 7i ^

équation homogène. Posons

7i(i7) 71 = xiz,

avons l’équationnous
dz 2 —|— 2 Z

Z -4- X, —---  =dxy 3 -t- 4 z

et, en séparant les variables, 

dx\ _ (3 —t— 4z) dz
1 -+- 3 z -t- 2 z2Xl

Dans le deuxième membre, le numérateur est la différentielle 
du dénominateur; on a donc, en intégrant,

2 L x 1 = — L ( 1 —h 3 z —t— 2 z ^ LG;

ce qu'on peut écrire

Lzf (i -1- 3z -h 2z2) — LC,
d’où

x\ (1 -t- 3z 4- iz2) = C.
A. 36

O
 O
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Telle, est l’intégrale générale de l’équation. Revenons d’abord 
aux variables xK et y y en remplaçants par —, l'intégrale trouvéeXy
devient

x\ + -+- 2JE? = C.

Si, enfin, on revient aux variables x et y par les formules (16),

7i = y -+- 1,

on a l’intégrale générale de l’équation proposée (i5) sous la 
forme

X\ = X — I,

x2 3 xy -+- 2_/2-|- x y — G.(,8)

Vérification. — Dans cette équation (i5), le premier membre 
est une différentielle totale exacte, car la dérivée du coefficient 
de dx, par rapport à y, est égale à la dérivée du coefficient de dy
par rapport à x. La théorie des différentielles totales à deux va­
riables (n° 283) montre alors que l’équation peut s’écrirenous

d(x* -+- 3xy -|- 2y% -+- x -+-y) = o.

La fonction soumise à la différentiation est donc constante le
long d’une courbe intégrale ; ce cpii donne l’intégrale géné­
rale (18).

Exemple II. — Soit à intégrer l’équation

cly x — y — i
(i9) dx ■xx — 2je -+-1

Actuellement, les deux droites obtenues, en égalant à zéro le 
numérateur et le dénominateur, sont parallèles : les coefficients 
de x et y sont proportionnels, dans les deux termes du rapport. 
Nous ferons alors

7 = — yi-+-x-x—y = y\.

l’équation devient
dy\ 2■Ti — 1
dx 2JE1-+- 1

séparant les variables,ou, en

(2JE1 + 1)2dx — dy 1(ajKi-i- O2— Oi— O2
(2JE1 1)2dx = dy 1.2)
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Pour intégrer le deuxième membre, on décompose la fraction 
rationnelle, en y1: en fractions simples. On a ainsi

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

3 ) dYuf i i idx —

x = \ 2) + c>

ou, en revenant aux variables x et y par la substitution

3 6 y\ 2/1+2

y \ — x—y

et réduisant, après avoir chassé les dénominateurs,

8^ — 2X — L(x —y) -1- gL(a: —y -h 2) = G',

C' désignant une constante arbitraire.
On a ainsi l'intégrale générale de Inéquation (19).

340. Quatrième type : Équations linéaires. — Une équation diflé- 
rentielle linéaire du premier ordre est de la forme

dy(20)

on la nomme linéaire, car elle contient linéairement y et 
Pour intégrer une équation de cette nature, posons

y = uz,

où z est la nouvelle fonction inconnue de x et u une fonction 
auxiliaire de x1 dont nous disposerons, de façon à simplifier l’équa­
tion en z. Par la substitution (21), l’équation devient

(21)

dudz/<»(« ^ -+- uz cp ( a? ) = ^(a?).(22) dxdx

Disposons maintenant de u, de façon à annuler le coefficient de 5 : 
il suffit, pour cela, de prendre pour u une fonction particulière 
vérifiant la condition

du
Ax)-y^ + “'?(*’) = °i

qui donne
du 'z(x) dx

Ax)u
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et, en intégrant,
?<»-/ dx.L u
/(*)

La fonction u étant déterminée par cette relation, l’équation (22) 
devient

dz
= 'H*7),JT

où m est maintenant connu en fonction de x. On en déduit

4*0)dz = t&p,
uf{x)

■K37)*=/ dx —H G.uf(x)

En revenant à la variable y, par la substitution y — uz, on a 
l’intégrale générale de l’équation linéaire (20)

^(>)= uf dx +Ctt,y uf(x)

avec une constante arbitraire C.

Exemple. — Soit à intégrer l’équation

dy y(23) = COS X---- I .
dx sina?

Faisonsjt* = uz : nous avons

dz du uz
= cosa? — 1.U dx dx sina?

Déterminons u de façon à annuler le coefficient de z :

du u — o,
dx sina?

du dx
— ---- >sin xu

cc
Ltang-.L u —

Il est inutile d’ajouter une constante, car nous ne voulons pas 
la fonction la plus générale annulant le coefficient de z : une déter­
mination particulière de u nous suffit. En passant des logarithmes
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aux nombres, on a
a — tang — •

L’équalion en z devient alors

COS 3?--- — dxdz —
./■ta"g-

ou, en remplaçant i — cosa? par 2 sin2

565

, . xdz = — 2 sin — -dx.cos

En intégrant, on a
„ x _z — 2 cos2---- 1- C.

Comme on a posé y = uz, on a, enfin, pour l’intégrale de l’équa­
tion proposée,

= 2 tang^ cos2 ^ -I- G tang —y

. Xsin —
ou encore, en remplaçant tang ^ par---- ^ et réduisant,

cos —

y = sin x -F- C tang - •

Il est facile de vérifier que cette fonction rend identiques les 
•deux membres de l’équation proposée (‘2-3).

341. Cinquième type : Équation de Bernoulli* — Soit une équa­
tion de la forme

dy

où n est un exposant constant quelconque. Une pareille équation 
se ramène à une équation linéaire.

En effet, on peut l’écrire, en divisant par y" :

dyf^x)y-n~ +^‘-«¥(3?) = 'fO),

h 
I «
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qu’on peut écrirece

d(y i-«)i
-------f(x)i — n J -+- y1~n cp(x) = <p (a?).dx

i L’équation prend alors la forme linéaire si l’on y considère y 
comme l’inconnue

i -«

y\-n— Y.
On a, en effet,

d Yi
—^ + Y ?(*) =i

équation qui est linéaire.
Le calcul précédent est en défaut, quand n = i, mais alors 

l’équation proposée s’écrit

dy
f = y[Hx) — 9(^)1»

et les variables se séparent. 

Exemple. — Soit l’équation

dy
x -h y = y2Lx.(24)

Divisons par y2 :
dyxy-- -j- -H y-1 = L x.

En posant
y-1 = Y,

d’où
„ dy dX 

~ dx*—y dx

est ramené à l’équation linéaireon

d Y— x —,---- t- Y = Lx.
dx

Posons alors
Y = uz,

il vient
dz du

-+- u z — Lx.dx ~ ~ dx— x
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Annulant le coefficient de z, on a

567

du
X dx 

d u dx

u = o,

u x

Pour vérifier celte équation, il suffit de prendre

L u = Lx,

U — X.

On a alors, pour déterminer z, la relation

dz
— x-~r- = Lx, dx

dz =------ - Lx dx,

z=~f 1
L x dx -1- G.£3

Cette intégrale s’obtient facilement par l’intégration par parties : 
on peut l’écrire

dxf j — dL x = — L x — 
J X J■ r

L x d — — — Lx — x2X X X

Donc
1

z — — L x —i— — —i— ( *.r X

Alors
Y = xz = L x ■+■ 1 -+- Gx,

et, comme

1
y = L OC —I —(j OC

C’est là l’intégrale générale de l’équation (24), avec une con­
stante arbitraire C.
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IV. — INTÉGRALES SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE ÉQUATION DE CLAIRAUT.

342. Intégrales particulières et intégrales singulières. — Étant 
donnée une équation différentielle du premier ordre

o,

nous avons vu que l’intégrale générale de cette équation est définie 
par une relation

?(&, JK, G) = o,

contenant une constante arbitraire. Géométriquement, on peut 
dire que l’intégrale générale représente une famille de courbes 
planes, dépendant d’une constante arbitraire.

Quand on donne à la constante C une valeur numérique, on 
obtient, une intégrale, qui prend le nom d’intégrale particulière. 
Par exemple, l’équation

(o (i- i —y-,

étudiée au n° 337, a pour intégrale générale

x2— 2axy -\-y2 = i — u2,

a désignant une constante arbitraire.
Si l’on donne à a une valeur numérique, a = 3 par exemple, 

on a une courbe particulière

Q)

x2 — 6xy -h y2 = — 8

vérifiant l’équation différentielle : c’est une intégrale particu­
lière. Si l’on fait a = i,ona une autre intégrale particulière

x2 — 2 xy y2 = o
ou

(x—y)2=o

qui est représentée par une diagonale du carré ABCD (fig. 193).
On appelle intégrale singulière d'une équation différentielle 

toute solution de l’équation qui n’est pas une intégrale particu-



lière. De telles solutions n’existent qu’exceptionnellement. Par 
exemple, l’équation (i) que nous venons de rappeler admet la 
solution
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y =1

représentée, sur la figure 1 C)3, par un des côtés du carré ABCD. 
Cette solution ne peut pas être obtenue en particularisant la 
constante a qui figure dans l’intégrale (2) : c’est donc une inté­
grale singulière.

343. Théorème. — Quand les courbes représentées par /’inté­
grale générale

®0> y, G) = o,(3)

d'une équation différentielle

ont une enveloppe, cette enveloppe est, elle-même, une intégrale 
de Véquation différentielle ; c'est, en général, une intégrale 
singulière.

Fig. i95.

E
T

S
M

G'E P

En effet, soit E {fig. 195) l’enveloppe des courbes (3) : prenons 
un point M {oc, y) sur cette enveloppe; appelons

di y
d\X

le coefficient angulaire de la tangente MT à l’enveloppe, dty et 
d\ x désignant les différentielles des coordonnées correspondant à 
un déplacement infiniment petit sur l’enveloppe.
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Par le point M il passe une courbe G, représentée par l’équa­
tion (3); celle courbe G élant une courbe intégrale, l’équation 
différentielle est vérifiée tout le long de cette courbe, et, en par­
ticulier, au point M; de sorte qu’en appelant le coefficient 

angulaire de la tangente MT à la courbe G en M, on a
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Mais les deux courbes E et G étant tangentes en M, on a

dy _ d\ y
dx dyX

On a donc aussi
= o

et cela, pour tous les points M de l’enveloppe E : cette enveloppe 
est donc une courbe intégrale.

Exemples. — i° L’équation

(fy V =
\ dx )(r — X'-) i —y-

a pour intégrale générale

x2-h y2— laxy = i — a2,

a étant une constante arbitraire. Quand a varie, les coniques, 
représentées par cette équation, ont pour enveloppe la courbe

x2y2— x2 — y2-+- i = o
ou

(x2 — i)(y2— i) = o,

qui se compose des quatre droites

x = ± i, y =±i,

formant les côtés du carré ABCD ( fig. i()3). Ces quatre droites 
sont des courbes intégrales, comme on le voit en écrivant l’équa­
tion

(i — x2) dy2 = (i —y2) dx2 ;

pour x—dzi, les deux membres sont nuis; de même pour 
y = ± i. On a ainsi quatre intégrales singulières.
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2° L’équation différentielle homogène du n° 338

dy
— ixy —l- 4y2— xt = o

a pour intégrale générale

x2 y2— /fCx y- 3 C2 = o.

Quand C varie, les cercles représentés par cette équation ont 
pour enveloppe les deux droites

4 a?2 — 3 ( a?2 -F- y2 ) = o
ou

= ±4=.7 V/3

Il est aisé de vérifier que chacune de ces droites est une courbe 
intégrale. Par exemple, en substituant, dans le premier membre 
de l’équation différentielle, la fonction

x
^ V/3

on obtient un résultat identiquement nul.

344. Sixième type : Équation de Clairaut. — On appelle équa­
tion de Clairaut une équation différentielle de la forme

= o.

Supposons qu’on résolve cette équation par rapport à y — 
on pourra l’écrire

(4) y = xy'y-f(y'),

en employant la notation des dérivées. Nous allons intégrer cette 
équation (4). Pour cela, dérivons le premier membre par rapport 
à x : nous aurons

y' = xy"y-y'y-f\y')y",

ce qui peut s’écrire

y"\x y-f'(y')] = o.(5)
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On voit alors que les fonctionsjK de x, vérifiant l’équation, sont 
telles que l’un des facteurs du produit précédent soit nul. 

Supposons d’abord
/'= o,

alors
y=c,

et, comme la fonction doit vérifier l’équation (4), on a, en y rem­
plaçant^ par C,

(6) y = c^-+-/(G)-

C’est là l’intégrale générale : elle est constituée géométriquement
par des droites. On vérifie immédiatement que la fonction (6) 
rend identiques les deux membres de l’équation proposée.

Supposons maintenant que la fonction y annule l’autre facteur 
du produit ( 5) :

37 ■+■/’( y1) = o.

Comme cette fonction doit vérifier aussi l’équation donnée, on 
l’obtiendra en éliminant l’inconnue auxiliaire y’ entre les deux 
relations

y — xÿ+-f (y')»
(7)

L’équation entre x et y ainsi obtenue donne une intégrale sin­
gulière de l’équation différentielle. La courbe représentative de 
cette intégrale singulière est l’enveloppe des droites (6) qui 
constituent l’intégrale générale. En effet, pour obtenir l’enveloppe 
des droites (6), quand C varie, il faut éliminer C entre l’équa- 
tions (6) et sa dérivée par rapport à C :

y = Cx -+-/ (G),

O = X -+-/'( C).

L’élimination de C, entre ces deux équations, conduit au même 
résultat que l’élimination de yr entre les deux équations (7), car le 
deuxième groupe d’équations ne diffère du premier que par la 
substitution de C ày'.

Exemple. — Soit un point fixe F sur l’axe Ox {fig. 196) : 
trouver une ligne telle qu’en menant la tangente en un quel-

(8)



d’où l’équation de Clairaut

(9) y y

L’intégrale générale s’obtient en remplaçant y' par C : elle est 
représentée par des droites

y = C.r-b(io)
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conque M de ses points et joignant au point F Je point T où celte 
tangente coupe Oy l’angle MTF soit droit.

Fig. .96,

573
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Appelons a l’abscisse constante du point F. L’équation de la 
tangente, en étant

Y —y = y'(x — *),

le point T a pour coordonnées 

X = o.

le point F a pour coordonnées

X = a,

Le coefficient angulaire de TF est donc

y — xÿ

Y = y —xy';

Y = o.

— a

celui de MT est y'. Écrivant que ces directions sont rectangu­
laires, on a

y — xy'
— i,

o a
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Ces droites sont les perpendiculaires indéfinies TMD élevées 
par les divers points T de O y aux droites TF : chacune de ces 
droites répond à la question; c’est une ligne telle que la tangente, 
en un point quelconque M de cette ligne (tangente qui se confond 
avec la droite), possède la propriété de l’énoncé.

Mais l’équation différentielle admet yne autre solution (inté­
grale singulière), qui est la courbe enveloppe des droites (io). 
Pour avoir cette enveloppe, il suffit d’écrire que l’équation (10) 
en C a une racine double, ce qui donne

jK2— 4 ax = o,

équation d’une parabole de foyer F et de sommet O.

Remarque. — On est conduit à une équation de Clairaut 
toutes les fois qu'on cherche une courbe plane, dont les tangentes 
possèdent une propriété, dans l'énoncé de laquelle ne figure pas 
le point de contact. L’intégrale générale est alors formée par les 
droites du plan qui possèdent la propriété en question, et l’inté­
grale singulière est l'enveloppe de ces droites.
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345. Lintégrale singulière déduite de 1 équation différentielle.
— D’après ce qui précède, si l’intégrale générale d’une équation 
du premier ordre

F<>, y, y') = °

a une enveloppe, quand la constante arbitraire varie, cette enve­
loppe est une intégrale de l’équation, et, en général, une intégrale 
singulière. Mais, pour obtenir ainsi des intégrales singulières, il 
faut connaître l’intégrale générale. Il est utile d’avoir une méthode 
pour trouver directement les intégrales singulières, quand elles 
existent, à l’aide de la seule équation différentielle et sans 
connaître l’intégrale générale. Voici, à cet égard, la règle que 
nous allons démontrer.

S1 il existe des intégrales singulières, enveloppes des inté­
grales générales, elles se trouvent parmi les courbes obtenues, 
en éliminant y' entre Véquation différentielle

F(^> y, ÿ) = O
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et Véquation dérivée par rapport à y'
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èF
ày ~ ’

c'est-à-dire en exprimant que Véquation différentielle, où 
Von regarde y' comme une inconnue, admet une racine double.

En effet, l’équation différentielle, où l’on regarde y’ comme 
l’inconnue, donne les coefficients angulaires des tangentes aux 
courbes intégrales, passant par un point P(x,y) du plan. Suppo­
sons que les intégrales générales aient une enveloppe E (Jig. iqS); 
quand le point P est voisin de l’enveloppe, parmi les courbes 
intégrales générales, passant par P, il s’en trouve deux, G et G', 
très voisines l une de l’autre, de sorte que les coefficients angu­
laires des tangentes, en P, à ces deux courbes ont des valeurs très 
voisines; quand le point P tend vers un point M de l’enveloppe, 
les deux courbes G etGf se confondent en une seule G, tangente, 
en M, à l’enveloppe et les deux coefficients angulaires des tan­
gentes, en P, deviennent égaux entre eux et égaux au coefficient 
angulaire de la tangente en M.

Donc, si le point M(a?, y) appartient à l’enveloppe des inté­
grales générales, l’équation

FO, r,y') = o,

où y’ est regardée comme 1 inconnue, admet une racine double. 
La proposition est donc démontrée.
Mais la réciproque n’est pas exacte. Un point M(0, y), tel que 

l’équation F[x,y,y') = o ait une racine double e» n’est pas 
nécessairement un point de l’enveloppe des intégrales générales. 
Ce peut être un point tel que, parmi les intégrales générales pas­
sant par ce point, il y en ait deux distinctes, G et G', tangentes

Fig. 197.

I H

entre elles (Jig. 197, I). Ce peut être aussi un point M tel que, 
parmi les courbes intégrales générales passant par ce point, il y en
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ait une présentant, au point M, un point singulier avec deux tan­
gentes confondues

D'après cela, si l’on cherche le lieu des points (x,y) pour les­
quels l’équation F(x,y,y') = o admet une racine double en y', 
on trouve à la fois : i° l’enveloppe des intégrales générales, quand 
elle existe; 2° le lieu des points par lesquels passent deux courbes 
intégrales distinctes tangentes, lieu qu’on appelle lieu de contact; 
3° le lieu des points singuliers, à tangentes confondues, des inté­
grales générales.

Pratiquement, pour obtenir l’intégrale singulière enveloppe des 
intégrales générales, quand elle existe, on commence donc par 
chercher le lieu des points (a?, y), pour lesquels l’équation diffé­
rentielle admet une racine double en y', c’est-à-dire qu’on éli­
mine^ entre les deux équations

fO, y, y') = °>
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rebroussement, par exemple (Jig. 197, II).un

= o.
ày'

Soit
y) = °

le lieu obtenu : en général, le premier membre de cette équation 
se décompose en plusieurs facteurs, et le lieu, en plusieurs courbes 
distinctes. La solution singulière cherchée se trouve parmi ces 
courbes; on la reconnaît en essayant successivement ces diverses 
courbes et en voyant laquelle d’entre elles vérifie l’équation diffé­
rentielle. Cette courbe spéciale est, en général, une intégrale sin­
gulière. Les autres courbes trouvées sont des lieux de contact ou 
des lieux de points singuliers.

Il peut arriver qu’aucune des courbes ainsi obtenues ne vérifie 
l’équation différentielle; il faut en conclure que l’intégrale géné­
rale n’a pas d’enveloppe.

Exemples. — i° Un premier exemple simple est fourni par 
l’équation différentielle

4y2y'2-i- 4y2—O -+- yy')2= o,

formée dans le n° 331, et déjà prise comme exemple dans les 
nos 338 et 343. En cherchant Je lieu des points, pour lesquels cette 
équation en y' a une racine double, on trouve

jk2(#2— 3 y2) = o.



Les deux premières fondions vérifient l’équalion; ce sont des
intégrales singulières. La troisième y = o ne la vérifie pas : elle 
définit un lieu de contact, comme nous l’avons vu (n° 381).

2° Soit l’équation différentielle

jk(3 — 4jk)2j'2- 40 — y) = o.

En écrivant que celle équation du deuxième degré en y' a ses 
racines égales, on a la condition

(ii)

JK(3 — 4 Jk)2(i — y) = o.

Le lieu, ainsi défini, se compose de trois droites :

i° j = i; 
j = °;■2°

3°

La première fonction y = i vérifie 1 équation, car si l’on subs­
titue y=i, onaj'=o; on a ainsi une intégrale singulière.

Les fonctions y=o et y=y ne la vérifient pas : nous allons

voir que l’une définit un lieu de points de rebroussement de l’in­
tégrale générale et l’autre un lieu de contact. Pour cela, intégrons

l’équation différentielle. En remplaçant y' par on peut séparer 

les variables et écrire

-4y). / y
2 V i —y

(3 —dx = ± dy,

d’où

x = ±~ J (3 4 j) y/- y dy -t- C.
l — y

On vérifie, sans peine, que l’intégrale indéfinie du deuxième
A. 37
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Ce lieu se décompose en trois :
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xi° y — —j= >v/3
x

2° y — —

3° I = o.

4-̂
1 C

O
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membre est
b.1

y-('— y)*\
on a donc

x-±ys/y{\ — y)-h G

ou, en rendant rationnel,

(x — G)2—y3-\- y’* = o.

Telle est l’intégrale générale de l’équation. Quand C varie, la 
courbe représentée par cette équation ne change pas de forme : 
elle se transporte, parallèlement à elle-même, le long de l'axe O^r. 
Construisons la courbe obtenue en faisant C = o; cette courbe 
( fi g. 198) a un rebroussement en O, avec tangente verticale; le

Fig. 198.
y
A A'

B 'B‘ Q,

x

point le plus haut A correspond à x = o, y = 1 ; les points B et B', 

à tangentes verticales, ont pour coordonnées x — ± , y = ~ •

Quand C varie, c’est-à-dire quand celte courbe se transporte le 
long de Ox, son enveloppe est la droite AA', y = 1 (intégrale 
singulière); le lieu du point de rebroussement est l’axe 0/,j=o; 
enfin le lieu des points Q, où deux positions différentes de la

courbe peuvent être tangentes, est la droite BIT, y— - (lieu de 
contact).

V. — REMARQUES SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES.

- 346. Échange de la fonction et de la variable indépendante. —
Dans ce qui précède, nous avons constamment considéré y comme 
la fonction et x comme la variable indépendante. Mais il va de soi
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que, dans une équation différentielle,
5;o

F(3'’J’s) = o,

on peut considérer x comme la fonction et y comme la variable 
indépendante.

Par exemple, l’équation

cly
0',+ r)* + ,=o’

où l’on regarde y comme la fonction inconnue, ne rentre dans 
aucun des types que nous avons indiqués. Mais, si l’on y regarder 
comme la fonction et y comme la variable, on peut l’écrire, en

dxmultipliant par -jjy
dx
—---- t- x -t-J 3 = o,dy

et l'on a une équation linéaire, par rapport à la fonction inconnue 
et à sa dérivée.

Pour l’intégrer, on suivra la méthode générale indiquée, on fera

X — U Z,

u étant une fonction auxiliaire de y, et z la nouvelle fonction 
inconnue. L’équation devient

dz du
u —* -+- z —---- h u z -t- )3 = o.

dy dy

Déterminons u de façon à annuler le coefficient de 3

du
—----- h u — O
dy

ou bien
du

en intégrant, il suffit de prendre, sans ajouter de constante

Lu = —y, u = e~y.
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L’équation devient alors
dze-y —i-y3 = o,dy

dz — — y3ey dy,

z = — J'j3 eJ
4- C.

En intégrant par parties, on a

J'y3 ey dy — J"y3 dey = y3 ey — 3 J'y2 ey dy, 

J y2 ey dy — J'y2 dey = y2 ey — 2 j'y ey dy, 

J'y ey dy = J y dey — y ey— f ey dy,

J'ey dy = ey.

On a donc, en remontant de proche en proche,

J'J3 ey dy — ey (y3 — 3y2 4- 6y — 6).

Comme on a posé x — uz, on a enfin, pour l’intégrale générale 
de l’équation différentielle donnée,

x — 6 — 6 y 4- 3 y2 — y3-+- Ce~y.

347. Septième type : Équation de Clairaut généralisée. (Équation 
de Lagrange.) — Soit une équation de la forme

y = x <p(y') -+-f(y),

qui se réduit à l’équation de Clairaut quand v(yr) = y*. Prenons 
encore les dérivées des deux membres par rapport à x : il vient

(12)

dy'
y'= <?(/) -+-[■* ?'(/)+/'(/)]

Si, dans celte équation, l’on regarde x comme la fonction in­
connue et y' comme la variable, c’est une équation linéaire.

Il suffit d’intégrer cette nouvelle équation, puis de remplacer y 
par la valeur ainsi trouvée, en fonction de x, dans l’équation (12), 
pour avoir l’intégrale générale de cette équation.
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318. Changement de variables en général. — Etant donnée 
•une équation différentielle
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F(*>* %)<,3) =

on peut essayer de la simplifier, en prenant de nouvelles variables u 
et e, liées à x et y, par des relations de la forme

/(«, v),

Le long d’une courbe intégrale, x et y peuvent être regardés 
comme fonctions d’un même paramètre t\ les formules (i4), ré- 
sol ues par rapport à u et e,

u = /iO, y),

04) y = ?(«>v)-X —

<j5) *»= ?i (^,7),

montrent que u et v sont également des fonctions de ce paramètre. 
On a donc, d’après (14)? en faisant varier ce paramètre de dt,

clx —- -J— dit —i— —— ou. ov
àfdv,

dtpdf = %-du + 
J du Tvdv'

En portant les valeurs de x, y, dx, dy dans l’équation différen­
tielle, on la transforme en une équation différentiel le entre u et e. 
Si l’on sait trouver l’intégrale générale

<&( U, F, C) = O

de cette équation, on en déduit l’intégrale de la proposée en y 
remplaçant u et c par leurs valeurs (i5).

Exemple. — Soit, par exemple, l’équation

(x2 -hy2) (x dx -hy dy) = (x2 -t- y'2 x) (x dy —y dx).06)

Si l’on prend des coordonnées polaires r et 9, liées aux coor­
données cartésiennes par les formules

x — r cos 0, y = r sin 0

cette équation devient

dr — ( r -h cos 0) rf0
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OU
dr—,jr — r — cos 0 ;cl 0

équation linéaire en r dont l’intégrale générale est 

r — G e® 4- - ( sin O — cosO).■>

L’intégrale générale de l’équation (16) est donc

arc tangx- -+- J- — Gy/x2-+-J- e ■+■ -(J — ■*’)•h I
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CHAPITRE XVIII.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU DEUXIÈME ORDRE 

ET D’ORDRE SUPÉRIEUR.

I. - ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU DEUXIÈME ORDRE.

349. Existence de l’intégrale générale. — Une équation diffé­
rentielle du deuxième ordre est de la forme

dy d'-y 
dx dx2F Ji

On appelle intégrale générale de cette équation une fonction^ 
de x et de deux constantes arbitraires G, et C2,

(i) = o.

y = ?<>, c2),

vérifiant identiquement l’équation. On peut se rendre compte de 
l’existence de cette intégrale générale par les considérations sui­
vantes, analogues à celles que nous avons développées à propos de 
l’équation du premier ordre (n° 334).

Employons, pour simplifier l’écriture, la notation des dérivées.
u d\Y 

dx2
ou y" en fonction de x, y, y'. Soit.L’équation (i) définit

y" = f(v,y, y')(i bis)

une des valeurs y', tirée de l’équation (i). Cherchons à former, 
à l’aide de la formule de Mac-Laurin, une série ordonnée, suivant 
les puissances entières et positives de x, vérifiant l’équation (i). 
Cette série sera de la forme

xzX , X- „
- yo + -yo+ — Jo +O) J 1.2.3
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Il s’agit de calculer les coefficients y^, y'0, y"0, ... qui sont les 
valeurs de la fonction y' et de ses dérivées successives pour x = o. 
Nous allons voir que tous ces coefficients s’expriment, en fonction 
des deux premiers, qui restent arbitraires. En effet, dans l'équa­
tion différentielle donnée (i bis), faisons x = o; y, y', y" prennent 
des valeurs y0, y'0, y"0 et l’on a

CHAPITRE XVIII.

yo=A°>yo,yo)-

Pour avoir y"{) differentions l’équation (i bis) par rapport à x, 
en nous rappelant que y et y' sont fonctions de x\ il vient

àf àf , „ „
+ + 37? J-àf/" =(3)

ày ôydx

En faisant dans cette relation x — o, ou a y") en fonction de y„ 
et y'0, car y"X) est connu, en fonction de ces deux quantités. Déri­
vant de nouveau la relation (3) par rapport à x et faisant ensuite 
x = o, on a y™ en fonction de y0 et y'0; et ainsi de suite.

On voit donc que tous les coefficients de la série (2) sont des 
fonctions connues des deux premiers y0 et y'0. Si cette série est 
convergente, elle converge dans un intervalle symétrique par 
rapport à o, et, dans cet intervalle, elle définit une fonction de x,
Jo ,y'o,

(4) y = <*>0> yo,yr0),

vérifiant l’équation et contenant les deux constantes arbitraires y0 

ety'(). Il peut se faire que cette série diverge; cela arriverait, par 
exemple, si le calcul donnait, pour une des quantités r", ÿ”, . 
une valeur infinie. Nous n’examinerons pas les difficultés qui se 
présentent alors et nous nous contenterons des considérations ci- 
dessus, pour établir l’existence de l’intégrale générale.

Ces considérations montrent que, en général, une solution y de 
l’équation (1) est déterminée quand on connaît les valeurs que 
prennent cette fonction y et sa dérivée y' pour x = o. En regar­
dant x et y comme les coordonnées d’un point, on peut dire 
qu’une courbe intégrale est, en général, déterminée quand on 
connaît le point où elle coupe l’axe des y et le coefficient angu­
laire yq, de la tangente en ce point.

Au lieu des constantes arbitraires y0 et yd, qui figurent dans

• *5



l'intégrale générale, on peut évidemment en faire figurer d’autres 
C, et G;
s tan te s arbitraires C, et C,, :
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en remplaçant y0 et y'0 par des fonctions de deux con-2:

yo — 'W(Ci) C2), /ü = ^(Ci, c,),

ces expressions étant assujetties à la seule condition que l’on peut 
choisir G, et Go, de telle façon quey0 ety'0 puissent prendre des 
valeurs quelconques données. L’intégrale générale (4) devient alors 
une fonction de x et des deux constantes G, et Go,

y = f(x, C,, C,).

Remarque. — On pourrait, de même, par l’emploi de la série 
de Taylor, former une fonction

(x — x0 ) (x — 370)2
y'o -+- jôy = y o+ I .2

qui vérifie l’équation et qui soit telle que cette fonction y et sa 
dérivée y' prennent, pour x = x0l des valeurs arbitraires y0 ety'(). 
On calculera, par le même procédé que plus haut, les valeurs jqj, 
y'", ... que prennent les dérivées successives pour x = x0 et l’on 
vérifiera, de même, qu’elles s’expriment toutes en fonctions de y0
€tJr'o-

Intégrales particulières ; intégrales singulières. — Les inté­
grales particulières sont celles qu’on obtient en particularisant les 
constantes arbitraires figurant dans l’intégrale générale. 11 peut 
exister d’autres solutions qu’on appelle singulières.

Exemples d’intégration par séries. — i° Soit l’équation

y"=—y-<5)

Supposons la fonction inconnue y développée en série par la for­
mule de Mac Laurin :

x , x*- „
= j'»+yj'o + 7TLr° +

X3 y'" ,Jo +y 1.2.3

L’équation (5) dérivée, par rapport à x, un nombre quelconque
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de fois, donne
/" = —/>
y" = -y=y,
y = y,
y" = y" — y ■>

en faisant x — o dans ces relations, on voit que les dérivées d’ordre 
pair sont, pour x — o, alternativement égales à —y0 et + y0? 
les dérivées d’ordre impair ày'0 et — y[y 

On a donc
x’*.r3x2x ,

y— y 0+ -jo — y 0 -»-.•••— Jo — 1 . 2.3.4I . 2.3I I . 2

En réunissant les termes en jr0, on voit (jue le coefficient de y0
est

x’*•T2I---------- bI . 2 • • yi. a. 3.4

c’est-à-dire cosx‘, et, en réunissant les termes enon voit que 
leur coefficient est

x:i X5
X — • • )1.2.34.51.2.3

c’est-à-dire sin.2?. On a donc l’intégrale générale de l’équation ( 5) 
sous la forme

y = jko cos a? -+- y'0 sinx,

avec deux constantes arbitraires y0 et y'0. Il est facile de vérifier 
que cette fonction y substituée dans l’équation différentielle (5) 
rend les deux membres identiques, quels que soienty0 ety'a.

On arrivera au même résultat, par la méthode des coefficients 
indéterminés, en substituant, dans l’équation différentielle, une 
série de la forme

y — CIq —H Q>\ X —}— (%2 •2'*^ ~& n “4" • • •

et écrivant que l’équation est identiquement vérifiée : on trouve 
que tous les coefficients cz2, ..., an, ... s’expriment à l’aide des 
deux premiers et que l’intégrale générale est

y = a0 cosx -4- at sina?,

a0 et aK désignant des constantes arbitraires.



et Ions les coeflicienls d indices impairs, en fonction de aK :

a t a, a,
a -A — -rr ’ a-a = a7 =3.5 ’ 3.5. ~f;

Donc l’expression dey devient

a™6
Q-o ( i *+■y =

2.4.6
.27 7 -)■”T- .—H a 1

3.5.7

Les deux séries, entre parenthèses, sont convergentes pour 
toutes les valeurs de x : on a donc l’intégrale générale de l’équa­
tion (6), avec deux constantes a0 et a,. On peut remarquer que

.*»
la série qui multiplie a0 est e'~ : en donnant à a0 la valeur 1 et
à a, la valeur o, on voit donc que l’équation admet l’intégrale

.*•»
particulière e2, ce qu’il est aisé de vérifier.
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2° Soit l’équation

y" — xy — y = o.

Actuellement, si l’on calcule, de proche en proche, toutes les 
valeurs des dérivées y', jk", ... correspondant à x — o, aucune 
de ces valeurs n’est infinie. Ou est donc conduit à penser que, 
dans le voisinage de x — o, l’intégrale générale est développable 
par la formule de Mac-Laurin en une série de la forme

y — a0 -+■ a 1 x -+- 4-.. . -H an x’1 -1- .. ..

(6)

Substituons ce développement dans l’équation (6) et écrivons 
que, après la substitution, le coefficient de xn est nul; il vient

(n + î)(« + 1 )an+2 — nan— an = o,
d'où

Cl
Cl/i+2 — n 2

Faisant successivement, n = 1, 2, 3, ..., on voit que cette re­
lation donne tous les coefficients d’indices pairs, eu fonction 
de et o :

a 0a 0 «n
Cl 2 — — î — 2.4.6-

H
 ? H

 
01
 +'H l« 

S h
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II. — CAS DE RÉDUCTION AU PREMIER ORDRE.

350. Cas de réduction au premier ordre. — Nous allons indi­
quer trois cas dans lesquels l’intégration d'une équation différen­
tielle du deuxième ordre se ramène à l’intégration d’une équation 
du premier ordre, suivie d’une quadrature. On peut alors terminer 
l’intégration toutes les fois que l’équation différentielle du pre­
mier ordre, à laquelle on est conduit, rentre dans un des types 
intégrables que nous avons indiqués. Ces trois cas sont les sui­
vants :

j° [/équation ne contient pasjK;
2° L’équation ne contient pas x\
3° L’équation est homogène en y, y', y".

351. Premier type : L’équation différentielle ne contient pas y. 
— Soit une équation différentielle de la forme

F(*>y>/r) = »,

où manque y. Dans ce cas, on prend comme fonction inconnue y 
et l’on remarque que

il) .

r"= ^ 
dx

L’équation s’écrit alors

(8) = o.

Elle est du premier ordre en y'. Supposons qu’on sache inté­
grer cette équation et soit

y—?(*> c)

son intégrale générale, C désignant une constante arbitraire. 
D’après la signification dey', on peut écrire

dy
^“■eo.c),

= J <pO, C)dX + C'.J'



Z --- 2L
z — i

équation homogène. Pour l’intégrer, on fait

y y = zx\— =■ Z, 
X

elle devient
dz

3 z -t- 3 x —- — z2 -+- 2
dx

ou, en séparant les variables x et z, 

i dx
3 X Z2  3 Z -h 2

dz

Décomposons la fraction rationnelle du deuxième membre en 
fractions simples; nous avons

i dx 
3 x

dz dz
z — iZ — 2

En intégrant, on a

i
-(La? — Le) = L ( z — 2) — L(z — j ),

Exemple. — Soit à intégrer l’équation

3 x-y" = y'1 -+- ix2.

Comme y manque, on prend y' comme inconnue auxiliaire; 
dy'remplaçant y" par , on a l’équation du premier ordre en y'

3'i!- =

(9)

(io) ■+■ 2jdx

c désignant une constante. On tire de là

On a ainsi l’intégrale générale de l’équation (7) avec deux con­
stantes arbitraires C et C'.
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et, en revenant à la variable x par la formule
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Connue on a posé y'= zx et que y' est égal à il vient

On a ainsi l’intégrale générale de l’équation donnée avec deux 
constantes arbitraires c et cr.

11 est facile d’effectuer la quadrature qui figure dans l’expres­
sion (i i) de y) il suffit de poser

dx = 3 eu- du,

ce qui donne

du -i- c' ;Y — i

on est ainsi ramené à l’intégration d’une fraction rationnelle en u. 
La décomposition en fractions simples donne

î/5 ( U — 2 ) I
= M5 — U ' — U3 — M2 --- U — IU — 1 U ---  I

On a donc
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Remarque. — Dans cerlains cas, en intégrant l’équation du 
premier ordre (8), il est plus commode d’exprimer x en fonction 
de y et de mettre l’intégrale générale de cette équation sous la 
forme
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x G)-(12)

On peut alors exprimer y à l’aide de y' en parlant de la rela­
tion

dy
dx

qui donne, en tirant dx de (12),

dy —y ty'iy', G) dy',

où -V désigne la dérivée de ty(y', G) par rapport à y . On a donc

=J'y*t\y> G) dy

Les équations (12) et (i3) définissent x et y en fonction dey1; 
l’élimination de y1 donnerait l’intégrale générale de l’équation avec 
les deux constantes C et CL

+ G'.03) y

352. Deuxième type : L’équation ne contient pas x. — Soit 
une équation différentielle du deuxième ordre de la forme

<i4)

ne contenant pas x. On la ramène à une équation du premier 
ordre entre y et y .

Il suffit de remarquer que l’on peut écrire

dy' _ dy1 dy 
dx dy dx

F (y, y1, y") =

dy .1ou, comme ■— = y ,

dy
L’équation devient alors

F(r,/,yf-') =<i5) o,

équation du premier ordre entre y et y'.
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Si l’on sait intégrer cette équation, on en lire

y= ¥(/> c)

dy_
ou

?(/, G).dx
On a alors

dy
dx =

v(y,G)’
dyx=f_______ . nr

?(.r> G) •

On a ainsi l’intégrale générale de l’équation donnée (i4) avec 
deux constantes arbitraires C et Cb

Remarque. — Pratiquement, il peut arriver qu’il soit plus 
commode de tirer y, en fonction de y\ de l’équation (i 5) ; on 
trouve alors

(.G)

y = 'Kj'> G).(17)

Dans ce cas, on exprime aussi x en fonction dey'b Pour cela, on 
part de la relation

dy
dx

d’où l’on déduit
dx=%-

y"

et, en remplaçant y par son expression (17),

V(y\ G) dy'---------;------- ydx =
y

y désignant la dérivée de à par rapport à y'. On a alors

V(y',C)dy'x=f 4- G'.(18)
y

Les deux expressions (17) et (18) donnent x et y exprimés en 
fonction de la variable auxiliaire y'. L’élimination de y', entre ces 
deux équations, donne une relation entre x, y, G et G' : c’est 
l’intégrale générale de l’équation différentielle.

Exemples : Premier exempte. — On est conduit, en Méca­
nique, à des équations de ce type quand on cherche le mouvement



EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU DEUXIÈME ORDRE.

rectiligne d’un point sollicité par une force dont l’intensité dépend 
seulement de la position du point et de sa vitesse.

En effet, considérons un point M, de masse ni, qui se meut sur

J99-

593

*X~o ivf x

un axe Ox (fig. 199) sous l’action d’une force X, dont la valeur 
est fonction de l’abscisse x du point et de sa vitesse v — Ĉ>

L’équation du mouvement est alors 

dixm —7—
dt2

équation différentielle du deuxième ordre dans laquelle manque la 
variable indépendante t. D’après la méthode générale, on ramène 
cette équation au premier ordre en prenant comme inconnue auxi­
liaire la dérivée

-/(-S)'

dx
v — dt

On a alors
dîx dv dv dx dv 
dt2 dt dx dt dx

et l’équation s’écrit
dv
dï=f{x'^' 'mv

équation du premier ordre définissant v en fonction de x.
On peut remarquer qu’en chassant le dénominateur dx on peut 

écrire l’équation sous la forme

d — f(x, v) dx,

qui est la relation fournie par le théorème des forces vives.
Une fois v trouvé en fonction de x par l’intégration de cette 

équation,
c = o(ar, G),

38A.
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dxon a, comme ç z= — , dt
d.r

dt G)’

dx
-4- G'.<p(x, C)

On a ainsi l’équation da mouvement avec deux constantes arbi­
traires qu’on détermine quand on connaît, à l’instant initial t = t0, 
l’abscisse initiale x0 et la vitesse initiale c0 du mobile.

Deuxième exemple : Courbe élastique plane. — Cherchons 
une courbe plane dans laquelle la courbure en chaque point varie 
proportionnellement à l'ordonnée de ce point. Cette courbe est la 
figure d’équilibre d’une lame élastique dont la fibre moyenne est 
rectiligne à l’état naturel et que l’on courbe en faisant agir sur les 
deux extrémités des forces et des couples.

Le rayon de courbure en un point de la courbe étant R, on doit 
avoir

y
~ Ô2 ’

a désignant une constante. Remplaçant R par son expression, on a 
l’équation du deuxième ordre

y"

(n-/*)*"

dans laquelle manque la variable indépendante x.

il vientRemplaçant alorsy" par

J df _ y dy 

(! + /*)

d’où, en intégrant les deux membres,

a2 *

= ^ + C. 
2 a2

On tire de là, en résolvant par rapport à y',

t/'-(Æi+C)
y' =

-4 + C
2 a2

W
W

-|2S



Remplaçant y' par ^ et résolvant par rapport à dx, on a, aprèé 

intégration,
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■4 + c
xa- dy -+- G'.09) x =

Telle est l’équation de la courbe. La valeur de la constante C' 
n’influe pas sur la forme de la courbe, car cette constante vient 
simplement s’ajouter à x\ quand G' varie, la courbe se transporte 
parallèlement à O.r. La constante C inllue, au contraire, sur la 
forme de la courbe : si C2 est supérieur à i, la courbe ne peut pas 
couper l’axe Ox, car, dans ce cas, pour y= o, y' est imaginaire ; 
si G2 est inférieur à i, la courbe coupe l’axe Ox et, aux poinls 
d’intersection, elle présente des inflexions, car, y étant nul,y" l’est 
aussi, en vertu de l’équation différentielle.

L’intégrale figurant dans l’équation (19) ne peut pas être 
calculée exactement par les méthodes élémentaires : on la calcu­
lera par les méthodes d’approximation.

3o3. Troisième type : L’équation est homogène en y, y', j,r. — 
Soit une équation de la forme

F (#,y,y\y") = o,(20)

qui contient x d’une façon quelconque, mais qui est homogène 
en 7> y'1 y"•> de teHe façon que l’on ait identiquement

F (a?, ly, X/') = X"F(a7,7,</,/'),(21)

X étant un facteur quelconque.
Dans ce cas, en désignant par z une nouvelle fonction inconnue 

de x, on fera

y” = ( z' .s2.) ef~(,x.= efzdx,

En substituant et supprimant le facteur en^dx, on a, pour déter­

miner £, l’équation de premier ordre

F (a;, 1, z, z2 ) == o ;

y'=zefZ(lxt(22) y
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celle équation donne z en x] la première des relations (22) donne 
ensuite y par une quadrature.

Exemple. — Soit l’équation

y y"— y'2— 6 xy2 — o.

Par le changement (22) elle devient

z'— Gx = o ;
d’où

z — 3x2-+- C
et

y = C! g-r’ + Ca-.

III. - ÉQUATIONS D’ORDRE QUELCONQUE.

3o4. Intégrale générale. — Soit une équation différentielle

dny
dx ’ dx- ’ ’ dxn

d’ordre n. On démontre, par une méthode analytique analogue à 
celle que nous avons suivie pour les deux premiers ordres, que 
cette équation admet toujours une solution y fonction de x et de n 
constantes arbitraires :

dy d2y )=o,f (x, y,(0

y — ?(*» c„ Gj, ..., G„).

Ces constantes doivent pouvoir être déterminées de telle façon 
que, pour une valeur particulière de la variable x1 o par exemple, 
la fonction y et ses (/i—1) premières dérivées, par rapport àx, 
prennent des valeurs arbitrairement choisies.

Cette solution (2) s’appelle l’intégrale générale de l’équa­
tion.

En donnant à certaines constantes des valeurs numériques, dans 
l’expression (2), on obtient des solutions OU intégrales parti- 
cu lier es.

L’équation différentielle peut admettre quelquefois d’autres 
solutions que l’intégrale générale et les intégrales particulières : 
ces solutions, quand elles existent, s’appellent, comme pour le 
premier ordre, intégrales singulières.

(2)
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3oo. Type d’équation réductible au premier ordre. — Une équa­

tion d’ordre n est réductible au premier ordre quand elle ne 
contient ni la fonction inconnue, ni ses dérivées d’ordre 
1,2, (n — 2). En effet, l’équation est alors de la forme

d"~x y d'ly 
dxn

F (x, — o.dx'1-1
En posant

dn~l y
= v,dxll~l

on la ramène à la forme
F (*’•’’s) =

équation du premier ordre. Cette équation, étant intégrée, a pour 
intégrale générale

F = o(x, G).

Pour avoir^, on est ensuite ramené à trouver une fonction y 
telle que

dn~l y
— f(x, G),dx,t_1

ce qui se fera en intégrant, successivement ( n — i)fois par rapport 
à x et ajoutant, chaque fois, une constante arbitraire.

Exemple. — Soit à intégrer l’équation

x^Z-3 ^Z_^ = 0.
dx4 dx3

Posons
d3y-- -— = U,
dx3

l’équation devient
dv

x —------3 v — x* — o,
dx

équation linéaire en v. Pour l’intégrer, faisons

V = U Z,

et déterminons u de façon à faire disparaître les termes en 5; il 
vient

du
x-------- 3 u = o,

dx
dz

ux —7— — x'* — o.
dx
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La première de ces équations est satisfaite par

u = „r3.

La deuxième donne alors

dz
z = x -F- G.dx l>

On a donc
v — u z — x'* Gx3.

Pour déterminer y en fonction de x, revenons à l’équation

dx3
nous avons

g=**+c**,

Multiplions par dx et intégrons, nous avons

d\y x3 x1*
d^ = T+c7+ '■

Multiplions par dx et intégrons :

dy _ x6 

dx 3o

Enfin, multiplions par dx et intégrons 
générale de l’équation (3)

xs
—}— G — —h G j x —H C9.H I

nous avons l’intégrale

x1 Xe’ X2
(4) 1- G------ -+- Ci — -4- G%x G3,120 2

avec quatre constantes arbitraires C, C(, C2, C3.

210
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CHAPITRE XIX.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES.

I. — GÉNÉRALITÉS.

356. Équations linéaires d’ordre n. — Une équation différentielle 
d’ordre n est dite linéaire quand elle est linéaire, par rapport à 
la fonction inconnue et à ses dérivées. Une équation linéaire est 
donc de la forme

d'lv d'l~x y dy
(-. . . -H ci fi—1 -f- any — X,-+■ ct\ dx'l~x

où a0, ..., au_t, ani X sont des fonctions de x. Le terme X 
s’appelle le second membre de l’équation. Quand Je second 
membre est nul, on dit que l’équation est sans second membre; 
on dit aussi, dans ce cas, que l’équation est linéaire et homogène 
par rapport à la fonction inconnue et à ses dérivées.

L’étude des équations linéaires a une grande importance pour 
les applications à la Physique et à la Mécanique.

357. Théorèmes généraux. — Posons, pour abréger,

, . d'ly dn~l y dy
(0 + -,- + a,t-15^ + CT/,-r-dxn~x

L’équation s’écrit alors

?OQ = x.

Voici quelques propriétés qui résultent immédiatement de la 
forme linéaire de o{y).
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Théorème I. — Soient y une fonction quelconque de x, G une 
constante ; on «, identiquement,

?(c7) = G ?(J)-
En effet.

?(Cr) = «„C ^ -t- a, G dn~x y -t- «,tCy,
dx'l~l

expression qui est évidemment identique à Co (y)-

Théorème II. — Soient u et v deux fonctions quelconques: 
de x, on a

ofu-\- v) — <û(n)-+-o(p).
En effet

d''~l(u -4- c'idn(u-t-e)o(u + v) = a0----—------ h«. -H. . . -t- cin ( u -f- f ).
dxu~1

Comme la dérivée d’une somme est la somme des dérivées de 
ses termes, on a

d" u 
a° dx'L 

d" v

dn~x uo((i + p) = -f- Cl\
dxn~1 
d'l-x v

UtlV,
dxn~l

c’est-à-dire a (u) -f- z> ( v).
En général, quel que soit le nombre des fonctions ui, n2, n3, ..., 

up, on a

<p ( Ml H- Mp) = <p( Ml) -+- <p(Mi) ?(«/>)•

Théorème 111. — Soient y,, y2,..., yp des fonctions de x] C 
.., Gp des constantes, on a identiquement

C2 -t-• • •-+- G/>^p) = Ci ( jKi ) -+- C2 çpC.?^) •+■ • Gp y(y />)•

Ce théorème se vérifie immédiatement : il est une conséquence 
des deux précédents. On a, "en efl'et, d’après le théorème II,

?(Cijri-i- C2JK2-+-.. .-f- CPyp) = yiCtyt) -4- ^(C2y2) ..-t- <?(Cvy P)\

mais, d’après le théorème I,

'P(CiJKi) = C, ÿO'i),

et le théorème, que nous avons en vue, est démontré.

1 y
G ■iy •

<p(C2y-i) = C2 <p(ya), • •}
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II. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES SANS 
SECOND MEMBRE.

358. Théorèmes généraux. Forme de l’intégrale générale. — 
Une équation différentielle linéaire sans second membre,

d'lv«o —j—dx11
dn- \y

O) -K • •-4~ ClnY — O,~f- Cl\ dxn~l

s’écrit avec la notation précédente

?<» = o.

359. Théorème I.— Soient y ^ y o,---, yP des solutions de cette 
équation, c’est- à-dire des fonctions de x, telles que

?Oi)=°> ?(?*) = o, ?(Xp) = o;• * J

la fonction
CiJKi -+- G2JK2 * • • ■+■ Gpypi

où CM Co, Gp sont des constantes quelconques, est encore 
une solution.

On a, en effet,

+ ■+■• • •*+■ Gpy p) =• Gi y(yi ) -4- Gjq(7i)+....+ Cp <?(yP),

c’est-à-dire
(?(Giyi-+-G2y2-h...-!r Gpyp) — o,

ce qui démontre le théorème.

360. Solutions distinctes. Fonctions linéairement indépendantes. 
— Soit y,, une solution de l’équation; une deuxième solution y2 
est dite distincte deyt, si elle n’est pas de la forme kyi: où k est 
une constante déterminée. Si les deux solutions y, ely2 sont dis­
tinctes, une troisième solution y3 est dite distincte des deux pre­
mières, si elle n’est pas de la forme

/m/i+ k2y2,

kt et k2 étant des constantes. Si les trois solutions y,, y2, y3 sont



distinctes, une quatrième yh est dite distincte de ces trois, quand 
•elle n’est pas de la forme
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k^yi •+■ 1- k3y3,

k{, À'2, A’3 étant des constantes. 
En général, p solutions

yy2, •••> ïi>

sont dites distinctes, quand la deuxième y2 est distincte de la 
première, la troisièmey3 des deux premières, la quatrième^ des 
trois premières, etc.

On dit aussi, pour exprimer le même fait, que les p solutions 
sont linéairement indépendantes.

Ainsi les solutions
ex, sin2.r, cos2#

sont distinctes ou linéairement indépendantes ; il est impossible 
de trouver des constantes numériques, telles que l’on ait identi­
quement

sin2a?. = kex cos2 x = k\ ex-+- /c2 sinJ x.ou

Les solutions

y3 = sin2a?

ne sont pas distinctes : la deuxième est distincte de la première, 
mais la troisième, pouvant s’exprimer en fonction linéaire et 
homogène des deux premières, avec des coefficients constants,

sin2a? = cos2 a? — cos2a?

y 2 = cos2#,y i = cos2;z,

ou
ya = yi — yu

n’est pas distincte des deux premières.

361. Théorème II. — Intégrale générale. — Si I on a trouvé 
n solutions distinctes

yu y^i •••, y>i

de Véquation différentielle, cette équation admet Vintégrale 

y — CiJKi -+- C2^2-t-. . .-H Gnyn,<2)

qui est Vintégrale générale.



En effet, celte intégrale contient n constantes arbitraires C 
C2, ..., CB, que l’on peut déterminer par la condition que, pour 
une valeur particulière de x, la fonction (2) et ses (n—1) 
premières dérivées prennent des valeurs arbitrairement choisies, 
ce qui caractérise l’intégrale générale (n° 354).

Si les solutionsyK, y2, n’étaient pas distinctes, l’expres­
sion (2) ne contiendrait qu’en apparence n constantes : par exemple, 
supposons quey„ ne soit pas distincte de jq, JK2? ] il exis­
terait alors des constantes numériques kx, Ao, ..., kn_\, telles que

y n — kxyx -+- k%y 2 ~t~...-+- kn-\y n-\.

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 6o3

15

et l’expression (2) deviendrait

y — ( C1 -t- Ai Cn)yt -+- ( C2 -+- A2 C/j )y2 -1-.. .-H ( C,j_i -4- kn~ 1 Gn)yn—j,

expression de la forme

y — Di^i•+• D2y2-+-, • •-t~

contenant seulement n — 1 constantes arbitraires.
On démontre, mais nous n’insisterons pas sur cette démons­

tration, qu’une équation différentielle linéaire n’a pas d’intégrale 
singulière : toutes les solutions possibles de l’équation sont données 
par l’intégrale générale (2).

362. Abaissement de l’ordre de l’équation, quand une solution 
est connue. — De même que l’on peut abaisser le degré d’une 
équation algébrique, quand on en connaît une racine, de même 
on peut abaisser l’ordre d’une équation différentielle linéaire, 
sans second membre, quand on en connaît une solution. Soit, par 
exemple, l’équation du troisième ordre :

d'ydïv dy
<3) -f- t- «2 ■+■ «3y — O.dx2

Soit u une fonction de x, supposée connue et vérifiant l’équa­
tion, c’est-à-dire telle que

d3 u 
a° dx3

d2 u du
(4) 4- ax t“ #2 “f" M = O.dx2
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Faisons alors le changement de fonction

Y étant la nouvelle fonction inconnue ; il vient :

dy du.d Y
~Ud^ + Ydï'dx

d*y d2 Y
dx* dx*

d Y du d2 u 
dx2 ’c/a; c/a-

c/2 Y du _
c/a"'- c/a; ~+*

c/Y c/2 Md3y _ d3 Y
c/a;3 ^ c/a?3

c/3 ce-+- Y —— •dx3dx dx1

Si l’on substitue clans l’équation (3 ), on voit qu’elle se trans­
forme en une équation linéaire en Y, dans laquelle le coefficient 
de Y est le premier membre de (4), c’est-à-dire o.

On a donc, pour déterminer Y, une équation de la forme

c/3 Y 4 c/3 Y 4 c/Y
a°u ~T~T Y » t — °*dx3 dx2 c/a;

En prenant alors pour inconnue

c/Y— = Y' dx(5)

est ramené à l’équation du deuxième ordreon

c/2 Y' c/Y'—t— Aj — —H A 2 Y — o.(6) «o u dx*

Le théorème est donc démontré.
On voit commentjk s’exprime en fonction de Y': la relation (5) 

donne
Y = j Y'c/a;,

puis, comme on a posé y — u Y, on a

LT dx.y — u

Donc, si l’on sait intégrer l’équation du deuxième ordre (6), on 
en déduira l’intégrale générale de l’équation proposée f3) par une 
quadrature.

•» t* /



Supposons qu’on ait constaté ce fait, on peut alors abaisser 
l’ordre d’une unité, en posant

jr2
2— e

.r*dy dX Tv
dx

-+-(x'- + i)eTY. ■a^7

dx

Çd*Y
d^+*Xe

.T2 J*2d2y
dx’1 — e

Substituant dans l’équation donnée 
de Y est nul et l’on a l’équation

> î
- d* Y e * —;— 

dx'1

qu’on réduit au premier ordre en faisant

on voit que le coefficientj

T e?Y. , -H xe

dX = Y'.
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Inversement, Y7 s’exprime en fonction de y par la formule

Y' = dx ’

qui montre que la connaissance d’une solution de l’équation en y 
entraîne la connaissance d’une solution de l’équation en Y'.

Si, outre la solution y = m, on connaîtune autre solution y —yx 
■de l’équation proposée, on en déduit une solution

Yi = dx

<le l’équation (6). On peut alors, par le même procédé, abaisser 
■encore d’une unité l’ordre de l’équation en Y7; et ainsi de suite.

Exemple. — JNous avons trouvé (349) que l’équation

dïy
dx%

dy
<7) x —----- y — odx y

■admet la solution
.T2

u = e 1 Y.

-Il
 ^
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X*
On est donc ramené, après suppression du facteur e2 , à intégrer

l’équation du premier ordre

d\' v,—:---- 1- XX = O.dx
On en tire

d Y' x-
-ÿT- = — X dx, LY'= — — -+-LG, 

2
.r2

Y' = Ce 2.
On en déduit

r - —= c/rY = j Y 'dx dx —h G |,

C, étant une nouvelle conslante et, par suite

.r* X2X2 T'2

T/-~Tdx -f- Ci e 2 .y = e " Y = Ce

Telle est l’intégrale générale de l’équation (y).

III. — ÉQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS SANS 
SECOND MEMBRE.

363. Méthode générale. — Considérons une équation

d'ly 
dx'1

d"-1 y
? (y) = «o(0 -+~ d\ + an.y — O,dx"-1

où les coefficients «0, a 
tion peut toujours être intégrée par la méthode suivante. On 
cherche d’abord des solutions particulières de la forme

an sont des constantes. Celte équa-i v • >

y = erx,

/■désignant une constante. On a

dy_ = P = r2 e'*, 
dx2

dn y
____i_ — rn (>rx'
dx'1rerx, • • idx

Donc, en substituant dans le premier membre de l’équation, 

o(erx) = erx(a0rn-\- a1rn~i-h...-+- an^r an).
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Le résultat de la substitution est donc égal à erx, multiplié par 
un polynôme de degré n en r, que nous appellerons <]>(/•):

'j'(u) = a0r«4- an ;
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d’où, sous forme abrégée

<o(erx) = erxty(r),

Pour que erx soit une solution de l’équation différentielle, il 
faut et il suffit que o(erx) soit nul, c’est-à-dire que r soit une 
racine du polynôme (r). Le polynôme <j/(r) a, en général, n ra­
cines distinctes rt, r2,rn. A chaque racine correspond une 
solution erx de l’équation: on a ainsi les n solutions particulières

yi = e'\x, y 2 = er*x, 

d’où l’on déduit Vintégrale générale

y = Cier\x-\- Czer*xCner»x, 

avec n constantes arbitraires C,, C2, ...,C/i.

y n = ernx,• • î

364. Exemples : Premier exemple. — Soit à intégrer l’équa­
tion du deuxième ordre

dr-y ,

cette équation est linéaire, à coefficients constants sans second 
membre : essayons de la vérifier à l’aide de la fonction

y = erx ;
d’où

dy «—— = r*erx. 
dxtTx=rerx’

On a donc, en substituant1
erx ( /'- — 4) = o;

dans cet exemple, le polynôme est r2— 4-
Pour que l’équation différentielle soit vérifiée par erx1 il faut et 

il suffît qu’on ait
r2 — 4 — o ;

c’est-à-dire
r '= 2 r = — 2.ou
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On a ainsi les deux solutions

yi = ^x,

d’où l’on déduit l’intégrale générale

y — Cieix-h C2e-ix,

avec deux constantes arbitraires. On peut déterminer ces constantes 
de telle façon que, pour x — x0, la fonction (2 ) et sa dérivée ^ 

prennent des valeurs données à l’avance : c’est ce qu’il est aisé de 
vérifier.

y 2= e~ix;

(*)

Deuxième exemple. — Soit l’équation

dïy

Faisant
y — erxt

on a
erx(r2-h 4) = o,

d’où
/•2 = — 2 i.r 1 = 2 i,

On a donc les deux solutions

y 2=y I = eiix,

d’où l’intégrale générale

y = Ci eiix->r C2e~iix,

avec deux constantes arbitraires C| et C2. Cette forme de l’inté­
grale générale est compliquée d’imaginaires ; onles fera disparaître 
en prenant, pour C( et C2, des constantes arbitraires imaginaires 
conjuguées. En effet, d’après l’identité d’Euler (n° 191)

eiz — cos z -+- i sin z,

eiix — cos 2 a? -4- i sin 2a?, 
e-3.ix — cos 2a? — i si 112 x,

(3)

on a

d’où, en remplaçant dans (3),

y — (Ci -4- C2) cos 2 a? -+- i (Ci— C2) sin2#; 

on prend alors C, et C2 de telle façon que les coefficients de
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cos2x et sin2^7 soient des constantes arbitraires réelles À et B :

C| -+- G2 = A,

ce qui donne pour Ci et C2 deux constantes imaginaires conjuguées, 
et l’expression de l’intégrale générale devient

y = A cos sa? -H B sin ix.
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t(Ci— C2) = B,

avec deux constantes A et B.

Troisième exemple : Galvanomètre. — Dans la théorie du 
galvanomètre, on rencontre l’équation

d* 0 dO

où a et [ü sont des constantes réelles, G un angle inconnu, t la 
variable indépendante. Cette équation est linéaire, à coefficients 
constants, sans second membre. Si nous essayons de la vérifier en 
prenant

0 = ert,

nous obtenons la condition

r2-f- 2oo' -+- (32= o;

cette équation a pour racines 

r1 = — a -I- /a2— P2, 

et l’intégrale générale est

/•, = -«-Va*-p*,

0 = Ci Cîer*t.(4)

Discussion. — Quand a2—[B->o, rt et r2 sont réels, l’inté­
grale générale se présente sous forme réelle.

Quand a2—|32 est négatif, r, et r2 sont imaginaires : pour faire 
disparaître les imaginaires, posons

a2 — p2 = — y2.
Alors

r. = — a

0 = e—ai(C] C2e—(Yl).

Remplaçant e^Y^ et e~i'tt par cosy£ + i sinyf et cosy t — «sin y t, 

0 = e-«^[(Gi -+- C2) cosy« -t- i(C 1— C2) siny<] ;

r2 = — a — l'y,

on a

A. ?9



et, en prenant pour C, et Q* des constantes; imaginaires conju­
guées, on a, finalement,
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0 = ( A cos y t -f- B sin y f )-

Quatrième exemple. — Soit enfin Inéquation différentielle

d\y
8^ = o.ote3

Faisant
y =;

on a
r3— 8 = o,

équation qui a pour racines

■+■1 r3 = — i — t/3. 

L’équation différentielle admet donc les trois solutions

j'3 — Q—x—ix'Ji^

rt= a, /•2 = — i

^2 — Ü—X-^rVX^'A ^y 1 =

d’où l’intégrale générale

j = Ci e2'r-+- e-*(C2eix'/Ti-+- C3e-’:*v~i).

Si l’on veut faire disparaître les imaginaires, on se sert des 
identités

y/3 -V~v. sina? y/3, 

y/3— r" sin a: y/3..

L’intégrale générale prend alors la forme

— cos.r
e~‘ cosx

y = Ci e2x-+- e~x(A y/3 -H B sinx y/3),eosa?

avec trois constantes arbitraires A, B, C(.

365. Cas où le polynôme d/(r) a des racines multiples. — En
appelant /*,, r2, ..., rn les n racines du polynôme ^ (/•), nous avons 
obtenu les n solutions

erix, er**, . e'vr

avec lesquelles nous avons construit l’intégrale générale de l’équa­
tion différentielle.

Si l’équation <b (/’) = o admet des racines égales, les n solutions



d !d'lv 
dr l dxn

d /dn~1 v \ 
\dx,l_1 /

dv
-H a i —-? zzz n ~7~ôrdr

d'l~x vci'1 v ■h. . .-H a„ej ,[ dx,l~x
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ci-dessus ne sont plus distinctes: par exemple, si /’, = r2, la 
deuxième solution est identique à la première.

Dans ce cas, on ne peut donc plus appliquer la méthode précé­
dente pour former l’intégrale générale. Mais nous allons montrer 
comment on peut encore, dans ce cas, obtenir n solutions 
distinctes.

Pour cela, nous démontrerons le théorème suivant :

Si r, est une racine double de 'l (r), Véquation différentielle 
admet les deux solutions er*x et xer^x\

Si /•, est une racine triple de 'i> (r), Véquation différentielle 
admet les trois solutions er'x, xer'x, x2e'\x) et ainsi de suite;

Si /•, est racine d'ordre p de <L(r), Véquation différentielle 
admet les p solutions er>xr x-er*x, .., xP~K er'x.

La démonstration de ce théorème se déduit de la remarque 
suivante. Soit v une fonction de x et d’une autre variable r : en 
substituant v dans le premier membre cp (y) de l’équation diffé­
rentielle, on a un certain résultat
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d" v d'l~x v
?0) = a0 +-•+- aidxn dx,t_1

si, ensuite, on substitue, dans le premier membre de la môme 

équation, la fonction on a

<^(1) dv-+■ ci i n\d?rdxn dx'l~x

Ces deux expressions montrent que

T/<>>,\ _■>[?(<’)]
‘ \ dr ) dr(5)

En effet, comme on peut intervertir l’ordre des dérivées par­
tielles, on peut écrire



Voici maintenant l’application de cette remarque au problème 
qui nous occupe. Prenons

v = erx,

dv và- v
— = a?2 erxdr2 ’— xerx,dr

On a, quels que soient x et r, lesidentilés

ç(e) = ç>(e'';c) = e,,;r
? (^) = ?Oe''x) = ^ [?(*’)] = e>'x\x<b(r) 4- f(r)].

(0) /
I *(51) ='?(**«"> = 3F Kd?). = erx\x2 ^(r) 4- 23? <]/(r) 4-

où le dernier terme de chaque ligne est la dérivée, par rapport à 
du dernier terme de la ligne précédente.

Supposons que vK soit une racine double de <!>(/•), on a

'LOO = o.

Les deux premières des identités (6), où l’on remplace r par r 
montrent qu’alors

, 'Kri) = °»

« ■>

<f>(ertx) = o, çp(xer>x) = o ;

l’équation admet donc bien les deux solutions er<æ, xer'r.
Supposons que r, soit racine triple, c’est-à-dire annule <!> (r) et 

ses deux premières dérivées :

<Mri) = »,

Les trois premières identités (6), où l’on remplace r par /•,,

'LOi) = », V(r,) = o.

ce qui démontre l’identité (5). En appliquant deux fois de suite 
cette même identité, on a

CI 2 CHAPITRE XIX.

*(£).=£[»(£)]-
et, en général,

, .o
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montrent qu’aJors

cp(ertx) — o, v(xervx) = o, cp ( x'1 erix) = o;

l’équation admet donc bien les trois solutions er*x, xer'x, x-er'x. 
Et ainsi de suite.

En résumé, chaque racine de <]>(/•) donne un nombre de solu­
tions distinctes, égal à son degré de multiplicité : on aura donc, 
dans tous les cas, n solutions distinctes yK, y2i •••> Ym avec 
lesquelles on formera l’intégrale générale par la formule

y — Ci/i ■+■ Cj/j -+-... -i- c,t/„.

366. Exemples. — Premier exemple : équation du galvano­
mètre. — Reprenons l’équation

dï 0 d 0
-+^6 = °;(7) —— + aadt1

faisant 9 = ert, on a ici

ij;(r) = r2 + ïotr+ P2.

Nous avons supposé, antérieurement, les deux racines de di(/‘) 
distinctes : supposons maintenant qu’on ait [32=a2; alors 6 (r) 
a une racine double

r\= — a ;

dans ce cas, l’équation admet donc les deux solutions

e'V, ter V,
ou

e-*q te-*1,

et l’intégrale générale est o

6 = Ci C

Remarque. — C’est d’ailleurs un résultat que l’on pourrait 
déduire par continuité du cas général, en supposant que les deux 
racines, r, et r2, d’abord distinctes, tendent l’une vers l’autre. 
Ainsi, en posant fi-— a2 = y2, nous avons trouvé (n° 364) pour 
intégrale générale de l’équation (7)

0 = e~*t{k cosy t -4- B sinyO*

(8)



614

où A et B sont des constantes arbitraires : nous pouvons rempla-
Gcer B par—» G étant une constante arbitraire ; nous mettrons donc 

l’intégrale générale sous la forme

CHAPITRE XIX. •

(aco^h-C^),0 = e~at

A et G étant deux constantes arbitraires. Pour rendre les racines
sinégales, il suffit de faire tendre y vers zéro ; alors 

et l’intégrale devient

tend vers t
7

0 = e~a,(A -i- C2);

c’est bien la forme (8) que nous avons obtenue par l’application 
des règles générales.

Deuxième exemple. — Soit l’équation

o d\r. , , dy 
dx3^° dx

d3r 
dx3 —1=0.

Faisant
y =

on a
erx(r3— 3r- 3r — i) = ,o.

Le polynôme ^(r) est donc ici (/* — i)3 : il admet la racine 
triple /*= i. Il en résulte les trois solutions

ex, xex, x*ex,

et l'intégrale générale

y — ex-+- C2xex-\- C*zx*ex.

Troisième exemple. — Soit l’équation

d\Y d-y
dxk

Faisant^ — erx, on est conduit à l’équation 

r*-+- a r* -+-1 = o
ou

(r* + i)2 = o,

qui admet r = i comme racine double et r —— i comme racine



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES.

double. Il en résulte les quatre solutions

eix, xeix, e~ix, xe~ix,
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et l’intégrale générale

y — Ci eix-h C2xeixCze~ix-+- Chxe~îx,

ou
y — Ci eix-h C3e~ix-+- x{C2C%e~ix).

Pour faire disparaître les imaginaires on fera

ei3C — cos a? i sin x, 

e~ix— cosar — i sioar,

on remplacera C( et C3 par deux constantes imaginaires conju­
guées, C2 et G, également, et l’on aura l’intégrale générale

y — Acosa? -i- B sina? a?(Aj cosar -+- Bt sin a:).

IV. — ÉQUATIONS LINÉAIRES AVEC SECOND MEMBRE.

367. Théorème. — Soit une équation différentielle linéaire 
avec second membre

dny
a*d^-+-a'

da~1 y ■+■.. • -+- nny — X
dx

sous forme abrégée,ou

? <r) = x;

si Von connaît une intégrale particulière de cette équation, on 
peut ramener son intégration à Vintégration de la même 
équation sans second membre.

En effet, supposons que l’on connaisse une fonction particu­
lière u vérifiant l’équation, c’est-à-dire telle que

«<«) = X;

(O

prenons une nouvelle fonction inconnue Y liée à y parla relation

y = Y -t- u.(2)
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L’éqaation (i) devient
T(Y u) = X;

or
<?(Y -+-“) = ?( Y)-t-(p(w);

donc l’équationon a
cp(Y) -4- tp(it) = X,

et, comme par hypothèse o (u) = X, il reste

?( Y) = o.

La fonction Y satisfait donc à la même équation sans second 
membre. Si l’on sait intégrer celte équation (3), on trouvera, 
pour son intégrale générale, une expression de la forme

Y = C,Y,+ C2Y2 + ...+ C„Y/1.

En revenant à la fonction y par la formule y = Y -f- m, on a 
alors, pour l’intégrale générale de l'équation donnée (i)

y — Ci Y, -h C2Y2 G/t Y„-+-

avec n constantes ai'bitraires C(, C2, ..., Cw.

Exemple. — Soit l’équation

dPy

on vérifie immédiatement que la fonction

(3)

(4)

u = -ex
2

est une solution de l’équation. Faisant alors

i
y — Y h— ex,

on obtient, pour déterminer Y, l’équation sans second membre

d* Y
+ Y = °’

dont l’intégrale générale est

Y = C, cosa? -+- C2 sinar.
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L’intégrale générale de l’équation proposée (4) est donc
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' y = C| cosa: -+- C2 sin# h— ex.

368. Cas particulier des équations à coefficients constants. — 
Quand les coefficients sont constants, on peut trouver facilement 
une solution particulière de l’équation, avec un second membre X, 
lorsque ce second membre est un polynôme par rapport à la 
variable indépendante x, augmenté d’une somme d’exponentielles 
linéaires en x

X = P(a?) -+- Aeax-4- + .Le/x,

polynôme, A, B, ..., L, a, b, ..P(.r) désignant 
stantes.

Pour le démontrer, nous examinerons d’abord deux cas simples :

/ des con-u 11 • 5

i° Le second membre est uniquement un polynôme P (x); 
2° Le second membre est une seule exponentielle A.eax.

369. Premier cas. Le second membre est un polynôme. — 
Si l’on a une équation à coefficients constants, de la forme

a
0 dxn aay = P(.r)+- ax dx,l~l

où le second membre est un polynôme P(.r) de degré/>, il existe 
une solution particulière m, de cette équation, qui est un polynôme 
en x de degré égal ou supérieur à p.

En effet, supposons d’abord an différent de zéro : si l’on subs­
titue, dans l’équation, un polynôme a de degré p, à coefficients 
indéterminés

Il — —H X1 Xl* 1 H— . . • -i- Xy>,

on voit que le premier membre devient un polynôme de degré p : 
on identifie ce polynôme avec P (#), en déterminant convenable­
ment X0, Xj,..., \p.

Si an est nul, étant différent de zéro, c’est un polynôme 
de degré p + 1 qu’il faut essayer, et ainsi de suite.
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Exemple I. — Soit l’équation 

d*Y
—7—r- — Y = ^+1.dx2

Le second membre étant un polynôme de degré 2, essayons de 
vérifier l’équation par un polynôme

“ "“H Y1 X —r~ Xo.,1/ =

Ecrivant qu’on a identiquement 

d2

on a
2 X g ( Xg X2 —1— Xj 3? —H X2 ) — ZP2 -+- I.

ce qui exige
Xo — — 1, X, — o,

On a donc la solution particulière

X2 = — 3

u —— x2— 3.
Faisant alors

X = Y -1- u = Y — x1 — 3,

on est ramené à l’équation, sans second membre,

d* Y
Y = o,dx2

qui a pour intégrale générale

Donc la proposée a pour intégrale générale 

y = Cj ex-4- C2 e-*— a:2 — 3. 

Exemple IJ. — Soit l’équation

d\Y 
dx3 p/.r

On voit qu’en substituant, dans le premier membre, un poly­
nôme du quatrième degré, le résultat serait du troisième degré 
seulement : substituons alors un polynôme du cinquième degré

u — Xgzrs~f- Xi x^-x X2a"3 -f- X»x~ + X5 ;
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en écrivant que ce polynôme vérifie identiquement la relation

d3 u du

619

on a
24 Xj-f- 2X3 = o,60 X 0 H— SXg — O,

6X3 —H X4 ~ O J
5X0 = 1, Xj = o,

d’où
1

h = o» X* = — 4,Xo = X3 — Xv= 24.V

Le coefficient X5 peut être pris arbitrairement; comme, pour le 
moment, il s’agit seulement de trouver une solution de l’équation, 
nous prendrons

X5= o.

Nous avons ainsi la solution
J

U = J X* — 4 JT3 -4- a4 T.

y — Y + u,

pour déterminer Y, l’équation sans second membre

Faisant alors

on a

d3 Y dX _
dx3 dx

Faisant Y = erx, on a à résoudre l’équation

r3 -+- r = o,
dont les racines sont

On en conclut les trois solutions

1, eix, e~ix,
et l’intégrale générale

Y = C,-+- C2eix-h C3e~ix.
ou

Y = C1 -+- A cos a; H- B sin x.

L’équation donnée en y a donc pour intégrale générale

7 = Y+«,

y — Ci -+- A cosrr -+- B sin x \ xs— !\x3 i^x.
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Remarque. — On pourrait aussi, dans l’équation que nous 
venons de traiter,
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dx* dx '
dy

prendre pour inconnue
dy-j- = 3 :dx

aurait alors à intégrer l’équation du deuxième ordreon

d2z
—------ h Z — X'*.dx'2

Une fois z trouvé, on en conclut y par une quadrature

- z dx.J

370. Deuxième cas. Le second membre est une exponentielle 
Aeax, où A et a sont des constantes. — Dans ce cas l’équation est 
de la forme

(5) y(y) — Aeax.

En général, on pourra obtenir une solution de la forme

u = X eax,

X étant une constante à déterminer.
En effet, écrivant que u vérifie l’équation

o(lèax) = Aeax

on a

ou

X <p(eax) = Aeax.

Mais, nous avons trouvé, quel que soit /-, 

o(erx) = erx'\>(r); 

on a donc, en remplaçant/- par «,

o(eax) = eaxÿ(a),

(6)

et la condition (6) donne

- _ AX ty(a) = A,
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On a donc ainsi la solution

A
eax.u =

<K«)

Cas d'exception. — Le calcul précédent serait en défaut, si a 
était une racine du polynôme <]>(/•), car, dans ce cas, vÇkeax) 
serait nul, quel que soit Voici comment on obtient alors une 
solution :

Si a est racine simple de (/•), l’équation avec second membre 
admet une solution de la forme \xeax\

Si a est racine double de <L (/■ ), l’équation avec second membre 
admet une solution de la forme X x-eax ;

Et si a est racine d’ordre />, l’équation avec second membre 
admet une solution delà forme \xPeax.

C’est ce qu’on voit immédiatement en se servant des identités 
établies plus haut (n° 365) :

o{erx) = erxty(r),

<p(xerx) = erx[ty’(r) -+-x<l(r)L 
<?(x*erx) = erx[Y (i') -H2a:^'(r)-ha724l(r)]>

(7)

Supposons que a soit racine simple de <1 (/■) ; alors ’l (a) — o, 
ty(ct) étant different de zéro. On a donc, en essayant de vérifier 
l’équation par

u = \xeax, 
y(\xeax) = Aeac,

ou
X v(xeax) — Xeax.

Mais, d’après la deuxième des identités (7), 

o(xeax) = eax t|/(a):
On a donc

\eax <J/(a) = Aeax,
A

X =
V(«)’

on obtient ainsi la solution
A x

eax.u == —-----y (a)
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Si a est racine double de <1 (/•) on a

Y(a) = °> Y(a) ^ o;■|(a) = o,

essayant la solution
u —

on a
®(Àx2eax) = Xeax, 

X y(x*eax) — Xeax,

d’où, d’après la troisième des identités (7),

~keax <|/(a) = Xeax,
XX =

Y\a)’
on obtient ainsi la solution

Aa?2
“~?V) eax

Et ainsi de suite.
En général, si a est racine d’ordre p de t]>(r)T l’équation sans

... xP~K esecond membre admet les p intégrales eax, xe 
l'équation, avec le second membre AeaxT admet l’intégrale

ax. et7 ’

A xp gdX t
Yp)(a)

Exemple I. — Soit l’équation

dx1 dx J

le polynôme <jj(r) est ici

^ (/•) = /’2— 3r -+- 2,

ses racines sont 1 et 2. Le second membre contient l’exponen­
tielle e3ir; comme 3 n’est pas racine de ? l’équation admet une 
solution de la forme

u — X eix ;

en substituant, on trouve, après réduction

2X = i, X = -•2
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On a donc la solution r
a = -e3x.

•i

Faisant alors
i

y = Y -H — e3x.•i

on est ramené à l’équation sans second membre

3~+- a Y = o, dx
d*Y
dx2

dont l’intégrale générale est

Y = Ci ex C2e2^.

L’intégrale générale de la proposée est donc 

y = Ci ex -f- C2 e'-* -i- ^ e3*. 

Exemple IL — Soit.l’équalioa

d\Y 
dx2

3^+v = e'’:-(81

où le premier membre est le même que dans l’exemple f. Le 
second membre est ex et le coefficient i de x est racine simple 
de 'b (/•). L’équation admet donc une solution de la forme

u = X x ex.

C’est ce qu’on vérifiera directement : la valeur de \ est

i = — IL— r

L’intégrale générale de l’équation (8) est alors 

y = Ciex-\- C2e2* — xex.

371. Cas général où le second membre est un polynôme P (a:) 
suivi d’une somme d’exponentielles. — Soit maintenant une équa­
tion de la forme

çp(j) = P (a?) -H Aeax-+- ..-+- Lefx.

Pour trouver une solution particulière u de cette équation, on 
détermine d’abord des fonctions m,, «’2, m3, ..., up: vérifiant les

(9)
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relations
?(«i) = pO)i
(0(1/2) — A eax, 
ç>( //3) = B e/,x,

co (Up) = Lefx.

On sait trouver ces fonctions, d’après les deux cas précédents : 
u{ est un polynôme, u-2, u3: ..., up des exponentielles multipliées 
ou non par des puissances de a? suivant que «, b, ..., I sont ou 
non des racines de é/(/-).

Une fois m,, m2j •••? up trouvées, l’équation proposée (9) admet 
la solution

II — ll\ —h- Il 0 H” . . . -f” Il p*

On a, en effet (n° 357),

<? (u) = o(«i-t- «2 + . . •-+- Up) = ©(Ml) -4- <?(m2) o(u„)

OU
ç>(m) = P(a?) -+- Ae/X+ Bete + .. .-4- Le'*, 

Ayant trouvé u, on pose

y = Y -H u

et l’on est ramené à l’équation sans second membre

<?(¥).= o.

Exemple. — Soit l’équation

d'y(10) -t-y = ‘ix -f- cos/r.dx%

Gomme cos.r=: '-clx + ^e lx, on peut écrire

dîy 1 1
-y— -4-y = 214— e,x h— e-ta\ tèr2 ^ 22

ce qui rentre bien dans le type précédent. On cherche alors des 
fonctions particulières u{, u2, u3 vérifiant respectivement les trois 
relations

4— M, = 2 X,

IIl ^ —

2
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On obtient une fonction ut, remplissant la première condition 
en essayant un polynôme du premier degré ; on trouve ainsi

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES.

U1 = IX.

On obtient une fonction u2 vérifiant la deuxième relation, en 
remarquant que le second membre

i- eix

est de la forme Aeax, où a = i est racine simple de ^ ( /•) = J'2 -h i ; 
on peut donc prendre pour u2 une expression de la forme

u2 = \xeix ;

en substituant, on trouve
i

i2
*'(«) 400 40

d’où
U2 = —:Xeix.

4 l

Pour vérifier la troisième relation, on peut, de même, prendre

iu 3 =--- —.xe~lx.
4 i

L’équation proposée ( io) admet alors la solution

i ix(eix— e~ix) — ix H— x sinar.Il — ll\ Il2 “4“ 2^3 — 2 X r~ Ji 2

Faisant alors
y = Y -+- U, '

on est ramené à l’équation sans second membre

<p y
-+- Y = odx‘l

dont l’intégrale générale est

Y = Ci cosa? C2 sina;.

L’intégrale générale de l'équation proposée est donc

y — Ci cosa; -+- C2 sina: -h 2x -h ix sinar.

4oA.
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CHAPITRE XX.
SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES 

A UNE VARIABLE INDÉPENDANTE.

372. Problème général. — Il peut arriver, et cela se présente 
notamment en Mécanique, que l’on ait à intégrer un système de 
n équations différentielles simultanées d’ordres divers, définissant 
n fonctions inconnues d’une même variable indépendante. Nous 
allons montrer que l’intégration d’un pareil système peut tou jours 
se ramener à l’intégration d’une seule équation différentielle à une 
fonction inconnue.

Nous commencerons d’abord par quelques cas simples.

I. — DEUX ÉQUATIONS SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE 
A DEUX FONCTIONS INCONNUES.

373. Méthode. — Soient deux équations de la forme

dy

(■) dz

définissant les deux fonctions inconnues y et z de la variable indé­
pendante x.

On peut ramener l’intégration de ce système à l’intégration 
d’une équation du deuxième ordre. En effet, dérivons la première 
équation par rapport à x en y regardant y et z comme fonctions 
de x ; il vient

d'-y
dx-

éF dF_ dy_ d¥_ dz_ 
àx dy dx dz dx(2)
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• • cLzs
Si, entre les trois équations (i) et (2), on élimine z et on 

obtient une équation différentielle du deuxième ordre,

définissant j en fonction de x. Soit

r = ^ (a?, Ci, C2)

l’intégrale générale de cette équation ; cette intégrale étant sup­
posée trouvée, on obtient également 5 en fonction de x, C| et C2 
sans aucune intégration, en faisant seulement des calculs algé­
briques. En effet, si, dans la première des équations (1), on 
remplace^ par son expression, on obtient une relation contenant 
uniquement x, z, Cj et C2; en la résolvant par rapport à z

z = fi(x, Ci, C8),

avec les deux mêmes constantes G, et C2.
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374. Interprétation géométrique. — Si l’on regarde x, y, z 
comme les coordonnées d’un point M de l’espace, on sait que le 
lieu des points pour lesquels^ et z sont des fonctions déterminées 
de x est une courbe dans l’espace; d’autre part, les coefficients 
directeurs de la tangente à une courbe gauche au point (x,y, z)
sont proportionnels à dx, dy, dz ou à i,^> Intégrer les

équations différentielles (1), c’est donc chercher des courbes 
gauches telles que la tangente au point (x, y, z) à une de ces 
courbes ail ses coefficients directeurs proportionnels à

I, F (x,j,3), F i(x,y,z).

L’intégration des équations (1) donne les équations de ces 
courbes sous forme finie

y = o,(ar, Ch, G,), 

- = Cl5 C2),
(3)

avec deux constantes arbitraires.
Par un point donné a?0, y0, z0 de l'espace, il passe une de ces 

-courbes, car on peut toujours déterminer C| et C2 par les condi-
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par la substitution
y = Y-+- u,\

elle devient
d*Y d Y

-2^-3Y = o’dx2

équation qui admet les deux intégrales particulières

e3xe~x,
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tions que les deux équations (3) soient vérifiées quand on y rem­
place x1 y, 5 par x0, y0, 50-

375. Exemple. — Soit à intégrer les équations

dy dz
= x + y + 2z, ~dx = x z 2Y'

Dérivons la première par rapport à x : 

d-y
dx'1 dx dx

dy dz

dzEntre ces trois équations, éliminons z et^; la première donne

i dy_ 
i dx

portant cette expression de 5 dans la deuxième, on a

i dy
—j— = — x -f- — y -f- - —— ) dx 2 2 2 dx

ii
2 = - y; 

2 J-x —
2

dz 3i

dzenfin, en portant cette expression de — dans la troisième, on a

dLy dy-Ht = i + « + 3r + 2-f) dx% J dx

équation du deuxième ordre en y. Cette équation s’écrit

dy „2 -f-----3 y — i -T- x.dx J

C’est une équation linéaire, à coefficients constants, avec second 
membre. Elle admet la solution particulière

dly
dx2

i o^1
 H



remplaçant^ par son expression et réduisant,ou, en■

iz =— C^e3* —
9

On a ainsi les expressions générales de s et y avec deux cons­
tantes arbitraires C, et Go.
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•et dont l’intégrale générale est
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Y = C2e3*.

L’intégrale générale de l’équation en y est donc

1y — Cie~*-+- C2e3* —

Pour avoir z, il suffit de le tirer de la première équation qui 
donne

1
2 dx

1------x — 1*'Z =
2

376. Application : Lignes de forces. — Imaginons une loi de 
force telle que, sur l’unité de masse placée en un point quelconque 
M (a?, y, z), agisse une force F (fig- 200) dépendant uniquement

Fig. 200.

de la position du point M. On a alors ce qu’on appelle un champ 
de forces déjà considéré au Chapitre XVI; les projections X, Y, Z 
de la force F agissant en un point M (a?, y, z) du champ sont des 
fonctions supposées connues des coordonnées du point

x =/0, y,*)

On appelle lignes de forces les courbes telles que, en chacun 
de leurs points M, elles admettent comme tangente la force agissant 
en ce point. Cherchons les équations différentielles de ces lignes.

Un élément dx, dy, dz de la courbe placé au point M doit avoir

Z = ty(x,y,z).Y = cp(x,y,z),

H ko

o 
l

w
 H
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même direction que la force F agissant en ce point. Les projec­
tions de l’élément sont donc proportionnelles à celles de la force et 
l’on a
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dzdx dy
X Y Z

on
dx dy dz

f(x,y,z) ®(x,y,s) ty(x,y,z)

Telles sont les équations différentielles d-es lignes de forces. En 
prenant x comme variable indépendante, on peut les écrire

dy _ <?(x, y, z)
~ f(*,y,z)’

Ce sont bien des équations de la forme ( i) traitées dans le n° 373. 
En les intégrant, on obtient les équations des lignes de forces avec 
deux paramètres C( et C2.

Inversement, intégrer des équations telles que (i), c'est chercher 
les lignes de forces d’un champ dans lequel on a

y = FiO> y-,z)-

dz ty(x, y, z)
dx dx f(x,y,z)

= F(^> y. *),

3/7. Autre exemple : Trajectoires orthogonales d’une famille 
de surfaces à un paramètre. — Soit

/(*> y, z) = X(4)

l’équation d’une famille de surfaces dépendant d’un paramètre a; 

nous supposons, pour plus de simplicité, cette équation résolue 
par rapport à 7. Quand on fait varier X, la surface (4) change de 
forme et de position de telle façon qu’il passe une de ces surfaces 
par un point quelconque de l’espace x0, y0, s0> choisi dans la por­
tion de l’espace où la fonction f (x, y, z) existe. En effet, on peut 
toujours déterminer X de façon que l’équation (4) soit vérifiée 
quand on y fait x = x0: y = y0, z = z0.

Nous voulons trouver les courbes qui coupent ces surfaces à 
angle droit, e’est-à-dire les courbes telles que la tangente en cha­
cun de leurs points M (x, y, z) coïncide avec la normale à celle des 
surfaces (4) qui passe par ce point.

XI
 x
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Les équations de la tangente à une courbe sont

Y —y z~
dy dz ’

celles de la normale an même point x, y, z à la surface (4) sont 

X — x __ Y-y _ 7,-z

X — x
dx

df
dzdx

Ces deux droites devaDt coïncider, on a les conditions 

dx _ dy _ dz
d.f ~ àf ~ df '
dx dzdy

qui sont les équations différentielles des courbes cherchées.
ces équa-Comme sont connus en fonction de x, y, 5

tions, où l’on prend x comme variable indépendante, sont de la
forme (i).

En les intégrant, on obtient les équations des trajectoires ortho­
gonales demandées avec deux constantes arbitraires Cf et C2.

On peut remarquer que ces courbes sont les lignes de forces 
correspondant à une loi de force F dont les projections seraient

x = dl_
dx’

Y-&
dy’

On dit alors que la force F dérive d’une fonction de forces 
f(x,y, z) ; les surfaces

f(x,y, z) = \

s’appellent les surfaces de niveau.

Exemple. — Trouver les trajectoires orthogonales des parabo- 
loïdes

xy
z

où \ est un paramètre variable.
Les courbes cherchées ont pour équations différentielles

dzdx
— xy
z'1

| 
I UU

 N
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car ici

/O, y, *) =

Egalant chacun des deux premiers rapports au 
deux équations

dernier, on a les

y dv -f- z dz = o,x dx —i— z dz — o,

qui s’intégrent immédiatement et donnent

y2-h z2 — C2.

Ou a ainsi les équations des courbes cherchées, avec les deux 
constantes C1 et C2. On voit que ces courbes peuvent être regar­
dées comme l’intersection d’un cylindre de révolution, de rayon 
quelconque, autour de Oy

x2 -+- z2 = Ci,

x2-+- z2 = Gj.

avec un cylindre de révolution autour de Ox

y2 -y z2 — Gj.

II. — SYSTÈME DE n ÉQUATIONS SIMULTANÉES 
DU PREMIER ORDRE A n FONCTIONS INCONNUES.

378. Méthode générale. — Soient n équations simultanées du 
premier ordre

dy -
-jy =Fi(v,yuy„ ...,yn),

= f2<>,yuy*(5)

yyy = F«(ar, ylt y2, ...,yn),

définissant n inconnues y,, y2,..., yn en fonction de x.
Nous allons voir que les intégrales générales de ce système sont 

de la forme
y\ — Go c*5 • • •) G,t),
y.2 = 0-2 (x, Cl, C2, • . . , G^J ),

(6)

y n — Ç n (3? 5 G1, C2, . . ., C n ),

avec n constantes arbitraires C(, C2, ..., C«.



Pour cela, nous montrerons que l’intégration du système (5) se 
ramène à l’intégration d’une équation différentielle d’ordre /?, suivie 
d’opérations algébriques.

En effet, dérivons la première équation par rapporta a?, en nous 
rappelant que y{, y2, . • • ? Jn sont fonctions de x. Il vient

dïy\ _ dF, ; dFt dyx ^__________
dx2 dx dy , dx * ' dyn dx ’
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èFi dyfl'

si, dans cette équation, on remplace les dérivées ___ _ _ dj n
dx dx

d1X\du deuxième membre par leurs valeurs (5), on a, pour 
expression contenant uniquement x, y*, y2, ..., yn :

» unedx'1

diy\ = G2(x,yi,y2, ...,7»)-o?:r2

Dérivant de nouveau cette équation par rapport à x, il vient

àGj dyi _________
dy! eèr ‘ ' ’ dyn dx

d*y i 
dx3

dG2 dG2
d.r

et, en remplaçant *
1 dx dx

d*yi _
dx3

On continue ainsi, de proche en proche, jusqu’à

• • j par leurs valeurs (5), on a

G30, yi, y2? • .).

dn y \ = G* (a?, ^!, 7,. ..., 7„).<7r"

On a ainsi le Tableau suivant :

dy»
— =» F! (a?, 71,7a, ...,7«)>

^2,ri = g2o, jn, 7*, • • -, 7*),(7) dx1

dny\ = Gn(x, yi, 72, ...,7«).<f.r"

Si, entre ces « équations, on élimine les /? — i inconnues y2,
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y3, ..., y ni on obtient une relation de la forme

dy\ d'y!
’ dx ’ dx2

d,lyf(xiy^ = O.? • ’ dx'1

C’est là une équation différentielle d’ordre n, définissant y, en 
fonction de x. En la supposant intégrée, on en tire

y\ = <?iO, Ci, C„ ..G/t).

Les (/? — 1) premières relations (7), dans lesquelles on remplace 
y, par cette expression, forment alors un système de n — 1 équa­
tions à n — 1 inconnues y2, y3, ..., yn : la résolution de ces équa­
tions donne, par des calculs algébriques, sans intégration nouvelle, 
y2, y3, ..., yn en fonction de x et des n constantes C(, C2, ..., Cu­

be système est ainsi intégré.

Remarque. — Il peut arriver, dans certains cas particuliers, que 
l’une des fonctions yt, y2, ..., yn vérifie une équation différen­
tielle d’ordre moindre que n ; il figurera alors, dans l’expression de 
cette fonction particulière, moins de n constantes : mais il en figu­
rera d’autres dans les expressions de y2, y3, . .., yn: de façon à 
compléter le nombre n de constantes arbitraires. En effet, on peut 
démontrer comme il suit que, dans tous les cas, il existe un système 
de fonctions y,, y2, ..., yn fie a?, vérifiant le système (5) et con­
tenant, en tout, n constantes arbitraires.

379. Intégration par séries. — Reprenons le système (5) et 
cherchons à l'intégrer par des séries de Mac-Laurin

= (y 1)0 + (/i)oy + (y\ )o y-y ■+■•

— (^2)0 -H (y-i )o y ~y(y\)o y-y ■+• •

♦

— (y»)0 + (yn)0 y -+- (yn)o y-y -y - ■

f
yi • • y

y 2 • • y(8)

yn

où (yK )o, (y\ )0, (y] )0, • • • sont les valeurs que prennent jk, et ses 
dérivées successives pour x = o, etc.

Nous allons montrer que les coefficients de ces séries sont des 
fonctions de 11 constantes arbitraires (jKi)oj (y^)oi . ..,(jy«) o- H



suffit de le montrer pour y, ; le raisonnement est le même pour les
autres fonctions. Or, d’après le calcul du numéro précédent, les
i, • , • dy\ d2j\derivees successives -7—, -r—r> • dx dx*
x,yt,y2, ..., yn, et ce calcul peut être prolongé, de proche en 
proche, jusqu’à une dérivée d’ordre quelconque de y{. Si, dans 
ces expressions des dérivées successives deyt, prolongées indéfi­
niment, on fait x = o, y1 = (y,)0, y2=(y2)0, ..., ya=z(yn)0, 
on voit que toutes ces dérivées deviennent fonctions de ()o? 
(.Ta)o, (.r3)0, ..., (.r»)o-

Les coefficients de la série, donnantyt, sont donc fonctions des 
n constantes arbitraires (y,)0, (y2)o5 ••• » (Xn)o', ceux des autres 
séries sont fonctions des mêmes constantes. Si donc ces séries sont 
convergentes, elles définissent un système de fonctions vérifiant les 
équations et contenant 11 constantes arbitraires.

Ce raisonnement montre que, en général, les fonctions y1: 
y2, . .., yu, vérifiant les relations (5), sont déterminées quand on 
se donne les valeurs
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• • sont des fonctions connues de

(y 1)0, (yt)o, O«)o,

qu’elles doivent prendre, pour une valeur déterminée x = o de la 
variable.

On démontrerait, de même, en prenant des séries de Taylor 
procédant suivant les puissances de x — x0, que les intégrales des 
équations (5) sont déterminées, quand on connaît les valeurs 
qu’elles prennent pour x — x0.

380. Intégrales premières. — On appelle intégrale première 
d’un système d’équations

yyg = FiO,71,72, ■■■, Jn),

'-yy = F2 7ri),
(5)

l ypy = ?n(x,y\, y2, • ••,yn),

une équation entre la variable indépendantes, les fonctions incon­
nues yt,yo, ..., yn et une constante arbitraire, qui se trouve
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satisfaite, en vertu des équations (5), quelles que soient les valeurs 
initiales (y<)o, (yo)o> • • •, (y«)o que l’on donne aux fonctions 
inconnues pour x — x0.

Une intégrale première est donc une relation de la forme 

*(»> yi, y*, •. - , yn, c> = o.

On peut toujours imaginer cette équation résolue par rapport à 
la constante arbitraire C et l’écrire
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ffayuy*, •••,yn) = c.(9)

Voici comment on peut vérifier immédiatement qu’une équation, 
telle que (9) est une intégrale première. Pour que la fonction/ 
reste constante en vertu des équations (5 ), il faut et il suffit que sa 
dérivée par rapport à x soit nulle :

àf , àf dyt + df_ dyz + + df_ dy» =
ôx ^ dyi dx dy2 dx dyn dx o,

ou, en remplaçant les dérivées . par leurs expres-

(5)sions

ÈL + M.
dx à y \

àf àfFi h—— F2 -+-... -+- fL~¥- ày n
(10) = o.

ày 2

Cette dernière condition ne contient alors que x, y,, y2, ...,yn : 
elle doit être vérifiée par tous les systèmes de fonctions satisfai­
sant aux équations (5); mais, comme, dans l’intégration de ces 
équations, on peut, pour une valeur arbitraire x0 donnée à x, 
prendre, poury(,y2, ..., y„, des valeurs également arbitraires 
(yt)oj {yf)oi • ••, cette condition (10) doit être satisfaite
quelles que soient les valeurs données à a?, y,, y2, ..., yn ; elle 
doit être satisfaite identiquement.

Exemple. — Les équations

[ dy 1 
If

] dy 2
\-df=r*-y"

f £■£* _
1 dx

00

yi—y*
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admettent l’intégrale première
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y i y 2 y 3 G.

En effet, différentiant cette relation, on doit avoir

dy\ , d.n , d.y3 _
dx dx dx

ou, en remplaçant ces dérivées par leurs expressions (i i)

jk2—JK3-+-JK3—ji+ri—j2= o,

ce qui a lieu identiquement. 
De même,

y\ +yl +y\ = C'

est une autre intégrale première de ces équations différentielles.

381. Usage des intégrales premières. — Deux intégrales pre­
mières

i M*, y 1, y2» • • -,yn) = c,, 
1 Ai*, yi, y*, •••,/«) = c2(12)

sont dites distinctes quand f2 n’est pas une fonction de f{ : autre­
ment, il est évident que les deux relations (12) se réduiraient à 
une seule. 11 est clair, par exemple, qu’écrire

/. = C„
puis

fi = c2
ou

sin/i = C8,

c’est exprimer un seul et même fait, à savoir que fs reste constant.
Les deux intégrales premières (12) étant supposées distinctes, 

une troisième intégrale première,

y2î •••,?») = Cs,

est dite distincte des deux premières quand f3 n’est pas une fonc­
tion de fK et /2 ; et ainsi de suite.
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Ainsi, dans l’exemple précédent,

y\ •+■ Yï y3 == Ci?
y\+- y\^- y\ = c2

sont deux intégrales premières distinctes. La relation 

y\/î+J'i/j -+- JK3JK1 = C3

est aussi une intégrale première des équations (1 i), comme il est 
aisé de le vérifier; mais elle n'est pas distincte des deux précé­
dentes, car on a identiquement

(i3)

y 1 y % “t" y %y 3 y sy 1 — — [( jki -+- JK2 -i— jk3 )2 — ( jk f -+- ^ 1 ~^y § )] ;

donc le fait que
y 1 y 2 “y 2 y 3 +.73.71

est constant résulte des deux relations (i3).
Revenons au cas général. Si l’on connaît une intégrale première

/îO, y 1, y2, • ••,/«) = Ci

des équations différentielles (5), on peut simplifier l’intégration 
du système en diminuant d’une unité le nombre des fonctions 
inconnues. En effet, on peut, de cette relation (i4)> tirer yn en 
fonction dex,y,,yo, . .., yn-2, yn-\ et C( ; en portant cette ex­
pression de yn dans les (11— 1) premières équations différentielles, 
on les transforme en un système de n — 1 équations simultanées 
à n — 1 inconnues y,, y2, ..., yn__t.

Si l’on connaît deux intégrales premières distinctes

fi(v, yu 72, . •yn) = Ci, 
f*(*,yuyti yn) =c2,

on peut en tirer et yn en fonction de x, yt, y2, •.. , yn_2, C, 
et Co. En portant ces expressions de j'„_, et yn dans les n — 2 

premières équations différentielles (5), on les transforme en un 
système de n — 2 équations simultanées à n — 2 fonctions incon- 
nuesy„y2, ..., yn_2.

Et ainsi de suite. La connaissance de chaque intégrale première 
nouvelle sert à abaisser d’une unité le nombre des fonctions incon­
nues.

04)
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Si l'on connaît n intégrales premières distinctes des équa­
tions (5),

fi(æ,yuyt, ...,yn) = C,,

/* (®i yu y2, • yn) = ct,(i5)

fn(*,y\, y2, • = C;„

Je système est intégré : de ces n relations (i 5) on tirera y,, y2, • • 
y„ en fonction de x et de n constantes arbitraires C 

Par exemple, pour le système

dy\

• 5
Co, • • • i Cn.I ?

d.Yï
(* 0 -3F

dy3

nous avons trouvé deux intégrales premières 

| .Xi y2 = Ci)
I y\ -+-yî+yî = c2;

(«3)

nous pouvons alors abaisser de deux unités le nombre des fonc­
tions inconnues. Résolvons les équations (i3) par rapport à y2 

et y3 : nous avons
yl+yl — C-2—y\,
JK2-HJK3 = Ci —yi}

d’où l’on conclut facilement

(j2—y3y= 2(C2 — y\) — (C,— JK1)2

et
y2 — y3= c2— Cî-t-aG^!— 3^f.

Portant dans la première équation, on a

— v/'2<32— Gf -t- u Cjjki — 3y\,

dyiI + C3.x =
v/aG2— Cf -f-ACjji— 3jrf

Cette dernière quadrature s’effectue facilement à l’aide d’un arc



/ dx dy= f(t,x,y,z,-Tt. ,

/ dx
= t {‘•*>r’z’dï’

, [ dx
— y ( x> y > z> ’

' )’
• )•

(.6

Elles constituent un système de trois équations du deuxième 
ordre à trois fonctions inconnues x, y, z de la variable indépen­
dante t.

Pour les ramener à un système d’équations du premier ordre, 
prenons, comme fonctions inconnues auxiliaires, les dérivées de 
x, y, z, en posant

dzdx dy
-j- = z\ 
dt~r = æ\ dt dt ~y'y

640

sinus : on a alors y \ en fonction de x, G,, C2, G3, et, en remontant, 
on a y2 et y3.
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III. — ÉQUATIONS SIMULTANÉES D’ORDRE QUELCONQUE. 
RÉDUCTION A UN SYSTÈME D’ÉQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE.

382. Méthode générale. — Si l’on a à intégrer un système 
de n équations simultanées d’ordres divers, à n fonctions incon­
nues, on le ramène à un système d’équations du premier ordre, à 
un nombre plus grand de fonctions inconnues, en prenant pour 
inconnues auxiliaires les dérivées successives des fonctions incon­
nues primitives.

Exemple tiré de la Mécanique. — Considérons un point maté­
riel libre de masse m et de coordonnées x, _y, z soumis à une 
force F dépendant du temps t, de la position du mobile et de sa 
vitesse. On sait que les équations du mouvement sont

d^x
m~dF=X’

dîy
m —T4- = Y, dt2 ’

X, Y, Z désignant les projections de la force. Ces projections sont
• doc d y dzdes fonctions données de £, x, y, z, —• Les équations du

mouvement sont donc de la forme

d1zm —r— = Z,dr- ’

Sr
 8* 

8:
18

* 8:1
8*

*1$
 N



= X ,

= y'

= z',

= f(t,x, y,z,x',y',z'),

= y, z,x',y',z'),

— 'KL y, *, ce', y', z'),

formé de six équations du premier ordre, définissant les six fonc­
tions inconnues y, z, x',y', z', en fonction de t. Les intégrales 
générales de ce système sont déterminées, quand on connaît les 
valeurs a?0, y0, s0, x'0, y'0, z'Q des six fonctions inconnues, pour 
t = t0. Cela veut dire, au point de vue mécanique, que le mouve­
ment du point est déterminé, quand on connaît les coordonnées 
x0, jy0, z0 du point, à un instant initial t0, et les projections x'0, 
y'0, z'0 de sa vitesse, au même instant.

Dans cet exemple, une intégrale première est une relation de la 
forme

g(t, X, 7, z, x',y, z') = G,

entre la variable indépendante t et les six fonctions, c’est-à-dire 
entre £, les coordonnées du point et les projections de la vitesse. 
La connaissance d’une intégrale première permet de ramener l’in­
tégration du système (17) à celle d’un système de cinq équations 
du premier ordre à cinq inconnues ; chaque nouvelle intégrale 
première permet d’effectuer un abaissement d’une unité dans le 
nombre des inconnues.

On donne, en Dynamique, des théorèmes généraux, tels que le 
théorème des forces vives, le théorème des aires, etc., qui permet­
tent, dans certains cas, d’obtenir des intégrales premières.

41A.
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On a, alors, le système
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CHAPITRE XXI.
QUELQUES EXEMPLES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE.

383. Forme générale. — Soient z une fonction des deux va­
riables indépendantes x et y, p et q les dérivées premières de z 
par rapport à x et y respectivement; on appelle équation aux dé­
rivées partielles du premier ordre, à deux variables indépen­
dantes, une équation de la forme

F O, y,z,p,q) = o.

Intégrer cette équation, c’est trouver toutes les fonctions z de x 
et y qui la vérifient.

En considérant x, y, z comme les coordonnées d’un point dans 
l’espace, toute relation entre x, y, z définit une surface, et l’on 
peut dire qu'il s’agit de trouver toutes les surfaces vérifiant la con­
dition (i). On appelle ces surfaces les surfaces intégrales.

La différence essentielle, qui sépare l’intégration des équations 
aux dérivées partielles de l’intégration des équations différentielles 
à une variable indépendante, est que l’intégrale générale d’une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre contient une 
Jonction arbitraire, tandis que l’intégrale générale d’une équa­
tion différentielle du premier ordre, à une variable indépendante, 
contient une constante arbitraire. Cette fonction arbitraire doit 
être telle qu’on puisse en disposer de façon à faire passer la sur­
face intégrale par une courbe donnée à l’avance.

Par exemple, l’équation

(■)

p -4- q = o

admet comme intégrale générale

2 = <pO —y),
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étant une fonction arbitraire : toute surface définie par une 

relation entre z et x—y est une surface intégrale ; par exemple 
on peut prendre

-S = O— jk)2,
z - - ex~y,
» = L(^ — y),

En effet, si Ton prend la surface

S = —y),
on en conclut

f'(x-y), 
q = — <p'(a? —y),
P = A

d’où
p->rq = o,

'quelle cjue soit la nature de la fonction œ. 
Les surfaces

(2) * = vfx—y)

sont des cylindres dont les génératrices sont parallèles à la droite

x—y = o.

Ou peut déterminer la fonction de façon que la surface inté­
grale (2 ) passe par une courbe quelconque donnée D. Il suffit, 
pour cela, de former l’équation du cylindre, ayant pour directrice 
la courbe D et ayant ses génératrices parallèles à la droite (3).

<3) z — o,

I. — EXEMPLES DE FORMATION DES ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE.

384. Objet du paragraphe. — Nous avons vu que, étant donnée 
une famille de courbes planes dont l'équation dépend d’une cons­
tante arbitraire, l’ordonnée d’un point d’une de ces courbes, con­
sidérée comme fonction de l'abscisse, vérifie une équation diffé­
rentielle du premier ordre (n° 331). Nous allons montrer, par 
des exemples, que, étant donnée une famille de surfaces dont 
l’équation dépend d’une fonction arbitraire, le z d’un point d’une 
de ces surfaces, considéré comme fonction des deux autres coor­
données, x et y, vérifie une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre.
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Nous allons traiter successivement, à ce point de vue, les sur­
faces cylindriques, les surfaces coniques, les surfaces de révo­
lution.

CHAPITRE XXI.

385. Équation aux dérivées partielles des surfaces cylindriques.
— On sait qu’un cylindre est engendré par une droite G, parallèle 
à une direction fixe OG’, s’appuyant sur une directrice donnée D 
( fig. 201). Soient

x y z
ba c

ou
a z — ex = o, 
b z — cy = o,

(G')

les équations de la droite OG’ à laquelle les génératrices restent 
parallèles. Les équations d’une génératrice sont de la forme

( az — ex — Ci, 
j b z — cy = C2,

C, et Co désignant deux constantes arbitraires. En faisant varier C 
et C2 d’une manière quelconque, on arriverait à faire passer la

Fig. 201.

(G)

t

Gx
A,

g; M

D

<3 x

droite G par un point quelconque de l’espace. Mais il faut exprimer 
que cette droite G s’appuie sur une directrice donnée D : cette 
condition se traduit analytiquement par une relation entre les deux 
constantes arbitraires :

(4) F(C„C2) = o.

Pour avoir l’équation du cylindre, il faut chercher le lieu des 
droites (G) dont les coefficients C( et G2 vérifient la condition (4). 
L’équation du cylindre s’obtient alors en éliminant Ct et C2 entre



les équations de la génératrice G et l’équation de condition (4)- On 
obtient ainsi l’équation
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F(az — ex, bz— cy) — o,(5)

qui est l’équation générale des cylindres, dont les génératrices 
ont la direction donnée. Pour obtenir tous ces cylindres il suffit de 
faire varier la forme de la fonction F ; on peut donc dire que l’équa­
tion générale des cylindres est (5), F étant une fonction arbi­
traire.

Nous allons montrer que toutes ces surfaces cylindriques satis­
font à une même équation aux dérivées partielles, indépendante de 
la fonction F. On sait que, si une surface a pour équation

F(x,y,z) = o,

les dérivées partiellesp et q de 5 par rapport à x et y sont données 
par les deux relations

dFdF
ôx ^ à z = o,

dF ri F

obtenues en dérivant successivement par rapport à x et y, et 
regardant 5 comme fonction de x et y. Posons, pour simplifier 
l’écriture,

b z — cy = v,az — ex = u,

l’équation des cylindres devient

F (h, c ) = o

La fonction F(w, c), dépendant de x, y, ; par l’intermédiaire 
de a et c, a pour dérivées partielles

dF dF d F dF
dy C dv

dF dF , dF
— = a ------\- b
az ou de

Les valeurs de p et q sont donc données par

dx ° du ’

dF / dF , dF\
= o,

dF dFdF
= o,
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, , (9F (9Fou, en ordonnant par rapport a — et — ?
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ô¥ oF
7 + bp^ = °’

<iF ,, ,dF aq-^+(bg-c)-

Entre ces deux dernières équations, on peut éliminer le rapport
de -7^- à et l’on obtient la relation 

ou ov
(ap — c) {bq — c) — abpq — o

= o.

ou

ap -4- bq — c.

Telle est l'équation aux dérivées partielles des cylindres.

Interprétation géométrique. — Cette équation exprime une 
propriété du plan tangent qui est évidente géométriquement. Elle 
exprime que le plan tangent en un point M de la surface (Jig- 201), 
contient la génératrice MG, passant par ce point, ou encore, ce 
qui revient au même, que la normale en M à la surface est perpen­
diculaire à la génératrice MG du point M : en effet, les cosinus 
directeurs de la normale étant proportionnels à p, q, — 1 et ceux 
de la génératrice à a, b, c, la condition de perpendicularité de 
ces deux directions donne l’équation

ap -4- bq = c.

386. Équation aux dérivées partielles des surfaces coniques. —
Une surface conique, ayant son sommet à l'origine, est engendrée 
par une droite mobile G, passant par O (Jig- 202) : les équations 
de cette génératrice sont de la forme

!=c"

C, et C2 désignant deux constantes arbitraires. Pour engendrer un 
cône, il faut assujettir cette génératrice G à s’appuyer sur une 
directrice D, ce qui s’exprime analytiquement par une équation 
de condition entre et C2

(6)

- = C2(G)
1

F (Ci, C2) — o.(7)



'y !
tion (y). On a ainsi, pour l’équation générale des cônes de som­
met O,

F = o,?

F désignant une fonction arbitraire. Posons

v =u = J

la fonction prend la forme F(«, e), et ses dérivées par­

tielles, par rapport à x et jq sont données parles formules

dF
du x'1 ’

ôF <)F dF z 
dv y2dx dy

dF _ dF £ dF £ 
dz ~ du x dv y

dF I dF à FLes équations — + p — = o, — q — = o, qui donnent p 

et cp deviennent donc

dF i dF i
du x 
dF £ 
du x

dF z_ 
du x* P = o,

dF z_ 
dv y? ~l"~ ^

) =°;

ou, en ordonnant,

£ dF
x du

T àFz
F x

I d F'' 1 —(c— £\y dv y y)-----7“ cl "l----x du — o.
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Pour obtenir l’équation du cône, il suffit d’éliminer C, et C2 

entre les équations (G) de la génératrice et l’équation de condi-

Fig. 202.
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-, . ^ dF
Entre ces deux équations, éliminons le rapport de — à — > nous

avons
z Z

— pq = oP x q — ~y
ou

(8) p x -+- q y — z.

Telle est l’équation aux dérivées partielles des surfaces coniques 
ayant leur sommet en O.

Interprétation géométrique. — Cette équation exprime que 
le plan tangent, en M, à la surface, contient la génératrice G pas­
sant par ce point, ou encore, ce qui revient au même, que la nor­
male en M à la surface est perpendiculaire à la génératrice OMG 
du point M. En effet, les cosinus directeurs de la normale sont 
proportionnels à />, q, — i ; ceux de la génératrice OMG à x,y, z; 
la condition de perpendicularité

px -4- qy — z — o

donne l’équation (8).

387. Équation aux dérivées partielles des surfaces de révolution.
— Une surface de révolution autour de est engendrée par un 
cercle G {fig. ao3), dont le centre est sur l’axe et le plan perpen­
diculaire à l’axe; cette courbe génératrice a pour équations

x% -h y2 = C{,(G) z — Gj,

C) et C2 désignant deux constantes arbitraires. Pour que le cercle 
engendre une surface, il faut l’assujettir à s’appuyer sur une courbe 
directrice donnée D. Analytiquement, ce fait s’exprime par une 
relation

F(Cj, G,) — o.

On obtient alors l’équation générale des surfaces de révolution, 
en éliminant G, et C2 entre cette équation de condition et les équa­
tions (G) de la génératrice. On obtient ainsi

F(s, «2+y2) = o,

où F est une fonction arbitraire.



Si l’on pose x^y-y'1 — u, on voit que F(s, u) dépend de x et y 
par l’intermédiaire de u et l’on a
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dFdF dF dF
= 2X-—j — — o. y — •

ày dudx du

Fig. 2o3.

A
- —..G

-A

M
D

cc

y

Les dérivées partiellesp etq sont donc données par les relations

dF dF
aa7dï"^dF = O,

dF dF
^ dît ^ dJ = °’

d’où, en éliminant le rapport de ~ k ^

<9) py — qx = o.

Telle est l’équation aux dérivées partielles des surfaces de révo­
lution autour de Oz.

Interprétation géométrique. — Cette équation exprime que 
le plan tangent, en M, à la surface contient la tangente MA. à la 
courbe génératrice passant par ce point, ce qui est évident géomé­
triquement ou, ce qui revient au même, que la normale en M à la 
surface est normale au cercle générateur MG passant par ce point. 
En effet, la tangente au cercle G

z = C x3-hy* = C2,

en un point M(x,y, z), a pour paramètres directeurs dx, dy, dz 
des quantités vérifiant les deux équations

dx dydz = o,
y ---  X
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En écrivant qne cette tangente est perpendiculaire à la normale 
de coefficients directeurs /?,</, — J, on a la condition

CHAPITRE XXI.

P y qx — o.

388. Généralisation des résultats précédents. — Soient u et e 
deux fonctions données de x, y, s; les équations

(G) u(x,y, z) — C v(x,y, z) — C2i >

définissent une famille de courbes (G), à deux paramètres C( etC2- 
Regardons ces courbes comme les génératrices d’une famille de 
surfaces. Pour engendrer une des surfaces de cette famille, il faut 
assujettir la génératrice à s’appuyer sur une courbe directrice 
donnée D.

Cette condition géométrique se traduit analytiquement par une 
relation de condition

F (Ci, C2) — o,(io)

entre les arbitraires C, et C2. L’équation de la surface engendrée 
par les courbes (G), sous la condition (io), est alors

FO, v) = o,(»0

où F est une fonction arbitraire, qu’on peut faire varier à volonté 
en modifiant la directrice D.

On peut alors former une équation aux dérivées partielles indé­
pendante de la forme de F. En effet, on a ici

dF dF du dF dv
dx du dx dv dx
dF dF du dF dv

du dy dv dy’
dF dF du dF dv

dv àz ’

dy

dz du dz

F dépend de x, y, z, par l’intermédiaire de u et v. Les équa-car
tions

dF dF dF dF
- + ?d7=°ày



du dv dv au 
dy dx dy dx

au(12) P dz
du

+ i1 dx

o,
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sont donc, en ordonnant par rapport à ^ et ^ ?
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£F /du du \ dF ( dy ^ àg\ 
du \ dx -P dz J dv \ dx ^ àz)

du\ dF (dv àv\~+<7dlJ +*r(d^+<?,dlj

= o,

cïF /du = o ;
du \dy

Telle est l’équation aux dérivées partielles des surfaces consi­
dérées. Cette équation est linéaire en p et q.

Interprétation géométrique. — On vérifiera que cette équa­
tion exprime qu’en chaque point M d’une des surfaces considérées, 
le plan tangent contient la tangente MA à celle des génératrices 
(G) qui passe par ce point, ou encore que la normale en M à la 
surface est normale à la courbe génératrice passant par M : pro­
priété évidente géométriquement, car le plan tangent, en M, con­
tient les tangentes à toutes les courbes, passant par M et situées 
sur la surface.

On retrouvera tout ce qui a été dit en particulier pour les 
cylindres, cônes, surfaces de révolution, en particularisant les 
fonctions u et v :

(Cylindres)

(Cônes)

(Surfaces de révolution) u — x~-\-y‘l,

En prenant

v — b z — cy ;u — a z — ex,

a =u — — >
y*./■

V — z.

v — z, ■
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on aurait des conoïdes ayant pour arête Os et pour plan direc­
teur xO y.
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II. — INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE, LINÉAIRES EN p ET q.

389. Forme d’équation; interprétation géométrique. — Une
équation linéaire en p et q est de la forme

p f(*,y>*)+- 99(*,y,z) =

où s est une fonction de x ely, p et q désignant les dérivées par-

(>)

tielles %et ies coefficients z), z)et s)

sont des fonctions données de x, y, z.
Nous nous proposons d’intégrer celte équation, c’est-à-dire de 

trouver toutes les surfaces vérifiant cette condition (i).
Pour cela, nous commencerons par interpréter géométriquement 

la relation donnée (1). Soit M un point quelconque de l’espace 
ayant pour coordonnées x, y, z; faisons correspondre à ce point

Fig. 204.

(fi g. 204) un vecteur MA, ayant pour origine le point M et pour 
projections sur les trois axes

(MA) Z = y, z).X=/(^,7, z), Y = <p(x,y, z),

fait correspondre à chaque point M de l’es-De cette façon 
pace un segment MA appliqué à ce point.

on

. Soit S une surface : pour qu'elle vérifie Véquation aux 
dérivées partielles donnée, il faut et il suffit qu'en chacun de 
ses points M le vecteur correspondant MA soit tangent à la 
surface.

En effet, pour exprimer cette propriété, il suffit d’écrire que la 
normale en M à la surface (coefficients directeurs p, <7, — 1) est



perpendiculaire au vecteur MA (coefficients directeurs X, Y, Z), 
ce cpii donne la condition
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/jX + jY — Z = o
ou encore

pf(*,y, *) + q z) = ty(x,y, z),

ce qui est précisément l’équation à intégrer.
Les surfaces cherchées sont donc ce qu’on peut appeler les sur­

faces de forces du champ de forces (X, Y, Z), par analogie avec 
les lignes de forces qui sont des lignes telles que le vecteur MA 
correspondant à chacun de leurs points leur soit tangent.

390. Intégration. — D'après ce qui précède, intégrer l’équa­
tion (i), c’est trouver les surfaces de forces S du champ X, Y, Z.

Pour cela, nous commencerons par chercher les lignes de forces G 
du champ qui seront les courbes génératrices des surfaces S
(.fig• 2o5)-

Soient dx, dy, dz les projections d’un déplacement infiniment

Fig. 2o5.

F

M

petit effectué sur une ligne de forces G, à partir d’un point 
M (te, y, z)\ la tangente, en ce point, devant coïncider avec le seg­
ment de projections f(x,y, z), z>(x,y, z) et '\{x, y, z), il faut et 
il suffit qu’on ait, tout le long de la courbe,

dx dzdy(G)
f(x,y,z) 41 z)

Telles sont les équations différentielles des courbes cherchées. 
L’intégration de ces équations (G) conduit, comme nous l’avons 

vu (n09 374 et 376), aux équations des lignes de forces G sous la 
forme

O) y = <ptO, C1; C8), z — ^2(^5 Ci, C2),

avec deux constantes arbitraires. Résolvant ces équations par rap­
port aux deux constantes mettra les équations des courbeson
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génératrices G sous la forme

u(x,y, z) = Ci, v(x,y,z) = C2.

Ces équations définissent une famille de courbes à deux para­
mètres Ct et C2, telle que, par chaque point de l’espace, il passe 
une de ces courbes.

Les lignes de forces ou courbes génératrices étant trouvées, 
pour engendrer une surface S répondant à la question, c’est-à-dire 
une surface intégrale, il suffit d’assujettir les lignes de forces (3) à 
se déplacer en s’appuyant sur une directrice donnée D. Elles 
engendrent alors une surface intégrale S : en effet, soit M un point 
quelconque de la surface S ainsi engendrée, MG la courbe géné­
ratrice passant par M, le segment MA correspondant au point M 
est tangent en M à la surface S, car il est tangent à la courbe MG 
située sur la surface.

En outre, en faisant varier la forme et la position de la direc­
trice D, on obtient ainsi toutes les surfaces intégrales S : en effet, 
étant donnée une surface intégrale S, c’est-à-dire une surface telle 
que le segment MA correspondant à chacun de ses points lui soit 
tangent, il est évident qu’on pourra tracer sur cette surface une 
famille de courbes G telles que la tangente, en chaque point M de 
chacune de ces courbes, soit le segment correspondant MA. La 
surface intégrale considérée S peut donc être considérée comme 
engendrée par une suite de lignes de forces G.

Analytiquement, si l’on assujettit la ligne de forces

u{æ,y, z) = Cu

à s’appuyer sur une directrice donnée D, cette condition s’exprime 
par une relation

(3)

(4 ) z) = c2

(5) F(Cj, C2) = o

entre les deux constantes. L’équation de la surface intégrale ainsi 
engendrée s’obtient en éliminant C, et C2 entre les équations delà 
génératrice (4) et l’équation de condition (5). On obtient ainsi 
l’équation générale des surfaces intégrales sous la forme

F(u, v) — o,

où F désigne une fonction arbitraire.

(S)



Remarque. — On voit que la surface intégrale S est déterminée 
quand on l’assujettit à passer par une courbe donnée D : elle est, 
en effet, engendrée par les génératrices (4) s’appuyant sur D.

Il y a exception quand la courbe donnée, par laquelle doit 
passer la surface intégrale, est une ligne de forces G0. Il existe, 
en effet, une infinité de surfaces intégrales passant par une courbe 
génératrice donnée G0 ; ce sont toutes les surfaces que l’on obtient, 
en déplaçant la courbe génératrice G d’une manière continue, à 
partir de la position G0, ce qui peut être réalisé d’une infinité de 
manières.
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391. Premier exemple. — Intégrer l’équation

(6) ' p y —• q x ~ o.

Cette équation rentre dans le type général (i), où l’on fait

f(x,y,z) z) = o.= —ar,

11 faut alors considérer le champ de forces

X=7, Y = — x, Z = o.

Les équations différentielles des lignes de forces sont

dx dv dz
y --- X

Elles s’écrivent

dz — o,x dx 7 dy — o,

d’où, en intégrant,

z = C2x2 -H72 = Ci,(7)

Ci et C2 désignant deux constantes arbitraires. Actuellement, les 
équations des lignes de forces se présentent toutes résolues par 
rapport aux constantes arbitraires.

Quand C, et C2 varient, on voit que ces courbes sont des cercles 
dont le plan est perpendiculaire à O5 et le centre sur Os.

Les surfaces intégrales sonL engendrées par ces courbes, s’ap­
puyant sur une directrice quelconque : ce sont des surfaces de
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révolution autour de O5. Leur équation générale est

F(>2-+-JK2, z)= O,

F désignant une fonction arbitraire.
Une de ces surfaces intégrales est déterminée quand on donne 

une courbe D, par laquelle elle doit passer, excepté dans le cas où 
cette courbe D serait une ligne de forces, c’est-à-dire un cercle 
dont le plan est perpendiculaire à et le centre sur O^.

392. Deuxième exemple. — Soit S une surface : prenons un 
point M de la surface, menons la perpendiculaire MP au plan 
des xy (tfi g. 206) et la normale MIN à la surface jusqu’au point N

Fig. 206.

S

;W

œ,o
N

&
P

où elle rencontre le plan xOy : on demande de déterminer la 
surface de telle façon que Vaire du triangle OPN soit propor­
tionnelle à Vabscisse du point M.

Soient x, y, z les coordonnées du point M. Le point P, dans le 
plan xOy, a pour coordonnées x et y. D’autre part, la normale 
en M a pour équations, en appelant X, 1, Z les coordonnées cou­
rantes

X — x V-y Z —z
P 9 — 1

et le point N où elle perce le plan xOy, Z = o, a pour coor­
données

X = x -F p z, Y = 7 -+- qz.

La surface du triangle OPN dont les sommets ont pour coor­
données (x,y) et (X, Y ) est donc (n° 46)

1
-Oy — yY)
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OLl
'-(qzx—pzy).

La condition
aire OPN — kx

(k constante) conduit donc à l’équation différentielle

qzx — pzy = ?. k x,(8)

équation du type (î) où

f(*,y,z) =— zy, cp(x,y,z) = zx, <]<(x,y, z) = ikx.

Il faudra donc considérer ici le champ de forces 

X = — zy, Y = zx, Z - 9 k x.

Intégrons cette équation. Les équations différentielles des lignes 
de forces G sont

dx dy dz
“ikxzx— zy

Egalant les rapports extrêmes au deuxième, on a les deux équa­
tions

x dx -f-jy dy - o, z dz — 2 k dy = o

ou, en intégrant,

x2-hy2 = Ci,

Telles sont les équations des lignes de forces, avec deux con­
stantes arbitraires Gt et C2 : ces équations se présentent toutes 
résolues par rapport à C, et C2.

Les surfaces intégrales sont engendrées par les courbes (9) assu­
jetties à la condition de s’appuyer sur une directrice donnée D. 
Leur équation générale est donc

z2— \ky = C2.(9)

F(:r24-j2, z-— /\ky) = o,

F désignant une fonction arbitraire.
Par exemple, on aura des surfaces intégrales en prenant

x2-t-y2-t- z2—4 ky — a2, 
x2-r y2 — (z2 — 4 ky) = b2, 
(x2-+-y2)(z2— 4 ky) = c'\

42A.



D’après la méthode générale, les équations des lignes de forces
sont

dy dz
dg
dx

ou
dgàg— dx H----— dy ~ o.dx Jdz = o,

658

a, b, c désignant des constantes, et, d’une manière générale, en 
établissant une relation quelconque, à coefficients constants, entre 
x2 + y2 et z2 — 4 ky.

Une surface intégrale est déterminée, quand on l’assujettit à 
passer par une courbe donnée D. Cherchons, par exemple, celle 
qui passe par l’axe Oy. Elle est engendrée par les courbes (9) 
assujetties à s’appuyer sur l’axe Oy, ayant pour équations

X = o,

Pour exprimer que la courbe (9) rencontre la courbe (10),. il 
faut éliminer x, y, z entre les quatre équations (9) et (10). Ce qui 
donne immédiatement
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(10) z = o.

00 16/12 Ci — G\ = o.

Il reste alors à chercher la surface engendrée parles courbes (9), 
quand Ct et C2 sont assujettis à cette condition (1 1). L’équation 
de cette surface s’oblient en éliminant C, et C2 entre les équa­
tions (9) et (1 1), elle est

i6/î2(#2 -h y- ) — (z2 — 4 k y)2 = o.

393. Troisième exemple. — Soit g{x,y) une fonction donnée • 
de x et y; proposons-nous d'intégrer l’équation

âg 1 x— dx
dg(12) = oP-y-

OU

dz dg dz dg 
dx dy dy dxC13 ) = o.

Le champ de forces est ici

X=^, dg
Z — o.Y = —

dy ’ dx '

$1*
 *
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Ces équations s’intégrent immédiatement et donnent

-2 = C„

L’équation donnant l’intégrale générale demandée est donc

F|>, g(v,y)] = °

659

e(v,y) = c*.

nu, en résolvant par rapport à s,

-3 = *(&)•

Ainsi, toutes les fois que deux fonctions de x et y vérifient 
identiquement la relation (i3), l’une d’elles est une fonction de 
l’autre

* = tt>(£')-

Remarque. — Le premier membre de l’équation (i3) s’appelle 
le déterminant fonctionnel ou le jacobien des deux fonctions 
z et g.

III. - ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DU DEUXIÈME ORDRE.

394-. Forme générale. — Une équation aux dérivées partielles 
du deuxième ordre, à deux variables indépendantes x et y, est de 
la forme

F(*, J) Z,P» <1, r, s, t) = o,

où />, q, r, s, t sont les dérivées partielles premières et deuxièmes 
de z par rapport à x et y.

Intégrer cette équation, c’est trouver les fonctions z de x et y 
vérifiant cette équation. La fonctions, la plus générale, satisfaisant 
à l’équation dépend de deux fonctions arbitraires, de telle façon 
qu’une surface S, vérifiant l’équation, est déterminée, quand on se 
donne une courbe par laquelle elle doit passer et la loi des plans 
tangents à S le long de cette courbe.

jNous traiterons un seul exemple, en cherchant les surfaces pour 
lesquelles la courbure totale est nulle en chaque point. Pour ces 
surfaces, le z d’un point, considéré comme fonction de x et y, 
vérifie l’équation

<0

<2) rt — s2 = o.
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C’est cette équation que nous allons intégrer : nous allons mon­
trer que les surfaces intégrales sont les surfaces développables. En 
effet, en introduisant les dérivées premières

CHAPITRE XXI.

dz
‘i =

peut écrire l'équation (2)on

dP_ dJ_ _ Ô_P_ dJ_ _ o. 
dx dy dy dx

Or, nous avons vu (n° 393) que, quand deux fonctions z et g- 
vérifient la relation

àffdz dg 
dx dy dx -°’

l’une est une fonction de l’autre. Donc, actuellement, p est une 
fonction de q

P = ?(?)•

Cela posé, l’équation du plan tangent en un point de la surface
est

Z — z =p(X — x) ■+• q (Y — y)
ou

p X -+- g Y — Z z — px — g y — o.

Dans cette équation, on a

P = ?(?);
en outre, le terme

u = z — px — g y

est aussi une fonction de q. En effet, prenons la différentielle totale 
de u correspondant à un déplacement quelconque dx, dy effectué 
sur la surface,

du = dz — p dx — q dy — x dp — y dq.

Comme
dz = p dx q dy,

dp = o'(q)dq,P = ?(?),
on a

du — — [x o' (q). -+-y J dq.

Cette relation montre que u est fonction de q seul, car quand

$8
'



EXEMPLES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 661

q ne varie pas dq = o, du = o et « reste constant; et si q varie, 
u varie. Donc

u = <K?)-

L’équation du plan tangent à la surface cherchée est donc 

X«p(*)4-Y* — Z H- ty(q) = °.

La surface est alors l’enveloppe de ce plan, dont l’équation ne 
dépend que d’un paramètre q : c’est une surface développable
(n° 236).
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CHAPITRE XXII.
VALEUR NUMÉRIQUE D’UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 

MÉTHODES D’APPROXIMATION. 
INTÉGRATEURS ET INTÉGRAPHES.

I. — MÉTHODES D’APPROXIMATION.

395. Méthode générale. — Une intégrale définie

f f(x)dx
a

représente l’aire comprise entre l’axe des #, la courbe dont l'équa­
tion en coordonnées rectangulaires est

y =/(#)

et les deux ordonnées qui correspondent aux abscisses a et b. 
Lorsqu’on ne sait pas calculer exactement cette aire, on en obtient 
une valeur approchée en remplaçant la courbe y = f(x) par une 
autre courbe qui s’en écarte très peu et dont on sait calculer l’aire.

396. Méthode des trapèzes. — Une première méthode consiste 
à substituer à la courbe AB ( fig. 207) un polygone inscrit 
AM2M3...MnB et à remplacer la surface cherchée par une somme 
de trapèzes limités parles ordonnées AP,, M2P2, M3P3, ..., BPrt+,. 
Pour obtenir une formule simple, on suppose ces ordonnées équi­
distantes : la distance e de deux ordonnées consécutives est alors 
la n'ème partie de P,Pra+, et, en appelant y,, y2, ..., yu+, les 
ordonnées AP,, M2P2, ..., BP„+), on a, pour la surface, l’expres­



VALEUR NUMÉRIQUE D’UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 663

sion approchée

y» -+-,r«+i ^£/Zi±Z£ y 2 + y 3
2

Fig. 207.

y
JAn

B
Mi

J

JCPn Tn«iPi pe P3O

OU

-(y 1 ■+■ -P 2 y Z-h. . • -+- "2 y n -+- y /j+i ).

Cette formule donnera, pour l’aire, une valeur d’autant plus 
approchée que n sera plus grand.

397. Emploi de la roulette Dupuit (J). — Cet appareil est
formé de deux roues graduées R et R' (jig. 208), réunies à un 
manche M. La première a ioomm de circonférence et son axe porte 
un pignon engrenant avec la seconde qui a dix fois plus de dents 
que le pignon. La circonférence de R est divisée en 100 divisions, 
chacune de imm, celle de R', en 10 divisions, dont chacune corres­
pond à un tour complet de R. Un index I, fixé au manche, est 
placé en regard de R, un index analogue en regard de R'.

Pour mesurer la longueur d’une droite, on ramène d’abord 
chaque index sur le zéro de la graduation correspondante : on 
place ensuite l’appareil verticalement, de façon que le zéro de R 
coïncide avec l’une des extrémités de la droite et l’on pousse 
l’appareil de façon que la roulette roule sur la droite jusqu’à l’autre 
extrémité. Si, à la fin, l’index V est entre 3 et 4 et si I indique 
20 divisions, la longueur mesurée est 325mm.

Cela posé, pour mesurer avec cet appareil l’aire d’un contour (*)

(*) Voyez Dariès, Cubature des terrasses et mouvement des terres, p. 71. 
Gauthier-Villars.



fermé quelconque, par exemple, l’aire du segment P(ABP 
considéré dans le numéro précédent, on prend un papier transpa­
rent, sur lequel on a tracé un réseau de parallèles équidistantes 
dont la distance commune est une quantité connue e (fig- 209).
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rt + l

Fig. 208.

e

© M

© R

l'o (§)

R

ï

On dispose ce papier sur le contour dont on cherche Paire, de 
façon que deux des droites parallèles viennent se placer tangen- 
tiellement au contour en a et / : si bc, de, ..., hk sont les points 
où les parallèles intermédiaires coupent le contour, on substitue à 
ce contour le polygone inscrit a b d, ..., hlk, ..., ec a dont Paire 
est évidemment

bc bc -4- de hk \e •x 1
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ou
s ( bc -f- de —f—. . . —{— ïifc).

Eu promenant la roulette successivement le long des droites 
bc, dei .... hk, on lit sur l’appareil la somme de ces droites, et,

Fig. 20y.

/b
L

c 7,/e>

en multipliant par la quantité connue e, on a une valeur approchée 
de l’aire.

Si le contour présente des points anguleux, comme dans la 
figure, il faut autant que possible placer le papier transparent de 
façon que chacun de ces points se trouve sur une des parallèles.

398. Méthode de Simpson. — La méthode de Simpson repose 
sur ce fait qu’on peut faire passer une parabole dont l’axe est 
parallèle à Oy par trois points donnés. En effet, l’équation d’une 
telle parabole étant

y = 'j.x'1 -+- x -f- y,

on peut disposer des coefficients a, [3, y, de façon que la parabole 
passe par trois points.

Ceci posé, pour évaluer faire d’un segment P, AB P«+i (fig- 207)> 
on divise la base P, P//+, en un nombre pair (n = 2p) de parties 
égales et l'on mène les ordonnées correspondant aux points de 
division P,, P2, ..., P//+i : soient, comme précédemment, y,, y2, 
y3, ...,yn+1, ces ordonnées, e la distance de deux ordonnées con­
sécutives.

Dans la méthode de Simpson, on substitue à l’arc de courbe 
un arc de parabole d'axe vertical, passant par les trois 

mêmes points. L'aire du segment parabolique P, AM2M3P3 ainsi
A1VLM3
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défini est (n° 33)

car la distance h des ordonnées extrêmes est ici 2$. De même, par 
les trois points M3, M4, Ms, on fait passer une parabole d’axe 
vertical et l’on remplace faire P3M3M4Mr)P5 par l’aire du segment 
parabolique

qr (y3 +75+ 4^4)1

et ainsi de suite. L’aire de la courbe a alors pour valeur approchée 
la somme de ces segments paraboliques

y n+l~lr- 2(y3-±- y a. . . -+- y n-\ )-e 4(jK2-^-JK4 + - •

Si la courbe et les ordonnées sont tracées avec soin, on peut 
évaluer la somme entre parenthèses à l’aide de la roulette de 
Dupuit.

399. Formule de Poncelet. — Les formules précédentes ont le 
désavantage de ne pas donner de limite pour l’erreur commise : 
cet inconvénient disparaît avec la méthode de Poncelet. Dans 
cette méthode, on commence par diviser l’arc de courbe considéré 
en arcs tels que, le long de chacun d eux, la concavité soit dirigée 
dans le même sens : on évalue ensuite séparément faire de chacun 
des segments limités par ces arcs.

Soit alors M(M7 un de ces arcs : admettons qu’il tourne sa con­
cavité vers l’axe Ox. Divisons la base PtP7 du segment en un 
nombre pair de parties égales à e, en six parties, pour fixer les 
idées (Jig- 210). Soient M2P2, M3P3, ..., M6P6 les ordonnées 
intermédiaires. Menons par les points M, d’indices pairs, des tan­
gentes à la courbe, en limitant ces tangentes aux points où elles 
rencontrent les prolongements des ordonnées voisines, d’indices 
impairs : ainsi la tangente, en Mo, est limitée aux points R( et R3, 
où elle rencontre les ordonnées P, Mt et P3M3. D’autre part, 
menons les cordes M,M2, M2M4, M4M6,M6M7. L’aire cherchées 
est comprise entre faire circonscrite C, formée par les trapèzes tels 
que P, R, R3P3, et faire inscrite I limitée aux cordes : ces aires sont.
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des sommes de trapèzes

G — y\-+- y&),
I = £ (Zl±Zl yr, -+- .Yi■+■ y 2 -+- 27^4 -+- y g -f-

2

Fig. 210.

P5 Pe P7R P2 P3 P*

Nous aurons une valeur approchée de l’aire cherchée S, en 
prenant la demi-somme de ces deux grandeurs

,Fi -y yi y s -y y*C Hh I ( JK2 —1- JK4 H— J^'6 ) J -= S
4 4■2

L'erreur commise sera inférieure à la demi-différence -— I
•>.

en effet, supposons par exemple S> ------ ; l’erreur commise est

C + I
S

h

et, comme S <" C, elle est inférieure à C — -4—
2

C-TI • On aou à
•2

donc
£ / r2 .Fr. y 1 -y y7erreur <7 -
2 ■2 2

On peut interpréter géométriquement cette valeur : soient II 
et K ( fi g. 210) les points de rencontre de l’ordonnée du milieu 
Mj P4 avec les droites M2MC et M, M on aTl

KPj — Zl±Zl,

MTk.

y 2 y 6hp4 = 5
2 2

erreur <
2

En général, si, au lieu de n ordonnées, on en mène un nombre

?

yf
/ U

<
4f!/W

*1

V

v\,?
"N

s

£ 
S



400. Principe des intégrateurs. — Les intégrateurs sont des 
appareils qui, par un procédé mécanique, enregistrent l’aire d’un 
contour fermé.

La pièce essentielle des intégrateurs est une tige rectiligne AB 
qui se déplace parallèlement au papier portant l’aire à évaluer et 
sur laquelle est fixée une roulette circulaire R, mobile autour de 
l’axe de la tige. Quand on déplace la tige d’une manière continue 
en appuyant la roulette sur le papier, celle-ci roule suivant une 
certaine loi, et un compteur enregistre le nombre de tours et de 
fractions de tour qu’elle accomplit.

Examinons d’abord quelques déplacements élémentaires de la 
tige AB {fi g- 2 i i).

Fig. 2ii.
B’B"B,A" ,R,A,

h
y R',

B'BA A OC. ;
B[rA

A B
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impair in i, la valeur approchée de l’aire est 

,Y\ ~y in-(-1 >]y 2 ~+~T2« + 2(y2+y4~F. • •-sr- y în44

et l’erreur commise est moindre que

y? ~t~y2« yi -t-yzff-M
i•i

i° La tige glisse sur elle-même, de AB à A'B' par exemple; il 
est évident que la roulette ne tourne pas.

2° La tige se déplace parallèlement à elle-même, de façon à 
balayer l’aire d’un rectangle AA, B, B : la roulette roule constam­
ment de R en R, ; si l’on appelle s l’arc de la circonférence de la 
roulette, compté, à partir d une origine fixe, sur la roulette jus­

II. — INTEGRATEURS ET INTÉGRAPHES

tC
 **>



qu’au point de contact avec le papier, l’accroissement A s de cet arc 
est égal à RR,, c’est-à-dire à la hauteur h du rectangle.

3° La tige se déplace parallèlement ci elle-même, de façon à 
balayer l’aire AA"BB" d’un parallélogramme {fig. 211) : l’expé­
rience montre que la roulette enregistre seulement le déplacement 
normal à son axe, c’est-à-dire que l’arc A s de circonférence, qui 
vient en contact avec le papier, est égal à la hauteur h du paral­
lélogramme. Cet arc est le même que si l’on amenait la tige de AB 
à A"B", par une translation de AB en A, B, normalement à AB, 
suivie d’un glissement de Ai B, en A,/B,/.

4° La tige tourne autour d une de ses extrémités, A par 
exemple, d’un angle Aa {fig- 211 bis). Dans ce déplacement, la 
roulette roule constamment sur l’arc de cercle RR;, décrit de A 
comme centre, avec AR comme rayon. On a donc, en appelant \ 
la distance AR,
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\s = X Aa.

401. Mesure des aires. — Imprimons maintenant à la tige AB 
un déplacement continu qui l’amène de A0B0 en A, B, en faisant

Fig. 212.

/

,')B"

A,

AV UR
ocA, Bo

A7
o æ.

décrire à ses deux extrémités les arcs de courbe A0rAA| et B0BB 
212). Appelons l la longueur AB, \ la distance AR et a l'angle

i
{fig-



que fait la tige dans une position quelconque AB avec une direc­
tion fixe Ox. Soit u l’aire A0B0BA; quand la tige subit le dépla­
cement infiniment petit qui l’amène de AB en A'B', l’aire a croît 
de c/w = ABB/A/. Si, par A', on mène une droite A'B", égale et 
parallèle à AB, on peut regarder l’aire infiniment petite du comme 
égale à la somme du parallélogramme ABB^A' de hauteur h et du 
secteur B" A'B' dont l’angle est de.t :

670 CHAPITRE XXII.

du = Ih -|— l1 doc.

Calculons l’arc ds de roulette, qui s’est appuyé sur le papier 
dans Je mouvement de AB en A'B' : cet arc est la somme de deux 
arcs : l’un h, provenant du déplacement de AB en A’B';, et l’autre 

provenant du déplacement de A'W en A'B' (déplacements 
élémentaires 3° et 4°)- On a donc

ds = h -t- X doc.

L’élimination de h entre ces deux relations donne

Q 1-2—da.du = / ds ■+-(0

Cette formule est générale, à condition de regarder II comme 
positif ou comme négatif, suivant que la roulette tourne dans un sens 
ou dans l’autre. Par exemple, la position des tiges infiniment voi­
sines AB et A! B’ peut être celle de la figure 2i3 où du. est négatif :

Fig. 213.
B"- -î\

B i \

a; E
A

du est alors la différence des aires AEA' et BEB' : son expression 
se compose du parallélogramme AA'B^B ou Ih, moins le secteur

B"A'B', c’est-à-dire Ih -f- - l2du.: car du. est négatif; d’autre part, 

on a encore ds = h -f- kdu. ; on retrouve donc la formule (1).



Pour avoir l’aire totale A0B0A,B, (Jig. 212), balayée par la 
tige, il faut faire la somme algébrique des éléments du, c’est-à-dire 
intégrer le deuxième membre de la formule (1), depuis la posi­
tion A0B0 jusqu’à A, B,. On a donc, en appelant s l’arc total de 
la roulette qui s’est appuyé sur le papier, at et a0 les angles des 
directions A0B0 et AtB4 avec O.x :
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- 12— ^MOi— «<>)•Aire AoB|jBjÂi —* ls —{—(2)

La quantité s se lit sur le compteur qui enregistre le nombre 
de tours de la roulette : a,— a0 est l’angle des deux positions 
extrêmes de la lige.

On voit qu’on ferait disparaître cet angle en prenant À = -,

mais cela est inutile, car le terme dépendant de l’angle disparaît 
de lui-même quand on mesure l’aire d’un contour fermé, ainsi 
qu’on le verra plus loin.

402. Cas où la roulette est sur le prolongement de la tige. —
Nous avons supposé, dans ce qui précède, la roulette placée entre A 
et B. Les formules seraient les mêmes, si la roulette était fixée sur 
le prolongement de la tige. Si la roulette est sur le prolongement 
de la lige dans le sens AB, X est supérieur à /. Si elle est sur le 
prolongement de la tige dans le sens BA, il suffit de supposer X 
négatif. Avec ces conventions, la formule (2) s'applique à tous les 
cas.

403. Aire d’un contour fermé. — Soit une courbe fermée quel­
conque dont il s’agit d’évaluer l’aire S (fig. 214). Traçons une 
courbe auxiliaire HH/ ne traversant pas l’aire et plaçons la tige AB 
de telle façon que l'extrémité A glisse le long de HH7, tandis que 
l’extrémité B décrit la courbe G dans le sens de la flèche d’un 
mouvement continu. Soient A0 et At les positions extrêmes du 
point A sur la courbe HFL dans ce mouvement, A0B0 et A( B, les 
positions correspondantes de la lige. Quand B va de B0 à B, par 
l’arc supérieur B0BB(, la somme algébrique des aires élémen­
taires du, balayées par la tige, est A0B0BB| A, ; quand le point B 
revient de B< en B0 par l’arc inférieur B, B'B0, le point A revient
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de A) en A0 et la somme algébrique des aires du balayées par la 
tige est l’aire A)B,B'B0A0 changée de signe. Donc, quand le tour

Fig. 214.

C

B )B0

B'
/ \v l

/

\
\/ H'\

'A A°/

AxH

est complet, la somme algébrique J du est égale à l’aire S de la 

courbe G,
S = j"du = Jl ds -+■ J" l2— da.

Comme, dans ce mouvement, la tige reprend la même direc­
tion qu’au départ après une suite d’oscillations entre deux direc­
tions limites, la somme Jda. des variations angulaires est nulle

S = Is.
et l’on a

Soient n le nombre de tours et de fractions de tours effectués 
par la roulette, r son rayon, on a

s = 2 tc rn, 
S = 27zrln.

Si l’on construit l’appareil de façon que itu I= i, on a

S = n.

L’aire cherchée se lit donc directement sur le compteur.



Il est essentiel, pour que cette formule soit exacte, que le 
point A ne fasse qu’aller et venir le long d’un arc de HH' et que 

c/a soit nul.
Théoriquement, cette courbe HH' est quelconque. Pratique­

ment, on lui donne la forme soit d’un arc de cercle, soit d’un 
segment de droite.
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/

404. Planimètre d’Amsier. — Dans cet appareil, la courbe HH' 
est un arc de cercle ( Jig. 21 5). On oblige le point A à décrire un

Fig. 2j5.

C

'BR

O

arc de cercle, au moyen d’une bride OA, rattachant l’extrémité A 
à un point fixe O; le point B décrit la courbe G dont on veut éva­
luer l’aire. Pour que la formule

S = 27zrln

s’applique, il faut que, après un tour complet de B sur la courbe, 
le point A ait décrit deux fois, en sens inverses, le même arc de 
cercle et que la tige revienne à sa direction première sans avoir fait 
de tour sur elle-même.

Quand la courbe C est trop grande par rapport aux dimensions 
de l’appareil, on peut la fractionner. On peut aussi placer le point 
fixe O dans l’intérieur de G (jig. 216), de telle façon que le 
cercle, lieu du point A, soit dans l’aire cherchée, et faire décrire 
au point B la courbe C. L’aire balayée par la tige AB est alors 
l’aire de la couronne comprise entre le cercle et la courbe. On a 
donc, en appliquantla formule (2) et remarquant que, la direction 
de la tige faisant un tour complet, la différence a, — a0 = 271,

couronne — 1s -+- ( - l2 — /X 271.

43A.
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L’aire de C est alors

S = ls -+- ( - r-— /X) 2 TC -4- TT OA .
•>.

Fig. 216.

B

A

R

CO

La quantité
ls = ‘iT.rln

est donnée par le compteur; la quantité

- I*--- /x'i 2 TT —F TT OA
2

est une constante de l’appareil calculée une fois pour toutes. On a 
donc l’aire immédiatement.

405. Deuxième forme du planimètre. — On a construit égale­
ment des planimètres ou intégrateurs, dans lesquels la courbe HH'

Fig. 217.
B

y

c

A

EH "55

R

est une droite Ox ( fig. 217). La tige AB est articulée, par A, à 
un chariot assujetti à glisser le long d’une rainure rectiligne; le



2° Si elle revient à sa position primitive après avoir fait un tour, on a

= ls —H 2TT ^ —------ llj ;S — S

3° Si elle fait k tours,

- II).2 — S = ls -+- 2 k ~

Lorsque l’extrémité A ne fait qu’aller et venir sur un arc HH (n° 403), 
l’aire S décrite par A est nulle; les formules donnent alors l’aire 2 décrite 
par B.

407. lntégraphes. — Les appareils que nous venons de décrire 
donnent la valeur numérique d’une aire. Il existe d’autres appa­
reils appelés lntégraphes représentant graphiquement la variation 
de l’aire d’un segment de courbe donnée.

Soit (Jlg. 2i8) une courbe

y =/ O)(3)
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point B parcourt la courbe G, dont on veut déterminer l’aire S. La 
roulette R enregistre cette aire d’après la formule précédente

S = ls — ‘iizrln.

67 0

On peut dire que cet appareil donne la valeur de l’intégrale 
Çydx, prise le long de C.

D’autres roulettes fixées sur l’appareil, par l’intermédiaire de 
multiplicateurs d’angles, donnent en outre les intégrales

J'jr2 dx, J'y3 dx

qui se présentent dans le calcul des centres de gravité et des 
moments d’inertie.

406. Exercice. — On considère une tige AB qui porte une roulette, 
comme dans le n° 401, et l’on suppose que ses deux extrémités A et B 
décrivent des courbes fermées d’aires S et 2. Démontrer les résultats sui­
vants :

i° Si la tige revient à sa position primitive, sans avoir fait un tour sur 
elle-même, on a

2 — S — ls:

w
 1 'S
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coupant Oy en a. Cherchons une autre courbe dont l’ordonnée Y 
vérifie l’équation

CHAPITRE XXII.

dY
(4) s =•«*>•

L’ordonnée Y de cette nouvelle courbe est donnée par la for­
mule

* X
Y == G -h / f(&) dx, 

d 0
(5)

où C est une constante arbitraire.

Fig. 218.

p'i
, R
W1

y

i

m.
/A /

t ICL /
P æEo

Soient x = OP une valeur attribuée à x, m le point corres­
pondant de la courbe (3), M le point correspondant de (5),

y = m P, Y = MP.
On a

Y = G 4- aire OamV.

Pour .r = o, Y = C; on a ainsi le point A, d’ordonnée arbi­
traire C; x croissant, le point M décrit une courbe AM, appelée 
courbe intégrale. Les intégraphes tracent mécaniquement cette 
courbe intégrale, quand un traceur parcourt la courbe donnée (3). 

Le principe de ces appareils est le suivant : prenons PE = i, le
m p

coefficient angulaire de la droite Em est qrp-’ c’est-à-dire y ou



f(x). Dans l’appareil, une tige rigide PP' est assujettie à se 
déplacer perpendiculairement à Ox : le long de cette tige, glissent 
librement : i° un traceur m, qui décrit la courbe donnée; 2° une 
roulette M, qui ne peut que rouler et non glisser sur le papier, et 
dont le plan perpendiculaire au papier peut prendre toutes les 
orientations possibles.

Le traceur m et la roulette sont reliés par un mécanisme tel 
que, dans chaque position du traceur, le plan de la roulette a pour 
trace sur le papier une parallèle R à E/n. Dans ces conditions, 
quand le point m décrit la courbe

7 =/(®)i

la roulette roule sur le papier, en suivant une courbe, dont la 
tangente est, à chaque instant, la trace R de la roulette. Comme
R est parallèle àEm, le coefficient angulaire ^ de la tangente à la 

courbe, lieu de M, est égal à celui de E m : on a donc
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d Y

et le point M décrit une courbe intégrale. On règle l’appareil de 
façon que, pour x — o, la roulette soit en A; on obtient alors la 
courbe intégrale partant de A.

Nous renverrons pour la description de ces appareils à l’Ouvrage 
intitulé : les Intégraphes, la courbe intégrale et ses applications, 
par Abdank-Abakanowicz (Gaulhier-Vdlars, i 886). On a fait égale­
ment diverses tentatives pour construire des machines permettant 
de tracer l'intégrale générale de certaines équations différentielles 
du premier ordre. On trouvera une énumération détaillée de ces 
appareils dans une publication faite en Allemagne sous le titre 
suivant : Katalog mathematischer und mathematisch-physi- 
kalischer Modelle, Apparate und Instrumente, von Walther 

von Dyck (München, Universitatsbuchdruckerei von Dr. C. Wolf 
und Sohn, 1892).

FIN.
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