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Die Herren A. Krazer und F. Prynt haben in ihren Unter­
suchungen über Thetafunktionen*) eine mit (@2) bezeichnete allgemeine 
Formel aufgestellt/ welche die Mittel liefert/ Probleme über Thetafunktionen/ 
die von p Veränderlichen abhängen und deren Charakteristiken sich aus 
rteIn ganzer Zahlen zusammensetzen/ mit Erfolg in Angriff zu nehmen/ 
und es handelt sich jetzt zunächst bäumt/ auf Grund der von den genannten 
Autoren gegebenen Methoden die Thetafunktionen einer Veränderlichen zu 
untersuchen.

In diesem Sinne hat, nachdem der Fall p = lz r—2 schon durch 
die Untersuchungen Jaeobi's erledigt warz zunächst Herr Krazer in 
seiner Habilitationsschrift**) die dem Falle p = lz r=3 entsprechenden 
Thetafunktionen genauer studiert. Auf den durch Herrn Krazer geschaffenen 
Grundlagen baute dann Herr Schleicher ***) weiter/ und es gelang ihm, 
den Fall p=\, r=S zu einem gewissen Abschlüsse zu bringen.

Die dem Falle p=l; r==5 entsprechenden Thetafunktionen habe ich 
im Laufe der letzten Jahre unter Zugrundelegung der genannten Krazer- 
Pr hm schert Thetaformel eingehend studiert/ und es ist mir gelungen/ 
für dieselben sowohl eine Parameterdarstellung zu gewinnen/ als auch das 
auf dieselben sich beziehende Umkehrproblem zu lösen. Die folgenden Blätter 
enthalten den ersten Teil meiner diesbezüglichen Untersuchungen/ und ich 
hoffe/ demselben bald den zweiten folgen lassen zu können.

*) A. Krazer und F. Prym, Über die Verallgemeinerung der Riemann­
schen Thetaformel. Acta mathematica, Bd. 3, S. 240 ff.

**) A. Krazer, Über Thetafunktionen, deren Charakteristiken aus Dritteln 
ganzer Zahlen gebildet sind. Mathematische Annalen, Bd. 22, S. 416 ff.

***) K. Schleicher, Darstellung und Umkehrung von Thetaquotienten, 
deren Charakteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind. Programm der 
Studienanstalt Bayreuth 1890.
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1.
Unter einer einfach nnendlichen Thetareihe versteht man eine Reihe 

von der Gestalt:
M—-j-w
^ «(m+S,)2+2(m+Sf)(y+M
^ 6 /

M——GO

bei der a, g, h konstante Größen bezeichnen. Znr Konvergenz der Reihe 
ist notwendig nnd hinreichend/ daß der reelle Teil der komplexen Konstanten a 
wesentlich negativ ist. Unter dieser Bedingnng stellt obige Reihe/ wenn 
man unter v eine unabhängige komplexe Veränderliche versteht/ eine für 
alle endlichen Werte von v einwertige und stetige Funktion der komplexen 
Veränderlichen v dar. Die so bestimmte Funktion wird mit # $ (y) bezeichnet. 
Der Zahlenkomplex A heißt die zur Funktion gehörige Charakteristik.

Im folgenden werden ausschließlich solche Funktionen # (v) betrachtet/
bei denen g, h Fünftel ganzer Zahlen sind. Zu dem Ende nehme man 
an/ daß:

sei/ indem man unter e, s irgend welche ganze Zahlen versteht. Das 
Symbol/ welches hierdurch aus {f} entsteht/ ersetze man mit Unterdrückung 
des Nenners 5 und unter Einführung einer neuen Klammer durch das 
einfachere Symbol [*,]. Es geht dann aus # {^} (y) die Funktion 
hervor, bestimmt durch die Gleichung:

#[*](») = ^ ßa(m+f +"5

m——Go

Ans der die Funktion $[/](^) darstellenden Reihe lassen sich ohne 
Mühe die folgenden vier Gleichungen ableiten:
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|EJJ!
4/](»+”) =4/](®)e » 

#[*'](»+«) =4e'](»)e 

C'S'](®)=C'](®)eT > 

C'](-®) =</](«)•

(I)

—2 v—a—^sm
(2)

(3)

(4)

Die Gleichung (3), bei der rj,rf irgend welche ganze Zahlen bedeuten, 
zeigt, daß zwei Thetafunktionen #[*/](») und bei denen e=£
(mod 5) und s=C' (mod 5) ist, sich nur um eine fünfte Einheitswurzel 
unterscheiden, und daß jede Funktion unter Ausscheidung einer
fünften Einheitswurzel auf eine der folgenden fünfundzwanzig:

< g ](»), #[ l ](»),»[ § ](«),«®),
0[ i ](»), #[ i ](»), < i ](»), <~1](®), <'}](»),
#[ g ](»), #[ 2 ](»),< i ]c®), ^ri](®), »ryw,
#[j](«), d[j2](n), #[ii](»), <=»,
<_?](»),»[_?](«), 4-i](®)» *[-?](*)> ^[-i](®)>

bei denen die Charakteristiken nur aus den Zahlen 0, 1, 2, —2, -1 als 
Elementen gebildet sind, zurückgeführt werden kann. Diese fünfundzwanzig 
Funktionen heißen Normalfunktionen. Die fünfundzwanzig Charakteristiken, 
welche bei den Normalfunktionen auftreten, nennt man Normalcharakteristiken. 
Die Gleichung (4) zeigt dann weiter, daß von diesen fünfundzwanzig 
Funktionen #[°](®) eine gerade Funktion ist, die anderen aber paarweise 
ineinander übergehen, wenn man v in -v ändert.

Bezeichnet man das System »+■£«+£ ot, bei dem x und x ganze 
Zahlen bedeuten, zur Abkürzung symbolisch mit so erhält man die
Relation:

«'+*' -1 
—T"**)€^+\l'\)=€'+l'h)e(5)

welche im folgenden häufig zur Anwendung kommt.
Zwei beliebige Charakteristiken seien durch die Symbole [“^[^] oder 

die einfacheren [cc\,[ß] repräsentiert; zwei Charakteristiken [a] und [ß] sollen 
kongruent genannt werden, wenn cc=ß (mod 5), u'^ß' (mod 5) ist, im
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anderen Falle mögen sie inkongruent heißen. Die Charakteristik [«+/?] 
soll die Summe beziehungsweise Differenz der Charakteristiken [«] und [ß] 
genannt werden. Bezeichnet man mit [«] eine der [0] nicht kongruente 
Charakteristik, mit [/?] eine zweite, welche keiner der Charakteristiken 
[0], [«], [2«], [—2«], [—«] kongruent ist, so bilden in der abgekürzten 
Schreibweise die Charakteristiken:

[0], [«], [?«], [-2«], [-«],
[ß\r [ß+4 [/5+2ti], [ß-2«], [/?-«],

[2/3], [2/3+«], [2/9+2«], [2/9-2«], [2/9-«],
[-2/q, [-2/9+«], [-2/3+2«], [-2/3-2«], [-2/3-«], 
[-/q, [-/H-4 [-/9+2«], [-/9-2ß], H-«]

ein System von fünfundzwanzig Charakteristiken, von denen keine zwei 
einander kongruent sind, und sind bei passend gewählter Reihenfolge den 
fünfundzwanzig Normalcharakteristiken beziehungsweise kongruent- die letzteren 
gehen aus ihnen aber unmittelbar hervor, wenn [«] = [;] und [/3] = [5] 
gesetzt wird.

In der Folge möge zur Abkürzung e%m=x gesetzt werden, dann ist 
t5=1 und 1+t+t2+t3+t4=0. Versteht man unter e,s und >/,)/' die 
Elemente zweier beliebiger Charakteristiken [e] und [?/] und setzt ferner:

kl !(«?'- 8’?>‘ e\t]
— X, 6

so sind 41 und gleichfalls fünfte Einheitswurzeln, und es gelten für 
diese Symbole die folgenden Gesetze:

\ezni
6 = * /

tM=1, TM_Tkl

T«|tf TCbe TC|#

Der Wert der Ausdrücke und ts^ bleibt ungeändert, wenn man 
an Stelle der Charakteristiken irgend welche denselben kongruente setzt. 
Versteht man endlich unter [rj] eine der Charakteristik [0] nicht kongruente 
Charakteristik und läßt dann an Stelle von [e] der Reihe nach irgend 
fünfundzwanzig den Normalcharakteristiken beziehungsweise kongruente



7

Charakteristiken treten, so haben von den fünfundzwanzig auf diese Weise 
aus t hervorgehenden Ausdrücken fünf den Wert 1, fünf den Wert t, 
fünf den Wert t2, fünf den Wert t3 und fünf den Wert t4, und es findet 
speziell die Beziehung t8^—1 statt, wenn [s] einer der Charakteristiken [0], 
[rj\, [2fj], [-2rj\f [-rj] kongruent ist; daraus folgt, daß die Summe:

s\f] s\2tj s\-2?i e|—rj
1 —j—T" —|~T -\~T -j-T

für die fünf eben erwähnten Charakteristiken den Wert fünf, für die übrigen 
zwanzig den Wert Null besitzt. Zur Abkürzung endlich wird kiinftig:

s\2rj s\—27]
und T -f-T — V2

e\rj s\—rj 
T -|-T — vi

gesetzt.

2.
Im folgenden sollen die wesentlichen Relationen, welche zwischen den 

in Art. 1 aufgeführten Normalfunktionen bestehen, hergestellt und hinsicht­
lich ihrer gegenseitigen Beziehungen untersucht werden. Alle diese ver­
schiedenen Relationen können aus einer einzigen Fundamentalformel abgeleitet 
werden, die zunächst ausgestellt werden soll. Diese Formel geht als 
spezieller Fall aus einer von den Herren K r a z e r und P r y m aufgestellten 
allgemeinen Thetaformel*) dadurch hervor, daß man in ihr p=1 und r—5 
setzt. Man erhält auf diese Weise zunächst die spezielle Formel:

-Im™
(©2) 5#[»;](5m1) #[j?](5m ). .. j9[»?J(5m]0) e

—| ££ ni
— 2 T£][V^[s](bv1)'d[£](ov2)... #|V|(5^10) eM

In dieser Gleichung deutet das auf der rechten Seite stehende Summen­
zeichen an, daß die Summe der Ausdrücke zu bilden ist, welche aus dem 
hinter ihm stehenden Ausdrucke hervorgehen, wenn man darin an Stelle 
von [e] der Reihe nach die fiinfundzwanzig Normalcharakterisliken oder 
auch fünfundzwanzig ihnen beziehungsweise kongruente Charakteristiken treten 
läßt. Ferner bezeichnen vt, v2,..£>10 unabhängige Veränderliche, ux, u^,..., 
die durch das Gleichungensystem:

*) A. Krazer und F. Prym, Über die Verallgemeinerung der Riemann­
schen Thetaformel. Acta mathematica, Bd. 3, S. 240, Formell^).



DM1 — —4»! + ü2 + ®8 + • • • + »10/
ÖMa =

5«8 ==

»1 — 4»2 + ®3 +•••■• + »10/
»i + »2 — 4yg + . . • + »io/(J)

+ »8 + • • • — 4»105 Mio = +

definierten linearen Funktionen derselben.

Aus der Formel (@2) leitet man eine in den Charakteristiken 
allgemeinere Gleichung ab, indem man:

übergehen läßt in:

5»j, 5»2+|£>|, 5»3+|2ß|, 5»4—|2ß|, B»5—|g|,
5»e+M, 5»7+|x+<r|/ 5®8+|x+2<r|, 5®9+|x-2<t|, B»10+|x-<t|

und beachtet, daß dann auf Grund der Gleichungen (J) die Größen:

übergehen in:

Bm,+|x|, 5M2+|x-e|, 5Mg+|x-2^|, Bm4+|x+2p|, 5m6+|x+4 

Bm6/

Führt man die so geänderten Argumente in die Formel (<92) ein 
und wendet auf der rechten Seite sowohl als auf der linken die Formel (5) 
des Art. 1 an, so erhält man, wenn man die den beiden Seiten gemein­
samen Exponcntialgrößen durch Division entfernt und unter Verwendung 
der in Art. 1 eingeführten Symbole:

Bm9+|2<t|,5m8—|2ff|, 5m10+|45m,-|4

( \v\ \v-\-*\ *wy
= \T . T . T / ,

(kl k+xl *ky
— VT . T . T / /

—\rf 9tni-\-\7t7t ni
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wobei:
#[ t]+x ](5mj) #[ rj ](5m6) 
#[ rj-\-x—Q ](5m2) ’&l'tj-a ](5m7) 
#[»7+x-2e](5w3) /9 [>?-2(t](5m8) 
Ü[v+x+2e](htt4) #[t?+2(7](5m9)
7?[ >?+x+e l(B«s) #L v+a l(ö«io)

.(rl,?l>+xUx|,?)2,x M

#[ e ](&»!)#[ e+x ](5ü6) '
0[ £+e ](öy2) 0[ e+x+(T 1(5®,) 

ap[e]= #[£+2e](5y3) fl[e+*+2<7](5®8) \ .(V£U£+xUx|ty 

#[£-2g](5»4) #[£+x-2c>](5r9)
.$[ S-Q ](5»j) />[ e+x-<r ](5f10).

ist. Die Summation auf der rechten Seite der Gleichung (0) ist hiebei 
in der Weise auszuführen, daß an Stelle der Charakteristik [e] der Reihe 
nach die fünfundzwanzig Normalcharakteristiken oder irgend fünfundzwanzig 
ihnen beziehungsweise kongruente Charakteristiken treten. Setzt man in 
der Gleichung (0) an Stelle der Charakteristik [>/] der Reihe nach die 
fünfundzwanzig Normalcharakteristiken, so erhält man aus ihr ein System 
von fünfundzwanzig Gleichungen.

3.
Läßt man in der Gleichung (0) an Stelle der Charakteristik [>?] der 

Reihe nach [rj+a], [f]+2«], fo-2«], [rj-a] treten, indem man unter [«] 
eine beliebige der [0] nicht kongruente Charakteristik versteht, multipliziert 
dann die vier dadurch aus (0) entstehenden Gleichungen beziehungsweise mit 
Ta|f,T2«|C,T-2«|C,T-a|<r, rou [£] eine ganz beliebige Charakteristik bezeichnet, 
und addiert sie zu der Gleichung (0), so erhält man, indem man noch 
berücksichtigt, daß

e-C\-cc£-£|-2<%s—£\2cce-Z\a
+T+T1+T +T

nach Art. 1 nur dann einen von Null verschiedenen Wert besitzt, wenn [e]

9

setzt, die gesuchte Gleichung in der Gestalt:

H
SMsiOD
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einer der Charakteristiken \'Q\, \'Q+a\, [C+2«J, [Q-Aa\, [£-«] kongruent ist, 
die Gleichung:

2 =^^+nalvx[s+na].(&)

In dieser Formel sowohl wie im ganzen weiteren Verlauf der Arbeit 
deutet das Zeichen 2 an, daß die Summe der Ausdrücke zu bilden ist, 
welche aus bent hinter ihm stehenden allgemeinen Ausdruck hervorgehen, 
wenn man darin für n der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, -2, -1 setzt. 
Die Charakteristiken [rj] und [f] bezeichnen zwei ganz beliebige Charakteristiken, 
während [cc] eine der [0] nicht kongruente Charakteristik ist. Auch möge 
schließlich noch bemerkt werden, daß die Gleichung (&) immer in sich selbst 
übergeht, wenn [£] sowohl als [rj] um [a\, \2a\, [-2#], [—a] vermehrt wird.

In der Gleichung (&) kann für [rj] und unabhängig davon für [£] 
eine jede der fünfundzwanzig Normalcharakteristiken gesetzt werden. Es 
entstehen auf diese Weise im ganzen nur fünfundzwanzig wesentlich ver­
schiedene Gleichungen. Stellt nämlich [ß] eine beliebige, keiner der 
Charakteristiken [0], [a], [2a], [-2a], [-a] kongruente Charakteristik dar, 
so sind irgend welche den Normalcharakteristiken in irgend einer Reihenfolge 
kongruente Charakteristiken durch die in Art. 1 aufgeführten repräsentiert. 
Fünf in jenem Schema in Horizontalreihe stehende Charakteristiken bringen 
aber an die Stelle von [rj] oder [£] gesetzt nach der oben gemachten 
Bemerkung immer dieselbe Gleichung hervor. Treten daher an Stelle 
von [f] die erwähnten fünfundzwanzig Charakteristiken, so gehen aus der 
Gleichung (&) zunächst nur fünf verschiedene Gleichungen hervor, und aus 
jeder derselben ergeben sich wiederum fünf, wenn schließlich [rj] dieselben 
fünfundzwanzig Charakteristiken durchläuft. Diese fünfundzwanzig Gleichimgen 
erhält man nach dem Gesagten, wenn man an Stelle von [rj\ die Charakteristiken 
[0], lß\, [2ß], [~2ß], [-ß] setzt und dann jedesmal an Stelle von [£] die 
nämlichen fünf Charakteristiken treten läßt.

Das so entstandene System (&) kann das System der fiinfundzwanzig 
Gleichungen, die in der Gleichung (0) enthalten sind, ersetzen. In dem 
System (&) ist die Charakteristik [ß] nur der Bedingung unterworfen, 
keiner der Charakteristiken [0], [a], [2a\, [-2a], [-u] kongruent zu sein; 
setzt man an Stelle von [ß] irgend eine andere der zwanzig zulässigen 
Charakteristiken, so geht das System (&) wieder in sich selbst iiber, und
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man erkennt daher, daß das System (&) durch Angabe der Charakteristik [a\ 
vollständig bestimmt ist. Berücksichtigt man weiter, daß für [cc] eine jede 
der vierundzwanzig der [0] nicht kongruenten Charakteristiken gesetzt werden 
darf, daß aber das System (&) ungeändert bleibt, wenn man die 
Charakteristik [-cc] an Stelle der Charakteristik [cc] treten läßt, so erkennt 
man, daß es im ganzen nur sechs verschiedene spezielle Systeme (&) gibt, 
so daß also aus der Gleichung {&) im ganzen einhundertfünfzig spezielle 
Gleichungen hervorgehen würden.

Sowohl auf der rechten wie auf der linken Seite der Gleichung (&) 
stehen fünf Größen, deren Jndexcharakteristiken eine der Charakteristik [0] 
kongruente Summe besitzen. Von fünf verschiedenen Charakteristiken, deren 
Summe der Charakteristik [0] kongruent ist, soll gesagt werden, daß sie 
ein Fünfersystem bilden. Man erkennt dann, daß die fünf Charakteristiken 
eines Fünfersystems allgemein durch fünf Charakteristiken von der Form 
[rj], [rj+cc], [rj+2cc], [^-2^], [rj-cc] dargestellt werden können, und daß 
es, da kongruente Charakteristiken hiebei als nicht verschieden anzusehen 
sind, im ganzen den sechs Gruppen von Gleichungen (&) entsprechend 
dreißig verschiedene Fünfersysteme gibt.

4.

Aus der Zahl spezieller Formeln, welche durch Passende Verfügung 
über die Veränderliche v und die ebenfalls willkürlichen Charakteristiken 
M, [qV M erhalten werden können, sollen hier nur die wichtigsten abgeleitet 
werden.

Setzt man zu dem Zwecke in der Formel (€/) des Art. 3

== 5y2 — 5yg — — bv5 — u,
5'ü6 — 5ü7 — 5v8 — öVq — 5 v10 = v,

und daher dem Gleichungensysteme (J) entsprechend:

5z/1 = 5w2 — 5 z/3 — 5w4 
5 u6 — 5 u7 — 5w8 — 5 uQ

so gehen in der Gleichung (&) die Größen und über in:

5 ub = vf 
5m10— uf
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- (tH >+< T54^)2 IT #[r] + m](u) + X + »eK«),

= (Tl< rl£+xl. t%I8)2 n #[e + »e](tt) #[« +X + n<r](r)

n—0,1, 2, -2, -1.

Im folgenden soll zur Abkürzung:

(t^)2 S[q}(u) d[Q+a](u) d[o+2a\(u) &[q-2o](u) #fe-ff|(ii) = 0{e, <?}(«)/

(r^1)2 #5[e](«) = #5 {<?}(«),

#{e, <?}(0) = (e,<?)/ »>'»(0) = (#

gesetzt werden.

Führt man die Werte für cc'M und sc[s] in die Gleichung (©') ein, 
so geht daraus unter Anwendung der neu eingeführten Schreibweisen die 
Gleichung:

2x\rj-\-ncc na\£
t ^{rj-^nu, er} (u) v'\K-\-rj-\-nu) £>}(y)m 2 t

2n—-2. #{C+w«> g}(m) ft{x+t+m, er}(y)

n=0, 1, 2, -2, -1

hervor.

Um aus dieser Gleichung spezielle Gleichungen zu erhalten/ setze man 
zunächst [g] = [cs]/ [a] = [ß], u=0, dann entsteht aus ihr unter Berück­
sichtigung der Formeln:

+|jrz(5+2ö)ö'
^[g±3a](v) — #[g+2(>](ü) e

±1;Jtl(Q+G)o
#[g+4(>](y) — #[£> + a](v) e

±im(Q±o)o
^[^+6f>] (v) — &[q + e

eine neue Gleichung und diese liefert schließlich/ wenn man in ihr die 
Charakteristiken [a] und [ß] vertauscht/ die erste speziellere Gleichung/ 
nämlich:



t ^ %+?>/?, er) #{*+*7, /?}(»)(A)

2^-?y|C 2«— *7—2f|w/?
(C, ß) #{*+£+» A «}(»)

« = 0,1,2,-2,-1.

Setzt man ferner in (&') so] = [«], [<r] = [0], so ergibt sich die 
weitere Gleichung:

2 T ** «}(») •&5{rj+na}(u)(B)

-r —0, 1, 2, -2, -1.

Läßt man dagegen in der Gleichung (&') an die Stelle der Charakteristik 
[x] die Charakteristik [C-^] treten und setzt u—v, so erhält mein, wenn 
man den beiden Seiten gemeinsamen Faktor #{£,«}.(«) durch Division 
entfernt und die Charakteristik [2£-r]] in neuer Bezeichnung durch [e] ersetzt, 
die Gleichung:

(O) t2s]{UCC {rj-^-na} (v) — ^r)\s-\-na $5|g_|_W£gJ (^)

-r—0,1,2, -2, -1.

Diese drei Gleichungen - sollen den weiteren Untersuchungen zu gründe 
gelegt werden.

5.
In diesem Artikel werden zunächst die zwischen den Größen ^[s](0) 

bestehenden Beziehungen, soweit sie aus den Gleichungen (A)z (B), (C) 
hervorgehen, näher untersucht und insbesondere gewisse Grundgleichungen 
hergestellt, aus denen sämtliche Relationen durch spezielle Verfügung 
über die Charakteristiken leicht abgeleitet werden können.

Diese Relationen enthalten ausschließlich Größen von derForm: (9)^, (q,g). 
Da diese letzteren ihren Wert nicht ändern, wenn man die Charakteristiken 
[q], [er] durch irgend welche ihnen kongruente ersetzt, so hat man den

13
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/ö|£V, e)(0/<T)=2(»<7/e)M

11=0, 1, 2, -2, -1
r/a|2^('«ff/ s) (0, ff) = 2 («ff/ s) (2§/ ff) •2t

(Ai)

(AI)
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fünfundzwanzig Normalcharakteristiken entsprechend fünfundzwanzig Größen 
von der Form (ß)s. Da ferner die Charakteristiken \n\, [ß+ff], fo+2rr]/ 
[ß-2<r], [g-ff] immer ein Fünfersystem bilden, die Anzahl der verschiedenen 
aus Normalcharakteristiken gebildeten Fünfersysteme nach Art. 4 dreißig 
beträgt, und eine Größe (q, ff) nur eine fünfte Einheitswurzel erlangt, wenn 
man die Charakteristiken durch irgend welche ihnen kongruente ersetzt, so 
gibt es, von fünften Einheitswurzeln abgesehen, im ganzen dreißig ver­
schiedene Größen von der Form (q, ff), welche in der gewählten, abgekürzten 
Schreibweise sich folgendermassen darstellen:

(-/?, a), 
(~Ci/ ß),

(—2/9, a), 
(-2a, ß),

(2ß, a), 
(2a, ß),

(0, a), (ß, a),

(0, ß), («, ß),
(0, ß+a), (ß-a, ß+a), (2/9-2a, ß+a), (-2/9+2a, ß+a), (-ß+a, ß+a),
(0, /9+2«), (ß—2a, ß+2a), (2ß+a, ß+2a), (-2/9-«,/8+2«), (-/8+2«,/9+2«), 
(0, ß-2a), (ß+2a, ß-2a), (2ß-a,ß-2a), (-2ß+a, ß-2a), (-ß-2a, ß-2a), 
<0, ß-a), (ß+a, ß-a), (2/9+2a, ß-a), (-2/9-2a, ß-a), (-ß-a, ß-a).

Berücksichtigt man weiter, daß nach Formel (4) des Artikels 1 :
#[-ßl(0) = 0 [e| (0) ist, und daß daher stets die Beziehungen:

(q, ff), (-ß)5 = (o)B bestehen, so folgt, daß sich die fünfund-(-£/«)
zwanzig Größen (gf auf die dreizehn: (0)5, (af, (2af — (ß)5, (ß + a)5, 
(ß+2 a)5, (ß-2 af, (ß-af — (2 ßf, (2 ß+a)5, (2/9+2 af, (2/8-2 af, (2 ß-a)5 
und die dreißig Größen (q, ff) auf die achtzehn, welche im obigen Schema 
in den ersten drei Vertikalreihen stehen, zurückführen lassen. Es ist nun 
die Aufgabe der folgenden Untersuchungen, aus den Gleichungen (A), (B), (C) 
Grundtypen von Gleichungen abzuleiten, aus welchen sich die Beziehungen
zwischen diesen dreiunddreißig Größen ergeben.

Aus der Gleichung (A) folgen zwei solche Grundgleichungen, die man 
erhält, wenn man in derselben das eine Mal v = 0, [%] — [0], [»/] — [0], 
m = [ßl/ r«] = [o], [i91 = [ff] und das andere Mal v = 0, +.] = [0|, 
M = [0], [C] = [2q], 14= k>], M = M wtzt.

Dieselben lauten:

53
 L

Z
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Aus den beiden Gleichungen (A£) und (AJ) gehen, wenn man an 
Stelle der Charakteristik [<>| eine bestimmte Charakteristik [x] treten läßt, 
wie leicht ersichtlich, nur fünf verschiedene Gleichungen hervor- dieselben 
erhält man, wenn man — unter [1] eine von [0], [x], [2x], [-2x], [-x] 
verschiedene Charakteristik verstanden — an Stelle von [o] der Reihe nach 
[1], [/+*], |I+2x|, [l-2x], [1-x] setzt. Wird dann in diesem System von 
zehn Gleichungen die Charakteristik [x] der Reihe nach durch die Charakteristiken 
[«], [ß], \ß+«], [ß-\-2a\, [ß-2«], [ß-a] vertreten und [1] jedesmal 
passend besümmt, so gehen aus den Gleichnngen (A*) und (A*) sechzig 
spezielle Gleichungen hervor, welche in den Tabellen (1) und (2) zusammen­
gestellt sind. Dabei sind die Größen z bestimmt durch die Gleichungen:

s/i-tt, ß-\-a) 
(0, ß+a) 

(2/8-2a, ß+cc) 
(0, ß+cc) '

(ß, «) (*rß)z.2 = Za ==
(0, «)'j (o, ßY 

(2«, ß) 
(0,ß'

(2/8, a)
=Zg =z7 =

(0, a) '

08+2a, ß-2ec)
(0, ß 2a)

(2ß-u, ß-2tc)
(0, ß-2a)

(g/ a) (2 Q, ß)
(0, <T)' (0, a)

heißen - solche korrespondierende z sind daher: zv z7; z2, z8; z8, z6;
^4/ *10/ ^5/ ^11 / ^6/ ^12*

(/?+#/
(0,■/?-«) ' 

(2/2+2#, ß~~cc) 
(0, ß-a) '

(ß-2a, /2+2#) 
(0, ß+2a) 

(2/?+#, ß-\-2a) 
(0/ /b+2#)

/ ^6 —z4 = / *5

/ +2*10 / +1 —

Zwei Größen z Don der Form sollen korrespondierend

Es mögen jetzt die Grundgleichungen ausgestellt werden, aus denen 
sich bei passender Verfügung über die auftretenden Charakteristiken sämtliche 
Nullrelatiouen, welche in der Gleichung (B) enthalten sind/ ergeben. Zu 
dem Ende setze man in der Gleichung (B) ri—v—0 und verfüge über die 
Charakteristiken [f] und [x] auf die unten stehenden neun Arten. Man 
setze:

III. [f] = [24

und lasse dann jedesmal an Stelle der Charakteristik [x] die Charakteristiken:

I. [C] = [0], ii. m=M/

[2ff][0], H
treten, so gehen aus der Gleichung (B) neun Gleichungenshsteme (Bu) hervor, 
welche sich in drei Gruppen teilen. Aus diesen neun Systemen (B0) findet
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man speziellere Gleichungen, wenn man der Charakteristik [rj] die Werte 
[0]z [er], [2er] erteilt und beachtet/ daß jede Gleichung, in welcher das 
Thetaprodukt fehlt, in die Gleichungsform (C) gehört. Man erhält auf 
diese Weise zehn Gleichungen, von denen jede eine bestimmte Gruppe von 
Nullrelationen vertritt. Diese zehn Gleichungen (B0) haben folgende Gestalt:

(B;):

I. { (ff) 6 + T2 elö (ff + £>)5 + T0\c(ff + 2ß)5 + T^ff^g)6 + T2Ö!9 (ff-g)6} (ß,Q)

= {(0)5 + ^ (e)» +t2<?Iö(2ß)5 +r2°l<?(2e)5 +röle (e)5 }(0/t>).

{(0)s + 2(# + 2(2e)6}M)

{(ff)5 + t2öI9 (f7 + e)5 + r^ff +2e)B+r°\e (<t-2q)5 + t 2t?lö (ff-g)6} (0, q).

III. {(ff)B + t2<?I<> + Q)*+r°\e (ff+2e)5 + ^(c!-2q)5 + t2*(<m>)6 } (2ff,e)

= {{(sf + Ta^((! + Q)5+T2a\s(a+2Q)5 + T^\a((r-2Q)5+^a (ff-§)5)(0, q).

IV. {^a)5+r0^(2a+e)5+r20\s(2a+2Q)5+r^\a(2a-2Q)5+^\a(2a-Q)5}(26,q)
= {(ff)6 + (ff+e)5+ (ff+2p)5+ (<7-2e)5 + (ff-e)5 }(0,q).

V. {(ff)5 + r2elö (ff+e)6+röle(ff + 2q)5 + tS\°((J-2q)5 + t^(ff-e)5}^ g)
= {(2ff)B+r2<?lö(2ff+e)5+To^(2ff+2e)5+Töl<;(2ff-2ß)5+T2öle(2ff-e)5}(0/e).

II.

(BJ):
I. {(2ff)5+ (2<r + j?)6 + (2ff + 20)5+ (2ff-2e)5+ (2ff-s)5<(2ff, q)
= {(ff)6 +röle (ff+e)5+T2öle(ff+2e)6 +T2<?lö(ff-2e)B +t<?Iö (ff-e)5}(ff, et­

il. {(ff)6 + T2°l%7+<>)6+Telö (ff+ 2e)6 + > (ff-2e)6+T2el>-e)6}(2ff/e) 

= {(2ff)6+T^ö(2ff+e)5+T^lö(2ff+2e)5+T2 öle(2ff-2e)6+Töl^(2ff-e)6}(ff/ q).

III. {(2ff)6+ (2ff+g)6+ (2ff+2g)6+ (2ff-2e)6+ (2ff-o)5j(2ff/£>)
= {(2ff)6+T2el<’(2ff+y)6+Töle(2ff+2e)B+T9lö(2ff-2e)6+T2öle(2ff-e)6}(ff/ q).

IV. {(0)6 +> (e)6 +r*e\° (2§>6 +r™\e (2q? +7°\e (e)5 }(2ff,e)
= {(2ff)B+r2-'° (2ff+e)6+Töle(2ff+2e)B+Te!a(2ff-2e)B+T2öle(2ff-5)B} (o,q).

m-
{(0)5 +T2el» (e)B + T* (2e)6 -fiel® (2s)5 +r2öle (§)6 } (a, q)

= {(2ff)5+T2öie(2ff+£>)6+Tel<,(2ff+2j>)5+Tale(2ff-2ß)B+T2elö(2ff-£>)5}(2o/e).
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Um aus diesen Gleichungen spezielle Relationen herzuleiten/ hat man 
nur an Stelle des Charakteristikenpaares [g], [ff] eines der folgenden sechs 
Charakteristikenpaare:

14 kJ; 14 kl; k+4 \ß-*Y, Yß+M, Yß-M) Yß-M, Yß+M;

iß-4 k+«i
zu setzen.

Da in den obigen Gleichungen für die Charakteristik [ff] auch [2ff] 
gesetzt werden darf, und nur die Gleichung (B*, II) durch diese Substitution 
in sich selbst übergeht, so ergeben sich aus der Gleichung (B) einhundert­
vierzehn spezielle Nullrelationen.

Macht man in der Gleichung (BJ,I) die erste der angegebenen sechs 
Substitutionen und drückt alsdann die Thetapotenzen durch die Größen zx 
und z7 aus, so findet man, daß zwischen diesen Größen eine symmetrische 
Gleichung sechsten Grades besteht, nämlich:

z15 + z75-2z13zj3 + zl2z72-z1z7 = 0.

Drückt man in derselben mit Hilfe der linearen Gleichungen der 
Tabelle (1) und (2) die zx und z, durch irgend zwei andere korrespondierende 
Größen z aus, so findet man, daß zwischen je zwei solchen Größen dieselbe 
Beziehung besteht; es geht also die obige Gleichung durch diese linearen 
Substitutionen in sich selbst über.

Setzt man in der Gleichung (C) v=0 und \u\ = [gj, so erhält man 
aus der dann entstehenden Gleichung durch die Substitutionen [?/] = [0], 
[e] — [ff] und [rj] — [ff], k| = [2ff] die beiden Grundgleichungen:

(e)8 + Te|a (2§)b + r°l6 (2e)B + rael0 (e)6 

(ff+e)5 + (ff+2<?)5+ (ff-2{?)5+ (ff-e)5-

(ff)B+ze|0 (ff+e)5+T2e|ö(ff+2e)B+T2ö|ek-2e)5+Tö|e (ff-e)5

= (2ff)B+T2<,,e(2ff+e)B+Te|a(2<r+2e)B+T<,|e(2ff-2e)B+T2e|0(2ff-e)B.

2o|e(0)b + t

= k)B+

I.

(00)

ii.

3



18

Läßt man in diesen Relationen an Stelle der Charakteristiken [g\ 
und [a] nach einander dieselben speziellen Charakteristiken wie oben treten 
und berücksichtigt, daß in den Gleichungen (C0) für [a] auch [2a] gesetzt 
werden darf, so erhält man vieruudzwanzig Gleichungen (C0), lvelche die 
sämtlichen in der Gleichung (C) enthaltenen speziellen Nullrelatioueu 
repräsentieren.

6.
Mit Hilfe der allgemeinen Gleichungen (A), (B) und (C) sollen jetzt 

die zwischen den Funktionen ^[r]](v) bestehenden Beziehungen ermittelt 
werden. In den genannten Gleichungen kommen die fünfundzwanzig Theta­
potenzen vom fünften Grad und die dreißig Thetaprodukte von der Form 

tf}(y) vor.

Bezeichnet Fn(v) irgend eine einwertige und für endliche Werte von v 
auch stetige Funktion der komplexen Veränderlichen v; die für alle Werte 
von v den Gleichungen:

—2nv—na—2nhm2ngjii i 2) Fn(v + a) =Fn(v)e1) Fn (v + m) = Fu (®) 6

genügt, wvbei n eine positive ganze Zahl, g, h beliebige Konstanten 
bezeichnen, und sind außerdem F^\v); F^(v) . . . F^\v) n andere 
einwertige und für endliches v auch stetige Funktionen der Veränderlichen v, 
die denselben Bedingungen (1) und (2) genügen und zudem linear unabhängig 
sind, so setzt sich aus diesen die ursprüngliche Funktion Fjv) in der Form:

V—Yl
Fn(v) = 2 <'vF%Xv)

V—l

zusammen, wobei die c von v freie Größen sind *).

*) Prym, Untersuchungen über die Riemannsche Thetaformel und die 
Riemannsche Charakteristikentheorie. Leipzig 1882. S. 31.



rnßl2n(f] + nß, a) Vir], ß}(v) = 2 rnßlv(0, ß) V{r,ß, «}(»)

n = 0,1, 2, -2, -1

an Stelle der Charakteristik [/?] der Reihe nach die Charakteristiken [/?+«], 
[/?+2«]z [/?—2«], [/?-«] treten; es entstehen so aus der Gleichung (A) 
fünf neue Gleichungen. Diese sämtlichen fünf Grundgleichungen sind in der 
folgenden allgemeinen Gleichung:

_nßt s/)^ iß)], ß-\-ma){y)

= ^ rn(ß+m«)\V-2nma {0f ß+ma) #[nß/ a]{v)

(I)

m,n—0,1, 2, -2, -1
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Die oben erwähnten fünfundfünfzig Funktionen gehören zu derselben 
Gattung von Funktionen^ es sönnen daher durch fünf beliebig gewählte 
derselben, vorausgesetzt/ daß sie linear unabhängig sind/ die fünfzig übrigen 
derselben linear ausgedrückt werden. Je fünfzig solche Gleichungen bilden 
dann einen Ersatz der -sämtlichen in den Formeln (A), (B), (C) enthaltenen 
Gleichungen. Diese Reduktion der sämtlichen Gleichungen auf fiinfzig wird 
im folgenden auf zwei Weisen durchgeführt/ das eine Mal/ indem man 
fünf Produkte von der Form ^[q, ö}(v), die zusammen alle fünfundzwanzig 
Charakteristiken enthalten/ zu gründe legt/ das andere Mal/ indem man 
von fünf Thetapotenzen des fünften Grades ausgeht/ deren Charakteristiken 
ein Fünfersystem bilden.

Bezeichnet man mit [a] eine beliebige der [0] nicht kongruente 
Charakteristik/ mit [ß] eine zweite, welche keiner der Charakteristiken [0], 
[a], [2a], [-2a], [~a] kongruent ist, dann können fünf Thetaprodukte, 
welche zusammen alle fünfundzwanzig Charakteristiken enthalten, bei passend 
gewählten [a] und [ß] in die Form #{0, a}(v), ft\ß, a}(v), ft{2ß, a)(v), 

a}(v), #{-/?, a}(v) gebracht werden. Durch diese fünf Produkte 
als Grundfunktionen sollen jetzt die fünfzig übrigen linear ausgedrückt 
werden. Zu dem Zweck setze man in der Gleichung (A) [x] = [0], [£] = [0] 
und lasse in der so entstehenden Formel

- M



Um eine beliebige Funktion ^5{^}(y) durch fünf Grundfunktionen 
auszudrücken^ setze man in der Formel (B) u = 0 und [x] — [0], lasse alsdann 
an Stelle von [rj] der Reihe nach die Charakteristiken [0], [ß], [2/8], [-2/8], [-ß] 
treten und addiere die linken und rechten Seiten der so erhaltenen Gleichungen. 
Es entsteht so die neue Formel:

h(C,a)ft^}(v)

a)[v)

(II)

m, n = 0,1, 2, -2, —1.

Diese Gleichung liefert die Ausdrücke für die fünfundzwanzig Theta­
potenzen vom fünften Grad, wenn man darin für [£] der Reihe nach die 
in Art. 2 aufgeführten Charakteristiken setzt.
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enthalten. Aus dieser Gleichung (I) folgen nämlich zunächst die fünf oben 
erwähnten Gleichungen (1^I5), wenn man der Größe m die Werte 
0, 1, 2, -2, -1 gibt. Aus jeder dieser fünf Gleichungen gehen wieder 
fünf neue hervor, wenn man über die Charakteristik [rj] besonders verfügt. 
So erhält man aus der Gleichung (Ij) die ersten fünf, wenn man an 
Stelle von [rj] der Reihe nach [0], [a], [2a], [-2a], [-a] setzt,- dieselben 
drücken die Produkte von der Form ft [na, ß}(v), n = 0, 1, 2, -2, -1, 
durch die fünf Grundfunktionen aus. Die zweiten fünf Gleichungen ergeben 
sich aus der Gleichung (I2), wenn an Stelle der Charakteristik [rj] die 
Charakteristiken [0], [ß-a], [2/8-2a], [-2/8+2#]; [-ß+a] treten; dieselben 
drücken die fünf Produkte von der Form ft{n{ß-a), ß+a) (v), n—0,1,2,-2,-1, 
durch die Grundfunktionen aus. Die Darstellung der Thetaprodukte von 
der Form ft{n(ß-2a), ß+2a}(v),ft{n(ß+2a)/ß-2a}(v),ft{n(ß+a)/ß-a}(v), 
n—0, 1, 2,-2,-1, durch die, Grundfunktionen ergibt sich endlich, wenn 
man für die Charakteristik [r]] der Reihe nach

[0], [ß—2a], [2ß-\-a], [—2ß—a], [—/H~2a], 
[0], [ß-\-2a], [2ß-a], [—2ß-\-a], [—ß—2a],
[0], [ß+a], [2^+2#], [-2ß-2a], [-ß-a]

in Gleichung (I3): 
in Gleichung (I4): 
in Gleichung (L):

«5
Ä
-
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Die fünf in den Gleichungen (I) und (II) als Grundfunktionen benützten 
Thetaprodukte sind durch die Wahl der Charakteristik [a] bestimmt/ insofern 
als die fünf Produkte/ von fünften Einheitswurzeln abgesehen, immer wieder 
erhalten werden, wenn man an die Stelle von [ß] irgend eine andere der 
neunzehn bei bestimmten [cc] zulässigen Charakteristiken setzt. Beriicksichtigt 
man weiter, daß für [cc] eine jede der vierundzwanzig der [0] nicht 
kongruenten Charakteristiken gesetzt werden darf, und daß die Gleichungen, 
welche aus der Gleichung (I) abgeleitet werden können, nur ihre Reihenfolge 
ändern, die Gleichung (II) aber ungeändert bleibt, wenn man für [cc]: [-cc] 
oder [2cc] setzt, so erkennt man, daß es nur sechs verschiedene Systeme 
von je fünf Produkten der betrachteten Art gibt. Man erhält daher auch 
nur sechs wesentlich verschiedene Systeme der Gleichungen (I) und (II), 
wenn man an Stelle von [a] und [ß] auf alle möglichen Weisen spezielle 
Charakteristiken einführt. Betrachtet man [cc] und [ß] als feste Charakteristiken, 
so erhält man die fünf noch übrigen Systeme, indem man \u\, [ß] einmal 
durch [ß], [a], dann durch [ß+cc], [ß-cc], beziehungsweise [ß-cc], [ß+cc], 
schließlich durch [ß+2cc], [ß-2a], beziehungsweise [ß-2cc], [ß+2a] ersetzt.

Die Relationen, welche zwischen den fünf Grundfunktionen bestehen, 
und die Gleichung fünften Grades, welche drei solche Thetaprodukte verbindet, 
sollen erst bei der Behandlung des zu jenen Funktionen gehörigen Umkehr­
problems abgeleitet werden. Hier möge gleich zur zweiten der gestellten 
Aufgaben übergegangen werden, nämlich die fünfzig in Art. 6 erwähnten 
Funktionen durch fünf Thetapotenzen auszudrücken, deren Charakteristiken 
ein Fünfersystem bilden.

1

7.

Zunächst soll eine Thetapotenz O^)(v) durch fünf Thetapotenzen von 
der erwähnten Eigenschaft dargestellt werden. Bezeichnet man mit [rj] eine 
beliebige, mit [cc] eine der [0] nicht kongruente Charakteristik, so können 
fünf solche Thetapotenzen bei passender Wahl von [rj] und [cc] stets in 
die Form $5{^}(^), ^{rj+c/^v), 'd'b{r}-\-2a\(v), 2a)(v), $b{r]—cc}(v)
gebracht werden.

Um durch diese eine, andere fünfte Thetapotenz auszudrücken, setze 
man in der Formel (B) des Art. 4 u—0, [x] — [0] und lasse an Stelle
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von [rj] nach einander die Charakteristiken [C+rj], [2C+^]/ [-2£-H?], [-£+?/] 
treten/ dann erhält man durch Addition der dadurch entstehenden fünf 
Gleichungen die folgende:

m, n — 0,1, 2, -2, -1.

(Bl

In dieser Gleichung drücke man die auf der rechten Seite auf­
tretenden Thetaprodukte durch die fünf zu gründe gelegten Thetapotenzen 
aus/ zu dem Zweck setze man in der Gleichung (B) u = 0 und ver­
tausche die Charakteristiken und A mit einander/ in der so gewonnenen
Gleichung lasse man endlich an Stelle des Charakteristikentripels [rj\, [£], [x] 
der Reihe nach die Charakteristikentripel: [£], [f], [rj-£\i [0], [f], [rj]} 
[-flz [C]/ [rj+C\i [-2£], [C], h+2fl/ [2f], [f], treten/ man erhält
so fünf Gleichungen/ welche sämtlich in der folgenden/ allgemeinen
Gleichung:

(2 t^^2^wä(c+wc05) «}(©)

2 T2^waT2^^+2«“((m_i) «) #»{,+»,«} («)

m, n = 0,1, 2, -2, -1

enthalten sind. Setzt man die Werte für die Thetaprodukte aus der letzten 
Gleichung in die Gleichung (B') ein, so erhält man die verlangte Relation. 
In dieser kann man noch den konstanten Größen, welche im zweiten, 
dritten, vierten und fünften Gliede auf der rechten Seite der durch obige 
Substitution umgeformten Gleichung (Bz) auftreten, eine einfachere Gestalt 
geben. Zu dem Ende vertausche man wieder in der Gleichung (B) die 
Charakteristiken [»;] und [C] und mache u=v = 0, dann gehen aus derselben, 
indem man an Stelle des Charakteristikentripels [fl, | C], [fl die Charakteristiken­
tripel : [fl, [flffl/ [—C—»?]; [4fl, [-2f-fl, [£+fl; [fl/ [-2f+fl/[-£-fl; 
[fl, [~t+y], [-f-fl setzt, die Relationen



t8(„-20I n*{rj+mf

Co =
(£-{-na)5

x 3v\na (t]-\-na)5 TB(,+2f)| n«{tj + m)6

(C+na)5 

t2(>> ^na(r) + na)5

c, = C2 —2t3?I»«(C + w)6

r^+^ + nuf

c = c7
T^"“ (f + W«)B —2

2 (C+w)5

H = 0, 1, 2, -2,-1.

2ncc\r/—C (C+V+na)5(0,a) = x2^

= 2^ V^+Vt-K«)5,

T»/+f|2)i«(2f-j?+n«)5(2f/«) =2i^Tr^fl“ (»?+««)5 (£,«),

5 «) = 2 *lyH-^a (ri+naf^a)

2 t (»7+m«)5(C,«),

^2//oc|»7
(2C+J?+««)5

n=o, l, 2, -2, -1

hervor.

Führt man diese letzteren Werte noch in die Gleichung (B') ein, so 
erhält man als Gleichung, durch welche eine Thetapotenz durch fünf 
Grund-Thetapotenzen ausgedrückt wird, die folgende:

5t^#6{£}(®)

— 2 2 xn^maxmna^Cn ^5{j?+m«}(ü),

(III)

m,n—0,1, 2, -2, -l,

wobei die Größen c definiert sind durch die Gleichungen:
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SL
Z
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-L
Z

-L
Z

» L
Z

-L
Z

-L
Z

-L
Z



n — 0,1, 2, -2, -l.

Diese Gleichung liefert aber nur die Ausdrücke für Thetaprodukte 
von der Forni #{£,«}(»). Irgend ein anderes der noch übrigen fünfund­
zwanzig Thetaprodukte kann, wenn man unter [g] eine Charakteristik versteht, 
welche keiner der fünf Charakteristiken [0], [«], [2«], [—2«], [-«] kongruent 
ist, bei passend gewähltem [q] und [CJ in der Form />{C, <?}(») dargestellt 
werden.

Um diese Darstellung zu erhalten, setze man in der Formel (A) 
[<?] für [«], [«] für [ß], [f] für [C+x], [f-x] für [£]. Auf diese Weise 
geht aus der Gleichung (A) die folgende hervor:

(2 e)) «}(»)

= 2 ?+x (£-*, «) tfg+w, e}(e)

rt = 0, 1, 2, -2,-1.
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Durch die Gleichung (III) kann man jede der zwanzig von den fünf 
Grundfunktionen verschiedenen Thetapotenzen als Funktion derselben aus­
drücken- wird für [C] eine der Charakteristiken [»/), [»? + «], [n + 2«], 
[tj-2«], [»/-«] gesetzt, so geht die Gleichung (III) in eine Identität über.

8.
Es erübrigt noch eine Gleichung herzustellen, welche die dreißig 

Thetaprodukte durch die fünf zu gründe gelegten Thetapotenzen ausdrückt. 
Eine solche Gleichung geht unmittelbar aus der Gleichung (B) hervor, wenn 
man in derselben an Stelle von [%], [rj], [£] beziehungsweise [0], [£], [»/]
setzt.

£s
£

+

f r
£

O
i

S

+
+

vs
>

"E
Tft

+

53
H

53

M
M

<M



r^+^ncc(rl+na/Q)

rffl ntt(t+naf

2 Q)\nu(v + na, q)

t3(,+ 2 0\n«{v+m/Q)

2 Tf|"“(C+««)B
c

t*V riCi na, q)
< = 8f|wa (C+Hß)52t

2
C = A

2 (C+«ß)5
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Setzt man in derselben für [x] der Reihe nach die Charakteristiken 
[0], [C]/ [2£], [-2£], [—C]/ addiert die entstehenden fünf Gleichungen und 
substituiert in der dadurch entstandenen neuen Gleichung für die auftretenden 
fünf Thetaprodukte die im vorigen Artikel dafür aufgestellte» Ausdrücke, 
so erhalt man unter Berücksichtigung der auf Seite 23 angegebenen 
Beziehungen die Gleichung:

5t^#(£, £>}(»)(IV')

2 2 ^m\mna^{v+ma}(v)

m,n=0,1, 2, -2, -l,

wobei die Größen c' die folgenden Werte besitzen:

n — 0,\, 2, -2, -l.

= I
Z

ab
Z

H
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Die Gleichung (IV') gilt nur, so lange die Charakteristik [£] von [0] 
* verschieden ist.

Die Systeme der Gleichungen (III), (IV) und (IV') sind durch die 
fünf Grundthetapotenzen mit den Charakteristiken [»?], [»? + «], [tj + 2ß], 
[t]-2a], [?;-«] vollständig bestimmt. Diese fünf Charakteristiken bilden 
immer ein Fünfersystem, und es gibt daher, da dreißig Fünfersysteme 
vorhanden sind, dreißig Gleichungensysteme (III), (IV) und (IV). Bezeichnet 
[ß\ eine Charakteristik, welche keiner der Charakteristiken [0], [«], [2«], 
[-2«], [-«] kongruent ist, so gehen aus jeder der hier aufgestellten Gleichungen 
die dreißig Systeme hervor, wenn man in ihnen an Stelle der Charakteristiken­
paare [»;], [«] die Charakteristikenpaare:

[°]/ [«]; [ß)r [«]; [%ß],
[0], \ß]> [«]/ [ß]i [24 [ß\ ;

[-2ß], [«]; [-/?], [a] ;

[—2«], [/?]; [-«], [ß]}

[«];

[0]/ [A+«l; [/?-«], [ß+u]> [2ß-2a], [ß+u\;
[0], [ß+2«]; [/?-2ß], [yS+2ß]/ [2/S+«|, |/j+2«J; 

[-2/1+2«), [/?+«]; [-/3+ß], [/i+ß];
[—2/?-ß], \ß+2a\i [-ß+2ß], [yS+2ß]

treten läßt. Durch diese Substitutionen sind zwanzig Systeme bestimmt. 
Die übrigen zehn Systeme erhält man, wenn man in den letzten zehn 
Systemen an Stelle der Charakteristik [ßj die Charakteristik [-ß] setzt.



Tabellen
zu den Nullrelationen der Gleichung (A).
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(Tabelle I.) (Ai)

£2^1 + 2 zx + 2 z7 ^1 + +

1 + r4v1z1 + T ^2z7 = t2z4 + 2t4Zj + 2r z, )

+ t VjZj + T4r2z7 — t3z6 (l + 2t z, + 2r4z, )

1 -)- T2 »-j Zj + T3 Va Z, = T4 z9 (1 + 2 T2 Z7 + 2 T3 z, )

1 + T3vtZj + T2raz7 — T z13 (l + 2t3Zj + 2 t2z7 )

V2z7 =

1

1 + T3r,za + T2raz8 = T Zg (l + 2r3za + 2r2Zg )

1 + T4^za + T VaZa — r2Z10 (1 + 2z4Zg + 2t z8 )

1 + t v1za + T4raz8 = t3 zn ( l + 2 t za + 2t4z8 )

1 + T2 Vt za + T3VaZg — T4 z43 ( 1 + 2 T2 z2 + 2t3Z8 ̂

1 + r*v1zs + T3raZg = t4z5 (1 + 2t2z3 + 2t3z9 )

1 + T3yiZ3 + T2raZg — T Z10 (1 + 2t3Z3 + 2 t2 Zg )

1 + VlZi + VaZg — Z,2 (l+2 Zg + 2 Zg )

1 + T3y,z6 + T2raz13= t Z4 (l + 2t3z6 + 2t2z13) 

1 + r2vt zs + r3razia = t4zu(1 + 2t2z6 + 2t3z13)

1+ V1zi + Vazw= z5(l + 2 z4 + 2 z10)

ncc\ß
Anmerkung. Im folgenden ist zur Abkürzung z — z gesetzt.
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(Tabelle I.)(Ai)

1 ^2 “f” ^1^7 -- ^ ^1 ™1~ ^ Zrj ^

1 + T4V2Zt + r Z, = T3 Z10 ( 1 + 2 T4 zx + 2 T Z7 )

1 + r j^Zj + T4 vxz7 = T2zn (l + 2 t Zj + 2 r4z, )

1 + T2r2z4 + T3 VjZ7 — r Z3 (l + 2r2Zj + 2t3z7 )

1 + T3raz, + t2 ytz7 — t4z6 (l + 2t3z7 + 2r2z, )

1 + T3r2z2 + T2vxzg = t4z3 (l + 2t3z2 + 2t2z8 )

1 + T4r2z2 + t VjZ8 — t3z4 ( 1 + 2t4z2 + 2t z8 )

1 + t r2z2 + T4Vjzg = t2z6 (l +2i Z2 + 2t4z8 )

1 + r2r2z3 + T3r,z8 = t z6 (l + 2t2z2 + 2t3z8 )

1 + T2 v2 Z3 + riv1Z9 — r Zn(l + 2 T2 Z3 + 2t3Z9) 

1 + T3y2z3 + T^Zg — T4 Z4 + 2t3z3 + 2r2z9 )

(^1 + 2 Zg + 2 Zg ^1 + va z3 + v1z9 = 2s

1 + r3r2z6 + t2»'1Z12= t4 z10(l + 2t3z6 + 2r2zla) 

1 + T2v2z3 + T3vxz12= T z5 (l + 2t2z6 + 2t3z12)

1 + v224 + r4z10= zn (l + 2 z4 + 2 z10)
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(Tabelle II.) (AJ)

1 + v1 z2 + v2zs = zx (l + 2 z2 + 2 zs )

1 + 7 ^Zg + T4 y3Zg — T3Z7 (l + 2 7 Zg + 2 T4Zg ) 

1 + 74rxz3 + 7 r2Zg = T2 Zg (1 + 2 T4 Zg + 2 7 Zg ^

I + 74r1Zg + 7 l’3Zla= 72 Z, ( 1 + 2 74 Zg + 2 7 ZX2)

1 + 7 VjZg + 74 r2Z13= 73Z8 (l + 27 Zg + 2 T* Z13)

1 + V1Z9+ r2z12 = Zg (l + 2 Zg + 2 zX2)

1 + 72vxz4 + 73 r2z,o — 74Zj (l + 2 72z4 + 2 78Z10^

1+7 rxz4 + 74r2z10= r3Zg (1 + 2 7 z4 + 2 74zx0)

1 + T3ViZi + 72V2Zj0 —- 7 Zg (l + 273z4 + 2 72Z10)

1 + 74y,Z4 + 7 V2Z10 — 72 Zg (l + 2 74 Z4 + 27 Zxo)

1 + 73y1z6 + 72r2zn = 7 zx (1 + 2 73 Zg + 2r?zu) 

1 + 74r1z5 + 7 V2zn — 72Zg (l + 274z5 + 27 Zu)

1+ + r2z11 — z4(l + 2 Zg | 2 zn)

1 + 72V1Z5 + 73r2Zn — 74 Zg ( l + 2 72 Zg + 2 73Zu) 

1 + T V1ZS + 7 iV2Zn — 73z12(l + 27 Zg + 2 74 Zu)



BifiUi6 i Uw i

ä-iUWr-Ö W

1 + T3r2z5 + *2v1Zn= t4z7 (l + 2t3z5 + 2 t2 zn) 

1 + t4v2z6 + T t3z9 (l + 2t4z5 + 2r z„)

1 4" ^'2 '~r> i" ^'1 -Zu Z49 ^ 1 ~1~ 2 Z5 “l- 2 Zu ^

1 + t2v2z6 + rzv1zn = r Zä (l + 2 t2z5 + 2t3zh) 

1 + r r2z5 + r4^Z„ = t2 z6 (l + 2 t z5 + 2r4zu).

**
.___—~
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(Tabelle II.)(K)

(1 + 2 z2 + 2 z8 )1 + V2Z2 4" VlZS =

1 + T r2za + riv1 Zg — r2zt (1 + 2t Zg + 2t4z9) 

1 + T4y2Zg + T ^Zg = T3Z2 (l + 2r4 Zg + 2 T Zg )

1 + T4r2z6 + T )’1z12= t3zx (l + 2t4z6 + 2t z12) 

1 + T r2z6 + T4^Zj2 == T2z2 (l + 2t z6 + 2t4z12) 

1 + ^2^6 4" ^1Z12 Z3 1 "l™ 2 Zg-j-2 Zj2^)

X

1 + T2r2z4 + T3 I’jZjo — T z7 ( 1 + 2 T2 z4 + 2 T3 z,o)

1 + T v2z4 + T4^z4a = T2z12(l + 2t Z4 + 2t4Zj0)

1 + T3v2z4 + T2r,z10 — t4z2 (l + 2t3z4 + 2t2z10)

1 + T4r2z4 + T r,z10= t3z8 (l + 2t4z4 + 2t z10)
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