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Abschnitt I.

Differential- und Integralrechnung für reelle Grössen.

Capitel I.

Differentiation von Functionen einer reellen 
variabeln Grösse.

§ 1. Ziele der Differential- und Integralrechnung.

Der Gegensatz, in welchem die drei Operationen des Ad- 
direns, Subtrahirens und Multiplicirens zur Operation des Divi- 
direns stehen, äussert sich von den Elementen an stets auf 
neue Weise und beherrscht das gesammte Gebiet der Analysis. 
In der im ersten Bande des vorliegenden Buches gegebenen 
Darstellung ist nahe dem Anfänge darauf aufmerksam gemacht 
worden, dass die Ausführung der drei ersten Grundoperationen 
mit beliebigen positiven oder negativen ganzen Zahlen unbe
dingt zulässig sei und immer nur positive oder negative ganze 
Zahlen einschliesslich der Null erzeuge, dass dagegen die Thei- 
lung der Einheit durch einen bestimmten ganzen Divisor nur 
geschehen könne, sobald erlaubt ist, die Einheit gleich einer 
durch den Divisor bezeichneten Anzahl von einander gleichen 
neuen Einheiten zu setzen. Indem man annimmt, dass die Ein
heit in jede beliebige Anzahl von gleichen Theilen theilbar sei, 
kommt zu dem Inbegriff aller ganzen Zahlen der Inbegriff aller 
rationalen Brüche hinzu. Da die Differenz zwischen zwei ganzen 
Zahlen, welche einander nicht gleich sind, gleich einer von der 
Null verschiedenen ganzen Zahl ist, so muss der numerische 
Werth der Differenz mindestens gleich der Einheit sein. Da
gegen kann die Differenz zivischen zwei rationalen Brüchen, die 
nicht zusammen fallen, jedem rationalen Bruche gleich werden

Lipschitz, Analysis II. 1



lind deshalb auch numerisch unter jeden gegebenen aliquoten 
Theil der Einheit herabsinken. Auf diesen Umstand stützt sich 
die Definition einer irrationalen Grösse als Grenzwertli einer 
durch ein gewisses Gesetz bestimmten Folge von Brüchen. 
Demnach bildet die unbeschränkte Theil barkeit der Einheit 
eine wesentliche Voraussetzung, um zuerst von den ganzen 
Zahlen zu den rationalen Brüchen, dann von den letztem zu 
den irrationalen Grössen überzugehen und die Grundoperationen 
der Rechnung auf alle reellen bestimmten Grössen auszudehnen.

Es wurde so eben eine Eigenschaft der Differenz von zwei 
ganzen Zahlen und der Differenz von zwei rationalen Brüchen 
erwähnt. Die Differenz von zwei reellen bestimmten Grössen ist 
entweder der Null oder einer bestimmten positiven oder einer 
bestimmten negativen Grösse gleich, und kann jeden beliebigen 
Werth annehmen. Wenn nun vorausgesetzt wird, dass eine 
Grösse, mit der eine vorgeschriebene Folge von Rechnungsope
rationen ausgeführt werden soll, nacheinander verschiedene 
bestimmte Werthe erhalte, die mit Berücksichtigung des Vor
zeichens oder im algebraischen Sinne innerhalb gewisser Gren
zen liegen, oder dass die Grösse innerhalb des betreffenden 
Intervalls veränderlich sei, so darf man sich denken, dass stets 
ein Werth derselben aus dem zunächst vorhergehenden ent
stehe, indem zu dem letztem die entsprechende Differenz der 
beiden Werthe hinzuaddirt wird. Je nachdem der folgende 
Werth grösser oder kleiner als der unmittelbar vorhergehende 
oder demselben gleich ist, findet bei jener Vorstellung für den 
vorhergehenden Werth ein Wachsen oder Abnehmen oder Gleich
bleiben statt, und fällt die bezeichnete Differenz, welche gemäss 
dem allgemeinen Begriffe der Addition immer das Increment 
oder die Zunahme des ursprünglichen Werthcs genannt wird, 
positiv oder negativ oder verschwindend aus. Sobald nun der 
veränderlichen Grösse jeder innerhalb des bezüglichen Intervalls 
liegende rationale oder irrationale Werth ertheilt, und deshalb 
der numerische Betrag der vorkommenden einzelnen Zunahmen 
so klein genommen werden darf als man nur will, heisst die 
veränderliche Grösse eine innerhalb des gegebenen Intervalls stetig 
veränderliche Grösse.

Das Resultat der für eine veränderliche Grösse vorge

Stetig veränderliche Grosse. § 1.2



Function einer veränderlichen Grosse.§ 1- 3

schriebenen Folge von Rechnungsoperationen, welches bei ver
schiedenen Werthen dieser Grösse ebenfalls verschiedene Werthe 
erhalten kann, hängt somit von den erstgenannten Werthen ab 
und wird eine Function der veränderlichen Grösse genannt. 
Den Begriff einer Function lehrt der erste Band dieses Buches 
stufenweise kennen. Indem ich die bezüglichen Stellen anführe, 
werde ich, wie im Folgenden durchgehends, vor die Zahl des 
Paragraphen des ersten Bandes das Zeichen I setzen. Die Defi
nition einer algebraischen rationalen ganzen und einer alge
braischen rationalen gebrochenen Function findet sich I, § 22, 
die erste Erwähnung der trigonometrischen Functionen Sinus 
und Cosinus I, § 30, die allgemeine Definition einer Function 
einer veränderlichen Grösse und die Definition der Exponen- 
tialfunction I, § 100 und 101, die Definition des Logarith
mus I, § 102, die Erörterung der trigonometrischen Functionen 
Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens I, § 103, der inversen 
trigonometrischen Functionen I, § 104. Bei allen bervorgeho- 
benen besonderen Functionen kommt es darauf an, sobald der 
veränderlichen Grösse nach einander verschiedene, innerhalb eines 
gewissen Intervalls befindliche Werthe beigelegt werden, die Diffe
renz der zugeordneten Werthe der Function zu betrachten. Insbe
sondere wurde untersucht, ob für eine numerisch beliebig verklei
nerte Differenz der Werthe der veränderlichen Grösse die Differenz 
der zugeordneten Werthe der Function ebenfalls numerisch be
liebig klein werde. Die aufgeworfene Frage lässt sich allge
mein so ausdrücken, oh einer stetigen Aenderung der variabeln 
Grösse eine stetige Aenderung der Function entspreche, und führt 
zu der I, § 108 gegebenen Definition einer stetigen Function einer 
variabeln Grösse, welche folgendermassen lautet: Wenn eine 
Function fix), welche für alle der Bedingung a<fx<Lh genügen
den Werthe von x gegeben ist, die Eigenschaft hat, dass bei je 
zwei innerhalb dieses Intervalls befindlichen Werthen x und x 4- h 
die Differenz der zugehörigen Werthe der Function f(x + h)—fix) 
für einen gegen die Null abnehmenden Werth der Grösse h selbst 
gegen die Null abnimmt, so wird f{x) eine stetige Function der 
Variable x genannt.

Wir sind hiermit bei dem Kreise von Begriffen angelangt, 
in dem sich Differential- und Integralrechnung entwickelt haben.



§ 1.

Die Aufgabe der Differential- und Integralrechnung besteht darin, 
die Beziehungen von Grössen, die stetig veränderlich sind, zu er
forschen. Differential- und Integralrechnung unterscheiden sich 
durch die besondere Art der zu lösenden Probleme wie durch 
den Character der hierbei zu überwindenden Schwierigkeiten 
und ergänzen einander; sie werden unter dem gemeinsamen 
Namen der Infinitesimalrechnung zusammengefasst. Die Infinitesi
malrechnung ruht auf dem allgemeinen Boden der Grössenlehre 
und bedarf keiner aus anderen Gebieten entlehnten Principien. 
Doch haben Newton und Leibnitz, die Entdecker der Infinitesi
malrechnung, indem sie dieselbe auf andere Gebiete anwandten, 
neue Quellen der Einsicht erschlossen, und der Bereich der An
wendungen der Infinitesimalrechnung ist im Fortschritte der 
Zeit beständig gewachsen.

Da die Infinitesimalrechnung mit den stetig veränderlichen 
Grössen operirt, und da bei der stetigen Veränderung von Grös
sen die unbeschränkte Theilbarkeit der Einheit vorausgesetzt 
wird, so eignen sich solche Gegenstände zur Anwendung der 
Infinitesimalrechnung, welche nach Einheiten, die eine unbe
schränkte Theilung zulassen, bestimmt werden können. Derlei 
Gegenstände liefert uns unsere Anschauung vom Raume und von 
der Zeit. Es verursacht Niemandem eine Schwierigkeit zu 
denken, dass eine gewisse begrenzte gerade Linie in eine 
beliebige Anzahl einander gleicher Theile, und dass ein ge
wisser Zeitraum in eine beliebige Anzahl einander gleicher 
Theile getheilt sei. Indem wir eine gewisse Linie als Einheit 
der Länge, einen gewissen Zeitraum als Einheit der Zeit auf
fassen, erhalten wir ein Mittel, um jede gegebene gerade Linie 
durch die erstere Einheit und jeden gegebenen Zeitraum durch 
die letztere Einheit zu messen. Auch können wir uns die Thei
lung eines begrenzten Stückes einer ebenen Fläche in beliebig 
viele gleiche Theile und die Theilung eines begrenzten Raumes 
in beliebig viele gleiche Theile vorstellen, und daraus die Mes
sung aller Flächen durch eine Flächeneinheit und aller Räume 
durch eine Raumeinheit ableiten. Aus dem Umstande, dass wir 
darauf angewiesen sind, die Einheit der Zeit, der Länge, der 
Fläche und des Raumes als Einheiten aufzufassen, die unbe
schränkt theilbar sind, entspringt die Möglichkeit, auf dieGegen-

Infinitesimalrechnung.4



§ 1. Anwendung auf Geometrie und Mechanik. 5

stände, welche nach den erwähnten Einheiten gemessen werden, 
die Infinitesimalrechnung anzuwenden.

So eröffnen sich der Anwendung zwei grosse Gebiete. Nach 
dem Princip, auf welches Descartes die analytische Geometrie 
gegründet hat, und das I, § 42 und I, § 85 initgetheilt ist, wird 
der Ort jedes beliebigen Punktes in einer Ebene und der Ort 
jedes beliebigen Punktes im Raume durch die Messung der 
Länge von geraden Linien bestimmt, deren Anzahl fiir die Ebene 
gleich zwei, für den Raum gleich drei ist, und die in beiden 
Fällen die Coordinaten der betreffenden Punkte heissen. Ver
möge der vollständigen Definition eines jeden im Raume be
findlichen Gebildes ergiebt sich, wie hier vorgreifend bemerkt 
wird, eine gesetzmässige Beziehung zwischen den Coordinaten 
der Punkte, welche dem Gebilde angehören. Die Anwendung 
der Infinitesimalrechnung auf die Coordinaten der Punkte der 
räumlichen Gebilde ist daher nichts anderes als die Amvendung 
der Infinitesimalrechnung auf die Lehre von den räumlichen Ge
bilden oder auf die gesammte Geometrie. Hiermit wird das erste 
der beiden angeführten Gebiete bezeichnet. In demselben kommt 
der Begriff der Zeit als solcher nicht vor. Sobald man aber den 
letzteren zu den auf den Raum bezüglichen Begriffen hinzu
fügt und die Bewegungen untersucht, welche von Gebilden, die 
sich im Baume befinden, während des Verlaufes der Zeit ausge
führt werden, so betritt man das zweite jener beiden Gebiete 
der Anwendung, das Gebiet der Mechanik. Mit den grossartigen 
Erfolgen, welche durch die Anwendungen der Infinitesimalrech
nung auf Mechanik für das Begreifen des Gcsetzmässigen in 
der Natur errungen sind, ist der Gedanke lebendig und mächtig 
geworden, dass die Erklärung der Naturerscheinungen durchaus 
in der Zurückführung auf einfache gesetzmässige Bewegungs
vorgänge zu suchen sei. Gegenwärtig genügt es, auf den hohen 
Werth jener Anwendung hinzudeuten.

Nachdem wir versucht haben, an der Hand des Begriffes 
der Stetigkeit zu erklären, auf welche Objecte die Infinitesimal
rechnung angewendet werden könne, liegt uns jetzt ob, die 
Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung auseinander zu setzen. 
Hierzu ist es erforderlich, den Begriff der Beziehung zivischen 
stetig veränderlichen Grössen, oder, was gleichbedeutend ist,



Geometrischer Ort in der Ebene. § 2.6

den Begriff der Abhängigkeit stetig veränderlicher Grössen von 
andern stetig veränderlichen. Grössen sorgfältig zu untersuchen.

Die Abhängigkeit einer stetig veränderlichen Grösse von einer 
andern stetigen unabhängig veränderlichen Grösse fällt mit dem 
Begriff einer stetigen Function einer veränderlichen Grösse zu
sammen. Die vorhin wiederholte Definition desselben wird den 
Ausgangspunkt bilden. Es gewährt jedoch eine wesentliche 
Erleichterung für das Verständnis, wenn der Begriff der Func
tion einer veränderlichen Grösse durch die Anwendung, welche 
er auf dem Gebiete der Geometrie gefunden hat, erläutert wird, 
bevor die rein analytischen Grundbegriffe der Infinitesimal
rechnung an die erwähnte Definition angeknüpft werden. Aus 
dieser Ursache mögen einige geometrische Betrachtungen einge
schaltet werden, welche, mit dem Plane dieses Buches über
einstimmend, nur die im ersten Bande vorgetragenen Elemente 
der analytischen Geometrie als bekannt voraussetzen.

§ 2. Zurückführung der analytischen Bestimmung eines 
geometrischen Ortes in der Ebene auf die Bestimmung einer 

Function einer veränderlichen Grösse.

Die in einer Ebene enthaltenen Gebildę, welche I, § 42 
zur Sprache kamen, sind der Punkt, die gerade Linie und 
die Kreislinie. Wir haben uns jetzt mit dem allgemeinen Be
griff einer in der Ebene befindlichen Linie zu beschäftigen. 
Gesetzt es sei für einen Punkt der Ebene eine Forderung ge
geben, welche durch die sämmtlichen Punkte einer gewissen 
Linie befriedigt wird, so heisst dieselbe der geometrische Ort 
der die Forderung erfüllenden Punkte. Demnach ist der geo
metrische Ort derjenigen Punkte der Ebene, welche die Forde
rung befriedigen, von einem festen Punkte der Ebene um eine 
gegebene Strecke abzustehen, eine gewisse Kreislinie. Um eine 
Linie als geometrischen Ort zu definiren, muss eine Eigenschaft, 
welche allen Punkten der Linie und nur den Punkten dersel
ben zukommt, benutzt werden; kennt man verschiedene Eigen
schaften von dieser Beschaffenheit, dann lässt sich aus jeder 
derselben eine Definition der betreffenden Linie deduciren. Es 
wird nunmehr angenommen, dass die Punkte der Ebene auf



§ 2. Kechtwinklige Coordinaten. 7

ein System von rechtwinkligen Coordinaten x und y bezogen 
seien; während jede als geometrischer Ort definirte Linie unbe
grenzt viele Punkte enthält, gehört zu jedem ihrer Punkte ein 
ganz bestimmtes Paar von Coordinaten x und y, und es kommt 
darauf an, die Eigenschaft anzugeben, durch welche die Coor
dinaten dieser sämmtlichen Punkte ausgezeichnet sind. Wir 
beginnen mit der Besprechung von einigen einfachen Beispielen.

Die rechtwinkligen Coordinaten x und y eines beliebigen 
Punktes 9t der Ebene bezeichnen die Lage desselben in Bezug 
auf die zu einander senkrechten Coordinatenaxen ; wie in I, § 42 
wird die x Axe als horizontal 
und deren linke Seite als positiv, 
die y Axe als vertikal und deren 
obere Seite als positiv betrachtet, 
und es seien $ß, 0 respective 
die Fusspunkte der von 9t auf 
die erste und zweite Coordina- 
tenaxe herabgelassenen Lothe.
Ein beliebiger aber fester Punkt 
SR habe die Coordinaten l und m, 
die Fusspunkte der von 9t auf 
die Axen gefällten Lothe mögen 
beziehungweise ß und 9Jt heis
sen. Das Loth 9t 9Jt ist dann zu 
der x Axe, das Loth 9t ß zu der y Axe parallel, jedes der beiden 
Lothe werde von 9t aus nach beiden Seiten unbegrenzt verlän
gert, dann ergiebt sich leicht aus der Kenntniss der Coordi
naten der Punkte 9t und 9t die Bestimmung für die relative 
Lage des Punktes 9t in Bezug auf die bezeickneten, durch den 
Punkt 9t laufenden, gegen einander senkrechten geraden Linien.

Es möge die Parallele zu der x Axe durch das Loth 9t $ in 
dem Punkte @, die Parallele zu der y Axe durch das Loth 9t Q 
in dem Punkte % geschnitten werden. Die obenstehende Figur 1 
ist für den Fall gezeichnet, dass x, y, l: m positive Grössen sind; 
daher werden die Strecken 0 ^5, 0 0, 0 ß, 0 9Jt durch die 
Grössen x, y, l, m gemessen. Die Coordinatendifferenz x—l bildet 
stets, abgesehen von dem Vorzeichen, das Mass der Strecke ß ^5 
oder 9t©, die Coordinatendifferenz y—m in gleicher Weise das

f'7? "

m\r '

(P ^ V
(Figur 1)



Relative Coordinaten. § 2.8

Mass der Strecke 5lkQ oder 5k%. Bei den getroffenen Annahmen 
liegt der Punkt 5ß links oder rechts von dem Punkte 2 oder in 
dem Punkte 2, je nachdem die Grösse x — l positiv oder ne
gativ oder gleich Null ist; ebenso liegt der Punkt D ober
halb oder unterhalb von dem Punkte äk oder im Punkte 5lk, 
je nachdem die Grösse y— m positiv oder negativ oder gleich 
Null ist. Da ferner der Punkt © zu dem Punkte 5k dieselbe 
relative Lage, wie der Punkt 5ß zu dem Punkte 2 hat, und der 
Punkt 5£ zu dem Punkte 5k dieselbe relative Lage wie der Punkt 

zu dem Punkte 5ïk, und da auf diese Weise zu der positiven 
Seite der x Axe eine bestimmte Seite ihrer Parallele gehört, die 
positiv genannt werden soll, und ebenso zu der positiven Seite 
der y Axe eine bestimmte Seite ihrer Parallele gehört, die gleich
falls positiv genannt werden möge, so drücken die Coordinaten- 
diffcrenzen x—l und y—m bei der getroffenen Verfügung in 
genau derselben Weise die Lage des Punktes 5k in Bezug auf 
die durch 5k gezogenen Parallelen der Coordinatenaxen aus, 
wie die Coordinaten x und y die Lage des Punktes 5k in Be
zug auf die Coordinatenaxen selbst determiniren. Es werden 
daher x—l und y — m die relativen Coordinaten des Punktes 
(x, y) in Bezug auf den Punkt (7, m) genannt.

Zieht man von dem Punkte 5k nach dem Punkte 5k eine
gerade Linie, so dienen zur Bestimmung ihrer Länge s und des 
Winkels cp, den die Linie 5k 5k mit der positiven Seite der durch 
den Punkt gehenden Parallele zur x Axe bildet, und der bei einer 
von links nach rechts gerichteten Drehung für positiv gilt, solche 
auf das rechtwinklige Dreieck©5k5k bezügliche Ueberlegungen, 
wie sie I, pag. 140 u. ff. angestellt sind, und bringen die Gleichun
gen hervor
(1) s2 = (x — l)2 + (y — m)2,

x — l . y — m
7-> =(2) cos cp

Es sei das erste Beispiel einer als geometrischer Ort zu 
definirenden Linie eine beliebige gerade Linie, die durch den 
Punkt 5k läuft. Jeder Punkt der Linie und nur ein solcher 
hat die Eigenschaft, dass seine Verbindungslinie mit dem Punkte 
5k, die nothwendig in die gegebene Linie hineinfällt, gegen eine 
durch den Punkt 5k gezogene feste Gerade, welche die positive



§ 2. Gerade Linie. 9

Seite der Parallele zu der x Axe sein mag, immer denselben 
Winkel a bildet. Pie gegebene 
gerade Linie ist deshalb der geo
metrische Ort der Punkte, ivelche 
jene Eigenschaft besitzen. Der 
Punkt 9i mit den Coordinaten x 
und y bedeute irgend einen 
Punkt der eben definirten Linie, 
und diese sei in der Figur 2 
dargestellt. Alsdann ist es ver
möge der Definition nothwendig 
und hinreichend, dass bei dem 
für den Punkt 9t construirten 
Dreiecke ©9Î9Ï der vorhin mit 
dem Buchstaben rp notirte Win
kel immer gleich dem gegebenen Winkel a sei, oder dass wegen 
der Gleichungen (2) für die Coordinatendifferenzen y—m und 
x — l die Proportion bestehe

f

m;r m

p ^ (7
(Figur 2)

(3) y — m : x — 1 = sin a : cos a.
Sie hat denselben Inhalt wie die Gleichung 

cos a (y—m) —- sina (x — T) = 0.
Zwischen den Coordinaten x und y eines jeden Punktes der 

definirten geraden Linie gilt daher die Gleichung (4), deren linke 
Seite in Bezug auf jede der beiden Coordinaten vom ersten Grade 
ist, und welche die Gleichung jener geraden Linie genannt wird. 
Vermittelst dieser Gleichung wird die eine Coordinate als Ponction 
der anderen Coordinate bestimmt. Wofern der Cosinus des Win

(4)

kels a nicht gleich Null ist, ergiebt sich für die Coordinate y 
der folgende Ausdruck, der eine rationale ganze Function des 
ersten Grades der Coordinate x ist,

sin a
(5) (x - l).y = m + cos a

Wenn cos a = 0, mithin sina = l oder —1 ist, so ver
schwindet die Coordinate y aus der Gleichung (4) und die 
Coordinate x nimmt den unveränderlichen Werth l an; dieser 
Fall tritt ein, sobald die betreffende gerade Linie mit der 
x Axe einen rechten Winkel macht, mithin zu der y Axe pa
rallel ist. Man kann der Coordinate x in der rationalen ganzen



§ 2.10 Kreislinie.

sin aFunction m + (x—l) alle möglichen reellen Werthe von
cos «

einem noch so grossen negativen bis zu einem noch so grossen 
positiven Werth beilegen, wobei die Function, welche den ent
sprechenden Werth der Coordinate y angiebt, stets vollkommen 
bestimmt ist. Die Grösse der Coordinate x bezeichnet die Lage, 
welche der Fusspunkt $ auf der x Axe einnimmt. Sobald in 
dem Punkte ein Loth errichtet und auf demselben von 
aus nach oben oder unten die Länge abgeschnitten wird, welche 
durch den in (5) angegebenen positiven oder negativen Werth 
der Coordinate y vorgeschrieben ist, so erhält man als End
punkt den Punkt 9t der definirten geraden Linie. Wegen der 
bei (5) obwaltenden Voraussetzung, dass cos a nicht gleich Null 
oder dass die in Rede stehende Linie der y Axe nicht parallel 
sei, muss offenbar jedes in einem Punkte $ß der x Axe errich
tete Loth die gerade Linie in einem und nur einem Punkte 
treffen, welcher eben der zugehörige Punkt 9t ist. So ent
sprechen einander die geometrische Anschauung und deren ana
lytische Darstellung.

Ein zweites Beispiel möge die oben erwähnte Definition 
einer Kreislinie liefern (Figur 3). Die Kreislinie, deren Cen
trum in dem Punkte 9 t liegt und deren Radius gleich der Grösse 
q ist, ist der geometrische Ort der Punlde 9t, für ivelche der Ab
stand 9t 9Î den unveränderlichen Werth q hat. Diese Definition 
erzeugt vermöge des für das Quadrat des Abstandes 9t9t oder 
s aufgestellten Ausdruckes (1) die zwischen den Coordinaten x 
und y des Punktes 9t geltende Gleichung 

(x—iy + (y — m)2 — q2, 
die Gleichung des definirten Kreises. Um aus derselben die Ab
hängigkeit der einen Coordinate von der anderen abzuleiten, 
bedarf es der Auflösung einer reinen quadratischen Gleichung. 
Für die Coordinate y erscheint dadurch der doppelte Ausdruch 

yx = m —fq2 — (x — ly 
y% — m +}V— (x—iy, 

wo das Wurzelzeichen den zu bestimmenden positiven Werth 
andeuten soll. Man bemerkt sogleich, dass hier die Grösse x 
nur solche Werthe erhalten darf, bei denen die unter dem Wur
zelzeichen befindliche Grösse nicht negativ wird. Damit dies

(6)

f(7)
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der Fall sei, muss die positive Grösse (x— l)2 nicht grösser als 
mithin x — l zwischen den Grenzen — ç und 4- q enthalten 

sein; es bestehen deshalb für die Grösse x die Ungleich
heiten

Q

l — Q <C. X <C l + Q.

Zu jedem innerhalb dieser Grenzen liegenden Werthe von 
x gehört ein bestimmter Werth y1 und ein bestimmter Werth y2, 
deren Differenz y2—yJ=2)^Q2— (x — Z)2 nur dann verschwindet, 
wenn x entweder gleich dem klein
sten Werthe l—q oder gleich dem 
grössten Werthe 1+q genommen 
wird. Die hervorgehobenen ana
lytischen Thatsachen sind der 
Ausdruck von bekannten Eigen
schaften der Kreislinie. Wenn 
man auf der x Axe in einem be
liebigen Punkte ein Loth con
struira so wird dasselbe die 
Kreislinie entweder gar nicht, 
oder in zwei verschiedenen 
Punkten, oder in einem einzi
gen Punkte treffen, und berührt 
sie in dem letzten Falle. Die Berührung findet für die beiden 
Fusspunkte ^3(1) und $ß(2) und zwar in denjenigen Punkten 9t(1) 
und 91 ~ statt, in welchen die Kreislinie von einer durch das 
Centrum üft zu der x Axe gezogenen Parallele geschnitten wird. 
In denselben nimmt die Coordinate x respective die beiden 
Werthe xW=l—q und x{^=1+q an, während sowohl für den 
Punkt 9t(1) wie auch für den Punkt 9t(2) die Coordinate y nur 
den einen Werth m erhält. Ein Werth von x, der den Bedin
gungen (8) genügt, bezeichnet einen Fusspunkt der zwischen 
den beiden Fusspunkten ^(1) und ^(2) liegt. Die in einem solchen 
Punkte zu der x Axe errichtete Senkrechte schneidet den 
Kreis in zwei von einander verschiedenen Punkten 91, und 9I2, 
welchen die vorhin mit yx und y2 bezeichnten Werthe der 
Coordinate y zugehören. Ein Werth der Coordinate x, welcher 
die Bedingungen (8) nicht erfüllt, giebt jedoch einen Fusspunkt

(8)

n

\
w \ Wl mW-

I
I

¥«> ay £
(Figur 3)



12 Kegelschnitte. § 2.

$ß an, der sich ausserhalb der Strecke ^5(1) $p(2) befindet, so dass 
eine durch denselben zu der x Axe errichtete Senkrechte den 
Kreis niemals erreichen kann.

Um zu der geraden Linie und der Kreislinie eine andere 
Gattung von ebenen krummen Linien oder ebenen Curven hinzu
zufügen, untersuchen wir den geometrischen Ort derjenigen Punkte 
9Î, bei denen ihr Abstand von einem festen Punkte 91 zu ihrem 
Abstande von einer festen geraden Linie, der mit y=g bezeichnten 
Parallele zur x Axe, in einem gegebenen Verhältnisse 1:1 steht. 
Der Ausdruck des Abstandes 9191 oder s in (1) wurde schon mehr
fach benutzt, der Abstand des Punktes 91 von der bezeichneten 
Parallele zur x Axe ist gleich dem absoluten Werthe der 
Coordinatendifferenz y—g. Nach der aufgestellten Forderung 
müssen die Quadrate der bezeichneten Abstände das Verhältniss 
l2 : 1 haben. Indem wir die Ausdrücke der beiden Quadrate in 
die Proportion einsetzen, entsteht die Gleichung der deßnirten 
ebenen Curve

(x—l)2 + (y —m)* = k2(y—g)2.
Die Curve führt den allgemeinen Namen eines Kegelschnittes. 
Ihre besondere Beschaffenheit richtet sich nach der Grösse der 
Constante / ; je nachdem l kleiner als die Einheit, gleich der
selben oder grösser als die Einheit ist, ivird die Linie eine 
Ellipse, Parabel oder Hyperbel. Wir beschränken uns hier auf 
die Discussion des Falles der Parabel. Bei der betreffenden 
Voraussetzung 1 = 1 hebt sich das auf beiden Seiten der Glei
chung (9) auftretende Quadrat der Coordinate y fort, so dass
(9) in die Gleichung

(9)

(10) (x — I)2 + m*—g2 — 2 (m — g)y=0 
übergeht. Es wird vorausgesetzt, dass der Punkt 91 nicht in die 
feste Gerade y—g hineinfalle, mithin die Differenz m—g nicht 
gleich Null sei, und wir erhalten, indem die Gleichung (10) durch 
die Grösse 2(m — g) dividirt wird, da m2—g* — (m—g)(m + g) 
ist, die Coordinate y als rationale ganze Function des zweiten 
Grades von der Coordinate x,

(x—l)2 

2 (m — g)
m + g 

y==~2~(11)



Die Zeichnung (4) ist für einen 
positiven Werth der Differenz 
m — /L ausgeführt; der Punkt -Jt, 
dessen Coordinaten l und m sind, 
liegt darum oberhalb der festen 
geraden Linie y = y, die durch 
den Punkt 3JP der Figur zu der 
x Axe parallel gezogen ist und 
von der Linie üft £ in dem Punkte 
9P geschnitten wird. Weil die 
auf der rechten Seite von (11) 
befindliche Function die Summe

m+ft

mM<*)
ÏÏ mr I

Wo
m<ac

i

i
pW 0

von der constanten Grösse (Fig. 4)2
1 multiplicirtenund dem mit dem constanten Factor 2 (m—y)

Quadrat (x — ly- ist, ferner (x—l)2 für den Werth x = l ver
schwindet, dagegen für jeden anderen Werth von x positiv 
bleibt, so bewirkt die Voraussetzung des positiven Werthes der 
Differenz m — (.i, dass die Coordinate y für x=l ihren kleinsten

m + f.i * per tiefste Punkt der ParabelWerth erhält, nämlich

entsprechende

Scheitelpunkt 9î0, in welchem sie von der Linie £ getroffen 
wird und der in der Mitte zwischen den Punkten und 9P 
liegt. Für je zwei Werthe xW=l + £ und x^=l — § nimmt die

m +/«

ist demnach der den Coordinaten x=l, y

rOrdinate y denselben Werth ai^ der um so

grösser ausfällt, je grösser der Betrag von £ gewählt ist. Zu 
je zwei correspondirenden Werthen xW und x(2) gehören zwei 
auf der x Axe befindliche Fusspunkte $(1) und ^3(2), die von 
dem Punkte £ rechts und links die gleiche Entfernung haben. 
Aus dem angegebenen Grunde entsprechen denselben je zwei 
Punkte der Parabel 9î(1) und die von der x Axe gleich weit 
entfernt sind und sich Uber dieselbe um so mehr erheben, je 
weiter der Punkt $ß(1) und der Punkt $ß(2) von dem Punkte £ 
abstehen. Hieraus folgt die in der Zeichnung angedeutete Ge
stalt der Parabel.

2 (m—[.i)

Parabel. 13§ 2.

CT



Geometrische Deutung einer stetigen Function. § 3.14

In jedem der erörterten Beispiele hat sich für die Coor
dinate y ein Ausdruck durch die Coordinate x ergeben, bei dem 
die Eigenschaft der Stetigkeit nachweisbar ist. Zugleich gebt 
die Forderung, welche ein Punkt der Ebene, um einem gewissen 
geometrischen Orte anzugehören, erfüllen muss, vermöge des 
Umstandes, dass der betreffende Punkt durch seine beiden 
Coordinaten bestimmt wird, in eine Gleichung über, durch deren 
Auflösung die eine Coordinate als eine stetige Function der 
anderen erscheint. Wenn man die Abhängigkeit, in welche auf 
diese Weise die eine Coordinate y von der anderen x geräth, 
mittelst der Charakteristik f(x) andeutet, so wird das Gesetz, dem 
die Punkte der betreffenden Linie folgen, durch die Gleichung
(12) y=f(x)
dargestellt. Die analytische Bestimmung eines geometrischen 
Ortes in der Ebene für den Punkt (x, y) läuft also auf die Auf
suchung derjenigen Function der Coordinate x hinaus, welcher 
die Coordinate y gleich zu setzen ist. Sobald die betreffende 
Function gefunden ist, bietet die zugehörige Gleichung (12) ein 
Werkzeug, um die Beschaffenheit der in Rede stehenden Linie 
durch die Methoden der Analysis zu studiren.

§ 3. Geometrische Deutung einer stetigen Function einer 
veränderlichen Grösse. Bestimmung der Lage einer 

Sehne einer ebenen Curve.

Die Art und Weise, wie aus der geometrischen Definition 
einer ebenen Curve das Gesetz abzuleiten sei, nach welchem 
die eine Coordinate y eines Punktes der Curve von der anderen 
Coordinate x abhängt, braucht hier nicht weiter verfolgt zu 
werden. Wir nehmen an, dass diese Abhängigkeit in dem 
einzelnen Falle bekannt sei und durch eine Function f(x) aus
gedrückt werde, welche die in § 1 wiederholte Definition der 
Stetigkeit erfüllt. Indem die Betrachtung diese Ausdehnung be
kommt, ergieht sich zugleich, dass jede beliebige stetige Func
tion einer veränderlichen Grösse x geometrisch in der Weise 
gedeutet werden kann, dass man die Gleichung y=f(x) bildet 
und x, y als die Coordinaten eines Punktes der Ebene auffasst.



In jener Definition wird die Function f(x) für alle Werthe von x 
betrachtet, welche der Bedingung a<fx<L b genügen. Hiernach 
darf der Fusspunkt $ des von dem Punkte (x, y) oder 91 auf 
die x Axe gefällten Lothes die Stelle jedes Punktes einnehmen, 
der zwischen den Punkten x=a und x— b liegt. Es mögen 
nun der veränderlichen Grösse x zwei bestimmte Werthe bei
gelegt werden, von denen der eine wieder x, der andere

xx =x + h
heisse, und zu denen respective 

f die Fusspunkte und $ß, ge
hören. Die Länge und Lage 
der Lothe9t = DQ und $,9?,= 
ÖD, wird dann durch die zu
geordneten Grössen 
(2) y=f{x), y1==f(x + h)
bezeichnet. Der Schnittpunkt der 
unbegrenzten Linien 910 und 
9Î, ^3, werde ©,, derjenige der 
unbegrenzten Linien 9i^)3 und 
9t, £1, werde ST, genannt. Dann 
entsprechen in der zugehörigen 
Figur 5 die Punkte 91, <S,, X,, 9i, 
genau den Punkten 9Î, @, X, 9Î 
der Figur 1 im vorigen §, so 
dass die Coordinaten x, y, x17 yx 

beziehungsweise an die Stelle der Coordinaten l, m, x, y treten. 
Mithin giebt das Increment der Grösse x oder die Differenz der 
Werthe der unabhängigen Variable x1 — x = h den Abstand und 
die relative Lage der Punkte Sßund^ß,, das Increment der Grösse 
y oder die Differenz der zugeordneten Werthe der Function 
yx — y = f(x+ h) —f(x) den Abstand und die relative Lage der 
Punkte und9t, an. Die erwähnte Definition der Stetigkeit der 
Function fix) schreibt vor, dass für je zwei Werthe x und x + h die 
Differenz der zugehörigen Werthe der Function f(x + h)—f (x), 
sobald der Werth der Grösse h gegen die Null abnimmt, selbst 
gegen die Null abnehmen soll. Es muss sich also für eine be
ständige Verkleinerung des Abstandes $ der Abstand ©, 9t, 
ebenfalls der Null nähern. Die beiden Punkte 9t und1 9^

(1)

%n;

læ Cf

?4 ? 0

(Figur 5)

Geometrische Deutung einer stetigen Function.§ 3. 15
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bilden daher die gegenüberliegenden Ecken eines Rechteckes 
9t 9Î, %1} dessen zusammenstossende Seiten 9t@! und 9t, 
die Eigenschaft haben, dass mit der Abnahme der Seite 9t 
gegen die Null auch die andere Seite <3, 9t, gegen die Null 
abnimmt. Die Stetigkeit der Function f(x) hat also die Folge, 
dass je zwei Punkte 9t und 9t,, deren Coordinatenpaare x, y 
und x1} y, die Gleichung y —f{x) erfüllen, bei einer beständigen 
Annäherung der Fusspunkte und selbst einander so nahe 
kommen als man nur will. Da aber eine Linie eine durch ein 
Gesetz bestimmte Folge von unbegrenzt vielen Punkten ist, 
unter denen für jeden einzelnen Punkt ein Nachbarpunkt ange
geben werden kann, der von dem erstem um beliebig wenig 
absteht, so wird durch die mit der stetigen Function f (x) ge
bildete Gleichung y = f(x) in der That eine Linie dargestellt. 
Man bezeichnet die characteristische Eigenschaft einer Linie 
durch den Ausdruck, dass sie eine stetige Folge von Punkten 
sei. Somit ist der Zusammenhang nachgewiesen, der zwischen 
der Stetigkeit einer solchen Folge Von Punkten und der Stetig
keit einer Function einer Variable besteht.

Wenn man zwei Punkte 9t und 9?, der durch die Gleichung 
y = f(x) dargestellten Curve vermittelst einer geraden Linie 
verbindet, so heisst die letztere, insofern 9t und 9t, ihre 
Endpunkte bezeichnen, eine Sehne der Curvè, dagegen insofern 
die Curve von der unbegrenzt verlängerten Linie geschnit
ten wird, eine Secante der Curve. Die Lage der Linie 9t 9t, 
hängt allein von dem Winkel cp ab, den sie mit der positiven 
Seite der durch den Punkt 9t gezogenen Parallele zur x Axe 
bildet. Man kann daher die Frage nach der Lage jener Sehne 
leicht beantworten, indem man aus der Gleichung der Curve 
die Bestimmung der trigonometrischen Tangente des Wiukels cp 
ableitet. Mit Hülfe der Formeln (2) des vorigen § ergiebt sich 
aus der Betrachtung des Dreiecks 9Î3, 9t, der Ausdruck

f(x 4- h) — f{x)(3) tg<p =

Die trigonometrische Tangente des Winkels, welchen die durch 
die Punkte {x, y) und(x1,y1) gelegte Sehne mit der positiven Seite 
einer Parallele sur x Axe macht, ist gleich dem Quotienten, der 
durch Division der Differenz der Werthe der Variable x in

h
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die Differenz der zugeordneten Werthe der Function y — f (x) 
entsteht.

Der Ausdruck (3) möge für die Gleichung- (11) des vorigen 
§ aufgestellt werden, welche sich auf die Parabel bezieht. 
Hier ist

(x — Z)2

fix + ») = "±e-
2 (m—g)

(4) {x + h—iy
2 (m — g) ’

folglich
(x—l){x+k—iy

2 (m — g)
(5) f(x + h) — f(x) =

2 (m — g)

Man hat aber
(6) . (x + h— iy — (x—iy = 2h (x—l) + ^2,

f(x + h) —f{x)weshalb bei der Bildung des Quotienten die
h

Division mit der Grösse h algebraisch bewerkstelligt werden 
kann. Sie führt zu der Gleichung

f(x + h) — f(x)  x — l
m—g

Die trigonometrische Tangente des Neigungswinkels cp, 

den die Sehne der Parabel 9Î 9?, mit der Parallele zur x Axe 
macht, wird daher durch den Ausdruck

x—l

h
(7) 2 (m—g)h

h
(8) tgy = 2 (m—g)m—g
bezeichnet.

§ 4. Bestimmung der Lage der geraden Linie, durch welche 
eine ebene Curve in einem gegebenen Punkte berührt wird.

Um eine allgemeine Definition von der Berührung zwischen 
einer ebenen Curve und einer geraden Linie zu erhalten, denke 
man sich zwei Punkte und 9Q der gegebenen Curve durch 
eine Sehne verbunden und diese über den Punkt 9îx hinaus bis 
zu dem unbestimmten Punkte U verlängert. Es werde, während 
der eine Punkt 9Î fest bleibt, der andere Punkt 9Q dem Punkte 
91 auf der Curve fortwährend genähert. Dadurch wird die Lage 
der Secante 919f, U in solcher Weise geändert, dass sich die 
Secante allmählig um den Endpunkt 91 herumdreht.

Wenn sich nun die Lage der Secante 9191, XI bei fortwäh-
Lipschitz, Analysis II. 2



Tangente einer Curve. § 4.18

rend abnehmender Sehne 9î 2 einer bestimmten Lage 9Î95 als 
Grenze nähert, so wird die Curve durch die gerade Linie 9a 93 
berührt. Die gerade Linie 9Î 95 heisst die Tangente der Curve in 
dem PunJde 9Î.

Aus der aufgestellten Definition folgt die Bestimmung der 
Tangente in einem Punkte 9Î eines Kreises vermittelst der Be
merkung, dass die Sehne 9Î9Ï, mit dem von 91 aus nach dem 
Centrum des Kreises gezogenen Radius einen spitzen Winkel 
bildet, der um so grösser wird, je näher der Punkt 9?, dem 
Punkte 9Î kommt, und der sich einem rechten Winkel als Grenze 
nähert. Die in dem Punkt 9t senkrecht gegen den Kreisradius 
gezogene gerade Linie berührt also den Kreis in dem Punkte 9Î.

Die Bestimmung der Lage der berührenden Linie für einen 
Punkt einer ebenen Curve, deren Gleichung

ty = f(x)
in den rechtwinkligen Coordinaten x und y gegeben ist, bildet 
eine Grundaufgabe der analytischen Geometrie. Ihre Lösung 
lässt sich aus der Darstellung ableiten, welche im vorigen § 
für die trigonometrische Tangente des Winkels cp gefunden 
wurde, den die Sehne 9? 9Ï, mit der positiven Seite der Paral
lele zu der x Axe bildet, und die in den dortigen Bezeichnungen 
so lautet

(1)

f(x+h) — f(x)
(2) tg (f —

Im vorigen § ist gezeigt worden, dass, wenn man die Grösse 
h gegen die Null abnehmen lässt, der Fusspunkt dem Fuss- 
punkte iß und in Folge dessen der Punkt 9Î, dem Punkte 9Î 
der Curve sich immer mehr nähert. Mithin muss in dem Quo-

die Grösse h numerisch ohne Ende ab

nehmen, falls der Winkel cp den Neigungswinkel einer Secante 
9191,11 darstellt, die durch den festen Punkt 9t und einen 
demselben auf der Curve beständig genäherten Punkt 91, hin
durchgeht. Die Voraussetzung, auf der die Definition einer die 
Curve in dem Punkte 9Î berührenden geraden Linie beruht, 
dass die Lage der Linie 9191,11 sich einer Lage 9Î93 als Grenze 
nähere, hat den Inhalt, dass der Winkel cp oder, was gleich
zeitig geschieht, die trigonometrische Tangente des Winkels cp

h

f O + h) — f(x)tienten
h
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sich einem festen Grenzwerthe nähere. Weil nun nach (2) 
die trigonometrische Tangente von cg gleich dem Quotienten
fjx + h) — fisc) ist, so hat die Voraussetzung, dass die erstere sich 

einem Grenzwerth nähere, zur Folge, dass sich der Quotient 

bei einem gegen die Null abnehmenden h einem 

festen Grenzwerthe nähert. In gleicher Weise ist der umgekehrte 

Schluss gerechtfertigt, dass, wofern der Quotient

h

fix + h) — f{x)
h

fjx + ll) — fix)
n

für ein gegen die Null abnehmendes h gegen einen bestimm
ten Grenzwerth convergirt, die trigonometrische Tangente von 
cp gegen denselben bestimmten Grenzwerth convergire, und 
dass alsdann die betreffende Curve in dem Punkte (x, y) durch 
diejenige gerade Linie berührt werde, für welche die trigo
nometrische Tangente des Neigungswinkels zu der x Axe jenem 
Grenzwerthe gleich ist. Die analytische Bestimmung der geraden 
Linie, durch welche die gegebene Curve in einem Punkte ix, y) 
berührt wird, hängt daher von der Aufgabe ab, su untersuchen,

ob der mit der Function fix) gebildete Quotient

für eine numerisch gegen die Null abnehmende Grösse h sich 
einem festen Grenzwerthe 'nähere, und, wenn dies der Fall ist,

darzustellen. Für die tri-

fjx + h)— fjx)
h

fjx+h) — fix) ■den Grenzwerth lim. h
gonometrische Tangente des Neigungswinkels co, welchen die ge
suchte berührende Linie mit der positiven Seite einer Parallele zur 
x Axe bildet, gilt dann die Gleichung

fjx + h) — fjx)
(3) tg to — lim . h

Bei dem im vorigen § behandelten Beispiel der Parabel, 
auf welche sich die auf der nächsten Seite stehende Figur 6 
bezieht, kann der aufzusuchende Grenzwerth leicht angegeben 
werden. Dort war

i (g-iy
2 (m —g)

/■<*)=-”4^

f{x+h)—fix)   x — l
m — g

(4)

i h+ -2 (m — g)h
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Sobald sich die Grösse h von der positiven oder der negativen
Seite her der Null nähert, so
convergirt, da die Constante 
m — y nach der getroffenen Vor- 
aussetzung einen von der Null 

CJ verschiedenen Werth haben muss,

gegen die

Meli.

hder Werth 2 (m—y)

Null, mithin das zu untersuchende 
Aggregat gegen den von h un-

x_i
abhängigen Bestandtheil ———

ft ft Af V als Grenzwerth. Es entsteht da
her das Kesultat

x—l 
m — /u

Demgemäss erhält die trigonometrische Tangente des Neigungs
winkels co zwischen der an die Parabel gezogenen berührenden 
Linie und der positiven Seite der Parallele zur x Axe den 
Ausdruck

(Figur 6)

f{x + h) — f(x)lim.(5) h

x— l
(6) tg co = m — f-i

Es hat sich gezeigt, dass in der vorliegenden Anwendung

für ein positives und ein nega

tives abnehmendes h gegen denselben Grenzwerth convergirt. 
Was das Vorzeichen der Grösse h anlangt, so leuchtet überhaupt 
ein, dass, wofern die Function fix) für das Intervall a<Lx<fb 
gegeben ist, dfe Grösse h bei dem extremen Werthe x=a nur 
positiv, bei dem extremen Werthe x = b nur negativ, dagegen 
bei jedem zwischen a und b liegenden Werthe sowohl positiv 
als negativ genommen werden darf. Unter den ersten beiden 
Voraussetzungen ist der zugeordnete Punkt ix, y) oder 9Ï ein 
Endpunkt der gegebenen Curve; unter der letzten Voraussetzung 
liegt der Punkt innerhalb der Curve, und kann mit einem 
Punkte 91, der Curve verbunden werden, der sich auf der 
einen oder auf der anderen Seite von 9Î befindet; die beiden 
Annahmen entsprechen den zwei verschiedenen Vorzeichen

fjx + h) — fjx)der Quotient h
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der Grösse h. Ist die mit einem positiven h gebildete Secante 
95 95,11 in die Tangente 95 95 übergegangen, und durchläuft 
ein Punkt, von 95 nach 95 fortschreitend, diese Tangente, so 
nimmt dabei seine Coordinate x zu. Ist die mit einem ne
gativen h gebildete Secante 95 95, 11 in die Tangente 95 95 über
gegangen, und durchläuft ein Punkt, von 91 nach 95 fortschrei
tend, diese Tangente, so nimmt dabei seine Coordinate x ab. 
Mithin würde die Curve, wenn der Fall eintreten sollte, dass 

f(®+ ft) — f(&) für ein positives h einemsich der Quotient h
anderen Grenzwerthe näherte als für ein negatives h, in dem 
bezüglichen Punkte zwei verschiedene berührende Linien haben. 
Ein solcher Fall kann Vorkommen, darf aber als Ausnahmefall 
angesehen werden. Sobald der zu einem positiven h und einem 
negativen h gehörende Grenzwerth derselbe ist, bilden die beiden 
entsprechenden berührenden Linien eine einzige von 95 aus nach 
zwei Seiten ausgedehnte gerade Linie, und dieser Fall stellt 
die Regel dar.

Für die Einsicht in den Verlauf der durch die Gleichung 
(1) repräsentirten Curve ist es wesentlich zu unterscheiden, an

f(x + h) — f(x)welchen Stellen der Grenzwerth des Quotienten

der gleich tg co ist, einen positiven oder negativen oder ver
schwindenden Werth annimmt. Bei einem verschwindenden 
Werthe von tg co ist die zugehörige die Curve berührende 
Linie mit der x Axe parallel, bei einem positiven Werthe steigt 
ein Punkt, welcher die berührende Linie, indem seine Coor
dinate x zunimmt, durchläuft, aufwärts, bei einem negativen 
Werthe sinkt ein Punkt, welcher die berührende Linie in der 
angegebenen Weise durchläuft, abwärts. Im ersten Falle sagt 
man, die berührende Linie sei nach oben, im zweiten Falle, sie 
sei nach unten geneigt.

Der in Bezug auf die Parabel abgeleitete Ausdruck (6) ist 
fähig, alle Fälle zu vergegenwärtigen. Wenn man, wie in § 2 
geschehen, voraussetzt, dass die Differenz m—(.i positiv sei, so

x — l 
(m—/u)

schwindend, je nachdem die Grösse x— l die erste, zweite oder

h

wird der Ausdruck tg co = positiv, negativ oder ver-



Die Ermittelung des Grenzwerthes, welcher nach dem 
vorigen § diejenige gerade Linie bestimmt, von der eine 
gegebene ebene Curve in einem gegebenen Punkte berührt 
wird, ist die Grundoperation, von welcher die Differential
rechnung ihren Namen empfangen hat. Wenn f (x) eine für 
alle zwischen den Grössen a und b liegenden Werthe von x ge
gebene stetige Function der variabeln Grösse x bedeutet, und wenn 
der durch die Division der Differenz der Variable in die Diffe
renz der zugeordneten Werthe der Function entstehende Quotient

für einen festen Werth x und für einen nume-f{x + h) — f(x)
h

risch gegen die Nidl abnehmenden Werth h gegen einen bestimmten 
f{x+h) — f{x) corner girt, so heisst dieser Grenz-Grenzwerth lim. h

werth der nach der variabeln Grösse x genommene Differential
quotient der Function f (x), und die Darstellung dieses Grenz- 
werthes die Differentiation der Function f{x) in Bezug auf die 
variable Grösse x.

Das von Leibnitz eingeführte Zeichen des Differentialquo
tienten wird durch die Gleichung

f(x + h) — f(x) _ df(x)
(1) lim. h
defmirt.

Differentialquotient einer Function. § 5-22

dritte Eigenschaft hat. Nach der obigen Figur 6, die mit der 
dortigen Figur 4 übereinstimmt hängt dies davon ab, ob der 
zu dem Punkte (x, y) gehörende auf der x Axe befindliche Fuss- 
punkt $ rechts von dem Punkte £, links von dem Punkte £ 
liegt oder mit demselben zusammenfällt. Es ist daher die 
berührende Linie der Parabel in dem Punkte 9Î0, der zu dem Fuss- 
punkte £ gehört und nach § 2 den tiefsten Punkt der Parabel 
bezeichnet, mit der x Axe parallel, in jedem Punkte 9Ï, der 
rechts von 9Î0 liegt, nach unten, in jedem Punkte 9Î, der links 
von 9Î0 liegt, nach oben geneigt.

§ 5. Definition des Differentialquotienten einer Function 
einer Variable als Grenzwerth des Quotienten bei der Division 

der Differenz zweier Werthe der Variable in die Differenz 
der zugeordneten Werthe der Function.
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Die nächste Aufgabe geht dahin, allgemeine Methoden für 
die Differentiation der Functionen einer variabeln Grösse zu 
entwickeln. Bei der Wahl der Reihenfolge, in welcher die ver
schiedenen Functionen zur Behandlung kommen, wTerden wir 
dieselben Gesichtspunkte festhalten, auf denen die Anordnung 
im ersten Bande beruht, und mit den algebraischen rationalen 
ganzen Functionen beginnen.

§ 6. Differentiation der Summe, der Differenz, des Products 
von zwei Functionen einer Variable. Differentiation einer 
algebraischen rationalen ganzen Function einer Variable.

Eine algebraische rationale ganze Function einer Variable 
x ist nach I, § 22 gleich einem Ausdruck, der aus einer be
schränkten Zahl von constanten Grössen und aus der Variable
x durch eine beliebige, der Zahl nach beschränkte Reihenfolge 
von Operationen des Addirens, Subtrahirens und Multiplicirens 
erhalten wird. Man kann daher zu der Regel für die Differen
tiation einer solchen Function gelangen, indem man zuerst den 
Differentialquotienten einer constanten Grösse, dann den Diffe
rentialquotienten der Variable x nach der Variable x bestimmt, 
und hierauf zeigt, wie aus den Differentialquotienten von zwei 
Functionen der Differentialquotient ihrer Summe, ihrer Diffe
renz und ihres Products abgeleitet wird.

Es sei die zu differentiirende Function f(x), für ein beliebig 
ausgedehntes Intervall der Variable x, gleich der constanten 
Grösse c,
(1) f(x) = c.
Legt man der Variable einen bestimmten Werth x und hierauf
einen von diesem verschiedenen Werth x + h bei, so ist in Folge 
der Definition (1) sowohl f(x) = c wie auch f(x + h) = c, mit-

f{x +h) — fjx) __Q.hin f(x + h) — f(x) = 0 und deshalb auch

Diese Gleichung bleibt noch bestehen, wofern die Grösse h 
numerisch immer abnehmende, positive oder negative Werthe 
erhält. Daher ist der gesuchte Grenzwerth des Quotienten eben
falls die Null, und es folgt aus (1) die Gleichung

= 0,

Ti

fix + h) — f(x)
(2) lim. h



oder nach der im vorigen § festgestellten Bezeichnung
de 0.(3) dx

Das gefundene Resultat hat in Worten den Ausdruck:
(1) Der nach der Variable x genommene Differentialquoticnt 

einer constanten Grösse ist gleich der Null.
Es sei ferner die zu differentiirende Function f(x), für ein

beliebig ausgedehntes Intervall von x, gleich der Variable x 
selbst,

f (x) = x.(3)
Dann gilt für je zwei differente Werthe x und x + h die Gleichung

f(x + h) — f(x)f(x+h) —f(x) — h, aus der die Gleichung = 1h
folgt. Der Werth des Bruches bleibt auch für ein numerisch 
beständig abnehmendes h gleich der Einheit, so dass die Gleichung 

f{x + h) — f(x)
(4) lim. 1h
oder
(5) = 1

entsteht. Die so erhaltene Regel lautet demnach:
(2) Der nach der Variable x genommene Differentialquotient 

der Variable x ist gleich der Einheit.
Wir betrachten jetzt zwei für das Intervall a<,x<i b ge

gebene endliche und stetige Functionen f(x) und g(x), bei 
•denen vorausgesetzt wird, dass jeder der Differentialquotienten 

dg (x)df{x) , welche der Gleichung (1) des vorigen § 

entsprechend durch die beiden Gleichungen

unddx dx

f(x + h) — f(x) _ äf'(x)\ lim. h dx(6)
g (x + h) —g {x) dg (x)lim. h dx

definirt sind, einen festen endlichen Werth habe; als endlich 
wird ein Werth bezeichnet, sobald er einen von vorne herein be
stimmten Werth numerisch nicht überschreiten kann. Um den 
Differentialquotienten der Summe, der Differenz und des Pro
ducts zu bestimmen, ist für die Summe f(x) + g(x) der Quotient

§ 6-Differentialquotient der Variable selbst.24

Sä
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f{x + h) + g(x + h) — (f(x) + g (æ))
(7)

h

für die Differenz f(x) — g (x) der Quotient
f(x + h)—g(x + h) — (/O) — g (xj)

(8)
h

für das Product f(x) g (x) der Quotient
f(x + h) g(x + h) — f(x)g(x)

(9) h
zu untersuchen. Die Quotienten lassen sich beziehungsweise in 
die folgende Gestalt bringen

f(x + h)—f(x) g(x + h) —g(x)
(10) h h

f(x + h) — f(x) g(x + h)—g(x)
dl) hh

g(x + h)—g{x)f{x+ h) — f{x)
(12). g{x) + f{x)

hh
f{x + h) — f(x) g(x +h) — g(x) fr

h h
Sobald die Grösse h numerisch ohne Ende abnimmt

nähert sich nach der getroffenen Annahme der Quotient 
f(x + /Q — f(x) df(x)dem festen Grenzwerthe und der Quo-

h dx

g{x + h) — g{x) dg (x) Wie sichdem festen Grenzwerthetient
dxh

bei der Bewegung von h die Ausdrücke (10j, (11), (12) verhal
ten, hängt daher von der Rechnung mit Grenzwerthen ab. Die 
Grundsätze für die Rechnung mit den Grenzwerthen, welchen 
sich Folgen von rationalen Brüchen nähern, sind in I, § 16 
auseinander gesetzt worden, und es ist I, § 105 hervorgehoben, 
dass dieselben Grundsätze für die Rechnung mit den Grenzwer
then gültig bleiben, welchen sich Folgen von bestimmten Grös
sen nähern. Vermöge der so eben erwähnten Voraussetzung 
convergirt nach diesen Principien der Ausdruck (10) als

df{x) dg(x) der Ausdruck (11)Grenzwerth gegen die Summe
dxdx

df(x) dg(x)gegen die Differenz Bei (12) nähert sich in
dxdx

df(x)dem ersten Summanden der erste Factor dem Grenzwerthe dx 7
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elf (x)
folglich der erste Summand dem Producte g(x), ebenso in

dx

dem zweiten Summanden der zweite Factor dem Grenzwerthe
dg(x)dg(x) mithin der zweite Summand dem Producte f(x) • In

dxdx
dem dritten Summanden nähert sich der erste Factor dem end-

df(x) der zweite dem endlichen Grenzwertheliehen Grenzwerthe
dx

dg (x) während der dritte Factor die Grösse h ist und als solche
dx

gegen die Null convergirt, und daher convergirt das Product 
der drei Factoren, von denen die beiden ersten endlich sind, 
das heisst einen von vorne herein bestimmten Werth numerisch 
nicht übertreffen können, gegen den Grenzwerth Null. Der 
Ausdruck (12) erhält demnach fiir seinen Grenzwerth von 
dem verschwindenden Grenzwerthe des dritten Summanden 
keinen Beitrag und convergirt gegen denjenigen Werth, welcher 
aus der Addition der Grenzwerthe der beiden ersten Summanden 

dg(x)d f(x) hervorgeht. Auf diese Weise ergebeng{x) und f(x)dx dx

sich die Resultate
f(x+h) + g(x+h)~(f(x)-h g(x)) df{x) ^ dg(x)(13) lim.

dxh dx
f(x -hh)—g(x+h) g (ap) _ df(x) _ dg(x)(14) lim .

dx ’h dx

f(x + h) g (x + h) —f(x) g (x)(15) lim. h
df{x) dg(x)g (x) + f{x)
dx dx

Sie haben in den eingeführten Bezeichnungen den Ausdruck 
d(f(x) + g (x)) _ df(x) dg (x)

(16)
dx dx dx

d(f(x) — g (as)) _ df(x) __ dg{x)(17)
dx ’dx dx

d{f(æ) g (x)) _ df(x) dg(x)(18) g(x)+f(x)
dx ’dx dx

der sich in die folgenden Worte kleiden lässt:
(3) Der Differentialquotient der Summe von zwei Functionen 

ist gleich der Summe ihrer Differentialquotienten. Der Differen
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tialquotient der Differenz von zwei Functionen ist gleich der ent
sprechend gebildeten Differenz ihrer Differentialquotienten. Der 
Differentialquotient des Products von zwei Functionen ist gleich 
dem Aggregat der beiden Producte, die entstehen, indem jede 
Function mit dem Differentialquotienten der anderen multiplicirt 
wird. Alle drei Resultate beziehen sich auf die Wer the der Variable 
x in demjenigen Intervall, für welches die zu combinirenden Func
tionen gegeben sind.

Die Formeln (16), (17), (18) können leicht auf den Fall
angewendet werden, dass die eine der beiden Functionen, etwa 
g(x), gleich einer Constante c ist. Der Differentialquotient 
dg{x) verschwindet alsdann nach der Regel (1), so dass man 

die Gleichungen erhält
d x

d(f(x) + c)_df{x)(19) dxdx
d {f(x) — c)  d f(x)

(20) dx ’dx
d(cf{x)) _cd f{x)

(21) dx dx
Dieselben lehren, dass, ivenn zu einer Function eine Con

stante addirt wird, der Differentialquotient der Function unge- 
ändert bleibt, und dass, wenn eine Function mit einer Constante 
multiplicirt wird, diese Constante zu dem Differentialquotienten 
der ursprünglichen Function als Factor hinzuzufügen ist, um den 
Differentialquotienten der neuen Function zu erhalten.

Für die Bildung des Differentialquotienten einer Summe 
aus einer beliebigen beschränkten Anzahl von Functionen liefert 
die wiederholte Benutzung der Formel (16) die Regel: Der 
Differentialquotient einer Summe aus einer beliebigen beschränkten 
Anzahl von Functionen ist gleich der Summe der Differentialquo
tienten der einzelnen Functionen.

Nimmt man in der Formel (18) die Function g {x) der 
Function f(x) gleich, so werden die beiden Summanden der

rechten Seite gleich dem Ausdrucke f(x)

steht für den Differentialquotienten des Quadrats {f(%)Y der 
Ausdruck

d f(x) • Demnach ent-dx
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d {f{x)) d f[x)
— 2 f(%)(22) dxdx

Man kann ferner in der Formel (18) statt der Function g{x) 
das Quadrat (f{x))2 substituiren, wodurch sich für den Diffe
rentialquotienten des Cubus {fix))3 mit Hülfe von (22) die Be
stimmung

b dßx) a dfjx)df(x) 3 (fix))(fi*)) + f(x)2f(x)dx dx dx
ergiebt. Die Fortsetzung dieses Verfahrens erzeugt den folgen
den Ausdruck des Differentialquotienten der beliebigen positiven 
ganzen nten Potenz der Function f{x)

d{f{x))n df{x)n—1(23) n (f(x)) dxdx
Da seine Gültigkeit für die Werthe n—2 und n=3 be

wiesen ist, so besteht derselbe allgemein, wofern aus der für 
einen bestimmten Werth von n angenommenen Gültigkeit die 
Richtigkeit für den um die Einheit grösseren Werth der Zahl 
n folgt. Gesetzt, die Gleichung (23) sei für einen bestimmten 
Werth von n zutreffend, so ergiebt sich in (18) durch Einführung 
von (f(x))n statt der Function g (x) auf der linken Seite der Dif
ferentialquotient der {n+ l)ten Potenz (f{x))n+l, auf der rech
ten Seite das Aggregat
(f{x))n dj^- + fix) n {fix)) n df(x)df(x)n—1 in + 1 ){f(x)) dxdx

Der bezeichnete Ausdruck wird aus der rechten Seite von (23) 
hervorgebracht, indem man statt der Zahl n die Zahl {n+1) 
substituirt. Mithin gilt die in Rede stehende Formel auch 
für den um die Einheit vergrösserten Werth der Zahl n, und 
deshalb für jeden positiven ganzen Werth der Zahl n, wie be
hauptet worden war.

Um den Differentialquotienten einer für jeden bestimmten 
Werth von x gegebenen beliebigen rationalen ganzen Function 
der Variable x zu erhalten, darf man annehmen, dass die be
hufs der Bildung der Function vorgeschriebenen Operationen 
ausgeführt seien, wodurch die Function nach I, § 23 in das 
Aggregat einer beschränkten Anzahl verschiedener positiver 
Potenzen der Variable x übergeht, deren Exponenten die von 
einer Zahl n bis zu der Null herabsteigende Reihe der positiven



ganzen Zahlen bilden, und die respective mit den constanten 
Coefficienten a0, av ... an multiplicirt sind. Man hat demnach 
für die Function f{x) den für jeden bestimmten Werth der Va
riable x geltenden Ausdruck

f(x)=a0x+a1x + . . . +an_lx+ an.
Vermöge der oben abgeleiteten Regel ist der Differentialquo

tient der vorliegenden Summe, bei der die Anzahl der Summan
den eine beschränkte ist, gleich der Summe der Differentialquo
tienten der einzelnen Bestandtheile a0 x”, al x 
Jeder von diesen entsteht durch die Multiplication einer positi
ven ganzen Potenz der Variable x mit einer Constante, weshalb 
der betreffende Differentialquotient nach der obigen Gleichung
(21) gefunden wird, indem man den Differentialquotienten der 
jedesmaligen Potenz der Variable x mit der zugeordneten Con
stante multiplicirt. Es ist daher nur der Differentialquotient 
einer beliebigen positiven ganzen Potenz der Variable x abzu
leiten. Dies geschieht mit Hülfe der Formel (23), indem die 
Function f{x) durch die Variable x ersetzt wird. Der für die 
rechte Seite darzustellende Differentialquotient der Variable x 
nach dieser selbst ist gemäss der Regel (2) für jeden beliebi
gen Werth von x gleich der Einheit; man erhält daher die für 
jeden gegebenen Werth von x gültige Bestimmung des Differen
tialquotienten der positiven ganzen Potenz xn,
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(24)

n—1
7 *

d (&")(25) - = nxdx
Wenn nunmehr die Differentialquotienten der erwähnten 

Summanden der Function f(x) gebildet werden, so gehört zu 
a^x der Ausdruck na^x 1,zua1x" 1 der Ausdruck (n — 1 )a1x" 2 
u. s. f., zu an_1 x der Ausdruck an_v zu der Constante an nach 
der Regel (1) der Werth Null. Die Addition der einzelnen 
Differentialquotienten liefert alsdann für jeden bestimmten Werth 
von x den Differentialquotienten der in (24) dargestellten rationa
len ganzen Function f(x),

df(x) *=na0x +{n—1 )a1x 2 4-... + 2an_^x + an_v

Jede rationale ganze Function einer Variable x hat dem
nach für jeden bestimmten Werth derselben einen vollkom-

n—1(26) dx
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men bestimmten durch die vorstehende Formel darstellbaren 
Differentialquotienten. Dass jede solche Function für alle be
stimmten Werthe der Variable x eine stetige Function derselben 
sei, ist I, § 108 mit Hülfe des binomischen Lehrsatzes gezeigt 
worden. Aus diesem Satze lassen sich auch die obigen Glei
chungen (25) und (26) ableiten, während die mitgetheilte De
duction von demselben unabhängig ist.

Wenn eine rationale ganze Function nicht nach den Po
tenzen der Variable x geordnet vorliegt, sondern als das Resul
tat von auszuführenden Additionen, Subtractionen und Multipli
cationen rationaler ganzer Functionen gegeben ist, so kann der 
betreffende Differentialquotient vermittelst der Regeln (3) und 
ihrer Consequenzen gefunden werden, ohne dass die verlangten 
Operationen vorher wirklich ausgeführt sind. Es sei zum Beispiel 

f(x) — (xs+ x2-\-x + 1) (6x + 2) —(3a;2 + 2x + l)2.
Dann ist nach (18)

d{(x* + x2 + x + 1) (6# + 2)}
dx

= (3a;2 + 2a?-t- l)(6æ + 2) + (x3 + x2 + x + 1)6,
ferner nach (23)

d( 3x2 + 2x + l)2 = 2(3x*+2x + l)(6x + 2),dx
folglich nach (17)

df(x) (3a;2 + 2x + l)(6x + 2) + (x3 +x2+ x + 1)6.
dx

Die gegebene Function f(x) nimmt durch die vollständige 
Entwickelung der angedeuteten Operationen die Gestalt an 

f(x) =— 3a;4—4a;3 — 2a;2 + 4a; + 1, 
so dass der gesuchte Differentialquotient vermöge der Vorschrift
(26) den Ausdruck

-f^- = -12xa- 12a;2—4a;+4
dx

erhält, welcher dem zuerst gefundenen notliwendig gleich ist. 
Ein anderes Beispiel liefert die Function, die in (4) des § 4 
behandelt ist und zu der Gleichung der Parabel gehört.
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§ 7. Differentiation des Quotienten von zwei Functionen 
einer Variable. Differentiation einer algebraischen rationalen 

gebrochenen Function einer Variable.

Bei der Verbindung von zwei gegebenen Functionen durch 
Addition, Subtraction, Multiplication und Division muss inan 
den in I, § 22 kervorgekobenen Umstand beachten, dass zwei 
bestimmte Grössen immer addirt, subtrakirt und multiplicirt 
werden dürfen und dann als Resultat eine entsprechende be
stimmte Grösse liefern, dass aber die Division nur mit einem 
von der Null verschiedenen Divisor gestattet ist. Hieraus folgt, 
dass, wenn zwei Functionen einer Variable f (x) und g (x) für 
das Intervall a^x<ib bestimmte gegebene Werthe haben, 
ihre Summe wie ihre Differenz und ihr Product für dasselbe 
Intervall der Variable x ebenfalls vollkommen bestimmte Werthe

erhalten, während ihr Quotient f(x) nur für diejenigen Werthe
9 (so)

von x definirt ist, für welche die Nennerfunction g (x) nicht 
verschwindet. Wofern die Functionen f (x) und g (x) für das 
Intervall a<,x<^b stetig sind, so überträgt sich die Eigen
schaft der Stetigkeit für das gleiche Intervall auch auf die 
Summe f(x) + g (x), die Differenz f(x) — g (x) und das Pro
duct f{x) g(x), was aus den Ausdrücken (10), (11), (12) des 
vorigen § hervorgeht, die zu der Entwickelung der Differential
quotienten der bezeickneten Verbindungen gedient haben; bei

f{x) braucht jedoch die Stetigkeit innerhalb

des angegebenen Intervalls nicht überall zu bestehen. Es sei 
f (x) gleich der Einheit, g (x) gleich der mit der beliebigen con- 
stanten Grösse £ gebildeten Differenz x — £, dann ist der Quo-

für alle Werthe von x, den Werth x— £ ausgenom

men, bestimmt. Der Zähler und der Nenner des Bruches sind 
in Bezug auf jeden Werth von x, oder mit anderen Worten 
in dem Intervall —a<Lx<Lß stetig, wo a und ß beliebig

grosse positive Werthe bedeuten. Der Quotient —X ç,
aber das in I, § 108 angeführte Beispiel einer Function, welche 
sowohl für alle Werthe von x, bei denen x—| positiv, wie

dem Quotienten
g(ß0

tient

bildet
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auch für alle Werthe von x, bei denen x—£ negativ ist, stetig 
bleibt, allein bei dem Uebergange von einem unter £ liegen
den zu einem über £ liegenden Werthe eine Unterbrechung 
der Stetigkeit zeigt. Indem man mit d und e beliebig kleine 
positive Werthe ausdrückt und für a und ß die obige Be

stimmung beibehält, darf man sagen, dass der Quotient----- i-x Ç
das Intervall

für

— — d(1)
und auch für das Intervall
(P) £ +£
stetig sei. Nach einer am erwähnten Orte angestellten Betrach
tung nähert sich die für zwei Werthe x und x + h aufgestellte 
Differenz

1 1 — h
(2) x+h — £
bei einem numerisch abnehmenden h der Null, sowohl wenn 
x und x + h gleichzeitig in dem ersten Intervall, wie auch 
wenn dieselben gleichzeitig in dem zweiten Intervalle liegen; 
sie nimmt aber, wenn x=Ç — d, x+h—Ç+s gesetzt wird, den

Werth — + — an, welcher für angemessen kleine Werthe von £ 0
d und e beliebig gross wird.

Für jedes der beiden Intervalle, in welchen die Function 

stetig bleibt, lässt sich ihr nach der Variable x zu neh

mender Differentialquotient dadurch bestimmen, dass die beiden 
Seiten der Gleichung (2) durch die Grösse h dividirt werden. 
Man erhält alsdann

x — § (æ+h—S) {x — S)

1
x — %

H ____L\=______ -i
x—Sj (x + h — £) (x— ?)

1
(2) x + h—'S,

Unter der Voraussetzung des ersten Intervalls ist#<£ — d 
und x + h<L£ — d, mithin haben x — £ und x + h — £ das nega
tive Vorzeichen; unter der Voraussetzung des zweiten Inter
valles ist § + £<^x und £-f £<.x + h, so dass x—j; und x + h—£ 
das positive Vorzeichen führen. Wenn die Grösse h abnimmt, 
convergirt die Grösse x + h—£ ohne ihr Vorzeichen zu ändern 
gegen die von Null verschiedene Grösse x — %, folglich die
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— 1rechte Seite von (2) gegen den bestimmten Werth 

mit wird der Differentialquotient der Function -----
OG C,

auf die Variable x durch die Formel

• So-

in Bezug

d{^) — 1
(4) {x-lYdx
dargestellt.

1 auftretende Unter-Wir wollen die bei der Function x—§
brechung der Stetigkeit und das Verhalten des zugehörigen Dif
ferentialquotienten durch die in § 3 entwickelte geometrische 
Deutung veranschaulichen. Nachdem für die Variable y die
Gleichung

1
(5) y x—1
aufgestellt ist, seien x und y die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes einer Ebene, und es möge die der Gleichung (5) 
entsprechende Curve untersucht werden. Man lässt die Variable 
x mit einem so grossen negativen Werthe — a beginnen, dass 
auch —a —£ sehr gross und negativ ist, und hierauf bis 
zu dem Werthe -ö fortschreitend das obige erste Intervall 
durchlaufen, dann mit dem Werthe £ + e abermals anfangen 
und bis zu dem sehr grossen positiven Werthe ß das obige 
zweite Intervall durchlaufen; der Werth ß—£ soll hier eben
falls sehr gross und positiv sein. In Folge dessen ist der 
Werth der Variable y für das erste Intervall stets negativ und

geht von dem numerisch kleinen 1 bis zu dem numerisch
— « — $

er ist hingegen für das zweite Intervall stets po

sitiv und bewegt sich von dem grossen — bis zu dem kleinen

• Bei der in § 2 angenommenen Lage der Coordinaten-

axen bleibt also der Punkt (x, y) der Curve für das erste In
tervall der Coordinate x immer unterhalb der Abscissenaxe, 
steht von derselben anfangs um beliebig wenig ab, fällt fort-

1grossen —â

1
ß-t

3Lipscliitz, Analysis II.
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während und kommt zu beliebig grossen Abständen. Für das 
zweite Intervall der Coordinate x ist der Punkt (x, y) stets 
oberhalb der Abscissenaxe befindlich, anfangs in beliebiger Höhe 
über derselben, sinkt beständig herab und rückt ihr schliesslich 
beliebig nahe. Es leuchtet ein, dass, wenn durch den Punkt 
x~Ę der Abscissenaxe zu derselben eine Senkrechte gezogen 
wird, der zu dem ersten Intervall gehörende Theil der Curve 
sich mehr und mehr an die Abscissenaxe von unten und an die 
construirte Senkrechte von der rechten Seite anschliesst, während 
sich der zu dem zweiten Intervall gehörende Theil der Curve 
beständig jener Senkrechten von der linken Seite und der Ab
scissenaxe von oben nähert. Gerade Linien, denen eine Curve 
in ihrem Verlauf stets näher kommt, ohne sie jemals zu er
reichen, werden Asymptoten der Curve genannt. Die erörterte

Curve, die in Figur 7 so dar
gestellt wird, dass der Punkt S 
der x Axe dem Werthe x — £ 
entspricht, ist eine Hyperbd ; um 
die obige Gleichung (5) aus der 
in § 2 angeführten allgemeinen 
Gleichung abzuleiten, müsste die 
letztere durch Einführung eines 
neuen rechtwinkligen Coordina- 
tensystems umgeformt und in 

O' Bezug auf die vorkommenden 
Constanten speciellen Einschrän
kungen unterworfen werden. Die 
beiden Theile oder Zweige der 
Curve werden durch die Asyrap-
tote x=£ vollständig von ein-(Figur 7)

ander getrennt; sobald man auf den Werth der Abscisse x = Ç— d 
den Werth x~^ + e folgen lässt, springt der Punkt (x, y) von 
dem einen Zweige der Curve zu dem anderen hinüber. Der

— 1in (4) angegebene Werth des Differentialquotienten

bezeichnet nach § 4 die trigonometrische Tangente des Nei
gungswinkels io, welchen die in dem Punkte (x, y) berührende 
Linie mit der positiven Seite einer zu der x Axe gezogenen Pa-

{x—l)



1Die in Betreif der gebrochenen Function ——- gemachten
X

Beobachtungen weisen darauf hin, dass, wenn zwei Functionen 
f{x) und g {x) für ein gewisses Intervall der Variable x endlich 
und stetig sind, und wenn die zugehörigen Differentialquotienten 
bestimmte endliche Werthe haben, für die Ermittelung des Diffe
rentialquotienten des Quotienten aus den beiden Functionen

(x) •y nur Theile des ursprünglichen Intervalls der Variable

benutzt werden dürfen, deren jeder so beschaffen ist, dass die 
Nennerfunction g{x) in demselben das Vorzeichen nicht ändert 
und um eine bestimmte Grösse von der Null verschieden bleibt. 
Man hat alsdann den Grenzwerth des Verhältnisses

Unterbrechung der Stetigkeit. 35§ 7.

-- 1rallele einschliesst. Die Grösse y ist stets negativ, ihr

numerischer Werth wird für einen beliebig grossen numerischen 
Werth von x — £ beliebig klein, für einen beliebig kleinen nu
merischen Werth von x — £ beliebig gross. Die an die Hyperbel 
gezogene berührende Linie ist deshalb unter den geltenden Vor
aussetzungen stets nach unten geneigt; bei dem numerischen 
Wachsen von tg cd nähert sich der Winkel cd einem Rechten. 
Lässt man die beiden Zweige der Curve, wie vorhin angegeben, 
von einem Punkte so durchlaufen, dass der Werth der zu
gehörigen Coordinate x fortwährend wächst, und verfolgt die in 
dem Punkte construirte berührende Linie, so bildet dieselbe 
auf dem ersten Zweige anfangs mit der Abscissenaxe einen be
liebig kleinen Winkel, bei der Annäherung gegen die Asymptote 
x—% einen von einem Rechten beliebig wenig abweichenden 
Winkel, auf dem zweiten Zweige in der Nähe der Asymptote 
x — £ ebenfalls fast einen rechten Winkel und zuletzt bei der 
Annäherung gegen die Abscissenaxe wieder einen beliebig kleinen 
Winkel.

{x—t)

fjx + h)g jx) — fjx) gjx + li)1 / fix + h) fix) 
h \gix+h)

unter der Voraussetzung aufzusuchen, dass bei einem bestimm
ten Werthe von x und einem numerisch gegen die Null ab
nehmenden Werthe von h die Werthe g ix) und gix + h) das
selbe Vorzeichen behalten und numerisch über einer gewissen

)(6) hgix)gix + h)g(x)

—
s



§ 7.Differentialquotient eines Quotienten.36

bestimmten Grösse bleiben. Mit der Existenz des Differential
quotienten wird zugleich auch die Stetigkeit der Function inner
halb des betreffenden Intervalls nachgewiesen. Indem man das 
Product f(x)g(x) zu dem Zähler des auf der rechten Seite 
stehenden Bruches addirt und subtrahirt, kommt

fix + h) g j» — fjx) g jx + h)_
(7) hg (x) g [x + h)

g (x + h) g (x)fix +h) — f{x) g ix)—fix)
hh

g (a) g (x + h) 

f{x + h) — fjx) gegen den Grenz-hier convergirt der Quotient
h

gjx + h)—g ix)dfix) gegen den Grenzwerth der Quotient
hdx

dg jx) , der Factor g ix Ah) des Nenners gegen denwerth dx
Grenzwerth g ix), folglich der Zähler gegen den Grenz werth

dg jx)dfix) , der Nenner gegen den Grenzwerth

g ix) g [x). Nach den getroffenen Annahmen entsteht daher der 
folgende Ausdruck für den Differentialquotienten des Quotienten

dx

fix)

9(a)

im) d fix) dg ix)g ix) -fix)
dxdx

(8) g ix) g ix)dx

Der Zähler des Ausdruckes wird erhalten, indem man das aus 
dem Differentialquotienten der Zählerfunction und aus der Nenner
function gebildete Product um das aus der Zählerfunction und 
dem Differentialquotienten der Nenner function gebildete Product 
vermindert, der Nenner des Ausdruckes ist das Quadrat der 
Nenner function.

Die gefundene Formel (8) enthält das Mittel zu der Diffe
rentiation einer beliebigen algebraischen rationalen gebrochenen 
Function der Variable X. Jede solche Function lässt sich nach 
I, § 22 als ein Bruch darstellen, dessen Zähler und Nenner 
rationale ganze Functionen der Variable x sind. Ferner kann 
durch ein Verfahren, das in I, § 68 angegeben ist, diejenige 
Function des höchsten Grades in Bezug auf die Variable x,
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welche zugleich in den Zähler und den Nenner algebraisch auf
geht, oder ihr gröster gemeinsamer Theiler aufgesucht, und, 
falls ein solcher vorhanden ist, aus dem Bruche durch gleich
zeitige Division des Zählers und Nenners fortgehoben wer
den. Auf diese Weise wird die gegebene gebrochene Function

bei dem die rationalen ganzen Func-f(x)gleich einem Bruche
g(x)

tionen f(x) und g ix) keinen gemeinsamen Theiler haben. Die 
Differentialquotienten von fix) und g((c) iassen sich für jede 
Ausdehnung des Intervalls der Variable x vermöge der im vori
gen § mitgetheilten Vorschriften bilden. Fs sei

ll—1f (x) — a0 x 4- axx 
g (x) = b0 xP + b1x 

dann erzeugt die Substitution der Ausdrücke

+ ... + an_x x + an 
x + bp,

(9) v—i + ... +b
p—i

df(x)] na0x + (n — 1 )a1x + .. + an.dx
(9*) dg(x) pb0xp 1 + (p-l)b1xp 2+bp l 

in die Formel (8) den JDi/ferentialquotienten der rationalen ge-

Das auf die besondere Annahme

dx

f(x)brochenen Function

f(x)~ 1, g(x)=x—£ bezügliche Resultat ist vorher in (4) an
gegeben. Setzt man f(x) = 1, g ix) gleich der p ten Potenz der 
Variable x, so entsteht das Resultat

g (ß)

‘(±) —p(10) P + l 5d x x
welches durch den Gebrauch der negativen Exponenten die Gestalt 

d{x~p) —p—i
(10*) p xdx
annimmt.

§ 8. Fortsetzung. Unendlichwerden einer algebraischen 
rationalen gebrochenen Function einer Variable.

Die gefundene Regel für die Differentiation der gebroche- 

gilt nach ihrer Ableitung für solche Inter

valle der Variable x, in denen die ganze Function g(x) ihr

_f(x)nen Function g(x)



Vorzeichen behält und um eine bestimmte Grösse von der Null 
verschieden bleibt. Es kommt hierbei vornehmlich auf die Be
trachtung der Werthe an, für welche die ganze Function g(x) 
verschwindet, das heisst der Wurzeln der zugehörigen Gleichung 
des p ten Grades g(co) = 0. Da sich die Aufgaben, mit denen 
wir es gegenwärtig zu thun haben, nur auf reelle Grössen be
ziehen, so sind die Coefficienten der Functionen f(x) und g(x) 
selbstverständlich reelle Grössen. Doch wird es erforderlich 
sein, bei der Gleichung g{io)=0 nicht nur ihre reellen, sondern 
ihre sämmtlichen reellen und complexen Wurzeln ins Auge zu 
fassen.

Der Fandamentalsatz der algebraischen Gleichungen (I, 
§ 61 u. tf.) lehrt, dass jede algebraische Gleichung mit einer 
Unbekannten durch einen reellen oder complexen Werth be
friedigt werden kann. Aus diesem Satze folgt nach I, § 67, 
dass für die gegebene Gleichung g(co)— 0 die Anzahl p von 
reellen oder complexen Wurzeln wv co2, . . . io existirt, mit Hülfe 
derer die Function g(x) wie folgt in Factoren des ersten Grades 
zerlegt wird,
(1) g (x) —(%—aiJ (x — co2) . .. (x — cop).
Eine solche Zerlegung ist nur auf eine einzige Weise möglich. 
Unter den Wurzeln der Gleichung mögen sich die q reellen be
finden œv co2, . . . w? ; falls es keine reellen Wurzeln gibt, ist 
q = 0 zu nehmen. Sind complexe Wurzeln vorhanden, so ge
hört nach I, § 47 zu jeder Wurzel l +/ui, wo l und u reell 
sind, p von Null verschieden ist und i die imaginäre Einheit 
}/—1 bedeutet, die conjugirte Grösse l — pi als conjugirte Wur
zel, da die Function g(x) lauter reelle Coefficienten besitzt. 
Mithin muss die Anzahl der complexen Wurzeln p—q gleich 
einer geraden Zahl 2 r sein. Wenn daher

j CÜq+1 ^1 “h t*l h

^ W<7+2 1 h
gesetzt wird, so lassen sich wie an dem angeführten Orte je 
zwei zugeordnete Factoren der rechten Seite von (1) nach dem 
Vorbilde

=l3+p3i, . . . w?+2r_1_Ä
q+4=^3 f-13Û 1 • ‘ l0q+2r

+ /*2 r-[*
!l2r—l *

2/-—1q+3
(2) =22r—1

(3) (x—(0q+1) (x — (0q+2) = (x—liy+ Pi2 
zu einer Function des zweiten Grades vereinigen, deren Coeffi-

Unendlichwerden einer rationalen gebrochenen Function. § 8.38
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cienten reell sind lind die nach I, § 25 als eine Summe von 
zwei Quadraten auf dem Gebiete der reellen Grössen weder 
verschwinden noch in Factoren des ersten Grades zerlegt wer
den kann. Hiermit entsteht für die Function g(x) die Zerlegung
(4) g (x)

= bQ(x—(aJ..(x — ioq){(x—llf+ fx\) ... ((x — A2r_i)2 +

in der also sämmtliche Factoren des ersten und zweiten Grades 
reelle Coefficienten haben, und die Factoren zweiten Grades auf 
dem Gebiete der reellen Grössen unfähig zu verschwinden und 
unzerlegbar sind. In der ersten wie in der zweiten Gruppe 
können einzelne Factoren mehrfach auftreten und entsprechen 
alsdann nach I, § 45 mehrfachen Wurzeln der Gleichung 
g(io) = 0. Jeder der Factoren zweiten Grades bleibt für jeden 
reellen Werth von x positiv, der erste Factor erhält für x—l 
seinen kleinsten Werth der nach der Vorausetzung von Null 
verschieden ist, und da von den anderen Factoren das ent
sprechende gilt, so ist das Product der r Factoren immer 
positiv und niemals kleiner als das Product (Ą . . . ^2r_x. 
Wenn nun die Gleichung g(co) — 0 keine reellen Wurzeln hat 
oder die Zahl q gleich Null ist, so kann die Function g(x) 
für keinen reellen Werth von x verschwinden, ihr Vorzeichen 
ist stets gleich dem Vorzeichen der Constante b0, und der 
numerische Werth von g(x) sinkt nie unter den numerischen 
Werth der Grösse b0 f.i\ herab.
Ausdruck des Differentialquotienten der rationalen gebrochenen

Function

1

Der entwickelte

f{x) gilt dann für jede Ausdehnung des Intervalls der

Variable x, und die Function erfährt keine Unterbrechung der 
Stetigkeit, wie zum Beispiel die Function

6 x — 32 
x1“ — 4 x + 9 ’

wo g(x) = (x—2 — z‘j/5) (x — 2 -1-i^5) ist.
Wenn aber zu der Gleichung g(co) = 0 in der That reelle 

Wurzeln gehören, so bestimmt man die Intervalle der Variable 
x, innerhalb deren g(x) das Vorzeichen nicht ändert und nicht 
verschwindet, in der folgenden Weise. Man denke sich die q 
reellen Wurzeln so geordnet, dass die kleinste oder, falls

g{x)

f(x)

g(x)



§ 8.Unendlichwerden einer rationalen gebrochenen Function.40

mehrere einander gleiche von den übrigen übertroffen werden, 
diese kleinsten Wurzeln den Anfang machen, und die übrigen 
ihrer Grösse nach folgen, dass also die Reihenfolge 
(5) a)1=a)2... = cocCw ,,=co in.. = co , ,<C.co ,c-fl c+2 c+d c-frf-f 1 " q

entsteht. Die Begriffe grösser und Meiner und die entsprechen
den Zeichen werden hier wie früher und auch im Folgenden 
in der Bedeutung gebraucht, die I, § 20 definirt ist; wo eine 
Verwechselung mit dem Vergleichen der absoluten Werthe zu 
befürchten ist, wendet man in dem erklärten Sinne auch die 
Benennungen algebraisch grösser und algebraisch Meiner an. Die 
vorliegende Function g (x) kann aus den angeführten Ursachen 
nur verschwinden und ihr Vorzeichen wechseln, sobald dies mit 
dem Product der in g (x) enthaltenen reellen Factoren des ersten 
Grades geschieht. Vermöge (5) lassen sich die einander glei
chen reellen Factoren zu Potenzen vereinigen, wodurch man die 
Darstellung
(6) {x—to^x — co2) ...{x—toq)

1= (x—OO^f {x — 0)c+1)d ... (x—CO c+ ,. +e+l

erhält. Das in Rede stehende Product behält nothwendig das
selbe Vorzeichen und bleibt von Null verschieden, wofern die 
Variable x solche auf einander folgende reelle Werthe annimmt, 
bei denen keine der von einander verschiedenen Differenzen
x—cov x — (oc+v..x—wc+ +e+1 ihr Vorzeichen ändert oder ver
schwindet. Diese Bedingungen werden erfüllt, wenn sich die 
Variable x von einem beliebig grossen negativen Werthe bis 
zu einem beliebig wenig unter w, liegenden Werthe, von einem 
beliebig wenig über w, liegenden Werthe bis zu einem beliebig 
wenig unter coc+1 liegenden Werthe, u. s. f., schliesslich von 
einem Uber coc+ +e+1 = to liegenden Werthe bis zu einem be
liebig grossen positiven Werthe bewegt. Die bezeichneten In
tervalle sind mithin zugleich die gesuchten Intervalle, in denen 
die Function g (x) weder ihr Vorzeichen ändert noch gleich 
Null wird.

Aus der Voraussetzung, dass der Zähler und Nenner der
/■(«)gebrochenen Function ohne gemeinsamen Theiler sein sol

len, folgt, dass die ganze Function f(x) für keinen der Werthe
9 0)
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verschwinden kann, welche die ganze Function g (x) zu Null 
machen. Denn wenn dies für einen Werth io der Fall wäre, 
so müsste nach I, § 43 die ganze Function fix) den algebrai
schen Theiler x — io haben, der gleichzeitig ein Theiler der 
ganzen Function g (x) ist, und dies widerspräche der Voraus

setzung. Wofern man also in dem Bruche

einen reellen Werth beilegt, welcher einer der reellen Wurzeln 
(ov tO'C ,..a) +e+1 der Gleichung g(w) = 0 von unten oder
oben her immer näher kommt, so nähert sich der Zähler 
fix) jedenfalls einer von Null verschiedenen Grösse, der Nenner 
nimmt dagegen numerisch beständig ab, mithin wächst der nu
merische Werth des Bruches über jedes Mass. Um die Annähe
rung an eine bestimmte Wurzel, etwa co1 zu verfolgen, möge x 
nach einander die beiden Wertlie cox — ö und co1 + e erhalten, 
wo d und e wieder beliebig kleine positive Grössen bedeuten. 
Dann nimmt der Factor (x — cd ff von g(x) das erste Mal den 
Werth (—d)c, das zweite Mal den Werth (ef an, während die 
Vorzeichen aller übrigen Factoren beide Male dieselben bleiben. 
Die Grössen (— d)' und (e)‘ haben aber entgegengesetzte oder 
gleiche Vorzeichen, je nachdem c eine ungerade oder ge

rade Zahl ist. Die Function

x = (o1 — ö und x=co1 + s, wofern ô und s abnehmen, wach
sende Wertlie von gleichem oder entgegengesetztem Vorzeichen, 
je nachdem die Zahl c gerade oder ungerade ist, das heisst, 
je nachdem die Wurzel co1 in der Gleichung g{co)—Q eine ge
rade oder eine ungerade Zahl von Malen auftritt, mit demjenigen 
übereinstimmend, was im vorigen § für c = l gezeigt worden 
ist. Bei der Annäherung der Variable x an eine andere reelle 
Wurzel der Gleichung g(to) = 0 zeigt sich aus den gleichen 
Gründen die entsprechende Erscheinung.

Für den so eben erörterten Vorgang ist ein besonderer 
Ausdruck eingeführt worden. Wenn ein Werth bei dem Ein
treten gewisser Umstände numerisch in solchem Masse wächst, 
dass er jede gegebene Grösse übertrifft, so sagt man, dass der 
Werth unendlich gross werde. Demnach darf man sich so

ausdrücken, dass der in Rede stehende rationale Bruch

f(x) der Variable xg{x)

f erhält daher für die Wertlie
g(x)

f{x)
y(?)

00 
.
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bei der Annäherung der Variable x an eine der Wurzeln 
(0v toc+v • • • wc+ +c+i der Gleichung g(io) = 0 unendlich gross 
wird. Man gebraucht aber auch den kürzeren Ausdruck, dass

für den Werth x = cov den Werth x=coc+1fix)die Function
9 ix)

unendlich gross wird, wogegen nachund auch x = COc+..+e+l

unserer ursprünglichen Redeweise gesagt werden müsste, der 
Bruch sei für die bezeichneten Werthe, durch die sein Nenner 
verschwindet,. nicht definirt. Der Begriff unendlich gross, wird 
durch das Zeichen

00

angedeutet. Auch da, wo es sich um die Ausdehnung der un
abhängigen Variable von einem beliebig grossen negativen zu 
einem beliebig grossen positiven Werth handelt, wendet man 
den Ausdruck an, dass sie sich von einem negativ unendlichen 
bis zu einem positiv unendlichen Werthe, oder von — oo bis 
+ co erstrecke. Es lassen sich demnach die vorhin aufgesuchten

+r- dieIntervalle der Variable x, für welche die Function

Stetigkeit bewahrt, so bezeichnen, dass sich das erste von — oo 
bis cov das zweite von cOj bis wc+1, u. s. f., das letzte von 
to +e+i bis +00 ausdehnt. Wählt man als Beispiel die 
Function

fix) 10 x4 — 22x3 — 95 x2 + 60a; + 101
9 ix) x5 — x4-— 3x3 + 23x2 + I6x— 36

g (x) = (x + 2)2 (x— 1) (x — 2 — i/5) (x — 2+i/5) ist, so 
wird co1 =— 2, co2 =—2, co3 = 1, mithin entstehen drei Inter
valle, von denen das erste von —00 bis —2, das zweite von 
— 2 bis +1, das dritte von + 1 bis +00 ausgedehnt ist.

wo

§ 9. Differentiation einer algebraischen mit Hülfe von 
Wurzelausziehung dargestellten Function einer Variable.

Wenn eine beliebige positive Grösse x gegeben ist, so 
existirt immer eine und nur eine positive Grösse y, welche zu 
der Potenz von dem positiven ganzen Exponenten n erhoben 
die Grösse x hervorbringt (I, § 17 und 20). Diese eindeutig 
definirte Wurzel der reinen Gleichung



ny = x
wird die positive wte Wurzel aus der Grösse x genannt, und 
durch das Zeichen

(1)

y =

oder auch als eine Potenz mit dem gebrochenen Exponenten —
(2)

(3) y — x
ausgedrückt. Insofern als die Grösse x beliebig veränderliche po-

1n —

sitive Werthe erhält, hängt die Grösse ~\jx oder x von x ab 
und bildet eine irrationale Function von x, wie in I, § 104 be
merkt worden. Sie hat die sogleich zu begründenden Eigen
schaften, beständig zuzunehmen, sobald die Variable x zunimmt, 
und immer stetig zu bleiben. Es seien x und xx zwei beliebige 
positive Werthe, von denen x1 der grössere ist; neben der Glei
chung (3) gelte die Gleichung

(4) Vi =x .
Dann erhält man für den Quotienten —

y
den Ausdruck

y_i_ /jM
y \ as )(5)

von dem sich zeigen lässt, dass sein Werth stets über der Ein
heit liegt und derselben beliebig nahe kommen muss, wenn die 
Grösse xx der Grösse x angemessen genähert wird. Wäre der

positive Werth kleiner als die Einheit oder ihr gleich, so

gleichfalls beziehungsweise kleiner

als die Einheit oder gleich der Einheit ausfallen, was gegen 
-die Voraussetzung xx>x verstiesse. Es ist deshalb der Werth

würde dessen wte Potenz

(*) grösser als die Einheit, oder

(ï) = 1 + e,(5)

Differentialquotient einer Wurzelgrösse.§ 9. 43
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wo e eine positive Grösse bedeutet. Sobald nun beide Seiten 
von (5) auf die nte Potenz erhoben werden, kommt

i. = a + e)-
X

(6)

Nach dem in I, § 46 begründeten binomischen Lehrsätze 
ergiebt sich für die rechte Seite die Entwickelung

n(n— 1)2 n
—--------£ + ...+£

1 v w n(1 + fi) —Id--r(7) £ +1 1.2

ein Aggregat aus lauter positiven Gliedern, dessen Werth grösser 
sein muss als das Aggregat der beiden ersten Glieder 1 + ns. 
Es besteht deshalb die Ungleichheit

> 1 + ne,(8)

aus der die Ungleichheit
1

(9)
folgt. Die letztere lehrt, dass für einen hinreichend kleinen

CO •Werth der Differenz —----1, oder, was auf dasselbe hinaus-x
kommt, der Differenz xx — x, die positive Grösse £ beliebig klein

m'wird, folglich die über der Einheit liegende Grösse 

oder — der Einheit beliebig nahe rückt. Mithin gehört zu
y

einem Werthe der Variable xt, der grösser als x ist, immer ein

Functionalwerth x", welcher grösser ist als der Functionalwerth 
1 11

x , und die Differenz x[—x” wird für eine gegen die Null ab
nehmende Differenz xx — x beliebig klein. Hiermit ist der In-

£
n

halt der in Betreff der Function x aufgestellten Behauptungen 
für jedes die Null übertreffende x erwiesen. Es bleibt nun noch

£
zu zeigen, dass die Grösse x” für einen beliebig kleinen positi
ven Werth von x selbst beliebig klein wird. Dies folgt daraus, 
dass, wenn x einen kleineren Werth erhält als die in die Ein
heit dividirte wte Potenz einer beliebig grossen Zahl b, der

Differentialquo tient einer Wurzelgrösse. § 9-44
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Tl
Werth von x unmöglich grösser als — sein kann; denn in

Folge dieser Voraussetzung müsste die nte Potenz von % 

grösser als die wte Potenz von ~ oder x grösser als —,7 sein. 
b

Die Function x* hat also von dem Werthe x=0 an die Eigen
schaft, zu wachsen und stetig zu sein.

Die Ermittelung des Differentialquotienten der Function x 
in Bezug auf die Variable x lässt sich auf den Umstand grün
den, dass diese Function aus der positiven ganzen Potenz einer 
Variable durch Umkehrung entstanden ist. Während in der 
obigen Gleichung (1) die Grösse y als die unabhängige Variable, 
die Grösse x als die abhängige Variable oder als Function von 
y auftritt, so vertauschen in der entsprechenden Gleichung (2) 
die Variabein x und y ihre Rollen, die unabhängige Variable 
wird durch x, die abhängige Variable oder Function von x 
durch die Grösse y vertreten. Der aufzusuchende Differential-

quotient der Function x” ist nach den obigen Bezeichnungen der 
Grenzwerth des Verhältnisses

yx—y_ — æ

bei einem bestimmten positiven Werth von x und einer gegen 
die Null abnehmenden Differenz xx—x. Vorhin wurde gezeigt, 
dass für eine solche Aenderung der Differenz xx—x die Diffe
renz yx—y nothwendig abnimmt; weil indessen jedem positiven 
y ein einziges positives x entspricht und umgekehrt, so wird 
die beabsichtigte Annäherung des Werthes xt an den Werth x 
auch dadurch hervorgerufen, dass man den Werth yx dem Werthe 
y nähert. Nun kennt man durch die Formel (25) in § 5 den 
nach der Variable y zu nehmenden Differentialquotienten der 
ganzen Potenz y = x. Zu dem von y verschiedenen Werthe yx 
gehört der Werth der Function y\ —- xx, mithin ist der bezeich
nte Differentialquotient gleich dem Grenzwerthe des Verhält
nisses

(10) - ?
Xx — X

Differentialquotient einer Wurzelgrösse.§ 9. 45
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n n
Xx—X = y,—y

Vi —y
für eine gegen die Null convergirende Differenz yt —y, und hat
den Werth ny" \ Allein der auf der linken Seite von (11) be
findliche Bruch geht durch Umkehrung in den Bruch über, der 
auf der linken Seite von (10) steht; zugleich ist der Grenzwerth 
des erstem unter derselben Voraussetzung bekannt, für welche 
der Grenzwerth des letztem gefunden werden soll. Wenn 
daher der Grenzwerth von (11) nicht gleich Null ist, das 
heisst, wenn die Grösse y selbst einen von Null verschiedenen 
Werth hat, so wird der Grenzwerth von (10) erhalten, indem
man den Grenzwerth ny 1 in die Einheit dividirt. Es entsteht 
somit für den Differentialqnotientcn der irrationalen Function

(H)
Vr — y

1
y~xn die Bestimmung

dy 1
(12) //—X ’

dx ny

welche durch Substitution des Ausdruckes der Function y in 
die Gleichung

i in --- 1
d\x(13) X

dx

übergeht.
Der Differentialquotient einer Potenz mit beliebigem posi

tivem gebrochenem Exponenten ergiebt sich jetzt aus der

Formel (23) des § 5, indem für den vorkommenden ganzen Potenz
exponenten n das Zeichen m gebraucht und fix) durch die

X
Function xn ersetzt wird. Man findet

in 1 1n
d\x 1n n(14) m oc ■—x
dx n

und durch Zusammenziehung
m'

mii
d\ x n(15) = — xdx n

Zur Differentiation einer Potenz mit negativem gebrochenem

Differentialquotient einer Wurzelgrösse. § 9.46
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1d min m nn
X(17)

m\ 2dx ?
x

oder
m

mA as n m(18) dx n
In der letzten Formel ist auch die Gleichung (10*) des

§ 7 enthalten, wofern der in dem Bruche—— vorhandene Nen-n
ner n gleich der Einheit genommen und statt der ganzen Zahl 
m die ganze Zahl p gesetzt wird. Die beiden Formeln (15) 
und (18) lassen sich in eine einzige zusammenfassen; denn er

setzt man in der ersteren den positiven rationalen Bruch —1 n
/yyi

in der letzteren den negativen rationalen Bruch —— durch das 

Zeichen q, so entsteht beide Male die Gleichung

?

(x) q—l(19) = qxd x
Die hier aufgestellte Begel zur Differentiation einer Po

tenz mit beliebigem gebrochenem rationalem Exponenten ist 
für jeden von der Null verschiedenen positiven Werth der Va
riable x abgeleitet. Was die Anwendung des Werthes Null 
anlangt, so kommt es dabei auf die Grösse des Exponenten 
q an.

Ist der rationale Bruch q negativ, so folgt aus dem aus-
p

einandergesetzten Verhalten von x”, dass sowohl die Function

§ 9- Differentialquotient einer Wurzelgrösse. 47

7ÏI iExponenten — — führt die Gleichung (8) des § 7, die durch

die Annahme fix) — 1 zu der folgenden Gleichung wird
dg (as)ijk) dx(16)

id (as))'dx
m

Es sei hier g(x)—xn , so kommt

n

TS
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xq wie auch der numerische Werth des Differentialquotienten 
bei abnehmendem x über jedes Mass wächst. Wenn da

gegen der rationale Bruch q positiv ist, so ergiebt sich auf 
gleiche Weise, dass die Function xq bei abnehmendem x gegen 
den Werth Null convergirt; daher kann man den zu dem 
Werthe ^=0 gehörenden Differentialquotienten direct aufsuchen, 
indem man die Differenz der Functionswerthe, welche zu «=0 
und zu einem positiven Werthe x—h gehören, durch den Zu
wachs h dividirt und hierauf h abnehmen lässt. Die bezeich
nte Differenz hq — 0q wird gleich hq und liefert, durch h divi
dirt, den Quotienten 1% \ Dieser Werth wächst bei abnehmen
dem h, sobald der rationale Bruch q kleiner als die Einheit ist, 
über jede Grösse; er hat den Werth der Einheit, wenn q= 1 
ist, und wird zu Null, wenn q die Einheit übertrifft. Ein genau 
entsprechendes Verhalten zeigt der auf der rechten Seite von
(19) befindliche Ausdruck qx 
x der Null genähert wird. Für einen Werth von q, der unter

q—lqx

q—l wofern der Werth der Variable

q—l ohne Ende, fürder Einheit liegt, wächst der Ausdruck qx 
den Werth q = 1 ist er gleich der Einheit, und für jedes über 
der Einheit befindliche q wird er gleich Null. Vermittelst des 
im vorigen § erklärten Sprachgebrauches können die über die 
Function xq für ein verschwindendes Argument x angestellten
Beobachtungen folgendermassen ausgedrückt werden: Wenn der 
Exponent q negativ ist, wird für x = 0 sowohl die Function 
xq wie auch ihr Differentialquotient unendlich gross. Wenn 
der Exponent q positiv aber kleiner als die Einheit ist, so wird 
für x=0 die Function xq gleich Null, dagegen ihr Differential
quotient unendlich gross. Bei q=l verschwindet für&=0 die 
Function x , der Differentialquotient aber wird gleich der Ein
heit. Bei einem über der Einheit liegenden q verschwindet für 
x=0 die Function xq sammt ihrem Differentialquotienten.

Wie die Ausziehung einer beliebig hohen Wurzel aus einer 
gegebenen Grösse nach I, § 40 unter die algebraischen Opera
tionen zu rechnen ist, so gehören auch die Functionen einer 
Variable, die durch eine beschränkte Zahl von Anwendungen 
der algebraischen rationalen Operationen des Addirens, Subtra-



hirens, Multiplicirens und Dividirens, und der algebraischen 
irrationalen Operation des Wurzelausziehens dargestellt werden, 
zu den algebraischen Functionen. Man kann eine solche alge
braische Function mit Hülfe der bisher gegebenen Regeln differen- 
tiiren, sobald eine Vorschrift hinzugefügt wird, um den Differen- 
tialquotienten einer beliebig hohen Wurzel aus einer gegebenen 
Function zu finden, deren Differentialquotient schon bekannt ist. 
Es sei f{x) eine für das Intervall a<Lx<f,b gegebene eindeutige 
stetige Function, die in dem Intervall positiv bleibt; dann be
zeichnet die positive wte Wurzel aus f{x)

Differentialquotient einer Wurzelgrösse.§ 9. 49

-)/f (x) = {f {x)Y(20)

eine eindeutige Function, deren Differentialquotient gesucht wird. 
Doch lässt sich mit denselben Mitteln auch der Differentialquo
tient einer Potenz von einem beliebigen gebrochenen rationalen 
Exponenten q ableiten

y=im y(21)

was wir zu thun vorziehen.
Für einen von dem bestimmten Werthe x verschiedenen 

Werth x + h nehme die Function y den Werth yt an, alsdann

^ in der folgenden Weise als einlässt sich der Quotient

Product von zwei Quotienten darstellen 

Vi—y (f{x + h))q — {fix))11 fix + h) — fjx)
(22) fix + h) — f{x) hh
Wenn man nun

f(x) = z, f(x + h) = z1 
setzt, so verwandelt sich der erste Quotient in den Ausdruck

z\ — zq 
zx — z

Bei abnehmendem h nimmt die Differenz f{x + h) — f(x)=zt —z 
wegen der Stetigkeit der Function f (x) ebenfalls gegen die Null 
ab. Der Quotient (24) convergirt aber, wenn dies geschieht, als 
Grenzwerth gegen den in Bezug auf die Variable z genomme
nen Differentialquotienten der Function /, welcher nach (19) 
durch q zq~' bezeichnet wird. Gleichzeitig geht der auf der 
rechten Seite von (22) befindliche zweite Bruch in den Differen-

Lipschitz, Analysis II.

(23)

(24)
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d f(x)tialquotienten

yon (22) bei abnehmendem h dem Product aus dem Grenz-
und dem Grenzwerthe des zwei-

und man erhält für den gesuchten Diffe-

über. Mithin nähert sich die linke Seitedx

q—\werthe des ersten Factors qz

d f (x)ten Factors dx
rentialquotienten der Function y — (f(x))q das Ergebniss

7—1 df(x)d (f (x))q
? (/■(«))(25)

d x d x

Hierin liegt das Bildungsgesetz des Differentialquotienten der

Function if(x), wofern der Exponent q gleich 

wird.

genommen

Als Beispiel einer zu differentiirenden algebraischen ver
mittelst Wurzelausziehung dargestellten Function diene die 
folgende

7 #2 — 42 x ■+• 4
y — ~--------------------------------•

}/(#3— 5x2 + 1.3 x— 9)

Sie lässt sich vermittelst eines gebrochenen Potenzexponenten 
so ausdrücken

y — (lx2 — 42# + 4)(#s— 5#2 + 13#— 9)
Nach der Regel für die Differentiationen eines Products

(18) in § 6 hat man
i

dy = (14# —42) (#3-5#2 + 13#-9)dx
~Y

d (x3 — 5 x2 + 13# — 9)+ (7#2 — 42# + 4) 

ferner nach der obigen Formel (25)
dx

i
_~3

d(xa — 5#2 + 13# — 9)
dx

= — ~ (#3 — 5 #2 + 13# - 9) 3 (3#2 —10# + 13);
O

der gesuchte Differentialquotient wird deshalb

Algebraische irrationale Function. § 9.50

5.



Algebraische irrationale Function.§ 9- 51

dy = (14# — 12) (x3 — 5 x* + 13# — 9)d x

— l (7#2- 42# + 4) (3#2 — 10#+ 13) (#3 —5#2 + 13#-9) 3-
O
Wir werden im nächsten § zu der Differentiation solcher 

Functionen übergehen, die nicht dem Gebiete der Algebra an
gehören und deshalb transcendente Functionen genannt werden, 
bemerken jedoch, dass der bestehende Sprachgebrauch auch noch 
andere als die rationalen Operationen und die Ausziehung der 
Wurzeln zu den algebraischen Operationen rechnet, und die durch 
eine beschränkte Anzahl von algebraischen Operationen hervor
gebrachten Functionen als algebraische Functionen bezeichnet.

n

Es ist oben hervorgehoben, dass die Grösse y ~-j x eine be
stimmte Wurzel der Gleichung (1) bedeutet; ebenso repräsentirt

m

die Potenz mit positivem gebrochenem Exponenten y = x” eine 
Wurzel der Gleichung y — x" = 0, die Potenz mit negativem

m
w

gebrochenem Exponenten y = x eine Wurzel der Gleichung

-m — 0. In diesen Beispielen erscheint y als eine bestimmte
x

Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten ratio
nale Functionen der Variable x sind. Dem entsprechend zählt 
man die Lösung der Aufgabe, die Wurzel y einer algebraischen 
Gleichung zu bestimmen, deren Coefficienten rationale Functionen 
einer Variable x sind, ebenfalls zu den algebraischen Operatio
nen. Wenn man die Coefficienten als Quotienten von rationalen 
ganzen Functionen ausdrückt, die alle denselben Nenner haben, 
so wird unter Anwendung der Bezeichnungen 

A0 = A0 0x ° + A01x 

Ai A10 x + A1a x

V

m0—1 + . . . + A(26) 0,)»o
m1—1 + ...+Ai,»»!

m —1 .x n +...+ AAn = An,0m n + A

die Gestalt der für die Grösse y geltenden Gleichung die folgende
n, 1 n’mn

A() y + Ai y 4- ... +4,_1y + 4, = 0.(27)



Sobald eine beliebige positive die Einheit übertreffende 
Grösse C als Basis gewählt ist, bezeichnet die Exponential- 
function

y=Gx
nach I, § 101 für jedes negative oder positive x einen vollstän
dig bestimmten positiven Werth; die Definition dieser Function 
erstreckt sich demnach auf den Bereich aller reellen Werthe der 
Variable x von — oo bis + oo. Es ist ferner in I, § 102 er
wiesen, dass, wenn ein beliebiger positiver Werth y gegeben 
und der zugehörige Werth x verlangt wird, die aus der in Rede 
stehenden Exponentialfunction durch Umkehrung herv'orgehende 
logarithmische Function

(1)

x = Log y
ebenfalls eindeutig bestimmt ist, Wir werden jetzt den Diffe
rentialquotienten des Logarithmus von y in Bezug auf die Va
riable y aufsuchen und hierauf die Differentiation der Function
Cx nach der Variable x bewerkstelligen.

Man kann dem mit zwei verschiedenen positiven Werthen y 
und y + k gebildeten Quotienten

Log (y + k) —Log y

(2)

(3) k
vermöge des Umstandes, dass die Differenz zweier Logarithmen 
gleich dem Logarithmus des Quotienten ist, die Gestalt geben

MLr)(4)

und diese nach der für den Logarithmus einer Potenz geltenden 
Regel in die folgende verwandeln

Log (l + \1
(3)

y

Differentialquotient eines Logarithmen.52 § io.

Die Aufgabe, den Differentialquotienten einer in solcher Weise 
gegebenen algebraischen Function y von x aufzusuchen, bleibt 
der späteren Behandlung Vorbehalten.

§ 10. Differentiation eines Logarithmen.

^ 
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über; zur Discussion desselben soll der für einen ganzen posi
tiven Exponenten n geltende binomische Lehrsatz benutzt werden, 
der auch in (7) des vorigen § gebraucht ist.

Wir theilen die n +1 Glieder der auszuführenden Ent
wickelung in zwei Theile, von denen der erste die t +1 ersten, 
der zweite die n—t letzten Glieder umfasst. Demnach hat man

(8) = A + B,

n(n— 1) n(n—l)..(n — t+l)/ \f
1.2 \ /’

n(n—1)... 2.1 / 1 \” 
1.2...(n— 1 )n \w /

Da ferner der Zähler eines jeden Binomialcoefficienten 
soviel Factoren enthält wie in der zugehörigen Potenz von

n 1(9) A — 1 + - - + 1 n + ... +1.2

(fn{n — 1)... (n—t)(10) B + ... +1 .2 ....(£ -f 1)

1
— vorhanden sind, so entsteht durch Multiplication jedes ein

zelnen dieser Factoren mit — die Darstellung

n J
1

1-----1
(11) A = l+f + 1.2 1.2.3.../1

(>+4)-§ io. Grenzwerth von 53

Es kommt nun darauf an zu ermitteln, ob der Ausdruck
Ł

, v *

■*7 •(6)

wenn der positive Werth y festgehalten und der positive Werth 
k der Null genähert wird, sich einem bestimmten Grenzwerthe 
nähere, und für diesen Fall den Grenzwerth darzustellen. 
Dieser Zweck lässt sich erreichen, in dem man zuerst die 
specielle Voraussetzung betrachtet, dass statt des abnehmenden

TtWerthes — der reciproke Werth einer positiven ganzen Zahl n

gesetzt werde, die über jedes Mass hinaus wächst. Dadurch 
geht der Ausdruck (6) in den einfacheren

(7)

i—
* 
I S



1
(17) P= 1---- - 1 —n

t— 1
1

n

('-IW-m-i)(12) B= 4- ...1 .2.3...(*4- 1)
n— 1 \

n )('-iK1—)-(14 1.2.3 ...»
Man hat nunmehr Werthe aufzusuchen, die über und unter 

A, und Werthe, die über und unter B liegen. Kennt man 
erstens zwei Werthe, von denen A eingeschlossen wird und die 
bei wachsendem n gegen denselben Grenzwerth convergiren, 
und zweitens zwei Werthe, welche für B dieselbe Bedeutung 
haben, so ist damit auch der Grenzwerth des Aggregats A + B

oder des Ausdrucks (1 n^) ^e^nnc^eu-

Die einzelnen Glieder, aus denen die rechten Seiten von 
(11) und (12) zusammengesetzt sind, haben sämmtlich das po
sitive Vorzeichen; daher wird die Summe durch eine nume
rische Vergrösserung eines einzelnen Gliedes vergrössert und 
durch eine bezügliche Verkleinerung verkleinert. Die in den

1-41
Zählern vorkommenden Factoren 1 — .. sind lauter

n ’ ’
echte Brüche, die vergrössert werden, sobald man sie durch 
die Einheit ersetzt. Aus diesem Grunde gelten die Ungleich
heiten
(13) A < 1 -+—— 4

11 1
+ . . . 4 1.2.3...t ’1.21 1.2.3

1 11(14) Bc 4- . . . +1.2.3..(f + 1) 1.2.3.. (*4-2)
Dagegen ist von den Producten, die in den Zählern der Sum
manden der rechten Seite von (11) stehen, das letzte Product 
das kleinste; deshalb findet sich die Ungleichheit

1.2.3 ...n

(15)^>(l+{ + ~ 1 t—11
1 —-4-..4 1.2.3..* n n. n

Ferner ist
(16) B> 0.
Das auf der rechten Seite von (15) erscheinende Product

(i+i)’.
V n '

§ io.Grenzwertli von54
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nimmt einen ' kleineren Werth an, wofern statt jedes Factors 
der kleinste und zugleich letzte Factor ^1 gesetzt wird;

es ist daher

(>+-’)§ 10. Grenzwerth von 55

t—it— 1
(18) P> 1 n

Man kann die so eben eingeführte (t—1) te Potenz aber
mals nach dem binomischen Lehrsätze entwickeln und erhält 
den Ausdruck

\<—1 1 + (Ï-1) (t—2) /^-lV2 -(19) (l t—lt —t~ 1 = 1 • • O1 1 .2n n n
wo die Vorzeichen der einzelnen Glieder regelmässig abwechseln. 
Ihre numerischen Werthe sind von dem des zweiten ab so be
schaffen, dass jeder aus dem vorhergehenden durch Multipli
cation mit einem Factor entsteht, der kleiner als der nume-

(i-O” ist. Trifft man daherrische Werth des zweiten Gliedes n
über die Zahl it, welche bis dahin jeden unter n liegenden

Werth annehmen durfte, die Verfügung, dass der Bruch n
kleiner als die Einheit sei, so folgt daraus, dass der numerische 
Werth eines jeden Gliedes kleiner als der Werth des vorherge
henden wird. Eine Summe, deren Glieder regelmässig ab
wechselnde Vorzeichen haben und dem absoluten Werthe nach
beständig abnehmen,

a0 — ftj + a2 — a3 + . . . + (— 1) as(20)

lässt sich aber dadurch in Grenzen einschliessen, dass man die 
Addition der auf einander folgenden Glieder entweder nach 
einem negativen oder nach einem positiven Gliede abbricht. In 
dem ersteren Falle wird eine Summe tortgelassen

(Chp a‘2p +1 1 d“ (a9.p+ 2 a2p + 3) d~ - •(21) • ?
die nach der Voraussetzung aus lauter positiven Differenzen 
und bei geradem s aus solchen und noch einem positiven Ele
mente besteht, und deshalb einen positiven Werth hat; in dem 
zweiten Falle dagegen eine Summe
(22) a-2p + 2) (a-2p+ 3 a2p+J

die aus lauter negativen Differenzen und bei ungeradem s aus
(«2 • * ?
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solchen und noch einem negativen Elemente besteht und deshalb 
einen negativen Werth hat. Mithin muss der Werth der Summe
(20) stets grösser sein als die Summe

«0 ai a2 a3 + • • • + a2p—2 a2p—l

und stets kleiner als die Summe
a0 ai a2 • . • • + a2p—2 a2p—l a2p%

Unter der Voraussetzung, die wir nunmehr einführen, dass 

unter der Einheit befindlich sei, ist daher die linke

(23)

(24)

G-l)2

n
Seite von (19) grösser als das Aggregat der beiden ersten 
Glieder, das heisst

(*-l)2t —(25) 1 —— nn
Wenn man also in (15) statt des Products P den in Folge

substituirt, so(*-l)2von (18) und (25) zu kleinen Werth 1 — 
entsteht für A die Ungleichheit
(26) M>^1 + 

bei welcher

n

(t-l]21 1 1 0+ + ..+1.2 1.2.3 ..t1 n

(t — 1)(27) <1n
sein muss.

Es ist leicht, einen von der Zahl n unabhängigen Werth 
anzugeben, welchen die rechte Seite von (14) und darum auch 
die Grösse P selbst niemals erreichen kann. Jedes Glied der 
rechten Seite von (14) wird aus dem vorhergehenden erhalten, 
indem zu dem Nenner successive eine der Zahlen t + 2, t + 3, . . . n 
als Factor hinzutritt. Die ganze Summe hat daher einen 
kleineren Werth als die folgende, bei der statt jedes neuen 
Factors überall die kleinere Zahl 14-1 gesetzt ist,

1 11 1(28) 1 +1.2.3...(£4-1) (t + 1)
Die in der Klammer befindlichen Brüche bilden eine geo

metrische Reihe, deren Summe gleich der Grösse

(ć-fl)"“'-1t+ 1

1
1

(t+l)n~‘(29)
1

14-1
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ist. Weil hier t+1 mindestens gleich Zwei ist, so sind der 
Zähler und Nenner von (29) noth wendig positiv, und wird 
der Werth durch Weglassen der in dem Zähler zu subtra-

vergrössert, wodurch aus (29) der
1

hirenden Potenz n—t(* + i)
Ausdruck

1 / H" 1(30) 1 t1
t +1

entsteht. Es ist also der Werth von (28) kleiner als das Product
t +1 11

(31)
(1.2.3 ... t)t ’1 .2.3.. t(t+ 1) 

und deshalb folgt aus (14) die Ungleichheit
t

1
(32) :n <

(1.2.3 ...t)t
Wenn man dieselbe mit (13) durch Addition verbindet und 
in gleicher Weise (16) mit (26) combinirt, so ergeben sich

für das Aggregat A + B— ^1 + ^ die Einschränkungen

K)W 11 1
(33) + — + ..+ (1.2.3..<)<’1.2.3 ..t1.2

1i(34) Ü2 +
Um zu erkennen, was hieraus unter der Voraussetzung, 

dass n immer grössere Werthe erhält, folge, muss man nament
lich beachten, dass die für t gegebene Bedingung (27), so
bald die Zahl t einem bestimmten Werthe der Zahl n ent
sprechend gewählt ist, für denselben Werth von t und für 
jeden grösseren Werth von n ebenfalls gilt. Die Bedingung
(27) bedeutet in der That nur, dass die Zahl t— 1 kleiner 
als die Quadratwurzel aus der Zahl n sein soll, und wenn 
t — 1 kleiner als die Quadratwurzel aus einer bestimmten Zahl 
n ist, so bleibt t — 1 von selbst kleiner als die Quadratwurzel 
aus jeder Zahl, welche über jenes bestimmte n hinaus
geht. Beispielsweise darf t vermöge der Bedingung (27) für 
n—100 höchstens gleich 10, für n—10000 höchstens gleich 
100 sein, u. s. f.

Nachdem also ein zu einem bestimmten Werthe N der

..+1 1.2.8.J



Zahl n gehöriger Werth von t angenommen ist, möge n nach 
und nach immer grössere Werthe N\ AT", . . bekommen und 
gleichzeitig der Werth von t festgehalten werden; dann bleibt 
in (34) die erste Klammer der rechten Seite ungeändert, während 
der in der zweiten Klammer von der Einheit abzuziehende Bruch

durch das beständige Wachsen seines Kenners beliebig(*-l)2
n

klein wird. Die rechte Seite von (34) nähert sich deshalb stets 
zunehmend dem Werthe der ersten Klammer

1 + 4-
11

(35) + ... ++ 1 . 2
als Grenzwerth. Die rechte Seite von (33) ist gleichzeitig um 
den Betrag

1 1.2.3 ..t

1
(36) (1.2.3...*)*
grösser als (35). Mithin zeigt sich , dass der Werth des

Ausdruckes (1 + —) bei einem ohne Ende wachsenden n von
V »/

der Summe (35) um eine Grösse abweicht, die zwischen einer 
beliebig kleinen negativen und der positiven Grösse (36) liegt. 
Allein es steht nichts im Wege, von vorne herein die zu 
der Bestimmung der Zahl t gebrauchte Zahl n—N so gross zu

wählen, dass der Werth — und in Folge dessen auch der Werthl
(36) beliebig klein wird. Dadurch fällt die Differenz zwischen

dem mit einer wachsenden Zahl n gebildeten Ausdruck ^1 +

und der mit der hinreichend grossen Zahl t gebildeten Summe 
(35) zwischen eine positive und eine negative Grösse von be
liebig kleinem numerischen Werth. Nun hat aber die Summe 
(35) die Eigenschaft, bei einem genügend grossen t einem be
stimmten Grenzwerthe beliebig nahe zu kommen und zwar ist 
der erforderliche Beweis im Vorhergehenden schon enthalten. 
Denn wenn die Summe (35) zuerst mit einem gewissen Werthe 
von t gebildet ist und daher aus t+1 Gliedern besteht, und 
wenn (35) hierauf mit der um beliebig viel grösseren Zahl t1 
gebildet und folglich auf tx +1 Glieder ausgedehnt wird, so 
kommt zu dem ursprünglichen das Aggregat von (t± — t) Gliedern

§ io.Grenzwerth von58
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1 1 1
(35*) + ...+1.2.3...(f + 1) 1.2.3...(ż + 2) 1.2.3 ...t1
hinzu. Dasselbe unterscheidet sich von der rechten Seite von 
(14) nur insofern, als die Zahl n durch die Zahl t1 ersetzt ist. 
Mithin finden alle Schlüsse Anwendung, die vorhin in Bezug auf 
die rechte Seite von (14) angestellt sind, und es leuchtet ein, 
dass das Aggregat (35 *), wie gross auch immer die Zahl t1 
genommen werde, stets kleiner bleibt als der in (31) angegebene

1
von dem schon erwähnt worden ist, dassAusdruck

(1.2.3 ..t)t
er für eine angemessen grosse Zähl t beliebig klein ausfällt. 
Hiermit ist gemäss den in I, § 105 aufgestellten Definitionen 
nachgewiesen, dass die Summe (35) bei beständig vergrösserter 
Gliederzahl t +1 sich einem festen Grenzwerthe nähert oder
eonvergirt, und da der Werth des mit einer wachsenden Zahl n

gebildeten Ausdrucks ^1 + von jener Summe (35) um beliebig

wenig differirt, so nähert sich der in Rede stehende Ausdruck 
demselben Grenzwerthe. Man hat daher das Resultat

(37) lim (l + - -J 11 11— 1 “I” — *4”----- f-1 1.2 1.2.3
für einen beliebig grossen Werth der Zahl t oder eine unend
liche Ausdehnung der betreffenden Summe. Die Reihe ist die
selbe, die in I, § 114 vorkommt, und deren Summenwerth 

e = 2,718281828459045.. . 
daselbst als die Basis des natürlichen Logarithmensystems be
zeichnet ist. Der Werth e geht dort aus der unendlichen Reihe

1.2.3 ..t

(38)

z31 + - + + .. .TX3"
durch Einführung des Werthes z = 1 hervor; das Bildungs
gesetz der letzteren Reihe entstand aber in I, § 112 auf die 
Weise, dass in der Entwickelung des Ausdruckes (1 + #)" für

die Grösse 2 der Bruch - substituirt und statt der auftretendenn
Coefficienten der einzelnen Potenzen von z immer der Grenz
werth angewendet wurde, dem sich der betreffende Coefficient für 
eine ohne Ende wachsende Zahl n nähert.

1.2

(i+D'\ n/Grenzwerth von§ 10. 59
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Nachdem der Grenzwerth des Ausdruckes (7) ermittelt ist, 
lässt sich leicht einsehen, dass der Ausdruck (6)

L. \ *
■*7 ■

von dem die Frage ausging, bei der Annäherung der positiven 
Grösse Je gegen die Null ebenfalls gegen den Grenzwerth e con-

Tcvergirt. Wofern nämlich der positive beliebig kleine Bruch --

nicht selbst dem reciproken Werthe einer ganzen Zahl gleich 
ist, muss derselbe, weil die Reihe der reciproken Werthe 
der natürlichen Zahlen beständig abnimmt und unter jede 
noch so kleine Grösse herabsinkt, zwischen zwei mit der

selben ganzen Zahl n gebildete Brüche — und - fallen. Als-n n + 1
dann ist

n <n 4- 1.Je
Der Ausdruck (6) wird sowohl durch eine Verkleinerung der 
Basis wie durch eine solche des Exponenten verkleinert, durch 
eine Vergrösserung der beiden Elemente vergrössert. Deshalb 
bestehen die Ungleichheiten

(39)

Ł n+1c(i + —Y< ( i +i(40) 1 4- 7n+ 1 y
in denen man

n+l1 11(41) 1 +14 n 4-1 1»4 1 1 4- n + 1

1 + 14-n
( 1 \”+1

setzen darf. Nach (37) convergirt der Ausdruck [ 1 4- ——7\ »4 1/

bei wachsendem n gegen 

den Grenzwerth e, während sich gleichzeitig sowohl der Factor

der Einheit nähert.

ebenso wie der Ausdruck (14- — )
V »/

1 1
wie auch der Factor ( 1 4-1 n1 +

»41

Diflerentialquotient eines Logarithmen. § 10.60
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Differentialquotient eines Logarithmen.§ io. 61

Der Ausdruck (l + ist demnach zwischen zwei Grössen ein

geschlossen, deren jede von dem Grenzwerthe e beliebig wenig 
abweicht, und convergirt deshalb, wie behauptet worden, gegen 
denselben Grenzwerth; es ergiebt sich also

y

V_

(-1)(42) lim . = e.

Durch die Substitution dieses Werthes in (5) erhält man 
den gesuchten Ausdruck für den nach der Variable y su nehmen
den Differentialquotienten der Function Log y, welche su dem 
System von der beliebig gewählten Basis C gehört,

d Log y 1
(43) - — Log e.

y
Es wurde schon vorher daran erinnert, dass, wenn die 

Constante e zur Basis eines Logarithmensystems genommen wird, 
die betreffenden Logarithmen natürliche Logarithmen genannt 
werden. An die Stelle der obigen Gleichungen (1) und (2) 
treten dann die Gleichungen

dy

(1*) y = e, 
x = \ogy,

welches Zeichen, wie in I, auschliesslich für den natürlichen 
Logarithmus gebraucht werden wird. Da nun der Logarithmus 
der Basis in dem bezüglichen System gleich der Einheit ist, 
so folgt aus der Gleichung (43) die Bestimmung für den Dif
fer entialquotienten des Logarithmus naturalis

dlogy

(2*)

1
(44) dy y
Der Differentialquotient des Logarithmus naturalis einer Variable, 
nach dieser selbst genommen, ist somit gleich dem reciprolten Werth 
der Variable.

Der Ableitung des Differentialquotienten einer Exponen- 
tialfunction lassen wir eine allgemeinere Betrachtung vorangehen.



Durch Umkehrüng entstandene Function. § 11.62

§ 11. Beziehung zwischen den Differentialquotienten zweier 
Functionen, von denen die eine die umgekehrte Function der 

andern ist. Differentiation einer Bxponentialfunction.

Es sei eine eindeutige endliche und stetige Function
(1) y = f{x)
für das Intervall a<~x<.b gegeben, ihr Werth bewege sich, 
während x von dem Werthe a bis zu dem Werthe b fortschrei
tet, von dem Werthe p bis zu dem Werthe q. Man setzt aus
serdem voraus, dass zu jedem zwischen p und q liegenden 
Werthe von y ein eindeutig bestimmter Werth x gehöre und 
dass demgemäss die der Function f(x) entsprechende umge
kehrte Function
(2) x = q>(y)
für das Intervall p <^y <Lq gleichfalls eindeutig, endlich und 
stetig gegeben sei. Wenn dann der nach x genommene Diffe
rentialquotient der Function fix) bekannt ist, so kann aus dem
selben überall, wo er einen von Null verschiedenen Werth hat, 
der nach y zu nehmende Differentialquotient der Function cp (y) 
erhalten werden, und umgekehrt.

Nachdem durch die Gleichung (1) zu einem bestimmten 
Werthe x der zugehörige Werth y und zu einem von x ver
schiedenen Werthe xt der zugehörige Werth

yi=f(Xi)(3)
determinirt ist, muss vermöge der getroffenen Annahme bei 
einer numerisch gegen die Null abnehmenden Differenz x1 — x 
die Differenz fixf)—f (x) gleichfalls abnehmen, und es gilt die 
Gleichung

fjxj — f(x) dfjx)(4) lim . dxx1 — x
Da hier zu jedem Werth von y immer ein und nur ein Werth 
von x gehören soll, so entspringt aus der Gleichung (3) die 
Gleichung
(5) x1 = cp (yj,
und weiter folgt, dass, wenn der Werth y1 dem Werthe y ge
nähert wird, die Differenz q)(y1) — cp(y) sich nothwendig eben
falls numerisch der Null nähert. Der Diflferentialquotient der 
Function cp (y) in Bezug auf die Variable y ist dann der Grenz-
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y Qu ) — y(V)wertli des Verhältnisses -, welcher einer gegen die
Vx — y

Null abnehmenden Differenz y1 — y entspricht. Bildet man jetzt 
die Gleichungen

— f{æ) Vi—y yQ/x) — y(y) xx —X(6)
xx —X xx- - - X Vi —y Vi—y

so erweist sich der zweite Bruch als der reciproke Werth des 
ersten; der Grenzwerth von diesem wird für eine abnehmende 
Differenz x1—x durch die Gleichung (4) dargestellt, die ge
nannte Voraussetzung zieht aber die Abnahme der Differenz 
y1 — y nach sich, und der Grenzwerth des zweiten Bruches, der 
für eine abnehmende Differenz yŁ — y gesucht wird, drückt den 

drp{y) d f(x)Differentialquotienten 

nicht verschwindet, ergiebt sich die Bestimmung des Differen- 

aus der Gleichung

aus. Wofern also der Werth
dy dx

d(p{y)tialquotienten dy
dy(y) df(x) 

dy dx(7) = 1.

Vermöge dieser Gleichung ist der eine Differentialquotient gleich 
dem reciprdken Werthe des andern, und entsteht ebenso, wenn der 

d<f(y)Differentialquotient vorliegt und einen von Null verschiede-dy
df{x)nen Werth hat, der zugehörige Differentialquotient

Die hier angestellte Betrachtung schliesst die speciel- 
lere ein, durch welche in § 9 der Differentialquotient einer

dx

1Potenz mit dem gebrochenen Exponenten -- abgeleitet ist. Dem

obigen allgemeinen Satze (7) lässt sich fernereine anschauliche 
geometrische Bedeutung beilegen, sobald x und y als die recht
winkligen Coordinaten eines Punktes in einer Ebene aufgefasst 
werden. Nimmt man an, dass die Abhängigkeit der Ordinate 
y von der Ordinate x durch die in Rede stehende Gleichung 
y-—f(x) festgesetzt sei, so gehört der betreffende Punkt (x,y) 
einer bestimmten Curve an, und nach § 4 und § 5 repräsentirt

d f{x) die trigonometrische Tangente desder Differentialquotient dx
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Neigungswinkels to, welchen die in dem Punkte (x, y) zu der 
Curve construire berührende Linie gegen die positive Seite 
einer Parallele zu der x Axe macht. Die mit (2) bezeichnete 
Gleichung x=tp(y) hängt aber mit der Gleichung (1) so zu
sammen, dass (2) für jeden Werth von y den zugehörigen Werth 
x eindeutig bestimmt. Man darf demgemäss die Ordinate y als 
die unabhängige, die Ordinate x als die abhängige Variable 
ansehen und gelangt dann zu dem Resultat, dass durch die 
Gleichung x — tp(y) genau dieselbe Curve dargestellt wird, 
welche zuerst durch die Gleichung y—fix) bezeichnet wurde. 
Jetzt lege man unter der Voraussetzung, dass die erwähnte 
Abhängigkeit der Ordinate x von der Ordinate y bestehe, durch 
den Punkt {x,y) eine die Curve schneidende Linie und lasse 
diese durch Annäherung des zweiten Schnittpunkts an den 
ersten in die berührende Linie übergehen; alsdann drückt der 

dy(y)Differentialquotient die trigonometrische Tangente desdy
Winkels a aus, welchen die berührende Linie mit der positiven 
Seite einer zu der y Axe gezogenen Parallele bildet. Weil 
aber die construirte berührende Linie eine einzige ist, welche 
nur auf zwei verschiedene Arten betrachtet wurde, weil ferner 
die x und y Axe gegeneinander senkrecht stehen, und weil die 
trigonometrischen Tangenten solcher Winkel, die von derselben 
Linie gegen die beiden Axen gebildet werden, reciproke Werthe 
haben, so müssen auch die auf dieselbe berührende Linie bezüg
lichen Werthe tg to und tga mit einander reciprok sein. In 
dieser Thatsache besteht der geometrische Inhalt der Glei
chung (7).

Wir wenden uns nunmehr zu den Gleichungen (1*) und 
(2*) des vorigen §, die mit den Gleichungen (1) und (2) des 
gegenwärtigen § so correspondiren, dass f(x) durch e und 
gleichzeitig cp(y) durch log y zu ersetzen ist, 

y = e, x — log y.
In Folge der Gleichung (7) ist mithin
(8)

d(ex) dlogy
(9) da? dy

dlogyDer Differentialquotient wird nach (44) des vorigen dy



§ 12.

§ durch den Bruch — dargestellt, welcher für keinen endlichen

Werth der Variable y verschwindet. Man erhält daher für den 
Differentialąuotienten der Exponentialfunction y=e' die allge
mein gültige Gleichung

Differentialquotient einer Exponentialfunction. 65

dy __ 
dx V’

oder, indem die Function selbst eingeführt wird,

(9)

(10) dx
Der Differentialquotient der Exponentialfunction e , nach der 
Variable x genommen, ist mithin gleich der Exponentialfunction 
e selbst.

§ 12. Differentiation einer Function, deren Argument eine 
Function einer unabhängigen Variable ist. Anwendungen 

auf logarithmische Functionen, Exponentialfunctionen 
und Fotenzausdrücke mit veränderlicher Basis und 

veränderlichem Exponenten.

In § 9 ergab sich, dass, sobald die Differentiation einer 
beliebigen rationalen gebrochenen Potenz der unabhängigen 
Variable bewerkstelligt werden kann, die Differentiation einer 
ebensolchen Potenz von einer gegebenen Function der unab
hängigen Variable keine Schwierigkeiten darbietet. Eine be
sondere Anstrengung gehört immer nur dazu, eine Function 
von neuer Bildungsweise oder, nach einem in I, § 22 ange
wendeten Ausdrucke, von neuer Characteristïk zu dififerentiiren. 
Wofern aber die Differentiation einer gewissen Characteristik 
ip (z) in Bezug auf das Argument z gefunden ist, so lässt sich 
der Differentialquotient derjenigen Function, die aus ip (z) ent
steht, indem statt z eine Function f{x) von bekanntem Differen
tialquotienten gesetzt wird, in Bezug auf die Variable x nach 
einer allgemeinen Hegel erhalten. Es sei wieder xl ein von x 
verschiedener Werth, und man habe
(1) z=f(x), z^fixf).
Behufs der Differentiation der Function
(2) u=ip(f(x))

Lipscliitz, Analysis II. 5



wird dem zu untersuchenden Quotienten die Gestalt gegeben
V(f(æi)) — V(f(,s)) _ yjej — yje) —jz m(3) 3, — 3

Die Abnahme der Differenz xx — x zieht die Abnahme der 
Differenz 3X —3 nach sich, und zwar convergirt dabei der Bruch

xx —x X j — X

*1 — g
- gegen den als bekannt vorausgesetzten Differentialquo- 

df{x)

xx —

gegen den ebenfalls als, der Bruchtienten
dx 3 x — 3

Es folgtbekannt angenommenen Differentialquotienten

daher für die Differentiation einer Function, deren Argument eine 
Function der unabhängigen Variable ist, nach welcher differentiirt 
werden soll, die Vorschrift

dxp(f(x)) __ dip (3) df(x)
(4)

dx dz dx
Man erhält hiernach den Differentialquotienten des Loga

rithmus naturalis einer Function f(x) und den Differentialquo-
, indem man erstens ip (s)tienten einer Exponentialfunction e 

durch die Characteristik log3 ersetzt und die Gleichung (44)
des § 10 benutzt, und zweitens für ip(z) die Characteristik e 
einführt und die Gleichung (10) des § 11 anwendet. Die 
Resultate sind, da statt 3 die Function f (x) einzuführeu ist,

d\ogf(x)   1 d f (x)

dx J(5) f{x)dx

d _ ftx) df(x) *
(6) dx dx

Mit Hülfe von (5) lässt sich der Differentialquotient des 
Logarithmus naturalis eines Products von beliebig vielen Func
tionen fx (x) /) (x) . . . f (x) auf doppelte Art darstellen. Man er
hält unmittelbar die Gleichung 

d\og (f^f^xf.f,,(%))_
(7)

dx
d{f{x)f2(x)..f^(x))1

fx 0) /2 (x) .. f^ (x) 

ausserdem aber, weil der Logarithmus eines Products gleich der
dx

66 Function einer Function. § 12.



Summe der Logarithmen der einzelnen Factoren ist, statt der 
linken Seite von (7) den Ausdruck 

dlog/;0)d\ogfx{x)
(8) + . . +

1 dfJx)
da:dx dx

1 dfx(x) dfa (f)1
+ . . +fi(x) f, 0»)dx dx dxx

Die Gleichsetzung der rechten Seiten von (7) und (8) bringt 
dann die auf die Differentiation eines Products von beliebig 
vielen Factoren bezügliche Regel 

d(f'i0*0 • • 40*0)
d x

(9) /i 0*0 f2 0*0 • • 4 0*0
1 d fx (x) df2(x) dfu(x)1 1

+ . .. +f.2(x)fi 0«) 4 0*0
hervor, welche bei einem Product von zwei Factoren mit der 
allgemeinen Regel (18) des § 6 zusammenfällt.

Die Gleichung (6) liefert ungezwungen die Ditferentiation 
einer Exponentialfunction mit einer beliebigen positiven Grösse 
C als Basis, von welcher Function in § 10 ausgegangen wurde. 
Wenn die Basis C mit Anwendung des natürlichen Logarithmen
systems durch den gleichwertliigen Ausdruck e 
so kommt

dx dx dx

logC’ ersetzt wird,

x log Ccx(10) = e
Mithin ist in (6) statt f(x) die Function x\ogC anzuwenden, 
wodurch die Formel für die Differentiation der Function C' 
entsteht,

d{cx) Gx log G.

Auch verdient der Umstand beachtet zu werden, dass die For
meln (5) und (6) zu der Differentiation einer Potenz x aus
reichen, bei welcher der Exponent n eine beliebige Grösse bedeutet. 
Setzt man

(11) dx

n log x
(12) x — e

d{a") gleich dem Pro

duct aus der zu dififerentiirenden Function und dem Dififeren-

so muss nach (6) der Differentialquotient dx

Beliebige Exponentialfunction.§ 12. 67



tialquotienten von n log x sein, der vermöge (5) den Werth 
hat. Es resultirt daher die Gleichung

d ( Xs)
(13) - = n x

dx

welche aussagt, dass der Differentialquotient einer mit einem be
liebigen Exponenten gebildeten Potenz einer unabhängigen Variable 
in Bezug auf die letztere erhalten wird, indem man die mit 
dem um die Einheit Heineren Exponenten gebildete Eotenz der 
Variable mit dem Potenzexponenten multiplicirt. Diese Regel 
ist für die positiven ganzen Exponenten in (25) des § 6, für die 
negativen ganzen Exponenten in (10*) des § 7, für die positiven 
oder negativen rationalen Exponenten in (19) des § 9 ausge
drückt.

Insofern die gegebene Definition einer Exponentialfunc- 
tion nur voraussetzt, dass die Basis eine positive Grösse 
sei, dürfen auch solche Potenzausdrücke in Betracht gezogen 
werden, deren Basis eine Function 9 (x) von der Eigenschaft 
ist, für das in Anwendung kommende Intervall der Variable x 
ausschliesslich positiv zu sein, und deren Exponent eine beliebige 
Function g(x) ist. Um eine so gebildete Function

ffO)y = {d-(x))(14)
in Bezug auf die Variable x zu differentnren, stellt man, wie 
oben mehrfach geschehen, die Function 9(x) vermittelst ihres 
Logarithmus naturalis dar

${x) = eloenx\ 
so dass aus (14) der Ausdruck
(15)

g{x) loga(x)
y=e

folgt. Die Anwendung von (6) giebt dann
(16)

d y_ g(x) iogO (x) d(g(x) log#(ff))
dx dx ’(17)

und vermöge (5) entsteht das Resultat,

*(*> fgjx) d 9(x) , dg ix) 
\9{x) dx

durch welches die gestellte Aufgabe gelöst wird.

'7(0d{ß(x)) log 9- (x)j ,(18) (h> (X))
dx dx

Differentialquotient einer beliebigen Potenz.68 § 12.
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§ 13. Trigonometrische Functionen. 69

§ 13. Differentiation der trigonometrischen Functionen.

Wie in I, § 30 und I, § 103 entwickelt worden, sind die 
trigonometrischen Functionen Sinus und Cosinus für jeden Werth 
des Arguments x in der Weise eindeutig bestimmt, dass sie 
ihrer Grösse nach stets zwischen der negativen und der posi
tiven Einheit enthalten bleiben, und bei der Yergrösserung des 
Arguments um die Zahl 2 n, durch welche das Verhältniss der 
Kreisperipherie zum Radius gemessen wird, immer wieder 
die ursprünglichen Werthe annehmen, oder die Periode 2 7t 
haben. Wenn x und Ji beliebig gegeben sind, werden der
Sinus und Cosinus für die Summe der Argumente x und h ver
möge der Additionsformeln

sin (x + h) = sin x cos h + cos x sin h 
cos (x + h) = cos x cos A — sin x sin A 

durch den Sinus und Cosinus der einzelnen Argumente x und 
A ausgedrückt. Diese Formeln (1) führen zu der Darstellung 
des Differentialquotienten der Functionen sin x und cos x. Man 
erhält für die Differenz sin (x + h) — sin x den Ausdruck 

sin (x + h) — sina? = sin x (cos h — 1) + cos# sinA,

(1)

(2)
wo ausserdem

— (1—cos A) (l + cosA) __ —sin2 A
1 + cos A(3) cos h — 1 =

1 + cosh
gesetzt werden darf, so dass die Gleichung 

sin (x + li) — sin x sin h sin hsin A= cos x —;-------sin xh(4) 1 + cos A AA
entsteht. In derselben Weise findet sich die Gleichung 

cos (x + A) — cosa? — cos# (cosA—1) — sin;» sinA, 
und, unter Anwendung von (3), 

cos (x + A) — cos x

(5)

sin A sin A. sin A= — sina?—z—A
Offenbar hängt die Bestimmung der Grenzwerthe, gegen welche 
die linke Seite von (4) und die linke Seite von (6) für eine 
gegen die Null abnehmende Grösse h convergiren, von dem

entsprechenden Verhalten des Quotienten Sł° - ah. Es ist aber

I, § 103 hervorgehoben, dass der geometrische Satz, nach wel-

(6) cos X 1 + cos A AA



ehern die Länge eines die halbe Kreisperipherie nicht übertref
fenden Kreisbogens grösser als die Länge der zugehörigen 
Sehne, und kleiner als die Summe der beiden in den Endpunk
ten des Kreisbogens construirten und bis zu dem gemeinsamen 
Schnittpunkte verlängerten Tangenten sein muss, für jedes

befindliche Argument h die Ungleichheitenzwischen 0 und

liefert.
sin/fc

(7) sin h<ZhC
|/l — sin2 h

Aus denselben ergiebt sich für den Quotienten ~ 
Schränkung

die Ein-

sm h . r------- . 7 _ sin 7*-=—d, kl — sin2 h < —-—, h h
um derentwillen der bezeichnete Werth stets zwischen der Ein-

(8)

heit und der Grösse fl — sin3A liegt. Nun zeigt die erste der 
beiden Ungleichheiten, dass, wofern man die Grösse h fort
während abnehmen lässt, die Function sin h sich ebenfalls 
der Null nähert. Dadurch rückt die Grösse — sin2 h
beliebig nahe an die Einheit heran, und der Quotient 
sin h der zwischen der Einheit und der Grösse fl— sin2/ah

eingeschlossen ist, convergirt nothwendig gegen die Einheit 
selbst. Die rechte Seite der Gleichungen (4) und (6) enthält

sin li 
1 + cos ll

sich bei abnehmendem h der Null nähert, da der Zähler gegen 
den Grenzwerth Null, der Nenner gegen den Grenzwerth 2 con
vergirt. Demnach hat auf der rechten Seite von (4) der erste 
Summand die Grösse cos x, der zweite die Null, auf der rechten 
Seite von (6) der erste Summand die Grösse—sin^r, der zweite 
abermals die Null zum Grenzwerthe. Es werden also die in 
Bezug auf das Argument x genommenen Differentialquotienten der 
Functionen sin x und cos x für jeden Werth von x durch die For
meln dargestellt

sin hausser dem Quotienten dernoch den QuotientenJi

d sin x(9) — = cos#,
dx

§ 13.Trigonometrische Functionen.70
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cl COS X
(10) — sin x.dx

Die vorhin unter (7) aufgeführten Ungleichheiten sind an 
dem erwähnten Orte I, § 103 benutzt, um zu zeigen, dass die 
Functionen sina; und cos x für jede Ausdehnung des Intervalls 
von x stetig bleiben; ferner wird dort darauf aufmerksam ge
macht, dass die Function tg x in jedem der Intervalle von

n . u Sn- y bis +- -, von +y bis —, 3 7T.

r bis
71—,.. stetig ist, dagegen bei dem Uebersckreiten von jedem

.. und auch von —

der bezeichnten Werthe eine Unterbrechung der Stetigkeit er
fährt, dass ferner die Function cotg x in jedem der Intervalle 
von 0 bis n, von n bis 2 7t, ... und auch von — rc bis 0,. . 
stetig ist, dagegen bei dem Ueberschreiten von jedem der zu
letzt genannten Werthe eine Unterbrechung der Stetigkeit er
leidet. Nach der oben in § 8 eingeführten Ausdrucksweise sagt

Ttman hier, dass die Function tg x für die Werthe # =
3 n

~ 2 ’ ‘ ” T’
x — 0, 7C, 2 tt, .., —7t, —2 tt, ... unendlich gross wird. Der 
Differentialquotient der Function tg x und der Function cotg x 
in Bezug auf die Variable x ist jetzt für eines jener Intervalle 
aufzusuchen, in denen die Stetigkeit der betreffenden Function 
nicht verletzt wird. Man erhält die gewünschte Bestimmung 
aus den Gleichungen

tg [x)

3 nn und die Function cotg x für die WertheJi

sin x cos x 
sin x(11) 5 cotg X

COS X

indem man die zu der Differentiation eines Quotienten zweier 
Functionen dienende Regel (8) des § 7 anwendet.

Es sei zuerst f (x) — sin x, g (x) = cos x, so wird
dg{x)d f (x) cos2 x -I- sin2 x — 1;9 (x) - fix) dxdx

bei der zweiten Annahme f\x) = cos x, g (x) = sin x kommt das 
Resultat

d f[x) dgjx) — sin2 x — cos2 x — — 1.g ix)—fix) dxdx

T rigonometrische Functionen.§ 13. 71
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n ,— und +Jj

arccos# und arc cotg# nur zwischen den Grenzen 0 und n

sehen den Grenzen — die Werthe der Functionen

§ H-Trigonometrische Functionen.72

Mithin entstehen für die Differentialquotienten der Functionen 
tg x und cotg x die Ausdrücke

dig x _ 1 d cotg x — 1
(12) --- 5“ ’COV# sin2 xdxdx

Sobald die Regeln bekannt sind, nach welchen die trigo
nometrischen Functionen in Bezug auf ihr Argument differen- 
tiirt werden, ist man mit Hülfe des § 12 im Stande, sowohl 
trigonometrische Functionen, deren Argument gleich einer Func
tion der unabhängigen Variable gesetzt ist, wie auch solche 
Functionen, deren Argument als eine trigonometrische Function 
der unabhängigen Variable gegeben ist, in Bezug auf die jedes
malige unabhängige Variable zu differentiiren. Die Gleichungen

d cos (x2)d sin (x2) 2x sin (#2),(13) 2#cos(#2),dx dx
d log sin x d log cos x sin xcos x(14) dx dxsin#

mögen als Beispiele dienen.
COS X

§ 14. Differentiation der inversen trigonometrischen 
Functionen. Rein analytische Definition der inversen und 

directen trigonometrischen Functionen.

Zu jeder der im vorigen § behandelten trigonometrischen 
Functionen gehört eine umgekehrte oder inverse trigonome
trische Function, so dass in dem folgenden Schema die in der
selben Zeile befindlichen Gleichungen einander entsprechen, 

y — sin x, 
y — cos x, 
y = tgx,

(1) x = arc sin y
(2) x — arc cos y 

x — arc tg y
y — cotg#, x = arc cotg y.

In I, § 104 ist auseinander gesetzt, dass jede umgekehrte 
trigonometrische Function an sich eine vieldeutige Function 
ihres Arguments ist, jedoch durch Hinzufügung einer Beschrän
kung zu einer eindeutigen gemacht werden kann. Wir lassen 
nun Beschränkungen dieser Art eintreten und setzen fest, 
dass die Werthe der Functionen arc sin# und arctg# nur zwi-

(3)
(4)

K 
: 
<m



genommen werden sollen. Bei den Functionen arc sin x und 
arc cos x muss das Argument x zwischen der negativen und der 
positiven Einheit liegen; wenn dieses Intervall von dem Ar
gument x beständig wachsend durchlaufen wird, bewegt sich 
die eindeutig definirte Function arc sin æ beständig wachsend

bis + dagegen die eindeutig definirteu
Function arc cos x beständig abnehmend und stetig von n bis 0. 
Bei den Functionen arc tg x und arc cotg x darf das Argument 
x jeden beliebigen negativen oder positiven Werth erhalten; 
sobald durch x das Intervall der Werthe von — co bis + co 
immer wachsend durchlaufen wird, bewegt sich die eindeutig 
definirte Function arc tg x immer wachsend und stetig von

TL -i • TL
~T bls + T’
arc cotg x immer abnehmend und stetig von n bis 0.

Unter den angegebenen Voraussetzungen kann man die 
nach dem Argument zu nehmenden Differentialquotienten der 
inversen trigonometrischen Functionen mit Hülfe der Formel (7) 
des § 11 bilden, indem die Characteristik f(x) auf die directe, 
die Characteristik cp (y) auf die correspondirende inverse trigo
nometrische Function bezogen wird, und die Differentialquotien- 
tienten der directen trigonometrischen Functionen nach den Re
geln des vorigen § ausgeführt werden. So entspringen aus dem 
System (1), (2), (3), (4) respective die Gleichungen 

d arc sin y

und stetig von —

dagegen die eindeutig definirte Function

1
(5) dy COS X

d arc cos y _ — 1
sin&(6) dy

d arc tg y
(7) = COS2 Xdy

a»ro_cotgj, ==_siii,a;.
(8) dy

Die auf der rechten Seite erscheinenden Ausdrücke lassen 
sich sehr einfach durch die betreffende unabhängige Variable 
darstellen. In (5) findet man cosx = }/l—£/2, in (6) dagegen 
sin x—^\ —£/2, und zwar in beiden Fällen mit positiver Bedeutung 
des Quadratwurzelzeichens, weil der Cosinus im negativen ersten

Inverse trigonometrische Functionen.§ 14. 73
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Inverse trigonometrische Functionen. § 14.74

und positiven ersten Quadranten, der Sinus in den beiden 
positiven ersten Quadranten das positive Vorzeichen hat; in (6)

endlich in (7) entsprechendI1
kommt cos2# 2">1 + tg2 x 1 + y

1
• Die Differentialquotienten der in-sin2#

1 + y2

versen trigonometrischen Function arcsin?/, arccos?/, arc tg?/ und 
arc cotg?/ werden daher folgendermassen bestimmt:

1 4- cotg2#

d arc sin y 1
(9)

fl—y2dy

— 1d arc cos y
(10)

fl —y2dy

1d arc tg y
(11) i +y‘2dy

d arc cotg y _ — 1
(12)

1+92
Hier möge eine allgemeine Bemerkung über die directen 

und inversen trigonometrischen Functionen eine Stelle finden. 
Wir haben für dieselben im ersten Bande die gebräuchliche 
geometrische Definition zu Grunde gelegt und sind in diesem 
einen Stück von der sonst genau festgehaltenen Regel, geome
trische Betrachtungen nur zur Erläuterung jedoch nicht zur Be
weisführung anzuwenden, abgewichen, da eine rein analytische 
Behandlung dem Anfänger unverhältnissmässig grosse Schwie
rigkeiten verursacht haben würde. Um aber keinen Zweifel 
darüber zu lassen, dass die Lehre von den inversen und directen 
trigonometrischen Functionen in der That lediglich auf analy
tischen Principien beruht, sollen jetzt die Hauptsätze aus einer 
rein analytischen Definition abgeleitet werden. Am erwähnten 
Orte dienten die trigonometrischen Functionen zunächst zu der 
Darstellung einer beliebigen complexen Grösse A + iB in der 
Gestalt

dy

A + iB= P (cos 0 + i sin Ö>).
Später ist die Aufgabe, eine complexe Grösse a + ib zu be
stimmen, deren Quadrat einer gegebenen complexen Grösse 
gleich ist, ohne Zuziehung der trigonometrischen Functionen 
gelöst worden. Indem wir die damals gefundene Lösung auf 
den besonderen Fall anwenden, in welchem die Norm der ge-



gebenen Grosse gleich der Einheit ist, gelangen wir zu der in 
Rede stehenden rein analytischen Definition der inversen und 
damit auch der directen trigonometrischen Functionen.

Es sei a und ß ein Paar reelle Grössen, deren Quadrat
summe den Werth der Einheit hat, mithin a + iß eine com
plexe Grösse von der Norm a2 + ß2 = 1. Dann gestattet die 
Aufgabe, eine complexe Grösse a1+iß1 zu finden, deren Qua
drat gleich a + iß ist, nach I, § 34 zwei und nur zwei Auflö
sungen; wofern Ç das Vorzeichen von ß bedeutet, und das 
Quadratwurzelzeichen überall einen positiven Werth ausdrückt, 
sind dieselben

«i

«i +ißi=~

1 — a+ i 2
und

1 — «
— % 2

Zu beiden gehört die Gleichung
a\ + ß\ =1.

Für das Folgende wird a>0 und ß>0 vorausgesetzt, 
und von den beiden Auflösungen die erste genommen

«1 +*•/?!= iA—“,
r 2+ i

Vermöge dessen hat man nothwendig c^i^O, /?,>(). Es kann 
daher das betreffende Verfahren beliebig oft wiederholt und 
eine beliebig weit ausgedehnte Reihe von eindeutig bestimmten 
complexen Grössen abgeleitet werden *), deren sämmtliche Nor
men gleich der Einheit sind,

«2 + ^2 = ^-4^ +

«3 + ißs = Y^^-

«1

l/l -- «2
2+ i

yi+“? y1—as~ias + ißs = + i 2

*) vgl- L. Seidel, über eine Darstellung des Kreisbogens, des Loga
rithmus und des elliptischen Integrales erster Art durch unendliche Pro- 
ducte, Sitzungsbericht der Bayrischen Academie d. W., vom 9. Novem
ber 1867.
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In Bezug auf diese Beine lässt sich nachweisen, dass die 
reellen positiven Grössen av a2,... as gegen die Einheit, die 
reellen positiven Grössen ßv ß2,... ßs gegen die Null conver- 
giren und sich dabei so verhalten, dass für eine beständig- 
wachsende Zahl s der Ausdruck

2S(1-«,)
die Null, der Ausdruck

2'Ą
eine gewisse positive Grösse zum Grenzwerth hat. Durch diesen 
Grenzwerth wird dann der Bogen definirt, zu dem die reellen 
Grössen a und ß beziehungsweise als Cosinus und Sinus ge
hören.

Wenn man aus der complexen Grösse a + iß die reellen
ßVerbindungen ~ und ß, aus der folgenden Grösse a1 4- ißx

und 2/9 ableitet, so ergeben sich28die correspondirenden «i
durch Zusammenstellen die Ungleichheiten

> 2/9, > ß.
ß ^>

«i
Denn nach dem Obigen ist

_ i» 2}rl —a

]/l + « 1 + aa

1 2und, insofern a>0 ist, —> mithin1 + a
2/9,ß

a ax
Für den Fall a — 0, der vorhin zugelassen wurde, fällt diese 
Ungleichheit fort. Die Ungleichheit

>2/9,

folgt aus dem Umstande, dass a, ein positiver echter Bruch ist. 
Da endlich

2/9,
«i

2 —1/2 (1 — a), ß— |/i — «2 = |/(1—«)( 1 +a)2/9,= 

ist, so muss auch
2/9, >/9

Analytische Definition der trigonometrischen Functionen. § 14.76
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sein; demnach sind die aufgestellten Ungleichheiten vollständig 
begründet. Genau entsprechende gelten offenbar für je zwei auf 
einander folgende complexe Grössen a1 + iß1} a2 + iß2,..., und 
zwar, weil a1 nicht mehr den Werth Null annehmen kann, ohne 
irgend eine Ausnahme ; nämlich

ß: Ml >2ß,>ß1,
«i «2

fi Ms >20, >/?,■,
«2 «3

ß 2ßss—1 >2ßs>ß> s—V
Us-1 Us

Multiplicirt man die erste der vorstehenden Ungleichheiten mit 
2, die zweite mit 4, u. s. f., die (s—l)te mit 2 
sich alle an einander an und liefern die auf eine beliebig 
grosse Zahl s bezügliche Folge

s—1 so schliessen

2* ßs >2'ß,t>..Aß9>2ßl>ß.> . .>
“i «2

Für eine stets wachsende Zahl s überschreitet die Potenz 
2* jeden noch so grossen gegebenen Werth. Weil nun das

s ßProduct 2 ßs für a>0 unter der festen Grösse ^ ; für a = 0 jeden-
ßfalls unter der festen Grösse — liegt, so muss die positive
« i

Grösse ßs für eine hinreichend grosse Zahl s beliebig klein 
werden. Gleichzeitig kann sich die positive Grösse as wegen 
der Gleichung

2 . i
«. + ßs = 1

nur der Einheit als Grenzwerth nähern. Deshalb wird der
2* A und 2* ßs beständig zuneh

mendem s beliebig klein, und die aufgestellte Folge von Un
gleichheiten drückt die eine der zu beweisenden Thatsachen aus, 
dass der Ausdruck 2' ßs bei stets wachsendem s gegen einen 
festen positiven Grenzwerth convergirt. Der letztere heisse 
so dass die Gleichung

Unterschied der Grössen

§ 14. Analytische Definition der trigonometrischen Functionen. 77
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lim . 2S ßs = &
besteht. Um den zweiten Theil der Behauptung zu erledigen, 
braucht man nur die Gleichung

2* (1 “ as) (1 + ces) — 2* ßs ßs
zu bilden und zu erwägen, dass für eine stets zunehmende Zahl 
s auf der linken Seite der Factor 1 + as gegen den Werth 2,
auf der rechten der Factor 2* ßs gegen den so eben eingeführten 
Grenzwerth der Factor ßs gegen die Null convergirt. Alsdann 
ergiebt sich mit Nothwendigkeit die Gleichung 

lim . 2* (1 —as) = 0.
Indem die Grösse S- als der Bogen bezeichnet wird, für 

welchen die gegebenen Grössen a und ß die Gleichungen 
a = cos d-, ß — sin

oder die eine Gleichung
a -f- iß = cos d- -f sin i &

erfüllen, bleibt zu zeigen, dass aus der gewählten Definition die 
Grundeigenschaften der trigonometrischen Functionen hervor
gehen. Hierzu betrachten wir noch eine zweite complexe 
Grösse y +i d, bei welcher ebenfalls

y» + d*=l, y>0, <5>0
ist, und setzen ausserdem voraus, dass

ay — ßd > 0
sei. In Folge dessen befriedigt das Product 

p + iq — (a + iß) (y + id),
in welchem

p = ay—ßd, q = ad-\-ßy 
ist, nach I, § 27 wieder die Bedingungen

p“ + q2= 1, p>0, ^>0.
Man kann nun für die complexen Grössen y + iö und p+iq 
die entsprechenden Reihen von eindeutig bestimmten complexen 
Grössen wie für a -1- iß bilden und schliesst bei ähnlichen Be
zeichnungen aus den Gleichungen

Oi + iQi)2 =P + iq 
(a, + ißty = a + iß 
Oi + iàx Y =y + iô,

dass entweder
Pi + i<h = («i + ißi) Oi + idt)
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oder
Pi + i(h = — («i + ißi) (yi + »<*,) 

sein muss. Hier ist p1 > 0, qt~>0, a1>0, ß1 >0, ^,>0, d,>0; 
weil nun vermöge der getroffenen Annahme

ay—ßdy>0,

und ausserdem nach dem Obigen - > —-Ci CK

Weise -

ferner auf gleiche
2 di ist, so folgty> y.

l>ßä>2ß1 2 d,
«1 /x« y

und daher gewiss
«X Yi — ßi #1> 0.

Aus diesen Gründen besteht von den beiden für p1 + iqx an
gegebenen möglichen Gleichungen in der That nur die erste. 
Ferner ergiebt sich durch Wiederholung derselben Schlüsse die 
Reihe von Relationen

P* + « #2 — (a2 + ^2) (y2 + * 4)
iG + * 2» = (a3 + * ^3) (y 3 + ® ^3)

ib + * 0. = («. + * &) (ys + » <U-
Es möge jetzt der zu der complexen Grösse y + id gehörende 
vorhin definirte positive Grenzwerth X, der ebenso zu der com
plexen Grösse p + i q gehörende positive Grenzwerth cp heissen, 
so dass für eine ohne Ende wachsende Zahl s die den obigen 
entsprechenden Gleichungen

lim . 2s d = X, 
lim . 2* (l — ys) — 0, 

lim . 2S qs = cp, 
lim . 2* (1 —ps) = 0

bestehen. Alsdann correspondiren mit der Gleichung 
a + i ß = cos & -F i sin &

die beiden Gleichungen
y + i ô = cos X + i sin X, 
p + iq = cos cp + i sin cp,

und es leuchtet ein, dass wir die in (1) des § 13 enthaltenen 
Additionssätze der trigonometrischen Functionen bewiesen und
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unser Ziel erreicht haben, sobald festgestellt worden, dass die 
Grösse cp gleich der Summe der Grössen ö und l ist.

Man kann die beiden auf a + i ß bezüglichen Gleichungen 
zu einer einzigen verbinden, in welcher die complexe Grösse 
as + ißs erscheint, indem man die erste Gleichung mit i, die 
zweite mit —1 multiplicirt und hierauf addirt. Das Ergebniss 
lautet

lim.2* (as + ißs — l) = iö.
Ebenso entstehen respective für y + % <5 und p + iq die Glei
chungen

lim. 2* (ys + i ös — 1) = i l, 
lim . 2S (ps + i qs — 1 )=i cp.

Aus der Multiplication der beiden ersten von den dreien 
entsteht das Resultat

lim. 2S ((« + i ßs) (ys + i ös) — (ccs + i ßs) — (ys + i d ) + 1)
—= lim.
2*

ferner durch Hinzufügung der beiden ursprünglichen
öllim . 2's ((as + i ßs) (ys + i ds) — 1) = lim .{iö + il — )•
2*

Wegen der obigen Gleichung
(«, +i ßs) (y, +i ôs) = Ps + * fis

darf die linke Seite durch icp ersetzt werden, ferner convergirt 
die rechte Seite, weil ö und l feste Werthe bedeuten und 
2* mit der Zahl s über jedes Mass hinaus wächst, gegen den 
Grenzwerth iö + il] man gelangt daher nach Weglassung des 
für beide Seiten gemeinsamen Factors i zu der Gleichung

cp — ö + l,
welche zu beweisen war.

Für den bisher ausgeschlossenen Fall a = l, ß = 0 bleiben 
die complexen Grössen a1 + ißi: a2 + iß2, . . . beständig gleich 
der positiven Einheit, so dass für jede Zahl s die Werthe 
ßs = l,/?s = 0 gelten und die Grösse ö gleich Null sein muss. 
In dem anderen extremen Falle cc=0, ß=l bringt das mitge- 
theilte Verfahren für d einen gewissen Werth hervor, der nach
der üblichen Bezeichnung ^ rc zu nennen ist. Wir können nun

U
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den Gang der zu (p + iq) — (a + iß) (y + iä) gehörenden Grösse 
q) = & + 'A unter der Voraussetzung verfolgen, dass a + iß fest, 
y + id veränderlich sei. Dann gehört zu cc + iß der feste Werth 

zu y+id der veränderliche A, der für y = l, d=0 selbst 
gleich Null ist. Hier besteht zwischen den positiven Grössen 
a und p die Ungleichheit

a>p,
da offenbar

a — p = a ( 1 — y) + /? d ;> 0
ist; gleichzeitig muss, weil o2 + ß* — 1, jo2 4- q2 = 1 ist, zwischen 
den positiven Grössen ß und q die Ungleichheit

ß<0_
Statt finden. Es entspricht also unter den geltenden Bedin
gungen jeder Zunahme der Grösse q eine Zunahme von A 
und daher auch der zugehörigen Grösse cp = $ + L Man 
darf hiernach folgern, dass, wofern die Grösse q stets wach
send von der Null bis zu der positiven Einheit fortschreitet,
die zugehörige Grösse cp von der Null bis zu dem Werthe ^ n

zunimmt. Die betreffende positive Grösse p ist dann vermittelst 
der Gleichung

2,2 -,p + q =1
eindeutig bestimmt und nimmt von der positiven Einheit bis 
zur Null ab. Somit überzeugt man sich leicht, dass zu einem
beliebigen zwischen 0 und ^ n gegebenen Werth cp eine voll-

kommen bestimmte positive Grösse q und eine ebensolche 
Grösse p gehört, und kann durch ein mehrfach angewandtes 
Verfahren die Grössen p und q, und daher auch die complexe 
Grösse

p + iq
mit beliebiger Genauigkeit angeben. Auf diese Weise werden

1
für einen zwischen 0 und - n gegebenen Bogen cp die zuge-

hörigen trigonometrischen Functionen p=cosq), q=sinq) ge
funden.

Bedenkt man, dass bei der Folge von Ungleichheiten, 
welche zu der Definition lim . 2* ßs — d geführt hat, der Grenz-

Lipschitz, Analysis II. 6



für ein zwischen 0 und liegendes Argument & gilt. Bisher

sind überhaupt nur complexe Grössen a + i ß von der Norm 
Eins betrachtet worden, bei denen «^>0, ß>Q ist, und zu denen 
Bogen von der erwähnten Beschränkung gehören. Mit Rücksicht 
auf den Umstand, dass jede complexe Grösse a + ib von der 
Norm Eins, wrelche jene Bedingung nicht erfüllt, durch Multi
plication mit — 1, i oder -- i in eine complexe Grösse von der 
bezeichneten Beschaffenheit verwandelt werden kann, glauben 
wir jedoch die für den gegenwärtigen Standpunkt noch er
forderliche Vervollständigung, welche alle complexen Grössen 
von der Norm Eins und die trigonometrischen Functionen von 
beliebigen Bogen umfasst, übergehen zu dürfen.

In den letzten fünf §§ ist die Differentiation der funda
mentalen transcendenten Functionen mitgetheilt worden. Bei 
einer Vergleichung der bezüglichen Differentialquotienten findet 
sich, dass der natürliche Logarithmus und die umgekehrten 
trigonometrischen Functionen zu einer Gruppe, die mit der 
Basis der natürlichen Logarithmen gebildete Exponentialfunction 
und die directen trigonometrischen Functionen zu einer anderen 
Gruppe gehören. Der nach dem Argument genommene Diffe
rentialquotient hat bei jeder Function der ersten Gruppe die 
Eigenschaft, gleich einer algebraischen Function des Arguments, 
bei jeder Function der zweiten Gruppe gleich einer transcen
denten Function des Arguments zu sein. Wie tief dieser Un
terschied gehe, wird sich im weiteren Verlaufe zeigen.

§ 15. Differenzen verschiedener Ordnungen einer Function 
einer Variable.

Der Differentialquotient einer Function einer Variable ist 
in § 5 als der Grenzwerth des Quotienten definirt worden, wel
cher aus der Division der Differenz von zwei Werthen der

Analytische Definition der trigonometrischen Functionen.82 § H.

werth & zwischen den dort vorkommenden, links von der Mitte 
stehenden Grössen eingeschlossen ist, und setzt a = cos #, 
ß — sin #, so ergiebt sich die Relation 

sin & > & >. sin #,

die mit der Relation (7) des § 13 zusammenfällt, und wie diese
COS d'

LO
 S



§ 15. Differenzen verschiedener Ordnungen. 83

Variable in die Differenz der zugehörigen Werthe der Function 
hervorgeht. Indem die Operation des Differenznehmens durch 
eine besondere Charakteristik angedeutet wird, erhält die Dif
ferenz der Werthe der Variable das Zeichen

Jx — h,
die Differenz der entsprechenden Werthe der Function das 
Zeichen

(1)

(2) ,df{x) — f(x + h) — f(x),
und der in Rede stehende Differenzenquotient den Ausdruck 

/1 f {x) _ f(x+ h) — f(x)
(3) h/Ix
Es kann nun die Operation des Differenznehmens wiederholt 
werden, nachdem der Variable x eine Reihe von beliebigen auf 
einander folgenden Werthen
(4) /y» /y» /y» /y*«^2? * * * rc
beigelegt ist. Zuerst entsteht die Reihe der Differenzen der 
ersten Ordnung

J = /K)—/*(» i)
(5)

4f(Xu_ i) =f{xn) —f(xn_f).
Dann ergiebt sich die Reihe der Differenzen der zweiten Ordnung
(6) JJf{x) = Jf(xl) —Jf{x) =f(x2) — 2f(x1) +f{x) 

zUf{xf) — zJf{xf) -Jf{xf) —f{xf) — 2f(xf) +f{xf)

44f{xn_f)==Jf{xn_f)—/lf{xn_ù=f{xn} — 2 f{xn_f) +f{xn_f).

Auf gleiche Weise folgt aus jeder Reihe von Differenzen die 
Reihe der Differenzen der nächst höheren Ordnung, so dass die 
Reihe der Differenzen einer beliebigen pten Ordnung diese ist,

P(P—1)f(xP) -|a^_i)+

(7)<UYw =f{xp+f)-\f{xp) +

f(xp_2)-..+ (-l)Pf(x)

f{Xp_f)- ..+ (-l)Pf{xf)

4VM 1 .2

p(p—1)
1.2

p{p—1) /K_2) - • • + (—1 )Pf{xtl_p).
1.2

In der Darstellung von Jpf(x), Jp f(xf),... Jp f(xn_p) er-



scheinen die V erschiedenen Werthe der Function nach den ab
steigenden Zeigern der Werthe der Variable geordnet, mit ab
wechselnden Vorzeichen versehen und mit den successiven
Binomialcoefficienten vom Exponenten p multiplicirt. Für^>=l 
fällt diese Darstellung mit der in (5) gegebenen Definition zu
sammen. Ihre allgemeine Gültigkeit schliesst man daraus, dass 
die Darstellung, wenn sie für einen beliebigen Werth von p 
richtig ist, für den um eine Einheit grösseren Werth ebenfalls 
gilt. Angenommen, die Gleichungen (7) seien für die Differen
zen der (p — l)ten Ordnung zutreffend, so folgt aus der Defini
tionsgleichung

dv f (%) = dp 1 f(xj — dp 1 f (x)(8)
die Gleichung
(9) dvf{x)

=/(*>)—iH

—ftep-i) + —pV(a>_2)—*,+

Nun erfüllen die auftretenden Binomialcoefficienten die Glei
chungen
(10) *=± + i = f,

welche durch wirkliche Ausführung der Addition leicht zu be
gründen sind und auch aus den Gleichungen (10) in I, § 117 
entstehen, indem daselbst die Zahl n gleich p — 1 und w' gleich 
der Einheit gesetzt wird. Vermöge (10) geht aber die Gleichung 
(9) in die erste Gleichung (7) über, wodurch der erforderliche 
Beweis geführt ist.

Ganz entsprechend kann mit den Werthen x, xv xv.. . 
verfahren werden, so dass man die Gleichungen erhält 

dx —x1 — X 
dx1 = æ3 — X1

(p—l)(p—2)— 1 f(xp-2) — •• + (—!/ VOx)

fix,) + (—lf fix).

1.
p-1 p— 1

1

P (p — 1)0 —2) , p— 1 — * ?
1.2 1.21

(5*)

^ Xn—1 Xn Xn—1
ddx = dxx — dx = x2 — 2x1 + x,
j) .p—i .p—i

d X~d Xt —d X

P
= xp-Txp- i +

p(p—i) xp_2 —l)p X.1.2

Differenzen verschiedener Ordnungen.84 § 16.
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Für manche Zwecke reicht es aus, die Reihe der Werthe 
(4) so zu wählen, dass die Differenz von zwei auf einander 
folgenden immer dieselbe bleibt, mithin

x1 = x + h, x2 — x + 2h, xn = x + nh

ist. Dann verwandelt sich die erste Zeile von (7) in die Glei
chung

Differenzen verschiedener Ordnungen.§ 15. 85

(4a)

(5») /«*)=f(i+Pi)-|rt*+(P-l)ł) + ..+ (—1 )pf(x).

Die Operation, durch welche aus f(x) der Differenzen- 

entsteht, lässt sich ebenfalls wiederholen; hier-si fix)quotient /l x
bei beschränken wir uns gegenwärtig auf die Annahme, dass 
die successiven Differenzen der Variable x constant sein
sollen. Man nimmt nun von dem betreffenden Quotienten die

/tfjx i) /! fix)Differenz ? wo nach der genannten Voraus

setzung Jxx — /ix ist, und dividirt durch die Differenz Jx.

wird alsdann gleich dem

/tx/! xl

4 fix)Die Differenz des Quotienten z1 x
4Ulf'(«)) .Ausdruck ; mithin erhält man die Gleichung/ix

z/2 fix) 
~ (/tx)* ’(11) /Ix

und aus denselben Gründen vermittelst (4a) und (7) durch 
p fache Wiederholung desselben Verfahrens das Resultat

./ [fix)A )

_ /lP f jx)/lxp(12)
Jxp

f(x+ph) —~-f(x + {p — \)h) + ... + (— 1 )Pf(x)

/! x

1

hp
Da für unsere Darstellung nur das Princip der so eben erör

terten Operationen wesentlich ist, und überdies die Anwendung 
keine Schwierigkeiten darbietet, so unterlassen wir es Beispiele 
hinzuzufügen.



Differentialquotienten verschiedener Ordnungen. § 16.86

§ 16. Differentialquotienten verschiedener Ordnungen 
einer Function einer Variable.

Ebenso wie das Verfahren der Bildung eines Differenzen- 
quotienten mehrfach nach einander angewendet wird, wiederholt 
man auch das Verfahren der Bildung eines Differentialquotienten 
und bezeichnet die durch diesen Process entspringenden Func
tionen einer Variable in ähnlicher Weise.

Der nach der Variable x genommene Differentialquotient 
der Function f(x) heisst dann der Differentialquotient der ersten 
Ordnung oder der erste Differentialquotient, der nach der Variable 
x genommene Differentialquotient von diesem der Differential
quotient der zweiten Ordnung oder der zweite Differentialquotient 
der Function fix) in Bezug auf die Variable x, und allgemein 
der nach der Variable x genommene Differentialquotient des 
(p— l)ten Differentialquotienten der Differentialquotient der p ten 
Ordnung oder der pte Differentialquotient der Function f{x) in 
Bezug auf die Variable x. Die von Leibnitz herrührende No
tation, welche sich an die Notation der Gleichungen (11) und
(12) des vorigen § anschliesst, ist die folgende

d2 fix)
(1) dx dx3

/~7w<*(
' dx

)
p—i _ df f (x)

(la) dx dxp
Da die Aufstellung der höheren Differentialquotienten einer 

gegebenen Function auf die successive Bildung erster Differen
tialquotienten hinauskommt, so sind für den genannten Zweck 
keine eigenthtimlichen Methoden erforderlich. Erwähnt zu werden 
verdient das Gesetz der aufeinander folgenden Differentialquo
tienten eines Products von zwei Functionen. Aus der Gleichung

dg (x)d {fix) g(x)) _ df(x)
(2) g (x) + f{x)dx dx dx
folgt durch die erste Differentiation

d'Hfjx) gjx)) _ d*f(x) d*g(x)2df(x) dg {x)
(2 a) g{x)+ dx +f(x)dx2 dx2 dx*dx
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und durch Fortsetzung, wie leicht zu beweisen ist, mit Anwen
dung der Binomialcoefficienten

(2b)
dxp

p dP 1 f(x) d g (x)
1 dxv

Auch lassen sich die aufeinander folgenden Ditferentialquotienten 
von den Grundfunctionen der Analysis leicht angeben, sobald 
die Darstellung ihrer ersten Ditferentialquotienten vorliegt.

Der erste Differentialquotient der mit dem beliebigen Ex
ponenten n gebildeten Potenz x hat nach (13) des § 12 den 
Ausdruck

dp g (x)d1' f(x) g{x) + + • • + t\x)
dxp dxpdx

d{ x11) n—1nx(3) dx
Die Bestimmung der nach einander folgenden Differentialquo
tienten wird vermöge derselben Formel

d2 ( x") —2== n(n — l)xn
dx

(4)
dp (xn) 
dxp

Hierbei giebt sich ein Unterschied zwischen den ganzen 
positiven Potenzen und allen übrigen Potenzen der Variable x 
zu erkennen. Wofern n eine ganze positive Zahl ist, wird derate 
Differentialquotient von x" gleich dem Product der natürlichen 
Zahlen n{n — 1) (n—2).. .1 oderw!, welches n Facultät genannt 
wird; dann verschwindet der {n + l)te und jeder höhere Dif
ferentialquotient unbedingt. Wenn dagegen n nicht gleich einer 
ganzen positiven Zahl ist, so nimmt der numerische Factor 
n{n— 1) in—2)... (n — p + 1) bei keinem Werthe der Ordnungs
zahl p den Werth Null an, und kein noch so hoher Differential
quotient der Potenz x bekommt die Eigenschaft, für ein unbe
stimmtes x zu verschwinden.

Mit Kücksicht darauf, dass der erste Differentialquotient 
des natürlichen Logarithmus in Bezug auf den Numerus nach 
(44) des § 10 gleich dem reciproken Werthe des Numerus ist, 
erhält man die sämmtlichen Differentialquotienten des natür
lichen Logarithmus mit Zuziehung von (3) wie folgt

= n[n — 1)(n — 2)...(n —p + 1)xn p.



' d log x
dx

d2 log x _ — 1
(5) dx2 x2

vd log x P-i 1.2.3.. (p—1)
(- 1)

dxp ' p

Die mit der Basis der natürlichen Logarithmen gebildete 
Exponentialfunction bringt nach (10) des § 11 als den auf das 
Argument bezüglichen Differentialquotienten sich selbst hervor. 
Jede neue Differentiation muss daher wieder dasselbe Resultat 
liefern, und es entsteht für jeden Werth der Zahl p die Gleichung

/(/)
dx

Für die trigonometrischen Functionen sin x und cos x folgen 
aus (9) und (10) des § 13 die Ausdrücke der Differentialquo
tienten

_
(6)

d sin x
COS Xd x

d2 sin x — — sin xd x2 
d3 sin x(7)

— — COS Xd xs 
di sin x — sin x,d x4
d cos x = — sin xd x
d2 cos x
~d^~ = — COS X

(8) d3 cos x = sin xdx3
d4 cos x

— COS X.

Der Umstand, dass der vierte Differentialquotient von jeder der 
beiden Functionen mit der differentiirten Function selbst 
sammenfallt, übt die Wirkung, dass bei fortgesetzter Diffe
rentiation stets dieselben Ausdrücke in der gleichen Reihen
folge wiederkehren. Nun liefert jede ganze positive Zahl p bei

d x

zu-

§ 16.Differentialquotienten verschiedener Ordnungen.88



der Division mit der Zahl Vier einen bestimmten Quotienten q, 
und einen bestimmten Rest r aus den vier Zahlen 0, 1, 2, 3, 
so dass die Gleichung p — iq + r erfüllt wird (I, § 2). Dann 
lassen sich die Differentialquotienten der Functionen sin # und 
cos# von einer beliebig hohen Ordnung so darstellen

rd sin x4 q + i' sin xd
(9) 4 q + r d xd x

4 q + r
dr COS Xd COS X

(10) 4 q+rd x
dabei ist festgesetzt, dass für r — 0 die betreffende Function 
selbst eintrete, und dass für r — 1, 2, 3 die Ausdrücke aus (7) 
und (8) genommen werden.

Die Entwickelung der höheren Differentialquotienten der 
Functionen tg# und cotg# kann man wie die Formation der 
ersten Differentialquotienten in § 13 darauf gründen, dass die 
in Rede stehenden Functionen gleich Quotienten aus den Func
tionen sin x und cos x sind.

Die ersten Differentialquotienten der umgekehrten trigono
metrischen Functionen arc sin x und arc cos x sind nach (9) und
(10) des § 14 respective gleich dem positiv oder negativ ge
nommenen reciproken Werth des Radikals ]/1 — #2, die umge
kehrten trigonometrischen Functionen arc tg x und arc cotg x 
nach (11) und (12) desselben § beziehungsweise gleich dem 
positiv oder negativ genommenen reciproken Werthe des ratio
nalen ganzen Ausdruckes 1 + #2. Hieraus folgt vermöge 
der mitgetheilten Regeln für die Differentiation einer alge
braischen Function, dass der nach x genommene pte Diffe
rentialquotient sowohl der Function arc sin x wie auch der 
Function arccos# gleich einem Bruche ist, dessen Zähler eine 
rationale ganze Function von #, und dessen Nenner die {2p — l)te 
Potenz des Radikals ]/1 — #2 ist, und dass der nach # genom
mene p te Differentialquotient sowohl der Function arc tg # wie 
auch der Function arc cotg # gleich einem Bruche ist, dessen 
Zähler eine rationale ganze Function von #, und dessen Nenner 
die p te Potenz des rationalen ganzen Ausdruckes 1 +■ #2 ist.

Die Begriffe, welche wir als den ersten, zweiten, p ten 
Differentialquotienten einer Function definirt haben, sind auch

Differentialquotienten verschiedener Ordnungen.§ 16. 89
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mit anderen Namen bezeichnet worden. Newton nannte sie 
beziehungsweise erste, zweite, p te Fluxion, Lagrange führte die 
Ausdrücke abgeleitete Function der ersten, zweiten, p ten Ordnung 
oder erste, zweite, p te abgeleitete Function ein, statt deren auch 
die Abkürzungen erste, zweite, p te Ableitung benutzt werden. 
Nach dem Vorgänge von Lagrange notirt man die nach x ge
nommenen Ableitungen der ersten, zweiten, p ten Ordnung einer 
Function y — f (x) durch die Zeichen

y‘ = f'(x), y“ = f“(x), . . yr) = fÜ>) [y).
An dieser Stelle haben wir darauf aufmerksam zu machen, 

dass in I, § 49 die Bezeichnung der auf einander folgenden Ab
leitungen einer rationalen ganzen Function

f (x) — a0x + a1x + .. + an__xx + an, 

welche durch die Gleichungen

f(x) — na0 x 1 + (n — 1) ax x~2+ .. 4- an_x 
f"(x) — n(n—l)a0xn ’ + {n — 1 )(n — 2)a1x 3 + .. + 2.1.a„_2

Ol)

n—1

f°l\x) = n(n-l)(n-2). .2.1
erklärt sind, mit der so eben erörterten allgemeinen Bestimmung 
im Einklänge steht. Die Ableitungen von f(x) treten in der dor
tigen Gleichung (9) auf. Will man dieselbe in unseren gegen
wärtigen Zeichen ausdrücken, so ist wde in I, § 94 statt z das 
Zeichen# und statt Je das Zeichen h einzuführen; dann entsteht 
die Darstellung

• «0

/.(») ( \ f (s) in
1.2 ..n

Die gegebene rationale ganze Function, deren Argument durch 
den zweigliedrigen Ausdruck x + h ersetzt ist, erscheint hier 
nach den auf einander folgenden ganzen positiven Potenzen der 
Grösse h entwickelt. Dte Function f(x) bildet das von h freie 
Glied, der Coefficient jeder einzelnen ganzen positiven Potenz 
von h ist gleich der Ableitung der Function f (x) von gleich 
hoher Ordnung, durch die gleichnamige Facilitât dividirt.

r(x)(12) f(x + h) — f(x) + f‘ (x) h + W + ..+
1.2



Man kann die Operation, durch welche von einer Function, 
die für ein gewisses Intervall der unabhängigen Variable ge
geben ist, der auf die Variable bezügliche Ditferentialquotient 
bestimmt wird, in der folgenden Weise umkehren. Es sei für 
das zwischen den Grössen a und b ausgedehnte Intervall der 
Variable x eine eindeutige, endliche und stetige Function f (x) 
gegeben; verlangt wird eine Function y—cp{x) von solcher Be
schaffenheit, dass der nach der Variable x genommene Diffe
rentialquotient von cp (x) der Function f {x) gleich sei, oder in 
Zeichen, der Gleichung

(1) = f{x)

genüge. Die Lösung dieser Aufgabe heisst die Integration 
der Function f (x) in Bemg auf die variable Grösse x. Mit 
dem Studium der so eben gestellten Frage betreten wir die 
Schwelle der Integralrechnung; wir werden uns aber dem ge
steckten Ziele nicht unmittelbar sondern in der. Art näheren, 
dass wir die Betrachtung einer einfacheren Aufgabe voran
schicken, bei welcher an die Stelle des Differentialquotienten 
der Begriff des Differenzenquotienten gesetzt ist.

§ 17. Integration einer Function. 91

Capitel II.

Principien der Integration.

§ 17. Umkehrung der Aufgabe der Differentiation.

§ 18. Umkehrung der Aufgabe, einen DifFerenzenquotienten
zu bilden.

Innerhalb des von a bis b ausgedehnten Intervalls der 
Variable x, für welches die im vorigen § bezeichnete Function 
f(x) eindeutig, endlich nnd stetig gegeben ist, werde ein von 
a bis ß reichendes Intervall so angenommen, dass die vier 
Werthe a, a, ß, b, nach ihrer algebraischen Grösse auf einander 
folgen. Zwischen den äussersten Werth en a und ß des engeren 
Intervalls schalte man eine beliebige Anzahl unter einander
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verschiedener Werthe ein, welche ebenfalls nach ihrer algebrai
schen Grösse geordnet sind, sonst keiner Beschränkung unter
liegen und folgendermassen ausgedrückt werden, 

cc x0, Xp x2, . . . x„—j, ß Xn.
Indem man die in § 15 eingeführten Bezeichnungen benutzt, 
sind die Differenzen von je zwei auf einander folgenden Werthen 

Jx0 = xl—X0, Jxx = x2 — Xv . . Jxn 
sämmtlich von Null verschieden und Grössen desselben Vor
zeichens. Wofern für das in Rede stehende Intervall eine 
Function F {x) gegeben wäre, so liesse sich mit den Differenzen 
(2) die Reihe von Differenzenquotienten bilden

4 F W F W — F O0) A F W F W — F W- ?-------

4F K-i) F 0») — F 0„_i)

(1)

(2) — Xn Xn—1

(3) JXQ X2—Xix1 — XQ

^Xn-\ Xn - Xn-l

Man erhält nun die am Schlüsse des vorigen § angedeutete 
Aufgabe, in dem man, die gegenwärtig beschriebene Operation 
umkehrend, die Forderung ausspricht, es sollen die auf einander 
folgenden Functionswerthe F(xf), F(xf) .. F (xf) so bestimmt wer
den, dass die Differenzenquotienten (3) der Beihe nach den ent
sprechenden Werthen der Function f{x) gleich seien,

f Oo), f(Xl) • “f(Xn-1)>
oder dass für die Werthe x0, xv . . xn_1 die Gleichung

zi F (x)
(4) f(x)

J X

befriedigt werde.
Die in (4) enthaltenen Gleichungen nehmen, nachdem jede 

mit der im Nenner auftretenden Differenz multiplicirt ist, die 
Gestalt an

F (xf) — F (x0) = f (xf) (x1 — x0) 
F {xf) — F (xf) ~ f(xf) (x2 — xf)

(3)

F(x„)—F(xn_f = f(xn_f) {xn — xn_x)m
Ihre Behandlung beruht auf dem Princip, dass der Bildung einer 
Differenz als umgekehrte Operation die Bildung einer Summe 
entspricht. Indem man zuerst die zwei, dann die drei ersten,
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und so fort, zuletzt alle Gleichungen addirt, entstehen für 
die Differenzen F (xf) — F{xf), F{x3) — F(x0)y . Fn (x) — -F(a?0) 
die Ausdrücke
F(x2)—F(x0)=f(x o) (a?3 — æ0) d-fOJ 02 —xf) 
F(%3)--F{x0)=f(x0)(xr—x0)+fXx1)(x2—x1)+f{x2)(xs—Xz)

(6)

+f{xf}{x—X i) +.. +/faB_1)(3V-aB_1).
Es ist klar, dass die sämmtlichen Grössen F(x0), F(x1),... F(xti) 
vollständig bestimmt sind, sobald eine derselben gegeben ist, 
und dass der Werth dieser einen beliebig gewählt werden darf. 
Wir setzen voraus, dass die Grösse F (x0) beliebig gegeben 
sei, und haben dann in den Gleichungen (6) die vollständige 
Auflösung der gestellten Aufgabe.

Die gegenwärtige Betrachtung schliesst sich an die Ausein
andersetzung Uber Differenzenquotienten an, welche in § 15 des 
ersten Capitels gegeben ist, bindet sich jedoch nicht an die dort 
getroffene Annahme, dass die Differenzen der unabhängigen 
Variable sämmtlich einander gleich oder constant seien. Für 
diese specielle Voraussetzung werden die sämmtlichen Differen
zen (2) gleich dem n ten Theile des Intervalls (ß — a), so dass 
die Gleichungen (6) in die folgenden übergehen

F(x,) - F(x0) = (f(x0) + fix,)) ß—-
. rb

F (x3) — F(x0) = (f(x0) + f(xt) + f (x.f)
(7)

F (xn) — F (x0) = {f (x0) + f(xf) + .. + f{xn_x))

Durch die Gleichungen (1) sind für die äussersten Werthe 
des benutzten engeren Intervalls die Zeichen x0 = a, xn — ß ein
geführt. Es wird daher durch die letzte Gleichung von (6) die 
Differenz F{ß) — F(a), mithin bei einer beliebig gegebenen 
Grösse F(a) die Grösse F(ß) so ausgedrückt 
(8) F{ß) - F(a)

=f(x0) (xx—x0) +f(xf) (x2 — xx) + .. +f(xn_1) (xn—xn_x). 
Unter der Annahme constanter Differenzen tritt statt (8) die 
letzte Gleichung (7) ein
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F(ß) — F(a) — (f(x0) + f{xß) +... + f(xn_l)) »
tv

• (9)

welche besonders zu beachten ist. Man nennt die durch die 
Anzahl dividirte Summe gegebener Grössen das arithmetische 
Mittel der Grössen. Hiernach darf der Inhalt der Gleichung (9) 
so ausgedrückt werden, dass die Differenz F(ß) — F(a) gleich 
dem Product ist, das durch Multiplication des arithmetischen 
Mittels der gegebenen Functionswerthe f(x0), f{xß, . .f(xn__,), 
und des Intervalls (ß — a) entsteht.

§ 19. Geometrische Deutung: eines Summenausdrucks.

Die im vorigen § gelöste Aufgabe zeigt die Eigentüm
lichkeit, dass eine der Grössen F(a), F(xß)... F{ß), für die 
wir F{a) angenommen haben, willkürlich bleibt, dagegen jede 
Differenz aus zweien, mithin auch die Differenz F(ß)— F(a) 
vollständig bestimmt ist. Nun bezieht sich die folgende Unter
suchung auf den Summenausdruck, durch welchen die Differenz 
F (ß) — F (a) dargestellt ist und der so lautet
(1) F(ß)-F(a)

= f(Xo) (X1 — Xo) + f(Xl) (X2 — Xl) + ••• +f(xn-1) (Xn — Xn-1)*

Er erlaubt eine einfache geometrische Interpretation mit Hülfe 
der Curve, welche für die rechtwinkligen Coordinaten x und u 
eines Punktes einer Ebene durch die Gleichung

u = f(x)(2)

bezeichnet wird. Das von a bis ß ausgedehnte Intervall der 
Variable x giebt einen gewissen Theil der x Axe an, und die 
von den eingeschalteten Werthen zu erfüllende Bedingung er
hält den Sinn, dass die Punkte dieser Axe ^,... 
welche den Werthen a, xv x2,...xn_v ß entsprechen, unter ein
ander verschieden sind und gleichfalls der Reihe nach auf 
einander folgen. Der bequemeren Formulirung wegen werde 
vorausgesetzt, dass die Differenz ß—a positiv sei und die 
Function f (x) in dem betreffenden Intervall ebenfalls nur 
positive Werthe annehme. In Folge dessen haben die sämmt- 
lichen Differenzen x1— a, x2 — xv...ß—xn_1 das positive Vor
zeichen und geben das Mass des Abstandes von je zwei ent
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sprechenden Punkten der x Axe an; diese folgen für wach
sende Zeiger in derjenigen Richtung aufeinander, in welcher 
die x Coordinaten zunehmen. Die Lothe, welche in den betref
fenden Punkten gegen die x Axe errichtet werden und deren zweite 
Endpunkte die auf einander folgenden Punkte 9Î0, 9^,... 
der durch die Gleichung (2) definirten Curve sind, liegen sämmt- 
lich auf derjenigen Seite der Abscissenaxe, auf der sich die

positiven Ordinaten befinden; 
die Längen der Lothe wer
den beziehungsweise durch die 
Functionswerthe& ÏÏL.

ßoc& /'(«), /■(*,), /■(*,) • • -f(ß)w ausgedrückt. In der neben
stehenden Figur (8) ist die 
Lage der Axen wie in der 
Figur (1) des § 2 angenom
men , was auch stillschwei
gend immer in Zukunft ge
schehen wird. Zieht man

ii
i

i
I
iI

I durch jeden Punkt der Curve 
eine Parallele 

zur Abscissenaxe bis zu einem 
Punkte, der auf der Ordinate 
des nächstfolgenden Punktes 

oder auf deren Verlängerung liegt, und nennt die neuen Punkte 
respective @x, @2,.. . <Bn, so entsteht eine Reihe von Rechtecken, 
das erste von der Basis — x1—a und der Höhe $ß0 9$0
= f(xo), das zweite von der Basis ^^2=^2—x1 und der 
Höhe = f^xj, u. s. f., das letzte von der Basis
= /?—#„_! und der Höhe = f Der Flächen
inhalt jedes Rechtecks wird durch das Product der Längen 
seiner Basis und Höhe gemessen. Folglich stellen die auf ein
ander folgenden Bestandtheile des auf der rechten Seite von (1) 
befindlichen Summenausdrucks die Inhalte der construirten 
Rechtecke dar, und der ganze Ausdruck ist gleich der Summe 
der Inhalte aller Rechtecke, oder auch gleich dem Inhalte des
jenigen Theiles der Ebene, welcher durch die Abscissenaxe, 
durch die erste Ordinate s,ß09t0, durch die letzte Ordinate $„3^,

at0, n—1
% n % % % # <?

(Figur 8)
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und durch die aus geraden Stücken bestehende gebrochene Linie 
ą, ©j ©g ... begrenzt wird.

Sobald die Differenz ß — a negativ ist, folgen die Punkte 
der Abscissenaxe $ß0, Sßj, ...3$^, in entgegengesetzter Lich
tung gegen das Wachsen der Abscissen auf einander ; wenn die 
Function f(x) innerhalb des Intervalls nur negative Werthe er
hält, liegen die Punkte der Curve 9Î0, Üîj,... 9f/( auf derjenigen 
Seite der Abscissenaxe, welcher die negativen Ordinaten zuge
hören. Durch jede einzelne der beiden Abänderungen erhält 
der obige Summenausdruck das negative Vorzeichen, durch beide 
zusammen nimmt er wieder das positive Vorzeichen an, wäh
rend sein absoluter Werth immer den Inhalt des charakterisirten 
Theiles der Ebene' darstellt.

§ 20. Grenzwerth eines Summenausdrucks.

Um mit Hülfe des gebildeten Summenausdrucks zu einer 
Auflösung der Gleichung (1) des §]7 zu gelangen, nehmen wir 
an, dass die Grössen a und ß festgehalten werden, dass 
die Anzahl der eingeschalteten Werthe der Variable x immer
fort wachse, und die sämmtlichen Differenzen von je zwei 
auf einander folgenden Werthen beständig abnehmen. Dann 
lässt sich auf die Voraussetzung, dass die eindeutige und end
liche Function f(x) in einer sogleich zu erklärenden Weise die 
Bedingung der Stetigkeit erfülle, der Beweis gründen, dass der 
erwähnte Summenausdruck gegen einen festen Grenzwerth con- 
vergirt. Mit den Werthen von x möge in der Weise verfahren 
werden, dass, nachdem eine bestimmte Reihe eingeschaltet ist, 
die wie im vorigen § bezeichnet sei, zwischen je zwei Werthen 
eine Anzahl von Individuen eingeschoben werde, die ebenfalls 
ihrer algebraischen Grösse nach auf einander folgen und die 
Bezeichnungen haben:

a = x00
XQ,l) = X\fi

(1) X0,V • • • X0, p—1 

X1,V * * • Xl,Px—1

= xo> 
= xv

Xn—2, p 2 Xn—1,0 Xn—V Xn—\,X>'"Xn—\,p 1

Xn-1. == Xn,0 =ß-
Pn-1
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Durch dieses Verfahren geht der Summenausdruck
(2) f(Xo) (X~ Xo) + f(xl) (x2~xi) + • • + f(Xn-ùiXn~Xn-ù
in einen neuen Summenausdruck über, welcher durch Addi
tion von n Theilen erhalten wird, von denen der erste aus 
dem Intervall zwischen x0 und x1} der zweite aus dem Intervall 
zwischen x1 und #2, u. s. f., der letzte aus dem Intervall zwi
schen xn_x und xn herrührt. Der erste Theil hat die Gestalt
(3) f(x0>0) {Xq^ ^o,o)'k/n(‘z;o,i^ (^0,2 *h* ■ +f(X0,p-l) (Xo,p X0,p—l)l

die übrigen sind entsprechend gebildet, der letzte Theil ist 
gleich der Summe

(4) /K-i,o)
+ f(.Xn-l,l)(Xn )(Xn -l)-—X ,_ n—l,p-1,2 —hP

In § 17 ist festgesetzt worden, dass die Function f{x) für 
das von a bis b ausgedehnte Intervall der Variable x eindeutig, 
endlich und stetig sei; eine Function heisst aber nach der aus 
I, § 108 in § 1 aufgenommenen Definition stetig, wofern bei je 
zwei innerhalb des bezeichneten Intervalls befindlichen Werthen 
x und x+h die Differenz der zugehörigen Werthe der Function 
f{x + h) — f{oc) für ein gegen die Null abnehmendes h selbst 
gegen die Null abnimmt. Bisher haben wir diese Definition nur 
in solchen Fällen gebraucht, wo von den Werthen x und x + h 
der eine x festgehalten, der andere x + h dem ersteren immer 
näher gerückt wurde. Wenn jedoch die Aussage in vollkom
mener Strenge von je zwei innerhalb des bezüglichen Intervalls 
zu nehmenden Werthen x und x + h gelten soll, deren Dif
ferenz h der Null genähert wird, so steht es frei, jeden der 
beiden Werthe x und x + h nach und nach so zu ändern, dass 
dabei die Differenz h kleiner und kleiner wird, und auch dann muss 
die entsprechende Differenz f{x+h) —f{x) nach der aufgestellten 
Definition gegen die Null abnehmen. Gegenwärtig fügen wir 
noch die Voraussetzung hinzu, dass der numerische Werth 
der Differenz f{x + h) — f{x) für jedes innerhalb der Werthe 
a und b liegende Paar von Werthen x und x + h, sobald der 
numerische Werth von h unter eine gewisse kleine Grösse ô 
herabsinkt, kleiner bleibe als eine beliebig kleine Grösse l. 
Alsdann kann man zeigen, dass derjenige Summenausdruck, in 
welchen sich der Summenausdruck (2) unter Anwendung der

—i
n—1n—1

7Lipschitz, Analysis II.
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eingeschalteten Werthe (1) verwandelt, wenn nur die Werthe
vonxQ, xv... xn_v xn hinreichend nahe an einander liegen 

dem Werthe des Summenausdrucks (2) beliebig wenig ab
weicht.

Es seien die Werthe xv x2,... xH_1 so gewählt, dass die 
Differenzen xx — a, x2— xv... ß — xn_v die nach § 18 sämmtlich 
dasselbe Vorzeichen haben, numerisch unter der kleinen Grösse 
ô liegen. In Folge dessen sind die entsprechend genommenen 
DitFerenzen von je zwei auf einander folgenden Werthen aus (1) 
ebenfalls vou demselben Vorzeichen und numerisch kleiner als 
die Grösse ö. Auch leuchtet es ein, dass die ähnlich gebildeten 
DitFerenzen von irgend zwei Werthen der Variable, die in dem 
Ausdrucke (3) Vorkommen, gleichfalls dasselbe Vorzeichen haben 
und kleiner als ô sind, und dass für die nicht hingeschriebenen 
ähnlichen Ausdrücke und den letzten Ausdruck (4) das gleiche 
gilt. Weil nun die Voraussetzung besteht, dass der numerische 
Werth der Differenz f(x + h)—fix) kleiner als X wird, sobald 
der numerische Werth von h kleiner als ö ist, so darf man 
schliessen, dass die Differenz von je zwei Functionswerthen, 
die in dem Ausdrucke (3) Vorkommen, numerisch kleiner als X 
ist, und denselben Schluss auf die folgenden ähnlichen Ausdrücke 
bis zu dem letzten Ausdruck (4) anwenden. So ergeben sich 
die Ungleichheiten

—X<fix0tl) —f(x0i0)<X, -X<f(x0>2) —f(xJ<X,..— X<fix0 p_f) —f(x0ß)<X,
—X<.f (xhl) — f(xlß) < X, — X<f(xh2) — f(xlß) <X,..— Ą <f(xhpi_1)—fixlß)<X,

(5)<
—X<f(xn_ lfi) - f{xn_, j0) <X, —X<f(xn_h2) —f(x 

— X<if(x
)<),n—1,0

)<X.) —f(%n—1,0n~^’p ,'n—1

Aus der ersten Reihe folgt, dass jeder der Functionswerthe 
fix0j0), fixQjf)...f{x f) zwischen den Grössen fix0ß)—X und 
fix0>0) + X, aus der zweiten Reihe, dass jeder der Functions-

) zwischen den Grössen fix10) — Xwerthe fix10),fixhl),.. .fixh 
und f(x10)+X liegt, u. s. f., schliesslich aus der letzten Reihe, 
dass jeder der Functionswerthe f(xn_lfi), f(.x„—-i,i)>--f(xn.

Pi—i

)
’Pn-l

zwischen den Grössen fixn_10) — X und fixn_10) + X enthalten 
ist. Man substituire in (3), den ähnlich gebildeten folgenden
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Ausdrücken und dem letzten (4) statt der auftretenden Func- 
tionswerthe zuerst gleichzeitig die entsprechenden zu kleinen, 
dann gleichzeitig die entsprechenden zu grossen Werthe. Dann 
gehen aus (3) die beiden Ausdrücke

(/’Ko) (xo,P xo,o)> (/ Oo,o) 4- Ź) Oo,p ^0,0)

hervor, da die Summe der successiven Differenzen %01—%00, 
xo,2~xo.v • • • xo,P~xotP-\ gleich der Differenz æ0ip — æofi ist, und 
diese beiden Ausdrücke schliessen den Werth von (3) in Grenzen 
ein. Man erhält ferner successive die Paare von Ausdrücken
(/ (xi,o) ^) Oj,Pl ^1,0)’

(6)

(/Ko) + ;) (Xi,p— xi,o\
(7)

(f(Xn-l,o)—l)(.Xn ~Xn--J.o)» (K-l^+^K—k/>
welche beziehungsweise die gleiche Bedeutung haben.

Die Werthe der Variable x, die in (6) und (7) Vorkommen, 
gehören, wie sich aus (1) zeigt, sämmtlich zu der ersten Reihe, 
die zwischen a und ß eingeschaltet wurden, so dass (6) in 
die Gestalt

—i.p71—1

(8) (/O0) - *) Oj — K (/Oo) + (X1 - xo)y
und (7) in die Gestalt

(/Oi) — 02 — K (f Oi) + A) 02 — «1)
(9)

(/Ob-i) — *) O, —®B-l)» (/On-i) + A) 0„ ^n-i)
gebracht werden kann. Für den Fall, dass ß — a positiv ist, 
haben die sämmtlichen Differenzen xl— xQ, x2— xv... xn— xn_x 
das positive Vorzeichen und liefert überall der Ausdruck links 
den zu kleinen, der Ausdruck rechts den zu grossen Werth; 
für den Fall, dass ß — a negativ ist, gilt durchweg das Umge
kehrte. In beiden Fällen ist der Werth des zu untersuchenden 
Summenausdrucks, welcher durch Addition der Ausdrücke von
(3) bis (4) entsteht, zwischen den beiden Resultaten einge
schlossen, von denen das eine durch Addition der Ausdrücke 
links in (8) und (9), das andere durch Addition der Aus
drücke rechts in (8) und (9) erhalten wird. Bei der auszufüh
renden Addition lässt sich das erste Mal als Factor von —l, 
das zweite Mal als Factor von l die Summe der Differenzen
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x1—x0, x2 —xv ... xn—xn_x herausziehen, deren Wertli ver
möge einer so eben benutzten Bemerkung gleich der Differenz 
xn—x0=ß — a ist. Dadurch werden die bezeichneten beiden 
Kesultate gleich den Ausdrücken

f(x0) (xx—x0)+f(xx) (x2—xx)+.. +f(xn_1) (xn—xn_x) -1(ß—a) 
f(x o) ix—xo) +f(xx) (x2-xx) +.. +f(xn^) (x- xn_x) +1 (ß—a), 

welche von dem Summenausdruck (2) um das positiv oder 
negativ zunehmende Product aus der Grösse X und der Differenz 
(ß—a) abweichen. Weil aber die Grösse l für einen hinreichend 
kleinen Werth der G.rösse ö, unter welcher der numerische Werth 
der sämmtlichen Differenzen x1 — x0, x<2 — xv.. xn — xn_x ange
nommen ist, beliebig klein wird, und weil die Differenz ß—a 
einen bestimmten endlichen Werth hat, so bekommt auch das 
Product Â (ß—a) einen beliebig kleinen Werth. Mithin ist der 
Summenausdruck, in welchen sich (2) bei einer noch soweit 
fortgesetzten Theilung des Intervalls verwandelt, von den beiden 
Werthen (10) eingeschlossen, deren jeder von (2) um beliebig 
wenig differirt, und daher hat der Ausdruck (2), wie behauptet 
worden, die Eigenschaft, bei fortwährendem Wachsen der Zahl n 
und gleichzeitiger Annäherung der sämmtlichen zwischen a und 
ß eingeschalteten Werthe, gegen einen festen Grenzwerth zu 
convergiren.

Man kann sich durch eine Wiederholung der angewendeten 
Schlüsse davon überzeugen, dass es erlaubt ist, bei den Un
gleichheiten (5) in der ersten Reihe statt des Functionswerthes 
f(x00) stets den Functionswerth f(x10) in der zweiten Reihe 
statt des Functionswerthes f(xx 0) stets den Functionswerth 
f(x2(0) u. s. f., in der letzten Reihe statt des Functionswerthes 

) stets den Functionswerth f(xn0) anzuwenden, und ge
langt so zu dem Ergebniss, dass der zu untersuchende 
Summenausdruck, welcher der Anwendung der eingeschalteten 
Werthe (1) entspricht, bei einer hinreichend kleinen Grösse ô 
um beliebig wenig von dem folgenden Summenausdruck ab
weicht
(2*) f(xß (x, — x0) + f(x2) (x2 — xj + .. + f(xn) (xn — xn_x).
Hierin liegt der Beweis der Thatsache, dass der Werth des 
Ausdrucks (2*) bei genügender Vergrösserung der Zahl n und

(10)1

fixn—],0



gleichzeitiger Annäherung der sämmtlichen zwischen a und ß ein
geschalteten Werthe sich von dem Werthe des Ausdrucks (2) 
ebenfalls beliebig wenig unterscheidet, oder in andern Worten, 
dass der Ausdruck (2) und der Ausdruck (2*) für ein wachsen
des n gegen denselben Grenzwerth convergiren.

Wenn man zwischen den Werthen a und ß einen Werth 
einschaltet und nach dem Schema des Ausdrucks (2) einen 

Summenausdruck für das Intervall von a bis ß^\ einen zweiten
Summenausdruck für das Intervall von ß,(1) bis ß bildet, so 
leuchtet vermöge des geführten Beweises ein, dass unter den 
erwähnten Voraussetzungen bei fortgesetzter Vermehrung der ein
geschalteten Werthe der eine wie der andere Summenausdruck 
gegen einen bestimmten Grenzwerth convergirt, und dass das 
Aggregat dieser beiden Grenzwerthe gleich dem Grenzwerthe 
ist, gegen welchen der auf das Intervall von a bis ß be
zügliche Summenausdruck (2) convergirt. Ein entsprechendes 
Resultat muss entstehen, sobald das von a bis ß ausgedehnte 
Intervall durch die Einschaltung von mehreren Zwischenwerthen 
in eine grössere Anzahl von kleineren Intervallen zerlegt und 
für jedes dieser Intervalle der dem Schema (2) entsprechende 
Summenausdruck aufgestellt wird.

§ 21. G-renzwerth eines Summenausdrucks. 101

§ 21. Bestimmung: des Inhalts eines ebenen 
Flächenstücks.

Die geometrische Deutung, welche in § 19 von dem 
Summenausdruck
(1) fix0) (Xx~ x0) + fixß (x2 — xß) + .. + f(xn_ß) (xn — xn_ß

gegeben ist, lässt sich leicht mit der im vorigen § angestellten 
Betrachtung verbinden. Durch die Einführung der daselbst 
unter (1) angegebenen Zwischenwerthe tritt an die Stelle von 
jedem einzelnen der Rechtecke, deren Inhalte ursprünglich zu 
addiren sind, eine Summe von Inhalten neuer Rechtecke, und 
der so eben bewiesene Satz sagt aus, dass die Gesammtsumme 
der Inhalte aller Rechtecke, die einer noch so weit getriebenen 
Theilung des von a bis ß reichenden Intervalls entsprechen,
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gegen einen festen Grenzwerth convergirt. Wir legen auch 
jetzt die in § 19 erwähnte Voraussetzung zu Grunde, dass 
die Differenz ß — a positiv sei und in dem betreffenden In
tervall die Function fix) nur positive Werthe erhalte. Nun 
weist die Anschauung sogleich darauf hin, dass der Grenz
werth der bezeichneten Summe von Rechtecken den Inhalt 
des Flächenstückes darstellt, welches durch die Abscissenaxe, 
die erste Ordinate x=a, die letzte Ordinate x = ß und die 
gegebene Curve u—f{x) begrenzt wird. Hier gilt aber eine 
ähnliche Bemerkung, wie sie I, § 103 in Bezug auf die Mes
sung der Länge eines Kreisbogens gemacht worden ist. Dort 
wurde die Nothwendigkeit betont, das Mass für die Länge 
eines Kreisbogens zu definiren. In entsprechender Weise muss 
gegenwärtig das Mass für den Inhalt eines Flächenstückes 
definirt werden, welches zum Theil durch eine Curve und 
zum Theil durch gerade Linien begrenzt wird. Es möge auf 
der betreffenden Curve zwischen ihren Endpunkten eine Reihe 
von Punkten eingeschaltet und jeder einzelne mit dem nächsten 
durch eine Sehne verbunden werden ; dann hat das Flä
chenstück, welches durch die ursprünglich gegebenen geraden 
Linien und die so eben bezeichneten Sehnen begrenzt wird, 
einen bestimmten durch das Quadrat der eingeführten Längen
einheit messbaren Inhalt. Wenn dieser Inhalt, indem die 
Anzahl der auf der Curve eingeschalteten Punkte beständig 
vergrössert wird und die Punkte einander näher rücken, gegen 
einen Grenzwerth convergirt, so bezeichnet der letztere den Inhalt 
des FlächenstUckes, das von den erwähnten geraden Linien und 
der gegebenen Curve begrenzt wird. Dass die Bestimmung 
des Inhaltes oder die Quadratur einer Kreisfläche auf dem 
Nachweise der Existenz eines Grenzwerthes für den Inhalt der 
eingeschriebenen und umgeschriebenen Polygone beruhe, ist 
durch die Geometrie der Griechen bekannt. Bei dem vorhin 
erwähnten Flächenstück, welches durch die Abscissenaxe, die 
zu x = a und x = ß gehörenden Ordinaten und die Curve 
u=f(x) begrenzt wird, lässt sich eine entsprechende Be
trachtung anstellen. Dieselbe vereinfacht sich, sobald die Func
tion fix) innerhalb des von a bis ß ausgedehnten Intervalls 
entweder beständig wächst oder beständig abnimmt. Falls die
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Function innerhalb des ganzen Intervalls mehrere Male vom 
Wachsen zum Abnehmen übergeht, so zerlege man das Inter
vall in eine Anzahl von kleineren, die sich von a bis ßW 
von ßW bis ß^\.. erstrecken und in deren jedem die Function 
f (x) die verlangte Beschaffenheit besitzt, und behandle jedes 
dieser Intervalle für sich. Die zu § 19 gehörende Figur (1) ist 
so eingerichtet, dass die Function fix) für den ersten Tlieil des 
Intervalls, der von dem Punkte 0 bis zu dem Punkte s$3 der 
Abscissenaxe geht, fortwährend sinkt, für den zweiten Theil 
des Intervalls, der von dem Punkte bis zu dem Punkte 
der Abscissenaxe reicht, fortwährend steigt. Der Kürze halber 
beschäftigen Avir uns nur mit dem ersten Theile des Intervalls 
und untersuchen demgemäss das Verhalten einer Function f(x), 
die von x — a bis x — ß^ stets abnimmt; die auf der Curve 
liegenden Punkte 9I0, 9I2, . . _17 9îm sollen den Werthen der
Abscisse a = xw xv x2, .. xm_v ß{1) ~ xm, mithin den Punkten 

entsprechen. Wenn jetzt eine Sehne von 9Î0 
nach 9î„ von nach 9I2, u. s. f., zuletzt von 9îm_1 nach 9$m 
gezogen wird, so ist der in der Definition bezeichnete Flä
chenraum durch die Reihe von Sehnen, die erste Ordinate 

9I0, die letzte Ordinate 9Im und das Stück der Abscissen
axe $ß0 begrenzt. Es kommt nun darauf an, diesen Flächen
raum F„ mit der Summe der Flächeninhalte der Rechtecke zu 
vergleichen, die beziehungsweise über den Basen

m—V

$0¥i,Sß, «B*m.

9Im_.1 errichtet sind, näm-mit den Höhen 9ï0, ^ 9^, . . ^ 
lieh mit
(2) f(x0) (x—x0) + f(xx) (x2 -x1)+ ..+ f{xm_f) (xm — xm_x\
und hierauf zu zeigen, dass beide Werthe für eine wachsende 
Zahl m gegen denselben Grenzwerth convergiren. Da die 
Function f(x) in dem vorliegenden Intervall stets abnimmt, so 
leuchtet ein, dass die Summe der Rechtecke (2) grösser als der 
Flächenraum Fm und auch grösser als ein Flächenraum F ist, 
der durch das vorgeschriebene Verfahren, bei der Einschal
tung von beliebig vielen neuen Punkten zwischen den ur
sprünglich angenommenen, erhalten werden kann. In gleicher
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Weise folgt aus dem beständigen Abnehmen der Function fix),. 
dass die Summe der Flächeninhalte von den Eechtecken, bei 
denen zu den Basen ^ $ß2, . . respective die
Höhen ^ div $2 9^, . . $ßM 9îm genommen sind,
(2*) f(xf) {x—.xQ) + f{x2) (x2-xf) + .. . + f(xj (xm~ xm__x), 
welche Summe dasselbe Bildungsgesetz wie der im vorigen § 
mit (2*) bezeichnete Ausdruck befolgt, kleiner als der Flächen
raum Fm und auch kleiner als ein Flächenraum F ist, der durch 
das angegebene Verfahren, vermöge der Einschaltung von be
liebig vielen neuen Punkten zwischen den ursprünglich ange
nommenen Punkten, hervorgebracht werden kann. Wenn aber 
die Differenzen x1—x0, x2—xv...xm—xm_: sämmtlich kleiner 
als eine gewisse kleine Grösse ö sind, so müssen nach der 
schon eingefiihrten Voraussetzung die numerischen Werthe der 
im gegenwärtigen Falle negativen Differenzen

fix i) f{x2) -fix,), . . f(xj -fixm_f)
sämmtlich kleiner als die beliebig kleine Grösse X ausfallen. 
Folglich wird die Summe (2*) von der Summe (2) um eine 
Grösse übertroffen, die stets kleiner bleibt als das Aggregat 
X {xl — x0) + X (x2 — xf) + .. + X (xm — xm_f), welches gleich dem 
Product X ixm — x0) oder X — a) ist. Aus diesen Gründen 
ist das Mass des definirten Flächenraumes F zwischen den 
beiden Ausdrücken (2) und (2*) enthalten, die um weniger als 
die beliebig kleine Grösse X(ß{1)— a) von einander abweichen, 
und deshalb convergirt das Mass des Flächenraumes F gegen 
einen Grenzwerth und zwar gegen denselben, dem sich die 
beiden Ausdrücke (2) und (2*) beliebig nähern. Eine ähnliche 
Erörterung kann in Bezug auf ein Intervall angestellt werden, 
in welchem die Function fix) fortwährend zunimmt. Der In
halt des Flächenraumes, der zu der von a bis ß ausgedehnten 
Strecke gehört, ist aber gleich der Summe der Inhalte der 
Flächenräume, welche zu den einzelnen von a bis ß{1\ von ßw 
bis ß ,... reichenden Strecken gehören. Insofern nun nach einer 
am Schlüsse des vorigen § gemachten Bemerkung der dortige 
Summenausdruck (2) eine Zerlegung in Theile gestattet, die 
sich auf die einzelnen Theile des gegebenen Intervalls be
ziehen, und da nachgewiesen ist, dass der einzelne für ein be-
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stimmtes Theilintervall gebildete Summenausdruck die Dar
stellung des zu diesem Intervall gehörenden Flächenraumes 
liefert, so gilt das Resultat, dass der Inhalt des Fiächenstückes, 
welches von der Abscissenaxe, der zu x — a und der zu x = ß 
gehörenden Ordinate und der Curve u = fix) begrenzt wird, 
gleich dem Grenzwerthe ist, gegen den der Summenausdruck
(1) für eine stets wachsende Zahl n und eine gleichzeitige An
näherung der eingeschalteten Werthe convergirt. Man darf an
nehmen, dass ein beliebig begrenztes ebenes Flächenstück sich 
immer in Flächenstucke zerlegen lasse, von denen jedes die 
vorausgesetzte Art der Begrenzung hat. Mithin ist jetzt ein 
Princip aufgestellt, welches zu der Ausmessung oder Quadratur 
von ebenen Flächenstücken überhaupt genügt.

§ 22. Beweis der Möglichkeit, eine gegebene Function einer 
Variable zu integriren.

Für die Untersuchung des Grenzwerthes, gegen den ein 
auf die angegebene Weise gebildeter Summenausdruck conver
girt, ist es wesentlich, von vorne herein Grössen zu kennen, 
innerhalb deren der Grenzwerth gelegen ist. Bei dem Summen
ausdruck
(1) f(x0) (xi - X0) + f{xx) (x2—xy) + . . . + f(xn_,) (xn — Xn^),
der sich auf das von a bis ß ausgedehnte Intervall bezieht, 
müssen nach der bestehenden Voraussetzung alle dem Intervall 
angehörenden Functionswerthe endlich sein, das heisst, zwischen 
zwei bestimmten Grössen M und N liegen, von denen M im 
algebraischen Sinne die kleinere sein möge. Da die sänimt- 
lichen Differenzen xt — x0, x2 — xv . . xn — xn_x dasselbe Vor
zeichen haben, welches die Differenz ß — a hat, so entstehen 
aus dem Summenausdruck (1) zwei Grössen, zwischen denen 
sein Werth enthalten sein muss, sobald alle Functionswerthe 
das erste Mal durch M, das andere Mal durch N ersetzt werden. 
In dem ersten Falle ergiebt sich das Product M (ß — a), in dem 
zweiten das Product N(ß — a). Beide Ausdrücke sind von der An
zahl n der eingeschalteten Werthe und der Art ihrer Einschaltung 
vollkommen unabhängig, und schliessen deshalb auch den Grenz
werth ein, gegen welchen der Summenausdruck (1) bei einer
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wachsenden Zahl n convergirt. Der vorhin bezeichnete Zweck 
wird deshalb durch den folgenden Satz erreicht:

(I) Wenn die Function f (x) innerhalb des von a bis ß reichen
den Intervalls die Ungleichheiten M<^f(x)<^N erfüllt, so ist 
der Grenzwerth des zugehörigen Summenausdrucks (1) zwischen 
den Grössen Miß — a) und N(ß — a) eingeschlossen.

Aus diesem Satze folgt als Corollar, dass der Grenzwerth 
eines Summenausdrucks (1), bei dem die Grössen a und ß zu
sammenfallen, gleich Null ist.

Wir sind in § 17 von der Annahme ausgegangen, dass die 
Function f(x) für das von a bis b ausgedehnte Intervall gegeben 
sei, und haben in § 18 innerhalb dieses Intervalls den Anfangs
und Endwerth a und ß eines engeren Intervalls gewählt. Die 
Grössen a und ß wurden bis jetzt festgehalten. Von nun ab 
sollen jedoch auch diese als veränderlich gelten, und zwar zu
nächst so dass a ungeändert bleibt, ß dagegen in einen anderen 
Werth ß + h übergeht, wo a, ß, ß + h nach ihrer algebraischen 
Grösse geordnet sind, und ß + h äussersten Falles gleich b 
werden kann. Denkt man sich den Grenzwerth des Summen
ausdruckes (1) zuerst für das Intervall von a bis ß, dann für 
das Intervall von a bis ß + h gebildet, so erfährt der Grenz
werth eine entsprechende Veränderung und darf deshalb als 
eine Function xp (ß) des Endwerthes ß angesehen werden. Das 
von a bis ß + h reichende Intervall lässt sich in zwei Intervalle 
zerlegen, von denen das erste von a bis ß, das zweite von 
ß bis ß + h geht ; nach einem am Schlüsse des § 20 mitgetheil- 
ten Satze ist dann der Grenzwerth des Summenausdrucks, der 
sich auf das ganze Intervall bezieht, gleich dem Aggregat der 
Grenzwerthe der beiden Summenausdrücke, welche den Theil- 
intervallen entsprechen. Wenn daher zwischen x=ß und x—ß+h 
die folgenden Werthe eingeschaltet werden

/* = £„> f„ ß + h = gr

so entstehen für die Grenzwerthe xp (ß) und xp (ß + h) die Aus-
(2)

drücke
. (f(x0)(x—xß) +f(x1){x2-xl) +.. +f{xn_ß(x—xn_l)),

(4) xp(ß+h)=\im.xQ) +f(x1)(x2—xi) +. .+f(xn_1)(xn—xn_1))

+ lim.(ASo) &-&+/&) (&-&)+ .. +/ią_1)tą-ą_1)),
wo die Zahlen n und g über jedes Mass hinaus wachsen.

(3)
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Die Betrachtung der so eben eingefiihrten Function ip(ß) 
wird eine Lösung der Aufgabe liefern, welche in § 17 durch 
die dortige Gleichung (1) ausgedrückt ist. In der letzteren be
deutet x einen zwischen den Grössen a und b liegenden variabeln 
Werth; substituirt man statt x das Zeichen/?, so verwandelt sie 
sich in die jetzt anzuwendende Gestalt

dcp(ß)(5) m-dß
Nach der Bedeutung, welche die Grösse ß bei der Function 
ip (ß) empfangen hat, kann ß jeden Werth annehmen, der 
zwischen dem festzuhaltenden Anfangswerthe a des engeren 
Intervalls und dem Endwerthe b des ursprünglichen Intervalls 
liegt, für das die Function f{x) gegeben ist. Vermöge der ent
wickelten Eigenschaften der Function xp (ß) lässt sich nun die 
Frage beantworten, welches der Differentialquotient der Function 
ip (ß) in Bezug auf die Variable ß sei. Dem Increment h von 
ß entspricht das Increment der Function rp(ß + h) — ff iß), das 
nach den Gleichungen (3) und (4) den Ausdruck erhält
(6) ,,, (ß + h) - y iß) = lim . (f(S0) (£,- £„) + .. + f^) (§-
Für den auf der rechten Seite befindlichen Grenzwerth liefert
aber der so eben abgeleitete Satz (I) zwei einschliessende 
Grössen. Es möge die Function f(x) in dem betreffenden 
Intervall, das sich von ß bis ß + h erstreckt, zwischen den 
Werthen 9J? und liegen, so bekommen die betreffenden 
Grössen, da die Differenz ß+h — ß gleich dem Zuwachs h 
selbst ist, die Werthe dJl h und ‘üflh. Hieraus folgt, indem man 
beide Seiten von (6) durch den Zuwachs h dividirt, dass der

'p(ß + h) — ip (ß)Quotient zwischen den Grössen 9)1 und 91 lie-h
ip(ß + h)—\p(ß) unter der Vorgen muss. Nun ist der Quotient

aussetzung zu untersuchen, dass die Grösse h nach und nach 
stets kleinere Werthe erhält und dadurch das von ß bis ß+h 
reichende Intervall beständig verengert. Es darf aber aus 
der Bedingung, welche in § 20 für die Stetigkeit der Function 
fix) vorgeschrieben ist, geschlossen werden, dass, sobald der 
numerische Werth des Increments h unter eine gewisse kleine 
Grösse d herabgeht, die Differenz von je zwei Functionswerthen

h
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des von ß bis ß + h ausgedehnten Intervalls numerisch kleiner 
als eine beliebig kleine Grösse k bleibt. Indem man also den 
numerischen Werth von h kleiner als ö voraussetzt und die in
dem genannten Intervall vorkommenden Functionswerthe mit 
dem ersten Functionswerth f(M0)=f{ß) vergleicht, zeigt sich, 
dass alle zwischen den Grössen f(ß) — l und f(ß) + k liegen 
müssen und dass es daher erlaubt ist, die letztem Aus
drücke beziehungsweise an die Stelle von äft und üft zu setzen.

ifj(ß + h)—rp(ß)
Der Werth des Quotienten

sehen den Grössen f(ß) — 1 und f(ß) + k eingeschlossen, und 
convergirt, da für ein ohne Ende abnehmendes ô die Grösse l 
beliebig klein wird, gegen den Grenzwerth f(ß). Mithin gilt 
für die Differentiation der Function ip(ß) der folgende Satz:

(II) Der Differentialquotient der durch die Gleichung (3) 
defnirten Function ip (ß), die zu einem von a his ß ausgedehnten 
Intervall gehört, in Bezug auf die Variable ß genommen, ist 
gleich dem Functionswerth f iß), der dem Endwerth ß des be
treffenden Intervalls entspricht.

ist demnach zwi-h

Hiernach hat die Function xp (ß) die Eigenschaft, an die 
Stelle der Function <p (ß) in die Gleichung (5) substituirt, die
selbe zu befriedigen, und bildet eine Lösung der durch die 
Gleichung bezeichneten Aufgabe. Die Function xp (ß) wird das 
von der Grenze a bis zu der Grenze ß ausgedehnte Integral 
der Function fix) genannt und vermittelst des von Leibnitz ein
geführten Integralzeichens J' so bezeichnet

Jf(x)dx,

wobei die Grenzen a und ß ausserdem zu bemerken sind. Bei 
der später nach dem Vorgänge Fouriers angenommenen Notation 
setzt man die untere Grenze der Integration a unter, die obere 
Grenze der Integration ß über das Integralzeichen, so dass die 
Darstellung

r?
xp (ß) = / f(x)dx

entsteht. Durch die Bildung der Function ip (ß) wird die Inte



gration der gegebenen Function f (ß) in Fezug auf die Variable 
ß bewerkstelligt. Mit dem Nachweise der Existenz der Function 
ip (ß) ist zugleich beioiesen, dass die Aufgabe, die gegebene Func
tion f (ß) zu integriren, immer eine Lösung hat.

Das in § 21 entwickelte Princip für die Quadratur von 
ebenen Fläcbenstücken lässt sich jetzt so aussprechen, dass bei 
einer positiven Differenz ß — a und einer positiv bleibenden 
Function fix) der Inhalt des Fläcbenstücks, welches durch die 
Abscissenaxe, die zu a und ß. gehörenden Ordinaten und die

Existenz des Integrals einer Function.§ 22. 109

Curve y=f{x) begrenzt wird, gleich dem Integral j' fix) dx

ist. Mit Rücksicht hierauf pflegt man die Ermittelung des 
Werthes eines Integrals abgekürzt eine Quadratur zu nennen.

§ 23. Ausführung der Integration für einzelne Fälle.

Der vorige § enthält eine Vorschrift zur thatsächlichen 
Ausführung der Integration, das heisst derjenigen Operation, 
welche nach § 17 die umgekehrte Operation der Differentiation 
ausmacht. Da das zwischen den Grenzen a und ß zu neh
mende Integral der Function f{x) als der Grenzwert^ definirt 
wird, gegen welchen der Summenausdruck
(1) fix0) (xl -x0) + f'ixß (x2—xß + ... + f{pcn_ß (xn—xn_ß
bei stets wachsender Zahl n und abnehmenden Differenzen der 
eingeschalteten Werthe convergirt, ist es klar, dass der Werth 
des Integrals in jedem einzelnen Falle mit beliebiger Ge
nauigkeit bestimmt werden kann, indem man den Summenaus
druck (1) für eine hinreichend grosse Zahl n und eine genügend 
fortgesetzte Theilung des Intervalls wirklich berechnet. Der 
hierbei begangene Fehler ist dann nach (10) des § 20 zwischen 
den zugehörigen Grössen —h(ß — a) und X{ß — a) eingeschlossen, 
wobei wir an die I, § 105 mitgetheilten Erörterungen erinnern. 
Um die Abhängigkeit des Integrals

V (ß) — j f{x)dx(2)

von dem Werthe ß seiner oberen Grenze auszudrücken, muss 
die Rechnung für einen festen Werth a der unteren Grenze und
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für eine Folge von verschiedenen Werthen der oberen Grenze 
ß angestellt werden. Ungeachtet dieser sicheren allgemeinen 
Methode bleibt jedoch bei jeder gegebenen Function fix) die

Aufgabe bestehen, den Werth des Integrals j f(x)dx wo mög

lich als das fertige Resultat von leicht zu übersehenden analy
tischen Operationen darzustellen. Ohne eine systematische Be
trachtung zu beginnen, wollen wir das Wesen der letzteren 
Aufgabe durch die Behandlung einzelner Fälle zu erläutern 
suchen.

Es sei die Function f{x) gleich einer Potenz von x mit 
ganzem oder gebrochenem Exponenten

f(x) = x\(3)
zugleich seien a und ß irgend zwei positive Werthe und a der 
kleinere derselben. Die Function f(x) bleibt dann für das von 
a bis ß ausgedehnte Intervall eindeutig, endlich und stetig. In 
Bezug auf die rechtwinkligen Coordinaten x und u stellt die 
Gleichung
(4) u = x
für den Werth Jc= 2, wie sich durch die Vergleichung mit (11) 
des § 2 ergiebt, eine Parabel, für den Werth Jc =—1, wie aus
(5) des § 7 folgt, eine Hyperbel dar. Für alle rationalen Werthe 
des Exponenten Je mit Ausnahme des Werthes —1 ist die Be
stimmung der durch die verschiedenen Curven begrenzten Flächen
räume vor Entdeckung der Infinitesimalrechnung von P. de Fermat 
in der Abhandlung: de aequationum localium transmutatione et 
emendatione ad multimodam curvilineorum inter se et cum reetüineis 
comparationem gegeben worden. Der Grundgedanke dieser 
merkwürdigen in ein geometrisches Gewand gekleideten Arbeit, 
welcher darin besteht, in dem Intervall der zu der Curve gehö
renden Abscissenaxe eine Folge von Punkten so anzunehmen, 
dass ihre von einem bestimmten Punkte gemessenen Entfernungen 
eine geometrische Reihe bilden, lässt den Vorgesetzten Zweck 
schnell erreichen.

Man schalte demnach, um für die angegebenen Voraus
setzungen den Grenzwerth des Ausdrucks (1) zu erhalten, zwi
schen die positiven Grössen « und ß eine Folge von (n — 1)



Grössen so ein, dass sie eine geometrische Reihe mit dem Quo
tienten g darstellen, und setze
(5) x0=a, x1= ag, x2 = ag2,.. .xn_^= agn~\ xn=agn = ß.

In Folge dessen muss der Quotient g gleich der positiven 
wten Wurzel aus der über der Einheit liegenden positiven

sein, mithin selbst einen über der Einheit liegendenGrösse

Werth haben. Der Summenausdruck (1) geht dann vermöge 
der Gleichung (3), durch welche die Function fix) definirt ist, 
in den folgenden über
(6) a {clq — a) + (ag)k (ag2—«(>) + ...+ (ccq" (agn—a g" *).

Hier ist in allen Summanden der Factor (g — 1) enthalten, 
durch dessen Absonderung der Ausdruck (6) die Gestalt annimmt

(«*+1+(«?)i+1+(«^)‘+1+..+(«r')‘+1) (t-1).
Die in der Klammer befindlichen n Grössen bilden eine geo
metrische Reihe mit dem ersten Gliede ak+1 und dem Quotien-

(7)

k + \ , welcher für keinen Werth von h, mit Ausnahme desten q
Werthes der negativen Einheit, gleich der positiven Ein
heit, dagegen für Je = —■ 1 gerade gleich der positiven Ein
heit ist. Aus diesem Grunde wird die Summe der vorliegenden 
geometrischen Reihe, wenn Je nicht gleich — 1 ist, durch die 
Formel

k -f-1(«g”) k+1— a
(8) k +1

wenn dagegen Je— — 1 ist, indem die n Glieder sämmtlich 
gleich der Einheit werden, durch die Zahl
(8*) n
dargestellt. Dem entsprechend erhält der Summenausdruck (7) 
für einen von der negativen Einheit verschiedenen Werth von 
Je die Bestimmung

( re\fc+1
\aQ )

k-1-1— a
(Q — 1)(9) k-j-1 — li'

für Je — —1 die Bestimmung
n (q — 1).(9*)

Da nach (5) das Product ag" gleich der Grösse ß ist, so 
darf der Ausdruck (9) durch den folgenden

§ 23. Fermats Integrationsverfahren. 111
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— 1
(10)

ersetzt werden. Es handelt sich jetzt darum, die Grenzwerthe 
zu finden, gegen welche (10) und (9*) convergiren, sobald man 
die Zahl n über jedes Mass hinaus wachsen lässt. Die Grösse

i

(11) e =

grösser als die Einheit ist, die in I, § 100hat alsdann, da

nachgewiesene Eigenschaft, über der Einheit bleibend der
selben beliebig nahe zu kommen, wobei die sämmtlichen Dif
ferenzen xt — x0, x2— xv ... xn — xn_, der Voraussetzung gemäss 
fortwährend abnehmen. In dem Ausdrucke (10) ist der Factor 

— ah+1 von der Veränderung der Grösse q unabhängig. Für 
— 1

ft+iß
den Quotienten -|+1 unterscheiden wir nach der Beschaffen-

— 1?
heit des Exponenten Je mehrere Fälle.

Wenn Je und daher auch Je + 1 eine positive ganze Zahl 
ist, so gilt die Gleichung

k-\-1
- = 1 + Q + Q2 + ... + Qk ;9(12)

Q — 1
während sich nun die über der Einheit liegende Grösse q der 
Einheit nähert, convergirt jedes Glied der rechten Seite gegen 
die Einheit, mithin die Summe und daher auch der auf der 
linken Seite befindliche Werth gegen die Zahl Tc + 1.

TIst Je gleich einem positiven ganzzahligen Bruche -> folglich
r + s

k-f-1 — i— iQ — e(13)
9- 1 9— 1

so kann man ]
(14) 9 = (J
setzen, wodurch (13) in den Ausdruck

gr+s- 1
a — 1

tibergeht. Die durch (14) definirte Grösse a hat ebenso wie q

r+s— 1 O-- 1O(15)
as— 1 (7S- 1

112 Fermats Integrationsverfahren. § 23.

R i'
ïfc



Fermats Integrationsverfahren.§ 23. 113

die Eigenschaft, abnehmend gegen die Einheit zu convergiren. 
Vermöge der für den Bruch (12) angestellten Betrachtung nähert

1 (J§ 1— der ganzen Zahl r+s, der Bruch — 

der ganzen Zahl s als Grenzwerth, mithin convergirt der Aus-
ff g

druck (15) gegen den Quotienten —-—

Wofern Je und auch Je + 1 gleich einer negativen ganzen Zahl ist, 
hat man

r + s

sich der Bruch —o— 1 — 1

der gleich Je + 1 ist.?

—-/f——11
1 —

9 —1 111\9/
(l ——)

(16) + -,+..+ —k—19 —1 ? 99

und findet als Grenzwerth die Grösse —(—Je—1) = ß + 1. So-
----Tbald Je gleich dem negativen ganzzahligen Bruche —— ist, führt 

die Substitution (14) zu der Darstellung

(j-r+s- 1k+1 —r + s — 1 O-- 1— 19 o(17) 9 — 1 o— 1GS— 1
_-j

- _ - convergirt in Folge der für (12) abgeleiteten

nähert sich,

der Bruch
—r+s + 1oVorschrift gegen die Zahl s, der Bruch -----

falls —r+s positiv ist, aus demselben Grunde, falls —r + s 
negativ ist, nach der für (16) gegebenen Vorschrift dem Werthe 
— r + s, daher nähert sich der Ausdruck (17) beide Male dem 

— r + s

— 1

Quotienten Je + 1.s k+1— 1Auf diese Weise geht hervor, dass der Quotient

bei jedem von der negativen Einheit verschiedenen rationalen 
Werthe von Je gegen den Grenzwerth Ä+l, und deshalb der um
gekehrte Quotient - -f+1 1 gegen den reciproken Werth ^ _j-y 

9 f
convergirt. Demnach liefert der Ausdruck (10) für das ge
suchte Integral der Function xk, falls Je nicht gleich — 1 ist, 
die Darstellung

Lipschitz, Analysis II,

— 1

8



* u Ä + lfc+1ßJ — a(IB) x clx= — 1+ l

Der Ausdruck (9*), welcher zu der Voraussetzung- Je— — 1 
gehört, verwandelt sich mit Hülfe von (11) in das Product

(19)

welches auch als der Quotient

— 1
(20) 1

n
aufgefasst werden kann. Der Grenzwerth, gegen welchen der
selbe für eine wachsende Zahl n convergirt, ist aber nichts 
anderes als der Differentialquotient der mit der positiven Basis

für den Werth z = 0;

denn weil diese Function für z = 0 der Einheit gleich wird, 
so entspricht dem zu dem Werthe Null der Variable z hinzu-

~ gebildeten Exponentialfunction ^

1
gefügten Increment — das Increment der Functionn
Nach der Formel (11) des § 12 wird der Differentialquotient

— 1.

der Function so ausgedruckt

a
(21) logdz
und ist deshalb für den Werth z — 0 gleich dem Logarithmus

8
naturalis des Bruches ^ • Folglich ist der gesuchte Grenzwerth

des Quotienten (20) gleich log woraus für das verlangte 

Integral die folgende Bestimmung entsteht

J' x ] dx — log—*(22)

Fermats Integrationsverfahren. § 23.114
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§ 24.

Hiermit ist die Aufgabe der Quadratur für die Function x‘ 
bei allen rationalen Wer then des Exponenten Je gelöst. Für 
den Exponenten Je = 0, wo sieb die Functon x in die Einheit 
verwandelt, ist der Summenausdruck, dessen Grenzwerth das 
bestimmte Integral ergiebt, durch Fortheben der eingeschal
teten Werthe gleich der Differenz ß — a, und stellt nach 
der eingeführten geometrischen Deutung den Flächeninhalt 
eines Rechtecks dar, dessen Basis durch ß — a und dessen 
Höhe durch die Einheit gemessen wird. Die Gleichung (18) 
enthält bei Je — 2 die von ArcJiimedes gefundene Quadratur 
eines von einem Parabelbogen begrenzten Flächenstücks. Durch 
die Gleichung (22) wird die Quadratur eines von einem Hy
perbelbogen begrenzten Flächenstücks auf die Bildung des 
natürlichen Logarithmus zurückgeführt, der wegen dieser Eigen
schaft auch der hyperbolische Logarithmus heisst.

Unbestimmtes und bestimmtes Integral. 115

§ 24. Unbestimmtes und bestimmtes Integral.

Am Anfänge des § 19 wurde bemerkt, dass bei der Aufgabe, 
welche in § 18 für die Functionswerthe F(a),F(x1),F(xi),...F(ß) 
gestellt ist, einer derselben willkürlich bleibt, und als solcher 
galt F(a). Für die entsprechende Aufgabe, welche durch die 
Gleichung (1) des § 17 ausgedrückt wird,

=m,(i) dx
und die Integration einer gegebenen Function fix) verlangt, ist 
in § 22 gezeigt worden, dass sie eine Lösung erlaubt oder 
möglich ist. Man sieht aber leicht ein, dass diese Aufgabe 
mehr als eine Lösung zulässt. Denn gesetzt, es sei auf 
irgend eine Weise eine Function cp {x) gefunden, welche der 
Gleichung (1) genügt, so muss das Aggregat von cp (x) und einer 
willkürlichen von x unabhängigen oder constanten Grösse c

cp {x) + c
die Gleichung ebenfalls erfüllen, da der Diflferentialquotient 
einer constanten Grösse gleich der Null und der Diflferential
quotient eines Aggregats gleich dem Aggregat der Differential
quotienten der beiden Summanden ist. In § 6 sind beide 
Sätze bewiesen und durch die dortige Gleichung (19) auf den 
gegenwärtigen Fall angewendet.

(2)
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Um aber zu erfahren, ob es möglich sei, die sämmtlichen 
Auflösungen der Aufgabe (1) dadurch aus einer einzigen abzu
leiten, dass man zu der letzteren eine willkürliche Constante ad- 
dirt, wollen wir annehmen, dass zwei gegebene Functionen cp (x) 
und / (x) der Aufgabe genügen, und untersuchen, was hieraus 
für die beiden Functionen folge. Die Subtraction der Gleichung
(1) von der auf die Function %{x) bezüglichen entsprechenden 
Gleichung

d/(x)(3) mdx
erzeugt die Gleichung

dx {x) d (p (x)(4) = 0,dx dx
deren linke Seite gleich dem Differentialquotienten der Differenz 
%{x) — cp (x) ist. Wenn daher die Bezeichnung
(5) x(æ) — (p(x) = o(x)
gebraucht wird, so geht (4) in die Gleichung

doQ) _q(6) dx
über. Die Function f (x) ist für das von a bis b ausgedehnte 
Intervall der Variable x gegeben. Aus der Voraussetzung, dass 
sowohl die Function cp (x) wie die Function 7 (x) für das ganze 
Intervall die Gleichung (1) respective (3) erfüllen, folgt alsdann, 
dass auch die Differenz a (x) innerhalb des ganzen Intervalls der 
Gleichung (6) genüge, das heisst, einen verschwindenden Diffe
rentialquotienten habe.

Jetzt bleibt zu entscheiden, ob der in § 6 mit (1) be- 
zeichnete Satz umgekehrt werden dürfe, das heisst, ob eine 
Function v (x), deren Differentialquotient für ein gewisses 
Intervall der Variable gleich Null ist, innerhalb desselben 
nothwendig constant sei. Es wird sich zeigen, dass die Frage 
unter einer noch zu erwähnenden Bedingung zu bejahen ist.

Eine Function muss innerhalb des ganzen von a bis b 
reichenden Intervalls von x constant sein, sobald für je zwei 
in demselben angenommene Werthe a und ß die Gleichung 
v (ß) — v (a) besteht. Für eine Function v (x), von der ange
nommen wird, dass innerhalb des von a bis b ausgedehnten

Intervalls der Variable x der Differentialquotient gleich
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Null sei, wähle man zwei beliebige Werthe der Variable 
a und ß, schalte zwischen denselben wie in § 18 eine Folge 
von Grössen ein, welche wie dort bezeichnet werden und ge
ordnet sind,
(7) a=x0, xlt xv... xn_v ß = xn,

und stelle die Folge von Differenzenquotienten auf
v [xj — V (x0) V (a?2) — v Oj) v(Xn) — v(xn-L)

(8) 5 • •

xi — X0 CC y Xn~Xn-l

Sobald die Differenz x1 — x0 numerisch beliebig klein wird, 
nähert sich der erste Quotient dem in Bezug auf die Variable 
x genommenen Differentialquotienten der Function v (x) für 
x = x0 ; in gleicher Weise convergirt der zweite Quotient, wenn 
x2 — xx numerisch beliebig klein wird, gegen den Differential
quotienten der Function v (x) für x = xx, und das entsprechende 
gilt für jeden in (8) vorkommenden Quotienten. Die Voraus
setzung, dass der nach der Variable x genommene Differential
quotient der Function v (x) in dem ganzen von a bis 6 ausge
dehnten Intervall gleich Null sei, betrifft deshalb jeden Werth, 
der zwischen a und ß liegt oder einem von diesen Werthen 
gleich ist. Deshalb convergirt jeder der in (8) enthaltenen Quo
tienten bei beliebiger Verkleinerung der im Nenner stehenden 
Differenz als Grenzwerth gegen die Null. Es muss also der nume
rische Werth eines jeden Quotienten, wofern der numerische Werth 
des Nenners unter eine gewisse kleine Grösse â herabgeht, beliebig 
klein werden. Die vorhin erwähnte Bedingung, die wir nunmehr

v{x + h)— v(x)eintreten lassen, besteht darin, dass der Quotient

für jedes zwischen a und b angenommene Paar von Werthen 
x und x + h stets numerisch kleiner werden soll als eine und 
dieselbe beliebig kleine Grösse /n, sobald die Differenz h nume
risch kleiner als die kleine Grösse ô ist. Nachdem durch eine 
hinreichende Vergrösserung der Zahl n und entsprechende 
Annäherung der Zwischenwerthe die sämmtlichen Differenzen 
xx—xw x2—xv..xn—xn_x kleiner als ô geworden sind, folgen 
aus der festgesetzten Bedingung für die sämmtlichen in (8) ent
haltenen Quotienten die Ungleichheiten

h
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viæj—vjxo) <. /t— f.i <C(9) Æ’j — X0 

V (x2) — V OJ— jLl <1
X2 — xx

v(xn)—v{xn__x)
<C /i.— f.i <C

æ„— Xn-l

Die Differenzen^ — x0, x2— x0,.. xn— xn_1 haben einerlei Vor
zeichen wie die Differenz ß—a, so dass durch Multiplication 
jeder Ungleichheit mit dem betreffenden Nenner für ß — 0
die Ungleichheiten
(10) — f.l(xi —X0) <iv(xi)— v(x0) <L/l(xi—x0)

— /l (x2 — xf) < v (x2) — V (xf) <C /l (x2 — x1 )

- /I (xn - xH_ß < V (xn) - V (xn_f) < /I (xn - xn_x),

für ß — a<c0 diejenigen Ungleichheiten entstehen, welche aus 
(10) durch die Vertauschung von — /i und /i erhalten werden. 
Die Addition der Ungleichheiten (10) ergiebt durch einen mehr
fach benutzten Schluss für eine positive Differenz ß—a das 
Resultat
(11) — fi (ß — a) < v (xn) — v (x0) </i(ß— a), 
während bei einer negativen Differenz ß — a auf entsprechende 
Weise das Resultat 
(11*)

hervorgeht. Mithin ist die Differenz v(xn)—v(x0) = v(ß)—v(a) 
immer zwischen den Grössen —/i(ß—a) und /i (ß — a) einge
schlossen, und muss, weil der Werth /i unter jede Grösse herab- 
gecfrückt werden kann und gleichzeitig die Differenz ß — a 
endlich ist, selbst unter jede noch so kleine Grösse herabsinken 
oder gleich Null sein. Unter der angegebenen Voraussetzung 
besteht also der Satz, dass eine Function v(x), deren nach x ge
nommener Differentialquotient innerhalb des von a bis b ausge
dehnten Intervalls von x gleich Null ist, in diesem Intervall einen 
constanten Werth haben muss.

Der gegenwärtige Satz lässt schliessen dass die Differenz 
%(x)—cp(x), welche nach (5) und (6) gleich einer Function 
<7 (a?) ist, deren Differentialquotient für das von a bis b ausge-

/i (ß — a)<v (xn) — v (x0) < — g (ß — a)



dehnte Intervall von x verschwindet, in dem ganzen Intervall 
gleich einer Constante sein muss. Wenn die Functionen 
<p(x) und yßx) für das von a bis b reichende Intervall von x

(p (x + h) —<f) (x)die Gleichung (1) so erfüllen, dass ■f(x) beih
hinreichend kleinem h für jedes x unter derselben beliebig

/Q + ft) —y(x)kleinen Grösse liegt, und — f (x) der gleichen

Forderung genügt, so entspricht die Differenz y(x) — cp(x)=o(x) 
den Bedingungen des für v(x) bewiesenen Satzes, und y(x) 
entsteht aus (p{x) durch Addition einer Constante c. 
Auflösungen der Aufgabe (1) werden alsdann in dem Ausdrucke 
(2) vermittelst einer einzigen Auflösung cp{x) dar gestellt.

Diese Betrachtung lässt sich anwenden, um diejenige Auf
lösung, welche in den vorhergehenden §§ nachgewiesen und als 
Grenzwerth eines Summenausdrucks definirt ist, mit einer belie
big gegebenen Auflösung zu vergleichen. Damit die Bezeich
nungen übereinstimmen, werde wieder mit ß ein veränderlicher 
Werth angedeutet, der zwischen einer beliebigen festen Grösse 
a und der gegebenen Grösse b liegt, und ferner

h

Alle

ip{ß) = f f{x)dx(12)

gesetzt. In § 22 ist am Schlüsse des Beweises von Satz (II) aus 
der für/Xæ) vorgeschriebenen Stetigkeitsbedingung gefolgert, dass

falls h unter einer kleinen Grösse dv* (ß + h) — y>{ß)der Quotient h
liegt, von der Grösse f(ß) um einen Betrag abweicht, der unter 
der dort eingeführten beliebig kleinen Grösse X enthalten ist. 
Diese Thatsache bedeutet nichts anderes, als dass der Ausdruck 
ip (x 4- h) — rp {x) f(x), sobald h kleiner als ô ist, für jedes

vorkommende x = ß unter derselben beliebig kleinen Grösse X 
bleibt. Wenn daher durch eine zweite gegebene Function (p (x) 
für das von a bis b reichende Intervall die Gleichung

h

(13) =m
(f)(x + h) — (p(x)in der Weise erfüllt wird, dass der Ausdruck fix)h

§ 24. Unbestimmtes und bestimmtes Integral. 119
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bei hinreichend kleinem Ti für jedes vorkommende x=ß unter 
derselben beliebig kleinen Grösse enthalten bleibt, so haben die 
Functionen xp{x) und cp{x) die Eigenschaften, welche vorhin 
von den Functionen %{x) und cp {x) verlangt wurden, und die 
Function cp(ß) muss gleich dem Aggregat von ip(ß) und einer 
Constante c sein,
(14) (ß) = <P (ß) + c-

Der Werth der Constante c kann durch die Betrachtung 
eines einzelnen Falles bestimmt werden. Das Corollar zu dem 
Satze (I) des § 22 hat nach der jetzt eingeführten Ausdrucks
weise den Inhalt, dass das über eine Function fix) von a bis ß 
ausgedehnte Integral gleich Null wird, sobald die obere Grenze ß 
mit der unteren Grenze a zusammenfällt. Daher verschwindet 
das Integral r/'(a), und bei der Substitution des Werthes ß = a 
in (14) entsteht die Gleichung
(15) 0 = q> («) -f c,
vermöge welcher die Constante c gleich dem negativ genom
menen Functionswerthe cp{a) ist. Die Subtraction der Gleichung
(15) von der vorhergehenden (14) erzeugt aber die folgende Darstel

lung des Integrals ipiß) oder/' f(x)dx durch die Function cp{x)
a

/ f(x) d(x) = ff iß) — cp («).(16)

Mit der vorstehenden Gleichung öffnet sich der Einblick 
in die Verknüpfung zwischen dem Integral, welches über eine 
Function f(x) zwischen den gewählten Grenzen a und ß ge
nommen wird, und einer gegebenen Function tp(x), deren Dif
ferentialquotient gleich der vorgeschriebenen Function fix) ist. 
Ersetzt man die als veränderlich geltende obere Grenze ß des 
Integrals durch das Zeichen x, so folgt für die Function <p(x) 
die Darstellung

cp ix) = cp («) + J' fix) dx.(16a)

Es wird daher jede Function cp ix), deren Differentialquo
tient gleich der betreffenden Function f(x) ist, erhalten, 
indem man zu dem von a bis x ausgedehnten Integral
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von f(x) die Constante tp (a) hinzuaddirt. Das um eine Con
stante vermehrte von einem beliebigen Werthe a bis zu dem 
Werthe x genommene Integral der Function f(x) wird ein unbe
stimmtes Integral der Function f(x) genannt und durch das
Zeichen jfix) dx angedeutet, so dass die Gleichung (16a) in die

Gleichung

(16b)

übergeht; vermöge derselben heisst die Function y(x) ebenfalls 
ein unbestimmtes Integral der Function f(x). Dagegen hat 
das von der Grenze a bis zu der Grenze ß ausgedehnte Integral 
der Function f(x), welches als Grenzwerth eines Summenausdrucks 
de finir t worden ist, den Namen eines innerhalb der Grenzen a 
und ß genommenen oder bestimmten Integrals. Die Gleichung
(16) verwandelt sich durch die angegebenen Benennungen in den 
Satz, dass das von der Grenze a bis zu der Grenze ß ausge
dehnte bestimmte Integral der Function fix) gleich der Differenz 
von den Werthen des zugehörigen unbestimmten Integrals cp (x) 
ist, ivelche der unteren und der oberen Grenze entsprechen; bei 
dieser Differenz muss der zu der oberen Grenze gehörende 
Functionswerth positiv, der zu der unteren Grenze gehörende 
negativ genommen werden. Zugleich leuchtet ein, dass die in der 
obigen Gleichung (1) enthaltene Aufgabe der Integration durch 
die Bedingung, dass die gesuchte Function y für den Werth 
x — a einen beliebigen Werth y0 annehme, eindeutig bestimmt wird,

und dass alsdann die Function y den Ausdruck y0 + f fix) dx
cc

bekommt.

cp(x) = j'f{x) dx

Die im vorigen § ausgeführten bestimmten Integrationen 
sollen jetzt unter dem neu gewonnenen Gesichtspunkte betrach
tet werden. Dort ist die Function f(x) gleich der mit dem 
ganzen oder gebrochenen Exponenten k gebildeten Potenz xk; 
die Vollziehung der unbestimmten Integration bietet keine Schwie
rigkeiten dar, da nach der Gleichung (18) des § 12 für den 
Differentialquotienten einer mit dem beliebigen Exponenten g 
gebildeten Potenz die Bestimmung gilt
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d (x')L = qxi~\

Sobald q nicht gleich Null ist, dürfen beide Seiten durch q 
dividirt werden, so dass die Gleichung

(17) dx

7—1(18) = xdx
entsteht. Hier kann für jeden Werth einer Grösse k, die nega
tive Einheit ausgenommen, statt des Exponenten q der Exponent 
k+ 1 geschrieben werden ; dadurch erhält man die Gleichung

d{ïhxt+l)(19) x ,dx
und diese sagt aus, dass für jeden Werth von A mit Ausnahme 
der negativen Einheit das unbestimmte Integral der Potenz xk 
durch den Ausdruck

k-j-1fx dx = -f
J IR ■

(20) + const.lc+ 1
bezeichnet wird. In dem Falle k = — 1 giebt dagegen die zu 
der Differentiation des Logarithmus naturalis dienende Formel 
(44) des § 10 das Resultat

dlogx___ -- JU—1(21) dx
vermöge dessen das unbestimmte Integral der Potenz x 3 gleich 
dem Ausdrucke

fx 1 dx — log x + const.

ist. Der Werth des innerhalb der positiven Grenzen a und ß 
zu nehmenden bestimmten Integrals der Function x ist jetzt nach

(16) gleich der Differenz der zugehörigen Functionswerthe 1

oder log x, je nachdem der Exponent k von der negativen Ein
heit verschieden oder derselben gleich ist. Demnach erhält man 
beziehungsweise die erste oder zweite der Gleichungen

(22)

k+l

k+l/(23) x dx =

J*
f x ldx= log/? — loga,(24)
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von denen die erste mit der Gleichung (18), die zweite mit der 
Gleichung (22) des vorhergehenden § zusammenfällt.

§ 25. Hauptsätze der Rechnung: mit Integralen. Trans
formation eines Integrals durch Einführung einer neuen

Variable.

Nachdem die Begriffe der Differentiation und Integra
tion einer Function einer variabelen Grösse entwickelt sind, 
erinnern wir daran, dass in § 1 ausgesprochen ist, die Auf
gabe der Differential- und Integralrechnung bestehe in der 
Erforschung der Beziehungen von Grössen, die stetig veränder
lich sind, die beiden Disciplinen unterschieden sich indessen 
durch die besondere Art der zu lösenden Probleme und 
durch den Character der hierbei zu überwindenden Schwierig
keiten. Der angedeutete Unterschied kann jetzt genauer so be
zeichnet werden, dass die Aufgabe, eine gegebene Function in 
Bezug auf ihre unabhängige Variable zu differentiiren, auf die 
Anwendung einer beschränkten Zahl von Regeln hinausläuft, 
dass dagegen die Untersuchung der durch Integration einer 
gegebenen Function entstehenden Functionen einen unerschöpf
lichen Reichthum neuer Aufgaben in sich schliesst. Aus dieser 
Ursache nehmen in der Rechnung mit Integralen nicht die Vor
schriften zur Ausführung der unbestimmten Integration sondern 
solche Sätze die erste Stelle ein, die zu der Ergründung von 
Eigenschaften der Integrale dienen. Hierher gehören die im 
Gange der Darstellung bereits mitgetheilten Sätze (I) und (II) 
des § 22; andere werden gegenwärtig angeführt und bewiesen 
werden.

(I) Wenn für das von a bis b ausgedehnte Intervall der 
Variable x zwei eindeutige, endliche und stetige Functionen fix) 
und g (x) gegeben sind, wenn die Grössen a und ß beliebig 
zwischen a und b gewählt, und die auszuführenden Integrationen 
von der Grenze a bis zu der Grenze ß genommen werden, so ist 
das Integral über die Summe der Functionen fix) + g ix) gleich 
der Summe des Integrals über fix) und des Integrals über g ix), 
ferner das Integral über die Differenz der Functionen fix) — g ix)
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gleich dem Resultat der Subtraction des Integrals über g(x) von 
dem Integral über fix).

Es seien wieder xxxv... xn_1 der Reihe nach zwischen den 
Grenzen x0=a und xn=ß eingeschaltet ; dann sind die be
treffenden bestimmten Integrale nach § 22 gleich den Grenzwer- 
then der folgenden Summenausdrücke bei stets wachsender Zahl 
n und beständiger Annäherung der Zwischenwerthe:

(1) J f ipc) dx=lim. (f (x0) (x1 — x0) + ... + f {xn_ß ixn — xn_fj)
a

(2) ^ f gix) dx=lim. -x0)+... +g{xn_ f) (xn—a?„_a)).
a

/'ß
(3) / (f{x) + g(x))dx

a

= lim. ((/X^0) +g[x0)){x—x0) +... + {f{xn_x) +g{xn_1)){x—xn_1))

(4) f (f(x)—g(x))dx

= lim . (f(x0)-g(x0))(x—x0)+ ... + (f(xrl_1)—g(xn_1)(x—xn_1)).

Verbindet man die Gleichungen (1) und (2) zuerst durch 
Addition, hierauf durch Subtraction, so ergeben sich durch eine 
Schlussweise die zuerst I, § 16 entwickelt ist, die zu beweisenden 
Gleichungen

(5) j' (f(x) + g{x))dx— j f(x)dx+ ! g(x)dx
a aa
rß rß rß

(6) J {f{x)—g(x))dx= J f{x)dx— / g(x)dx.

(II) Das von a bis ß über das Product aus einer Constante c 
und der Function fix) genommene Integral ist gleich dem Product 
aus der Constante c und dem innerhalb derselben Grenzen über 
die Function fix) genommenen Integral.

Vermöge der aufgestellten Definition hat man

(7) j cf{x)dx

=lim.{cf{x0){x—x0) + cf(x1){xt-xl)+ ... +cf{xn_^{xn—xn_1)).

Durch Multiplication der obigen Gleichung (1) mit der Con-



stante c entsteht hiernach mit Hülfe des erwähnten Schlussver
fahrens die verlangte Gleichung

f cf(x)dx=cj' f{x)dx.(8)

(III) Ein Integral, bei dem sich die zu integrirende Function
als das Product von zwei Factoren darstellen lässt, von denen 
der eine f(x), der andere der vollständige Differentialquotient 
dg {as) der Function g(x) ist, und wo f (x) und g(x) die für den

Satz (I) auf gestellten Bedingungen erfüllen, wird durch eine 
Methode, welche man die theilweise Integration nennt, folgender- 
massen als das Aggregat eines von dem Integralzeichen freien 
Ausdruckes und eines anderen Integrals dar gestellt:

dx

,/» ß
dg {as) df{as)f{x) g{x)dx.d x=f{ß) g (ß) — f(a) g (a) —(9) dx dx

Der vollständige DifFerentialquotient des Products der Functionen 
f{x) und g{x) hat den Ausdruck

d if {as) g {as)) d f (a) dgjx)
(10) g{x)+f{x)dxdx dx
Da in Folge dessen das unbestimmte Integral der auf der 
rechten Seite befindlichen Summe von Verbindungen nach dem 
vorhergehenden § gleich f{x) g (x) + const, ist, so wird das Uber 
die rechte Seite von a bis ß genommene Integral durch die 
Differenz der Functionswerthe f(ß)g(ß)—f(a)g{a) dargestellt. 
Mit Hülfe der Abkürzung

I iß) — CP (ö) = O 0*0]
erhält man demnach die Gleichung
(11)

dx-=[f{x) g {x)fa -(12)

Das auf der linken Seite befindliche Integral ist aber nach 
dem Satze (I) oder der Gleichung (5) als eine Summe von zwei 
Integralen darstellbar

ßP
dg {as)dg(x) df{as)d f ix) g(x)dx+ / f(x) dx.dx tto + fVS dx(13) dx— dxdx
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Substituirt man in (12) und bringt das eine Integral durch 
Subtraction auf die andere Seite, so geht die Gleichung

dg ix) — g(x)dxäx=[f(x)g(x)fa-~(14) f(x) dx dx

hervor, welche mit der zu beweisenden Gleichung (9) zu
sammenfällt.

Aus den Sätzen (I), (II), (III), welche für bestimmte Integrale 
formulirt sind, erhält man correspondirende Sätze, die sich auf 
unbestimmte Integrale beziehen, indem man statt der Grösse ß, 
durch welche die obere Grenze der Integrale angedeutet ist, das 
Zeichen x einführt, und vermöge der im vorigen § aufge
stellten Definitionen die Bezeichnungen

f f(x)dx + const. = f'fix) dx,
a

J" g (x)dx + const. = j' g(x)dx

anwendet. Alsdann verwandeln sich die obigen Gleichungen
(5), (6), (8), (9), respective in die folgenden,

(5a) f (fix) + g(x))dx— j'f(x)dx + f g(pc)dx + const.,

(6a) j' (fix)—g(x))dx— ff(x)dx—J" g(cc)dx

(8a) J cfix) dx

(9a) f fix)

+ const.

= cjf(x)dx 

d x —f{x) g ix) — f g ix) dx + const.,

+ const..

dg (ai)
dx

welche leicht in Worte gekleidet werden können.
(IY) Sobald die zu integrirende Function fix) innerhalb des 

von a bis ß ausgedehnten Intervalls der Integration ihr Vor
zeichen nicht ändert, so ist das Vorzeichen für den Werth des 
zugehörigen bestimmten Integrals von vorne herein angebbar; 
es wird positiv oder negativ, je nachdem das Vorzeichen der 
Function f{x) und dąs Vorzeichen der Differenz ß—a gleich oder 
entgegengesetzt sind.

Die Richtigkeit der Behauptung folgt unmittelbar aus der

Hauptsätze der Rechnung mit Integralen. § 25.126

! a
, ^
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Definitionsgleichung (1), da in den einzelnen Summanden des 
zu bildenden Ausdrucks die sämmtlichen Functionswerthe f(x0), 
f{xf),. ,f{xn_i) das gegebene Vorzeichen, und die sämmtlichen 
Differenzen x1 — x0, x2—xv.. . xn—xn__1 das Vorzeichen der Dif
ferenz ß—a haben.

Für den Fall, dass man das unbestimmte Integral von 
f{x), das heisst eine Function cp{x) kennt, deren nach x ge
nommener Differentialquotient gleich f(x) ist, dass mithin nach

dem
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vorigen § die Gleichung J f(x)dx — cp (ß) — cp (a) gilt,

lässt sich der gegenwärtige Satz so aussprechen, dass bei einer 
positiven Differenz ß—a die Differenz cp{ß)— cp{a) positiv oder 
negativ ausfällt, je nachdem f{x) dauernd positiv oder dauernd 
negativ ist. Hieraus ergiebt sich, dass, wenn der Differential- 
quotient f(x) einer Function cp(x) für das von a bis b gehende 
Intervall sein Vorzeichen nicht ändert, die Function cp (x) innerhalb 
dieses Intervalls im algebraischen Sinne beständig wächst oder 
beständig abnimmt, je nachdem f\x) positiv oder negativ ist.

(V) Ein zwischen bestimmten Grenzen genommenes Integral 
geht durch Vertauschung der oberen mit der unteren Grenze in 
den entgegengesetzt gleichen Werth über.

Mit dem in (1) definirten Integral j f(x)dx

Integral J f(x)dx verglichen. 
ß

und a eine Reihe von Grössen einzuschalten
Ł = v

und für diese der Summenausdruck (1) herzustellen, so dass die 
Gleichung

werde das

Zu dem Ende ist zwischen ß

(15) n—V

(16) f f(x)dx

=iim.(^0)(^- g +... +nŁ~i)
entsteht. Allein es hindert nichts, die Grössen (15) in der Art 
zu wählen, dass sie der Reihe nach mit den Grössen 

Xn=ß, xn_v xn_v ...xv X0=ct 
zusammenfallen, die bei der Bildung der rechten Seite von (1)
(17)
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angewendet sind. Dadurch kehrt sich die Ordnung der Zeiger 
um, und die Gleichung (16) wird zu der folgenden
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(18) f f(x)dx 

ß
=lim. {f(xn) (x^—xj +f(xn_l) (xn_2—xn_f) + .. +f(x1) (x0—xj).
Die auf der rechten Seite befindliche Summe ist aber gleich 
der in die negative Einheit multiplicirten Summe (2*) in § 20

f(X. i) (Xl ~X0 )+f 02) - Xl) + • • • + f(Xn) (xn - Xn-1)>

welche nach einer dortigen Bemerkung bei wachsender Zahl n 
gegen denselben Grenzwerth wie die auf der rechten Seite von
(1) stehende Summe convergirt, und daher ebenfalls das Integral

J' fix) dx repräsentirt. Daher gilt die zu begründende Gleichung 

f}{x)dx=-fax)dx.(19)
,*

(VI) Es bezeichne ß^ einen zwischen den Grenzen a und ß 
eines bestimmten Integrals beliebig angenommenen Werth, dann ist 
das über die gegebene Function fix) von a bis ß ausgedehnte 
Integral gleich der Summe der beiden über dieselbe Function 
ausgedehnten Integrale, von denen das erste von a bis ßt, das 
zweite von ßt bis ß geht.

Der Beweis des Satzes ist am Ende des § 20 geführt.
(VII) Der nach der oberen Grenze ß qenommene Differ en-

tialguotient des bestimmten Integrals ff {x)dx ist gleich dem
a

zu der oberen Grenze gehörenden Functionswerth f(ß). Der nach 
der unteren Grenze -a genommene Differentialquotient desselben 
Integrals ist gleich dem mit der negativen Einheit multiplicirten 
zu der unteren Grenze gehörenden Functionswerth, — f(ce).

Während sich der erste Tlieil des Satzes mit dem Satze 
(II) des § 22 deckt, lässt sich der zweite Theil auf ähnliche 
Art beweisen. Man schalte zwischen a und ß die Grösse a + h 
ein, so liefert der Satz (VI) die Gleichung

J f{x)dx— f(x)dx+ ! f(x)dx.(20)
a+h
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Insofern die untere Grenze a des Integrals für veränderlich, die 
obere ß für unveränderlich gilt, möge dasselbe als die Function 
co (or) bezeichnet werden, wodurch (20) die folgende Gestalt an
nimmt
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,.cc+h
co (a) — J f(x)dx + co (a 4- h).(21)

Hiernach entsteht für die Differenz co {a 4- h) — co (or) der Ausdruck
,ri + A

co (a + h) — co («) = — / f(x) d x.(22)

Indem man hier die Betrachtungen wiederholt, welche in 
§ 22 an die dortige Gleichung (6) angeknüpft sind, gelangt

(« 4-7«) — co (u)man zu dem Resultat, dass der Quotient — beih
numerisch abnehmendem h zwischen zwei Grössen eingeschlossen 
ist, die von dem negativ genommenen zu a gehörenden Functions- 
werthe —f(a) beliebig wenig ab weichen. Der nach der unteren

Grenze a genommene Differentialquotient des Integrals J f(x)dx

ist also gleich der Grösse —/"(«), wie behauptet worden war.
(VIII) Wenn eine von a bis ß zu integrirende Function als 

ein Product von zwei Factoren p (x) ą (x) dargestellt iverden kann, 
deren jeder innerhalb des Intervalls der Integration eindeutig, 
endlich und stetig ist, von denen ferner in demselben Intervall 
der erste sein Vorzeichen nicht ändert, der zweite algebraisch 
zwischen den Grössen M und N enthalten bleibt, so ist der Werth

IntegralsfU*)ï(cc)dx algebraisch zmschen denjenigendes

Grössen eingeschlossen, die entstehen, indem man das über die

p{x) ausgedehnte Integralf _p{x)dx das eine Mal mitFunction

der Grösse M, das andere Mal mit der Grösse N multiplient.
Die in dem Satze gemachte Annahme bewirkt, dass, falls 

M<C. N ist, die beiden Differenzen q (x) — M und N — q(x) 
innerhalb des ganzen von a bis ß erstreckten Intervalls der 
Integration positiv sind. Wenn man daher jede derselben mit 
der Function p(x) multiplicirt, so haben beide Producte noth-

Lipschitz, Analysis II. 9



wendig das Vorzeichen von p (%). Tn Folge dessen lässt sich 
durch den Satz (IV) das Vorzeichen der beiden über diese Pro- 
ducte ausgedehnten Integrale bestimmen. Je nachdem das Vor
zeichen von p (x) und der Differenz ß—a zusammenfallen oder 
nicht, sei e=l oder = — 1; dann wird jedes der beiden In
tegrale, mit s multiplicirt, gleich einer positiven Grösse, oder in 
Zeichen
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(23) c f 'p(x) (q(x) — M) clx >>0, t j''pix) (N —qix)) dx > 0.

Die zu integrirende Function ist hier beziebungsweise gleich 
der Differenz p(x) q(x) — Mp(x) und Np{pc) —p(x) q(x'). Man 
darf nun vermöge des Satzes (I) statt jedes Integrals eine 
entsprechende Differenz von zwei Integralen substituiren,
r>ß s*ß /'ß nß

(24) s / p(x) q(x) dx — e / Mp(x) dx^>0, £ j Np{x) dx — e Jp{x)q{x)dx'>0,

hierauf nach dem Satze (II) sowohl die Constante M wie auch 
die Constante N vor das betreffende Integralzeichen setzen, 
und schliesslich die beiden Ungleichheiten ableiten

/'ß /'ß r'ß
(25) £ f p (x) q (x) dx>£M f p (x) dx, £ N f p (x) dx > £ f p (x) q (x) dx,

welche bei £ = 1 die Ungleichheiten

Mjp (x) dx C jp (x) q (x) dx-cN fp (x) dx,(26)

bei s — — 1 die Ungleichheiten
rß rß rß

N J p (x) dx c f p(x) q(x) dx <M J p(x) dx(27)

ausdriicken, und daher in beiden Fällen den Inhalt des zu be
weisenden Satzes darstellen.

Unter der Voraussetzung, dass die Function p(x) gleich 
« /'ß

der positiven Einheit genommen wird, geht das Integral jp(x) dx
a

in den Werth der Differenz ß— a über, und der gegenwärtige 
Satz (VIII) verwandelt sich in den Satz (I) des § 22. Dem im 
Eingänge des § 22 hervorgehobenen Bedürfniss, für ein ge-
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gebenes bestimmtes Integral Grössen zu erbalten, innerhalb 
deren sein Werth eingesehlossen ist, entspricht der Salz (VIII) 
in vollkommenerer Weise, als der erwähnte specielle Satz, weil 
eine vorgelegte zu integrirende Function je nach dem zu er
reichenden Zweck auf verschiedene Arten als das Product einer 
Function von ungeändertem Vorzeichen und eines vollständigen 
Differentialquotienten dargestellt werden kann.

Transformation eines Integrals. 181

(IX) Ein bestimmtes Integraldx kann durch Einfiih-

rung einer neuen Integrationsvariable in ein anderes transformirt 
werden. Es sei die Integrationsvariable x gleich einer stetigen 
Function / (t) einer Variable t; wahrend t beständig wachsend 
oder abnehmend von einem Werthe q zu einem Werthe a fort
schreitet., bewege sich x ebenfalls beständig ivachsend oder abneh
mend von dem Werthe a zu dem Werthe ß; innerhalb des be- 
zeichneten Intervalls sei die Differenz zwischen dem Quotienten 
X(t + h) — x(t) und dem Differentialquotienten —für ein nu

merisch hinreichend Meines h numerisch Meiner als dieselbe be
liebig Meine Grösse X; dann verwandelt sich das gegebene Integral

h

f‘f{x)dx durch Einführung der Variable t in das Integral

dt.dt
Q

Indem zwischen den Werthen q und o der Variable t eine 
Reihe von auf einander folgenden Grössen eingeschaltet wird, 

tw t}, ty ... t(28) «=*„»
entstehen für die Variable x die entsprechenden Werthe 
(29) « = a?0 = x it), xt = x (f),. • • = 7ß=x„ = 7(Q ;
setzt man diese in die Definitionsgleichung (1) des zu transfor- 
mirenden bestimmten Integrals ein, und dividirt und multipli- 
cirt die auf einander folgenden Glieder respective mit den 
Differenzen t1—10, t2 — tl,..., so gelangt man zu der Glei
chung

n—V
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/ fix) dx(30)

xXf)-x(G) xXX -xXn~1)= Um. if(xXo)) (G—G) + • •+fix (G-1)) (G-G-i) •G G G“Gi—i
Der Grenzwerth ist vermöge der getroffenen Voraussetzungen 
in der Weise zu bilden, dass die Anzahl n ohne Ende wächst, 
und die Grössen (28) einander beständig genähert werden. Be-

d/M)zeichnet man den Differentialquotienten mit "/(f), so folgtdt
aus der über seine Beschaffenheit gemachten Annahme, dass 
für die auf der rechten Seite von (30) vorkommenden Quotienten 
die Ungleichheiten gelten

/ XX —1 < xXX—xXX(31) < / (G) + ^■ G G 
x(G) — x(G)/XX -*< </ (G)+AG~G

Xn) —XXn-X
/ Xn-X ~l< </ Xn-l) + G

G-G-
Es ist festgestellt worden, dass die sämmtlicheivDifferenzen 

G — G? G—G> • • • dasselbe Vorzeichen haben, welches durch 
die Differenz o—q bestimmt wird, und welches wir ohne Beein
trächtigung des zu liefernden Beweises positiv voraussetzen 
können. Alsdann wird die rechte Seite von (30) verkleinert, 
sobald man den als Factor des Functionswerthes f(xX)) auftre
tenden Quotienten für einen positiven Functionswerth verkleinert, 
für einen negativen vergrössert; durch das umgekehrte Ver
fahren wird sie vergrössert. Bedeutet nun A eine positive 
Grösse, welche jeden der vorkommenden Functionswerthe f (xX)) 
numerisch übertrifft, so folgt aus dem Obigen, dass die rechte 
Seite von (30) zwischen zwei Grössen enthalten ist, welche er
zeugt werden, indem man zu der Summe
(32) f{x (G)) / (G) Xi—G) + • •+fix (G-i)) / (G-i) Xn — G->)
den Werth AI(o — q) negativ oder positiv hinzufügt. Bei Ver- 
grösserung der Zahl n und beständiger Abnahme der Diffe
renzen G- G> G“G>- • • wird aber/t, während A und o — q un- 
geändert bleiben, beliebig klein, so dass sich der Ueberschuss



§ 25.

Al(a— q) beliebig der Null nähert. Gleichzeitig convergirt die 
Summe (32) gegen einen Grenzwerth, welcher das bestimmte 
Integral

Transformation eines Integrals. 133

ffiVti) 7.' (t)dt(33)

darstellt. Mithin fällt der Werth des gegebenen Integrals mit 
demWerthedes vorliegenden zusammen, und das war behauptet 
worden.

Die abgeleitete Transformationsgieichung eines Integrals 
gewinnt an Durchsichtigkeit, sobald in dem transformirten In
tegral (33) für x (t) das Zeichen x beibehalten und für den Dif

ferentialquotienten das entsprechende Zeichen ~ gebraucht

wird; dadurch bekommt sie die Gestalt

f ‘f(x)äx=J f{x) dt
dx(34) dt.

Q
Da ferner die obere Grenze a derjenige Werth von t ist, zu 
welchem als Werth von x die obere Grenze ß gehört, so ergiebt 
sich für das betreffende unbestimmte Integral die Transforma
tionsgleichung

J fix) äx =J fix)-j- dt,dx(35)

die mit der Kegel des § 12, nach welcher die Function einer 
Function differentiirt wird, correspondirt.

§ 26. Satz vom Mittelwerthe.

Man kann den Satz (VIII) des vorigen §, welcher für den 
Werth eines bestimmten Integrals zwei Ungleichheiten liefert, 
vermittelst einer gewissen Modification in die zur Anwendung 
bequemere Gestalt einer Gleichung bringen. Dort wurde 
angenommen, dass die mit q(x) bezeichnete Function für 
das von a bis ß ausgedehnte Intervall algebraisch zwischen den 
Grössen M und N liege. Mithin darf man sich die Grössen M 
und N so gewählt denken, dass die Function q{x) in dem be
treffenden Intervall zwar gleich M, aber nie kleiner als M, und 
ausserdem zwar gleich N, aber nie grösser als N werden kann.
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Diese Voraussetzung möge jetzt gelten, so dass in jenem In
tervall die Grösse M den kleinsten oder einen der unter ein
ander gleichen kleinsten Werthe, die Grösse N den grösten oder 
einen der unter einander gleichen grösten Werthe von q (oc) dar
stellt. Im vorigen § wurde die positive oder negative Einheit s so

definirt, dass das Integral £J'p(x) dx einen positiven von Null

verschiedenen Werth bekommt. Die Division desselben in den

des Integrals e f p (x) q{x)dx liefert daher einen voll-Werth

kommen bestimmten Quotienten

x) q(x) (Ix

0) = R,
s j p (x) dx

für welchen aus den Ungleichheiten (25) des vorigen § die Un
gleichheiten

McRcN
folgen. Vermöge der so eben hinzugefügten Voraussetzung wird 
bei jeder von beiden Ungleichheiten der Fall der Gleichheit 
nicht ausgeschlossen, was wir durch die Zeichen

31. < R<N
andeuten. Demnach ist die Grösse R algebraisch zwischen dem 
kleinsten Werthe M und dem grösten Werthe N enthalten, den 
die Function q{x) in dem von a bis ß ausgedehnten Intervall 
empfangt. Wofern nun aus der Beschaffenheit der Function q(x) 
geschlossen werden kann, dass dieselbe, während die Variable x 
von a bis ß fortschreitet, jedem zwischen M und N enthaltenen 
Werthe wenigstens ein Mal gleich wird, dann muss sie auch 
wenigstens ein Mal gleich jenem Werthe R werden. Gesetzt 
dies geschehe für den Mittehvertli der Variable a + (1 (ß — «), 
wo d eine zwischen Null und der positiven Einheit liegende 
Grösse bedeutet, so ist die Grösse R gleich einem 3ïittelwerthe 
der Function q (x), der zu dem von a bis ß ausgedehnten Intervall 
der Variable x gehört, und man hat

R= q(a +d(ß— a)).

(2)

(2*)

(3)



Diese Gleichung vertritt die Ungleichheiten (2*). Es entsteht 
daher, sobald man für R den in (1) angegebenen Quotienten 
einführt und den Nenner durch Multiplication entfernt, an Stelle 
der im vorigen § bewiesenen Ungleichheiten (25) die Gleichung
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/P (x) (1 (x) dx ~ q (cc + 8 (ß—«)) f p (x) dx.(4)

Sie enthält den folgenden Satz, welchen man den Satz vom Mit- 
telwerthe nennt :

Wenn eine von a bis ß zu integrirende Function als ein 
Product von zwei Factoren p (x) q (x) dar gestellt iverden kann, 
deren jeder innerhalb des Intervalls der Integration eindeutig, 
endlich und stetig ist, von denen ferner der erste in demselben 
Intervall sein Vorzeichen nicht ändert, so ist der Werth des Inte-
gralsfp(*) g (*) dx gleich dem Product aus dem Integralß(«) dx

und einem zu dem Integrationsintervall gehörenden Mittelwerthe 
der Function q(x).

Zu der vollständigen Begründung dieses Satzes fehlt 
noch der Beweis des Postulats, dass die in dem von a bis 
ß ausgedehnten Intervall von x eindeutige, endliche und stetige 
Function q(x), wenn die Variable x jeden zwischen a und ß 
befindlichen Werth annimmt, mit Nothwendigkeit wenigstens 
ein Mal jedem beliebigen Werthe gleich wird, der zwischen dem 
kleinsten Functionswerth M und dem grösten Functionswerth 
N enthalten ist. Der Beweis lässt sich unter Voraussetzungen 
in Betreff der Function q(x), wie sie in § 21 für die Function 
f(x) gemacht sind, in der folgenden Weise führen. Wir be
trachten zuerst eine Function q(x), die innerhalb des von a bis 
ß erstreckten Intervalls entweder beständig wächst oder be
ständig abnimmt. Wenn q(x) die Eigenschaft hat, während x 
sich von a bis ß bewegt, beständig zu wachsen, so erzeugt die 
Einschaltung der Reihe von auf einander folgenden Werthen 

. . xn_v xn — ß eine Reihe von Fun étions werthen,x0=a, xv x2,
von denen q(a)—M der kleinste, q(ß)=N der gröste ist, und
die der Ordnung nach die Ungleichheiten erfüllen
(5) M= q(a)< q(xf <qß2). . . <q(xn_1)<q(ß)=N.
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Die Stetigkeit der Function q{pc) bringt es mit sich, dass,
sämmtlichsobald die Differenzen xl—or, x2— xv ..ß— xn 

numerisch unter einer beliebig kleinen Grösse liegen, die ent
sprechenden Differenzen der Functionswerthe

q (xt) — q (or), q (x2) — q (xß, ...q (ß) — q {xn_ß)
ebenfalls numerisch beliebig klein werden. Hierzu wird noch 
die Bedingung hinzugefügt, welche bei den in der Analysis vor
kommenden Functionen in der Kegel erfüllt ist, dass, wenn die 
Differenzen der Werthe der Variable sämmtlich kleiner als eine 
Grösse ô sind, die entsprechenden Differenzen der Functions
werthe unter dieselbe beliebig kleine Grösse Â herabsinken ; die 
gegenwärtig vorgenommene Einschaltung sei so eingerichtet, dass 
sie der genannten Voraussetzung genügt.

Nun bezeichne R einen beliebigen algebraisch zwischen 
M und N enthaltenen Werth; es soll die Existenz eines 
Werthes von x nachgewiesen werden, für welchen q(x) = R ist. 
Der Werth R werde seiner algebraischen Grösse nach mit den 
Functionswerthen q(cc), q(xß, •■•q(xn_1), q(ß) verglichen. Ent
weder ist R einem der betreffenden Werthe selbst gleich; in 
diesem Falle hat man den Werth von x, für welchen q(x) = R 
wird, direct gefunden und damit ist das Postulat selbstverständ
lich erledigt. Oder R ist keinem der gewählten Functionswerthe 
gleich; dann muss, weil R zwischen M und N enthalten ist, 
und weil die Ungleichheiten (5) bestehen, die Grösse R zwischen 
zwei bestimmten von jenen Functionswerthen q(xm) und q(xm+1) 
eingeschlossen sein, so dass die Ungleichheiten
(6) q(xm)<R<q(xm+1) 
gelten. In Folge der getroffenen Voraussetzung ist hier die Diffe
renz xm+1—xm numerisch unter ä, die Differenz q(xm+1) — q(xm) 
numerisch unter l gelegen. Es hat daher sowohl die Dif
ferenz R— q(xj wie die Differenz q(xm+1) — R einen unter 
der beliebig kleinen Grösse l enthaltenen numerischen Werth. 
Mithin wird die Gleichung q(x) — R—0, sowohl durch den 
Werth x=xm wie auch durch den Werth x—xm+1. mit beliebi
ger Genauigkeit erfüllt, der Unterschied xm+1 — xrn ist gleichzeitig 
beliebig klein, und desshalb wird der gesuchte Werth sowohl 
durch xm wie durch xm+1 mit beliebiger Genauigkeit dargestellt.
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Das Postulat ist also auch für den zweiten der unterschiedenen 
Fälle erwiesen.

Wofern die Function q(x) so beschaffen ist, dass sie, 
während x von a bis ß läuft, stets abnimmt, so wird der ge
wünschte Zweck durch eine genau entsprechende Betrachtung 
erreicht. Wenn die Function q(x) in dem von a bis ß ausge
dehnten Intervall mehrere Male vom Wachsen zum Abnehmen 
übergeht, sind diejenigen Intervalle zu sondern, in welchen die 
Function fortwährend zunimmt, ferner diejenigen, in welchen 
sie fortwährend abnimmt, und, falls solche Vorkommen, die
jenigen, in welchen die Function ihren Werth nicht ändert oder 
constant bleibt. Wir setzen voraus, dass die Anzahl der Inter
valle von jeder der drei Arten eine beschränkte sei. Der 
kleinste Werth M und der gröste Werth N, welchen die 
Function q{x) in dem ganzen von a bis ß reichenden Intervall 
annimmt, bilden alsdann in einem oder in mehreren durch 
die Zerlegung entstandenen Intervallen äusserste Werthe, und 
zwar sind sie die äussersten unter allen, welche in den 
einzelnen Intervallen als solche Werthe erscheinen. Ein be
liebig gegebener algebraisch zwischen M und N enthaltener 
Werth R ist jetzt zunächst mit den äussersten Werthen der 
vorhandenen einzelnen Intervalle zu vergleichen, und muss 
noth wendig zwischen den äussersten Werthen von wenigstens 
einem dieser Intervalle gelegen sein, kann aber auch zwischen 
den äussersten Werthen von mehr als einem Intervall Vorkom
men. Für jedes einzelne Intervall, das die Eigenschaft hat, 
dass R zwischen dessen äussersten Werthen liegt, lässt sich 
wieder eine der angestellten ähnliche Betrachtung durchführen, 
und jedes Mal ergiebt sich daraus die Bestimmung eines Werthes 
x, durch welchen die Gleichung q(x) — R1= 0 erfüllt wird. 
Hiermit ist das in Rede stehende Postulat in dem bezeichneten 
Umfange erwiesen und ebenso auch der Satz vom Mittelwerthe 
gerechtfertigt.
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Capitel III.

Entwickelung von Functionen einer variabeln Grösse 
in Potenzreihen.

§ 27. Taylorscher Satz mit vollständigem Restausdruck.

Die Methoden des Differentiirens und Integrirens zeichnen 
sich dadurch aus, dass mit ihrer Hülfe verschiedene Gattungen 
von Aufgaben gelöst werden, die ohne die Zuziehung der Infi
nitesimalrechnung von einander unabhängig zu sein scheinen. 
Als Bestätigung hiervon lassen sich aus dem Bisherigen die 
beiden geometrischen Grundprobleme anführen, an eine beliebige 
ebene Curve in einem bestimmten Punkte eine berührende Linie 
zu construiren, und den Inhalt eines von einer beliebigen Curve 
begrenzten ebenen Flächenstücks zu messen, welche Probleme 
einzeln zu überwinden so grosse Anstrengungen verursacht hat. 
Eine fernere Bestätigung wird durch die Behandlung der Auf
gabe erhalten, auf welche I, § 112 hingewiesen wurde, und die 
dahin geht, eine bestimmte gegebene Function einer variabeln 
Grösse, falls dies möglich ist, in eine nach den ganzen positi
ven Potenzen der Variable fortschreitende Eeihe zu entwickeln.

Wie in dem vorigen Capitel sei für das von a bis b aus
gedehnte Intervall der Variable x eine eindeutige, endliche und 
stetige Function f(x) gegeben. Ausserdem wird angenommen, 
dass innerhalb desselben Intervalls der erste auf x bezügliche 
Differentialquotient von f(x) als eindeutige, endliche und stetige 
Function von x vorliege; später wird in gleicher Weise das 
Vorhandensein der Differentialquotienten der successiven höhe
ren Ordnungen vorausgesetzt werden, und zwar bedienen wir 
uns der in § 16 erklärten von Lagrange eingeführten Bezeich
nungen fix), f“(x), ...f^p\x). Indem nun x und x + h zwei 
innerhalb des bezeichneten Intervalls liegende Werthe bedeuten, 
suchen wir zuerst den Werth der Function f(x + h) in eine 
lleihe zu entwickeln, die nach den ganzen positiven Potenzen 
des zu der Grösse x hinzugefügten Increments h geordnet ist.



*-(?-*! dt.
dt(4)

a a

Alsdann entsteht, indem vermöge der Formel (14) des § 25 
theilweise integrirt wird, weil die nach der Variable ausgeführte 
Differentiation des ersten Differentialquotienten den zweiten 
erzeugt, die Umformung
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Vermöge der Definition des ersten Differentialquotienten 
der Function f(x)

df{x)
(1) r (x)dx
darf man die Function f(x) als unbestimmtes Integral der Func
tion f‘{x) ansehen, und die Differenz von zwei Functionswerthen 
f(ß)—f(a), die zu den im gegebenen Intervall beliebig ge
wählten Werthen a und ß gehören, durch ein Integral aus- 
drücken, das über die Function f‘ (x) von der Grenze a bis zu 
der Grenze ß genommen ist,

f (ß) — /*(«)= J f‘ (x) d(2)

Die linke Seite lässt sich nach (11) des § 25 durch das Zeichen 
[f (ocjfa andeuten. Da es aber freisteht, in diesem Ausdruck 
einer Differenz wie auch in dem eines bestimmten Integrals 
den für die Variable, beziehungsweise die Integrationsvariable, 
gewählten Buchstaben durch jeden anderen zu ersetzen, so 
schreiben wir statt der Gleichung (2) die folgende

if (<)]£=fr(f)ä t.(3)

Das gewünschte Ziel wird erreicht, indem man für das gegen
wärtige Integral in einer passenden Weise die in (III) des § 25 
angegebene Methode der theilweisen Integration benutzt.

Die Function f‘ (t) ist gleich dem Product von sich selbst 
in die Einheit, die Einheit gleich dem nach t genommenen 
Differentialquotienten der um eine Constante vermehrten Variable t. 
Wählt man die zu addirende Constante gleich dem negativen 
Werth einer Grösse c, so verschwindet das Aggregat für den 
Werth t — c, und es kommt

'-to

R



,1* J
f (0dt=-[f'(t)(c-<)]£ + /■"(£) (c —(5)

Die Gültigkeit derselben setzt voraus, dass auch der zweite 
Differentialquotient f“ (%) innerhalb des betreffenden Intervalls 
eine eindeutige, endliche und stetige Function von x sei. Der 
Factor c — t lässt sich als der negativ genommene vollständige

(e-ty in Bezug auf die Va

riable t auffassen; unter der Annahme, dass die successive zu 
bildenden Differentialquotienten der Function f(x) die für die 
beiden ersten Differentialquotienten vorgeschriebenen Eigenschaf
ten haben, ergiebt also die abermalige theilweise Integration 
das Resultat

Differentialquotient der Function 2

r(t)iS-Æât.(6)- dt= —

Ferner entsteht durch die beliebig ausgedehnte Fortsetzung 
dieses Verfahrens, da

d f(c—ty
? • •4

ist, eine Reihe von Gleichungen

d f(c — ff'
dl\ 2.3

,/*
(c—tfC-OY — dtdt—— 2.82.3

(7)<
/■

2.3. .p
d ({c—tf 

dt \2.8. .p
,.(P+i) (0dt =

Die Addition der Gleichungen (3), (5), (6), (7) führt dann zu 
der folgenden Gleichung, in welcher rechts nur das auf der 
rechten Seite der letzten Gleichung (7) befindliche Integral 
übrig bleibt und links alle anderen Glieder vereinigt sind

imt + [rw (<= - <€ + fr w +-+\fw »
p-j*(c — 0

2.3 ..p(8)

(c-ty
2.3 ..p

.(/'+!)(0/ dt ;
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to



ihre Richtigkeit kann auch durch directe Ausführung der Dif
ferentiation der linken Seite bewiesen werden.

Das auf der linken Seite von (8) befindliche Aggregat ist 
gleich der Differenz von zwei Aggregaten
(9) m+f(ß)(.c-ß)+r(ß)^-^ (c — ßf

2.3 ...p
- (f{a) + f>(a)(c-a) + (c— «/ )■- + fm(«)+ . 2.3. ..p

Legt man der verfügbaren Constante c den Werth ß bei, so re- 
ducirt sich das positiv zu nehmende Aggregat durch das Ver
schwinden von allen auf das erste folgenden Gliedern auf den 
einzigen Funetionswerth f(ß), während das zu subtrahirende 
Aggregat die Gestalt bekommt,

/»(P) / \f («)(10) /(«) + /» {ß-a) + ißßtf-«)• + ..+
2.3..J?

Der Functionswerth f(ß) wird daher gleich der Summe aus 
dem Aggregat (10) und dem Integral, in welches die rechte
Seite von (8) durch die Substitution des Werthes ß für die Grösse 
c übergeht,

m = f(«) + f («) ü»-«) + (ß-ay+...(11)

ÀP) f \r («)
2.3..

(ß-(l
.3 ..pUß-«)r + dt.... +

Hier braucht man nur statt a das Zeichen x, statt ß—a 
das Zeichen h einzuführen, um auf der linken Seite den Werth 
der Function f (x + h), auf der rechten eine nach den ganzen 
positiven Potenzen des Increments h fortschreitende Reihe zu 
erhalten, zu deren (p + 1) auf einander folgenden Gliedern das 
bestimmte Integral als Restausdruck hinzuaddirt wird,

(12) f(x+h) ~x+li
i;/ + tlr+" (f)fr+*-ö!
P J 2.3 ..p

Xp) , \ f W
2.3..

=f(x)+r(x)h+ßf)- h* + ...+ dt.

Diese Gleichung enthält die Taylorsehe Entwickelung der 
Function f(x+h) als eine nach den ganzen Potenzen des Incre
ments h geordnete Summe mit Hinzufügung eines den Rest vollstän
dig ausdrückenden bestimmten Integrals; hierbei gilt die Vor
aussetzung, dass die Function fix) und deren sämmtliche Differen-
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to



(/’+!) (x) innerhalb des bezüglichentialquoüentcn f (x), f“ ix),.. f 
Intervalls eindeutig, endlich und stetig sind.

In § 16 ist hervorgehoben, dass die Potenzen einer Va
riable mit ganzen positiven Exponenten die Eigenschaft besitzen, 
bei einer Differentiation von eben so hoher Ordnung, als der 
Exponent andeutet, eine Constante, bei einer Differentiation von 
höherer Ordnung die Null hervorzubringen. Hieraus folgt, dass 
jede rationale ganze Function einer Variable von einem belie
bigen wten Grade bei n fâcher Differentiation eine Constante, bei 
(n + 1) fâcher Differentiation den Werth Null ergibt. Alle Differen
tialquotienten einer rationalen ganzen Function von x sind für 
jede Ausdehnung des Intervalls eindeutig, endlich und stetig. 
Wenn daher die Gleichung (12) auf eine rationale ganze Function 
f{x) des wten Grades angewendet und die Zahl p=n genommen 
wird, so ist, welchen Werth auch die Grössen x und x 4- h em
pfangen mögen, die in dem Restausdruck unter dem Inte
gralzeichen auftretende Function /'("+1)(£) dauernd gleich Null, so 
dass der Restausdruck überhaupt verschwindet; mithin wird (12) 
zu der Gleichung

/>(") / \ f 0*0 ;/")n*)(12*) f(x+h) — f[x) 4- f (x) h + h2 + ...+ 2.3 ..n
die mit der Gleichung (12) des § 16, und, wie dort erwähnt, 
auch mit (7) in I, § 49 zusammenfällt.

Das auf der rechten Seite von (11) befindliche Integral ist
(/> + !) (.ß-tfüber das Product der beiden Factoren f it) und o-»- aus-2.ó..p

zudehnen, von denen der zweite während des Laufes der Inte
gration das Vorzeichen der Grösse (ß — a)p unveränderlich fest
hält. Der Werth des Integrals kann deshalb mit Hülfe des 
Satzes (VIII) des § 25 abgeschätzt werden. Nach einer schon 
wiederholt gebrauchten Bemerkung ist das unbestimmte Integral

/> + !(ß-*Y iß—t)gleich der Functionder Function 4- const.2.3 .._p(p+l)2.3..p
folglich erhält das von a bis ß genommene bestimmte Integral 
den Werth

r -0}-t/+1Y Q9-a/+t
L2.3. .pip + l)Ja 2.3..p(p+l)

(ß-ty(13) dt =2.3. .p

§ 27.Restausdruck.142



Wenn also der Werth der Function / 
bis ß geht, algebraisch zwischen den Grössen M 
liegt, so ist der Werth des abzuschätzenden Integrals algebraisch 
zwischen den Grössen

(0, während t von « 
und N .,/'+i p+i

P+1 p+i{ß—a) (/?—«)(14) M und JSf7'+1 2.3..p(jp + l) 
eingeschlossen. Durch Anwendung des in § 26 entwickelten 
Satzes vom Mittelwerthe lässt sich der Werth des Integrals 
folgendermassen ausdrücken

p+l 2.3.. p(p + 1 )

A p+i(ß-ty (ß—a) 
2.3.._p(p4l)’

•(/'+1 )(15) CO/ (« + Ö(/y — er))dt — f2.3 . .p

wo 6 eine zwischen der Null und der Einheit liegende Grösse 
bezeichnet. Die Einsetzung von (15) in (11) erzeugt daher die 
Gleichung

(16) f(ß) = f(a) 4- f (a) (ß— er) 4

0 + 1) (« + 6 (ß — «))r» f {ß-<*)V+\-J-(ß-af 4. p '. . . 4 2.3... (p 4 1 ).3.
und die Entwickelung der Function f(x+h) in (12) nimmt die 
entsprechende Gestalt an
(17) f(x + h)

f{p+l\x+0h) -p+i 
2.3..(p + l)h *Ä.4..4ÖÄ>-Äf4= /■(«) + f(x)h + f ^

Die Darstellung des Restes hat die merkwürdige Eigen
schaft, dass sie sich an das Bildungsgesetz der Glieder der 
Reihe anschliesst. Das allgemeine mte Glied der Reihe ist 
gleich dem Product des (m—l)ten Differentialquotienten der 
Function f(x) und der (m—1) ten Potenz des Increment h, durch 
das aus den natürlichen Zahlen gebildete Product (m— 1)! divi- 
dirt. Der Restausdruck, welcher zu der auf (p + l) Glieder 
ausgedehnten Entwickelung hinzuzufügen ist, wird aus dem 
(p 4 2) ten Gliede der Reihe abgeleitet, indem man bei dem 
(p4 l)ten Differentialquotienten der Function f(x) an die Stelle 
des bestimmten Arguments x den Mittelwerth x+Oh setzt, wel
cher sich auf das von x bis x 4 h ausgedehnte Intervall der un
abhängigen Variable bezieht.

2.3.. p
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(3) f{x)
O) 0 + 1)r(o) j — (x — t)P dt, 

V
f rX +=m+r(o)x+ X + ...+ 2.3.. .p 2.3...o

Mac Laurm’scher Satz.144 § 28.

§ 28. Mac Laurin’scher Satz mit vollständigem Bestausdruck.

Für das Verständniss der Gleichung (11) des vorigen § ist 
es wesentlich, zu beachten, dass innerhalb des von a bis b aus
gedehnten Intervalls, für welches die Function f (x) und ihre 
Differentialquotienten eindeutig, endlich und stetig gegeben 
sind, die Grössen a und ß beliebig geändert werden dürfen. 
Bei dem in (12) dargestellten Taylor'sehen Satze liegt der Nach
druck darauf, dass das ausgewählte engere Intervall mit einem 
beliebigen Werthe x beginnt. Man kann jedoch auch der Auf
fassung den Vorzug geben, dass der Werth a, mit welchem das 
Intervall anfängt, ein bestimmter und die Grösse des Intervalls 
ß—a—x eine beliebige sei. Dann nimmt die erwähnte Gleichung 
(11) des vorigen § die Gestalt an
(1) f{a + x)

a-\-x

f\a) O+i)

=/■(«) +f‘(a)x + «f (a + x — t)P dt,x + ..+ - X + 2.3...^2.3 ...p

und gleichzeitig wird aus der zugehörigen (15) die folgende
a+x 

•0 + 1) o+i)(0 (a + 6æ) p+1

2.3.;.o+i)x ?
ff (a+x—t)v dt(2) 2.3. ..p

wo 6 wie früher einen positiven echten Bruch bedeutet. Die 
vorstehende Gleichung (1) löst die Aufgabe, eine gegebene 
Function f(cc + x) in eine nach den positiven ganzen Potenzen 
der Variable x fortschreitende Reihe zu entwickeln.

Unter der Voraussetzung, dass das von a bis b erstreckte 
Intervall, in welchem f\(x) und seine successiven Differential
quotienten eindeutig, endlich und stetig sind, den Werth der 
Null in sich begreift, kann nun auch der Werth a gleich Null 
angenommen werden. Alsdann liefern die Gleichungen (1) und 
(2) für die Function f(x) die folgende Entwickelung, die nach 
den positiven ganzen Potenzen der Variable x geordnet ist,

o
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§ 29. Unendliche Potenzreihen. 145

(p+i) (p+i)(t) (8x)f f p+ix(,x — t)p dt(4) 2.3. ..p

Sie stellt den Mac Laurin’sehen Satz mit Hinzufügung des 
vollständigen liestausdruclcs dar.

Durch die gefundene Gleichung (3) wird die Function f{x) 
in die Gestalt einer Reihe gebracht, bei welcher die Coeffi- 
cienten der auf einander folgenden Potenzen der Variable x Con- 
stanten sind, die aus der Division von den zu dem Werthe^=0 
gehörenden successiven Differentialquotienten durch die ent
sprechenden Zahlenfacultäten entstehen.

2.3....0 + 1)

§ 29. Unbegrenzte Entwickelung einer Function durch den 
Taylor’schen und Mac Laurin’schen Satz.

Aus der Ableitung des mitgetheilten Verfahrens geht her
vor, dass dasselbe auf eine beliebige Anzahl von Gliedern ausge
dehnt werden darf, wofern nur die zu entwickelnde Function 
und ihre Differentialquotienten bis zu der entsprechenden Ord
nung die vorgeschriebenen Bedingungen erfüllen. Auch haben 
die Glieder der Reihe .ein solches Bildungsgesetz, dass, wenn 
die Anzahl p zuerst einen bestimmten Werth empfangen hat 
und später einen grösseren Werth pt erhält, die ersten 0 + 1) 
Glieder der Reihe dieselben bleiben, und statt des zu den 0 + 1) 
Gliedern gehörenden Restausdrucks die Summe der (pt—p) 
folgenden Glieder und des neuen zu den Oi +1) Gliedern ge
hörenden Restausdrucks eintritt. Man kann daher unter der 
Voraussetzung, dass die zu entwickelnde Function und ihre 
sämmtlichen Differentialquotienten bis zu einer beliebig hohen 
Ordnung die verlangte Beschaffenheit besitzen, der betreffenden 
Entwickelung eine unbegrenzte Ausdehnung geben, indem man 
sich auf die allgemeine Definition stützt, die in I, § 105 von 
der Convergenz einer unbegrenzt ausgedehnten Summe ge
geben ist-. Hiernach leuchtet es ein, dass die in Rede stehende 
Summe bei unbegrenzter Ausdehnung dann und nur dann con- 
vergirt, wenn der als bestimmtes Integral dargestellte Rest die 
Eigenschaft hat, für einen hinreichend grossen Werth der Zahl 
p numerisch kleiner als eine beliebig kleine Grösse zu werden.

Lipschitz, Analysis II. 10



Sobald dies festgestellt ist, giebt die convergente Reihe noth- 
wendig eine Darstellung der betreffenden Function, und demzu
folge führt die Gleichung (17) des § 27, die Gleichung (1) und 
(3) des § 28 respective zu den folgenden Entwickelungen einer 
Function einer Variable in eine unendliche Reihe:

Jp) / \

n(p) ( \f W
2 . p

(1) f(x + h) —fix) + f‘ (x) h + i:*h + ..+

(2) f(a + x) = f(ct) + f («) x + —~ Vx + ...X + .. +

f (x) = /■(0) + f (0) X + £-p-x* +.. + 1)X + .. .(3)
2.3...p

Die erste und zweite Gleichung drückt den Taylor’sehen, die 
dritte den Mac Laurin’sehen Satz aus.

Beide Sätze sind ursprünglich zu dem Zwecke gebildet 
worden, eine gegebene Function in eine unendliche Reihe zu 
entwickeln, während die Hinzufügung des Restausdrucks und 
die Erörterung der Convergenz aus einer späteren Zeit herrührt.

§ 30. Bmomialreihe.

Mit Hülfe der dargestellten allgemeinen Methode sollen 
jetzt die Grundfunctionen der Analysis entwickelt werden, deren 
auf einander folgende Differentialquotienten in § 16 angegeben 
sind. Den Anfang macht eine Potenz der Variable von belie
bigem Exponenten xn\ die Differentialquotienten der verschiede
nen Ordnungen haben den folgenden Ausdruck

d ( x) n—1- = nxdx
d1 ( xn) = n(n — l)xn~2(1) dx

dp(xn)
= n(n — l)(n—2)...(n—p + l)xn p.

■ d xp
Dass die Function und ihre sämmtlichen Differentialquotienten 
bei einem ganzen positiven Werth von n für jeden gegebenen 
Werth von x eindeutig, endlich und stetig sind, ist mehrfach 
erwähnt worden. Nach § 8 wird die Function und ihre sämmt-

§ 30.Bmomialreihe.146
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Binomialreihe.§ 30. 147

lichen Differentialquotienten bei einem ganzen negativen Expo
nenten n für x = 0 unendlich, sie bleiben aber für alle posi
tiven und negativen Werthe der Variable eindeutig, endlich und 
stetig.

In dem Falle, dass der Exponent n nicht einer ganzen Zahl 
gleich ist, setzt die von der Function x gegebene Definition 
einen positiven Werth der Variable x voraus, und zwar gelten 
die aufgestellten Gleichungen (1) vermöge einer in § 9 ge
machten Bemerkung auch mit Einschluss des Werthes x — 0, so 
lange der auf der rechten Seite erscheinende Exponent einen 
positiven Werth hat. Weil aber der gegebene Exponent n bei 
nach und nach steigender Ordnung der Differentiation um 
stets grössere Zahlen vermindert wird, so gelangt man in (1) 
schliesslich immer zu solchen Gleichungen, bei denen der auf 
der rechten Seite vorkommende Exponent negativ ist und nun 
auch negativ bleibt. Aus diesen Gründen ist man nur dann 
sicher, dass die Function x und ihre sämmtlichen Differential
quotienten bei einem Werthe von n, der keiner ganzen positiven 
Zahl gleich ist, überall eindeutig, endlich und stetig sind, wenn 
man festsetzt, dass die Variable x jeden beliebigen positiven 
Werth, mit Ausschluss des Werthes Null, erhalten darf. Wir 
machen die bezügliche Annahme und fordern also, indem wir 
die Function f(x) = x11 in die Gleichung (1) des § 28 substi- 
tuiren, dass die Grössen a und a + x die Null übertreffen. So 
entsteht die Gleichung

n(n— 1). .(n—p +1) 
1.2.3..4> —

n(n—1) n—2 2v. ■■■-—-a
/ sn n n n—]
(a + x)=a + yß X +

~u+x
-n f n{n— !)...(»—p)

P+l / 1.2.3 ...p

a Pxv+Rx 4-.. + p+V1.2
(2){ n—p—1 (a + x — tf dt.t

Die Gleichung (2) des § 28 liefert für den Restausdruck 
die DarstellungRp+i

n(n—-1).. .{n—p) 
1.2.3 ... Q? 4-1)

{a+äx)"~,'~1xr+1,(3) EP + l

in welcher mit 0 ein positiver echter Bruch bezeichnet ist. Die 
gegenwärtige Entwickelung der wten Potenz des Binoms a+x 
wird bei unendlicher Ausdehnung zu der in I, § 112 u. s. f. un
tersuchten Binomialreihe. Um dieselbe Gestalt hervorzubringen,



sind beide Seiten der vorstehenden Gleichung (2) durch die

positive Grösse a zu dividiren und hierauf ist —- durch z zu
a

ersetzen.
Die Convergenz der gefundenen Reihe wird jetzt vermöge 

beurtheilt werden, wobei mehrere Fälle 
zu unterscheiden sind. Es sei erstens die Grösse x positiv und 
kleiner als a; dann kann man aus (3) schliessen, dass sich 
Rp+1 für beständig wachsende Werthe der Zahl p der Null nähern 
muss. Indem aus den (p + V) successiven Factoren des vorlie
genden Zählers die negative Einheit als Factor herausgezogen, 
und von der Potenz (a + dx) 
wird, findet sich

des Restausdrucks R/»+i

n—p—1 der Factor (a + 6x)n abgelöst

(4) R
p+1 p+1

-<*«•)• <- ‘f+)(+(+. esfcfc)

Die Anzahl (p+1) der Brüche ^ ’ ' ’ ( p + f~)

xstimmt mit dem Exponenten, zu dem die Verbindung

erhoben ist, überein, so dass jedem der Brüche einer der Fac
toren der Q? + l)ten Potenz zugeordnet werden darf. Die ge
nannten Brüche sind von einer bestimmten Stelle ab nothwendig 
positiv und kommen bei wachsendem Stellenzeiger der Einheit

hat vermöge der ge-

a + 6x

xbeliebig nahe; die Verbindung
a + dx

troffenen Voraussetzung einen positiven Werth, welcher zwischen

— und ------ liegt, mithin höchstens gleich der Grössea + x
deren Werth kleiner als die Einheit sein soll. Man ist somit

ist.
a

immer im Stande, einen Stellenzeiger p anzugeben, für welchen
( V) — Yl\ CO

das Product I—- — und daher auch das Product
Vh + i / «

p + l—n

p—w x
p +1/ a + dx

x p—n xsowie die sämmtlichen Producte ? * *
a + dxp + 2 p + lj a + dx

unter einer Grösse £ liegen, die selbst kleiner als die Einheit 
ist. Der in (4) aufgestellte Ausdruck von R besteht aus

p+1

dem von p unabhängigen Factor (a + dx)n, aus dem Factor

Binormalreihe. § 30.148
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§ 30. Binomialreihe. 149

(— 1)P+1, der nur das Vorzeichen betrifft, aus dem Product der 
beschränkten Anzahl von Factoren

1 —n
2 ) a-\-8x

und endlich aus dem Product P der so eben characterisir- 
ten positiven p— p+1 Factoren. Das Product P ist aber 
von kleinerem Werthe als ein Product von p — p + 1 Factoren, 
deren jeder gleich der unter der Einheit enthaltenen Grösse £ 
ist, oder als die Potenz v+1. Weil nun die positive Zahl 
p — p + 1 beliebig gross genommen werden darf, und weil nach 
I, § 19 eine Potenz einer unter der Einheit liegenden Grösse £ 
für einen beliebig hohen Exponenten beliebig klein wird, so hat 
das Product P und deshalb auch der Restausdruck B +1 für 
eine wachsende Zahl p die Null zum Grenzwerthe, wie be
hauptet worden.

Für den zweiten Fall, in welchem die Grösse x negativ 
und numerisch kleiner als die positive Grösse a ist, gelangt man 
durch eine andere Schätzung des Integrals Bp+1 zum Ziele. Bei 
den beiden unter dem Integralzeichen vorkommenden Potenzen 
hat für die von a bis a + x auszudehnende Integration die Basis 
t beständig das positive, die Basis a+x—t beständig das Vor
zeichen von x, welches gegenwärtig negativ sein soll. Wenn man 
daher die Potenz in das Product von t" 1 und t p zerlegt,
so kann der Factor fp(a + x — f)+p abgesondert werden, und 
das über den Factor f~x auszuführende Integral liefert den 
Werth

p — 1 — n— n x X X11 a + dx a + dxP

a+x
a+x , v« n

_ (a + X) — a
n _ a[i a

n—1
(5) t" ~dt = n

Mithin giebt die Anwendung des Satzes vom Mittelwerthe den 
folgenden Ausdruck, in welchem die Grösse n im Zähler und 
Nenner fortgehoben und durch a ein positiver echter Bruch an
gedeutet ist,

n v (x — ox)p
, -,p
(a + ox)

_ (n—l)...(w—p)

1.2.3 ...p

Statt der negativen Grösse x — ox kann deren absoluter Werth

((« + X) — a)(6) P'/>+1 —



—x + ox eingeführt werden; durch Vertheilung der p negativen 
Einheiten an die p Factoren des Zählers kommt dann

\ /—x+oxY 
\ a + ox )

n— a(7 )B)>+1

Der auf die p te Potenz zu erhebende Bruch hat hier einen 
Werth, der höchstens gleich der unter der Einheit liegenden

-vC——- ist, wie aus der Gleichung 

— x 4- ax

Grösse
O X (« + x)

« (a + ox)
hervorgeht, da a,a + x, a + ox, o positive Grössen sind, x aber 
negativ ist. Demnach gilt in Bezug auf die rechte Seite von 
(7) dieselbe Betrachtung, die Uber die rechte Seite von (4) an- 
gestellt ist, und man erhält das Resultat, dass der Restausdruck 

unter der angegebenen zweiten Voraussetzung bei einer 
stets wachsenden Zahl p ebenfalls gegen die Null convergirt.

Sobald die Grösse æ einen positiven über a liegenden Werth 
hat, genügt die Betrachtung der einzelnen Glieder der Reihe, 
um zu erkennen, dass ihre numerischen Werthe mit wachsendem 
Stellenzeiger jedes Mass überschreiten, und dass aus diesem 
Grunde eine unendliche Ausdehnung der Reihe nicht zulässig 
ist. Auf gleiche Weise, wie aus (3) der Ausdruck (4) hervor
gebracht wird, erhält man für das Q? + l)te Glied der rechten 
Seite von (2) die Gestalt

—x
a + ox

1Î/' + !

—n
(3)

Indem man wieder jeden der p Factoren

Bruche multiplicirt, leuchtet es ein, dass bei einer hinreichend 
grossen Zahl p immer eine Zahl p gefunden werden kann, für

welche sowohl das Product

mit jedem der p

[ -—v I X wie auch die sämmtlichen 
\p + 1/ a

folgenden Producte n\ (p— 1 —n\ x .. ,— I - -1 • • I -——----- 1 — grosser alsP+ 1 -
p + 2

eine über der Einheit liegende Grösse £ sind. Hieraus folgt 
aber, dass das in (8) dargestellte (p + l)te Glied der zu unter
suchenden Reihe seinem absoluten Werthe nach von einem ge
wissen Zeiger (p +1) ab grösser sein muss als das Product

Binomialreihe. § 30.150
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§ 30. Binomialreihe. 151

einer festen Grösse in die (p — p)te Potenz einer über der Ein
heit liegenden Grösse £, und deshalb in der That nach und 
nach jede gegebene Grösse Ubertrifft.

Dass in der vorliegenden Reihe die Variable x einen nega
tiven Werth erhalte, welcher den Werth a numerisch übertrifft, 
ist durch die Voraussetzung, dass die Grössen a und a-hx 
positiv sein sollen, ausgeschlossen. Man sieht aber vermöge 
der so eben durchgeführten Betrachtung, dass alsdann ebenfalls 
die einzelnen Glieder der Reihe für zunehmende Zeiger nu
merische Werthe erhalten würden, die über jedes Mass hinaus 
wüchsen.

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich dahin zusammen
fassen, dass die auf der rechten Seite von (2) befindliche Reihe 
bei unendlicher Ausdehnung convergirt und die Function (ce-hx)n 
darstellt, so lange der numerische Werth der Grösse x kleiner 
ist als die positive Grösse a, dass dagegen die unendliche Reihe 
nicht convergirt, wofern der numerische Werth der Grösse x 
grösser ist als die positive Grösse a. Jetzt fehlt noch die 
Untersuchung der Fälle, in denen x = a und x = — a ist.

Bei der Annahme x — a kann der in (4) enthaltene Aus
in der Weise benutzt werden, dass man 

die Bedingungen aufsucht, unter denen sich das daselbst vor
kommende Product

druck des Restes Rp+1

(9)

für eine wachsende Zahl p der Null nähert. Von der Verbin- 

bei der der echte Bruch für geänderte Werthexdung

von p ebenfalls andere Werthe erhalten kann, und die nunmehr
a + 8x

1 wird, kennt man keine obere Grenze als die Ein

heit selbst; mithin darf nicht geschlossen werden, dass die Potenz

für eine wachsende Zahl p abnehmen müsse. Das 

Product (9) entsteht aus dem Product

gleich 1 +8

J9 + 1

(T±7

hh’-th-(10)

sobald y den Werth n-fl erhält, und convergirt also nach



§ 30.Binomialreihe.152

I, § 111 für eine unbegrenzt wachsende Zahl von Factoren 
gegen die Null, sobald n +1 positiv ist. Da nun keiner der 
auf der rechten Seite von (4) zu dem Product (9) hinzutre
tenden Factoren bei wachsender Zahl p einen festen Werth 
überschreiten kann, so nähert sich der Restausdruck B 
Null, wofern die Grösse n + 1 positiv ist, oder n oberhalb 
der negativen Einheit liegt. Unter dieser Voraussetzung conver- 
girt daher die unendlich ausgedehnte Reihe (2) auch für den 
Werth x — a.

Wenn n — — 1 ist, werden die Coefficienten der Reihe 
abwechselnd der positiven oder negativen Einheit gleich, und 
die hervorgehende geometrische Reihe convergirt für x—a nicht. 
Bei einem unter der negativen Einheit liegenden Werthe von n 
erhält das allgemeine Glied der Reihe

n{n— 1) (n—2)... (n —p 4- 1) n
1.2.8 ... p a

die Eigenschaft, für eine wachsende Stellenzahl p jede gegebene 
Grösse zu übertreffen, wie in I, § 119 aus dem Verhalten der 
untersuchten unendlichen Producte abgeleitet ist; die Convergenz 
der Reihe wird hierdurch ausgeschlossen.

In Betreff der Annahme x — — a verweisen wir auf die 
ebenfalls in I, § 119 ausgeführte endliche Summation der Reihe, 
wonach die unendliche Reihe so lange convergirt, als der Expo
nent n positiv ist. Die gegenwärtig ermittelten Bedingungen 
der Convergenz sind in den a. a. 0. mitgetheilten Bedingungen 
eingeschlossen; die letzteren beziehen sich auf reelle und com
plexe Werthe der Variable, während jetzt nur reelle Werthe 
zugelassen werden.

derr+i

§ 31. Logarithmische Reihe. Vergleichung eines Logarithmus 
mit der Summe einer harmonischen Reihe.

Wie sich die Definition der Function Logarithmus auf alle 
positiven Werthe des Numerus mit Ausschluss der Null erstreckt, 
so gelten auch die Ausdrücke der auf einander folgenden Dif
ferentialquotienten, nämlich



' d log x _ 1
dx x

d2 log x 
dx*

— 1
(1) x2

P-1 1 .2. S..(p— 1)d log x
(-1)

in demselben Umfange und sind eindeutig, endlich und stetig. 
Wenn daher, wie im vorigen §, zwei positive Grössen a und 
a-\-x gewählt werden, so bringt die Einführung der Function 
f{x) — logic in die Gleichung (1) des § 28 das Resultat

p

2 P—1 P(-1) ~ + Rlog (or + x) = log er + --- 1- + P+ivaVa
(2K ,a+a;

(« + x—t)rPĄ+1=(-l) dt;
p+i

a
ferner folgt aus (2) desselben §, indem ß einen positiven echten 
Bruch bedeutet

p+i7? =-tzll
■**p+l

x
(3) p+ip + 1 (« + ö.-r)

Dadurch, dass man die Grösse logo; auf beiden Seiten der 
ersten Gleichung (2) subtrahirt, erhält man für die Differenz
log (a + x) — log er, die gleich log (l + ist, eine nach den

Potenzen des Quotienten — fortschreitende Reihe, die unendlich

ausgedehnt mit der in I, § 120 mitgetheilten lo gar Ohmischen 
Reihe zusammenfällt.

Um die Voraussetzungen ihrer Convergenz mit Hülfe des 
Restausdruckes R 
verfahren. Sobald x positiv und kleiner als die positive Grösse 
a oder auch derselben gleich ist, so convergirt die Reihe, weil 
sich der Ausdruck (3) des Restes Rp+1 für eine beständig zu
nehmende Zahl p der Null nähert. Denn derselbe ist, abge
sehen von dem Vorzeichen (— l)p, gleich dem Product des gegen

die Null abnehmenden Quotienten und der (jp + l)ten

erkennen, werde wie im vorigen §zup+i

§ 31. Logarithmische Reihe. 153
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Potenz des positiven Bruches --- ^ ^ -

ner als —-— und nicht grösser als « + x

dessen Werth nicht klei

ist, mithin unter der

Einheit liegt oder nur äussersten Falles derselben gleichkommt; 
also kann der Werth der Potenz niemals die Einheit über
treffen. Bei einem negativen Werthe von x, der numerisch 
kleiner als a ist, benutzen wir die in (2) enthaltene ursprüng
liche Darstellung des Bestes RJI+] als Integral, und zerlegen die 
unter dem Integralzeichen vorkommende Function in die beiden 

(a + x — t)V 1 die während der Integration ihr

Vorzeichen nicht ändern. Die über den zweiten Factor auszu
führende Integration wird durch das für positive und negative 
Werthe von x geltende Integral 

/-» a+x
j ^=log(or + x) — loga = log^l +

Factoren und . ?
tp

(4)

bewerkstelligt. Wenn daher wieder mit o ein positiver echter 
Bruch bezeichnet wird, so folgt für das in Rede stehende Inte
gral aus dem Mittelwerthsatze die Schätzung

{a + ox) \ “/
Da nun nach der im vorigen § angestellten Erwägung die

einen unter dem echten Bruche —- befind-

(5) *,+1 = (- 1)

— X + oxGrösse « + ox
liehen Werth hat, so nähert sich der vorstehende Ausdruck 

für eine stets wachsende Zahl p der Null, und demgemäss 
muss die logarithmische Beihe convergiren.

Positive Werthe von x} die grösser als a sind, haben zur 
Folge, dass das allgemeine Glied der logarithmischen Reihe 
bei wachsendem Stellenzeiger numerisch jede Grösse übertrifft, 
und widersprechen deshalb der Convergenz der Reihe. Es 
genügt, das (p +1) te Glied der rechten Seite von (2) in die 
Gestalt zu bringen

R
p+1

v- 1p—i
(6) (-1) p

154 Logarithmische Reihe. § 31.
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und die im vorigen § bei dem Ausdrucke (8) benutzten Schlüsse 
zu wiederholen. Ein negativer Werth, der numerisch grösser 
als a oder auch gleich — a ist, darf der Variable x nicht bei
gelegt werden. Die Discussion der sämmtlichen zulässigen 
reellen Werthe lehrt also, dass die logarithmische Reihe dann 
und nur dann convergirt, wenn die Variable x zwischen den 
Grenzen -- « und + a enthalten ist, die erstere ausgeschlossen 
und die zweite eingeschlossen, wie auch in I, § 120 ge
funden war.

Es möge jetzt eine merkwürdige Eigenschaft der durch 
das Integral (4) gegebenen Darstellung der logarithmischen 
Function entwickelt werden, und zwar wird hier x positiv voraus
gesetzt. Theilt man die Grösse x in n gleiche Theile, so dass 
x — n 4 ist, und bildet den nach § 19 zu dem Integral gehören
den Summenausdruck, dann ergiebt sich eine Reihe von Brüchen, 
deren Zähler derselbe ist und deren Nenner eine arithmetische 
Reihe bilden; so entsteht die harmonische Reihe

4â â4
(7) a + (n — 1)4
Wir machen die fernere Annahme, dass â nicht grösser als a 
sei, und benutzen die Gleichung (2), in welcher x positiv und 
ebenfalls nicht grösser als a angenommen wird, für p=0 und

R2 negativ

----h (x -t- 4 u ~-f— 2 4

p — 1. Hier ist Rx positiv und kleiner als

Æ2 woraus die Ungleichheitenund numerisch kleiner als - 'sT«2’

log (a + x) — log a < ?

log(a 4- x) —loga>

folgen. Dieselben lassen sich auch mit Hülfe eines in § 10 be
nutzten Princips aus dem Umstande ableiten, dass die aut ein
ander folgenden Glieder der rechten Seite von (2) regelmässig 
abwechselnde Vorzeichen haben und numerisch beständig ab
nehmen. Setzt man in (8) statt x die Grösse 4, statt a nach 
einander die Grössen a, a+ 4, . .. a + (n —1)4, die vermöge der 
über 4 gemachten Annahme von der ersten ab sämmtlich grösser 
als 4 sind, so entstehen die Ungleichheiten

(8) X1
a2
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J-
log (a + ô) — log a < —

< log(« -ł- 2 d) — log (a + d) <(9)

<Jlog(a + nô) — log (a + (n — 1) d) < a + (n — 1) d
und

d2log(a + d) —• loga>----

log(a + 2<J)-log(« + <5)>^- 2 (,< + ,t)â
a2
1 ô2

(9*)

d ô21log (a+nô) — log(a+(n— l)d) > 2 (« + (n—l)d)2 ’ 
aus denen man respective durch Addition die Ungleichheiten

a + (n — l)d

Ômr=.n
log(a+wd)—log«< a + (m—1) ô—i

(10) d2d j m = n= n
log (a -t- nô) — loga> 2! -----7----- ^ *&v ' 0 »ti« + (m- l)d 2 wrSi(« +(m — l)d)2

erhält. Da die linke Seite den Werth des Integrals (4) aus
drückt, so dienen dieselben dazu, den Werth von (4) mit der zu
gehörigen Summe (7) zu vergleichen, und begründen die Aus
sage, dass die Summe (7), um den Werth des Integrals ver
mindert, eine Differenz liefert, die positiv und gleichzeitig kleiner 
als die Summe

d21 m=n

2 2& m = 1(H) i (« + (m—l)d)2
ist. Bei der geometrischen Interpretation des § 7, nach welcher 

die Gleichung einer Hyperbel bildet, drückt diese Diffe

renz das Flächenstück aus, um welches das durch den Summen
ausdruck (7) gemessene Aggregat von Bechtecken den von der 
Abscissenaxe, der ersten und letzten Ordinate und der Hyperbel 
begrenzten Flächenraum übertrifft.

Man vergrössert ein einzelnes Glied der Summe (11), in
dem man in dem Nenner (« + (m— l)d)2 statt des einen der 
beiden gleichen Factoren den um ô kleineren für m2> 1 eben-

1
y = t
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falls positiven Factor a+(m — 2)ö setzt; wegen des Werthes 
m = 1 wird hier ai>d angenommen. Es ist aber

d 1 1(12) (a + (m — 2)d)(a-j-(m— l)d) u + [m — 2) d a + (m—l)d
Nun heben sich, falls von m— 1 bis m=n summirt wird, die 
Bestandtheile der einzelnen Differenzen auf der rechten Seite

so gegen einander auf, dass die Differenz ——*-------- 7------ ^
ö ö ’ a — d u + (n — 1 ) d

übrig bleibt, und es kommt

1

d 1m — n l
m5i (« + (m — 2)d)(« + (m—l)d) «—d

Somit gilt die Ungleichheit
a + (n — 1 ) d

d2 -<U--
2 2 \« — d

d 1 __ d
2 a — d

m—n
(14) <Zm=i(« + (m— 1)4)

Dieselbe lehrt, dass, wenn statt a ein Werth ß gesetzt wird, für •
a + (n— 1) d,

ß hinreichend gross ist, die betreffendewelchen der Quotient 

Summe
J

d21
(15) 2 ,S,{ß + (r-l)äy

â folglich auch bei einer ohne Ende wachsenkleiner als 2(/5-d)
den Zahl r beliebig klein ausfällt. Hieraus folgt erstens, dass 
die auf der linken Seite von (14) befindliche Summe bei unend
licher Ausdehnung, convergirt, da bei der Bestimmung ß=a+nö 
die Gleichung

d2d2 d2 1 7 = r^ m — n1 m=n+r

(16) y Z
4 ni —

_ j?_____ :_____
2 m—\[a + {ni — l)d)

_ jf--------:_____
2 <7=1 (ß+(r—l)d)? +i (« + (m — 1 ) d) “

besteht, und ß—a+nd durch eine passende Wahl von n belie
big gross gemacht werden kann, mithin die bis m—n + r aus
gedehnte von der bis m=n ausgedehnten Summe um eine 
beliebig kleine Grösse abweicht. Zweitens aber folgt in der
selben Weise, dass sich die erwähnte Differenz

dm — n
(log (a + n d) — log a)(17) Zm — i a + (m— 1) d

bei einer über jedes Mass zunehmenden Zahl n ebenfalls einem 
festen Grenzwerth nähert. Denn wenn die Summation, wie 
vorhin, zuerst von m—1 bis zu einem gewissen Werthe n, dann
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aber weiter von n+l bis zu einem Werthe n + r ausgedehnt 
wird, so kommt zu (17) ein Ausdruck hinzu, der für ß—a+nd 
die Gestalt

Ôq — r
(log (ß + (n + r) d) — log/?) 

annimmt, folglich positiv und kleiner als die Summe (15), also

ist, und deshalb für eine ge

nügend grosse Zahl n beliebig klein wird. Somit ist die That- 
sache bewiesen, dass sowohl der Werth des Integrals

(18) 2
g=iß+ (r—l)ä

âauch kleiner als die Grösse 2(ß-ö)

a + il â
d t = log (a + nö) — log«t

wie auch der Summe (7) für eine unbegrenzt wachsende Zald n 
über jedes Mass hinaus wächst, dagegen die in (17) gebildete Diffe

renz der beiden Werthe gegen einen festen von ~ abhängenden

Grenzwerth convergirt. Es möge derselbe mit ip 

werden, so dass

bezeichnet

(log (a + nö)—loga)j = ip ^âm = n
(17a) lim. 2,m—i « + (m—l)d

ist. Die auf diese Weise definirte Function ß>(z) hängt mit der 
Function Is(z), welche Gauss in den disquisitiones generales circa

a. ß x + ... untersucht und berechnet hatseriem infmitam 1 + 1 ./
durch die Gleichung —W(z— 1)=ip(z) —logz zusammen. Für 
d=l, «==1 wird die harmonische Reihe (7) zu der Summe der 
in die Einheit dividirten natürlichen Zahlen, von welcher in I, 
§ 105 gezeigt worden ist, dass ihr Werth bei unendlicher Aus
dehnung über jedes Mass wächst. Die entsprechende Grösse

(m=n i \
lim . I j£------log(n + V)\ = ip(Y)

\m=1 m J

heist die Mäscheronische Constante und hat, auf 18 Decimalstel- 
len berechnet, den Werth

(17b)

ip(1) = 0,577215664901532861.
Unter der gleichen Annahme d = 1, a — 1 geht die Reihe (14) 
in die Summe der in die Einheit dividirten Quadrate der natür-

§ 31.158 Harmonische Reihe.
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§ 32. Reihen für die Exponentialfunction und die trigono
metrischen Functionen Sinus und Cosinus.

Sowohl die Exponentialfunction e wie auch die trigono
metrischen Functionen sin x und cos x haben für jeden negativen 
oder positiven Werth von x mit Einschluss ihrer sämmtlichen 
Differentialquotienten die Eigenschaft, eindeutig, endlich und 
stetig zu sein. Man kann daher bei der Entwickelung von 
jeder dieser Functionen durch den in § 28 angegebenen Mac 
Laurin’sehen Satz der Variable x einen beliebigen Werth bei
legen. Die Exponentialfunction e hat lauter Dififerentialquo- 
tienten, die ihr selbst gleich sind und deshalb für x — 0 in die 
positive Einheit übergehen. Durch die Substitution der Func
tion f(x)=e in (3) und (4) des § 28 folgt demnach die für 
jeden Werth von x geltende Bestimmung

2 /'

e = 1 + x + + B+ .. + /'+i2.3 ...p
0)

(ixt

--------- (x — t)P dt =2.3 ...p v '
e p+1B 2.3...0 + 1) Xp+1

für wachsendeMan sieht leicht ein, dass der Restausdruck B 
Werthe der Zahl p stets beliebig klein werden muss. Der mit

/»+i

(ixdem positiven echten Bruche 6 gebildete Factor e 
einen beliebig gewählten bestimmten Werth von x niemals über 
eine feste Grösse hinausgehen. Der andere Factor ist aber

kann für

xX Xgleich dem Product welches schliesslich immerT 2 ' "p + r
gegen die Null convergirt. Denn man kann für jeden ge
gebenen Werth von x eine ganze Zahl p bezeichnen, welche

liehen Zahlen über, eine Summe, deren Convergenz aus dem in 
I, § 111 bewiesenen allgemeineren Satze folgt, dass die Summe

1 11+ + + ...i+ff1 +a 1+(T1 2

für jeden über der Einheit liegenden Exponenten 1 + a con
vergirt.
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x \
p -h 1 p + 2 p 1 /

als ein Product yon zwei Producten auffassen, deren erstes p 
Factoren enthält und bei zunehmendem p ungeä.ndert bleibt, 
deren zweites aber aus p — p +1 Factoren besteht, die numerisch

unter der Grösse y liegen, welches deshalb numerisch kleiner

ist als die (p — p+l)te Potenz des echten Bruches—» mithin

für einen angemessenen Werth von p unter jeden noch so 
kleinen numerischen Werth herabsinkt. Aus diesem Grunde

x x x X

1p + 1

convergirt die für die Exponentialfunction e erhaltene Ent
wickelung, welche bei unendlicher Ausdehnung gleich der in 
I, § 112 u. ff. behandelten Exponentialreihe ist, für jeden be
liebigen reellen Werth der Variable x.

Die aufeinander folgenden Differentialquotienten der Func
tionen sin x und cos x werden nach (7), (8), (9) und (10) des § 
16 folgendermassen ausgedrückt

<ł sin# d sin xdsmx
(2) — sin x, COS X,COS X,

dx

dt sin x

dx d x
4:7 + »' d’ sin# 

dx

d— sin x, — sin x

d x
4'j + r

d x

,3d cos#d cos x 

dx 
Ad cos# 

dx
Für den Werth #=0 verschwindet sin# sammt allen Differen
tialquotienten gerader Ordnung, während die Differentialquo
tienten ungerader Ordnung abwechselnd der positiven und 
negativen Einheit gleich werden. Für denselben Werth von # 
werden dagegen cos # und seine Differentialquotienten gerader 
Ordnung abwechselnd gleich der positiven oder negativen 
Einheit, während alle Differentialquotienten ungerader Ordnung 
verschwinden. Wenn man daher in (3) und (4) des § 28 statt

dcosx
(3) sin #, = sin #,= — cos #,

d xdx
iq+r

d cos# d cos#
COS #, 4q+r

dx d x

Exponentialreihe.160 § 32.

# absolut genommen, übertrifft, und hierauf für einen über p 
liegenden Werth der Zahl p das Product

^ 
i a.to

 5s

to
 ĆS^ 

i H



§ 32.

p das Vierfache einer Zahl q setzt, für x einen beliebigen 
Werth wählt, und zuerst f(x) = smx, dann /’(#)=cos# nimmt, 
so entstehen die Gleichungen

xsm x — x — -—- + ... ö

Reihen für die Functionen Sinus und Cosinus. 161

4 q — 1

+ R’ 2.3. ..(40—1) 4r/+] ?

(4)
COS (6 x) 4(1 + 1------------- ------ -------sy •

2.3...(4g + lj
cos t (x — if'1 d tR4q + 1 2.3...(42)

o
2 4Ą

X + R“2“ + * . . +COS X 4q+\12.3...(4 q)
(5)<

/:
0

sin(d#)sin t (x — t)4q dt- 4*7 + 1 XR4q+l 2.3...(4 q) 2.3... (4 2+1)

Sowohl der Eestausdruck der ersten Entwickelung
4?+l(6x)cos

2.3...(42+1) X

wie der der zweiten Entwickelung — sin (dx)
2.3...(42 + "i)" X 

die Eigenschaft, stets beliebig klein zu werden, sobald die 
Zahl q ohne Ende wächst, da die mit den positiven echten 
Brüchen 6 gebildeten Factoren cos dx und sin 6x numerisch 
niemals die Einheit übertreffen, und da sich der Factor

4-7 + 1

47 + 1 haben

■ wie vorhin gezeigt worden, für jeden bestimmten2.3...(42 + 1)’
Werth von x hei wachsendem q beliebig der Null nähert. Wir 
schliessen also wieder aus dem Verhalten der Restausdrücke, 
dass die für die Functionen cos x und sin x aus (4) und (5) 
hervorgehenden unendlichen Reihen bei jedem reellen Werth 
der Variable x convergiren. Dieselben Reihen sind in I, § 115 
erörtert.

§ 33. Reihe für die Function Arcus tangentis. Differentiation 
von algebraischen rationalen aus einer reellen Variable und 

aus complexen constanten Grössen gebildeten Functionen.

In § 16 ist bemerkt worden, dass, weil die ersten nach 
dem Argument genommenen Differentialquotienten der inversen 
trigonometrischen Functionen gleich algebraischen Functionen

Lipschitz, Analysis II. 11
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des Arguments sind, die sämmtlichen höheren Differentialquo
tienten von allen vier Functionen ebenfalls gleich algebraischen 
Functionen, dass ferner die sämmtlichen Differentialquotienten 
der Functionen Arcus tangentis und Arcus cotangentis gleich 
algebraischen rationalen Functionen des Arguments werden. 
Wir kommen nun zu der Bildung der successiven Differential
quotienten der Function Arcus tangentis, schlagen aber einen 
Weg ein, der später zu viel umfassenderen Ergebnissen führen 
wird.

Der Differentialquotient von arc tg x hat nach § 14 den
Ausdruck

d arctg x 1
(1) 2 71 + x

dessen Nenner gleich der Summe der Quadrate von der reellen 
Grösser und der Einheit ist. Wenn man nun von der in I, §26 
u. f. begründeten Rechnung mit reellen und imaginären oder 
complexen Grössen Gebrauch macht und wie dort die imaginäre 
Einheit ]/—1 mit i bezeichnet, so kann die Summe der Qua
drate #d 2+l in ein Product von zwei Factoren zerlegt werden 

x2 + 1 = (x—i) {x + i), 
zugleich erzeugt die Division der Einheit durch die complexe 
Grösse x — i den Bruch

dx

(2)

1 x + *
(3) X2 + 1 X2 + 1 X2 + 1 

d arc tg x
x— i

Demzufolge ist der Differentialquotient gleich dem von
dx

1dem Factor i befreiten imaginären Theile des Bruches —

Dieser Umstand erlaubt das Bildungsgesetz für die successiven 
Differentialquotienten der Function arctg# in sehr einfacher 
Gestalt anzugeben, wofern die Operation des Differentiirens in 
der folgenden Weise auf den reellen und imaginären Theil von 
algebraischen rationalen Functionen ausgedehnt wird, welche 
aus einer reellen Variable x und aus Grössen zusammengesetzt 
sind, die einen constanten reellen und imaginären Theil haben.

Es bedeute f(x) einen Ausdruck, der aus der reellen Va
riable x und den in beliebiger aber beschränkter Anzahl gege
benen Grössen a+ ib, a1 + ibv .. . durch Addition, Subtraction,

— i



Differentiation von Functionen mit complexen Constanten.§ 33. 163

Multiplication und Division dargestellt ist; die reellen Grössen 
a, oq, .. und b, bt,.. haben unveränderliche Werthe, die Verbin
dungen a + ib, a1+ib1,.. werden constante complexe Grössen 
genannt. Nachdem in fix) der reelle und imaginäre Theil ge
trennt sind, habe man
(4) f(x) = cp(x) + ix (x);
dann soll diejenige complexe Grösse, deren reeller Theil gleich 
dem nach x genommenen Differentialquotienten von cp (x) und deren 
imaginärer Theil gleich dem mit i multiplicirten nach x genom
menen Differentialquotienten von x(x) ist, der in Bezug auf die 
Variable x genommene Differentialquotient der Function f (x) 
heissen. Diese Definition lautet in Zeichen

dcp(x)d f (sc) d/.(x)
(5) + i

dx dx dx
Setzt man statt fix) eine beliebige complexe constante 

Grösse a + ib, so hat nach (3) in § 6 sowohl da wie auch
dx
da dl-db den Werth Null, folglich auch das Aggregat ——f- iCt 00 CI 00dx

und es entsteht der Satz:
(I) Der nach der Variable x genommene Differentialquotient 

einer complexen constanten Grösse ist gleich Null.
Um jede algebraische rationale Function, die aus der 

reellen Variable x und complexen Constanten gebildet ist, diffe- 
rentiiren zu können, sind die Regeln aufzusuchen, nach denen 
die Differentialquotienten für die Summe, die Differenz, das 
Product und den Quotienten von zwei solchen Functionen gebildet 
werden, falls die Differentialquotienten von jeder derselben 
gegeben sind. Man betrachtet neben der obigen Function f(x)' 
eine von gleicher Beschaffenheit g {x), welche durch Trennung 
des reellen und imaginären Tlieils die Gleichung 

g {x) = ip (x) + i co (x)
liefert, und erhält durch Anwendung der vier Grundoperationen 
der Rechnung nach I, § 26 und § 27 die Gleichungen

(5)

fix) + g (x) = cp{x) + il){x) + i(x(x) + oj(x)), 
fix) — g (x) — cp ix) — \p{x) + i( x(x) — co(x)),

' (8) fix) 9ix) = (p ix) ipix) — % ix) co ix) + i (cp ix) co (x) + % ix) ip (»),

(6)

(7)
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f{x) _ cp(x) xp{x) + yix) 10 (x) — (y 0*0 w(œ) — #0*0 VM).(9) xp(x) xp(x) + co (x) m(x)9W
Die Ausführung der Differentiation des reellen Theiles und des 
Factors von i in den rechts geschriebenen Ausdrücken giebt die 
folgende Bestimmung der Differentialquotienten der links ste
henden Verbindungen

d (fix') + g (x)) d cp (x) d xp (x) ( d/Jx) d io (x) )■(10) +-i
dx dx dxdx dx

d (f{x) — g (x)) dcp(x) dip (x) ( d co (x) )(11) — -ff i
dx dxdx dx dx

ä(f{x)g{x)) dco (x)dxp(x) d/{x)d cp (x)
(12) dx C°^ ~dx VW + VW dxdx dx

( dy,(x)dcf(x) dco(x) x
ip(x) + x(x)+ i co (x) -ff cp (x) - + dxdx dxdx

IUm)d
(13)

dx
d (cf(x) xp(x) +x(x) co(x})

(cp (x) xp (x) -ff y (x) co (x)) d (xp(x) xp(x) -ff co(x) co(xj)dx
xp (x) xp (x) -ff co (x) co (x) (’p(x) xp(x) -ff co(x) co(x))2

d (cp{x) oj(x)—y(x) xp(x))
dx

(cp (x) (jo (x) —y (x) xp (x j) d (xp{x) xp(x) -ff co(x) co(x))dx
— i

xp (x) Xp(x) -ff CO (x) 0) (x) (xp{x) xp(x) -ff co(x) co(xjf dx

Man kann aber die erhaltenen Ausdrücke folgendermassen zu
sammenfassen

d(f{x) -ff g{xj) d<p(x) dyM dxp(x) dco(x)
dx

(14) + i + idx dx dx dx
d (f{x) — g(x)) _ dcp(x) dy (x) clxp{x) dco (x)(15) + i -ff i

dx dx dxdx dx
d(f(a)g(as))

(16)
dx

^dcpM + i (xp(x) + ico (x)) -ff (cp(x) -ff i%(x)) d xp (x) + i dtoM
dx dx

und mit Berücksichtigung der Gleichung
xp (x) xp (x) -ff co (x) co (x) — (xp (x) -ff i co (xj) (ip (x) — i co (xj)
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‘(S)(17) dx
d (f (x) d/Xx)) (V'C*) — if>(xj) + {(f(x) + iyXxj) ^ d xp (x) . d co (x)\ cfx~~)+ i

dx dx dx
{xp {x) + i co [x)) [xp(x) — i (o ix)}

d (Jpp {x) + i co (x) ) (xp (x) —i io (#)))
{(f(x) + i/Xx)) [xp{x) — iw{x))

dx
(xp\{x) + ico{x))‘2 {xpix)—io){x))2

Alsdann lässt sich die rechte Seite von (14), (15) und (16) un
mittelbar durch fix), g(x) und deren Differentialquotienten dar
stellen. Substituirt man ferner auf der rechten Seite von (17) 
statt des Differentialquotienten des Products

(ip(x) +icoix)) {ip{x)—ico(x))
den nach der Vorschrift (16) gebildeten Ausdruck

dgj(x) d co(x)\ 
dx /

(l!Xx) — i w(xj) + {ip(x) +i co(xj) ^

d xp {x)

i
dx

so verwandelt sie sich in den Ausdruck
d(p{x) + ^-/Xx) {(fix) + i'/Xx)) ( d co ix)

+ i
dxdxdx dx(17*)

{xp ix) + i co ix))2xp ix) + i co ix)

der ebenfalls auf die angegebene Art darstellbar ist. Demnach 
gelten die vier Gleichungen

d {fix) -f g 0»)) d fix) dg ix)(18)
dxdxdx

d {fix) —g ix)) _ dfjx) __ dgjx)

dx
(19)

dxdx
d{fjx) gjx)) _ dfjx) dgjx)

(20) CJ ix) -1- fix)
dxdxdx

dgjx)df(x)fix)
g ix)—fix)d

dxg ix) dx
(21)

g ix) g ix)

welche beziehungsweise mit den Gleichungen (16), (17), (18) 
des § 6 und der Gleichung (8) des § 7 übereinstimmen und 
deshalb den folgenden Satz begründen:

(II) Der Differentialquotient der Summe, der Differenz, des 
Products und des Quotienten von zwei algebraischen rationalen 
Functionen, die aus einer reellen Variable x und complexen con-

dx
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stauten Grössen gebildet sind, wird in Bezug auf die Variable x 
nach den gleichen Hegeln abgeleitet, die für das Gebiet der reellen 
Grössen bestehen.

Aus der Verbindung der Sätze (I) und (II) ergiebt sich 
die Folgerung, dass der Differentialquotient einer jeden alge
braischen rationalen aus einer reellen Variable x und complexen 
constanten Grössen gebildeten Function in Bezug auf die Variable 
x ebenfalls nach den für das Gebiet der reellen Grössen geltenden 
Begeln erhalten wird. Betrachten wir, um dies allgemeine Be- 
sultat durch eine besondere Anwendung deutlicher zu machen, 
das Aggregat der Variable x und einer complexen Constante

1 und nach dem Satze (I)dxa + ib, so folgt aus (18), da
dx

d (a + ib) = 0 ist, die Bestimmungdx
d{x + a + ib)(22) = 1.

dx
Nun zieht die wiederholte Anwendung von (20), wie in § 6 aus- 
geführt ist, für eine beliebige positive ganze Zahl n die Gleichung

d ( f(xj) " df(x)n—1
= n(f(x))(23)

dxdx
nach sich, und auf gleiche Weise ergiebt (21) für eine beliebige 
positive ganze Zahl p die Gleichung

—pd [g (as)) —p—i d g (x)= - p (g 0*0)(24)
dxdx

Wird also in (23) statt f(x) und in (24) statt g(x) die Ver
bindung x+ci+ib substituirt, so entsteht für den Differentialquo
tienten einer beliebigen positiven oder negativen Potenz der
selben der Ausdruck

d((x+ a + ib)11)
n(x + a + ib)“ \(25). dx

difx + a+ ib) p) —p—i(26) — — p (x + a + ib)

Nachdem durch (5) der in Bezug auf x genommene Dif- 
ferentialq uotient einer Function fix) — cp (x) + iip (x) definirt ist, 
kann man, wie früher, den in Bezug auf die Variable x gebil
deten Differentialquotienten dieses Differentialquotienten als den 
zweiten Differentialquotienten der Function f(x) bezeichnen, und

clx
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so fortfahrend die successiven Differentialquotienten der Function 
f(x) definiren. Für den Differentialquotienten der beliebig- hohen 
wten Ordnung gilt dann die Gleichung

dn cp (x) 
dxn

Mit Hülfe der Relation (26) lassen sich nun die auf ein

ander folgenden Differentialquotienten eines Bruches

cf f\x) d" x(x)(27) + i
d x'1 dx

1
x + a + i b

oder (x + a + ib) 1 leicht angeben. Man findet 
" d((x 4- a + ib)1)

— — (x+a + ib) 2,dx
d\(x+a + ib) *) —8= 1.2 (x+a + ib)(28) dx

dÜ{(x+a + ib) *) = (--l)1' 1.2 ...r(x+a + ib)~r~~\

In diesen Gleichungen ist die Beantwortung der Frage enthal
ten, von der wir ausgingen, und die sich auf das Bildungsgesetz 
der auf einander folgenden Differentialquotienten des von dem

Factor i befreiten imaginären Theiles des Quotienten —«x —
zog. Setzt man in (27) f(x) — —

(3) angegebenen Zerlegung

dx

be-— i
1 i so folgt vermöge der in— i

11 xcf drcf X2 +1 X2 + 1x — i(29) + *
clx1dxdx

Andrerseits hat man nach (28), indem a = 0, b = — 1 ge
setzt wird,

1cf r 1.2 ... rx — i
(-1)(30) r + l(x—i)dx

Um den reellen und imaginären Theil dieses Ausdrucks zu 
trennen, bemerke man, dass da x reell ist, nach einem in 
I, § 27 bewiesenen Satze der conjugirte Ausdruck erhalten 
wird, indem — i durch + i ersetzt wird, dass ferner die halbe 
Summe von zwei conjugirten complexen Grössen ihren gemein
samen reellen Theil, die halbe Differenz derselben den imagi-



Xdr 1 /(—1/1.2.3..r 
(x — i)

(— 1/K2.3 ..r 
(<£ + i)

a’2+ 1(31) +r + 1 r + 12dx
1dT 1 /(— l)'l.2.3..r (— l)rl .2.3..r^

(x + i)
Die letztere giebt für die aufeinander folgenden Differen
tialquotienten der Function arc tg x, da der ^>te Differential
quotient dieser Function gleich dem (p — l)ten Differential-

x2 + 1(32) r + 1r + l2 i\dx (x—i)

1quotienten des ersten Differentialquotienten 
suchte Bestimmung

a arctg x

ist, die ge-x2, +1

p-i 1.2.3(jp —1) i_V
(x+if r

i(33) = (-l) 2 idx (x — tf
sie soll dazu dienen, die Function f (x) = arctgx in die Glei
chungen (3) und (4) des § 28 einzuführen. Die Function arctg x, ■

und + ~ einge

schlossen wird, verschwindet für x=0, desgleichen verschwin
den mit x zusammen alle ihre Differentialquotienten gerader 
Ordnung, weil für eine gerade Zahl p der. Werth (—%f dem 
Werthe (i)p gleich ist. Dagegen kommt für eine ungerade Zahlp

welche wie in § 14 von den Grenzen —

/)—i p-1(-1) ( c-if 1 \ •lp)~l./f—*1= (-d22 *

so dass der Differentialquotient der ungeraden pten Ordnung 
für x=0 gleich dem Ausdrucke

p—i
(-1) 2 1.2.3... (p-1)

wird. Mithin gelangt man durch die angegebene Substitution, 
indem p gleich dem um die Einheit verminderten Doppelten 
einer Zahl q genommen wird, zu der Gleichung
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nären Theil der als Minuendus genommenen complexen Grösse 
hervorbringt. Demnach entstehen aus (29) und (30) die beiden 
Gleichungen

to
 a



3 27—1
X (J— 1 Oj

+ ••• + (-!)arctg# = + R27+1’2ą—1

(X—tfq dt
1 1 1(34) R.-7+1 27 + 1 27 + 12 i O—i) (t+ i)
1 11 1 27+1

X(2 q + \) 2i \çqx— ^ 
wo O wieder einen positiven echten Bruch bezeichnet.

27 + 127+1 (dx + i)

In Folge einer in § 31 bei dem allgemeinen Gliede der lo- 
garithmischen Reihe gemachten Bemerkung würde auch das all-

( , \7—1 27—1(— i) X
gemeine Glied der vorliegenden für eine hinrei-

2q— 1
chend grosse Zahl q numerisch beliebig gross werden, wenn 
man der Grösse x einen die Einheit übersteigenden numerischen 
Werth beilegte. Für die Convergenz der unendlichen Reihe, 
welche als die zur Darstellung der Function Arcus tangentis be
stimmte Reihe in (I), § 120 vorkommt, sind demnach nur solche 
Werthe von x zu betrachten, die numerisch unter der Einheit 
liegen oder sie höchstens erreichen, und bei solchen lässt sich 
leicht nachweisen, dass der Restausdruck R mit wachsender27 + 1
Zahl q einen beliebig kleinen Werth annimmt.

Für jede complexe Grösse g+ih ist offenbar sowohl der 
absolute Werth von g wie auch der von h niemals grösser als 
der absolute Betrag }/g2 + h2. Setzt man

1(35) g + ill,27 + 1(6x — i)
so wird nach einem vorhin angewendeten Schlüsse, weil Qx 
eine reelle Grösse bezeichnet,

1 11(35*) = Jr,27 + 127 + 1^ \(6x — i') (ßx + i)
mithin ist der absolute Werth von h keinenfalls grösser als der

1absolute Betrag der complexen Grösse • Weil nun27+1
(ßx—i)

nach einem in I, § 27 bewiesenen Satze die Norm des Products 
von zwei complexen Grössen gleich dem Product der Normen 
der beiden Factoren, folglich die Norm des Products von
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mehreren complexen Grössen gleich dem Product der Normen 
der sämmtlichen Factoren, und deshalb auch der absolute Be
trag eines Products von mehreren complexen Grössen gleich 
dem Product der absoluten Beträge der sämmtlichen Factoren ist,

so wird der absolute Betrag der complexen Grösse 1
2?+l(ßx— {)

1erhalten, indem man den absoluten Betrag des Bruches ßx — i
auf die (2 q + l)te Potenz er-1das heisst den Werth

yß2x2 -t- 1
hebt. Der absolute Werth des Restausdrucks R übertrifft27+1
daher unter keinen Umständen, wenn +lx den absoluten Werth 
der Variable x andeutet, den Werth

27+1
(±*)1(36)

22+1 (]/ß2 x2 + l)2?
Da ±x höchstens gleich der Einheit sein darf, so erreicht die

+1

_+ x und folglich auch ihre (2<2 + l)te Potenz imGrösse
)/ß2x2 + 1

äussersten Falle nur die Einheit; darum nähert sich der Werth

(36) bei einer wachsenden Zahl q vermöge des Factors j

nothwendig der Null. Es muss sich aber der Restausdruck R 
ebenso verhalten; die in (34) für die Function arctg x aufge
stellte Reihe convergirt also bei unendlicher Ausdehnung, wofern 
die Grösse x numerisch kleiner als die Einheit oder derselben

27+1

gleich ist.
Hiermit haben wir die Grundfunctionen der Analysis für 

reelle Werthe des Arguments durch den IbyZor’schen und Mac 
ZamVschen Satz in Potenzreihen entwickelt, und die Bedin
gungen der Convergenz aus den bezüglichen Restausdrücken 
abgeleitet.
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Capitel IV.

Anwendungen der nach den Potenzen einer variabel n 
Grösse fortschreitenden Reihen.

§ 34. Bestimmung der grösten und kleinsten Werthe von 
Functionen einer variablen Grösse.

Wie die Tangentenprobleme gehören die Probleme de maxi- 
mis et minimis oder die Fragen nach den grösten und kleinsten 
Werthen, welche Grössen, die von veränderlichen Grössen ab- 
hängen, annehmen können, zu den Aufgaben, durch deren 
besondere Schwierigkeiten die Entdeckung der Infinitesimal
rechnung herbeigeführt ist. Schon früher hatte Fermat in der 
Arbeit methodus ad disquirendam maximam et minimam eine 
Vorschrift zur Lösung der hier bezeichneten Aufgaben mitge- 
theilt, und die Construction der Tangenten an gegebene Curven 
darauf zurückgeführt. Auch Leibnitz erwähnt beide Gattungen 
von Aufgaben in der Abhandlung, durch die er in den 
Leipziger actis eruditorum von 1684 die Grundzüge der Infini
tesimalrechnung publicirte, und die den Titel führt: Nova 
methodus pro maximis et minimis itemque tangentibus, quae nee 
fractas nee irrationales quantitates moratur, et singidare pro illis 
calculi genus. Die Behandlung der Probleme de maximis et 
minimis gründet sich darauf, dass man von der Entwickelung einer 
Function, die nach den Potenzen einer passend gewählten 
Grösse geordnet ist, eine gewisse Anzahl der ersten Glieder 
benutzt, und enthält ein Vorbild für die übrigen demnächst 
mitzutheilenden Anwendungen der Potenzreihen.

Bei der Untersuchung der Maxima und Minima einer 
Function f(x) Avird vorausgesetzt, dass dieselbe für ein gewisses 
Intervall der Variable x, das sich wieder von a bis b erstrecken 
möge, eindeutig, endlich und stetig sei. Es bezeichne c einen 
bestimmten Werth von x, h eine positive oder negative ver
änderliche Grösse, die an die Bedingung geknüpft ist, dass 
das Aggregat c + h zwischen zwei Grössen a und ß, die inner
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halb des von a bis b ausgedehnten Intervalls liegen, einge
schlossen sei. Man sagt nun, dass die Function f(x) für den 
Werth x—c einen grösten Werth oder ein Maximum habe, wenn 
der Functionswerth f(c) algebraisch grösser ist als jeder andere 
Functionswerth f(c + h), und dass die Function f(x) für den 
Werth x=c einen kleinsten Werth oder ein Minimum habe, 
wenn der Functionswerth f(c) algebraisch kleiner ist als jeder 
andere Functionswerth f(c + Ji). Es wird also der Func
tionswerth f{c) immer nur mit den Nachbarwerthen f{c + h) ver
glichen, für welche a<c + h<ß ist, und wo die Grösse des 
Intervalls ß — a je nach den Umständen bedeutender oder 
geringer ausfallen kann. Demnach ist es möglich, dass die 
Function f(x) innerhalb des ganzen von a bis b reichenden 
Intervalls für verschiedene Werthe von x verschiedene Maxima 
und Minima annimmt.

Es lässt sich die angegebene Definition auch so aus- 
drücken, dass die Function f(x) für x—c zu einem Maximum 
wird, sobald die Differenz f(c + h)—f{c) für jeden von Null 
verschiedenen innerhalb der Grenzen a — c und ß—c liegenden 
Werth von h negativ ist, und dass die Function f(x) für x — c 
zu einem Minimum wird, sobald die bezeichnete Differenz für 
jeden von Null verschiedenen innerhalb der Grenzen a—c und 
ß — c liegenden Werth von h positiv ist. Um die Bedingungen 
zu erkennen, unter denen das eine oder andere geschieht, werde 
für den betreffenden Werth c die Function f(c+h) in eine nach 
den Potenzen der Grösse h fortschreitende Reihe entwickelt, und 
diese nach dem in h multiplicirten Gliede durch den entspre
chenden Restausdruck ergänzt. Hierzu dient der in der Glei
chung (17) des § 27 enthaltene Taylor'sehe Sais; die bei der 
Function f(x) erforderlichen Voraussetzungen sind in demsel
ben § angeführt. Sie bestehen zunächst darin, dass die in 
der Entwickelung auftretenden Dififerentialquotienten f‘{x) und 
f“{x) innerhalb des bezüglichen Intervalls eindeutig, endlich 
und stetig sein müssen. Dann findet man für die Differenz 
fic + h)—f(c) die folgende mit einem positiven echten Bruche 6 
gebildete Darstellung

f“ (c + 6 h)
(1) f (c + h) — f(c)— f' (c) h + 7^2.2



man kann nun der Grösse h solche Grenzen a—c und ß—c 
vorschreiben, dass für jeden innerhalb derselben liegenden Werth 
das in der Klammer befindliche Aggregat stets dasselbe Vor
zeichen wie die von Null verschiedene Grösse f‘(c) behält. 
Wegen der Voraussetzungen, die für den Gebrauch des Taylor- 
schen Satzes nothwendig sind, darf die Grösse h von vorne 
herein nur einen solchen Spielraum erhalten, dass der zweite 
Differentialquotient f“(c + 6h) bei jedem Werthe des positiven 
echten Bruches 6 einen endlichen Werth hat, das heisst nume
risch kleiner bleibt, als eine gewisse feste Grösse ~k. Wofern 
nun die der Grösse h zu steckenden Grenzen a — c und ß — c

numerisch kleiner gewählt werden als der Bruch 

der Ausdruck

; i so muss fc

f“ (c + dh)1 + h(3) r (c)
stets positiv sein, folglich das in der Klammer von (2) befind
liche Aggregat das Vorzeichen des Factors f‘(c) haben. Legt 
man alsdann der Grösse h innerhalb der festgesetzten Grenzen 
zuerst einen negativen, dann einen positiven Werth bei, so wird 
der in (2) angegebene Werth der Differenz f(c+h) — f(c) im 
ersten Falle das mit f‘ (c) übereinstimmende, im zweiten Falle 
das entgegengesetzte Vorzeichen annehmen; die Differenz ist 
also fähig, nach Belieben das positive oder das negative Vor
zeichen zu erhalten, und das verträgt sich weder mit der Natur 
des Maximums noch mit der des Minimums, indem die Differenz 
bei dem erstem immer negativ, bei dem zweiten immer positiv 
sein müsste.

Wenn also die Function f(x) für x—c ein Maximum oder 
ein Minimum haben soll, so muss der erste Differentialquotient 
derselben f (x) für den bezüglichen Werth verschwinden. Hier
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Aus derselben ist leicht zu folgern, dass die Function f(x) 
für x = c weder einen grösten noch einen kleinsten Werth 
besitzt, sobald der erste Differentialquotient f{c) einen von Null 
verschiedenen Werth hat. Durch Herausziehen des Factors h 
bekommt die rechte Seite von (1) die Gestalt

(/*' (c) + h f"(c + 6 h)) h;(2)
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durch fällt auf der rechten Seite von (1) das in h multiplicirte 
Glied fort, und es entsteht die Gleichung

f“ (c + 0 h)(4) h\2

Dieselbe erlaubt über das Vorhandensein eines Maximums oder 
eines Minimums zu entscheiden, wofern der zweite Differential- 
quotient f“(x) bei x = c einen von Null verschiedenen Werth 
erhält. Für die Function f“ (x) gilt die Voraussetzung der 
Stetigkeit, das heisst, für je zwei innerhalb des benutzten 
Intervalls befindliche Werthe x und x + £ ist die Differenz 
f(x + £)—f(x) bei einem numerisch hinreichend kleinen Werthe 
von £ kleiner als eine noch so kleine gegebene Grösse. Sobald 
daher f“ (c) nicht gleich Null ist, kann der numerische Werth 
der Grösse h in solchem Masse eingeschränkt werden, dass die 
Differenz f“(c + 0h)—f“(c) zwischen zwei Grössen p und q, 
die numerisch kleiner als der Werth f“{c) selbst sind, ent
halten bleibt; dann muss f“{c + 0h) einen von Null verschie
denen Werth haben, dessen Vorzeichen mit f"(c) übereinstimmt. 
Aus den Ungleichheiten

p <Cf" (c + 6 h) — f" (c) C q
folgen nämlich durch Addition von f“ (c) die Ungleichheiten 

p + f“ (c)cf" (c + Oh) < q + f“ (c), 
wo die Grössen p + f“ (c) und q + f“ (c) nach der getroffenen 
Voraussetzung dasselbe Vorzeichen wie f“ (c) haben und noth- 
wendig von Null dififeriren. Es wird demnach festgesetzt, dass 
die Grösse 7^ innerhalb solcher Grössen a — c und ß—c liegen 
soll, für welche f“ (c + Oh) das Vorzeichen von f" (c) festhält.

1Da die Grösse f"(c+0h) in (4) mit dem Factor -- h* multipli-Jj
cirt ist, der für ein positives wie für ein negatives h positiv 
bleibt und nur mit h zusammen verschwindet, so hat die rechte 
Seite von (4) für jeden zulässigen Werth von h, die Null aus
genommen, einen von Null verschiedenen Werth, der positiv 
oder negativ bleibt, je nachdem f" (c) positiv oder negativ ist. 
Nun wird aber das Wesen des Maximums dadurch characterisirt, 
dass für einen von Null verschiedenen Werth h die auf der 
linken Seite von (4) befindliche Differenz immer negativ, das
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Wesen des Minimums dadurch, dass diese Differenz immer 
positiv bleibt. Also darf man den Schluss ziehen, dass die 
Function fix) für x—c su einem Maximum wird, wenn für 
diesen Werth von x der erste Differentialquotient f‘ (x) ver
schwindet und der zweite Differentialquotient f“ (x) einen negati
ven Werth erhält, dass dagegen die Function f (x) für x—c zu 
einem Minimum wird, ivenn für diesen Werth von x der erste 
Differentialquotient f' (x) verschwindet, und der zweite Differen
tialquotient f"(x) einen positiven Werth erhält.

In dem Falle, dass für einen Werth x=c sowohl der erste 
wie auch der zweite Differentialquotient der Function f(x) gleich 
Null ist, genügt die in der Gleichung (1) enthaltene Entwicke
lung zur Beantwortung der aufgeworfenen Frage nicht mehr. 
Wir führen dann die in der Gleichung (17) des § 27 ange
gebene Reihe bis zu dem mit hs multiplicirten Gliede und dem 
sich anschliessenden Restausdruck, und erhalten, indem die mit 
h und Ä2 multiplicirten Glieder verschwinden, die Gleichung

fm(c + 6h)
2.3.4 ’ •

bei der auch die Differentialquotienten f‘"(x) und f^(x) ein
deutig, endlich und stetig vorausgesetzt werden. Diese Gleichung 
zeigt ein ähnliches Verhalten wie die obige (1). Wenn der 
Werth f (c) von Null verschieden ist, so nimmt die rechte 
Seite von (5) für Werthe von h, die numerisch unter einer ge
wissen Grösse liegen, nothwendig das Vorzeichen des Gliedes

hs an, welches eine ungerade Potenz von h als Factor ent

hält und deshalb mit der Grösse h gleichzeitig sein Vorzeichen 
ändert. Aus diesem Grunde wechselt jetzt die Differenz 
f(c + h) — f (c) ihr Vorzeichen, sobald die Grösse h von einem 
negativen zu einem positiven Werthe übergeht, es tritt also bei 
der Function f(x) weder ein Maximum noch ein Minimum auf. 
Wenn aber f“‘{c) gleich Null ist, so wird aus (5) die Gleichung

f(i) (c + Oh)
2.3.4

bei der es auf die Grösse /(4) (c) ankommt. Für einen von Null 
verschiedenen Werth derselben kann man vermöge der voraus

n(c)f(c + h)-f(c) h3 4-(5) 2.3

r (c)
2.3

(6) f(c + h)—f(c) = h\
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gesetzten Stetigkeit der Function (x) das Intervall von h so 
klein wählen, dass fW(c+0h) das Vorzeichen von f(A\c) be
hält. Die Differenz f(c 4- h) —f(x) ist nach (6) gleich dem Pro
duct des in Eede stehenden Mittelwerthes und der durch die
Zahl 2.3.4 dividirten vierten Potenz der Grösse h, welche als 
eine gerade Potenz stets positiv ist und nur mit h zusammen 
verschwindet, und kann daher niemals ein anderes Vorzeichen 
annehmen, als die Grösse /(4) (c) hat. Mithin wird die Function 
f(x) für x=c zu einem Maximum unter den Bedingungen

f (<0=o, n«)=«, f‘"(0=o, Ao<»,

dagegen zu einem Minimum unter den Bedingungen
f'(c)=0, r(c) = 0, f‘"(c)=0, fM(c)>0.

Wie man sieht, fehlt auch hier wieder die endgültige Ant
wort, sobald fW(c) gleich Null ist, so dass es nöthig wil'd, die 
Entwickelung der Differenz f(c + h)—f(c) noch weiter zu treiben.
In der That muss man die Reihe der Differentialquotienten 
f" (c), f'" (c),... so lange untersuchen, bis man zu dem ersten

(7> + l) (c) gelangt, der nicht gleich Null ist.Differentialquotienten f 
Dann liefert der Taylor’sche Satz die Gleichung

(/> + !), (c + 0h) 7 p+1
äX^TT)7*ff(e + h)-m(7)

bei der die rechte Seite für numerisch hinreichend kleine 
Werthe von h ihr Vorzeichen mit h zusammen wechselt, falls 
p+1 eine ungerade Zahl ist, hingegen das Vorzeichen von

(p+i) (c) behält, falls p+1 eine gerade Zahl ist. Die Function 
fix) hat also für einen Werth x=c, der ihren ersten Differen
tialquotienten zu Null macht, ein Maximum, wenn der niedrigste 
für x—c nicht verschwindende Differentialquotient von gerader 
Ordnung ist und für x—c einen negativen Werth annimmt, sie 
hat ein Minimum, wenn der niedrigste für x=c nicht verschwin
dende Differentialquotient von gerader Ordnung ist und für x—c 
einen positiven Werth annimmt, sie hat endlich weder ein Maxi
mum noch ein Minimum, wenn der niedrigste für x=c nicht 
verschwindende Differentialquotient von ungerader Ordnung ist.

Hierin bestehen die vollständigen Kriterien der Maxima 
und der Minima einer Function einer variabeln Grösse.

f
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§ 35. Geometrische Deutung der Maxima und Minima einer 
Function einer variabeln Grösse.

Indem wie früher mit x lind y die rechtwinkligen Coordi- 
naten eines Punktes einer Ebene bezeichnet werden, betrachten 
wir die durch die Gleichung
(1) y=f(x)
dargestellte Curve. Der Werth y misst den Abstand des Punk
tes (x, y) von der Abscissenaxe und bekommt auf der einen 
Seite derselben, nach der in § 2 eingeführten Vorstellung der 
oberen, das positive, auf der anderen Seite das negative Vor
zeichen. Wenn daher die Function f(x) für einen Werth x—c 
nach der Definition des vorigen § zu einem Maximum wird, so 
hat der betreffende Punkt der Curve im Vergleich zu seinen 
Nachbarpunkten den grösten Abstand von der Abscissenaxe ; 
wird dagegen f(x) für x—c zu einem Minimum, so hat der 
zugehörige Punkt im Vergleich zu seinen Nachbarpunkten 
den kleinsten Abstand von der Abscissenaxe, beides unter der 
Voraussetzung, dass der in Rede stehende Werth f{x) positiv 
ist. Für negative Werthe von f(x) kehren sich die Benennun
gen um.

Da der erste Differentialquotient f‘ (x) die trigonometrische 
Tangente des Winkels ausdrückt, den die in dem betreffenden 
Punkte an die Curve gezogene berührende Linie mit der Ab
scissenaxe bildet, so hat die für das Maximum und Minimum 
geltende Bedingung, dass fix) für x=c verschwinde, zur Folge, 
dass die berührende Linie in dem Punkte x=c, y=f{c) zu 
der Abscissenaxe parallel wird. Auf diesen Umstand ist schon 
in § 4 aufmerksam gemacht worden. Ferner bezeichnet die 
Differenz f{c+h) — f(c) den je nach der Lage positiv oder nega
tiv genommenen Abstand des Punktes der Curve, für welchen 
x=c + h ist, von der Parallele zur Abscissenaxe, die durch den 
Punkt x—c, y=f(c) läuft und hier eben die Curve berührt. 
Bei der getroffenen Annahme ist die Differenz f(c + h)—f(c) 
für Punkte x=c + h, y=f(c+h), die oberhalb der berührenden 
Linie liegen, positiv, für unterhalb liegende Punkte negativ. 
Fassen wir daher die Gleichung (7) des vorigen § ins Auge,

Lipschitz, Analysis II, 12
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(r+i) (c) den niedrig-worin vermittelst der Voraussetzung, dass f 
sten für x—c nicht verschwindenden Differentialquotienten von
f{x) bedeutet, sämmtliche Fälle eingeschlossen sind, so wird 
klar, dass die zu dem Punkte x=c, y—f{c) benachbarten
Punkte der Curve bei einer geraden Zahl p +1 und einem

0>+i)negativen Werthe von f
raden Zahlj? 4- 1 und einem positiven Werthe von f 
lieh über der genannten berührenden Linie liegen, sich hingegen 
bei einer ungeraden Zahl p + 1 auf der einen, z. B. der linken 
Seite des Punktes unterhalb, auf der anderen Seite desselben 
oberhalb der berührenden Linie befinden. Sowohl in den Fällen, 
wo die Function f(x) für x—c ein Maximum, wie auch in den 
Fällen, wo sie ein Minimum wird, liegt derjenige Theil der 
entsprechenden Curve, welchem der Punkt x = c, y=f(c) ange
hört, auf derselben Seite der dort berührenden zu der Abscis- 
senaxe parallelen Linie. Wenn dagegen für einen Werth x—c 
zwar der erste Differentialquotient der Function f(x) verschwin
det, allein die Function weder ein Maximum noch ein Minimum 
wird, so zeigt die entsprechende Curve die Erscheinung, dass 
sie von der zugehörigen berührenden Linie zu gleicher Zeit ge
schnitten wird.

(c) sämmtlich unter, bei einer ge-
(p+i) (c) sämmt-

§ 36. Einzelne Aufgaben de Maximis et Minimis.

Um die sämmtlichen Werthe der Variable x zu erhalten, 
für welche eine gegebene Function f{x) zu einem Maximum 
oder Minimum wird, ist es nach § 34 erforderlich, alle die
jenigen Werthe zu kennen, für welche der nach x genommene 
erste Differentialquotient der Function f‘(x) gleich Null wird. 
Nachdem die zugehörige Gleichung
(1) f' (x) — 0
gebildet ist, hat man zuerst die sämmtlichen reellen Wurzeln 
c,,c3,.. aufzusuchen, welche sie besitzt, und hierauf jede ein
zelne in die Reihenfolge der Differentialquotienten
(2) f" (%), f“‘ 0*0, • •
zu substituiren, bis man zu dem ersten gelangt, der für den 
betreffenden Werth nicht verschwindet; man kann dann aus
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der Beschaffenheit des Ergebnisses nach der in § 34 aufge
stellten Regel beurtheilen, ob ein Maximum oder ein Minimum 
oder keines von beiden vorliege.

I. Es sei fix) gleich einer rationalen ganzen Function 
x von einem beliebigen Grade

f(x) = a0 x + a] x

von

(3) + •'■• + a„_i x + «„•
Dann ist f‘{x) die Function des um eine Einheit niedrigeren 
Grades

f‘ (x) = na0 x 1 4- in — 1) ax x

und es handelt sich um die Auflösung der algebraischen Glei
chung f‘{x)—0. Auf die rationalen ganzen Functionen einer 
Variable bezieht sich die in § 34 erwähnte Methode Fermats, 
durch welche die Auffindung der Maxima und Minima der 
gegebenen Function von der Auflösung der so eben gebildeten 
Gleichung abhängig gemacht wird. Nach dem Fundamental
satze der algebraischen Gleichungen, der in I, § 61 und f.f. 
bewiesen ist, hat die Gleichung f‘(x) = 0 immer eine reelle 
oder complexe Wurzel, und in Folge dessen genau n—1 reelle 
oder complexe Wurzeln VvVv^Vn-1, vermöge deren die Zer
legung in n—1 Factoren ersten Grades

P (x) — na0 (x—rjj) (x — rj2). . (x - rjn_J 
besteht. Unter den Wurzeln rlv .. rj#i_j sind die reellen Werthe,
falls solche überhaupt Vorkommen, auszuwählen; diese liefern 
dann die Grössen c17 c2,, welchen ein Maximum oder 
Minimum der Function f(x) entsprechen kann. Bezeichnet man 
eine dieser Grössen wieder mit c, so lassen sich die Be
dingungen der Maxima und Minima von fix) unmittelbar ver
möge der folgenden Darstellung ableiten

n—2(4) + * • * + an-V

(5)

fM ,»
2.3 ..n ’

f(c + h) = f(c)+-f"-f

die aus I, § 94 herriihrt.
Für die Function des zweiten Grades

Ji + .. + -(3*)

(6) fix) — a0x2 + a1 x + a2
hat man

f (x) = 2 a0 x 4- a.
Die letztere Function verschwindet für den einzigen Werth
(7)
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— at
(8) c 2a0
und giebt

— a\ +4 a0 a2 
4»o

Da f“{x) den constanten Werth 2a0 hat, so wird die Gleichung 
(3*) zu der folgenden

f(°)(9)

— a\ + 4 a0a2 
4 a0

Die Grösse a0 darf nicht gleich Null sein, weil sonst die 
Function f(x) nicht vom zweiten Grade wäre; mithin kann der 
Werth f" (x)=2a0 nicht verschwinden und begründet, falls a„ 
positiv ist, das Auftreten eines Minimums, falls a0 negativ ist, 
eines Maximums. Durch die Zusammenstellung der Gleichung 
(11) des § 2 mit der obigen (10) ergibt sich, dass die Gleichung

(10) f(c 4- h) + Q>0lv •

(H) y — a0 x2 4- a, x 4- a2 

in Bezug auf die rechtwinkeligen Coordinaten x, y eine Parabel 
ausdrückt. Man erhält eine vollständige Uebereinstimmung, 
indem man

— a\ 4-4 a0aa m + /u
4 a0

setzt. Für die Discussion in § 2 Ast die Differenz m—n positiv 
angenommen; hierdurch wird der Punkt x= c, y=f(c) zu dem 
tiefsten Punkte der Parabel, der in der beigefügten Figur mit 
R0 bezeichnet ist und den Scheitelpunkt der Parabel bildet. 
Bei einem negativen Werthe von m — y kehrt sich die Lage 
der Parabel von oben nach unten um, und bestimmen die 
gleichnamigen Coordinaten den höchsten Punkt der Parabel, der 
wieder ihr Scheitelpunkt ist.

Der niedrigste Grad von f(x), bei dem es Vorkommen 
kann, dass f'(x) und f“(x) für denselben Werth von x ver
schwinden, ist der dritte. Alsdann sind die zu betrachtenden 
Functionen

1
(12) = 12 ’ a° 2 ( m—y) ’

j f{x) — aü x3 + a1 x2 + a2 x 4- as 
^ f'(x) = 3a0x2 4- 2axx 4- a2 
( f“(x) = 6a0 x 4- 2.

Die quadratische Gleichung f'(x)=0 hat demnach die Wurzeln

(13)
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— a1 + fa\ — 3 a0 a2
3 «0

— ax — \a\ — 3a0 a2
3«0

Sobald die Verbindung; a\—3 a0a9 negativ ist, werden die
selben complex und conjugirt, so dass der Differentialquotient 
f'(x) für keinen reellen Werth von x verschwinden kann. In 
jedem anderen Falle sind rjl und ?y2 reell, und die Substitution 
in den Ausdruck f“ ix) giebt

rji =
(14) i V* =

2 )/a\—3 a0 a2I f"(v 1) = 2(3a0r;1 + a1) = 
i /‘//(î?2) = 2(3«ü,?2 + a1) = — 2\/ail—3a0a,-(15)

Wenn daher die Verbindung a\ — 3a0a2 positiv ist, so bringt
der eine der Werthe rix und ry2 ein Maximum, der andre ein 
Minimum hervor. Bei dem Verschwinden der Verbindung 
a\ — 3a0a2 fallen die Werthe ru und iy2 in einen zusammen, 
für den f“(x) verschwindet, und da f‘“(x) =6a0 bei der vor
liegenden Function dritten Grades nicht gleich Null werden 
kann, so zeigt sich, dass fix) weder zu einem Maximum noch 
zu einem Minimum wird. Die Verbindung, von deren Vor
zeichen die Entscheidung zwischen den drei möglichen Fällen 
abhängt, bildet den Zähler des auf der rechten Seite der 
Gleichung (12) in I, § 57 befindlichen Ausdrucks, nachdem man 
denselben auf den gemeinsamen Nenner al gebracht hat.

II. Die Maxima und Minima einer rationalen gebrochenen
Function

A(x)f{x) =(16) B{x) ’
wo A(x) und B(x) rationale ganze Functionen von x ohne ge
meinsamen Theiler sind, erfordern das Verschwinden des ersten 
Differentialquotienten

AB—AB'(17) f‘ {x) B2
Die Bezeichnung des Arguments x ist der Kürze halber wegge
lassen und wird auch im Folgenden fortbleiben, wo kein Miss- 
verständniss zu befürchten ist. Hier sind alle reellen Werthe 
von x in Betracht zu ziehen, welche der algebraischen Gleichung 
genügen 
(18) AB-AB‘=0.
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Unter den Wurzeln von (18) kann eine Grösse £, welche zugleich 
die Function B zu Null macht, nur dann Vorkommen, wenn für 
dieselbe das Product AB' verschwindet. Weil nun A(x) und 
B(x) keinen gemeinsamen Theiler haben, so verschwindet A(x) 
für keinen Werth, der B(x) zu Null macht; für jede Grösse £ 
muss also B'(x) mit B(x) zusammen verschwinden. Umge
kehrt wird die Gleichung (18) durch jeden Werth befriedigt, 
für den B(x) und B‘ (x) gleich Null sind. Diejenigen Werthe, 
welche diese Eigenschaft haben, sind aber zufolge I, § 49 die 
mehrfachen Wurzeln der Gleichung B{x) =0; mit diesen fallen 
daher die Grössen £ zusammen. Hiernach gelangt man zu dem 
Resultat, dass, wenn die Gleichung B(x) = 0 keine mehrfachen 
Wurzeln oder die Function B(x) bei ihrer Zerlegung in Factoren 
des ersten Grades keine mehrfachen Factoren besitzt, die
Gleichung (18) keine Wurzeln haben kann, für welche die 
Function B{x) verschwindet. Andernfalls existiren zwar solche 
Wurzeln, dürfen aber bei der Aufsuchung der Maxima und

A{x)Minima der Function fix) nicht angewendet werden, daB{x)
nach § 8 die letztere für dieselben aufhörte stetig zu sein, und 
da in dem für f‘ (x) angegebenen Ausdruck (17) der Nenner 
mit dem Zähler zusammen verschwände.

Der zweite Dilferentialquotient von f(x) erhält den Ausdruck 
A"B— AB“ 2(A‘ B~AB‘) -n,--------------------------------------JÖ .(19) f“(x) = B2 Bs

Bei der Substitution eines Werthes von x, der die Gleichung 
(18) erfüllt, ohne die Gleichung B— 0 zu befriedigen, verschwin
det der zu subtrahirende Bestandtheil der rechten Seite, und 
weil der Nenner B2 nothwendig positiv wird, so entscheidet die 
Verbindung

A'B—AB“
durch ein negatives Vorzeichen für ein Maximum, durch ein 
positives für ein Minimum. Wir übergehen die Erörterung der 
höheren Differentialquotienten der Function f(x), welche, falls 
es nothwendig ist, nach einander aufzustellen keine Schwierig
keit verursacht.

III. Als Beispiel einer transcendenten Function diene die 
folgende, mit den ganzen Functionen A(x)} B(x), G ix), Dix)

(20)
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und der Basis der natürlichen Logarithmen e gebildete Function
et*)

A(x) Dix)—~e(21) .

Aus derselben ergiebt sich

fix)
B(x)

d d
A

(22) f‘ {%) = e +
B dxdx

oder entwickelt
c c

AB—AB' d A ü D—CD' d e +(22*) f‘{x) =
und ferner

B2 D2B

(23) f“(x)

I) *- y e +2-
d\

e + e •dx2 dx dx
CD)
D(x)

Weil die Exponentialfunction e für jeden Werth von x, für 

nicht mit negativem Vorzeichen über jedesC(x)den der Exponent

Mass hinauswächst, positiv und von Null verschieden ist, so hat 
man, abgesehen von den Werthen, die den Nenner D{x) zum Ver
schwinden bringen, nur diejenigen Werthe zu ermitteln, für welche 
der auf der rechten Seite von (22) mit der Exponentialfunction

D{x)

c (J)
D{x) multiplicirte algebraische Ausdrucke

A d
B A(24) ?

B dxdx
gleich Null wird. Diese sind die reellen Wurzeln der alge
braischen Gleichung

(A'B-AB)D2 +AB{C'D—CD') = 0.(25)
Ferner bleibt das Vorzeichen von f“{x) bei dem Fortlassen der

C(x)
Exponentialfunction eö(° ungeändert, so dass dasselbe durch den 
algebraischen Factor

/

cPià, A H )
d x2 dx d x

(2(5) +

ta
 C:b|
 O

O
 
i H

b1 
o

b:
<0
 Ci

O ^

b ^
b

o
 jfs

^ ;pq

b! 
k^ «Su L
O



bestimmt werden kann. Hier kommt noch in Betracht, dass 
vermöge des Verschwindens von (24) der Ausdruck (26) gleich 
dem folgenden wird

Einzelne Aufgaben de Maximis et Minimis. § 37.184

(iL4-(ä)'
d x2 B ' d æ '

Eine sehr einfache Anwendung entsteht, indem man A[x) 
gleich der ganzen Potenz x , B(x) = 1, C[x) gleich der in eine 
Constante c0 multiplicirten Variable x, D(x) — 1 setzt, mithin
(21*)

d2 A(27) + B dx2

f{x)=x e°x.
Dann wird aus (25) die Gleichung

n—1 n nnx + x c0 = 0,(25*)
und aus (27) der Ausdruck 
(27*) . 1 X n—2 n 2n(n— l)x —x c0.

ist, giebt für (27*)Die Wurzel von (25*), die gleich — 

den Werth
/ \n~1(—*»)/_ \n—2

\~j (W (n   1)   W2) = n—2

der nach der allgemeinen Regel durch ein negatives Vorzeichen 
ein Maximum, durch ein positives Vorzeichen ein Minimum an
zeigt.

§ 37. Berührungen verschiedener Ordnungen zwischen 
ebenen Gurven.

Insofern die Entwickelung einer Function in eine Potenz
reihe die x4enderungen der Function darstellt, welche be
stimmten Aenderungen der Variable entsprechen, kann man 
durch dieses Mittel die simultanen Aenderungen von zwei 
Functionen derselben Variable in der Art vergleichen, dass 
entweder die Differenz oder der Quotient der beiden Func
tionen untersucht wird. Zu der Betrachtung der Differenz 
veranlasst die Frage, wie sich zwei ebene Curven, die durch 
denselben Punkt gehen, in der Nachbarschaft von diesem gegen 
einander verhalten. Wenn für dasselbe rechtwinklige Coordi- 
natensystem die Gleichungen zweier Curven gegeben sind

8 
I



(1) tj = f(x), rj — rp (£),
und diese sich in dem Punkte x — x0, y—y0 treffen, so gelten 
die Gleichungen
(2) % y<> = <p K)-
Es werde nun x wie auch £ durch das Aggregat x0 + h ersetzt 
und hierauf f(x0 + h) und cp(x0+Ji) nach den Potenzen der 
Grösse h entwickelt; dann kommt nach (17) des § 27 bei zwei 
positiven echten Brüchen 6 und l
(3) y = f(x0+h) =f(x0) + r (x0) h + h2 +...

f ■(*.)},, f
2.3 ...pn +

(P + ü(xü + Oh) ,p+] 
2.3.^+iy/* ’... +

(4) rj = rp (x0 + h) — cp (x0 ) + cp' (x0) h + ^ -j^7&2 + .. .
Ji

(p) / s
(Æ'o) jP + <P 

3 ...p
(p+n (x0 + X h) ,p+1
2.3.. .y+i) 1...+

Hieraus erhält man für die Differenz der Ordinaten rj— y, 
welche zu demselben Werth der Abscisse x0 + h gehören, da 
wegen (2) die Differenz ę{oc0)—f{x0) gleich Null ist, den Aus
druck

h2 + ...(5) rj y — W (xo) — f Oo)) * + 2
qp(PVo) — t(x0) hp + cp

2.3 ...p
Die Grösse rj—y bezeichnet das Stück der in dem Punkte 
xü + h der Abscissenaxe errichteten Ordinate, das zwischen den 
beiden Curven liegt, und zwar bei der eingeführten Lage 
der Axen mit dem positiven oder negativen Vorzeichen ge
nommen, je nachdem der Punkt der zweiten Curve /;■ = </)(£) über 
oder unter dem Punkte der ersten Curve y—fix) liegt. Sobald 
noch eine dritte Curve hinzukommt, die auch durch denselben 
Punkt hindurchgeht, und deren Gleichung

(p+i)(p+i) K + Xh) — f (x0 +6 h) hp+1.
.. . + 2.3...(p + 1)

(6) b = v (s)
heissen möge, so folgt für einen positiven echten Bruch y auf 
dieselbe Weise
(7) b — y — (Ifj1 (x0) — f (x0)) h + h2 + ...2

VP) M — f (p) ,• (p+i) (p+i) (■^o + 6 h) ji>+1(.r0 + y, h) — fV

§ 37. Berührungen verschiedener Ordnungen. ‘185

2.3...(jp + 1)2.3 .. .p

to
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Wir denken uns jetzt die erste Curve beliebig gegeben 
und setzen für die zweite und dritte Curve verschiedene Gebilde 
von einer gewissen Gattung, die zuerst gerade Linien sein 
mögen. Bei einer geraden Linie, welche durch einen gegebenen 
Punkt xo,y0 läuft, ist nur noch der Winkel a willkürlich, den 
sie mit einer bekannten Linie, etwa der Abscissenaxe, ein- 
schliesst. Die Gleichung einer so bestimmten Geraden entsteht 
aus (5) des § 2, indem l=x0, m=y0 genommen wird und a 
seine Bedeutung behält,

sin «
(8) (£ — a0)-b= y<> + cos«
Unter den Geraden, die den verschiedenen Werth en von a 
entsprechen, hat diejenige, welche die gegebene erste Curve in 
dem Punkte (x0,y0) berührt, zu derselben eine besondere Bezie
hung; für diese ist die Tangente des Winkels a gleich dem 
ersten Differentialquotienten f'(x0), so dass ihre Gleichung 
folgendermassen lautet

v = y» + f M (S — «o).(9)
Die respective in (8) und (9) angegebenen Functionen ip($) und 
<p(£) sind ganze Functionen des ersten Grades, bei denen die 
ersten Differentialquotienten die Werthe

sin «
çp'Oo) =/' M(9a) ip‘ {x0) =

COS«
haben, dagegen die nach dem Argument genommenen Differen
tialquotienten von der zweiten und von den höheren Ordnungen 
verschwinden. Mithin gehen die Gleichungen (5) und (7) für 
p — 1 in die folgenden über

f“ (*0+ 6 h)
(10) v—y = 2

f"(a0+6h)f‘ (»o)) hsin a h\(11) b — y = 2cos «

Für jede durch den Punkt (x0,y0) hindurchgehende gerade 
Linie mit Ausnahme der die Curve berührenden ist die Differenz 
since 
cos a
von h erscheint, von Null verschieden. Es folgt daher durch 
solche Schlüsse, wie sie in § 34 angewendet sind, dass für 
alle Werthe von h, die numerisch unter einer hinreichend

f‘(x0), welche auf der rechten Seite von (11) als Factor
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kleinen Grösse liegen, die Differenz rj—y numerisch kleiner 
als die Differenz t) —y bleibt. Hieraus ergiebt sich, dass, wenn 
man die Punkte, in welchen die zu dem Werthe x0 + h ge
hörende Ordinate die Curve y=f(x), die Berührende (9) und 
die Gerade (8) schneidet, der Reihe nach als den ersten, 
zweiten und dritten Punkt bezeichnet, der dritte Punkt niemals 
zwischen den ersten und zweiten fallen kann. Durch diese
Eigenschaft wird die Berührende von allen übrigen durch den 
Punkt (x0, y0) gehenden Graden unterschieden, so dass man die 
Berührung der gegebenen Curve und einer geraden Linie mit 
Hülfe dieser Eigenschaft definiren darf.

Damit die beiden in (1) dargestellten Curven in dem 
gemeinsamen Punkte (x0,y0) dieselbe berührende Gerade haben, 
ist es nothwendig und hinreichend, dass sich die Tangente des 
Neigungswinkels a bei beiden auf dieselbe Weise bestimme, 
oder dass die Werthe der ersten Differentialquotienten f'(x0) 
und <p'(x0) einander gleich seien. Alsdann sagt man, dass die 
beiden Curven mit einander eine Berührung der ersten Ordnung 
haben. Dieser Begriff ist in der Weise ausgedehnt worden, 
dass das Hinzukommen der Gleichheit der Differentialquotienten 
der zweiten Ordnung f“ (x0) und <p“(x0) eine Berührung der 
zweiten Ordnung, und allgemein das Bestehen der (m + 1)
Gleichungen
(12) fix 0) = cp (a?0), f (x0) = cp' (x0), ...f (”° (x0) = cp(m) (x0)

eine Berührung der m ten Ordnung characterisirt. Das Wesen 
der Berührung der. mten Ordnung zwischen den Curven y—f(x) 
und r] — cp(jf) besteht aber darin, dass, wenn die Curve y—f(x) 
in demselben Punkte (x0 y0) mit einer Curve = eine 
Berührung von einer niedrigeren Ordnung hat, welche die l te 
sein möge, und wenn man wieder die Schnittpunkte einer zu 
der Abscisse x0 + h gehörenden Ordinate mit den drei Curven 
in der Reihenfolge, in der sie angeführt sind, den ersten, 
zweiten und dritten Punkt nennt, alsdann der dritte Punkt 
niemals zwischen den ersten und zweiten Punkt fallen kann. 
Nimmt man die Zahl p gleich m, so werden wegen der ge
troffenen Voraussetzungen aus (5) und (7) die Gleichungen
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.(m+l)(m+l) (a;0 + Bh) j m+i(ßo ■+■ bh) — /(P(12) rj—y = 2.3 ... (m + 1)
ip~ -(æ0+(ih)—f{ ,,+%o +Bh) jm+i'

2.3 ... (m + 1)
Weil die Curven y — f{x) und \) — ip(jc) nur eine Berührung 
der /ten und keine Berührung der (Z-f-l)ten Ordnung haben 
sollen, so ist die Differenz (x0)—^(/+1) welche den Zähler
des Factors von h!+1
nicht gleich Null. Für einen numerisch hinreichend kleinen

0+1) , o+i) 0+1)) — f M jll+i(13) \)-y= + ..+2. 3...(Z+ 1)

auf der rechten Seite von (13) ausmacht,

Werth von h überwiegt daher das mit Ji+1 multiplicirte Glied 
numerisch das Aggregat, das aus den absoluten Werthen der 
übrigen mit den höheren Potenzen von h multiplicirten Glieder 
der rechten Seite von (13) und aus dem absoluten Werthe der 
mit hm+l multiplicirten rechten Seite von (12) besteht. Wie 
leicht einzusehen, ist ferner die rechte Seite von (13) nume
risch grösser als der Ausdruck, welcher entsteht, indem der 
absolute Werth des ersten Gliedes positiv genommen 
Aggregat der absoluten Werthe der übrigen Glieder negativ 
hinzugefügt wird.

Da nun der' so eben bezeichnete Ausdruck unter der ange
gebenen Bedingung grösser bleibt als der absolute Werth der 
rechten Seite von (12), so muss der absolute Werth der Differenz 
t} — y stets grösser sein als der absolute Werth der Differenz 
rj—y\ und damit ist die ausgesprochene geometrische Behaup
tung begründet. Man kann dieselbe auch in die Worte kleiden, 
dass, wenn eine Curve mit einer gegebenen Curve eine Berüh
rung von einer gewissen Ordnung hat, es unmöglich ist, in dem 
Berührungspunkte zwischen die beiden Curven eine dritte Curve 
zu legen, deren Berührung mit der ersten Curve von niedrigerer 
Ordnung ist als diejenige zwischen der ersten und zweiten Curve.

Auf die vorstehenden allgemeinen Betrachtungen gründet 
sich die für den Fortschritt der gesammten Geometrie mass
gebende Untersuchung der Berührung einer ebenen Curve und 
eines Kreises. Nach § 2 ist die Gleichung eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt die Coordinaten x = a, y=b hat und dessen Radius 
gleich q ist, in Bezug auf einen Puhkt £, ty diese 

(£—«)2H- (p-&)2=e2;

das

(14)



hieraus folgen für die Ordinate t) die beiden Werthe

¥g = 6 + fi(ę3_(j_ a)2)

wo e gleich der positiven oder negativen Einheit zu nehmen ist, 
und der Werth der gebrochenen Potenz positiv sein soll. Für 
einen Kreis, welcher mit einer gegebenen Curve y=f(x) in 
dem Punkte (x01 y0) eine Berührung der ersten Ordnung hat, 
muss die durch die rechte Seite von (15) dargestellte Function 

die Bedingungen ip (x0) = f(x0), =f'(x0) befriedigen.
Es ist aber

(15)

— £(£ — a)(16) (ï) =
(?2 — (E — a?)

mithin kommt
— s(x0 — a)(17) fM = t + e(Q,-(x„-afy, rw=

( ?2— (xo~~ a)2)
Durch Einführung der Ordinate y0 = f(x0) des Berührungspunk
tes verwandelt sich die zweite Gleichung in die folgende

— (a-0— fl)(18)
y0 — b

welche ausdrückt, dass die von dem Kreismittelpunkte (a, b)
nach dem Punkte (x07 yj gezogene Gerade zu der berührenden 
Geraden der Curve senkrecht steht. Denn die trigonometrische 
Tangente des Winkels, den die erstere mit der Abscissenaxe

y0—ï> während für denmacht, hat den Ausdruck tg (o = x0 — a
Neigungswinkel « der berührenden Geraden gegen die Abscis
senaxe die Gleichung tg a =f‘ (xj gilt; mithin bedeutet (18)
dasselbe wie Gleichung
(18*) tg a tg (o = — 1, 
nach welcher die Differenz to —a gleich einem rechten Winkel ist.

Es bestätigt sich also, dass eine Berührung der ersten 
Ordnung zwischen einem Kreise und der gegebenen Curve nur 
verlangt, dass beide in dem Punkte (x0, y0) dieselbe berührende 
Gerade haben, oder dass der Mittelpunkt des Kreises auf der
jenigen Geraden liegt, welche in dem Punkte der Curve auf 
der berührenden Geraden senkrecht steht und die Normale der
Curve genannt wird.

§ 37. Normale einer Curve. 189
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— s(x0 —a.)/■(®o) = & + e(ç2— (x0— a)2)2, f‘{x0) =
2(Y—(«0—Y)(21)

--£Ç2
A*o>

2(Y—K—Y)
durch welche die drei Grössen a, b, q, wie sich sogleich zeigen 
wird, vollständig bestimmt sind. Der hiermit definirte Kreis 
wird der Osculationskreis oder Krümmungskreis, sein Radius der 
Krümmungsradius, sein Mittelpunkt der Krümmungsmittelpunkt 
genannt. Indem man die zweite Gleichung (21) quadrirt und 
auf beiden Seiten die Einheit addirt, ergiebt sich

P2i +/'W f'M =(22)
q* — {x0— aY

Durch Erhebung dieser positiven Grösse auf die te Potenz,

die wie früher positiv verstanden wird, kommt

e3(i +rwfw)’=(23)

( P2—C^o— «)2)
Dividirt man jetzt (23) in die dritte Gleichung (21), so entsteht 
für den reciproken Werth des Krümmungsradius der Ausdruck

— o)(24)

(i+fwrw)

Unter allen bezeichneten Kreisen hat aber nur einer mit 
der in Rede stehenden Curve eine Berührung der zweiten Ord
nung oder eine Osculation. Die auf die Coordinaten £, r) bezo
gene Gleichung desselben

rj = b + e Y — (£— afY(19)
muss so beschaffen sein, dass die auf der rechten Seite befind
liche Function qp(|) ausser den Gleichungen cp(xa) = f(x0) und 
q>‘ (x0) — (x0) noch die Gleichung cp''{x0) =f“(x0) befriedigt.
Die bezüglichen Ausdrücke sind

— £(§—«) ---SQ2(20) <?'(£) T’ 9>"(ö =
Y~ (5 — afY (Q2—(l — af)

so dass die drei Gleichungen gelten
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§ 37. Krümmungskreis einer Curve. 191

Hier bestimmt sich das Vorzeichen a auf die folgende Weise.
Als das Mass einer Länge ist q und daher auch 1

9
positiv. Weil nun die im Nenner der rechten Seite befindliche 
Potenz ebenfalls eine positive Grösse bedeutet, so muss der 
Zähler des Bruches auch positiv sein, folglich ist die Grösse a 
dem Vorzeichen des zweiten Differentialquotienten entgegenge
setzt, das heisst, gleich der positiven oder negativen Einheit zu 
nehmen, je nachdem der zweite Dilferentialquotient f“ (xj ne
gativ oder positiv ausfällt.

Nachdem der Werth q gefunden ist, erhält man durch Ver

nothwendig

bindung von (22) und den ersten Gleichungen (21), indem wieder 
die Ordinate y0 = f(x0) benutzt wird, eine Darstellung der Coor- 
dinaten a und b des Krümmung smittelpunläes mit Hülfe der re
lativen Coordinaten des Punktes (xn, y0) in Bezug auf den Punkt 
(«, &)

— Sf'ix o)x0 — a — — e>
T(1 + f‘ Mf‘M)(25)

*/« — & = — e-
T(i +fwrw)

Hier spielt das so eben definirte Vorzeichen e eine wesentliche 
Rolle. Wir haben bemerkt, dass der Mittelpunkt eines jeden 
die Curve in dem Punkte (x0, y0) berührenden Kreises und daher 
auch des Krümmungskreises auf der in dem Punkte (x0,y0) er
richteten Normale der Curve liegen muss ; ferner giebt die Länge 
q die Entfernung zwischen dem letzteren Punkte und dem Krüm
mungsmittelpunkte an. Weil aber die Normale von dem Punkte 
der Curve aus nach zwei Seiten gezogen werden kann, so be
darf es einer Entscheidung darüber, auf welcher Seite der 
Krümmungsmittelpunkt liegen soll, und diese folgt aus dem 
Umstande, dass nach (25) die Ordinatendifferenz ya—b das 
Vorzeichen s hat. Bei der angenommenen Lage der Coordina- 
tenaxen ist die Differenz yö— b positiv oder negativ, je nachdem 
sich der Punkt (x0, y0) oberhalb oder unterhalb des Punktes 
(a, b) befindet. Wenn also f " (x0) negativ, mithin e positiv ist, 
so liegt der Krümmungsmittelpunkt (a, b) unterhalb des Punktes 
(#0, y0) oder auf der unteren Seite der Normale, wenn dagegen
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f“ Oo) positiv, mithin s negativ ist, oberhalb des Punktes (x0, y0) 
oder auf der oberen Seite der Normale. Dass sich die beiden 
Seiten der Normale auf diese Weise unterscheiden lassen, rührt 
davon her, dass stets ein endlicher Werth der Grösse f‘ (x0) 
vorausgesetzt ist, und dass in Folge dessen der Neigungswin
kel, den die in dem Punkte (x0, y0) die Curve berührende Ge
rade mit der Abscissenaxe macht, nie gleich einem Rechten 
ist, also die construirte Normale nie der Abscissenaxe parallel, 
mithin bei unserer Annahme nie horizontal werden kann.

Die Bestimmung des Krümmungskreises für einen Punkt 
einer Curve liefert das Mittel zur Kenntniss der Krümmung der 
Curve an der betreffenden Stelle. Weil sich der Krümmungs- 
kreis der Curve näher anschliesst als irgend ein anderer be
rührender Kreis, so ist die concave Seite der Krümmung nach 
demjenigen Theile der Normale gerichtet, in dem sich der 
Krümmungsmittelpunkt befindet. Der reciproke Werth des Krüm
mungsradius bildet das Mass der Krümmung selbst, indem einem 
grösseren Radius eine geringere, einem kleineren eine stärkere 
Krümmung entspricht. Eine Ausnahme macht der Fall, in 
welchem für den betreffenden Punkt der Curve der nach der 
Abscisse genommene zweite Differentialquotient der Ordinate 
verschwindet. Dann wird der reciproke Werth des Krümmungs
radius gleich Null, und man darf den Krümmungsradius als 
unendlich gross bezeichnen. Prüft man unter der in Rede ste
henden Voraussetzung die Berührung zwischen der betreffenden 
Geraden und der Curve, so überzeugt man sich, dass sie von 
der zweiten Ordnung wird, während sie sonst vermöge der 
obigen Ausführungen nur von der ersten Ordnung ist. Es nimmt 
also die berührende Gerade die Stelle des Krümmungskreises 
ein. Indem die Function f‘(x), die für ^ gleich Null wird, 
bei dem Durchschreiten des Werthes x0 das Vorzeichen wechselt, 
geht die Lage des Krümmungsmittelpunktes oder der Sinn der 
Krümmung von der einen zu der anderen Seite der Curve über 
und die Krümmung wendet sich, weshalb der bezeichnete Punkt 
der Curve ein Wendepunkt genannt wird.

Als Beispiele für die Bestimmung des Krümmungsradius 
mögen die Functionen des zweiten und dritten Grades genom
men werden, die in (6) und (13) des § 36 betrachtet sind und

Krümmungskreis einer Curve.192
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deren erstere die Gleichung einer Parabel liefert, 
erstgenannte hat man

Für die

j f (#) = a0 x2 + a1 x + «2 
\ f (#) = 2 a0 x + cfj
\nx) = 2a0,

mithin erhält der reciproke Krümmungsradius nach (24) den 
Ausdruck

(26)

1 — 2 ea0(27)
Y(1 + (2 a0x0 + a,)2)

Das Vorzeichen e ist dem Coefficienten a0 entgegengesetzt, also 
für ao>0 negativ, tür c?0<cO positiv zu nehmen. Die concave 
Seite der Krümmung kehrt sich daher in allen Punkten bei der 
getroffenen Annahme für a0>0 nach oben, für ao<:0 nach 
unten. Die Figur (5) des § 2 entspricht, wie in § 36 erwähnt 
worden, der Voraussetzung a0> 0, und würde bei der entgegen
stehenden Voraussetzung von oben nach unten umzudrehen sein.

Aus den Gleichungen (13) des § 36 ergiebt sich als Aus
druck des reciproken Krümmungsradius

— s(ßaox0 + 2a.j)
—.

(1 + (3 a0 Æ2 + 2a1x{1 + a^Ÿ 
Hier ist die concave Seite der Krümmung für den Theil der 
Curve, in welchem der Ausdruck 6a0.z:0 + 2a1 positiv ist, nach 
oben, für den Theil, in welchem der Ausdruck negativ ist, nach 
unten gerichtet. Zwischen den beiden Theilen der Curve liegt 
der Punkt, für welchen 6a0a;0 + 2o1 gleich Null wird, der also 
vermöge der gegebenen Erklärung ein Wendepunkt der Curve ist.

Man übersieht jetzt mit Leichtigkeit, auf welche Weise die 
Beurtheilung des Maximums und Minimums der Ordinate einer 
Curve mit deren Krümmung zusammenhängt. Nach § 35 han
delt es sich dort um solche Punkte der Curve, bei denen die 
berührende gerade Linie mit der Abscissenaxe parallel läuft. 
Sobald der zweite nach der Abscisse genommene Differential
quotient der Ordinate in dem betreffenden Punkte der Curve 
nicht verschwindet, ergiebt die Construction des Krümmungs
kreises eine bestimmte Lage für dessen Mittelpunkt; für einen 
negativen Werth jenes Differentialquotienten liegt bei der gel-

Lipschitz, Analysis II.

1(28)
Q

13
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tenden Voraussetzung der Mittelpunkt unterhalb des zugehörigen 
Punktes der Curve und bezeichnet ein Maximum, für einen po
sitiven Werth liegt er oberhalb und bezeichnet ein Minimum der 
Ordinate. Wenn jedoch der in Rede stehende zweite Differential- 
quotient in einem Punkte der Curve gleich Null wird, ohne 
dass der entsprechende dritte Differentialquotient verschwindet, 
so hat die berührende Gerade mit der Curve eine Berührung 
der zweiten Ordnung; der Punkt ist ein Wendepunkt, und die 
Ordinate wird an der betreffenden Stelle weder zu einem Ma
ximum noch zu einem Minimum.

Grenzwerthe von Quotienten.194

§ 38. Grenzwerthe von Quotienten gleichzeitig gegen die 
Null abnehmender Functionen.

Die Frage nach dem Verhalten des Quotienten zweier 
Functionen derselben Grösse, die sich in der Nähe eines ge
wissen Werthes ändert, hat nur dann eine eigentümliche Be
deutung, wenn beide Functionen bei einer auf den betreffenden 
Werth hin gerichteten Bewegung der Variable gegen die Null 
convergiren. Es folgt schon aus I, § 16, dass, falls unter den 
erwähnten Umständen die Nennerfunction gegen einen Grenz
werth convergirt, der nicht gleich Null ist, der Quotient gegen 
den Quotienten der beiden Grenzwerthe convergiren muss, 
dass ferner, falls die Nennerfunction gegen die Null und gleich
zeitig die Zählerfunction gegen einen von der Null verschie
denen Grenzwerth convergirt, der Quotient seinem absoluten 
Werthe nach über jedes Mass hinaus wächst oder nach der in 
§ 8 eingeführten Ausdrucksweise unendlich gross wird. Demnach 
bleiben nur solche Quotienten übrig, bei denen die Zähler- und 
Nennerfunction gleichzeitig gegen die Null convergiren. Hierbei1, 
gehört auch die Aufgabe, bei einer Function f(x), deren Va
riable x den besonderen Werth x0 erhalten soll, den Grenz

werth des Quotienten der beiden Differenzen
f(x) — f(x o)

fürx — X0
numerisch abnehmende Werthe der im Nenner stehenden Diffe
renz x—x0 zu untersuchen, oder die Bildung des Differential
quotienten der Function f(x) in Bezug auf die Variable x.
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Gegenwärtig denken wir uns für ein gewisses Intervall der 
Variable x zwei Functionen f(x) und g{x) eindeutig, endlich 
und stetig gegeben, und setzen voraus, dass beide für einen ge
wissen Werth x=x0 gleich Null werden; dann kommt es darauf

an, zu erkennen, ob der Quotient M_ bei der Annäherung der

Variable x gegen den Werth xQ gegen einen festen Grenzwerth 
convergirt, und, wenn dem so ist, den Grenzwerth zu bestimmen.

Es sei wieder x—x0+h, und man habe für jede der beiden 
Functionen, wie im vorigen §, eine nach den Potenzen des In
crements h fortschreitende Entwickelung

9(x)

fiP+%0+M)ir+l

2.3...0 + 1) 7
(7 + 1)

(1) fix) =f(x0) + f (x0)h -1----2' ~°~ ^2+ • • • +

(2) g(x)—g(x0) +g‘(x0)h + }?+... +

r;W
//+

2.3 ...p
(7) / \9 0%)

2.3 ...q

Nach der gemachten Annahme ist f(x0) — g(x0) = 0; die Zahl 
p wird so gewählt, dass, wenn die auf einander folgenden Dif
ferentialquotienten f‘(x0), f°(x0),. .. vom ersten ab ebenfalls

Qr,0 + Xh) ^q+1V+9-
2.3...(g + 1)

(/' + !) ixf) derverschwinden, der (j? + l)te Differentialquotient f 
erste ist, der nicht verschwindet, desgleichen die Zahl q in der 
Weise, dass, wenn die auf einander folgenden Differentialquo
tienten g'(xo), g“ixo),... verschwinden, der 0 + l)te Differen-

(7+1) (x0) der erste ist, der nicht verschwindet. Mit-tialquotient g
hin wird f(x) durch den Restausdruck in (1), g (x) durch den 
Restausdruck in (2) dargestellt, und es entsteht für den zu un
tersuchenden Quotienten der Ausdruck

(/> + D (xQ + ß h)M _ 0+1)! f_________
g ix) 0+1)! //+1) (a; +U)

irq.(3)

In Folge der gemachten Annahmen convergirt der Factor
(p+i) Oo + ÖÄ)f

- bei abnehmendem h gegen den Grenzwerth(7 + 1) O0+ \h)9
(p+1) (xo)f |tÎ)ï l,er fUrî,=ï

gleich der Einheit wird, von h unabhängig ist, so richtet sich

> und da der numerische Factor“ (7+1)
w9
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f{x)das Verhalten des Quotienten nach der Beschaffenheit der
9 0)

Potenz hp \ Wenn p>q und daher der Exponent positiv ist, 
nähert sich die zugehörige Potenz der Null; für p = q hat sie 
den Werth der Einheit; wenn p<iq und daher der Exponent 
negativ ist, so wächst die betreffende Potenz numerisch über 
jedes Mass hinaus. Hieraus geht das Resultat hervor, dass der

f(x)Quotient hei einer Annäherung der Variable x an den
g{x)

Werth x0 gegen die Null, oder gegen den von Null verschie-

denen Grenzwerth convergirt, oder über jedes Mass
9 O0)

hinaus wächst, je nachdem der erste Differentialquotient von 
f(x), der für x=xQ nicht verschwindet, von einer höheren, 
oder von der gleichen, oder von einer niedrigeren Ordnung 
als der erste Differentialquotient von g(x) ist, der für x = x0 
nicht verschwindet.

Beispiel. Es soll der Grenzwerth des mit den Constanten 
a und l) gebildeten Quotienten

tg (ax) — ax 
tg (bx) — bx

bei der Annäherung von x gegen die Null bestimmt werden. 
Aus den Gleichungen

f(x) = tg(ax) — ax, g(x) = tg(bx)— bx 
folgt durch Differentiation

b.g‘(x) b,f‘(x) = a,cos2 (ax)
2 a 2sin(aA’) 
cos3 (ax)
2a3 (3 — 2 cos2 (ax))

cos2 (b x)'
2b'2sinbx 
cos n(bx)
2ft3 (3 — 2 cos2 (bx)) 

cos4 (bx)
Für x — 0 verschwinden f(x), f‘(x), f“(x), g(x), g' (x), g"(x), 
während f‘“(x) den Werth 2 a3, g“,(x:) den Werth 2 b3 annimmt. 
Der gegebene Quotient convergirt daher gegen den Grenz-

g"(x)f“(%) -■=

fm(x) = cos4 (ax)

a3werth -r*r—• b3
Die im gegenwärtigen § behandelten Aufgaben pflegen in 

den früheren Schriften so ausgesprochen zu werden, dass der
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fix)wahre Werth eines Quotienten zu ermitteln sei, der fürg(x)
einen Werth x = x0 in der Gestalt von Null dividirt durch 
J\uïl erscheint. Diese Benennung kann zu einem Zweifel Anlass 
geben, ob es nothwendig sei, ausdrücklich zu fordern, dass bei 
der Anwendung der Division der jedesmalige Divisor nicht 
gleich Null sei, wie in I, § 21 geschehen ist 
auf die in I, § 16 angestellte Erörterung zurückgeht, durch 
welche die Division von Grenzwerthen und damit die Division 
von bestimmten Werthen überhaupt begründet wird, so überzeugt 
man sich, dass daselbst ein Divisor, dessen Grenzwerth gleich Null 
ist, ausgeschlossen werden muss. Es sind an jener Stelle zwei 
Reihen von Brüchen gegeben

Sobald man aber

(3) y‘, y“, ... und e‘, e‘\ . . . 
bei deren jeder die auf einander folgenden Brüche nach der in- 
I, § 15 aufgestellten Definition sich einem bestimmten Grenzwerthe 
nähern. Ein Individuum der einen und ein Individuum der
anderen Reihe werden successive durch die fundamentale Rech
nungsoperation der Division verbunden, wodurch die Reihe der 
Quotienten

r;(4) £/ £" ’ " ‘
entsteht. Von diesen Quotienten wird gezeigt, dass sie sich 
unter der Einschränkung, dass die Brüche £', e“,... numerisch 
nicht unter einen festen Zahlenwerth herabgehen, wieder einem 
bestimmten Grenzwerthe nähern; dagegen bleibt der Fall ausge
schlossen, dass die Brüche e‘, e“,... numerisch beliebig klein 
werden oder gegen Null als Grenzwerth convergiren. Um 
den Unterschied deutlich zu machen, der zwischen dem so eben

beschriebenen und dem zum Grenzwerthe eines Bruches fix)
g(ß)

führenden Process obwaltet, stellen wir der Reihe (4) dieWerthe

erhält, indem statt x einefix)gegenüber, welche der Quotient
9 ix)

Reihe von Grössen x0 + h‘, x0+h“,... substituirt wird, in denen
die Incremente h\ h",.. auf irgend eine Weise numerisch abneh
men, nämlich.

fix o + h‘) f(as0 + h“)

9 ixo + h') g (jjq + h“)
(5)



§ 38.Grenzwerthe von Quotienten.198

Weil der Zähler und Nenner Functionen derselben Variable 
sind, so gehört hier zu jedem der Wer the h‘, h“..., ein bestimmtes 
Paar von Werthen der beiden Functionen. In der Reihe der 
Quotienten (4) ist jedoch die Beziehung eines Individuums der 
einen Reihe von Brüchen /, y“,... auf ein Individuum der an
dern Reihe e‘, &■",.. nach der Natur der Sache nicht strenge vorge
schrieben; denn die hier anzustellenden Betrachtungen gelten auch 
dann noch, wenn man aus den beiden Reihen je zwei Individuen 
zusammenfasst, die hinreichend weit vorgerückt sind, ohne genau 
gleich weit vorgerückt zu sein. Ich habe diesen Umstand an der 
erwähnten Stelle nicht hervorgehoben, weil derselbe dem Anfänger 
leicht als eine unnütze Subtilität erscheinen kann; dagegen ist in 
I, § IG nach den Gleichungen (10) bis (13) die Bedeutung des 
Gleichheitszeichens so definirt, dass von einem hinreichend weit 
vorgerückten Bruche aus jeder der beiden Reihen die Rede ist, 
ohne für die combinirten Brüche die gleiche Stellenzahl zu for
dern. Die Sicherheit der Rechnung mit bestimmten Grössen be
ruht gerade darauf, dass bei allen vier Grundoperationen aus 
jeder der beiden Reihen zwei hinreichend weit vorgerückte Indi
viduen genommen werden dürfen, ohne dass die Stellenzahl 
gleich ist. Offenbar würde sich aber nicht nach weisen lassen, 
dass die Reihe der Quotienten (4) auch dann gegen einen festen 
Grenzwerth convergire, wenn sowohl die /, . .. kvie auch die

ć", ... numerisch ohne Ende abnähmen, und zugleich bei der 
Combination der einzelnen Individuen zu den Quotienten die 
bezeichnete Willkür stattfände. Bei der Rechnung mit Grenz- 
werthen, Avie sie von den Griechen ausgebildet ist, darf man 
statt jedes Grenzwerthes ein in gewissem Umfänge beliebig 
geAvähltes Individuum der zugehörigen Reihe von Brüchen setzen, 
und deshalb ist der Grenzwerth einer Reihe von Brüchen, die 
numerisch ohne Ende abnehmen, nicht als Divisor anwendbar. 
Eine Reihe von Quotienten, bei denen zu jedem Nenner ein be
stimmter Zähler vorgeschrieben ist, kann aber gegen einen be
stimmten Grenzwerth convergiren, indem die Zähler mit den 
Nennern zugleich numerisch abnehmen. Mit diesem Process 
fängt die Infinitesimalrechnung an.
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§ 39. Uebergang ven Differenzenquotienten zu Diflferential- 
quotienten gleich hoher Ordnung. Umformung der Interpo

lationsformel von Lagrange in eine von Newton 
herrührende Gestalt.

In § 16 sind die von einer Function genommenen Differen
tialquotienten der verschiedenen Ordnungen so definirt, dass der 
von dem Differentialquotienten einer gewissen Ordnung gebil
dete Differentialquotient den Differentialquotienten der nächst 
höheren Ordnung ergiebt. Jeder erste Differentialquotient ent
steht aus dem zugeordneten ersten Differenzenquotienten durch
einen Uebergang zu einem Grenzwerthe oder, wie man auch 
sagt, durch einen Grenzprocess. Mithin schliesst die gegebene 
Definition eines Differentialquotienten der pten Ordnung die 
successive Ausführung von p Grenzprocessen in sich. Man kann 
indessen den pten Differentialquotienten einer Function auch 
aus dem zugeordneten p ten Differenzenquotienten ableiten, wozu 
nur ein einziger Grenzprocess erforderlich ist. Der Ausdruck 
des mit der constanten Differenz zlx — h gebildeten pten Diffe
renzenquotienten einer Function fix) ist in (12) des § 15 ange
geben; jetzt handelt es sich darum zu zeigen, dass derselbe für 
eine numerisch gegen die Null abnehmende Grösse Ji gegen 
den pten Differentialquotienten der Function fix) convergirt.

Bei der Entwickelung einer Function nach dem Taylor'- 
schen Satze, welche zu diesem Zwecke benutzt werden wird, 
sind die auf einander folgenden Potenzen des Increments der 
Variable mit Coefficienten multiplicirt, die erhalten werden, in
dem man die betreffenden Differentialquotienten durch die gleich
namigen Zahlenfacultäten dividirt, nämlich

d fix) 1 (t fix) 
dx ’ ~2!

1 dv fix)
(1) ? * ßidx dxv
Denselben entsprechen die mit den erwähnten Differenzenquo
tienten zu bildenden Ausdrücke

z/ fix) z1/!f(x)
2 \(/lx)‘(2) p ! {/,ix)p

Statt dieser wollen wir Ausdrücke betrachten, die aus einer be
liebigen Reihe von Werthen der Variable

AlX
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(3) /y* /y» /y» /y»vOy Jby . . . vOn

erhalten werden und durch die Annahme einer constanten Dif
ferenz zlx = h in (2) übergehen.

Nach den in § 15 eingeführten mit der vorstehenden Reihe 
(3) correspondirenden Bezeichnungen hat man

zlf{x) f{x1) — f{x) JfM fM— Aa)------ - ==:---------------- -, ---------- = --------------- — •
xs — x1

Wird nun die entsprechende Differenz dès Ausdrucks

(4) /lxxJx xL — X
^f(x)

J X

durch die Grösse x2 — x dividirt, so kommt nach einer Reduction
jfM jf{x)
/fx1 z1X

(5) x2 — x
f(x)Aa) Aa)

(x2 —x)(x2—xt) (x1 —x) (x1 — x2) (x—xj (x — x2)
Wenn man die Differenz dieses Ausdrucks bildet und durch 
die Grösse x3 — x dividirt, und dasselbe Verfahren wiederholt, 
so entsteht nach (p — 1) Anwendungen der folgende Ausdruck, 
bei dem die Reihenfolge der Zeiger, umgekehrt geschrieben ist

(6) 0 — xj (x — X2) ..(x— xp_y)

f Oi) f (.æp—l)
+..+(A — x) (a — f 2) • -(A — xp-1)

Die allgemeine Richtigkeit der gegebenen Darstellung folgt aus
Ay —a)--(a—i

der leicht zu beweisenden Thatsache, dass, wenn die Dif
ferenz des Ausdrucks (6) durch die Grösse xp — x dividirt 
wird, der folgende Ausdruck entsteht, der dasselbe Bildungs
gesetz hat,

Aa>
(7) (x—xj (x — X2).. (x — Xp)

Aa) Aa)+ ..+(A—A (a — a) • • (A— xp )

Dieser Ausdruck muss sich, sobald die Differenzen xl—x, 
x.2—xy... gleich derselben Grösse h gesetzt werden, in den 
durch p\ dividirten in (12) des § 15 dargestellten pten Diffe- 

" renzenquotienten verwandeln, weil die nach einander erfolgenden 
Divisionen durch die Grössen x1 — x, x2—x, x3—x,..xp — x

{xp— X) (X— Xy) . . (Xp -Xp_y)



alsdann eben so viel bedeuten wie die successiven Divisionen 
durch die Grössen h, 2h, 3h,. . .pli. Auch sieht man sofort ein, 
dass unter der betreffenden Annahme die Nenner, mit denen 
in (7) die Functionswerthe f(x), f{x^),.. • f(xp) behaftet sind, 
respective die folgenden Werthe erhalten

(- 1) ( -2)..(—p)hp, (1) (-1) (-2). .{-p + 1 )h\ ...
P(P — 1) (p — 2).. • 1 hp, 

woraus die behauptete Uebereinstimmung durch Vergleichung 
mit dem Bildungsgesetz der Binomialcoefficienten ebenfalls her
vorgeht.

(8)

Durch Einführung der Bezeichnungen
(9) x = xi) + hw x1=x0+hv...xp=x0+hp 
verwandelt sich (7) in den Ausdruck
n x____ f(.*o + K) o + hi) + ...+

f(®0 + JiP)
... + ■ • (Äp—Äp_l)

Wir suchen jetzt den Grenzwerth von (10) für abnehmende 
Grössen hv ... li und entwickeln dazu die Zähler nach dem 
Taylor'sehen Satze :

f“ (x )
(11) f{xQ + ha) =f(x0) + f (x0)ha + —jj°- + ...

fiP\xo) (/> + !) {®0+ßaha)
(P+ G!

daselbst bedeutet a nach einander jede der Zahlen 0,1,2,..p, 
und 0a einen positiven echten Bruch. Die Ausführung der 
erforderlichen Additionen gelingt mit Hülfe eines algebraischen 
Satzes, dessen Quelle sich in I, § 95 befindet. Dort ist die 
Zerlegung eines rationalen echten Bruches mit einer Variable in 
Partialbrüche für den Fall auseinandergesetzt, dass die Nenner
function nur ungleiche Factoren des ersten Gradés enthält. Mit 
denjp + 1 von einander verschiedenen Grössen h0,h1,..hp werde 
die Function des (p + 1) ten Grades

N (z) = \e — Ä0) (z — ÄJ .. .(z — hp) 
gebildet, M(z) bezeichne eine beliebige rationale ganze Function 
des p ten oder eines niedrigeren Grades; dann gilt die Gleichung

f j/+1 ■h" +a... + p\

(12)

§ 39. Differenzenquotienten und Differentialquotienten. 201
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M{hp) 1
N‘{\)

wo die Werthe des Differentialquotienten N‘(z) die Bedeutung 
N‘ (h0) = (h0—\) (h0 — h2). . (h0 — hp),

(hj = (A, — \) {\ — \).. — hp)

M(z) _ M(h0) i M (/q)__ i
N {z) N‘ (h0) z—h0 + N' (h1 ) z — h1(13) - + ...+

(14)

u. s. f. haben. Für die ganze Function M(z) ergiebt sich daraus 
die nach I, § 96 mit der Interpolationsformel von Lagrange 
zusammenfallende Darstellung

m0) N(z) M(K) N(z)
N‘ (h0) z-h0 + NJ (Äj) z — hl

M{hp) n{z) 
N‘{-hp)z-hp*(15) M(z) = 4-... +

Hier müssen nach I, § 44 die Coefficienten der gleich hohen 
Potenzen von z auf beiden Seiten einander gleich sein. Weil

N(z) N(z) 
z—h0

Weglassung von einem der Factoren ersten Grades entstehen, 
so ist jeder einzelne gleich einer ganzen Function des p ten 
Grades, in welcher zP mit der Einheit multiplicirt ist; man erhält 
daher den Coefficienten der Potenz zP auf der rechten Seite von 
(15), in dem man jeden der bezüglichen Ausdrücke durch die 
Einheit ersetzt. So entsteht der folgende Satz:

• aus (12) durchnun die sämmtlichen Ausdrücke ? *z—h1

Wenn N(z) = (z—h0) (z— hf).. (z — hp) ist, wo die Grössen 
h0,hv..hp sämmtlich von einander verschieden sind, und wenn 
M{z) eine rationale ganze Function von z bedeutet, die höchstens 
vom pten Grade und bei der den Coefficienten von zp aus
drückt, so gilt die Gleichung

M(\)
N'{\)

M(hp)
N‘{hp)'

Für jede Function M(z) von niedrigerem als dem p ten Grade 
ist der Coefficient ffll gleich Null, folglich die rechte Seite von 
(16) ebenfalls gleich Null.

M{hf)
N'{\)(16) + ...+-T- 4- --

Die Summen, welche bei der Substitution der (p 4-1) 
Ausdrücke (11) in (10) respective als Factoren von f{x0),f'(x0),...
(P-i) (* o) f{P\n o)f auftreten, werden durch die Gleichung(p — 1)! ' pl



(16) bestimmt, indem man für M{z) successive die ganzen 
positiven Potenzen der Variable z setzt

z = 1, z , z ,..z'
Insofern die sämmtlichen Potenzen mit Ausnahme der p ten von 
niedrigerem als dem p ten Grade sind, bekommen die zuge
hörigen Summen sämmtlich verschwindende Werthe; dagegen 
nimmt die zu zp gehörende Summe den Werth der Einheit an. 
Man findet somit die Resultate

—i(17)

11 l = 0+ ...+ W' (hp)N' (hjN' (a0;)
\ \*0 = 0+ N- {hp)N‘ (h0)

(18)
p—i Kh0

- = 0+ ... 4-+ N‘ (\)N' (Äj)N‘ (A0)

hlTP \K = i.+ . . . -f-+ W' (hp)N‘ Oh)N'(h0)
Demnach fallen in dem zu bildenden Aggregat (10) die Factoren

(/Vo)(/»-uMf fort, der Factor vonvon f{x0),f‘{xo),.. bis p\(p — 1)!
wird gleich der Einheit, und es ergiebt sich

a==p f(æo + K)
(19) 2«=o N‘{ha)

p+1(/» + D iæ() + 6a KJ ha
(p + !)!

«=P f
+ 2 -a— 0

Wenn man jetzt die Grössen h0, hv ... hp numerisch in der Meise 
abnehmen lässt, dass sie sämmtlich differiren, und dass die

N‘ (K)pl

K numerisch unterihnen gebildeten p + 1 Brüche 

einem festen Werthe enthalten bleiben, so wird jeder der p +1

aus
*'(*«)

p+1G»+D(X0 + 6a K) K durch den hinzutretenden Fac-Brüche - N'(KJ(P + !)•
(p+D(«0 + 6aK)f ha, dessen erster Theil endlich ist undtor

(p + !)!

Differenzenquotienten und Differentialquotienten. 203§ 39.
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dessen zweiter Theil abnimmt, beliebig klein. Es nähert sich des
halb die auf der rechten Seite von (19) vorkommende Summe der 
Null, und die rechte Seite convergirt gegen den Grenzwerth

wodurch die gewünschte Gleichung entsteht 

lim . ay f{~X° + ha) fÜ) W
p\

(20)
«=° (Äa) p\

Die für die gleichzeitige Abnahme der Grössen h0, hv ... hp 
aufgestellten Bedingungen gestatten, dass man \ gleich Null 
nimmt; dann wird vermöge der Gleichungen (9) aus (20) die 
für abnehmende Differenzen xx— x0, x2—x0,... geltende Glei
chung

f(*P)0)( )(20*) lim + ..+
' \ xi) K—*2)• • (xo~x,) ^p—Xo)(æp-æi) • • (Xp~Xp-1)

(.p\

‘ Wenn man ferner h0 = 0, ausserdem aber hv . . h respective
gleich den durch den Zeiger angegebenen Vielfachen derselben 
Grösse h setzt und diese abnehmen lässt, gelangt man zu dem 
Differenzenquotienten der p ten Ordnung, der für eine constante 
Differenz h gebildet ist, und erhält statt (20) die zu Anfang 
erwähnte Gleichung

(‘'Vo)f(x0+ph)—pf‘(x0 + (p—l)h) +.. + (—\)p f{x0) )((21) lim. p\p ! li'
Der auf der linken Seite von (19) und (20) auftretende Ausdruck 
zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, ungeändert zu bleiben, 
wenn man die p + 1 Werthe h0, hv . .. h auf alle möglichen 
Arten unter einander vertauscht, oder, mit Anwendung der I, 
§ 46 gebrauchten Bezeichnung, in Bezug auf diese p + 1 
Werthe symmetrisch zu sein.

Man gelangt zu Ausdrücken, die dasselbe Bildungsgesetz 
wie (10) haben, sobald man sich die Aufgabe stellt, die in (15) 
enthaltene Interpolationsformel von Lagrange in eine Gestalt 
zu bringen, die im 5ten Lemma des dritten Buches der Principien 
Newtons angegeben ist. Es sei M (0) eine rationale ganze



§ 39. Newton’sclie Interpolationsformel. 205

Function des p ten Grades, deren Wertlie für die p +1 von 
einander verschiedenen Werthe hv . . . h der Variable z 
gegeben sind, und welche dadurch vollständig bestimmt ist. In 
gleicher Weise sind diejenigen p +1 Constanten M0, Mv ... M 
eindeutig bestimmt, mit deren Hülfe M (z) die folgende Gestalt 
annimmt
(22) M(z) = M0 + M^z-h,) + M2(z-h0)(z-h1)+ ...

... + Mp(z — h0)(z — h1)..(z — hp_1). 
Wenn man nun die Constanten Jf0, Mv . . M durch die 
Functionswerthe M(Ji0), . . M(hp) ausdrückt, so liefert
die Gleichung (22) eine Darstellung von M (z), bei welcher nur 
die gegebenen (p + 1) Functionswerthe angewendet werden. 
Hiermit entsteht die erwähnte Newton’sehe Interpolationsformel, 
welche jetzt abgeleitet werden wird.

Indem man in (22) für z nach der Reihe die Werthe 
h(), hv . . . hit substituirt, ergeben sich die Gleichungen 

M(h0)=M0
M (A,)=M0 + M1 {hx—h0)
M(k2) = M0 + Mx (h2 — ä0) + M2 (ä2—ä0) (ä3—ä, )

(23)

M(hp)=M0 + M1(hp—ho) + M2(hp—h0)(hp — \) + ....
• • • + .. (hp—hp^).

Die erste derselben zeigt, dass M0=M(h0) ist. Man kann nun 
die erste Gleichung nach einander von jeder der folgenden 
subtrahiren und hierauf respective durch hl—h0, h2 — h 
dividiren; dann entsteht das ähnlich gebildete System von 
Gleichungen

.hp — h0

=M1 + M2(h2-h1)
h2 h0

(24)

M(hp)-M(7iJ
■=MJ + M2(hp — hl) + ...

... + MiXhp-lh)..(lip-hp_1\
hP—K
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M (Äj) — Jf(Ä0)
durch deren erste die Constante M. = bestimmt

wird. Auf die gleiche Weise fortfahrend erhält man nach ein
ander die gesuchte Darstellung der sämmtlichen Constanten, und 
überzeugt sich durch ein häufig angewendetes Schlussverfahren, 
dass die folgenden Ausdrücke für jeden Werth der Zahl ß 
zwischen 1 und p gültig sind,
M0 = M{\)

M (Ji0) M (A/)
+ —----------- —

h.—ltK~hi
M(h,) M (*,)M(I,JHf —________ _____

2
+ -

(h, — hMh—h.) (*S~ *«)(*! ~*i)(25) {

M(\)M(ho)
M,= + ...

t\-K) (■'<„ - K) • • (*„-V (*, -»„) • • (V-V
_ 3f(V_____

Der vorliegende Ausdruck von MiŸ geht in den obigen (10) über, 
sobald statt der Zahl ß die Zahl p, und statt der Func- 
tionswerthe M (it0), M (hj, . . respective die Functionswerthe 
f(x0+ A0), f(x0 -1- Aj),. . substituirt werden. Nach einer vorhin 
gemachten Bemerkung hat der zu einer beliebigen Zahl ß ge
hörende Ausdruck M(i die Eigenschaft, sich nicht zu ändern, 
wofern man die betreffenden Grössen h0, hu .. auf irgend
eine Weise permutirt. Hieraus folgt für die in (22) gegebene 
Darstellung der rationalen ganzen Function (0), dass, wenn 
aus der Mitte der Grössen hw hv . . hp eine Gruppe von auf 
einander folgenden herausgegriffen und permutirt wird, während 
die Grössen der ersten und der letzten Zeiger ungeändert 
bleiben, etwa die Gruppe

P

... +

• \ :
alsdann die Constanten M0, Mlf . . if j ungeändert bleiben, 
weil sie von der Permutation nicht berührt werden, und die 
Constanten Mv Afl+1, . . M sich ebenfalls nicht ändern, weil 
sie durch die Permutation in sich selbst übergehen. Da nun 
von den Factoren (.0—-h0), (0—h0) (0 — hj),.. genau das ent

(26)



Die Erörterungen des vorigen § lenken die Aufmerksam
keit auf den Umstand, dass die Entwickelung einer Function 
f(x + h) nach den Potenzen des Increments A nichts anderes 
ist, als die ebenso geordnete Entwickelung der Differenz
fix + A) —fix),
(1) f ix + A)—fix)

= f'(x)h+ + .. +
(/>+D (x + 0 h) j p+i

(F+Th h •
Indem die Zahl p successive gleich 1, 2,.. gesetzt wird, lässt 
sich diese Entwickelung der Differenz unter Hinzufügung des 
zugehörigen Restes auf ein Glied, auf zwei und auf mehrere 
Glieder ausdehnen. Man kann nun den betreffenden Darstellun-

f_ (.x) h" + i

gen eine andere Gestalt geben, bei welcher der Rest hinzu
gedacht und nicht hingeschrieben wird. Statt (1) notirt man 
die Gleichung

fix + A) — f ix) — f (x) A -(- A2 + . . +(2) p !
und erklärt die Bedeutung des Gleichheitszeichens dahin, dass

§ 40.

sprechende gilt, jedes solche Product aber ebenso viel Factoren 
enthält als der Zeiger des Coefficienten Einheiten zählt, so 
ändert die Permutation der Grössen (26) bei jener Darstellung 
nur den Inbegriff derjenigen Summanden, deren Coefficienten 
die Zeiger g, g +1, . . I haben.

Mit Hülfe der obigen Gleichung (21) überzeugt man sich, 
dass bei beständiger Abnahme der Differenzen 

Aj — A0, A, — A0, . . A?j — A0,
die Grössen Mv Mv.. respective gegen die Werthe convergiren, 
welche die vonilf(^) nach z genommenen durch Facultäten divi- 
dirten Differentialquotienten M' (^), M“ {z), . . für z = A0 haben. 
Bei dem bezeichneten Process gehen die Verbindungen 
z— A0, (z — A0) (z — Aj), .. »beziehungsweise in die auf einander 
folgenden Potenzen der Differenz (z — A0) über, und die Inter
polationsformel (22) verwandelt sich in die Darstellung der 
rationalen ganzen Function (z) durch den Taylor' sch en Satz, 
welche in (12*) des § 27 angeführt und daselbst besprochen ist.

Kleine Grössen verschiedener Ordnungen. 207

§ 40. Kleine Grössen verschiedener Ordnungen.
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die Differenz der linken und der rechten Seite numerisch 
kleiner sein soll als der gröste vorkommende Werth des aus

und der Potenz ii
(p+i) {x + 6 li)f + 1der Function zusammenge-

(p +1)!
setzten Products. Das in Rede stehende Product ist das Mass
der Abweichung zwischen den Werthen der beiden Seiten oder 
auch eine numerische obere Grenze des Fehlers, der begangen 
wird, sobald man statt der linken Seite die rechte setzt; diese 
ist eine algebraische rationale ganze Function des Increments h 
vom p ten Grade.

Ehe auf das Wesen der Gleichung (2) näher eingegangen 
wird, sei daran erinnert, dass alle Massbestimmungen von 
Gegenständen der Wirklichkeit zu Gleichungen führen, bei 
denen das dargestellte von dem darzustellenden um eine ge
wisse Grösse abweicht, und dass daher jede Anwendung der 
Rechnung auf wirkliche Gegenstände, die dem Masse unter
worfen sind, den Gebrauch von Gleichungen in sich schliesst, 
die mit gewissen Fehlern behaftet sind. Für die Glei
chung (2), die dem rein analytischen Gebiete angehört, ist 
characterise sch, dass ihre rechte Seite ein Aggregat von 
Potenzen des Increments h vom ersten bis zum p ten Grade ist, 
und der zugehörige Fehler durch die in eine feste Grösse 
multiplicirte (p + 1) te Potenz von h bezeichnet wird. Es 
besteht aber eine in diesem Capitel vielfach benutzte Grund
eigenschaft der positiven ganzen Potenzen einer veränderlichen 
Grösse darin, dass, wenn zwei mit nicht verschwindenden 
Constanten A, B multiplicirte Potenzen einer solchen Grösse 
A li' und BUL vorliegen, und wenn p den höheren Exponenten 
bedeutet, man immer eine solche Grösse angeben kann, dass 
bei allen numerisch unter derselben befindlichen Werthen von 
h die Grösse Bh!' numerisch um beliebig viel kleiner ausfällt 
als die Grösse A Ji . Sobald nun die in einer Untersuchung 
auftretenden von einer Variable h unabhängigen Werthe sämmt- 
lich numerisch unter einer gewissen positiven Constante K 
liegen, so stellen die Producte von K in die auf einander 
folgenden positiven ganzen Potenzen von h 

Kh, KIr, Kh3, ...(3)



§ 40.

eine Reihe von Grössen dar, die für hinreichend kleine 
numerische Werthe
beliebig zu wählenden Verhältnis fortwährend abnehmen, und 
mit denen die in der Untersuchung vorkommenden in Be'zug 
auf die \ariable h rationalen ganzen Ausdrücke verglichen 
werden können. Ein beliebig gegebener Ausdruck A Ÿ, wo A 
wieder von Null verschieden ist, steht mit der aus (3) ge
nommenen zugehörigen Grösse Kli in dem Verhältniss A

Kleine Grössen verschiedener Ordnungen. 209

h in steigender Folge nach einemvon

mit
K

Ali2-1der vorhergehenden Kh in dem Verhältniss mit derT'
folgenden in dem Verhältniss Die Grösse Ah hat also

Kh
zu Kh ein endliches Verhältniss, sie ist bei einem numerisch 
hinreichend kleinen h beliebig viel kleiner als Kh 1 und be
liebig viel grösser als Kh . Mit Kücksicht hierauf ordnet 
man die von einer Variable h abhängenden und mit dersel
ben zusammen abnehmenden Grössen nach deren auf ein
ander folgenden Potenzen, und nennt Grössen, je nachdem 
sie zu der Grösse h selbst, zu dem Quadrat von h, zu der 
dritten oder irgend einer X ten Potenz von h in einem endlichen 
Verhältnisse stehen, Meine Grössen der ersten, zweiten, dritten 
oder Xten Ordnung. Ein Aggregat einer beschränkten Anzahl 
von Grössen, deren jede von der X ten oder von höherer als 
der X ten Ordnung ist, bildet, falls die Grössen der X ten 
Ordnung sich nicht fortheben, eine Grösse der X ten, sonst eine 
Grösse einer höheren Ordnung. Mit Hülfe dieser Begritfe 
lässt sich der Inhalt der obigen Gleichung (2) so aussprechen, 
dass die Differenz fix + Ji)—fix) durch das auf der rechten 
Seite befindliche Aggregat unter Zulassung eines Fehlers er
setzt werden kann, der in Bezug auf das Increment h von der 
(p + 1) ten Ordnung ist.

Vergleicht man die Beschaffenheit des Fehlers, welcher 
bei der Messung eines Gegenstandes der Wirklichkeit begangen 
wird, mit der Beschaffenheit des in Kede stehenden Fehlers 
einer rein analytischen Gleichung, so muss das gröste Gewicht 
auf den Umstand gelegt werden, dass der Fehler einer be
stimmten Messung nie unter eine gewisse gegebene Grösse

14Lipschitz, Analysis II.



herabgedrückt werden kann, dass es dagegen möglich ist, den 
Fehler der analytischen Gleichung numerisch beliebig Mein zu 
machen. Indem man der Grösse h, nachdem derselben einmal ein
gewisser Werth gegeben ist, später einen kleineren Werth bei
legt und diesen Process beliebig oft wiederholt, wird erreicht, 
dass der bei der Gleichung (2) zugelassene Fehler für jeden 
einzelnen Werth von p beliebig klein ausfällt Sei als Grenze 
des Fehlers eine beliebig kleine Grösse to gegeben, so muss für 

f“ (x + 6 li) 7 2 f“‘(x + 6h)p — 1 der Rest Ä2, für p=2 der Rest
(p+i)

hs,2! 3!

(x + 6 h) 7/)+i
0.+ÏT-*

ner als to bleiben. Wenn nun die Ausdrücke

ffür ein beliebiges p der Rest numerisch klei-

f“{x + 6h)
2!

0+0(x + 6 h)f‘“(x + 6h) f sämmtlich numerisch kleiner als7 . • (p +1)!3!
eine Grösse K sind, so wird der gestellten Forderung genügt, 
indem man für p — 1 das Quadrat von h, für p = 2 die dritte 
Potenz von h, für ein beliebiges p die (p + 1) te Potenz von h

numerisch kleiner als den Werth oder h selbst beziehungs-

2 3
weise kleiner als die Grössen (^j , ^ ^

p+i
wählt. Die

für den absoluten Werth von h vorzuschreibende obere Grenze 
wird daher bei demselben Werthe von to um so grösser, je 
grösser die Zahl p angenommen ist.

Paare von Grössen, deren Unterschied numerisch kleiner 
gemacht werden kann als ein beliebig gegebener Werth, 
sind zuerst in I, § 14 und den folgenden §§ betrachtet worden, 
wo die Rechnung mit Grenzwerthen von Folgen von Brüchen 
begründet ist; dort handelt es sich um den bei einer Folge 
von Brüchen vorhandenen Unterschied zweier Individuen, von 
denen das erste eine angemessen zu wählende, das andere 
eine beliebig weit vorzurückende Stellenzahl hat. Ferner kommt 
eine numerisch beliebig zu verkleinernde Differenz in I, § 105 
vor; hier wird die Definition aufgestellt, dass es für die Con-
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vergenz einer unendlich ausgedehnten Summe möglich sein 
muss. wenn s(/ das Aggregat ihrer q + 1 ersten Glieder be
deutet, für einen beliebig kleinen Werth to die Zahl q so gross 
zu wählen, dass bei jedem Werth der Zahl t die Differenz
sq+t — sq numerisch kleiner als to bleibt, 
gehören die Grössen, deren Differenz betrachtet wird, einer 
unbegrenzten Folge an, und bewerkstelligt man die beständige 
Verringerung des numerischen Werths der Differenz, indem man 
die betreffenden Stellenzeiger immer weiter fortrückt. Dagegen 
wird der Unterschied zwischen der linken und rechten Seite der

In beiden Fällen

Gleichung (2) dadurch beliebig verkleinert, dass man der 
veränderlichen Grösse h hinreichend kleine Werthe vorschreibt. 
Die absolute Grösse der für h geltenden oberen Grenze bedingt 
aber den Umfang, innerhalb dessen die Gleichung (2) ange
wendet wird.

Die rechte Seite von (2) setzt sich nach der eingeführten 
Ausdrucksweise durch Addition von Grössen zusammen, die in 
Bezug auf die kleine Grösse h von der ersten bis zur p ten 
Ordnung gehen, während der bezügliche Fehler von einer 
höheren, der (p + 1) ten Ordnung ist. Hierfür ist die Be
zeichnung im Gebrauch, dass die auf der linken Seite befind
liche Differenz fix 4- h) — f (x) vermittelst der rechten Seite bis 

den Grössen genau dargestellt werde, die in Bezug auf die 
kleine Grösse h von der p ten Ordnung sind.

Aus Gleichungen der bezeichneten Arb die bis zu kleinen 
Grössen einer gewissen Ordnung genau sind, können durch 
geeignete Modification der liechnungsoperationen neue Glei
chungen deducirt werden, die denselben Grad von Genauigkeit 

Gesetzt, man habe die in Bezug auf die kleine

zu

besitzen.
Grösse h bis zu der p ten Ordnung genau geltenden Glei
chungen

tp (h) = c0 + cx h + c2 h + .. + Cp li

Z (h) =c‘0+c\ h + c\h'+ .. + c‘p h!, 
die Grössen c0, cv . . c'0, c\, . . von h unabhängig sind. 

Die Addition, Subtraction und Multiplication von q>(h) und %(h) 
entspricht genau der Ausführung derselben Operationen für zwei 
convergente unendliche Summen, wie sie in I, § 109 ausein-

(4)

wo



andergesetzt ist. Dass die Addition und Subtraction der 
einzelnen Glieder ein ebenfalls bis zu der p ten Ordnung genau 
richtiges Resultat liefert, leuchtet ein. Bei der Ausführung der 
Multiplication hat man die Glieder fortzulassen, die in Po
tenzen von h von der p + 1 ten bis zu der 2 p ten Ordnung 
multiplicirt sind, weil ein Aggregat einer beschränkten Anzahl 
Grössen von höherer als der p ten Ordnung als äquivalent mit 
einer Grösse von höherer als der p ten Ordnung angesehen 
werden muss. Die Coefficienten der Potenzen von h von der 
nullten bis zu der p ten befolgen aber das in I, § 109 unter (7) 
aufgestellte Bildungsgesetz

90 = coco
91 = c0 c\ + c, c'0

< g2 = c0 c\ + cx c\ + c2 c‘0
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9p = co c\ + ci C‘P-i + • • + cp-i c\ + cp CV 
Demnach folgt aus (4) die Gleichung

cp W X W = 90 + 9X h + 9 2 Ä2 + • • + 9P •
Die Division von (p (h) durch % Qi) erörtern wir hier nur fin
den im Eingänge von § 38 erwähnten und dann ausgeschlossenen 
Fall, dass die Nennerfunction bei stets abnehmendem h gegen 
einen von Null verschiedenen Grenzwerth convergirt, oder dass 
die in (4) mit c'0 bezeichnete Grösse nicht gleich Null ist.

(5)

Der leichteren Uebersicht halber mögen den Gleichungen
welche die zulässigen Fehler(4) die Ausdrücke R 

darstellen, zugeschrieben werden, woraus die Gestalt her
vorgeht

und B‘p+i’>+i

cp (h) = c0 + Cj 7^ 4- c2 ti + .. + cp hp + Rp+l 
X (h) —c\ + c\h + c\h + .. + c‘ph! + B‘p+1.

Weil nun c\ als von Null verschieden vorausgesetzt ist, so kann 
man für h eine so kleine numerische obere Grenze festsetzen, 
dass der Quotient

(6)

c' j h + c‘^ li + . . + c‘p lip + IÎ1P+1(7) = a
c o

numerisch kleiner als die Einheit bleibt. Alsdann liefert die



nach den Potenzen von a geordnete Entwickelung des Bruches 

nach I, § 98 die folgende convergente geometrische Reihe

(1 — ci+a — .. + (— Vf <f + . ..).1 1
(8) * (h) c'o (* + «) c'o
In Folge dessen ergiebt sich aus den streng gültigen Gleichun
gen (6) die ebenfalls strenge gültige Gleichung

9 (*)(9) /(ft)
l7-(c, + clh+ c2h2 + .. + cphP + Rp+1) (1-a + a -.. + (-l)p aP +...).

c'o
Dieselbe führt zu der gesuchten Gleichung, die bis auf 

Grössen der p ten Ordnung genau sein soll, indem man in dem 
zweiten Factor der rechten Seite den Rest R in dem Aus-jP + P

fortlässt, ferner die in demdruck (7) von a den Rest R‘ 
dritten Factor der rechten Seite auftretende geometrische Reihe

p+1

mit dem Gliede (— l'f a abbricht, und von dem resultirenden 
Gesammtausdruck das Aggregat Sp aller Glieder, die in Po
tenzen der Grösse ft von höherer als der pten Ordnung multi- 
plicirt sind, subtrahirt. Mit Hülfe der Bezeichnung

c\ h + c‘2h + . .. + c‘p h
= ß(10) c'o

kommt demnach die verlangte Gleichung

(n) lc,-{c0+c1h + ... + cphp) (i—ß+ß2—...+ (—:i)pßp)-sP}
durch welche die Division von rjp(ft) durch %(Ji) bis zu Grössen 
der uten Ordnung genau ausgeführt wird.
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§ 41. Differentiale verschiedener Ordnungen. Unendlich 
kleine Grössen.

Nimmt man in der Gleichung (2) des vorigen § die Zahl
p gleich der Einheit, so ergiebt sich die Gleichung

f(x + h)—f(x) = f‘ (x) ft,(1)
welche sagt, dass die mit dem Increment ft gebildete Differenz 
f(x+ h) — fix) bis auf die Ordnung der kleinen Grösse ft 
genau durch das Product von f‘ (x) in das Increment ft ausge

Hx



drückt wird. Indem das Increment h als die Differenz der 
Variable x mit Ix, die zugehörige Differenz der Function fix) 
mit zlf (x) bezeichnet wird, geht die Gleichung (3) in die 
Gestalt
(2) /lf{x) — f‘ {x) /IX
über.

Diese Gleichung führt zu dem Ursprung der Differential
rechnung zurück. Wenn bei einer Function fix) die Differenz 
der Variable x als eine kleine Grösse festgesetzt und die zuge
hörige Differenz der Function bis auf die Ordnung dieser 
kleinen Grösse genau dargestellt wird, so heisst nach der von 
Leibnitz gegründeten Bezeichnung die Differenz der Variable das 
Differential d x, die zugehörige Differenz der Function das 
Differential df(x). Auf diese Weise wird die Gleichung (2) 
zu der Gleichung

df ix) = f‘ (x) d x.(3)
In der erwähnten Abhandlung nova methodus etc. hat 

Leibnitz die Regeln auseinandergesetzt, nach Avelchen die 
Differentiale gegebener Functionen zu bilden sind, oder, wie er 
selbst sagt, den Algorithmus der Differentialrechnung mitgetheilt. 
Seine Formeln haben denselben Inhalt wie die in § 6 und f. f. 
entwickelten Formeln für die Bildung von Differentialquotienten, 
erscheinen aber als Regeln für den Gebrauch des Differential
zeichens d, so dass den Formeln (16) bis (18) in § 6, und (8) 
in § 7 respective die folgenden entsprechen, bei denen ein 
Fehler von höherer Ordnung als d x erlaubt ist,
(4) d [fix) 4- g ix)) = d f{x) + d g ix) 

d {f(x) — g ix)) = elf [x) — dg ix)
d ( f ix) g ix)) = d f ix) g x + f (x) d g ix) 

d f jx) g jx) — fix) d g jx)

(5)
(6)

x
(7) d

9 0) 9 O)x
Von den Beweisen der Formeln bemerkt Leibnitz, sie 

würden einem, der in diesen Dingen geübt sei, leicht werden, 
sobald er nur das eine bedenkt, was bisher noch nicht hinrei
chend erwogen sei, dass die dx, dy, dv, dw, dz, als proportional 
mit den augenblicklichen Differenzen, das heisst den Incrementen 
oder Decrementen der x, y, v, w, z, nach ihrer Folge genommen, 
gelten können.

§ 41.Differentiale verschiedener Ordnungen.214
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Um von einer zwischen den Differentialen von Functionen 
aufgestellten Gleichung zu 
rentialquotienten geltenden überzugehen, hat man darauf zu 
achten, dass die erstere nur bis auf die Grössen von der Ord
nung dx genau gilt, und dass bei denselben ein Fehler gestattet 
wird, der in Bezug auf dx von höherer als der ersten Ordnung 
ist; eine solche Grösse hat die Eigenschaft durch dx dividirt, 
gleich einer mit dx zusammen abnehmenden Grösse zu bleiben. 
Wenn daher beide Seiten jener Gleichung durch dx dividirt 
werden, so behält ihr Unterschied noch die Eigenschaft, für 
einen beliebig kleinen Werth von dx selbst numerisch beliebig 
klein zu werden; deshalb convergiren beide Seiten der erhalte
nen Gleichung gegen denselben Grenzwerth, und die zwischen 
den Differentialen gegebene Gleichung erzeugt eine zwischen 
den Differentialquotienten bestehende Gleichung, die in aller 
Strenge richtig ist.

der für die correspondirenden Difife-

Man sieht jetzt, in welchem Sinne das Zeichen des Diffe-
df(x) den Quotienten der Division des Difife-rentialquotienten

rentials dfix) durch das Differential dx andeutet. Ich habe 
vorgezogen, die Definition, welche den Differentialquotienten

als Grenzwerth eines Verhältnisses erklärt, an die Spitze

dx

df(x)
dx

zu stellen, weil sie mir leichter fasslich scheint. Es können aber 
die Grundregeln der Differentialrechnung mit ganz derselben 
Schärfe abgeleitet werden, indem man von dem Begriffe des 
Differentials ausgeht und die vorhin entwickelte Rechnung mit 
kleinen Grössen einer vorgeschriebenen Ordnung anwendet. Der 
Leser, welcher diesen Weg einschlägt, wird im Stande sein, 
die bisher mitgetheilten Deductionen in der entsprechenden neuen 
Form zu wiederholen. Für jeden, der Differentialrechnung treibt, 
ist es überhaupt nothwendig, sich eben sowohl in dem Gebrauch 
der Differentiale wie in demjenigen der Differentialquotienten 
zu üben.

Dadurch, dass von dem Differential einer Function abermals 
das Differential genommen und dieselbe Operation beliebig oft 
angewendet wird, erhält Leibnitz beziehungsweise das Differential 
der zweiten, der dritten und einer beliebig hohen Ordnung. Wie
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aber bei der Wiederholung zu verfahren sei, bedarf einer Er
läuterung. Wir haben früher gesehen, dass sich die Bildung 
der Differenzenquotienten wesentlich danach richtet, ob die er
forderlichen Differenzen der unabhängigen Variable constant 
angenommen werden oder nicht. Bei der Darstellung der sue- 
cessiven Differentiale einer Function verhält es sich ebenso. 
Nimmt man zuerst das Differential dx als constant an, wodurch die 
successive anzuwendenden Werthe der Variable x diese werden 

x, x + dx, x + 2 dx,...
so kann man aus der obigen Gleichung (2), ähnlich wie im 
vorigen § geschehen ist, die Gleichungen ableiten

d*f(x) = f“(x) dx2, 
d3 f(x) — f‘" (x) dx3, 
dp fix) = f*p\x) dxp, 

indem bei der ersten, zweiten, letzten Gleichung respective ein 
Fehler von höherer als der zweiten, dritten, ^>ten Ordnung zu
gelassen wird. Mithin erhält man, nachdem (8) durch dx2, 
(9) durch dx3, (10) durch dxp dividirt ist, rechts und links vom 
Gleichheitszeichen zusammengehörige Ausdrücke, deren Unter
schied für ein beliebig kleines dx beliebig klein wird; diese 
liefern die Gleichung (21) des § 39. Dies motivirt die auf 
Leibnitz zurückgehende Notation der auf einander folgenden Dif
ferentialquotienten einer Function.

In den Gleichungen (8) bis (10) zeigt sich, dass, nachdem 
das Differential dx constant vorausgesetzt ist, das zweite Diffe
rential der Function f(x) in Bezug auf dx eine Grösse der 
zweiten, das pte Differential von f(x) eine Grösse der p ten Ord
nung wird. Um zu definiren, was unter den Differentialen 
der verschiedenen Ordnungen in dem Falle verstanden werden 
soll, dass das Differential dx nicht constant ist, beginnen wir 
damit, die Werthe der Variable x aufzustellen, welche gegebenen 
Differenzen der verschiedenen Ordnungen Jx, J2 x, J*x,... 
entsprechen. Aus den in (5*), (6*) und (7*) des § 15 gegebenen 
Gleichungen

(8)
(9)
(10)

(11) zlx = x1—x, J2x—x2 — 2x1+x, 

jrx = Xf)—l-xp_l + p(n— 1)
Xp__2 •. • + ( 1)1.2
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folgen nach mehrfach benutzten Eigenschaften der Binomial- 
coefficienten die Bestimmungen
(H*) — X + Jx, x2 — X + 2 Jx + J2 X, ... 

xp — x + ~ Jx 4

Nun setzt man für die zugehörigen auf einander folgenden Diffe
renzen der Function f ix) voraus, dass, wofern in Bezug auf 
die kleine Grösse Jx die Differenz Jp x für jede Zahl p als 
eine kleine Grösse der j?ten Ordnung angenommen wird, die 
Differenz Jpf(x) ebenfalls mit Zulassung eines Fehlers von 
höherer als der j?ten Ordnung gleich einer Grösse der p ten 
Ordnung ist.

Dem entsprechend werden die auf einander folgenden Dif
ferenzen von x als die gleichnamigen Differentiale 

dx, d2x, dsx,...,
bezeichnet und gelten der Reihe nach in Bezug auf dx als 
kleine Grössen der ersten, zweiten, dritten Ordnung u. s. f.; zu
gleich heissen die zugehörigen Differenzen der Function fix) 
die Differentiale

pjp — 1) J2 x + ... + Jv x.
1.2

df(x), d2f(x), d3fix),.. • >
und sind respective gleich kleinen Grössen der entsprechenden 
Ordnung. Unter dieser Voraussetzung lässt sich die Darstel
lung der in Rede stehenden Differentiale von fix) durch die 
successiven Differentialquotienten von fix) und Differentiale von 
dx aus der Gleichung (3) ableiten, indem man die rechte Seite 
als Product der beiden Factoren f\x) und dx auffasst und die 
in (6) enthaltene Regel für die Bildung des Differentials eines 
Products benutzt. Durch jede neue Anwendung des Zeichens d 
auf eine gegebene Gleichung entsteht eine neue, welche kleine 
Grössen einer um eine Einheit höheren Ordnung enthält und 
bis auf diese genau gilt. Denn der vorhandene Unterschied 
zwischen der linken und rechten Seite der ursprünglichen Glei
chung wird bei der Anwendung des Zeichens d auf beide Seiten 
der Gleichung stillschweigend ebenfalls dem Zeichen d unter
worfen.

Vermöge der Definitionsgleichungen

d (d! 1 fix)) — dp fix), d (dP 1 g (x)) = dl' y ix)(12)



folgt aus (6) durch wiederholten Gebrauch, wie in § 16 die 
Formel (2b) aus (2) erhalten ist, die mit den Binomialcoeffi- 
cienten gebildete Gleichung
(13) cf (fix) g (x))

— cf fix).g [x) + Y d!'~] fix) äg(x) + ... + fix) cf g (x).

Für die successiven Differentialquotienten von fix) und die 
successiven Differentiale von x gelten die Relationen

dfip l\x) = fP\x) dx, d (cf lx) — dv x.
Wenn man daher in (13) f(x) durch fix), g ix) durch dx er
setzt und p von der Einheit ab steigende Werthe beilegt, so 
ergiebt sich
(15) d2fix) — d(f ix) dx) — df‘(x).dx+f ix)d2x

cVfix) — d2{f(x) dx) — d2fix).dx+2df‘ix).d2x+f (x)d:ix

§ 41.218 Differentiale verschiedener Ordnungen.

(14)

Mithin entstehen nach ausgeführter Entwickelung die gesuchten 
Ausdrücke
(16) d^fix)— fn(x)(dx)2 + f'(x)d2x 

d3fix)—f,uix){dxy + 3/'"(x)dx d2x-h f‘(x)d3x

Die gefundene Darstellung von d2f\x) ist nach den ge
troffenen Voraussetzungen gleich einem Aggregat von Grössen 
der zweiten, die Darstellung von d'à fix) gleich einem Aggregat 
von Grössen der dritten Ordnung in Bezug auf dx u. s. f., jede 
Gleichung gilt für die Ordnung der beziehungsweise auftretenden 
Grössen genau. Wenn man daher annimmt, dass die Grösse x 
in irgend einer Weise von einer anderen Variable t abhänge, 
so ist dx, d2x, d3x,... respective von derselben Ordnung mit 
den Grössen dt, dt2, dt3,... Man darf deshalb die erste Glei
chung durch dt2, die zweite durch dt3 dividiren u. s. f., und 
erhält die Ausdrücke der successiven nach t genommenen Dif
ferentialquotienten der Function fix). Unter der Voraussetzung 
eines constanten Differentials dx verschwinden d2x und die 
höheren Differentiale von x, so dass die Formeln (16) in die 
Formeln (8), (9),... übergehen.

Um eine genauere Einsicht in die Gleichungen (16) zu ge
winnen, kann man den Ausdruck (7) aus § 39 heranziehen, 
nämlich
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/'Oj)f(x)(17) r- + + .. .{x — xf) (x — X2)..(x — xj (xi — æ) Oi — x2) ■ • (x~ asb)
fixb)... + 0*6 - X) (xb — xf).. (xb —xb_}) 

der sich bei der Abnahme sämmtlicher Differenzen dem durch 
b! dividirten Differentialquotienten f^\x) nähert, und die Frage 
aufwerfen, wie sich die mit dem System von Werthen 
x, xv x2,...xp gebildeten Differenzen der Function f{x) durch 
die zu den Zahlen b = 1,2,.. .p gehörenden Verbindungen (17) 
darstellen lassen. Die bte Differenz von f{x) hat nach (7) des 
§ 15 den Ausdruck

J f(x)

— f (xb) (xb—l ) + - l) f(xb_2) —.. + (— lf f{x).

(18)

Weil hier nur die Functionswerthe Vorkommen, die zu den 
Werthen der Variable x, xv...xb gehören, so ist es selbstver
ständlich, dass wenn b <^p ist, und wenn man einen Ausdruck 
kennt, der für die Werthe x, xiy...xb, xb+v...xp die Werthe 
der Function darstellt, der betreffende Ausdruck statt der Func
tion benutzt werden kann, um die Differenzen zi6 fix) zu bilden. 
Einen solchen Ausdruck liefert aber jede Interpolationsformel, 
welche für die in Rede stehenden p +1 Werthe der Variable 
die zugehörigen Functionswerthe f(x), f(xf),... f (xp) annimmt. 
In (22) des § 40 ist Newtons Interpolationsformel mitgetheilt, die 
sich für den vorliegenden Zweck eignet.

Wenn man für die Variable s das Zeichen £, statt der 
Werthe h, hv...h} respective die Werthe x, xv...x einführt, 
so findet sich für diejenige rationale ganze Function des (p + l)ten 
Grades F(g), welche* für die genannten Werthe von £ den be
treffenden Werthen der gegebenen Function /'(£) gleich wird, 
der Ausdruck

F(Ç)=fi+ACI-a) •
• •• +/jd—*)■••(?—'a>_,),

wo die Coefficienten fQ, nach den dortigen Gleichungen
(25) folgendermassen bestimmt sind,

(19)
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'fo=f(x)
f(p) /’O l)fl=(20) x— xx xx—X

f{x) fMf(p i)f>= (x—xf) (x—x2) (Xj—x) (xi—xf) (x2—x) (x.2—xx)
lind wo die Grösse fb allgemein in (17) dargestellt ist. Da aus
den angeführten Gründen die Differenz z/Y(£) der Differenz 
Jb F(Ç) gleich werden muss, so lange die Zahl b den Werth p 
nicht übertrifft, so kann man ^V(£) unmittelbar bilden, indem 
man die Differenz der b ten Ordnung von den einzelnen Gliedern 
der rechten Seite von (19) nimmt. Hier ist £ die variable Grösse, 
die Coefficienten /‘0, /), fv... werden von dem Verfahren des 
Differenznehmens nicht berührt, und die Differenz des constanten 
Gliedes f0 verschwindet, so dass die Gleichung gilt

x J (i-*) + f,f ((i-®) (i-*,)) + • • ■(21)

Weil nun die Differenz der bten Ordnung mit den Werthen 
£ = x, xv ... xb so aufzustellen ist, dass für irgend eine Function 
g(£) die Definition gilt 
(22) Jg{!=)

und weil die auf der rechten Seite von (21) vorkommenden 
Producte

(Ç—x)(l;—x1)..(Ç—xb), (Ç—x)(i; — x1)..(Ç—xb)(£—xb+1),.. 
sämmtlich für alle bezeichneten Werthe von £ verschwinden, so 
ist auch die Differenz der bten Ordnung jedes einzelnen Pro
ducts gleich Null. Mithin fallen alle diejenigen Bestandteile 
fort, die in fb, f\
die Differenz Jbf(x), die der Differenz _/b F(§) gleich ist, der
Ausdruck
(23)
=fijb (M—z)+f2 jb aê—p) +..+/6 -/6 (ei-®) • •

Die ^vollständige Darstellung der hier auftretenden Differenzen 
der. bten Ordnung geht ebenfalls aus (22) hervor, indem statt 
g (£) die einzelnen Producte eingesetzt werden. Das letzte der-

..f multiplicirt sind„ und es entsteht fürb+1’ •
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selben verschwindet für alle anzuwendenden Werthe von £ mit 
Ausnahme des Werthes ^~xb, das vorletzte mit Ausnahme der 
Werthe £=xb und xb_v u. s. f. Es reducirt sich daher die 
Entwickelung, wenn die Producte in umgekehrter Keihenfolge 
genommen werden, beziehungsweise auf ein Glied, auf zwei 
Glieder, u. s. f. Demnach erhält man die Bestimmungen
^ ((£—a?) • • f)) = {xb—x) {xb—xf).. {xb—xb_x)

^ ((£—x).. (£—Xb_j) = (xb—x).. (x—xb_2) - Y 0*6-1“®) • • 0*6—1 - ®6-a)
(24) <

f> (t> — 1 )
= (®6~®)----f (®6-Jb(Ç-x) (xb_% x) •.. •—x) + 1.2

Nach der in (22) enthaltenen Definition fällt der Ausdruck 
Jbf(tf) mit demjenigen zusammen, der früher durch Jb f{x) be
zeichnet worden ist. Mithin wird die Aufgabe, die Differenz 
zlbf{x) vermittelst der Ausdrücke fi: f2,.. . darzustellen, durch 
die rechte Seite von (23) gelöst. Bei umgekehrter Anordnung
der Glieder ergiebt sich

X fix) = u X ((!-») • -(#—+ -- + f\XiS-x),(25)
wobei die rechts angedeuteten Operationen nach (24) auszufüh
ren sind. Setzt man b gleich 2 und 3, so kommen die Gleichungen

J* fix) = /; {x2 — X) (xa — xf) + f\ (;X2 -2xt + x),
J* fix) =f3 (x8 - x) (xa — xf) (x3 — xf)

+ fa (0*» — x) (xs — xf) — 3(x2 — x) (xa— xf))

(26)

4" /l (.Xg --  3^2 + Sxi x)j
deren rechte Seiten mit Hülfe von (11) in die Zeichen Jx, 
J'1 x, J* x übergeführt werden können. Man findet

= 2 Jx + zi*x, x2 — xt = Jx + 3*x,rp __  /y»tÄ/ « «Z/

x2 — 2x1 + x — Æx,
xz — x= Zdx + 3J2x + zlsx, 
x3 — xx — 2Jx + 3 J*x + Jzx, 
x3 — x2= /lx + 2J'1 x + d* x,

x3—‘èx2 + 3 Xl — x = J3x.
Unter den vorhin angegebenen Voraussetzungen verwandelt sich 
die Differenz Jbfix) in das Differential dbfix), die Ausdrücke

f“{x)
f fat... gehen respective in die Werthe f‘(x), — • • über,

und die auf der rechten Seite von (25) erscheinenden Differen-

r—) *



Unendlich kleine Grössen. § 41.222

tiale der bten Ordnung stimmen bis auf Grössen der b ten Ord
nung genau mit den Factoren überein, mit denen auf der rechten

rix) r («oSeite von (16) beziehungsweise die Ausdrücke 
zu multipliciren sind.

Bei dem aus auseinandergesetzten Verfahren der Rechnung 
mit kleinen Grössen bestimmter Ordnung haben wir die Vor
aussetzung festgehalten, dass diejenige Grösse, durch deren 
Potenzen die verschiedenen kleinen Grössen ausgedrückt werden, 
numerisch beliebig verkleinert werden könne. Eine Grösse, 
die beliebig oder ohne Ende verkleinert werden kann, wird 
eine unendlich Meine Grösse genannt; die Grössen, welche in 
Bezug auf eine solche Grösse von der zweiten, dritten pten 
Ordnung sind, heissen respective unendlich Meine Grössen der 
zweiten, dritten, pten Ordnung. Aus diesem Grunde führt die 
Rechnung mit kleinen Grössen verschiedener Ordnungen den 
Namen der Rechnung mit unendlich Meinen Grössen oder der ’In
finitesimalrechnung,. Indem das erste Differential einer variabeln 
Grösse als eine unendlich Meine Grösse der ersten Ordnung aufge
fasst wird, sind das zweite, dritte,pte Differential derselben Variable 
beziehungsweise als unendlich Meine Grössen der zweiten, dritten, 
pten Ordnung zu betrachten. In gleicher Weise hat man die 
Theile, in welche das Intervall einer Variable getheilt wird, um 
die Integration einer Function auszuführen, als unendlich kleine
Grössen aufzufassen. Bei dem Ausdrucke des Integrals f fix) dx

2!1!

ist dx das Differential der Variable x, das Product fix) dx wird

das Element des Integrals genannt, und das Integralzeichen f
deutet die Ausführung der Summation an, durch welche das 
Integral definirt worden ist. Daher sind Differential- und Inte
gralrechnung Theile der Infinitesimalrechnung. Wie vorhin er- 
Avähnt, hat Leihnitz die Regeln für den Gebrauch des Differen
tialzeichens aufgestellt. Die Principien der Infinitesimalrechnung, 
welche Newton früher entdeckt hatte, sind von demselben in 
der ersten Section des ersten Buches der principia philosophiae 
naturalis unter dem Titel : de methodo rationum primarum et 
ultimarum, cujus ope sequentia demonstrantur, auseinandergesetzt 
und mit vollkommener Strenge bewiesen.
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Capi tel y.

Differentiation yon Functionen mehrerer Yariabeln.

§ 42. Functionen von mehreren Variabein. Einfach und 
mehrfach ausgedehnte, unstetige und stetige 

Mannigfaltigkeiten.

Man begegnet dem Begriffe der Abhängigkeit einer Grösse 
von mehreren anderen Grössen, sobald aus mehreren beliebig 
zu wählenden Grössen durch irgend welche Operationen eine 
neue Grösse bestimmt wird. So hängt der Werth der Summe, 
der Differenz, des Products, des Quotienten zweier ganzen Zahlen 
von denWerthen dieser beiden Zahlen ab. Eine algebraische ra
tionale Funtion von mehreren veränderlichen Grössen ist in I, § 22, 
eine Function von zwei veränderlichen Grössen überhaupt in 
I, § 108 erörtert worden. An der letzteren Stelle wird von einer 
Function zweier Variabein f(x, y) insbesondere unter der Vor
aussetzung gesprochen, dass f(x,y) für alle diejenigen Verbin
dungen je zweier Werthe gegeben sei, bei denen x zwischen zwei 
Grössen a und b, y zwischen zwei Grössen c und d liegt.

Ehe wir uns mit dem dort ebenfalls erklärten Begriffe der 
Stetigkeit der Function f(x, y) beschäftigen, der für die Aus
dehnung der Operation des Differentiirens unentbehrlich ist, 
werden wir den Begriff der Abhängigkeit einer Grösse von 
mehreren Grössen durch Vergleichung mit der Abhängigkeit 
einer Grösse von einer einzigen Grösse näher erläutern.

Wenn eine Function f{x) der einzigen Variable x für jeden 
zwischen a und b befindlichen Werth von x gegeben ist, wenn 
man dann innerhalb dieses Intervalls einen bestimmten Werth x 
aus wählt, um die Aenderungen der Function zu untersuchen, 
die einer Aenderung der Variable entsprechen, so kann die 
letztere nur so geändert werden, dass sie um eine gewisse 
Grösse zu- oder abnimmt. Werden die Werthe der Variable 
noch durch die Bedingung beschränkt, gleich ganzen Zahlen zu
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sein, so kann man, um, ohne-einen Werth zu überspringen, von 
einem Werthe zu einem andern zu gelangen, von jedem einzel
nen Werthe entweder nur um eine Einheit vorwärts oder um 
eine Einheit rückwärts gehen. Wenn Werthe, deren Grösse um 
eine Einheit differirt, Nachbarwerthe genannt werden, so hat 
jeder zwischen den Grenzen a und b befindliche Werth einen 
vorwärts und einen rückwärts liegenden Nachbarwerth, also 
zwei Nachbarwerthe.

Bei einer Function f(x, y) von zwei Yariabeln x und y, 
die wie an der vorhin angeführten Stelle für alle Werthverbin
dungen gegeben ist, die den Bedingungen a<x<Lb. c<.y<id 
genügen, kann man von einer beliebig gewählten Werthverbin
dung x,y so fortschreiten, dass die erste Variable x entweder 
wächst oder abnimmt, und gleichzeitig die zweite Variable y 
entweder wächst oder abnimmt. Es werde auch hier die Vor
aussetzung berücksichtigt, dass sowohl die erste wie die zweite 
Variable nur gleich ganzen Zahlen sein dürfen, und es mögen 
diejenigen Werth Verbindungen zu einer bestimmten Wertkver- 
bindung benachbart heissen, bei denen die Werthe der einen 
Variable um eine Einheit, die Werthe der andern Variable aber 
gar nicht differiren; dann entsprechen jeder Verbindung (x,y), 
indem die erste Variable ab- oder zunimmt, die benachbarten 
(x — 1, y) und {x + 1, y), ferner, indem die zweite Variable ab- 
oder zunimmt, die benachbarten (x, y—1) und (x, y+ 1), so 
dass zu jeder Werth Verbindung vier benachbarte Werthverbin
dungen gehören.

Während bei einer Function einer Variable die ganzzahli
gen Werthe der Variable eine einzige Keihe darstellen, lassen 
sich bei einer Function von zwei Variabein die Verbindungen 
der ganzzahligen Werthe beider Variabein auf doppelte Art in 
Reihen von Reihen ordnen. Entweder man beginnt mit den
jenigen Reihen, bei denen die zweite Variable ungeändert bleibt, 
dagegen die erste ihre Werthe durchläuft, und nimmt die Reihe 
von den Reihen, welche verschiedenen Werthen der zweiten 
Variable zugehören; oder man beginnt mit denjenigen Reihen, 
bei denen die erste Variable ungeändert bleibt, dagegen die 
zweite ihre Werthe durchläuft, und nimmt dann die Reihe von 
den Reihen, welche verschiedenen Werthen der ersten Variable

Ganzzahlige Werthe der Yariabeln. § 42.
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zugehören. Nach dem Ausdruck, den Gauss in seiner Anzeige 
der zweiten Abhandlung über die Theorie der biquadratischen 
Reste eingefiihrt hat, bilden Gegenstände, die in eine einzige 
Reihe geordnet sind, eine Mannigfaltigkeit von einer Dimension, 
Gegenstände, die in Reihen von Reihen geordnet sind, eine 
Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen, und Gegenstände, bei 
deren Anordnung der angedeutete Process des Herstellens von 
Reihen n mal wiederholt wird, eine. Mannigfaltigkeit von n Di
mensionen, welche auch eine nfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
genannt wird. Demgemäss constituiren die ganzzahligen Werthe 
einer Variable x eine einfach ausgedehnte, die Verbindungen 
der ganzzahligen Werthe von zwei Variabein x, y eine zwei
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, und die Verbindungen der 
ganzzahligen Werthe von n Variabein xv x2,... xn in gleicher 
Weise eine wfacli ausgedehnte Mannigfaltigkeit.

Es wird dem Leser dieses Buches nicht entgehen, dass der 
in I, § 3 gegebene Beweis des Satzes, dass das Product ge
gebener Zahlen, wie auch die Factoren vertauscht oder in 
Gruppen zusammengefasst werden, immer denselben Werth habe, 
auf der Betrachtung von Mannigfaltigkeiten der verschiedenen 
Dimensionen beruht. Ich habe den Beweis des auf zwei Facto
ren bezüglichen Satzes ohne Hülfe der räumlichen Anschau
ung geführt und hierauf die Bemerkung hinzugefügt, dass 
auch die für drei Factoren angewendete Schlussweise, bei 
welcher die räumliche Anschauung benutzt ist, im Grunde nicht 
der räumlichen Anschauung, sondern der inneren Anschauung 
angehöre. Bei dem für zwei Factoren geltenden Satze werden 
an der angeführten Stelle h Gruppen zusammenaddirt, deren 
jede a Einheiten enthält. Nun braucht man sich nur vorzu
stellen, dass jede der a Einheiten durch einen Gegenstand ver
treten sei, der sich in Bezug auf eine bestimmte Eigenschaft 
z. B. durch den Stoff von jedem anderen Gegenstände derselben 
Gruppe unterscheidet, dass ferner in jeder Gruppe Gegenstände 
von denselben a verschiedenen Stoffen enthalten sind, während 
die Gegenstände in jeder einzelnen Gruppe in Bezug auf eine 
andere Eigenschaft, etwa die Farbe, übereinstimmen, von Gruppe 
zu Gruppe aber differiren. Auf diese Weise entsteht ein Sub
strat, an dem sich der Beweis des auf zwei Factoren bezüg-

Mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten. 225
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liehen Satzes führen lässt, und es leuchtet ein, dass für den 
Beweis des auf drei Factoren. bezüglichen Satzes eine neue 
Eigenschaft ' benutzt werden kann, die den Gegenständen von 
jeder der zu bildenden neuen Gruppen gemeinsam ist und von 
Gruppe zu Gruppe wechselt. Hierdurch wird die angeführte Be
hauptung, dass bei dem Beweise jenes Satzes die räumliche 
Anschauung entbehrlich sei, bestätigt.

Das in I, § 108 zur bequemeren Auffassung einer Function 
von zwei Variabein f(x, y) angegebene Verfahren, x und y als 
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes einer Ebene zu 
betrachten, fällt für ganzzahlige Werthe der beiden Variabein 
mit der Vertheilung der Zahlen in horizontale und vertikale 
Reihen in I, § 3 zusammen; dasselbe bringt eine quadratische 
Anordnung von Punkten in der Ebene hervor, welche als der 
einfachste Fall in der parallelogrammatisehen Anordnung ent
halten ist, die in I, § 80 behandelt wurde. Der Nutzen dieser 
geometrischen Darstellung zeigt sich namentlich auch bei der 
für die Betrachtung der Mannigfaltigkeiten höchst wesentlichen 
Aufgabe, von einer gegebenen Werth Verbindung zu einer andern 
so überzugehen, dass nur durch Verbindungen fortgeschritten 
wird, die zu einander benachbart sind. Innerhalb einer einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit besteht bei zwei entsprechenden 
ganzzahligen Werthen %0) und xW der Variable x entweder der 
Fall der Gleichheit oder der Ungleichheit. Wofern beispiels
weise #(0) < #(I), so kann man von x{0} nach x(1) durch lauter be
nachbarte Werthe nur so gelangen, dass jeder der Zwischen- 
werthe a/0) + 1, x0) + 2, . 
wird; wenn aber noch die Bedingung hinzukommt, dass hierbei 
die Variable entweder nur wachsen oder nur abnehmen darf, 
so ist auch die Reihenfolge der Werthe, welche durchlaufen 
werden muss, eindeutig bestimmt.

Soll in einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit von 
der ganzzahligen Werthverbindung x^°\ yW zu der ganzzahligen 
Werthverbindung x(1), yW übergegangen werden, so kann jede 
der beiden Differenzen x^ — xW und «/(1) — y0) entweder positiv 
oder negativ oder verschwindend sein; ferner werden die zu 
durchlaufenden einander benachbarten Werthsystenie keiues-

Mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten.226 § 42.
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weges durch die Bedingung eindeutig bestimmt, dass weder bei 
der ersten Variable noch bei der zweiten Variable das Wachsen 
mit dem Abnehmen wechseln darf, 
von

Selbst der Uebergang 
einer Werthverbindung (x, y) zu der Werth Verbindung 

(x + 1» U + 1) kann bei dieser Einschränkung auf doppelte Art, 
nämlich entweder mit Benutzung von (x -1-1, y) oder mit Be
nutzung von (x, y + 1) erfolgen, wodurch die allgemeine Be
hauptung erwiesen ist. Bei der Vorstellung, dass x und y die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes einer Ebene bedeuten, 
entsprechen den Werthverbindungen, bei denen nur eine der 
Variabein differirt und die mithin nur eine einfach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit bilden, Punkte auf einer bestimmten, zu einer 
der Axen parallelen Geraden; die beiden Nachbarwerthe x—1 
und x + A der einen Variable x liefern daher die zwei Punkte, 
die auf der betreffenden Geraden von dem betreffenden Punkte
um die Einheit abstelien und beziehungsweise vor und hinter 
demselben liegen. Dagegen gehören zu den vier Verbindungen, 
die in der zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit mit der Ver
bindung (x, y) benachbart sind, diejenigen vier Punkte, die 
respective auf zwei durch den Punkt (x, y) zu den Axen ge
zogenen Parallelen von demselben um die Einheit abstehen 
und sich respective links, rechts, unterhalb und oberhalb befin
den. Ferner sieht man ein, dass das Uebergehen von einem 
Punkte x{0) zu einem Punkte x(1) durch benachbarte Werthe der 
betreffenden einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit dazu nöthigt, 
auf jener eindeutig bestimmten geraden Linie fortzuschreiten, 
während das Uebergehen von einer Werth Verbindung (x{0), «/0>) 
zu einer Werth Verbindung (xa\ y(l)) mit Benutzung von benach
barten Werthverbindungen der zweifach ausgedehnten Mannig
faltigkeit auch bei der oben hinzugefügten Beschränkung immer 
noch gestattet, in der zugehörigen Ebene verschiedene Wege ein
zuschlagen.

Die bisher entwickelten Begriffe existiren auch für Func
tionen von beliebig vielen Variabein. Wenn der Inbegriff der 
Werth Verbindungen von n Variabein xv xv ... xn definirt ist, 
und zu jeder in demselben enthaltenen Werth Verbindung 
xv x2,...xn eine gewisse Grösse gehört, so stellt der Inbegriff
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dieser Grössen eine von den n Variabein abhängige Function 
f(xv x2, ■. - xj -dar. Der Inbegriff der Werth Verbindungen 
xv x2,. .. xn heisst auch mit einem in I, § 108 für zwei Va
riable gebrauchten Ausdrucke das Gebiet der n Variabein.

Wir denken uns zunächst wieder ein solches Gebiet, bei 
dem jede Variable jeden innerhalb gewisser ihr zugehörigen 
Grenzen enthaltenen Werth annehmen darf,

°>-[ < XX < K «2 < *2 < K ■ • ' < Xn < h

Die Aenderung einer Werthverbindung kann nun so erfolgen? 
dass jede Variable für sich entweder wächst oder abnimmt 
oder sich gleich bleibt; somit ist das Verhalten jeder einzelnen 
Variable unabhängig von dem Verhalten aller übrigen, weshalb 
ihre Gesammtheit ein System unabhängiger Variabein genannt 
wird. Bei der Voraussetzung, dass jede Variable nur ganzzahlige 
Werthe annehme, stellen die sämmtlichen Werthverbindungen 
nach der obigen Definition eine nfach ausgedehnte Mannig
faltigkeit dar. Hier sollen wieder zwei Werthverbindungen 
benachbart heissen, die sich nur in Bezug auf eine einzige 
Variable und in Bezug auf diese nur um eine Einheit unter
scheiden. Vermöge dessen sind zu einer bestimmten Werthver
bindung (xv x2,...xn) die 2n Werthverbindungen

(*1—1» XV • • Xn\ Ol> X2 — ‘ Xn\ • • (XV XV • I Xn-V Xr,~l)

(^ + 1, x2,.. xj, (xv x2 + 1, x„ .. xn),.. (xv x2,.. xn_v xn + 1)
benachbart. Offenbar bildet die Gesammtheit der Werthver
bindungen, die nur in Bezug auf eine einzige Variable ab
weichen, eine einfach ausgedehnte, die Gesammtheit der Werth
verbindungen, die nur in Bezug auf dieselben zwei Variabein 
differiren, eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, u. s. f. 
Mithin sind in der gegebenen Mannigfaltigkeit der nten Ord
nung Mannigfaltigkeiten von allen niedrigeren Ordnungen ent
halten. Wenn also zwei Werthverbindungen (x^ \ xf\ . . x^])
und (x^\ x2 ,... x^ ) gegeben sind, so kann man zuerst fest
stellen, in Bezug auf welche Variabein sie wirklich differiren, 
und, falls die Anzahl derselben k beträgt, die beiden Werthver
bindungen zu einer Mannigfaltigkeit der kten Ordnung rechnen; 
dann kann man fordern, dass innerhalb der letztem Mannigfal

Mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten.228

n‘



§ 42. Mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten. 229

tigkeit von der einen Verbindung zn der andern durch benach
barte Verbindungen übergegangen werde. Schreibt man noch 
ausserdem vor, dass bei diesem Verfahren die auf einander 
folgenden Werthe derselben Variable entweder nur wachsen 
oder nur abnehmen dürfen, so zeigt sich, wie oben, dass die 
Reihe der zu durchlaufenden Verbindungen eindeutig bestimmt 
ist, wofern die Zahl Je gleich der Einheit ist, dagegen auf 
mehrere verschiedene Arten bestimmt werden kann, wofern die 
Zahl Je grösser als die Einheit ausfällt.

Bei Systemen von drei Variabein lässt sich, wie bei 
denen von zweien, die räumliche Anschauung zu Hülfe nehmen. 
In I, § 85 ist auseinandergesetzt, auf welche Weise ein Punkt 
im Raume durch drei rechtwinklige Coordinaten bestimmt wird ; 
als solche kann man die drei Variabein x, y, z betrachten, von 
denen eine Function f(x, y, z) abhängt. Dem Inbegriff der 
Verbindungen der ganzzahligen Werthe der Variabein, welcher 
eine dreifach ausgedehnte MannigfaltigJeeit ausmacht, entspricht 
dann vermöge der drei Dimensionen des Raumes eine cubische 
Anordnung von Punkten, der einfachste Fall der parallele- 
pipedischen Anordnung, die in I, § 87 vorkommt. Bas Con- 
stantsetzen von je zivei Variabein erzeugt eine einfach ausge
dehnte MannigfaltigJeeit, zu der eine, mit einer der drei Goordi- 
natenaxen parallele gerade Linie gehört, das Constantsetzen von 
je einer Variable eine ziveifach ausgedehnte MannigfaltigJeeit, zu 
der eine mit einer der drei Goordinatenebenen parallele Ebene 
gehört. Mit einer Werthverbindung {x, y, z) sind die sechs Werth
verbindungen

{x — 1, y, z), (x, y — 1, z), (x, y, z - 1)
(x + 1, y, z), (x, y + 1, z), (x, y,z + 1)

benachbart, die zugeordneten sechs Nachbarpunkte des Punktes 
(x, y, z) liegen auf den drei durch den Punkt mit den Coordi- 
natenaxen parallel gezogenen Geraden auf beiden Seiten des 
Punktes (x, y, z) in der Entfernung* der Einheit. In dieser 
Weise entsteht das räumliche Bild der Uebergänge, welche 
in der Mannigfaltigkeit der dritten Ordnung von einer Werth
verbindung* zu einer anderen durch lauter benachbarte Werth
verbindungen machen kann, während die Lösungen der analogen

man
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Aufgaben bei Mannigfaltigkeiten von höherer als der dritten 
Ordnung nur in der combinatorischen Gestalt vorhanden sind.

Wir haben uns bisher mit denjenigen Mannigfaltigkeiten 
beschäftigt, die erhalten werden, indem man den einzelnen 
Variabein eines Systems ganzzahlige Werthe beilegt. Die 
angestellten Beobachtungen ändern sich jedoch in keinem 
entscheidenden Stück, sobald vorgeschrieben wird, dass die 
Variabein gleich beliebigen Vielfachen eines bestimmten ali
quoten Theiles der Einheit sein dürfen. Dies rührt von dem in 
I, § 11 hervorgehobenen Umstande her, dass die Division der 
Einheit durch eine bestimmte ganze Zahl M nichts anderes als

die Einführung der neuen Einheit ist. Bei der gegenwärti

gen Untersuchung kommt es nicht auf die Grösse der Zahl M, 
sondern darauf an, dass die einmal als Divisor gewählte Zahl 
festgehalten werde; dadurch bekommt keine der Variabein an
dere, Werthe, als in der Beihe der rationalen Brüche

___________ !_ o JL A JL ... •
]\t * 31 ’ ' M? 31 * 31 ,

enthalten sind. In Folge dessen liegt innerhalb der endlichen 
für jede Variable gesteckten Grenzen immer nur eine be
schränkte Anzahl von Werthen der Variable; auch kann der 
Unterschied von je zwei Werthen, absolut genommen, niemals 

1
kleiner als die Grösse — werden. Jene Werthe werden discrete 

31
oder unstetige Werthe genannt und die aus denselben ent
nommenen Verbindungen bilden eine discrete oder unstetige 
Mannigfaltigkeit, die nach der Anzahl der unabhängigen Ele
mente einfach, zweifach oder wfach ausgedehnt ist.

Im Eingänge dieses Bandes ist bemerkt worden, dass 
eine einzige Variable, wenn sie jeden innerhalb eines gewis
sen Intervalls befindlichen Werth annehmen darf, der gleich 
einem beliebigen Vielfachen irgend eines bestimmten Theiles 
der Einheit oder auch gleich einer beliebigen irrationalen 
Grösse ist, eine innerhalb des bezüglichen Intervalls stetig ver
änderliche Grösse genannt wird. Die Werthe, welche der 
Variable innerhalb des zwischen den endlichen Grössen a und b 
ausgedehnten Intervalls beigelegt werden können, sind alsdann

23
* * ?
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nicht mehr in beschränkter Anzahl vorhanden; denn wie viele 
^ erthe auch ein Mal angenommen sein mögen, ein zweites Mal 
kann die Anzahl beliebig vergrössert werden. Auch giebt es 
alsdann, wie in § 1 erwähnt, keine so kleine Grösse, dass 
nicht in dem gegebenen Intervall die Differenz zwischen zwei 
Werthen der Variable numerisch noch kleiner als jene Grösse 
gemacht werden könnte. Allein es existirt zwischen den 
sämmtlichen innerhalb des Intervalls zulässigen Werthen der 
Grösse nach eine bestimmte Reihenfolge, weil nach I, § 20 
die Differenz von zivei bestimmten Grössen immer nur positiv 
oder negativ oder gleich Null ist, wie ebenfalls in § 1 hervor
gehoben worden. Deshalb wendet man auf die sämmtlichen 
innerhalb eines gewissen Intervalls befindlichen Werthe einer 
Variable ebenfalls den Ausdruck der Mannigfaltigkeit an, und 
sagt, dass sie eine concrete oder stetige einfach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit darstellen. In gleicher Weise bildet der Inbe
griff aller innerhalb gewisser Grenzen eingeschlossenen Werth- 
verbindungen von zwei Variabein eine zweifach ausgedehnte, von 
n Variabein eine nfach ausgedehnte concrete oder stetige Mannig
faltigkeit. Als benachbarte Werthverbindungen kann man jetzt 
solche betrachten, die nur in Bezug auf eine einzige Variable 
und in Bezug auf diese um eine beliebig kleine Grösse diffe- 
riren, und zählt dann in einer nfach ausgedehnten Mannigfaltig
keit zu jeder Werthverbindung wieder 2n zugehörige benach
barte Werthverbindungen. Auch ist leicht einzusehen, dass zivei 
Werthverbindungen, die innerhalb einer nfach ausgedehnten 

Mannigfaltigkeit nur in JBezug auf k Variable ivirklich differiren, 
zu einer Mannigfaltigkeit der kten Ordnung, welche in der Man
nigfaltigkeit der nten Ordnung vorkommt, gerechnet werden dür
fen, und dass überhaupt in jeder stetigen Mannigfaltigkeit der 
nten Ordnung stetige Mannigfaltigkeiten von allen niedrigeren 
Ordnungen enthalten sind. Durch den Umstand, dass unsere 
räumliche Anschauung in der Linie ein Bild für eine einfach 
ausgedehnte, in der Fläche für eine zweifach ausgedehnte, in dem 
Baume für eine dreifach ausgedehnte stetige Mannigfaltigkeit 
darbietet, hat die Entwickelung des Begriffs der stetigen 
Mannigfaltigkeiten den bedeutendsten Einfluss erfahren.
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§ 43. Stetige Functionen von mehreren Variabein.

Die Definition einer stetigen Function von zwei Variabein, 
die in I, § 108 gegeben ist, lässt sich zu der folgenden Defini
tion einer stetigen Function von beliebig vielen Variabein er
weitern :

Eine für ein gewisses Gebiet von Werthverbindungen der n 
Variabein xv x2, ... xn gegebene Function f{xv x2,... xj) heisst 
eine stetige Function von xv xv.. . xn, sobald der absolide Werth 
der Differenz von je zwei in dem Gebiete vorkommenden Func- 
tionswerthen f(zv z2, ... zH)—f(xv xv ... xj für hinreichend kleine 
absolute Werthe der Differenzen der Variabein z1—x1,z2—x2,..zn—xn 
beliebig klein wird.

Bei dieser Bestimmung ist darauf zu achten, dass, indem 
die Grössen z1—xv z2—x2,... zn—xn respective numerisch unter 
den kleinen Grössen cov w2)...ton liegen oder die Ungleichheiten 
erfüllen
(1) —«!<*!—»!<«!, ~^2CZ2—X2CC02,...~(0nCZti—XnCù)n,

für die zu einer bestimmten Werthverbindung (xv x2,... xj 
zugehörigen Werthverb in düngen (zv z2,... zj ein in dem ge
gebenen Werthgebiete von n Dimensionen befindliches engeres 
Werthgebiet von ebenso viel Dimensionen abgegrenzt wird, 
innerhalb dessen die letztere Werthverbindung liegen muss. 
Ebenso gut kann man auch die Werthverbindung (zv z2,... zn) 
festhalten, wobei durch die Ungleichheiten (1) ein engeres Werth
gebiet von n Dimensionen bestimmt wird, innerhalb dessen die 
zugehörigen Werthverbindungen (xv x2,... xj) eingeschlossen 
sind, und zwar hat jede der Variabein bei der ersten und der 
zweiten engeren Begrenzung beziehungsAveise einen ebenso gros
sen Spielraum. Bedient man sich für eine Variable, für zwei 
und drei Variabein der im vorigen § angeAvendeten räum
lichen Anschauung, so wird das in Rede stehende engere Ge
biet bei einer Variable durch ein gewisses Stück einer geraden 
Dinie, ferner bei zAvei Variabein durch einen Theil einer Ebene, 
der die Gestalt eines geAvissen Rechtecks besitzt, endlich bei
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drei Variabein durch einen Theil des Raumes vertreten, der 
einem gewissen rechtwinkligen Parallelepipedon gleich ist.

Auf gleiche Weise, wie in I, § 108 gezeigt worden, dass 
jede rationale ganze Function einer Variable für jeden Umfang 
der letztem eine stetige Function derselben, und dass jede 
rationale ganze Function von zwei Variabein für jede Aus
dehnung beider Variabein eine stetige Function von diesen ist, 
ergiebt sich auch, dass jede rationale ganze Function von be
liebig vielen Variabein für jede Ausdehnung der einzelnen Va
riabein die Bedingungen einer stetigen Function derselben er
füllt. Man kann jedoch das betreffende Resultat noch anders 
begründen. Eine gegebene rationale ganze Function von be
liebig vielen Variabein lässt sich als das Aggregat einer be
schränkten Anzahl von Gliedern darstellen, deren jedes durch 
Multiplication von einem constanten Coefficienten mit den 
ganzen positiven Potenzen der einzelnen Variabein gebildet ist. 
Wir denken uns die verschiedenen constanten Coefficienten in 
Zahlen gegeben und unterscheiden bei jedem einzelnen, ob der
selbe gleich einer rationalen oder irrationalen Grösse ist. Wo 
das letztere der Fall ist, substituiren wir statt des Coefficienten 
ein neues variables Element, nehmen an, dass demselben der 
betreffende irrationale Werth beigelegt sei, und verwandeln da
durch die gegebene rationale ganze Function in eine andere 
rationale ganze Function von einer grösseren Anzahl von Va
riabein xv x2,. . . xn, bei der die sämmtlichen Coefficienten ra
tionale Grössen sind. Die neu entstandene Function, mit der 
wir es jetzt allein zu thun haben, ist nun zunächst, da 
die Operationen des Addirens, Subtrahirens und Multiplicirens 
ursprünglich für rationale Brüche definirt sind, für alle Werth
verbindungen (xv x2,... xn) bestimmt, bei denen die einzelnen 
Variabein gleich irgend welchen rationalen Brüchen sind. In
dem man sich vorsetzt, für die einzelnen Variabein nur solche 
rationale Brüche anzuwenden, die den Ungleichheiten

ai ^X1^K a2 ^ an ^ Xn ^ K

genügen und deren sämmtliche Nenner Theiler einer bestimmten 
Zahl Msind, stellen die sämmtlichen Combinationen {xv x2,... xj 
diejenige discrete Mannigfaltigkeit der nten Ordnung dar, welche
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im vorigen § betrachtet worden ist. Auch bleibt sie eine dis
crete Mannigfaltigkeit, wenn man mehrere Male nach einander 
statt der Zahl M andere grössere Zahlen setzt. Um dagegen 
den Werth der Function für eine stetige Mannigfaltigkeit ihrer 
Variabein zu bestimmen, ist die Function auch für solche Werth
verbindungen zu definiren, bei denen einzelne Variabein gleich 
irrationalen Grössen sind, und dazu muss festgestellt werden, 
was die Addition, Subtraction, Multiplication von irrationalen 
Grössen bedeuten solle. Dies ist für die in Rede stehenden 
drei Operationen und auch für die Division in I, § 16 ge
schehen ; es kann der Inhalt der dort gegebenen Definitio
nen in der jetzt eingeführten Sprache so ausgedrückt werden, 
dass die aus gegebenen Elementen durch die vier Grundopera
tionen gebildeten Functionen stetige Functionen der Elemente 
sein sollen. Die rationalen ganzen Functionen von beliebig 
vielen Variabein sind also darum stetige Functionen der letztem, 
weil die genannten Functionen durch eine beschränkte Anzahl 
von Anwendungen der drei ersten Grundoperationen erhalten 
werden, und weil die allgemeine Definition dieser Grundopera
tionen den Begriff der Stetigkeit in sich schliesst.

§ 44. Vollständige und partielle Differenzen von Functionen 
mehrerer Variabein.

Unter der Differenz einer Function von n Variabein wird 
die Differenz von zwei Functionswerthen verstanden, die zwei 
verschiedenen Werthsystemen xv x.v . .. xn und x(*\ x2\... x{̂  
entsprechen. Indem man sowohl die Differenzen der einzelnen 
Variabein wie auch die Differenz der Function f(xv x2,.. . xn)
durch das Zeichen J ausdrückt, ergiebt sich die Darstellung 

w , (l) . 0) /rp   rp   // rp ry> rp   /I rp rp   /p   / rplAs * <As -j ——- Z-# lASl j <A/k-j <A/-j .—# «A/qj • • • t// W/ —* tAS m

(2) f(xi + Jxv X2 + Jx2, . . . Xn + Jxn) — f(xv xv . . . xj
= Jf(xv x2,... xj.

Wir werden jetzt eine Umformung der Differenz Jf(xv x2,..xj 
ausführen, welche dazu geeignet ist, dieselbe unter der Voraus
setzung, dass die Differenzen Jxv Jxv__ !xn kleine Grössen
von einer und derselben Ordnung sind, mit der diesen Grössen 
entsprechenden Genauigkeit zu bestimmen.

(1)
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- Es sei die Function f{xv x2,. .. xn) zuerst gleich einem 
Product von Factoren, von denen jeder nur eine der Variabein 
enthält
(3) f(xv x2,. .. Xn) = fPl Cf2(x2)
Vermittelst der Bezeichnungen

<Pl ixi + Jxl) — 7h Ol) = JVl Oj), • ■ •
7» On + JXJ ~ <Pn 0„) = J(Pn 0«) 

folgt dann aus der Definition (2) die Bestimmung
(5) J(cPl (Xl) (f\2 {x,)... cpn (xj)
= (rPlOj) + J<Pl(Xl)) 0202) + 4(fi(x2)) • • • (<P»(Xn) + J(Pn(XJ)

— 7h (xi) 7h 02) • • • 7h OJ-
Man kann nun das erste Product der rechten Seite so ent
wickeln, dass der erste Bestandtheil gleich dem Product der 
ersten Summanden der n Factoren wird und daher mit dem 
zu subtrahirenden Product übereinstimmt, dass der zweite 
Bestandtheil die Glieder enthält, welche in je eine der Diffe
renzen Jxv Jxv . . . zlxn der dritte Bestandtheil die Glieder, 
welche in die Produete von je zwei verschiedenen Differenzen 
multiplicirt sind, u. s. f., und dass das Product der sämmtlichen 
Differenzen den Schluss bildet. So entsteht die Darstellung
(6) J(fPl(xf cp2og . . . <pu(xj)

= - /7,i(^l) Tî(*î) • • • CPn (Xn) + • • • + cPi(Xi) 7h 02) • • JfPnM 
+ Upx (xj Jcp2 02) ... rpH (xj + ...
+ .. .

+ Jcp^xf) Jq>2(xa) ... Jcpn (xj.
Jeder hier vorkommende Summand lässt sich hervorbringen, 
indem man die Operation des Differenznehmens auf die Func
tion cp1 {xx) <p2 (x2)... cpn (xH) in der Weise an wendet, dass ein
zelne Variable als veränderlich, die übrigen als unveränderlich 
gelten. Wird nur die Variable x1 um Jxx, jedoch keine der 
übrigen Variabein geändert, so entsteht der erste Summand, 
und auf dieselbe Weise durch die entsprechende Aenderung der 
einzelnen Variabein je ein Summand der ersten Zeile. Eine 
Differenz, bei der nur die Variable xa um Jxa und ausser dieser 
keine Variable geändert wird, wo a irgend eine der Zahlen 
1, 2, ...n bezeichnet, heisst eine in Bezug auf die Variable xa

Th O»)-

(4)
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genommene partielle Differenz und kann folgendermassen durch 
Anhängung- der betreffenden Variable an das Zeichen J ange
deutet werden,

f(xv ...xa + Jxa,... xj — f(xv ...xat... xn)
= Ąa v xv- XJ- 

Das Zeichen J bleibt dann für die Bildung derjenigen Diffe
renzen, bei denen alle Variabein geändert werden und die voll
ständige oder totale Differenzen genannt werden. Demnach sind 
die einzelnen Summanden der ersten Zeile der rechten Seite 
von (6) gleich den nach den bezüglichen einzelnen Variabein ge
nommenen partiellen Differenzen der Function rpfxfep^xf). ,cpn{xn). 
Die einzelnen Summanden der zweiten Zeile sind Producte .von n 
Factoren, unter denen je zwei mit den gleichnamigen Differenzen 
der Functionen cp1(x1), cp2(xf)... rpn (xn), die n — 2 übrigen mit den 
übrigen Functionen selbst übereinstimmen. Der erste Summand 
Jepx (xf) Jrp2 {xf)... rpn (xn) lässt sich entweder erzeugen, indem 
von dem ersten Summanden der ersten Zeile die partielle Dif
ferenz nach x2, oder indem von dem zweiten Summanden der 
ersten Zeile die partielle Differenz nach xt genommen wird; 
eine entsprechende doppelte Erzeugungsart hat man für die 
übrigen Summanden der zweiten Zeile. Genau ebenso entsprin
gen die Summanden jeder neuen Zeile der rechten Seite von (6) 
dadurch, dass auf einen Summanden der vorhergehenden Zeile 
die Operation des partiellen Differenznehmens nach einer Va
riable ausgeführt wird, die in dem Summanden bis dahin un- 
geändert geblieben war; es leuchtet ein, dass hier jeder 
Summand der Zten Zeile auf so viele verschiedene Weisen her
vorgebracht werden kann als es verschiedene Permutationen für 
l Elemente giebt, nämlich 1.2.3 .1 oder l\, wie in I, § 46 aus
einander gesetzt ist.

Wir können also die einzelnen Summanden der auf der 
rechten Seite von (6) befindlichen Entwickelung als Resultate 
der wiederholten Operation des partiellen Differenznehmens auf
fassen. Hierauf wird sich auch die vorzunehmende Umformung 
der vollständigen Differenz Jf{xv xot ... xH) für eine beliebige 
Function f(xv xv ... xn) gründen; um jenen Process kennen zu 
lernen, lassen wir die Zahl n der Variabein von dem Werthe zwei 
an nach und nach zunehmen.

Vollständige und partielle Differenzen.
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Für n = 2 giebt die Formel (7) die beiden partiellen nach 
xt und x2 genommenen Differenzen

fix , + Jxv x2) - f(xv x2) = Jxi f(xv x2) 
f(xv x2 + zlx2) — f(xv X2) = JtJ(xv x2).

Wenn man jetzt von JxJ(xv x2) die partielle Differenz nach 
x2 bildet, so kommt

(8)

(9) f(xx + Jxv x2+z/x2)—f(xv x2+Jx2) —f(x1+Jxv x2)+f\xv x2)
= 4, (4/0*1» x%>)-

Nimmt man ferner von dxJ(xv x2) die partielle Differenz nach 
x„ so findet sich
(10) f(x14- Jxv x2 + Jx2) — f(x1+Jxt, x2) —f(xv x2+Jxf) +f(xv x2)

= 4, (4/4, 4)-
Die linken Seiten von (9) und (10) sind nur in Betreff der An
ordnung der Glieder verschieden und haben denselben Werth. 
Mithin gilt die Gleichung

4, (4/4> %)) = 4, K/G*v 4)-
In Uebereinstimmung mit dem Sprachgebrauch, der in § 15 

für Differenzen von Functionen einer Variable angewendet ist, 
wird das Ergebniss der zweifachen, dreifachen, flachen Wie
derholung des Differenznehmens eine Differenz der zweiten, drit
ten, p ten Ordnung genannt. Demnach enthält die Gleichung 
(11) den folgenden Satz:

(1) Die partielle Differenz der zweiten Ordnung, welche von 
einer Function zweier Variabein zuerst nach der ersten, dann 
nach, der zweiten Variable genommen wird, ist gleich derjenigen 
partiellen Differenz der zweiten Ordnung, ivelche zuerst nach der 
ziveiten, dann nach der ersten Variable genommen ivird.

Bei der vorhin erörterten speciellen Voraussetzung (3) 
haben wir bemerkt, dass die in Bezug auf zwTei verschiedene 
Variabein nach einander genommenen partiellen Differenzen der 
zweiten Ordnung gleich den Summanden der zweiten Zeile der 
rechten Seite von (6) sind. Für den Fall n — 2 giebt es nur 
das eine Glied

(H)

Jcp^xf) /ly2{xj),
durch welches die linke Seite von (9) oder (10) als ein Product 
dargestellt wird. Ohne die bezeichnete Voraussetzung hat die

(12)
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nach xx und x2 genommene partielle zweite Differenz der Func
tion f(cc1, xf diese Beschaffenheit nicht. Sobald aber in (12) 
die Differenzen vollständig hingesehrieben werden, wodurch der 
Ausdruck
(12*) ((pl(x1 + Jxf — q>1(x1)) i<p%(xa + Jxf — q>a(xf),
entsteht, so kann man die nach xx und x2 genommene partielle 
zweite Differenz der Function f(x1,xf erhalten, indem man 
in (12*) die Multiplication der beiden Factoren ausführt und 
hierauf jeden Werth des Products cpx (gf <p2(f2) durch den 
für die gleiche Verbindung der Variabein gebildeten Werth 
der Function /"(£,, f2) ersetzt. Das Product cpx (£,) <p1 (£2) 
wird dadurch ein Symbol des Functionswerthes f('§n £2). Ver
mittelst dieses Princips liefert der Ausdruck (12) eine symbo
lische Darstellung der nach x1 und x2 genommenen partiellen 
zweiten Differenz der Function f(x1} xf. Auch erkennt man, dass 
ebenso die Ausdrücke dcp^ (xf <p2(xf, cp1 (xf J(p2(xf respective 
die nach xt und x2 genommenen partiellen Differenzen der ersten 
Ordnung (8) symbolisch darstellen.

In dem Falle n = 3 existiren die drei partiellen Differenzen 
der ersten Ordnung in Bezug auf x1, xs, x3

fixi+ xv xf) - f(xv xv x?) = Jxjixv xv xf 
f{xv x2+ /Ix2, xf) — f(xv x2, xf) = dj\xv x2, xf) 
f{xv xv x3+ Zlxf) — f(xv xv xf) = JXa f(xv xv xf).

Was die auf zwei verschiedene Variable bezüglichen Differenzen 
der zweiten Ordnung anlangt, so folgt schon aus dem Vorigen, 
dass ihr Werth von der Vertauschung der Reihenfolge der 
beiden Variabein unabhängig sein muss; denn der Satz (1) ist 
für Functionen von zwei Variabein bewiesen und kann durch 
das Vorhandensein einer dritten Variable, die bei der jedesmal 
auszuführenden Differenzenbildung ungeändert bleibt, nicht mo- 
dificirt werden. Man hat demnach, um eine dieser Differenzen 
wirklich aufzustellen,
(14) f(xv x2+ Jxv x3+ Jxf — f{xj, x2 + Jx2) xf

f(x\i Xy x3-t-. /xf -I- f{xv x2^ xf
= J,ß,ßxv xnxf-

Es mögen nun wieder unter der Annahme n = 3 die einzelnen 
Bestandtheile der rechten Seite von (6) verglichen werden. Die
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erste Zeile enthält die Summanden
(15) dcp) cp2(;T2) cp3(x3), (p&j /cpjxjcp^x.j, cp^xJcpJpc^JcplXz), 
die zweite Zeile die Summanden
(16) J(pAxi)JcpMi)v2Wj<pM),

cp1 (xj dcp2{x2) Jcp3 (xä),
die dritte Zeile das eine Glied

Jcp^X^ dcp2(x2) dcp3{x3).

In derselben Weise wie früher zeigt sich, dass, wenn die 
Differenzen zJcp1(x1), dcp2(x2), dcp3(x3) durch die zugehörigen 
Functionswerthe explicite ausgedrückt, die angedeuteten Mul
tiplicationen vollzogen werden, und wenn dann jeder Werth des 
Products cp1(§1) </)2(|2) qp8(!8) durch den mit den gleichen Va
riabein gebildeten Werth der Function /(£,, |2, £3) ersetzt wird, 
die Ausdrücke (15) respective in die partiellen Differenzen der 
ersten Ordnung (13), die Ausdrücke (16) in die partiellen Dif
ferenzen der zweiten Ordnung nach x1 und x2, nach xx und x3, 
nach x2 und x3 übergehen, deren letzte in (14) hingeschrieben ist.

Wir bilden jetzt die partielle Differenz von (14) in Bezug 
auf die Variable xx. Zu diesem Ende nehmen wir diejenigen 
vier Glieder, welche aus den vier mit ihren Vorzeichen verse
henen Gliedern von (14) entstehen, indem x1 in xx 4- dxx ver
wandelt wird, und subtrahiren von diesen die genannten vier 
Glieder von (14). Nun hat sich ergeben, dass durch das einge
führte Substitutionsprincip aus der Verbindung

fpi 0*0 (V2 OG + ^a) -- cp* (x2)) (cpa (xs 4- dx3) — cp3 (x3)) 
das Aggregat (14) hervorgeht. Die vier Glieder, bei denen x1 in 
xx 4- dxx verwandelt worden ist, entstehen also durch dasselbe 
Princip aus der Verbindung

cpx{xx + dxx) {cp2{x2 + dx2) - cpa0»a)) {cp3 (xa + dx3) - cpa(x3)).
Die nach xx zu nehmende partielle Differenz von (14) geht daher 
aus dem Ausdrucke

{cpi (scx + dxx)—epx{xx)) {<p2(x2+ Jx2)-cp2(x2)) {cp3(x3 + dxj — ę3(x3)) 
hervor, der durch Subtraction der vorletzten von der letzten 
Verbindung abgeleitet ist und mit dem obigen Ausdruck (17) 
zusammenfällt. Hiermit ist bewiesen, dass, wenn man das Pro
duct cpi(£,) cp2(Ç2) cp3{'Ç3) zu einem Symbol des Functionswerthes

(17)
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f(^1} |3) macht, die partiellen ersten Differenzen der Function
f(xt, x2, xa) in (15), die nach je zwei verschiedenen Variahein 
genommenen partiellen zweiten Differenzen in (16), die Differenz 
J Ja.2 J f(xvx2,x3) in (17) symbolisch dargestellt sind. Sobald 
bei der Bildung der dritten Differenz der Function f(x17 x2, x3) 
die Reihenfolge der partiellen Operationen geändert wird, so 
erhält man statt (17) einen Ausdruck, bei dem die Keihen
folge der Factoren Jcpfxf), Jq>(x2), J(p(xs) auf entsprechende 
Weise geändert ist. Nun bleibt der Ausdruck (17) als Product 
bei jeder Aenderung der Reihenfolge seiner Factoren unge- 
ändert. Weil aber das anzuwendende Substitutionsprincip 
dasselbe ist, so folgt für die partielle dritte nach den drei 
Variabein xt,x2,xa genommene Differenz der Function f(x1,x2,xa) 
die Eigenschaft, von der Keihenfolge der Operationen des 
partiellen Differenznehmens unabhängig zu sein.

Offenbar lässt sich die für Functionen von zwei und
drei Variabein angestellte Betrachtung fortsetzen, indem man 
immer von einer gewissen Anzahl Variabein zu der um eine 
Einheit grösseren Anzahl übergeht. So entsteht der folgende 
allgemeine Satz:

(2) Die partielle Differenz der Den Ordnung einer Function 
von n Variabein f(xt xv . . xn), welche Hach den l Variabein 
xa, xb) . . . genommen werden soll, wird erhalten, indem man in 
einem Product von n Factoren <fl(x1)(p2(x2)...q)n(xtl) die zu den 
Zeigern a,b,.. gehörenden IFactoren in die respecfiven Differenzen
4<Pa (tfa) = <Pa ~ W» J(Pb W = %~ <Pf> (Xb>> * •

verwandelt, die übrigen Factoren ungeändert lässt, und hierauf 
in dem entwickelten Product statt jedes Ausdrucks

Vi(£i) <P2(& • • (Pnd)
den zugehörigen Functionswerth f(Çv |2,.. . £n) substituirt. Aus 
dieser Darstellung folgt, dass die bezeichnete partielle Differenz 
der Iten Ordnung bei keiner Vertauschung der angewendeten 
Operationen des partiellen Differenznehmens geändert wird.

Es sind somit für die Function fixv x2,. . . xn) die sämmt- 
lichen partiellen Differenzen aller Ordnungen, von der ersten 
bis zu der nten, die sich auf irgend eine Combination ver
schiedener Variabein unter den n Variabein xv x2, . . . xn be-
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ziehen, der Reihe nach durch die auf einander folgenden 
Summanden der rechten Seite von (6) symbolisch dargestellt. 
Bei der Addition dieser Summanden heben sich die sämmt- 
lichen Functionswerthe des Products qtfâ)<jP2(!2). .. fort,
so dass nur die auf der linken Seite von (6) angegebene 
Differenz

(18) cp1 (x1 + 4xl)cp2(x2 + Jx.2)...cpn(xn+'Jxn)—(p1(xl)cp2(xi)...cpn(xv) 
übrig bleibt. Wenn man nun in jedem einzelnen Summanden 
statt eines Products çhfêi) <jP2(£2) ...<jPM(|J immer den entsprechen
den Functionswerth f(Çv |2,.. substituirt und dadurch den 
betreffenden Summanden zu der correspondirenden partiellen 
Differenz der Function f\xv xv .. . xn) macht, so müssen sich 
die auftretenden Functionswerthe genau wie vorher gegenseitig 
zerstören; es kann also nur die Differenz der beiden Func
tionswerthe
(19) f{Xi + Jxv x2 + z!xv ...Xn+ Jxn) —f(xvx21...xn)
erhalten bleiben, welche bei dem angewendeten Substitutions- 
princip aus der Differenz (18) hervorgeht. Die Differenz (19) 
ist aber gerade die vollständige Differenz der ersten Ordnung 
Jf{xv x2,. .. xj; die Uebereinstimmung derselben mit dem 
zu bildenden Aggregat von partiellen Differenzen liefert die 
gesuchte Umformung, deren Inhalt wir in dem folgenden Satze 
aussprechen:

(3) Die vollständige Differenz der ersten Ordnung einer 
Function von beliebig vielen Variabein ist gleich dem Aggregat 
aus allen von der Function in Bezug auf die einzelnen Variabein 
genommenen partiellen Differenzen der ersten Ordnung, aus allen 
partiellen Differenzen der zweiten Ordnung in Bezug auf alle 
Combinationen von je zwei verschiedenen Variabein, und so fort, 
das heisst gleich dem Aggregat aus allen partiellen Differenzen 
der l ten Ordnung in Bezug auf alle Combinationen von je l ver
schiedenen Variabein, für alle Zahlen von l~ 1 bis l—n.

Dass die vollständige Differenz der ersten Ordnung der 
Function f(xv xv ... xn) vermittelst des gebrauchten Substi- 
tutionsprincips durch die rechte Seite der Gleichung (6) sym
bolisch dargestellt wird, ist nur ein anderer Ausdruck der 
Ableitung des vorstehenden Satzes. Eine bemerkenswerthe

Lipsciiitz, Analysis II. 16
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Eigenschaft der mitgetheilten Entwickelung scheint aber die zu 
sein, dass in dem Ausdrucke der vollständigen Differenz der 
ersten Ordnung einer Function von mehreren Variabein partielle 
Differenzen von höheren Ordnungen auftreten, deren Ordnungs
zahl bis zu der Anzahl der in die Function eingehenden 
Variabein steigt.

§ 45. Differentiale von Functionen mehrerer Variabein. 
Partielle Differentialquotienten.

Bei der Ausdehnung der Differentialrechnung auf Functionen 
mehrerer Variabein kann man entweder, wie hei den Functionen 
einer Variable geschehen ist, mit dem Begriffe des Differential
quotienten beginnen und zu dem des Differentials übergehen, 
oder den umgekehrten Weg einschlagen, den wir jetzt wählen. 
Einer im vorigen § enthaltenen Andeutung entsprechend be
trachten wir eine für ein gewisses Gebiet der n unabhängigen 
Variabein xv x2,... xn gegebene stetige Function f(xv x2,... xn),
hebenzwei verschiedene Werthsysteme xvx2,..xnnnà.x^ ,x^,..x^ 
heraus und nehmen an, dass die Differenzen der einzelnen Va
riabein

xf] — xx — z!xv x2] — x2 — Jxv ... x^)—xn — Jxn
Meine Grössen von einer und derselben Ordnung sind. Dieser 
Ausdruck bedeutet im Einklang mit dem in § 40 eingeführ
ten Sprachgebrauch, dass die absoluten Wertlie der Verhält
nisse aller n Grössen zu einer unter denselben beliebig ge
wählten Grösse innerhalb endlicher Grenzen bleiben, während 
die absoluten Werthe der einzelnen Grössen selbst beliebig klein 
werden. Indem die Differenzen z! xv Jxv...zlxn als kleine 
Grössen der ersten Ordnung gelten, kann man verlangen, die 
entsprechende vollständige Differenz der Function f(xv x2, ... xn) 
bis auf kleine Grössen der ersten Ordnung genau, das heisst 
nach § 40, so darzustellen, dass der dabei erlaubte Fehler eine 
kleine Grösse von höherer als der ersten Ordnung ist. Unter 
der erwähnten Voraussetzung werden die Differenzen der unab
hängigen Variabein respective die Differentiale der unabhängigen 
Variabein xv xv ... xn genannt und mit den Zeichen

(1)
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(2) d xv dx2, ... d xn 
bezeichnet ; gleichzeitig heisst die bis auf die Ordnung dieser Meinen 
Grössen genaue Darstellung der zugehörigen Differenz der Function 
f(xv x2,. .. xn) das Differential der Function f(xv x2, ... xn) und 
tvird durch das Zeichen
(3) df{xv x2,... xn)
ausgedrücltt.

Nach dem Satze (3) des vorigen § ist die vollständige 
Differenz df{xv x2,...xj gleich einem Aggregat, das aus den 
sämmtlichen nach den einzelnen Variabein genommenen partiellen 
Differenzen der ersten Ordnung und aus den dort angegebenen 
partiellen Differenzen von höheren Ordnungen zusammengesetzt 
wird. Wenn nun f(xv x2,...xn) als eine Summe von einzelnen 
Functionen gegeben ist, so lässt sich jede partielle Differenz 
der Function f (xv x2,... xn) von einer bestimmten Ordnung als 
die Summe der gleichnamigen partiellen Differenzen der einzel
nen Functionen auflfassen, weil die auszufiihrenden Opera
tionen nur Additionen und Subtractionen sind. Sobald ferner
eine Function gleich einem Product von Factoren ist, deren 
jeder nur eine einzige Variable enthält, so wird die vollständige 
Differenz der Function, die wieder mit cp1 (xf) (x.f)... cpn (xn) 
bezeichnet werden möge, in der Gleichung (6) des vorigen § 
angegeben. Hier zeigt sich, dass, wofern dxv d xv ... dxn 
kleine Grössen der ersten Ordnung sind, jede partielle Differenz 
von höherer als der ersten Ordnung durch das Product der ein
gehenden Differenzen zu einer kleinen Grösse von derselben, 
also ebenfalls von höherer als der ersten Ordnung wird. Bei 
einer Function, die gleich einer Summe von Producten ist, deren 
einzelne Factoren Functionen der einzelnen Variabein sind, muss 
daher unter der gleichen Voraussetzung eine partielle Differenz 
von höherer als der ersten Ordnung ebenfalls eine kleine Grösse 
von höherer als der ersten Ordnung sein. Demnach wird für 
alle Functionen von dieser Beschaffenheit die vollständige Diffe
renz df (xv x2, ... xj bis auf kleine Grössen von der Ordnung 
der Differenzen dxv d x2,... dxn genau durch das Aggregat 
der sämmtlichen in Bezug auf die einzelnen Variabein ge
nommenen partiellen Differenzen der ersten Ordnung dargestellt,
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während die auftretenden partiellen Differenzen von höheren 
Ordnungen als kleine Grössen von höheren Ordnungen weg
fallen. Alle rationalen ganzen Functionen der nVariabein 
xv xv ... xn haben die in Rede stehende Beschaffenheit, gleich 
Summen von Producten zu sein, die ausser einem constanten 
Coefficienten die ganzen positiven Potenzen der einzelnen Va
riabein enthalten. Daher gilt die gemachte Aussage unzweifel
haft für alle rationalen ganzen Functionen. Sie gilt überhaupt 
vermöge des Satzes (3) des vorigen § für jede Function von 
beliebig vielen Variabein, welche so geartet ist, dass die nach 
mehreren verschiedenen Variabein genommene partielle Differenz 
der Function, wenn die Differenzen der Variabein als kleine 
Grössen der ersten Ordnung angesehen werden, gleich einer 
kleinen Grösse wird, deren Ordnungszahl mit der Ordnungs
zahl der Differenz selbst übereinstimmt. Man betrachtet aber 
alle Functionen von beliebig vielen Variabein, die dieser Be
dingung genügen, als regelmässig, diejenigen, welche ihr nicht 
genügen, als Ausnahmen. Auf diese Weise giebt man der in 
Rede stehenden Aussage eine allgemeine Gültigkeit und bildet 
den Satz, dass die vollständige Differenz einer Function von 
n Variabein Jf[xv x2,... xj bis auf Meine Grössen von der Ord- # 
nung der Differenzen Jxv Jxv . .. zlxa genau durch das Aggre
gat der sämmtlichen in Bezug auf die einzelnen Variabein ge
nommenen partiellen Differenzen der ersten Ordnung dargestellt 
ivird.

Es bleibt jetzt noch die Aufgabe, die partielle Differenz 
der Function f(xv xv... xn) in Bezug auf eine beliebig ge
wählte Variable xa bis auf kleine Grössen der ersten Ordnung- 
genau auszudrücken. In dieser Differenz
(4) f(xv...xa+ JxaV..xn) — f(xv...xa,...xn) — Ja,J(xv...xn)
behalten die sämmtlichen Variabein mit Ausnahme der einen xa 
ihre ursprünglichen Wertlie; man hat also die Differenz der 
Functionswerthe, welche zu der Differenz ,lxa der Variable xa 
gehört, bis auf kleine Grössen der Ordnung J xa darzustellen. 
Das heisst aber nichts anderes als das Differential der
jenigen Function der einzigen Variable xa bilden, welche aus 
der Function f (xv x2,... xj entsteht, indem nur das Element xa
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als veränderlich, jedes andere Element als constant betrachtet 
wird. Demnach wird hier nur verlangt, das Differential einer 
Function einer einzigen Variable aufzustellen, was nach den 
bisher entwickelten Regeln geschehen kann.

Das Differential einer Function einer einzigen Variable, 
durch das Differential der letztem dividirt, bringt nach § 41 
den Differentialquotienten der Function hervor, und umgekehrt 
ist das Differential einer Function einer einzigen Variable gleich 
dem Product des Differentialquotienten und des Differentials der 
Variable. In demselben Sinne ist auch das Differential der 
Function der einzigen Variable xa, in welche die Function 
f(xv x.„...xit) durch Constantsetzen der übrigen Elemente ver
wandelt ist, gleich dem Product des unter der bezüglichen Vor
aussetzung nach der Variable xa genommenen Differentialquo
tienten und des Differentials der Variable xa. Man bezeichnet 
den Differentialquotienten einer Function von mehreren Variabein 
f(xv x.„ ...xj, welcher in Bezug auf die einzige Variable xa 
gebildet wird, tvährend die übrigen Variabein ungeändert bleiben, 
als den nach der Variable xa genommenen partiellen Differential- 
quotienten, und notirt denselben nach dem Vorgänge Jacobis mit 
dem Differentialzeichen d, wie folgt,

b f Qx, x2, . . ■ xn) 
dxa

Vermöge dieses Begriffs ergiebt sich für die partielle Differenz
(4) der bis auf kleine Grössen der Ordnung J xa genaue Ausdruck

Ô f (xv x2,... xn)

(5)

z/xa.

Im Gegensätze zu den partiellen Differentialquotienten einer 
Function mehrerer Variabein werden die Differentialquotienten 
einer Function von einer Variable gewöhnliche Differentialquo
tienten genannt.

Nach dem vorhin angeführten Satze wird die vollständige 
Differenz Jfxv x2,... xj bis auf kleine Grössen von der Ord
nung der Differenzen J xv Jx2, ... zlxn genau durch die Summe 
der partiellen Differenzen dargestellt, welche aus (4) hervor
gehen, indem der Zeiger a successive die sämmtlielien Werthe

(6) dxa
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1, 2, . . . n erhält. Ersetzt man jede partielle Differenz (4) durch 
den zugehörigen Ausdruck (6), so entsteht die in derselben Be
deutung geltende Gleichung

df(ævæ2,...xn)
Jf(xvx2,...xn) Jx1 -ff . . .(7) Ô

df{xvx2,...xn)
Jxn.

Indem hier statt der Differenzen Jxa beziehungsweise die Diffe
rentiale d xa eingefuhrt werden, verwandelt sich die linke Seite 
in das vollständige Differential df(xv xv ... xn). Mithin wird 
das vollständige Differential einer Function f{xv x2,...xn) von 
beliebig vielen Variabein durch den Ausdruck dargestellt

df(xv x2, . ..xn) 
d x1

d f(xv xv... xn) 
dxn

Das vollständige Differential einer Function von mehreren 
Variabein ist gleich der Summe der Producte, die erhalten 
werden, indem der in Bezug auf jede einzelne Variable genommene 
partielle Differentialąuotient mit dem Differential der betreffenden 
Variable multiplient wird.

Aus der Definition eines partiellen Differentialquotienten 
geht, wie schon erwähnt worden, hervor, dass zu seiner Bildung 
die Regeln für die Differentiation von Functionen einer ein
zigen Variable ausreichen. Die fehlerfreie praktische Aus
führung von partiellen Differentiationen verlangt indessen eine 
gewisse besondere Uebung.

Der in (8) aufgestellte Ausdruck für das vollständige 
Differential einer Function von mehreren Variabein erlaubt für 
den Fall, dass jede dieser Variabein als Function einer einzigen 
Variable t betrachtet wird, den Differentialquotienten der Func
tion in Bezug auf die letztere zu bilden. Die Gleichung (8) 
gilt mit Zulassung eines Fehlers, der von höherer Ordnung ist 
als die Differentiale dxv dx2,... dxn. Durch die angenommene 
Abhängigkeit der bis dahin unabhängigen Variabein von der 
Variable t werden die Differentiale dxv dx2,. .. dxn von dem

. .. +
dXn

d xx -f- ...df{xv x2,...xn) =(8)

dxn.. .. -ff



Differential dt der Variable t so abhängig, dass die Division 
derselben durch dt als Grenzwerthe respective die Differential-

? dXn

dt dt dt
d æ1 d x2

quotienten liefert. Sobald man daher das

in Rede stehende Differential df(xv x2,... xn) durch das Diffe
rential dt dividirt, erhält 
entwickelten Grundsätzen für den gesuchten Differentialquo
tienten die folgende Bestimmung

df Oq, as2J

nach den im vorigen Capitelman

df(xv x 2, ...ä?w) das 1 
d xx

à f j ? <^2? ' ‘ • Xn ) d

(9) + . . .d t d t

. . . + dxn dt
Der auf diese Weise gebildete Differentialquotient der Function 
f(xv x2,. .. xn) wird der nach der unabhängigen Variable t ge
nommene vollständige Differential quotient genannt, und, wie so 
eben geschehen, zum Unterschiede von den partiellen Diffe
rentialquotienten mit dem Differentialzeichen d bezeichnet.

Aus der Definition des vollständigen Differentials einer 
Function von mehreren Variabein kann man leicht erkennen, 
dass, wenn zwei Functionen mehrerer Variabein vorliegen, 
das Differential der Summe, der Differenz, des Products und 
des Quotienten der beiden Functionen nach denselben Regeln 
gebildet werden, die in den Gleichungen (4) bis (6) des § 41 
für Differentiale von zwei Functionen einer Variable mitge- 
theilt sind. Wir schreiben dieselben mit Weglassung der 
Argumente xv x2,. . . xn folgendermassen 

d (f + q) — d f + d q 
d(f-g) = df- dg 

d{fg) = df.g +f. dg 
df.g—f.dg

(10)

(11)
(12)

d(13)
gg

und bemerken ausdrücklich, dass, wenn die linke und rechte 
Seite nach (8) vollständig ausgeführt werden, die Factoren der 
gleichen Differentiale links und rechts einander gleich sind. 
Mit Hülfe von (9) erhält man aus denselben die Bestimmung 
der entsprechenden vollständigen Differentialquotienten.

§ 45. Vollständiger Differentialquotient'. 247
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§ 46. Partielle Differentialquotienten von rationalen ganzen 
Functionen mehrerer Variabein. Euler’scher Satz von 

den ganzen homogenen Functionen. Vollständiges 
Differential einer Determinante.

Algebra und Infinitesimalrechnung stehen unter einander 
in einer solchen Wechselwirkung, dass eine gewisse Ent
wickelung der Algebra vorhanden sein muss, damit die Infini
tesimalrechnung fortschreiten kann, und dass umgekehrt die 
Fortschritte der letztem eine weitere Entwickelung der erstem 
herbeiführen. Daher konnte es nicht vermieden werden, bei 
der im ersten Bande gegebenen Darstellung der Elemente der 
Algebra einige Begriffe, die allgemeiner gefasst der Infini
tesimalrechnung angehören, durch specielle Definitionen zu 
anticipiren. Wir haben dort bei den rationalen ganzen Func
tionen einer Variable die aufeinander folgenden Ableitungen 
betrachtet, welche später als die auf einander folgenden nach 
der Variable genommenen Differentialquotienten der Function 
erschienen sind. In Bezug auf die rationalen ganzen Func
tionen mehrerer Variabein lässt sich jetzt eine entsprechende 
Ergänzung hinzufügen.

In I, § 81 ist eine beliebige ganze homogene Function des 
zweiten Grades oder quadratische Form mit beliebig vielen 
Variabeln, wie folgt, dargestellt

f(xv x.,,... xj = an x[ + 2 ai2 xx x2 + ... + 2 aiu x1 xn
anĄ + ... + 2 a2n x2 xn

(1)

+

+ Kn Xl 5

bei der Notation der Coefficienten alv .. wurde bemerkt, .dass 
a/u=a/a sein soll. Alsdann wurden in demselben § unter (8) 
die n Functionen des ersten Grades gebildet

f 1 (.XV X2) ‘ ' ‘ Xn) ^11 X1 X2 "F . . . "f" (l1/t Xn

U (xv x2,... xn) = a21 x2 + a22x2 + ... + a2n xn
(2)

fn (XV XV’ Xn) = Kl X1 + K~1 X2 + • • • + Kn Xn >



§ 46.

mit deren Hülfe sieh der unter (11) mitgetheilte Ausdruck der 
ursprünglichen Function ergab, 

f(xv xv... xj
= /1 (XV • • • ^n) *1 • "h /*» ^2? • ■ ' Xn) Xn'

Die Functionen fx(xv x2,...xn),f2(xvxv...xn\... fn(xv x2,... a-J 
sind aber gleich den halbgenommenen Werthen der in Bezug 
auf die respeetiven Yariabeln gebildeten partiellen Differential
quotienten der gegebenen Function f(xv x2, ... xj. Bei der 
partiellen Differentiation nach einer bestimmten Variable, etwa 
xv liefert das Glied anx\ den Beitrag 2axixx, jedes Glied, in 
dem das Product von x1 und einer der andern Variabein auf- 
tritt, wie z. B. 2a12xxx2, einen Beitrag von der Gestalt 2 a]2x.2> 
während alle diejenigen Glieder, welche die Variable x1 nicht 
enthalten, gar keinen Beitrag geben. Hieraus folgt die Kiek- 
tigkeit der behaupteten Gleichungen

o f (xx, x21 . . . X n)
dxx

df(xv Æ-,,. . ■ xn) 
dx.2
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(3)

— 2 au xx ~i~ 2 aX2 x2 + ... + 2 aXn xn(4)

= 2 a21 xx + 2 a22 x2+ ... + 2 a2n xn

Sf(xv x2, . . . xj
dXn

Durch dieselben verwandelt sich obige Gleichung (3), nachdem 
sie mit der Zahl 2 multiplicirt ist, in die folgende

= 2 anX %j + 2 an2 x2+... +2 a2n xn.

2f(xv x2,... xH) 
df{xv x2,... xj

(4a)
Ô f (xv xv . . . xj

Der auf der rechten Seite befindliche Ausdruck geht aus dem 
in (8) des vorigen § angegebenen vollständigen Differential der 
Function f(xv xv ... xn) hervor, sobald jedes einzelne Differential 
dxa durch die zugehörige Variable xa ersetzt wird. Mithin hat 
die Gleichung (4a) den Inhalt, dass durch die Anwendung des 
so eben bezeichneten Verfahrens auf eine ganze homogene 
Function des zweiten Grades von den n Variabein xv x2,... xu 
der doppelte Werth dieser Function hervorgeht. Die An-

Xy -F . . . -f“
d xx _



Wendung des gleichen Verfahrens auf eine ganze homogene 
Function eines beliebig hohen Grades liefert einen für die 
Lehre dieser Functionen fundamentalen Satz, der von Eider 
herstammt und nach demselben genannt wird.

Da das vollständige Differential einer Summe von zwei 
Functionen nach (10) des vorigen § gleich der Summe der 
vollständigen Differentiale der beiden Functionen ist, und zwar 
so, dass die Factoren der einzelnen Differentiale respective 
einander gleich sind, so darf man in der Gleichung

d{f + g)djj+j) d(f+g)(5) dxx + d x2 + ... + dxn
dXnd Xx

■ d xxdf dg dgd xx + . . . +dccn + dxn,dxndxx
wo bei der Bezeichnung der partiellen Differentialquotienten die 
Argumente der Functionen fortgelassen sind, auf beiden Seiten 
statt jedes einzelnen Differentials einer unabhängigen Variable 
eine beliebige Grösse, mithin auch die betreffende Variable 
selbst einsetzen. Durch diese Substitution entsteht die Glei-

diBndxx

chung
d(f+g)d(f+-g)„ , d(f + g)

(6) X% ■+■ . . . +xx + Xndxnd x j d x2

dg dgdfdf xx+ ■ ..+Xn +Xx + ... + Xn-d*»dx j
Nun hat eine ganze homogene Function des ^ten Grades von 
den n Variabein xv x0,... xn die Gestalt

dx„dxx

x'l j- 2f (xvx ,...xj = Mxf x22...x~t"4-M‘x[1 x'.2 2...xn"+...;(7)
die Coefficienten M‘, ... sind von den Variabein unabhängig, 
und die Summe der ganzen Potenzexponenten eines jeden 
Gliedes ist gleich der Zahl p. Um für die Function (7) den

df df xn zu erhalten, braucht man nur aufAusdruck x x + ... +
dxx

Grund von (6) für die einzelnen Summauden den entsprechen
den Ausdruck zu bilden und von den Resultaten die Summe zu 
nehmen. Es ist aber für den ersten Summanden

d (Mxj1.. .xnH) 

dxx
d (Mxf.. -xj1)

x=KMx'...x:,X1 = Ax Mxl 1 ... Xn",. ..

§ 46.Euler’scher Satz von den homogenen Functionen.250
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folglich durch Addition, weil + h2 + ...Xn gleich der Zahl 
p ist,

ô (Ma/f .. -xf)d(Mxxl...x“)
(8) xn=pMxf ...xnn%x,+...+dx1

Das mit dem ersten Summanden vorgenommene Verfahren 
erzeugt also den p fachen Werth desselben; da für jeden folgen
den Summanden das entsprechende gilt, so wird die Summe 
der bezüglichen Resultate gleich dem p fachen Werthe der Func
tion f (xv xv ... xn). Es gilt daher für jede ganse homogene 
Function des p ten Grades von den n Variabein xv x2,... xn 
die Gleichung

dxn

Bf Bf Bf(9) Bn=Pf,Xj + + • • • +ÔX 2
deren Inhalt den in Rede stehenden Eider sehen Satz ausmacht.

Der Begriff der partiellen Differentialquotienten hat auch 
für die Lehre der Determinanten, deren Principien in I, Cap. IV 
auseinander gesetzt sind, eine grosse Bedeutung. Es ist daselbst 
in § 74 hervorgehoben, dass die aus den w2 Elementen

dx1 ÖXn

(10) &u b12... 
^21 ^22 • • ’

Ki K • • •hm/
gebildete Determinante R in Bezug auf die sämmtlichen «2 Ele
mente eine ganze homogene Function des wten Grades ist, dass 
dieselbe aber für jede in einer Horizontalreihe befindliche 
Gruppe von Elementen
(11) • • • ^/.»
eine homogene Function des ersten Grades, für jede in einer 
Vertikalreihe des Schemas befindliche Gruppe von Elementen

K ‘ ' ' ^nv
ebenfalls eine homogene Function des ersten Grades bildet. 
Bezeichnet man die Verbindungen von Elementen, die in I, § 75 
als die adjungirten Elemente des Systems eingeführt sind wie in 
§ 74 mit B;u, so gilt für jeden Werth A die -in der Gleichung
(6) des § 74 enthaltene Darstellung der Determinante

(12)
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Bn + b)2 BZ2 4- .. bln Bln.
Da die Verbindungen B? v B-/v ... B?n von den Elementen 
b)v bzv ... bhl vollkommen frei sind, kann hieraus geschlossen 
werden, dass, wenn die Determinante B als Function der n2 Ele
mente (10) betrachtet wird, der partielle Differentialquotient 
von B nach bn gleich Blv nach bl2 gleich B-w und allgemein 
nach bhi gleich Bz sein muss. Bas beliebig gewählte adjungirte 
Element Bku ist also gleich dem nach dem zugehörigen Element 
b/u genommenen partiellen Differentialquotienten der Determi
nante B,

Partielle Differentialquotienten einer Determinante. § 46.252

(13)

dB(14) BXu,'dbX/.i

Weil der nach einer bestimmten Variable genommene par
tielle Differentialquotient einer Function mehrerer Variabein gar 
nicht davon berührt wird, ob man die übrigen Variabein oder 
einen Theil derselben später ändert oder nicht ändert, so gilt 
die Gleichung (14) auch für den Fall, dass die Determinante 
nur als eine Function der n Elemente (11) aufgefasst wird; in 
Bezug auf diese ist sie aber, wie bemerkt, eine homogene Func
tion des ersten Grades, und darum verwandelt sich unter dem 
gegenwärtigen Gesichtspunkt der j&Wer’sche Satz (9) in die 
Gleichung (13) selbst. Weil ferner B zugleich eine homogene 
Function der Elemente (12) ist, so kann der Eider'sehe Satz 
auch für diese Auffassung gebildet werden und liefert dann die 
Gleichung
(15) B = b^v B^v + b2v B.,v -4- ... 4- bnv Bnv 
die in I, § 74 unter (7) angeführt ist. Das in Bezug auf die 
n2 ïllemente (10) genommene vollständige Differential der De
terminante B hat ferner nach der Bestimmung (14) den Aus
druck der Doppelsumme

X — n ii — n

Z 2 Bvdb
X = 1 fi=l

(16) dB = Xfi'

§ 47. Geometrische Deutung des Differentials einer Function 
zweier Variabein.

Wenn für ein gewisses Gebiet zweier unabhängigen Va
riabein x und y eine stetige Function f{x, y) gegeben ist, so
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kann eine Verbindung der Variabein æ , y^ gewählt und die 
Frage nach allen denjenigen Verbindungen x, y aufgeworfen wer
den, für welche die Function denselben Werth f(xw, yW) behält, 
oder welche die Gleichung zwischen den Unbekannten x und y

f(x> y) = /V°\ ym)
erfüllen. Es ist möglich, dass hier ausser x 
Werthsystem, oder nur eine beschränkte Anzahl von Werth
systemen genügt. Diese Fälle betrachten wir als Ausnahmen 
und setzen als Regel voraus, dass die Gleichung (1) in der 
Weise befriedigt werden könne, dass die eine Variable in einem 
bestimmten Intervall nach der Stetigkeit geändert wird und 
dabei die zugehörige andere Variable eine oder mehrere Reihen 
von stetig zusammenhängenden Wertlien durchläuft. Alsdann 
ist die zweite Variable von der ersteren abhängig; innerhalb 
der zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit der x, y bilden die 
Werthsysteme, welche die Gleichung (1) erfüllen, eine einfach aus
gedehnte Mannigfaltigkeit, die unter Umständen aus mehreren 
Stücken besteht. Sobald x, y als die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes einer Ebene gedeutet werden, so erscheint die 
durch die Gleichung (1) bestimmte einfach ausgedehnte Mannig
faltigkeit als eine Linie, was in § 2 auf andere Weise ausge
drückt worden ist.

Setzt man in der Gleichung (1) an die Stelle von x~°\ y(<) 
successive andere Verbindungen x^\ y°\ . ., so werden dadurch 
unter der gleichen Voraussetzung andere und andere Mannig
faltigkeiten der ersten Ordnung characterisirt, in denen bezie
hungsweise die Function f(x, y) constant ist, oder der betreffende 
Werth derselben herrscht. Statt den Werth der Function fest
zusetzen, kann man auch bei der Differenz der Function 

4f{x, y) = fix + Jx, y + Jy) — f(x, y) 
ein bestimmtes Werthsystem (x, y) auswählen, und alle die
jenigen Werthsysteme (x+Jx, y + Gy) betrachten, für welche 
die Differenz den für ein gewisses Werthsystem eintretenden 
Werth beibehält. Unter diesem Gesichtspunkt soll die Differenz
(2) geometrisch gedeutet werden. Um die hier auftretenden Be
griffe zunächst an einem Beispiel anschaulich zu machen, nehmen 
wir für (1) die mit den Constanten a, b und e gebildete Function

(1)
(0) (0) 1 • T, y kem anderes

(2)
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des ersten Grades
(3) ax + by -p e.
Es wird vorausgesetzt, dass a und b nicht gleichzeitig gleich 
Null sind, da sonst die Function (3) gleich einer Constante sein 
würde. Für diese Function erhält die zugehörige Differenz (2) 
die Gestalt
(4) a/lx + b Jy.
Wir sehen wieder die Werthe x, y als fest, die Differenzen 
Jx und Jy als unabhängig veränderlich an, und denken uns 
a, b als die relativen Coordinaten eines in der Ebene befind
lichen Punctes S in Bezug auf den Punkt (x, y) oder 0, während 
Jx, Jy die relativen Coordinaten des Punktes (x+Jx, y+Jy) 
oder T in Bezug auf denselben Punkt 0 sind.

Es seien nun q und t positive Grössen, co und cp bestimmte 
Winkel, für welche wie in § 2 die Gleichungen

jY«2 + b*
\ )■ Jx* + /ly* = t, 

gelten. Dann erhält die Differenz (4) den Ausdruck 
gt (cos to cos cp + sin io sin cp) — Qt cos (cp — to).

Sie ist also gleich dem Product aus der Länge q der Linie OS, 
aus der Länge t der Linie OT und dem Cosinus des Neigungs
winkels SOT oder cp — co, und hat demnach das positive oder 
negative Vorzeichen, je nachdem der betreffende Winkel spitz 
oder stumpf ist. Wenn von dem Punkte Tauf die unbegrenzt ver
längerte Linie OS ein Loth herabgelassen wird, so trifft der Fuss- 
punkt desselben JJ je nach den beiden unterschiedenen Fällen 
entweder auf dieselbe Seite von 0, auf der S liegt, oder auf 
die entgegengesetzte. Die Länge der Linie OU, im ersten Falle 
positiv, im zweiten negativ genommen, heisst mit einem in 
I, § 85 gebrauchten Ausdrucke die Projection der Linie OT in 
Bezug auf die Linie OS, und hat nach dem Obigen den 
Werth £cos(<p—co). Mithin kann die Differenz (4) als das Pro
duct aus der Länge OS und der genannten Projection aufge
fasst werden. Die Differenz (4) bleibt daher für diejenigen 
Punkte (x + Jx, y -F J y) oder T constant, für welche die zuge
hörige Projection den gleichen Werth behält oder der betref-

b — q sin co 
Jx — tcoscp, Jy — tsmcp

= Q, a—Q cos co,
(5)

(6)
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lende Fusspunkt des Lotlies U derselbe bleibt. Dies geschieht 
in allen denjenigen geraden Linien, welche auf der Linie 0 S senhrecht 
stehen. Die Werthe der Differenz (4) ändern sich mit der Lage des 
Fusspnnktes U auf der unbegrenzten Linie OS und bilden eine nach 
ihrer algebraischen Grösse geordnete Reihe, wobei die positiven 
Werthe derjenigen Seite, auf welcher sich der Punkt S befindet, 
die negativen Werthe der entgegengesetzten Seite entsprechen, 
der Werth Null aber zu dem Punkte 0 selbst gehört. Nach einer 
vorhin gemachten Bemerkung sind die auf der Linie OS senk
rechten geraden Linien zugleich diejenigen, in denen die Func
tion ax +by + e einen constanten Werth hat, was auf andere 
Weise auch aus § 2 hervorgeht. Vermöge dieser Eigenschaft 
wird eine ganze rationale Function des ersten Grades von zwei 
Variabein eine lineare Function von zwei Variabein genannt, und 
dieselbe Bezeichnung auch auf ganze rationale Functionen von 
mehreren Variabein übertragen.

Das vollständige Differential der Function (3) entsteht aus 
der Differenz derselben (4), in dem statt der Differenzen zlx, Jy 
respective die Differentiale dx, dy gesetzt werden, also nur die 
Schreibweise geändert wird. Für das vollständige Differential 
einer beliebigen Function fix, y) hat man aber nach § 45 den 
Ausdruck

df(x, y)dfjx, y) dy.dx +

Auch hier denken wir uns das Werthsystem (x, y) als beliebig 
gewählt und festgehalten, die Differentiale dx und dy dagegen 
als unabhängig veränderlich. Ihrem absoluten Werthe nach sind 
dieselben von gewissen kleinen Grössen eingeschlossen, inner
halb dieser Grenzen kann aber jede für sich einen beliebigen 
Werth erhalten, so dass der Inbegriff ihrer Werthverbindungen 
nach einer in § 43 ausgesprochenen Bemerkung eine Mannig
faltigkeit der zweiten Ordnung bildet. In diesem engeren Bezirk 
stellt das Differential df(x, y) die Differenz der zugehörigen 
Functionswerthe bis auf kleine Grössen von der Ordnung der 
Differentiale dx und dy genau dar; dasselbe ist jedoch gleich 
einer linearen Function der Differentiale dx und dy. Bei 
der angenommenen geometrischen Deutung entspricht dem 
Inbegriff der Verbindungen der Differentiale dx und dy ein

(7) df(x, y) — dydx
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kleiner Tlieil der Ebene, in welchem sich der feste Punkt (x, y) 
befindet; in diesem Stück der Ebene hat aber das Differential 
df(x,y) in Bezug auf die Differentiale dx und dy dieselbe Ge
stalt, wie die so eben erörterte Differenz (4) in Bezug auf die 
Differenzen zlx und z1y, weshalb die über die Differenz (4) an- 
gestellten Betrachtungen unmittelbar angewendet werden können.

An die Stelle der Constanten a, b treten beziehungsweise die
df(x,y) d fjx, y)partiellen Differentialquotienten ? von denendx dy

ebenfalls angenommen wird, dass sie nicht zusammen ver
schwinden. In Folge dessen erhält nach der ersten Gleichung 
(5) die Grösse (? = j/a2 + 62 den von Null verschiedenen Werth

dfjx, y) Y
(8) dy

Man ziehe nun von dem Punkte ix, y) oder 0 nach dem Punkte 
S, dessen relative Coordinate!! in Bezug auf den Punkt 0 die

df(x, y)df(x, y) haben, eine gerade Linie, und des

gleichen von dem Punkte 0 nach einem Punkte (x + dx, y+dy) 
oder T. Dann ist das Differential (7) gleich dem Product der 
positiven Grösse (8) und der in Bezug auf die Linie OS ge
nommenen Projection der Linie OT. Das Differential (7) be
hält für diejenigen geraden Linien, welche auf OS senkrecht 
stehen, einen ungeänderten Werth; einen positiven für diejenigen, 
welche OS auf der Seite des Punktes 0, auf der S liegt, 
treffen, einen negativen für diejenigen, welche OS auf der ent
gegengesetzten Seite treffen, den Werth Null für die Senk
rechte, welche durch den Punkt 0 hindurchgeht.

Hieraus folgt, dass für eine durch den Punkt 0 gezogene 
Linie, die nicht auf ON senkrecht steht, das Differential df(cc, y) 
auf der einen Seite von 0 einen negativen, auf der anderen 
einen positiven von Null verschiedenen Werth haben muss, 
während dasselbe für die auf 0 S senkrechte Gerade gleich Null 
ist. Die Differenz f(x + dx, y + dy) —fix, y) ist daher auf der 
zuletzt genannten Geraden bis auf kleine Grössen von der Ord
nung dx und dy gleich Null, auf den übrigen durch den Punkt 
0 gehenden Geraden, den Punkt 0 selbst ausgenommen, nicht 
gleich Null. Aus diesem Grunde stellt die auf OS senkrechte

Werthe unddx dy



Gerade für diejenige Linie, in welcher die gegebene Function 
den in dem Punkte 0 vorhandenen Werth behält, die berührende 
Gerade dar. Die gerade Linie OS ist nach der in § 37 gege
benen Definition die Normale der in Rede stehenden Linie 
oder Curve.
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Wenn eine Curve und die in einem Punkte derselben be
rührende Gerade gezeichnet vorliegen, so kann die Normale von 
dem Punkte aus auf der einen oder der anderen Seite der 
Curve gezogen werden. In der obigen Untersuchung wird zuerst 
die Normale OS und darnach die berührende Gerade als auf 
der ersten senkrecht stehend bestimmt. Man darf daher fragen, 
wodurch die Seite der Curve kenntlich sei, nach welcher die 
Normale OS gerichtet ist. Die Antwort ergiebt sich durch die 
Betrachtung des Differentials df(x, y). Offenbar wird das Vor
zeichen, welches das Differential für zwei bestimmte zusammen
gehörige Werthe dx und dy annimmt, nicht geändert, wofern 
man jeden von ihnen mit derselben positiven Grösse multi- 
plicirt, oder, in der Sprache der Geometrie, das Vorzeichen 
wird nicht geändert, wenn man von dem Punkte (x, y) oder 
0 aus auf derselben geraden Linie stets in demselben Sinne 
fortschreitet. Man findet daher das Vorzeichen des Differen
tials df(x,y), welches dem Fortschreiten auf der Normale . 
OS entspricht, indem man statt der Differentiale dx und dy 
respective die in Bezug auf den Punkt 0 genommenen relativen

df(x,y) undCoordinaten des Punktes S, nämlich die Grössen

dfQ, y)
dx

substituirt. Auf diese Weise verwandelt sich (7) indy
den Ausdruck

df{x, y) y df(x, y) Y(9) +dx dy
der als eine Summe von zwei Quadraten stets positiv ist. Bei 
dem Fortschreiten auf der entgegengesetzt gerichteten Normale

df(x, y)sind statt dx und dy die entgegengesetzten Grössen 
dfix, y)

dx
zu substituiren, wodurch nothwendig ein nega

tives Resultat entsteht. Die Normale OS ist demnach nach der-

und dy

17Lipschitz, Analysis II.
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jenigen Seite der Curve gerichtet, auf welcher das Differential 
df(x,y) einen positiven Werth hat.

Man kann die gegebene Entscheidung auch folgendermassen 
aussprechen. Durch die Linie, in welcher die Function fix, y) 
den constanten Werth f(%°\ y^) behält, werden die Theile der 
Ebene, in welchen f{x, y)>>f{x^°\ y(0)) ist, von denen getrennt, 
in welchen f{x, y)<Z fix^\ yW) ist. Die Normale, vom Punkte 
(x, y) nach demjenigen Punkte gezogen, dessen relative Coordina-

d fjx, y) dfjx,y)ten in Bezug auf (x, y) die Werthe

nach derjenigen Seite der betreffenden Linie gerichtet, auf 
welcher die Function f{x, y) im algebraischen Sinne zunimmt. 

Als Beispiel möge die Function
fix, y)=x2 + y2 

dienen. Eine Linie, in welcher die Function ihren Werth festhält,

x2 + y2 = xW + yW ,
ist ein Kreis, dessen Centrum in dem Anfangspunkte der Coor- 
dinaten liegt. Jede solche Kreislinie trennt den Tbeil der Ebene, 
für dessen Punkte das Quadrat der Entfernung grösser als das 
Quadrat des Kreisradius ist, von demjenigen Theil, für dessen 
Punkte das Umgekehrte stattfindet. Der erste Theil ist ausser
halb, der zweite innerhalb der betreffenden Kreislinie gelegen. 
Die im Punkte (x, y) für die zugehörige Kreislinie construirte 
Normale, nach demjenigen Punkte gezogen, welcher in Bezug 
auf ix, y) die durch partielle Differentiation der Function (10) 
entstehenden relativen Coordinaten 2x und 2y hat, ist mithin 
nach der äusseren Seite der Kreislinie gerichtet.

und haben, istdx dy

(10)

§ 48. Bestimmung der Ebene, von welcher eine Fläche 
in einem gegebenen Punkte berührt wird.

Am Schlüsse des § 42 ist darauf hingewiesen, dass eine 
im Raume gegebene Fläche eine zweifach ausgedehnte stetige 
Mannigfaltigkeit von Punkten bilde, die sich in einer dreifach 
ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit befindet. Innerhalb der 
Mannigfaltigkeit der drei Variabein x, y, z wird eine zweifach
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ausgedehnte Mannigfaltigkeit bestimmt, indem man vorschreibt, 
dass eine Variable z gleich einer Function der beiden anderen 
fix, y) sei. Bedeuten nun x, y, z die rechtwinkligen Coordi- 
naten eines Punktes im Raume, so stellt demgemäss die Glei
chung
(1) z=f(x, y)
das Gesetz einer Fläche, oder, wie man meistens sagt, eine 
Fläche dar. Insofern f(x, y) für ein gewisses Gebiet der Va
riabein x, y, das heisst für einen Theil der Coordinatenebene 
der x y gegeben ist, wird für jeden in demselben enthaltenen 
Punkt (x, y) durch das Vorzeichen und den absoluten Werth 
der Grösse z die Richtung und die Länge eines auf der Ebene 
zu construirenden Lothes bezeichnet; dann bildet der Inbegriff 
der Endpunkte der zugehörigen Lothe die bezügliche Fläche. 
Die Differenz von zwei Functionswerthen, die respective den 
Verbindungen x,y und x + Jx, y + Jy entsprechen, giebt die 
Differenz der betreffenden z Coordinaten

4z = fix + Jx, y + Jy) — f{x, y).
Es leuchtet ein, dass, wenn die Werthe der Variabein x, y 

betrachtet werden, die einer einfach ausgedehnten Mannigfaltig
keit oder einer gewissen Linie angehören, die correspondirenden 
Punkte der Fläche ebenfalls eine einfach ausgedehnte Mannig
faltigkeit oder eine Linie ausmachen. Sobald ein bestimmtes 
Werthsystem x, y beliebig angenommen und über die Differenzen 
Jx, Jy so verfügt wird, dass ihr Verhältnis ungeändert bleibt, 
so beschreibt der Punkt (x + Jx, y + Jy) in der xy Ebene eine 
durch den Punkt (x, y) gehende gerade Linie ; die in den Punk
ten derselben auf der Ebene errichteten Perpendikel bilden eine 
zu der x y Ebene senkrechte Ebene, von welcher die gegebene 
Fläche in einer ebenen Curve geschnitten wird. Hierher gehören 
namentlich auch die Fälle, in denen entweder nur die eine Va
riable x oder nur die andere y geändert wird, für welche also 
der Punkt {x+Jx, y + Jy), je nachdem Jy=0 oder Jx — 0 
ist, eine Parallele zu der x Axe oder zu der y Axe beschreibt.

Für die im vorigen § erörterte Function (3) wird aus der 
obigen Gleichung (1) die Gleichung

z = ax + by+ e,

(2)

(la)
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mithin erhält die Differenz dz den Ausdruck 
dz = adx + b dy.

Die Beschaffenheit der in (la) dargestellten Fläche ergiebt sich 
durch Betrachtung der Linien, welche einer partiellen Aende- 
rung von x und von y entsprechen. Es sei zuerst dy — 0, so 
zeigt die Gleichung dz = adx an, dass die Fläche in dem 
Punkte (x, y, z) durch eine zu der xz Ebene parallele Ebene 
in einer geraden Linie geschnitten wird, welche mit der Pa
rallele zur positiven x Axe einen Winkel bildet, dessen trigo
nometrische Tangente den Werth a hat. Indem hierauf dx—0 
gesetzt wird, lehrt die Gleichung dz — bdy, dass die Fläche 
in dem Punkte (x, y, z) durch eine zu der yz Ebene parallele 
Ebene in einer geraden Linie geschnitten wird, die mit der 
Parallele zur positiven y Axe einen Winkel bildet, dessen tri
gonometrische Tangente den Werth b besitzt. Es gehören nun 
zu den drei Punkten der xy Ebene

{x, y), (x + dx, y), (x, y + dy)
drei Punkte der Fläche, für welche die mit Rücksicht auf den 
ersten Punkt genommene Differenz der z Coordinate respective 
die Werthe

(3)

(4)

(5) 0, adx, bdy
annimmt. Wenn man jetzt einen Punkt construirt, für welchen 
die mit Bezug auf den ersten Punkt genommene Differenz 
der £ Coordinate gleich der algebraischen Summe adx + bdy 
ist, so bildet derselbe die dem ersten Punkt gegenüber liegende 
vierte Ecke des Parallelogramms, dessen zweite und dritte Ecke 
der zweite und dritte Punkt sind. Vermöge der Gleichung (3) 
ist aber der bezeichnte vierte Punkt derjenige Punkt der in 
Rede stehenden Fläche, welcher zu dem Punkte {x+dx, y+dy) 
der xy Ebene gehört; dieser letztere bildet mit den in (4) 
characterisirten Punkten ein Rechteck, und liegt dem Punkte 
{x, y) gegenüber. Weil sich also der vierte Punkt der Fläche mit 
den drei ersten stets in der gleichen Ebene befindet, der zweite 
und dritte aber stets in zwei durch den ersten Punkt laufenden 
vollkommen bestimmten geraden Linien liegen, so gehört der 
vierte Punkt nothwendig einer und derselben Ebene an, und diese 
Ebene ist es, welche durch die Gleichung (la) dargestellt wird. 
Auch sieht man leicht ein, dass die Gleichung jeder Ebene, die
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nicht zu der xy Ebene senkrecht steht, in der Form (la) ent
halten ist, und dass jede andere Ebene durch eine Gleichung 
ax + by + e=0 ausgedrückt wird. Dieselben Ergebnisse lassen 
sich vermittelst der in I, § 86 angestellten Ueberlegung ab
le iten.

Bei der allgemeinen Gleichung (1) wird die Differenz der 
z Coordinaten bis auf kleine Grössen von der Ordnung der Dif
ferentiale dx und dy genau durch das vollständige Differential 
d f(x, y) ausgedrückt, so dass statt (2) die Gleichung

vf{x, y)df{x, y)
(6) dx +

erscheint. Für einen durch den Punkt {x, y, 8) geführten mit 
der xz Ebene parallelen Schnitt ist dy gleich Null, dx unab
hängig veränderlich, für einen mit der yz Ebene parallelen 
Schnitt dx gleich Null, dy unabhängig veränderlich, so dass 
sich (6) beziehungsweise in je eine der Gleichungen

df(x, y)

dz dydx dy

(6 a) dz dx,dx
df(x, y)

(6b) dz dydy
verwandelt. Ihre Bedeutung folgt aus demjenigen, was über 
die Construction der berührenden Linie für ebene Curven mit-
getheilt ist. Die erste Gleichung sagt aus, dass die berührende 
Linie der Sehnittcurve in der mit der xz Ebene parallelen 
Ebene gegen die Parallele zur x Axe einen Winkel a, die zweite 
Gleichung, dass die berührende Linie der Sehnittcurve in der 
mit der yz Ebene parallelen Ebene gegen die Parallele zur y Axe 
einen Winkel ß macht, deren trigonometrischen Tangenten durch 
die partiellen Differentialquotienten der Function / (x, y) in der 
folgenden Weise ausgedrückt werden

df(x,y) dffay)tgß =

Weil nun die allgemeine Gleichung (6) aus der Gleichung (3) 
entsteht, indem Jx, Jy, Jz, a, b respective durch dx, dy, dz,

ersetzt werden, so schliesst man, dass ein

durch die Gleichung (6) bestimmter Punkt von den Coordinaten 
x + dx, y + dy, z + dz in derjenigen Ebene liegt, welche die

(7) tg« dydx

df{x, y) > dfix, y)
dx dy
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beiden durch (7) bestimmten berührenden Linien enthält. Der 
Unterschied der z Coordinaten, welche bei demselben Punkte 
der xy Ebene (x+dx, y+dy) zu der durch (1) gegebenen Fläche 
und zu der so eben definirten Ebene gehören, ist gleich dem 
Unterschiede zwischen der Differenz f(x + dx, y+dy)—f(x,y) 
und dem in Rede stehenden Werthe von dz, und muss eine 
kleine Grösse von höherer Ordnung als die Grössen dx und dy 
sein. Würde durch den Punkt (x, y, z) der Fläche eine andere 
Ebene hindurch gelegt, so hätte man für diese nach dem Obigen 
die Gleichung z — ax x + b1y + e1, wo wenigstens eine der

df(x,y)df{x,y)beiden Gleichungen = b, nicht erfülltdx dy
wäre; demnach müsste der Unterschied zwischen der Differenz 
f(x + dx, y + dy) — f(x, y) und dem Werthe a1dx + b1dy noth- 
wendig eine kleine Grösse der ersten Ordnung sein. Aus diesem 
Grunde kommt die mit Hülfe von (7) bestimmte Ebene der ge
gebenen Fläche näher als jede andere durch den Punkt (x, y, z) 
gelegte Ebene; die erstere ist daher eine Ebene, von welcher die 
gegebene Fläche in dem betreffenden Punkte berührt ivird. Wenn 
durch den Punkt der Fläche [x, y, z) eine beliebige auf der 
xy Ebene senkrechte Schnittebene gelegt wird, und die Dif
ferentiale dx, dy so geändert werden, dass ihr gegenseitiges 
Verhältniss dasselbe bleibt, so erhält man die für die Schnitt- 
curve aufzusuchende berührende Linie als Durchschnitt der 
construirten berührenden Ebene mit der genannten Ebene. 
Man darf daher auch sagen, dass die berührende Ebene den 
Inbegriff der berührenden Linien lener sämmtlichen Schnittcurven 
bildet.

Die im vorigen § angestellten Erörterungen über die Be
dingungen, unter denen das Differential df(x, y) einen positiven, 
negativen oder verschwindenden Werth annimmt, gewinnen ge
genwärtig dadurch eine andere Gestalt, dass statt df(x, y) das 
Differential der z Coordinate angewendet werden darf. Zu den 
in der xy Ebene durch den Punkt (x, y) gehenden Linien, für 
welche df\x, y) positiv, negativ oder gleich Null ist, gehören 
Linien in der berührenden Ebene der gegebenen Fläche, für 
welche beziehungsweise der Werth der z Coordinate im alge
braischen Sinne steigt oder fällt, oder sich gleich bleibt. Hierbei



können statt der Anfangselemente der in der berührenden Ebene 
befindlichen Linien auch die Anfangselemente der entsprechenden 
Linien genommen werden, die in der gegebenen Fläche selbst 
liegen.
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§ 49. Differentiation einer durch eine Gleichung* gegebenen 
Function einer Variable.

Es begegnet oft, dass Fragen der Analysis nicht in dem
jenigen Gebiete, in dem sie ihren Ursprung haben, sondern erst 
in einem höheren Gebiet ihre Erledigung finden. So lässt sich 
die Aufgabe der Differentiation einer Function einer Variable 
für den Fall, dass die Function mit der Variable durch eine 
noch aufzulösende Gleichung verknüpft ist, nur mit Hülfe der 
Differentiation von Functionen zweier Variabein allgemein be
antworten. Die Bestimmung der Abhängigkeit einer Variable y 
von einer Variable x durch eine Gleichung kommt auf die For
derung hinaus, dass eine gewisse mit den beiden Variabein zu 
bildende Function f(x, y) den Werth Null annehme. Soll die 
Forderung erfüllbar sein, so muss ein Werthsystem rr(0), yW existi- 
ren, welches derselben genügt. Dann darf man aber die For
derung durch die Gleichung

y) - f(%°\ ym)
ersetzen, welche in § 47 erörtert ist und auf die wir jetzt 
zurückgehen. Wie dort wird angenommen, dass, wenn eine der 
beiden Variabein, etwa x, ausgewählt und von einem bestimmten 
Werthe x(0) an stetig geändert wird, die entsprechende zweite 
Variable sich von einem gewissen Werthe y^ an ebenfalls stetig 
ändere. Hierbei ist die Möglichkeit zugelassen, dass zu dem
selben xt0) ausser y(0) noch andere Werthe y^\ y^,... gehören^ 
und wird vorausgesetzt, dass in Folge der stetigen Aende- 
rung der ersten Variable die zweite Variable von jedem jener 
Werthe aus sich ebenfalls stetig ändere. Die auf diese Weise 
entstehenden Reihen zusammengehöriger Werthsysteme oder 
Stücke von einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten müssen aber 
in der Betrachtung strenge von einander gesondert werden. 
Mit einem anderen Ausdrucke lässt sich sagen, dass durch die

(1)
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Gleichung (1) die Variable y als eine ein- oder mehrdeutige 
Function der Variable x bestimmt sein kann, dass aber in dem 
letztem Falle die einzelnen Zweige von einander unterschie
den werden müssen, und die Function in jedem einzelnen 
Zweige als eine eindeutige aufgefasst wird. Die Frage nach 
der Bestimmung des von der Function y in Bezug auf die Va
riable x genommenen Differentialquotienten bezieht sich noth- 
wendig auf einen einzelnen Zweig der Function. Unter dieser 
Voraussetzung kommt es darauf an, die Variabein von einem 
bestimmten Werthsystem x, y ausgehend um solche Differenzen 
zunehmen zu lassen, dass die Gleichung (1) befriedigt bleibt. 
Weil aber die Grenze des Verhältnisses der gleichzeitig abneh
menden Differenzen gesucht Avird, so darf man statt der Glei
chung (1) die Forderung substituiren, dass das mit den Diffe
rentialen dx und dy gebildete Differential der Function f(x, y) 
verschwinde, oder dass 

df(x, y) àffay)
(2) dx 4- dy — 0dydx
sei. Hieraus folgt der gesuchte Differentialquotient als der Werth 
des Quotienten der betreffenden Differentiale, wofern nur die 
Bedingung erfüllt ist, dass für das angeAvendete Werthsystem

nicht gleichdf(x, y)x, y der partielle Differentialquotient 
Null sei,

dy

df(x,y)
dxdy(3) df(x,y)dx

dy
Auf gleiche Art kann die Variable x als Function der Variable y 
aufgefasst und der Differentialquotient

df(x,y)
dydx(4) df(x, y)dy

dx
bestimmt werden, sobald für das angewendete Werthsystem x, y

df{%,y)der partielle Differential quotient

Nunmehr Avird auch der Zusammenhang einleuchtend, welcher 
zwischen der in § 47 und der in § 4 gegebenen Construction

nicht gleich Null ist.dx
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der berührenden Linie an eine Curve bestellt. Der Umstand,

in (4) aufgestellten Aus

drücke einander reciprok sind, entspricht der in § 11 bespro
chenen Beziehung zwischen den Differentialquotienten zweier 
Functionen, von denen die eine die umgekehrte Function der 
andern ist.

Durch das so eben entwickelte Verfahren wird auch die 
am Schlüsse des § 9 erwähnte Aufgabe gelöst, den Differen
tialquotienten einer algebraischen Function einer Variable x zu 
bilden, welche Function als die Wurzel einer algebraischen 
Gleichung gegeben ist, deren Coefficienten rationale Functio
nen der Variable x sind. An jener Stelle sind mit den Con- 
stanten A0 0, A0 v ... A0 ,... An Q, An v ... A die Functionen

dy dxdass die für in (3) und für dydx

">mn
von x

A — A,o x"°+ A.i x"’° 1 + ... + A. 
A1 = Aj 0 xh + A1 j xh~l +... + A

(5) 0,)»o
J.H'l

A A xm" + A 1 x"n 1 + ... + Au n, 0 //, 1

gebildet, welche die Coefficienten der nach den Potenzen von y 
geordneten rationalen ganzen Function f(x, y) ausmachen,

f(x, y) = A0 if + Ax y~A + ... + An_x y + An ; 
dann lautet die betreffende Gleichung, deren Coefficienten re

spective gleich den rationalen Functionen

f{X, y) = 0.
- Man darf hier voraussetzen, dass es keine ganze Function 

giebt, welche ein gemeinsamer Tlieiler von jeder der Functionen 
A0, Ax,... An ist. Jedoch dürfen die Werthe von x, für welche 
dann noch die Function A0 verschwindet, nicht von der Be
trachtung ausgeschlossen werden. Ein beliebig gewählter Werth 
x = xiiy> ist somit der Reihe nach in die Functionen A0, A1}... 
zu substituiren, und hierauf die erste derselben Ar herauszu
heben, welche nicht verschwindet. Sollten alle verschwinden, 
so müssten sie sämmtlich nach I, § 43 durch die Differenz

n’mn

(6)

AnA. A ~~7~ sind, 
A „A0 ’ A0

(7)



a/0) algebraisch aufgehen, mithin der Voraussetzung entge
gen diese Differenz zum gemeinsamen Theiler haben. Es giebt 
daher einen Coefficienten Av, welcher für x — nicht gleich
Null ist. Demnach wird die Gleichung (7) für x — xm zu einer 
algebraischen Gleichung des n — vten Grades in Bezug auf die 
Grösse y, und liefert nach I, § 67 für y genau n—v reelle oder 
complexe Wurzeln. Bei der gegenwärtigen Betrachtung muss 
ermittelt werden, ob es unter denselben reelle giebt; falls solche 

stellen sie die zu x('ü) gehörenden Werthe

x —

vorhanden sind
y~°\ y^\... dar, unter denen ein beliebiger yW auszuwählen ist.

dyNun bestimmt sich der Werth des Differentialquotienten dx
auf die angegebene Weise mit Hülfe der partiellen Differential
quotienten

df(x, y) d Aj dA,II—111 .
y +^(8) + ... H---- y + dxdx dx dx

dfO, y) n—1 il—2+ («—!) An-lV

d f(x. y)

= nA0y + ... + AH-1 »dy

für die einzusetzendenwobei vorausgesetzt wird, dass

Werthe æ(0), y(0) nicht den Werth Null bekomme. Weil dieser 
Ausdruck die für ein ungeändertes x in Bezug auf y genom
mene erste Ableitung der Function f(x, y) bezeichnet, und weil 
dieselbe vermöge I, § 49 für y = y0) dann und nur dann ver
schwindet, wenn unter den angeführten Wurzeln y°\
noch eine zweite vorkommt, die gleich yß) ist, so fällt die in 
Rede stehende Voraussetzung mit der Bedingung zusammen, dass 
keine der übrigen Wurzeln y "\... gleich der gewählten Wur
zel y(0) sei.

dy

(0)
Vi,--

§ 50. Geometrische Deutung; des Differentials einer 
Function von drei Variabein.

Bei der Betrachtung der Functionen von drei Variabein 
f(x,y,z) gewährt die Auffassung der drei Variabein als recht
winklige Coordinaten eines im Raume befindlichen Punktes

Differentiation der Wurzel einer algebraischen Gleichung. § 49.26G

^ 
i
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ähnliche Vortheile, wie in § 47 für Functionen von zwei Va
riabein durch Beziehung auf die Ebene gewonnen sind. Die Er
örterung einer mit den Constanten a, b, c, e gebildeten linearen 
Function, mit der wir wieder beginnen,

f(x, y,z) — ax + by + cz + e 
lässt sich hier kürzer zusammenfassen, da der vorige § daran 
erinnert hat, dass die Flächen, in welchen die Function einen 
constanten Werth behält, leicht zu construirende Ebenen sind. 
Die zu den Werthsystemen x,y,z und % + Jx,y + Jy, z + Jz 
gehörende Differenz der Function (1) hat den Ausdruck 

aJx + b Jy + c Jz.
Es wird hierbei vorausgesetzt, dass wenigstens eine der drei 
Constanten a, b, c einen von Null verschiedenen Werth habe, 
da andernfalls die Function (1) gleich einer Constante wäre. 
Der Punkt mit den beliebig gewählten und dann festgehaltenen 
Coordinaten x, y, z heisse wieder 0 ; der Punkt, dessen in Bezug 
auf 0 genommene relative Coordinaten die Werthe a, b, c haben, 
S; der Punkt mit den Coordinaten x -F Jx, y 4- Jy, z 4- Jz sei 
T. Alsdann stellt der Ausdruck (2) nach I, § 86 das Product 
aus der Länge OS, der Länge OT und dem Cosinus des 
Winkels SOT dar, und zwar ist

OS2 — a2 + b2 4- c2,
O T2= J x2 4- Jy2 + Jz2,

a/tx 4- bjy + cjz 

|/a2+62+c2 }//lx2 4- Ay2 + /tz2

Das Product der Länge OT und des Cosinus des Winkels SOT 
ist die von der Linie OT in Bezug auf die Linie OS ge
nommene Projection; jenachdem der Fusspunkt U des Lothes, 
das von T auf die unbegrenzt verlängerte Linie OS herabge
lassen wird, auf dieselbe Seite von 0 wie der Punkt S oder auf 
die entgegengesetzte fällt, hat die betreffende Projection ein 
positives oder negatives Vorzeichen, während ihr absoluter 
Werth durch die Länge OU gemessen wird. Nun bleibt der 
Fusspunkt U so lange und nur so lange ungeändert, als sich 
der zugehörige Punkt T auf derselben gegen OS senkrechten 
Ebene befindet. Mithin hat die Differenz (2), welche gleich 
dem Product der positiven unveränderlichen Grösse OS und der

(1)

(2)

(3)

cos (S OT) =



Deutung des Differentials einer Function dreier Yariabeln. § 50.268

bezeichneten Projection ist, für alle Punkte einer gegen OS 
senkrechten Ebene einen constanten Werth, der positiv, negativ 
oder gleich Null ist, jenachdem der zugehörige Punkt U, von 
dem Punkte 0 aus betrachtet, auf derselben Seite wie der 
Punkt S, auf der entgegengesetzten Seite oder in dem Punkte 
0 selbst liegt. Die Ebenen, in welchen die Differenz (2) ihren 
Werth behält, sind zugleich diejenigen, in denen die Function 
(1) constant ist; insofern die construire Linie OS auf der be
züglichen durch den Punkt 0 gehenden Ebene senkrecht steht, 
wird OS die in dem Punkte 0 errichtete Normale der Ebene
genannt.

Für das vollständige Differential einer beliebigen Function 
von drei Yariabeln

df(x,y, z) df{x, y,z)' (4) df(x, y, z) dx 4- dy +dx dzdy
ergiebt sich durch Vergleichung mit der Differenz (2) die fol
gende geometrische Deutung. Von dem Punkte, (x, y, z) oder 0 
aus ziehe man nach dem Punkte S, dessen in Bezug auf 0 
genommene relative Coordinaten die Werthe

df(x,y,z) df{x,y,z) df(x,y,z)----- -------- ? ----- --------  j -------------
dzdx dy

haben, eine gerade Linie. Vermöge der Annahme, dass nicht 
jeder der drei angegebenen Werthe gleich Null sein darf, muss 
der Punkt S von dem Punkte 0 verschieden sein. Es werde 
ferner von dem Punkte 0 aus eine gerade Linie nach dem 
Punkte mit den Coordinaten x + dx, y + dy, z + dz, oder T 
gezogen; dann ist der Werth des Differentials (4) gleich dem 
Product der positiven Quadratwurzel

-y (df{x,y,z)V + /d f (x, y, z)
dy .

(5) YQ =

und der von der Linie O T in Bezug aut die Linie OS ge
nommenen Projection. Die zweifach ausgedehnte Mannigfaltig
keit von Punkten, für welche die Function f(x, y, z) den in 
einem Punkte x^°\y(0),z^ vorhandenen Werth behält oder die 
Gleichung

f(x, y, z) = f(xW, i/\ zW)(6)



befriedigt, bildet eine Fläche im Raume. Wählt man einen 
Punkt x, y, z derselben beliebig aus, der fest bleibe, und 
legt den Differentialen dx,dy,dz veränderliche Werthe bei, so 
gehört ein Punkt (x + dx, y + dy, z + dz), für welchen das 
Differential df(x,y,z) gleich Null ist, wie sich aus den mitge- 
theilten Ausführungen schliessen lässt, derjenigen Ebene an, 
von welcher die bezeichnete Fläche in dem Punkte (x, «/, z) 
berührt wird. Die von dem Punkte 0 ausgehende Linie OS, 
für welche die Cosinus der mit den Parallelen zu der x, y, z 
Axe gebildeten Neigungswinkel respective die Werthe

df(x, y, z) d f\x, y, z) d fix, y, z)
dy

§ 50. Normale einer Fläche. 269

<9 x dz(7)
Yq Yq Yq

haben, und welche auf der berührenden Ebene senkrecht steht, 
heisst die in dem Funkte [x, y, z) errichtete Normale der Fläche. 
Nun kann eine Normale nach den beiden Seiten der be
rührenden Ebene gerichtet sein; es ist also wieder eine Un
terscheidung zu treffen. Wenn man für dx, dy, dz bezie
hungsweise drei Grössen substituirt, die aus der Multiplication 
der drei Ausdrücke (7) mit dem Differential du einer unab
hängigen Grösse u entstehen, so gehört zu einem positiven du 
das Fortschreiten von 0 nach S, zu einem negativen du das
Fortschreiten auf derselben Linie in entgegengesetztem Sinne.
Bei der Anwendung dieser Werthe von dx, dy, dz auf das 
Differential (4) verwandelt sich das letztere in den Ausdruck

Yq du,
welcher wegen des positiven Vorzeichens von Y'Q dasselbe 
Vorzeichen wie das Differential du annimmt. Daher wird die 
Normale der Fläche, welche den drei in (7) angegebenen Cosi
nus entspricht, dadurch bestimmt, dass für einen von dem 
Punkte x, y, z der Fläche auf dieser Normale fortschreitenden 
Punkt das Differential der Function f(x,y,z) positiv ist. Die 
durch die Gleichung (6) dargestellte Fläche sondert Theile des 
Raumes, in denen die Function den vorgeschriebenen constanten 
Werth algebraisch Ubertrifft von Theilen, in denen das Umge
kehrte Statt findet; mithin ist die in einem Punkte der Fläche 
auf die angegebene Weise construirte Normale aus den erwähn-

(8)



ten Gründen nach derjenigen Seite der Fläche gerichtet, auf 
welcher die Function f(x, y, z) algebraisch grösser wird.

Die als Beispiel gewählte Function
f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

bedeutet das Quadrat der Entfernung des Punktes (x, y, z) vom 
Anfangspunkte der Coordinaten, und ist deshalb auf jeder um 
den letztem beschriebenen Kugelfläche constant. Jede Kugel
fläche scheidet die Punkte des Raumes, für welche das Quadrat 
der Entfernung grösser als das Quadrat des Kugelradius, von 
den Punkten, für welche das Quadrat der Entfernung kleiner 
ist, so dass der erste Theil ausserhalb, der zweite Theil inner
halb der betreffenden Kugelfläche liegt. Die in einem Punkte 
(x: y: z) für die gewählte Kugelfläche nach der gegebenen Vor
schrift zu errichtende Normale wird nach demjenigen Punkte 
gezogen, der als relative Coordinaten in Bezug auf den Punkt 
(x, y, z) die partiellen Differentialquotienten der Function (9) 
2#, 2y, 2z hat; die Richtung dieser Normale geht vermöge der 
aufgestellten Regel nach der äusseren Seite der Kugelfläche.

Für die Deutung des in (4) dargestellten vollständigen 
Differentials gilt die selbstverständliche Voraussetzung, dass die 
drei partiellen Differentialquotienten der Function f(x, y, z) für 
das betrachtete Werthsystem (x, y: z) nicht gleichzeitig ver
schwinden. Ein solcher Fall tritt bei der Function x2 + y2 —z2 
für das Werthsystem &=0, y=0, z—0 ein, und kommt daher 
bei der Gleichung x2 + y2—z2 = 0 vor. Diese Gleichung stellt 
eine Kegelfläche dar, deren Spitze sich in dem Punkte 
x—0, y— 0, z=0 befindet; für diesen verlieren die Formeln
(7) ihre Bedeutung, während gleichzeitig der Begriff einer ein
deutig bestimmten Tangentialebene aufhört. Mit der Be
trachtung der singulären Punkte einer Fläche, in denen keine 
Tangentialebene existirt, werden wir uns nicht beschäftigen, 
und schliessen deshalb das gleichzeitige Verschwinden von 
d£ df df 
dx’ dy’ dz

§ 50.Normale einer Fläche.270

(9)

aus.
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§ 51. Analytischer Ausdruck der Begrenzung' einer mehr
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit.

Die aufgestellte Definition einer Function von einer und 
von mehreren Variabein setzt voraus, dass der Inbegriff der 
Werthsysteme der unabhängigen Variabein, auf welchen sich 
die Function bezieht und der eine stetige Mannigfaltigkeit von 
einer mit der Anzahl der unabhängigen Variabein gleichnamigen 
Ordnung bildet, genau bestimmt sei. Für die einfach ausge
dehnte stetige Mannigfaltigkeit einer Variable x kann die 
Bestimmung nur auf die Art erfolgen, dass die Variable x 
alle zwischen zwei gegebenen Werthen a und b, oder ausserdem 
alle zwischen zwei gegebenen Werthen aW und bw befindlichen 
Werthe erhalten darf, und so fort in beliebiger Wiederholung. 
Man hat hier entweder ein Intervall oder eine Folge von voll
ständig getrennten Intervallen, so dass es bisher genügte, 
immer nur ein Intervall der unabhängigen Variable ins Auge zu 
fassen. Bei der wfach ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit 
der n Variabein xv x2,... xn wurde in § 42 angenommen, dass 
jede einzelne Variable eine durch gewisse Werthe abgeschlossene 
stetige Ausdehnung bekomme, was vermittelst der Ungleich
heiten

«1 < XX < K a2 •< Xti ^ K • • • an < Xn < K

ausgedrückt wird. Wir haben aber schon an der angeführten 
Stelle I, § 108 darauf aufmerksam gemacht, dass ein Gebiet 
von zwei Variabein oder eine zweifach ausgedehnte Mannig
faltigkeit auch in anderer Weise bestimmbar sei. In der dort 
angewendeten geometrischen Ausdrucksweise wurde gesagt, dass 
die Function von zwei Variabein x und y für einen Theil der 
Ebene oder für Theile der Ebene gegeben sein könne; ferner 
wurde ausser der Bestimmung, die den Ungleichheiten (1) 
entspricht und zu einem Rechteck gehört, das Beispiel erwähnt, 
dass eine Function für alle Werthverbindungen x, y: bei denen 
die Quadratsumme x2 + y2 kleiner als eine Grösse R2 ist, das 
heisst für alle Punkte innerhalb eines Kreises gegeben sei, 
der in der Ebene um den Coordinatenanfangspunkt mit dem 
Radius R beschrieben ist. Alsdann bildet die durch die

(1)
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Gleichung x2+y* = R‘2 bestimmte Kreislinie die Begrenzung 
des in Rede stehenden Theils der Ebene; jenachdem bei der 
Ungleichheit
(2) x2 + yl < iü2
der Fall der Gleichheit ausgeschlossen oder mit eingeschlossen 
wird, sind die Punkte der Kreislinie als ausgeschlossen oder 
mit eingeschlossen zu betrachten.

Man sieht, dass das vorliegende Beispiel sich auf dieselbe 
Function bezieht, von der am Schlüsse des § 47 gesprochen ist, 
und dass die allgemeinen daselbst angestellten Erörterungen 
ebenfalls benutzt werden können. In der zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit der Variabein x, y bilden hiernach die Werth
verbindungen, für welche eine Function f(x,y) den constanten 
Werth f(x^°\ ym) behält, eine einfach ausgedehnte Mannigfaltig
keit, welche die Werthverbindungen, für die fix, y)<f(xw, y^), 
von denjenigen trennt, für die f(x,y)^>f(x°’,y(0'>) ist. Das ana
lytische Mittel, um den einen wie den andern Theil der zwei
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu bezeichnen, ist die An
wendung von einer der zugehörigen Ungleichheiten 

f (x, y) cf (xm, yw) ; f (x, y) > f (a?(0), ym), 
während die Gleichung
(3)

f\x, y)=fxf<,\ y{(i))
die für beide Theile vorhandene Begrenzung ausdrückt.

In dem angeführten Beispiel ist die Function x2 4- y* für 
alle Werthverbindungen x, y überhaupt definirt, wobei auch 
solche Verbindungen zugelassen sind, für welche eine der Va
riabein oder beide numerische Werthe erhalten, die jede ge
gebene Grösse übertreffen oder unendlich gross werden; durch 
die Ungleichheiten x*+y2<C.R* und x*+y2>R* wird die Ge- 
sammtheit aller Werthverbindungen in zwei Theile gesondert. 
Wenn eine Function f (x, y) für alle Werthverbindungen x, y 
dehnirt ist, so bewirkt man mit Hülfe der Ungleichheiten (3) 
eine ebensolche Sonderung. Die zweifach ausgedehnte Mannig
faltigkeit, welche durch eine der beiden Ungleichheiten (3), 
etwa die erste bestimmt ist, lässt sich dann vermittelst der 
Einführung einer neuen Function g(x,y) durch die Ungleich
heiten

(4)
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9 y) < 9 (æ(1), y(1)) ; 9 Ou y)> g (xw, ym)(5)
weiter zerlegen. Die Function g (x, y) braucht dann nur für die
jenige Mannigfaltigkeit definirt zu sein, für welche sie zur An
wendung kommt. In dieser Weise kann fortgefahren und der 
Umfang einer Mannigfaltigkeit der zweiten Ordnung analytisch 
ausgedrückt werden, indem man vermittelst einer Folge von 
Functionen der unabhängigen Variabein eine bestimmte Folge 
von Ungleichheiten aufstellt. Es bleibt hierauf übrig, für den 
einzelnen Fall zu entscheiden, wie sich die Begrenzung aus 
den durch verschiedene Gleichungen dargestellten Mannigfaltig
keiten der ersten Ordnung zusammensetze, wozu die geome
trische Deutung nützlich aber nicht unentbehrlich ist. Fügt 
man beispielsweise zu der obigen Ungleichheit (2) eine Un
gleichheit
(2*) Ix + my <L 0
hinzu, wo l und m Constanten bezeichnen, so wird der Theil 
des Innern der Kreisfläche herausgehoben, der auf einer be
stimmten Seite einer durch den Mittelpunkt laufenden geraden 
Linie liegt; die Begrenzung besteht daher aus einem gewissen 
Halbkreise und aus dem Durchmesser, welcher die Endpunkte 
des Halbkreises mit einander verbindet. Auch die in (1) ent
haltene Beschränkung jeder der beiden Variabein auf ein ge
wisses Intervall wird durch ein System von Ungleichheiten 
dargestellt, bei denen die Variabein selbst die Bolle von Func
tionen übernehmen, die unterhalb oder oberhalb von gewissen 
festen Werthen dieselben bleiben müssen.

Alles, was über die Begrenzung von Mannigfaltigkeiten der 
zweiten Ordnung mitgetheilt ist, lässt sich in gleicher Weise 
auf die Begrenzung von Mannigfaltigkeiten der dritten und einer 
beliebig hohen Ordnung übertragen. Daher reicht es aus, nur 
von Mannigfaltigkeiten der dritten Ordnung zu sprechen. Mit 
Hülfe einer Function f(x, y, z), die für jedes Werthsystem der 
drei Variabein x, y, z gegeben ist, kann der Inbegriff aller 
Werthverbindungen durch die mit einem festen Werthsystem 
#(0), y(()\ zl0) gebildeten Ungleichheiten

f(x, y, z) </V°\ £(0)); f(x, y, e) >f{x{{)\ i/\ zm)
in zwei Theile zerlegt werden, deren gemeinsame Begrenzung

Lipsohitz, Analysis II.

(6)

18
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die Mannigfaltigkeit der zweiten Ordnung ist, welche der 
Gleichung

f(x, y, z)=f(x(0),y(0], z(0))(7)
entspricht. Für einen der abgesonderten Theile, zum Beispiel 
den zuerst bezeichneten, liefert eine in Bezug auf denselben 
definirte Function g (x, y, z) eine neue Zerlegung, sobald man 
mit einem festen Werthsystem x(1\ yw, #(1) die Ungleichheiten 

g (x, y,s) Cg (xw, y(1\ £(1)); g (x, y, z)> g (xa\ y{1\ zw) 
aufstellt. Hiernach ergiebt sich der analytische Ausdruck für 
die Ausdehnung einer Mannigfaltigkeit der dritten Ordnung als 
eine mit einer Anzahl von Functionen der unabhängigen Va
riabein gebildete Folge von Ungleichheiten. Ebenso gilt auch 
hier die Bemerkung, dass die in (1) enthaltene Bestimmung, bei 
welcher jede einzelne Variable innerhalb gegebener Grenzen 
veränderlich ist, mit einem System von Ungleichheiten zusam
menfällt, in denen die Variabein selbst die Functionen ersetzen, 
welche unterhalb oder oberhalb von gewissen festen Werthen 
bleiben müssen.

(8)

Bei den Mannigfaltigkeiten der dritten Ordnung ist noch 
der Vortheil der geometrischen Deutung vorhanden, der bei 
den Mannigfaltigkeiten der höheren Ordnungen verloren geht. 
Die nach dem Muster von (1) gebildeten Ungleichheiten 

aex cA, b Cy <B, c Cs cC 
drücken aus, dass der auf rechtwinklige Coordinaten bezogene 
Punkt (x, y, z) innerhalb eines rechteckigen Parallelepipedons 
gelegen sei, bei welchem die drei Paare von parallelen Ebenen 
respective den Coordinatenebenen parallel sind und durch die 
Gleichungen x = a, x—A ; y—b, y=B; s—c, s=C bezeichnet 
werden. Nehmen wir als zweites Beispiel die beiden Ungleich
heiten

(1*)

x2 + y2 + z2Cxw~ + y{0)2 + £(0)', Ix + my+nzc0,
wo l, m, n Constanten sind; dann stellt nach dem vorigen § die 
erstere den im Innern einer Kugelfläche befindlichen Baum dar, 
während die zweite Ungleichheit den Theil herausnimmt, welcher 
auf einer bestimmten Seite einer gewissen durch den Kugel
mittelpunkt gehenden Ebene liegt. Die Begrenzung des auf 
diese Weise bestimmten Raumes wird daher durch eine halbe

(9)
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Kugelfläche und durch das von dem entsprechenden größten 
Kreise eingeschlossene Stück einer Ebene gebildet. Man erhält 
den analytischen Ausdruck der beiden Theile der Begrenzung, 
indem in (9) zuerst nur das erste Zeichen der Ungleichheit, 
hierauf nur das zweite Zeichen der Ungleichheit durch ein 
Gleichheitszeichen ersetzt wird.

§ 52. Partielle Differenzen und Differentialquotienten 
verschiedener Ordnungen.

Durch die in § 44 angestellte Betrachtung der vollständi
gen Differenz einer Function mehrerer Variabein ergaben sich 
die Begriffe der in» Bezug auf eine einzelne Variable und auf 
mehrere Variabein genommenen partiellen Differenzen. Da für 
jede Variable immer nur eine einmalige Differenz gebildet 
wurde, waren die nach einer einzelnen Variable genommenen 
partiellen Differenzen von der ersten, die nach mehreren Va
riabein genommenen Differenzen von einer mit der Anzahl der 
Variabein gleichen Ordnung.

Bei der in § 45 mitgetheilten Darstellung des vollständi
gen Differentials einer Function kamen jedoch nur solche par
tielle Differentialquotienten vor, die nach einer einzelnen Va
riable genommen sind. Man kann nun die Bildung der par
tiellen Differenzen und der partiellen Differentialquotienten auf 
die Weise wiederholen, dass man zuerst mit einer Variable, 
alsdann mit einer anderen und wieder mit einer anderen 
Variable mehrfach operirt, und hierauf zu einer oder zu mehrern 
der früher angewendeten Variabein zurückkehrt; die Ordnungs
zahl ist hierbei gleich der Anzahl der sämmtlichen einzelnen 
vorgenommenen Operationen. Ohne die so erzeugten partiellen 
Differenzen verschiedener Ordnungen speciell zu erörtern, führen 
wir den Satz an, dass der Werth einer aus einer bestimmten 
Reihenfolge von einzelnen Differenzenformationen hervorgegan
genen partiellen Differenz sich bei einer beliebigen Vertauschung 
der einzelnen Differenzenformationen nicht ändert. Dieser Satz, 
welcher in § 44 für die daselbst auftretenden Differenzen mehr
facher Ordnung bewiesen ist, lässt sich mit Hülfe des gleichen 
Verfahrens allgemein beweisen. Von den partiellen Differential
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quotienten der verschiedenen Ordnungen wird dagegen ausführ
licher zu sprechen sein.

Wir beginnen wie in § 43 mit einer Function, die durch 
Multiplication von lauter Functionen der einzelnen Variabein 
xv xv ... xn entsteht,

f(xv xv ... xn) = cp^xj <p2 (x2) ...cpn (xj.

Es möge nun f(xv x2,...xn) in der folgenden Anordnung par
tiell differentiirt werden: zuerst X1 mal nach xv dann l2 mal 
nach x.„ ... ln mal nach xn, hierauf mal nach xv p2 mal nach 
x2,.../.in mal nach xn. Da jede partielle Differentiation immer 
nur einen Factor des Products berührt, so bekommt man nach 
einander die Ausdrücke

(1)

d (p1 (x})
V2 (®2) • ‘ ' <Pn (Xn\

CÂl x^

d^rp (a? ) â>î(«î)
• • • <Pn M,

d x.,d x.

hd W d ’<p (>2)
d x*1 *2 .4d x2

dXi+^1<p](xi) dhcp2 Q2) 

d x2

d;‘1+'V (^) d;'ä+,ltV2(tr )

d,,n
(2)

" (fn M

d V,dx j
4

4 + ^24 + ,“l 4d x,2dx j

7 4 + fł2 d x2

Es muss der letzte Ausdruck stets derselbe bleiben, wie auch 
die Reihenfolge der successiven partiellen Differentiationen abge
ändert werde, weil die X1+/u1 nach xt zu vollziehenden 
Differentiationen nur den ersten Factor, die +p2 nach #2 zu 
vollziehenden Differentiationen nur den zweiten Factor angehen,

4+ ,(<i 4+,und x1 d xn
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u. s. f., und weil sich das zu bildende Endproduct immer aus 
denselben Factoren zusammensetzt.

Der in der Formel (10) des § 45 enthaltene Satz, dass der 
nach einer einzelnen Variable genommene partielle Differential
quotient einer Summe von Functionen gleich der Summe der 
betreffenden partiellen Differentialquotienten der einzelnen 
Summanden ist, zieht den Satz nach sich, dass, um den par
tiellen Differentialquotienten einer Summe nach mehreren in 
einer bestimmten Reihenfolge gegebenen Variabein zu bilden, 
für die einzelnen Summanden das entsprechende Verfahren 
auszuführen und von den so entstandenen partiellen Differen
tialquotienten die Summe zu nehmen ist. Für eine Summe von 
Producten, bei denen jeder Factor nur von einer einzigen 
Variable abhängt, wird daher ein auf eine bestimmte Reihenfolge 
von Variabein bezüglicher partieller Differentialquotient hervorge
bracht, indem man jeden Summanden wie die obige Function (1) 
behandelt. Es hat sich aber herausgestellt, dass die so erzeug
ten einzelnen partiellen Differentialquotienten bei einer belie
bigen Vertauschung der erforderlichen partiellen Differentiationen 
nicht geändert werden; diese Eigenschaft geht auf die Summe 
von mehreren partiellen Differentialquotienten über. Mithin ist 
der Werth des partiellen Differentialquotienten einer Summe, 
deren Summanden Producte aus Functionen der einzelnen Va
riabein sind, von der Vertauschung der Ordnung der einzelnen 
partiellen Differentiationen unabhängig. Hierauf darf man, 
ähnlich wie in § 45, den Schluss gründen, dass bei allen 
rationalen ganzen Functionen mehrerer Variabein die sämmt- 
lichen partiellen Differentialquotienten die Eigenschaft haben, 
von der Reihenfolge der einzelnen partiellen Differentiationen 
unabhängig zu sein, und kann alle Functionen mehrerer Va
riabein, welche an dieser Eigenschaft Theil nehmen, als regel
mässige erklären. Indessen lässt sich auch ein System von 
besondern Voraussetzungen der Stetigkeit aufstellen, die für 
einen weiten Inbegriff von Functionen die in Rede stehende 
Eigenschaft zur Folge haben.

Die Reihenfolge, in welcher bei einer gegebenen Function 
f(xv xv... xn) die successiven partiellen Differentiationen aus
zuführen sind, sei durch die Reihenfolge der betreffenden 
Variabein bezeichnet,



(3) ^(\1 xb> xo xv xt> ■ ■ • i
wo die aus der Reihe von 1 bis n genommenen Zeiger in 
beliebigen Wiederholungen auftreten dürfen. Durch irgend eine 
Vertauschung der Zeiger entstehe die Anordnung

/y» /y» /v‘ 'Y* '7‘ ••"&'* ^.c'? "V? * • ’ ?
es kommt nun darauf an, die zu den Anordnungen (3) und 
(4) gehörenden partiellen Differentialquotienten zu vergleichen 
und deren Uebereinstimmung zu begründen. Zunächst lässt 
sich zeigen, dass jede Permutation erhalten werden kann, 
indem eine hinreichende Anzahl von Malen immer nur solche 
Elemente unter einander vertauscht werden, die neben ein
ander stehen. Nach I, § 73 ist es möglich, jede gegebene 
Permutation durch lauter gegenseitige Vertauschungen von je 
zwei Zeigern hervorzubringen; man hat daher nur noch den 
Beweis zu führen, dass jede gegenseitige Vertauschung von 
zwei Zeigern durch eine Anzahl von Vertauschungen neben 
einanderstehender Zeiger erzeugt werden kann. Ein zu diesem 
Zwecke geeignetes Verfahren möge an einem Beispiel ausein
andergesetzt werden. Um in (3) die Elemente xb und xc mit 
einander zu vertauschen, lassen sich die folgenden Permuta
tionen von der vorgeschriebenen Beschaffenheit benutzen, bei 
denen die vor xb und nach xt vorkommenden Elemente unge- 
ändert bleiben und deshalb nicht notirt werden,

rp /y> /y>
^b ^b
/y* /y* /y* /y*^b ^b
/y» /y* /y* /y»^b ^b

(4)

/y» /y> /y» /y»^b*
Die Anzahl von Permutationen benachbarter Elemente, 

welche gebraucht wird, um das Element xb von der ersten 
Stelle der aus 4 Elementen bestehenden Gruppe an die letzte 
Stelle zu bringen, beträgt 3; die Anzahl, welche ferner noch 
nöthig ist, um xc an die erste Stelle und die mittleren Elemente 
an ihre urspünglichen Plätze zu rücken, beträgt 2, so dass im 
ganzen 5 Permutationen benachbarter Elemente zur Anwendung

Vertauschung der Reihenfolge der partiellen Differentiationen. § 52.278
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kommen. Damit zwei Elemente gegenseitig ihre Plätze ver
tauschen, die das erste und letzte Element einer Gruppe von 
q auf einander folgenden Individuen ausmachen, hat man für 
den ersten der beschriebenen Processe die Anzahl q—1, für 
den zweiten die Anzahl q—2 von Vertauschungen neben ein
anderstehender Elemente zu benutzen, womit die aufgestellte 
Behauptung vollständig erwiesen ist. Wenn man daher von 
der Anordnung (3) zu der Anordnung (4) durch eine Folge von 
Permutationen je zweier benachbarter Elemente übergeht, und 
für die sämmtlichen aufgestellten Anordnungen die zugehörigen 
partiellen Differentialquotienten der Function f(xv #2, . . . xn) 
bildet, so genügt der Nachweis, dass jedes Mal zwei partielle 
Differentialquotienten einander gleich werden, bei denen die 
nach zwei benachbarten Elementen genommenen Differentia
tionen vertauscht sind, um das allgemeine Resultat abzuleiten, 
dass die auf die Anordnungen (3) und (4) bezüglichen partiel
len Differentialquotienten einander gleich werden. In letzter 
Instanz sind also immer nur zwei Elemente x und y zu be
trachten und die Bedingungen aufzusuchen, unter denen eine 
Function g(x,y) derselben die Eigenschaft besitzt, dass der

dg (x,y)nach y genommene partielle Differentialquotient von dx
dem nach x genommenen partiellen Differentialquotienten von
dg 0,y) gleich wird.

dy
Des bequemem Ausdrucks wegen setze man

dg 0, y)dg(x, y)
92 O, y)‘(5) dydx

Für das einmal gewählte Werthsystem #, y möge die Variable# 
das Increment h, die Variable y das Increment h erhalten, und 
es werde von der Function g (x, y) wie in (9) und (10) des 
§ 44 die auf beide Variabein bezügliche partielle Differenz der 
zweiten Ordnung gebildet
(6) g(x + h,y + Jc) — g(x,y + rc)-g(x + h, y) + g(x, y); 
dieselbe ist sowohl gleich der nach y genommenen Differenz 
der Differenz

g{pc + h, y) — g(x, y) 
wie auch gleich der nach x genommenen Differenz der Differenz
(7)
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g(x,y+k) — g(x,y).
Der Ausdruck (7) hat, als Function der einzigen Variable y 
aufgefasst, den nach y genommenen Differentialquotienten 

g2 (x 4- h, y) — g2 (x, y), 
der Ausdruck (8), als Function der einzigen Variable x betrach
tet, den nach x genommenen Differentialquotienten 

ôb (x, y + Ts) — gx icc, y).
Nun enthalten die §§ 24 u. f. Hülfsmittel, um die Differenz einer 
Function einer Variable F (js + T) — F{z) vermittelst des nach z 
genommenen Differentialquotienten F‘ (z) auszudrücken. Wenn 
die Function F‘(£) für das von £=$ bis £—z + l ausgedehnte 
Intervall eindeutig, endlich und stetig ist, so wird die bezeich- 
nete Differenz nach (16) des § 24 durch das folgende bestimmte 
Integral dargestellt

(8)

(9)

(10)

F{z)=jF'(t)ä'£.(11) F{z + T)

Sobald ferner die Function F‘ (£) in dem genannten Inter
vall nur eine beschränkte Anzahl von Malen vom Wachsen zum
Abnehmen übergeht und in der Weise stetig ist, dass bei der 
Einschaltung einer Folge von Werthen z, £2, :.. z -1-1,
bei der je zwei auf einanderfolgende Werthe um weniger als eine 
kleine Grösse d diflferiren, die entsprechenden Differenzen der 
Werthe der Function F‘(£) numerisch kleiner als dieselbe be
liebige kleine Grösse l ausfallen, dann lässt sich nach § 26 die 
rechte Seite der obigen Gleichung (11) durch das Product der 
Grösse l und eines Mittelwerthes der Function F‘ (£) ersetzen, 
so dass die Gleichung

F(z +1) - F(z) = l F‘ (z+Ot) 
entsteht, in der 6 einen positiven echten Bruch bedeutet. Unter 
der Voraussetzung, dass der Ausdruck (9) als Function von y 
und der Ausdruck (10) als Function von x die für die Function 
F‘(l) vorgeschriebenen Bedingungen erfüllt, folgt also, indem 

und ß2 positive echte Brüche bezeichnen, für die Differenz
(6) die zweifache Darstellung
(13) g(x+h, y+Jc) — g(x, y+Ic) —g (x+h; y) + g ix, y)

— k ig* (%+h,y+ß2 fy — g i (f v+6 2 *)),
(14) gix+h, y+h) — g ix, y+h) — gix+h, y) + g ix, y)

— ]> (gx + ßi y+l>') — <Ji (ß’+ß, h, y)).

(12)
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Dividirt man beide Ausdrücke durch das Produkt hlc und setzt 
sie einander gleich, so kommt

ff 2 (a + h, y + fla Je) — ÿa fa ÿ + ft8 7c)(15) h
_ ff1(æ+ öx7i, y + 1c) — g^x + 6 Ji, y)

ï
Der Quotient links differirt für einen beliebig kleinen Werth h 
um beliebig wenig von dem partiellen Differentialquotienten
dg%{*,y) bei dem das erste Argument gleich x, das zweitedx
Argument gleich y + ßjc ist, der Quotient rechts für einen be
liebig kleinen Werth 7c um beliebig wenig von dem partiellen

Differentialquotienten ? bei dem das erste Argumentdy
gleich x + 61h, das zweite Argument gleich y ist. Es wird jetzt 
ferner vorausgesetzt, dass sich der partielle Differentialquotient
àga(æ,y) stetig mit der Variable y, und der partielle Differential-

dg i(®, y)
dx

stetig mit der Variable x ändere. Dann erhält 

man die zu beweisende Gleichung
dgifay) _ dgifay)

quotient dy

(16) dx dy
Aus den Gültigkeitsbedingungen von (16) fliesst das System 

von Bedingungen für den allgemeinen Satz, dass der Werth 
eines partiellen Differentialquotienten einer beliebig hohen 
Ordnung durch keine veränderte Anordnung der zugehörigen 
einzelnen Differentiationen verändert wird. Die Anzahl der 
partiellen Differentialquotienten einer gewissen Ordnung, welche 
von einer Function einer bestimmten Anzahl von Variabein 
gebildet werden können, lässt sich leicht angeben. Bei 
einer Function von n Variabein f(xv x2,... xn) existiren die n * 
erwähnten partiellen Differentialquotienten der ersten Ordnung

dfdf df ? * *
BaSndx2

Die partiellen Differentialquotienten der zweiten Ordnung wer
den entweder zwei Mal nach derselben Variable oder nach zwei 
verschiedenen Variabein genommen; von den ersteren giebt es n,

dx1



n (u — 1) n (:n + 1 )von den andern mithin im ganzen 

ersieht die übliche Bezeichnung an den folgenden Beispielen

• Man2 2

aht) Ofd d*fdxx 
Ï ’ 0x2

wo in Folge des obigen Satzes

o2/'
dxx dx2dxt

d‘lf d*f
dx2 dxtdxx dx2

ist. Um die sämmtlichen partiellen Differentialquotienten der 
pten Ordnung zu erhalten, kann man dieselben in solche ein- 
theilen, die sich auf eine einzige Variable, auf zwei, auf drei 
Variable beziehen u. s. f. Nach einer einzigen Variable z. B. 
xx muss ^inal differentiirt werden, es existirt also nur ein zu
gehöriger partieller Differentialquotient

Pf(17)
dXy

In Bezug auf zwei Variable z. B. xx und x2 hat man die par
tiellen Differentialquotienten

Pf(18)
dx * dx^

wo die ganzen positiven Zahlen et, ß die Gleichung a + ß —p 
erfüllen; in Bezug auf drei Variable z. B. xt, x2, x8 die par
tiellen Differentialquotienten

Pf
dx“ dxg dx\

wo die ganzen positiven Zahlen a, ß, y die Gleichung a+ß+y=p 
befriedigen, u. s. f. Es ergiebt sich demnach die Anzahl der 
partiellen Differentialquotienten von jeder der bezeichneten Arten 
beziehungsweise gleich der Anzahl der Auflösungen der Glei
chungen

(19)

(20) a + ß—p, a + ß+y=p7... 
wofern a, ß, y lauter von der Null verschiedene ganze positive 
Zahlen bedeuten. Die erste der Gleichungen (20) besitzt p — 1 
Auflösungen, weil die Grösse a successive gleich den Zahlen 
1. 2, 3, ...p — 1 gesetzt werden kann, und die Grösse ß durch 
den Werth von a vollständig bestimmt wird. In der zweiten
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Gleichung (20) darf « successive gleich den Zahlen 1, 2, 3, .. p — 2 
genommen werden, während für ß und y jedes Mal die sämmt- 
lichen Auflösungen der Gleichung ß + y = —«) zu bilden
sind, deren Anzahl nach dem Vorhergehenden p — a— 1 beträgt. 
Die Anzahl der sämmtlichen Auflösungen wird deshalb durch 
die Summe

(p — 2) + (p — 3) + . .. + 1
(p — 1) (P —2)

1.2
Bezeichnet man die Anzahl der Auflösungen der p ten Glei

chung (20), in der p + 1 Summanden verkommen, durch E x (p), 
so ist die Anzahl der Auflösungen der (p + 1) ten Gleichung, 
wo die Grösse « vermöge des angegebenen Verfahrens die 
Werthe 1, 2,... p — p— 1 bekommen darf, gleich der Summe
(21) E^)+1 CP — 1) + Eq+x (p — 2) + ... + EQ+1 (p +1) = Eç+i (jp). 
Durch directe Betrachtung hat sich gezeigt, dass

Cp—f) Cp—2)
' ‘ 1 .2

ist. Wegen der Gleichung (21) muss die Function E0+2 (jp) 
der Differenzengleichung

ausgedrückt, deren Werth gleich ist.

E, (p) =p — 1, Ea(p) =(22)

Ą+* (p + !) - ^+2 (p) = Ą+i (p)
genügen, und nach der gegebenen Definition für p — o +2 gleich 
der Einheit sein; diese Eigenschaften enthalten eine voll
ständige Bestimmung. Es wird die gesuchte Anzahl der Auf
lösungen der (p + l)ten Gleichung in (20) oder die Anzahl der
jenigen partiellen Differentialquotienten der p ten Ordnung, welche 
sich auf p -ff 2 von einander verschiedene bestimmte Variable 
beziehen, durch den Ausdruck

(23)

(P — l)(p —2)..,(p —p —1)
1 .2.3 . .. (p + 1)

dargestellt, welcher für p = p -f- 2 gleich der Einheit ist und 
vermöge der Relation

p(p—i)---Cp—g)
1.2.3... (p+1)

Ą+2 (p) =(24)

(P — 1) (P —2) • • • (P — g — 1)
1.2.3...(p+l)

(p— 0 (p—2) • • • (p—g)
~ 1.2.3...p

die Gleichung (23) befriedigt. Wenn man jetzt hinzunimmt, was
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in I, § 46 auseinander gesetzt ist, dass bei n Elementen 
xv xv . .. xn die Anzahl der ohne Wiederholung gebildeten Com-

n(n — 1)binationen zu einem Element n, zu zwei Elementen 
n(n— 1) ... (n — u+l)

1.2
beträgt, so findet man fürzu o Elementen 1.2...<7

die Gesammtzahl der partiellen Differentialquotienten der pten 
Ordnung den Ausdruek

njn — 1) n (n — 1) (n — 2) (p—1) (p — 2) 
1.2.3

Derselbe lässt sich in der folgenden Weise zusammenfassen. Es 
möge zu den n Elementen xv xv ... xn eine zweite Gruppe von 
(p—1) neuen Elementen hinzugefügt werden, so
dass das System von (n+p — 1) Elementen

Xv X.), . . . Xn , ty , t2, . . . tp_l

(25) n + (p- 1) + 1.21.2

entsteht. Nach dem Obigen ist hier die Anzahl der sännnt- 
liehen ohne Wiederholung gebildeten Combinationen zu p Ele
menten gleich dem Werth

n (n + 1) (n + 2) .. . (n + p — 1 )
1.2.3 ...p

Man kann aber diese sämmtlichen Combinationen auch da-

(26)

durch hervorbringen, dass man je ein Element der ersten Gruppe 
mit allen Elementen der zweiten Gruppe, hierauf jede Ambe 
aus der ersten mit jeder Combination zu p — 2 aus der zweiten, 
überhaupt jede Combination zu o Elementen aus der ersten mit 
jeder Combination zu p — o Elementen aus der zweiten Gruppe 
verbindet, wobei die Wiederholungen stets ausgeschlossen sind. 
Nun sieht man leicht, dass die Anzahl der so entstehenden 
Verbindungen durch den Ausdruck (25) dargestellt wird ; also 
muss der Werth desselben gleich dem in (26) angegebenen Aus
drucke sein, welcher demnach die Gesammtzahl der partiellen 
Differentialquotienten der pten Ordnung einer Function von n Va
riabein bezeichnet.

Der vorliegende Gegenstand hat eine nahe Verwandtschaft 
mit der Lehre von den rationalen ganzen homogenen Functionen 
des jOten Grades von n Variabein. Jedes Glied einer solchen 
Function ist ein Product von ganzen positiven Potenzen der 
einzelnen Variabein, wobei die Summe der Exponenten bestän-



dig den Werth der Zahl p hat. Sobald daher die n Variabein 
der homogenen Function durch xv xv .. . xn bezeichnet werden, 
so entspricht jedem der oben betrachteten partiellen Differen
tialquotienten ein bestimmtes Glied der erwähnten homogenen 
Function in der Weise, dass die einzelnen Variabein hier so oft 
zu einem Product vereinigt sind, als dort nach ihnen differentiirt 
wird. Die Anzahl der sämmtlichen verschiedenen Glieder, die 
in der homogenen Function des jtten Grades Vorkommen können, 
fallt deshalb mit der Anzahl der sämmtlichen partiellen Diffe
rentialquotienten der joten Ordnung zusammen; sie ist gleich 
der Anzahl aller aus n Elementen mit Wiederholung gebildeten 
Oombinationen zu p Elementen und wird durch die obige For
mel (26) ausgedrückt.
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§ 53. Vollständige Differentiale und Differentialquotienten 
verschiedener Ordnungen.

Die Darstellung des vollständigen Differentials einer Func
tion von mehreren Variabein beruht, wie in §45 hervorgehoben 
ist, auf der Voraussetzung, dass die bezüglichen Differentiale 
der Variabein sämmtlich kleine Grössen derselben Ordnung 
sind; alsdann ist das vollständige Differential gleich dem bis 
auf kleine Grössen dieser Ordnung genauen Ausdruck der voll
ständigen Differenz der Function. In Uebereinstimmung mit 
demjenigen, was in § 41 über die Differentiale verschiedener 
Ordnungen ausgeführt wurde, ist das zweite vollständige Diffe
rential der Function gleich dem bis auf kleine Grössen der 
zweiten Ordnung genauen Ausdruck der zweiten Differenz der 
Function, welcher für die Annahme gebildet wird, dass die 
zweiten Differenzen der einzelnen Variabein kleine Grössen der 
zweiten Ordnung seien; die höheren Differentiale der Function 
werden durch ein entsprechend fortschreitendes Verfahren de- 
finirt. Während die ersten Differenzen der Variabein xv x2!... xv 
als kleine Grössen der ersten Ordnung die Differentiale der 
ersten Ordnung dxv dxv ... dxn heissen, werden die Differenzen 
der zweiten, dritten Ordnung u. s. f. als kleine Grössen der 
entsprechenden Ordnung beziehungsweise die Differentiale der
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zweiten, dritten Ordnung u. s. f. genannt, und mit den Zeichen 
d xv d2 x2,.. d2xn] dtx 1? dt x2, .. dtxn, . .. notirt. Der Ausdruck 
der höheren vollständigen Differentiale einer Function/^, x2,..xn) 
geht aus dem Ausdruck des ersten vollständigen Differentials

dxn,Bfdf df(1) df(xvx2,...xn) = dx1 + dx2 4* . . . +dX-y dXndx2

ähnlich wie in § 41, mit Hülfe der Regel hervor, nach welcher 
das erste vollständige Differential einer Summe von Producten 
gebildet wird. Wir haben in § 45 darauf aufmerksam gemacht, 
dass die Regeln zur Bildung des Differentials einer Summe, 
einer Differenz, eines Products und eines Quotienten, welche 
dort von (10) bis (12) gehen, dieselbe Gestalt haben, mögen sie 
sich auf Functionen von einer oder von mehreren Variabein 
beziehen. In § 41 wurde aus der Regel für die Darstellung 
des ersten Differentials eines Products von zwei Functionen 
einer Variable der Ausdruck (13) eines beliebig hohen Diffe
rentials desselben Products abgeleitet. Insofern nun für Func
tionen mehrerer Variabein dieselbe Grundregel gilt, so folgt 
auch ein entsprechendes Endresultat, das für das ^?te Differen
tial des Products zweier Functionen von n Variabein

f(xv x2,... xn) und g(xv x2,... xn)
folgendermassen lautet
(2) ^{fg) = d”f.g+\d’’-1f.dg + vM^dr-if.łg+..+f.d'g.

Hier gilt jedes Differential einer gewissen Ordnung von einer 
der beiden Functionen als eine kleine Grösse von der gleich
namigen Ordnung, so dass die rechte Seite ein Aggregat von 
kleinen Grössen der ^ten Ordnung, mithin selbst gleich einer 
kleinen Grösse der p ten Ordnung ist. Wird nach dieser Regel 
das (p — l)te vollständige Differential von jedem Summanden 
der rechten Seite von (1) genommen, indem der partielle erste 
Differentialquotient den einen, das erste Differential der ent
sprechenden Variable den anderen Factor des Products liefert, 
so giebt die Addition der einzelnen Bestandtheile für das pte, 
vollständige Differential der Function f(xv xv ... xn) die Be
stimmung



^jd2xn+... +( Bf Bf Bf+ cf dp xn-Bxn Bx1t Bxn
die verschiedenen Differentiale der partiellen Differential quo-

wie auch der Variabein xvx2,...xnBf df Bftienten B xx 1 d x0 d xn
sind kleine Grössen von derjenigen Ordnung, welche durch die 
Ordnung der Differentiation angezeigt wird, und folglich ist das 
zu bildende Aggregat gleich einer kleinen Grösse der ^ten 
Ordnung.

In dem Falle p = 2 hat man die Entwickelungen aus
zuführen

ffif f B2 f
(4) < 9 dxn,dxx + d x0 + ... +

B x~ B xy 3 x2 Bxx 3xn

ffff ff<19 dxn,dxx + d x2 + ... +
Bx] Bx2BxnBx2 dxx

V — 1 jP-8

ff ffffm dxnd xx + ... +dxx -+- dxn Bxx

und hierauf, nachdem die einzelnen Ausdrücke der Reihe nach 
mit den Differentialen dxv dx2,.. . dxn multiplicirt sind, von allen 
Producten die Summe zu nehmen. Das Ergebniss lässt sich als

ff
BxaBx b

jeder der beiden Zeiger a und 6 für sich allein die Reihe der 
Zahlen von 1 bis n durchläuft. Diese Summe ist eine ganze 
homogene Function des zweiten Grades oder quadratische Form 
in Bezug auf die n Differentiale dxv dx2, ... dxn, während die 
zugehörigen Coefficienten die nach den gleichnamigen Variabein 
genommenen zweiten partiellen Differentialquotienten derFunc-

Bxn Bxx

dxa dxb, bei dereine doppelte Summe darstellen,
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(3) dpf(xv x2,...xn)
" '{fx)dx'+s-fdr \t~£)ł^+-+ of df x\= d dxx

Bfd~ x 2 + ... + df x2+■ d 1 dx2
+
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tion f(xv x2, ... xn) sind. Weil die auf zwei verschiedene Va
riabein bezüglichen partiellen Differentialquotienten vermöge 
des im vorigen § erörterten Satzes einen von der Anordnung 
der Differentiationen unabhängigen Werth haben, so dass z. B.

ist, und weil jeder von zwei solchen par-d*f d2f
dxt dx2
tiellen Differentialquotienten mit dem Product derselben beiden 
Differentiale multiplicirt wird, so treten in der vorliegenden 
quadratischen Form die mit dem Product von zwei verschiede
nen Differentialen multiplicirten Glieder doppelt auf, während

dx2 dxt

die mit den Quadraten der einzelnen Differentiale multiplicirten 
Glieder nur ein Mal Vorkommen. Die quadratische Form erhält 
daher eine mit I, § 81 übereinstimmende Bezeichnung. Indem 
man die mit den zweiten Differentialen der Variabein multipli
cirten Glieder hinzufügt, liefert die Gleichung (3) für das zweite 
vollständige Differential der Function f{xv xv ... xn) den Aus
druck

(5)

Wir wollen die Entwickelung der vollständigen Differen
tiale von einer beliebig hohen Ordnung nur unter einer Ein
schränkung durchführen, welche auch bei den Functionen einer 
Variable zur Sprache gekommen ist und darin besteht, dass 
für alle Variabein die ersten Differentiale constant, mithin die 
Differentiale von höherer als der ersten Ordnung verschwindend 
sein Sollen. Bei dieser Annahme fallen auf der rechten Seite 
von (3) alle Glieder mit Ausnahme derjenigen fort, die in 
dxj, dx2,... dxn multiplicirt sind; gleiches gilt für die dem
nächst zu bildenden (p — l)ten Differentiale, und man erhält 
demnach das in Rede stehende pte Differential gleich einer 
^fachen Summe, bei der jeder der p Zeiger a, 6, c,... ! für sich 
die Zahlen von 1 bis n durchläuft,

" cJ fa =
d*Xn.dxa dxb + 2n — 1 dxa

dpf
dxa dxb . . G'Æj.

So entsteht eine ganze homogene Function oder Form des 
pten Grades von den n Differentialen dxv dx2,... dxn, bei 
welcher jedes aus diesen Differentialen gebildete Product den

(6) dp f(xv x ,..x )= £ 2a—1 b — 1 dxa dxb.. dxv...2
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nach den entsprechenden Variabein genommenen jpten partiellen 
Differentialquotienten der Function f(xv x2,... xn) zum Coeffi- 
cienten hat. Jede Verbindung von Zeigern a, b, c, ...f kommt 
hier ein Mal und nur ein Mal vor; wenn nun zwei solche Ver
bindungen a, b, c,... ! und cd, b', c',... f, abgesehen von der 
Anordnung, einander gleich sind, so fallen erstens die Producte 
dxa dxb. ..d xf und dxa, dxb,... dxv wegen der Grundeigen
schaft eines Products, und zweitens die partiellen Differential- 

dpf
dxa ć) xb . . 0

<97cpiotienten und nach dem Satze desdxa, dxb... dxv 
vorigen § zusammen. Es kommt daher das Glied

dpf

in der homogenen Function so oft vor, als verschiedene Ver
bindungen von Zeigern cd, Id,... f', abgesehen von der Anord
nung, der Verbindung a, b, c, . .. f gleich werden können. Die 
Anzahl aller möglichen Permutationen der p Elemente a, b, c,... f 
beträgt 1.2 .3 . . . p oder p\. Sobald unter diesen « gleich 
einem bestimmten Zeiger, ferner ß gleich einem zweiten, und y 
gleich einem dritten Zeiger sind u. s. f., so giebt es offenbar 
die Anzahl von cd ß\ y\...sl Permutationen, die überhaupt 
keine Veränderung in der Verbindung hervorrufen und deshalb 
hier nicht mitzurechnen sind. Die Anzahl der Verbindungen 
cd, b', c'... !', die mit der Verbindung a, b, c,... f, abgesehen 
von der Anordnung, übereinstimmen, wird somit gefunden, in
dem man die Anzahl der sämmtlichen Permutationen p\ durch 
die Anzahl der unwirksamen a\ß\y\...s\ dividirt; sie ist da
her gleich dem Quotienten

p\
«! ßl y!...c!

Durch die angestellte Ueberlegung leuchtet es ein, dass die 
auf der rechten Seite von (6) befindliche homogene Function 
des £>ten Grades so viel verschiedene Glieder enthält, als eine 
solche Function nach der am Schlüsse des vorigen § gegebenen 
Ausführung überhaupt enthalten kann. Die so eben bestimmten 
Zahlencoefficienten treten schon bei der vorzugsweise einfachen 
homogenen Function des pten Grades hervor, die entsteht, in-

Lipscliitz, Analysis II. 19
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dem die Summe von n veränderlichen Grössen oder das Polynom 
zx + z2 + . . . z n auf diente Potenz erhoben wird. Mit Anwendung 
der bei der Gleichung (6) gebrauchten Bezeichnungen erhält man,

a = n

da die zu potenzirende Summe durch 2 za, 2 zt be-
a— 1 1 b = i t=l

zeichnet werden kann, die Gleichung

6 = n Ï = n

{zx + z2+ ... + zj = 2 2 ■ 2 *0a = l £> —1 != 1(7)
Wenn man jetzt diejenigen Glieder vereinigt, welche in dasselbe 
Product von Potenzen der einzelnen Variabein multiplicirt sind,
so bekommt ein Glied z“ Ą z\ ... z\ den oben bestimmten Zah- 

lencoefficienten
p !

der sich auf die Einheit reducirt,a\ ßl y\. .. sl
wofern nur ein einziger der Zahl p gleicher Exponent vorhan
den ist. Auf diese Weise entsteht die Entwichelung der pten 
Potenz des Polynoms z1 + z2 + ... zn,

p\ a ß y s p
Za Zb Zt...Zf +(8) (z1 + z2 +... + z j* — z\ + .. . + «! ß\ y\ ... s!

welche unter dem Namen des polynomischen Lehrsatzes bekannt 
ist, und für eine Summe von zwei Grössen in den in I, § 46 
angeführten binomischen Lehrsatz übergeht. Die Zahlencoeffi- 
cienten der verschiedenen Producte von Potenzen der Variabein
werden Polynomialcoefficienten genannt, 
sagen, dass die auf der rechten Seite von (6) befindliche Form 
des pten Grades als Coeffieienten der verschiedenen Verbindun
gen dxa, dxb,... dxt Producte enthält, deren jedes aus dem be-

Man darf demnach

Bpftreffenden partiellen Differentialquotienten unddæa dxb. .. dœt
p !dem zugehörigen Polynomialcoefficienten j

ist. Eine entsprechende Darstellungsweise lässt sich für jede 
Form eines beliebigen Grades anwenden; sie ist im Vorher
gehenden für die quadratischen Formen mit beliebig vielen 
Variabein benutzt worden, und zwar sind die Zahlencoefficienten 
Eins bei den Quadraten und die Zahlencoefficienten Zwei bei 
den Producten der Variabein die aus dem Quadrate eines Poly
noms stammenden respectiven Polynomialcoefficienten. Durch

gebildet. s!
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das angeführte Princip entsteht auch beispielsweise für eine ho
mogene Function des ^9ten Grades mit zwei Variabein die Dar
stellung

f{x, y)=apfi xv +pap_ltX xp~' y + p(p— l) ap~2.2 V+••+%/•

Der allgemeine Begriff des beliebig oft genommenen voll
ständigen Differentials einer Function mehrerer Variabein be
zieht sich auf unabhängige Veränderungen der letztem. Denkt 
man sich die n Variabein xv xv. .. xn in irgend einer Weise 
von einer Variable t abhängig, so werden die sämmtlichen 
nach t genommenen vollständigen Dififerentialquotienten der 
Function f(xv x2,... xn) durch Division des vollständigen Diffe
rentials <f f(xv xv...xn) mit der p ten Potenz des Differentials 
dt ebenso erhalten, wie in § 45 der erste vollständige Differen
tialquotient aus dem ersten vollständigen Differential abgeleitet 
ist. Mithin folgt aus (5) für den zweiten vollständigen Difife
rentialquotienten der Ausdruck 

d f (xx, #2,. . . xn)

1.2

(9) d t2
» d* f d æa d Xb a = n ß -P d'2 Xa

dxadxb dt dt n=i d xa dt2 
Die Voraussetzung, dass die ersten Differentiale der sämmtlichen 
Variabein constant sind und alle folgenden Differentiale ver
schwinden, deckt sich, falls die sämmtlichen Variabein von 
einer Variable t abhängen, damit, dass die sämmtlichen Différen

te .îq d x2 
dt ’ dt 7 dt 

Dies geschieht aber nur dann, wenn jede Variable xa in Bezug 
auf t eine Function des ersten Grades ist. Für diese Annahme 
folgt aus (6) die Gleichung

/ f(xv xv ... xj

a=n 6 =
= JS 2a = 1 5 = 1

dxn
constante Werthe haben.tialquotienten

(10)
df

dd xa d xb 
d xa d xb.. . dxt dt dt

die im nächsten Capitel benutzt werden wird.

dpfl — na=n b = n
= 2 2 ... 2 dt ’i=ia = l 6=1
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Capitel VI.

Entwickelung von Functionen mehrerer Variabein 
in Potenzreihen.

§ 54. Ausdehnung des Taylor’schen Satzes auf 
Functionen mehrerer Variabein.

Die Aufgabe, den Werth einer Function einer Variable 
f{x + h) in eine nach den ganzen positiven Potenzen der Grösse 
h geordnete Reihe zu entwickeln, ist in § 27 durch den Tay- 
ZoFschen Satz gelöst worden. Bei Functionen von mehreren 
Variabein f (xv xv ... xn) kann man jede Variable durch einen 
zweigliedrigen Ausdruck ersetzen und jene Aufgabe dahin er
weitern, dass der Werth f (x} + hv x2 4- h2,... xn + hj in eine 
Reihe entwickelt werden soll, die nach den ganzen positiven 
Potenzen und den Producten aus den ganzen positiven Potenzen 
der Grössen hv Ji2,...hn fortschreitet; eine solche Reihe wird 
ebenfalls eine Potenzreihe genannt. Es lässt sich aber die zweite 
Aufgabe dadurch auf die erste zurückführen, dass man mit Hülfe 
einer neuen unabhängigen Variable t, welche die Werthe von 
der Null bis zu der positiven Einheit zu durchlaufen hat, den 
Functionswerth f(x1 + t hv x2 +th2... xn+thn) bildet, in dem
selben sowohl die Grössen xv x2,... xn wie auch die Grössen 
hv h2,... hn als fest, hingegen die Grösse t als veränderlich an
sieht, und den betreffenden Werth durch eine nach den ganzen 
positiven Potenzen der Grösse t geordnete Reihe darstellt. Eine 
Function cp (t), welche für das von Null bis Eins ausgedehnte 
Intervall der Variable t mit Einschluss der auf einander folgenden 
nach t genommenen Differentialquotienten cp‘(t), cp"(t),... cp (t) 
eindeutig, endlich und stetig ist, kann nach § 28 durch den 
Mac Laurin'sehen Satz folgendermassen entwickelt werden,
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y"(0)cp (t)=cp(0) + cp‘{0) 4- ^ f + ... + ■-1- tp + R
p+12.3 ..,p

(1) O'+i) («)7Ą+i = — (£—u)1' du.2.3...

wo der liest 7? 
auch durch den Ausdruck

mit Hülfe eines positiven echten Bruches ßP + l

„(/H-l) (#0 ^+1(2) p+1 2.3...(j9 + l)

ersetzt werden kann. Damit nun der Functionswerth 
f(xx + hxt, x2 + \ t,..xn + hn t)

an die Stelle von cp (t) treten könne, muss derselbe sammt seinen 
vollständigen nach t genommenen Differentialquotienten von der 
ersten bis zu der (p +1) ten Ordnung für das von Null bis 
Eins reichende Intervall der Variable t eindeutig, endlich und 
stetig sein. In der n fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit der 
n Variabein xv x2, . .. xn durchläuft das Werthsystem 

x1 + \ t, x2 + li2 t,.. xn + hn t,
während t von der Null bis zu der positiven Einheit fort
schreitet, eine bestimmte Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, 
die mit dem Werthsystem xv x2,...xn beginnt und mit dem Werth
system x1 + hv x2 + Ä2,.. xn + hH schliesst. Wenn man für n—2 
die Variabein %t und #2 als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene, für n — 3 die Variabein x1,x2,xa als die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im Raume deutet, so 
wird die bezeichnete Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung durch 
diejenige gerade Linie vertreten, welche beziehungsweise den 
Punkt (xv 
bindet.

xn) mit dem Punkte (x1 + hv .. xn + hn) ver-

Die auf einander folgenden vollständigen Differential
quotienten von f(x1 + hlt,x2+Ji2t,..xn + hiit) in Bezug auf die 
Grösse t liefert die Gleichung (10) des vorigen §, da die 
einzelnen Argumente xx + hxt, x2 + h2t,. . xn 4- hn t Functionen 
des ersten Grades von t sind und beziehungsweise die con- 
stanten Differentialquotienten hv h2, ... hn ergeben. Bei dem 
einzuführenden Werthe t — 0 geht das Werthsystem
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x1 + hv t, x2 + h21,.. xn + hn t
in das Werthsystem xv x2,..xn über, so dass man für die auf 
der rechten Seite von (1) vorkommenden Ausdrücke die folgen
den Bestimmungen erhält,

CP (0) —f(xv xv ... xn)
a=il d f(xv æv .

CP‘ (0) — 2

:i d*f(xv x2, ... xj 
dxa dxb

a = l
a — n 6 =

h ha<P"(0) = 2 2a = l 6 = 1(3) 6 >

» dPf(xl, x2,.. .xn)a — n b=n -----
<f (0) = 2 2 • • 2

ï =
K \d xa ô xb. . . ô xtt = in=i b = l

wobei wie im vorigen § angenommen ist, dass die Anzahl der 
Zeiger a, b,.. Î gleich der Zahl p sei. Der Mittelwerth cp 
dem das Werthsystem

(/' + D(6 t),

x1 + Äj 61, x2 + h2 6 t,. . xn + hn 61
entspricht, lässt sich alsdann so darstellen

t=» i=»/+1 VO, +h,6t,...xu + h 61)
(6t)—- 2 2 ... 2 2------

f=i i = i o xa oxü.. . axb oxb

a = u b = iit/' + l) KK-Ah(4) cp
a= 1 6=1

Sobald in der Gleichung (1) der Werth t=\ eingeführt wird, bringt 
die linke Seite den Functionswerth f(x] + hv x2 +h2,.. xn +hn) 
hervor, und es ergiebt sich die gesuchte Ausdehnung des 
Taylor’sehen Satzes auf n Variable 

f(xx + hv x2 + h2, . ..xn + hH)
= f(xv x2,... xn)

« df(xj, x2, .

(5)

-------K

1 a=n 6= " d*f(xv xv ■ . . xn)
2 a = lb=l ~dXa8xb '

a =
+ 2 dxaa =1

K K

+
" A f(xv X2,... xj 

dxa dxb ... dxt
l =a = n b = n1

+ ^ ö—- 2 2 ... 2 Ł . o.. .p a = 1 6=1 h, h. ...h.
» Û ö l£ = ]

+ B
f == « I = » f+1 V(a-i + 6hx, +6h2,.. Xti + 6hu)

P+1 2.3... (p +1) aéi b = i " ' î=i i=i dxadxb...dxt dxl
a=n6 = n1

KK'AKR
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Die Glieder der Entwickelung sind nach den Potenzen der 
Incremente hv \.. hn in der Weise geordnet, dass das erste 
von denselben unabhängig ist, dass hierauf das Aggregat der 
Glieder des ersten Grades, dann das Aggregat der Glieder 
des zweiten Grades bis zu dem Aggregat der Glieder des 
p ten Grades folgt, wodurch nach einander lauter homogene 
Functionen der Incremente hv hv ... hn von beständig wachsen
dem Grade auftreten, deren Coefficienten aus den zugeordneten 
partiellen Differentialquotienten der Function f(xvx2,..xf) ent
springen. Wie man durch den Taylor’sehen Satz für eine 
Function einer Variable eine nach den ganzen Potenzen des 
Increments fortschreitende einfache Summe erhalten hat, so liefert
die Gleichung (5) bei einer Function von zwei, drei, n Varia
bein respective eine doppelte, dreifache, n fache Summe. Der 
Restausdruck R hat ein ähnliches Bildungsgesetz wie bei 
einer weiter fortgesetzten Entwickelung das Aggregat des 
(p -t- 1) ten Grades haben würde, und unterscheidet sich von dem 
letzteren nur dadurch, dass in den sämmtlichen vorkommenden 
partiellen Differentialquotienten der (j> +1) ten Ordnung statt 
des Werthsystems xv xv... xn das mit dem positiven echten 
Bruche 6 hergestellte Werthsystem x1 + 0hv x2 + 0h2,.. xn + 6hn 
substituirt ist. In dem Falle, dass der Restausdruck R 
Eigenschaft besitzt, für eine wachsende Zahl p numerisch be
liebig klein zu werden, liefert die mitgetheilte Entwickelung 
einen Ausdruck der Function f(x1 + hv x2 ■+- h.v ... xn + hn) durch 
eine convergente n fach unendliche Potenzreihe.

p+1

diep+i

% 55. Darstellung: einer rationalen ganzen Function mehrerer 
Variabein durch den Taylor’schen Satz. Darstellung einer 

solchen Function durch eine Verallgemeinerung der 
Newton’schen Interpolationsformel.

Aus dem Umstande, dass jede rationale ganze Function 
eines bestimmten Grades von mehreren Yariabeln gleich einem 
Aggregat von Producten der positiven Potenzen der Yaria
beln ist, bei denen die Summe der Exponenten höchstens 
den Grad p der Function erreicht, lässt sich leicht schliessen,
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dass jeder von der Function in Bezug auf die Variabein ge
nommene partielle Differentialquotient von der j?ten Ordnung 
gleich einer Constante, von höherer als der p ten Ordnung- 
gleich Null sein muss. Wenn man daher den in der Gleichung 
(.5) des vorigen § enthaltenen Taylor’sehen Satz auf eine rationale 
ganze Function des £>ten Grades von nVariabein anwendet, so 
zeigt sich dieselbe Erscheinung, die in § 27 bei einer Function
einer Variable wahrgenommen ist, dass nämlich der Restaus
druck 11 verschwindet und die Function unter Weglassung 
desselben genau dargestellt wird. Eine rationale ganze Function 
des p ten Grades f(zv z2,.. . zn) der n Variabein zv z2,... en muss, 
wenn zx — x1 + hv z2 — x2 + hv ... zn — xn + hn gesetzt wird, 
zu einer rationalen ganzen Function des 29 ten Grades der 
Elemente hv Ji2.... hH werden, und lässt sich als solche wie in 
T, § 70 auseinandergesetzt ist, in eine Summe von Aggregaten 
zerlegen, die in Bezug auf die Elemente hv hv ... hu homogen 
sind und respective auf den nullten, lten, 2 ten bis ^ten Grad 
gehen.

p+1

Der Taylor’sehe Satz löst nun die Aufgabe, die Coefficien- 
ten, mit denen die verschiedenen Verbindungen der Elemente 
hv ... hn behaftet sind, von vorne herein zu bestimmen, und 
weist nach, dass diese Coefficienten bis auf gewisse numerische 
Factoren mit dem Werthe der Function f{zv z0,... zn) und den 
Werthen ihrer sämrntlicken nach den Variabein genommenen 
partiellen Differentialquotienten bis zu der p ten Ordnung 
einschliesslich für das Werthsystem z1 — x1,z2=x2,..zn=xn 
zusammenfallen. Die Gesannntzahl dieser Coefficienten ist der
der Gesammtzahl der Coefficienten der allgemeinen Function 
des p ten Grades von n Variabein gfeich und hat vermöge der 
Formel (26). des § 52 den Werth 

n{n +1) n(n+\){n-\-2) n(n -1-1) (n + 2)... (n+p-^-1) 
1.2.3 ..p

Da jedoch nach einer in I, § 70 ausgeführten Bemerkung die 
Gesammtzahl der Coefficienten der allgemeinen Function des 
2? ten Grades von n Variabein ebenso gross ist wie die Gesammt
zahl der Coefficienten der allgemeinen homogenen Function des 
2>ten Grades von n+ 1 Variabein, so lässt sich die in (1) an-

(1) 1 + n+ +....+1.2 1.2.3
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gegebene Summe durch den Ausdruck
(n 4- 1)(n + 2)... (n 4-p)

(2) 1.2.3...^
ersetzen. Denkt man sich, dass bei einer rationalen ganzen 
Function des ^»ten Grades von n Variabein der Werth der 
Function und ihrer sämmtlichen partiellen Differentialquo
tienten bis zur p ten Ordnung einschliesslich für das einzelne 
Werthsystem xv x2,... xn gegeben sei, so liegt eine mit der An
zahl der sämmtlichen Coefficienten der Function gleiche Anzahl 
von Daten vor, mit deren Hülfe die Function durch den Taylor- 
schen Satz für die beliebigen Argumente xl+hv x2+h2,..xn+hin 

das heisst vollständig, dargestellt wird.
Wir haben früher gesehen, dass eine rationale ganze Func

tion des p ten Grades von einer Variable vollständig ausgedrlickt 
werden kann, sobald die Werthe bekannt sind, welche sie für 
p +1 verschiedene Werthe der Variable annimmt. Die hierzu 
dienende Neivton’sche Interpolationsformel, die in (22) des § 39 
aufgestellt ist, möge in Bezug auf eine Function des p ten Gra
des f(x) wiederholt werden, deren Werthe für die von einander 
verschiedenen Werthe x — a0, av ... ap gegeben sind. Die Glei
chung lautet

(3) /’(a:)=fo+/>10z — a0) + f2(x-a0)(x-a1) + ..+fp(x—a0)..(x—ap_x),

wo die Factoren /’0, fv •••/], folgende Bestimmung haben:

fo= f(a o)
f M . iK]

a0 — rt. a1 — a0(4)
, f(a J + fM .

(«o—«i)(®0 —«a) («I——«a) («2 —«o)(«a—®i)
fM

Sobald die Abkürzungen
(5) 7x1(x)—x — a0,

ng (x) — {x — o0) (x — oq),.. 7T x (x) = (x — a0) (x — cq).. {x—a)
eingeführt werden, lassen sich die vorkommenden Producte 
von Differenzen durch die nach x genommenen Differential
quotienten n\(x), n‘a(x),.. darstellen,
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7l/ï(flo) = «o“«i> n\(flf)=ai —a0,
7r/3(«o)=(«ü— «!)(«„ — aa),

(6)
7C's (aj = (a1 — a0) (at — a2), re'3 (a2)=(a2 — a0) (a9 — ax),

und es nehmen (3) und (4) beziehungsweise die Gestalt an 
f(X) =fo + fl ni 0*0 + f2 7,:2 («) + .,•+ 4 ^ 0),(7)

/« =/K)
f _ /’(go) _ + fOi)

1 w'a K) (ax)
f = /K) , f(fl i) , /’(«,). 

3 <(«i) «'8W(8)

/■(«o) /■(«]) /"(«J
V- + .

71 a + l(ao) <*+l(g«)<+iOi)
Nach einem bei Gelegenheit der Gleichung (10) des § 39 mit- 
getheilten Satze hat der Ausdruck fa die Eigenschaft, wenn für 
fix) eine rationale ganze Function des aten Grades genommen 
wird, den in derselben vorkommenden Coefficienten von xa dar
zustellen, und zu verschwinden, sobald für f(x) eine rationale 
ganze Function von niedrigerem als dem aten Grade ge
setzt wird. Ausserdem ist offenbar das Bildungsgesetz von fa 
so beschaffen, dass, wenn die bezügliche Function fix) in 
Summanden zerlegt wird, es bei der Herstellung von fa erlaubt 
ist, den vorgeschriebenen Process mit jedem Summanden aus
zuführen und von den sämmtlichen Resultaten die Summe zu 
nehmen. Hieraus geht hervor, dass bei der nach den Potenzen 
von x geordneten Entwickelung der Function des p ten Grades 
f(x) diejenigen Glieder, welche in Potenzen von x vom aten 
und von höherem Grade multiplieirt sind, einen Beitrag zu fa 
liefern, welcher die betreffenden Coefficienten im ersten Grade 
enthält, dass dagegen die Coefficienten der Potenzen von 
niedrigerem als dem aten Grade keinen Beitrag liefern. Auf 
diese Thatsache gestützt kann man aus der Gleichung (7) eine 
zur Darstellung von rationalen ganzen Functionen mehrerer 
Variabein dienende Verallgemeinerung der Newton’schen Inter
polationsformel ableiten.
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Es sei f(x,y) eine rationale ganze Function des p ten 
Grades von den beiden Variabein x und y. Insofern dieselbe 
eine rationale ganze Function des p ten Grades von x ist, wird 
sie unter Anwendung von^r + 1 differenten Werthen a0, av ... a 
durch die rechte Seite von (7) dargestellt, wofern man die 
nunmehr von y abhängenden Factoren f0 (y), fl (y), . . . f (y) 
mittelst der folgenden Gleichungen definirt,

fo(y)=f(a0,y)
f(a», y) , /'(«_i,j)fi(y) n\ (a0) n'.2 (ax)

(9)

f\ay y)
71 «+i(%)

Wenn man die Function f(x,y) nach den steigenden Potenzen 
der Variable x ordnet, so ist der Coefficient von x° eine Function 
des p ten, der Coefficient von x1 nur eine Function des (p — 1) ten, 
der Coefficient von xc nur eine Function des (p —«)ten Grades 
in Bezug auf y. Nach der obigen Bemerkung enthält f0(y) alle 
Coefficienten dieser Entwickelung von f (x, y) und ist deshalb eine 
Function des joten, ft (p) alle Coefficienten mit Ausnahme des 
ersten und ist deshalb eine Function des (jp — 1) ten, fa{y) alle 
Coefficienten mit Ausnahme der « ersten und ist deshalb eine 
Function des (p — a) ten Grades von y. Indem man also p + 1 
von einander verschiedene Werthe y=b0, bv. ..bp wählt und die 
Bezeichnungen

(10) q1 {y)=y—b0,(y) = (y—b0)(y—\\..Qp+X{y) =■ (y—b0)..{y—bp)
an wendet, lassen sich die in (9) vorkommenden Functionen mit 
Hülfe der Formel (7) wie folgt ausdrücken

fo(y)=fo,o+foßi + •••+fo,p QP (y)

fi (y) =fi,o+fiA + +f,P-1 qp-M

f(Pa> y)f{avy)fa(y)~ + + . . . +
”«+iWK)n‘re+l

(H)

f*(y)=fa,0+fa,l QM*- +fa,p-a Qp-aivf

Die hier angedeuteten Coefficienten haben die mit Hinzuziehung 
von (8) zu bildenden Werthe
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40.) + fo(!>i) _
P2O0) P2O1)
fM fi(* 1)
(■'2« €»'2C*i) ’

fo(Pp) 

Q'p+i (bP) 
1)

Pp Op-l)

/oft»)
fo,o=fo(ho)’ fo,l = •••/; +... +0,p p p+l Oo)

/iW
fl,0=flW> fl,l = -f + ...+

(12)< Pp ft>)J.P-1

fa 0;,-J
Pp—o: -f 1 Op—a)

W 0(0)
P'oft») Paft)’

Hiernach setzt sich fa (j aus den Werthen der Function f(x,y) 
folgendermassen zusammen:

/«ft»)

f«,0=fa(bo),fgA = ~ -f . • +
Pp—«+1O0)a,p—a

f{%, h)___________ /Qu bo)
Po) P /?+1 Po) ^ «+1 Pi) P /j?+i Po)

/'Px, 0)___
Po) ft) ' 71 «+i K) pvT 0i)

/K» &0)
/; + ...+-“»A 77/ <*+i P«) P>+i Po)

___ f(aa, Q)
71 cc + 1 Pa) ? /?+! Ol)

a+1
f(a0, 6j)

+ - +-...+(13) 7r'« + 1
+

/'(««I bfi)
P«) pp+iPp’

/K» V ____ /~Oi> y

(«0) p>+i ft*) <*+1 Oi) P>+1 ft*)

Somit entsteht für die Function des p ten Grades f(x, y), indem 
7t0(x)—l, qü (y) = 1 genommen wird, die Darstellung 

f (x, y) = 2 f s rr.a (x) Qß (y),
a,/i ’• 1

+ + . . . +-Tl' n‘a+ig+l

(14)

wo die Summe über alle Verbindungen a, ß von ganzen positi
ven Zahlen einschliesslich der Null auszudehnen ist, deren 
Summe kleiner als p oder gleich p ist. Die Anzahl der Grössen 

stimmt mit der Anzahl der Coefficienten der Function 
f{pc, y) überein und hat nach der obigen Formel (2) den Werth 
(P+ 1)0?+ 2)

/;a,fi

1. 2
Ebenso gross ist die Anzahl der Werth Verbindungen 

x=°^ y=ba, für welche die Functionswerthe fia^bj bekannt 
sein müssen, um die sämmtlichen fa/i zu erhalten; denn es 
kommen in einem einzelnen Ausdrucke fa nur solche Werth
verbindungen vor, bei denen die Zeiger l und p den Ungleich
heiten 00<Cp<.ß genügen, folglich in allen Ausdrücken 
nur diejenigen, bei denen die Summe der Zeiger l+p<Lp ist. 
Demnach repräsentirt die Gleichung (14) eine Interpolations-
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formel, vermöge welcher eine rationale ganze Function des p ten
O+i) Cp+2)Grades ausgedrückt wird, sobald die betreffenden

1.2
Functionswerthe gegeben sind.

Durch Wiederholung des angewendeten Verfahrens gelangt 
man zu einer Interpolationsformel für eine beliebige rationale 
ganze Function von beliebig vielen Variabein; es wird ge
nügen, noch den Fall einer Function des p ten Grades von drei 
Variabein f(x, y, z) auszuführen. Die Systeme von p + 1 diffe
renten Werthen, welche der ersten und zweiten Variable beizu
legen sind, mögen wie im Vorstehenden bezeichnet werden, für 
die dritte Variable habe man das System von p + 1 differenten 
Werthen £=c0, cv .. cp, und es sei

oi(e)=e—c0, ff20) = 0 — O O — cJ,
• • • vi0)=0—c0) O-O... (*—cp). 

Als eine rationale ganze Function des p ten Grades von der 
Variable x kann f(x,y,z) durch die Formel (7) ausgedrückt 
werden, und zwar sind aus den angegebenen Gründen die auf 
einander folgenden Factoren f0 (y, z), fx (y, z),... fp (y, z) der Ver
bindungen nx (x), ?r2 (x), .. np (x) Functionen der Variabein y und 
z, deren Grad respective durch die Zahlen p, p — 1,... 0 be
zeichnet wird. Für jede einzelne Function fn(y,z) liefert die 
Formel (14) eine Darstellung

(15)

fa 0, S) = Ą fa, ß, y Qß 0) °y 0)»

bei welcher sich die Summation auf alle Verbindungen ß, y von 
ganzen positiven Zahlen einschliesslich der Null erstreckt, 
deren Summe kleiner als die Gradzahl p — a oder höchstens 
derselben gleich ist. Der Ausdruck fa>/S>Y ist durch Ueber- 
tragung der in (13) für faß aufgestellten Regel zu bilden; 
derselbe erscheint als eine dreifache Summe, in welcher der 
Zeiger l von 0 bis «, p von 0 bis ß, v von 0 bis y geht,

f(a» bn> Gv)______
(O Q'ß+1 (Pfl) öV+i(0*

Die Function f(x, y, z) erhält dann durch Anwendung von (16) 
auf (7) den Ausdruck

(16)

k = a fi — ß v—y
(17) f,a ß y — à à /

,p,y A=o v=o na+1

f{X, y, z) = JS fa,ß,y nu 0*0 Qß (y) ay 0),(18)
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wo a, ß, y jede Verbindung von ganzen positiven Zahlen ein
schliesslich der Null bedeutet, für die a + ß + y<^p ist. Man
überzeugt sich leicht, dass hier wieder die Anzahl der Grössen

^forderlichenwie die Anzahl der zur Herstellung der ff, a> P>Y
Q+l)Q + 2)(>+3) 

1.2.3
der Coefficienten der Function f(x, y, z) ist, weshalb die Gleichung 
(18) die für f(x,y,z) gesuchte Interpolationsformel bildet.

In § 39 sind die Modificationen erörtert, welche die in dem 
obigen Schema (8) definirten Ausdrücke f0, fv... f erfahren, 
sobald die Grössen a(), av ... a eine constante Differenz haben 
oder durch die Gleichungen

a.fi.y

Werthe der Function f(x, y, z) gleich der Anzahl

(19) ai — % + Ü1 • ■ • aa — a0 + OLai ■ • ' Clp — a0 + Pa 

bestimmt sind; dann wird nämlich fa gleich der durch a\au 
dividirten mit der constanten Differenz a gebildeten a ten 
Differenz der Function f{x) für x=a0. Es werde nun ange
nommen, dass bei einer Function von zwei Variabein ausser 
den Grössen aa auch die Grössen und bei einer Function 
von drei Variabein auch die Grössen cy eine constante Differenz 
besitzen, so dass

\ + &,.. • bp— b0 + ßb, ...bp = b0 +pb,
cx = cQ + c,... cy = c0 + yc,... cp = c0 + pc 

ist. In Folge dessen muss wegen der Gleichungen (12) der 
Ausdruck fa y gleich der durch ßlb/9 dividirten mit der constanten 
Differenz gebildeten ß ten Differenz der Function fa(y) für 
y—b0, mithin gleich der durch das Product a\ß\anb^ divi
dirten (a-t-/?)ten partiellen Differenz der Function f(x,y) sein, 
die für x= a(), y—-bt) omal mit der constanten Differenz a nach 
x, ß mal mit der constanten Differenz b nach y genommen ist. 
Ebenso bewirkt die angegebene Voraussetzung, dass fa^>y
der durch das Product al ßlyl aa}/ cy dividirten (a + ß + y) ten 
partiellen Differenz der Function f(x,y,z) wird, für das Werth
system x=a0,y = b0,z=c0 a mal mit der constanten Differenz 
a nach x, /?mal mit der constanten Differenz b nach «/, / mal mit 
der constanten Differenz c nach z genommen.

(20)

(21)

gleich

Die aus (19) und (20) herrührenden Verbindungen, für welche
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die Function f(x,y) in (14), und die aus (19), (20) und (21) 
herrührenden Verbindungen, für welche die Function f(æ, y, z) in 
(18) als gegeben gilt, liefern bei der oft gebrauchten geometri
schen Interpretation ein einfaches Schema von Punkten in der 
Ebene und im Raume. Für zwei Variabein sind die Punkte in 
der Ebene nach zwei mit den beiden Coordinatenaxen parallelen 
Richtungen, für drei Variabein die Punkte im Raume nach 
drei mit den drei Coordinatenaxen parallelen Richtungen in 
gleichen Abständen geordnet. Die durch die Ungleichheiten 
q>0, /?>0, a + ß<jp characterisirten Punkte der Ebene erfüllen 
parallelogrammatisch das Innere und die Seitenlinien desjenigen 
Dreiecks, dessen Ecken respective die Coordinaten

x — a0, y = 50; x = a0+ pa, y = b0; x=a0,y — b0+pb 
haben. Die durch die Ungleichheiten

er 0, ß 0, y > 0, er + ß + y <1 p
characterisirten Punkte des Raumes nehmen parallelepipedisch 
das Innere und die Seitenflächen desjenigen Tetraeders ein, 
dessen Ecken respective die Coordinaten

x = a0 
x — au+ pa, y = &0,

^ — c0;
8 8 o ,

y=bQ + pb, 8 = 80‘,
y = t o,

x — a0, 
x — «0,

haben. Gleichzeitig sind die zu einem bestimmten Ausdruck 
gehörenden Punkte der Ebene, deren Zeiger I und p die 

Ungleichheiten 0<!X<Ia,0<^,p<^ß befriedigen, in einem Paral
lelogramm, die zu einem bestimmten Ausdruck ft 
Punkte des Raumes, deren Zeiger 1, p, v die Ungleichheiten 
0<^l<^a, 0<£.p<iß, 0<^v<^y befriedigen, in einem Parallelepi- 
pedon enthalten, von denen das erstere in dem bezeichneten 
Dreieck, das letztere in dem bezeichneten Tetraeder liegt.

Aus der Art, wie die Ausdrücke fa, fa ÿ, fa ^ , sobald für 
die einzelnen Variabein Werthreihen von constanten Diffe
renzen wie in (19), (20) und (21) angenommen werden, in 
Brüche übergehen, bei denen der Zähler eine gewisse Differenz 
der zu Grunde liegenden Function, der Nenner das Product 
aus einem Zahlenfactor und den entsprechenden Potenzen der 
constanten Differenzen der Variabein ist, lässt sich schliessen,

8 — 8 0 + pC

fa,fi

gehörenden“.Ar



dass, wenn die constanten Differenzen a, b, c der Null genähert 
werden, fa gegen einen durch einen Zahlenfactor dividirten 
Differentialquotienten von f(oc),fa gegen einen durch einen 
Zahlenfactor dividirten partiellen Differentialquotienten von 

gegen einen durch einen Zahlenfactor dividirten 
partiellen Differentialquotienten von f(x, y, z) convergirt, deren 
Ausdrücke die folgenden sind,

1 dafix)
dxa

= _ 1..da+ßf(x,y)
dxa dyß

(24)

Für eine Function einer Variable f(x) ist in § 39 unter Voraus
setzung ihrer Entwickelung durch den TayfoFschen Satz nach
gewiesen, dass der mit einer Werthreihe x=a^ av ... a gebildete 
Ausdruck fa sich dem so eben angeführten Grenzwerthe auch 
dann nähert, wTenn die Differenzen cq — a0, a2 — a0,... a — a0 
als kleine Grössen derselben Ordnung auf eine beliebige Weise 
gleichzeitig abnehmen. Sobald für eine Function f(x, y) von 
zwei Variabein und f(x, y, z) von drei Variabein auch eine nach 
dem Taylor’scken Satze erfolgende Entwickelung angenommen 
wird, zeigt sich auf demselben Wege, dass die mit Hinzufügung der 
Werthreihen y= b0, bv...bp, z = c0, cv ... cp gebildeten Ausdrücke 
fu p und fa)fry, wofern auch die Differenzen

-K'"hp — K und ci-co>c2-co>---cr—1co 
in der bezeichneten Weise beliebig abnehmen, ebenfalls gegen 
die in (23) und (24) angegebenen Grenzwerthe convergiren.

Dem Vorgänge des § 39 entsprechend kann man ferner 
untersuchen, wie sich die zur Darstellung einer rationalen 
ganzen Function dienende Interpolationsformel (14) und (18) 
verhält, wenn die Differenzen

«i - «o> a.2-a0,..ap — a0-,b1 — b0, b2 — b0,.. bp - b0 ;
Cj ^2 ^0; • • Cp C0

auf die angegebene Weise gleichzeitig abnehmen. Alsdann
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ffay), f,a'P>Y

(22) lim. fa für x—a^«!

(23) lim./: für x=a„ 2/=ä„,a, ß

für x=a0,y—b0,z—c0.
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convergirt das Product na{x) gegen die Potenz (x — a0)a, Q,,{y) 
gegen (y — b0f ,oy{z) gegen (e— c0)y, und aus (14) und (18) 
werden respective die Gleichungen

<9 a+(if{x,y)) (B — a0)a(y—b0Y,
' f/0> l>0

1(25) f(x,y)=2
ß a ! ß ! \ d xK ô

/da+ß+Y f(œ,y,z)\ 
\ d xa d if (9 z7 J

1 {x~aj{y—b0f{z-cj\(26) f{x,yte) = £a,y,Y alßl y\ a0> l'o- c0
an die Stelle des Zeichens einer Zahlenfacultät hat man bei 
verschwindendem Argument die Einheit zu setzen. Die her
vorgehende Darstellung ist genau dieselbe, welche bei der be
treffenden rationalen ganzen Function der in der Gleichung (5) 
des vorigen § ausgedrückte Taylor'sehe Satz ergiebt, und von 
der im Anfänge dieses § die Rede war. Die vollständige 
Uebereinstimmung leuchtet ein, sobald man bedenkt, dass in 
der nach (5) des vorigen § auszuführenden Entwickelung der

d d
Malen auftritt und mit der Zahl (« + /?)! dividirt werden muss,

da+‘i+Yf{x, y, g) 
dxa dy^ dzY

von Malen auftritt und mit der Zahl (a + ß + y) !

(« + ß)lpartielle Differentialquotient die Anzahl vonce! /5!

der partielle Differentialquotient die Anzahl

(cc 4- ß -f- y) !
ce! ß\ y\

zu dividiren ist.

Capitel VII.

Maxima und Minima von Functionen mehrerer Variabein.
§ 56. Absolute Maxima und Minima.

Der Begriff des Maximums und Minimums, der bei einer 
Function einer Variable in § 34 entwickelt ist, wird auf Functionen 
mehrerer Variabein dadurch übertragen, dass man festsetzt, eine 
solche Function habe für ein bestimmtes Werthsystem der Va
riabein dann ein Maximum oder Minimum, wenn der zugehörige

Lipschitz, Analysis II. 20
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Functionswerth, mit denjenigen Functionswerthen verglichen, 
welche einer innerhalb gewisser Grenzen eingeschlossenen steti
gen Aenderung der Variabein entsprechen, beziehungsweise 
der gröste oder kleinste ist. Da die stetige Aenderung eines 
Systems von mehreren Variabein entweder so geschehen kann, 
dass dieselben von einander unabhängig bleiben oder so, dass 
sie durch gegebene Bedingungen eingeschränkt werden, so giebt 
es auch, diesen beiden Annahmen entsprechend, zwei ver
schiedene Arten von Maximis und Minimis, die nach einander 
zu behandeln sind; die erste Art umfasst die absoluten, die 
zweite Art die relativen Maxima und Minima.

Eine Function f{xv xv . .. xn) erreicht für das Werthsystem 
x1=c1, x2, — c2,... xti = cn ihrer n Variabein ein absolutes Maxi
mum, sobald innerhalb der stetigen Mannigfaltigkeit der n ten 
Ordnung dieser Variabein, das heisst, für alle Incremente 
hv h2,... hn, die bei einem gegebenen System von positiven 
kleinen Grössen cov w2,... con den Ungleichheiten

— < \ < «V — «2 < h2 < o)2,.. . — con c hn < ü)n

genügen, die Differenz der Functionswerthe
fifil + K C2 + K"'Cn + K) —f(CV C2> • • • cn)

stets negativ ist; sie erreicht für das genannte Werthsystem 
ein absolutes Minimum, sobald die zugehörige Differenz (2) 
stets positiv ist. Es versteht sich von selbst, dass die Differenz 
(2) für das Werthsystem hx— 0,h2—0,... hn=0 verschwindet; 
die aufgestellte Forderung, negativ oder positiv zu sein, ist 
aber so aufzufassen, dass die Differenz für kein anderes 
Werthsystem gleich Null werden darf. Ein Mittel zur Auf
suchung der Maxima und Minima einer Function f(xvx2,...xn) 
bietet der in § 54 unter (5) angeführte Taylor'sehe Satz. Wir 
wenden denselben an, um eine Differenz

f(%l + K + K • • • Xn + K) - f(XV Xn)
durch ein nach den Grössen hv h2,... hn lineares Aggregat 
unter Hinzufügung des Restausdrucks i?2 darzustellen, einer 
Function der zweiten Ordnung von den Grössen hv h2,... hn, 
deren Coefficienten Mittelwerthe sind,

(1)

(2)
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f{x1 + hv x2 + ... xn + h) - f(xv x„... xn)(3)
n=" df(sev xv... xn)

ha + R= 2 dxa 2ia= 1
_l «=» *=« c-YK + 0hv... xn + Oh) 
~ 2 „tb fié) K Kdxa dxb

Für das in (2) mit cvcr...cn bezeichnete Werthsystem, bei 
dem ein Maximum oder Minimum auftreten soll, ist hier die 
Benennung' xv xv ... xn beibehalten. Damit die linke Seite von 
(3) für alle Werthverbindungen hv hv . . . hrn die ein System von 
Ungleichheiten (1) erfüllen, entweder stets negativ oder stets

= M df(xvx , .
positiv sein könne, muss das Aggregat ft — 1 das*
für jedes beliebige System von Werthen ha, oder müssen die 
in dem Aggregat auftretenden einzelnen Factoren von hv h2, ... hn 
verschwinden. Denn geschähe dies nicht, so könnte durch 
hinreichende Verkleinerung der Grössen cov co2,...con bewirkt 
werden, dass der numerische Werth des Restausdrucks R2, 
welcher in Bezug auf hv h.„ ... hn eine Function des zweiten 
Grades ist, unbedingt kleiner würde als der numerische Werth

ha, und es stünde frei, weil
“=* df(xv x2, . . . x j

des Aggregats Û = 1 dxa
dasselbe die Grössen ha in der ersten Potenz enthält, durch 
eine Aenderung der Vorzeichen die rechte Seite von (3) nach 
Willkür positiv oder negativ zu machen. Eine Forderung, 
welche in gleicher Weise bei dem Vorhandensein eines Maxi
mums wie bei dem eines Minimums erfüllt sein muss, besteht 
also darin, dass für das betreffende Werthsystem xv x2,... xn 
die n ersten partiellen Differentialquotienten der Function 
f{xv xv ... xn) verschwinden, oder die ^ Gleichungen gelten

Sf(xvx2,..xn)df(xvx2,..xn) df(xvx2,..xn)
(4) = 0.=0,dxx dXndx2
In Folge derselben wird die linke Seite von (3) dem Restaus
drucke R2 gleich, und dieser ist es, welcher in dem Falle 
eines Maximums stets negativ, in dem Falle eines Minimums 
stets positiv zu sein hat. Da es vermöge der gegebenen Defi
nition eines Maximums und Minimums erlaubt ist, die in den
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Ungleichheiten (1) enthaltenen Grössen tov to2,... ton so klein 
anzunehmen, als es die Umstände verlangen, und da für die in 
dem Ausdrucke R2 auftretenden partiellen Differentialquotienten 
die Eigenschaft der Stetigkeit vorausgesetzt wird, so betrachtet 
man den Ausdruck R2 mit der Veränderung, dass die in den 
partiellen Differentialquotienten erscheinenden Variabein statt 
der mit dem echten Bruche 6 gebildeten Werthe 

xx + 6hv x2 + 6hv ... xn + 6hn 
beziehungsweise die Werthe xv x%i... xn erhalten, 
kommt statt ü2 die homogene Function des zweiten Grades

Dadurch

£ I ^fixv xv .. xn)
2 2 0= 1 6 = 1(5) \h65dxa dxb

und es bleibt zu entscheiden, unter welchen Bedingungen 
diese für die zulässigen Werth Verbindungen hv ... hn stets 
negativ, unter welchen sie stets positiv ist. Hierbei ist der 
Umstand von grossem Belang, dass S2 eine homogene Function 
des zweiten Grades der Grössen hv h2,... hn ist. Wenn eine 
solche Function für ein bestimmtes Werthsystem der Variabein 
hv Äa,... hn einen gewissen Werth £2 annimmt, so erhält die
selbe, falls jeder Variable der mit demselben Factor q multipli- 
cirte frühere Werth beigelegt oder das Werthsystem ghv Qh2,..Qhn 
substituirt wird, den durch Multiplication mit dem Factor q2 
entstehenden Werth q‘2 £2. Gegenwärtig sind die Grössen 

.. hn an die Ungleichheiten (1) gebunden, bei welchen 
iov w2, . .. ion angemessene kleine Werthe erhalten dürfen. 
Offenbar lässt sich aber für jedes gegebene System von end
lichen Werthen hv ... hn eine Grösse q so bestimmen, dass 
die Werthe ghv q\, ... ghn den vorgeschriebenen Ungleichheiten 
(1) genügen. Sobald daher die Function S2 für irgend ein 
System von endlichen Werthen gleich einer Grösse £2 wird, so 
nimmt sie für das die Ungleichheiten (1) befriedigende Werth
system çhv ... Qhn den Werth g2il an. Der Werth £>2 £2 
hat, wenn £2 von Null verschieden ist, mit £2 dasselbe Vorzeichen, 
und verschwindet mit £2 zusammen. Damit also die Function 
S2 die Eigenschaft habe, für jedes die Ungleichheiten (1) 
erfüllende Werthsystem mit Ausnahme des Werthsystems

^ i, K •
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7^ = 0, h2=0,... hn—0 negativ zu sein, muss S2 dieselbe Eigen
schaft für jedes Werthsystem hv h2J... hn überhaupt besitzen, 
und damit die Function S2 für jedes die Ungleichheiten 
(1) erfüllende Werthsystem mit Ausnahme des Werthsystems 
hi — 0, h., = 0,... hn = 0 die Eigenschaft habe, positiv zu sein, 
muss sich wieder S2 für jedes Werthsystem 7^J, h.„ ... hn über
haupt ebenso verhalten. Nach I, 84 heisst eine homogene 
Function des zweiten Grades oder eine quadratische Form 
von n Variabein, welche für alle möglichen reellen Werth
systeme der Variabein Werthe von demselben Vorzeichen 
annimmt und nur verschwindet, wenn jede einzelne Va
riable gleich Null wird, eine wesentlich positive Form, sobald 
sie nur positive Werthe, eine wesentlich negative Form, 
sobald sie nur negative Werthe erhalten kann. In dem
selben § werden die Criterien aufgestellt, welche erkennen 
lassen, ob eine gegebene quadratische Form von n Variabein 
wesentlich positiv oder wesentlich negativ oder keines von 
beiden sei. Wie man gesehen hat, hängt nun die bei den 
Aufgaben de maximis et minimis zu treffende Entscheidung 
davon ab, ob die in (5) definirte Function S2 der Variabein 
hvh2,...hn wesentlich negativ, wesentlich positiv oder keines 
von beiden ist. Die Function f{xvxv .. . xn) hat für ein Werth
system, das die Gleichungen (4) befriedigt, ein Maximum, ein 
Minimum oder keines von beiden, jenachdem sich die Function 
S2 in dem ersten, zweiten oder dritten Falle befindet; die in I 
entwickelten Criterien des Verhaltens einer quadratischen Form 
liefern daher zugleich die Bedingungen, unter denen der erste, 
zweite oder dritte Fall eintritt. An der Stelle der Forde
rung, dass die n Gleichungen (4) erfüllt sein sollen, stand 
vorher die zusammenfassende Forderung, dass das Aggregat

df(ævasv...xn)
ha für jedes beliebige System von Werthen

hvh2,...hn zu verschwinden habe; es leuchtet ein, dass aus 
jeder der beiden Forderungen die andere mit Nothwendig- 
keit folgt. Werden die einzelnen Incremente ha durch die 
gleichnamigen Differentiale dxa ersetzt, so geht vermöge der 
Formeln (1) und (6) des § 53 das genannte Aggregat in das

2 dxaÛ= 1



vollständige erste Differential df(xv xv ... xn), die obige Summe
(5) in den halben Werth des vollständigen zweiten Differentials 
d‘2f(xv xv ... xn) über, welcher mit constanten ersten Differenti
alen dxvdxv...dxn gebildet ist. Hiernach rechtfertigt sich 
die Aussage, dass die gegebene Function f(xv xv... xn) für 
ein Werthsystem xv xv ... xn dann ein Maximum oder Minimum 
wird, wenn das vollständige erste Differential df(xv xv. .xn) 
unabhängig von den Werthen der Differentiale dxv dx.„ ... dxn 
verschwindet, und das mit constanten Differentialen dxvdx2,. .dxn 
gebildete vollständige zweite Differential d'2 f(xv x2, . . . xu), 
respective eine wesentlich negative oder eine wesentlich positive 
quadratische Form dieser Elemente ist. Auf den Fall, in 
welchem die sämmtlichen partiellen Differentialquotienten der 
zweiten Ordnung für das Werthsystem xv xv ... xn verschwinden, 
mithin die Function S,2 unbedingt gleich Null ist, wird unsere 
Untersuchung nicht ausgedehnt werden.

§ 57.Absolute Maxima und Minima.310

§ 57. Absolute Maxima und Minima von Functionen von 
zwei und drei Variabein.

Aus der im vorigen § angestellten Erörterung geht hervor, 
dass die Anzahl der Variabein, von denen die Function, die 
ein Maximum oder Minimum werden soll, abhängt, zugleich die 
Anzahl der Elemente der quadratischen Form bestimmt, deren 
Beschaffenheit über das Auftreten eines Maximums oder Mini
mums entscheidet. Da nun die Bedingungen, welche eine 
quadratische Form zu einer wesentlich positiven oder wesent
lich negativen machen, um so einfacher sind, je kleiner die 
Anzahl ihrer Elemente ist, so mögen die Functionen von zwei 
und drei Variabein zur Erleichterung der Uebersicht speciell 
behandelt werden. Die Function S2 in (5) des vorigen § lässt 
sich in der Weise darstellen, dass anstatt jedes daselbst vor-

dxa dxb
Zeichen aa b gebraucht wird, für welches die Gleichung aüb — aba 
besteht; sie nimmt dann bei der Voraussetzung von zwei 
Variabein die Gestalt an

kommenden partiellen Differentialquotienten das
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2 Jh " ^12 ^1 ^2 ^22 ^a)’

Damit S2 wesentlich positiv oder negativ sei, muss nach I, § 79 
die Determinante

(1)

(2) än a22 a12
einen die Null übertreffenden Werth haben; S2 ist wesentlich 
positiv oder negativ, je nachdem der Coefficient an, der als
dann nicht verschwinden kann, positiv oder negativ ist.

Nimmt man wie in § 48 an, dass eine Fläche im Raume 
dadurch bestimmt sei, dass von den rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes derselben die eine z als Function der beiden 
anderen gegeben ist, welche jetzt x1 und x2 heissen mögen, 
so bezieht sich die in Rede stehende Aufgabe auf die Punkte 
der durch die Gleichung
(3) z=f(x„x2)
characterisirten Fläche, in welchen der Abstand von der x1 x2 
Ebene ein gröster oder kleinster ist. Die von dem Werthsystem 
xt, x2 jedenfalls zu erfüllenden Gleichungen 

i, a?8) A ^ f (xi: «#2) ____  A

’ d x2 ’
welche aus (4) des vorigen § hervorgehen, drücken dann aus, 
dass die in (7) des § 48 vorkommenden Grössen tg« und tg ß 
zu verschwinden haben; demnach muss die in dem betreffenden 
Punkte an die Fläche gelegte Tangentialebene mit der xx x2 
Ebene parallel sein. In Folge dessen bezeichnet die Differenz 
f(x1+h1,x2+h2)—f(x1,x2) den Abstand eines Punktes der 
Fläche (xx + h,x2+h2,z) von der erwähnten Tangentialebene; 
diese Differenz wird aber nach dem Taylor’schen Satze bis 
auf kleine Grössen, die in Bezug auf hi, h2 von der zweiten 
Ordnung sind, durch den obigen Ausdruck S2 dargestellt. 
Bei einer wesentlich negativen Function S2 liegt die ganze 
Fläche mit Ausnahme des Maximumspunktes auf der Seite 
der Tangentialebene, auf der die z Coordinaten abnehmen, 
bei einer wesentlich positiven Function S2 mit Ausnahme des 
Minimumspunktes dagegen auf der Seite, auf der sie wach
sen. Wie in I, § 79 gezeigt ist, erfüllt die Function S2 weder 
die eine noch die andere Forderung, sobald die Determinante

(4) Ô Xx



(2) gleich Null oder negativ wird. Verschwindet dieselbe, 
so ist S2 gleich einem einzigen Quadrat, das, falls an nicht auch 
verschwindet, durch die Gleichung

anyh +(1*) S2 = an
oder, falls an verschwindet und folglich auch a12 gleich Null ist, 
durch die Gleichung
(1**)

dargestellt wird. Beide Male kann S2 kein anderes Vorzeichen 
als das der Coefficienten an oder a2„ annehmen, verschwindet

aber im ersten Falle fiir h, -f- — A,=0, im zweiten Falle für

h2= 0. Jede dieser Gleichungen bestimmt eine von dem vorhin 
definirten Punkte (xt,x2,z) ausgedehnte gerade Linie, längs 
welcher die construirte Tangentialebene mit der gegebenen 
Fläche bei einer bis auf kleine Grössen der zweiten Ordnung 
gehenden Genauigkeit zusammenfällt, das heisst zufolge § 37 
eine Berührung der zweiten Ordnung hat. Insofern liefert als
dann die z Coordinate weder ein absolutes Maximum noch ein 
absolutes Minimum. Wenn die Determinante (2) einen negativen 
Werth hat, so kann die Function S2 sowohl positive wie auch 
negative Werthe annehmen. Sie verschwindet für zwei notli- 
wendig unter einander verschiedene Verhältnisse der Grössen 
Ji1 und Ä2; diese bestimmen zwei in der Tangentialebene des 
Punktes (x1, x2, z) durch denselben laufende gerade Linien, 
in Bezug auf welche sich die Function S.2 so verhält, dass, wer 
die vier von dem Punkte (xx, x2, z) ausgehenden halb un
endlichen Linien nach einander überschreitet, regelmässig ab
wechselnd von positiven Werthen von S2 zu negativen und von 
diesen wieder zu positiven gelangt.

Ein sehr einfaches Beispiel bildet eine Function des zweiten 
Grades von x17x2, die absichtlich so geschrieben wird, dass 
die für die zweiten partiellen Differentialquotienten eingeführten 
Bezeichnungen a]V aJ2, a13 übereinstimmen,

f(xn x2)

= - - (ûîj, x,-\- 2 a12 x} x2 + ,«22 x2 4- 2 eJg x1 -i- 2 e23 x2 + e33).

S-2=\ aT2 K

(5)
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Die obigen Gleichungen (4) werden dann zu den folgenden 
an x1 + an x2 + e13 = 0,

®21 ‘X'l d“ ^22 *®2 d~ ^23 dj 
welche nach I, § 71 für x1} x2 ein einziges vollständig bestimmtes 
Werthsystem ergeben, so lange die Determinante an a22 — a12 
nicht gleich Null ist. Zu dieser Bedingung kommt, damit ein 
Maximum oder Minimum vorhanden sei, noch die vorhin nach
gewiesene Bedingung hinzu, dass die in Bede stehende Deter
minante positiv sein muss; für einen negativen Werth von an 
tritt dann ein Maximum, für einen positiven Werth desselben 
Coefficienten ein Minimum auf. Die bei der Function (5) durch 
die Gleichung (3) dargestellte Fläche wird ein Paraboloid

(6)

genannt.
In dem Falle von drei Yariabeln geht die Function S2 

durch die abgekürzte Bezeichnung der zweiten partiellen Diffe
rentialquotienten in den Ausdruck über

(7) S2 2 (an ^1 ^22 ^2 d~ ^33 ^3 d" “ ^23 ^2 ^3 d" - ^3 d" •“ ®J2 ^1 ^2)'

In I, § 85 sind dafür, dass S2 eine wesentlich positive 
oder eine wesentlich negative Form sei, verschiedene Systeme 
von Bedingungen angegeben und verglichen; bezeichnet man, 
wie dort, bei dem symmetrischen Schema

an av2 a\ 3 

®21 ^22 ^23
®31 ^32 “33

die adjungirten Elemente beziehungsweise mit
“4ll -^12 -^13
4 À Â^21 22 url23

4̂
33,

die Determinante mit D, so ’ist ein System von nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen für den wesentlich positiven 
Character von S.2

-d-3] -^32

au>0, ^33>0,Z>>0,
für den wesentlich negativen Character

an<0, ^83>0, DcO.
Als Beispiel diene die Function des zweiten Grades, die nach

(8)

(9)
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demselben Gesichtspunkte wie die Function (5) bezeichnet ist,
f\Xi,X„X3)

2 (ttll “b tt-2‘2 ^2 "b ^33 *^3 *b - 0!23 ^2 ^3 ~b “ ^34 *^3 “b 2 £ij2 Æj 3?2) 

*b 2" (^ G 4 "b 2 C24 ^'2 + 2 634^3 + ^44)*

Zuerst sind dann die Gleichungen (4) des vorigen § zu bilden; 
sie nehmen die Gestalt an

§ 57.

(10)

(11) djl Xj + ft12 3?2 + (ïj3 X.j + 6^ = 0
(Z.,j Æj + (Z22 + ö!93 + 624 == 0
®31 ‘G ~b ®32 ^2 ~b %, + 634 0.

Dieselben liefern nach I, § 72 dann und nur dann ein einziges 
vollständig bestimmtes Werthsystem, wenn die so eben definirte 
Determinante D nicht gleich Null ist. Unter dieser Voraus
setzung entstehen mit Hülfe der eingeführten adjungirten Ele
mente die Ausdrücke

^11 ei4 -^21 e24 ^31 e34
(12) xx =

D

■^12 G 4 ^22 e24 -^32 C34
^8 = z>

■^13 G 4 ^23 624 ‘^■33 C34xa ■— D
Dieses eine Werthsystem bringt ein Maximum hervor, falls die 
Bedingungen (9), ein Minimum, falls die Bedingungen (8) er
füllt sind. Für die Darstellung des Werthes, welchen die 
Function f(x1,x2,xz) bei dem Werthsystem (12) annimmt, 
ergiebt sich eine Vereinfachung, indem in (11) der erste Aus
druck links mit xxx der zweite mit x2, der dritte mit xz nmlti- 
plicirt und von den Producten die Summe genommen wird. 
Sobald man zu dieser Summe noch den Ausdruck

G4 *G "b G24 ~b ^34 ^3 ”b 644

hinzuaddirt, so ergiebt sich der doppelte Werth der Function 
f(xv x2, x3) ; derselbe muss deshalb für das den Gleichungen 
(11) genügende Werthsystem gleich dem Ausdrucke (13) werden, 
woraus die Bestimmung

(13)
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f(xnx„xa)
(^11 C14 ^22 e24 ^33 fi34 “ ^23 C24 GU ^ "^31 634 GU ~h “ -^12 614 ^24) ^ G44
(14)

D
folgt. Auf entsprechende Weise kann mit der Function (5) 
von zwei Variabein und auch mit einer Function des zweiten 
Grades von beliebig vielen Variabein verfahren Averden.

§ 58. Relative Maxima und Minima.

Nach der in § 56 aufgestellten Definition nimmt eine 
Function von n Variabein f{xv x2,. . . xn) für ein bestimmtes 
Werthsystem ein relatives Maximum oder Minimum an, wenn 
der Functionswerth für eine solche stetige Aenderung der 
Variabein ein gröster oder kleinster ist, bei der sich die Va
riabein nach gegebenen Bedingungen richten. Solche Bedin
gungen sind Gleichungen, vermittelst deren man eine mit der 
Zahl der Gleichungen übereinstimmende Zahl von Variabein 
als Functionen der übrigen Variabein darzustellen vermag. 
Während die n Variabein xvxv...xn, für welche die Function 
f(xvx2,...xn) gegeben ist, eine Mannigfaltigkeit der n ten 
Ordnung ausmachen, bewirkt das Auftreten der in Rede stehen
den Bedingungsgleichungen, deren Anzahl l genannt werden 
möge, dass nur n — l Variabein unabhängig veränderlich bleiben; 
hiermit wird innerhalb der ursprünglichen Mannigfaltigkeit 
der n ten Ordnung eine Mannigfaltigkeit der (n — V) ten Ord
nung bestimmt, auf welche sich das relative Maximum oder 
Minimum bezieht. Wir denken uns die l Bedingungsgleichun
gen, deren Zahl offenbar kleiner sein muss als die Zahl n 
der Variabein, so ausgedrückt, dass jede der Functionen

<Pl (XV ■ ■ • X,X % (Xv • • Xnh • • • <Pl (Xv ■ • • xn) 

einen vorgeschriebenen constanten Werth habe, und setzen vor
aus, dass die Variabein

(1)

(2) ^'«—1 + 1 J Xn—2+2 ? • • ’ Xn

diesen Forderungen gemäss als Functionen der übrigen Variabein
/y» /y» rp• ■ • /?—/

bestimmt werden können. Indem die Ausdrücke der Variabein
(3)
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(2) in die Function f(xv xv ... xj substituirt werden, verwandelt 
sich dieselbe in eine Function der n — l Variabein (3). Die 
aufzusuchenden relativen Maxima und Minima der Function 
f(xv xv . . . xn) sind aber nichts anderes als die absoluten 
Maxima und Minima der so eben bestimmten Function von 
n—7 Variabein. Wenn man daher durch Anwendung der in 
den vorigen § mitgetheilten Regeln die Maxima und Minima 
der letztem aufsucht, so ist damit die betreffende Aufgabe der 
relativen Maxima und Minima gelöst.

Aus der vorstehenden Ueberlegung geht hervor, dass die 
Behandlung der relativen Maxima und Minima keine principiellen 
Schwierigkeiten sondern nur Schwierigkeiten der Darstellung 
enthalten kann. Bevor wir eine eigentkiimliche Methode aus
einander setzen, welche zur Uebenvindung der in der That 
vorhandenen Schwierigkeiten aufgefunden ist, behandeln wir 
den Fall einer Function von zwei Variabein f(x1,x2), für welche 
eine Bedingungsgleichung cp (xx, x2) — const, gegeben ist, auf 
die angedeutete directe Art.

Nachdem die gegebene Function f(x1,x2) durch Einsetzung 
des aus der Bedingungsgleichung r/>(a;1,.#2) = const. genommenen 
Werthes von x2 in eine Function von xx allein übergegangen 
ist, sind die Regeln für die Maxima und Minima einer Function 
von einer Variable anzuwenden. Man hat folglich den Werth x1 
so zu bestimmen, dass der vollständige nach xx genommene 
erste Differentialquotient der Function f(xi: x2) verschwindet; 
bei dem zweiten nach xt genommenen vollständigen Differential
quotienten bedeutet das negative Vorzeichen ein Maximum, 
das positive Vorzeichen ein Minimum. Der vollständige Diffe
rentialquotient der ersten und zweiten Ordnung der Func
tion f(x1,x2) in Bezug auf xt ist nach den Regeln zu bilden, 
vermittelst deren eine Function mehrerer Variabein vollständig 
nach einer einzigen Variable differentiirt wird, von der die 
Variabein der Function in einer bekannten Weise abhängen; 
die bezüglichen Regeln sind unter (9) in § 45, und unter (9) 
in § 53 angegeben. Gegenwärtig fällt aber die Variable, nach 
welcher vollständig differentiirt werden soll, mit der einen 
Variable xx zusammen, weshalb in den genannten Formeln 
für die Differentialquotienten



df{xl,x2) _df{x i,a?8) df{x1,x2) d x2
dse1 d x j

d*f(x1,x2)_d*f(x1,x2)

(4) <9 æ2 d x1
cPfjx^ x<2) /thr2V

(9/,(æ-1, a?2)

(5) + 2d/T2 d Xj 8 x1 d x2

d x2 d x2
d2 «2 
dx\

der Bedingungsgleichung </>(#,, x2) = c°nst. zu entnehmen. Der 
erste ergiebt sich dem § 49 entsprechend aus dem Umstande, 
dass, weil die Function sich nicht ändern darf, das erste voll
ständige Differential der Function, mithin auch ihr nach x1 
genommener erster vollständiger Differentialquotient verschwin
det, der zweite aus der Bemerkung, dass auch der zweite 
nach x1 genommene vollständige Differentialquotient der Function 
gleich Null werden muss.

Es gelten also die Gleichungen
q __ dcp Qi;æ2) dcp(a„x2) dx2

d X2 d xx 
d2cp (xlt x2) dx 
dxl dx2 dxx

Die Werthe der Differentialquotienten und sind ans

(6) d xx
d2cp(x1, x2) fdœ2V2 

dx'l \dx1j
a_d cp(x1} x%)

dx\(7) 2 ++ 2

dcp(x1,x2) d2 x2 
dx2 dx\ ’

deren erste zu der Bestimmung
d cp

d x2 _ ô x1
d x1(8) d cp>

d x2
führt; die Argumente xx,x2, werden hier wie im weitern Ver
laufe fortgelassen. Das nothwendige Verschwinden des voll
ständigen ersten Differentialquotienten (4) liefert demnach die 
Gleichung
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dx g cP xxdxx
dt ’ dt 

respective die Ausdrücke

d'1 x2?dtP dt2

d2 xd x9

eintreten. Hiernach erhält man
0, d x\

À
 i*SV
 Su
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3 cp
Bf Bf 8 xx
B xx B x2 Bcp

Bsb 2
der vollständige zweite Differentialquotient (5) erhält durch

d2 x2 
dx j

(9) = 0;

Substitution des Werthes die Gestalt

d2 f (xx, x2)_ B2 f
d x\ B x\

B2 f dx2 
Bxx dx2 dxx

BVfdxA2 
Bx\ \dxx )+ 2(10)

Bf
B2 cp d x2 B2 (ff d #2\2 \ 

Bxx Bx2~dxx 8xl\dx1J )
[32cp

' \a*}
B x2+ 2 ?B cp
Bx2

aus (8) einzusetzen ist. Bei der ge-dx2 
clxx

troffenen Annahme, dass die Variable x2 mit Hülfe der Be
dingungsgleichung cp {xXJ x2) — const, als Function von xx aus
gedrückt sei, bestimmt die Gleichung (9) die Werthe xx, für 
welche f(xx,x2) ein relatives Maximum oder Minimum werden 
kann, während das Vorzeichen des vollständigen zweiten Diffe
rentialquotienten in der angegebenen Weise über das Vor
handensein eines Maximums oder Minimums entscheidet. Inso
fern aber die linke Seite von (9) noch die beiden Variabein 
xx und x2 enthält, hat man sich vorzustellen, dass durch die 
Verbindung dieser Gleichung und der gegebenen Bedingungs
gleichung die Werthsysteme (xx,x2) bestimmt werden, welche 
der gegebenen Aufgabe genügen. Für den im Nenner vor

kommenden partiellen Differentialquotieuten

wo der Werth von

Bcp wird angenom-Bx 3
men, dass er einen von Null verschiedenen Werth erhalte.

Wird die Aufgabe wie im vorigen § auf eine Fläche 
bezogen, deren Gleichung

z = f(x1,x2)
lautet, so drückt die Bedingungsgleichung cp (#,, x2) = const, 
eine in der xx x2 Ebene gegebene Linie aus ; es handelt sich 
dann um die grösten und kleinsten Werthe des Abstandes s für 
diejenigen Punkte der Fläche, bei denen das herabgelassene 
Loth einen Punkt der bezeichneten Linie trifft. Man kann



sien auch umgekehrt in den sämmtlichen Punkten dieser 
Linie Lothe errichtet, und durch deren in die Fläche fallende 
Endpunkte die Linie bestimmt denken, .für welche die 
grösten und kleinsten Werthe der z Coordinate gesucht wer
den. Der Unterschied zwischen dem absoluten und dem re
lativen Maximum oder Minimum zeigt sich also darin, dass 
bei der ersten Gattung von Fragen ein Punkt der Fläche 
allen in der Nähe befindlichen Punkten der Fläche, hei der 
zweiten Gattung nur denjenigen in der Nähe befindlichen 
Punkten der Fläche gegenübergestellt wird, die in einer be
stimmten Linie liegen. Als vorzugsweise einfach zeichnet sich 
der Fall aus, in welchem <jp (aq, a?2) gleich einer rationalen 
ganzen Function des ersten Grades von x1 und x2 ist; dann 
erhalten die partiellen Differentialquotienten der ersten Ordnung 
constante und diejenigen der zweiten Ordnung verschwindende 
Werthe. Mithin wird der aus (8) folgende Werth des Differen-

gleich einer Constante, und in dem fürtialquotienten

d2 ffai,#2) 
d x\

der drei Glieder
d*f

aufgestellten Ausdrucke (10) bleibt nur das Aggregat

B'f (dwa V 
<9 x\ \ d x1 j

<92 f d x2
dXj d x2 d xt

übrig. Da die gewählte Bedingungsgleichung die geometri
sche Bedeutung hat, dass der Punkt der Ebene (aq, x2) auf 
einer bestimmten geraden Linie liege, so bilden die in den be
treffenden Punkten errichteten Lothe eine auf der aq aq Ebene 
senkrecht stehende Ebene, von welcher die Fläche z=f(x1, x2) 
in derjenigen Linie geschnitten wird, für die das relative Maxi
mum oder Minimum der z Coordinate aufzusuchen ist. Durch 
Vergleichung der betreffenden Resultate ergiebt sich auch leicht 
Folgendes. Wenn die Function /'(aq, x2) für ein gewisses Werth
system aq, x2 ein absolutes Maximum erreicht, und wenn den Varia
bein aq und x2 eine Bedingungsgleichung vorgeschrieben wird, 
welche wie oben in Bezug auf aq und x2 vom ersten Grade 
ist und durch jenes Werthsystem erfüllt wird, so bildet die 
Function f(x1, x2) für dasselbe Werthsystem gleichzeitig ein 
zu der erwähnten Bedingungsgleichung gehörendes relatives

2~ + 2d x\
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Maximum. In Betreff des Minimums einer Function findet selbst
verständlich die entsprechende Erscheinung statt.

§ 59. Methode der unbestimmten Multiplicatoren.

Im Eingänge des vorigen § ist die allgemeine Aufgabe 
des relativen Maximums oder Minimums einer Function 
f(xv x2,... xn) für die l Bedingungen

(1 ) cpx (xvx2t..xn) — const.,(f2 (xv x2,..xn)=const.,..q>,(xv x2,.. xn) = const.

darauf zurückgeführt, zuerst die Variabein
(2) /y* /y» rp

■ »—l+V ^n—I+V • ‘ * "S?

durch die übrigen Variabein
(3) rp /y* /v»Jsv tisy . . . ^n__l

auszudrücken, dann die Werthe der erstem in die Function 
f(xv x2, . . . xn) einzusetzen, und nun für die hervorgehende 
Function F der n — l Variabein (3) die absoluten Maxima und 
Minima zu ermitteln. Hierbei darf man der letztem Aufgabe die 
gegen das Ende des § 56 bezeichnete Gestalt geben und ver
langen, dass das vollständige in Bezug auf die unabhängigen 
Variabein (3) genommene erste Differential der betreffenden 
Function F unabhängig von den Werthen der Differentiale 
der Variabein gleich Null werde; das Verhalten des mit 
den constanten Differentialen dxv dx2,... dxn_ gebildeten voll
ständigen zweiten Differentials der Function F entscheidet 
dann über das Auftreten des Maximums oder Minimums. Das 
vollständige Differential d F entsteht aus dem nach den 
sämmtlichen n Variabein xvx2,...xn genommenen Differential

BfBf Bf dx2 + •. • + dxn(4) df(xv x2,.. .xn) = d x^ -f-dxx

indem die Differentiale der l Variabein (2) vermittelst der Diffe
rentiale der n — l Variabein (3) dargestellt werden. In Folge 
der gegebenen Bedingungsgleichungen (1) hat das vollständige 
Differential jeder einzelnen Function cpv rp2,... q>L einen ver
schwindenden Werth. Wenn daher jeder der Ausdrücke

d x2



dcp1
(5) dcp1 = dx1 +dxx

dcp2
dcf2= dxl +dxx

0(fi d<Pi dxndcpt = dx j + dx2 + .. . 4-dxt,
gleich Null gesetzt wird, so entsteht zwischen den n Differentialen 
dxv dXy ... dxn die Anzahl l von homogenen Gleichungen des 
ersten Grades, welche nach den in I, § 74 entwickelten kegeln 
in Bezug auf die l Differentiale dxn 
Unbekannte aufgelöst werden können. Die Gleichungen liefern für 
jedes der l Differentiale einen eindeutigen, nach dxvdx2.. dx 
homogenen Ausdruck vom ersten Grade, wofern die Determi
nante des Systems

dxn

dxn ..dxv als-/+i» —/+v •

—/

dq»! d(fi d(fx
(6)

dXn 8xndx„_,+2-/+i

' * ‘ dxn8xu dx„-/+! -/+2
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d(fi dcp, d<P,.
8xn 8xn-1+ 2

einen von Null verschiedenen Werth besitzt. Durch die Ein-
-H-l

dxn .. d xnführung der gefundenen Werthe von dxH 
in das vollständige Differential (4) wird dasselbe gleich dem

—/+2? •—/+!’

zu bildenden nach den Differentialen dxv dx2,. .. dxn_( homo
genen Ausdruck des ersten Grades; man befriedigt die For
derung, dass dieser Ausdruck unabhängig von den Wertheu 
der betreffenden Differentiale verschwinden soll, indem man 
den Factor jedes einzelnen Differentials gleich Null setzt. Die 
auf diese Weise erhaltenen n—l Gleichungen dienen in Ver
einigung mit den l Gleichungen (1) zur Bestimmung der Werth- 
systeme xv x2,... xn, welche den gesuchten Maximis oder Mini
mis entsprechen.

Der Ausdruck, in welchen df durch die auf die Gleichungen
Lipschitz, Analysis II. 21

«ä
j

Q
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dcpv = 0, d(f.2=0, . .. dcpt=0 gegründete Elimination der Diffe
rentiale dxn
zeugt werden, dass man ein System von Multiplicatoren X1 für 
dcpvX2 für dcp2, ... Xt für d(pl aufsucht, welche so eingerichtet 
sind, dass in dem Ausdrucke

df+ X^d cpj + X2 d cp2 ■+- ... X^d cpi 
nach ausgeführter Entwickelung die ? Differentiale dxn 
herausfallen und nur die n—l Differentiale dxv dx27... dxn 
zurück bleiben. Die bezeichnete Forderung liefert das System 
von l Gleichungen

.. dxn übergeht, kann aber auch dadurch er--/+i’ •

(7)
...fte.-/+!)

—/

Bf Bcp(BcPl
(8) — + ... + X+ X1 = 0Bxn -/+i-/+i-/+1

Bf
- + ...+ X = 0+ xlBxn d®n-l+ 2^Xn—l+ 2

-1+2

§ 59.Unbestimmte Multiplicatoren.822

d<Pidf = 0,+ ... 4- A+ K dXnÔXn ÖXn

in welchem die Coefficienten der l Multiplicatoren Xv X0,... Xt 
bei Vertauschung der Horizontal- und Vertikalreihen das Schema 
(6) bilden. Wenn daher die nach I, § 74 von einer solchen
Vertauschung unabhängige Determinante des Schemas (6) nicht 
gleich Null ist, so werden die l Multiplicatoren durch Auflösung 
der Gleichungen (8) eindeutig bestimmt. Der Ausdruck, in 
welchen (7) vermöge der Substitution der bezüglichen Werthe 
Xv X2, ... X( übergeht und der nur noch die Differentiale 
dxv dxv ... dxn_t enthält, ist unter der Voraussetzung der 
l Gleichungen dcp^O, dcp2—0, . .. dcp^O dem vollständigen 
Differential df gleich und kann deshalb nicht von demjenigen 
Ausdrucke differiren, welcher aus df durch die vorhin be
sprochene Elimination der Differentiale dxn 
springt. Nach dem entwickelten Verfahren muss nun, damit 
ein Maximum oder Minimum zu Stande komme, der durch 
Einführung der Werthe Xv X2,... X/ aus (7) entstehende Ausdruck 
unabhängig von den Werthen der in denselben eingehenden 
Differentiale dxv dx2,.. . dxn_t gleich Null sein, das heisst, es 
müssen respective die Faetoren der einzelnen Differentiale ver
schwinden. Hieraus folgen die n—l Gleichungen

.. dxn ent--f+i’ •



Bf S(P i(8a) + A + . . .:dx1 dx1
df drf}

+ X + ...dx2 1 dx

o

0

Bf Bęx d<Pi+ Aj F •.. + A =0.dxn dxn dXn-l

Fügt man zu denselben die l Gleichungen (8) hinzu, so leuchtet 
ein, dass alle einzelnen Factoren, mit denen in dem Ausdruck 
(7) die Differentiale dxv dx2,... dxn multiplicirt werden, nach 
einander gleich Null gesetzt sind. Die Systeme von Gleichungen 
(8a) und (8) haben mithin, zusammen genommen, eine ähnliche 
Gestalt wie die n Gleichungen (4) des § 56, welche zu dem 
Auftreten eines absoluten Maximums oder Minimums der Func-

—i —i

tion f{xv x2,. . xn) gehören. Man kann daher die in Rede 
stehenden n Gleichungen vermittelst der folgenden Regel hervor
bringen :

Wenn die Fundion f(xvxv ... xn) unter der Vorausset sung 
der l Bedingungsgleichungen

(f x(xv x2, ..xn) — const., cp2(xvx2, . .xn)=const.,.. cpt(xlfx2,..xj— const. 
su einem Maximum oder Minimum werden soll, so versehe man 
jede der letstern Functionen mit einem unbestimmten Multiplicator 

.. A,, addire die Producte A 1cpv X2cp2, . .. ll<pl nach einander 
su der Function f, und bilde in Besug auf den Ausdruck 

f + X1cp1 + A2 cp2 + ... + A/ <?,

K> Ki ■

(9)
diejenigen n Gleichungen, welche, falls die Multiplicatoren
Ki Ki ■
Maximum oder Minimum des Ausdrucks gehören; ihre Ge
stalt ist

.. A, wie Constanten behandelt werden, su einem absohden

Bf + A + A2(10) + .dxa ■
wo a die Zahlen von 1 bis n durchläuft. Aus der Combination 
dieser n Gleichungen und der l gegebenen Bedingungsgleichungen 
sind die Werthe der Multiplicatoren Xv A2,. .. A/ und der Variabein 
xvx2,...xn su bestimmen; die letstern genügen der gestellten 
Aufgabe des Maximums oder Minimums.

dxa
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Auf diese Regel gründet sich die Methode zur Behandlung 
der relativen Maxima und Minima vermittelst unbestimmter Multipli
catoren. Ein wesentlicher Vorzug des mittelst der l Multiplicatoren 

.. I, gebildeten Systems von n Gleichungen (10) besteht 
darin, dass in demselben der Unterschied zwischen den l Vari
abein xn
gelöscht ist. Geht man bei der vorgenommenen Untersuchung 
von der Annahme aus, dass die n Variabein xvx2,...xn auf 
irgend eine andere Weise in zwei Gruppen getheilt werden, 
deren erste l und deren zweite n—l Variable umfasst, und dass 
vermöge der Bedingungsgleichungen (1) die Variabein der 
ersten Gruppe durch die Variabein der zweiten Gruppe ausge
drückt werden, so ist für diejenige Determinante, welche aus
(6) durch Einführung der Variabein der ersten Gruppe entsteht, 
ein von Null, verschiedener Werth vorauszusetzen ; die Gestalt 
der n Gleichungen (10) bleibt jedoch genau dieselbe. Man darf 
demnach in dem System (10) eine beliebig herausgehobene 
Gruppe von l Gleichungen zur Bestimmung der l Multiplicatoren 
verwenden, wenn nur die zugehörige Determinante des l ten 
Grades nicht verschwindet. Ein anderer Vorzug des Systems
(10) ist der, dass es freisteht, die n Werthe xvx2,...xn als 
Functionen der l Grössen k2,... "kl aufzufassen, und durch die 
Substitution der betreffenden Ausdrücke in die l Bedingungs
gleichungen zu einer Bestimmung der Grössen lv k2,. .. zu 
gelangen, aus der eine übersichtliche Darstellung der Werthe 
xv x2, ... xn fliesst.

Auch die Entscheidung über das Vorhandensein eines Maxi
mums oder Minimums, die oben von der Beschaffenheit des mit 
den constanten Differentialen dx1} dx.2,.. dxn_, gebildeten voll
ständigen zweiten Differentials der daselbst definirten Function F 
abhängig gemacht war, lässt sich mit Hülfe der eingeführten 
Multiplicatoren zusammen ziehen. Ein für constante Differentiale 
dxj, dx2, . . dxn_t geltender Ausdruck d2 F entsteht aus dem für 
beliebige Differentiale gebildeten Ausdruck d3 F, indem die 
zweiten Differentiale d2xv .. d2xll_l gleich Null gesetzt werden. 
Der für beliebige Differentiale gebildete Ausdruck d2 F kann 
aber aus dem vollständigen zweiten Differential

Unbestimmte Multiplicatoren. § 59.

12, .

.. xn und den n—l Variabein xv x2,... xn_, aus--/+!? *
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a — n b = r d2f r df
a^l dxa

dadurch erhalten werden, dass* man die zweiten Differentiale
d2 xn
sprechend, vermittelst der Differentiale d2xv ... d2 xn_, ausdrückt. 
Für die vollständigen zweiten Differentiale der Functionen 
rfv cp.2,... cpn welche in Folge der Bedingungsgleichungen auch 
gleich Null sein müssen, bestehen die wie (11) gebildeten Aus
drücke

Û —

(11) d2f= 2 2 , ,
0 = 1 6=1 dx dxb

d xa d x, + 2 d2 xa

.. d2 xn, den gegebenen Bedingungsgleichungen ent--(+ v •

a—n 6 =d2cpy= 2 2 dxadxb + V d* xa
1 n=i6 = i aas dasb a u n = i dxa n(12)

o=w 6 = re ĆT <r> a—n d w

Weil nun in jedem von diesen die einzelnen Differentiale 
d2 xa respective mit denselben partiellen Differentialquotienten 
multiplicirt sind wie die Differentiale dxa in den in (5) auf
gestellten Differentialen dcpv dcpv. .. d<pp so erfordert die Auf
gabe, aus den Gleichungen d2 q>1 = 0, d2 cp2 = 0, . . . d2 cpt = 0 
die Werthe der Differentiale d2 xv d2 x2,... d2 xn_( zu finden, 
nur eine Wiederholung des Verfahrens, das zu der Darstel
lung der Differentiale dxn 
d<p1 = 0, dcp2 — 0, . . . dq>( = 0 gedient hat. Man erreicht des
halb den beabsichtigten Zweck auch dadurch, dass man mit 
Anwendung der vorhin bestimmten Multiplicatoren /t0,... 
den Ausdruck

.. dxn aus den Gleichungen—/+! ’ ’

d2 f + l] d2 cpl + l2 d2 cp2 + ... + l, d2 cpt 
aufstellt, in welchem die Differentiale

* d* Xn

(13)

d2 xn
aus den angeführten Gründen fortfallen. Derselbe wird, sobald die 
Gleichungen d2 cp1 — 0, d2 <p2 = 0,... d2cp( — 0 in Kraft treten, 
gleich dem Ausdruck d2f und repräsentirt daher das gesuchte 
vollständige Differential d2 F, wobei die noch vorhandenen 
Differentiale dxn 
die Differentiale dxv dx.2, ... dxn_f auszudrücken sind. In dem 
vollständigen zweiten Differential d2 F waren noch die eingehen-

. . d2 xa-t+v —1+2’ ■

.. dxa in der angegebenen Weise durch-/+!’ •
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den zweiten Differentiale d2xv .. . d2xn_, gleich Null zu setzen; 
dies muss gegenwärtig in dem Ausdruck (13) geschehen. Weil 
aber die zweiten Differentiale d2xn 
selben verschwunden sind, so fallen alle zweiten Differentiale 
heraus, und man darf statt (13) einen Ausdruck betrachten, 
der nach demselben Gesetz, aber mit lauter verschwindenden 
zweiten Differentialen d2xv d* x2,... d2xn gebildet ist,

n d2 (f\ 

dxadxb

.. d2xn schon aus dem--!+V •

a — n b — a — n b —(14) __—L-.
1 dxa dxb dxa dxb+

a — ] 6= 1
dxa dxb + ...

a= n 6 — w d2 Q),
. • • + \ 2 2 , ' 

a = l 6 = 1 OXa ÖXb
dxa dxb.

Auch in diesem Ausdruck ist die Sonderung der n Variabein in 
die Gruppe von l Variabein xn 
n—l Variabein xv xv ... xn_t nicht mehr sichtbar, so dass statt 
der zuerst gewählten Gruppirung irgend eine andere genommen 
werden darf. Sobald aus den l Gleichungen

d cp1 — 0, d (f2 = 0,.. . d (p( = 0 
die Differentiale von l Variabein als Functionen der Differentiale 
der n — l übrigen Variabein bestimmt und in den Ausdruck (14) 
substituirt werden, so zeigt die hervorgehende quadratische 
Form der n — l betreffenden Differentiale, falls sie wesentlich 
negativ ist, ein Maximum, falls sie wesentlich positiv ist, ein 
Minimum an. Es liegt in dem Wesen einer Mannigfaltigkeit der 
{n — l) ten Ordnung, welche für n Variabein durch l Gleichungen 
bestimmt wird, dass auf verschiedene Arten Gruppen von n—l 
unabhängigen Variabein ausgewählt werden können, um die 
übrigen l Variabein darzustellen; an die hierbei zulässige Will
kür schliesst sich die entwickelte Methode der unbestimmten 
Multiplicatoren auf das genaueste an und nimmt darum in der 
Analysis einen hervorragenden Platz ein.

.. xn und die Gruppe von-i+v •

(15)

§ 60. Besondere Aufgaben der relativen Maxima und 
Minima. Hauptaxenproblem eines Kegelschnitts.

Als Beispiele der entwickelten Theorie wählen wir zwei 
Aufgaben, die sich auf Functionen von zwei und drei Variabein 
beziehen und eine mannigfache Anwendung finden.
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I. Es soll die Quadratsumme der beiden Variabein x1}x2 
zu einem Maximum oder Minimum gemacht werden, während 
eine beliebig- gegebene ganze homogene Function der Variabein 
vom zweiten Grade einen unveränderlichen Werth behält.

Nach den im vorigen § gebrauchten Bezeichnungen ist 
f(x1,x2) = xl + x\\ 

die constant zu setzende Function sei
cp (Xy, #2) ®hi x^ + 2 ge)2 x1 x2 + u22 x2 ,

ihr vorgeschriebener Werth werde gleich der Einheit ange
nommen. Dann hat man zufolge der Regel des vorigen § ver
mittelst eines unbestimmten Factors X den Ausdruck

(1)

(2)

f(?i,x2) + Xcp{xx, x.2)(3)
aufzustellen und dessen nach xx und x2 genommene erste par
tielle Differentialquotienten zum Verschwinden zu bringen. 
Hieraus entstehen, indem der gemeinsame Factor 2 weggelassen 
wird, die Gleichungen

j xx + X ( an x1 + a12 x2) — 0 
\ x2 + X (a21 x1 + a22 x2) = 0,(4)

in denen wieder a.tl = av> ist. Diese Gleichungen sind in Bezug 
auf xx und x2 homogen und vom ersten Grade; sie haben, nach 
den Variabein geordnet, die Gestalt

( (1 + X a1}) x1 + X a12 x2 = 0 
} X a2A x1 + (1 4- X a22) x2 = 0.

In einem solchen System können die Grössen xx und x2, wie 
in I, § 75 bemerkt worden, keine anderen als verschwindende 
Werthe erhalten, wenn die betreffende Determinante nicht

(5)

gleich Null ist. Die Verbindung der Werthe x1—0, x2 — 0 
widerspricht aber der gegebenen Bedingung, dass die homogene 
Function (2) gleich der Einheit sein soll. Mithin muss die 
Determinante des Systems (5) gleich Null werden, falls die 
gestellte Aufgabe überhaupt eine Auflösung besitzt. Hieraus 
folgt für X die Gleichung

(1 + X otjj) (1+7. $22) — X aV2 = 0.(6)

Die weitere Behandlung gewinnt an Durchsichtigkeit, sobald 
statt X der negativ genommene reeiproke Werth dieser Grösse



(7) (O = —

eingeführt wird; hierdurch entstehen aus (5) und (6) beziehungs
weise die Gleichungen

(w — an) xx — «12 x2 = 0 
) — a2l xx + (to — a22) x2 = 0,
f(5a)

(w — an) (to — a22) - ai2 = 0.(5a)
Die letzte für to geltende Gleichung ist vom zweiten Grade und 
hat die beiden Auflösungen

« u + a22 y fan+<j2
(ana‘i‘2 ^12)w™ =(8) 2

y (yn+a^Jan "f“ a-2-i - («11 «22“ 4)-

Dieselben sind stets reell, weil der unter dem Wurzelzeichen 
befindliche Ausdruck durch die folgende einfache Umformung 
als eine Summe von zwei Quadraten darstellbar ist,

al\ d“ / 2 x  /
J (ana22 ai2 ) \

m{2) =
2

an a-2-2\ 2j + a\r(9)
22

Für jeden der gefundenen Werthe to wird durch die Gleichungen 
(5a) das Verhältniss der Grössen xx und x2 bestimmt, und zwar 
kann zu diesem Behufe die erste oder zweite Gleichung ver
wandt werden. Nur in dem einem Falle versagen beide Glei
chungen den Dienst, dass to einen Werth bekommt, bei dem 
alle Coefficienten verschwinden, oder dass

to — «u = 0, «i2 = 0, to — «22 = 0 
ist. Dies kann jedoch nur geschehen, wofern

«11 «22 = 5, «12 * )
ist, mithin der Ausdruck (9) gleich Null wird, und die Function
(2) die besondere Gestalt hat

«n x\ + 2 «12 xx x2 + «22 x\ — «n (x\ + x2).
Dieser Fall, in welchem die Bedingungsfunction aus der Function 
x\ + x\ durch Multiplication mit einem constanten Factor ent
steht, wird von der Betrachtung ausgeschlossen. Offenbar sind 
die beiden Werthe w(1) und o/2) nothwendig von einander ver
schieden, sobald der Ausdruck (9) von Null verschieden ist.

Aufgabe mit zwei quadratischen Formen. § 60.328
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Weil nun dieser Ausdruck für keine reellen Elemente, von 
denen hier allein die Rede ist, verschwinden kann, ohne dass 
gleichzeitig an — a22 = 0 und a12 — 0 ist, so ist diese Voraus
setzung ebenfalls ausgeschlossen; wir können daher nur zwei 
von einander verschiedene reelle Werthe w(1) und w(2) erhalten. 
Zu co0) und zu w(2) gehört nach dem Obigen ein bestimmtes 
Verhältniss der Variabein; durch die Bedingungsgleichung be
stimmen sich für jedes solche Verhältniss zwei Werthpaare, von 
denen das eine aus dem andern durch Multiplication mit der 
negativen Einheit hervorgeht. Mithin entsprechen der Wurzel 
co(1) zwei Werthsysteme x^, x^ und —x^\ — x^\ der Wurzel 
w(2) zwei Werthsysteme xf\ x[2) und — xf^. — x2’\

In Betreff dieser Werthsysteme sind noch mehrere Be
merkungen zu machen. Multiplicirt man die erste Gleichung 
(5a) mit xt, die zweite mit x2, und addirt, so tritt als Factor 
von co die Function x\ + x\ auf, während die von to freien 
Glieder den negativen Werth der Bedingungsfunction cf(x1,x2) 
liefern. Weil diese gleich der Einheit sein soll, so muss dem
nach für jedes unsere Aufgabe lösende Werthsystem xt, x2 die 
Gleichung

co {x\ + x\) — 1
gelten. Wenn man ferner die Gleichungen (5a) für ein zu der 
Wurzel wW gehörendes Werthsystem x\'\ reproducirt,

(co(1) — an) x— aJ2 a?2l) — 0 
— an x™ + (ojCi) _ a^

(10)

hierauf die erste Gleichung mit der ersten Variable, die zweite 
Gleichung mit der zweiten Variable eines zu cov2) gehörenden 
Werthsystems x\2\ x(;2) multiplicirt und addirt, so bekommt w(1) 
den Factor xf] x[2> 4- «21} x2\ und das Aggregat der von co0) 
unabhängigen Glieder wird gleich dem negativ genommenen 
Ausdrucke

(an x(p 4- a12 x2]) xf + («2] x^] + a.22xf}) xf\

Nach einer in I, § 81 mit (9) bezeichneten Relation bleibt 
der Ausdruck (11) ungeändert, sobald das Werthsystem x\ \ x2

(H)

O)
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mit dem Werthsystem xf\ x2J) vertauscht wird. Wenn daher das 
System der Gleichungen (5a) für das zu der Wurzel m(2) gehörende 
Werthsystem xf\ xf] gebildet und das Werthsystem x^, #2X) für 
die Multiplicatoren verwendet wird, so ist das Resultat aus dem 
mit dem Ausdrucke x\1] x{2) + x2] x[f multiplicirten Werthe aP^ 
und dem negativ genommenen Ausdrucke (11) zusammengesetzt. 
Aus dem Verschwinden der beiden Ergebnisse folgt durch Sub
traction die Gleichung

(m(1) — w(2)) (x{̂  xf] + x2} xf) — 0,(12)

mithin, weil nach der bestehenden Voraussetzung die Wurzeln 
m(1) und w(2) von einander verschieden sind, die auf die Werth
systeme xf\ x(2 und x^\ x{2) bezügliche Gleichung 

JD P + J1) (2) _ 0

Die Gleichung (10) kann ebenso wie die Bedingungs
gleichung dazu dienen, für das zu einem bestimmten Werthe co 
gehörende Verhältnis von xt und x2 die Werthe selbst zu er
mitteln, und zeigt zugleich, dass unsere Aufgabe nur dann 
eine reelle Auflösung gestattet, wie hier allein verlangt wird, 
wenn co einen positiven Werth erhält. Die Vorzeichen der 
Wurzeln m(1) und m(2) lassen sich leicht beurtheilen, indem man 
die linke Seite der Gleichung (6a) nach co geordnet darstellt, 

co2 — (au + a22) co + an «22 — al2 — 0.
Da nach I, § 28 die Summe der Wurzeln gleich der Verbin
dung an + «22, das Product derselben gleich der Verbindung
«u «22 — cij2, der Determinante der quadratischen Form cp(xlf x9) 
ist, so haben beide Wurzeln das positive Zeichen für 

an «22 — ąn >» 0, «n > 0, 
beide Wurzeln das negative Zeichen für

®n ^22 ' ^12 ^ Ô)
dagegen entgegengesetzte Zeichen für

«H «22 — «ja < 0.
Die Voraussetzung «n «22 — a\2 = 0, bei der eine der Wurzeln 
verschwindet, wird von hier ab nicht weiter verfolgt. Wie wir 
uns erinnern, muss die quadratische Form cp (x1} x2) bei den

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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Bedingungen (15) wesentlich positiv, bei den Bedingungen (16) 
wesentlich negativ sein, während sie bei den Bedingungen (17) 
sowohl positive als negative Werthe annehmen kann. Da eine 
wesentlich negative Form niemals der positiven Einheit gleich 
wird, so sind die Bedingungen (16) gegenwärtig auszuschliessen. 
Bei (15) kommen für die gestellte Aufgabe die beiden positiven 
Wurzeln co(1) und w(2) zur Anwendung, bei (17) nur die eine 
positive Wurzel.

Für die Darstellung von xx und x2 waren die aus (5a) fol
genden Proportionen angegeben

x\: ~ ai2: co — an
X\ ' Xi ®22 ’ ®12*

Wird die linke Seite der ersten mit x.2, die linke Seite der 
zweiten mit xx multiplicirt, so stimmen auf beiden Seiten das 
erste Glied des ersten Verhältnisses und das zweite Glied des 
zweiten überein; mithin lassen sich die Proportionen zu der 
folgenden fortlaufenden vereinigen

x\ : x1 x2 : x\ = to — a22 : a12 : to — an.
Insofern durch dieselbe das Verhältniss x\ : x;, durch die Glei

chung (10) der Werth ~ der Summe x\ + x\ gegeben ist, re- 
sultiren für x\, x\, xx x2 die Werthe

!(18)

(19)

io - a22
x\

w (2 io—an — a22)

to — an
(20) /y» 2 

tsOn "<
to (2 to — au — «22)

ai 2
ÖL/ ^ OL/ 2

to (2 io — an — a22)

welche mit Benutzung der für to geltenden Gleichung (14) die 
folgende Gestalt annehmen

(to ^22) 

to2 — ttn ü>22 + rtj2

(M - an)

to ütt22 + tt'j2

X\ =

/y*2 „J/2 --(21)

aV2
X1 x 2 2 2 

tx) OSjj (l22 + ÖSj 2



Wann ein Maximum, wann ein Minimum vorhanden sei, 
hängt nach der Formel (14) des vorigen § von dem Verhalten 
des Ausdruckes

dx] + d x2 + l{alldx'1 + 2 al2dxxdx2 + a.,2 dx2)

ab, in welchem das Verhältnis der Differentiale dxx und dx2 
durch das Verschwinden des Differentials dtp,

(on x1 + al2 x2) d xx + (a21 xx + a22 x2) d x2 — 0

(22)

(23)

bestimmt wird. Vermöge der Gleichungen (4) darf statt (23) 
die Gleichung
(24) xxdxx + x2 d x2 = 0
eintreten, um derentwillen
(25) d x j : d x2 — — x2 : xx 
ist. Hieraus folgt die Berechtigung, in (22) die Differentiale 
dxx und dx2 durch Grössen, die in dem bezeichneten Verhält
nisse stehen, und daher respective auch durch — x2 und xx 
selbst zu ersetzen, wodurch der Ausdruck

x2 + x\ + l (au x2 — 2 ai2 x2 xx + a22 x\),(26)
lentsteht. Indem nach (7) für l die Grösse — - eingeführt wird, 

verwandelt sich (26) in
l) 2

al2 xx x2 + 11 — ■ - )x2.(27)

Die Substitution der Werthe von x\ x\, xyx2 aus (21) giebt dann 
das Kesultat

(w —a22f + 2 a212 + (w — anf 
io (feT — alx a22 + ttj2)

bei welchem der Zähler als eine Summe von drei Quadraten, 
der Factor to des Nenners nach der getroffenen Voraussetzung 
positiv ist, folglich das Vorzeichen durch das Vorzeichen der 
Differenz to2 — au at>2 + a\2 bestimmt wird. Da die Grösse 
a ji a22 a\2 gleich dem Product der beiden Wurzeln w(1)w(2) ist,
so hat die Differenz unter den Bedingungen (15), wo es zwei 
verschiedene positive Wurzeln giebt, für die grössere Wurzel 
das positive, für die kleinere das negative Vorzeichen; dagegen 
hat die in Rede stehende Differenz unter den Bedingungen

(28)

Aufgabe mit zwei quadratischen Formen.332 § 60.
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(17), wo zwei Wurzeln von entgegengesetztem Zeichen vor
handen sind, ftir die zu wählende positive Wurzel stets das 
positive Vorzeichen. Demnach liefert in dem Falle (15) die 
grössere Wurzel ein Minimum, die kleinere ein Maximum, wäh
rend in dem Falle (17) die positive Wurzel stets ein Minimum 
hervorbringt.

Die so eben gelöste Aufgabe berührt sich mit einer 
Fundamentalaufgabe aus der Lehre von den Kegelschnitten. 
Für rechtwinklige Coordinaten x1}xz stellt die Gleichung

an x\ + 2 a12 xx x2 + a22 x\ = 1
eine Ellipse oder Hyperbel dar, jenachdem von den Coefficienten 
«n, aiv «22 die Bedingungen (15) oder (17) erfüllt werden. 
Wenn der Gleichung (29) ein Werthsystem x1} x2 genügt, so 
genügt ihr auch, wie schon oben bemerkt worden, das zuge
hörige Werthsystem —xt, — xü; die betreffenden beiden Punkte 
der Curve liegen auf einer durch den Coordinatenanfangs- 
punkt laufenden Geraden zu beiden Seiten desselben in gleichen 
Entfernungen, mithin wird jede durch den Coordinatenanfangs- 
punkt gezogene Sehne der Curve in diesem Punkte halbirt. 
Eine solche Sehne heisst ein Durchmesser, und der zum Coor- 
dinatenanfangspunkt gewählte Punkt der Mittelpunkt des durch 
(29) gegebenen Kegelschnitts. Die Function

/v»2 _ I , /y» 2
tAs J I tX/ 2

bedeutet also das Quadrat der Entfernung des Punktes (x1}x2) 
von dem Mittelpunkte des Kegelschnitts, und die behandelte 
Aufgabe giebt diejenigen Punkte des Kegelschnitts an, für 
welche das Quadrat jener Entfernung, folglich auch die Ent
fernung selbst, einen grösten oder kleinsten Werth erhält. Wie 
sich gezeigt hat, liegen bei der Ellipse auf einer durch den 
Mittelpunkt gehenden Geraden zwei Maxima, auf einer andern 
durch den Mittelpunkt gehenden Geraden zwei Minima, während 
bei der Hyperbel nur auf einer durch den Mittelpunkt gehenden 
Geraden zwei Minima Vorkommen.

Bei der Ellipse werden der Cosinus und Sinus des Winkels, 
welchen die von dem Mittelpunkt nach dem Punkte (xf\x^) 
gezogene Gerade mit der positiven xl Axe bildet, respective 
durch die Ausdrücke

Aufgabe mit zwei quadratischen Formen. S33§ 60.
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jn **':2(30)
ix[l ) + } ^2^ ^x'i 1 X^) + X^} xfp

bezeichnet; für den Punkt (x^\ x^) gelten die entsprechenden 
Ausdrücke

(2)

(31)
i xf'* aĘ* + x{2)

Wegen der Gleichung (10) darf man aber statt der ersten 

Quadratsumme den Werth

i se^aĘ* + Ą(2) „(2)
*2

1 statt der zweiten den Wertho»w ’
1 setzen, und erhält beziehungsweise die Ausdrücke

j x^: ix^

Wenn in dem Falle der Hyperbel w(1) die positive Wurzel be
deutet, so gelten die ersten beiden Ausdrücke ebenfalls in 
Bezug auf die Verbindungslinie des zugehörigen Punktes 
x{^,x^ mit dem Mittelpunkte. Die andere negative Wurzel
w<2) liefert keine Auflösung der Aufgabe des Maximums oder 
Minimums und wurde deshalb vorhin ausgeschlossen. Hält man 
aber die rein algebraische Frage fest, so finden sich für x\2) 
und x(2) rein imaginäre Werthe, aus denen für (31) reelle zu
sammengehörige Werthe des Cosinus und Sinus eines von einer 
gewissen durch den Mittelpunkt gezogenen Geraden mit der 
positiven x Axe gebildeten Winkels folgen, die auch durch die 
beiden letzten Ausdrücke in (32) darstellbar sind. Demnach 
werden sowohl bei der Ellipse wie bei der Hyperbel vermit
telst (32) die Richtungen von zwei durch den Mittelpunkt 
gehenden Geraden bestimmt; dieselben stehen auf einander senk
recht, weil der Cosinus des Neigungswinkels den Werth

hat, also in Folge der Gleichung (13) verschwindet. Diese zu 
einander senkrechten Geraden heissen die beiden Hauptaxen des 
Kegelschnitts.

Nachdem auf dem eingeschlagenen Wege die Lage der

wód

(32)

(13*)
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Hauptaxen gefunden ist, kann man die Gleichung des Kegel
schnitts umformen, indem man statt der ursprünglichen Coor- 
dinaten xx und x2 neue einführt, welche denselben Anfangs
punkt haben und sich auf die Hauptaxen als Coordinatenaxen 
beziehen. Wie in I, § 80 hervorgehoben ist, gehören die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes (xx x2) zu der daselbst 
entwickelten Interpretation der obigen quadratischen Form (1), 
welche das Quadrat des betreffenden Punktes von dem Coordi- 
natenanfangspunkt ausdrückt. Nimmt man bei demselben Coor- 
dinatenanfangspunkt ein anderes rechtwinkliges Axensystem £, 7], 
so muss das Quadrat der Entfernung des Punktes (£, rj) von 
jenem Punkte wieder durch die Quadratsumme £2 + ry2 darge
stellt werden; ausserdem hängen die Coordinaten desselben 
Punktes in den beiden Systemen durch Gleichungen des ersten 
Grades zusammen, welche mit den constanten Coefficienten 
a, ß, y, ô gebildet, die folgende Gestalt haben

xx =a^ + ßrj 
x 2 = y£ + örj.

Hier entsprechen die Werthe x1=a,x2 = y den Werthen 
£=1, ^ = 0, die Werthe x1=ß, x2 = ö den Werthen £=0, r; = l. 
Auch ist a. a. 0. nachgewiesen, dass die neuen positiven Axen 
£, rj die gleiche oder entgegengesetzte relative Lage wie die 
ursprünglichen positiven Axen xx, x2 haben, je nachdem die 
Determinante der Substitution

(33)

(34) ad — ßy
einen positiven oder negativen Werth hat. Vermittelst der 
Substitution (38) muss die Gleichung

x\ -1- x\ — £2 + rf
erfüllt werden, oder, wie man auch sagt, die quadratische 
Form x\ + x\ in sich selbst übergehen. Weil nun nach (28) in 
I, § 78 die Determinante der neuen Form gleich dem Product 
aus der Determinante der ursprünglichen Form und dem Qua
drate der Substitutionsdeterminante ist, die Determinanten der 
beiden gegenwärtigen Formen jedoch gleich der Einheit, also 
einander gleich sind, so muss das Quadrat der Substitutions
determinante ebenfalls gleich der Einheit sein; sie selbst ist 
also entweder gleich der positiven oder gleich der negativen

(35)
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Einheit. Wegen der Gleichung (35) folgen für a, ß, y, ö die Re
lationen

cc2 + y* — 1 
ß2 + d'2 = l 

aß + yö =0.
Aus der ersten bestimmt sich ein Winkel /, aus der zweiten

I(36) I
ein Winkel >j>, wie folgt,

j a = cos y ß — cos ip 
) y = sin y ô — sin if.>,

(37)

nach der dritten muss
cos / cos ifi + sin y sin ßi = cos {p' — y) — 0(38)

7tsein, also ist die Differenz i}>—y entweder gleich oder gleich

—Die Substitutionsdeterminante (34) verwandelt sich in den z
Ausdruck

cos y sin — cos ip sin / = sin (ip — y).
Je nachdem derselbe gleich der positiven oder negativen Einheit

7t 7tist, wird U> — y gleich — oder— o > so dass für den ersten Z 2

(39)

Fall aus (33) die Formeln
xx = cos y . £ sin y. tj 
x* = sin y.£ + cosy.vh 

für den zweiten Fall die Formeln

(40a)

(40t,) = cos y . £ + sin y. rj 
x2 — sin y . £ — cos y . rj

entstehen. Man überzeugt sich leicht, dass in dem ersten Falle 
die positiven Axen xx und x2 durch Drehung um den Winkel y mit 
Beibehaltung der Reihenfolge in die positiven Axen der £ und t] 
übergeführt werden können, was in dem zweiten Falle nicht 
möglich ist.

Um bei der Gleichung des Kegelschnitts Coordinaten §, rj 
einzuführen, welche zu den Hauptaxen gehören, hat man also 
die Werthe der in (37) angeführten Grössen in derselben Reihen
folge aus (32) zu nehmen; den beiden ersten Gleichungen von 
(36) entspricht die mit io — w(1) und io = w(2) gebildete Glei
chung (10), der dritten Gleichung von (36) das Verschwinden 
des Ausdrucks (13*). So ergiebt sich die Substitution



^(2M2) vx1 = i

X2 = |/(rj(1)

Die daraus hervorgehende Transformation der quadratischen 
Form cp(xnx2) vereinfacht sich durch die Bildung der halbge
nommenen partiellen Differentialquotienten

(42) an xx + aX2 x2 = 1 w(1) (an 4- ai2 x2y) £ 4- Vw(2) (axx xx2) + a12 xfy) rj

(41) +

\Uo^ xf^ fj.

°21 X\ + «22 X‘l ~ («21 + «22 X^) £ + («21 XT + «22 Vt
welche mit Hülfe der auf ca = w(1) und ca — w(2) angewendeten 
Gleichungen (5a) die Gestalt bekommen

(43) axx xx + a12 x2 — wU) ica^x^ £ 4- w(2) Vw(2) xfJ rj

a21 x1 + a22 x2 = ca(1) /ca^x2iy -h o/'2) ica^x^ rj.

Multiplicirt man jetzt bei (41) und (43) die erste mit der ersten, 
die zweite mit der zweiten Gleichung, und zwar einerseits die 
Ausdrücke links, andrerseits die Ausdrücke rechts, und addirt, 
so geht auf der linken Seite die Function cp (æi; x2) hervor, auf 
der rechten Seite erhält dagegen nach den schon mehrfach 
benutzten Relationen der Coefficient von den Werth wu), der 
Coefficient von rf den Werth w(2), und der zu 2^ gehörige Coef

ficient den Werth Null. Man findet demnach das Resultat
(44) axx x\ + 2 a12 xx x2 + a22 x2 — ca0) £2 + w(2) rf.
Dasselbe zeigt, dass die Gleichung der Ellipse wie der Hy
perbel, wenn die Hauptaxen zu den Coordinatenaxen gemacht 
werden, dadurch ausgezeichnet ist, dass sie nur die Quadrate 
der Coordinaten und nicht ihr Product enthält. Bei der Ellipse 
stellen und w(2) die reciproken Werthe der Quadrate der 

halben zu den Hauptaxen gehörenden Durchmesser dar, welche 
ebenfalls Hauptaxen genannt werden; bei der Hyperbel gilt 
der gleiche Ausdruck eigentlich nur für die positive Wurzel 
w(1), wird aber auch von beiden Wurzeln gebraucht.

Hiernach löst die so eben durchgeführte Untersuchung die 
Aufgabe, die Hauptaxen eines Kegelschnitts nach Lage und 
Grösse zu bestimmen, oder dessen Hauptaxenproblem. Man kann 
den Inhalt der Gleichungen (35) und (44) dahin zusammen
fassen, dass durch die Substitution (41) die beiden quadrati-

Lipscliitz, Analysis II. 22
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scheu Formen x\Ą-x\ und q (xx, x2) gleichzeitig so transformirt 
werden, dass die erstere in sich selbst, die zweite in eine Form 
übergeht, welche nur die Quadrate der neuen Variabein enthält. 
Auf diese Weise werden die beiden Formen, welche in dem 
gestellten Problem des relativen Maximums oder Minimums Vor
kommen, gleichzeitig transformirt, und es lässt sich die Auf
lösung in Bezug auf die neuen Variabein £ und rj so aus- 
driicken, dass die zugehörigen Werthsysteme diejenigen sind, für 
welche entweder die zweite Variable r) oder die erste Variable £ 
verschwindet.

§ 61. Fortsetzung:. Hauptaxenproblem einer Fläche 
zweiten Grades.

Die zweite Aufgabe, welche wegen ihrer Analogie mit der 
ersten eine kürzere Behandlung zulässt, ist die folgende:

II. Die Quadratsumme der drei Variabein x17 x2, xa unter 
der Bedingung zu einem Maximum oder Minimum zu machen, 
dass eine beliebig gegebene ganze homogene Function der Va
riabein vom zweiten Grade einen unveränderlichen Werth behält.

Es ist hier
(1) f(x 1} x2, x3) = x\ + x\ + x\ ; 
die gegebene Function sei in der früheren Weise bezeichnet 

q (xv x2, x3)
= an x\ + a22 x2 + a33 x3 + 2a23 x2 x3 + 2a31 x3 xx + 2a}2 x1 x2, 
ihr fester Werth sei wieder gleich der Einheit. Mit Hülfe eines 
unbestimmten Factors A bilde man nach § 59 den Ausdruck 

f Oh, x3) + Iq (xlf xv xs),
und erzeuge durch Nullsetzen der nach xt, x2, x3 genommenen 
partiellen Ditferentialquotienten die Gleichungen 

x1 + A (an xx + a12 x2 + a13 x3) — 0
^2 *b ^ (®21 ^1 "f" ^22 "b ^23 ^s) ^
*^3 "b ^ (®3i ~b ^32 ^2 "b ü33 Xÿ) 0.

Dieses System von Gleichungen des ersten Grades für xx,x2,x3
würde aus der im vorigen § angeführten Ursache nur durch 
die Werthe xx = 0, x2 = 0, x3 = 0 erfüllt werden, wenn die 
Determinante des Schemas der Coefficieuten

(2)

(3)

/(4)



1 + X X a12 X ttj3

AC123
/ a32 1 + / «33

(5) X an 1 + X «22 
Xa31

nicht gleich Null wäre. Mithin muss die betreffende Deter
minante verschwinden und bestimmt auf solche Weise den 
Werth X. Nun werde abermals

(6) co = —

gesetzt, so dass aus (4) das System von Gleichungen 
(w — an) xx — «12 æ2 — «]3 x3 — 0 

— «21 xx + (co — a22) a;2 - «23 x3 = 0 

«3i xx «32 #2 + (w «33) x3 0
(7)

folgt, dessen Determinante
co axx «]2

«2i CO «22 

«31 «32 CO «g3

durch ihr Verschwinden für co die Gleichung
D (co) = 0

liefert. Die Wurzeln dieser Gleichung können von einander 
verschieden sein, oder es können unter ihnen gleiche Vorkommen; 
wir schliessen die Fälle, in denen das letztere geschieht, von der 
Betrachtung aus. Nach I, § 49 tritt bei einer algebraischen 
Gleichung dann und nur dann eine doppelte Wurzel auf, wenn 
für deren Werth die erste Ableitung der gleich Null zu setzenden 
Function mit der Function gleichzeitig verschwindet. Die erste 
Ableitung oder der nach co genommene erste Differentialquotient 
der Function D(co) ist der Ausdruck

(CO «22)(w «33) «23 4" ((O «33X0* «jj) ®3i 4" «11^22)

Die getroffene Annahme besteht also darin, dass derselbe durch 
keine Wurzel der Gleichung (9) zum Verschwinden kommen darf.

Sobald für co eine Wurzel der Gleichung (9) genommen 
wird, dient das System von Gleichungen (7), wie am Schlüsse 
von I, § 75 auseinandergesetzt ist, dazu, die Verhältnisse der 
Grössen x1,x2,x8 zu bestimmen. Es mögen die adjungirten 
Elemente des Schemas (8) in der entsprechenden Ordnung 
folgendermassen bezeichnet werden

«]3

^23(8) — D (co)

(9)

d D (co)
(10) - dco

§ 61. Aufgabe mit zwei quadratischen Formen. 339
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AiM D12 («) D13(co) '

Al (") A2O) As H
Al (W) -^32 (W) A?3 (W)? 

wo aus der Symmetrie des Schemas (8) die Symmetrie des 
vorliegenden folgt; falls nicht alle adjungirten Elemente ver
schwinden, werden die Verhältnisse der Grössen xx7 x2, x3 
durch die Verhältnisse der entsprechend geordneten Elemente 
irgend einer Horizontalreihe ausgedrückt. Die Möglichkeit, 
dass alle Elemente in (11) gleich Null werden, ist indessen da
durch beseitigt, dass der Ausdruck (10) für keine Wurzel von 
(9) gleich Null werden darf; denn es leuehtet ein, dass derselbe 
mit dem Aggregat der drei Elemente

Ai (w) + Am (w) + A3 (w)

(H)

(12)

übereinstimmt, und daher bei dem Verschwinden aller Elemente
ebenfalls verschwinden müsste. Demnach gelten die drei Pro
portionen

J X-l . X2 . Xg -Ai • -A2 (W) ' "Aß (^0

, Xj . Xg. Xg Au (^) ’ A>2 (W) ‘ Aî3 (tL>)
! Æj . Z)gj (cü) . -Z)g2 (w) . Asg

(13)

Wird die linke Seite der ersten mit xx, der zweiten mit x2, 
der dritten mit x3 multiplicirt, so lässt sich wegen der Gleich
ungen DV1 (to) — D2l (co), u. s. f. wieder eine fortlaufende Propor
tion ableiten,

x\ : x\ : Xg :x2x3: x3 xx : x} x2

= Ai (w); A2 ("): As (w): As (w); Ai ("): A»-
Ein geeignetes Hülfsmittel zur ferneren Untersuchung des 

Systems (7) besteht darin, die erste, zweite und dritte Gleichung 
respective mit drei unbestimmten Grössen u, v, w zu multipliciren 
und hierauf zu addiren, so dass die Gleichung 
(15) 10 (xx u + x2v + x3w)

1 (d<p(ßyX„X 3)

(14)

dcpjx^ x2,xs) i,g„^3) zv
d xs t

entsteht. Nach einer im vorigen § erwähnten Bemerkung hat 
der in der zweiten Klammer befindliche Ausdruck die Eigen
schaft, sich nicht zu ändern, wofern die Grössen xx7x27 x3 der 
Reihe nach mit den Grössen u, v, w vertauscht werden, oder 
die Relation

=0u + v +
dx2dxx2
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dcpjx^X a,Qd<p{xvx„x,)
(16) a +m +

5 Ä?2d Xt
dtp(u,V,w) ^ 

dw X3

zu erfüllen. Setzt man in (15) erstens u=x1,v = x2,w=x3, 
so wird das zu subtrahirende Aggregat nach dem .EWer’scken 
Satze von den homogenen Functionen gleich der Function 
cp(x1, x.2, x3), und insofern deren Werth gleich der Einheit sein 
soll, dieser selbst gleich ; hieraus geht für jede Wurzel von (9) 
die Gleichung 
(17)
hervor. Die drei nach der bestehenden Voraussetzung ver
schiedenen Wurzeln von (9) mögen mit m(1), w(2), o/!) bezeichnet, 

die zu einer jeden gehörigen Werthe xlt x2, x3 durch Hinzu
fügung des entsprechenden oberen Zeigers kenntlich gemacht 
werden. Es werde nun in (15) einmal für to eine bestimmte 
Wurzel com gewählt, demzufolge x1 = x[1\x2=x^\x3 — xf) ge

nommen, ferner mit Anwendung einer zweiten Wurzel w(2) die 
Bestimmung u = xf\ v = xf\ w — x^ getroffen; ein zwei-

_dtfj(u,v,w) dtp(u,v, to)
X 2 +xt +

ÔVdu

co{x\ + x\ + x\) = \

tes Mal werde für to die Wurzel w(2) substituirt, so dass 
Xj=x\2\ x2=x2\ x3—x3^ sind, ferner umgekehrt u=x^1}, rCU

w —x^ gesetzt; dann nimmt die erste Klammer und wegen
v—

(16) auch das zu subtrahirende Aggregat beide Male denselben 
Werth an, so dass durch Subtraction der Resultate die Glei
chung
(18) (w(1) — m(2)) (^j1} xf^ 4- x2^ xf:> + x^xf) = 0

entsteht. Weil aber vermöge der getroffenen Annahme w(1)— w(2) 
nicht gleich Null sein kann, so muss die Gleichung

r(l) yOO , „(1) r(2) , (1) „(8) _ a
tt/j CA/j i i W fj IA/q ——. \J

erfüllt sein; in derselben Weise gelten für die zu zwei andern 
Paaren von Wurzeln gehörenden Werthe die Gleichungen

r(2) r(3) , r(2)* (3) , (2) A3) _ 0
wZj tVj ł ca/ 2 tA/^ l ivg \J j

x™ x[" + xfx? + xfx? = 0'

Aus der Verbindung der Gleichung (17) mit der Proportion (14) 
folgt für die auf der linken Seite der letztem vorkommenden 
Grössen die Bestimmung

(19)

!(20)
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____ 7)uH_______
w (Dn(o>) + U22(w) + B.Jcu)) ’

#22 (W)
(21) x\ =

«2 = <0 (#j i (w) + Dn(to) + D33(m)) 

#33 (M) t____ _
w (Dn(w) +D (w) + #33(«))

^3

#31 (ÖJ)

w (Z>n(w) + D22(w) + A^w)) ’
_____________ #12 H_______________

cu (Dn(w) + A22(m) + #33(«))

Der zweite Factor des gemeinsamen Nenners ist der obige 
Ausdruck (12) und darf als solcher für keinen der Werthe 
m(1), co(2\ m(3) gleich Null werden. Dass einer der drei Werthe 

selbst gleich Null sei, schliessen wir durch die Festsetzung aus, 
dass die Determinante der quadratischen Form cp(x1, #2, x3)

2 2 2 1 otljl U2-2 ^33 ail ®23 ^22 ®31 ^'33 ®12 ‘ ^^23 ^31 ^12’

in deren negativ genommenen Werth die Determinante (8) für 
w=0 übergeht, von Null verschieden sein soll.

Es lässt sich nachweisen, dass die drei Wurzeln w(1), w(2), au^ 

der Gleichung (9) stets reell sind. Als eine Gleichung mit 
reellen Coefficienten könnte dieselbe nach § 53 nur entweder 
drei reelle Wurzeln oder eine reelle und zwei complexe conju
gate Wurzeln haben. Wäre das letztere der Fall und hiessen 
die conjugirten Wurzeln cu(1> und cu{2), so erhielte man vermöge
(21) für io=co{1) ein durch bestimmte algebraische Operationen 
gebildetes Werthsystem x^\ #2a), für cu — w(2) ein auf die

selbe Art gebildetes Werthsystem xf\ ^22), x3\ Die vorkom

menden algebraischen Operationen sind erstens rationale, und von 
diesen ist in 1, § 27 gezeigt, dass bei Anwendung der gleichen 
Operationen auf Elemente, die mit gegebenen Elementen conju- 
girt sind, nothwendig ein mit dem ursprünglichen eonjugirter 
Werth hervorgeht; zu der Darstellung von xn x3, xa gehören 
ferner Ausziehungen von Quadratwurzeln, in Betreff deren nach 
I, § 39 der Satz gilt, dass je eine der beiden Quadratwurzeln 
aus einer Grösse A+iJB mit je einer der beiden Quadratwurzeln 
aus der conjugirten Grösse A — iB conjugirt ist. Aus diesen * 
Gründen Hesse sich in dem obigen Falle bewirken, dass x\2)

#23 (t0)

eu (7Jn(co) + Bjcu) -t- B.Jcu)) \x2x.ä =

sy> rp —----
tv i w c\ “

(22)



§ 61. Aufgabe mit zwei quadratischen Formen. 343

mit mit x^\ x{p mit x^ conjugirt würde. Trennte man

demnach den reellen und imaginären Theil und setzte 

— \ + i/uv x^] = A2 + x3)= A.3 + ifj.3,
xf = A, - xf = l2 — xf = A3 —

so würde sich (19) in die Gleichung
+ f-ll + K + (J- g + A3 + /<* = 0 

verwandeln, welche nicht anders als durch Verschwinden der 
sämmtlichen reellen Grössen 1f.i2,^s,(.is erfüllt werden 
könnte. Dann müssten aber auch x^, x2 \ x3\ xf\ x^\ x^ selbst

gleich Null sein, was mit Rücksicht auf die für w = w(1) und m(2) 

geltende Gleichung (17) unmöglich ist. Mithin sind alle drei Wur
zeln w(1), w(2), w!o>, wie behauptet worden, reell. Hieraus ergiebt 

sich, dass die Ausdrücke der rechten Seite der in (21) zusam
mengefassten Gleichungen ebenfalls für w = w(1), o/2), m(3) reell 

werden. Für x1, x2, x3 können hiernach nur Werthe erschei
nen, die entweder reell sind, oder negative reelle Quadrate 
haben, das heisst, rein imaginär ausfallen. Weil aber die

(23)

(24)

Producte x2 x3, x3 xiy xx x2 wieder nothwendig reell sind, so 
können xi: xs, x3 nur entweder sämmtlich reell oder sämmtlich 
rein imaginär sein, und zwar muss das eine oder andere ein- 
treten, je nachdem die Summe ihrer Quadrate einen positiven 
oder negativen Werth hat. Diese ist aber nach (17) dem reci- 
proken Werth der betreffenden Grösse co gleich. Es werden 
daher xt, x2, x3 gleichzeitig reell oder rein imaginär, je nach
dem die zugehörige Wurzel w(1), w(2), et/3) positiv oder negativ * 

ist. In Folge dessen haben die neun Grössen
l/TTäj _(8)) Wica*® x^ 

x™

1xf

die Eigenschaft, immer reell zu sein. Auflösungen der gestell
ten Aufgabe des relativen Maximums oder Minimums erhält 
man jedoch nur für die positiven Werthe der Grösse 10.

Wir benutzen die Grössen (25) als Coefficienten für drei 
neue Variabein £, rj, 'Ç und bilden die Substitution

yw(i)(25) Xxx\

y«(8) x^

YJ* A3)x3
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= iV" xf^ + iV2’ xf v + i4/3) xf t 

x2 = fj» xf i + xf n + Z«® xf t

l X,, — it'/1' x'.' ' I -I- it'/ ’1 x''1 / 4- i t'/ ' X« /,

vermittelst deren die quadratischen Formen æ2 + x\ + x\ und 
cp(xi: x2, x3) gleichzeitig transformirt werden. Für die erstere 
ergiebt sich, indem die Gleichung (17) für oj — w(]), w(2>, io(s), 

ferner (19) und (20) benutzt wird, die Gleichung 

x‘i + æ22 + xl = £2 + rj2 + Ç2.

Um cp(xi, x2, x3) umzuformen, leitet man mit Zuziehung von
(7) die Gleichungen ab

/' an xx + aVi x2 + avix3== + w{2) ]/uP^ x^ rj + w(y)| /afîi)x{*) L

(26)

(27)

(28) }a2ixi +a22^2 + a23^3 = e/1 £ + w(2Vm(2)xf*rj+ m(3)^w(3)a?23)Ç

(a31 + a32 #2 + a33 a?3 — co^/co^x^ £ 4- o/2 Vco^xf^ rj + o/3) \Uo ^x^L,

woraus durch Multiplication und Addition der entsprechenden 
Ausdrücke nach abermaliger Anwendung von (17), (19) und 
(20) die Gleichung

cp (xv x2, x3) = m(1) £2 + w(2) yf + w(3) Ç2 

entsteht. Durch die Substitution (26) wird also einerseits die 
Quadratsumme x\ + x\ + x\ in sich selbst, andrerseits die qua
dratische Form (p(xl,x^,x3) in eine solche quadratische Form 
verwandelt, die nur die Quadrate der neuen Variabein und als 
deren Coefficienten die drei Wurzeln com, w(2), w(>) der cubi- 

schen Gleichung (9) enthält. Nach dem Trägheitsgesetz der 
quadratischen Formen, das in I, § 88 bewiesen worden, ist die 
Anzahl von positiv und von negativ genommenen Quadraten, in 
deren Aggregat eine mit reellen Coefficienten versehene quadra
tische Form durch eine reelle Substitution verwandelt werden

(29)

kann, unveränderlich dieselbe. Bei der in (29) gegebenen Dar
stellung der Form cp (xt, x2, xs) wird die Zahl der positiven und 
negativen Quadrate durch die Zahl der positiven und negativen 
Werthe unter den drei Grössen w(1), co^2\ co(!) bestimmt. Offenbar 
ist die Form cp(xvx2,x3) wesentlich positiv, wenn m(1), m(2), w(3) 

positiv, wesentlich negativ, wenn alle drei Grössen negativ sind; 
die letztere Voraussetzung macht es unmöglich, dass die Form
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für irgend ein reelles Werthsystem der Variabein den vorge
schriebenen Werth der Einheit annehme, und wird deshalb von 
jetzt ab ausgeschlossen. Gilt die erstere Voraussetzung nicht, 
so können unter den drei Werthen, von welchen in Folge der 
obigen Annahme keiner verschwinden darf, zwei positiv und 
einer negativ, oder einer positiv und zwei negativ sein. Es 
bleiben demnach drei Fälle, welche sich folgendermassen be
zeichnen lassen,

(I) a,“>>e„'a>>MW>0

(II)
(III) m(1) > 0 ; 0 > m(2) > w(3).

Die Entscheidung zwischen dem Maximum und Minimum 
wird nach der Formel (14) des § 59 durch den Ausdruck 

(30) dx\ 4- dx 2 + dx g
4- À (an dx] + a22 dx\ 4- a33 dx\ 4- 2a23 dx2 dxa 4- 2a31 dx3 dx 1 4- 2a12 dxßx^ 
gegeben, in welchem die Differentiale der Variabein durch die 
Gleichung

d cp (x1} æ2, xs) = 0 

eingeschränkt sind. Man darf hier die Differentiale dxt, dx^ dxa 
durch die Differentiale der neuen Variabein d£, drh dt aus- 
drücken, indem man in den Gleichungen (26) die vollständigen 
Differentiale der linken und rechten Seiten bildet. Weil aber 
die Coefficienten von f, rj, 'Ç constant sind, so entstehen hierbei 
gerade diejenigen Resultate, welche aus (26) hervorgehen, indem 
statt jeder der sechs Variabein ihr Differential gesetzt wird. 
Ferner ergiebt sich durch denselben Process der Ausdruck (30) . 
aus dem Ausdrucke (3). Man ist daher vermöge der Gleichun
gen (27) und (29) im Stande, das Ergebniss der Einführung 
der Differentiale d£, clrj, d'C in (30) folgendermassen hinzu

schreiben, wobei für l nach (6) der Werth —^ gesetzt ist,

d? + dr? + (o>mäf+ «(2V + o>md?) ;

zugleich verwandelt sich die Gleichung (31) in die folgende 
d(fiP?+ co™r?+ >£) = 0.

Die Werthsysteme £, »7, Ç, bei denen ein Maximum oder Mini
mum auftreten kann, sind diejenigen, für welche

(31)

(32)

(33)



w , Xl = Æj , #2=#2 , ^3 = ^3 ;
(2) (2) (2) (2) \ i» = iw ; xx=x\ , x2=x\x3—x3 ;

I (3) (3) (3) (3)
f f ) — - 7 • /y»   /y»v y /y» ——- /y»v y ai ------- /y»v y

I »-y 5 lA/j W, j LVn " ^ Wo -------  lA/f>

“
\ to(34)

wird, und haben daher wegen der Gleichungen (26) die Be
stimmung

j io —(O *? = 0, 
£ = 0, l/,(o(2) tj = 1,

r=0;

tu = tu(3);

(35) r=0;

r) = 0, lw(3)t = 1.£=o,

Je nach den drei Annahmen geht der Ausdruck (32) in einen 
der drei folgenden über

/ (2)to™, dr?+ä?-(ÜjWW+M-
\(jj

(3) \

(7)<*n;to —

df+d-ć~(w~
\to

(3) x(2)^2);- (] £2 w <2> 4 +w(36) to =

co = o/ 0, <7 £2 +(7 rf — f~~0\ d£ + (° 
\ar " to

M)-

to /

Aus der Gleichung (33) wird aber beziehungsweise
Vto(iJ = 0;
}4u(2) drj =0;

UQ^dt = 0,

so dass immer dasjenige Differential verschwinden muss, welches 
in dem zugehörigen Ausdrucke (36) gar nicht vorkommt.

Zufolge der zu benutzenden Regel giebt es ein Maximum, 
ein Minimum, oder keines von beiden, je nachdem die betref
fende der in (36) aufgestellten Formen wesentlich negativ, 
wesentlich positiv oder keines von beiden ist. Welche Er
scheinung jedes Mal eintrete, lässt sich leicht aus der Beschaf
fenheit der Grössen w(1), to(2\ toV ) und ihrer Differenzen erkennen, 

so dass je nach den oben unterschiedenen Fällen I, II, III die 
folgenden Resultate entstehen:

(I) to — tu(1), Minimum;
to = to{1), weder Maximum noch Minimum;

( ), Maximum;

(37)

to — to

346 Aufgabe mit zwei quadratischen Formen. § 61.
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(II) co — /, Minimum ;
e/2), weder Maximum noch Minimum; 
com, Minimum.

In Bezug auf ihre geometrische Bedeutung schliesst sich 
die gegenwärtige Aufgabe ebenfalls an die Aufgabe des vori
gen § an. Werden die drei Variabein zu rechtwinkligen Coor- 
dinaten eines Punktes, so repräsentirt die mit der Function (2) 
gebildete Gleichung

io —

(III) co =

(2*) fp (xlt x2, x3) = 1 
eine Fläche des zweiten Grades, welche den Coordinatenanfangs- 
punkt zu ihrem Mittelpunkte hat; jede durch diesen Punkt ge
zogene Verbindungslinie von zwei Punkten der Fläche wird in 
dem erstem halbirt, da, wenn die Coordinaten des einen Punktes 
xt, x2, x3 genannt werden, die Coordinaten des andern Punktes 
—xx, —x2, —x3 sind. Weil nun die Function (1)

rp 2 r _ rp 2 { rp 2
«X/ j I tX' 2 1 tX/ g

das Quadrat der Entfernung des Punktes (xlf x2, x3) von dem 
Mittelpunkte der Fläche ausdrückt, so bestimmt die gelöste Auf
gabe die Punkte der Fläche, für welche das Quadrat dieser 
Entfernung, mithin auch die Entfernung, ein Maximum oder 
Minimum wird. Die Substitution (26) entspricht der Verwand
lung des Systems der rechtwinkligen Coordinaten xx, x2, x3 in 
ein anderes zu demselben Anfangspunkte gehörendes System 
von eben solchen Coordinaten £, rn Ç. Nach den allgemeinen 
in I, § 86 u. s. f. mitgetheilten Erörterungen müssen alsdann die 
rechtwinkligen Coordinaten x„ x2, x3 mit den andern £, rj, 'Ç 
durch Gleichungen von der Gestalt

xi = Vn I + Yn V + ïn £ 

yy22 s- y2%

^31 £ y32 v y S3 ?
Zusammenhängen, und die Ausdrücke, welche das Quadrat der 
Entfernung desselben Punktes von dem gemeinsamen Anfangs
punkt bezeichnen, einander gleich sein, so dass die Gleichung 

x\ + x\ + xl — £2 + rf + Ç2 
erfüllt ist. Die quadratische Form (1) geht dadurch in sich 
selbst über. Da ferner nach I, § 81 die Determinante der trans- 
formirten Form gleich dem Product aus der Determinante der

(38)

(39)
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ursprünglichen Form und dem Quadrate der Substitutionsdeter
minante r ist, und da in (39) die beiden Determinanten der 
Formen gleich der Einheit sind, so muss die betreffende Sub
stitutionsdeterminante F gleich der positiven oder negativen 
Einheit sein. Ob das erstere oder das zweite der Fall sei, 
richtet sich, wie a. a. 0. auseinander gesetzt ist, danach, ob das 
System der positiven Axen x1} x2, x3 durch Drehung in der 
gegebenen Reihenfolge in das System der positiven Axen f, rj, Ç 
übergeführt werden kann oder nicht. Aus (39) folgen die zwi
schen den 9 Coefficienten der Substitution (38) geltenden Glei
chungen

2 ,2 .2
7u + y2i + y 3i

2 .2 ,2
y]2 "h ^22 "b y32

y i3 + y 2s + y 33
y i2 y is "b y22 y23 y?,2 y33 0

y 13 Vu *b y23 y21 -b y33 /31 * *

/il /12 ”b /2i y22 "b /31 7*32 =
welche ihrerseits wieder das Bestehen der Gleichung (39) nach 
sich ziehen. Bei der obigen Substitution (26) haben die neuen 
Variabein gerade deshalb die Eigenschaft, ein System von 
neuen rechtwinkligen Coordinaten darzustellen, weil dort die 
Gleichung (27), welche mit (39) identisch ist, erfüllt wird, wäh
rend die letzten drei Gleichungen (40) durch (19) und (20) 

“ repräsentirt werden. Die in (26) bestimmten rechtwinkligen
Axen der £, rj, 'Ç heissen die Hauptaxen der durch die Gleichung 
(2*) ausgedrückten Fläche des zweiten Grades. Nach Einführung 
der auf die Hauptaxen bezüglichen Coordinaten nimmt die 
Gleichung (2*) vermöge der Transformation (29) die folgende 
Gestalt an

(40) = 1

= 1
= 1

(1) >2 . (2) 2 . (3) v2 -ier ’ § + er iq. -f- er Ç — 1, 

in welcher nur die Quadrate der neuen Coordinaten Vorkommen, 
und die ein geeignetes Princip zur Eintheilung der in Rede 
stehenden Flächen darbietet. In dem vorhin mit (I) bezeich- 
neten Falle, wro alle drei Coefficienten m(2), w(f!) positiv 

sind, bildet die Fläche ein einziges Stück, dessen Theile sich 
an keiner Stelle Uber eine gewisse Länge hinaus vom Mit-

(41)



Hauptaxenproblem einer Fläche zweiten Grades.§ 62. 349

telpunkte entfernen, und heisst ein Ellipsoid. In dem Falle (II), 
wo zwei Coefficienten positiv sind, der dritte negativ ist, be
steht die Fläche aus einem einzigen Stücke, dessen Theile sich 
unendlich weit vom Mittelpunkte erstrecken; sie heisst ein 
einflächiges Hyperboloid. In dem Falle (III), wo ein Coefficient 
positiv ist, die beiden andern negativ sind, zerfällt die Fläche 
in zwei Stücke, deren jedes sich vom Mittelpunkte unendlich 
weit entfernt, und wird ein zweiflächiges Hyperboloid genannt. 
Bei dem Ellipsoid werden alle drei Hauptaxen, bei dem ein
flächigen Hyperboloid zwei Hauptaxen, bei dem zweiflächigen 
Hyperboloid wird nur eine Hauptaxe von der Fläche selbst, 
und zwar immer in zwei gegen den Mittelpunkt symmetrisch 
liegenden Punkten getroffen. Die auf solche Weise begrenzten 
Durchmesser haben ebenfalls den Namen Hauptaxen, so dass 
to(1\ co(2), co(-3) gleich den reciproken Werthen der Quadrate von 

den drei halben Hauptaxen sind; derselbe Ausdruck wird auch 
von dem Ellipsoid auf das einflächige und zweiflächige Hyper
boloid übertragen. Demgemäss bezieht sich der gegenwärtige 
§ auf das Problem, die Hauptaxen einer Fläche des zweiten 
Grades nach Lage und Grösse zu bestimmen, welches als das 
Hauptaxenproblem der Fläche bekannt ist.

Capitel VIII.

Anfangsgründe der Lehre von der Krümmung der Linien
und Flächen.

§ 62. Bestimmung der Tangente an eine im Baume 
gegebene Linie. Messung der Länge einer Linie.

Die Punkte einer Linie im Baume bilden, wie in § 42 
bemerkt worden, eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Man 
theilt die Linien oder Curven in solche, deren sämmtliche 
Punkte in derselben Ebene liegen und in solche, bei denen dies 
nicht der Fall ist. Die ersteren, von denen schon früher die
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Rede war, werden ebene Gurven, die letzteren Raumcurven ge
nannt. Wenn ein Punkt im Raume durch seine rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, z bestimmt ist, so kann das Gesetz einer 
Curve durch zwei Gleichungen ausgedrückt sein

<Pi 0, V, e) = h, V* 0», y, z) — l„ 
wo l1 und l2 vorgeschriebene Constanten bedeuten; dann ist 
die Curve als die für zwei Mannigfaltigkeiten der zweiten Ord
nung gemeinsame Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, oder 
als der Durchschnitt zweier Flächen definirt. In anderen Fäl
len sind, den Gleichungen (1) entsprechend, zwei Coordinaten 
als Functionen der dritten bestimmt,

y = P (x\ z = Q 00;

oder es können auch die drei Coordinaten als Functionen einer 
unabhängigen Variable t gegeben sein,

x — A (f), y — JB (t), z — G (t).

(1)

(1*)

(1**)
Die letzten Gleichungen verwandeln sich in Gleichungen von 
der Gestalt (1*), sobald statt t eine der Coordinaten und zwar 
x genommen wird.

Da jede gerade Linie als der Durchschnitt von zwei Ebenen 
bestimmt werden kann, und da umgekehrt zwei Ebenen nur eine 
Linie als Durchschnitt haben können, so wird jede gerade 
Linie durch zwei Gleichungen (1) dargestellt, bei denen cp1 = ll 
und q>2—l2 zwei sich schneidende Ebenen bedeuten. In diesem 
Falle hat man cp1 und <jp2 als rationale ganze Ausdrücke des 
ersten Grades von den Coordinaten x, y, z zu nehmen und, Avie 

leicht ersichtlich, die Coefficienten g1,b1,k1,g2,h2,k2 so einzu
richten, dass in den Gleichungen

gx x + hx y + Jc1 z = ix, 
g2x 4- h2y + z — l2

nicht die Proportion
gt-K-K =g2'K' h

besteht; die Befriedigung derselben würde ausdrücken, dass die 
beiden Ebenen parallel wären, oder zusammenfielen. Wählt 
man irgend einen Punkt xw,y{0\z^] der geraden Linie, so er
geben sich für die Coordinatendifferenzen x—x^°\y—?/0), 

oder die relativen Coordinaten des beliebigen Punktes (x, y, z) 
in Bezug auf den festen Punkt (x(°\ «/(n), £(0)) die Gleichungen

*(0),z —
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J gM~ ^,(0)) + \ (;y - ?/0)) + h (* — ^(0) )=o,

l g2 (x—xT)]) + \ (y — */(0)) + \ (z — z(0) = O, 
aus denen für x — x^.y—y^,z—zw die festen Verhältnisse 

x - xw: y - y{{)): £ - = \\ — K \ :\g2 — \ g} : gx \ — g2 \

folgen. Nach der vorhin gemachten Voraussetzung können die 
drei Ausdrücke der rechten Seite nicht gleichzeitig verschwinden. 
Wenn durch den Punkt (.-r(0), 2/(0), £(0)) Parallelen zu den Coordi- 

natenaxen gezogen werden, so sind x — a?(0), y — y^°\ z — 0(O) die 
Projectionen des Theiles der geraden Linie, welcher von dem 
Punkte (x(0), y{0\ z(0)) bis zu dem Punkte (x, y, z) reicht, mit Bezug 
auf jene drei Parallelen. In dem festen Verhältnisse der drei 
Projectionen beruht eine characteristische Eigenschaft der gera
den Linie; es leuchtet ein, dass, falls die Winkel, welche von 
der geraden Linie mit den drei Coordinatenaxen x, y, z gebildet 
werden, respective p, q, r heissen, die drei Projectionen diesen 
Cosinus proportional sind, mithin die Relation

x — a/0) : y — y(0) : (0)zy = cosp : cos q\ cos r: z —
gilt.

Denkt man sich die Coordinaten x, y, z des Punktes einer ' 
Curve durch die Gleichungen (1**) als Functionen der unabhängi
gen Variable t gegeben, und betrachtet zwei Punkte, die den 
Werthen t und t + At entsprechen, so können die zu dem 
letztem Werthe gehörenden Coordinaten, falls A (t), B (t), C (t) 
nach dem Taylor''sehen Satz entwickelbar sind, beziehungsweise 
folgendermassen dargestellt werden

1 d* x
2 Tw

1
2 Tw

{ * + ÏTt Jt+\jFW+ --

Wofern hier nur diejenigen Glieder beibehalten werden, 
welche von At unabhängig und in die erste Potenz von At 
multiplicirt sind, so liefern die betreffenden Ausdrücke nach 
den in § 37 für ebene Curven ausgeführten, im nächsten § 
weiter anzuwendenden Grundsätzen und den gegenwärtigen

dx
CAty+...X + -r- At + —

dt
dy

{Aty+...At + -(2) y+ dt

dz



Wenn daher p, q, r die Winkel bedeuten, ivelche von der 
Tangente beziehungsweise mit den drei Coordinatenaxen gebildet 
werden, so besteht die Proportion ,

dy dz
(4) ' dt ' ~dt ~ cos^ : cos # : cos r>

mittelst deren die Construction der aufzusuchenden Tangente aus
geführt iv er den kann. Hierbei ist zu beachten, dass alle bis
herigen Resultate gültig bleiben, wofern statt der unabhängigen 
Variable t eine der Coordinaten, etwa x gesetzt wird. Dann

du dz . dz
di’ iim

i , d x . -,. i • -i .. d y .
geht -TT in die Einheit, m 

a v at
portion (4) erhält die Gestalt

über, und die Pro-
dx

, du dz 
1 — = cosp: cos q: cos r.

dx dx(4*)

Wenn daher das Gesetz einer Curve durch die Abhängigkeit be
stimmt ist, in welcher die zweite und dritte rechtwinklige Coordi
nate eines Punktes zu der ersten Coordinate stehen, so geben die 
nach der ersten Coordinate genommenen Differentialquotienten der 
zweiten und dritten in Verbindung mit der Einheit die Verhältnisse 
zwischen den Cosinus der Winkel, die von der Tangente der 
Curve mit den drei Axen gebildet werden. Da zwischen den Cosinus 
der Winkel p, q, r die Gleichung

cos2^ + cos2g + cos2 r — 1

besteht, so lassen sich aus (4) die folgenden Ausdrücke für 
cos^>, cos q, cosr ableiten

Erörterungen die rechtwinkligen Coordinaten derjenigen geraden 
Linie, welche durch den Punkt (x, y, z) hindurchgeht und der in 
Bede stehenden Curve unter allen geraden Linien am nächsten 
kommt oder dieselbe berührt. Um die sämmflichen Punkte dieser 
Tangente zu erhalten, sind der Grösse At alle möglichen negati
ven und positiven Werthe beizülegen. Die relativen Coordinaten 
eines zu einem beliebigen At gehörenden Punktes der Tangente 
in Bezug auf den zu At— 0 gehörenden Punkt (x, y, z) haben 
respective die Werthe

Tangente einer Curve im Raume. § 62.352

d x
At, At, —At.

cl z
(3) dtdt dt

aj
 ^



dx
dt

cos p — - » cos q =
]/ldxY. (dy\, (dz\
r WJ + (W + \dt)

dz
dt

cos r —

welche bei der Substitution von x für t eine entsprechende 
Vereinfachung erfahren.

Wie die Aufgabe, an eine gegebene Curve eine Tangente zu 
construiren, so gründet sich auch die Aufgabe, die Länge einer 
gegebenen Curve zu messen, auf die Vergleichung einer krummen 
Linie mit einer geraden; allein die letztere Aufgabe birgt andere 
Schwierigkeiten in sich als die erstere. Dass die Länge jeder 
begrenzten geraden Linie durch die Länge einer beliebigen be
grenzten geraden Linie als Einheit gemessen werden könne, 
gehört zu den Grundvoraussetzungen, auf welche sich Descartes 
gestützt hat, indem er den Ort eines Punktes im Raume durch 
die Messung von gewissen geraden Linien bestimmte. Die 
Messung einer begrenzten nicht geraden Linie wird aber 
dadurch auf die Messung von geraden Linien zurückgeführt, 
dass man zwischen den Endpunkten 9fî(0) und der gegebenen 
Linie eine Folge von Punkten sJta), 9^2),... einschaltet,
hierauf fR(0) mit 9Î(1), mit «R(2),

Endpunkte das ist durch gerade Linien verbindet,
von ihren Längen die Summe bildet, und die Länge der ge
gebenen Linie als den Grenzwerth definirt, gegen welchen 
diese Summe convergirt, sobald die Anzahl m—1 der ein
geschalteten Punkte und ihre gegenseitige Näherung ohne 
Ende zunimmt. Dieser Process ist in I, § 103 für die Be
stimmung der Länge eines Kreisbogens auseinandergesetzt und 
in § 21 dieses Bandes bei einer beliebigen Curve wieder
holt, um einen ebenen Flächenraum zu definiren, welcher von 
der Curve und von geraden Linien eingeschlossen wird. Gegen
wärtig liegt uns ob, den Nachweis zu führen, dass die vorhin 
bezeichnete Summe von geraden Linien unter gewissen auf die

Lipschitz, Analysis II.

f., zuletzt 1} mit demu. s.

23
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Stetigkeit bezüglichen Voraussetzungen in der That gegen 
einen Grenzwerth convergirt.

Wenn man einen Zeiger a die Zahlen 0,1,2,...m—1,m 
durchlaufen lässt, dem Punkte die rechtwinkligen Coordi-
naten x{a\ y(a\ z[a) beilegt und deren Differenzen folgendermassen 

bezeichnet
Jx(a) = xia+i) - é*\ Jy{a) = y{a+1) - y{a\ zlz^ = /ß+1) - ła\ 

so wird die Entfernung zweier Punkte und 9î(“+1) durch 

die positive Quadratwurzel aus der Quadratsumme der be
treffenden Coordinatendifferenzen

fÇFÔPy + +

ausgedrückt. Die Summe der Längen der auf einander folgen
den Verbindungslinien 0î(O) SR(1), 9?(1) 9î(2),.. 

gleich der von a=0 bis a—m— 1 auszudehnenden Summe

“=iT‘ IJJaFf +
cc—0

Das in (1) gegebene Gesetz einer Curve sei in die Gestalt 
(1**) gebracht; man habe t(fi) — und es werde ange

nommen, dass, während die unabhängige Variable t successive 
die nach ihrer Grösse geordneten Werthe t(0), 

durchläuft, von den Coordinaten (x, y, z) die Werthe durch
laufen werden, welche nach der obigen Annahme zu den Punkten 
von entsprechendem Zeiger gehören. Die positiven Differenzen 
der Werthe von t bezeichnen wir übereinstimmend

und geben der Summe (5), indem deren allgemeines Glied mit 
jła) dividirt und multiplicirt wird, die Gestalt

§ 62.Messung der Länge einer Linie.854

ist daher

(5)

O») 00.. t = t? •

-£'i&nsnsi Jt(a\(5*)

Insofern x, y, z stetige Functionen von t sind, die in Bezug 
auf t bestimmte endliche Differentialquotienten haben, nähern

jéa) ’

dem ■«"” respective den für t = zu bildenden Werthen

i tv • tv* * • i *. j d x d y dz "itt' i
s y y * C der Difterentialquotienton ~rri ——> Wir machen

dt dt dt

(«)Jz
bei abnehmen-sich die Differenzenquotienten

ztt



ferner eine ähnliche Voraussetzung, wie sie bei dem Satze IX 
des § 25 gebraucht ist, dass nämlich die Quadratsumme der

JfO
‘ ' A*

immer numerisch unter dem Quadrat 
derselben kleinen Grösse l bleibt, und dass folglich in den 
Gleichungen

(«) («) («)
Differenzen '1v.

Ati]
_ Jy (a) für ein hin*

At(a)
(«)reichend kleines z/t

(«) . («)zy («)A X /1z= £(fl°Wß) 1, = rfa) +b(a)l = C(ß)+c(ß) A(6) («) ’ a*

die Quadratsumme (a'^f + (b^f + (c(ß))2 kleiner als die Eirv 

heit ist. Auch schliessen wir das gleichzeitige Verschwinden von 
t;,c\ ij(f°,c(ß) aus, so dass die Quadratsumme (£(<0)2 + (r/ß))y + (Ç(<£)) 

nie unter einen gewissen von Null verschiedenen Werth herab
sinken kann. Aus (6) folgt für die in (5*) unter dem Sum
menzeichen befindliche Grösse der Ausdruck

AtWAt

(7) + a^l)2 + (ga) + bia) Xf + + ciah)2 J t{a\

Nun hat sich vorhin gezeigt, dass eine gerade Linie, welche 

von dem Punkte 8Î nach einem Punkte gezogen wird, dessen 

in Bezug auf 9Î genommene relative Coordinaten den Diffe-
__Acc) dy  (a) dz

dt ’dt ^ ’ dt

eine Tangente der Curve im Punkte 9Î
den auf dieser Tangente liegenden Punkt, dessen in Bezug auf 

genommene relative Coordinaten die Werthe

haben, mit % , so lehren die beiderseits mit Jt ~ multiplicirten 
Gleichungen (6), dass a(ß) ljła), b(a) Ut(a\ c{a)ljła) die rela

tiven Coordinaten des Punktes SK 
X(,£) sind. Demnach wird die Länge durch

/ yy + yy + yy jt(a\

durch

s i7 (a{a) y + ya) y + y jła)

gemessen. Es ist aber die Länge SK(ß) SR

dx = y proportional sind,rentialquotienten

(re) ist. Bezeichnet man

(ß+i) in Bezug auf den Punkt

(8)

Länge îw9i(“+,)

(ß + 1) niemals grösser als

Messung der Länge einer Linie.§ 62. 356
ct>

s &



die Summe und niemals kleiner als der absolute Werth der
Differenz der Längen 9t(ß) £(ß° und !R 

der rechten Seite von (7) setzt sich durch Addition aus dem 
Quadrat von (8), dem Quadrat von (9), und dem Ausdrucke 

«) («)

(«+j) ; denn das Quadrat

2(f ). + r/'0 b{“) l + l “' c “' l) 

zusammen, der absolute Werth des letztem ist aber niemals 
grösser als das doppelte Product von (8) und (9), wie mit 
Hülfe der Relation

a

(ß)\2 / (°0\^ // (°0 \2 /?(^/(ß) o
(v ) + (£ ).)((« *) +(J *) + (c *))

c'“^ —Ç1“0 6(“>A) + (i'1“’ a(“’A - t' c^lf

+ (£ o l — g a I)
bewiesen wird. Der so eben für Aggregate von drei Quadraten 
ausgesprochene Satz entspricht einem für Aggregate von zwei 
Quadraten geltenden Satze, welcher in anderer Gestalt in I, 
§ 61, (9) mitgetheilt ist. Beide haben den geometrischen In
halt, dass in einem Dreieck die Summe meier Seiten stets grösser 
als die dritte Seite oder höchstens derselben gleich ist.

Nunmehr sind wir im Stande, für die Summe (5) zwei 
Werthe anzugeben, zwischen denen sie enthalten sein muss. 
Der erstere entsteht, indem statt des allgemeinen Gliedes (7) 
die Summe von (8) und (9) genommen wird, bei der Bil
dung des zweiten hat man den Ausdruck (9) von (8) zu sub- 
trahiren und ist dann unter den getroffenen Voraussetzungen 
sicher, die Differenz mit positivem Vorzeichen zu erhalten;
denn die Quadratsumme (£(o°)2 + (r/c))2 + darf niemals

kleiner werden als eine gewisse von Null verschiedene Grösse, 
und die Quadratsumme (a^kf + (b^kf + (c^kf wird für einen

hinreichend kleinen Werth der Grösse dt wegen des Factors Â2 
beliebig klein. Es liegt also die Summe (5) zwischen den beiden 
Werthen

(10) )

“ i V(£(ß))2 + (VWf + (tf-y dła)±l i V(a(ß))2 +(02 +tfa)fdła\
a—0 ß“0

Weil sich die zweite Summe vergrössert, sobald statt 
(a(,‘Y 4- (l/n})2 + (c(ay die Einheit gesetzt wird und weil

Messung der Länge einer Linie. § 62.856
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cc —m — 1 (re) (,«) — t(°J ist, so befindet sichgleich der Differenz t2 Jt
a = 0

der positiv oder negativ zu nehmende Werth unter der Grösse 
l (//t)—/0)), die für eine hinreichend fortgesetzte Theilung des 

Intervalls beliebig klein wird. Dagegen hat die erste Summe 
das Bildungsgesetz einer Summe, von der in § 20 nachgewiesen 
ist, dass sie gegen einen festen Grenzwerth convergirt; der 
betreffende Grenzwerth ist das bestimmte Integral

d x\-(11) d t.4 4
dt

;(°)

Auf diese Weise haben wir gezeigt, dass die in Rede 
stehende Summe von geraden Linien einem festen Grenzwerth 
beliebig nahe kommt, und zugleich den Ausdruck desselben 
durch das bestimmte Integral (11) gefunden. Bei dem betreffenden 
Integral wird für die Coordinaten x, y, s eine solche Abhängig
keit von der Variable t vorausgesetzt, welche den zu der Curve 
gehörenden Gleichen (1) entspricht. Damit ist jedoch an sich nur 
die Abhängigkeit bestimmt, in welcher zwei der Coordinaten zu 
der dritten stehen, und es kann die Abhängigkeit der letztem von 
der Variable t auf unbeschränkt viele Arten eingerichtet werden. 
Deshalb sind in dem Integral (11) unbeschränkt viele Dar
stellungen von der Länge einer gegebenen Linie enthalten, 
welche eine solche Beziehung zu einander haben, wie die nach 
dem erwähnten Satze IX des § 25 möglichen Transformationen

dt des Integrals f f{x)dx. Am Schlüsse des § 41 

ist erwähnt worden, dass das Product f{x)dx das Element des 
Integrals [fix) d x genannt wird; nach derselben Ausdrucks

weise ist das Element des transformirten Integrals mit f(x) dt

zu bezeichnen, und man darf sagen, dass das Element des zwei
ten Integrals dem Element des erstem gleich ist. In demselben 
Sinne heisst das Element des Integrals (12), nämlich der Ausdruck

Jf(x) nt
d x

(12) dt,
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das Element einer Linie im Raume, und wird auch durch die 
Quadratwurzel aus der Quadratsumme der Differentiale der recht
winkligen Coordinaten x, y, z 

(12*)

angedeutet.
Es möge jetzt das Integral (11) unter der Voraussetzung 

gebildet werden, dass eine der Coordinaten an die Stelle der 
unabhängigen Variable tritt. Von hier ab werden wir statt 
x, y, 2 die Zeichen xx, x2, x3 anwenden, welche den Vorzug 
haben, dass Summationen, welche sich auf die drei Coordinaten 
beziehen, durch Summenzeichen für die Zeiger ausgedrückt 
werden können.

Die unabhängige Variable sei xx, so dass das Integral (11) 
in das folgende übergeht:

}/ dx2 + dy2 + d z2

(“)
a’i

(13)
dx j.1 + +

(0)

Aus den für die Curve gegebenen Gleichungen cp1(x1,x2,x3)=ly 
und <p2(xi,x2,xs) — l2 hat man auf das Verschwinden der Diffe
rentiale d<px und dcp2 zu sehliessen; die betreffenden Gleichungen

d x2 +
8xt

Bxx

d<Pi dffi(14) dxx + dx 3=0
Bx2

d<Pz 
Bx2

liefern, falls die Determinante

Bx g

dx* +J7f3dx3=0,dxx +

B (px B <p2__B <pß 8 ,
B x2 B x3B x2 B x3

nicht verschwindet, die Bestimmung der Differentialquotienten
dx gd x2

und
d xx

B cpx 8 (p2___B cp2 B cp
d x2 __ B x3 8 xx B x3 8 xx d x3 __ 8 xx B x2

B <p1 B cp2 ___ 8 (f)2 B (jix ’ d xx
8 x 2 B x3 B x2 B x3

d xx
d <Pt 8 <p2 __ B cp2 B cpx 

8 x j 8 x2

B (fj B <p2____8 <p2 By\
8 x2 8 x3

Bezeichnet « die positive oder negative Einheit, je nachdem 
die im Nenner stehende Determinante positiv oder negativ aus
fällt, so nimmt das Integral (13) nach Einführung der gefun
denen Ausdrücke die Gestalt an

1

(15)
d xx

B x2 B x 3
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dx j
(16)

àfi dcf2 d(p2 ô(p1 
dx2 dxs dx2 ôx3(0)

xi
Bei einer ebenen Curve, die in den rechtwinkligen Coordinaten 
xt, x2 durch die Gleichung

cp (xlt x2) = const.(17)

= 0, wodurch sich (13) in das Integralgegeben ist, wird

oo

(0)

(18) dxt

verwandelt. Man hat ferner, indem ~-
d x2

den vorausgesetzt wird,

als von Null verschie-

dx2 _ 
dxx

(19)
8 (p
dx 2

Wenn daher e das Vorzeichen von ~~ bedeutet, so tritt an die
ö

Stelle von (16) der Ausdruck
(/*)

drpY dxt(20)
drp

10) dx2

Als Beispiel werde eine Ellipse genommen, deren Gleichung 
nach § 60 die Gestalt

xl
(21) B 1

hat. A und B bedeuten positive Grössen, von denen A die 
grössere sei. Dann hat die Länge eines von (x^\ x^) bis 

(#i°, ausgedehnten Curvenbogens nach (20) den Werth

-f- +A

xi
xl xl B dx,(22) s y _i -i. .rp* 
A2 B2 *2CO)

x1

e r dyafoiY
\dx2dx3 dx2dx3

drp1d(p2_3(p2d<piy 'd(pxd(p2 d(p2dę1 
dx\ dx2 dxx dx2

Xl
++ <9æs <9«! <9 æ'3
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Avelcher durch Substitution der aus (21) folgenden Bestimmung

Beispiel. § 63.

= ±V*(i-4)
(23)

in den Werth
oo

A—B x\

/"»
(0)

1
(24 A Ä

d x
x\

•Tl
übergeht. Die in (21) dargestellte Ellipse verwandelt sich, so
bald B—A, mithin die eine Hauptaxe der anderen gleich Avird, 
in einen Kreis mit dem Halbmesser ]/À. Dabei nimmt der Zähler 

des in (24) unter dem Wurzelzeichen befindlichen Bruches den 
Werth der Einheit an. Weil nun nach § 14 die Gleichung 

d arc sin u 1
(25)

d u }/l-M2
besteht, so kann man die unbestimmte Integration ausfiihren,

arc sin(^=^) + const.,dxx
(26) x\

1 —
A

und findet durch Einsetzen der Integrationsgrenzen den folgen
den Ausdruck des Länge des betreffenden Kreisbogens

xf]
arc sin — arc sin 4

x™\!aL(27)
uu

welcher offenbar den Grundeigenschaften des Kreises entspricht.

§ 63. Krümmungskreis einer Raumcurve.

Wie im vorigen § von der Berührung einer ebenen Curve 
und einer geraden Linie zu der Berührung einer Raumcurve 
und einer geraden Linie übergegangen wurde, so lassen sich 
die Begriffe der Berührung verschiedener Ordnungen, die in 
§ 37 für ebene Curven auseinander gesetzt sind, auf die Be
ziehung zwischen beliebigen im Raume gegebenen Curven aus
dehnen. Es werde in demselben rechtwinkligen Coordinaten- 
system ein Punkt einer ersten Curve mit xx, x2, x3, ein Punkt 
einer zweiten mit Xt, X2, X3 bezeichnet, und man betrachte x2
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und x3 als von xt, X, und X3 als von abhängig. Damit 
alsdann die beiden Curven einen Punkt gemeinsam haben, müssen 
für einen gewissen Werth x\ = X, die Gleichungen

X 2    "X-y , X g Xl. g

erfüllt sein. Zu einer Berührung der ersten Ordnung ist ferner 
das Gleichwerden der ersten Differentialquotienten

dX_ s
dx j

(1)

dx2  dX2 dx g
dx j dxt dxt

zu einer Berührung der zweiten Ordnung noch das Gleichwerden 
der zweiten Differentialquotienten

d2x2 _ d2 X2 d2xs _ d2 X3 
dx\ dx\ dx\ dx2

zu einer Berührung der mten Ordnung das Bestehen aller ent
sprechenden Gleichungen bis zu den folgenden

dmx.2 _ dmX2 dmx3 _ dmX3
7 m j m ? 7 m 7 mdxx dx j dx j «äj

nothwendig und hinreichend. Bei der Aufstellung der Bedin
gungen (1), (2), (3), (4) lässt sich leicht einsehen, und von den 
in § 37 formulirten hätte das entsprechende bemerkt werden 
können, dass, wenn man eine andere Coordinate als unabhängig 
wählt, aus den vorgelegten Bedingungen andere folgen, die aus 
den ersteren durch eine der neuen Annahme entsprechende Zei
gervertauschung erhalten werden. Allein der willkürliche Vorzug 
einer Variable verschwindet, sobald angenommen wird, dass die 
drei Variabein x1} x2, xs und die drei Variabein X,, X2, X3 
nach der Art von (1**) im vorigen § gegebene Functionen 
einer unabhängigen Variable t seien, und sobald ferner dieje
nigen Variabein, welche vorher als unabhängig galten, in den 
obigen Gleichungen xl und X,, in einer solchen Weise von t 
abhängig gemacht werden, dass für den betreffenden Werth 
von t sowohl x1 und X, selbst wie auch ihre sämmtlichen in 
Gebrauch kommenden, nach t zu bildenden Differentialquotienten 
übereinstimmen. Drückt man die nach xt und X1 auszuführenden 
Differentiationen durch Differentiationen nach t aus, indem man 
die Relationen

(2)

(3)

(4)
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m—1d X-24P)\dXjJ
m—1,2( I X2 dx1dx1 dxl

(5) y • •’ dx\ dtdt dtdx j dt

dt

und die correspondirenden für X3, x3, X3 anwendet, so zeigt 
sich durch Vergleichung, was mit Hülfe der Gleichungen (2) 
des vorigen § auch direct erkennbar ist, dass statt der obigen 
Systeme von Gleichungen (1), (2), (3), (4) respective die fol
genden gesetzt werden dürfen, welche sich auf den bezeichneten 
Werth der Variable t beziehen,

Xi — X1} 
dxt __ dX

x3 Xs,
dx3   d X3

(la) x2 X~2i
dXcdx2

(2.) 1
dt ’ dt

d2 ^ _ d2X, d2 x2 _ d2X^ d2 x3 _ d2X 
dt2 dt2
fin -.in Tr fin -jin -XT* fin fin -rrd xt __d Xt d x2 ___d X2 d x3 ___d X3

dtm ’ ~din "

Eine auf die Coordinaten X,, X2, X3 bezogene gerade 
Linie, welche durch den Punkt (x17 x3, x3) einer Curve hin
durchgeht, wird durch das feste Verhältniss unter den Differenzen 
Xl —xx, Xa—x3,X3 —x3 bestimmt. Damit nun die Curve von dieser 
Geraden berührt werde, müssen die Gleichungen (2a) befriedigt 
sein, mithin die betreffenden drei Grössen in demselben Verhält-

• j.1 • i • i • pv • /v» i • i i* i CLi6 - Cl d a Cv tL n
nisse stehen, wie die drei Differentialquotienten -■ 1 ? ’ dt

dtdt dt dt

(3a) - Î
dt2 ’ dt2 dt2dt2

(4a)
dt”1 dtmdtm df

was im vorigen § erwähnt worden ist.
In § 37 wurde für eine ebene Curve der Kreis bestimmt, 

mit welchem dieselbe in einem gegebenen Punkte eine Berüh
rung der zweiten Ordnung hat, und der ihr Krümmungskreis 
heisst.

Wir werden jetzt auch für eine Raumcurve den Kreis auf
suchen, mit welchem sie in einem gegebenen Punkte eine Be
rührung der zweiten Ordnung besitzt, und welcher den gleichen 
Namen trägt, hierauf aber die Betrachtung der Raumcurven 
nicht weiter fortsetzen.

Die gegenwärtige Aufgabe unterscheidet sich von der cor 
respondirenden früheren besonders insofern, als die Ebene des
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Krümmungskreises dort durch die Ebene der Curve gegeben 
war, hier aber erst zu bestimmen ist. Man kann diesen Kreis 
als den Durchschnitt einer Kugelfläche und einer Ebene ansehen, 
welche durch den Mittelpunkt der ersteren hindurchgeht. Es 
mögen die Coordinaten des Punktes, auf welchen sich die Auf
gabe bezieht, mit x1} x2, xa, die Coordinaten eines veränder
lichen Punktes mit Xx, X2, Xs, diejenigen des Mittelpunkts 
einer Kugelfläche mit m1, m2, ma bezeichnet werden, ihr Radius 
sei ç; dann lautet die Gleichung der Kugelfläche

(Xx—w/)* + (X2 —w2)2 + (Xa—m3y = Q2.

Ferner hat die Gleichung einer Ebene, welche durch den Mit
telpunkt (m1} m2, ma) geht, den mit drei festen Werthen «, b, c 
zu bildenden Ausdruck

(6)

(7) a(X, — mf) 4- b (X2—mf) + c(X3—ma) = 0,

dessen linke Seite in Bezug auf die Coordinaten X,, X2, Xa vom 
ersten Grade ist, und für die Werthe X1=m1, X2=m2, X3=m3 
verschwindet. Nun geht unsere Aufgabe dahin, die vier Grössen 
m1, m2, ma, q und die Verhältnisse der drei Grössen a, b, c so 
zu bestimmen, dass die obigen Gleichungen (la), (2a), (Ba) durch 
die zu der Curve gehörenden Werthe der Coordinaten aq, x2, x3 
und ihrer Differentialquotienten der ersten und zweiten Ordnung 
erfüllt werden. Da die rechte Seite von (6) eine Constante, 
die von (7) die Null ist, so muss der vollständige nach t ge
nommene erste und zweite Differentialquotient der linken Seite 
von (6) und von (7), wobei Xx, X2, X3 als Functionen von t 
gelten, gleich Null sein. Die betreffenden vier Gleichungen ge-

n .. dX2 dX3 d2 X2 d2 X3 , - . 
nugen, um die vier Grossen ~-.fi > 2 zu dehm-

dt dt dt dt

ren, falls die Abhängigkeit der Variable Xx von t, mithin die 
dX\ d2 X2 
dt ’ dt2Werthe als bekannt angenommen wird. Wir haben

wegen der zu befriedigenden Gleichungen (la), (2a), (3a) die 
Grössen Xx, X2, X3 sammt ihren nach t genommenen Differen
tialquotienten durch die gleichnamigen in xt, x2, xa geschriebe
nen Ausdrücke zu ersetzen; dann folgen aus (6) die Gleichungen

dx g(8) (x,~+(.x2-m2)-^- + (x3—m3) ^ = 0.
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d2 x1 d2 xsd2 x2(9)
df dt*dt2

(tM-tH«)'-»'+

aus (7) die Gleichungen

dx. 
a—

dx2 dx3
(10) + b = 0,+ c

dtdt

a£JLL + iî4*(il) 0.+ c
dt2d/2d#2

Mit Hülfe der beiden letzten werden die Verhältnisse von
a, b, c bestimmt ; weil aber die Grössen selbst überhaupt keine 
sonstige Bestimmung haben, so darf man ihre Werthe, wie 
folgt, annehmen

dx2 d* x3 
dt dt2

7 __ dx3 d* xx
Ö~~~dt JtT

dxx d2 x2 
~dt dt*~

dx„ d2 

d/ “di2”

dxj d2 
dt dt2

d^)2 d2

d7 772
Ferner findet man durch Verbindung von (8) mit der Glei

chung, die bei der Substitution X^Æj, X2=x2, X3=x3 aus
(7) entsteht, für die Verhältnisse der Grössen

(12) a

c =

xl — x2 — m2, #3 — w3
die Ausdrücke

dx.
a

dx,
dt dt

Vermöge derjenigen Gleichung, welche bei der Substitution 
X1=x1, X2—x2: X3 — x3 aus (6) hervorgeht, ist die Summe 
der Quadrate der Grössen xx—mx, x2— m2, x3 — m3 gleich dem 
Quadrat von q. Wird daher für die Summe der Quadrate der 
Ausdrücke (13) die Abkürzung eingeführt

dx2 dx3 , 
dt C dt ’ dt

dx. 7 dx„fr----- Ł a.(13)
dt

dt

so ergiebt sich
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dxA_hdx9
c

dt dt(15) x1 — m1 — Q\/N
dx„

a
dx.

— c
dt dt

x2— m QjN
dXo
dt adt

x3—m3 = Q-. iN

Für den Ausdruck N darf man die mit der Gleichung (10) des
vorigen § übereinstimmende Umformung

dx3 CVnre)(!6) N- ((§ ■ ■)’ + (£■)’ + (f »)2) (.* + »• + «■)-(- a + ~fb + 
dt

benutzen, wo in Folge von (10) das zu quadrirende Aggregat 
verschwindet; es ist daher

dx ,
dt

\
(a2 + b2 + c2) .(17)

Die Summe der drei ersten Glieder in (9) zieht sich bei der Substi
tution der Werthe (15) wegen der Gleichungen (12) so zusammen

d2 x3d2 x2d2 xx(18) + («,- «*»)*»,)+ («2

(rt2 + 62 + c2)
_ }/F ^

Sobald jetzt der Werth von }/jV aus (17) genommen wird, liefert 
die Gleichung (9) den folgenden Ausdruck für den in die Ein
heit dividirten Radius des verlangten Krümmung skr eises

dt2dt2 dt2

(q2 + b2 + c2)1(19)

' ((&M&M&)')
die Mittelpunktscoordinaten m1} m2} m3 siwd durch die Gleichun
gen (15) bestimmt, die Kreisebene ist in (1) angegeben. Vermittelst 
des Verfahrens, auf welchem die Gleichung (16) beruht, erhält man 
statt der Quadratsumme a2 + b2 + c2 den Ausdruck 
(20) a2 + b2 + c2

(f&),+(s*)’* fë-)') (W)
/dxx d2 xx 
\ dt dt2

. dx3 d*x3\2 
dt dt2 ) '

dx2 d2 x2 
~dt dt9'+



Krümmungskreis einer Raumcurve.366 § 64.

Der reciproke Werth des Krümmungsradius q verschwindet nur 
dann, wenn die drei Grössen a, b, c gleichzeitig verschwinden, 
oder wenn die nach t genommenen zweiten Differentialquotienten 
der Coordinaten x^x2,x3 in demselben Verhältniss zu einander 
stehen wie die entsprechenden ersten Differentialquotienten.

Es bleibt jetzt noch zu zeigen, dass sich weder die Coor
dinaten w,, m2, m3 noch die Grösse q ändern, sobald die Va
riabein x17 x2, x3 statt von der Variable t von einer anderen 
Variable u in der Weise abhängig gemacht werden, dass t eine 
beliebige Function von u bedeutet. Da für jede Variable zwei 
Gleichungen gelten, die für die erste so lauten

dxj   dxx dt d‘ixl  dxt d^t
dt du du2 dt du2

dix1 fdty 
dt2 \du)+

du
dxx

so verwandeln sich die Ausdrücke a, b, c, wofern

d2 ne1

für
du

dx, d2xl 
dt 7 du2 substituirt wird, u. s. f., in correspondi-für

dt2
rende Ausdrücke, die aus a, b, c durch Multiplication mit dem

dx3ißu) en^eheib Ausdrücke

^ ; mithin bleiben in (15) die drei Brüche

erhal-Factor
dt

ten den Factor

rechts, mit denen q multiplicirt erscheint, so wie in (19) q selbst 
ungeändert, und daraus folgt das Behauptete. ,

du

§ 64. Krümmungskreis eines senkrechten oder schiefen 
ebenen Schnittes einer Fläche.

In den § 48 und 50 ist gezeigt worden, wie in einem 
Punkte einer auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen Fläche 
die berührende Ebene und die auf dieser senkrecht stehende 
Gerade oder Normale bestimmt wird. Um die Beschaffenheit 
einer Fläche in der Nähe eines gewissen Punktes genauer zu 
untersuchen, denkt man sich dieselbe in diesem Punkte durch 
Ebenen geschnitten, und betrachtet die Krümmungskreise der so 
erzeugten ebenen Schnittcurven. Es sei die Gleichung einer 
Fläche für die rechtwinkligen Coordinaten xlf x2, x3 in der Gestalt 

(p (#,, x2, x3) = const, 
gegeben. Als Bedingung für das Vorhandensein einer Tangential
ebene in einem Punkte der Fläche (x1, x2, x8) ist in § 50 die For-

(1)
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deruflg angegeben, dass die drei partiellen Differentialquotienten 
<9 (p d(p d(p
d&\ dx3

zeitig verschwinden dürfen. Bei der gegenwärtigen Unter
suchung wird noch ausserdem vorausgesetzt, dass für dasselbe 
Werthsystem nicht alle zweiten partiellen Differentialquotienten 

<32 (p 
Sxadxb

welcher die Fläche geschnitten werden soll, habe den mit (1) 
in § 50 übereinstimmenden Ausdruck

axx + bx2 + cx 8 4- e = 0.
Man kann nun den Krümmungskreis der betreffenden Sehnitt- 
curve hervorbringen, indem man eine durch den gewählten 
Punkt (xlf xs, xs) gelegte Kugelfläche ebenfalls mit der bezeich- 
neten Ebene schneidet. Bedeuten wieder X,, X2, X3 die be
weglichen Coordinaten eines Punktes der Kugelfläche, m2,m3 
die Coordinaten ihres Mittelpunktes, und ist o der Radius der
selben, so lautet die Gleichung

(X,—m,)2 -f (X2— mny + {X3— m3y = o2; 
die Gleichung der schneidenden Ebene, welche # für x„ xt, x3 
in (2) angegeben ist, hat für Coordinaten X,, X2, X3 dieselbe 
Gestalt

für das zugehörige Werthsystem nicht gleich

gleich Null werden. Die Gleichung einer Ebene, von

(2)

(3)

(4) cl X, + b X2 + c X3 + 6 — 0.

Hier lässt sich das im vorigen § entwickelte Verfahren 
anwenden, indem man wieder xt, x2, x3 wie auch X,, X2, X3 
von einer Variable t abhängig annimmt, und die Erfüllung der 
daselbst mit (la), (2a), (3a) bezeichneten Gleichungen fordert. An 
dem Inhalte der Gleichungen (2a) und (3a) ändert sich nichts, wenn 
in der erstem der gemeinsame Nenner dt, in der zweiten der 
gemeinsame Nenner {dt)2 fortgelassen wird; dann treten statt der 
nach t genommenen Differentialquotienten die entsprechenden 
Differentiale; dadurch entstehen die Gleichungen

x3 X„
dx^ = dX2, dx3 = dX3, 

d2 xx = d2 X15 d2 x3 — d2 X2, d2 x3 = d2 Xs.

Bei der gegenwärtigen Aufgabe hat man für die Differentiale 
von x„ x2, x3 die Bestimmung, dass die ersten und zweiten

Xi Xj,
dx, —

^ 3 ^3 ?(5)
(6)
(7)
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vollständigen Differentiale der linken Seiten von (1) und (2), 
für die Differentiale von X1} X2, X3, dass die entsprechenden 
Differentiale der linken Seiten von (3) und (4) verschwinden 
müssen. Demnach gelten die Gleichungen

(8) ^ dcpdqD
dx g = 0dxx + dx2 +

dx3

d2cpdcp dcp
d2 Xx + d2 x2 4- d2x g + Jg dxa dxb = 0

dx3 
+ cdx3 
4 cd2 x g

(12) (X1—m1)dX1 + (X.2—m2)dX2 + (X3—m3)dX3 = 0
(13) (X,—m1)d2X1+ (X2—m2)d2X2 + (X3 — m3)d2 X3

4 d Xf 4 dX~ 4 d X2 = 0

dx2

adxx + bdx2 
ad'2x1 4 bd2x2

a, b d Xa d Xb
= 0(10)
= 0(11)

4- cdX3 
4 cd2 X3

bei der in (9) angedeuteten Summe hat jeder der Zeiger a und 0 
die Zahlen 1, 2, 3 zu durchlaufen. Vermöge der Gleichungen 
(6) und ( 7) geht nun (10) in (14) und (11) in (15) über. Ferner 
lässt sich bewirken, dass mit Zuziehung von (5), (6), die 
Gleichung (12) zu einer Folge von (8) wird, indem man den 
Mittelpunkt (mx, m2, m3) der eingeführten Kugelfläche der Be
dingung unterwirft, dass die Grössen x2—mx, x2—m2, x3—m3

dcp dcp dcp 
dxx da\ dx3

a d Xx 4 bd X2 
ad2Xx 4 bd2 X2

= 0(14)
— 0 ;(15)

respective den partiellen Difterentialquotienten

proportional sein sollen. Dies liefert, sobald
dcp V2

"dit’i J
d<P Y
dx3 )

d<P Y 
dx2 J

gesetzt, mit e die positive oder negative Einheit bezeichnet und 
statt der Summe (xx—mx)2 + (x2—m.2)2 4 (x3 — m3)2 das Quadrat 
des Kugelradius a eingeführt wird, die Gleichungen

(1.6) ++

dcp
dxx

(17) xx — m1 = s a
ŸQ

dcp
dx2

x2 — m
JQ

dcp
— ÖX3x 3 — m sa.



Wie in § 50 gezeigt worden, stellen die drei Grössen, welche 
rechts mit eo multiplicirt sind, die Cosinus derjenigen Winkel 
dar, welche von der in dem Punkte (x1} x2, xR) construirten 
Normale beziehungsweise mit den positiven Axen der xx, x2, xa 
gebildet werden, und zwar ist die Normale nach derjenigen Seite 
von cp = const, gezogen anzunehmen, für welche das Differen
tial dcp einen positiven Werth bekommt. Andrerseits bedeuten 

xx—m1 A’a—m, K* — ™*die Quotienten die Cosinus der Win

kel, welche die von dem Kugelmittelpunkte («x, m2, m3) nach dem 
Punkte (x1} x2, x3) der Fläche gezogene gerade Linie mit den 
positiven Axen der xx, x2, x3 macht. Für £ = 1 stimmen die 
ersten drei Cosinus mit den anderen drei Cosinus überein, 
für £ = — 1 mit den negativ genommenen Werthen derselben. 
Daher sind in dem ersten Falle die Richtungen der be- 
zeichneten Normale und der von dem Kugelmittelpunkte aus 
gezogenen Geraden einander gleich, in dem zweiten Falle ent
gegengesetzt. Der Kugelmittelpunkt (»,, m'2, m3) befindet sich 
mithin beide Male auf der in dem Punkte (x„ x2, x3) zu der 
Fläche construirten unbegrenzten Normale, so dass die Tangen
tialebenen der Fläche cp = const, und der in Rede stehenden 
Kugelfläche zusammenfallen; der Punkt (mx,m2,m3) liegt aber, 
wenn £ = 1 ist, auf derjenigen Seite der Fläche, welche einem 
negativen Differential dcp, wenn £=—1 ist, auf der entgegen
gesetzten Seite, welche einem positiven Differential dcp ent
spricht.

Von den Gleichungen'(12) bis (15) bleibt jetzt nur noch 
die Gleichung (13) zu befriedigen. Substituirt man mit Rück
sicht auf (5), (6), (7) die kleinen statt der grossen Buchstaben 
und führt hierauf die Werthe (17) ein, so kommt

d2 x^j(18) ( dcp dcp + dx\ + dx 2 + dx g = 0.d*x2 +d2 x, + dx2 ndxx
£0Das mit dem Factor —— multiplicirte, die drei zweiten Diffe-
\fQ

rentiale enthaltende Aggregat ist jedoch dasselbe, welches auf 
der linken Seite von (9) vorkommt. Aus diesem Grunde kann 
man die Grösse o so bestimmen, dass die Gleichung (18) aus 
der Gleichung (9) hervorgeht, und dadurch die Aufgabe voll-

Lipschitz, Analysis II. 24
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ständig lösen. Hierbei ergiebt sich für den reciproken Werth 
des Kugelradius g der Ausdruck

<97 m£ ^ -------—
a,5 ÖXadxb

I/Q (dx\ 4- dx\ 4- dxf)

mit dessen Hülfe die Mittelpunktscoordinaten m,, m2, m3 durch
die Gleichungen (17) dargestellt werden.

Merkwürdiger Weise enthalten die gefundenen Resultate 
als Andeutung der Ebene, von welcher die Fläche cp — const, 
in dem Punkte (x1} xa, x3) geschnitten wird, nur die Differen
tiale dxi: dx2, dxg des auf der Schnittlinie fortschreitenden 
Punktes. Diese Differentiale haben der obigen Gleichung (8)

dxx 4-

dxa dxb
1(19)

dcpdcp dcp dx2 4- dx 3 = 0dx2
zu genügen, das heisst, das Fortschreiten des Punktes muss in 
der Fläche cp — const, erfolgen, oder, genauer gesprochen, die 
Tangente der Sehnittcurve muss in der Tangentialebene der 
Fläche liegen. Wenn also die Verhältnisse der Differentiale 
dxx, dx2, dx3 auf irgend eine mit der Gleichung (8) verträg
liche Art angenommen sind und die Tangente der Sehnittcurve 
dadurch bestimmt ist, so steht es frei, durch diese Gerade die 
schneidende Ebene (4) auf beliebige Weise zu legen, ohne dass 
sich der Radius o und die Mittelpunktscoordinaten mi; m2, m3 
der Kugelfläche verändern. Unter allen durch dieselbe Tangente 
zu führenden Ebenen giebt es nur eine einzige, welche zugleich 
durch die dem Punkte (x1, x2, x3) entsprechende Flächennormale 
hindurchgeht und einen senkrechten Schnitt oder Normalschnitt 
der Fläche hervorbringt. Diese Ebene geht auch durch den 
Mittelpunkt der construirten Kugelfläche und schneidet dieselbe 
in einem grösten Kreise, welcher vermöge der gegebenen Defi
nition der Krümmungskreis des erwähnten Normalschnitts ist. Für 
den letztem Schnitt bildet daher m2, m3) den Mittelpunkt 
und a den Radius des Krümmungskreises. Wir haben vorhin 
gesehen, wie durch die in (19) eingeführte positive oder negative 
Einheit e die Seite der Fläche bestimmt wird, auf welcher sich 
der Mittelpunkt (m„ m2, m3) befindet. Man kann nun die mit 
dem Vorzeichen e versehene Grösse g durch einen Buchstaben q

dx3dxx



§ 64. Meusnier’scher Satz. 371

andeuten, und festsetzen, dass q den Krümmungsradius des de- 
finirten Normalschnitts der Fläche bezeichne. Dann hat der reci- 
proke Werth des Krümmungsradius eines Normalschnitts den 
Ausdruck

2 d2y
a, 6 Ô Xa d Xj dxa dxb

1
(20)

fQ (dx\ + dx\ 4- dx3) 
und giebt durch sein positives oder negatives Vorzeichen an, 
ob der Krümmungsmittelpunkt auf derjenigen Seite der Fläche 
liegt, für welche das Differential dcp negativ oder für welche 
es positiv ist.

Eine Ebene, welche durch die einmal gewählte Tangente 
nicht senkrecht, sondern in schiefer Richtung gegen die Fläche 
gelegt wird, ist vermittelst des Neigungswinkels ip bestimmt, 
den sie mit der senkrechten Ebene macht. Ferner ist nach

9

unserer Untersuchung der Krümmungskreis der Curve, in welcher 
die Fläche cp = const, von der bezeichneten Ebene geschnitten 
wird, derjenige Kreis, in welchem die construire Kugelfläche 
von derselben Ebene geschnitten wird. Weil nun die Kugel
fläche für die gewählte Tangente ungeändert bleibt, so sind die 
Krümmungskreise der Schnittcurven, welche zu verschiedenen 
Werthen des Winkels ip gehören, diejenigen Kreise, welche 
auf dieser Kugelfläche durch die verschiedenen schneidenden 
Ebenen angegeben werden. Der Mittelpunkt eines jeden Krüm
mungskreises liegt demnach in dem Fusspunkt des Lothes, 
welches von dem Kugelmittelpunkt (mt, m2, m3) auf die schnei
dende Ebene herabgelassen wird; eine von diesem Fusspunkt 
nach dem Punkte (xt, x3, x3) und eine von dem Kugelmittel
punkt nach demselben Punkte gezogene Gerade schliessen mit 
einander den Neigungswinkel ip ein, folglich ist der Radius des 
in Rede stehenden Krümmungskreises gleich dem mit cos i/' 
multiplicirten Werthe des Kugelradius a, oder, was dasselbe be
deutet, des Krümmungsradius des zu derselben Tangente gehö
renden Normalschnitts. Dieses Resultat wird nach seinem Ur
heber der Meusnier'sehe Satz genannt.

Wenn das Gesetz einer Fläche durch die Abhängigkeit 
ausgedrückt ist, in welcher eine Coordinate x3 von den beiden 
andern xl und x2 steht, so darf in (1) statt der Function



cp (x1} xż, x3) eine Differenz
(21) x, —fix,, xj,
statt der Constante der rechten Seite die Null gesetzt werden. 
In Folge dessen verwandelt sich das Differential dcp in den 
Ausdruck

Of Of(22) dx g — dxj dx20x2
dessen Vorzeichen später zu berücksichtigen ist. Um jetzt 
den in (20) angegebenen Werth des reciproken Krümmungs-

dxx

zu bilden, hat man für den Zähler den Ausdruckradius

02f <92 fd*f(23) 2 dx\,dxa dxb — dx\ — 2 dxjdx2—
0xx dx2 dxla, () dxadxb dxl

welcher nur die Differentiale dxt und dx2 enthält; ferner kommt 
nach der in (16) aufgestellten Definition

( df y ( df V
\ 0xx ) \ dx2 f(24) Q — 1 +

Die Gleichung (8), welche von den Differentialen dxx, dx2, dx3 
erfüllt werden muss, bedingt das Verschwinden von (22), so 
dass das Differential dx3 gleich der Verbindung

d x x +

wird; dadurch entsteht die Gleichung
(25) dx\ + dx\ +dxl=dx\-\-dxl+ ^

Führt man noch für die partiellen Differentialquotienten der 
Function f(xlt x2), welche mit den partiellen Differentialquo
tienten der Coordinate x3 zusammenfallen, die Abkürzungen ein

= /i>

df 0f dx2
dx j dx2

0fdxx +
dx2dxx

0f Of(26) fvOXy
d^ o2 d2f

=fn> f 12 /2I? ^22’dx2
so ergiebt sich die Darstellung

dxIdxx dx2

— fn dxj — 2 f\2 dxx dx2 — f22 dx2________ _______________ :---------------------------------- 9
^ 1^1 + fl + ff ((1 + f\ ) dx\ + 2 fx f2 dx j dx2 + (1 + f2 ) dx~)

in welcher die Variabein xlf %2 und daher auch ihre Differen
tiale dxiy dx2 von einander unabhängig sind.

1(27)

Umformung des Ausdrucks des Krümmungsradius.372 § 64.
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§ 65. Hauptkrümmungsradien einer Fläche. 
Krümmungsmass.

Nachdem im vorigen § der einfache Zusammenhang ent
wickelt ist, in dem die Krümmungskreise der verschiedenen 
durch dieselbe Tangente gehenden Schnitte einer Fläche zu 
dem Krümmungskreise des betreffenden Normalschnittes stehen, 
werden gegenwärtig die Krümmungskreise der verschiedenen 
Normalschnitte verglichen werden, die durch denselben Punkt 
der Fläche gelegt werden können. Hierzu dient die Unter
suchung der Frage nach denjenigen unter den zu einem Punkte 
gehörenden Normalschnitten, für welche der Werth des reci-

proken Krümmungsradius ein Maximum oder Minimum wird.

Wir wollen dabei den Ausdruck (27) des vorigen § benutzen, 
in welchem die Werthe xlf x2 den gewählten Punkt der 
Fläche, durch welchen die Normalschnitte gelegt werden, und 
dxn dx2 die Tangente bezeichnen, zu welcher der einzelne

Normalschnitt gehört. Der Werth —

schnitt zu Normalschnitt, sobald das Verhältniss der Differentiale 
dx1:dx2 geändert wird; wegen des Umstandes, dass sowohl der 
Zähler wie der Nenner des Bruches ganze homogene Functionen 
des zweiten Grades von den Differentialen dxt, dx2 sind, kommt 
hierbei nur das Verhältniss derselben in Betracht, wie es auch 
nach der Natur des dargestellten geometrischen Begriffs nicht 
anders sein kann. Demnach ist eine Aufgabe de Maximis et

dx2 
dx1

lösen. Doch bleibt die Symmetrie der beiden Coordinaten er
halten, sobald man die Differentiale dxt und dx2 als zwei un
abhängig veränderliche Grössen ansieht, deren Function 1 zu

einem Maximum oder Minimum gemacht werden soll; die Coor
dinaten xx und x2 des Punktes der Fläche werden hierbei selbst
verständlich nicht geändert. Nach den für die bezüglichen 
Probleme in § 56 aufgestellten Regeln sind die partiellen

ändert sich von Normal-

Minimis für eine Function der veränderlichen Grösse zu



angegebenen Bruches nach den

Variabein dxx und dx2 zu nehmen und gleich Null zu setzen. 
Hieraus entstehen, sobald man

Differenr.ialquotienten des für

1
(1) - = CO

Q
setzt, wieder Q~^+f\+f\ nimmt, ferner jeden partiellen Dif
ferentialquotienten mit dem Nenner des Bruches multiplicirt 
und durch die Zahl Zwei dividirt, die Gleichungen

j—fii dxx —f12dx2 + co )JQ ((1 +/‘J) dxx + fx f2 dx0) = 0 
\ —fn dxx—f22 dx2 4- co iIQ (/‘2 fx dxx + (1 4- Ą) dx2) = 0. 

Damit diese Gleichungen, deren linke Seiten homogene Aus
drücke des ersten Grades in Bezug auf dxx und dx2 sind, ausser 
einer Lösung, bei der die Elemente verschwinden, überhaupt 
eine Lösung zulassen, muss nach einem auch in § 60 angewen
deten Schlüsse die aus den Coefficienten der beiden Ausdrücke 
gebildete Determinante

(2)

(3) (co ią (1 +f\)-fu) (co )/«(! +fl) -f„) - (co I/Q f\ f-fj

verschwinden. Dies liefert bei ausgeführter Rechnung die fol
gende quadratische Gleichung für co
(i)Q\o’--(fn(l+fl)-2fuf1f2+f22(l+f*))]/Q,o+fnfn-f2u=0,

nach deren Auflösung mit Hülfe von (2) für jede der beiden 
Wurzeln das zugehörige Verhältniss der Differentiale dxx und dx2 
bestimmt wird.

Zum Zwecke der ferneren Discussion möge jetzt eine Vor
aussetzung eintreten, welche stets erfüllt werden kann, und 
durch die sich die Gestalt der vorkommenden Ausdrücke erheb
lich vereinfacht. Da es erlaubt ist, das rechtwinklige Coordina- 
tensystem, in welchem die Gleichung einer bestimmten Fläche 
dargestellt wird, nach Belieben zu ändern, so darf man für den 
in jedem einzelnen Falle betrachteten Punkt der Fläche die 
xx x2 Ebene mit der Tangentialebene zusammen fallen lassen. 
Dadurch verschwinden für den betreffenden Punkt, wie sich 
aus § 48 und § 57 ergiebt, die partiellen Differentialquotienten

/*2, die mit Q bezeichnete Grösse 1 +f\ +fdf Bf= fx unddxx da*

§ 65.Hauptkriimmungsradien einer Fläche.374
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wird gleich der Einheit; ferner erhält der reciproke Krtim» 
mungshalbmesser den Ausdruck

1 /d 2 f12 dx^ dx2 /g2 dx2
dxx 4- d.r2

das Vorzeichen des Differentials dfp ist nach Massgabe des 
Ausdrucks (22) im vorigen § auf derjenigen Seite der Fläche 
positiv, auf welcher dx3 positiv ist oder die Coordinate xz 
wächst, und die obigen Gleichungen (2) verwandeln sich in die 
folgenden

(5)
9

f— fn dx\ — f\2 dx2 + o)dx1 = 0 
) — f21 dx1 — f22 dx2 + io dx2 — 0.

Zugleich wird aus (4) die Gleichung
l°2~ ifn + f22)(0 + fn f22 — f i2— 0- 

Stellt man die Gleichungen (6) neben die Gleichungen (5a) des 
schon erwähnten § 60, der sich auf das Hauptaxenproblem 
eines Kegelschnitts bezieht, so leuchtet ein, dass die erstem aus 
den letztem hervorgehen, sobald respective

fn fn fn dx\ dx-i 10 
für an a12 a22

(6)

(7)

x2 io
gesetzt wird, und dass auf dieselbe Weise die vorstehende 
Gleichung (7) aus der dortigen Gleichung (6a) entsteht. Wäh
rend daselbst x17 x2 die rechtwinkligen Coordinaten eines be
liebigen Punktes einer Ebene bedeuten, darf man hier dxt, dx2 
als die relativen rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in 
Bezug auf den festen Punkt (xt, x2) auffassen. Vermöge 
der getroffenen Annahme ist die gegenwärtige x1 x2 Ebene die 
Tangentialebene der gegebenen Fläche, der Punkt (äxt, dx2) 
liegt dem festen Berührungspunkt beliebig nahe, und die Ver
bindungslinie der beiden Punkte ist die Tangente des Normal
schnitts, dessen Krümmungshalbmesser betrachtet wird. Man 
kann daher die in § 60 abgeleiteten Resultate sofort dahin über
tragen, dass die Gleichung (7) stets zwei reelle Wurzeln o/l) 
und w(2) hat, und dass die Richtungen, welche durch die zuge- 

dx0__ A
dx1

recht stehen. Den Fall, dass w(1) und w(2) einander gleich seien,

x1

hörigen Verhältnisse bestimmt werden, auf einander senk-
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schliessen wir, wie dort, vorläufig aus. Es existiren alsdann in 
der Tangentialebene der Fläche zwei von dem Berührungspunkt 
ausgehende zu einander senkrechte Bichtungen, für welche der

reciproke Krümmungshalbmesser des Normalschnitts — seine äus-

sersten Werthe annimmt; die beiden den Werthen co(1) und o/2) 
entsprechenden Krümmungshalbmesser p(1) und p(2) iverden die 
Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche in Bezug auf den betref
fenden Punkt genannt.

Wir haben in § 60, nachdem die Richtungen der Haupt- 
axen des Kegelschnitts bestimmt waren, statt x1 und x2 neue 
rechtwinklige Coordinaten £, rj eingeführt, welche sich auf die 
Hauptaxen beziehen. Verfährt man bei der gegenwärtigen Auf
gabe auf entsprechende Weise, und giebt dem Punkt (dx1,dxf) 
der Tangentialebene die Coordinaten £, rh welche den Richtun
gen der Hauptnormalschnitte der Fläche entsprechen und mit 
dxy und dx2 von gleicher Ordnung sind, so fliessen aus den 
Gleichungen (35) und (44) des § 60 die Gleichungen 

dx\ + dxl — £ 4- rf\(8)
fn dx\ + 24 dx1 dx2 4- f22 dx\ — w(1) £ 4- w(2) rf.

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (1) und (5) durch Division die 
Gleichung

(9)

0).c2 . (2) 2 co § +ar'%
(10) (0 =

t2 r 2Ç + r\
statt deren auch die Gleichung

1 t2 1 2 
T1’“5 + ... ■1

(11) v2 . 2s + nQ
genommen werden kann. Sobald man den Winkel, welchen 
die von dem Berührungspunkte nach dem Punkte (£, rf) gezogene 
Gerade mit der positiven § Axe bildet und der zugleich der 
Neigungswinkel des bezüglichen Normalschnitts der Fläche mit 
dem zu m(1) gehörenden Hauptnormalschnitte ist, durch & be
zeichnet, so wird

£ = ]/ £2 4- rj2 cos£2 4- rf* sin ÏÏ, 
und die Gleichung (11) geht in die Gleichung
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1 1(12) COS'
p ■ ./•>

über. Dieselbe drückt einen von Euler gefundenen und nach ihm
benannten Satz aus, durch welchen die Bestimmung des Krümmungs
halbmessers für einen beliebigen Normalschnitt einer Fläche auf 
die Kenntniss der Lage der Hauptnormalschnitte und der Werthe 
der zugehörigen Hauptkrümmungshalbmesser zurückgeführt ivird.

Weil die Grösse o so definirt ist, dass sie durch ihr Vor
zeichen die Seite der Fläche angiebt, auf welcher sich der 
zugehörige Krümmungsmittelpunkt befindet, so hängen die ver
schiedenen Erscheinungen, die in der Nähe eines bestimmten 
Punktes einer Fläche auftreten, davon ab, welche Vorzeichen die 
betreffenden Hauptkrümmungshalbmesser q{X\ haben. Im vori
gen § wurde festgesetzt, dass der Krümmungsmittelpunkt bei 
einem positiven Werthe von q auf derjenigen Seite der Fläche, 
auf welcher das Differential dcp negativ ist, und im entgegen
gesetzten Falle entgegengesetzt liege; wegen der gegenwärtig 
angewendeten Vereinfachung ist aber das Differential dcp auf 
der Seite der Fläche positiv, nach welcher die Ordinate xs zu- 
nimmt. Nun lehrt die Gleichung (12), dass, wenn ç(1) und ç(2) 
dasselbe Vorzeichen haben, die Grösse q ebenfalls stets dasselbe 
Zeichen behält; mithin sind unter dieser Voraussetzung die 
Krümmungen aller Normalschnitte nach derselben Seite ge
richtet , und die Werthe qw und ç(2) geben wirklich den 
grösten und kleinsten Werth von q an. Eine Ausnahme bildet 
der vorhin ausgeschlossene Fall, in welchem für die Grössen 
fmfwfn die Bedingungen

fn~f22 = ^fl2 = °
erfüllt sind, die für oj aufgestellte Gleichung zwei einander 

gleiche Wurzeln hat, und der Ausdruck ~
Werth — fu annimmt. Auch hier sind die Krümmungen aller 
Normalschnitte nach derselben Seite gerichtet, doch werden die 
sämmtlichen Krümmungsradien einander gleich. Ein Punkt 
einer Fläche, für den dies geschieht, heisst ein Nabelpunkt. 
Da alle Normalschnitte, welche durch einen Punkt einer Kugel
fläche gelegt werden, gröste Kreise sind, so haben die sämmt
lichen Punkte einer Kugelfläche eine solche Beschaffenheit.

den unveränderlichen
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Wenn die Werthe p(1) und p(2) entgegengesetzte Vorzeichen 
tragen, so sind die Krümmungen in den beiden Hauptnor
malschnitten nach entgegengesetzten Seiten gerichtet; alsdann 
folgt aus der Gleichung (12), dass p(1) und p(i) respective den 

« höchsten positiven und negativen Werth des Krümmungshalb
messers darstellen, dass für eine Drehung des Normalschnitts 
von der einen Hauptlage in die andere ein allmähliger Ueber- 
gang von einem positiven Werthe von q zu einem negativen 
stattfindet, und dass für zwei leicht zu bezeichnende Normal
schnitte, welche mit den Hauptnormalschnitten gleiche Winkel
einschliessen, die Grösse ^ einen verschwindenden Werth erhält.

Man überzeugt sich, dass die Fläche unter den angegebenen 
Bedingungen in dem betrachteten Punkte die Beschaffenheit 
eines Sattels hat.

Die Uebereinstimmung zwischen der in § 60 behandelten 
Aufgabe des relativen Maximums oder Minimums und der auf

die Grösse — bezüglichen Aufgabe beruht auf sehr allgemeinen 
9

Gründen. Wenn das Maximum oder Minimum einer gewissen 
Function f mehrerer Variabein unter der Bedingung aufgesucht 
werden soll, dass eine zweite Function g derselben Variabein 
einen gegebenen Werth behält, so hat man nach der in § 59 
entwickelten Methode mit Hülfe eines unbestimmten Factors l 
den Ausdruck f+lg zu bilden, und dessen nach den sämmt- 
lichen Variabein genommene erste partielle Differentialquo
tienten einzeln gleich Null zu setzen. Wird umgekehrt das 
Maximum oder Minimum der Function g unter der Bedin
gung verlangt, dass die Function f einen festen Werth habe, 
so stellt man nach derselben Methode mit einem unbestimmten 
Factor u den Ausdruck u f + g auf und setzt dessen nach den 
sämmtlichen Varia beln genommene erste partielle Differential
quotienten einzeln gleich Null. Man kann nun jede der letz
tem Gleichungen durch den Factor g dividiren und sieht dann, 
dass dieselben aus den entsprechenden Gleichungen des ersten 
Problems entstehen, wofern in den letztem das Zeichen l durch

das Zeichen — ersetzt wird. Sobald insbesondere f und gg



rationale ganze homogene Functionen desselben Grades von den 
betreffenden Variabein sind, so folgt aus dem in § 46 mitge- 
theilten Euler''sehen Satze, dass die Summe, welche erhalten 
wird, indem man jeden partiellen Differentialquotienten des 
homogenen Ausdrucks f+lg mit der betreffenden Variable 
multiplicirt und hierauf alle Producte' addirt, gleich dem mit 
der Gradzahl multiplicirten Ausdrucke selbst wird; das ent
sprechende gilt für den Ausdruck gf+ g, weshalb bei dem 
ersten Problem f+-Xg = Q, bei dem zweiten Problem gf + g — 0 
sein muss. Es werden daher durch das erwähnte dem ersten 
Problem zugehörende System und durch das zu dem zweiten 
Problem gehörende System von Gleichungen die zwischen den 
Variabein bestehenden Verhältnisse in genau derselben Weise 
bestimmt. Man gelangt aber endlich wieder zu der gleichen 
Bestimmung dieser Verhältnisse, wenn gefordert wird, dass der

ein Maximum oder MinimumfQuotient der beiden Functionen 

werden soll; nach dem Obigen muss die Grösse l gleich dem
f
—, die Grösse g gleich dem reciproken Werthe —

sein. In unserem Falle sind f und g homogene Functionen des 
zweiten Grades von zwei Variabein, von denen eine Function 
wesentlich positiv ist.

Die aus der Darstellung (5) von — abgeleiteten Resultate
Q

gelten allgemein, da, wie erwähnt worden, die vorausgesetzte 
Aenderung des Coordinatensystems immer ausführbar ist. In

sofern die Hauptkrümmungshalbmesser durch die für co —

aufgestellte quadratische Gleichung (4) bestimmt sind, liefern 
die Coefficienten der durch den Factor von co2 dividirten 
linken Seite die symmetrischen Verbindungen Summe und Pro
duct der Wurzeln w(1) und co(~\ und zwar ist der negativ ge
nommene Factor von to der Summe to^ + io{2\ das von w freie 
Glied dem Product w(1)w(2) gleich. Hieraus entstehen für die 
Summe und das Product der beiden recipróken Hauptkrümmung s- 
halbmesser die Ausdrücke:

9

Werthe —

1
Q
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fu (ł + fj) --2 /j2 f\ fï+Ul O + Q1 1(13) +

(!+/•+/■)
fn f%2 fi21(14)

(1 +fl + f7
Wie wir sahen, sind die beiden Hauptkrümmungen nach der
selben Seite oder nach verschiedenen Seiten gerichtet, je nach
dem «(1) und e(2) gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen 
haben; darüber, ob das eine oder das andere der Fall sei, ent
scheidet das Vorzeichen des Products der beiden reciproken 
Hauptkrümmungshalbmesser. Dieses Product ist von Gauss in 
den disquisitiones generales circa superficies curvas das Krümmungs- 
mass der Fläche in dem betreffenden Funkte genannt worden. 
Durch die angeführte geometrische und die physiealische Ab
handlung: principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu 
aequilibrii hat Gauss für die späteren die Theorie der Krümmung 
betreffenden Untersuchungen den Grund gelegt. Nehmen wir 
als Beispiel das in § 57 erwähnte Paraboloid, welches die 
Gleichung

(1) (2) Q Y

*3 = 0 (.a11xl+2a]2x1x2+a,2xl + 2enx1 + 2e2Sx2 + e.33)(15)

hat, so findet sich

f f [ an 'U "P®12 ^J35 l'i Vu *^1 "P ^22 ^2 ~P^23’
/]) aiv f\2 122 a22’>

(16)
!

wonach
fn /*22 f 12 an a22 a\2

ist. Dem zufolge erhält das Krümmungsmass den Werth
(17)

an a22 ai2 .1(18)

derselbe ist für jeden Punkt des Paraboloids entweder positiv 
oder negativ, je nachdem die Verbindung ana2., — ax2 positiv 

• oder negativ ist. Die Fläche heisst in dem ersteren Falle ein 
elliptisches, in dem zweiten Falle ein hyperbolisches Paraboloid.

Für eine tiefere Einsicht in das Wesen der Hauptkrüm
mungshalbmesser ist es von Bedeutung, die A usdrücke derselben

(1 Ffl + fÿ

380 Krümmungsmass. § 65.



nicht nur unter der bisherigen Voraussetzung, dass die Gleichung 
der Fläche in der Gestalt x.ä—f(xt, x2)=0 gegeben ist, sondern 
auch dann zu kennen, wenn die Gleichung die im vorigen § 
ursprünglich angenommene Beschaffenheit hat,

cp (xv xv x3) = const.

Wir erreichen diesen Zweck, indem wir das für die Grösse —
9

gelöste Problem des Maximums oder Minimums hei dem Aus

druck von

(19)

1— wiederholen, welcher im vorigen § unter (20) 
9

mitgetheilt ist; dieser ist vermittelst der Bezeichnungen
d w

= (f3
d (p
dx% ^ = <P2J11 d.x.

d'2cp(20)
dx& dxb (t>a 6 n ’

Q = vl +(fl + <p\
so gebildet

2 <Pai dxa dXb1 Q, 6(21)
Q (d x\ + d x\ + d x*)9

Die Differentiale dx1,dx2,dxs sind durch die aus (19) fol
gende Gleichung

q>% dxt + qp2 dx^ 4- cps d[x.ä = 0 
verbunden. Demnach lässt sich die bezeichnete Aufgabe als 
eine Aufgabe des relativen Maximums oder Minimums auf-

(22)

fassen, bei der — eine Function der drei Differentiale dx1,dx2,dxs 
9

ist, und zwischen diesen die Bedingungsgleichung (22) besteht. 
Vermöge der in § 59 entwickelten Methode hat man also die 
linke Seite von (22), mit einem unbestimmten Factor multipli-

cirt, zu dem Ausdruck (21) von — hinzuzuaddiren, und dann

die drei nach dx1, dx^ dx3 genommenen ersten partiellen 
Differentialquotienten des Aggregats zum Verschwinden zu brin
gen. Wird jede dieser Gleichungen mit dem halben Werthe 
des Nenners der rechten Seite von (21) multiplicirt, das Product 
aus diesem Factor und dem eingeführten Multiplicator mit x 
bezeichnet, die obige Gleichung (1) benutzt, und die Gleichung
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(22) zu den erhaltenen drei Gleichungen hinzugefügt, so ent
steht das System

<pn dxx -f cpJ2 dx2 + q13 dx3 -f co ÿQ dxx + <p1T=0 
cpn dx1 + cp22 dx2 + <p23 dx3 + co fQ dx2 + cp2 r=0 
cpzl dx1 + cp32 dx2 + cp33 dx g + co ]/Q dx3 + cp3r= 0 
cpx dxj + cp2 dx2 -t- cp3 dx3 

Hier sind die linken Seiten homogene Ausdrücke des ersten 
Grades in Bezug auf die drei Differentiale dx„ dx2, dxs und 
den Factor t; die betreffenden Coefficienten bilden das symme
trische Schema

(23)

= 0.

<Pn + Cü 1 fQ V13%2 (fl

ff~2‘2+ (o iQ(f 2] (ftf (f 2(24)
(pw+(°iQ %<Pai (p32

0,Upx (p*(P2
dessen Determinante aus früher angegebenen Gründen ver
schwinden muss. Ihr Ausdruck, nach den in I, § 74 mitge- 
theilten Regeln gebildet und dann negativ genommen, ist der 
folgende

(25) ((<jP22 + toYQXVn + cofQ)—(p2J(f'i +((% 3+*>YQ)(<Pii + (*ŸQ) ~(ph)(p\

+ {{cpxx + a>YQ) (cp22 + co]/Q) cp^cpl + 2 (cp31cpn - (<pn + co]/Q)cp23)cp2cp3 

+ 2 {qVicp23 — (cp22+ co}/Q)cp3l)cp3cpi + 2 (q2/p3~(<p33+ ^Q)q]2)qxq2. 
Wenn man jetzt die adjungirten Elemente, die zu dem Schema 
der qüb gehören, respective mit &ab bezeichnet, so dass

(p22(p33 (p23 ~®1V Mil (p31 ==®22> ^11^22 (fl2 = ^33i 
(pZ\(Pl2 (fl\(f23 ^23’ (P}2(p23 ^22^31 (P23V31 (f Z3(P 12~ ^ 12

ist, dann erhält (25) die Gestalt
/-,2 2 V w

+ ((^22+ ^33)^+ (^BS + yJ^ + fan + ^22)^3— tyssM*—tytaVaVi-tyviViVzWQ co

(26)

(27)

+ 0n?,i + ^22^2 + + 2d>23r/)2^3 +2</>g]<jp3Ç)i + 2(D12qxq2.
Mithin ergeben sich für die symmetrischen Verbindungen

^ und w(1) m(2) 11(1) (2) — CO — f(T
oll> gm

die gesuchten Ausdrücke
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1 l(28)
em(1)Q

(y-22+Vsatel + (<Pm + <Ph)<pI + (fhi + vM—tyisffdPs— 2fPziWx—^ łP\fh

QŸQ
°il(Pl+ ®22?,2+033<?,3 + 2®23W3+ 2031%Vl +2®i2<PlV‘21(29) yv2)

Der Zähler von dem das Kriimmungsmass der Fläche darstel
lenden Ausdrucke (29) ist nach I, § 83 die zu der quadratischen 
Form ffa b dxa dxb adjungirte Form, in welcher die drei Va-

a, b ’
riabeln beziehungsweise durch die drei ersten partiellen Diffe
rentialquotienten (px, <jp2, (p3 vertreten sind.

Q?
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Capitel IX.

Integrale yon Functionen einer Variable.

§ 66. Eintheilung: der Integrale nach der Beschaffenheit 
der zu integrirenden Function.

Die Betrachtung der Integrale von Functionen einer Va
riable, welche in Capitel II angestellt wurde, setzt in Betreff 
der zu integrirenden Function nur voraus, dass dieselbe für ein 
gewisses Intervall der Variable eindeutig, endlich und stetig 
gegeben sei, nimmt aber auf die Operationen, durch welche die 
Function hervorgebracht wird, keine Rücksicht. Dagegen beziehen 
sich die Regeln, nach denen eine gegebene Function differentiirt 
wird, wie auch früher bemerkt worden, im Grunde immer auf 
die Operationen, durch welche die zu differentiirende Function 
entstanden ist. Gegenwärtig soll für die Integration von Func
tionen einer Variable derselbe Gesichtspunkt absichtlich geltend 
gemacht werden, welcher sich für die Differentiation von Func
tionen von vorne herein ergab. Dadurch wird es möglich, 
solche Gattungen von Functionen zu bezeichnen, bei welchen 
die unbestimmte Integration ausgeführt, das heisst, auf die 
Bildung von anderweitig bekannten Functionen zurückgeführt 
werden kann.

Bei der Differentiation unterscheiden sich die algebrai
schen Functionen scharf von denjenigen, welche nicht alge-
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braisch oder mit einem andern Worte transcendent sind. Auf 
gleiche Weise tlieilt man die Integrale in diejenigen, für 
welche die zu integrirende Function algebraisch, und in die
jenigen, für welche sie nicht algebraisch ist. Eine algebrai
sche Function wird nach § 9 durch die Anwendung einer be
schränkten Zahl von algebraischen Operationen erzeugt, und 
zwar setzen sich diese aus den vier rationalen und aus irratio
nalen Operationen zusammen; die letzteren umfassen das 
Ausziehen von beliebig hohen Wurzeln und das Auflösen 
von algebraischen Gleichungen überhaupt. Demzufolge werden 
unter den Integralen der algebraischen Functionen die Integrale 
der rationalen Functionen und die Integrale von solchen 
Functionen unterschieden, zu deren Bildung irrationale Opera
tionen erforderlich sind. Wir gehen jetzt zur Erörterung der 
ersteren über, bemerken aber sogleich, dass wir uns mit den 
letzteren nur in einem beschränkten Umfange beschäftigen 
werden.

§ 67. Integrale von rationalen Functionen der 
Integrationsvariable.

Insofern die rationalen Functionen in ganze und gebrochene 
Functionen zerfallen, sind zuerst die Integrale der rationalen 
ganzen Functionen zu erwähnen. Eine solche Function der 
Integrationsvariable x vom wten Grade hat den Ausdruck 

a0 x + «3 x~A + a2 xl~'2 + ... + an.
Nach der Gleichung (5a) des § 25 ist das unbestimmte Integral 
einer Summe von Functionen gleich dem Aggregat der unbe
stimmten Integrale der einzelnen Summanden, nach der Glei
chung (8a) desselben § das unbestimmte Integral einer mit 
einer Constante multiplicirten Function gleich dem Product aus 
der bezüglichen Constante und dem unbestimmten Integral der 
in Kede stehenden Function. Es bleibt daher nur für jedes 
einzelne Glied der Summe (1) das unbestimmte Integral einer 
ganzen positiven Potenz der Variable x zu bilden. Der Werth 
desselben folgt aus der Gleichung (20) des § 24, indem man 
daselbst den Exponenten Je gleich einer beliebigen ganzen posi
tiven Zahl einschliesslich der Null nimmt, nämlich

Lipsclntz, Analysis II.

(1)

25



(kn Xx ax = —, ,J lo+l
Mithin wird das unbestimmte Integral der rationalen ganzen 
Function (1) durch die Gleichung

Integral einer rationalen Function. § 67.386

(2) 4- const.

f(a0 x" 4- al x 1 + ß2 x" 2 + ... + an) d x

n+1a0 x
n 4- 1

dargestellt. Aus derselben geht hervor, dass das unbestimmte 
Integral einer gegebenen rationalen ganzen Function einer Va
riable gleich einer rationalen ganzen Function derselben Va
riable von einem um eine Einheit höheren Grade ist.

(3)
n n-

ai x a2 x + ... + anx + const.
n — 1n

Eine rationale gebrochene Function von x ist gleich einem 
Bruche, dessen Zähler und Nenner rationale ganze Functionen 
von x sind. Bei einer zu integrirenden rationalen gebrochenen 
Function sei die Zählerfunction e(x) vom sten, die Nenner- 
function fix) vom wten Grade

e(x) — e0 x 4- Cj x • 4- ... 4- 
fix) = aQ x + Oi] x~l 4- ... 4- an.

e(x)

(4)
(5)
Alsdann ist der gegebene Bruch nach I, § 89 ein unechter,

fix)
wenn die Gradzahl s grösser als die Gradzahl n oder ihr gleich, 
ein echter, wenn s kleiner als n ist. In dem erstem Falle
lassen sich stets, wie in I, § 68 gezeigt worden, zwei ganze 
Functionen q(x) und r{x) auf eine einzige Weise so bestimmen, 
dass die Gleichung

e(x) — f{x) qix) 4- r (x)(6)
erfüllt wird, wo rix) von niedrigerem Grade als fix) ist. Das 
an der erwähnten Stelle für diesen Zweck angegebene Verfahren 
ist die nach den fallenden Potenzen der Variable x geordnete 
Division; es haben hierbei e(V), fix), qix), rix) beziehungsweise 
die Namen Dividendus, Divisor, Quotient und Best. Weil nun die 
verlangten Functionen qix) und rix) nicht auf zwei verschie
dene Arten bestimmt werden können, so gelangt man durch 
jedes andere Verfahren zu demselben Ergebniss, und kann 
deshalb auch die in I, § 91 entwickelte Methode der unbestimm
ten Coefficienten an wenden. Da qix) vom (s—n) ten, rix) vom



{n — l)ten oder einem niedrigeren Grade sein muss, so haben 
die Functionen die Gestalt

q (x) = E0 xs~" + jExx 
r(x) = r() x~] + r1 x 

Substituirt man diese Ausdrücke in die zu befriedigende Glei
chung (6) und setzt vermöge des in I, § 44 bewiesenen Princips 
die Coefficienten der gleichen Potenzen der Variable x einander 
gleich, so ergeben sich für die Coefficienten E0, Ev... Es_n, 
r0, rv . .. rn_} die Gleichungen

eo ao K 
ex — a0E} 4- ax E0
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s—n—1(7) + ... + ES—nf

—2
(8) + ••• + *■»—r

(9)

+ «2 E. 

+ a2 E
+ Oi2 E

es_n= a0 Es_n + aj E 
r0 + a, E

+ .. • is—n—1 s—n—2

(10) + ...es—» +1 
es—v + 2

S—11—1s—n

+ ...ri s—n

Aus (9) werden nach einander die Coefficienten Ew Ev... Es_n 
gefunden, indem man jedesmal mit der Grösse a0 dividirt; 
diese ist von Null verschieden vorausgesetzt, da die Func
tion f{x) von keinem niedrigeren als dem wten Grade sein soll. 
Darauf liefern die Gleichungen (10) die Determination der 
Coefficienten r0, rv... rn_ 1 ohne Ausführung einer neuen Di
vision.

Nachdem die Gleichung (6) durch f(x) dividirt ist, kommt 
wie in I, § 89,

r{x)e(x) = q{x) +(11) f(x) ’f(x)
e{x) als die Summe der ganzen 

erscheint. Das ge-

wodurch der gegebene Bruch

Function q{x) und des echten Bruches

suchte unbestimmte Integral wird daher gleich dem Aggregat 
der unbestimmten Integrale der ganzen Function q(x) und des

f{x)
r{x)
f(a)

r(x)echten Bruches -
f(x)

dx = f q(x) dx + f r (x)
dx;(12) f(x)
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wie auch im Folgenden geschehen wird, ist die hinzuzuaddi- 
rende Integrationsconstante fortgelassen. Das erste der beiden 
Integrale lässt sich vermöge der obigen ßegel (3) ausführen, 
und erhält mit Hülfe der in (7) angenommenen Bezeichnung 
der Coefficienten den Ausdruck

_E0 x
s — n 4-1

so dass nur das zweite Integral zu untersuchen bleibt. Wenn 
die Function e{x) von vorne herein niedrigeren Grades als die 
Function f{x) ist, so muss in der Gleichung (6) q(x) verschwin
den und r(x) — e(x) sein; man hat es daher in beiden Fällen 
mit dem Integral

S —W+ 1 S—11E1 x(13) jq(x)dx — + ... +E+ x,s—ns — n

r (x)f-(14) dxf(x)
zu thun.

Ein Mittel zur Behandlung dieses Integrals liegt in der

in Partialbrüche su zer-r (x)Lösung der Aufgabe, den Bruch

legen, welche in I, § 93 erörtert ist. Wir nehmen, wie dort, mit 
Zuziehung des Fundamentalsatzes der algebraischen Gleichungen 
an, dass die Zerlegung der Function f\x) in ihre Factoren ersten 
Grades ausgeführt sei, dass man die gleichen Factoren des 
ersten Grades zu Potenzen vereinigt und die Darstellung
(15)
gebildet habe, wo £v |2, . . . ^ die von einander verschiedenen 
Wurzeln der Gleichung f(l-) = 0 sind. Dies vorausgesetzt, ist

an der angeführten Stelle gezeigt, dass der echte Bruch

f(x) = a0 (x—^f (x - £2)a2. .. (x~^f?-

r(x)
f(x)

immer und nur auf eine Weise als ein Aggregat von echten Par
tialbrüchen ausgedrückt werden könne, deren Nennerfunctionen 
ohne gemeinsamen Theiler und insbesondere gleich den Potenzen
(®-&f, (*-&)V.. (*-&“* sind,

(H (as)<Pi(as) <Px (as)r(x)(16) e7 + + ... +f(*)
hier sind also die Grade der ganzen Functionen q>x(x), y>2(x),..q>x(x) 
respective niedriger als die Zahlen a17 tt2,... aA. Ferner ist

a2

(x-l)
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in I, § 95 darauf aufmerksam gemacht, dass, wofern fix) nur 
ungleiche Factoren des ersten Grades enthält, mithin X gleich 
n ist, und die sämmtlichen Zahlen ctj, u2,... an gleich der Ein
heit sind, alsdann rp2 (x), r/>2ix),... cpkix) respective gleich Con-
stanten r(1), r{2\ ... werden, die sich vermittelst der ersten Ab
leitung fix) folgendermassen ausdritcken lassen,

. ./'° =CD r &)T = ------  5
rcQ

Um Missverständnissen vorzubeugen erwähne ich, dass die 
betreffenden Formeln, welche in I, § 95 unter der Annahme ab
geleitet sind, der Coefficient a0 von xn in der Function fix) sei 
gleich der Einheit, offenbar gültig bleiben, sobald man diesen 
Coefficienten beibehält, wie jetzt geschieht. Es gehört demnach 
zu der Voraussetzung, dass

r(2) _ r(Q(17) ) *
f‘&)fi%)

fix) = a0 ix— £,) (x — £2) ... ix—'Q(18)
sei und alle Wurzeln |2,... §n der zugehörigen Gleichung 
unter einander verschieden sind, die Partialbruchzerlegung

(«)r,0) (2)rrix)I + . .. +f{x) x — \ ' x — %
(1)_T (§i) (2)_ r (^2)

r “TWr _r(y
von welcher auch in § 39 dieses Bandes Gebrauch gemacht 
worden ist.

Für den Fall, dass die Function fix) nicht lauter verschie
dene Factoren des ersten Grades hat, ist a. a. 0. nachgewie
sen, dass die zu der Gleichung (16) gehörenden Functionen 
cp a 0»), cp.2 ix),... cp} ix) stets durch das Verfahren der Aufsuchung 
des grösten gemeinsamen Theilers zweier Functionen einer Va
riable, und auch vermittelst der Auflösung eines Systems von 
Gleichungen des ersten Grades bestimmt werden können. Wir 
wollen jetzt die allgemeinen Endresultate durch Anwendung 
der Differentiation ableiten, wobei unter der Voraussetzung X = n 
die Darstellung von (19) wieder erscheinen wird.

Wenn man die Gleichung (16) auf beiden Seiten mit fix) 
multiplicirt, so entsteht ein Ausdruck der ganzen Function rix) 
durch ein Aggregat von Producten, von denen jedes eine der

(19)
j • • • r



§ 67.

ganzen Functionen cp1 (x), rp2(x),... rp?(x) und diejenige ganze 
Function zu Factoren hat, welche aus der Division von f(x) 
durch die zugehörige Potenz (x— IQ"1, (x—£2)n2, ... (x—£A)fl/ 
entsteht. Der Kürze halber werde
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/M f‘(æ) = Dx 0)= D1(x)(20) D.,(oc\ ...
’ {x-ht

gesetzt, dann hat man
r{x) — <p1 (x) I)x (x) + cp2(x) D2(x) + ... + fpx(x) I)x(x).

ax(•*—k)

(21)

Hier sind die sämmtlichen Functionen _D2(æ), D.s(x),... D? (x) 
durch die Potenz (x — ^)01 algebraisch theilbar, folglich auch 
die sämmtlichen mit denselben gebildeten Producte, und daher 
ist es die Summe dieser Producte ebenfalls. Aus diesem Grunde 
wird die Dilferenz
(22) r(x) — (p} (x) Dx(x) 
gleich dem Product einer ganzen Function Kx (x) und der Po
tenz (x — §1)ai,

Kx(x){x-^f-(23)

Nun findet man in der Gleichung (2b) des § 16 eine Vorschrift, 
um die auf einander folgenden Differentialquotienten des Pro
ducts zweier Functionen zu bilden. An der betreffenden Stelle ist 
vorausgesetzt, dass beide Functionen dem reellen Gebiete an
gehören. Da aber in § 33 für rationale Functionen, die aus 
einer reellen Variable x und complexen Constanten gebildet 
sind, der erste und die successiven nach x zu nehmenden Dif
ferentialquotienten definirt sind, da in dem dortigen Satze (II) 
ausgesprochen ist, dass der erste Differentialquotient der Summe, 
der Differenz, des Products und des Quotienten von zwei ratio
nalen Functionen, die aus einer reellen Variable x und com
plexen Constanten bestehen, nach denselben Regeln erhalten 
werden, die auf dem reellen Gebiete gelten, und da die Glei
chung (2b) des § 16 nur auf der wiederholten Anwendung der 
Regel beruht, nach welcher der erste Differentialquotient eines 
Products gebildet wird, so darf die genannte Formel auch dann 
auf das Product (23) angewendet werden, wenn die Wurzel 
der Gleichung f{]~) = 0 eine complexe Grösse ist und die ganze
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Function K1(x) complexe Constanten enthält. Die auf einander 
folgenden Differentialquotienten der Potenz {x— iq)“1 haben ver
möge (25) des § 33 die Ausdrücke

d(x— Sj)"1
°i (*-Ü),,_1,(24) clx

d\x-^f
— °i (ai~~ 1) (* “ ^i)ai_2j

dx

dv
=■- ai (ai— 1) • • («i— P + !)(«- ^)ni

dxp

Demnach liefert die angeführte Gleichung für den nach x ge
nommenen p ten Differentialquotienten des Products (23) die Dar
stellung

/ 1 K] (x)dvKx(x) —1(x-^f+p 

...+K1(x)a1( o -1)... (a-p + !)(*- &)M.

(25) cii (x £() +
dxp dxp'

So lange die Zahl p kleiner als cq ist, sind die Factoren jedes 
Gliedes dieser Summe eine Potenz der Basis x—von posi
tivem Exponenten, eine Zahl und ein Differentialquotient der 
Function K1(x), welcher wie diese selbst eine ganze Function 
von x ist. Daher verschwindet bei der Substitution des Werthes 
x — £1 jedes einzelne Glied und folglich auch die Summe. Also 
hat das Product (23) die Eigenschaft, dass dasselbe mit seinen 
sämmtlichen nach x genommenen Dififerentialquotienten von der 
ersten, zweiten bis zur (a , -- 1) ten Ordnung für den Werth 
x=^1 gleich Null wird. Man sieht übrigens leicht eins, dass 
sich das eben bewiesene Resultat, mit dem Inhalte des letzten 
Satzes in I, § 49 deckt. Mithin muss die mit dem Product
(23) gleiche Differenz (22), wie auch jeder ihrer Differential
quotienten bis zur (cq— 1) ten Ordnung einschliesslich für den 
Werth x—^ gleich Null sein Das giebt die folgenden cq 
Gleichungen, in denen die nach x genommenen Differential
quotienten, wie in § 16, nach Lagrange durch Accente ange
deutet sind,
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(26) *•&)=%(£) A(!i)

Die Function
Dj (®) = «o (# lä)“2 ...(X — %yfl

hat für x — ^t einen von Null verschiedenen Werth, weil nach 
der Voraussetzung ^ von jedem der Werthe £9, £;J,. .. £; differirt. 
Man erhält daher aus den Gleichungen (26) nach einander die 
öj Werthe

(«1-1)(27) <Ti(£i), q>‘i(si), • • • <Pi (£),
durch welche die ganze Function cp1 (x), deren Grad höchstens 
der (a,— 1) te sein kann, vollständig bestimmt wird. In § 16 
ist hervorgehoben, dass für rationale ganze Functionen mit 
reellen Coefficienten der Begriff und die im ersten Bande ge
brauchte Bezeichnung der successiven Ableitungen respective 
mit dem Begriffe und der von Lagrange herrührenden Be
zeichnung der successiven Differentialquotienten der Function 
zusammenfallen. Dieselbe Bemerkung dehnt sich jetzt auf ra
tionale ganze Functionen mit complexen Coefficienten aus; man 
darf die rationale ganze Function g>1(x), als eine Function 
des (a, — 1) ten Grades, stets folgendermassen durch die Glei
chung (18) in I, § 93 darstellen

<Pi 0*0=<Pi (£i) + <p\ (£) (x ~ £) +(28)
(6,-1)

(St)<Pl

(«,-!)!
welche genau der Gleichung (12) in dem angeführten § 16 des 
vorliegenden Bandes entspricht.

Der Werth </),(£,) ist nach der ersten Gleichung (26) gleich
r(cc)r(h) =Si0*0oder dem Werthe der Functiondem Bruche 

für x—§t.
die übrigen Gleichungen kann man die Bemerkung benutzen,

Für die Darstellung von <p\ (£, ), (i:,).. durch
D ,ß.)
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dass sich die auf einander folgenden nach x genommenen Diffe
rentialquotienten des Quotienten s1 (x) bestimmen lassen, indem 
die beiden Seiten der Gleichung r{x) — D1(x)s1{x) wieder
holt nach x diflferentiirt und die gesuchten Differentialquo- 
tienten durch Auflösung der betreffenden Gleichungen ermit
telt werden; diese Werthe sind hierdurch, so lange B1{x) 
nicht verschwindet, eindeutig bestimmt. Die erwähnten Glei
chungen verwandeln sich aber in die obigen Gleichungen (26), 
sobald in den erstgenannten zuerst x durch £1} hierauf s1(j;1) 
durch «JPjGu), s'jdj) durch qp'j^) u. s. f., zuletzt durch
rjp(Ql—1)(|1) ersetzt wird. Demzufolge müssen die Werthe

V1 (£i)> r/>'i (£a)> • • • ?>Sai ^fêi)
beziehungsweise den Werthen gleich sein, welche die gebrochene 
Function s1 (x) und ihre successiven nach x gebildeten Diffe
rentialquotienten für x — annehmen, und man erhält die 
Ausdrücke

J % ($i) = si (£)> fP\(li)=s\ (li), • • • <p\ 

s,{x)

(Oi-l)

(29) r(x)

Vermittelst genau entsprechender Betrachtungen werden die zu 
der Gleichung (21) gehörenden übrigen ganzen Functionen 
rp0(x),... (px(x) determinirt. So kommt für die Function (p.2{x) 
nach der Analogie von (28) der Ausdruck

?"2(0 (0-2—1)(S2)(x—^2f+...+ (*-i2r~\(30) r/)2 (x)—ę9 (£2) + cp\(£2) (x— |2) + (0,-1)!2!

mit den nach (29) gebildeten Werthen
I 9*2 (£2) =»,(&)> r‘tä)=s‘^2),... y<T1,(i1)=*?r-,)(L)!

r(x)(31) s2(x)
i>‘M0

Desgleichen bekommt man die Ausdrücke der übrigen Functionen 
(28) und (29) durch Fortrücken der Zeiger in der Reihe 

3, 4,... A. Da schon im ersten Bande gezeigt worden, dass die 
Bestimmung der Functionen (px{x),... cpx{x') immer und nur auf 
eine einzige Weise möglich ist, und da das gegenwärtige Ver-

aus



ras,)ou+i)n&D f (y
T~(x~~£i) + ■• +B-^x) n !(«2 + 1)!»2!

Dieselben eignen sich für den vorliegenden Zweck insofern, als 
bei der Ausführung der Gleichungen (29) die Werthe der Func
tion l)l (x) und ihrer Differentialquotienten für x = £1? und in 
Betreff der übrigen Functionen D.2(x),... D-Ä(x) die entsprechen
den Werthe gebraucht werden. Wir haben nun die Werthe der 
Functionen

/ai)(U
Ą(£i) =

f (y
A (y(34) a2!
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fahren unter der Voraussetzung der Möglichkeit eine einzige 
Bestimmung liefert, so muss dieselbe richtig sein.

Die in (20) definirten Functionen D1 (x), D2 (x),.. . D- (x) 
können vermöge der Differentialquotienten der Function f(x) 
dargestellt werden, indem man die Gleichung (28) auf diese 
Function selbst anwendet und bedenkt, dass nach einem vorhin 
bewiesenen Satze, wofern die ganze Function f(x) durch die 
ganze Potenz (x—£)n theilbar ist, sowohl f{x) wie auch dessen 
sämmtliche nach x genommenen Differentialquotienten bis zu 
der (a — l)ten Ordnung einschliesslich für x=Ç verschwinden 
müssen. Aus der allgemein gültigen Gleichung

(*-£)2+...+r® (*-£)"(32) f(x)=f®+rmx-g)+ 2! n\
folgen dann durch Einführung der besondern Werthe £2,... 
die gesuchten Ausdrücke

ra f(«i+i) ras,)s,) II—ÛJ
Î ix~- £])+••• +A (x) = (x~^)(Hj+1) !

,(«2+ O

n\
rat,)roQ t at) 11—Û2

(«—y(x—^2)+ ...+D2(x) - +(33) n\(°2 + 1 ) 'a2!

\k)
A<y=

ûâ*

« 3



und können die Wertbe der betreffenden Differentialquotienten 
leicht hinzufügen. Sobald einer der Potenzexponenten cq ... a; 
gleich der Einheit ist, geht der zugehörige Functionswerth der 
linken Seite in den Werth über, welchen der Differential
quotient f‘ (x) für die betreffende einfache Wurzel der Gleichung 
/’($) = 0 annimmt. Sei eine solche Wurzel, dann ergiebt sich

mithin ent-KS JA (£,) = f (^i)j folglich nach (29) (px (£,)

steht, falls das gleiche bei allen n Wurzeln £x, |2,... £(j der Fall 
ist, wie vorhergesagt war, die Partialbruchzerlegung (19).

Bei der Anwendung, welche von der Zerlegung des Bruches

für die Integration desselben gemacht werden soll, kommt

r&y

r (.v)
f(x)

(x)in Betracht, dass in dem ursprünglich gegebenen Bruche

Zähler und Nenner ganze Functionen mit reellen Coefficienten 
sind, und für die Function r(x) nach ihrer Entstehung das
selbe gilt. Wenn nun t-a eine reelle Wurzel der Gleichung 
/*(£) = 0 bedeutet, so ist die zugehörige Function Da (x) und

der Bruch sa(x)
r (æ)

durchaus reell, mithin auch die be-

dertreffende Function cpa ix) sowie der Bestandteil
(a—1«)““

rechten Seite von (16). Was die nicht reellen Wurzeln anlangt,
so haben wir in I, § 47 nachgewiesen und in § 8 dieses Bandes 
wiederholt, dass eine rationale ganze Function f(x), deren 
sämmtliche Coefficienten reelle Grössen sind, wenn sie durch 
einen nicht reellen Werth q1 + iox von x zum Verschwinden 
gebracht wird, immer auch für den conjugirten Werth g1 — io1 
verschwindet, und dass, falls die höchste Potenz des Ausdrucks 
x — qi — ioj, durch welche f{x) aufgeht, die ate ist, f (x) eben
falls genau durch die ate Potenz des conjugirten Ausdrucks 
x — Qi + i^i theilbar ist. Sobald daher bei unserm Bruche
r (x) die Gleichung f(if) = 0 Wurzeln hat, die nicht reell sind,

so ordnen sich dieselben zu Paaren von conjugirten. Nimmt 
man beispielsweise an, dass

f(x)

1 ?1 1 »<*1, ^2   Ql io y(35)

§ 67. Zerlegung einer gebrochenen Function in Partialbrüche. 395
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sei, so muss nach den eingeführten Bezeichnungen zwischen 
den Potenzexponenten und a2 der Darstellung (15) die Glei
chung a, = a2 bestehen; auch existirt für jedes neue Paar von 
conjugirten Wurzeln die entsprechende Beziehung. Hieraus 
lässt sich ableiten, dass in der durch (16) dargestellten Partial
bruchzerlegung das Aggregat von je zwei Brüchen, deren Nenner 
Potenzen von conjugirten mit der reellen Variable x gebildeten 
Ausdrücken des ersten Grades sind, gleich einer rationalen 
Function von x mit reellen Coefficienten sein muss. Sobald 
dies für ein Paar bewiesen ist, gilt es für alle Paare. Nach 
T, § 27 besteht der Satz, dass, wenn man den Werth eines aus 
einer beliebigen aber beschränkten Anzahl von complexen Ele
menten a + ib, c + id, 
nach Trennung des reellen und imaginären Theiles mit r + is 
bezeichnet, der Werth, welchen der Ausdruck erhält, sobald 
jedes der Elemente durch das zu demselben conjugirte Element, 
a+ib durch a—ib, c-\-id durch c—id u. s. f., ersetzt wird, 
gleich der zu r+is conjugirten Grösse r—is ist. Bei den 
gegebenen Functionen r(x) und fix) hat man die Coefficienten 
der einzelnen Potenzen von x als constante reelle Elemente, die 
Grösse x als ein variables reelles Element aufzufassen. Da 
jede reelle Grösse sich selbst conjugirt ist, so bleiben bei der 
Einführung der conjugirten Elemente sowohl die genannten 
Coefficienten wie auch die Variable x ungeändert. Unter der 
Voraussetzung der Gleichungen (35), aus denen die Gleichung 
üi = 62 abgeleitet ist, sind daher in Folge der in (20) aufge
stellten Definition D1 (x) und D2 (x) zu einander conjugirte, 
das heisst solche Functionen, bei denen beziehungsweise die 
Coefficienten der gleich hohen Potenzen der reellen Variable x 
conjugirte Grössen sind. Dies tritt durch die in (33) enthaltene 
Darstellung deutlich hervor; denn wegen der Gleichung a1 = a2 
hat man zur Gewinnung von D1 (x) und D2 (x) die gleich hohen 
Differentialquotienten der Function fix) zu bilden und in den
selben die conjugirten Werthe £, und £2 zu substituiren, während 
die hinzutretenden Factoren die gleich hohen und mit denselben 
Zahlen multiplicirten Potenzen der conjugirten Ausdrücke x— 
und x — £2 sind. Auch sieht man sogleich, dass der nach x 
zu nehmende beliebige i?te Differentialquotient von D1 (x), für

gebildeten rationalen Ausdrucks



Zerlegung einer gebrochenen Function in Partialbrüche.§ 67. 397

und der ebenso hohe Differentialquotient von Da(x), für 
£2, conjugirte Werthe erhalten. Da nun ausserdem r(x) eine 

Function mit reellen Coefficienten ist, so führt die Anwendung 
des erwähnten Satzes zu dem Ergebniss, dass respective die in 
(29) und (31) angegebenen Werthe von (£,),... und
<jp2(£2), cP\(£z)i • • • und folglich auch die in (28) und (30) dar
gestellten ganzen Functionen cp1 (x) und' r/>2 (x) zu einander 
conjugirt sind. Hieraus ist aber der Schluss zu ziehen, dass 
das in (16) vorkommende Aggregat

^ +
_ '/1 (<0 (P 9_(f)(36)
0* —50

durch Fortheben des imaginären Theils gleich einer rationalen 
Function von x mit reellen Coefficienten wird, womit die auf
gestellte Behauptung gerechtfertigt ist. Also besteht die rechte 
Seite von (16) aus reellen Partialbrüchen, die von den reellen 
Wurzeln der Gleichung /’(£) = 0 herrühren, und aus Paaren von 
conjugirten Partialbrüchen, die den Paaren conjugirter Wurzeln 
entsprechen und zusammengenommen ebenfalls reell sind. Die 
Summe der unbestimmten Integrale dieser Bestandteile bildet 
das gesuchte unbestimmte Integral.

Wir kehren jetzt zu dem Falle zurück, dass die Gleichung 
/*(£) = 0 lauter ungleiche Wurzeln besitzt, worauf sich die 
Gleichung (19) bezieht. Wenn ausserdem die sämmtlichen 
Wurzeln reell sind, so haben auch alle Constanten, welche die 
Zähler der Partialbrüche bilden, reelle Werthe, und es handelt 
sich um die unbestimmten Integrationen

dxf —=->
wo a nach der Reihe gleich 1, 2, 3,... n zu setzen ist. Wie in

ßj cc(22) des § 24 für das unbestimmte Integral / — der Logarith

mus naturalis von x gefunden wurde, so ergiebt sich aus der 
Gleichung

d log (x £ ) 1(37) dx
die unbestimmte Integration

dx = log {x — + const.(38) — £ -a



Deshalb entsteht aus der Gleichung (19) das Resultat
(39) / !<*(*-« + r fe) (V log(xlog (tv — £,) + ..+

rcy
Sobald nicht alle Wurzeln der Gleichung f(§) = 0 reell sind, 
mögen die reellen mit ... £„ die Paare von conjugirten
Wurzeln folgendermassen bezeichnet werden
(4^) S/+1 Pi + é;+3 — (?3 + * G& • • • b/4-2m—1 ~ ?2m—1 ®ff2

~l+2 ?l £/+4 ^3 *°3> ' 1 ' ^
Dann bringt die reelle Wurzel in (19) den reellen Bestand- 

hervor, dessen unbestimmtes Integral nach (38) den

Mi—] 5

^2 ni—l i 172il+2m

(1)rtheil x Sj
Ausdruck

r(1) log (x — £j)
hat; ebenso liefern alle reellen Wurzeln entsprechend gebildete 
Ausdrücke. Für die Zähler der Brüche in (19), die zu complexen 
Wurzeln gehören, habe man durch Trennung der reellen und 
imaginären Th eile die Werthe

(41)

*•(£/+]) )r(%/+2m—1(42) =kj+ iJcv . = li + ih
f&i+i) ra 2h/—12/h— 1—1
r (w+2) J -7 r(^+2n?) =li — i h2m—12m—1

Nunmehr ist das unbestimmte Integral der Aggregate aufzu
suchen, welche zu den verschiedenen Paaren conjugirter Wurzeln 
gehören; das erste derselben heisst

2 hx (x—qx ) — 2Jc1o1h j + ik1 hx —iJcx
^ * (« — Pi)2 + °ix — qx + iox— Qi —*<*!
Wir trennen den reellen und imaginären Theil des Bruches

iox1 x — (J,
x — Q, — iax (x — Qxy +ol (x — Px)2+ o‘i ’

und bemerken, dass der Zähler des reellen Theiles gleich dem 
halben Werthe von dem nach x genommenen Differentialquo
tienten des Nenners, mithin der reelle Theil nach (5) des § 12 
gleich dem halben Werthe des Differentialquotienten des Loga
rithmus naturalis des Nenners ist,

(44)
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i dł°g((^~~gi)2 + a‘i) X — Qi(45)
O»—QiY -t-tfi

Für die besondern Werthe qx = 0,0^=1 gebt die in (44) vor
genommene Zerlegung in diejenige über, welche in (3) des § 33 
den Differentialquotienten der Function Arcus tangentis ge
liefert hat; in entsprechender Weise lässt sich der durch i divi- 
dirte imaginäre Theil von (44) als der nach x genommene 
Differentialquotient eines Arcus tangentis ausdrücken, dessen

2 clx

Argument der Quotient ——— ist,

d arc tg ( — — Qi
(46) 0 — 0i)2 + <*f 
Man hat demnach die unbestimmten Integrationen

^-log (Ca?—Qxy +OÎ)

dx

(x — o, ) d xJ(47)
0—(08 + ai

arc ‘g- (^ —- )/ oxdx(48)
0 — QiY + °l

Es wird wie früher vorausgesetzt, dass die Werthe der Function

i,rc,K;V' ) und liegen; siezwischen den Grenzen —

ist alsdann eine eindeutige und stetige Function ihres Argu

ments —---- — mithin auch eine eben solche Function von x.

Das Aggregat (43), dessen Werth entsteht, indem man die rechte 
Seite von (45) mit 2hx, die rechte Seite von (46) mit —2 Tcx 
multiplicirt und addirt, giebt jetzt die unbestimmte Integration

hx — iJc
x—qx—iox ' x—ç1+ia1 

Durch die Anwendung von (41) auf die reellen, und von (49) 
auf die paarweise conjugirten Bestandtheile der rechten Seite 
von (19) wird daher die Aufgabe folgendermassen gelöst

^dx~hx log((iC—e,)2 -t-ff2)—2 Jcx arctght + iJcx(49)

r (x) dx — r0)iog(a;—£x) + ... -t- r(/)log(# — £,) 

+ \ log ((x — (q)2 + (Jj) 2/q arc tg 

log {{x— ç2m_,f + ff22m_i) -

(50)
f(x)

+ . . •

/arc tg I X—Q2m-1
°‘2m—l

. . . + \ ‘2m—1‘2 m—1

§ 67. Integral einer rationalen Function. 300
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Hiernach ist das unbestimmte Integral eines echten rationalen 
Bruches, dessen Nenner in Bezug auf die Integrationsvariable x 
nur ungleiche Factoren ersten Grades enthält, eine Summe, deren 
Bestandtheile Broducte aus Gonstanten in Logarithmen und in 
umgehehrte trigonometrische Functionen sind.

Für den jetzt zu erörternden Fall, wo f(x) mehrfache 
Factoren enthält und in (15) dargestellt ist, wollen wir wieder 
annehmen, dass unter den von einander verschiedenen Wurzeln 

£2,. . . die reellen mit und die Paare von con-
jugirten wie in (40) bezeichnet werden. Auf der rechten Seite

<Pi (*)
— mit Hülfe von (28) dievon (16) kann nun der Bruch

(*—Si)
folgende Gestalt bekommen, die in I, § 93 unter (18*) ange
geben ist,

(oi-l)(fL(x) _ ÇPjQj) ^ fff (gj 1 1 y" (gt)
(*-?,)“ s.» t*-!,)“1
Die entsprechende Gestalt der anderen Brüche wird durch 
Fortrücken der Zeiger erhalten; die Substitution der Resultate 
in (16) bringt die am Schlüsse von I, § 93 erwähnte Partial
bruchzerlegung hervor. Auch darf vermöge (29) statt (51) die 
Gleichung

1 <Pi(51) + . . +
(a, —1)! x

rPi (®) «ißi)
(x—H1)a‘-1

(Si)•si1(52) + ... +(^-§I)ai (üj—1)! x—
gesetzt werden. Bei der als reell angenommenen Wurzel 
lässt sich die unbestimmte Integration der einzelnen Brüche 
sogleich ausführen. Wenn ein Exponent a die Einheit übertrifft, 
so kommt

O--5i)fll

dx 1 1/(53)
(x Sj)"-1— a +1

dagegen bringt der letzte Bruch nach (38) einen Logarithmus 
naturalis hervor. Es ist daher

s'iOh)9>iW 1 1- dx(54) + ...dj—1 flj—2(— (ïj + 2) (x—§j)
(ai—i)

(—Qj +1) (x — Ł)(«—§l)

Gl)
log (x •(cv-1)!



Für zwei conjugirte complexe Wurzeln £ 
dem Obigen a/+1 = a/+2 und sl+1(x) mit sl+2(x) conjugirt sein; 
deshalb sind in den mit (52) correspondirenden Gleichungen

<Pi+ iW

muss nachund £i+i 1+2

(55)

/+i v /+rs/+i (^/+i) 1
+ . . . +

(^-^+1)a'+1 (^-^+1)a,+1 (a/+i • cc—£i+i

(56)
(*—^+2)a,+1

<a/+i_1)
(Wg/ + 2(^/ + 2) S 1+2^1+2)

(^-^ + 2)a; + 1 ' (*-^+,)#, + 1‘ 

die einzelnen Theile der Ausdrücke rechts respective conjugirt. 
In Bezug auf diejenigen Brüche, deren Nenner eine höhere als 
die erste Potenz ist, dürfen wir das Princip anwenden, dass 
die Differentiation eines Ausdrucks, welcher die reelle Variable 
x und complexe Constanten enthält, nach denselben Regeln er
folgt, die für rationale Functionen mit reellen Constanten gelten; 
wir können mittelst der hierauf beruhenden Gleichung (26) des 
§ 33 die Brüche angeben, durch deren Differentiation die vor
gelegten entstehen. Um die Brüche zu behandeln, deren Nenner 
nach x vom ersten Grade sind, dient das vorhin auseinander
gesetzte Verfahren; es möge wieder bei den betreffenden Con
stanten die Trennung des reellen und imaginären Theiles fol- 
gendermassen ausgedrückt werden

l 1+2+ ... +
x—'t,(a/+i 1)• 1+2

1, ... s(a'+1_1)(| )=h1 + ik,,...
(az + 1—1)! 1+1 ybi+iJ 1 1

+ ih

(57)

1 ________ Sal+2m—1 ^ (

-----1)! l+2m—1 )=h(a, 12 in—1 2m—1’2m—1
+ 2m—1

1 __s(lV+i X)(t \ _})(az+1— 1)! V2 ^/+a) 1

Jal+2m—1 Ü v__ 7

— l) ! l+2m l+2m'

Setzt man ferner, wie in (40), Ç1+1=q1 + iov^i+2 = Qi ~io1, . .. 
so ergiebt sich für die unbestimmte Integration des Aggregats 
der linken Seiten von (55) und (56) der Ausdruck

1
— ihK 2m—1 ‘2m—1

+ 2m—1

26Lipschitz, Analysis II.
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<Pi+iO) f/v+20) dx(58)
(x-Q— (#—gx + io )a/ + 1

s'i+M + iai)1 1 + ...-2(—0/+3 + 1) (æ—ç^ioj*1

s/+2(?i *°i)

(—0/ + 1+2) (*—(>!—iff,)0/+i‘ + i

s</+2(Pi“*ai) 11 + ...—i —2(—ci/+i+2) 0—Ql+ia1fl+1
/’ rjß--- p \

+ h] log {{x—Q^f+al) — 2!c} arc tg -—J

Hier haben die gleichstelligen Brüche der ersten und zweiten 
Zeile zn. einander conjugirte Werthe, weshalb die Summe eines 
jeden Paares reell ist. Die Gleichung (54) bildet das Schema, 
nach welchem auf der rechten Seite von (16) die Partialbrüche 
von reellen Nennern, die Gleichung (58) dasjenige, nach welchem 
die Aggregate der Partialbrüche von conjugirten complexen Nennern 
zu integriren sind, und die Summe der betreffenden Resultate ist

das gesuchte Integral des rationalen echten Bruches

Bei unserer Definition eines zwischen gewissen Grenzen 
auszudehnenden Integrals wurde vorausgesetzt, dass die zu 
integrirende Function in dem betreffenden Intervall eindeutig, 
endlich und stetig sei. Diese Bedingungen werden von einer ratio
nalen ganzen Function der Variable x stets erfüllt, weshalb die 
Integration einer solchen Function überall ausführbar ist. Eine 
rationale gebrochene Function kann dagegen für einzelne Werthe 
der Variable x die Bedingung der Endlichkeit und Stetigkeit 
verletzen, wie in § 8 entwickelt worden ist. Nach den dortigen

Erörterungen treten diese Ausnahmen bei dem Quotienten

von zwei ganzen Functionen ohne gemeinsamen Theiler e{x) 
und fix) ausschliesslich für diejenigen reellen Werthe der Va
riable x ein, für welche der Nenner f{x) verschwindet. In dem 
gegenwärtigen § ist bisher nicht vorausgesetzt worden, dass der

Zähler und Nenner des zu integrirenden Bruches

gemeinsamen Theiler haben ; sowohl die Bestimmung der ganzen 
Function q(x) in (6) wie die Partialbruchzerlegung in (16) können

r{x)
fi^)

e(x)
f{x)

c{x) keinenfix)
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auch dann erfolgen, wenn e(x) und fix) einen gemeinsamen 
Theiler besitzen, derselbe muss jedoch selbstverständlich aus 
den Resultaten herausfallen. Sobald nun angenommen wird, 
wie von jetzt ab geschieht, dass e{x) und fix) keinen gemein

samen Theiler haben, so sind die Werthe, für welche e(æ) auf-
ffa)

hört, endlich und stetig zu sein, die reellen Wurzeln £2,... £ 
der Gleichung /’(£) = 0; demnach ist das Intervall der auszu
führenden Integration so zu wählen, dass die Variable x durch 
keinen der genannten Werthe hindurchgeht. Von dieser Vor
aussetzung werden nur diejenigen Theile des zu bildenden Inte
grals betroffen, welche aus dem Schema (54) herrühren. Hier 
darf die Integrationsvariable x nur einen solchen Spielraum 
bekommen, dass die Differenz x — £, ihr Vorzeichen nicht 
ändert. Insofern die Function Logarithmus allein für positive
Werthe des Arguments definirt ist, bezieht sich die obige Glei
chung allein auf die Annahme, dass die Differenz x—immer 
positiv sei. Für den Fall, dass die Differenz x — £, innerhalb 
des ganzen Integrationsintervalls stets negativ ist, hat man aus 
der Gleichung

d log (— a + gj _ — 1
äx

das unbestimmte Integral

f-J x
d x = log (— x + £j) + const.

abzuleiten, und in jener Gleichung den Ausdruck log (x—£,) 
durch den Ausdruck log (—æ + £,) zu ersetzen.

Das in § 8 angeführte Beispiel eines rationalen Bruches
liefert, da für den Nenner die Zerlegung

x—x1—3#s+23a?2 3 + 16x—36=(x + 2)\x-1) (x-2-i]/h)(x—2+if 5) 
besteht, die Partialbruchzerlegung 

IQ/— 22/—95^2+60a; + 101 
x—x — 3x + 2 3x~ +1 Gx—36

1 13-------- — -j- —----- —I—-------
(.« + 2) x+2 x—1
3 + 2^5

x—2—i]/§ x—2+i]/h

Mithin hat das unbestimmte Integral des betreffenden Bruches 
den Ausdruck

3—2^5+
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+ 3 log(;z+2) +\og(x—1) + 31og((:r—2)‘2 + 5)—4/5arctg(^-)=^,

+ 3 log(# + 2) + log(—x+1)+31og((#—2 )à + 5)—4/5 arc tg^~j,

^+3 log(—x—2)+log(—x +1 ) + 31og((^— 2)2 + 5) — 4/5 arc ,

—1
x -F 2

oder

oder —

je nachdem das Intervall der Integration zwischen den Grenzen 
+1 und 4- oo, oder — 2 und + 1, oder — oo und — 2 liegt.

§ 68. Zerlegung einer rationalen gebrochenen Function 
einer Variable in die Theile, welche integrirt den 

algebraischen und transcendenten Theil des 
Gesammtintegrals hervorbringen.

Man kann die Theile einer rationalen gebrochenen Func
tion, aus denen die verschiedenen Bestandtheile des Gesammt- 
integrals hervorgehen, mit Hülfe der Gleichungen (11), (16), 
(52) des vorigen § in der folgenden Weise zusammenstellen

r (x)e{x) = q(oc) +(1) f(x) f(x)
„(0,-1)r (x) _ si (§i) 1

(2) ^ + + . . . +f(x) (*-5,r (flj—1)! x —(«—?.)
+

(OA-l) (5a)sx s\(h) 1
(«-y*1+ + ... +a^-i

X ^

durch die Integration entsteht aus der ganzen Function des 
(s—n) ten Grades q{x) eine ganze Function des (s — n+ 1) ten 
Grades, aus der Gesammtheit der Brüche, deren Nenner in 
Bezug auf die Integrationsvariable x von höherem als dem 
ersten Grade sind, eine Summe von rationalen echten Brüchen, 
die gleich einem rationalen echten Bruche ist, aus der Ge
sammtheit der Brüche, deren Nenner in Bezug auf x vom 
ersten Grade sind, eine Summe von Ausdrücken, welche Pro- 
ducte von Constanten in Logarithmen und umgekehrte trigono-



metrische Functionen sind. Wenn die Brüche der rechten Seite 
von (2), deren Nenner x~x—Ç2, .. .x — Çx, und deren Zähler 
Constanten sind, zusammenaddirt werden, so ergiebt sich ein 
rationaler Bruch, dessen Nenner gleich dem mit der Constante 
a0 multiplicirten Product der einzelnen Nenner
(3) ß 0*0 = a0(x — £j) (x — £a). .. [x —
und dessen Zähler eine ganze Function eines niedrigeren, also 
höchstens des ß— 1) ten Grades ist, die a(x) heissen möge. 
Das Aggregat der übrigen auf der rechten Seite von (2) vor
kommenden Brüche ist gleich dem vollständigen nach x genom
menen Differentialquotienten eines Aggregats von Brüchen, deren 
Zähler Constanten und deren Nenner respective die um eine 
Einheit niedrigeren Potenzen

dl—1 <u—in2—1
,••(« — &),••(» — in)(x — £i),..0— £i) ,0» —!*),•• 0® —£a)

sind. Die Addition dieser Brüche liefert einen Bruch, dessen 
Nenner das Product

«a-1Ô (x) = (x — Ij)“1 1 (x — £j)fl2—^ • ••(» — £a)(4)
lind dessen Zähler eine Function von niedrigerem, mithin 
höchstens dem in — l — 1) ten Grade ist, die y (x) genannt

e (x) ■werden möge. Demnach existirt die Zerlegung der Function
fß)

cle(x) a (x)X
(5) q(x) + ß{x)fß) dx
bei welcher der erste, zweite und dritte Bestandtheil integrirt 
respective die ganze Function, den rationalen echten Bruch und 
das Aggregat von transcendenten Ausdrücken erzeugen, deren

(x)Summe gleich dem Integral der Function )-{ ist. ix)
In I, § 94 wurde beiläufig bemerkt, dass das obige Product . 

d (x) ein gemeinsamer Theiler der Function f(x) und ihrer 
ersten Ableitung f‘(x) ist. Doch lässt sich leicht zeigen, dass 
d (x) der gröste gemeinsame Theiler der beiden Functionen ist. 
Aus der Darstellung (15) des vorigen § erhält man die Glei
chungen
(6) f(x) — aßx — £x) (æ—12)... (x—Çx) ö(x)

f (x’̂ a^x—Q... G&-&) +... + ax(x—Q...(æ—£*_,)) d(x).
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Wäre â(x) nicht der gröste Theiler von fix) und fix), so müssten 

die ganzen Functionen f feOfix) und noch einen gemeinsamenä(x) ä(x)
f{x) in lauter Factoren des ersten GradesTheiler haben, und da

zerlegt ist, so könnte ein solcher Theiler nur einer der Factoren 
des ersten Grades oder ein Product solcher Factoren sein. 
Sobald aber dies der Fall wäre und in dem Theiler etwa

der Factor x—'§, vorkäme, so müsste
(a)

x = i\ verschwinden. Allein y-f wird bei dieser Substitution
\æ)

gleich dem Ausdruck a0cq —12) —13)... (£, — der un
möglich verschwinden kann, weil nach den bestehenden Voraus
setzungen keiner seiner Factoren gleich Null ist. Hieraus folgt, 
dass d(x) wirklich der gröste gemeinsame Theiler der Func
tion f(x) und ihres Differentialquotienten fix) ist.

Mit Hülfe des Verfahrens, welches in I, § 68 auseinander
gesetzt ist, kann der gröste gemeinsame Theiler von zwei ganzen 
Functionen einer Variable ermittelt werden, ohne dass die Zer
legung derselben in Factoren ersten Grades vorausgesetzt wird. 
Wird daher dieses Verfahren auf die vorliegende Function 
f{x) und ihren ersten Differentialquotienten fix) angewendet, 
so erhält man unmittelbar deren grösten gemeinsamen Theiler. 
Da ferner der gröste gemeinsame Theiler von zwei ganzen 
Functionen durch die Multiplication mit einer beliebigen Con
stante nicht wesentlich geändert wird, so darf man dem grösten 
gemeinsamen Theiler von fix) und fix) die Bestimmung auf
erlegen, dass die höchste in demselben vorkommende Potenz 
von x die Einheit zum Coefficienten habe; dann muss der 
betreffende Theiler mit der in (4) definirten Function dix) 
identisch sein. Nachdem so die Function d(#) vollständig be
stimmt ist, ergeben sich durch Division die von einem gemein

samen Theiler freien ganzen Functionen

erste mit der in (3) eingeführten Function ßix) zusammenfallt. 
Die Functionen d ix) und ßix) bilden die Nenner der auf

der rechten Seite von (5) befindlichen echten Brüche

d ix)

n*) für den Werth
dfx)

fix) , f ix)und f
d(x) dix)

deren

y(x) unddix)

Ausgezeichnete Zerlegung einer gebrochenen Function. § 68.406
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« (x)
. Wir werden jetzt die merkwürdige Thatsache begründen,

dass, so wie d(x) und ß(x) ohne vorhergehende Zerlegung 
f{x) in Factoren ersten Grades bestimmbar sind, auch die 
Zähler y(x) und a(x) ohne jene Zerlegung durch die Methode 
der unbestimmten Coefticienten gefunden werden können *). Dass 
die Gleichung (5) nicht erfüllt werden kann, indem statt der 
Functionen y(x) und a(x) beziehungsweise zwei andere Func
tionen r (x) und -A{x) gesetzt werden, deren erste niedrigeren 
Grades als d(x) und deren zweite niedrigeren Grades als ß(x) 
ist, lässt sich folgendermassen erkennen. Gesetzt, man hätte 
zwei solche Functionen, für die

ß(x)

von

e(x) A (x)(5 a) q(x) +
f(x) ß{x)clx

wäre, so entstände durch Subtraction die Gleichung
r(x) — y(x) ) A (x) — « (x)dx

(5b) 0 =
d (x) ß(x)
A (x) — u (x)Dann wäre der Bruch — gleich einem Aggregat von

ß(x)
Brüchen, deren Zähler Constanten und deren Nenner die einzelnen 
Factoren x— Çv ...x—sind, dagegen der nach x genommene

r(x) — y(x)vollständige Dififerentialquotient des Bruches

einem Aggregat von Brüchen, deren Zähler Constanten und deren 
Nenner Potenzen der Factoren x~^v. . .x— ^ von einem jeden
falls die Einheit übertreffenden Grade sind. Weil nun unter 
den Grössen |2,,.. ^ nicht zwei einander gleich sind, und 
daher irgend welche ganze Potenzen von je zweien der Aus
drücke x — . . . x — nie einen gemeinsamen Theiler haben,
so würde die Gleichung (5b) dem im vorigen § erwähnten 
Satze widersprechen, dass ein rationaler echter Bruch nur 
auf eine einzige Weise in echte Partialbrüche mit gegebe-

gleich
(Î ix)

*) Vgl. Hermite, cours d’analyse, calcul intégral, intégration des 
fonctions rationelles, wo die Erscheinung in etwas anderer Gestalt zuerst 
nachgewiesen ist.



nen Nennern zerlegt werden kann, von denen kein Paar einen 
gemeinsamen Theiler hat. Demnach muss I\x)—y(x) = 0, 
-A{x) — a(x) = 0 sein, wodurch die aufgestellte Behauptung 
gerechtfertigt ist.

Nimmt man nun für y(x) und a(x) die Gestalt
( ) y(p) — y0 x" 11—2—2—2-1 + y^ + • • • + yn-i- v

+ ... + ax_v
so lassen sich die n — l Coefficienten y0, yv... yn__x~i und die 
l Coefficienten cr0, av... ax_x nur auf eine einzige Weise so 
bestimmen, dass die aus (1) und (5) folgende Gleichung

2—1 1—2a (x) = «() x + ax x

xdr(x) a(x)(9) - + ß(x)fix) dx
befriedigt wird. Dass die rechte Seite, mit der ganzen Function 
f(x) multiplicirt, in der That gleich einer ganzen Function 
werden muss, zeigt sich, sobald für die Function d(ai) und 
deren nach x genommenen Differentialquotienten d‘(x) abermals 
der gröste gemeinsame Theiler C(x) aufgesucht wird. Es sei 

ô (x) — s (x) Ç (x), 
d‘(x) = s1 (x) C(x), 

wo die ganzen Functionen e{x) und el{x) keinen gemeinsamen 
Theiler haben. Hier übernimmt e (x) bei â (x) dieselbe Rolle, welche 
ß(x) in Bezug auf f(x) spielt. Da nun ß{x) gleich dem Product 
der unter einander verschiedenen Ausdrücke ersten Grades ist, 
welche in der in (15) des vorigen § gegebenen Zerlegung 
von fix) enthalten sind, so muss e{x) gleich dem Product der
jenigen untereinander verschiedenen Ausdrücke ersten Grades 
sein, welche in der in (4) aufgestellten Zerlegung der Func
tion ö{x) Vorkommen. Weil ferner d(x) nur solche Ausdrücke 
ersten Grades enthält, die in ß(x) vorhanden sind, so enthält 
auch e(x) nur solche Ausdrücke ersten Grades, die in ß(x) 
Vorkommen, und da jeder einzelne Ausdruck sowohl in ß{x) 
wie in e(x) nur ein einziges Mal auftritt, so muss der Quotient

- gleich einer ganzen Function von x sein.

Durch die Ausführung der Differentiation und Berück
sichtigung der Gleichung f(x) — ß(x) ö(x) wird aus (9) die 
Gleichung

(10)

ftO)
e{x)

Ausgezeichnete Zerlegung einer gebrochenen Function. § 68.408
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r(x) y‘ (x) ô (x) — y (x) ô‘ (x) a (x)(H) ß (æ) ô(x) ô(æ) â(æ) ß{x) 7

mithin entsteht, indem mit dem Product ß(x)d(x) multiplicirt
6‘ (x)und nach (10) durch ersetzt wird, die Gleichungd(x) *0*0

ß(?)(12) r (x) = y‘ (x) ß(x) — y (x) e1(x) + a(x) d(x)>s(x)
ß(x)in welcher wie oben bemerkt, eine ganze Function von x

bezeichnet. Man hat nun die Coefficienten der gleich hohen 
Potenzen von x einander gleich zu setzen, und erhält, weil die 
Function r(x) vom (n—l)ten Grade ist, n Gleichungen des 
ersten Grades, mittelst deren die in den Functionen y(x) und 
a(x) enthaltenen n Coefficienten eindeutig bestimmt werden 
können. Damit, ist die in der Gleichung (5) vorgeschriebene

s(x)

e(x) unabhängig von jederZerlegung des rationalen Bruches 

Zerlegung der Function f(x) in Factoren, ausgeführt, und gleich
zeitig der algebraischeTheil désintégrais j' dxangegeben.

In dem Beispiel des vorigen § findet sich
f(x) = x5 — x4— 3a:3 + 23a?2 + 16a:— 36 
f‘(x) = 5a:4— 4a;3 — 9a;2 + 46a; + 16 
ö (x) = x + 2 

ö‘ (x) = 1 
£ (x) —
ß(X) =
r{x) = 10a:4 — 22a:8—95a:2 -f 60a: +101 
y(x) = — 1
a(a:) = 10a;3— 43a;2— 4a; +55, 

so dass die obige Gleichung (5) zu der folgenden wird

f(x) ’

x + 2
x4— 3a:3 + 3a;2 + 17a; — 18

—1
d\

10a:4—22a;3—95a;2 + 60a;+101 
x5—x4—3a;3 + 23a;2 + 16a;—36 

Bei der Zerlegung in Factoren hatte ß(x) den Ausdruck 
ß(x) = (æ + 2) (æ —1) (x — 2 — i j/5) (x — 2 +i|/5).

10a;3— 43a;2— 4 a; + 55a; + 2
x4 — 3a;3 + 3a;2 +17a? — 18dx
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§ 69. Integrale von Ausdrücken, die in Bezug auf die 
Integrationsvariable und eine Wurzelgrösse rational sind.

Eine Function K(x,to), die in Bezug- auf die Variable x 
und eine von x abhängende Grösse to rational ist, kann als ein 
Bruch dargestellt werden, dessen Zähler und Nenner gleich 
Summen von Producten aus ganzen positiven Potenzen von to 
und aus rationalen ganzen Functionen von x sind. Wenn nun to 
die Wurzel einer algebraischen Gleichung des wten Grades be
deutet, deren nach x rationale Coefficienten als Quotienten von 
ganzen Functionen desselben Nenners dargestellt seien, so kann 
man mit Hülfe der Gleichung

+ T■“o
^2 An—1 .to 4-

die Potenz to" und alle höheren ganzen Potenzen von to durch 
Ausdrücke ersetzen, welche nur die (w—l)te und die niedrige
ren Potenzen von to, mit rationalen Functionen von x multi- 
plicirt, enthalten. Daher lässt sich statt der gegebenen Function 
K (x, to) ein Bruch substituiren, dessen Zähler und Nenner in 
Bezug auf to höchstens vom (n — l)ten Grade sind, und die 
wieder ganze Functionen von x zu Coefficienten haben. Hieraus 
folgt für K (x, to), sobald die Zahl n — 2 und deshalb die Glei
chung (1) eine quadratische ist, der Ausdruck

Kq(x)(o + Kx (x) '
A0 (x) to + Aj (x)

-=0,(1) . +

(2) K (x, to)

in welchem die Coefficienten ganze Functionen von x sind. Wir 
wollen ferner annehmen, dass (1) eine reine quadratische Glei
chung sei
(3) to2 — R(x) = 0,
wo R(x) eine ganze Function von x bedeutet ; dann ist to gleich 
der Quadratwurzelgrösse

to = i/R (x).
In Folge dessen verwandelt sich die rechte Seite von (2) durch 
Multiplication mit der Verbindung L0(x)to — Lt(x) und durch 
Benutzung von (3) in den folgenden Ausdruck

(4)

(5) K (x, to)
_ Ka (x) L 0 (x) R(x)—K, (x) L, (x) 
- {L(l(x))2li(x)- (Aj(.v))'2

K„ (x) Lj (x) — K1 (x) La(x) li(x) 
(L0(x))2 R (x) — (Li GO)2 ’ ‘



§ 69.

Somit wird das nach x genommene Integral der Function 
K(x,w) gleich der Summe der Integrale einer rationalen Func
tion von x, und einer Function, die durch Division einer ratio
nalen Function von x mit der Quadratwurzelgrösse io gebildet 
ist. Weil nun die Integrale der rationalen Functionen im vo
rigen § vollständig behandelt sind, so bleibt nur noch der zweite 
Bestandteil zu untersuchen ; derselbe erhält, sobald die vor
kommende beliebige rationale Function von x mit F{x) be
zeichnet wird, die Gestalt
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/f{x) clx
(6) }Fr{x)

Wir werden das vorliegende Integral zunächst unter der 
einfachen Voraussetzung betrachten, dass die ganze Function 
R{x) vom ersten oder zweiten Grade ist; in diesen beiden 
Fällen lässt sich dasselbe durch Einführung einer neuen Va
riable in das Integral einer rationalen Function verwandeln, 
mithin nach dem vorigen § mit Hülfe von Logarithmen und 
umgekehrten trigonometrischen Functionen darstellen.

In § 25 ist unter (IX) die Aufgabe gelöst worden, ein In
tegral durch Einführung einer neuen Variable zu transformiren ;
daselbst wurde das Integral jf(x) dx, indem man x als eine

Function einer neuen Variable t auffasste, vermöge der Gleichung 
transform irt

Jfix) dx =Jf{x) "df dt,dx
(?)

dxauf der rechten Seite für x und ihre in t dargestell-wo

ten Werthe zu substituiren sind. Es sei nun die in dem Integral 
(6) vorkommende Function R(x) vom ersten Grade 

R(x) = ax + b.
Da die Quadratwurzel dieses Ausdrucks zu bilden ist, so muss 
derselbe in dem ganzen Integrationsintervall positiv bleiben. 
Man kann ihn daher gleich dem Quadrat einer neuen Variable t 
setzen

(8)

ax + b — t2,(9)
und erhält

t2 —
(10) x =
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ferner durch Differentiation
dx 21

(11) dt — dt.dt
Demzufolge liefert die Anwendung der Transformationsgleichung 
(7) auf (6) das Resultat

: 2d 
J \ a J afm dx(12)

]/ax-\-b
da aber eine rationale Function einer Variable x, wenn statt x 
eine rationale Function einer neuen Variable t substituirt wird, 
in eine rationale Function von t übergeht, so befindet sich auf 
der rechten Seite der vorstehenden Gleichung, wie behauptet 
worden, das nach t genommene Integral einer rationalen Func
tion von t. Nachdem die Integration vermittelst der im vorigen § 
mitgetheilten Vorschriften ausgeführt ist, kann man statt der 
Variable t wieder ihren Ausdruck t — \/ax+b setzen und erhält 
dadurch den in x dargestellten Ausdruck des Integrals.

In dem zweiten Falle, wo R(x) gleich einer Function des 
zweiten Grades von x ist, habe man

R(x) — ax2 -F 2bx + c.
Dabei ist zu unterscheiden, ob der Coefficient a, welcher hier 
nicht gleich Null sein darf, positiv oder negativ ist. Es sei 
erstens a positiv, mithin R (x) für das ganze Intervall der Inte
gration mit a von gleichem Zeichen. Setzt man nun R(x) 
gleich dem mit a multiplicirten Quadrat einer Summe von x 
und einer neuen Variable t, so werden æ und \fR(x) gleich ra
tionalen Functionen von t. Die Gleichung 

ax2 + 2 bx + c — a(x + t)* 
liefert, da ax2 auf beiden Seiten fortfällt, die Bestimmung

— at2 + c 
2 (at—b) ’

(13)

(14)

(15) x —

aus welcher
at2 — 2b t +c(16) x +1 = 2 (at — b)

Weil aber vermöge (14) die Quadratwurzelgrösseentsteht.
^R(x) gleich fa (x + t) ist, so kommt

— at2 — 2 bt + c 
2 (at — b)

Aus (15) ergiebt sich durch Differentiation

}/R(x) = y a(17)
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a(at2 — 2b t + c\da’(18) 2(a# — &)dt
mithin geht das Integral (6) in das folgende Integral einer ra
tionalen Function von t über

— ai2 + c\ ]Udt 
2(at— b) / at — bfF{(19) Jf{x) dx

/«Æ2 + 2 bx + c
Für die Variable t erhält man aus (14) durch Ausziehung einer 
Quadratwurzel die Darstellung

]/ax2 + 2 bx + c
(20) t = — x +

\!a
Sobald der Coefficient a negativ ist, kann die Function 

R(x) nicht zu denjenigen gehören, die niemals ihr Vorzeichen 
ändern und für keinen reellen Werth von x verschwinden ; 
denn sonst würde sie stets das negative Vorzeichen haben und 
keinen reellen Werth der Quadratwurzelgrösse \'R(x) liefern. 
Es muss daher B(x) für zwei von einander verschiedene reelle 
Werthe £, und f2 verschwinden, und zerfällt mithin wie folgt 
in zwei reelle Factoren des ersten Grades

ax2 + 2bx + c — a(x— (x—£2).
Zugleich darf die Variable x nur ein Integrationsintervall durch
laufen, in dem die Ausdrücke x—und x — £2 verschiedene 
Vorzeichen haben. Unter diesen Umständen ist es erlaubt, den 
negativ genommenen Quotienten der beiden Ausdrücke gleich 
dem Quadrat einer neuen Variable zu setzen,

—x S2 
X —

In Folge dieser Annahme wird

(21)

(22) = »ï.

y—x+sy
x—lt

'§2 + '%x U2(23) x = ? u =1 +u2
mithin

(24) x — ^ = 1 f m!
ferner

.(25) ^~R{x) = ]/-—(*f~(x — ) = |/—tt u
X ---  Ç,

(1 +u2Y

i +«t2
dx(26)
eU«
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Hieraus entsteht die Transformation des Integrals (6) in das 
Integral einer rationalen Function von u

/ fI%2-+ %iu2\ 2_______
J V 1+w2 f^—al+u-

dud xF{x)(27)
|4a’2 + 2 bx + c

Die zu leistenden Integrationen sollen für die Annahme, 
dass F{x) gleich der Einheit ist, wirklich ausgeführt werden. 
Man erhält in (19) einen Logarithmus naturalis, in (27) eine 
umgekehrte trigonometrische Function

ja dt 1(28) log (at —b),
at—b

12 du(29) — 2 arc tg u,
}/—a\ — a 1 +M2

daher entstehen durch Anwendung von (20) und (23) die Resultate
dx 1 log (— ax — b + ]/a ]tax* + 2bx+c),(30) \a\fax^+ 2bx + c

~Lr arctg
]/— a x—

dx
(31) / ]/ax‘* + 2bx 4- c 

Bei Gelegenheit der letzten Gleichung machen wir darauf auf
merksam, dass die umgekehrten trigonometrischen Functionen 
die Eigenschaft haben, durch einander ersetzt werden zu können. 
Beispielsweise ergiebt sich aus der Gleichung arctg jlu—d-

_ ^^
oder tg d- = j/m die Gleichung cos 2 # = 1 ^ ? vermöge deren-

1 —
1 Ą- u

n- ist. Man hat deshalb2d — arc cos

2 arc tgl^—'x + ^ (2x—ï—ï
\

= arc cos
-h

und darf statt (31) die Gleichung
/2x — ï—t2 )1dx(31*) ;=■ arccos 

\—a\^ax2+ 2 bx+ c
gebrauchen.

Mit der Voraussetzung, dass die Function 7ü(#)vom ersten 
oder zweiten Grade sei, hören die in (6) enthaltenen Inte
grale auf, welche unbedingt auf Logarithmen und umgekehrte 
trigonometrische Functionen reducirbar sind. Die Integrale,
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bei welchen R (x) eine aus lauter ungleichen Factoren ersten 
Grades bestehende Function vom 3ten oder 4ten Grade ist, 
werden elliptische, diejenigen, bei welchen R{x) eine derartige 
Function vom 2p+ 1 ten oder 2p+2 ten Grade ist, hyperellip
tische Integrale der (p — 1 )ten Ordnung genannt. Um in Kürze 
den eigentümlichen Umstand zu erläutern, dass die Ordnung 
der erwähnten Integrale für den 2p 4- 1 ten und 2p+ 2 ten Grad 
der ganzen Function R{x) als gleich angesehen wird, denken 
wir uns R{x) als eine Function des (2^9 4-2) ten Grades, welche 
wenigstens einen reellen Factor ersten Grades besitzt; wir 
werden dann zeigen, wie sich die zugehörigen Integrale (6) in 
Integrale von entsprechender Gestalt transformiren lassen, die nur 
eine Quadratwurzel aus einer ganzen Function des 2p +1 ten 
Grades enthalten. Insofern R (x) eine ganze Function des 
{2p 4- 2) ten Grades mit reellen Coefficienten ist, treten die com- 
plexen Factoren des ersten Grades nur conjugirt auf, so dass das 
Vorhandensein eines reellen Factors auch noch das Vorhandensein 
eines zweiten reellen Factors bedingt; der letztere muss ferner 
von dem ersteren differiren, da alle Factoren des ersten Grades 
von einander verschieden sein sollen. Man habe nun

R (?) = a (x — y (x — $2)...(x- §2p+2) 
und es seien x — und x—jene beiden reellen Factoren;
(32)

dann wird das bezeichnete Resultat erreicht, indem man durch 
die Gleichung

X— g 8 
x—

eine neue Variable s einführt. Für x findet sich die Bestimmung

(33) s

X— -ł^- -a->(34) s
aus welcher die Gleichungen

k— %
s— 1 '(35) > x — £2 = s— 1

und
(5,-Us-Ä-U(36) *—I« s — 1

für jeden Werth a = 3, 4,..2^9 4- 2 folgen. Ferner kommt durch 
Differentiation der ersten unter (35) angegebenen Gleichung

~k + kdx(37)
(S-1)!ds
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Führt man jetzt die rationale ganze Function 9î(s) des (2p + l)ten 
Grades ein
(38) «(»)=<. s ((&-£> - (I -&))... +a)«-Ä-4,+s)),
so ergiebt sich

(—\ ^ (s)Ä(®) =(39) —j2p +2(5— 1)

folglich
dx

(s-l/-1(40)

Mithin wird das Integral (6) durch die Gleichung
p—ikS~k\ (8—1)dx dsF(x)(41)

in das Integral einer Function transformirt, welche, wie be
hauptet worden, gleich dem Product einer rationalen Function 
von 5 und der reciproken Quadratwurzel aus einer ganzen 
Function des (2^ + 1) ten Grades von s ist. Die Substitution 
(33) verwandelt sich für den Fall, dass p — 0 und a negativ 
ist, mit Hülfe der Gleichung s — —u* in die obige Substitution 
(22), durch welche das betreffende Integral (6) in das Integral 
einer rationalen Function verwandelt worden ist.

Für einen die Zwei übertrefifenden Werth von n in der 
Gleichung (1) heben wir nur die Annahme heraus, dass (1) eine 
reine Gleichung sei, bei welcher das von co freie Glied eine 
Function ersten Grades von x ist. Zu der Gleichung

o)n — (ax + b) = 0(42)
gehört alsdann der Werth

io — ]/ax + b.(43)
Aus der Substitution

ax + b — f(44)
folgen die Ausdrücke von x durch die neue Variable t, und 
von t durch x

f- ^ n_______
— > Ilax + b = t,(45)

mithin kommt
nt” 1dx(46) dt

Also geht das nach x zu nehmende Integral einer gegebenen
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rationalen Function K (x, cd) von den Elementen x und tu wieder 
in das Integral einer rationalen Function der neuen Integra
tionsvariable t über,

(47) K (x, co) dx = dt\

dasselbe kann durch* einen in Bezug auf die Grösse t rationalen 
Ausdruck, durch Logarithmen und umgekehrte trigonometrische 
Functionen dargestellt werden.

§ 70. Integrale von Ausdrücken, welche Logarithmen oder 
umgekehrte trigonometrische Functionen enthalten.

In den beiden letzten § hat sich gezeigt, dass die Inte
grale der algebraischen Functionen, welche in Bezug auf die 
Integrationsvariable allein oder in Bezug auf diese und eine 
Quadratwurzel aus einer ganzen Function des ersten oder zweiten 
Grades rational sind, vermittelst einer beschränkten Zahl von 
algebraischen Ausdrücken, Logarithmen und umgekehrten tri
gonometrischen Functionen dargestellt werden können, 
gleicher Weise lässt sich die Integration von Ausdrücken be
werkstelligen, die durch Multiplication eines Logarithmen oder 
einer umgekehrten trigonometrischen Function der Integrations
variable mit algebraischen Functionen von einer gewissen Be
schaffenheit entstehen. Sei cp(x) eine algebraische Function, 
welche die Eigenschaft hat, gleich dem nach x genommenen 
Differentialquotienten einer algebraischen Function g(x) zu sein, 
so entstehen durch das in (9a) § 25 ausgedrückte Verfahren der 
theilweisen Integration

In

df(x)(1) dx=f(x) g(x)—f- g(x) dx + const., 

indem f(x) nach einander gleich log x, arc tg x, arc sin x und 

(p{x) gesetzt wird, die Gleichungen

dx

dg (as)
dx

(2) J log x cp(x)dx = logo; g(x) — j—~

(3) Jslrctg x <jp (x) dx = arctg x g(x) —j'- dx

(4) ty/*lrc sin x cp (x) dx = arc sin x g (x) ~J'~

9(%),

9 0*0,1 + x2
dx

9(x)-j/1—x2

27Llpschitz, Analysis II.



Wenn daher g(x) eine rationale Function von x allein, oder in 
(2) und (3) eine rationale Function von x und einer Quadrat
wurzel aus einem beliebigen Ausdruck des zweiten Grades, 
oder in (4) eine rationale Function von x und der Quadratwurzel 
/l—x2 ist, so gehören die auf der rechten Seite angedeuteten 
Integrationen in die vorhin bezeichnete Gattung und können 
entsprechend behandelt werden. Die durch Integration von (x) 
erhaltene Function g(x) wird noth wendig eine ganze Function, 
sobald cp{x) eine ganze Function ist; in diesem Falle ist also 
die behufs der Integration aufgestellte Bedingung stets erfüllt.

Auch das Integral des Products einer ganzen Function in 
eine positive ganze Potenz eines Logarithmus erlaubt eine ähn
liche Behandlung. Es sei

cp (x) = a0 x + aY x'~l + . .. 4- an_x x + an,
so folgt durch theilweises Integriren die Relation

11a0x
n + 1

ii na0 x x
n+1

welche so oft zu wiederholen ist, bis man von der positiven 
ganzen ^?ten Potenz des Logarithmus zu der Potenz vom Grade 
Null, das heisst der Einheit gelangt.

Logarithmen und umgekehrte trigonometrische Functionen. § 71.418

(5)

+i n
X(6) f(log#/ cp(x) dx — (log#/ !

—fp( log#/-1 (

ai + ... + an x j
n

—]
j dx,+ ■■■ + an

n

§ 71. Integrale von Ausdrücken, die Exponentialfunctionen 
und trigonometrische Functionen enthalten.

Wenn a und b reelle Constanten bedeuten, so erhält man 
nach § 12 und 13 für die in Bezug auf x genommenen Ditfe- 
rentialquotienten der Exponentialfunction eu und der trigono
metrischen Functionen cos bx und sin bx die Bestimmungen

7 axde ax
(1) ae >

dx
dcosbx

(2) b sin b x,
dx

d sin bx b cos b x.

Hieraus folgen die Ausdrücke der Integrale einer Exponential
function e"T, bei der a nicht gleich Null ist, und der trigono-

(3) dx
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metrischen Functionen cos bx und sin bx, bei denen b nicht 
gleich Null ist, (IX

f eax dx 

fcosbx dx 

/sin bx dx

An die Thatsache, dass die unbestimmte Integration einer 
Exponentialfunction auf diese selbst, die unbestimmte Integration 
eines Cosinus auf einen Sinus, die des letzteren auf den ersteren 
zurückführt, knüpft sich die Möglichkeit, das unbestimmte Inte- 
tegral des Products einer ganzen Function der Integrations
variable mit einer der drei erwähnten transcendenten Functionen 
durch eine beschränkte Zahl von Ausdrücken von der Art der 
zu integrirenden Function darzustellen. Es sei cp (x) eine ganze 
Function, so ergiebt sich durch theilweises Integriren

(4)
sin bx

(5) b
cos bx

(6) b

ax

d ax

-—1— cp{x)dx— e— V'O) dx,e” cp(x) dx =(7) dx
, (sin b x\

/ sin b x
J

sin bx . v y-cp(x\(8) / cos b x (f{x) dx = — cp{x) dx= cp‘{x) dx,dx
/cos bx\TT" j cos bx .. N ,-— (p\x)dx.cp(x) dx — — c0%~æ (p[x) +

t

Der mit cp‘{x) bezeichnete Differentialquotient von cp(x) nach x 
ist eine ganze Function von einem um eine Einheit niedrigeren 
Grade als <p(x); durch den wiederholten Gebrauch der betref
fenden Gleichung sinkt daher der Grad der unter dem Integral
zeichen bleibenden ganzen Function bis zur Null herab, und 
dadurch verwandelt sich das auszuführende Integral in eine 
Summe von Ausdrücken, die mit der zu integrirenden Function 
gleichartig sind.

Vermittelst Einführung einer neuen Variable lässt sich 
bewirken, dass bei einem vorgelegten Integral statt der Expo
nentialfunction ein Logarithmus, statt einer trigonometrischen 
Function eine umgekehrte trigonometrische Function eintritt.

(9) / sin bx rp(x) dx — dx



Die Annahme
(10) e — y
giebt die Folgerungen

1 dx 1
(H) a = — log y, dy ay
während die Annahme 
(12)
die Folgerungen 

(13) x — arc sin z, cos&# = }/l—£2,

sin bx = z

1 1
6 Y 1—z*

hervorbringt. Es kann aber die zu integrirende Function so 
beschaffen sein, dass bei der Substitution (10) der Logarithmus 
und bei der Substitution (12) die umgekehrte trigonometrische 
Function fortfällt, und nur algebraische Bestandtheile erscheinen. 
So hat man bei einer rationalen Function /*(£) eines Arguments 
£, und einer rationalen Function g (£, g) von zwei Argumenten £ 
und rj die Transformationen

ff(eax) dx=Jf(y) - -, 

(15) f g(cosbx, sin bx)dx = f g(tf\—z2, z)

(14)

dz
&|/l —

hier gehören die auf der rechten Seite auszuführenden Integrale 
von algebraischen Functionen zu denen, die in § 68 und 69 
absolvirt sind.

Auch die Integrale von Ausdrücken, welche durch Multi
plication einer Exponentialfunction mit einem Sinus oder einem 
Cosinus entstehen, können durch Verbindungen derselben Art dar
gestellt werden. Vermöge (1), (2) und (3) bewerkstelligt man 
die Differentiationen

d (eax cos bx) aeax cos bx — beu sin bx,(16) dx
d (e<u sin b x) = aeax sin bx + be,ir cos bx.

Da die Ausdrücke der rechten Seite in Bezug auf die Elemente 
eai cos bx und ex sin bx zwei Functionen des ersten Grades 
sind, bei denen die Determinante der Coefficienten den nicht 
verschwindenden Werth a2+J2 hat, so werden diese Elemente

dx

Exponentialfunctionen und trigonometrische Functionen.420 § 71.
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§ 71. Exponentialfunctionen und trigonometrische Functionen. 421

durch Auflösung der betreffenden Gleichungen als Aggregate 
von vollständigen Differentialquotienten dargestellt,

d (e11 cos bx) d (e“J sin bx) ----------------  ,ba(17) eax cosbx = a2 + &2 dx a2 + 62
a d (Y" sin bx) 

a2 + ö2 ~

dx

b d(e'J cos &.r)«.r . 7e sin bx = a2 + &2 da; dx
Mithin ergiebt sich für die in Rede stehenden Integrale die 
Bestimmung

(18) feax cos bx dx 

jeax sin bx dx

eaxo,o$bx + ^a eax sin bx,a2 + V a2 + b2
b aeax cos bx + e"sin bx.a2 + 62

Integrale von Producten aus cos bx oder sin bx in cos ex 
oder sin ex, wo c ebenfalls einen beliebigen reellen Werth be
zeichnet, werden mit Hülfe der Additionsformeln der trigono
metrischen Functionen auf die Integrale (5) und (6) zurückge
führt. In Folge der Gleichungen

(19) cos bx cos ex —

a* + &a

\— cos (b+c)x + — cos (b — c)x, 

sin (b +c)x sin (b—c) x,2i 2

cos (b + c)x + — cos (6—c)x 
2 2

sin bx cos ex =

sin bx sin ex = 

hat man die Integrationen

(20) ^cos bx cos ex dx 

jsin bx cos ex dx 

^/sin bx sin ex dx

1 sin (b + c)x+ sin (b—c)x,

2^coS(J-c)*,
2 (b + c)
-1 cos (b + c)x +2 (b+c)

rin (»-«)-.
— 1 sin (b + c)x +2 (6 + c)

Die Resultate gelten für alle Verbindungen von reellen Werthen 
b und c, mit Ausnahme derjenigen, bei denen b gleich ±c ist. 
Für b = c geht b + c in 2b, b — c in Null, der Cosinus des ver
schwindenden Winkels in die Einheit, sein Sinus in Null über; 
alsdann entstehen aus (19) die Gleichungen



J (cos bx)

^/(cos bx sin bx) dx 

j (sin bxY

— sin 2 bx +4& 2

4&cos2 bx,

— tv sin 2bx H---- -4o
Auf die Gleichungen (20) und (21) wird später zurückgegangen 
werden.

(21) dx

1

dx

§ 72. Vollziehung: von Integrationen mit Hülfe 
unendlicher Summen.

Im Vorhergehenden sind mehrere Gattungen von Integralen 
characterisirt worden, welche sich durch eine beschränkte An
zahl von algebraischen und fundamentalen transcendenten Func
tionen ausdrücken lassen. Da aber nur ein kleines Gebiet von 
Integralen einer derartigen Behandlung fähig ist, so hat man 
gesucht, umfassendere Methoden auszubilden. Eine solche Me
thode gründet sich auf die Annahme, dass die zu integrirende 
Function oder ein Factor derselben in eine convergente unend
liche Summe entwickelt werden könne, und stellt das betreffende 
Integral selbst als eine convergente unendliche Summe dar. Da 
der Werth eines bestimmten Integrals gleich dem Grenzwerthe 
einer gewissen Summation ist, so besteht das Wesen des bezeich- 
neten Verfahrens darin, dass ein ins Unendliche laufender Pro
cess in einen anderen ins Unendliche laufenden Process ver
wandelt wird. Wir betrachten das innerhalb der Grenzen a 
und b auszuführende Integral

f m 9(X) dx,
(1)

und setzen die Entwickelung der Function g (.x)
9(x) = 90(x) + 9i(?) + • • • + g,,(x) + 

voraus; der Restausdruck 9Î +1(#) habe die Eigenschaft, in Bezug 
auf jeden zwischen a und b befindlichen Werth von x bei einem hin
reichend grossen Werthe der Zahl q numerisch kleiner als eine 
beliebig kleine Grösse co zu sein. Sowohl der Factor f(x) wie 
auch die einzelnen Glieder der angeführten Summe g0(x), g1(x),.. 
müssen dabei die allgemeinen Bedingungen der Eindeutigkeit,

(2)

Integration vermittelst unendlicher Summen.422 § 72.



§ 72. Integration vermittelst unendlicher Summen. 423

Endlichkeit und Stetigkeit erfüllen. Nach dem Satze (I) des 
§ 25 wird nun das Integral (1) gleich der Summe von Integralen

(3) /f(x) g0 (x) dx + ff(x) g1 (x) dx ■ [fix) 9q(x) dx + ff\x) fft?+1(a:) dx,+ ... +

und zwar lässt sich zeigen, dass das letzte derselben für einen 
genügend grossen Werth der Zahl g unter einer beliebig kleinen 
Grösse bleibt. Insofern die Function f(x) in dem Integrations
intervall endlich ist, liegt sie numerisch unter einer festen 
Grösse der Ausdruck 9Î x {x) befindet sich in Folge der ge
troffenen Voraussetzung für eine genügend grosse Zahl q unter 
der beliebig kleinen Grösse co, mithin die zu integrirende Func
tion unter dem Werthe des Products $ co. Vermöge des Satzes (I) 
in § 22 ist daher der Werth des betreffenden Integrals kleiner 
als der durch Multiplication mit der Differenz b — a gebildete 
Ausdruck $ co (b—a), welcher für eine wachsende Zahl q durch 
den beliebig abnehmenden Factor co selbst beliebig klein wird.

Die in (3) aufgestellte Summe von Integralen hat also 
unter den angeführten Bedingungen die Eigenschaft, bei unend
licher Ausdehnung su convergiren und durch ihren Grenswerth 
das Integral (1) aussudrücken, so dass die Gleichung

(4) / f[x)tjix)dx

ä* + -fmiM** +fa*)*.w*+■■■■

besteht.
Um das Verfahren bei einem gegebenen Integral anzu

wenden, hat man die Wahl der Function g(x) und deren 
Darstellung durch eine unendliche Summe so einzurichten, 
dass die auszuführenden Integrationen keine Schwierigkeit ver
ursachen. In dieser Hinsicht nehmen die nach den ganzen 
Potenzen der Variable fortschreitenden Summen die erste Stelle 
ein, und es verdient bemerkt zu werden, dass durch Benutzung 
dieses Mittels auch die Potenzreihen erhalten werden können, 
welche zu der Darstellung des Logarithmus und der umge
kehrten trigonometrischen Functionen dienen.



In den Integralen
„b

dx
1 +x ’

bb
d xdx(5)

}/l—x*1+x2

lassen sich die unter dem Zeichen vorkommenden algebraischen 
Functionen, so lange die Variable x einen numerisch unter der 
Einheit befindlichen Werth hat, nach I, § 107 und I, § 119 
durch die folgenden, nach den positiven Potenzen von x fort
schreitenden convergenten Reihen ausdrücken,

= 1 — x + x + . .. +(— l)qxq + ■ • •;1
(6) 1 + x

1 1 — X +X4 + ... + (— l)qx2q + . . .,

-, i 1 2 .1 + 2* +

(7)’ 1 + X2

1.3... (2g—1)1 1 . 3 x4 + ... + 2<i .
X +...(8) 2.4.. .(2g)1^1—x2

Demgemäss kann man die auf der rechten Seite von (4) an
gedeuteten Integrationen sofort ausführen. Nimmt man die 
untere Integrationsgrenze a gleich Null und setzt statt der 
oberen das Zeichen x, so kommt

2.4

dx d x(9) log (1 + x\ arc tg x,1+x21 +x
0

dx arc sin x ;
}/l—x2

denn log (1) ist gleich Null, und die Functionen arc tg x und 
arc sin x verschwinden ebenfalls für x — 0, wenn sie, wie früher,

7t 7tauf das von — — bis + - ausgedehnte Intervall eingeschränktLJ Ù
werden. Indem also die einzelnen Glieder der in (6), (7), (8) 
angegebenen Reihen von 0 bis x integrirt werden, entstehen 
die Resultate

(10) lOg (1+£) = £ — y +

(11) arc tg æ

(12) arc sin x =x +

g XJ + 1
g+1
/?+1

+ ••• + .(- 1)

=x_¥ + y + ... + (_!)« 

X +

+.. • ?

• )2g +1
1 . 3... (2g— 1)

2.4 ... (2g) (2g+1)
1.31 x2q+1 + ...,x + ... -t-2.4.52.3

§ 72.Potenzreihen.424
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§ 72. Integral einer rationalen Function. 425

von denen die beiden ersten im vorigen und auch im gegen
wärtigen Bande abgeleitet sind.

Der so eben eingeschlagene Weg lässt sich auch für das 
Integral einer beliebigen rationalen Function der Integrations
variable benutzen. In § 67 wurde auseinandergesetzt, wie man 
hier ohne die Zerlegung der betreffenden Nenn er function in 
Factoren ersten Grades zu kennen, den algebraischen Theil 
und den rationalen Bruch bestimmen kann, aus dessen Inte
gration der transcendente Theil entsteht. Nach den dortigen

Bezeichnungen ist bei dem zuletzt genannten Bruche a(x) dieß(x)

Nennerfunction ß(x) gleich dem Product von lauter ungleichen 
Factoren ersten Grades

ß (*) = «o (* — I,) (*—&)•••(*— &).(13)
die Zählerfunction a (x) höchstens vom (l — 1) ten Grade. Es 
möge ausserdem angenommen werden, dass das von x freie 
Glied in ß(x) einen von Null verschiedenen Werth habe, mithin 
keine der Grössen £x, £2,... ^ ' gleich Null sei. Der Bruch
a(x) war gleich einer Summe von Partialbrüchen
ß{x)

PPP« jx)(14) + ...H-ß(x) x~hx—'e2
wo die in den Zählern auftretenden Constanten t{1), P,... P in
§ 67 bestimmt sind. Wenn nun die Grösse x solche Werthe 
bekommt, die numerisch kleiner als der absolute Betrag von 
irgend einer der Grössen £2,... ^ sind, so kann jeder der 
auf der rechten Seite von (14) befindlichen Brüche zufolge 
I, § 107 durch eine nach den positiven Potenzen der Variable 
x fortschreitende convergente geometrische Reihe dargestellt 
werden. Man erhält hier die Reihen

-P^x-P^x-...

(15)

deren Summe wieder gleich einer nach den positiven Potenzen 
von x geordneten convergenten Reihe ist. Vermittelst der in I,

,0-) i 
--  ^ SjLx~k • ?



Abschnitt III entwickelten Grundsätze ist aber leicht zu be
weisen, dass dieselbe Reihe entstehen muss, sobald für den

eine nach den steigenden Potenzen der Variable x

geordnete Entwickelung ausgeführt wird, wie sie in I, § 107 
angedeutet ist; ferner wird derselbe Zweck erreicht, indem 
man in der Gleichung

« (x)Bruch ß(x)

U (x)(16) -\-<£1x-{-(£2x2 + ...

beide Seiten mit der Nennerfunction ß (x) multiplicirt, bei 
welcher das von x unabhängige Glied als von Null verschieden 
vorausgesetzt ist, und die eingeführten Coefficienten ST0, ST,, X2,.. 
durch Gleichsetzen der gleich hohen Potenzen von x bestimmt. 
Weil die Function ß(x) vom Zten Grade ist, bilden die Coeffi
cienten S£0, $2,... eine récurrente Reihe der Äten Ordnung.
Für die gegenwärtige Untersuchung ist vor allem wesent
lich, dass .. ohne den Gebrauch der Zerlegung der
Function ß{x) in ihre Factoren gefunden sind. Als bekannt 
gilt der Bereich der Variable x, für welchen die auf der 
rechten Seite von (16) befindliche Entwickelung convergirt. 
Unter der Annahme, dass die Grenzen a und b der für den

zu vollziehenden Integration, so beschaffen sind,

dass jeder zwischen a und b liegende Werth x numerisch 
kleiner als eine Grösse ist, die unter jedem der absoluten Be
träge der Grössen £v £2,.. . ^ liegt, darf nach dem Obigen die 
Gleichung (16) gebraucht werden ; mithin ergiebt die allgemeine 
Gleichung (4) den Ausdruck des bezeichneten Integrals

ß(x)

a{x)Bruch ß(x)

^dx = %0{b-a)+^-{b*—a2)+^(17) / (b*— a3) + ....

Hier wird also vermittelst einer convergenten unendlichen 
Summe die Integration eines vorgelegten rationalen Bruches 
ohne die Kenntniss der Zerlegung der Nennerfunction in Facto
ren ersten Grades bewerkstelligt. In dem Beispiel der §§ 67 
und 68 hatte die Function ß(x) den Ausdruck

(x + 2)(x— \){x— 2 — ii/5) (x—2 + i }/5),

Integral einer rationalen Function.426 § 72.
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§ 72. Integral einer rationalen Function. 427

so dass die absoluten Beträge der Wurzeln respective 1, 2, 3 
sind. Demgemäss gilt die Gleichung (17) unter der Bedingung, 
dass a und b numerisch unter der Einheit gewählt werden. Wie 
sich aus § 67 ergiebt, bekommt in diesem Falle das unbestimmte

Integral des Bruches a (x) die Gestaltß(x)

f 10 x3 — 43 x2 —4x + 55 dxx* — 3 x3 + 3 x2 + 17 x — 18

=3log(#+2) + log (—x +1) + 31og {{x — 2)2 + 5)—4[;5 arc tg + const.

Die Coefficienten 3U, 3,, 3„ .. werden durch die Gleichungen 
55 = - 1830

— 4 =
— 43 =

1730 —183,
330 + 173:, — 183,

10 = - 330 + 33, + 173, - 183g
3U - 33,+ 33a + 173g —18340 =

bestimmt, also stellt die auf der rechten Seite von (17) befind
liche Reihe den Werth

31og(6 + 2) + log(—6 + 1) + 31og((ö — 2)2+5)—4}/5arctg(^—

-3i0g(a + 2)-'0g(-a+1)-3'og((«-2)a+5)+4^5aretg(^)

dar.
Als Beispiel für die Entwickelung eines nicht auf Loga

rithmen und umgekehrte trigonometrische Functionen zurück- 
führbaren Integrals in eine unendliche Summe nehmen wir das 
Integral, welches die Länge des Bogens einer Ellipse ausdrückt; 
von demselben ist die Benennung auf die in § 69 definirte 
Kategorie von elliptischen Integralen übergegangen. In § 62 
wurde der Bogen einer Ellipse, deren auf die rechtwinkligen 
Coordinate!! x1 und x2 bezogene Gleichung

x\
+ -i =1A

lautet, durch das Integral
00ji

fx A—Bxj(18)
A A n------,---- dx,

2_*** i(0)*1
A



428 Länge des Bogens einer Ellipse. § 72.

bestimmt. Da A und JB positive Grössen bezeichnen und A^>JB 
sein soll, so liegt der positive Werth

A—B(19) e2A
unter der Einheit; die Grösse e wird die Excentricität der 
Ellipse genannt. Das Integral (18), bei dem die untere Grenze 
durch die Null, die obere Grenze durch- xt ersetzt werden 
möge, geht bei der Einführung einer neuen Variable

t_ x
W

(20)

mit Anwendung von (19) in das Integral
,1
fl — e2tg2 / (1 —e2£2) dl

J }/(I—§2) (1—e2£2)
über; die zweite Gestalt entspricht der obigen Definition eines 
elliptischen Integrals. Da der numerische Werth der Variable £ 
wegen der Quadratwurzelgrösse fl — |2 niemals die Einheit 
übertreffen darf und e ebenfalls einen echten Bruch bezeichnet, 
so ist auch der Werth e2£2 stets kleiner als die Einheit und 
die Quadratwurzelgrösse }/l — e2£2 erlaubt nach I, § 119 die 
folgende convergente Entwickelung

(2i) iA d§ = VA
ł/l -I*

i_ e*t*_ 
2.4 5

1.3 «
2.476 ' 1L—e2|2=l —ie2r-(22)

Nach der in (4) enthaltenen Vorschrift ist jedes Glied der

zu multipliciren und vondlrechten Seite mit dem Factor
i i-5a

0 bis § zu integriren. Setzt man also
6

r ts%
. i\—f

(23) 40 =

so ist zunächst

dx(24) — arc sin £,
ń-f

und das Integral (21) wird durch die folgende convergente 
Summe dargestellt



(25) y J. (arc sin £——J2 (£) e* — 1 1.3
^6(ą)e6-...).2.4 2.4.6

Die Integrale J2q (£), welche nur die Quadratwurzelgrösse
yi — £2 enthalten, können durch ein recurrirendes Verfahren 
bestimmt werden. Aus der Darstellung

I I
fdl .2 q—1(26)
ń-f

folgt durch theilweise Integration
I £

27—2(1-^l= = —l/l—gÇ
■Ji

îq—1(27) + (23-1) yi-?yi —$
mithin

£

Vi-i!i2,-,+(2î-i)(28) 22
l-'l—ÿ

oder, indem durch 2 q dividirt wird,

Vi_'t fq~l

Offenbar nehmen die Glieder der Reihe (25) um so schneller 
ab, je kleiner die Excentricität e der betreffenden Ellipse ist. 
Sobald die Excentricität c verschwindet, geht die Ellipse in 
einen Kreis von dem Radius f A über, und die Reihe (25) 
reducirt sich auf ihr erstes Glied

]/A arc sin £, 
das in der Formel (27) des § 62 angegeben ist.

2 q — 1
2 q(29)

(30)

Länge des Bogens einer Ellipse.§ 73. 429

§ 73. Ausdehnung der Definition eines Integrals auf 
Functionen, die für einzelne Stellen der Integration 
unendlich gross, unstetig oder unbestimmt werden.

Die Definition eines bestimmten Integrals

f fix) d x,(1) .

von der wir ausgegangen sind, und bei welcher f(x) für das

irt
t



Integrationsintervall eindeutig, endlich und stetig angenommen 
ist, hat zur Folge, dass ein Integral, welches sich von dem 
Integral (1) dadurch unterscheidet, dass die eine Integrations
grenze um beliebig wenig verschoben ist, einen Werth annimmt, 
der ebenfalls nur um beliebig wenig von dem Werthe von (1) 
abweicht.- Es möge die Differenz ß—a positiv sein, und d eine 
kleine positive Grösse bedeuten, so dass die Werthe a+d und 
ß — d innerhalb des ursprünglichen Intervalls liegen; alsdann 
liefert der Satz (VI) des § 25 die beiden Gleichungen

/. fi ,,«+(1
! f (x) dx— f f ix) d X — f f{x)d x,

cc cc

j f(x)dx — j f{x)dx—J f(x)dx.

(2)
(4-j-ä

(3)
ß-*

Nun ist der numerische Werth des Integrals

/ f (x) d x

nach dem Satze (I) des § 22 kleiner als das Product von d in 
eine Constante, unter welcher f{x) enthalten bleibt; das gleiche 
gilt für den numerischen Werth des Integrals

z,

und daher wird der numerische Werth eines jeden der beiden 
Integrale für eine beliebig kleine Grösse d beliebig klein, 
woraus das Behauptete hervorgeht. Man darf deshalb auch 
sagen, dass der Werth des Integrals (1) der Grenzwerth sei, 
welchem sich sowohl das Integral (2) wie das Integral (3) für 
eine gegen die Null abnehmende Grösse d nähert.

Diese Definition wird dahin führen, den Begriff des be
stimmten Integrals von gewissen Beschränkungen zu befreien, 
denen er bisher unterworfen war.

Wenn nämlich die Function f(x) für das von a bis ß 
gehende Intervall so gegeben ist, dass sie überall eindeutig, 
endlich und stetig bleibt, jedoch bei der Annäherung von x an 
eine der Grenzen über jedes Mass hinaus wächst, so ist es 
jedenfalls erlaubt, die Integration in einem Bereich auszuführen, 
welcher die betreffende Grenze nicht einschliesst. Da in

Aendcrung der Grenzen eines Integrals. § 73.430

0



dieser Hinsicht zwischen den beiden Grenzen kein Unterschied 
besteht, so genügt es, die Voraussetzung zu erörtern, dass fix) 
an der untern Grenze a unendlich gross werde. Alsdann existirt 
für das Integral

(4) x
a+d

die doppelte Möglichkeit, dass sein Werth für einen gegen die 
Null abnehmenden Werth ö gegen einen festen Grenzwerth con- 
vergirt, oder kein solches Verhalten zeigt. In dem erstem Falle 
wird der betreffende Grenzwerth das von a bis ß genommene 
Integral der Function f ix) genannt und durch das Zeichen

f f{x) d x(5)

dargestellt ; in dem zweiten Falle fehlt die Berechtigung, das 
Intervall der Integration bis zu dem Werthe x—a auszudehnen.

Ob der eine oder der andere Fall eintrete, hängt von dem 
Process ab, durch welchen die Function f{x) für x=a unendlich 
gross wird. Eine allgemeine Entscheidung lässt sich treffen, 
wofern fix) gleich dem Product einer endlich bleibenden 
Function und einer negativen Potenz der Basis ix — a) ist; es 
sei demnach

fix) — ix — a) h cp ix).(6)

Um für einen bestimmten Exponenten — k zu untersuchen, ob 
sich das Integral (4) bei abnehmendem ô einem bestimmten 
Grenzwerth nähere, schaltet man zwischen a + ô und ß den mit 
einer positiven über ô liegenden Grösse e gebildeten Werth 
a + £ ein, wodurch die Gleichung

,.ß „a + s pß
(7) ! ix — a) k(pix)dx= ! ix — a) kcpix)dx+ f ix — a) kcpix)dx

a + d a-\- d «+ E

entsteht; dann handelt es sich um das erste der auf der rechten 
Seite angegebenen Integrale. Liegt der Exponent — k zwischen 
Null und der negativen Einheit, ohne der letztem gleich zu 
werden, so lässt sich die Grösse e so wählen, dass, wie nahe ô 
an die Null gerückt werde, das bezeichnete erste Integral unter 
einer beliebig kleinen Grösse bleibt, mithin das Integral (7)

§ 73. Unendlichwerden der Function unter dem Integralzeichen. 431



Unendlichwerden der Function unter dem Integralzeichen. § 73.432

gegen einen festen Grenzwerth convergirt. In dem betreffenden 
Integral

f (x — cif cp (x) dx(8)
a-\-ö

hat der Factor (x—afk die Eigenschaft, stets das positive 
Vorzeichen beizubehalten, während der Factor <p(x) für jedes ô 
zwischen den festen Werthen — und + bleibt. Zugleich 
liefert das über den ersten Factor genommene Integral den 
Ausdruck

a+ s A+1—A+l a+f -A+l(x — «) Ô1(9) — Jc +1 —Tc+ 1 —k + lCC+Ô
a + <i

Man erhält daher durch den Satz (VIII) des § 25 zwei Grenzen, 
welche den Werth des Integrals (8) einschliessen, indem man 
den Werth von (9) beziehungsweise mit den Grössen —$}3 und 
multiplicirt. Weil vermöge der gemachten Annahme —k+l 
eine positive Grösse und ist, so folgt, dass

—A+l

—k+\" —¥+1
8und dass der Werth von (9) kleiner als die Grösse —

-A + l Ô(10) >0,>
—A+l

ist.h+ 1
Der Werth von (8) liegt daher gewiss zwischen dem Product 
der letztem Grösse mit — $ und ihrem Product mit + $ß, oder 
er ist numerisch kleiner als das Product

-A+l

(H) ?•k+ 1
Hier bezeichnet eine von ö unabhängige Constante, der Factor

*-A+1
— Jc+ 1
passende Wahl der Grösse t so klein gemacht werden, dass 
das Product (11) unter jede gegebene Grösse herabsinkt. Damit 
ist aber die in Betreff des Integrals (8) aufgestellte Behauptung 
gerechtfertigt. Man darf also bei dem Integral

ist ebenfalls von ô unabhängig und kann durch eine

—Af (x—a) cp(x)dx,(12)

in welchem die Function cp(x) endlich bleibt, die Integration bis



Geometrische Deutung’.§ 73. 433

m dem Werthe x—a ausdehnen, so lange der Exponent —le 
algebraisch grösser als die negative Einheit ist.

Dieser Satz gilt nicht für Exponenten —Je, die gleich der 
negativen Einheit oder algebraisch kleiner als dieselbe sind; 
denn schon für die einfachste Annahme, dass (f(x) gleich Eins 
sei, tritt eine characteristische Aenderung ein. Das in diesem 
Falle zu prüfende Integral (9) bekommt für —Je — — 1 den Werth

a +s 
a + d'

welcher bei abnehmendem d über jedes Mass hinaus wächst. 
Ebenso überschreitet der Ausdruck

—*+i 
s

—Jc + l
der das Integral (9) auch für einen algebraisch unter der 
negativen Einheit befindlichen Exponenten —Je darstellt, wegen 
des alsdann negativen Werthes —Je+1 bei abnehmendem ô 
jede gegebene Grösse. Dass ein Integral von der Gestalt

(12*)

c

/ (x—a) dx=[log(rr—a)](13) =log e— logd,
a -f â

—k + 1Ô
(14) —k + 1

J iß — x) l'cp(x)dx,

dessen Function für x—ß unendlich wird, unter den ent
sprechenden Bedingungen entsprechende Eigenschaften wie das 
Integral (12) hat, lehrt eine Wiederholung der angestellten 
Betrachtungen.

Die Frage nach dem Verhalten des Integrals (4) erhält 
eine anschauliche geometrische Bedeutung, sobald dasselbe, wie 
in § 21, als der Ausdruck des Inhalts eines ebenen Flächen
stücks aufgefasst wird, welches durch die der Gleichung
(15)
genügende Curve, die Abscissenaxe und die beiden Ordinaten, 
die zu den Abscissenwerthen x = a + ö und x—ß gehören, 
begrenzt wird. Wegen der Voraussetzung, dass die Function 
fix) für x — a unendlich gross werde, hat die betreffende Curve 
nach der in § 7 mitgetheilten Erklärung in dem Punkte 
x=a eine zu der Abscissenaxe senkrechte Asymptote; bei dem 
Abnehmen der Grösse ô rückt die mit der Asymptote parallele 
erste Ordinate, welche den auszumessenden Flächenraum be
grenzt, der Asymptote immer näher, und die oben hervorge-

Lipschitz, Analysis II.

y=f(x)

28



434 Anwendungen. § 78.

hobene doppelte Möglichkeit äussert sieh in der Weise, dass 
der Inhalt des bezüglichen Flächenraumes entweder einen festen 
Werth zur Grenze hat oder nicht. Der Werth der negativen 
Einheit, welcher für die Function (6) die Scheide zwischen den 
beiden Fällen bildet, ergiebt, wenn cp(x) wieder gleich Eins 
genommen wird, die Gleichung

y— -x
welche in § 7 discutirt wurde und sich auf die Hyperbel be
zieht. Hier wächst der Inhalt des in Rede stehenden Flächen
raumes über jedes Mass.

Nachdem erkannt worden ist, dass die Integration einer 
Function unter der entwickelten Bedingung bis zu einem Werth 
der Variable erstreckt werden darf, für welchen die Function 
unendlich wird, hat man hei jeder zu untersuchenden Gattung 
von Integralen die Frage zu beantworten, ob die einzelnen 
Werthe der Variable, für welche die Function unendlich wird, 
eine bis zu ihnen ausgedehnte Integration gestatten oder nicht. 
Bei einer rationalen Function der Integrationsvariable zeigt 
die Zerlegung in Partialbrüche, deren Zähler Constanten und 
deren Nenner Ausdrücke des ersten Grades in Bezug auf die 
Integrationsvariable oder ganze Potenzen von solchen Aus
drücken sind, dass die Function dann und nur dann unendlich 
wird, wenn einzelne dieser Partialbrüche durch das Verschwin
den des Nenners unendlich werden. Da nun jeder Ausdruck 
der bezeichneten Art x—a, wo a eine reelle Grösse bedeutet, 
nur in einer ganzen negativen Potenz auftritt, so darf nach 
dem Obigen die Integration nicht bis zu dem betreffenden 
Werthe a erstreckt werden, und es sind deshalb alle Werthe 
der Variable zu vermeiden, für welche die zu integrirende 
rationale Function ins Unendliche zunimmt. Dagegen ergiebt 
sich die folgende Unterscheidung fiir das in § 69 mit (6) be
zeichnte Integral

1(IG)

J'f(x) dx
}/R{x) ’

hier bedeutet F{x) eine rationale Function, R(x) eine ganze 
Function von x, deren Factoren ersten Grades sämmtlich von ein
ander verschieden sind. Wenn R(x) einen reellen Factor ersten



Grades {x — a) enthält, und F(x) für x=a endlich bleibt, so 
darf nach dem obigen Satze die Integration bis x=a ausge
dehnt werden; denn man kann die zu integrirende Function in

(f) (x) bringen, wo (p (x)1 1cp(x) oderdie Gestalt
((«— x)(x — a)

für x—a endlich bleibt, und der negative Exponent des 
Ausdrucks ersten Grades zwischen Null und der negativen 
Einheit liegt. Dagegen lässt sich die Integration aus den vor
her angeführten Gründen nicht bis zu solchen Werthen er
strecken, für welche die rationale Function F(x) unendlich 
wird. Zu den in Rede stehenden Integralen gehört auch das 
Integral

d xf(17)
)/1 —x2

welches von Null bis x genommen die in der früheren 
Weise detinirte Function arc sin x ausdrückt. Die unter dem 
Wurzelzeichen befindliche Function 1—x2 — {\—x) (1 + x) ver
schwindet für die extremen Werthe der Variable +1 und — 1 ; 
es ist erlaubt, die Integration bis zu jedem derselben auszu
dehnen. W eil nun die Function arc sin x bei einer Annäherung 
des Arguments gegen die positive Einheit stetig bleibt und

7Lgegen den Werth - convergirt, bei einer Annäherung gegen 

die negative Einheit ebenfalls stetig bleibt und sich dem Werthe 

— nähert, so gelten die Gleichungen

d xdx(18)
l'l-*5]/ \—X

aus deren Verbindung die Gleichung

d x(18*) n
Vl—x

—i
hervorgeht.

Bisher ist nur von solchen Unterbrechungen der Stetigkeit 
gesprochen worden, bei denen die betreffende Function ins 
Unendliche wächst. Allein es kann eine Function für ein ge
wisses Intervall der Variable x auch die Beschaffenheit haben,

Anwendungen. 435§ 73.
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TJnstetigkeit der Function unter dem Integralzeichen.436 § 73.

dass sie an einzelnen Stellen die Stetigkeit verliert, ohne un
endlich zu werden. Dies geschieht in dem von a his ß ausge
dehnten Intervall etwa für einen Werth x—c, sobald die Function 
von a bis c stetig, von c bis ß ebenfalls stetig, jedoch so ge
geben ist, dass sie bei der Annäherung von x an den Werth c 
in dem einen und dem andern Theilintervall gegen zwei von 
einander verschiedene Werthe convergirt. In der erwähnten 
geometrischen Interpretation stellt dann die Gleichung y=f(x) 
für das von a bis c reichende Intervall ein erstes, für das von 
c bis ß reichende Intervall ein zweites Curvenstück dar, welche 
Stücke in den zu dem Abscissenwerth x=c gehörenden Punkten 
nicht Zusammentreffen. Die Function f(x) kann in den beiden 
Intervallen durch verschiedene analytische Ausdrücke definirt 
sein, zum Beispiel von x—a bis x — c durch den Ausdruck 
ersten Grades Ix + r, von x=c bis x—ß durch den mit andern 
Constanten gebildeten Ausdruck ersten Grades l‘x + r‘, wobei 
die zu x=c gehörenden Werthe Ic + r und Vc+r' von ein
ander differiren; bei dieser Annahme repräsentirt die Gleichung 
y—f(x) zwei nicht zusammenstossende begrenzte gerade Linien.

Insofern die Function f(x) von a bis c und von c bis ß 
stetig verläuft, lässt sich unsere ursprüngliche Definition auf 
das von a bis c und das von c bis ß auszudehnende Integral 
der Function f{x) anwenden. Bei einer von a bis ß stetig 
gegebenen Function ist das für dieses Intervall genommene 
Integral gleich der Summe der über die beiden Theilintervalle 
ausgedehnten Integrale. Demgemäss wird bei der in c unstetigen 
Function das von a bis ß auszuführende Integral als die Summe 
der erwähnten Integrale

j' f(oc)dx = j' f(x)dx + j' f(x)dx(19)

definirt; auf entsprechende Art verfährt man bei einer mit 
mehreren Unterbrechungen der Stetigkeit behafteten Function. 
Man sieht, wie sich die Flächenräume, welche bei der obigen 
Interpretation durch die Integrale der rechten Seite von (19) 
ausgedrückt werden, längs Theilen der geraden Linie anein
ander schliessen, welche zugleich die letzte Ordinate des ersten 
und die erste Ordinate des letzten Flächenstücks ausmacht.



§ 73. Scheinbare U nbestimmtheit der Function unter dem Integralzeichen. 437

Zu Betrachtungen ähnlicher Art, wie sie bei dem Unend
lichwerden der Function unter dem Integralzeichen angestellt 
sind, führt die Integration von Quotienten, deren Zähler und 
Nenner für einen gewissen Werth der Integrationsvariable 
gegen die Null abnehmen, und die in § 38 untersucht sind. 
Sei x = u ein Werth, für welchen bei dem zu integrirenden 
Quotienten fix) diese Erscheinung eintritt, so ist wieder fest
zustellen, ob sich das zugehörige in (4) angegebene Integral für 
eine gegen die Null abnehmende Grösse ö einem festen Grenz- 
werthe nähert; sobald dies geschieht, bezeichnet man den 
Grenzwerth durch das Integral (5). Wenn der in Rede stehende 
Quotient fix) bei der Annäherung von x gegen a selbst gegen 
einen festen Grenzwerth convergirt, so ist leicht zu schliessen, 
dass für das betreffende Integral dasselbe gilt; wenn dagegen 
f{x) bei der Annäherung von x gegen a über jedes Mass wächst, 
dann muss die Art des Wachsthums wie oben betrachtet wer
den, um über das Verhalten des Integrals zu entscheiden. Als 
Beispiel untersuchen wir das Integral

sin qx 
sin x

(20) d x

in welchem q eine beliebige positive Constante und ß eine eben

solche bedeutet, die nicht grösser als ~ ist, ferner das allgemei- 
nere Integral

,>•

sin qx(21) Y d x,
(sin x)

wo ß und q die angegebene Bedeutung haben und h ebenfalls 
eine positive Constante ist. Die im Nenner befindliche Function 
sina; verschwindet für x—0 und für jeden Werth von x, der 
gleich einem ganzen Vielfachen der Zahl ist, mithin ver
schwindet sie innerhalb der Integrationsgrenzen nur für x=0, 
und bleibt sonst überall positiv. Ebenso verschwindet die im 
Zähler stehende Function sin q x für x — 0. Eine Einsicht in 
den Verlauf der gebildeten Quotienten gewährt der in § 13 ent

haltene Satz, dass der Quotient S1”X für einen gegen die Null
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abnehmenden Werth von x sich der positiven Einheit als Grenz
werth nähert. Giebt man den in (20) und (21) vorkommenden 
Functionen die Gestalt

sin qx__(sinqx'
sin x

x
(22) i,sin xqx

ksin qx 
(s'mx)k

sin q x x —k-j-1(23) qxsin xqx

so leuchtet ein, dass die linke Seite von (22) bei abnehmendem 
x gegen die positive Constante q convergirt, folglich das Inte
gral (20) eine der aufgestellten Definition entsprechende be
stimmte Bedeutung hat. Die linke Seite von (23) erscheint aber

/ \*sin qx xals ein Product der Factoren und deren jeder vonsin xqx
irgend einem kleinen positiven Werth x=d bis x=ß endlich

—k+1bleibt, und des Factors qx 
die Null, für Je = 1, wie schon bemerkt, gegen die positive Ein
heit convergirt, und für 1<&<2 in einer solchen Weise un
endlich wird, dass nach dem obigen Satze die bis zu dem 
Werthe x = 0 ausgedehnte Integration erlaubt ist. Mithin darf 
das Integral (21) unter der Voraussetzung gebildet werden, dass 
die positive Grösse Je einen kleinern Werth als die Zahl Zwei 
erhält.

, welcher für 0 < Je <c 1 gegen

Man wendet die Definition eines bestimmten Integrals

j'\f(x)dx ff{x) d x(24) = lim .
a + â

wo der Grenzwerth der rechten Seite für eine gegen die Null 
convergirende Grosse ô zu nehmen ist, auch auf solche Functionen 
an, die bei der Annäherung der Variable x gegen den besondern 
Werth a zwischen zwei bestimmten Grössen eipgeschlossen 
bleiben, sich jedoch keinem festen Grenzwerthe nähern. Wenn 
wieder mit & eine positive über ô liegende Grösse bezeichnet 
wird, so hat man

s*a “f"f /'lJ
J f {x) d x =J f (x) d x + J fix) d x;(25)

ix + äcc + 4 cc + t
sobald nun der numerische Werth von fix) in dem ersten Inte
gral der rechten Seite für ein noch so kleines ô unter einer be-



stimmten Grösse % bleibt, so ist der numerische Werth des Inte
grals nach dem oft benutzten Satze unter der Grösse $(«—d) 
enthalten, die für ein hinreichend kleines e beliebig klein wird. 
Es bedarf also in dem vorliegenden Falle keiner einschränken
den Voraussetzung, um zu schliessen, dass die linke Seite von 
(25) für ein abnehmendes â sich einem Grenzwerthe nähert, und 
um demgemäss das Integral (24) zu definiren. Ein Beispiel der 
erwähnten Eigenthümlichkeit bietet die Function

(26) sin

für einen gegen die Null abnehmenden Werth der Variable x. 
In Bezug auf jeden Werth von x ist die Function eindeutig, 
stetig und zwischen der positiven und negativen Einheit einge
schlossen; sie verschwindet für die positiven Werthe

11x = ? * ’2 n *
und für die gleichen negativen, wechselt bei dem Durchgänge 
durch diese Werthe stets das Vorzeichen, und erreicht auch 
immer wieder die extremen Werthe der positiven und negativen 
Einheit.

3 n

§ 74. Ausdehnung der Definition eines Integrals auf 
unendlich grosse Integrationsintervalle.

Sobald das Intervall, für welches eine zu integrirende 
Function f(x) gegeben ist, nach der Seite der positiven oder 
negativen Werthe von x beliebig weit reicht, dass heisst, sobald 
die Function f{x) für unbegrenzt wachsende positive oder nega
tive Werthe ihres Arguments definirt ist, entsteht die Frage, ob 
sich das von a bis ß genommene Integral

/ma.(1)

wo wieder ß > a sein möge, einem festen Grenzwerth nähere, 
falls die obere Grenze ß algebraisch wachsend jede positive 
Grösse übertrifft, oder die untere Grenze a algebraisch abneh
mend unter jede negative Grösse herabsinkt. Unter der Vor
aussetzung, dass ein solcher Grenzwerth vorhanden ist, nennt man 
denselben beziehungsweise das von a bis -4- co oder das von

§ 74. Wirkliche Unbestimmtheit der Function unter dem Integralzeichen. 439
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Unendliche Ausdehnung des Integrationsintervalls. § 74.440

— oo bis ß genommene Integral der Function f (x), und gebraucht 
die Bezeichnungen

fn*)äx,ß=-,j'f (x) d x 

ff(x)dx

(2) = lim.

(3) = lim. = — 00 .

--00
Bei der im vorigen § angewendeten geometrischen Inter

pretation geht die entsprechende Aufgabe dahin, zu ermitteln, 
ob der Inhalt des gemessenen Flächenraumes, zu welchem durch 
unbegrenztes Fortrücken der einen Ordinate immer neue Theile 
hinzukommen, sich einem festen Grenzwerth nähere oder nicht. 
Es werden jetzt Regeln angeführt werden, nach denen sich ge
wisse Gruppen von Fällen beurtheilen lassen.

(I) Wenn die zu integrirende Function gleich dem Product 
einer Function cp (x), die bei unendlich wachsendem x endlich bleibt, 
und einer negativen Potenz x~K ist, so darf die Integration nach 
der Variable x ins Unendliche ausgedehnt iverden, wofern der 
Exponent —/<; algebraisch unter der negativen Einheit liegt.

Der Beweis des vorstehenden Satzes wird durch ein ähn
liches Verfahren wie das im vorigen § angewendete geführt; 
man zeigt die Möglichkeit, die obere Grenze ß des Integrals

pfi
/ x cp'fx) d x(4)

so gross zu wählen, dass der Werth des Integrals
ß —k(5) / aTu cp (x) dx= x~K cp (x) dx + x

a a ß

fi
cp(x) dx

für einen beliebig grossen Werth von h von dem Werthe des 
Integrals (4) beliebig wenig abweicht. Bei dem von ß bis ß+h 
ausgedehnten Integral, welches die Differenz von (4) und (5) 
ausdrückt, behält der Factor x~k stets das positive Vorzeichen, 
und nach der bestehenden Voraussetzung darf die Function cp(x) 
niemals eine gewisse Constante ^ numerisch übertreffen. Das 
über den Factor xgenommene Integral hat den Werth

fi+h„fi+h
t]

y f

—k+l—U +1h_ (ß + h) ß
(6) — lc+ 1 — Je-fl
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derselbe muss, weil—/<; + 1 vermöge der Voraussetzung' eine ne

gative Grösse ist, kleiner als der Ausdruck -ß sein. In
— 7c+1

Folge des Satzes (VIII) in § 25 ist wieder der numerische 
Werth des Integrals

/ x~k ff (x) dx(7)
i*

kleiner als das Product der Grösse in den Werth von (6), 
mithin auch kleiner als das Product

-Ä+l

— 7c+1

Dieses wird wegen des negativen Exponenten — 1c + 1 für 
einen hinreichend grossen Werth von ß beliebig klein, woraus 
das behauptete folgt. Für ein Fortrücken der unteren Grenze 
ins negativ Unendliche kann eine ähnliche Betrachtung ange
stellt werden ; doch bedarf der Satz wegen des Umstandes einer 
Modification, dass die Potenz x~k bei beliebigem Exponenten 
nur für positive Werthe des Arguments definirt ist.

In dem gegenwärtigen Satze bleibt für den Exponenten 
— 7c ein zwischen 0 und —1 liegender Werth und auch der 
Werth —1 selbst ausgeschlossen, da bei der Voraussetzung 
cp(x) — l das Integral (6) massgebend ist, welches für 0> — —1 
durch die obige Gleichung dargestellt wird, für Tc = — 1 den 
Ausdruck

-ß(8) ?•

f x~1 dx = [log xYj+h 
fl

(6a) = log (ß + h) — log ß

erhält, und in beiden Fällen mit wachsendem h über jedes Mass 
hinaus wächst. Die betreffende Eigenschaft von (6a) ist in § 31 
ausführlich erörtert.

Weil das unbestimmte Integral jeder ganzen Function der 
Integrationsvariable selbst eine ganze Function ist, und daher 
mit wachsender Grenze ins Unendliche wächst, so muss eine 
rationale Function der Integrationsvariable, damit die Integration 
auf ein unendliches Intervall erstreckt werden darf, jedenfalls 
gleich einem echten Bruche sein. Für einen solchen war in 
§ 67 die Bezeichnung



: auf diese Weise entstehen die Glei-gegen den Werth — 
chungen

r(x)
(9) f{x)
gebraucht, und zwar

r(x) = r0x" 14-r1 x 2 + ... + r(10) —i
f(x) — a0 x +a1xn 1 + ... + an_, x + an 

gesetzt worden. Das Integral der Function (9) darf nach dem 
Satze (I) ins Unendliche ausgedehnt werden, sobald r0 = 0, 
oder die Zählerfunction von einem um zwei Einheiten niedri
geren Grade als die Nennerfunction ist. Denn unter dieser 
Voraussetzung erlaubt die Function (9) die Darstellung

—m + 2rx 4- r2 x + rB_j x
aQ + ax x ' + ... + an x~n 

wo der mit der Potenz x~2 multiplicirte Quotient für ein wach

sendes x gegen den festen Grenzwerth —— convergirt, folglich

r(x)^7~i~ — X—2(H) --?n»)

a o
die Bedingungen der in dem Satze vorgeschriebenen Gestalt 
x~kcp(x) mit dem unter der negativen Einheit liegenden Expo- 
ponenten —2 erfüllt sind. Es versteht- sich, dass, wenn die 
Function f(x) für reelle Werthe von x verschwindet, das unend
lich auszudehnende Integrationsintervall ausserhalb der äussersten 
von diesen Werthen liegen muss. Ein besonders einfaches In
tegral, bei dem der Nenner einen um zwei Einheiten niedrigeren 
Grad als der Zähler hat und für keinen reellen Werth von x

71gleich Null wird, ist das folgende, welches der zwischen----—u

und eingeschlossenen Function Arcus tangentis gleich ist,

Fk
J i+**

0
Für ein über jede positive Grösse wachsendes x convergirt die 
vorliegende umgekehrte trigonometrische Function gegen den

Werth A

(12) == arc tg x.

für ein unter jede negative Grösse herabgehendes x

Anwendungen. § 74.442
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n(13)
1+x2 2 ’1+æ2

welche man zu der Gleichung

(13*)
1+x2

— co
vereinigen kann.

Bit Hülfe des Satzes (I) lässt sich auch beurtheilen, wann 
die Integration bei dem in § 69 mit (6) bezeichneten Integral

fF(x) dx(14)

ins Unendliche erstreckt werden darf. Hier möge die ganze 
Function B(x) wieder vom 2j»4-lten oder 2p + 2 ten Grade, 
ferner F{x) gleich einem rationalen Bruche sein, bei dem der 
Grad des Zählers in Bezug auf x um g Einheiten höher als der 
des Nenners ist. Demnach ist F(x) gleich dem Product der 
Potenz xq in eine Function, die sich für wachsendes x einer

Constante nähert, der Factor
fy+i

oder x~p~l in eine Function, die für 
wachsendes x ebenfalls gegen eine Constante convergirt, mit

beziehungsweise gleich dem Product der Potenz

1 respective gleich dem
fÉ (x)

Product der Potenz x

F_(x)hin
2p+1

fl 2 _,_j
x oder xg~r in eine mit zunehmendem x endlich bleibende 
Function. Der Satz (I) erlaubt, die Integration in Unendliche 
auszudehnen, sobald respective

g _ łŁ+l c _ i? oder g—p — 1 < — 1

ist, das heisst, sobald die ganze Zahl g einen unter der ganzen 
Zahl p liegenden Werth hat. Dieser Bedingung genügt insbe
sondere die Annahme einer ganzen Function F(x), welche nach 
den in § 69 aufgestellten Definitionen für p — 1 oder bei den 
elliptischen Integralen gleich einer Constante, für grössere Werthe 
von p oder bei den hyperelliptischen Integralen der (p — l)ten 
Ordnung vom (p—l)ten Grade sein muss.

Anwendungen.§ 74. 443

8 
«

I 
TS

8 ^
tO

 SJ

8 ^



Vergleichung einer Potenz und einer Exponentialfunction. § 74.444

Wenn die mehrfach erwähnte geometrische Interpretation 
für die im Satze (I) characterisirte Function vorgenommen,, und 
die Gleichung

y = X kCp(x)
gebildet wird, so folgt aus der zu einem beständigen Wachsen 
von x gehörenden Abnahme von y, dass sich die Curve der 
Abscissenaxe als Asymptote nähert. Ein grösserer Werth 
von Je bedingt eine schnellere Abnahme des Werth es x~k und 
daher eine stärkere Annäherung der Curve an die Abscis
senaxe. So lange Jo 1 ist, reicht die Annäherung aus, damit
der durch das Integral fy dx dargestellte Flächenraum bei

(15)

un

begrenztem Fortrücken der einen Ordinate endlich bleibt; für 
den Fall der Hyperbel, in welchem Je = 1, cp{x)= 1 ist, hört 
auch diese Eigenschaft auf.

Mit dem Abnehmen einer negativen Potenz x~k für posi
tive wachsende Werthe von x, kann das für dieselben Werthe 
erfolgende Abnehmen einer Exponentialfunction e~tu", bei der a 
eine positive Constante bedeutet, verglichen werden. Dass der 
Werth der Exponentialfunction kleiner wird als jede gegebene 
Grösse, ist in I, § 101 gezeigt worden; es lässt sich aber auch 
beweisen, dass der Quotient der Function e~lu durch die nega
tive Potenz x~k oder das Product
(16) —(IX Ie x
hei positivem wachsendem x gegen die Nidl convergirt. Dieses Re
sultat vermittelt die Beurtheilung einer zweiten Gattung von 
Integralen in Betreff der unendlichen Ausdehnung ihres Intervalls.

Um die über die Function (16) gemachte Behauptung 
zuerst für den Werth Je— 1 zu rechtfertigen, setzen wir statt 
der Variable x nach einander die Glieder einer arithmetischen 
Reihe, deren Anfangsglied positiv und kleiner als die Einheit, 
deren Differenz gleich der Einheit genommen werde,

£ £+1, £ + 2,...
Dem entsprechend bilden die Werthe der Function e 
geometrische Reihe mit dem Quotienten e~"\ die zu untersuchende 
Function erhält die Werthe
(18) <r“(s'+I)(£+l), e-“<s+2)(| + 2),...e-“e+o(J+0,..

(17)
—(IX eine



Vergleichung einer Potenz und einer Exponentialfunction.§ 74. 445

ludem man jeden Werth durch den vorhergehenden dividirt, 
entstehen respective die Ausdrücke

-a 'ê+t(19) . . e b • •'S+t—1
Hier ist der Factor e "gleich einem positiven echten, der andere

i + t 
%+t—i

Bruche, welcher mit zunehmendem Zeiger t fortwährend ab
nimmt und der Einheit beliebig nahe kommt. Deshalb kann 
man dem Zeiger einen so grossen Werth t beilegen, dass das 
Product

1Factor gleich einem positiven unechten= 1 + —1

e~a( 5 + t
U+t-i(20) = co

für £ = 0, wo es co0 heissen möge, und daher auch für jeden 
positiven Werth von | kleiner als die Einheit ist. Die Aus
drücke in (19), welche den sämmtlichen folgenden Zeigern 
t-t-1, t + 2, .. entsprechen, sind kleiner als (20) und daher eben
falls unter der Einheit gelegen. Nun lässt sich ein beliebiger 
Functionswerth aus (18), bei dem die Zahl t grösser als t ist, 
so umformen 

—«(£+0 (|+ t) = 6“"u'+t~T)(£+t—1) (e~a (c~a ś+t \ 
§+t-ir\ ï+t—i)(21) e

-«(S+t-1)(| + t — 1) für jeden zwi
schen 0 und 1 liegenden Werth £ kleiner als die durch Ver- 
grösserung der beiden Bestandtheile erhaltene Grösse

Hier ist der Functionswerth e

der nächste Factor vermöge (20) gleich to, jeder der auf diesen 
folgenden kleiner als co. Mithin ist das Product aller t — t +1 
Factoren kleiner als die ebenso hohe Potenz von co, und, weil co 

für jeden vorkommenden Werth von £ kleiner als die nach der 
Voraussetzung unter der Einheit befindliche Grösse

(22)

t—a(23) =t— 1
ist, auch kleiner als die gleiche Potenz von tou. So entsteht 
die Ungleichheit

éT*(l+0 (£+*)< éT"(t—1}t w'~t+1 ; 
auf der rechten Seite überschreitet der zu dem echten Bruche 
w° gehörende Potenzexponent t —1 + 1 mit wachsender Zahl

(24)



Vergleichung einer Potenz und einer Exponentialfunction. § 74.446

t—t+iDamit erhält die Potenz co0 , und folglicht jede Grösse.
auch ihr mit der festen Grösse e~"(t_1)t genommenes Pro
duct einen beliebig kleinen Werth, und dieser ist grösser 
als der auf der linken Seite von (24) mit einem zwischen 0 und 1
beliebig angenommenen Werthe von £ und der wachsenden 
Zahl t gebildete Functionswerth e 
jeden auf irgend eine Art wachsenden Werth des Arguments x 
ausdrückt, so ist erwiesen, dass die Function er“a'x für positive 
über jede Grenze zunehmende Werthe von x gegen die Null 
convergirt.

—«(£+0 (£+£). Weil nun £+ź

Dass die Function (16), in welcher Je einen beliebigen po
sitiven Werth bedeutet, dieselbe Eigenschaft hat, folgt daraus, 
dass die mit den gegebenen positiven Werthen a und Je dar
gestellte Function

(25)
nach dem so eben begründeten Satze für ein positives wachsen
des x unter jede noch so kleine Grösse fällt, dass durch Erhe
bung von (25) auf die Æte Potenz die Function (16) erzeugt 
wird, und dass das Resultat der Erhebung einer beliebig kleinen 
Grösse auf eine Potenz von bestimmtem positiven Exponenten 
ebenfalls eine beliebig kleine Grösse ist. Das zuletzt genannte

Lemma ist in § 9 für einen Exponenten ? bei dem n eine

positive ganze Zahl darstellt, bewiesen und auf positive rationale 
Exponenten ausgedehnt; dasselbe kann auch leicht auf einen 
beliebigen positiven Exponenten übertragen werden. Wenn

fyinämlich — einen rationalen Bruch, der unter dem gegebenen

positiven Werthe Je angenommen ist, und o einen unter der Ein
heit liegenden Werth bezeichnet, so gilt nach I, § 100 die

xe

Ungleichheit gk < q ". Sobald daher unter gewissen Bedin

gungen q " beliebig klein wird, so muss (/ ebenfalls beliebig 
klein werden, woraus sich das Gesagte ergiebt.

Die nachgewiesene Eigenschaft der Function (16) erlaubt 
zunächst einzusehen, dass das über dieselbe zwischen zwei po



§ 74. Vergleichung einer Potenz und einer Exponentialfunction. 447

sitiven Werthen a und ß genommene Integral
/•/*+* , 
j e x dx,(26)

wo a eine positive von Null verschiedene, 1c eine positive oder 
verschwindende Constante bezeichnet, bei stets wachsender oberer 
Grenze gegen einen festen Werth convergirt. Denn man kann 
die positive Grösse a immer als die Summe von zwei positiven 
Grössen b und c betrachten, mithin dem Integral (26) die Gestalt 
geben

/»/*+*
/ —hx —cx k 7Je e x dx,(27)

und die Integration wieder von a bis zu einem festen Werthe ß, 
dann von ß bis ß + h führen. Der Factor e~CJrx, welcher mit 
wachsendem x beliebig klein wird, bleibt für alle über einer 
gewissen Grösse £ liegenden Werthe von x kleiner als eine 
feste Grösse (£; indem ß grösser als £ gewählt wird, gilt diese 
Eigenschaft für das ganze von ß bis ß + h ausgedehnte Inter
vall. Da der andere Factor stets positiv ist, so liegt 
der Werth des von ß bis ß+h erstreckten Integrals vermöge 
des oft angewendeten Satzes unter dem Product der Grösse 
ß in das auf e~hJ bezügliche Integral

yß 4*Ä —hx[=H -hß_ e-b(ft+k)
—hx 7e dx =(28) b

-hßg
dessen Werth für jedes positive h kleiner als die Grösse —- 
ist. Daher besteht die Ungleichheit

/ —bx —cx k 7 _ Cle e x dxc——J bP
wo der Factor e-/'/y für einen hinreichend grossen Werth von ß

(Sso klein ward, dass auch sein mit dem festen Quotienten -y

gebildetes Product unter jeder gegebenen Grösse liegt. Also lässt 
sich die Grösse ß so einrichten, dass der Werth des Integrals 
(27), wie gross auch ß + h gemacht werden möge, von dem

-hß
(29) 6,



Integral, das über dieselbe Function von a bis ß ausgedehnt 
ist, um beliebig wenig abweicht, und das war behauptet worden.

Eine genau entsprechende Betrachtung gilt für die Inte
gration des Products aus der Function (16) und einer Function 
cp(x), welche für positive über jedes Mass wachsende Werthe 
von x innerhalb bestimmter Grenzen bleibt, und liefert den fol
genden Satz :

(II) Wenn die zu integrirende Function gleich dem Product 
einer Function cp{x), welche hei positiven unendlich wachsenden 
Werthen von x gewisse Grenzen nicht überschreitet, und eines 
Ausdrucks e~ai x ist, in dem a eine positive von Null verschie
dene, k eine positive oder verschwindende Constante bedeutet, so 
darf die Integration nach der Variable x auf positiv unendlich 
wachsende Werthe erstreckt werden.

Die Untersuchungen des gegenwärtigen und des vorigen § 
stehen zu einander in naher Beziehung. Falls in dem obigen 
Integral (7) statt x eine neue Variable

y = - -

eingeführt wird, so geht dasselbe nach dem mitgetheilten Ver
fahren in das Integral

(30)

Jß+h

(31) dg

ß ß+h
1über. Die untere Grenze des Integrals nähert sich beiß + h

beständig wachsendem h der Null, die Function cp (~~j bleibt

nach der Voraussetzung immer endlich, der Exponent k — 2 der 
Grösse g ist ein negativer echter Bruch. Es liegt also ein In
tegral vor, das mit dem Integral (8) des vorigen §, auf welches 
der dortige Satz gegründet ist, übereinstimmt. Die obige Func
tion (16) verwandelt sich durch Substitution einer neuen Variable

z — e
die für einen positiven unendlich wachsenden Werth von x 
gegen die Null convergirt, und durch welche x vermöge, der 
Gleichung

—./•(32)

4« Transformation von Integralen. § 74.

$ ^



X = log — ° z
ausgedrückt wird, in die Function

(33)

(34) —k
(logT)

In der zweiten Darstellung nähert sich bei der gegen die Null 
gerichteten Abnahme des positiven z sowohl die im Zähler befind
liche positive Potenz von z wie auch die im Nenner stehende

negative Potenz von log der Null, und zwar geschieht dies

wegen der vorhin für die Function (1(5) nachgewiesenen Eigen
schaft in der Weise, dass der Quotient gegen die Null 
convergirt. Man sieht also, dass sich eine Potenz von z, deren 
Exponent irgend eine wenn auch Meine positive Grösse ist, 
stärker der Null nähert als eine negative Potenz der Function
log^. Wendet man die Substitution (32) auf ein Integral

/»/*+*
J e~ax xk<p(x) dx 

P
an, das unter den Bedingungen des Satzes (II) für einen an
gemessen gewählten Werth ß und einen ohne Ende wachsenden 
Werth ß + h numerisch beliebig klein bleibt, so entsteht, weil

(35)

1dx(30) dz z
ist, das Integral

ft ‘(l0S'i)(37)
e

in welchem die untere Grenze e~gegen die Null conver* 
girt, der Exponent a — 1 zwischen — 1 und + oo mit Ausschluss 
der negativen Einheit liegt, der Exponent 1c positiv oder
verschwindend ist, und die Function cp (log-

herung von z gegen die Null endlich bleibt. Somit folgt aus 
dem Satze (II) die Berechtigung, bei dem zugehörigen Integral

bei der Anna-

ft '('osy)'^-“)^(38)
29Lipschitz, Analysis II.

Transformation von Integralen. 449§ 74.
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Differentiation eines Integrals nach einem Parameter.450 § 75.

auch wenn der Exponent a — 1 gleich einem negativen echten 
Bruche ist und dadurch die Function fiir z = 0 unendlich gross 
wird, die Integration bis zu dem Werthe s = 0 auszudehnen. 
Durch dieses Ergebniss wird die im vorigen § aufgestellte Regel 
erweitert.

§ 75. Differentiation eines bestimmten Integrals nach einer 
von den Integrationsgrenzen unabhängigen Grösse.

In dem Satze (VII) des § 25 wird gelehrt, dass der Dif
ferentialquotient eines von a bis ß ausgedehnten Integrals

-ft
!fix) dx, nach der oberen Grenze ß genommen, gleich dem

Functionswerth f(ß), nach der unteren Grenze a genommen, 
gleich dem negativ gesetzten Functionswerth f(a) ist. Für die 
Integrale von Functionen, die ausser der Integrationsvariable x 
noch eine unabhängig veränderliche Grösse oder, wie man zu 
sagen pflegt, einen Parameter n enthalten, macht sich bis
weilen das Bedürfniss geltend, eine Differentiation in Bezug 
auf diesen letztem auszuführen. Wir bezeichnen die betreffende 
Function mit fix, c), und betrachten das von « bis ß erstreckte 
Integral derselben als den Grenzwerth des nach der Vorschrift 
des § 20 gebildeten Summenausdrucks
( 1 ) f(x0, c) (x1 - x0) + f(xv c)(xi-x1) + ...+f(xH_v c) (xn-Xn_f), 
wo x0=a, xn—ß ist und die Werthe x0, xv x2,.. . xn der alge
braischen Grösse nach auf einander folgen. Die Differentiation 
von (1) nach c geschieht in der Weise, dass die der Zunahme 
von c um Je entsprechende Differenz von (1) durch Je divi- 
dirt und der zu einem stets kleiner werdenden Je gehörige 
Grenzwerth des Quotienten aufgesucht wird. Wenn a die Reihe 
der Zahlen 0, 2, ...n— 1 durchläuft, so hat man in demsel
ben Umfange die Summe der Quotienten 

/(>„ <' + .«) — /■'>,„ c)
O.+i-*«)

zu nehmen. Nun wird vorausgesetzt, dass der für die Function 
f(xa, c) gebildete Differenzenquotient, sobald Je der Null ge
nähert wird, gegen einen bestimmten Grenzwerth, den par-

(2)
/IC



df(xa, c)
convergire, und dass ausser- 'tiellen Differentialquotienten d c

dem in der Gleichung
C)f(æa, c + Jc) — f(xa, c)

(3) + madeJe
die Grösse ma bei einem hinreichend Meinen Je für jeden vor
kommenden Werth von xa numerisch unter derselben beliebig kleinen 
Grösse g liege. Hiernach ist die von ci —0 bis a —n—1 aus- 
zudehnende Summe des Ausdrucks (2) gleich dem Aggregat der 
beiden Summen

df(xa, c)
(*a+—*a) + -f WaK+l—'*«)•(4) 2 de

alsDie erste derselben verwandelt sich, da f{x, c) und

eindeutig, endlich und stetig vorausgesetzt werden, für eine 
wachsende Zahl n und abnehmende Intervalle der zwischen

a und ß eingeschalteten Werthe, in das über

Variable x von a bis ß auszudehnende Integral. Die zweite 
Summe hat vermöge der über die Grössen ma getroffenen An
nahme einen Werth, welcher für ein hinreichend kleines Je 
numerisch unter dem Product der beliebig kleinen Grösse g in 
die Differenz ß — a liegt; die letztere ist nach einer häufig be
nutzten Bemerkung gleich dem Werthe der Summe der vorhan-

d c

df(x,c) nach derde

I)—1
denen Differenzen J? {xa+]—xf). Der gesuchte Differentialquo

tient des durch die Summe (1) vertretenen Integrals wird des
halb folgendermassen durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt

ff(j, c] dx p
dfix, c)

(5) dx.de de

Diese Gleichung enthält die Regel, dass unter den angegebenen 
Bedingungen der Differentialquotient eines Integrals nach einer 
von den Integrationsgrenzen unabhängigen Grösse c erhalten wird, 
indem man zuerst die zu integrirende Function nach der Grösse c 
differentiirt und dann das Ergebniss in Bezug auf die Variable x 
zwischen den vorgeschriebenen Grenzen integrirt.

Differentiation eines Integrals nach einem Parameter. 451§ 75.



Differentiation eines Integrals nach einem Parameter. § 76.452

Die Integration einer Function f{x, c) nach x zwischen den 
Grenzen a und ß, und die Differentiation nach der Grösse c 
sind zwei verschiedene Grenzprocesse ; zufolge der aufgestellten 
Regel entsteht dasselbe Resultat, sobald entweder zuerst die 
Integration und hierauf die Differentiation, oder zuerst die 
Differentiation und hierauf die Integration vorgenommen wird. 
In gleicher Weise bezieht sich das allgemeine Theorem des 
§ 72 auf die beiden Grenzprocesse der Summation und Inte
gration, und lehrt eine Bedingung kennen, unter welcher die 
Reihenfolge dieser Grenzprocesse mit einander vertauscht wer
den darf. Für das auf der rechten Seite von (5) vorgeschrie
bene Verfahren wird der Namen der Differentiation unter dem 
Integralzeichen gebraucht. Mit Hülfe "der in den beiden letzten § 
gegebenen Definitionen lässt sich dieses Verfahren unter gewis
sen Bedingungen auch auf solche Fälle übertragen, in denen 
die Function f(x, c) unter dem Integralzeichen unendlich wird, 
oder das Intervall der Integration eine unendliche Ausdehnung 
erhält. Doch kommt es auch vor, dass die für die Berechti-

des Integrals ff{x7 c) dx nothwendigen Voraussetzungen
a

erfüllt, dagegen die für Berechtigung des Integrals /

gung

eef&c) dx
d e

nothwendigen Voraussetzungen nicht erfüllt sind. Unter diesen 
Umständen muss geschlossen werden, dass der nach c zu neh
mende Differentialquotient des ersten Integrals durch die Aus
führung einer Differentiation unter dem Integralzeichen nicht 
dargestellt werden könne, und es bedarf einer speciellen Unter
suchung, um zu entscheiden, ob die bezeichnete Differentiation 
des ersten Integrals auf einem andern Wege ausführbar oder 
überhaupt nicht zu bewerkstelligen sei.

§ 76. Ausgezeichnete bestimmte Integrale.

Bei der Definition eines bestimmten Integrals wurde vor
ausgesetzt, dass die Grenzen desselben innerhalb des Intervalls, 
für welches die zu integrirende Function gegeben ist, beliebig 
gewählt werden dürfen. Durch eingehende Beschäftigung mit 
diesem Gegenstände hat sich nun herausgestellt, dass gewisse
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bestimmte Integrale, deren Integrationsgrenzen für die betreffende 
Function eine besondere Bedeutung haben, eine ausgezeichnete 
Stellung einnehmen. Zu den Integralen solcher Art, welche in 
einem engeren Sinne bestimmte Integrale genannt werden, ge
hören die beiden, vermittelst deren in § 73 und 74 die Zahl tc

des einen schliessen1dargestellt ist. Für die Function
|/l—x'-

die negative und positive Einheit das Intervall ein, innerhalb 
dessen die Function reell bleibt; bei einer Annäherung an die 
extremen Werthe wird sie unendlich gross, jedoch so, dass die 
Ausdehnung der Integration bis zu diesen Werthen noch ge-

1stattet ist. Dagegen darf die Function des andern über1 +æ2
das ganze Gebiet der reellen Werthe von —oo bis oo integrirt 
werden. Insofern gelten die Integrale

äx
(1) TT,

~j1---X1

äx
(2) =1 +x*

—OO

als ausgezeichnete bestimmte Integrale. Da jede der vorliegen
den Functionen für x und —x denselben Werth annimmt, 
und deshalb, von der unteren Grenze bis Null, und von Null

bis zu der oberen Grenze integrirt, das gleiche Resultat ~

liefert, so gehören hierher auch das erste Integral von —1 bis 
0, und von 0 bis 1 ausgedehnt, das zweite Integral, von — co bis 
0 und von 0 bis oo ausgedehnt.

Andere ausgezeichnete bestimmte Integrale treten bei der 
Integration der trigonometrischen Functionen hervor. Die Func
tionen cos x und sin x sind, wie in I, § 103 erörtert ist, perio
dische Functionen ihres Arguments mit der Periode 27t; wenn 
man daher durch m eine positive oder negative ganze Zahl be
zeichnet und den Cosinus und Sinus des ganzen Vielfachen m x 
bildet, so gelten die Gleichungen

cos m (x + 2 7t) == cos wæ, 
sin m (x + 2 n) = sin mx ;

(3)
(4)



§ 76.Ausgezeichnete bestimmte Integrale.4SI

in Folge derselben sind cos mx und sin mx ebenfalls periodische 
Functionen des Arguments x mit der Periode 2/r. ,Man setze 
nun in den Gleichungen (5) und (6) des § 71 statt der Con
stante b die von Null verschiedene ganze Zahl m, und leite 
aus den daselbst angegebenen unbestimmten Integralen die be
stimmten ab, welche sich von einem beliebigen Werth £ bis zu 
dem um 2 n grösseren Werthe £+2 u erstrecken, indem man von

sin mx cos mxden betreffenden Ausdrücken die Diffe

renz der zu x=£ und x—£ + 2tc gehörigen Werthe nimmt; da 
diese nach den obigen Gleichungen (3) und (4) verschwindet, so 
entstehen die bestimmten Integrale

„1+2#
! cos mx dx — 0,

undm m

(5)
■y

„£+2 n
f sin mx dx — 0.(6)

i
Für m = 0 ist cos mx gleich der Einheit, sin ma; gleich Null, 
so dass alsdann das erste Integral den Werth 2 7 t erhält, das 
zweite verschwindend bleibt. Vermittelst desselben Princips 
kann man aus den Gleichungen (19) und (20) des angeführten 
§71 Schlüsse ziehen, sobald für b eine ganze Zahl m, für c 
eine ganze Zahl n gesetzt wird, die beide der Einfachheit halber 
als nicht negativ angenommen werden. Es finden sich, wofern 
m und n von einander verschieden sind, die Gleichungen 

„S+2#
/ cos mx cos nx dx — 0,

„s+2#
sin mx sin nx dx = 0.

(7)
■y

J(8)

und für irgend zwei differente oder gleiche Zahlen m und n 
kommt

f sin mx cos nx dx = Q.' (9)
■1

Dagegen erhält man für jede von der Null verschiedene Zahl 
m die Gleichungen



r^+'ln 
/(cos mxY dx — ?r,

/(sin mxf dx — u,

(10)

(11)

während bei dem Werthe m = 0 das Integral (10) gleich 2zr, 
das Integral (11) gleich Null wird.

Um die Ausbildung der Lehre von den bestimmten Inte
gralen im engeren Sinne hat sich Eider ganz besondere Ver
dienste erworben. Nach ihm heisst das Integral

cp(a, Ć)— jy ‘ (1 - y)c—1(12) dy,
o

in welchem a und c positive (konstanten bedeuten, ein Euler'- 
sches Integral der ersten Gattung, das Integral

r(i) = fe-'z i(13) dz,

wo 1c eine positive Constante bezeichnet, ein Euler'sches Inte
gral der zweiten Gattung. Bei dem erstem wird die zu inte- 
grirende Function, falls a und c echte Brüche sind, für y — 0 
und für y= 1 in einer solchen Weise unendlich, dass nach § 73 
die Ausdehnung bis zu diesen Grenzen gestattet ist. Das gleiche 
gilt bei dem zweiten Integral für die untere Grenze z = 0, wo
fern k ein positiver echter Bruch ist ; die unendliche Ausdehnung 
des Intervalls wird durch den Satz (II) des § 74 gerecht
fertigt. Wir begnügen uns, hier nur wenige Eigenschaften der 
Euler'sclaen Integrale mitzutheilen.

Das Integral der ersten Gattung bleibt bei der gegensei
tigen Vertauschung der beiden Argumente a und c ungeändert. 
Denn durch Anwendung der Substitution

y = 1— e(14)
geht die Function ya~x (1—y)'1 in (1 — z)"1 z"~^, das Differen
tial dy in —dz über, die untere Grenze wird gleich der Ein
heit, die obere gleich der Null, und bei der Vertauschung der
selben verwandelt sich das Integral nach dem Satze (V) des 
§ 25 in den entgegengesetzten Werth. So ergiebt sich die 
Gleichung

Euler’sche Integrale. 465§ 70.



§ 76.456 Euler’sche Integrale.

dy= f (1—z)alz 
h

fy \i — y)(15) c—1c—1 dz,
o

deren linke Seite gleich cp(a,c), deren rechte gleich cp(c, a) ist. 
Man kann ferner den Werth eines Integrals cp(a,c) mit beliebigen 
Argumenten auf ein Integral zurückführen, dessen beide Argu
mente positive echte Brüche sind. In dem Integral

cp (a, c + 1) —f\ya~l (1 —y)c dy 
o

gleich dem nach y genommenen Differential-
aIf

quotienten der Function —■> so dass nach (III) des § 25 durch 

theilweise Integration die Gleichung

(16)

a—1ist der Factor y

[ f jl(X-y)r 1 dy

0

tf-\l-y)cäy =(17)

entsteht. Hier verschwindet die mittelst der eckigen Klammer

(1 — y)c sowohl fürangedeutete Differenz, weil die Function

y—--0 wie auch für y= 1 gleich Null wird. Indem das Inte
gral der linken Seite durch Ablösen eines Factors 1— y als das 
folgende Aggregat dargestellt wird

.i(18) /,/-'( 1 -y)cdy=f y~\\-y) 

0 Ô
dy—J y(}~y)r 1dy,

0
c—1

hat man also die beiden Relationen
cp (a, c + 1) = cp (a, c) — cp (a + 1, c)

■^r cp (a + 1, c)
Qj

(19)

cp (a, c 4 1) =

aus denen die Reductionsformeln

-— cp (a, c) a + c ’
~a^cp(a,c\cp(a,c + 1)

folgen. Mit Hülfe derselben lässt sich zuerst das eine, dann das 
andere Argument eines gegebenen Integrals unter die positive Ein
heit herabdrücken, und auf diese Weise der bezeichnete Zweck 
erreichen. Sobald die beiden Argumente gleich rationalen Brüchen 
sind, ist das Integral der zweiten Gattung das Integral einer 
algebraischen Function. Unter der Voraussetzung c=l ver-

(20) cp(a + l,c)=

a ^

a i
aj



schwindet der Exponent des unter dem Integralzeichen in (12) 
befindlichen zweiten Factors, die unbestimmte Integration ergiebt

, und durch Einführung der Grenzen kommtdie Function
,1

ff(a,l)=J if 1 dy= •
o

(21)

— > c = ~ bewirkt die Substitu-Jt
lFür die speciellen Werthe a — -u

tion y = u2, dass
ii

i i
—T 2 — 2 / (1 —u2) du(22) v (i—y)

0 0
wird. Das transformirte Integral fällt alsdann mit dem obigen 
Integral (1) zusammen, woraus die Gleichung

fl 1
ns’ 2(23) = 7t

entsteht.
Auch das Euler'sehe Integral der zweiten Gattung von 

beliebigem Argument erlaubt eine Reduction auf ein Integral, 
dessen Argument einen unter der Einheit und über der Null 
liegenden Werth hat. Betrachtet man in der Darstellung (13) 
den Factor sk—1 wieder als den Differentialquotienten der

li
Function - -, so entsteht durch theilweise Integration die Glei

chung
oox
—z k -fe z dz.k—l(24) es ds

0 0
Nun hat die durch die eckige Klammer angedeutete Differenz

—s kc zebenfalls den Werth Null, da der Ausdruck —-— für s=07 k
wegen der positiven Potenz sk und für positive wachsende 
Werthe von s vermöge eines in § 74 bewiesenen Satzes ver
schwindet. Mithin folgt aus (24) die Gleichung

r(k+ 1 ) = kr(k),
durch deren wiederholte Anwendung jede V Function auf eine
(25)

Euler’sche Integrale. 457§ 76.
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andere zurückgeführt werden kann, bei welcher das Argument 
zwischen 0 und 1 liegt. Für das Argument Je = 1 kommt

oo
jT(1)= fe~"dz. 

0
(26)

Weil die Ausführung der unbestimmten Integration den Werth 
— e~l liefert, der für z = 0 gleich der negativen Einheit, für 
ein positives unendlich wachsendes z gleich Null ist, so findet 
sich

F( D=l.
Vermöge der Gleichung (25) nimmt also die Function F (Je) 
für jeden positiven ganzzahligen Werth von Je den Werth 

F (Je) = 1.2.3 ... (Je — 1),_ 
oder den Werth des Products der natürlichen Zahlen von 1 bis 
(Je—1) einschliesslich an, welcher in I, § 46 (Je—1 )Facultät 
genannt und mit (Je — 1)! bezeichnet worden ist. Mit Rück
sicht auf diese Eigenschaft hat Gauss in der schon erwähn
ten Abhandlung disquisitiones generales circa seriem infinitam

(27)

(28)

a.ß x + ... für die Function F(x) die Charakteristik Ff eines1 +
Y

Products
F (Je) FI (Je - 1)

angewendet.
Neben den ganzzahligen Argumenten hat das Argument

für die 1 'Function eine hervorstechende Bedeutung. Bedient 

man sich bei dem in (13) dargestellten Integral F ^ J der Sub-

— Tstitution z = x2, so wird z 
Umformung

d z = 2 d x, und es entsteht die

T0e z 2 dz — 2(29) dx.

Da ferner das neue Integral, von —oo bis 0 und von 0 bis oo 
genommen, denselben Werth liefert, so kann der Factor 2 fort
gelassen, und statt dessen von —oo bis oo integrirt werden, 
woraus der Ausdruck

Euler’sche Integrale.458 § 76.
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§ 77. Potenzreihen und trigonometrische Reihen. 459

4)-/- dx(30)
— co

hervorgeht. In § 92 wird bewiesen werden, dass dieses Integral 
gleich der positiven Quadratwurzel aus der Zahl n ist.

Capitel X.
Darstellung von Functionen durch trigonometrische

Reihen.
§ 77. Zusammenhang: zwischen Fotenzreihen und trigono

metrischen Reihen.
Bei der allgemeinen Erörterung der Potenzreihen in I, § 107 

hat sich für eine nach den Potenzen einer Variable z geordnete 
Reihe, deren Coefficienten reell sind, gezeigt, dass, wenn statt 
z die complexe Grösse x + iy gesetzt, die letztere aber mit 
Hülfe des absoluten Betrages r und eines innerhalb einer 
Kreisperipherie eindeutig bestimmten Winkels i9 in die Gestalt 

x 4- iy = r (cos # 4- i sin <*/■)
gebracht wird, nach Sonderung des Reellen und Imaginären 
der reelle Theil der Reihe die Cosinus der auf einanderfolgen
den ganzen Vielfachen von der imaginäre Theil die Sinus 
der aufeinanderfolgenden ganzen Vielfachen desselben Winkels 
enthält. Betrachtet man eine nach den Potenzen einer Variable 
z fortschreitende Reihe, deren Coefficienten complexe Grössen 
c0 4- id0, c1 + id1... sind,

s?=(c0-\ridQ)+(c] +id1)z+(c2 4- i d.2)z~ 4-... + (c /4-i d(i) z \ 
und verfährt mit z in der so eben bezeichneten Weise, so liefert 
die Trennung des Reellen und Imaginären das Ergebniss 

(3) s(l—c()+ (c1 cos d —d} sini9)r+(c2cos2V — d2sin2d)r2 +.. 4- (c;cosqd—d(jsinqO-)rq 
+i (d0 -t- (Cj sin t) + djcos Ü)r 4- (c2sin 2 Ü 4- iZ2cos 2 &)r2 4-.. 4- (c^sin qd+ d(/ cos q 0-)r'). 

Hier kommen in dem reellen wie in dem imaginären Theile die 
Cosinus und Sinus der ganzen Vielfachen von # vor, und man 
kann sich jede der beiden Reihen ebenso gut nach den Potenzen 
des Betrages r wie nach den auf einander folgenden Cosinus 
und Sinus des Winkels 0 geordnet denken. Unbegrenzte Reihen, 
welche nach den Cosinus und Sinus einer Grösse i) fortschreiten,

(1)

(2)



§ 78.Potenzreihen und trigonometrische Reihen.460

1und deren Coefficienten -a0, at, a2, ... bt, ... von iß unab

hängige reelle Grössen sind, von der Gestalt 
^ a() 4- aL cos iß- + a2 cos 2 iß +. ..

4- sin iß + &2 sin 2 iß 4- ..., 
werden trigonometrische Reihen genannt; diese Reihen umfassen 
den auf der rechten Seite von (3) dargestellten reellen und 
imaginären Theil von s . Wie im vorigen § bemerkt, sind die 
Cosinus und Sinus der ganzen Vielfachen eines Arguments iß 
periodische Functionen von iß mit der Periode 2 n. Da nun die 
Reihe (4) aus lauter Gliedern von dieser Beschaffenheit besteht, 
so muss auch der dargestellte Werth an der Eigenschaft Theil 
nehmen, bei der Vermehrung des Arguments iß um die Grösse 
2 n ungeändert zu bleiben. Aus diesem Grunde genügt es, den 
Werth der Reihe für ein Intervall der Variable iß ins Auge 
zu fassen, dessen Umfang gleich 2 n ist; wir wählen hierzu das 
von —7t bis 7t ausgedehnte Intervall, und zwar, da die Reihe 
für beide Argumente den gleichen Werth annehmen muss, mit 
Einschluss des einen Werthes — n und mit Ausschluss des 
andern 4- 7t.

(4)

§ 78. Entwickelung einer gegebenen Function in eine 
trigonometrische Reihe.

Es fragt sich jetzt, unter welchen Bedingungen eine für 
das Intervall von —tt, bis 4-n gegebene Function einer Grösse 
iß in eine trigonometrische Reihe entwickelt werden kann, und 
welche Mittel für diesen Zweck zu Gebote stehen. Die Reihen
folge, in der wir uns mit den beiden Fragen beschäftigen wollen, 
ist die umgekehrte von derjenigen, in der sie hier erwähnt 
werden; ausserdem können wir bei der Beantwortung der erstem 
eine gewisse willkürliche Einschränkung nicht vermeiden. Ge
setzt, eine gegebene Function f(iß) lasse sich durch eine un
endlich ausgedehnte im vorigen § mit (4) bezeichnete trigo
nometrische Reihe auf die Art ausdrücken, dass für jeden 
zwischen —tc und 4- n liegenden Werth von iß eine Zahl n 
angegeben werden kann, bei welcher die Summe der (2 n + 1) 
ersten Glieder



1- a0 + ax cos if + a2 cos 2 if + ... + an cos n if

+ b1 sin if + b2 sin 2 if + ... +• bn sin n if 
von dem darzustellenden Werthe numeriscli um weniger als 
eine beliebig gegebene kleine Grösse co abweicht. Wenn dann 
die Function f(if) mit einem von if abhängenden endlichen und 
stetigen Factor multiplicirt wird, so ist zufolge § 72 das nach 
if innerhalb der Grenzen —n und + n genommene Integral 
des Products gleich der Summe, welche entsteht, indem die 
einzelnen Glieder der betreifenden Reihe mit jenem Factor 
multiplicirt und nach if in dem angegebenen Intervall integrirt 
werden. Man kann nun den Factor der Function f(if) so ein
richten, dass bei der Integration der einzelnen Bestandtheile 
der Reihe alle Glieder mit Ausnahme eines einzigen beliebig 
zu wählenden herausfallen, und nur der Coefficient von diesem
erhalten bleibt. Zu dem Coefficienten ^-au gehört die Einheit,

zu einem beliebigen anderen Coefficienten am die Function 
cos mif, zu einem beliebigen Coefficienten bm die Function 
sin m if als Factor. Hierbei benutzt man die in § 76 von 
(5) bis (11) notirten bestimmten Integrale, deren von einer 
beliebigen Grösse £ bis |-t-2 it auszudehnendes Intervall unter 
der Annahme £=—n von —n bis 4-n geht. Für jede von 
Null verschiedene ganze Zahl n gelten die Gleichungen

j cos nif dif = 0, /sin n if d if
— 71

(1)

(2) = 0,
— 71

hingegen ist

./(3) = 2 n\
— 7t

ferner kommt, wofern m nicht gleich Null ist, für jeden von m 
verschiedenen Werth der Zahl n,

(4) j cos n if cos m if d if = 0, f sin n if cos m if d if — 0,
— 71 —7t

(5) Jcos n if sin m if d if = 0, j sin n if sin m if d if = 0,
— 7t — 7t

und ausserdem

§ 78. Entwickelung einer Function in eine trigonometrische Reihe. 461
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(G) f cos m d cos m d d d=7r, j'sin m d cos m d = 0,
— 71 —71

(7) ! cos m d sin m d d d — 0, f sin m d sin m d = ir.
— 71

Demnach entstehen durch Anwendung- der genannten Factoren 
die folgenden Gleichungen, vermöge deren die sämmtlichen 
Coefficienten der trigonometrischen Reihe mit Hülfe bestimmter 
Integrale ausgedrückt werden,

— 71

f f(d)dd 

j f (d) cos m 0 d d 

f f ('/) sin m 3 d 0 = bm

a0.2 7T(8)
— 71

(9) = «» • n,
— 7t

(10) . TT.
----7t

Die Gleichungen (9) und (10) sind für einen von Null 
verschiedenen Werth der Zahl m abgeleitet, die Gleichung (9) 
geht jedoch bei m — 0 in (8) über und gilt daher mit Einschluss 
des Werthes Null. Da in Folge der Definition eines bestimm
ten Integrals der Buchstabe, welcher die Integrationsvariable 
andeutet, durch einen beliebigen anderen ersetzt werden darf, 
so möge in (9) und (10) statt des in der Reihe gebrauchten 
Buchstabens d ein anderer or gesetzt werden; dann ergeben 
sich für am und bm die Bestimmungen

1am — — j f{cc) cos mad er, bm= f(a)s\\\mada.(11)

----7t

Bei der Substitution dieser Ausdrücke in die Reihe (1) des 
vorigen § gewinnt dieselbe die Gestalt

— 7t

1i /’(er) COS or ćZa COS d + — / f(a)cos2adaco$2d +.. .(!2) +

— 7t----7t— 7t

ß11 /’(or) sin 2 or Korsin 2 d + . ..H---- / f(a) sin or Korsin d 4- —

— 7t— 71

462 Entwickelung einer Function in eine trigonometrische Reihe. § 78.
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463Convergenz einer trigonometrischen Reihe.§ 79-

Es werden also die Coefficienten der gesuchten Entwickelung 
durch Ausführung von bestimmten Integrationen gefunden; mit 
diesem Verfahren beginnt eine neue Anwendung der Integral
rechnung.

§ 79. Untersuchung: der Convergenz einer trigonometrischen 
Reihe vermittelst des Ausdrucks der Summe einer endlichen 

Zahl ihrer Glieder durch ein bestimmtes Integral.

Wenn eine Function f(ß) für das von — n bis + n aus
gedehnte Intervall eindeutig, endlich und stetig gegeben ist, so 
lassen sich die zugehörigen in der Reihe (12) des vorigen § 
angegebenen Coefficienten aufstellen, und es ist möglich, abge
sehen von irgend einer vorläufigen Annahme, zu prüfen, ob die 
so entstandene Reihe convergire und den vorgeschriebenen 
Werth f(xf) richtig ausdrücke. Diese Aufgabe hat Lejeune 
Dirichtet in dem Aufsatze sur la convergence des séries trigono- 
métriques qui servent à représenter une fonction arbitraire entre 
des limites données, Grelles Journal JBd. IV, zum ersten Male 
gelöst, und später in Loves Repertorium für Physik mit sehr ein
fachen Hülfsmitteln behandelt; wir werden uns der letzteren Be
arbeitung anschliessen. Zur Beurtlieilung der Convergenz ist 
die Summe der (2w+l) ersten Glieder der Reihe (12), oder 
die im vorigen § mit (1) bezeichnete Summe zu untersuchen, 
nachdem für am und b die Ausdrücke (11) substituirt sind; 
sobald sich dieselbe für eine wachsende Zahl n einem festen 
Grenzwerthe nähert, stellt dieser den zu ermittelnden Werth 
der vorgelegten unendlichen Reihe dar. Um die betreffenden 
Glieder zusammenzufassen, können die von den Integrationen 
unabhängigen Factoren cos m J und sin m $ unter die bezüg
lichen Integralzeichen genommen und je zwei demselben Werthe 
der Zahl m entsprechende Integrale mittelst der Relation

(1) ! f(a)cosmadccQ,o$mJ+ j f(a)m\madasmmd'— f /’(a)cosm(a — 0) d a
— 7t — 7t —: 7t

vereinigt werden. Hierauf lässt sich die Summe des ersten 
Integrals und derjenigen Integrale, welche zu den Zahlen 
m—\j 2, ..‘.n gehören, da überall die Grenzen dieselben sind



und /'(er) als Factor auftritt, folgendermassen als ein einziges 
Integral darstellen

(2) i//'(“)(l+cos(K + cos n (a — d er.— Ü) + cos 2 (a — if) + ...
—TT

Auch hat es keine Schwierigkeit, die als Factor von f(a) 
erscheinende endliche Summe durch einen geschlossenen Aus
druck zu ersetzen.

In I, § 98 ist der mit (1) bezeichnete Summenausdruck 
einer endlichen geometrischen Reihe unter der Voraussetzung be
trachtet worden, dass die bezüglichen Elemente beliebige com
plexe Werthe erhalten. Für den gegenwärtigen Zweck genügt 
es, die Reihe zu vereinfachen, indem die dortigen Grössen r0 
und x gleich der Einheit gesetzt werden, auch schreiben wir 
der Uebereinstimmung wegen n statt t\ dann kommt, der Glei
chung (5) in I, § 43 entsprechend,

n +1
l-§ = l+£ + £2 +

Zieht man jetzt auf beiden Seiten den Werth \

stituirt für | eine complexe Grösse cos ß + i sin ß, deren Be
trag gleich Eins, die aber selbst nicht gleich Eins ist, bei der 
also das Argument ß nicht gleich Null oder einem ganzen 
Vielfachen von 2n sein darf, so gilt die Gleichung

(3) 1-Ï

ab. und sub-

n+1
1—(cos ß 4- i sin/5) ^ = — + (cos ß+i$mß) + .. + (cos ß+i sin ß)n ;(4) 1— (cos^ + isin/9)

nach geschehener Trennung des Reellen und Imaginären erhält 
die rechte Seite die Gestalt

+ COS ß + COS 2 ß -f . . . + COS U ßJt
+ i (sin ß + sin 2 ß + ... + sin n ß), 

und liefert desshalb als reellen Theil für ß=a — & die in Rede 
stehende Summe. Man darf den Nenner der linken Seite von (4) 
durch Einführung des halben Winkels ß so umformen

8
sin/9= 2sincos - ?

A

1 — cos/9 — isin ß = — 2i sin -y ^cos + isin -^j »

(5)

1 — cos/9=2sina- - ?(6)

Summation einer endlichen Zahl von Gliedern. § 79.464
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und erliält mithin, indem der Zähler und Nenner von (4) mit 

i sin - multiplicirt wird, den Ausdruck
Z

(2 n + \)ß

ß
dem Factor cos -—

Z

(2 n+ l)ß'ß ßcos —-----i sin —z z +- isincos -— 2 2 1
(7) 2 ’— 2isin

dessen reeller und imaginärer Theil beziehungsweise den reellen 
und imaginären Theil von (5) darstellt. So gelangt man zu den 
Gleichungen

2 * + cos// + cos2/?+ ... + cosnß,(8)
2 sin

(2 M + l)ßßcos —-----cos 2(8«) sin ß + sin2/i + . .. + sinnß\
2 sin

vermöge der erstem geht bei der Substitution ß=a — 3 das 
Integral (2) in das Integral

sin (2w+ 1)(“7t

1 2
(9) ÏT / f(<X) da3a

2 sin
— 7t 2

über. Dieses lässt sich ferner transformiren, indem statt a eine 
a _^

Variable y=—-— eingeführt wird. Dann ist a = 3-+ 2 y, für z
da tritt das Differential 2dy ein, die Grenzen der Integration

_n_ cy n_ß.
werden respective ----------und —-—> und statt (9) erscheint2 2
das Integral

7t— a
2

sin (2 n 4-1)/ dy-(10) f(3 + 2 y) sin/
— 7t — &

dasselbe ist der gesuchte Ausdruck der Summe von den (2w4-l) 
ersten Gliedern der vorgelegten trigonometrischen Reihe.

Lipsohitz, Analysis II. 30
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Ausgezeichnetes bestimmtes Integral. § 80.466

§ 80. Discussion eines ausgezeichneten eine willkürliche 
Function enthaltenden bestimmten Integrals.

Die Ermittelung des Grenzwerthes, dem sich das im vori
gen § mit (10) bezeichnete Integral nähert, hängt hauptsächlich 
von der Betrachtung eines Integrals derselben Gestalt ab, bei 
dem die eine Grenze gleich Null, die andere Grenze gleich 
einer positiven Grösse h ist, welche zunächst gleich oder kleiner

~ sein möge. Setzt man an Stelle des Functionszeichens 

f(ß- + 2y[) das einfachere cp (y), für die Zahl 2n + 1 den Buch

staben Je und lässt den Factor fort, so entsteht das Integral

sin Je y 
sin y

als

(1) dy,

das wir jetzt zu erörtern haben. Der Werth des Integrals, welches 
aus (1) hervorgeht, indem die Function cp(y) gleich der Einheit

7tund h = — genommen wird,

T
sin Je y 
sin y

(2) dy,

folgt leicht aus der Gleichung (8) des vorigen §. Nimmt man 
hier ß=2 y, so kommt die Gleichung

S1Q^-^ = + cos2 y + cos 4 y + ... + cos 2 ny,(3)
welche nach ihrer Ableitung mit Ausschluss des Werthes y= 0 
gilt, bei der sich aber die linke und rechte Seite für einen 
gegen die Null convergirenden Werth von y demselben Grenz- 

2n+ 1 nähern. Eine von 0 bis ~ ausgedehnte Inte-Zi
gration der linken Seite von (3) ergiebt das gesuchte Integral, 
welches in dem Integral (20) des § 73 enthalten und somit als 
berechtigt erwiesen ist. Bei der Integration der Bestandtheile

werthe 2

1der rechten Seite von (3) erzeugt nur die Constante — den vonu

Null verschiedenen Werth — >4 dagegen jedes andere Glied



sin 2 my folglich durch Ein-cos 2my das unbestimmte Integral
7tfiihrung der Grenzen 0 und — den Werth Null, so dass aus

der Gleichung (3), nachdem wieder 2n-\-\=k gesetzt ist, die 
Bestimmung

2m

,2
sin ky dr=i0) sin y

hervorgeht.
Auf die Kenntniss dieses Integrals stützt sich die Unter

suchung des Integrals (1), das unter dem Zeichen die Func
tion cp (y) als Factor enthält, und dessen Werth für eine 
wachsende Zahl k zu ermitteln ist. Die Function cp (/) soll nun 
zuerst die Bedingung erfüllen, für das ganze von 0 bis h ge
hende Intervall endlich, stetig, ausserdem positiv zu sein, und 
mit wachsendem y niemals zu wachsen, das heisst entweder ab
zunehmen oder auch in einzelnen Theilen constant zu bleiben.

in dem betreffenden Intervall ebenfalls

stets positiv bleibt, so wird das Vorzeichen der in (1) unter 
dem Integralzeichen befindlichen Function nur durch den Factor 
sin ky bestimmt. Theilt man das Intervall der Integration in

7t 7teine Folge von Intervallen, die sich von 0 bis — > von — bis
k k

> u. s. f. und, wenn das gröste unter h liegende Vielfache
lndas l fache ist, von —— bis h erstrecken, so durchläuft
rC

das Argument ky die entsprechenden von 0 bis rt, von n bis 
27f, u. s. f., ausgedehnten Intervalle; die Function sin ky fällt 
deshalb im ersten positiv, im zweiten negativ aus, und wechselt 
regelmässig ihr Vorzeichen. Wenn daher die von 0 bis h aus
zuführende Integration nach einander über die genannten Tlieil- 
intervalle erstreckt wird, so erscheint S als ein Aggregat von 
Integralen, bei denen die Function regelmässig abwechselnd 
nur positiv oder nur negativ ist, und das wir, wie folgt, be
zeichnen

1Da der Factor sin y

von
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468 Ausgezeichnetes bestimmtes Integral. § 80.

S = R0-R1 +... + (—!)' R't(5)
liier ist

2 n7t

»X ,X
sin hy 
sin/

sin#/ 

sin /
(6) B0 = / cp (/) — Ri = / ?(r) rZ/,

o TT
X

(r+l)7T
A

(-D'A=/ ?W^4...(-i)'ff,=y

/TTr7T
X X

Da bei jedem dieser Integrale das Vorzeiclien des Factors 
sin 7s/ 
sin/

des § 25 Grenzen für den Werth des einzelnen Integrals, indem 
sin&/ 

sin /

valls integrirt und das Integral respective mit dem grösten und 
kleinsten Werthe der Function q{y) multiplicirt. Wegen der 
vorausgesetzten Eigenschaft der Function </>(/), niemals zuzu
nehmen, ist der Werth, welcher zu der unteren Grenze des ein
zelnen Integrals gehört, stets der gröste, der zu der oberen 
Grenze gehörende Werth stets der kleinste innerhalb der Inte
gration vorkommende, den Fall ausgenommen, wo beide einander 
gleich sind und der Functionswerth constant bleibt. Demnach 
bestehen unter Anwendung der Bezeichnungen

ungeändert bleibt, so erhält man durch den Satz (VIII)

man über den Factor innerhalb des betreffenden Inter-

2 n7t

»X k
sin hy sin hy 

sin /(7) dy, dy,Qo = -Q i =sin/

o 7t

X

(r + l )7t

v k
sin&/

sin/

h

sin hy 
sin /

dy,...(— 1)V,= dy,
l 7tV 7t

X X

die Ungleichheiten



fP (0) 0o >*.>*( I )(8) Qo

2; Qi

(v + \)n
QvJc

Offenbar ist das Aggregat der in (7) eingeffthrten Integrale 
gleich dem Integral

sinÆy dy,siny

welches für h = ~ in (2) übergeht und nach (4) den Werthu
719 hat. Wenn daher t denjenigen Werth der Zahl l bedeutet,

7twelcher zu h = — gehört, so gilt die Gleichung 

= Q0— ?! + ... + (—1)* Q‘t;(9)

hierbei ist zu bemerken, dass, weil h höchstens gleich

darf, die Zahl l niemals einen grösseren Werth als t annehmen 
kann.

sein

Die positiven Grössen q0, qx, o2, .. besitzen die Eigenschaft, 
dass jede derselben kleiner als die vorhergehende ist. Dies 
folgt mit Hülfe des vorhin benutzten Satzes daraus, dass in 
jedem der Integrale (7) der Factor sin Jcy sein Vorzeichen be
hält und der positive Factor .1

■ smy

nimmt. Der Werth (—1)’ gr liegt somit zwischen dem Product der

in das über den Factor sin le y

mit wachsendem y stets ab-

1 1undWer the . (v + l)nsm ------- -—
V TI

sin —-—K
genommene Integral

Jc
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(v-t-l)TT 0 + 1)7«
' k k

. 7 7 F cos ÄrHsm hy dy = I------^ . 2(-l)\
Ä

V7Z XX
man erhält daher die folgenden Ungleichheiten

Qo>~
1 2

(10)

i1 2
2 7«.sin — 

Jc
sin -■ 

A;

1 21 2
sin (v+l')n Æ 'r :i

sin —- Jc
die an einander anschliessen und ans denen das Behaup
tete folgt. Der numerische Werth q'( des letzten in (7) auftre
tenden Integrals bildet keine Ausnahme, weil das entsprechende

Jc

lnIntegrationsintervall, das von — bis h geht, sich höchstens bis

(l + 1 )?r erstrecken kann, und darumzu einem Wertlie h Jc
(ii)
sein muss, mithin gewiss £>,_!>(?', ist. Das Gleiche gilt für 
die letzte in (9) vorkommende Grösse q'„ welche zu der Vor-

7taussetzung A = — gehört.

Hält man die Ungleichheiten
G) > Qi > Q2 • • • > Qi-i > Q\ 

mit dem Umstande zusammen, dass die Function cp(y) bei wachsen
dem Argument nie zunimmt, so zeigen die Ungleichheiten (8), 
dass unter allen Umständen die untere Grenze von R0 grösser ist 
als die obere von Rt, u. s. f., dass also auch jede der positiven 
Grössen jß0, Rv ...R\ von der vorhergehenden übertroffen wird.

Hier kommt ein Princip zur Anwendung, welches schon in 
§ 10 benutzt ist und erlaubt, falls eine Grösse B gleich einer 
Summe von Gliedern ist, deren Vorzeichen regelmässig ab
wechseln und deren numerische Werthe der Reihe nach ab-

(12)

§ 80.Ausgezeichnetes bestimmtes Integral.470
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§ 80. 471

nehmen, den Werth yon I) in Grenzen einzuschliessen. Es sei 
D — A0 — A1 + ... + (—1)? Aq,

A0>A1>A1 ...>Aq> 0,
dann liefert die Summe einer geraden Anzahl vom ersten ab 
auf einander folgender Glieder einen kleinern, die Summe einer 
ungeraden Anzahl vom ersten ab auf einander folgender Glieder 
einen grösseren Werth als D, oder es gelten die Ungleichheiten

D> A0 — A^ A2— A3+ ... + A2m_ — A 
D C A0 Ai + A2 A3 + ... + A2m_2 A2m_i + A

Vermöge derselben folgen aus (5) für jede unter l liegende un
gerade Zahl 2m + 1 die Ungleichheiten

R0 Rx + ... + ^
S< R0~RX + ... + R2m_ 2 — R

und ebenso aus (9) die entsprechenden

> Qo — Qi + • • • + Q2m_2— q2

Ausgezeichnetes bestimmtes Integral.

(13)
(14)

1(15)
2 m'

! 2 in—1(16) + R2m—1 2 ml

Jt(17) n
2 < Q0 ~~ + • * • + Q2m—2 “ Qi + Qim'm—1

Die beiden Ungleichheiten (16) lassen sich mit Hülfe von (8) 
erweitern, und zwar die erstere, indem statt R0, R2,.. kleinere 
Werthe, statt Rx, Rs,. . grössere Werthe gesetzt werden, die 
zweite durch das umgekehrte Verfahren. So ergiebt sich

/(2 m—1 )n 

2 m n

(2m—\)n
@2m—2 (P Q 2 in—1h(18)

(p(0)Qo-cp(j^J 2 m n
Qi+-~— (p Q2m-\ + CP ?2 mlh h

oder durch Vereinigung der mit gleichen Factoren versehenen 
Glieder

s>cf(jyQo-Ql)

SC ę(0) q0—<p(j^)(Qi

((2m—1 ) .(—î—jfe Q 2m—l)+ . . . + cp m—2
(19)

(2m7i\ ,
rfrrJ^ Q 2m)'

Da ferner sowohl die Differenzen 
die Differenzen q3—q2, q3— positiv sind, so wird die
rechte Seite der ersten Ungleichheit verkleinert oder keinen- 
falls vergrössert, wenn man statt der Functionswerthe

. . wie auchQo—Qi, Qa~Q 3? *



(■ hH^-) 2 m ri.
den keinenfalls zu

2nnert, wenn man statt der Functionswerthe y ' ' ' CP

den schon characterisirten letzten Werth ą> substituirt, und
es kommt

Je

Sccp(0) Q0-cp

(20) • • • "k Q^m—2 @2m—1)>
2mn\, , s

J ^2”k • • ■ + Qÿm— 1 ?2m) ’

die zweite Ungleichheit (21) geht durch Addition und Sub-
( 2 *YYb TV \traction des Ausdrucks q>i—-—j g0 in die folgende über

(21)

(21*) s < (CP (0) — <p (~yy)) Po + <f {^y~) (Po—Pi+p2— • P2m-1 "k P2/«) *

Die Summen, mit denen auf der rechten Seite von (20) und
(21*) der Functionswerth j multiplicirt wird, sind be

ziehungsweise dieselben, durch welche nach (17) der Werth
TV— eingeschlossen ist. Ihr Unterschied ist die Grösse q2 , die

sich zufolge (10) zwischen den folgenden Grenzen befindet,
2
y >p2m ^

1 1 2(22)
. [2m+\)n Je ’ sin

2 m 7isin
Je Je

l 71 unter h, mithindie Zahl 2m+1 liegt unter ?, die Grösse —fv
(2m + 1)7T unter Ji. Um nun zu erkennen, wie sich derauch

Je
Werth S bei einer über jedes Mass wachsenden Zahl Je verhält, 
kann die zugehörige Zahl 2m+ 1 so gewählt werden, dass die 
Grösse~]g2m beliebig klein wird. Dies geschieht, indem man die 
Zahl 2m+ 1 mit Je zusammen, jedoch in solcher Weise wachsen 

2 m 4- 1 abnimmt. Wird zum Beispiellässt, dass der Bruch 

2m+ 1 gleich derjenigen ungeraden Zahl genommen, die dicht 

unter der Quadratwurzel aus Je liegt, so ist

Je

(2 m + 1 )?r der auf-Je

472 § 80.Ausgezeichnetes bestimmtes Integral.
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gestellten Bedingung- gemäss für ein genügend grosses k kleiner 
als die gegebene Grösse h, und sinkt für ein stets zunehmendes k 
unter jede noch so kleine Grösse herab. Für einen beliebig 

2 m + 1 convergirt jeder der beiden Brüchekleinen Werth
Je

(2 m + l)n2 m 7i
Je Je
2mn ’ . (2 m + 1)71 

sin ---------------------------—sin ---7 

Je
nach § 13 gegen die Einheit; daher ist wegen (22) die Grösse 
ç,2m zwischen zwei Grenzen eingeschlossen, deren obere von

Je

1 2deren untere von 7 beliebig wenig abweicht, und
(2 m + l)n

hat deshalb unter der angegebenen Voraussetzung in der That
m 71

einen beliebig kleinen Werth.
Leitet man also aus (17) die Ungleichheiten

:i(23) Q() — Ql + • • • + ^2m—2 2m—1

7(24) Qo Qi 4" • • • (?2; 2“ + ?2m

ab, so ist klar, dass die erstere in (20) vorkommende Summe

+ Ê*2 m <

liegender, die zweite in 

(21*) vorkommende Summe kleiner als ein beliebig wenig über
71 •— liegender Werth ausfällt. Unter den über Je und m getrof-A
fenen Voraussetzungen nähert sich das Argument 

positiven Seite her der Null, folglich, da cp(y) als eine stetige 

Function ihres Arguments detinirt ist, die Differenz </>•( —— ) — cf(0) 

der Null, oder der Werth ^ dem Werthe cp(0). Auf der

rechten Seite von (21*) ist die Differenz cp(0) — cp

der Grösse q() multiplicirt, die auch für einen über jedes Mass 
wachsenden Werth von k eine gewisse feste Grösse nicht über
schreitet. Denn aus der ersten Ungleichheit (17) folgt bei dem 
Werthe m— 1 die Bestimmung

grösser als ein beliebig wenig unter

von der

mit
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6o<- + Qi,

ferner aus (10)
1____2

TT Je
sin

mithin

(25) Q o< . TTsin—
Je

wo der zweite Summand der rechten Seite für ein wachsendes le

nach dem vorhin angewendeten Schlüsse von der Grösse - - 

beliebig wenig abweicht, folglich eine obere Grenze von q0 be-
7T 2liebig wenig von der Grösse —- -l---- verschieden ist. DemnachJi TL

nähert sich auf der rechten Seite von (21*) das aus q0 und 

der Differenz cp( 0) — gebildete Product der Null, die

Summeq0—— £2m_i+ Q2m dem Werth -, auf der rechten 

Seite von (20) die Summe q0— q1 +... + Q2m_2—Q2m-1 ebenfalls 

dem Werth

cp[—-—) dem Functionswerthe <p(0). Es convergiren also die

beiden Grössen, zwischen denen der Werth S eingeschlossen 
ist, für eine wachsende Zahl Je und eine angemessen gewählte

TLZahl 2m+ 1 gegen denselben Grenzwerth — ç>(0), und wir er-u
halten die Bestimmung

in beiden Ausdrücken der Functionswerth

sinÄ;/
= yqp(0).lim . / rp (y)(26) sin/

Bei der Ableitung dieses Resultats war angenommen, dass 
die Function cp(y) für das Integrationsintervall endlich, stetig, 
positiv und niemals wachsend sei; indessen kann man die be
treffenden Voraussetzungen bedeutend erweitern. Es sei cp{y) 
innerhalb des Integrationsintervall endlich, stetig, stets negativ

474 Ausgezeichnetes bestimmtes Integral. § 80.
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und algebraisch niemals abnehmend, dann hat die Function 
— rp(y) diejenigen Eigenschaften, welche vorher der Function 
cp(y) beigelegt wurden, und daher gilt die Gleichung

sin Je y 
sin y

diese geht aber, indem beide Seiten mit der negativen Einheit 
multiplicirt werden, in die Gestalt von (26) über. In (26) ist 
ferner der Fall mit einbegriffen, dass ę (y) gleich einer positiven 
Constante oder vermöge der letzten Erwägung auch gleich einer 
negativen Constante sei. Man hat also für eine positive oder 
negative Constante c die Gleichung

dy=Y (—<p(°));(27) lim . / (—(p{y))

sin Jcy -, nc . -dy = — c. sin y 2
(28) lim .

Wenn nun eine Function cp(y) für das ganze Intervall endlich 
und stetig ist und niemals wächst, so kann stets durch Hinzu- 
addiren einer positiven Constante c bewirkt werden, dass cp(y) + c 
ausser den genannten Eigenschaften von cp(y) noch die neue 
erhält, stets positiv zu sein; wenn dagegen eine Function cp(y) 
für das ganze Intervall endlich und stetig ist und niemals ab
nimmt, so lässt sich immer eine negative Constante c so wählen, 
dass cp{y) + c ausser den Eigenschaften von cp(y) noch die neue 
bekommt, stets negativ zu sein. Beide Male ist daher die An
wendung der Gleichung (26) auf die Verbindung <p(y) + c be
rechtigt und liefert das Ergebniss

sin le y 
siny

Die linke Seite lässt sich durch die Summe der linken Seite 
von (28) und eines mit der linken Seite von (26) übereinstim
menden Ausdrucks ersetzen. Daher folgt durch Subtraction 
wieder die Gleichung

dy = y ę(0) + - - c.(29) lim . / ((</>(/)+ c))

sin le y 
sin y

welche jetzt für jede Function ę{y) erwiesen ist, die von y = 0

(30) lim . <p(y)
o

475Ausgezeichnetes bestimmtes Integral.§ 80.
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bis y—h endlich und stetig ist und nicht vom Wachsen zum 
Abnehmen oder umgekehrt übergeht.

Für den beabsichtigten Gebrauch ist es wesentlich, auch 
den Werth eines Integrals zu bestimmen, dessen Function die 
Gestalt von (30) hat, bei dem aber die Integration mit einem 
von Null verschiedenen Werthe beginnt. Es sei cp (/) von y—g

bis y — h, wo 0 < g < h <) ~ ist, als eine endliche, stetige und

nicht vom Wachsen zum Abnehmen übergehende Function ge
geben, so darf man vorschreiben, dass cp (y) für das von 0 bis g 
reichende Intervall unverändert gleich dem gegebenen Anfangs- 
werthe cp(g) sei, und hat dann eine Function cp(y), die von 
y= 0 bis y—h die Bedingungen unserer Gleichung (30) erfüllt. 
Wendet man die letztere zuerst für das von 0 bis g, darauf 
für das von 0 bis h reichende Intervall an, so kommt

Ausgezeichnetes bestimmtes Integral.476 § 80.

sin ley 
sin/

sin hy 
sin/

?(°)> lim- / <p(y) dy = y WO),(31) lim

mithin durch Subtraction

sin hy 
sin/

(32) lim . / cp (/) dy =■ 0.

Man findet also, dass ein von g bis h ausgedehntes Integral, 
wofern die untere Grenze g die Null übertrifft und die grössere

71obere Grenze h nicht über — liegt, bei wachsender Zahl k 

gegen die Null als Grenzwerth convergirt, während für cg = 0
TLnach (30) der Grenzwerth —<p(0) erscheint.

sin hy 
sin /

y — n— y\ weil h eine ungerade Zahl bedeutet, in den Ausdruck 
sin Jey' 
sin/' ’

verwandelt sich bei einer SubstitutionDie Function

folglich ist ein Integral von der Gestalt (32), bei dem die
TIGrenzen g und h zwischen o und n liegen, vermöge des Satzes 

(V) in § 25 gleich dem Integral



J <p(k — Y‘) sinicy' 
sin y

dessen Gestalt mit (32) übereinstimmt, und dessen Grenzen sich
jx

zwischen 0 und — befinden. Für eine wachsende Zahl Je con-u
vergirt dieses Integral unter den obigen Voraussetzungen gegen

71den Grenzwerth Null oder — rp (7c), jenachdem h = n oder kleiner
u

als 71 ist, wodurch der Grenzwerth eines Integrals (32), bei dem
7t <Cg<h<f7t ist, bestimmt wird. Ein Integral (32) von der/L

71bezeichneten Beschaffenheit, bei dem 0<Lg ist, lässt£
sich in zwei Integrale zerlegen, von denen das erste von g 

bis — , das zweite von 

Obigen nähert sich für eine wachsende Zahl Je das erste dem
71Werthe Null oder -cp (0), jenachdem g> 0 oder gleich Null,
a

7tdas zweite dem Werthe Null oder — cp{n) jenachdem Ji<Ln oder

gleich n ausfällt, so dass für das vorgelegte Integral die 
folgende Bestimmung des Grenzwerthes entsteht 

g > 0, h c 7t ; 0

<7 = 0, h<C7 r ;

(33) r «/>
7t—h

7t
- bis Ji auszudehnen ist; nach dem

(34)

'/> (0 )

g > 0, Ji = 7t; Cp{7C)

cp (0) + ^cp(7l).

Mithin können alle bisherigen Ergebnisse in den folgenden 
Satz vereinigt werden:

Wenn eine Function cp{y) für clas von y — g bis y=Ji aus
gedehnte Intervall, wo 0<.g<h<7c ist, wülJäirlich, und zwar 
endlich, stetig und so gegeben ist, dass sie nicht vom Wachsen 
zum Abnehmen oder umgeJcehrt übergeht, so nähert sich das Inte-

g — 0, h — 7T ;

gräl f cp (y) -~^^-dy für eine über jedes Mass wachsende Zahl Je
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to
i s

K 
! cm

K 
; <M



§ 81. Werthbestimmung der trigonometrischen Reihe. 
Beispiel. Bedingte und Unbedingte Convergenz von 
Reihen, insbesondere von trigonometrischen Reihen.

Indem wir jetzt zu dem Integral ’(10) des § 79 zurück
kehren, welches gleich der Summe der 2w + l ersten Glieder 
der vorgelegten trigonometrischen Reihe ist, dürfen wir dasselbe 
als die Summe von zwei Integralen betrachten, deren Integration

_ n_Q
respective von der unteren Grenze--------- bis zu Null, und von

n ausgedehnt wird,
ANull bis zu der oberen Grenze

71—3

0
sin(2w+ 1 )ysin (2 n + l)y1

f(.» 2/) dy.(!) - / f(# + 2y) dy +
sin y siny

—n—& 
2

0

Wofern ü-, wie in § 77 festgesetzt wurde, zwischen — 7t und
n——- negativ, die Grösse n —-

—i A7t liegt, fällt die Grösse

478 Werthbestimmung der trigonometrischen Reihe. § 81.

einem Grenzwerthe, der bei gZ>0,h<Z7t gleich Null, bei g~0,h<Z7t
7tgleich — tp (0), bei g>0, h = 7t gleich 
A

,71 7tgleich — cp (0) 4- — q) (jr) ist.A A
Das in Rede stehende Integral zeigt somit die Erscheinung, 

dass für einen wachsenden Werth von Je diejenigen Theile der
sin Tcy 
sin y

Function cp{y) der Nenner nicht verschwindet, verschwindende 
Beiträge liefern, dagegen die Theile, die den Werthen y—0 
und y—7t nahe liegen, eine solche Bedeutung gewinnen, dass 
sie allein den Grenzwerth des Integrals hervorbringen. Der

selbe ist das Product der Constante

welcher beziehungsweise zu der Stelle y=0 oder der Stelle 
y—rt gehört, oder auch falls beide Stellen Vorkommen, das

in das Aggregat der beiden Funetionswerthe.

7t
— cp (7t), bei g = 0, h=7tA

Integration, für welche in dem Factor der willkürlichen

in den Functionswerth

Product von
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positiv aus, so dass sich zwischen den beiden Werthen die Null 
befindet; bei dem extremen Werthe ö — — n verschwindet die
n .. 71+ &Grosse —-—u
wodurch das zweite Integral fortfällt. Doch reicht es nach 
einer obigen Bemerkung hin, den einen Werth $— — tt beizu
behalten. Bei der Einführung einer neuen Variable y‘ ——y 
verwandelt sich das erste der beiden Integrale (1) in ein Inte
gral von derselben Gestalt

n_^
wodurch das erste, bei d-—n die Grösse —-—»

A

sin (2 n + 1 )y'— 1 dy‘.sin
7T + &

Hier wird nach dem vorhin benutzten Satze (V) des § 25 der 
Werth des Integrals durch Vertauschung der beiden Grenzen 
mit der negativen Einheit multiplicirt. Ersetzt man nun der 
Uebereinstimmung wegen y' durch den früheren Buchstaben y, 
so geht (1) in die Summe der folgenden Integrale über

7t—9 7t+&

-*~2~
sin(2w + l)/sin(2w +1) y 

siny dy + - / f(ß~ 2y)f{ß- 4- 2y) dy.siny

Vermöge des für die Variable ■d- angenommenen Umfanges 
— 7t d <Z7c hat man

n + &

so dass die oberen Grenzen beider Integrale positiv und nicht 
grösser als n sind. Mithin kann man den Grenzwerth, gegen 
welchen jedes Integral für eine wachsende Zahl 2n + l con- 
vergirt, unter weit reichenden Bedingungen durch den Satz 
des vorigen § auffinden. Die nächst liegende im Anfänge des 
§ ausgesprochene Voraussetzung war die, dass f(&) in dem 
bezeichneten Intervall eine eindeutige, endliche und stetige 
Function von & sei, und zwar gehört hier zu dem Begriffe der 
Stetigkeit, da die Reihe für die Argumente —n und n densel
ben Werth annimmt, dass die Werthe der gegebenen Function 
f(—n + e) und f{rc + e), sobald die positive Grösse e gegen

„ 71--- _ _0 < —-— Tr, o<:A(3)
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die Null abnimmt, sich demselben Werthe nähern. Da indessen 
die Integrationen, welche zu der Herstellung der Coefficienten 
der Reihe in (11) des § 78 erforderlich sind, nach § 73 auch 
dann ausgeführt werden können, wenn die Function /’(an 
einzelnen Stellen des Intervalls Unterbrechungen der Stetig
keit erfährt, so darf die Frage nach der Convergenz und 
Werthbestimmung der trigonometrischen Reihe auch auf Func
tionen ausgedehnt werden, die an einzelnen Stellen unstetig 
sind. Der Satz des vorigen § erlaubt eine Beantwortung, 
wofern die Function f(ß-) überall eindeutig und endlich ist, 
nur für eine beschränkte Zahl von Werth en unstetig wird, und 
ebenfalls nur für eine beschränkte Zahl von Werthen vom 
Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt übergeht.

Es seien ev e2,... ev_x diejenigen Werthe von /, für welche 
in dem ersten Integral (2) die Function f(& + 2y) unstetig wird 
oder vom Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt übergeht,

ferner sei ev = — Dann ist das betreffende Integral gleich

einer Summe von Integralen, deren Grenzen respective 0 und 
ev e: und e2,... ev__x und ev sind, und auf die der Satz des vori
gen § Anwendung findet. Schliessen wir zunächst den Fall aus, 
dass />=—u, mithin ev=rc sei, so convergirt bei wachsender 
Zahl 2w + l das erste Integral

sin (2 n + 1 )yf(» + 2y) d ysin/

in den Werth der Function, der einemgegen das Product von

positiven abnehmenden / entspricht und mit f(J> + e) bezeichnet 
werden möge, und es entsteht durch Hinzufügung des Factors

~ der Grenzwerth + alle übrigen Integrale, bei denen

die beiden Grenzen weder gleich Null noch gleich n sind, 
nähern sich dagegen dem Grenzwerthe Null. Mithin stellt

—/X# + e) den Grenzwerth des ganzen ersten Integrals in (2)
u

dar. Für das zweite Integral in (2) gilt genau dieselbe Be
trachtung; indessen kann hier vermöge der zweiten Ungleich

480 Werthbestimmung der trigonometrischen Reihe. § 81.
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heit (3) die obere Grenze mit der unteren Grenze Null zusam
menfallen, so dass diese Voraussetzung, bei der das ganze zweite 
Integral verschwindet, auszunehmen ist. In allen übrigen Fällen 
ergiebt sich als Grenzwerth des genannten Integrals, indem s 
wieder eine positive gegen die Null abnehmende Grösse be
deutet, da y von der positiven Seite her gegen die Null convergirt
und die Function f(& — 2y) vorliegt, der Werth \f{ß— e). Die

Li

in (2) dargestellte Summe der beiden Integrale convergirt daher 
gegen den Grenzwerth \f(ß + «) + — s). In dem bis jetzt

Li Li

ausgeschlossenen Falle, wo — n ist, demnach das erste In
tegral in (2) von 0 bis n geht, das zweite Integral aber gleich 
Null wird, hat man entweder e1 gleich n, dann liefert das be
treffende Integral für eine wachsende Zahl 2n+l in der zuletzt
gebrauchten Bezeichnung den Grenzwerth —/ (—jt + e) + \-f(n—e);

Li Li

oder et ist nicht gleich 7t, dann convergirt das erste Theilinte- 

gral gegen —n + «), jedes zwischenliegende gegen die Null,

das letzte gegen — f(yt — «), also das ganze Integral wieder gegen
u

den Grenzwerth —w + e) -f- — f (n — e). Man darf also
Li Li

schliessen, dass unter den angeführten die Function f (ß) betref
fenden Voraussetzungen die zugehörige trigonometrische Reihe stets 
convergirt und, falls Ü in dem angenommenen Intervall nicht 
gleich —n ist, den Werth

(4)
falls S — — n ist, den Werth

1(5) 2 (f ( vc + e) +f(n—e))

ausdrückt. Wenn die gegebene Function für das ausgewählte 
Argument O- stetig ist, so nähern sich f (t)—s) und /’(# + «) bei 
abnehmendem e demselben Werthe f (ß), welcher also durch die Reihe 
richtig dar gestellt wird-, ebenso erhält man, wenn sich die Werthe 
f (— w + e) und f (jt — e) nach der Stetigkeit an einander schliessen,

Lipschitz, Analysis II. 31



als Wertli der Beihe den gegebenen Werth der Function, ivelcher 
mit /'(—7c) oder f (u) bezeichnet werden kann.

Die Bedeutung, welche dem wiederholt gebrauchten Satze 
des vorigen § inne wohnt, veranlasst dazu, noch eine Bemerkung 
über das Integral

sin(2w + 1)/ 
siny

Tihinzuzufügen. Für die obere Grenze h—— wurde der Werth
u

mit Hülfe der obigen Gleichung 
sin(2w 4- 1 )y 

sin y
71gleich — gefunden; andererseits lehrt der erwähnte Satz, dass

das Integral für jeden positiven zwischen 0 und 7t liegenden 
Werth von h bei einer wachsenden Zahl 2w+l immer gegen

7tden Grenzwerth — convergiren muss. Nun lässt sich aber, so

bald der Ausdruck der rechten Seite von (7) in das Integral 
eingesetzt wird, die Integration der einzelnen Bestandtheile von 
0 bis zu der beliebigen Grösse h vollziehen, woraus die Gleichung 

-* h
sin (2 w 4 1 )y 

sin y

(6) dy

(7) 1 + 2cos2y + 2cos4y + ... 42cos2ny

2 sin 2 h 2sin4Ä 2 sin 2 nh(8) dy—h +—- + + ... 4-
4 2 n

hervorgeht. Die rechte Seite muss, so lange 0 Ch-Cn ist,

ausdrücken. Diesefür eine wachsende Zahl n den Werth

auffallende Erscheinung hängt mit einer andern zusammen, 
die in I, § 120 beobachtet wurde. Setzt man auf der rechten

— Xp-, so bestehen die Un-Seite von (8) statt h den Ausdruck 

gleichheiten
(9) — 7T<lp<7t,
ferner wird

sin (2 m + 1) 2 h — sin (2 m 4-1 ) (n — xp) — sin (2 m + 1) ip
— — sin 2 m ip,sin 2 m . 2 h = sin 2 m (7t — ip) 

und es entsteht das Aggregat

§ 81.Werthbestimmung der trigonometrischen Reihe.482
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n ip . sin 2 ip

Dass diese Summe gegen - - convergirt, bedeutet aber dasselbe

wie die Gleichung (13) des angeführten §, welche für den glei
chen Umfang von if.> gilt und folgendermassen lautet

. sin 2 ip sin 3 ip= sin ip----- + - g .

An der citirten Stelle ist hervorgehoben, dass die vorliegende 
aus der logarithmischen Reihe abgeleitete Reihe für die extre
men Werthe ip=— ?t und ip=7t nicht den auf der linken Seite 
von (11) befindlichen Ausdruck, sondern den Werth Null dar
stellt und daher eine Unterbrechung der Stetigkeit erfährt. 
Allein die betreffende Reihe gehört wieder selbst zu den trigo
nometrischen Reihen und kann auch als ein Beispiel der so eben 
entwickelten Theorie aufgefasst werden.

Um dies deutlich zu machen, möge die letztere zunächst 
auf ein etwas allgemeineres Beispiel angewendet werden. Es 
habe die gegebene Function f (#) die in § 73 beiläufig berührte 
Beschaffenheit, dass sie in dem einen Theile des Intervalls, von
— 7t bis 0, gleich dem Ausdrucke ersten Grades ld-+r, in dem 
anderen Theile des Intervalls, von 0 bis n: gleich V & 4- r‘ sei, 
wo l, r, V, r‘ beliebige Constanten bedeuten. Die Coefficienten 
der zugehörigen trigonometrischen Reihe am und bm werden nach 
den Formeln (11) des §78 gebildet; hierzu dienen für das von
— n bis 0 gehende Intervall die vermittelst § 70 leicht auszu
führenden unbestimmten Integrationen

Z«2
= — + ra,

n—i Bin n ip(10) + ... + (—1) n

(U)

(12) / (Ja + r)da

(13) f (la + r) cos mada= l(^ a

(14) f (Ja + r)

sin m asin mu cos m a
_j_ r+ ■>m1 mm

sin m a cos m a — r--------cos bi asmmada= l[ — a — + m2m
und für das von 0 bis n gehende Intervall die entsprechenden 
Gleichungen, in denen gleichzeitig l durch l\ m durch m‘ er
setzt wird. Durch Einführung der Grenzen und Addition der 
erhaltenen Resultate erhält man somit die folgenden Ausdrücke:

Beispiel.§ 81. 483

to
 a

b3
|-Ä



484 Beispiel. § 81.

+ r + r‘, 

(l — V) 1 — cosmn m ;> 0(15) am= m271
r — r‘ 1 — cos m ncos m 7i

*„=-(* + *') m;> 0.m m
Da cos m n für jedes gerade m gleich der positiven, für jedes 
ungerade m gleich der negativen Einheit wird, also auch durch 
das Zeichen (—l)m ausgedrückt werden könnte, so folgt, dass 
1 — cos m 7t für jedes geradem verschwindet, für jedes ungerade 
gleich 2 wird. Die Function f(&) hat bei der Annäherung 
des Arguments gegen die Null, gegen —n oder + n, falls a 
wieder eine positive abnehmende Grösse bedeutet, respective 
die Werthe

n-*)
f(—7t+e) =

f(z)— — Is 4- r,
l (— 7i + s) + r, f (n — «) = V (7t — e) + r‘ ; 

folglich ergiebt die trigonometrische Reihe für ^ = 0 den Werth

~1‘ 6 + r

kr(-«)+/•(*)) r + r‘lim. -

für & = — re oder ?r den Werth 

lim.

Ehe wir die Function f(ß) durch Annahme von Beziehun
gen zwischen den 4 Constanten l, r, V, r‘ specialisiren, haben 
wir noch einen Umstand hervorzuheben. Wenn die gegebene 
Function die Bedingung erfüllt, für entgegengesetzte Argumente 
denselben Werth anzunehmen, so verschwinden die sämmtlichen 
Coefficienten b der Sinusglieder

{l-V) r 4- r‘
2 (/■(—71 + *)+/■ (^—«)) 7t +2 2

1 /f (a) sin mada,K =
— 7t

weil das von —ti bis 0 und das von 0 bis n genommene In
tegral aus gleichen und entgegengesetzten Elementen bestehen, 
und es bleibt eine reine Cosinusreihe zurück; wenn dagegen 
die gegebene Function die Eigenschaft hat, für entgegengesetzte 
Argumente entgegengesetzte Werthe zu erhalten, so verschwinden 
aus entsprechenden Gründen die sämmtlichen Coefficienten am 
der Cosinusglieder
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1am = — j f (a) cos mada,
— 7t

das Glied a0 eingeschlossen, und es bleibt eine reine Sinusreihe 
übrig. Damit in dem obigen Beispiel der erste Fall f(d)—f(—d) 
eintrete, muss

Vd + r‘= — Id + r
sein, das heisst
(16) V — — l, r‘=r\
für den zweiten Fall f(d) =—f(—d) ergiebt sich die Bedingung 

V d + r‘ = ld— r,
folglich
(17) V = l, r‘ — — r.
Unter der letztem Voraussetzung wird also von —n bis 0. die 
Function Id + r, von 0 bis 7t- die Function Id — r durch die 
reine Sinusreihe

(-If ■2r (1 —(—lD\ 
7i m J

m — co
(18) 2 — 2* sin m dnim — l

mit der Beschränkung dargestellt, dass sie sowohl für #=0wie 
auch für d=±7t den Werth Null liefert. Die an der Stelle 
d=0 stattfindende Unstetigkeit hört auf, sobald der Constante 
r der Werth Null beigelegt wird. Dann hat die gegebene Func
tion für das ganze von — 7t bis tv reichende Intervall den Aus
druck Id, während sich (18) zu der Reihe

£ 2 ;(-!)' 
m—l

vereinfacht. Entfernt man jetzt sowohl in der Function wie in 
der Reihe den gemeinsamen Factor 2 l und ersetzt d durch xfj, 
so erscheint die obige Gleichung (11), deren Ableitung aus dem 
gewählten Beispiel beabsichtigt war.

Die Eigenschaft der trigonometrischen Reihen, willkürlich 
gegebene unstetige Functionen darstellen zu können, ist deshalb 
so überraschend, weil jedes einzelne Glied der Reihe eine stetige 
Function des Arguments ist. Wie wir sahen, verhält sich die 
Reihe, sobald die gegebene Function für einen Werth d = d0 
unstetig ist, in der Weise, dass sie für ein um eine belie
big kleine positive Grösse ô über du liegendes Argument

m=
(18*) - sin m dm



0-^+d die Function f(0'0 + ô), für ein Argument #0—à die 
Function f(&0 — Ó), dagegen für das Argument &0 selbst das

arithmetische Mittel lim . (f(0~0 + ô) + f(&0 — d)) ausdrückt,

Jeder der drei Werthe wird erhalten, indem man eine hin
reichend grosse Anzahl in der oben bezeichneten Weise auf ein
ander folgender Glieder der Reihe addirt, und zwar mögen bei 
0-o, 0-0 + ô, 0-0 — ô respective 2n+l, 2n‘ + 1, 2n“ + l Glieder 
erforderlich sein, damit die Darstellung bis auf eine und dieselbe 
kleine Grösse genau werde. Würde man die zu -Ou gehörende 
Zahl 2n+l festhalten und statt des Arguments 0-u ein um die 
Grösse q verschiedenes Argument -00 + q oder 0-0—q substitui- 
ren, so bewirkte die Stetigkeit der sämmtlichen 2n + 1 ersten 
Glieder der trigonometrischen Reihe, dass für einen genügend 
kleinen Werth von q das ganze Aggregat einen Werth bekäme, 
der von dem zu gehörenden Werth beliebig wenig ab
wiche. Aus diesem Grunde würde die Summe der 2n +1 ersten 
Glieder einen Werth darstellen, welcher von dem zu 0'~0-0

gehörenden Werthe lim . ~ (f(-00 +à)+f(0-0—ô)) beliebig wenigu
verschieden wäre. Weil aber nachgewiesen ist, dass bei dem 
vorhin characterisirten Argument 0-0 + ô die 2n‘ + 1 ersten Glie
der der vorliegenden Reihe den Werth f(0'0 + d) darstellen, 
welcher von dem vorhin bezeichneten Werthe um eine endliche 
Grösse differirt, so muss die hierzu erforderliche Zahl 2 n‘ +1 
weit grösser als die Zahl 2 n+ 1 sein. Für die zu dem Argu
ment 00—ô gehörende Zahl 2w"+l ergiebt sich auf gleiche 
Weise, dass 2n+l von derselben übertroffen werden muss. 
Hiernach leuchtet es ein, dass die Darstellung von Werthen, 
die bei abnehmenden Unterschieden der Argumente um endliche 
Grössen von einander abweichen, nur dadurch zu Stande kommen 
kann, dass eine immer grössere Anzahl der auf einander folgen
den Glieder der trigonometrischen Reihe addirt wird. Dieses 
Resultat lässt sich auch durch directe Betrachtung des obigen 
Ausdrucks (1) bestätigen, welcher die Summe der 2n+l ersten 
Glieder der trigonometrischen Reihe als eine Summe von zwei 
bestimmten Integralen wiedergibt, und von dem die gefundene 
Werthbestimmung ausging. Ausserdem sieht man ein, dass die

Art der Convergenz einer Reihe. § 81.486
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vorläufige Annahme, welche in § 78 über die Art der Conver
genz einer trigonometrischen Reihe gemacht, dagegen bei der 
mit § 79 beginnenden Untersuchung mit ausdrücklichen Worten 
aufgehoben wurde, in der That nicht zutrifft, sobald die zu 
entwickelnde Function an einzelnen Stellen unstetig ist.

Bei dem vorgetragenen Convergenzbeweise der trigono
metrischen Reihe ist es wesentlich, dass zu dem Anfangsgliede 
eine Anzahl der nach den Vielfachen des Arguments geordneten 
auf einander folgenden Cosinusglieder und die gleiche Anzahl 
der ebenso auf einander folgenden Sinusglieder zusammen addirt 
wird, um den Ausdruck zu erhalten, dessen Grenzwerth bei 
fortdauerndem Wachsen jener Anzahl als die Summe der Reihe 
definirt ist.

Dieser Umstand hängt mit einem wichtigen Unterschiede 
zusammen, der bei convergenten Reihen vorkommt, und von 
Dirichlet in § 1 der Arbeit : Beweis des Satzes, dass jede 
unbegrenzte arithmetische Progression, deren erstes Glied und 
Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen P'actor sind, un
endlich viele Primzahlen enthält, Abhandl. der Berliner Aca
demie vom J. 1837, hervorgehoben ist. Nach den Bezeichnun
gen von I, § 105 seien c0, c,, c2,... bestimmte reelle Grössen 
und s für jede Zahl q deren Summe,

sq = co + ci + • • • + cr 
Die Convergenz derselben bei unendlicher Ausdehnung sei da
durch festgestellt, dass die Differenz sq+t — sq die Eigenschaft 
hat, für einen hinreichend grossen Werth von q und für jeden 
Werth von t numerisch kleiner als eine beliebig kleine Grösse 
co zu werden. Dann können die in der Differenz

8q + t ~Sq = Cg+1 + C?+2 + • • • + Cq + t

zusammengefassten Glieder ein doppeltes Verhalten zeigen. Ent
weder ist es möglich, aus denselben eine Folge von Gliedern 
heraus zu heben, deren Summe

(19)

(20)

(21) Cq, + cqll + . . . + Cq{T)

die gegebene kleine Grösse co numerisch um eine von co unab
hängige endliche Grösse übertrifft, oder dies ist nicht möglich. 
In dem ersten Falle erhält man nach Weglassen der mit



cql, c ... cq(r) bezeichnten Glieder durch Zusammenfassen 
der übrig bleibenden eine Summe, deren Werth von dem 
Grenzwerth der Summe sq+l um eine von co unabhängige end
liche Grösse abweicht, in dem zweiten Falle kann dies nicht 
geschehen. In dem ersten Falle sagt man, dass die unendliche 
Reihe nur in der gegebenen Anordnung oder bedingt, in dem 
zweiten Falle, dass sie unabhängig von der gegebenen Anordnung 
oder unbedingt convergire.

Zu der Gattung der unbedingt convergenten Reihen gehören 
alle diejenigen, aus denen, falls alle Glieder absolut genommen 
werden, convergente Reihen entstehen. Denn unter dieser Annahme
muss, wofern der absolute Werth von c mit i cq bezeichnet 
wird, das zu (20) gehörende Aggregat

Bedingte und unbedingte Convergenz.488 § 81.

+A°,J +---+GAJ(22)

für ein hinreichend grosses q und ein beliebiges t kleiner als 
eine beliebig kleine Grösse co sein. Nimmt man nun das 
zu einer beliebigen Gruppe von Gliedern (21) gehörende Ag
gregat

1 (y + ic2q„ + . . . + 1 C2q
so ist dasselbe nothwendig in (22) enthalten und deshalb nume
risch kleiner als die Grösse co. Weil aber der numerische 
Werth von (21) immer kleiner und nur im Falle von lauter 
gleichen Vorzeichen gleich (23) ist, so muss der erstere eben
falls kleiner als co sein, wie zu beweisen war. Die Eigenschaft 
einer Reihe, dass die absoluten Werthe ihrer Glieder ebenfalls 
eine convergente Reihe liefern, ist in I, § 109 vorausgesetzt, 
um das Verfahren der Multiplication von zwei unendlichen 
Reihen zu begründen. Ferner wird daselbst die aus dem Satze
(III) in I, § 107 fliessende Folgerung benutzt, dass eine Potenzreihe

C0 + C, X + c2 X2 + . .
bei der die absoluten Werthe der mit einer positiven Grösse 9t 
gebildeten sämmtlichen Grössen c0, cx 9i, c2 9t2,... unter einer 
festen Grösse © bleiben, für alle Werthe von x, deren absoluter 
Werth kleiner als 9Î ist, convergirt, und bei Ersetzung aller 
Glieder durch deren absolute Beträge eine convergente Reihe 

, ergiebt, mithin unbedingt convergirt.

(23) (O’

(24) * ?



Um das Vorhandensein der ersten Gattung von Reihen 
nachzuweisen, mögen mit derselben positiven Differenz ô und 
zwei verschiedenen positiven Anfangsgliedern a und y zwei 
arithmetische Reihen gebildet, aus diesen durch Division in 
die Einheit harmonische Reihen abgeleitet, und die Glieder der 
ersten positiv, die der zweiten negativ genommen werden; dann 
entsteht die Summe

1m = n i m—p
(25) 2 ,Æi y + (m — l)âm= 1 « + (m— l)J
Jede der beiden hier vereinigten harmonischen Reihen ist nach 
§ 31 so beschaffen, dass sie für eine wachsende Gliederzahl 
eine über jedes Mass wachsende Grösse ausdrückt, dass aber 
die Differenz der Reihe und eines dort angegebenen mit der 
Gliederzahl wachsenden Ausdrucks gegen einen festen Grenz- 
wertb convergirt. Nach der dortigen Gleichung (17a) gilt für 
eine ohne Ende wachsende Zahl n mit beliebiger Genauigkeit 
die Gleichung

im — n
(26) 2 + (m— 1) d
und ebenso für eine stets wachsende Zahl p,

m—p

Æi y + —

m = 1

1 1jlog^l + Cp —1)

Unter den gleichen Voraussetzungen wird also die Summe (25) 
beliebig genau durch den Ausdruck

(27) rjj â

log (l + (n— 1 y£J - ^log ^1 + (p — !) )(28)

+

dargestellt. In dem ersten Bestandtheil darf die Differenz der 
beiden Logarithmen durch den Logarithmus des Quotienten 
ersetzt werden, so dass nach Division mit ô die Grösse

ö1 +(«-l)-a1(29) jlog
1 + (P — 1)

entsteht, während der zweite Bestandtheil von den Zahlen 
n und p unabhängig ist. Der Werth von (29) richtet sich 
nach dem Gesetze, nach welchem man die Zahlen n und p
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wachsen lässt. Wird n— p genommen, wobei die Summe (25) 
gleich viele auf einander folgende positive und negative

und dieso convergirt (29) gegen ^ logGlieder enthält,

Summe (25) gegen den Werth
l(30)

Bei jeder beliebigen Zunahme der Zahlen n und p nähert sich 
jede der beiden Differenzen

log ^1 + (n - 1) — log (n) — log ^(31)

log ^1 + (p — 1) — log(i?) - log (~ j ;

der Null, weshalb der Werth (29) von der Grösse
log(f) + Iog(f)

(32) Ô
beliebig wenig abweicht. Es hängt aber der Ausdruck (32) 

durchaus von dem Verhältniss der Zahlen — ab und kann,

indem man diesem einen angemessenen festen Werth vorschreibt, 
gleich jeder beliebig gegebenen Grösse gemacht werden. Statt 
(28) erscheint somit der Ausdruck

!>

Mi)+h*(£)+*(f)-*(£))•l(28a) Ô
Ein Beispiel bietet die trigonometrische Reihe, durch welche 
unter (12) hi I, § 120 für ein von —jt bis 4- n, gehendes Argu
ment 9-, jedoch mit Ausschluss der Grenzwerthe, die Function 
log |/2 + 2 cos 9- ausgedrückt ist,
(33) log )/2 + 2 cos 9- — cos 9- — -j- cos 2# + * cos 3# +'...

2 o
Für 9- = 0 ergiebt sich, da nach der Anordnung der rechten 
Seite eben so viele Glieder mit negativem wie mit positivem 
Vorzeichen zu nehmen sind, das für eine ohne Ende wachsende 
Zahl n geltende Resultat

1] m—nm=n
(34) log 2 — 2 2

m — i 2m2 m — 1
Die einzelnen Reihen entstehen aus (25) durch die besonderen



nicht gleich der Einheit,Wofern in (25) das Verhältnis

sondern beliebig bestimmt ist, wird (25) durch den in (28a) 
angegebenen Werth ausgedrückt, der gegenwärtig gleich dem 
folgenden ist,

}(los(7) + los2 + ^(i)->/'(1))-(36)

Mit Berücksichtigung von (35) folgt hieraus das für ein be
liebiges Gesetz des Wachsens der Zahlen n und p geltende 
Resultat

= log2 + ylog^ j*

Bei einer Anordnung, in welcher immer doppelt soviele posi
tive als negative Glieder genommen werden

1 +~
3

also n=2p ist, entsteht demnach der Werth — log 2.
LA

Aus dem Vorhergehenden leuchtet ein, dass die Convergenz 
der trigonometrischen Reihen sehr wohl eine von der Anordnung 
abhängige oder bedingte sein kann. Zugleich hat es ein grosses 
Interesse, eine allgemeine Bedingung kennen zu lernen, unter der 
eine trigonometrische Reihe unbedingt convergiren muss. Eine 
solche besteht darin, dass von der darzustellenden Function 
f{&) verlangt wird, für das von —rt bis n ausgedehnte Inter
vall des Arguments überall eindeutig bestimmt, endlich und 
stetig zu sein, ferner einen eben solchen ersten Differential
quotienten/“'(#), und einen überall eindeutig bestimmten end
lichen zweiten Differentialquotienten f“{&) zu haben*); die

1 m=p jm — n
(37) 2 - 2

m = i 2m — 1 2 mm =1

1 1 — —+ 1 1(38) + ..— _j— —----------------

5 7 4 • ?

*) Ygl. Riemann, über die Darstellbarlceit einer Function durch eine 
trigonometrische Reihe. Göttingen 1867.

Differenz von zwei harmonischen Reihen. 491§ 61.

Werthe ct= 1, y — 2, d=2; ihre Verbindung entspricht der Vor
aussetzung n—p. Da für diesen Fall der Werth von (25) in (30) 
dargestellt wird, so hat man die Gleichung

l-(log2 + ’/'G) — >/'(l))-(35) log 2 =

SS 
I 

SS,
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Stetigkeit umfasst hierbei wieder die Eigenschaft, dass für 
$= — 7t und & — 7C derselbe Werth eintritt. Vermöge der 
angegebenen Voraussetzung lassen sich die in (11) des § 78 
aufgestellten Ausdrücke der Coefficienten am und bm für m)> 1 
durch theilweise Integration umformen. Da

Vsin»i«\ 
\ m J

cos ma
m(39) > sinma= —cos ma = dada

ist, so kommt
f f (a) cos mada /rw

f>"(«) 

/ f‘ M 

f,/"(«)

sinm« sin ma
/» da,m m

sin ma cos macos ma'(a) da — —/"'(a) 

f f (a) sinmad a =—f (a)-

ff»

da,+ m2m2m(40)
cos m « cos m a cüa,

m m
sin masinm«cos ma

/»da da.2m2m
Die von den Integralzeichen freien Ausdrücke liefern bei der 
Einführung der Integrationsgrenzen —n und n verschwindende 
Resultate, was ohne die vorhandenen Stetigkeitsbedingungen 
nicht überall der Fall sein würde, und es entstehen für m f> 1 
die Ausdrücke der Coefficienten

7t 7t 7t

“ //’(«) cos ma da 11 f‘ (a) sin m a da— — f"(a)co&mada,am = mn m n
—7t —7t —7t

(41)' 7t 7t 7t

~ f f(u)sinmada = 1 1f‘(a) cos mada —— /’"(a) sin mada.K = m^nmn
—7t —7t -----7t

Der Werth von jedem der beiden letzten Integrale wird 
numerisch vergrössert, indem man statt f“(a) eine numerisch

statt cos ma und sin ma die positive

Einheit substituirt und dann integrirt, wodurch sich bei beiden

die Grösse — T> ergiebt. m
Aus diesem Grunde sind am und bm für jeden Werth von 

m ausser m=0 numerisch kleiner als —

zu grosse Constante ?

Wenn daher bei2 *m

Unbedingt convergente trigonometrische Reihe.492 § 81.
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Unbedingt convergente trigonometrische Reihe. 493§ 81.

der zugehörigen Reihe die 21 nächsten Glieder betrachtet wer
den, welche auf die (2 n+ 1) ersten folgen, so ist die Summe 
ihrer absoluten Werthe, da die absoluten Wertbe von cosmü 
und sinm# niemals die Einheit übertreffen, niemals grösser als 
die Summe der absoluten Werthe ihrer Coefficienten, die letztere 
jedoch kleiner als die Summe

2© 2® 2©(42) ! + ••• +(n + 2)
Nach einer in § 31 gemachten Bemerkung hat jedoch (42)

(n + l) (n+iy

2©für jedes 7 einen Werth, der unter der Grösse-^— liegt, mithin

für eine hinreichend grosse Zahl n beliebig klein wird. Des
halb convergirt die trigonometrische Reihe unter der ange
gebenen Voraussetzung, wie behauptet worden, auch für die 
absolut genommenen Werthe ihrer Glieder oder unbedingt. 
Zugleich wird durch den Umstand, dass das Aggregat der 21 
auf die 2w + l ersten folgenden Glieder der Reihe, wie gross

2 Qfauch l sein möge, für jedes Argument d- kleiner als ist, die

vorläufige Bedingung aus § 78 erfüllt, welche auch mit der 
Bedingung zusammenfällt, die in I, § 108 der dortigen Summe
(15) auferlegt ist.

Entwickelt man unter der gleichen für f(&) gemachten 
Voraussetzung den Differentialquotienten f‘{&) und /’"(#) in 
eine trigonometrische Reihe, so nimmt der erste Coefficient

1 12njf‘(a)da and ^

—7t

gration den Werth Null an, und die Beobachtung der Glei
chungen (41) lehrt, dass die für f'{$) und f“(ß) erhaltenen 
Reihen gleich denjenigen sind, welche aus der für f(ß) aufge
stellten trigonometrischen Reihe respective durch einmalige 
und zweimalige Differentiation der einzelnen Glieder hervor
gehen.

f"{a)da durch Ausführung der Inte-

—7t



§ 82.494 Eintheilimg der Differentialgleichungen.

Capitel XI.

Differentialgleichungen mit einer unabhängigen Variable.
§ 82. Eintheilung1 der Differentialgleichungen.

Die Aufgabe, eine gegebene Function f(oc) in Bezug auf 
die Variable x zu integriren, ist in § 17 durch die Forderung 
definirt worden, eine Function y von x zu bestimmen, welche 
der Gleichung

dy(1) = f{x)dx
genügt. In dieser Gleichung haben wir ein besonders einfaches 
Beispiel einer Kelation, bei welcher die Differentialquotienten 
zu suchender Functionen, in Bezug auf eine oder mehrere unab
hängige Variable genommen, mit den Variabein und Functionen 
verbunden Vorkommen, und die man eine Differentialgleichung 
nennt. Sowohl wenn eine Differentialgleichung als auch, wenn 
ein System von Differentialgleichungen gegeben ist, wird die Be
stimmung der verlangten Functionen als Integration bezeichnet, 
und die Untersuchung aller hierbei entstehenden Fragen als ein 
Gegenstand der Integralrechnung angesehen.

Der durchgreifendste Unterschied, welcher bei den Diffe
rentialgleichungen auftritt, rührt von der Anzahl der unab
hängigen Variabein her. Existirt nur eine unabhängige Va
riable, so können die zu suchenden Functionen nur in Bezug 
auf diese differentiirt werden, es kommen deshalb nach dem 
in § 45 erklärten Sprachgebrauche nur gewöhnliche Differential
quotienten vor, und die betreffenden Differentialgleichungen 
heissen gewöhnliche Differentialgleichungen. Wenn dagegen 
mehrere unabhängige Variable vorhanden sind, so können nach 
dem angeführten § von den zu suchenden Functionen in Bezug 
auf einzelne Variable und auf Combinationen derselben partielle 
Differentialquotienten genommen werden; insofern werden die be
züglichen Differentialgleichungen partielle Differentialgleichungen 
genannt. Gegenwärtig beschäftigen wir uns lediglich mit der 
ersteren Gattung.

Bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen kommt erstens



welche nach dem Bange des höchsten Differentialquotienten eine 
Differentialgleichung der p ten Ordnung genannt wird. Aus der 
Gleichung (2) ist eine Bestimmung des höchsten Differential-

- durch x, y, und alle niedrigeren Differential

quotienten abzuleiten, welche Aufgabe der Lehre von den Glei
chungen angehört. Sind mehrere Bestimmungen zulässig, so 
muss jede für sich untersucht werden; eine einzelne werde, wie 
folgt, angedeutet

■jPd yquotienten
dx

jP /.P—1d y _ TJ d y
P 1 n__ 1

dx
(3) , y, x ■

-dx

p—ipd y d 
9\-Tp' - dx

n(2) ip—idx

Dadurch, dass man die successiven Differentialquotienten der 
Grösse y von der ersten bis zur (p--l)ten Ordnung als neue 
von x abhängige Variable einführt, kann statt (3) ein System 
von p Differentialgleichungen substituirt werden, in welchem nur 
Differentialquotienten der ersten Ordnung Vorkommen. Es sei

dypdyldy —2(4) Vp—i’= y i dx yv'" dxdx
dann verwandelt sich (3) in die Gleichung

dyv. H(yp_v yp_v ...yv y, %)\

jetzt bilden (4) und (5) zusammen ein System von p Differential
gleichungen, in welchen die nach x genommenen ersten Differen
tialquotienten der p abhängigen Variabein y, yv yv ... y x

(5) dx

als

495Gewöhnliche Differentialgleichungen.§ 82.

die Anzahl der aufzusuchenden Functionen und zweitens die 
Ordnung der von denselben nach der unabhängigen Variable 
genommenen Differentialquotienten in Betracht. Denken wir uns 
zunächst, dass nur eine Function y von der unabhängigen 
Variable x vorliege, und dass die auf einander folgenden 
Differentialquotienten bis zu der p ten Ordnung einschliesslich 
gebildet seien, dann liefert das Verschwinden einer aus x, y 
und diesen Differentialquotienten zusammengesetzten Function g 
die Gleichung

o
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Functionen von diesen selbst und der unabhängigen Variable x 
gegeben sind, und das ein System der pten Ordnung heisst.

Mit einem System von /u Differentialgleichungen, in welchem 
beliebige Differentialquotienten von g Functionen y, 0,... der 
Variable x Vorkommen, kann eine ähnliche Reduction ausge- 
führt werden, wie aus der Behandlung eines Systems von zwei 
Differential-Gleichungen

Gewöhnliche Differentialgleichungen.496 § 82.

d y dq 0 \
—- > • • 0, x — 0
dxq J

dq 0 \ n
dxq ’ /

hervorgehen wird. Der erste Schritt besteht darin, die höch
sten Differentialquotienten der beiden zu suchenden Functionen

durch Auflösen der beiden Gleichungen (6) als

di l p1 ' ‘ Vi 
dx

dv y
9Ą

(6)

dx

dp y dq 0und
d xp,

Functionen aller übrigen Elemente auszudrücken, was wieder 
auf mehrere Arten möglich sein kann; eine einzelne Darstel
lung sei

dxq

dvy 0 ? • • 0, X9-1dx dx dx(7) / iP—1u (d y
9—1dq0 0

1 • • 0, x I-

Für den Fall, dass in den Functionen g1 und g2 die höchsten 
dpy 
dxp

scheinen, gelangt man zu den Gleichungen (7) durch Auflösen 
von zwei Gleichungen des ersten Grades, wobei nach I, § 71 
vorauszusetzen ist, dass die zugehörige Determinante einen von 
Null verschiedenen Werth habe. Indem nun sowohl die suc- 
cessiven Differentialquotienten von y bis zu der (p—l)ten, 
wie auch die successiven Differentialquotienten von 0 bis zu 
der (q — 1) ten Ordnung als neue Variable aufgefasst werden, 
tritt an die Stelle von (7) das folgende System der (p -f q) ten 
Ordnung

dxq

dq0 nur im ersten Grade er-Differentialquotienten und
dxq



Es sei für y Functionen y, z,. .. der Variable x das System 
von y gewöhnlichen Differentialgleichungen gegeben

(1) = 9 0, y,*>- •)d x

welches nach der Definition des vorigen § als ein System der 
y ten Ordnung zu bezeichnen ist. Die Ausdrücke rechts, denen 
die ersten Differentialquotienten der zu suchenden abhängigen 
Variabein y, #, . . . gleich werden sollen, sind als Functionen 
dieser y Elemente und der Grösse x bestimmt; mithin beziehen 
sie sich auf ein gewisses Gebiet von Werthverbindungen der

Lipscliitz, Analysis II. 32

§ 83. Vollständige und particulare Lösungen eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen.

dlJP dVp.I dy —2 iVp—V ‘"Vl ^q—V •••&!%)=y yp—i»d x
dJq 

d x

(8) —2 = H2(yp_v...y,zq_

Hier wird verlangt, dass die ersten Differentialquotienten der 
(p+q) abhängigen Variabein y, yv ... yp_v e, ev ... gleich 
vorgeschriebenen Functionen dieser Elemente und der unab
hängigen Variable x werden sollen. Da sich nun ein belie
biges System von gewöhnlichen Differentialgleichungen, bei dem 
die Zahl der Gleichungen mit der Zahl der aufzusuchenden 
Functionen übereinstimmt, von einzelnen Ausnahmen abgesehen, 
immer in ein System von der bezeichneten Art und von einer 
bestimmten Ordnung verwandeln lässt, so erhalten wir ein Princip, 
um sowohl gegebene Differentialgleichungen mit einer abhängi
gen Variable wie auch Systeme von Differentialgleichungen mit 
einer Anzahl von abhängigen Variabein durch Systeme von 
Differentialgleichungen, in denen nur erste Differentialquotienten 
Vorkommen, zu ersetzen, und nach der Ordnungszahl dieser ent
sprechenden Systeme einzutheilen. Auch wird es erlaubt sein, 
im Folgenden die allgemeine Betrachtung auf Systeme von der 
bezeichneten Art zu beschränken.

Sq-1 » d x

§ 83. Ordnung eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen. 49?
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§ 83.

genannten g + 1 Elemente. Nach dem in § 42 gebrauchten 
Ausdrucke bilden die Werthverbindungen von g + 1 beliebig ver
änderlichen Grössen eine Mannigfaltigkeit der (/u + l)ten Ord
nung, so dass man auch sagen kann, die obigen Functionen 
f\ g,... seien für eine gewisse Mannigfaltigkeit der (g -t-1 ) ten 
Ordnung der g + 1 Elemente x, y, z, . . . gegeben. Eine Lösung 
des Systems von Differentialgleichungen (1) ist gefunden, so
bald die g Variabein y, s, . . in einer solchen Weise von der 
Variable x abhängen, dass die betreffenden ersten Dififerential- 
quotienten für fortschreitende Werthe von x die vorgeschriebe
nen Werthe annehmen. Nachdem man mit einem einzelnen 
Werthe x — x0 angefangen hat, lässt man die Variable x alge
braisch steigend oder abnehmend eine Reihe von Werthen 
durchlaufen. Zu x=x0 gehören die besonderen Werthe y=y,„ 
0=&o,..für jeden vorkommenden ferneren Werth von x sind 
die correspondirenden y, z, ... durch die Lösung vorgezeichnet 
und ändern sich bei stetig geändertem x in der Art, dass das 
in Rede stehende Werthsystem (x, y, s, . . .) innerhalb der eige
nen Mannigfaltigkeit der (g + 1) ten Ordnung eine gewisse stetige 
Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung beschreibt. Für die Diffe
rentialgleichung

Vollständige und particulare Lösungen.498

dy
(2) = f(x)dx
ist in § 24 nachgewiesen, . dass eine Function y durch dieselbe 
allein nicht ganz bestimmt wird, dass alle möglichen Auflösun
gen nur um eine additive Constante von einander dififeriren, 
und dass eine Auflösung eindeutig bestimmt wird, wofern man 
die Bedingung hinzufügt, dass für einen besonderen Werth von 
x, der jetzt xu heissen möge, die Function y gleich einem be
liebig zu wählenden Werthe y0 sei; ferner ergab sich der ent
sprechende Ausdruck

y=Vo +f f (x) d x.(3)
30

Hieraus kann man schliessen, dass das System von Differential
gleichungen (1), in welchem die Differentialgleichung (2) als 
specieller Fall enthalten ist, an sich verschiedene Auflösungen 
gestattet. Nun lässt sich unter gewissen allgemeinen, die Func



tionen f(x,y,z,...), g(x,y,z,betreffenden Voraussetzungen 
zeigen, dass die Auflösung des Systems (1) auf eine und nur eine 
Weise möglich ist, sobald man verlangt, dass zu einem Werthe 
x=x0 ein bestimmtes Werthsystem y~y0, z=z0,... gehöre, oder, 
dass die dem System (1) genügende Mannigfaltigkeit der ersten 
Ordnung in der erwähnten Mannigfaltigkeit der (g + 1) ten Ord
nung von einem bestimmten Werthsystem (x0, y0, z0,...) ausgehe*). 
Es ist möglich, in der gegebenen Mannigfaltigkeit der Variable 
x einen gewissen Werth x0 beizulegen und hierauf die übrigen 
g Variabein y, z,. .. beliebig zu verändern; insofern bezeichnet 
die Gleichung x — x0 innerhalb der ursprünglichen Mannigfaltig
keit der (g + l)ten Ordnung eine Mannigfaltigkeit der gtzn Ord
nung. Wenn man also für einen fest gewählten Werth x = xü die 
g Werthe y0, z0,. . . beliebig annimmt, so empfängt dadurch das 
Werthsystem (x0, y0, z0,...) die gröste mit der Natur der Sache 
vereinbare Allgemeinheit. Mit Rücksicht hierauf wird eine Lö
sung des Systems (1), bei welcher zu dem Werthe x = x0 ein in 
der betreffenden Mannigfaltigkeit der g ten Ordnung beliebig ge
wähltes System von Wertlien y=yo, z—z0, . . . gehört, eine voll
ständige Lösung des Systems von Differentialgleichungen genannt, 
woraus sich die Ueberschrift der angeführten Abhandlung er
klärt. Hingegen heisst eine Lösung, bei welcher zu dem Werthe 
x=x0 ein an sich beschränktes System von Werthen y = y0, 
z=z0,... gehört, eine particulare Lösung des Systems. Für die 
obige Differentialgleichung (2) stellt der Ausdruck (3) eine voll
ständige Lösung dar, welche für x=xü dem beliebig zu wählen
den Werthe y0 gleich wird, während das bestimmte Integral

vermöge seiner Eigenschaft, für x = x0 zu verschwin-

Vollständige und particulare Lösungeu.§ 83. 499

ffix)dx
x0
den, nur eine particulare Lösung bildet. Man wird hieraus er
kennen, dass das in § 24 definirte unbestimmte Integral der

*) Erörterung der Möglichkeit, ein gegebenes System gewöhnlicher Diffe
rentialgleichungen vollständig zu iniegriren. Bonn 1868. Ausserdem mit- 
getheilt in Brioschi e Cremona, Annali, Serie 2a, t. 2°, pag. 288, und in 
Darboux, Bulletin, t. 10, p. 149. Vgl. Cauchy, leçons de calcul différentiel 
et de calcul intégral, rédigées par M. Moigno, t. 2, p. 385, und Coriolis 
in Liouville, Journal, t. 2, p. 229.



Wir beginnen mit der Angabe der Voraussetzungen, welche 
in dem zu integrirenden System von Differentialgleichungen

= f(x, y,z)J(1)
= 9 0,3b *)dx

den Functionen f{x,y,z) und g{x,y,z) auferlegt werden. Beide 
Functionen sollen für ein stetig zusammenhängendes Gebiet oder 
eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit K der Variabein 
x, y, z eindeutig bestimmt, numerisch kleiner als ein fester 
Werth, und stetig sein. Nach der in § 43 aufgestellten Defini
tion hat die Stetigkeit der betreffenden Functionen die Bedeu
tung, dass, sobald innerhalb der Mannigfaltigkeit K zwei Werth
systeme (x, y, z) und (x + Jx, y + zły, z + złz) gewählt werden, 
der absolute Werth der Differenz

f{x + Jx, y + Jy, z + Jz) —f (x, y, z)(2)
und der Differenz

glx + Jx, y + Jy, z + Jz)—g(x,y,z) 
für hinreichend kleine absolute Werthe der Differenzen Jx, Jy, Jz 
beliebig klein wird. Wir fügen jetzt in Betreff der Stetigkeit 
eine ähnliche Voraussetzung hinzu, wie sie in § 20 bei der

(3)

Existenz einer vollständigen Lösung. § 84.500

Function f(x) nichts anderes als eine vollständige Lösung der 

zugehörigen Differentialgleichung dy = f(x) ist. Die vorhin be

rührte Untersuchung der Möglichkeit, ein gegebenes System 
Differentialgleichungen (1) vollständig zu integriren, bildet 
eine Erweiterung des Verfahrens, mittelst dessen in § 20 und 
22 die Möglichkeit bewiesen ist, eine Function einer Variable 
zu integriren. Da die anzuwendende Schlussweise durch die 
Anzahl der zu bestimmenden Functionen oder, was dasselbe be
deutet, durch die Ordnung des gegebenen Systems von Diffe
rentialgleichungen nicht wesentlich bedingt ist, so wird die Be
trachtung im Folgenden nur für ein System der zweiten Ordnung 
durchgeführt werden.

dx

§ 84. Untersuchung* der Möglichkeit, ein gegebenes System 
gewöhnlicher Differentialgleichungen vollständig zu 

integriren. Geometrische Deutung.
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§ 84.

Stetigkeit einer Function einer Variable gemacht wurde; der 
Kürze halber werde der absolute Werth einer Grösse iv durch 
das Zeichen [w\ ausgedrückt. Es sollen der absolute Werth 
von (2) und von (3) die Eigenschaft haben, falls für eine hin
reichend kleine Grösse ô die Ungleichheiten 

[zlx\<LdJ [z/t/jcd, \Ja\cö
erfüllt sind, immer unter dieselbe beliebig kleine Grösse l 
herabzusinken, oder die Ungleichheiten 
( ) [f (x + Jx,y + Jy,z + Je) — f{x,y,z)\<l,
( ) [g(x + Jx,y + Jy,a + Ja) — g (x, y, aj] C l
zu befriedigen. Eine andere Voraussetzung, welche ebenfalls 
bei den erfahrungsmässig vorkommenden Functionen in der 
Regel erfüllt ist, bezieht sich auf die Differenzen (2) und (3) bei 
je zwei der Mannigfaltigkeit K angehörenden Werthsystemen, 
in denen der Werth der Variable x derselbe oder Jx gleich 
Null ist; sie besteht darin, dass es endliche positive Constanten 
cw cw c2V c22 giebt, für welche die Ungleichheiten
(7) [f (x, y 4- zly, a + Ja) — f (x, y, a)] < cn [zly\ + c12 \J Ą
(8) [g(æ,y + z/y,a + Je) — g(x,y,z)] <cn[/ly\ + c22[Jz\
stets gültig sind. Diese Voraussetzung ist offenbar von selbst 
erfüllt, sobald die Functionen /'und g von den Variabein y und s 
gar nicht abhängen, weshalb auch bei der Untersuchung der

Differentialgleichung

* Setzung vorgekommen ist.
Ehe von der Wahl eines Werthsystems x0, y0, gesprochen 

wird, das den Anfang der Lösung des Systems von Differential
gleichungen bezeichnet, ist darauf aufmerksam zu machen, dass 
man die drei Variabein x, y, a als die rechtwinkligen Coordina- 
ten eines Punktes im Raume deuten, und demgemäss die be
treffende Mannigfaltigkeit durch einen bestimmten Theil des 
Raumes repräsentiren kann. In gleicher Weise lässt sich bei 
einer Differentialgleichung

Existenz einer vollständigen Lösung. 501

(4)

= f{x) keine entsprechende Voraus-

(9) = y)
das Werthsystem (x,y) auf den Punkt einer Ebene beziehen, 
was wir nicht weiter verfolgen. Bei dem System (1) wird
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Existenz einer vollständigen Lösung. § 84.502

die geometrische Interpretation wieder nur dazu dienen, die 
analystisch definirten Begriffe mit Hülfe der Anschauung fass
licher zu machen, und nicht als Fundament der Beweisführung 
benutzt werden.

Nach den allgemeinen Erörterungen des § 42 hat eine in 
der Mannigfaltigkeit K befindliche Mannigfaltigkeit der ersten 
Ordnung, welche dem System (1) entspricht und für x=x0 die 
Gleichungen y~y0, 2=£u befriedigt, ihr geometrisches Bild in 
einer Linie, welche, von dem Punkte (x0, y0, z0) ausgehend, 
in dem Raume K auf gewisse Art fortschreitet. Ausserdem 
lehrt die Proportion (4*) des § 62, dass, wenn die in einem 
Punkte (x, y, z) der betreffenden Linie construire Tangente 
gegen die Axen der x, y, z respective die Winkel p, q, r 
bildet, das Verhältniss von deren Cosinus und damit die Lage 
der Tangente folgendermassen durch die Differenti'alquotienten

bestimmt istdy dz— unddx dx
dy # dz 
dx' dx

Weil aber in dem System (1) die Werthe der Differential

ais Functionen der Variabein x, y, z,

(10) 1: = cos£>: cos q : cosr.

dy dzquotienten

welche eben die Coordinate!! des gewählten Punktes bilden, ge
geben sind, und weil daher die Lage der Tangente für jeden 
Ort (x,y,z) bestimmt ist, so wird durch das System (1) die 
geometrische Forderung ausgedrückt, eine Linie zu suchen,» 
bei welcher für jeden Punkt die Lage der daselbst an die 
Linie gezogenen Tangente in einer vorgeschriebenen Weise 
von dem Orte des bezüglichen Punktes abhängt. Die Be
hauptung, dass die Integration des Systems (1) unter Hinzu
fügung der Bedingungen x = x0,y = y0,z = z0 eindeutig be
stimmt sei, bekommt hiernach den Inhalt, dass durch den 
Punkt {xo:y^z0) eine und nur eine Linie von der verlangten 
Beschaffenheit laufe. Vermöge des vorigen § muss bei einer 
vollständigen Lösung für einen festgewählten Werth x0 das 
System der Werthe y0 und z0 beliebig veränderlich sein. Da 
der Inbegriff der Punkte (x0, y0, z0), für welche x0 einen einmal 
gewählten Werth hat, und y0 und z0 beliebige Werthe an-

und d xdx
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nehmen, die Ebene x=x0 constituirt, da jedoch in dem gegen
wärtigen Falle nur Punkte des Raumes K Vorkommen, so 
stellt die bezeichnete vollständige Lösung des Systems (1) den 
Inbegriff der Linien dar, welche dem System (1) genügen und 
von beliebigen Punkten eines Theiles der genannten Ebene, der 
in dem Raume K enthalten ist, ausgehen.

Man nimmt nun das Anfangssystem (x0,y0,z0) so an, dass 
jede der drei Variabein in dem Gebiete K von (x0, y0, zn) 
aus um eine endliche Grösse fortschreiten kann; dann sind für 
die endlichen positiven Grössen a, b, c die Ungleichheiten

0 — ®„] ^ [y — y0] < ^ 0 — *o] ^c

erfüllt. Innerhalb dieses in K enthaltenen Gebietes müssen 
die Functionen f(x,y,z) und g(x,y,z) nach der getroffenen 
Voraussetzung respective numerisch kleiner als gewisse feste 
positive Werthe f0 und g0 sein, das heisst, den Ungleichheiten

[ f 0, y, *)] < fo, [y (*, yi ^)] < y»
genügen. Dem entsprechend lässt sich eine positive Grösse A 
so bestimmen, dass

(io

(12)

A<zalAf0cb,Ag0<C.c 
ist. Alsdann wird durch die Ungleichheiten

[x — x0] <A, [y - y0] <b,[z- *0] ^ c
ein Gebiet K0 begrenzt, das innerhalb des durch (12) be- 
zeichneten Gebietes, mithin auch innerhalb des Gebietes K 
liegt, und für welches wir die Untersuchung der Integration 
des Systems (1) vornehmen. In der geometrischen Deutung 
stellt das Gebiet K0 nach demjenigen, was in § 51 zu den 
Ungleichheiten (1*) bemerkt ist, das Innere eines rechteckigen 
Parallelepipedons dar, dessen Mittelpunkt der Punkt (x0, y0,20) 
ist, das von den mit den Coordinatenebenen parallelen Paaren 
von Ebenen

(13)

(14)

x = x0 — A, x — x0 + A,
y = y0—b,y = y0+ b, 8 = — c, e = + c

begrenzt wird, und dessen mit den drei Coordinatenaxen x, y, z 
parallele Kanten beziehungsweise die Längen 2A,2b,2c haben.
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§ 85. Auflösung: eines Systems von Differenzengleichungen.

dyNeben die Gleichung = f(x) des § 17 ist in § 18 diedx
dortige Gleichung (4) gestellt worden,

/iF{x)
(1) /Ix
durch welche die Aufsuchung einer Function F(x) gefordert 
wird, bei der die zu einer Reihe von Werthen der Variable x 
gehörenden Differenzenquotienten den entsprechenden Werthen 
der gegebenen Function f(x) gleich werden sollen. Gleichungen 
von der Art der vorstehenden, durch welche die Differenzen
quotienten zu suchender Functionen mit der unabhängigen 
Variable und den Functionen selbst verknüpft sind, werden 
Differenzengleichungen genannt.

Wie nun die Differenzengleichung (1) aus der Anfangs 
erwähnten Differentialgleichung entstanden ist, indem statt des

zt F ( ai) su|3gt|_dy der DifferenzenquotientDifferentialquotienten

tuirt wird, bilden wir aus dem System Differentialgleichungen 
(1) des vorigen § das zu der Bestimmung zweier Functionen 
rj und L von x dienende System von Differenzengleichungen

dx /! X

I zltj
=f(x,ZIX(2) I =g(x, rj,Q./Ix

Die Functionen rj und L werden für das in dem vorigen § ab
gegrenzte Gebiet K0 aufgesucht und sollen für den Werth 
x = x0 den Gleichungen
(3) V = Vo, ? =
genügen. Vermöge der daselbst aufgestellten ersten Ungleich
heit (14) darf die Variable x von x0 nach x0 + A und nach 
x0 — A bewegt werden. Wir betrachten nur die erstere Art 
der Aenderung, da bei der zweiten eine genau entsprechende 
Behandlung zulässig ist. Nach der Wahl eines zwischen x0 und 
x0 + A liegenden Werthes X schreiben wir der Variable x zuerst 
die folgende Reihe von n +1 der Grösse nach geordneten Wer
then vor
(4) Xn=X<<X0+A,x0, xv Xy . . n—V
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für deren aufeinander folgende Differenzen das System (2) gelten 
soll, und fragen nach den entsprechenden Werthen von g und 'Ç 
Bezeichnet man die zu den Werthen (4) von x gehörenden 
Werthe der Functionen g und 'Ç durch Anhängung der gleich
namigen Zeiger, so ergiebt sich aus dem System (2) mit Be
rücksichtigung von (3) unmittelbar die Folge von Gleichungen
n— y0 la+l—la%—*h

/*Oo> !/o> *o)> f VaJ £«)1f(Xp îyj, Cj),X—X0
(5) C —C-c + 1 -a = 9(Xa, Va, Ł),9 <X> &q) 9 (xv Vv ^"i);’ ,x_2—asx

wo a die Reihe der Zahlen 1, 2, ...n— 1 durchläuft. Vermöge 
des ersten Paares von Gleichungen werden gx und Lt eindeutig- 
bestimmt, dann vermöge des zweiten g2 und C2, und so fortschrei
tend vermöge des (a + l)ten Paares g x und La+1 
letzten Werthsystem gn und £n, welches zu xn—x gehört. Da 
bei diesem Verfahren jedes gefundene Werthsystem in die Func
tionen f(x, y, z) und g (x, y, z) substituirt werden muss, so hat 
man sich zu versichern, dass das anzuwendende Werthsystem 
dem Gebiete angehöre, für welches die Functionen f(x, y, z) und 
g(x,yfz) gegeben sind. Aus den vorhin getroffenen Voraus
setzungen lässt sich indessen mit Sicherheit schliessen, dass die 
nach einander zu erhaltenden Werthsysteme (x1} gx, tj, (x2, g2, t2),.. 
innerhalb des Gebietes K0 bleiben. Multiplicirt man in (5) das 
erste Paar Gleichungen mit dem Nenner x1—x0, und ebenso 
jedes folgende mit dem entsprechenden Nenner, so entstehen 
die Gleichungen

x—x0 *a+ —Xa

bis zu dem

f Vl -Vo = (®1—®o) Vv <b • • • Va+l-Va — OWi
) Çi —^0= (^1—■xo)9&o>!to>*o)>--£a+i— £* = (x

Xa) f(Xa,Va,'Q,
X*)9(Xa,rL,U-

Geht man hierauf bei dem ersten Paar zu der Vergleichung der 
absoluten Werthe über und berücksichtigt die für jedes vorkom
mende Werthsystem geltenden Ungleichheiten (12) des § 84, so 
folgen die Ungleichheiten

(6)
œ+l

[Vi - yo] < ixi—xo\ fo, Bl - *«.] < 0, — x0] g0.
Weil ferner \xx—æ0] <CA ist, müssen wegen (13) desselben § die 
Ausdrücke rechts respective kleiner als b und c sein ; daher gel
ten für das Werthsystem (xx, gv £x) die Ungleichheiten



fa — Xol <A, [rj— y0]<b, [Çt—*0]<c, 
welche die Gestalt von (14) des § 84 haben und ausdriicken, dass 
ixii Vd £1) in K0 enthalten ist. Dann ergiebt sich aus (6) durch 
die Addition von je zwei Gleichungen

U —Vo = («i—■xo)f(xo,yo,*o) + (x—xi)f(x1} rjlt q 
U2— ‘sfo = (^i—xo)9(x0,yo,*o) + (x2— xjgfrt, ijt, CJ, 

mithin für die absoluten Werthe, da xx—xo und x2—x1 posi
tive Werthe haben, vermittelst der soeben benutzten Schlüsse,

(9) [V%~ yo\<[X‘2-xo]fo<b, Ba —«o]<[^ä—■xo\g»<C, [x2~Xo\<Ä- 
Deshalb gehört auch das Werthsystem (x2, îj2, Ç2) dem Gebiete 
K0 an, und es leuchtet ein, dass aus entsprechenden Gründen 
sich die sämmtlichen folgenden Werthsysteme, wie behauptet 
worden, ebenso verhalten. Somit liefern die Gleichungen (6) 
eine den aufgestellten Bedingungen genügende eindeutig be
stimmte Auflösung des Systems von Differenzengleichungen (2).

Um den Zusammenhang des Systems (2) und des vorge
legten Systems von Differentialgleichungen geometrisch zu er
läutern, braucht man nur mit Anwendung der so eben be
stimmten Werthsysteme festzusetzen, dass der Punkt (x0, yQ, 
mit dem Punkte (x1} rj1, dieser mit dem Punkte (x2, r;2, ÇJ, 
und successive jeder mit dem folgenden durch eine gerade 
Linie verbunden sei. Vermöge der Gleichungen (5) sind diese 
begrenzten geraden Linien so bestimmt, dass, wenn man sich 
dieselben im Sinne der wachsenden Zeiger durchlaufen denkt, 
die Richtung jeder Linie in ihrem Anfangspunkte gleich der 
Richtung der Tangente der Curve ist, welche durch den be
treffenden Punkt hindurchgehen und dem System von Differen
tialgleichungen genügen würde.

§ 86. Integration eines Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen.

Nachdem das im vorigen § gebildete System von Diffe
renzengleichungen für die mit (4) bezeichnete Reihe von Werthen 
der Variable x aufgelöst ist, kann man dasselbe für eine neue 
Reihe von Werthen behandeln, bei der zwischen je zwei Indi
viduen der ersten Reihe wieder eine beliebige Folge von Werthen 
der Grösse nach eingeschaltet ist. Wir gebrauchen die Be
zeichnungen

System von Differenzengleichungeu.506 § 86.

(7)

(8)
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^0,0 ®0> X0,l ’ • * '> X0,Ql ‘ ‘ ‘ X0,p—V

,'Y' -------/V1 .......... /V* /y» /y» /y»‘D.O •n.U*.**» —1»

(1). /y« --------/yi — ■ /y» rp Xa’i?« . . «? •

/y* ------ /y» ■ ■■ ■ -y»

"-hPw-i x«,o~x«’
und versehen die zugehörigen Werthe von rj und L mit den 
gleichnamigen Paaren von zwei Zeigern. Das System (6) des 
vorigen § liefert dann die Gleichungen

J ^a’Qa+X ^a'9a >Jcc’Va ^a’?c)

— (Xa,çja+l~~ Xcc,rj) 9 (Xcc,Qa’ Va,
wo nach einander « gleich den Zahlen 0, 1, 2, ...n— 1, QCi 
gleich den Zahlen 0, 1, 2,.. ._pa—1 zu setzen ist, und ferner die 
Bedingungen

(2) ) L — L-a’l’a+1

(3) ^0,0 y0’ -0,0 zo 
gelten, damit die Auflösung mit demselben Werthsystem (x0, y0, z0) 
wie die im vorigen § ausgeführte beginne.

Dass die nach einander darzustellenden Werthsysteme der 
gegenwärtigen Auflösung ebenfalls in dem Gebiete K0 enthalten 
sind, folgt daraus, dass das eingeschlagene Verfahren seinem 
Wesen nach ungeändert geblieben und nur auf eine grössere Zahl 
von eingeschobenen Werthen der Variable x ausgedehnt ist. Zu 
demselben Werthe x = xa+l gehört bei der ersten Auflösung 
das Werthsystem rja hei der zweiten das Werthsystem:-t-l> 5(t + l)

Va+1,0 Va+V ^fi + 1,0 Sa+P(4)
Es lässt sich nun zeigen, dass für eine angemessene Wahl der 
Werthe xv xv ... xn_x die Grössen ya+x uud za+l die Eigenschaft 
haben, falls die Zahlen pa unaufhörlich wachsen und die Diffe
renzen der neuen eingeschalteten Werthe xa o +1— xa n irgendwie
beständig abnehmen, gegen feste Grenzwerthe zu convergiren, 
indem die absoluten Werthe der Differenzen zwischen den ent
sprechenden Grössen

[Va Va+\\) ha +1
für jedes a unter einer beliebig kleinen Grösse bleiben. Gleich
zeitig führen dann die Werthe ya+1 und za+1 zu einer vollstän-

(5) +i
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digen Integration des gegebenen Systems von Differentialglei
chungen.

In den Gleichungen (2) lege man der zu einem bestimmten 
a gehörenden Zahl Qa nach einander die Werthe 0, 1, 2,... oa 
bei; dann entstehen durch Addition der Differenzen der ersten 
und zweiten Zeile die Gleichungen

/ Q a a a
J Va^+i— Va,0= 'Xa,f)f(Xa,çàl Va.qJ £*.<,)

(6) ?a = aa
L,aa+1 L,0 1 Xa,o)9(Xa,^ Va,^ ~a,oJ>

aus denen mit Hülfe von (12) des § 84 die Ungleichheiten 
[Va,aa+l— Va.o\ < [X«,oa+l—Xa,o\ fo S K+1“«J fo 

— £«,(J < k,ff(t+r\o] <Jo < K + l—'Xal 9o)(7)
E 1

folgen. Wenn man dieselben mit den Ungleichheiten (4) des 
§ 84 vergleicht, und

Z = L 
Z -+• Zlx — L

X Xa, 0 >
x + Jx = xa(Ja+V y + Jx = r]a ^+v

nimmt, wenn man ferner die Grössen xa so dicht neben einander 
wählt, dass in Bezug auf eine hinreichend kleine Grösse ô die 
Ungleichheiten
(7*) Xa+l~Xa<01 (Xa+l — Xa)fo<0> (Xa+l ~ XJ %<'0

gelten, so ist klar, dass vermöge der Ungleichheiten (5) und (6) 
des § 84 für eine und dieselbe beliebig kleine Grösse l die 
Relationen

y = Va, o, -a, 0
~a’aa+1

if(Xa,aa+V Va,aa+V ta,oa+l) ~ f(X
[g(Xa,oa+V Va,aa+ V ta,aa+ù ~ 9&,

Va, 0’ ^a, o)] <'~ ^ 
Va,01 ?a,o)]<A

a, 0>
a,01

bestehen. Deshalb weicht unter der angegebenen Voraussetzung 
jeder der Werthe f(x J VOn Va
der Werthe von g(xa0, ^ J um eine
Grösse ab, die numerisch kleiner als l ist; auf diese Weise 
können die in (6) rechts auftretenden Summen leicht in 
Grenzen eingeschlossen werden. Indem hier statt aa der Werth 
pa— 1 substituirt und die in (4) angegebene Bezeichnung benutzt 
wird, gelangt man durch Einführung der positiven oder nega-

,o» £«,<>)» Jeder



tiven echten Brüche ßa und ya zu dem Resultat
$ya+—y«=&«+—**)y*, *J + ßj)
\ *a+-*a=(xa+-xa)(9(xa, yat o + yj)-

Diese Gleichungen haben eine mit den Gleichungen (6) 
des vorigen § ähnliche Gestalt. Werden die Gleichungen des 
dortigen (a 4- l)ten Paares mit den vorstehenden durch Sub
traction verbunden, so entsteht das neue System 
ya+l-la+l^ya—y« + 0*W ~Xa) ( V,0 O ~ ffra, Q + ßj)
*a+l—Ç* + l=*a-Ça+(Xa+l-*a) V«» 0J ~ 9(*«, U + ^A).

Man bedient sich jetzt des Princips, dass der absolute Werth 
einer Summe von Grössen niemals grösser sein kann als die 
Summe der absoluten Werthe der einzelnen Grössen, und be
nutzt für die absoluten Werthe der Differenzen der vorkommen
den Functionswerthe die aus (7) und (8) des § 84 folgenden 
Bestimmungen

I/O*«» y,o 0~ /K> U] < cn \y*—va] + «i2 k— U
\ß(Xa> Vco rla, Ł)] < «21 k~ VJ + «22 k~ Ü '

Da ferner die sämmtlichen Differenzen %a+l— %a positiv sind, 
so liegt der absolute Werth von jedem der Producte (x 
und (xa+1—xa) ya l unter der Grösse (xa+1—xa) l. Mithin folgen 
aus (9) die Ungleichheiten

j ba+- < [Va~ rla\ + K+~ («11 a~~ V J + «12 [*a~U + A)

^ k+1 ^a+ll^k -ß] ("«ß+l “O («21 k Va\ "P «22 k -«I A).
Nach der in (3) ausgedrückten Voraussetzung ist

k == k ^o]
so dass, falls in (11) für a nach einander die Zahlen 0, 1, 2,. .n—1 
substituirt und die betreffenden Kelationen verglichen werden, 
für jeden der absoluten Werthe \yx — îyj, [ex— 'Q,.. [y—rj J» k~U 
eine obere Grenze hervorgeht. Indem man für zwei Reihen von 
Grössen Dya und T)za die Gleichungen bildet

r-Dy«+i=-Dy«+k+—■(«u DVa+«i2 ^k+A)
(13) (xa+l #re) («21 Dya+ c22 Dza~t- A)

Id«/o=0, ^^0=°?

sind jene oberen Grenzen gefunden, und es ergiebt sich für 
die aufeinander folgenden Werthe des Zeigers a

System gewöhnlicher Differentialgleichungen.§ 86. 509

(8)

f(9)

(10) {

— Æ )/? /Ia-t-1

ai)

(12)
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\y<x +1 ^a + j] ^ Dya + li [&a+\ ^K + ]] ^(14) +i
Unser Ziel ist der Nachweis, dass die Beträge [ya+l—Va+\\’ 
[Zft+i ~~ £„+]] für einen hinreichend kleinen Werth von l beliebig 
klein werden; dasselbe wird erreicht sein, sobald die betreffende 
Eigenschaft für die Grössen Dya+1 und Dza+^ oder für andere 
Grössen nachgewiesen ist, die beziehungsweise grösser als jene 
sind. Wie leicht zu erkennen, lassen sich zwei Reihen von 
Grössen va und tva, die den Forderungen

Dya+ Dga+i<-w
genügen und eine noch einfachere Bestimmung als Bya und I)za 
gestatten, durch ein System von Gleichungen definiren, welche 
nur darin von den Gleichungen (13) differiren, dass statt jeder 
der vier positiven Grössen cn, c12, c21, c22 eine Constante k auf- 
tritt, die grösser als jede einzelne ist. Die betreffenden Glei
chungen lauten

(15) a-1-1

'>a+l = + K+l— XJ {Mva + Wj + *)

= Wa + K+l - Xa) (*(»« + WJ + ;)

v0=0, w0= 0.
Aus denselben folgt unmittelbar

J(16) I a+1

(17) Va+1- Va=Wa+l- Wa,
und, da v0 — iv0 = 0 ist, für jeden Werth von «

Va=Wa‘
Demnach hat man statt des Systems (16) die eine Gleichung 

Va+l =V«+ (Xa+1 - XJ + *) 

welche, nachdem auf beiden Seiten die Grösse hinzugefügt
u K

ist, zu der folgenden wird

(20) va+1 +

Setzt man den Zeiger nach einander gleich den Zahlen 0,1, 2 
beachtet, dass vo-—0 ist, und multiplicirt alle Gleichungen mit
einander, so entsteht die Auflösung

(21) + (1 + 2^—s0)) (1+2 l(x—xl ))...( 1 + 2 Jc(x

Für den gegenwärtigen Zweck dürfen die einzelnen Factoren 
des Products noch vergrössert werden. Aus der in I, § 114

(18)

• (19)

Lk=o+2k(x-^x^(v“+ Ł)

-xjy«+1
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abgeleiteten stets convergenten Darstellung der Exponential- 
function

æ2«* = 1 +~ + + ...1 1.2
lässt sich schliessen, dass bei jedem positiven Werthe von x 
die Ungleichheit
(22) er>l + x
besteht, weil die rechte Seite durch Weglassung einer Summe 
von positiven Gliedern nothwendig verkleinert wird. Werden 
nun in (22) statt x nach einander die positiven Werthe 

2h(x1 — x()), 2lt(x2 — xx),...2k(x — x )asa-fl

substituirt, so bringt die Multiplication der Exponentialaus- 
drücke eine Exponentialfunction hervor, deren Argument gleich 
der Summe der Argumente 21c(xa+l—x0) ist, und man erhält

2 k ^a+l- T0>(23) (1 + 2 h (x1 —x0)) (1+2 7c (x2—xx)) ... (1 + 2 k (x 
Da ausserdem x

— xa))<e«-H
— x0<ixn—x0— X—x0 ist und die Expo

nentialfunction bei der Yergrösserung ihres Arguments zunimmt, 
so wird

«+i

V ^ 2k(X— t0)
e <+ ,

woraus sich für die positive Grösse va+1 die Ungleichheit
g2 ____ J

(24)

»«+i<*((25)
27c

ergiebt. Hier erscheint l mit einem endlichen Factor multipli- 
cirt, welcher nicht von der Annahme der Werthe xv xv .. .xn_x 
abhängt. Folglich bleiben für einen genügend kleinen Werth 
von l alle Grössen va+1} und daher nach (14) und (15) auch 
alle Beträge [y
behauptet worden war. Wir sehen also, dass die zu den Wer- 
then oc=xa+l gehörenden Werthe ya+1 und #a+1) indem die 
Zahlen pa ohne Ende wachsen und die Differenzen der neuen 
eingeschalteten Werthe auf irgend eine Weise abnehmen, sich 
festen Grenzwerthen nähern. Nach der Kleinheit der beliebig 
gegebenen Grösse X richtet sich die Wahl der Grösse d, durch 
welche vermöge (7*) die Ausdehnung der Differenzen x 
bestimmt wird. Weil nun die obigen Gleichungen (8) den In-

Xa

Va+i] und k+1—?«+i] beliebig klein, wiea + l

— *a« + 1

von demhalt haben, dass der Differenzenquotient
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*a+l — *a
Werthe f(xa, ya, zf), der Dififerenzenquotient von dem

Xa + l~Xa

Werthe g (xa, ya, za) um weniger als die beliebig kleine Grösse 
l abweicht, und weil bei hinreichend kleinen Differenzen x ~Xa«+1

da +1 ya in den üifferentialquotientender Dififerenzenquotient
Xa+l~Xa

*a + l-*udy — in den Differentialquotien-
Xa

der Dififerenzenquotient —dx a + 1 
Öj ßten — als Grenzwerth tibergeht, so drückt das System (8) die

Thatsache aus, dass die Werthe ya und ztt, welche für x—x0 die 
vor geschriebenen Gleichungen y—y0, z=£0 erfüllen, dem gegebe
nen System Differentialgleichungen (1) in § 84 genügen, oder 
dasselbe vollständig integriren.

Sobald die geometrische Construction, welche in dem vori
gen § für die dortige Reihe (4) von Werthen von x beschrieben 
ist, auf die Reihe (1) des gegenwärtigen § angewendet wird, 
entsteht eine neue Reihenfolge von geraden Linien, die für 
wachsende Zahlen pa immer dichter wird. Demgemäss lässt sich 
das Ergebniss der angestellten Untersuchung so aussprechen, 
dass, falls bei der ersten Construction das Intervall X—x0 in 
hinreichend kleine Theile getheilt war, der Zug der geraden 
Linien, welcher durch die zweite Construction bei beliebig weit 
fortgesetzter Theilung hervorgebracht wird, von dem Zuge der 
geraden Linien der ersten Construction nur um beliebig wenig 
verschieden sein kann. Mithin wird das Bild der Mannigfaltig
keit der ersten Ordnung, die dem gegebenen System Differential
gleichungen genügt, schon durch die erste Construction mit einer 
beliebig grossen Genauigkeit dargestellt.

§ 87. Eindeutige Bestimmtheit der Integration eines 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen.

Es bleibt jetzt übrig zu zeigen, dass ein System Functionen 
y und s durch die Forderung, dem obigen System Differential
gleichungen
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dy
— f (x> Vi s)d x

(1) I d z = g(x, y, e)dx
zu genügen und die Bedingungen y = y0, z—z0 zu erfüllen, ein
deutig bestimmt ist. Wir nehmen an, dass ein System von der 
verlangten Beschaffenheit
(2)
gegeben sei, legen der Variable x die in § 85 unter (4) ange
führten Werthe bei und bezeichnen die entsprechenden Werthe 
der Functionen tj und ft durch Anhängung der gleichnamigen 
Zeiger; in Folge dessen hat man nach den vorgeschriebenen 
Bedingungen
(3) % Vw So ^o* 
Für hinreichend kleine Differenzen x — xa ist nun wieder der 

von der Differenzenquotient

«+i
h«+i haDifferenzenquotient
Xa + 1 Xa

3a +1 3«

Werthe der Differentialquotienten selbst vermöge (1) respective 
gleich f(xa: b(/, ftj und g{xa1 h«, ftj sind. Jetzt wird ausdrück
lich vorausgesetzt, dass bei beiden Functionen t) und ft der 
Unterschied zwischen dem einzelnen Differenzenquotienten und 
dem entsprechenden Differentialquotienten für hinreichend kleine 
Differenzen xa+1—xa in dem ganzen Bereich der Werthe von 
x numerisch kleiner sei als eine beliebig kleine Grösse 
dies entspricht genau der Voraussetzung, die in § 24 für die 
Function <p(x) gemacht wurde. Demnach führt das System 
(1) unter Benutzung von zwei positiven oder negativen echten 
Brüchen ßa und ya zu dem System von Gleichungen

htf + l ha==(Ä'« +1 Xa) (f (Xa’ 3a) 4* ßa
ia+1— ba=(Xa+l — Xu) (,?(^> ^ Ü + Ya 

Dasselbe ist genau ebenso mit den Grössen xa, t)a, la gebildet 
wie das System (8) des vorigen § mit den Grössen xa, ya, sa. 
Es lassen sich daher unter Beachtung der Gleichungen (3) durch 
Verbindung von (4) mit den Gleichungen (G) des § 85 die

Lipschitz, Analysis II.

dl beliebig wenig verschieden, während dievon d x

!(4)

33
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entsprechenden Schlüsse ziehen, aus denen hervorgeht, dass die 
Beträge der Differenzen

[tyß + l Tia + lL fea+1 £ß+l] 
für einen hinreichend kleinen Werth von l beliebig klein wer
den. Da nun ausserdem die Ungleichheiten

(5)

f 1 ya +1]<^ [^a + ] ria + ï\ \-Va+1 Va+ ll
^ fôœ+l ^ß + l] ^ feß+l £ß+J "h i^a+1 -ß + d

gelten, und unter der gleichen Voraussetzung die Beträge 
|j/ß+1 r/ß+J> [^ß+i ?ß+i3

ebenfalls beliebig klein ausfallen, so haben die Beträge 
[9ß + l + feß + l ^a + ll

nothwendig dieselbe Eigenschaft, das heisst, die Functionen 
t) und ft, welche das System von Differentialgleichungen (1) be
friedigen und für x—x0 die Anfangswerthe l)=y0, ft = £0 an
nehmen, weichen für die sämmtlichen Werthe x — xa+1 von den 
durch das obige Verfahren bestimmten Werthen y l und za+1 
um beliebig wenig ab, oder fallen mit denselben zusammen. 
Ein System von Functionen y und z, durch ivelches das System 
von Differentialgleichungen (1) integrirt wird und das für x=x0 
den Gleichungen y=y0, #=z0 genügt, ist daher unter den er
wähnten Bedingungen eindeutig bestimmt. Somit haben wir den 
Beweis geliefert, dass das gegebene System von Differential
gleichungen unter den mitgetheilten Voraussetzungen auf eine 
und nur eine Weise, vollständig integrirt werden kann.

(6)

§ 88. Integrale und Integrationsconstanten.

Eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, welche dem in 
§ 83 aufgestellten System der ^ten Ordnung von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen genügt, 

dy = f{x, y,z,...)dx
(1) dz

= gfa y, *, • • •)dx

kann auf sehr verschiedene Arten gegeben sein. Besondere Be
achtung verdient der Fall, dass die Mannigfaltigkeit der ersten
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Ordnung durch ein System von y Gleichungen ausgedrückt wird, 
in denen der Reihe nach je eine von y Functionen der y + 1 
Vaiflabeln
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y, • • •)> ^2y> y,*. • • •)
gleich einer der willkürlichen Constanten S2,...2 gesetzt ist,

®i(«i y, #, ...) = 2i
02{x, y,z,...) = S2

(2)

<^0, y,*, .•0 = S#4-
Da der Werth von jeder der Functionen bei einer mit dem 

System (2) vereinbaren Aenderung des Werthsystems y, . 
ungeändert bleiben soll, so muss bei einer Aenderung der ein
zelnen Variabein um die zugehörigen Differentiale dx, dy, dz,... 
das entsprechende vollständige Differential jeder einzelnen Func
tion verschwinden, wodurch nach § 45 die y Gleichungen

' a®x a®a®,
cly + dz +...— 0dx + dzdx dy

a®2 a®2a®
-r^-dx + ^ + ... = 0(3) dx dy dz

a® a®a®
tfd* + ... = 0d x + ■ r - d y +a y dzdx

entstehen. Nachdem jede Gleichung durch das Differential ćZ# 
dividirt ist, gehen die linken Seiten respective in die vollständi-

d<I\ d ®2 d ®(f 
dx : dx

über, und das Nullwerden von diesen ergiebt y Gleichungen
d y dz 
dx dx

Unter der Voraussetzung, dass die betreffende Determinante 
nicht verschwinde, liefert die Auflösung für die einzelnen Diffe
rentialquotienten eindeutig bestimmte Ausdrücke in den Varia
bein x, y, z,..., welche beziehungsweise mit den Ausdrücken

dy dz 
dx dx

vorgeschrieben sind. Das System von Gleichungen (2) erlaubt,

gen nach x genommenen Differentialquotienten , • • • d x

des ersten Grades für die y Differentialquotienten

übereinstimmen müssen, die durch das System (1) für —:— J • • *
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weil die Werthe der Constante S1? ß2,... 2 willkürlich ange
nommen werden dürfen, eine Mannigfaltigkeit der ersten Ord
nung zu bestimmen, welche die in § 83 formulirte Bedingung 
erfüllt und von einem beliebig gewählten Werthsystem x— x0, 
y~y0? 8=80,... ausgeht. Indem man den Constanten S2,... 2 
die Werthe beilegt, welche aus der Substitution von x0,y0}80,... 
in die betreffenden Functionen entspringen, verwandelt sich (2) 
in das System

Vi ^i' ' •) yoi zoi • • •)
Cb2 (oc, y, 8,...) (Xçp y y, 8 0,...)

(4)

% O, y, e, • • •) = % Ov y oi *0> • • •)•

Sobald hieraus die y Variabein y, 8,... als Functionen der Va
riable x bestimmt sind, stellen y, 8,... diejenige Mannigfaltig
keit der ersten Ordnung dar, welche dem System (1) genügt, 
für x — x0 die Werthe y = y0, z—80, • • • erhält, und deshalb, wrie 
sich im Vorgehenden gezeigt hat, eindeutig bestimmt ist.

Es möge jetzt eine einzelne von den Gleichungen (2) her
ausgehoben werden, etwTa

(I\ (x, y,8,.. .) = 2,
Damit die Function (x, y, z,...) von der verlangten Beschaf
fenheit sei, muss aus derselben die zugeordnete Gleichung in (3) 
folgen. Ferner muss, da das System (3) für die Werthe der Diffe- 

dy d8 
dx dx

den in (1) bezeichneten respective gleich sind, jede einzelne
d y äs 
dx dx

•• Ausdrücke zu liefern hat, welcherentialquotienten

Gleichung in (3) befriedigt werden, indem man statt

die entsprechenden Functionen f(x, y, 8,...), g(x,y,8,...) sub- 
stituirt. Demnach ergiebt sich für (x, y, z,...) die folgende 
Gleichung 

d®1 301 d®1
f(x,y,8, ...) + g O, y, Si O,

und eine eben solche Gleichung für jede der übrigen Functionen 
®0 (x, y, t (x, y,8,...).

Eine Gleichung, in welcher die partiellen Differentialquo-

<9 x dy Ô 8
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tien ten einer Function von mehreren Variabein O (x, y, s,. ..) 
Vorkommen, heisst nach § 82 eine partielle Differentialgleichung. 
Man kann daher den Ausdruck anwenden, dass die u Functionen 
(Dv (Ą,... <DU die Eigenschaft haben müssen, der partiellen Diffe
rentialgleichung

ff + y,z,---) + 9®(5) g (x, y, s, 0dy dz
su genügen. Umgekehrt verhält sich jede Function C0, welche 
dieser Gleichung genügt, in der Weise, dass der entsprechende 
Ausdruck

d& 30 dy_ c[& ds 
dx dy dx ds dx

gleich Null wird, sobald die Differentialquotienten

dO
(6) dx

dy ds 
dx dx

durch das System (1) bestimmt werden; mithin bleibt die Func
tion (D für jede das System (1) erfüllende Mannigfaltigkeit der 
ersten Ordnung constant. Aus diesen Gründen bedeutet die 
Forderung, dass eine Function (D (x, y,s,...) der partiellen Diffe
rentialgleichung (5) genüge, dasselbe wie die Forderung, dass 
eine Function <J) (x, y,s,...) für jede dem System (1) ent
sprechende Mannigfaltigkeit ungeändert bleibe. Eine Gleichung 
des Inhalts, dass eine im Vorstehenden characterisirte Function 
Q(x,y,s,...) einen gewissen willkürlich gewählten Werth 2 
festhalten soll,
(7) 0{sC) y, s,...) 2,
definirt also eine Mannigfaltigkeit der qten Ordnung, in welcher 
beliebig viele das System (1) befriedigende Mannigfaltigkeiten 
der ersten Ordnung enthalten sind. Da nun die Gleichung (7) 
in dem so eben bezeichneten Sinne durch das System (1) erfüllt 
wird, so nennt man dieselbe ein Integral des Systems von Diffe
rentialgleichungen (1); zugleich heisst die zugehörige willkürliche 
Constante 2 eine Integrationsconstante. Nach diesem Sprachge- 
brauche ist das System (2) ein System von u Integralen des 
gegebenen Systems von Differentialgleichungen. Die u Func
tionen Q\ {x, y,s,...), ... <D (a?, y,s,...), welche hier auftreten, 
dürfen jedoch unter den möglichen Auflösungen der partiellen 
Differentialgleichung (5) nicht ganz beliebig gewählt sein, 
sondern müssen noch die Bedingung erfüllen, dass durch die



Integrale und Integrationsconstanten.

zugehörigen Gleichungen (2) wirklich eine Mannigfaltigkeit der 
ersten Ordnung bestimmt werde. Wir sahen, dass unter der 
erwähnten Voraussetzung aus dem System (2) eine Mannigfal
tigkeit der ersten Ordnung entsteht, die von einem beliebig 
zu wählenden Werthsystem x=x0, y=y0, z = z0, ... ausgeht 
und deshalb eine vollständige Integration des Systems (1) dar
stellt. Dem entsprechend wird dann das System (2), zu welchem 
die g willkürlichen Constanten S2,... 2u gehören, als ein voll
ständiges System von g Integralen des Systems von Differential
gleichungen (1) bezeichnet.

In dem Falle g = 2 redueirt sich das System (2) auf die 
beiden Gleichungen

§ 88.518

\ O, y, e) = s„(2*)
während Ol und Ö>2 der partiellen Differentialgleichung 

d (& <9 ® dof(x, y, z) +

genügen. Nach der bei der gleichen Annahme gebrauchten 
geometrischen Interpretation geht durch einen beliebigen Punkt 
x01 y0, z0 des Baumes K eine und nur eine Linie, welche das 
System von Differentialgleichungen

=f{x,y, z)

g 0, y,*) = °(5*) +dx dx dx

dy
dx(1*) dz =-g{x, y, z)

befriedigt; da jedoch der Punkt (x0,y0,z0) keinen Vorzug vor 
irgend einem andern hat, so darf man auch sagen, dass 
durch jeden Punkt (x,y,z) eine und nur eine dem System (1*) 
genügende oder charakteristische Linie laufe. In Folge dessen 
ist eine Function Q)(x,y,z), die der Gleichung (5*) genügt, 
eine Function des Ortes (x, y, z), welche in jeder charak
teristischen Linie constant bleibt. Durch eine Gleichung (/>=£, 
in welcher S eine willkürliche Constante bedeutet, und die 
ein Integral des Systems (1*) ausmacht, wird also eine Fläche 
dargestellt, welche lauter charakteristische Linien enthält; 
insofern aber die Constante S nach einander verschiedene 
Werthe bekommt, entstehen verschiedene Flächen von der be- 
zeichneten Beschaffenheit, deren Inbegriff eine Schaar von

dx
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Flächen bildet Wenn die beiden Gleichungen (2*) ein voll
ständiges System von zwei Integralen des Systems (1*) repräsen- 
tiren, so stellt jedes der beiden Integrale eine Schaar von 
Flächen dar, und die vorhin erwähnte Bedingung, dass durch 
die Gleichungen eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung be
stimmt werde, nimmt die Gestalt an, dass jede Fläche der 
ersten Schaar von jeder Fläche der zweiten Schaar in einer 
Linie geschnitten werden muss, wrelche eben eine characteristi- 
sche Linie ist. Um diejenige characteristische Linie zu er
halten, welche durch einen beliebig gegebenen Punkt (x0, «/0, z0) 
hindurchgeht, hat man wie in den obigen Gleichungen (4) die 
Constanten und S2 durch Einsetzung der Werthe x0,y0,z0
in Q)1 und d>2 zu bestimmen, so dass die betreffende Aufgabe 
durch die Gleichungen

/ O, y, *) = <><» y0> s0)
i 0, y, *) = (J)2 yo, £>o)

(4*)
gelöst wird.

Weil eine der partiellen Differentialgleichung (5*) ge
nügende Function O (x, y, z) in einer characteristischen Linie den
selben Werth behält, so ist der Werth für die ganze Linie be
stimmt, sobald er in einem ihrer Punkte gegeben ist. Als einen 
solchen kann man denjenigen Punkt wählen, welcher in der Ebene 
x — x0 liegt, und dessen andere Coordinaten nach der einge
führten Bezeichnung y=y0J z=z0 heissen. Durch die Werthe, 
welche jedem dieser Punkte entsprechen, ist also eine Function 
0(x, y, z) überhaupt bestimmt; das gilt in dem vorliegenden 
Falle für die beiden Functionen Ol (x, y, z) und 02 (x, y, z) 
Somit gehört in der Ebene x = x0 zu der ersten Schaar von 
Flächen (x, y, z) == 2 eine erste Schaar von Linien der
Art, dass der zugeordnete Functionswerth in jeder Linie con
stant ist und sich nur von einer zur folgenden ändert, ebenso 
gehört zu der zweiten Schaar von Flächen (x, y,z)=22 eine 
zweite Schaar von Linien der Art, dass der zugeordnete Func
tionswerth wieder in jeder Linie constant ist und sich nur von 
einer zur folgenden ändert, und zwar schneiden sich jede Linie 
der ersten und jede Linie der zweiten Schaar in einem be
stimmten Punkte (y0, z0).

Nachdem im Vorhergehenden auseinandergesetzt ist, wie
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man von einem vollständigen System von Integralen des Systems 
(1) zu einer vollständigen Auflösung gelangt, bei welcher den 
abhängigen Functionen y, z,... beliebige zu einem Werthe x=x^ 
gehörige Anfangswerthe y0, zw ... vorgeschrieben sind, erhebt 
sich die Frage nach einem Verfahren, um aus einer vollstän
digen Auflösung der letztem Art ein vollständiges System 
von Integralen zu erhalten. Diese Frage wollen wir wieder 
nur für ein System der zweiten Ordnung beantworten, indem 
die Ausdehnung auf eine beliebige Ordnung keine neue Schwie
rigkeiten verursacht. Das gewünschte Mittel bietet die obige 
Bemerkung, dass eine Function O {x, y, z), durch welche die 
partielle Differentialgleichung (5) befriedigt wird, bestimmt ist, 
wofern die Werthe der Function für die Mannigfaltigkeit x—x0 
gegeben sind. Man nehme in dieser Mannigfaltigkeit zwei Func
tionen der Variabein y und z, 31 x (y, z) und 3t 2 (y, z), willkürlich, 
jedoch so an, dass, wenn der ersten ein beliebiger constanter 
Werth lv der zweiten ein beliebiger constanter Werth Z2 vor
geschrieben wird, zu den Gleichungen

i«x (y, = h
\ 312 (y, 2) = Z2

ein bestimmtes Werthsystem y, z gehört. Ein Beispiel liefern 
nach I, § 71 zwei Functionen des ersten Grades mit constanten 
Coefficienten

(8)

211 (y, e) = b1y + clz
212 (y, 8) = &2 y +■ c2 *,

bei denen die Determinante h1 c2 — b.^c1 einen von Null ver
schiedenen Werth hat, und welche in diesem Falle von einander 
unabhängige Functionen genannt werden. Geometrisch gedeutet 
stellt dann in (8) die erste Gleichung eine Schaar von parallelen 
geraden Linien, die zweite eine von der ersten verschiedene 
Schaar von parallelen geraden Linien dar, wobei jede Linie 
der ersten von jeder Linie der zweiten Schaar in einem ein
zigen Punkte geschnitten wird. Denkt man sich alle dem System 
Differentialgleichungen (1*) genügenden oder charakteristischen 
Linien construirt, die für x~x0 die Gleichungen y==y0, #=20 
erfüllen, so kann man erstens vermittelst der Function 31 j (y, z) 
jedem Punkt (æ, y, z) der durch (y0, z0) gehenden Linie den 
Functionswerth 3lt (y0, z0) zuordnen, und erhält dadurch eine be-

!(8.)
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stimmte Function tf>, (x, y, z), die in jeder characteristischen 
Linie ungeändert bleibt; zweitens kann man die Function 
5l2 (y, z) ebenso verwenden, um eine derselben entsprechende 
Function Cb2 (x, y, z) zu erzeugen, die ebenfalls in jeder charac- 
teristiscben Linie ungeändert bleibt. Für diese Functionen gelten 
somit die Gleichungen

Ob y1e) = %1 00, Z„)

0b2 (x, y, z) = 5t2 (y0, *„)>
welche nach dem Obigen ein vollständiges System von Integralen 
des Systems Differentialgleichungen (1*) ausmachen.

Um den Werth anzugeben, welchen eine auf diese Weise 
bestimmte Function Cb, (x, y, z) oder <Z>2 {x, y, z) für ein gewisses 
Werthsystem x, y, z besitzt, hat man das zu dem letztem gehö
rende Werthsystem y0, z0 aufzusuchen, und für dasselbe respective 
den Werth 51, (y0, z0) oder 5la (y0, zn) zu bilden. Durch das in dem 
vorigen § entwickelte Verfahren kann man eine das System (1*) 
befriedigende Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung bestimmen, 
die für æ=x0 die Gleichungen y=y0, z—z0 erfüllt, und nun die 
zu einem gegebenen Werthe x — X gehörenden Werthe y=Y, 
z=Z finden. Auf genau entsprechende Weise kann man eine 
das System (1*) befriedigende Mannigfaltigkeit der ersten Ord
nung bestimmen, die mit dem Werthsystem x, y, z anfängt, 
und für diese dasjenige System von Werthen y = y0, s=z0 auf
suchen, welches zu dem gegebenen Werthe x — x0 gehört. Diese 
Werthe muss man zum Zwecke der Gleichungen (9) in die 
Functionen 5t, (y0, z0) und 5t2 (y0, z0) substituiren. Sind analy
tische Ausdrücke von y und z als Functionen von x bekannt, 
vermöge deren die bezeichnete vollständige Integration darge
stellt wird, und die wir folgendermassen andeuten wollen 

y —P(x, x0, y0, z0)
Q 0» *^0■> y0? ^0)1

so ist die Bestimmung der Werthe y0, z0 durch x, y, z nichts 
anderes als die Auflösung dieses Sy stems von Gleichungen nach 
den Grössen y0, z0 ; das Ergebniss möge so ausgedrückt werden

Po = $ Ob» V, s)
80 = O Ob»y, 8).

(9)

:(10)

(11)
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Durch die Einsetzung dieser Werthe in (y0, z0) und 5t2 (y0, z0) 
entstehen dann beziehungsweise die gesuchten Ausdrücke der 
Functionen (J)1 (x, y, z) und <Z>2 (x, y, z). Da die Gleichungen (11) 
für beliebige aber feste Werthe y0 und z0 eine gewisse das 
System (1*) befriedigende Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung 
ausdrücken, so ist jede Gleichung nach dem eingeführten Sprach- 
gebrauche ein Integral des Systems (1*) und beide zusammen 
bilden ein vollständiges System von Integralen, bei welchen die 
Anfangswerthe y0 und z0 die Rolle der Integrationsconstanten 
übernehmen,

Die Functionen 3t,(«/, z) und St2 (y,z) gehen in die Variabein 
y und z über, sobald in (8a) ä1 = 1, c, = 0, b2 = 0, c2=l ge
nommenwird. Alsdann stellen die Gleichungen y — y0 und z=z0 
in der Ebene x=x0 zwei Schaaren von geraden Linien dar, 
die der zweiten oder dritten Coordinatenaxe parallel sind, und 
zu jeder Schaar von Linien gehört eine der beiden Schaaren von 
Flächen, welche durch die Gleichungen (11) bezeichnet werden.

§ 89.

§ 89. Lineare Differentialgleichungen.

Es liegt nicht in dem Plane dieses Buches, nach einander 
die gebräuchlichen Methoden zu entwickeln, durch welche be
stimmte Arten von Differentialgleichungen mit Hülfe von beson
deren analytischen Processen integrirt werden ; wir heben daher 
auch nur eine durch ihre allgemeinen Eigenschaften ausgezeich
nete Gattung hervor. Diese enthält solche Differentialgleichun
gen und Systeme von Differentialgleichungen, in welchen die 
abhängigen Variabein sarnmt deren Dififerentialquotienten nur 
im ersten Grade auftreten, und die lineare Differentialgleichungen 
genannt werden. Damit das System (7) des § 82 hierher ge
höre, müssen die dortigen Functionen H1 und //2 in Bezug auf

z ganze Functionen desdq^z—i
alle Elemente — „ ^ > • • • 

dxv~x
ersten Grades sein, während die Coefficienten von der Variable x 
abhängen dürfen. Wir wollen ausserdem noch die Bedingung 
hinzufügen, dass in keiner Gleichung ein Glied vorkomme, 
welches die Variable x allein enthält. Dann entsteht aus (7)

y’ 7?

die Gestalt



äp-‘ij dq~x zdv y
dxvI + ...+RltPy + Shl

-I + +Ii2,pV + ^2,1

+ ••• + Slqz= R1,1 -1dxp dxq
(1) I dp'= R + ... + S2i]z,2,1 d xp d xq

• R21,...R s9wo R1X,...R
Functionen von x bedeuten. Kennt man eine particulare Lösung 
dieses Systems y=ty, z—g, und ferner noch eine, zweite «/ = t)(1)> 
z=^x\ so genügt, wenn 33 und 33(1) irgend welche Constanten 
bedeuten, erstens das System ?/ = 33b, ^ = 335, da bei der Sub
stitution die Constante 33 gemeinsamer Factor wird, zweitens 
genügt aus derselben Ursache das System «/=33<'1) t/1), ^ = 33<-l'>5(1), 
endlich aber auch das durch Addition gebildete System

,s=^+33(1) a(1), 
wie durch die bezügliche Addition der für die erste und 
zweite Lösung geltenden Gleichungen bewiesen wird. Die 
Gültigkeit der Lösung (2) bildet eine Grundeigenschaft eines 
Systems von linearen Differentialgleichungen. Man sieht übri
gens sofort, dass, falls das System (1) nach der Weise von 
(8) des § 82 in ein System verwandelt wird, welches nur 
Differentialquotienten der ersten Ordnung enthält, alle hierher 
gehörigen Differentialgleichungen von der obigen Beschaffenheit 
sind, so dass der lineare Character des ganzen Systems be
wahrt bleibt.

Unter den Systemen von linearen Differentialgleichungen 
sind diejenigen die einfachsten, deren sämmtliche Coefficienten 
Constanten sind. Nun folgt aus dem Vorhergehenden, dass jedes 
derartige System auf ein System von linearen Differentialgleichun
gen zurückgeführt werden kann, in welchem nur erste Diffe
rentialquotienten Vorkommen, und sämmtliche Coefficienten eben
falls Constanten sind. Wir werden jedoch nicht das allgemeinste, 
sondern ein specielleres durch seine Anwendungen besonders 
wichtiges System von Differentialgleichungen untersuchen, bei 
dem für n Variable xv xv .., xn, welche als Functionen einer 
unabhängigen Variable t aufgefasst werden, die nach t genom
menen zweiten Differentialquotienten gleich linearen Functionen 
der Variabein xv xv ... x gegeben sind,

S .S2q beliebigeuJ*i,p’ 2 ,pi 2,1 ’ * ’

(2)
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72a x1
j — an xx + a12 x2 + ... + aln xn

X2(3) 2 «21 X1 «22 X2 ’ • ' ~b «2« Xn
Cl t

d^Xn ‘ ,
~7J = «»1 Xl + ««2 X2 + * • • + ann «Va t

In Betreff der Constanten alv aJ2,... ann wird angenommen, 
dass sie bei Vertauschung der beiden Zeiger ungeändert bleiben. 
In Folge dessen können die auf der rechten Seite von (3) be
findlichen Ausdrücke durch die partiellen Differentialquotienten 
einer homogenen Function des zweiten Grades oder quadrati
schen Form der Variabein xv .. ,xn dargestellt werden. Setzt man 

cp(xv x2,...xn) = 2auxbxt,
6, c

wo jeder der Zeiger b und c, wie auch im Folgenden, die Reihe 
der Zahlen von 1 bis n durchläuft, so geht das System (3) in 
das System

d x\ _ 1 d(p
2 dxx

_ 1 dff
2 dx2

dt2

i
(4)

1 dtp
2 dxndt2

über. Indem man die ersten nach t genommenen Differential
quotienten vermöge der erwähnten Vorschrift des §82 als neue

dxb
= x\ setzt, tritt an die Stelle von 

dt uVariable einführt und

(4) das System der 2« ten Ordnung 
dx‘ j

= «u xx + a12x2 + ... + aln xn,dt
dx‘2

dt «21 xi "b «22 X2 *b . • . 4* «2« Xn'(3)

dxn
Jf = anlXl +d,v2X2 + ... + annxn, dt 

Die Functionen, welchen die ersten Differentialquotienten der

x‘n'
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2 n Variabein xb und x\ gleich werden sollen, enthalten die 
abhängige Variable t nicht und sind als rationale ganze Func
tionen für alle Werth Verbindungen ihrer Elemente eindeutig 
definirt. Demnach erstreckt sich die Mannigfaltigkeit der 
(2 n+ l)ten Ordnung, für welche die Integration des Systems (5) 
gesucht wird, auf alle Werthverbindungen der 2n Variabein 
xb und x\ und der Variable t.

Ein gewisses Integral des Systems (5) ergiebt sich dadurch,
dx'b

dass in der 6 ten Zeile desselben der Differentialquotient

dxb
mit x'b, der Ausdruck abl x1 + ... + abn xn mit —multipli-

cirt, und dann beiderseits von b=l bis b=w addirt wird. Hierbei 
erhält man links den nach t genommenen vollständigen Diffe
rentialquotienten der Summe

\-(x‘l + x‘l + ... + x'l).(6)

rechts den ebenso genommenen vollständigen Differentialquo
tienten des halben Werths der vorhin eingeführten Function 
cp(xv xv . . . xn). Weil daher die Differenz der genannten Aus
drücke in Bezug auf t einen verschwindenden Differentialquo- 
tienten liefert, so ist sie selbst nach einem in § 24 bewiesenen 
Satze gleich einer von t unabhängigen oder constanten Grösse h, 
und die betreffende Gleichung

(7) \ Ol + ^2 + .. x'l) — ^(an xl + 2auxxx2 4-.. + annx2n)==h

bildet ein Integral des Systems (5), durch welches die Summe 
der Quadrate der n Variabein x\ und die Function <p(xvxv .. xn) 
auf eine merkwürdige Weise verbunden werden. Desgleichen 
kann man aus dem System (5) oder ungezwungener aus dem 
gleichbedeutenden (4) eine Relation ableiteu, in welcher die 
Summe der Quadrate der n Variabein xb mit der Function 
q) (xv xv ... xn) verflochten ist. Multiplicirt man in (4) die b te 
Gleichung mit dem Factor xb und addirt auf beiden Seiten 
von b — 1 bis b = n, so entsteht rechts nach der in § 46 
erwähnten Grundeigenschaft der homogenen Functionen die
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Function cp(xv xv ... xn), während die linke Seite vermöge der 
Gleichung

d2 x_ 1 d2 (x2) l'dx'Ÿ
Xd¥~h dt2 

die folgende Gestalt annimmt

(9)[-
2 dt

Hier darf die zweite Summe mit Benutzung des Integrals (7) 
durch den Ausdruck cp(xvx2,.. .xn) -\-2h ersetzt werden, wo
durch die angedeutete Relation

2 dł

(8) dt

(&)'*(£/ &)>r(xi + x2 + . ..+x~) +...+

{x) + x; + ... + x2n) = 2 cp (xv x2,... Xn) + 2 h(10)

hervorgeht.
Zu einer vollständigen Integration des gegebenen Systems 

dient die Einführung eines neuen Systems von abhängigen Va
riabein, welche durch die Auflösung einer gewissen algebraischen 
Aufgabe bestimmt werden. In § 60 und § 61 hat sich heraus
gestellt, dass für die beiden quadratischen Formen 
(11) x\+xl+.. +xl, cp(xv x2,..Xn) = au x\ + 2anxlx2 + .. + ann 
deren zweite reelle Coefficienten und eine von Null verschiedene
Determinante hat, falls die Zahl n der Variabein zwei oder 
drei beträgt, eine Substitution ersten Grades mit reellen Coeffi- 
cienten angegeben werden kann,

*i=yii + £2 + ---+yu in
X2 /21 ^1 d" ^22 ^2 -b • • • 7ln £nI(12)

xa=y^ +y«2 +... + ynn ,
durch welche die Quadratsumme der ursprünglichen in die Qua
dratsumme der neuen Variabein %v f2, . . . und die Form 
cp (xv xv . . . xj in eine Form der letztem transformirt wird, 
welche nur die Quadrate der Variabein enthält; hiernach be
stehen Gleichungen

a?l + 4+... + xl=?1 

cp (xv xv... Xn)

in denen w(1), io{~\ .. . ci/™-* reelle Constanten sind. Dies Resul

+ • • • + C
r ,0) £2 , , ,(2) J-2 , , , .(«)= CÜ §t+0t §2 + ...+ CO §n,

(13)
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tat, welches dort unter der Einschränkung abgeleitet wurde, 
dass in der Gleichung, welche die Grössen co 
liefert, keine gleichen Wurzeln auftreten, lässt sich sowohl für 
die dortigen Werthe n—2 und 3 wie auch für jeden Werth von 
n ohne eine solche Einschränkung begründen, zu welchem Be
huf auf die Abhandlungen von Jacobi, de bims quibuslibet fun- 
ctionibus secundi ordinis per substitutiones lineares transforman- 
dis, quae solis quadratis variabilium constant, Grelles Journal f. 
Mathematik, Bd. 12, und von Weier strass, über ein die homogenen 
Functionen zweiten Grades betreffendes Theorem, nebst Anwen
dung desselben auf die Theorie der Meinen Schwingungen, Monats
bericht der Berliner Akademie, März 1858, hingewiesen wird.

Steht die Existenz der Substitution (12) fest, so genügt für 
den vorliegenden Zweck die Benutzung von wenigen Eigen
schaften derselben, die bei n — 2 und n=3 in den genannten 
§§ erwähnt sind. Nach dem Satze in I, § 81, dass die Determi
nante einer transformirten quadratischen Form gleich dem Pro
duct von der Determinante der ursprünglichen Form und dem 
Quadrat der Substitutionsdeterminante ist, folgt aus der ersten 
Gleichung (13), da die Determinanten der beiden Formen gleich 
Eins sind, dass, wenn die Determinante der Substitution (12) 
wieder T genannt wird, 1 2 ebenfalls gleich Eins, mithin T=±l 
sein muss; ferner ergiebt sich ebenso aus der zweiten Gleichung,

(n).. CO? •

dass die Determinante der Form rechts, nämlich das Product 
CD (2)10 CO . . (/!), gleich der in l'2 oder die Einheit multiplicirten 

Determinante der Form cp (xv xv .. . xn) ist, dass mithin unter
der angegebenen Voraussetzung keine der n reellen Grössen

(i) (2)or , co
Ausdrücke (12) in die erste Gleichung (13) leuchtet ein, dass 
der Coefficient jedes Quadrats £2 gleich Eins, der Coefficient 
jedes Products von zwei verschiedenen Variabein £6 £c gleich 
Null sein muss; dies führt zu den Gleichungen

/ Æ + yl.2 + • • • + y\n
) y bi yr i+ ?b 2 Zra+ • • •+ yb « yc»= °- 

Weiter geht aus denselben hervor, dass, wofern die Glei
chungen (12) der Reihe nach für eine beliebige Zahl 6 mit den 
Factoren ybV yb2,... ybn multiplicirt und dann addirt werden,

. co

00 verschwinden kann. Durch die Substitution der. . co? *

=i
(14)



' ïn=7XnXl +y2n*2+ +7nnXn 
Weil die 2n Coefficienten ybc Constanten sind, so bleiben 

sie bei einer Differentiation nach der Variable t unberührt, und 
es kommen für die nach t genommenen Differentialquotienten 
einer jeden neuen Variable die Ausdrücke

dx2
dt + 7^~dt 

d2 x2
+/26 + • •• + r„5 vf •dt dt

dxndxx
(16)

d2x1
d i2

(17)
dt2

Auf der letzten Gleichung beruht die auszuführende Transfor
mation des Systems (4). Indem die ate Gleichung desselben 
mit yab multiplicirt und von a = l bis a=n summirt wird, ent
steht links ein Aggregat, das nach (17) gleich dem zweiten 

d
Y ist, rechts das AggregatDifferentialquotienten

1 f d (p
2 \ d Xj

Vermöge der Gleichungen (12) ist jede der ursprünglichen 
Variabein als eine Function der n neuen gegeben, so dass die 
partiellen Differentialquotienten der erstem in Bezug auf die 
letztem folgendermassen durch die Substitutionscoefficienten 
ausgedrückt werden,

d t

(18) 7‘ib + • • • +7it> + 7nb *

d.x1

■c~~ y 12? • • • nfc y ln-n
dx2

dx{ dx1
= 7nKl

dx2
y• • ==r y2«72V d'£2(19)

Lineare Differentialgleichungen. § 89.528

auf der rechten Seite der Factor von £b gleich der Einheit, die 
Factoren der übrigen Variabein gleich Null werden; so gewinnt 
man die folgende Darstellung der neuen Variabein durch die 
ursprünglichen

I s = r, i xi + r* + ■ • • + r„,x,
^12 X1 "f" 7*22 X2 ‘ * ”f" 7rt2 Xn(15)

Sa'nSxn Sxn
7nV as2 7nV " ' sin 7"n’

CL
> O)

Q
j>
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Demnach ist die Summe (18) gleich dem Ausdruck
dcp dxn
dxn d%

dcp ^ ,X2
dx2

d(f> d x\ 
dxx dtb(20) + ... +

Nun wurde in § 45 nachgewiesen, dass, wenn bei einer Func
tion von n Variabein cp(xv xv ... xn) jede derselben von einer 
einzigen Variable u abhängt, der nach u genommene vollstän
dige Differentialquotient folgendermassen gebildet wird 

clcp(xv...xn) dcp dxx d cp dXy dcp d x n(21) + ...4 dx n dudx1 du dx 2 dudu
Sobald aber die n Variabein xv xv. .. xn gleich bestimmten 
Functionen von n neuen Variabein |2,... gesetzt werden, 
und dadurch die Function cp (xv ... xn) in eine Function der
letzteren ip(Çv £2,... übergeht, kann man unter den neuen 
Variabein eine einzelne £6 auswählen, diese allein beweglich 
machen und die übrigen ruhen lassen; dann erhält man für 
den nach £6 genommenen partiellen Differentialquotienten der 
Function ip (|p £2,... £J den folgenden Ausdruck, welcher aus

dxcdxc
(21) entsteht, indem

_ dcp vx±
dxx d\

Somit verwandelt sich (20) in den einfachen Ausdruck

- durch ersetzt wird.du
d cp d X 2 

dx2 d'Ęb
dcp dxn

(22) + ... +

1 dip
2 ‘

In dem vorliegenden Falle wird die Function ip (|lt £2,... £n) 
durch die rechte Seite der zweiten Gleichung (18) dargestellt, 
woraus die Bestimmung

dip (6) t85

hervorgeht. Demnach erhält man aus dem System (4) die 
n Differentialgleichungen

(28) = COd'Z

6 (6) t

welche den Zahlen 0 = 1, 2,... n entsprechen. Sie enthalten nur 
noch die neuen Variabein |2, ... und bilden deshalb das 
aufzustellende transformirte System von Differentialgleichungen.

Lipschitz, Analysis II.

(24) — = CO
dt2

34
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Nach den früheren Definitionen ist eine vollständige In
tegration des Systems (5) eine solche., bei der für einen ge
wissen Werth t=t0 jede der 2n abhängigen Variabeln einen 
beliebig vorgeschriebenen Werth annimmt,

%b = xb (0), x ß = x B (0).
Dieselbe Bestimmung der abhängigen Variabein xb als Functionen 
von t entspricht einer vollständigen Integration des Systems (4).

d.xb
Weil aber in (5) die n Gleichungen -jj-

tritt bei dem System (4) an die Stelle der Forderungen (25) 
das System von Forderungen

d x.
^ (0), -^r = x\ (°)>

das heisst, das System (4) ist vollständig integrirt, wofern für 
t — tQ erstens die n abhängigen Variabein xb und zweitens die •

dxb

(25)

x\ enthalten sind, so

(26)

n ersten Differentialquotienten derselben

geschriebene Werthe annehmen. Aus den Anfangswerthen 
xb = xb (0) folgen nach (15) vollkommen bestimmte Anfangs-

= #'6(0) ver-

beliebig vor-
d t

werthe = |6 (0), aus den Anfangswerthen
d t

möge (16) vollkommen bestimmte Anfangswerthe

Für diese Werthe ist das System (24) so zu integriren, dass 
zu dem Werthe t = t0 die Gleichungen

= ^(0).d t

(27) — ^6 (0)»
gehören.

Der Vorzug der Gleichungen (24) besteht offenbar darin, 
dass in jeder derselben nur eine Variable vorkommt; es ist des
halb nur eine einzige Differentialgleichung

d2£
dt* ~

zu behandeln, in der co eine von Null verschiedene reelle Grösse 
bedeutet. Hier begründet das Vorzeichen von co einen wesent
lichen Unterschied. Ist co negativ, so genügen der Differential
gleichung (28) die beiden trigonometrischen Functionen cos (^—co t)

(28)
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und sin (y—cot), und da die Differentialgleichung linear ist, so 
darf man, am eine allgemeinere Lösung zu erhalten, nach einer 
obigen Bemerkung, jede der genannten Lösungen mit einer be
liebigen Constante multipliciren und von beiden Producten die 
Summe nehmen. Wegen der für t=t0 zu erfüllenden Anfangs
bedingungen ist es auch gestattet, von vorne herein die Lösun
gen cos (]/— to (it— t0)) und sin (]/— to (t — t0)) zu nehmen und mit 
zwei Constanten B und C die Lösung

£=J5cos(y— to (t — 4)) + C7sin(}/— to (t— tf0)) 
aufzustellen, aus der durch Differentiation die Gleichung
(30) ^ = — B )/— to sin (}/— to (t —10)) + G/— to cos (]/— to (t — ź0)) 

folgt. Damit nun für t=t0 die Gleichungen

(29)

dt
i=k°), %-m(31)

gelten, hat man in (29) und (30) ^—^„ — 0 zu setzten, und findet, 
da bei verschwindendem Argument der Cosinus gleich der Ein
heit, der Sinus gleich Null wird, die Bestimmungen

1(0) = B, r(0) = oy=5;
demnach erhält die gesuchte vollständige Lösung die Gestalt 

= £(0) cos (}7— to (t - *0)) +

(32)

r(o) sin(j/— io (t — £0)).(33)
]/-— ü)

Wenn dagegen in (28) die Grösse to positiv ist, so wird die
Differentialgleichung durch die beiden Exponentialfunctionen

y/<o t —y/co t
befriedigt, statt deren auch die Exponential-

—y/w (t—/0)
und ee

V co (1—10) gewählt werden können. Ausund efunctionen e
den angegebenen Gründen genügt alsdann der mit zwei beliebi
gen Constanten L und M gebildete Ausdruck

V CO <7—<o) -Vco O-to)Ç=Le 4- Me(34)
dessen Differentiation die Gleichung

VCO (7—f0) —y/co (i—/0)dl —]/toMe= \/to Le d t(35)
ergiebt. Die Erfüllung der Anfangsbedingungen (31) zieht die 
Gleichungen

m = L + M, r(0) = }/to(L-M) 
nach sich, aus denen die Werthe
(36)
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1
r (o), m=(37) L = +

y wy co
folgen. Mithin entsteht die gesuchte vollständige Lösung

\/W (t—to) —V<’> (t—to)(38)£=|(f(0) + 11
r(0) e?(P))e +

y coyea
welche sich folgendermassen zusammenfassen lässt

y/äct—t*) -\Zu\t-to) —V ® o—to)to (t—10)
+ e(38*) f=|(0)e — e+me

2 y u)
Der letztere Ausdruck enthält auch den Ausdruck der zu einem

2

negativen co gehörenden Lösung (33), sobald die in I, § 116 er
wähnte Bezeichnung

cos v 4- i siny — e°(39)
gebraucht wird , aus welcher mittelst der Verwandlung von v 
in —v für cosy und siny die Darstellungen

iv6 ~T~ 6 — iviv— iv e — ei sin v
Jj

folgen. Fügt man jetzt den Grössen £ den fortgelassenen Zeiger 
6 bei, so wird die gesuchte vollständige Lösung des Systems 
(24), die den Bedingungen (27) genügt, durch die Gleichungen

I/coW(t-t0) -|4(6)(f-f0)
— e
2 |/w(6)

gegeben. Die Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichungen 
(12) liefert dann die verlangte vollständige Integration des ur
sprünglichen Systems (4).

(40) COS V 2 i

+ e• (41) & = l8(0)- +r,(o)-2
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Capitel XII.

Doppelte und mehrfache Integrale.

§ 90. Doppelte Integrale.

Im vorigen Capitel sind die gewöhnlichen Differential
gleichungen und Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichun
gen als Verallgemeinerungen der Aufgabe betrachtet worden, 
das Integral einer Function einer Variable in Bezug auf die 
letztere zu bestimmen. Die Integration einer Function einer

M
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Variable lässt sich aber noch auf eine andere Weise erweitern. 
Darauf gestützt, dass das Integriren durch die Bildung einer 
gegen einen Grenzwerth convergirenden Summe bewerkstelligt 
wird, bildet man für Functionen von zwei und mehr Variabein 
entsprechende Ausdrücke von doppelten und mehrfachen Summen, 
die ebenfalls bei gewissen Voraussetzungen gegen Grenzwerthe 
convergiren; die letztem dienen zur Definition der doppelten 
und mehrfachen Integrale. Durch die Untersuchung dieser Be
griffe empfängt das Gebiet der Integralrechnung abermals einen 
neuen Zuwachs.

Um das Wesen eines doppelten Integrals zu erklären, 
wird angenommen, dass eine Function f(x, y) für eine gewisse 
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit der beiden Variabein x 
und y eindeutig, endlich und stetig gegeben sei. Innerhalb 
dieser Mannigfaltigkeit werde eine Mannigfaltigkeit der zweiten 
Ordnung K herausgehoben, und zwar zunächst eine solche, bei 
der x zwischen den festen Grenzen a und A, y zwischen den 
festen Grenzen b und JB liegt, oder die beiden Ungleichheiten 

a <L x <L A, b y <,B
gelten. Man schalte nun zwischen a — x0 und A = x( die 
Werthe xv xv ... x
yv yv ... ym_x nach ihrer algebraischen Grösse ein, wobei ver
möge des positiven Vorzeichens der beiden Differenzen A—a 
und JB — b die sämmtlichen Differenzen

Ax0— Xj — x0, Ax1 — x2 — xv ... Axt_x — xt — x(_x
^0=^1 —y0i ^y^y%—Vv• • • ^ym-x=ym~ym-i

positiv ausfallen, und bilde mit den Functionswerthen von f(x, y), 
die zu den Verbindungen der genannten Werthe der beiden 
Variabein gehören, nach Analogie der Summe (2) in § 20 die 
doppelte Summe

(3) f(xQ, y0) Jx0Ay0 +f(xvy0) JxtJy0 + .. + f(x(_v y0) Ax^Jy,
+ f(3e0iyL) Ax0Ay1 +f(xvy1) Jx,Jyx +~ + f(xl_vyl) Jxl_1Jy1

(1)

zwischen b = y0 und B—ym die Werthei-v

i
(2)

+ f(xo, ym_x) Ax0 Aym_x + f(xv ym_x) Jxx Ay

Hier sind die Zeiger der mit einander multiplicirten Differenzen 
respective gleich den Zeigern der Argumente x und y in dem

+.. + f(xl—Vm—1
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zugehörigen Functionswerth ; in jeder Horizontalreihe bleibt der 
Zeiger von y, in jeder Vertikalreihe der Zeiger von x ungeän- 
dert. In Betreff der Stetigkeit der Function fix, y) wird ähn
lich wie in § 20 und § 84 vorausgesetzt, dass bei hinreichend 
kleinen numerischen Werthen der Incremente zlx‘ und Jy in 
dem ganzen Grebiet der absolute Werth der Differenz 

fipc + /Ix, y + Jy) — fix, y)
kleiner als dieselbe beliebig kleine Grösse X sei. Dann lässt 
sich zeigen, dass die Summe (3) bei fortwährendem Wachsen 
der Zahlen der eingeschalteten Werthe der Variabein und be
ständiger Abnahme der betreffenden Differenzen, wie die Summe
(2) in § 20, gegen einen festen Grenzwerth convergirt.

Bei der Führung des Beweises werden wieder zwischen 
den zuerst angenommenen Werthen von x und y neue Werthe 
eingeschaltet. Man hat indessen nicht nöthig, diese sämmtlich 
durch besondere Bezeichnungen zu unterscheiden, sobald deutlich 
geworden ist, dass sich stets derselbe Process wiederholt. Es seien 
zwischen x0= x0fi und x} = x() p die Werthe xo v xo v ... x0 p__v 

zwischen y0 = y0>0 und yx = y^q die Werthe yo v y02,... y0,ff_i 
eingeschaltet, und man habe

( // T  T 'T /t rp   /y* // /y* ---- /y*  /y*I^^O.O ^0,1 ^0,0’ ^0,2 ^0,1’ • • • ^^O.p—l— ^O.p ^O.p-1
^ ^y<),o~yo,i ^o,o’ ^y§,\ 2/0,2 2/0,i>• • • -^2/0,1 ~-yo,q 2/0,9—p

mit allen übrigen Intervallen werde auf gleiche Art verfahren. 
In Folge dessen wird aus (3) eine neue Summe, deren sämmtliche 
Glieder entstehen, indem für den ersten Summanden f(x0,y0) zlxQ Jy0 

die partielle doppelte Summe
(o) f(xo,oi yo,o) ^y<),o + / (^oi » 2/0,0) ^^0,1 -^2/0,0

+ f(\p-v 2/0,0) Jx0,p-1 JVo,o

4“ f (^o.o? 2/o,i) ^0,0^2/o.x 4“ A\p 2/o,i) xo,i ^2/o,i
4" f ixo,p—v 2/o,i) ^xo,p—i ^2/o

(4)

+ .. .

+ ...
,1

4~ f (X0,0> 2/0, q—l) ^X0,0 ^y», 9-I 4~ tiX 0,1 > 2/o, q—l) ^X(),l

4- f{xQtp_ 1, y0>q_i)^0,p_i 4y0t 
und für jeden anderen Summanden von (3) eine entsprechend 
gebildete partielle doppelte Summe tritt. Wofern die Differenzen 
xi — xo und yt— y0 hinreichend klein sind, können nach der 
getroffenen Annahme alle in (5) vorkommenden Funetionswerthe

+ ...9-1

9-1
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von dem Functionswerthe f(x0, y0) nur um weniger als die oben 
erwähnte kleine Grösse X abweichen, und da alle Differenzen 
und deshalb auch deren Producte positiv sind, so wird der 
Werth von (5) verkleinert oder vergrössert, je nachdem man 
jeden Functionswerth durch f(x0,y0)—X oder f(x0, y0) + X er
setzt. In beiden Fällen erhält der substituirte Ausdruck als 
Factor die Summe aller in (5) auftretenden Producte von Dif
ferenzen; dieselbe ist wegen der Gleichungen

f^o,o + ^*o.i + • • • + xi - xo
\ Jy0>0 + Jy01 + ... + Jy^ = yx- y0

gleich dem Product (x1—xQ) (yl—yQ) = Jx0 z/y0. Mithin liegt 
der Werth der partiellen doppelten Summe (5) für alle Wertlie 
der Zahlen p und q zwischen den beiden Grössen

p» Vo) - }j Jxo JVoi (fixv VÙ + ;-) zlxi) Vo- 
Genau dieselbe Betrachtung gilt für jeden anderen Summanden 
von (3), und man erhält demnach bei dem zweiten Verfahren 
statt f(xa, yp) Jxa Jy^ eine partielle doppelte Summe, die zwi
schen den mit demselben X gebildeten Grössen

(f(xa, Vß)~ Jxa (f(X«l y?) + l) Jxa ^ß
gelegen ist. Also befindet sich der Werth der aus dem 
zweiten Verfahren hervorgehenden totalen Summe, welche gleich 
dem Aggregat der erwähnten partiellen Summen ist, zwischen zwei 
Werthen, die man aus (3) erhält, indem jeder Functionswerth 
f(xai y,i) das erste Mal durch den Ausdruck f{pca, y^ — X, das 
zweite Mal durch f(xa, yfi) + X ersetzt wird. Bei der Darstel
lung dieser beiden Werthe darf man in (3) zuerst den Aus
druck f(xa, y^) behalten, dann beziehungsweise — X und + X 
substituiren und die betreffenden Aggregate nehmen. Dadurch 
ergiebt sich in beiden Fällen die Summe (3) selbst, ferner die 
Summe aller in (3) vorkommenden Producte von Differenzen, 
welche vermöge der in (6) ausgedrUckten Thatsache gleich dem 
Product der Differenzen (A—d) (JB—b) ist, im ersten Falle mit —X, 
im zweiten Falle mit X multiplicirt. Aus diesen Gründen hat 
die Summe (3) unter den angegebenen Bedingungen die Eigen
schaft, dass der Werth, in welchen sie sich bei stets fortge
setzter Theilung der Intervalle der Variabein x und y verwandelt, 
von dem ursprünglichen Werth um eine Grösse differirt, die

§ 90.

(6)

(7)

(8)
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zwischen den Werthen
—X(A—a) (B—b), + l(A — a) (B— b) 

enthalten ist. Die Grösse l wird für hinreichend kleine Werthe 
der Differenzen (2) beliebig klein, mithin wegen der festen 
Grösse der Differenzen A — a und B—b auch der numerische 
Werth in (9), und deshalb convergirt die Summe (3) für be
ständig abnehmende Differenzen gegen einen festen Grenzwerth, 
wie behauptet worden.

Alles dasjenige, was in § 42 über die doppelte Anordnung 
von Werthsystemen, die eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltig
keit ausmachen, gesagt ist, findet auf clie Bildung einer dop
pelten Summe und insofern auf die Summe (3) Anwendung. 
Man kann entweder zuerst die Summe der Glieder, in welchen 
die zweite Variable einen ungeänderten Werth yß hat, und 
hierauf die Summe dieser Summen, oder zuerst die Summe der 
Glieder, in welchen die erste Variable einen ungeänderten 
Werth xa hat, und dann die Summe dieser Summen nehmen. 
Die bei dem ersten Verfahren auftretende, mit dem Factor Jyß 
multiplicirte Summe
(10) f(x0, yß) /Jx^ + f(xv yß) Jxx+...+ f(x(_v yß) zlx
ist eine solche, die nach § 20 bei beständig abnehmenden Dif
ferenzen zu der Definition des bestimmten Integrals der Va
riable x

(9)

t—v

(ii)

führt; hier behält die zweite Variable y den festen Werth yß, 
welcher von der nach x auszuführenden Integration unabhängig 
ist. Da nun die erforderliche zweite Summation entsteht, indem 
der Ausdruck (10) mit Jyß multiplicirt und hierauf successive 
ß— 0, 1, 2,... m—1 gesetzt wird, und da bewiesen ist, dass 
die Summe (3) unter den erwähnten Bedingungen bei beliebig 
abnehmenden Differenzen stets gegen einen bestimmten Grenz
werth convergirt, so darf man das Integral (11) als den Grenz
werth der Summe (10) und die zu leistende zweite Summation 
als eine in Bezug auf die Variable y von b bis B auszuführende 
Integration von (11) auffassen, wodurch der Grenzwerth von (3) 
als das doppelte Integral
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Jdyjdx f(x,y)
b a

(12)

erscheint. Sobald das zweite Verfahren eingeschlagen wird, 
geht die für einen gewissen Werth xa anfgestellte Summe
(13) f(xa, y0) 4y0 + f(Xal VÙ + • • • + f(X*> Vm-1) Jy
in das nach der Variable y von b bis B zu nehmende Integral

m—1

ßyf(xa,y)(14)

über, und der Grenzwerth von (3) wird in gleicher Weise durch 
das doppelte Integral

fdx/dyf(x, y)
a b

(15)

dargestellt. In (12) ist die Function f(x,y) der beiden Variabein 
x und y innerhalb der für dieselben vorgeschriebenen Grenzen 
zuerst nach x, dann nach y, in (13) zuerst nach y, dann nach# 
integrirt. Die beiden Integrale sind aber als Ausdrücke des
selben Grenzwerthes einander gleich, und damit ist der Satz 
begründet, dass unter den genannten Voraussetzungen der Werth 
eines doppelten Integrals bei Vertauschung der Ordnung der Inte
grationen ungeändert bleibt

Ausser den Darstellungsweisen, bei denen jeder Variable 
die betreffenden Integrationsgrenzen vorgeschrieben werden, 
braucht man auch die Ausdrücke

fj'dxdyf(x,y), /'/dydxftx, y)(16)
welche sich genau an die Gestalt der doppelten Summe (3) an- 
schliessen, und bezeichnet das Gebiet der Variabein x und y, 
auf das sich die doppelte Integration erstrecken soll, durch die 
zugehörigen Ungleichheiten, die in dem gegenwärtigen Falle 
in (1) angegeben sind. Hierbei wird das Product von je zwei 
in (3) vorkommenden positiven Differenzen Jxa zly y durch das 
Product von den positiven Differentialen dxcly angedeutet, und 
dieses letztere Product das Element des doppelten Integrals
genannt.

Die Ungleichheiten (1) sind so definirt, dass bei der Be
stimmung des Gebiets der Variabein die betreffenden Gleichun-
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gen ebenfalls Geltung haben. Weil nun den Gleichungen die 
Begrenzung des Gebietes entspricht, so folgt daraus, dass die 
Werthsysteme, welche der Begrenzung selbst angehören, auch 
noch zu dem Gebiete gerechnet werden. Fragt man nach den 
zu der Begrenzung gehörenden Werth Systemen, die in der 
Summe (3) Vorkommen, so sind es diejenigen, in denen x=x0 
oder y—y0 ist, und die dort in der ersten Plorizontalreihe und 
der ersten Vertikalreihe erscheinen; dagegen treten Werthsysteme, 
in welchen x=A oder y=B ist, gar nicht auf, würden sich 
aber ergeben, wenn man jede Horizontalreihe nach rechts, und 
dann jede Vertikalreihe nach unten um einen Schritt weiter führte.
Nun besteht eine wesentliche Eigenschaft der Summe (3) darin, 
dass der Grenzwerth, welchem sie sich nähert, derselbe bleibt, 
sowohl wenn die Glieder fortgelassen werden, bei denen die 
Functionswerthe zu Werthsystemen der Begrenzung gehören, 
wie auch wenn die bezeichneten Glieder hinzukommen, deren 
Functionswerthe der Begrenzung angehören würden. Denn die 
im ersten Falle fortzulassenden Glieder setzen sich aus der 
Summe der ersten Horizontalreihe und der um das erste Glied 
verkleinerten Summe der ersten Vertikalreihe

/K> Vo) Jxo 4/0 + f(xi , %) Jxi JVo + - • + f(x,-v Vo) Jx!-i 4/0 
f(xo>Pi) Jxo Jy1+--+ ym-i) Jxo Jym~v 

die im zweiten Falle hinzuzufügenden Glieder aus den ent
sprechenden Summen

f/K> yJ Jxo Jym+f(xvyJ Jxi Jym+••+f(xi~v yJ Jxi-i Jym
łf(xn y0) Jx! 4/o + !h) 4x, Jyl +.. + f(xl,ym_1)JxlJym_1+f(xl,ym)JxlJym

zusammen. Die erste Summe in (17) ist gleich dem Product 
der Differenz Jy0 und der für den Zeiger ß=0 gebildeten 
obigen Summe (10); weil der Werth von (10) stets inner
halb endlicher Grössen bleibt, die Differenz Jy0 aber beliebig- 
klein wird, so hat auch das Product einen beliebig kleinen 
Werth. Dieselbe Ueberlegung gilt für die zweite Summe in
(17) wegen des abnehmenden Werthes Jx0, ebenso für die 
erste und zweite Summe in (18) vermöge der Voraussetzung, 
dass die neu hinzugefügten Differenzen Jx( und dxm auch 
beliebig klein seien. Mithin liefern sowohl die in (17) wie 
auch die in (18) zusammengestellten Summen zu dem Werthe

Doppelte Integrale. § 90.

(17) <

(18)
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der Summe (3) nur Beiträge von beliebig kleinem Werth, und 
deshalb convergirt die Summe (3) immer gegen denselben 
Grenzvverth, mögen bei der Definition die Summen (17) weg
genommen oder die Summen (18) hinzugefügt werden.

Die Bedeutung des gefundenen Resultats macht sich be
sonders geltend, sobald eine mit (3) gleichartige Summe unter 
der Voraussetzung gebildet wird, dass die zugehörige Mannig
faltigkeit K der Variabein x und y auf eine beliebige Weise 
begrenzt sei. Nach den Ausführungen des § 51 wird zu diesem 
Zweck mit Hülfe einer Folge von Functionen der unabhängigen 
Variabein eine bestimmte Folge von Ungleichheiten aufgestellt. 
Wir denken uns eine solche Bestimmung gegeben, bei der jede 
Variable innerhalb endlicher Grössen bleibt, nehmen in dem Ge
biete K eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Werth
systemen (xa, y^) an, und bilden für diese die Summe

2 2 f{xa,y^ 4 xaJ yp

wo die Differenzen Jxa und J y « mittelst der Gleichungen

^Xa = Xa +1 Xai ^ Vß~ Vß+\ Vß
definirt sind. Die Bezeichnung der Werthsysteme durch die 
fortlaufenden Zeiger a und ß wird der Bedingung unterworfen, 
dass die Differenzen zl xn und Jy/S stets positiv ausfallen, dass 
also für denselben Werth von y dem Wachsen des Zeigers a 
ein Zunehmen von x, für denselben Werth von x dem Wachsen 
des Zeigers ß ein Wachsen von y entspricht. Bei der Auswahl 
der Werthsysteme (xa, y^) kann man diejenigen, welche der 
Begrenzung des Gebietes K angehören, entweder ganz aus- 
schliessen oder ganz einschliessen, oder nach einer gewissen 
Regel einen Theil behalten. Für den Nachweis, dass die 
Summe (19) hei beständig abnehmenden Differenzen zJxa und 
Jy[S gegen einen festen Grenzwerth convergirt, ergiebt sich 
zunächst durch ähnliche Betrachtungen, wie. sie über die 
Summe (3) angestellt sind, dass die Bestandtheile von (19), 
welche bei der einen Definition fortgelassen, bei der anderen 
hinzugefügt werden, einen verschwindend kleinen Beitrag zu 
dem Grenzwerthe des Ganzen liefern. Was ferner die Ver-

Doppelte Integrale.

(19)

(20)



540

änderung der Summe (19) betrifft, welche durch Anwendung 
einer wachsenden Zahl von Werthsystemen (x, y) mit beständig 
abnehmenden Differenzen hervorgerufen wird, so lassen sich 
unter der Voraussetzung, dass die Function f(x, y) in dem 
Gebiete K eindeutig, endlich und auf die oben hervorgehobene 
Weise stetig sei, die vorhin mitgetheilten Betrachtungen mit 
geeigneten Modificationen wiederholen. Weil die Begrenzung 
des Gebietes K so angenommen ist, dass x und y stets endlich 
bleiben, so existiren für x zwei Werthe a und A, für y zwei 
Werthe b und B von der Beschaffenheit, dass in allen vor
kommenden Werthsystemen a<Cx<zA, b<y<z.B ist. Wenn 
dann wieder der absolute Werth der Differenz f(x+Jx, y-yzly) 
— f(x, y) für hinreichend kleine Werthe von Jx und Jy bei 
jedem Werthsystem (x,y) unter dieselbe beliebig kleine Grösse l 
herabsinkt, so zeigt sich, dass der Unterschied zwischen dem 
Werthe der Summe (19) und einem durch beständige Abnahme 
der Differenzen hervorgebrachten Werthe derselben numerisch 
kleiner als die Grösse l{A — d){B—b), und deshalb für ein 
beliebig kleines l selbst beliebig klein wird. Demnach con- 
vergirt die Summe (19) gegen einen festen Grenzwerth. Auch 
hier ist es gestattet, entweder die Summation nach zlxa voran
gehen, und die nach zly(i folgen zu lassen, oder umgekehrt 
zu verfahren. Im ersten Falle integrirt man zuerst nach x, 
dann nach y, im zweiten nach y, dann nach x. Je nachdem 
das eine oder andere geschieht, wird der in Rede stehende 
Grenzwerth als das doppelte Integral

Doppelte Integrale. § 90.

f dyjdxf(x, y) 

J dxj dy f{x, y)

(21)

oder

(22)

bezeichnet ; mithin gilt auch hier der Satz, dass der Werth des 
betreffenden doppelten Integrals von der Reihenfolge der Inte
grationen unabhängig ist.

Als Beispiel sei das Gebiet K durch die mit einer be
liebigen positiven Constante R gebildete Ungleichheit

x2 + y2 R2
bestimmt. Dann können sowohl x wie y nur Werthe annehmen,
(23)
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welche zwischen den Grössen — B und + B enthalten sind. 
Bei einem in diesem Bereich beliebig aber fest gewählten y 
muss

x2 E2 — y2
sein, so dass sich die Variable x algebraisch zunehmend von 
dem negativen kleinsten Werthe — }'E2 — y2 bis zu dem posi
tiven grösten Werthe + }/B2 — y2 erstreckt. Man hat daher 
in (21) die auf x bezügliche Integration von — \'E2—y2 
bis + B2—y2, hiernach die auf y bezügliche Integration von
— E bis +E zu nehmen. In gleicher Weise folgt aus (23) für 
einen beliebig aber fest gewählten Werth von x die Ungleichheit

y2 <. E2 — x2,
nach welcher die Variable y von dem negativen kleinsten 
Werthe —}/ E2 — x2 bis zu dem positiven grösten Werthe 
+ y' E2—x2 auszudehnen ist. Deshalb ist in (22) die Inte
gration nach y von — ]/ E2 — x2 bis + }/ E2 — x2, alsdann die 
Integration nach x von — E bis 4- E zu erstrecken. Man er
hält also gegenwärtig durch Zufügen der Integrationsgrenzen 
statt (21) den Ausdruck

(24)

(25)

V/«2 — y*
J d y f dxf(xi y)(26)

—H -\/R2—yZ
statt (22) den Ausdruck

« ^ l/RH — X2
fix j dyf{x, y).(27)

—R ~\/R2 — x2

In (26) sind die Grenzen der nach x zu nehmenden Integration 
von der Grösse y, in (27) die Grenzen der nach y auszuführen
den Integration von der Grösse x abhängig, während die Inte
grationsgrenzen in (12) und (15) reine Constanten sind. Man ge
braucht auch die Bezeichnung, dass in (26) und (27) die Inte
grationsgrenzen von den Integrationsvariabein abhängig, dagegen 
in (12) und (15) von den Integrationsvariabein unabhängig sind.
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§ 91. Integrale, die über einen Theil einer Ebene 
ausgedehnt werden.

Wenn die Yariabeln x und y als die rechtwinkligen Coor- 
dinaten eines Punktes einer Ebene gelten, und dem entsprechend 
durch das gegebene Gebiet K ein Theil der Ebene bezeichnet 
wird, so gehören die Werthsysteme {xa, y ff), welche in der Summe
(3) und (19) des vorigen § Vorkommen, zu Punkten, die in dem 
betreffenden Theile der Ebene liegen und nach Reihen von 
geraden Linien geordnet sind, welche beziehungsweise der 
x Axe und y Axe parallel laufen. Durch die positive Differenz 
Jxa wird der Abstand von den auf einer Parallele zur x Axe 
befindlichen Punkten (xa+v yf) und (xa, y^, durch die positive 
Differenz zly^ der Abstand von den auf einer Parallele zur 
y Axe befindlichen Punkten (xa, y^f) und (xa, y/i+1) gemessen, 
mithin ist das Product zlxa Jy^ das Mass des Flächeninhalts 
des Rechtecks, dessen vier Ecken respective die Coordinaten

(X,V Vyl (Xa+V Vß)

(Xa> yß+\)l (Xa + ]1 y ft+l)

haben. Nachdem also der mit K zu bezeichnende Theil der 
Ebene durch Reihen von geraden Linien, die den beiden Axen 
parallel sind, in lauter Rechtecke getheilt, und der Flächen
inhalt jedes Rechtecks mit dem zu einer bestimmten Ecke 
gehörenden Functionswerth f{xa,ymultiplicirt ist, wird die 
Summe der erhaltenen Producte gleich der zu bildenden Summe, 
und der Grenzwerth derselben definirt das über den Theil K der 
Ebene auszudehnende Integral

(1)

JJdx dyf(x, ly).(2)

Bei dieser Auffassung heisst das Product der positiven Differen
tiale dx dy das Element der betreffenden Ebene. Integrale mit 
unabhängigen Grenzen wie (12) und (15) des vorigen § beziehen 
sich auf einen Theil der Ebene, der ein Rechteck mit den 
Seiten A — a und B—b ist.

Setzt man in (2) die Function fix, y) gleich der Einheit, 
so drückt das Integral den Grenzwerth der Summe aller in
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dem Theile K der Ebene enthaltenen Rechtecke oder den 
Flächeninhalt des Theiles K aus. Es darf nun nach dem 
vorigen § die Integration entweder mit der einen oder der 
anderen Variable beginnen. Bei der für ein unbestimmtes 
aber festes y nach x auszuführenden Integration, wo stets 
von den algebraisch kleineren zu den algebraisch grösseren 
Werthen von x fortgeschritten wird, liefert das Differential dx 
als unbestimmtes Integral die Function x. Hier sind dem
nach die Grenzen vermöge der in § 24 entwickelten Grund
sätze in der Weise einzuführen, dass, wenn eine für den 
angenommenen Werth y im Sinne der wachsenden x ge
zogene Parallele zur x Axe für x = x(0) in den Theil K der 
Ebene ein- und für x=x(1) austritt, die Differenz x(1) — a?(0) ge
nommen wird; falls die genannte Parallele zur x Axe in den 
Theil K ein zweites Mal für x—x(2) ein- und hierauf für 
x—x(3) austritt, so kommt noch eine zweite Differenz x(3) — x(2) 
hinzu, und auf dieselbe Weise ist nötigenfalls fortzufahren, 
bis man zu der letzten Austrittstelle der Parallele aus K ge
langt ist. So entsteht für den Flächeninhalt des Gebietes K 
der Ausdruck als einfaches Integral

4- — x(2) + x(3) ■+•••) dy.
Wenn man dagegen für ein unbestimmtes aber festes x nach y 
integrirt, wobei ebenfalls stets von den algebraisch kleineren 
zu den algebraisch grösseren Werthen von y fortgeschritten 
wird, so folgt aus der Integration des Differentials dy die 
Function y. Es mögen jetzt bei einer für den gewählten Werth 
von x im Sinne der wachsenden y gezogene Parallele zur y Axe 
die Eintritts- und Austrittsstellen in das Gebiet K der Reihe

(3)

(0) y^2\ 2/(!\ • • • gehören. Dann hatnach zu den Werthen y=y 
man ebenso wie vorhin die Differenzen yw — yw, «/3) — «/~),...
zu nehmen, und erhält für den Flächeninhalt des Gebietes K 
den zweiten Ausdruck

Jl~ 2/(0) + ya)—yV2) + 2/('° + • • •) dx.

Um ein Beispiel eines Gebietes in der Ebene zu bekommen, 
bei welchem eine Parallele zu einer der Coordinatenaxen meh
rere Male ein- und austritt, kann man das Innere eines Kreises

(4)
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nehmen, aus dem ein Kreis oder mehrere Kreise ausgeschie
den sind.

Für ein Stück der Ebene, welches durch eine auf der 
positiven Seite der x Axe befindliche Curve, durch die x Axe 
selbst und durch zwei Parallelen zur y Axe begrenzt ist, die 
den Werthen x = r und x=s entsprechen, ergiebt sich bei einer 
zu einem beliebigen x gehörenden Parallele zur y Axe der erste 
Eintrittswerth t/(U)=0 und der einzige Austrittswerth ?/(1), der 
als Function von x mit y{l\x) bezeichnet werden möge. Es geht 
daher, falls res ist, der Ausdruck (4) in das Integral

j y(1) (x) dx(5)

über, durch welches das bezeichnete ebene Flächenstück nach 
§ 21 gemessen wird. Man sieht, wie sich der Ausdruck (4) 
durch Addition und Subtraction aus Bestandtheilen von der Be
schaffenheit des Integrals (5) zusammengesetzt, und erkennt 
leicht, dass der Ausdruck (3) eine gleiche Betrachtung erlaubt, 
bei welcher nur die Bedeutung der Coordinaten x und y um
zutauschen ist.

Man kann die zu den Summen (3) und (19) des vorigen § 
gebrauchten Werthsysteme (xa, y^) der Bedingung unterwerfen, 
ganze Vielfache des mit einer gewissen ganzen Zahl M gebil

deten Bruches —zu sein, wie auch in § 42 geschehen ist. Bei 

diesem Verfahren werden die sämmtlichen Differenzen Jxa und 

/ly 8 gleich das Product Jxa Jy(i gleich

folgt die Verkleinerung aller Differenzen dadurch, dass man 
die Zahl M über jedes Mass wachsen lässt. Ein eigenthüm- 
liches Interesse gewährt die Betrachtung einer solchen über ein 
Gebiet K ausgedehnten Summe, in welcher die Function f(x,y) 
gleich der Einheit genommen'ist. Da alle Producte /lxa/ly[i

denselben Werth haben, so ist der Werth der Summe gleich

dem Product aus der Anzahl Z der vorhandenen Summanden

• So gelangt man zu dem Ergebniss, dass

1 und es er-Jf2

1mit dem Werthe M2
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für eine ohne Ende wachsende Zahl M der Grenzwerth des
<9

—o durch das Uber das Gebiet K ausgedehnte In

tegral Ij'äx dy dargestellt werde, oder dass

J'J'dx dy

sei. Unter der in Rede stehenden Voraussetzung wird der 
zugehörige Theil K der betrachteten Ebene durch Systeme 
von Parallelen, die zu den beiden Axen gezogen sind, in 
lauter Quadrate getheilt, deren Ecken die gewählten Punkte
bezeichnen, jedes Quadrat hat den Flächeninhalt ^

Z giebt an, wie viel Punkte sich innerhalb des Gebietes K be
finden, und die Gleichung (6) drückt den Satz aus, dass der 
Flächeninhalt des Gebietes K gleich dem Grenzwerthe des Quo
tienten ist, dessen Zähler die Anzahl Z der in K vorhandenen 
Punkte und dessen Nenner das Quadrat der wachsenden Zahl M 
ist. Wenn man die Forderung, dass xa und yo, rationale Brüche 
von demselben ganzzahligen Nenner M sein sollen, auch für 
den Fall festhält, dass das Gebiet K durch die Ungleichheiten 
(1) des vorigen §

545

Quotienten

=lim-in(6)

die Zahl

(7) a<a;<i. b <C y < S
bestimmt wird, so macht sich auch bei dieser so einfachen 
Begrenzung noch ein wesentlicher Unterschied geltend. Es 
kommt alsdann darauf an, ob die beiden Differenzen A — a 
und JB—b rationale Grössen sind oder nicht, und im letz
teren Falle treten bei dem Nachweise, dass das Integral
j fdx dy gleich dem Product (A— a) (B—b) ist, oder dass der

Flächeninhalt eines Rechtecks durch das Product der Längen 
zweier zusammenstossender Seiten gemessen wird, dieselben 
Schwierigkeiten auf, die in I, Abschnitt I, Capitel III bei der 
Begründung der Rechnung mit rationalen und irrationalen 
Grössen zu erledigen waren.

35Lipschitz, Analysis II.
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§ 92. Geometrische Transformation eines doppelten 
Integrals.

Der in § 90 gelieferte Nachweis, dass die dortige Summe
(19) gegen einen festen Grenzwerth convergirt, lässt sich geo
metrisch dahin zusammenfassen, dass, wrenn die Summe für eine 
erste hinreichend feine durch Parallelen zu der x und y Axe 
hervorgebrachte Theilung des Gebietes K gebildet ist, und später 
für eine zweite durch ebensolche Parallelen ausgeführte noch 
feinere Theilung von K gebildet wird, das zweite Resultat 
von dem ersten um beliebig wenig abweicht. Wie hier die 
Theilung der Ebene durch die beiden Systeme von gegen einander 
rechtwinkligen geraden Linien geschieht, so kann die Ebene 
durch irgend zwei andere Systeme von Linien getheilt werden, 
welche die Beschaffenheit haben, dass jede Linie des einen 
von jeder Linie des anderen Systems in einem bestimmten 
Punkte geschnitten, und der Ort jedes Punktes durch die Kennt- 
niss der beiden betreffenden Linien bestimmt wird. In § 60 
ist von der Verwandlung des ursprünglichen rechtwinkligen 
Coordinatensystems in ein anderes rechtwinkliges gesprochen 
und auf I, § 80 verwiesen. Der letztgenannte § zeigt aber auch, 
dass, wenn die rechtwinkligen Coordinaten x, y eines Punktes 
der Ebene durch zwei neue Variable x‘, y‘ mit Hülfe von vier 
Constanten or, ß, y, d, bei denen ad — ßy einen von Null ver
schiedenen Werth hat, vermöge der Gleichungen ersten Grades 

x = ax‘ + ßy' 
y = yx‘ + öy‘

ausgedrückt werden, den constanten Werthen von y' ein System 
von parallelen geraden Linien, den constanten Werthen von x‘ 
ein zweites System von parallelen geraden Linien entspricht, 
die einander unter einem beliebigen Winkel schneiden, und 
dass durch jedes System von Werthen x‘, y‘ ein System von 
Werthen x, y oder ein Punkt der Ebene bestimmt ist. Des
gleichen folgt aus I, § 42, dass ein Punkt der Ebene statt durch 
die rechtwinkligen Coordinaten x, y durch die Länge r der von 
dem gewählten Anfangspunkte nach dem Punkte gezogenen 
Linie, die radius vector genannt wird, und dem innerhalb eines 
Kreises genommenen dort definirten Winkel 6 bestimmt werden

(1)
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kann, wobei die Gleichungen
x — r cos 6, y — r sin 6 

gelten. Hier gehören zu den festen Werthen von 6 unbe
grenzte gerade Linien, die von dem Anfangspunkt oder Pol 
nach einer Richtung gehen, zu den festen Werthen von r um den 
Anfangspunkt mit dem Radius r beschriebene Kreislinien. Ebenso 
kann man die rechtwinkligen Coordinaten x und y in allgemeiner 
Weise von zwei neuen Variabein £ und y abhängig machen 
und den Ort (x, y) vermöge der Grössen £ und y bestimmen, 
welche dann auch als Coordinaten des Punktes betrachtet werden; 
hierbei correspondiren den verschiedenen festen Werthen von y 
die verschiedenen Curven eines Systems, den verschiedenen 
festen Werthen von £ die verschiedenen Curven eines zweiten 
Systems.

(2)

Bei solchen Systemen von Linien erfolgt die Theilung der 
Ebene dadurch, dass man jede der neuen Variabein um eine 
Reihe auf einander folgender Differenzen ändert und die zu 
den betreffenden constanten Werthen gehörigen Curven be
schreibt; dadurch entsteht ein System von Vierecken, deren 
jedes von vier Curvenstücken begrenzt ist. Wird ein zweites 
System von kleineren Differenzen genommen, so ergiebt sich 
eine Theilung der Ebene in ein System von kleineren Vierecken, 
bei welchen die zu jedem einzelnen gehörenden Curvenstücke 
beliebig wenig von geraden Linien abweichen und als solche 
betrachtet werden dürfen. Die Umformung eines gegebenen 
Flächenintegrals beruht auf der Aufgabe, den Flächeninhalt eines 
solchen Elementarvierecks zu messen.

Wir gehen von einem beliebigen Punkte aus, welcher durch 
die Werthe £ und >y der neuen Variabein bestimmt ist und [£, y] 
genannt werden mag, lassen £ um das positive Differential dS, 
y um das positive Differential drj wachsen, und untersuchen 
den Flächeninhalt des Vierecks, dessen Endpunkte die Bezeich
nungen
(3) [£, y\, [!+<*£,*], [$v + ävl [£ + <?£, 9? +dry]
haben. Aus den Gleichungen, durch welche x und y als Func
tionen von £ und y gegeben sind, folgen die Incremente von x 
und 9/, welche der Zunahme von £ um d£ und y um dy entspre
chen, als die vollständigen Differentiale
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I dxdx d£ + drjdx = dl dt]
(4)

und geben somit die relativen rechtwinkligen Coordinaten des 
Punktes (x + dx, y + dy) in Bezug auf den Punkt (x, y) an. 
Man erhält daher die bezüglichen Werthe für die auf einander 
folgenden in (3) bezeichneten Punkte, indem man in den Aus
drücken (4) respective dÇ=0, drj = 0; d£=d£, dy = 0; d£= 0, 
dy = dy; dÇ—di;, dy = dy setzt. Die Gleichungen (4) haben, 
für die obigen Gleichungen (1) gebildet, die Gestalt 

dx — a dx' + ß dy‘ 
dy — y dx‘ + â dy\ 

welche mit der Gestalt von (1) übereinstimmt. Hiernach lässt 
sich alles dasjenige, was in I, § 80 in Betreff der Gleichungen 
(1) auseinander gesetzt ist, auf die Gleichungen (4) übertragen, 
sobald man die Differentiale der Variabein als veränderlich, 
die für das einzelne Werthsystem gebildeten partiellen Diffe
rentialquotienten als fest ansieht, und es ergiebt sich unmittel
bar, dass das in Rede stehende Elementarviereck als ein Ele
mentarparallelogramm aufzufassen ist. Durch geometrische Be
trachtungen von der Art der in I, § 80 angestellten findet man 
den Flächeninhalt des Elementarparallelogramms gleich dem 
Product, das aus der Multiplication des absoluten Werthes der 
von Null verschiedenen Determinante

(5)

dx dy dx dy
dl dy dy dl

in das Product der positiven Differentiale d£ dy hervorgeht. 
Zugleich wird erkannt, dass das Vorzeichen von (6) positiv oder 
negativ ausfällt, je nachdem das von dem Punkte (x, y) aus
gehende Linienelement, für welches d%> 0, dy — 0 ist, zu dem 
von (x, y) ausgehenden Linienelement, für welches d£— 0, cD;>0 
ist, eine gleiche oder entgegengesetzte Lage wie diejenige ein
nimmt, welche die positive x Axe zu der positiven y Axe hat. 
Bei dem obigen Beispiel (2) treten an die Stelle von (4) die 
Gleichungen

(6)

(7) dx = cos 6 dr — r sin 6 dß 
dy = sin 6 dr + r cosd dß,
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so dass
Bx By öx By 
Br BO BO Br(8) r cos 0 cos 0 + r sin 0 sin 0 = r

wird. Die betreffende Determinante ist also wegen der posi
tiven Beschaffenheit von r immer positiv, und zeigt dadurch 
an, dass für jedes zu den betreffenden Polarcoordinaten gehö
rende Elementarparallelogramm die Richtung dr> 0, dO — 0 
zu der Richtung dr — 0, dOz> 0 ebenso liegt wie die positive 
x Axe zu der positiven y Axe.

Nachdem der Inhalt des einzelnen Elementarparallelogramms 
bestimmt ist, erhält man den Inhalt eines gewissen Theils der 
Ebene durch Summation der zugehörigen Elementarparallelo- 
gramme und Uebergeken zur Grenze. Bei den rechtwinkligen 
Coordinaten wurde das Elementarparallelogramm durch das Pro
duct der positiven Differentiale dx dy gemessen, bei den belie
bigen Coordinaten £, y fand sich der Ausdruck

Bx By 
By B i,

in welchem das Zeichen e = ± 1 so gewählt werden muss, dass 
das Resultat positiv wird. Mithin entsteht für den Flächeninhalt 
eines gegebenen Theiles der Ebene der doppelte Ausdruck

Bx By Bx By 
B£ ~By

Ist der Theil der Ebene wieder ein Rechteck, welches 
durch die Ungleichheiten (1) des § 90 ausgedrückt wird, so 
bekommt die linke Seite von (9) den Werth (A — a) {B—b) 
und man erhält die Gleichung

/ Bx By 
\ <32; By

j d£ dy,

fjdx äy=fß(- j dÇ dy.(9) By Bi,

^ d% dy.(4-0)
Bx By Bx By 
B'% By By 'B'i

Um nun die Summe (19) in § 90 umzuformen, welche zu der 
Definition des doppelten Integrals (21) gedient hat, kann man 
für ein beliebiges Werthsystem x=a, y—b des dortigen Gebietes 
K die positiven Differenzen zlx — A — a, Jy — B—b einfiihren, 
und erhält das betreffende allgemeine Glied, indem man die linke 
Seite von (10) mit dem Functionalwerth f(a,b) multiplicirt. 
Weil aber die Differenzen A — a und B—b so klein genommen 
werden, dass innerhalb des Bereiches

a x A, b <Ly <LB

(10)

(11)



der Functionswerth f(x,y) nur um beliebig wenig schwankt, 
so ist es gestattet, statt die rechte Seite von (10) mit dem 
Factor /'(«, b) zu multipliciren, zu dem unter dem Integral
zeichen befindlichen Ausdruck den Factor f(x, y) hinzuzufügen, 
wo x und y als die gegebenen Functionen von £ und y 
darzustellen sind. Jetzt geht die Summe der Ausdrücke 
(A— a) (R — b) f(a, b) in das umzuformende Integral, die Summe 
der für die einzelnen Bestandtheiie gefundenen Integrale in ein 
einziges nach den Variabein £ und y auszuführendes Integral 
über, woraus sich die Gleichung
(12) fjfix, y) dx dy = fj'fix, y) t ^dx dy dx dy 

d i dy dy di

ergiebt. Mit derselben ist die Transformation eines gegebenen 
doppelten Integrals durch Einführung neuer Variabein vollzogen; 
hierbei gründet sich der Beweis der obigen Gleichung (10) 
auf geometrische Betrachtungen. .Später werden wir von dieser 
Gleichung einen rein analytischen Beweis geben. Da die Schlüsse, 
welche von (10) zu der Gleichung (12) führen, analytische sind, 
so wird hierdurch die Transformation der doppelten Integrale, 
wie in § 25 die Transformation der einfachen Integrale, unab
hängig von der Anwendung der Geometrie bewiesen.

Ein Hauptvortheil, welcher durch die Transformation eines 
doppelten Integrals erreicht werden kann, besteht darin, dass 
die Begrenzung des Gebiets, über welches das Integral auszu
dehnen ist, in den neuen Variabein bequemer dargestellt wird. 
So geht die Begrenzung, welche in (23) des § 90 angegeben ist,

x2- + y2<iR2,
bei der Einführung der Polarcoordinaten (2) in die Bestimmung 
über, dass der Radius r von Null bis R ausgedehnt, der Winkel 0 
über eine ganze Kreisperipherie genommen werde, oder dass 

0 -< r < R, 0cß<27t 
sei. Weil nun nach einer obigen Bemerkung der Ausdruck 

dx dy

(13)

(14)

/ dx dy 
\ dr dB gleich r wird, so erhält man für die 

Integrale (26) und (27) aus § 90 die transformirte Darstellung
dB dr

,fl

( Jrdr dB f(r cosd, r sind), 
o o

(15)

§ 92.Geometrische Transformation.550
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Bei der bisherigen Betrachtung der doppelten Integrale ist
stets vorausgesetzt worden, dass die auftretenden Variabein in
nerhalb des Gebietes der Integration feste Grenzen nicht über
schreiten. Auch liegt es nicht in unserer Absicht, allgemeine 
Bedingungen aufzustellen, unter denen ein doppeltes Integral 
über ein Gebiet ausgedehnt werden darf, in welchem die Va
riabein unendlich gross werden. Wir wollen jedoch durch die 
Ausführung eines Beispiels andeuten, wie derartige Fragen zu 
behandeln sind. Mit der Basis e der natürlichen Logarithmen 
werde die Function é~x"~r gebildet und über das Gebiet 

— A cxc A. B<zyCB(16)
integrirt, wo A und B positive Constanten bedeuten. Wegen 
der Gleichung

—X2—?/2 —X2 —?/2e = e e J 
bezieht sich die von —A bis A nach x zu erstreckende Inte
gration auf den Factor e7x~, die von — B bis B nach y auszu
dehnende Integration auf den Factor e~v\ so dass das gegebene 
doppelte Integral in ein Product von zwei einfachen Integralen

(17)

zerfällt,

= j e x dxje r dy.
—A —B

jjdx dy e—x2—y2(18)

x2 y2 stets positiv ist, so drückt das betref
fende Integral den Grenzwerth einer Summe von lauter positiven 
Bestandtheilen aus, und es leuchtet ein, dass, falls das Inte
grationsgebiet vergrössert wird, auch der Werth des Integrals 
zunehmen muss. Nun kann man aber für jedes System von 
positiven Werthen von A und B zwei Grössen R und S so 
wählen, dass das Gebiet (16) von einem Gebiete

x2 + y2 <C S2 
eingeschlossen wird und ein Gebiet

x2 + y2 <c R2
einschliesst; es braucht nämlich nur S grösser als }/A2+B2, 
R kleiner als die kleinere der beiden Grössen A und B genom
men zu werden. Demnach ist der Werth von (18) zwischen 
den Werthen enthalten, welche dasselbe Integral respective bei 
dem Gebiete (19) und (20) annimmt. Für eine solche Ausdeh
nung lässt sich aber die Integration nach vollzogener Umfor-

Da die Function e

(19)

(20)
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—i2—y2 wird zu dermutig leicht bewerkstelligen. Die Function e 
Function e
sicht auf (15) das Integral

—r2 von r allein, so dass dem Gebiete (20) mit Rttck-

rR r**J Jrdr d0e~‘“ 
o o

(21)

entspricht. Die Integration nach r liefert die Function —-1 e

die Integration nach 6 die Function 0, mithin kommt durch 
Einführung der Grenzen das Resultat

Bei der Annahme des Gebietes (19) entsteht ein ebenso gebil
deter Ausdruck, in welchem statt R die Grösse S vorkommt. 
Man hat also für die rechte Seite von (18) die Ungleichheiten

_7}2(22) + 1) 2 n.

o rR(23) Tc (1 — e~K") <C f ë~x~dx j e~rdy<n( 1 — e—s°-)•

Nach dem Obigen sind die Grössen R und S solchen Bedin
gungen unterworfen, dass, wenn A und B über jedes Mass hin
aus wachsen, sowohl R als S ebenfalls jede gegebene Grösse 
überschreiten. Dann nähert sich e~h~ und e~s~ der Null, und 
beide Grössen, welche in (23) den Werth des Products ein- 
schliessen, convergiren gegen denselben Werth sr, woraus die 
Gleichung

/*°° z*00! e~a2dcc j e—y2(24) dy = n
— oo — CD

folgt. Da aber die beiden Integrale einander gleich sind, und 
jedes aus lauter positiven Elementen besteht, mithin einen po
sitiven Werth haben muss, so kommt für das einzelne Integral 
der Werth

ß J dx ~ |4t ,(25)
-- CO

bei welchem die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. In § 76 

wurde gezeigt, dass die Function l gleich dem vorliegen

den Integral (25) sei, dessen Werth wir so eben gefunden 
haben.



Wie ein gegebener Tkeil einer Ebene nach einem gewähl
ten Princip in immer kleinere Theile zerlegt wird, so kann 
man auch einen gegebenen Theil einer krummen Oberfläche in 
immer kleinere oder elementare Theile zerlegen. Um aber den 
Inhalt eines elementaren Theils der Oberfläche zu messen, con
struit man in einem Punkte desselben die Tangentialebene 
und bestimmt den Flächeninhalt des zugehörigen elementaren 
Theils der letztem. Gesetzt, es sei eine krumme Oberfläche 
durch die für eine Function cp der drei rechtwinkligen Coordi- 
naten x, y, z geltende Gleichung

cp (x, y, z) = £
bestimmt, in der £ eine Constante bedeutet. Dann wird die 
in einem Punkte (x, y, z) an die Fläche gelegte Tangentialebene 
nach § 50 dadurch bezeichnet, dass die auf der letztem senk
recht stehende, von (x, y, z) nach der Seite gezogene Normale, 
auf der die Function cp (x, y,z)> Q oder das vollständige Diffe
rential d cp (x, «/,#)> 0 ist, mit den positiven Axen der x, y, z 
respective drei Winkel g, t), g bildet, deren Cosinus die folgen
den Werthe haben,

(1)

dcp d(l d cp
d x dzdycos t) =COS £ = COS l —

}'Q )'QiQ ’(2) <
dcp Y dcp \2 ++
d x dy

Hier dürfen ~ niemals gleichzeitig verschwinden, und

die Quadratwurzelgrösse ist positiv zu nehmen. Offenbar fallen 
die Fusspunkte aller von den Punkten eines Theiles der Ober
fläche auf eine der Coordinatenebenen, etwa die yz Ebene, her
abgelassenen Lothe in einen gewissen Theil P derselben. In 
dieser Hinsicht machen nur solche Theile der Fläche eine Aus

nahme, falls sie überhaupt vorhanden sind, in denen

Folge dessen auch cos g dauernd gleich Null ist, das heisst, in 
denen die auf die yz Ebene herabgelassenen Lothe ganz in die

d cp und in
d x

553§ 93. Oberflächenintegrale.

§ 93. Integrale, die sich auf einen Theil einer krummen 
Oberfläche beziehen.

Q
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Fläche hineinfallen; dies ist zum Beispiel bei der Wand eines 
gegen die yz Ebene senkrechten Cylinders der Fall. Da aber

nicht gleichzeitig gleich Null sein dürfen, so istdcf> d cp d cp 
dx’ d y' dz
die Ausnahme für eine der beiden andern Coordinatenebenen 
nicht vorhanden, und man kann die Wahl bei den einzelnen 
Theilen der Oberfläche darnach einrichten. Wir dürfen daher an
nehmen, dass für die gewählte y z Ebene keine solche Ausnahme 
bestehe. Indem der mit P bezeichnete Theil der Ebene durch
verschiedene Linien in kleinere Theile zerlegt wird, ferner in 
allen Punkten jeder Linie Lothe errichtet werden, welche die ’ 
Oberfläche treffen, entspricht jeder Linie der yz Ebene wieder 
eine Linie der Oberfläche, durch deren Oesammtheit diese in 
Theile zerfällt. Zu jedem solchen Theile gehört der betreffende 
Theil der yz Ebene als Projection. Nachdem nun in einem Punkte 
(x, y, z) der Oberfläche die Tangentialebene construirt ist, lässt 
sich leicht für einen beliebigen Theil der letztem die zugehörige 
Projection in der yz Ebene bestimmen, und umgekehrt aus dem 
Flächeninhalt der Projection der Flächeninhalt des entsprechen
den Stückes der Tangentialebene finden. Jedes in der Tangen
tialebene angenommene Parallelogramm liefert als Projection 
wieder ein Parallelogramm, und zwar lehrt eine einfache geome
trische Ueberlegung, dass der Flächeninhalt des zweiten gleich 
dem Product ist, das aus dem Flächeninhalt des ersten und 
dem Cosinus des Neigungswinkels entsteht, der von der Tan
gentialebene und der yz Ebene gebildet wird. Der Neigungs
winkel der beiden Ebenen ist gleich dem Winkel, welchen die 
auf denselben errichteten Lothe, im vorliegenden Falle die 
Flächen-Normale und die x Axe, mit einander machen; weil 
aber der zwischen diesen Linien eingeschlossene Winkel £ vor
hin so definirt ist, dass er spitz oder stumpf sein kann, der 
Cosinus des anzuwendenden Neigungswinkels jedoch nie nega
tiv sein darf, so hat man für den letztem Cosinus stets den 
absoluten Werth von cos £ zu benutzen. Sobald die yz Ebene 
durch Parallelen zu der y und z Axe in elementare Rechtecke 
getheilt ist und der Punkt (y, z) die Ecke eines Rechtecks 
bezeichnet, dessen Kanten gleich den positiven Differentialen 
dy und dz sind, so gehört zu demselben in der durch den
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Punkt (x, y, z) an die Oberfläche gelegten Tangentialebene ein 
elementares Parallelogramm. Insofern die von (x,y,z) ausgehen
den beiden Seiten des Parallelogramms nach § 48 Tangenten der 
betreffenden Curvenstücke sind, welche in der Oberfläche von 
demselben Punkte ausgehen, werden die vier Ecken des Pa
rallelogramms auf Grund ähnlicher Betrachtungen wie in § 62 
statt der vier Ecken des elementaren Theiles der Oberfläche 
gesetzt, und der Inhalt des Parallelogramms geht aus dem In
halt der Projection durch Division mit der positiven Grösse 
+ cos £ hervor. Der Flächeninhalt des elementaren Parallelo
gramms der Tangentialebene ist das Mass für das Element der 
in Rede stehenden Oberfläche und hat den Ausdruck

)f_Q_cl y dz
(3) dy dz.+ 4-

ijpCOS £

d x
Ein über einen Theil der Oberfläche auszudehnendes Integral 
wird somit erhalten, indem man das vorliegende Element mit 
dem Functionswerthe f(x,y,z), welcher sich auf den zugeord
neten Punkt (x, y, z) der Oberfläche bezieht, multiplicirt, und 
den Grenzwerth der für den betreffenden Theil der Oberfläche 
aufzustellenden Summe bildet. Auf diese Weise ergiebt sich
der Ausdruck des Integrals

iQff'±ffay,z)(4) dy dz.
d(p

Ô X

Wird die Function f(x,y,z) gleich der Einheit genommen, so 
liefert das hervorgehende Integral

1 rQ
(5) dy dz+

Ä(L
d X

den Flächeninhalt des bezüglichen Theiles der Oberfläche.
Wir machen jetzt auf eine Erscheinung aufmerksam, die 

bei den Oberflächenintegralen zuerst entgegentritt. Durch die 
Gleichung der Oberfläche (1) ist die für die Integrale (4) und 
(5) vorausgesetzte Abhängigkeit der Variable x von den beiden 
Variabein y und z bestimmt. Zu einem gegebenen Werthsystem 
«/, z können aber mehrere Werthe von x gehören, die algebraisch 
wachsend geordnet æ(0), æ(1), xi2\ . . . heissen mögen, oder,



x^ — — }/iü2— y2 — #(1) = 4- }/Ï£2—y2 — £2,(8)
mithin je zwei Punkte der Kugelfläche. Demnach zerfällt die 
ganze Kugelfläche in zwei Theile, welche durch die Ungleich
heiten x-cO und xz>0 unterschieden sind* jeder der beiden 
Hälften entspricht als Projection in der y z Ebene der in (7) 
bezeichnete Kreis. Für die gegenwärtige Voraussetzung erhält 
das in (3) angegebene Element der Oberfläche, da

dq>d(f(9) — 2 z, Q=4R2= 2x, = 2 y,
dzdy

wird, die einfache Gestalt

— dy dz.

Man muss daher, je nachdem die Integration über einen Theil 
der Kugelhälfte x<0 oder der Kugelhälfte auszudehnen
ist, in (10) das negative oder positive Zeichen anwenden. Der 
Unterschied des Vorzeichens rührt davon her, dass nach einer 
in § 50 gemachten Bemerkung die von der Innern nach der 
äusseren Seite gezogene Normale der Kugelfläche mit den positi
ven Axen die Winkel j, fl, § bildet, deren Cosinus respective

(10)

geometrisch gesprochen : wenn man in dem Punkte (y, z) der 
Cöordinatenebene ein Perpendikel errichtet, so kann die Ober
fläche von demselben in den zugehörigen auf einander folgenden 
Punkten (æ(<)), y, z), (x^\ y, z),... getroffen werden. Man hat nun 
zu beachten, welche von den zu demselben Werthsystem (y, z) 
gehörenden Punkten (x, y, z) in dem Theile der Oberfläche liegen, 
über den die Integration genommen werden soll, und dann 
gerade für die hierher gehörigen Punkte die entsprechende 
Summation auszuführen. Als Beispiel diene, wie in § 50, eine 
Kugelfläche von dem Radius R, deren Gleichung

x2 + y2 + z2—R2 
ist. Die vorkommenden Werthsysteme y, z haben die Bedingung

y2 +z2<ÎR2
zu erfüllen, nach welcher die betreffenden Punkte der y, z Ebene 
innerhalb eines um den Coordinatenanfangspunkt mit dem Radius 
R beschriebenen Kreises liegen. Zu jedem solchen Punkt ge
hören die beiden Werthe von x
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(6)

(7)

Cb
 Cb
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gleich

tiven x Aæe, wenn man die beiden in (8) bezeichneten Punkte 
der Kugelfläche vergleicht, für den erstem einen stumpfen, für 
den zweiten einen spitzen Winkel bildet.

Ein entsprechender Unterschied existirt bei der allgemeinen 
Gleichung (1) für die verschiedenen Punkte der Oberfläche 
(.x{0), y, z), (æ(1), y, welche zu demselben Werthsystem (y, z)
gehören. Bezeichnet man den Theil des Raumes, in welchem 
cp (x, y, z) < £ ist, mit K, so dass die oben characterisirte 
Flächennormale, zu welcher die Grössen cos j, cos p, cos § ge
hören, aus dem Raume K herausgeht, dann leuchtet ein, dass, 
wenn auf einer durch den Punkt (y, z) geführten Parallele zur 
#Axe im Sinne der wachsenden«; fortgeschritten wird, der Winkel;); 
stumpf oder spitz ausfällt, je nachdem der fortschreitende Punkt 
in den Raum K eintritt oder aus demselben austritt, und dass, 
insofern die Punkte (x(0), y, z), (xw, y, z),... wegen der wachsen
den Anordnung der Grössen xi0\ x^,..., der Reihe nach ab
wechselnd, die Stellen des Ein- und Austritts bedeuten, die 
Vorzeichen der zugeordneten Grössen cos £ ebenfalls regelmässig 
abwechseln. Zu jeder Stelle gehört ein gewisses Oberflächen
element, welches in (3) mit Hülfe des Elements der Projection 
dy dz ausgedrückt ist. Wenn man jetzt annimmt, dass von 
jedem Oberflächenelement ein einzelnes Element der Projection 
erzeugt werde, dass die Elemente der Projection in dem Punkte 
{y, z) in derjenigen Reihenfolge über einander liegen, in welcher 
die zu demselben Werthsystem (y, z) gehörenden Oberflächen
elemente in der Parallele zur x Axe auf einander folgen, und 
dass die Theile der Projectionen ebenso Zusammenhängen, wie 
die correspondirenden Theile der Oberfläche, so sieht man, 
dass die y z Ebene an jeder Stelle so oft von einem Blatte 
bedeckt ist, als Projectionen vorhanden sind, und dass die 
einzelnen Blätter genau wie die entsprechenden Theile der 
Oberfläche Zusammenhängen. Hiernach entspricht der in (6) 
dargestellten Kugeloberfläche eine doppelte Bedeckung der in 
(7) ausgedrUckten Kreisfläche, wobei zu der einen Hälfte der 
Kugelfläche ein Blatt, zu der andern Hälfte ein zweites Blatt

— sind, und dass diese Normale mit der posi-
Jli Ja,
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gehört, und die beiden Blätter an ihren in die Kreislinie fal
lenden Rändern Zusammenhängen.

Vermöge der Erörterungen des vorigen § kann man den 
Ausdruck des Elements der Oberfläche umformen, indem die 
Variabein y, z durch ein System von andern Variabein ausge
drückt werden. Den daselbst in (2) beispielsweise erwähnten 
Polarcoordinaten entsprechen die mit einer positiven Grösse s und 
einem von 0 bis 2 n gehenden Winkel gebildeten Gleichungen 

y — s cos cp, z — s sin cp ; 
dann tritt an Stelle des Elements dy dz das Element s ds dcp. 
Das in (10) dargestellte Element der Kugelobertiäche geht daher, 
weil t/2 + 02=a2 und nach (8) x — V l^2 — s2 ist, in die 
Gestalt

(11)

B s ds dcp 
)/B2— s2

über. Es möge jetzt der Inhalt desjenigen Theiles der einen 
Kugelflächenhälfte x < 0 oder x > 0 bestimmt werden, dessen 
Projection ein Kreis von dem Radius R1cR ist; derselbe wird 
durch die Ungleichheit

(12)

s2 <c B\
bestimmt. In beiden Fällen hat man das Integral
(13)

,2 Tt
Bs ds(14) dcp

iii — ł

auszuführen, bei dem die Integration nach cp den Factor 2/r, 
die unbestimmte Integration nach s den Factor —R}/R*— s2 er- 
giebt, so dass durch Einsetzung der Grenzen 0 und B, der 
Ausdruck

2nB(B-\/B2—B\) 
entsteht. Für eine Annäherung von B, gegen B fallen die in
(8) angegebenen Werthe xco) und x(1) bei den Punkten des Ran
des der Projection zusammen ; zugleich convergirt die Kreis
fläche (13) gegen den in der yz Ebene liegenden grösten Kreis 
der Kugelfläche, der zu messende Theil der Kugelfläche gegen 
die eine Hälfte derselben, endlich der Ausdruck (15) gegen den 
Werth

(15)

(16) 2n R*.
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durch welchen das Mass der ganzen Kugeloberfläche gleich 
4:7c R* gefunden wird. Man hat aber zu beachten, dass, wofern 
R1 dem Werthe R genähert wird, der in (14) unter dem Inte

gralzeichen befindliche Factor
R

an der Stelle s = RxfR2 — s2
über jedes Mass hinaus wächst, während das nach s zu nehmende 
Integral einen endlichen festen Werth darstellt. Es liegt also 
hier ein Unendlichwerden der Function unter dem Integralzeichen 
vor, das mit der in § 73 entwickelten Ausdehnung des Begriffes 
eines Integrals vereinbar ist. Eine ähnliche Beobachtung lässt 
sich in Betreff des allgemeinen Ausdrucks (3) anstellen, in

lwelcher Hinsicht wir auf § 99 hinweisen. Der Factor
COS £

wächst über jedes Mass hinaus, sobald sich der Nenner der Null 
nähert. Nun verschwindet cos£ überall, wo die Normale der 
Fläche mit der x Axe einen rechten Winkel bildet, oder wo die 
Fläche von einer Parallele zu der x Axe berührt wird. Dass
cos £ in einem Theile der Fläche gleich Null sei, haben wir 
bei der gegenwärtigen Betrachtung ausgeschlossen, lassen aber 
die Voraussetzung zu, dass das Verschwinden in einer Linie 
N stattfinde. Wofern angenommen wird, dass bei dem Ueber- 
schreiten dieser Linie die Function cos£ ihr Zeichen ändere, 
und dass zu einem Punkte der Projection {y, z) zwei Punkte 
der Oberfläche (&'<ü), y, z) und y, z) gehören, die bei einer 
Annäherung von (y, z) an die Projection von N einander immer 
näher rücken, so wird durch das Verschwinden von cos £ kein 
singuläres Verhalten der Oberfläche angezeigt. Weil aber unter 
der bezeichneten Voraussetzung zwei in der Linie N, für die 
cos £ = 0 ist, zusammenhängende Theile der Oberfläche den 
gleichen Tlieil der yz Ebene als Projection liefern, so hat man 
den beiden nach der vorhin entwickelten Vorstellung über ein
ander fallenden Projectionen in der zu N correspondirenden 
Linie einen Zuhammenhang zu geben, weshalb auch bei der Pro
jection der Kugel Oberfläche zwei an ihren Rändern zusammen
hängende Blätter auftreten.
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§ 94. Vielfache Integrale. Raumintegrale.

Mit Rücksicht auf die eingehende Erörterung, welche den 
doppelten Integralen gewidmet ist, glauben wir bei der Be
handlung der vielfachen Integrale kürzer sein zu dürfen, und 
werden die zugehörigen allgemeinen Begriffe an den dreifachen 
Integralen auseinandersetzen, da es leicht ist, durch Vergrösse- 
rung der Anzahl der unabhängigen Variabein zu beliebig viel
fachen Integralen überzugehen. Ein dreifaches Integral ist der 
Grenzwerth einer dreifachen Summe

^ yßl ^y) ^ ^V(3 ^^yl

bei der die Function f{cc, y, z) für eine nach Massgabe des 
§ 51 begrenzte Mannigfaltigkeit K der Variabein x, y, z ein
deutig, endlich und stetig gegeben ist; der Zeiger a läuft 
von 1 bis l, ß von 1 bis m, y von 1 bis n läuft, die Diffe
renzen

(1)

(2) xa> JVß = y?+1 “ V J*r = *r+i - *r
sind positiv und werden allmählig beliebig klein, während die 
Zahlen l,m,n ohne Ende wachsen. Die Stetigkeit von f(x,y,z) 
wird wieder so normirt, dass für hinreichend kleine Incremente 
/Ix, zly, Az der numerische Werth der Differenz 

f{x + Jx, y + Ay, z 4- Az) — f(x, y, z) 
bei jedem vorkommenden Werthsystem (x,y,z) unter dieselbe 
beliebig kleine Grösse X herabgeht. Dass die Summe (1) 
gegen einen festen Grenzwerth convergirt, kann zunächst wie 
in § 90 für den Fall gezeigt werden, dass die Mannigfaltig
keit K durch die Ungleichheiten

a <C x <L A, b <. y <L B, c <iz<Z C 
bestimmt ist, wo die einschliesśenden Grössen Constanten sind. 
Den Kern des Beweises bildet die Thatsache, dass alsdann die 
Summe (1) für die Voraussetzung, dass f(x,y,z) gleich der Ein
heit sei, dem Product der drei Differenzen (A— o) (JS—b) (C—c) 
gleich wird. Nachdem man sich dann überzeugt hat, dass die 
Summe (1) gegen denselben Grenzwerth convergirt, mögen die 
zu den Werthsystemen der Begrenzung (3) von K gehörenden 
Glieder genommen oder fortgelassen werden, wird die Existenz 
des Grenzwerthes der Summe (1) für eine beliebig begrenzte

Ax — Xa « + 1

(3)
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Mannigfaltigkeit K bewiesen. Hierauf gründet sieb die Be
rechtigung, bei der Bildung von (1) die nach dxa, d y^ dzy 
yorzunehmenden Summationen in beliebiger Reihenfolge auszu
führen; da nun jede einzelne Summation in eine Integration 
nach der betreffenden Variable übergeht, so erhält man zugleich 
für das dreifache Integral

!dx fdy jdzf(x,y,z).(4)

welches den Grenzwerth von (1) darstellt, den Satz, dass sein 
Werth bei einer Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen 
ungeändert bleibt.

Unter der Voraussetzung (3) ist nach x,y,z innerhalb der 
bezeichneten unabhängigen Grenzen zu integriren, wodurch (4) 
in das Integral

Jdx ^dy fdz f(x,y, z)
a b c

(5)

übergeht. Ein entschiedener Nachdruck muss bei der Dar
stellung des dreifachen Integrals (4), welches sich auf die 
Mannigfaltigkeit K bezieht, wie bei einer entsprechenden Dar
stellung beliebig vielfacher Integrale überhaupt, auf den Um
stand gelegt werden, dass die Differentiale der Variabein 
dx, dy, dz als Repräsentanten der positiven Differenzen dxa, 
dy^, dzy stets nur positive Werthe empfangen.

Sobald x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
bedeuten und die Mannigfaltigkeit K einem gewissen Theile 
des Raumes entspricht, liegen die Punkte, welche zu den in 
(1) gewählten Werthsystemen gehören, auf drei Schaaren von 
Ebenen, die beziehungsweise den drei Coordinatenebenen parallel 
sind; dann ist das Product dxady(idzy das Mass des Inhalts 
des rechtwinkligen Parallelepipedons, dessen eine Ecke von dem 
Punkte (xa, y/3,, zy) und dessen im Raume gegenüberliegende 
Ecke von dem Punkte (xa+v y^+v zy+1) gebildet wird. Bei 
der beständigen Abnahme der sämmtlichen Differenzen rücken 
die parallelen Ebenen eines jeden Systems immer näher aneinan
der; dann wird das rechteckige Parallelepipedon, dessen eine 
Ecke die Coordinaten x, y, z, dessen im Raume gegenüberliegende 
Ecke die Coordinaten x + dx, y + dy, z + dz hat, das Element

Lipschitz, Analysis II. 36
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des Baumes genannt, und der Inhalt desselben durch das 
Product der drei positiven Differentiale dx dy dz gemessen. 
Demgemäss heisst das Integral (4) ein über den Baum K aus
zudehnendes Integral. Falls die Function fix, y, z) gleich der 
Einheit genommen wird, so giebt das entsprechende Integral

ffjdx dy dz

den Inhalt des Raumes K selbst an, und kann durch Aus
führung von je einer der drei Integrationen in ein doppeltes 
Integral verwandelt werden, das zu ähnlichen Betrachtungen 
wie das Integral (3) in § 91 veranlasst. Auch führt die Vor
aussetzung, dass alle in (1) auftretenden Werthe xa, y^ zy gleich 
rationalen mit derselben ganzen Zahl M als Nenner gebildeten 
Brüchen sein sollen, zu dem der dortigen Gleichung (6) entsprechen
den Ergebniss, dass, wenn Z die Anzahl der zugehörigen in den 
Raum K fallenden Punkte bedeutet, das obige Integral (6) für 
eine wachsende Zahl M gleich dem Grenzwerthe des Quotienten

-^3 ist. Dieses Princip ist von Dirichlet in der Abhandlung

recherches sur diverses applications de Vanalyse infinitésimale à la 
théorie des nombres, Crelle’s Journal, Bd. 19 aufgestellt, und in 
der Abhandlung recherches sur les formes quadratiques à coeffi
cients et à indéterminées complexes, Grelle1 s Journal, Bd. 24 auf 
Mannigfaltigkeiten einer beliebig hohen Ordnung ausgedehnt 
worden.

(6)

Das Integral (6) hat die Eigenschaft, sobald der zuge
hörige Raum K in einer solchen Weise abnimmt, dass er sich 
einem Punkte, oder einer endlich ausgedehnten Linie oder 
einem endlich ausgedehnten Oberflächenstück nähert, gegen die 
Null zu convergiren. Man kann deshalb bei der Bildung eines 
Integrals (4) Räume von der bezeichneten Beschaffenheit von 
dem Gebiete der Integration ausschliessen, ohne den Werth des 
Integrals zu ändern. Entsprechend verfährt man in dem Falle, 
dass die zu integrirende Function f(x,y,z) in einem Punkt, 
einer Linie oder einer Fläche unendlich gross wird. Nachdem 
die in der Umgebung solcher Stellen befindlichen Theile des 
Raumes von dem Integrationsgebiete ausgeschieden sind, muss 
untersucht werden, ob bei einer auf irgend eine Weise ausge
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führten beständigen Abnahme dieser Theile der Werth des 
Integrals stets gegen einen und denselben festen Grenzwerth 
convergirt; wenn dies geschieht, so drückt der letztere den 
Werth des über das ganze gegebene Gebiet ausgedehnten Inte
grals aus. Derselbe Gesichtspunkt ist für die einfachen, doppel
ten und beliebig vielfachen Integrale massgebend. Wo im 
Folgenden unter dem Zeichen der Integration unendlich werdende 
Functionen erscheinen, wird stillschweigend vorausgesetzt, dass 
die hierbei erforderlichen Bedingungen erfüllt sind.

§ 95. Geometrische Transformation eines dreifachen 
Integrals.

Um ein dreifaches Integral fj'ff{x,y,z)dxdydz, das

nach dem vorigen § als Raumintegral aufgefasst wird, vermöge 
einer dem § 92 entsprechenden Methode zu transformiren, denkt 
man sich die Yariabeln x,y,z als gewisse Functionen von an
deren Variabein £, rj, t gegeben, und betrachtet die letzteren als 
neue Bestimmungsstücke oder Coordinaten für den durch die 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z bestimmten Punkt des Rau-

Dem Constantsetzen von y, Ç entsprechen dann dreimes.
Schaaren von Oberflächen, bei denen sich je zwei Individuen 
aus verschiedenen Schaaren in einer Linie, je drei Individuen
aus den drei Schaaren in einem Punkte schneiden und den
selben determiniren. So drücken die in I, § 86 erörterten 
Gleichungen
(1) x = yn x' + y12 y‘ + y13 z' 

y = yiVx‘ + y22 y‘ + ynz‘
z = yz i x‘+y*2 y‘ + yz «

wo die aus den constanten Coefficienten yu,... y33 gebildete 
Determinante nicht verschwinden darf, die Verwandlung der 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z in ein System von neuen 
Coordinaten x% y‘, z‘ aus, welche constant gesetzt, drei Schaaren 
paralleler Ebenen darstellen, die sich gegenseitig unter beliebi
gen Winkeln schneiden. Ein Beispiel anderer Ortsbestimmung 
liefern die Gleichungen



OXdx d x
(3) d£ + dy + -7-c d'C.dx — dCdl dy

dy dydy d'Cd$ + dy +dy= dÇi dy
dz dz dtdĘ + dy +

Indem wir voraussetzen, dass die Determinante
dx dy dz 
dl dy d£

einen von Null verschiedenen Werth habe, hängen in (3) die 
Differentiale dx,dy,dz in gleicher Weise von d£, dy, d'C ab 
wie in (1) die Variabein x,y,z von den Variabein îy, C; des- 
halb finden die in I, § 86 über das System (1) angestellten 
Betrachtungen auf das System (3) Anwendung. Bezeichnet 
man einen in den neuen Coordinaten dargestellten Punkt mit 
[if, y, Ç], nimmt dÇ> 0, dyC>0, dÇc> 0 an, und verbindet den 
genannten Punkt mit jedem der Punkte

[£ + d £, y, Ç], [£, y + dy, Ç], [£, y,Ç + d ç] 
durch eine gerade Linie, so bilden diese respective die erste, 
zweite und dritte Kante eines Parallelepipedons, welches als

dz —
dKdl dy

(4) r= 2 +

(5)
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(2) x — r cos 8 
y — r sin 8 cos cp 
z — r sin 8 sin cp, 

bei denen r eine positive Grösse, 8 einen zwischen 0 und tt, 
cp einen zwischen 0 und 2/r gelegenen Winkel bedeuten soll. 
Hier entspricht einem constanten r eine um den Coordinaten- 
anfangspunkt als Centrum beschriebene Kugelfläche, einem con
stanten 8 ein Kegel, der durch Kotation einer durch dasselbe 
Centrum gehenden Linie um die x Axe erzeugt wird, einem con
stanten cp eine durch die a:Axe geführte Meridianebene; mit
hin entspricht jedem Werthsystem r, 8, cp ein und nur ein Punkt 
des Baumes. Unter der erwähnten allgemeinen Annahme wird der 
Kaum in der Weise getheilt, dass mau jede der neuen Variabein 

y, Ç um gewisse auf einander folgende Differenzen zunehmen 
lässt, und alle zu den betreffenden Werthen gehörigen Flächen 
construirt. Bei einem Zuwachs von £, y, C um die Differentiale 
d£,dy,d'C nehmen die Coordinaten x,y,z respective um die 
vollständigen Differentiale zu

Q
j Qj



die noch analytisch zu beweisen bleibt. Mit Hülfe von (7) erhält 
man durch Schlüsse, welche den in § 92 angewendeten genau 
entsprechen, das Ergebniss, dass das im vorigen § mit (4) be
zeichnte Integral folgendermassen transformirt wird
(8) j'J'Jf(x,y,z)dxdy dz = JJj f (#, y, s)bF d% dt] dt,

wo auf der rechten Seite x, y, z durch rj, Ç auszudrücken sind. 
Werden die obigen Gleichungen (2) vorausgesetzt, so kommt

= — r sin 0dx = 0— = cos 0

= — r sin 0 sin p= sin0cosœ —~=rcos0cos«)ou
d= sin 0 sin cp ^ —r cos 0 sing)

dr
dz dz — r sin 0 cos cp ;dr dcp

§ 95. 565Geometrische Transformation.

Element der neuen Theilung des Raumes zu betrachten ist. 
Sein Rauminhalt wird durch geometrische Ueherlegungen von 
der Art, wie sie in I, § 86 mitgetheilt sind, als Product aus dem 
absoluten Werth der Determinante F in das Product der drei 
positiven Differentiale d^drjdt bestimmt, und hat daher, falls 
s gleich der mit dem Vorzeichen von F versehenen Einheit ist, 
den Ausdruck
(6) e FdÇ dr] dt.
Hierbei zeigt sich, dass £ gleich der positiven oder negativen 
Einheit wird, je nachdem die drei von dem Punkte [£, £] aus
gehenden vorhin definirten Kanten, der Reihe nach genommen, 
eine ebensolche oder eine entgegengesetzte Lage haben wie die 
positiven Axen der x, y, z.

Wendet man die neue Theilung des Raumes auf ein 
durch die Ungleichheiten (3) des vorigen § begrenztes Gebiet, 
das heisst, auf ein rechteckiges Parallelepipedon an, dessen 
mit den x\xen der x, y, z parallele Kanten respective die 
Längen A—a, B—b, C—c haben, und dessen Inhalt gleich 
(A —a) (B—b)(C—c) ist, so erscheint der betreffende Raum 
gleich dem Aggregat der zugehörigen in (6) gemessenen ele
mentaren Parallelepipeda; hieraus folgt sogleich für eine über 
diesen Raum auszudehnende Integration die Gleichung

(A — a) (B—b) (C—c) = fff £Fd$di]dt,(7)
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SKdF =n dx, + dXy + . . . + dxn.8 x2 ôæn
Man bilde aus den vorliegenden partiellen Differentialquotienten 
die Determinante

SF, SF2
8 X, 8x2

welche die in Bezug auf das System der Variabein xv x2,.. . xn 
genommene Functionaldeterminante des Systems der Functionen 
Fv F2,...Fn heisst. Die Einheit, welche mit dem Vorzeichen 
ihres von Null verschiedenen Werthes übereinstimmt, sei e. 
Dann geschieht die auszuführende Transformation, indem das 
Element des gegebenen Integrals, welches gleich dem Product 
der positiven Differentiale dFv dF2,...dFn ist, durch das mit

Wn(2) * £>.H± dXn 9

Für die Umformung eines n fachen Integrals, welches sich 
auf eine begrenzte n fache Mannigfaltigkeit K der w Variabein 
Fv F2,... Fn bezieht, gilt die folgende allgemeine Regel. Es 
seien die genannten Variabein als eindeutige, endliche, stetige 
und, so oft es nöthig sein wird, zu differentiirende Functionen 
eines Systems von n Variabein xv x2,... xn gegeben , woraus 
für die vollständigen Differentiale dFv dF2,...dFn die Aus
drücke folgen

8 F, dF,
dF; dx2 +... +dx, 4- dxn

dXn
8F2

dF2 dx2 +... + dxndx, +(1) 8 x, 8 x2

§ 96.

hiernach erhält die zu bildende Determinante den Werth r2sinö, 
welcher stets positiv ist, und es entsteht die Umformung

(9) fff ]f{x,y,z)dxdydz— fff /Xr cos fl, r sin fl cos (p, rsinflsin(jp)r2 s'mßdrdOdcp.
Es empfiehlt sich, bei den Polarcoordinaten r, 6, cp zu beachten, 
welche gegenseitige Lage der betreffenden Flächen nach der 
obigen Vorschrift aus dem stets positiven Zeichen der Determi
nante r2 sin fl folgt.

Beliebig vielfache Integrale.566

§ 96. Transformation der beliebig vielfachen Integrale.
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Beliebig vielfache Integrale. 567§ 97.

den ebenfalls positiven Differentialen der neuen Variabein ge
bildete Product
(3) s £) dxj dx2... dxn 
ersetzt wird. Vermöge ähnlicher Erörterungen, wie sie in § 92 
und 94 angestellt sind, leuchtet ein, dass diese Regel richtig 
sein muss, sobald die Gleichung

(4) (J? (1 ) - F1 (0)) (F, (1) - F, (0)).. (F, (1) - F, (0))=(») fe $ d *, dx,.. dx,,

bewiesen ist, in welcher sich das auf der rechten Seite ange
deutete w-fache Integral über ein durch die Ungleichheiten 
(5) 1), F,(0)<F^F,(1),.. .'F,(0)< F„<Fnm
bestimmtes Gebiet erstreckt. Es bedeuten

-F,(0), ^(1), F3(0), F,( 1),... Fn(0),F„(l) 
vorgeschriebene feste Werthe; jede der Ęunctionen Fv Fv .. .Fn 
wächst dauernd, falls die übrigen constant bleiben, von ihrem 
gegebenen Anfangswerthe bis zu dem betreffenden Endwerthe, 
und die Functionaldeterminante ändert in diesem Gebiete ihr 
Zeichen nicht. Man kann die Gleichung (4) in der Art bewei
sen, dass mit dem Werthe n=2 angefangen und die Zahl der 
Variabein regelmässig um Eins erhöht wird. Auf diesem Wege, 
der im nächsten Capitel eingeschlagen werden soll, liegt die 
analytische Begründung der Gleichungen (10) des § 92 und (7) 
des vorigen §, welche für n=2 und n — 3 die obige Gleichung
(4) darstellen. Auch wird hierbei deutlich werden, weshalb 
wir vorher von den Differentialausdrücken mit mehreren Varia
bein sprechen werden.

Capitel XIII.

Integration vollständiger Differentiale.
§ 97. Bedingungen der Integrabilität für Differential

ausdrücke zweier Variabein.

Sobald für eine Function F(xvxv...xJ der n angedeu
teten Variabein das vollständige Differential

dx j +
d F dF dF

(1) dF dx2+... + dxn
dx 2

aufgestellt ist, darf man auf die betreffenden partiellen Dif-
dxx dXn



§ 97.

ferentialquotienten der ersten Ordnung den Satz des § 52 an
wenden, nach welchem partielle Differentialquotienten von höherer 
Ordnung bei beliebiger Vertauschung der zugehörigen partiellen 
Differentiationen denselben Werth behalten. Für irgend zwei 
verschiedene aus der Reihe von 1 bis n genommene Zahlen et 
und 6 muss demnach die Gleichung

Bedingung der Integrabilität.568

•m
(2) 0

dasadxb
n{n— 1) solcher Paaregelten, welche, insofern es im Ganzen

n{n — 1)
2

Gleichungen vertritt. Aus dieser Be-von Zahlen giebt, 2
merkung folgt, dass ein mit n Functionen Pv P2,... Pn der 
n Variabein xv ... xn gebildeter Ausdruck, welcher in Bezug 
auf die Differentiale der letztem eine homogene Function des 
ersten Grades ist,
(3) P1 dx1 4- P2 dx2 + ... + Pn dxn,
um gleich dem Differential einer Function der n Variabein

n(n— 1) Bedingungenxv x2,... xn zu sein, die 2
^Pa(4) = 0dxadxb

zu erfüllen hat. Es muss aber erst nachgewiesen werden, dass 
die erwähnten Bedingungen hierzu auch ausreichen. In dem 
Laufe des vorzutragenden Beweises wird sich zeigen, dass eine 
Function, deren Differential gleich dem gegebenen Differential
ausdruck ist, durch Ausführung einer einfachen Integration ge
funden werden kann. Demgemäss heissen die Gleichungen (4) 
die Bedingungen der Integrabilität des Differentialausdrucks (3), 
während man die Aufstellung der zugehörigen Function als die 
Integration des gegebenen vollständigen Differentials bezeichnet.

Wir beginnen mit der Betrachtung von Differentialaus
drücken zweier Variabein, und gebrauchen hier statt P,, P2, 
x1} x2 die Buchstaben P, Q, x, y. Dann entspricht dem Diffe
rentialausdruck
(5) P dx + Q dy
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die Bedingung der Integrabilität
dP ÔQ

(6) 0.dy dx
Für verschiedene Zwecke empfiehlt es sich jedoch, nicht nur 
solche Ausdrücke (5) zu erörtern, hei denen die Gleichung (6) 
erfüllt ist, sondern an die Spitze der Untersuchung einen nicht 
beschränkten Ausdruck (5) und ein zu diesem gehörendes dop
peltes Integral zu stellen, in welchem die linke Seite von (6), 
mit dem Element dx dy multiplicirt, unter dem Zeichen vorkommt,

^ dx dy.

Die Functionen P und Q seien innerhalb der Mannigfaltigkeit JE 
der Yariabeln x, y: auf welche sich das Integral bezieht, ein
deutig, endlich und stetig; das Gebiet JE werde dadurch be
zeichnet, dass eine Function © innerhalb E nur positiv, in der 
Begrenzung gleich Null sei. Demnach ist © je nach den Um
ständen in den verschiedenen Theilen der Begrenzung durch 
verschiedene analytische Functionen zu ersetzen.

Man darf das Integral (7) vermöge der unter dem Zeichen 
befindlichen Differenz als die Differenz der beiden Integrale

/./ wdx dy~fJ

auffassen, und, weil nach § 90 die Reihenfolge der Integrationen 
beliebig gewählt werden kann, bei dem ersten Integral zuerst 
nach y, bei dem zweiten zuerst nach x integriren. In dem ersten 
Integral liefert die für einen beliebigen festen Werth von x 
vollzogene Integration nach y das unbestimmte Integral P, und 
zwar hat man, weil nach der getroffenen allgemeinen Voraus
setzung dy stets positiv ist, den Werth von P für die Werth
systeme (x(0\ y), (x{2\ y),..., bei denen die Variable in das Ge
biet E eintritt, negativ, für die Werthsysteme (xfl),y), (x^\y),..: 
bei denen die Variable aus E heraustritt, positiv zu nehmen. Daher 
erscheint bei einer mit dem Wachsen der algebraischen Grösse 
übereinstimmenden Anordnung x^\ #(1), æ(2), x^\ ... das Aggre
gat von Differenzen

//( dP dQ(7) dy dx

•SQ(8) dx dydx

___pW pW____pW _j_ pW q-

wobei der Function P die zu den Werthen von x gehörigen 
Zeiger beigelegt sind. Ebenso erhält man in dem zu sub-

(9) • *5
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trahirenden zweiten Integral durch die für einen beliebigen 
festen Werth von y nach x ansgeführte Integration die Func
tion Q; hier ist wegen des stets positiven Vorzeichens von dx 
der Werth Q für die Stellen (x, y(0)), (x, y(2)),.. des Eintritts in E 
negativ, für die Stellen (x, y(1)), (x^y^),.. des Austritts aus E 
positiv zu setzen, wodurch bei entsprechender Notation der 
Function Q das Aggregat von Differenzen

-Qm+Qm-Qm+QmT-..
hervorgeht. Mithin ist das doppelte Integral (7) gleich der 
Summe von einfachen Integralen

dy dx

§ 97.Differentialausdruck zweier Yariabeln.

(10)

<n> fj\ \dx dy =/(-r(">+r«-r<2>+ ..) &

/(+ <2(0)- e(1,+ Qm- e,3)± -)dr,+
bei dem zweiten sind wegen der auszuführenden Subtraction 
alle Vorzeichen umgekehrt.

Die Bestimmung der Vorzeichen folgt aus der Bedingung, 
dass die Function 0 innerhalb des Gebietes E positiv, in der 
Begrenzung gleich Null ist, also das vollständige Differential

dx +

für den Eintritt positiv, für den Austritt negativ ausfallen muss. 
Bei den Eintrittstellen (#co), y), x^\ y),... und den Austrittstellen 
(æ(1), y.), (x(3\ y),... erhält x kein Increment, y das positive Incre-

dy positiv, für die letztem negativ

sein. Bei den Eintrittstellen (x, y(0)), (x, y(2)),... und den Aus
trittstellen (x, y(1)), (x, y{3)),... bekommt y kein Increment, x das

dx positiv, für

die letztem negativ sein. Werden die auf der rechten Seite 
von (11) vorkommenden Ausdrücke verglichen, so leuchtet ein, 
dass P(0), _P(1), P(2), P(3),. .. immer mit dem Vorzeichen q des zu-

hingegen Q{0), Qw, Q(~\ ... immer
dO

mit dem Vorzeichen o des zugehörigen Werthes + versehen 

sind. Emägt man nun, dass sowohl die Werthsysteme (#(0), y),

<9 0 <90(12) dydx dy

<90ment dy ; für die erstem muss dy

<90positive Increment dx\ für die erstem muss dx

d 0gehörigen Werthes dy
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(x^\y)... zusammen, wie auch die Werthsysteme (x, t/(0)), (x,y^),... 
zusammen mit den sämmtlichen Werthsystemen der Begrenzung 
ttbereinstimmen, so darf man der Gleichung (11) die Gestalt

Hauptsatz.

(13) gPdx + J o Qdy,

geben, wo die einfachen Integrationen rechts auf die ganze Be
grenzung von E bezogen werden, und bei dem ersten Integral 
y als Function von x, bei dem zweiten x als Function von 
y gilt. Die mit den Vorzeichen q und o behafteten Differentiale 
gdx und ody lassen sich als die respectiven Incremente 
eines Werthsystems (x, y) auffassen, welches auf der Begrenzung 
selbst in einem bestimmten Sinne fortschreitet, ohne jemals zu 
einem schon berührten Werthsystem zurückzukehren; denn die 
gegebene Determination der Vorzeichen macht es möglich, gdx 
und a d y so zu wählen, dass der für die Begrenzung geltenden 
Bedingung

Ô & Ô &(14) o dx + ~z o d y — 0 oy
genügt, und jedes Werthsystem der Begrenzung ein Mal und 
nur ein Mal getroffen wird. Auf diese Weise vereinigen sich 
die beiden einfachen Integrale in (13) zu einem Integral, bei 
welchem jedes Werthsystem der Begrenzung ein Mal und nur 
ein Mal durchlaufen wird, und das man so darstellt,

dx

dP dQ(15) (Pq dx + Q a dy).d y d x
Das Verständniss dieser fundamentalen Gleichung lässt sich 

durch die geometrische Deutung der Mannigfaltigkeit E als 
Theils einer Ebene sehr erleichtern. Nach § 91 entspricht der 
auszuführenden doppelten Integration eine Theilung der Ebene 
durch Parallelen zu den rechtwinkligen Axen der x und y. 
Während das Innere des Flächenstückes E von einem aus recht
winkligen Parallelogrammen bestehenden Gitter erfüllt ist, wird 
die Begrenzung von E durch eine Linie gebildet, die sich 
aus rechtwinklig zu einander stehenden Stücken aufbaut und 
wie eine Treppe um E herumläuft. Durch Vollziehung der 
einen Integration verwandelt sich das ursprüngliche doppelte 
Integral in ein einfaches auf die Begrenzung bezügliches, bei



dem g d x und o dy die Incremente des auf der Begrenzung 
fortschreitenden Werthsystems (x, y) sind. Vermittelst der An
schauung kann man den Sinn des Fortschreitens folgendermassen 
bezeichnen. Für einen Punkt mit den Incrementen ô x und öy, 
welcher in E eintritt, muss nach der getroffenen Annahme

<90 <9 0(16) ô x + -r— ô y > 0dx dy
sein. Weil nun nach (14) die Incremente q d x und g dy, die 
zu einem auf der Begrenzung fortschreitenden Punkte gehören,

in dem Verhältniss der Grössen — <9 0<90 — stehen und re-und
ff y dx

spective dieselben Vorzeichen haben, so folgt aus (16) die Un
gleichheit

ô x (a dy) — ô y (g d x) > 0.
Nach derselben (vgl. § 92) liegt die Richtung (ô x, ô y) eines in 
E eintretenden Punktes zu der Richtung des Fortschreitens 
(gdx, o dy) wie die positive x zu der positiven y Axe. Wenn 
also, wie bisher, angenommen wird, dass man von der x zu 
der y Axe durch eine Drehung um einen Viertelkreis von links 
nach rechts gelange, so erfolgt das vorgeschriebene Fortschrei
ten des Punktes in der Begrenzung von E so, dass sich der
selbe um das Innere von E stets links herum bewegt.

Falls die Begrenzung von E für x und y constante Werthe 
liefert, innerhalb deren jede Variable bleiben muss, 

a x < A, b <C y <C B, 
so erhält die obige Gleichung (11) die besonders einfache 
Gestalt

(17)

(18)

A
'jdxdy — /(—P(x, b) + P(x,B)) dx

a
B

+J (Q(a, y) — Q(A, y))dy,
b

<»> //(

wo auf der rechten Seite nur explicirte gegebene Functionen 
von x nach x, von y nach y zu integriren sind. Hier besteht 
die Begrenzung von E aus vier Theilen, in denen die eingeführte 
Function 0 beziehungsweise durch die Ausdrücke x — a, B—y, 
A—x,y — b zu ersetzen ist; in dem ersten Theile wird <7=1, 
in dem zweiten p=l, in dem dritten <7= — 1, in dem vierten

572 Hauptsatz. § 97.
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§ 97. 573Hauptsatz.

q = —1, so dass bei beständigem Fortschreiten die rechte Seite 
von (19) die folgende Anordnung erhält
BABA

(20) J'Q(a,y)dy + fp(x,B)dx—-jQ(A,y)dy—J'p(x,b)dx.
b a b a

Der zugehörige Punkt (x, y) durchläuft hier in dem angegebenen 
Sinne den Umfang des durch (18) bezeichneten Rechtecks.

Unter der Voraussetzung der Gleichung (6) hat das Inte
gral (7) den Werth Null, so dass die Gleichung (15) zu der 
folgenden wird

0 — J(Pq d x + Qo dy).

Es möge nun die Begrenzung von E aus einer einzigen in sich 
zurückkehrenden Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung bestehen. 
Hier hebe man zwei verschiedene Werthsysteme (x0, y0) und 
(x1,y1) heraus, durch welche die Mannigfaltigkeit in zwei 
Theile zerfällt, und zerlege das auf der rechten Seite von (21) 
befindliche Integral in zwei entsprechende Theile. Das eine 
Integral bezieht sich auf den Theil der Mannigfaltigkeit, der 
sich bei dem durch die Vorzeichen q und o bestimmten Fort
schreiten von (x0,yo) bis (x1,y1) erstreckt, und wird so notirt 

Go. 2/i)
/(Pq dx + Qo dy);

(21)

(*o, Vo)

das zweite Integral
Oo> y o')

j'iP q dx+ Q o d y)
Gi. yi)

ist über den zweiten Theil der Mannigfaltigkeit auszudehnen, wel
cher bei dem weiteren Fortschreiten von (x^ y,) bis (x0, y0) zurück 
durchlaufen wird. Wegen der Gleichung (21) muss das zweite 
Integral dem ersten entgegengesetzt gleich sein. Statt das 
zweite Integral negativ zu nehmen, darf man aber auch q 
durch — q und zugleich o durch — o ersetzen. Alsdann be
zeichnen die Elemente ~gdx und —ody ein im entgegenge
setzten Sinne erfolgendes Fortschreiten in demselben Theile 
der Begrenzung, wodurch man von dem Punkte (x0,yu) zu 
dem Punkte (x^y^ gelangt. Hiernach entsteht aus (21) die 
Gleichung
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x.Oi.ï/1) ..(*1,2/1)
/ (Pçdx+ Qody)= f (—Pgdx— Qody).

(*o>2/o)
Dieselbe lehrt, dass, wenn von dem Werthsystem (x0, y0) nach dem 
Werthsystem (xx, yf zwei Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung 
geführt werden, die zusammen die Begrenzung eines Gebietes E 
ausmachen, in ivelchem die Gleichung (6) befriedigt ist, und wenn 
ausserdem P und Q eindeutige, endliche und stetige Functionen 
sind, alsdann die beiden zugehörigen in (22) bezeichneten Inte
grale denselben Werth haben.

Setzt man bei der in (18) angegebenen Begrenzung a=x0, 
b=y0, A=xi: B=y1, so ergiebt sich auf Grund der Bedingung 
(6) aus dem Verschwinden der in (20) wiederholten rechten 
Seite von (19) die folgende mit (22) correspondirende Gleichung

(22)
Do. Vo)

(oo\ f3'1 rVl rXi rVl
y J JP(x,y1)dx+J Q{x0,y)dy=JP(x,yf)dx + J Q(xlty)dy.

*0 Vo *0 2/o
Nach (22) hat das dortige von dem Werthsystem (x0, y0) 

bis zu dem Werthsystem (xx, yf) erstreckte Integral einen 
Werth, welcher von der Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, 
über welche die Integration auszudehnen ist, nicht abhängt. 
Wird innerhalb eines Gebietes, in dem die Gleichung (6) be
friedigt ist, und für P und Q die erwähnten Voraussetzungen 
der Stetigkeit gelten, das Werthsystem (x0, yf) als fest, das 
Werthsystem (xx, yf) als beweglich angesehen, so drückt das 
genannte Integral eine Function der beiden Variabein xl,y1 aus, 
von der sich zeigen lässt, dass sie als ihre partiellen Differen
tialquotienten in Bezug auf xx und y, die correspondirenden 
Werthe der Functionen P und Q hervorbringt. Eine partielle 
Aenderung des Werthsystems (xt, yf) möge so erfolgen, dass 
xx um die Grösse h wächst. Damit das betreffende Integral 
entsprechend geändert werde, kann die zugehörige Mannigfaltig
keit der ersten Ordnung zuerst wie früher von (x0, yf) nach 
(Xi, y f), dann von hier ohne Aenderung des y nach dem Werth
system (x1+h,y1) geführt werden. Demnach bekommt das in 
Rede stehende Integral als Zuwachs ein von (x1} yf bis (x,+h, yf 
zu erstreckendes Integral, das den Ausdruck

JP(x, yf dx(24)
*1
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hat. Der partielle Differenzenquotient, welcher hieraus durch 
Division mit Jt entsteht, ist aber bei abnehmendem h, falls die 
Function P (x1) yf) für einen unter h liegenden Zuwachs von x 
um eine unter einem beliebig kleinen l befindliche Grösse 
schwankt, nach § 22 von dem Grenzwerth P(x1,yJ) höchstens 
um A verschieden. Ebenso hat eine partielle Aenderung des 
Werthsystems (x^yf), bei dem x, ungeändert bleibt und y1 um 
k wächst, den Effect, dass zu dem Integral (22) der Zuwachs

JQ Ol, y) d y(25)
2/i

hinzukommt, welcher, durch k dividirt, einen partiellen Differen
zenquotienten liefert, der bei abnehmendem Je in gleicher Weise 
gegen den Grenzwerth Q {xv yt) convergirt.

Hiermit ist die aufgestellte Behauptung erwiesen, dass aus 
der Gleichung (6) die Existenz einer Function folgt, deren nach 
x und y zu nehmende partielle Differentialquotienten bezieJiungs- 
iveise gleich P und Q sind; eine solche Function wird durch das 
Integral

J.x,y)
f\p dx + Qdy)(26)

Do» 2/o)

dargestellt, bei dem die Integration auf einer beliebigen Mannig
faltigkeit der ersten Ordnung von dem System (x0, yf) bis zu 
dem System {x, y) zu erstreiken ist, und wo dx und dy die dem 
Fortschreiten auf der Mannigfaltigkeit entsprechenden Incremente 
von x und y bedeuten, welche auf der linJten Seite von (22) 
qdx und ody genannt worden sind. Das Integral (26) ver
schwindet offenbar für x= x0, y=y0.

Auf der linken und rechten Seite von (23) wird die be- 
zeichnete Function der Variabein x1 und y. für den Fall aus
gedrückt, dass der eine Theil der gewählten Mannigfaltigkeit 
der ersten Ordnung einem constanten x, der andere einem con- 
stanten y entspricht.

Kennt man ausserdem eine eindeutige, endliche und stetige 
Function f^{x,y), für welche die nach x und y genommenen 
partiellen Differenzenquotienten bei abnehmenden Incrementen 
respective von den vorgeschriebenen Functionen P und Q stets 
um weniger als dieselbe beliebig kleine Grösse A differiren, so



Durch die Gleichung (13) des vorigen § wird ein Mittel 
geboten, um die Gleichung (4) des § 96 für n = 2 oder die 
hiermit übereinstimmende geometrisch begründete Gleichung (10) 
des § 92 analytisch zu beweisen. An die zuerst genannte 
Gleichung anschliessend mögen zwei Functionen F und G der 
unabhängigen Variabein x und y betrachtet werden. Insofern 
für eine der Functionen F die in (2) des vorigen § enthaltene 
Gleichung

(1) dxdy
gilt, kann die von den Functionen F und G in Bezug auf die 
Variabein x und y genommene Functionaldeterminante so dar
gestellt werden

( «)_ddF dG _ FF dG_ 
dx dy dy dx

wodurch das doppelte Integral

(2) dxdy

Analytische Transformation eines doppelten Integrals.576 § 98.

lässt sich durch ein dem § 24 entsprechendes Verfahren nach- 
weisen, dass das Integral (26) gleich der Differenz der Func- 
tionswerthe

$ 0, y) — % (xo, Po) 
ist. Denn da der Unterschied des Integrals (26) und der 
Function $ (#» y) innerhalb des ganzen betreffenden Gebiets 
der Variabein x,y nach x und y partielle Dififerenzenquotienten 
hat, die bei abnehmenden Incrementen um weniger als dieselbe 
beliebig kleine Grösse von Null dififeriren, so lehrt die Be
trachtung der successiven Wertlie auf einer von (x0, y0) nach 
(x, y) gehenden Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, dass der 
bezeichnete Unterschied constant sein muss. Weil nun (26) 
und (27) für x=x0, y=y0 verschwinden, so sind sie einander 
gleich.

(27)

§ 98. Analytische Transformation eines doppelten Integrals.

j dx dydF d_G _ d F d G 
dx dy dy dx(3)

bei der Substitution

*Q
_>

 Oj



(4) G = P,

in den Ausdruck

dx dydP dQ
(5) dy dx
übergeht. Wir betrachten das Integral (3) unter der Voraus
setzung, dass die Functionaldeterminante in dem Integrations
gebiet, welches durch die mit (5) des § 96 correspondirenden 
Ungleichheiten

F(0)^F^F(1), G (Oj < G < G (1)
bestimmt wird, stets positiv sei, dass ferner F bei constantemU 
von F(0) bis P(l), und G bei constantem Pvon 6r(0) bis 6r(l) 
beständig wachse.

Vermöge (15) des vorigen § ist das doppelte Integral (5) 
gleich einem auf die Begrenzung des Gebietes bezüglichen ein
fachen Integral, das durch Substitution der in (4) angegebenen 
Functionen zu dem Integral

(6)

dF dF(7) Gq dx + Go dydx dy
wird; mithin ist das obige Integral (3) dem letztem gleich. 
Die Begrenzung setzt sich aus vier Theilen zusammen, in 
denen die im vorigen § mit 0 bezeichnete Function nachein
ander die folgenden Ausdrücke annimmt,

F— F(0), G (1) - G, F(l) - F, G — G (0).
Von den entsprechenden vier Theilen des Integrals (7) wird 
der erste und dritte Theil gleich Null, weil für jedes Werth
system der Begrenzung die Function F constant bleibt, und 
darum das zugehörige in G multiplicirte Element des Integrals

q d x +

überall verschwindet. Dagegen ist die Function G in dem 
zweiten Theile constant gleich G (1), in dem vierten constant 
gleich G (0), so dass der betreffende Werth als Factor vor das 
Integralzeichen treten darf. Bei den durch die Vorzeichen q 
und o bestimmten Incrementen q dx und ody bewegt sich das 
Werthsystem (#, y) im zweiten Theile des Integrals so, dass F

Lipscliitz, Analysis II.

(8)

dFdF ody(9) dx dy

37
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stets wächst, im vierten Theile so, dass F stets abnimmt. Denn 
für den zweiten Theil folgen aus den Ungleichheiten

q d x + dFÔF
g dy = dF> 0(10) dx

da o dy — dG — 0,q d x +
dx dy

die Werthe
da dF
dy

(ID q dx=
dF da _ dF da
dx dy dy dx

da dFdx° dy— -dF da dF da ’
dx dy dy dx

nach denen, mit Rücksicht auf den positiv angenommenen Werth 
der im Nenner stehenden Functionaldeterminante, q das Vor-

dadQda o das Vorzeichen von----

haben muss; für den vierten ergiebt sich die gleiche Ueber- 
einstimmung. Aus diesen Gründen stellt vermöge der zwischen 
(26) und (27) des vorigen § bestehenden Gleichheit das über 
den zweiten Theil der Begrenzung ausgedehnte Integral

Zeichen von dx dxdy dy

dFdF
g dyq dx +

dydx
die Differenz der Functionswerthe F( 1) — F(0), das gleichge
bildete über den vierten Theil der Begrenzung erstreckte Inte
gral die Differenz der Functionswerthe F(0) — F(l) dar, und 
da das erste mit G( 1), das zweite mit G(0) zu multipliciren 
war, so geht als Werth des Integrals (3) der Ausdruck hervor

(F(l)-F(0)) (G(l)-G(O)),(12)
welcher bewiesen werden sollte. Für den Fall, dass die in (3) 
unter dem Integralzeichen stehende Functionaldeterminante in 
dem bezüglichen Integrationsgebiet das negative Zeichen besitzt, 
ist ihr negativ genommener Werth gleich dem Ausdruck, in 
welchen die Functionaldeterminante durch Vertauschung der 
Functionen F und G übergeht. Mittelst der angestellten Be
trachtungen erhält man dann für das Integral

§ 98.Analytische Transformation eines doppelten Integrals.578
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P dx + Q dy + R dz
durch ein Verfahren bewiesen werden, welches sich auf Diffe- 
rentialausdrücke von beliebig- vielen Variabein ausdehnen lässt. 
(Vgl. Beiträge zu der Theorie der Umkehrung eines Functionen- 
systems, Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen, November 1870.)

Nach (4) des § 97 bestehen die zu (1) gehörigen Bedin
gungen in den drei Gleichungen 

dQ dB 
dz dy

(1)

0 ** 
’ dx

dp dp
(2) °’ 'dy

Auch hier untersuchen wir zuerst einen Ausdruck (1), in welchem 
die Functionen P, Q, R für eine gewisse Mannigfaltigkeit der 
drei Variabein x, y, z eindeutig, endlich und stetig, sonst aber 
beliebig gegeben sind, und bilden ein doppeltes Integral, in 
welchem die in (2) auf den linken Seiten befindlichen Verbin
dungen angewendet werden. In der bezeichneten dreifach aus
gedehnten Mannigfaltigkeit sei eine Mannigfaltigkeit E der zwei
ten Ordnung durch das Constantsetzen einer Function F (x, y, z) 
bestimmt, und durch eine Bedingung Q (x, y,z)J> 0 begrenzt, so 
dass für das Innere

= 0.
dz

F (x, y, z) — Const., Q (x, y, z) > 0,(3)
mithin auch

§ 99. Differentialausdrücke von drei Variabein. 579

^jdx dydF da dF da
dx dy dy dx

denjenigen Werth, welcher aus (12) durch die Vertauschung 
von F und G entspringt, das heisst den Werth (12) selbst, wie 
zu beweisen war.

Auf diese Weise ist die Umformung der doppelten Inte
grale analytisch begründet.

§ 99. Bedingungen der Integrabilität für Differential
ausdrücke von mehr als zwei Variahein. Transformation 

von Differentialausdrücken durch Einführung eines 
Systems von neuen Variahein.

Es werden jetzt die Bedingungen der Integrabilität für 
einen Differentialausdruck dreier Variabein

0>! »



r, dx dy,

dP r;2 dz dx,dz
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Ô F dF dF(4) d F= dx + dy + dz = 0.
dyd.v dz

ist. Bei den zn (3) gehörenden Werthsystemen mögen die Ein
heiten rj1, rj2J rj3 respective das Vorzeichen der drei Grössen 
d_F dF_ dP^ 
dx dy ’ dz

dürfen. Je nachdem man unter den drei Variabein x, y, z die 
erste, zweite oder dritte als Function der beiden übrigen auf
fasst, entspricht der gegebenen Mannigfaltigkeit E eine Mannig
faltigkeit E1 der y, z, E2 der z, x, E.A der x, y, es möge von 
den folgenden drei Integralen das erste über E„ das zweite 
über E2, das dritte über E3 ausgedehnt werden. Dann lässt 
sich das Aggregat

haben, die niemals gleichzeitig verschwinden

fM~^ydyds+ff{ dz dx+J^J*(^ X
E;3 dxdydP_ dQ 

dy dx
dn_dp
dx dz

in ein einfaches Integral verwandeln.
Bei der Auflösung der Gleichung (3) nach x, y, z können 

zu jedem System von zwei unabhängigen Variabein mehrere 
Werthe der abhängigen Variable gehören; demgemäss sind die 
in (5) angedeuteten Integrationen so auszuführen, dass die sämmt- 
lichen betreffenden Werthe nach einander zur Anwendung 
kommen. Zunächst betrachten wir aber die Voraussetzung, dass 
die abhängige Variable immer nur einen Werth habe, und dass 
die Zeichen r;,, ri2, rj3 für die betreffenden Integrationsgebiete 
ungeändert bleiben. Man kann nun das Element jeder doppel
ten Integration durch Einführung einer neuen Variable in jedes 
andere verwandeln. Es ergeben sich durch Auflösen der unter 
den Zeichen vorkommenden Differenzen und Vereinigen der
jenigen Integrale, in welchen beziehungsweise P, Q, R Vor
kommen, die Bestandtheile

(5)
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(12) r]2 dz dx.
dx dy dx

Nach ihrer Entstehung beziehen sich die partiellen von einer 
Variable nach einer zweiten genommenen Differentialquotienten 
auf die Voraussetzung, dass die eine Variable eine Function 
der zweiten und dritten sei; sie haben die Werthe

dF dF
d y d x 

d y dF d z
dz dz d y 

BF1 dx(13)

dydz dx

dP dP d y

Bmerentialausdrücke von drei Variabein.§ 99. 581

welche wir so umformen, dass in dem ersten nur nach dx dy, 
dem zweiten nur nach dy dz, dem dritten nur nach dz dx inte- 
grirt wird. Um in dem zweiten Summanden von (6) statt z die 
Variable y einzuführen, hat man, da x ungeändert bleibt, das 
positive Differential dz durch das Product aus dem positiven 
Differential dy und dem absoluten Werth des Differentialquo- 

(9 Ztienten — zu ersetzen, welcher nach der bei der Voraussetzung

dx=0 in (4) enthaltenen Gleichung
dF dF

(9) dy + dz=0
dz.dy

dF
dy- hat, und dessen das Vorzeichen mit — ri2 r/3den Werth dF
dz

übereinstimmt. Daher kommt statt —rj2 dz der Ausdruck
() Zrja — dy. Auf gleiche Weise erkennt man, dass in dem

zweiten Summanden von (7) und (8) respective statt —rja dx
(9 cc (9 ?/der Ausdruck rj1^- dz, statt — rixdy der Ausdruck v]2~dx zu

substituiren ist, wodurch (6), (7), (8) die folgende Gestalt an
nehmen,

dP dP d_z 
ßy dz dy

(10) rja dx dy,

^ rj1 dy dz,d Q d Q d x 
dz d x d z

(11)

CD
! CL

>:
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2

vx dy dz.

Gleichzeitig folgt aus dem so eben Uber die Transformation der 
verschiedenen Integrationen Gesagten, wie sich auch aus der geo
metrischen Anschauung ergiebt, dass bei der Wahl einer anderen

Projectionsebene statt ^ beziehungsweise die Ausdrücke

d x
rjz dz dx y3 dx dy 

dF ’ dF zu setzen sind.

dy dz
Das Integral (10), bei dem z eine Function der unabhän

gigen Variabein x und y ist, enthält den unter diesem Gesichts
punkt nach y genommenen partiellen Differentialquotienten von 
P; daher liefert die für ein festes x auszuführende Integration 
nach y die Function P als unbestimmtes Integral. Derselben 
ist aus früher angegebenen Gründen bei dem Eintritt eines 
Werthsystems von wachsendem y in das Integrationsgebiet E3 
das negative, bei dem Austritt das positive Vorzeichen beizu
legen. Für die Incremente eines Werthsystems (x, y, z), das 
sich von der Begrenzung aus in E bewegt, hat man auf Grund 
von (3) die Relationen

dFdF dz= 0(15) dx + dy + dzdx
<90<90 <90dx + dz — dS.dy +dx d Zdy

Vermittelst der Bezeichnungen

§ 99.Differentialausdrücke von drei Variabein.582

Werden x, y, z als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes im Raume gedeutet, so gehören die Werthsysteme des 
Integrals (5) zu der in (3) dargestellten begrenzten Oberfläche 
E, während dydz, dzdx, dx dy respective die Elemente der 
auf die yz, zx, xy Ebene genommenen Projectionen Elf P2, Es 
sind. In § 93 ist das Element einer Oberfläche durch das Ele
ment der Projection auf die yz Ebene ausgedrückt, und zwar 
geht die dortige Formel (3) bei den gegenwärtigen Bezeichnun
gen in die folgende über
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BF BO BF BO
By Bz 
BF BO
Bz Bx Bx Bz
BF BO_BF BO
Bx By By Bx

folgen aus (15) durch Elimination von dx, dy, dz die Gleichungen 
Ds dy—Z)2 dz— d—dO

(16) Bz 'By 
BF BO = 1),

= V3

(17)

Z)j dz — Dndx = dO
By
BFD.dx— T>xdy~ ^-~dO.Bz

Vermöge der Voraussetzung, dass in E zu jedem Werthsystem 
von zwei unabhängigen Variabein nur ein Werth der abhängi
gen gehöre, entspricht die Begrenzung der Gebiete Ei: E2, Ez 
der Begrenzung von E, weshalb die drei vorliegenden Glei
chungen beziehungsweise für die Begrenzung von Et, E2, Es 
gelten. Da beim Eintreten in E und somit auch in Ea das 
Differential d O > 0 sein soll, und da für ein Fortschreiten 
in Es, wofern das Increment von x gleich Null ist, die Gleichung

d 0 besteht, so gehört zu dem positiven Increment— D,dy =
BFdy ein Eintreten in Ea oder ein Austreten, je nachdem —Z),

positiv oder negativ ausfällt. Man bezeichne die Vorzeichen

von D1, Z)2, _DS respective mit q, o, t, so dass —D,

Vorzeichen von — q y3 erhält. In Folge der für das Vorzeichen der 
Function P aufgestellten Hegel, bei einem Eintritt in Ez negativ, 
bei einem Austritt positiv genommen zu werden, muss dann P 
das Vorzeichen von o y3 bekommen. Demnach geht (10) mit 
Weglassung von yl = 1 in das einfache Integral

jPy dx

über. Auf gleiche Weise lässt sich bei (11) die Integration nach 
£, bei (12) die Integration nach x vollziehen, wodurch die ein-

Integrale JQo dy und jPxdz entstehen. Mithin wird

B z

BF dasBz

(18)

fachen

§ 99. Differentialausdrücke von drei Yariabeln. 583
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§ 99.Differentialausdrücke von drei Variabein.584

das Aggregat (5) gleich dem Aggregat von einfachen Integralen
jPq dx + jQo dy + f Pit dz.

Es sind jetzt noch die Fälle in Erwägung zu ziehen, bei 
denen die Auflösung von (3) für ein System von zwei unabhän
gigen Variabein mehr als einen Werth der abhängigen Variable 
hervorbringt. Seien die erstem x und y, so lehrt die Gleichung

(4), dass für einen von Null verschiedenen Werth von

der Aenderung von x um dx und von y um dy eine bestimmte 
Aenderung von z um dz entspricht. Dagegen ist es möglich, 
dass mit dem Fortschreiten eines Werthsystems x, y zu einem 
in der Nähe befindlichen Werth Systeme der Uebergang von z

zu mehreren verschiedenen Werthen correspondire, sobald

nur in einer Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung verschwindet. 
Wir nehmen an, dass in derselben immer nur zwei Werthe von

z zusammenfallen, dass die Function

(19)

dF
dz

dF
dz

dF auf der einen Seited z
positiv, auf der anderen negativ sei, mithin das Vorzeichen von 
rjz bei dem Ueberschreiten dieser Mannigfaltigkeit in E wechsele,

rj3 dx dyund dass das Element eines doppelten Integrals dF
dz

wie in dem Beispiele des § 93, für ein Gebiet, in dessen Be
grenzung der Nenner verschwindet, eine Integration zulasse.

Um die so eben ausgesprochenen Forderungen zu erläu
tern, möge ein Beispiel behandelt werden, in welchem der vor
hin erwähnte Fall enthalten ist, und das eben so leicht geome
trisch aufgefasst werden kann. Es sei F(x, y, z) gleich der 
mit drei von Null verschiedenen Coefficienten A, B und C ge
bildeten Function

Ax2 + By2 + Gz2,
der in (3) vorgeschriebene constante Werth gleich der Einheit.

dFDer partielle Differentialquotient

für z= 0, wodurch zwischen x und y die Gleichung 
Ax2 + By2 = 1

= 2 Cz verschwindet nur
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entsteht. Da die Variable z als Function von x und y mit Hülfe 
einer positiv oder negativ zu nehmenden Quadratwurzel ausge
drückt wird

^ |/l — Ax2 — By2z — C
so leuchtet ein, dass die beiden vorhandenen Werthe von z nur 
in derjenigen Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung zusammen-

versehwindet, und dass, falls diese Man

nigfaltigkeit in der gegebenen Mannigfaltigkeit F (x, y, z) = 1 

überschritten wird,

BFfallen, in welcher dz

BF sein Vorzeichen ändert. Gleichzeitig
y3 dx dy

dz

den Ausdrucknimmt das zu untersuchende Element dF
dz

y3 dx dy

2 C 1 — Ax2 — B y2
c

an, wo rj3 dasselbe Vorzeichen wie Ge hat. Die Mannigfaltigkeit 
der Variabein x, y wird hier durch die Bedingung 

1 — Ax2 — By2 >0c
begrenzt. In dem Falle, dass A und JB positiv sind, lassen sich 
x und y durch zwei neue Variabein s und ip, deren erste positiv 
sei, wie folgt, ausdrücken

iA x — s cos rp, } B y ~s sin ip, 
so dass die vorliegende Bedingung in die Gestalt

l—s2 >0C
übergeht. Mithin nimmt die Variable s in der Begrenzung den 
Werth der Einheit an und muss im Innern der Mannigfaltigkeit, 
wofern C >» 0 ist, kleiner, wofern C < 0 ist, grösser als die 
Einheit sein; daher kann man für den gegenwärtigen Zweck 
die Integration nach s zwischen der Einheit und einem passend 
gewählten Werthe siy nach ip zwischen zwei beliebigen Werth en 
ip0 und xpt ausdehnen. Zufolge der für die Umformung eines 
doppelten Integrals bestehenden Kegel ist das Element dx dy 

s ds dx/jdurch das Element mithin das zu untersuchende Ele-
}fA }/B
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ment durch
rjs s ds dtp

ïlA^BïCe^-
o

zu ersetzen. Da sich hier der für 5=1 verschwindende Aus
druck 1 — s2 im Nenner unter einem Quadratwurzelzeichen be
findet, so darf die Integration nach s vermöge der in § 73 auf
gestellten Regel zwischen den Werthen s~st und s=l ausge
dehnt werden, also besitzt das betreffende Element die verlangte 
Beschaffenheit.

Wofern A und B verschiedene Vorzeichen haben und etwa 
Az> 0, BcO ist, lässt sich vermittelst zweier neuen Variabein 
s und t die Substitution

1—s2

e + e ' /—T) e — e
2 ’By—s 2

bilden, wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. 
Alsdann kommt

ya x=s

Ax* + By2 = s2,
und man hat für die Mannigfaltigkeit der Variabein x und y 
wieder die Bedingung

1 -- 92
c =0,

weshalb der numerische Werth von s im Innern der Mannig
faltigkeit für C > 0 unter, für C •< 0 über der Einheit bleibt, 
für die Begrenzung gleich der Einheit wird. Der Kürze halber 
betrachten wir nur positive Werthe von s, denen, wie man sieht, 
nur positive Werthe von x entsprechen. Aus der Regel für die 
Umformung eines doppelten Integrals ergiebt sich jetzt statt des

s ds dt
y a y~ b

untersuchende Element der Ausdruck

Elements dx dy das Element wodurch für das zu

y3 s ds dt

y A y—B 2Gs r—

eintritt. Bei demselben ist es auf Grund der angeführten Regel 
gestattet, die Integration nach s zwischen .5 = 1 und einem der 
geltenden Bedingung genügenden Werthe s=st, die Integration 
nach t zwischen zwei beliebigen Werthen t0 und t1 zu vollziehen,

— 52
c
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y3 dx dyso dass auch gegenwärtig die für das Element ge-
dF
dz

stellte Forderung erfüllt ist.
In Betreff des allgemeinen Falles beschränken wir uns 

auf eine Andeutung des einzuschlagenden Weges, empfehlen 
aber auch hier, mit einer geometrischen Betrachtung anzufan-

für ein Werthsystem x = a, y=b, z=c ver-ÔFgen. Wenn dz
schwindet, so werde x=a + %, y — b + rn z = c + K gesetzt und 
die Differenz F (x, y,z) — F (a, b, c) nach dem Taylor’sehen Satze 
bis auf diejenigen Glieder entwickelt, welche nach den Incre
menten £, rj, 'Ç von der zweiten Ordnung sind; hierbei entstehe 
der Ausdruck

FJ + F,v+F,i
J Pu r + I F„ r?+ I F„ ? + Fa v t + Fs, « + Fasv,

F, =

+

in welchem
dF dF dF

F1 = F =3dx ’ 
d2 F

dz ' 
d2 F

dy
d2 F

’ Ki F —■*- 33F — -}
d x dy dz

d2 Fd2 F d2 FF̂ 23 F31 F —12dy dz dz dx’ dx dy
für x — a, y — b, z = c ist, und nach der Voraussetzung Fs — 0 
sein muss, dagegen Ft und F2 nicht gleichzeitig gleich Null 
sein dürfen. Das Verschwinden dieser Differenz ersetzt dann
bis auf den bei der angenäherten Entwickelung begangenen 
Fehler die obige Gleichung (3), und liefert, falls FS3 nicht gleich 
Null ist, für L eine quadratische Gleichung. Wofern verlangt 
wird, dass wenigstens einer der ersten und einer der zweiten 
partiellen Differentialquotienten von Null verschieden sei, so 
stimmt die Forderung mit derjenigen überein, welche in § 64 
der Function q> (x1} xz) xs) auferlegt ist. Es kommt also gegen
wärtig nur die Voraussetzung hinzu, dass FS3 nicht gleich Null 
sei. Bezeichnet man mit D (£, y) eine leicht zu bildende homo
gene Function des zweiten Grades von £ und rh so werden die 
beiden Werthe von L wie folgt bestimmt

F*S + Fat] + F33£ = ± Ÿ-F„(.FJ+FtV) + û(ïd-



F.alB+F23y + Fj 1-Fm(FJ + Fati)+ß(&i)

zu erörtern, und kann, weil der unter dem Quadratwurzel- 
zeicken betindliclie Ausdruck ersten Grades nach der Voraus
setzung nickt Null werden darf, die Berecktigung der Integra
tion für ein Gebiet, in dessen Begrenzung der Nenner ver
schwindet, auf ähnliche Art wie in dem durchgeführten Beispiele 
beweisen. Wofern also für eine Mannigfaltigkeit der ersten

Ordnung, in der ÔF gleich Null ist, die beiden partiellen Dif-
dz

dFa Fferentialquotienten und 
<92 F

nicht gleichzeitig verschwinden
dy

und ebenfalls nicht verschwindet, so dürfen die vorhin2

erhobenen Forderungen als erfüllt gelten.
Nach den getroffenen Annahmen zerfällt die Mannigfaltig

keit jEa der Variabein x und y in lauter einzelne Theile 1, U,... 
in deren jedem y3 dasselbe Zeichen und z nur einen Werth hat, 
wo aber in verschiedenen Theilen T, TJ dieselben Werthsysteme 
(x, y) Vorkommen dürfen; in einer Mannigfaltigkeit der ersten

gleich Null ist, treffen zwei solche TheiledFOrdnung, für die

T, U in der Weise zusammen, dass zu demselben in das Innere 
von T und U gerichteten Fortschreiten des Werthsystems (x, y) 
das Fortrücken des Werthsystems (x, y, z) in E nach zwei ver
schiedenen Wertken von z gehört. Entsprechende Voraussetzungen

beziehungs

weise die Bedingungen gemacht, unter denen für ein System 
(y, z) zwei Werthe von x, und für ein System (z, x) zwei Wertlie 
von y coincidiren, und es möge alsdann die Aussage gelten,

dz

dFdFwerden über das Verschwinden von und
dydx
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Da nun andrerseits der auf der linken Seite befindliche Aus

druck an die Stelle des partiellen Differentialquotienten dF
dz

zu setzen ist, so hat man statt des zu untersuchenden Elements 
7] g dx dy das Element

dF
dz

dt, dyy3 d'B dy



dass die in (3) dargestellte Mannigfaltigkeit E keinerlei Singu
laritäten enthalte. Nachdem nun ((5), (7), (8) respective in
(10), (11), (12) transformii't sind, verfährt man mit jedem der 
letztem wie für (10) gezeigt werden wird. Hier ist die Inte
gration nach einander Uber die vorhin bezeichneten Theile 
T, U,... von En auszudehnen, in deren jedem rj3 ein ungeänder- 
tes Vorzeichen hat und zu jedem System (x, y) nur ein Werth 
von z gehört, und von allen Resultaten die Summe zu nehmen. 
Jedes dieser doppelten Integrale wird vermöge der oben aus
einandergesetzten Behandlung gleich einem einfachen Integral 
von der Gestalt (18), folglich (10) gleich der Summe der be
treffenden einfachen Integrale. Die Begrenzungen von T, U,... 
in Es entsprechen zum Theil der gegebenen Begrenzung von E, 
zum Theil solchen Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung in E,

in welchen dF verschwindet, und zwar gehört nach der ge

troffenen Annahme zu einer Mannigfaltigkeit der letztem Art 
immer die gemeinsame Begrenzung von zwei Theilen T und U,

dz

wobei für das Innere des einen, etwa des ersten, >0, für

dF <C 0 ist. In der vorzunehmenden

Umformung des auf T bezüglichen Integrals (10) ist daher zur 
Darstellung der mit U gemeinsamen Begrenzung statt der oben © 
genannten Function, die im Innern des Integrationsgebiets po

sitiv sein soll, die Function dagegen in der Umformung

des auf U bezüglichen Integrals (10) zur Darstellung derselben 

mit T gemeinsamen Begrenzung statt 0 die Function

anzuwenden. Weil aber die Ausdrücke (16), von denen die 
Vorzeichen q, o, t abhängen, die Eigenschaft haben, bei einer 
Verwandlung von © in —0 in die entgegengesetzten überzu
gehen, so heben sich bei der Addition der bezeichneten Integrale 
von der Gestalt (18) alle diejenigen Bestandtheile wechselsweise

auf, die von Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung

herrühren, und es bleiben nur die Bestandtheile übrig, welche

das Innere des andern dz

dF
dz

= 0

Differentialausdrücke von drei Variabein. 589§ 99.
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sich auf die ursprüngliche Begrenzung des Gebietes E beziehen. 
Aus diesen Ursachen hat die Gleichheit des Aggregats (5) und 
des Aggregats (19) allgemeine Gültigkeit, sobald in dem letztem 
die ganze gegebene Begrenzung von E durchlaufen wird.

Die Incremente q dx, g dy, x dz können zu einem Werth
system (x, y, z) gerechnet werden, welches in der Begrenzung 
von E in einem bestimmten Sinne fortschreitet. Um eine 
solche Bewegung auszudrücken, hat man in (15) das Differential 
d&= 0 zu setzen, und erhält dann für die Incremente, welche 
dort mit dx, dy, dz bezeichnet werden, die Bestimmung, dass 
sie in denselben Verhältnissen wie die dortigen Verbindungen 
T>„ D2, Ds stehen müssen, nach welchen sich die Vorzeichen 
q, a, x richten. Der gleiche Zweck wird erreicht, sobald zu 
den Functionen F und 0 eine beliebige Function d) von der 
Beschaffenheit hinzugefügt wird, dass die Functionaldeterminante

dO d®d®(20) ZU -r-r + D -+1) - — Ddx dy dz
nicht verschwindet, und wenn hierauf die Incremente dx, dy, dz 
aus den drei Gleichungen

— dx+ —- dy + dz = 0dF(21) dx
d 0 dx + dy H------dz = 0dx dy

d®d® dx + -r—dy + dy
bestimmt werden. Alsdann erhalten dx, dy, dz die Werthe

, Dtd® 7 dx — —l-—, dy

dz — d ®dx dz

Dad®I)2d® } dz(22) DD

Hauptsatz.590

deren Vorzeichen respective durch q, g, x, oder durch — q, —g, — x 
dargestellt sind, je nachdem d® ein mit D gleiches oder ent
gegengesetztes Vorzeichen empfängt. Diese Bestimmung erfolgt 
durch das von Kronecker in der Abhandlung über Systeme von 
Functionen mehrerer Variahein, Monatsbericht der Berliner Aca
demie vom März 1869, eingeführte Fortgangsprincip. Bei der 
bezeichneten Auffassung der Incremente Qdx,ocly,xdz geht das 
Aggregat (19) wieder in ein einziges Integral über, nämlich

J"{Fq dx + Qody + Fx dz).(23)
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dydz+fßi~ f^dzdx+ff{ 'Sjrj3dxdydP__ dQ 
dy clx

(23*)

(Pgdx + Qa dy + Brdz)

ergiebt sieb für die Annahme, dass die drei Gleichungen (2) 
Gültigkeit haben, das Verschwinden des einfachen Integrals
(23). Sobald nun die Begrenzung yon E aus einer einzigen in 
sich zurückkehrenden Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung be
steht, kann diese durch Fixirung von zwei ihr angehörenden 
Werthsystemen (x0, y0,zu) und {x,,yx,z^) in zwei Theile ge- 
theilt werden, und es finden mit angemessenen Modificationen 
alle in § 97 angestellten Betrachtungen Anwendung, wodurch 
die Gleichungen (2) als die Bedingungen der Integrabilität. für 
den Ausdruck Pdx + Qdy + Rdz erwiesen werden.

Eine Function mit den vorgeschriebenen partiellen Diffe
rentialquotienten P, Q, B wird demnach durch das Integral

(24)
(*o.2/o>%)

dargestellt, bei welchem das System der Integrationsvariabein auf 
einer unter den erforderlichen Bedingungen beliebig gewählten 
Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung von dem Werthsystem 
(x0,y0,z0) zu dem Werthsystem (x, y, z) fortschreitet; hier sind 
statt gdx, ody, xdz wieder die Zeichen dx, dy, dz gebraucht. 
Desgleichen lässt sich unter entsprechenden Voraussetzungen 
wie in § 97 zeigen, dass für eine eindeutige, endliche und 
stetige Function $ (x, y, z), deren nach den drei Variabein 
genommene partielle Differentialquotienten respective gleich 
P,Q,R sind, das Integral (24) gleich der Differenz der Func- 
tionswerthe
(25) $ 0, y, *) — $ yo> *<.)
ist. In derselben Weise findet man für Differentialausdrücke 
von beliebig vielen Variabein durch Einführung passend gewähl
ter doppelter Integrale die Gültigkeit der in (4) des § 97 ange
gebenen Bedingungen der Integrabilität, und überhaupt genau 
analoge Besultate.

591§ 99. Bedingungen der Integrabilität.

Aus der zwischen (5) und (23) bestehenden Gleichheit

»



Transformation von Differentialausdrücken. § 99.592

Wir wollen jetzt einen Differentialausdruck, der an der 
erwähnten Stelle so bezeichnet war,

Pj dx1 4- P2 dx2 4 ... 4- Pn dxn 
transformiren, indem wir die Variabein xv xv ... xn durch ein 
System von neuen Variabein vv v3,... vn ausdriicken. Vermöge 
der für die Zahlen a = 1, 2,... n geltenden Gleichung

dv j 4

verwandelt sich (26) in den Differentialausdruck 
Q1 dv1 4 Q2 dv2 4 ... 4 Qn dvn, 

wo die Factoren Qf für i=l, 2,... n als Summen bestimmt sind, 
bei denen a von 1 bis n läuft,

(26)

dxaöxa dxa
(27) dVndxa = dv2 + ... 43l\ dv2 dVn

(28)

ÖXa(29) Qt=2Pa dvt
Es kann nun direct nachgewiesen werden, dass, sobald für (26) 
die mit irgend zwei verschiedenen Zeigern a und 6 zu bildenden

—^—- Bedingungen der Integrabilität

dxb dxa
gelten, die zu (28) gehörenden auf irgend ein Paar differenter 
Zeiger ! und l bezüglichen Bedingungen der Integrabilität

BQt BQx _
~3vt “ °

ebenfalls erfüllt sind. Aus (29) ergiebt sich
2 g ÖPl ^ ff?

dvl a 6 dxb dvi dvf

(30)

(31) Bvb

d*XaBQ(32) ' + XP„ dvt
wo b wieder von 1 bis n geht, und ebenso bei Vertauschung 
der Buchstaben t und I, a und b,

BP, Bx Bx,y -yi____£___a ___ 0 , JJ

Bxb (, a Bxa Bvj Bvt b 6 Bv^Bvt
Weil aber für jedes Paar Zahlen a und b die Gleichung (30)

B2xbBQi(33)

B d vi
fachen Summation nach den Buchstaben a und b kein Unter
schied besteht, so sind die auf der rechten Seite von (32) und 
(33) befindlichen Ausdrücke einander gleich, mithin auch die

gilt, ferner ist, und weil zwischen der ein-B vt 3 v{



§ 100.

Ausdrücke der linken Seite, und darin bestellt die zu bewei
sende Gleichung (31). Daher geht das vollständige Differential
(26) durch die Substitution der neuen Variabein vv vv...vn in 
das vollständige Differential (28) über, und man darf aus dem 
Vorgetragenen den Schluss ziehen, dass die aus der Integration 
von (26) hervorgehende Function von xv xv ... xn mit der aus 
der Integration von (28) entstehenden Function von vv vv ... vn 
bis auf eine additive Constante übereinstimmt.

Noch ist die Bemerkung hinzuzufügen, dass, wenn zur 
Transformation des Ausdrucks (26) die n Variabein xv xv... xn 
durch eine Anzahl m von neuen Variabein vv vv...vm, welche 
entweder grösser oder kleiner als n ist, ausgedrückt werden, 
auf genau dieselbe Weise gezeigt werden kann, dass in Folge 
der Gleichungen (30) bei dem transformirten Ausdruck die Be
dingungen der Integrabilität befriedigt sind.

Analytische Transformation der vielfachen Integrale. 593

§ 100. Analytische Transformation der vielfachen Integrale.

Bei einem System von n Functionen Fv Fv... Fn der
n(n— l) Gleichungen, welchen Variabein xvxv...xn ziehen die 2

für jede einzelne Function in (2) des § 97 aufgestellt sind, eine 
allgemeine Eigenschaft der zugehörigen Funetionaldeterminante 
® nach sich, die für n=2 in (2) des §98 ausgedrückt ist und 
zunächst für n = 3 angegeben werden soll. Wenn drei Functio
nen F, G-, II von den Variabein x, y, z abhängig sind, und 
wenn in der Funetionaldeterminante

dF dG^ dH 
dx dy dz 
dH dH dH

(1) n±

gehörenden adjungirtendie beziehungsweise zu dx dy ’ dz

Elemente von 2) folgendermassen bezeichnet werden,
dF da _ dF da 
dz dx dx dz

dF dG dF dG 
dy dz dz dy

dF dG dF dG

---(2) = A,

dy dx
so besteht zwischen A1, A2, As die folgende durch directe 
Rechnung leicht zu verificirende Gleichung

dx dy

38Lipschitz, Analysis II.



Bei dem Integral

d(A,H)(7) dx dy dzdx
liefert die für ein beliebiges festes System von Wertlien y, z 
nach x vollzogene unbestimmte Integration die Function A1 H, 
und zwar ist nach den bestehenden Grundsätzen der Werth der 
Function negativ oder positiv zu substituiren, je nachdem ein 
von der Begrenzung aus für feste y und z mit positivem dx 
fortschreitendes Werthsystem in das Integrationsgebiet eintritt 
oder aus demselben austritt. In Folge von (5) fällt das Dif
ferential

<9® (9®d® =CB) dy + dzdx +dx dy dz
bei dem Eintritt positiv, bei dem Austritt negativ aus. Da nun 
gegenwärtig dx>0, dy=Q, dz= 0 ist, so nimmt rZ® das Vor

zeichen von <9® an, und es entspricht der Eintritt einem po

sitiven, der Austritt einem negativen Werthe von 

.daher die Einheiten e , £. , t respective mit den Vorzeichen von

dx
<9® • Wenndx

§ 100.Analytische Transformation der vielfachen Integrale.594

dAr dA^ d As _ 
dx dy dz ’ 

und deshalb folgt aus der Gleichung
(3)

dH dH+ A3(1*) dzdy
die neue Darstellung

d{AtH) , d(A.2H) d(A3H)39 =(4) dzdx dy
Vermöge derselben kann ein Uber eine gegebene Mannigfaltig
keit der dritten Ordnung

® >0(5)
auszudehnendes dreifaches Integral

ffß39 dx dy dz

in ein doppeltes Integral verwandelt werden. Nachdem 39 durch 
die rechte Seite von (4) ersetzt ist, gestattet jeder der drei 
unter den Integralzeichen vorkommenden Summanden die Aus
führung einer Integration nach je einer Variable.

(6)
ns 

,



© d© «9©
x ’ dy ’ dz

pelten Integral

übereinstimmen, so wird (7) gleich dem dop-

■ fj A, He, dy dz,

und man erhält durch entsprechende Behandlung der beiden 
anderen Integrale

(8)

d(A2H) S{A3H)dx dy dz,(9) dx dy dzdy dz
für das Integral (6) die Umformung

(10) ff f ® dx dy dz=—ffA, He, dy dz — f f A.2He2 dzdx—J'fA3He3 dx dy.

Statt der doppelten Integrationen, die sich auf die ver
schiedenen Verbindungen von zwei Elementen beziehen, mögen 
überall Integrationen nach dx dy eingeführt werden. Nach 
dem vorigen § geschieht dies in der Weise, dass im ersten In-

() ztegral —e, dz durch e3 dx, im zweiten Integral —e2 dz durch
(f Z

e3 - dy ersetzt wird; hierbei ist z in Folge der Gleichung der

Begrenzung ©=0 als eine Function von x und y aufzufassen, 
deren partielle Differentialquotienten

d©<9©
dz dz dydx

(11) ? — ?dx <9© dy
dz

respective die Vorzeichen von —e, e3 und —e2 e3 haben. Hier
nach wird aus (10) die Gleichung

dz® dxdy dz — — ~A‘l~dx + A?’ )H^dxdy,(12) -A dx
oder

<9© <9©+ A2 + A3A dx dy dz(12*) % dx dy dz = — He g dxdy.d©
dz

Bei der letztem ist der Umstand merkwürdig, dass der Zähler 
des unter dem Integralzeichen auftretenden Bruches mit der von 
den drei Functionen F, G, © in Bezug auf die drei Variabein 
x, y, z genommenen Functionaldeterminante zusammenfällt.

Wir kommen jetzt zu dem noch fehlenden analytischen

Analytische Transformation der vielfachen Integrale.§ 100. 595
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Beweise der Gleichung (4) des' § 96, wobei das dreifache Inte
gral (12) über ein Gebiet erstreckt wird, das durch die mit 
festen Anfangs- und Endwerthen gebildeten Ungleichheiten
(13) F(0)<F<F(l), G(0)<G<G(1), H(0)<H<H(\) 
begrenzt ist; jede der drei Functionen F, G, H möge, sobald die 
beiden anderen constant bleiben, von dem gegebenen Anfangs- 
bis zu dem betreffenden Endwerthe beständig wachsen, die 
Functionaldeterminante (£) sei in dem ganzen Gebiet positiv. 
Um die Gleichung (12) oder (12*) zu gebrauchen, ist die obige 
Function g, welche für die Begrenzung verschwindet und inner
halb des Integrationsgebietes positiv ist, je nach den sechs 
Theilen der Begrenzung (13) durch die Functionen
(14) F—F(0), F(\)—F, G-G(0),G(l)-^G, H-H(0), H(l)— H

dg dg dg
dx ’ dy dz

im ersten, dritten, fünften Theile respective die Ausdrücke
(dF dF dF

-------------,---------------, ———,

x y dz

zu ersetzen. In Folge dessen kommen statt

da(15)
dz ’ 
dH

dx
dHI --  ? dy ’

während im zweiten, vierten, sechsten Theile die gleichen aber 
negativ genommenen Ausdrücke anzuwenden sind. Bei der Sub
stitution in den schon hervorgehobenen Ausdruck

dzd x

dg dg dg
A- + A + As(16)

dydx dy
findet sich, dass derselbe nach einer Grundeigenschaft der De
terminanten für die vier ersten Theile verschwindet, für den 
fünften Theil gleich für den sechsten gleich — ® wird. 
Mithin sind die Bestandtheile der auf der rechten Seite von 
(12) oder (12*) auszuführenden Integrationen, welche sich auf 
die vier ersten Theile der Begrenzung beziehen, gleich Null, 
und es bleiben nur die Bestandtheile übrig, in denen Ff einen der 
constantenWerthe 11(0) oder H( 1) hat; deshalb wird aus (12*)

$ $® dx dy dz — —(17) H(0) es dxdy + / / —^ 7/(1) s3 dx dy,

dz dz

Analytische Transformation der vielfachen Integrale. § 100.596
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wo die erste Integration auf den fünften, die zweite auf den 
sechsten Theil der Begrenzung geht. Da £s das Vorzeichen von

angiebt, und © überall positiv vorausgesetzt ist, so hat in

^ £3 das

d®
dz

jedem der beiden doppelten Integrale der Factor <9®
d z

positive Vorzeichen.
Bei einer mit der rechten Seite von (12) übereinstimmen

den Notation erscheint die Gleichung (17), wie folgt
dz \

2 ^ + A A H(0) £3 dx d ydz(18) © dx dy dz — — Äl <das A

dzdz
— AxTZ-A2^ + A3 I #U) àx dy.+

Das in der Klammer eingeschlossene Aggregat ist aber unter 
der Voraussetzung, dass F und G mit Hinzuziehung der Glei
chung der Begrenzung des gegebenen Gebiets als nur von den 
Variabein x und y abhängig angesehen werden, gleich der nach 
x und y genommenen Functionaldeterminante von F und G. Denn 
aus den Gleichungen

dF d F dz 
dz dx 

da dz 
dz dx ’

dF . dF dz 
dz dy 
d G dz 
dz dy

+1dx dy
(19) dG dG dG ++dxdx dy
folgt

'dF\ (dG' dz'dF\ (dG' dz + A 3.

Man hat also, indem die constanten Factoren H(0) und 11(1) 
vor die Integralzeichen gesetzt werden,

(20) = ~AX -Ą
dx )\d y dx dydy J \dx

yfmmHmsh“«
A((S)S?Hf)(S))••-"-

(21) © dx dy dz = — H(0)

+ H( 1)

und zwar muss in Folge der obigen über das positive Vor-

£s gemachten Bemerkung £3 beide©Zeichen des Ausdrucks

dz

§ 100. Analytische Transformation der vielfachen Integrale. 597

'S
 ! £

0

fcj 
SiÇJ

j C5j>

<v
> Oj



Analytische Transformation der vielfachen Integrale. § 100.598

Male mit dem Vorzeichen der den ersten Factor bildenden 
Fimctionaldeterminante des zweiten Grades übereinstimmen.
Demnach folgt ans dem Satze des § 98 für jedes der beiden 
doppelten Integrale die Werthbestimmung

(F(1)-F(0))(G(1)-G(0)),(22)
und man erhält für das den Ungleichheiten (13) entsprechend 
ausgedehnte Integral den zu beweisenden Ausdruck
(23) fff® dxdy dz= (F(l)-F(0)) (G(l)-G(O)) (1/(1)-17(0)).

Die im Anfänge dieses § erwähnte allgemeine Eigenschaft
der Fimctionaldeterminante

BF, BF, BFn_ J____?______ *_ = 5)
Bx j Bx2 Bxn(24) H±

BFn
wird, sobald Av A2,... An die zu ’ 

renden adjungirten Elemente von ® bedeuten, und da'her
3Fh

SF, 3Fn
3xq ’ dxn gehö-

© = Ax

ist, durch die Gleichung
SU,F.)

Bx j
dargestellt, die auf Grund der in I, § 74 entwickelten Eigen
schaften einer Determinante nicht schwer zu beweisen ist. Bei 
Benutzung von (26) führt eine Wiederholung der angewendeten 
Schlüsse, indem die Ordnung der betrachteten Ietegrale bestän
dig um Eins abnimmt, zu der Gleichung (4) des § 96, welche 
bewiesen werden sollte.

(25) + A1 + ■■■ +AB x1 Bx1

H44) 3 Fu)(26) © = + ... + BxnBx,

Capitel XIV.
Umkehrung eines Systems von Functionen.

§ 101. Unabhängige und abhängige Functionen.
Nachdem in I, § 104 die Umkehrung einer Function einer 

Variable definirt, und nachdem in § 26 dieses Bandes die Mög
lichkeit der Umkehrung der Sache nach, wenn auch nicht mit 
ausdrücklichen Worten, für eine ausgedehnte Voraussetzung be
wiesen ist, verlangen die in den letzten Capiteln geführten Un
tersuchungen, die Ausdehnung dieses Begriffs auf ein System von



Functionen zu erörtern. Falls n Variabein tvtv...tn für eine 
gewisse n fache Mannigfaltigkeit der n Variabein xv xv ... xn 

als stetige und beliebig zu differentiirende Functionen der letztem 
gegeben sind
0 ) = F, (XV X»"‘ Xn)l h = F'2 (XVXV • * • Xnl "•tn==Fn (XV XV — X„)>
so bildet die Aufgabe, zu jedem innerhalb eines gewissen Ge
biets beliebig gegebenen System von Werthen tv t2, ... tn die 
zugehörigen Systeme von Werthen xvxv...xn zu bestimmen, 
das Problem der Umkehrung des Systems von n Functionen 
tvt2,... tn der n Variabein xv x2,... xn. Man kann die Aufgabe 
sofort auflösen, beziehungsweise ihre Möglichkeit beurtheilen, 
falls die Functionen Fv Fv ... Fn rational, ganz und vom ersten 
Grade sind. Es mögen zu den Werthen aq(0), #2(0),... xn(Q>) der 
Variabein die Werthe ^(0), t2(0),.. . tH(0) der Functionen gehören, 
und die Differenzen

x1—x1(0)=Jxv x2—x2(0)=Jx2,... xn—xn(0) = Jxn 

h - *i(0 )=4tv t2~ t2(0)=Jt2,... tn— tn{ 0) = Jtn 

ein geführt werden, dann erhält man, weil die sämmtlichen par
tiellen Differentialquotienten der ersten Ordnung constant sind, 
die Gleichungen

(2)

ÔF, dF, dF,
(3) Jtl Ô asx /X] + Ô x2 + '- - + d xn JX" 

B F2 bf2 bf2
zH2 zlxx -f- ^x2 + ... +

dx2
Hier repräsentiren die Differenzen Jtv dt2,... zltn ein System 
von ganzen homogenen Functionen des ersten Grades in Bezug 
auf die Differentiale Jxv Jxv ... z!xn, und sind als solche nach 
I, § 71 bis 75 von einander unabhängig oder nicht, je nachdem die 
aus den zugehörigen constanten Coefficienten gebildete Determi
nante einen von Null verschiedenen Werth oder den Werth Null hat. 
Bei der ersten Voraussetzung entspricht jedem beliebig gegebenen 
System von Differenzen Jxv Jx2,... Jxn ein eindeutig bestimm
tes System von Differenzen Jtv Mv ... dtn, folglich jedem be
liebig gewählten System von Werthen xv x2,.. . xn ein und nur

Jxn

dx2 +.. . + -Jxn.
v. n

Unabhängige und abhängige Functionen. 599§ 101.
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§ loi.Unabhängige und abhängige Functionen.600

ein System von Werthen tv tv .. tn; deshalb werden auch tv t2,...tn 

unabhängige Functionen der Variabein xv x2,... xn genannt. Bei 
der zweiten Voraussetzung steht dagegen nach I, § 75 ein Theil 
der Differenzen zJtv Jt2,... Jtn in einer bestimmten Abhängig
keit von den übrigen, weshalb die Werthe von tv t2,... tn nicht 
vollkommen frei angenommen werden dürfen, sondern von ein
ander abhängen.

Sobald tv t2,. .. tn nicht als rationale ganze Functionen des 
ersten Grades von xv x2,... xn gegeben sind, hat man für die 
Differentiale dtvdtv... dtn, wie in § 96, die Ausdrücke

dJ\
dxx
dF2
dxx

öFl
(4) dtl = dx1 + dx 2 +... + dxndx2

öf2
2 dxndt2 — dx1 + dxg + ... -f-

dx2 ÖXn

n

dx2dtn dx1 + dx0 -(-...+ dXrOdx1 dXn

in denen nicht alle partiellen Differentialquotienten constant 
sind. Hier entscheidet der Werth, welchen die Functional- 
determinante

d Fl d F2 
~ d x 1 d x2

für ein einzelnes Werthsystem xv x2, ... xn annimmt, durch 
Nichtverschwinden oder Verschwinden darüber, ob die Incre
mente dtv dt2,... dtn von einander unabhängig oder abhängig 
sind, das heisst, ob zu einem System von beliebig gewählten 
Werthen derselben ein eindeutig bestimmtes System von Incre
menten dxv dx2,... dxn gehört oder nicht. Weil aber die Func
tionen Fv F2,... Fn für eine gewisse n fache Mannigfaltigkeit 
der n Variabein xv x2,... xn gegeben sind, so macht sich bei 
der Betrachtung von verschiedenen Werthsystemen (xvx2,.. ,xn) 
der Unterschied geltend, dass die Functionaldeterminante ent
weder überall in einem Theile der n fach ausgedehnten Mannig
faltigkeit, auf welche sich die Functionen beziehen, oder in 
Mannigfaltigkeiten niederer Ordnungen, die in der erstem 
enthalten sind, oder in einzelnen Werthsystemen verschwinden

(5) 2 + SXn

Cb
 Cb



Unabhängige und abhängige Functionen. 601§ 101.

kann. Wir werden uns im Folgenden mit der Annahme be
schäftigen, dass die Functionaldeterrainante überall in einem 
Theile der n fachen Mannigfaltigkeit verschwinde.

Wenn eine von den Functionen Fv F2, ... Fn in einem
Theile der n fachqn Mannigfaltigkeit überall constant ist und 
folglich alle ersten partiellen Differentialquotienten der Function 
verschwinden, so verschwindet die Functional déterminante % 
vermöge ihres Bildungsgesetzes daselbst ebenfalls. Auch muss 
diese in der gleichen Weise verschwinden, wmfern überall 
innerhalb eines Theiles der n fachen Mannigfaltigkeit eine 
Function Fa von allen übrigen oder einem Theile derselben 
F FM al M , .. Fx abhängt, so dass eine Gleichung von der Gestalt 

Fa = cp(Fa,Fp...Fx)
P •

(6)
besteht. Denn für jede einzelne Variable xa wird alsdann der 
zugehörige partielle Differentialquotient von Fa folgendermassen 
ausgedrückt

ÖFX dxa ’
dFp __ d<p dFdcp dcp

(7) + ... +ÖFa dxadxa

bei der Substitution in die Determinante 2) geht dieselbe daher 
in ein Aggregat von Producten über, bei welchen der eine Factor

dcp dcp dcp
wa’jw;-äF-ge-

bildet wird, der andere Factor nach dem Satze (3) von I, § 74 
verschwindet. Umgekehrt lässt sich aus der Voraussetzung, 
dass überall in einem Theile der n fachen Mannigfaltigkeit die 
Functionaldeterminante © verschwindet, jedoch nicht alle Func
tionen gleich Constanten sind, der Schluss ziehen,* dass dort 
wenigstens eine Function von den übrigen oder doch von einem 
Theile derselben abhängig sei. Um dies zu zeigen, wähle man ein 
nach der Voraussetzung vorhandenes Werthsystem xv xv ... xn 
aus, für welches nicht alle partiellen Differentialquotienten aller 
Functionen gleich Null sind. Da der zugehörige Werth von ® 
gleich Null ist, so lässt sich nunmehr auf das System von Glei
chungen (4) das Verfahren aus I, § 75 an wenden, und ein ein
zelnes Differential dta mit Hülfe von anderen Differentialen 
dta, dtp ... dtx, wie folgt, ausdrücken

von den partiellen Differentialquotienten



d^a--^ + §Lß d tß + . . . + d t^.
Hier ist eine aus dem System der partiellen Differentialquo-

gebildete partielle Determinante und hat

(8)

dFi
tienten dæ-i"'
für das betretfende Werthsystem xv xv... xn einen von Null 
verschiedenen Werth; ebensolche partielle Determinanten sind 
$a, Sip .. .$x. Weil aber die Funetionaldeterminante innerhalb 
des betreffenden Theiles der n fachen Mannigfaltigkeit überall 
gleich Null ist, darf man vermöge der Stetigkeit der partiellen

____
Bxx ’ ' dxn

(8) auch noch gültig und von Null verschieden bleibe, wo
fern von dem ersten Werthsystem xv xv ... xn innerhalb eines 
engeren Theiles T der n fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu 
beliebigen anderen Werthsystemen fortgeschritten wird. Unter 
dieser Voraussetzung ergiebt sich für das Differential dta durch 
die Division mit $ die Darstellung

ÔF
- annehmen, dass die GleichungDifferentialquotienten

dtp +... 4- dtv
(9) dto =

Innerhalb der n fachen Mannigfaltigkeit T werde jetzt von einem 
Werthsystem (^(0),.. #n(0)) nach einem Werthsystem (^(1),. .a?n(l)) 
eine einfache Mannigfaltigkeit geführt, und das vollständige 
Differential über dieselbe nach den Vorschriften des vorigen 
Capitels integrirt; dadurch entsteht der Unterschied der zuge
hörigen Functionswerthe £ff(l) — £ff(0).

Da die rechte Seite von (9) stets verschwindet, wo die 
Differentiale dta, dt~ .. ,dtx gleichzeitig gleich Null sind, so 
liefern bei der Integration von dta solche Theile der einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit, in denen die Functionen ta,t^..tx 
ungeändert bleiben, keinen Beitrag. Falls daher das Anfangs
system (^(O),..#^)) festgehalten, das Endsystem {x1 (l),..a?B(l)) 
geändert wird, so erfährt die Differenz ta{ 1) — £o(0), mithin auch 
der Functionswerth £ff(l), wofern bei dem Uebergange von 
einem zu einem anderen Endsystem die Functionen ta, ... tx 
ungeändert bleiben, keine Aenderung, und kann sich nur bei 
einer Aenderung dieser Functionen ändern. Deshalb ist t in

*a
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der Mannigfaltigkeit T als von den Functionen ta, ... tl ab
hängig zu betrachten, was gezeigt werden sollte.

Ein System Fv Fv... Fn wird ein System von abhängigen 
Functionen genannt, sobald eine einzelne Function in Abhängig
keit von den übrigen oder von einem Theile derselben steht, 
dagegen ein System von unabhängigen Functionen, wofern 
jene Voraussetzung nicht zutrifft. Man sieht aus dem Bis
herigen, dass bei einem System von unabhängigen Functionen 
die Functionaldeterminante innerhalb keines Theiles der be
treffenden n fachen Mannigfaltigkeit überall verschwindet, und 
dass, wo die Functionaldeterminante in einem Theile der 
n fachen Mannigfaltigkeit verschwindet, ein System von ab
hängigen Functionen vorliegt. Mit Rücksicht hierauf ist ein 
System von unabhängigen Functionen ein solches, bei dem die 
zugehörige Functionaldeterminante innerhalb keines Theiles der 
n fachen Mannigfaltigkeit überall verschwindet. Während nun 
bei einem System von rationalen ganzen Functionen des ersten 
Grades diese Bedingung der Unabhängigkeit ausreicht, um 
sicher zu sein, dass einem beliebig gewählten System von 
Werthen der Functionen immer ein und nur ein System von 
Werthen der Variabein correspondre, bleibt bei jedem anderen 
System von unabhängigen Functionen noch zu erörtern, wann 
zu einem beliebig gewählten System von Functionswerthen nur 
ein einziges System von Werthen der Variabein gehöre und 
wie dasselbe gefunden werden könne. Diese beiden Fragen 
werden in der Reihenfolge, in welcher sie aufgestellt sind, zur 
Sprache kommen.

§ 102. Eindeutige Umkehrung eines Systems von Functionen.

Es seien die Variabein t1 und t2 als eindeutige, stetige 
und beliebig zu dififerentiirende Functionen der Variabein x 
und y für eine zweifache Mannigfaltigkeit K gegeben,

t,=F (x, y), t2 = G 0, y).
Von der zweifachen Mannigfaltigkeit K wird vorausgesetzt, dass 
sie durch eine in sich zurückkehrende einfache Mannigfaltigkeit 
begrenzt sei, und durch jede von einem Werthsystem der Be

(1)
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grenzung nach einem andern geführte, kein Werthsystem doppelt 
enthaltende einfache Mannigfaltigkeit in zwei vollkommen ge
trennte Theile zerfalle. Eine solche zweifache Mannigfaltigkeit 
nennt man nach dem Sprachgebrauche von Riemanns Inaugural
dissertation *) eine einfach zusammenhängende. In der geome
trischen Deutung gehört zu einer derartigen Mannigfaltigkeit 
ein Stück einer Ebene, welches die correspondirende Beschaffen
heit hat, und von dem die Bezeichnung, es sei einfach 
zusammenhängend, zuerst gebraucht worden ist. Ein Beispiel 
bietet das Stück einer Ebene, welches durch eine Kreislinie 
eingeschlossen wird. Dagegen erfüllt ein Stück einer Ebene, 
das von zwei ganzen Kreislinien vollständig begrenzt wird, 
die ausgesprochene Forderung nicht; durch eine von einem 
Punkte der einen nach einem Punkte der anderen Kreisperi
pherie geführte Schnittlinie wird dasselbe nicht in zwei 
getrennte Theile zerlegt, sondern in ein einfach zusammen
hängendes Stück der Ebene verwandelt; insofern heisst das 
ursprünglich gegebene Stück ein zweifach zusammenhängen
des. Für die obigen Functionen F und G nehmen wir an, 
dass, wenn in K die Function F einen Werth cx, G einen 
Werth c2 erhalten kann, zu der Gleichung F=c1 eine von 
einem Werthsystem der Begrenzung von K bis zu einem 
anderen laufende, kein Werthsystem doppelt enthaltende ein
fache Mannigfaltigkeit gehöre, durch welche K in zwei Theile 
zerfällt, die beziehungsweise den Ungleichheiten F>cx und 
Fccx entsprechen, und dass in Bezug auf die Gleichung 
G = c2 und die zugeordneten Ungleichheiten ein gleiches gelte. 
Wenn dann die Functionaldeterminante

dFÔG dFdG 
dx dy dy dx

überall in K dasselbe, etwa das positive Vorzeichen behält, 
das heisst, algebraisch grösser bleibt als eine gegebene positive 
Constante, so können zwei mit festen Werthen cx und c2 ge
bildete Gleichungen

(2)

(3) F (x, y) — c1, G (x, y) — c2

*) Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer 
veränderlichen complexen Grösse.
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weder für eine stetige Mannigfaltigkeit von Werthsystemen 
noch für mehrere getrennte Werthsysteme x, y befriedigt 
werden.

Sollte das erste der Fall sein, so müssten für die be
treffende stetige Mannigfaltigkeit die Differentiale dF und dG 
gleichzeitig verschwinden ; hieraus würde aber, wie aus I, § 75 
hervorgeht, mit Noth Wendigkeit das Verschwinden der Functio- 
naldeterminante folgen, was nach der Voraussetzung unzulässig 
ist. Um den zweiten Theil der Behauptung zu beweisen, 
nehmen wir an, dass ein Werthsystem æ(0),î/(0) den Gleichungen 
(3) genüge. Gesetzt, ausser diesem genügten noch eines oder 
mehrere getrennte Werthsysteme, so giebt es bei den gemachten 
Voraussetzungen wenigstens ein zweites x(\\y(l) von der Art, 
dass ein Theil T der Mannigfaltigkeit K nur von dem Theile 
der einfachen Mannigfaltigkeit F=cv welcher sich von (#(0),^(0)) 
nach (ic(l), y{\)) erstreckt, und von dem Theile der Mannigfal
tigkeit G=c1, begrenzt ist, der von (x (1), y ( 1)) nach (#(0),^(0)) 
zurückläuft. Ueber diese Mannigfaltigkeit T werde das Integral

f j2) dx dy
ausgedehnt. Weil nach der Voraussetzung 2) überall in T 
einen positiven über einer gegebenen Constante liegenden Werth 
hat und das Element dxdy des doppelten Integrals stets positiv 
ist, so wird der Werth von (4) vermöge seiner Definition ver
kleinert, sobald man 2) durch die erwähnte positive Constante 
ersetzt, und muss daher stets eine gewisse positive Grösse 
ttbertreffen. Auf das Integral (4) darf aber auch das Verfahren 
angewendet werden, welches in § 98 gebraucht ist, und vermöge 
dessen (4) in das dort mit (7) bezeichnete auf die Begrenzung 
von T auszudehnende Integral

(4)

Go dy^jdF'dF(5) Gq dx +

übergeht. Die Vorzeichen q und o bestimmen den Sinn, in 
welchem die Begrenzung von T durchlaufen werden muss. 
Man findet jedoch, dass die Theile des Integrals, welche von 
den bezeichneten zwei Theilen der Begrenzung herrühren, für 
sich verschwinden, möge jeder einzelne Theil in dem einen 
oder dem entgegengesetzten Sinne durchlaufen werden. In

d x dy



dem Theile der Begrenzung, welcher ein Theil der Mannigfal
tigkeit F—c1 ist, hat der unter dem Integralzeichen mit G

öF ÔFmultiplicirte Ausdruck ^-qdx + -^ody, welcher das zugehörige

Increment oder vollständige Differential der Function F dar
stellt, den Werth Null; daher verschwindet der zugehörige 
Theil des Integrals (5). In dem zweiten Theile der Begrenzung, 
welcher ein Theil der Mannigfaltigkeit G=c2 ist, hat der 
Factor G den constanten Werth c2; gleichzeitig bringt die
Integration des vollständigen Differentials — qdx + ^ ody, je

a x o y
nachdem von dem Werthsystem x(0),y(0) zu dem Werthsystem 
x(l), y(\) oder umgekehrt fortgeschritten wird, den positiv oder 
negativ genommenen Unterschied der Functionswerthe 

F(x( 1), y( 1)) — F(x( 0), 2/(0))
hervor, welcher nach der Voraussetzung verschwindet. Mithin 
bekommt das Integral (5) den Werth Null; da nun, wie vorhin 
gezeigt worden, das mit (5) gleiche Integral (4) keinesfalls 
einen verschwindenden Werth annehmen kann, so treibt die 
Annahme, dass die Gleichungen (8) durch mehrere getrennte 
Werthsysteme erfüllt werden können, zu einem Widerspruch, 
und ist deshalb zu verwerfen, wie behauptet worden war.

Eine ähnliche Untersuchung wird jetzt für ein System 
von drei Functionen geführt werden; für Systeme von beliebig 
vielen Functionen ist eine solche in der in § 99 erwähnten 
Abhandlung mitgetheilt. Wir denken uns die Variabein t1,t2,ts 
als eindeutige, stetige und beliebig zu differentiirende Functionen 
der Variabein x, y, z für eine dreifache Mannigfaltigkeit K, 

h = F(x, y, z), t2 = G (x, y, z), t3 = 11 (x, y, z).
Die Mannigfaltigkeit K werde durch eine geschlossene zweifache 
Mannigfaltigkeit begrenzt; nimmt man in der letztem eine in 
sich zurückkehrende einfache Mannigfaltigkeit an und führt durch 
diese eine kein Werthsystem doppelt enthaltende zweifache Man
nigfaltigkeit, so zerfalle K durch die letztere in zwei vollkommen 
getrennte Theile. Hiernach heisst K eine einfach zusammen
hängende Mannigfaltigkeit. Falls in K die Function F einen 
Werth G,, G einen Werth c2, H einen Werth c3 anzunehmen 
fähig ist, soll K durch die Mannigfaltigkeit F=ct in zwei ge-

606 Eindeutige Umkehrung eines Systems von zwei Functionen. § 102.

(6)



§ 102. Eindeutige Umkehrung eines Systems von drei Functionen. 607

trennte Stücke F>c1 und Fcc1 zerfallen, desgleichen durch 
die Mannigfaltigkeit G=c2 und H=c3. Ferner dürfen die 
zweifachen Mannigfaltigkeiten F=cl, G = c2, H—c3, deren 
jede einfach zusammenhängend ist, nach dem in § 99 festge
stellten Sprachgebrauche keinerlei Singularitäten enthalten. Nach
dem eine derselben, etwa F=cx ausgewählt ist, wird in der
selben sowohl durch G = c2, wie auch durch H=cs eine ein
fache Mannigfaltigkeit bestimmt, die sich von einem Werth
system der Begrenzung bis zu einem anderen erstreckt, ohne 
ein Werthsystem doppelt zu enthalten. Unter der Voraus
setzung, dass ausserdem die Functionaldeterminante

dF dG dH(7) = $2 ± dx dy dz
nirgendwo in K ihr Vorzeichen ändere, dass heisst, indem die
selbe wieder positiv angenommen wird, eine gegebene positive 
Constante stets übertreffe, ist es dann unmöglich, dass drei mit 
festen Werthen c,, c2, c3 gebildete Gleichungen
(8) Fix, y, z)=c1, G(x, y, z) = c2, H(x,y,z) = cs 
durch eine stetige Mannigfaltigkeit von Werthsystemen oder von 
mehreren getrennten Werthsystemen x, y, z befriedigt werden.

Aus dem Auftreten von Werthsystemen (x, y, #), welche 
den Gleichungen (8) genügen und eine stetige Mannigfaltigkeit 
der ersten oder zweiten Ordnung bilden, würde, wie vorhin, das 
gleichzeitige Verschwinden der Differentiale dF, dG, dH und 
daher auch das Verschwinden der Functionaldeterminante zu
schliessen sein; daher bleibt nur der zweite Theil der Behaup
tung zu begründen. Wir betrachten zu diesem Zweck die nach 
der Voraussetzung einfach zusammenhängende zweifache Mannig
faltigkeit F=c1, welche durch die vermöge der Gleichung 
G — c2 dargestellte einfache Mannigfaltigkeit in die getrennten 
Stücke G>c2 und Gcc2, desgleichen durch die vermöge der 
Gleichung H=cs dargestellte einfache Mannigfaltigkeit in die 
getrennten Stücke H>c3 und Il<.c3 zerfällt. Wofern den 
Gleichungen (8) ausser einem Werthsystem (x(0), y(0), #(())) 
noch eines oder mehrere andere getrennte genügen, so kann 
man mit Hülfe eines zweiten dieser Werthsysteme «/ ( 1), #(1)) 
einen Theil T der zweifachen Mannigfaltigkeit F=c1 bestim
men, dessen Begrenzung aus zwei einfachen Mannigfaltigkeiten



besteht, deren erste, die Gleichung G = c2 erfüllend, von dem 
Werthsysteme (# (0), «/(O), z(0)) bis zu dem Werthsystem 
(a?(l), y( 1), ^(1)) vorwärts, und deren zweite, die Gleichung 
H=ca befriedigend, von {x(l), y{\), z(\)) nach (x(0),y(Q), z(0)) 
zurück schreitet. Nunmehr wird eine Umformung eines doppelten 
Integrals in ein einfaches Integral benutzt, welche in (23*) des 
§ 99 ausgedrückt ist. Man ersetzt die dortigen Functionen 
P, Q, JR durch die Ausdrücke

dGdG H, Q = ~E, R = ~ H,P =(9) dydx
so dass sich die drei vorkommenden Differenzen von partiellen 
Differentialquotienten, wie folgt, umwandeln

dG dH _ dG_ dH
dy dz dz dy
dG dH dG dH

dx dz dz dx dx dz
dP dQ __ _dG^ dH dG dH
dy dx dx dy dy dx

und integrirt über die in F—ct enthaltene zweifache Mannig
faltigkeit T. In Folge dessen richten sich die dort gebrauchten 
Einheiten rj1, jya, rj3 respective wieder nach den Vorzeichen der 

dF dF_ d^F
dx dy dz

doppelten Integral das folgende

(11) //Pi ru dy dz + //P2 rii dx + ff P3 rj3 dx dy.

Vermittelst der Ausdrücke P,, P2, P3 nimmt die Functional- 
determinante S) die Gestalt an

dQ
dz
dB

— P2,(10)

= Zs,

Grössen und es entsteht aus dem erwähnten

dF dF dF(12) + B, + B‘S7'dx dy
Weil es nun nach § 99 erlaubt ist, bei der Ausführung einer 
Uber die Mannigfaltigkeit T auszudehnenden Integration jedes 
der drei Elemente

r\y dy dz dz dy dx dy
--------~  J -------------r-=— >  r-=  

dF dF dF
d x dy dz

durch ein beliebiges derselben zu ersetzen, so darf man statt 
(11) den Ausdruck

Eindeutige Umkehrung eines Systems von zwei Functionen. § 102.608
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© y. dy dz

substituiren. Hier ist der Werth der Functionaldeterminante © 
nach der Voraussetzung überall positiv und grösser als eine 
gegebene Constante, das Vorzeichen von gleich demjenigen des

Nenners dF das Element dy dz immer positiv, so dass das

Integral (13) noth wendig einen über einer festen Grösse liegen
den Werth haben muss. Durch die Bestimmungen (9) wird 
dagegen das Integral (23) des § 99 zu dem Integral

dx ’

da dada(14) Hq dx + Ht dzHo dy +dx dzdy

welches in dem durch die Vorzeichen q, o, t angegebenen Sinne 
über die Begrenzung von T zu erstrecken ist. Auch hier ergiebt 
sich, dass die Theile des Integrals, welche den vorhin bezeich- 
neten zwei Theilen der Begrenzung entsprechen, für sich ver
schwinden, wrie immer jeder einzelne Theil durchlaufen werde. 
Der unter dem Integralzeichen mit H multiplicirte Ausdruck 
des vollständigen Differentials von G

Qdx +da dao dy + — rdzdz
ist in dem in der einfachen Mannigfaltigkeit F=c1, G — c2 ent
haltenen Theile der Begrenzung überall gleich Null, und zer
stört dadurch den zugehörigen Theil des Integrals. Für den 
zweiten Theil der Begrenzung, welcher zu der einfachen Man
nigfaltigkeit F—cj, H—-c3 gehört, wird der Factor H gleich 
der eben genannten Constante ; ferner liefert die Integration des 
vollständigen Differentials von G, je nachdem das Werthsystem 
x, y, z von x(Ö), y{0), #(0) nach ,x(l), t/(l), z( 1) oder umgekehrt 
fortrückt, den positiv oder negativ genommenen Unterschied der 
Functionswerthe G (x(l), y{ 1), z( 1)) — G (æ(0), y(0), ^(0)), der 
nach der Voraussetzung gleich Null ist. Es verschwindet des
halb der ganze Werth von (14). Demnach schliesst die Gleich
heit zwischen den Integralen (13) und (14) einen Widerspruch 
in sich, und die zugehörige Voraussetzung, dass die Gleichungen
(8) durch mehrerere getrennte Werthsysteme x, y, z befriedigt 
werden, zeigt sich, wie zu erweisen war, als unstatthaft. Also

Iiipschitz, Analysis II.

dx

39
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Unter den im vorigen § entwickelten Voraussetzungen 
lässt sich die Umkehrungsaufgabe folgendermassen ausdrücken. 
Auf Grund der dortigen G leichungen (1) möge zu einem gegebenen 
System von Werthen der Variabein x—x(0)} y=y{0) das System 
von Werthen t1 — G (0), G—G(0) gehören, dann werden die 
Werthe G—G( 1), G'=G( 1) verlangt, welche dem System von 
Werthen x=x(l), y=y(l) entsprechen. Während also die 
Gleichungen

4(0) = F(X(0), y(0)), 4(0) = G 0(0), 2,(0)) 
gegeben sind, sucht man die Auflösung der Gleichungen 

G (1) = F (a?(l), y( 1)), G (1) = G (a(l), y{ïj).
Diese Aufgabe ersetzen wir durch zwei nach einander zu be
friedigende Forderungen. Zuerst soll diejenige Mannigfaltigkeit 
der ersten Ordnung der Variabein x, y bestimmt werden, welche, 
von dem Werthsystem x(0), «(0) ausgehend, den Gleichungen 

G (0) = F (x, y), G = Gr (a, y) 
genügt, und bei der G die Werthe von t2 (0) fbis t2{l) stetig 
durchläuft. Wegen des constanten Werthes t1 (0) muss hier das 
vollständige Ditferential dF(x,y) gleich Null sein, so dass aus 
(3) die Gleichungen

(1)

(2)

(3)

dF dFdx -f- dy — 0dy(4)
ÔGdx + dy — dt2

folgen. Nach denselben hängen x und y von der Variable G

ab, und es entstehen für die Differentialquotienten 
indem

dx dy

dyclx ?d'ta dt2

§ 103.

kennen wir jetzt allgemeine Bedingungen, unter denen bei dem 
System (1) zu gegebenen Werthen t1—c1 und t2 — c2 nur ein 
einziges System x, y, bei dem System (G) zu gegebenen Werthen 
t1=c1, G = c8, G~c3 üur ein einziges System x, y, z gehören 
kann. Unter diesen Bedingungen hat das Problem der Umkeh
rung eines Systems von Functionen, wofern es lösbar ist, eine 
eindeutig bestimmte Lösung.

Reduction der Umkehrung auf Integration.610

§ 103. Seduction der Umkehrung auf die Integration von 
gewöhnlichen Differentialgleichungen.
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dF da öf da
dx d y d y d x

gesetzt wird, die Ausdrücke

= $(2)(5)

dF
dydx

dt 2(6) <

dxdy
dt2

Diese sind eindeutig bestimmt, weil die Functionaldeterminante 
®(2) vermöge der geltenden Voraussetzung für die betreffende 
Mannigfaltigkeit der Variabein x: y nicht verschwinden darf. Es 
bilden daher die Gleichungen (6) ein System von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen, das nach § 84 unter den dort initge- 
theilten Bedingungen so integrirt werden kann, dass für den 
Werth der unabhängigen Variable t2 — t2(0) die Variabein x 
und y die vorgeschriebenen Werthe x = x{Ü), y =y{0) annehmen. 
Nach § 87 werden hierdurch x und y für die auf einander fol
genden Werthe von t.2 eindeutig bestimmt, wobei zu t2=t2(l) 
die Werthe
(7) x=x2{\\ y=y2(l) 
gehören mögen. Jetzt fragt man zweitens nach derjenigen Man
nigfaltigkeit der ersten Ordnung, die von dem Werthsystem (7) 
ausgehend, die Gleichungen

t,=F(x, y\ t3(l) = G(x,y) 
befriedigt, und bei der t1 die Werthe von t1(0) bis (1) durch
läuft. Wie (4) aus (3) folgen aus (8) die Gleichungen

(8)

dFdx + dy — dt
dy

(9) dadx + dy = 0,dx dy
die zu dem System von gewöhnlichen Differentialgleichungen

da
dx__ dy

$(2)dt1(10)
da

dy dx
$(?)dt,

Reduction der Umkehrung auf Integration. 611§ 103.
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führen. Dasselbe ist in der Weise zu integriren, dass dem 
Werthe t1 — tl (0) die Werthe (7) von x und y correspondiren; 
hierdurch werden x und y als eindeutige Functionen von tx 
bestimmt und erhalten für = die gesuchten, den Glei
chungen (2) genügenden Werthe

x = x{\), y = y(l).
Bei dem eingeschlagenen Verfahren wurde zuerst in (3) der 
Variable tx der constante Werth t1 (0), hierauf in (9) der Va
riable der constante Werth £2(1)' vorgeschrieben. Ebensowohl 
könnte man umgekehrt zu Anfang den Werth £2(0) von und 
dann den Werth ^(1) von tx verlangen, und würde das ge
wünschte Ziel durch die Aufsuchung von zwei anderen Mannig
faltigkeiten der ersten Ordnung erreichen. Weil aber nach den 
Ausführungen des vorigen § zu dem Werthsystem t1 = t1( 1), 

— 1) nur ein einziges Werthsystem x, y gehören kann, so
müssen die auf den verschiedenen Wegen gefundenen Bestim
mungen zusammenfallen.

Eine entsprechende Behandlung erlaubt die zu dem System 
(6) des vorigen § gehörende Aufgabe, unter Annahme der Glei
chungen

(H)

(0) = F(x{0), y(0), *(0)), *,(0) = G{x{0), y{0), z(0)), 
ta=H(x(0), y(0), *(0))

(12)

die Gleichungen
(13) t,(\) = F{x(l),y(1),Ą\)), tt(\) = G{x(\),y(\),s(l)),

aufzulösen. Man bestimmt nach einander drei Mannigfaltig
keiten der ersten Ordnung, von denen die erste den Gleichungen
(14) G (0) = F(x, y, z), (0) = G (x, y, z), t3 = H(x, y, z)
von t3 = ts (0) bis t3 = t3(l), die zweite den Gleichungen
(15) t, (0) = F(x, y, z), t3= G (x, y, z), t3 (0) = H (x, y} z)
von tä = ta(0) bis t3 = t2( 1), die dritte den Gleichungen
(16) tt = F(x,y]z), ta(l) = G(x, y, z), ta(l) = H(x, y, z) 
von t1=t1 (0) bis t1=t1 (1) genügt. Aus (14) folgen die Gleichungen

dF dFdF— dx + dy 4—r— dz = 0Sx dy
dG- dG(17) — dx + -r— dy + dx dz = 0dy dz
dH dH dHdx + dy -f- dz = dtai. dx dz

§ 103.Reduction der Umkehrung auf Integration.612



deren Auflösung, sobald für die Functionaldeterminante
dF da dH

2± dx dy dz
das Zeichen ®(3) gebraucht wird, das System von gewöhnlichen
Differentialgleichungen

dF da dF da
dy dz dz dy

$(3)
dF dO__dF_ da 

< dy__ dz dx dx dz(18)
$(3)dt3

AŁ AJŁ _ AŁ
dz__ dx dy dy dx

®(3)dt3
hervorbringt. Ebenso entsteht aus (15) das System von Diffe
rentialgleichungen

dH dF dH dF 
dy dz dz dydx

$(3)dt*
dH d_F _ dIJ dF

< dy_ dz dx dx dz(19)
$(3)dt2

dH dF _ dH dF 
dz__ dx dy dy dx

©(3)dt2
aus (16) das System von Differentialgleichungen 

/ da dH da dH
dx   dy dz dz dy

$(3)dt i
da dH da dH

< dy _ dz dx dx dz(20)
$C3)d t^

dz__ dx dy dy dx
~w>

Wegen des unveränderlichen Vorzeichens der Functionaldeter
minante ®(3) sind die Ausdrücke rechts in den drei Systemen 
eindeutig bestimmt. Bei dem System (18) gelten für t=ts(0)

dti
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§ 104.

die Gleichungen x — x (0), y = y (0), z — z (0), und werden 
für t = t3( 1) die Werthe x = xa(l), y=y3( 1), z—zs(l) be
stimmt; bei dem System (19) bilden die letztem das zu 
t3 — t3(0) gehörende Anfangssystem, und werden für t2 = t2(l) 
die Werthe x = x2(l), y=y2( 1), z—za(l) gefunden; bei dem 
System (20) machen diese das mit tl = t1(0) correspondirende 
Anfangssystem aus, während die zu t1—t1 (1) gehörenden Werthe 
die gesuchten x=x(l), y=y{ 1), z—z(\) sind. Auch hier gilt 
wieder die Bemerkung, dass für eine andere Keihenfolge der 
Combinationen von je zwei Functionen, die nach einander con
stant gesetzt werden, eine andere Reihenfolge von Integra
tionen auszuführen ist, dass aber aus den im vorigen § erör
terten Gründen das System von Werthen x(V), y{ 1), z(l) nur 
ein einziges sein kann und daher nur eine einzige Bestimmung 
zulässt. Hiermit ist die eindeutige Umkehrung eines Systems 
von zwei und von drei Functionen vermittelst der Integration 
von Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen vollendet.

Verwandlung der Coordinaten.614

§ 104. Verwandlung1 der Coordinaten. Beziehung zwischen 
zwei Ebenen, und zwischen zwei Bäumen. Allgemeine Um
formung des Ausdrucks für das Quadrat eines Linienelements.

Die Kenntniss der Bedingungen, unter denen ein System 
zweier Functionen von zwei Variabein, und dreier Functionen 
von drei Variabein eindeutig umkehrbar ist, gehört dazu, um 
bei der Ortsbestimmung eines Punktes das Uebergehen von 
rechtwinkligen zu beliebigen Coordinaten vollständig zu begrün
den; dieser Process wurde in § 92 für die Ebene, in § 95 für 
den Raum auseinandergesetzt. Denken wir uns unter x, y 
rechtwinklige Coordinaten eines Punktes in der Ebene, unter 
x, y, s ebensolche Coordinaten im Raume, so werden durch die 
eindeutige Umkehrung der Gleichungen

G =F(x, y\ t2 = G (x, y) 
die Variabein x und y als eindeutige Functionen der neuen 
Variabein oder Coordinaten tx und t2, durch die eindeutige Um
kehrung der Gleichungen

G = F(x, V, #)i G = G (x, y, e), t3 — H(x, y, g)

(1)

(2)
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die Variabein x, y, z als eindeutige Functionen der neuen Va
riabein oder Coordinaten G> G, t3 bestimmt. Es treten daher 
im ersten Falle tl und t2 an die Stelle der Grössen, welche in 
§ 92 mit £ und rj, im zweiten Falle tx, t2, t3 an die Stelle von 
denjenigen, welche in § 95 mit rn '£ bezeichnet sind; die ein
deutige Umkehrbarkeit der in Rede stehenden Systeme von 
Gleichungen bedeutet aber nichts anderes, als dass einem 
System von Werthen tl7 G ein einziger Punkt der Ebene, einem 
System von Werthen tx, t2, ts ein einziger Punkt des Raumes 
entspricht, was für den Gebrauch des betreffenden Coordinaten- 
systems unerlässlich ist.

An dieser Stelle möge auch eine andere geometrische Be
trachtungsweise erwähnt werden, die ihren Ausdruck in den 
Systemen (1) und (2) findet. Wenn man sich zwei verschiedene 
Ebenen vorstellt und annimmt, dass die rechtwinkligen Coordi
naten eines Punktes der einen Ebene mit x, y, die recht
winkligen Coordinaten eines Punktes der anderen Ebene mit 
G, t2 benannt werden, so kann durch die Gleichungen (1) für 
einen beliebigen Punkt (x, y) der ersten Ebene ein zugeord
neter Punkt (G, G) der zweiten bestimmt werden; dann giebt 
die eindeutige Umkehrung des Systems (1) das Gesetz an, 
nach welchem zu einem beliebigen Punkte (t1} G) der zweiten 
Ebene der Punkt (x, y) der ersten eindeutig zugeordnet 
ist. In gleicher Weise darf man zwei Räume betrachten, 
einen beliebigen Punkt des ersten durch die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, z, einen beliebigen Punkt des zweiten durch 
die rechtwinkligen Coordinaten G? G» G bezeichnen, und einem 
beliebigen Punkte (x, y, z) des ersten Raumes einen bestimmten 
Punkt (G, G> G) des zweiten durch die Gleichungen (2) zu
ordnen. Alsdann wird durch die eindeutige Umkehrung des 
Systems (2) festgestellt, dass zu einem beliebigen Punkte (G, G> G) 
des zweiten Raumes der eindeutig bestimmte Punkt (x, y, z) des 
ersten Raumes gehört. Ein grosser Vorzug des Processes, durch 
welchen eine Ebene auf eine zweite, und ein Raum auf einen 
zweiten Raum bezogen wird, liegt darin, dass die Mannigfal
tigkeit der ursprünglichen und die Mannigfaltigkeit der neuen 
Variabein durch ein gleichberechtigtes räumliches Gebilde vor
gestellt wird, und dass daher die Begrenzung von beiden Man



nigfaltigkeiten zur Anschauung kommt. Wie folgenreich dieses 
Verfahren sei, wird der zweite Abschnitt zeigen.

In § 62 ist bei der Messung der Länge einer Linie her
vorgehoben, dass das Element einer Linie im Raume durch 
die Quadratwurzel aus der Quadratsumme der Differentiale der 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Linie dargestellt 
wird. Hiernach hat das Quadrat des Elements einer Linie im 
Raume zu seinem Ausdruck die Quadratsumme der Differentiale 
der drei Coordinaten x, y, z

(3) dx2 + dy2 + dz2.
Sobald die Linie in derselben Ebene liegt, und für diese die 
x y Ebene gewählt wird, so vereinfacht sich das Quadrat des 
Elements durch Verschwinden des Differentials dz, und wird 
gleich der Quadratsumme der Differentiale der zwei Coor
dinaten
(4) dx2 4- dy2.
Indem nun bei (4) die Variabein x und y als Functionen der 
beliebigen Coordinaten und 12, bei (3) die Variabein x, y, z 
als Functionen der beliebigen Coordinaten aufgefasst
werden, lässt sich die Aufgabe bilden, das Quadrat des Linien
elements in der Ebene (4) durch die beliebigen Coordinaten t1 
und t2, das Quadrat des Linienelements im Raume (5) durch 
die beliebigen Coordinaten tt, it2, t3 auszudrücken. In der zweiten 
Aufgabe ist die erstere als specieller Fall enthalten. Die zweite 
besitzt die ausgezeichnete Eigenschaft, dass sich in ihrer Lö
sung alle geometrischen Begriffe vereinigen, die im Laufe der 
gegenwärtigen Darstellung zur Sprache gebracht sind.

Aus der gegebenen Abhängigkeit der Variabein x, y, z von 
tt, 12, t3 folgen die Ausdrücke der vollständigen Differentiale

dxdx dx
(5) dx = d ty -f- ----- d t2 + dtsdty dt2 dt,

dy dy dy
dy = z7dti + dhdt2 + dt3

dz dz
dz = Ytdti+ Tdt* + )ftdtr

Vermöge der Bezeichnungen
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( (dx\2 'dz V+ + = «nd th
dx dx dy dy dz dz 
dtl dt2 + dt1 dt2 + dtj dt2 

dx dx dy dy dz dz
di1dT3 + dfldi3 + di1dT3

’dy Y

«12 «21

«13 «31

(6) 'dz V+ + «225 t2
dx dx dy dy dz dz   __
dt2 dts + di2dts + dt2 alg~ a23—a32

dx\2 . (dy\ fdz\2+ + «33

verwandelt sich dann die Quadratsumme (3) in die wesentlich 
positive homogene Function des zweiten Grades oder quadra
tische Form der drei Differentiale dtvdtrdt3

«n d tx -f- a22 d t2 + a33 d t3 
+ 2a23 dt2 dt3 + 2a3x dt3 dtx + 2a12 dtx dt2, 

deren Coefficienten durch die Gleichungen (6) als Functionen 
der Variabein tv tvts bestimmt sind. Demnach wird das Quadrat 
des Elements einer Linie im Räume, ivofern ein beliebiger Punlct 
durch die Coordinaten tv t2, t3 bezeichnet ist, mittelst der quadrati
schen Form (7) dargestellt. Für den oben erwähnten besonderen 
Fall, dass das Linienelement in derselben und zwar der xy Ebene 
enthalten ist, treten an die Stelle von (5) die Ausdrücke

ßkd k ßk

(7)

dx dx(5a) dx = ^dt1 + ^-dt2
d tx dt,

dy dydy — dti + dtvdtx dt,
so dass nach Einführung der Bezeichnungen

I 'dy Vdx\2 + «22= «11, ßk ßk(8)
dx dx dy dy 
Jt1di2 + dt[dt2 «12 «2H

die Quadratsumme (4) in die wesentlich positive quadratische 
Form der zwei Differentiale dt1,dt2

en d t\ + 2 en dtxdt2 + e22 d t\(9)
übergeht.
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Bei den vorhandenen Notationen fallen die obigen Glei
chungen (5a) mit (4) des § 92, die obigen Gleichungen (5) mit 
(3) des § 95 zusammen, und es knüpft die geometrische Be
trachtung unmittelbar an die genannten §§ an. Nach (5a) geht 
von dem Punkte (x, y) eine erste Linie aus, für welche t2 
constant, und eine zweite Linie, für welche t, constant ist; 
desgleichen erstreckt sich vermöge (5) von dem Punkte {x,y,z) 
eine erste Linie, für die nur t„ eine zweite Linie, für die 
nur t3, eine dritte Linie, für die nur t3 geändert wird, die 
anderen beiden Variabein aber constant bleiben. Wenn nun 
wieder wie in § 92 und § 95 zur Bezeichnung eines Punktes 
durch die neuen Variabein eckige Klammern angewendet, den 
neuen Variabein aber beliebige Differentiale zugefügt werden, 
So darf man sagen, dass bei (5a) das Quadrat des Abstandes eines 
Punktes [t, + dt,,t2+dt^\ von dem Punkte [t„ tf2] durch den 
Ausdruck (9), bei (5) das Quadrat des Abstandes eines Punktes 
[t,+ dt„t2 + dt2,t3 + dt3\ von dem Punkte [t1,t^t3\ durch den 
Ausdruck (7) gemessen wird. Mithin folgen aus (5a) für die 
relativen rechtwinkligen Coordinaten des Punktes [t1+dt,,t2\ 
in Bezug auf [£,,£a] die Werthe

dx — dx bydtv dy =

für die relativen rechtwinkligen Coordinaten desPunktes [t^t^+dt^ 
in Bezug auf [t„ t2]

dtvdt, dt.

bydt2, dy =

Man findet deshalb für das Quadrat des Abstandes zwischen 
den Punkten [t,+dtv Q] und [tvt^ den Werth endt\, für das 
Quadrat des Abstandes zwischen den Punkten [tv t2 4- dt^\ und 
[tv den Werth e22dt\. Wenn ferner dt, und dt2 positiv sind, 
so erhält der Cosinus des Winkels oj zwischen der von [tv tQ\ 
nach [t, + dtv tj[ [gezogenen ersten und der von [tv £ ] nach 
[tv t2 4- dt2\ gezogenen zweiten Linie die Bestimmung

\/en l/e22 cos co = ei2- 
In gleicher Weise liefern die Gleichungen (9) für die relativen 
rechtwinkligen Coordinaten des Punktes [t, 4- dt,, t2, t3\ in Be
zug auf [t„ t2, t3\ die Werthe

dx = dt2

(10)
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3 xdx =ttt dtL, dy = ~ dtx, dz == TT dtx,
<?G

aus denen die relativen rechtwinkligen Coordinaten des Punk
tes + dt^t3] und des Punktes \tx, t2, ts + dt8] in Bezug 
auf [tx, t2, ts] durch Einsetzung der Zeiger 2 und 3 hervor
gehen. Demnach bekommt das Quadrat des Abstandes zwischen 
den Punkten [t1+dti, t2,ts\ und [tx, ta\ [tx, t2+dt2, 13] und 
[tx, G> GJ> [tx, t2, t3 + dt.ä\ und j"G, t2, t3\ beziehungsweise den 
Werth andt2v a22dĄ, a3ZdĄ, und es bestimmen sich bei positi
ven Werthen dtv dt2, dt3 die Cosinus der Winkel w 
welche von je zwei gleichnamigen unter den drei von dem 
Punkte [t1}t„ts] nach [t1+dt1,t„t3\ [t^t2 +dt^tz\ [ti:t2, tä+dt3] 
gezogenen Linien gebildet werden, vermöge der Gleichung (4) 
in I, § 86 folgendermassen

(n) V7«22 l/öf'33cos iam AnCOSWg^a^, }/an }/a22cosrol2=a12.

Auf diese Weise leuchtet ein, dass die Darstellung des Quadra
tes des Abstandes eines Punktes \tx + dtv t2 + dt2] von dem Punkte 
[t1, G] durch die quadratische Form (9) mit der in I, § 80 ent
wickelten geometrischen Interpretation einer quadratischen Form 
von zwei Variabein, und die Darstellung des Quadrates des Ab
standes eines Punktes [t1 + dt1, t2 + dt2, ts+dt3] von dem Punkte 
[G> Cd durch die quadratische Form (7) mit der in I, § 85 
mitgetheilten Interpretation einer quadratischen Form von drei 
Variabein übereinstimmt, wobei an die Stelle der Variabein der 
Form respective die Differentiale dtx, dt2 und dtv dt2, dt& treten. 
Es finden daher alle in den erwähnten §§ angestellten Betrach
tungen in dem höheren Gebiete, zu dem wir jetzt gelangt sind, 
ihre Anwendung. Nach (4) in I, § 80 wird der Flächeninhalt 
des Parallelogramms, dessen Ecken die Punkte

[G> CsL + [tt + dtx,t2 + dt2]
sind, vermittelst der nothwendig positiven Determinante der 
Form (9) so ausgedrückt

(031’ coiv23’

dt\ dt2 1 ^22 G21
wo die Quadratwurzelgrösse wie auch im Folgenden positiv zu 
verstehen ist. Bezeichnet man ferner bei der Form (7) die ad- 
jungirten Elemente und die Determinante, wie in I, § 85,

(12)
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An £*22^33 ^23’ "^23 ö12 ®I3 ai\ ’
D an a22 ttgg an «23 ^22 tt31 tt33 tt12 ^ ^23 tt31

so folgt ans I, § 85, dass für das Parallelepipedon, dessen eine 
Ecke der Punkt [t11t2, tf3J bildet, und dessen von hier ausgehende 
drei Kanten nach den drei Punkten

[G ~\~dt1} t2, £s], [G, G"P dt21 GL [G,G, G + ^Gl
gerichtet sind, der Rauminhalt gleich der Verbindung

dt2 dt3 \fJD
ist. Ausserdem ist der Inhalt der parallelogrammatischen Seiten
fläche, die von der zweiten und dritten, dritten und ersten, 
ersten und zweiten Linie begrenzt wird, gleich der entspre
chenden unter den Verbindungen

dt.2 dt3 iAlv dt3dt1 iA.)V dtldt2 |Gi33.
Ehe diese Resultate benutzt werden, ist noch eine Bemer

kung über den Ursprung der Formen (7) und (9) zu machen. 
Bei der Einführung von beliebigen Coordinaten statt der recht
winkligen wurde in § 92 für die Ebene vorausgesetzt, dass die 
dortige Determinante (6), und in § 95 für den Raum, dass 
die betreifende Determinante (4) einen von Null verschiedenen 
Werth habe. In den gegenwärtigen Bezeichnungen heisst das, 
dass die Determinante

(13) {

(14)

(15)

dx dy_ _ dx_ dy__ ,(2)
dtjdt-z äfgdfj-

der Ausdrücke (5a), und die Determinante
dx dy dz 

dL±dT1dt2 dt3

der Ausdrücke (5) nicht verschwinden dürfen. Das Gelten dieser 
Voraussetzungen ist aber bei unserer jetzigen Betrachtung eine 
Consequenz der Bedingungen, unter denen durch Umkehrung 
x und y als Functionen von ti und t2 für die Ebene, x, y, z als 
Functionen von tx, t2, ts für den Raum bestimmt sind. Nach 
den in dem vorigen § gebrauchten Bezeichnungen folgen respective 
aus den Gleichungen

(16)

=r(3)(17)

dF dFdtt =—dx + dydy
dadt 2 = — dx + ~dy x d y
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und
dF dF

dt, —— dx 4- T— dy 4- -r i ~ d y dz

da da
dx + -r— dy + -r— dz 

dz
dL =

d x dy
dH dHdH

dts = -r—, dx + dy + 7—dz
o x o y o z

durch Auflösen und Vergleichen mit den obigen (5a) und (5) für 
die partiellen Differentialquotienten von x und y nach t17 t2, 
und von x, y, z nach t1} t3, t3 diejenigen Ausdrücke, welche in 
§ 103 für die betreffenden gewöhnlichen Differentialquotienten 
gefunden sind. Dieselben werden hier nur soweit wiederholt, 
als für die Uebersicht wünschenswerth ist, nämlich

da
d x__ dy dy _
dtx $ t2)’ dtx

d_Fda_dFd_a
d x dy dy dx *

W ’(18) 2)

®(2)=

da dH da dH
dx _ dy dz dz dy
dtx $(3)

dG_ dH_ d_0_ d H
dy __ dz dx dx dz
dtx $(3)(19)

da dH da dH
dx dy dy dx :i ®(3)

<ts(3) _ V , -JŁ dH

dx dy dz\
Wenn man nun aus (18) den Werth der Determinante aus
(19) den Werth von r(3) ableitet, so tritt bei der mit den Aus
drücken der rechten Seite vorzunehmenden Operation für den 
ersten Fall im Nenner das Quadrat von ®(2), im Zähler die 
Determinante S)(2) selbst auf, und es entsteht die Gleichung

r*(2) — 1

Für den zweiten Fall erscheint im Nenner des angedeuteten

(20)
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Quotienten die dritte Potenz von ®(!), der Zähler wird gleich 
der aus den adjungirten Elementen des Systems

F dF dF 
x d y dz

da da da
dx d y dz
dH dH dH 
d x d y dz

gebildeten Determinante, also nach I, § 77 gleich dem Quadrat 
'3)(3), mithin ergiebt sich fiir i’C3) die Gleichung

r(3) =r 1

von

(21) $C3) ’

Also können /’(2) und ) deshalb nicht gleich Null werden, 
weil den Determinanten ®(2) und ©(3) nicht gestattet ist, über 
jedes Mass hinaus zu wachsen, oder, was dasselbe ist, unendlich 
grosse Werthe anzunehmen. In I, § 78 wurde nachgewiesen, 
dass bei der Transformation einer quadratischen Form von zwei 
Variabein, und in I, § 81, dass bei der Transformation einer 
quadratischen Form von beliebig vielen Variabein durch eine 
Substitution ersten Grades die Determinante der transformirten 
Form gleich dem Product aus der Determinante der ursprüng
lichen Form und dem Quadrate der Substitutionsdeterminante 
ist. Auch folgt leicht aus der in I, § 84 gegebenen Definition 
einer wesentlich positiven Form von n Variabein, dass eine 
solche durch jede reelle Substitution ersten Grades, deren Deter
minante von Null verschieden ist, wieder in eine wesentlich 
positive Form von n Variabein übergeht. Nun ist die Quadrat
summe (4) eine wesentlich positive quadratische Form der zwei 
Differentiale dx, dy mit der Determinante Eins, die Quadrat
summe (3) eine wesentlich positive quadratische Form der drei 
Differentiale dx, dy, dz, ebenfalls mit der Determinante Eins. 
Daher muss die Form (9), welche aus (4) durch die reelle Sub
stitution (5a) von der nicht verschwindenden Determinante /’(2) 
hervorgeht, eine wesentlich positive Form der zwei Differentiale 
ätx, dt2, und ebenso die Form (7), welche aus (3) durch die 
reelle Substitution (5) von der nicht verschwindenden Deter
minante /'(3) entsteht, eine wesentlich positive Form der drei
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Differentiale dt1, dt2, dt3 sein, wie schon oben bemerkt wurde. 
Zugleich erhält man durch den erwähnten Satz für die zuge
hörigen Determinanten die Bestimmung

2 t (.2) t'(2)

Gl ^22 ®12 ^ I }
__ p(ß) piß)

Offenbar entspricht das Parallelogramm, dessen Flächen
inhalt in (12) angegeben ist, dem in § 92 bestimmten Elementar
parallelogramm, das Parallelepipedon, dessen Rauminhalt in 
(14) dargestellt ist, dem in § 95 gemessenen Elementarparallelepi- 
pedon. Es werde das Vorzeichen von l’(2) mit t(2), das Vorzeichen 
von r(3) mit ć(3) bezeichnet; dann eignen sich die Gleichungen 
(22) und (23) dazu, die zuletzt erhaltenen Ausdrücke in die 
früheren zu verwandeln. Der Ausdruck (12) geht nämlich 
durch (22) in

(22)
(23)

£corm(24)
der Ausdruck (14) durch (23) in

£(3) piß) dt,dt2dt3(25)
über.

Bei der Ortsbestimmung durch die Coordinaten t2, t3 
sind die unbegrenzten geraden Linien, welche von einem Punkte 
[G, t2, ź3] aus successive nach den drei Punkten

\Pl 4“ dtu t2: ^ ;j ], [G? ^2 4" dt2, G]? \t iJ ^2 ? ^3 4“ ^3]
gezogen werden, beziehungsweise die Tangenten an diejenigen Cur- 
ven, deren erste durch t2 = const., ta = const., deren zweite durch 
tf3 = const., G = const., deren dritte durch G== const., tf2=const., 
bestimmt ist. Demzufolge wird die Ebene, welche durch die 
zweite und dritte Tangente hindurchgeht, zur Tangentialebene 
der Oberfläche ty — const; die durch die dritte und erste 
Tangente gelegte Ebene zur Tangentialebene der Oberfläche 
t2 = const; die durch die erste und zweite Tangente gelegte 
Ebene zur Tangentialebene der Oberfläche t3 = const. Es fallen 
also die in dem Punkte [G, t2, Gl zusammenstossenden Seiten
flächen des vorhin betrachteten Parallelepipedons respective in 
die genannten Tangentialebenen, und jede parallelogrammatische 
Seitenfläche bildet ein Element der zugehörigen Tangentialebene. 
Weil aber nach § 93 das Element der Tangentialebene als Ver-



treter des Elements der zugehörigen Oberfläche gilt, so stellt 
von den obigen Ausdrücken (15) der erste das Oberflächenele
ment für tl ■— const., der zweite für t2 = const., der dritte fifi
ng = const, dar. Vermöge der Gleichungen

t1 =F(x, y, z), t2=G (x, y, e\ ts = II (x, y, 0) 
folgen aus (3) des § 93 die Ausdrücke

2 dy dz 
dF ’±

dx
1/fdGV ^ (dGX2 L (dGX2 dz dx 

[dxj \dy) \ße)±(26)

2 dx dy 
dH ’±

dz
deren Ueberführung in die so eben gefundenen der Kürze halber 
nicht mitgetheilt wird. Gegenwärtig kam es nur darauf an, 
nachzuweisen, dass die zur Messung der Theile von Linien, 
von Oberflächen und vom Raume erforderlichen Begriffe in der 
quadratischen Form (7) enthalten sind.

Wofern man die Betrachtung auf eine Linie beschränkt, 
die in einer der drei Oberflächen tx — const., t2 = const., t3 = const, 
liegt, so ergiebt sich das Quadrat des Elements der betreffenden 
Linie, indem in (7) respective dtx = 0, dt2 — 0, dt3 = 0 gesetzt 
wird. Hiernach entstehen die Ausdrücke

a22dt22 + 2a23 dt2 dtz + a33 dt\ ,
a33dtz + 2a31 dt3 dtl + an dt\ ,

2 2 andtj + 2audtx dt2 + a22 dt2 ,
deren jeder eine wesentlich positive quadratische Form von zwei 
Differentialen ist. Man sieht aus (13), dass die betreffenden 
Determinanten, in derselben Reihenfolge genommen, gleich 
A1V A22, A33 sind, dass also die Determinante jeder einzelnen 
Form genügt, um nach (15) das Element der betreffenden 
Oberfläche aufzustellen. Die Bedeutung, welche das Quadrat 
des zu einer Oberfläche gehörenden Linienelements für die Er
gründung der Eigenschaften der Oberfläche besitzt, ist zuerst 
durch die in § 65 angeführte Gauss' sehe Abhandlung disquisi-

(27)

624 Umformung des Ausdrucks für das Quadrat eines Limenelements. § 104.
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tiones generales circa superficies curvas klar geworden. Auch 
hat sich aus dieser Untersuchung die Erkenntniss entwickelt, 
dass die Darstellung von dem Quadrate des Linienelements im 
Raume durch beliebige Coordinaten das wesentliche Mittel bildet, 
um allgemeine geometrische Untersuchungen in einer von der 
Wahl des Coordinatensystems unabhängigen Weise zu führen.

Die Bestimmung des Winkels co, den die Linien t2 = const, 
und t1 = const, in der x y Ebene mit einander machen, durch 
die Gleichung (10) lässt schliessen, dass io dann und nur dann 
gleich einem Rechten ist, wenn e12 verschwindet. Solche Coor
dinaten, bei denen dies immer der Fall ist und folglich die 
Gleichung

dx -f- dy — dt1 + c22 dt2 
besteht, liefern daher, constant gesetzt, Schaaren von Linien, 
welche sich immer rechtwinklig schneiden, und heissen insofern 
orthogonale Coordinaten. Hierher gehören die durch die Glei
chungen

(28)

(29) x — r cos #, y — r sin d 
definirten Polarcoordinaten r,d; bei denselben ist 

dx — cos d dr — r sin d dd(30)
dy — sin d dr + r cos d dd-,

und in Folge dessen
dx2 4- dy2=dr2 + r2 dd2.

Ebenso lehren die Gleichungen (11), vermittelst deren die Winkel 
«23, «31, oj12 gefunden werden, dass jeder von diesen dann und 
nur dann gleich einem Rechten ist, wenn jede der Grössen 
a23, a3V a12 gleich Null wird. Damit dies immer der Fall sei, 
muss bei der Transformation der Quadratsumme dx2 + dy2 4- dz* 
durch Substitution der Coordinaten t1, t2, ta allgemein die 
Gleichung

(31)

dx2 + dy2 + dz2= an dt\ + a22 dt\ + a3,d dt\ 
hervorgehen. Hier schneiden sich in jedem Punkte [£,, t2, t3\ 
die drei zugehörigen Oberflächen ty= const., t2= const., t3=const., 
in drei gegen einander senkrechten Linien, weshalb tt, t2, t3 
gleichfalls orthogonale Coordinaten genannt werden. Von dieser 
Art sind die in § 95 durch die Gleichungen

x=r cos 6j y = r sind cos cp, z = rsmdsmcp

(32)

(33)
Lipschitz, Analysis II. 40
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bezeichneten Coordinaten r, #, cp. Für dieselben bat man 
(34) dx = cos ß dr

dij = sinö cos cpdr 4- r cosd cos cp dd — r sind sin<p dcp 
dz — sind sin cpdr + r cosd sin cp dß + r sin# coscpdcp; 

nach ausgefübrter Rechnung entsteht daher die Transformation 
dx2 + dy2 + dz2= dr2 + r2 dß2 + r2 sin2# dcp2 

deren Beschaffenheit mit der aufgestellten Behauptung über
einstimmt.

— r sind dß

(35)

Bei der im Eingänge des § erwähnten Betrachtung, wo 
zwei Ebenen oder zwei Räume auf einander bezogen sind, ge
hören im ersten Falle zu den sich senkrecht schneidenden 
geraden Linien t1 = const., t2 — const, der zweiten Ebene zwei 
genau bestimmte Schaaren von Linien der ersten Ebene, und 
im zweiten Falle zu den gegen einander senkrechten Ebenen 
^ = const., ć2 = const., ż3 = const, des zweiten Raumes drei genau 
bestimmte Schaaren von Oberflächen des ersten. Ferner be
deutet die Form (9) das Quadrat des Abstandes der zwei Punkte 
der ersten Ebene, die den Punkten [tv \Cj und [t1+ dtt, t2+dt2\ 
der zweiten Ebene, und (7) das Quadrat des Abstandes der zwei 
Punkte des ersten Raumes, die den Punkten [£,, £2, £8] und 
[t1+dt1, t.2+dt2, t3 + dtz\ entsprechen. Unter der Voraus
setzung von (28) sind den geraden Linien t1 — const., — const, 
der zweiten Ebene zwei Schaaren von rechtwinklig sich schnei
denden Linien in der ersten Ebene, unter der Voraussetzung von 
(32) den zu einander senkrechten Ebenen tL = const., t2 — const., 

— const, des zweiten Raumes drei Schaaren von rechtwinklig 
sich schneidenden Oberflächen im ersten Raume zugeordnet.



Abschnitt IL

Differential- und Integralrechnung für complexe Grössen.

Capitel I.

Differentiation von Funetionen einer complexen 
variabeln Grösse.

§ 105. Differentiation einer algebraischen rationalen Function 
einer complexen Variable.

Mit der steigenden Werthschätzung, welche die Ausdehnung 
der algebraischen Operationen auf complexe Grössen gefunden 
hat, ist eine Reihe von grossen Arbeiten entstanden, durch 
welche die Operationen der Infinitesimalrechnung ebenfalls auf 
das Gebiet der complexen Grössen übertragen sind; hiermit 
wurde eine Theorie der Functionen von complexen variabeln 
Grössen begründet. Bei dem jetzt mitzutheilenden Umriss wird 
das Streben vornehmlich darauf gerichtet sein, den Zusammen
hang der Theorie mit den im ersten Abschnitt entwickelten 
allgemeinen Eigenschaften der Functionen von reellen stetig 
veränderlichen Grössen hervor zu heben.

Wir betrachten einen Ausdruck, der aus einer beliebigen 
aber beschränkten Zahl von complexen Elementen 

a + ib, a1 + ib1,... x + iy
rational zusammengesetzt ist; die reellenBestandtheile a,&, 
werden als constant, die reellen Bestandtheile x, y als veränder
lich angesehen, die Verbindungen a + ib, a1 + iblf... heissen 
nach §33 constante complexe Grössen, die Verbindung x + iy



wird eine variable complexe Grösse, der Ausdruck selbst eine 
algebraische rationale Function der complexen Variable x + iy ge
nannt und mit

f{x + iy)
notirt. In der durch Trennung des reellen und imaginären 
Theils erhaltenen Gleichung

(1)

(2) f (x + iy) — t + iu 
sind dann t und u reelle rationale Functionen der beiden Va
riabein x und y. Es wurde in dem citirten § 33 der Diffe
rentialquotient eines Ausdrucks eingeführt, dessen reeller und 
imaginärer Theil von einer veränderlichen Grösse abhängen. Auf 
entsprechende Weise bildet man für einen complexen Ausdruck, 
dessen reeller und von dem Factor i befreiter imaginärer 
Theil reelle Functionen von zwei und mehr Variabein sind, das 
vollständige Differential des reellen und des von i befreiten 
imaginären Theils, und definirt das vollständige Differential des 
gegebenen complexen Ausdrucks cp + ix durch die Gleichung

d(cp+ i%) = dtp + id%.(3)
Dann entsteht die Aufgabe, für die obige Function f(x + iy) 
das vollständige Differential

df{x + iy) — dt + idu(4)
aufzusuchen.

Da t und u Functionen der zwei Variabein x und y sind,
so ist

dt dt
(5) dt — dx -j- dydx dy

du dudu = dx dy,dx dy
folglich

\
Jdy.dt + idu = [^ + i~)dx +

\dx dx)
Bedenkt man aber, dass bei der partiellen Differentiation nach x 
die Variable y, bei der partiellen Differentiation nach y die 
Variable x nicht geändert wird, so leuchtet ein, dass der Aus-

t XIdruck t + iu für die Bildung von —h i - als eine rationale
00 00

Verbindung von constanten Elementen und der reellen Variable x,

du'dt
(6) + i~dy dy

Rationale Function einer complexen Variable.628 § 105.
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für die Bildung von — + ^Jy a^s e^ne ra^onale Verbindung von
constanten Elementen und der reellen Variable y aufgefasst 
werden darf. Es lassen sich daher beide Operationen mit 
Hülfe der in § 33 mitgetheilten Vorschrift ausführen, dass der 
Differentialquotient einer jeden algebraischen aus einer reellen 
Variable und complexen constanten Grössen gebildeten Function 
in Bezug auf die Variable nach den für das Gebiet der reellen 
Grössen geltenden Regeln erhalten wird. Der leichtern Ueber- 
sicht wegen trennen wir den Fall, in welchem f(x + iy) eine 
ganze, und denjenigen, in welchem f(x + iy) eine gebrochene 
Function von x + i y ist. Im erstem hat man

(7) f(x+iy) = X (x+iy) = (a0+i b0) (x+i y)n + (a1+ib1)(x+ iy)n~l + ..+{an + ibn),

im zweiten Falle ist f(x + iy) gleich einem Bruche, dessen Zähler 
X(x + iy) und dessen Nenner g{x + iy) rationale ganze Functio
nen von (x+iy) sind, mithin bei entsprechender Bezeichnung

X{x+iy) {aQ+ib0) [x + iy)n + (a1 + ibf) (x+iy)n 1 +... + (an+ibn)
g{x + iy) (Cq + idQ) {x+iy)s + (cx+ idf) {x+iy)s~1 -+- ... + {cs + idj

(8) fix +iy) —

Auf Grund des § 33 bekommt für eine mit einer beliebigen
ganzen Zahl m gebildete Potenz {x+iy)111 der nach x genommene 
partielle Differentialquotient den Werth

d{x + iy)m m(x + iy)m \(9) dx
während bei dem nach y genommenen partiellen Differential
quotienten der Factor i hinzutritt und die Gleichung

d(x+iy)m m—1(10) im {x + iy)

entsteht. Wenn man jetzt in Uebereinstimmung mit I, § 49 die 
ersten Ableitungen der rationalen ganzen Functionen X(z),/u(z) 
respective durch X‘(z), g'(z) bezeichnet, so folgen aus (7) die 
Gleichungen

Sy

I dt
+ ih — X‘{x + iy),dx

(H) dt du —iX'{x + iy),F + i dydy
und ebenso aus (8) die Gleichungen

§ 105. nationale Function einer complexen Variable. 629
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du_V(x 4- iy)y (x 4- iy) — A(x + iy)y‘ (x + iy)
/u (x 4- iy) y (x 4- i y)

A' (x + iy) y (x + iy) — A (x + iy)y‘{x + iy). 
y (x + iy) y (x + iy)

dieselben gehen, sobald bei (7) die Notation 
f‘{x + iy) = P {x-biij),

dt
dx * dx

(12)
du+ i = i
dy

(13)
und bei (8) die Notation

V(x 4- iy)y(x 4- iy) —l(x 4- iy)y‘ {x 4- iy)(14) f‘ (x 4- iy) —
y(x + i y) y (x 4- iy)

angewendet wird, in die gemeinsame Gestalt
dt du = f'(x + iy),,--- h idx dx(15)
dt du = if' (x -b i y)4- i
dy dy

über. Die Substitution dieser Ausdrücke in (6) liefert alsdann 
für das zu bestimmende vollständige Differential dt-bi du die 
Gleichung
(16) dt 4- idu=f‘ (x 4- iy) {dx 4- idy).
Wie die linke Seite nach (4) das vollständige Differential der 
Function f(x -b iy) darstellt, so heisst der auf der rechten Seite 
befindliche zweite Factor

dx -f idy = d(x 4- i y) 
das vollständige Differential der complexen Variable (x 4- iy). 
Der erste Factor f‘{x-bi y) wird aus der rationalen Function 
fix + i y) abgeleitet, indem man statt jeder complexen Constante 
ein einziges Zeichen, statt der complexen Variable x -biy eben
falls ein einziges Zeichen z setzt, und von dem erhaltenen nach 
z rationalen Ausdruck in Bezug auf z nach den auf dem Ge
biete der reellen Grössen geltenden Gesetzen den ersten Diffe
rentialquotienten nimmt. Alan spricht somit den Inhalt der Glei
chung (16) dahin aus, dass das vollständige Differential der 
rationalen Function f(x 4- iy) gleich dem Product aus dem voll
ständigen Differential der complexen Variable x-b i y und der 
Function f‘ (x + i y) ist, und nennt die letztere den in Bezug auf 
die complexe Variable x 4- iy genommenen Differentialquotienten 
der rationalen Function f{x 4- iy).

(17)

§ 105.Differential und Differentialquotient.630



§ 106. Definition einer Function einer complexen Variable. 631

Hierin besteht die Ausdehnung’ der Begriffe des Differen
tials und des Differentialquotienten auf rationale Functionen 
complexen Variable.

§ 106. Allgemeine Definition einer Function einer complexen 
Variable. Geometrische Deutung dieses Begriffs durch eine 

in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung einer 
Ebene auf eine zweite Ebene.

In I, § 107 wurde der Begriff einer rationalen ganzen 
Function einer complexen Grösse aufgestellt, und dann zu der 
Betrachtung von convergenten nach den positiven Potenzen 
einer complexen Grösse fortschreitenden unendlichen Reihen 
Ubergegangen, deren Werth ebenfalls eine Function der complexen 
Grösse genannt wurde. Gegenwärtig soll zur allgemeinen Defini
tion einer Function einer complexen Grösse ein anderer Weg ein- 
gesclilagen werden, der sich erst später mit dem so eben 
berührten vereinigen wird. Die im vorigen § zu der rationalen 
Function fix + iy) gehörende Gleichung (16) lässt sich verall
gemeinern, indem man zwei reellen Functionen t und u der 
beiden reellen Variabein x und y die Bedingung vorschreibt, 
dass der aus den vollständigen Differentialen gebildete Ausdruck 
dt + idu gleich dem Product des Ausdrucks clx + idy in eine 
Verbindung £ + iy von irgend zwei reellen Functionen £ und y 
sei, mithin die Gleichung
(1) dt + idu — (§ + irf) (dx + idy) /
befriedige. Nach dem im vorigen § eingeführten Sprachge- 
brauche ist dann die linke Seite das vollständige Differential 
von (t + iu), der zweite Factor der rechten das vollständige 
Differential von (x + iy). Fine der Forderung (1) genügende 
Verbindung t + iu wird, wie in der in § 102 angeführten Inau
guraldissertation Riemanns, als eine Function der complexen Va
riable x + iy bezeichnet, also eine solche Function durch die 
Gleichung (1) allgemein dcfinirt. Gleichzeitig heisst dann der

dt + iduWerth £ + i y des Quotienten der von der Functiondx+idy
t+iu nach der Variable x + iy genommene Differentialquotient. 
Auch ist es gebräuchlich, die complexe Variable x + iy durch
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einen einseinen Buchstaben s, die Function t + iu durch eine 

Characteristih f(s), den Differentialquotienten durch zu l>e~

zeichnen. Die Gleichung (1) bezieht sich nach der Natur der 
vollständigen Differentiale auf die Voraussetzung, dass die 
Functionen t und u stetige Functionen von x und y sind und 
in Bezug auf dieselben bestimmte endliche partielle Differential
quotienten haben, dass mithin £ und g bestimmte endliche 
Grössen sind. So lange diese Bedingung erfüllt ist, sagt man, 
dass t + iu eine stetige Function von x + iy sei, und zwar stimmt 
dieser Sprachgebrauch mit demjenigen überein, welcher in I, 
§ 108 angewendet ist. Eine rationale ganze Function von x+iy 
wurde schon an der erwähnten Stelle als Beispiel einer Func
tion angeführt, die für jeden endlichen Werth von x+iy stetig 
ist. Betrachtet man aber bei einer rationalen gebrochenen 
Function t + iu von x + iy einen Werth der Variable, für welchen 
der Nenner des Bruches gleich Null wird, der Zähler aber nicht 
verschwindet, so hört für den betreffenden Werth sowohl die 
Function t + iu wie auch der zugehörige nach den Vorschriften 
des vorigen § zu bildende Ausdruck £+ir) auf, endlich und 
stetig zu sein, so dass die Gleichung (1) eine Ausnahme erleidet.

Um die Beschränkungen kennen zu lernen, welche den 
Functionen t und u durch (1) auferlegt werden, hat man statt 
der linken Seite die entwickelte Gestalt der rechten Seite von 
(6) des vorigen § anzuwenden und die Factoren der unabhän
gigen Differentiale dx und dy beziehungsweise gleich zu setzen. 
So entstehen die beiden Gleichungen

d(t + iu)
= ë + *ydx

(2) Wp*>=i(£+i„)
dy

aus denen durch Elimination von Ç+iy die eine Gleichung 
d{t + iu)  d (t + i u)

(3) dy d x
resultirt. Die letztere führt durch Trennung des reellen und 
imaginären Theiles zu dem System von partiellen Differential
gleichungen



dudt

(4)
dyd x

welches die vorhandene Abhängigkeit der Functionen t und u von 
den Variabein x und y ausdrückt. Hierbei ist zu beachten, dass 
aus (4), indem die zweite Gleichung mit i multiplicirt und zu 
der ersten addirt wird, die Gleichung (3) hervorgeht, dass ferner 
bei Einführung der Bezeichnungen

dt
(5) = £, = vd x
aus (4) die Gleichungen

dudt
(6) dy
und daher auch die Gleichungen (2) folgen, von denen man 
durch bezügliche Multiplication mit d x und d y und Addition zu 
(1) zurückkehrt. Auf diese Art leuchtet ein, dass die beiden 
Gleichungen (4) mit der Gleichung (1) vollkommen denselben 
Inhalt haben.

Das Wesen der Gleichung (1) lässt sich auf characteristi- 
sche Weise anschaulich machen, sobald man, wie in § 104, die 
Yariabeln x und y als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes 
einer ersten, die Yariabeln t und u als rechtwinklige Coordina
ten eines Punktes einer zweiten Ebene auffasst, und vermittelst 
der Functionen t, u von x, y jedem Punkt der ersten Ebene 
einen Punkt der zweiten entsprechen lässt. Dass hierbei § und 
g endliche Werthe haben müssen, braucht als selbstverständlich 
kaum erwähnt zu werden ; dagegen mag ausdrücklich ge
sagt werden, dass die Annahme des gleichzeitigen Verschwin
dens von £ und rj ebenfalls ausgeschlossen bleibt. Nach der 
in I, § 42 auseinandergesetzten Darstellung der complexen Grös
sen darf ein Punkt der ersten Ebene mit x+ iy, der zuge
ordnete Punkt der zweiten mit t + iu bezeichnet werden. Da 
ferner zu den Differentialen dx, d y die bestimmten Differentiale 

, dt, du gehören, so correspondit dem Punkte x+iy+dx+idy 
der ersten Ebene der Punkt t+iu+dt+idu der zweiten. 
Hier sind für die erste Ebene dx, d y die relativen Coordinaten 
des Punktes x + iy + dx + idy in Bezug auf den Punkt x + iy,

dy

633System von partiellen Differentialgleichungen.§ 106.
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weshalb in Uebereinstimmung mit I, § 42 die relative Lage des 
Punktes x + iy + dx+idy gegen den Punkt x+iy durch den 
Ausdruck dx+idy repräsentirt wird. In gleicher Weise stellt 
für die zweite Ebene der Ausdruck dt + idu die relative Lage 
des Punktes t+iu+dt+idu gegen den Punkt t + iu dar. 
Wofern den Differentialen von x und y ein beliebiges anderes 
System von Werthen öx und äy beigelegt wird, mögen dt und 
du die entsprechenden Differentiale von t und u sein,

öx +

Geometrische Deutung.

i dt dtöt= öyöx dy
(7) i du du

dy,ôu = ÔX +

dx dy
dann ziehen die vorausgesetzten Relationen (5) und (6) die 
nach dem Schema von (1) gebildete Gleichung 

ô t 4- i ô u — (£ + i rj) (d x + i ô y) 
nach sich. Man wendet jetzt auf (1) und (8) die Betrachtun
gen an, die in I, § 42 zur Deutung des Products von zwei com- 
plexen Grössen benutzt sind, und setzt, da £ und y nicht gleich
zeitig gleich Null sein dürfen,

(8)

(9) £ = a cos y, y — a sin y, ■ 
wo die positive Grösse o den Werth

o — + y*
hat, und der Winkel y innerhalb einer Kreisperipherie eindeutig 
bestimmt ist. Dann folgt, dass dem aus den Punkten der ersten 
Ebene

(10)

(11) x + iy + dx + idy, x + iy, x+iy + dx + idy 
gebildeten Dreieck das aus den zugeordneten Punkten der zwei
ten Ebene

t + iu + dt+idu, t + iu, t+iu + dt+idu 
gebildete Dreieck ähnlich ist, dass die Seiten des ersten zu denen 
des zweiten in dem Verhältnis der Einheit zu der Grösse a stehen, 
dass die drei Ecken des ziveiten Dreiecks eine gleiche Lage zu 
einander haben wie die des ersten, und dass, sobald die erste 
Ebene mit dem Punkte x + iy auf den Punkt t + iu der zweiten 
Ebene und mit entsprechenden positiven Richtungen der x auf die 
t Axe, der y auf die u Axe gelegt wird, das erste Dreieck, um in 
das zweite zu fallen, in der Richtung von der positiven t Axe zu 
der positiven u Axe um den Winkel y gedreht werden muss. Durch

(12)
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den ersten und dritten Ausdruck in (11) werden irgend zwei 
Punkte der ersten Ebene bezeichnet, die in der Nähe des Punk
tes x + iy liegen. Die zwischen der ersten und zweiten Ebene 
obwaltende Deziehung kann daher als eine Abbildung aufgefasst 
werden, bei welcher jedem in der ersten Ebene gewählten Dreiecke 
von unendlich kleinen Seiten in der zweiten Ebene ein ähnliches
Dreieck von unendlich kleinen Seiten entspricht. In der Abhandlung: 
Allgemeine Auflösung der Aufgabe, die Theile einer gegebenen 
Fläche auf einer anderen gegebenen Fläche so abzubilden, dass 
die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich 
wird, hat Gauss den analytischen Ausdruck für die in Rede 
stehende Beziehung zweier Ebenen aus der Lösung der in der 
Ueherschrift bezeichneten allgemeineren Aufgabe abgeleitet. Seine 
Untersuchung gründet sich auf die in § 104 erwähnte Darstel
lung des Quadrats des zu einer Fläche gehörenden Linienele
ments. Demgemäss wollen wir den Zusammenhang der obigen 
Gleichung (1) mit dem Quadrate des für die betreffenden Ebenen 
genommenen Linienelements nachweisen.

Weil die in (1) vorkommenden Differentiale dx, dy, dt, 
d u und die Functionen £, r; reelle Grössen sind, so erhält man 
durch Verwandlung von i in — i die nach I, § 27 gültige Glei
chung 
(1*) dt—idu = (% — irj) (dx — idy), 
und durch Multiplication der zu einander conjugirten Ausdrücke 
die Gleichung zwischen den betreffenden Normen 

dt2 4 du2 = (£2 4- rj2) (dx2 4 dy2).
Hier ist nach (4) des § 104 die quadratische Form d x2 4 dy2 
gleich dem Quadrat des Linienelements der ersten, die quadra
tische Form clt2 + du2 gleich dem Quadrate des Linienelements 
der zweiten Ebene, und es hängen t und u in der Weise von 
x und y ab, dass die zweite Form gleich der mit einem gewis
sen Factor multiplicirten ersten Form wird. Zufolge den von 
Gauss aufgestellten Grundsätzen erfordert die in den kleinsten 
Theilen ähnliche, oder, wie man jetzt meistens sagt, conforme 
Abbildung einer Ebene auf eine ziveite das Bestehen einer Glei
chung von der Gestalt (13), in der m2 eine reelle positive von 
x und y abhängige Grösse bedeutet,

dt2 4 du2=m2 (dx2 4 dy2).

(13)

(14)
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Es bleibt daher zu zeigen, wie von (14) zu der Gleichung (1) 
übergegangen wird.

Eine quadratische Form von zwei Variabein hat die in 
I, § 78 hervorgehobene allgemeine Eigenschaft, auf eine und 
nur eine Weise in zwei ganze homogene Factoren des ersten 
Grades zerlegt werden zu können. Bei einer wesentlich positiven 
Form wird für diese Zerlegung die Kechnung mit imaginären 
Grössen vorausgesetzt, und es existirt bei den vorliegenden Qua
dratsummen von zwei Differentialen die Zerlegung 

j dt2 + du2 = (dt + i du) (dt—idu),
\ dx2 + dy2 — (dx + idy) {dx — idy).

Durch Substitution in (14) kommt
(dt + idu) (dt—idu)=m2 (dx + idy) (dx — idy).

Hier hat man wieder dt, du als die Variabein der zweiten, 
dx, dy als die Variabein der ersten Form, die Differentiale 
dt, du als lineare Functionen von dx, dy, ferner m2 als 
eine von den Differentialen unabhängige Grösse zu betrachten. 
Es kann daher die Gleichung (16) auf zwei und nur auf 
zwei Arten befriedigt werden. Entweder ist der erste Factor 
links gleich dem mit einer von den Differentialen unabhängigen 
Grösse multiplicirten ersten Factor rechts, oder gleich dem mit 
einer von den Differentialen unabhängigen Grösse multiplicirten 
zweiten Factor rechts. Im ersten Falle ergiebt sich

(15)

(16)

(17) dt + idu — (X+i/n) (dx + idy), dt—idu —(X — iu) (dx—idy)
X2 + ii2=m2,

im zweiten Falle
(18) dt+idu=(v+ig) (dx — idy), dt—idu—(v — ig) (dx+idy)

v2 + Q^ — m2.
Die Gleichungen (17) stimmen mit den obigen Gleichungen 

(1) und (1*) überein und ziehen die Gleichung (3) sowie das 
System von Gleichungen (4) nach sich. Dagegen liefern die 
Gleichungen (18), genau entsprechend behandelt, die Gleichung

d (t + iu) d (t+iu)
dx ’(19) idy

und das System von Gleichungen



I 8 udt

(20)

8x 8y
Da (18) aus (17) durch Verwandlung von y in —y entsteht, so 
darf man den Ausdruck gebrauchen, dass durch (18) die Verbin
dung t + iu als eine Function der complexen Variable x—iy 
definirt werde.

Zwischen der xy und der t u Ebene findet unter der letzte
ren Voraussetzung eine solche Beziehung statt, dass, wie verlangt 
war, zu einem Dreieck mit unendlich kleinen Seiten in der ersten 
Ebene ein ähnliches Dreieck mit unendlich kleinen Seiten in der 
zweiten Ebene gehört, dass aber die drei Ecken des einen Dreiecks 
eine umgekehrte Lage zu einander haben wie die des andern, und 
dass folglich um das Dreieck der ersten Ebene mit einer Ecke 
und zwei entsprechenden Seiten auf das correspondirende Dreieck 
der zweiten Ebene zu legen, die beiden Seiten der ersten Ebene 
durch Umkehrung vertauscht iverden müssen.

Bei der Aehnlichkeit der correspondirenden unendlich klei
nen Dreiecke sind die betreffenden Dreieckswinkel einander 
genau gleich. Wenn man daher in der ersten Ebene von einem 
Punkte unter irgend einem Winkel zwei Linien ausgehen lässt, 
so bilden in der zweiten Ebene die von dem zugehörigen 
Punkte ausgehenden entsprechenden Linien einen gleichen Win
kel. Mithin müssen die zu t — const., u — const, in der ersten 
Ebene gehörenden Linien stets einen rechten Winkel mit ein
ander machen, weil in der zweiten Ebene die Gleichungen 
t = const, und u = const, gegen einander rechtwinklige gerade 
Linien darstellen. Aus gleichem Grunde schliessen die in der 
zweiten Ebene zu x — const, und y = const, gehörenden Linien 
mit einander einen rechten Winkel ein. Diese Eigenschaft der 
conformen Abbildung einer Ebene auf eine zweite wird analy
tisch durch die Thatsache ausgedrückt, dass die obige Gleichung 
(14) einen besondern Fall der in § 104 mit (28) bezeichneten 
Gleichung bildet, welche sich auf die Verwandlung der ursprüng
lichen Ooordinaten x, y in beliebige orthogonale Coordinaten 
t1} 12 bezieht.

Durch die vorhin angestellte Betrachtung ergab sich, dass
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der Gleichung (14) mit Nothwendigkeit entweder das System 
(4) oder das System (20) folgt. Dasselbe Ziel lässt sich ohne 
Hülfe der Rechnung mit imaginären Grössen aus der Beschaffen
heit der vorausgesetzten Transformation ableiten. Substituirt 

in (14) für dt und du die vollständigen Ausdrücke (5)

aus

man
des vorigen §, so liefert die Gleichsetzung der Coefficienten von 
dx2, dxdy, dy2 die Gleichungen

du dudt dt 
dx dx 
dt dt

— m%dx dx 
du du 
dx d y 
du du 
dy dy

(21) — 0.<

+ = m.
, dy dy

aus denen die Gleichung
dt du dt du\2 
dx dy dy dxJ

entsteht. Es sei e gleich der positiven oder negativen Einheit, 
dann muss

(22)

dt du dt du 
dx dy dy dx

sein. Indem nun in (21) die erste Gleichung mit

(22*) a m2

d u 
dy * die zweite

d Umit — — multiplicirt, und dann addirt wird, kommt vermöge
(22*)

dt 2(23) am2 — =m
d x dy1

dtsobald ferner in (21) die erste Gleichung mit — 
dtmit — multiplicirt, und hierauf addirt wird, findet sich

2 dt

die zweitedy

du(24) am — — m dydx
Nach Weglassung des nothwendig von Null verschiedenen Fac
tors m2 vereinigen sich (23) und (24) zu dem System von Glei
chungen

dudt

(25)

£ dx ;dy
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das für e = l in (4), für s — — 1 in (20) übergebt. Es muss also 
das eine oder das andere System Gültigkeit haben, wie zu be
weisen war, und zwar tritt der eine oder andere Fall ein, je 
nachdem die in (22*) dargestellte Functionaldeterminante einen 
positiven oder negativen Werth besitzt.

§ 107. Differentiation einer Summe, einer Differenz, eines 
Products und eines Quotienten von zwei Functionen 

einer complexen Variable.

Bei der im vorigen § aufgestellten Definition einer Func
tion t + iu der complexen Variable x + iy durch die Gleichung

en + iu)_. <9 (t + iu)
(1) i d xdy
bedarf es eines Beweises, dass die Summe, die Differenz, das 
Product und der Quotient von zwei solchen Functionen wieder 
Functionen der betreffenden complexen Variable sind. Mit die
sem Beweise erhält man zugleich die Kegeln für die Bildung 
des Dififerentialquotienten der genannten Verbindungen zweier 
Functionen. Ausser t + iu werde eine zweite Function p -j- i q 
betrachtet, für welche die entsprechende Gleichung 

d(p + iq) d(p + iq)
(2) i dxdy
gelte. Dann entstehen durch Combination von (1) und (2) die 
folgenden Gleichungen, vermöge deren

t + iu+p + iq, t + iu—p — iq, (t +iu) {p + iq) t+iu 
’ p + iq

in der That Functionen von x+iy sind, 
d(t + iu + p + iq) ô (t + iu + p + iq)

(3) idy dx
d(t + iu—p — iq) d{t + iu —p — iq)

(4) = idy dx
d((t +iu){p + iq')) d((t + iu)(p + iq))

(5) = idy dx
-( t + iu \ r.(t+iu\

jAHJIl
(6) dy dx
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Sobald wie im vorigen § der von t+iu nach x + iy genom
mene Differentialquotient Ç + iy durch die Gleichungen

d (t + iu)i ê + iy<9 x
(7) d (t + i u)

= *(£ + * ri)dy
dargestellt, und für den von p + i q nach x+iy genommenen 
Differentialquotienten p + iv das entsprechende System

d (p + i q)I — p + ivd x
(8) <9 (p + i q) i (p + iv)dy
gebildet wird, geben die Gleichungen (3) bis (6) für die aufzu
suchenden Ditferentialquotienten die Regeln

d (t + i u -ł- p + i qi) 
d[x + iy)

d(t + iu—p —iq) 
dix + iy) 

d((t + iu) (p + iq)) 
d(x + iy)

(9) = Ç+ir] + p + iv,

= £ + ir] — p— iv,(10)

= (I + i rj) (p + i q) 4-(t + iu) (p + iv)(11)

/1 4- i u\
\ï±RJ (£ + irf) (p + i q) — (t + i u) (p + iv)(12) d (x + iy)

Dieselben sind mit den für reelle Functionen einer reellen Variable 
bestehenden Regeln gleichlautend und schliessen die in § 106 
angegebenen Regeln zur Differentiation einer rationalen Function 
von x + iy in sich, tvie mit Hülfe der Bemerkung, dass der 
Differentialquotient einer complexen Constante gleich Null, der 
complexen Variable x + iy in Bezug auf diese selbst gleich der 
Einheit ist, sofort einleuchtet.

(p + iqY

§ 108. Wiederholte Differentiation einer Function einer 
complexen Variable.

Es lässt sich nachweisen, dass der von einer Function 
einer complexen Variable nach dieser genommene Differential
quotient der für eine Function einer complexen Variable gelten-



den Bedingung genügt, das heisst, ebenfalls eine solche Func
tion ist. Aus der für die Function t + iu von x + i y bestehen
den Gleichung

d{t+iu)
Ź + iV(1) d(x+iy)

folgen nach (5) und (6) des § 106 die Gleichungen
dudt

l dx ^ ’dx
(2)

dt du
=~'h

und umgekehrt folgt aus (2) die Gleichung (1). Stützt man 
sich nun auf den Satz, dass sowohl für die Function t wie für 
die Function u hei der Bildung des nach x und ij zu nehmen
den partiellen Differentialquotienten die Reihenfolge der Diffe
rentiationen vertauscht werden darf, so erhält man aus (2) die 
beiden Gleichungen

dy

dt drj

dx dy(3)
d%drj _
dy ’

die den Gleichungen (4) des § 106 entsprechen und die be
hauptete Thatsache ausdrücken, dass 'Ç+iy eine Function von

d X

x + iy ist. Hieraus folgt die Berechtigung, den Differential
quotienten der Function £ + i y nach x +-iy zu bilden, für den 
die Gleichung

dfź + irf)  dt, ^ dt]
d(x + iy) dx

gilt. Insofern aber Ç + iy der von t + iu nach x + iy genom
mene Differentialquotient ist, wird der vorliegende Differential-

d({+ irj) 
d(x+iy)

Differentialquotient genannt. Auch folgt aus dem Bisherigen, 
dass derselbe wieder eine Function von x + iy ist und eine 
nochmalige Differentiation nach der complexen Variable erlaubt.

So gelangt man bei einer Function einer complexen Va
riable zu der Bildung ihrer nach einander folgenden auf die 
complexe Variable bezüglichen Differentialquotienten, für welche, 
indem

d rj
(4) — i

dydx

der von t + iu nach x+iy genommene ziveitequotient

Lipschitz, Analysis II. 41

641Wiederholte Differentiation.§ 108.
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x + iy = z, t + iu—f{z) 
gesetzt wird, respective die Bezeichnungen
(5)

d2 f(s) dpmdfiz)(6) dz ' dzpdz
• angewendet werden.

§ 109. Differentiation einer Function, deren Argument eine 
Function einer complexen Variable ist, nach der letztem

Variable.

Wenn g + ih eine Function der complexen Variable t + iu, 
das Argument t + iu eine Function der complexen Variable 
x + iy ist, so ist auch g + ih eine Function der complexen 
Variable x+iy. Denn aus den für g + ih und t + iu beste
henden Voraussetzungen, welche man so darstellen kann, 

d{g + ih)—■ (a + iß) d(t+iu), 
d(t + iu) = (I + irj) d(x + iy), 

folgt durch Einsetzen die Gleichung
d(g + ih) = (a + iß) (£+ iy) d{x+ iy),

(1)
(2)

(3)
durch welche die gemachte Aussage begründet wird. Zugleich 
erhält man für den Ditferentialquotienten der Function g + ih 
in Bezug auf die Variable x + iy den Ausdruck 

d{g + ih) 
d(x + iy) {a + iß) (I + irj)(4)

oder
d(g + ih)  d{g+ih) d{t+iu)
d(x + iy) d(t+iu) d(x+iy)

Eine Function, deren Argument eine Function einer complexen 
Variable ist, wird also in Bezug auf diese Variable vermöge der 
gleichen Regel differentiirt, die nach (4) des § 12 für das Gebiet 
der reellen Grössen besteht.

(3)

Bei der in § 106 entwickelten geometrischen Repräsenta
tion bezeichnet x + iy einen Punkt einer ersten, t + iu den ent
sprechenden Punkt einer zweiten Ebene, welche eine in den 
kleinsten Theilen ähnliche und gleichliegende Abbildung der 
ersten liefert. Ebenso kann man durch g + ih den Punkt einer 
dritten Ebene andeuten, welcher zu dem Punkte t+iu der 
zweiten gehört, und wo die dritte Ebene eine in den kleinsten 
Theilen ähnliche und gleichliegende Abbildung der zweiten
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darstellt. Alsdann drückt der Satz, nach welchem g + ih noth- 
wendig eine Function von x + iy ist, die aus den geometrischen 
Principien der Aehnlichkeit einleuchtende Thatsache aus, dass 
die dritte Ebene eine in den kleinsten Theilen ähnliche und
gleichliegende Abbildung der ersten Ebene ergiebt. Die Auf
fassung der Eigenthümlichkeiten der verschiedenen Functionen 
einer complexen Grösse wird sehr erleichtert, indem man eine 
gegebene Operation in eine Folge nach einander vorzunehmender 
einfacher Operationen zerlegt, für jede einzelne Operation die 
ihr zugehörige Art der conformen Abbildung untersucht, und 
eine entsprechende Folge von Ebenen betrachtet, von denen 
jede eine conforme Abbildung der nächst vorhergehenden, mithin 
nach dem aufgestellten Satze die letzte eine conforme Abbil
dung der ersten ausmacht. Demnach wird jetzt die Art der 
Abbildung, welche den einfachsten algebraischen Operationen 
entspricht, erörtert werden.

I. Die Function t + iu entstehe aus x + iy durch Addition 
einer complexen Constante,
(6) t + iu —a + ih + x + iy.
Gemäss I, § 42 ist die betreffende Abbildung von der Art, dass zu 
dem Punkte x+iy — 0 der ersten Ebene der Punkt t+iu — a + ib 
der zweiten gehört; legt man die erste Ebene so auf die zweite, 
dass der eine genannte Punkt auf den andern fällt, die positive 
x der positiven t Axe, die positive y der positiven u Axe parallel 
wird, so fällt jeder Punkt der ersten Ebene auf den entspre
chenden der zweiten. Die zweite Ebene liefert also eine congruente 
Abbildung der ersten.

II. Die Function t+iu gehe aus x + iy durch Multipli
cation mit einer complexen Constante a + ib hervor, 

t + iu— (a + ib) (x+ iy).
Hier gehört zu dem Punkte x + iy= 0 der ersten Ebene der 
Punkt t+iu = 0 der zweiten. Da ferner die Gleichung (7) in 
Bezug Siuîx + iy und t + iu genau ebenso gebildet ist, wie die 
Gleichung (1) des § 10G in Bezug auf dx+idy und dt + idu, 
so gilt dasjenige, was dort von Dreiecken mit unendlich kleinen 
Seiten gesagt ist, hier für Dreiecke von beliebigen Seiten, deren 
eine Ecke in den Nullpunkt der betreffenden Ebene fällt. 
Indem also

(7)
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a + ib = }/a2 + b* (cos y + i sin y) 
gesetzt wird, erweist sich die Abbildung als eine solche, bei 
der, nachdem der Nullpunkt der ersten Ebene auf den Null
punkt der zweiten, ferner das System der x y Axen auf das 
System der tu Axen gelegt und um den Winkel y gedreht, 
nachdem endlich jede in der ersten Ebene von dem Nullpunkt 
ausgehende gerade Linie in dem Verhältniss von 1 zu fa2 + b2 
vergrössert ist, die nunmehr correspondirenden Punkte der beiden 
Ebenen zur Deckung kommen. Demnach liefert die zweite Ebene 
eine Abbildung der ersten, bei welcher zwischen den entsprechen
den Theilen vollkommene Aehnlichkeit stattfindet, und die Ver- 
grösserung der zugeordneten Linien im Verhältniss der Einheit 
zu der Grösse fa2 + b2 geschehen ist. Offenbar nimmt auch diese 
Abbildung die Eigenschaft der Congruenz an, wofern a2 + b2, 
die Norm der complexen Constante a+ib, gleich der Einheit 
wird.

(8)

III. Die Function t + iu werde durch Division von x + iy 
in die positive Einheit erzeugt,

1
(9) t H- iu x + iy
Durch Trennung des reellen und imaginären Theils kommen 
für t und u die Ausdrücke

—yx(10) t r» u x2 + y2 ’x2 + y
aus denen durch Quadriren und Addiren die Gleichung

1Ol) t2 +u2 x2 + y2
entsteht. Wir wollen nun in der ersten Ebene für gegebene Werthe
von« und y denjenigen Punkt construiren, dessen erste Coordinate 
gleich t, dessen zweite Coordinate gleich u ist. Wegen der Glei
chungen (10) entstehen t und u beziehungsweise aus x und —y 
durch Multiplication mit derselben positiven Grösse. Sobald 
daher von dem Nullpunkt 0 der x y Ebene nach dem Punkte 
(«, —y) oder R eine gerade Linie gezogen und über R hinaus 
unbegrenzt verlängert wird, so befindet sich auf derselben noth- 
wendig der aufzusuchende Punkt Rx. Die Quadrate der von 
demselben Punkte 0 ausgehenden Strecken oder radii vectores 
OR und ORx sind beziehungsweise gleich x2 + y2 und t2 + u2,
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mithin muss in Folge der Gleichung (11) zwischen denselben 
die Gleichung

OR . ORt == 1
bestehen. Also wird der Ort des Punktes Rt dadurch bestimmt, 
dass er auf der von 0 nach dem Punkte R gezogenen und 
eventuell über R hinaus verlängerten Linie in derjenigen Ent
fernung von 0 liegt, welche gleich dem reciproken Werthe 
der Entfernung OR ist. Das Gesetz, nach welchem jedem 
Punkte R der Ebene ein Punkt Rt zugeordnet ist, hat die 
leicht erkennbare Eigenschaft, dass, wenn der Punkt R inner
halb eines mit der Einheit als Radius um 0 beschriebenen Kreises
angenommen wird, der entsprechende Punkt Rt ausserhalb dieses 
Kreises fällt, und dass umgekehrt, wenn R die Stelle des anfangs 
mit Rx bezeichneten Punktes erhält, R1 an die Stelle des frü
heren Punktes R tritt; dass ferner, wenn R in die Peripherie des 
genannten Kreises 
sammenfällt. Man nennt diese Beziehung der Punkte R und R1} 
welche von Newton in den Principien, liber I, sectio XII, und 
seitdem vielfach angewendet ist, das Princip der reciproken radii 
vectorcs. Um zu dem Punkte x + iy der ersten Ebene den Punkt 
t + iu der zweiten zu construiren, hat man in der ersten Ebene 
zu dem Punkte x + iy oder (x, y) den zugehörigen Punkt (x, —y) 
oder x—iy aufzusuchen, welcher nach, I, § 42, wofern die Axc 
der reellen Werthe als Spiegel dient, das Spiegelbild des erstem 
ist. Sobald dann für den Punkt (x — iy) oder R der nach dem 
erwähnten Princip der reciproken radii vector es zugehörige Punkt 
Rr construirt, und die erste Ebene mit aufeinander fallenden Null
punkten und Axensystemen auf die zweite gelegt wird, so coinci- 
dirt der Punkt If mit dem Punkte t+iu.

Bei der vorliegenden Function t + iu ist zu beachten, dass, 
wenn die Norm der Variable x + iy der Null genähert wird, 
die Norm von t + iu über jedes Mass hinauswächst, und dass 
einer über jedes Mass wachsenden Norm x2 + y* eine gegen 
die Null abnehmende Norm t2 4- ul entspricht. Man müsste 
daher, um ganz -strenge zu sein, in der ersten Ebene den Punkt 
x+iy — 0 mit einem kleinen Flächenstück, etwa einem Kreise 
von einem kleinen Radius q umgeben, und diesen Tlieil der 
Fläche ausschliessen, desgleichen wäre die Betrachtung auf das

entsprechende Punkt Rt mit II zu-
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Innere eines Kreises zu beschränken, welcher um den Punkt

x + iy — 0 mit einem beliebig grossen Radius ~ beschrieben

ist. Vermöge der Gleichung (9) entspricht dem Theile der 
ersten Ebene, welcher von den mit den Radien q und Eins um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreisen begrenzt ist, derjenige

Theil der zweiten Ebene, welcher von den mit den Radien -
g

und Eins um den Nullpunkt beschriebenen Kreisen begrenzt 
wird, und gleichzeitig entspricht dem Theile der ersten Ebene,

1der von den mit den Radien Eins und — um den Nullpunkt

beschriebenen Kreisen begrenzt ist, der Theil der zweiten Ebene, 
der von den mit den Radien Eins und a um den Nullpunkt be
schriebenen Kreisen begrenzt wird. Doch ist man iibereinge- 
kommen, den kürzeren Ausdruck anzuwenden, dass zu dem Punkt 
x + iy—O der ersten Ebene der im Unendlichen liegende Punkt 
der zweiten, und dass zu dem im Unendlichen liegenden 
Punkt der ersten Ebene der Punkt t+iu — 0 der zweiten ge
höre. Diese Ausdrucksweise schliesst sich an die in § 106 ge
brauchte Bezeichnung an, nach der man sagt, dass die Function

für den Werth x + iy—0 aufhöre, endlich und stetig1
x + iy 
zu sein.

IV. Mit alleiniger Anwendung der in I, II, III unter
suchten Operationen lässt sich ein Bruch bilden, dessen Zähler 
und Nenner ganze rationale Functionen des ersten Grades von 
x + iy sind. Wenn daher t + iu gleich der folgenden Function 
von x + iy ist,

(a + ib) {x H- iy) + ct1 + ib,
(c + id) (x + iy) + c 1 + id 1 

wo die vorhommenden vier complexen Constanten, damit t + iu 
nicht gleich einer Constante werde, nur die Bedingung su erfüllen 
haben, dass der Ausdruck

E = (a+ ib) (ct +idf) — (fl, -t- ibf) (c + id) 
nicht gleich Null sei, so kann nach dem Vorhergehenden die Ab
bildung der x y Ebene auf die tu Ebene durch Verbindung der 
drei Arten der Abbildung hervorgebracht werden, die durch I, II,

(12) t + iu =

(13)
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III characterisirt sind. Die Ausführung bietet keine Schwierig
keit dar.

§ 110. Functionen von mehreren complexen Variabein.

Man kann von der in § 106 aufgestellten Definition einer 
Function einer complexen Variable zu der Definition einer Func
tion von mehreren complexen Variabein übergehen. Für einen 
Ausdruck, welcher aus beliebigen complexen Constanten und 
den n complexen Variabein

*i=xl + iyv z2—x2 + iyv . --*n = xn + iyn 
rational gebildet ist und die Bezeichnung 

t + iu = fOj, z2,...sn) 
haben möge, wird nach den in § 105 angeführten Grundsätzen 
das vollständige Differential erhalten, indem man vermöge 
der für das Gebiet der reellen Grössen bekannten Regeln die 
partiellen Differentialquotienten von f{sv z2,... zj in Bezug auf 
zv zv ... zn nimmt und mittelst derselben den Ausdruck 
(2) clt + idu

(1)

Of Of Of(dx1+idy1) + (dx2+idy2) + ... + (dxn + idyn)dz1 0z2

aufstellt. Dem entsprechend heisst eine Verbindung 14- i u, bei 
welcher die reellen Bestandteile t und u von den 2 n reellen 
Variabein xv yv x2, y0,... xn, yn abhängen, eine Function der n 
complexen Variabein x1 4- i yv x2 + iy2,... xn+iyn, wofern für 
die Verbindung der vollständigen Differentiale d t + i du die Glei
chung
(3) dt + idu — (^1 + itj1)(dxl+icly1) 4-... 4- (£n+i%) (dxn+idyn) 
besteht, in der rjv £2, r>2,... £(i, gn reelle Functionen der 2 n 
reellen Variabein bedeuten.

In Folge der Gleichung (3) hat jede der Verbindungen 
4- i rjv £2+i tj2,... l~n + i rjn wieder die Eigenschaft, eine Func

tion der n complexen Variabein xx+i yv x2 + i y2,... xn + i yn zu 
sein. Den Beweis wollen wir für zwei Variabein mittheilen; 
derselbe lässt sich für beliebig viele Variabein ebenso führen. 
Bei n = 2 enthält die Gleichung (3) die Gleichungen



dudu dtdt
1? <3^2dxt dxdxx(4) dudtd t du

=?,;Sy, = — V2,Vl, Oy*Oy,dVi '
für i-1 + ir}1 und £2+it]2 sind die entsprechenden Systeme von 
Gleichungen zu beweisen. Wegen der vollständigen Symmetrie 
braucht man nur einen Ausdruck, etwa ^1 + ir/1, zu betrachten; 
für diesen handelt es sich, wenn man den Gebrauch neuer Be
zeichnungen ersparen will, um die Gleichungen

dVi—--- yOho_h_ OVi
dy1 ’ dx2 Oy*(5)
dl Oh0*h1— >

I dxj dx2
Die beiden Gleichungen, in denen h und rjl nach xx und yl 
differentiirt sind, folgen aus den Gleichungen (4), in welchen t 
und u nach xt und y1 differentiirt Vorkommen, genau so wie 
in § 108 die Gleichungen (3) aus den Gleichungen (2). Da
gegen leitet man die beiden übrigen Gleichungen (5) folgender- 
massen aus (4) ab:

Oy, Oy2

(6) < dx 2

01 :
Oy2 ’0x2 dxt

MAU>(f) a(Ær)
(7) dx 2

OVi
0a 2 dxx

wodurch unsere Behauptung gerechtfertigt ist.
Unter der Voraussetzung von (3) wird 

§i + *Vv h + ---iSn + iVn
respective der von der Function t + i u nach der Variable 
xl + i yv x2+ i yv ... xH 4- i yn genommene partielle Differential- 
quotient genannt, und zwar kommen die Bezeichnungen

j t + iu —f(zv

{h+irh
(8) Of Of Ofh 4" ^ V‘2 ■■■h+ir)n =00■ 'dzi 0*n

Functionen von mehreren complexen Variabeln. § no.648

CD

—
* 

iy, 
H

S5 
te-,

CD
Cj

 Qj

CD
 CD

(N
Si 

s-
ni 

nji

;?
 i5

U
r,

CD



649Umkehrung einer Function.§ Hl.

zur Anwendung. Auch liegt in dem Bisherigen die Berech
tigung, das Verfahren der partiellen Differentiation der Func
tion t + iu in Bezug auf die einzelnen complexen Variabein zu 
wiederholen, und so partielle Differentialquotienten von beliebi
gen Ordnungen abzuleiten.

Capitel II.

Umkehrung einer Function einer complexen 
variabeln Grösse.

§ 111. Analytischer und geometrischer Process der 
Umkehrung einer Function einer complexen variablen Grösse.

Wenn t + iu eine gegebene Function von x + iy bedeutet, 
also t und u gegebene Functionen von x und y sind, so kann 
die Umkehrung dieses Systems von Functionen geucht, und 
vermöge der Grundsätze des Capitels XIV, Abschnitt I, die 
Abhängigkeit ermittelt werden, in welcher x und y von t und 
u stehen. Hierbei zeigt sich, dass x + iy wieder eine Function 
von t + iu ist. Dem § 103 entsprechend wird unter der 
Voraussetzung, dass einem Werthsystem x = x(0), y = y{0) 
das Werthsystem t=t(0), u — u{0) zugeordnet sei, das zu 
x — .«(1), y = y(X) gehörende Werthsystem £ = £(1), u — u{\) 
bestimmt. Dann hat man zuerst das System von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen

dt
dydx

du dt du dt du
dx dy d y dx(1)

dt
dxdy=

du dt du dt du
dx dy dy dx

und hierauf das System von eben solchen Differentialgleichungen



d u
dydx

dt dt du dt du
dx dy dy dx(2) du

dx
t dt du dt du 

dx dy dy dx
in der dort bezeichneten Weise zu integrireh. Zugleich folgt 
aus (18) des § 104, dass, sobald man x und y als Functionen
von t und u auffasst, die in (1) für und ^ ? in (2) für

^ und (~ angegebenen Ausdrücke beziehungsweise den par-
dx dy dx dy 
du du dt dt

der für die Function t + iu geltenden Definitionsgleichung 
dt 4- idu — (£+ irj) (dx + idy)

folgen nun characteristische Vereinfachungen. Weil die Glei
chungen

dx

tiellen Differentialquotienten gleich sind. Aus

(3)

dt d u
d x dy(4) d u dt

dy r‘
gelten, so erhält die Functional deter minante der Functionen t und 
u den Werth

dt du

d x

dt du dty 'd uV duV(5) = £2 +1*,4- +dx d y d y d x
der gleich einer Summe von zwei Quadraten ist. Ferner ent
stehen aus (1) und (2), indem auf der linken Seite die Zeichen 
der partiellen Differentialquotienten eingeführt werden, die Glei-

ßy, d x, dy,

chungen
d u

d x
d ud u +
ß y.

(6) d u
dy _____ dy

'd uY ’d u duV +d x dy,
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d x
dtdt +d x

(7)
dy

dtydtydt fd x ß y.
Da die beiden Nenner denselben Werth haben, so giebt die 
Anwendung von (4) das Resultat

d x dyi dt
(8) ) By 

! dt d u ’

nach welchem, wie vorhin behauptet wurde, in der That x+iy 
eine Function von t+i u ist.

Wofern x und y schon als Function von t und u bestimmt 
sind, erweist sich x + iy dadurch als Function von t+iu, dass 
die Gleichung (3), indem beide Seiten mit £ + i t] dividirt wer
den, in die Gestalt

1 (dt + i du)(9) d x + idu — £ + irj
übergeht. Auch sieht man sogleich ein, dass der von x + iy 
nach t + iu genommene Differentialquotient gleich dem reciproken 
Werthe des von t+iu nach x + iy genommenen Differentialquo
tienten ist. In der betreffenden Gleichung

d (x + iy) __ 1
cl(t + i u) + i r\

(10)

ist die Regel des § 11 verallgemeinert.
Bei der geometrischen Betrachtung, in welcher x + iy 

einen Punkt einer ersten, t + iu einen Punkt einer zweiten 
Ebene bezeichnet, läuft der Satz, dass, wenn t + iu eine Func
tion von x+iy ist, auch umgekehrt x+iy eine Function von 
t + iu sein muss, auf die augenfällige Thatsache hinaus, dass, 
wenn mit einem Dreieck der ersten Ebene von unendlich klei
nen Seiten das zugeordnete Dreieck der zweiten Ebene ähnlich 
und gleichliegend ist, auch das erste Dreieck mit dem zweiten 
ähnlich und gleichliegend ist. Ferner hat der Umstand, dass

651§ Hl. Umkehrung einer Function.
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Geometrische Deutung.652 § Hl.

bei der Vertauschung der beiden Ebenen statt Ç +irj der Aus

auftritt, und dass durch Einführung der in (9) des1druck 5 + irj
§ 106 bezeichneten Grössen die Gleichungen

“ (cos/ — isin/)I + irj—o(cos/ + isin/),

entstehen, den ebenfalls evidenten geometrischen Inhalt, dass 
bei dieser Vertauschung das Verhältniss der linearen Vergrös- 
serung in den reciproken Werth und der durch / dargestellte 
Drehungswinkel in den gleichen und entgegengesetzten Werth 
verwandelt wird.

Was die zur Lösung der Umkehrungsaufgabe gebildeten 
Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen anlangt, so 
bestimmt nach § 103 das System (1) auf der ersten Ebene die
jenige von dem Punkt x (0) + iy (0) ausgehende Linie, welche 
zu der auf der zweiten Ebene von dem Punkte £(0) + iw(0) bis 
zu dem Punkte t(Q) + i u( 1) gezogenen, mit der u Axe parallelen 
geraden Linie gehört, ferner giebt das System (2) auf der ersten 
Ebene die Linie, welche an die so eben bezeiehnete anschliesst, 
zu der auf der zweiten Ebene von dem Punkte £(0)-Mw(l) bis 
zu dem Punkte t(Y) + iu(V) gezogenen mit der t Axe parallelen 
geraden Linie gehört, und den gesuchten Punkt x{\) + i y (1) 
zum Endpunkt hat.

Von besonderer Wichtigkeit für die Umkehrungsaufgabe 
ist die Voraussetzung, dass die betreffende Functionaldetermi- 
nante nicht verschwinden darf. In Folge von (3) ist die letz
tere, wie in (5) angegeben, gleich der Quadratsumme £2 + r;2, 
und kann daher nur mit der complexen Grösse § + zusam
men verschwinden. Sobald für einen Werth x + iy der Diffe- 

d(t + i u) 
d (x + i y)

die Schlüsse, mittelst deren in § 106 aus der dortigen Gleichung 
(1) gefolgert wurde, dass das in der zweiten Ebene befindliche 
Dreieck von den Ecken (12) dem in der ersten Ebene befind
lichen Dreieck von den Ecken (11) ähnlich sei, wie dort be
merkt ist, ihre Gültigkeit, und unter dieser Voraussetzung fehlt 
das Recht, aus der obigen Gleichung (3) die Gleichung (9) ab- 
zuleiten.

(11)

rentialquotient Ç + irj gleich Null wird, verlieren
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Wir wenden uns jetzt zu der Umkehrung der rationalen 
Functionen einer complexen Variable, und beginnen mit der 
gebrochenen Function, welche in § 109 unter IV angeführt ist, 
deren Zähler und Nenner ganze rationale Functionen des ersten 
Grades von x + iy sind,

t + iu= (a +ib) (x + iy) + a, + ib,
(c + id) (x “1- iy) -4- c, + i dx 1(12)

hierbei wird die Verbindung
E=(a + ib) (c1 + id,) — (a, + i b,) (c + i d) 

als von Null verschieden vorausgesetzt. Aus (12) ergiebt sich 
für x + iy eine Gleichung des ersten Grades, deren Auflösung 
die Bestimmung

(13)

(c, + id1)(t + iu) — (a1 + ib,)
— (c + i d) (t + iu) + o + ib 

liefert. Es wird also x + i y ebenfalls gleich einem Bruche, des
sen Zähler und Nenner ganze rationale Functionen des ersten 
Grades von t + iu sind, und bei dem die mit E correspondirende 
Verbindung ebenfalls gleich E ist. Nach (12) gehört zu jedem 
x+iy ein eindeutig bestimmter Werth t + iu, nach (14) zu je
dem t + iu ein eindeutig bestimmter Werth x + iy. Für die 
betreffenden Differentialquotienten entstehen aus (12) und (14) 
nach § 105 und 107 die Ausdrücke 

d(t + in)
d{x+iyj ((c + id) (x + iy) + cx+ idj

(14) x + iy—

E(15)

d(x+iy) _
d{t+iu) ( — (c + id) (t + iu) +a + ib)2 ’ 

deren Product gleich der Einheit sein muss; dies wird durch die 
aus (12) folgende Gleichung
(17) {(c + id)(x + iy) +ct +idx)(—(c+ id)(t + iu) + a + ib)=E 
bestätigt. Wie man sieht, nähert sich der Differentialquo-

d(t + i u) 
d (x + i y)

E(16)

dann und nur dann der Null, wenn die Normtient

a + ib 
c+id

derselbe Differentialquotient hat dann und nur dann eine 
über jedes Mass wachsende Norm, wenn die Norm von t + iu

c, + idx

von x + iy über jedes Mass zunimmt und t + iu — wird ;

über jedes Mass wächst und x+iy wird. Bei derc + id
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in (12) dargestellten Abhängigkeit entsprechen daher die ganze 
x y und die ganze t u Ebene einander eindeutig mit einer in 
den zugehörigen kleinsten Theilen vorhandenen Aehnliehkeit. 
Ausnahmen von diesem Gesetz finden nur dann statt, sobald der

Punkt x+iy dem Werthe c1 4- i d1 und sobald der Punktc + id
a + ibt + iu dem Werthe genähert wird, und zwar in der Weise,c + id

dass im ersten Falle einem Dreieck von unendlich kleinen Sei
ten in der ersten Ebene nicht mehr ein ähnliches Dreieck von 
unendlich kleinen Seiten in der zweiten, und im zweiten Falle 
einem Dreieck von unendlich kleinen Seiten in der zweiten 
Ebene nicht mehr ein ähnliches Dreieck von unendlich kleinen 
Seiten in der ersten Ebene entspricht.

§ 112. Umkehrung einer positiven ganzen Potenz einer 
Variable. Windungspunkt einer Riemann’schen Fläche.

Die Forderung, aus der Gleichung 
t + iu — (x + i y)n, 

in welcher n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, x+iy 
als Function von t + iu zu bestimmen, fällt mit der Aufgabe zu
sammen, eine reine Gleichung des wten Grades aufzulösen, in 
welcher t + iu beliebig gegeben ist und die Unbekannte mit 
x + iy bezeichnet wird. Von der letztem Aufgabe ist in I, §33 
eine für jeden Werth von n geltende vollständige Behandlung 
mitgetheilt worden, bei welcher die Eigenschaften der trigono
metrischen Functionen benutzt sind. Dann folgt in I, § 34 eine 
Auflösung der reinen quadratischen Gleichung, wobei nur die 
Ausziehung von Quadratwurzeln aus reellen positiven Grössen 
zur Anwendung kommt. Zufolge dieser Methode genügen der 
Gleichung

(1)

t + iu — {x + iyY 
zwei und nur zwei Werthe von x + iy, welche, sofern man die 
mit dem Vorzeichen von u versehene Einheit mit t bezeichnet

(2)

und die Quadratwurzel positiv nimmt, folgendermassen lauten
y t+^t*+u2 i-t +jk%+u*

2 ’4-iÇ(3) x + iy 2



y t+1/**+u2
2

y—^ +}^2+«2
(4) x + iy

Auf die vorstehenden Ausdrücke ist in § 14 dieses Bandes eine 
rein analytische Definition der inversen und directen trigono
metrischen Functionen gegründet worden, aus der die Eigen
schaften der trigonometrischen Functionen folgen, welche zur 
Beherrschung der mit einem beliebigen n gebildeten Gleichung 
(1) gebraucht werden.

Da der Differentialquotient 
d(t + iu) 
d(x + iy)

für den Werth x + iy = 0 verschwindet, so hat man nach dem 
vorigen § für die Umgebung des zugeordneten Punktes der 
ersten Ebene eine in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung 
nicht zu erwarten. Sobald die Grössen x, y, t, u wie die ent
sprechenden Grössen in I, § 33 durch die Polarcoordinaten 

x = r cos y = r sin #, t — s cos cp, u — s sin cp 
ausgedrückt werden, wobei r und s stets positiv sind, verwan
delt sich (1) in die Gleichung

s (cos (p -t- i sin cp) = r" (cos n d- + i sin n S-) ;

(5) = n(x -t- iy)

(6)

(7)
hiernach wird

s cos <p = rn cos n ssmq> — rn sin n d,(8)
und

s = r\ cos <p = cos n d-, sin cp — sin n 
Der Betrag r der complexen Grösse x + i y giebt für die 
erste Ebene den Abstand des Punktes x + iy von dem Null
punkt, der mit dem Werthe Null beginnende Winkel # den 
Drehungswinkel des radius vector an, dessen Anfangslage mit 
der positiven x Axe zusammenfällt; s und cp haben für den 
Punkt t + iu der zweiten Ebene die entsprechende Bedeutung. 
Wegen der Gleichung s = rn bleibt bei ungeändertem Betrage 
r der Betrag s ebenfalls ungeändert. Während in der ersten 
Ebene der Punkt x + iy um den Nullpunkt auf einer Kreislinie, 
deren Halbmesser den festen Werth r hat, fortschreitet, und & 
von der Null stets zunehmend zu einem Werthe übergeht, 
bewegt sich der zugeordnete Punkt t + iu in der zweiten Ebene 
auf einer Kreislinie, deren Halbmesser gleich s ist, und der be-

(9)
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treffende Winkel cp, der beständig gleich dem n fachen Winkel 
& ist, wächst von der Null bis zu dem Werthe cp1==nd-1. Es 
sei nun &1 kleiner als der wte Theil der ganzen Peripherie 
2 n, so dass cp kleiner als 2 n bleibt, dann entspricht dem Drei
eck der ersten Ebene mit den Eckpunkten

r, 0, r(cos + i sin )
das Dreieck der zweiten Ebene mit den Eckpunkten

s, 0, s(cos cp, + i sin cp,) ;
auch werden für einen hinreichend kleinen Werth von r sowohl 
die Seiten des ersten wie des zweiten Dreiecks beliebig klein; 
jedoch findet zwischen den beiden Dreiecken vermöge der Un
gleichheit der an den Nullpunkten liegenden Winkel keine 
Aehnlichkeit statt.

Zufolge I, § 33 entsprechen einer beliebig gegebenen 
Grösse t + iu = s(cos cp + i sin cp) die n von einander verschiede
nen Werthe von x + iy,

«_ //*( cp + 2hn cp + 2Tcii+ i sin

wobei h der Reihe nach gleich 0, 1, 2,. . n — 1 zu setzen ist. 
Daselbst wird x + iy eine n-deutige Function von t + iu genannt,

n
und nach I, § 54 durch das n-deutige Wurzelzeichen }ft + iy dar
gestellt, statt dessen man auch das Zeichen

j_

x+iy=(t + iu) 
gebraucht. In der geometrischen Repräsentation entspricht also 
einem Punkte x + iy nur ein Punkt t+iu, während zu einem 
Punkte t+iu hingegen n Punkte x+iy gehören, die nach (10)

n
auf dem Umfange des mit dem Halbmesser ]/s um den Null
punkt beschriebenen Kreises so liegen, dass sie die Kreislinie 
in n gleiche Theile theilen. Eine neue Ansicht dieser Beziehung 
entsteht aus einem Gedanken, der in § 93 zu einem anderen 
Zwecke angewendet ist. Man darf sich vorstellen, dass das 
abzubildende ebene Stück wie ein Blatt auf der x y Ebene 
liege, dass jeder kleinste Theil dieses Blattes den zugeordneten 
kleinsten Theil eines auf der tu Ebene befindlichen ebenen Blattes 
erzeuge, und dass die Theile des zweiten Blattes genau in der
selben Weise wie die correspondirenden Theile des ersten Blattes

(10) cos n

(11)
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stetig Zusammenhängen. Wir betrachten jetzt den Theil der 
xy Ebene, welcher nach den obigen Bezeichnungen durch den 
vom Nullpunkte nach x + i y gezogenen festen radius vector r

2 n
bestrichen wird, während der Winkel # von 0 bis —n
In Folge dessen bestreicht in der tu Ebene der vom Nullpunkt 
nach t+iu gezogene feste radius vector s das Flächenstück, 
für welches der Winkel cp von 0 bis 2n wächst. Nach der 
angegebenen Vorstellung liegt nunmehr auf der ersten Ebene

271ein Kreissector von dem Winkel — und dem Halbmesser r,n
welcher auf der zweiten Ebene einen Kreis vom Radius s erzeugt.

2nWofern der Winkel t) nochmals um — grösser wird, beschreibt 

der Winkel cp eine zweite Kreisperipherie; jedem Zuwachs
2n

von & um — entspricht also die Zunahme von cp um 2n.

Mithin liegen auf der ersten Ebene « auf einander folgende 
Sectoren, bei denen der n te an den ersten anschliesst und 
dadurch ein kreisförmiges Blatt vollendet. Auf der zweiten 
Ebene befinden sich dagegen n kreisförmige Blätter, bei denen 
nach der gegebenen Regel der letzte Radius vector des 
ersten mit dem ersten radius vector des zweiten, der letzte 
radius vector des zweiten mit dem ersten radius vector des 
dritten, u. s. f. der letzte radius vector des « ten mit dem 
ersten radius vector des ersten Blattes zusammenhängt, 
entsteht ein Ganzes von n über einander liegenden in der be- 
zeiehneten Weise zusammenhängenden Blättern, wobei das letzte 
Blatt wieder mit dem ersten verbunden ist. Dieses Bild einer 
«-blätterigen Fläche ist von Riemann in der schon erwähnten 
Inauguraldissertation eingeführt und nach ihm benannt wor
den. Die so eben beschriebene auf der tu Ebene liegende 
«-blätterige Fläche besitzt den Vorzug, dass jedem Punkte t + iu 
derselben ein einziger Punkt x + iy entspricht, und dass daher 
x + iy zu einer eindeutigen Function des Ortes t + iu auf der 
Fläche wird. Insofern ein auf jener Fläche durchlaufener Weg, 
nachdem um den bezeichneten Nullpunkt « Windungen gemacht 
sind, zu dem Ausgangspunkte zurückführt, hat Riemann einen

Lipschitz, Analysis II.

zunimmt.

So

42



W indungspunkt. § 112.658

Punkt von der Beschaffenheit des Nullpunktes einen Windungs
punkt genannt, und zwar einen Windungspunkt der (n — 1) ten 
Ordnung.

Vermittelst der allgemeinen in (10) des vorigen § enthal
tenen Regel erhält man aus (5) für den Differentialquotienten 
der in (11) bezeichneten Function x + iy den Ausdruck 

d(x + iy) _ 
d(t + iu) n(x + iy)

Auf der rechten Seite ist dann derjenige unter den n Werthen

1(12)

von (t + iu) , dessen Differentialquotient gesucht wird, zu sub- 
stituiren, wodurch die Gleichung

i_

dit + iu) 
d(t + iu)

entsteht. Während die Function (t + iu)” für einen gegen die 
Null abnehmenden Betrag von t + iu oder für eine Annähe
rung von t+iu gegen den Werth Null einen ebenfalls gegen 
die Null convergirenden Betrag erhält, wächst dabei der 
Betrag der rechten Seite von (13) über jedes Mass hinaus. 
Mithin bildet der Werth t+iu — 0 selbst eine Ausnahme, für 
welche die Gleichung (13) strenge genommen nicht mehr

— i1 , . n
— (t -f- i u) n(13)

gilt; nach dem eingeführten Sprachgebrauche ist (t + iu)" für 
t + iu = 0 zwar noch eine endliche aber nicht mehr eine stetige 
Function von t 4- iu.

Da für eine positive oder negative ganze Zahl m die
Gleichung

d (x + iy)m 
d(x + iy)

gilt, so wird der Differentialquotient einer Potenz von t + iu

m—1m (x + iy)(14)

yyi
mit beliebigem rationalem Exponenten — > welche durch die 

Gleichung

(t +iu)n = ((t + iu)n)m 
definirt ist, und, falls m und n keinen gemeinsamen Theiler
(15)
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haben, eine w-deutige Function von t + iu bildet, nach § 109 
durch die Gleichung

"l-id{t + tu) 

d(t + tu)
ausgedrückt, die mit (19) des § 9 übereinstimmt. Auf der letz
teren beruht die Differentiation der algebraischen mit Hülfe 
von Wurzelzeichen dargestellten Functionen einer reellen Va
riable, so dass wieder für die Differentiation der gleichnamigen 
Functionen einer complexen Variable die gleichen Regeln 
gelten.

m ,. . x n(t + tu) n(16)

§ 113. Umkehrung einer rationalen ganzen Function einer 
Variable. Fundamentalsatz der algebraischen Gleichungen.

Eine beliebige rationale ganze Function des wten Grades 
von der Variable x + iy sei folgendermassen bezeichnet

(1) f\x+ iy) — {a0+ib0) (x + iy)" + {a1 + ibf) {x + iy)n—1 + .. + an + ibn,

wobei der Coefficient a0Ą-ib() von Null verschieden vorausge
setzt ist. Wenn nun bei der Gleichung

t + iu—f{x + iy) 
die Grösse x + iy als Function von t + iu betrachtet wird, 
so hat man für jeden beliebig gewählten complexen Werth 
t{\) + iu{l) alle der Gleichung (2) genügenden Werthe von 
x + iy aufzusuchen. Diese ist in Bezug auf x+iy eine alge
braische Gleichung des n ten Grades und liefert nach dem in 
I, § 61 u. ff. bewiesenen Fundamentalsatze stets n Wurzeln,

(2)

von denen unter gewissen Bedingungen mehrere zusammenfallen 
können. Somit wird durch die Umkehrung der Gleichung (2) 
die Grösse x + iy als eine n-deutige Function der Grösse t + iu 
bestimmt. Für den Differentialquotienten von t + iu ergiebt sich 

d (t + i u)f —f (« + *y),
l f (x + iy) — n (a0 + i b0) (x + i «/)"_1 + ... an_1 + ib 

woraus unter Ausschliessung der Werthe, für die f'(x + iy) ver
schwindet, nach (9) des § 112 der Differentialquotient von 
x + iy

(3) d (x + iy)

n—i’
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d(x 4- iy) 1(4) d{t+iu) f‘{x + iy)
hervorgeht.

Es wird zu einem genaueren Verständniss der Abhängig
keit, in welcher x + iy von t + iu steht, beitragen, wenn wir 
von dem gegenwärtigen Standpunkte auf den angeführten Be
weis des algebraischen Fundamentaltheorems zurückblicken und 
denselben zur Lösung der Aufgabe verwenden, für den so eben 
mit ź(l) + «w(l) bezeichneten Werth einen Werth x + iy zu er
mitteln, der die Function

t + iu—1(1) — iu(\) — f(x + iy) —t( 1) — iu(l) 
zum Verschwinden bringt. Das dortige Verfahren lehrt eine 
Folge von Grössen bestimmen

(5)

#(0)+ iy^ = Z('0\ x^] + iyw—Z{1),. .. 
bei deren Substitution die Beträge der linken Seite von (5) 
immer abnehmend der Null beliebig nahe kommen, und die 
gegen einen festen Grenzwerth, den gesuchten Werth x + iy, 
convergiren. In der im ersten Bande mitgetheilten Darstel
lung wird x + iy durch einen Punkt einer Ebene, doch t + iu 
nicht durch den zugeordneten Punkt einer zweiten Ebene 
repräsentirt. Da bei der neuen Anschauung der Betrag der 
linken Seite von (5) den Abstand des Punktes t + iu von dem 
Punkte t(\) + iu{\) ausdrückt, so sind die Punkte (6) der Be
dingung unterworfen, dass die Entfernungen der auf der zweiten 
Ebene zugeordneten Punkte

*(0) + iuw= W{0\ t0)+ iuw= IF(1),...

(6)

(7)
von dem gegebenen Punkte

t{\) + iu(l)=W{\)
der Reihe nach stets abnehmen und der Null beliebig nahe 
kommen. Man bestimmt die Grössen (6) aus der ersten Z(ü), 
indem nach einer gewissen Vorschrift die successiven Differenzen

(8)

Z^—Zm=JZ(()\ Z™—ZW=JZ^\ . 
gebildet werden; dies bedingt die in der zweiten Ebene von 
dem ersten zum zweiten, vom zweiten zum dritten Punkt u. s. f. 
gezogenen geraden Linien. Die Richtung und Länge der Linien 
wird aus der betreffenden Differenz f{Z+ J Z)—f(Z) gefunden,

(9)
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die nach dem in I, § 49 enthaltenen Satze für irgend zwei 
complexe Werthe Z und Z+JZ den Ausdruck hat

(JZf + ...+ f[n\z)f\Z) (JZ)" ;(10) f(Z+JZ) f(Z)=f\Z)JZ+ 21
hier ist wieder nach § 108 für jede Zahl p 

dpf{Z) 
dZp

Denkt man sich, dass auf der zweiten Ebene eine gerade Linie 
von dem Punkte f(Z) — T + iU nach dem gegebenen Punkte 
t(\)+iu(l) und eine gerade Linie von dem Punkte f{Z) — T+iU 
nach dem Punkte f(Z+JZ) gezogen sei, und verlangt, dass 
die zweite Linie in die Richtung der ersten falle, so muss der 
reelle Theil zu dem Factor von i in der Differenz (10) dasselbe 
Verhältniss haben wie in der Differenz

»!

f\Z).(11)

— T— iXJt{Y) + iw( 1),(12)
oder die erstere aus der letztem durch Multiplication mit einem 
positiven reellen Factor hervorgehn. Wenn jedoch diese Forde
rung nur für Werthe JZ von beliebig kleinem Betrage erfüllt sein 
soll, so darf man statt (10) den ersten Bestandtheil der rechten 
Seite nehmen, bei welchem die betreffende Ableitung f^{Z) 
nicht gleich Null ist, und mit einer reellen positiven Grösse h 
die Gleichung

fia)(Z) (JZ)a=-h(T+iU-t(l)-iu(l)).

aufstellen. Durch eine Yergrösserung des positiven Werthes 
h wird in JZ nur der Betrag, dagegen nicht das Verhält
niss des reellen und imaginären Theils geändert. Wenn man 
daher aus (13) für einen gewissen Werth von Z die Differenz 
JZ bestimmt, so ist die Richtung der von dem Punkte Z 
nach dem Punkte Z+ JZ zu ziehenden geraden Linie durch 
die Richtung der in der zweiten Ebene von T+iU nach 
£(l) + iw(l) geführten geraden Linie gegeben, während die 
Länge der ersten geraden Linie von der Grösse des Werthes h 
abhängt. Bei einer Vergleichung dieses Verfahrens mit dem
jenigen, welches in § 85 zur Behandlung des dortigen Systems 
von Differenzengleichungen gedient hat, wird man finden, dass 
den beiden Processen derselbe Gedanke zu Grunde liegt, und

(13)
(«)!
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dass der in Rede stehende Beweis des algebraischen Funda- 
mentaltheorems mit der Untersuchung Uber die Möglichkeit der 
Integration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 
genau correspondirt.

Vermittelst (13) wird die Differenz JZ eindeutig oder 
mehrdeutig bestimmt, je nachdem die Zahl a gleich oder grös
ser als Eins ist. Im ersten Falle ist für den bezüglichen 
Werth Z die Function f‘(Z) nothwendig von Null verschieden, 
im zweiten Falle verschwinden dagegen nach der Voraussetzung 
die Functionen

f{Z\ f‘‘{Z),...f-1]{Z),(14)
während f^XZ) nicht gleich Null ist. Demnach kann a nur für 
solche Werthe von Z die Einheit übertreffen, für welche die 
Function des (n—l)ten Grades f‘(Z) gleich Null wird. Weil 
aber nach einer in I, § 62 gemachten Bemerkung bei dem Be
weise der Existenz einer Wurzel einer beliebigen Gleichung des 
wten Grades vorausgesetzt werden darf, dass der entsprechende 
Beweis vorher für die Gleichungen des nächst niedrigeren Gra
des erbracht sei, so haben wir angenommen, dass die Wurzeln 
der Gleichung /'(#) = 0 bekannt seien und die folgende Zer
legung von f‘{ß) in Factoren des ersten Grades liefern

f‘ 0) = » («0 + * \) (* — Vi) (* — %) •••(*—Vn-1)- 

Hier möge v} für den jedesmaligen Zeiger g eine bgte Wurzel 
der Gleichung /*'(#) = 0 sein, so dass die Functionen

gleichzeitig verschwinden, f^hg+1\rj ) aber von Null verschieden 
ist. In Folge dessen nimmt die Zahl a in (13) dann und nur 
dann einen von der Einheit verschiedenen Werth an, wenn Z 
einer der Grössen

(15)

(16)

(17) % Tk, • • • Vn-l

gleich wird, und zwar ist für r]g die Zahl a — bg-1- 1. Um 
sicher zu sein, dass bei der fortgesetzten Anwendung des Ver
fahrens kein Werth von ^Vorkommen kann, für den a>l ist, 
wird mit einem dieser Werthe in der folgenden Weise angefan
gen. Unter den Grössen (17) sei so ausgewählt, dass der 
Betrag der Differenz
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(18) f(v —
kleiner oder doch nicht grösser als für die übrigen ist, das 
heisst, der Abstand des in der zweiten Ebene zu zugehöri
gen Punktes von dem gegebenen Punkte £(1) + i u(l) = TF(1) 
kleiner oder doch nicht grösser ausfällt als für die zu 
rlv • • • Vn-i gehörigen Punkte. In Folge der angenommenen 
Bezeichnung wird für den Werth Z=rj1 die in (13) auftretende 
Zahl a gleich £>, + 1. Mithin gehen in der ersten Ebene von 
dem Punkte Zm=rj1 unter gleichen Winkeln £^+1 gerade 
Linien aus, von denen irgend eine zum Beginne des Verfahrens 
benutzt werden darf. Dem nächsten Werthe Z(1) entspricht 
dann ein Punkt f(Z(1)) = Ww der zweiten Ebene, welcher dem 
Punkte t(l)+in(l) näher liegt als der Punkt f(Z^)=W^°\ 
ferner ist die zu der neuen Gleichung gehörende Zahl a noth- 
wendig gleich Eins; ebenso gelangt man unter passender 
Verfügung über die positiven Grössen Ti zu einer beliebig 
genauen Bestimmung eines Werthes x + iy, für den die 
linke Seite von (5) gleich Null ist. Nach I, § 49 können von 
den n Werthen x+iy, welche zu t(l) +iu(l) gehören, nur 
dann mehrere zusammenfallen, wenn die erste Ableitung der

d f(x + iy) 
d{x +iy)

dies geschieht eben nur für die Werthe (17) von x+iy.
Für diese Werthe verliert die Function/Xa) ihre Stetigkeit 

und die Gleichung (4) hört auf zu gelten. Wendet man nun 
die im vorigen § entwickelte Riemann'sehe Vorstellung auf die 
zu (2) gehörende w-deutige Function x + iy von t + iu an, so 
entsteht demnach eine die t u Ebene bedeckende Fläche von n 
Blättern, die nur in denjenigen Punkten Zusammenhängen, welche 
zu den Punkten (17) der xy Ebene gehören und respective mit

rechten Seite von (5), das heisst verschwindet, und

/*(%)••• /■(vj(19)

bezeichnet werden. Wenn Z in der Gleichung (10) der Beihe 
nach gleich rjv r/2,.. rjn_1 oder rj gesetzt wird, so folgt aus dem 
Umstande, dass die Entwickelung rechts mit dem Gliede

Ą+1)!
J) 1 V

(JZ) y beginnt, das Kesultat, dass hier b +1 Blätter
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der Riemanrisehen Fläche durch einen Windungspunkt der hg ten 
Ordnung vereinigt sind. Es werden also in (19) die sämmt- 
lichen Windungspunkte der Fläche dargestellt, welche sonst 
überall eine streng conforme Abbildung der xy Ebene liefert. 
Bei dem Gebrauche dieser Anschauung überzeugt man sich leicht, 
dass, indem das vorhin besprochene Verfahren mit dem Punkte 
der ersten Ebene Z^=rj1 anfängt, die oben erwähnten von 
diesem Punkte unter gleichen Winkeln ausgehenden bx+\ ge
raden Linien die Möglichkeit bieten, von rj1 in der Art fort
zuschreiten, dass der entsprechende Punkt der zweiten Ebene 
von dem zugehörigen Windungspunkte f(rJx) in jedem der dort 
zusammenhängenden h7+1 Blätter auf den mit t{\) + iu(l) zu 
bezeichnenden Punkt hinrückt, und dabei das einmal gewählte 
Blatt nie verlässt. Hierdurch wird zugleich bemerklich gemacht, 
dass jenes Verfahren für einen gegebenen Werth t(l) + iu{l) 
die Anzahl hx 4-1 von zusammengehörigen entsprechenden Wer- 
then x+iy hervorbringt.

§ 114. Abhängigkeit zwischen zwei durch eine algebraische 
Gleichung verbundenen complexen Variabein. Ausdruck 

einer allgemeinen algebraischen Function einer 
complexen Variable.

Man habe eine rationale ganze Function der zwei com
plexen Variabein x + iy = 2 und t + iu—w, welche nach z vom 
mten, nach w vom wten Grade ist,

F {z, w) — A0 w" + Aj w 
hier seien A0, Av ... An die folgenden mit beliebigen complexen 
Coefficienten gebildeten ganzen Functionen von 2,

Ao = Ao,o + Ao,i 2'* 1 + • • • + A

+ • • • + An ;(1)

(2) 0, m „
l.Wil

An=An,0*M9+A.l*mH 1+---+^ 

und m gleich der grösten in der Reihe m0, m 
menden Zahl. Durch die Gleichung

n) — o
wird dann zwischen den complexen Grössen z und w eine solche

.. m vorkom-n1 > ‘

(3)
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Abhängigkeit ausgedrückt, dass nach dem Fundamentalsatze 
der algebraischen Gleichungen wWerthe von w zu jedem Werthe 
von z, und mWerthe von z zu jedem Werthe von w gehören. 
Weil nun aus (3) das Verschwinden des vollständigen Differen
tials d F (w, z) folgt, und dieses vermöge § 110 den Ausdruck

d F (z, w)d F(z, w)
(4) d(t +iu)d(x-f iy) + d wdz
hat, so gilt die Bedingung, durch welche w als eine Function 
von z, und z als eine Function von w characterisirt ist; die be
treffenden Differentialquotienten sind daher,

<9 F(z, w)
dit + i u) dz

(5) d {x + iy) d F(z, w)
dw

d F(z, w)
d{x + iy) d w

(6) d F(z, w)d(t + iu)
dz

Damit die zu einem Werthe von z gehörenden nWerthe von w
d F(s, w) nicht mit F{z, w)von einander verschieden seien, darf dw

gleichzeitig verschwinden; ebenso darf, damit die zu einem 
Werthe von iv gehörenden nWerthe von z von einander diffe-

d F(z, w) nicht mit F(z, w) gleichzeitig verschwinden.

Das gegenwärtige Verfahren entspricht genau demjenigen, 
welches in § 49 benutzt ist, um den Differentialquotienten einer 
durch eine algebraische Gleichung gegebenen reellen Function 
einer reellen Variable zu erhalten. Doch erscheint die gegen
seitige Abhängigkeit zweier Grössen, zwischen denen eine alge
braische Gleichung besteht, erst dann in voller Regelmässigkeit, 
wenn beiden Grössen die Eigenschaft von complexen Variabein 
beigelegt wird. Auch lässt sich jetzt die am Schlüsse des § 9 
aufgestellte Definition, wonach eine algebraische Function einer 
Variable eine solche ist, die aus der Variable mittelst einer 
beschränkten Anzahl von algebraischen Operationen entspringt, 
und wonach ausser den rationalen Operationen das Bestimmen 
der Wurzel einer Gleichung, deren Coefficienten rationale Func-

riren, dz
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tionen der Variable sind, eine algebraische Operation genannt 
wird, auf eine complexe Variable und auf die Anwendung von 
beliebigen complexen Constanten in den rationalen Operationen 
ausdebnen; gleichzeitig enthält das Vorhergehende den Beweis., 
dass das Ergebniss der bezeichneten mit einer complexen Va
riable x + iy vorgenommenen Operationen der Forderung (1) des 
§ 106 genügt und daher eine Function der Variable x + iy lie
fert. Man kann deshalb eine allgemeine algebraische Function der 
Variable z = x + iy als einen Bruch ausdrücken, dessen Zähler 
und Nenner rationale ganze Functionen der Wurzel w einer 
Gleichung des wten Grades von der Gestalt (3) sind. Ein solcher 
Bruch ist in § 69 für das reelle Gebiet betrachtet worden, und 
dabei wurde erwähnt, wie der Zähler und Nenner, nach den 
Potenzen der Wurzelgrösse geordnet, welche einer Gleichung' 
vom wten Grade genügt, stets auf den (n— l)ten Grad herab
gedrückt werden kann. Mit Hülfe einer gleichen Ueberlegung 
ergiebt sich gegenwärtig die folgende Darstellung einer allge
meinen algebraischen Function K(z, w),

K0{z)wn-l + Kx(z)wn-* + .. + Kn_^z)
L0 O) wn~x + Lx (z)wn~2 4- .. + Ln__x 0) [ 

wo K0(z),.. Kn_x(z), L0(z),.. Ln_x{z) ganze Functionen der Va
riable z bezeichnen.

(7) K (,z, w) —

Capitel III.

Integration von Functionen complexer Variabein.
§ 115. Integration von Functionen einer complexen Variable. 

Transformation eines Integrals durch Einführung einer 
neuen complexen Variable.

In Capitel XIII, Abschnitt I, wurden die Bedingungen ent
wickelt, unter denen ein mit mehreren Differentialen gebildeter 
Ausdruck gleich dem vollständigen Differential einer Function 
der betreffenden Variabein ist, und es ward gezeigt, wie man die 
zugehörige Function durch Integration findet. Wenn nun zwei 
reelle Functionen £ und y für ein gewisses Gebiet der reellen 
Variabein x und y eindeutig, endlich und stetig sind und nach
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diesen Variabein ebensolche erste partielle Differentialquotienten 
haben, und wenn gefordert wird, dass jeder der beiden aus £ 
und tj hergestellten Ausdrücke
(1) l~dx — ydy, 

rjdx + £dy,(2)
gleich einem vollständigen Differential sei, so besteht nach (6) 
des § 97 als nothwendige und hinreichende Bedingung für (1) 
die partielle Differentialgleichung

d rj(3) = 0,d y ' ô x
und für (2) die partielle Differentialgleichung

di](4) = 0.dy d x

Unter der Voraussetzung von (3) und (4) lassen sich respective 
eine Function t und eine Function u, die bis auf hinzuzuaddi- 
rende Constanten bestimmt sind, angeben, bei denen

dt — Ędx — rjdy 
du = rjdx + %dy 

ist. Sobald die zweite Gleichung mit i multiplicirt und zu der 
ersten addirt wird, so folgt die Gleichung

dt + idu — (£+ irj) (dx 4- idy),
durch welche sich der Ausdruck t + iu als eine Function von 
x + iy documentirt. Hiernach hat ein Ausdruck

(£ + irj) (dx +idy), 
von dessen reellem und imaginären Theil die Bedingungen der 
Integrabilität erfüllt sind, stets die Eigenschaft, durch Ausfüh
rung der Integration eine Function der complexen Variable 
x + iy hervorzubrigen. Andrerseits fallen die beiden partiellen 
Differentialgleichungen (3) und (4), wie schon in § 108 hervor
gehoben ist, mit denjenigen zusammen, welche den Ausdruck 
Ç+ irj als eine Function von x + iy characterisiren. So ent
steht das Resultat, dass, wenn Ç+irj eine Function der com
plexen Variable x + iy bezeichnet, der zugehörige Ausdruck (7) 
ein vollständiges Differential ist, und dass die durch Integration 
desselben gewonnene Verbindung t + iu ivieder eine Function von 
x+iy ist. In dieser Erzeugung der Function t + iu beruht die

(5)

(6)

. (7)



von Cauchy *) herrührende Ausdehnung der Operation des Integri- 
rens auf eine Function einer complexen Variable. Der Ausdruclc, 
dass t + iu das nach x 4- iy genommene Integral der Function 
§+ig genannt wird, entspricht der Bezeichnung der Function 

irj als des von t + iu nach x + iy genommenen Differential
quotienten.

Als das Fundament der in § 97 enthaltenen Lehre von der 
Integration vollständiger Differentialausdrücke zweier Variabein 
ist der Satz zu betrachten, nach welchem das über eine Man
nigfaltigkeit E der Variabein x, y ausgedehnte doppelte Integral

j dx dydP dQ
dy d x

gleich dem in einem bestimmten und sich gleich bleibenden 
Sinne längs der ganzen Begrenzung von E auszuführenden ein
fachen Integral

j'ifPdx 4- Qdy)

ist, mithin das letztere Integral wegen der vorausgesetzten Be
dingung der Integrabilität

= 0dy
den Werth Null haben muss. Wählt man innerhalb des Gebiets, 
für welches die obigen Functionen £ und rj gegeben sind und 
die bezeichneten Eigenschaften besitzen, ein Gebiet E aus, und 
wendet den vorstehenden Satz auf die beiden Differentialaus- 
drücke (1) und (2) an, so entstehen zwei über die ganze Be
grenzung von E in einem bestimmten und sich gleich bleibenden 
Sinne auszudehnende Integrale von verschwindendem Werth, 
die, als reeller Theil und als Factor von i einer complexen 
Grösse geschrieben, die folgende Gleichung liefern

j (£+ irf) (dx + idy) = 0.(8)
Unter der Voraussetzung, dass das Gebiet E von einer einzigen 
in sich zurückkehrenden Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung 
begrenzt und nach einem in § 102 gebrauchten Ausdrucke ein-

*) Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites ima
ginaires.

Integration einer Function einer complexen Variable. § US-668

Sä
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fach, zusammenhängend sei, kann die über die ganze Begrenzung 
zu nehmende Integration in zwei Integrationen zerlegt werden, 
deren erste auf einem Theile der Begrenzung in dem früher 
bestimmten Sinne von einem Werthsystem (x0, y0) bis zu einem 
Werthsystem (x1} yj), und deren zweite auf dem übrig blei
benden Theile der Begrenzung in einem dem früheren entgegen
gesetzten Sinne von (xu, y0) nach (x1} yf) erstreckt wird; deshalb 
stellen die von (xu, y0) nach (xt, y f) auf den zwei verschiedenen 
Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung geführten Integrationen

/.Oi. VÎ)

f (Pdx + Qdy)
Oo. 2/o)

denselben Werth dar. In gleicher Weise lässt sich bei der 
über das Gebiet E gemachten Annahme gleichzeitig mit dem 
reellen und imaginären Theil des Integrals (8) verfahren; dann 
sieht man, dass das durch Vereinigung der Theile entstehende 
auf zwei verschiedenen Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung 
von dem Werthsystem x0, ya nach dem Werthsystem x,, yx in 
der angegebenen Weise erstreckte Integral

/.Oi. ya
/(! + **?) (dx 4- i dy),(9)

Oo. ÿo)

bei dem dx+idy den Zuwachs der complexen Variable x +iy 
andeutet und in Uebereinstimmung mit der Bezeichnung x+iy~z 
durch dz ersetzt werden kann, beide Male denselben Werth 
erhält. Dieses Integral drückt zugleich nach den in § 97 fest
gestellten Principien den Werth der vorhin mit t + iu bezeich
nten Function für den Werth x1 + iy1 aus, und bestimmt diese 
Function bis auf eine dem reellen und imaginären hinzuzu
fügende Constante, das heisst, bis auf eine additive complexe 
Constante. Wir fassen jetzt das so eben abgeleitete und das 
in (8) enthaltene Resultat zu den beiden folgenden Sätzen zu
sammen.

(I) Wenn eine Function £ + i g von x -f i y für ein gewisses 
Gebiet mit Einschluss der ersten Ableitung eindeutig, endlich und 
stetig gegeben ist und über die ganze Begrenzung eines in jenem 
enthaltenen Gebietes in einem gegen das Innere desselben stets 
gleich bleibenden Sinne nach x + iy integrirt wird, so hat das 
Ergebniss der Integration den Werth Null.



(II) Wenn eine Function £ + i y von x + iy dieselben Bedin
gungen wie in (I) erfüllt, und von einem Werthsystem x0 + i y0 
nach einem Werthsystem x1 + iy1 auf zwei verschiedenen Wegen, 
die zusammen und für sich allein einen Theil des betreffenden 
Gebietes vollständig begrenzen, nach x + iy integrirt wird, so 
nimmt das Ergebniss der Integration in beiden Fällen denselben 
Werth an.

Bei der geometrischen Interpretation der complexen Grösse 
x + iy lässt sich die Forderung, dass in (I) der Gang der Inte
gration längs der Begrenzung des Gebietes E in einem bestimm
ten und sich gleich bleibenden Sinne geschehe, wie in § 97 
ausgeführt ist, durch die Vorschrift ersetzen, dass der während 
des Ganges der Integration in der Begrenzung fortschreitende 
Punkt um das Innere von E stets links herum, oder auch stets 
rechts herum bewegt werde. Insofern durch das Verfahren der 
Integration eine neue Function t + iu von x + iy erzeugt wird, 
kann der zu t + i u gehörende Punkt auf einer zweiten Ebene 
aufgesucht werden. Indem man sich des mit (9) gezeichneten 
Integrals bedient, ist der Punkt x0 + i y0 festzuhalten, der Punkt 
x1 + iy1 beliebig zu verändern; weil nun der Werth des Inte
grals den Werth t + iu bis auf eine complexe Constante a + iß 
ausdrückt, so muss

Integration einer Function einer complexen Variable. § 115.670

..Oi, y>)
iß + f (£ + irf) (dx + idy)(10) t + iu = a +

Oo> I/o)

sein. Mithin entspricht dem Punkte x0+iy„, insofern das In
tegral für das Zusammenfallen von x1 + iyl mit x0 + iy0 ver
schwindet, in der zweiten Ebene der willkürlich gewählte Punkt 
t + i u = a + i ß, während die relative Lage, welche der zu einem 
beliebigen x1 + iy1 gehörende Punkt t+iu gegen den Punkt 
a + iß einnimmt, nach den geltenden Voraussetzungen durch 
den Werth des Integrals eindeutig bestimmt wird. Lässt man 
den Punkt xx + i yx so fortschreiten, dass er um einen Theil 
des Gebiets, der die angegebenen Bedingungen erfüllt, herum
läuft und dann an seinen ursprünglichen Ort zurückkehrt, so 
kehrt auch der zugehörige Punkt t + iu nach Vollendung seines 
Weges an den ursprünglichen Ort zurück.

In § 99 ist gezeigt worden, dass ein Differentialausdruck
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der die Bedingungen der Integrabilität erfüllt, durch Einführung 
eines Systems neuer Variabein in einen Differentialausdruck 
von der gleichen Eigenschaft übergeht, und dass die aus der 
Integration der beiden Differentialausdrücke entstehenden Func
tionen bis auf eine additive Constante einander gleich sind. 
Wenn daher in dem reellen und imaginären Theil des obigen 
Ausdrucks (7) die Variabein x und y als Functionen von zwei 
neuen Variabein p und q betrachtet werden, so lässt sich jener 
Satz auf die Bestimmung der mit t und u bezeichneten Func
tionen an wenden. Dies gilt auch für die engere Voraussetzung, 
bei der x + iy eine Function der complexen Variable p + iq und

_* dx + idy 
dp + idq

ist. In Folge derselben verwandelt sich (7) in den Ausdruck
dx + idy 
dp + idą

der, in der vorhin bezeichneten Weise integrirt, eine Function 
von p + iq liefert, welche von der obigen Function t + iu nur 
um eine additive complexe Constante differiren kann. Durch 
eine entsprechende Wahl der Anfangswerthe und der Wege der 
beiden Integrationen lässt sich eine vollkommene Uebereinstim- 
mung herstellen, und man hat für die Transformation eines nach 
der Variable x + iy auszuführenden Integrals durch Einführung 
der neuen Variable p + iq die Formel

(dp + idq)(11) dx + idy

(12) (!+»»/) (dp 4- idq),

(13 )ßs+iiHä,+iä,)=fi+iv) dx + idy (dp + id q),dp + idq
welche genau wie die Gleichung (35) des § 25 gebildet ist.

§ 116. Integration einer positiven oder negativen ganzen 
Potenz einer complexen Variable. Entstehung des Logarith

mus und der Exponentialfunction durch Integration und 
Umkehi'ung.

Aus den bei der Differentiation einer ganzen Potenz einer 
complexen Variable z — x + iy geltenden Regeln folgt für das 
Integral einer Potenz zk, deren Exponent h jede positive oder 
negative ganze Zahl mit Ausnahme der negativen Einheit sein 
darf, der Ausdruck



«+16
(1) + const.Jc+1
Dagegen nimmt die Potenz, deren Exponent die negative Ein
heit ist, eine besondere Stellung ein. Um das Integral der
selben mittelst der im vorigen § angegebenen Grundsätze zu 
untersuchen, ist vor allem darauf zu achten, dass die Function

- - für den Werth z — 0 aufhört, endlich zu sein. Wenn daher 

das zu betrachtende Integral
,(*i> yd
dz(2) z

Oo. ?/o)

auf zwei verschiedenen Wegen von dem Werthe x0 + i y0 = z0 
bis zu dem Werthe xt + i yx — zx ausgedehnt wird, so darf man 
aus dem Satze (II) des vorigen § nur unter der Bedingung auf 
die Gleichheit der hervorgehenden Werthe schliessen, dass die 
beiden Wege zusammen ein Gebiet vollständig begrenzen, in 
welchem der Werth z — 0 nicht enthalten ist. Durch Tren-

dznung des reellen und imaginären Theiles geht in den Aus-z
druck

dx + idy  xdx + ydy i(xdy— ydx)
(3) x* + y2 x2 + yx 4- iy
Uber, welcher sich mit Anwendung der Functionen Logarithmus 
naturalis und Arcus tangentis so darstellt,

— d log (x2 + y2) + i d arctg ^ -(3*)
Es möge jetzt die Integration wie auf der rechten Seite von 
(23) in § 97 so eingerichtet werden, dass in geometrischer 
Sprache der Punkt x + iy geradlinig, und zwar zuerst parallel 
der x Axe von x0 + i y0 nach xx + i yit, dann parallel der y Axe 
von x1 + iy0 nach xt + iyx fortschreitet; dann ist dz—dx+idy 
für den ersten Theil durch dx, für den zweiten durch idy zu 
ersetzen, und (2) erhält die Gestalt

X, Vi
idydx(4) xx 4- iyx + iyit

JA Vo

§ H 6.Integration einer ganzen Potenz.672
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Von diesen Integralen bekommt das erste den Werth
\ log Ol + V\) —y log Ou + yl) + ^(arctg (^j - arctg (|^) j,

das zweite den Werth
y logOi +VÏ)—\logOi +yl) + i(arctg (f^) - aretg (|^-)) •

In dem ersten ist die Function arctg so zu wählen, dass 

sie sich von x = xQ bis x — x, stetig ändert; in dem zweiten 

hat die Function arctg die Bedingung der Stetigkeit für 

das Intervall von y = y0 bis y — yA zu erfüllen. Unter der Vor

aussetzung, dass der Functionswerth arctg 1° beiden Aus

drücken derselbe sei, geht dann durch Addition von (5) und 
(6) der Werth des Integrals

2 log Ol + y\) — 2 logOo + yl) + i (arctg (~) — arctg

hervor.
Sobald

(8) +1 y0 = 1

gesetzt und die Function arctg wie auch früher geschehen,

der Bedingung unterworfen wird, mit ihrem Argument zusam
men zu verschwinden, so folgt

—>
«0

y ologOo +2/o) = 0> arctg0) — o,
■^0

und (7) wird gleich

\ log o; +y\) + i arctg (~J •(10)

Die Function arctg hat hier den Werth, welchen sie bei be

ständiger stetiger Aenderung empfängt, sobald auf dem für die 
Integration (2) gewählten Wege von dem Werthsystem x—l,y=0 
nach dem Werthsystem x — x1} y = y1 fortgeschritten wird. Um 
das Ergebniss leichter zu übersehen, kann man die Integration so 
einrichten, dass in dem einen Theile des Weges der imagi-

Lipschitz, Analysis II. 43

(5)

(ö)

(7)

•î.

bO
 H-1
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näre Theil von (3), in dem andern der reelle Theil von (3) 
nicht geändert wird. Das erstere geschieht, indem das Ver-

hältniss —> das zweite, indem die Quadratsumme x*+y2 un-x
geändert bleibt, so dass der Punkt x+iy im ersten Falle auf 
einer durch den Nullpunkt gezogenen geraden Linie, im zweiten 
auf einer um den Nullpunkt als Centrum beschriebenen Kreis
linie fortrückt. Nun lässt sich jeder beliebige Punkt xx + i yx von 
dem Punkte 1 aus in der Weise erreichen, dass man auf der von 
dem Nullpunkte nach dem Punkte 1 gezogenen und über diesen 
hinaus unbegrenzt verlängerten geraden Linie L bis zu dem in 
der Entfernung ]/x\ + y\ vom Nullpunkt befindlichen Punkte 
fortgeht, und hierauf eine mit dem Halbmesser }'x\ + y\ um 
den Nullpunkt beschriebene Kreislinie in einem bestimmten 
Sinne, etwa von der positiven x zur positiven y Axe, das heisst 
nach der früheren Annahme, rechts herum drehend bis zu dem 
Punkt xx + iyt verfolgt. Das Verhältniss des betreffenden Kreis
bogens zu dem Halbmesser jfx\ + y\ stellt dann den bei der 
entsprechenden Integration anzuwendenden Werth der Function

arctg eindeutig dar. Nach der gleichen Definition gelten 

bei den Polarcoordinaten
(11) x = r cos S, y — r sin S
die Gleichungen

r — ]/x2 + y2, S = arctg ^(11*)

so dass (10) in den Ausdruck
(12). log ry + i Sx
übergeht.

Derselbe bezeichnet den zu xx 4- iyx gehörigen Werth der 
aus (2) hervorgehenden Function t + in von x+iy’, somit be
steht für diese die Gleichung

t + iu— log (x2 + y2) + iarctg(13)

Hier entspricht dem Werthe x + iy = 1, für welchen t und u 
versclrsvinden, der Werth t + in = Q. Wir betrachten jetzt eine 
Bewegung des Punktes x + iy, bei welcher derselbe auf dem
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rechten Ufer der vorhin mit L bezeichneten Linie von dem 
Punkte 1 nach einem beliebigen durch die positive Grösse r be
zeichneten Punkte fortschreitet, dann um den Nullpunkt als Cen
trum rechts herum einen ganzen Kreis beschreibt, von da aus 
auf dem linken Ufer der Linie L bis zu dem Punkte 1 geht, 
hierauf um den Nullpunkt als Centrum links herum einen Kreis 
beschreibt, und schliesslich auf dem rechten Ufer von L zu dem 
Punkte 1 zurückkehrt. In Folge dessen geht der zugeordnete 
Punkt t + iu von dem Nullpunkte auf der t Axe bis zu dem 
Punkte logr, dann auf einer zu der u Axe parallelen geraden 
Linie bis zu dem Punkte log r+i2rr, von hier auf einer der t Axe 
parallelen geraden Linie bis zu dem Punkte i 2 tt, und schliesslich 
auf der u Axe zu dem Nullpunkte zurück. Es correspondirt also 
dem Flächenstück in der x y Ebene, das von zwei ganzen Kreis
linien und einer doppelt durchlaufenen geraden Linie begrenzt 
ist, und das wir uns wieder als ebenes Blatt denken wollen, in 
der t u Ebene ein Rechteck, bei dem eine Seite in der t Axe, und 
eine anstossende Seite in der u Axe liegt. Für einen Werth B 
von r, der grösser als Eins ist, dehnt sich die Grösse t von der 
Null bis zu dem positiven Werthe log B, für einen unter der 
Einheit liegenden Werth q von r von der Null bis zu dem
negativen Werthe log q aus. Bei stets wachsendem B und
gegen die Null abnehmendem q wird die xy Ebene nach
und nach immer vollständiger von einem Blatte bedeckt, gleich
zeitig erhält man in der tu Ebene einen rechteckigen Streifen, 
dessen auf der t Axe liegende Seite von einem beliebig grossen 
negativen bis zu einem beliebig grossen positiven t geht,
während die nach den positiven u hin zu errichtende Höhe den 
Werth 2 n behält.

Das auf der xy Ebene befindliche Blatt hat einen längs 
der Linie L von r=Q bis r—B reichenden, das heisst im 
Grenzfalle, einen von dem Nullpunkte an unbegrenzt ausge
dehnten Schnitt. Auf diesem Blatte ist es nicht möglich, von 
einem Punkte zu einem zweiten in der Weise zwei Linien zu 
ziehen, dass ein von denselben begrenztes Flächenstück den 
Nullpunkt einschliesst. Sobald daher das Integral (2) für zwei 
in diesem Blatte zwischen zwei bestimmten Punkten gezogene 
Wege gebildet wird, so müssen die beiden Werthe des Integrals

§ HG-



nach dem Satze (II) des vorigen § einander gleich sein, und 
es ist deshalb unter der gleichen Bedingung auch das von dem 
Punkte 1 bis zu dem Punkte x + iy geführte Integral, welches 
die obige Function t + iu definirt, eindeutig bestimmt. Vermöge 
der vorhin beschriebenen von dem Punkte 1 ausgehenden Be
wegung des Punktes x + iy gelangt derselbe zu jedem Punkte 
der Ebene ein Mal und nur ein Mal. Soll der Punkt x + i y, 
nachdem er auf einer Kreislinie von einem Punkte des rechten 
Ufers der Linie L zu dem gleichnamigen Punkte des linken 
Ufers geführt ist, die Linie L überschreiten und dieselbe Kreis
linie in dem gleichen Sinne zum zweiten Male durchlaufen, so

geht in der zugehörigen Function t+iu die Grösse u — arctg

von dem früheren extremen Wertlie 2/r stets wachsend zu dem 
Werthe 4 n über. An das die ganze xy Ebene bedeckende 
erste Blatt schliesst sich ein dieselbe ebenfalls bedeckendes 
zweites Blatt, dagegen an das auf der tu Ebene befindliche 
Rechteck ein neues Rechteck an, bei dem u von 2 u bis 4 tc 
zunimmt. Die Function t + iu bekommt für ein auf dem zweiten 
Blatte befindliches x + iy einen Werth, welcher den zu dem 
x+iy des ersten Blattes gehörenden Werth um die Grösse 
übertrifft, welcher das Integral (2) für einen Ein Mal rechts 
herum vollständig um den Nullpunkt geführten Umgang gleich 
wird. Diese Grösse muss bei jedem solchen Umgänge die
selbe sein. Denn zwei derartige Umgänge, welche sich nicht 
schneiden, schliessen ein Gebiet ein, für das der Satz (I) des 
vorigen § wieder Anwendung findet; auf diesen Fall können 
die übrigen leicht zurückgeführt werden. Nach jenem Satze 
entsteht ein verschwindendes Resultat, wofern bei der Inte
gration die ganze Begrenzung in einem gegen das Innere 
des Gebietes stets gleich bleibenden Sinne durchlaufen wird. 
Alsdann muss aber der eine Umgang um den Nullpunkt 
rechts herum, der andere links herum durchlaufen werden. 
Mithin nimmt das Integral denselben Werth an, falls jeder 
der beiden Umgänge rechts herum durchlaufen wird. Für eine 
um den Nullpunkt mit beliebigem Halbmesser rechts herum

beschriebene Kreislinie sehen wir die Function arctg von

Integration einer ganzen Potenz.67G § Hü-
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dw(15) dz
genüge, und für z — 1 die Bedingung w = 0 erfülle.

Null bis 2 7v zunehmen, mithin hat das Integral (2) für jeden 
Ein Mal rechts herum vollständig um den Nullpunkt geführten 
Umgang den Werth 2ni. Zu den beiden auf der xy Ebene be
findlichen Blättern, die durch einen im Nullpunkte vorhandenen 
Windungspunkt verbunden sind, gehören also auf der tu Ebene 
zwei neben einander befindliche und zusammenhängende recht
eckige Streifen, zu den gleichnamigen Punkten x + iy des ersten 
und zweiten Blattes der ersten Ebene respective die Punkte 
t + iu und t + i{u + 2tt) der zweiten Ebene. Offenbar lässt 
sich in der gleichen Weise fortfahren, so dass durch jede neue 
um den Nullpunkt ausgeführte Bewegung des Punktes x + i y 
ein die xy Ebene bedeckendes neues Blatt, und auf der tu Ebene 
ein anliegender neuer Streifen erhalten wird, wobei jeder 
rechts herum gemachten Drehung ein Wachsen der Grösse u um 
27t, jeder entgegengesetzten Drehung ein Abnehmen um 2 7t 
entspricht, und die Anzahl der auf der xy Ebene durch einen 
Windungspunkt vereinigten Blätter der Anzahl der auf der 
tu Ebene an einander gefügten rechteckigen Streifen von der 
Höhe 2 Jt gleich ist. Die auf diese Weise in der Gleichung 
(13) dargestellte Function t + iu von x+iy, ivelche sich für ein 
positives reelles Argument x auf den Logarithmus naturalis von x 
reducirt, wird der Logarithmus naturalis des complexen Arguments 
x + iy genannt und hat die Bezeichnung

log (x + iy) =

Sie ist eine vieldeutige Function des Arguments x + iy, deren 
sämmtliche Werthe aus einem beliebigen durch Addition eines 
beliebigen Vielfachen der Grösse 2 ui hervor gehen, und die zu 
einer eindeutigen gemacht wird, indem man dem in ihrem 
Werthe vorhommenden Factor von i vorschreibt, ein gewisses 
Intervall von der Grösse 2n nicht zu überschreiten. Burch die 
Wahl der Grenzwerthe 0 und 2 7t, 2 7t und 4 7t,. .. — 2n und 
0,-4 7t und — 2 7t, ... sind respective die vorhin erwähnten, die 
xy Ebene bedeckenden Blätter characterisirt. Biese Function 
iv = logz ist durch die Forderung gegeben, dass sie der Gleichung

log(a;2 + y2) + i arctg (-0*(14)

Entstehung des Logarithmus durch Integration. 677.§ 116.

1-H 
; 
fc*

to



Entstellung der Exponentialfunction durch Umkehrung. § 116.678

Wenn man eines von den bezeichneten die xy Ebene 
bedeckenden Blättern durch eine Reihe von geraden vom Null
punkt ausgehenden Linien und eine Reihe von Kreisen, die 
um den Nullpunkt als Centrum beschrieben sind, in Theile 
zerlegt, so zerfällt der entsprechende auf der tu Ebene be
findliche rechteckige Streifen durch die correspondirenden mit 
der t Axe oder der u Axe parallelen geraden Linien in lauter 
Rechtecke, und es leuchtet ein, dass bei der Umkehrung der 
Function (13) zu jedem in dem rechteckigen Streifen enthaltenen 
Werthe t + iu ein bestimmter Werth x + iy des correspondiren
den' Blattes gehört, folglich bei der vorliegenden Beschränkung 
x + iy eine eindeutige Function von t + iu ist. Weil aber die 
tu Ebene erst von dem Inbegriff aller rechteckigen Streifen 
vollständig bedeckt wird, ferner bei einem beliebig gegebenen 
Werthe t + iu die Grösse von u den betreffenden Streifen und 
damit auch das entsprechende die x y Ebene bedeckende Blatt 
angiebt, und weil zu zwei Grössen t+iu, in welchen die 
Werthe u um ein ganzes Vielfache von 2 w differiren, die 
gleichnamige Grösse x+iy gehört, so ist für jeden Werth t + iu 

, der Werth x+iy eindeutig und zwar so bestimmt, dass er für 
ein um ein beliebiges Vielfache von 2in; vergrössertes t + iu 
ungeändert bleibt. Aus der Gleichung (13) folgt, indem e die 
Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet, für den reellen 
Theil

ix2 + y2(16) = e,
ferner für den Factor von i

x y(17) sin u —cos u —
}4c2 + y<ż}/'x* + y2

mithin als Ausdruck von x + iy,
x + iy = e (cos u + i sin u).

Biese Function von t + iu, die für ein reelles Argument t gleich 
der reellen Exponentialfunction e ist, wird nach I, § 116 so be
zeichnet

(18)

et+l" — el (cos u + i sin ü), 
und heisst die Exponentialfunction von der Basis e und dem 
complexen Argument t+iu. Sie ist für die ganze Ausdeh- 
nung des Arguments t + iu eindeutig, endlich, stetig, und eine

(19)
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periodische Function von der Periode 2 ni. Bei der Notation 
z—x + iy, w=t + in ivird z=cr durch die aus (15) folgende 
Gleichung

dz(20) dio
unter Hinzunahme der Bedingung, dass für w — 0 die Grösse z 
gleich Eins sei, bestimmt.

Im Vorstehenden ist der Logarithmus naturalis und die 
Exponentialfunction als Function einer beliebigen complexen 
Variable definirt worden, und zwar sind in der erstem Defini
tion der Logarithmus naturalis und die inversen trigonometrischen 
Functionen, in der zweiten die Exponentialfunction und die 
trigonometrischen Functionen einer reellen Variable enthalten, 
indem aus (14) bei der Voraussetzung x^+ÿ1 — 1 die Gleichung

log (x + iy) = i arctg(21)
aus (19) für t — 0 die Gleichung

e" = cos u + i sin u 
folgt. Vermittelst der Betrachtung der Functionen einer com- 
plexen Variable werden also diejenigen fundamentalen trans- 
cendenten Functionen eines reellen Arguments, die nach einer 
am Schlüsse des § 14 gemachten Bemerkung zu derselben 
Gruppe gehören, in je eine Function vereinigt. Zugleich er
fahren wir, dass jede der beiden nunmehr übrig bleibenden 
fundamentalen transcendenten Functionen durch einen der 
Theorie der complexen Grössen eigenthümlichen elementaren 
Process entsteht. Die Function Logarithmus naturalis wird 
durch die Integration des reciproken Werthes der complexen 
Variable, die Exponentialfunction durch Umkehrung des Loga
rithmus naturalis hervorgebracht. Es genügt daher für die 
Erzeugung der beiden fundamentalen transcendenten Functionen 
einer complexen Variable, die Processe der Integration und der 
Umkehrung zu den algebraischen rationalen Operationen hinzu
zunehmen, während für die Erzeugung der algebraischen Func
tionen einer complexen Variable ausser den algebraischen ratio
nalen Operationen nur noch der mit der Umkehrung gleichartige 
Process der Auflösung einer algebraischen Gleichung erforder
lich ist.

(22)



Man kann das Verfahren, durch welches in § 14 die um
gekehrten trigonometrischen Functionen analytisch definirt sind, 
wegen der vorstehenden Gleichung (21) als eine Methode zur 
Darstellung des Logarithmus einer complexen Grösse auffas
sen, deren Norm gleich Eins ist, und dann so ausdehnen, dass 
es den Logarithmus einer positiven und auch einer unbeschränk
ten complexen Grösse liefert. Für eine gegebene positive Grösse 
r bilde man, indem die Ausziehung der reellen positiven Wur
zeln durch gebrochene Potenzexponenten angedeutet wird, die 
Reihe von Ausdrücken

2 (r2— 1), 4(r*— 1),.. . 2s(r2* — 1).

die beliebig weit fortgesetzt sei. Die vorkommenden Grössen 
sind sämmtlich positiv oder negativ, je nachdem r über oder 
unter der Einheit liegt. Da die letzte aus der vorletzten durch

2
Multiplication mit dem Factor —j-----hervorgebracht werden kann,

r2' +1
welcher für r> 1 kleiner, für rd grösser als die Einheit ist, 
derselben aber bei wachsendem s beliebig nahe kommt, so 
nähern sich die Ausdrücke für ein solches s einem festen Grenz
werth

lim. 2* (r2S— 1).
Derselbe muss mit dem Logarithmus naturalis von r zusammen
fallen, da 2" für ein beständig zunehmendes s gleich einer be
liebig grossen Zahl n wird, und da nach § 23 der Ausdruck

nr —1 gegen logr convergirt. Bei einer complexen Grösse x + iy

sei wieder
---------------- rjß

\x2 +y2=r, —

so dass a + iß die Norm Eins hat. Dann lässt sich auf cc+iß 
das Verfahren des § 14 unmittelbar anwenden; auch hier möge 
der Kürze halber 0, ßz>0 vorausgesetzt werden. Alsdann 
kommt in den dortigen Bezeichnungen

= ß,— «,

Darstellung des Logarithmus durch einen Grenzprocess. § 116.680

§ ^



y> 0, der Factor von i zwischen 0 und

ben Wege, auf dem in § 14 die Grundeigenschaften der trigo
nometrischen Functionen bewiesen sind, kann vermittelst der 
gefundenen Darstellung der Function log (x + i y) gezeigt werden, 
dass der Satz, nach welchem der Logarithmus eines Products 
gleich der Summe der Logarithmen der Factoren ist, auch bei 
der erweiterten Definition richtig bleibt. Von diesem allgemei
nen Additionssatze wird in § 119 die Rede sein.

liegt. Auf demsel-

Darstellung des Logarithmus durch einen Grenzprocess. 681.§ 117.

lim . 2S (at + i ßs — 1) = i
71wo die Grösse & zwischen 0 und y enthalten ist. Diese Glei

chung giebt in Verbindung mit der vorhin nachgewiesenen

lim . 2s(r2*— l) = logr
die neue Gleichung

log r. d~2s(r2* (as + ißs) — 1) — lo gr + i 0 +i ^g

welche sich durch das beständige Zunehmen des Nenners 2S 
in die Gleichung

lim . 2s(r2 (as + ißs) — 1) = logr + i& 
verwandelt. In der hierher gehörigen Reihe von Ausdrücken

2_ L
r(cc + iß), 2r\a1+iß1), 4r4(«2 + iß*), • • •

entsteht jeder aus dem nächst vorhergehenden durch Ausziehung 
einer Quadratwurzel, deren Sinn durch die in § 14 angegebe
nen Bedingungen eindeutig festgestellt ist ; der resultirende 
Grenzwerth logr + r# giebt denjenigen Werth des log (x + iy), 
bei welchem, in Uebereinstimmung mit der Annahme x>>0 und

§ 117. Integration einer rationalen Function einer complezen
Variable.

Bei der Integration einer rationalen gebrochenen Function 
der complexen Variable 0,

e{z)
(1) m'

R 
<N
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wo Zähler und Nenner ganze Functionen respective vom sten 
und n ten Grade sein mögen, verläuft die algebraische Behand
lung auf gleiche Art, wie in § 67 für das reelle Gebiet ausein
andergesetzt ist. Falls s grösser als n oder gleich n ist, wird 
eine ganze Function q(g) so bestimmt, dass in der Gleichung

ï(*) +e (*) r(e)(2)
/»f{*)

die ganze Function riß) von niedrigerem Grade als f(ß) ist; 
hierauf wird mit Hülfe der Darstellung von f{g)

m=k + i y - y- •••(-- y*,(3)
bei der unter einander verschiedene Grössen sind

r (g)und Oj-t- a2 + . . . -I- a2=w ist, der echte Bruch

tialbrüche zerlegt. Man erhält dadurch die in § 68 mit (2) be- 
zeichnete Gestalt

in Par-f(ß)

(Ol—3)
ft)si ft) ft ft)r iß) si1

(4) 5T + + ... +
Oj — 1)! s—%1(îj—1f(g) 0 —£,) (*—*i)

+
(«2—]) (ysx1+ ... + («2-1)! *-h(*-y#2 (*-y“2'

Die im vorigen § enthaltene Regel giebt für eine mit einer be
liebigen festen Grösse § gebildete complexe Variable g — Ç die 
Resultate

/i + l

iß— £)k d g =(5) — 1,lc+ 1

dg(6) logO—£);

mithin liefert das Integral der ganzen Function q iß) eine ganze 
Function g} das Integral der Summe von Brüchen, deren Nenner 
Potenzen vom zweiten oder von höherem Grade sind, eine 
Summe von Brüchen, deren Nenner um einen Grad niedrigere 
Potenzen sind, das Integral der Summe von Brüchen, deren 
Nenner nur den ersten Grad haben, die Summe von Producten 
aus Logarithmen in complexe Constanten

(Oi—1)1 1 (02-1)(7) (y log (*—y+• • • -f (y i°g o-y-(«i- !)• («2 !)*



§ 117- Integral einer rationalen Function. 683

Das Gesammtintegral
/eO)(8) (- d z

f{*)
besteht demnach aus einer algebraischen rationalen Function 
von z und dem in (7) dargestellten Aggregat von logarithmischen 
Gliedern, da gegenwärtig die logarithmische Function allein 
den Platz einnimmt, welcher bei der auf dem reellen Gebiet 
vollzogenen Integration von dem Logarithmus und den inversen 
trigonometrischen Functionen zusammen ausgefüllt wurde. Um 
den Werth von (8) für eine von dem Werthe z (0) bis zu dem 
Werthe z (1) ausgedehnte Integration zu erhalten, bei welcher 
die Werthe von 0, für welche f (z) verschwindet, vermieden 
werden, ist der bezeichnete Ausdruck, der sich auf z = z (0) 
bezieht, von dem auf z =z (1) bezüglichen Ausdruck zu subtra- 
hiren. Für die rationalen Bestandtheile bestimmt sich die be
treffende Differenz ohne weiteres, für die logarithmischen 
ist aber die Differenz log(#(l)— £)—log {z (0) — £) jedes 
Mal so zu nehmen, dass sich die Function log (z — £), indem 
die Variable z auf dem Wege der Integration von z (0) nach 
z (1) fortschreitet, immer stetig ändert. Bei der Function 
log(# — £) spielt hier der Werth z = § dieselbe Bolle wie der 
Werth Null für die Function log z, so dass die im vorigen § 
gegebene Vorschrift angewendet werden kann. Dies gilt auch 
für die specielle, nach dem Vorbilde von (4) des vorigen § 
auszuführende Integration, bei welcher z (0) = x (0) + iy (0), 
z (1) = x (1) 4- iy (1) ist, und z in der Weise von z (0) nach z (1) 
übergeht, dass zuerst für y — y {0) die Variable x von x (0) nach 
x{\), dann für x — x{\) die Variable y von y{0) nach y (1) 
fortschreitet.

Ebenso wie dies in § 68 geschehen ist, kann gegenwärtig 

derjenige Theil der Function e(z) welcher den algebraischen,
a*)

und derjenige, welcher den transcendenten Theil des Gesammt- 
integrals hervorbringt, getrennt werden. Es sei wieder

ßi0) = («0 + *\) O — £1) (*■- £a) • • • (*— §j)(9)
und

Q2—1 ■•■(*-la)“-',Û,—1<*(*)=(*—£)(10) (*— &
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wo ô (z) als der gröste gemeinsame Theiler von f(z) und f‘(z) 
ohne Kenntniss der Factoren des ersten Grades von f(z) be
stimmbar ist, und ß (z) durch die Gleichung

f(z)=ß(z)d(z)(11)
gefunden wird. Dann lässt sich durch die dort benutzte Methode 
der unbestimmten Coefficienten eine ganze Function y (z) von 
niedrigerem Grade als à (z) und eine ganze Function cc (z) von 
niedrigerem Grade als ß (z) unzweideutig so bestimmen, dass 
die Gleichung

iw)e(e) <*(*)(12) = q(z) +
/■(*) ß(z)dz

befriedigt ist. Vermöge derselben wird die in dem Gesammt- 
integral (8) enthaltene rationale Function von z durch den Aus
druck

?(*)fq(z)d(13) 8 + ä(z)
das zugehörige in (7) entwickelte Aggregat von Producten aus 
Logarithmen in complexe Constanten durch das Integral

?<à-ag(14)
ß(z)

dargestellt.

§ 118. Integration von Differentialausdrücken mehrerer 
complexer Variabein. Transformation durch Einführung 

eines neuen Systems von complexen Variabein.

Für ein System von 2 n reellen Variabein xvyl,x2,yv...xn,yn 
seien 2 n reelle Functionen rjv £2, rj2,... §ni rjn so gegeben, dass 
in dem Ausdruck

(1 ) (li+® ^i) (ä%l + idyß) + (£2+i *?a) (d x,2+idy2)+... + (§n+i rjn) (dxn + i dyn)
der reelle Theil

lidxi - rJldy1 + ß2dx2~rhdy2 + ... + Çndxn — %dyn 
und der Factor von i

tj1dx1+^ldy1+v)adx2+§adyi+... + tlndxn+indyn

den Bedingungen der Integrabilität genügen, oder kürzer, dass 
der Ausdruck (1) ein vollständiges Differential sei. Dann liefert

(2)

(3)



dxa ’ dyb 

welche man so zusammenfassen kann:
5 y b

d (5« + » %) + i %)
dxa ôya

d (?û + * %) 5 (?b + * %)
dxb dxa

(8) d(ßa+i%) S (% + * %)i
àyb dxa

ô^a + *\) d($b+i %)
dyb dya

Durch Vereinigung der beiden letzten Gleichungen ergibt sich 
die Anordnung

und zu (3) die Bedingungen der Integrabilität

0% drjbd%

die Ausführung der vollständigen Integration bei (2) eine reelle 
Function t, bei (3) eine reelle Function u von solcher Beschaffen
heit, dass die Verbindung
(4) t + i u
nach der in § 110 aufgestellten Definition eine Function der 
n complexen Variabein
(5) *1=^1 + ÜJv -2 = ^2+ '%Vv ■■■*„ = Xn + hJn

ist. Bezeichnet man mit a und 6 irgend zwei verschiedene von 
den Zahlen 1, 2,. .. n, so gehören nach § 99 zu (2) die Bedin
gungen der Integrabilität

=o, —^

dyb Bya

= 0,+
(6)

*- + = 0,dyb Bxa

685§ 118. Differentialausdriicke mit mehreren complexen Variabein.
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Differentialausdrücke mit mehreren complexen Variabein. § 118.686

d($a+i\) d(£a+i%)idxa dya
d(%b+irib) +i%)iBxa 3ya

(9) Ö^a+i%) ^(?6 +i%)
dxb dxa

d^a + iru) d(^b+i%)
dya

Hier muss jeder Ausdruck £6 + irjb wieder eine Function der 
n complexen Variabein x1+iyv x2+iy2, . . . xn+iyn sein, da der 
Ausdruck

d(ïb + i%) d(%b + i%)
(10) d^b+irjb)=Za dxa + £a

3 y a8xa
wo a successive gleich 1, 2, ... n zu setzen ist, mit Hülfe der 
beiden ersten Gleichungen (9) die erforderliche Gestalt

d(Zb + irlb) (dxa+idya)<*(&+* %) = -£«

annimmt. Zugleich leuchtet ein, dass, wenn in (1) jede Ver
bindung £& + i rjb nur die Variabein xb und yb enthält und eine 
Function von xb + iyb ist, die sämmtlichen Bedingungen der 
Integrabilität erfüllt sind, und t + iu gleich einer Summe von 
Functionen wird, deren jede nur eine complexe Variable enthält.

Um einer späteren Anwendung willen betrachten wir die 
besondere Voraussetzung, dass ein Ausdruck (1) gegeben sei, 
der die Eigenschaft einefs vollständigen Differentials hat, und bei 
dem die sämmtlichen Verbindungen ^1+irjv Ç2+i rj2,... ijn + i r]n 
rationale Functionen der n complexen Variabein (5) sind. Nun 
möge die Function t + iu dadurch erhalten werden, dass man 
in der Mannigfaltigkeit der 2 n reellen Variabein xv yv ... xn, yn 
von einem Werthsystem ^(0), ^(0),... #w(0), yn{0) bis zu einem 
Werthsystem ^(1), ^(1), .. . xn(l), yn{ 1) integrirt, wobei die Va
riabein sv #2,... zn respective von den festen Anfangswertlien 

^i(O) = x^ty+iyiO), *2(0) = x2(0)+iy2(0),... eH=xn(0)+iyH(0) 
zu den beweglichen Endwerthen
^i(l)=^i(l)H- »>(!), z2(l)=x2(\)+iy2(l\..8n(J)=xn{\)+iyn(l)

(ID Bxa
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fortrücken und t+iu als Function der Endwerthe
e%{l\ ... en{l)

aufgefasst wird. Hier bindert nichts, die Mannigfaltigkeit der 
ersten Ordnung, auf welcher die Integration ausgeführt wird, 
nach der Art von (4) des § 116 so zu wählen, dass zuerst hei 
den festen Werthen y}(0), x2(0), «/2(0),.., xn(0), yn (0) die Va
riable x1 von &r(0) bis ^(1), dann bei den festen Werthen 

x2(0), y2{ 0),. ..£„(0), yn{ 0) die Variable y1 von yl (0) bis 
^j(l) weiter rückt, dass so die Reihe der 2n Variahein zu 
Paaren vereinigt, ferner jedes Paar wie 'das erste behandelt, 
und bei dem letzten Paar zuerst die reelle Variable xn von 
#n(0) nach (1), dann die zugehörige reelle Variable yn von 
yn (0) nach yn{ 1) geführt wird. Jedes einzelne dieser Paare von 
Integrationen ist nach den Regeln des vorigen § zu vollziehen, 
und bringt einen Ausdruck hervor, welcher einen rationalen 
und einen logarithmischen Theil hat, die aus den n Werthen 

(1), #2(1),. .. sn(l) und den n Werthen sx (0), z2(0),... zn(0) 
gebildet sind. Das Gesannntintegral als die Summe der ein
zelnen Integrale ist deshalb gleich einer Summe von ebensolchen 
rationalen und logarithmischen Ausdrücken. Da sich nun die 
Summe der rationalen Ausdrücke zu einem einzigen rationalen 
Ausdruck zusammenzieht, so gelangt man zu dem Ergebniss, 
dass durch Integration des in Rede stehenden vollständigen Dif
ferentials eine Function der n complexen Variabein zv z2, ... zn 
entsteht, die durch Addition einer rationalen Function und einer 
endlichen Anzahl von logarithmischen Ausdrücken gebildet ist.

Wie in § 115 der Ausdruck (7) durch Einführung einer 
neuen complexen Variable, so kann der obige allgemeine Aus
druck (1) durch Einführung eines Systems von complexen Va
riabein transformirt werden. Es seien zv z2,...zn Functionen 
der m complexen Variabein

®l=Pl + *«1> *2—^2 + *&> ' • • V,=Pm + *«..(12)
und man habe
(13) dzx=c]1dv1 + c12dv2+ ... +chmdvm 

dz2 = c21 dvx + c22dv2 + ... + c2>m dvm

dsn=cn, ldv1 + cn2dv2+ ...+ cnm dvm.



Transformation.688 § 119.

In Folge dessen verwandelt sich (1) in einen Ausdruck von der 
Gestalt

((>, + iffj) (dp1 + idqx) 4- (q2 + ia2) (dp2+idq2) + ...
+ (Qm + iaJ (dpm+idqm), 

wo der reelle Theil aus (2), der Factor von i aus (3) entsteht, 
indem die 2n rellen Yariabeln xv yv...xn, yn durch die 2m 
reellen Yariabeln pv q{,.. .pm, qm ausgedrückt werden. Nach dem 
in § 115 benutzten Satze des § 99 bleiben bei der Substitution, 
die Zahl m möge der Zahl n gleich oder von ihr verschieden sein, 
für den reellen und den imaginären Theil von (14) die Bedingungen 
der Integrabilität erfüllt, weil sie für den reellen und imaginä
ren Theil von (1) erfüllt sind. Mithin ist der durch die Integra
tion von (14) zu gewinnende Ausdruck gleich der Function der 
m complexen Variabein vv v2,... vm, in welche die mit (4) be
zeichnte t + iu der n complexen Variabein zv z2,...zn durch 
die angewendete Substitution übergeht.

(14)

§ 119. Addition der Logarithmen.

Nach § 116 wird der Logarithmus einer beliebigen com
plexen Grösse z(l) durch das von z — l bis z=z(Y) genom
mene Integral

ï(D
dz

(1) z

so ausgedrückt, dass sich die Anzahl und Direction der bei dem 
Integrationswege um den Nullpunkt beschriebenen Umgänge nach 
der Anzahl der in dem imaginären Theile von \ogz(l) enthal
tenen Vielfachen der Grösse 2in richtet. Auf diese Weise kann
man die Logarithmen von irgend zwei complexen Grössen durch 
Integrationen, die sich auf zwei von einander unabhängige 
complexe Variabein zx und z2 beziehen, darstellen, und es ent
steht für die Summe der beiden Logarithmen die Gleichung

,**(«
de2 _

iO)
dz 1 +(2) = log^(l) + log#8(l).

*2«1

Die linke Seite derselben darf in Uebereinstimmung mit einer
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in § 118 gemachten allgemeinen Bemerkung als das Integral 
des folgenden mit den beiden complexen Variabein zx und z2 

gebildeten vollständigen Differentials
+ _^2_

*1 *2
betrachtet werden. Vermöge der Grundregel für die Differen
tiation eines Products gilt aber die Gleichung

d(*i .
^2

diese verwandelt sich, sobald das Product zx z2 als eine neue 
Variable v eingeführt wird, in die Gleichung 

dzx dz g dv

§ 119.

dzx
(3)

dz 2dzx
(4)

*x ^‘2

(3) *i ^2 V
deren rechte Seite mit den einzelnen Bestandteilen der linken 
gleiche Gestalt hat. Aus der Bestimmung

v = zt e9
ergiebt sich, dass für zt = 1 und z2 — 1 auch v—\ wird. Lässt 
man nun die Variable v so fortschreiten, dass zuerst für z2 = 1 
die Variable zx wie früher von 1 zu £,(1), dann für z1—z1( 1) 
die Variable z2 wie früher von 1 zu #2(1) weiter rückt, und 
nimmt ?;(1) — zx (1) z2 (1), so folgt aus (5) die Gleichung

f *t ( i )
dzt

(C)

,rfl)
dvdz2 _(7) +

«X *2 V

Nun ist aber
,”(i)
dv(8) — = logt>(l),

mithin besteht der in § 11(5 erwähnte Satz
l°g*i(l) + log ^2 (1) = log (^(1) «>(1)),

icon ach die Summe der Logarithmen zweier complexen Grössen 
gleich dem Logarithmus ihres Products ist.

Auf diesen Satz gründet sich eine allgemeine Eigen
schaft des Integrals einer beliebigen rationalen Function einer 
Variable, dessen Gestalt in § 117 angegeben ist. Substituirt 
man statt der ursprünglichen Variable z irgend eine ratio-

Lipschitz, Analysis II.

(9)

44
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nale Function einer neuen Variable v und untersucht die

welche in § 117Integralsbeiden Bestandteile des

mit (13) und (14) bezeichnet sind, so muss der erstere als eine 
rationale Function von z gleich einer rationalen Function von v 
werden. Der zweite Bestandteil ist zufolge der dortigen Glei
chung (7) ein Aggregat von logarithmischen Ausdrücken von 
der Gestalt

® log (ß £))
wo a und £ feste complexe Grössen sind. Nun wird das Ar
gument z— £ durch die bezeichnete Substitution ebenfalls gleich 
einer rationalen Function von v, das heisst gleich einem Bruche, 
dessen Zähler und Nenner ganze Functionen von v sind. Jede 
derselben ist nach dem Fundamentaltheorem der algebraischen 
Gleichungen gleich einem Product aus Factoren, die in Bezug 
auf v vom ersten Grade sind. Mithin ist der Logarithmus von 
z — £ nach dem vorliegenden Satze gleich der Summe der Lo
garithmen der Factoren der Zählerfunction, vermindert um die 
Summe der Logarithmen der Nennerfunction. Es verwandeln 
sich deshalb die einzelnen logarithmischen Ausdrücke (10) in 
Ausdrücke, welche in Bezug auf die neue Variable v ebenso 
gebildet sind, und der in Rede stehende zweite Bestandteil 
geht in ein auf gleiche Weise aus logarithmischen Ausdrücken 
zusammengesetztes Aggregat über. Indem die Variable z durch 
eine beliebige rationale Function der neuen Variable v ersetzt

wird, verwandelt sich das zu integrirende Differential

(10)

e(z) dz
m

dv, bei dem dv wieder mit einerf(z) dvin das Differential

rationalen Function von v multiplicirt ist. Nimmt man auch 
hier vermöge der in § 117 angegebenen Methode eine Zerlegung 
in die beiden Theile vor, welche respective den algebraischen 
und den logarithmischen Theil des Gesammtintegrals hervor
bringen, und unterscheidet dieselben wie vorhin als den ersten 
und zweiten, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass sich immer

e(A^-dv
f{z) dvav

und beziehungsweise der zweite in den zweiten verwandelt. Die

6 (^ TT-x dz in den ersten Theil vonder erste Theil von
M
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Ergebnisse dieser Zerlegung haben also die Eigenschaft, von der 
Anwendung einer rationalen Substitution unabhängig zu sein.

§ 120. Abel’scher Satz.

In dem Eingänge von Capitel IX, Abschnitt I, sind die 
Integrale von Functionen einer Variable für das reelle Gebiet 
in solche eingetheilt worden, bei denen die Function algebraisch 
und bei denen sie nicht algebraisch ist; zugleich sind unter 
den Integralen algebraischer Functionen diejenigen getrennt, bei 
denen die Function durch rationale, und bei denen sie durch 
nicht rationale Operationen gebildet wird. Bei der Erweiterung, 
welche die Begriffe der algebraischen Function und des Inte- 
grationsprocesses auf dem Gebiete der complexen Grössen er
halten haben, bleiben beide Arten der Eintheilung bestehen. 
Wie sich auf dem letztem Gebiet die Behandlung der Integrale 
rationaler Functionen vereinfacht, zeigt die Vergleichung der 
nächst vorhergehenden §§ mit § 67 und § 68. Ebenso hat die 
Lehre von den Integralen der algebraischen nicht rationalen 
Functionen nach ihrer Ausdehnung auf den Bereich der complexen 
Grössen einen völligen Umschwung erfahren, durch den alte 
Räthsel gelöst, neue entstanden sind. Den eigentlichen Wendepunkt 
bezeichnet aber AbeVs Entdeckung einer gemeinsamen Eigenschaft 
der Integrale aller algebraischen Functionen, deren Ausdruck als 
der ./t&eZ’sche Satz berühmt geworden ist. Abel spricht sich in 
seiner Darstellung*) nicht darüber aus, ob die Integrations
variabein reell sein sollen, oder auch complexe Werthe anneh
men dürfen. Weil er aber stets die Begriffe der algebraischen 
Function und des Integrirens vollständiger Differentiale ge
braucht, so gelten seine Betrachtungen mit gleichem Recht für 
complexe wie für reelle Grössen. Aus einer genügenden Ent
wickelung der Theorie der Functionen von complexen Varia
bein folgt daher unmittelbar der zugehörige Ausdruck des Abel- 
sehen Satzes, dessen Beweis das vorliegende Capitel schliessen 
wird.

§ 120.

*) Abel, oeuvres complètes, tome 2, XI, sur la comparaison des fon
ctions transcendantes, und mémoire sur une propriété générale d'une classe 
très-étendue de fonctions transcendantes, v. J. 1826.
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Wir haben in § 114 den allgemeinen Ausdruck einer alge
braischen Function einer Variable z angeführt. Nachdem mit 
einer Function

F(z,w)=A0w + Axw + ... + Atl,
.. An ganze Functionen von z sind, die Glei-

(1)
bei der A0, A 
chung

j’ •

F (z, w) — 0(2)
gebildet ist, erscheint eine algebraische Function von z als ein 
Bruch

K„{z) w+ JT, O)»”-2 + ... + ÆT„_,(*)
K (z, w) =(3) ii—2 +... +Ln_1(z)+ Ly{z)W

in dem K0 (z), Kx (z),. .. Kn_x (z), L() (z), Lx (z),... Ln_x (z) wie
der ganze Functionen von z bedeuten. Vermöge der Gleichung 
(2) ist w eine w-werthige und mit Ausnahme gewisser Werthe 
von z stetige Function von z\ das heisst, das Gebiet von z zer
fällt, sobald einzelne Stellen ausgeschlossen sind, in Theile, für 
welche zu jedem z genau n Werthe von iv gehören und jeder 
einzelne Werth sich hei einer stetigen Aenderung von z gleich
falls stetig ändert. Wählt man einen solchen und zwar einfach 
zusammenhängenden Gebietstheil von z und hebt für denselben 
einen bestimmten unter den n zugehörigen Werthen von iv heraus, 
so ist für diese Combination z, w die Function K(z,iv) durch (3) 
eindeutig bestimmt. Zugleich soll der Gebietstheil so angenom
men sein, dass in demselben das Unendlichwerden von (3) aus
geschlossen bleibt, was leicht zu erreichen ist. Unter der er
wähnten Voraussetzung hat dann das über die Function K(z,w) 
nach z von einem Werthe £(0) bis zu einem Werthe ^(1) auf 
einem gewissen Wege ausgedehnte Integral

L0(z) w

fx (z, w) d z(4)

einen durch die frühere Definition genau präcisirten Sinn, und 
nimmt an der in (II) des § 115 ausgesprochenen Eigenschaft 
Theil, bei zwei verschiedenen von einem Werth ^(0) nach einem 
Werth z (1) geführten Integrationswegen denselben Werth zu 
bekommen. Für den gegenwärtigen Zweck genügt die angege
bene Beschränkung des Gebiets der Variable z\ wofern es bei 
anderen Untersuchungen nothwendig wird, die Beschränkung
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aufzuheben, kann das betreffende Gebiet stets in Gebietsteile 
von der bezeichnten Beschaffenheit zerlegt werden. Es besteht 
nun der Abel'sehe Satz in der Thatsache, dass die Summe einer 
gewissen hinreichend grossen Anzahl von Integralen, deren je
des wie das Integral (4) gebildet ist, durch einen algebraischen 
und logarithmischen Ausdruck dargestellt werden kann. Sei die 
Anzahl der Integrale gleich v, das erste Integral von (0) bis 

(1), das zweite von z2 (0) bis^2(l), u. s. f., das vte von £v(0) 
bis zv (1) zu erstrecken, es werde ferner in jedem Integral die 
Integrationsvariable als eine selbstständige Variable aufgefasst 
und als solche sammt der zugehörigen Function iv mit einem 
betreffenden Zeiger versehen, so ist die in Rede stehende 
Summe von Integralen

n *i(l)
K(zviü1)dz1+ / X(z2,w2)dz2 + ...+ / K(zv,wv)dzv

M°)

M1)*•(1)
(5)

**(0)*i(0)
nach einer in § 118 enthaltenen und auch im vorigen § ange
wendeten Bemerkung gleich dem Integral des mit den com- 
plexen Variabein zv s2, .. . zv aufgestellten vollständigen Diffe
rentials

K(z1, wj dz1+K(z2, w2) dz2 + ... +K (zv, wv) dzv.
Eine Transformation des Differentials (6), bei welcher die 
v Variabein zv zv... zv auf eine eigenthümliche Art durch ein 
System von neuen Variabein ausgedrückt werden, wird den 
Beweis des A&eZ’schen Satzes liefern; den Zugang vermittelt eine 
algebraische Betrachtung.

Man kann die in (1) definirte Function F(z,iv) mit einer 
beliebigen anderen rationalen ganzen Function derselben Varia
bein in der Weise vergleichen, dass, nachdem beide nach den 
Potenzen derselben Variable w geordnet sind, die Function des 
höchsten Grades von w verlangt wird, welche in beide Func
tionen für unbestimmte Werthe von z algebraisch aufgeht. Die 
betreffende Function ergiebt sich, indem bei diesen Functionen 
der Variable w das in I, § 68 zur Aufsuchung des grösten 
gemeinsamen Theilers zweier ganzen Functionen einer Variable 
auseinandergesetzte Verfahren angewendet wird, 
hierzu erforderlichen Divisionen treten als Coefficienten rationale

(ß)

Bei den
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Functionen von z auf; das Kennzeichen, dass die beiden gege
benen Functionen von w für unbestimmte Werthe von z gleich
zeitig durch keine Function von w theilbar sind, besteht darin, 
dass bei der vorletzten auszuführenden Division als Rest eine
von w unabhängige Grösse erscheint, die wieder gleich einer 
rationalen Function von z sein darf. Von jetzt ab möge die 
Function F(z,w) die Voraussetzung- erfüllen, mit ihrem nach w 
genommenen partiellen Differentialquotienten 

d F(z, w) = n A0 wn 1 + (n II — 2 + .. ,+A(7) 1) A1 iv n—1d w
bei unbestimmten Werth en von z keine Function von w als ge
meinsamen Theiler zu besitzen. In dieser Annahme liegt keine 
wesentliche Specialisirung , da die zugehörige Function (1) in 
dem Falle, dass ein solcher Theiler vorhanden ist, in Factoren 
von der verlangten Beschaffenheit zerfällt; diese bezeichnen, ein
zeln gleich Null gesetzt, eine bestimmte Abhängigkeit der Va
riable w von der Variable z, und können zur Anwendung kom
men, um die ursprüngliche Gleichung zu ersetzen. Zu F (z, w) 
wird nun eine zweite rationale ganze Function von z und w 
G(z,w) hinzugefügt, die in Bezug auf iv vom (n — l)ten Grade 
sei und die Gestalt habe,

G (z, w) = B0w

So = Ko^°

—2+ JB1IV11

+ &0.1**"1 
+ bhl^-]

+ ...+& 
+ . . . + b

n—11

O.Po
(8) i ,pi

zPn~1 1 + .. . + bsVn~\ 4. iB , = b
n—\,Pn—l"n—1.0

Diese Function, bei der die Coefficienten
»i—i.i

^o,o’ ^o,v • ■ - b • • ^11-1,0’ ^«—1,1» • • • KO./'o’ ’ l’Pn—1
beliebige von z\ unabhängige complexe Werthe erhalten, soll 
so beschaffen sein, dass für sie und F(z,w) bei unbestimmten 
Werthen von z ebenfalls keine Function von w als gemeinsamer 
Theiler existirt. Doch können die beiden Functionen sehr wohl 
für bestimmte Werthe von z durch dieselbe Function von w 
theilbar sein, und zwar ist in unserem Falle gerade die Frage 
nach den Bedingungen zu beantworten, unter denen F (z, w) 
und G (z, w) durch dieselbe Function des ersten und keine 
Function eines höheren Grades von w theilbar sind.
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Offenbar deckt sich die aufgeworfene Frage mit der Auf
gabe, zu bestimmen, wann die beiden Gleichungen 

F(z} w) &(*,w) = 0(9)
^0

gleichzeitig bestehen können, und in Bezug auf die Grösse w 
eine und nur eine gemeinsame Wurzel haben. Es handelt sich 
also um die Untersuchung eines Systems von zwei für die Un
bekannten z und w gegebenen algebraischen Gleichungen. Be
zeichnet man die zu einem bestimmten z gehörigen Werthe von 
w, welche die erste Gleichung befriedigen, mit wv w2,... wn, die
jenigen, welche die zweite Gleichung befriedigen, mit hv h2,...h 
wonach

«—v

F(z,w)=A0(w — rój (w — w2)...(w — wn),
G(0}w) = Bü(w — \) (w—h2)...(w — hn_J 

ist, so liegt die nothwendige und hinreichende Bedingung für 
das Vorhandensein einer gemeinsamen Wurzel in dem Verschwin
den des Products von Differenzen

i(10)

(11) (tflj—Äj){wx—h2)... (wx—hn_J
{w2—\) (w2—h2). .. K—hn_x)

(wn-\) (u>n-\). • • (wn—h-i)-
Dasselbe wird mit Hülfe von (10) in die Gestalt 

G(z,wx) G{s,w2) G (z, wn)
n(B)(12)

^0 ^0
gebracht, welche in Bezug auf die Coefficienten — > — 

G (z, w)
A

der Gleichung

die n Wurzeln wv w2,... wu rational, ganz und von jeder Ver
tauschung derselben unabhängig oder nach I, § 46 symmetrisch 
ist. Vermöge der in I, § 58 bewiesenen Fundamentaleigenschaft 
kann aber jede rationale ganze symmetrische Verbindung von 
n Elementen als ein rationaler ganzer Ausdruck der n symme
trischen Grundverbindungen dargestellt werden, die bei den 
n Wurzeln wv wv .. . wn gleich den mit abwechselnden Zeichen

A, A A
-7-1 -7-1—j- der zugeordneten Glei- 
-“-0 ^0 "o

= 0 rational und ganz, in Bezug auf
^0

genommenen Coefficienten
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chung * W^ -
A

= 0 sind. Hiernach wird die rechte Seite von

(12) gleich einem Ausdruck, der eine rationale ganze Func-
A1 AL

.-■> -->••• — und den Coefficienten 
A0 A A0

s„-\•• —- ist. Das Verschwinden desselben oder das Er- 
■"o

A
tion von den Coefficienten

A B,
Bo B0 *' 
fiilltseiu der Gleichung

J7(*) = 0(13)
ist nach dem Obigen erforderlich und hinreichend, damit die 
Gleichungen (9) zusammen befriedigt werden. Durch die Vor
aussetzung, dass F(z, w) und G (z, w) für unbestimmte Werthe 
von z keine Function von w als gemeinsamen Theiler haben 
dürfen, wird der Fall ausgeschlossen, dass TI(z) für unbestimmte 
Werthe von z gleich Null sei. Mithin kann diese rationale Func
tion von z nur für bestimmte Werthe von z verschwinden, und 
da die betreffenden auch die einzigen sind, bei welchen sich 
die Gleichungen (9) befriedigen lassen, so ist die Gleichung 
(13) die Resultante der Elimination von w aus den beiden Glei
chungen (9). Sobald an die Stelle von G (z, w) der in (7) dar-

d F (z, w) F‘ (z,w) tritt, gelten diegestellte Differentialquotient d iv
schon mehrfach benutzten Gleichungen 

( F‘ (z, wj
— {w1 — IV2) (w1 — w3).. . (w1— WH)

A
F‘ (z, w2)

~(w2 — wx) (w2 — w3)... {iv2~■ IVn)
A(14)

K- (WH-Wa) . . . (wn— Wh_A 

In Folge der Substitution von
"O

nach das Product (11) in das aus den sämmtlichen Differenzen 
der Wurzeln wv ivv. . . wn gebildete Product über, durch wel
ches in I, § 59 die Discriminante der zugehörigen Glei
chung definirt ist; daher erhält man aus (12) für die Discri-

A
— — geht dem-statt
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rainante der nach w aufzulösenden Gleichung F (0, w) = 0 den 
Ausdruck

F‘ (e, Wj) F‘ (0, w2) F‘ (0, wn)
$(*)(12*)

A 4>
Bei der oben gemachten Voraussetzung, dass F(0,w) und (F'0,w) 
keine Function von w als gemeinsamen Theiler haben dürfen, 
verschwindet (0) keinenfalls für unbestimmte Werthe von 0, 
und können unmöglich zwei von den n Wurzeln ivv iv 
einander gleich sein; umgekehrt enthält das Verschwinden von 
$ (0) die Bedingung dafür, dass irgend zwei unter den n Wur
zeln wv ivv ■ .. wn einander gleich werden.

Zu einem folgenden Schritte dient ein in I, § 69 bewiese
ner Satz, nach welchem, wenn zwei ganze Functionen einer 
Variable keinen gemeinsamen Theiler haben, jede Function in 
der Weise mit einer ganzen Function multiplicirt werden kann, 
dass das Aggregat der beiden Producte gleich einer beliebigen, 
von Null verschiedenen von der Variable unabhängigen Grösse 
wird. Bei den Functionen F(0,w) und G (0, w) von w setzen 
wir diese von w unabhängige Grösse gleich der in (12) definir- 
ten Function IT(0) und bilden die Gleichung

. ü , x G (0, w)+ R (0, w) —

Da die Function F (0, w) in Bezug auf w vom n ten, G (0, tv) 
vom (fi—1) ten Grade ist, so lässt sich nach I, § 93 bewir
ken, dass S(0,w) vom (w—2) ten, R (0, to) vom (w—1) ten Grade 
wird. Die rechte Seite darf gleich TT (0) genommen werden, 
weil 11(0) für keinen Werth von 0, für den F(0,10) und G (0,10) 
ohne gemeinsamen Theiler sind, verschwindet. Nun wird die 
Function R(0,w) für jeden Werth von 0, der JT(^) nicht zu 
Null macht, bestimmt, indem man in (15) statt w der Reihe 
nach die Wurzeln wv 10

stituirt. Hierdurch entstehen die n Gleichungen
G (0, Wj)

• • w„n2? ’

F (0, w)
S (0, w) 11(0).(15)

Au

ivn der Gleichung F (.0, w) — 0 sub-•2’ ‘ ' •

G (*, wj
(16) R(0,w1)

in denen wegen der über 0 gemachten Annahme keiner der 
Werthe der Function G (0, tu) verschwindet. Mithin sind die 
n Werthe der Function des (n—l)ten Grades R(0,w) bekannt,

= n (*), • •. R G, wj *0B,
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welche sie für die nach der Voraussetzung untereinander ver
schiedenen n Werthe von w annimmt; R (0, w") wird daher mit 
Hülfe der Interpolationsformel von Lagrange (I, § 96 und § 39 
dieses Bandes) folgendermassen dargestellt

Bon(0)
r G-(z,wa) F'(z>wc) w—wa

F (0, iv) ---------  ?1Pb (0, w) — Ji(17)

wo ct=l, 2,... n zu setzen ist. Weil aber n(z) nach (12)
gleich dem Product der n Factoren - ^Wfl-

durch jeden einzelnen Factor dividiren lässt, so behält R (0, w) 
auch für solche Werthe von 0 einen endlichen Werth, für

ist und sich daher

und damit auch n(s) verschwindet.die ein Factor
Ro

Hierauf beruht der Schluss, dass die Function R (0, w) in (17) 
nicht nur für diejenigen Werthe von 0, für welche 11(0) von 
Null verschieden ist, sondern für jeden Werth von 0 der Glei
chung (15) entsprechend dargestellt wird. Die Function R{z,w) 
kann mit Hülfe des vorhin angewendeten Fundamentalsatzes 
der symmetrischen Functionen als rationale Function von 0 aus
gedrückt werden, wonach sich aus (15) auch für5(#, w) ein in 
0 rationaler Ausdruck ergiebt. In dem vorhin erwähnten Falle, 

Gr (0, w) durch den partiellen Differentialquotienten — —
■"■0

ersetzt wird und das Product Ll{z) in die Discriminante $ß(#) 
übergeht, verwandelt sich die obige Gleichung (15) in diejenige, 
welche Gauss in art. 8 der Abhandlung demonstratio nova altera 
theorematis, omneni functionem algebraicam rationalem integram 
unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi 
posse, Göttingen 1816, behandelt hat, und der Ausdruck R (0, w) 
aus (17) in die von Gauss mit q bezeichnete Function.

Für diejenigen Werthe von 0, welche II (0) zum Verschwin
den bringen, liefert die Gleichung (15), deren rechte Seite als

dann gleich Null ist, das Resultat, dass der Quotient von -^0

dass ^0

durch
R0

dem Quotienten von —R{p,w) durch S(0, w) gleich 

F (0, iv) in Bezug auf w vom wten, R{z,w)sein muss. Weil nun
A
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vom (n—l)ten Grade ist, so kann die Gleichheit der beiden 
Quotienten nur so bestehen, dass der Zähler und Nenner des 
ersten Quotienten eine Function von iv als gemeinsamen Thei- 
ler haben, die bei dem Zähler und Nenner des zweiten Quo-

F (z, w)tienten fortgelassen ist. Dass die Functionen 
G (z, w)

und
A

für Werthe von z, hei denen TT (z) — 0 ist, durch eine

Function von w gleichzeitig theilbar werden, ist die Folge des 
Vorhandenseins einer gemeinsamen Wurzel der zugehörigen 
Gleichungen (9). Soll nun, wie gefordert wurde, der gemein
same Factor der Functionen von keinem höheren als dem ersten
Grade, oder für die Gleichungen nur eine einzige gemeinsame 
Wurzel vorhanden sein, so ist es noth wendig, dass die Func
tion B (z, w) in Bezug auf iv nicht auf den {n—2) ten Grad her
absinke. Der Ausdruck (17) von B (z, w) wird durch Addition 
von n Producten erhalten, bei denen die Function des in— l)ten 

F (z, w)Grades mit dem von w unabhängigen Factor
W — W a

b0 n (z) i
G(z,wa) F‘{z,wa)

multiplicirt ist. In jeder der genannten Functionen hat w" 1 
nach der Definition von F(z,w) in (1) den Coefficienten A0} mit
hin ist iv'l~] in B (z, w) mit dem Factor

Bon(z) A0
(18) a G (z, U'J F‘(z,wa) 
multiplicirt, und dieser muss, damit B (z, w) keine Function des 
(n—2) ten Grades von iv werden kann, von Null verschieden 
sein.

F (z, w) G (z, w)Sobald für besondere Werthe von z

eine Function ersten Grades von iv zum grösten gemeinsamen 
Theiler haben, kann man auf die von diesem Factor befreiten 
Functionen den Satz anwenden, welcher vorhin zu der Glei
chung (15) geführt hat. Denkt man sich eine entsprechende 
Gleichung aufgestellt und beide Seiten derselben mit dem fort
gelassenen Factor ersten Grades multiplicirt, so entsteht eine 
Gleichung von der Gestalt

undA B «
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F (g, w) + C{M, «)(19) D(g,iv) — lF(g) w — •£?(#).
^0

Hier bedeutet D (g, w) eine ganze Function des (w—3) ten, 
C (g, iv) eine solche des (n—2) ten Grades in Bezug auf w. Der 
in dem Ausdruck rechts befindliche, an sich beliebige Factor 
von w muss so gewählt sein, dass er für die Werthe von g, für 

F G, w) G (g, w)welche einen gemeinsamen Theiler be

kommen, keinenfalls verschwindet, und ist deshalb gleich der 
in (18) definirten Function lF(g) gesetzt. Unzweifelhaft wird 
durch die Gleichung (19) auch die nothwendige Bedingung da
für ausgedrückt, dass der gemeinsame Factor der beiden Func
tionen von w von keinem höheren als dem ersten Grade sein 
kann; denn jeder gemeinsame Factor der Functionen ist ein 
Factor der linken Seite von (19) und muss deshalb in der rech
ten Seite aufgehen, die in Bezug auf w nur vom ersten Grade 
und wegen der Beschaffenheit von ‘F(g) nicht gleich Null ist.

Wiewohl die Gleichung (19) für solche Werthe von g ge
bildet wurde, die 11(g) zunfVerschwinden bringen, so betrach
ten wir dieselbe doch zuerst unter der Voraussetzung, dass g 
einen Werth habe, bei dem 11(g), aber auch lF (g) von Null ver
schieden ist, und bestimmen zuerst die Function fl (g). Setzt 
man wieder für w successive die n Werthe wa, so kommt 

G(g, wn)
•"o

nicht den Werth Null annimmt, und folglich, indem

und
Bo

(20) v(g)wa-n(g),

G(*>Wq)wo

Bo H(g)mit dem Factor multiplicirt wird,G(g,wa)
B011(g) B011(g)

C(g, wa) n(g) = lF(g) wa(21) — fl (g) G(g,toa)
Insofern C(g,w) eine Function des (n—2) ten Grades von iv ist, 
hat nach einem in § 39 für reelle Argumente ausgesprochenen 
aber aus den gleichen Gründen für complexe Argumente gelten
den Satz die von a = 1 bis n ausgedehnte Summe

G(g,wa)

(22) ■? F‘ 0,»«)
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einen verschwindenden Werth. Demnach folgt aus (21) durch

und hierauf erfolgende SummationAMultiplication mit 

die Gleichung
-F'(vO

(23) n*) æ AA AA —ß('s) -£ ttA wr~\=°-
a G(z,Wa) F (z,Wa) a G(0,ÎVq) F (0, Wa)

und folglich, da der Factor von DG) gleich *F{g) ist, diese 
Function aber einen von Null verschiedenen Werth haben soll, 
die Bestimmung

R0n(z) A0wa(24) DG) = 2a G(0,wa) F‘(0,wa) 
lF(F) und DG) sind in (18) und (24) als symmetrische Func-

F (0, w)tionen der n Wurzeln iva der Gleichung

stellt und gehen daher in rationale Functionen der Coefficienten 
der beiden Gleichungen (9), mithin in rationale Functionen von 
0 über.

— 0 darge -
-do

Zur Bestimmung von C (0, iv) und I) (,0, w) findet sich 
durch Combination von (15) und (19) die Gleichung

-Zi 0
+ (r (0, w) (ip(0)iv — dg)) — OG, iv) n g)) AAaA _ — o.

-*■*0

(25) (S (0, w) ( lF(ß) iv

Da F (0, w) und G (,0, w) für unbestimmte Werthe von 0 keine 
Function von w als gemeinsamen Theiler haben, so muss hier

bis auf einen von w unabhängigenG G, w)der Factor von
-B.

F G, w)Factor gleich sein. In der letztem Function hat wn
A

die Einheit zum Factor, in der zu vergleichenden Differenz ist 
OG,«;) nach w vom (n—2)ten Grade, ferner erscheint in R(0,iv) 
die Potenz w'1 1 mit lF G), in dem als Factor hinzuzufügenden 
Ausdruck ersten Grades w ebenfalls mit lF(0), folglich in dem 
Product die Potenz io11 mit (*FG))2 multiplicirt. Demnach gilt 
die Gleichung

2 F G,«0(26) R (0, w) ( lF(0) w — DG)) — O G, w) 77 {0) = ( W(e))
^0
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ans der für C{z,w) die Bestimmung*

(27) C(e, w) n(e) = R (z, w) ( lF(z) w — tt(z)) — ( lts(ß)) 2 F(z.w)
A

hervorgeht. Substituirt man statt JR(z,iv), F(z), £2(z) die ge
fundenen Ausdrücke (17), (18), (24) und wendet als Summations
huch staben a und 0 an, so kommt

B0II(z) A0 (w — wb)
“ G(z,wb) F‘(e,wb)
^B0Il(z) A0 ^ 7?0 11 (z) A0

a €K*,va) F'{z,wjĄ G{z,tcb) F'{z,W$ 
ferner, indem der Factor H(z), der gegenwärtig nicht gleich 
Null sein darf, auf beiden Seiten fortgelassen wird,
(29) G (z} w) =

W(z)w — Q(z) —
(28)

(n*))*=2

f y B0____Aq____ 1_____  y B0____ Ag
\ « G(z,wa) F‘(z, Wa) w — wa b G-faWf) F‘ (z,tvb)

G (z, wa) F‘ (z, wa) G (z, wb) F‘ (z, wb)
Hier hat der in der Klammer befindliche Ausdruck die Eigen
schaft, dass bei Ausführung der Multiplication der beiden Sum
men die Glieder, in denen die Zeiger a und 6 gleich sind, Pro- 
ducte liefern, die sich fortheben. Indem nun eine Summe, die 
sich auf alle abgesehen von der Reihenfolge verschiedenen 
Paare von verschiedenen Zahlen a und f) bezieht, mit b be
zeichnet wird, nimmt der Inhalt der Klammer die Gestalt an 

Bo B0 A0 A{)

1 (tv — wb)

F(z,w)

G(z,w) G(z,wb) F‘{z}w ) F‘{z,wb) \w — w w — wb )
IV— IV

(30) 2a, 6
Es ist aber

» 2^_ K - %)a 5
6 (W- Wa)(w~Wb) ’

W~W*
IV--Wa

folglich entsteht für C (z, iv) der Ausdruck
Al K -

Zb G(z,iva)G(z,wb) F‘{z,wa) F{z,wb) A0(w—wa) (w—wb) 
Da o und h verschiedene Zahlen bedeuten, so enthält ü(z) das

w — wa
(31) w — w

K THz) F (z, to)
(32) C(z,w) = 2

G(z,wa)G(z,wb) F(z, w)
Product durch dasals Factor, während

K Ao
Product (w — wa) (w — tcb) aufgeht, und deshalb gilt die ge-
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fundene Darstellung' von C{z,w) für alle Werthe von z mit 
Einschluss derjenigen, für die H(z) verschwindet. Als symmetri
sche Function der Wurzeln wa wird C(z,w) gleich einer ratio
nalen Function von z, so dass in gleicher Weise aus (19) der 
Ausdruck von D(z, w) erhalten wird. Hiernach bestehen die 
Bedingungen dafür, dass die Functionen F(z,w) und G (z, iv) 
durch dieselbe Function des ersten und keine Function eines
höheren Grades von iv theilbar werden, darin, dass die Grösse z 
eine Wurzel der Gleichung

n{z) = 0
ist, und dass für leinen solchen Werth die Function lF(z) ver
schwindet. Alsdann hat der einzige den beiden Functionen ge
meinsame Factor den Ausdruck

lF (z) w — kl (z),
in welchem lF(z) und 11 (z) gleich rationalen Functionen von z 
sind. Fs wird daher für jede Wurzel zn der Gleichung TI(z) — 0 
der zugehörige Werth w — wu durch die Gleichung

JKO
Wa ~ no(33)

als rationale Function von za ausgedrückt. Man gelangt zu 
einer Bestimmung der eingeführten Functionen H(z), lF(z), kl(z), 
bei der sie in den Coefficienten der Gleichungen (9) durch 
Bildung von Determinanten ausgedrückt sind, indem man die 

F(z,w) successive mit den Factoren 1 ,w,w\..w"—2Function
4

G(z, iv) ebenso mit den Factoren 1, iv, w2, .. w"die Function

multiplicirt, in den von w freien Gliedern iv° als Factor zufügt, 
und das resultirende System von (2n—1) Ausdrücken unter
sucht, die in Bezug auf die (2 n—1) Potenzen w°, w1,.. . w 
homogen und vom ersten Grade sind. Für das Folgende ist 
jedoch eine Kenntniss der expliciten Darstellung nicht er
forderlich.

‘in—2

Um die mitgetheilten Eigenschaften eines Systems von 
zwei algebraischen Gleichungen zu dem Beweise des ^.JeZ’schen 
Satzes zu benutzen, werden die in der Function G(z,w) 
kommenden Coefficienten b00, b

vor-
.. b ., b .. bo.n * 0,/'o’ ‘ ' n—1,0’ • n—l.p—1}



heissen mögen, als unabhängige variablewelche abgekürzt b 

Grössen aufgefasst. Da die Function ü{s) eine rationale ganze
Q,a

K BA _Z?i B2 n—1
T undFunction der Verbindungen -j-

Ao ■»o’ Bo'"' B0} • ” Ao
ist, die erstem rationale Functionen von 2, die letztem ratio
nale Functionen von 2 und von den Grössen b sind, so istQ,0

11(2) ebenfalls eine rationale Function von 2 und den Grössen 
und deshalb sind die Wurzeln 2a der Gleichung II(2) = 0 

als Functionen der Grössen b anzuseben. Für jede WurzelQ,a
folgt aus dem Verschwinden des vollständigen Differentials von
n (*),

011(2) dn(2)
— d 2 -f-

Q, O

eine Darstellung des Differentials (I2 als Aggregat von Producten 
der Differentiale db^a mit Ausdrücken, die rationale Functionen 
von 2 und allen b^, a, sind. Falls unter den Wurzeln solche Vor
kommen, die von den Grössen b unabhängig sind, so muss 
für dieselben der betreffende Ausdruck von d2 verschwinden.

(34) Adb = 0..Ô2 Q,a
Q,a

Diese Wurzeln werden aus der folgenden Betrachtung heraus
fallen, doch kann von ihrem Vorhandensein der Einfachheit
halber abgesehen werden. Die Anzahl der sämmtlichen, dem
nach von den Grössen b abhängenden Wurzeln sei gleich v. 

Wir lassen nun diese v Grössen 2V 2V ... 2v mit den v Variabein 
zusammenfallen, die in dem vollständigen Differential (6) anti- 
cipirend mit den gleichen Buchstaben bezeichnet sind. Da hier 
mit jedem Werth 2 ein vermöge der Gleichung F(2, w) — 0 zuge
höriger Werth w zu comhiniren ist, so darf immer mit 2a der
jenige Werth wa combinirt werden, welcher in (33) durch die

(j,a

ß(0Function definirt worden ist. Dieser Quotient ist aus
no

den gleichen Gründen wie 11(2) eine rationale Function von 2a 

und von den Grössen b Wenn man daher in dem einzelnenQ,a‘
Ausdruck K(2a,wa)d2a die Grösse wa in der angegebenen 
Weise determinirt, so wird der Factor K(2a,wK) ebenfalls gleich 
einer rationalen Function von 2n und b 

möge (34) durch eine Summe von Producten der Differentiale
ferner ist d2a ver-

§ 120.Abel’sclier Satz.704

-C
b
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äh in rationale Functionen von za und b 
Hierbei zeigt sich der Umstand, dass, wenn nach einander die
selbe Transformation mit den verschiedenen Ausdrücken 

K On «h) dzv K{ev w2) dev... K{zv, wv) dzv 
ausgeführt wird, nur die Wurzel zx nach einander in z2,... zv zu 
verwandeln ist, während die Grössen h a sammt ihren Differen
tialen überall genau in derselben Weise auftreten. Werden 
jetzt alle v transformirten Ausdrücke addirt, so erhält man 
statt des vollständigen Differentials (6) ein nach den sämmt- 
lichen Differentialen äh. _ zu ordnendes Aggregat

zu ersetzen.q‘,g‘(J,G

0,0
(35) Q,o'Q,0
bei welchem jeder einzelne Factor Q^a gleich der Summe von v 
Ausdrücken ist, unter denen jeder einzelne nach einer Grösse 
za und den sämmtlichen b,a, rational ist; alle gehen aus 
einem einzelnen durch die Substitution za = zv z2,.. . zv hervor. 
Daher ist jeder Factor Qt) a eine rationale Function der sämmt
lichen b Aa, und zugleich eine symmetrische Function der v Wur
zeln za der Gleichung 77(^) = 0; er ist folglich nach dem Fun
damentalsatze der symmetrischen Functionen gleich einer ratio
nalen Function von den Coefficienten dieser Gleichung, mithin, 
weil diese ebenfalls rationale Functionen der b sind, selbstq',o‘

Es geht also durch die aus
geführte Substitution das vollständige Differential (6) in das 
Aggregat von Differentialen (35) über, bei dem die sämmt
lichen Factoren Qoa rationale Functionen der Variabein b 
sind. Nach § 118 verwandelt sich ein vollständiges Differential 
bei der Substitution eines jeden Systems neuer Variabein wieder 
in einen Ausdruck, der die Bedingungen der Integrabilität er
füllt. Also sind diese Bedingungen bei dem Ausdruck (35) 
befriedigt. Andrerseits liefert ein Aggregat von Differentialen, 
bei dem die sämmtlichen Factoren der Differentiale rationale 
Functionen der Variabein sind, durch Integration nach dem ange
führten § einen Ausdruck, der in Bezug auf die Variabein 
theils algebraisch rational, theils logarithmisch ist. Wenn daher 
das Aggregat (35) in der Weise integrirt wird, dass jede Variable 
b _ von einem Wertheb (0) zu einem Werth b^ 0(1) fortschreitet

eine rationale Function der bQ'>o

o',a‘

(j,a
45Lipschitz, Analysis II.
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und die Variabein za in entsprechender Weise von za (0) bis #a(l) 
bewegt werden, so wird die Summe von Integralen (5) gleich dem 
zugehörigen Integral des Aggregats (35), das heisst gleich einem 
Ausdruck, welcher in Bezug auf die Grössen boa( 0) und bi)(J (1) 
theils algebraisch rational theils logarithmisch ist. Hiermit ist 
aber der Abel’sehe Satz begründet.

Capitel IV.

Entwickelung von Functionen einer complexen 
variabeln Grösse in Potenzreihen.

§ 121. Cauchy’scher Satz.

Für Functionen, die in einem gewissen Intervall ihrer reellen 
Variable mit Einschluss der aufeinanderfolgenden nach dersel
ben genommenen Differentialquotienten eindeutig, endlich und 
stetig gegeben sind, liefert der in § 27 enthaltene Taylor'sehe 
Satz ein Mittel der Darstellung durch Potenzreihen, zu welchen, 
nachdem sie beliebig weit fortgesetzt sind, als vollständiger 
Rest ein bestimmtes Integral hinzukommt ; wofern dieser Rest bei 
stets wachsender Gliederzahl beliebig klein wird, convergiren 
die Reihen bei unendlicher Ausdehnung. Es wird daher die in 
I, § 112 erwähnte Aufgabe, zu beurtheilen, ob eine bestimmte 
gegebene Function einer reellen Variable in eine Potenzreihe 
entwickelbar sei, und, falls dem so ist, die Entwickelung aus- 
zuführen, durch den Taylor sehen Satz nur insoweit gelöst, dass 
noch eine Convergenzuntersuchung hinzuzufügen bleibt. Dagegen 
gewährt die Uebertragung der Frage auf das Gebiet der com
plexen Grössen den Vorzug, dass man unter sehr umfassenden 
Voraussetzungen im Stande ist, die Bedingungen der Entwickel- 
barkeit einer Function in eine convergente unendliche Reihe, 
die nach den ganzen positiven Potenzen der complexen Variable 
fortschreitet, von vorne herein aus den Eigenschaften der Func- . 
tion abzuleiten; die Entwickelung wird dann später ausgeführt. 
Diesem Ziele nähern wir uns durch die Mittheilung eines Satzes, 
der dazu dient, eine Function einer complexen Variable durch
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ein Integral auszudrücken, lind der nach seinem Urheber Cauchy 
benannt worden ist.

Wenn eine Function f{z) der complexen Variable z für ein 
Gebiet E derselben eindeutig, endlich und stetig gegeben ist, 
und Ç einen bestimmten in diesem Gebiet enthaltenen Werth 
von z bezeichnet, so ist der durch Division mit der Verbindung

z—t erhaltene Quotient ' v L nach § 107 ebenfalls eine Func-z—L
tion von z. Dieser Quotient bleibt in dem ganzen Gebiet E 
eindeutig, und mit Ausnahme der Stelle z = Ç gleichfalls end
lich und stetig. Wird nun, geometrisch gesprochen, in E eine 
geschlossene und sich nirgendwo selbst schneidende Linie L 
gezogen, die ein einfach zusammenhängendes, den Punkt L enthal
tendes Flächenstück begrenzt, wird innerhalb desselben um den 
Punkt L als Centrum mit einem Radius q ein Kreis K beschrie
ben, dessen Fläche ausgeschieden, und der übrig bleibende

Theil des Stücks mit E‘ bezeichnet, so ist

eindeutig, endlich und stetig. Dann sind in dem durch die bei
den Linien L und K vollständig begrenzten Gebiete E‘ für das 
aut die complexe Variable z bezügliche Integral

m in E‘ überall
z—£

dz(1)
*-K

die Bedingungen des Satzes (I) aus § 115 erfüllt; dasselbe muss 
daher, längs der ganzen Begrenzung in einem gegen das Innere 
von E‘ stets gleichen Sinne genommen, verschwinden. Nach 
einer in § 116 benutzten Bemerkung bekommt in Folge dessen 
das Integral (1) denselben Werth, wofern die Integration ein Mal 
längs der Linie L, das zweite Mal längs der Kreislinie K, und 
zwar immer um den Punkt Ç in demselben Sinne herum geführt 
wird. Für die auf die Kreislinie bezügliche Integration eignet 
sich die Einführung der Polarcoordinaten

z — t—r (cos# + i sin#);(2)
hierbei folgt aus der Gleichung

dz = dr (cos # 4- i sin 3) + ir (cos 3 + i sin3) dd-, 
da r den festen Werth q annimmt, die Bestimmung
(3)

dz(4) — id #.z — ç
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Die Variable # möge von —w bis n genommen werden; der 
hierdurch bezeichnete Drehungssinn heisse positiv. Jetzt ist 
das in demselben Sinne über die Linie L ausgedehnte Integral 
gleich dem Integral

Jf{£ + Q (cos & + i sin #))(5)
— 7t

Hier darf die positive Grösse q nach und nach immer klei
nere Werthe erhalten, weshalb die Argumente der Function 
£ + q (cos & + i sin für den ganzen Gang der Integration von 
dem Werthe £ um eine complexe Grösse von beliebig kleinem 
Betrage abweichen. Weil nun f(z) eine eindeutige, endliche 
und stetige Function von z ist, so wird die Differenz von zwei 
Functionswerthen mit Hülfe des endlichen Differentialquotienten

= f‘(z) für einen hinreichend kleinen Betrag der Diffe-df(*)
d z

renz der Argumente beliebig genau so ausgedrückt
/T*W(9 =/■'(£) (*-£).(6)

Es differirt also in (5) der Functionswerth f(L+Q (cos #sin #)) 
von dem Functionswerth f(Ç) um beliebig wenig, folglich nähert 
sich das betreffende Integral demjenigen Werthe, welcher durch 
Einsetzung von/*(£) entsteht; derselbe wird, da f (£) von der In
tegrationsvariable & unabhängig ist und die Integration des Ele
ments d& die Grösse 2 7t ergiebt, durch das Product 2 nif(t) 
dargestellt. Auf diese Weise erhält man den nachzuweisenden 
Cauchy’sehen Satz:

Bei einer Function f(z), die für ein Gebiet von z eindeutig, 
endlich und stetig gegeben ist, wird der Functionswerth f{'Q, wel
cher zu einem beliebigen in dem Gebiete befindlichen Werthe £ 
gehört, durch das folgende Integral ausgedrückt, das längs einer 
um den Punkt £ im positiven Sinne einfach herumlaufenden Linie 
zu erstrecken ist,

mi dz.m(7) 2ni J z — £

Für den Fall, dass in dem Integral der rechten Seite die Grösse 
£ einen Werth erhält, der sich ausserhalb des von der betreffen
den Linie eingeschlossenen Gebiets befindet, bleibt die Function

% .
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fifi) in demselben überall endlich, weshalb der Werth des Inte

grals nach döm Satze (I) des § 115 verschwindet.
Die Gleichung (7) kann dazu dienen, die sämmtlichen auf

einander folgenden Differentialquotienten der Function f (£) zu 
bilden und in ähnlicher Weise darzustellen. Da Ç unter dem

b-K

Integralzeichen nur in dem Bruche vorkommt, dessen Nen

ner bei der angegebenen Integration niemals verschwindet, 
so darf eine Differentiation des Integrals (7) nach dem Argu
ment 'Ç unter dem Integralzeichen ausgeführt werden. In der 
That setzt sich eine nach- dem complexen Argument Ç vorzu- 
nehmeude einmalige Differentiation aus zwei partiellen Diffe
rentiationen zusammen, die den reellen und den von dem Fac
tor i befreiten imaginären Theil von Ç betreffen. Es gestatten 
daher die in § 75 entwickelten Principien der Differentiation 
eines bestimmten Integrals nach einer von den Integrations
grenzen unabhängigen Grösse eine ein Mal und auch belie
big oft unter dem Integralzeichen auszuführende Differentia
tion des Integrals (7) nach dem Argument, Ç; denn die Ausdrücke 
welche durch einmalige -und beliebig fortgesetzte Differentiation

des Bruches 1 entstehen, behalten die Eigenschaft, dass fin

den Lauf der Integration ihr Nenner nicht gleich Null wird, 
und sie selber eindeutig, endlich und stetig sind. Man erhält 
die Bestimmungen

b—K

(8) 1
dt 0~0:
1d2

b — K. 1 .2
0-0

1.2.3... p
p+1 ’d? 0—0

und deshalb für die nach § 108 bezeichnten successiven Diffe
rentialquotienten die Ausdrücke
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f{*)1 d znt)=(9) (*-£)■2 71 i

f{*)1.2
Tder® =

(*.-£)2 ni

fO)1.2.. .pf°’\t) = dz,p+i2 ni (e—O
wo der Weg der Integration wie in (7) zu nehmen ist.

Das so eben eingeschlagene Verfahren liefert den Beweis, 
dass eine für das Gebiet E gegebene eindeutige, endliche und ste
tige Function f{z) die merkwürdige Eigenschaft hat, dass von 
derselben für jeden in E enthaltenen Werth von z in Bezug auf 
diese Variable die sämmtlichen Differentialquotienten einer beliebig 
hohen Ordnung gebildet werden können und eindeutige, endliche 
und stetige Functionen von z sind. Sobald die Gleichung (7) fest
gestellt ist, folgt aus derselben vermöge der angewendeten Be
trachtungen zu gleicher Zeit das Vorhandensein und die Dar
stellung der nach einander aufzusuchenden Differentialquotienten. 
Hierbei ist zu bedenken, dass, indem f(z) = t + iu für das Ge
biet E als Function der complexen Variable z definirt wird, nach 
(1) des § 106 für dasselbe Gebiet die Gleichung 

dt + idu = (£ + ig)(dx + i d y) 
vorausgesetzt wird, welcher die Gleichung
(10)

df{z) = § + irj

entspricht. Das Vorhandensein des ersten Differentialquotienten 
f'(z) liegt also schon in der für die Function f(z)—t + iu ge
machten Voraussetzung, vermöge deren t und u in dem Gebiet 
E dem System der beiden partiellen Differentialgleichungen

dt du du
d x d y d x

zu genügen haben. Eine fernere Annahme besteht darin, dass 
t + iu in E eindeutig, endlich und stetig sein soll, und diese 
umfasst für E die Eindeutigkeit und Endlichkeit der partiellen

dt dt du du 
dœ’dy’ dx dy

gen ist die Gleichung (7) abgeleitet, welche die Existenz der

(11) dz

dt(12) dy

Differentialquotienten * Aus diesen Voraussetzun-
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sämmtlichen Differentialquotienten von f(z) bedingt. Während 
also die Existenz des ersten Differentialquotienten f (z) mit zu 
den gemachten Voraussetzungen gehört, wird aus denselben die 
Existenz aller übrigen Differentialquotienten als nothwendig ge
folgert ; hierbei besteht aber der Unterschied, dass die Func
tion /’ (z) und ihr erster Differentialquotient für das betreffende 
Gebiet von z mit Einschluss der Begrenzung als gegeben gelten, 
dass aber die Existenz der folgenden Differentialquotienten für 
das Innere des Gebiets mit Ausschluss der Begrenzung erwie
sen wird.

711

§ 122. Darstellung einer Function einer complexen Variable 
durch eine Potenzreihe.

Sei £ = £0 ein beliebiger Werth des Gebiets, für das die 
Function f(z) wie im vorigen § eindeutig, endlich und stetig 
gegeben ist; es werde eine Entwicklung von f(£) gesucht, die 
nach den positiven ganzen Potenzen der Differenz £— £0 geordnet 
ist. Eine solche erhält man aus der Cauchy sehen Gleichung

f(s)1
fCQ(1) ^ d z2 ni f z— Ç

11indem man dem Bruche giebt,-c die Gestaltz — c
und denselben, wie in I, § 94 geschehen, in eine geometrische 
Reihe verwandelt

i i(2) 2 +••■(*—Q
p+1(f-QF u-g

/»+1 *

Nach I, § 98 convergirt die Summe für eine wachsende Zahl p
r-r.unter der Bedingung, dass der Betrag des Quotienten

kleiner als die Einheit ist. Damit dies bei der in dem Ausdruck
von fÇQ auszuführenden Integration überall der Fall sei, wird 
die im vorigen § mit L bezeichnete Linie als ein Kreis bestimmt, 
der um den Punkt £0 mit einem angemessen zu wählenden Ra
dius q0 beschrieben ist; da nun der Punkt Ç in diesem Kreise
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enthalten sein muss, so ist der Betrag von Ç — nothwendig 
kleiner als derjenige von z — £0. Substituirt man die rechte 
Seite von (2) unter dem Integralzeichen und löst das Integral 
in eine auf die einzelnen Summanden bezügliche Summe von 
Integralen auf, so kommt die Gleichung

m f(*)1 1
3) m= dz 4 -dz(L-C0) + ...

(z—Q2ni 2 ni

m1
p+1p+i(*—Q2ni 2 ni

In Folge der Gleichung (1) hat das erste Integral den Werth 
/’(£„); die übrigen Integrale werden vermöge der Gleichungen
(9) des vorigen § durch die mit den zugehörigen Zahlenfacul- 
täten dividirten Differentialquotienten f‘ (t0),.. . f*p\t0) ausge
drückt. Setzt man wieder, mit Benutzung der positiven Grösse 
qo und eines reellen Arguments

& — t0 = q0 (cos O- + i sin #),(4)
so kommen die Gleichungen

7t
fXQ = 2*-Jf(Z0 + ^o(cos o + »sin#)) di),1

— 7t
7t

2:J
f(C0 4 p0 (cos 0 + i sin d))1r(Q= di),(5) ^q(cos i)' 4 isiniï)

— 7t

7t

łf°'\Q f(l0 + p0(cos#4 à sin#))1 d&,1.2.3 ...p 2 n p(p0( cos# + i sind))
K 71

das letzte Integral geht in den Ausdruck
7t

iC' (t-ïofd»f (C0 4- Pp (cos ff + äsin#))

(p0 (cos # + i sin #) — £— f0)) (p0 (cos # + i sin #))V
(5*) Rp+i

— 7t
über, und es entsteht die Entwickelung von /*(£),

/P,(Qf‘(Q
(£— £o) + ••• + (:-:/+r(ß) f®=f&+r &&-&+ p+i ’1.2.3...^?1.2
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welche mit der Gestalt des Tm/Zor’schen Satzes aus § 27 über- 
einstimmt.

Wir können jetzt Grössen bestimmen, welche beziehungs
weise grösser als die Beträge der Integrale in (5) und (5*) 
sind, und dadurch zeigen, dass unter den gegenwärtigen Vor
aussetzungen der Betrag des Integrals R 
wachsende Zahl p stets beliebig klein wird. Jedes der Inte
grale (5) und (5*) lässt sich nach der ursprünglichen Definition 
eines bestimmten Integrals (§ 22) als der Grenzwerth einer 
Summe auffassen, bei der die Variable für das von —7t bis n 
ausgedehnte Intervall successive um positive Grössen wächst, und 
wo jedes Increment mit dem zugehörigen Werth der zu integriren- 
den Function multiplicirt wird, die hier eine complexe Grösse 
ist. Nach einem in I, § 61 bewiesenen Satze ist aber der Be
trag einer Summe von mehreren complexen Grössen niemals 
grösser als die Summe der einzelnen Beträge. Dieser Satz gilt, 
wie leicht zu sehen, auch für den Betrag einer Summe, die bei 
stets zunehmender Gliederzahl gegen einen Grenzwerth conver- 
girt. Es wird daher für den Betrag jedes Integrals (5) und 
(5*) ein zugehöriger übertreffender Werth gefunden, indem 
man in dem entsprechenden Summenausdruck jeden einzelnen 
Summanden durch seinen Betrag ersetzt, mithin auch indem 
man die zu integrirende Function durch deren Betrag oder 
einen denselben übertreffenden positiven Werth ersetzt, und 
dann die Integration ausführt. Nun sei eine positive 
Grösse, welche jeden bei den Integrationen vorkommenden Be
trag der Function f(t0 + q0 (cos & + i sin #)) übertrifft, der Be
trag der Differenz K—höchstens gleich ou, wobei nach der Vor
aussetzung Q0>Ga sein muss. Die in (5) und (5*) unter dem 
Integralzeichen befindliche Function ist ein Product, so dass 
dessen Betrag nach I, § 30 mit dem Product der Beträge der 
einzelnen Factoren zusammentällt, und durch Vergrösserung jedes 
Factors selbst vergrössert wird. In (5) ist der Betrag des Nen
ners (e0 (cos & + i sin #)/ gleich qp0 , der des Zählers kleiner als

fw(Q

für eine ohne Ende+1

kleiner als das9)£, demnach der Betrag des Ausdrucks 1.2.3 ...p
mProduct der von # unabhängigen Grösse in das über d &vQo



genommene und durch 2 7t dividirte Integral, welches gleich der

1.2.3 ...p

Grösse selbst. Ebenso hat in dem Nenner des Integrals (5*) 
9o

der Factor ((»„(cos^d-ism#))7’ den Betrag qp , der Factor 
q0 (cos $ + i sin — (£ — £„)

nach dem zweiten Theile des aus I, § 61 angeführten Satzes 
einen nicht kleineren Betrag als die positive Differenz q0—o0, 
während im Zähler der Betrag von (£■—£0)p nicht grösser als 
ap, der Betrag von f(£0 + e„ (cos A + i sin &)) wie angenommen 
kleiner als ist. Demnach liegt der Betrag der zu inte- 
grirenden Function unter der von 0 unabhängigen positiven 
Grösse

Darstellung einer Function durch eine Potenzreihe. § 122.714

Einheit ist; mithin liegt der Betrag von unter der

mol
(7) (Po °o) P0
und aus dem angegebenen Grunde ist wieder der Betrag des Inte
grals .ß j kleiner als der vorliegende Werth. Dieser nähert

sich, weil °° ein echter Bruch ist, für eine stets zunehmende
Po

Zahl p beliebig der Null, und deshalb gilt von dem Betrage 
des Integrals B +1 das gleiche, wie behauptet worden war. Also 
ist bewiesen, dass die auf der rechten Seite von (6) befindliche 
Summe bei unendlicher Ausdehnung so lange convergirt und die 
Function f(£) richtig dar stellt, als der Betrag der Differenz 
£— ço Meiner als die Grösse q0 ist; diese muss so gewählt iverden, 
dass unter der gleichen für £ geltenden Bedingung die Func
tion f{£) eindeutig, endlich und stetig bleibt.

Bei dem so eben geführten Beweise sind keine anderen 
Eigenschaften der Function f(ß) benutzt worden als diejenigen, 
welche derselben im vorigen § beigelegt und in der Aussage 
des Satzes wiederholt sind. Für den in dem Gebiete E beliebig 
angenommenen Werth ç0 hat man die positive Grösse qu so zu 

wählen, dass der um den Punkt c0 mit dem Kadius q0 beschrie
bene Kreis ganz in E liegt. Es darf daher q{) so gross ange
nommen werden, dass der zugehörige Kreis bis an die Begren-
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zung von E heranreicht, sie jedoch nicht überschreitet. Da dies 
für jeden innerhalb E gelegenen Punkt geschehen kann, so 
Tiommt die Eigenschaft der Function f (Z), durch (6) in eine nach 
den Potenzen von Z—Z0 fortschreitende Reihe entwichelbar zu sein, 
jeder in E eindeutigen, endlichen und stetigen Function von Z zu, 
und ist insofern eine allgemeine Eigenschaft der Functionen einer 
complexen Variable. Weiter folgt aus der für jede Zahl p fest
gestellten Relation, nach welcher der Betrag des Ausdrucks

kleiner als der Werth der durch die Potenz çfj divi-rw&
1.2.3 ...p
dirten Constante ist, dass die auf der rechten Seite von (6) befind
liche Reihe bei unendlicher Ausdehnung in eine ebenfalls convergente 
Reihe übergeht, sobald statt jedes Gliedes der Betrag desselben 
gesetzt wird. Denn sobald dies geschieht und hierauf für die auf 
einander folgenden Wer the von m statt des Betrages des Factors

mder zu grosse Werth — > statt des Betrages des zu-1.2.3 ...m

gehörigen Factors (t—£0)m die Potenz o'f der oben mit o0 be- 
zeichneten Grösse gesetzt wird, die keinenfalls einen kleineren 
Werth als der Betrag von Z—Z0 hat, so entsteht unter Vergrös- 
serung aller Beträge die geometrische Reihe

?o

»i(i + A + (AY

\ Qo \ (Jo /
+ ...+

welche wegen der Voraussetzung convergirt; daher muss
die aufgestellte Behauptung richtig sein.

Wenn die Differenz Z—Z0 als neue complexe Variable 
x + iy eingeführt wird, so bekommt die zur Darstellung der 
Function f + x + iy) aus (6) folgende convergente unendliche 
Reihe die Gestalt
(8) c0 + id0 P (Cj + idf) (x +«» + ... + (cfj +idq) {x + iyf+ ..., 
durch welche in I, § 107 unter der unwesentlichen Beschrän
kung auf reelle Coefficienten eine Function der complexen Va
riable x + iy definirt, und die in § 77 dieses Bandes erwähnt 
ist. Wir nehmen an, dass, nachdem x + iy durch eine positive 
Grösse R ersetzt worden, die Beträge der sämmtlichen Glieder

iĄ+~Ę, ń\+ĄB,... ü?t + d)b\...(8*)



kleiner als eine feste Grösse £ sind. Hieraus folgt vermöge der 
am erwähnten Orte gebrauchten Schlüsse, dass für die Werthe 
x + iy, deren Betrag Meiner als R ist, die Reihe (8) und die aus 
den Beträgen ihrer einzelnen Glieder gebildete Reihe convergirt 
(Satz (III) in I, § 107), und dass gleichzeitig der Werth der 
Reihe bei der Aenderung von x + iy um einen Zuivachs Jx + iJy 
von beliebig Meinem Betrage sich um beliebig ivenig ändert 
(I, § 108). Wegen der zweiten Eigenschaft wurde dort die 
Reihe stetig genannt. Es ist aber in § 106 dieses Bandes her
vorgehoben, dass die Definition einer Function einer complexen 
Variable, welche für die Function t + iu in der Gleichung 

dt + idu — (£ + irf) (dx + i dy) 
ausgedrückt wird, von der Definition durch eine Reihe von der 
Gestalt (8) verschieden ist. Hieraus entspringt das Bedürfniss, 
nachzuweisen, dass die in I, § 107 angewendete Bezeichnung 
mit der späteren allgemeinen Definition im Einklänge steht, oder 
dass die Reihe (8) innerhalb ihres Convergenzgebiets der vor
stehenden Gleichung (9) Genüge leistet, was aus der vorhin er
wähnten zweiten Eigenschaft noch nicht hervorgeht. Es sei für 
eine beliebige Zahl q, wie in I, § 107,
(10) sq(x+iy) = c0+id0+(cl+id1)(x+iy) + .. +{cq+idq) (x+iy)\ 
x+iy erhalte das Increment zlx + i/Jy, wobei sowohl der Be
trage von x+iy wie auch der Betrage, von x+iy+ Jx+iJy 
mit Rücksicht auf die Convergenz der Reihe unter R liegen 
muss; dann ist zu zeigen, dass für zwei beliebig gross zu wäh
lende Zahlen m und m1 der-Quotient

(x+iy + Jx+i4y) — Sq+m(x + iy)

(9)

(11) zlx + izty
bei einem beständig gegen die Null abnehmenden Betrage von 
Jx + i Jy gegen einen festen Grenzwerth convergirt. Nun ist 
der Betrag der Differenz
(12) 5 7 + 1(x+iy)—sq(x+iy)=(cq+1+idq+J(x+iy)

+ (cq+m+ idq+m)(%+iy)
kleiner als das Aggregat der Beträge der einzelnen Glieder, 
und deshalb gewiss kleiner als die Summe

+...Q+m
1+m

9 + 1
S(( )

/ \ 9 + '» v
(13) + .

Darstellung einer Function durch eine Potenzreihe. § 122.716
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desgleichen der Betrag- der Differenz
sq+ml (x + + + — sq (x + iy + Jx + i/ty)

kleiner als die Summe

(14)

7 + 1

■Mi) }■(13a) £ +.

7 + 1

ferner liegt (13) » unter der Grösse — > (13a) unter der r
1 B

7 + 1M)Grösse Weil aber die im Zähler von (11) befind-
1 —

liehe Differenz erhalten wird, indem man zu der Differenz 
s (x + iy Jx + idy) — sq(x + iy) 

die Differenz (14) positiv, und die Differenz (12) negativ hinzu
fügt, so reicht es für den Beweis aus, zu zeigen, dass, nachdem 
jede Differenz durch Jx + iJy dividirt ist, das Aggregat der 
drei Quotienten von einem festen Grenzwerth um eine Grösse 
von beliebig kleinem Betrage abweicht. Die Differenz (15) ist 
gleich einer Summe von Ausdrücken

(cp + idp) ((x +iy +Jx+ iz/y)p—(x + iy)p), 
wo p successive von 1 bis q geht. Entwickelt man die Differenz 
nach dem binomischen Satze und dividirt durch Jx+iJy, so 
folgt auf das erste Glied

(15)

(16)

v—i(cp + i dp)p (x + i y) 
ein Ausdruck, dessen Betrag, wofern q den Betrag von Jx + iJy 
bedeutet, von der folgenden Summe übertroffen wird

welche offenbar kleiner als die Grösse
£ p(p— 1)
Bp 2

ist. Es weicht daher die durch z1x+iJy dividirte Differenz 
(15) von der Summe

(17)

v—i(18)
Bv

(r + Q)P 2Q(19)

Darstellung einer Function durch eine Potenzreihe. 717§ 122.
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Z (cp +idp)p (x + iy)p—i(20)
V

um eine Grösse ab, deren Betrag kleiner ist als die von p—2 
bis p=q ausgedehnte Summe von (19); diese jedoch bleibt 
unter dem Werth der unendlich ausgedehnten Summe (19), die 
nach I, § 99 gleich dem Ausdruck

S Q(21)

ist. Da der Betrag der durch Jx + iJy dividirten Differenz 
(12) und (14) nach dem obigen beziehungsweise kleiner ist als

7 + 1

1-4-
die durch den Betrag q dividirte Grösse und

E
7 + 1

S
so differirt der Quotient (11) von der Summe (20)

1 —

um eine Grösse, deren Betrag unter dem Aggregat der Beträge
7+1 7+1

£ s s 9(22)

> (-W '(1 —

liegt. Sobald aber gleichzeitig die Zahl q so gross und der 
Betrag q von Jx-\-iJy so klein gewählt wird, dass der

r V+1 7+1

Quotient — beliebig klein ausfällt, nähert

sich jeder der Bestandtheile von (22), und folglich auch der 
Werth (22) selbst der Null. Auf diese Art ist nachgewiesen, 
dass sich der Quotient (15) in dem Convergenzgebiet der Reihe, 
wie behauptet worden, einem endlichen festen Grenzwerth nähert, 
und dass der letztere durch die unendlich auszudehnende con
vergente Summe (20) ausgedrückt wird. Der gefundene Grenz
werth vertritt, wenn der Werth der Reihe (8) mit t + iu be

im d
Q
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Darstellung einer Function durch eine Potenzreihe.§ 123. 719

zeichnet wird, die in der Gleichung; (9) vorkommende Verbindung 
£ + *>?•

Mit dem Beiveise, dass der Werth der Reihe (8) in deren 
Convergent gebiet die Gleichung (9) erfüllt, und daher nach der 
auf gestellten allgemeinen Definition eine Function von x + iy 
ausdrückt, ergiebt sich also gleichzeitig der Satt, dass der 
Differentialquotient der Function (8) in Bezug auf die Variable 
x + iy im Convergent gebiet der Reihe überall einen endlichen 
Werth hat, und dass dessen Ausdruck erhalten wird, indem man 
den Differentialquotienten jedes einzelnen Gliedes der Reihe nimmt.

Das Ergebniss dieser Betrachtung lässt sich dahin zusam
menfassen, dass eine Potenzreihe (8), bei der alle mit der 
Grösse R gebildeten Beträge (8*) kleiner als eine feste Grösse 
sind, für dasjenige Gebiet der complexen Variable x + iy, in 
welchem deren Betrag kleiner als R ist, convergirt und eine 
eindeutige, endliche und stetige Function von x + iy darstellt. 
Aus der Eigenschaft der Reihe, dass die absoluten Beträge der 
einzelnen Glieder eine innerhalb desselben Gebiets ebenfalls
convergente Reihe liefern, folgt, wie in I, § 109 bemerkt wor
den ist, dass auch bei der Trennung der Glieder in ihren reellen 
und imaginären Theil die Summe der reellen wie der imaginä
ren Theile, absolut genommen, convergirt, und es wird in diesem 
Falle auch die Reihe selbst mit einem in § 81 gebrauchten Aus
drucke eine unbedingt convergente genannt.

§ 123. Convergenzgebiet der zur Darstellung von Functionen 
einer complexen Variable dienenden Potenzreihen.

In dem vorigen § hat sich gezeigt, dass eine Function /'(t), 
die für das Gebiet der complexen Variable L, in welchem der 
Betrag der mit einem bestimmten Werthe c() gebildeten Diffe
renz L— l*0 unter einer gewissen Grösse q{) liegt, eindeutig, end
lich und stetig ist, für dieses Gebiet in eine nach den ganzen 
positiven Potenzen von Ç— l0 fortschreitende convergente Reihe 
entwickelt werden kann, bei welcher der Betrag jedes Gliedes, 
nachdem für Ç— £u die Grösse q0 substituirt ist, kleiner als eine 
gewisse feste Grösse bleibt. Dem gegenüber ist festgestellt,



dass eine nach den ganzen positiven Potenzen der complexen 
Grösse £—£0 fortschreitende Reihe, bei welcher der Betrag 
jedes Gliedes, nach Ersetzung von t—£0 durch eine positive 
Grösse B, kleiner als eine gewisse feste Grösse ist, für das Ge
biet, in dem der Betrag von Ç— L0 unter B liegt, convergirt 
und eine eindeutige, endliche und stetige Function von Ç aus
drückt. Aus der Vereinigung dieser Resultate folgt unmittelbar, 
dass, wenn das Verhalten einer Function f (£) für alle Werthe 
des Arguments 'Ç bekannt ist, der zu einem Werthe C0 gehörige 
Werth q0 immer so gross und nur so gross gewählt werden 
darf, dass die Function f(£) in dem Gebiet, in welchem der 
Betrag von 'Ç—£0 unter q0 liegt, eindeutig, endlich und stetig 
ist, dagegen für einen Werth £ diese Bedingungen nicht erfüllt, 
welcher zu der begrenzenden Mannigfaltigkeit der ersten Ord
nung gehört, für die der Betrag von £ — £0 gleich q0 ist. 
Denn eine Potenzreihe, welche bis zu einem Betrage B von £—£0 
convergirte, der jenen Werth q0 UbertrifFt, würde eine Func
tion von £ darstellen, die in einem weiteren Umfange eindeutig, 
endlich und stetig wäre, als nach der Voraussetzung der Fall ist. 
Auf diese Weise erlaubt die Theorie der Functionen einer com
plexen Grösse, wie in § 121 gesagt wurde, die Bedingungen 
der Entwickelbarkeit einer Function in eine Potenzreihe aus 
den Eigenschaften der Function von vorne herein abzuleiten. 
Geometrisch ausgedrückt, ist für den Punkt £0 der Radius q0 so 

anzunehmen, dass die Function f(£) überall innerhalb des mit 
dem Radius q0 um £0 beschriebenen Kreises eindeutig, endlich 
und stetig bleibt, dagegen in dem Umfange des Kreises eine 
dieser Eigenschaften verliert; für diesen Kreis wird der Name des 
Convergenzkreises gebraucht. Das bezeichnete Princip soll jetzt 
auf die fundamentalen Functionen der Analysis angewendet 
werden.

(I) Es seien G und M ganze Zahlen ohne gemeinsamen 
Theiler, die zweite positiv, mithin die Potenz mit dem Expo-

Grnenten M

(1)

eine üf-deutige Function von '£. Für jeden Werth C0 mit

Convergenzgebiet der Potenzreihen. § 123.720
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Ausnahme des Wertlies Null kann dieselbe in der Umgehung 
£o als eindeutig definirt werden. Nach § 112 gehört zu

1 G
der Function £ und deshalb auch zu der vorliegenden £ eine 
ilf-blätterige Fläche mit einem einzigen bei £ — 0 vorhandenen 
Windungspunkt der (M— 1) ten Ordnung. Daher ist der um 
£0 zu beschreibende Convergenzkreis gerade durch den Punkt 
£—0 hindurchzuführen, folglich q0 gleich dem Betrage von £0 
zu nehmen. Setzt man £— £0 — x + i y, so existirt demnach für

§ 123.

von

Ttdie Function (£0 + x + iy) eine nach den ganzen positiven 
Potenzen von x + iy fortschreitende Entwickelung, die so lange 
convergirt, als der Betrag von x + iy kleiner als der Betrag 
von £0 bleibt.

(II) Nach § 116 ist die Function
log?,

welche durch die Forderung bestimmt wird, der Gleichung
d w 1

(2)

(2") d£ £
zu genügen und für £ = 1 zu verschwinden, eine vieldeutige 
Function von £, deren sämmtliche Werthe aus einem beliebigen 
durch Hinzuaddiren eines beliebigen ganzen Vielfachen der 
Grösse 2ni entstehen, und die für £=0 ins Unendliche wächst. 
Zu derselben gehört eine Fläche von unbegrenzt vielen Blättern, 
die bei £=0 durch einen Windungspunkt vereinigt sind. Für 
einen beliebigen von Null verschiedenen Werth £0 ist daher dör 
Convergenzkreis wie bei (I) durch den Punkt £=0 zu legen, 
also q0 gleich dem Betrage von £0 zu machen; daher ist die 
Function log (£04-x+iy) in eine nach den ganzen positiven 
Potenzen von x+iy fortschreitende Beilie entwickelbar, die für 
jeden Betrag von x + iy, der unter dem Betrage von £0 liegt, 
convergirt.

(III) Nach demselben § ist die Function
e\(3)

welche durch die Forderung bestimmt wird, die Gleichung
d v

(3*) d£~V
zu erfüllen und für £—0 gleich der Einheit zu sein, für jedes

Lipschitz, Analysis II. 46



Argument £ eine eindeutige endliche und stetige Function. Bei 
jedem endlichen Werthe von £0 darf daher der Radius q0 des 
Convergenzkreises beliebig gross genommen werden; deshalb

£o +r + iyconvergirt die für die Function e 
ganzen positiven Potenzen von x + iy geordnete'Reihe für jeden

aufzustellende, nach den

Betrag von x + i y.
(IV) Wenn n einen beliebigen reellen oder complexen Werth 

bedeutet, so kann mit Hülfe der beiden Functionen log £ und e 
eine Function von £ durch den Ausdruck

£»__  ßn log £

definirt werden. Dieselbe fällt für jeden rationalen Werth

-

(4)

G Af
n = mit der in (I) definirten Function £ zusammen, und

wird als eine Potenz von der Basis £ und dem Exponenten n 
bezeichnet; die Bildung ihres Differentialquotienten führt zu der 
Gleichung

d{C) ___ nC(4*) d£ £
führt, die für die rationalen Werthe von n in (16) des § 112 
übergeht. Die Function £n wird durch dieselben Beschränkun
gen wie log £ eindeutig gemacht, so dass bei der Wahl von £0 
alle Werthe mit Ausnahme des Werthes Null zulässig sind. Da
her hat der um £0 beschriebene Convergenzkreis durch den 
Punkt Ç=0 zu gehen, der Radius q0 ist wieder gleich dem 
Betrage von £0, und die für die Function (£0 + x + iy)n zu bil
dende Potenzreihe convergirt unter derselben Voraussetzung

G
Mwie bei den Functionen log £ und £ .

Um die Entwickelungen der fundamentalen Functionen 
der Analysis so zu erhalten, wie sie im ersten Bande mitge- 
theilt sind, ist die Grösse £0 in (I), (II), (IV) gleich der Ein
heit, in (III) gleich Null zu setzen, was auf das Wesen der Reihen 
keinen Einfluss ausübt. Es entsteht bei (III) die in I, §113 er
örterte Exponentialreihe

ez'= 1 + z2(5) H—:—— + .. • ?1.2

Fundamentale Functionen der Analysis. § 123.722
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welche für jeden Betrag von z convergirt, bei (II) die in I, § 118 
aufgestellte logarithmische Reihe

log(l+*) = -f-£ + £ + ..

welche für jeden unter der Einheit liegenden Betrag von z con
vergirt, und bei (I) und (IV) die in I, § 117 u. ff. für alle reellen 
Werthe von n untersuchte Binomialreihe

n(n — 1)
1 . 2

die ebenfalls für jeden unter der Einheit befindlichen Betrag 
von z convergirt. In (6) ist derjenige unter den Werthen der 
Function log(l + £) dargestellt, welcher für z — 0 verschwin
det, weshalb an der erwähnten Stelle, indem z = x+iy gesetzt 
ist, statt log (1 + z) der Ausdruck

logj/(l + xY + «/2 + iarctg ^ 

erscheint und so bestimmt wird, dass arctg 7

71 71den Grenzen —-- und — eingeschlossen sein soll. Desgleichen
A A

(6) • ?

(1 + Zf — 1 + -y 8 + + . . .(7)

(6a)

zwischen

verwandelt sich die linke Seite von (7), welche durch die Glei
chung

(1 4- z)n = e log (1+s) 
definirt ist, unter der Voraussetzung, dass log(l + ^) wie in 
(6a) interpretirt wird, in den Ausdruck

(7 a)

n (log V/(+ar)2+ÿ2 + »' arc tg )
e(7b)

welcher für einen reellen Werth von n mit der Werthbestim
mung der Binominalreihe (22) in I, § 118 zusammenfällt.

Die Gleichungen (2*), (8*), (4*), welche beziehungsweise 
für die Functionen log Ç, e\ tn aufgestellt sind, drücken eine 
Relation zwischen dem Ditferentialquotienten der betreffenden 
Function, dieser selbst und der unabhängigen Variable aus. 
Jede dieser Relationen ist eine Differentialgleichung, durch welche 
die ihr genügende Function vollständig bestimmt wird, sobald der 
zu einem Werth der Variable zugeordnete Werth der Function 
gegeben ist. Auch sieht man leicht, wie die Eigenschaften der 
einzelnen Function, welche gebraucht wurden, um die Entwickel-



Die verschiedenen Functionen einer complexen Variable, 
welche bisher vorgekommen sind, waren entweder durch alge
braische Operationen und daher unmittelbar bestimmt, oder als 
Integrale von Differentialausdrücken oder durch Differential
gleichungen gegeben und dann vollständig durch die Bedingung 
bestimmt, dass zu einem gewissen Werth der Variable ein vor
geschriebener Werth der Function gehöre. Allein schon der 
Umstand, dass das Gebiet einer complexen Variable x + iy 
nichts anderes als die zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
der beiden reellen Variabein x und y ist, deutet darauf hin, 
dass Functionen einer complexen Variable auch durch eine an
dere Art von Forderungen bestimmt sein können; hierfür bietet 
der Cauchy1 sehe Satz einen näheren Anhalt. Nach den Bezeich
nungen des § 121 hat dieser Satz den Ausdruck

. fJi3)
J z

1
(1) m dz.2 ni

barkeit der Function in eine Potenzreihe von vorne herein zu 
beurtheilen, aus der zugehörigen Differentialgleichung hervor
gehen. Auf diesem Wege fortschreitend ist man dazu gelangt, 
in einem weiten Umfange für Functionen, die eine Differential
gleichung befriedigen, und für Systeme von Functionen, deren 
Abhängigkeit von einer Variable durch ein System von Diffe
rentialgleichungen bestimmt ist, von vorne herein die Bedingun
gen anzugeben, unter denen die in Rede stehenden Functionen 
durch convergente Reihen, die nach den Potenzen der unabhän
gigen Variable fortschreiten, dargestellt werden können. In die
ser Hinsicht verweisen wir auf einen Satz, der von Weierstrass 
in der schon erw'ähnten Abhandlung über die Theorie der ana
lytischen Facultäten, art. 7 ausgesprochen, und von JBriot und 
Bouquet in den recherches sur les propriétés des fonctions définies 
par des équations différentielles, journal de l’école polytechnique, 
cahier 36 bewiesen ist, desgleichen auf die Abhandlung Riemanns: 
Beiträge zur Theorie der durch die Gauss1 sehe Reihe. F (a, ß, y, x) 
darstellbaren Functionen, Gottingen 1857.

724 Lösung einer Aufgabe für eine Function einer complexen Variable. § 124.
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§ 124. Lösung einer Aufgabe für eine Function einer complexen Variable. 725

Wenn also der Werth der Function f(s) für eine geschlossene 
Linie L bekannt ist, die das einfach zusammenhängende Gebiet 
begrenzt, in welchem der Punkt t liegt, und für welches f (s) 
eindeutig, endlich und stetig ist, so folgt daraus die Kenntniss 
des Werthes von f(z) für jeden diesem Gebiete angehörenden 
Werth von z. Dies führt zu der Frage, in wie weit der 
Function f{z) für die geschlossene Linie L beliebige Werthe 
vorgeschrieben werden können. Um eine Antwort zu finden, 
gehen wir zu dem System von partiellen Differentialgleichungen 
der ersten Ordnung zurück, dem der reelle und imaginäre Theil 
der Function f(z) — t+iu genügen müssen, und leiten eine par
tielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung ab, die von t 
und u allein befriedigt wird. Aus dem in Rede stehenden 
System (4) des § 106,

dt du du 
dy dx

folgt durch wiederholte partielle Differentiation
dH d2u d2u 

dx dy dx dy

dt
(2) dy ’dx

dH(3) ' dy' 'dx2
und

dH _ d2u 
dxdy dy2 ’ dx2

es muss daher t der Gleichung

d2u dH(4) dx dy ’

dH dH(5) = 0,+dx2 dy2
und u der ebenso gebildeten Gleichung

d2u d'u 
dx2 +(5a) = 0

dy2
genügen. Man kann nun die Untersuchung der Ausdrücke 
t + iu, welche das System (2) erfüllen, auf jede der beiden vor
liegenden partiellen Differentialgleichungen der zweiten Ordnung 
gründen. Denn wenn t eine Function von x und y bedeutet, 
die der Gleichung (5) genügt, und für das Gebiet E der Va
riabein mit Einschluss der ersten partiellen Differentialquotienten

eindeutig, endlich und stetig ist, so enthält die

Gleichung (5), folgendermassen geschrieben

dt d tund dydx

a(4v) , *(l»)

dx dy(5*) 0,



die Bedingungen der Integrabilität für den Differentialausdruck

dx +

Durch Integration desselben entsteht eine Function u1 von x 
und y, die bis auf eine reelle additive Constante vollständig 
bestimmt ist, und die Gleichungen

dui

dt dt
(6) dy.

d xdy

dt dtdu-L
(7) dy ’ dy dx
erfüllt. Diese haben die Gestalt der Gleichungen (2), so dass 
t + iux eine Function von x + iy sein muss; zugleich leuchtet 
ein, dass wenn für, dieselbe Function t die Function t + iu von 
x + iy gegeben ist, die Functionen u und ux nur um eine reelle 
additive Constante differiren können. Bis auf die Hinzufügung 
einer solchen ist also die Function t + iu bestimmt, sobald ihr 
reeller Theil t bestimmt ist. /

Wir wollen ferner zeigen, dass eine Function t, die im
t dtInnern eines Gebiets E mit Einschluss von . und — ein-dx dy

deutig, endlich und stetig ist, und die Gleichung (5) befriedigt, 
nur auf eine einzige Weise der Forderung genügen kann, in 
der Begrenzung von E beliebig vorgeschriebene Werthe anzu
nehmen. Es seien t und t1 zwei verschiedene Functionen, die 
das Verlangte leisten, so muss die Differenz derselben

tl — t — T

im Innern von E mit Einschluss von

endlich und stetig sein, die Gleichung
d2T d*T 
dx2 + dy- ~ U

befriedigen und in der ganzen Begrenzung von E verschwinden. 
Jetzt wird über das ganze Gebiet E das doppelte Integral

d x

(8)
dT dTund eindeutig,dx dy

(9)

f/mnm>•»(10)

erstreckt, und jeder der beiden Summanden
'dT dT 
dy dy

dT dT 
d x dx

(11) dx dy + dx dy

für sich betrachtet. Indem man bei dem ersten mit der nach

726 Lösung einer Aufgabe für eine Function einer complexen variable § 124.
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dx auszuführenden Integration beginnt, giebt die theilweise 
Integration

dT dT 
dx d x

d2 Tdx =(12) dx,
dx2

wo in dem eingeklammerten Ausdruck die Integrationsgrenzen 
vorschriftsmässig zu substituiren sind. Da aber T nach der 
Voraussetzung in der ganzen Begrenzung von E gleich Null ist, 
so verschwindet dadurch der betreffende Ausdruck überhaupt. 
Das gleiche zeigt sich bei der entsprechenden Behandlung des 
zweiten Summanden

d2 t(13) dy,dy2
so dass durch Addition der umgeformten Ausdrücke die Glei
chung

J dx dyd*T <92 T 
dx2 + dy*(14)

entsteht. Hier wird das Integral der rechten Seite vermöge der 
Gleichung (9) gleich einer Summe von verschwindenden Ele
menten und deshalb gleich Null, mithin muss auch das Integral 
der linken Seite gleich Null sein. Bei demselben ist die mit 
dem positiven Factor dxdy multiplicirte Function eine Summe 
von zwei reellen Quadraten. Wäre ihr Werth in irgend einem 
Theile von E nicht gleich Null, so würde sich ein positiver 
Werth des Integrals ergeben, und daraus ein Widerspruch ent
stehen. Die Function muss also überall in .^verschwinden. 
Dies kann aber nur dadurch erfolgen, dass die Basis jedes ein
zelnen Quadrats verschwindet, weshalb überall in E sowohl

— 0 sein muss. Hieraus folgt, dass die

Function T sich nicht ändern kann; weil dieselbe aber in der 
Begrenzung von E überall gleich Null ist, kann sie in dem 
ganzen Gebiete E keinen andern constanten Werth als den 
Werth Null haben. Aus diesem Grunde ist T überall in E 
gleich Null, mithin t = tv und es steht fest, dass die für die 
Function t gestellte Forderung niemals von zwei verschiedenen 
Functionen erfüllt werden kann.

dT dT= 0 wie auch
d x dy
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Hiernach ist eine Function t + iu für das von einer Linie 
L eingeschlossene einfach zusammenhängende Gebiet, in welchem 
die Function eindeutig, endlich und stetig sein soll, wofern 
der Werth des reellen Theiles t für die Linie L gegeben ist, 
bis auf eine der entsprechenden Function u hinzuzufügende reelle 
Constante vollständig bestimmt. Für den Fall, dass die Linie L 
einen Kreis bedeutet, der mit dem Radius R um den Nullpunkt 
beschrieben ist, werden wir jetzt die Aufgabe lösen, eine 
Function t + iu so zu bestimmen, dass der reelle Theil t in 
der Kreisperipherie beliebig vorgeschriebene Werthe annehme. 
Bei Anwendung der Polarcoordinaten x = r cos #, y — r sin & 
sei cp (d) eine beliebige Function des Orts, welcher t für r — R 
gleich werden soll. Eine für jeden Betrag rcR eindeutige, 
endliche und stetige Function t + iu von x + iy wird nach 
§ 122 durch eine dort mit (8) bezeichnete Potenzreihe dar
gestellt
(15) t+iu = (c0 +idQ)+(c1+idJ)(x+iy) + (ci + ida)(x+iy)3 + 
ihr reeller Theil lautet in den genannten Polarcoordinaten folgen- 
dermassen,
(16) t—c0 + (c1 cos&—dlsmd)r + (c2cos2& —d2sin2#)r8 + ... 
und ist in § 77 unter (3) angeführt. Durch die Forderung, dass 
t für r~R gleich der von ■& = — n bis + n gegebenen Func
tion cp (#) sei, werden die Constanten c0, ct, d1}... bestimmt, 
indem man cp (&) vermöge § 78 in eine nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen von # fortschreitende trigonometrische 
Reihe entwickelt, deren Convergenz daselbst genau untersucht 
ist. Aus den dortigen Gleichungen (11) folgen die Bestim
mungen

J^cp(a) da,1
co 2 n

-7t

1c+‘=i cp{a) cos#« da, q<. 1(17)
—7t

'fi
dq R^ cp(a)sinqada, q<^\.

—7t



Demnach bleibt d0 als eine der Function u beliebig beizufügende 
Constante unbestimmt, während, nach (17) die übrigen zur Bil
dung von t + iu gehörenden Constanten die Werthe erhalten

7t
1 cp (a) d a,
—7t(18)
l 1

C»+idi=-n. cp(a) (cosqa— i singa) da _
-7t

Aus denselben geht hervor, dass die sämmtlichen Beträge 
Vc2 + d2q Rq eine gewisse feste Grösse nicht übertreffen, 
nach § 122 zu dem Schlüsse berechtigt, dass die Reihe (15) für 
jeden unter R liegenden Betrag r convergirt und die verlangte 
Beschaffenheit hat. Nach der vorgetragenen Theorie der trigo
nometrischen Reihen convergirt die Reihe, welche den reellen 
Theil darstellt, für r = R, falls <p (#) den dort angegebenen Be
dingungen der Endlichkeit genügt, die wir als erfüllt voraus
setzen. Ferner lehrt ein Satz in I, § 108, dass sich alsdann 
die rechte Seite von (16) stetig mit r ändert, falls r dem Werthe 
R beliebig genähert wird und in denselben übergeht.

Um dagegen zu beurtheilen, wie sich die Function u bei 
einer beliebigen Annäherung von r an den Werth R verhalte, 
ist die Erzeugung von u durch Integration des vollständigen 
Differentials (6) zu benutzen, welcher Process nur dann für den 
Werth r = R ausgeführt werden kann, wenn die Function t 
für r — R und jedes # eindeutig bestimmte endliche partielle

d t hat. Diese Voraussetzung ist 

erfüllt, wofern die zu den unabhängigen Variabein r und # ge

hörenden partiellen Differentialquotienten

und jedes # eindeutig bestimmte endliche Werthe annehmen, 
da die Gleichungen

was

dtDifferentialquotienten und
d x dy

dtund für r—Rd#

dt dt dtr cos # + Tr- r sin#r dr dx - dy

r sin # + — r cos#
bestehen.
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Substituirt man die in (18) angegebenen Werthe der Con- 
stanten in den Ansdruck t + iu, bei dem von jetzt ab voraus
gesetzt wird, dass u für r — 0 verschwinde, mithin d0= 0 sei, 
so entsteht der Summenausdruck
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(x -t- iyŸfp(a)(cosqc( — ising«)(^a -———1 i—» 1
cp(a)da + —(19) t + iu= 2 71

— 7t — 7t
Für einen unter R liegenden Betrag r dürfen die bestimmten In
tegrale zu einem einzigen vereinigt werden, unter dessen Zei
chen eine convergente unendliche geometrische Reihe mit dem 

(cos n — i sin u) (x + i y) i
erscheint, die, nach I, § 98Quotienten

summirt, das folgende Resultat hervorbringt,
11

11(20) t + iu=^- jcp (a)
(cos a — i sin a) (x + iy)

1— 7t R
Dasselbe lässt sich mit Hülfe des Cauchy'sehen Satzes 

direct beweisen. Bezeichnet man die zu suchende Function t+iu 
wie früher mit f(x + iy), die derselben conjugirte t — i u mit 
y{x — iy), so ist die gegebene Function cp (a) gleich dem

Werthe, den das Aggregat -- f {x + i y) + g (x—i y) für

x + i y = R (cos a + i sin«) oder kürzer Rea annimmt, mithin

«r(«)= + \g(K<r,a).(21)

Nun kann der Factor, den cp (a) in (20) unter dem Integral
zeichen hat, so umgeformt werden, dass einmal nur Rec, das 
zweite Mal nur Re~‘a vorkommt,

d{Rt)d(Reia)1(22)
Rea —(x + iy) 2 Rciai

und
d(Re~ia) 
2R e

d(llc ,a)1(23) —iaR2i Re~ia —
x + iy

Es darf daher die rechte Seite von (20) durch das Aggregat 
der beiden Integrale
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__dint)____
Be,a— (x + iy) 

d{Re~ia)

_ djnt)\(24) ia2ni 2 Re
—7t

d(Re ia)
1 2 lie~iacjiBc-n Bi(25) Be~ia-2 /ri a? + iy— 7t

ersetzt werden, deren jedes mittelst doppelter Anwendung des 
Cauchy'schen Satzes bestimmbar ist. In (24) soll eine Integra
tion längs der Peripherie des Kreises vom Radius R im posi
tiven Sinne ausgeführt werden ; da ferner der Punkt x + iy so
wie der Nullpunkt innerhalb des Kreises liegen, so folgt aus 
der obigen Gleichung (1), indem zuerst Ç=x + iy, dann Ç=0
genommen wird, der Werth f{x + iy)—\ f{0)- In (25) läuft

die Integration im entgegengesetzten Sinne, dabei erhält t zuerst

den Werth R* und hierauf wieder den Werth Null. Wegen 

der Voraussetzung, dass der Punkt x + iy im Kreise vom Ra-
x + iy}

B2 welcherdius R enthalten ist, befindet sich der Punkt x + iy
demselben nach dem in (III) des § 109 erörterten Gesetze zuge
hört, nothwendig ausserhalb des Kreises. Demnach liefert der 
erste in der Klammer des Integrals (25) befindliche Ausdruck,
wie in § 121 bemerkt worden, ein verschwindendes Resultat, 
dagegen der zweite mit seinem Vorzeichen genommene Ausdruck 
vermöge der im negativen Sinne fortschreitenden Integration

\-g{0). Weil aber angenommen wurde, dass u

für x+iy — 0 verschwinden soll, so ist f(0) reell, mithin 
f (0) — g (0) — 0, und das Aggregat von (24) und (25) wird, wie 
behauptet, dem Functionswerthe fix + iy) gleich.

Bei dem so eben mittelst des Cauchy’schen Satzes ge
führten Beweise wird die Existenz der gesuchten Function 
t + iu und ihres Differentialquotienten für das Innere des 
Kreises mit Einschluss der Peripherie vorausgesetzt, während 
die Existenz von u für r — R nach dem Obigen nur dann 
feststeht, wenn für r — R und jeden Werth von & die par-

das Resultat



dt dttiellen Differentialquotienten bestimmte endlicheundô r d&
Werthe haben. Der zweite von diesen fällt mit dem nach S- 
genommenen Differentialquotienten der gegebenen Function cp iß) 
zusammen, so dass sich die demselben auferlegte Bedingung 
direct auf cp (#) bezieht. Man kann aber über die Function 
cp (ß) eine zweite Voraussetzung machen, aus welcher die für

verlangte Eigenschaft folgt. Zu diesem Behuf möge die Be-d t
dr
dingung dafür, dass t + iu eine Function von x + iy ist, in den 
Variabein r und ö ausgedrückt werden. Da die characteristische 
Gleichung

dt + i d u = (£ + i rj) (d x -F i dy)(26)
in die Gleichung

d t + i d u — (I + * rj) (x + i y) (d logr + id #) 
übergeht, so ist der von 14- iu nach der complexen Variable 
log r + id- genommene Differentialquotient gleich iß+iy) (x+iy), 

und inan erhält die gesuchten partiellen Differentialgleichungen 
aus (2), indem statt x, y respective log r, O- genommen wird, 
nämlich

(27)

d ic dtdt d u(28) d d ’ d log r
Ebenso wie aus (2) die partiellen Differentialgleichungen (5) 
und (6) hervorgehen, folgen aus (28) die partiellen Differential
gleichungen der zweiten Ordnung

dlogr dd

d2t 
d .7 “ 
d2 u

d'lt(29) = 0,(d log r) 
d2 u(30) = 0.(dlogr) dd2

dtd t , indemVermöge der ersten derselben entsteht d log r dr

v--~ multiplicirt und für ein ungeänder-

tes 0- integrirt wird. Bei einer mit r — r0 beginnenden Inte
gration gilt demnach die Gleichung

d2t drmit d log rdlt2

(t‘l f'dt d21 dr 
d l) 2 rr~dr —

>0

732 Lösung einer Aufgabe für eine Function einer complexen Variable. § 124.



§ 124. Lösung einer Aufgabe für eine Function einer complexen Variable. 733

8*t für r=R wieder gleichDa der zweite Dilferentialquotient

dem zweiten nach 9 genommenen Differentialquotienten der 
Function cp (9) ist, so wird durch die Voraussetzung, dass der
selbe für jedes 9 eindeutig bestimmt und endlich sei, bewirkt,

89*

8tdass der partielle Differentialquotient für r — R und jedes

9 einen bestimmten endlichen Werth haben muss. Wird also 
vorausgesetzt, das für jedes 9 die gegebene Function cp (9) mit 
Einschluss ihres ersten nach 9 genommenen Differentialquotien
ten eindeutig bestimmt, endlich und stetig, der zweite nach 9 
genommene Differentialquotient eindeutig bestimmt, und endlich 
sei, so genügt dies, um zu schliessen, dass die in t + iu für 
rcR definirte Function auch für r = R existirt.

Die eben genannte Voraussetzung, bei welcher in dem Be
griffe der Stetigkeit das Uebereinstimmen der zu 9 — — n und 
9 — n gehörenden Werthe eingeschlossen ist, fällt mit derje
nigen zusammen, aus welcher nach § 81 die Sicherheit ge
schöpft werden kann, dass die Glieder der in (16) für die 
Function t aufgestellten trigonometrischen Reihe bei der Sub
stitution r= R, auch absolut genommen, eine convergente 
Reihe liefern, oder mit dem dortigen Ausdruck, dass die be- 
zeichnete trigonometrische Reihe unbedingt convergirt. Für die 
Reihe, durch welche nach (15) die Function u ausgedrückt wird, 
folgt alsdann ebenfalls, dass sie für r — R unbedingt convergirt. 
Ferner lehrt eine am Schlüsse von § 81 gemachte Bemerkung,

dass der partielle Differentialquotient ~ für die Werthe r<R

mit Einschluss von r—R durch die Reihe dargestellt wird, 
welche aus (16) entsteht, indem man die einzelnen Glieder nach 
9 differentiirt, und dass eine den zweiten partiellen Differential

in gleicher Weise darstellende Reihe vermittelst82tquotienten

zweimaliger nach 9 genommenen Differentiation der einzelnen 
Glieder von (16) erhalten wird. Jetzt kann man, da auf der 
rechten Seite von (16) das von r unabhängige Glied durch die 
Differentiation verschwindet, die Gleichung (31) benutzen und

cl V •die mit — multiplicirte Reihe von r0 — 0 bis r integriren, wo- r

89*
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durch eine für die Werthe r CÜ mit Einschluss von r = B
d tgeltende Darstellung des Ausdrucks r-^ entsteht. Dieselbe ist

gleich . derjenigen, die aus der Differentiation der einzelnen 
Glieder von (16) nach r hervorgeht, und zwar enthält die mit- 
getheilte Ableitung den Beweis, dass die betreffende Darstellung 
auch mit Einschluss des Werthes r = R gilt. Demnach zeigt 
sich, dass in Folge der Voraussetzungen, welche über die Func
tion cp (&) und deren ersten und zweiten nach # genommenen 
Differentialquotienten gemacht sind, der reelle und imaginäre 
Theil der Function t + iu durch Reihen dargestellt werden, die 
rhit Einschluss des Kreisrandes unbedingt convergiren, dass 
ferner der reelle und imaginäre Theil des ersten von t + iu 
nach logr 4- i & genommenen Differentialquotienten durch Reihen 
ausgedrückt werden, die mit Einschluss des Kreisrandes noch 
convergiren. Es erfüllt also die Potenzreihe, durch welche die 
Function t + iu dargestellt ist, Bedingungen, in welchen die zu 
der Anwendung des Cauchy’sehen Satzes erforderlichen Voraus
setzungen enthalten sind.
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