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Vorwort zur ersten Auflage.

Mit diesem Bande gelangt das ganze Werk, das vor drei 
Jahren mit der Veröffentlichung des dritten Bandes begonnen 
wurde, zum Abschlüsse. Uber die Beweggründe, durch die ich 
mich bei der Auswahl des Stoffes und bei der Darstellungsweise 
leiten ließ, habe ich mich in den Vorreden zu den früher er­
schienenen Bänden schon so ausführlich ausgesprochen, daß mir 
jetzt nicht mehr viel hinzuzufügen bleibt.

Man darf bei der Beurteilung des Werkes nach dieser Dich­
tung hin nicht vergessen, daß es sich um Vorlesungen über 
technische Mechanik handelt, die nur in etwas erweiterter Form 
veröffentlicht wurden. Weitergehende Ausführungen, die zur 
Theorie der Brücken, zur Statik der Baukonstruktionen über­
haupt, zur theoretischen Maschinenlehre usf. gehören, darf man 
in Vorlesungen, die für Studierende der ersten vier Semester 
gehalten werden, nicht erwarten. Der Vortrag über Mechanik 
hat nach dieser Richtung hin nur die Grundlage zu bieten, auf 
der in den einzelnen Fachvorlesungen weitergebaut werden kann. 
Andererseits muß freilich Wert darauf gelegt werden, daß nicht 
alles nur auf den unmittelbaren praktischen Gebrauch zuge­
schnitten wird, sondern daß auch solche Untersuchungen zu 
ihrem Rechte gelangen, auf die man bei den Anwendungen zwar 
nur ausnahmsweise stößt, die aber zum genaueren Verständnisse 
der üblichen Methoden wesentlich beitragen.

Bei der Verteilung des Stoffes auf die einzelnen Bände haben 
übrigens neben anderen auch manche Erwägungen beigetragen, 
die in dem besonderen Unterrichtsbetriebe an der hiesigen Hoch­
schule begründet sind. So ist z. B. zu beachten, daß die in 
diesem Bande behandelte Vorlesung über graphische Statik in 
demselben Semester mit der Vorlesung über Festigkeitslehre 
abgehalten wird, und daß beide im wesentlichen von denselben
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IV Ans dem Vorworte zur dritten Auflage

Hörern besucht werden, abgesehen von den Studierenden der 
Architektur, die nur die graphische Statik hören. Hieraus er­
klären sich manche Hinweise in diesem Bande auf die Lehren 
des dritten Bandes. Auch für das Privatstudium empfiehlt es 
sich daher, diese beiden Bände gleichzeitig nebeneinander zu 
gebrauchen.

Bei der Ausarbeitung und der Herstellung dieses Bandes hat 
mich Herr Ingenieur Julius Schenk, z. Z. Assistent für tech­
nische Mechanik an unserer Hochschule, wesentlich unterstützt. 
Er hat nicht nur die dazugehörigen Figuren gezeichnet und 
die Korrekturabzüge durchgesehen, sondern mir auch manche 
Aufgaben vorgeschlagen, die ich hier aufgenommen habe. Für 
seine eifrige und nützliche Beihilfe spreche ich ihm auch an die­
ser Stelle meinen besten Dank aus. Auch der Verlagshandlung 
bin ich für die treffliche Ausführung des Druckes zu großem 
Danke verbunden.

Möge auch diesem Bande eine ebenso wohlwollende Aufnahme 
beschieden sein, wie sie den anderen zuteil wurde.

München, im Juli 1900.
A. Foppl.

Ans dem Vorworte zur dritten Auflage.

Als sich wenige Jahre nach dem Erscheinen der ersten eine 
zweite Auflage dieses Bandes nötig machte, schlug ich der Ver- 
iagshandlung vor, die Höhe der Auflage so groß zu bemessen, 
daß der Bedarf voraussichtlich für eine längere Zeit gedeckt 
sein würde. Ich ließ mich dabei von der Voraussetzung leiten, 
daß größere Fortschritte in der graphischen Statik, die eine Be­
sprechung in diesem Lehrbuche finden müßten, einstweilen kaum 
zu erwarten seien. Darin habe ich mich auch nicht getäuscht. 
Obschon der Absatz der stark vergrößerten zweiten Auflage 
nahezu neun Jahre beansprucht hat, habe ich mich jetzt bei der 
Bearbeitung der dritten Auflage zu durchgreifenden Änderungen 
kaum veranlaßt gesehen.

Die wichtigste Änderung der Neuauflage besteht in der Zu­
fügung von 14 neuen Aufgaben mit vollständig durchgeführten



Vorwort zur vierten Auflage V

Lösungen. Ich habe die Übungsaufgaben stets zu den wichtigsten 
Bestandteilen meines Lehrbuchs gerechnet und bin daher geneigt, 
in der Vermehrung des Übungsstoffes eine wesentliche Verbesse­
rung zu erblicken. Gute Anwendungsbeispiele, die einerseits 
nicht zu schwierig sind, andererseits aber den behandelten Gegen­
stand doch auch von einer neuen Seite her zeigen und dadurch 
ein selbständiges Nachdenken erforderlich machen sollen, sind 
nicht gerade leicht zu finden. Für den Zweck dieser Neuauflage 
wurde mir jedoch die Auswahl durch den Umstand erspart, daß 
die neu hinzugekommenen Aufgaben von mir im Laufe der letz­
ten Jahre als schriftliche Prüfungsaufgaben bei den Diplomvor­
prüfungen an unserer Hochschule gestellt worden sind. Bei der 
Bearbeitung der Prüfungsaufgaben steht den Kandidaten die 
Benutzung aller literarischen Hilfsmittel und daher auch meines 
Lehrbuches frei. Sie befinden sich daher in derselben Lage wie 
ein Anfänger, der sich in der selbständigen Anwendung der vor­
getragenen Lehren ein üben will. Die Erfahrungen, die sich in 
den Prüfungsergebnissen Bussprachen, haben mich gelehrt, daß 
die neu aufgenommenen Aufgaben den vorher erwähnten Forde­
rungen entsprochen haben.

München, im August 1911.
A. Föppl.

Vorwort zur vierten Auflage.

Während die zweite Auflage dieses Bandes neun Jahre auf 
dem Markt gewesen war, hat die ebenso starke dritte Auflage 
nur für sieben Jahre ausgereicht, wozu überdies noch vier Kriegs­
jahre gehören, die dem Absatz wissenschaftlicher Werke wenig 
günstig waren. Nun will ich zwar nicht behaupten, daß die 
Nachfrage, die ein Lehrbuch findet, den allein richtigen Maßstab 
für seine Brauchbarkeit abgebe; zum mindesten spricht aber die 
Absatzsteigerung dafür, daß das Buch mehr und mehr Freunde 
gefunden hat, die es zu schätzen wissen, was ich mit Befriedi­
gung feststellen darf.

Auch bei der jetzigen Neuauflage habe ich von größeren 
Änderungen abgesehen. Anfänglich hatte ich zwar daran gedacht,



Vorn ort aur vierten Auflage .VI

die neue Theorie der Ausnahmefachwerke, die ich in den letzten 
Jahren ausgearbeitet und an verschiedenen Stellen, insbesondere 
in der Mohr-Festschrift, bereits veröffentlicht habe, in das Buch 
aufzunehmen und noch eine Anzahl von Übungsaufgaben bei­
zufugen. Schließlich aber hielt ich es für besser, darauf zu ver­
zichten, um nicht den Umfang zu vergrößern und damit auch 
den Preis des Buches noch weiter zu erhöhen, als es durch die 
allgemeine Kriegsteuerung ohnehin schon geschehen wird.

Da keine Platten vorhanden waren und das Buch daher ganz 
neu gesetzt werden mußte, habe ich die Gelegenheit benutzt, an 
vielen Stellen kleine Änderungen vorzunelimen, die den sprach­
lichen Ausdruck verbessern sollten, wobei ich auch im allge­
meinen bemüht gewesen bin, entbehrliche Fremdwörter durch 
deutsche Worte oder deutsche Wendungen zu ersetzen. Sehr 
weit bin ich darin allerdings nicht gegangen: namentlich habe 
ich die in der Mechanik allgemein gebrauchten Fachausdrücke 
meist beibehalten und jedenfalls darauf verzichtet, sie um jeden 
Preis zu verdeutschen.

München, im August 1918.
A. Föppl.
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Erster Abschnitt.
Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte 

am materiellen Punkte und in der Ebene.

§ 1. Zeichnung und Rechnung in der Statik.
Die Kräfte sind gerichtete Größen. Um eine anschauliche 

Vorstellung von ihnen zu gewinnen, stellt man sie in einer Zeich­
nung durch Strecken dar. Wenn dies geschieht, gehen die Be­
ziehungen, die zwischen den Kräften bestehen, in Beziehungen 
zwischen den Strecken über, durch die sie abgebildet werden: 
also in geometrische Beziehungen, die sich mit Hilfe der Zeich­
nung oder überhaupt auf geometrischem Wege am einfachsten 
weiter verfolgen lassen. Man kann daher sagen, daß die geo­
metrische Betrachtungsweise der Art des Gegenstandes, den man 
in der Statik zu behandeln hat, von vornherein sehr gut ange­
paßt ist.

Aber darum ist man an diese Betrachtungsweise noch keines­
wegs gebunden. Zunächst ist aus der analytischen Geometrie 
bekannt, wie man Beziehungen zwischen Vektoren auch auf 
rechnerischem Wege verfolgen kann, indem man nämlich die 
Vektoren in ihre Komponenten nach den Achsenrichtungen eines 
Koordinatensystems zerlegt und mit den Komponenten rechnet. 
Davon kann man auch in der Statik Gebrauch machen. Hierzu 
kommt aber noch, daß sowohl der Momentensatz als das Prinzip 
der virtuellen Geschwindigkeiten, die wir schon im I. Teile dieser 
Vorlesungen als Gleichgewichtsbedingungen zwischen den an 
einem Körper angreifenden Kräften kennen gelernt haben, eine 
oft sehr bequeme Handhabe zur Untersuchung des Gleichgewichts 
auf rechnerischem Wege abgeben.

F ö p p 1, Graphische Statik. 4. Aufl. 1



Das zeichnerische Verfahren ist daher dem rechnerischen 
keineswegs in allen Fällen überlegen. Es kommt vielmehr auf 
den besonderen Gegenstand der Untersuchung an, welchem von 
beiden der Vorzug zu gehen ist.

Solange die Beschäftigung mit der Statik auf die Kreise der 
Mathematiker und Physiker beschränkt blieb, wurde meist das 
rechnerische Verfahren bevorzugt oder gar ausschließlich ange­
wandt. Erst als die Techniker anfingen, von den Lehren der 
Statik zu ihren praktischen Zwecken einen viel weiter ausgedehn­
ten Gebrauch zu machen, kam das graphische Verfahren, das 
vorher lange Zeit hindurch fast ganz vernachlässigt war, allmäh­
lich mehr in Aufnahme. Namentlich war es Culmann, der durch 
sein 1864 erschienenes bahnbrechendes Werk „Die graphische 
Statik“ das zeichnerische Verfahren zur allgemeinen Anerkennung 
und Einführung brachte.

Heute wendet man ohne besondere Bevorzugung des einen 
oder des anderen Verfahrens bald die Zeichnung, bald die Rech­
nung an, je nachdem sich diese oder jene im Einzelfalle besser 
eignet. Hierdurch ist die Bezeichnung „graphische Statik“ ihres 
ursprünglichen Sinnes mehr oder weniger ent ’deidet worden. Die 
Techniker verstehen darunter gewöhnlich die Statik der Trag­
konstruktionen überhaupt, ohne jene Teile, die besser auf dem 
Wege der Rechnung behandelt werden, davon auszuschließen. 
Abgesehen von manchen allgemeiner gehaltenen Untersuchungen, 
die in der graphischen Statik am besten ihren Platz finden, habe 
ich mich auch selbst in meinen Vorlesungen diesem Gebrauche 
angeschlossen. Die ihrem ursprünglichen Sinne nach nicht völlig 
zutreffende, mit dem heutigen Sprachgebrauche jedoch ganz gut 
in Übereinstimmung stehende Bezeichnung dieses Bandes erklärt 
sich hiernach aus dem historisch Gewordenen.

Im allgemeinen kann man sagen, daß sich die zeichnerische 
Behandlung vorwiegend für die Untersuchung eines bestimmt 
gegebenen Einzelfalles eignet. Für die Ableitung allgemein­
gültiger Sätze ist dagegen die Rechnung gewöhnlich im Vor­
teile, — obschon es in beiden Fällen nicht an Ausnahmen fehlt. 
Wer einen Entwurf ausarbeitet und dabei eine Gleichgewichts-
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Untersuchung vorzunehmen hat, sieht sich aber nicht leicht ver­
anlaßt, hierbei über allgemeingültige Beziehungen nachzudenken, 
sondern ihm liegt nur an der Lösung seiner genau umschriebenen 
Aufgabe mit den einfachsten Mitteln, und diese bietet ihm in den 
meisten Fällen das graphische Verfahren.

Zuweilen kann wohl als ein Vorzug des rechnerischen Ver­
fahrens der Umstand in Betracht kommen, daß die Rechnung 
eine beliebig genaue Annäherung gestattet, während diese bei 
der Zeichnung durch die unvermeidlichen Zeichenfehler von vorn­
herein beschränkt ist. Tatsächlich reicht indessen die in der 
Zeichnung bei gewöhnlicher Sorgfalt zu erreichende Genauigkeit 
so ziemlich bei allen in der technischen Praxis vorkommenden 
Aufgaben vollständig aus, so daß sich der genannte Unterschied 
nur selten als ein wirklicher Nachteil des graphischen Verfahrens 
bemerkbar machen wird. Andererseits steht dagegen diesem ge­
ringen oder auch nur vermeintlichen Nachteil ein recht wichtiger 
Vorzug des graphischen Verfahrens gegenüber: nämlich die Mög­
lichkeit, wegen der Übersichtlichkeit der Zeichnung gröbere Ver­
sehen leichter zu erkennen und zu vermeiden als bei der Zahlen­
rechnung, in der ein gröberer Fehler weit eher unbemerkt bleibt.

Von den Lehren des ersten Bandes, die ich als bekannt 
voraussetze, kommen zunächst zwei einfache Sätze in Betracht. 
Erstens der Satz, daß die Resultierende von Kräften, die an dem­
selben Punkte angreifen, durch geometrische Summierung der 
Kräfte gefunden wird, oder daß sich im Falle des Gleichgewichts 
die zur Darstellung der Kräfte benutzten Strecken zu einem ge­
schlossenen Vielecke aneinanderreihen lassen müssen. Und dann 
der Satz, daß sich der Angriffspunkt einer an einem starren 
Körper angreifenden Kraft, solange es auf die Verteilung der 
inneren Kräfte in dem Körper nicht ankommt, längs der Rich­
tungslinie verlegen läßt, so daß in solchen Fällen die Angabe 
eines Angriffspunktes auf der Richtungslinie auch ganz entbehrt 
werden kann.

Wenn die Richtungslinien der an einem Punkte angreifenden 
Kräfte nicht alle in einer einzigen Ebene enthalten sind, wird der 
Linienzug, mit dessen Hilfe man ihre geometrische Summe bildet,

§ 1. Zeichnung und Rechnung in der Statik 3
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windschief. Solche Fälle kommen nicht selten vor. Ihre Er­
ledigung macht aber keine Schwierigkeiten: man braucht dazu 
nur die Projektionen des Linienzuges in mehreren Rissen zu 
zeichnen. Von den Lehren der darstellenden Geometrie muß 
man ohnehin schon Gebrauch machen, um die Richtungslinien 
der Kräfte in die Zeichnung des Körpers, an dem sie angreifen, 
einzutragen, und es macht dann gar keine weiteren Umstände, 
im Anschluß hieran auch das Kräftepolygon oder das Krafteck, 
wie es neuerdings von vielen lieber genannt wird, durch seine 
Risse darzustellen.

In Abb. 1 ist dies ausgeführt. An dem mit A in Abb. la 
bezeichneten Angriffspunkte, der durch Aufriß und Grundriß ge­
geben ist, greifen die mit 1, 2, 3 bezeichneten Kräfte an, die 
ebenfalls durch ihre Projektionen dargestellt sind. Man wähle 
nebenan in Abb. 1 b einen Punkt 0 oder seine Projektionen in 
beiden Tafeln beliebig aus und setze von ihm aus die Strecken 1,

2,3 im Sinne ihrer Pfeile 
aneinander. Dies ge­
schieht, indem man die 
Projektionen der Kräfte 
in beiden Rissen anein­
anderreiht. Die von 0 
aus nach dem Endpunkte 
desLinienzuges gehende 
Schlußlinie B des Kraft­
ecks gibt die Resultie­
rende an. Die Reihen­
folge der Zusammenset­
zung ist, wie von früher 
her bekannt ist, ohne 
Einfluß auf das Ergeb­
nis. Jedenfalls muß man 
aber darauf achten, daß 

die Pfeile der Kräfte 1, 2, 3 usf. im gleichen Umlaufssinne auf- 
einanderfolgen, während der Pfeil von B diesem Umlaufssinne 
entgegengesetzt ist. Die Größe der Resultierenden findet man
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durch Ermittelung der wahren Länge der durch die Projektionen 
dargestellten Strecke B, die nach demselben Maßstabe auszu­
messen ist, der schon beim Aufträgen der gegebenen Kräfte 1, 
2, 3 zugrunde gelegt wurde.

Dieses Verfahren bleibt für eine beliebige Anzahl gegebener 
Kräfte anwendbar. Hat man, wie in dem gewählten Beispiele, 
nur drei Kräfte zusammenzusetzen, so kann dies auch durch 
Zeichnen eines Parallelepipeds geschehen, wovon A eine Ecke 
ist, von der die drei Strecken 1, 2, 3 als Kanten ausgehen. Die 
von A aus gezogene Hauptdiagonale des Parallelepipeds gibt 
die Resultierende der drei Kräfte an. Dies folgt leicht daraus, 
daß die Hauptdiagonale eines Parallelepipeds als geometrische 
Summe der drei Kanten angesehen werden kann. Man stellt 
diesen Satz vom Kräfteparallelepiped gern dem Satze vom 
Kräfteparallelogramm gegenüber. Für die wirkliche Ermittelung 
von B ist aber die in Abb. 1 angegebene Aneinanderreihung der 
drei Strecken weit einfacher und bequemer als die Benutzung 
des Parallelepipeds.

Um die gleiche Aufgabe analytisch zu lösen, ermittelt man zu­
nächst die Projektionen der Kräfte 1, 2, 3 auf drei zueinander recht­
winkligen Achsen. Die Komponenten von B in den Richtungen 
dieser Achsen sind dann gleich den algebraischen Summen der Kom­
ponenten der gegebenen Kräfte in denselben Achsenrichtungen. Hier­
mit ist auch die Größe von B als Quadratwurzel aus der Quadrat­
summe der Komponenten bekannt, und die Richtung von B läßt sich 
durch die Kosinus der Winkel zwischen B und den Acbsenrichtungen 
hinreichend beschreiben. Aus den Lehren von Band I geht dies be­
reits hinreichend hervor.

§ 2. Zerlegung einer Kraft nach gegebenen Richtungslinien 5

§ 2. Zerlegung einer Kraft nach gegebenen Richtungslinien.
Eine gegebene Kraft ^ß, die am Punkte A angreift (Abb. 2 a) 

soll nach zwei mit ihr in derselben Ebene liegenden Richtungs­
linien 1 und 2 zerlegt werden. Diese Ebene möge als Zeichen­
ebene gewählt sein. Unter der Zerlegung ist ein Ersatz von ^ß 
durch zwei in den bezeichneten Richtungslinien wirkende Kräfte 
zu verstehen. Die Zerlegung erfolgt mit Hilfe des in Abb. 2 b 
gezeichneten Kräftedreiecks $ß, 1, 2, von dem die eine Seite *ß



vollständig gegeben ist, während von den beiden anderen Seiten 
die Richtungen bekannt sind. Bei der Festsetzung der den Seiten 
des Kräftedreiecks zugehörigen Pfeile hat man darauf zu achten,

daß $ß die Resultierende 
von 1 und 2 sein soll. — 
Auch mit Hilfe eines 
Kräfteparallelogramms, 
das unmittelbar vom 
Punkte A aus in den ge­

gebenen Richtungen, mit iß als Diagonale, gezeichnet wird, läßt 
sich die verlangte Zerlegung ausführen. In der Regel ist aber 
die Benutzung eines nebenan besonders herausgezeichnetenKräfte- 
dreiecks für die Lösung der Aufgabe mehr zu empfehlen. Man 
sieht dies vielleicht zuerst nicht recht ein, wenn man nur einer 
so einfachen Zeichnung wie in Abb. 2 gegenübersteht; sobald 
aber dieselbe Konstruktion sehr oft wiederholt auf kleinem Raume 
in derselben Zeichnung durchgeführt werden muß, ist der Y orteil 
sehr erheblich, den man durch Trennen des Kraftecks vom Lage­
plane erlangt.

Die Zerlegungsaufgabe steht im engsten Zusammen­
hänge mit einer Gleichgewiehtsaufgabe. Weiß man näm­
lich, daß die vollständig gegebene Kraft ^ß mit zwei anderen 
Kräften, deren Richtungslinien 1, 2 bekannt sind, im Gleich­
gewichte stehen muß, so findet man aus der Konstruktion des 
Kräftedreiecks ^ß, 1, 2 auch die Größen von 1 und 2. Der ein­
zige Unterschied gegenüber dem vorigen Falle besteht darin, daß 
jetzt die Pfeile der Kräfte 1 und 2 umzukehren sind, weil die 
geometrische Summe aller drei Kräfte zu Null werden muß. Das­
selbe trifft auch bei den anderen Zerlegungsaufgaben zu, mit 
denen wir uns in der Folge noch zu beschäftigen haben werden^ 
und man kann daher jede Zerlegungsaufgabe als gleichbedeutend 
mit einer ihr entsprechenden Gleichgewichtsaufgabe betrachten.

Eine gegebene Kraft $ß kann ferner auch in eindeu­
tiger Weise nach drei durch ihren Angriffspunkt gehen­
den Richtungslinien zerlegt werden, wenn diese nicht 
in derselben Ebene liegen. Am einfachsten gestaltet sich
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hier die Lösung oder wenigstens die zu einer Lösung führende 
Überlegung auf Grund des Satzes vom Kräfteparallelepiped. Yon 
diesem ist die Hauptdiagonale vollständig gegeben, während 
man zugleich die Richtungen der drei vom Angriffspunkte aus­
gehenden Kanten kennt. Man lege drei Ebenen durch diese drei 
Kanten und ziehe zu jeder durch den Endpunkt von eine 
parallele Ebene. Damit hat man die sechs Seitenflächen des 
Parallelepipeds, dessen Kanten und Eckpunkte nun leicht auf­
gesucht werden können.

In Abb. 3 ist dies für den Fall ausgeführt, daß zwei der 
gegebenen Richtungslinien, 
nämlich 1 und 2, in einer 
horizontalen Ebene liegen.
Dann vereinfacht sich die 
Zeichnung erheblich. Das 
Verfahren selbst bleibt sich

■ 3

/ BC
1 7i

/
?/

gleich. Die Kraft 'jß ist durch 
die Strecke AB in Aufriß 
und Grundriß dargestellt.
Man lege durch den End­
punkt B eine horizontale 
(d. h. zu 1, 2 parallele) Ebene 
und suche deren Schnitt­
punkt C mit der Richtungs­
linie 3 auf. Die Strecke AG gibt dann schon Größe, Richtung 
und Pfeil der Kraft 3 an. Die beiden anderen Kräfte findet man

VT
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Abb. 3.

indessen in allen Fällen

hierauf am einfachsten durch Zerlegung der durch die Strecke CB 
dargestellten Kraft nach den Richtungen von 1 und 2, also durch 
Konstruktion eines Kräftedreiecks, von dem CB die vollständig 
gegebene Seite bildet. Im Grundrisse ist dies nebenan ausgeführt.

Gewöhnlich bedient man sich aber anderer Verfahren zur 
Ausführung der Kräfte Zerlegung oder zur Lösung der ihr ent­
sprechenden Gleichgewichtsaufgabe. Am häufigsten wird ein 
von Culmann angegebenes Verfahren benutzt, das in An­
lehnung an eine öfters vorkommende Aufgabe näher erläutert

§ 2. Zerlegung einer Kraft nach gegebenen Richtungslinien 7
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werden soll. In Abb. 4 a seien 1, 2, 3 die im Aufriß und Grund­
riß gezeichneten Stäbe eines sogenannten Bockgerüstes, die 
man sich oben gelenkförmig miteinander verbunden denken mag, 
während die unteren Endpunkte festgehalten sind. sei eine 
äußere Kraft, die an dem oberen Knotenpunkte angreift; es handle 
sich um die Bestimmung der drei Stabspannungen, die durch 
in den drei Stäben hervorgerufen werden.

Wenn die Stäbe an den unteren Endpunkten festgehalten sind, 
genügen sie, um eine Verschiebung des oberen Knotenpunktes zu 
verhindern, abgesehen von den kleinen Bewegungen, die durch 
die elastischen Längenänderungen der Stäbe unter dem Einfluß 
der in ihnen auftretenden Spannungen ermöglicht sind. Sieht 
man aber von diesen geringfügigen Längenänderungen ab, so ist 
die Lage des oberen Knotenpunktes durch die gegebenen Stab- 
längen aus rein geometrischen Gründen, wie man leicht einsieht, 
fest vorgeschrieben. Daraus folgt, daß der Knotenpunkt unter 
dem Einfluß der auf ihn wirkenden Kräfte 1, 2, 3 im Gleich­
gewichte bleiben muß. Aus der hiermit festgestellten Gleich­
gewichtsbedingung lassen sich die drei Stabspannungen ab­
leiten.

Hierzu denke man sich die vier Kräfte in zwei Gruppen ein­
geteilt, von denen die eine aus den Stabspannungen 1 und 2, die 
andere aus und 3 gebildet wird. Jede dieser beiden Gruppen 
kann man sich durch eine Resultierende ersetzt denken. Die 
Resultierende aus 1 und 2 muß jedenfalls in der durch die Rich­
tungslinien beider Stäbe bestimmten Ebene enthalten sein und 
ebenso die andere Resultierende in der durch und 3 gelegten 
Ebene. Da die vier Kräfte im Gleichgewichte standen, müssen 
auch die beiden Resultierenden Gleichgewicht miteinander halten. 
Dazu gehört aber, daß sie in die gleiche Richtungslinie fallen. 
Hiernach muß die gemeinsame Richtungslinie von beiden mit 
der Schnittlinie der Ebenen 1, 2 und 3 zusammenfallen. So­
bald man aber die Richtungslinie der Resultierenden aus und 
3 kennt, steht nichts mehr im Wege, ein Kräftedreieck aus diesen 
drei Kräften zu zeichnen, das die Spannung im Stabe 3 und zu­
gleich die Resultierende aus den beiden anderen Stabspannungen



kennen lehrt. Diese selbst ergeben sieb schließlich durch Zeichnen 
eines zweiten Kräftedreiecks.

In Abb. 4 ist dies ausgeführt. Zuerst wurde in Abb. 4 a die 
horizontale Spur der Richtungslinie von iß aufgesucht. Die Ver­
bindungslinie mit 
dem Fußpunkte des 
Stabes 3 liefert die 
horizontale Spur 

der Ebene iß, 3. Die 
Spur der Ebene 1,2 
wird durch Verbin­
den der Fußpunkte 
beider Stäbe erhal­
ten. Der Schnitt­
punkt der Spuren 
beider Ebenen lie­
fert einen Punkt der 
gesuchten Schnittlinie, und die Schnittlinie selbst wird durch 
Ziehen der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem oberen 
Knotenpunkte erhalten. Sie kann dann auch noch in den Aufriß 
eingetragen werden. Nach diesen Vorbereitungen kann man zum 
Aufträgen des in Abb. 4 b gezeichneten Kraftecks übergehen. Man 
trägt zunächst, von einem beliebigen Punkte 0 beginnend, die 
gegebene Last iß in Aufriß und Grundriß auf. Parallelen von 
den Endpunkten zu 3 und der Schnittlinie beider Ebenen in bei­
den Projektionstafeln liefern die Risse des ersten Kräftedreiecks. 
Zur Prüfung der Genauigkeit der Zeichnung dient die Bemer­
kung, daß die Projektionen des dritten Dreieckspunktes in beiden 
Tafeln senkrecht übereinander liegen müssen. Dann reiht man 
Parallelen zu 1 und 2 an, deren Schnittpunkte in beiden Projek­
tionsebenen wiederum von selbst senkrecht übereinander liegen 
müssen. Man hat nun den ganzen windschiefen Kräftezug iß, 1, 
2, 3 vor sich und trägt nachträglich die Pfeile so ein, daß sie 
alle stetig aufeinanderfolgen.

Die Größe der Stabspannungen erhält man hierauf durch 
Ermittlung der wahren Längen der Krafteckseiten. In der Ab­

§ 2. Zerlegung einer Kraft nach gegebenen Richtungslinien 9
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bildung ist dies nicht weiter ausgeführt. Ferner ergibt sich aus 
den Pfeilen, ob die Stäbe gezogen oder gedrückt sind. Hierzu 
beachte man, daß sich die Pfeile auf jene Kräfte beziehen, die 
von den Stäben auf den als materiellen Punkt aufgefaßten Knoten­
punkt übertragen werden. Die rückwärts von dem Knotenpunkte 
auf die Stäbe übertragenen Kräfte haben nach dem Wechsel­
wirkungsgesetze entgegengesetzte Richtung. Man muß sich dies 
genau klarmachen, weil sonst leicht Fehler in der Bestimmung 
des Vorzeichens der Stabspannungen Vorkommen. Ein Stab, der 
gezogen ist (für welchen Fall wir der Stabspannung das positive 
Vorzeichen geben wollen), sucht sich wieder zu verkürzen; er 
äußert daher an jedem seiner beiden Endpunkte eine Kraft, die 
diesen Endpunkt nach der Stabmitte hin zu bewegen sucht. 
Umgekehrt sucht ein gedrückter Stab die Endpunkte (oder die 
Körper, die an diesen Endpunkten fassen) auseinander zu schie­
ben. Ein Pfeil im Kraftecke der Abb. 4, der an den Knotenpunkt 
übertragen von der Stabmitte abgewendet ist, zeigt daher eine 
Druckspannung im Stahe an. Auf Grund dieser Überlegung 
findet man aus der Zeichnung, daß die Stäbe 1 und 2 bei der 
angenommenen Belastung des Bockgerüstes gedrückt sind, wäh­
rend 3 gezogen ist.
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Eine andere Lösung derselben Aufgabe, die sich auf eine 
auch sonst in der graphischen Statik häufig benutzte Überlegung 
stützt, rührt von Müller-Breslau her. Man beginnt bei ihr sofort 
mit der Konstruktion des windschiefen Kräftevierecks der Kräfte s$, 
1, 2, 3. Die Seite kann im Aufrisse und Grundrisse ohne weiteres 
aufgetragen werden. An beiden Enden dieser Seite zieht man Paral­
lelen zu den Richtungen der Stabkräfte 1 und 3 (oder überhaupt zu 
irgend zwei der drei Stabrichtungen). Es handelt sich dann nur noch 
darum, zwischen diese beiden Linien die ihrer Richtung nach gegebene 
Seite 2 so einzuschieben, daß ihre Endpunkte auf die Linien 1 und 3 
fallen.

Zu diesem Zwecke beginnt man damit (vgl. Abb. 5 b), irgendwo 
eine Strecke 2' im Grundrisse in der vorgeschriebenen Richtung zwi­
schen die Linien 1 und 3 zu legen. Im Aufrisse nehme man etwa 
den linken Eckpunkt auf der Projektion von 3 an und ziehe die 
Linie 2' dort ęf>eDfalls in der ihr vorgeschriebenen Richtung. Der 
rechte Eckpunkt X ist damit bestimmt. Sollte nnn die Strecke 2'
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zufällig richtig gewählt gewesen sein, so müßte der Punkt X auf 
der Vertikalprojektion von 1 enthalten sein. Im allgemeinen wird 
dies aber nicht zutreffen. Man verwirft daher die getroffene Wahl 
und wiederholt 
die Konstruktion 
unter einer ande­
ren beliebigen An­
nahme 2" für 2, 
womit man auf 
einen Eckpunkt Y 
an Stelle von X 
gelangt, der aber 
im allgemeinen 
wieder nicht auf 
der Vertikalpro­
jektion von 1 ent­
halten ist. Es 
könnte nun schei­
nen, als wenn man
die gleiche Konstruktion noch sehr oft wieder­
holen müßte, bis man die richtige Lage von 2 
ausprobiert hätte. Hier kommt uns aber ein Satz 
der projektivisehen Geometrie zur Hilfe, der schnell zu der gesuchten 
Lösung führt.

Dieser Satz, der auch bei anderen Konstruktionen der graphischen 
Statik verwendet wird, lautet:

„Drehen sich die Seiten eines veränderlichen w-Ecks 
um feste Punkte, die auf einer Geraden liegen, und ver­

schieben sich hierbei zugleich 
n — 1 Ecken längs beliebig ge­
gebener Geraden, so beschreibt 
auch die letzte Ecke eine G er ade.“ 

In Abb. 6 sei AB CD die Anfangs­
gestalt des veränderlichen w-Ecks, das 
wir etwa als Viereck voraussetzen wol­
len. Die Seiten mögen sich um die 
auf einer Geraden liegenden Punkte £, 
F, G, H drehen, während drei Ecken 
A, B, C auf den beliebig gewählten 
Geraden a, ß, y fortschreiten. Eine 

neue Lage erhält man, indem man B' auf ß beliebig annimmt, hierauf 
die Seitenrichtungen B'D' durch E und B Ä durch F zieht, im 
Punkte Ä die Seite ÄC' durch Punkt Cr anträgt und von C' aus
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die Richtung der Seite C'D' durch Punkt H führt. Der vierte Eck­
punkt JD' ergibt sich dann als Schnittpunkt der Linien EB' und HC'. 
Um zu erkennen, daß auch D auf einer geraden Linie nach D' hin 
fortwandert, beachte man, daß die Seiten des veränderlichen Vielecks 
projektivische Strahlenbüschel um die Strahlenzentren EFG-H be­
schreiben, indem je zwei aufeinander folgende perspektivisch zuein­
ander liegen. Jedenfalls ist also auch Strahlenbüschel E projektivisch 
zum Büschel H. Der Schnitt von zwei projektivischen Strahlenbüscheln 
ist nun zwar im allgemeinen eine Kurve zweiter Ordnung. Hier sind 
aber die Büschel E und H nicht nur projektivisch, sondern zugleich 
perspektivisch zueinander, da sie den die beiden Zentren F und H 
verbindenden Strahl entsprechend gemeinsam haben. Eine besondere 
Lage des veränderlichen Vielecks ist nämlich auch jene, bei der alle 
Seiten und alle Eckpunkte auf die Gerade EH fallen. Der Punkt D 
beschreibt hiernach als Schnitt von zwei perspektivischen Strahlen­
büscheln in der Tat eine Gerade. Auch ein stereometrischer Beweis 
des Satzes läßt sich leicht geben, wovon aber hier abgesehen werden 
kann.

Kehrt man nun zur Betrachtung von Abb. 5 b zurück, so erkennt 
man, daß jeder beliebig getroffenen Wahl 2' oder 2" von 2 im Grund­
risse ein Viereck (nämlich ein Trapez) in der Eigur entspricht, das 
aus dieser Strecke, den sich beiderseits anschließenden Projektions­
strahlen und dem zugehörigen Aufrisse gebildet wird. Die entspre­
chenden Seiten aller dieser Vierecke sind parallel zueinander, d. h. sie 
drehen sich, wenn man von einem zu einem anderen Vierecke über­
geht, wie wir sagen können, um unendlich ferne Punkte, die auf der 
unendlich fernen Geraden der Ebene enthalten sind. Zugleich schreiten 
drei Endpunkte auf den Geraden 1 und 3 des Grundrisses und 3 des 
Aufrisses weiter. Die Voraussetzungen des zuvor bewiesenen geo­
metrischen Satzes sind hiernach erfüllt, und wir schließen, daß auch 
die vierte Ecke auf einer Geraden fortschreiten muß, von der zwei 
Punkte, nämlich X und Y, bereits bekannt sind. Verbinden wir daher 
X und Y durch eine Gerade; so muß auf dieser auch der vierte Eck­
punkt des Vierecks enthalten sein, das wir suchen. Der Schnittpunkt 
der Geraden X Y mit 1 im Aufrisse liefert diesen Eckpunkt, und von 
ihm aus können wir 2 im Aufriß richtig eintragen, worauf auch der 
zugehörige Grundriß folgt. Man hat hierbei noch eine Kontrolle für 
die Genauigkeit der Zeichnung, indem der zu 2 im Aufrisse konstru­
ierte Grundriß von selbst in die vorgeschriebene Richtung fallen muß. — 
Die Beschreibung und Begründung des Verfahrens machte zwar eine 
längere Auseinandersetzung nötig; die wirkliche Ausführung der Zeich­
nung erfordert aber nur das Ziehen weniger Linien und gestaltet sich 
ganz einfach.



Dieselbe Aufgabe kann schließlich auch noch ana­
lytisch gelöst werden. Man zieht zu diesem Zwecke drei 
rechtwinklig aufeinanderstehende Koordinatenachsen und ermit­
telt die Winkel zwischen den Stabrichtungen und den Koordi­
natenrichtungen sowie die Projektionen P1P2P3 von auf die 
Koordinatenachsen. Bezeichnet man dann die Spannung des 
Stabes 1 mit^ und die Richtungswinkel dieses Stabes mit cc1ß1yJ 
und ähnlich bei den übrigen Stäben, so findet man die Unbekann­
ten SlS2S2 durch Auflösen der drei Komponentengleichungen

St COS CCj + S2 cos a2 -f- $3 cos a3 = P1;
St cos ßt -1- S2 cos ß2 + S3 cos ß3 = P2, 
iSt cos y1 + S2 cos y2 -f- S3 cos y3 = P3,

§ 2. Zerlegung einer Kraft nach gegebenen Richtungslinien 13

(1)

die alle vom ersten Grade sind. Die Ermittlung der Winkel und 
die Auflösung der Gleichungen verursacht aber in der Regel weit 
mehr Mühe als irgendeine der vorher besprochenen graphischen 
Lösungen.

Schließlich muß noch darauf hingewiesen werden, daß die 
Aufgabe keine Lösung mehr zuläßt, sobald die drei 
Stäbe in derselben Ebene enthalten sind. Dieser Aus­
nahmefall, der in ähnlicher Weise später noch bei anderen Unter­
suchungen wiederkehren wird, erfordert eine aufmerksame Be­
trachtung. Er läßt sich in zwei Unterfälle spalten, die durch die 
Abb. 7 und 8 in achsonometrischer Zeich-
nung wiedergegeben sind. Im Falle der 
Abb. 7 liegen zugleich die Fußpunkte A 
B, C der drei Stäbe auf einer Geraden.
Man sieht hier sofort ein, daß der obere 
Knotenpunkt durch die drei Stäbe nicht 
mehr in seiner Lage festgehalten werden 
kann: er vermag sich vielmehr um die 
Gerade ABC ohne Widerstand zu drehen.
Schon aus dieser geometrischen Betrach­
tung erkennt man, daß durch die Stabspannungen kein Gleich­
gewicht mehr am oberen Knotenpunkte hergestellt werden kann; 
es sei denn, daß die Kraft ^3 zufällig auch in der Stabebene liegt.

A
B

Abb. 7.



an, daß zwei dev Stäbe unmittelbar am Fußboden befestigt sind,
während der Fußpunkt B des dritten 
Stabes auf irgendeiner Erhöhung liegt, 
die um BB' über den Fußboden empor­
ragt. In diesem Falle ist zwar eine 
endliche Verschiebung des oberen Kno­
tenpunktes ohne Änderung der Stab­
längen nicht mehr möglich, wohl aber, 
wie man zu sagen pflegt, eine unend­
lich kleine. Der obere Knotenpunkt 
vermag sich nämlich um eine unend­

lich kleine Strecke senkrecht zur Stabebene zu verschieben, ohne 
daß sich die Stablängen um mehr als um unendlich kleine Größen 
zweiter Ordnung zu ändern brauchten, d. h. der Knotenpunkts­
weg ist ungemein groß gegenüber den sehr kleinen Änderungen 
der Stablängen, die wegen der Elastizität der Stäbe zu erwarten 
sind. Man erkennt dies leicht daraus, daß sich die Hypotenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks, von dem eine Kathete unendlich 
klein ist, nur um eine unendlich kleine Größe zweiter Ordnung 
von der anderen Kathete unterscheidet. — Sobald eine Verschie-
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Abb. 8.

bung des Knotenpunktes eingetreten ist, liegen die drei Stäbe 
nachher nicht mehr genau in derselben Ebene, so daß schließlich 
doch wieder Gleichgewicht zwischen den Stabspannungen und 
der Belastung zustande kommen kann.

Hierbei ist zu beachten, daß die Stabspannungen sehr groß

Auch mechanisch geht dies daraus hervor, daß die Resultierende 
der drei Stabspannungen notwendig wieder in der Stabebene 
liegen muß und daher mit einer Kraft, die zu dieser Ebene unter 
irgendeinem Winkel geneigt ist, nicht im Gleichgewichte stehen 
kann. Liegt aber selbst in der Stabebene, so bleibt die Auf­
gabe statisch unbestimmt, da man einer Stabspannung einen 
beliebigen Wert beilegen und durch geeignete Wahl der beiden 
anderen Gleichgewicht herstellen könnte.

In dem durch Abb. 8 dargestellten Falle liegen die Fuß­
punkte A, B, C der drei Stäbe nicht mehr in einer Geraden, die 
Stäbe selbst aber immer noch in einer Ebene. Man nehme etwa
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im Verhältnis zur Last ^5 gefunden werden, wenn die Stäbe 
nahezu in einer Ebene liegen. Man pflegt daher auch zu sagen, 
daß die Stab Spannungen im Ausnahmefalle unendlich groß wer­
den müßten, womit nur ausgedrückt werden soll, daß selbst durch 
noch so große Stabspannungen kein Gleichgewicht mehr am 
Knotenpunkte — im Falle der Abb. 8 wenigstens nicht ohne eine 
vorausgehende Verschiebung des Knotenpunktes — hergestellt 
werden könnte.

Im Ausnahmefalle wird die Determinante der Koeffizienten aller 
S in den Gleichungen (l) zu Null; die Auflösung dieser Gleichungen 
führt daher beim analytischen Verfahren unmittelbar zu den Werten 
oo für die Stabspannungen.

§ 3. Kräftepläne für einfache Dachbinder 15

§ 3. Kräftepliine für einfache Dachhinder.
Zu den einfachsten und häufigsten Anwendungen der gra­

phischen Statik gehört die Ermittlung der Stabspannungen in 
einfachen Dachbindern oder ihnen ähnlich gestalteten Brücken­
trägern. Sie beruht auf einer mehrfachen Wiederholung der im 
Anschlüsse an Abb. 2 besprochenen Lösung der Aufgabe, eine 
gegebene Kraft nach zwei mit ihr in derselben Ebene liegenden 
Richtungslinien zu zerlegen. Freilich knüpfen sich daran alsbald 
noch weitergehende Überlegungen, die eingehend besprochen 
werden müssen.

Die Hauptträger von Brücken oder Dächern bestehen — 
wenigstens in dem gewöhnlich vorliegenden Falle, der uns hier 
beschäftigen soll — aus ebenen Stab verbänden, deren geome­
trische Figur eine Aneinanderreihung von Dreiecken bildet, so 
daß sich, vom einen Ende anfangend, jedes folgende Dreieck mit 
einer Seite und zwei Eckpunkten an das vorausgehende anschließt. 
Diese Eckpunkte werden die Knotenpunkte des Binders genannt. 
Da die Gestalt eines Dreiecks unveränderlich ist, solange die 
Seiten ihre Längen behalten, ist unter dergleichen Voraussetzung 
auch die aus allen diesen Dreiecken zusammengesetzte Binder­
figur von unveränderlicher Gestalt.

Man erkennt aus dieser einfachen geometrischen Betrachtung, 
daß es möglich ist, aus Stäben, die nur gegen Längenänderungen,



also gegen Zug- oder Druckbeanspruchung hinreichend wider­
standsfähig sein müssen, während sie gegen Biegungen nur wenig 
widerstandsfähig zu sein brauchen, einen tragfähigen Stabver­
band nach dem besprochenen Plane herzustellen. Der Vorteil, 
den man hiermit erreicht, liegt darin, daß die Zug- oder Druck­
festigkeit eines langen Stabes von verhältnismäßig kleinem Quer­
schnitte weit größer ist als die Biegungsfestigkeit gegenüber 
gleichen Lasten.

Wegen des geringen Biegungswiderstandes der Stäbe sieht 
man von diesem bei der Berechnung der Stabspannungen ge­
wöhnlich ganz ab, achtet also nur auf die Kräfte, die in der 
Richtung def Stabmittellinien von einem Endpunkte zum anderen 
übertragen werden. Es genügt dann, jeden Stab durch eine 
Strecke zu veranschaulichen, die man sich längs der Mittellinie 
des Stabes gezogen zu denken hat. Die an den Knotenpunkten 
des Binders angreifenden Lasten sind als gegeben anzusehen; es 
handelt sich dann um die Berechnung der von ihnen hervor­
gerufenen Stabspannungen.

Dies sei zunächst an dem Beispiele des viel angewendeten 
einfachen Polonçeau- oder Wiegmannbinders in Abb. 9a 
erläutert. Die Binderfigur entsteht durch Aneinanderreihung von 
fünf Dreiecken und hat eine lotrechte Symmetrieachse. Der 
Stab 6 liegt gewöhnlich etwas höher als die Verbindungslinie 
beider Auflagerknotenpunkte; doch ist dies nicht wesentlich, die 
Stäbe 2 und 6 können vielmehr auch in dieselbe (horizontale) 
Gerade fallen. Das eine Ende des Binders wird mit der Mauer, 
auf die es sich stützt, fest verbunden, das andere mit Hilfe eines 
Gleit- oder Rollenlagers in horizontaler Lage verschieblich auf­
gelagert. Dies geschieht einerseits, um dem Träger eine freie 
Ausdehnung oder Zusammenziehung bei Temperaturänderungen 
zu gestatten, andererseits um einen Seitenschub auf die Mauern, 
solange nur senkrecht gerichtete Lasten Vorkommen, zu ver­
meiden. Das Rollenlager ist in der Zeichnung am linken Ende 
angenommen und durch einige kleine Kreise angedeutet. Da die 
rollende Reibung nur sehr gering ist, kann der Auflagerdruck 
auf dieser Seite unter allen Umständen als lotrecht gerichtet
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Abb. 9 a.

3 wegen ist dann der Auflagerdruck 
a auf jeder Seite gleich der Hälfte 

dieser Lasten, also gleich lł/2 P. 
] Eine Last, die etwa außerdem noch 
| auf einen Auflagerknotenpunkt 

wirkt, kommt für den Binder nicht 
in Betracht, da sie unmittelbar auf 
die Mauer übertragen wird, ohne 
Stabspannungen hervorzurufen.

Aus der Symmetrie der Gestalt und der Belastung folgt auch, 
daß die spiegelbildlich zueinander liegenden Stäbe gleiche Span­
nungen erfahren. Es genügt daher, die zur linken Hälfte des 
Trägers gehörigen Stabspannungen zu berechnen. Diese sind 
mit arabischen Ordnungsnummern bezeichnet, während den Kno­
tenpunkten römische Ziffern beigeschrieben sind.

Man beginnt mit der Betrachtung des Gleichgewichts der 
Kräfte am Knotenpunkte I. Hier müssen die von den Stäben 1

Föppl. Graphische Statik. 4. Aufl.
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Abb. 9 b.
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angesehen werden. Falls nur lotrechte Lasten auf den Binder 
wirken, muß dann auch der Auflagerdruck am festen Auflager 
lotrecht gerichtet sein, weil die geometrische Summe aller äuße­
ren Kräfte, also der Lasten und der beiden Auflagerdrücke, zu 
Null werden muß. In der Abbildung ist ferner angenommen, daß 
auf die drei mittleren Knoten- ^ 4 usf., die die Binderfigur 
punkte der oberen „Gurtung“ j nach oben hin begrenzen) 
(so nennt man den Zug der j? gleich große Lasten P ein­
aufeinanderfolgenden Stäbe 1,
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und 2 übertragenen Spannungen, die nach den vorausgehenden 
Bemerkungen in die Richtungen der Stäbe fallen, mit dem Auf­
lagerdrucke IV, P im Gleichgewichte stehen. Man kann also 
sofort das ebenfalls mit I bezeichnete Kräftedreieck in Abb. 9 b 
zeichnen. Der Pfeil des Auflagerdrucks geht nach oben, und 
damit folgen auch die beiden anderen in die Abbildung einge­
tragenen Pfeile, da alle drei im selben Umlaufssinne aufeinander- 
folgen müssen. Denkt man sich den Pfeil von 1 in die Binder­
figur nach dem Knotenpunkt I übertragen, so erkennt man, daß 
die Stabspannung 1 den Knotenpunkt I vom Stabe fortzubewegen 
sucht. Der Stab 1 ist daher gedrückt. Ebenso erkennt man, 
daß Stab 2 gezogen ist. Es ist üblich, die gedrückten Stäbe in 
der Binderfigur durch Beisetzen von Schattenstrichen zu kenn­
zeichnen. Dies ist in der Abbildung durch gestrichelte Linien 
geschehen, die neben den Stäben herlaufen.

Hierauf geht man zu einem anderen Knotenpunkte weiter, 
an dem nur noch zwei der Größe nach unbekannte Kräfte an­
greifen. Dies ist in unserem Falle Knotenpunkt II. Die Stab­
spannung 1 ist nämlich aus der vorhergehenden Untersuchung 
bereits bekannt; wir müssen nur beachten, daß sie am Knoten­
punkte II mit dem entgegengesetzten Pfeile angreift als am 
Knotenpunkte I. Wir zeichnen hiernach das ebenfalls mit II 
bezeichnete Kräfteviereck, indem wir zuerst 1 und die Last P 
mit aufeinanderfolgenden Pfeilen aneinander reihen und dann 
durch die Endpunkte Parallelen zu den Richtungen der Stäbe 3 
und 4 ziehen. Die Pfeile sind wieder einzutragen und nach ihnen 
festzustellen, daß die Stäbe 3 und 4 beide gedrückt sind, genau 
wie dies vorher geschehen war. Da die gleiche Seite 1 im Kraft­
ecke II wie in I vorkommt, wurden, um dies hervorzuheben, 
beide Kraftecke unmittelbar untereinander gezeichnet.

Dann geht man zu Knotenpunkt III über und verfährt ebenso. 
Die Stabspannnngen 2 und 3 kennt man schon aus den voraus­
gehenden Kraftecken, und man hat nur zu beachten, daß beide 
entgegengesetzte Pfeile erhalten müssen als in den früheren Fäl­
len. Man reiht also im Kraftecke III die nach Größe und Pfeil 
bekannten Strecken 3 und 2 mit aufeinanderfolgenden Pfeilen
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aneinander und zieht die Parallelen zu 5 und 6. Dann kennt 
man bereits alle Stabspannungen; die Stäbe 5 und 6 sind beide 
gezogen.

Die Aufgabe ist hiermit gelöst; aber noch nicht auf dem ein­
fachsten Wege. Zunächst erkennt man sofort, daß die Zeichnung 
vereinfacht wird, wenn man die übereinander liegenden Kraft­
ecke mit den gleich bezeichneten Seiten 1 und 2 zu einer ein­
zigen Figur zusammenrückt. Man spart dadurch nicht nur einige 
Linien und etwas Platz, sondern die Zeichnung kann auch ge­
nauer ausgeführt werden, je weniger Linien sie im ganzen ent­
hält. Bei den Anwendungen in der Praxis zieht man daher alle 
Kraftecke stets zu einer einzigen Figur zusammen, die man den 
Kräfteplan nennt. In Abb. 10, die sich von Abb. 9b im übrigen 
gar nicht unterscheidet, ist dies aus­
geführt. Nur die eine kleine Unbe­
quemlichkeit muß man dabei mit in 
Kauf nehmen, daß man die Pfeile auf 
die gemeinsamen Seiten von zwei 
aneinander grenzenden Kraftecken 
nicht mehr unmittelbar eintragen 
kann, da im einen Krafteck der eine, 
im anderen der entgegengesetzte Pfeil 
gilt. Hat man, wie in Abb. 10, die einzelnen Kraftecke so ein­
gerichtet, daß sie alle einfache Polygone bilden, die sich nicht 
überschlagen und die nebeneinander liegen, ohne sich zu über­
decken, so kann man sich allerdings, wie es auch in der Figur ge­
schehen ist, leicht dadurch helfen, daß man nicht mehr auf den 
Linien 1 und 2 selbst, aber zu beiden Seiten davon zwei Pfeile 
angibt, von denen jeder zu jenem Polygone gehört, in dessen 
Fläche er hineinfällt.

Aber auch hiermit sind wir noch nicht zu dem einfachsten, 
d. h. aus der Mindestzahl von Linien gebildeten Kräfteplane 
gelangt. In den Kraftecken II und III kommt noch dieselbe 
Stabspaunung 3 vor, und man muß diese Strecke aus dem einen 
entnehmen und sie in das andere eintragen, was nicht nur unbe­
quem, sondern auch mit unvermeidlichen kleinen Zeichenfehlern
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verbunden ist. Bei einem so einfachen Beispiele, wie wir es im 
Augenblicke behandeln, macht dies freilich nicht viel aus* wir 
wollen aber das Verfahren schon hier so ausbilden, wie es in 
verwickelteren Fällen am besten verwendet wird. Daß man den 
Kräfteplan auch so einrichten kann, daß jede Stab­
spannung nur einmal in ihm als Seite vorkommt, erkennt

man sofort aus Abb. 11, die in allen 
Strecken vollkommen mit Abb. 10 über­
einstimmt und sich nur durch die ver­
schiedene Anordnung der Kraftecke von 
ihr unterscheidet. Um die Entstehungs­
art dieser Figur deutlich hervorzuheben 
— und nur aus diesem Grunde, der 

späterhin, wenn man sich mit diesen Dingen erst vertraut ge­
macht hat, wegfällt — ist das Krafteck I, das mit dem in Abb. 10 
übereinstimmt, durch starke Striche hervorgehoben. Das Kraft­
eck II (diese Bezeichnungen sind in der Figur weggelassen), oder 
wenigstens die Seiten, die hinzutreten müssen, um dieses Kraft­
eck zu bilden, sind mit schwächeren Strichen ausgezogen, wäh­
rend die beim Kraftecke III neu hinzukommenden Seiten durch 
gestrichelte Linien angegeben sind. Das Krafteck II ist mit dem 
ihm in Abb. 10 entsprechenden immer noch kongruent; es ist 
nur um 180° dagegen gedreht und überdeckt sich mit dem Kraft­
ecke I. Auf ein Beisetzen von Pfeilen muß man hier freilich 
verzichten, da z. B. bei der Seite 1 nicht ersichtlich gemacht 
werden könnte, welcher von beiden Pfeilen zum Kraftecke I oder 
zu II gehören soll. Auf diesen kleinen Nachteil legt man aber 
nicht viel Gewicht, da man sich bei einiger Übung sehr leicht 
daran gewöhnt, die Pfeile jedesmal in Gedanken richtig beizu- 
zufügen, sobald man auf irgend eins der in dem Kräfteplan ent­
haltenen Kraftecke sein Augenmerk richtet.

Das Krafteck III ist in Abb. 11 überschlagen. Man hätte 
es auch so wie in Abb. 10 zeichnen können, da man das Anein­
anderschließen der Seiten 3 und 2, wodurch ein wiederholtes 
Aufträgen von 3 entbehrlich gemacht werden sollte, schon durch 
die passende Übereinanderlagerung der Kraftecke I und II er­
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reicht hat. Daß es so wie geschehen gezeichnet wurde, hat nur 
den Zweck, einer Fortsetzung des Kräfteplanes auf die übrigen 
Knotenpunkte den Weg vorzubereiten. Hier kommt eine solche 
Fortsetzung freilich nicht in Betracht; falls aber die Lasten nicht 
symmetrisch verteilt sind, wie sie hier angenommen wurden, muß 
man den Kräfteplan auch für die rechte Hälfte des Binders weiter­
zeichnen. Man kommt dann zum Kraftecke IY und findet hier­
für die Zeichnung in Abb. 11 schon vorbereitet, da sich die am 
Knotenpunkte IV angreifenden bekannten Stabspannungen 4 
und 5 schon in richtiger Aufeinanderfolge in der Figur vorfinden. 
Hätte man das Krafteck III so wie in Abb. 10 gewählt, so würde 
dies nicht zutreffen.

Neuerdings verwendet man überall, wo es angeht, fast nur noch 
die nach dem Muster der Abb. 11 angeordneten Kräftepläne. Sie 
werden aus einem Grunde, der bald hervortreten wird, als reziproke 
Kräftepläne oder auch als Cremonasche Kräftepläne bezeich­
net, weil Cremona sie eingehend in bezug auf ihre geometrischen 
Eigenschaften untersuchte und dadurch ihrer Anwendung in der gra­
phischen Statik den Weg ebnete. Gerechter wäre es eigentlich, sie als 
Bowsche Kräftepläne zu bezeichnen, da von dem Engländer Bow 
zuerst eine leicht befolgbare Anweisung dafür gegeben wurde, wie 
sie in den gewöhnlich voi'liegenden einfachen Fällen konstruiert wer­
den können.
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§ 4. Die reziproken Kräftepläne.
Wir wollen uns jetzt genauer überlegen, wie man den Kräfte­

plan einrichten muß, um zu erreichen, daß jede Stabspannung 
in ihm nur einmal als Seite vorkommt, also so, daß man beim 
Übergange zum folgenden Kraftecke die dazu gehörigen bekannten 
Stabspannungen schon in richtiger Lage zueinander vorfindet.

Zu diesem Zwecke müssen wir uns zunächst die geometri­
schen Beziehungen zwischen der Binderfigur und dem Kräfte­
plane klar machen. Zur Bindergestalt oder dem Lageplane wollen 
wir hierbei auch die Richtungslinien der äußeren Kräfte (der 
Lasten und der Auflagerkräfte) rechnen. Dann ist zunächst klar, 
daß jeder Linie in der einen Figur eine zu ihr parallele Linie 
in der anderen Figur entsprechen muß, wenn der Kräfteplan so



gezeichnet ist, wie wir ihn wünschen. Ferner entspricht jedem 
Eckpunkte in der Binderfigur ein Polygon im Kräfteplane, näm­
lich das diesem Knotenpunkte zugehörige Krafteck.

Man kann aber leicht zeigen, daß auch umgekehrt jedem 
Punkte im Kräfteplane, an dem mehrere Stabspan­
nungen aneinander stoßen, ein Polygon in der Binder­
figur entsprechen muß. Dies soll zunächst an dem bereits 
in Abb. 11 vorliegenden Kräfteplane nachgewiesen werden. Man 
betrachte etwa den Punkt, in dem die Seiten 1, 2, 3 Zusammen­
stößen. Dieser Punkt wird (ebenso wie jeder andere, von dem 
keine der äußeren Kräfte ausgeht) während der Konstruktion 
des Kräfteplanes zuerst durch Schnitt von zwei Linien (hier der 
Linien 1 und 2) gefunden. Diese beiden Linien gehören zu einem 
Kraftecke, das sich auf einen der Knotenpunkte (hier I) des Bin­
ders bezieht. Demnach gehen die Seiten 1 und 2 im Binder 
jedenfalls von einem Punkte (nämlich hier von I) aus, und sie 
schließen sich daher schon so aneinander wie zwei aufeinander­
folgende Seiten in einem Polygone. Man wird zugleich bemer­
ken, daß dieser Schluß ganz allgemein und nicht nur für das 
hier zur Erleichterung der Vorstellung gewählte Beispiel zutrifft; 
wenn man dieses entbehren zu können glaubt, möge man den 
Betrachtungen nur ohne Beachtung des Beispiels folgen, und man 
wird sie dann unter allen Umständen als zutreffend finden.

Nun bedenke man, daß jeder Stab zwei Knotenpunkte ver­
bindet und daß daher in dem für die ganze Binderfigur bis zu 
Ende durchgeführten Kräfteplane auch jede Seite, die eine Stab­
spannung angibt, zu zwei Kraftecken gehört. Bisher haben wir 
nur eines der Kraftecke ins Auge gefaßt, die im Punkte 1, 2, 3 
Zusammenstößen. Die Seite 1 gehört aber jedenfalls noch zu 
einem zweiten Kraftecke (hier II), und im Punkte 1, 2, 3 muß 
sich daher an 1 noch eine andere Stabspannung anreihen, da wir 
angenommen haben, daß im Punkte 1, 2, 3 keine äußeren Kräfte 
anstoßen sollen. Diese andere Stabspannung (hier 3) greift aber 
in der Binderfigur mit 1 an demselben Knotenpunkte an, und 
demnach schließen sich im Binder auch 1 und 3 aneinander an 
wie zwei aufeinanderfolgende Seiten in einem Polygone.
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Aber auch die Stabspannung 3 kommt jedenfalls noch in 
einem anderen Kraftecke vor. Am Punkte 1, 2, 3 muß sich daher 
außer 1 auch noch eine andere Stabspannung (hier 2) an sie an­
schließen, und wir schließen wieder wie [vorher, daß sich beide 
(nämlich 3 und 2) in der Binderfigur an dem betreffenden Knoten­
punkte (III) aufeinander folgen müssen. Im vorliegenden Falle 
sind wir damit schon zur ersten Stabspannung zurückgelangt, 
von der wir bei dieser Betrachtung ausgingen. In der Binder­
figur schließen sich alle, wie bewiesen, aneinander an, und wenn 
wir zur ersten zurückkehren, so bilden sie dort ein geschlossenes 
Polygon. Zugleich erkennt man aber, daß dieselbe Schlußweise, 
wenn mehr als drei Stabspannungen an einem Punkte des Kräfte­
plans Zusammenstößen sollten, in der gleichen Art fortgesetzt 
werden könnte, bis man schließlich wieder, nachdem alle anderen 
Seiten erschöpft sind, zur ersten zurückkommen müßte. Hiernach 
ist ganz allgemein bewiesen, daß jedem Endpunkte eines rezi­
proken Kräfteplanes, von dem keine äußeren Kräfte ausgehen, 
ein geschlossenes Polygon in der Binderfigur entsprechen muß, 
dessen Ecken durch Knotenpunkte gebildet werden. So gehört 
auch zur Ecke 3, 4, 5 in Abb. 11 das Dreieck 3, 4 5 in der Bin­
derfigur Abb. 9.

Es bleibt uns noch übrig, jene Ecken im Kräfteplane zu be­
trachten, von denen auch äußere Kräfte ausgehen. Eine äußere 
Kraft kommt im Gegensätze zu den Stabspannungen immer nur 
in einem Kraftecke vor, nämlich in jenem, das zu dem Knoten­
punkte gehört, an dem sie angreift. Daraus folgt, daß im voll­
ständigen reziproken Kräfteplane von einer Ecke niemals bloß 
eine einzige äußere Kraft ausgehen kann, sondern entweder gar 
keine oder zwei oder auch vier oder überhaupt eine gerade An­
zahl. Um dies zu beweisen, nehme man an, es gebe nur eine 
einzige äußere Kraft von der Ecke aus. Diese gehört zu einem 
Kraftecke, in dem außer ihr noch eine Stabspannung vorkommt, 
die wir (ohne Bezugnahme auf das vorige Beispiel) mit 1 be­
zeichnen wollen. Die Spannung 1 kommt dann noch in einem 
zweiten Kraftecke vor, in dem sich eine andere Spannung 2 an 
sie in der betrachteten Ecke anschließt. Auch 2 gehört noch zu
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einem zweiten Kraftecke, von dem wieder eine neue Stabspan­
nung 3 an der Ecke vertreten ist, und so fort. Haben wir in 
dieser Weise alle Stabspannungen erschöpft, so bleibt schließlich 
eine übrig, die nur noch in einem Kraftecke vorkäme. Bei einem 
Kräfteplane, wie wir ihn voraussetzen, ist dies aber nicht mög­
lich, da in ihm jede Seite zu zwei Kraftecken gehören soll. In 
der Tat kann also nicht eine einzige äußere Kraft von der Ecke 
ausgehen, sondern es muß noch eine zweite hinzukommen, die 
sich mit der vorher übriggebliebenen Stabspannung zum letzten 
Kraftecke zusammenschließt. Ebenso kann man beweisen, daß 
die Zahl der äußeren Kräfte an der Ecke jedenfalls gerade sein 
muß, wenn mehr als zwei Vorkommen sollten. Im übrigen kommt 
dieser Fall bei den einfacheren Aufgaben, die wir jetzt im Auge 
haben, überhaupt nicht vor.

Gehen von jeder Ecke des Kräfteplanes entweder gar keine 
oder zwei, aber nicht mehr als zwei Strecken aus, die äußere 
Kräfte darstellen, so folgt, daß alle Ecken, an denen sie 
vertreten sind, durch diese Strecken zu einem ge­
schlossenen Yielseite verbunden werden. Unter Um­
ständen kann dieses Vielseit auch in eine Gerade übergehen, 
nämlich immer daun, wenn die äußeren Kräfte alle parallel zu­
einander sind. Damit überhaupt Gleichgewicht möglich sei, muß 
die geometrische Summe der äußeren Kräfte gleich Null sein. 
Wir sehen nun, daß das geschlossene Vielseit der äußeren Kräfte, 
das die Erfüllung dieser Bedingung vor Augen führt, ebenfalls 
in dem Kräfteplane mit enthalten sein muß. Dies gibt uns einen 
weiteren Fingerzeig dafür ab, wie man den Kräfteplan einrich­
ten muß, damit er unseren Wünschen entspricht: jede äußere 
Kraft, die neu hinzukommt, muß an einem Endpunkte 
der vorigen angesetzt werden. Darin unterschied sich auch 
in der Tat die Anordnung der Abb. 10 von der in Abb. 11. 
Während bei der früheren Figur die äußere Kraft P im Kraft­
ecke II so angetragen wurde, daß beide Kraftecke auseinander­
fielen, ließ man diese in Abb. 11 sich überdecken und reihte 
P an den Endpunkt des Auf lagerdrucks 1% P an, der im 
vorigen Kraftecke I vorkam, und zwar so, daß sich die Pfeile
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beider äußeren Kräfte an dem gemeinsamen Punkte aufeinander- 
folgen.

Kämen schließlich an einer Ecke des Kräfteplanes vier äußere 
Kräfte vor, so fielen an dieser Stelle zwei Ecken des Kraftecks der 
äußeren Kräfte zusammen, oder mit anderen Worten, das Krafteck 
zerfiele in zwei geschlossene Polygone mit einer gemeinsamen Ecke, 
und ähnlich wäre es in noch verwickelteren Fällen, die hier keine 
weitere Besprechung erfordern. Dagegen sei noch darauf hingewiesen, 
daß an einer Ecke des Kräfteplanes auch nur zwei äußere Kräfte 
und gar keine Stabspannung voi’kommen könnten. Dann würden 
aber in der Binderfigur beide äußeren Kräfte zu demselben Knoten­
punkte gehören. Man kann diese Ecke aus dem Kräfteplane ab­
schneiden, indem man die anderen Endpunkte beider Kräfte mitein­
ander verbindet. Diese Verbindungslinie stellt dann die Resultierende 
der beiden äußeren Kräfte an dem Knotenpunkte dar.

Ferner folgt noch aus den vorhergehenden Betrachtungen, daß 
jedem Punkte des Kräfteplanes, von dem zwei äußere Kräfte und 
eine beliebige Zahl Stabspannungen ausgehen, im Lageplane ein 
Linieüzug entspricht, der mit der Richtungslinie von einer der 
äußeren Kräfte beginnt, sich den Stäben entlang fortsetzt und 
mit der Richtungslinie der anderen äußeren Kraft aufhört. Dieser 
Linienzug stellt zwar nicht gerade ein Polygon im Sinne der 
Planimetrie dar; wir können aber diese Bezeichnung im erwei­
terten Sinne darauf übertragen. Dann läßt sich aussagen, daß 
die Binderfigur in ebenso viele Polygone zerlegt werden kann, 
als Ecken im Kräfteplane Vorkommen, und daß ferner auch jede 
Seite in der Binderfigur zweien dieser Polygone gemeinsam ist. 
Hiermit zeigt sich aber, daß zwischen dem Lageplane und dem 
Kräfteplane eine wechselseitige Beziehung besteht, die für beide 
in der gleichen Art gilt. Jeder Ecke in der einen Figur 
entspricht ein Vielseit in der anderen, und jeder Seite 
eine zu ihr parallele Seite. Rein geometrisch betrachtet, 
könnten daher beide Figuren auch die Rollen miteinander ver­
tauschen, d. h. man kann ebensogut die Aufgabe stellen und 
lösen, zu dem gegebenen Kräfteplane einen zugehörigen Lage­
plan zu konstruieren, als umgekehrt. Zwei Figuren, die in dem 
näher bezeichneten Verhältnisse stehen, bezeichnet man in der 
graphischen Statik als reziprok zueinander.
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§ 5. Herstellung des reziproken Kräfteplanes nach dein 
Verfahren yoh Bow.

Wir sind vorher von der Absicht ausgegangen, einen Kräfte­
plan zu zeichnen, dem wir die Stabspannungen des Binders ent­
nehmen können, und sind dann zu dem Schlüsse gelangt, daß 
der möglichst einfache Kräfteplan in einer gewissen geome­
trischen Verwandtschaft zur Binderfigur stehen müsse. Dadurch 
sind wir jetzt in den Stand gesetzt, die Aufgabe von einer ganz 
anderen Seite her anzugreifen. Wir brauchen gar nicht mehr 
von dem Kräfteplane zu reden, sondern nur noch von der dem 
Binder reziproken Figur, die wir rein geometrisch, ohne auf ihre 
mechanische’Bedeutung zu achten, aufbauen können. Nur beim 
Anfänge der Zeichnung nehmen wir darauf Rücksicht, daß die 
Figur nachher als Kräfteplan angesehen werden soll, indem wir 
mit dem Kraftecke der äußeren Kräfte, die hierbei im Maßstabe 
aufgetragen werden müssen, beginnen. Nachher denken wir aber 
bei der Fortsetzung der Zeichnung nur noch an die reziproke 
Figur, die wir herzustellen wünschen. Dabei leistet die von Bow 
eingeführte Bezeichnung, bei der nicht die Stäbe und Knoten­
punkte des Binders, sondern die Vielseite des Lageplans einzeln 
aufgeführt werden, sehr gute Dienste. Ein einfaches Beispiel 
wird dies am besten zeigen.

Abb. 12 a gibt einen Binder an, der etwa als Brückenträger 
angesehen werden kann, und an dem in einem Knotenpunkte 
der unteren Gurtung die einzige Belastung P angreift. Kommen 
mehr Lasten vor, so ändert sich zwar nicht viel; wir wollen uns 
aber zunächst auf den einfachsten Fall beschränken. Der Unter­
gurt ist geradlinig angenommen; der Obergurt bilde einen be­
liebigen Linienzug, der nicht symmetrisch zu sein braucht. Die 
Einzellast P bringt beiderseits Auflagerkräfte von den Größen 
f P und fP hervor. Den Kräfteplan in Abb. 12 b beginnen wir 
mit dem Vielseite für die drei äußeren Kräfte. Die Seiten und 
Ecken des Kraftecks fallen hier freilich auf eine Gerade, da die 
Kräfte alle gleichgerichtet sind. Wir wollen uns aber dadurch 
nicht stören lassen, in der durch die drei Ecken und ihre Ver-



bindungsstrecken gebildeten geradlinigen Figur ein Dreieck zu 
erblicken. In der Abbildung ist dieses Dreieck abc durch einen 
starken, in lotrechter Richtung gehenden Strich angegeben. Die 
Seite ab stellt die Belastung P, ac den linken und cb den rech­
ten Auflagerdruck dar. Die Pfeile sind in der Figur weggelassen, 
weil sich die Strecken überdecken; man hat sie sich aber ent­
sprechend hinzuzudenken. >

Nun suchen wir im Lageplan die Vielseite auf, die den Ecken 
a, b, c des Polygons der äußeren Kräfte im Kräfteplane entspre­

chen. Im Punk­
te a stoßen im 

a Kräfteplane die 
3/f* Last P und der 

linke Auflager­
druck zusam­

men. Daher 
muß nach den 

Betrachtungen im vorigen Pa­
ragraphen dem Punkte a ein 

\ Linienzug im Binder entspre­
chen, der mit der Richtungs­
linie des linken Auflager­
drucks beginnt und mit der 
Richtungslinie von P schließt, 
während die zwischenliegen­
den Seiten jedenfalls aus Stä­
ben gebildet werden. Dieser 

Überlegung entsprechend sind die Buchstaben a, b, c in die Figur 
eingeschrieben; sie bedeuten alle drei offene Vielseite, d. h. sol­
che, die mit der Richtungslinie einer äußeren Kraft anfangen 
und mit einer anderen endigen.

Allen anderen Punkten des Kräfteplanes, die zu a,b, c noch 
hinzukommen, können im Lageplane nur geschlossene Polygone 
entsprechen, deren Seiten aus Stäben gebildet werden. Bei den 
einfachen Bindern sind diese Vielseite stets die Dreiecke, durch 
deren Aufeinanderfolge die geometrische Figur des Binders ent­
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standen gedacht werden kann. Wir schreiben demnach die Zei­
chen d, e, f usf. in die Stabdreiecke ein. Unsere Aufgabe be­
steht dann, geometrisch gesprochen, darin, die diesen Polygonen 
d, e, f, . . . im Kräfteplane entsprechenden Punkte aufzusuchen.

Punkt d kann leicht gefunden werden. Das Dreieck d in der 
Binderfigur grenzt nämlich zu beiden Seiten an die Yielseite a 
und c an, die im Kräfteplane bereits durch Punkte vertreten sind. 
Unter ad sei der Stab verstanden, der den Polygonen a und d 
gemeinsam ist, also der erste Stab des Untergurts. In derselben 
Weise können auch alle anderen Stäbe durch Angabe der in 
ihnen aneinander grenzenden Polygone angegeben werden. Wir 
brauchen jetzt nur die Linien ad und cd im Kräfteplane von 
den bekannten Punkten a und c aus parallel zu den gleichbezeich- 
neten Stäben der Binderfigur zu ziehen; der Schnittpunkt liefert 
den Punkt d.

Dann folgt Punkt e. Das Dreieck e in der Binderfigur grenzt 
an c und d an; wir ziehen also von den bereits bekannten Punk­
ten c und d im Kräfteplane Parallelen zu den Richtungen der 
Stäbe ce und de. Der Schnitt gibt den Punkt e. Ebenso grenzt 
nachher f an a und e an, und Punkt f wird daher von a und e 
aus mit Hilfe der Parallelen zu den Stäben af und ef gefunden. 
In dieser Weise fährt man fort bis zum rechten Ende des Bin­
ders hin, also bis zum Punkte q im Kräfteplane. Man muß nur 
nach Überschreitung des Knotenpunktes, an dem die Last P an­
gebracht ist, beachten, daß die Dreiecke 1c, m usf. nicht mehr an 
a, sondern an b angrenzen. Die Punkte 1c, m, o, q liegen daher 
auf der durch b gezogenen Wagrechten.

Eine besondere Bemerkung ist nur noch hinsichtlich des 
letzten Punktes q zu machen. Das Dreieck q in der Binderfigur 
grenzt nämlich an die Yielseite b, c und p an, die alle drei schon 
durch Punkte im Kräfteplane vertreten sind. Hiernach müssen 
sich die drei durch diese Punkte zu den Stäben bq, cq und pq 
gezogenen Parallelen in demselben Punkte q schneiden. Zieht 
man also die Linie jpg parallel zum Stabe pq und sucht deren 
Schnitt q mit der durch b gelegten Wagrechten auf, so muß die 
Verbindungslinie cq von selbst parallel zum Stabe cq gehen.
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Hiermit erhält man eine sehr willkommene Probe für die Rich­
tigkeit und Genauigkeit der Zeichnung. Hätte man z. B. die Auf­
lagerkräfte nicht richtig gewählt, würde also Punkt c auf der 
Geraden ab nicht an der richtigen Stelle sitzen, so könnte man 
die ganze Zeichnung zunächst genau so wie vorher auftragen, 
die 'Verbindungslinie cq würde aber dann nicht parallel zum 
Stabe cq laufen, und wir würden dadurch auf den begangenen 
Fehler aufmerksam gemacht.

Auch in Abb. 12 b sind, wie schon in Abb. 11, die zuerst zu 
ziehenden Linien stark ausgezogen, die folgenden schwächer, 
dann gestrichelt, mit Strichpunkten usf. Dem Anfänger soll hier­
durch der Überblick über die Entstehungsart der Figur erleich­
tert werden.

Nachdem die reziproke Figur konstruiert ist, überzeuge man 
sich davon, daß sie in der Tat als der Kräfteplan des Binders 
aufgefaßt werden kann. Zu diesem Zwecke greife man irgend­
einen Knotenpunkt des Binders heraus und suche das ihm zu­
gehörige Krafteck im Kräfteplane auf. In jenem Punkte z. B., 
an dem die Last P angreift, stoßen die Yielseite a, h, i, k, b des 
Lageplans zusammen; wir können ihn geradesu als den Knoten­
punkt ahikb bezeichnen. Ihm entspricht im Kräfteplaue das 
gleichbezeichnete Krafteck aliikb, und in derselben Weise kann 
zu jedem Knotenpunkte das zugehörige Krafteck angegeben wer­
den. — Wir haben ferner noch die Vorzeichen der Stabspannun­
gen festzustellen. Am einfachsten geschieht dies für jene Stäbe, 
die von einem Knotenpunkte ausgehen, an dem zugleich eine 
äußere Kraft angreift, weil deren Pfeil von vornherein bekannt 
ist. Im Kraftecke ahikb stellt die Seite ab die Last P mit dem 
Pfeile nach abwärts dar. Daraus folgt z. B. der Pfeil von bk, 
sofern er auf den Knotenkunkt ahikb bezogen wird, nach rechts 
hin usf. Trägt man diese Pfeile an dem Knotenpunkte in der 
Binderfigur ab, so überzeugt man sich, daß alle vier von diesem 
Knotenpunkte ausgehenden Stäbe gezogen sind. Um die Pfeile 
der Stabspannungen für einen Knotenpunkt, an dem keine äußere 
Kraft angreift, ermitteln zu können, muß man von einem Stabe 
das Vorzeichen der Stabspannung bereits kennen. So wirken
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z. B. am Knotenpunkte bJclm vier Stabspannungen, die im Kräfte* 
plane das Krafteck bklm bilden. Aus der vorhergehenden Be­
trachtung wissen wir bereits, daß Stab blc gezogen ist. Für den 
jetzt betrachteten Knotenpunkt geht also der Pfeil von blc nach 
links; hieraus folgt der Pfeil von bm nach rechts, von ml nach 
rechts oben und von Ik nach rechts unten. Die Stäbe bm und ml 
sind daher gezogen und Ik ist gedrückt. Daß in dem Vierecke 
bklm drei Punkte und zwei Seiten auf eine Gerade fallen, rührt 
nur von dem zufälligen Umstande her, daß der Untergurt des 
Binders geradlinig angenommen war. Darum hört aber dieses 
Krafteck (ebenso wie die übrigen, bei denen dasselbe zutrifft) 
nicht auf, als Viereck zu gelten.

Es kann dem Anfänger nicht eindringlich genug empfohlen wer­
den, der Reihe nach sämtliche Kraftecke im Kräfteplane aufzusuchen 
und die Vorzeichen aller Stabspannungen festzustellen. Die gedrück­
ten Stäbe sind in der Binderfigur wieder durch beigesetzte Schatten­
striche gekennzeichnet.
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§ 6. Die Aufeinanderfolge der Pfeile an einer Ecke des 
reziproken Kräfteplanes.

Die früheren Betrachtungen lehren wohl, daß ein Kräfteplan, 
in dem jede Stabspannung nur einmal als Seite auftritt, eine 
zum Lageplane reziproke Figur bilden muß. Ob aber eine rezi­
proke Figur, die wir zur Binderfigur auf Grund rein geometri­
scher Überlegungen konstruiert haben, auch umgekehrt einen 
Kräfteplan bildet, geht daraus noch nicht deutlich genug hervor. 
Man könnte sich zwar, um diesen Zweifel zu heben, damit be­
gnügen, nach Aufzeichnung der Figur nachträglich jedes Kraft­
eck in ihr aufzusuchen und sich davon zu überzeugen, daß in 
ihm nicht nur die richtigen Seiten Vorkommen (woran auf Grund 
der früheren Überlegungen kein Zweifel möglich ist), sondern 
daß auch die Pfeile der Stabspannungen in ihm richtig aufein- 
anderfolgen. Wünschenswert bleibt aber immerhin eine allgemein 
gültige Entscheidung der Frage, die uns der Sorge überhebt, in 
jedem Einzelfalle von neuem zu prüfen, ob die richtige Aufein­
anderfolge der Pfeile gewahrt ist.



Dies lehrt die folgende Überlegung. Man betrachte zunächst 
irgendeine Ecke a des Kräfteplanes (Abb. 13), von der nur drei 
Stabspannungen ausgeben mögen. Während der Konstruktion 
des Kräfteplanes erhält man diesen Punkt zuerst 
als Schnitt von zwei Stabspannungen, die in 
Abb. 13 mit 1 und 2 bezeichnet seien. In dem 2 
zugehörigen Kraftecke müssen die Pfeile von 1 
und 2 aüfeinanderfolgen; der eine Pfeil muß also 
auf die Ecke zu, der andere von ihr ab gerichtet 
sein. In der Abbildung sind diese Pfeile auf die S 
Linien 1 und 2 selbst eingetragen, und zwar ist jene Stabspan­
nung, deren Pfeil auf die Ecke zu gerichtet ist, mit 1, die andere 
mit 2 bezeichnet. Offenbar steht es uns nämlich frei, diese Be­
zeichnungen so zu verteilen, wie es uns beliebt, ohne dadurch die 
Allgemeingültigkeit der Betrachtung einzuschränken. Späterhin 
kommt dann die Stabspannung 3 hinzu. Während wir sie ziehen, 
sind wir im Begriff, ein Krafteck zu zeichnen, in dem außer 3 noch 
eine der beiden anderen Stabspannungen — sagen wir 2 — vor­
kommt. In diesem zweiten Kraftecke, das zu dem anderen der 
durch den Stab 2 in der Binderfigur verbundenen Knotenpunkte 
gehört, hat aber die Stabspannung 2 den entgegengesetzien Pfeil 
wie vorher; dieser zweite Pfeil ist neben der Linie 2 in die Ab­
bildung eingetragen. Der Pfeil von 3 im zweiten Kraftecke folgt 
dann aus der Bedingung, daß er in diesem auf den Pfeil von 2 fol­
gen muß. Er ist von der Ecke a ab gerichtet und so auf die Linie 3 
selbst eingetragen. Bei der weiteren Konstruktion des Kräfte­
planes kommt man aber noch zu einem dritten Kraftecke, in dem 
die Spannungen 1 und 3 an der betrachteten Ecke aufeinander- 
folgen. Die Frage, um deren Entscheidung es sich handelt, be­
steht nun darin, ob auch in diesem dritten Kraftecke die Pfeile 
von 1 und 3, die durch die vorhergehenden Überlegungen bereits 
festgelegt sind unter allen Umständen richtig aüfeinanderfolgen. 
Man sieht bereits, daß die Frage zu bejahen ist. Im dritten Kraft­
ecke sind nämlich an Stelle der auf die Linien selbst eingetrage­
nen die daneben angegebenen umgekehrten Pfeilrichtungen zu 
nehmen, und diese folgen in der Tat richtig aufeinander.
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Dies bleibt auch noch gültig, wenn beliebig viele Stabspannun­
gen in derselben Ecke a des Kräfteplanes Zusammentreffen. Es wird 
genügen, wenn ich es für 4 Stabspannungen nachweise, da die Be­
trachtung in anderen Fällen ebenso durchgeführt werden kann. Die 
Spannungen, durch deren Schnitt die Ecke zuerst gefunden wird, seien 
wieder mit 1, 2, die beim weiteren Aufbau zunächst hinzutretende 
mit 3 und die letzte mit 4 bezeichnet. Dabei sollen die Bezeichnun­
gen überdies noch so verteilt sein, daß 2 mit 3 zum zweiten Kraft­
ecke und — wie dies dann nicht anders sein kann — 3 und 4 zum

dritten und 1 und 4 zum letzten Kraft­
ecke gehören. Angenommen, der Pfeil von
1 gehe im Kraftecke 1, 2 (wie es der 
Kürze halber genannt werden kann) auf 
die Ecke a zu; der von 2 ist dann von a 
ab gerichtet. Im Kraftecke 2, 3 hat dann
2 den entgegengesetzten Pfeil, der in 
Abb. 14 wieder neben die Linie einge­
tragen ist. Überhaupt sollen die auf die

Linien selbst eingetragenen Pfeile immer jene sein, die beim ersten 
Auftreten dieser Linien gültig sind, während sie beim zweiten Auf­
treten entgegengesetzt sind und mit dieser Richtung daneben ein­
getragen wurden. Man sieht jetzt, daß der auf Linie 3 einzutragende 
Pfeil von a ab gerichtet ist. Da sich der Pfeil von 3 beim zweiten 
Auftreten wieder umkehrt, ist auch der auf 4 selbst einzutragende 
Pfeil von a ab gerichtet. Beim letzten Kraftecke sind sowohl von 4 
als von 1 die daneben gezeichneten Pfeile zu nehmen, und diese folgen 
wieder richtig aufeinander, wie wir es verlangen müssen. Wären noch 
mehr Stabspannungen von a ausgegangen, so wären alle auf die 
Linien selbst einzutragenden Pfeile von a ab gerichtet anzunehmen 
gewesen, mit Ausnahme von 1. Dies hätte in jedem Falle zuletzt auch 
zur richtigen Aufeinanderfolge von 1 und der letzten Stabspannung 
führen müssen. — Wenn der erste Pfeil von 1 etwa entgegengesetzt 
dem hier angenommenen gewesen sein sollte, so hätte man nur auch 
alle übrigen umzukehren, ohne daß dadurch sonst etwas geändert 
würde.
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Abb. 14.

Auch auf den Fall, daß an der Ecke a außer Stabspannungen 
noch zwei äußere Kräfte Zusammenstößen, läßt sich die vorige 
Überlegung ohne weiteres übertragen. Man muß nur beachten, 
daß die Pfeile der beiden äußeren Kräfte ebenfalls aufeinander- 
folgen müssen, da der Punkt a zugleich zum Kraftecke der äuße­
ren Kräfte gehört. Eine der äußeren Kräfte ist daher auf den
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Punkt a zu, die andere von ihm ab gerichtet. Betrachtet man 
nun die Stabspannung 1, die zuerst von a aus beim Aufträgen 
des Kräfteplanes gezogen wird, so bestimmt sich deren Pfeil aus 
jenem der äußeren Kraft, die mit ihr zum selben Kraftecke ge­
hört. Beim nächsten Kraftecke, in dem 1 vorkommt, ist deren 
Pfeil umzukehren, usf. Man findet dann auch im letzten Kraft­
ecke die richtige Aufeinanderfolge der Pfeile an der Ecke a.

Aus dieser Untersuchung folgt, daß in der Tat in 
der zur Bindergestalt reziproken Figur — falls nur die 
äußeren Kräfte vorher richtig aufgetragen waren — 
alle Pfeile vorschriftsmäßig aufeinanderfolgen müssen 
Die reziproke Figur ist daher der gesuchte Kräfteplan.

Anmerkung. Schließlich mache ich noch darauf aufmerksam 
daß freilich nicht jedem Vielseite, das man aus beliebig herausge­
griffenen zusammenhängenden Stäben in der Binderfigur bilden kann, 
eine Ecke im reziproken Kräfteplane entspricht. Betrachtet man z. B. 
das aus den Dreiecken d und e in Abb. 12 zusammengesetzte Vier­
eck, so entspricht diesem keine Ecke im Kräfteplane. Die Aufgabe, 
den Kräfteplan als reziproke Figur zu zeichnen, setzt vielmehr vor­
aus, daß man bereits eine Zerlegung der Binderfigur in solche Viel­
seite kennt, deren Seiten nur aus Stäben oder Richtungslinien von 
äußeren Kräften gebildet werden, derart, daß in jeder dieser Seiten 
zwei der Vielseite aneinandergrenzen. Eine solche Zerlegung zu fin­
den, kann unter Umständen recht schwierig sein. Bei den einfach 
gegliederten Bindern, um die es sich in diesem Abschnitte handelt, 
ist diese Zerlegung aber von selbst gegeben.

§ 7. Zusammensetzen von Kräften in der Ebene.
Wenn hier und in der Folge von der Zusammensetzung von 

Kräften die Rede ist, die nicht alle an demselben Punkte an­
greifen, so ist in Gedanken überall die Voraussetzung hinzuzu­
fügen, daß die Angriffspunkte alle auf demselben starren Körper 
oder auch auf einer Verbindung von Körpern enthalten sein 
sollen, die von unveränderlicher Gestalt ist und die daher als ein 
einziger starrer Körper aufgefaßt werden kann. Sehr häufig werde 
ich von dem starren Körper, an dem die Kräfte angreifen, nicht 
einmal den Umriß hinzeichnen, da seine Gestalt für das, was ge­
rade auseinandergesetzt werden soll, gleichgültig ist. Man darf
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aber darum niemals außer acht lassen, daß ein solcher Körper 
hinzugedacht werden muß, da Kräfte, die an verschiedenen starren 
Körpern an greifen, überhaupt nicht zusammengesetzt werden 
können.

Wenn die Richtungslinien gegebener Kräfte in einer Ebene 
liegen, aber nicht parallel zueinander sind, führt das durch 
Abb. 15a und 15b erläuterte Verfahren am schnellsten zu ihrer 
Vereinigung. Man suche zuerst den Schnittpunkt A der Rich­
tungslinien von und iß2 in Abb. 15a auf, verlege diese beiden

Kräfte nach A als 
Angriffspunkt und 

ersetze sie durch ihre 
geometrische Summe 
©1; die in Abb. 15 b 
mit Hilfe eines Kräf­
tedreieckes gefunden 
wird. Dann suche 

man im Lageplan, also in Abb. 15 a, den Schnittpunkt B von ©j 
mit $ßs auf und setze an diesem ©x mit auf dieselbe Weise 
zur Resultierenden 9Î zusammen. In der Abbildung waren nur 
drei gegebene Kräfte angenommen; man sieht aber sofort ein, 
daß bei einer größeren Zahl dasselbe Verfahren fortgesetzt wer­
den kann, bis schließlich alle Kräfte durch eine einzige Resultie­
rende 9t ersetzt sind.

Natürlich hätte man die Reihenfolge in der Zusammensetzung 
auch ändern, also z. B. mit der Zusammensetzung von ^ und 
beginnen können. Auf das Schlußergebnis kann dies aber keinen Ein­
fluß haben. Dies folgt daraus, daß eine auf diesem Wege gefundene 
Resultierende die gegebenen Kräfte (sofern von der Verteilung der 
inneren Kräfte im starren Körper abgesehen wird) vollständig ersetzt. 
Eine einzelne Kraft 9t kann aber niemals durch eine von ihr ver­
schiedene vollständig ersetzt werden. Gelangt man also auf zwei 
verschiedenen Wegen zu Resultierenden gegebener Kräfte, so müssen 
beide in jeder Hinsicht, d. h. nach Richtung, Größe und Lage mit­
einander überein stimm en.

Sind die Kräfte parallel zueinander, so fügt man zwei neue, 
% und %' = — hinzu, die sich gegenseitig auf heben, die sonst
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aber beliebig in passender Weise gewählt werden können, ver­
einigt % mit ißx zu ©u dies mit iß2 zu ©2 usf. und setzt das 
letzte © mit %' zur Resultierenden zusammen. Im I. Bande 
war dies schon beschrieben, und im nächsten Abschnitte werde 
ich darauf nochmals ausführlicher zurückkommen.

Im allgemeinen kann man, wie aus diesen Betrachtungen 
hervorgeht, Kräfte in der Ebene stets durch eine einzige Kraft 91 
ersetzen. Nur der eine Ausnahmefall kommt in Betracht, daß 
man zuletzt auf zwei Kräfte geführt wird, die gleich groß, parallel, 
aber entgegengesetzt gerichtet sind. Im ersten Bande setzte ich 
schon auseinander, daß man ein solches „Kräftepaar“ auch als 
gleichwertig mit einer unendlich kleinen Kraft ansehen kann, 
deren Richtungslinie die unendlich ferne Gerade der Ebene ist. 
Macht man von dieser Ausdrucksweise Gebrauch, so kann man 
sagen, daß sich Kräfte in der Ebene immer durch eine einzige 
Resultierende ersetzen lassen.

§ 8. Zerlegen von Kräften in der Ebene 35

§ 8. Zerlegen von Kräften in der Ebene.
Eine gegebene Kraft iß soll in drei andere zerlegt werden, 

deren Richtungslinien sonst beliebig vorgeschrieben sind, so je­
doch, daß sie mit der Richtungslinie von iß in derselben Ebene 
liegen und sich nicht in einem Punkte schneiden. Diese Auf­
gabe läßt immer eine eindeutige Lösung zu. Dabei kann man 
wie bei allen Zerlegungsaufgaben, auch verlangen, daß die drei 
gesuchten Kräfte mit iß im Gleichgewichte stehen, ohne dadurch 
in der Lösung eine weitere Änderung als die Umkehrung der 
Pfeile der gesuchten Kräfte herbeizuführen.

Die Aufgabe ist ganz ähnlich der in § 2 behandelten, eine 
gegebene Kraft nach drei nicht in derselben Ebene liegenden, 
aber durch den gleichen Angriffspunkt gehenden Richtungslinien 
zu zerlegen. Auch hier kennt man verschiedene Wege, die zum 
Ziele führen, und der eine, der von Culmann angegeben ist, 
stimmt im wesentlichen mit dem schon damals beschriebenen 
Culmannschen Verfahren überein. In Abb. 16 a seien 1, 2, 3 die 
Richtungslinien, nach denen die gegebene Kraft iß zerlegt wrer-

3*
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den soll. Man teile die vier Kräfte in zwei Gruppen ein, so daß 
zur einen Gruppe etwa iß und 1, zur anderen die Kräfte 2 und 3 
gehören. Sollen die Kräfte 1, 2, 3 mit iß im Gleichgewichte sein,

so muß die Resultierende aus 
iß und 1 mit der Resultieren- 

: y den aus 2 und 3 in dieselbe 
| 1 Gerade fallen. Diese Gerade 
!/ kann nur die Verbin dungs- 
J linie der Schnittpunkte von 

iß mit 1 und von 2 mit 3 
Sie ist in die Abbil-

?

"V
7\

Abb. 16 b.Abb. 16 a. sein.
düng gestrichelt eingetragen. Nachdem man die Richtungslinie 
der Resultierenden aus iß und 1 kennt, kann man für diese drei 
Kräfte in Abb. 16b ein Kräftedreieck zeichnen. Daran läßt sich 
sofort ein zweites anreihen, das der Zusammensetzung von 2 
und 3 zu ihrer Resultierenden entspricht, wie es in der Abbil­
dung geschehen ist. Die Pfeile der Kräfte 1, 2, 3 trägt man 
nachträglich so ein, daß sie unter sich Aufeinanderfolgen, dem 
Pfeile von iß aber entgegengesetzt sind, falls die 1, 2, 3 die 
Kraft iß ersetzen sollen. Sollen sie mit iß Gleichgewicht halten, 
so sind die drei Pfeile umzukehren. — Die beiden Zeichnungen 
in Abb. 16 a und 16 b können übrigens in dem früher bespro­
chenen Sinne als reziproke Figuren aufgefaßt werden.

Dieselbe Aufgabe kann auch auf Grund des Momentensatzes 
gelöst werden. Man geht dabei von der Erwägung aus, daß die 
Summe der statischen Momente aller Kräfte, wenn diese Gleich­
gewicht miteinander halten sollen, für jeden Momentenpunkt zu 
Null werden muß. Um hiernach die Kraft 1 in der durch Abb. 16 a 
gestellten Aufgabe zu ermitteln, lege man den Momentenpunkt 
auf den Schnittpunkt der Richtungslinien von 2 und 3. In der 
Momentengleichung kommen dann nur die Momente von iß und 
1 vor. Man erkennt zunächst, daß der Pfeil von 1 nach links 
gehen muß, und findet die Größe von 1 durch Ziehen der Hebel­
arme (rechtwinklig zu 1 und iß) und Gleichsetzen der Momente. 
Die Größe von 2 oder 3 findet man auf dieselbe Art unter Ver­
legung des Momentenpunktes nach dem Schnittpunkte von 1
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und 3 oder von 1 und 2. Man kann daher den Schnittpunkt 
von zwei der gegebenen Richtungslinien auch geradezu als den 
zur dritten der gesuchten Kräfte gehörigen Momentenpunkt be­
zeichnen.

Daß die Richtungslinien 1, 2, 3 nicht durch einen
die Lösung der AufgabePunkt gehen dürfen, 

möglich sein soll, war schon vorher bemerkt. Gehen sie nicht 
genau, sondern nur nahezu durch einen Punkt, schneiden also 
die drei Richtungslinien etwa ein unendlich kleines Dreieck in 
der Ebene ab, so werden die Kräfte 1, 2, 3 unendlich groß, denn 
der Hebelarm einer jeden wird für den zugehörigen Momenten­
punkt unendlich klein, während das Moment von endlich ist. 
Auch parallel zueinander dürfen die drei Richtungs­
linien nicht sein, weil sie sonst niemals eine Resultierende 
von beliebiger Richtung liefern könnten. Dieser Fall ist indessen 
im vorigen schon mit enthalten, da auch parallele Linien durch 
denselben Punkt, nämlich durch den ihnen gemeinsamen unend­
lich fernen Punkt gehen.

wenn

Zwei der Richtungslinien dürfen indessen parallel zueinander sein. 
Der Momentensatz bleibt in diesem Falle allerdings zur Bestimmung 
der in der dritten Richtungslinie gehenden Kraft nicht mehr verwend­
bar, weil der ihr zugehörige Momentenpunkt im Unendlichen liegt. 
Man hilft sich aber leicht, indem man entweder auf die Culmannsche 
Methode zurückgreift oder indem man den Komponentensatz an die 
Stelle des Momentensatzes treten läßt. Nach dem Komponentensatze 
muß nämlich die algebraische Summe der Projektionen auf jede Ge­
rade, also auch auf eine senkrecht zu den beiden parallelen Rich­
tungslinien gezogene, gleich Null sein. Da in der Komponenten­
gleichung im vorliegenden Falle nur zwei Glieder auftreten, erhält 
man daraus sofort die Größe der gesuchten Kraft.

I □§ 9. Anwendung des Momentenverfahrens auf die 
Berechnung von Fachwerkträgern.

Der Momentensatz wird sehr häufig zur Berechnung der 
Stabspannungen in Dachbindern oder Brückenträgern benützt. 
Durch einen solchen Binder kann man nämlich gewöhnlich einen 
Schnitt in ungefähr senkrechter Richtung legen, der nur drei



Stäbe trifft, deren Richtungslinien nicht durch einen Punkt 
gehen. Denkt man sich dann die rechte Hälfte des Binders ent­
fernt, so muß die linke Hälfte immer noch im Gleichgewichte 
bleiben, wenn man an den Stümpfen der durch den Schnitt ge­
troffenen Stäbe Kräfte anbringt, die nach Größe und Richtungs­
sinn mit den vorher in den Stäben übertragenen Stabspannungen 
übereinstimmen. Von diesen Kräften kennt man die Richtungs­
linien, und die Lösung der vorher besprochenen Aufgabe führt 
daher zur Kenntnis der Stabspannungen.

Die Rittersche Methode, wie man dieses Verfahren nach sei­
nem Urheber August Ritter gewöhnlich nennt, tritt demnach 
in Wettbewerb mit dem früher für die Ermittelung der Stab­
spannungen angegebenen Verfahren, einen Kräfteplan zu zeich­
nen. Das frühere Verfahren bleibt freilich immer im Vorteile, 
sobald man alle Stab Spannungen ermitteln soll, die zu einer ge­
gebenen Belastung gehören. Wünscht man aber aus irgendeinem 
Grunde nur eine einzige Spabspannung zu kennen, während die 
Spannungen der übrigen Stäbe gleichgültig sind, so kommt man 
mit der Ritterschen Methode schneller zum Ziele.

Außerdem hat die Rittersche Methode noch den Vorzug, daß 
sie in manchen Fällen ohne jede Schwierigkeit zur Lösung führt, 
bei denen der Kräfteplan nach den bisher dafür gegebenen An­
leitungen nicht mehr hergestellt werden kann. Ein einfaches 
Beispiel dafür bildet der sogenannte zusammengesetzte Po- 
lonçeau- oder Wiegmannbinder, der in Abb. 17a dar­
gestellt ist. Aus dem einfachen Binder in Abb. 9 (Seite 1.7) geht 
er dadurch hervor, daß jeder Stab des Obergurtes sowie die 
Stäbe 2, 5 und die ihnen auf der anderen Seite von Abb. 9 ent­
sprechenden durch einen in der Mitte liegenden Knotenpunkt in 
zwei Hälften zerlegt werden, worauf die neu hinzugekommenen 
Knotenpunkte durch Einfügen von Stäben unter Einhaltung des 
Dreiecksverbandes gegen die übrigen abgestützt werden. Die 
Absicht bei der Konstruktion des „zusammengesetzten“ Binders 
in Abb. 17 geht darauf hinaus, eine größere Zahl von Stütz­
punkten am Binder für die Auflagerung der Dachhaut zu ge­
winnen. Bei großen Spannweiten würden die Dachsparren bei
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der Anordnung in Abb. 9 auf eine zu große Länge frei zu tragen 
haben, während in Abb. 17 diese Länge — nämlich der Abstand 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knotenpunkten des Ober­
gurts — auf die Hälfte herabgesetzt ist.

Der Binder in Abb. 17 a bildet keinen einfachen Fachwerk­
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träger mehr. Er kann nämlich nicht auf die früher angegebene 
Art durch Aneinanderfügen von Dreiecken erhalten werden, näm­
lich nicht so, daß jedes folgende Dreieck mit einer Seite an das 
vorhergehende angeschlossen'wird. Auf den ersten Blick erkennt 
man den Unterschied vielleicht nicht; man bedenke aber, daß 
sich das mit q bezeichnete Yielseit gleichzeitig an die beiden
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y orli ergehen den Dreiecke n und p mit einer Seite anschließt, 
was der früher gegebenen Vorschrift widerspricht. In der 
Tat ist daher q auch gar nicht als Dreieck in dem hier in 
Frage kommenden Sinne aufzufassen, sondern als Fünfeck, 
von dem nur zweimal zwei Seiten zufällig in je eine Gerade 
fallen.

Zu ähnlichen Schlüssen gelangt man auch, wenn man von 
dem fertig vorliegenden Binder die einzelnen Dreiecke wieder 

. abzubauen sucht, so daß man jedes Dreieck längs einer Seite 
abbricht, in der es mit dem Reste zusammenhängt. Die Drei­
ecke k, l, m auf der linken Seite und die ihnen entsprechenden 
w, v, u auf der rechten Seite kann man in dieser Weise nach­
einander abbrechen. Dann gelangt man aber auf ein Gebilde, 
das in der gleichen Weise nicht weiter zerlegt werden kann und 
das man als die Grundfigur des Fachwerks bezeichnet. In 
einem späteren Abschnitte wird auf diese Dinge ausführlicher 
eingegangen werden. Hier genügt es, wenn im übrigen nur 
darauf hingewiesen wird, daß die geometrische Gestalt des Bin­
ders jedenfalls inrtner noch unveränderlich ist, solange die Stab­
längen sich nicht ändern.

In Abb. 17 b ist der reziproke Kräfteplan für den Binder 
gezeichnet. Er kann zunächst genau so begonnen werden, wie 
es früher auseinandergesetzt war. Dadurch erhält man die mit 
starken Strichen ausgezogenen Linien. Sowie man so weit ge­
kommen ist, versagt aber das früher angegebene Verfahren. Das 
Vielseit n, auf das man in der Binderfigur stößt, sobald die Poly­
gone k, l, m erledigt sind, grenzt nur an eines der bereits im 
Kräfteplane vertretenen, nämlich an m an. Man weiß daher nur, 
daß der Punkt n im Kräfteplane auf der durch m zum Stabe mn 
gezogenen Parallelen enthalten sein muß.

Auch rein mechanisch betrachtet, ist die Schwierigkeit, auf 
die man hier stößt, leicht verständlich. Sobald man nämlich alle 
Stabspannungen bis auf jene, die zur Grundfigur des Binders 
gehören, ermittelt hat, vermag man keinen Knotenpunkt mehr 
anzugeben, an dem nur noch zwei der Größe nach unbekannte 
Kräfte angreifen. In der Grundfigur gehen nämlich, wie man
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leicht erkennt, von jedem Knotenpunkte mindestens drei zur 
Grundfigur gehörige Stäbe aus.

Für die Rittersche Methode besteht eine solche Schwierig­
keit im vorliegenden Falle aber keineswegs. Man vermag näm­
lich in Abb. 17 a den Schnitt 6 6 zu legen, der durch die Grund­
figur geht und nur drei Stäbe trifft, die sich nicht in demselben 
Punkte schneiden. Die Spannung des untersten Stabes aq z. B. 
kann daher leicht mit Hilfe einer Momentengleichung ermittelt 
werden. Der zu diesem Stabe gehörige Momentenpunkt ist der 
Scheitelknotenpunkt des Binders. Auch die Spannungen der 
übrigen Stäbe können hierauf nach der Ritterschen Methode 
ohne Schwierigkeit berechnet werden.

Anstatt dessen kann man auch nach Berechnung der Stab­
spannung aq mit dem Zeichnen des Kräfteplanes fortfahren. Man 
trage zu diesem Zwecke die Spannung aq im Maßstabe von a 
aus ab, wodurch man in Abb. 17 b zum Punkte q gelangt. Nach­
dem dieser Punkt bekannt ist, erhält man auf gewöhnliche Art 
Punkt n als Schnitt der zum Stabe qn gezogenen Parallelen qn 
mit der schon von früher her bekannten Parallelen mn. Ebenso 
findet man o und p. Beim Polygone p ist aber zu beachten, daß 
dieses an die drei schon im Kräfteplane vertretenen Polygone o, 
e und q anstößt. Die zu den drei Anschlußseiten von den Punk­
ten o, e, q des Kräfteplanes gezogenen Parallelen müssen sich 
daher von selbst in dem gleichen Punkte p treffen. Dies dient 
zur Prüfung nicht nur für die Genauigkeit der Zeichnung, son­
dern auch für die Richtigkeit der Berechnung der Stabspan­
nung aq nach der Ritterschen Methode. — Nachdem der Kräfte­
plan bis zum Punkte p konstruiert ist, kann er in derselben 
Weise auch für die rechtsseitige Binderhälfte weitergezeichnet 
werden. Die zugehörigen Linien sind in Abb. 17 gestrichelt 
ausgezogen. Da der Binder symmetrisch gestaltet und symme­
trisch belastet sein sollte, wird auch der Kräfteplan symme­
trisch-, die vom Punkte a aus gezogene Horizontale bildet die 
Symmetrieachse.

Freilich kann man die Schwierigkeit, auf die man bei der 
Konstruktion des Kräfteplanes stößt, sobald man an der Grund-



figur angelangt ist, auch auf rein geometrischem Wege, ohne Zu­
hilfenahme der Momentenmethode, überwinden. Diesem Zwecke 
dienen die ebenfalls in Abb. 17 b eingetragenen punktiert aus­
gezogenen Linien. Man bedenke nämlich, daß in dem Kraft­
ecke nopq, das zu dem gleichnamigen Knotenpunkte des Binders 
gehört, zwei Seiten, nämlich nq und pq, wie aus der Binderfigur 
hervorgeht, gleichgerichtet sein müssen. Da sie ferner auch von 
demselben Punkte q ausgehen, müssen sie demnach auf dieselbe 
Gerade fallen. Das gesuchte Krafteck besteht also aus einem 
Dreiecke nop und einem auf der Dreieckseite np oder ihrer Ver­
längerung liegenden Punkte q. Das Dreieck nop muß aber sechs 
geometrischen Bedingungen entsprechen, auf Grund deren es ge­
funden werden kann. Die drei Ecken müssen nämlich auf den 
durch die bereits bekannten Punkte m, d, e zu den Stäben mn, 
do, ep gezogenen Parallelen liegen, und die Seiten müssen zu den 
Stabrichtungen no, op und nq oder pq parallel laufen.

Um das diesen Bedingungen genügende Dreieck nop zu fin­
den, kann man sich entweder auf den schon in § 2 besprochenen 
geometrischen Satz über veränderliche Vielecke stützen, der hier 
in ganz ähnlicher Weise benutzt werden kann, wie es damals 
geschehen war, oder man kann auch ohne Berufung auf diesen 
Satz durch eine besondere Überlegung leicht zur Lösung der 
Aufgabe gelangen. Wir ziehen nämlich die Linie n d in der vor­
geschriebenen Richtung no, sonst aber beliebig und von n und 
d aus Parallelen zu den Richtungen op und nq oder pq. Dadurch 
erhalten wir das durch punktierte Linien angegebene Dreieck 
nop'. Dieses erfüllt fünf der angegebenen Bedingungen, die 
sechste aber nicht, da p nicht auf der von e zum Stabe ep ge­
zogenen Parallelen enthalten ist. Man kann sich unendlich viele 
Dreiecke n'dp' konstruiert denken, und unter ihnen muß auch 
das gesuchte Dreieck nop enthalten sein. Nach dem in Erinne­
rung gebrachten Satze liegen alle Punkte p dieser Dreiecke auf 
einer Geraden. Dies folgt indessen auch aus der Bemerkung, daß 
offenbar alle diese Dreiecke ähnlich sind und ähnlich zueinander 
liegen. Für sie bildet der Schnittpunkt der Linien mn und do 
das Ähnlichkeitszentrum, und auf einer von diesem Punkt aus­
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gebenden Geraden müssen daher auch alle Eckpunkte p' ent­
halten sein. Man erhält diese Gerade als Verbindungslinie des 
Ahnlichkeitszentrums mit dem Eckpunkte p des zuerst gezeich­
neten Dreiecks. Der Punkt p des gesuchten Dreieckes wird nun 
ohne weiteres als Schnittpunkt der gezogenen Verbindungslinie 
mit der bereits bekannten Ricbtungslinie ep gefunden. Von da 
aus erhält man sofort auch die Punkte n und o, sowie in . der 
Verlängerung von np den Punkt q. Hiermit sind wir zu dem­
selben Ergebnisse gelangt, das vorher unter Zuhilfenahme der 
Ritterschen Methode abgeleitet worden war.

Schließlich muß noch einer wichtigen Verwendung der Ritterschen 
Methode gedacht werden. Bisher war nämlich immer nur von der Er­
mittelung der Stabspannungen die Rede, die zu einem bestimmten, 
gebenen Lastsjsteme gehören. Bei der Berechnung von Dachbindern 
kommt man damit freilich gewöhnlich aus, indem man außer auf 
gleichförmig verteilte senkrechte Lasten nur noch auf die Belastung 
durch Winddruck zu achten hraucht. Diese erfordert zwar die Her­
stellung weiterer Kraftpläne, die aber genau so wie in den vorher­
gehenden Fällen erfolgen kann. Anders ist es aber hei Brückenträ­
gern. Die Lasten können hier auf sehr verschiedene Arten verteilt 
sein, und man steht dann vor der Frage, bei welcher Lastverteilung 
die größte Spannung in einem bestimmten Stabe hervorgerufen wird. 
In diesem Falle braucht man sich in der Tat jeweilig nur um eine 
einzige Stabspannung zu kümmern, während die übrigen einstweilen 
gleichgültig sind. Das Rittersche Verfahren ist dann allein praktisch 
brauchbar. Man verfährt so, daß man zunächst nur eine Belastung 
des Trägers durch eine Einzellast ins Auge faßt. Nach dem Ritter­
schen Verfahren läßt sich schnell entscheiden, bei welchen Stellungen 
dieser Last Zug- oder Druckspannungen in dem betrachteten Stabe 
hervorgerufen werden. Dann weiß man, welche Stellen des Trägers 
möglichst viel oder möglichst wenig belastet werden müssen, um die 
größte Zug- oder Druckspannung in dem Stabe hervorzubringen.

Aufgaben.
1. Aufgabe. Vier gleich lange Stangen sind an den Enden gelenk­

förmig miteinander verbunden; außerdem ist ein Diagonalstab d ein­
geschaltet (vgl.Abb. 18a). Man soll die Spannung in d ermitteln, wenn 
das Vieleck längs der anderen Diagonalen mit einer Kraft P zusam­
mengedrückt wird. In welcher Beziehung steht das Verhältnis der 
Kräfte P und Sd zu den Längen der Diagonalen im Bhombus?
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liegenden Falle der Kräfteplan zugleich der Figur der Stangenverbin- 
dung ähnlich ist. Freilich entsprechen sich die ähnlich liegenden Sei­
ten in beiden Figuren nicht einander. Die Last P und die Spannung 
in d verhalten sich, wie aus dem Vergleiche beider Figuren hervor­
geht, wie die beiden Khombusdiagonalen zueinander.

2. Aufgabe. Man soll den Kräfteplan für den in Abb. 19a ge­
zeichneten Dachbinder auftragen. Die an den Knotenpunkten des Ober­
gurtes angreifenden Lasten sind alle senkrecht und gleich groß.

Lösung. In solchen Fällen wird man den Kräfteplan immer als 
reziproken einrichten. Ich will das Verfahren hier gleich so beschrei­
ben, wie man es handhabt, wenn man schon eine gewisse Übung er-
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Abb. 19 a.

langt hat. Von früher her ist bekannt, daß man den reziproken Kräfte­
plan mit dem Kraftecke der äußeren Kräfte beginnen muß. Man zieht 
also eine Senkrechte, trägt die fünf Knotenpunktlasten darauf ab,
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Lösung. Abb. 18b gibt den Kräfteplan an, der zu der angenom­
menen Belastung der Stangenverbindung gehört. Er konnte leicht als 
reziproker Kräfteplan eingerichtet werden. Man erkennt, daß im vor-
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schreibt die Buchstaben b bis g, den im Binder bereits eingetragenen 
Bezeichnungen entsprechend, bei, halbiert die Strecke bg, beachtet, 
daß nun jede der beiden Hälften einen Auflagerdruck bedeutet, und 
schreibt dem Halbierungspunkte hiernach den Buchstaben a bei. Die 
doppelt zu denkende Strecke bcdefgab bildet das Krafteck der äuße- ' 
ren Kräfte.

Nun zieht man durch a eine Wagrechte und bedenkt, daß auf 
dieser sämtliche Stabspannnngen des Untergurtes’übereinander von 
a aus abgeschnitten werden müssen, d. h. die den Polygonen h, fr, «, p 
in der Binderfigur entsprechenden Punkte des Kräfteplanes müssen 
auf jener Wagrechten liegen. Ebenso zieht man sofort durch die 
Punkte b, c, d Parallelen zum linksseitigen und durch e, f, g Paralle­
len zum rechtsseitigen Obergurt des Binders. Auf diesen müssen die 
Punkte enthalten sein, die den an (/ 
den Obergurt angrenzenden Poly­
gonen h, i, l und m, o, p des Bin­
ders entsprechen. Man braucht zwar f 
diese Parallelen erst nach und nach v
für die Konstruktion des Kräfte­
planes; es ist aber am vorteilhaf­
testen, sie alle gleich auf einmal zu 
ziehen, weil man damit Zeit und 
Mühe spart und auch größere Ge­
nauigkeit erzielen kann, als wenn 
man später jede einzelne für sich 
zöge.

h, 'hpTV

fl

in

Nachdem die Parallelen zu den 
Gurtstäben alle gezogen sind, sucht 
man den Punkt h auf, der als Schnitt von zwei bereits vorhandenen 
Linien gefunden wird, zieht dann der Reihe nach die Parallelen hi, 
ih, hl usf., womit schnell alle Punkte des Kräfteplanes gefunden 
werden. Beim Ziehen dieser Linien braucht man übrigens nicht mehr 
an die reziproke Figur zu denken. Es ist vielmehr besser, wenn man 
dabei den Kräfteplan sofort als solchen, d. h. als Aneinanderreihung 
von Kraftecken auffaßt. Beim Aufsuchen des in Abb. 19b mit h be­
zeichnten Punktes denke man also sofort an das Kräftedreieck ahb, 
beim Aufsuchen von i an das Kräfteviereck bcih, das dem gleichbe- 
zeichneten Knotenpunkte des Binders entspricht, und ermittele hier­
aus das Vorzeichen der Stab span nun gen. — Auch das Einschreiben 
der Bowschen Bezeichnung der Polygone in die Binderfigur wird für 
den Geübten bald entbehrlich; man kann dann wieder zu der in 
anderer Hinsicht bequemeren Numerierung der Stäbe übergehen. 
Für die erste Einübung und solange man sich noch nicht recht

Abb. 19 b.
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sicher fühlt, wird aber die Bowsche Bezeichnung die besseren Dien­
ste tun.

3. Aufgabe. Man soll den Kräfteplan für den durch Winddruck 
einseitig belasteten Dachbinder in Abb. 20 a zeichnen.

d
l\
I \ > c a e

%

f yri4
b^ t Tl

JT-. i.Cb WZi
Abb. 20 a und 20b.;

4.
Lösung. Zuerst sind die durch die Windbelastung hervorgerufe­

nen Auflagerkräfte zu ermitteln. In Abb. 20a ist angenommen, daß 
die zum beweglichen Auflager gehörige Dachseite belastet ist. Die 
Resultierende des Winddruckes geht durch^den in der Mitte der Dach­

seite gelegenen Knoten • 
punkt und steht senkrecht 
zur Dachfläche. Mit dieser 
Resultierenden müssen die 
beiden Auflagerkräfte im 

/ Gleichgewicht stehen. Die 
Richtungslinien aller drei 
Kräfte müssen sich daher 
in einem Punkte schneiden. 
Da im beweglichen Auf­
lager (von der geringen rol­
lenden Reibung abgesehen) 
nur ein senkrecht zur Auf­
lagerbahn stehender Auf- 

h lagerdruck übertragen wer­
den kann, findet man den 
Schnittpunkt S der drei 
Kräfte und hiermit auch 
die Richtungslinie des im 
festen Auflager übertrage­
nen Auflagerdruckes ohne 
weiteres. Nach dieser Vor­
bereitung kann man mit
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Abb. 21 a und 21 b. X/
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dem Aufzeichnen des Kräiteplanes in Abb. 20 b sofort beginnen. Man 
trägt zuerst den ganzen Winddruck auf und zieht Parallelen zu den 
Richtungslinien beider Auflagerkräfte. Dann teilt man den Winddruck 
noch in die zu den drei Knotenpunkten gehörigen Teile de, cb und 
bi ein. Dann bleibt nur noch übrig, die zum Binder reziproke Figur 
zu konstruieren, was genau so wie in den vorhergehenden Fällen aus­
geführt werden kann. Dabei findet man, daß die Punkte g und h zu­
sammenfallen. Der Stab gh ist nämlich bei diesem Belastungsfalle 
spannungslos.

4. Aufgabe. Dasselbe für den Fall, daß die Windbelastung auf 
die zum festen Auflager gehörige Dachseite entfällt (Abb. 21a).

Lösung. In bezug 
auf Windbelastung ist 
der Träger nicht sym­
metrisch, da sich die

zum festen Auflager gehörige 
Dachseite anders verhält als die7 P
jenseitige. Man muß daher in 
allen solchen Fällen zwei Kräfte-
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Abb 22 a. Abb. 32 b.

plane konstruieren, um die ungünstigsten Stabspannungen 
zu finden. Im übrigen ist aber das Verfahren genau so 
wie vorher; es bedarf daher zu Abb. 2lb keiner besonde-

/

ren Erläuterung.
5. Aufgabe. An dem durch Abb. 22a dargestellten Stangenfünf­

ecke mit den sieh überkreuzenden Diagonalstäben 6 und 7 greifen die 
beiden Kräfte P als Lasten an; man soll die Stab Spannung en ermitteln.

Lösung. Man beginnt mit dem Knotenpunkte, in dem die Stäbe 
1 und 2 zusammenstoßen, da an ihm nur zwei der Größe nach un­
bekannte Kräfte angreifen; dann geht man zum Knotenpunkte 1, 5, 6 
oder auch zu 2, 7, 3 über usf. Wünscht man, daß der Kräfteplan ein 
reziproker wird wie in Abb. 22 b, so läßt sich dies auch leicht nach 
einigem Probieren erreichen. Im übrigen ist darauf in solchen Fällen 
nicht viel Wert zu legen, da ein beliebig angeordneter anderer Kräfte­
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plan die gleichen Dienste tut. — Eine einfache Regel für die Her­
stellung des reziproken Kräfteplanes läßt sich im vorliegenden Falle 
deshalb nicht geben, weil nicht unmittelbar klar ist, wie man die 
Figur des Stabwerkes in Vielseite zerlegen kann, so daß jede Rich­
tungslinie als gemeinschaftliche Seite in zwei aneinandergrenzenden 
Vielseiten auftritt. Die Zerlegung ist freilich möglich; die Vielseite 
greifen aber dann übereinander. Es sind die offenen Züge P, 1, 5, P 
und P, 2, 7, P, ferner die geschlossenen Vielseite 1, 2, 3, 6; 3, 4, 7 
und 4, 5, 6.

Eine andere Lösung derselben Aufgabe ist in den Abb. 23 dar­
gestellt. Bei ihr ist angenommen, daß die sich überkrexizenden Stäbe 
6 und 7 an der 
Kreuzungsstelle 

miteinander ver­
bunden seien. Je­

der von beiden Stäben zerfällt dann4 in zwei andere; man hat daher zwei 
Unbekannte mehr, wofür aber auch 
ein neuer Knotenpunkt hinzutritt, für 
den Gleichgewicht bestehen muß. So­

lange dieser Knotenpunkt nicht 
durch äußere Kräfte belastet 

\ wird, ändert sich durch die Ver-
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J Abb. 23 b.Abb. 28 a.

bindung gar nichts an den Stabspannungen. Man bedenke näm­
lich, daß das Krafteck aus den Stabspannungen 6, 6', 7, 7' jeden­

falls als Parallelogramm (hier als Rechteck) gezeichnet werden kann. 
Die Spannungen 6 und 6' sind daher nach Größe und Vorzeichen ein­
ander gleich und ebenso 7 und T. Es ist also in der Tat genau so, 
als wenn die Stäbe ohne Verbindung aneinander vorbeigingen.

Bei dieser Fassung der Aufgabe läßt sich sofort nach einfacher 
Regel ein reziproker Kräfteplan zeichnen, der freilich mit dem im 
vorigen Falle nicht übereinstimmt, wenn auch dieselben Spannungen 
in ihm Vorkommen. Man kann hier nämlich die Figur des Stabver­
bandes in Vielseite zerlegen, die der gestellten Forderung genügen, 
ohne sich zu überdecken. Diese Vielseite sind wieder nach Bow durch 
Buchstaben bezeichnet, während der Übersichtlichkeit wegen zugleich 
die Stabnummem der vorigen Zeichnung beibehalten sind. Der Kräfte-

/
t
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plan kann dann 
in Abb. 23 b so­
fort als rezipro­

ke Figur des 
Stabverbandes 
kingezeichnet 

werden. — Zu-

\
\
\\
\\

\
c

l Xa gleich its noch 
zu beachten, daß 

auch als Kräfteplan zu
* *

Abb. 23 b 
Abb. 22a angesehen werden kann. ' 
Zu dieser Figur ist er aber nicht re­
ziprok, da die Seiten 6 und 7 in ihm 
doppelt vertreten sind.

6. Aufgabe. Abb. 24a gibt eine 
Stabverbindung an, die aus der vo­
rigen durch Hinzufügung eines Drei­
eckes entsteht. Man verwendet sie in

\
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SÄ
ćl dieser oder einer ähnlichen Form zum 

Aufbau von Krangerüsten. Dement­
sprechend ist angenommen, daß die 
unter en Knotenpunkte auf einem festen 
Unterbau oder einem Wagengestelle 
aufgelagert sind, wobei der sie vorher 
verbindende Stab als solcher fortfaTlm 
kann, da er schon durch den Unter­
bau ersetzt ist. An dem vorkragenden 
Ende ist eine in sonst beliebiger Rich­
tung gehende, aber in der Ebene des 
Stabverbandes liegende Last A ange­
bracht; man soll die dadurch hervor­
gebrachten Stabspannungen ermitteln.

Lösung. Der am linken Auf­
lagerknotenpunkte übertragene Auf­
lagerdruck C kann, da von dort nur 
ein Stab ausgeht, nur in dessen Rich­
tung fallen. Man verlängert diese 
Richtungslinie bis zum Schnittpunkte 

mit der Richtungslinie der Last und zieht von da eine Verbindungs­
linie zum rechten Auflagerpunkte. Dadurch erhält man, wie schon 
bei Aufg. 3, die Richtung des Auflagerdruckes B. (Der Schnittpunkt 
der drei Richtungslinien ist auf der Zeichnung weggelassen.) Dann 
beginnt man den Kräfteplan mit dem Kraftecke AR C der drei äußeren

b

c
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Ä
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Abb. 24 a und 24 b.

4Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl.
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Kräfte. Von da aus kann er in derselben Weise weiter gezeichnet 
werden wie im vorigen Beispiele.

Wenn A in lotrechter Richtung geht, können B und G, die dann 
parallel zu A werden, nicht mehr durch das Kräftedreieck ABC er­
mittelt werden. Man berechnet sie dann am einfachsten mit Hilfe des 
Momentensatzes. Im übrigen wird aber dadurch am Aufzeichnen des 
Kräfteplanes nichts geändert, denn daß die drei Seiten des Dreieckes 
ABC dann in eine Gerade feilen, hindert nicht, die Zeichnung, so­

bald nur die drei Eckpunkte des 
Dreieckes aufgetragen sind, in der­
selben Weise weiterzuführen wie 
vorher.

A
î ?

Schließlich möge noch darauf 
hingewiesen werden, daß bei einem 
Krane außer den Stabspannungen 
auch noch Seilspannungen Vorkom­
men. Von dem Knotenpunkte, an dem 
die LastM angebracht ist, möge etwa 
ein Seil oder eine Kette längs des 
Stabes gc und von dessen Endpunkt 

Ÿ3 über eine Leitrolle längs der Stäbe df 
und eb herabgeführt werden. Die 
Seilspannungen sind aus der Berech­
nung der Windevorrichtung jeden­
falls bekannt. Man bedenke dann, daß 
die durch den Kräfteplan ermittelten 
Spannungen die algebraische Summe 
aus Seilspannung und Stabspannung 
angeben. Geht also das Seil neben 
einem gezogenen Stabe wie gc ent­
lang, so bewirkt die Seilspannung 
eine ihr gleiche Entlastung des Sta­
bes, während die Spannung eines ge­
drückten Stabes, wie df oder he, um 
diesen Betrag vergrößert wird. — 

Anstatt dessen kann man sich natürlich auch das Seil ganz entfernt 
denken und dafür die auf die Rollen von ihm übertragenen Kräfte als 
Lasten am Stabverbande anbringen. Die vorher angestellte Über­
legung führt aber gewöhnlich schneller zum Ziele.

7. Aufgabe. Man soll für den in Abb. 25 a dar gestellten Stab­
verband, an dem sich die äußeren Kräfte , $ß2, ^3 Gleichgewichte 
halten, den Kräfteplan zeichnen.

Lösung. Hier ist wieder eine „schlichte“ Zerlegung der Figur
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i Abb. 25 a und 25 b.
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in Vielseite möglich, d. h. eine Zerlegung in Vielseite, die nebenein­
anderliegen, ohne sich zu überdecken. Daher kann auch ein rezipro­
ker Kräfteplan ohne mehr Schwierigkeit als ein anderer gezeichnet 
werden. Eine Schwierigkeit bleibt jedoch auf jeden Fall bestehen. 
An jedem Knotenpunkte greifen nämlich mindestens drei Stabspan­
nungen an; man kann daher den Kräfteplan nicht in der gewöhn­
lichen Weise beginnen. Auch wenn man den Kräfteplan nicht vom 
mechanischen Gesichtspunkte aus betrachtet, sondern ihn als reziproke 
Figur rein geometrisch auffaßt, steht man vor derselben Schwierig­
keit, da keines der geschlossenen Stabvielseite an zwei der zu den 
äußeren Kräften gehörigen offenen Züge a, b, c angrenzt. Der zuge­
hörige Punkt des Kräfteplanes kann daher nicht als Schnitt von zwei 
Parallelen aufgefunden werden.

Dagegen kann die Rittersche Methode ohne weiteres angewendet 
werden, da sich ein Schnitt 66 legen läßt, der nur drei nicht durch 
denselben Punkt gehende Stäbe trifft. Hat man auf diese Weise die 
Spannung des unteren horizontalen Stabes 1 gefunden, so steht der 
weiteren Entwicklung des Kräfteplanes auf dem gewöhnlichen Wege 
kein Hindernis mehr im Wege.

Anstatt dessen führt hier auch eine andere Überlegung sehr ein­
fach zum Ziele. Man bedenke nämlich, daß die Stäbe 2, 3, 4, 5, 6 für 
sich genommen eine unverschieblicbe Figur bilden, die im ganzen 
Verbände nur die Aufgabe bat, die Angriffspunkte der Kräfte ^ und 
s,ß2 miteinander zu verbinden. Dies könnte ebensogut auch durch einen 
einzigen Stab geschehen, dessen Richtungslinie gestrichelt eingetra­
gen ist,* ohne daß sich dadurch für die übrigen Stäbe etwas änderte. 
Das gleiche gilt für das auf der rechten Seite aus den Stäben 7, 8, 
9,10,11 zusammengestellte Stabviereck. Man beginne also den Kräfte­
plan in Abb. 25b zunächst wie gewöhnlich mit dem Kraftecke abc 
für die äußeren Kräfte. Dann suche man den Punkt d unter der Vor­
aussetzung, daß die vorerwähnten beiden Stabvierecke durch einfache 
Stäbe ersetzt seien, so daß der Stabverband nur noch aus drei Stä­
ben bestehe. Dies geschieht durch Ziehen der drei Parallelen von 
a,b, c aus, die sich von selbst in einem Punkte schneiden müssen. 
Damit hat man schon die Spannung ad des Stabes 1. Die Linien 
cd und bd geben die Kräfte an, die von den beiden Stabvierecken 
aufgenommen werden müssen. Diese können dann genau wieder so 
in die einzelnen Stabspannungen zerlegt werden, wie es im gleichen 
Falle bei Aufgabe 1 geschehen war. — Die Stäbe 4 und 9 sind ge­
drückt, alle übrigen gezogen.

8. Aufgabe. Für den in Abb. 26 gezeichneten Dachbinder soll 
die Spannung des mit 1 bezeichneten Untergurtstabes nach der Bitter­
sehen Methode berechnet werden, wenn jeder Knotenpunkt des Ober-

4*



Um auch S2 zu erhalten, lege man den Schnitt rt, der freilich 
außer 2 noch drei andere Stäbe trifft. Unter diesen ist aber der 
Stab 1, dessen Spannung man schon kennt. Als Momentenpunkt für 
Stab 2 ist daher der Schnittpunkt 0 der beiden anderen Stabrich­
tungen zu wählen. Für die äußeren Kräfte links vom Schnitte erhält 
man die Momentensumme

5 y P • 3 a — P • 2a — P • a = 13,5Pa.
Dazu kommt das im negativen Sinne drehende Moment von St, 

das für 0 wegen des auf die Hälfte verminderten Hebelarmes nur 
noch 9 Pa beträgt. Das Moment von S% muß hiernach —4,5 Pa be­
tragen. Demnach ist auch der Stab 2 gezogen. Da der Hebelarm von
2 ebenso groß als der von 1, also gleich — ist, findet man

_ 9 Pa
~~ ~HT »S2 = 4,5 Pa :

d. h. die Spannung von 2 ist halb so groß als die von 1.
In der Abb. 26 sind der besseren Übersicht wegen die links vom 

Schnitte xx liegenden Teile stark, die links von 66 liegenden schwä­
cher und die rechts davon liegenden gestrichelt ausgezogen.

9. Aufgabe. In Abb. 27 ist das Gerüst für einen sogenannten 
Derrickkran in äxonometrischer Zeichnung angegeben. Auf der hori­
zontalen Ebene EE sind die Stäbe 1 und 2 und die senkrechte Kran­
säule befestigt. Der Ausleger A kann sich mit der Kransäule um deren
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gurtes die senkrechte 
Last P trägt. Nach­
her ebenso die Stäb­
spannung von 2.

Lösung. Man lege 
den Schnitt 66] der 
Momentenpunkt für 
Stab 1 ist der First­
knotenpunkt. Der 
Auflagerdruck ist 

5 |P, sein Hebelarm 6 a. Die Summe der Momente der äußeren 
Kräfte links vom Schnitte für den Momentenpunkt ist
5 jP • 6a — P • 5 a — P • 4|a — P • 3a — P • 2 a — Pa = +18 Pa.
Ebenso groß, aber von entgegengesetztem Vorzeichen muß das Mo­
ment der Stabspannung St des Stabes 1 sein. Daraus folgt zunächst, 
daß St eine Zugspannung ist. Die Größe beträgt

o s Iß P a 
^ h~ '

T■jp ip
\ i i Tv

Jk1ZCL

Abb. 26.
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senkrechte Achse 
drehen. Bei ir­

gendeiner Stellung 
des A uslegers trägt 
dieser an seinem 
Ende eine Last 
deren Biehtungs- 
linie in der Ebene 
von A enthalten 
sein muß (weil 

sonst eine Drehung 
von A eintreten
würde), in dieser Ebene aber beliebig gerichtet, sein kann. Man soll 
die Spannungen der Stäbe 1 und 2 ermitteln.

Lösung. Am Ausleger greifen drei Kräfte an; die Last der 
Auflagerdruck am unteren Ende der Kransäule und die Resultierende 
der Stabspannungen 1 und 2 am oberen Ende. Damit Gleichgewicht 
bestehen kann, müssen sich die Richtungslinien der drei Kräfte in 
einem Punkte schneiden. Von ist die Richtungslinie bereits ge­
geben. Die Resultierende der Stabspannungen 1 und 2 muß einer­
seits in die durch 1 und 2 gelegte Ebene, andererseits in die Ebene A 
fallen; sie liegt daher in der Schnittlinie beider Ebenen. Diese er­
hält man als Verbindungslinie des Schnittpunktes B der Horizontal­
spuren beider Ebenen mit dem oberen Endpunkte der Kransäule. Der 
Schnitt dieser Linie mit der Richtung von ^3 liefert den Punkt C, 
in dem sich die drei Kraftrichtungslinien treffen, und die Verbindungs­
linie von G mit dem unteren Endpunkte der Kransäule gibt daher 
die Richtung des Auflagerdruckes an diesem Endpunkte an.

Nach diesen Vorbemerkungen kann die Kräftezerlegung leicht 
ausgeführt werden. In Abb. 28 a ist das Krangerüst in Grundriß und 
Aufriß gezeichnet und Punkt C im Aufrisse konstruiert. Dann wird 
im Kräfteplane, Abb. 28 b, zuerst das Kräftedreieck aus dem Auf­
lagerdrucke und der Resultierenden aus 1 und 2 gezeichnet, das sich 
im Grundrisse auf eine Gerade projiziert. Es bleibt nur noch übrig, 
die Resultierende aus 1 und 2 nach diesen beiden Richtungslinien zu 
zerlegen. Nachtäglich kann man von dieser Resultierenden ganz ab- 
sehen und den Kräfteplan als ein Kräfteviereck für den Auflager­
druck, die Last $}3 und die beiden Stabspannungen ansehen, die sämt­
lich am Ausleger angreifen. Dementsprechend sind die Pfeile in 
Abb. 28b eingetragen. Stab 1 ist gezogen und Stab 2 gedrückt. Die 
Größe der Stabspannungen ergibt sich durch Ermittlung der wah­
ren Längen der Krafteckseiten 1 und 2.

Man bemerkt übrigens, daß der Auflagerdruck bei der angenom­

?

\z ^
j:/V \\

r.
Abb. 27.



menen Auslegerstellung und Belastung an der Kransäule schief nach 
abwärts gerichtet ist. Die Kransäule drückt daher das Lager schief 
nach aufwärts. Sofern nicht das Eigengewicht der Kransäule bereits 
ausreicht, um ein Abheben zu verhüten, muß man daher die Lagerung, 
wenn solche Belastungsfälle Vorkommen können, so einrichten, daß 
sie ein Abheben unmöglich macht. — Die Kransäule 
wird auf Biegung in Anspruch genommen und ist 
dementsprechend zu berechnen.

10. Aufgabe. In Abb. 29a ist ein aus 6 Stäben 
gebildetes räumliches Stabgerüst im Aufriß, in Abb. 29b 
im Grundriß und in Abb. 30 in axonometrischer An­
sicht dargestcllt. An den Knotenpunkten I und II z 
greifen Lasten von je 3000 hg an. Man soll die da­
durch hervor gerufenen Stabspannungen ermitteln.

Lösung. Die Last P ^ 
am Knotenpunkt II kann 
ohne weiteres nach dem 
Culmannschen Verfah­
ren nach den Richtungen 
der Stäbe 4, 5, 6 zer­
legt werden. Zu diesem 
Zwecke ist durch P und 
4 eine Ebene gelegt und 
durch 5 und 6 eine an­
dere und die im Auf­
risse durch eine strich- 

^ punktierte Linie ange- 
C gebene Schnittgerade

beider Ebenen ermittelt. A 
Abb. 31a gibt den Auf­
riß des zur Zerlegung 
gehörigen Kräfteplanes 

An P = 3000 kg 
ist unten eine Parallele 
zu Stab 4, oben eine 
Parallele zur Schnitt­

geraden angetragen. Im Grundrisse Abb. 31b erscheint dieses Kräfte­
dreieck als gerade Linie 4, indem sich P als Punkt projiziert. Paral­
lelen zu 5 und 6 im Aufriß und Grundriß vervollständigen den zum 
Knotenpunkt II gehörigen Kräfteplan.

Dann kann der Kräfteplan für Knotenpunkt I in Abb. 32 a (Auf­
riß) und 32b (Grundriß) gezeichnet werden. Man beginnt damit, die 
Resultierende B aus den bereits bekannten Kräften P und 4 im Auf­

\
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risse zu bilden. Diese ist dann nach den Stabrichtungen 1, 2, 3 zu 
zerlegen. Man legt im Stabgerüst eine Ebene durch R und 1 (das 
ist eine Lotebene) und eine andere durch 2 und 3. Die Schnittlinie 
beider Ebenen geht parallel zum Aufriß und ist darin wieder durch

P = 3000\P-3000
4

3
lr- 3000P — 3000

4 ~7UI 2-k- 15

V *\ /4m 5\ \
Abb. 30.

<-—4m—•
l/i

: // 4m

i y3! 4
^4^f

V/ / {? p
si r

■ \/ \\5■i 3"2/ 5/ 444 m/ /L. /
8m

r 5Abb. 29 a und 29 b.

Abb. 32 a u. 32 bAbb. 31 a u. 31b.

eine strichpunktierte Linie dargestellt. Im Aufriß des Kräfteplanes 
reiht man an R Parallelen zu 1 und zur Schnittgeraden, worauf das 
Dreieck aus dieser und den Parallelen zu 2 und 3 folgt. Im Grund­
riß projiziert sich P als Punkt und 1, 4 und R fallen auf eine zur 
Aufrißebene parallele Gerade, aus der nur 2 und 3 heraustreten.

Trägt man in den Aufrissen der Kräftepläne die Pfeile, mit dem 
von P beginnend, so ein, daß sie stetig aufeinanderfolgen, und über­
trägt die so bestimmten Pfeile auf die Richtungslinien der Stäbe 
im Aufrisse des Stabgerüstes, so bemerkt man, daß alle Pfeile auf 
den Knotenpunkt I oder II zu gerichtet sind. Alle Stäbe sind daher 
gedrückt. Nachdem man von den Strecken, durch die 5, 6, 2, 3 in den 
Kräfteplänen dargestellt sind, noch die wahren Längen bestimmt hat, 
erhält man die Spannungen der Stäbe 1, 2, 3 usf. der Reihe nach zu

2850; 650; 850; 1500; 2100 und 2650 kg Druck.



Zweiter Abschnitt.
Das Seileck.

§ 10. Zusammensetzung von Kräften in der Ebene 
mit Hilfe des Seileckes.

In Abb. 33 a seien die Kräfte und $ß2 gegeben. Man findet 
ihre Resultierende 91, falls sie nicht parallel sind, am einfachsten 
durch Aufsuchen des Schnittpunktes A ihrer Richtungslinien, 
Zeichnen des Kräftedreieckes in Abb. 33 b und Ziehen
einer Parallelen zu 9Î durch A. Schon wenn der Schnittpunkt A 
weit wegfällt, ist das Verfahren aber nicht mehr anwendbar. 
Man fügt dann zwei neue Kräfte % und %' hinzu, vereinigt %

mit zu @1, dies mit $ß3 zu und 
schließlich @2 mit%' zu 91. Mit Hilfe 
des Kräfteplanes in A bb. 33 b kann dies 

leicht ausge- 
^ führt werden. 
/ Der Linien- 

zug in
Abb. 33 a wird 

ein Seileck
oder Seilpolygon, manchmal auch ein Seilzug genannt, weil 
ein Seil von dieses Gestalt unter den Lasten und im Gleich­
gewichte bleibt, wenn die beiden Enden mit Kräften von der 
Größe % und ©2 angespannt werden. Die Spannung des mitt­
leren Seilstückes ist gleich @1. Für ein Seil hat freilich kei­
nen eindeutig bestimmten Pfeil, da dieser am Knotenpunkte 
entgegengesetzt zu nehmen ist wie am anderen Knotenpunkte 
©j^2©2. Ebenso wäre auch der Pfeil der von außen her am

A
/V

Z sj \
%f\ r- ;A

<S*
91 %

Abb. 33 b.Abb. 33».



§10. Zusammensetzung von Kräften in der Ebene mit Hilfe des Seileckes 57

letzten Seilstücke anzubringenden Kraft @2 entgegengesetzt dem 
in Abb. 33b eingetragenen zu wählen. Gewöhnlich denkt man 
aber bei der Benutzung des Seileckes gar nicht an ein wirkliches 
Seil, das die Lasten P aufzunehmen hätte, sondern man benutzt 
es nur zur Kräftezusammensetzung. Die anschauliche Bezeich­
nung behält man trotzdem bei; man muß nur beachten, daß den 
„Seilspannungen“ %, <&1} ©2 in diesem Falle eindeutig bestimmte 
Pfeile zukommen, nämlich jene, die aus dem Kräfteplane her­
vorgehen.

Abb. 33 a gibt an, wie die Kräfte, die man zusammensetzen 
soll, zueinander liegen. Man nennt daher diese Figur auch den 
„Lageplan“ im Gegensätze zum „Kräfteplan“ Abb. 33b. Beide 
Pläne sind in dem schon früher erklärten Sinne zueinander re­
ziprok.

Man kann sich die eine Figur willkürlich hingezeichnet denken 
und nachträglich die andere so, daß sie zu ihr paßt. Hat man Abb. 33a 
beliebig angenommen, so kann man in Abb. 33b eine Seite, etwa 
^, noch in beliebiger Größe (aber in der vorgeschriebenen Rich­
tung) wählen, von den Endpunkten Parallelen zu 
ziehen und dann Parallelen zu und @2 anreihen. Die letzte Linie 91 
ergibt sich dann als Verbindungslinie der beiden bereits vorhandenen 
Endpunkte. Jedenfalls muß sie aber, wenn sie so gezogen wird, von 
selbst in die ihr durch die reziproke Figur vorgeschriebene Richtung 
fallen. Dasselbe trifft zu, wenn man zuerst Abb. 33 b willkürlich an­
nimmt und dann Abb. 33 a dazu zeichnet: in jedem Falle ist die 
letzte Linie, die man zu ziehen hat, schon als Verbindungslinie von 
zwei Punkten bestimmt, und zugleich muß sie der ihr in der rezi­
proken Figur entsprechenden parallel gehen.

Diese Eigenschaft kann zunächst als eine willkommene Gelegen­
heit zur Prüfung der Genauigkeit der Zeichnung betrachtet werden. 
Man bemerkt aber zugleich, daß sie eine rein geometrische Eigen­
schaft beider Figuren darstellt, da sie auch noch gültig bleibt, wenn 
man ganz von der mechanischen Bedeutung, die wir den Figuren 
gaben, absieht. Der Beweis beruht zwar auf dieser Deutung; die da­
durch herausgefundene geometrische Gesetzmäßigkeit ist aber von ihr 
unabhängig. Wir können sie in dem Satze aussprechen: Laufen in 
zwei vollständigen Vierecken fünf Seiten (oder Diagona­
len) paarweise parallel, so trifft dies auch für das letzte 
P aar zu.

und % (oder %')

$
Der Schnittpunkt A in Abb. 33 a kann auch ins Unendliche
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rücken, d. h. die beiden Kräfte ißx und iß2 können parallel sein, 
ohne daß dadurch an dem besprochenen Verfahren, noch an dem 
daraus soeben abgeleiteten Satze etwas geändert würde. Drei 
Eckpunkte und drei Seiten des Kräfteplanes in Abb. 38 b fallen 
dann in eine Gerade. — Außerdem sieht man auch leicht ein, 
daß mehr als zwei Kräfte iß in derselben Weise zusammengesetzt 
werden können wie hier die beiden. Der Seilzug erhält dann 
nur entsprechend mehr Seiten, und im Kräfteplane gehen alle 
dazu parallel gezogenen „Polstrahlen“ durch denselben Punkt 0 
wie jetzt schon %, ©j und ©2. Dieser Punkt 0 wird der Pol 
des Kräfteplanes genannt. In jedem Palle geht die Resul­
tierende aller iß in Abb. 33 a durch den Schnittpunkt der letz­
ten Seilspannung mit der Richtungslinie von %' oder, wie wir 
auch sagen können, durch den Schnittpunkt der äußersten 
Seilzugseiten.

§11. Seilecke zu verschiedenen Polen.
Zu gegebenen Kräften iß kann man beliebig viele Seilecke 

zeichnen. Wir wollen uns irgend zwei gezogen und die ihnen 
entsprechenden Kräftepläne aufeinandergelegt denken, so daß sie 
die Seiten iß (und daher auch SR) gemeinsam haben. Man kann 
dann sagen, daß sich die beiden Kräftepläne nur durch eine ver­
schiedene Wahl des Pôles 0 voneinander unterscheiden. Mit 0 
ändern sich auch die Richtungen aller von ihm ausgehenden 
Polstrahlen. Wie nun auch die zu beiden Kräfteplänen gehöri­
gen Seilecke im übrigen gezogen sein mögen: auf jeden Pall be­
steht zwischen ihnen eine beachtenswerte geometrische Bezie­
hung. Die Schnittpunkte entsprechender Seilstrahlen 
(oder Seileckseiten) liegen nämlich auf einer Geraden, 
und diese Gerade geht parallel zur Verbindungslinie 
beider Pole im Kräfteplane.

In der nachstehenden Abbildung sind zwar nur zwei Kräfte iß 
angenommen, aber die nachfolgenden Betrachtungen gelten ebenso 
auch für den Fall, daß die Seilecke beliebig viele Kräfte iß mit­
einander verbinden. Der Lageplan in Abb. 34 a gibt die beiden 
Seilzüge %, @2 und X*, ©!*, @2* und Abb. 34 b die zugehö­
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Nun betrachte man irgend zwei andere entsprechende Seil­
eckseiten, also etwa ©2 und @2*. Hiervon ist ©2 die Resultie­
rende der links'davon liegenden Kräfte X*, iß2 oder auch 
von X, $ß17 iß2. Andererseits ist aber auch @2 die Resultie­
rende von X, ißj, iß2, und wenn man beide Aussagen miteinander 
vergleicht, folgt, daß @2* auch die Resultierende von ©2 und 
£ ist. Hiernach muß sich @2* mit @2 auf der Richtungslinie von 
$ schneiden. Wir sahen aber vorher, daß die Richtungslinie von 
$ eine durch den Punkt A parallel zu 0*0 gezogene Gerade 
war. Auf dieser müssen sich daher auch @2* mit @2 und über­
haupt je zwei einander entsprechende Seileckseiten schneiden, 
womit der Satz bewiesen ist.

Man macht von diesem Satze mit Vorteil Gebrauch, wenn man 
genötigt ist, zu gegebenen Lasten nacheinander mehrere Seilzüge zu

rigen Kräftepläne mit den Polen 0 und 0* an. Man suche zu­
nächst die Schnittpunkte A von X und X* und B von und 

in Abb. 34a auf und verbinde beide durch eine Gerade. 
Dann muß nach der Behauptung des Satzes auf dieser Geraden 
atich der Schnittpunkt C von @2 und @2* liegen.

Um den Beweis zu führen, beachte man, daß die Anfangs­
spannung X* des einen Seilecks aus der Anfangsspannung X des 
anderen dadurch erhalten werden kann, daß man eine neue Kraft 
zufügt, die wir mit ® bezeichnen wollen. Nach Größe und Rich­
tung findet man ^ aus einem Kräftedreiecke, in dem X und X* 
die anderen beiden Seiten bilden. Im Kräfteplane Abb. 34b ist 
dieses Dreieck schon von vornherein vorhanden, und die dritte 
Seite 0*0 gibt daher die Kraft $ 
den Schnittpunkt A von X und X* gehen.

§ 11. Seilecko zu verschiedenen Polen 59

Im Lageplan muß $ durchan.
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zeichnen. Dies kommt, wie man später sehen wird, namentlich bei 
der Konstruktion der Drucklinien von Gewölben vor. Man erspart 
dann, nachdem ein Seileck gezeichnet ist, bei den übrigen das Ziehen 
der Parallelen zu den Polstrahlen im Kräfteplane, das mühsamer ist 
als das Ziehen von Verbindungslinien nach den Schnittpunkten der 
Seilstrahlen des ersten Seileckes mit der zu 00* parallelen Linie.

§12. Zerlegung von Kräften nach parallelen Richtungs-
linien.

Die gegebene Kraft läßt sich in eindeutiger Weise nach 
zwei zu ihr gleichlaufenden Richtungslinien zerlegen, die mit 
ihr in derselben Ebene liegen. Man kann diese Aufgabe als 
einen Sonderfall der schon in § 2 behandelten Aufgabe ansehen, 
eine Kraft nach zwei Richtungslinien zu zerlegen, die sich mit 
ihr in einem Punkte schneiden und mit ihr in derselben Ebene 
liegen. Der gemeinsame Schnittpunkt ist hier nur ins Unendliche 
gerückt. Mit Hilfe eines Kräftedreieckes läßt sich die Aufgabe 
freilich nicht mehr lösen. Am einfachsten führt gewöhnlich die 
Anwendung des Momentensatzes zum Ziele. Man bedenke, daß 
die geometrische Summe beider Kräfte gleich der gegebenen 
sein muß und daß beide für einen auf der Richtungslinie der 
gegebenen liegenden Momentenpunkt gleich große und entgegen­
gesetzt gerichtete Momente haben müssen. Liegen die vorge­
schriebenen Richtungslinien zu verschiedenen Seiten der gegebe­
nen Kraft so sind beide gesuchten Kräfte gleichgerichtet mit 

und sie teilen sich in die Größe von im umgekehrten Ver­
hältnisse ihrer Abstände von ^ß. Im anderen Falle ist die $ß zu­
nächst liegende Kraft mit ihr gleichgerichtet und größer als ^ß, 
die andere entgegengesetzt gerichtet und gleich dem Unterschiede 
der vorigen. Dabei verhalten sich auch hier die Größen beider 
Kräfte umgekehrt wie ihre Abstände von $ß. Aus der Verbin­
dung beider Bedingungen folgt sofort die Lösung der Aufgabe. — 
Sollen die gesuchten Kräfte mit der gegebenen im Gleichgewichte 
stehen, so kehren sich natürlich ihre Pfeile gegenüber den vor­
her angegebenen um.

Wenn es sich nur um die Zerlegung einer einzigen Kraft



nach gegebenen parallelen Richtungslinien handelt, wird man 
kaum von dem soeben besprochenen Verfahren abgehen. In 
anderen Fällen kann aber die Lösung mit Hilfe des Seilecks, die 
ich jetzt, und zwar zunächst für die Zerlegung einer einzigen 
Kraft geben werde, mit Vorteil benutzt werden. In Abb. 35a 
sei $ß die Kraft, die nach den 
Ricbtungslinien 1 und 2 zer­
legt werden soll. Man ziehe 
die Ricbtungslinien 3, 4, 5 J 
sonst beliebig, aber so, daß 
die Ecken des von ihnen ge­
bildeten Dreieckes auf den 
gegebenen Geraden liegen.
Dann sehe man den Linien­
zug 3, 4, 5 als ein Seileck an, mit dessen Hilfe sich die längs 1 
und 2 wirkenden gesuchten Kräfte wieder zu ihrer Resultieren­
den $ß vereinigen ließen. Zu diesem Seilecke läßt sich der Kräfte­
plan in Abb. 35 b ohne weiteres zeichnen, indem man im Maß­
stabe abträgt und durch Ziehen der Parallelen zu 3 und 5 den 
Pol 0 aufsucht. Eine Parallele von 0 zu 4 schneidet dann auf $ß 
die beiden gesuchten Kräfte 1 und 2 ab. Der Beweis folgt daraus, 
daß in der Tat zwei Kräfte von dieser Größe längs 1 und 2 mit 
Hilfe des Seilecks zur Resultierenden ^5 vereinigt werden können.

Liegen 1 und 2 auf der­
selben Seite von sjß, so ändert ""y, 
sich die Figur so ab, wie es 

ange- <
geben ist; das Verfahren bleibt 
aber sonst dasselbe. Die Kraft 2 
ist gleichgerichtet mit und 
1 entgegengesetzt gerichtet.
Sollen die Kräfte 1 und 2 mit $ß Gleichgewicht halten, so sind 
ihre Pfeile umgekehrt zu nehmen.

Für einen Balken, der an zwei Stellen unterstützt ist und 
eine Einzellast trägt, kann man nach diesem Verfahren die 
Auflagerkräfte ermitteln. Vorausgesetzt wird dabei, daß die Auf­
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lagerung des Balkens so erfolgt, daß unter senkrechten Lasten 
auch nur senkrecht gerichtete Auflagerkräfte übertragen werden 
können. Trägt der Balken eine beliebige Zahl senkrecht gerich­
teter Lasten, so kann man diese erst zu einer Resultierenden 
vereinigen und diese nach den Richtungen der Auflagerkräfte 
zerlegen. Die Zusammensetzung zur Resultierenden bewirkt man 
ebenfalls mit Hilfe des Seilecks, wie dies bereits näher ausein­
andergesetzt wurde.

In Abb. 37 a und 37 b ist dies ausgeführt. Man trägt in 
Abb. 37 b die Lasten 1, 2, 3, 4 auf einer Lastlinie mit aufein­
anderfolgenden Pfeilen im Maßstabe auf, wählt einen beliebigen 
Pol 0 und zieht die Polstrahlen. Zu diesen werden in Abb. 37a

die Seilstrahlen parallel gezogen. 
Der Schnittpunkt E der äußer­
sten Seilstrahlen liefert einen 
Punkt der Resultierenden 9Î. 

/ Diese wird dann so wie in Abb. 35 
in die Auflagerkräfte A und B 
zerlegt. Den Linien 3 und 5 in 
Abb. 35 entsprechen hier bereits 
die äußersten Seilstrahlen; man 
braucht daher nur noch die Ver-

T %
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Abb. 37 b.

bindungslinie CD der Schnittpunkte der äußersten Seilstrahlen 
mit den Auflager vertikalen zu ziehen, um die mit 4 in Abb. 35 
bezeicbnete Linie zu erhalten. Eine Parallele zu dieser im Kräfte­
plane vom Pole 0 aus schneidet daher, wie schon früher gezeigt 
wurde, auf der Lastlinie die Auflager kräfte A und B ab. — 
Zugleich erkennt man, daß für die Lösung der Aufgabe die Er­
mittlung der Richtungslinie von ïït in Abb. 37 a ganz entbehrlich 
ist. Sie wurde nur zur Zurückführung der hier behandelten 
Aufgabe auf die frühere, also zum Beweise, aber nicht zur Auf­
suchung von CD und zur Ermittlung von A und B im Kräfte­
plane gebraucht. Bei der Anwendung des Verfahrens läßt man 
daher die Linie die deshalb auch nur gestrichelt angegeben 
wurde, ganz fort.

Man kann dieses Verfahren auch noch auf andere Art be-

Abb. 37 a.
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gründen, ohne auf die in Abb. 35 ausgefübrte Kräftezerlegung 
zurückzugreifen. Dazu bedenke man, daß die Lasten 1, 2 usf. 
mit den beiden Auflagerkräften jedenfalls im Gleichgewichte 
stehen. Fügt man nun zu Kräften, die im Gleichgewichte sind, 
eine neue Kraft % willkürlich zu, vereinigt diese mit der ersten 
zu einer Resultierenden ©j, diese mit der folgenden zu ©2 usf., so 
muß, wenn alle gegebenen Kräfte zusammengesetzt sind, die letzte 
Resultierende wieder mit % nach Lage, Richtung und Größe 
übereinstimmen. Mit anderen Worten heißt dies, daß das zu 
einer Gleichgewichtsgruppe von Kräften gehörige Seil­
eck ein geschlossenes Yielseit bilden muß.

Wenden wir diese Überlegung auf Abb. 37 an, so finden 
wir, daß dort die durch die Wahl des Pôles 0 näher bestimmte 
Kraft X der Reihe nach mit den Lasten 1, 2 . . . vereinigt war. 
Ziehen wir nun noch die Auflagerkräfte A und B in den Seil­
zug herein, so muß die letzte Resultierende wieder % ergeben. 
Die Resultierende aus der vorher letzten Seilspannung mit dem 
Auflagerdrucke B muß aber durch den Schnittpunkt D gehen, 
und damit sich diese Resultierende mit A wieder zu X ver­
einigen kann, muß sie auch durch den Schnittpunkt G gehen. 
Die Richtungslinie dieser Resultierenden ist daher durch die 
Yerbindungslinie CB bestimmt, d. h. CD ist die letzte Seite des 
zu dem Gleichgewichtssysteme gehörigen geschlossenen Seil­
eckes. Man bezeichnet daher diese Linie auch als die Schluß- 
seite.

Die Beschreibung des ganzen Verfahrens läßt sich hiernach 
in die einfache Vorschrift zusammenfassen: Man vereinige 
alle Lasten durch ein Seileck, trage die durch die 
Schnittpunkte der äußersten Seileckseiten mit den Auf­
lagerkraftrichtungen gehende Schlußlinie ein und 
ziehe zu dieser vom Pole des Kräfteplanes aus eine Par­
allele; diese schneidet dann auf der Lastlinie die bei­
den Auflagerkräfte ab.
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§ 13. Die Seilkurren.
Die vorausgehenden Betrachtungen sind nur so lange an­

wendbar, als es sich um die Zusammensetzung einer endlichen 
Anzahl von Einzelkräften handelt. Es kommt aber auch häufig 
vor, daß z. B. ein Balken eine stetig verteilte Belastung trägt. 
Man spricht dann von der Belastungsintensität oder der 
Belastungsdichte an einer bestimmten Stelle. Ist die Belastung 
an dieser Stelle auf eine gewisse Strecke hin gleichförmig ver­
teilt, so versteht man unter der Belastungsdichte jene Belastung, 
die auf die Längeneinheit kommt, d. h. also jenen Wert, der 
durch Multiplikation mit der Länge der Strecke die zugehörige 
Belastung liefert. Bei ungleichförmiger Verteilung ist jener Wert 
darunter zu verstehen, der durch Multiplikation mit einem Längen­
elemente des Balkens die Belastung dieses Längenelementes an­
gibt. Es ist dies zugleich die auf die Längeneinheit bezogene 
durchschnittliche Belastung des Längenelementes.

Trägt man in einer Zeichnung des Balkens über jedem Punkte 
der Mittellinie die Belastungsdichte in einem beliebig gewählten 
Maßstabe ab, so erhält man durch Verbinden der Endpunkte die 
Belastungslinie, die mit der Mittellinie selbst und den beiden 
Endloten die Belastungsfläche einschließt, aus der man die 
Art der Lastverteilung am besten zu übersehen vermag.

Eine stetig verteilte Belastung kann auch als ein Verband 
von unendlich kleinen Lasten aufgefaßt werden, die in unendlich 
kleinen Abständen aufeinanderfolgen. Wegen der unendlich 
großen Anzahl dieser Einzellasten geht das zugehörige Seileck • 
in ein Polygon mit unendlich vielen Seiten über, von denen 
sich je zwei aufeinanderfolgende wegen der unendlich kleinen 
Last, die zwischen ihnen liegt, nur unendlich wenig in der Rich­
tung voneinander unterscheiden. Man erhält daher an Stelle des 
Seilpolygons eine stetige Seilkurve.

Eine krumme Linie kann, abgesehen von besonderen Fällen, 
wie beim Kreise, den man mit dem Zirkel schlägt, nur durch 
Aufsuchen einer genügenden Zahl von Punkten oder Tangenten 
gezeichnet werden, zwischen die man die Linie freihändig oder



mit Hilfe eines Kurvenlineals einträgt. So genau, als es hier­
nach zeichnerisch überhaupt ausführbar ist, läßt sich auch die 
zu einer irgendwie gegebenen Belastungsfläche gehörige Seil­
linie ermitteln.

Zur Begründung des Verfahrens nehme ich zunächst an, die 
in Abb. 38 a angegebene Seilkurve sei bereits bekannt. Man 
teile hierauf die durch Schraffierung hervorgehobene Belastungs­
fläche in eine Anzahl senkrechter Streifen ein, die in der Ab­
bildung mit den Ziffern 1 bis 4 bezeichnet sind. Verlängert man 
die Grenzlinien der Streifen nach abwärts, so wird auch die 
Seillinie dadurch in eine Anzahl Abschnitte eingeteilt, von denen 
jeder als eine besondere Seilkurve angesehen werden kann, die 
zu dem darüber liegenden Ab­
schnitte der Belastungsfläche 
gehört. Man denke sich ferner 
alle Lasten, die zu einem sol­
chen Abschnitte gehören, zu 
einer Resultierenden vereinigt. \1 
Diese muß dann durch den A 
Schwerpunkt des Streifens 
gehen. Zugleich findet man 
aber einen Punkt dieser Re­
sultierenden im Schnittpunkte der äußersten Seilspannungen des 
betreffenden Abschnittes der Seilkurve. Die Richtungen dieser 
äußersten Seilspannungen werden durch die Endtangenten des 
Seilkurvenabschnittes angegeben. Denkt man sich also in den 
Punkten A, B, C usf. Tangenten an die Seilkurve gelegt, so 
fallen deren Schnittpunkte F, G usf. auf die Schwerlinien 1, 2 usf. 
der Belastungsstreifen.

Bei dieser Betrachtung war angenommen worden, daß die 
Seilkurve bereits gegeben sei, und es wurde gezeigt, wie man 
mit ihrer Hilfe das Tangentenvielseit AFBG usf. finden könnte. 
Man kann aber auch umgekehrt verfahren. Das Tangentenviel­
eck bildet nämlich zugleich ein Seileck für die Einzellasten 1, 
2 usf., und es kann daher mit Hilfe des Kräfteplanes in Abb. 38 b 
sofort gezeichnet werden, ohne daß die Seilkurve vorher schon

Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl.
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bekannt zn sein brauchte. Dazu ist nur nötig, daß man die 
Schwerlinie der Belastungsstreifen und ihre Inhalte angeben 
kann. Wenn die Zahl der Streifen, in die man die Belastungs­
fläche einteilte, nicht zu klein ist, kann man sie mit so großer 
Genauigkeit, als sie in einer Zeichnung überhaupt erreichbar ist, 
als Trapeze ansehen und dementsprechend Schwerpunkt und In­
halt ermitteln. Für einen geübten Zeichner genügt es oft voll­
ständig, den Abstand des Schwerpunktes von der Streifenmitte 
einfach einzuschätzen. Um die Inhalte möglichst einfach zu fin­
den, nimmt man die Streifen am besten alle von gleicher Breite. 
Die Inhalte sind dann den mittleren Höhen der Trapeze propor­
tional. Da es nun gar nicht auf den Maßstab des Kräfteplanes 
ankommt, könnte man diese mittleren Höhen ohne weiteres als 
Maß für die Streifengewichte in den Kräfteplan eintragen. Damit 
dieser nicht eine unbequeme Größe erlangt, zieht man indessen 
vor, von allen Höhen nur einen bestimmten Bruchteil im Kräfte­
plane aufzutragen. Der Pol des Kräfteplanes kann wieder be­
liebig gewählt werden, da man zu einer stetig verteilten Belastung 
ebensogut beliebig viele Seillinien konstruieren kann wie beim 
Zusammensetzen von Einzellasten.

Nachdem das Seileck auf diese Weise hergestellt ist, ver­
längert man die Streifengrenzen bis zu den Schnittpunkten A, 
B usf. mit den Seileckseiten. Man weiß dann, daß diese Punkte 
der gesuchten Seilkurve angehören, und kennt zugleich die Tan­
gentenrichtungen an diesen Punkten. Es bedarf gar keiner be­
sonders großen Anzahl von Punkten und Tangenten, um die 
Seilkurve so genau, als man es für praktische Zwecke nur irgend 
wünschen kann, freihändig oder mit Hilfe des Kurvenlineals da­
zwischen einzulegen.

§ 14. Differentialgleichung der Seilkürve.
In Abb. 69 a ist oben eine beliebige Belastungsfläche, unten 

eine zugehörige Seilkurve gezeichnet. Im Abstande x vom linken 
Ende der Belastungsfläche sei die Belastungsdichte mit q, die 
von irgendeiner Horizontalen aus senkrecht nach abwärts ge­
rechnete Ordinate der Seilkurve mit ij bezeichnet. Außerdem ist



an dieser Stelle eine Tangente an die Seilkurve gelegt, deren 
Winkel mit der Horizontalen gleich cp sei. Dieser Tangente ent­
spricht eine gewisse Seilspannung, deren Größe in Abb. 39 b 
durch einen parallel dazu gezogenen Polstrabl dargestellt wird. 
Sie läßt sich in eine senkrechte Komponente V und eine hori­
zontale Komponente H 
zerlegen, die im Kräfte­
plane ersichtlich gemacht 
sind. Der Winkel kommt 
im Kräfteplane ebenfalls 

y
vor, und man hat tg cp =-^.

Nun gehe man um dx 
weiter. Man erhält einen 
neuen Punkt der Seil­
kurve und eine ihm zugehörige Tangente, die in Abb. 39a nicht 
besonders angegeben ist, weil sie sich mit der vorigen nahezu 
decken würde. Dagegen ist im Kräfteplane die zugehörige Par­
allele eingetragen.

Beachtet man, daß nach den Lehren der analytischen Geo­
metrie tg cp im Ditierentialquotienten von y ausgedrückt werden 
kann, so läßt sich die vorige Gleichung auch

dy=V
• dx H

schreiben, und für die Änderung von tg cp beim Weitergehen 
um dx erhält man daher
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Abb. 39 a. Abb. 39 b.
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Nun ändert sich H überhaupt nicht, während V sich, wie aus 
dem Kräfteplane entnommen werden kann, um das Gewicht des 
Belastungsstreifens qdx verringert. Man hat daher

Ed(py~qdX

oder nach Division mit dx
iT^y___

dxÿ ^ ' (2)

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve. Wenn
5*
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q analytisch als Funktion von x gegeben ist, findet man daraus 
die endliche Gleichung der Seilkurve durch zweimalige Integra­
tion. Hierbei treten zwei willkürliche Integrationskonstanten 
auf. Da auch der Horizontalzug H des Seilpolygons willkürlich 
gewählt werden kann, enthält die allgemeine Gleichung der Seil­
kurve drei willkürliche Konstanten. Dies entspricht dem Um­
stande, daß zu einer gegebenen Belastungsfläche beliebig viele 
Seilkurven gezeichnet werden können. Um eine unter ihnen 
näher zu kennzeichnen, müssen noch besondere Bedingungen 
hinzutreten, die zur Ermittlung der Integrationskonstanten und 
des Horizontalzuges H ausreichen.

Für den besonders häufig vorkommenden Fall einer gleich­
förmigen Lastverteilung soll die Rechnung sofort weiter 
durchgeführt werden. Wenn q konstant ist, so erhält man aus 
Gl. (2) durch zweimalige Integration

- - «* +
Hy = — q — -j- x -j- 6 j,

wenn die Integrationskonstanten mit Cl und C2 bezeichnet wer­
den. Die Seilkurve bildet demnach eine Parabel.

Seile, Ketten oder dünne Drähte, deren Biegungswiderstand ver­
nachlässigt werden kann und die eine der horizontalen Richtung 
nach wenigstens annähernd gleichförmig verteilte Belastung zu tragen 
haben, kommen bei Ketten- und Kabelbrücken, bei Telegraphenlei­
tungen und bei Drahtseilbahnen vor. Ein Telegraphendrabt z. B., 
der zwischen zwei weit voneinander entfernten Stützen ausgespannt 
ist, bat seine Eigenlast, zuzüglich einer im Winter bei Rauchfrost 
oder Schneefall ihm anhaftenden Eislast zu tragen, die als der ganzen 
Länge nach gleichförmig verteilt angenommen werden kann. Freilich 
ist die Eigenlast streng genommen der Bogenlänge und nicht der 
Abszisse x proportional. Wenn der Draht, wie es gewöhnlich zutrifft, 
ziemlich flach gespannt ist, ist der Unterschied aber geringfügig, und 
er kommt um so weniger in Betracht, als die Schneebelastung, die 
unter Umständen erheblich mehr ausmachen kann als das Eigen­
gewicht, eher proportional mit x als mit der Bogenlänge angenommen 
werden kann. Der Biegungswiderstand des Drahtes kommt in sol­
chen Fällen gar nicht in Betracht; der Draht kann vielmehr bei den

(3)



großen Krümmungshalbmessern, um die es sich dabei handelt, als 
ein vollkommen biegsames Seil angesehen werden.

In Abb. 40, die sich auf einen solchen Fall bezieht, sind 
A und B die beiden Stützen, zwischen denen der Draht aus­
gespannt ist. Dabei ist angenommen, daß 
beide gleich hoch liegen. Der Ursprung 
des Koordinatensystems ist auf die linke 
Stütze A und die X-Achse in die Verbin­
dungslinie AB gelegt. An beiden Stützen gilt die Grenzbedin­
gung, daß y zu Null werden muß. Hieraus folgen die Werte 
der Integrationskonstanten C1 und C2 in Gl. (3); C2 muß zu Null 
werden und Gx folgt aus
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Abb. 40.

0 = -4’ + C1izuC1-^.

Die Parabelgleichung geht damit über in

Sy~ę

Den Pfeil f der Seilkurve in der Mitte findet man hieraus zu

qx2
(4)2

' SH SH’ (5)

wobei in der letzten Form unter Q die Gesamtbelastung ql des 
Seiles oder Drahtes zu verstehen ist. Umgekehrt hat man auch

h=Q-, (6)8 f’

und damit ist der Horizontalzug der Seilkurve bekannt für den 
Fall, daß die Durchhängung f des 'Seiles gegeben ist.

So wird die Aufgabe gewöhnlich gestellt. Es kann aber auch 
Vorkommen, daß zur Ermittlung von H nicht f\ sondern die 
Länge des Seiles, das zwischen den Punkten A und B aufgehängt 
werden soll, gegeben ist. Dafür ist die Aufstellung einer Glei­
chung zwischen f und der Bogenlänge der Parabel erforderlich, 
also die Lösung einer rein geometrischen Aufgabe. Von dieser 
kann hier abgesehen werden; dagegen soll eine Näherungsformel, 
von der man bei flachen Parabelbögen mit Vorteil Gebrauch 
machen kann, abgeleitet werden.



Führt man hier den Wert von 
integriert von 0 bis Z, so erhält man

aus der Parabelgleichung ein und

6 -A1 +o

Die Integration kann leicht bewerkstelligt werden und liefert

qH*
24 ÏP'

Schließlich kann auch noch der Wert von H aus Gl. (5) oder Gl. (6) 
eingesetzt werden, womit die vorige Gleichung übergeht in

(?)b = l -f

8 f
(8)6 = l -f 3 l '

Yon diesen Näherungsformeln kann man z. B. mit Vorteil Gebrauch 
machen, um den Einfluß, den eine Temperaturänderung des Drahtes 
auf f und damit auch auf H ausübt, zu berechnen. Hierbei kann es 
(bei sehr flachen Bögen) auch nötig werden, die elastische Verlänge­
rung des Drahtes unter dem Einflüsse des Horizontalzuges H in Be­
rücksichtigung zu ziehen. Unter den Aufgaben am Schlüsse des Ab­
schnittes findet man einige Beispiele, die sich auf Fragen dieser Art 
beziehen.
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Versteht man unter ds die Länge eines Bogenelementes, so hat man

ds

Bei einem flachen Bogen ist ~ überall ein kleiner Bruch. Vernach­
lässigt man das Quadrat davon ganz gegen die Einheit, so kann in 
erster Annäherung ds = dx und die ganze Bogenlänge gleich der 
Entfernung l der beiden Stützen gesetzt werden. Diese Annäherung 
genügt aber bei manchen Aufgaben nicht, nämlich immer dann nicht, 
wenn es sich gerade um den Unterschied der Bogenlänge b von l 
handelt. Man erhält dann eine bis auf kleine Größen höherer Ord­
nung genaue Annäherung, wenn man die Wurzel nach dem binomi­
schen Satze entwickelt und sich auf die Beibehaltung der beiden 
ersten Glieder beschränkt. Man setze also

ds
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§ 15. Die Kettenlinie.
Wenn ein Seil, das nur sein Eigengewicht zu tragen hat, 

stärker durchhängt, als bisher vorausgesetzt war, genügt die vo­
rige Annäherung nicht mehr. Man muß dann von vornherein 
Rücksicht darauf nehmen, daß die Belastung jedes Seilelementes 
nicht dem zugehörigen Abszissenelemente, sondern dem Bogen­
differentiale proportional ist. Die einer solchen Belastung ent­
sprechende Seilkurve wird als eine Kettenlinie bezeichnet.

Mao kann die Theorie der Kettenlinie zwar unmittelbar an 
die vorher schon abgeleitete Differentialgleichung der Seilkurve 
anknüpfen; da sich aber die Rechnungen bei einer etwas anderen 
und für diesen Fall zweckmäßigeren Wahl des Koordinatensystems 
einfacher gestalten, soll von den vorausgehenden Entwicklungen 
kein Gebrauch gemacht werden.

In Abb. 41a ist eine Kettenlinie gezeichnet. Die X-Achse des 
Koordinatensystems fällt mit der Symmetrieachse zusammen, 
während die horizontale X-Achse um einen später noch näher 
anzugebenden Abstand a unterhalb des Scheitels der Kurve lie­
gen soll. Die Ordinaten y 
werden hier im Gegensätze 
zu der bei der Ableitung der 
allgemeinen Differentialglei­
chung der Seilkurven getrof­
fenen Festsetzung nach oben 
hin positiv gerechnet. Im 
Punkte xy der Kettenlinie 
ist eine Tangente gezogen, 
die den Winkel <p mit der 
X-Achse bilden möge. Par­
allel zu ihr ist im Kräfte­
plane, Abb. 41b, ein Pol­
strahl gezogen, der die Seilspannung im Punkte xy angibt. 
Außerdem ist auch noch ein zweiter Polstrahl gezogen, der zu 
einem dem vorigen unendlich nahe benachbarten Punkte ge­
hören soll. Zwischen beiden Punkten liegt das Bogendifferen-

A 'S
yds

/ \y-
■a, r
x ■X(<p

Abb. 41b.Abb. 41 a.



tial ds der Kettenlinie, dessen Gewicht gleich yds gesetzt wer­
den kann, wenn man unter y das Gewicht der Längeneinheit des 
Seiles versteht. Man hat wieder wie bei der ähnlichen Entwick­
lung des vorigen Paragraphen

tg cp — oder auch =

und wenn wir zum nächsten Punkte übergehen:

oder in Form einer Differentialgleichung geschrieben:

dx- 1 dx
Da H und y konstant sind, kann die Gleichung sofort einmal 
integriert werden. Man erhält

(9)

Hÿt-ys+C.

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung, 
daß im Scheitel gleich Null ist. Zählen wir also die Bogen­
länge s bis zum Punkte xy vom Scheitel aus, so muß 0=0 
sein, und die Gleichung geht über in

H — ys.

Diese Gleichung lehrt uns bereits eine merkwürdige Eigen­
schaft der Kettenlinie kennen: sie zeigt, daß die trigonometri­
sche Tangente des Neigungswinkels cp proportional der 
Bogenlänge s wächst.

Um zur endlichen Gleichung der Kettenlinie zu gelangen, 
müssen wir aber zu Gl. (9) zurückkehren und darin ds durch 
dx und dy mit Hilfe des Pythagoräischen Satzes ausdrücken 
Die Gleichung geht dann über in

(10)

(11)

Die Variable y selbst kommt in dieser Gleichung nicht vor. Be­
zeichnen wir den ersten Differentialquotienten von y nach x vor­
übergehend mit p, so läßt sie sich in der Form
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H^-rVi + r

anschreiben, die in bezug auf die Variable p von der ersten Ord­
nung ist. Um die Gleichung zu integrieren, ordnen wir sie wie 
folgt: dp = ydx,H

V1 + ps
und von da können wir unmittelbar zur Stammgleichung ge­
langen, indem wir beiderseits integrieren. Dabei ist die Integral­
formel r ^

J V1 ■f*2,ä
zu beachten, von deren Richtigkeit man sich leicht durch Aus­
führung der Differentiation an dem Logarithmus überzeugt. Die 
vorhergehende Gleichung liefert daher

“ lg (p + V1 + P*)

Hlg(p + ]/l Hbp2) — yx -f Cx.
Auch die hierbei auftretende Integrationskonstante Gx ist wegen 
der Grenzbedingung p = 0 für x = 0 gleich Null zu setzen. Geht 
man ferner vom Logarithmus zum Numerus über, so erhält man

yx
p -f Y1 + p2 = eu.

Diese Gleichung lösen wir nach p auf; sie ist, wie man dabei 
findet, nur scheinbar vom zweiten Grade, in Wirklichkeit viel­
mehr vom ersten Grade in bezug auf p, und die Lösung lautet

— e HJ-

Die auf der rechten Seite stehende Funktion von ~ kommtJjL
öfters vor, und man hat ihr wegen der Verwandtschaft, in der 
sie zu den goniometrischen Funktionen steht, die Bezeichnung 
des hyperbolischen Sinus gegeben. Gebraucht man dafür die Be­
zeichnung sinh und erinnert man sich zugleich der Bedeutung 
von p, so läßt sich die Gleichung auch in der kürzeren Form

, == sinh ^dx H
anschreiben. Setzt man diesen Wert von in Gl. (10) ein, so 
findet man auch die Bogenlänge s als Funktion von x, nämlich

/ r* 
\eu (12)P =

dy (13)

73§15. Die Kettenlinie
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H . , y x — sinh -Vr •y ii
(14)s =

Um auch y zu erhalten, müssen wir Gl. (13) noch einmal in­
tegrieren. Wer mit den Hyperbelfunktionen ein wenig bekannt 
ist, weiß schon, daß das Integral von sinh den hyperbolischen 
Kosinus liefert. Im anderen Falle braucht man aber nur auf 
Gl. (12) zurückzugehen und die leicht auszuführende Integration 
an den Exponentialfunktionen yorzunehmen. Man erhält dann

yx'H l(r4^
y = yyVe +e
jf

Der Faktor von — bildet jene Funktion, die man den hyperboli-

*) + ct. (15)

sehen Kosinus nennt. Die neu auftretende Integrationskonstante 
Cg ist aus der Bedingung zu ermitteln, daß y — a wird für x = 0. 
Wir wollen nun den Abstand a, dessen Größe bisher unbestimmt 
gelassen wurde, so wählen, daß auch die Integrationskonstante 
Oa verschwindet, damit wir zu möglichst einfachen Formeln ge­
langen. Für x — 0 geht Gl. (15) über in

a - j +
und Cg verschwindet daher, wenn wir

II (16)a = —

Y
wählen. Hiermit nimmt die Gleichung der Kettenlinie die ein­
fache Form

y — a cosh ~

an. Der Wert von a läßt, wie aus Gl. (16) hervorgeht, wenn man 
sie in der Form H = a y schreibt, eine anschauliche Deutung zu. 
Es ist nämlich jene Seillänge, deren Gewicht gleich dem Hori­
zontalzuge der Kettenlinie ist.

Auch für die Seilspannung S an irgendeinem Punkte xy der 
Kettenlinie kann man einen einfachen Ausdruck aufstellen. Zu­
nächst hat man, wie aus Abb. 41b hervorgeht,

V=Htg(p und S = UVY+ tg*(p = Hyr+V\ 
wenn die vorher schon gebrauchte Abkürzung p für oder tg cp

(17)
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wieder benutzt wird. Setzt man p aus Gl. (12) ein, so erhält man
yx\2

V i -f p- = -e H
/ yx yx\

_i.(cï+e-ï)_coshÿ.

Setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung ein und drückt 
zugleich H nach Gl. (16) in a aus, so findet man

S = ay cosh-~ ,

und mit Rücksicht auf Gl. (17) geht dies über in
S = yy.

Die Seilspannung ist daher an jeder Stelle der Ordinate y pro­
portional, und die Gleichung H — ay ist nur als ein besonderer 
Fall von Gl. (18) anzusehen, da der Horizontalzug H zugleich 
die Spannung im Scheitel der Kettenlinie angibt.

Für die Hyperbelfunktionen hat man Tafeln ausgerechnet, die 
ganz ähnlich eingerichtet sind wie die Tafeln der goniometrischen 
Funktionen. Sie sind zwar nicht so häufig verbreitet wie die gewöhn­
lichen Sinustafeln, aber doch in manchen Logarithmentafeln und in 
vielen anderen Tabellenwerken wenigstens in auszugsweiser Form zu 
finden. Auch das bekannte Werk „Hütte, Des Ingenieurs Taschen- 
buchu enthält solche Tafeln. Mit deren Hilfe »gestalten sich die Zah­
lenrechnungen über Kettenlinien auf Grund der voransgehenden For­
meln in manchen Fällen fast noch einfacher, als wenn man — hei 
flachen Kurven — Parabeln an Stelle der Kettenlinien annimmt.

(18)

§ 16. Die Momentenfläche.
In Abb. 42 a sind die Kräfte $ß2 . . . durch ein Seileck 

©o©!... verbunden, wozu der Kräfteplan Abb. 42 b gehört. Man 
lege irgendwo einen Schnitt 66 durch den Seilzug, der ihn im 
Punkte C trifft. Es handle sich darum, das statische Moment 
aller links vom Punkte C liegenden Kräfte $ß15 $ß2, $ß3 in bezug 
auf diesen Punkt als Momentenpunkt festzustellen. An diesem 
Momente wird nichts geändert, wenn wir auch die Kräfte ©0 
und ©0', die sich gegenseitig auf heben, mit einrechnen. Nun 
war aber ©0 mit allen links vom Schnitte liegenden Kräften
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zur Resultierenden ©3 vereinigt, die durch den Momentenpunkt C 
geht und deren Moment daher verschwindet. Das Moment der 
links von C liegenden Kräfte ist daher dem Momente von ©0' 
gleich. Zerlegen wir noch ©0' im Punkte D, in dem es von dem

in senkrechter Richtung 
geführten Schnitte 66 ge­
troffen wird, in eine hori­
zontale Komponente JOTund 

r^j eine vertihale Komponente 
y q V, so verschwindet das Mo- 
v ment von V, und das ge­

suchte Moment der links 
. von C liegenden Kräfte ’p 

kann daher

Ä

S,
%Vx

j w
N I
Iv1 ff ^

\

V

%

M = Hy
gesetzt werden, wenn unter 

y der Abschnitt CD auf der durch den Punkt C in lotrechter 
Richtung geführten Linie zwischen den Richtungen der Seil­
strahlen <S3 und ©0' verstanden wird.

Von dieser Anwendung des Seileckes zur Ermittlung der 
statischen Momente gegebener Kräfte wird namentlich Gebrauch 
gemacht, wenn die Kräfte alle parallel zueinander gerichtet 
sind. Geht dann der Schnitt 66 ebenfalls parallel zu ihnen, so 
ist es gleichgültig, welchen Punkt der Richtungslinie von 66 
man als Momentenpunkt wählt. Man spricht daher in diesem 
Falle oft nur von dem Momente M aller links von einem Schnitte 
liegenden Kräfte, ohne einen bestimmten Momentenpunkt zu be­
zeichnen, auf den sich das Moment beziehen soll. Da ferner H 
für alle Schnitte 66 denselben Wert hat, so ist M überall der 
Strecke y proportional. Die zwischen dem Seilecke und dem 
Seilstrahle @0' liegende Fläche wird aus diesem Grunde als die 
Momentenfläche bezeichnet.

Die wichtigste Anwendung dieser Betrachtungen wird durch 
Abb. 43 dargestellt. In Abb. 43a ist ein Balken gezeichnet, der 
auf zwei Stützen aufruht und die Lasten 1, 2 . . . trägt. Diese 
und die zugehörigen Auflagerkräfte sind durch das geschlossene

(19)
Abb. 42 b.Abb. 42 a.

«V

V
v



Seileck, das darunter gezeichnet ist, miteinander verbunden. Wie 
man die Auflagerkräfte A und J5 im Kräfteplane Abb. 43b fin­
det, ist schon von früher her bekannt.

Das statische Moment aller links von irgendeinem Schnitte 
66 liegenden Kräfte, mit Ein­
schluß des Auflagerdruckes A, 
ist von Wichtigkeit, weil von 

ihm die Biegungsbeanspru­
chung des Balkens in diesem 
Querschnitte abhängt. Es wird v 
als das Biegungsmoment ^ 
bezeichnet. Damit der Auflager- 0 
druck A von vornherein in das 
Seileck mit eingeschlossen ist, 
betrachten wir die Schlußlinie 
als den ersten Seilstrahl @0, der dann mit A zu zusammen­
gesetzt ist. Den Momentenpunkt C wählen wir wiederum auf 
dem Schnitte der Linie 66 mit dem Seilzuge. Wie vorher kann 
dann das Biegungsmoment gleich dem Momente von <S0' oder 
gleich Hy gesetzt werden, wenn die Buchstaben dieselbe Bedeu­
tung behalten wie im vorigen Falle. Die Momentenfläche ist 
die von dem geschlossenen Seilecke umgrenzte Fläche; sie ist in 
der Abbildung schraffiert. Das Biegungsmoment ist für jeden 
Querschnitt dem in die Momentenfläche hineinfallenden lotrechten 
Abschnitte y proportional. Man kann daher z. B. sofort erken­
nen, an welcher Stelle das Biegungsmoment bei der gegebenen 
Laststellung seinen größten Wert annimmt, indem man mit dem 
Zirkel in der Hand den größten Abschnitt y aufsucht. Gerade 
darauf, daß man nicht nur für einen bestimmten Querschnitt, 
sondern sofort für alle Querschnitte die zugehörigen Biegungs­
momente findet, beruht der Vorteil des graphischen Verfahrens 
gegenüber der Aufsuchung des Biegungsmomentes durch Rech­
nung, die freilich an sich auch gar keine Schwierigkeiten macht.

Man nehme z. B. an, daß es sich darum handele, für jeden Quer­
schnitt eines Brückenträgers das größte Biegungsmoment festzustellen, 
das in ihm während der Überfahrt eines Eisenbahnzuges von gegebener

<r

r sl ■^2*0TZD
im

v t
ĆT

Abb. 43 a. Abb. 43 b.
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Zusammensetzung auftritt. Man hat es dann mit einer Gruppe fest 
miteinander verbundener Lasten zu tun, deren Stellung zur 
Brücke alle möglichen Lagen annehmen kann. Man vereinigt zunächst 
die Lasten durch irgendein Seileck. Dann denkt man sich die Lasten­
gruppe in Buhe und den Brückenträger dagegen verschoben, wobei 
man eine hinreichende Anzahl aufeinanderfolgender Stellungen heraus­
greift. Die jeweilige Stellung des Brückenträgers relativ zum Eisen­
bahnzuge wird schon durch zwei in lotrechter Richtung gezogene 
Linien, die durch die Stützpunkte gehen und deren Abstand daher 
gleich der Spannweite des Balkens ist, hinreichend gekennzeichnet. 
Man trägt die zugehörige Schlußlinie ein und hat damit sofort die 
Momentenfläche für die betreffende Stellung gefunden. Jeder anderen 
Stellung entspricht eine andere Momentenfläche, zur deren Ermitt­
lung wiederum schon das Einzeichnen einer neuen Schlußlinie genügt. 
Man könnte nun mit Hilfe des Zirkels für jeden Querschnitt den 
größten Wert von y in allen diesen in derselben Zeichnung vereinig­
ten Momentenflächen aufsuchen. Übersichtlicher wird es aber, wenn 
man in einer zweiten Figur den Balken in unveränderlicher Stellung 
zeichnet und alle Momentenflächen, auf dieselbe Schlußlinie bezogen, 
nämlich von der Balkenachse selbst aus, übereinander abträgt. Man 
hat dann nur nötig, eine Umhüllungslinie freihändig einzutragen, die 
alle diese Momentenflächen umschließt. Dadurch erhält man die 
Maximalmomentenfläche, deren Ordinaten für jeden Querschnitt 
das größte in ihm während des Vorbeifahrens des Eisenbahnzuges 
auftretende Biegungsmoment angeben. In Aufgabe 19 am Schlüsse 
des Abschnittes ist dies durchgeführt. Man kann auch durch Rech­
nung nachweisen, daß der Umriß der Maximalmomentenfläche durch 
Parabelbögen gebildet wird, die sich polygonartig aneinander schließen.

Aus diesen Betrachtungen läßt sich ferner ein einfacher Satz 
ableiten, der besondere Erwähnung verdient. Zeichnet man näm­
lich zu denselben gegebenen Lasten zwei verschiedene Seilecke 
mit den Horizontalzügen Hi und Hn, so stellt jedes von ihnen 
nach Einträgen der Schlußlinie eine Momentenfläche dar. Das 
Biegungsmoment hat aber für jeden Querschnitt des Balkens 
einen bestimmten Wert, der nur von der Belastung abhängt und 
nicht von den besonderen Annahmen, die den verschiedenen Seil­
ecken zugrunde liegen. Für jeden Querschnitt muß daher

yLHi = 2/hĘi
sein, wenn yI aus der ersten und yu aus der zweiten Momenten­
fläche entnommen ist. Hatte man die beiden Seilecke mit glei-



chen Horizontalzügen entworfen, ohne daß sich jedoch die bei­
den Pole im Kräfteplane zu decken brauchen, so ist hiernach

Vi = V u
zu setzen, gültig für jeden Querschnitt des Balkens oder auch 
für jeden Schnitt durch die beiden Momentenflächen parallel zur 
Lastrichtung.
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§ 17. Besondere Fälle der Momentenflâche.
Bei größeren Brückenbauten wird die bewegliche Last nicht 

unmittelbar von den Hauptträgern selbst aufgenommen. Dazu 
dient vielmehr eine „Fahrbahntafel“, die sich ihrerseits auf die 
Hauptträger stützt. Die 
Stützpunkte sind ge­
wöhnlich in gleichen 
Abständen voneinan­
der angeordnet. Als 
Lasten an den Haupt­
trägern sind hier nicht 
die unmittelbar gege­
benen Lasten, sondern 
die von der Fahrbahntafel darauf übertragenen Auflagerkräfte 
anzusehen. Die diesem Falle der „mittelbaren Belastung“ 
entsprechende Momentenfläche kann indessen aus dem Seilecke 
der gegebenen Lasten stets leicht gefunden werden.

In Abb. 44a ist ein auf zwei Stützen ruhender Balken ge­
zeichnet, dessen ganze Länge durch die Zwischenträger a, b, c 
in drei Teile geteilt ist. Auf die Zwischenträger wirken die 
Lasten 1, 2, 3 ..., und der Balken ist nur an den Auflagerstellen 
I und II durch die dort übertragenen Auflagerdrücke der Fahrbahn­
tafel belastet. Man soll die dazu gehörige Momentenfläche bilden.

Zu diesem Zwecke zeichnet man zunächst mit Hilfe des 
Kräfteplanes Abb. 44 b einen Seilzug, der die gegebenen Lasten 
verbindet, und trägt die Schlußlinie ein. Man hätte damit schon 
die Momentenfläche, wenn die Lasten unmittelbar an dem Balken 
angriffen. Hierauf zieht man lotrechte Linien durch die Knoten-
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Abb. 44a. Abb. 44 b.



punkte I, II, wodurch der Seilzug in ebenso viele Abschnitte ge­
trennt wird, als Zwischenträger a, b, c vorhanden sind. Jeder 
dieser Seileckabschnitte kann als ein dem betreffenden Zwischen­
träger und den von ihm aufgenommenen Lasten entsprechendes, 
besonderes Seileck aufgefaßt werden. Man trage auch die zu 
diesen Abschnitten gehörigen, in Abb. 44 a durch starke Striche 
hervorgehobenen Schlußlinien ein. Parallelen dazu in Abb. 44b, 
die ebenfalls durch starke Striche gekennzeichnet sind, schneiden 
auf der Lastlinie die Auflagerkräfte ab, die von der Fahrbahn­
tafel auf den Hauptträger übertragen werden. Mit Ia ist in der 
Abbildung der Auflagerdruck bezeichnet, der vom Zwischen­
träger a auf den Stützpunkt I übertragen wird, und Ib gibt den 
auf denselben Stützpunkt vom Zwischenträger b her gelangen­
den Druck an.

Die vom Hauptträger selbst aufgenommenen Lasten bestehen 
hiernach am Punkte I aus Ia -j- P und am Punkte II aus IP -f- IIe. 
Zu diesen Lasten wäre von neuem ein Seileck zu bilden. Man 
sieht aber, daß dieses schon fertig vorliegt, ohne daß man noch 
weitere Linien zu ziehen braucht. Denn die stark ausgezogenen 
Polstrahlen im Kräfteplane, die wir vorher als Schlußlinien der 
kleinen Seileckabschnitte aufzufassen hatten, bilden sofort schon 
den Kräfteplan, der zu den Lasten Ia P und IP + IIe gehört, 
und ihm entspricht im Lageplane auch der Zug der stark aus­
gezogenen Linien als Seilzug. Die Schlußlinie ist dieselbe wie 
beim Seilzuge für die unmittelbar gegebenen Lasten 1,2... 
Hiernach stellt die in der Abbildung durch Schraffierung hervor­
gehobene Fläche zwischen dieser Schlußlinie und dem durch 
starke Striche angegebenen Seilecke die gesuchte Momentenfläche 
des Hauptträgers dar. Die weiß gelassenen Flächen zwischen 
beiden Seilzügen bilden die Momentenflächen für die Zwischen­
träger a, b, c. Man erkennt hieraus auch, in welcher Weise 
sich das gesamte Moment der links von irgendeinem Schnitte 
liegenden äußeren Kräfte am ganzen Verbände auf ein durch 
die Biegungsfestigkeit des Hauptträgers aufzunehmendes Mo­
ment und auf ein anderes verteilt, das von dem durch den glei­
chen Schnitt getroffenen Zwischenträger aufzunehmen ist.
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Zugleich bemerkt man, daß das Einträgen der Parallelen zu 
den Schlußlinien der einzelnen Seileckabschnitte in den Kräfte­
plan nur für den Zweck des Beweises nötig war. Nachdem dieser 
einmal geführt ist, braucht man die Parallelen bei den Anwen­
dungen gar nicht mehr zu ziehen. Es genügt dazu, nach Auf­
trägen des Seilzugs, der die unmittelbar gegebenen Lasten ver­
bindet, von den Knotenpunkten, in denen zwei Zwischenträger 
Zusammenstößen, Senkrechte zu ziehen und deren Schnittpunkte 
mit den Seileckseiten durch Linien zu verbinden. Das auf diese 
Weise gewonnene, dem Seilzuge eingeschriebene Vieleck schließt 
dann in Verbindung mit der Schlußlinie des ganzen Seilzuges 
die Momentenfläche für den Hauptträger ein.

Ist z. B. eine gleichförmig verteilte stetige Belastung auf der 
Fahrbahn gegeben, so geht das dieser zugehörige Seileck, wie aus 
den Untersuchungen in § 14 folgt, in eine Parabel über, und die 
Momentenfläche für den Hauptträger wird durch das in der ange­
gebenen Weise der Parabel eingeschriebene Vieleck gebildet.

In Abb. 44 a waren nur drei Zwischenträger angenommen. Trotz­
dem wich auch hier schon die Momentenfläche für die mittelbare Be­
lastung nur wenig von jener ab, die der unmittelbaren Belastung des 
Hauptträgers durch die gegebenen Lasten entsprochen hätte. Die 
Abweichung wird um so geringer, je größer die Zahl der Zwischen­
träger oder je größer die Zahl der Knotenpunkte I, II . . . ist, an 
denen der Hauptträger die Fahrbahntafel stützt. Da nun diese Zahl 
in der Regel ziemlich groß ist (gewöhnlich mindestens 8 oder 10), 
kommt der Unterschied zwischen beiden Momentenflächen meistens 
gar nicht in Betracht, und man behandelt daher den Fall gewöhnlich 
so, als wenn die Lasten unmittelbar am Hauptträger angriffen. — 
Wenn einer der Zwischenträger gar keine Last trägt, fällt übrigens 
der zugehörige Seileckabschnitt von selbst schon gerade mit dem 
Umrisse der Momentenfläche für den Hauptträger zusammen.

Ein anderer Fall wird durch Abb. 45 a dargestellt. Ein 
Träger reicht über zwei Öffnungen, ist aber, um die statische 
Unbestimmtheit, die sonst hereinkäme, zu vermeiden, bei D in 
zwei Teile getrennt, die durch ein Gelenk miteinander Zusammen­
hängen. Hiernach wird die rechts liegende Öffnung durch einen 
Balken überdeckt, der bis D in die linke Öffnung hinein vor­
kragt und auf den sich bei D ein nur von A bis D reichender,

Föppl, Graphische Statik 4. Aufl.
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kürzerer Balken stützt. Träger verbin düngen dieser Art werden 
im neueren Brückenbaue häufig angewendet; man bezeichnet sie 
als Kragträger oder nach dem Konstrukteur, der sie zuerst

in sorgfältiger Ausbildung 
und in größerem Maßstabe 
zur Anwendung brachte, 
als Gerbersche Träger. 
Der Vorteil, der mit dieser 
Anordnung verbunden ist, 
wird sich aus der weiteren

A, kB C
D

A AAT
/-? ©A\Æ*' t

j/T!t ^ 6»
Betrachtung alsbald er­
geben.*1

Um die MomentenflächeAbb. 45 b.

zu erhalten, verbindet man zunächst die Lasten 1,2... durch 
einen Seilzug. Dieser wird durch eine vom Gelenke D aus ge­
zogene Senkrechte in zwei Abschnitte geteilt, und der linke Ab­
schnitt davon bezieht sich sofort auf den die Spannweite von A 
bis D selbständig überbrückenden Balken. Trägt man für diesen 
Abschnitt die Schlußlinie ein, so hat man ohne weiteres die zu 
dem linken Balken gehörige Momentenfläche, die durch eine 
Schraffierung hervorgehoben ist.

Man denke sich ferner auch die Auflagerkräfte A, B, C in 
den Seilzug mit einbezogen. Da sie mit den gegebenen Lasten 
im Gleichgewichte stehen, muß das Seileck zu einem geschlosse­
nen werden. Der Auflagerdruck, den der linke Balken auf den 
rechten im Gelenke D überträgt, kommt hierbei nicht in Be­
tracht, weil ihm nach dem Wechselwirkungsgesetze ein gleich 
großer, aber entgegengesetzt gerichteter Druck vom rechten 
auf den linken Balken gegenübersteht und beide als innere 
Kräfte ohne Einfluß auf die Gleichgewichtsbedingungen zwischen 
den äußeren Kräften sind, sobald man die Kräfte an dem ganzen 
Trägerverbande ins Auge faßt. Das Gelenk D hat nur zur Folge, 
daß das Biegungsmoment an dieser Stelle zu Null werden muß, 
und beim Einträgen der Schlußlinie für den linken Abschnitt des 
Seileckes ist von dieser Bedingung bereits Gebrauch gemacht.

Die Schlußlinie des linken Seileckabschnittes betrachten wir,

Abb. 45 ».
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wie schon im Falle der Abb. 43, als die erste Seilspannung, die 
mit dem Auflagerdrucke A zu zusammengesetzt ist, und be­
zeichnen sie, um dies bervorzubeben, mit <30. Für jeden Quer­
schnitt in der ersten Öffnung, wenn er auch rechts vom Gelenke D 
liegt, können dann alle Kräfte links vom Schnitte durch die da­
von getroffene Seilspannung und die Gegenkraft 0O' von ©0 
ersetzt werden. An der Mittelstütze greift der nach oben ge­
richtete Auflagerdruck B an. Da B in dem zuerst gebildeten 
Seilecke nicht vorkam, denken wir uns B mit @0' zu einer Re­
sultierenden vereinigt, von der wir zunächst nur wissen, daß sie 
durch den Schnittpunkt beider Richtungslinien gehen muß. Dann 
können auch in der rechten Öffnung für jeden Querschnitt alle 
links davon liegenden äußeren Kräfte durch diese Resultierende 
und die von dem Schnitte getroffene Seilspannung ersetzt werden. 
Denkt man sich ferner die letzte Seilspannung mit dem Auf­
lagerdrucke G zu einer Resultierenden vereinigt, die durch den 
Schnittpunkt dieser beiden Richtungslinien gehen muß, so sind 
nachher alle Kräfte am ganzen Träger auf diese Resultierende 
und auf die vorher besprochene Resultierende aus B und @0' 
zurückgeführt. Da aber alle Kräfte im Gleichgewichte mitein­
ander stehen, müssen sich auch die beiden Resultierenden im 
Gleichgewichte halten, d. h. ihre Richtungslinien müssen zusam­
menfallen. Man findet daher diese Richtungslinie durch Verbin­
dung der beiden Punkte, die wir von ihr bereits kennen. Nach 
Einträgen der Verbindungslinie ist das Seileck geschlossen, und 
die Momentenfläche wird durch die zwischen den Schlußlinien 
und dem Seilzuge eingeschlossenen, durch Schraffierung hervor­
gehobenen Flächen gebildet. Dabei ist zu beachten, daß die mittlere 
Fläche, deren Schraffierungsstriche von links nach rechts fallen, ne­
gativen Momenten entspricht. Alle links liegenden Kräfte ergeben 
nämlich für einen an dieser Stelle geführten Schnitt ein Moment, 
das dem Uhrzeigersinne entgegengesetzt ist, und der Balken wird 
von diesem Momente so gebogen, daß er seine Hohlseite nach 
unten hin kehrt, während die Hohlseite bei positiven Momenten, 
die in der Abbildung durch von rechts nach links fallende Schraf­
fierungsstriche gekennzeichnet sind, nach oben hin gerichtet ist.
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Auch hier ist die Überlegung, die zur Lösung führt, weitläufiger 
als die wirkliche Ausführung. Bei dieser braucht man nur darauf 
zu achten, daß zu jeder Öffnung des Kragträgers eine besondere 
Schlußlinie gehört, daß diese Schlußlinien auf den Kichtungslinien 
der Auflagerkräfte aneinander stoßen und daß sie auf den durch die 
Gelenke gezogenen Vertikalen und den Vertikalen durch die beiden 
äußersten Stützpunkte die Seileckseiten schneiden. Diese Bedingungen 
genügen in allen Fällen dieser Art, um alle Schlußlinien einzutragen. 
Die zwischen ihnen und dem Seilzuge eingeschlossenen Flächen bil­
den die Momentenflächen. Um die Vorzeichen festzusetzen, braucht 
man nur zu beachten, daß solche Trägerteile, die eine Spannweite 
für sich überdecken, ohne über die Stützen vorzukragen (wie hier 
der zwischen A und D liegende), nur positive Biegungsmomente auf­
zunehmen haben und daß bei jeder Überschneidung einer Schlußlinie 
mit dem Seilzuge ein Wechsel im Momentenvorzeichen eintritt.

Würde jede der beiden Öffnungen in Abb. 45 a durch einen Trä­
ger für sich überdeckt, der ohne Zusammenhang mit dem anderen 
wäre, wobei natürlich das Gelenk in D wegfallen müßte, so hätte man 
für jede Öffnung ohne Rücksicht auf die andere die Momentenfläche 
so wie in Abb. 43 zu zeichnen. Für die linke Öffnung würde man 
also z. B. die Schnittpunkte der Richtungslinien von A und B mit 
den Seileckseiten zu verbinden haben, um die Schlußlinie und hier­
mit die Momentenfläche für diese Öffnung zu erhalten. Denkt man 
sich diese Linie in die Abbildung eingetragen, so erkennt man sofort, 
daß die Momentenfläche dann viel größer ausfällt als vorher. Von 
der Größe der Momente hängt aber die Biegungsbeanspruchung des 
Balkens ab. Der Kragträger wird demnach durch die gegebenen 
Lasten weniger stark beansprucht, als wenn jede Öffnung für sich 
überdeckt wäre, und in diesem Umstande ist der Vorteil begründet, 
der sich durch die Gerbersche Anordnung erzielen läßt

§ 18. Die graphische Ermittlung you Trägheitsmomenten.
Das Seileck kann auch dazu verwendet werden, das Trägheits­

moment einer Querschnittsfläche für irgendeine in deren Ebene 
enthaltene Achse (und zwar gewöhnlich für eine Schwerlinie als 
Achse) zu ermitteln. Zur Begründung des Verfahrens diene 
Abb. 46. Die Belastungsfläche ist hier genau der in Abb. 38 
(S. 65) nachgebildet, und die Seilkurve, deren Konstruktion dort 
erläutert wurde, ist hier ebenfalls von dort übernommen. Nur 
die Einteilung in die Belastungsstreifen und das den Einzellasten
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entsprechende, aus Tangenten der Seilkurve bestehende Seileck 
ist in der neuen Figur weggelassen, weil diese Linien zwar zum 
Zeichnen der Seilkurve nötig sind, nachher aber nicht mehr ge­
braucht und daher fortgelöscht werden können. Verlängert man 
die äußersten Seileckseiten, also die Endtangenten der Seilkurve, 
bis sie sich schneiden, so geht durch diesen Punkt die Resul­
tierende der das Seil belastenden Gewichte, d. h. die Linie SS 
ist die Schwerlinie der Belastungsfläche.

Man betrachte ferner einen unendlich schmal zu denkenden 
Streifen dF der Belastungsfläche 
im Abstande y von SS. Ver­
längert man die Grenzlinien des 
Streifens bis zur Seilkurve und 
zieht an beiden Punkten der Seil­
kurve Tangenten, so schließen 
diese mit SS das in der Abbil­
dung schwarz hervorgehobene, 
schmale Dreieck ein. Die auf SS 
liegende Grundlinie des Drei­
eckes sei mit dg bezeichnet. Der 
gegenüberliegende Eckpunkt, 

also der Schnittpunkt beider Tan­
genten liegt auf der Schwerlinie 
des Streifens dF. Die zu dg gehörige Höhe des Dreieckes ist
daher gleich y und der Inhalt des Dreieckes gleich — dg • y.

Im Kräfteplane Abb. 46 b kann man durch Ziehen von Paral­
lelen zu den beiden Tangenten ein ebenfalls schwarz hervorge­
hobenes Dreieck abgrenzen, das dem in Abb. 46 a ähnlich ist, weil 
die Seiten parallel zueinander gehen. Man hat daher die Proportion

— = dj oder FL dg = ydF.
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dF
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Abb. 46 a. Abb. 46 b.
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Um auf die Momente zweiten Grades zu kommen, multipli­
ziere man die Gleichung mit y. Damit erhält man

y2dF = Hy dg und daher J*y2dF = HJ*y dg.



Zweiter Abschnitt. Das Seileek86
Die Summierung auf der rechten Seite kann aber unmittelbar 
ausgeführt werden. Denn das Integral gibt das Doppelte aus 
der Summe aller jener Dreiecke an, von denen vorher eines be­
sprochen wurde. Diese Dreiecke folgen alle stetig aufeinander 
und füllen den zwischen der Seilkurve, der Anfangstangente und 
der Linie SS liegenden Raum aus. Dabei ist übrigens gar nicht 
einmal nötig, daß SS die Schwer linie sei; auch für irgendeine 
andere, parallel zu SS gezogene Linie 66 bleibt die Betrachtung 
anwendbar, und die zwischen ihr, der Kurve und der Anfangs­
tangente abgegrenzte Fläche gibt nach Multiplikation mit 2H 
das Moment zweiten Grades für 66 von dem links davon liegen­
den Teile der Belastungsfläche an.

Um das Moment für die ganze Belastungsfläche zu erhalten, 
braucht man nur das Moment für die rechte Hälfte hinzuzufügen. 
Für dieses gilt dieselbe Betrachtung; es kann auch gleich dem 
Produkte aus 2H und dem zwischen der Seilkurve, der End­
tangente und der Linie SS oder 66 liegenden Flächenstücke 
gesetzt werden. Dabei ist zu beachten, daß jedes Flächenele­
ment der Belastungsfläche nur positive Beiträge zum Trägheits­
momente liefern kann; die von links und rechts her stammenden 
Beiträge sind daher ohne Vorzeichen unterschied zusammenzu­
zählen.

Ein Blick auf Abb. 46a lehrt, daß das Trägheitsmoment 
unter allen parallel zueinander gezogenen Achsen für die Schwer­
linie SS am kleinsten ausfällt. Es ist nämlich gleich dem Pro­
dukte 2 H und der zwischen der Seilkurve und ihren beiden End­
tangenten eingeschlossenen Fläche. Für eine Achse 66 vergrößert 
sich dagegen diese Fläche um das zwischen 6 6 und den beiden 
Endtangenten abgeschnittene Dreieck, das in Abb. 46a durch 
eine horizontale Schraffierung ausgezeichnet ist.

Der Horizontalzug H der Seilkurve hat die Bedeutung eines 
Flächeninhaltes. Als Lasten dienten nämlich die Flächeninhalte 
der Belastungsstreifen, und mit diesen muß H von gleicher Art 
sein. Am besten wählt man H im Kräfteplane so, daß es die Hälfte 
der Belastungsfläche F darstellt. Dies wird sofort erreicht, wenn 
man die beiden äußersten Polstrahlen in Richtungen von 45° zieht.



Dann bildet nämlich H die Höhe eines rechtwinklig gleichschenk­
ligen Dreieckes, dessen Hypotenuse die Summe aller dF, also F 
selbst angibt. Bezeichnet man ferner die zwischen der Seilkurve 
und ihren beiden Endtangenten liegende Fläche mit F' und das 
Trägheitsmoment für die Schwerlinie SS mit ©, so hat man, unter 
der Voraussetzung, daß H in der eben angegebenen Weise ge­
wählt wurde,

Die Inhalte der Flächen F und F' ermittelt man am besten 
mit Hilfe eines Planimeters.

In Abb. 47 ist das Verfahren auf ein Schienenprofil angewen­
det. — Um die Zentralellipse oder den Querschnittskern einer Quer- 
schnittsfläche zu erhalten, muß man dasselbe Verfahren für die andere 
Hauptachse wiederholen.

Außer dem bisher besprochenen Verfahren, das von Mohr 
herrührt, ist noch eine 
andere graphische Me­
thode zur Bestimmung 
von Trägheitsmomen­
ten zu erwähnen, die 
von Nehls angegeben 
ist. Freilich hat diese 
mit dem Seileck nichts 
zu schaffen; sie soll 
aber an dieser Stelle 
ebenfalls besprochen 
werden. Das Nehls- 
sche Verfahren be­
ruht auf einer ein­
fachen Umformung des 
für das Trägheitsmo­
ment aufgestellten Summenausdruckes, nämlich

,/dF-a‘j(ÿ’dF,

wobei a irgendeine beliebig zu wählende Strecke bedeutet. Man 
formt jeden Flächenstreifen dF so um, daß er in of.Füber-
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0 = F ■ F'. (20)

7/F.___
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/

Abb. 47.
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geht, und erhält dann & als Produkt aus der Summe dieser um­
geformten Flächenstreifen und aus a2.

Gewöhnlich wird bei der Anwendung des Verfahrens der Schwer­
punkt der Querschnittsfläche noch nicht bekannt sein. Man zieht dann 
irgendwo eine Parallele A A zur Schwerlinie, für die das Trägheits­
moment gesucht wird, und bestimmt sowohl das statische Moment 
als das Trägheitsmoment der Querschnittsfläche für diese Parallele

als Achse. Bei einem Schienen­
profile, das in Abb. 48 wiederum 
als Beispiel gewählt wurde, kann 
man etwa die Grundlinie dazu be­
nutzen. Dann zieht man in einem 
Abstande a, der beliebig ange­
nommen werden kann, eine Par­
allele BB zu AA. Den Quer­
schnitt denkt man sich in Strei­
fen eingeteilt, die parallel zu A A 
und BB gehen. Ein solcher Strei­
fen, der in der Abbildung durch 
Querschraffierung hervorgehoben 
ist, möge die Breite (oder auch 

yi die halbe Breite bei einem sym­
metrischen Profile) z, die Höhe 
dy und den Abstand y von A A 
haben. Dann kann dF = zdy 

und der Beitrag von dF zum statischen Momente S gleich y zdy ge­
setzt werden. Nun suche man eine Strecke z so, daß

I*------ e" 1

ir
~*t-r'

y-~

//
//y

G,//
/

A-K

Abb. 48.

ist, was durch Ziehen der aus der Abbildung ersichtlichen Linien 
ohne weiteres geschehen kann. Dann ist

S = J*ydF — J*yzdy — aJz' dy — aF',

wenn jetzt unter F' die Fläche verstanden wird, die von der durch 
die Endpunkte der z geführten Kurve umschlossen wird. Diese Kurve 
kann nach Ermittlung einer genügenden Zahl ihrer Punkte nach dem 
angenommenen Verfahren eingetragen und die von ihr umschlossene 
Fläche mit Hilfe des Planimeters ermittelt werden. Andererseits ist 
aber, wenn s den Schwerpunktsabstand von A A bedeutet, auch

F'S = sF und daher s — a -==r • (21)F
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Hierbei ist unter F der Inhalt der Querschnittsfläche zu verstehen. 
Der Schwerpunkt ist hiermit bekannt und damit auch die Schwer­
linie, für die das Trägheitsmoment gesucht wird. Anstatt die Kon­
struktion für diese Schwerlinie unmittelbar weiterzuführen, tut man 
aber besser daran, auch das Trägheitsmoment zunächst für die Achse 
ii zu ermitteln. Es sei zum Unterschiede von dem für die Schwer­
linie gültigen mit 0' bezeichnet.

Zu jedem z konstruiert man nun auf dieselbe Weise wie vorher 
ein so daß

also z" — z—aa ’
ist. Nachdem dies für eine genügende Zahl von Punkten ausgeführt 
ist, erhält man durch deren Verbindung eine zweite Kurve, die in 
der Abbildung durch eine gestrichelte Linie angegeben ist, während 
die vorige punktiert ausgezogen war. Die von dieser neuen Kurve 
umschlossene Fläche, die ebenfalls mit Hilfe des Planimeters auszu­
messen ist, sei mit F" bezeichnet. Man hat nun

a2

0' =:fifdF= fi/zdy = a?fz'äy = a2F".

Hiermit ist also in der Tat 0' bekannt. Um daraus © zu finden, be­
achte man, daß

(22)

F'2\~f) (23)0' = © -f F un(j daher 0 = a2 ^F"

ist. Damit ist die Aufgabe gelöst.

§ 19. Die elastische Linie als Seillmrve.
Ein Balken, der auf Biegung beansprucht wird, erfährt eine 

elastische Gestaltänderung, durch die seine vorher geradlinige 
Längsachse in eine Kurve übergeht, die man als die elastische 
Linie des Balkens bezeichnet. Wie Mohr gezeigt hat, kann die 
Gestalt der elastischen Linie mit Hilfe von .zwei Seilecken 
funden werden.

Rechnet man die Abszissen x im Sinne der Stabachse und 
bezeichnet man die Ordinate der elastischen Linie für den Quer­
schnitt x mit y, so gilt nach den Lehren des dritten Bandes, auf 
die ich mich hier beziehen muß, um Wiederholungen zu vermei­
den, die Differentialgleichung

ge-

(24)- M.
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Hierin ist M das Biegungsmoment für den Querschnitt x, wäh­
rend E den Elastizitätsmodul und © das Trägheitsmoment des 
Querschnittes bedeutet.

Vergleicht man
rentialgleichung einer Seilkurve (Gl. (2), S. 67)

7Tdsy _
11 dx* ~

so erkennt man, daß beide leicht zur Übereinstimmung mitein­
ander gebracht werden können. Falls ® konstant ist, braucht 
man nur q überall proportional mit M anzunehmen und zugleich 
durch geeignete Wahl von H dafür zu sorgen, daß

M _ q
E& = H

mit Gl. (24) die in § 14 abgeleitete Diffe-

- '-h

(25)

ist. Dann stimmen beide Gleichungen völlig miteinander über­
ein, und daraus folgt, daß die elastische Linie zugleich eine jener 
Seilkurven ist, die zu einer Belastungsüäche gehören, deren Or­
dinate an jeder Stelle proportional mit M ist. Um unter allen, 
die möglich sind, gerade jene herauszusuchen, die sich mit der 
elastischen Linie deckt, muß man noch die Grenzbedingungen 
beachten, die der elastischen Linie durch die Art der Auflage­
rung des Balkens vorgeschrieben sind.

Eine Fläche, deren Ordinaten mit M proportional sind, ist 
die Momentenfläche des Balkens. Diese finden wir in der aus 
§ 16 bekannten Weise mit Hilfe eines Seilecks, das wir in diesem 
Zusammenhang als das „erste“ Seileck bezeichnen wollen. Der 
Horizontalzug sei Hi, und für den früher mit y bezeichneten 
Abschnitt wollen wir, um Verwechslungen zu vermeiden, jetzt 
den Buchstaben u gebrauchen. Dann ist, wie damals gezeigt wurde,

M =- Hi u (26)
zu setzen.

Diese Momentenfläche sehe man nun als Belastungsfläche für 
ein „zweites“ Seileck an, dessen Belastungsrichtung mit jener des 
ersten übereinstimmt und dessen Horizontalzug Hn heißen soll. 
Das ist der in Gl. (25) vorkommende Wert von H, während an
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Stelle von M nach Gl. (26) Hm 
mit über in

setzen ist. Gl. (25) geht da­zu
Hm = q 
E (-) Ha ’

und wir erreichen, daß q = u wird, wenn wir
E0 (27)ffn-

annehmen. Die Dimension von Hu geht daraus ebenfalls hervor ; 
. sie ist

Hi

kg • cm4cm* = cm2.

Hu ist daher eine Fläche, und dies muß auch so sein, weil auch 
die Lasten, die mit Hu vereinigt werden sollen, durch Flächen, 
nämlich durch den Inhalt der Momentenfläche dargestellt sind.

Die Aufgabe, die elastische Linie darzustellen, kommt dem­
nach darauf hinaus, zu einer gegebenen Belastungsfläche eine 
Seilkurve zu zeichnen, deren Horizontalzug durch Gl. (27) an­
gegeben ist und die zugleich die Grenzbedingungen an den Auf­
lagern erfüllt. In dieser Form wäre aber die Lösung der Aufgabe 
aus verschiedenen Gründen unbequem, und man ändert sie daher 
noch ein wenig ab. Man kann nämlich leicht darauf verzichten, 
die wahre Gestalt der elastischen Linie auf der Zeichnung zu er­
halten — um so mehr, als sich diese nur sehr undeutlich von 
der vorher geraden Stabachse abheben würde —, wenn man nur 
anzugeben vermag, wie groß die Ordinate y an jeder Stelle ist.

Zunächst ändert man daher die Grenzbedingungen ab. Anstatt 
darauf zu bestehen, daß die elastische Linie durch die Auflager­
punkte gehen müsse, zeichnet man beim frei aufliegenden Bal­
ken irgendeine Seilkurve, die im übrigen den Bedingungen ge­
nügt, und trägt in sie eine Schlußlinie ein, so, als wenn sie selbst 
wieder als eine neue Momentenfläche benutzt werden sollte. Mißt 
man nun die Abschnitte zwischen der Schlußlinie und der Seil­
kurve, die auf lotrechten Linien gebildet werden, so geben diese 
die gesuchten Ordinaten y der elastischen Linie an. Man kann 
dies auf verschiedene Art nachweisen, am einfachsten, wenn man 
bedenkt, daß das Produkt Huy, wie auch die Seilkurve in übri­
gen konstruiert sein mag, immer denselben Wert behalten muß,

[Su] = kg
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da es das Biegungsmoment darstellt, das in einem Balken her­
vorgerufen würde, der die durch die erste Momentenfläche an­
gegebene Belastung wirklich zu tragen hätte.

Auf einer ganz ähnlichen Erwägung beruht auch die zweite 
Änderung, zu der man sich aus Rücksicht auf die bessere Aus­
führung der Zeichnung veranlaßt sieht. Rechnet man nämlich 
Hu nach Gl. (27) aus, so erhält man in praktisch vorliegenden 
Fällen eine Fläche, die ganz bedeutend größer ist als der Inhalt 
der Momentenfläche. Wählt man nun den Maßstab im Kräfte­
plane so, daß Hu die Grenzen des verfügbaren Raumes nicht 
überschreitet, so fallen die Lasten, die durch die Momentenfläche 
dargestellt werden, zu klein aus, als daß sie noch genau genug 
aufgetragen werden könnten. Dies kann auch nicht überraschen; 
denn man weiß ja in der Tat, daß sich der Balken unter den ge­
wöhnlich vorliegenden Umständen verhältnismäßig nur sehr we­
nig durchbiegt. Die elastische Linie ist daher eine sehr flache 
Seilkurve, deren Horizontalzug sehr groß gegenüber ihren Lasten 
sein muß. Wollte man darauf bestehen, die Ordinaten y der ela­
stischen Linie in der richtigen verhältnismäßigen Größe zu er­
halten, so würden sie daher in der Zeichnung so klein ausfallen, 
daß man sie mit dem Zirkel kaum noch abstechen könnte.

Man umgeht diese Schwierigkeit, indem man das zweite Seil­
eck gar nicht mit dem Horizontalzuge Hu, sondern mit einem
erheblich kleineren Hu versieht, der etwa — von Hu betragen
mag. Dies hat zur Folge, daß dann alle y in w-facher Größe, etwa 
als y, erscheinen. Man bedenke nämlich, daß auf jeden Fall

Huy = Hüy

sein muß, da, wie vorher schon bemerkt, jedes dieser Produkte 
die Bedeutung eines Biegungsmomentes für einen Balken hat 
der die durch die erste Momentenfläche angegebenen Lasten 
wirklich zu tragen hätte.

Am besten richtet man es gewöhnlich so ein, daß die y' die 
wahren Werte der y in natürlicher Größe darstellen, während 
alle übrigen Längen, also namentlich die Spannweite des Balkens,
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in stark verkleinertem Maßstabe aufzutragen sind. Hat man also 
die Zeichnung ursprünglich in ~ der natürlichen Größe angefer­
tigt, so setze man an Stelle von Hn in Gl. (27)

1E0

und man findet dann die elastische Linie in verzerrter Gestalt,

(28;

imm = 200 toj.MOO luj SS 00 7ïg. Z500 kg. 2300

> \
> r V L

<----3r/i -2r3mr -ZTTL—Ą^óni^
' t y r

Hin-
300h Jtg. X,y/ H

i
) i

1II '
! KI I

■
lTrun * 2300 cm'*

-’/u,U)X
i

Abb. 49. K----ffjj----

so daß ihre Abszissen im Maßstabe 1 : n, die Ordinaten y aber 
in wahrer Größe auszumessen sind.

In Abb. 49 ist die Zeichnung für einen bestimmten Fall, im 
Maßstabe durchgeführt. Ein I-Träger von 30 cm Höhe, dessen 
Trägheitsmoment nach den Profiltabellen 9888 cm4 beträgt, über­
deckt eine Spannweite von 11 m, über die er nach rechts hin 
noch um 3 m vorkragt, und nimmt die in die Zeichnung einge-
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tragenen Lasten auf, von denen eine senkrecht nach oben ge­
richtet ist. Unmittelbar unterhalb der Ansichtszeichnung des 
Trägers ist mit Hilfe eines Seileckes, dessen Horizontalzug H\ 
zu 5000 kg gewählt ist, die Momentenfläche gebildet. Der rechte 
Teil stellt negative Momente dar, und die ihm entsprechenden 
Lasten sind daher mit nach oben gerichtetem Pfeile in das zweite 
Seileck aufzunehmen.

Wenn der Elastizitätsmodul _L' = 2 100 000 atm angenom­
men wird, erhält man für Hu nach Gl. (27)

Jeg.
cm2

5000 kg
Beim Ausmessen der Belastungsflächen des zweiten Seilecks 

ist zu beachten, daß die Spannweite des Trägers im Maßstabe 
" 1:200 aufgetragen ist. Hiernach bedeutet 1 qmm der Momenten­

fläche in der Zeichnung in Wirklichkeit das 40000 fache oder 
400 cm2. Eine zweckmäßige Größe des zweiten Kräfteplanes er­
hält man bei der Wahl des Maßstabes 1 mm = 2500 cm2. Hier­
nach würde freilich Hu gleich 1660 mm aufzutragen sein. Hier­
von nehmen wir aber nur

9888 cm42 100 000
= 4150000 cm2.Hn-

l setzen also 
Hii = 16,6 mm

im Kräfteplane. Die Ordinaten der elastischen Linie erscheinen 
dann in hundertfacher Verzerrung oder, da der Maßstab der Län­
gen 1 : 200 ist, in der Hälfte der natürlichen Größe. Hätte man 
Hu nur halb so groß gewählt, so hätte man die Durchbiegungen 
in natürlicher Größe gefunden.

Für die Herstellung des zweiten Seileckes wurde die Momenten­
fläche in Dreiecke und Trapeze zerlegt, ln den Schwerpunkten waren 
Einzellasten anzubringen, die den Flächeninhalten proportional sind. 
Durch deren Zusammensetzung erhielt man das Tangentenpolygon, 
in das nachträglich die Seilkurve selbst mit Hilfe eines Kurvenlineals 
eingetragen werden konnte. Die Schlußlinie geht durch die Schnitt­
punkte der beiden Auflagervertikalen mit dem Seilzuge, und von ihr 
aus sind die Ordinaten der elastischen Linie auf lotrechten Linien 
abzumessen. Mit dem Zirkel findet man leicht die Stelle der größten 
Durchbiegung «/max des Trägers heraus. In dem Beispiele ergibt sich 
diese auf der Zeichnung zu 15 mm; wegen des vorher besprochenen

100
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Maßstabes bedeutet dies aber in Wirklichkeit eine Durchbiegung von 
30 mm. — Der nach rechts vom rechten Auflager aus vorkragende 
Teil des Trägers hebt sich, wie aus der Zeichnung zu erkennen ist, 
nach oben hin auf und ist mit der Hohlseite nach unten hin ge­
krümmt, wie es den negativen Biegungsmomenten entspricht. Auf 
der durch den Schnittpunkt des ersten Seilzuges mit seiner Schluß­
linie gezogenen Vertikalen liegt der Wendepunkt der elastischen Linie.

Bisher war angenommen, daß das Trägheitsmoment 0 konstant 
sei. Die Lösung wird aber nicht wesentlich geändert, wenn 0 in be­
liebiger, aber gegebener Weise veränderlich ist. Man muß dann nur, 
um die Übereinstimmung der Differentialgleichung für die elastische 
Linie mit der Gleichung der Seilkurve herzustellen, dafür sorgen,

Mdaß nun q nicht mehr mit i)T, sondern mit
ist. Man wähle irgendeinen Querschnitt des Trägers, etwa den in der 
Mitte aus, um dessen Trägheitsmoment 0m mit dem Trägheitsmomente 
0 an irgendeiner anderen Stelle zu vergleichen. Dann forme man die 
Momentenfläche so um, daß ihre Ordinaten u überall durch

u S' -‘

überall proportional
&

0
ersetzt werden. Da 0 überall gegeben sein sollte, ist dies leicht aus­
zuführen. Die so umgeformte Fläche ist danu als Belastungsfiäche 
des zweiten Seilpolygones anzunehmen, dessen Horizontalzug Hu nun 
an Stelle von Gl. (27) E0m (29)Hu —
zu wählen ist.

Unter manchen Umständen kann auch noch ein anderes Verfah­
ren am Platze sein, das in Abb. 50 zur Ausführung gebracht wurde. 
Ist das Trägheitsmoment des Trägers nämlich absatzweise konstant, 
so kann man die elastische Linie zu jedem Abschnitte von gleichem 
Trägheitsmomente genau wie in Abb. 49 konstruieren. Zu jedem 
anderen Abschnitte gehört ein anderer Ast der elastischen Linie, der 
zwar ebenfalls als Seilkurve, aber unter Anwendung eines anderen 
Horizontalzuges gebildet werden kann. Die elastische Linie setzt sich 
dann aus der Aneinanderreihung aller dieser Seilkurvenstücke zu­
sammen, die sich ohne Knick aneinanderschließen und die Grenzbe­
dingungen an den Auflagerstellen erfüllen müssen. Man beginnt mit 
der Zeichnung etwa am linken Ende, indem man den Pol Ox im 
Kräfteplane beliebig wählt. An der Übergangsstelle zum nächsten 
Aste muß der Seilstrahl eine gemeinsame Tangente an beide Äste 
bilden. Im Kräfteplane verlängert (oder verkürzt) man daher den zu­
gehörigen Polstrahl so lange, bis der Polabstand gleich dem für den 
zweiten Ast nach Gl. (27) berechneten Horizontalzuge Hu geworden



Abb. 50.

13Gl. (27) berechneten Horizontalzuge wird.
Zuletzt trägt man die Schlußlinie so ein, 
daß die Grenzbedingungen an den Auf- 
lagerstellen erfüllt sind ; von ihr aus sind ■*"' 
dann die Ordinaten der elastischen Linie y 
abzumessen.

In dem Beispiele der Abb. 50 sind die Längen im Maßstabe 
1:100 aufgetragen. In dem durch einen Doppelstrich hervorgehobe­
nen mittleren Teile des Trägers ist das Trägheitsmoment zu 17 350 cm4, 
an den beiden Enden zu 10000 cm4 angenommen. Der Horizontal­
zug Hi, mit dem die Momentenfläche konstruiert ist, beträgt 6000 kg. 
Für den Horizontalzug des ersten Astes der elastischen Linie erhält 
man nach Gl. (27) 3500000 cm2. Hiervon ist aber nur der 200. Teil 
als Huti genommen. Ebenso findet man 

2100 000 • 17 350

%
%f\

■®u’a 200 = 30362 cm2,6000

die durch 30,4 mm im Kräfteplane des zweiten Seilecks dargestellt
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ist. Den hierdurch bestimmten Punkt wählt man als Pol 02 für die 
Herstellung des zweiten Astes. Auch für jeden folgenden Ast wird 
auf diese Art ein neuer Pol gewählt; also so, daß je zwei aufein­
anderfolgende Pole auf dem Polstrahle liegen, der zu dem Seilstrahle 
an der Übergangsstelle parallel ist, und so, daß der Abstand des Pôles 
von der Lastlinie für jeden Abschnitt des Trägers gleich dem nach
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§ 20. Ermittlung von Flächeninhalten mit Hilfe des Seileckes 97

werden; als Elastizitätsmodul ist dabei wieder E = 2 100000 atm 
angenommen. Die elastische Linie erscheint in 200 fâcher Verzerrung. 
Da aber zugleich alle Längen 100 fach verkleinert sind, werden die 
Ordinaten der elastischen Linie in doppelter Größe aus der Zeich­
nung genommen. Die größte Durchbiegung ymax findet hier in der 
Mitte statt; die Zeichnung liefert dafür 11 mm, in Wirklichkeit be­
trägt daher der Biegungspfeil 5,5 mm.

Schließlich muß noch auf einige andere Fälle hingewiesen wer­
den, die gelegentlich Vorkommen können. Geht nämlich die Belastungs­
ebene nicht durch eine Querschnittshauptachse des Trägers (vgl. hier­
zu die einschlägigen Lehren des dritten Bandes), so zerlegt man die 
Biegungsmomente in zwei rechtwinklige Komponenten, so daß die 
Ebene jeder Komponente durch eine Querschnittshauptachse geht, 
führt dann für beide Komponenten die vorher beschriebene Zeich­
nung durch und findet nachträglich Größe und Richtung der gesam­
ten Durchbiegung -als geometrische Summe der Durchbiegungen in 
jenen beiden Hauptrichtungen.

Derselbe Weg führt auch zum Ziele, wenn die am Balken an­
greifenden Lasten überhaupt nicht in einer Ebene enthalten sind. Bei 
Maschinenwellen kommt es z. B. vor, daß sie durch mehrere Kräfte 
auf Biegung beansprucht werden, die zwar alle rechtwinklig zur 
Wellenachse stehen, aber nicht parallel zueinander sind (einige etwa 
lotrecht, ander^.wagrecht). Die elastische Linie wird dann eine dop­
pelt gekrümmte Kurve. Man findet ihre Projektionen, indem man zu­
erst nur die lotrechten Komponenten aller Lasten berücksichtigt, hier­
nach die Momentenfläche und das zweite Seileck aufsucht, womit man 
die Durchbiegungskomponenten im lotrechten Sinne findet, und dann 
die Untersuchung für die wagrechten Lastkomponenten wiederholt. 
Hierbei ist ein kreisförmiger Stabquerschnitt vorausgesetzt oder we­
nigstens ein Querschnitt, von dem jede Schwerpunktsachse zugleich 
eine Hauptachse ist. Aber auch im anderen Falle entsteht keine 
Schwierigkeit; man zerlegt dann alle Lasten anstatt in lotrechte und 
wagrechte in solche Komponenten, die in die Richtungen der Quer­
schnittshauptachsen fallen.

§ 20. Ermittlung von Flächeninhalten mit Hilfe 
des Seileckes.

Flächeninhalte ermittelt man am besten mit Hilfe eines Plani­
meters oder, wenn ein solches nicht zu Gebote steht, durch Zerlegen 
der Figur in einfachere Teile, deren Inhalte auf Grund geometrischer 
Sätze sofort berechnet werden können. So gelangt man z. B. auf 
jeden Fall zu einem hinreichend genauen Resultate, indem man die

Föppl, Graphische Statik. 4. Anfl. 7



Figur in schmale Streifen zerlegt, die sich als Trapeze ansehen las­
sen, den Inhalt für jeden Streifen berechnet und alle addiert, oder 
anstatt dessen durch Anwendung der Simpsonschen Regel.

Aus diesem Grunde ist eine Anwendung des Seileckes zur Be­
rechnung von Flächeninhalten, die von Culmann angegeben worden

ist, nur von geringer Bedeutung. 
Man macht indessen immerhin zu­
weilen davon Gebrauch, und sie 
soll daher hier nicht ganz über­
gangen werden.

Das Verfahren ist durch Abb. 51, 
in der es auf die Ermittlung des 
Inhaltes eines Kreisquadranten 
angewendet wurde, erläutert. In 
Wirklichkeit würde man es natür­
lich bei so einfachen Fällen nicht 
gebrauchen ; man wird aber sehen, 
daß es in derselben Form auch

--I
i__
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9' Abb. 51.

bogen durch irgendeine andere Kurve ersetzt wird.
Man teilt den Umfang der Grenzkurve (also hier den Kreisbogen) 

in eine Anzahl von gleichen oder auch ungleichen Teilen. Eigentlich 
sollte diese Anzahl unendlich groß sein ; in der Abbildung sind aber 
nur drei Teile genommen, und wenn dies auch etwas wenig ist, so 
genügt es doch fast schon zur Erzielung einer genügenden Genauig­
keit. In der Mitte jedes Bogenelementes bringt man eine in lotrech­
ter Richtung gehende Kraft an, die der Projektion des Elementes auf 
die lotrechte Richtung proportional ist. Diese Kräfte setzt man mit 
Hilfe eines Seilpolygons zusammen. Der zugehörige Kräfteplan kann 
nebenan leicht aufgetragen werden, indem man durch die Teilpunkte 
auf der Kurve Horizontalen zieht, die auf der lotrechten Lastlinie 
die Lasten in der gewünschten Größe ohne weiteres abschneiden. Den 
Pol 0 wählt man auf der X-Achse; der Horizontalzug H kann be­
liebig angenommen werden. Nachdem hierauf der Seilzug zu den 
Lasten unterhalb hergestellt ist, kann man auch noch die Seilkurve 
freihändig ein tragen, da man weiß, daß diese die Vieleckseiten auf 
den durch die Teil punkte der Begrenzungskurve der gegebenen Fläche 
gezogenen Lotrechten berührt. Man kann nun leicht beweisen, daß 
die Ordinate y der Seilkurve, von der horizontalen ersten Seilspan­
nung aus gemessen, mit dem Horizontalzuge H multipliziert den bis 
zur zugehörigen Abszisse x reichenden Teil der gegebenen Fläche angibt.

Zu diesem Zwecke denke man sich im Punkte xy der Seilkurve 
eine Tangente eingetragen, die den Winkel cp mit der Horizontalen

zum Ziele führt, wenn der Kreis-

98 Zweiter Abschnitt. Das Seileck
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bilden möge. Diesen Winkel bildet auch der zur Tangente parallel 
gezogene Polstrahl im Kräfteplane mit der Horizontalen. Bezeichnet 
man die Ordinate der Grenzkurve der gegebenen Fläche mit z, so 
hat man für tg cp die beiden Werte

dy _ z
~ dx ~ H ‘t g<P

Hdy — z dxHieraus folgt 
und daher nach Summierung von 0 bis x

Hy = ( zdx. (30)
o

Das Integral gibt aber in der Tat den bis zur Abszisse x reichenden 
Teil des Flächeninhaltes an, und der Satz ist damit bewiesen. Für 
den Inhalt des ganzen Quadranten hat man natürlich das Produkt 
aus der letzten Ordinate y und dem Horizontalzuge H zu nehmen.

Aufgaben.
11. Aufgabe. Ein Träger ist am einen Ende fest, am anderen 

Ende auf einem in schiefer Richtung gehenden Rollenlager aufgelagert; 
man soll die durch gegebene Lasten hervorgebrachten Auflagerkräfte 
ermitteln (vgl. Äbb. 52).

Lösung. Denkt man sich die gegebenen Lasten zu einer Resul­
tierenden vereinigt, so muß diese mit den beiden Auflagerkräften im 
Gleichgewichte stehen. Von dem Auflagerdrucke am beweglichen Auf­
lager kennt man von vornherein die Richtung, da diese senkrecht 
zur Auflagerbahn stehen muß. Verlängert man diese Riehtungslinie 
bis zum Schnittpunkte mit der Richtungslinie der Resultierenden aller 
Lasten, so muß durch den Schnittpunkt auch die Richtungslinie des 
am festen Auflager übertragenen Auflagerdruckes gehen. Die Größen 
beider Auflagerkräfte ergeben sich nach Feststellung der Richtungen 
einfach durch Zeichnen eines Kräftedreieckes, in dem die Resultie­
rende der Lasten die dritte Seite bildet.

Anstatt dessen kann man aber auch die Auflagerkräfte unmittel­
bar mit Hilfe eines Seilecks bestimmen. Durch dieses verbindet man 
zunächst die Lasten; durch Einbeziehen der beiden Auflagerkräfte 
muß es nachher zu einem geschlossenen werden. Hat man die Schluß­
linie, so findet man die Auflagerkräfte aus dem Kräfteplane. Inso­
fern gleicht das Verfahren vollständig dem in § 12 beschriebenen. 
Nur das Einträgen der Schlußlinie erfordert noch eine besondere 
Überlegung. Da nämlich die Richtung des Auflagerdruckes am festen 
Auflager zunächst unbekannt ist, muß man die erste Seileckseite durch

tj *
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den festen Auflagerpunkt hindurch legen, damit man den Schnitt­
punkt der ersten Seilspannung mit dem Auflagerdrucke angeben kann.

In Abb. 52 ist dies durchgeführt. Zunächst wurden die Lasten 
1, 2, 3 im Kräfteplane (52 b) aufgetragen und der Pol 0 beliebig 
gewählt. Das Seileck wird dann in Abb. 52 a vom festen Auflager­
punkte A aus gezeichnet. Die letzte Seileckseite trifft die durch den 
Auflagerpunkt B zur Richtung der Auflagerbahn gezogene Senk­
rechte 33 in einem Punkte C, der mit A verbunden die Schlußlinie S 
des Seilecks liefert. Dann trägt man S in den Kräfteplan (parallel 
zur Schlußlinie) ein und beachtet, daß die letzte Seilspannung mit 
dem Auflagerdrucke 33 eine in der Richtung der Schlußlinie fallende 
Resultierende ergeben muß. Man zieht daher die Parallele zu 33, die 
S im Punkte 0' trifft. Auch 21 ergibt sich dann sofort.

Man kann nachträglich auch den Punkt 0' als Pol eines neuen

i V. 21
\/ 2

vA / v Om
3c 3I1

Abb. 62 a.

Seilecks wählen, das mit gestrichelten Linien in Abb. 52 a eingetra­
gen ist. Bei diesem Seilecke wird die Anfangsspannung durch den 
Auflagerdruck gebildet. Man braucht hier keine Kraft willkürlich 
beizufügen, um den Seilzug herzustellen, sondern kann die in Wirk­
lichkeit schon vorhandenen benutzen. Legt man nachher einen Schnitt 
durch den Träger, so werden alle Kräfte links vom Schnitte durch 
eine einzige, nämlich durch die vom Schnitte mitgetroffene Seilspan­
nung ersetzt. Ein Seilzug von dieser Art wird auch als eine Druck­
linie bezeichnet.

Ein Seil könnte die zum Pole 0’ gehörige Gestalt des Seileckes 
unter dem Einflüsse der gegebenen Lasten freilich nicht aufrecht­
erhalten, weil in den Seilstrecken Druckspannungen vorkämen, die 
das Seil nicht aufzunehmen vermag. Man kann sich aber das Seil 
durch Stangen ersetzt denken, die an den Lastangriffspunkten gelenk­
förmig miteinander verbunden sind. Manche nennen daher das Seileck 
in diesem Falle ein Gelenkpolygon; ich werde aber an der Be­
zeichnung Seilpolygon oder Seileck auch in solchen Fällen festhalten.

Schließlich bemerke ich noch, daß man ganz ähnlich wie hier

Abb. 52 b.
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auch dann zu verfahren hat, wenn der Träger zwar als gewöhnlicher 
Balkenträger mit einem horizontal verschieblichen Rollenlager auf­
gelagert ist, dabei aber schief gerichtete Lasten trägt, wie z. B. ein 
Dachbinder, der durch Winddruck belastet ist. Auch dann ist der 
Seilzug mit der Anfangsseite durch den festen Auflagerpunkt zu füh­
ren, damit man von hier aus die Schlußlinie eintragen kann.

12. Aufgabe. Das Gewicht Q einer Lokomotive (ohne Einrech­
nung der Radsätze) soll auf 4 Achsen so verteilt werden, daß das zu 
den beiden vordersten Achsen gehörige Drehgestell den Anteil Px davon 
aufzunehmen hat, ivährcnd auf die beiden hinteren Achsen die Anteile
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Abb. 53 b.Abb. 53». f
P2 und P3 entfallen. Die Federaufhängung ist aus Abb. 53 zu ent­
nehmen. Der Schwerpunkt der Lokomotive und die Stellung der beiden 
hinteren Achsen sind gegeben. Man soll die Lage der vorderen Achse 
so bestimmen, daß die verlangte Lastenverteilung eintritt.

Lösung. Im Kräfteplane Abb. 53 b trage man zunächst die 
Lasten P3, P2, 1\ ab, beachte dann, daß der Druck auf dem Stütz­
punkte I aus der Hälfte von Ps besteht und ähnlich bei II und III. 
Dann wähle man einen Pol 0 und konstruiere zu den Lasten I, II, 
III das Seileck mit den Seilstrahlen 1, 2, 3, 4. Die Richtung der 
Last IV oder Pt ist dann so in die Zeichnung der Lokomotive ein­
zutragen, daß der Schnittpunkt A der äußersten Seileckseiten 1 und 
5 auf die gegebene Richtungslinie der Resultierenden Q fällt. Dieser
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Punkt A ist aber durch 1 und Q bereits bekannt, und eine Parallele 
durch ihn zum Polstrahle 5 im Kräfteplane liefert den Schnittpunkt B 
der Seilstrahlen 4 und 5, durch den die Last IV gehen muß. Hier­
mit ist die Lage der vorderen Achsen bekannt.

13. Aufgabe. Ein Telegraphendraht (von ungefähr 4 mm Stärke) 
iciegt 100 g für den laufenden Meter. Er soll über einer Spannweite 
von 100 m ausgespannt werden, aber so, daß die durch das Eigen­
gewicht her vor gebrachte Anspannung nicht mehr als 80 kg ausmacht; 
um wieviel muß man ihn in der Mitte durchhängen lassen?

Lösung. Man setze l — 100 m, Q — 10 kg, H = 80 kg in 
Gl. (5) ein, so erhält man f = 1,56 m.

14. Aufgabe. Um wieviel ändern sich H und f im vorhergehen­
den Falle infolge einer Temperaturerniedrigung um 200 C, wenn der

1
Ausdehnungskoeffizient zu qqqqo un^ ^er Elastizitätsmodul zu 2200 000 
atm angenommen werden?

Lösung. Wir berechnen zunächst die Bogenlänge b für den 
Pfeil f — 1,56 m nach Gl. (8)

b = l + — 100,065 m.

Diese Drahtlänge wird durch die Abkühlung um 20° um , also
um 25 mm verkürzt. Gleichzeitig wird sie aber durch die elastische 
Ausdehnung, die mit der Erhöhung des Horizontalzuges H verbunden 
ist, wieder etwas verlängert. Eine Spannung von 1 kg verlängert 
den Draht nach dem Elastizitätsgesetze um

1 kg • 100000 mmPIAl = = 0,36 mm.ËF kg 4 0,1256 cm22200000 cm

Bezeichnen wir den Horizontalzug, der sich nachher einstellt, mit x, 
so wird durch die Erhöhung um (x — 80) kg eine Verlängerung des 
Drahtes um 0,36 (x —80) 
aus b

herbeigeführt, und im ganzen wirdmm

b' = 100065 - 25 + 0.36 (x — 80) — (100011 + 0,36 x) 

Andererseits ist aber nach Gl. (7)
b = l -\-

mm.

QH.
24 JT*

oder nach Einsetzen der hier zutreffenden Werte

V - 100000 (l + mm.
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Setzt man beide Werte von b' einander gleich, so erhält man für x 
die kubische Gleichung 10711 + 0,36 a; = 24a;*
Am einfachsten erhält man deren Lösung durch Probieren und findet 
genau genug x — 95,8 kg.
Der zugehörige Biegungspfeil f folgt aus Gl. (5) zu

10 kg • 100 m
f = =*= 1,30 m,8 • 95,8 kg

und die Bogenlänge b' wird
b' = 100045,5 mm.

15. Aufgabe. Ein Drahts eil, von dem ein laufender Meter 2 hg 
wiegt, überspannt eine horizontale Entfernung von 40 m. Es hängt 
in der Mitte um 2 m durch; wie lang ist das Seil und wie starh ist 
es gespannt?

Lösung. Man sucht zunächst die Konstante a in der Gleichung 
der Kettenlinie ccy = a cosh —9 a
(GL 17, S. 74) oder den sogenannten Parameter der Kettenlinie auf. 
Man weiß, daß für a; = 20 m, ?/ = a -j- 2 m ist; a folgt daher aus 
der Lösung der transzendenten Gleichung

20a -j- 2 = a cosh —a ’
die mit Hilfe der Tafeln der Hyperbelfunktionen aufgelöst werden 
kann. Um zunächst einen Näherungswert für a zu erhalten, betrachte 
man die Seilkurve als eine Parabel, setze Q = 80 kg und berechne 

80 kg • 40 mnach Gl. (6)
= 200 kg.U = - 16 m

Nach Gl. (16) würde dies einem Werte a = 100 m entsprechen. Wir 
können daher a = 100 -f- d

setzen, worin 8 einen Wert bezeichnet, der jedenfalls klein gegen 
100 ist. Anstatt nun die Gleichung

cosh — = 1 -j----a
unmittelbar durch Probieren aufzulösen, was bei Verwendung der ge­
wöhnlich zur Verfügung stehenden vierstelligen Tafeln nicht genau 
genug möglich wäre, beachte man, daß

S- cosh x = sinh x
d x

a ts
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ist, wovon man sich auf Grund der für die Hyperbelfunktonen gül­
tigen Exponentialausdrlicke leicht überzeugt, und daß daher nach 
dem Taylorschen Satze

cosh 20 = cosh ■ . , 2° d
+ smh löö ' Ta

= cosh 0,2 — sinh 0,2 . 0,0020 • ö

20 • Ô100

gesetzt werden kann.
Verfährt man ebenso mit dem anderen Gliede der Gleichung, so 

geht diese über in
cosh 0,2 — 0,0020 • d • sinh 0,2 — 1,02 + 0,0002 • S = 0.

Aus den Tafeln entnimmt man, daß
cosh 0,2 = 1,0201 und sinh 0,2 = 0,2013

ist. Setzt man dies in die vorausgehende Gleichung ein und löst 
nach ö auf, so erhält man

6 = 0,49 und daher a = 100,49 m.
Freilich sind auch diese Zahlen wegen Verwendung von vierstelligen 
Tafeln nicht sehr genau; für die praktische Verwendung reicht die 
Genauigkeit aber immerhin aus. Nachdem a bekannt ist, findet man 
leicht alle übrigen Größen. Der Horizontalzug H ist

H — ay = 200,98 kg.
Die größte Seilspannung tritt indessen an den Aufhängepunkten auf 
und ist nach Gl. (18) \

8 = 102,49 • 2 = 204,98 kg. 
Die Länge des halben Seiles beträgt nach Gl. (14)

s = a sinh — == 100,49 sinh --2°...
a ’ 100,49 = 20,128 m.

Betrachtet man dagegen die Seilkurve als eine Parabel und berechnet 
den Bogen b nach der Näherungsformel Gl. (8), so erhält man

r • s ~ 40-297 m
gegenüber 40,256 m bei der Kettenlinie. Der Unterschied beträgt 
nur 11 mm; wenn keine besondere Genauigkeit verlangt wird, genügt 
es daher im vorliegenden Falle noch, die Seilkurve als Parabel zu 
betrachten.

16. Aufgabe. An dem in der vorigen Aufgabe besprochenen 
Drahtseile soll nachträglich eine Last von 300 hg in der Mitte auf­
gehängt werden. Wie groß wird die Seilspannung und um wieviel

8b = 40 +

§ 
ö
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hängt das Seil nachher in der Mitte durch, wenn von der elastischen 
Längenänderung, die das Seil infolge der höheren Spannung erfährt, 
abgesehen ivird?

Erste Lösung. Die Seilkurve setzt sich aus zwei symmetrisch 
zueinander liegenden Ästen zusammen, von denen jeder einen Ketten- 
linienbogen bildet Es genügt daher, einen von beiden zu betrachten. 
Dort, wo beide Zusammenstößen, bilden beide Endtangenten einen 
Winkel 2cp miteinander, wenn hier cp dieselbe Bedeutung hat wie in 
§15. Aus dem Kräftedreiecke, das für beide Seilspannungen und 
die Last P = 300 kg gezeichnet werden kann, folgt .

P du . , x

In dieser Gleichung kommen als Unbekannte der Parameter a der 
Kettenlinie und die Abszisse x des zur Seilmitte gehörigen Ketten­
linienanfanges vor. Rechnet man auch den Bogen s vom Scheitel der 
Kettenlinie bis zu diesem Bogenanfange, so läßt sich nach Gl. (14) 
die vorige Gleichung ersetzen durch

P = s oder s = 75 m.2 y
Fügt man hinzu die in der vorigen Aufgabe bereits berechnete halbe 
Seillänge, so ist der vom Scheitel bis zum Aufhängepunkte berech-

s' = 95,128 m.
Andererseits ist aber nach Gl. (14) für diese Stelle auch

x -f 20

nete Bogen s'

s' — a sinh

Wir haben demnach die beiden transzendenten Gleichungen 

a sinh—= 75 und a sinh æ =95,128
n. rt. 1

nach den Unbekannten a und x aufzulösen. Um die Unbekannte x 
zu eliminieren, sehreibe man die Gleichungen

x -j- 20x ■ i 75— = arcsinh — 95,128und = arcsinh

Man erhält dann für a die Gleichung
/ . . 95,128a arcsinh----\ a

76) = 
aj— arcsinh 20.

Durch einfaches Probieren mit Hilfe der Tafeln für die Hyperbel­
funktionen, aus denen natürlich auch deren Umkehrungen entnommen 
werden können, läßt sich die Gleichung nicht gut auflösen. Setzt man 
z. B. a = 100, so liefert die linke Seite 15,34, setzt man a = 500,
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sehr schnell konvergent, und es genügt gewöhnlich, nur die beiden 
ersten Glieder beizubehalten. Führt man dies aus, so geht die vorige 
Gleichung über in

20,128 -i(95’128

Diese läßt sich nach a sofort auflösen und liefert a — 756,0 m. 
Nachdem a bekannt ist, findet man leicht auch alle übrigen Größen, 
nach denen gefragt ist. Zunächst erhält man * aus 

. , x 75 
Smll 756 = 7Ï6 ZU

75a) = 20.
a* a2

x = 74,88 m.

Die zu x gehörige Ordinate y ist
74,882/ = 756 cosh = 759,70 m756

und die zum Aufhängepunkte, d. h. zur Abszisse x -)- 20 gehörige
94,88y — 756 cosh = 761,97 m.

Der Unterschied von y und y gibt die Durchhängung des Seiles in 
der Mitte an; diese beträgt daher jetzt 2,27 m, wobei freilich die 
letzte Stelle wegen Verwendung von vierstelligen Tafeln ganz un­
sicher ist.

Die größte Seilspannung ist nach Gl. (18)
8 = yy = 2 ^ 761,97 m = 1524 kg.

Nachträglich kann man übrigens, wenn man will, auch noch den 
Einfluß der elastischen Dehnung des Seiles berücksichtigen, indem 
man die zu S — rund 1500 kg gehörende elastische Dehnung be­
rechnet und s' — 95,128 m in der vorhergehenden Rechnung ent­
sprechend größer nimmt. Freilich ist dann die ganze Rechnung noch 
einmal mit dem neuen Werte von s' zu wiederholen.

Zweite (angenäherte) Lösung von Aufgabe 15. Man achte 
nicht auf die Krümmung des Seiles, sondern setze die Sehne gleich 
dem Bogen. Die Sehne ist zwar etwas kleiner als der Bogen; da

756
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so wird sie 19,90, und für a — oo geht sie erst in 20,128 über. 
Man weiß also zwar, daß a zwischen 500 und oo liegen muß; zu 
einer genaueren Bestimmung reichen aber wenigstens die gewöhnlich 
zur Verfügung stehenden vierstelligen Tafeln nicht aus.

Man hilft sich am besten durch eine Reihenentwicklung für arcsinh. 
Für kleine Werte von u ist nämlich die Reihe

o§ 
>C



Im höchsten Punkte würde sie sich um etwa 2 • 2,26 = 4,53 kg er­
höhen. Das ist nun freilich zu niedrig. Das Eigengewicht der Seil­
stücke trägt, wie der Vergleich der Werte zeigt, verhältnismäßig viel 
zur Spannung des Seiles bei.

Man kann sich des Näherungsverfahrens auch nur zur Ermittlung 
von f bedienen, und nachdem dies gefunden ist, mit den Kettenlinien­
bogen weiter i’echnen.

17. Aufgabe. Die Belastungsfläche eines Balkenträgers ist 
ein rechtwinkliges Dreieck; ermittele die zugehörige Momentenfläche! 
(S. Abb. 54.)

Lösung. Es genügt schon, die ganze Spannweite in vier gleiche 
Teile zu teilen; will man genauer verfahren, so nimmt man sechs 
oder acht Teile, aber nicht 
leicht mehr, da eine Einteilung 
in noch mehr Teile der Genau­
igkeit der Zeichnung kaum noch 
förderlich wäre. Die Schwer­
punkte der Trapeze, in die das 
Dreieck zerlegt wurde, liegen 
einerseits sämtlich auf der 
Schwerlinie des Dreieckes, an­
dererseits liegt jeder auf einer 
Linie, die nach einer der in 
Band I gegebenen Anleitungen 
gefunden werden kann.

Nachdem dies geschehen ist, legt man Kräfte durch die Schwer­
punkte, die den Flächen proportional sind. Im Kräfteplane werden 
sie durch die mittleren Höhen der Trapeze dargestellt. Dann wählt 
man einen Pol, zeichnet den zugehörigen Seilzug und sucht die Be­
rührungspunkte auf, die zwischen diesem und der eingeschriebenen 
Seilkurve bestehen. Nachher bleibt nur noch übrig, die Seilkurve 
mit Hilfe des Kurvenlineals oder aus freier Hand einzutragen.

-.3
/

Abb. 54.
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sich das Seil außerdem aber auch etwas streckt, so ist der Fehler 
um so geringer anzuschlagen. In Aufgabe 14 war die Bogenlänge 
des halben Seiles zu 20,128 m gefunden. Sieht man dies nun als 
Sehne des Kettenlinienbogens an, so erhält man die Durchhängung f 
nach dem Pythagoräischen Satze

20,128*— 202 = 2,26 m,

also fast genau dieselbe wie vorher. Die Spannung ist im tiefsten 
Punkte PI 40

S- 4? = 300-9-04 = 1330 k*
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18. Aufgabe. Ein über drei Öffnungen reichender Gerberscher
Kragträger trägt gegebene 
Lasten (Äbb. 55); man 
soll die zugehörige Momen- 
tenfläche aufsuchen.

Lösung. Man ver- 
v einigt zuerst die gegebe- 
•A nen Lasten durch einen 
A Seilzug und trägt in die­

sen ein System von Schluß­
linien ein, die an den Auf­
lagervertikalen aneinan­
der grenzen und auf den 
Gelenkvertikalen den Seil­
zug durchschneiden. Zwi­

schen diesen Schlußlinien und dem Seilzuge liegt die Momentenfläche, 
die in der Abbildung durch Schraffierung hervorgehoben ist, und zwar 
so, daß auch den verschiedenen Vorzeichen der Momenten dabei Rech­
nung getragen ist.

19. Aufgabe. Ein Wagen von 5 m Badstand und je 5 t Bad-

ix > ^
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druck fahrt über einen Balkenträger von 8 m Spannweite; ermittele 
graphisch die Maximalmomenten fläche (Äbb. 56).

Lösung. Man setzt die zwei Einzellasten durch einen Seilzug 
zusammen, in den man eine Anzahl von Schlußlinien einträgt, die 
verschiedenen Stellungen der Uastengruppe zum 
Träger entsprechen. Die Momentenflächen sind 
entweder Dreiecke (wenn nur eine Last über 
dem Träger steht) oder Vierecke (wenn beide 
Lasten über dem Träger stehen). Auf ihre be­
sondere Gestalt kommt es nicht an, sondern nur auf die Abschnitte, 
die sie auf lotrechten Linien bilden. Man trägt nachträglich alle 
diese Momentenflächen in Abb. 57 von einer gemeinsamen Grundlinie 
aus ab und sucht die Umhüllungslinie auf. Wie diese ungefähr aus­
fällt, ist aus der Abbildung zu entnehmen.

20. Aufgabe. Ein I-Balken vom Normalprofile 30, dessen Träg­
heitsmoment 6 = 9888 cmfi ist, überbrückt eine Spannweite von 6 m 
und trägt in der Mitte eine Last von 4000 kg. Man zeichne die ela­
stische Linie des Balkens, so daß die Abszissen in 1/100 der natürlichen 
Größe und die Ordinaten in natürlicher Größe erscheinen (Abb. 58).

Lösung. Als Horizontalzug für das erste Seileck ist = 2000 kg 
gewählt. Die Momentenfläche wird ein Dreieck, das wir nur in zwei Teile

Abb. 57.
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zerlegen wollen, die in der Mitte aneinander stoßen. Jeder Teil hat

---- -----oder 45000 cm8. —
Wird der Elastizitätsmodul zu 2000000 atm angenommen, so erhält 
man für den Horizontalzug des zweiten Seilecks nach Gl. (27)

kg

in natürlicher Größe eine Fläche von

2 • 106 • 9888 cm4E9 cm = 9 988000 cm2.2000 kg

Der verlangten 100 fachen Verzerrung wegen nehmen wir aber anstatt 
dessen nur den Horizontalzug

#i

= 98880 cm2

an. Der Kräfteplan zum zweiten Seilecke konnte hiernach aufgetragen 
und das Seileck selbst dazu gezeichnet werden. Als Maßstab wurde 
1 mm = 5000 cm2 gewählt. Allerdings hat man damit nur einen 
Punkt, nämlich jenen in der Mitte, genau erhalten. Man findet, daß 
die Durchbiegung an dieser Stelle 0,91 cm beträgt. Oft genügt dies 
aber schon; im anderen Falle steht natürlich nichts im Wege, die 
Momentenfläche in eine größere Zahl von Teilen einzuteilen, womit 
man auch eine entsprechend größere Zahl von Punkten der elastischen 
Linie erhält.



Dritter Abschnitt.

Die Kräfte im Raume.

§21. Zurückführung auf ein Kraftkreuz.
Zwei Kräfte, deren Richtungslinien windschief zueinander 

liegen, lassen sich niemals durch eine einzige Kraft ersetzen. 
Dagegen kann man beliebig viele Kräfte, die alle windschief zu­
einander liegen dürfen, durch zwei windschiefe Kräfte ersetzen. 
Der Verein von zwei windschief zueinander liegenden Kräften 
spielt daher für die Zusammensetzung von Kräften im Raume 
eine ähnliche Rolle wie eine Einzelkraft in der Ebene. Er bildet 
die einfachste Form, auf die sich jede gegebene Kräftegruppe 
mindestens bringen läßt. Aus diesem Grunde ist eine besondere 
kurze Bezeichnung dafür erwünscht. Wir nennen den Verein von 
zwei windschiefen Kräften ein Kraftkreuz. Um ein Kraftkreuz 
vollständig zu beschreiben, muß man beide Richtungslinien oder 
„Wirkungslinien“ und auf jeder von ihnen eine mit Pfeil ver­
sehene Strecke angeben, die die Größe der auf ihr enthaltenen 
Kraft darstellt.

Legt man einer von beiden Kräften des Kraftkreuzes den 
Wert Null hei, so geht das Kraftkreuz in eine Einzelkraft über; 
wir können daher, um die möglichen Ausnahmen nicht jedesmal 
besonders hervorheben zu müssen, eine Einzelkraft auch als 
einen besonderen Fall eines Kraftkreuzes auffassen. Ebenso soll 
es uns freistehen, auch ein Kräftepaar gelegentlich als Sonder­
fall eines Kraftkreuzes aufzufassen; denn das Kraftkreuz geht 
in ein Kräftepaar über, sobald wir beide Wirkungslinien parallel 
zueinander werden lassen und zugleich beide Kräfte gleich groß 
und entgegengesetzt gerichtet annehmen. In der Regel wird aber,
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wenn von einem Kraftkreuze die Rede ist, vorausgesetzt, daß 
keiner von diesen Ausnahmefällen vorliege.

Die Zurückführung einer beliebig gegebenen Kräftegruppe 
auf ein Kraftkreuz beruht auf der folgenden einfachen Betrach­
tung. In Abb. 59 stelle K den Umriß des Körpers dar, an dem 
die Kräfte angreifen, und M sei der Angriffspunkt einer dieser 
Kräfte, die mit iß bezeichnet sei. Die übrigen Kräfte, die in der 
Zeichnung weggelassen sind, denke man sich an beliebigen An­
griffspunkten und in beliebiger Größe und Richtung hinzu. Man 
wähle ferner einen Punkt A und eine Ebene e beliebig aus, 

jedenfalls aber so, daß A nicht in e liegt. 
Dann lege man von A aus eine Ebene x 
durch die Kraft iß, durch die, wie wir sagen 

rv können, iß von A als Projektionszentrum 
| \ aus projiziert wird. Auch durch jede andere 
? A der gegebenen Kräfte denke man sich eine 

solche projizierende Ebene gelegt. Diese Ebe­
nen schneiden im allgemeinen die Ebene s, 
und die Schnittlinie geht durch jenen Punkt 

M', in dem die Richtungslinie von iß die Ebene s durchstößt. 
Von den Ausnahmefällen, die hier möglich sind, sei zunächst ab­
gesehen, da sie nachher besonders besprochen werden sollen.

Nun verschiebe man den Angriffspunkt von iß nach dem in 
der Ebene e liegenden Punkte M' und zerlege iß in zwei Kräfte 
*ß„ und ißs, von denen die erste längs der Verbindungslinie 31'A, 
die zweite längs der Schnittlinie ex geht. Diese Zerlegung ist 
ohne weiteres ausführbar, da alle drei Richtungslinien in der 
Ebene x enthalten sind.

Nachdem die gleiche Zerlegung auch mit allen übrigen ge­
gebenen Kräften vorgenommen ist, haben wir doppelt soviel 
Kräfte als zu Anfang. Hiervon geht aber die eine Hälfte durch 
den Punkt A, während die andere in der Ebene e enthalten ist. 
Wir können die erste Gruppe ohne weiteres durch eine Resub 
tierende ersetzen, und auch die in der Ebene s liegenden lie­
fern im allgemeinen eine Resultierende $ßs, die nach den früher 
besprochenen Regeln gefunden werden kann. Hierbei kann zwar

sl
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Abb. 59.



der Ausnahmefall Vorkommen, daß die Kräfte in der Ebene s 
ein Kräftepaar liefern; wenn wir dieses aber als eine unendlich 
kleine, unendlich ferne Kraft deuten, braucht davon nicht beson­
ders gesprochen zu werden. — Jedenfalls sind nach Ausführung 
der Zusammensetzung die gegebenen Kräfte vollständig durch 
das Kraftkreuz der Kräfte und 9^ ersetzt, wobei es freilich 
Vorkommen kann, daß eine der beiden Kräfte eine unendlich 
kleine und unendlich ferne Kraft ist, oder daß auch eine von 
beiden ganz verschwunden ist, nämlich dann, wenn zufällig die 
durch den Punkt A gehenden oder die in der Ebene s liegenden 
Kräfte im Gleichgewichte miteinander gestanden haben sollten.

Was nun die Ausnahmefälle anbelangt, von denen vorher schon 
die Rede wai-, so kann es zunächst Vorkommen, daß eine der Kräfte 
9ß zur Ebene e parallel ist. Im allgemeinen wird auch dann noch die 
projizierende Ebene n die Ebene e längs einer Geraden en schneiden, 
die dann zur Richtung von 93 parallel ist. In diesem Falle ziehe man 
auch durch A eine Gerade, die zu jenen beiden parallel ist, und zer­
lege 93 iu der Ebene n in zwei parallele Kräfte, von denen eine durch 
A geht, während die andere in die Schnittlinie en fällt. Diese Auf­
gabe läßt sich nach den Lehren des vorigen Abschnittes stets ohne 

. weiteres lösen. Hiermit ist aber gerade so wie im früheren Falle 93 
in zwei Kräfte zerlegt, von denen eine durch A geht, während die 
andere in e liegt.

Nun kann es freilich Vorkommen, daß auch die projizierende 
Ebene n parallel zu e wird. Die Schnittgerade e n fällt dann mit der 
unendlich fernen Geraden der Ebene e zusammen, und die Kraft 93 
ist in eine durch A gehende Kraft, die mit 93 gleich groß und gleich­
gerichtet ist, und in eine unendlich kleine und unendlich ferne Kraft 
zu zerlegen, deren Richtungslinie mit der unendlich fernen Geraden 
der Ebenen e und n zusammenfällt, zu verlegen. Wenn man die Be­
nutzung der unendlich fernen Elemente zur Durchführung der Be­
trachtung nicht scheut, ist daher auch in diesem Falle die verlangte 
Zerlegung von 93 sofort ausgeführt. Anstatt dessen kann man auch 
sagen, daß bei der Parallelverlegung von 9ß nach A ein Kräftepaar 
auftritt, dessen Ebene parallel zu e ist und das nachträglich in die 
Ebene e verschoben werden kann. Dann ist 93 durch eine Einzelkraft 
am Punkte A und ein Kräftepaar in der Ebene e ersetzt. — Die 
fernere Zusammensetzung der Kräfte am Punkte A und in der Ebene 
e kann aber auf jeden Fall genau so erfolgen, als wenn diese beson­
deren Lagen gar nicht vorgekommen wären.

V ö p p 1, Graphische Statik. 4. Aufl.
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§ 22. Zusammensetzung Yon Kräftepaaren.
Von den Eigenschaften der Kräftepaare war schon früher^ 

namentlich im ersten Bande, wiederholt die Rede. Hier wird es 
aber nötig, das Wichtigste davon noch einmal zusammenzustellen 
und die Betrachtungen zugleich so weit zu ergänzen, als erfor­
derlich ist, um den Gegenstand vollständig zu erledigen.

Zunächst erinnere ich daran, daß als graphische Darstellung 
eines Kräftepaares das Parallelogramm betrachtet werden kann, 

von dem zwei gegenüberliegende Seiten die beiden 
Kräfte des Paares angeben (vgl. Abb. 60). Wählt 
man irgendeinen Punkt in der Ebene des Kräfte­
paares als Momentenpunkt, so ist das Moment des 
Kräftepaares — worunter man die Summe der Mo­

mente beider Kräfte versteht — stets gleich groß, und der Wert 
dieses Momentes wird durch den Flächeninhalt des Parallélo­
grammes angegeben. Das Vorzeichen des Momentes folgt zu­
gleich aus dem Umlaufsinne, der durch die Pfeile beider Kräfte 
bestimmt ist.

Wir wollen uns nun überlegen, welche Veränderungen man 
mit dem Kräftepaare und mit seinem sichtbaren Ausdrucke, dem 
Parallelogramm, vornehmen darf, ohne an dem Verhalten des 
Körpers, an dem es angreift, etwas zu ändern. Zunächst läßt 
sich zeigen, daß das Parallelogramm beliebig innerhalb seines 
Parallelstreifens verschoben werden darf, solange nur die beiden

Grundlinien, die die Kräfte darstel­
len, hierbei ihre Längen und das 
Parallelogramm selbst daher seinen * 
Inhalt nicht ändern. An Stelle des 

Parallélogrammes I in Abb. 61 kann also das Parallelogramm II 
genommen werden. Dies folgt nämlich aus dem Satze von der 
Verschiebung des Angriffspunktes, indem II aus I durch bloße 
Verschiebungen der Angriffspunkte beider Kräfte des Paares 
längs ihrer Richtungslinien hervorgeht.

Ferner kann man innerhalb des Parallélogrammes eine Ver­
tauschung jener Seiten vornehmen, die man als Darstellungen

Abb. 60.
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Abb. 61.



der beiden Kräfte des Paares betrachtet. Der Beweis für diese 
Behauptung ergibt sich aus Abb. 62. In dieser sei zunächst das 
Kräftepaar der Kräfte 1 und 1' gegeben. Man füge ihnen zwei 
neue Kräfte 2 und 2' zu, die sich gegenseitig aufheben und von 
denen jede so groß ist, wie es der Diagonale des Parallélogrammes 
entspricht, mit der ihre Richtungslinien zusammenfallen. Setzt 
man nun 1 und 2 zu einer Resultierenden 3 zusammen, so geht 
diese durch den Schnittpunkt ihrer Richtungslinien, und Größe 
und Richtung ergibt sich durch geometrische Summierung aus 
1 und 2. Es ist nicht nötig, dazu ein besonderes Kräftedreieck 
zu zeichnen, da schon innerhalb des vorhandenen Parallélogram­
mes ein Dreieck vorkommt, von dem eine Seite die Kraft 1, die 
andere die Kraft 2 darstellt. Die dritte Seite 
gibt daher Größe und Richtung der Resul- 
tierenden 3 an, und man erkennt, daß diese 
Kraft durch die mit der Ziffer 3 bezeichnete 
Parallelogrammseite schon vollständig nach 
Größe, Richtung und Lage dargestellt ist.
Hierbei ist nur der Angriffspunkt auf den näch­
sten Eckpunkt des Parallélogrammes längs der Richtungslinie 
zurückverlegt. Ebenso geben die Kräfte 1' und 2' die durch die 
Parallelogrammseite 3' dargestellte Resultierende.

Damit ist aber der Satz bewiesen, denn in der Tat ist gezeigt, 
daß das Kräftepaar aus 1 und 1' durch Hinzufügung der beiden 
sich gegenseitig aufhebenden Kräfte 2 und 2' in das Kräftepaar 
aus 3 und 3' übergeführt werden kann, das demnach mit dem 
vorigen gleichwertig ist. Es ist daher gar nicht nötig, beim Auf­
trägen eines Parallelogramms zur Darstellung eines Kräftepaares 
genauer anzugeben, welches Paar Gegenseiten die Kräfte des 
Paares bezeichnen soll; man kann es vielmehr dem freien Be­
lieben anheimstellen, welches Paar dazu gewählt werden soll, 
wenn nur der Umlaufssinn etwa durch Beifügung eines Dreh­
pfeiles näher bezeichnet wird.

Durch eine bekannte planimetrische Umformung läßt sich 
ein Parallelogramm in ein anderes verwandeln, das gleichen In­
halt hat und dessen Grundlinie daher in demselben Verhältnisse
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verkleinert, als die Höhe vergrößert ist (oder umgekehrt). Be­
trachtet man beide Parallelogramme als Darstellungen von Kräfte­
paaren von gleichem Umlaufssinne, so sind auch beide Kräfte­
paare gleichwertig miteinander, so daß sich das eine durch das 
andere ersetzen läßt. Der Beweis folgt aus Abb. 63. Man hat 

zunächst das Parallelogramm ABCD, in dem 
die Seiten DA und DG die Kräfte 1 und 2 
des ursprünglich gegebenen Kräftepaares 
darstellen. Nachdem das inhaltsgleiche Par­
allelogramm AE F G gebildet ist, denke man 
sich die Kraft 2 in zwei parallele Kompo­

nenten 3 und 4 zerlegt, von denen eine auf die Grundlinie AG 
• oder AD, die andere auf die Gegenseite EF fällt. Die Summe 

aus den Kräften 3 und 4 muß gleich 2 sein, und außerdem muß 
für einen auf 2 liegenden Momentenpunkt das Moment von 3 
gleich groß und entgegengesetzt gerichtet dem Momente von 4 
sein. Daraus folgt, daß die gesuchte Kraft 3 durch die Strecke 
EF, und die Kraft 4 durch die Strecke GD dargestellt wird.

Nachdem 2 zerlegt ist, kann man 1 und 4, die auf dieselbe 
Gerade fallen, zu einer Resultierenden vereinigen, die mit 5 
bezeichnet werden mag. Da 1 und 4 entgegengesetzten Pfeil 
haben, ist 5 gleich der Differenz von beiden und wird durch die

Strecke GA dargestellt. Hiermit sind 
die ursprünglich gegebenen Kräfte 1 
und 2 vollständig durch die Kräfte 3 

^--und 5 ersetzt. Die durch die Paral­
lelogramme AD CD und AE F G dar­

gestellten Kräftepaare sind also in der Tat gleichwertig 
miteinander.

Schließlich läßt sich noch zeigen, daß zwei Kräfte- 
Abb. 64. paare, die durch irgend zwei in derselben Ebene liegende 

Parallelogramme dargestellt werden, falls diese nur gleichen In­
halt haben und zu demselben Umlaufssinne gehören, gleichwertig 
miteinander sind. In Abb. 64 seien AD CD und EFGH die in­
haltsgleichen Parallelogramme. Man verschiebe zunächst AD CD 
innerhalb des Parallelstreifens in die Lage JKLM; dann forme
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man um auf JNOP. ^Dieses Parallelogramm läßt sich aber, da es 
mit EFGH gleichen Inhalt haben soll und mit ihm in demselben 
Parallelstreifen liegt, durch EF G übersetzen, und hiermit ist in 
der Tat nachgewiesen, daß die durch die Parallelogramme AB CD 
und EFGH dargestellten Kräftepaare gleichwertig miteinander 
sind.

Ein Kräftepaar kann daher in seiner Ebene beliebig 
verschoben und zugleich sonst umgeformt werden, so­
lange nur das statische Moment weder dem Werte noch 
dem Vorzeichen nach geändert wird. Es genügt daher zur 
Darstellung des Kräftepaares auch, irgendwo in der Ebene eine 
Normale nach jener Seite hin zu ziehen, von der aus gesehen 
das Kräftepaar eine Drehung im Uhrzeigersinne hervorzubringen 
sucht, und die Größe des Momentes auf dieser Normalen in irgend­
einem Maßstabe abzutragen. Diese Strecke 
heißt der Momentenvektor, und aus den 
vorhergehenden Betrachtungen folgt, daß 
dieser beliebig parallel zu sich verschoben 
werden darf. In dieser Hinsicht steht er 
durchaus im Gegensätze zu jener Strecke, 
durch die man eine Einzelkraft darstellt.
Diese darf keineswegs, oder wenigstens nicht ohne einen ander­
weitigen Ausgleich parallel zu sich verschoben werden, während 
beim Momentenvektor die Verschiebung ohne weiteres zulässig ist.

Ein Kräftepaar kann ferner auch in eine parallele 
Ebene verschoben werden. Um sich hiervon zu überzeugen, 
betrachte man Abb. 65. In der Ebene cc sei das aus den Kräf­
ten 1 und 2 gebildete Kräftepaar gegeben. Man ziehe irgendeine 
zu a parallele Ebene ß und projiziere das Parallelogramm 1, 2 
durch rechtwinklige Projektionsstrahlen auf ß; die Projektion 
liefert das Parallelogramm 5, 6. Dann lege man in dem hierbei 
entstehenden Parallelepiped die Diagonalebenen durch 1 und 5 
und durch 2 und 6 und suche deren Schnittlinie auf, die in der 
Mitte zwischen a und ß verläuft. Nach diesen Vorbereitungen 
bringe man zwei neue Kräfte 3 und 4 an dem Körper an, die 
sich gegenseitig auf heben und deren Richtungslinien mit der

r
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vorher ermittelten Schnittlinie zusammenfallen. Jede dieser bei­
den Kräfte sei doppelt so groß als eine der Kräfte 1 oder 2. 
An Stelle des Kräftepaares 1, 2 tritt jetzt der Verein der vier 
Kräfte 1, 2, 3, 4. Diese kann man nun in geeigneter Weise zu­
sammenfassen. Wir bilden zunächst die Resultierende aus 1 und 3. 
Da beide Kräfte entgegengesetzt gerichtet sind und 3 doppelt so 
groß ist als 1, ist die Resultierende gleich gerichtet mit 3 und 
so groß wie 1 oder 2. Dabei liegt sie außerhalb des aus den 
Richtungslinien von 1 und 3 gebildeten Parallelstreifens nach 
der Seite der größeren Kraft hin, in solchem Abstande, daß für 
einen auf 3 gelegenen Momentenpunkt das Moment der Resul­
tierenden gleich dem Momente von 1 ist. Daraus folgt, daß die 
Resultierende aus 1 und 3 durch die mit 5 bezeichnete, in der 
Ebene ß enthaltene Strecke dargestellt wird. Ebenso liefern 2 
und 4 die durch die Strecke 6 dargestellte Resultierende.

Nach Ausführung dieser Zusammensetzungen sind die Kräfte 
1, 2, 3, 4 und daher auch das ursprünglich gegebene Kräftepaar 
1, 2 durch das Kräftepaar 5, 6 ersetzt. Das Parallelogramm 5, 6 
bildet aber die Projektion des Parallelogramms 1, 2 auf die Ebene 
ß, und damit ist bewiesen, daß das Kräftepaar 1, 2 ohne weitere 
Änderung auch in die beliebig angenommene parallele Ebene ß 
verschoben werden darf. Nachträglich können natürlich auch 
mit dem Kräftepaare 5, 6 innerhalb der Ebene ß wieder alle jene 
Verschiebungen und Umformungen vorgenommen werden, von 
denen vorher die Rede war.

Hieraus folgt zugleich auch, daß der Momentenvektor eines 
Kräftepaares nicht nur, wie wir vorher sahen, parallel zu sich 
selbst, sondern zugleich auch längs seiner eigenen Richtungslinie 
beliebig verschoben werden darf. Man kann daher alles, was 
bisher von den Kräftepaaren bewiesen wurde, auch dahin zusam- 
menfassen, daß das Kräftepaar durch Angabe des Momentenvek- 
tors bereits genügend beschrieben wird und daß dieser Vektor 
ein völlig freier Vektor ist, der an jedem beliebig gewählten 
Punkte angeheftet werden darf. Es kommt bei ihm gar nicht 
auf die Lage, sondern nur auf seine Größe und seine Richtung 
an. Der Vektor, durch den eine Einzelkraft dargestellt wird,



kann im Gegensätze zum Momentenvektor nur längs seiner Rich- 
tungslinie und nicht parallel dazu verschoben werden; bei ihm 
kommt es nicht nur auf Richtung und Größe, sondern auch auf 
die Lage der Richtungslinie an. Um diesen Unterschied in an­
schaulicher Sprache hervorzuheben, bezeichnet man die Einzel­
kraft als einen linienflüchtigen Vektor im Gegensätze zudem 
völlig freien Vektor, durch den ein Kräftepaar dargestellt wird.

Sind zwei Kräftepaare gegeben, die entweder in derselben 
Ebene oder in zwei parallelen Ebenen liegen, so schiebe man 
sie zunächst in dieselbe Ebene, stelle jedes durch ein Parallelo­
gramm dar, so daß die Seiten in beiden parallel laufen und die 
Grundlinien gleich groß sind, und lege die Parallelogramme mit 
einer gemeinsamen Grundlinie nebeneinander oder aufeinander, 
aber so jedenfalls, daß die gemeinsame Grundlinie im einen Par­
allelogramme eine Kraft von entgegengesetztem Pfeile wie im 
anderen Parallelogramme bedeutet. Von den vier Kräften heben 
sich dann die beiden aufeinander gelegten gegenseitig auf, und 
die beiden anderen bilden ein neues Kräftepaar, das die Resul­
tierende der beiden gegebenen Kräftepaare bildet. Hatten beide 
Kräftepaare gleichen Drehsinn, so liegen ihre Flächen nebenein­
ander, und das Parallelogramm des resultierenden Kräftepaares 
ist gleich der Summe aus den Flächen der Parallelogramme der 
einzelnen Kräftepaare. War der Umlaufssinn entgegengesetzt, so 
tritt an die Stelle der Summe die Differenz der Flächen.

Man kann diese einfache Betrachtung auch dahin zusammen­
fassen, daß der Momentenvektor des resultierenden Kräftepaares 
gleich der geometrischen Summe der Momentenvektoren der 
gegebenen Kräftepaare ist. Bei gleichem Umlaufssinne sind 
beide Momentenvektoren gleich gerichtet und ihre geometrische 
Summe ist gleich der numerischen Summe aus beiden, also 
gleich der durch einfaches Zusammenzählen der Momenten- 
beträge gebildeten Summe. Bei entgegengesetztem Umlaufssinne 
sind die Momentenvektoren entgegengesetzt gerichtet und ihre 
geometrische Summe wird durch die Differenz der absoluten 
Beträge angegeben. — Diese Betrachtungen bleiben natürlich 
auch noch anwendbar, wenn mehr als zwei Kräftepaare in der­
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selben oder in parallelen Ebenen zu einer Resultierenden ver­
einigt werden sollen.

Um zwei Kräftepaare zusammenzusetzen, die in verschiedenen 
Ebenen liegen, kann man sich des durch Abb. 66 dargestellten 
Verfahrens bedienen. Das Kräftepaar in der Ebene a sei durch 

das Parallelogramm 1, 2 zur Darstellung 
gebracht, von dem die Grundlinie 2 mit 
der Schnittlinie aß beider Ebenen zu- 

^ sammenfällt. Auf gleiche Art führe man 
auch das in der Ebene ß liegende Kräfte­
paar auf ein Parallelogramm 3, 4 zu­
rück, von dem eine Seite 3 in die Schnitt­

linie aß fällt. Wir können es dabei so einrichten, daß beide 
Parallelogramme gleiche Grundlinien haben und daß sie mit 
einer gemeinschaftlichen Seite in der Schnittlinie aß anein­
ander grenzen. Ferner sollen auch beide so aneinander gescho­
ben sein, daß die gemeinschaftliche Seite in beiden Parallelo­
grammen Kräfte von entgegengesetztem Pfeile darstellt. Dies 
läßt sich immer leicht erreichen; denn sollten etwa 2 und 3 nicht, 
wie in Abb. 66 angenommen ist, von entgegengesetztem, sondern 
von gleichem Pfeile sein, so brauchte man nur die Ebene ß über 
die Schnittlinie aß hinaus zu verlängern und das Parallelogramm 
3, 4 in die Verlängerung zu schieben, so daß nachher 4 sich mit 
2 deckte. Diese wären dann von entgegengesetztem Pfeile, und 
die Figur würde sich von Abb. 62 nur dadurch unterscheiden, 
daß das, was jetzt iu einem der zwischen den Ebenen a und ß 
gebildeten Keile gezeichnet ist, sich nachher in dem Nebenkeile 
abspielte.

Die zum Zusammenfallen gebrachten Kräfte 2 und 3 heben 
sich gegenseitig, auf und es bleiben nur noch die Kräfte 1 und 4 
übrig, die ein Kräftepaar miteinander bilden, das die Resultierende 
aus den Kräftepaaren 1, 2 und 3, 4 ausmacht. Das resultierende 
Kräftepaar liegt in einer neuen Ebene y, die von a und ß ver­
schieden ist; es wird durch das mit einer Schraffierung versehene 
Parallelogramm dargestellt. Nachträglich kann man das Paral­
lelogramm in der Ebene y wieder beliebig umformen oder es
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auch in eine zu y parallele Ebene verschieben, wenn man nur 
darauf achtet, daß der Momentenvektor dabei nach Größe und 
Richtung unverändert bleibt.

Um den Zusammenhang zu erkennen, der zwischen den Mo- 
mentenvektoren der drei Kräftepaare besteht, fertigen wir in 
Abb. 67 eine neue Zeichnung an, die als 
rechtwinklige Projektion auf eine zur 
Schnittlinie aß senkrechte Ebene zu be­
trachten ist. Die drei Parallelogramme pro- 
jizieren sich als Abschnitte auf den Spuren 
der Ebenen a, ß, y. Da die drei Parallelo­
gramme gleiche Grundlinien hatten, ver­
halten sich ihre Flächen oder die von ihnen dargestellten Mo­
mente wie die Seiten des von den Spuren a, ß, y gebildeten 
Dreieckes. Die Momentenvektoren der drei Kräftepaare seien 
mit 21, 23, S bezeichnet; sie liegen in der Ebene der Abb. 67 und 
können in dieser ohne weiteres aufgetragen werden. Der Mo- 
mentenvektor 23 des Kräftepaares in der Ebene ß steht recht­
winklig zu ß und ist, wie aus dem Vergleiche mit Abb. 66 ohne 
weiteres folgt, mit dem Pfeile senkrecht nach oben gerichtet. 
Der Maßstab, in dem die Momentenvektoren aufgetragen werden 
sollen, kann nach Belieben gewählt werden. Da wir schon wissen, 
daß sich die Momente jedenfalls wie die Seiten des Dreieckes a, 
ß, y verhalten, ist es am einfachsten, die Strecke 23 gleich der 
auf ß liegenden Dreieckseite zu machen. Auch 2t und (S sind 
dann gleich den Abschnitten auf a und y zu setzen. Der Mo- 
mentenvektor 2t des in der Ebene a liegenden Kräftepaares hat, 
wie aus Abb. 66 hervorgeht, einen dort dem Beschauer zuge­
wendeten Pfeil. Hiernach ist auch der Pfeil von 2t in Abb. 67 
gewählt, und zwar ist die Strecke so angetragen, daß die Pfeile 
von 2t und 23 aufeinander folgen. Nachdem 2t und 23 aufgetragen 
sind, verbinde man ihre Endpunkte miteinander. Man erhält 
dann ein Dreieck, das mit dem Dreiecke a, ß, y kongruent ist, 
da es mit ihm in zwei Seiten und dem dazwischen liegenden 
Winkel übereinstimmt. Hieraus folgt, daß auch die dritte Seite 
gleich lang mit dem Abschnitte auf y ist und daß beide ebenso
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wie die anderen einander entsprechenden Seiten rechtwinklig 
zueinander stehen. Die dritte Seite gibt daher den Momenten- 
yektor (S an. Der Pfeil von 6 folgt wieder aus dem Vergleiche 
mit der Übersichtszeichnung in Abb. 66.

Hiermit ist bewiesen, daß der Momentenvektor des re­
sultierenden Kräftepaares gleich der geometrischen 
Summe der Momentenvektoren der beiden gegebenen 
Kräftepaare ist. Wir sind damit zu dem einfachsten Verfahren 
gelangt, dessen man sich zur Vereinigung beliebig gegebener 
Kräftepaare bedienen kann. Man stellt alle gegebenen Kräfte­
paare durch ihre Momentenvektoren dar und bildet aus diesen 
die geometrische Summe. Der Vektor, den man hierbei erhält, 
gibt das resultierende Kräftepaar an. Zugleich erkennt man, 
daß sich beliebig gegebene Kräftepaare stets durch ein einziges 
Kräftepaar ersetzen lassen. Ist die geometrische Summe der 
Momentenvektoren gleich Null, so stehen die Kräftepaare im 
Gleichgewichte miteinander.

Ich bemerke schließlich noch, daß man durch analytische Beweis­
führung auf Grund des Momentensatzes die vorhergehenden Betrach­
tungen freilich erheblich abkürzen kann; ich halte es aber für nütz­
licher, diese Untersuchung mit den einfachsten Hilfsmitteln, deren 
man sich beim Zusammensetzen von Kräften bedienen kann, folge­
recht, wenn auch vielleicht etwas weitschweifig, durchzuführen. Man 
wird dadurch mit dem Gegenstände genauer vertraut, als wenn man 
sich damit begnügt, die letzten Folgerungen, zu denen wir gelangten, 
als Behauptungen aufzustellen, die mit Hilfe des Momentensatzes 
bewiesen werden.

§ 23. Gleichwertigkeit von Kraftkreuz en.
Wir kehren jetzt zu den Untersuchungen in § 21 zurück. 

Um beliebig gegebene Kräfte auf ein Kraftkreuz zurückzuführen, 
wählten wir einen Punkt A und eine Ebene e beliebig aus und 
zerlegten dann alle Kräfte so, daß eine Komponente durch A 
ging, während die andere in s lag. Dadurch gelangten wir schließ­
lich zu einem Kraftkreuze, dessen eine Kraft ebenfalls durch den 
beliebig gewählten Punkt A ging, während die andere in der 
beliebig gewählten Ebene s enthalten war.



Hieraus folgt, daß man eine gegebene Gruppe von Kräften 
nicht nur auf ein einziges Kraftkreuz zurückführen kann, son­
dern daß man, je nach anderer Wahl des Punktes A und der 
Ebene s, unendlich viele Kraftkreuze erhält, die alle die gegebene 
Kräftegruppe ersetzen und die daher auch alle untereinander 
gleichwertig sind. Hierbei mag noch bemerkt werden, daß zwei 
Kraftkreuze oder überhaupt zwei Kräftegruppen als „gleich­
wertig“ bezeichnet werden, wenn sich die eine durch die andere 
am starren Körper vollständig ersetzen läßt, so daß es für das 
Verhalten des Körpers gleichgültig ist, ob die eine oder andere 
an ihm angreift. Eine Einzelkraft, die gegebenen Kräften gleich­
wertig ist, bezeichnet man als deren Resultierende. Man kann 
aber nicht wohl ein Kraftkreuz, das gegebene Kräfte ersetzt, als 
ein resultierendes Kraftkreuz bezeichnen, weil es nicht nur eines, 
sondern sehr viele gibt, die derselben Bedingung genügen. Des­
halb gebraucht man in solchen Fällen das Wort „gleichwertig“.

Wenn zwei Kräftegruppen gleichwertig miteinander sind und man 
kehrt in der einen von ihnen die Pfeile aller Kräfte um, so hält sie, 
wenn sie nachher mit der anderen zugleich an einem starren Körper 
angebracht wird, mit ihr Gleichgewicht. Denn die andere Gruppe ist ihr 
nach Voraussetzung gleichwertig, solange die Pfeile noch nicht um­
gekehrt sind. Wir haben daher, wenn wir diesen Ersatz eintreten 
lassen, die eine Gruppe mit den ursprünglichen Pfeilen und zugleich 
auch dieselbe Gruppe mit den umgekehrten Pfeilen vor uns, und in 
beiden heben sich je zwei zur selben Richtungslinie gehörige Kräfte 
gegeneinander fort, so daß in der Tat Gleichgewicht bestehen muß. 
Der Fall des Gleichgewichtes zwischen zwei Kraftkreuzen wird daher 
schon sofort mit erledigt, sobald wir nur die Gleichwertigkeit näher 
untersuchen.

Wir wollen jetzt annehmen, daß die vorher beliebig gewählte 
Ebene s nun durch eine andere Ebene e ersetzt werde, während 
der Punkt A seine frühere Lage behalten soll. Anstatt das frü­
here Verfahren für diesen Fall ganz von neuem durchzuführen, 
können wir sofort von dem Kraftkreuze 91^, 9te ausgehen, das 
die gegebenen Kräfte ersetzt. Die Kraft 9t^ geht bereits durch 
den vorgeschriebenen Punkt A, und es bleibt uns daher nur 
übrig, die Kraft 9îe in zwei Komponenten zu zerlegen, von denen
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eine durch A geht, während die andere in der Ebene e enthalten 
ist. Diese Zerlegung ist genau nach der früher dafür gegebenen 
Vorschrift in Abb. 68 ausgeführt. Man projiziert von A aus

durch die mit a bezeichnete Ebene, 
verlegt den Angriffspunkt von $Rg 
nach der Schnittlinie der Ebenen s 
und e' und zerlegt dort $Ra in der 
Ebene a längs der durch A gehen­
den Linie und längs der Schnitt­
linie us. Die letzte Komponente 
liefert unmittelbar die Kraft des 
neuen Kraftkreuzes, während die 

andere Komponente am Punkte A mit zur zweiten Kraft 
dieses Kraftkreuzes zu vereinigen ist. In der Abbildung ist dies 
nicht weiter ausgeführt.

Aus dieser Betrachtung folgt, daß die Kraft 9îg, des neuen 
Kraftkreuzes, wie nun auch die Ebene e gewählt werden möge, 
jedenfalls in der Ebene a enthalten sein muß, in der sich 9t g von 
A aus projiziert. Geht also die eine Kraft eines Kraft­
kreuzes, das einer gegebenen Kräftegruppe gleichwer­
tig ist, durch einen beliebig vorgeschriebenen Punkte, 
so muß die andere auf jeden Fall in einer dem Punkte A 
zugeordneten und durch ihn hindurchgehendenEbene a 
enthalten sein.

Ferner sei angenommen, daß der Punkt A durch irgendeinen 
anderen Punkt A' ersetzt werden soll, 

j während die Ebene e beibehalten wird. 
; Wir können auch in diesem Falle von 
7 dem früheren Kraftkreuze 9Li, 9te aus­

gehen und haben nur 9t^ von Ä aus in 
zwei Komponenten zu zerlegen, von de­
nen die eine durch A' geht, während die 
andere in s liegt. Wir projizieren 9t^ 

von A' aus durch eine Ebene, die keine besondere Bezeichnung 
erhalten hat, in Abb. 69 aber durch stückweise Schraffierung 
hervorgehoben ist. Dann zerlegen wir den Angriffspunkt von

Dritter Abschnitt. Die Kräfte im Raume124

A Abb. 68.
%V\

\,
\ -

A *81

/AT

*Abb. 69.



9ta nach dem Punkte E, in dem 9^ die Ebene s trifft. An 
diesem Punkte wird in eine Komponente zerlegt, die durch 
Ä geht, während die andere in der Ebene e liegt. Die erste 
Komponente liefert unmittelbar 97^, während die andere mit 9^ 
zur zweiten Kraft des neuen Kraftkreuzes, die in der Ebene s 
liegt, zu vereinigen ist.

Auch von dieser Betrachtung ist ein Umstand besonders 
hervorzuheben. Solange nämlich die Ebene s festgehalten wird, 
muß die andere Kraft des Kraftkreuzes, wohin man auch den 
Punkt Ä verlegen möge, jedenfalls durch den Punkt E gehen, 
in dem 9t^i die Ebene s traf. Liegt also die eine Kraft 
eines Kraftkreuzes, das einer gegebenen Kräftegruppe 
gleichwertig ist, in einer beliebig vorgeschriebenen 
Ebene «, so muß die andere auf jeden Fall durch einen 
der Ebene zugeordneten und in ihr enthaltenen Punkt 
E hindurchgehen.

Man erkennt aus den vorausgehenden Betrachtungen bereits, 
daß man bei einer gegebenen Kräftegruppe nicht nur einen be­
stimmten Punkt A vorschreiben kann, durch den die eine Kraft 
des Kraftkreuzes gehen soll, sondern daß auch noch unendlich 
viele durch diesen Punkt gehende Richtungslinien möglich sind, 
mit denen diese Kraft zusammenfallen kann, je nach der Wahl, 
die man für die Ebene e trifft. Ebenso kann man nicht nur ver­
langen, daß eine Kraft des Kraftkreuzes in einer beliebig ge­
wählten Ebene s liegen soll, sondern innerhalb dieser Ebene 
sind auch noch unendlich viele Richtungslinien für diese Kraft 
möglich, je nach der uns freistehenden Wahl des Punktes A. 
Hierdurch werden wir zu der Vermutung geführt, daß die Rich­
tungslinie der einen Kraft des Kraftkreuzes überhaupt ganz be­
liebig vorgeschrieben werden darf. Wir wollen uns jetzt davon 
überzeugen, ob diese Vermutung begründet ist.

In Abb. 70 sei l die für die eine Kraft des Kraftkreuzes vor­
geschriebene Richtungslinie. Wir wählen einen Punkt A beliebig 
auf l aus und legen irgendeine Ebene s. Dann fassen wir die 
gegebenen Kräfte zunächst auf gewöhnliche Art zu einem Kraft­
kreuze 9Ui, 9t,, zusammen. Nachdem dies geschehen ist, legen
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wir durch 9Ra und die gegebene Gerade l eine Ebene, die in 
Abb. 70 durch Schraffierung kenntlich gemacht ist. Wir suchen 
den Schnittpunkt M dieser Ebene mit 91E auf und verbinden M

mit A. Hierauf zerlegen wir 9^ inner- 
halb der schraffierten Ebene in zwei 

V Komponenten, von denen eine mit l, 
die andere mit der Verbindungslinie 

^ AM zusammenfällt. Die erste Kom­
ponente ist die eine Kraft des verlang­
ten Kraftkreuzes, die andere kann im 
Punkte M mit zu einer Resultie­

renden vereinigt werden, die die zweite Kraft des Kraftkreuzes 
darstellt.

Im allgemeinen kann hiernach für die eine Kraft 
des Kraftkreuzes, zu dem sich eine gegebene Kräfte­
gruppe zusammenfassen läßt, die Wirkungslinie be­
liebig vorgeschrieben werden.

Damit ist dann sowohl die Lage der anderen Wirkungslinie 
als auch Größe und Pfeil für beide Kräfte des Kraftkreuzes ein­
deutig bestimmt. Wollte man nämlich annehmen, daß zur Wir­
kungslinie l außer der zuerst ermittelten zweiten Wirkungs­
linie m auch noch eine dritte n gehören könnte, so brauchte 
man, um dies als falsch zu erkennen, nur eine Momentenachse 
zu legen, die l und m schneidet, n aber nicht. Das durch l und 
m bezeichnete Kraftkreuz hätte dann für diese Momentenachse 
die Momentensumme Null und für das andere Kraftkreuz ln 
nicht. Beide Kraftkreuze könnten daher nicht gleichwertig sein 
und daher auch nicht dieselbe Kräftegruppe ersetzen, womit die 
Annahme widerlegt ist.

Schließlich muß noch ein Ausnahmefall besonders hervor­
gehoben werden. Daß die durch l und gelegte Ebene mög­
licherweise parallel zu geht, so daß der Schnittpunkt M ins 
Unendliche fällt, kommt hierbei freilich nicht in Betracht; denn 
durch diese besondere Lage von M wird die sinngemäße Aus­
führung der gegebenen Vorschriften keineswegs gehindert. Auch 
wenn etwa zufälligerweise von vornherein in die Richtung
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von l fallen sollte, ändert sich nichts Wesentliches. Man erspart 
dann nur die weitere Zerlegung von 91^ und hat schon im ersten 
Kraftkreuze 9?^, 9Î, das verlangte gefunden. Wesentlich geändert 
und geradezu unmöglich gemacht wird aber die Ausführung, 
wenn zufälligerweise die Richtungslinie von 91 e die gegebene 
Gerade l schneiden sollte. Denn dann ist es nicht möglich, 91^ 
in zwei Komponenten zu zerlegen, von denen die eine mit l 
zusammenfällt, während die andere 9ts schneidet. In der Tat ist 
in diesem Ausnahmefalle die gegebene Gerade l keine mögliche 
Wirkungslinie für die eine Kraft des Kraftkreuzes.

Man überzeugt sich hiervon leicht auch noch auf andere Art, 
indem man den Momentensatz anwendet. Für jeden beliebigen 
Momentenpunkt oder auch für jede beliebige Momentenachse muß 
nämlich die Momentensumme für alle gleichwertigen Kräftegrup­
pen oder Kraftkreuze gleich sein. Wählt man nun eine Linie, 
die beide Kräfte eines Kraftkreuzes schneidet, als Momentenachse, 
so ist sie für das Moment dieses Kraftkreuzes gleich Null, und 
auch das Moment aller gleichwertigen Kraftkreuze muß daher 
für dieselbe Momentenachse zu Null werden. — Wenn nun 91,, 
wie wir vorher annahmen, zufälligerweise die Gerade l trifft, so 
ist l, da sie auch 9?^ schneidet, eine solche Gerade, für die das 
Moment der gegebenen Kräftegruppe zu Null wird. Eine Gerade, 
der diese Eigenschaft zukommt, wird als eine Nullinie der 
Kräftegruppe bezeichnet. Daß nun eine Nullinie niemals mit 
der Richtungslinie der einen Kraft des Kraftkreuzes zusammen­
fallen kann, folgt sehr einfach daraus, daß für sie als Momenten­
achse zwar das Moment der mit ihr zusammenfallenden Kraft, 
aber auf keinen Fall das Moment der zweiten, zu ihr windschief 
liegenden Kraft verschwinden könnte. Hiernach wäre auch das 
Moment des ganzen Kraftkreuzes für diese Achse von Null ver­
schieden und das Kraftkreuz könnte daher der gegebenen Kräfte­
gruppe, für das die Gerade nach Voraussetzung eine Nullinie sein 
sollte, keinesfalls gleichwertig sein.

Man erkennt ferner, daß zu einer gegebenen Kräftegruppe 
sehr viele Nullinien gehören, und daß sogar durch jeden Punkt 
des Raumes unendlich viele hindurchgehen Dies folgt aus dem
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zuvor bewiesenen Satze, daß die andere Kraft eines Kraftkreuzes 
in einer durch den Punkt A hindurchgehenden Ebene a enthalten 
sein muß, wenn für die erste Kraft vorgeschrieben ist, daß sie 
durch A geht. Jede Linie, die man in dieser Ebene a durch den 
beliebig gewählten Punkt A ziehen mag, ist daher eine Nullinie, 
denn sie schneidet auf jeden Fall außer der Kraft auch noch 
die zweite Kraft des Kraftkreuzes. Zugleich erkennt man aber 
auch, daß andere Nullinien, als die in der Ebene a enthaltenen, 
durch den Punkt A nicht gelegt werden können.

Ein ähnlicher Schluß kann auch aus dem anderen Satze ge­
zogen werden, daß die zweite Kraft des Kraftkreuzes durch einen 
in der Ebene s enthaltenen Punkt E gehen muß, wenn die Rich­
tungslinie der ersten Kraft in s liegen soll. Alle Linien, die man 
in der Ebene s durch den Punkt E ziehen kann, sind hiernach 
Nullinien — und außer diesen kommen keine anderen in der 
Ebene s vor.

Aus diesem Grunde bezeichnet man auch die Ebene a im 
ersten Falle als die zum Punkte A gehörige Nullebene und 
den Punkt E im zweiten Falle als den zur Ebene s gehörigen 
Nullpunkt. Beide Fälle unterscheiden sich übrigens nicht 
wesentlich voneinander; war A gegeben, so konnte a dazu ge­
funden werden, und wenn anfänglich E gegeben war, folgte 
dazu e. Bezeichnet man aber nachträglich die Ebene e mit ce, 
so fällt E mit A zusammen und umgekehrt. Jedem Punkte 
ist eine durch ihn hindurch gehende Nullebene zuge­
ordnet, und zu jeder Ebene gehört ein in ihr liegender 
Nullpunkt.
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§ 24. Das Nullsystem.
Die geometrischen Beziehungen zwischen gleichwertigen 

Kraftkreuzen lassen sich in übersichtlicher Weise zusammen- 
fassen, indem man den Begriff des Nullsystems aufstellt. Darunter 
versteht man den ganzen unendlichen Raum, dessen Punkte, Ebe­
nen und Geraden in der Art aufeinander bezogen sind, wie dies 
den vorhergehenden Betrachtungen entspricht. Jedem Punkte A 
soll also eine Ebene a zugeordnet sein, die durch A hindurchgeht,



und umgekehrt jedem Punkte E eine Ebene s. Jeder durch A 
gezogenen Geraden l ist eine in a liegende Gerade V zugeordnet 
mit Ausnahme der gleichzeitig in a liegenden und durch A hin­
durchgehenden Geraden, die man die Nullinien nennt und von 
denen man sagt, daß sie sich selbst zugeordnet oder „konjugiert“ 
seien. Im übrigen ist die Art der Zuordnung näher, bestimmt 
durch die gegebene Kräftegruppe oder auch schon durch die 
Angabe eines der unendlich vielen Kraftkreuze, die alle unter 
sich gleichwertig sind.

Wählt man als Ebene s die unendlich ferne Ebene des Raumes, 
so erhält man ein Kraftkreuz, von dem die eine Kraft unendlich fern 
liegt und daher unendlich klein sein muß, während die durch den 
beliebig gewählten Punkt A gehende zweite Kraft des Kraftkreuzes 
gleich der geometrischen Summe der gegebenen Kräfte iß gefunden 
wird. Läßt man den Punkt A der Reibe nach verschiedene Lagen 
durchlaufen, so behält die an ihm angreifende Kraft 91 == 27^5 stets 
die gleiche Größe und Richtung bei. Diese Richtung wird als die 
Achsenrichtung des Nullsystems bezeichnet; sie geht durch den 
der unendlich fernen Ebene e zugeordneten Nullpunkt E.

In Abb. 71 seien l und V (die man sich windschief zueinander 
denken muß) zwei konjugierte Geraden eines Null­
systems, und und 91j' seien die beiden Kräfte 
des Kraftkreuzes, das zu ihnen gehört.

Reiht man, wie es in der Abbildung ge­
schehen ist, 91p an graphisch an, so stellt die 
dritte Seite des entstehenden Kräftedreieckes die 
geometrische Summe 91 oder aus den ge­
gebenen Kräften dar. Diese Seite fällt also in die 
Achsenrichtung des Nullsystemes ; in der Abbil­
dung ist ihr daher auch noch die darauf hinwei­
sende Bezeichnung a a beigeschrieben. Die Ebene des Dreieckes ist 
in der Abbildung schraffiert. Diese Ebene muß parallel zu V gehen, 
da eine Seite des in ihr enthaltenen Dreieckes parallel zu V gezogen 
war. Legt man also durch eine der konjugierten Geraden l und durch 
die Achsenrichtung aa eine Ebene, so ist diese Ebene der anderen der 
konjugierten Geraden V parallel.

Die durch a a und eine Gerade l gelegte Ebene kann auch als 
jene Ebene bezeichnet werden, durch die die Gerade l in der Achsen­
richtung a a projiziert wird. Man kann daher auch sagen, daß kon­
jugierte Geraden in der Achsenrichtung durch parallele 
Ebenen projiziert werden. Offenbar gilt nämlich das, was vorher

Föp p 1, Graphische Statik. 4. Aufl.
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a
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K
Abb. 71.
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für die Gerade l bewiesen wurde, ebenso auch für die andere Gerade Z'; 
auch V wird in der Achsenrichtung durch eine Ebene projiziert, die 
zu l parallel geht.

An diese Betrachtung knüpft sich noch eine weitere Folgerung. 
Man denke sich nämlich irgendwie eine Anzahl von Strecken gezogen, 
die mit den Endpunkten aneinander stoßen, so daß eine Anzahl an­
einander grenzender ebener Vielecke entsteht, die im Zusammenhänge 
entweder einen ganzen Polyedermantel oder einen Teil eines solchen 
bilden. Betrachtet man die so erhaltene räumliche Figur als Be­
standteil eines Nullsystemes, so kann man zu jeder der in ihr ent­
haltenen Geraden die konjugierte Gerade aufsuchen. Man erhält dann 
eine zweite polyedrische Figur, und zwar so, daß jeder Polygonebene 
in der ersten Figur eine Ecke in der zweiten (nämlich der zur Ebene 
gehörige Nullpunkt), und jeder Ecke in der ersten Figur eine Poly­
gonebene in der zweiten (nämlich die zur Ecke gehörige Nullebene) 
entspricht. Hierauf denke man sich beide Polyeder in der Achsen­
richtung auf eine beliebige Ebene projiziert. Nach dem, was wir 
vorher sahen, liefern die zueinander konjugierten Geraden parallele 
Projektionen. Die Projektionen beider Polyedermäntel stehen daher 
genau in demselben Verhältnisse zueinander wie die reziproken Figu­
ren, mit denen wir früher bei der Zusammensetzung von Kräften in 
der Ebene und bei der Konstruktion von Kraftplänen zu tun hatten.

§ 25. Die praktische Ausführung der Kräftezusammen­
setzung.

Für die wirkliche Durchführung einer Kräftezusammensetzung 
im Raume empfiehlt es sich gewöhnlich, die unendlich ferne 
Ebene zur Ebene s zu wählen, d. h. die Kräfte auf eine durch 
einen beliebig gewählten Punkt A gehende Resultierende ÜÎ und 
ein resultierendes Moment zurückzuführen. Die Wahl des 
Punktes A wird dabei oft durch die besonderen Umstände der 
Aufgabe nahegelegt Die Resultierende 9Î findet man jedenfalls 
immer leicht durch graphische Summierung der gegebenen Kräfte, 
also so wie in § 1, Abb. 1, indem es hierfür ganz gleichgültig ist, 
ob die Kräfte an demselben oder an verschiedenen Angriffspunk­
ten angreifen.

Um 9DÎ zu erhalten, könnte man zu jedem Kräftepaare, das 
bei der Parallelverlegung einer Kraft nach dem Punkte A ent­
steht, den Momentenvektor aufsuchen und in den Rissen darstellen



und hierauf alle Momenten Vektoren graphisch summieren. Ein­
facher gelangt man auf folgendem Wege zum Ziele. Verbindet 
man nämlich in jedem Risse die Projektion des Punktes A mit 
den Endpunkten der Projektion einer der Kräfte $ß, so erhält 
man die Projektionen des zur Kraft iß gehörigen, im Raume 
liegenden Momentendreieckes in den Projektionsebenen. Aus 
Band I ist aber bereits bekannt, daß die senkrechte Projektion 
des Momentendreieckes auf eine Ebene zugleich das Moment der 
Kraft iß für eine durch den Punkt A senkrecht zur Projektions­
ebene gezogene Achse darstellt. Man braucht daher nur in jeder 
Projektionsebene die algebraische Summe der Momente der 
Kräfteprojektionen in bezug auf die Projektion des Punktes A 
als Momentenpunkt zu bilden, um damit sofort die senkrecht zu 
dieser Projektionsebene stehende Komponente des resultierenden 
Momentes ÜDÎ zu erhalten. Diese Zusammensetzung kann in jedem 
Risse sofort leicht vorgenommen werden. Hatte man den Körper 
mit allen an ihm angreifenden Kräften von vornherein in drei 
zueinander senkrechten Rissen gezeichnet, so findet man nach der 
algebraischen Summierung der Momente der Kräfteprojektionen 
in diesen Rissen — oder der ihnen entsprechenden Flächen der 
Momentendreiecke — zugleich drei zueinander rechtwinklig 
stehende Komponenten von äft. Man braucht dann nur noch die 
graphische Summierung dieser drei Komponenten vorzunehmen, 
um selbst zu erhalten. — In Aufgabe 22 ist dies an einem 
Beispiele vollständig in der Zeichnung durchgeführt.
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§ 26. Drei oder vier windschiefe Kräfte.
Wir wollen jetzt den besonderen Fall betrachten, daß am 

starren Körper nur drei windschief zueinander liegende 
Kräfte ißj, ^ß2, ^ß3 Vorkommen. Auf ein Kraft kreuz kann man 
diese, wie wir schon wissen, unter allen Umständen zurückführen. 
Es fragt sich aber jetzt, ob sich die Kräfte etwa ausnahmsweise 
auch im Gleichgewichte halten können, oder ob sie wenigstens 
durch eine einzige Kraft ersetzt werden können oder ob sie 
schließlich einem Kräftepaare gleichwertig sein können. Der 
erste Fall kann, wie man leicht erkennt, niemals Vorkommen.
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Man denke sich etwa durch und $ß2 irgendeine Gerade gelegt, 
die $ß3 nicht schneidet. Da die Kräfte windschief zueinander, 
also jedenfalls nicht alle in derselben Ebene liegen sollten, wird 
man sehr viele Geraden ziehen können, die dieser Bedingung 
entsprechen. Wählt man eine von ihnen als Momentenachse, so 
verschwindet für sie das Moment von und $ß2, während das 
Moment von $J$3 von Null verschieden ist. Die Momentensumme 
wird also nicht zu Null, während doch für Kräfte, die Gleich­
gewicht miteinander halten sollen, das Moment für jede Momen­
tenachse zu Null werden muß. Gleichgewicht zwischen 
drei windschief liegenden Kräften ist daher niemals 
möglich.

Um die zweite Frage zu entscheiden, betrachten wir zunächst 
nur die beiden Kräfte und $ß2, die für sich genommen ein 
Kraftkreuz darstellen. Wir denken uns dieses in ein ihm gleich­
wertiges umgewandelt, von dem eine Kraft mit der Wirkungs­
linie von $ß3 zusammenfallen soll. Diese kann dann mit $ß3 
vereinigt werden, und die Resultierende liefert im allgemeinen in 
Verbindung mit der anderen Kraft des Kraftkreuzes das neue 
Kraftkreuz, das die drei gegebenen Kräfte ersetzt. Es kann aber 
auch Vorkommen, daß die auf die Richtungslinie von $ß3 fallende 
Kraft des die Kräfte und $ß2 ersetzenden Kraftkreuzes zufällig 
gleich groß und entgegengesetzt gerichtet mit $ß3 ist. In diesem 
Falle verschwindet die Resultierende aus beiden, und es bleibt 
nur noch die audere Kraft des Kraftkreuzes übrig, die nun die 
drei gegebenen Kräfte vollständig ersetzt. Ausnahmsweise 
kann daher, wie wir hieraus erkennen, ein Verein von drei 
windschief zueinander liegenden Kräften auch schon 
durch eine einzige Resultierende ersetzt werden. Man 
sieht auch, daß man durch passende Wahl der Größe und des 
Pfeiles der Kraft $ß3 immer noch erreichen kann, daß dieser Fall 
eintritt, wenn auch die drei Richtungslinien und die beiden 
Kräfte ^ und $ß2 schon beliebig vorgeschrieben sind.

Sollen endlich die drei Kräfte ^32, ^3 einem Kräftepaare 
gleichwertig sein, so muß die geometrische Summe der drei 
Kräfte gleich Null sein. Damit dies möglich sei, müssen die
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drei Richtungslinien zu einer Ebene parallel sein. Sind dann 
außerdem die Größen so gewählt, daß sich die Strecken ^ß3, 
zu einem Dreiecke mit aufeinanderfolgenden Pfeilen aneinander 
reihen lassen, so verschwindet für jeden Punkt A die Resultie­
rende 9t, und es bleibt nur noch das Moment übrig. Aus­
nahmsweise können also drei windschief zueinander 
liegende Kräfte auch einem Kräftepaare gleichwertig 
sein.

Ähnliche Betrachtungen lassen sich auch für vier wind­
schief zueinander liegende Kräfte anstellen. Vor allem er­
kennt man hier, daß unter Umständen vier windschiefe Kräfte 
auch im Gleichgewichte miteinander stehen können. 
Man braucht, um sich davon zu überzeugen, nur irgend zwei 
einander gleichwertige Kraftkreuze ins Auge zu fassen. Kehrt 
man dann im einen Kraftkreuze die Pfeile um, so stehen diese 
beiden Kräfte mit dem anderen Kraftkreuze im Gleichgewichte.

Anstatt dessen kann man auch sagen, daß drei von den vier 
Kräften eine Resultierende ergeben müssen, die mit der Rich­
tungslinie der vierten Kraft zusammenfällt und ihr gleich groß, 
aber entgegengesetzt gerichtet sein maß, wenn die vier Kräfte 
Gleichgewicht halten sollen.

Man kann ferner noch eine andere einfache Bedingung anführen, 
der vier windschiefe Kräfte genügen müssen, die im Gleichgewichte 
miteinander stehen sollen. Durch drei windschiefe Geraden kann man 
nämlich sehr viele gerade Linien ziehen, die alle drei schneiden, und 
zwar ist durch jeden Punkt der ersten Geraden eine Linie zu ziehen, 
die zugleich die beiden anderen trifft, wie aus einer einfachen geo­
metrischen Betrachtung hervorgeht. Alle diese schneidenden Geraden 
bilden eine Regelschar, und die drei gegebenen Geraden gehören zu 
einer zweiten Regelschar, die mit jener zusammen auf demselben Hy­
perboloide liegt. Man denke sich nun irgendeine von jenen Geraden 
ausgewählt, die etwa die Richtungslinien der drei Kräfte 
schneidet. Betrachtet man sie als Momentenachse, so verschwindet 
für .sie das Moment jener drei Kräfte. Wenn Gleichgewicht bestehen 
soll, muß daher auch das Moment von $J34 verschwinden, d. h. die Ge­
rade muß von selbst auch die Richtungslinie von $ß4 schneiden. Da 
dies von jeder Geraden zutrifft, die drei Kräfte schneidet, so folgt 
als Gleichgewichtsbedingung für vier Kräfte, daß sie alle
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vier zu einer Regelschar gehören müssen, oder daß sie, wie 
man sich ausdrückt, hyperboloidisch zueinander liegen 
müssen. Dieser Satz gilt natürlich ebenso auch für zwei einander 
gleichwertige Kraftkreuze, da man diesen Fall, wie wir vorher sahen, 
durch bloße Umkehrung der Pfeile im einen Kraftkreuze auf einen 
Gleichgewichtsfall zurückführen kann. — Außerdem können vier 
Kräfte ausnahmsweise auch durch eine einzige Resultierende oder 
durch ein einziges Kräftepaar ersetzt werden; es ist aber nicht nötig, 
darauf näher einzugehen.

§27. Das Kraftkreuztetraeder.
Irgendein Kraftkreuz sei gegeben, dessen Kräfte ^ und $ß2 

durch Strecken auf beiden Wirkungslinien zur Darstellung ge­
bracht sind. Man denke sich die vier Endpunkte dieser Strecken 
durch vier Verbindungsstrecken miteinander verbunden. Hier­
durch wird ein Tetraeder gebildet, in dem Sßj und $ß2 zwei ein­
ander gegenüberliegende Kanten darstellen. Man kann zeigen, 
daß für alle untereinander gleichwertigen Kraftkreuze 
die zugehörigen Tetraeder gleichen Inhalt haben.

Den Beweis führt man am einfachsten auf Grund der in § 23 
durchgeführten Betrachtung im Anschlüsse an die hier wieder abge­
druckte Abb. 68. Es zeigte sich dort, daß die zweite Kraft des Kraft­

kreuzes SRj oder 9ÎS, in einer Ebene a 
enthalten sein muß, wenn die erste 
Kraft 9Î.4 durch einen beliebig ge­
wählten Punkt A gehen soll. Dabei 
ist a die Nullebene des Punktes A. 
Verbindet man in Abb. 68 den Punkt 
A, der als Anfangspunkt der Strecke 
91,4 gewählt sein möge, mit den End­
punkten der Strecke, durch die 9t, 
oder 9tf, dargestellt wird, so erhält 

man eines der vier Dreiecke, die die Seitenflächen des zugehörigen 
Kraftkreuztetraeders ausmachen. Wir wollen dieses in der Ebene a 
liegende Dreieck als die Grundfläche des Tetraeders betrachten; die 
zugehörige Höhe wird dann durch die Projektion der von A aus ab­
getragenen Strecke auf eine zur Ebene cc errichtete Senkrechte 
dargestellt.

Nun stellt die Grundfläche des Tetraeders oder das Dreieck AL 9t, 
zugleich das Momentendreieck der Kraft 9t, für den Momentenpunkt A

\

Abb. 68.
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dar. Geht man aber von der Ebene s zu irgendeiner anderen Ebene e' 
über, womit 9ig durch 9lg, ersetzt wird, so ist das Moment von 9t t, 
für den Punkt A gleich dem Momente von 9tf. Dies folgt am ein­
fachsten daraus, daß 9ts, durch eine Zerlegung von 9îg in zwei Seiten­
kräfte erhalten wurde, von denen die andere durch den Punkt A 
ging, so daß deren Moment verschwindet. Das Momentendreieck A 9te, 
hat demnach gleichen Inhalt mit dem Momentendreiecke A 9Î oder 
mit anderen Worten: die Tetraeder der beiden Kraftkreuze, die wir 
uns jetzt miteinander zu vergleichen anschicken, haben Grundflächen 
von gleichem Inhalte.

Wir betrachten ferner die Höhen beider Tetraeder. Vorher war 
schon bemerkt, daß die zur Ebene a senkrechte Komponente von 9î^ 
die Höhe des zum Kraftkreuze 9t^91e gehörigen Tetraeders darstellt. 
Gehen wir zur Ebene s und hiermit zu dem anderen Kraftkreuze 
über, so ändert sich auch 9Lt, sagen wir in 91'^; und zwar wird 9t ^ 
als Resultierende von 9ta und der durch den Punkt A gehenden Kom­
ponente von 9tg gefunden. Da aber diese Komponente in der Ebene a 
enthalten ist, kann sie durch ihren Hinzutritt zu 9t^ nichts an der 
zu cc senkrechten Komponente ändern. Hieraus folgt, daß die beiden 
Tetraeder, die wir jetzt miteinander vergleichen, gleiche Höhen haben. 
Da auch die Grundflächen gleich waren, sind demnach die Tetraeder 
inhaltsgleich.

Hiermit ist der Satz zunächst für alle Kraftkreuze bewiesen, von 
denen die eine Kraft 9tj[ von demselben Angriffspunkte A ausgeht, 
während die andere in der Nullebene a liegt. Ehe wir ihn auf die 
übrigen Fälle übertragen, wollen wir uns überlegen, welche Deutung 
dem Tetraederinhalte gegeben werden kann. Wir sahen schon, daß 
die Grundfläche des Tetraeders das Momentendreieck von 9tg für den 
Punkt A bildet. Bezeichnen wir die Fläche dieses Dreieckes mit F} 
den Winkel zwischen der Normalen zu or und 9t^ mit y und die Größe 
von 9t^ mit R&, so ist das Tetraedervolumen gleich

Y F • Ra cos y.
Hier können wir den Faktor cos y auch zu F nehmen, und das 

Produkt F cos y stellt dann den Flächeninhalt der Projektion des 
Momentendreieckes auf eine zu 9t^ senkrechte Ebene dar, d. h. das 
Produkt bildet das Maß für das statische Moment der einen Kraft 9tg 
des Kraftkreuzes in bezug auf die Richtungslinie der anderen Kraft 
9Li als Momentenachse. Der Inhalt des Tetraeders selbst ist 
demnach dem Produkte aus einer Kraft des Kraftkreuzes 
und dem in bezug auf deren Wirkungslinie als Momenten­
achse genommenen Momente der anderen Kraft verhält­
nisgleich zu setzen.
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Hieraus folgt auch sofort, daß sich der Inhalt des Tetraeders 
nicht ändern kann, wenn man den Angriffspunkt einer Kraft des 
Kraftkreuzes längs deren Wirkungslinie verschiebt, ohne sonst etwas 
zu ändern. Im übrigen ist dies eine rein geometrische Eigenschaft 
des Tetraeders, die auch geometrisch, ohne Bezugnahme auf die mecha­
nische Bedeutung, die dem Tetraeder in unserem Falle zukommt, 
leicht bewiesen werden kann.

Kehren wir nun zu unserem Satze zurück, so erkennen wir, daß 
wir von einem der Kraftkreuze, deren eine Kraft im Punkte A an- 
griff, durch bloße Verschiebung des Angriffspunktes längs der Rich­
tungslinie sofort auch zu einem Kraftkreuze übergehen können, dessen 
eine Kraft durch irgendeinen anderen Punkt B dieser Richtungslinie 
geht. Der Tetraederinhalt wird hierbei nicht geändert. Zugleich 
wissen wir, daß sich dieser Inhalt auch weiterhin nicht ändert, wenn 
wir dieses Kraftkreuz in irgendein anderes umwandeln, bei dem B 
als Angriffspunkt der einen Kraft festgehalten wird; denn was vorher 
von dem beliebig gewählten Punkte A bewiesen wurde, gilt ohne 
weiteres auch für den jetzt mit B bezeichneten Punkt. Durch wieder­
holte Umwandlungen dieser Art können wir aber auch zu allen an­
deren der unter sich gleichwertigen Kraftkreuze gelangen, und damit 
folgt in der Tat, daß deren Tetraederinhalte sämtlich untereinander 
gleich sind.

§ 28. Die Zentralachse einer Kraftgruppe.
Man denke sich eine Kraftgruppe auf eine durch irgendeinen 

Punkt A geführte Resultierende 9Î und ein resultierendes Moment 9Jl 
zurückführt. Die Richtung von 9t gibt die „Achsenrichtung“ der Kraft­
gruppe oder des dadurch bestimmten Nullsystemes an. Der Übergang 
vom Punkte A zu irgendeinem anderen Punkte A' kann dann leicht 

bewirkt werden. Wir verlegen zu diesem 
;9Qfî' Zwecke 9t parallel zu sich selbst und in 

gleicher Größe als 9T nach dem Punkte A'. 
Hierbei tritt noch ein neues Kräftepaar auf 
aus den Kräften 9t und — 9t', dessen Mo­
rn entenvektor mit SOt zu einem neuen re­
sultierenden Momente Sit' zusammenzuset­
zen ist.

*Ül

91
Â In Abb. 72 ist dies in axonometrischer 

Zeichnung angedeutet. Das Parallelogramm 
des bei der Parallelverlegung der Resultierenden 9Î von A nach A' 
entstehenden Kräftepaares ist durch Schraffierung hervorgehoben; 
senkrecht zur Parallelogrammfläche ist der Momentenvektor ange-

Abb. 72.



tragen, der keine besondere Bezeichnung erhalten hat. 9Ji kann von 
A nach A' ohne weiteres verlegt werden, da ein Momentenvektor ein 
völlig freier Vektor ist. Das resultierende Moment 2JT ist mit Hilfe 
eines Parallélogrammes ermittelt, das genau wie ein Kräfteparallelo­
gramm aufzuzeichnen ist.

Durch geeignete Wahl des Punktes A' kann man dem Momenten­
vektor des aus 9Î und — 9t' bestehenden Kräftepaares jede beliebige 
Größe und zugleich jede senkrecht zur Achsenrichtung stehende Rich­
tung erteilen. Hiernach kann auch der zur Achsenrichtung senkrecht 
stehende Anteil von 9Jt' durch verschiedene Wahl des Punktes A' be­
liebig umgestaltet werden, während die in die Achsenrichtung fallende 
Komponente von 21t' davon unberührt bleibt. Sollte etwa 9JÎ von 
vornherein zufälligerweise senkrecht zu 9t gewesen sein, so könnte 
auch jedes daraus abgeleitete 9Jt' keine Komponente in der Achsen­
richtung haben. Es bliebe dann immer nur ein zur Achsenrichtung 
senkrechter Momentenvektor übrig, und dieser kann durch geeignete 
Wahl von A' auf jede im übrigen beliebige Richtung und Größe ge­
bracht werden. Bei passender Wahl von Ä kann er daher auch zu 
Null gemacht werden. Dann bleibt aber nur noch die Resultierende 9tf 
als vollständiger Ersatz des Kräftesysternes übrig. Wenn 9t und 9Jt 
für irgendeine Wahl des Punktes A rechtwinklig zuein­
ander stehen, läßt sich daher die Kraftgruppe stets auf 
eine einzige Resultierende zurückführen.

Im anderen Falle, wenn also 21t nicht rechtwinklig zu 9t ist, ist 
die Zurückführung auf einzige Resultierende niemals möglich. Man 
kann indessen auch in diesem Falle durch passende Wahl des An­
griffspunktes Ä von 9t' die zur Achsenrichtung senkrecht stehende 
Komponente von 9JT zum Verschwinden bringen. Dann bleibt neben 
9t' nur noch ein damit gleichgerichteter Momentenvektor 9Jt' übrig. 
Diese Darstellung der Kraftgruppe kann in mancher Hinsicht als 
die einfachste angesehen werden, auf die sie sich zurückführen läßt. 
Die zugehörige Richtungslinie von 9t' wird als die Zentralachse 
der Kraftgruppe bezeichnet. Es ist nämlich ohne weiteres klar, 
daß, wenn irgendein Punkt A' gefunden ist, für den 9Jt' gleichge­
richtet mit 9t' ist, dies auch für jeden anderen Punkt auf der durch 
A' in der Achsenrichtung gezogenen Geraden zutriflft. Für alle an­
deren, nicht auf dieser Linie gelegenen Punkte A' muß dagegen immer 
noch eine zur Achsenrichtung senkrecht stehende Komponente von 
3Dt' hinzutreten.

§ 28. Die Zentralaehse einer Kraftgruppe 13
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§ 29. Die Koordinaten einer Kraftgruppe nach der 
analytischen Darstellung.

Um die Zusammensetzung der Kräfte im Raume mit den 
Hilfsmitteln der analytischen Geometrie behandeln zu können, 
denkt man sich alle gegebenen Kräfte in Komponenten nach den 
Richtungen der drei rechtwinklig aufeinander stehenden Koor­
dinatenachsen X, Y, Z zerlegt. Auch die Momentenvektoren der 
Kräftepaare zerlegt man in ihre Komponenten nach diesen Rich­
tungen, d. h. man schreibt an Stelle der auf Momentenpunkte 
bezogenen Momente die Momente in bezug auf Achsen an, die 
den Koordinatenachsen parallel gehen.

Am bequemsten ist auch hier der Ersatz der gegebenen Kraft­
gruppe durch eine Resultierende in. Verbindung mit einem resul­
tierenden Kräftepaare. Den Punkt A, durch den die Resultierende 
geführt werden soll, läßt man gewöhnlich mit dem Koordinaten- 
ursprunge zusammenfallen. Die Komponenten des resultierenden 
Momentes 3Jl sind dann gleich den Momentensummen der ge­
gebenen Kräfte in bezug auf die Koordinatenachsen als Momen- 
tenachsen.

Die Koordinaten des Angriffspunktes einer der gegebenen 
Kräfte, seien mit xt) yt, zx, und die Komponenten der Kraft 
in den Richtungen der Koordinatenachsen mit Xlf YX,ZX bezeich­
net und ähnlich für die übrigen. Dann erhält man zunächst für 
die Komponenten X, Y, Z der Resultierenden 9Ï die Gleichungen

X = X1+ X2 + ••• = 2JX‘ 7=2:7; Z = XZ, (31)

wenn auf der rechten Seite X unter dem Summenzeichen irgend­
eine der Komponenten Xx, X2 usf. bedeutet.

Die Komponenten des auf den Ursprung als Momentenpunkt 
bezogenen resultierenden Momentes 3k seien mit L, M, N bezeich­
net. Man kann sie nach den schon im ersten Bande dafür ge­
gebenen Vorschriften unmittelbar berechnen. Zur besseren Über­
sicht seien indessen die dafür gültigen Ausdrücke an der Hand 
von Abb. 73 noch einmal abgeleitet. In der Abbildung ist der 
Angriffspunkt der Kraft ^ in drei Rissen gezeichnet, und in diese
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Risse sind auch die Komponenten Xl7 Y1} Z1 von ^ in jenen 
Richtungen eingetragen, in denen sie positiv gerechnet werden. 
Um das Moment der Kraft ^ in bezug auf die X-Achse zu 
erhalten, betrachten wir ihre Projektion 
auf die YZ-Ebene und nehmen in dieser 
Ebene das Moment für den Ursprung 0 
als Momentenpunkt. Anstatt von der 
Projektion von selbst das Moment ^ 
zu berechnen, können wir indessen auch 
die Summe der Momente von Y1 und Zx 
dafür setzen, da die Resultierende aus 
diesen beiden die Projektion von ^ auf die KZ-Ebene liefert. 
Als positiv sind dabei jene Momente in Ansatz zu bringen, die 
für den von vorn, d. h. auf der Seite der positiven X-Achse 
stehenden Beschauer im Uhrzeigersinne drehen. Hiernach findet 
man für das Moment von ^ in bezug auf die X-Achse

Yxzx ZlVl.
Ähnliche Ausdrücke gelten für die übrigen Kräfte und in bezug 
auf die beiden anderen Koordinatenachsen als Momentenachsen. 
Im ganzen erhält man daher

z

: % & :

A

I i
/

Y Abb. 73.

L = X(Yz — Zy);
M = U(Zx - X*);
N = X{Xy — Yx).,

Die aus den Gleichungen (31) hervorgehenden Komponenten 
X, Y, Z von SR und die jetzt berechneten Komponenten L, M, N 
von faßt man unter der Bezeichnung der sechs Koordi­
naten der gegebenen Kraftgruppe zusammen. Diese sechs 
Größen genügen, um eine Kraftgruppe hinreichend zu beschrei­
ben. Bei Aufgaben über das Gleichgewicht oder die Bewegung 
eines starren Körpers braucht man offenbar von den äußeren 
Kräften nichts als jene sechs Koordinaten zu kennen.

Im Gleichgewichte kann eine Kraftgruppe nur dann stehen, wenn 
alle sechs Anteile oder Koordinaten zu Null werden. Setzt man die 
Summengrößen auf den rechten Seiten der Gleichungen (31) und (32) 
gleich Null, so erhält man demnach die notwendigen und hinreichen­

(32)
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den Gleichgewiehtsbedingungen für eine beliebige Kraftgruppe. — 
Bemerkenswert ist, daß die Zahl dieser Gleichgewiehtsbedingungen 
sechs beträgt; sie entspricht der Zahl der Freiheitsgrade für die Be­
wegung eines starren Körpers. Überhaupt besteht zwischen den Unter­
suchungen über die Kräftezusammensetzung im Raume und den im 
ersten Bande durchgeführten Betrachtungen über die Bewegung eines 
starren Körpers eine enge Verwandtschaft. So wie wir hier eine Kraft­
gruppe auf eine Resultierende 9Ï und ein resultierendes Moment 
zurückführten, wurde dort die beliebige Bewegung eines starren Kör­
pers in die Translationsgeschwindigkeit b0 irgendeines Anfangspunktes 
und die Rotationsgeschwindigkeit u um eine durch diesen Anfangs­
punkt gehende Achse zerlegt. Der Darstellung der Bewegung als 
eine schraubenförmige (bei gleicher Richtung von b0 und u) entspricht 
hier die Konstruktion der Zentralachse usf. — Man kann den Ver­
gleich noch erheblich weiter führen, worauf aber hier verzichtet wer­
den darf.

§ 30. Zerlegung einer Kraft nach sechs gegebenen 
ßichtungslinien.

An die schon im ersten Abschnitte besprochenen einfacheren 
Zerlegungsaufgaben reiht sich jetzt die allgemeinste an, die man 
von der gleichen Art stellen kann, nämlich die Zerlegung einer 
Kraft nach gegebenen Richtungslinien, die irgendeine Lage im 
Raume zueinander haben, die nicht an solche Beschränkungen 
wie in den früheren Fällen gebunden ist. Hierbei fragt es sich 
zunächst, wie groß die Zahl der gegebenen Richtungslinien, nach 
denen die Zerlegung erfolgen soll, sein muß, damit die Aufgabe 
eindeutig gelöst werden kann.

Man entscheidet diese Frage am einfachsten auf Grund der 
analytischen Darstellung im vorigen Paragraphen. Die Kräfte, 
deren Richtungslinien gegeben sind und deren Größen gesucht 
werden, bilden nämlich eine Kraftgruppe, deren sechs Koordi­
naten X, Y} Z, L, JM, N mit den Komponenten der gegebenen 
Kraft, die zerlegt werden soll, und mit den Momenten dieser 
Kraft in bezug auf die Koordinatenachsen der Reihe nach über­
einstimmen müssen. Schreibt man dies an, so erhält man sechs 
Gleichungen, in denen nur die Größen der gesuchten Kräfte als 
Unbekannte auftreten. Hierbei ist nämlich zu beachten, daß die
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nach den Achsenrichtungen genommenen Komponenten der Un­
bekannten, die in die Gleichungen (31) und (32) einzutreten 
haben, aus den Unbekannten selbst durch Multiplikation mit den 
Kosinus der Neigungswinkel hervorgehen. Diese Kosinus sind 
aber bekannt, weil die Richtungslinien gegeben waren, so daß 
in der Tat die Größen der unbekannten Kräfte die einzigen Un­
bekannten in jenen sechs Gleichungen bilden, die für sie vom 
ersten Grade sind.

Hieraus erkennt man, daß die Zahl der Kraftrichtungslinien, 
nach denen die Zerlegung erfolgen soll, sechs betragen muß. 
Wäre die Zahl geringer, etwa gleich 5, so könnte man im all­
gemeinen die sechs Gleichungen, die zwischen ihnen erfüllt sein 
müssen, nicht durch eine passende Wahl der Größe der Kräfte 
befriedigen. Andererseits könnte bei sieben Kraftrichtungslinien 
die Größe einer dieser Kräfte beliebig gewählt werden, und die 
übrigen könnten durch Auflösen der sechs Gleichungen gefunden 
werden. Es wäre daher keine eindeutige Zerlegung mehr vor­
geschrieben, sondern man hätte unendlich viele Lösungen der 
Zerlegungsaufgabe.

Daß bei sechs Richtungslinien nur eine einzige Lösung mög­
lich ist, folgt sofort daraus, daß sechs Gleichungen ersten Grades 
mit sechs Unbekannten nur eine Lösung zulassen. Zugleich folgt 
auch, daß Ausnahmefälle Vorkommen können; sie treten, wie aus 
der Lehre von den Gleichungen bekannt ist, dann ein, wenn die 
Eliminationsdeterminante, also die aus den Koeffizienten der Un­
bekannten gebildete sechsreihige Determinante zu Null wird. Aus 
dieser analytischen Bedingung lassen sich alle möglichen Aus- 
nahmefälle ableiten. Anstatt dessen wollen wir uns auf einfache­
rem Wege Rechenschaft darüber geben, welche besonderen Fälle 
bei der Annahme der sechs gegebenen Richtungslinien unter 
allen Umständen vermieden werden müssen.

Zunächst dürfen sich von den sechs Richtungslinien 
nicht mehr als drei in einem Punkte schneiden. Gingen 
nämlich vier durch denselben Punkt, so könnte man durch diesen 
Punkt eine Gerade ziehen, die zugleich auch die beiden anderen 
Richtungslinien schnitte. Für diese Gerade als Momentenachse
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wäre dann das Moment aller sechs unbekannten Kräfte gleich 
Null. Das Moment der gegebenen Kraft, die eine ganz beliebige 
Lage haben kann, wäre dagegen von Null verschieden. Hiernach 
wäre es nicht möglich, die sechs unbekannten Kräfte so zu wäh­
len, daß sie der gegebenen Kraft gleichwertig wären (oder auch 
bei der Umkehrung der Zerlegungsaufgabe so, daß sie mit der 
gegebenen Kraft Gleichgewicht hielten). Unter besonderen An­
nahmen für die gegebene Kraft, falls nämlich deren Richtungs­
linie die vorher gezogene Momentenachse ebenfalls schneiden 
sollte, würde der angegebene Hinderungsgrund zwar wegfallen. 
Eine Zerlegung wäre dann möglich, aber, wie hier nicht weiter 
ausgeführt zu werden braucht, nicht mehr in eindeutiger Weise. 
Der hier erwähnte Fall kümmert uns nämlich deshalb nicht wei­
ter, weil die Zerlegungsaufgabe dahin zu verstehen ist, daß die 
Zerlegung für jede Wahl ausführbar bleiben soll, die man für 
die gegebene Kraft treffen mag.

Ebenso dürfen auch von den gegebenen Richtungslinien nicht 
mehr als drei parallel zueinander sein. Denn wenn vier parallel 
wären, so könnte man sagen, daß sie durch denselben unendlich 
fernen Punkt gingen, und von diesem Punkte aus könnte man 
ebenso wie vorher eine Momentenachse ziehen, die zugleich die 
beiden anderen Richtungslinien träfe. Überhaupt braucht man 
bei allen diesen Betrachtungen zwischen unendlich fernen Ele­
menten und den im Endlichen gelegenen keinen grundsätzlichen 
Unterschied zu machen. Man erspart sich dadurch die ausdrück­
liche Besprechung von Fällen, die sich auf Grund dieser An­
schauung auf die anderen, gewöhnlich vorliegenden zurückführen 
lassen.

Ferner dürfen von den sechs gegebenen Richtungs­
linien auch nicht mehr als drei in einer Ebene liegen. 
Lägen nämlich Vier in derselben Ebene, so könnte man durch 
die Schnittpunkte der beiden anderen mit dieser Ebene eine Ge­
rade ziehen, die ebenfalls alle sechs Richtungslinien träfe, und 
die vorigen Schlußfolgerungen könnten auf diesen Fall ohne 
Änderung übertragen werden. Auch hier sind die Fälle, daß 
einer oder beide Schnittpunkte ins Unendliche fallen, schon als
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mit eingeschlossen zu betrachten. Mit den jetzt angeführten sind 
freilich noch nicht alle möglichen Ausnahmefälle erschöpft; sie 
sind aber, weil sie am häufigsten Vorkommen, die wichtigsten. 
Jedenfalls sieht man, daß ein Ausnahmefall immer dann eintritt, 
wenn man eine Gerade ziehen kann, die alle sechs Richtungs­
linien trifft.

Wir wollen uns jetzt überlegen, auf welche Weise die Zer­
legung, falls sie überhaupt möglich ist, wirklich ausgeführt wer­
den kann. Ein Mittel dazu — und zwar das allgemeinste, das 
stets anwendbar bleibt — haben wir schon im Aufstellen der 
sechs Gleichungen und deren Auflösung nach den sechs Unbe­
kannten kennen gelernt. Die Durchführung der Rechnung ist aber 
in dieser Form, wenn nicht gerade besondere Vereinfachungen 
vorliegen, sehr umständlich, und man setzt daher, wenn es irgend 
angeht, lieber ein anderes Verfahren an deren Stelle, das kürzer 
zum Ziele führt.

Am einfachsten läßt sich die Aufgabe lösen, wenn sich drei 
der sechs Richtungslinien in einem Punkte schneiden und die 
drei anderen in einer Ebene liegen, also z. B. wenn die sechs 
Richtungslinien zufällig mit den Kanten eines Tetraeders zusam­
menfallen. Man wähle dann jenen Schnittpunkt als Punkt A 
(im Sinne der früher gebrauchten Bezeichnungen) und die Ebene, 
in der die drei übrigen Richtungslinien liegen, als Ebene e aus. 
Die beliebig gegebene Kraft läßt sich dann durch zwei Kompo­
nenten ersetzen, von denen eine durch A geht, während die an­
dere in s liegt. Man braucht nur noch die erste Komponente 
nach den drei mit ihr von A ausgehenden Richtungslinien, und 
die andere nach den drei mit ihr in s liegenden Richtungslinien 
zu zerlegen. Diese Zerlegungen sind früher bereits ausführlich 
besprochen worden und können daher hier als bekannt angesehen 
werden. Nach ihrer Ausführung ist die Augabe gelöst. Zugleich 
erkennt man, daß der hier besprochene Fall jedenfalls nicht zu 
den Ausnahmefällen gehört; die Zerlegung ist vielmehr immer 
möglich, solange nicht etwa der Punkt A in die Ebene £ fällt.

Ferner ist auch klar, daß die Lösung nicht nur für die Zerlegung 
einer Einzelkraft anwendbar bleibt, sondern daß man auf demselben
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Wege auch eine beliebige Kraftgruppe durch sechs Kräfte ersetzen 
kann, die längs der vorgeschriebenen Richtungslinien wirken. Die­
selbe Erweiterung ist übrigens auch in allen anderen Fällen möglich, 
denn sobald man irgendeine Kraft nach sechs Richtungslinien zu zerlegen 
vermag, kann man diese Zerlegung auch für alle Kräfte einer Kraft­
gruppe durchführen und hiermit die ganze Kraftgruppe durch Kräfte 
längs der vorgeschriebenen Richtungslinien ersetzen.

Im allgemeinsten Falle läßt sich ein Verfahren an­
wenden, das als eine Verallgemeinerung der aus der 
Kräftezerlegung in der Ebene bekannten Momenten- 
methode betrachtet werden kann. Nach dieser Methode 
sucht man den Schnittpunkt von zwei der drei unbekannten 
Kräfte auf und schreibt für ihn eine Momentengleichung an, in 
der nur noch die dritte der Richtungslinie nach gegebene Kraft 
als Unbekannte auftritt. Wir wollen sehen, wrie sich dieses Ver­
fahren auf den Raum übertragen läßt. An Stelle des Momenten- 
punktes tritt hier eine Momentenachse, die man durch möglichst 
viele der gegebenen Richtungslinien zu ziehen sucht. Gelingt es, 
eine solche Momentenachse durch fünf Richtungslinien zu legen, 
was in praktisch vorkommenden Fällen oft ohne weiteres möglich 
ist, so erhält man die sechste Kraft genau wie bei der Zerlegung 
in der Ebene aus der Momentengleichung, in der dann nur noch 
diese eine Unbekannte auftritt.

Im allgemeinsten Falle ist es freilich nicht möglich, eine 
Gerade zu ziehen, die fünf der gegebenen Richtungslinien trifft. 
Dagegen kann man im allgemeinen durch je vier von ihnen zwei 
Geraden legen. Man erkennt dies am einfachsten aus der Über­
legung, daß durch drei windschief zueinander liegende Richtungs­
linien ein Hyperboloid gelegt werden kann, das von der vierten 
Richtungslinie als Fläche zweiter Ordnung in zwei Punkten ge­
troffen wird. Durch jeden dieser Schnittpunkte geht ein Strahl 
der Regelschar, der auch die drei anderen trifft. Schreibt man 
nun für jede der beiden Schnittgeraden als Momentenachsen 
eine Momentengleichung an, so erhält man zwei Gleichungen, in 
denen die Größen der beiden letzten Kräfte als Unbekannte Vor­
kommen. Diese muß man nun freilich immer noch nach den 
Unbekannten auf lösen; aber es ist klar, daß die Auflösung von



zwei Gleichungen viel weniger Mühe macht als die Auflösung von 
sechs bei dem früher besprochenen allgemeinsten Verfahren.

Die wirkliche Aufsuchung der beiden Geraden, die man durch 
vier der gegebenen Richtungslinien zu legen vermag, bildet eine 
Aufgabe der darstellenden Geometrie, die freilich selbst so viel 
Schwierigkeiten machen kann, daß das Verfahren keinen Vorteil 
mehr bietet. Praktisch liegt aber die Sache bei solchen Fällen, 
wie sie in den Anwendungen Vorkommen können, gewöhnlich viel 
einfacher: gewöhnlich kann man hier die beiden Schnittgeraden 
ohne weiteres angeben. Man nehme z. B. an, daß die sechs Rich­
tungslinien paarweise in einer Ebene liegen, also etwa 1 und 2 
in einer Ebene und 3 und 4 in irgendeiner anderen. Verbindet 
man dann den Schnittpunkt von 1 und 2 mit dem Schnittpunkte 
von 3 und 4, so hat man sofort eine der beiden gesuchten Ge­
raden. Die andere ergibt sich als Schnittlinie der Ebene 1, 2 
mit der Ebene 3, 4. Auch wenn nur zwei von den sechs Ge­
raden in einer Ebene liegen, lassen sich die gewünschten Momen- 
tenachsen leicht finden, die eine in dieser-Ebene, während die 
andere durch den Schnittpunkt der beiden Geraden geht.

Ob ein Ausnahmefäll vorliegt, bei dem die Zerlegung nach den 
sechs Richtungslinien nicht möglich ist, muß sich beim Aufstellen 
der beiden Momentengleichungen ebenfalls herausstellen. Es kann 
nämlich Vorkommen, daß beide Gleichungen sich widersprechen, so 
daß sie nicht nach den beiden Unbekannten aufgelöst werden können. 
Dieser Ausnahmefall tritt immer ein, wenn sich eine Gerade ziehen 
läßt, die alle sechs Richtungslinien trifft. Er kann aber auch unter 
anderen Umständen eintreten, nämlich immer dann, wenn die Elimi­
nationsdeterminante der beiden Momentengleichungen zu Null wird.

§ 31. Praktische Anwendungen dieser Zerlegungsaufgabe 145

§ 31. Praktische Anwendungen dieser Zerlegungsaufgabe.
Die wichtigste Anwendung, die von den vorausgehenden 

Untersuchungen gemacht werden kann, bezieht sich auf die Er­
mittlung der Spannungen von Stäben, durch die zwei starre 
Körper fest miteinander verbunden werden. Aus den Unter­
suchungen des ersten Bandes ist bereits bekannt, daß ein starrer 
Körper gegenüber einem zweiten, der als feststehend angenommen 
wird, wenn gar keine Fessel zwischen beiden besteht, sechs Frei-

Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl. 10
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heitsgrade der Bewegung besitzt. Daraus wurde schon damals 
geschlossen, daß man sechs Fesseln, von denen jede einen Frei­
heitsgrad der Bewegung aufhebt, anlegen müsse, um beide Körper 
in feste Verbindung miteinander zu bringen. Solche Fesseln sind 
im einfachsten Falle Stäbe, die zwischen geeignet ausgewählten 
Punkten beider Körper angebracht werden und die eine Ent­
fernungsänderung zwischen ihren Endpunkten verhindern.

Wollte man Stäbe verwenden, die an den Endpunkten steif mit 
beiden Körpern verbunden wären, so daß sie sich nicht gegen diese 
zu drehen vermöchten, und die auch zugleich widerstandsfähig genug 
gegen Verbiegen und Verdrehen wären, so würde zwar offenbar schon 
ein einziger Stab ausreichen, um zwei starre Körper unveränderlich 
miteinander zu verbinden. Hier wird aber, wie schon in früheren 
Fällen, vorausgesetzt, daß die Verbindungsstäbe nur gegen Zug und 
Druck hinreichend widerstandsfähig sind, und daß sie sich daher auch 
namentlich an den Befestigungsstellen leicht etwas gegen die mit ihnen 
verbundenen Körper zu drehen vermögen, so daß man dem wirklichen 
Verhalten ziemlich nahe kommt, wenn man annimmt, daß die Ver­
bindung an diesen Stellen gelenkförmig (nach Art eines Kugelgelenkes) 
bewirkt sei. Dies entspricht auch der üblichen Bauweise, in der man, 
wenigstens bei größeren Ausführungen, Stab verbind ungen gewöhnlich 
so anzuordnen sucht, daß die Widerstandsfähigkeit der Stäbe gegen 
Zug und Druck schon vollständig ausreicht, um die Unverschieblich­
keit des ganzen Verbandes zu sichern. In diesem Falle wird, wie schon 
früher nachgewiesen wurde, durch einen Stab nur ein Freiheitsgrad 
der Relativbewegung vernichtet, und man braucht dann mindestens 
sechs Stäbe, um eine steife Verbindung zwischen beiden Körpern her­
zustellen. Diese Zahl reicht auch, wenn Ausnahmefälle vermieden 
werden, zur Erreichung des Zweckes schon vollkommen aus.

Ergänzt wird diese, auf die Bewegungslehre des starren Kör­
pers gestützte Überlegung durch die Auseinandersetzungen des 
vorigen Paragraphen. Wenn nämlich die Stäbe imstande sein 
sollen, beide Körper wirksam gegeneinander abzustützen, müssen 
die Spannungen, die sie zwischen beiden übertragen, ausreichen, 
um gegenüber allen Lasten, die an einem von ihnen beliebig an­
gebracht werden können, Gleichgewicht herzustellen. Von diesen 
Spannungen sind die Richtungslinien, die mit den Stabmittellinien 
zusammenfallen, gegeben. Man muß daher jede beliebig an einem 
der beiden Körper angebrachte Last nach den Stabrichtungslinien



so zerlegen können, daß die Stabspannungen in Verbindung mit 
der gewählten Last an dem betreffenden starren Körper im Gleich­
gewicht miteinander stehen. Wir sahen aber, daß sechs Rich­
tungslinien gegeben sein müssen, wenn die Zerlegung eindeutig 
ausführbar sein soll. In Übereinstimmung mit dem früheren 
Ergebnisse folgt demnach auch aus der auf die Kräftezerlegung 
gestützten Betrachtung, daß sechs Stäbe zur Herstellung einer 
ausreichenden Abstützung zwischen beiden Körpern erforderlich 
sind. Zugleich können wir uns auch hinsichtlich der Ausnahme­
fälle, die bei der Anordnung der Stäbe vermieden werden müssen, 
auf die darüber im vorigen Paragraphen angestellten Auseinan­
dersetzungen beziehen.

Sehr häufig ist einer der Körper, die durch die sechs Stäbe 
miteinander verbunden werden sollen, die feste Erde. Der zweite 
soll dann durch die Verbindungsstäbe vollständig festgehalten 
werden, so daß er gar keine Bewegungen gegen den irdischen 
Raum mehr auszuführen vermag. Man denke etwa an eine Tisch­
platte, die möglichst unverschieblich aufgestellt werden soll, 
wozu sechs Stäbe erforderlich sind, die jeder Belastung gegen­
über nur auf Zug oder Druck Widerstand zu leisten brauchen.

Ein Beispiel hierfür wird durch Abb. 74 in axonometrischer 
Zeichnung zur Darstellung gebracht. Von den sechs Stäben 
laufen, wie es gewöhnlich der Fall sein wird, 
je zwei in einem Punkte zusammen, hier die 
Stäbe 1 und 2 in einem Punkte der Tisch- n 
platte, und 3 und 4 sowie 5 und 6 in je einem 
Punkte des Fußbodens. An der Tischplatte 
möge irgendeine beliebig gerichtete Last 
angreifen; man soll die dadurch in den sechs 
Beinen hervorgebrachten Stabspannungen er­
mitteln.

nt

4
,-r 'V.

Man sucht zunächst eine Momentenachse 
auf, die durch mindestens vier Stäbe, etwa durch 1, 2, 3, 4 geht. 
Eine solche erhalten wir durch Aufsuchen der Schnittlinie der 
Ebenen 1, 2 und 3, 4. Das ist die in der Abbildung mit mm 
bezeichnete Gerade; sie steht hier lotrecht, weil beide Ebenen

Abb. 74.VI

10*
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1, 2 und 3, 4 lotrecht vorausgesetzt waren. Zugleich erlangt 
man hier noch von selbst den weiteren Vorteil, daß mm auch 
noch die Richtungslinie 5 schneidet. Sie ist nämlich parallel 
zu ihr, da Stab 5 lotrecht steht, und dies entspricht einem Schnitte, 
denn daß dieser erst im Unendlichen erfolgt, bleibt für unseren 
Zweck gleichgültig.

Die Spannung des Stabes 6 kann demnach sofort aus einer 
einzigen, für die Achse mm aufgestellten Momentengleichung 
berechnet werden. Hierbei erinnern wir uns, daß man die Mo­
mente in bezug auf Achsen am einfachsten erhält, wenn man die 
Kräfte auf eine zur Achse senkrecht stehende Ebene projiziert 
und die Momente in dieser Ebene von den Kräfteprojektionen in 
bezug auf den Punkt nimmt, in dem die Achse die Projektions­
ebene trifft. Das wäre also hier die Grundrißebene. In einem 
praktisch vorliegenden Falle wird man ohnehin schon eine Grund­
rißzeichnung des Tisches und der 
besitzen. Die axonometrische Zeichnung dient nur 
sichtszeichnung, die nicht im Maßstabe aufgetragen zu werden 
braucht, sondern bloß freihändig entworfen wird. — Für den Fuß­
punkt des Stabes 2 schreibt man also im Grundrisse die Bedingung 
an, daß das Moment der Projektion von gleich dem Momente 
der Projektion der Stabspannung 6 sein muß. Daraus findet man 
sofort die Projektion der Stabspannung 6, und hieraus auch, da 
die Richtungslinie des Stabes bekannt ist, (unter Zuhilfenahme 
des Aufrisses) die Stabspannung 6 selbst. Man sieht auch leicht 
schon aus der axonometrischeu Zeichnung, daß Stab 6 durch die 
angegebene Last in Druckspannung versetzt wird.

Hätte sich mm nicht zufällig auch mit der Richtungslinie 
des Stabes 5 geschnitten, so wären in der Momentengleichung 
zwei unbekannte Stabspannungen vorgekommen. In diesem Falle 
hätte man noch die zweite Gerade aufsuchen müssen, die durch 
die Stäbe 1, 2, 3, 4 gelegt werden kann. Dies ist die Gerade nn, 
die den oberen Endpunkt von 1 und 2 mit dem unteren Endpunkte 
von 3 und 4 verbindet. Dann wird das Verfahren freilich um­
ständlicher, da man nun 5 und 6 auf eine zu nn senkrechte 
Ebene zu projizieren und in dieser (nach Umklappen) die Mo­

an ihm angreifenden Lasten 
als Über-



mentengleichung aufzustellen hat. — Wir wollen indessen jetzt 
bei dem einfacheren Beispiele bleiben.

Gerade wie 6 kann man natürlich auch die Stabspannung 3 
ermitteln, indem man die Schnittlinie der Ebenen 1, 2 und 5, 6 
als Momentenachse wählt. Auch dies erfordert nur das Anschrei­
ben einer einfachen Momentengleichung im Grundrisse.

Hierauf gehe man zur Ermittlung der Stab spann ungen 1 und 
2 über. In diesem Falle vermag man keine Momentenachse zu 
ziehen, die außer den vier übrigen Stäben auch noch einen von 
jenen beiden schnitte. Man muß daher zwei Momentengleichungen 
anschreiben und sie nach den Unbekannten 1 und 2 auflösen. 
Diese Lösung gestaltet sich indessen hier ganz einfach.

Eine der beiden Momentenachsen, die durch die Stabrich­
tungslinien 3, 4, 5, 6 geht, ist die Verbindungslinie der Fußpunkte 
dieser vier Stäbe. Diese Achse liegt in der Grundrißebene und 
projiziert sich in einem rechtwinklig zur Achse gezeichneten 
Aufrisse als Punkt. In diesem Aufrisse decken sich ferner die 
Projektionen von 1 und 2. Man findet daher aus einer einfachen 
Momentengleichung im Aufrisse sofort die Summe der Vertikal­
komponenten von 1 und 2.

Die apdere durch die Linien 3, 4, 5, 6 gehende Momenten­
achse ist die unendlich ferne Schnittlinie der beiden durch 3 und 
4 und durch 5 und 6 gelegten parallelen Ebenen. Immer wenn 
man auf eine Momentengleichung für eine unendlich 
ferne Achse geführt wird, hat man zu beachten, daß 
eine solche gleichwertig mit einer Komponentenglei­
chung ist, die für die wirkliche Ausrechnung an ihre 
Stelle tritt. Die Lage einer unendlich fernen Achse wird näm­
lich als Schnitt eines Büschels paralleler Ebenen gekennzeichnet. 
Ferner kommt es bei dem Momente in bezug auf eine Achse nur 
auf jene Komponente der Kraft an, die im Angriffspunkte der 
Kraft rechtwinklig zu der von der Achse aus durch den Angriffs­
punkt gelegten Ebene steht. Alle diese Komponenten gehen aber 
bei unendlich ferner Lage der Achse in derselben Richtung, und 
da ferner alle Hebelarme, weil sie sich nur um endliche Beträge 
voneinander unterscheiden, als gleich groß anzusehen sind, so
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vereinfacht sich die Momentengleichung in der Tat zu der Be­
dingung, daß die algebraische Summe der in der Richtung senk­
recht zu jenem Ebenenbüschel genommenen Komponenten aller 
Kräfte gleich Null sein muß.

In unserem Falle erhalten wir also eine Gleichung, die aus­
drückt, daß die algebraische Summe aus den Horizontalkompo­
nenten von 1 und 2 und der parallel zur Verbindungslinie der 
Fußpunkte von 1 und 2 genommenen Komponente von gleich 
Null sein muß. Diese Gleichung in Verbindung mit der vorher 
schon gefundenen Momentengleichung gestattet sofort die Auf­
lösung nach den beiden unbekannten Stab Spannungen 1 und 2.

Nachdem man von einigen Stäben die Spannungen bereits 
ermittelt hat, kann man die der noch übrigen (also hier die von 
4 und 5) viel einfacher berechnen. Man braucht nämlich jetzt 
nicht mehr zu vermeiden, daß in einer neu aufzustellenden Mo­
mentengleichung zugleich die Momente der anderen Stabspan­
nungen auftreten, weil man von diesen die Werte schon kennt. 
Projiziert man also etwa den Tisch auf die durch die Richtungen 
von 4 und 5 gelegte Ebene, so kommen in dieser nur zwei un­
bekannte Kräfteprojektionen vor, und indem man etwa den Mo- 
mentenpunkt auf die Richtung von 4 legt, erhält man aus der 
Momentengleichung sofort die darin allein noch unbekannte 
Spannung des Stabes 5.

Aufgaben.
21. Aufgabe. Auf einer in zwei Punkten A imd B unterstützten 

Welle (Abb. 75) sind zivei Arme auf gesteckt, von 
denen einer horizontal, der andere vertikal gerichtet 
ist. Am horizontalen Arme wirkt die vertikale 
Kraft $ und am vertikalen Arme die horizontale 
Kraft Ó. Man soll das aus beiden Kräften gebil­
dete Kraftkreuz durch ein anderes ersetzen, von dem 
eine Kraft durch A geht, während die zweite in der 
durch B senkrecht zur Welle gezogenen Ebene liegt. 

Unter welchen Umständen wird ferner die Wellenmittellinie AB zu 
einer Nullinie?

Lösung. In Abb. 76 ist die Welle in drei Rissen gezeichnet; 
der dritte Riß, in dem sich AB als Punkt projiziert, liegt in der
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durch B senkrecht zur Welle gezogenen Ebene, die wir weiterhin als 
die Ebene s bezeichnen wollen. Zunächst wird von A aus durch die 
Richtungslinie der Kraft eine Ebene gelegt und deren Spur in der 
Ebene a aufgesucht. Da parallel zu a ist, haben wir es in zwei 
parallele Komponenten ^ und zu zerlegen, von denen in die 
soeben erwähnte Spur fällt. Hiervon ist ^ die größere Komponente, 
da iß näher bei A als bei a liegt; iße verhält sich zum ganzen iß wie
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Abb. 76.

der Abschnitt der Welle von A bis zu dem Arme, an dem iß angreift, 
zur ganzen Welle.

Ebenso wird auch 0. in die zwei Komponenten 0e und 0^ zer­
legt, von denen die erste in die Spur der von A aus durch 0 gezogenen 
Ebene fällt. Alle diese Komponenten liegen entweder in der Ebene a 
selbst oder sie projizieren sich auf diese Ebene in wahrer Größe. In 
diesem Risse kann daher auch die Zusammensetzung von iß.^ und 0^ 
zu 91.4, und von ißs und 0S zu Bs ohne weiteres vorgenommen wer­
den. Hiermit ist der erste Teil der Aufgabe gelöst.

Die Wellenmittellinie AB schneidet von dem Kraftkreuze 9î^9ie 
auf jeden Fall eine Kraft, nämlich Soll sie eine Nullinie sein,
so muß sie zugleich auch die andere Kraft 3le schneiden. In diesem 
Falle kann man 9ts nach dem zweiten Stützpunkte B verlegen. Ein 
an den Stützpunkten A und B angreifendes Kraftkreuz kann aber die

iST
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Welle nicht in Umdrehung versetzen; es bringt nur Auflagerkräfte 
in den Lagern hervor. Man erkennt hieraus, daß AB nur für den 
Fall des Gleichgewichtes der Welle zu einer Nullinie wird. Dies 
hätte man auch schon daraus schließen können, daß nach der Gleich­
gewichtsbedingung gegen Drehen um die Wellenmittellinie die Summe 
der Momente aller äußeren Kräfte für diese Linie als Momentehachse 
zu Null werden muß, wobei noch zu beachten ist, daß die Auflager­
kräfte zu dieser Momentensumme nichts beitragen.

Anmerkung. Man erkennt hieraus auch, wie man die Auflager­
kräfte für eine Welle ermittelt, die an beliebig aufgesteckten Rädern 
oder Armen irgendwelche Lasten aufnimmt, die nur der Bedingung 
unterworfen sind, daß sie sich an der Welle Gleichgewicht gegen 
Drehung halten. Man verlege jede Kraft parallel zu sich selbst in 
der senkrecht zur Wellenmittellinie gezogenen Ebene nach der Mittel­
linie. Alle bei dieser Parallelverlegung auftretenden Kräftepaare 
halten sich wegen der vorher genannten Bedingung im Gleichgewichte 
und brauchen daher nicht weiter beachtet zu werden. Dann kann 
man von jeder einzelnen der nach der Mittellinie verlegten Lasten die 
Auflagerkräfte auf gewöhnliche Weise ermitteln. Nachträglich findet 
man den gesamten Auflagerdruck an jeder Stütze durch geometrische 
Summierung aus den einzeln bestimmten und hierbei auch der Rich­
tung nach gekennzeichneten Auflagerkräften.

22. Aufgabe. An dem in Abb. 77 in drei Bissen dargestellien 
zylindrischen Körper wirken die Kräfte ^, >ß2, $ß3. Man soll diese auf 
eine Einzelkraft 9t, die durch den Mittelpunkt des Zylinders geht, und 
ein resultierendes Moment 9Jt zurück führ en.

Lösung. 9t erhält man einfach durch Parallelverlegung der 
Kräfte ^5 nach dem Mittelpunkte A des Zylinders, wo sie graphisch 
summiert werden können. Die Seiten des hierfür zu bildenden Kraft­
ecks sind in der Abbildung in allen drei Rissen durch punktierte 
Linien angegeben; nur die Seite 9t selbst ist durch einen starken 
Strich hervorgehoben.

Um das Moment 9JÏ zu finden, ermittelt man in jedem Risse die 
Flächeninhalte der durch Schraffierung hervorgehobenen Momenten- 
dreiecke. Die algebraische Summe dieser Flächeninhalte gibt die Pro­
jektion von ÜDt auf die zu der betreffenden Zeichenebene senkrecht 
stehende Achse an. ÜDÎ selbst findet man als geometrische Summe 
der drei Komponenten Mx, ii/y, Mz.

Die Abbildung ist im Maßstabe gezeichnet, und zwar ist ange­
nommen worden, daß alle Längen im Verhältnis 1 : 40 gegen die 
natürliche Größe des Körpers verkleinert seien. Als Kräftemaßstab 
soll 1 mm = 20 kg gelten. Natürlich muß man, um die Größe einer 
Kraft hiernach aus der Zeichnung entnehmen zu können, zuerst die
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Flächen der Momentendreiecke auszumessen sind. Von 
Vj der Grundlinie, die die Kraft darstellt, hat jeder

• j Millimeter die Bedeutung von 20 kg, und von dem
y | Hebelarme stellt jeder Millimeter in Wirklichkeit
I !j 40 mm oder 0,04 m vor. Beachtet man noch, daß
j !j der Dreiecksinhalt nur das halbe Produkt aus Grund-
[ j linie und Höhe angibt, so folgt, daß jeder Quadrat­

millimeter des Dreiecksinhaltes ein Moment von 
2 • 20 • 0,04 oder 1,6 mkg angibt. Anstatt dessen kann man
auch für jedes Dreieck sofort den doppelten Inhalt berechnen 
(indem man die Division mit 2 wegläßt) und hat dann hierfür 
i qmm = 0,8 mkg zu setzen. Die Ausmessung der doppelten Drei­
ecksflächen lieferte
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wahre Länge der ihr entsprechenden Strecke bestimmen, von der un­
mittelbar nur die Projektionen gegeben sind. Dies kann aber nach 
bekannten Kegeln der darstellenden Geometrie leicht ausgeführt 
werden.

Aus beiden Maßstäben folgt auch der Maßstab, nach dem die
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Mx = 78,8 — 97,5 = — 18,7 qmm = — 15,0 mkg 
My = 241 + 107 — 105 = + 243 qmm = + 194,4 mkg 
Mz = 102,5 -f- 77 — 105 = + 74,5 qmm = -f- 59,6 mkg.

Als Maßstab für das Aufträgen der Momentenvektoren wurde 
4 mkg gewählt. Dabei mußte Mx des negativen Vorzeichens 

wegen im Sinne der negativen X-Achse aufgetragen werden. Für die 
Größe des resultierenden Momentes erhält man schließlich (nach 
Ermittlung der wahren Länge) 204 mkg und für die Größe der Re­
sultierenden 9Î 148 kg.

23. Aufgäbe. Eine Welle (etwa die Schwungradwelle einer Dampf­
maschine) ist in zwei Lagern A und B (Abb. 78) unterstützt und trägt

Lasten (Gewicht, Riemenzug u. dgl.), 
die in drei verschiedenen Ebenen, 
I (vertikal), II (horizontal) und III 
(unter 30° gegen II geneigt) enthal­
ten sind. Man soll das resultierende 
Biegungsmoment für verschiedene 
Querschnitte ermitteln.

Lösung. Um das zur Berech­
nung auf Biegungsfestigkeit erfor­

derliche Biegungsmoment für einen irgendwie belasteten Stab in bezug 
auf einen bestimmten Querschnitt zu erhalten, denkt man sich alle 
Lasten auf der einen Seite, gewöhnlich links vom Querschnitte, zu 
einer durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehenden Resultie­
renden und einem resultierenden Momente zusammengefaßt. Steht 
der Momentenvektor des resultierenden Momentes senkrecht zur Stab­
achse, so gibt er unmittelbar das Biegungsmoment für den Querschnitt 
an. Im anderen Falle wird das Biegungsmoment durch die zur Stab­
achse senkrecht stehende Komponente des Momentenvektors angegeben, 
während die in die Richtung der Stabachse fallende Komponente das zu 
einer Beanspruchung auf Verdrehen führende Torsionsmoment angibt.

Wenn die Lasten wie in Abb. 78 die Stabachse sämtlich schnei­
den, kommen überhaupt keine Torsionsmomente vor. Es mag indessen 
bemerkt werden, daß eine der Kräfte ursprünglich auch an einer auf 
der Welle aufgekeilten Kurbel oder sonstwie exzentrisch angegriffen 
haben kann ; dann ist sie aber in der durch ihren Angriffspunkt senk­
recht zur Welle gezogenen Ebene parallel nach der Wellenachse zu 
verlegen, und in Abb. 78 ist angenommen, daß diese Verlegung be­
reits ausgeführt ist. Für das Biegungsmoment ist es nämlich ganz 
gleichgültig, ob die Last an einem Kurbelzapfen oder an dem ihm 
entsprechenden Punkte der Wellenachse angreift, da die Parallelver­
legung nach der Achse nur zu einem Torsionsmomente und nicht zu

1 mm
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Abb. 78.
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einer senkrecht zur Wellenachse stehenden Komponente des Momenten- 
vektors führt.

Am einfachsten löst man die Aufgabe derart, daß man zunächst 
in jeder der drei Lastebenen die darin auftretenden Lasten, Auflager­
kräfte und Biegungsmomente für sich untersucht und dann die zu­
gehörigen Momentenvektoren geometrisch summiert. In jeder Last­
ebene kann man mit Hilfe des Seileckes, dessen Horizontalzug man 
in allen Fällen gleich groß wählt, die Momentenfläche auftragen, wie 
es in Abb. 79 (S. 156) geschehen ist. Die Momentenflächen sind 
schraffiert und mit den Nummern I, H, HI der Lastebenen bezeich­
net, zu denen sie gehören.

Oben in Abb. 79 ist eine Gesamtansicht der Welle mit Einzeich­
nung der Kräfte ^, ^ß2, ^ß3, gegeben, von denen sich freilich ^52 und

als Punkte projizieren. Daneben steht eine Seitenansicht, in der 
sich ^ß2 und $ß3 decken. Noch etwas weiter rechts sind in der Seiten­
ansicht die Richtungen und Pfeile der Momentenvektoren äftn, 
9J£ni angegeben, die zu den Biegungsmomenten in den Lastebenen 
I, H, III gehören.

Gerade diese Festsetzung der Pfeile erfordert eine sorgfältige Über­
legung, zu der man sich am besten der axonometrischen Übersichts­
figur in Abb. 78 behufs Erleichterung der Vorstellung bedient. Da­
bei denke man daran, daß es sich um das Biegungsmoment für einen 
Querschnitt zwischen den Lagern A und B handeln soll und daß man 
von den Kräften an jenem Teile der Welle bis zu dem betrachteten 
Querschnitte hin, der zum Lager A gehört, die Momente zu nehmen 
hat. In der Lastebene I wirkt die Kraft ^ nach abwärts; der zu­
gehörige Auflagerdruck in A geht nach oben, und das Moment des 
Auflagerdruckes dreht im Uhrzeigersinne für einen vorn stehenden 
Beschauer. Nach dieser Seite ist daher 3JÎ rechtwinklig zur Ebene I 
abzutragen, wie es in der rechten oberen Ecke von Abb. 7 9 geschehen 
ist. — In der Lastebene II treten die beiden Lasten ^ß2 und 
außerhalb der Stützpunkte auf; die zugehörigen Auflagerkräfte haben 
den entgegengesetzten Pfeil, und wenn die Belastung symmetrisch ist

= sü3 und beide gleichgelegen), so sind auch die Auflagerkräfte 
gleich und ebenso groß wie eine der Lasten. Für einen zwischen A 
und B gelegenen Querschnitt hat man dann an dem nach A hin lie­
genden Teile der Welle ein Kräftepaar, das von oben her gesehen 
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne dreht. Der Pfeil von 93üi ist da­
her nach abwärts einzutragen, wie es auch auf der bereits erwähn­
ten kleinen Übersichtsfigur geschehen ist Auf dieselbe Weise findet 
man, daß der Pfeil von äßm nach links oben zeigen muß.

Diese Bemerkungen bezogen sich auf die Richtungen der Mo­
mentenvektoren, während die Größen für die verschiedenen in der
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Abbildung mit a, b, c, . . . bezeichneten Querschnitte sofort aus den 
Momentenflächen I, II, III entnommen werden können. Da nämlich 
der Horizontalzug bei allen drei Seilecken gleich groß gewählt wurde 
(die zu den Seilecken gehörigen Kräftenpläne wurden in der Abbil-
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düng fortgelassen), geben die auf den Vertikalen a, b usf. durch die 
Momentenüächen gebildeten Abschnitte unmittelbar ein Maß für die 
Größen der Biegungsmomente und daher auch für die zugehörigen 
Momentenvektoren ab.

Nach diesen Vorbereitungen kann man zur graphischen Summie- 
der Momentenvektoren schreiten. Die hierzu dienenden Linien­rung

züge sind auf der rechten Seite der Abbildung untergebracht und 
einzeln mit den Buchstaben a bis h der Querschnitte bezeichnet, zu 
denen sie gehören. An Stelle von 9D7i ist dabei kürzer I geschrie­
ben usf. Die Pfeile von I, II, III konnten unmittelbar aus der dafür 
vorher gegebenen Übersichtszeichnung, die Größen mit dem Zirkel* 
aus den Momentenflächen I, II, III übertragen werden. Die vierte 
Seite des Viereckes gibt jedesmal den resultierenden Momentenvektor 
an; in den Figuren ist R dazu geschrieben. Mit R kennt man zu­
gleich das Biegungsmoment, das ermittelt werden sollte.

Hierbei ist noch darauf aufmerksam zu machen, daß die resul­
tierenden Momentenvektoren für die einzelnen Querschnitte nicht nur 
in den Größen, sondern auch der Richtung nach voneinander abwei­
chen. Denkt man sich jeden Momentenvektor im zugehörigen Punkte 
der Stabachse angeheftet, so bildet ihre Aufeinanderfolge eine wind­
schiefe Fläche.

Auf die Richtungen der Momentenvektoren und auch auf die 
Richtung, nach der die Durchbiegung der Welle an einer bestimmten 
Stelle erfolgt, braucht man aber gewöhnlich nicht weiter zu achten. 
Bei kreisförmigem Querschnitte ist es für die Beanspruchung des 
Materials schon an sich gleichgültig, in welcher Richtung die Bie­
gung erfolgt, und überdies dreht sich die Welle, während die Kraft­
ebenen festliegen, so daß jeder Momentenvektor ohnehin der Reihe 
nach alle Richtungen im Querschnitte einnimmt.

Kümmert man sich hiernach nur um die Größe der Biegungs­
momente, so kann man diese für alle untersuchten Querschnitte in 
einer besonderen Figur übersichtlich zusammenstellen, indem man 
von jedem Punkte der Wellenachse aus eine Ordinate zieht, die gleich 
der Seite R im zugehörigen Vektorenecke gemacht wird. Am unte­
ren Ende der Abbildung ist, die dadurch erhaltene Momentenfläche 
durch Schraffierung hervorgehoben und mit dem Buchstaben R be­
zeichnet. Für jeden Querschnitt der Welle findet man daraus das zu­
gehörige Biegungsmoment durch Multiplikation der Ordinate der Mo­
mentenfläche mit dem vorher für alle Seilecke übereinstimmend ge­
wählten Horizontalzuge.

Hierzu mag noch bemerkt werden, daß die untere Grenzlinie der 
Momentenfläche R teils durch gerade Linien, teils durch Hyberbel-
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bögen gebildet wird. Rechnerisch läßt sich diese Behauptung, auf die 
aber im übrigen nicht viel ankommt, leicht beweisen.

24. Aufgabe. Ein Stab AB (Abb. 80) ist an beiden Enden ge­
stützt und trägt zwei Lasten, von denen die eine, Pt, lotrecht gerichtet 
ist und 500 Jcg beträgt, während P2 horizontal und gleich 600 hg ist. 
Man soll die Momentenfläche für das aus beiden Lasten resultierende 
Biegungsmoment k&nstruieren.

Px - 500 kg
-U
'g \h/j

A
\d ieb H =- 300 kg

1
!

Po — 600 kg
■
*T

SK,

7
■ ~ri■

& IIII III 7 i

iiRi
%

I I
Abb. 80.

Lösung. Die Lösung schließt sich genau an die der vorhergehen­
den Aufgabe an, von der sie sich nur durch die etwas einfachere Be­
lastungsannahme unterscheidet. Zuerst konstruiert man in der Auf­
rißebene die zu Px gehörige dreieckige Momentenfläche I und in der 
Grundrißebene die zu P2 gehörige Momentenfläche II. Für die Kräfte­
pläne ist in beiden Fällen derselbe Horizontalzug żu nehmen, der zu 
H = 300 kg gewählt wurde. Der Aufriß ist als Ansicht von vorn, 
der Grundriß als Draufsicht von oben her zu betrachten. Da die

a
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durch die Momentenflächen I und II dargestellten Biegungsmomente 
nach den üblichen Vorzeichenfestsetzungen als positiv zu betrachten 
sind, entsprechen ihnen Momentenvektoren, die auf den Beschauer 
hin, also bei SJÎj nach vorn, bei ÜD?8 nach oben hin gehen. Diese 
Richtungen von und sind in einer rechts stehenden Seiten­
ansicht aufgetragen, worauf wie im vorigen Beispiele für die Quer­
schnitte a,b, c usf. die aus I und II entnommenen Momentenvekto­
ren durch besondere Summationsdreiecke zusammengesetzt wurden. 
Die resultierenden Momentenvektoren sind hierauf unter Außeracht­
lassung der verschiedenen Richtungen der Größe nach zu der resul­
tierenden Momentenfläche R zusammengestellt.

25. Aufgabe. Längs einer Geraden AB sind Kräfte in stetiger 
und der Größe nach gleichförmiger Verteilung rechtwinklig zu AB an­
gebracht, so daß die graphische Dar­
stellung der Kraftverteilung (axonome- 
irische Zeichnung in Abb. 81) einen 
Viertelumlauf einer Schraubenfläche 
ausmacht. Man soll die Kräfte zu einem 
Kraftkreuz zusammensetzen und die 
Zentralachse der von ihnen gebildeten 
Kraftgruppe aufsuchen.

Lösung. Man kann jede Kraft 
in zwei rechtwinklige Komponenten 
zerlegen, die in den Ebenen BAC und 
BAD enthalten sind. In jeder dieser Ebenen sind alle Komponenten 
parallel zueinander, und sie lassen sich leicht zu einer Resultierenden 
vereinigen. Beide Resultierende bilden ein Kraftkreuz, das den gege­
benen Kräften gleichwertig ist.

Bezeichnet man, um die Rechnung durchzuführen, AB mit l und 
den Abstand eines zwischen A und B liegenden Punktes K von A 
mit x, so ist der Winkel cp, den die Richtung der Kraft in diesem 
Punkte mit der horizontalen Richtung AC bildet,

Tt X

v = T ‘ T'
Wenn die der Größe nach konstante Belastungsdichte mit p bezeich­
net wird, so daß also pdx die am Längenelemente dx angreifende 
Kraft angibt, erhält man für deren Vertikalprojektion

pdx sin cp oder pdx sin ^y- 

Die Summe der Vertikalkomponenten V beträgt daher

-.1)

;-îv-y
c

.c
‘A Abb. 81.



1
= P'j* sin *^jdxV

Der Abstand zwischen A und V, der mit v bezeichnet werden mag, 
ergibt sich aus der. Momentengleichung

i
= P I * 

V
-sinp^y. TtX -,x sin — y d xVv

21und hiernach v = it
Die Resultierende der Horizontalkomponenten H wird ebenso groß

21als V und hat den Abstand — vom anderen Endpunkte B. Hiermit
ist das Kraftkreuz vollständig bekannt.

Verlegt man ferner, um das Kraftkreuz auf eine Resultierende 
und ein resultierendes Moment zurückzuführen, die Kräfte H und V 
nach dem in der Mitte zwischen A und B liegenden Punkte F, so 
geben sie dort eine Resultierende, die mit der horizontalen Richtung 
von AC einen Winkel von 45° einschließt und deren Größe gleich 
VY 2 oder

— V 2
7t 'V

ist. Das bei der Parallelverlegung von V auftretende Moment hat 
die Größe

rGr-y)
und der Momentenvektor ist gleichgerichtet und hat gleichen Pfeil 
mit A C. Ebenso groß und senkrecht nach oben gerichtet ist der Mo- 
mentenvektor des bei der Parallelverlegung von H nach F auftreten­
den Kräftepaares. Der resultierende Momentenvektor schließt daher 
mit der horizontalen Ebene BAC ebenfalls einen Winkel von 45° 
ein und hat die Größe

Da die Resultierende und der Vektor des resultierenden Momen­
tes auf die gleiche unter 45° durch F gezogene, zu AB senkrechte 
Linie fallen, ist diese die Zentralachse der Kraftgruppe. AB ist eine 
Nullinie.

26. Aufgabe. Eine dreieckige Tischplatte wird, wie Abb. 82 im 
Grundrisse und Aufrisse zeigt, durch sechs Beine gehalten, von denen 
je zwei, die von derselben Ecke der Platte ausgehen, in einer senkrech­
ten Ebene liegen. Auf die Tischplatte wirkt eine beliebig gegebene Kraft $ ; 
man soll die dadurch hervor gebrachten Stabspannungm berechnen.

160 Dritter Abschnitt. Die Kräfte im Raume
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Lösung. Man denke sich jede der sieben Kräfte ($ und die 
sechs Stabkräfte) in eine Komponente zerlegt, die in der Ebene e der 
Tischplatte liegt, und in eine zweite, die rechtwinklig zu s steht. Als 
Punkt A ist demnach hier der unendlich ferne 
Punkt einer zu s gezogenen Normalen gewählt.
Wegen der hier vorliegenden besonderen Anord­
nung fallen sowohl die vertikalen als die in 
der Ebene e liegenden Komponenten von je zwei 
zusammengehörigen Beinen (l und 2 oder 3 und 
4 oder 5 und 6) auf dieselben Geraden. Man 
zerlege die e- Komponente von ^ (die gleich 
der Strecke 1$ im Grundrisse ist) in bekannter 
Weise nach den drei Richtungslinien 1, 2; 3, 4 
und 5, 6 und ebenso die Yertikalkomponente 
von nach den durch die drei Ecken der Platte 
gezogenen Vertikalen. Die letzte Zerlegung 
wird am einfachsten nach der schon im ersten 
Bande (in § 23, S. 159 der 5. Auflage) gegebenen 
Anleitung ausgefübrt.

Nachdem dies geschehen ist, kennt man 
sowohl die vertikale als die horizontale Kom­
ponente der Resultierenden von je zwei zusammengehörigen Stab­
spannungen. Man braucht daher nur noch beide Komponenten zu 
einer Resultierenden zu vereinigen und diese nach den beiden Stab­
richtungen zu zerlegen (oder auch jede einzelne Komponente nach den 
beiden Stabrichtungen zu zerlegen und die Spannungen zu summieren).

27. Aufgabe. Ein recht flächig begrenzter Körper K (vgl. die 
axonometrische Ansicht in Abb. 83) wird 
durch 6 Stäbe gestützt, von denen 3 in 
einem Punkte A zusammenlaufen, während 
die 3 anderen in einer lotrechten Ebene e 
liegen. Längs einer Kante von K wirkt eine 
horizontal gerichtete Last von 3000 kg.
Man soll die durch sie hervorgebrachten 
Stabspannuvgen ermitteln.

Erste Lösung. Man verlegt den An­
griffspunkt von P nach dem Punkt B, in 
dem die Richtungslinie von P die Ebene 
s schneidet, verbindet B mit A und zer­
legt hierauf P in die beiden Komponen­
ten PA und Pe. In Abb. 84 a und 84 b ist diese Zerlegung durch ein 
Kräfteparallelogramm ausgeführt. Hierauf wurde der Angriffspunkt 
von PA nach A verlegt und im Aufriß ein Kräftedreieck daran ge-

Füppl, Graphische Statik. 4. Aull.
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fügt, von dem eine Seite in Richtung von 1, die andere in der dort 
gemeinsamen Richtung von 2 und 3 gezogen ist. Durch Herabloten 
in den Grundriß findet man dort den Endpunkt der Seite 1 des 
Kräfteviereckes, das nun noch durch Ziehen von Parallelen zu den 
Stabprojektionen 2 und 3 ergänzt werden kann. Der Schnittpunkt 
von 2 und 3 ist in den Aufriß zu übertragen. Von 2 und 3 sind 
hierauf noch die wahren Längen zu ermitteln. Die hierzu nötigen

;—80 cm—80 cm-*1

52 cm |j| 4,5,6

1
f¥52cm

p
'64

Abb. 85.Abb. 84 a, 84 b und 84 c.

Linien sind in der Zeichnung weggelassen. Man erhält für die Stäbe 
1, 2, 3 die Stabspannungen

+ 3870; — 2920; + 670 kg.
Die Kraft Pe wird in der Seitenansicht Abb. 84 c in wahrer Größe 
gefunden. Um diese Kraft nach den Richtungen der Stäbe 4, 5, 6 zu 
zerlegen, kann man sich des Culmannschen Verfahrens bedienen, in­
dem man den Schnittpunkt von Pe mit 5 mit dem Schnittpunkte von 
4 und 6 verbindet und hierauf den in Abb. 85 ersichtlichen Kräfte­
plan zeichnet. Man findet die Stabspannungen von 4, 5, 6 zu 

+ 770; — 750; — 1870 kg.

_\\\
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Zweite Lösung. Man kann die Aufgabe auch auf rechnerischem 
Wege nach dem Momentensatze lösen. Verlängert man im Aufrisse 
die beiden Linien, auf denen sich 2 und 3 sowie 4, 5 und 6 proji­
zieren, bis zum Schnittpunkte, so ist dieser als Projektion einer recht­
winklig zum Aufrisse stehenden Momentenachse zu betrachten, die 
diese fünf Stabrichtungslinien schneidet. Aus der Momentengleichung, 
die für die Aufrißprojektion sofort angeschrieben werden kann, findet 
man daher die Stabspannung 1. Ferner schneidet eine Achse, die man 
durch A in lotrechter Richtung ziehen kann, ebenfalls fünf Stabrich­
tungslinien, nämlich außer 1, 2, 3 auch noch 4 und 5 (im Unend­
lichen). Die zugehörige Momentenglei­
chung läßt sich aus dem Grundrisse 
ohne weiteres ablesen und liefert Stab­
spannung 6. Ebenso läßt sich auch 
noch für eine Achse, die durch A und 
den Schnittpunkt von 6 und 4 gezogen 
ist, nach geringer Vorbereitung (näm­
lich nach Projektion von P auf eine 
zu dieser Achse senkrechte Ebene) eine 
Momentengleichung anschreiben, aus 
der sich Stabspannung 5 sofort ermit­
teln läßt. Nachdem man 1, 6 und 5 
bereits kennt, kann man auch eine 
Momentengleichung für eine Achse be­
nützen, die die Fußpunkte der Stäbe 2 
und 4 verbindet, da in dieser Glei­
chung nur noch Stabspannung 3 als 
Unbekannte vorkommt. Da dann nur 
noch zwei Stabspannungen, nämlich 2 
und 4, unbekannt geblieben sind, kann 
man die gegebene Last und die vier 
bereits ermittelten Stabspannungen 
graphisch aneinanderreihen und durch die Endpunkte des Linienzuges 
Parallelen zu 2 und 4 ziehen. Beide müssen sich schneiden, was zu­
gleich als Kontrolle dient. Damit sind dann alle Stabspannungen 
gefunden.

28. Aufgabe. Der in Abb. 86 gezeichnete Zylinder A ist durch 
6 Stäbe gestützt, von denen 1, 2, 3 senkrecht stehen, während 4, 5, 6 
in einer horizontalen Ebene enthalten sind. Am oberen Ende des Zy­
linders greift eine horizontal gerichtete Kraft P von 1000 kg an. Man 
soll die Stabspannungen berechnen; die dazu erforderlichen Maße sind 
aus der Abbildung zu entnehmen.

Lösung. Da von den sechs Stäben drei in einer Ebene liegen

P^JOOOkg

-l,&m\—- —

2mI A

4■mr -uU~, • P*
2 3 V/.1 1

Abb. 86 a.

12 Ji

l?3

ft''
\P=_mO kg\4\l

Abb. 86 b.
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und die drei anderen durch einen (im Unendlichen liegenden) Punkt 
gehen, kann man durch je fünf Stäbe eine Achse legen, die alle fünf 
schneidet, so daß die Spannung des sechsten Stabes aus einer auf 
diese Achse bezogenen Momentengleichung sofort gefunden werden kann.

Verbindet man die Durchstoßpunkte der Linien 1 und 3 mit der 
Ebene durch 4, 5, 6, so erhält man eine Achse, die die genannten 
fünf Stäbe schneidet. Außerdem geht diese Achse aber auch parallel 
zu P, und daher muß das Moment der Stabspannung 2 ebenfalls 
Null sein. Daraus folgt, daß Stab 2 spannungslos bleibt. Hierauf 
kann man, um 1 zu berechnen, irgendeine durch ß in der Ebene 
4, 5, 6 gehende Momentenachse benutzen, da es auf 2 nicht mehr 
ankommt. Man wählt dazu am bequemsten die zur Aufrißebene senk­
rechte Achse und findet nach Abmessen der Hebelarme 

1000 • 2
St- -f- 1445 kg.1,38

Ebenso groß, aber von entgegengesetztem Vorzeichen muß die 
Spannung yon 3 sein, weil bei allen anderen Kräften keine vertikalen 
Komponenten Vorkommen und die Komponentensumme für jede Rich­
tung Null liefern muß. Um 4 zu berechnen, sucht man den Schnitt­
punkt von 5 und 6 auf und schreibt die Momentengleichung für eine 
durch diesen Punkt gehende vertikale Achse an, aus der 

1000 • 1,1
<$4 = = + 647 kg1,7

gefunden wird. Für 5 und 6 erhält man ebenso —176 und —471 kg 
Spannung. — Zur Probe kann man sich nachträglich noch davon 
überzeugen, ob sich die gefundenen Stabspannungen und die Last P 
zu einem geschlossenen Linienzuge aneinanderreihen lassen, wobei 
es nur auf die Grundrißprojektion ankommt.



Vierter Abschnitt.

Das ebene Fachwerk.

§ 32. Die Zahl der notwendigen Stahe.
0 In der Ebene seien n Punkte gegeben, die durch Linien von 

unveränderlicher Länge zu einer in sich unverschieblichen Figur 
miteinander verbunden werden sollen. Es fragt sich, wieviel Ver­
bindungslinien hierzu erforderlich sind. Wir denken uns zunächst 
drei Punkte durch drei Linien zu einem Dreiecke verbunden
Diese drei Punkte können dann ihre Lage gegeneinander nicht 
mehr ändern, da die Gestalt des Dreieckes durch die Längen 
der drei Seiten vollständig bestimmt ist. Ein vierter Punkt kann 
durch zwei weitere Linien, die nach zwei Eckpunkten des Drei­
eckes geführt sind, an dieses angeschlossen werden.

Auch jeder weitere Punkt kann an eine bereits vorhandene 
Figur durch zwei neue Verbindungslinien, die nach irgend zwei 
von deren Eckpunkten geführt sind, unverschieblich angeschlos­
sen werden. Man erkennt daraus, daß man im allgemeinen dop­
pelt soviel Verbindungslinien nötig hat, als Punkte angeschlossen 
werden sollen. Nur im Anfänge bei der Verbindung der drei 
ersten Punkte zu einem Dreiecke kommt man mit weniger Linien 
aus: man braucht hier nur drei Verbindungslinien, während das 
Doppelte der Anzahl der dadurch miteinander verbundenen Punkte 
sechs beträgt. Man kann also sagen, daß man im Anfänge drei 
Linien spart, im übrigen aber doppelt so viele Linien als Punkte 
nötig hat. Die Zahl m der zur Herstellung der unveränderlichen
Figur mit n Ecken erforderlichen Verbindungslinien beträgt da­
her, zunächst wenigstens für die hier vorausgesetzte Bildungs­
weise der Figur, (33)m = 2 n — 3.
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Der Zusammenhang dieser rein geometrischen Betrachtung 
mit der Lehre von den Tragkonstruktionen liegt auf der Hand: 
auch von einem „Binder“ wird in erster Linie verlangt, daß er 
eine in sich un verschiebliche Figur bilde. An Stelle der Ver­
bindungslinien treten hier die Stäbe, und an diese wird zur Auf­
rechterhaltung des Zusammenhanges nur die Anforderung ge­
stellt, daß sie ebenso wie vorher die Verbindungslinien eine Ent­
fernungsänderung ihrer Endknotenpunkte zu verhüten vermögen, 
d. h. es genügt, wenn sie nur gegen Zug- oder Drgckbeanspru- 
chung hinreichend widerstandsfähig sind. Gleichung (33) gibt 
daher die Zahl der notwendigen Stäbe in einem „Binder“ oder 
allgemeiner gesagt in einem ebenen Fachwerke an.

Nachträglich kann man auch noch zwischen irgend zwei an­
deren Punkten, zwischen denen vorher keine unmittelbare Ver­
bindung bestand, einen Stab einschalten. Die Figur ist dann, wie 
man sagt, geometrisch überbestimmt und der für den Zu­
sammenhang entbehrliche Stab wird als ein überzähliger Stab 
bezeichnet. Übrigens braucht nicht gerade der zuletzt ein gefügte 
als der überzählige Stab betrachtet zu werden; man wird, nach­
dem er eingesetzt ist, auch diesen oder jenen von den übrigen 
Stäben fortnehmen können, ohne die Unverschieblichkeit der 
Figur dadurch aufzuheben. Wenn man von den überzähligen 
Stäben redet, handelt es sich daher mehr um deren Anzahl, die 
nach Gleichung (33) leicht festgestellt werden kann, als um eine 
bestimmte Bezeichnung jener Stäbe, die als überzählige ange­
sehen werden sollen. In dieser Hinsicht dürfen wir vielmehr die 
Wahl innerhalb gewisser Grenzen nach Willkür treffen.

Wenn aber das Fachwerk auf die vorher beschriebene Weise 
ohne nachträgliche Beifügung überzähliger Stäbe aufgebaut wurde, 
darf jedenfalls keiner von den Stäben mehr entfernt werden, ohne 
die Unverschieblichkeit aufzuheben. Um dies zu erkennen, den­
ken wir uns ein zweites Fachwerk in derselben Weise hergestellt 
wie das erste, mit dem einzigen Unterschiede, daß ein belie­
big ausgewählter Stab dabei etwas größer oder etwas kleiner 
ist, wärend die anderen so lang sind wie vorher. Die Figur, die 
wir jetzt erhalten, ist aus denselben Gründen unverschieblich wie



die erste. Jeder anderen Annahme über die Länge des einen Sta­
bes, den wir ausgewählt haben, entspricht aber eine andere Fach­
werkgestalt.

Wir wollen uns die frühere Figur und die nach Änderung 
der einen Stablänge erhaltene neue Figur aufeinandergelegt den­
ken, so daß zwei einander entsprechende Seiten Zusammenfallen. 
Wir haben dann die ursprüngliche Lage der Knotenpunkte und 
die neue Lage nach der Gestaltänderung unmittelbar nebenein­
ander, und die Verbindungslinie gibt die Verschiebungsrichtung 
an, in der sich jeder Knotenpunkt bewegt, wenn der Stab, dessen 
Länge wir als veränderlich angesehen haben, herausgenommen 
ist. Hierbei werden übrigens manche der Knotenpunkte über­
haupt nicht von der Gestaltänderung der Figur betroffen wer­
den, sondern während derselben in Ruhe bleiben.

Wir wollen jetzt irgend zwei Knotenpunkte ins Auge fassen, 
zwischen denen kein Stab besteht und von denen sich mindestens 
der eine während der nach Fortnahme eines Stabes möglichen 
Gestaltänderung der Figur bewegt. Die Entfernung dieser bei­
den Knotenpunkte wird sich während der Gestaltänderung im 
allgemeinen ebenfalls ändern. Dann genügt es, beide Knoten­
punkte durch einen neuen Stab miteinander zu verbinden, um 
die Un Verschieblichkeit der Figur wiederherzustellen. Denn die 
Art der Bewegung, die vorher noch möglich war und die einem 
einzigen Freiheitsgrade des ganzen Aufbaues entsprach, hatte 
die Entfernungsänderung der beiden Knotenpunkte zur notwen­
digen Folge, und sobald diese durch Anbringen des neuen Sta­
bes ausgeschlossen wird, fällt damit auch die Möglichkeit der 
Bewegung selbst.

Es kann freilich auch Vorkommen, daß sich die beiden Punkte, 
die wir betrachteten, in der ursprünglichen Gestalt der Figur 
gerade im Maximum oder auch im Minimum des Abstandes be­
fanden, der bei den gegebenen Längen der übrigen Stäbe mög­
lich ist. Dann bringt eine kleine Gestaltänderung des Fach Werkes 
nur eine von der zweiten Ordnung kleine Längenänderung des 
Abstandes beider Punkte hervor, und ein Stab, den wir zwischen 
ihnen einsetzen, vermag alsdann unendlich kleine Gestaltände­
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rungen nicht zu verhindern. Dieser Ausnahmefall ist daher zu 
vermeiden.

Wir sind durch diese Betrachtung zu dem Schlüsse gelangt, 
daß ein Stab durch einen passend gewählten anderen ersetzt 
werden kann. Diese Stab Vertauschung spielt, wie wir noch 
sehen werden, in der Theorie des Fachwerkes eine wichtige 
Rolle. Wir können dadurch von solchen Fach werken, die nach 
dem bisher allein angewendeten einfachsten Verfahren zusam­
mengesetzt wurden, zu anderen aufsteigen, die eine davon ganz 
abweichende Gliederung besitzen. An der Zahl der notwendigen 
Stäbe wird aber durch die Stabvertauschung jedenfalls nichts 
geändert. Wir schließen daraus, daß Gleichung (33) auch für 
die nach anderen Bildungsgesetzen gegliederten Fach werke gül­
tig bleibt. Hierfür werden wir übrigens alsbald noch einen stren­
geren Nachweis kennen lernen.
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§ 33. Die Stahspannungen.

Nach der geometrischen Untersuchung der Fachwerkfigur, 
auf die wir uns bisher beschränkten, bleibt noch die statische 
Aufgabe zu lösen, die in den Stäben des Fach Werkes bei gegebe­
nen Lasten auftretenden Spannungen zu ermitteln. Die Lösung 
gestaltet sich sehr einfach, wenn das Fach werk von einem Aus­
gangsdreiecke aus durch fortgesetzte Angliederung neuer Kno­
tenpunkte durch je zwei Stäbe erzeugt werden kann, ln diesem 
Falle kann man ohne weiteres einen Kräfteplan zeichnen, indem 
man mit dem zuletzt angeschlossenen Knotenpunkte beginnt, von 
dem nur zwei Stäbe ausgehen. Nachdem die Spannungen dieser 
Stäbe durch Zeichnen eines Kräftedreieckes ermittelt sind, wen­
det man sich zu dem vorher angeschlossenen Knotenpunkte, 
dann zu dem diesem vorausgehenden usf., wobei man jedesmal 
nur zwei Stäbe vorfindet, deren Spannungen noch nicht aus dem 
bereits gezeichneten Teile des Kräfteplanes bekannt sind. Aus 
dem Kraftecke für den gerade vorliegenden Knotenpunkt findet 
man sofort die bis dahin unbekannt gebliebenen beiden Stab­
spannungen. Dieses Verfahren läßt sich bis zum Ausgangsdrei-



ecke hin fortführen, und auch die Stabspannungen des Ausgangs­
dreieckes erhält man in derselben Weise.

Wegen der einfachen Berechnung sollen die in dieser Weise 
gegliederten Fach werke als einfache Fachwerke bezeichnet 
werden. Zugleich werden sie auch als statisch bestimmte 
Fachwerke bezeichnet, weil man bei gegebenen Lasten alle 
Stabspannungen ohne Zuhilfenahme der Elastizitätstheorie bloß 
aus den Gleichgewichtsbedingungen der Statik finden kann. Nicht 
alle statisch bestimmten Fach werke sind indessen zugleich ein­
fache. Aus den einfachen Fach werken kann man nämlich durch 
das vorher besprochene Mittel der Stabvertauschung andere er­
halten, die dann zwar immer noch statisch bestimmt sind, für 
die man aber einen Kräfteplan auf die bisher besprochene Art 
nicht mehr zu zeichnen vermag.

Statisch unbestimmt sind dagegen die vorher als „geo­
metrisch überbestimmt“ bezeichneten Fachwerke, in denen über­
zählige Stäbe Vorkommen. Hat man auch nur einen überzähligen 
Stab, so vermag man auf sehr vielerlei Art zusammengehörige 
Stabspannungen anzugeben, die an allen Knotenpunkten Gleich­
gewicht herstellen, und jede dieser Annahmen ist vom rein sta­
tischen Gesichtspunkte aus gleich gut möglich. Man kann z. B. 
annehmen, daß die Spannung des überzähligen Stabes gleich 
Null sei. Dann ist es ebensogut, als wenn der Stab gar nicht 
vorhanden wäre, und für den dann übrig bleibenden, statisch 
bestimmten Rest kann man die in ihm vorkommenden Stabspan­
nungen aus den Gleichgewichtsbedingungen in eindeutigerWeise 
berechnen. Die Spannung des überzähligen Stabes könnte aber 
auch etwa gleich 1 t Zug oder 2 t Druck usf. angenommen wer­
den. Zu jeder dieser Annahmen gehört ein anderes System von 
Spannungen in dem statisch bestimmten Reste. Man kann sich 
nämlich, um dieses zu finden, den überzähligen Stab wiederum 
beseitigt denken, falls man nur in den beiden Knotenpunkten, die 
er verbindet, dafür äußere Kräfte anbringt, die gleich den von 
ihm auf diese Knotenpunkte übertragenen Spannungen sind.

Man erkennt daraus, daß man allgemein im geometrisch 
überbestimmten Fach werke so viele Stabspannungen willkürlich
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annehmen kann, als überzählige Stäbe Vorkommen, worauf die 
übrigen so ermittelt werden können, daß an jedem Knotenpunkte 
Gleichgewicht hergestellt wird. Natürlich kann von allen die­
sen unendlich vielen Wertsystemen der Stabspannungen oder 
„Spannungsbildern“, wie man dafür oft zu sagen pflegt, nur 
eines wirklich zustande kommen. Die bloßen Gleichgewichts­
bedingungen genügen aber nicht, um dieses unter den zunächst 
als möglich erkannten herauszufinden. Dazu muß man auf die 
elastischen Formänderungen der Stäbe eingehen, wie später ge­
zeigt werden wird. In diesem Abschnitte soll aber von den sta­
tisch unbestimmten Fachwerken nicht weiter die Rede sein.

Ein Verfahren, das auf alle Fälle zur Berechnung der 
Stabspannungen in beliebig gegliederten statisch be­
stimmten Fachwerken ausreicht, soll hier sofort angegeben 
werden, wenn es auch wegen der Umständlichkeit der Rechnung 
praktisch nicht gut verwendbar ist. Dafür hat es aber den Vor­
zug, eine grundsätzlich sehr einfache und darum auch besonders 
leicht verständliche Vorschrift anzugeben, nach der es immer 
möglich sein muß, die Stabspannungen zu finden. Es eignet sich 
daher besonders zur Anstellung allgemeiner Betrachtungen über 
die Spannungsaufgabe und findet seinen Platz am besten am 
Eingänge zu diesen Untersuchungen. Die für die praktische Aus­
führung bequemeren Verfahren folgen erst in den späteren Para­
graphen.

Man denke sich alle Stäbe von 1 bis m numeriert. Einer die­
ser Stäbe mit der Nummer i hat die unbekannte Stabspannung 
8if wobei durch das Vorzeichen zwischen Zug- und Druckspan­
nung unterschieden werden soll. Nun betrachte man einen der 
beiden Knotenpunkte, zwischen denen der Stab i verläuft. Die 
Gleichgewichtsbedingung erfordert, daß die geometrische Summe 
aus den an ihm angreifenden Stabspannungen und der daran an­
gebrachten Last gleich Null sein muß. Wir können diese Bedin­
gung auch durch das Anschreiben von zwei Komponentenglei­
chungen ersetzen. Es muß also sowohl die Summe der Horizontal­
komponenten als die Summe der Vertikalkomponenten aller Kräfte 
gleich Null sein. Die Horizontalkomponente von S{ finden wir
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aus durch Multiplikation mit dem Kosinus des Neigungswin­
kels, den die Stabrichtung mit der Horizontalen bildet. Da die 
Gestalt des Fach Werkes gegeben ist, kennt man alle diese Rich­
tungswinkel; außerdem kann auch das Vorzeichen der Horizon­
talkomponente von S{ sofort angegeben werden, indem man den 
Pfeil von St an dem Knotenpunkte so einträgt, wie er einer Zug­
spannung im Stabe i entspricht. Sollte nachher St in Wirklich­
keit als Druckspannung gefunden werden, so kehrt sich ohnehin 
das Vorzeichen des Produktes aus S{ und dem Richtungskosinus 
um, weil Si dann durch eine negative Zahl angegeben wird. In 
der Rechnung erscheint daher St auf jeden Fall unter dem rich­
tigen Vorzeichen, wenn es auf Grund der ersten Annahme fest­
gesetzt wurde.

In jeder der beiden Komponentengleichungen kommen dem­
nach nur die Spannungen usf. der an dem Knotenpunkte an­
greifenden Stäbe als Unbekannte vor. Denn die äußeren Kräfte 
oder Lasten sowie deren Komponenten in horizontaler und ver­
tikaler Richtung müssen als gegeben vorausgesetzt werden, wenn 
die von ihnen hervorgebrachten Stabspannungen berechnet wer­
den sollen.

Nachdem in dieser Weise für alle Knotenpunkte je zwei 
Komponentengleichungen angeschrieben sind, hat man im gan­
zen 2n Gleichungen, in denen nur die m Stabspannungen Vor­
kommen und die für diese sämtlich vom ersten Grade sind. Man 
kann also nun die Stabspannungen durch Auflösen dieser Glei­
chungen berechnen. Dies führt zwar zu umständlichen Zahlen­
rechnungen (etwa bei der Ermittlung der Determinanten, durch 
die die Lösung angegeben wird), kann aber zu keinen Schwie­
rigkeiten anderer Art Veranlassung geben.

Hierbei ist jedoch auf einen Umstand wohl zu achten. Jeden­
falls müssen nämlich auch die äußeren Kräfte unter sich im 
Gleichgewichte miteinander stehen. Nachdem wir aber die Gleich­
gewichtsbedingungen an jedem Knotenpunkte durch Aufstellung 
der Komponentengleichungen ausgedrückt haben, ist damit die 
Bedingung für das Gleichgewicht der äußeren Kräfte schon mit 
ausgesprochen. Jene 2n Komponentengleichungen enthalten da-
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her mehr als nur die Bedingungen, denen die Stabspannungen 
genügen müssen. Drei von ihnen — denn so groß ist die Zahl 
der zwischen Kräften in der Ebene bestehenden Gleichgewichts­
bedingungen — dienen vielmehr zum Nachweise für das Gleich­
gewicht zwischen den äußeren Kräften, und für die Ermittlung 
der Stabspannungen bleiben nur 2w — 3 Komponentengleichungen 
übrig.

Am einfachsten stellt man sich die Sache so vor, daß die Lasten 
an allen anderen Knotenpunkten bis auf zwei ganz willkürlich, ohne 
Rücksicht auf Gleichgewichtsbedingungen, gewählt wurden. Auch an 
einem der beiden übrigen Knotenpunkte mag noch die Horizontal­
komponente der Last beliebig angenommen werden. Dann müssen 
aber, damit Gleichgewicht zwischen den äußeren Kräften bestehe, die 
beiden Komponenten der Last am letzten Knotenpunkte, sowie die 
Vertikalkomponente am vorhergehenden Knotenpunkte den Gleich­
gewichtsbedingungen entsprechend gewählt werden. Wenn man darauf 
achtete, daß die beiden Knotenpunkte nicht auf derselben Vertikalen 
lagen, können die drei Komponenten auch immer in eindeutiger Weise 
so berechnet werden, daß das Gleichgewicht gesichert ist. Anstatt 
dessen können wir uns dazu aber auch die drei Komponentenglei­
chungen für die betreffenden Richtungen an den beiden Knotenpunkten 
zur Berechnung der drei Lastkomponenten benutzt denken. Man 
schreibe diese unter den 2 n Komponentengleichungen etwa zuletzt 
an. Die vorausgehenden 2n — 3 müssen dann zur Ermittlung der 
Stabspannungen ausreichen. Nachdem sie nach den Stabspannungen, 
aufgelöst sind, bleiben dann in den drei letzten nur noch die drei 
Komponenten der äußeren Kräfte als Unbekannte übrig.

Durch diese Anordnung vermag man also aus den 2 n Gleichungen 
jene 2w — 3, die zur Berechnung der Stabspannungen zu verwenden 
sind, und jene 3, die nur die Gleichgewichtsbedingungen zwischen 
den äußeren Kräften darstellen, sofort auszusondern. Natürlich ist 
diese Aussonderung, wie man zugleich erkennt, noch auf sehr ver­
schiedene Art möglich. Jedenfalls bleiben aber stets 2 n— 3 Glei­
chungen zwischen den m unbekannten Stabspannungen zur Verfügung.

Auch hieraus erkennt man — und zwar diesmal ohne jede 
Voraussetzung über die Gliederung des Fachwerkes —, daß die

m = 2n — 3
betragen muß, wenn das Fachwerk statisch bestimmt sein soll. 
Auch ob etwa ein Ausnahmefall vorliegt, muß sich beim Auf­

Zahl der Stäbe



lösen der 2n — 3 Gleichungen heraussteilen. Die Gleichungen 
genügen nämlich nur dann zur Ermittlung der Unbekannten, 
wenn sie alle unabhängig voneinander sind und sich nicht wider­
sprechen. Sollte eine von ihnen schon eine notwendige Folge 
der übrigen sein, so müßte sich dies bei Benutzung der Deter­
minanten zur Auflösung darin zeigen, daß die Determinante aus 
den Koeffizienten der Unbekannten zu Null würde. Außerdem 
kann diese Determinante, auch ohne daß eine solche Abhängig­
keit der Gleichungen voneinander besteht, zu Null werden. Auch 
dies entspricht einem Ausnahmefalle. Die Stabspannungen wer­
den dann bei beliebig gegebenen Lasten, wie aus der Lösung der 
Gleichungen folgt, unendlich groß. Ein solches Fachwerk wäre 
für die Ausführung unbrauchbar.

Schließlich seien noch beide Fälle an einfachen Beispielen 
vorgeführt. Um fünf 
Knotenpunkte unver­
schieblich miteinander 
zu verbinden, braucht 
man, wie aus Gl. (33) 
hervorgeht, sieben Stäbe.
Wollte man diese aber 
etwa so verteilen, wie in 
Abb. 87, so würde man den Zweck trotzdem nicht erreichen. Das 
Viereck mit den beiden Diagonalen hat einen Stab zuviel, und 
dieser fehlt zur Befestigung des fünften Knotenpunktes.

Der andere Fall kommt bei Abb. 88 vor. Hier sind die ersten 
vier Knotenpunkte zu einem statisch und geometrisch bestimmten 
Fachwerke durch die zwischen ihnen gezogenen Stäbe verbunden, 
und auch der letzte Knotenpunkt 5 ist vorschriftsmäßig durch 
zwei Stäbe angeschlossen. Hier wäre also gegen die Gliederung 
nichts einzuwenden, wenn nicht die beiden zum Knotenpunkte 5 
gehenden Stäbe auf dieselbe Gerade fielen. Dadurch wird der 
Ausuahmefall bedingt.

Geometrisch erkennt man dies daran, daß sich Punkt 5 senk­
recht zur gemeinsamen Richtungslinie beider Stäbe um eine un­
endlich kleine Strecke zu verschieben vermag, ohne daß sich die
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Stablängen um mehr als um unendlich kleine Größen zweiter 
Ordnung zu ändern brauchten. Oder mit anderen Worten: da 
die Stäbe praktisch ihre Längen immer um kleine Größen zu 
ändern vermögen, so kann Knotenpunkt 5 Wege zurücklegen, 
die weit größer sind als diese Längenänderungen, und jedenfalls 
größer, als man es bei einem Fach werk im allgemeinen dulden 
kann. Die Stabverbindung ist, wie man in der Umgangssprache 
zu sagen pflegt, „wackelig“.

Auch vom statischen Gesichtspunkte zeigt sich, daß ein Aus- 
nahmefall vorliegt. Sobald man eine Last am Knotenpunkte 5 
anbringt, die zur Stabrichtung rechtwinklig ist, kann kein Gleich­
gewicht zwischen ihr und den Stab Spannungen bestehen. Der 
Knotenpunkt wird also jedenfalls etwas ausweichen. Sobald dies 
geschehen ist, ist der Ausnahmefall nicht mehr genau verwirk­
licht. Ist der Knotenpunkt unendlich wenig ausgewichen, was 
man bei unnachgiebigen Stäben allein voraussetzen kann, so kann 
man nachher ein Kräftedreieck zeichnen, bei dem aber der der 
Last gegenüberliegende Winkel unendlich klein ist. Die Stab­
spannungen werden dann unendlich groß.

Unendlich große Stabspannungen sind freilich nicht mehr zu be­
fürchten, wenn man eine Belastung des Knotenpunktes 5 vermeidet, 
die äußeren Kräfte also nur an den vier übrigen Knotenpunkten an­
greifen läßt. Dann kommt aber der Knotenpunkt 5 überhaupt nicht 
mehr in Betracht, und die beiden von ihm ausgehenden Stäbe können 
durch einen einzigen, unmittelbar zwischen 1 und 4 geführten Stab 
ersetzt gedacht werden. Das Fachwerk 1,2, 3, 4 ist daher für solche 
Lasten zwar stabil, aber zugleich statisch unbestimmt, da es einen 
Stab zuviel enthält.

y

§ 34. Die Grundfigiir.
Ein statisch bestimmtes Fachwerk mit n Knoten enthält, 

wie wir sahen, 2 n — 3 Stäbe. Stellen wir nun für jeden Knoten­
punkt fest, wieviel Stäbe gerade von ihm ausgehen, und addieren 
alle diese Zahlen, so erhalten wir, da jeder Stab dabei zweimal 
gezählt wird, 4w — 6. Die durchschnittliche Anzahl der von 
einem Knotenpunkte ausgehenden Stäbe beträgt hiernach

- oder 4----— •4 n —



Es müssen also jedenfalls Knotenpunkte Vorkommen, von 
denen höchstens drei Stäbe ausgehen. Ist n kleiner als 6, so 
sinkt die durchschnittliche Stabzahl unter drei, und es müssen 
dann auch Knotenpunkte mit nur zwei Stäben Vorkommen. Wenn 
aber n mindestens gleich 6 ist, kann es sein, daß von keinem 
Knotenpunkte weniger als drei Stäbe ausgehen.

Enthält das gegebene Fachwerk zunächst wenigstens einen 
Knotenpunkt, von dem nur zwei Stäbe ausgehen, so mag dieser 
samt den beiden Stäben fortgelöscht werden. Findet man in dem 
Reste wiederum einen Knotenpunkt, an dem jetzt nur noch zwei 
Stäbe angreifen, so mag auch dieser mit seinen Stäben beseitigt 
werden. Dieses Verfahren soll so lange fortgesetzt werden, als 
es möglich ist, d. h. solange man noch auf Knotenpunkte stößt, 
von denen nachher nur noch zwei Stäbe ausgehen. War das 
Fach werk nach der im Eingänge von § 32 besprochenen Weise 
aufgebaut, so durchlaufen wir beim, fortgesetzten Abbrechen 
der Knotenpunkte den Vorgang beim Auf baue im umgekehrten 
Sinne, bis wir wieder bei dem Ausgangsdreiecke angelangt sind, 
von dem dann, wenn man will, auch noch eine Ecke abgebrochen 
werden kann.

Bei einer anderen Gliederung des Fachwerkes gelangen wir 
dagegen schließlich zu einer Figur, in der von jedem Knoten­
punkte noch mindestens drei Stäbe ausgehen. Diese Figur heißt 
die Grundfigur des Fachwerkes. Beim einfachen Fachwerke 
ist als Grundfigur ein Dreieck (oder, wenn man will, ein einzel­
ner Stab) anzusehen. Die Grundfigur eines nicht einfachen, sta­
tisch bestimmten Fachwerkes muß nach den vorhergehenden 
Auseinandersetzungen mindestens sechs Knotenpunkte umfassen. 
Hatte das gegebene Fach werk überhaupt keinen Knotenpunkt, 
von dem nur zwei Stäbe ausgingen, so bildet es, wie wir sagen 
wollen, selbst eine Grundfigur.

Sind die an den Knotenpunkten des Fachwerkes angreifen­
den Lasten gegeben, so kann man für alle Stäbe, die nicht zur 
Grundfigur gehören, die Spannungen ohne weiteres durch einen 
Kräfteplan ermitteln. Man kann dann alle diese Stäbe fortnehmen, 
falls man von jenen, die von Ecken der Grundfigur ausgingen*
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die Spannungen als äußere Kräfte oder Lasten an den Knoten­
punkten der Grundfigur anbringt. In der Folge wird es sich daher 
nur noch darum handeln, die Stabspannungen der Grundfigur zu 
berechnen, wenn an deren Knotenpunkten gegebene Lasten an­
greifen.

Als Beispiele für nicht einfache Fachwerke können hier zu­
nächst die schon früher besprochenen zusammengesetzten Polon- 
çeau- oder Wiegmannbinder, Abb. 17 (S. 39) und Abb. 26 (S. 52), 
angeführt werden. Die Grundfigur kann in jenen Fällen leicht 
aufgefunden werden.

Ein anderes Beispiel führt Abb. 89 vor. Es ist zugleich jenes 
Beispiel, an dessen Hand sich die Theorie der Grundfiguren zuerst 
entwickelt hat und das früher zu zahlreichen Erörterungen Ver­

anlassung gegeben hat, be­
vor die Frage endgültig 
entschieden war.

-o-

ßj» Man überzeugt sich zu­
nächst leicht, daß das Fach­

werk die notwendige Stabzahl enthält. Der Untergurt zählt in der 
Abbildung mit Einschluß der Auflagerknotenpunkte 11 Knoten, 
und der Obergurt mit Ausschluß der Auflagerpunkte 9 Knoten. 
Im ganzen kommen daher 20 Knoten vor, zu deren steifer Ver­
bindung nach Gl. (33) 37 Stäbe erforderlich sind. In der Tat 
hat man aber 10 Untergurt-, 10 Obergurtstäbe, 9 Vertikalstäbe 
und 8 Diagonalen, zusammen also 37 Stäbe. Auch wenn man 
die Zahl der Knoten des Untergurtes allgemeiner gleich a setzt, 
falls a eine ungerade Zahl bedeutet, die mindestens gleich 
5 ist, läßt sich der Nachweis, daß die notwendige Zahl von 
Stäben bei der Gliederung nach Abb. 89 vorhanden ist, leicht 
erbringen.

Hierbei ist zu beachten, daß Stäbe, deren Richtungslinien sich 
schneiden, an den Kreuzungsstellen nicht miteinander verbunden sein 
sollen. Wenn sich nur zwei Stabrichtungen in einem Punkte treffen, 
ist es übrigens ziemlich gleichgültig, ob man sich die Stäbe in diesem 
Punkte verbunden denkt oder nicht. Werden sie miteinander ver­
bunden, so zählt die Verbindungsstelle als neuer Knotenpunkt mit;

Abb. 89.



zugleich zerfällt aber jeder von beiden Stäben in zwei neue, so daß 
man einen Knotenpunkt und zwei Stäbe mehr hat, wodurch an der 
Bedingung für die notwendige Stabzahl und an den Stabspannungen 
nichts geändert wird, solange an dem neugeschaffenen Knotenpunkte 
keine Lasten angreifen. Da nämlich von diesem Knotenpunkte vier 
Stäbe ausgehen, von denen je zwei in eine Gerade fallen, kann nur 
dadurch Gleichgewicht zustande kommen, daß die Spannungen paar­
weise gleich groß und von gleichem Vorzeichen sind. Die Spannungen 
laufen also durch den Knotenpunkt genau in derselben Weise weiter, 
als wenn keine Verbindung vorhanden wäre, und es ist daher für 
die Berechnung der Stabspannungen am bequemsten, von der etwa 
vorhandenen Verbindung ganz abzusehen.

Anders ist es aber, wenn sich drei (oder noch mehr) Stäbe in einem 
Punkte schneiden, wie es in der Mitte von Abb. 89 vorkommt. Ver­
nietet man nur zwei oder drei Stäbe an der Kreuzungsstelle mitein­
ander, so wird zwar ebensowenig geändert wie im vorigen Falle. Wenn 
aber alle drei miteinander verbunden werden, tritt nur ein neuer 
Knotenpunkt auf, während drei Stäbe in je zwei zerfallen. Man erhält 
also einen Knotenpunkt und drei Stäbe mehr, d. h. wir haben dann 
einen Stab zuviel, und das Fachwerk wird damit geometrisch über­
bestimmt und statisch unbestimmt. Hier soll aber vorausgesetzt 
werden, daß die Stäbe an den Kreuzungsstellen nicht miteinander ver­
bunden sind.

Die Grundfigur finden wir, indem wir zunächst den linken 
Auflagerknotenpunkt, hierauf die folgenden Knotenpunkte des 
Obergurtes und des Untergurtes, von denen alsdann nur noch 
zwei Stäbe ausgehen, ab trennen und in dieser Weise fortfahren. 
Dann wird das Fachwerk auch vom rechten Auflagerknoten her 
in derselben Weise abgebaut. Man behält schließlich in der Mitte 
die durch starke Striche hervorgehobene Grundfigur übrig. Sie 
umfaßt sechs Knotenpunkte hnd neun Stäbe, enthält also die 
geringste Anzahl von Elementen, die in der Grundfigur eines 
nicht einfachen Fachwerkes Vorkommen können. Sie kann als 
ein Sechseck mit drei Hauptdiagonalen aufgefaßt werden, denn 
daß im Untergurte zwei aufeinanderfolgende Seiten in eine Ge­
rade fallen, macht hierfür keinen Unterschied. — Mit der Berech­
nung dieser sechseckigen Grundfigur werden wir uns in der Folge 
noch eingehend beschäftigen.
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§ 35. Die Bildungsweisen des Fachwerkes.
Eine Bildungsweise des Fachwerkes, nämlich jene, durch die 

alle einfachen Fachwerke gewonnen werden können, wurde schon 
in § 32 eingehend besprochen. Auch jedes nicht einfache Fach­
werk, das nicht schon selbst eine Grundfigur bildet, kann aus 
seiner Grundfigur heraus auf dieselbe Weise, also durch Anglie­
derung neuer Knotenpunkte durch je zwei Stäbe gewonnen wer­
den. Hier handelt es sich nur noch um die Besprechung solcher 
Bildungsweisen, die zu den Grundfiguren selbst führen.

Eine zweite Bildungs weise, die häufig yorkommt und daher 
eine genauere Besprechung erfordert, besteht in der Vereinigung 
von zwei geometrisch und statisch bestimmten Fachwerken zu 
einem einzigen durch drei Verbindungsstäbe. Auf die genauere 
Gestalt und Gliederung der beiden Fach werke, die miteinander 
verbunden werden sollen, kommt es bei dieser Betrachtung nicht 
an. Es ist daher am besten, wenn man von ihr zunächst ganz 
absieht, also nur darauf achtet, daß beide Fachwerke jedenfalls 
unveränderliche Figuren bilden. Um dies auch in der Ausdrucks­
weise hervorzuheben, bezeichnet man eine solche unveränderliche 
Figur als eine Scheibe und stellt sie in der Zeichnung durch 
einen willkürlich begrenzten Umriß dar, dessen Fläche zur Er­
höhung der Übersichtlichkeit zweckmäßigerweise durch eine 
Schraffirung ausgefüllt wird.

Zwei Stäbe genügen nicht, um zwei Scheiben fest mitein­
ander zu verbinden. Die eine Scheibe kann sich dann immer 
noch relativ zur anderen, aber nur in ganz bestimmter Weise 
oder, wie man sagt, zwangläufig bewegen. Gehen beide Verbin- 

duugsstäbe von demselben Punkte der einen 
Scheibe aus, wie in Abb. 90, so besteht diese 
Bewegung in einer Drehung der einen Scheibe Jggf x gegen die andere um diesen Punkt. Denkt man 
sich etwa die Scheibe I festgehalten, so kann 
sich 11 um den Knotenpunkt Cr, der durch die 

beiden Stäbe fest mit II verbunden ist, drehen, und jeder Punkt 
von II beschreibt dabei einen Kreis, dessen Mittelpunkt Cr ist.

Abb. 90.



Man nennt dann den Knotenpunkt G ein Gelenk und sagt, daß 
beide Scheiben in diesem Gelenke miteinander Zusammenhängen.

In Abb. 91 ist angenommen, daß die 
beiden Verbindungsstäbe nicht von einem 
gemeinsamen Knotenpunkte ausge^en. Den- .
ken wir uns auch jetzt wieder I festgehal- G 
ten, so ist die Bewegung von 11 von ver- 
wickelterer Art als im vorigen Falle. Es 
ist aber für unsere Zwecke nicht nötig, 
diese Bewegung auf eine längere Strecke hin zu verfolgen, son­
dern es genügt, wenn wir sie nur bis zur nächsten, unendlich 
nahen (oder doch sehr nahen) Lage ins Auge fassen.

Schon aus Band I (§20, S. 115 der 5. Aufl.) ist bekannt, 
daß jede unendlich kleine Bewegung einer starren Figur in ihrer 
Ebene als Drehung um einen bestimmten Punkt, den Pol der 
Bewegung, aufgefaßt werden kann. In diesem Punkte schneiden sich 
die Normalen aller Bahnelemente, und man findet ihn daher schon 
als Schnittpunkt von zwei solchen Normalen. Nun kann sich 
Punkt B der beweglichen Figur wegen des Verbindungsstabes AB 
nur auf einem Kreise bewegen, dessen Mittelpunkt A und dessen 
Halbmesser AB ist. Hiernach ist B A die Normale zu dem von 
B beschriebenen Bahnelemente und ebenso D C die Normale zum 
Bahnelemente des Punktes D. Der Schnittpunkt G beider Nor­
malen ist daher der Pol der Bewegung der Scheibe 11 relativ zur 
Scheibe 1, oder auch, nach den gleichen Gründen, umgekehrt 
der Pol der Bewegung der Scheibe I gegen die festgehalten ge­
dachte Scheibe II. Solange es nur auf unendlich kleine Ver­
schiebungen ankommt, verhalten sich beide Scheiben genau so, 
als wenn sie im Punkte G durch ein Gelenk zusammenhingen. 
Wir wollen daher den Punkt G als ein gedachtes oder auch als 
ein imaginäres Gelenk zwischen I und II bezeichnen.

In einem Gelenke kann zwischen zwei Scheiben eine Kraft von 
beliebiger Richtung übertragen werden. Diese Kraft heißt der Ge­
lenkdruck. Gleichgewicht zwischen zwei Scheiben, die in einem Ge­
lenke Zusammenhängen, ist nur möglich, wenn die Resultierenden der 
an jeder der beiden Scheiben angreifenden Lasten durch den Gelenk­
punkt gehen. Dies gilt nicht nur für die eigentlichen Gelenke, wie in
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Abb. 90, sondern auch für das gedachte Gelenk G der Abb. 91. Zu­
nächst können nämlich zwischen I und II in Abb. 91 nur zwei Stab­
spannungen längs der Richtungslinien AB und CD übertragen werden. 
Faßt man aber beide Kräfte zu einer Resultierenden zusammen, so 
geht diese durch den Schnittpunkt G der Richtungslinien. Die Re­
sultierende kann daher als der im Gelenke G übertragene Gelenkdruck 
betrachtet werden. Kennt man diesen Gelenkdruck nach Größe und 
Richtung, so folgen daraus auch umgekehrt die beiden Stabspannungen 
durch Zerlegen nach beiden Richtungslinien.

Durch Einschalten eines dritten Stabes zwischen beiden 
Scheiben kann man die bis dahin noch bestehende Beweglich­
keit im allgemeinen aufheben. Betrachtet man nämlich irgend 
zwei andere Punkte E und F der beiden Scheiben, so wird deren 
Entfernung bei einer Drehung von Scheibe II gegen I um das 
Gelenk G im allgemeinen geändert. Sobald daher E und F 
durch einen dazwischen eingeschalteten Stab in unveränderlicher 
Entfernung gehalten werden, wird die vorher noch bestehende 
Bewegungsmöglichkeit dadurch aufgehoben. Nur dann, wenn 
die Richtungslinie des Stabes EF ebenfalls durch G geht, kann 
sich II immer noch relativ zu I wenigstens um einen unendlich 
kleinen Winkel drehen, denn F bewegt sich dabei senkrecht zu 
EF, und hiermit ist nur eine von der zweiten Ordnung kleine 
Änderung der Stablänge EF verbunden, der der Stab keinen 
ausreichenden Widerstand entgegenzusetzen vermag. Sobald 
freilich II eine Bewegung gegen 1 ausgeführt bat, die nicht 
mehr als unendlich klein angesehen werden kann, schneiden sich 
nachher die drei Stabrichtungen nicht mehr in demselben Punkte, 
und die weitere Bewegung wird, wenn die Stäbe hinreichend 
widerstandsfähig sind, von da ab verhindert.

Im Falle der Abb. 90 würde ein dritter Stab, der ebenfalls 
von G aus nach irgendeinem Punkte von II geführt wäre, an 
der vorher bestehenden Bewegungsfreiheit überhaupt nichts än­
dern: es bliebe dann immer noch eine endliche Bewegungsfreiheit 
beider Scheiben bestehen. Im einen wie im anderen Falle 
ist aber, da auch kleine Verschiebungen nicht geduldet 
werden dürfen, der Ausnahmefall zu vermeiden, daß



sich die Richtungen der drei Yerbindungsstäbe in dem­
selben Punkte treffen.

Zu demselben Schlüsse gelangt man auch auf Grund der 
statischen Betrachtung. Die drei Stabspannungen müssen näm­
lich imstande sein, an jeder Scheibe mit den daran angreifenden 
Lasten Gleichgewicht herzustellen. Die Stabspannungen erhält 
man durch Zerlegen der Resultierenden dieser Lasten nach den 
Richtungslinien der drei Stäbe. Eine solche Zerlegung ist aber, 
wie schon im ersten Abschnitte gefunden wurde, nur möglich, 
wenn sich die drei Richtungslinien nicht in einem Punkte schnei­
den. Gehen sie nicht genau durch denselben Punkt, sondern bil­
den sie ein unendlich kleines Dreieck miteinander, so werden die 
Stabspannungen unendlich groß. Auch hier entsprechen daher 
der unendlich kleinen Verschieblichkeit unendlich große Span­
nungen.

Wenn die Grundfigur eines Fachwerkes durch Vereinigung 
von zwei Scheiben durch drei Verbindungsstäbe gebildet wird, 
kann man hiernach die Spannungen der Verbindungsstäbe auf 
ganz einfache Weise ermitteln. Am einfachsten wendet man die 
Momentenmethode an, indem man, um z. B. die Spannung des 
Stabes EF in Abb. 91 zu berechnen, das aus den beiden anderen 
Stäben gebildete imaginäre Gelenk zum Momentenpunkte wählt. 
Die für das Gleichgewicht einer der beiden Scheiben angeschrie­
bene Momentengleichung enthält dann die Stabspannung EF als 
einzige Unbekannte.

Nachdem die Spannungen der Verbindungsstäbe (oder auch 
nur eines der Verbindungsstäbe) ermittelt sind, kann man ge­
wöhnlich die in den Stäben der Scheiben auftretenden Span­
nungen ohne weiteres durch Zeichnen eines Kräfteplanes ermit­
teln. Hiervon wurde schon im ersten Abschnitte bei der Berech­
nung des Polonçeaubinders Gebrauch gemacht.

Eine auf diese Art erhaltene und durch Anwendung der Momen­
tenmethode (oder auch nach dem Culmannschen Verfahren für die 
Zerlegung nach drei gegebenen Richtungslinien) leicht zu berech­
nende Grundfigur zeigt auch Abb. 92. Sie ist aus der Vereinigung 
der beiden Dreiecke ABC und BEF durch die drei Verbindungs-
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Stäbe AE, Bl) und CF hervorgegangen. Ob eine Grundfigur über­
haupt auf diese Art gebildet ist, kann man entscheiden, indem man 
zusieht, ob sich ein Schnitt durch sie legen läßt, der nur drei Stäbe 

trifft, die nicht von demselben Punkte ausgehen.
Ein Fachwerk kann ferner auch aus mehreren 

Scheiben mit Hilfe von Verbindungsstäben zusam­
mengesetzt werden. Bezeichnet man die Anzahl der 
Scheiben mit s und die Anzahl der nicht zu ihnen 
gehörigen „freien“ Knotenpunkte, die etwa eben- 

>p falls noch mit einbezogen werden sollen, mit w, so 
ist die Zahl m der erforderlichen Verbindungsstäbe

m — 2w -f- 3 s — 3.
Um nämlich zunächst die zweite Scheibe an die 

erste anzuscbließen, braucht inan drei Stäbe und 
ebenso viele für jede folgende Scheibe, zu diesem Zwecke also 3(s — l). 
Dazu kommen dann noch für jeden „freien“ Knotenpunkt zwei Stäbe. 
Gl. (34) geht übrigens in Gl. (33) über, wenn man darin s = 0 setzt.

Ein weiterer Plan zum Aufbaue eines Fachwerkes besteht darin, 
zuerst 4, 5 oder allgemein a Knotenpunkte durch a aufeinandei'fol- 
gende Stäbe zu einem geschlossenen Vielecke zu verbinden. An diese 
für sich nicht steife Figur schließt man die übrigen Knotenpunkte 
durch je zwei Stäbe an und beseitigt schließlich die noch vorhandene 
Beweglichkeit durch weitere a — 3 Stäbe, die zwischen passend aus­
gewählten Knotenpunkten eingeschaltet werden. Schon die in Abb. 92 
gezeichnete Grundfigur kann in dieser Weise entstanden gedacht wer­
den. Man gehe von dem Vierecke BCFD aus, schließe daran A 
und E durch je zwei Stäbe und beseitige die noch zurückbleibende 
Verschieblichkeit durch den Stab AE. Eine andere, auf diese Art 

gebildete Grundfigur zeigt Abb. 93. Als Ausgangs- 
- figur kann man etwa das Viereck AB CI) anneh­

men, an das der Reihe nach die Knotenpunkte A7, 
.F, 6r, H durch je zwei Stäbe angeschlossen wer­
den, worauf die Steifigkeit durch Einziehen des 
letzten Stabes 1)11 hergestellt wird. Die Momen- 
tenmethode führt hier nicht, oder jedenfalls nicht 
ohne weiteres zum Ziele.

Das allgemeinste Mittel, um alle möglichen 
Grundfiguren zu erhalten, besteht aber in der 

wiederholten Anwendung der schon in § 32 besprochenen Stab­
vertauschung. Um dies zu beweisen, betrachte man zunächst 
einen von jenen Knotenpunkten einer gegebenen Grundfigur,

D
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von denen nur drei Stäbe ausgehen. Man beseitige einen der 
drei Stäbe; dann müssen auch die übrigen Knotenpunkte gegen­
einander verschieblich sein, denn wenn sie es nicht wären, würde 
auch der betrachtete Knotenpunkt durch die ihm verbliebenen 
beiden Stäbe fest an sie angeschlossen, was gegen die Voraus­
setzung verstößt, daß die gegebene Grundfigur keine überzähligen 
Stäbe enthielt. Die Verschieblichkeit kann durch Einziehen 
eines neuen Stabes wieder aufgehoben werden. Nachdem diese 
Stabvertauschung vorgenommen ist, hat man einen Knotenpunkt, 
von dem nur zwei Stäbe ausgehen. Wird er beseitigt, so behält 
man eine Grundfigur übrig, die mindestens einen Knotenpunkt 
weniger umfaßt. Mit dieser kann man nun auf dieselbe Weise 
verfahren usf., bis schließlich ein einfaches Fach werk übrig 
bleibt. Dabei macht es auch nichts aus, wenn man die Knoten­
punkte, von denen nur zwei Stäbe ausgingen, in Wirklichkeit 
gar nicht abtrennt, sondern sie so beibehält.

Hieraus folgt zunächst, daß man durch hinreichend oft fort­
gesetzte Stabvertauschungen jede Grundfigur auf ein einfaches 
Fachwerk zurückführen kann. Wenn man denselben Weg in 
umgekehrter Reihenfolge zurücklegt, gelangt man aber von dem 
einfachen Fach werke auch wieder zu der gegebenen Grundfigur. 
Die Methode der Stab Vertauschungen kann daher benutzt wer­
den, um jede beliebige Grundfigur aus einem zwischen den ge­
gebenen Knotenpunkten als Ausgang gewählten einfachen Fach­
werke abzuleiten.

, § 36. Die Methode von Henneberg 183

§ 36. Die Methode von Henneberg.
Ein allgemein anwendbares Verfahren zur Berechnung der 

Stabspannungen in beliebig gegliederten Grundfiguren bei ge­
gebenen Lasten ist im Anschlüsse an die vorausgehenden Be­
trachtungen von Prof. Henneberg aufgestellt worden.

Man nehme zunächst an, daß die Grundfigur durch eine ein­
malige Stab Vertauschung auf ein einfaches Fach werk zurückge­
führt werden kann. Man bewirkt den Austausch und berechnet 
vorläufig die Stabspannungen, die von den gegebenen Lasten in 
dem einfachen Fachwerke hervorgerufen werden. Hierzu braucht



man nur einen Kräfteplan zu zeichpen. Ich will ihn den Kräfte­
plan T nennen und die daraus für irgendeinen Stab mit der Num­
mer i entnommene Stabspannung mit Tt bezeichnen. Jener Stab, 
der bei der Stabvertauschung an die Stelle des beseitigten tritt, 
soll der Ersatzstab heißen und mit dem Zeiger e versehen 
werden. Im Kräfteplane kommt auch Te vor, dagegen fehlt 
natürlich darin die Spannung des beseitigten Stabes.

Um von dem Spannungsbilde T auf jenes zu kommen, das 
in dem ursprünglich gegebenen Fach werke besteht, denke man 
sich den zuvor beseitigten Stab in einer gewissen Mitwirkung 
begriffen. Dazu überlegen wir uns, welchen Einfluß auf die 
Spannungen der Stäbe in dem einfachen Fachwerke eine längs 
jenes Stabes ganz willkürlich angenommene Spannkraft ausübt. 
Es ist dazu gar nicht nötig, daß wir uns den beseitigten Stab 
sofort wieder eingesetzt denken. Um seinen Einfluß auf die 
Spannungen der anderen Stäbe kennen zu lernen, genügt es 
vielmehr, wenn wir uns nur an den beiden Endknotenpunkten 
Lasten von gleicher Größe und entgegengesetztem Pfeile ange­
bracht denken, die in die Stabrichtung fallen und der Spannung 
in dem beseitigten Stabe entsprechen. Denn jeden Stab kann 
man ohne Einfluß auf das Gleichgewicht aller übrigen beseitigen, 
wenn man nur dafür Sorge trägt, daß an seinen beiden End­
knotenpunkten Kräfte angebracht werden, die die vorher von 
dem Stabe selbst übertragenen genau ersetzen.

Am besten ist es, wenn man sich längs der Richtungslinie 
des beseitigten Stabes einstweilen eine Zugspannung angebracht 
denkt, die gleich der Belastungseinheit, also etwa gleich 1 Tonne 
ist. Die beiden Lasten an den Endknotenpunkten des beseitigten 
Stabes, die jener Einheitsspannung entsprechen, bringen in dem 
einfachen Fachwerke Stabspannungen hervor, die sich ebenfalls 
durch Zeichnen eines zweiten Kräfteplanes sofort ermitteln las­
sen. Alle gegebenen Lasten denkt man sich hierbei ganz von 
dem Fach werke entfernt, da man nur jene Spannungen zu er­
mitteln wünscht, die ausschließlich durch die längs der Rich­
tungslinie 'des beseitigten Stabes angebrachte Spannkraft hervor­
gerufen werden.
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Den jetzt gezeichneten Kräfteplan will ich den Kräfteplan u 
nennen, und die daraus entnommene Spannung irgendeines Sta­
hes i mit bezeichnen. Die ui sind nur als Yerhältniszahlen 
aufzufassen; sie gehen zunächst für die Spannungseinheit im be­
seitigten Stabe die zugehörigen Spannungen der übrigen Stäbe, 
hiermit aber zugleich auch allgemeiner die Verhältnisse zwischen 
diesen Stabspannungen und der durch den beseitigten Stab über­
tragenen Spannkraft an. Ein positives Vorzeichen von ut drückt 
aus, daß die Spannung im Stabe i von gleicher Art mit der im 
beseitigten Stabe ist, denn sobald sich die Spannung im besei­
tigten Stabe umkehrt, kehren sich auch die Vorzeichen aller 
übrigen durch diese Belastung hervorgerufenen Stabspannun­
gen um.

Bezeichnen wir ferner die unbekannte Spannung, die der 
beseitigte Stab in dem ursprünglich gegebenen Fachwerke auf­
zunehmen hat, mit X, so entsprechen ihr in dem nach der Stab­
vertauschung entstehenden einfachen Fach werke Spannungen, 
die nach Größe und Vorzeichen durch das Produkt uX ange­
geben werden. Lassen wir die Lasten X an den Endknoten­
punkten des beseitigten Stabes zugleich mit den gegebenen 
Lasten an dem einfachen Fachwerke angreifen, so kommt im 
Stabe i eine Spannung St zustande, die sich aus den vorher im 
einzelnen besprochenen Spannungen zusammensetzt, also

S, - Tt +
ist. Welchen Wert wir auch für X annehmen mögen: jedenfalls 
wird durch das hiermit angegebene Spannungsbild S an jedem 
Knotenpunkte Gleichgewicht zwischen den Stabspannungen und 
den äußeren Kräften, in die auch die Kräfte X an den Endkno­
tenpunkten des beseitigten Stabes mit einzurechnen sind, her­
gestellt. Man kann auch sagen, daß die unendlich vielen *Span- 
nungsbilder, die verschiedenen Annahmen über X entsprechen, 
zu dem statisch unbestimmten Fach werke gehören, das man er­
hält, wenn man den beseitigten Stab wieder einsetzt und den 
Ersatzstab e daneben auch noch beibehält.

Unter allen diesen Spannungsbildern muß auch jenes ent-
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Die Spannung Te kann aus dem ersten und die \ erhältnis- 
zahl ue aus dem zweiten Kräfteplane nach Größe und Vorzeichen 
unmittelbar entnommen werden. Hiermit kennen wir also auch 
nach Gl. (36) sofort die Spannung in dem zuvor beseitigten 
Stabe nach Größe und Vorzeichen.

Nachdem X bekannt ist, findet man auch die Spannung in jedem 
anderen Stabe nach Gl. (35). Oft ist es übrigens zweckmäßiger, die 
beiden Kräftepläne T und u nur so weit zu zeichnen, bis man darin 
zu Te und ue gelangt ist. Denn hiermit vermag man bereits X nach 
Gl. (36) zu berechnen. Hierauf entwirft man einen dritten Kräfte­
plan, den man vollständig bis zu Ende durchführt und aus dem sich 
die wirklichen Spannungen in dem ursprünglich gegebenen Fachwerke 
ergeben. Dieser Kräfteplan kann nämjich sofort gezeichnet werden, 
nachdem X bereits bekannt ist. Zuletzt ergeben sich dabei noch Pro­
ben für die Richtigkeit der Bestimmung von V, indem sich die letz­
ten Kraftecke von selbst schließen müssen.

Auch ob ein Ausnahmefall vorliegt, ergibt sich bei der Aus­
führung des Verfahrens. Findet man nämlich, daß ue zufällig den 
Wert Null oder doch einen sehr kleinen Wert annimmt (denn 
dies allein kann auf Grund einer Zeichnung, die mit unvermeid­
lichen Zeichenfehlern behaftet ist, unmittelbar nachgewiesen 
werden), so folgt nach Gl. (36), daß X sehr groß (oder unend­
lich groß) wird. Ein Spannungsbild, bei dem zu Lasten von end­
licher Größe sehr große oder unendlich große Stabspannuugen 
gehören, entspricht aber dem zu vermeidenden Ausnahmefalle.

Sind endlich zwei Stabvertauschungen nötig, um das ge­
gebene Fachwerk auf ein einfaches zurückzuführen, so zeichne
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halten sein, das wir suchen, und zwar ist es offenbar jenes unter 
allen, bei dem die Spannung des Ersatzstabes zu Null wird. Denn 
in dem ursprünglich gegebenen Fachwerke kam der Ersatzstab 
überhaupt nicht vor ; dessen Spannnng muß daher ausfallen, ohne 
daß dadurch das Gleichgewicht der Kräfte an allen Knotenpunk­
ten gestört wird. Wenden wir Gl. (35) auf den Ersatzstab e an, 
setzen S gleich Null und lösen nach X auf, so erhalten wir
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man zuerst wie im vorigen Falle den Kräfteplan T, der die 
Spannungen in dem einfachen Fach werke kennen lehrt. Dann 
bringe man eine Zugspannung von der Lasteinheit längs der 
Richtungslinie des ersten der beseitigten Stäbe an und zeichne 
hierfür, wiederum ganz wie vorher, den Kräfteplan u. Hierzu 
kommt dann noch ein dritter Kräfteplan v für die Spannungen 
in dem einfachen Fachwerke, die durch eine längs des zweiten 
der beseitigten Stäbe angebrachte Zugspannung von der Last- 
einheit hervorgerufen werden. Wird dann die Spannung in dem 
ersten der beseitigten Stäbe mit X, die im zweiten mit Y be­
zeichnet, so ist die Spannung im Stabe i, wenn X und Y gleich­
zeitig mit den gegebenen Lasten angreifen,

Si — T{ + ui X -j- vi Y.
Die beiden Unbekannten X und Y ergeben sich aus der Be­

dingung, daß die beiden Ersatzstäbe, die jetzt mit e und f be­
zeichnet werden sollen, in dem von uns gesuchten Spannungs­
bilde überhaupt nicht Vorkommen, daß also die für sie nach 
Gl. (37) berechneten Spannnungen zu Null werden müssen. Man 
erhält daher X und Y durch Auflösen der beiden Gleichungen 

Te + ueX + veY = 0 
Tf + ufX+vfY=Q 

in denen alle übrigen Größen außer X und Y aus den drei Kräfte­
plänen, die wir zeichneten, bekannt sind.

Man sieht nun auch ein, daß dasselbe Verfahren auch für drei 
oder noch mehr Ersatzstäbe anwendbar bleibt; aber schon der Fall 
mit zwei Ersatzstäben kommt in der technischen Praxis, wenigstens 
bei den ebenen Bindern, kaum vor. Bei der Berechnung von räum­
lichen Fachwerkträgern, auf die sich das gleiche Verfahren übertra­
gen läßt, kann es jedoch von Vorteil sein, noch mehr Stabvertau­
schungen vorzunehmen.
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(37)

(38)

§ 37. Die Berechnung der sechseckigen Grundfigur 
mit Hilfe der imaginären Gelenke.

Für die aus einem Sechsecke mit drei Hauptdiagonalen be­
stehende Grundfigur kann man die Spannungen auch noch auf 
verschiedene andere Arten berechnen. Man kommt dabei unter
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Umständen kürzer zum Ziele als nach dem vorher beschriebe­
nen, allgemein anwendbaren Verfahren; namentlich kann man 
sich dabei besser Rechenschaft darüber geben, unter welchen 
Umständen ein Ausnahmefall zu erwarten ist.

Hierbei ist unter dem Ausnahmefalle, woran noch einmal er­
innert werden soll, jener zu verstehen, bei dem eine unendlich 
kleine Beweglichkeit besteht, weil einer der Stäbe das Maximum 
oder Minimum der Länge hat, das mit den übrigen Stablängen 
verträglich ist oder bei dem zu einem beliebig gegebenen Lasten­
systeme unendlich große Stabspannungen gehören. Daß beide 
Kennzeichen gleichwertig miteinander sind und sich gegenseitig 
bedingen, wird übrigens aus einer Untersuchung, die ich alsbald 
folgen lassen werde, noch deutlich hervorgehen.

In Abb. 94 ist eine sechseckige Grund­
figur dieser Art dargestellt. Die sechs 

iv Knotenpunkte 1, 2, ..., 6 sind in dieser
''j/ Aufeinanderfolge durch sechs Stäbe ver-

' bunden, die wir als die Umfangsstäbe 
des Sechseckes bezeichnen wollen. Dazu 
kommen dann noch die drei durch stär­
kere Striche hervorgehobenen Diagonal­
stäbe a, &, c. An den sechs Knoten­

punkten mögen von außen her beliebig gegebene Lasten angreifen, 
von denen nur vorausgesetzt wird, daß sie den Bedingungen 
für das Gleichgewicht an einem starren Körper genügen. Man 
soll die dadurch in den Stäben hervorgerufenen Spannungen 
berechnen.

Zuvor mag indessen noch bemerkt werden, daß die Verteilung 
der Rollen von Umfangs- und Diagonalstäben auch in anderer Weise, 
als vorher angegeben, hätte durchgeführt werden können. Man hätte 
z. B. auch die in die Verbindungslinien von 1, 2, 5, 4, 3, 6, 1 fal­
lenden Stäbe als Umfangsstäbe und die drei übrig bleibenden als 
Diagonalstäbe anseh en können. Wie man diese Wahl trifft, bleibt für 
das Folgende gleichgültig; jedenfalls wollen wir aber an der einmal 
getroffenen Wahl festhalten.

Wir lösen die Aufgabe auf Grund der Bedingung, daß jeder 
der drei Diagonalstäbe a, &, c für sich genommen unter dem

2
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Einflüsse aller an ihm angreifenden Kräfte im Gleichgewichte 
stehen muß. An jedem von ihnen, z. B. an a, greifen sechs Kräfte 
an, zunächst nämlich die gegebenen Lasten an den Endknoten­
punkten 1 und 4 und dann die Spannungen der vier Umfangs­
stäbe, die von 1 und 4 ausgehen. Denn wenn wir das Gleich­
gewicht des Stabes a für sich untersuchen wollen, müssen wir 
uns die vier Stäbe, die mit ihm zusammenstoßen, abgetrennt und 
die von ihnen übertragenen Spannungen durch Kräfte ersetzt 
denken, die für den Stab a als äußere anzusehen sind, wenn sie 
auch für die ganze Grundfigur als innere gelten. Ebenso ist es 
bei b und c.

Die vorher bezeichneten sechs Kräfte am Stabe a wollen wir 
paarweise zusammenfassen. Dies ist zunächst leicht möglich mit 
den gegebenen Lasten an den Endknotenpunkten. Diese Lasten 
selbst sind, um die Zeichnung nicht zu überladen, nicht einge­
tragen. Dafür ist sofort die Resultierende 31 aus den an 1 und 4 
angreifenden Lasten angegeben, die wir in kürzerer Ausdrucks­
weise als die gegebene äußere Kraft am Stabe a bezeichnen kön­
nen. Ebenso sei 33 die Resultierende aus den Lasten an 2 und 
5, oder die am Stabe b an greifende äußere Kraft und 6 die Re­
sultierende aus den Lasten an 3 und 6.

Die drei Resultierenden 31, 33, (£ ersetzen die gegebenen Lasten 
in bezug auf das Gleichgewicht am ganzen starren Körper voll­
ständig, und damit die Lasten im Gleichgewicht miteinander 
stehen können, müssen sich die Richtungslinien von 31, 33, ß in 
einem Punkte treffen und ihre geometrische Summe muß Null sein.

Wir fassen ferner auch die vier an den Enden von a angrei­
fenden Stabspannungen paarweise zusammen, und zwar die Span­
nung im Stabe 1, 2 mit 4, 5 und 1, 6 mit 3, 4. Jedenfalls muß 
die Resultierende aus den Spannungen 1, 2 und 4, 5 durch den 
mit ab bezeichneten Schnittpunkt beider Richtungslinien gehen, 
und ebenso die Resultierende aus 1, 6 und 3,4 durch den Schnitt­
punkt ac. Wie groß und wie gerichtet diese Resultierenden sind, 
vermag man dagegen einstweilen nicht zu sagen.

Die gewählte Art der Zusammenfassung bedarf noch einer 
näheren Begründung. Hierzu mache ich darauf aufmerksam, daß

§ 37. Die Berechnung der sechseckigen Grandfigur 189TlgW.
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die Diagonalstäbe a und b durch die beiden Umfangsstäbe 1, 2 
und 4, 5 in unmittelbarer Verbindung stehen. Wären die übri­
gen Stäbe nicht vorhanden, so könnten sich a und b relativ zu­
einander bewegen, und zwar vermöchten sie sich, wie aus den 
Untersuchungen in § 35 (vgl. besonders Abb. 91) hervorgeht, 
um das imaginäre Gelenk ab gegeneinander zu drehen. Hieraus 
geht auch der Sinn der für diese Schnittpunkte gewählten Be­
zeichnungen hervor.

Wir können hiernach die Rolle der sechs Umfangsstäbe auch 
so auffassen, daß je zwei sich im Sechsecke gegenüberliegende 
ein imaginäres Gelenk darstellen, in dem zwei der Diagonalstäbe 
miteinander Zusammenhängen. Die Resultierende aus beiden Stab­
spannungen bildet den im imaginären Gelenke übertragenen Ge­
lenkdruck. Die Resultierende aus den an den Enden von a an­
greifenden Stabspannungen, die wir vorher bildeten, ist daher 
nichts anderes als der im Gelenke ab von b auf a übertragene 
Gelenkdruck. Der umgekehrt von a auf b übertragene Gelenk­
druck ist die Reaktion des vorigen und daher ebenso groß und 
entgegengesetzt gerichtet.

Alle vorausgehenden Bemerkungen dienen nur dazu, die Dinge, 
mit denen wir zu tun haben, in passenderWeise zu ordnen, näm­
lich so, daß alles auf die drei Diagonalstäbe a,b, c bezogen wird, 
wodurch eine bessere Übersicht erzielt wird, so daß uns der Kern 
der Aufgabe deutlicher erkennbar wird. Wir sind so dazu ge­
langt, alle am Stabe a angreifenden Kräfte auf die gegebene 
äußere Kraft 51 und zwei durch ab und ac gehende Gelenkdrücke 
von unbekannter Größe und Richtung zurückzuführen. Wir kön­
nen jetzt hinzufügen, daß sich die Richtungslinien der drei Kräfte 
in einem Punkte schneiden müssen, den wir jedenfalls auf der 
bereits bekannten Richtungslinie von 5Ï zu suchen haben.

Unsere nächste Aufgabe besteht darin, die drei Gelenkdrücke 
zu ermitteln, und zwar zuerst ihre Richtungslinien. Diese drei 
Richtungslinien bilden jedenfalls ein Dreieck, dessen Seiten durch 
die gegebenen Punkte ab, ac und bc gehen. Außerdem müssen 
aber, wie wir soeben fanden, die drei Ecken auf den Richtungs­
linien von 5Ï, 53, (S liegen. Denn was vorher über das Gleich­



gewicht der drei Kräfte am Stabe a bemerkt wurde, läßt sich 
ohne weiteres auch auf die Stäbe b und c übertragen.

Ein Dreieck, das die genannten sechs Bedingungen erfüllen 
soll, ist aber dadurch eindeutig be­
stimmt. Man kann es leicht nach 
einem zuvor schon mehrmals benutz­
ten Verfahren erhalten. In Abb. 95 
ist dies ausgeführt. In diese Abbil­
dung sind aus der vorigen nur die 
drei Richtungslinien 5t, 53, © und die 
drei Gelenkpunkte ab, bc und ac mit 
übernommen. Einfacher wäre es zwar 
gewesen, die Zeichnung sofort in 
Abb. 95 zu Ende zu führen. Die Figur wäre aber dann etwas 
undeutlich geworden, und sie wurde daher in zwei Abbildungen 
auseinandergezogen, die man nachträglich, wenn man will, auch 
leicht wieder aufeinanderdecken kann.

Man ziehe etwa zuerst in willkürlicher Richtung eine Linie 
AB' durch ab, dann von dem auf 53 liegenden Punkte B' eine 
Linie B'C' durch bc und verbinde C mit A. Dadurch erhält 
man ein Dreieck ÄB'G', das von den sechs Bedingungen fünf 
erfüllt; nur die Seite AC geht noch nicht durch den vorge­
schriebenen Punkt ac. Wenn man nun die Anfangsseite AB' 
um ab dreht, verändert sich das Dreieck, und man erhält unend­
lich viele verschiedene Dreiecke, von denen jenes auszusuchen 
ist, dessen Seite AC außerdem noch durch ac geht.

Da aber die drei Ecken des veränderlichen Dreieckes auf drei 
gegebenen Geraden forts ehr eiten, die sich in einem Punkte schnei­
den, während sich zugleich zwei Seiten um feste Punkte drehen, 
muß sich auch die dritte Seite um einen festen Punkt D drehen. 
Dieser geometrische Satz ist einem schon in § 2 angeführten 
und benutzten reziprok. Wir finden den Punkt JD als Schnitt 
der dritten Seiten von irgend zwei Dreiecken. Als zweites Drei­
eck benutzen wir dabei am bequemsten jenes, dessen drei Sei­
ten in eine Gerade, also in die Verbindungslinie der Punkte ab 
und bc fallen.

V,. B' n
ab (C

B\yA
%

\/
Abb. 95.
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Auch die Seite AG des gesuchten Dreieckes muß durch den 
Punkt D gehen. Da sie ferner auch durch ac gehen soll, brau­
chen wir nur ac mit JD zu verbinden. Diese Linie schneidet die 
Punkte A und C auf 21 und (£ ab. Zieht man hierauf von ab 
und bc aus die Linien AB und CB, so muß der Schnittpunkt B 
von selbst auf 23 fallen, was zur Prüfung für die Genauigkeit der 
Zeichnung dient.

Überträgt man das Dreieck ABC aus Abb. 95 nach Abb. 94, 
so hat man dort die Richtungslinien der drei Gelenkdrücke. Die 
Größen ergeben sich ohne weiteres daraus, daß die geometrische 
Summe von zwei Gelenkdrücken und der an demselben Diago­
nalstabe angreifenden gegebenen äußeren Kraft gleich Null sein 
muß. Man braucht also nur noch den in Abb. 96 angegebenen 
Kräfteplan zu zeichnen, der bei der wirklichen Ausführung na­
türlich unmittelbar neben Abb. 94 seinen Platz finden müßte.

Man geht aus von dem Dreiecke, das sich durch Aneinander­
reihung von 21, 23, 6 bilden lassen muß, und zieht von den Ecken 
Parallelen ab, ac, bc zu den in Abb. 95 ermittelten Gelenkdruck­
richtungen. Diese müssen sich von selbst in einem Punkte schnei­
den; die Abb. 95 und 96 sind, wenn man in der ersten die nur 
zur Lösung benutzten Hilfslinien wegläßt, reziproke Figuren. — 
Nachdem die Gelenkdrücke bekannt sind, findet man die Span­
nungen der Umfangsstäbe des Sechseckes, indem man jeden Ge­
lenkdruck nach den Richtungen der beiden Stabspannungen zer­
legt, als deren Resultierende er betrachtet werden kann. Als ge­
strichelte Linien sind die am Diagonalstabe a angreifenden Stab­

spannungen 1, 2; 4, 5; 3, 4; 1, 6, die sich 
durch Zerlegen der Gelenkdrücke ab und 

\ ac ergeben, ebenfalls in Abb. 96 angegeben. 
f/3'v V{£ Zugleich sind auch jene Pfeile darauf ein­

getragen, die zum Stabe a gehören. Sie 
ergeben sich aus dem Pfeile von 21, da in 
dem Fünfecke 2t; 1, 2; 4, 5; 3, 4; 1, 6 die 

Pfeile stetig aufeinanderfolgen. Hieraus folgt also, daß in dem 
Beispiele, auf das sich die Abbildung bezieht, die Stäbe 1, 2 und 
3, 4 gezogen, dagegen 4, 5 und 1, 6 gedrückt sind. Der Ge-

%
'•V> ac 4
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35Abb. 96.



lenkdruck bc kann natürlich ebenso nach 2, 3 und 5, 6 zerlegt 
werden.

Um auch die Spannungen der Diagonalstäbe zu finden, muß mau 
noch die Kraftecke für die Endknotenpunkte zeichnen. Hierzu kann 
die Kenntnis der Resultierenden 21, 23, © allein nichts nützen, son­
dern man muß auf die an jedem Knotenpunkte für sich angreifenden 
gegebenen Lasten zurückgreifen. Ein Krätteviereck aus der Last am 
Knotenpunkte 1, aus den beiden bei’eits bekannten Stabspannungen 
1, 2 und 1, 6 und der unbekannten Stabspannung a liefert nicht nur 
a, sondern gestattet zugleich eine Probe für die Richtigkeit und Ge­
nauigkeit der vorhergehenden Ermittlungen, da die vierte Seite von 
selbst parallel zur Richtung des Stabes a geben muß.

Wir wollen uns jetzt überlegen, unter welchen Umständen 
der Ausnahmefall eintritt. Aus Abb. 96 erkennt man, daß die 
Gelenkdrücke — und hiermit auch die Stabspannungen — nur 
dann unendlich groß werden können, wenn der Schnittpunkt der 
drei Linien ab, ac, bc ins Unendliche rückt. Dann sind aber die 
drei Gelenkdrücke alle gleichgerichtet, und das Gelenkdruckdrei­
eck ABC in Abb. 95 muß in eine gerade Linie übergehen. Das 
ist aber nur möglich, wenn die drei Gelenke ab, bc, ac in Abb. 95 
in einer Geraden liegen. Umgekehrt wird auch immer dann, 
wenn die drei Gelenke in einer Geraden liegen, das Ge­
lenkdruckdreieck in eine Gerade übergehen, und die 
Stabspannungen werden bei be­
liebig gegebenen endlichen La­
sten unendlich groß.

Auch geometrisch läßt sich der Aus­
nahmefall leicht nachweisen. Man denke 
sich in der hier wieder abgedruckten Abb. 94 
den Stab a festgestellt und b durch das Ge- ^ 
lenk ab mit a verbunden. Dann kann sich 
b gegen a um ab drehen. Hierauf sei 
noch c durch das Gelenk bc an b an­
geschlossen, so daß sich c gegen b um bc drehen kann. Gegen a 
hat dann c zwei Freiheitsgrade, da sowohl eine Drehung um das 
Gelenk ab als eine um das Gelenk bc, die ganz unabhängig von­
einander erfolgen können, seine Lage gegen a ändern. Verbindet 
man ab und bc durch eine Gerade, die bis zum Schnittpunkte mit

Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl.
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Vierter Abschnitt. Das ebene Fachwerk194

der Richtungslinie von c verlängert wird, so verschiebt sich dieser 
Punkt von c auf jeden Fall rechtwinklig zur Verbindungslinie beider 
Gelenke, gleichgültig, ob nun die Drehung um ab oder um bc er­
folgt. Auch wenn eine gleichzeitige Drehung um beide Gelenke ein- 
tritt, muß sich daher jener Punkt von c rechtwinklig zur Verbin­
dungslinie verschieben. Hieraus folgt, daß eine Drehung um das Ge­
lenk aö, verbunden mit einer zu ihr in einem beliebigen Verhältnisse 
stehenden Drehung um bc auf jeden Fall gleichwertig ist einer ein­
zigen Drehung um einen Pol, der auf der Verbindunglinie der Ge­
lenke ab und bc enthalten ist. — Der soeben abgeleitete (zuerst von 
Burmester aufgestellte) Satz spielt, nebenbei bemerkt, in der Kinema­
tik eine wichtige Rolle.

Die Verschieblichkeit, die zwischen c und a noch bestehen bleibt, 
wenn nur die Gelenke ab und bc vorhanden, die zum Gelenke ac 
gehörigen Umfangsstäbe 1, 6 und 3, 4 dagegen fortgelassen sind, 
läßt sich hiernach auf sehr einfache Art beschreiben: der Stab c ver­
mag sich gegen a den zwei Freiheitsgraden entsprechend um jeden 
beliebigen Pol zu drehen, der auf der Verbindungslinie der Gelenke 
ab und bc enthalten ist. Die Lage des Pôles auf der Verbindungs­
linie hängt nur von dem Verhältnisse der Drehungen um beide Ge­
lenke (nach Größe und Vorzeichen) ab.

Das Gelenk ac gestattet dagegen für sich genommen nur Dre­
hungen von c gegen a um ac. Tritt also das Gelenk ac zu den vor­
her schon bestehenden Verbindungen hinzu, so fragt es sich, ob beide 
Bewegungsmöglichkeiten, die vorher im einzelnen vorhanden waren, 
miteinander verträglich sind, oder ob sie sich widersprechen. Sie 
vertragen sich, wenn das Gelenk ac ebenfalls auf die Verbindungs­
linie der Gelenke ab und bc fällt, weil die Drehung um ac dann zu 
jenen Bewegungen gehört, die auch schon vor Zufügung des Gelen­
kes ac möglich waren. In jedem anderen Falle widersprechen sie 
sich. Sobald also die drei Gelenkpunkte ein Dreieck bilden, ist jede 
unendlich kleine Beweglichkeit der Figur ohne eine Änderung der 
Stablängen von der gleichen Größenordnung ausgeschlossen.

Die Bedingung für den Ausnahmefall läßt sich mit^ Hilfe des 
Lehrsatzes von Pascal in eine Form bringen, die sich dem 
Gedächtnisse bequemer einprägt. Nach diesem Satze schneiden 
sich die Gegenseiten eines Sechseckes, dessen Eckpunkte auf 
einem Kegelschnitte enthalten sind, in drei Punkten, die auf 
einer Geraden liegen. Umgekehrt kann man durch die Eckpunkte 
einen Kegelschnitt legen (der aber auch in zwei gerade Linien



zerfallen kann), wenn die genannten Schnittpunkte auf einer 
Geraden liegen.

Die imaginären Gelenke wurden als Schnittpunkte der Gegen­
seiten des Sechseckes erhalten. Wir können daher die vorher 
gefundene Bedingung für den Ausnahmefall einfacher dahin aus­
sprechen, daß die aus einem Sechsecke mit drei Haupt­
diagonalen gebildeten Grundfiguren trotz der genü­
genden Stabzahl immer dann nicht steif sind, wenn 
das Sechseck ein Pascalsches ist.

§ 37. Die Berechnung der sechseckigen Grundfigur usw. 195

Zu den ' Pascalschen gehören u. a. auch die regelmäßigen Sechs­
ecke. Ein solches von etwa 70 cm Durchmesser habe ich in meinem 
Laboratorium aus kleinen Winkeleisen (von 13 mm Schenkellänge) 
zusammennieten lassen, wobei die Diagonalen an den Kreuzungsstellen 
übereinander weg geführt sind, so daß keine Verbindung zwischen 
ihnen besteht. Eine Last von 50 kg, die man in geeigneter Weise 
an einem Knotenpunkte angreifen läßt, bringt Formänderungen her­
vor, bei denen sich der Abstand anderer Knotenpunkte um 3 bis 4 mm 
ändert. Zum Vergleiche sei erwähnt, daß stabile Fachwerke, aus 
denselben Winkeleisen und in ungefähr gleichen Größen ausgeführt, 
Entfernungsänderungen zwischen zwei nicht durch einen Stab mit­
einander verbundenen Knotenpunkten von höchstens einigen Zehntel­
millimetern, gewöhnlich aber noch viel weniger bei Lasten von 50 kg 
erkennen lassen. Auch wenn man in dem regelmäßig sechseckigen 
Versuchsfachwerke die Diagonalen an der Kreuzungsstelle mit Hilfe 
einer kräftigen Schraubzwinge fest miteinander verbindet, wodurch 
man zu einem stabilen Fachwerke mit einem überzähligen Stabe ge­
langt (vgl. den vorletzten Absatz in § 34), findet man bei einer Wie­
derholung des Versuches mit denselben Lasten nur noch so kleine 
Formänderungen, daß sie mit den gewöhnlich angewendeten einfachen 
Mitteln gar nicht mehr gemessen werden können, d. h. sie sind noch 
nicht einmal von der Größe eines Zehntelmillimeters.

Hiernach läßt sich das Bestehen des Ausnahmefalles beim Pascal­
schen Sechsecke auch experimentell leicht nachweisen, und die dabei 
gemachten Beobachtungen dienen zugleich dazu, eine Vorstellung 
davon zu geben, in welchem Maße und Grade sich der Ausnahmefall 
praktisch zur Geltung bringt. Hierbei erwähne ich noch, daß die 
zuvor angegebenen veri ältnismäßig starken Formänderungen des 
Kreissechseckes rein elastisch sind; bleibende Verbiegungen von er­
kennbarer Größe treten bei dieser Belastung noch nicht auf.
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§ 38. Die kinematische Methode.
Hält man in einem statisch bestimmten Fachwerke von be­

liebiger Gliederung einen Stab fest und entfernt irgendeinen 
anderen Stab, so ist die Figur verschieblich, aber so, daß sich 
alle Knotenpunkte, sofern sie nicht in Ruhe bleiben, nur längs 
bestimmter Kurven, also zwangläufig bewegen können. Man 
kann sich an dem in dieser Weise gebildeten Mechanismus, an 
dessen Knotenpunkten irgendwelche Lasten angreifen, dadurch 
wieder Gleichgewicht hergestellt denken, daß längs der Rich­
tungslinie des beseitigten Stabes an den Endknotenpunkten zwei 
entgegengesetzt gleiche Kräfte von passender Größe angebracht 
werden. Durch diese werden dann in Verbindung mit den ge­
gebenen Lasten Spannungen in den Stäben hervorgerufen, die 
an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht bersteilen. Größe und 
Richtungssinn der beiden Kräfte geben daher zugleich die Stab­
spannung an, die in dem Stabe, den man sich beseitigt dachte, 
in Wirklichkeit auftritt.

Aus dieser Überlegung ergibt sich ein Mittel, um die Stab­
spannung in irgendeinem Stabe des gegebenen Fach Werkes, den 
man sich zu diesem Zwecke beseitigt denkt, zu berechnen. Man 
braucht hierzu nur das Prinzip der virtuellen Geschwindig­
keiten für eine unendlich kleine Bewegung des Mechanismus 
anzuschreiben. Die Summe der Arbeitsleistungen aller äußeren 
Kräfte muß, damit Gleichgewicht bestehe, gleich Null sein. 
Zu den äußeren Kräften an dem Mechanismus gehören außer 
den gegebenen Lasten auch die Kräfte, die man an den End­
knotenpunkten des beseitigten Stabes als Ersatz für dessen 
Stabspannung anbringen muß. Deren Größe (mit Einschluß 
des Vorzeichens) bildet die einzige Unbekannte in der Arbeits­
gleichung, denn die Knotenpunktswege während der unendlich 
kleinen Lagenänderung lassen sich aus der gegebenen Gestalt 
des Fachwerkes und des aus ihm hervorgegangenen Mechanis­
mus ermitteln. Die inneren Kräfte des Mechanismus, also die 
in ihm vorkommenden Stabspannungen leisten während der 
Bewegung keine Arbeit, da die Stablängen hierbei unveränder-



lieh sind. Dies geht schon aus den Lehren des ersten Bandes 
hervor.
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Nachdem ich selbst schon früher auf die Möglichkeit der Berech­
nung der Stabspannungen auf diesem Wege hingewiesen hatte, gab 
Müller-Breslau ein einfaches Verfahren dafür an, wie die Knoten- 
punktswege — zunächst wenigstens bei den gewöhnlich vorkom­
menden, nicht allzu verwickelten Fällen — bequem ermittelt wer­
den können. Hierdurch wurde das Verfahren erst praktisch nutzbar 
gemacht.

In der Zeichnung muß man sich die Knotenpunktswege bei einer 
unendlich kleinen Lagenänderung, um sie auftragen zu können, natür­
lich alle in demselben Verhältnisse vergrößert denken, so daß sie 
durch endliche Strecken zur Darstellung gebracht werden können. 
Man macht dies so, daß man an Stelle der Knotenpunktswege die 
Knotenpunktsgeschwindigkeiten abträgt. Die Knotenpunktswege kön­
nen aus diesen durch Multiplikation mit dem Zeitelemente di, wäh­
rend dessen man sich die Bewegung ausgeführt denkt, erhalten 
werden.

Man betrachte zunächst die Bewegung irgendeines Stabes AB 
in Abb. 97, der zu dem Mechanismus gehören mag. Jedenfalls kann 
die Bewegung in die unendlich benachbarte Lage als 
Drehung um irgendeinen Pol 0 aufgefaßt werden. Die 
Geschwindigkeiten AA” und BB" der Endknoten­
punkte — oder, wenn man will, die im gleichen Ver- _
hältnisse vergrößerten Knotenpunktswege — stehen / \ 
jedenfalls senkrecht zu den vom Pole aus gezogenen 
Strahlen OA und OH, und sie verhalten sich zuein­
ander wie die Längen dieser Strahlen, da der Zentri­
winkel, um den die Drehung erfolgt, in beiden Fällen 
derselbe ist.

A

A'L

\
\

'/BM
Abb. 97.

Anstalt die Geschwindigkeiten in jenen Richtungen 
anzutragen, die ihnen eigentlich zukommen, kann man sich beide um 
einen rechten Winkel im Sinne des Uhrzeigers gedreht denken. Nach 
diesem, zwar ganz willkürlichen, aber für die weiteren Untersuchungen 
sehr vorteilhaften Verfahren erhalten wir die auf die Polstrahlen 
selbst fallenden Strecken AA' und BB' als Darstellungen der Ge­
schwindigkeiten oder auch der Knotenpunktswege bei der betrachteten 
Lagenänderung. Man bezeichnet diese Strecken als die „senkrech­
ten Geschwindigkeiten“ der Knotenpunkte. Sind sie gegeben, 
so kann man daraus nicht nur die Größen der Geschwindigkeiten 
(oder die verhältnismäßigen Größen der Knotenpunktswege), sondern 
auch deren Richtungen erkennen. Zu diesem Zwecke muß man sie
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nur nachträglich um einen rechten Winkel — entgegengesetzt dem 
Uhrzeigersinne — zurückdrehen.

Die senkrechten Geschwindigkeiten fallen, wie man sieht, stets 
auf die vom Pole nach den bewegten Punkten gezogenen Strahlen. 
Außerdem geht die Verbindungslinie der Endpunkte Ä und B' parallel 
zur Stabrichtung AB. Denn wir erkannten vorher schon, daß sich 
die Geschwindigkeiten, also auch AÄ und BB' wie OA und OB 
zueinander verhalten, und dies ist die Bedingung dafür, daß A'B' 
zu AB parallel ist. Kennt man also von der Bewegung eines Stabes 
den Pol 0 und die senkrechte Geschwindigkeit AÄ des einen End­
knotenpunktes, so kann man durch Ziehen der Parallelen sofort auch 
die des anderen erhalten.

Auf Grund dieser Bemerkungen vermag man gewöhnlich leicht 
die Bewegung des Mechanismus, den man durch Beseitigung eines 
Stabes aus einem statisch bestimmten Fachwerke erhält, deutlich und 
für die Berechnung auf Grund des Prinzipes der virtuellen Geschwin­

digkeiten ausreichend zu beschreiben. 
Als Beispiel dafür möge die schon 
vorher betrachtete sechseckige Grund­
figur dienen, die in Abb. 98 von neuem 

, dargestellt ist. Nur der in Abb. 94 mit 
c bezeichnete Stab zwischen den Kno­
tenpunkten 3 und 6 ist in Abb. 98 
bereits weggelassen oder wenigstens 
nur durch eine starke gestrichelte Linie 
angedeutet. Als festgehalten denkt 

man sich am besten einen der Stäbe, die mit dem beseitigten nicht 
in einem Knotenpunkte Zusammenstößen. In Abb. 98 wurde dazu 
Stab 1, 2 gewählt; eine daneben angebrachte Schraffierung soll daran 
erinnern, daß dieser Stab mit der Konstruktionsebene fest verbunden 
und daher als Gestell des aus den übrigen Stäben gebildeten Mecha­
nismus anzusehen ist.

v Man betrachte zunächst den Stab 5, 6. Der Knotenpunkt 5 ver­
mag nur einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpunkt 2 und dessen 
Halbmesser 2, 5 ist; ebenso kann sich der Punkt 6 nur auf einem 
um den Mittelpunkt 1 beschriebenen Kreise bewegen. Hieraus folgt, 
daß der Pol der Bewegung des ganzen Stabes 5, 6 auf dem Schnitt­
punkte der Richtungslinien von 2, 5 und 1, 6 liegt. Der Stab 5, 6 
dreht sich, wie man auch sagen kann, gegen die Konstruktionsebene 
um ein imaginäres Gelenk, das aus den Stäben 2, 5 und 1, 6 gebildet 
wird. In der Zeichnung ist der Pol oder der Gelenkpunkt fortgelassen. 
Die senkrechten Geschwindigkeiten der Punkte 5 und 6 fallen auf 
die Richtungslinien der Stäbe 2, 5 und 1, 6 oder auf deren Ver­

■—>«î
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Abb. 98.
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längerungen, je nachdem man sich die Drehung im einen oder im 
entgegengesetzten Sinne vorgenommen denkt. Auf Sinn und Größe 
der Drehung oder der Geschwindigkeit kommt es hier nicht an, wenn 
wir nur darauf achten, daß die Bewegungen aller übrigen Glieder 
damit in Übereinstimmung stehen. Wir können daher einen Punkt 6' 
beliebig auf 1, 6 annehrnen, so daß 6 6' die senkrechte Geschwindig­
keit des Punktes 6 angibt. Zieht man b' parallel zu 6 5, so gibt 
5 5, die zugehörige senkrechte Geschwindigkeit des Punktes 5 an.

Hierauf gehe man zum Stabe 4, 5 über. Auch dessen Endpunkte 
können sich nur auf Kreisen um die Mittelpunkte 1 und 2 bewegen; 
er hängt, wie der vorige, in einem imaginären Gelenke mit dem fest­
gestellten Stabe 1, 2 zusammen, das als Schnittpunkt der Stabrich­
tungen 1, 4 und 2, 5 gefunden werden kann. Die senkrechten Ge­
schwindigkeiten von 4 und 5 müssen daher auf diesen beiden Stab­
richtungen liegen. Die senkrechte Geschwindigkeit des Punktes 5 
bei der angenommenen Bewegung kennen wir aber bereits, und wir 
brauchen daher nur die Parallele 6', 4' zu 5, 4 zu ziehen, um die 
senkrechte Geschwindigkeit 44' auf der Richtungslinie des Stabes 
1, 4 zu erhalten.

Dieselbe Betrachtung läßt sich endlich auch noch für den Stab 3, 4 
wiederholen, dessen Endpunkte ebenfalls durch Stäbe mit 1 und 2 
verbunden sind. Auch hier müssen die senkrechten Geschwindigkeiten 
beider Endpunkte auf den Richtungslinien der Verbindungsstäbe ent­
halten sein, und da 4, 4' bereits bekannt ist, erhalten wir die senk­
rechte Geschwindigkeit 3, 3' des Punktes 3 durch Ziehen der Par­
allelen 4', 3' zu 4, 3.

Hiermit sind die zusammengehörigen Lagenänderungen aller be­
weglichen Knotenpunkte des Mechanismus genau bezeichnet, und wir 
können dazu übergehen, die Spannung des im Mechanismus beseitig­
ten Fachwerkstabes 3, 6 auf Grund des Prinzipes der virtuellen Ge­
schwindigkeiten zu ermitteln.

Vorher sei indessen noch darauf hingewiesen, wie man bei diesem 
kinematischem Verfahren erkennt, ob ein Ausnahmefall vorliegt. Zu 
diesem Zwecke vergleicht man die Bewegungen der Knotenpunkte 3 
und 6 miteinander, zwischen denen der vorher beseitigte Stab wieder 
eingesetzt werden soll. Wenn die durch die senkrechten Geschwin­
digkeiten 3, 3' und 6' 6 beschriebene Bewegung der beiden Knoten­
punkte durch das Einsetzen des Stabes nicht gehindert wird, liegt 
der Ausnahmefall vor. Nun bedenke man, daß der Stab 3, 6, falls 
er der bisher besprochenen unendlich kleinen Bewegung kein Hinder­
nis bereiten soll, sich dabei jedenfalls selbst um irgendeinen Pol dreht, 
und daß die senkrechten Geschwindigkeiten seiner beiden Endpunkte 
auf den von diesen nach dem Pole gezogenen Strahlen enthalten sein



müssen. Der Pol könnte daher nur der Schnittpunkt der Richtungs­
linien von 3, 3' und 6, 6' sein. Zugleich müßte aber, wie wir schon 
zu Anfang des Paragraphen fanden, die Verbindungslinie 3', 6' par­
allel zur Stabrichtung 3, 6 sein. Also nur dann, dann aber auch 
immer, wenn die Verbindungslinie 3', 6" parallel zu 3, 6 
ausfällt, kann die vorher besprochene unendlich kleine 
Bewegung des Mechanismus auch noch von dem Fach­
werke, das man durch Einziehen des Stabes 3, 6 erhält, 
ausgeführt werden, d. h. das Fachwerk ist nicht steif, son­
dern es liegt der Ausnahmefall vor.

Man kann diesem Schlüsse auch noch eine andere, anschaulichere 
Deutung geben. Man vergleiche nämlich die Figur 1, 2, 3', 4', 5’, 6' 
mit der Fachwerksfigur 1, 2, 3, 4, 5, 6. In beiden laufen alle Seiten 
und Diagonalen in gleicher Richtung, mit Ausnahme der letzten Sei­
ten 3, 6 und 3', 6'. Liegt aber der Ausnahmefall vor, so gehen auch 
diese in gleicher Richtung. Kann man also zu der gegebenen 
Grundfigur eine zweite Figur von gleicher Gliederung 
zeichnen, deren Seiten sämtlich zu denen der Grundfigur 
parallel laufen, so liegt der Ausnahmefall vor. Das Fach­
werk ist mit anderen Worten steif, wenn seine Gestalt durch die An­
gabe der Gliederung und der Richtungen aller Stäbe bestimmt ist. 
Diesen Gedanken hat Schur weiter ausgeführt, indem er es als die 
Hauptaufgabe der allgemeinen Theorie des ebenen statisch bestimmten 
Fachwerkes hinstellte, die Fachwerksfigur zu zeichnen, falls die 
Gliederung und die Stabrichtungen sowie die Länge eines Stabes 
gegeben sind.

Wir wollen jetzt die Arbeiten berechnen, die von den 
äußeren Kräften ^3, usf. während der unendlich kleinen Bewe­

gung des Mechanismus geleistet werden. Dazu könnte man 
7 alle Wege 3, 3' usf. nachträglich wieder um einen rechten 

. / Winkel, entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne, zurückdrehen, 
yP6 um sie in ihre wahren Richtungen zu bringen. Einfacher 

gelangt man aber auf Grund der folgenden Überlegung 
zum Ziele. In Abb. 99 ist von Abb. 98 nur der Knoten­
punkt 6 herausgezeichnet mit der an ihm angreifenden 
Last und der senkrechten Geschwindigkeit 6, 6', die 
der Deutlichkeit wegen etwas größer gezeichnet ist als in 

der vorigen Figur. Zugleich ist 6 6' zurückgedreht nach 6, 6" Die 
Arbeit von SP6 ist gleich der Größe von $J36 multipliziert mit der 
Projektion von 6, 6 ' auf SP6. Projiziert man auch G' auf SP6, so 
entsteht ein rechtwinkliges Dreieck, das dem mit der Hypotenuse 6, 6' 
kongruent ist. Die Länge des Projektionsstrahles von 6' auf 'R6 ist 
daher gleich der Projektion des Weges 6, 6" auf ^?6. Wir brauchen

%
Abb. 99.

Vierter Abschnitt. Das ebene Fachwerk200
■V



§ 38. Die kinematische Methode 201
also 6, 6" gar nicht erst zu zeichnen, um die Arbeit von angeben 
zu können. Es genügt, mit der Länge des von 6' aus gezogenen 
Projektionsstrahles zu multiplizieren. Dieses Produkt gibt aber das 
statische Moment der Kraft für den Momentenpunkt 6' an.

Ist die Arbeit von s$6 positiv, so ist auch das Moment positiv. 
Man erkennt dies zunächst aus Abb. 99. Es gilt aber auch für andere 
Lagen, wie man erkennt, wenn man sich $6, das eine beliebige Rich­
tung haben kann, in andere Lagen gedreht denkt. Wenn die Arbeit 
negativ oder Null wird, wird auch das Moment negativ oder Null, 
und das Moment kann daher weiterhin an Stelle der Arbeit der Kraft 
gebraucht werden.

Durch diesen Tausch geht die kinematische Methode 
von Müller-Breslau in eine M omenten methode über, die 
sich auch als eine Verallgemeinerung der Ritterschen Me­
thode für die Berechnung der einfachen Fachwerke an- 
sehen läßt, indem sie bei einfachen Fachwerken geradezu in diese 
übergeht. Man kann sie in der Tat auch anwenden und begründen, 
ohne auf die vorhergehenden kinematischen Betrachtungen, aus denen 
sie ursprünglich abgeleitet ist, irgendwie Bezug zu nehmen.

Nachdem der Lmienzug 6', 5', 4-', 3' wie vorher konstruiert ist, 
schreibt man nämlich für jeden dieser Funkte eine Momentengleichung 
an, die das Gleichgewicht der an dem zugehörigen Knotenpunkte 6 
oder 5 usf. angreifenden Last mit den Stabspannungen ausdrückt. 
Man kann dabei der Vollständigkeit wegen auch noch die Punkte l' 
und 2', die mit 1 und 2 selbst zusammenfallen, als Moment en punkte 
mit aufführen, obschon für diese die Momente der dazu gehörigen 
Kräfte sämtlich verschwinden. Alle diese Momentengleichungen ad­
diert man. In der Summe tritt das Moment jeder Stabspannung zwei­
mal auf, z. B. das Moment von 5, 6 sowohl in bezug auf 5' als 
Moment der an 5 angreifenden Stabspannung, wie auch in bezug auf 
6' für die Stabspannung an 6. Nach der Konstruktion der Punkte 
6', 5' usf. sind aber die Hebelarme jedesmal gleich, mit Ausnahme 
j*mer, die zum Stabe 3, 6 gehören, während die Spannungen dem 
Wechselwirkungsgesetze zufolge an den beiden Endknotenpunkten 
entgegengesetzt gerichtet sind. In der Summe heben sich daher die 
Momente aller Stabspannungen mit jener einen Ausnahme gegenein­
ander fort, und man erhält eine Gleichung, in der nur noch die Span­
nung des Stabes 3, 6 als Unbekannte auftritt.

Um diese Gleichung in bequemer Form anschreiben zu können, 
möge der aus der Zeichnung in Abb. 98 zu entnehmende Hebelarm 
der Last am Knotenpunkte n in bezug auf n mit pn bezeichnet 
werden, wobei pn positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem das 
Moment von positiv oder negativ ist. Ferner sei die Spannung
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des Stabes 3, 6 mit S bezeichnet, wobei ein positiver Wert eine Zug­
spannung bedeutet. Der Hebelarm von S in bezug auf 3' sei s3 und 
sei dem Vorzeichen nach in Übereinstimmung mit dem Momente 
einer Zugspannung S am Knotenpunkte 3; ebenso bedeute s6 den 
Hebelarm von S in bezug auf 6/. Alle diese Hebelarme können nach 
Größe und Vorzeichen aus der Abbildung entnommen werden.

Die Momentengleichung (oder, genauer gesagt, die aus der Sum­
mierung aller einzelnen Momentengleichungen gewonnene Gleichung) 
lautet dann %3 + h) + = 0,

ZPp 
~ Ss + s6

folgt. Hiermit ist die Aufgabe gelöst, denn nachdem eine Stabspan­
nung bekannt ist, kann man die übrigen leicht durch Zeichnen des 
Kräfteplanes ermitteln.

(39)S =woraus

§ 39. Analytische Untersuchung des Ausnahmefalles.
Den Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems lasse 

ich mit einem Knotenpunkte des Fach Werkes zusammenfallen, 
und die Richtung der X-Achse soll stets durch einen zweiten 

Knotenpunkt gehen. Wenn sich das Fach werk 
bewegt, folgt ihm das Koordinatensystem, so 
daß die beiden genannten Bedingungen in jedem 
Augenblicke erfüllt sind. Ich denke mir sowohl 
die Knotenpunkte als auch die Stäbe mit je 

X einer besonderen Numerierung versehen. In 
Abb. 100 sind von dem ganzen Fachwerke nur 

zwei Knotenpunkte angegeben, die die Nummern i und h tragen, 
nebst dem zwischen ihnen verlaufenden Stabe g. Die übrigen 
Knotenpunkte und Stäbe möge man sich beliebig hinzudenken.

Die im Knotenpunkte i angreifende Last sei in zwei Kom­
ponenten in den Richtungen der Koordinatenachsen zerlegt, die 
ich mit Xj und F0* bezeichne. Am Knotenpunkte i greifen fer­
ner die Stabspannungen an, die man sich ebenfalls in rechtwink­
lige Komponenten zerlegt denken kann. Die Spannung des Sta­
hes g sei mit Sgy die Komponenten der Spannung am Knoten­
punkte i seien mit Xj und Yj bezeichnet. Wenn man bedenkt,

Y

i*v

i y,. i |3Ä

Abb. 100.
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daß Sg positiv ist, wenn es eine Zugspannung bedeutet, erhält 
man aus Abb. 100

-\r i__ C Xk xi _ O xi Xk
9 °9 l 9 1

9 9

wenn unter lg die Länge des Stabes g verstanden wird. Ebenso ist 

Y*' = — S Vi~yk.

(40)

(41)

Der Stab g greift auch am Knotenpunkte Je an, und für diesen 
erhält man die Spannungskomponenten

X * = — S Xk~~Xi ■A9 °9 l 1 y *  _$ y_ h__ u* (42)l
Die Vorzeichen haben sich hier gegenüber dem vorigen Falle 
umgekehrt.

Nach dem pythagoreischen Lehrsätze hat man ferner für 
jeden Stab eine Gleichung, die für Stab g

(Xi - xkf + (y, - ykf - l* = 0 
lautet und die in der Folge kurz in der Form

angeschrieben sein mag. Differentiiert man f partiell nach xif 
so erhält man

(43)

(44)

df
dx, = 2(xi ~ xk), ebenso = 2(xk— xt) usf. (45)

Hiernach lassen sich die Gleichungen (40) bis (42) auch in der

1 3,
2 K

Form _ J_ Sg dfg 
2 lg dÿi

(46); YJ-X i=-9 usf.
anschreiben.

Die Last und die Stabspannungen am Knotenpunkte i müs­
sen sich im Gleichgewichte halten. Die Summe der X-Kompo­
nenten aller Kräfte muß daher zu Null werden. Dies gibt eine 
Gleichung von der Form X0* + 2JX; = 0 
oder, wenn man für die Xj ihre Werte nach Gl. (46) einsetzt,

jLj 2 lg dxt
(47)= X0‘.

Die Summe auf der linken Seite ist über alle Stäbe zu erstrecken,

£
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die vom Knotenpunkte i ausgehen. Anstatt dessen kann man sie 
aber auch auf alle Stäbe ausdehnen, die überhaupt im Fach­
werke Vorkommen. Ein Stab, der nicht vom Knotenpunkte i 
ausgeht, vermag zwar zur Komponentengleichung (47) nichts 
beizusteuern; in der Tat wird aber auch das Glied, das man for­
mell in Gl. (47) für ihn beibehält, zu Null, da der partielle Dif­
ferentialquotient von fg nach einer in dieser Funktion gar nicht 
vorkommenden Knotenpunktskoordinate stets zu Null wird. Diese 
Bemerkung erleichtert die weitere Betrachtung erheblich; wir 
brauchen uns nicht darum zu kümmern, welche Stäbe von einem 
Knotenpunkte, dessen Gleichgewicht wir untersuchen wollen, 
ausgehen, sondern können so rechnen, als wenn alle Stäbe des 
Fach Werkes an ihm angriffen, weih der Ausdruck, den wir für 
die Spannungskomponenten aufgestellt haben, schon so gebaut 
ist, daß er von selbst für alle Stäbe verschwindet, die mit dem 
betreffenden Knotenpunkte nichts zu tun haben. Ausführlicher 
geschrieben würde demnach Gl. (47) lauten

AdA
2 lg dXi

worin sich das erste Glied der linken Seite auf den Stab mit 
der Nummer 1 bezieht usf., so daß alle Stäbe in der Gleichung 
vertreten sind.

Für jeden Knotenpunkt haben wir zwei Komponentenglei­
chungen von dieser Form, mit Ausnahme des Knotenpunktes, 
der mit dem Ursprünge zusammenfällt, für den wir keine Glei­
chung anschreiben, und des Knotenpunktes, durch den die X- 
Achse gelegt wurde, für den wir nur eine Komponentengleichung 
in der X-Richtung bilden. Die anderen 2w — 3 Gleichungen ge­
nügen nämlich, wie wir von früher her wissen, bereits, um die 
unbekannten Stabspannungen zu berechnen, während die drei 
ausgelassenen Gleichungen dazu verwendet werden können, die 
zugehörigen Lastkomponenten an den festgehaltenen Knoten­
punkten so zu berechnen, daß sie mit den übrigen ganz beliebig 
gewählten Lasten im Gleichgewichte stehen.

Nach der Lehre von den Gleichungen erhält man aber bei

A dfx , A PA
2 d Xi ' 2 la d

d fm
2 Im dXi = XV, (48)+ •■■ +



cfM m
H alt ‘ ‘ Hx
24 A4 
aä, ai2 ' ' ' ai2

"j

K
A =

Darin bedeutet £ allgemein eine Knotenpunktskoordinate, also 
z. B. und yi, und zwar natürlich immer jene, die zu dem Kno­
tenpunkte und der Koordinatenrichtung gehört, worauf sich die 
betreffende Komponentengleichung bezieht.

Für die praktische Ausrechnung, um etwa für einen bestimm­
ten, genau bezeichneten Fall nachzuweisen, ob der Ausnahme­
fall vorliegt oder nicht, wäre Gl. (49) viel zu umständlich. Für 
die Ableitung eines allgemein gültigen Satzes, die wir hier an­
streben, ist die Determin-rintenform aber recht bequem.

Wir betrachten jetzt das Fach werk nach seinem geo­
metrischen Verhalten. Denkt man sich jede Stablänge ein 
wenig geändert, so wird auch die Fach werkfigur eine kleine Ge­
staltänderung erfahren. Bezeichnet man mit dlfJ die unendlich 
kleine Änderung von l und mit dxi} dyi7 .. . die Änderungen 
der Knotenpunktskoordinaten, so erhält man aus Gl. (43) durch 
Differentiieren

0* - xùdxi + 0* - xi)öxk + (Vi - yk)Syi
+ (yk-yi)dyk = igdi

Wir denken uns für jeden Stab eine solche Gleichung ange­
schrieben, betrachten die dl als gegeben und lösen die Gleichun­
gen nach den Unbekannten ëxv àyi usf. oder, nach der vorher

(50)r
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beliebig gegebenen endlichen Werten der X0* usf. nur dann ein­
deutige und endliche Werte für die Unbekannten, als die wir

. . auffassen können, wenn die Dé­
fi£ __

2 h’ US'"’ 21/'
terminante der Koeffizienten von Null verschieden ist. Wir bil­
den diese Determinante; sie ist von der Form

9hier die

i

zo4̂d>
 d>

 
?»

• Jpq
g*

»
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J>
: ?»

rir
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schon gebrauchten Bezeichnung, allgemeiner nach den Unbekann­
ten d| auf. Die Zahl der Unbekannten ist nämlich gleich 2w —3, 
da durch die Art, wie wir das Koordinatensystem gegen die Fi­
gur festlegten, drei Verschiebungskomponenten gleich Null sind 
und daher nicht unter den Unbekannten auftreten. Wir haben 
demnach ebenso viele Gleichungen ersten Grades, als Unbekannte 
Vorkommen.

Mit Benutzung der durch Gl. (45) eingeführten Differential­
quotienten läßt sich Gl. (50) auch schreiben

Auch hier brauchen wir uns aber nicht darauf zn beschränken, 
nur jene Glieder anzuführen, die wirklich in der Gleichung Vor­
kommen, sondern wir können, um auf eine symmetrische Form 
zu kommen, auch noch eine Reihe von Gliedern mit aufnehmen, 
von denen jedes schon seiner Definition nach den Wert Null hat. 
Wir schreiben also die Gleichung in der Form

Â + W,+ " '+ Sit“ 2 W’

worin nun jede der 2n — 3 oder m Unbekannten d| durch ein 
Glied vertreten ist, obschon sich nur vier dieser Glieder von Null 
unterscheiden. Das vollständige System der 2n — 3 Gleichungen, 
die nach den d| aufzulösen sind, läßt sich in dem Schema

dU dfi dfy 1,01,

^£2 + ‘ +

+ * * • +JE >m

dfydu d£m — 2l2öLJE dèm

(51)K = 21 öl9 1d|2 + • • • +dlt + dLmdE

dé^ + dfm

/

zusammenfassen. Wenn die Gleichungen unabhängig voneinander 
sind und sich nicht widersprechen, lassen sie sich nach den Un-

d|2 + •••-}-

CC> 
CC>

C
D
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bekannter, anflösen. Man erkennt dies daran, ob die Determinante
i M 14
I 21, 2g, ai*

24 24
dû dû ' ‘ ' ag*

207

df,i

à fi

A^= (52)
24 !4 !4
asi ‘ ' ag*

2 4 dfm 
d£i di] dim i

von Null verschieden ist. Hat sie einen von Null verschiedenen 
Wert, so müssen auch alle Null sein, wenn man alle öl gleich 
Null setzt. In diesem Falle sind keine unendlich kleinen Knoten­
punktsverschiebungen möglich, ohne daß sich die Stablängen 
um Größen von derselben Ordnung änderten, d. h. das Fach werk 
ist steif. Der Ausnahmefall tritt dagegen ein, sobald die Deter­
minante A' zu Null wird.

Vergleicht man A' in Gl. (52) mit A in Gl (49), so findet 
man, daß sich beide Determinanten nur dadurch voneinander 
unterscheiden, daß die Reihen mit den Zeilen vertauscht sind. 
Hierdurch wird aber nach einem bekannten Satze der Determi­
nantentheorie an dem Werte der Determinante nichts geändert. 
Die Bedingung dafür, daß die Stabspannungen für jede beliebige 
Belastungsart eindeutige, endliche Werte annehmen, ist daher 
identisch mit der Bedingung, daß das Fachwerk unverschieblich 
ist, und wir haben damit den Satz bewiesen:

Ein Fachwerk, das nur die notwendige Zahl von Stä­
ben enthält und stabil ist, ist auch statisch bestimmt, 
und es ist umgekehrt auch stabil, wenn es statisch be­
stimmt ist, d. h. wenn man für jede beliebig gegebene 
Belastung ein System endlicher Stabspannungen an­
zugeben vermag, durch das an jedem Knotenpunkte 
Gleichgewicht hergestellt wird.

Zu demselben Schlüsse waren wir zwar auch vorher schon in allen

dfm
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daraufhin untersuchten Fällen gelangt; immerhin ist es aber wertvoll, 
einen Beweis für den Satz zu besitzen, der ganz allgemein gültig ist. 
Man ist dann sicher, daß kein Fall Vorkommen kann, den man etwa 
außer acht gelassen hätte und in dem der Satz aufhörte, gültig zu 
sein. — Ich bemerke noch, daß der Satz auch für räumliche Fach­
werke gültig ist und genau ebenso bewiesen werden kann.

§ 40. Die Fachwerkträger.
Eine starre Figur hat in ihrer Ebene drei Freiheitsgrade, und 

wir müssen ihr daher drei Fesseln anlegen, um sie festzuhalten. 
Eine solche Fessel, die einen Grad der Freiheit aufhebt, kann 
darin bestehen, daß wir irgendeinem Knotenpunkte nur eine Ver­
schiebung in einer bestimmten Richtung gestatten, indem wir 
ihn etwa längs einer Führung laufen lassen, die jede Verschie­
bungskomponente senkrecht dazu unmöglich mache. Wir nennen 
diese Führung eine Auflagerung, die dem Fachwerke dadurch 
auferlegte Bewegungsbeschränkung eine Auflagerbedingung 
und den Knotenpunkt, dem sie vorgeschrieben wird, einen Auf­
lag er knot en punkt.

Wenn ein Knotenpunkt vollständig festgehalten wird, werden 
dadurch zwei Freiheitsgrade aufgehoben, und wir sagen daher, 
daß einem festen Auflagerpunkte zwei Auflagerbedingungen 
vorgeschrieben sind. Man kann sich die feste Auflagerung näm­
lich auch dadurch bewirkt denken, daß man den Knotenpunkt 
nötigt, gleichzeitig auf zwei voneinander verschiedenen Auflager­
bahnen zu bleiben, so daß er sich wegen der anderen auf keiner 
von beiden bewegen kann.

Je nachdem man die drei Auflagerbedingungen auf drei oder 
nur auf zwei Auflagerpunkte verteilt, erhält man verschiedene 
Trägerarten. In der heutigen Praxis kommt freilich nur der zu­
letzt erwähnte Fall vor. Es würde aber nichts im Wege stehen, 
auch den anderen zur Ausführung zn bringen, und da man nicht 
wissen kann, was die Zukunft auf diesem Gebiete bringt, ist es 
immerhin nützlich, auch bei jenem für einen Augenblick zu ver­
weilen.

Abb. 101 gibt den gewöhnlich vorkommenden Fall des „Bai-



Eine der möglichen Trägerarten mit drei Auflagerknoten­
punkten, denen nur je eine Auflagerbedingung vorgeschrieben 
ist, führt Abb. 103 vor. Als Auflagerpunkte der starren Figur sind 
die Punkte A, B, C anzusehen, und die Auflagerbedingungen in 
den Punkten A und B werden hier durch die Stäbe AB und 
BE verwirklicht, die den Punkten kreisförmige Auflagerbahnen 
um die Mittelpunkte B und E vorschreiben. In das Fach werk 
sind daher diese Stäbe bei jener Auffassung nicht mit einzurechnen.

Man kann aber auch sagen, daß 
die Stäbe BA und EB zusammen ein 
imaginäres Gelenk G ausmachen, um 
das sich das Fachwerk gegen die Kon- 
struktionsebene zu drehen vermöchte, 
wenn die Auflagerbedingung in C nicht 
im Wege wäre. Der Gelenkdruck in G gibt den auf das linke 
Widerlager übertragenen Auflagerdruck an. Er wird dahin zwar 
nicht als einzelne Kraft, sondern in zwei Komponenten durch die 
beiden Stabspannungen in AB und BE übergeleitet.

Wenn das Fach werk an sich statisch bestimmt ist, erhält 
man in allen diesen Fällen auch statisch bestimmte Fachwerk­
träger. Zu solchen kann man aber auch noch auf andere Art ge­
langen. Schreibt man nämlich einem Fachwerke vier oder noch 
mehr Auflagerbedingungen vor, so erhält man zunächst einen

Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl.
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Abb. 103.
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kenträgers“ an, bei dem ein Auflagerknotenpunkt ganz fest­
gehalten ist, während sich der andere längs einer horizontalen 
Auflagerbahn verschieben kann. Yon ihm unterscheidet sich der 
„Träger mit schiefer Auflagerung“ in Abb. 102 nur durch 
die in anderer Rich­
tung geführte Auf- £ 
lagerbahn. In beiden |
Fällen vermag man 
die durch beliebige Lasten hervorgerufenen Auflagerkräfte nach 
den schon früher dafür gegebenen Lehren sofort zu berechnen, 
und nachdem dies geschehen ist, hat man es nur noch mit der 
Ermittlung der Stabspannungen im Fachwerke für bekannte 
äußere Kräfte zu tun.
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statisch unbestimmten Fachwerkträger. Dieser kann aber da­
durch wieder zu einem statisch bestimmten gemacht werden, daß 
man unter Beibehaltung der überzähligen Auflagerbedingungcn 
eine entsprechende Zahl von Stäben fortnimmt.

Auf diese Art entsteht der häufig angewendete Fachwerk­
bogen mit drei Gelenken in Abb. 104. Die beiden Auflager­

knoten A und B sind voll- 
"TJ ständig festgehalten; es sind
/ also vier Auflagerbedingun-

r gen vorgeschrieben. Denkt
man sich den punktiert ge- 
zeichneten Stab DE zuge­
fügt, so geht die Trägerfigur 

in ein einfaches, statisch bestimmtes Fach werk über. Die Be­
rechnung der unbekannten Auflagerkräfte und daher auch die 
Berechnung der Stabspannungen, die zu einer gegebenen Be­
lastung gehören, könnte dann nur auf Grund der Elastizitätslehre 
erfolgen. Wenn man aber den Stab DE fortläßt, ist der Träger 
statisch bestimmt, weil hiermit eine der Unbekannten, die sich 
aus den Gleichgewichtsbedingungen für alle Knotenpunkte er­
mitteln lassen müssen, wieder fortfällt, so daß wieder ebenso 
viele Gleichungen als Unbekannte zur Verfügung stehen. — Auf 
die besondere Gestalt des Trägers kommt es übrigens hierbei 
nicht an; wesentlich ist nur, daß der Träger aus zwei Scheiben 
aufgebaut ist, die für sich genommen statisch bestimmte Fach­
werke darstellen, daß diese Scheiben in einem Scheitel gelenke G 
Zusammenhängen und mit je einem Endknotenpunkte fest auf­
gelagert sind. Da sich die Scheiben bei einer elastischen Form­
änderung um ihre Auflagerpunkte ohne Widerstand zu drehen 
vermögen, bezeichnet man diese Auflagerpunkte ebenfalls als 
Gelenke, und zwar als die „Kämpfergelenke“ des Dreigelenkbogens.

Ein anderes Beispiel zeigt Abb. 105. Hier sind vier Auflager­
bedingungen auf den festgehaltenen Knotenpunkt A und die auf 
Walzenlager gesetzten Auflagerpunkte B und C verteilt. Auch 
hier wird die Trägerfigur aus zwei Scheiben gebildet, die im 
Gelenke D Zusammenhängen. Fügte man den zwischen E und
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F fortgelassenen Stab hinzu, so ginge die Trägerfigur in ein 
statisch bestimmtes Fachwerk, der Träger selbst aber in einen 
statisch unbestimmten über. Der Träger in Abb. 105 ist ein

F F

§ 40. Die Fachwerkträger

AAAA/y
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Abb. 105.

Gerberscher Gelenkträger, für den die Berechnung der Auf­
lagerkräfte bereits im zweiten Abschnitte auseinandergesetzt 
wurde. Nachdem die Auflagerkräfte bekannt sind, ergeben sich 
die Stabspannungen auf einfache Weise, z. B. durch Zeichnen 
eines Kräfteplanes.

Ein Beispiel mit fünf Auflagerbedingungen ist in 
Abb. 106 dargestellt. Als Auflagerpunkte sind der festgehaltene 
Knotenpunkt A, der auf Walzen verschiebliche B und die durch 
die Stäbe EC und FD auf Kreisbögen geführten Knotenpunkte 
C und D aufzufassen. Die Stäbe CE und DF sind hiernach in 
die Fachwerkfigur nicht mit einzurechnen, sie dienen vielmehr 
nur zur Verwirklichung der Auflagerbedingungen. Man über­
zeugt sich leicht, daß die zwischen den Auflagerpunkten A, C, 
D, B liegende Trägerfigur zwei Stäbe weniger hat, als zur Aus­
steifung nötig wären, wenn nicht zwei überzählige Auflager­
bedingungen hinzukämen. Anstatt die Knotenpunkte und die 
Stäbe abzuzählen, kann man hierbei davon ausgehen, daß die 
Einschaltung eines Sta­
bes zwischen H und J 
den unteren Teil, für ^ 
sich betrachtet, in ein 
einfaches statisch be­
stimmtes Fach werk um- 
wandeln würde. Um die 
Knotenpunkte C und D 
und die zwischen ihnenliegenden hieran anzuschließen, genügen die 
vorhandenen Stäbe nicht. Man müßte dazu etwa noch einen Stab 
CK einführen. Dann hätte man aber in der Tat wieder ein ein-

F.
Fj

\\
\

B
Ji </

Abb. 106
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fâches, statisch bestimmtes Fachwerk vor sich, denn zunächst 
wäre der Punkt C durch zwei Stäbe mit dem unteren Teile ver­
bunden, an C und den unteren Teil wäre der folgende Knoten­
punkt durch zwei Stäbe angeschlossen, und so fort bis zum an­
deren Ende bei D.

Als jene Stäbe, die aus dem statisch bestimmten Fachwerke 
entfernt und durch zwei überzählige Auflagerbedingungen ersetzt 
sind, kann man demnach HJ und CK betrachten, obschon die 
Wahl auch noch anders getroffen werden könnte.

Träger von der Gliederung der Abb. 106 werden bei der Errich­
tung von sogenannten versteiften Hängebrücken verwendet. Die 
die Figur nach oben hin abschließenden Stäbe werden nur auf Zug 
beansprucht, und man kann sie daher auch aus Seilen oder Ketten 
hersteilen. Der von ihnen gebildete Linienzug mag daher die ,,Kette“ 
genannt werden. An der Kette ist der untere „Versteifungsträger“ 
durch „Hängeeisen“ angehängt. Die Hängeeisen sind hier in lotrech­
ter Stellung angenommen, und sie vermögen daher auf die Kette nur 
lotrechte Lasten zu übertragen.

Zwischen den Spannungen in den Hängeeisen und den Ketten­
spannungen bestehen die früher untersuchten einfachen Beziehungen 
zwischen den Lasten und den Seilspannungen in einem Seilecke. 
Wählt man die Gestalt der Kette so, daß ihre Knotenpunkte auf 
einer Parabel liegen, so können alle Hängeeisen nur gleich große 
Spannungen aufnehmen. Nimmt der untere Träger eine gleichförmig 
verteilte Last auf, so wird diese ausschließlich auf die Kette über­
tragen. Dies folgt daraus, daß ein Spannungsbild dieser Art an jedem 
Knotenpunkte Gleichgewicht herstellt und daß bei einem statisch be­
stimmten Träger nur ein einziges Spannungsbild möglich ist, das 
diese Bedingung erfüllt. Die ganze Eigenlast wird daher ebenso wie 
die gleichförmig verteilte Gesamtlast von der Kette aufgenommen. 
Diese stellt daher den wichtigsten Teil des ganzen Aufbaues dar. 
Der untere Träger wird nur bei ungleichförmig verteilten Lasten in 
Mitleidenschaft gezogen; daher kommt seine Bezeichnung als Ver­
steifungsträger der Kette.

Wird eine beliebig gegebene Lastengruppe aufgebracht, so denke 
man sich, um die Auflagerkräfte und Stabspannungen zu berechnen, 
die Hängeeisen durchschnitten und betrachte das Gleichgewicht des 
Versteifungsträgers, nachdem die Spannungen der Hängeeisen durch 
lotrechte Kräfte ersetzt sind, von denen man zunächst nur weiß, daß 
sie alle untereinander gleich sind. Bezeichnet man die Spannung 
eines Hängeeisens mit X und ihre Anzahl mit w, so bringt die von
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ihnen übertragene, nach oben gerichtete Gesamtlast an den Auflagern 
A und B für sich genommen negative Auflagerdrücke von der Größe 
Tt jS-g- hervor. Dazu kommen die von gegebenen Lasten herrührenden
positiven Auflagerdrücke, die auf gewöhnliche Art leicht berechnet 
werden können.

Zur Ermittlung der Unbekannten X dient hierauf die Bedingung, 
daß im Gelenke Gr zwischen den beiden Scheiben, die den Verstei­
fungsträger zusammensetzen, kein Moment übertragen werden kann. 
Man kann diese Bedingung etwa in einer Momentengleichung in be­
zug auf Punkt G für das Gleichgewicht einer der beiden Scheiben 
zum Ausdrucke bringen, in der X als einzige Unbekannte auftritt.

Bezeichnet man allgemein die Zahl der Auflagerbedingungen 
mit p, so erhält man für die notwendige Stabzahl, also für die 
Zahl der Stäbe im statisch bestimmten Träger,

m = 2n — p]
denn diese Formel gilt zunächst für p — 3, und da man für jede 
weitere Auflagerbedingung einen Stab fortzunehmen hat, bleibt 
sie auch für größere Werte von p gültig. Natürlich muß man 
zugleich darauf achten, daß kein Ausnahmefall vorliegt.

(53)

§ 41. Der Dreigelenkbogen.
Für den schon im Anschlüsse an Abb. 104 besprochenen 

Fachwerkbogen mit drei Gelenken soll die Betrachtung noch 
etwas weiter durchgeführt werden. Es handelt sich dabei haupt­
sächlich um die Berechnung der Auflagerkräfte und des im 
Scheitel übertragenen Gelenkdruckes, denn die Spannungen in 
den beiden Scheiben können, nachdem die äußeren Kräfte ge­
funden sind, auf bekannte Weise ermittelt werden. Da Gestalt 
und Gliederung der Scheiben für die Ermittlung der Auflager­
kräfte gleichgültig sind, wurden die Scheiben in Abb. 107 nur 
durch schraffierte Flächen von beliebigem Umrisse angegeben.

In Abb. 107 ist angenommen, daß nur eine Einzellast an 
einer der beiden Scheiben angebracht sei. Um die von ihr her­
vorgerufenen Gelenkdrücke zu ermitteln, bedenke man, daß an 
der unbelasteten Scheibe nur zwei Kräfte angreifen, die in den 
Gelenken B und C auf sie übertragen werden. Damit Gleich­
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gewicht bestehe, müssen beide in dieselbe Richtungslinie, also 
in die Verbindungslinie der Punkte B und C fallen. Hiermit ist 
die Richtung des Gelenkdruckes in C auch für die andere Scheibe

bekannt. An dieser halten 
sich drei Kräfte im Gleich­
gewichte, deren Richtungs­
linien sich in einem Punkte 

B treffen müssen. Verlängert 
man also BC bis zum 

H Schnitte mit der Richtungs­
linie der Last P, so muß 

durch diesen Punkt auch der in A übertragene Auflagerdruck 
gehen. Es bleibt nur noch übrig, die Kraft P nach den bei­
den Richtungslinien zu zerlegen, was mit Hilfe eines Kräftedrei­
eckes geschehen kann.

Anstatt dessen kann man die durch P hervorgerufenen Auf­
lagerkräfte auch durch Rechnung bestimmen. Dabei sei voraus­
gesetzt, daß die Auflager A und B in gleicher Höhe liegen. 
Zerlegt man jeden Auflagerdruck in eine vertikale und eine ho­
rizontale Komponente, so folgt zunächst aus der Bedingung für 
das Gleichgewicht des ganzen Trägers gegen Verschieben in der 
horizontalen Richtung, daß die beiden Horizontalkomponenten 
H von gleicher Größe sein müssen, wenigstens dann, wenn die 
Last P lotrecht gerichtet ist. Die vertikalen Komponenten er­
hält man aus Momentengleichungen für die Auflagerpunkte zu

A = P l~- B = P p
l ’ i >

also ebenso groß, als wenn die Last P an einem Balkenträger 
angebracht wäre, der die gleiche Spannweite überdeckte.

Um den Horizontalschub H zu finden, betrachtet man das 
Gleichgewicht einer der beiden Scheiben für sich. In bezug auf 
C als Momentenpunkt erhält man für die unbelastete Scheibe 
die Momentengleichung

!< — jy —jO“- \/

À n
fP \hA

__ !.. 2Z*¥ bt!<------
Abb. 107.

= B~ und daher H = ~•

Diese Gleichung gilt indessen nur so lange, als p zwischen 0

/
Eh
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zund — liegt. Wird p größer, so ist dafür der Abstand l—p vom
anderen Auflager einzuführen, und der Ausdruck für H lautet

P(l-p)
2h

Trägt man die Abstände p als Abszissen und den von der 
Lasteinbeit, wenn sie an der Stelle p angebracht wird, hervor­
gerufenen Horizontalscbub als Ordinate in einem beliebigen Maß­
stabe auf, so erhält man die in Abb. 108 gezeichnete graphische 
Darstellung für das Abhängig­
keitsgesetz zwischen dem Ho­
rizontalschube und der Last­
stellung. Die gebrochene Linie, p5 
die die Endpunkte aller Ordi- 
naten verbindet, wird als die Einflußlinie für H bezeichnet. 
Mit Hilfe der Einflußlinie kann man für jede beliebige Gruppe 
lotrechter Lasten den zugehörigen Horizontalschub berechnen, 
indem man jede Last mit der Verhältniszahl multipliziert, die 
von der auf ihrer Richtungslinie gelegenen Ordinate der Ein­
flußlinie angegeben wird, und alle Produkte addiert.

Denkt man sich bei einer beliebig gegebenen Belastung den 
Auflagerdruck am linken Auflager mit der nächstgelegenen Last 
zusammengesetzt, die Resultierende mit der folgenden Last usf., 
so erhält man ein Seileck. Da sich auch der Gelenkdruck im 
Scheitelgelenke und der Auflagerdruck am anderen Trägerende 
unter diesen Resultierenden befinden, muß das Seileck auch 
durch diese Gelenkpunkte gehen. Die Aufgabe, die Gelenkdrücke 
für den Dreigelenkbogen zu ermitteln, kommt daher im wesent­
lichen auf dasselbe hinaus wie die Aufgabe, zu gegebenen 
Lasten ein Seileck zu zeichnen, das durch drei vorge­
schriebene Punkte geht.

Für die Lösung dieser einfachen Aufgabe hat man schon 
viele Wege ausgedacht. Man kann z. B. mit einem Seilecke be­
ginnen, das zunächst nur durch einen der drei Punkte geht, dann 
unter Benutzung des in § 11 bewiesenen Satzes durch Verschie­
ben des Pôles im Kräfteplane ein zweites daraus ableiten, das

H —

pe---j) ----aj Il r-i
Abb. 108.
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durch zwei Punkte geht, und durch nochmalige Anwendung des­
selben Verfahrens ein drittes, das alle drei Bedingungen erfüllt.

Ein anderes Verfahren besteht darin, die gegebenen Lasten zu­
nächst durch ein beliebiges Seilpolygon zu verbinden und mit dessen 
Hilfe (nach § 10) sowohl die Resultierenden 91, und 9îr der an der 
linken und rechten Scheibe, einzeln genommen, angreifenden Lasten 
als auch die Gesamtresultierende 9Î aller Lasten zu ermitteln. Hier­
auf beachte man, daß sich die Gelenkdrücke 21, 23, (£, die zu den 
Gelenken A, B, C gehören, paarweise auf den Richtungslinien der 
drei Resultierenden schneiden müssen, nämlich 2t und 23 auf 9t, 2t 
und (£ auf 9Î, und 23 und © auf 9tr. Die Richtungslinien von 2t, 23, © 
bestimmen demnach ein Dreieck, dessen Seiten durch die Punkte A, 
H, C gehen und dessen Ecken auf den drei parallelen (oder bei nicht 
parallelen Lasten wenigstens in einem Punkte sich schneidenden) 
Richtungslinien 3t, 9Î,, 3tr liegen müssen. Wir haben also dieselbe 
Aufgabe zu lösen wie schon in § 37.

In Abb. 109 ist dies ausgeführt. Die Eihzellasten und das zu 
ihrer Zusammensetzung dienende Seilpolygon sind weggelassen, die

Richtungslinien der drei Re­
sultierenden daher als unmit­
telbar gegeben angenommen 
worden. Man ziehe zuerst die 
Dreiecksseite 1 von A aus in 
beliebiger Richtung, hierauf 2 
durch G und 3 durch den 

^ Schnittpunkt von 1 mit 9Î. Da­
durch erhält man ein Dreieck

/\/
\

/
//■

/+ m7 % 1, 2, 3, das fünf von den sechs 
jA Bedingungen erfüllt; nur die 

Seite 3 geht nicht durch den 
vorgeschriebenen Punkt B. Ein 

zweites Dreieck, das dieselben fünf Bedingungen erfüllt, wird von 
der durch A und C gezogenen Linie 4 gebildet. Durch den Schnitt­
punkt D von 4 mit 3 muß daher die dritte Seite jedes anderen Drei­
eckes gehen, das denselben fünf Bedingungen genügt, also auch jenes, 
das zugleich die sechste Bedingung erfüllt. Man zieht hiernach 5 
von B aus durch D und erhält so das gesuchte Dreieck 5, 6, 7. 
Nachdem die Richtungslinien der Gelenkdrücke bekannt sind, ergeben 
sich ihre Größen durch einfache Kräftezerlegungen.

a

Abb. 109.

Natürlich kann man auch, nachdem 9Î, und 9îr gefunden sind, 
nach dem vorher für eine Einzellast beschriebenen Verfahren
zuerst die Gelenkdrücke ermitteln, die entstehen, wenn nur die
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linke Scheibe mit 9^ belastet, die andere aber unbelastet ist, 
hierauf dasselbe für 9lr wiederholen und die unter der ganzen 
Last entstehenden Gelenkdrücke durch geometrische Summierung 
aus den Einzelwerten bestimmen. Dieses Verfahren ist vielleicht 
noch das einfachste, bedarf aber gerade darum hier keiner wei­
teren Erläuterung.

Aufgaben

Aufgaben.
29. Aufgabe. Die in Abb. 110a gezeichnete Grundfigur trägt 

die Lasten P und P'; man soll die Stabspannungen berechnen.
Lösung. Die Figur zählt sechs Knotenpunkte und neun Stäbe, 

also die notwendige Zahl. Sie kann durch Verbindung des Stabdrei­
eckes 2, 3, 4 mit dem Dreiecke 7, 8, 9 durch die drei Stäbe 1, 5, 6

'P
3

A2 9P./
/

- m
6 J.w.6J

/
/

j
i 3

9

Abb 110 b.Abb. 110 a.

entstanden gedacht werden. Man kann also auch einen Schnitt legen, 
der nur drei Stäbe trifft (nämlich die drei Verbindungsstäbe), deren 
Richtungslinien sich nicht in einem Punkte schneiden. Die Span­
nungen der Verbindungsstäbe findet man entweder nach der Momen- 
tenmethode oder mit Hilfe der Culmannschen Kräftezerlegung. Dabei 
liegt hier insofern noch ein besonderer Fall vor, als zwei der Ver­
bindungsstäbe, nämlich 1 und 6, parallel zueinander verlaufen. In 
diesem Falle, der öfters vorkommt und deshalb hier noch besonders 
berührt werden sollte, vereinfacht sich das Culmannsche Verfahren 
erheblich. Denkt man sich nämlich einen horizontalen Schnitt durch 
die Mitte der Figur gelegt und betrachtet das Gleichgewicht der obe­
ren Hälfte, so folgt sofort, daß die Resultierende aus P und 5 par­
allel zu 1 und 6 sein muß. Man findet daher 5 durch das nebenan 
gezeichnete Kräftedreieck, und zwar als Druckspannung.



Nachdem 5 bekannt ist, kann man auch den Kräfteplan in 
Abb. 110b auftragen, indem man mit den Dreiecken 5, 2, 4 und 
5, 7, 8 beginnt, worauf sich die Dreiecke 2, 1, 3 und 7, 9, 6 an­
reihen. Der Kräfteplan ist ein reziproker. Die auf Druck bean­
spruchten Stäbe sind in Abb. 110a durch beigesetzte Schattenstriche 
hervorgeb oben. — Natürlich könnte man ganz ähnlich verfahren, wenn 
beliebig gegebene andere Lasten an dem Fachwerke angriffen. Man 
müßte dann zuerst jene Lasten, die an der oberen Hälfte der Figur 
angreifen, zu einer Resultierenden vereinigen, die an Stelle von P 
nach 5 und 1, 6 zu zerlegen wäre.

30. Aufgabe. An dem in Abb. 111 gezeichneten Fachwerke grei­
fen die Lasten P und P' an; man soll die Stab Spannung en ermitteln.

Lösung. Die Aufgabe ist der vorigen ganz ähnlich; man kann 
sich die Figur durch Vereinigung der Dreiecke 1, 2, 3 und 4, 5, 6

durch die drei Verbindungsstäbe 
7, 8, 9 entstanden denken. Daß 
hier das eine Dreieck von dem 
anderen umschlossen wird, macht 
nur wenig aus. Der Schnitt, den 
man zu führen hat, um das Rit- 
tersche oder Culmannsche Ver­
fahren anzuwenden, und der die 
Figur in zwei Teile zerlegen 

muß, die nur durch drei Stäbe Zusammenhängen, die nicht durch 
einen Punkt gehen, muß hier freilich ringförmig zwischen den Drei­
ecken 1,2,3 und 4, 5, 6 gezogen werden. Dies hindert aber die 
Anwendung des Verfahrens nicht: die Zerlegung von P nach den 
drei Richtungslinien 7, 8, 9 liefert sofort die Spannungen in den Ver­
bindungsstäben.

Anstatt dessen kann man auch den Begriff des imaginären Ge­
lenkes zur Lösung benutzen. Von den drei Stäben 7, 8, 9 z. B. hängt 
jeder mit dem anderen durch zwei Stäbe oder, wie wir sagen können, 
in einem imaginären Gelenke zusammen. Die Gelenkpunkte sind in 
der Abbildung mit 7, 8, mit 8, 9 und mit 7, 9 bezeichnet. Auf den 
Stab 8 werden nur die Gelenkdrücke 7, 8 und 8, 9 übertragen; beide 
müssen daher gleich sein und in dieselbe Richtungslinie fallen. Zieht 
man die Verbindungslinie beider Gelenkpunkte, so kennt man damit 
auch für den Stab 9 die Richtungslinie des Gelenkdruckes 8, 9. Am 
Stabe 9 greifen außerdem noch die LastPund der Gelenkdruck 7, 9 an. 
Die drei Kräfte müssen sich in einem Punkte schneiden, und hieraus 
erhält man auch die Richtung des Gelenkdruckes 7, 9. Mit Hilfe 
eines Kräftedreieckes (das in der Abbildung weggelassen wurde) er­
hält man auch die Größen der Gelenkdrücke und durch Zerlegung

a

2j ’7

Abb. 111.
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jedes Gelenkdruckes nach den Richtungen der beiden Stäbe, die das 
Gelenk bilden, die Stabspannungen.

31. Aufgabe. An einer Wand ist in einer lotrechten Ebene das 
aus den Stäben 1 bis 8 bestehende Stabgerüst (Abb. 112) befestigt, das 
dazu bestimmt ist, die Last P aufzunehmen; man soll die Stabspan­
nungen berechnen.

Lösung. Die Wand ist als eine Scheibe aufzufassen, an die vier 
freie Knotenpunkte angeschlossen sind. Dazu braucht man acht Stäbe, 
und diese sind auch vorhanden. Bei der Berechnung der Stabspan­
nungen ergibt sich jedoch, daß diese unendlich groß werden, und 
daraus folgt, daß ein Ausnahmefall vorliegt. Das Stabgerüst ist da­
her gar nicht tragfähig; wenigstens vermag es Lasten nur insoweit 
aufzunehmen, als es die Biegungsfestigkeit der Stäbe in Verbindung 
mit der Steifigkeit der Knotenpunkte zu­
läßt, d. h. nur geringe Lasten, die schon 
verhältnismäßig große Formänderungen 
herbeiführen.

Beseitigt man nämlich etwa Stab 5, 
um das Hennebergsche Verfahren anzu­
wenden, und bringt dafür irgendeinen ge­
eignet gewählten Ersatzstab e an, so ist 
das hierdurch entstehende Fachwerk zwar 
tragfähig und die Stabspannungen lassen 
sich leicht ermitteln. Sobald man aber dann 
in der Richtungslinie des Stabes 5 eine 
Zugspannung von der Lasteinheit anbringt 
und einen zweiten Krätteplan für diesen Belastungsfall zeichnet, fin­
det man, daß der Stab e, wie er nun auch gewählt sein möge, hier­
bei spannungslos bleibt. Dies geht schon aus der Symmetrie der 
Figur hervor. Die zur horizontalen Symmetrieachse symmetrisch 
liegenden Stäbe erfahren Spannungen gleicher Größe und gleichen 
Vorzeichens, und man kann auf diese Weise Gleichgewicht an jedem 
Knotenpunkte hersteilen, ohne den Ersatzstab e in Anspruch zu neh­
men. Dies ist aber bei dem Hennebergschen Verfahren das Kenn­
zeichen für den Ausnahmefall.

Noch einfacher und hier zugleich allgemeiner verwendbar ist die 
Untersuchung mit Hilfe der imaginären Gelenke. Stab 3 hängt mit 
der Wand im imaginären Gelenke A, und Stab 6 mit der Wand in 
B zusammen. Außerdem sind noch 3 und 6 unter sich durch die 
beiden parallelen Stäbe 4 und 5 verbunden, die einem im Unend­
lichen liegenden imaginären Gelenke G gleichwertig sind. Die drei 
Gelenke A, B, C liegen aber bei der in der Abbildung getroffenen
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Anordnung in einer Geraden, und darin besteht bei dieser Art der 
Untersuchung das Kennzeichen des Ausnahmefalles.

Auch das kinematische Verfahren von Müller-Breslau führt schnell 
gleichen Ergebnisse. Man kann nämlich eine Figur zeichnen, 

die in der Gliederung und in allen Stabrichtungen mit der Stabfigur 
übereinstimmt, ohne ihr ähnlich zu sein.

Anmerkung. Man vergleiche hierzu die Anmerkung am Schlüsse 
von § 57, worin auf die Möglichkeit hingewiesen ist, die Stabspan­
nungen trotz Vorliegens des Ausnahmefalles genauer zu berechnen, 
indem man berücksichtigt, daß die Last eine Gestaltänderung hervor­
ruft, womit sich das Fachwerk von der dem Ausnahmefalle entspre­
chenden Gestalt immer weiter entfernt. .

32. Aufgabe. An einer Wand ist in einer lotrechten Ebene die 
in Abb. 113 gezeichnete, aus den Stäben 1 bis 8 bestehende, statisch
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bestimmte Stangenverbindung befestigt. Man soll die Stabspannungen 
berechnen, die von einer am unteren Knotenpunkte angebrachten Last 
von P — 6000 kg hervorgerufen werden.

Erste Lösung. Man beseitige etwa Stab 5 und bringe dafür 
den durch eine gestrichelte Linie angegebenen Ersatzstab e an. Dann 
zeichne man den Kräfteplan T für das dadurch erhaltene einfache 
Fachwerk. Dieser Kräfteplan besteht hier nur aus einem einzigen 
Dreieck. Betrachtet man nämlich den oberen Knotenpunkt, in dem 
die Stäbe 1 und 3 Zusammenstößen, so müssen deren Spannungen 
zu Null werden, da Stab 5 beseitigt ist und keine äußere Kraft an 
dem Knotenpunkte angreift. Geht man dann zum Knotenpunkte 2, 
3, 4 weiter, so folgt, nachdem 3 als spannungslos erkannt ist, daß
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auch 2 und 4 spannungslos sein müssen; ebenso die Stäbe 7 und 6 
am Knotenpunkte 4, 6, 7. Spannungen können daher im Kräfteplan T 
nur von den Stäben 8 und e aufgenommen werden.

Hierauf beseitigt man die Last P, bringt eine Zugspannung von 
der Lasteinheit längs der Richtungslinie des beseitigten Stabes 5 an 
und zeichnet den Kräfteplan u. Aus den Kräfteplänen entnimmt man

Te = -f 4760 kg, = + 0,974,

woraus nach Gl. (36), S. 186, X — — 6000 kg folgt. Für die Stäbe 
1, 2, 3, 4, 6, 7 findet man daraus die Spannung durch Multiplikation 
mit dem zugehörigen u der Reihe nach zu

— 6000; + 6000; + 8460; + 6000; + 8460; -f 6000 kg. 

Für den Stab 8 erhält man die Spannung nach der Formel 

S8 = Ts + w8X = — 6380 — 0,346 • 6000 = - 8460 kg.

Zweite Lösung. Stab 3 hängt mit der Wand durch die Stäbe 1 
und 2 zusammen, die einem imaginären Gelenke A gleichwertig sind, 
das mit dem Schnittpunkt der Stabrichtungslinien 1 und 2 im Un­
endlichen zusammenfällt. Ebenso ist Stab 3 mit Stab 6 durch das 
aus den Stäben 4 und 5 gebildete, ebenfalls im Unendlichen liegende 
imaginäre Gelenk C verbunden, und Stab 6 mit der Wand durch das 
von den Stäben 7 und 8 gebildete imaginäre Gelenk B. Bei dieser 
Auffassung der Figur erscheinen die Stäbe 3 und 6 als Hauptstäbe, 
die übrigen als Verbindungsstäbe. Das Gleichgewicht des Stabes 3 
erfordert, daß die beiden an ihm angreifenden, durch A und C gehen­
den Gelenkdrücke in eine Gerade fallen, da eine äußere Kraft an 
diesem Stabe fehlt. Diese Gerade ist die unendlich ferne Gerade der 
Ebene. Jeder Gelenkdruck entspricht daher einer unendlich fernen 
und unendlich kleinen Kraft oder einem Kräftepaare. Daraus folgt, 
daß die Spannungen 1 und 2 gleich groß und von entgegengesetztem 
Vorzeichen sein müssen; ebenso 4 und 5. Am Stabe 6 wirken die 
beiden durch G und B gehenden Gelenkdrücke und die Last P. Nach­
dem bereits erkannt ist, daß der Gelenkdruck C einem Kräftepaar 
entspricht, folgt, daß auch P und der Gelenkdruck B ein Kräftepaar 
bilden müssen. Man zerlegt nun den hiermit bekannten Gelenk- 
druek B nach den Richtungen der Stäbe 7 und 8, womit man sofort 
S7 = -j- 6000 und S8 = — 6000 • )/2 = —- 8460 findet. Daran läßt 
sich ohne weiteres ein Kräfteplan S anschließen, der in der Abbil­
dung weggelassen ist.

33. Aufgabe. Man soll für das in Abb. 114a gezeichnete Fach­
werk, an dem sich die gegebenen äußeren Kräfte P, A und B im
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von P bleiben hiernach nur die Spannungen von e und 8 übrig. Da 
aber P in die Richtung von 8 fällt, so ist auch e spannungslos. In 
dem einfachen Fach werke, das wir durch die Stab Vertauschung er­
hielten, geraten demnach unter der angegebenen Belastung nur die 
Stäbe 2, 6, 7, 8, 9 und 12 in Spannung.

Von diesen Ergebnissen ist haupsächlich hervorzuheben, daß im 
Spannungsbilde T, wie es in § 36 genannt wurde, die Spannung lt 
des Ersatzstabes gleich Null ist. Zugleich erkennt man aber auch, 
daß dieser besondere Wert von Te nur zu dieser besonderen Be­
lastung gehört; bei anderem Lastangriffe würde auch e Spannung 
aufzunehmen haben.

Jetzt fragt es sich, ob etwa die Spannung ue im Ersatzstabe, die 
durch eine längs der Richtungslinie des beseitigten Stabes 1 ange­
brachte Zugspannung hervorgerufen wird, ebenfalls zu Null wird. 
Wird sie nicht zu Null, so ist nach 61. (36), S. 186, was auch sonst
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Gleichgewichte halten, die Stabspannungen nach dem Hennébergschcn 
Verfahren berechnen.

Lösung. Man beseitigt hier am besten den Stab 1, weil sich 
dann die Berechnung am einfachsten gestaltet, und führt etwa den 
durch eine gestrichelte Linie angegebenen Ersatzstab e ein. Da die 
Richtungslinien der Kräfte A und B hier in die Richtungen der 
Stäbe 2 und 12 fallen, braucht man für die zugehörigen Knoten­
punkte gar keine Kräftedreiecke zu zeichnen ; man weiß sofort, daß 
die Stäbe 3 und 13 spannungslos werden, während die Stäbe 2 und 
12 die äußeren Kräfte A und B allein aufzunehmen haben. Da 3 
spannungslos ist, müssen auch die beiden anderen, mit ihm von dem­
selben Knotenpunkte ausgehenden Stäbe 4 und 5 spannungslos sein, 
und ebenso auf der anderen Seite 10 und 11. Am Angriffspunkte
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der Wert von ue sein möge, jedenfalls die wirklich eintretende Span­
nung X des beseitigten Stabes gleich Null. Der Kräfteplan u läßt 
sich leicht zeichnen, indem man (Abb. 114b) zuerst 1 gleich der 
Lasteinheit aufträgt, hierauf das Dreieck 1, 12, 13, dann das Drei­
eck 13, 10, 11, das Viereck 11, 12, 7, 9, das Dreieck 9, 6, 8 und 
schließlich das Viereck 8, 10, 4, e zufügt. Der Kräfteplan kann zu­
gleich, wie es in der Abbildung geschehen ist, als reziproker kon­
struiert werden, da sich die Fachwerkfigur ohne weiteres in Vielecke 
zerlegen läßt, so daß an jedem Stabe zwei aneinander grenzen. Nach­
dem u, gefunden ist, hat es keinen Zweck, den Kräfteplan noch weiter 
zu führen, obwohl dies leicht geschehen könnte. Überdies brauchen 
wir auch den Kräfteplan u im vorliegenden Falle nur, um uns zu 
überzeugen, ob ue von Null verschieden ist.

Nachdem dies nachgewiesen ist, wissen wir, daß der Stab 1 in 
dem ursprünglich gegebenen Fachwerke bei der gegebenen Belastung 
die Spannung Null hat. Der Kräfteplan S stimmt daher im vorlie­
genden Falle überein mit dem schon vorher besprochenen, aber noch 
nicht gezeichneten Kräfteplane T. ln Abb. 114c ist dies nachträglich 
geschehen, und die Stabspannungen, die in dem gegebenen Fachwerke 
tatsächlich auftreten, können daraus unmittelbar entnommen werden. 
Gezogen sind die Stäbe 6, 8, 9, gedrückt die Stäbe 2, 7, 12; alle 
anderen, die in Abb. 114 a überdies durch kurze Querstriche gekenn­
zeichnet sind, bleiben spannungslos.

Symmetrisch darf man das Fachwerk in Ahb. 114 a freilich nicht 
annehmen, sonst kommt man auf einen Ausnahmefall. Bei der hier 
vorausgesetzten Belastungsart wäre freilich auch dann noch Gleich­
gewicht ohne unendlich große Stabspannungen möglich. Das Gleich­
gewicht wäre aber labil, und bei jeder Abweichung von der symme­
trischen Belastung kämen unendlich große Stabspannungen vor. Man 
erkennt dies daraus, daß ue bei der symmetrischen Anordnung zu 
Null wird, während Te bei einer unsymmetrischen Belastung von Null 
verschieden ist.

Daß man gerade bei symmetrischen Figuren leicht auf Ausnahme­
falle geführt wird, kann übrigens nicht überraschen, da die Symmetrie 
einer Figur selbst schon einen ausgezeichneten Fall bildet, der sich 
mit jenem anderen leicht deckt.

34. Aufgabe. Der in Abb. 115a gezeichnete Dachbinder hat in 
der Mitte eine sechseckige, statisch bestimmte Grundfigur, da die drei 
sich in der Mitte kreuzenden Sechseckdiagonalen an der Kreuzungs- 
Stelle nicht miteinander verbunden sein sollen. Jeder Knotenpunkt des 
Obergurtes trägt eine Last von 3000 kg; man soll die Stabspannungen 
berechnen,
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Lösung. Die Spannungen der nicht zur Grundfigur gehörenden 
Stäbe können sofort mit Hilfe des Kräfteplanes in Abb. 115 b gefun­
den werden. Wegen der symmetrischen Belastung genügte es, ihn 
nur für die linke Trägerhälfte bis zur Grundfigur hin fortzuführen ; 
andernfalls müßte auch für die rechte Trägerhälfte der Kräfteplan 
in derselben Weise vom rechten Auflagerpunkte aus beginnend auf­
getragen werden.

Die Grundfigur ist in Abb. 115 c in doppelter Größe herausge­
zeichnet. An ihren Knotenpunkten sind vor allem die äußeren Kräfte, 
also sowohl die Lasten von je 3000 kg als die bereits aus Abb. 115 b 
bekannten Spannungen der weggeschnittenen Stäbe anzubringen. Am 
links oben gelegenen Knotenpunkte ist nur der Druckstab 12 weg­
geschnitten. Dessen Spannung wurde im Kräfteplane Abb. 115 b mit 
der Last von 3Ö00 kg zu einer Resultierenden $J3 zusammengesetzt, 
die durch eine punktierte Linie angegehen ist. Für die Grundfigur 
kommt dann an diesem Knotenpunkte nur noch die Resultierende 
als äußere Kraft in Frage. Aus ^3 folgt sofort auch *J3' an dem sym­
metrisch gelegenen Knotenpunkte der rechten Seite.

Ebenso sind auch im Kräfteplane die Spannungen der von dem 
links unten liegenden Knotenpunkte weggeschnittenen Stäbe 6 und 7 
zu einer Resultierenden Q vereinigt, die als äußere Kraft an der 
Grundfigur eingetragen ist. Ihr entspricht zugleich die symmetrisch 
dazu liegende Kraft D' auf der rechten Seite.

Vom unteren, mittleren Knotenpunkte gingen vorher noch die 
Stäbe 11 und 11' aus (wenn die Stäbe der rechten Hälfte auf diese 
Weise bezeichnet werden). Auch ihre Spannungen sind im Kräfte­
plane zu einer Resultierenden vereinigt, die keine besondere Benen­
nung erhalten hat. — Am oberen Knotenpunkte der Mitte greift nur 
die Last von 3000 kg an.

Nach diesen Vorbereitungen muß man sich für die Methode ent­
scheiden, die man zur Berechnung der Stabspannungen in der Grund­
figur anwenden will. Am einfachsten gestaltet sich hier die Berech­
nung mit Benutzung der imaginäi’en Gelenke. Darum sind auch in 
Abb. 115c die drei Sechseckdiagonalen mit den schon früher bei Be­
sprechung dieses Verfahres benutzten Buchstaben a, 5, c bezeichnet, 
während sie in Abb. 115 a die Nummern 13, 15 und 15" trugen.

Die imaginären Gelenke ab und ac sind in der Abbildung an­
gegeben; das Gelenk bc fällt dagegen im vorliegenden Falle ins Un­
endliche, da die Verbindungsstäbe 9 und 9' von b und c parallel 
zueinander sind. Dies stört nicht, sondern vereinfacht im Gegenteile 
die Betrachtung.

Wir müssen ferner die an den Endpunkten der Stäbe a, b, c an­
greifenden äußeren Kräfte zu den Resultierenden 21, 23, (£ zusammen-

i’öppl, Graphische Statik. 4.Aufl. 15
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fassen. An den Endpunkten von a greifen zwei senkrecht gerichtete 
Kräfte an, deren Summe die in Abb. 115 b angegebene Resultierende 31 
liefert. An den Endpunkten von b wirken die Kräfte und 
deren geometrische Summe 33 in Abb. 115 d gebildet ist. Die Rich­
tungslinie von 33 ist in Abb. 115 c durch den Schnittpunkt von 
und D' zu ziehen. Der Symmetrie wegen hat man hiermit sofort 
auch die Resultierende © an c.

Nun ist ein Dreieck zu zeichnen, dessen Seiten durch die Ge­
lenke ab, ac und bc gehen und dessen Ecken auf 31, 33, © liegen. 
Das Dreieck muß ferner symmetrisch sein, und die durch bc geführte 
Seite muß daher die unendlich ferne Gerade der Ebene sein. Die 
beiden anderen Dreieckseiten sind daher die durch die Gelenke ab 
und a c zu 33 und (£ gezogenen Parallelen.

Anstatt dessen kann man aber auch eine andere Überlegung be­
nutzen, die vielleicht anschaulicher ist. Man betrachte etwa den 
Stab b. Die Spannungen der Stäbe 9 und 9', die von seinen End­
punkten ausgehen, sind wegen der Symmetrie der Trägergestalt und 
der Belastung gleich groß und von gleichem Vorzeichen. Die Pfeile 
sind aber an diesen Endpunkten von entgegengesetzter Richtung, weil 
bei 9 der obere, bei 9' der untere Knotenpunkt in Frage kommt. 
Die von 9 und auf b übertragenen Kräfte bilden daher ein Kräfte­
paar. Hiernach müssen auch die sonst noch auf b wirkenden Kräfte, 
nämlich 58 und der Gelenkdruck in ab, ein Kräftepaar von entgegen­
gesetztem Momente bilden, damit Stab b im Gleichgewichte sein kann. 
Auch hiermit ist bewiesen, daß der Gelenkdruck ab parallel zu 33 
geht und gleich groß damit ist.

Nachdem man die Größe und Richtung des Gelenkdruckes ab 
kennt, findet man durch die in Abb. Il5d vorgenommene Zerlegung 
nach den Richtungen von 14 und lCf sofort auch die Spannungen 
in diesen Verbindungsstäben von b mit a. Auch die übrigen Stab­
spannungen in der Grundfigur können, nachdem zwei schon bekannt 
sind, durch Anreihung von weiteren Kraftecken an Abb. 115 d sofort 
ermittelt werden. Da dies ganz einfach ist, wurden die Linien in der 
Abbildung weggelassen. — Die gedrückten Stäbe sind in der von 
früher her bekannten Weise kenntlich gemacht.

35. Aufgabe. Das in Abb. 116a gezeichnete Traggerüst einer 
sogenannten Verladebrücke trägt die Last P von 10000 kg. Man soll 
die davon hervorgerufenen Stabspannungen ermitteln.

Lösung. Man berechnet zunächst die Auflagerkräfte bei A und 
B, am einfachsten nach dem Momentensatze. Dann streicht man, 
falls das Hennebergsche Verfahren angewendet werden soll, etwa den 
Stab 5 weg und setzt dafür den durch eine gestrichelte Linie ange­
gebenen Stab e ein. Für das so erhaltene einfache Fachwerk kann
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4120
0,365 — 11300 kg Druck

folgt. — Nachdem die Spannung des Stabes 5 bekannt ist, kann man 
zur Herstellung des Kräfteplanes schreiten, der die in dem gegebe­
nen Träger wirklich auftretenden Spannungen vereinigt. Dies ist in 
Abb. 116 d geschehen. Man beginnt mit dem Kraftecke für den Auf­
lagerpunkt B, indem man zuerst die bekannten Kräfte B und 5 an­
einander reibt und Parallelen zu den Stabrichtungen 1 und 4 zieht. 
Dann folgen die Kraftecke A, 1, 2, 3 und 3, 6, 7. Bei dem dann 
folgenden Dreiecke 6, 4, 8 hat man noch eine Probe für die Richtig­
keit der vorangegangenen Bestimmung der Stabspannung 5. Von den 
drei Kräften sind nämlich 4 und 6 bereits bekannt, und die dritte 
Seite des Dreieckes muß daher von selbst in die Richtung des Sta­
bes 8 fallen. Nachher fehlen nur noch die Stabspannungen in der 
durch das obere Dreiecksfachwerk gebildeten Scheibe. Man zeichnet 
zuerst das Kräftedreieck P, 9, 10, dann das Viereck 10, 2, 11, 12 usf. 
Die bereits ermittelten Stabspannungen 2, 7, 8, 5 sind nämlich neben 
P als die an der Scheibe angreifenden Lasten aufzufassen, und der 
reziproke Kräfteplan kann daher leicht in gewöhnlicher Weise bis 
zum anderen Ende bin fortgesetzt werden. Die nach links und rechts 
hin an der oberen Scheibe noch übergreifenden Stäbe, die keine Num­
mern erhielten, sind bei der gegebenen Laststellung spannungslos. — 
Die Stabspannungen 16 und 20, sowie 14, 18 utid 22 überdecken 
sich im Kräfteplane teilweise, worauf beim Abgreifen der Strecken 
wohl zu achten ist.

Anmerkung. Man hätte die Aufgabe auch mit Hilfe der ima­
ginären Gelenke lösen können. Die obere Scheibe und die Stäbe 3 
und 4 hängen nämlich paarweise untereinander durch imaginäre Ge­
lenke zusammen, die durch die Schnittpunkte der Stabrichtungen 2
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der Kräfteplan in Abb. 116b, von dem Auflagerpunkte bei B begin­
nend, ohne weiteres gezeichnet werden. Man führt die Zeichnung 
aber nur so weit durch, bis man aus dem Kraftecke 6, 4, 8, e die 
Spannung des Ersatzstabes e gefunden hat.

Hierauf wurde eine Zugspannung von 1000 kg im Stabe 5 als 
Belastung des einfachen Fachwerkes angenommen. Die Auflager­
kräfte A und B sind für diesen Belastungsfall gleich Null. Der 
Kräfteplan in Abb. 116 c kann dafür genau wie der vorige gezeichnet 
werden; man bricht ihn ebenfalls ab, sobald man bis zur Stabspan­
nung e gelangt ist.

Aus Abb. 116 b findet man die Spannung Te des Stabes e zu 
-j- 4120 kg und aus Abb. 116 c ue = -j- 0,365, woraus nach Gl. (36), 
S. 186, die Spannung X des beseitigten Stabes 5

fl.
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Träger mit einem Mittet gelenke und vier Stützen nimmt an dem nach 
links hin vorkragenden Ende eine Last P von 1000 kg auf. Man soll 
die Stabspannungen ermitteln.

Lösung. Obschon natürlich auch das Hennebergsche Verfahren 
angewendet werden kann, wollen wir uns des Verfahrens der ima­
ginären Gelenke bedienen, da es hier schneller zum Ziele führt. Die 
yom Mittelgelenk A aus nach rechts hin liegende Scheibe hängt einer­
seits durch A mit der linken Scheibe und außerdem durch das aus 
den Stäben 3 und 4 gebildete imaginäre Gelenk B mit der festen 
Erde zusammen. Zum Gleichgewichte der rechten Scheibe, die keine 
Last aufzunehmen hat, gehört, daß die beiden Gelenkdrücke in B 
und A in eine Gerade fallen, also in die Verbindungslinie BA. Be­
trachtet man hierauf das Gleichgewicht der linken Scheibe, so wirken
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und 7} ferner 5 und 8, sowie 1 und 6 gebildet werden. Man hätte 
dann ein Gelenkdruckdreieck zu zeichnen, dessen Seiten durch diese 
Gelenkpunkte gehen und dessen Ecken auf den Richtungen der äuße­
ren Kräfte P, A und B liegen. Diese Überlegung gestattet zugleich 
den Ausnahmefall zu erkennen, der bei der Anordnung des Stab­
gerüstes vermieden werden muß. Die drei Gelenke dürfen nämlich 
nicht auf einer Geraden liegen, d. h. die Verbindungslinie der Schnitt­
punkte von 2 und 7 und von 5 und 8 darf nicht parallel zu den 
Stabrichtungen 1 und 6 gehen. — In dieser Hinsicht gleicht übri­
gens, wie man leicht bemerkt, der hier besprochene Fall vollständig 
dem schon in Aufgabe 31 untersuchten.

36. Aufgabe. Der in Äbb. 117 gezeichnete statisch bestimmte
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daran drei äußere Kräfte, nämlich die Last P, der in die Richtung BA 
fallende Gelenkdruck im Mittelgelenk und der durch das imaginäre 
Gelenk C, das aus den Stäben 1 und 2 gebildet wird, übertragene 
Auflagerdruck. Die Richtungslinien der drei Kräfte müssen sich in 
einem Punkte schneiden; verlängert man daher die Linie BA, bis 
sie die Richtungslinie von P schneidet, so muß durch diesen Schnitt­
punkt auch der durch C übertragene Auflagerdruck gehen. Sind die 
Richtungslinien auf diese Weise ermittelt, so folgen die Größen der 
Kräfte aus einem Kräftedreieck.

Da der Schnittpunkt von BA mit P zu weit wegfiel, wurde in 
der Abbildung die Zerlegung von P nach den Richtungslinien der 
Gelenkdrücke mit Hilfe eines Seilecks vorgenommen. Zu diesem 
Zwecke zeichnet man irgendein Dreieck l, m, n, so daß eine Ecke
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Abb. 118.

auf C fällt und die anderen Ecken auf der Richtungslinie von P und 
auf AB irgendwo liegen. Dieses Dreieck sieht man als ein zwischen 
den drei Kräften bestehendes geschlossenes Seileck an und zeichnet 
dazu den Kräfteplan in Abb. 118. Der Gelenkdruck bei A wird durch 
die zwischen n und m liegende, zu AB parallel gezogene Strecke 
angegeben; der Gelenkdruck bei C durch die in der Abbildung nicht 
ausgezogene Verbindungslinie der Endpunkte von l und m. Der erste 
Gelenkdruck ist sofort nach den Richtungen 3 und 4 sowie auch 
nach 14 und 15 und nach 16 und 17 zu zerlegen; der Gelenkdruck 
bei C nach den Richtungen von 1 und 2.

Das Vieleck P, 1, 2, 3, 4 bildet nun das Krafteck der an dem 
oberen Binder angreifenden äußeren Kräfte, an das der reziproke 
Kraftplan in gewohnter Weise weiter angeschlossen werden kann. 
Hierbei ergibt sich, daß die Stäbe 9 und 11 spannungslos sind. Die
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die zusammen einem imaginären Gelenke 0 gleichwertig sind. Die 
Knotenpunkte des Obergurtes tragen Lasten P von je 1000 kg. Man 
soll zuerst den Auflagerdruck B am rechten Auflager und die Span­
nungen in den Stangen 1 und 2 berechnen und hierauf einen rezipro­
ken Kräfteplan für den Träger 
zeichnen.

Lösung. Als äußere Kräfte 
wirken an dem Träger die fünf 
Lasten P, der Auflagerdruck B 
am reckten Ende und der durch 
das imaginäre Gelenk Ö gebende, 
durch die Stangen 1 und 2 ver­
mittelte Auflagerdruck A. Die­
ser muß, damit die geometrische ^
Summe aller äußeren Kräfte 
verschwindet, ebenfalls senk- i 
recht gerichtet sein. Den Auf- 
lagerdruck B findet man aus 
einer für den Punkt 0 aufgestellten Momentengleichung. In dieser 
heben sich die Momente von vier der fünf Lasten P gegeneinander 
weg, da zwei von ihnen im negativen, die beiden folgenden im posi­
tiven Sinne drehen und die Hebelarme nach links und rechts gleich
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231Aufgaben

Vorzeichen der übrigen Stabspannungen sind durch Schattenstriche 
kenntlich gemacht.

37. Aufgabe. Der in Abb. 119 gezeichnete Fachwerkträger stützt 
sich rechts auf ein Böllenlager, links auf die beiden Stangen 1 und 2,

&
 ^
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sind. Es bleibt daher das Moment der letzten Kraft P nach rechts 
hin übrig, das dem Momente von B gleich sein muß. Daraus folgt

B-»-833 kg.

Hiernach ist A — 5000 — 883 = 4167 kg. Aus dem mit starken 
Strichen in Abb. 120 angegebenen Kräftedreiecke findet man die 
Spannungen in den Auflagerstäben 1 und 2 zu -f- 5800 und — 9200 kg. 
Die Zeichnung des sich an dieses Dreieck anschließenden reziproken 
Kräfteplanes kann nach den gewöhnlichen Regeln erfolgen und be­
darf keiner weiteren Erläuterung. Die auf Druck beanspruchten Stäbe 
sind in der Binderfigur wie üblich durch beigesetzte Schattenstriche 
gekennzeichnet.



Fünfter Abschnitt.
Das Fachwerk im Raume.

§ 42. Notwendige Stäbe und Auflagerbedingungen.
Im vorigen Abschnitte handelte es sich nur um den Wider­

stand, den ein ebener Stab verband gegen Formänderungen inner­
halb seiner eigenen Ebene zu leisten vermag, und um die Span­
nungen, die in den Stäben durch Lasten hervorgerufen werden, 
die selbst alle in der Konstruktionsebene enthalten sind. Gegen 
Formänderungen, bei denen die Knotenpunkte aus ihrer Ebene 
heraustreten, sind jedoch die ebenen Fachwerke an sich ganz 
widerstandslos oder sie vermögen wenigstens einen gewissen, 
geringen Widerstand gegen solche Formänderungen nur inso­
weit zu leisten, als der Biegungswiderstand der Stäbe und die 
Steifigkeit der Knotenpunkte dazu führen. Daher sind auch die 
Lehren des vorigen Abschnittes für die Beurteilung der Steifig­
keit eines Stabverbandes nur unter der ausdrücklichen Voraus­
setzung anwendbar, daß auf irgendeine Art ausreichende Für­
sorge dafür getroffen ist, daß die Knotenpunkte nicht aus der 
Verbandebene heraustreten können.

Hieraus erhellt, daß die Theorie des Fach Werkes erst dadurch 
zu einer allgemeineren Fassung gelangen kann, die allen bei 
ihrer praktischen Anwendung auftretenden Bedingungen gerecht 
wird, daß man die Fach werke als Gebilde des dreifach ausge­
dehnten Raumes auffaßt. Dies hindert nicht, daß1 man, wie es 
auch hier geschehen ist, zuerst die einfacheren Betrachtungen 
über das ebene Fachwerk erledigt und sich erst nachher in die 
verwickelteren Bedingungen vertieft, die sich im dreifach aus­
gedehnten Raume oder kürzer im „Raume“ geltend machen.
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Wir haben hier vor allem wieder die Frage zu beantworten, 
wieviel Stäbe erforderlich sind, um n Knotenpunkte, die jeden­
falls nicht alle in derselben Ebene liegen dürfen, zu einem Stab­
gerüst von unveränderlicher Gestalt zu verbinden. Dabei sind 
wieder verschiedene Bildungsgesetze möglich, entsprechend jenen, 
die wir schon beim ebenen Facbwerke kennen lernten. Wir 
geben aber wie dort zunächst von der einfachsten Art des Auf­
baues oder wenigstens von jener aus, die sich bei der ersten Be­
trachtung als die einfachste darbietet.

Zunächst verbinden wir wieder drei der Knotenpunkte durch 
drei Stäbe zu einem Dreiecke, denn das Dreieck ist bei unver­
änderlichen Seitenlangen auch im dreifach ausgedehnten Raume 
keiner Gestaltänderung fähig. Ein vierter Knotenpunkt, der mit 
den vorigen nicht in derselben Ebene liegen darf, kann hierauf 
durch drei Stäbe mit diesen steif verbunden werden. Hierbei 
entsteht ein Tetraeder, dessen Gestalt ebenfalls unveränderlich 
ist, solange sich die Stablängen nicht ändern. Der Ausnahmefall 
kann hier nur eintreten, wenn die vier Ecken in eine Ebene 
fallen, das Tetraeder selbst also als solches verschwindet und 
einer in der Ebene geometrisch überbestimmten, im Raume aber 
unendlich wenig verschieblichen ebenen Figur Platz macht. Die­
sen Fall haben wir aber schon ausgeschlossen.

Auch jeder folgende Knotenpunkt kann an die vorigen durch 
drei Stäbe unverschieblich angeschlossen werden, wenn nur dar­
auf geachtet wird, daß die drei Anschlußstäbe niemals in einer 
Ebene liegen dürfen. Dies folgt sowohl aus der geometrischen 
Betrachtung wie aus der statischen Bedingung, daß die Span­
nungen in den Anschlußstäben ausreichen müssen, um gegen 
jede Last, die an dem angeschlossenen Knotenpunkte angreifen 
mag, das Gleichgewicht zu sichern.

Für jeden anzuschließenden Knotenpunkt müssen wir hier­
nach drei Stäbe aufwenden, und nur im Anfänge genügten zur 
Verbindung der drei Ausgangsknotenpunkte drei Stäbe. Hier­
nach ist die Zahl m der notwendigen Stäbe

m — 3n — 6. (54)



Natürlich können auch hier wieder nachträglich überzählige 
Stäbe zwischen die bereits steif miteinander verbundenen Kno­
tenpunkte eingeschoben werden, wodurch das räumliche Fach­
werk in ein geometrisch überbestimmtes und zugleich statisch 
unbestimmtes übergeht. Die hierüber bereits beim ebenen Fach­
werke durchgeführten Betrachtungen bleiben auch hier gültig 
und brauchen nicht nochmals wiederholt zu werden. In diesem 
Abschnitte soll übrigens nur von den geometrisch und statisch 
bestimmten räumlichen Fachwerken die Rede sein.

Ferner kann man auch beim räumlichen Fach werke von den 
nach dem soeben besprochenen Plane aufgebauten zu Fachwer­
ken von abweichender Gliederung durch das schon früher an­
gewendete Mittel der Stabvertauschung übergehen. Beseitigt man 
nämlich einen Stab, so erhält man einen zwangläufigen Mecha­
nismus, und der damit gegebene Freiheitsgrad kann wieder be­
seitigt, die Steifigkeit also wieder hergestellt werden, indem man 
irgend zwei Knotenpunkte, die bei einer Bewegung des Mecha­
nismus ihren Abstand ändern müßten, durch einen neuen Stab 
miteinander verbindet.

Die Zahl der durchschnittlich von einem Knotenpunkte aus­
gehenden Stäbe folgt aus Gl. (54)
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zu

oder 6 — — :n 1
sie bleibt also stets kleiner als sechs. Bei den gewöhnlich vor­
kommenden Fach werkform en, die eine große Zahl von Knoten­
punkten enthalten, gehen von den meisten Knotenpunkten je 
sechs Stäbe aus, während bei einigen Knotenpunkten die Zahl 
geringer ist. Jedenfalls müssen bei einem statisch bestimmten 
räumlichen Fach werke Knotenpunkte Vorkommen, von denen 
höchstens fünf Stäbe ausgehen. Andererseits dürfen von keinem 
Knotenpunkte weniger als drei Stäbe ausgehen, und außerdem 
dürfen die von einem Knotenpunkte ausgehenden Stäbe niemals 
alle in derselben Ebene enthalten sein.

Wie beim ebenen Fach werke die Scheibe, kann man hier den 
starren Körper als Fachwerkbestandteil mit einführen. Man kann 
sich darunter selbst wieder ein in sich steif verbundenes räum­

2 m



liches Fachwerk oder auch einen zusammenhängenden Körper 
vorstellen. Namentlich die ganze feste Erde kann als Fachwerk­
bestandteil aufgefaßt werden, und man gewinnt damit auf ein­
fachste Weise den Übergang von den nicht festgehaltenen, 
dern nur in sich unverschieblichen Fachwerken zu zahlreichen 
Fachwerkträgern, nämlich zu allen, bei denen keine verschieb­
lichen Auflager Vorkommen.

Hat ein räumliches Fachwerk einen starren Körper und 
n freie (d. h. nicht zu jenem gehörige) Knotenpunkte, so beträgt 
die Zahl der notwendigen Stäbe

m = Sn,
denn jeder freie Knotenpunkt wird durch je drei Stäbe unver­
schieblich angeschlossen. Dabei ist es aber nicht nötig, daß auch 
wirklich von jedem Knotenpunkte drei Stäbe unmittelbar zum 
starren Körper geführt sind. Man kann, nachdem schon ein Kno­
tenpunkt angeschlossen ist, einen der Verbindungsstäbe zum 
zweiten Knotenpunkte auch von jenem aus führen, und später 
braucht man überhaupt keine Stäbe mehr unmittelbar vom star­
ren Körper ausgehen zu lassen. Außerdem kann man nachträg­
lich auch noch Stabvertauschungen vornehmen. Es kommt also 
im wesentlichen nur auf die Zahl der Verbindungsstäbe an, ob­
schon natürlich Mißgriffe in der Verteilung der Stäbe, wie sie 
schon beim ebenen Fachwerke besprochen wurden, oder Aus­
nahmefälle, die nicht durch die Gliederung im allgemeinen, son­
dern dadurch bedingt sind, daß ein Stab im Maximum oder Mi­
nimum seiner Länge steht, hierbei vermieden sein müssen.

Enthält das Fachwerk mehr als einen, also etwa r starre Körper, 
so kann man sich zunächst zwei derselben verbunden denken. Hierzu 
braucht man sechs Stäbe. Dies geht einerseits daraus hervor, daß ein 
starrer Körper gegen den anderen sechs Freiheitsgrade hat, so daß 
sechs Fesseln nötig sind, von denen jede einen Freiheitsgrad aufhebt, 
uud andererseits auch daraus, daß jede an dem einen Körper auftre­
tende Last nach sechs Richtungslinien eindeutig zerlegt werden kann. 
Natürlich müssen dabei die schon im dritten Abschnitte besprochenen 
Ausnahmefälle vermieden werden: es darf sich also keine Gerade 
ziehen lassen, die alle sechs Stabrichtungen schneidet, und namentlich 
dürfen nicht mehr als drei Stabrichtungen durch denselben Punkt 
gehen, und nicht mehr als drei dürfen in derselben Ebene enthalten sein.
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son-

(55)
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Auch jeder folgende starre Körper kann durch sechs Stäbe an 
die vorigen, und jeder freie Knotenpunkt durch drei Stäbe angeschlos­
sen werden. Im ganzen beträgt daher die Stabzahl in diesem allge­
meinen Falle

= 3 n -\- 6(r — l) = 3 n — 6 -f- 6r,
womit auch Gleichung (54) für r = 0 mit umfaßt wird. Auch hier 
ist es natürlich nicht nötig, daß die Stäbe genau so verteilt sind, wie 
wir jetzt annehmen; man kann vielmehr nachträglich noch Stab Ver­
tauschungen vornehmen. Jedenfalls dürfen aber von keinem starren 
Körper weniger als sechs und von keinem freien Knotenpunkte we­
niger als drei Stäbe ausgehen.

(56)m

In Verbindung hiermit soll sofort auch die Frage der Auf­
lagerbedingungen erledigt werden. Nötigt man einen Knoten­
punkt, auf einer bestimmten Fläche zu bleiben, die man sich für 
eine unendlich kleine Verschiebung auch durch ihre Berührungs­
ebene ersetzt denken kann, so schreibt man ihm eine Auflager­
bedingung vor. Von den sechs Freiheitsgraden des starren Kör­
pers wird nämlich dadurch, wenn sonst keine Bewegungsbeschrän­
kung vorliegt, nur einer vernichtet. Wird der Knotenpunkt ge­
nötigt, auf einer Linie zu bleiben, so entspricht dies zwei Auf­
lagerbedingungen, und der Körper hat, wenn kein anderes Hin­
dernis vorliegt, noch vier Freiheitsgrade. Wählt man nämlich 
den Auflagerpunkt als Anfangspunkt für die Beschreibung der 
Bewegung, so müssen von den sechs Komponenten der Vekto­
ren t)0 und u, durch die der Geschwindigkeitszustand gekenn­
zeichnet wird, zwei Komponenten von b0 verschwinden, da b0 
nur in die Richtung der Auflagerbahn fallen kann. — Einem 
vollständig festgehaltenen Knotenpunkte sind drei Auflagerbe­
dingungen vorgeschrieben.

Die Zahl der Auflagerbedingungen, die man einem starren 
Körper im ganzen vorschreiben muß, um ihn festzuhalten, be­
trägt sechs, nämlich soviel als die Zahl der Freiheitsgrade, die 
aufzuheben siud. Die sechs Auflagerbedingungen müssen sich 
auf mindestens drei Knotenpunkte verteilen. Wollte man zwei 
Knotenpunkte vollständig festhalten, so würde dies nur fünf von­
einander unabhängigen Auflagerbedingungen entsprechen. Denkt 
man sich nämlich einen Knotenpunkt festgehalten und den an­
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deren längs irgendeiner Linie beweglich, so kann sich dieser 
schon nicht mehr bewegen, da er wegen des Zusammenhanges 
im starren Körper seinen Abstand von dem festgehaltenen Punkte 
nicht zu ändern vermag.

Man kann also etwa einem Knotenpunkte eine, einem zwei­
ten zwei und einem dritten drei Auflagerbedingungen vorschrei­
ben. Oder man kann auch die sechs Auflagerbedingungen auf 
sechs Knotenpunkte verteilen, von denen dann jeder auf einer 
Fläche gelagert ist, längs deren er sich, wenn sonst kein Hinder­
nis vorläge, frei zu verschieben vermöchte. Außerdem vermag 
man auch, wie schon bei den ebenen Trägern, eine größere Zahl 
von Auflagerbedingungen einzuführen, ohne den Träger dadurch 
statisch unbestimmt zu machen, falls man dafür eine entspre­
chende Zahl von Stäben aus dem Verbände herausnimmt.

Bezeichnet man die Zahl der Auflagerbedingungen mit pf 
so erhält man an Stelle von Gl. (54)

m = 3n — p\
denn um ebensoviel, als p größer wird als 6, ist m zu vermindern, 
damit der Träger nicht statisch unbestimmt wird.

Die Auflagerbedingungen vermag man übrigens 
stets auch durch Stäbe von hinreichender Länge zu er­
füllen, die von der festen Erde nach den Auflagerkno­
tenpunkten geführt sind. Ist ein Knotenpunkt nur durch 
einen Stab mit der festen Erde verbunden, so wird er dadurch 
genötigt, auf einer Kugelfläche zu bleiben, deren Halbmesser 
gleich der Länge des Stabes ist. Zwei Stäbe führen den Knoten­
punkt auf einer Linie; er muß nämlich auf dem Kreise bleiben, 
in dem sich die den beiden Stäben zugehörigen Kugelflächen 
schneiden. Drei Stäbe halten den Knotenpunkt vollständig fest. 
Jeder Stab entspricht daher einer Auflagerbedingung.

Infolgedessen vermag man auch die nähere Unter­
suchung der Auflagerbedingungen ganz zu umgehen, 
indem man sie sich alle durch Stäbe ersetzt denkt; ab­
gesehen von den festgehaltenen Knotenpunkten, die man un­
mittelbar als Punkte der festen Erde betrachtet. Man kann dann

(57)
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jeden räumlichen Fachwerkträger auch als ein Fachwerk auf­
fassen, das die Erde als starren Körper enthält und in dem nur 
Verbindungsstäbe, sonst aber keine Bewegungsfesseln, die als 
Auflagerbedingungen zu bezeichnen wären, Vorkommen.

Schließlich sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß man bei 
der Theorie des ebenen Facbwerkes jedem Knotenpunkte im Grunde 
genommen eine Auflagerbedingung vorschreibt, von der dort freilich 
gar keine Rede ist. Man setzt nämlich voraus, daß die Knotenpunkte 
genötigt seien, in ihrer Ebene zu bleiben, und dies entspricht in der 
Tat, sobald wir den Stabverband im dreifach ausgedehnten Raume 
betrachten, einer Auflagerbedingung. Diese n Auflagerbedingungen 
bewirken einerseits, daß das Stabgerüst auch im Raume seine Gestalt 
nicht ändern kann, und sie führen andererseits zugleich eine Beschrän­
kung in der Bewegungsfreiheit des unveränderlichen Stabgebildes 
herbei. Es kann sich nachher nur noch in der gemeinsamen Auflager­
ebene bewegen, hat also nur noch drei Freiheitsgrade. Berücksichtigt 
man dies, so gehen die Formeln für die notwendige Stabzahl beim 
räumlichen Fach werke ohne weiteres in die beim ebenen Fachwerke über.

§ 43. Das Flechtwerk.
Die Formen, in denen das räumliche Fachwerk, namentlich 

bei einer größeren Zahl von Knotenpunkten, aufzutreten vermag, 
sind überaus mannigfaltig. Unter ihnen zeichnet sich aber eine 
bestimmte Art des Aufbaues ihrer einfachen Gesetzmäßigkeit 
wegen besonders aus. Auch für die Anwendungen sind Fach­
werke von der Gliederung, die ich hier meine, von besonderer 
Wichtigkeit, und es rechtfertigt sich daher, eine besondere Be­
zeichnung für sie einzuführen: ich nenne sie Flechtwerke.

Ein Flechtwerk ist ein räumliches Fachwerk, des­
sen Knotenpunkte und Stäbe sämtlich auf einem Man­
tel enthalten sind, der einen einfach zusammenhängen­
den inneren Raum umschließt.

Um zu erkennen, daß räumliche Fach werke von dieser Art 
möglich sind, geht man von einem Satze der Stereometrie aus, 
den Euler über die Zahl der Ecken, Kanten und Seitenflächen 
in einem Polyeder aufgestellt hat. Der Satz gilt nur für Poly­
eder mit einfach zusammenhängendem Innenraume und kann für 
diese durch eine einfache Überlegung bewiesen werden.
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Beginnt man nämlich beim Aufbaue des Polyeders zunächst mit 
einer Seitenfläche, so hat man damit schon eine Seitenfläche, eine 
Anzahl Kanten und ebensoviel Ecken des Polyeders. Setzt man eine 
neue Seitenfläche daran, so kommt eine neue Kante mehr dazu als 
neue Ecken, weil diese zwischen jenen liegen. Dies gilt auch beim 
Ansetzen weiterer Seitenflächen, und wir können sagen, daß die Zahl 
der neu hinzukommenden Kanten ebenso groß ist als die Zahl der neu 
hinzukommenden Ecken, vermehrt um die Zahl der hinzukommenden 
Seitenflächen. Nur zuletzt, wenn der Mantel des Polyeders durch Ein­
fügen der letzten Seitenfläche geschlossen wird, tritt weder eine neue 
Ecke noch eine neue Kante, wohl aber eine neue Seitenfläche auf. 
Die Zahl der Ecken und Seitenflächen bleibt also sonst immer gleich 
der Zahl der Kanten, mit Ausnahme des Anfanges und des Endes, 
wo jedesmal eine Seitenfläche mehr auftritt, als zur Herstellung des 
Ausgleiches zwischen jenen Zahlen erforderlich wäre. Wird also die 
Zahl der Kanten mit m, die Zahl der Ecken mit w, die Zahl der 
Seitenflächen mit f bezeichnet, so hat man

m = n + f — 2,
und diese Gleichung spricht den Eulerschen Satz aus.

Wir wollen den Satz auf den besonderen Fall anwenden, daß 
alle Seitenflächen Dreiecke sind. In diesem Falle besteht noch 
ein weiterer Zusammenhang zwischen m und f. Das Dreifache 
von f gibt nämlich die Zahl der Kanten an, die man erhält, 
wenn man in jedem Dreiecke die Kanten von neuem zählt. Hier­
bei wird aber jede Kante, die immer eine Grenze zwischen zwei 

, Dreiecken bildet, doppelt gezählt, und die Anzahl der Polyeder­
kanten beträgt daher gerade die Hälfte von 3 f.

Mit m = y oder f = geht aber Gl. (58) über in 

—- — n —■ 2 oder m — 3w — 6,
O

und damit ist, wie ein Vergleich mit Gl. (54) lehrt, nachgewie­
sen, daß die Zahl der Kanten in einem von lauter Dreiecken 
umschlossenen Polyeder mit einfach zusammenhängendem Innen­
raume gerade ausreicht, um bei unveränderlicher Länge die Ecken 
unverschieblich miteinander zu verbinden. Hiermit ist auch die 
Möglichkeit der Flechtwerke erkannt und zugleich nachgewie­
sen, daß sie nicht nur stabile, sondern zugleich auch statisch 
bestimmte Fachwerke bilden. Man muß sich nur Vorbehalten,

(58)



daß Ausnahmefälle, die hier natürlich ebensogut wie beim ebe­
nen Fachwerke Vorkommen können, vermieden werden. Dann 
kann man sagen:

Jede aus Dreiecken zusammengesetzte Mantelfläche, 
die einen einfach zusammenhängenden Raum vollstän­
dig umschließt, liefert im allgemeinen, wenn man die 
Kanten als Stäbe und die Ecken als Knotenpunkte auf­
faßt, ein stabiles und statisch bestimmtes Fachwerk, 
das man ein Flechtwerk nennt.

Hierbei ist nicht nötig, daß alle Dreiecke des Mantels in ver­
schiedenen Ebenen liegen; nur dürfen nicht alle Dreiecke, die 
von einer Ecke ausgehen, in derselben Ebene liegen, weil dies 
sonst auch von den Stäben an dieser Ecke zuträfe und weil der 
Knotenpunkt gegen Yerschiebungen senkrecht zu der Ebene als­
dann nicht genügend abgestützt wäre. — Ob im übrigen ein 
Ausnahmefall vorliegt oder nicht, entscheidet man am einfach­
sten dadurch, daß man die Stabspannungen berechnet. Bleiben 
diese für beliebige endliche Lasten stets endlich, so ist der Aus­
nahmefall vermieden.

Flechtwerkmäntel vermag man selbst wieder von-sehr ver­
schiedenen Gestalten anzugeben, und man erkennt daraus leicht 
den Formenreichtum im Gebiete des räumlichen Fach Werkes. 
Von den regelmäßigen Polyedern sind z. B. das Tetraeder, das 
Oktaeder und das Ikosaeder ohne weiteres Flechtwerke; beim 
Würfel und beim Dodekaeder muß man jede Seitenfläche durch 
Einschalten von Diagonalen in Dreiecke zerlegen, um Flecht­
werke zu erhalten.

Zieht man auf einer Kugel eine Anzahl von Meridianen und 
Parallelkreisen, wie bei der Gradeinteilung auf einem Erdglobus, 
betrachtet die Schnittpunkte als Knotenpunkte und die zu den 
Kreisbögen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knotenpunkten * 
gehörigen Sehnen als Stäbe, so braucht man nur noch in jedes 
vierseitige Fach einen Diagonalstab einzuschieben, um zu einem 
Flechtwerke zu gelangen. Bei einem Ellipsoide oder einer ge­
schlossenen Fläche von ähnlicher Art führt dasselbe Verfahren, 
das leicht auch noch ein wenig abgeändert werden kann, falls

Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl.
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man dabei nur zu einem aus Dreiecken zusammengesetzten Man­
tel gelangt, ebenfalls zum Ziele.

Übrigens macht es auch nicht viel aus, wenn man bei dem in der 
beschriebenen Weise erhaltenen Kugelflechtwerke die Stäbe nicht 
geradlinig ausführt, sondern sie nach den Meridian- und Parallel­
kreisen, denen sie folgen, krümmt. Denn auch ein Stab, der zwischen 
seinen beiden Knotenpunkten ein wenig gekrümmt ist, vermag Ent­
fernungsänderungen seiner Endpunkte zu verhüten, ohne dabei we­
sentlich auf Biegung beansprucht zu werden, solange nur die kreis- 
förmige Stabachse sich von der zugehörigen Sehne nicht viel entfernt. 
Die Zahl der Knotenpunkte oder, was auf dasselbe hinauskommt, die 
Zahl der Meridiane und Parallelkreise, darf also in diesem Falle nicht 
zu klein gewählt sein. Andererseits soll freilich die Zahl der Knoten­
punkte auch nicht zu groß sein, weil sich sonst die von einem Kno­
tenpunkte ausgehenden Stäbe zu wenig von der Tangentialebene an 
die Kugel abheben. Liegen die Stäbe nämlich nahezu in einer Ebene, 
so nähern wir uns dem Ausnahmefalle und wir erhalten für Einzel­
lasten an einem solchen Knotenpunkte, die eine Komponente recht­
winklig zur Tangentialebene haben, große Stabspannungen.

Ein anderer Fall wird durch das in Abb. 121 vorgeführte 
Zylinder- oder Tonnenflechtwerk gebildet. Wie vorher die 

Kugel, kann man sich auch einen Zylindermantel 
durch eine Anzahl von Parallelkreisen und durch 
Zylindererzeugende in vierseitige Fächer zerlegt 
denken, die durch Einschalten von Diagonalen 
in Dreiecke geteilt werden können. Um einen ge­
schlossenen Flechtwerkmantel zu erhalten, muß 
man aber dann auch noch die beiden Basispoly- 
gone durch Diagonalen in Dreiecke zerlegen.

Da die Bögen, wenn man ursprünglich von einem 
Zylinder ausging, nachträglich durch die zugehörigen 

Sehnen ersetzt werden müssen, wenn man nur geradlinige Stäbe an­
wenden will, erscheint der Flechtwerkmantel schließlich in der Gestalt 
eines Prismas. Bemerkenswert ist dabei, daß man sich dieses Flecht­
werk auch durch Aneinanderfügen von lauter ebenen Fachwerken ent­
standen denken kann. Die auf jeder Seitenfläche des Prismas liegen­
den Stäbe bilden nämlich für sich genommen ein ebenes Fachwerk 
mit parallelen Gurten. Dabei haben je zwei aufeinanderfolgende ebene 
Fach werke die dazwischenliegende Gurtung gemeinsam. Von diesem 
Umstande kann man Gebrauch machen, um die Berechnung der Stab­
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Spannungen im Tonnenflechtwerke bei gegebenen Lasten auf die 
Berechnung der Stabspannungen in den ebenen Fachwerken zurück­
zuführen.

Schließlich kann, um noch einen anderen einfachen und wich­
tigen Fall hervorzuheben, das Prisma in Abb. 121 auch durch 
eine abgestumpfte Pyramide ersetzt werden, ohne daß sich sonst 
etwas änderte. Außerdem steht auch nichts im Wege, diese Py­
ramide bis zur Spitze hin durchzuführen. Das eine Basispolygon 
fällt dann fort und wird durch die Spitze ersetzt. Man gelangt 
so zu den bei neueren Kirchturmbauten oft zugrunde gelegten 
Pyramidenflechtwerken, die sich von den älteren Konstruk­
tionen, wie alle Flechtwerke, durch den Umstand unterscheiden, 
daß der von dem Mantel umschlossene Innenraum von keinen 
Stäben durchsetzt wird.

Um von einem Flechtwerke zu einem Flechtwerk­
träger zu gelangen, kann man zwei verschiedene Wege 
einschlagen. Zunächst kann man sechs voneinander unabhän­
gige Auflagerbedingungen vorschreiben, durch die das Flecht­
werk gegen die Erde festgehalten wird, wodurch es in einen 
Träger übergeht, der beliebige Lasten, die nun nicht mehr in 
derselben Ebene zu liegen brauchen, aufnehmen kann. Am ein­
fachsten werden diese Auflagerbedingungen gewöhnlich durch 
Stäbe, die von der Erde nach dem Flechtwerke geführt sind, er­
setzt. Von früher her ist schon bekannt, welche Ausnahmefälle 
bei der Anordnung der sechs Verbindungsstäbe vermieden wer­
den müssen, um eine steife Verbindung herzustellen. Ein Bei­
spiel für einen in dieser Weise gewonnenen Fachwerkträger 
wird in § 47 behandelt werden. Zieht man mehr als sechs Ver­
bindungsstäbe, so wird der Träger statisch unbestimmt ; man 
kann aber dann, ebenso wie es schon in der Lehre vom ebenen 
Fachwerke besprochen wurde, durch Fortlassen einer entspre­
chenden Anzahl von Stäben des Flechtwerkes die statische Be­
stimmtheit wieder hersteilen.

Ein anderer Weg zur Gewinnung von Flechtwerkträgern wird 
durch die folgende Überlegung gewiesen. Man denke sich ein 
Flecht werk durch einen beliebigen Schnitt in zwei Teile getrennt.
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Jeder Teil für sich ist dann nicht mehr steif, wenigstens dann 
nicht, wenn der Schnitt, wie es gewöhnlich der Fall sein wird, 
mehr als sechs Stäbe trifft. Nimmt man aber den einen Teil und 
verbindet ihn durch die vom Schnitte getroffenen Stäbe mit der 
festen Erde, so erhält man auf jeden Fall einen unverschieblichen 
Stabverband. Denn schon der Zusammenhang mit dem für sich 
nicht steifen Reste, der bei der Führung des Schnittes wegfiel, 
reichte aus, um Gestaltänderungen auszuschließen. Um so mehr 
muß also der Zusammenhang mit einem starren Körper densel­
ben Erfolg herbeiführen.

Zugleich macht uns diese Betrachtung freilich auch darauf 
aufmerksam, daß der Flechtwerkträger, den man auf solche Art 
erhält, geometrisch überbestimmt und darum zugleich auch sta­
tisch unbestimmt ist. Wenn man darin einen Mangel erblickt, so 
kann man ihm nachträglich wieder dadurch abhelfen, daß man 
noch eine entsprechende Anzahl von Stäben aus dem Flechtwerk- 
verbande entfernt.

§ 44. Die Scliwedlersche Kuppel.
Das älteste und bis auf den heutigen Tag wichtigste Beispiel 

für die praktische Ausführung eines folgerichtig aufgebauten 
Flechtwerkträgers bildet die von Schwedler herrührende Kuppel­
konstruktion. Man gelangt zu ihr, indem man von einem Kugel­
flechtwerke eine Haube abschneidet und sie mit der Erde durch 
die vom Schnitte getroffenen Stäbe verbindet. Entfernt man 
nachträglich noch die Spitze mit den von -ihr ausgehenden Stä­
ben, so daß der Tragverband in einem „Nabelringe“ endet, so 
wird der Flechtwerkträger statisch bestimmt. Auf die Kugel­
gestalt des Mantels kommt es übrigens hierbei nicht an: ebenso 
gut als nach der Kugel kann man vielmehr den Flechtwerkman­
tel auch nach irgendeiner anderen Umdrehungsfläche gestalten. 
Der Meridian der Umdrehungsfläche kann selbst geradlinig sein, 
und das alsdann entstehende Kegeldach ist nur als ein beson­
derer Fall der Schwedlerschen Kuppel aufzufassen.

Abb. 122 zeigt eine Schwedlersche Kuppel mit offenem Nabel­
ringe in Aufriß und Grundriß. Daß sie die zur Herstellung eines
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steifen Verbandes erforderliche Zahl von Stäben umfaßt, kann 
durch Nachzählen leicht festgestellt werden. Man hat nämlich 
ebensoviel Ringstäbe, ferner ebensoviel Sparrenstäbe (so sollen 
die längs der Meridiane verlaufenden genannt werden) und auch 
ebensoviel Diagonalstäbe, als freie Knotenpunkte Vorkommen, 
also die nach Gl. (55) erforderliche Zahl. Wird außerdem noch 
ein Auflagerring aus­
geführt, der die Auf­
lagerpunkte mitein­
ander verbindet, wie 
es gewöhnlich ge­
schieht, so wird da- 
durch an der stati-

K

sehen Bestimmtheit 
der Kuppel nichts 
geändert, denn die 
Stäbe des Auflager­

dienen nurrin ge s 
zur Verbindung von
Punkten der festen
Erde, helfen also die 
von vornherein vor­
ausgesetzte Starrheit 
des Widerlagers her­
steilen, die ohne sie 
vielleicht nicht ge­
nügend 
wäre.

gesichert
Abb. 122.

Daß kein Ausnahmefall vorliegt, daß also die Knotenpunkte 
durch die Stäbe auch wirklich steif miteinander und mit der 
Erde verbunden sind, wird sich daraus ergeben, daß für jede Be­
lastung endliche Werte der Stabspannungen angegeben werden 
können, die an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht hersteilen.

Bei symmetrischer Belastung der Kuppel genügt es, die auf 
einer Kuppelseite liegenden Stabspannungen zu kennen, da die 
auf allen anderen Seiten ebenso groß sind. Ferner kann man



liegende Resultierende ersetzt denken kann. Die Resultierenden 
müssen zugleich in den Ringebenen liegen, also horizontal ge­
richtet sein. Sie wurden in der Abbildung mit Rlf R2 usf. be­
zeichnet, und die Pfeile sind so eingetragen, wie sie bei Druck-

.Re Rs 7}^ Spannungen in den Ringstäben ausfallen.
Zur Ermittlung der Resultierenden R 

und der Spannungen Sl7 S2 usf. in den 
Sparrenstäben dient der Kräfteplan in 
Abb. 124. Man beginnt ihn mit dem Kräfte­
dreiecke Pt Rt St für den Knotenpunkt des 
Nabelringes, reiht daran das Kräftevier­
eck SlP2R2Ss für den Knotenpunkt des 
unteren Ringes und fährt in dieser Weise 
fort. Die Sparrenstäbe sind sämtlich ge­

drückt, und ihre Spannungen wachsen von oben nach unten. 
Auch die Resultierenden R entsprechen bei dem gewählten Bei­
spiele überall Druckspannungen in den Ringstäben, die aber nach
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Abb. 124.
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Gleichgewicht an jedem Knotenpunkte herstellen, ohne die Span­
nungen der Diagonalstäbe dabei in Anspruch zu nehmen. Da in 
einem statisch bestimmten Fachwerke nur ein einziges Span­

nungsbild möglich ist, das den 
Gleichgewichtsbedingungen ge­
nügt, folgt daraus, daß die Dia­
gonalstäbe bei symmetrischer 
Belastung auch wirklich span­
nungslos sind.

In Abb. 123 ist ein einzel­
ner, aus vier Sparrenstäben mit 

den dazwischen liegenden Knotenpunkten bestehender Meridian 
einer Schwedlerschen Kuppel herausgezeichnet. Die Lasten P1} 
P2 usf. an den Knotenpunkten können und werden auch im all­
gemeinen voneinander verschieden sein; zur symmetrischen Be­
lastung gehört nur, daß sie sich an allen anderen Meridianen in 
der gleichen Weise wiederholen. An jedem Knotenpunkte greifen 
zwei Ringstäbe an, die gleiche Spannungen von gleichem Vor­
zeichen haben und die man sich durch eine in der Meridianebene

f J?'
A S3

I

Abb. 123.
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unten hin abnehmen. Es kann aber auch Vorkommen, daß die 
Stabspannungen in den unteren Ringen Null werden oder in 
Zugspannungen übergehen, wenn die Gestalt des Meridians etwas 
anders gewählt wird, oder wenn die Lasten P nach unten hin 
nicht so schnell zunehmen, als hier vorausgesetzt wurde. Aus 
dem Kräfteplane wird der Pfeil derP und hiermit das Vorzeichen 
der Ringspannungen immer leicht zu erkennen sein.

Die Seitenzahl des Grundrisses der Kuppel ist bis dahin 
ganz gleichgültig. Um aus den Resultierenden P die Spannungen 
der Ringstäbe selbst zu finden, muß man aber die Seitenzahl 
kennen. Jedes P ist dann in der Ringebene oder, was auf das­
selbe hinauskommt, im Grundrisse nach den Richtungen der zu­
gehörigen Ringstäbe zu zerlegen. Man kann die sich hierfür er­
gebenden Kräftedreiecke auch an die Strecken P in dem bereits 
gezeichneten Kräfteplane unmittelbar anreihen.

Um ein Urteil darüber zu gewinnen, wie sich das 
Spannungsbild bei unsymmetrischer Lastverteilung 
gestaltet, muß man vor allem untersuchen, welche 
Spannungen durch eine Einzellast, die an einem belie­
bigen Knotenpunkte angreift, hervorgerufen werden.

Zu diesem Zwecke muß ich aber zunächst eine Bemerkung über 
die sogenannten Gegendiagonalen vorausgehen lassen Zur Aus­
steifung genügt es, wie wir sahen, wenn in jedes vierseitige, aus 
Sparren- und Ringstäben gebildete Fach eine einzige Diagonale ein­
geschaltet wird, die das Fach in zwei Dreiecke zerlegt. Bei symme­
trischer Belastung sind die Diagonalen spannungslos, bei unsymme­
trischer haben sie aber Spannungen aufzunehmen. Daraus folgt schon, 
daß sie bei manchen Belastungen gezogen, bei anderen — namentlich 
also bei jenen, die die vorigen zu symmetrischen Belastungen ergän­
zen — gedrückt sein werden. Nun vermeidet man es gerne, solche 
Stäbe, die nur verhältnismäßig geringe Spannungen aufzunehmen 
haben, auf Druck in Anspruch zu nehmen, weil sie dann auf Zer­
knicken berechnet werden müßten und daher bei größerer Länge 
einen erheblichen Materialaufwand erforderten. Man kann dies da­
durch umgehen, daß man jedes Fach mit zwei Diagonalstäben ver­
sieht, die nur auf Zug widerstandsfähig zu sein brauchen, so daß die 
Knickgefahr außer Betracht bleiben kann.

Freilich erhält man damit streng genommen überzählige Stäbe 
und ein statisch unbestimmtes Fachwerk. Die statische Unbestimmt­
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heit ist aber hier von besonders einfacher Art, und sie hindert nicht, 
daß die Berechnung im wesentlichen gerade so erledigt werden kann 
wie für den statisch bestimmten Träger. Denkt man sich nämlich 
zunächst nur in einem einzigen Fache zwei Diagonalen angeordnet, 
so können dadurch die Spannungen aller außerhalb dieses Faches lie­
genden Stäbe überhaupt nicht geändert werden, wie auch der Träger 
belastet sein möge. Man erkennt dies, wenn man sich den überzähligen 
Diagonalstab durchschnitten und die in ihm herrschende Spannung 
durch äußere Kräfte an den beiden Endknotenpunkten ersetzt denkt. 
Nach Durchschneidung der Diagonale wird der Träger wieder statisch 
bestimmt, und die zu- den beiden neu auftretenden Lasten gehörigen 
Stabspannungen verteilen sich nur auf die zu demselben Fache ge­
hörenden Stäbe, weil man hierdurch bereits Gleichgewicht an allen 
Knotenpunkten hersteilen kann. Daraus folgt, daß es für alle übrigen 
Stäbe ganz gleichgültig ist, ob die zweite Diagonale vorhanden ist 
oder nicht und welche Spannung in ihr auftritt, wenn sie vorhan­
den ist.

In Abb. 125 a ist ein einzelnes Fach herausgezeichnet. Die gestri­
chelt angegebene Linie 6 sei als die überzählige Diagonale angesehen.

Herrscht in dieser 
eine beliebige Span- 

/ nung, so findet man 
1 die Spannungen in 

den Stäben 1 bis 5, 
die zum statisch be­
stimmten Träger ge­

hören, wenn 6 durch Lasten an den Endknotenpunkten ersetzt wird, 
aus dem Kräfteplane in Abb. 125b. Diese Spannungen stellen in der 
Tat Gleichgewicht an allen Knotenpunkten mit den Lasten 6 her, 
ohne daß die übrigen Stäbe des ganzen Trägers dabei in Mitleiden­
schaft gezogen würden. Der Kräfteplan ist zur Figur des einzelnen 
Faches reziprok und zugleich ihr auch ähnlich, wenn sich auch die 
einzelnen Seiten dabei nicht in der gleichen Weise entsprechen, wie 
sie sonst einander zugewiesen sind. Jedenfalls kann man aber hieraus 
leicht erkennen, wie groß die Spannungen in den fünf übrigen Stäben 
des Faches sind, die zu den Spannungen im statisch bestimmten Trä­
ger noch hinzutreten, wenn auch 6 in irgendeine Spannung gerät.

über die Größe der Spannung in 6 kann man zunächst nichts 
aussagen; sie hängt vor allem davon ah, wie der Träger hergestellt 
wurde. Ist nämlich etwa die Diagonale 6, falls sie zuletzt eingesetzt 
wird, anfänglich ein wenig kürzer als die Entfernung der Knoten­
punkte, so müssen diese gewaltsam ein wenig zusammengerückt wer­
den, um die Diagonale zwischen ihnen befestigen zu können. Die

z
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Diagonale 6 gerät dann in Zugspannung, und auch in den übrigen 
Stäben des Faches treten Montierungsspannungen auf, die dem 
Spannungsbilde in Abb. 125b entsprechen. Über diese Montierungs­
spannungen vermag die Theorie natürlich nichts auszusagen, solange 
über den Hergang bei der Montierung nichts bekannt ist.

Nimmt man an, daß die Montierungsspannungen durch genaues 
Einpassen vermieden sind und daß beide Diagonalen nur gegen Zug 
widerstandsfähig sind, so behalte man für die Berechnung der Stab­
spannungen im Fachwerkträger zunächst nur eine von beiden Dia­
gonalen bei und führe die Berechnung für den auf diese Weise erhal­
tenen statisch bestimmten Träger durch. Zeigt sich dann, daß die 
beibehaltene Diagonale bei der gegebenen Belastung auf Druck bean­
sprucht würde, so schalte man sie aus und setze die andere an ihre 
Stelle. Diese muß dann, um die Druckspannung in der vorigen 
tilgen, gezogen sein, und zwar ebenso stark, als jene gedrückt war. 
Dabei ändern sich auch die Spannungen der zu demselben Fache ge­
hörenden Stäbe um die aus Abb. 125 b zu entnehmenden Beträge.

Das gilt unter der Voraussetzung, daß der nach Fortnahme einer 
der beiden Diagonalen erhaltene Träger statisch bestimmt ist. Aber 
auch wenn er unbestimmt ist, gelten die vorhergehenden Schlußfolge­
rungen in den gewöhnlich vorkommenden Fällen immer noch mit hin­
reichender Annäherung.

Um dies zu erkennen, nehme man an, von den beiden Diagonalen 
5 und 6 in Abb. 125 a sei zuerst 5 beibehalten, die Spannung berech­
net und als eine Druckspannung gefunden worden. Dann denke man 
sich, wie in der vorhergehenden Betrachtung, längs der Richtungs- 
linie von 6 zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte als Lasten angebracht. 
Der Unterschied gegenüber dem vorhergehenden Falle besteht darin, 
daß durch diese Lasten jetzt nicht nur die zu dem gleichen Fache 
gehörenden Stäbe in Spannung versetzt werden, sondern auch der 
ganze übrige Stabverband, der nach Voraussetzung für sich schon 
ausreicht, einer Entfernungsänderung der Endknotenpunkte von 6 zu 
widerstehen, wenn auch die beiden Diagonalen des betrachteten Faches 
beseitigt sind. Die Zuglasten längs der Linie 6 werden zu einem ge­
wissen Bruchteile von diesem übrigen Verbände und nur der Rest 
von dem Fache selbst aufgenommen. Aber in ziemlich allen praktisch 
vorkommenden Fällen wird der erste Teil viel kleiner sein als der 
zweite. Die beiden Teile verhalten sich nämlich umgekehrt zueinander 
wie die Längenänderungen der Strecke 6 unter der Voraussetzung, 
daß die Lasteinheit entweder an dem „übrigen Verbände“ oder an 
dem Fache für sich genommen angebracht wird. Der übrige Verband, 
der nach Herausnahme der beiden Diagonalen erhalten wird, ist ohne 
Zweifel viel nachgiebiger gegen eine Entfernungsänderung der End­

zu
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punkte von 6 als der eng zusammengeschlossene Verband der zu dem 
gleichen Fache gehörigen Stähe. Man wird daher in den meisten 
Fällen nur einen geringen Fehler begehen, wenn man auf den von 
dem übrigen Verbände aufgenommenen Anteil der längs 6 wirkenden 
Zuglasten gar nicht achtet, sondern annimmt, daß sich der Ausgleich 
wie in dem früheren Falle nur innerhalb eines Faches vollziehe.

Alsdann genügt es für die Berechnung der Stabspannungen, in 
jedem Fache nur eine der beiden Gegen diagonalen beizubehalten, die 
Spannungen unter dieser Annahme zu berechnen und hierauf nach­
träglich die gedrückten Diagonalen durch ihre auf Zug beanspruchten 
Gegendiagonalen in der vorher besprochenen Weise zu ersetzen. In 
der Folge wird daher immer nur von Trägern mit einer einzigen 
Diagonale in jedem vierseitigen Fache die Rede sein.

Zunächst suche man jene Stäbe auf, die durch die 
gegebene Einzellast überhaupt nicht in Spannung ver­
setzt werden. Man beginne mit einem unbelasteten Knoten­
punkte des Nabelringes. Von einem solchen gehen vier Stäbe 
aus, von denen drei in derselben Ebene liegen (nämlich die zu 
demselben trapezförmigen Fache gehörenden). Der vierte, der

nicht in dieser Ebene enthalten ist, 
muß notwendig spannungslos sein, 
weil einer etwa in ihm auftretenden 

l Spannung durch die Resultierende der 
\ drei anderen Stabspannungen, die 

v'\ mit diesen ebenfalls in derselben 
Ebene liegt, nicht Gleichgewicht ge­
halten werden könnte.

In dem Kuppelgrundrisse der 
Abb. 126 betrachte man z. B. das 
Gleichgewicht der Kräfte am Kno­
tenpunkte A. Aus der soeben ange- 
stellten Überlegung folgt dann, daß 
der mit den drei übrigen nicht in der­
selben Ebene liegende Ringstab BA 
spannungslos sein muß. Derselbe 

Schluß läßt sich auch für die übrigen unbelasteten Knotenpunkte 
des Nabelringes wiederholen. Wenn die gegebene Last überhaupt 
nicht an einem Punkte des Nabelringes angreift, wie in Abb. 126
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angenommen wurde, sind alle Stäbe digses Ringes spannungslos. 
Nachdem man dies erkannt hat, gehe man zum Knotenpunkte A 
zurück. An ihm kommen jetzt nur noch zwei Stabspannungen 
vor, nämlich die Spannung des Sparrenstabes AG und die Span­
nung des Diagonalstabes. Da diese beiden Kräfte in verschiedene 
Richtungslinien fallen, so müssen sie, damit Gleichgewicht be­
stehen kann, notwendig beide gleich Null sein.

Wiederholt man diese Betrachtung für die übrigen Knoten­
punkte des Nabelringes, so findet man, daß alle zum obersten 
Kuppelgeschosse gehörigen Stäbe an der Aufnahme einer weiter 
unten angebrachten Belastung unbeteiligt sind. Man kann sich 
daher dieses Kuppelgeschoß auch ganz entfernt denken und nun 
den nächst unteren Ring als Nabelring ansehen. Für ihn würden 
sich genau die gleichen Schlüsse wiederholen lassen, wenn nicht 
der Angriffspunkt der gegebenen Last zu ihm gehörte. In der 
Abbildung ist jener Punkt, an dem die Belastung angebracht 
sein soll, durch einen kleinen schwarzen Kreis hervorgehoben. 
Zugleich sei noch bemerkt, daß alle spannungslosen Stäbe durch 
feine Linien, die in Spannung versetzten durch starke Striche 
gekennzeichnet sind.

Immerhin lassen sich die früheren Schlüsse wenigstens für 
alle nicht belasteten Knotenpunkte, also z. B. für den Knoten­
punkt G wiederholen. Da das obere Kuppelgeschoß nicht mehr 
in Betracht kommt, greifen an C nur noch vier Stabspannungen 
an, von denen drei in einer Ebene liegen, so daß die vierte gleich 
Null sein muß. Auch von diesem Ringe sind daher alle Stäbe 
mit einziger Ausnahme des durch einen starken Strich angegebe­
nen ohne Spannung. Für diesen läßt sich nämlich derselbe Schluß 
nicht wiederholen, da zwar die übrigen Stäbe an dem belasteten 
Knotenpunkte ebenfalls in einer Ebene liegen, dafür aber die 
gegebene Last noch hinzukommt, von der vorausgesetzt wird, 
daß sie nicht ebenfalls in dieselbe Ebene fällt.

Kehren wir nun wieder zum Knotenpunkte G zurück, so 
greifen daran jetzt nur noch zwei Stabspannungen an, die nicht 
in dieselbe Gerade fallen und die daher beide gleich Null sein 
müssen. Wiederholt man diese Schlüsse nicht nur für die Knoten­
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punkte desselben Ringes, sondern auch für die tiefer liegenden, 
so findet man nach und nach alle spannungslosen Stäbe heraus, 
wobei nur noch die stark ausgezogenen übrig bleiben.

Nachdem man so weit ist, kann man alle Stabspannungen 
durch einfache Kräftezerlegungen finden. Man beginnt mit dem 
Knotenpunkte, der die gegebene Last aufnimmt und an dem jetzt 
nur noch drei, nicht in derselben Ebene liegende Stabspannungen 
Vorkommen. Diese erhält man mit Hilfe eines windschiefen 
Kräfteviereckes nach einem der im ersten Abschnitte dargelegten 
Verfahren. Von da aus kann man dann, wie bei einem einfachen 
ebenen Fachwerke, der Reihe nach zu den übrigen Knotenpunkten 
übergehen, an denen immer nur noch entweder drei nicht in der­
selben Ebene liegende oder auch nur zwei unbekannte Stabspan­
nungen Vorkommen. Der einzige Unterschied gegenüber dem 
ebenen Fach werke besteht darin, daß der Kräfteplan ein räum­
licher ist und daher in zwei Projektionen gezeichnet werden muß. 
Dies macht zwar mehr Mühe, bereitet aber keinerlei Schwierig­
keiten von grundsätzlicher Art. Die Aufgabe kann daher als 
gelöst betrachtet werden.

Die Anordnung reziproker Kräftepläne, oder genauer gesagt 
solcher Kräftepläne, in denen jede Stabspannung nur einmal 
vorkommt, scheint übrigens im Raume nur in wenigen Fällen 
möglich zu sein. Diese Frage ist, soviel mir bekannt, bisher noch 
nicht genauer untersucht worden. Jedenfalls läßt sie sich nicht 
mit Hilfe des Nullsystems und überhaupt nicht in derselben Weise 
wie beim ebenen Fachwerke entscheiden. Für die praktische 
Ausführung des Verfahrens kommt es aber darauf nicht an.

Hat die Kuppel Gegendiagonalen, so ist sie symmetrisch, und 
wenn die Last selbst in der durch den belasteten Knotenpunkt 
gehenden Symmetrieebene enthalten ist, kann man nur ein sym­
metrisches Spannungsbild erwarten, während das in Abb. 126 
vorkommende sicher unsymmetrisch ist. Symmetrisch wird eś 
erst nach den früher beschriebenen Umrechnungen innerhalb 
jener Fächer, in denen gedrückte Diagonalen Vorkommen.

Um diese nachträglichen Umrechnungen zu vermeiden, kann 
man auch von vornherein die Wahl der beizubehaltenden Diago­
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nalen so treffen, daß diese alle in Zugspannung versetzt werden. 
Welclie dies sind, läßt sich allerdings von vornherein, d. h. ohne 
näheres Eingehen auf den Spannungszustand nicht wohl voraus­
sehen. Da solche Betrachtungen schon öfters durchgeführt wur­
den, weiß man aber, welche beizubehalten sind. In Abb. 127, 
die sich im übrigen auf denselben Fall bezieht wie Abb. 126, ist 
der Tausch in dieser Weise vollzogen. Auch hier sind die in 
Spannung versetzten Stäbe durch 
starke Striche angegeben. Man er­
zielt bei dieser Auswahl der Diagonal­
stäbe, auch abgesehen davon, daß die 
späteren Umrechnungen vermieden 
werden, auch noch den weiteren Vor­
teil, daß der Kräfteplan nur auf die 
eine Trägerhälfte (mit Einschluß der 
Mitte) ausgedehnt zu werden braucht 
und sich erheblich einfacher gestaltet.

Anmerkung. Im wesentlichen ist 
hiermit die Spannungsaufgabe, soweit 
sie überhaupt hierher gehört, als gelöst 
zu betrachten. Es wird aber gut sein, 
wenn ich noch einige Bemerkungen über 
die praktische Brauchbarkeit die­
ser Lehren hinzufüge.

In der Theorie des Fachwerkes — des ebenen, wie des räum­
lichen — zieht man nur den Widerstand in Rechnung, den die Stäbe 
einer Annäherung oder Entfernung ihrer Endpunkte entgegenzusetzen 
vermögen. Infolgedessen ist jede Stabspannung in der Richtungs­
linie des Stabes anzunehmen. In Wirklichkeit vermögen aber die 
Stäbe in den Fachwerkhauten, die an den Knotenpunkten miteinander 
vernietet sind, auch einen Biegungswiderstand zu leisten. Es ist da­
her nicht nötig und im allgemeinen auch nicht zu erwarten, daß die 
Stabspannung genau mit der Mittellinie des Stabes zusammenfiele. 
Denkt man sich zwei Querschnitte in der Nähe der Endpunkte durch 
den Stab gelegt, so mögen sich die in jedem dieser Querschnitte über­
tragenen Spannungen zu einer Resultierenden vereinigen lassen, deren 
Angriffspunkt einen gewissen Abstand von dem Querschnittsschwer­
punkte hat. Verbindet man beide Angriffspunkte durch eine gerade 
Linie, so gibt diese die „Kraftachse“ des Stabes an. Der Abstand

Abb. 127.
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der Kraftachse von der Stabachse mit der Stabspannung multipliziert 
ist gleich dem Biegungsmomente, das von dem Stabe in dem zuge­
hörigen Querschnitte aufgenommen wird.

Wenn die Stäbe, wie es gewöhnlich der Fall ist, ziemlich lang 
im Verhältnisse zu ihren Querschnittsabmessungen sind, können sie 
freilich nur geringe Biegungsmomente aufnehmen, und die Unterschiede 
zwischen den Richtungen der Kraftachsen und der Stabachsen können, 
wie es hier immer geschah, vernachlässigt werden. Freilich kommt 
auch dann die Zusatzspannung, die durch die Biegung hervorgerufen 
wird, neben der Längsspannung in Frage, wenn es sich um die größte 
Beanspruchung des Materials handelt. Auf die Berechnung dieser 
„Sekundärspannungen“, wie man sie zu nennen pflegt, gehe ich 
indessen hier nicht ein, da diese Betrachtungen besser der Konstruk­
tionslehre Vorbehalten bleiben.

Abgesehen davon, daß noch Sekundärspannungen hinzutreten, die 
eine Erhöhung der Beanspruchung des Materials an gewissen Stellen 
zur Folge haben, wird aber unter gewöhnlichen Umständen an den 
Hauptspannungen, d. h. an den Längsspannungen der Stäbe, die 
ohne Rücksicht auf die Stabbiegungen berechnet sind, nicht viel ge­
ändert. In einem Falle, der namentlich bei den Schwedlerschen Kup­
peln vorkommt, bringen aber die Richtungsunterschiede zwischen 
Kraftachsen und Stabachsen auch große Abweichungen in den Längs­
spannungen der Stäbe hervor. Und zwar fallen die Abweichungen, 
um die es sich hier handelt, im Gegensätze zu den Sekuudärspan- 
nungen, zugunsten der Tragfähigkeit der Konstruktion aus. Manche 
Flechtwerkkonstruktionen verdanken die verhältnismäßig große Stei­
figkeit, die sie der Erfahrung zufolge gegenüber einer Belastung durch 
eine Einzellast besitzen, ganz überwiegend den Abweichungen zwischen 
Kraftachsen und Stabachsen, d. h. dem an sich freilich gar nicht 
großen Biegungswiderstande ihrer Stäbe.

Der Fall, von dem ich sprach, tritt immer dann ein, 
wenn die von einem Knotenpunkte ausgehenden Stäbe 
nahezu in einer Ebene liegen. Lägen sie genau in derselben , 
Ebene, so würden die Stabspannungen, wenn man ded Biegungswider­
stand außer Ansatz ließe, bei einer Belastung dieses Knotenpunktes 
unendlich groß. Auch dann, wenn sie nur nahezu in einer Ebene 
liegen, erhält man sehr große Stabspannungen. Wenn es aber, wie 
man sieht, in solchen Fällen sehr wesentlich auf die geringen Ab­
weichungen der Stabi'ichtungen von der im Knotenpunkte an den 
Flechtwerkmantel gelegten Berührungsebene ankommt, spielen ihnen 
gegenüber auch die an sich freilich ebenfalls nur geringen Abwei­
chungen zwischen den Richtungen der Kraftachsen und Stabachsen 
eine wichtige Rolle.
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Durch die von einem Knotenpunkte eines Flechtwerkmantels aus­
gehenden Stäbe wird ein Vielkant bestimmt, dessen körperlicher 
Winkel durch den Ausschnitt auf einer von dem Knotenpunkte als 
Mittelpunkt gezogenen Kugelfläche gemessen werden kann. Liegen 
die Stäbe in einer Ebene, so wird der in das Flechtwerkinnere fal­
lende Kugelausschnitt zu einer Halbkugel. Liegen sie nur nahezu in 
einer Ebene, so unterscheidet sich der Kugelausschnitt nicht viel von 
einer Halbkugel. Für die Kräftezerlegung an dem Knotenpunkte 
kommt aber nicht das Vielkant aus den Stabachsen, sondern das aus 
den Kraftachsen gebildete in Betracht. Der zu diesem Vielkante ge­
hörige Kugelausschnitt kann sich schon erheblich mehr von einer 
Halbkugel unterscheiden, wenn der andere Kugelausschnitt sich der 
Halbkugel nähert.

Bei einer flachen Schwedlerschen Kuppel, die über einem Grund­
risse von großer Seitenzahl errichtet ist und deren aufeinanderfolgende 
Sparrenstäbe sich in der Richtung nicht viel voneinander unterschei­
den, liegt der besprochene Fall vor. Wenn man hier keine Rücksicht 
auf die Abweichungen zwischen den Kraftachsen und den Stabachsen 
nimmt, rechnet man viel zu ungünstig. Schon für eine verhältnis­
mäßig geringe Einzellast an einem Knotenpunkte findet man unter 
dieser Annahme sehr große Stabspannungen. Es darf als ein Glück 
bezeichnet werden, daß Schwedler von diesen Folgerungen nichts 
wußte, da er sonst wahrscheinlich Bedenken getragen hätte, seine 
Kuppelkonstruktionen auszuführen. Die Erfahrung lehrt aber, daß 
diese Kuppeln solche Lasten ganz gut aufzunehmen vermögen, die 
ohne die geringe Biegungssteifigkeit der Stäbe und die dadurch be­
wirkten Abweichungen zwischen Kraftachsen und Stabachsen einen 
Zusammenbruch herbeiführen müßten.

§ 45. Die Netzwerkkuppel.
Ein sehr lehrreiches Beispiel für die Berechnung der Stab­

spannungen in räumlichen Fach werken liefert die Netzwerk­
kuppel, die sich von der Schwedlerschen Kuppel in der Anord­
nung nur wenig unterscheidet. Sie geht aus dieser dadurch hervor, 
daß man jeden Ring gegen den vorhergehenden etwas dreht, so 
daß jedem Stabe des einen Ringes ein Knotenpunkt des anderen 
gegenübersteht. Hierdurch fällt zugleich der Unterschied zwi­
schen Sparrenstäben und Diagonalen fort; die an ihre Stelle 
tretenden sollen als „Netzwerkstäbe“ bezeichnet werden.

In Abb. 128 ist ein einzelnes Stockwerk einer Netzwerkkuppel
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über einem unregelmäßig sechsseitigen Grundrisse dargestellt. 
Es möge zunächst besprochen werden, wie man die Stabspan­
nungen findet, die durch eine an einem Knotenpunkte des oberen 
Ringes angreifende Last P hervorgerufen werden.

Man betrachte im Grundrisse den Knotenpunkt des oberen 
Ringes, von dem die Stäbe 1 und 2 ausgehen. Im Gegensätze

zur Schwedlerschen Kuppel liegen 
von den vier Stäben dieses Knoten­
punktes keine drei in einer Ebene-, 
daher kommen auch keine spannungs­
losen Stäbe vor. Dagegen weiß man, 
daß die Resultierende der Stabspan­
nungen 1 und 2 mit der Resultieren­
den aus den Spannungen der beiden 
Netzwerkstäbe im Gleichgewichte 
stehen und daher in die Schnittlinie 
der durch beide Stabpaare gelegten 
Ebenen fallen muß. Diese Schnitt­
linie geht parallel zur Grundrißseite b. 
Wenn aber die Resultierende aus zwei 
Stabspannungen nicht in dem von 
den Stäben eingeschlossenen Winkel- 
raume (oder im Scheitelwinkelraume), 

e> £'Xj sondern im Nebenwinkelraume liegt, 
müssen beide Stabspannungen von 
entgegengesetztem Vorzeichen sein. 

Von den beiden Ringstäben 1 und 
2 ist also einer gezogen und der andere gedrückt. Derselbe 
Schluß läßt sich auch für die übrigen unbelasteten Knotenpunkte 
des inneren Ringes wiederholen, und man erkennt daraus, daß 
die Ringstäbe abwechselnd gezogen und gedrückt sind.

Es fragt sich jetzt, wie sich die Vorzeichen der Spannungen 
der von dem belasteten Knotenpunkte ausgehenden Ringstäbe 
zueinander verhalten. Dies hängt offenbar davon ab, ob der Ring 
ein Vieleck mit gerader oder mit ungerader Seitenzahl bildet. 
Es ist ein merkwürdiger Umstand, daß sich die Netzwerkkuppeln
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Abb. 128.



in diesen beiden Fällen ganz verschieden verhalten. Netzwerk­
kuppeln mit ungerader Seitenzahl sind weit steifer und trag­
fähiger als die mit geraden Seitenzahlen.

Bei gerader Seitenzahl, wie in dem Beispiele der Abb. 128, 
haben die von dem belasteten Knotenpunkte ausgehenden Ring­
stäbe 1 und 6 Spannungen von ungleichem Vorzeichen, wie aus 
dem vorher besprochenen regelmäßigen Wechsel folgt. Die Re­
sultierende aus beiden Stab Spannungen muß daher ebenfalls in 
den Nebenwinkelraum des von beiden Stäben eingeschlossenen 
Winkels fallen. Hierbei kann es auch Vorkommen, daß die 
Resultierende zur Grundrißseite a parallel geht, also mit den 
beiden Netzwerkstäben in einer Ebene liegt. In diesem Falle, 
der z. B. immer bei regelmäßigen Kuppeln von gerader Seiten­
zahl eintritt, hat die Last P unendlich große Stabspannungen 
zur Folge, d. h. der Ausnahmefall liegt vor. Regelmäßige 
Netzwerkkuppeln mit gerader Seitenzahl sind also 
nicht steif und dürfen daher nicht ausgeführt werden. 
Übrigens wird auch schon dann, wenn die Kuppel nicht regel­
mäßig ist, die Resultierende aus den beiden Ringspannungen 1 
und 6 leicht wenigstens nahezu in derselben Ebene mit den bei­
den Netzwerkstäben liegen, und auch dann treten schon verhält­
nismäßig sehr große- Stabspannungen auf.

Ganz anders ist es bei einer Netzwerkkuppel über einem 
Grundrisse von ungerader Seitenzahl. Die beiden vom belasteten 
Knotenpunkte ausgehenden Ringstäbe haben bei ihr Spannungen 
gleichen Vorzeichens, und die Resultierende fällt in den von den 
Stabrichtungen gebildeten Winkelraum. Sie liegt dann weit ab 
von der durch die Netzwerkstäbe gelegten Ebene, und die Stab- 
spannungen fallen klein aus. So sind besonders Netzwerkkuppeln 
über regelmäßigen Grundrissen von ungerader Seitenzahl durch­
aus stabil.

Bisher habe ich nur auf die Vorzeichen der in den Ring­
stäben auftretenden Spannungen geachtet. Man kann aber auch 
die verhältnismäßigen Größen dieser Spannungen leicht finden. 
Dazu zeichnet man den Kräfteplan in Abb. 128, indem man 
zunächst die Stabspannung 1 in beliebiger Größe abträgt. Das

F ö p p 1, Graphisch« Statik. 4. Aufl.
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kommt darauf hinaus, daß man über den Maßstab des Kräfte­
planes keine Angabe macht. Unter dem Vorbehalte, daß der 
Maßstab nachträglich richtig ermittelt werden muß, kann jede 
beliebige Strecke zur Darstellung der Spannung 1 dienen. Auch 
das Vorzeichen dieser Spannung muß zunächst unentschieden 
bleiben.

Nachdem 1 aufgetragen ist, erhält man 2 aus dem Kräfte­
dreiecke 1, 2, b', wo b' eine Parallele zur Grundrißseite b be­
deutet. Hieran schließt sich das Kräftedreieck 2, 3, Ć, durch 
das ausgesprochen wird, daß die Resultierende der Ringspan­
nungen 2 und 3 an dem zwischen ihnen liegenden Knotenpunkte 
parallel zu c gehen muß. Man fährt in dieser Weise fort, bis 
man zum letzten Ringstahe 6 gelangt ist. Daß die Stabspan­
nungen abwechselnd Zug und Druck bedeuten, wird durch den 
Kräfteplan ebenfalls schon mit ausgesprochen, wenn man vor­
läufig auch noch nicht weiß, welche dieser Stäbe gezogen und 
welche gedrückt sind.

Jedenfalls haben aber wegen der geraden Seitenzahl des 
Grundrisses die erste und die letzte Ringspannung 1 und 6 ent­
gegengesetzte Vorzeichen, und wenn man beide an dem belaste­
ten Knotenpunkte zu einer Resultierenden H vereinigen will, 
muß man die Strecke 1 an den Endpunkt von 6 so antragen, wie 
es in der Abbildung geschehen ist. Bei ungerader Seitenzahl 
des Grundrisses hätte die Strecke 1 an den Endpunkt der letzten 
Ringspannung in entgegengesetzter Richtung angetragen werden 
müssen, um die Resultierende H zu erhalten.

Dieser Kunstgriff, den Kräfteplan zunächst einmal im un­
bestimmt gelassenen Maßstabe aufzutragen, kann auch in anderen 
Fällen, bei denen die übrigen Knotenpunkte bis auf einen 
belastet sind, manchmal mit Vorteil gebraucht werden, und zwar 
nicht nur beim räumlichen, sondern auch schon beim ebenen 
Fach werke. Hier erfahren wir dadurch, wie die Resultierende 
aus den Stabspannungen 1 und 6 am belasteten Knotenpunkte 
gerichtet ist. Am belasteten Knotenpunkte haben wir es daher 
nur noch mit vier Kräften zu tun, die sich Gleichgewicht halten 
und von denen P vollständig gegeben ist, während man von den

un-
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drei übrigen die Richtungslinien kennt. Wir brauchen daher 
nur P nach den drei Richtungslinien mit Hilfe eines windschiefen 
Kräfteyiereckes zu zerlegen und finden damit die Spannungen 
der beiden Netzwerkstäbe sowie die absolute Größe und den 
Pfeil der Resultierenden H. Damit ist auch der Maßstab des 
vorher gezeichneten ebenen Kräfteplanes bekannt, und man kann 
daraus alle Ringspannungen entnehmen. Indem man schließlich 
noch die Resultierenden b', ć usf. nach den Richtungslinien der 
zugehörigen Netzwerkstäbe zerlegt, findet man alle Stabspan­
nungen.

Wenn der Grundriß regelmäßig ist, gestaltet sich der Kräfte­
plan ebenfalls regelmäßig. Der Endpunkt von 6 fällt dann mit 
dem Anfangspunkte von 1 zusammen, d. h. der Kräfteplan bildet 
ebenfalls ein geschlossenes, regelmäßiges Sechseck. Daraus folgt 
auch, daß die Richtungslinie von H in der Tat parallel zur Grund­
rißseite a werden muß. H liegt daher mit den beiden Netzwerk­
stäben in einer Ebene, und die Last P kann durch diese drei 
Kräfte nicht im Gleichgewichte gehalten werden. Damit ist die 
vorher schon aufgestellte Behauptung bewiesen, daß eine regel- 
mäßigeKuppel bei gerader Seitenzahl einen Ausnahme - 
fall bildet.

Bemerkenswert ist übrigens, daß eine solche Kuppel nicht 
nur unendlich kleine, sondern sogar end­
liche Bewegungen ausführen kann, ohne daß 
sich die Stablängen zu ändern brauchten, 
obschon deren Zahl bei Vermeidung des 
Ausnahmefalles ausreicht, um die Unver­
schieblichkeit aufrechtzuhalten. Der ganze 
Stabverband bildet hier einen zwangläu­
figen, „übergeschlossenen“ Mechanismus.

Aus Abb. 129, die eine Netzwerkkuppel 
über quadratischem Grundrisse darstellt, ist 
dies leicht ersichtlich. Man betrachte das
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Abb. 129.

durch eine Schraffierung hervorgehobene Dreieck mit der Spitze A. 
Denkt man sich alle anderen Stäbe weggeschnitten, so kann sich 
das Dreieck um seine Grundlinie drehen, und die Spitze bewegt
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sich dabei auf einem Kreisbogen. Nun nehme man das Drei­
eck B und den Ringstab zwischen A und B hinzu. Es ist klar, 
daß die vorige Bewegung von A immer noch möglich ist; nur 
muß sich das Dreieck B heben, wenn sich A senkt, damit die 
Entfernung der Dreiecksspitzen nicht geändert wird. Durch 
punktierte Linien sind in der Abbildung die neuen Lagen der 
Stäbe nach einer kleinen Bewegung dieser Art angegeben.

Mit dem Anschließen der übrigen Dreiecke kann man in der 
gleichen Weise fortfahren. Man behält dabei immer einen zwang­
läufigen Mechanismus, bei dessen Bewegung sich die Dreiecks­
spitzen abwechselnd heben und senken. Nun fehlt noch der letzte 
Ringstab, der das letzte Dreieck in der Kuppel mit dem ersten 
verbindet. Ist der Kuppelgrundriß von ungerader Seitenzahl, so 
müssen sich die Spitzen von A und vom letzten Dreiecke in dem 
zuvor besprochenen Mechanismus gleichzeitig heben oder gleich­
zeitig senken. Dabei vergrößert oder verkleinert sich ihr Ab­
stand. Sobald man also den letzten Ringstab einfügt, der beide 
Spitzen in unveränderlichem Abstande hält, wird damit die zuvor 
noch bestehende Bewegungsfreiheit aufgehoben, und man erhält 
eine steife Kuppelkonstruktion.

Bei gerader Seitenzahl des Grundrisses senkt sich dagegen 
die letzte Dreiecksspitze, wenn sich die erste hebt und umgekehrt. 
Dabei kann es Vorkommen, daß sich der Abstand beider Spitzen 
ohnehin nicht ändert, wenn auch der letzte Ringstab gar nicht 
eingeschaltet ist. Wenn die Kuppel regelmäßig ist, wie in Abb. 129, 
folgt schon aus Symmetriegründen, daß sich der Abstand beider 
Spitzen nicht ändern kann. Die Einschaltung des letzten Ring­
stabes ändert daher überhaupt nichts an der vorher bestehenden 
Bewegungsmöglichkeit, und die Kuppel bleibt ein Mechanismus 
von endlicher Beweglichkeit. Eine Anordnung wie in Abb. 129 
ist daher unbedingt zu vermeiden.

Regelmäßige Netzwerkkuppeln mit ungerader Sei­
tenzahl sind dagegen vollkommen stabil. Das Verfah­
ren für die Berechnung der Stabspannungen sei an dem Bei­
spiele der Abb. 130, die eine siebenseitige Kuppel darstellt, 
erläutert.



Zunächst weiß man, daß die Stäbe des Nabelringes abwechselnd 
gezogen und gedrückt sind, und zwar sind diese Spannungen des 
regelmäßigen Grundrisses wegen alle von gleicher Größe. Die Re­
sultierende der Stabspannungen 1* und 7a an dem belasteten Knoten­
punkte Ja fällt also in die durch diesen Punkt gelegte Symmetrie­
ebene der Kuppel. Die Kräftezerlegung an diesem Punkte kann daher 
ohne weiteres vorgenommen werden. Abb. 131 (S. 262) zeigt den 
Kräfteplan in Aufriß und 
Grundriß. Man beginnt 
im Aufrisse mit dem Drei­
ecke aus P, der horizon­
talen Resultierenden von 
la und 7a und einer zu 
8a und 21a, die sich im 
Aufrisse decken, paral­
lelen Seite. Das Dreieck 
ist zugleich als Aufriß 
eines räumlichen Kräfte­
fünfeckes aufzufassen, des­
sen Grundriß gefunden 
wird, indem man die aus 
dem Aufrisse herabgetra- .. 
gene Resultierende von la 
und 7a nach den Rich­
tungen dieser beiden Stäbe 
zerlegt und aus den End­
punkten von P und 7a 
Parallelen zu 8a und 21a 
im Grundrisse zieht. Pro­
jiziert man die Ecken, in 
denen la und 7a sowie 8a 
und 21a aneinander sto­
ßen, nach oben, so geht auch das Dreieck im Aufrisse in ein Fünfeck 
über, von dem. nur zweimal zwei Seiten in eine Gerade fallen.

Hierauf geht man zum Knotenpunkte IIa über, indem man im 
Grundrisse 2a an la in gleicher Größe anreiht und dann die Parallelen 
zu 9a und 10a zieht. Die gestrichelt gezogene Resultierende aus 1* 
und 2a geht parallel zum Stabe 2b des unteren Ringes. Auch in 
den Aufriß kann das Kräfteviereck la 2a 9a 10a sofort übertragen 
werden, und für die Prüfung der Genauigkeit der Zeichnung dient 
dabei die Bemerkung, daß die Eckpunkte, in denen 9a und 10a an­
einander stoßen, in Aufriß und Grundriß senkrecht übereinander liegen 
müssen.
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Es ist nicht nötig, noch weitere Knotenpunkte des Nabelringes 

ins Auge zu fassen, da an allen dieselben Stabspannungen wie an II3, 
auftreten, nur mit dem Unterschiede, daß vom einen zum anderen 
jedesmal die Vorzeichen der Stabspannungen wechseln.

Wenn wir jetzt zum unteren Stockwerke übergehen, können wir 
uns das obere Stockwerk ganz beseitigt und die Spannungen der 
Netzwerkstäbe des oberen Geschosses an dem dazwischen liegenden 
Ringe als äußere Kräfte angebracht denken. Freilich greifen dann 
an allen Knotenpunkten dieses Ringes fünf Kräfte, nämlich die Re­
sultierende der äußeren Kräfte und vier Stabspannungen an, und

direkt läßt sich daher 
die Zerlegung nicht 
weiterführen. Man 
kommt aber über 
diese Schwierigkeit 
leicht hinweg. — Zu­
nächst stelle man 
Größe und Richtung 
der in Abb. 131 mit 
Q bezeichneten Re­

sultierenden der 
äußeren Kräfte am 
Knotenpunkte IIIh 
fest, indem man an 
10a die nach Größe 
und Vorzeichen glei­
che Netzwerkspan­
nung 1 la anträgt. Die 
Richtung von Q muß 
übrigens, wie man 

leicht einsieht, in der durch IIIh gelegten Symmetrieebene der Kuppel 
enthalten sein und daher mit der Schnittlinie dieser Ebene und der 
durch die beiden Netzwerkstäbe gelegten Ebene zusammenfallen.

Am Knotenpunkte IVh trifft in bezug auf Größe und Richtung 
der zugehörigen Resultierenden Q dasselbe zu; nur der Pfeil ist ent­
gegengesetzt, und wenn wir zum folgenden Knotenpunkte weiter gehen, 
kehrt er sich immer wieder um. Nur die Knotenpunkte Ih und IIh 
machen eine Ausnahme. An ihnen stößt jedesmal ein gezogener und 
ein gedrückter Netzwerkstab zusammen, und die Resultierende Q' an 
IIh aus 8a und 9a konnte in dem besonderen Kräfteplane Abb. 132 
aus den bekannten Strecken gefunden werden.

Man untersucht nun, welche Spannungen in den Stäben des un­
teren Stockwerkes durch eine einzige Last Q, die am Knotenpunkte
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IIIh angreift, hervorgerufen werden. Dies geschieht genau so wie vor­
her die Ermittlung der Stabspannungen im oberen Geschosse unter 
der Last P. Die Resultierende aus den Stabspannungen llb und 12b 
unter der Last Q fällt in die Richtung der Winkelhalbierenden des 
von beiden Stäben gebildeten Winkels, die leicht gefunden werden 
kann. Die Resultierende aus den Ringspannungen 2b und 3b ist ho­
rizontal und fällt ebenfalls in die Durchmesserebene. Hiernach konnte 
das Dreieck aus Q, der horizontalen Richtung und der vorher kon­
struierten Richtung der Resultierenden von llb und 12b im Aufrisse 
gezeichnet werden. Im Grundrisse projiziert sich das Dreieck als Ge­
rade. Dann zerlegt man die Resultierenden nach den Richtungen der 
Stabspannungen 2b, 3b und llb, 12b, aus denen sie zusammengesetzt 
waren. Außerdem ist in Abb. 131 noch ein Kräfteviereck für den 
Knotenpunkt IVh aogeschlossen. Weiter zu gehen, ist nicht mehr 
nötig, da man wie im vorigen Falle nun schon 
alle durch Q hervorgerufenen Spannungen anzu- ~q~
geben vermag.

Hierauf wiederhole man in Abb. 132 dieselbe 
Untersuchung für die am Knotenpunkte IIh an­
greifende Belastung Q\ die als Resultierende der 
Stabspannungen 8a und 9a gefunden war. Auch 
hier genügt es, die Kraftecke für die Knoten- ^ 
punkte JJb und IIIh aufzutragen.

Nun bleibt uns nur noch übrig, die Spannungen 
aus allen Lasten Q und Qf zusammenzuzählen. Die Spannung jedes Stabes 
im unteren Kuppelstockwerke wird als eine Summe von sieben Gliedern 
gefunden, deren Werte sich aus den gezeichneten Kräfteplänen sämtlich 
entnehmen lassen. Man betrachte z. B. den Stab 3b. Die Last Q am 
Knotenpunkte IIIb versetzt ihn, wie aus dem Kräfteplane Abb. 131 
hervorgeht, in eine Zugspannung, deren Betrag mit s bezeichnet sein 
möge. Am Knotenpunkte IVh greift eine Last — Q an, deren Pfeil 
nach oben hin gekehrt ist und die, da sich sonst alles gleich bleibt, 
die Spannung — s in Stab 3b hervorbringt. Am folgenden Knoten­
punkte Vh geht der Pfeil von Q wieder nach abwärts, und der Ring­
stab 4b erfahrt daher eine Zugspannung vom Betrage s. Der Stab 
3b, den wir jetzt ins Auge gefaßt haben, wird daher gedrückt, und 
der vom Knotenpunkte Ub herrührende Beitrag zur Spannung in 3b 
ist gleich — s. Dieselben Überlegungen lehren, daß auch von VIh und 
VIIh her die Spannungen — s in 3b erzeugt werden.

Die Last Q' am Knotenpunkte IIh bringt in 3b, wie aus dem 
Kräfteplane folgt, eine Zugspannung hervor. Die entsprechende und 
symmetrisch zur vorigen liegende Last Q' am Knotenpunkte Jb ver­
setzt den Stab lb in Druckspannung, daher 2b in Zug- und 3b
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wieder in Druckspannung, und zwar zum gleichen Betrage wie vor­
her die Zugspannung.

Zählen wir alle sieben Posten zusammen, so finden wir die Span­
nung des Stabes 3b gleich — 3 s, d. h. der Stab 3b wird im ganzen 
mit einer dreifach so großen Kraft gedrückt, als sie aus Abb. 131 
zu entnehmen ist. — Ähnlich läßt sich die Betrachtung auch für 
alle übrigen Stäbe durchführen. Außerdem kann man auch, nachdem 
die Spannung eines Stabes auf diese Art ermittelt ist, den Kräfteplan 
für das untere Kuppelgeschoß unter gleichzeitiger Berücksichtigung 
aller darauf von oben her übertragenen Lasten von neuem auftragen. 
Man umgeht dadurch die Zusarnmenziehung der sieben Posten, von 
denen vorher die Rede war, für alle übrigen Stäbe, wofür man frei­
lich die Mühe mit in den Kauf nehmen muß, nochmals einen neuen 
Kräfteplan zu zeichnen.

§ 46. Das TonnenflecMwerMach.
Abb. 133 zeigt einen Teil eines Tonnenflechtwerkdaches in 

axonometrischer Zeichnung. Nach vom hin muß man sich den

Abb. 183.

Stabverband in derselben Weise bis zu einer zweiten Stirnmauer 
hin, an der er ebenso wie an der hinteren aufgelagert wird, fort­
gesetzt denken.

Der Aufbau entsteht aus dem geschlossenen Tonnenflecht­
werke auf die schon in § 42 näher beschriebene Weise. Die sta­
tische Bestimmtheit kann durch nachträgliche Fortlassung der



Diagonalstäbe in den beiden untersten Seitenflächen der Tonne 
und durch längsverschiebliche Auflagerung der Knotenpunkte 
auf einer der beiden Stirnmauern herbeigeführt werden. Diago­
nalen, die etwa in den Fächern der unteren Tonnenseiten bei­
behalten werden, machen den Träger zwar statisch unbestimmt, 
die Unbestimmtheit erstreckt sich aber dann nur auf die zu 
diesen unteren Tonnenseiten gehörigen Stäbe, da eine Spannung 
in einer solchen überzähligen Diagonale, wenn sie als Last an 
dem statisch bestimmten Träger aufgefaßt wird, nur in diesen 
Stäben Spannungen hervorrufen kann. Daher ist es für den 
Gang der Berechnung ziemlich gleichgültig, ob der Träger auf 
diese Art wirklich statisch bestimmt gemacht wurde oder ob 
man die überzähligen Diagonalen auch in den untersten Fächern 
heibehält.

In der Abbildung sind in allen Fächern Gegendiagonalen an­
genommen, und auch hierdurch wird nach den Ausführungen in 
§ 43 über die Gegendiagonalen nichts Wesentliches geändert.

Wenn nur eine der Längsrichtung nach gleichförmige Be­
lastung, also z. B. die Eigenlast des Daches in Frage käme, 
könnte man etwa das Sparrenvieleck (also den Querschnitt des 
Daches) nach einem Seilecke für die an den Knotenpunkten an­
greifenden Lasten gestalten. Dann genügten schon die in den 
Sparrenstäben auftretenden, aus dem Kräfteplane des Seileckes 
zu entnehmenden Druckspannungen, um an jedem Knotenpunkte 
Gleichgewicht herzustellen, und die in horizontaler Richtung 
verlaufenden „Pfettenstäbe“ blieben ebenso wie die Diagonalen 
spannungslos. Wie bei allen Flechtwerken, bei denen die von 
einem Knotenpunkte ausgehenden Stäbe nicht allzuviel von einer 
durch den Knotenpunkt gelegten Ebene abweichen, werden aber 
auch hier durch Einzellasten verhältnismäßig große Spannungen 
hervorgerufen, und auf die Berechnung für einen solchen Be­
lastungsfall kommt es daher vor allen Dingen an.

Der Knotenpunkt B, an dem die Einzellast P angreifen soll, ist 
in Abb. 134 in einem rechtwinklig zur Längsrichtung des Daches 
stehenden hisse besonders herausgezeichnet. Die Strecken BA und 
BC sind die Projektionen der sich an B beiderseits anschließenden
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Tonnenseiten. Man zerlege die Last P mit Hilfe eines Kräfteparalle­
logrammes in die Komponenten Px und P2, die in die Ebenen der 
Tonnenseiten fallen. Beachtet man nun, daß die auf jeder Tonnen­
seite liegenden Stäbe unter sich ein ebenes Fachwerk, nämlich einen 
auf den beiden Stirnmauern aufgelagerten ebenen Fachwerkbalken 
mit parallelen Gurtungen bilden, so kann man leicht die Stabspan­

nungen berechnen, die in jedem dieser 
Fachwerkbalken durch die in die zuge­
hörige Ebene fallende Lastkomponente 
Px oder P2 hervorgerufen werden. Die 
sich im Punkte B projizierende Reihe 
der Pfettenstäbe bildet eine gemeinsame 

Gurtung für die beiden sich in ihr aneinanderschließenden ebenen 
Fachwerkbalken. Man muß daher, um die in diesen Pfettenstäben auf­
tretenden Spannungen zu erhalten, die Gurtspannungen in beiden Fach­
werkbalken unter Berücksichtigung ihrer Vorzeichen zusammenzählen.

Durch diese Kräftezerlegung läßt sich an jedem Knotenpunkte 
Gleichgewicht hersteilen, und da der Träger im wesentlichen statisch 
bestimmt ist, erhält man hiermit auch das richtige Spannungsbild. 
Alle anderen Stäbe, die nicht zu den beiden an den belasteten Kno­
tenpunkt sich anschließenden Tonnenseiten gehören, bleiben demnach 
unter dem Einflüsse der Einzellast spannungslos.

Bei einer praktischen Ausführung läßt sich nicht vermeiden, daß 
die Winkel zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Sparrenstäben nur 
wenig von gestreckten abweichen. Die beiden Lastkomponenten Px 
und P2 werden dann, wie man aus Abb. 134 erkennt, verhältnis­
mäßig groß und mit ihnen auch die Stabspannungen, namentlich jene 
der Pfettenstäbe, wenn überdies die Länge des Daches, die zugleich 
die Spannweite der einzelnen ebenen Fachwerkbalken darstellt, ziem­
lich groß ist. Aber auch hier gelten die gegen den Schluß von § 43 
gemachten Bemerkungen. Infolge der wenn auch nur verhältnismäßig 
geringen Biegungssteifigkeit der Stäbe wird die Tragfähigkeit des 
Stabverbandes viel größer, als es nach dieser Berechnung scheinen 
könnte. Ich habe mich davon auch unmittelbar durch ausführliche 
Versuche überzeugt, die ich mit einem in ziemlich großem Maßstabe 
ausgeführten Tonnenflechtwerke in meinem Laboratorium vornahm, 
worüber in den „Mitteilungen“ des Laboratoriums, Heft 24 (1896) 
eingehend berichtet ist. Ich erwähne davon hier nur, daß die Ein­
senkung, die der in der Mitte der Firstpfette gelegene Knotenpunkt 
unter einer an ihm angebrachten Einzellast erfuhr, nur 17 Prozent 
von jener betrug, die bei Vernachlässigung der Biegungssteifigkeit 
der Flechtwerkstäbe zu erwarten gewesen wäre. Die Längsspannun­
gen der Stäbe werden sogar in noch höherem Maße vermindert.
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Für den Fall einer der Längsrichtung des Daches nach gleich­
förmigen Lastverteilung, die aber von einem Knotenpunkte desselben 
Querschnittes zum anderen beliebig wechseln kann, lassen sich die 
Stabspannungen ebenfalls sehr leicht berechnen, ohne daß man nötig 
hätte, die von den einzelnen Lasten für sich hervorgebrachten Span­
nungen getrennt zu berechnen und sie dann zu sum­
mieren. In Abb. 135a seien die Lasten P15 P2 usf. 
beliebig gegeben. Man entwerfe den Kräfteplan 
Abb. 135b, indem man zuerst Pa nach 1 und 2 zer­
legt, hierauf P2 nach 2 und 3 usf. Durch die Strek- 
ken ab, bc, cd wer­
den dann jene Lasten 
angegeben, die man 
an den ebenen Fach­
werkbalken auf den ,A 
Tonnenseiten 1, 2, 3 t/'j 
anzubringen hat und 
durch die diese Fachwerkbalken auf Biegung in ihrer Ebene beansprucht 
werden. Hierbei hat man zuletzt wieder darauf zu achten, daß jede 
Pfettenreihe (abgesehen von der im Firste) gleichzeitig als Obergurt 
des einen und als Untergurt des anderen Fachwerkbalkens auftritt. 
Die zugehörigen Zug- und Druckspannungen gleichen sich dann zum 
großen Teile gegeneinander aus.

In Abb. 136a und 136b ist dasselbe für den Fall einer Belastung 
durch Winddruck ausgeführt. Dabei ist vorausgesetzt, daß die Wider­
lagsmauer nicht hinreichend widerstandsfähig gegen horizontale Kräfte 
ist, so daß auch in den Auflagerpunkten noch 
ein Winddruck P0 von dem Träger aufzuneh­
men ist. Natürlich dürfen in diesem Falle die 
Diagonalen in den Fächern der untersten Ton­
nenseiten nicht fehlen. — Auch hier werden 
die von den ebenen Fach­
werkbalken aufzunehmen­
den Lasten durch die 
Strecken ab, bc, cd des 
Kräfteplanes angegeben, 
und die Pfeile, nach denen | 
sie an diesen Balken bie­
gend angreifen, sind in Abb. 136 a eingetragen. Die weitere Berechnung 
der Stabspannungen, die zu diesen Lasten gehören, erfolgt wie im 
vorigen Falle.

Ein von Löhle in Zürich zur Anwendung gebrachtes Flecht­
werkdach möge hier auch noch erwähnt werden. Zur Überdachung
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eines größeren Werkstattraumes verwendet man gewöhnlich der bes­
seren Lichtführung wegen ein sogenanntes „Sägedach“ von dem aus 
Abb. 137 ersichtlichen Umrisse. Nach der älteren Bauart unterstützte

man die Dachflächen durch 
eine Reihe kleiner Binder, 
die die Spannweiten A bis 
C usf. überdecken und sich 
bei A und C auf Unterzüge 
stützen, die zwischen den in 
größeren Abständen stehen- 

denPfeilern angeordnet sind. Anstatt dessen führtLöhle auf den Tonnen­
seiten, die sich in den Strecken AB, BC usf. projizieren, ebene 
Fachwerkbalken aus, von denen je zwei aneinandergrenzende die da­
zwischenliegende Gurtung gemeinsam haben. Hierdurch werden nicht 
nur die Binder, sondern auch die vorher erwähnten Unterzüge ent­
behrlich gemacht, und für den Fall von großen (zur Zeichenebene 
senkrecht gemessenen) Pfeilerentfernungen wird eine ziemlich erheb­
liche Materialersparnis erzielt.

Gegenüber der in Abb. 133 gezeichneten Anordnung besteht ein 
Unterschied nur in der abweichenden Querschnittslinie der Tonne; 
die vorher auseinandergesetzte Berechnung kann daher auf diesen 
Fall ohne weiteres übertragen werden.
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Abb. 137.

§ 47. Flechtwerkträger eines Krangerüstes.
In Abb. 24 a S. 49 war ein ebenes Traggerüst für einen Kran 

dargestellt, und im zugehörigen Kräfteplane Abb. 24b waren die 
Stab Spannungen ermittelt worden, die darin durch eine am Aus­
leger angreifende Last 31 hervorgerufen werden.

Dabei mußte aber vorausgesetzt werden, daß die Richtungs­
linie der Last 31 in der Ebene des Binders liege, denn gegen 
Kräfte, die senkrecht zur Binderebene gerichtet sind, ist ein 
ebener Stab verband, wenigstens in seiner Eigenschaft als Fach­
werk, nicht widerstandsfähig.

Nun ist freilich bei einem Krane der bei jener Gelegenheit 
vorausgesetzte Belastungsfall der wichtigste. Es kann aber immer­
hin auch Vorkommen, daß die am Ausleger angreifende Kraft 
entweder selbst eine zur Binderebene senkrechte Komponente 
hat oder daß daneben andere Lasten (Winddruck u. dgl.) Vor­
kommen, die zu dieser Ebene senkrecht stehen. Man muß daher



auch für eine gewisse Steifigkeit des Gerüstes senkrecht zur 
Binderehene sorgen. Dies kann nun zwar auf verschiedene Art 
geschehen. Am wirksamsten geschieht es aber durch den Über­
gang vom ebenen zum räumlichen Fachwerke.

Man kann sich hier die Aufgabe stellen, aus der ebenen 
Binderfigur heraus einen räumlichen, statisch bestimmten Fach­
werkträger zu entwickeln, der gegenüber Lasten, die in der Sym­
metrieebene liegen, im wesentlichen ebenso wirkt wie vorher 
der ebene Binder, der dabei aber zugleich noch imstande ist, 
gegenüber Lasten, die senkrecht zu jener Ebene gerichtet sind, 
als Fachwerkträger, d. h. unter ausschließlicher Beanspruchung 
der Stäbe auf Zug oder Druck zu widerstehen. Auch diese Auf­
gabe läßt noch verschiedene Lösungen zu. Die einfachste wird 
durch Abb. 138 in axonometrischer Zeichnung angegeben. Dabei 
sei bemerkt, daß auch die gestrichelten Linien Stäbe vorstellen, 
die nur bei dem betreffenden Belastungsfalle spannungslos sind.

Daß der Träger statisch bestimmt ist, erkennt man am ein­
fachsten daraus, daß sich die zu dem oberen Teile gehörigen 
Stäbe zu Dreiecken zusammenschließen, die einen inneren Raum 
vollständig umgrenzen. Der obere Teil bildet daher ein vollstän­
diges Flechtwerk, das durch die sechs unteren Stäbe starr mit 
der festen Erde verbunden 
ist. Mit Ausnahme der ge­
strichelt ausgezogenen Dia­
gonale in dem nach unten 
gekehrten trapezförmigen 
Fache des Flechtwerkman- 
tels ist die ganze Anord­
nung symmetrisch. Man 
kann aber die Symmetrie 
auch vollständig machen, 
indem man in dieses Fach 
eine zweite Diagonale ein­
schiebt. Wir wissen schon, daß die statische Unbestimmtheit, 
die hierdurch eingeführt wird, unerheblich ist, da sie sich nur 
auf die zu demselben Fache gehörenden Stäbe erstreckt, und daß
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auch selbst für diese Stäbe sofort klare Verhältnisse geschaffen 
werden, sobald man annimmt, daß beide Diagonalen als Gegen­
diagonalen ausgebildet, d. h. nur gegen Zug widerstandsfähig 
hergestellt werden.

Der Aufriß des räumlichen Trägers stimmt genau mit der 
früheren Binderfigur überein. Daher kann auch die Berechnung 
der Stabspannungen für solche Lasten, die in der Mittelebene 
liegen, aus der früher für den Binder durchgeführten Berechnung 
ohne weiteres abgeleitet werden. Wenn sich nämlich Kräfte an 
einem Punkte im Raume im Gleichgewichte halten und man 
projiziert sie alle auf eine Ebene, so ist auch die geometrische 
Summe ihrer Projektionen gleich Null. Auf die Linien der Binder­
figur projizieren sich aber die Stabspannungen des räumlichen 
Trägers, und die im Kräfteplane der Abb.24b erhaltenen Strecken 
geben daher ohne weiteres die Summe der Aufrißprojektionen 
der Spannungen jener Stäbe an, die sich in der Binderfigur, als 
Aufriß des räumlichen Trägers betrachtet, übereinander decken.

Der symmetrischen Anordnung und Belastung wegen läßt 
sich ferner an jedem Knotenpunkte dadurch Gleichgewicht her- 
stellen, daß man die Spannungen der spiegelbildlich zueinander 
liegenden Stäbe gleich groß und von gleichem Vorzeichen an­
nimmt, die einzelne, unsymmetrisch vorkommende Diagonale 
dagegen spannungslos läßt. Da der Träger statisch bestimmt und 
daher nur ein einziges Gleichgewichtssystem von Spannungen 
möglich ist, muß die genannte Diagonale hiernach auch wirklich 
spannungslos sein. Die aus dem Kräfteplane der Abb. 24 b ent­
nommenen Strecken geben sofort die in der Mittelebßne liegen­
den Resultierenden der Stabspannungen an, die sich in den ent­
sprechenden Seiten der Binderfigur übereinander decken. Man 
braucht daher nur nachträglich noch eine Zerlegung der durch 
den Kräfteplan gelieferten Resultierenden nach den Richtungen 
der betreffenden Stäbe vorzunehmen, was etwa im Grundrisse 
geschehen kann.

Von jenen Stäben, die selbst in der Mittelebene liegen und 
die sich daher im Aufrisse nicht mit anderen überdecken, liefert 
der ebene Kräfteplan schon unmittelbar die Spannung, ohne daß
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eine weitere Zerlegung nötig wäre. Für jene Stäbe endlich, die 
senkrecht zur Mittelebene stehen und sich daher im Aufrisse 
als Punkte projizieren, findet man die Spannungen nachträglich 
durch Zeichnen von Kraftecken für einen ihrer Endpunkte im 
Grundrisse. Da die übrigen Stabspannungen schon sämtlich be­
kannt sind, können diese Kraftecke ohne weiteres aufgetragen 
werden.

Da alle diese Zerlegungen sehr einfach sind, habe ich die 
Beigabe einer besonderen Zeichnung des Kräfteplanes für ent­
behrlich gehalten. Dagegen sind in Abb. 138 jene Stäbe, die für 
den Fall einer senkrechten Last am Ausleger gedrückt sind, 
durch Schattenstriche hervorgehoben und die spannungslosen 
durch gestrichelte Linien angegeben.

Wenn die Last am Ausleger eine beliebige Richtung im 
Raume hat, hört die symmetrische Spannungsverteilung auf, und 
das bisher besprochene Verfahren ist daher nicht mehr an­
wendbar. Man zerlegt die'Last in diesem Falle am besten in 
zwei Komponenten, von denen eine in der Mittelebene liegt und 
die andere senkrecht zu ihr steht, und berechnet die von jeder 
dieser Komponenten für sich hervorgerufenen Spannungen, die 
man dann nachträglich 
summieren kann. Für den 
ersten Belastungsfall ist 
die Lösung schon be­
kannt; es bleibt also nur 
noch der zweite zu unter­
suchen.
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AIn Abb. 139 ist zu­
nächst wieder eine axono- 
metrische Zeichnung des 
Krangerüstes gegeben, in m< 
der genau wie vorher die 
bei dem jetzt vorliegenden 
Belastungsfalle spannungs­
los bleibenden Stäbe durch gestrichelte Linien angegeben sind. Wir 
Avollen uns zunächst überzeugen, daß diese in der Tat spannungslos 
bleiben müssen.
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Denkt man sich die sechs Stäbe, die den oberen Flechtwerkkörper 
mit der festen Erde verbinden, durchschnitten, so müssen die an den 
Schnittstellen als äußere Kräfte anzubringenden Stabspannungen mit 
der Last $ß am Ausleger ein Gleichgewichtssystem bilden. Für eine 
Momentenachse, die durch die Auflagerpunkte X und XI gelegt ist, 
verschwinden die Momente von und von den vier von diesen Punk­
ten ausgehenden Stabspannungen. Die Summe der Momente der bei­
den am Knotenpunkte I angreifenden Stabspannungen VIII, I und
IX, I muß daher ebenfalls gleich Null sein. Nun kann man sich diese 
beiden Spannungen zu einer am Knotenpunkte I angreifenden Resul­
tierenden vereinigt denken. Die Resultierende muß in der Ebene
I, VIII, IX enthalten sein, die zur Momentenachse parallel ist, und 
damit ihr Moment zu Null wird, muß sie selbst zur Momentenachse 
parallel sein.

Nachdem man dies erkannt hat, wende man den Momentensatz 
nochmals für eine durch den Knotenpunkt VII in lotrechter Rich­
tung gelegte Momentenachse an. Auch für diese Achse verschwinden 
die Momente von ^J3 und von den zu den Auflagerpunkten X und XI 
gehörigen Stabspannungen. Dies erkennt man aus dem in Abb. 140b 
gezeichneten Grundrisse, aus dem hervorgeht, daß sich die Ebenen
X, II, VI und XI, IV, V in der jetzt als Momentenachse gewählten 
Geraden schneiden. Demnach muß auch für diese Momentenachse das 
Moment der am Knotenpunkte I gebildeten Resultierenden aus den 
Stabspannungen VIII, I und IX, I gleich Null sein. Wir erkannten 
aber schon vorher, daß diese Resultierende, falls sie überhaupt be­
steht, nur parallel zur vorigen Momentenachse gehen kann. Wäre 
sie von Null verschieden, so könnte ihr Moment für die jetzt ge­
wählte Momentenachse nicht verschwinden, da die beiden Linien wind­
schief zueinander liegen. Die Resultierende muß also Null sein, und 
daher müssen auch die Stäbe, aus deren Spannungen die Resultie­
rende gebildet war, beide spannungslos sein.

Die drei übrigen Stäbe, die noch vom Knotenpunkte I ausgehen, 
müssen nun auch spannungslos sein, da zwischen drei Kräften, die 
nicht in derselben Ebene liegen, nur dadurch Gleichgewicht hergestellt 
werden kann, daß man sie alle drei gleich Null setzt. Wir kommen 
ferner zum Stabe III, VII. Daß dieser spannungslos ist, folgt dar­
aus, daß die Kraft am Knotenpunkte VII mit den beiden anderen 
von diesem Knotenpunkte ausgehenden Stäben in einer Ebene liegt. 
Die vierte, mit den drei anderen nicht in derselben Ebene liegende 
Kraft muß daher gleich Null sein. Schließlich bleibt noch der Stab
II, VI Auch bei ihm folgt der Schluß, daß er spannungslos 
sein muß, daraus, daß die drei anderen vom Knotenpunkte II aus­
gehenden Stabspannungen in einer Ebene liegen. Dabei ist zu
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beachten, daß man vorher schon erkannte, daß Stab II, I spannungs­
los ist.

Um ferner die Spannungen der bei dem betrachteten Belastungs­
falle in Tätigkeit kommenden Stäbe zu ermitteln, erwäge man vor­
erst, daß der Träger in den Punkten X und XI Auflagerkräfte 21 
und 23 überträgt, die mit der Last 2$ ein Gleichgewichtssystem bil­
den. Zugleich muß 21 in der Ebene der beiden sich in X anschließen­
den Stäbe enthalten sein, da 21 auch mit den Spannungen dieser 
Stäbe im Gleichgewichte sein muß. Entsprechendes gilt für 23. Dar­
aus folgt, daß die Richtungslinien von 21 und 25 sich mit 23 im Kno­
tenpunkte VII schneiden müssen.

Nach diesen Vorbemerkungen kann man zu der in Abb. 140 c in 
Grundriß und Aufriß ausgeführten Kräftezerlegung schreiten. Die 
Kraft 23 zerlegt man zuerst im Grundrisse nach den Richtungen von 
bx und b2 oder auch von 21 und 23, denn diese Richtungen decken 
sich hier. Im Aufrisse decken sich sowohl bx und &2, wofür kurz b 
geschrieben ist, als auch 21 und 23.

Dann folgt Abb. 140d. Man z.erlegt hier 21, das von der vorigen 
Zeichnung übernommen wird, in die Stabspannungen h und i. Der 
Grundriß des Kräftedreieckes bildet eine Gerade. Auch die von 23 
am anderen Auflagerpunkte hervorgerufenen Stabspannungen sind 
hiermit bekannt; sie sind ebenso groß als die ihnen auf der Vorder­
seite entsprechenden, aber von entgegengesetztem Vorzeichen. Dies 
folgt schon aus der bereits beim vorigen Belastungsfalle angestellten 
Überlegung über die Stabspannungen in der Binderfigur, die den 
Aufriß des räumlichen Trägers bildet. Die Projektion von 23 im Auf­
risse ist nämlich im vorliegenden Palle gleich Null; daher sind auch 
die Stabspannungen im Binder gleich Null, d. h. die sich im Auf­
risse auf denselben Linien überdeckenden Projektionen der Stabspan­
nungen des räumlichen Trägers sind von gleicher Größe und ent­
gegengesetztem Vorzeichen. Auch schon auf Grund dieser Überlegung 
hätte man den Nachweis erbringen können, daß die in der Mittel­
ebene selbst liegenden Stäbe a und d spannungslos sein müssen. Im 
übrigen ist darauf auch bei den weiter folgenden Zerlegungen Rück­
sicht zu nehmen.

Wir kommen nun zu Abb. 140e, die zwei verschiedene Grund­
risse und einen zu beiden gehörigen, gemeinsamen Aufriß umfaßt. 
Der obere Grundriß samt dem Aufrisse bildet das Krafteck für den 
Knotenpunkt VI (siehe wegen der Numerierung der Knotenpunkte 
die zugehörige axonometrische Zeichnung in Abb. 139); der untere 
Grundriß gehört zu dem hinter FT, symmetrisch dazu liegenden Kno­
tenpunkte V. Vom Kraftecke für den Knotenpunkt VI kennt man 
bereits die Stabspannungen ix und bx. Diese sind im Aufrisse im
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Sinne ihrer Pfeile aneinandergereiht; im Grundrisse überdecken sie 
sich. Dann zieht man im Aufrisse die Parallelen zu c und n. Im 
Grundrisse tritt dazu noch die Stabspannung Z, die sich im Aufrisse 
als Punkt projiziert. Damit sind die Projektionen des windschiefen 
Kräftefünfeckes für den Knotenpunkt VI bereits gefunden.

Pür den Knotenpunkt V gilt derselbe Aufriß; nur hat jetzt die 
vorher mit n bezeichnete horizontale Seite hei ihm die Bedeutung 
von <jr2. Auch hier ergibt sich die Stabspannung Z von neuem, und sie 
muß natürlich ebenso groß ausfallen als im vorigen Kraftecke.

Nun fehlt nur noch die Spannung der mit e bezeichneten Stäbe. 
Sie folgt aus dem Kräftedreiecke für den Knotenpunkt II. Dieses 
ist in Ahb. 140d in umgeklappter Lage, also in wahrer Gestalt, und 
zwar mit punktierten Linien eingetragen. Dazu wurde schon im Auf­
risse e in die Mittelebene umgeklappt und zu der hierdurch gefundenen, 
punktiert ausgezogenen Richtung (e) die Parallele (e) in Abb. 140d 
gezogen.

Nachträglich hat man noch die wahren Längen der im Aufrisse 
und Grundrisse gegebenen Stabspannungen zu ermitteln und sie nach 
dem gewählten Kräftemaßstabe auszumessen. Die dazu nötigen Linien 
sind in der Zeichnung weggelassen.

§ 48. Anwendung des StabvertauschungSTerfahrens 
auf die Berechnung räumlicher Fachwerke.

Wenn andere Mittel zur Berechnung der Stabspannungen in 
statisch bestimmten räumlichen Fachwerkträgern versagen, kann 
man stets durch das schon in § 35 für das ebene Fach werk aus­
einandergesetzte Hennebergsche Verfahren der Einführung von 
Ersatzstäben zum Ziele gelangen. Dieses Verfahren ist nämlich 
für räumliche Fach werke genau ebenso wie für ebene anwend­
bar, und Henneberg hat es auch schob von Anfang an für 
beide Fälle angegeben, obschon er es zunächst nur für die Be­
rechnung ebener Fachwerke wirklich verwendet hat.

Schon in einigen anderen Fällen, die in diesem Abschnitte 
behandelt wurden, kann man die Untersuchung auch mit Hilfe 
des Stabvertauschungsverfahrens durchführen. Man gewinnt aber 
dadurch nichts. Vielmehr beschränkt man die Anwendung des 
Verfahrens am besten auf solche Fälle, in denen einfachere Wege 
nicht mehr zum Ziele führen.

18*



Fünfter Abschnitt. Das Fachwerk im Raume276

Ein solcher Fall liegt bei einer Kuppel vor, die von Zim­
mermann, dem hervorragenden Techniker im Preußischen Mi­
nisterium der öffentlichen Arbeiten, für das Reichstagshaus in 
Berlin entworfen und ausgeführt wurde. Abb. 141 zeigt den 
Grundriß der Zimmermannschen Kuppel in etwas verallgemei­
nerter Darstellung. Auf den Aufriß kommt es vorläufig nicht 
an, wenn man nur beachtet, daß die Kuppel aus zwei Stock­
werken besteht, daß ferner der Fußring und der mittlere Ring 
achteckig sind, während der Nabelring quadratisch gestaltet ist. 
Die 12 Knotenpunkte der beiden oberen Ringe werden, wie man 
durch Abzählen findet, gegen den zur festen Erde gehörigen

Fußring durch 36 
Stäbe abgestützt. 
Das Stabgerüst ist 
daher statisch be­
stimmt. Daß kein 
Ausnahmefall vor­
liegt, schließt 
wie gewöhnlich aus 
der weiterhin fol­
genden statischen 
Berechuung.

Der in Abb. 141 
mit X bezeichnete Knotenpunkt des Nabelringes möge eine be­
liebig gegebene Last P tragen, während alle übrigen Knoten­
punkte unbelastet sind. Man soll die zu dieser Belastung ge­
hörigen Stabspannungen berechnen.

Zu diesem Zwecke denke man sich irgend zwei passend ausge­
wählte Stäbe, die in der Abbildung mit AT und Y bezeichnet sind, 
durchschnitten und die in ihnen auftretenden, vorläufig unbekannten 
Spannungen durch äußere Kräfte, die an den Endknotenpunkten als 
Lasten anzubringen sind, ersetzt. Dadurch kann an dem Gleichge­
wichtszustände des ganzen Verbandes nichts geändert werden, falls 
nur vorausgesetzt wird, daß die Spannungen Y und Y passend ge­
wählt wurden. Um die Ersatzstäbe, die wir an Stelle der Stäbe X 
und Y einzuführen hätten, um das Fachwerk zu einem einfachen 
zu machen, brauchen wir uns vorläufig nicht zu kümmern; später
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wird sich von selbst heraussteilen, wie diese Wahl getroffen werden 
kann.

Nun beginne man mit dem Zeichnen der Kräftepläne für den 
nach Wegnahme der beiden Stäbe verbliebenen Kuppelrest. Daß man 
die wahren Größen der Stabspannungen X und Y und der ihnen an 
dem Kuppelreste entsprechenden Lasten noch nicht kennt, stört da­
bei nicht viel, indem man sich des schon bei der Berechnung der 
Netzwerkkuppel in § 43 benutzten Mittels bedienen kann, den Maß­
stab des Kräfteplanes einstweilen unbestimmt zu lassen, so daß man 
die erste Kraft, die man beim Zeichnen des Kräfteplanes aufzutragen 
hat, durch eine beliebig lange Strecke zur Darstellung bringen kann.

Freilich kommen hier zwei Lasten, X und Y, vor, die man beide 
noch nicht kennt und deren Verhältnis ebenfalls unbekannt ist. Man 
kann daher nicht beide in denselben Kräfteplan eintragen. Dagegen 
steht nichts im Wege, zuerst nur X am Kuppelreste anzubringen und 
hierfür einen Kräfteplan in unbestimmt gelassenem Maßstabe zu zeich­
nen und hierauf mit Y ebenso zu verfahren, wobei der dazugehörige 
Kräfteplan in irgendeinem anderen unbestimmt gelassenen Maßstabe 
aufzutragen ist. Sei nun etwa 1 mm = m kg der Maßstab des ersten 
und 1 mm — n kg der Maßstab des zweiten Kräfteplanes, so ist die 
in irgendeinem Stabe i durch das Zusammenwirken beider Lasten 
hervorgerufene Stahspannung Sf

S{ = mxt -f nyi,

wenn mit x{ und yi die aus beiden Kräfteplänen zu entnehmenden 
Strecken bezeichnet werden, die dem Stabe i entsprechen. Es kommt 
also dann nur noch darauf an, nachträglich die beiden Unbekannten 
tn und n zu ermitteln, um die Aufgabe vollständig zu lösen. Hierbei 
ist zu beachten, daß m und n sowohl positive als negative Größen 
sein können; denn heim Zeichnen beider Kräftepläne setzt man einst­
weilen voraus, daß X und Y Zugspannungen seien. Ist aber eine 
von ihnen in Wirklichkeit eine Druckspannung, so sind nachträglich 
noch alle Vorzeichen in dem betreffenden Kräfteplane umzukehren, 
was dadurch geschieht, daß man m oder n einen negativen Wert 
beilegt.

Nachdem man beide Kräftepläne vollständig durchgeführt hat, 
ergehen sich am Schlüsse von selbst die Bedingungen, denen die Un­
bekannten m und n genügen müssen und aus denen sie sich berech­
nen lassen. Ist man nämlich zum belasteten Knotenpunkte gelangt, 
so findet man, daß dort in jedem der beiden Kräftepläne nur noch 
zwei Stabspannungen nicht vertreten sind. Man zerlegt daher die 
Resultierende der übrigen Spannungen nach diesen beiden Richtungs­
linien und nach der Richtungslinie der gegebenen Last P. Bezeichnet
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man die in die Richtung von P fallenden Kräfte in beiden Kräfte­
plänen mit Px und P , so muß

P = mPx + nPtJ

sein, und hiermit hat man schon eine der beiden Bedingungsglei­
chungen zwischen den Unbekannten m und n.

Die zweite ergibt sich, nachdem man zum letzten Knotenpunkte 
(XII in Abb. 141) gelangt ist. Dort sind die Spannungen 24 und 
28 in beiden Kräfteplänen schon vertreten. Da aber an diesem Kno­
tenpunkte nur vier Kräfte angreifen, muß die Resultierende aus den 
Spannungen $24 und S28 in die Schnittlinie der durch sie und der 
durch die beiden anderen Stäbe gelegten Ebenen fallen. Hiernach 
kann das Verhältnis beider Stabspannungen durch Zeichnen eines 
Kräftedreieckes ermittelt werden. Bezeichnet man dieses Verhältnis
mit a, so lautet die zweite Bedingungsgleichung, der m und n ge­
nügen müssen, #24 = mx2i + nVa = a 

~8 ™xiS+ny,8St
Die Auflösung der Bedingungsgleichungen liefert m und n nach 
Größe und Vorzeichen.

Die Bezeichnungen in Abb. 141 sind so gewählt, daß die Auf­
einanderfolge der Stabnummern zugleich angibt, in welcher Reihen­
folge die zugehörigen Stabspannungen in den Kräfteplänen X und Y 
gefunden werden.

In Abb. 141 war der bequemeren Übersicht wegen vorausgesetzt, 
daß die Seitenflächen des unteren Kuppelgeschosses ebenfalls in ge­
neigten Ebenen liegen sollten. Dadurch sollte vermieden werden, daß 
sien im Grundrisse einzelne Stabprojektionen übereinander deckten. 
Bei der im Reichstagshause ausgeführten Zimmermannschen Kuppel 
liegen die Seitenflächen des unteren Kuppelgeschosses in lotrechten 
Ebenen. Dadurch ändert sich aber nichts im Gange der Untersuchung; 
die Ausführung der Zeichnung wird dadurch nur noch etwas erleichtert.

In den Abb. 142 bis 148 (S. 280/281) ist die ganze Kräfte­
zerlegung für das wirklich zur Ausführung gebrachte Stabgerüst im 
Maßstabe durchgeführt. Die Zeichnung wurde zuerst in größerem 
(etwa doppelt so großem) Maßstabe aufgetragen und dann auf das 
hier zur Verfügung stehende Format verkleinert.

Abb. 142 a und 142 b stellen die Kuppel in Aufriß und Grund­
riß dar; die Bezeichnungen sind hier etwas anders gewählt als in 
Abb 141. Im Aufrisse sind die nach hinten zu liegenden Stäbe durch 
stark gestrichelte Linien dargestellt. Als Stab X ist der Diagonal­
stab 11, als Stab Y der Nabelringstab 3 ausgewählt. Knotenpunkt I 
trägt eine lotrecht gerichtete Last von 1000 kg.
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In die Risse der Kuppel sind auch alle Schnittlinien von Ebenen 
eingetragen, die man bei den nach dem Culmannschen Verfahren 
vorgenommenen Kräftezerlegungen nötig hatte. Dagegen sind die 
Hilfslinien, die zur Ermittlung dieser Ebenenschnittlinien dienten, in 
der Zeichnung weggelassen worden. Jene Schnittlinien, die man zum 
Aufträgen des Kräfteplanes X braucht, sind als feine Linien durch* 
gezogen, die zum Kräfteplan Y gehörigen sind fein punktiert an­
gegeben; wo zwei davon zusammenfallen, steht eine durchgezogene 
Linie. Sowohl in der Kuppelfigur als in den Kräfteplänen sind die 
Ebenen Schnittlinien mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet, 
wobei zur besseren Unterscheidung den zum Kräfteplane Y gehöri­
gen ein Strich beigesetzt wurde.

Zuerst wurde der Kräfteplan X in Abb. 143 aufgetragen. Er 
wurde mit der in beliebiger Größe gewählten Strecke X begonnen. 
Aus der Betrachtung des Knotenpunktes III erkennt man zunächst, 
daß Stab 10 in diesem Kräfteplane spannungslos ist, da die drei 
übrigen Stäbe 2, 8, 9 in einer Ebene liegen. Am Knotenqunkte XI 
greifen daher außer X, das vorläufig als Zugspannung vorausgesetzt 
wird, nur noch die Stabspannungen 20, 21, 32 und 31 an, von denen 
aber die drei letztgenannten in einer Ebene liegen. Man ermittelt die 
Schnittlinie 6 dieser Ebene mit der durch X und 20 gelegten Ebene 
und zerlegt im Kräfteplane X nach b und 20. Damit hat man das 
erste Kräftedreieck im Kräfteplane X. Dann geht man zum Knoten­
punkte X über. Hier kann man 20 ohne weiteres nach 9, 19 und 30 
zerlegen (die Diagonale 29 geht so wie in Abb. 141 die dort mit 
11 bezeichnete Diagonale, greift also hier am Knotenpunkt IX an).

Es wird genügen, wenn ich hier nur die Reihenfolge der Knoten­
punkte anführe, an denen sich dann die weiteren Kräftezerlegungen 
abspielen; es sind dies, mit Einschluß der schon angeführten, zu­
nächst die Knotenpunkte III, XI, X, III, II, IX, VIII, II. Wo hier 
eine Ziffer zweimal vorkommt, ist dies dahin zu deuten, daß man 
beim erstmaligen Vorkommen noch nicht alle zugehörigen Stabspan­
nungen ermitteln kann, sondern jene, die unter sich in einer Ebene 
liegen, einstweilen unbestimmt lassen muß. Beim zweitmaligen Auf­
treten des betreffenden Knotenpunktes vermag man dann auch die 
vorher unbestimmt gelassenen zu ermitteln. So konnte gleich zu An­
fang bei Betrachtung des Knotenpunktes III nur geschlossen werden, 
daß die Spannung 10 gleich Null ist. Nachdem man aber aus Kno­
tenpunkt X inzwischen die Spannung von 9 gefunden hat, kann man 
zu III zurückkehren und dort 2 und 8 ermitteln. Geradeso verhält 
es sich auch mit dem zweimaligen Auftreten von Knotenpunkt II.

Nachdem der Kräfteplan X in Abb. 143 bis zum Knotenpunkte 
II fortgeführt ist, muß man zu dem anderen Endknotenpunkte des
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Stabes X, nämlich zu IV zurückkehren und von dort aus die Kräfte­
zerlegungen nach der anderen Seite hin weiterfiikreu. Diese Fort­
setzung ist in einer besonderen Figur, Abb. 144, dargestellt. Man 
zerlegt erst X im Knotenpunkte IV nach 4, 13, 12 und geht von 
da zu den Knotenpunkten XII und V weiter. Nachdem dies geschehen 
ist, kann man Abb. 143 auch für die Knotenpunkte I, II, VI fortsetzen.

Hiermit ist der erste Teil der Aufgabe erledigt. Der zweite Teil 
besteht in dem Aufträgen des Kräfteplanes Y, wobei man ganz ähn­
lich wie vorher verfährt. Der Deutlichkeit wegen ist jedoch dieser 
Kräfteplan in drei Teile, Abb. 145, 146 und 147 auseinandergezogen, 
von denen die beiden ersten Teile zusammengenommen der Abb. 143 
des vorigen Kräfteplanes entsprechen, während sich Abb. 147 auf 
dieselben Knotenpunkte wie vorher Abb. 144 bezieht. Begonnen wurde 
mit Abb. 145, bei der sich Aufriß und Grundriß der Platzersparnis 
wegen zum Teil überdecken. Die in beliebiger Größe aufgetragene 
und zunächst als Zugspannung vorausgesetzte Spannung Y wird am 
Knotenpunkte III nach 10 und der Ebenenschnittlinie a zerlegt. 
Dann folgt am Knotenpunkte XI die Zerlegung von 10 nach 20 und 
der Ebenenschnittlinie b'. Im ganzen kommen in Abb. 145 die Kraft­
ecke für die Knotenpunkte in der Reihenfolge III, XI, X, III, II, IX 
vor. Man sieht, daß diese Reihenfolge genau mit der schon beim 
Kräfteplane X eingehaltenen übereinstimmt.

Am Knotenpunkte IX hat man, wie noch beispielsweise erwähnt 
werden mag, zuerst die schon vorher ermittelten Spannungen 19, 
8, 7, die alle drei Zugspannungen sind, zu einer Resultierenden Rt' 
zusammenzufassen, deren Richtungslinie in die Kuppelzeichnung eia- 
zutragen, hierauf durch sie und 18 eine Ebene zu legen, deren Schnitt­
linie mit der durch 19 und 29 gehenden Lotebene mit d' bezeich­
net ist, und nach diesen Vorbereitungen Rt' nach 18 und d' im 
Kräfteplane zu zerlegen. Stab 18 erfährt hiernach eine Druckspannung.

Die Stabspannung 18 wird in Abb. 145 schon durch eine ver­
hältnismäßig große Strecke dargestellt. Wollte man in derselben 
Weise fortfahren, so würde man, da die folgenden Spannungen noch 
größer ausfallen, in Abb. 145 bald mit dem Platze nicht mehr aus­
reichen. Deshalb ist die weitere Fortsetzung des Kräfteplanes in 
Abb. 146 in 1/i der vorhergehenden Größe gezeichnet. Abb. 146 um­
faßt in diesem neuen Maßstabe die Kraftecke für die Knotenpunkte 
VIII, II, I, VII, VI in der angegebenen Reihenfolge, wobei dem Kno­
tenpunkte VIII das Dreieck aus 18, 6 und der Ebenenschnittlinie e 
entspricht. Der Maßstab für Abb. 146 sei 1 mm — n kg; dann ist
der Maßstab für Abb. 145 1 mm = ^ kg.

Schließlich gibt noch Abb. 147 den Kräfteplau für die nach der
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anderen Seite hin liegenden Knotenpunkte IY, XII und Y an. Die­
ser ist in demselben Maßstabe wie Abb. 145 aufgetragen, so daß

— kg bedeutet.
Nun kommt der dritte Teil des Verfahrens. Man entnimmt aus 

den Kräfteplänen Y und Y die Resultierenden aus den Stabspan­
nungen 15 und 24 am Knotenpunkte VI. Diese sind in den Abbil­
dungen durch strichpunktierte Linien dargestellt und mit l und V 
bezeichnet. Auch die Pfeile dieser Resultierenden sind mit einzutra­
gen, so wie sie sich aus den zuvor festgestellten Pfeilen der Stab­
spannungen ergeben. Andererseits weiß man aber, daß die Resultie­
rende jener Stabspannungen 15 und 24, die in Wirklichkeit zustande 
kommen, in die mit hli bezeichnete Ebenenschnittlinie am Knoten­
punkte VI fallen muß. Man kann daher das in Abb. 148 im Grund­
risse gezeichnete Kräftedreieck auftragen, von dem eine Seite in die 
Richtung lili fällt, während die beiden anderen Seiten parallel zu l 
und V gezogen sind. Auf die Größe dieses Kräftedreieckes kommt es 
nicht an, da man mit seiner Hilfe nur das Verhältnis der beiden zu­
letzt genannten Seiten ermitteln will. Diese Seiten sind in Abb. 148 
mit L und L' bezeichnet, und man mißt aus ihnen die Strecken 
L = 38,5 und L' = 8,3 ab, wobei es aber nur auf das Verhältnis
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ankommt. Zugleich erkennt man, daß die Pfeile der durch L und L' 
dargestellten Kräfte, die in dem Kräftedreiecke aufeinanderfolgen 
müssen, entweder beide mit den in den Kräfteplänen X und Y fest­
gestellten Pfeilen von l und V übereinstimmen oder ihnen beide ent­
gegengesetzt sein müssen. Der Anteil L der Resultierenden aus 15 
und 24 muß nun aus dem im Spannungsbilde X vorkommenden l 
und der Anteil L' aus dem zu Y gehörigen V unter Berücksichtigung 
der verschiedenen Maßstäbe gebildet werden. Dabei brauchen wir 
uns nur um die Grundrisse dieser Strecken zu kümmern, da auch 
schon Abb. 148 einen Grundriß darstellte. Im Grundrisse findet man 
nun durch Nachmessen in Abb. 143 b l = 11,9 mm und aus Abb. 146 b 
V — 78,6 mm. Hiernach erhält man die Bedingungsgleichung

ÏI0-X“0'2155’

womit zunächst wenigstens das Verhältnis beider Kräftemaßstäbe be­
kannt ist.

Die zweite Bedingungsgleichung folgt aus den Kraftecken für 
den mit der Last von 1000 kg behafteten Knotenpunkt I Diese 
Kraftecke setzen sich in den Aufrissen beider Pläne aus den Span­
nungen der Stäbe 1, 14, 15, 16 und den Strecken Px bzw. P zu­

1 mm =
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sammen. Die Stabspannung 4 fehlt, da sie senkrecht zur Aufrißebene * 
steht. Der Pfeil von Px ergibt sich senkrecht nach abwärts, der von 
Py dagegen senkrecht nach oben hin. Durch Ausmessen beider Strecken 
erhält man Px = -|- 112,1 mm ; Py = — 41,7 mm.

Die Bedingungsgleichung lautet

Px • m + Py • n = 1000 kg 

oder nach Einsetzen der Zahlenwerte

112,1 • m — 41,7 • n = 1000,

und durch Auflösung dieser Gleichung in Verbindung mit der vorher 
aufgestellten erhält man für die bis dahin unbekannten Kräftemaßstäbe

m = 9,04 kg ; n = 0,3 kg.

Beide Zahlen ergeben sich als positiv, und dies sagt aus, daß die 
von vornherein als Zugspannungen angenommenen Spannungen Y 
und Y der Stäbe 3 und 11 auch in Wirklichkeit Zugspannungen 
sind. Eine Umkehrung der Pfeile in einem oder in beiden Kräfte­
plänen ist daher im vorliegenden Falle nicht mehr erforderlich. Man 
findet jetzt die Spannung St irgendeines Stabes i aus den beiden 
Spannungsanteilen x{ und yt, die in den Kräfteplänen Y und Y Vor­
kommen, nach der zuvor schon aufgestellten Formel

= mxt + nyi.

Die Aufgabe ist also hiermit vollständig gelöst.
Um ein Urteil über die Genauigkeit des graphischen Verfahrens 

im vorliegenden Falle zu erlangen, ließ ich, nachdem alle Stabspan­
nungen auf Grund dąr im größeren Maßstabe ausgeführten Zeich­
nung ermittelt waren, dieselben Spannungen außerdem auch noch 
nach den Zimmermannschen Formeln berechnen. Dabei ergab sich 
in Kilogramm für die
Spannung des Stabes 

durch Rechnung. . 
graphisch.............

Spannung des Stabes 
durch Rechnung. . 
graphisch............. -f- 426,1

Spannung des Stabes 
durch Rechnung. . 
graphisch.............

2 31 4
- 368,5 + 53,8 + 0,6 — 48,0
- 367,5 - 52,2 + 0,7 - 48,1

5 6 7 8
-f 427,0 — 200,0 - 135,2 — 103,4

— 198,5 — 132,5 - 101,2
9 10 11 12

+ 88,4 
4- 89,0

- 1,7 + 108,0 - 188,0
- 1,0 + 107,2 — 189,0
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Spannung des Stabes 
durch Rechnung. . 
graphisch.............

Spannung des Stahes 
durch Rechnung. . 
graphisch.............

Spannung des Stabes 
durch Rechnung. . 
graphisch.............

Man erkennt aus dem Vergleiche, daß die auf dem angegebenen 
Wege durch einen geübten Zeichner gefundenen Werte eine für prak­
tische Zwecke mehr als ausreichende Genauigkeit gewähren.

Mit den fertig ausgerechnet vorliegenden Zimmermannschen For­
meln kommt man freilich für jene Anordnung, auf die sich diese be­
ziehen, schneller zum Ziele als mit der Zeichnung. Die Zeichnung 
liefert aber die Lösung ebenso schnell auch für andere Fälle, die 
durch die Zimmermannschen Formeln nicht mehr umfaßt werden.

Das hier eingeschlagene Verfahren weicht zwar von dem Stab­
vertauschungsverfahren etwas ab; aber der Unterschied ist doch nur 
unerheblich. Auch nach dem Stahvertauschungsverfahren nimmt man 
zuerst zwei Stäbe X und Y heraus, genau so, wie es hier geschehen 
war. Als Ersatzstäbe wähle man hierauf einen von der festen Erde 
nach dem belasteten Knotenpunkte (X in Abb. 141) in der Richtung 
der Last P geführten Stab und einen Stab, der auch von der festen 
Erde nach dem Knotenpunkte XII in Abb. 141, etwa in der Ebene 
der Stäbe 24 und 28 geführt ist. In dem so erhaltenen einfachen 
Fachwerk nimmt nur der erste Ersatzstab die Last P auf, alle übri­
gen Stäbe sind spannungslos. Nun bringt man die Spannungen X 
und Y als äußere Lasten an dem einfachen Fachwerke an und zeich­
net die zugehörigen Kräftepläne X und T", die genau mit den vor­
her konstruierten übereinstimmen. Zuletzt sind X und Y so zu wäh­
len, daß die Spannungen in den Ersatzstäben verschwinden. Aber 
auch diese beiden Bedingungen stimmen genau mit jenen überein, die 
vorher zur Ermittlung der unbekannten Maßstäbe m und n benutzt 
wurden.

14 1513 16
— 392,0
— 393,5

— 277,0
— 276,7

— 568,0
— 568,0

+ 124,8 
+ 121,5

1817 19 20
+ 134,4 
-f 134,4

+ 161,2 
+ 158,0

- 35,5
— 36,0

- 63,9
— 64,8

2221 23 24
+ 151,8 
+ 151,6

+ 126,3 
+ 126,6

+ 111,0
+ 114,5

+ 200,0
+ 201,5

Man sieht daher, daß das hier angewendete Verfahren und das 
Stahvertauschungsverfahren im Grunde genommen auf dasselbe hin­
auskommen. Nur die Überlegung, die zur Lösung führt, stellt sich 
ein klein wenig anders dar, während sich an den Kräfteplänen nichts 
ändert. Der Unterschied besteht darin, daß man sich nicht vorher 
zu überlegen braucht, wie die Stab Vertauschung vorzunehmen ist, um
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auf ein Fachwerk zu kommen, für das sich ohne weiteres ein Kräfte­
plan zeichnen läßt. Man kann vielmehr irgend zwei passend gewählte, 
benachbarte Stäbe herausnehmen und findet während des Zeichnens 
der Kräftepläne von selbst, wie die Ersatzstäbe zu wählen sind, oder 
anstatt dessen, welche Bedingungen von den Stabspannungen .57 und 
Y erfüllt werden müssen.

Aufgaben.
38. Aufgabe. Der in Abb. 149 dar gestellte (nach einer Ausfüh­

rung in der Markthalle zu Leipzig als „Leipziger Kuppel“ bezeich- 
nete) räumliche Fachwerkträger wird an dem, 
durch einen kleinen schwarzen Kreis im Grund­
risse her vor gehobenen Knotenpunkte durch die 
beliebig gerichtete Last P belastet; man soll 
die Stabspannungen ermitteln.

Lösung. Zunächst sei darauf hingewie­
sen, daß diese Kuppel aus der Schwedler- 
schen dadurch hervorgeht, daß die Stäbe des 
mittleren Ringes durch einen in ihrer Mitte 
liegenden Knotenpunkt unterbrochen sind, 
nach dem die Diagonalen hingeführt werden. 
Man gewinnt durch diese Zwischenschaltung 
noch einen weiteren Punkt auf jeder Kuppel­
seite, der unverschiehlich festgehalten ist und 
der als Stützpunkt für die Auflagerung der 
Dachhaut verwendet werden kann. Eine

py
o
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4

À

Abb. 149. solche Einschaltung neuer Knotenpunkte ist
für den Konstrukteur oft sehr wertvoll.

Ferner überzeugen wir uns durch Abzählen der Knotenpunkte 
und Stäbe, daß der Träger statisch bestimmt ist. Auf jedem Sparren­
zuge kommen 2 freie Knotenpunkte vor, und mit den im zweiten 
Ringe eingeschalteten haben wir daher im ganzen 12 Knotenpunkte, 
zu deren Verbindung mit der festen Erde 36 Stäbe erforderlich sind. 
So viele sind aber auch vorhanden, nämlich 4 im inneren Ringe, 8 im 
nächsten Ringe, 8 Sparrenstäbe und 16 Diagonalstäbe, im ganzen 36.

Hierauf suchen wir die bei dem gegebenen Belastungsfalle span­
nungslos bleibenden Stäbe auf. Man betrachte das im Grundrisse der 
Abb. 149 durch eine Schraffierung hervorgehobene Stabdreieck. Wir 
wollen uns dieses Dreieck aus dem ganzen Verbände losgelöst denken, 
indem wir alle nicht dazugehörigen, von den drei Ecken ausgehen­
den Stäbe wegschneiden und dafür deren Stabspannungen als äußere 
Kräfte an diesen Ecken anbringen. Diese äußeren Kräfte müssen 
dann im Gleichgewicht miteinander stehen. Nun liegen aber an jeder
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Ecke die dort weggeschnittenen Stäbe unter sich in einer Ebene. 
Denken wir uns also deren Spannungen zu einer Resultierenden ver­
einigt, so muß diese auch in derselben Ebene enthalten sein. Anderer­
seits muß aber die Resultierende in der Dreiecksebene liegen, da sie 
an dem betreffeuden Knotenpunkte mit den Spannungen der beiden 
Dreiecksstäbe im Gleichgewichte steht. Die Resultierende kann also 
nur in die Schnittlinie der beiden Ebenen fallen, und damit kennen 
wir sofort die Richtungslinien der äußeren Kräfte, die an den drei 
Ecken des Dreieckes anzubringen sind. Bei den zum inneren Ringe 
gehörigen beiden Knotenpunkten fallen diese Richtungslinien mit den 
Sparrenstäben zusammen, und an dem zum mittleren Ringe gehöri­
gen Knotenpunkte fällt die Richtungslinie der Resultierenden auf die 
Ringstäbe.

Diese drei Richtungslinien liegen in einer Ebene; sie schneiden 
sich aber nicht in einem Punkte. Damit 
Gleichgewicht zwischen den drei Resultie­
renden möglich sei, müssen sie daher alle 
drei gleich Null sein. Demnach sind auch 
die zu dem Dreiecke selbst gehörigen Stäbe 
spannungslos.

Dieselbe Betrachtung kann auch noch 
für das sonst ebenso liegende Dreieck auf 
der nach rechts hin anstoßenden Kuppel­
seite durchgeführt werden, und auch für 
die zwischen beiden Kuppelseiten liegen­
den Stäbe findet man hierauf leicht, daß sie 
spannungslos sind. Das Ergebnis dieser Betrachtungen ist in Abb. 150 
zusammengestellt, in der die spannungslosen Stäbe durch feine, die 
in Spannung versetzten durch starke Striche kenntlich gemacht sind.

Wir betrachten ferner das an den belasteten Knotenpunkt an­
stoßende und dem schraffierten gegenüberliegende Dreieck 1, 2, 3 in 
Abb. 149 und stellen dafür die gleiche Betrachtung an. Diese führt 
nur an dem belasteten Knotenpunkte zu einem anderen Ergebnisse. 
Denn da hier zu den Spannungen der weggeschnittenen Stäbe noch 
die Last P als äußere Kraft hinzutritt, kann die Resultierende aus 
den äußeren Kräften vorerst jede beliebige Richtung haben. Dagegen 
muß die Resultierende der Spannungen der weggeschnittenen Stäbe 
an dem Knotenpunkte, in dem 1 und 3 aneinanderstoßen, immer 
noch in die Richtung des Sparrenstabes und die Resultierende an 
dem Knotenpunkte, in dem 2 und 3 Zusammenstößen, in die Rich­
tung des Ringes fallen. Suchen wir den Schnittpunkt dieser beiden 
Richtungslinien auf und verbinden ihn mit dem belasteten Knoten­
punkte durch die in Abb. 149 punktiert angegebene Linie, so finden

5 k

r3

Abb. 150.
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wir damit auch die vorher unbestimmt gelassene Richtungslinie der 
Resultierenden der äußeren Ki'äfte an der dritten Ecke des Dreieckes. 
Mit dieser Richtungslinie muß auch die Resultierende der Stabspan­
nungen 1 und 2 an dem belasteten Knotenpunkte zusammenfallen.

Dieselbe Betrachtung läßt sich auch für die andere, an den be­
lasteten Knotenpunkt anstoßende Kuppelseite durchführen, und man 
findet so, daß die Resultierende der Stabspannungen 4 und 5 am 
belasteten Knotenpunkte in die auf dieser Seite angegebene punk­
tierte Linie fallen muß.

Hiermit sind wir aber in den Stand gesetzt, ohne weiteres die 
Kräftezerlegungen vornehmen zu können, die zu den Stabspannungen 
führen. Denn von den fünf Stabspannungen am belasteten Knoten­
punkte haben wir 1 mit 2 und ebenso 4 mit 5 in zwei Resultierende 
von bekannten Richtungslinien zusammengefaßt, so daß wir nur noch 
nötig haben, P nach diesen beiden Richtungslinien und nach der da­
mit nicht in derselben Ebene liegenden Richtung des Sparrenstabes 
zu zerlegen. Die Zerlegung wird noch durch die Bemerkung verein­
facht, daß sich das windschiefe Kräfteviereck im Aufrisse als Drei­
eck projiziert, da sich zwei der Richtungslinien im Aufrisse über­
decken. Nachdem die Projektionen des Vierecks gezeichnet sind, fin­
det man auch die Stabspannungen 1 und 2, sowie 4 und 5, indem 
man ihre Resultierenden nach den Stabrichtungen zerlegt.

Vom belasteten Knotenpunkte kann man dann zu den übrigen 
fortschreiten und findet auch bei diesen die Stabspannungen durch 
einfache Zerlegungen nach drei Richtungen im Raume oder nach 
zwei Richtungen in der Ebene. Da alle diese Zerlegungen keinerlei 
Schwierigkeiten machen, sehe ich davon ab, die Kräftepläne hier mit 
aufzunehmen.

39. Aufgabe. In den Abbildungen 151 ist in drei Rissen eine 
Kuppel über einem unregelmäßigen Fünfecke mit offenem Nabelring 
gezeichnet. Die eine Seitenwand der Kuppel steht lotrecht. An dem mit 
I bezeichneten Knotenpunkte greift eine lotrecht nach abwärts gehende 
Kraft P von 1000 kg an. Man soll zunächst die spannungslosen Stäbe 
ermitteln und hierauf den Kräfteplan zeichnen.

Lösung. Der Stabverband ist als eine Sehwedlersche Kuppel zu 
betrachten, da es für die Berechnung der durch eine Einzellast her­
vorgebrachten Stabspannungen nichts ausmacht, ob die Grundriß­
gestalt regelmäßig ist oder nicht. Die Stäbe des Nabelringes sind aus 
den in § 43 besprochenen Gründen alle spannungslos bis auf den 
zwischen den Knotenpunkten I und II verlaufenden Stab 1. Die von 
den übrigen Knotenpunkten des Nabelringes ausgehenden Sparren- 
und Diagonalstäbe müssen alsdann ebenfalls spannungslos sein. Alle 
spannungslos bleibenden Stäbe sind in den Abbildungen 151 mit
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gehende Sparrenstab spannungslos sein, weil P mit den beiden Stä­
ben 1 und 2 in einer Ebene enthalten ist, während jener Stab nicht 
in dieser Ebene liegt. Den in Abb. 152 im Aufrisse und im Grund­
risse gezeichneten Kräfteplan kann man nun mit dem durch starke 
Striche hervorgehobenen Kräftedreiecke für Knotenpunkt I beginnen. 
Im Grundrisse projiziert sich das Dreieck als eine Gerade.

Hieran schließt sich ein zweites Dreieck für den Knotenpunkt II 
mit den Seiten 1, 3, 4. Ferner läßt sich am Knotenpunkt III die 
bereits bekannte Stabspannung 2 nach den Richtungen der Stäbe 
5, 6, 7 zerlegen. Da die Seiten 6, 7 in einer zum Aufrisse und Grund­
risse lotrecht stehenden Ebene enthalten sind, klappt man das Drei­
eck, das von diesen Seiten und der zugehörigen Vierecksdiagonale 
gebildet wird, in den Grundriß um, womit man die wahren Längen 
von 6 und 7 erhält und außerdem den zwischen 6 und 7 liegenden 
Viereckspunkt im Grundriß und Aufriß eintragen kann. Anstatt die-

Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl. 19
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dünneren Linien, die in Spannung geratenden mit dickeren ausge­
zogen, wobei die später als gedrückt erkannten überdies noch durch 
beigesetzte Schattenstriche hervorgehoben wurden.

Am Knotenpunkt I muß auch noch der zum Knotenpunkt IV
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ses Umklappens hätte man übrigens den Kräfteplan von vornherein 
noch in einem dritten Risse zeichnen können.

Nun kann man zum Knotenpunkte IV übergehen. Einer von den 
daran angreifenden sechs Stäben ist als spannungslos erkannt, und 

■von den Stäben 3 und 5 sind die Spannungen 
bereits ermittelt. Beide Stäbe sind gezogen, 
und die Seiten 3 und 5 findet man im Kräfte- 

7 plane bereits in solcher Lage vor, daß die 
Pfeile richtig aufeinanderfolgen. Die Verbin­
dungslinie der Endpunkte liefert Größe und 
Richtung der Resultierenden, die man in der 
Zeichnung des Stabverbandes am Knotenpunkt 
IV einträgt. Dann ist durch diese Resultierende 

^ und Stab 8 eine Ebene gelegt, deren Grund­
rißspur aufgesucht und mit a a bezeichnet 
wurde. Die Grundrißspur der durch die Stäbe 9 
und 10 gelegten Ebene fällt mit der zu 10 

5 parallelen Seite des untersten Ringes zusam- 
6 men. Der Schnittpunkt mit a a liefert einen 

Punkt der Schnittlinie beider Ebenen, die mit 
Bj y bezeichnet wurde. Hierauf kann im Kräfte­
plane zuerst die Resultierende aus 3 und 5 
nach Bi y und 8 zerlegt und daran ein zwei­
tes Dreieck aus Bjy, 9 und 10 angereiht 
werden.

Dann geht man zum Knotenpunkt V über, an dem die Resultie­
rende aus 4 und 10 nach den Stäben 11, 12, 13 zu zerlegen ist, 
was wiederum nach dem Culmannschen Verfahren ausgeführt wurde, 
und endlich folgt noch ein Dreieck für Knotenpunkt VI. Aus dem 
Kräfteplane findet man für die mit 1 bis 15 bezeichneten Stäbe der 
Reihe nach die folgenden Spannungen:
— 920; —1350; +830; —830; +660; +320; —1160; —990; 
+ 1200; — 680; + 860; — 1060; + 220; — 250; + 110 kg.
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Sechstel Abschnitt.

Die elastische Formänderung des Fachwerks 
und das statisch unbestimmte Fachwerk.

§ 49. Verfahren von Maxwell und Mohr.
Wir betrachten einen statisch bestimmten Fachwerkträger, 

nehmen an, daß er irgendwie belastet werde, und stellen uns die 
Aufgabe, die Verschiebung zu berechnen, die ein beliebig aus­
gewählter Knotenpunkt infolge der elastischen Formänderung 
erfährt. Es ist dabei gleichgültig, ob es sich um ein ebenes oder 
um ein räumliches Fach werk handelt; des besseren Verständ­
nisses wegen sei aber zunächst an ein ebenes Fachwerk als Bei­
spiel gedacht.

Bei einem steifen Stabverbande sind Gestaltänderungen nur 
infolge der elastischen Längenänderungen der Stäbe möglich. Wir 
müssen daher zunächst diese berechnen. Die Stabspannungen im 
statisch bestimmten Träger, die zu der gegebenen Belastung ge­
hören, können auf Grund der Lehren der vorhergehenden Ab­
schnitte ermittelt werden. Ferner ist nach dem Elastizitätsgesetze 

M _ <j _ 8
l ~ É ~ EF’

wenn S die ganze vom Stabe aufzunehmende Spannung, F den 
Querschnitt, E den Elastizitätsmodul, l die Länge und 41 die 
elastische Längenänderung bedeuten. Die Gleichung gibt auch 
das Vorzeichen von 41 richtig an, wenn Zugspannungen durch 
positive Werte von S und Verlängerungen durch positive Werte 
von 41 ausgedrückt werden.

Für jeden Stab faßt man die drei konstanten und von vorn­
herein gegebenen Werte von l, E und F zu einer einzigen
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Konstanten zusammen, die mit r bezeichnet werden möge, in­
dem man l (59)r = EF
setzt. Hierbei beachte man, daß die in dieser Weise eingeführte 
Stabkonstante jedenfalls stets positiv sein muß, da weder Z, noch 
E, noch F negativ werden können.

Mit Benutzung dieser Bezeichnung erhält man einfacher 
Al = rS,

und nachdem die Spannungen S durch einen Kräfteplan oder 
sonstwie ermittelt sind, kennt man hiermit auch die Werte der 
Al für alle Stäbe.

Unsere Aufgabe kommt daher nun auf die folgende hinaus: 
Gegeben sind die elastischen Längenänderungen aller 
Stäbe eines statisch bestimmten Fachwerkträgers; 
man soll die dadurch hervorgebrachte Verschiebung 
irgendeines Knotenpunktes berechnen.

Diese Aufgabe ist eine rein geometrische. Sie kam uns schon 
früher in nahezu gleicher Form bei der analytischen Untersuchung 
des Ausnahmefalles beim ebenen Fachwerke in § 39 vor. Damals 
war dl an Stelle von Al geschrieben und vorausgesetzt, daß öl un­
endlich klein sei. Wie die öl zustande gekommen seien, war damals 
gleichgültig. Wir können daher unter den öl jetzt auch die nach 
Gl. (60) berechneten Längenänderungen Al verstehen, die ebenfalls 
sehr klein gegen die ursprünglichen Stablängen und gegen die Knoten­
punktskoordinaten sind.

Zwischen den unbekannten Verschiebungskomponenten àxi usf. 
und den gegebenen öl bestehen, wie wir schon damals sahen, ebenso 
viele Gleichungen ersten Grades als Unbekannte. Gl. (50), S. 205, 
gibt eine dieser Gleichungen an, und in den Gleichungen (51) ist das 
ganze System übersichtlich zusammengestellt. Analytisch gesprochen 
kommt hiernach die Lösung unserer Aufgabe auf die Auflösung des 
Gleichungssystems (51) hinaus.

Der hiermit angegebene Weg zur Lösung der Aufgabe ist aber 
viel zu umständlich, als daß er für die praktische Anwendung brauch­
bar wäre. So wenig wie die Benutzung der Gleichungen (48) zur 
wirklichen Lösung des Spannungsproblems eignen sich die Glei­
chungen (51) zur Lösung des Verschiebungsproblems. Man muß sich 
vielmehr nach Hilfsmitteln umsehen, die das Ziel in einfacherer Weise 
zu erreichen gestatten.

(60)



Ein einfacher Weg zur Lösung der Aufgabe ist zuerst von 
Maxwell angegeben worden. Die sehr kurz gefaßte Abhandlung 
des großen Physikers über diesen Gegenstand, um den sich der 
Leserkreis physikalischer Zeitschriften damals sehr wenig küm­
merte, blieb aber ziemlich unbeachtet, und jedenfalls fand das 
Verfahren zunächst gar keinen Eingang in die technische Praxis. 
Erst als durch Mohr derselbe Weg von neuem selbständig auf­
gefunden worden war, gelangte er zur Kenntnis und zur Beach­
tung in technischen Kreisen.

Das Maxwell-Mohrsche Verfahren gründet sich anf die An­
wendung des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeiten. Um 
etwa die Senkung x zu berechnen, die irgendein Knotenpunkt 
in senkrechter Richtung unter dem Einflüsse der gegebenen 
Längenänderungen Al der Stäbe erfährt, denke man sich an dem 
Knotenpunkte eine Last P in dieser Richtung willkürlich ange­
bracht und berechne die Spannungen T, die von P in allen Stä­
ben hervorgebracht werden. Dieser Belastungsfall und das ihm 
zugehörige Spannungsbild haben gar nichts mit jenem zu tun, 
das zu den Längenänderungen Al und der dadurch veranlaßten 
Formänderung des Trägers führte. Man benutzt es vielmehr nur, 
um ein Spannungsbild angeben zu können, das mit der Last P 
und den zu P gehörigen Auflagerkräften an jedem Knotenpunkte 
Gleichgewicht herstellt.

Auf dieses Gleichgewicht wird nun das Prinzip der virtuellen 
Geschwindigkeiten angewendet. Erteilt man jedem Knotenpunkte 
eine beliebige (virtuelle) Verschiebung, so ist die Summe der 
Arbeiten aller sich an ihm im Gleichgewichte haltenden Kräfte 
gleich Null. Dabei steht es uns frei, als virtuelle Verschiebungen 
jene anzunehmen, die der Knotenpunkt bei der zu untersuchenden 
Formänderung in Wirklichkeit erfährt. Alle in dieser Weise für 
die einzelnen Knotenpunkte gebildeten Arbeitsgleichungen denken 
wir uns addiert; wir kommen dadurch auf eine einzige Gleichung, 
die ausspricht, daß die Gesamtsumme der Arbeiten aller zum will­
kürlichen Spannungsbilde P, T gehörigen Kräfte an sämtlichen 
Knotenpunkten für jede Gestaltänderung des Trägers und daher 
auch für jene, die wir untersuchen wollen, zu Null werden muß.
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Diese Arbeitsgleichung wollen wir nun tatsächlich anschrei­
ben. Zu ihrer Vereinfachung dient dabei die Bemerkung, daß 
jede Stabspannung zwei Glieder zur Gesamtsumme aller Arbeits­

leistungen beiträgt, die sich auf einfache 
Vb Weise zu einem einzigen vereinigen lassen. 

In Abb. 153 ist irgendein Stab herausge­
zeichnet, der zwischen den Knotenpunkten 
a und b verläuft und die Ordnungsnummer i 

haben möge. Wenn die Stabspannung T. positiv ist, also eine 
Zugspannung bedeutet, haben die von dem Stabe auf seine End­
punkte übertragenen Kräfte die in der Abbildung angegebenen 
Pfeilrichtungen.

Die Endknotenpunkte a und b des Stabes i mögen nun irgend­
welche Wege t>a und b6 zurücklegen, die als unendlich klein 
gegenüber der Länge des Stabes angesehen werden können. Um 
die hierbei von T. am Knotenpunkte a geleistete Arbeit zu be­
rechnen, projizieren wir den Weg üa auf die Richtungslinie 
von Tf; die Arbeit ist dann gleich — Ti ■ v a, also negativ, wenn 
v a in die Verlängerung des Stabes fällt. Das zugehörige Glied 
am Knotenpunkte b kann ebenso gebildet werden, und im ganzen 
haben wir daher als Summe der Arbeitsleistungen der Stab­
spannung T. an beiden Knotenpunkten

Die in der Klammer stehende Summe hat aber eine einfache 
Bedeutung. Da nämlich die Knotenpunktswege als unendlich 
klein vorausgesetzt wurden, kann sich die Richtung des Stabes i 
nach Ausführung der Gestaltänderung des Trägers auch nur 
unendlich wenig von der ursprünglichen Richtung unterscheiden. 
Bis auf unendlich kleine Größen höherer Ordnung genau, kann 
daher die Projektion des Stabes in der neuen Lage auf die ur­
sprüngliche Richtung als ebenso groß angesehen werden, wie 
der Stab jetzt selbst geworden ist. Die Summe v a -f- vb gibt 
demnach an, um wieviel sich der Stab bei der Gestaltänderung 
des Trägers verlängert hat, d. h. sie ist gleich der bei der Stel­
lung der Aufgabe von vornherein gegebenen Längenänderung
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Für die Summe der zur Stabspannung Tt gehörigen Ar­
beitsleistungen bat man daher nun den einfachen, auf gegebene 
Größen zurückgeführten Ausdruck

Tt4lit
und in der gleichen Form lassen sich auch alle übrigen, von den 
Stabspannungen herrührenden Glieder der Arbeitsgleichung paar­
weise zusammenfassen.

Es bleiben noch die Arbeitsbeträge der äußeren Kräfte auf­
zustellen. Als Last kam beim Spannungsbilde P, T nur P vor, 
und der in die Richtung von P fallende Weg des Angriffspunktes 
von P bildet die vorher schon mit x bezeichnete Unbekannte, 
auf dereń Berechnung es ankommt. Die Arbeit von P ist also 
gleich Px zu setzen. Die Auflagerkräfte endlich, die durch P 
hervorgerufen werden, leisten keine Arbeit; bei den festgehalte­
nen Auflagerpunkten deshalb nicht, weil der Weg gleich Null 
ist, und bei den auf Auflagerbahnen geführten, weil der Weg 
senkrecht zur Richtung des Auflagerdruckes steht.

Die Arbeitsgleichung nimmt daher die einfache Form 
Px — ZTJl = 0

an, wobei 27 eine Summierung vorschreibt, die sich auf alle Stäbe 
des Trägers erstreckt. Setzt man noch für «dl seinen Wert aus 
Gl. (60) ein und löst nach x auf, so erhält man

* = L2 TJl-?2r8T-

Die Ausrechnung der Summe erfolgt am besten in tabellarischer 
Form, wobei man die einzelnen Produkte mit Hilfe des Rechen­
schiebers ermittelt, da die hiermit zu erzielende Genauigkeit für 
praktische Zwecke vollständig ausreicht.

Allerdings wird mit Hilfe von Gleichung (62) zunächst nur die 
Komponente der Verschiebung des ins Auge gefaßten Knotenpunktes 
in der vorher gewählten Richtung — also etwa senkrecht nach ab­
wärts — gefunden. Es steht aber nichts im Wege, das Verfahren 
noch einmal zu wiederholen, indem man die Last P hierbei in hori­
zontaler Richtung angreifen läßt. Auch zu diesem Belastungsfalle 
lassen sich die Stabspannungen T berechnen, und nachdem dies ge­
schehen ist, findet man auch die Verschiebungskomponente des Knoten-
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Punktes in der zweiten Richtung durch nochmalige Anwendung von 
Gl. (62). Durch beide Verschiebungskomponenten wird dann die Ge­
samtverschiebung des Knotenpunktes nach Richtung und Größe voll­
ständig bekannt.

Wenn man für eine größere Zahl von Knotenpunkten die Ver­
schiebungen angeben soll, wird freilich die immer wieder von neuem 
erforderliche Durchführung der ganzen Rechnung sehr umständlich. 
Das Verfahren ist dann nicht mehr recht brauchbar, und man ersetzt 
es besser durch ein anderes, das wir in § 51 kennen lernen werden.

§ 50. Der Maxwellsche Satz von der Gegenseitigkeit 
der Verschiebungen.

Man betrachte zwei Knotenpunkte I und 77 irgendeines sta­
tisch bestimmten Trägers, z. B. des in nebenstehender Abbildung

gezeichneten. Man denke sich 
zuerst den Träger im Knoten­
punkte I durch die beliebig 
gerichtete Kraft Q belastet, 
und später, nachdem die Last 
Q wieder entfernt ist, die in 
irgendeiner Richtung gehende 
Last P am Knotenpunkte II 

aufgebracht. Die Spannungsbilder und die Formänderungen des 
Trägers sind in beiden Belastungsfällen sonst völlig voneinander 
verschieden. In einer Hinsicht besteht aber zwischen beiden 
Formänderungen eine sehr merkwürdige Übereinstimmung, die 
durch den von Maxwell aufgestellten Satz von der Gegenseitig­
keit der Verschiebungen ausgesprochen wird.

Wenn nämlich die Last Q am Knotenpunkte 7 angreift, ver­
schiebt sich der Knotenpunkt II in irgendeiner Richtung. Wir 
wollen uns aber jetzt nur um jene Komponente der Verschiebung 
von II kümmern, die in die für P gewählte Richtungslinie fällt: 
Diese wird durch die rechtwinklige Projektion des Verschiebungs­
weges von II auf die Richtungslinie von P angegeben. Ebenso 
wollen wir umgekehrt, wenn nur die Last P am Knotenpunkte II 
angreift, die Komponente der Verschiebung des Knotenpunktes 7 
in der für Q festgesetzten Richtung ins Auge fassen. Der

riF

zv.rj>
Abb. 154.



Satz von Maxwell sagt nun aus, daß die beiden ange­
gebenen Verschiebungen gleich groß sind, falls auch 
die Lasten P und Q von gleicher Größe sind.

Um den Satz zu beweisen, berechnen wir zunächst die Ver­
schiebung von II in der Richtung von P unter dem Einflüsse 
der Last Q nach dem im vorigen Paragraphen auseinandergesetz­
ten Verfahren. Dies geschieht, indem wir die Spannungen 8 
berechnen, die von der Last Q in den Stäben des Trägers her­
vorgerufen werden, und hierauf auch eine Kraft P am Knoten­
punkte II in jener Richtung anbringen, für die wir die Ver­
schiebung bestimmen wollen, und die von dieser in den Stäben 
hervorgerufenen Spannungen T berechnen. Bezeichnen wir dann 
die gesuchte Verschiebung des Knotenpunktes II unter dem 
Einflüsse der Last Q mit x, so finden wir, da alle Bezeichnungen 
in der gleichen Bedeutung wiederkehren, x einfach nach der 
Gleichung (62)

Ebenso können wir auch die Verschiebung y des Knoten­
punktes 1 in der Richtung von Q unter dem Einflüsse der Last P 
berechnen. Es ist dazu nicht nötig, nochmals neue Kräftepläne 
zu zeichnen. Denn die Stabspannungen S', die jetzt unter der 
Last P in Wirklichkeit zustande kommen, stimmen genau mit 
den Spannungen T überein, die zu der vorher nur willkürch und 
in Gedanken aufgebrachten Last P berechnet wurden. Ebenso 
können wir die vorher wirklich vorhandene Last Q und das ihr 
zugehörige Spannungsbild S jetzt in demselben Sinne als will­
kürlich hinzugedachtes Spannungsbild gebrauchen, wie es nach 
dem Maxwell-Mohrschen Verfahren vorgeschrieben ist. Wir wol­
len dies dahin ausdrücken, daß die Spannungen T' — wie wir 
sie zur Herstellung einer Übereinstimmung mit der früher ge­
brauchten Bezeichnung nennen können — gleichbedeutend mit 
den Spannungen S des vorher betrachteten Belastungsfalles sind.

Die Anwendung von Gl. (62) auf die durch die Last P ver­
ursachte Formänderung des Trägers liefert nun, wenn wir diese 
Übereinstimmungen beachten,
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Dabei zeigt sieb, daß die in den Ausdrücken für x und y 
vorkommenden Summen einander gleich sind. Man bat daher
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Q (63)
y p

oder, um auf die einfachste Form des Satzes zu kommen, 
x = y für P = Q.

Die Leser des dritten Bandes wissen, daß der Satz nicht auf sta­
tisch bestimmte Fachwerkträger beschränkt ist, sondern daß er für 
beliebig gestaltete Körper oder Verbände von Körpern gilt, die dem 
Hookeschen Gesetze von der Verhältnisgleichheit zwischen Form­
änderungen und Spannungen gehorchen. Es schien aber nützlich, 
hier einen von dem dort gegebenen ganz abweichenden Beweis des 
Satzes vorzuführen, der sich unmittelbar auf Fachwerkträger bezieht, 
weil in der Folge von dem Satze gerade in dieser Form noch ein 
wichtiger Gebrauch gemacht werden wird.

§ 51. Der Yerschiebungsplan.
Die schon in § 49 behandelte Aufgabe, die Verschiebungen 

der Knotenpunkte eines Trägers zu ermitteln, die zu gegebenen 
Längenänderungen z11 der Fachwerkstäbe gehören, kann auch 
durch Zeichnung gelöst werden. Die Lösung läßt sich auf die 
wiederholte Lösung einer einfacheren Aufgabe zurückführen, die v. 
sich wie folgt aussprechen läßt:

Man kennt bereits die Verschiebungen von zwei 
Ecken eines Stabdreiecks und überdies die Längen­
änderungen der zu diesem Dreiecke gehörigen Stäbe; 
man soll die Verschiebung der dritten Ecke bestimmen.

Um zur Lösung zu gelangen, wollen wir zunächst von dem 
Umstande absehen, daß die Knotenpunktswege sehr klein im 
Verhältnisse zu den Stahlängen sind. In diesem Falle gelingt 
die Lösung schon mit den einfachsten Hilfsmitteln, wie aus 
Abb. 155 zu erkennen ist. In dieser Abbildung sind I, II, III 
die ursprünglichen Lagen der Knotenpunkte des Stabdreieckes, 
und die zwischen ihnen gezogenen Linien geben die Stäbe vor 
der Formänderung an. Gegeben sind nach Voraussetzung die 
Verschiebungen 0/ und t)II der Knotenpunkte I und II, und da-



mit haben wir auch, wenn wir diese Strecken abtragen, die Lagen 
T und TT dieser Knotenpunkte nach der Formänderung.

Um auch die neue Lage I1T des Punktes III zu erhalten, 
brauchen wir nur von T und IT aus 
zwei Kreisbögen mit den jetzt zutref­
fenden Längen der Verbindungsstäbe 1 \
und 2 zu schlagen. Der Schnittpunkt x\f 
liefert IIT, und die Verbindungslinie 
von III nach IIT die gesuchte Ver­
schiebung Ö//j.

Wir wollen aber, um auf eine Vor­
schrift zu kommen, die sich auch für den 
Fall sehr kleiner Knotenpunktswege mit 
hinreichender Genauigkeit ausführen 
läßt, anstatt dessen zunächst die ursprüngliche Länge des Sta­
bes 2 von T aus, und zwar in der ursprünglichen Richtung des 
Stabes 2 abtragen. Wir kommen dadurch auf den Punkt a. Dann 
tragen wir die Längenänderung z/Z2 des Stabes 2 von a aus ab, 
gleich ab. In der Abbildung ist angenommen, daß sich der 
Stab 2 verlängere; im anderen Falle wäre ab in entgegengesetz­
ter Richtung von a aus abzutragen. Erst durch den so gewonne­
nen Punkt b ziehen wir nun den Kreisbogen vom Mittelpunkte T 
aus. Wie man sieht, handelt es sich bei dieser Vorschrift nur 
um ein genauer umschriebenes Verfahren, wie die Länge des Sta­
bes 2 nach der Formänderung in die Zeichnung eingetragen 
werden soll.

Hierauf verfahren wir ebenso mit dem Stabe 1. Dessen ur­
sprüngliche Länge wird von IT aus in der ursprünglichen Rich­
tung abgetragen, wodurch wir zum Punkte c gelangen, worauf 
die Längenänderung = cd von c aus auf dieser Linie ange­
setzt wird. In der Abbildung ist angenommen, daß sich der 
Stab 1 verkürzt habe. Durch den auf diese Weise gefundenen 
Punkt d legen wir hierauf den Kreisbogen dllT vom Mittel- 
Punkte IT aus. Der Schnittpunkt beider Kreisbögen liefert den 
Punkt IIT.

Der wirklichen Ausführung des bis dahin beschriebenen Ver-
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fahrens steht freilich das Hindernis im Wege, daß die Knoten­
punktswege und die Änderungen der Stablängen so klein sind, 
daß sich das Dreieck Y II' IIY vom Dreiecke I II III kaum 
oder gar nicht auseinander halten läßt. Die Schwierigkeit besteht 
jedoch nur darin, daß in der Zeichnung neben sehr kleinen 
Strecken auch sehr viel größere Strecken Vorkommen. Denn so 
klein auch die Knotenpunktswege und die Stabverlängerungen 
sein mögen: bei einer passenden Wahl des Maßstabes lassen sie 
sich doch in zweckmäßiger Größe auftragen. Die Stablängen selbst 
kann man dann freilich nicht in dieselbe Zeichnung aufnehmen. 
Dies ist aber auch gar nicht nötig. Man denke sich nämlich den 
durch die Linie mm abgegrenzten Teil der Figur in der Um­
gebung des Knotenpunktes III von dem Reste abgeschnitten. 
Schon dieser Abschnitt der Figur genügt vollständig, um den 
Knotenpunktsweg von III zu ermitteln. Man kann nämlich 
diesen Teil der ganzen Figur in einem beliebigen Maßstabe auf­
tragen, ohne dazu den sehr viel größeren Rest nötig zu haben. 
Zugleich sind alle Strecken in diesem Teile klein von der Ord­
nung der Knotenpunktswege und der Stab Verlängerungen, so 
daß kein Hindernis besteht, den Maßstab so zu wählen, daß alle 
Strecken eine für das Aufträgen oder Abmessen mit dem Zirkel 
bequeme Größe erlangen.

Freilich braucht man eigentlich streng genommen die Punkte/' 
und II', um von ihnen aus die Kreisbögen von b und d nach 
IIY zu schlagen. Aber gerade der Umstand, daß die Knoten­
punktswege sehr klein im Verhältnisse zu den Stablängen sind, 
der uns zuerst störend im Wege stand, hilft uns jetzt zur Über­
windung dieser Schwierigkeit. Ein kleiner Kreisbogen, der zu 
einem großen Halbmesser gehört, kann nämlich genau genug 
als geradlinig angenommen werden. Die Richtung der das Bo­
genelement ersetzenden Strecke muß natürlich senkrecht zum 
Halbmesser stehen, und dessen Richtung ist in dem Abschnitte 
der Figur ohnehin schon durch die Strecke ab bzw. cd ver­
treten.

In Abb. 156 ist der in Frage kommende Teil von Abb. 155 
noch einmal besonders herausgezeichnet. Man überzeugt sich



leicht, daß dieser Teil für sich gezeichnet werden kann, ohne 
daß man zuvor Abb. 155 entworfen zu haben braucht. Von 
einem beliebigen Punkte, der hier der Übereinstimmung mit 
Abb. 155 wegen mit 111 bezeichnet ist, den man m v 
aber sonst den Pol des Verschiebungsplanes nennt, 
trage man zunächst die gegebenen Knotenpunkts- 
wege ü/ und ü// in einem passend gewählten Maßstabe 'H. 0 
ab. Dadurch erhält man die vorher mit a und c be­
zeichnten Punkte. Hieran schließen sich die Stabverlängerungen 

und z//2, die parallel zu den gegebenen Stabrichtungen zu 
ziehen sind. Hiermit hat man die Punkte d und b, und es fehlen 
nur
diese wirklich als Kreisbögen gezogen werden, weil diese Ab­
bildung aus Abb. 155 losgetrennt war, in der die Knotenpunkts­
wege von gleicher Größenordnung mit den Stablängen ange­
nommen wurden. Hiermit hängt es auch zusammen, daß wir 
beim Übergange von Abb. 155 zu Abb. 156 keine Veranlassung 
hatten, den Maßstab zu vergrößern. In jenen Fällen, für die man 
die Verschiebungspläne tatsächlich zu bilden hat, ist aber Abb. 156 
in weit größerem Maßstabe als Abb. 155 zu zeichnen, und die 
Kreisbögen bllT und dllT gehören dann zu Halbmessern von 
vielen Metern Länge. Es genügt dann, bill' als gerade 
Linie senkrecht zu ab und ebenso dllT senkrecht zu cd zu 
ziehen. Die Verbindungslinie vom Pole des Verschiebungsplanes 
zum Schnittpunkte III' der beiden Geraden gibt die gesuchte 
Verschiebung 0/// des Knotenpunktes III nach Größe und Rich­
tung an.

Die einfachere Aufgabe, die wir uns zunächst stellten, ist 
hiermit gelöst, und es bleibt nur noch zu zeigen, wie man durch 
wiederholte Anwendung desselben Verfahrens auch die zu ge­
gebenen Stabverlängerungen gehörenden Knotenpunktsverschie­
bungen in einem beliebigen „einfachen“ Fachwerkträger ermitteln 
kann. Hierzu bemerke ich, daß es für die Herstellung des Ver­
schiebungsplanes gleichgültig ist, ob der Träger statisch bestimmt 
oder unbestimmt ist, falls man nur die Verlängerungen aller 
Stäbe bereits kennt. Man kann hierbei die überzähligen Stäbe
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noch die Kreisbögen b III' und dlll'. In Abb. 156 mußten



ganz unberücksichtigt lassen. Dann muß sich von selbst zeigen, 
daß die Verlängerungen der überzähligen Stäbe mit den im Ver­
schiebungsplane gefundenen Wegen ihrer Endknotenpunkte in 
Übereinstimmung stehen.

In Abb. 157 a ist ein Balkenträger gezeichnet, von dem die 
durch Schattenstriche hervorgehobenen Stäbe gedrückt, die an­
deren gezogen sein sollen. Die Stabspannnngen sollen durch 
Zeichnen eines Kräfteplanes, und die Stabverlängerungen z/Z 
nach Gl. (60) bereits berechnet sein.

Den Verschiebungsplan zeichnet man nebenan als besondere 
Figur (Abb. 157 b), so etwa wie einen Kräfteplan. Der Pol, von 
dem aus die Knotenpunktswege nach Größe und Richtung auf­
zutragen sind, ist in der Abbildung mit dem Buchstaben 0 be­
zeichnet. Die Stabverlängerungen, die in passender Vergrößerung 
angegeben wurden, sind durch ausgezogene kleine Strecken dar­
gestellt und nur mit den Nummern der zugehörigen Stäbe be­
zeichnet. Die gestrichelten Linien des Verschiebungsplanes 
bilden den Ersatz für die in den vorhergehenden Auseinander­
setzungen besprochenen Kreisbögen.

Beim Anfänge stößt man auf eine kleine Schwierigkeit. Man 
beginnt nämlich vom festen Auflager punkte I her. Nun weiß 
man zwar, daß dessen Verschiebung gleich Null ist. Von den 
Verschiebungen der beiden anderen E*cken II und III des ersten 
Stabdreieckes I, II, II weiß man aber noch nichts. Es fehlt also 
hier eine der Voraussetzungen, von denen wir bei der Lösung 
der einfacheren Aufgabe für das Stabdreieck ausgingen.

Man hilft sich damit, daß man die ganze Aufgabe in zwei 
Teile zerlegt, die man nacheinander erledigt. Man denkt sich 
nämlich mit dem Träger zunächst nur die Änderung der Gestalt 
vorgenommen, während man die Lage, in die er dabei übergeht, 
einstweilen als gleichgültig betrachtet. Die Lage, die der Träger 
tatsächlich einnimmt, wird durch die Auflagerbedingungen vor­
geschrieben. Nun kann man zwar die dem festen Auflagerpunkte 
vorgeschriebenen Bedingungen sofort verwerten, indem man 
seinen Knotenpunktsweg gleich Null setzt. Die Auflagerbe­
dingung am anderen Ende, durch die der Knotenpunkt VII auf
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seiner horizontalen Auflagerbahn gehalten wird, läßt sich aber 
von Anfang an nicht benutzen, wenn man den Verschiebungsplan 
vom linken Trägerende her beginnt. Man sieht daher von der 
Erfüllung dieser Auflagerbedingung einstweilen ganz ab und 
denkt sich den Träger, nachdem er die ihm auferlegte Gestalt­
änderung erfahren hat, in irgendeiner anderen Lage gegeben.

Diese ganz willkürlich auszuwählende Lage kann z. B. da­
durch näher bezeichnet werden, daß man sich die Richtung des 
Stabes 1 festgehalten denkt. In diesem Falle muß sich der 
Knotenpunkt II in horizontaler Richtung verschieben.

Hiermit ist — freilich unter Aufopferung der unmittelbaren 
Erreichung des gesteckten Zieles — die vorher erwähnte Schwie­
rigkeit beim Anfänge des Verschiebungsplanes gehoben. Wir 
tragen die Längenänderung z/Zx oder kurz 1 des Stabes 1 vom 
Pole des Verschiebungsplanes horizontal nach rechts hin ab. Der 
Stab ist nämlich nach Voraussetzung gezogen, und der Knoten­
punkt II entfernt sich daher von I, d. h. er bewegt sich nach 
rechts hin. An den Endpunkt der Strecke 1 schreiben wir II.

Nun steht der Bestimmung des Verschiebungsweges von III 
nach dem vorher besprochenen Verfahren kein Hindernis mehr 
im Wege. Wir tragen von II aus zll3 nach links oben hin ab, 
da der Stab gezogen ist, der Knotenpunkt III sich also infolge 
der Stab Verlängerung von II entfernt, d. h. nach links oben hin 
bewegt. Ebenso tragen wir von 0 aus nach links unten hin 
ab, weil Stab 2 gedrückt ist, sich also verkürzt. Die durch die 
Endpunkte von und zll3 gezogenen Senkrechten, die zum 
Ersätze der betreffenden Kreisbögen dienen, schneiden sich im 
Punkte III (entsprechend dem Punkte III' nach der Bezeich­
nung in Abb. 156) des Verschiebungsplanes. Die Strecke vom 
Pole 0 nach III gibt den Verschieb ungs weg des Knotenpunk­
tes III an für den Übergang des Trägers in seine neue Gestalt, 
aber freilich nicht zugleich in die richtige Lage, sondern in die 
anstatt deren willkürlich gewählte.

Nachdem III im Verschiebungsplane gefunden ist, sucht 
man den Punkt IV auf. Dieser Knotenpunkt ist durch die 
Stäbe 4 und 6 an III und II angeschlossen. Die Verschiebungs-
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wege von III und II sind schon im Verschiebungsplane ent­
halten. Wir brauchen also nur an III die Stabverlängerung zll4 
und z/Z6 an II anzutragen und durch die Endpunkte dieser 
Strecken Senkrechte zu ziehen, um IV zu erhalten. Hierbei ist 
darauf zu achten, daß die Stäbe 4 und 6 nach Voraussetzung ge­
drückt sind, daß sich also IV den Knotenpunkten II und III 
nähert. Demnach ist die Strecke 4 von III aus nach links hin, 
6 von II aus nach links unten hin abzutragen gewesen.

In derselben Weise findet man dann auch der Reihe nach 
die Punkte V, VI und VII des Verschiebungsplanes. Man tut 
zwar gut, sich jeden Schritt, der hierzu führt, wieder im einzel­
nen zu überlegen und dabei namentlich auf den Sinn zu achten, 
in dem die zll jedesmal anzuschließen sind. Es ist aber nicht 
nötig, die Beschreibung fortzusetzen, da dabei immer nur von 
neuem dieselben Worte zu wiederholen wären.

Nachdem man bis zum rechten Auflagerpunkte VII gelangt 
ist, zeigt sich, daß man mit der willkürlichen Annahme, der Stab 1 
ändere seine Richtung nicht, von der man ausgegangen war, nicht 
das Rechte getroffen hat. Darum werden aber unsere Ergebnisse 
noch nicht wertlos; sie bedürfen nur einer Verbesserung, die 
leicht an ihnen anzubringen ist.

Jedenfalls haben wir nämlich Knotenpunktsverschiebungen 
gefunden, die, wenn sie wirklich vorgenommen werden, den 
Träger in jene Gestalt überführen, die er infolge der Stab Ver­
längerungen tatsächlich annimmt. Wir brauchen also nur noch 
eine Lagenänderung ohne Gestaltänderung vorzunehmen, näm­
lich den Träger nachträglich um den festen Auflagerpunkt I 
so lange zu drehen, bis der andere Auflagerpunkt Vll in die 
ihm vorgeschriebene Auflagerbahn gelangt. Hierbei beschreibt 
VII einen Kreisbogen, dessen Mittelpunkt I ist. Da dieser Kreis­
bogen aber nur sehr klein im Verhältnisse zum Halbmesser ist, 
genügt es, ihn im Verschiebungsplane durch eine gerade Strecke 
zu ersetzen, die zur Richtung des Halbmessers von I nach VII 
senkrecht steht. Diese Strecke ist in Abb. 157 b mit a bezeich­
net; sie reicht vom Punkte VII bis zu der durch den Pol 0 
gezogenen Horizontalen.

Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl.
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Erst die Linie 0V1T gibt den wahren Verschiebungsweg 
des Knotenpunktes VII nach Größe und Richtung in dem ge­
wählten Maßstabe an. Aus der Figur folgt, daß dieser Weg 
gleich der Summe der Stab Verlängerungen z/Z17 und z/Z9 ist.
Dies war auch von Anfang an vorauszusehen, da sich VII von 
dem festen Auflager um den Betrag der elastischen Dehnung des 
ganzen Untergurtes entfernen muß.

Beim Zurückdrehen des seiner Gestalt nach unveränderlichen 
Trägers aus der zuerst willkürlich gewählten Lage in jene, die 
er in Wirklichkeit einnehmen muß, beschreiben auch alle ande­
ren Knotenpunkte Kreisbögen um I als Mittelpunkt. Auch die 
hierdurch bedingten Verschiebungswege können wegen ihrer 
Kleinheit (im Verhältnisse zu den Halbmessern) durch gerade 
Linien im Verschiebungsplane ersetzt werden, die zu den aus 
der Trägerfigur in Abb. 157 a zu entnehmenden Halbmesserrich­
tungen senkrecht stehen. Um ihre Größen zu finden, bedenke 
man, daß alle diese Kreisbögen zu gleichen Zentriwinkeln ge­
hören, nämlich jeder zu einem Zentriwinkel, der gleich der 
Drehung ist, die wir mit der unveränderlichen Trägerfigur vor­
nehmen müssen, um VII auf seine Auflagerbahn zurückzuführen. 
Die bei der Drehung zurückgelegten Wegestrecken verhalten sich 
daher wie die Halbmesser der Kreisbögen, und da der Weg von 
VII bereits gleich der Strecke a gefunden ist, können auch die 
Längen der übrigen Wege sofort ermittelt werden.

Man trage etwa, wie es in Abb. 157 a geschehen ist, die 
Strecke a nach abwärts auf, schlage die Entfernung der einzel­
nen Knotenpunkte von I auf die Horizontale durch I herab und 
ziehe von da aus Parallelen zu a. Aus der Zeichnung lassen sich 
dann die Größen der Verschiebungswege der zugehörigen Knoten­
punkte ohne weiteres entnehmen.

Man braucht jetzt nur noch die nach Richtung und Größe 
bekannten Verschiebungswege an die zugehörigen Punkte des 
Verschiebungsplanes anzusetzen, um sofort zu jenen Punkten zu 
gelangen, deren Lage zum Pole die wahre Verschiebung nach 
Größe und Richtung angibt. Um die Deutlichkeit der Figur 
nicht zu beeinträchtigen, ist dies in Abb. 157b selbst nicht aus­
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geführt worden. Vielmehr sind die richtigen Lagen der Punkte 
im Verschiebungsplane in Abb. 157 c besonders herausgezeichnet 
worden. Eigentlich hat man sich Abb. 157 c mit Abb. 157 b 
einer einzigen Figur übereinander gedeckt vorzustellen, so näm­
lich, daß sich die Pole 0 in beiden Abbildungen decken.

Im übrigen ist das Verfahren noch mancher Abänderungen fähig. 
Es ist z. B. nicht nötig, beim Aufträgen des Verschiebungsplanes vom 
festen Auflager her zu beginnen. Man kann sich auch irgendeinen 
Knotenpunkt in der Mitte und einen von ihm ausgehenden Stab der 
Richtung nach vorläufig festgehalten denken und von hier aus den 
Verschiebungsplan nach beiden Seiten hin zeichnen. Dann findet man 
freilich, daß keiner der Auf lagerpunkte die ihm vorgeschriebenen Auf­
lagerbedingungen erfüllt. Durch Drehung um einen Pol, dessen Lage 
leicht zu ermitteln ist, kann man aber nachträglich den seiner Gestalt 
nach bereits veränderten und während der Drehung daher unveränder­
lichen Träger in jene Lage zurückbringen, die durch die Auflager­
bedingungen vorgeschrieben ist.

Dieses Verfahren hat den Vorzug vor dem vorher beschriebenen, 
daß der Verschiebungsplan einen kleineren Umfang annimmt, und daß 
man daher bei einem gegebenen Raume der Zeichenfläche den Maß­
stab für das Aufträgen der Stabverlängerungen und der Verschie­
bungen größer wählen kann, wodurch die Genauigkeit erhöht wird. 
Man bemerkt nämlich schon an dem einfachen Beispiele, das vorher 
behandelt wurde, daß der Raum, den der Verschiebungsplan einnimmt, 
in immer stärkerem Verhältnisse anwächst, je weiter man vorschreitet.

Ferner steht es auch frei, die einzelnen Vielecke, aus denen sich 
der Verschiebungsplan zusammensetzt, in die Trägerfigur selbst ein­
zutragen, so daß an jedem Knotenpunkt jenes Vieleck angesetzt wird, 
das vorher dazu diente, die Lage des dem Knotenpunkte entsprechen­
den Punktes des Verschiebungsplanes aufzusuchen. Mancher wird 
dieses Verfahren vielleicht für anschaulicher halten, und es soll daher 
durch eine besondere Figur, die sich ebenfalls auf das vorher behan­
delte Beispiel bezieht, erläutert werden.

Zugleich sind hierbei noch einige Abänderungen getroffen, die sich 
unter diesen Umständen als zweckmäßig erweisen. Die Knotenpunkts­
verschiebungen sind in Abb. 158 von jedem Knotenpunkte aus in ver­
größertem Maßstabe abgetragen und in der Zeichnung durch starke 
Striche hervorgehoben. Zuerst trägt man ü/7 vom Knotenpunkte II 
aus in beliebiger Richtung ab, indem man nur dafür sorgt, daß die 
Horizontalkomponente von gleich A^ (in der Abbildung AL ge­
schrieben) ist. Dann projiziert man t)7/ auf die Richtung von 3 und 
trägt die Projektion t)'H von III aus in gleicher Richtung auf 3 ab.

zu
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Wenn der Stab III seine Länge nicht änderte, müßte der Knoten­
punkt III nach der Verschiebung auf der durch den Endpunkt von 
t)'ii gezogenen Senkrechten liegen.^ Da aber 3 gezogen ist und sich 
verlängert, muß die Projektion von III einen größeren Abstand von 
der Projektion von II auf die Richtung von 3 haben. Man hat daher 
A3 vom Endpunkte von p'// aus nach dem Knotenpunkte III hin ab­
zutragen und durch den Endpunkt eine Senkrechte zu ziehen, auf der 
der Endpunkt der Verschiebung b/// enthalten sein muß. Ferner 
nähert sich der Knotenpunkt III dem festen Auflagerpunkte I wegen 
der Verkürzung des Stabes 2. Man trägt daher A/2 von III aus 
nach I hin ab und zieht durch den Endpunkt eine Senkrechte zur 
Stabrichtung. Der Schnittpunkt von ihr mit der vorigen Senkrechten 
liefert den Endpunkt der Verschiebung b///.

Um zur Verschiebung des Knotenpunktes IV zu gelangen, der 
mit II und III durch die Stäbe 6 und 4 verbunden ist, projiziert

y/\
✓

IV/!V* !0 yjir *
a*

K ,c.n‘s ?3 If/o :if Jvn
^ 3V .V/VAf a7^\

Abb. 158.

man zunächst b// und b//r auf die Richtungen der Verbindungsstäbe 6 
und 4. Die beiden Projektionen trägt man am Knotenpunkte 1V im 
gleichen Sinne auf den Stabrichtungen ab. Hätten sich die Längen 
der Verbindungsstäbe nicht geändert, so müßte der Knotenpunkt IV 
nach der Formänderung auf den durch die Endpunkte jener Strecken 
gezogenen Senkrechten liegen. Um auch die Längenänderungen zu 
berücksichtigen, tragen wir A4 an die eine Strecke nach links hin, 
A6 an die andere nach links unten hin an, weil die Stäbe 4 und 6 
nach Voraussetzung gedrückt sind und der Knotenpunkt IV sich daher 
den Knotenpunkten II und III nähert. Wenn wir jetzt Senkrechten 
zu den Stabrichtungen an den Endpunkten von A4 und A6 errichten, 
erhalten wir als Schnittpunkt die neue Lage des Punktes IV oder 
mit anderen Worten den Endpunkt des Verschiebungsweges b/r- 

In derselben Weise kann man bis zum Ende hin fortfahren. Sollte 
man die zuvor willkürlich gewählte Richtung von b// zufällig gerade 
richtig getroffen haben, so müßte sich dies darin zeigen, daß die
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Verschiebung tivii des rechten Auflagerpunktes horizontal ausfiele. 
Im allgemeinen wird dies aber nicht zutreffen. Man muß daher nach­
träglich noch um I zurückdrehen, bis VII in die horizontale Auf­
lagerbahn gelangt. Dies kann wieder so wie vorher ausgeführt werden. 
Man setzt an den Endpunkt jeder Strecke 0 den bei der Drehung 
beschriebenen Weg an. Freilich darf man hierbei nicht etwa wirklich 
einen Kreisbogen aus dem Punkte I schlagen. Da alle Stabverlänge­
rungen und Knotenpunktswege in viel größerem Maßstabe über die 
in kleinem Maßstabe gezeichnete Trägerfigur gedeckt sind, lassen sich 
die Teile des Verschiebungsplanes nicht in unmittelbare Beziehung 
zu den Teilen dpr Trägerfigur setzen. Jener Punkt /, von dem aus 
man den Kreisbogen zu ziehen hätte, liegt vielmehr viel weiter ab, 
so wie es der Maßstah des Verschiebungsplanes im Gegensätze zum 
Maßstabe der Trägerfigur erfordert. Man ersetzt daher, wie schon 
früher, den Kreisbogen durch eine zum Radius senkrecht gezogene 
Gerade. Die Richtung des Radius wird hierbei durch die vom Knoten­
punkte I der Trägerfigur gezogene Verbindungslinie richtig ange­
geben. — Um die Deutlichkeit der Figur nicht durch Hinzufügung 
weiterer Linien zu beinträchtigen, ist von der Ausführung der Zurück­
drehung in Abb. 158 abgesehen worden.

§ 52. Die Stabspannungen im einfach statisch 
unbestimmten Träger.

Wenn ein Stab oder eine Auflagerbedingung überzählig ist, 
gibt es zu jedem Belastungsfalle unendlich viele Spannungsbilder. 
Denkt man sich nämlich den überzähligen Stab oder die über­
zählige Auflagerbedingung entfernt und bringt dafür an den 
Endpunkten das Stabes oder an dem Auflagerpunkte äußere 
Kräfte von beliebiger Größe an, so wie sie von dem Stabe oder 
durch den Auflagerzwang ausgeübt werden könnten, so sind 
dadurch die Spannungen in dem übrigbleibenden statisch be­
stimmten Träger eindeutig bestimmt. Da man aber die Größe 
der Stabspannung des überzähligen Stabes oder der überzähligen 
Auflagerkomponente beliebig wählen kinn, hat man im ganzen 
Träger unendlich viele Spannungsbilder, die vom Standpunkte 
der Mechanik des materiellen Punktes oder des starren Körpers 
aus alle gleich möglich sind.

Von allen diesen verschiedenen Spannungszuständen kann 
aber nur einer wirklich zustande kommen, und um ihn unter



allen möglichen herauszufinden7 bedarf es noch einer über die 
Lehren der Mechanik starrer Körper hinausreichenden Kenntnis 
über das Verhalten des Trägers gegenüber aufgebrachten Lasten. 
Hierzu verhilft uns die Lehre von den elastischen Formänderun­
gen. Wenn der Stoff, aus dem die Stäbe angefertigt sind, das 
Hookesche Gesetz befolgt, hört jede Unbestimmtheit auf, und die 
Stabspannungen können in eindeutiger Weise berechnet werden.

Wenn diese Berechnung nur für einen einzelnen Belastungs­
fall erforderlich ist, führt die Anwendung des bereits in § 49 
besprochenen Maxwell-Mohrschen Verfahrens, das sich auf die 
jetzt vorliegende Aufgabe leicht übertragen läßt, am schnellsten 
zum Ziele. Man denke sich nämlich irgendeinen Stab entfernt, 
der als der überzählige betrachtet werden kann. Der übrigblei­
bende statisch bestimmte Rest des Trägers möge als das „Haupt- 
netz“ bezeichnet werden. Wir berechnen zunächst die Spannun­
gen, die im Hauptnetze unter den gegebenen Lasten auftreten 
müßten, wenn der überzählige Stab wirklich fehlte. Dies ist 
nach den Lehren der früheren Abschnitte stets möglich, da das 
Hauptnetz nach Voraussetzung einen statisch bestimmten Trä­
ger bildet. Man wird also etwa einen Kräfteplan zeichnen, den 
wir den Kräfteplan T nennen wollen. Die aus ihm entnommene, 
zu irgendeinem Stabe mit der Ordnungsnummer i gehörige Stab­
spannung sei mit T{ bezeichnet. Auch das Spannungsbild T ge­
hört zu jenen, die wir für den ganzen statisch unbestimmten 
Träger vorher als möglich hingestellt hatten; es ist jenes, bei 
dem die Spannung des überzähligen Stabes willkürlich gleich 
Null gesetzt ist.

Hierauf betrachte man das Hauptnetz unter der Annahme, 
daß alle äußeren Lasten entfernt sind, während an den Endpunk­
ten des überzähligen Stabes willkürlich Lasten angebracht wer­
den, die gleich der Lasteinheit sind und jene Richtung haben 
wie eine vom überzähligen Stabe auf seine Endpunkte ausgeübte 
Zugspannung. Diesem Belastungsfalle entsprechen Spannungen 
in den Stäben des statisch bestimmten Hauptnetzes, die sich eben­
falls auf bekannte Art leicht ermitteln lassen. Man wird hierzu 
einen neuen Kräfteplan zeichnen, den wir den Kräfteplan u nen­
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nen wollen. Die im Stabe i jetzt auftretende Spannung sei mit 
Uf bezeichnet. Wirkt ferner längs der Richtungslinie des über­
zähligen Stabes nicht eine Zugspannung von der Lasteinheit, 
sondern eine Spannung beliebigen Vorzeichens vom Werte X, 
so entsprechen ihr im Hauptnetze die Spannungen uX.

Aus den beiden Spannungsbildern T und u X lassen sich nun 
auch alle anderen zusammensetzen, die den Gleichgewichtsbedin­
gungen an allen Knotenpunkten genügen. Es muß sich also auch 
jenes darunter befinden, das wir suchen und das mit dem Buch­
staben S bezeichnet werden soll. Es wird sich nur darum han­
deln, der hierbei allein noch yorkommenden Unbekannten X 
den richtigen Wert zu erteilen. Die wahre Spannung im 
Stabe i wird sich also in der Form

Si = Tt + UiX (64)
darstellen lassen.

Die elastische Längenänderung des Stabes i folgt hier­
aus mit Benutzung der in Gl. (59) und (60) S. 292 eingeführten 
Stabkonstanten r zu

4\ - rA = r,(T, + u,Z).

Um die Unbekannte X zu berechnen, wenden wir, wie schon 
in § 49, das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten an. Wir 
beziehen diesen Satz auf irgendein Spannungsbild von der Art u. 
Da es aber nicht nötig ist, gerade das Spannungsbild u selbst 
zu nehmen, wollen wir, um dies klarer hervortreten zu lassen, 
annehmen, daß im überzähligen Stabe irgendeine Spannung C 
— also etwa eine Montierungsspannung — auftrete, die im Stabe i 
eine Spannung Cu{ zur E'olge hat. Außere Lasten, abgesehen von 
Auflagerkräften, die dadurch hervorgerufen werden können, kom­
men in diesem Spannungsbilde nicht vor.

Die Spannungen Cu stehen also an allen Knotenpunkten 
unter sich, oder an den Auflagerpunkten mit den dort auftreten­
den Auflagerkräften im Gleichgewichte. Denken wir uns den 
Knotenpunkten, also den Angriffspunkten dieser Kräfte, beliebige 
(virtuelle) Verschiebungen erteilt, so ist die Summe der von 
ihnen geleisteten Arbeiten gleich Null. Wir denken uns, wie schon

(65)
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bei der früheren ähnlichen Betrachtung in § 49, diese Arbeits­
gleichung für jeden Knotenpunkt angeschrieben und hierauf alle 
Gleichungen addiert. Dabei können wir wieder je zwei Glieder, 
die sich auf dieselbe Stabspannung beziehen, zu einem Gliede 
von der Form — Cu • A l vereinigen.

Hierbei ist es zunächst gleichgültig, welche virtuellen Ver­
schiebungen wir voraussetzen wollen, wenn nur AZ im vorher­
gehenden Ausdrucke die dazu gehörige Stabverlängerung angibt. 
Es steht uns aber jedenfalls auch frei, jene Knotenpunktswege 
als die virtuellen Verschiebungen anzusehen, die bei der Form­
änderung des statisch unbestimmten Trägers unter dem Ein­
flüsse der gegebenen Lasten in Wirklichkeit zustande kommen. 
Die hierbei auftretenden Stab Verlängerungen sind durch Gl. (65) 
— abgesehen von der darin noch vorkomm enden Unbekannten 
X — bereits festgestellt. Wir können also die von den Stabspan­
nungen herrührenden Glieder der Arbeitsgleichung ohne weite­
res anschreiben; zum Stabe i z. B. gehört das Glied

— Cuiri(Ti -f- uiX).
Es bleiben nur noch die Arbeiten der Auflagerkräfte übrig, 

die zum Spannungsbilde Cu gehören. Diese Arbeiten sind aber 
gleich Null, weil sich die festgehaltenen Auflagerpunkte über­
haupt nicht bewegen, während bei den längs Auflagerbahnen 
verschieblichen der Weg senkrecht zur Kraftrichtung steht. Die 
Arbeitsgleichung vereinfacht sich daher zu 

— XCur{T -f- uX) = 0. (66)
Die Summierung hat sich auf alle Stäbe mit Einschluß 

des überzähligen zu erstrecken; für ihn ist, wie aus der Ab­
leitung hervorgeht, T = 0 und u = 1 zu setzen.

Das Vorzeichen vor der Summe ist ohne Bedeutung, und 
auch der vorher eingeführte, unbestimmt gelassene Faktor C, 
der in allen Gliedern wiederkehrt, kann wieder gestrichen wer­
den. Die Gleichung enthält daher nur die eine Unbekannte X. 
Die Summe läßt sich in zwei Glieder trennen, und aus der so 

y entstehenden Gleichung
ZurT + XZu2r = 0



erhält man durch Auflösung nach X
Hur T 
Hu2r

Hiermit ist die Aufgabe gelöst. Denn alle in den 
Summen vorkommenden Glieder können auf Grund der 
beiden Kräftepläne T und u und der Angaben über die 
Längen und Querschnitte der Stäbe zahlenmäßig ange­
geben werden. Wie groß man den Elastizitätsmodul annehmen 
will, bleibt übrigens gleichgültig, falls alle Stäbe aus demselben 
Stolfe bestehen, da JE nach Einsetzen des Wertes von r aus 
Gl. (59) in jedem Gliede von Zähler und Nenner in gleicher 
Weise auf tritt und sich daher forthebt.

Nachdem X bekannt ist, folgt auch die Spannung jedes an­
deren Stabes nach Gl. (64).

Bisher nahm ich an, daß ein überzähliger Stab herausgenommen 
werden soll, um zum statisch bestimmten Hauptnetze zu gelangen. 
Man kann aber anstatt dessen ebensogut auch eine überzählige Auf­
lagerbedingung beseitigen. In diesem Falle ist unter X die Kompo­
nente des Auflagerdruckes zu verstehen, die durch den beseitigten 
Auflagerzwang in Wirklichkeit hervorgerufen wird.

Man überzeugt sich leicht, daß die vorhergehenden Entwicklungen 
auch für diesen Fall ohne Änderung gültig bleiben. Man nehme z B. 
an, daß es sich um einen Fach werkbogenträger handle, der aus einem 
statisch bestimmten Fachwerke durch feste Auflagerung beider End­
knotenpunkte bervorgegangen ist. Der festen Auflagerung beider 
Endpunkte entsprechen vier Auflagerbedingungen, also eine zuviel. 
Anstatt nun einen Stab herauszuuehmen und dadurch zu einem Haupt­
netze zu gelangen, das einen Bogenträger mit drei Gelenken darstellt, 
kann man auch eine Auflagerbedingung entfernen, nämlich voraus­
setzen, daß der Träger nur an einem Ende fest, am anderen auf einer 
horizontalen Auflagerbahn verschieblich aufgelagert sei. Als „Haupt­
netz“ ist das jetzt als Balkenträger aufgelagerte Fach werk anzusehen. 
Man zeichne den Kräfteplan T für die im Balkenträger durch die 
gegebenen Lasten hervorgerufenen Stabspannungen. Dann bringe man 
als einzige Last eine horizontale Kraft von der Lasteinheit an dem 
auf dem Rollenlager sitzenden Auflagerpunkte an, die auf den festen 
Auflagerpunkt zu gerichtet ist. Dieser Last entspricht ein horizon­
taler Auflagerdruck von derselben Größe am festen Auflager. Man 
zeichne den Kräfteplan u für die hierdurch hervorgerufenen Stab­
spaunungen im Balkenträger. Bezeichnet dann X den in Wirklich­
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X = - (67)



keit bei dem statisch unbestimmten Träger unter den gegebenen 
Lasten auftretenden Horizontalschub, so werden die Stabspannungen 
S durch Gl. (64) angegeben, und X selbst findet man durch dieselben 
Überlegungen wie vorher gleich dem durch Gl. (6 7) angegebenen Werte.
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§ 53. Träger mit zwei oder mehr überzähligen Stäben.
Allzu groß ist die Zahl der überzähligen Stäbe nicht leicht 

bei den in der Praxis angewendeten Trägern, für die man solche 
Rechnungen auszuführen hat. Träger mit zwei oder drei über­
zähligen Stäben kommen indessen noch öfters vor. Ich werde 
hier einen Träger mit zwei überzähligen Stäben behandeln; man 
sieht nachher leicht ein, wie sich das Verfahren gestaltet, wenn 
die Zahl der überzähligen Stäbe (oder Auflagerbedingungen) 
noch größer ist.

Abb. 159 zeigt ein Beispiel für einen zweifach statisch unbe­
stimmten Bogenträger. Denkt man sich die Stäbe X und Y heraus­

genommen, so bleibt ein 
Hauptuetz übrig, das einen 
statisch bestimmten Bogen­
träger mit drei Gelenken vor­
stellt. Das Mittelgelenk wird 
durch den Kreuzungspunkt G 
der beiden zwischen X und Y 

liegenden Diagonalstäbe dargestellt. Sind die Stäbe in G miteinander 
verbunden, so ist G ein eigentliches Gelenk; gehen sie aneinander 
vorüber, so ist G ein gedachtes Gelenk. Für die Berechnung ist es 
aber gleichgültig, ob der eine oder der andere Fall vorliegt. Ebenso 
ist es auch einerlei, ob die übrigen Diagonalen an den Kreuzungs­
stellen miteinander vernietet sind oder nicht: in jedem Falle bildet 
jede der beiden Scheiben, die im Gelenke G Zusammenhängen, ein 
einfaches statisch bestimmtes Fachwerk, das von dem sich an den 
Auflagerpunkt anschließenden Dreiecke aus durch fortgesetzte An­
gliederung neuer Knotenpunkte durch je zwei Stäbe erzeugt werden kann.

Man berechnet zunächst die Stab Spannungen T, die im Haupt­
netze durch die gegebenen Lasten hervorgerufen werden. Dann 
bringt man am Hauptnetze Kräfte von der Lasteinheit an den 
Endpunkten des ersten überzähligen Stabes X an, von jener 
Richtung, wie sie einer im Stabe X auftretenden Zugspannung 
entspricht. Diese beiden Lasten bringen Auflagerkräfte und Stab­
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Abb. 159.



Spannungen im Hauptnetze hervor, die auf dieselbe Art wie vor­
her ermittelt werden können. Der zugehörige Kräfteplan soll 
als*Kräfteplan u bezeichnet werden.

Bis jetzt entspricht das Verfahren genau dem im vorigen 
Paragraphen befolgten. Hier kommt nur noch hinzu, daß man 
sich auch an den Endpunkten des zweiten überzähligen Stabes Y 
Kräfte von der Lasteinheit am Hauptnetze angebracht zu denken 
hat, die so gerichtet sind, wie es einer Zugspannung im Stabe Y 
entspricht. Auch für diesen dritten Belastungsfall führt man die 
Berechnung der Stabspannungen im Hauptnetze durch, indem 
man einen dritten Kräfteplan v zeichnet.

Versteht man unter X und Y zugleich auch die unbekann­
ten Spannungen in den beiden überzähligen Stäben (nach Größe 
und Vorzeichen), so setzt sich die in irgendeinem Stabe i unter 
den gegebenen Lasten tatsächlich eintretende Spannung St aus 
den drei Spannungsbildern T, u und v nach der Gleichung 

Si = Ti -)- ui X -j- V-1
zusammen. Um die beiden Unbekannten X und Y zu ermitteln, 
müssen wir jetzt das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 
zweimal anwenden.

Das erste Mal legen wir wie früher das Spannungsbild Cu 
zugrunde und sehen als virtuelle Verschiebungen jene an, die 
die Knotenpunkte bei der elastischen Formänderung des statisch 
unbestimmten Trägers unter den gegebenen Lasten tatsächlich 
erleiden. Dies liefert die Arbeitsgleichung 

— XCu-Al = 0.
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(68)

Beachten wir, daß A hier
A li = riSi = ri{Ti + + vfY)

gesetzt werden kann, so geht die Gleichung nach Streichung des 
konstanten Faktors C über in

(69)EurT XEu*r -f- YXuvr = 0.
Die unter den Summenzeichen auftretenden Größen sind sämt­

lich bekannt, und die Summen können daher zahlenmäßig aus­
gerechnet werden. Hierbei ist zu beachten, daß die Summen



zwar an und für sich über alle Stäbe mit Einschluß der über­
zähligen auszudebnen sind, daß aber T für beide überzähligen 
Stäbe, u für den Stab Y und v für den Stab X zu Null wird. 
Für den Stab X ist u = -f 1 und für den Stab Y ist v = -|- 1 
zu setzen. Tatsächlich kommen hiernach in der ersten und in 
der letzten der drei Summen nur Glieder vor, die sich auf die 
Stäbe des Hauptnetzes beziehen, während in der zweiten Summe 
außerdem noch der Stab X durch ein Glied vertreten ist.

Dann wenden wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
nochmals, und zwar auf ein Spannungsbild Cv an, worin C wie­
der eine beliebige Konstante bedeutet. Als virtuelle Verschiebun­
gen nehmen wir dieselben wie im vorigen Falle an. Die Arbeits­
gleichung lautet jetzt — zCv • Al = 0,

oder hach Einsetzen des Wertes von Al und Streichung des 
konstanten Faktors
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EvrT + XEuvr 4- YEv*r = 0.
Von den hier auftretenden drei Summen ist eine schon aus 

der vorigen Gleichung bekannt; die beiden anderen können eben­
falls ihrem Zahlenwerte nach ausgerechnet werden. Nachdem 
dies geschehen ist, bleibt nur noch übrig, die beiden Gleichungen 
ersten Grades (69) und (70) nach den darin allein noch vorkom­
menden beiden Unbekannten X und Y aufzulösen. Man findet

(70)

EurT ■ Ev^r — EvrT ■ Euvrx =
(Euvr■)* — Eu‘2r ■ Evir 

EvrT ■ Eu2 r — EurT • Euvr 
(Euvr)2 — Eu*r ■ Ev*r

(71)
F =

Kommen schließlich drei überzählige Stäbe vor und bezeich­
net man den dritten mit Z, so ist noch ein weiterer Kräfteplan w 
zu zeichnen für die Spannungen, die im Hauptnetze durch eine längs 
des Stabes Z angenommene Zugspannung von der Lasteinheit hervor­
gerufen werden. In Gl. (68) hat man noch ein Glied iviZ beizufügen, 
und das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten ist noch ein drittes 
Mal für ein Spannungsbild Cw in Anwendung zu bringen. Man er­
hält dadurch drei Arbeitsgleichungen, die nach den drei Unbekannten 
A, Y, Z aufgelöst werden können. — Entsprechend wäre auch zu 
verfahren, wenn die Zahl der überzähligen Stäbe noch größer sein sollte.
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§ 54. Die Temperaturspannuiigen.
Wir haben bisher nur jene Spannungen berechnet, die durch 

eine Belastung hervorgebracht werden. Jetzt fragen wir nach 
den Spannungen, die ganz unabhängig von den Lasten durch 
Temperaturänderungen der Fachwerkstäbe hervorgerufen werden. 
Man bezeichnet sie als „Temperaturspannungen“ oder „Wärme­
spannungen“ und muß sie ebenso sorgfältig berechnen wie die 
von den Lasten selbst herrührenden, da sie unter Umständen 
sehr groß werden können. Die Temperaturschwankungen, durch 
die sie hervorgerufen werden, sind gewöhnlich von vornherein 
gegeben, z. B. bei Trägern, die im Freien aufgestellt sind, durch 
die meteorologischen Erfahrungswerte.

Sehr leicht überzeugt man sich z. B. von dem Einflüsse, den eine 
Temperaturänderung ausübt, beim Bogenträger mit zwei Gelenken. 
An einem heißen Sommertage sind die Stäbe viel wärmer als bei der 
Montierungstemperatur, und wenn sie spannungslos bleiben sollten, 
müßten sie die Möglichkeit haben, sich dementsprechend auszudehnen. 
Wäre der Bogenträger als Balken aufgestellt, also eine Auflager­
bedingung beseitigt, so würde dem kein Hindernis im Wege stehen. 
Jeder Stab würde sich dann, falls alle die gleiche Temperatur haben, 
im selben Verhältnisse verlängei't haben, und die Trägerfigur würde 
der ursprünglichen ähnlich geblieben sein. Im gleichen Verhältnisse 
würde sich demnach auch die Spannweite, also die Entfernung der 
beiden Auflagerpunkte vergrößert haben. Beim Bogenträger wird 
aber diese Entfernung durch die Auflagerbedingungen konstant er­
halten. Es muß daher ein Auflagerzwang, d. h. ein Horizontalschub 
auftreten, der die Ausdehnung verhindert. Dieser hat zugleich ein 
Spannungsbild zur Folge, das alle Stäbe betrifft. — Beim Bogen­
träger mit drei Gelenken (und überhaupt bei den statisch bestimm­
ten Trägern) ist dies anders. Bei ihm hebt sich einfach das Mittel­
gelenk um soviel, daß die Spannweite ungeändert bleibt, während 
jede Scheibe bei der Erwärmung ihrer ursprünglichen Gestalt ähn­
lich (wenn auch nicht mehr ähnlich gelegen) bleibt.

Durch die vorhergehenden Bemerkungen ist auch schon ein Weg 
gewiesen, auf dem man zur Berechnung des durch die Erwärmung 
hervorgerufenen Horizontalschubes beim einfach statisch unbestimm­
ten Bogenträger gelangen kann. Dieser Horizontalschub muß so groß 
sein, daß er die Vergrößerung der Spannweite durch die Erwärmung 
wieder rückgängig machen kann. Versteht man daher in Gl. (62)



S. 295 unter x die gegebene Vergrößerung der Spannweite bei Weg­
fall des Auflagerzwanges, unter P den gesuchten Horizontalschub, 
unter S und T. die hier gleich miteinander sind, die durch P her­
vorgerufenen Stabspannungen (die gleich P mal einer Verhältniszahl 
sind, die aus einem Kräfteplane für P = 1 entnommen werden kann), 
so kann Gl. (62) unmittelbar nach der Unbekannten P aufgelöst werden.

Ich nehme jetzt ferner an, daß irgendein einzelner Stab, der 
die Ordnungsnummer k tragen möge, um t Grad Celsius gewärmt 
(oder bei negativem t abgekühlt) werde, während die übrigen 
ihre Temperatur behalten sollen. Es handelt sich darum, die 
Spannungen zu berechnen, die hierdurch in dem statisch unbe­
stimmten Träger hervorgerufen werden.

Wenn der Träger einfach statisch unbestimmt ist, können 
wir den Stab k als den überzähligen betrachten. Es könnte frei­
lich auch Vorkommen, daß der beliebig ausgewählte Stab k gar 
nicht als überzähliger aufgefaßt werden dürfte, indem er nicht 
zu jenem Teile des ganzen Stabverbandes gehörte, der etwa allein 
statisch unbestimmt wäre. In diesem Falle würde aber die Tem­
peraturänderung des Stabes Tc überhaupt keine Temperaturspan­
nungen hervorrufen. Denn wenn wir ihn uns herausgenommen 
dächten, dürfte unter der genannten Voraussetzung der Rest 
nicht mehr steif unter sich verbunden sein. Der Rest würde also 
einer Entfernung oder Annäherung der Knotenpunkte, zwischen 
denen der Stab 1c verlief, keinen Widerstand entgegensetzen, 
d. h. die Ausdehnung des Stabes unter dem Einflüsse der Erwär­
mung könnte ohne jeden Zwang erfolgen, und es kämen über­
haupt keine Spannungen zustande. Da dieser Fall nicht in Be­
tracht kommt, können wir daher den Stab k als den überzähli­
gen ansehen.

Die im Stabe k auftretende Spannung sei mit X bezeichnet 
und werde, wie immer, positiv gerechnet, wenn sie eine Zug­
spannung ist, obschon man natürlich bei einem positiven t eine 
Druckspannung im Stabe zu erwarten hat. Dies muß sich aber 
bei der Ausrechnung von selbst herausstellen.

Wie in früheren Fällen zeichnen wir auch jetzt wieder einen 
Kräfteplan u, der die Spannungen im Hauptnetze angibt, die zu
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einer Zugspannung von der Größe der Lasteinheit im überzäh­
ligen Stahe gehören. Die tatsächlich im Stabe i auftretende 
Spannung S{ ist dann St = u{X
zu setzen, und es handelt sich nur noch um die Ermittlung der 
Unbekannten X.

Hierzu verfahren wir ebenso wie früher. Wir betrachten ein 
Spannungsbild Cu, das ohne äußere Lasten (abgesehen von den 
zugehörigen Auflagerkräften) an jedem Knotenpunkte Gleich­
gewicht herstellt, und wenden darauf das Prinzip der virtuellen 
Geschwindigkeiten an, indem wir als virtuelle Verschiebungs­
wege der Knotenpunkte jene ansehen, die unter dem Einflüsse 
der Erwärmung des Stabes k tatsächlich zustande kommen.

Dabei ist zu beachten, daß die Längenänderung jedes zum 
Hauptnetze gehörigen Stabes i

= rA = r^X
zu setzen ist, während beim Stabe k noch ein Glied hinzutritt, 
das unmittelbar auf die Temperaturänderung zurückzuführen ist. 
Aus dem gegebenen Ausdehnungskoeffizienten rj des Materiales 
(für Eisen
bes k folgt die auf die Erwärmung allein zurückzuführende Län­
genänderung zu

i der Länge für 1° C) und der Länge lk des Sta-80 000

Dazu kommt die von der Spannung X hervorgerufene Län­
genänderung rkX, die für ein positives X ebenfalls positiv zu 
rechnen ist. Man hat daher für den Stab k im Gegensätze zu 
den übrigen AZ* = rkX + r)lkt = rkukX + rjlkt, 

wenn zur Herstellung der Symmetrie mit A noch der Faktor 
uk mit einbezogen wird, der den Wert -f-1 hat.

Die Arbeitsgleichung lautet jetzt
-2 Cu Al = 0,

oder nach Einführung der Werte von Al 
Uu • ruX -j- rjlkt = 0, 

woraus durch Auflösung nach X
nh* (72)X= - üu2r



gefunden wird. Damit ist die zunächst gestellte Aufgabe gelöst, 
und man sieht auch, daß X in der Tat negativ wird, wenn t po­
sitiv ist, da sowohl rj, als lk, als 2Ju2r stets positiv sind. Die 
Summe ist auf den überzähligen Stab mit zu erstrecken, und 
zwar ist für ihn, wie bereits bemerkt, uk — -j- 1 zu setzen.

Die Spannung irgendeines Stabes i ist nun
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(73)

Sollten ferner mehrere Stäbe anstatt eines einzigen ihre Tempe­
ratur um beliebig gegebene Beträge ändern, so setzt sich aus einer 
entsprechenden Anzahl von Gliedern zusammen, die alle nach dem 
vorstehenden Muster gebildet sind. Hierbei ist es übrigens nicht nö­
tig, für jeden Fall einen besonderen Kräfteplan u von neuem zu 
zeichnen. Kommt nämlich nachher die Temperaturerhöhung eines 
Stabes m in Frage, so tritt an Stelle von u in der vorhergehenden
Formel einfach das Verhältnis —, wobei der konstante Nenner u2um
auch noch vor das Summenzeichen gesetzt werden kann. — Anstatt 
dessen kann man auch die vorige Betrachtung für den Fall der Tem­
peraturänderung mehrerer Stäbe von neuem wiederholen.

Die unmittelbare Anwendung dieser'Ent Wicklungen auf den Fall, 
daß sich alle Stäbe um gleichviel erwärmen, wäre unbequem, und 
man hilft sich dann besser auf andere Art, wie hier an dem Beispiele 
des einfach statisch unbestimmten Fachwerkbogens gezeigt werden 
soll. Man kann sich nämlich einen solchen Fach werkbogen dadurch

in einen Balkenträger verwandelt 
denken, daß man einen Stab a 
zwischen die Auflagerpunkte ein- 

IsÜfe^ schaltet (Abb. 160), der 
É; großem Querschnitte

von so 
angenom­

men wird, daß er unter der in 
ihm auftretenden Spannung keine 

merkliche elastische Längenänderung erfährt. Man braucht dazu nur 
ra = 0 zu setzen. Wenn dann das rechte Ende auf ein Rollenlager 
gesetzt wird, so ist trotzdem die Bedingung noch erfüllt, daß sich 
dieses Ende unter dem Einflüsse von Lasten nicht zu verschieben

a
1 1

Abb. lt>0.

vermag.
Dagegen kann man sich die Länge des Stabes a unter dem Ein­

flüsse von Temperaturänderungen veränderlich denken. Wenn nun 
alle übrigen Stäbe in der Temperatur um t° erhöht werden, so kommt 
dies auf dasselbe hinaus, als wenn sich der Stab a um t° abkühlte.
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Hiernach kann die Spannung jedes Stabes i sofort nach Gl. (73) be­
rechnet werden, wenn man darin Stab k durch Stab a ersetzt. Hier­
bei ist nur zu beachten, daß bei der Bildung von Eu2r für den über­
zähligen Stab a die Stabkonstante ra — 0 zu setzen ist.

Ähnlich wie vorher hat man auch zu verfahren, wenn der Träger 
zweifach statisch unbestimmt sein sollte. Dia Spannung im Stabe Ä:, 
der sich um t° erwärmt und als ein überzähliger angesehen werden 
soll, sei wieder mit X, die in einem zweiten überzähligen Stabe mit 
Y bezeichnet Dann hat man

8t = utX + v.Y

und für jeden Stab, mit Ausnahme von k,
A \ = rt(utX + vt Y).

Für den Stab k selbst dagegen wird

Hierbei sind der Symmetrie wegen uk und vk wieder mit aufgenom­
men, obschon uk — -f-1 und vk — 0 ist.

Die Anwendung des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeiten 
auf die beiden Spannungsbilder Cu und Cv liefert die Arbeitsglei­
chungen XEu2r -f Y Euer + nlkt = 0 

XZuvr -f- YEv2r = 0, (74)

aus deren Auflösung die beiden Unbekannten X und Y gefunden werden.

§ 55. Einflußlinien für die statisch unbestimmten Größen.
Die Max well -Mohrsche Methode führt am schnellsten zum 

Ziele, solange es sich nur um die Berechnung der Stabspannun­
gen für einen einzigen, oder doch nur ganz wenige Belastungs- 
fälle handelt. Muß man dagegen sehr viele verschiedene Last­
stellungen in Betracht ziehen, wie sie etwa nacheinander bei der 
Überfahrt eines Eisenbahnzuges über eine Brücke Vorkommen, 
so tut man besser, sich nach anderen Hilfsmitteln umzusehen, 
die nicht dazu nötigen, die ganze Rechnung für jede Laststellung 
von neuem zu wiederholen.

Der Anschaulichkeit wegen werde ich mich hierbei auf die 
Untersuchung des einfach statisch unbestimmten Fachwerkbogens 
beschränken, obschon man leicht bemerken wird, daß die ganze
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Betrachtung ohne wesentliche Änderungen auch allgemeiner 
durchgeführt werden könnte.

Ein solcher Fachwerkbogen bildet an sich ein statisch be­
stimmtes Fachwerk, und der aus ihm entstehende Träger wird 
nur dadurch statisch unbestimmt, daß ihm vier Auflagerbedin­
gungen vorgeschrieben sind. Als statisch unbestimmte Größe 
sieht man hier am besten den Horizontalschub an. Sobald dieser 
für irgendeine Laststelluug berechnet ist, kann man alle Stab­
spannungen auf einfache Art, also etwa durch Zeichnen eines 
Kräfteplanes erhalten, da die Vertikalkomponenten der Auflager­
kräfte ebenso groß sind wie bei einem Balken träger, also durch 
Momentengleichungen oder mit Hilfe eines Seilecks sofort er­
mittelt werden können.

Man nehme nun an, daß eine Einzellast von der Größe der 
Lasteinheit über den Träger hin fortschreite. Zu jeder Stellung 
dieser Einzellast sei der Horizontalschub auf irgendeine Art be­
rechnet. Trägt man den Abstand der Last vom einen Auflager 
her als Abszisse und den zu dieser Laststellung gehörigen Ho­
rizontalschub in einem passenden Maßstabe als Ordinate auf, so 
erhält man einen Linienzug, der als die Einflußlinie für den 
Horizontalschub bezeichnet wird. Es ist hierbei übrigens nur 
nötig, den Horizontalschub für die Laststellungen über den Kno­
tenpunkten gesondert zu berechnen. Denn zwischen zwei Knoten­
punkten wird die Last von der Fahrbahntafel aufgenommen, die 
sie in bekannten Anteilen auf die beiden Knotenpunkte überträgt. 
Da das Verhältnis dieser Anteile eine lineare Funktion der Ab­
szisse der Laststellung ist, wird auch die Einflußlinie zwischen 
beiden Knotenpunkten durch eine gerade Linie gebildet. Die 
Einflußlinie ist daher ein Vieleck, dessen Ecken auf Lotrechten 
mit jenen Knotenpunkten liegen, an denen die Fahrbahntafel be­
festigt ist, und es ist nur nötig, die Ordinaten dieser Eckpunkte 
auf irgendeine Art zu berechnen.

Setzen wir für den Augenblick voraus, daß die Einflußlinie 
bereits gegeben sei, so kann man mit ihrer Hilfe sofort auch 
den Horizontalschub für eine beliebige Gruppe senkrechter La­
sten angeben. Man braucht nur jede Last mit der Verhältniszahl
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zu multiplzieren, die der betreffenden Laststellung in der Ein­
flußlinie entspricht, 'und die Summe der Produkte zu addieren. 
Sobald die Einflußlinie bekannt ist, unterscheidet sich daher die 
Berechnung des Trägers kaum noch von der eines statisch be­
stimmten Trägers. Ich kann mich daher hier darauf beschränken, 
die Ermittlung der Ordinaten der Einflußlinie für den Horizon- 
talschub auseinanderzusetzen.

Zu diesem Zwecke kann man sich zwar auch wieder des be-

§ 5ü. Einflußlinien fur die statisch unbestimmten Größen

Abb. 161 a.
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Abb. 161b.

reits früher auseinandergesetzten Maxwell-Mohrschen Verfahrens 
bedienen, indem man für jeden Knotenpunkt, der zur Unter­
stützung der Fahrbahn dient, den zugehörigen Horizontalschub 
nach Gl. (67) S. 313 berechnet. Hier soll aber ein anderes Ver­
fahren beschrieben werden, das sich auf die Anwendung des 
Verschiebungsplanes in Verbindung mit dem Satze von der 
Gegenseitigkeit der Verschiebungen gründet.

Man denke sich den in Abb. 161a gezeichneten Fachwerk­
bogen zunächst als Balkenträger aufgestellt und an dem auf 
dem Rollenlager sitzenden Auflagerpunkte eine horizontale Kraft, 
die gleich der Lasteinheit ist, als einzige Belastung angebracht.
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Für diesen Belastungsfall wurde auf einem Zeichenblatte in grö­
ßerem Maßstabe ein Kräfteplan gezeichnet, der nichts Bemer­
kenswertes bietet und daher hier nicht mit aufgenommen wurde. 
Indessen sind die aus ihm entnommenen Stabspannungen u in 
der weiter unten folgenden Tabelle (S. 329) angegeben.

Die Stablängen und auch die Stabquerschnitte müssen als bereits 
bekannt vorausgesetzt werden, wenn die Einflußlinie ermittelt oder 
überhaupt die Berechnung der Stabspannungen für den statisch un­
bestimmten Träger durchgeführt werden soll. Freilich kennt man bei 
der Aufstellung eines Projektes die Stabquerschnitte nicht von vorn­
herein, sondern man beabsichtigt, sie erst auf Grund des Ergebnisses 
der statischen Berechnung festzusetzen. Es bleibt aber hier nichts 
anderes übrig, als daß man vorläufig versuchsweise Annahmen über 
die in Aussicht zu nehmenden Querschnitte macht, und zwar auf 
Grund von Erfahrungen, die man bei früheren ähnlichen Ausfüh­
rungen oder auch auf Grund von Vorprojekten gewonnen hat. Über­
zeugt man sich dann nach den Ergebnissen der Berechnung, daß die 
Stabquerschnitte gegenüber der vorläufigen Annahme erheblich zu 
ändern sind, so muß nach Vornahme der Berichtigung die Unter­
suchung nochmals wiederholt werden, und zwar nötigenfalls so oft, 
bis eine hinreichende Übereinstimmung erzielt worden ist.

Auch die aus der Zeichnung entnommmenen Stabläugen und 
die — übrigens ganz willkürlich gewählten — Stabquerschnitte 
sind nebst den danach berechneten Stabkonstanten r in der Ta­
belle zusammengestellt. Dabei genügte es, der symmetrischen 

Anordnung des Trägers wegen, die Auf­
zählung der Stäbe auf nur eine Träger­
hälfte zu erstrecken. Der Elastizitätsmodul 
wurde, obschon es auf seinen genaueren 
Wert gar nicht ankommt, solange es sich 
nur um die durch die Lasten hervorgerufe­
nen Spannungen handelt, der Anschaulich­
keit wegen ebenfalls mit eingesetzt, und 
zwar wurde er zu 2000000 atm angenom­
men. Hiernach sind die Längenänderungen 

A l der Stäbe berechnet, die zum Spannungsbilde u gehören.
Nach diesen Vorbereitungen zeichnet man den Verschiebungs­

plan für den angenommenen Belastungsfall. Dabei wurde zunächst
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§ 55. Einflußlinien für die statisch unbestimmten Größen 325

augenommen, daß Stab 
4 seine Richtung nicht 
ändere. Das erste Stück 
des Verschiebungspla­
nes ist in Abb. 162 dar­
gestellt. Dabei sind alle 
Längenänderungen in 
125 fâcher Vergröße­

rung auf getragen. 
Wenn man die Zeich­
nungen in demselben 
Maßstabe fortsetzen 
wollte, würde sie aber 
den hier zur Verfügung 
stehenden Raum über­
schreiten. Deshalb ist 
der gesamte Verschie­
bungsplan außerdem 
noch in Abb. 163 in 
nur 40 fâcher Ver­
größerung gezeichnet. 
Wer die Zeichnung zur 
Übung wiederholen 
will, möge sie jedoch 
in dem Maßstabe der 
Abb. 162 weiterführen, 
da sonst selbst bei aller 
Sorgfalt nur eine un­
genügende Genauig­
keit erzielt werden 
könnte.

Eine ausführliche Be­
schreibung des Verfah­
rens, das beim Zeichnen 
des Verschiebungsplanes 
einzuhalten ist, wurde 
schon in § 51 gegeben, j «

\
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Da sich hier alles nach den dort besprochenen Regeln abspielt, ist 
es nicht nötig, nochmals darauf zurückzukommen. Nur auf das Zurück­
drehen, das nachträglich vorzunehmen ist, sobald der Yerschiebungs- 
plan bis zum Auflagerpunkte XVII hin durchgeführt wurde, gehe ich 
noch mit wenigen Worten ein.

* Der Auflagerpunkt XVII kann sich, da jetzt vorausgesetzt war, 
daß er auf einem Rollenlager sitze, nur in horizontaler Richtung ver­
schoben haben. Daß Abb. 163 zugleich eine Verschiebung in verti­
kaler Richtung nachweist, rührt nur von der eingangs zugrunde ge­
legten unzutreffenden Voraussetzung her, daß sich die Richtung des 
Stabes 4 nicht geändei-t habe. Wir müssen daher zuletzt noch eine 
Drehung des ganzen Trägers ohne Gestaltänderung vornehmen, durch 
die XVII auf die horizontale Auflagerbahn zurückgeführt wird. Hier­
bei beschreibt XVII einen kleinen Kreisbogen um den festen Auf­
lagerpunkt J, der im Verschiebungsplane dui'ch eine lotreche gerade 
Linie angegeben wird. Wir ziehen also in Abb. 163 eine Horizontale 
durch den Pol und eine Lotrechte durch XVII und erhalten als 
Schnittpunkt die richtige Lage XVII von Knotenpunkt XVII im 
Verschiebungsplane. Auch alle übrigen Knotenpunkte beschreiben beim 
Zurück drehen kleine Kreisbögen um 7, die im Verschiebungsplane 
durch geradlinige Strecken darzu stellen sind, die senkrecht zu den in 
Abb. 161a von I nach den betreffenden Knotenpunkten gezogenen 
Halbmessern stehen und deren Längen sich zur Strecke XVII XVII 
des Verschiebungsplanes wie die zugehörigen Halbmesser verhalten.

Dabei war es für unseren Zweck nur nötig, das Zurückdrehen 
mit den Knotenpunkten des Obergurtes vorzunehmen, an denen, wie 
dabei vorausgesetzt wird, die Fahrbahn befestigt sein soll, so daß die 
Lasten an ihnen angreifen. Man hat hierbei noch eine Kontrolle für 
die Genauigkeit der Zeichnung, indem der symmetrischen Gestalt des 
Trägers wegen die sich auf beiden Trägerhälften entsprechenden Kno­
tenpunkte nach der Formänderung in gleicher Höhe, also auch die 
Punkte VIII\ XII' usf. des Verschiebungsplanes auf derselben Ho­
rizontalen liegen müssen Außerdem müssen sie auch von einer durch 
X' gezogenen Lotrechten nach beiden Seiten hin um gleichviel ab­
stehen. Bei der im größeren Maßstabe auf dem Zeichenblatte aus­
geführten Zeichnung war diese Probe recht befriedigend erfüllt.

Zugleich sei noch darauf hingewiesen, daß die Zeichnung erheb­
lich hätte vereinfacht werden können, wenn man, wie es früher be­
sprochen war, den Verschiebungsplan von dem mittleren Knoten 
punkte X aus unter der — in diesem Falle auch wirklich zutreffen­
den — Voraussetzung konstruiert hätte, daß Stab 17 seine Richtung 
behält. Man hätte dann nachträglich noch eine für alle Knotenpunkte 
gemeinsame Verschiebung vorzunehmen gehabt, durch die der feste
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Knotenpunkt I in seine Lage, also im Verschiebungsplane zum Pole 
(und hiermit zugleich auch Knotenpunkt XVII auf seine horizontale 
Auflagerbahn) zurückgeführt würde. Anstatt dessen hätte man auch 
umgekehrt den Pol im Verschiebungsplane nachträglich auf Punkt I 
rücken können, womit alle weiteren Änderungen entbehrlich gewor­
den wären. Es hätte auch genügt, den Verschiebuugsplan nur für 
eine Trägerhälfte zu entwerfen.

Obschon ich aber nicht unterlassen wollte, auf die Möglichkeit 
dieser Vereinfachungen hinzuweisen, hielt ich es doch für besser, zu­
nächst bei dem ursprünglich angegebenen Verfahren stehen zu blei­
ben, da es nützlicher ist, sich zunächst einmal mit diesem gründlich 
vertraut zu machen.

Nachdem der Verschiebungsplan fertig ist, kann man daraus 
mit Hilfe des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebun­
gen die in Abb. 161 b (S. 323) bereits unterhalb der Trägerfigur 
gezeichnete Einflußlinie für den Horizontalschub entnehmen. 
Hierzu bedenke man, daß die Lasteinheit etwa am Knoten­
punkte VI eine Horizontalverschiebung des immer noch auf 
einem Rollenlager sitzend gedachten Auflagerpunktes XVIIher­
vorbringt, die nach dem Maxwellschen Satze ebenso groß ist als 
die Vertikalverschiebung des Knotenpunktes VI bei dem vorigen 
Belastungsfalle, auf den sich der Verschiebungsplan bezieht. Wir 
entnehmen also aus Abb. 163 die senkrechte Entfernung des 
Punktes VI' von der durch den Pol gezogenen Horizontalen, 
die wir mit #6 bezeichnen wollen, und setzen sie gleich der Ver­
größerung der Spannweite, die durch eine am Punkte VI in lot­
rechter Richtung angreifende Lasteinheit herbeigeführt wird für 
den Fall, daß das rechte Auflager auf einem Rollenlager sitzt. 
Damit diese Verschiebung wieder rückgängig gemacht werde, 
müssen wir einen Horizontalschub IĄ an dem Auflager anbrin­
gen, dessen Berechnung unsere Aufgabe bildet. Wir wissen aber 
bereits, um wieviel sich der auf dem Rollenlager sitzende Auf­
lagerpunkt unter dem Einflüsse einer horizontalen Kraft ver­
schiebt, die gleich der Lasteinheit ist. Dieser Verschiebungsweg, 
der mit y bezeichnet werden mag, ist gleich der Strecke vom 
Pole des Verschiebungsplanes bis zum Punkte XVII'. Für eine 
horizontale Kraft von der Größe H ist demnach der Verschie­

§ 55. Einflußlinien für die statisch unbestimmten Größen 327



328 Sechster Abschnitt. Die elast. Formänderung des Fachwerks usw.

bungsweg gleich Hy, und da dies gleich or6 sein soll, finden wir

H6 = —• b V (75)

Die beiden Strecken sind aus dem Verschiebungsplane be­
kannt und hiermit auch ihr Verhältnis. Daß i/6 gleich einer Ver­
hältniszahl gefunden wird, rührt davon her, daß es zur Lastein­
heit am Knotenpunkte VI gehören sollte. Wird eine Last von 
der beliebigen Größe P an VI aufgebracht, so ist der zugehörige 
Horizontalschub H = P-^.. (76)

y

Für alle übrigen Knotenpunkte findet man diese Verhältnis- 
zäh Jen oder „Einflußzahlen“ auf die gleiche Art. Hiernach wurde 
die Einfiußlinie in Abb. 161b aufgetragen. Den Ordinaten sind 
ihre Werte überdies beigeschrieben.

Schließlich wurde noch der Horizontalschub des Trägers für den 
Fall bestimmt, daß an den Knotenpunkten II und XVIII eine Last 
von je 500 kg, an allen übrigen Knotenpunkten des Obergurtes eine 
Last von je 1000 kg angreift. Multipliziert man diese Lasten mit 
den aus Abb. 161b ersichtlichen Einflußzahlen und addiert, so erhält man

10 + 313 + 550+727+780 + 727 + 550 + 313 + 10«= 3980kg.

Zum Zwecke des Vergleiches wurde außerdem der Horizontal­
schub auch nach dem Maxwell-Mohrschen Verfahren für denselben 
Belastungsfall berechnet. Die Ausrechnung der Summen erfolgte in 
Form der auf S. 329 folgenden Tabelle, auf die schon vorher mehr­
mals- hingewüesen wurde.

Hierzu ist noch zu bemerken, daß die Spannungen T durch die 
gegebenen Lasten in dem als Balken aufgelagerten Träger hervor­
gerufen werden. Sie wurden mit Hilfe eines besonderen Kräfteplanes 
ermittelt, der hier nicht mit aufgenommen wurde. Der Elastizitäts­
modul ist gleich 2000000 atm gesetzt.

Für den Horizontalschub tindet man nun nach Gl. (67) S. 313
243,91 10-8

2u*r ~~ 60,873 • IO-6 007 kg‘

Es genügt nämlich, beide Summen nur auf eine Trägerhälfte zu er­
strecken, da sonst nur noch der Faktor 2 in Zähler und Nenner hin­
zukäme. Deshalb sind auch in der Tabelle die Beiträge von Stab 17 
zu den beiden Summen nur zur Hälfte eingesetzt.

Zur!H = -
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Der Vergleich mit dem vorher gefundenen Werte von H =» 3980 
zeigt einen Unterschied von weniger als 1 Prozent, worauf es bei den 
in der Praxis vorkommenden Aufgaben gewöhnlich nicht ankommi 
Freilich ist das Ergebnis des Vergleiches verhältnismäßig günstig, 
und es fragt sich, oh es sich immer so gut gestaltet. Jedenfalls ist 
dies nur durch große Sorgfalt beim Zeichnen des Verschiebnngsplanes 
zu erreichen, und der nach dem Mohrschen Verfahren ermittelte Wert 
ist im allgemeinen als der genauere zu betrachten. Der Kräfteplan 
T, der bei ihm noch in Frage kommt, läßt sich nämlich genauer 
zeichnen als der Verschiebuugsplan. Freilich kann man anderei-seits 
beim Ausrechnen der Summen auch leichter einmal einen groben 
Fehler begehen als beim Vei’schiebungsplane, bei dem er sich dem 
Auge sehr bald bemerklich machen würde. /

Tabelle.
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§ 56. Die Ausnahmefaehwerke als statisch unbestimmte 
Konstruktionen.

Ein Fachwerk oder ein Fachwerkträger möge die zur Her­
stellung der Steifigkeit erforderliche Anzahl von Stäben gerade 
besitzen; dabei soll aber der in den vorhergehenden Abschnitten 
schon mehrfach besprochene Ausnahmefall vorliegen, bei dem 
wegen der besonderen Gestalt des Trägers die Stäbe trotz ihrer 
sonst ausreichenden Anzahl keine hinreichende Steifigkeit herbei- 
führen. Solange man die Stablängen als unveränderlich ansieht, 
findet man dann aus den Gleichgewichtsbedingungen, daß im 
allgemeinen durch irgendeine beliebig gegebene Belastung un­
endlich große Stabspannungeu hervorgebracht werden. Indessen 
kann man bei den Ausnahmefachwerken auch solche besondere 
Belastungsarten angeben, die nicht zu unendlich großen Stab­
spannungen führen. Man braucht z. B. nur zwei durch einen Stab 
verbundene Knotenpunkte mit zwei entgegengesetzt gleichen 
Kräften auseinanderzuziehen. Wenn andere Lasten nicht Vor­
kommen, treten offenbar keine unendlich großen Stabspannungen 
auf, da der Stab zwischen beiden Knotenpunkten schon für sich 
allein ausreicht, um die angenommene Belastung aufzunehmen, 
ohne daß die übrigen dabei mitwirken müßten. Man wäre jedoch 
im Irrtume, wenn man auf Grund dieser Überlegung annehmen 
wollte, daß dieser Stab nun auch allein gespannt würde, während 
die übrigen spannungslos blieben. Die Ausnahmefach werke 
sind vielmehr solchen Lasten gegenüber, die nicht zu 
unendlich großen Stabspannungen führen, statisch un­
bestimmt.

Denkt man sich nämlich den Stab zwischen den beiden be­
lasteten Knotenpunkten entfernt, so erhält man einen Mechanis­
mus, der sich zwar im allgemeinen zu bewegen vermag, der sich 
aber unter der gegebenen Belastung im Gleichgewichte befindet. 
Um sich davon zu überzeugen, lasse man den Mechanismus eine 
unendlich kleine virtuelle Bewegung ausführen. Dabei ist die 
Summe der Arbeiten der beiden Lasten gleich Null (oder doch 
unendlich klein zweiter Ordnung), weil sich nach der Voraus-
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Setzung, daß es sich um ein Ausnahmefachwerk handeln soll, 
die Entfernung der beiden Angriffspunkte bei der Bewegung 
nicht ändert. Das ist aber die ausreichende Bedingung für das 
Gleichgewicht der beiden äußeren Kräfte an dem Mechanismus. 
Hiernach kann auch schon durch Spannungen in den zu dem 
Mechanismus gehörigen Stäben an jedem Knotenpunkte Gleich­
gewicht hergestellt werden, ohne daß dabei der herausgenommene 
Stab mitwirken müßte. Man erkennt daraus, daß in dem Aus­
nahmefachwerke bei den hier in Frage kommenden Belastungs­
fallen unendlich viele Spannungsbilder möglich sind, die an allen 
Knotenpunkten Gleichgewicht hersteilen. Bei dem einfachsten 
Falle, daß nur die Endknotenpunkte eines Stabes auseinander­
gezogen werden, unterscheiden sich diese verschiedenen Span- 
nungsbilder in dem Verhältnisse voneinander, nach dem sich 
die Last auf den dazwischen liegenden Stab und auf den nach 
dessen Fortnahme entstehenden Mechanismus verteilt.

Ferner erkennt mau, daß im Ausnahmefach werke 
auch selbst beim Fehlen aller Lasten Stabspannungen 
möglich sind. Denn man denke sich irgendeinen Stab beliebig 
gespannt. Nimmt man ihn heraus und ersetzt seine Spannung 
an den Endknotenpunkten durch äußere Kräfte, so ist, wie wir 
schon vorher sahen, der entstehende Mechanismus unter dem 
Einflüsse dieser Kräfte im Gleichgewichte. Man kann daher Stab­
spannungen in den zu dem Mechanismus gehörigen Stäben an­
geben, die mit der willkürlich angenommenen Spannung des 
herausgenommen gedachten Stabes überall Gleichgewicht her- 
stellen.

Obschon das Ausnahmefachwerk sonst als ein Grenzfall des 
statisch bestimmten Fach Werkes erscheint, teilt es, wie aus diesen 
Betrachtungen hervorgeht, viele Eigenschaften mit dem statisch 
unbestimmten Fachwerke. In der Tat muß man auch zur Be­
rechnung der Stabspannungen für jene Belastungsfälle, die nach 
dem Vorhergehenden überhaupt als zulässig erscheinen, dieselben 
Methoden anwenden wie beim statisch unbestimmten Fach werke.

Man nehme also einen Stab heraus und ermittele mit Hilfe 
eines Kräfteplanes T die Spannungen in den Stäben des Mecha­



nismus, die zu den gegebenen Lasten gehören. Dann zeichne man 
einen Kräfteplan w, der die Spannungen im Mechanismus liefert, 
die durch eine Einheitsspannung in dem vorher beseitigten Stabe 
hervorgerufen werden. Nachdem dies geschehen ist, findet man 
die Spannung X des beseitigten Stabes auf Grund derselben 
Überlegungen wie in § 52 nach der schon damals für das statisch 
unbestimmte Fachwerk abgeleiteten Formel (67) S. 313

_ ZurT 
Zu'r

Auch die Spannungen aller übrigen Stäbe folgen dann leicht 
in derselben Weise wie früher.
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§57. Die Ausnahmefaclrwerke hei beliebiger Belastung.
Wird ein Ausnahmefach werk in beliebiger Weise belastet, 

so müßten die Stabspannungen unendlich groß werden, wenn die 
Stäbe ihre Längen nicht ändern könnten. In Wirklichkeit wird 
aber unter dem Einflüsse der Belastung und der durch sie her­
vorgerufenen Stabspannungen eine Gestaltänderung des Fach­
werkes eintreten, die, wie wir schon wissen, im Verhältnisse zu 
den elastischen Längenänderungen der Stäbe sehr groß ist. Da­
mit hört der Ausnahmefall auf, genau verwirklicht zu sein, und 
die Spannungen der Stäbe werden nicht unendlich groß, sondern 
nur, weil sich die Gestalt des Fach Werkes immerhin nicht viel 
von der dem Ausnahmefalle entsprechenden entfernt hat, sehr 
groß ausfallen.

Im allgemeinen wird man nun zwar, wie schon früher bemerkt 
wurde, die Ausnahmefachwerke ihrer ungünstigen Eigenschaften 
wegen vermeiden. Wenn es sich aber nur um verhältnismäßig 
geringe Lasten handelt, die von einer Tragkonstruktion aufzu­
nehmen sind, so daß man die dadurch hervorgerufenen, wenn 
auch sehr stark vergrößerten Spannungen nicht zu fürchten 
braucht, kann man doch gelegentlich mit Rücksicht auf andere 
Erwägungen zur Ausführung von Ausnahmefachwerken schrei­
ten. Man muß dann imstande sein, die tatsächlich (an Stelle der 
unendlich großen) auftretenden Stabspannungen zu berechnen.



Die früher besprochenen Methoden für die Ermittlung der 
Stabspannungen versagen in diesem Falle. Wenn man bereits 
wüßte, in welche Gestalt das Fachwerk infolge der Belastung 
endgültig übergeht, wäre die Lösung der Frage freilich sehr ein­
fach. Denn nach der GestaltänderuDg ist das Fachwerk nicht 
mehr im Ausnahmefalle, und damit wird es statisch bestimmt. 
Kann man also aus der unmittelbaren Beobachtung an einem 
bereits ausgeführten Ausnanmefachweake die Gestaltänderung 
feststellen, die es nach einer Belastung erfahren hat, so findet man 
die nun in den Stäben bestehenden Stabspannungen sofort durch 
Zeichnen eines Kräfteplanes oder auch nach einer der anderen 
früher besprochenen Methoden. Die Schwierigkeit besteht aber 
darin, daß man die zu erwartende Gestaltänderung von vornherein 
nicht kennt, sondern sie selbst erst Voraussagen soll.

Abb. 1G4 zeigt ein Beispiel, an dem die Lösung der Aufgabe 
durchgeführt werden soll. Die Stäbe 3 und 3' sollen im span-
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Abb. 164-

nungslosen Zustande in eine Gerade fallen, Knotenpunkt II also 
mit I und I' ursprünglich in gleicher Höhe liegen. Nachdem die 
Last P am Knotenpunkte II angebracht ist, senkt sich dieser 
um eine Strecke /', die zwar im Vergleiche zu den Stablängen 
immer noch klein, gegenüber den elastischen Längenänderungen 
der Stäbe dagegen sehr groß ist. Man soll f und die Stabspan­
nungen berechnen.

In der Gestalt, die das Stabgerüst nach der Belastung an­
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nimmt, wie es in der Abbildung gezeichnet ist, bildet es einen 
statisch bestimmten ebenen Fachwerkträger. Die Knotenpunkte 
1 und T sind durch je zwei Stäbe mit der festen Erde, und der 
Knotenpunkt 11 mit den beiden vorigen ebenfalls durch zwei 
Stäbe verbunden. Kennt man die Senkung f von Knotenpunkt II 
und hiermit die Trägergestalt nach der Formänderung, so braucht 
man zur Ermittlung der Stabspannungen nur zwei Kräftedrei­
ecke zu zeichnen, zuerst das für Knotenpunkt II und dann das 
für I. In Abb. 165 ist der aus den beiden Kräftedreiecken be­

stehende Kräfteplan angegeben. Die Spannungen 
in der rechten Trägerhälfte stimmen mit denen 
in der linken der Symmetrie wegen überein.

Der Umstand, daß die neue Trägergestalt be­
reits ausreichend durch den Verschiebungsweg 
eines einzigen Knotenpunktes beschrieben wird, 
erleichtert die Aufgabe erheblich. Die Kno- 

)jp tenpunkte I und T sind - steif mit der festen 
Erde verbunden, und ihre Verschiebungswege 

während der Gestaltänderung sind daher von derselben Ord­
nung klein wie die Längenänderungen der Stäbe, also viel 
kleiner als die Senkung f des Knotenpunktes II. Deshalb genügt 
es auch, die Senkung f zu kennen, um die Stabspannungen zu 
berechnen.

Abb. 165.

;

/
-jjr.

Freilich haben die kleinen Horizontalverschiebungen der 
Knotenpunkte I und 1' selbst einen großen Einfluß auf die Größe 
der Senkung f von II. Zunächst möge aber, um die Lösung 
der Aufgabe für den allereinfachsten Fall vorweg zu nehmen, 
vorausgesetzt werden, daß sich die Knotenpunkte I und 1' über­
haupt nicht verschieben.

In diesem Falle findet man f aus der folgenden einfachen
Rechnung. Man bezeichne die ursprüngliche Länge von Stab 3 
mit 1, die Längenänderung mit Al, dann ist nach dem pytha­
goreischen Satze

(i + Aiy = i* + f

und hieraus, mit Vernachlässigung des von höherer Ordnung



Andererseits hängt aber A l auch mit der Stabspannung 8 
zusammen, und diese kann aus einem Kräftedreiecke entnommen 
werden. Man braucht sich nur in Abb. 164 von I aus eine Par­
allele zu 3' bis zur Symmetriachse gezogen zu denken, um ein 
Dreieck zu erhalten, das unter Voraussetzung eines passend ge­
wählten Maßstabes als Kräftedreieck betrachtet werden kann. 
Man hat daher die Proportion

S PIl (78)und hieraus S = rP 2 f

Fur die Stab Verlängerung Al findet man daraus, unter Be­
nutzung der Stabkonstanten r,

2/'

PrlAZ = r£ = (79)2 f
Setzt man die beiden für AZ aufgestellten Ausdrücke einander 
gleich, so erhält man eine Gleichung, in der f die einzige Un­
bekannte bildet. Man findet

f* und hieraus f = ^PPr.27“

An Stelle von r kann man noch seinen Wert
nachträglich auch noch S durch Einführung des Ausdruckes 
für f in die zuvor schon aufgestellte Formel (78) berechnen. 
Dadurch erhält man

l einführen undEF

f-'Ÿ& S--~tyP*EF. (80)

Beachtenswert ist hierbei, daß sowohl die Spannung als (in 
noch höherem Grade) die Formänderung nicht proportional mit 
der Last P wachsen, wie bei den stabilen Fachwerken, sondern 
langsamer. Wenn man bedenkt, daß das Fach werk um so wider­
standsfähiger wird, je weiter es sich vom Ausnahmefalle ent­
fernt, kann dies auch nicht überraschen. Bei der Deutung der 
Formeln beachte man, daß das darin neben P vorkommende 
Produkt EF selbst eine Kraft vorstellt, aber eine ganz außer-
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und hieraus folgt für die Längenänderungen der Stäbe 1 und 2

und — S3 • r2 — •A h-SfVt

ordentlich große, die z. B. bei Eisen ungefähr 2000 mul so groß 
ist als die zulässige Spannung des Stabes 3.

Nach Erledigung des einfacheren Falles kehre ich nun zur ur­
sprünglichen Aufgabe zurück. Aus dem Kräfteplane in Abb. 165 
erkennt man, daß sich die Spannungen von 3 und 3' nur unerheb­
lich von ihrer Horizontalkomponenten H unterscheiden, und daß auch 
2, obschon der Unterschied hier etwas größer ist, genau genug bis 
zum Endpunkte von //, anstatt bis zum Endpunkte von P, gerechnet 
werden kann. Wenn man sich diese gelinge Vernachlässigung, die 
ohne merklichen Einfluß auf das Schlußergebnis ist, zur Vereinfachung 
der Rechnung gestattet, stehen die drei Spannungen S$, S3 in 
einem von vornherein bekannten Verhältnisse zueinander, da sie sich 
wie die Seiten 5, h, a des zwischen den Stäben 1 und 2 liegenden 
Dreieckes der Trägerfigur zueinander verhalten. Man hat daher

und So = So • - -,St - Sz •

Wäre Sä gleich der Lasteinheit, so könnte man die Verschiebung 
des Knotenpunktes I sofort mit Hilfe des in Abb. 166 gezeichneten 

Verschiebungsplanes erhalten. Die Horizontalkom­
ponente des unter dieser Voraussetzung gefundenen 
Verschiebungsweges ist in der Abbildung mit c be- 
zeichnet. Da S3 aber nicht gleich der Lasteinheit ist, 
so hat diese Horizontalkomponente den Wert S3 • c. 

Das Ausweichen von I um eine kleine Strecke 
in horizontaler Richtung hat auf die Senkung f von II denselben 
Einfluß, als wenn sich der Stab 3 um das gleiche Maß mehr gedehnt 
hätte. An Stelle von Gl. (77) tritt daher jetzt

A
JTbl

bL.
o

Abb. 166.

rÂg C -j- A lÿ --
H

Die Gleichungen (78) und (79) können dagegen ohne weiteres 
übernommen werden. Man hat daher

PlsrsAlg = 2f
und wenn man dies und den Wert von S3 in die vorhergehende 
Gleichung einsetzt, findet man

Pl»rt f
2f 2f
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Natürlich kann man die Strecke c des Verschiebungsplanes, wenn 
man will, auch durch trigonometrische Rechnung bestimmen, da 
von dem Vierecke, in dem es als Seite vorkommt, zwei Seiten
I^A/t — rl a und AZ2 = r2 und alle Winkel gegeben sind. Die
zeichnerische Ermittlung ist aber bequemer und soll daher hier bei­
behalten werden.

Setzt man in (Gl. 81) c — 0, so geht sie wieder — unter Be­
achtung des für rä einzusetzenden Wertes — in die erste der Gl. (80) 
über. — Nachdem f bekannt ist, findet man 
auch Sä in derselben Weise wie vorher, und 
hierauf St und &». Es ist nicht nötig, die For­
meln anzuschreiben.

Dagegen soll noch auf einen besonderen 
Umstand hingewiesen werden, der sich geltend 
macht, wenn man den Verschiebungsplan, der 
in Abb. 166 nur bis zum Knotenpunkte I aus­
gedehnt wurde, zum Knotenpunkte II weiter­
zuführen sucht. In Abb. 167 ist das erste Viel­
eck des Verschiebungsplanes in Übereinstimmung 
mit Abb. 166 aufgetragen. Man beachte nun, 
daß sich Knotenpunkt II der Symmetrie wegen 
nur in lotrechter Richtung nach abwärts ver­
schieben kann. Zieht man also vom Pole aus die Linie p in lotrechter 
Richtung, so muß auf ihr der Punkt II des Verschiebungsplaues ent­
halten sein. Trägt man ferner von I aus die Längenänderung A lg 
ab, so liegt II auch auf einem durch den Endpunkt dieser Strecke 
gehenden Kreisbogen, dessen sehr großer Halbmesser durch die Länge 
des Stabes 3 angegeben wird. Wollte man aber, wie es sonst stets 
geschehen darf, den Kreisbogen durch eine senkrecht zur Stabrichtung 
gezogene gerade Linie q ersetzen, so würde diese parallel zu p gehen, 
und der Schnittpunkt II fiele ins Unendliche. Dies bestätigt zunächst, 
daß die Senkung von II jedenfalls sehr groß ist im Verhältnisse zu 
den Längenänderungen der Stäbe. Zugleich erkennen wir aber, daß 
es hier mit Rücksicht auf die verhältnismäßig große Länge des Kreis­
bogens nicht mehr zulässig ist, ihn durch eine Gerade zu ersetzen, 
die senkrecht zur Richtung des ersten Halbmessers steht.

Bezeichnet man den Winkel zwischen der Richtung von 3 und 
der Horizontalen in Abb. 164 mit <p, und beachtet man, daß dieser 
Winkel zugleich der Zentriwinkel des Kreisbogens ist, den wir durch

Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl.
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Abb. 167.
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In dieser Gleichung ist f die einzige Unbekannte, und durch Auf­
lösen findet man f-VWW+b). (81)

>
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eine Gerade ersetzen wollen, so erkennt man, daß die zum Kreis­
bogen gehörige Sehne den Winkel -y mit der lotrechten Richtung 
einschließt. Wir ziehen also in Abb. 167 eine Linie r, die gegen ą 

geneigt ist. Der Schnittpunkt von p und r liefert den Punkt II
des Verschiebungsplanes. — Freilich setzt diese Konstruktion voraus, 
daß cp vorher schon auf andere Art ermittelt ist.

Anmerkung. Die vorstehende Betrachtung führt freilich nur 
für das einfache Beispiel zum Ziele, das in Abb. 164 dargestellt war, 
und sie läßt sich nicht ohne weiteres auf andere Fälle übertragen. 
Ich hatte daher schon lange den Wunsch, ein allgemein brauchbares 
Verfahren für die Berechnung der Stabspannungen und der Gestalt­
änderungen in den Ausnahmefachwerken für beliebig gegebene Lasten 
abzuleiten, was mir schließlich auch gelungen ist. Das Ergebnis habe 
ich zuerst in der Abhandlung „Die Lösung der Spannungsaufgabe für 
das Ausnahmefachwerk“ in den Sitzungsberichten der Münchener Akad. 
d. Wiss. 1915, S. 211 veröffentlicht. Diese erste Abhandlung enthält 
jedoch nur die allgemeinen Formeln ohne nähere Erläuterungen; die 
vollständige Durchrechnung mit Anwendungen auf bestimmte Bei­
spiele kann man in meinem Beitrage zur Festschrift „Otto Mohr zum 
80. Geburtstage“, S. 63, finden (Verlag von W. Ernst & Sohn, Ber­
lin 1916).

Ich bemerke noch, daß das Hauptbeispiel, an dem ich in der 
Festschrift das Berechnungsverfahren dargelegt habe, den in Auf­
gabe 31 S. 219 besprochenen und dort durch Abb. 112 dargestellten 
Stabverband betrifft. Bei Aufgabe 31 wird die Lösung abgebrochen, 
nachdem erkannt ist, daß ein Ausnahmefall vorliegt, während in der 
neueren Bearbeitung die vollständige Lösung gegeben wird. Außer­
dem ist in der Festschrift auch über die Ergebnisse von Messungen 
berichtet, die ich an einem kleinen Versuchsfachwerke zum Ver­
gleiche mit den theoretisch abgeleiteten Formeln vorgenommen habe. 
Die Theorie sowohl als der Versuch lehrten, daß die Ausnahmefach- 
werke immerhin gar nicht unbeträchtliche Lasten zu tragen vermögen, 
daß sie aber dabei sehr große Gestaltänderungen erfahren. Es ist 
daher nicht so sehr ein Mangel an Tragfähigkeit, als vielmehr die 
große Verschieblichkeit bei der elastischen Formänderung, die ihre 
Anwendung bedenklich erscheinen läßt.

Ein näheres Eingehen auf diese neue Theorie der Ausnahmefach­
werke würde hier zu weit führen; ich muß es daher bei diesem Hin­
weise bewenden lassen.

um
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Aufgaben.
40. Aufgabe. Die Stäbe 1 und 2 in Abb. 168 liegen in einer 

senkrechten Ebene und sind an einer Wand befestigt, mit der sie ein 
gleichseitiges Dreieck von 1 m Seitenlange bilden.
Beide Stäbe sind aus Winkeleisen von 15 qcm Quer­
schnitts fläche gebildet. Um wieviel senkt sich der freie ||
Knotenpunkt unter einer Last P von 5000 kg, wenn || 
der Elastizitätsmodul = 2 • 106 atm. gesetzt icird? 'm 

Lösung. Nach der Maxwell-Mohrschen For- É 
mel, Gl. (62), ist die Senkung x des Knotenpunktes |

1
a

(fO°

àx~r £ STr,

und hier fällt das Spannungsbild S mit dem Span- 
nungsbilde T zusammen, und jede dieser beiden 
Spannungen ist für jeden Stab dem Absolutwerte nach gleich P oder 
gleich 5000 kg. Die Stabkonstante r ist für jeden Stab

100 cm

ßer J.TH v f
I^JOOO ?!#.

Abb. 168.

I = 3,33 • IO-«??.r — EF kg kg2 ■ 106 • lö cm2cm
Setzt man diese Werte in die Gleichung ein, so erhält man

60^0 • 2 • 50002 • 3,33 • 10~6 = 3,33 • 10~2 cm = 0,33 mm.X = r

Die Senkung beträgt also ł/8 mm. — Es ist nützlich, für dieses ein­
fache Beispiel zur Übung auch den Verschiebungsplan zu bilden. 
Dies ist in Abb. 169 geschehen. Von einem Pole 0 aus trägt man 
zunächst die Längenänderungen der Stäbe ab. Für jeden Stab ist die 
L ängenänderung

AI =■ 5000 kg • 3,33 • IO"6 ^ = 16,67 • 10~8 cm,
o

und zwar verlängert sich Stab 1 um diesen 
Betrag, während sich Stab 2 umi ebensoviel 
verkürzt. In Abb. 169 sind diese Längen- \ 
änderungen in hundertfacher Vergrößerung ab­
getragen, und zwar A£x von 0 aus nach rechts 
abwärts, weil die Verlängerung von Stab 1 für 
sich genommen eine Bewegung des freien Kno­
tenpunktes nach dieser Richtung hin hervor­
bringt, während A l2 nach links abwärts auf­
zutragen ist. Hieran schließen sich die zum 
Ersätze der Kreisbögen dienenden Senkrechten, und deren Schnitt­
punkt liefert den gesuchten Punkt des Verschiebungsplanes. Man

/\
i\ /\ /

/\ /\
v I
V

Abb. 169.
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dl — rS 
in cm

Stab j l in F in 
Nr. || cm | qcm |

cm cm
r in S in kg rS 2 inkg kg-!

'10.10-° 
10•10“6 

12,5 ■ 10 
12,5 8,0-10“ 6
16 12,5 -IO"6

8,0 • 10“°

10-10“ 2 
5• IO“* | 

5,5 ■ 10- 
4•10“2 , 

5,5 • 10“ *
8•IO“2

800 40
400 20

— 10 000 10001
5000 250

1250-6 + 10 000
— 5000 
+ 10 000
— 10 000

Ï400 16
200 200
400 1250

800; 400 25

ZrS2 = 4750

Die letzten beiden Spalten lassen sich hierauf ebenfalls sofort 
ausfüllen. Für die Senkung des belasteten Knotenpunktes hat mau 
nach Gl. (62) -t>2iSTX

oder hier, wo das Spannungsbild T mit dem Spannungsbilde S zu­
sammenfällt,

« =• lp ^ rSs = - Xöo • 4750 = 0,95 cm.
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erkennt nun auch, daß sich der freie Knotenpunkt ausschließlich in 
senkrechter Richtung verschiebt. Auch aus der Figur findet mau, 
ohne erst nachmessen zu müssen, daß der Verschiebungsweg doppelt 
so groß ist als die Längenänderung jedes der beiden Stäbe.

41. Aufgabe. Ein an einer Wand befestigter Kragträger, der
in Abb.l70a 
gezeichnet ist, 
trägt am frei­
en Ende eine 

4 Last P von 
5000 kg. 

Man soll die 
Stabspan- 

mmgen er­
mitteln, hier­

auf den Verschicbimgsplan zeichnen und außerdem die Sen­
kung des belasteten Knotenpunktes auch nach dem Maxwell- 
Moihrschen Verfahren berechnen. Die Stabläng ml, Querschnitte 
F und Stabkonstanten r sind in den ersten Spalten der nach­
stehenden Tabelle zusammengestdlt.

Lösung. Die Stabspannungen S entnimmt man dem 
leicht zu zeichnenden reziproken Kräfteplan in Abb. 170 b und trägt 
sie in dio folgende Tabelle ein:

II

i 3 J
34 ^750111 1,

§ 3I ri 51 fI P-5000kg P//i f 6i /I t Abb. 170 a und b.i
fy/A

I ff»
ir
1

l +
 l +

 lI

r

&
 

ac
 x l
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Der Verschiebungsplan ist in Abb. 171 gezeichnet, und zwar in 
fünffacher Größe. Man beginnt dabei mit Knotenpunkt I, der durch 
die Stäbe 1 und 2 an zwei Punkten der Wand angeschlossen ist, die 
sich nicht verschieben können. Hierauf läßt man 
Punkt II und dann Punkt III folgen. — Aus dem 
Verschiebungsplane erkennt man übrigens, daß der 
belastete Knotenpunkt III nicht nur eine Senkung, \ 
sondera außerdem auch noch eine kleine horizontale 
Verschiebung nach rechts hin erfährt.

42. Aufgabe. Sechs Stäbe sind m einem Qua- \x-0,95 cmf 
drate mit eingeschobenen Diagonalen (Abb. 172) ver­
bunden und haben alle gleichen Querschnitt. An den 
Endhnotenp iinlden von 5 greifen zwei Lasten von 
der Größe P an; man soll die dadurch hervorgerufe­
nen Stabspannungen berechnen.

Lösung. Wir betrachten Stab 6 als überzählig.
Im Hauptnetze nimmt dann Stab 5 die Spannung P 
allein auf, während die übrigen Stäbe spannungslos 
sind. Dies folgt schon daraus, daß im statisch be­
stimmten Hauptnetze nur auf eine Art Gleichgewicht an allen Knoten­
punkten hergestellt werden kann. Die eine, sofort als möglich 
erkannte Art der Lastübertragung, bei der nur Stab 5 in Spannung 
gerät, ist daher die richtige. Man kann sich davon auch noch durch 
die Überlegung überzeugen, daß nach Beseitigung des überzähligen 
Stabes 6 die Stäbe 1 und 2 allein an einem Knotenpunkte Zusammen­
stößen. an dem keine äußere Kraft an greift. Da diese Stäbe nicht 
in die gleiche Kichtungslinie fallen, könnten Spannungen, die etwa 
in ihnen auftreten sollten, unmöglich im Gleichgewichte miteinander 
stehen. Beide Stäbe sind also, ebenso wie die Stäbe 3 und 4, für /?jp 
die sich dieselbe Betrachtung wiederholen 
läßt, unter der Voraussetzung, daß Stab C 
beseitigt ist, spannungslos. Man hat also
Th = + P und Tx - 1\2 = T.d = I\ = 0.

Nun bringt man an den Endknotenpunkten 
des beseitigten Stabes Kräfte von der Last­
einheit an von solcher Richtung, wie sie einer 
in diesem Stabe auftretenden Zugspannung / 
entsprechen. Die Spannungen im Hauptnetze, 
die diesem Belastungsfalle entsprechen, lassen
sich durch Zeichnen eines Kräfteplanes ermitteln. Es ist aber gar nicht 
einmal nötig, den Kräfteplan wirklich auszuführen, da man bei der 
Einfachheit der Figur sofort vorauszusehen vermag, wie groß diese
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Abb. 171.
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Spannungen ausfallen. Man hat nämlich (wenn wie gewöhnlich das 
negative Vorzeichen eine Druckspannung aDgibt)

und m5 = -f 1.1
U\ = Wg “* Wg =■» == -- j/2

Hierbei ist daran zu erinnern, daß die Spannung u des überzähligen 
Stabes stets gleich -f-1 zu setzen ist, also

**« =* + !•
Die Stabkonstanten r sind für die vier Umfangsstäbe unterein­

ander gleich; der gemeinsame Wert sei mit r ohne Zeiger bezeich­
net. Für die Diagonalen sind die Stabkonstanten der größeren Länge 
wegen ]/2 mal so groß, also

rx — r2 = r3 = r4 =*= r und r5 = r6 = r]/ 2.
Nun bleibt nur noch übrig, die aufgestellten Werte in die Gl. (67)

SurT 
Zu*rX = —

einzuführen. Zur Summe im Zähler trägt hier nur der Stab 5 ein 
Glied bei. Von den sechs Gliedern der Summe im Nenner sind jene 
vier, die sich auf die Umfangsstäbe beziehen, untereinander gleich 
und ebenso die beiden anderen unter sich. Man hat daher

r ]/2 • P
4 *-^-r -f- 2 • rj/2

Der überzählige Stab erfährt demnach eine Druckspannung. Auch die 
Spannungen der übrigen Stäbe ergeben sich nun nach der Gleichung

S = T -f- u X,

u5r6T6X = — = — 0,293 P.4 • u?rx + 2 ■

also z. B. für den Stab 1

s1-o + (-A)-(-°.293p)- + 0,207 P.

Auch die drei übrigen Umfangsstäbe nehmen Zugspannungen von 
demselben Betrage auf. Der Stab 5 endlich erfährt die Spannung

Sb = + P + (+ 1) • (- 0,293 P) = + 0,707 P.

Anmerkung. Hier war vorausgesetzt, daß die Diagonalstäbe 5 
und 6 an der Kreuzungsstelle übereinander Weggehen, ohne mitein­
ander verbunden zu sein. Aber auch dann, wenn man sie an dieser 
Stelle miteinander verbindet, treten dieselben Spannungen auf wie 
vorher. Jede Diagonale besteht dann aus zwei Stäben, und wir haben 
im ganzen acht Stäbe, zugleich aber auch einen Knotenpunkt mehr.
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Die notwendige Stabzahl für fünf Knotenpunkte beträgt sieben, dem­
nach ist das Pachvverk immer noch einfach statisch unbestimmt. An 
Stelle des Stabes 6 nehmen wir jetzt einen der beiden Stäbe heraus, 
in die 6 durch den mittleren Knotenpunkt zerlegt ist. Die Kräfte­
pläne T und u fallen nun gerade so aus wie vorher, abgesehen da­
von, daß im Kräfteplan u die andere Hälfte von 6 ebenfalls mit der 
Spannung -f 1 vorkommt. Bildet man hierauf die Summen, die in 
der Formel für X auftreten, so ändert sich an der im Zähler über­
haupt nichts; bei der Summe im Nenner kommen zwar jetzt für jede 
Diagonale zwei Glieder vor, die aber zusammen ebensoviel ausmachen 
als das eine Glied im vorigen Falle. In der Tat erhält man daher 
für X denselben Wert.

Übrigens gilt dies ganz allgemein für zwei sich kreuzende Stäbe, 
solange an der Kreuzungsstelle keine äußeren 
Kräfte angebracht werden. Nur wenn sich drei 
(oder noch mehr) Stäbe an derselben Stelle 
überkreuzen, wird durch ihre Verbindung der 
Spannungszustand im allgemeinen geändert.

43. Auf g abe. Zwölf Stäbe (vgl.Abb. 173) 
sind zu einem regelmäßigen Sechsecke mit 
einem im Mittelpunkte gelegenen Knotenpunkte 
vereinigt. Wie groß ist der Anteil der Last P, 
der von den in die gleiche Richtung ślinie fal­
lenden Stäben 7 und 10 aufgenommen wird, 
wenn alle Stäbe gleich untereinander sind?

Lösung. Man denke sich etwa Stab 1 
beseitigt. In dem dann verbleibenden statisch 
bestimmten Hauptnetze sind (ähnlich wie bei 
der vorigen Aufgabe) nur die in die Last­
richtung fallenden Stäbe 7 und 10 mit der 
Spannung + P beansprucht; alle übrigen T sind gleich Null. Bringt 
man hierauf längs der Richtungslinie des beseitigten Stabes eine Zug­
spannung -j- 1 als Belastung des Hauptnetzes, an so erfahren alle 
Umfangsstäbe Spannungen 4-1 und alle Radialstäbe Spannungen — 1. 
Der Kräfteplan u setzt sich nämlich, wie man leicht erkennt, aus 
lauter gleichseitigen Dreiecken zusammen. In der Formel

_ Zugrlf 
Zu'r

kann zunächst in jedem Gliede von Zähler und Nenner der konstante 
Faktor r gestrichen werden. Die Summe im Zähler umfaßt nur zwei 
Glieder, die sich auf die Stäbe 7 und 10 beziehen und von denen 
jedes gleich (— l) • (-f- P) = — P zu setzen ist. In Zu1 sind alle

np

7
n

.in
io

'S*

uP
Abb. 173.
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Glieder gleich, und diese Summe ist gleich 12. Man hat daher
— 2 P

- + T'X= — 12
Für S,7 erhält man

‘ / P \ 5 PS, - ^7 + «7 X - + P + (- 1) • (+ T) - + g •
Die Spannung im Stabe 10 ist ebenso groß. Alle Umfangsstäbe haben

Peine Zugspannung von der Größe und die Radialstäbe 8, 9,11,12
eine Druckspannung von derselben Größe aufzunehmen.

Anmerkung. Wenn der mittlere Knotenpunkt fehlte, die Stäbe 
sich also an dieser Stelle ohne Verbindung überkreuzten, läge ein 
Ausnahmefachwerk vor, das trotz Erfüllung der Bedingung für die 
notwendige Stabzahl bei der angenommenen Belastung, die zu keinen 
unendlich großen Stabspannungen führen kann, statisch unbestimmt 
wäre. Die Stabspannungen würden aber dann ebenso groß ausfallen 
als im vorigen Falle. Man erkennt dies, auch ohne nochmalige Durch­
führung der Rechnung nach der in § 56 gegebenen Anleitung, am 
einfachsten daraus, daß auch bei fester Verbindung in der Mitte die 
in dieselbe Diagonale fallenden Radialstäbe gleiche Spannungen haben. 
Man ändert daher nichts, wenn man die Verbindung nachträglich wie­
der aufhebt. — Natürlich gilt dies aber nur für den besonderen Be­
lastungsfall, der hier vorausgesetzt war. Bei beliebiger Belastung ver­
hält sich das steife, statisch unbestimmte Fachwerk mit mittlerem 
Knotenpunkte ganz anders als das Ausnahmefachwerk mit durch­
gehenden Diagonalen ohne Verbindung an der Kreuzungsstelle.

44. Aufgabe. Äbb. 174 zeigt eine radartige Konstruktion, die 
ebenfalls ein Fadwerk mit einem überzähligen Stabe darstellt. Die 

Speichen sind in der Mitte miteinander verbun­
den, und der Radkranz soll einen Kreis bilden. 
Der zwischen zwei aufeinanderfolgenden Speichen 
liegende Bogen des Radkranzes weicht nicht viel 
von der zugehörigen Sehne ab, und die geringe 
Krümmung hindert nicht, diesen Teil als einen 
Stab aufzufassen, der die Enden der Speichen 
miteinander verbindet, Das Rad soll im mitt-

J

1er en Knotenpunkte mit P belastet sein. Man 
soll die Stabspannungen unter der Vorausset­
zung berechnen, daß eine Speiche lotrecht steht, 
so daß der Auflagerdruck P des Fußbodens

T

Abb. 174.

in die Speichenrichtung fällt.
Lösung. Die Zahl der Speichen sei n. so daß zwei aufeinander­

2 nfolgende den Winkel — miteinander bilden. Die Speichen seien alle
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gleich untereinander, und ihre Stabkonstante sei mit r, die Stabkon­
stante der Radkranzstäbe mit r bezeichnet. Wir verfahren wie bei 
der vorigen Aufgabe, indem wir einen Stab des Radkranzes als über­
zählig betrachten. Dann erfährt nach dessen Beseitigung nur die lot­
recht nach abwärts gehende Speiche eine Spannung — P. Eine Zug­
spannung von der Größe 1 im überzähligen Stabe hat ferner in allen 
Radkranzgrößen die Spannung u — + 1 zur Folge, während die
Speichen dadurch sämtlich in eine Druckspannung von der Größe —n
versetzt werden. Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Zahl der Speichen 
groß genug ist, um den zwischen ihnen liegenden Bogen mit der 
Sehne vertauschen zu dürfen. Für die Spannung der überzähligen 
Stäbe erhält man nun

2 7tX = - = — p r '* • (r) 4 7t“ -j- tt* —

Auch alle übrigen Stäbe des Radkranzes erfahren eine Druckspan­
nung von dieser Größe. Die Speichen erfahren mit Ausnahme der in 
die Lastrichtung fallenden eine Zugspannung von der Größe

4 9-

r -j- « • v

P
n ^4jt* -f-

und die in die Lastrichtung fallende eine Druckspannung von der Größe
in2P- P

w(4**+ «!y)

Bei dieser Lösung ist freilich, wie überall in der Theorie des Fach­
werkes, der Biegungswiderstand der Stäbe vernachlässigt, während 
der Radkranz, wenn er einen verhältnismäßig steifen Querschnitt be­
sitzt, wegen der in kurzen Abständen aufeinanderfolgenden Knoten­
punkte auch einen merklichen Biegungswiderstand aufweisen wird, 
durch den die Art der Lastübertragung erheblich geändert werden 
kann. Eine Behandlung der Aufgabe mit Berücksichtigung des Bie­
gungswiderstandes des Radkranzes gehört in das Gebiet der Festig­
keitslehre und kann hier nicht weiter verfolgt werden.

A nmerkung. Bringt man in der Mitte des Rades an Stelle des 
Knotenpunktes eine „Nabe“ von verhältnismäßig großem Durchmesser 
an, so ist diese als eine Scheibe aufzufassen, an die die Knotenpunkte 
des Radkranzes durch die Speichen und die Radkranzstäbe ange­
schlossen sind Man findet in diesem Falle, daß gerade die notwen-
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dige Stabzahl vorhanden ist, um einen unverschieblichen Anschluß 
zu bewirken. Zugleich liegt aber dann ein „Ausnahmefair4 vor, falls 
die Speichen immer noch in radialer Richtung gehen, denn die von 
einer Scheibe ausgehenden Stäbe dürfen sich, um eine steife Verbin­
dung herzustellen, nicht alle in demselben Punkte schneiden. Man 
hilft sich dadurch, daß man die Speichen alle um einen gewissen 
Winkel gegen den Radius schräg stellt. Räder dieser Art werden 
häufig ausgeführt. Sofern man den Biegungswiderstand der Radkranz­
stäbe immer noch vernachlässigen darf, steht der Berechnung der 
Stabspannungen für jeden beliebigen Belastungsfall nach der Lehre 
vom statisch bestimmten Fach werke kein Hindernis im Wege. — 
Häufig ordnet maą auch — bei den Rädern der Fahrräder — die 
Speichen in zwei Kegelflächen an und erhält dann ein räumliches 
Fachwerk. Ferner werden auch oft in jeder Kegelfläche zwei Speichen­
scharen angeordnet, von denen die eine Schar gegen den Radius um 
denselben Winkel, aber in der entgegengesetzten Richtung gedreht 
ist wie die andere. Durch diese Anordnung erreicht man, daß die 
Speichen alle nur auf Zug widerstandsfähig zu sein brauchen; die 
Speichen der beiden Scharen verhalten sich zueinander etwa wie die 
früher besprochenen Gegendiagonalen bei den Sebwedlerschen Kup­
peln. Freilich spielt auch in diesen Fällen der Biegungswiderstand 
des Radkranzes gewöhnlich eine so wichtige Rolle, daß die Behand­
lung nach den Lehren der Fachwerktheorie nicht ausreicht.

45. Aufgabe. Äbb. 175 stellt einen — der Einfachheit wegen 
nur aus wenigen Stäben zusammengesetzten — Bogenträger dar, der 
in den Punkten I und IV fest aufgelagert ist. Man soll den Hori­
zontalschub berechnen, der durch die am Knotenpunkte II angreifende

Last P hervorgebracht 
wird, wenn die Stäbe 
die in der nachstehen- 

~} den Zusammenstellwng 
angegebenen Quer­

schnitte haben.
ErsteLösung. Das 

Fachwerk ist an sich 
Ipglm statisch bestimmt; der 

Träger ist aber einfach 
statisch unbestimmt, 
weil ihm vier Auf­

lagerbedingungen vorgeschrieben sind. Als überzählig betrachte man 
die Auflagerbedingung, die eine Verschiebung von IV in horizontaler 
Richtung verhindert. Die zugehörige Auflagerkraft, also der gesuchte 
Horizontalschub, bildet dann die statisch unbestimmte Größe X, die

P

JTS'

J.rn*
t’

i'HLZ’
I IV

fl 3 Ttlr T
Abb. 175.
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-6 • P, in der SpalteIn der Spalte für ruT ist überall der Faktor 10 
für u2r der Faktor IO-6 beizufügen. Nach der Formel erhält man jetzt

108,17 • 10-6P 
123,39-10

Zweite Lösung (mit Hilfe des Verschiebungsplanes). Man be­
rechnet die r und u wie vorher und zeichnet den Verschiebungsplan 
unter der Voraussetzung, daß am Balkenträger eine horizontale Auf­
lagerkraft von 1 kg als äußere Belastung an dem auf Rollen gelager­
ten Auflagerpunkte IV angreift. Für die Längenänderungen der Stäbe 
erhält man

X = = 0,88 P.-6

-67,21 • IO“6 -1,202 = + 8,67 • 10AZt =

AZa = — 21,52.10-®; 
AL == — 6,67-10-®.

cm;
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nach der Maxwell-Mohrschen Formel zu berechnen ist. Als „Haupt­
netz“ ist der als Balken aufgelagerte ganze Träger zu betrachten. 
Der Kräfteplan T für die Hauptnetzspannungen wird durch Abb. 176 
angegeben. Abb. 177 zeigt den Kräfteplan u für die Spannungen, die 
im Hauptnetze durch einen von außen her als Belastung angebrach-

zzP >r=z 33<ü
r ZT1 Xl

Abb. 177.Abb. 176.

ten Horizontalschub H = 1 hervorgerufen werden. Dies alles stellt 
man in der folgenden Tabelle zusammen. Dabei ist der Elastizitäts­
modul, obschon es auf dessen Größe, sofern er nur überhaupt bei 
allen Stäben gleich ist, nicht ankommt, der Übersichtlichkeit wegen 
zu 2-10® atm angenommen. Die Längen l folgen aus den in die 
Abb. 175 eingeschriebenen Maßen; die Querschnitte sind willkürlich 
angenommen.

Tabelle.

Stabj '. Fin qcm
. cm , r in ï— j kg I irrT ru Ti Z in cm uNr. y

H ril O
i iH 

00
_ œ 

CC_
o" cd" od" ©

" «T
rH ^ 

rH ^

fh n m h
 "bi



Der Verschiebungsplan ist in Abb. 178 in 25 000facber Vergröße­
rung gezeichnet. Die vom Pole nach JJ, III. IV gezogenen Strecken 
geben die Verschiebungen der zugehörigen Knotenpunkte unter der 
Voraussetzung an, daß Stab 2 seine; Richtung beibehalten hätte.

Hierauf wird eine Drehung des Trä­
gers um Knotenpunkt I ausgeführt, 
durch die der Auflagerpunkt IV wie­
der auf seine Auflagerbahn zurück­
gebracht wird, so daß nur die Hori­
zontalverschiebung bestehen bleibt. Im 
Verschiebungsplane wird der kleine 
Kreisbogen IV—IV durch eine ge­
rade Linie ersetzt. Auch II und III 
verschieben sich hierbei nach II' und 
III'. Die Verschiebungswege sind 
rechtwinklig zu den aus der Träger­
figur ersichtlichen Halbmessern und 
proportional zu diesen abzutragen, 
wobei die Länge des Verschiebungs­
weges IV—IV' zum Vergleiche dient. 
Nachher hat man noch als Kontrolle 
für die Genauigkeit der Zeichnung, 
daß II' und III' lotrecht übereinan­
der liegen müssen und daß ihr Abstand 
gleich Al, seiu muß.

Aus dem Verschiebungsplane ent­
nimmt man, daß sich Knotenpunkt II 
bei dem vorausgesetzten Belastungs­
falle um 103,8 • IO-6 cm in senkrechter 
Richtung verschiebt. Nach dem Max- 

wellschen Satze von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen erfährt 
Knotenpunkt IV eine ebenso große Verschiebung in horizontaler 
Richtung, wenn an dem Balkenträger die Last von 1 kg im Kno­
tenpunkte II angebracht wird. Für P kg ist die Verschiebung das 
P-fache. Um diese Verschiebung wieder rückgängig zu machen und 
hierdurch auf den Fall des Bogenträgers zu gelangen, müssen wir 
eine horizontale Auflagerkraft X an IV anbringen. Aus dem Ver­
schiebungsplane erfahren wir aber ferner, daß sich Knotenpunkt IV 
um eine Strecke von 117,6-IO"6 cm in horizontaler Richtung ver­
schiebt, wenn an ihm eine horizontale Kraft von 1 kg angebracht 
wird. X folgt daher aus der Gleichsetzung

I
Off/ ‘
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\
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X-117,6 • 10-6 = p. 103,8 -10-6 X = 0,88 V.zu
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Das Ergebnis stimmt mit dem vorher auf anderem Wege gefun­
denen überein, wobei jedoch zu bemerken ist, daß der Verschiebungs­
plan, aus dem die angegebenen Knotenpunktswege entnommen sind, 
doppelt so groß als hier in der Abbildung gezeichnet wurde, um ge­
nauere Werte zu erlangen.

46. Aufgabe. Aus sechs Stäben, die alle gleichen Querschnitt von 
50 qcm Fläche haben, ist ein Stab­
verband (Abb. 179 a) in G-csialt 
eines regelmäßigen Dreiecks mit 
einem, in der Dreiecksmitte lie­
genden Knotenpunkte zusammen­
gestellt. Der Stab 1 wird um 
40° C erwärmt. Wie groß sind 
die dadurch hervorgerufenen 
Spannungen, wenn der Aus-
dehrmngskoeffuient gleich - für 1° C und der Elastizitätsmodul 

oO OOO

V ß51//
35//

6 \ L
"4

3
Abb. 179a und b.

gleich 2-10r> atm gesetzt wird? Die Dreiecksseite kann gleich 1 m an­
genommen werden.

Lösung. Man zeichnet zuerst den Kräfteplan Abb. 179b für das 
statisch bestimmte Fach werk, das durch Wegnahme von Stab 1 übrig­
bleibt, und zwar für den Fall, daß längs der Richtungslinie des be­
seitigten Stabes an dessen Endpunkten Zugspannungen von der Last­
einheit auftreten. Das ist der in § 52 mit u bezeiebnete Kräfteplan. 
Die Spannungen für die Stäbe 1, 2, 3 werden alle gleich -f 1, die 
der Stäbe 4, 5, 6 alle gleich —]/3 oder gleich —1,73 gefunden.

Die Stabkonstanten der Umfangsstäbe sind unter sich gleiöh, und 
zwar gleich I 100 cm

EF 2 • 166 atm • 50 cm-
cm= 1-IO"6 kg’

während die der inneren Stäbe 4, 5, 6 daraus durch Division mit
Y 2, also gleich 0,577 • 10“ 6 ^ gefunden werden.

Hiernach wird
^u2r = 3-12- IO“6 + 3 (l/3)2 *10 ° cm= 8,190 • IO“6 hgV 8

erhalten. Für die in Gl. (72) S. 319 vorkommende Größe tjlj hat 
man hier - • 100 — — cm 
her für die Spannung X des erwärmten Stabes 1

und die angeführte Formel liefert da-
20

1
20 — 6100 kg.X = 8,198 • 10 ~ 8



Das Minuszeichen entspricht einer Druckspannung. Auch die Stäbe 
2 und 3 haben eine ebenso große Druckspannung aufzunehmen, wäh­
rend die inneren Stäbe eine Y3mal so große Zugspannung erfahren.

Man bemerkt nachträglich leicht, daß es nichts ausmacht, wenn 
man alle Stablängen in demselben Verhältnisse größer oder kleiner 
annimmt. Jede Stabkonstante r wird dann nämlich in demselben Ver­
hältnisse vergrößert oder verkleinert wie der im Zähler der Formel 
für X auftretende Faktor lk, während alle anderen Größen in der 
Formel unverändert bleiben. Die Stabspannung X bleibt daher eben­
falls ungeändert und mit ihr auch alle anderen Spannungen. Deshalb 
hieß es auch in der Aufgabe, daß „die Dreieckseite zu 1 m angenom­
men werden könne“: in der Tat wäre nämlich eine Angabe über die 
Stablängen entbehrlich gewesen.

47. Aufgabe. Aus den Stäben 1, 2, 3 ist das aus Abb. 180 im 
Aufriß und Grundriß ersichtliche Bockgerüst zusammengestellt. Am 
oberen Knotenpunkte greift eine horizontale Kraft Q von 2000 kg an, 
die in der durch den Stab 3 gelegten Lotebene enthalten ist (siehe 
Grundriß). Man soll zuerst die Stab Spannung en bestimmen und hier­
auf nach dem Maxwell-Mohr sehen Verfahren die Verschiebung nach 
Größe und Lichtung ermitteln, die der Angriffspunkt der Belastung 
erfährt. Für Stab 1 soll die Stabkonstante gleich 30 • 10~6 und für

-6 cmStab 2 und 3 gleich 20 • 10 sein.kg

Q
Q-Pi-2000 kg £-2000 kg Ę-2000 kg

t1 I
r
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3vi
\ ! 60°f\ 45\ x
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Abb. 182. Abb. 18S.Abb. 181.

Lösung. Da 2 und 3 im Aufrisse zusammenfallen, kann in 
Abb. 181 der Aufriß des der Zerlegung von Q nach den drei Stab-

Abb. 180.
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richtungen dienenden Kräfteviereckes sofort gezeichnet werden. Hier­
auf kann der Grundriß nach Herabtragen von 1 aus dem Aufrisse 
durch Ziehen der Parallelen zu 2 und 3 vervollständigt und der 
Schnittpunkt von 2 und 3 in den Aufriß übertragen werden. Zur 
Kontrolle oder zur genaueren Zeichnung kann man auch noch die 
Schnittlinie der durch 2 und 3 einerseits und durch Q und 1 anderer­
seits gelegten Ebenen in Abb. 180 konstruieren, zu der die Diagonale 
im Kräfte Vierecke der Abb. 181 parallel gehen muß. Man findet die 
Stabspannungen S für 1, 2, 3 zu

+ 4720; - 600; — 3750 kg
Um die Verschiebung des Knotenpunktes nach dem Maxwell- 

Mohrschen Verfahren berechnen zu können, wählen wir zunächst drei 
aufeinander senkrecht stehende Richtungen, und zwar die beiden ersten 
horizontal in den durch die Stäbe 3 und 2 gehenden Lotebenen und 
die dritte vertikal nach abwärts. Die Komponenten der Verschie­
bung £ nach diesen drei Richtungen seien mit x2, xd bezeichnet; 
sie sind einzeln zu berechnen, indem man in ihren Richtungen Kräfte 
P^PgjPg anbringt und für jede von ihnen die zugehörigen Stab­
spannungen T ermittelt. Die Kraft Pt geht in der Richtung von Q 
und stimmt daher mit Q überein, wenn man sie ebenfalls zu 2000 kg 
annimmt. Für die Lasten P2 und Ps, die ebenso groß genommen 
wurden, sind die Stabspannungen in den Kräfteplänen Abb. 182 und 
Abb. 183 ermittelt.

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

Stab I3 T1 Al TtAI T,Al

1 +4720|30-10-6 +141,6-10-* +4720 +4720;+3850 668 j 668 j 546
2 Ij— 600 20-10-6 — 12 -IO-3 — 600 —37501—3050 7 45 37
3 —3750 20 ■ 10-ö — 76 10

S Al T,

-3 — 600—3050 281 ; 45 ! 229—3750

ET Al = 956 758 1 811

Hieraus folgt nach Gl. (62)
956 xä = 0,405 cm.xi - äööö “ °’478 omi x2 — 0,379 cm;

Aus den drei Anteilen läßt sich die Verschiebung £ in Abb. 180 
zusammensetzen. Die wahre Größe der Verschiebung beträgt 0,725 cm.

48. Aufgabe. An Knotenpunkt I des in Abb. 184 gezeichneten 
Stabgerüstes greift eine Last P von 2000 kg an. Die Stabkonstanten 
seien für die oberen Bingstäbe 1, 2, 3 gleich 2 -10~6 und für die Netz-

Man soll die Stabspanmmgen,werkstäbe 4 bis 9 gleich 3 • 10 ^
sowie die Senkung des belasteten Knotenpunktes I ermitteln.
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Lösung. Zunächst folgt aus den Betrachtungen in § 45, daß 
die Stäbe 1, 2, 3 des oberen Ringes Spannungen von gleicher Größe 
und abwechselndem Vorzeichen haben müssen. Am Knotenpunkte I 
kann man daher die Spannungen von 1 und 2 zu einer Resultieren­
den zusammensetzen, die mit der den Winkel zwischen 1 und 2 hal­

bierenden Linie zusam­
menfällt. Nachdem dies 
erkannt ist, zerlegt man 
P nach dieser Winkelhal­
bierenden und den Rich­
tungslinien von 4 und 5. 
Da sich 4 und 5 im Auf­
risse decken, bildet der 
Aufriß des windschiefen 
Kräfteviereckes ein Drei­
eck, das in Abb. 185 sofort 
gezeichnet werden kann. 
Auch die Grundrißprojek­
tion ist ein Dreieck, weil 
sich Pals Punkt projiziert. 
Dann zerlegt man die Drei­
eckseite im Grundrisse, 
die die Resultierende aus 
1 und 2 darstellt, nach 1 
und 2, worauf man auch 
den Aufriß vervollstän­
digen kann. Die Stabspan­
nung 3 erhält man im 

Grundrisse aus der Bedingung, daß die Resultierende aus 1 und 3 
in die aus der früheren Betrachtung bekannte Richtung fallen muß.

Nachdem der Kräfteplan gezeichnet ist, trägt man die Spannungen 
in die folgende Tabelle eint mit deren Hilfe man auch die Bewegung 
von Knotenpunkt I in Richtung der Last P berechnet.

i
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P— 2000 kg 
/' 12 3
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P !
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Abb. 185.Abb. .184.
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15,9 15,9

UrS* — 17,51Hiernach ist

1 17,51 — 2p £rS“ —und daher die Senkung x = = 0,875 • 10 ein.
2000
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49. Aufgabe. Vier Stäbe sind zu einem statisch unbestimmten 
Bockgerüst zusammengestellt, das in Abb. 186 im Aufriß und Grund­
riß gezeichnet ist. An dem oberen Knotenpunkte greift in der angegebe­
nen llichtung eine Last P von 1000 kg an. Wie groß sind die Stab­
spannungen, wenn alle Stäbe gleiche Querschnitte und gleichen Elasti­
zitätsmodul, daher auch gleiche Stäbkonstanten haben?

Lösung. Stab 1 wurde als überzählig betrachtet und für das 
aus 2, 3, 4 gebildete Hauptnetz der Kräfteplan 1, Abb. 187, in Auf-

—
r.j! \A4 1.

ly PH2 m
/ P j> \ j

—lm -j '23r
;3/'

!

7A VsL
j/P- 1000 kg !:m
— 4m —
Abb. 186. Abb. 187. Abb. 188.

riß und Grundriß nach dem Culmannschen Verfahren ermittelt. Der
Kräfteplan u in Abb. 188 für die Lasteinheit im Stabe 1 konnte in 
derselben Weise gebildet werden. Kür die Spannung X im Stabe 1 
hat man dann nach Gl. (67)

_ ZurT 
Zu*T

oder, wenn man berücksichtigt, daß hier alle r einander gleich sind,
_ ZuT 

Zu*'
Nun folgt aus den Kräfteplänen für die

X =

einfacher
X =

Stäbe 21 3 4
T = -f 810

+ 1
und wenn man diese Werte einsetzt, erhält man

2920 .
4 = — 730 kg.

0 — 970 — 1140
+ 1 1 1,u =

x = —

23Föppl Graphische Statik. 4. Anfl.
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Für die drei anderen Stäbe findet man hierauf der Reihe nach 
— 240; + 80; — 410 kg.

50. Aufgabe. Ein Knotenpunkt 
A wird, wie Abb. 189 in einer axo- 
nometrischen Zeichnung und die Ab­
bildungen 190 a bis 190 c in drei 
Kissen zeigen, durch vier Stäbe mit 
der festen Erde verbunden. Einer
davon geht abwärts zum Fußboden,
während die drei anderen an einer
senkrechten Wand befestigt sind. An
A greife eine Last P von 1000 kg 
an, die parallel zur Wand geht und 
einen Winkel von 450 mit der Lot­

rechten bildet. Man soll zuerst die Stabspannungtn unter der Vor­
aussetzung berechnen, daß nur die drei nach der Wand gehenden

Stäbe vorhanden sind, 
der lotrechte Stab also 
fehlt. Dann sollen die 
Stabspannungen auch 
für den Fall berechnet 

4^—3m—- werden, daß alle vier 
~ Stäbe vorhanden sind. 

Die Stäbe haben alle 
5 m Länge, alle den 
gleichen Querschnitt 
von 40 qcm und den 
Elastizitätsmodul von 
2000000 atm.

Lösung. Die Last 
P fällt in die durch 
die Stäbe 1 und 2 ge­
legte Ebene. Wenn 
Stab 4 fehlt, muß da­
her 3 spannungslos 
sein. Die Spannungen 
von 1 und 2 sind aus 
dem Kräfteplane T zu 
entnehmen, der in 
Abb. 191 im Aufriß 
und Grundriß gezeich­

net ist. Um die zweite Frage zu beantworten, bringt man längs der

2

Al

Pi

Abb. 189.

1
LI 2/

/
/3mK 2

! 1,3 A
14 m -—-

! pyA
5m%,

4'
5mI 1000 kgI 4I

'z/y/.

i

1ii A2 4

Abb. 190 a bis 190 c.I P1i »
f



— 0,84 -f- 984
-f 1,67 + 1954
— 0,84
+ 1,0

— 1170 
-f 1170

1
2
3 00
4 0 0

2 = 2938 5,18

Die letzten Stellen sind, wie immer bei diesen Rechnungen, nicht 
mehr sicher.

*3

— 699 
4- 228 
-j- 471
— 561

Aufgaben 355

Richtungslinie von 4 die Lasteinheit am Knotenpunkte A an und zeich­
net dafür den Kräfteplan u in Abh. 192 im Aufriß und Grundriß.

räßeplan u

’räfteplan T
4 2

P

1 ß_
I2

P Ï
L

Abb. 191. ;
2

Abb. 192.

Die weitere Ausrechnung ergibt sich dann mit Hilfe der nachstehen­
den Tabelle nach Gl. (67), die hier, weil alle Stabkonstanten gleich

_ 2uT _
Zu* ~~ 5,18

sind, wieder 2938 = — 561 kg

geschrieben werden kann.
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Siebenter Abschnitt.
Theorie der Gewölbe und der durchlaufenden

Träger.

§ 58. Gleichgewichtsfoedingungen für das Tonnengewölbe.
Gewölbe von zylindrischer Gestalt, wie sie besonders bei den 

gewölbten Brücken Vorkommen, bezeichnet man als Tonnen­
gewölbe. Unter der Achse eines Tonnengewölbes ist eine Linie 
zu verstehen, die entweder mit der Zylinderachse zusammenfällt 
oder jedenfalls senkrecht zur Ansichtszeichnung des Gewölbes 
und hiermit auch senkrecht zur Brückenachse steht.

Von der Last, die das Gewölbe zu tragen hat, nehme ich an, 
daß sie in der Richtung der Gewölbeachse gleichförmig verteilt 
sei, während sie im Gewölbequerschnitte beliebig verteilt sein 
kann. Es ist dann gleichgültig, wie lang das Gewölbe in der 
Richtung der Gewölbeachse sich ausdehnt, da sich jeder zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Querschnitten liegende Abschnitt unter 
denselben Bedingungen befindet wie ein anderer. Es genügt da­
her, einen einzigen Querschnitt zur Betrachtung auszuwählen.

Die von dem Gewölbe aufzunehmende Last besteht gewöhn­
lich aus einer Erdüberschüttung oder einer Ubermauerung. Denkt 
man sich das Gewölbe in dem zuletzt genannten Falle fortge­
nommen, so ist es nicht unmöglich, daß sich die Last trotzdem 
selbst noch trägt, da sich auch die Ubermauerung selbst wie ein 
Gewölbe verhalten kann. Wenn nun auch bei den Fällen, die 
wir vor allem im Auge haben, namentlich bei weit gespannten 
Brückengewölben, eine so große Tragfähigkeit der Ubermaue­
rung oder Überschüttung nicht anzunehmen ist, so vermag sie 
doch immerhin bis zu einem gewissen Grade eine Entlastung
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des Gewölbes herbeizuführen. Auf diesen günstigen Umstand 
nimmt man jedoch bei der Berechnung des Gewölbes keine Rück­
sicht; man nimmt vielmehr an, daß die Last ohne inneren Zu­
sammenhang sei und keine horizontalen Kräfte übertrage, so daß 
jeder Teil der Rückenfläche des Gewölbes das senkrecht nach 
abwärts gerichtete Gewicht des gerade über ihm befindlichen 
Teiles der Belastung aufzunehmen habe. Dazu kommt dann noch 
das Eigengewicht des Gewölbes.

Wenn die Last aus einer Übermauerung von demselben Raum­
gewichte wie der Wölbbogen besteht, gibt die Höhe der Über­
mauerung an jeder Stelle ohne weiteres ein Maß für die dort 
auftretende Belastung an. Im anderen Falle, also etwa bei einer 
Erdüberschüttung, kann man sich diese durch eine gleich schwere 
Übermauerung von entsprechend geänderter Höhe ersetzt denken. 
Auch die beweglichen Lasten, die bei einem Brückengewölbe 
Vorkommen, die aber gegenüber der viel größeren Eigenlast 
meist nicht viel ausmachen, denkt man sich durch eine gleich 
schwere zusätzliche Übermauerung in entsprechender Verteilung 
ersetzt. Man erhält dann im Gewölbequerschnitte eine auf Mauer­
lasten zurückgeführte Fläche, deren obere Begrenzung die Be­
lastungslinie heißt. Diese und die Gewölbeform seien gegeben; 
es handelt sich dann um die Entscheidung der Frage, ob das 
Gewölbe unter den gegebenen Umständen im Gleichgewichte 
bleiben wird oder ob^ein Einsturz zu befürchten ist.

In Abb. 193 ist der Gewölbequerschnitt nebst der Belastungs­
linie AB gezeichnet. Man fasse einen einzelnen Wölbstein ins 
Auge, der in der Figur durch Schraffierung hervorgehoben ist. 
An diesem wirkt zunächst das Gewicht der zwischen den Linien 
m und n liegenden Lasten samt dem Eigengewichte des Wölb­
steines. Dieses Gewicht G ist dem Inhalte der zwischen den 
Linien m und n und den beiden Wölbfugen liegenden Fläche 
proportional und geht durch den Schwerpunkt der Fläche; es 
ist daher als vollständig gegeben anzusehen. Außerdem greifen 
an dem Wölbsteine die in den beiden Fugen übertragenen Kräfte 
B und B1 an. Über Lage, Größe und Richtung der Fugendrücke 
R und Rt ist zunächst nichts bekannt. Jedenfalls müssen sich



aber, damit Gleichgewicht besteht, die drei Kräfte G, R und Rt 
in demselben Punkte schneiden und ihre geometrische Summe 
muß Null sein. Aus diesen Bedingungen ließe sich Rt nach Größe, 
Richtung und Lage ermitteln, wenn R bereits bekannt wäre.

Denkt man sich diese Ermittlung vorgenommen und geht dar­
auf zu einem benachbarten Wölbsteine über, so ist für diesen der 
eine Fugendruck sofort gegeben, da er sich nach dem Wechsel­
wirkungsgesetze nur der Pfeilrichtung nach von dem Fugen­
drucke an dem jenseits der Fuge liegenden, vorher schon be-

G 1* i
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Abb. 193.

trachteten Wölbsteine unterscheidet. Der andere Fugendruck 
kann daher wie vorher nach Lage, Größe und Richtung ermit­
telt werden. Dies läßt sich dann weiterhin in derselben Weise 
fortsetzen. Man erkennt daraus, daß alle Fugendrücke mit Hilfe 
dieser einfachen Kräftezerlegungen sofort gefunden werden kön­
nen, sobald die in einer einzigen Fuge übertragene Kraft bekannt ist.

Der hiernach allein noch fehlende erste Fugendruck in irgend­
einer Fuge läßt sich dagegen durch bloße Gleichgewichtsbetrach­
tungen nicht ermitteln. Das Gewölbe ist vielmehr statisch 
unbestimmt, und zwar dreifach statisch unbestimmt, 
da drei — auf verschiedene Art zu wählende — Bestimmungs­
stücke erforderlich sind, um Lage, Größe und Richtung irgend­
eines Fugendruckes näher zu bezeichnen.

Falls das Gewölbe überhaupt tragfähig ist, sind sehr viele



Gleichgewichtszustände statisch gleich gut möglich. Jeder zu­
lässigen, sonst aber beliebigen Wahl für den ersten Fugendruck 
entspricht ein anderer Gleichgewichtszustand. Zulässig ist dabei 
freilich nur eine solche Wahl, bei der überhaupt Gleichgewicht 
bestehen kann, worauf sofort noch näher einzugehen sein wird. 
Jedenfalls muß, wenn der Einsturz nicht erfolgen soll, minde­
stens eine Annahme für den ersten Fugendruck möglich sein, 
die das Gleichgewicht sichert. Ein Gewölbe, bei dem nur ein 
einziger Gleichgewichtszustand möglich wäre, sieht man aber 
nicht als hinreichend sicher an, da jede Gewißheit darüber fehlt, 
daß dieser eine Gleichgewichtszustand dann auch wirklich zu­
stande käme. Mau verlangt vielmehr einen gewissen Uberschuß 
an Standsicherheit, so daß innerhalb eines nicht zu kleinen Be­
reiches verschiedene Gleichgewichtszustände statisch möglich sind.
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§ 59. Die Einsturzmöglichkeiten.
Um die Frage zu beantworten, ob ein Gewölbe für eine be­

liebig getroffene Wahl des ersten Fugendruckes im Gleichge­
wichte steht oder nicht, müssen wir uns überlegen, auf welche 
Art der Einsturz des Gewölbes erfolgen kann. Aus der Erfah­
rung weiß man, daß bei der überwiegenden Mehrzahl der Ge­
wölbeeinstürze das Nachgeben der Pfeiler oder Widerlager die 
Veranlassung bildet. Es wird sich später zeigen, auf welche 
Weise man sich von dieser Einsturzgefahr Rechenschaft zu geben 
vermag. Vorerst soll aber, da es sich jetzt nur um die Tragfähig­
keit des Gewölbes selbst handelt, von diesem Umstande abge­
sehen, also vorausgesetzt werden, daß die Widerlagsmauern hin­
reichend standfest sind.

Dann kommt ferner in Betracht, daß der Einsturz durch ein 
Gleiten der Wölbsteine übereinander längs der Fugen eingeleitet 
werden könnte. Coulomb, der bekannte Physiker, der sich, so­
weit beglaubigte Nachrichten vorliegen, zuerst mit der Frage 
des Gewölbegleichgewichtes beschäftigt hat, sah diese Einsturz­
gefahr als die wesentlichste an. Sie läßt sich aber durch einen 
geeigneten Fugenschnitt stets vermeiden. Ein Gleiten der Wölb­



steine übereinander kann nämlich nach der Lehre von der Rei­
hung nur dann eintreten, wenn der Fugendruck mit der Nor­
malen zur Fuge einen Winkel einschließt, der den Reibungs­
winkel übersteigt. Der Reibungswinkel zwischen Stein und Stein 
ist sehr groß. Wenn ein weicher Mörtel dazwischenliegt, kann 
er freilich erheblich kleiner werden; aber auch dann ist er immer 
noch ausreichend, um ein Gleiten zu verhüten, wenn die Fugen­
richtungen einigermaßen zweckmäßig gewählt werden. Tatsäch* 
lieh ist daher die Gleitgefahr, wenn sie auch immerhin im Auge 
behalten werden muß, von viel geringerer Bedeutung, als Cou­
lomb annahm.

Eine andere Einsturzmöglichkeit besteht darin, daß das Ge­
wölbe durch Offnen einiger Fugen (der sogenannten Bruchfugen) 
in mehrere Teile zerfällt, die sich um die Kanten der Bruch­
fugen abwechselnd nach entgegengesetzten Richtungen hin drehen. 
Wenn diese Bewegungen weit genug fortgesetzt werden, weichen 
einzelne Teile so weit nach oben hin aus, daß die anderen Raum 
zum Herabstürzen erlangen Hierbei ist zu beachten, daß die 
Zug- und Haftfestigkeit des Mörtels, die vor dem Offnen der 
Fugen überwunden werden muß, in vielen Fällen nur gering zu 
veranschlagen ist. Man fordert daher gewöhnlich, daß das Gleich­
gewicht des Gewölbes auch schon ohne Zuhilfenahme der Zug­
festigkeit des Mörtels genügend gesichert sei. Für diesen Fall 
läßt sich die Bedingung für das Gleichgewicht gegen Drehen 
benachbarter Wölbsteine gegeneinander um eine Fugenkante 
leicht angeben. Der Angriffspunkt des resultierenden Fugen­
druckes muß nämlich auf der Fuge selbst enthalten sein und 
darf nicht in deren Verlängerung fallen. Denn in die Verlänge­
rung der Fuge könnte er offenbar nur dann fallen, wenn in der 
Fuge außer Druckkräften an einzelnen Stellen auch Zugkräfte 
übertragen würden.

Bei dieser Betrachtung ist jedoch noch keine Rücksicht auf 
die begrenzte Druckfestigkeit des Wölbstoffes genommen, und 
diese ist es, die nun tatsächlich den Ausschlag gibt. Schon dann, 
wenn der Angriffspunkt des Fugendruckes in die Nähe einer 
Fugenkante fällt, steigt die Druckbeanspruchung an dieser Kante
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so erheblich, daß dort ein Zertrümmern des Wölbstoffes statt­
findet. Nachdem dieses Absplittern der Kanten erfolgt ist, steht 
den vorher besprochenen Drehungen der einzelnen Wölbteile 
gegeneinander schon dann kein Hindernis mehr im Wege, wenn 
auch der Angriffspunkt des Fugendruckes noch innerhalb der 
ursprünglichen Fugenlänge liegt. Man muß daher verlangen, daß 
der Fugendruck nicht nur an keiner Stelle über den Gewölbe­
querschnitt hinaustritt, sondern daß er sich auch den Begren­
zungslinien des Gewölbes nirgends so weit nähert, daß die zu­
lässige Druckbeanspruchung des Wölbstoffes überschritten wird. 
Als möglich im vorher erörterten Sinne sind daher nur 
nur solche Gleichgewichtszustände des Gewölbes an­
zusehen, die dieser Forderung genügen und bei denen 
überdies an keiner Stelle ein Gleiten der Wölbsteine 
gegeneinander zu befürchten ist.

Die größte Kantenpressung, die zu einem gegebenen Fugendrucke 
gehört, kann unter der hier wie in anderen Fällen üblichen Annahme 
eines linearen Spannungsverteilungsgesetzes leicht ermittelt werden. 
Der Fugendruck (oder seine zur Fugenrichtung senkrecht stehende 
Komponente, die sich aber von dem gesamten Fugendrucke unter den 
gegebenen Verhältnissen nur unerheblich unterscheiden kann) sei für 
die Länge = 1 des Gewölbes in der Richtung der Achse mit R, die 
Fugenlänge mit f und der Abstand des Druckmittelpunktes von der 
Fugenmitte mit u bezeichnet. Dann ist die Kantenpressung 6

6 Ru
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#± (82)6 = rf
zu setzen. Dies ist nämlich die früher (im ersten Bande) abgeleitete 
Formel für die exzentrische Druckbelastung. Das erste Glied stellt 
die von dem zentrisch angebrachten Drucke herrührende, gleichförmig 
verteilte Spannung, das zweite Glied die zu dem Momente Ru ge­
hörige zusätzliche Biegungsspannung dar, wobei zu beachten ist, daß

f*
das Widerstandsmoment der Fuge gleich — zu setzen ist, da die
Fuge ein Rechteck von den Seitenlangen f und 1 bildet. Das obere 
oder untere Vorzeichen des zweiten Gliedes ist zu wählen, je nach­
dem die dem Druckmittelpunkte benachbarte oder die jenseits der 
Mitte liegende Kante in Frage kommt. Die größte Kantenpressung 
entspricht dem positiven Vorzeichen.

Die Formel ist indessen nur so lange gültig, als sich die ganze
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Fuge an der Lastübertragung beteiligt. Setzt man u = —, so sinkt
der Druck an der jenseits liegenden Kante auf Null, und wenn u noch 
größer wird, treten an dieser Kante Zugspannungen auf. Vermag der 
Mörtel Zugspannungen aufzunehmen, so ist die Formel zwar auch 
dann noch gültig. Im anderen Falle tritt aber auf der Zugseite ein 
Aufklaffen der Fuge ein. Das Spannungsverteilungsdiagramm geht 
dann in ein Dreieck über, das sich nur über den unter Druck stehen­
den Teil der Fuge erstreckt und dessen Schwerpunkt auf der Rich-

f
tungslinie von Ji liegt. Der Abstand von R bis zur Kante ist —
die an der Druckübertragung beteiligte Sti'ecke der Fuge das Drei­
fache davon, und die Kantenpressung wird doppelt so groß als der 
Mittelwert des Druckes längs jener Strecke. Daher ist die vorige 
Gleichung für diesen Fall zu ersetzen durch

— u,

R (83)o — 2 •

•(4-)
§ 60. Sttitzlinie und Drucklinie.

Eine gebrochene Linie, die die Druckmittelpunkte aller Fu­
gen miteinander verbindet, wird die Stützlinie des Gewölbes 
genannt. Da die Verteilung und die Zahl der Fugen offenbar 
zufällig und unwesentlich ist, kann man sich auch unendlich 
viele Fugen oder wenigstens willkürlich durch die Wölbsteine 
in der Fugenrichtung gezogene „Fugenschnitte“ vorstellen 
und zu jedem dieser Fugenschnitte den Druckmittelpunkt auf- 
gesucht denken. Die Stützlinie geht dann in eine Kurve über.

Eine zweite Kurve, die von der Stützlinie im allgemeinen etwas, 
wenn auch gewöhnlich nicht viel verschieden ist, wird von den Rich­
tungslinien der zu allen Fugenschnitten gehörigen Fugendrücke als 
Tangenten eingehüllt. Sie wird als die Drucklinie des Gewölbes 
bezeichnet. Indessen werden die Bezeichnungen „Stützlinie“ und 
„Drucklinie“ häufig auch miteinander vertauscht, um so mehr, als beide 
unter einer Annahme, die sofort näher zu besprechen ist, miteinander 
zusamm enfalle n.

Die Stütziinie sowohl als die Drucklinie können nach den 
Lehren des vorigen Paragraphen leicht gefunden werden, sobald 
Lage, Richtung und Göße irgendeines Fugendruckes willkürlich



gewählt oder gegeben sind. Man sucht aber diese Aufgabe da­
durch noch weiter zu vereinfachen, daß man die Richtungen der 
Fugenschnitte so legt, wie es dafür am bequemsten ist. Am 
schnellsten kommt man zum Ziele für lotrechte Fugenschnitte. 
In diesem Falle bildet die Stützlinie eine zu der gegebenen Be­
lastungsfläche gehörige Seilkurve, und jede Tangente an die Seil­
kurve gibt zugleich die Richtung des zugehörigen Fugendruckes 
an, d. h. die Drucklinie fällt mit der Stützlinie zusammen.

Freilich dürfte man bei einem gemauerten Gewölbe die Fu­
gen nicht wirklich in dieser Richtung ausführen, da sonst die 
Gefahr des Gleitens der Wölbsteine übereinander nahegerückt 
würde. Bei einem Betongewölbe dagegen kommen Fugen im 
eigentlichen Sinne überhaupt nicht vor, und es ist daher von 
vornherein gleichgültig, in welcher Richtung wir uns die Fugen- 
scÄnitte bei ihm gelegt denken wollen. Aber auch bei gemauer­
ten Gewölben steht es uns frei, uns trotz der anders gerichteten 
Mauerfugen auch noch Schnitte in lotrechter Richtung durch 
das Gewölbe gelegt zu denken, die wir als Fugenschnitte be­
zeichnen, und die in diesen Schnitten 
von der einen nach der anderen Seite 
hinüber übertragenen Kräfte oder „Fu­
gendrücke“ zu untersuchen.

Außerdem ist man auch jederzeit leicht 
imstande, den Fugendruck für eine beliebig 
geneigte Fuge nachträglich anzugeben, so­
bald die Stütz- oder Drucklinie für senk­
rechte Fugenschnitte bereits bekannt ist.
In Abb. 194 sei SS diese Stützlinie und 
EF die geneigte Fuge, für die der Fugen­
druck ermittelt werden soll. Man ziehe 
durch den Schnittpunkt A der Fuge EF 
mit der Stützlinie SS den senkrechten 
Fugenschnitt BC. Der zu diesem gehö­
rige Fugendruck R ist aus dem zu dem 
Seilecke SS gehörigen Kräfteplane zu ent­
nehmen. Dann ziehe man von E aus die 
Lotrechte ED. Der Fugendruck R' für die geneigte Fuge EF muß 
dann mit R und dem zwischen den Linien DEF und B C liegenden 
Belastungsstreifen im Gleichgewichte stehen. Dieser Belastungsstreifen
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besteht aus dem Trapeze AG DE mit senkrecht nach abwärts und 
dem kleinen Dreiecke AB F mit senkrecht nach oben gekehrtem Ge­
wichte (dies nach oben gerichtet, weil die Fläche AB F nicht hinzu­
kommt, sondern wegfällt, wenn wir vom senkrechten Fugenschnitte 
zum geneigten übergehen). Die Rieh tun gslinie der Resultierenden G 
beider Gewichte kann auch als die senkrechte Schwerlinie der ver­
schränkten Figur BCDEF angesehen werden, in der AB F negativ 
zu rechnen ist. Durch Aneinandertragen von B und G erhalten wir 
B' als dritte Seite in dem untenhin gezeichneten Kräftedreiecke. Eine 
Parallele zu B' durch den Schnittpunkt von B mit G in der Haupt­
figur liefert den gesuchten Fugendruck.

Man erkennt hieraus, daß die Stützlinie für die wirklich vorhan­
denen geneigten Fugen stets etwas höher liegen wird als die ihr für 
senkrechte Fugenschnitte entsprechende. Der Unterschied ist aber so 
gering, daß man ihn unter den gewöhnlich vorliegenden Umständen 
meist ganz vernachlässigen kann. Daher begnügt man sich in der 
Regel damit, die Stützlinie für senkrechte Fugenschnitte einzuzeich­
nen und sie zugleich für die geneigten Fugen als gültig zu betrach­
ten. Wenn man will, kann man jedoch die besprochene geringfügige 
Verbesserung jederzeit leicht vornehmen.

Um die Untersuchung' für die Stütz- oder Drucklinien bei 
senkrechten Fugenschnitten analytisch durchzuführen, geht man 
von der Differentialgleichung der Seilkurve aus. Diese lautet

Hiydx* q’

wenn q die Belastungsdichte an der Stelle mit der Abszisse x 
und H den Horizontalschub bedeutet. Durch zweimalige Inte­
gration folgt daraus die endliche Gleichung der Kurve

y = — J*dx j qdx -f- Cxx -f- G,

Unter Gx und C2 sind die Integrationskonstanten zu verstehen. 
Grenzbedingungen zu deren Bestimmung stehen nicht zur Ver­
fügung, falls nicht willkürliche Annahmen etwa über einen 
Fugendruck zu Hilfe genommen werden. Auch der Horizontal­
schub H läßt sich ohne solche Annahmen auf Grund der all­
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen nicht ermitteln. In der 
Gleichung kommen daher drei zunächst willkürliche Konstanten 
vor. Dies steht in Übereinstimmung mit dem schon vorher ge-

(84)2 •



zogenen Schlüsse, daß das Tonnengewölbe dreifach statisch un­
bestimmt ist.

Diese Unbestimmtheit läßt sich freilich durch geeignete Mittel 
bis zu einem gewissen Grade heben. Durch Anordnung von Ge­
lenken kann man (wenigstens nahezu) der Drucklinie Punkte vor­
schreiben, durch die sie gehen muß. Ordnet man drei Gelenke (eins 
im Scheitel und an jedem Kämpfer) an, so ist die Lage der Druck­
linie dadurch völlig bestimmt.

Die Berechnung der Gewölbe mit drei Gelenken erfolgt im 
wesentlichen genau so wie die der Bogenträger mit drei Gelenken. 
Die Gelenkdrücke findet man nach einem der damals besprochenen 
Verfahren (vgl. § 41), und hiermit kann auch die zugehörige Stütz­
linie ohne weiteres gezeichnet werden.
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§ 61. Schiefe Projektion des Gewölbequerschnittes 
mit eingezeichneter Stützlinie.

Denkt man sich die Zeichnung eines Gewölbequerschnittes 
samt Belastungslinie, Stützlinie und deren Kräfteplan durch par­
allele Projektionsstrahlen auf irgendeine zur Zeichenebene nicht 
parallele Ebene projiziert, so stellt die erhaltene Projektion selbst 
wieder einen Gewölbequerschnitt dar. In diesem ist als Lastrich­
tung jene anzusehen, die sich als Projektion der Lastrichtung 
im ersten Falle ergibt. Auch die Projektion der Stützlinie bildet 
dann wieder eine Stützlinie für den neu erhaltenen Gewölbe­
querschnitt. Dies folgt leicht daraus, daß sich der Schwerpunkt 
jedes Belastungsstreifens mit projiziert (vgl. Bd. I § 24).

Schneiden sich beide Ebenen in einer zur wagerechten Rich­
tung in beiden Zeichnungen parallelen Geraden, so ist die Pro­
jektion wiederum symmetrisch in bezug auf die Lastrichtung 
gestaltet, wenn dies von der ersten Zeichnung zutraf. Im anderen 
Falle erhält man aus dem symmetrischen Gewölbequerschnitte 
mit gleich hoch liegenden Kämpfern den Querschnitt eines sog. 
„einhüftigen“ Gewölbes.

Bei den weit gespannten flachen Brückenbögen von verhältnis­
mäßig geringer Wölbstärke, die man in neuerer Zeit häufig (gewöhn­
lich unter Anordnung von Gelenken) ausgeführt hat, muß man, um 
die Stützlinie einigermaßen genau einzeichnen zu können, einen un-
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bequem großen Maßstab anwenden. In diesem Falle gelangt man 
besser zum Ziele, wenn man die Zeichnung verzerrt ausführt, so daß 
man die Ordinaten in einem größeren Maßstabe als die Abszissen 
aufträgt. Man kann diese Zeichnung als eine schiefe Parallelprojek­
tion jenes Wölbquerschnittes ansehen, für den man die Untersuchung 
durchzuführen hat. Die Stützlinie kann nun viel genauer eingetragen 
werden. Um nachher die Kantenpressung für irgendeine Fuge zu 
erhalten, muß man nur beachten, daß die Horizontalkomponente des 
zugehörigen Fugendruckes in einem anderen Maßstabe auszumessen 
ist als die Yertikalkomponente.

§ 62. Ältere Ansichten über die wirklich auftretende 
Stützlinie.

Bei einem gelenklosen Gewölbe muß man sich auf irgendeine 
Art ein Urteil darüber zu verschaffen suchen, welcher von den 
statisch möglichen Gleichgewichtszuständen in Wirklichkeit zu­
stande kommt. Der erste, der sich hierüber eine bestimmte An­
sicht bildete, war der englische Ingenieur Moseley, der im Jahre 
1837 das sogenannte Prinzip des kleinsten Widerstandes 
aufstellte und in derselben Arbeit zugleich zuerst die Stützlinie 
als Hilfsmittel der Untersuchung einführte. Die Arbeit von 
Moseley wurde von Scheffler ins Deutsche übersetzt und von 
diesem eifrig vertreten. Die Moseleysche Theorie erlangte dadurch 
eine große Verbreitung und hat auch jetzt noch manche An­
hänger. Es ist daher nötig, daß man sich mit ihr bekannt macht.

Zur Zeit Moseleys galten die Bausteine als starre Körper. 
Daß auch die Steine elastischer Formänderungen fähig sind, die 
durchaus mit denen der Metalle vor Überschreitung der Elasti­
zitätsgrenze vergleichbar sind, hat man erst später gefunden. Sah 
man aber die Steine als starre Körper an und beachtete man, 
daß die Mechanik starrer Körper für sich allein nicht ausreicht, 
um eine Entscheidung zwischen den als statisch gleich möglich 
erkannten Gleichgewichtszuständen zu treffen, so mußte man zu 
dem Schlüsse kommen, daß die Mechanik starrer Körper, so wie 
sie vorlag, noch nicht vollständig sein könne, sondern einer Er­
gänzung bedürfe. Denn offenbar kann unter den unendlich vielen 
statisch möglichen Gleichgewichtszuständen immer nur einer in
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Wirklichkeit auftreten, und es muß daher ein Gesetz geben 
nach dem sich dieser regelt. Diese — scheinbare — Lücke 
suchte nun Moselej durch das Prinzip des kleinsten Widerstandes 
auszufüllen.

Das Gewölbe wird auf einem Lehrgerüst ausgeführt, das anfäng­
lich die ganze Last allein aufnimmt. Wenn nachher das Gewölbe 
ausgerüstet, also seiner früheren Unterstützung beraubt wird, „sucht“ 
es herabzufallen. Daran wird es durch die Unterstützung an den 
Widerlagern verhindert. Denkt man sich die Ausrüstung allmählich 
vorgenommen, so daß ein allmählich wachsender Teil der Last auf 
das Gewölbe selbst entfällt, so wird auch der Horizontalschub des 
Gewölbes allmählich ansteigen. Moseley schloß nun, daß dieses An­
wachsen gerade nur so lange andauere, bis der Horizontalschub groß 
genug geworden sei, um das Gewölbe zu befähigen, die Last allein 
aufzunehmen. Hiernach würde nach Beendigung des Ausrüstens die 
Stützlinie des kleinsten Horizontalschubs (der Horizontal­
schub ist in diesem Falle der kleinste „Widerstand“ nach der Moseley- 
schen Auffassung) aufgetreten sein, und diese würde nach Moseley 
auch weiterhin bestehen bleiben.

Die Stützlinie des kleinsten Horizontalschubs ist, wie bei allen 
Seilkurven, jene, die die möglichst große Pfeilhöhe hat. Bei den 
gewöhnlich vorkommenden Gewölbe Querschnitten geht sie durch den 
tiefsten Punkt jeder Kämpferfuge und den höchsten Punkt der Scheitel­
fuge. Jedenfalls berührt oder trifft sie aber sowohl die obere als die 
untere Begrenzungslinie des Gewölbequerschnittes.

Als man darauf aufmerksam wurde, daß bei dieser Drucklinie 
die Kantenpressung an den bezeichneten Stellen, sofern man auf die 
Zugfestigkeit des Mörtels nicht rechnen darf, unendlich groß würde, 
änderte man — unter Beibehaltung derselben Schlußweise im übrigen 
— die Betrachtung dahin ab, daß die Drucklinie von jenen Punkten 
gerade nur so weit abrücke, als es die Bücksicht auf die Festigkeit 
des Materials erfordere. In dieser Form wird die Moseley-Scheffler- 
sche Theorie heute noch von manchen als richtig angesehen. Man 
nimmt also an, daß unter allen „Gleichgewichtsdrucklinien“ in dem 
früher besprochenen Sinne die am steilsten verlaufende und daher 
dem kleinsten Horizontalschub entsprechende die richtige sei.

Freilich ist nun keineswegs einzusehen, weshalb dieser Vorgang 
des Abrückens der Stützlinie von den zunächst am meisten gefähr­
deten Kanten gerade nur so lange andauern soll, als es der Festig­
keit oder gar der schätzungsweise als „zulässig“ angesehenen Bean­
spruchung des Stoffes entspricht. Wenn man sich zu dieser Änderung 
der ursprünglichen Betrachtung, die zu einer unendlich großen Kanten



368 Siebenter Abschnitt. Theorie der Gewölbe u. der durchlauf. Träger

pressung führte, einmal entschloß, hätte man weiter gehen, nämlich 
auf die Gründe eingehen müssen, die dieses Abrücken bedingen.

Das ist zuerst von Culmann geschehen, der die Formänderungen 
des Gewölbes als bestimmend für die Ausbildung des Gleichgewichts­
zustandes erkannte. Dabei vernachlässigte Culmann aber immer noch 
die elastische Nachgiebigkeit der Wölbsteine und achtete nur auf die 
Zusammendrückbarkeit des bald nach der Ausrüstung noch als ziem­
lich weich angesehenen Mörtels in den Fugen. Er schloß, daß die 
Drucklinie des kleinsten Horizontalschubes, von der er zunächst aus­
ging, zu einer sehr stai'ken Zusammendrückung und zu einem Aus­
weichen des Mörtels an den meist beanspruchten Stellen führen müsse. 
Sobald der Mörtel an diesen Stellen nachgibt, kommen auch die an­
deren Stellen der Fuge zur Lastübertragung, und die Drucklinie rückt 
weiter ins Innere des Gewölbequerschnittes. Indem er sich diesen 
Vorgang in derselben Weise weiter fortgesetzt dachte, gelangte er 
zu der Ansicht, daß sich schließlich der günstigste Gleichgewichts­
zustand einstelle, nämlich jener, bei dem die Kantenpressung an den 
gefährdetsten Stellen den möglichst kleinen Wei*t annehme. Diese 
Culmannsche Theorie der günstigsten Drucklinie zählte lange 
Zeit hindurch die meisten Anhänger. Sie unterscheidet sich in ihren 
Ergebnissen übrigens auch nur wenig von der heute meist als zutref­
fend angesehenen, die von der Betrachtung des Gewölbes als eines 
elastischen Bogens ausgeht und die im folgenden Paragraphen näher 
besprochen werden soll.

§ 63. Die Elastizitätstheorie des Tonnengewölbes.
Die Mauersteine gehorchen zwar nicht genau dem Hooke­

schen Gesetze von der Verhältnisgleichheit der elastischen Form­
änderungen mit den Spannungen, ebensowenig der Zementbeton, 
aus dem man in neuerer Zeit häufig große Gewölbe herstellt. 
Immerhin sind bis zu den als zulässig angesehenen und daher 
in Aussicht zu nehmenden Spannungen die Abweichungen nicht 
sehr erheblich. Man darf es daher als eine recht gute Annäherung 
an das wirkliche Verhalten betrachten, wenn man die Theorie 
der Gewölbe auf die allgemeinen Lehrsätze der gewöhnlichen 
Elastizitätstheorie stützt.

Hierzu eignet sich am besten der (im dritten Bande bespro­
chene) Lehrsatz von Castigliano, wonach die statisch unbestimm­
ten Größen solche Werte annehmen, daß sie die Formänderungs-



arbeit zu einem Minimum machen. Es wird sich also vor allem 
darum handeln, einen Ausdruck für die elastische Formänderungs­
arbeit A aufzustellen, die in dem elastischen Bogen, als den wir 
das Gewölbe ansehen dürfen, infolge der in ihm auftretenden 
Spannungen und Formänderungen aufgespeichert ist. Dabei mag 
in erster Linie angenommen werden, daß die Widerlager als 
vollkommen starr und unbeweglich angesehen werden dürfen, 
so daß auf sie keine Formänderungsarbeit entfällt. Dagegen 
steht es späterhin auch frei, dieselbe Betrachtung auf das ganze 
Bauwerk mit Einschluß der Widerlagsmauern auszudehnen, wobei 
diese als Fortsetzungen des Gewölbes bis zur Fundamentsohle 
hin anzusehen sind.

Für irgendeinen senkrecht zur Wölbmittellinie gezogenen 
Fugenschnitt sei der Fugendruck mit R, der Abstand des Druck­
mittelpunktes von der Fugenmitte mit u bezeichnet. Die Form­
änderungsarbeit dA in einem Gewölbeelemente, das zum Bogen­
elemente ds der Wölbmittellinie gehört, setzt sich dann aus zwei 
Gliedern zusammen, von denen das erste dem in der Fugenmitte 
angebracht gedachten Drucke R, das andere dem Biegungs­
momente M = Ru entspricht. Hierbei wird vorausgesetzt, daß 
die ganze Fuge an der Druckübertragung beteiligt sei. Bei jenen 
Gewölben, für die man genauere Rechnungen dieser Art durch­
führt, auf deren Grund die Gestalt und Stärke des Gewölbes 
bemessen werden soll, trifft dies auch stets zu. Für dA hat man 
dann nach den Lehren des dritten Bandes
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R* M*dA = ds -f ds.2 EF

Hierin bedeutet F die Fugenfläche, die auch gleich der Fugen­
länge f gesetzt werden kann, da die senkrecht zum Gewölbe­
querschnitte stehende Länge der Fuge gleich der Längeneinheit 
ist. Unter & ist das Trägheitsmoment der Fugenfläche oder

und unter E der Elastizitätsmodul des Wölbstoffes zu ver­
stehen. Im ganzen wird daher die Formänderungsarbeit

2 E &

L f(E +
*eJ V f +

12M*\ ,
J d-s> (85)A =

24Föppl, Graphische Statik. 4. Aufl.
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wobei sich das Integral auf die ganze Bogenlänge (gegebenen 
Falles mit Einschluß der Widerlager) zu erstrecken bat.

Die Werte von B und M sind an jeder Stelle von der Stütz­
linie abhängig, die man ins Auge faßt. Für jede Stützlinie läßt 
sich A berechnen, und der Castiglianosche Satz lehrt, daß jene 
Stützlinie wirklich zur Geltung kommt, für die A zu einem 
Minimum wird. Wir wissen ferner, daß jede Stützlinie von drei 
Bestimmungsstücken abhängig ist, also z. B. von Größe, Lage 
und Richtung irgendeines Fugendruckes. Denkt man sich diese 
Bestimmungsstücke auf irgendeine Art ausgewählt, so können 
alle B und M in ihnen ausgedrückt werden. Der Ausdruck für 
die Formänderungsarbeit A läßt sich dann vollständig auswerten, 
bis auf die drei zunächst willkürlich bleibenden Bestimmungs­
stücke, die als die statisch unbestimmten Größen anzusehen sind. 
Man differentiiert nun A partiell nach jeder dieser drei Größen 
und setzt die Differentialquotienten gleich Null. Damit erhält 
man drei Gleichungen, deren Auflösung die drei statisch unbe­
stimmten Größen liefert, womit der zu erwartende Gleichgewichts­
zustand des Gewölbes vollständig bekannt wird.

Hiermit ist das Verfahren im allgemeinen umschrieben. Auf die 
ausführliche Ausrechnung brauche ich mich hier nicht einzulassen; 
es genügt vielmehr, im Anschlüsse an das Vorausgehende die Ab­
leitung eines näherungsweise zutreffenden Satzes zu geben, der von 
Winkler aufgestellt wurde und dér einen raschen Überblick darüber 
gestattet, welche Stützlinie ungefähr zu erwarten ist.

Das erste Glied in dem Ausdrucke für A ändert sich nämlich von 
einer Stützlinie zur anderen verhältnismäßig nur wenig. Für alle 
Stützlinien, die hierbei überhaupt in Frage kommen können, weichen 
die zu gegebenen Fugen gehörigen Fugendrücke R nicht allzuviel 
voneinander ab. Anders ist es dagegen mit dem zweiten Gliede, da 
die Abstände u der Druckmittelpunkte von den Fugenmitten und 
hiermit die Momente M bei verschiedenen Stützlinien sehr verschieden 
ausfallen. Dabei ist das zweite Glied, wie man aus dem Ausdrucke 
M — Ru erkennt, der Größe nach im allgemeinen durchaus mit dein 
ersten vergleichbar. Nur bei solchen Stützlinien, die etwa überall 
sehr nahe an der Mittellinie verlaufen, wird das zweite Glied klein 
gegenüber dem ersten. Sehen wir aber von diesem Falle vorläufig 
ab, so wird A besonders dadurch verkleinert werden können, daß man 
das stark veränderliche zweite Glied möglichst klein macht, während
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man das wenig veränderliche erste Glied für eine erste Annäherung 
unbeachtet lassen kann. Bei der als wahrscheinlich in Aussicht zu 
nehmenden Stützlinie wird daher der Ausdruck

ff zu einem Minimum werden.ds

Anstatt M — Ru zu setzen, wie es vorher geschehen war, kann 
man sich von der Fugenmitte aus eine Strecke z in lotrechter Rich- 
tung bis zur Richtungslinie von R gezogen denken und R im End­
punkte von s in eine horizontale und eine vertikale Komponente zer­
legen. Die horizontale Komponente ist der konstante Horizontalschub H 
des Gewölbes, und dessen Moment ist gleich Uz, während das Mo­
ment der Vertikalkomponente in bezug auf den Fugenmittelpunkt 
verschwindet. Man hat daher auch M — Hz, und der Ausdruck, der 
zu einem Minimum werden soll, geht über in

n‘-J z* ds.r
Auch der Horizontalschub H zeigt bei den verschiedenen Stütz­

linien, die miteinander zu vergleichen sind, keine großen Abweichungen, 
während der zweite Faktor des Produktes stark veränderlich ist. 
Nimmt man überdies an, daß die Wölbstärke f konstant sei, so wird 
demnach ungefähr jene Stützlinie zustande kommen, für die

J z2ds

den möglichst kleinen Wert annimmt. Dieser Ausdruck hat aber eine 
einfache Bedeutung: er stellt die Summe der Quadrate der in lot­
rechter Richtung gemessenen Abweichungen zwischen Bogenmittel­
linie und Stützlinie dar und kann geradezu als ein Maß für die 
gesamte Abweichung zwischen beiden Linien betrachtet werden. Wir 
können demnach mit Winkler den Satz aussprechen, daß unter den 
angegebenen Voraussetzungen jene Stützlinie nahezu die rich­
tige ist, die sich der Bogenmittellinie so eng als möglich 
anschließt.

Gewöhnlich nimmt man freilich die Wölbstärke f nicht konstant 
an, sondern macht sie im Scheitel am kleinsten und läßt sie von 
da aus nach den Kämpfern hin etwas zunehmen, weil auch der Fugen­
druck R in dieser Richtung hin zunimmt. Bezeichnet man die Ho­
rizontalprojektion des Bogenelementes ds mit dx, so nimmt für gleiche 
dx auch ds vom Scheitel nach den Kämpfern hin zu. Für den Fall.

(1/ sdaß sich f3 gerade proportional mit ändert, daß also
ai*
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3 _ „ 3 ds^ 
' dx

ist, wenn f0 die Scheitelstärke bezeichnet, erhält man für den Aus­
druck, der zu einem Minimum werden soll,

H~ J
fo

d. h., da H nicht merklich veränderlich und f0 konstant ist, muß

J z*dx

möglichst klein werden, und auch dieses Resultat kann ähnlich ge­
deutet werden wie das vorhergehende.

Wird die Mittellinie des Bogens so gewählt, daß sie 
selbst mit einem zur Belastungsfläche gehörigen Seil­
ecke zusammenfällt, also eine der statisch möglichen 
Stützlinien darstellt, so kann sich nach den vorausgehen­
den Betrachtungen die wahre Stützlinie nicht viel von 
der Mittellinie entfernen. Für die Mittellinie seihst als Stütz­
linie wird nämlich J*s2 d s oder auch J zidx zu Null und daher zu 

einem Minimum. Man darf daraus nun freilich nicht schließen, daß 
die wahre Stützlinie unter den bezeichneten Umständen genau mit 
der Mittellinie zusammenfiele. Bei den in nächster Nähe der Mittel­
linie verlaufenden Stützlinien wird nämlich das zweite Glied in dem 
Ausdrucke für die Formänderungsarbeit

1 f [R* . 12 M\ ,
E J ( f + f* ) dS

A =

überhaupt sehr klein, und es kommt' dann wesentlich auf die, wenn 
auch an sich nicht erheblichen, Änderungen des alsdann viel größeren 
ersten Gliedes an. Man kann auch leicht sagen, in welchem Sinne 
eine Abweichung der wahren Stützlinie von der»Mittellinie in diesem 
Falle zu erwarten ist. Je steiler nämlich die Stützlinie verläuft, um 
so kleiner wird der Horizontalschuh H und mit ihm auch jedes R. 
Die Abweichung wird also nach der Richtung der Drucklinie des 
kleinsten Horizontalschubs hin erfolgen. Sehr groß kann aber diese 
Abweichung andererseits niemals werden, weil sich sonst sofort ein 
starkes Anwachsen des zweiten Gliedes in dem Ausdrucke für A 
herausstellen müßte, das weit mehr ausmachte als die Verkleinerung, 
deren das erste Glied fähig ist.

Diese Betrachtung liefert das für die praktische Beurteilung 
des Gewölbegleichgewichtes sehr wertvolle Resultat, daß die
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elastischen Formänderungen des Gewölbes infolge der Belastung 
die Stützlinie so verschieben, daß sie sich ziemlich eng an die 
Mittellinie anschließt, soweit dies durch die Gestalt des Gewölbes 
ermöglicht ist. Zugleich lehrt sie, daß es vorteilhaft ist, die Ge­
stalt der Wölbmittellinie, deren Wahl dem Konstrukteur häufig 
freisteht, so zu bestimmen, daß sie mit einer Seilkurve für die 
Belastungsfläche zusammenfällt.

§ 64. Vereinfachte Berechnung der Gewölbe.
Die genauere. Berechnung der Gewölbe auf Grund der Elasti­

zitätstheorie, die vorher nur in allgemeinen Umrissen beschrieben 
wurde, macht ziemlich viel Mühe und lohnt sich nur bei beson­
ders großen und wichtigen Ausführungen. Da man aber bei 
diesen jetzt meist Gelenke einschaltet, wird sie auch hier in der 
Regel entbehrlich. Bei kleineren Ausführungen macht man das 
Gewölbe lieber etwas stärker, als eigentlich nötig wäre, und be­
hilft sich dafür bei der Stabilitätsuntersuchung mit einer verein­
fachten Berechnung. Man kann es auf Grund der zahlreichen 
Erfahrungen, die in dieser Hinsicht vorliegen, als verbürgt be­
trachten, daß ein Gewölbe, das den üblichen Vorschriften genügt 
hinreichend sicher ist.

Wenn ein Gewölbequerschnitt samt Belastungsfläche ge­
geben ist, zeichnet man zunächst eine Stützlinie, die durch die 
Mitten der Scheitelfuge und der beiden Kämpferfugen geht 
Hierauf überzeugt man sich, ob diese willkürlich gewählte 
Stützlinie nicht nur überall innerhalb des Gewölbequerschnittes 
verläuft, sondern ob sie sich auch keiner Kante um mehr als 
bis auf ein Drittel der betreffenden Fugenlänge nähert. Dies 
sieht man nämlich als nötig an, teils um einen gewissen Über­
schuß an Sicherheit zu erlangen, teils um eine Zugbeanspruchung 
des Mörtels und ein bei dessen Versagen zu befürchtendes Auf­
klaffen der Fuge zu verhüten. Hierauf berechnet man nach den 
früher gegebenen Formeln die größte auftretende Kantenpres­
sung und vergleicht sie mit der als zulässig zu betrachtenden 
Druckbeanspruchung des Mauerwerks. Wird diese nirgends 
überschritten, und ist die vorher genannte Bedingung erfüllt,

§ 64. Vereinfachte Berechnung der Gewölbe
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so betrachtet man das Gewölbe an sich als vollkommen 
sicher.

Ergibt sich bei dieser Berechnung, daß die Kantenpressung 
überall erheblich kleiner bleibt als die zulässige Druckspan­
nung, so schließt man, daß das Gewölbe unnötig stark ist, und 
hält eine Verkleinerung der Wölbstärke für angezeigt. Findet 
man umgekehrt, daß die zuerst gezeichnete Stützlinie nicht überall 
innerhalb des mittleren Fugendrittels verläuft, so kann man, 
namentlich für den Fall einer unsymmetrischen Belastung, zu­
nächst versuchen, ob sich die Stützlinie durch eine Änderung in 
der Annahme der Druckmittelpunkte in Scheitel- und Kämpfer­
fugen so verschieben läßt, daß sie nachher überall innerhalb des 
mittleren Drittels bleibt. Läßt sich dies erreichen und wird die 
Kantenpressung für die neu gezeichnete Stützlinie nicht zu groß, 
so ist das Gewölbe immer noch als hinreichend sicher für die 
gegebene Belastung anzusehen. Im anderen Falle muß man ent­
weder die zuerst in Aussicht genommene Gewölbeform entspre­
chend abändern oder die Wölbstärken vergrößern, bis den ge­
gebenen Vorschriften genügt ist.

Hiermit ist die Untersuchung aber noch nicht abgeschlossen. 
Man muß nun auch noch die Druckübertragung in den Pfeilern 
oder Widerlagsmauern verfolgen, am einfachsten, indem man 
die Stützlinie in diese hinein fortführt (durch Zusammensetzung 
des Kämpferdruckes des Gewölbes mit den Mauergewichten des 
Widerlagers). Auf diese Weise gelangt man entweder unten zu 
ausgedehnten Mauermassen, deren Standsicherheit ohne weiteres 
feststeht, oder zur Fundamentsohle. Der Druck auf die Fun­
damentsohle wird ebenfalls berechnet und mit der zulässigen Be­
lastung des Baugrundes, die gewöhnlich durch baupolizeiliche 
Bestimmungen vorgeschrieben ist, verglichen.

§ 65. Di© Kuppelgewölbe.
Die Kuppel unterscheidet sich in ihrem statischen Verhalten 

von dem Tonnengewölbe wesentlich dadurch, daß außer den 
Fugenpressungen in den Lagerfugen, deren Angriffspunkte im 
Gewölbequerschnitte in ihrer Aufeinanderfolge die Stützlinie



bilden, aucb noch Fugenpressungen in den Meridianschnitten 
Vorkommen. Man betrachte das Gleichgewicht eines Kuppel­
sektors, der zwischen zwei benachbarten Meridianschnitten liegt. 
Unter der Voraussetzung einer ringsum symmetrischen Belastung 
bildet jeder Meridianschnitt eine Symmetrieebene für die ganze 
Kuppel. Die in je zwei entsprechenden Flächenteilen der beiden 
Meridianschnitte übertragenen Stoßfugendrücke setzen sich da­
her zu einer horizontalen Resultierenden zusammen, die in die 
Mittelebene des Kuppelsektors fällt. Diese horizontal nach außen 
hin gehenden Resultierenden treten an die Stelle des Horizontal­
schubes beim Tonnengewölbe. Dabei besteht aber gegenüber 
dem Tonnengewölbe noch der weitere Unterschied, daß sich 
diese Resultierenden über die ganze Mittelebene des Kuppel­
sektors nach einem zunächst unbekannten Gesetze verteilen.

Hieraus folgt auch, daß die Stützlinie beim Kuppelgewölbe 
keineswegs ein Seileck zu den Lasten des Kuppelsektors bildet. 
Vielmehr ist jede beliebig im Gewölbequerschnitte gezogene 
Linie als Sfcützlinie statisch möglich, falls nur die in den Me­
ridianschnitten übertragenen Ringspannungen (oder Stoßfugen­
drücke) passend dazu gewählt werden. Das Gleichgewicht im 
Kuppelgewölbe ist daher unendlichfach statisch unbestimmt.

Auch hier gilt, wie bei den Tonnengewölben, wenn man auf 
die elastischen Eigenschaften des Wölbstoffes Rücksicht nimmt, 
der Satz, daß jener Gleichgewichtszustand zu erwarten 
ist, für den die Formänderungsarbeit zu einem Mini­
mum wird. Dies wird nahezu jener sein, bei dem sich die Stütz­
linie so eng als möglich an die Mittellinie des Gewölbequer­
schnittes anschließt. Nun kann sich die Stützlinie hier bei jeder 
Gestalt des Gewölbequerschnittes mit der Mittellinie decken. 
Man nimmt also bei der Ausführung der Berechnung zunächst 
die Stützlinie als zusammenfallend mit der Mittellinie an und 
bestimmt die aus dieser Annahme folgenden Spannungen in den 
Meridianschnitten, die man sich der Gewölbedicke nach eben­
falls gleichförmig verteilt zu denken hat. Hierbei stellt sich nun 
bei den gewöhnlich ausgeführten Kuppelformen heraus, daß in 
den Meridianschnitten im oberen Teile Druckspannungen, weiter
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unten hin dagegen Zugspannungen zu übertragen wären, um den 
zunächst in Aussicht genommenen Gleichgewichtszustand zu ver­
wirklichen.

Der Mörtel kann aber größere Zugspannungen nicht über­
tragen, und in der Tat hat man auch bei vielen der berühmtesten 
Kuppelbauten die Erfahrung gemacht, daß sich in den unteren 
Teilen der Kuppel Risse einstellten, die in der Richtung der 
Stoßfugen (also der Meridianschnitte) verlaufen. Um diesem 
Ubelstande abzuhelfen, hat man gewöhnlich nachträglich eiserne 
Reifen um die unteren Teile der Kuppel gelegt, die diese ähn­
lich Zusammenhalten, wie die Reifen ein Faß. Man erreichte da­
durch, daß nun in der Tat in den Meridianschnitten Zugspan­
nungen übertragen werden konnten, zwar nicht mehr im Mauer­
werke selbst, sondern in den eisernen Reifen, die dafür eintraten. 
Nebenbei bemerkt sind diese eisen armierten Kuppeln als die 
ersten Vorläufer der heute so viel angewendeten Eisenbeton­
konstruktionen zu betrachten.

Will man aber, daß das Gleichgewicht der Kuppel auch ohne 
eine Verstärkung durch Eisenringe gesichert sei, so muß man 
von jener Stelle ab, wo sonst die Zugspannungen einsetzen wür­
den, die Stützlinie nach abwärts ohne Heranziehung der Ring­
spannungen fortsetzen. Im unteren Teile ist dann die Stützlinie 
wieder ein Seileck zu den Lasten des Kuppelsektors. Sie ist 
ferner auch in die Widerlagsmauern der Kuppel hinein fortzu­
setzen. Entspricht die in dieser Weise ermittelte Stützlinie über­
all denselben Forderungen, wie sie schon beim Tonnengewölbe 
erhoben wurden, so kann das Gleichgewicht auch ohne Zuhilfe­
nahme einer Verstärkung durch Eisenringe als gesichert gelten.

In Abb. 195 ist nach diesem Plane die Untersuchung für eine 
oben geschlossene Kuppel durchgeführt, die nur ihr eigenes Gewicht 
zu tragen bestimmt ist. Der Kuppelquerschnitt wird durch Fugen, 
die rechtwinklig zur Mittellinie gezogen sind und deren längs der 
Mittellinie gemessenen Abstände gleich groß gewählt wurden, in acht 
Abschnitte eingeteilt. Die zu diesen Abschnitten gehörigen Gewichte 
im Kuppelsektor verhalten sich zueinander wie die Produkte aus den 
mittleren Wölbstärken und den Entfernungen der Schwerpunkte von 
der Kuppelachse. Das dem Abschnitte 5 entsprechende Gewicht wurde
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im Kräfteplane durch die mittlere Wölbstärke dieses Abschnittes dar­
gestellt. Um die Gewichte der übrigen Abschnitte im gleichen Maß­
stabe auftragen zu können, mußten deren mittlere Wölbstärken im 
Verhältnisse der Schwerpunktsabstände zum Schwerpunktsab­
stande des fünften Abschnittes verkleinert oder vergrößert 
werden. Dies ist im unteren Teile der Figur, der keiner wei­
teren Erläuterung bedarf, ausgeführt _______ -
worden. ^**~*~*~\.*^Jr*=-_

U*W■}i
67

Abb. 195.

Die Linien 1, 2 usf. im Kuppelquerschnitte sind durch die Schwer­
punkte der betreffenden Abschnitte des Kuppelsektors zu ziehen, die 
etwas weiter nach außen hin liegen als die Schwerpunkte der zu­
gehörigen Abschnitte des Kuppelquerschnittes. Indessen macht sich 
der Unterschied nur bei den oberen Abschnitten stärker bemerklich: 
bei den tiefer liegenden ist er unerheblich.
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Im oberen Teile soll die Stützlinie mit der Mittellinie zusammen­
fallen. Ferner kann angenommen werden, daß sich die Ringspannun­
gen innerhalb jedes Abschnittes gleichförmig über die Fläche verteilen. 
Die in der Mittelebene des Kuppelsektors liegende Resultierende der 
in den beiden Meridianschnitten übertragenen Ringspannungen ist 
daher durch den Schwerpunkt des zugehöi'igen Querschnittsteiles ho­
rizontal nach außen hin zu ziehen. Der Schnittpunkt dieser Resultie­
renden für den obersten Abschnitt mit der Richtungslinie des Ge­
wichtes 1 ist mit der Mitte der nächsten Lagerfuge zu verbinden. Die 
Verbindungslinie gibt die Richtung des zugehörigen Fugendruckes 
an. Da das Gewicht 1 bekannt ist, liefert das Dreieck, dessen Hypo­
tenuse Oax und dessen vertikale Kathete 1 ist, im Kräfteplane sofort 
die Größe des Fugendruckes und die Resultierende aus den Ring­
spannungen.

Dann geht man zum Abschnitte 2 über, setzt dessen Gewicht mit 
dem von oben kommenden Lagerfugendrucke zusammen, ermittelt den 
Schnittpunkt der Resultierenden mit der Resultierenden der Ring­
spannungen für diesen Abschnitt (in der Abbildung gehen die Rich­
tungslinien der drei Kräfte zufällig fast genau durch einen Punkt) 
und verbindet den Schnittpunkt mit der nächstfolgenden Fugenmitte. 
Dadurch werden die Richtungen aller am Abschnitte 2 angreifenden 
Kräfte bekannt. Auch die Größen der beiden bis dahin noch unbe­
kannten folgen ohne weiteres aus dem Kräfteplane. Der Fugendruck 
auf die untere Fuge wird durch die Strecke Oa2, die Resultierende 
aus den Ringspannungen durch die horizontale Komponente der Strecke 

a2 angegeben. In derselben Weise setzt man die Zeichnung weiter 
nach unten hin fort.

Wenn man zum fünften Abschnitte gelangt ist, bemerkt man, daß 
die Resultierende aus den Ringspannungen, die durch den horizon­
talen Abstand von a4 und a5 im Kräfteplane dargestellt wird, nur 
noch sehr klein ist. Beim sechsten Abschnitte würde diese Resultie­
rende negativ (nach innen zu gerichtet) werden, d. h. es müßten 
Zugspannungen in den Meridianschnitten auftreten, wenn man die 
Stützlinie hier immer noch mit der Mittellinie zusammen fallen lassen 
wollte. Wir nehmen daher an, daß im sechsten, siebenten und achten 
Abschnitte überhaupt keine Ringspannungen mehr auftreten, und setzen 
nur jedesmal den von oben her kommenden Fugendruck mit dem 
Gewichte des Abschnittes zusammen. Hierdurch erhält man den un­
teren Teil der Stützlinie, auf dessen Gestalt es vorwiegend ankommt.

Sitzt die Kuppel auf einer Mauertrommel, so ist die Stützlinie in 
diese hinein fortzusetzen, indem man den von der Kuppel herrühren­
den Fugendruck mit dem Gewichte des Trommelsektors zusammen­
setzt. Zu dessen Darstellung im Kräfteplane ist natürlich ebenso zu
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verfahren wie bei den vorhergehenden Kuppelabschnitten. Ringspan- 
nungen sind in der Mauertrommel außer Ansatz zu lassen.

Will man ferner durch Umlegen von eisernen Reifen vermeiden, 
daß schräg gerichtete Kräfte von der Kuppel auf die Trommel über­
tragen werden, so ergeben sich die von den Eisenreifen aufzunehmen­
den Spannungen ebenfalls aus dem Kräfteplane. Man setzt dann die 
Stützlinie auch im unteren Teile längs der Mittellinie fort, wozu die 
Punkte a6', a/ und a8' im Kräfteplane gehören. Die horizontalen 
Komponenten der Strecken ä5' a6\ a6'a7' und o/ a8 geben nach einer 
sofort vorzunehmenden einfachen Umrechnung die von den Eisen­
reifen aufzunehmenden Ringspannungen an.

Für diese Umrechnung nehme man an, daß der Winkel zwischen 
den beiden Meridianebenen, die den betrachteten Kuppelsektor be­
grenzen, da sei. Die Länge eines Abschnittes der Mittellinie zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Fugen in der natürlichen Größe gemessen 
sei Z, der Schwerpunktsabstand des fünften Abschnittes von der Kuppel­
achse s, der Maßstab der Zeichnung — und das Gewicht der Raum-
einheit des Mauerwerkes y. Dann sind die Gewichte im Kräfteplaue 
so aufgetragen, daß die Längeneinheit ein Mauervolumen nlsda und 
daher eine Kraft von der Größe nlsyda vorstellt. Nun gibt die 
Strecke a^ a7' die Resultierende der zum siebenten Abschnitte gehöri­
gen Ringspannungen in diesem Maßstabe an. Die Ringspannungen 
selbst stehen senkrecht zu den beiden Meridianebenen, die den Kuppel­
sektor begrenzen, und bilden einen Winkel miteinander, der um da 
von einem gestreckten ab weicht. Ihre Resultierende ist gleich der 
Größe von einer von ihnen, multipliziert mit da. Umgekehrt wird 
daher die in einem Teile des Meridianschnittes übertragene Ring­
spannung aus jener Resultierenden durch Streichen des Faktors da 
gefunden. Hiernach bedeutet die Längeneinheit der Strecke o7 a/ im 
Kräfteplane eine von den Eisenreifen aufzunehmende Ringspannung 
von der Größe nlsy. Wäre also z. B. a7a7' gleich 1 cm oder 0,01 m, 
der Maßstab der Zeichnung 1 : n gleich 1 : 100, 1 = 2», s = 9m 
und das Gewicht von 1 ma Mauerwerk gleich 2000 kg, so würde die 
Ringspannung im siebenten Abschnitte gleich 100 • 0,01 • 2 • 9 • 2000 
oder gleich 36000 kg zu setzen sein. — Ähnlich ist auch bei allen 
anderen Umrechnungen zu verfahren, z. B. wenn man die Kanten - 
Pressungen in einer Fuge ermitteln will. Der zunächst einzuführende 
Faktor da hebt sich dann jedesmal wieder heraus.

Bei diesem Beispiele wurde vorausgesetzt, daß die Kuppel nur ihr 
eigenes Gewicht zu tragen habe. Kommt noch eine Belastungsfläche 
hinzu, so erhöhen sich die Gewichte der einzelnen Abschnitte entspre­
chend, während das Verfahren im übrigen genau so beizubehalten ist.



Auch dann übrigens, wenn die Kuppel tatsächlich nur ihre Eigen­
last aufnehmen soll, muß man sie doch unter der Voraussetzung be­
rechnen, daß ihr überdies noch eine passend gewählte fremde Last 
(in symmetrischer Verteilung um die Kuppelachse) aufgebürdet sei. 
Im anderen Falle würde jeder Maßstab für die Bemessung der erfor­
derlichen Wölbstärke fehlen. Macht man nämlich die Kuppel schwä­
cher (namentlich in ihrem oberen Teile), so vermindern sich die 
Lasten in demselben Maße wie die Fugenflächen, und die Beanspru­
chung des Stoffes bleibt dieselbe. Mit Rücksicht auf zufällige Um­
stände, die eine andere Art der Belastung herbeiführen könnten, ist 
aber die Kuppel mit größerer Wölbstärke trotzdem als sicherer zu 
betrachten als die mit schwächerer Wölbstärke. Man trägt dem am 
besten durch Annahme einer etwa gleichförmig verteilten zufälligen 
Belastung Rechnung. Dann ergibt sich, wie. groß die Wölbstärke 
etwa im Scheitel zu wählen ist, damit die Druckbeanspruchung nicht 
zu groß ausfällt.

§ 66. Die graphische Berechnung der durchlaufenden
Träger.

Zunächst möge es sich um den in Abb. 196 dargestellten Fall 
handeln. Ein Balken sei in drei Punkten A, B, C unterstützt. 
Die eine Öffnung AB soll eine irgendwie verteilte Belastung

tragen, während die an­
dere Öffnung unbelastet 

C ist. Es wird verlangt, die 
Momentenfläche zu bil­

den, ferner auch, was damit eng zusammenhängt, die Auflager­
kräfte auf den drei Stützen und die Scherkräfte F, die zu den 
einzelnen Querschnitten gehören, anzugehen.

Ihrer allgemeinen Gestalt nach kann die zu dem Belastungs­
falle in Abb. 196 gehörige Momentenfläche ohne Schwierigkeit 
angegeben werden. Man bedenke nämlich, daß die Stütze G auch 
entfernt werden kann, wenn man dafür nur eine senkrecht nach 
abwärts gerichtete Kraft an dem Trägerende anbringt, die so 
bemessen wird, daß sich der Punkt C nicht in senkrechter Rich­
tung — weder nach oben noch nach unten hin — verschiebt. 
Der dann nur noch auf den Stützen A und B aufliegende Träger 
hat außer den gegebenen Lasten der Spannweite AB noch die 
der Größe nach vorläufig unbekannte Last an dem vorkragenden
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Abb. 106.



Ende G anfzunehmen. Das Biegungsmoment setzt sieh daher 
an jeder Stelle aus zwei Teilen zusammen, von denen der eine 
von den gegebenen Lasten, der andere von der Einzellast im 
Punkte C herrührt

Der erste Teil wird mit Hilfe des Seilecks, durch das man 
die gegebenen Lasten verbindet, nach den Lehren des zweiten 
Abschnittes leicht gefunden. Ist die Belastung gleichförmig über 
die Spannweite AB verteilt, so bildet dieser Teil der Momenten­
fläche einen Parabelabschnitt 5 aber auch bei anderer Lastvertei­
lung kann er immer leicht ermittelt werden. Jedenfalls ist das 
hierzu gehörige Moment innerhalb der Öffnung A B überall positiv, 
nämlich so gerichtet, daß es eine Biegung des Balkens hervor­
ruft, bei der sich die Hohlseite der elastischen Linie nach oben 
hin kehrt, während es an den Stützen A und B und auf der 
Strecke BC gleich Null ist.

Der von der Einzellast im Punkte C herrührende zweite Teil 
des Biegungsmomentes ist im Gegensätze hierzu längs des ganzen 
Balkens AC negativ; nur an den Enden A und G wird er zu Null. 
Die zugehörige Momentenfläche wird, wie gleichfalls aus den 
Lehren des zweiten Abschnittes hervorgeht, ein Dreieck, dessen 
Ecken auf den drei Auflagervertikalen liegen.

Setzen wir nun beide Teile zusammen, so erhalten wir im 
ganzen eine Momentenfläche von der in Abb. 197 angegebenen 
Gestalt. Die von den 
gegebenen Lasten her­
rührende positive Mo­
mentenfläche sowohl, 

als das Dreieck AD G 
der negativen Momente 
sind dabei der besseren Vergleichbarkeit wegen von der Balken­
achse aus nach oben hin abgetragen. Innerhalb der Strecke AB 
kommt nur der Unterschied zwischen den positiven und den ne­
gativen Beiträgen zum Biegungsmomente in Betracht. Im Punkte 
E, wo sich die beiden Linien überschneiden, ist das Biegungs­
moment Null, links von der durch E gezogenen Vertikalen über­
wiegt der positive, rechts davon der negative Beitrag. Die hier-
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nach verbleibenden Flächen sind durch Schraffierung hervorge* 
hoben, und zwar die zu positiven Momenten gehörigen durch 
vertikale, die zu negativen gehörigen durch horizontale Schraf­
fierung. Für jeden Punkt der Balkenachse wird demnach das zu­
gehörige Biegungsmoment nach Größe und Vorzeichen durch 
den Abschnitt angegeben, der von einer durch diesen Punkt ge­
zogenen Lotrechten in die schraffierten Flächen hineinfällt.

Um die Figur genau im Maßstabe zeichnen zu können, fehlt 
uns nur noch die Höhe BD des Dreieckes ADC, also das Bie- 
gungsmoment über der Mittelstütze. Dieses soll nun aus der 
Bedingung ermittelt werden, daß die elastische Linie durch die 
drei vorgeschriebenen Punkte A, B, G gehen muß.

Wir erinnern uns, daß die elastische Linie ein Seileck bildet 
dessen Belastungsfläche die Momentenfläche ist. Es ist dabei nicht 
nötig, den Horizontalzug dieses Seileckes nach der dafür früher auf­
gestellten Formel zu wählen, denn wenn er anders angenommen wird 
erhalten wir die elastische Linie nur in entsprechender Verzerrung. 
Das Maß der Verzerrung ist aber hier gleichgültig, denn an der Be­
dingung, daß die Ordinaten an den drei Punkten A, B, C zu Null 
werden müssen, wird dadurch nichts geändert.

Wir wollen ferner von der Seilkurve, die zu der Belastungsfläche 
in Abb. 197 gehört, 
ins Auge fassen, da dies für unsere Zwecke schon genügt. Die Seil­
spannungen bei A und B müssen mit den Lasten, die dazwischen­
liegen, und ebenso die bei B und C mit den zwischen ihnen liegen­
den Lasten im Gleichgewichte stehen. Auf dieser Bemerkung beruht 
die Lösung der Aufgabe.

Über B G bildet die Belastungsfläche ein Dreieck. Die Resultie­
rende der durch sie dargestellten Lasten geht durch den Schwerpunkt 
des Dreieckes, und die vertikale Schwerlinie kann sofort angegeben 
werden, wenn man auch von der Höhe des Dreieckes noch nichts 
weiß; sie muß nämlich jedenfalls von B aus ein Drittel der Länge 
von B C auf B C abschneiden. Auf diesąr der Lage nach bekannten 
Schwerlinie müssen sich die Tangenten der elastischen Linie in den 
Punkten B und C schneiden.

Über AB denken wir uns die Belastungsfläche wieder in die bei­
den Anteile zerlegt, aus denen sie vorher zusammengesetzt wurde. 
Der negative, durch das Dreieck ABD dargestellte Anteil liefert 
wieder eine nach oben gekehrte Resultierende, die durch den Schwer­
punkt des Dreieckes geht, also ein Drittel der Spannweite AB von
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die Tangenten an den drei Punkten A, B, Gnur
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B aus auf AB abschneidet. Auch der positive Anteil kann durch 
eine Resultierende ersetzt werden, die durch den Schwerpunkt der 
betreffenden Fläche geht und nach abwärts gerichtet ist. Da als Bei­
spiel eine gleichförmige Belastung der Öffnung AB angenommen 
wurde, geht die Schwerlinie dieses Teiles der Belastungsfläche für 
die elastische Linie hier durch die Mitte; aber auch in jedem ande­
ren Falle könnte diese Schwerlinie leicht gefunden werden.

Die durch die Punkte A und B gehenden Seilspannungen müssen 
im Gleichgewichte mit den beiden soeben angeführten Lasten stehen. 
Dabei ist zu beachten, daß die Richtungslinien beider Lasten bekannt 
sind, während man nur von der senkrecht nach abwärts gerichteten 
Last, die durch den Schwerpunkt des positiven Anteiles der Mo- 
mentenfläche geht, von vornherein die Größe kennt. Auch die Größe 
der nach oben 
gehenden Last 
zwischen B und 
G ist vorläufig 
unbekannt.

Dies hindert 
jedoch nicht, zu ! 
den der Lage 
nach bekannten 
Lasten 1, II, III j 
das Seileck 1, 2,
3, 4 in Abb. 198 
sofort auszufüh­
ren. Man ziehe
von C aus den Seilstrahl 1 in beliebiger Richtung. Diese Linie kann 
als die Tangente an die in entsprechender Verzerrung aufgetragene 
Seilkurve im Punkte G aufgefaßt werden. Der Seilstrahl 2, der 
die Tangente an dieselbe Seilkurve im Punkte B darstellt, schneidet 
sich mit 1 auf der gegebenen Richtungslinie I und folgt hieraus so­
fort. Um die Seilspannung 2 ferner mit der Last II zusammenzu­
setzen, beachten wir, daß sich 1 und 3 jedenfalls auf der Resultie­
renden der dazwischenliegenden Lasten I und II schneiden müssen. 
Wenn uns nun auch diese beiden Lasten der Größe nach vorläufig 
nicht bekannt sind, so kennen wir doch ihr Verhältnis. Denn I stellt 
das senkrecht nach oben gehende Gewicht des Dreieckes BCD in 
Abb. 197 und II das von ABB dar, und die beiden Dreiecksflächen 
verhalten sich zueinander wie ihre Grundlinien AB und BG oder 
wie die beiden in Abb. 198 mit \ und ?2 bezeichneten Spannweiten. 
Die Resultierende der beiden parallelen und gleich gerichteten Kräfte 
I und II liegt zwischen beiden und teilt den Abstand zwischen ihnen
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im umgekehrten Verhältnisse zu den Größen beider Kräfte. Tragen 
von / aus nach links oder ~ von II aus nach rechts

hin ab, so erhalten wir die Richtungslinie DE der Resultierenden 
aus I und II. Wir brauchen jetzt nur 1 bis zum Schnittpunkte mit 
DE zu verlängern, um den durch diesen Punkt gehenden Seilstrahl 3 
zu erhalten. Der Seilstrahl 4 endlich schneidet sich mit 3 auf der 
Richtungslinie von III und geht durch den Punkt A.

Von den vier Seilstrahlen des-soeben konstruierten Seileckes haben 
nur 1, 2 und 4 eine unmittelbare Beziehung zur elastischen Linie 
des Balkens, indem sie deren Tangenten in den Punkten C, B, A 
unter der Voraussetzung einer entsprechend gewählten Verzerrung 
darstellen. Der Seilstrahl 3 ist nur als Hilfsmittel dazwischengescho­
ben und hat mit der elastischen Linie unmittelbar nichts zu tun.

Nachdem das Seileck gefunden ist, können wir nachträglich auch 
den ihm zugehörigen Kräfteplan in Abb. 199 zeichnen. Hierbei ist 
zu beachten, daß III auch der Größe nach gegeben ist, indem es 
den von vornherein bekannten positiven Anteil der Momentenfläche 
in Abb. 197 darstellt. Die Strecken I und //, die man durch Ziehen 
der Parallelen zu den Seilstrahlen in Abb. 198 erhält, geben die In­
halte der Dreiecke BCD und ABD in Abb. 197 im gleichen Maß­
stabe an. Man braucht hierbei nur auf das Verhältnis der Strecken 
II und III im Kräfteplane, der in ganz willkürlichem Maßstabe ge­
zeichnet sein kann, zu achten. Da der positive Anteil der Momenten­
fläche in Abb. 197 und das Dreieck ABD zur gleichen Grundlinie 
AB gehören, liefert das aus Abb. 199 entnommene Verhältnis//:III 
unmittelbar das Verhältnis der durchschnittlichen Höhen beider Flä­
chen. Trägt die Öffnung AB des durchlaufenden Trägers eine gleich­
förmig verteilte Last, so ist der positive Anteil der Momentenfläche

2
ein Parabelsegment, dessen durchschnittliche Höhe — der größten 
Höhe ausmacht. Bezeichnen wir daher die Pfeilhöhe dieser Parabel 
mit /■, so ist die Höhe BD des Dreieckes ABD gleich ^ f •

Nachdem BD auf diese Weise ermittelt ist, kann Abb. 197 sofort 
im richtigen Maßstabe aufgetragen werden.

Hat der Träger in beiden Spannweiten gegebene Lasten auf­
zunehmen, so ermittelt man zuerst die Momentenfläche unter der 
Voraussetzung, daß nur eine Spannweite belastet, die andere 
unbelastet sei, wiederholt dann das Verfahren für den Fall, daß 
die zweite Öffnung belastet und die erste unbelastet ist, und 
addiert beide Momentenflächen zueinander. Die dem gegebenen

wir daher
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Belastungsfalle entsprechende Momentenfläche setzt sich daher 
aus zwei positiven Anteilen zusammen, von denen zu jeder 
Spannweite einer gehört und die ebenso groß und ebenso ge­
staltet sind, als wenn diese Spannweite durch einen einfachen 
Träger überdeckt wäre, der die zugehörigen Lasten aufzunehmen 
hätte, sowie aus einem negativen Anteile, der wiederum ein 
Dreieck ABC wie in Abb. 197 bildet, dessen Höhe BI) jedoch 
gleich der Summe der Höhen ist, die zur Belastung der linken 
und der rechten Öffnung für sich genommen gehören.

Für einen über drei oder noch mehr Öffnungen 
durchlaufenden Träger läßt sich dasselbe Verfahren ohne 
wesentliche Änderung gleichfalls durchführen, solange nur eine 
der beiden Endöffnungen belastet ist. Es ist daher nicht nötig, 
hierfür ein besonderes Beispiel vorzuführen. Dagegen muß noch 
ein Hilfsverfahren dazutreten, wenn eine der Mittelöffnungen be­
lastet ist. In Abb. 200 ist ein über drei Öffnungen durchgehen­
der Träger gezeichnet, dessen Mittelöffnung BG eine gleichför­
mig verteilte Belastung aufnehmen soll, während die beiden 
Endöffnungen als unbelastet vorausgesetzt werden. An Stelle 
der gleichförmig verteilten kann übrigens auch eine irgendwie 
anders angeordnete Belastung der Mittelöffnung treten, ohne 
daß sich darum die Betrachtung zu ändern brauchte.

Man denke sich die beiden Stützen A und I) entfernt und 
die Auflagerkräfte durch passend gewählte Lasten ersetzt, die so 
zu bestimmen sind, daß die Punkte A und D keine Bewegung 
in vertikaler Richtung ausführen. Wenn diese Kräfte von vorn­
herein bekannt wären, könnte man die Momentenfläche mit Hilfe 
eines Seileckes sofort erhalten. Jedenfalls kennt man aber aus 
dieser Überlegung bereits die allgemeine Gestalt der Momenten­
fläche. Die Lasten an den Enden A und D des auf B und G 
gestützten Trägers bringen nämlich überall negative Momente 
hervor, die durch das Viereck AE FD in Abb. 201 dargestellt 
werden. Dazu kommen die positiven, durch das Parabelsegment 
über BC dargestellten Momente, die durch die gegebenen Lasten 
in der Öffnung BC unmittelbar hervorgerufen werden. Beide 
Momentenflächen überschneiden sich, und die Unterschiede zwi-

F ö p p 1, Graphische Statik. 4. Aufl.
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sehen ihnen, die durch Schraffierung hervorgehoben sind, geben 
wie im früheren Falle die im ganzen auftretenden Biegungs­
momente an. Um Abb. 201 richtig auftragen zu können, bleiben 
nur die Höhen BE und FC, d. h. die Momente über den Mittel­
stützen zu ermitteln.
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Dies geschieht wieder auf Grund der Erwägung, daß die elasti­
sche Linie, die ein Seileck zur Momentcnfläehe als Belastungsfläche 
bildet, durch die vorgeschriebenen Punkte A, B, C, I) gehen muß. 
Wir achten nur auf die durch diese Punkte gehenden Seilspannungen 
der in beliebiger Verzerrung gezeichneten Seilkurve, von denen wir 
wissen, daß sie mit den zwischen ihnen liegenden Lasten, die wir in 
geeigneterWeise zusammenfassen, im Gleichgewichte stehen müssen, 
Diese Lasten für das „zweite“ Seileck sind in Abb. 201 eingetragen. 
In den beiden Endöffnungen kommt nur je eine Last in Frage, die 
durch den Schwerpunkt des zugehörigen Belastungsdreieckes geht. 
In der Mittelöffnung geht III durch den Schwerpunkt des Parabel­
segmentes; diese Last ist von allen allein ihrer Größe nach sofort
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bekannt, da sie durch die Fläche des Parabelsegmentes dargestellt 
wird. Das Trapez BEFC vom negativen Anteile der Momenten- 
fläche zerlegen wir durch die Diagonale BF in zwei Dreiecke und 
führen die nach oben gekehrten Lasten dieser Dreiecke gesondert ein. 
Wir erreichen dadurch, daß auch die Eichtungslinien II und IV, die 
durch die Schwerpunkte der Dreiecke gehen, sofort angegeben wer­
den können, wenn man auch die Inhalte der Dreiecke noch nicht 
kennt. Ebenso muß man übrigens auch verfahren, wenn eine End­
öffnung belastet ist.

Wir tragen jetzt die hiermit ermittelten Eichtungslinien der Lasten 
von I bis V in Abb. 202, die nichts mehr enthält, was noch als un­
bekannt anzusehen wäre, von neuem ein. Zugleich ziehen wir die 
Linie mm als Eichtungslinie der Eesultierenden von I und II, die 
ebenso wie im früheren Falle gefunden wird, da sich auch jetzt die 
Lasten I und II oder die Dreiecksflächen AEB und BEF in Abb. 201 
wie die Spannweiten AB und BC zueinander verhalten müssen. 
Ebenso kann die Linie nn als Eichtungslinie der Eesultierenden aus 
IV und V gefunden werden, indem man den Abstand zwischen IV 
und V im umgekehrten Verhältnisse der Spannweiten BC und CD 
teilt, d. h. indem man den Abstand von C bis V von IV aus nach 
rechts hin aufträgt.

Wir zeichnen ferner das durch die vorgeschriebenen Punkte A, 
B, C, D gehende Seileck zu diesen Lasten, indem wir die Seilspan­
nung 1 in beliebiger Eichtung — entsprechend der beliebig zu wäh­
lenden Verzerrung der elastischen Linie — eintragen. Auf 1 folgen 
2 und 3 sofort, da sich 1 und 3 auf mm schneiden müssen, während 
2 durch B gehen muß. Die Fortsetz.ung 4, 5, 6 macht indessen zu­
nächst einige Schwierigkeit, da man vorerst nicht wissen kann, in 
welcher Eichtung 4 weiterzuführen ist.

Man bedenke jedoch, daß die Eichtungslinien von 4, 5, 6 ein 
Dreieck miteinander bilden müssen, das sechs vorgeschriebene Be­
dingungen zu erfüllen hat, wodurch es ausreichend gekennzeichnet 
wird. Die Seiten müssen nämlich durch drei vorgeschriebene Punkte 
gehen (4 durch den Schnittpunkt von 3 mit III, 5 durch C und 6 
durch D), und die Ecken müssen auf drei gegebenen Geraden liegen, 
die parallel zueinander sind, nämlich auf den Geraden IV, nn und V.

Wir zeichnen zuerst irgendein Dreieck, das nur fünf der aufge­
zählten Bedingungen erfüllt. Zu diesem Zwecke ziehen wir die Linie 
6' in beliebiger Eichtung durch D und reihen daran in leicht er­
sichtlicher Weise die Seiten 4' und 5'. Das Dreieck 4'5'6' erfüllt 
nur die eine Bedingung nicht, daß 4' durch den Endpunkt von 3 
gehen sollte. Denkt man sich das Dreieck 4'5'6' veränderlich, so daß
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es stets dieselben fünf Bedingungen erfüllt, so muß sich die Seite 4' 
ebenfalls um einen festen Punkt drehen. Dieser Punkt G muß auf 
der Balkenachse liegen, da eines der Dreiecke 4'5'6' mit allen Punk­
ten und Seiten auf die Balkenachse fallt. Punkt G ist daher als 
Schnittpunkt von 4' mit der Balkenachse bekannt.

Auch das gesuchte Dreieck 45 6 bildet eines der Dreiecke 4'5'6', 
und wir wissen jetzt, daß 4 durch den Punkt G zu ziehen ist. Nach­
dem dies geschehen ist, macht auch die Fortsetzung 5, 6 keine Schwie­
rigkeiten mehr.

Von den Seileckseiten 1 bis 6 sind 1, 2, 5, 6 Tangenten an die 
in entsprechender Verzerrung aufgetragene elastische Linie in den 
Auflager punkten, während die dazwischen eingeschobenen Seiten 3 
und 4 in keiner unmittelbai-en Beziehung zur elastischen Linie stehen.

Nachdem das Seileck gefunden ist, kann man dazu wie im frühe­
ren Falle nachträglich den Kräfteplan zeichnen. Da die Last III 
ihrer Größe nach bekannt ist, folgen daraus auch die Größen der 
übrigen Lasten. — Hiermit findet man die Inhalte. der Dreiecks­
flächen I, II, IV, V in Abb. 201, so daß dem richtigen Aufträgen 
von Abb. 201 kein Hindernis mehr im Wege steht. — Auch für den 
Fall, daß mehrere Öffnungen belastet sind, kann man so verfahren, 
wie es schon vorher bei dem einfacheren Falle des über zwei Öff­
nungen durchlaufenden Trägers auseinandergesetzt worden ist.
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§ 67. Gleichung von Clapeyron.
Wenn jede Öffnung des durchlaufenden Trägers nur eine 

gleichförmig verteilte Belastung trägt, die aber bei den einzel­
nen Öffnungen verschieden groß sein darf (und bei einigen daher 
auch gleich Null sein kann), erhält man die Biegungsmomente 
über den Stützen, die man zum Aufträgen der Momentenfläche 
nötig hat, auch sehr einfach durch Rechnung, mit Hilfe der von 
Clapeyron aufgestellten „Gleichung der drei Momente“.

Die Zahl der Öffnungen kann jetzt beliebig groß sein. Wir 
denken uns zwei aufeinanderfolgende Öffnungen, die wir als die 
wte und die (n + l)te bezeichnen, herausgegriffen. Die positiven 
Anteile der Momentenflächen bestehen wieder aus Parabelab­
schnitten, die negativen aus Trapezen. Abb. 203 gibt den zu den 
beiden Öffnungen gehörigen Teil der Momentenfläche an. Die 
Pfeilhöhen der Parabeln sind mit Bn und Bn+1 bezeichnet. Trägt 
die wte Öffnung eine Belastung qn für die Längeneinheit, so hat
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man für das Biegungsmoment JBn) das in der Mitte dieser Öff­
nung entstehen würde, wenn diese durch einen einfachen Träger 
überdeckt wäre,

= inln __ (J ri + 1 ^n+1 _und ebenso JBn +1

Die Momente Mn) Jfn + 1 und Mn+i über den drei Stützen 
sind dagegen vorläufig unbekannt.
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Abb. 203.

Im unteren Teile von Abb. 203 ist der zu den beiden Öff­
nungen gehörige Abschnitt der elastischen Linie des Balkens 
gezeichnet. Wir wissen, daß die elastische Linie als ein Seileck 
aufgefaßt werden kann, dessen Belastungsfläche durch die Mo- 
mentenfläche gebildet wird. Wie schon früher, ersetzen wir die 
zu jeder Öffnung gehörigen Lasten durch drei Resultierende von
bekannter Lage. In der nten Öffnung erhalten wir die durch die

2Mitte der Spannweite nach abwärts gehende Belastung — Bnln 
indem der Inhalt der Parabel gleich Zweidrittel von dem Pro­
dukte aus Grundlinie und Höhe ist. Freilich ist Bn nicht eigent­
lich selbst die Höhe der Parabel, sondern das Biegungsmoment, 
das aus der Ordinate der Momentenfläche durch Multiplikation 
mit dem Horizontalzuge LTj des ersten Seileckes gefunden wird.
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Eine Momentengleichung von derselben Form schreiben wir 
ferner auch für die (n -j- l)te Öffnung, und zwar in bezug auf 
den (n -j- 2)ten Stützpunkt als Momentenpunkt an. Auch hier 
wird wieder die durch den (n -j- l)ten Stützpunkt gehende Seil- 
spannung zum Schnitte mit der durch den Momentenpunkt 
gehenden Vertikalen gebracht und dort in zwei Komponenten

Wir können uns aber alle Lasten mit demselben Faktor Hx 
multipliziert denken, falls wir dann nur auch den Horizontal­
zug Hjj des zweiten Seilecks, das nach Gl. (27) S. 91

#H =
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E0
H1

ist, mit i/j multiplizieren, ihn also gleich E® setzen. — Das 
Trapez mit den Seiten Mn und Mn+1 zerlegen wir in zwei Drei­
ecke, deren Lasten mit y Mnln und y Mn+lln anzusetzen sind. 
Beide gehen nach oben hin und teilen die Spannweite ln in drei 
gleiche Teile. Ebenso verfahren wir in der zweiten Öffnung.

Die durch die und die (n -j- l)te Stütze gehenden Seil­
spannungen müssen mit den drei zuvor aufgeführten Lasten im 
Gleichgewichte stehen. Wir schreiben dafür eine Momentenglei­
chung in bezug auf den nten Stützpunkt als Momentenpunkt an. 
Die durch diesen Stützpunkt gehende Seilspannung fällt aus 
der Momentengleichung fort. Der Winkel, den die durch den 
(n + l)ton Stützpunkt gehende Seilspannung mit der Horizon­
talen bildet, sei mit a bezeichnet. Wir verlegen den Angriffs­
punkt dieser Seilspannung auf die durch die «te Stütze gehende 
Auflagervertikale und zerlegen sie dort in eine vertikale und 
eine horizontale Komponente. Die vertikale Komponente geht 
durch den Momentenpunkt und tritt daher nicht in die Mo­
mentengleichung ein. Die horizontale Komponente ist der vorher 
schon zu E® festgestellte Horizontalzug des zweiten Seileckes. 
Dessen Moment ist gleich — E®lntga. Die Momente der drei 
Lasten lassen sich ebenfalls sofort anschreiben, und im ganzen
erhält man daher
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- GE® tg cc - MJn + 2BJn - 2M 
-GE®tga + Mn+iln+l-2B„. J

ln +1 n (87)
+ 2Mn+J-n + l =n + 1 n +•1

Subtrahiert man sie voneinander, so heben sich die mit dem un­
bekannten Winkel a behafteten Glieder gegeneinander fort, und 
nachdem man die Glieder passend geordnet hat, erhält man die 
Clapeyronsche Gleichung

-2W. + Ą+i». + l> (88)MJn+2Mn + 1(lu+ln+i)+Mn+,ln +1
Zwischen je drei aufeinanderfolgenden Stützenmomenten Mn, 
Mn + t und Jf s besteht eine Gleichung von dieser Form, in der 
alle übrigen Größen bekannt sind, da man für die B die dafür, 
vorher schon aufgestellten Werte einsetzen kann. Schreibt man 
alle diese Gleichungen für je zwei aufeinanderfolgende Öffnun­
gen an, so erhält man ebenso viele Gleichungen als unbekannte 
Stützenmomente. Diese lassen sich daher durch Auflösen der 
Gleichungen ermitteln, womit die gestellte Aufgabe gelöst ist.

Bei einem Träger, der über nur zwei Öffnungen durchgeht, sind 
z. B. die Momente Mn und Mn + .2 an den Enden gleich Null zu setzen, 
und die Gleichung der drei Momente enthält nur noch das unbekannte 
Moment Mn+1 über der Mittelstütze, das daraus sofort gefunden 
werden kann. Bei einem Träger über drei Öffnungen sind nur die 
Momente über der zweiten und der dritten Stütze unbekannt, und 
die Gleichung kann zweimal angeschrieben werden, einmal für die 
erste und zweite und das nächste Mal für die zweite und dritte Öff­
nung. Bezeichnet man allgemein die Zahl der Öffnungen mit m, so 
ist die Zahl der unbekannten Stützenmomente gleich (m — l), und 
ebenso viele Gleichungen lassen sich auch nach der Clapeyronschen 
Formel ansetzen.

§ 67. Gleichung von Clapeyron 391

zerlegt, von denen nur die Horizontalkomponente E® in die 
Momentengleichung eintritt. Die Gleichung lautet

ln + i _ / + 1 
« -f 1 V n + 1 ‘ 2*- + ltg“ + 1 Mn + A + 1

+ | *r„+iUr%*— 0.

Wir wollen beide Gleichungen, nachdem die in ihnen vor­
kommenden Faktoren ln bzw.ln + 1 weggehoben sind und mit 6 
multipliziert ist, noch einmal untereinander schreiben. Sie lau­
ten dann o d
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Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Enden frei aufliegen. Sollten 
diese eingespannt sein, so sind die zugehörigen Stützenmomente frei­
lich nicht gleich Null zu setzen, und man hat zwei Unbekannte mehr, 
als Gleichungen vorhanden sind. Dafür kann man aber in diesem 
Falle auch noch zwei neue Gleichungen angeben. Man nehme z. B. 
an, daß die (n -f- l)te Öffnung in Abb. 203 die letzte und der Träger 
über der Endstütze (n -f- 2) eingespannt sei. Darm muß auch die 
zugehörige Endtangente der elastischen Linie horizontal gerichtet 
sein. Schreibt man daher nun noch eine Momentengleichung für den 
(w -f- l)tt,n Stützpunkt an, so hebt sich das Moment der letzten Seil­
spannung fort, und man erhält unter dieser Voraussetzung

— I 31 
2 • Sr h ^}u + 11l l ■J 4' ï +1 0,» +1 » + 1 ii 4- X n + 1 2 3

oder nach Wegheben der gemeinsamen Faktoren usf. 
AIn + x -j- 2 M (89)= 2 B« + S n + 1 >

und eine Gleichung von derselben Form gilt auch für die erste Öff­
nung, wenn der Träger auch über der ersten Stütze eingespannt ist, 
nämlich M2 -f 2 = 2B1.

Die Clapeyronschen Gleichungen reichen daher in Verbindung 
mit diesen beiden auch bei eingespannten Enden aus, um alle unbe­
kannten Stützenmomente zu berechnen.

Aufgaben.
51. Aufgabe. Für ein synümetrisch gestaltetes und symmetrisch 

belastetes Gewölbe soll eine Drucklinie eingezeichnet werden, die durch 
die Mitten von Scheitel- und Kämpferfuge geht.

Lösung. Die Hälfte des Gewölbequerschnittes ist in Abb. 204a 
gezeichnet; AB sei die Belastungslinie und BG die Symmetrieachse. 
Man ziehe durch den Anfangspunkt F der inneren Wölblinie einen 
lotrechten Fugenschnitt DE und teile die zwischen DE und BG 
liegende Belastungsfläche in eine Anzahl lotrechter Streifen von glei­
cher Breite. In der Abbildung sind sechs Belastungsstreifen gewählt, 
eine Zahl, die schon ausreicht, um die einzelnen Streifen näherungs­
weise als unendlich schmal betrachten zu können, und die andererseits 
auch noch nicht so groß ist, daß dadurch die Ausführung der Zeich­
nung erschwert würde. Die einzelnen Streifen können genau genug 
als Trapeze betrachtet werden, deren Schwerpunkte aufgesucht und 
durch kleine Kreise hervorgehoben wurden. Die durch diese Schwer­
punkte gehenden Lasten 1, 2 usf. sind wegen der gleichen Breite 
der Streifen den mittleren Höhen proportional. Im Kräfteplane,
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i Nach diesen Vorberei­
tungen kaun man leicht 

j jede gewünschte Druek-
Ic linie in den Gewölbequer­

schnitt eintragen. Zu­
nächst beachte man, daß 
wegen der vollständigen 
Symmetrie des Gewölbes 

und seiner Belastung auch die Drucklinie symme­
trisch sein muß, daß also der Druck in der Scheitelfuge 
jedenfalls horizontal gerichtet ist. Da in der Aufgabe 
verlangt wird, die Drucklinie durch die Mitten von 

Scheitel- und Kämpferfugen zu führen, ziehen wir eine Horizontale 
durch die Mitte der Scheitelfuge, suchen deren Schnitt mit der Schwer­
linie « auf und verbinden den Schnittpunkt mit der Mitte der Kämpfer­
fuge. Die Verbindungslinie gibt die Richtungslinie des Kämpfer­
druckes an, da sich diese Kraft mit dem Drucke in der Scheitelfuge 
und dem Gewichte der Gewölbehälfte im Gleichgewichte halten und 
daher mit ihnen in demselben Punkte treffen muß. Zieht man zu 
dieser Linie eine Parallele im Kräfteplane durch den Endpunkt der 
Last 6, so erhält man den Pol 0' des neuen, zur gesuchten Druck­
linie gehörigen Kräfteplanes.
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Abb. 204 b, wurden die Lasten durch % der mittleren Streifenhöhe 
dargestellt. Hierauf wählt man einen Pol 0 beliebig und vereinigt 
die gegebenen Lasten durch das im unteren Teile von Abb. 204 a 
gezeichnete Seileck SS. Durch den Schnittpunkt der äußersten Seil­
strahlen geht die Schwerlinie a der ganzen Belastungsfläche. Außer­
dem ermittelt man auch noch die Schnittpunkte der übrigen Seil­
strahlen mit dem horizontalen Anfangsstrahle und zieht durch sie 
die Lotrechten 6, c, (/, e. Man kann diese Linien als Schwerlinien 
jener Teile der Belastungsfläche ansehen, die vom Scheitel bis zum 
fünften, vierten, dritten oder zweiten Belastungsstreifen reichen.

s
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Anstatt aber die Drucklinie durch Ziehen von Parallelen zu den 
Polstrahlen im Kräfteplane zu bilden, ist es bequemer, darauf zu 
achten, daß sich jeder andere Seilstrahl der Drucklinie mit dem hori­
zontalen Seilstrahle auf einer der Linien a, b. c, d, e schneiden muß. 
Dies folgt sowohl aus dem in § 11 bewiesenen Satze über die zu 
denselben Lasten, aber zu verschiedenen Polen im Kräfteplane ge­
hörigen Seilecke, als auch daraus, daß jene Linien als Schwerlinien 
der zwischen der Scheitelfuge und den übrigen Fugenschnitteh ge­
legenen Teile der Belastungsfläche angesehen werden können.

Um nachträglich aus dem Kräfteplane auf die Größe des Fugen­
druckes und die dadurch hervorgebrachte Kantenpressung zu schlie­
ßen, beachte man, daß jede Strecke im Kräfteplane zunächst einen 
Flächeninhalt angibt, nämlich ein Rechteck, dessen Grundlinie gleich 
der Breite jedes Belastungsstreifens und dessen Höhe gleich dem 
Sechsfachen der betreffenden Strecke ist. Dieser Fläche entspricht ein 
Mauervolumen und diesem ein Gewicht.

52. Aufgabe. Nach 'welchem Gesetze muß die innere Wölblinie 
gestaltet sein, wenn die Belastungsfläche nach oben durch eine hori­
zontale Gerade begrenzt wird und eine Stützlinie möglich sein soll, die 
mit der inneren Wölblinie zusammen füllt?

Lösung. In bezug auf ein durch den Bogenanfang in horizon­
taler und vertikaler Richtung gelegtes Koordinatensystem seien die 
Koordinaten eines Punktes der gesuchten Wölblinie x und g, die 
Höhe der Belastungslinie über dem Koordinatenursprunge a, die 
Spannweite l und die als gegeben zu betrachtende Pfeilhöhe des Bo­
gens f. Die Höhe der Belastungsfläche bei der Abszisse x ist dann 
gleich a — y zu setzen, und die Differentialgleichung der Wölblinie 
lautet, da sie mit einer Stützlinie zusammenfallen soll,

= v- 11 dx* J
Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung ist

a.

X
y = a -f Ae^*1 + Be 1/J/.

Die Integrationskonstanten A und B folgen aus den Grenz­
bedingungen, nach denen y — 0 für x — 0 und y — f für x — *
werden muß. Dazu kommt zur Bestimmung des gleichfalls unbe­
kannten Horizontalschubes II die Bedingung, daß im Scheitel, also
für x — ~, der Differentialquotient von y zu Null werden muß. Die 
drei Gleichungen lassen sich nach den Unbekannten A, B und H
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ohne Schwierigkeit auf lösen, und durch Einsetzen der gefundenen 
Werte erhält man für y

2 x — / l - Sx

* — f 1 V^af-p « + I/2af—fI) ? +(y = ci a-f a — f

womit die Aufgabe gelöst ist.
53. Aufgabe. Auf einen Pfeiler stützen sich von beiden Seiten 

her Gewölbe in ungleicher Höhe (Abb. 205); man soll die Stand Sicher­
heit des Pfeilers untersuchen.

Lösung. Der rechts angreifende Bogen ist halbkreisförmig. In 
einem solchen Falle ist der untere Teil des Bogens nicht mehr zum 
Gewölbe, sondern schon als Bestandteil des Widerlagers zu rechnen. 
Jedenfalls muß nämlich der Pfeiler den vom Gewölbe kommenden 
Horizonfalschub aufnehmen. Dies kann aber nicht oder wenigstens 
nicht ausschließlich durch die horizontale Kämpferfuge geschehen, 
sondern die unteren Teile des Gewölberückens, die vom Pfeilermauer­
werke gegen eine horizontale Verschiebung gestützt sind, müssen sich 
daran wesentlich mit beteiligen. Die bei der Behandlung der Gewölbe 
vorangestellte Annahme, daß auf den Wölbrücken nur Lasten in lot­
rechter Richtung einwirkten, ist demnach im unteren Teile des halb­
kreisförmigen Bogens sicher nicht mehr erfüllt, d. h. dieser Teil ist 
bei der Untersuchung des Gewölbes nach den dafür früher gegebenen 
Lehren ganz auszuschließen und dafür als Bestandteil des Widerlagers 
zu behandeln.

Nun fragt sich freilich, wie weit man diesen unteren Teil rechnen 
soll. In der Abbildung ist der Fugenschnitt xx gezogen und an­
genommen, daß der rechts davon liegende Teil als Gewölbe, der links 
davon liegende als Widerlager anzusehen sei. Man könnte aber xx 
ganz gut auch etwas mehr nach links oder mehr nach rechts rücken. 
Im allgemeinen empfiehlt es sich in solchen zweifelhaften Fällen, die 

* beiden äußersten Lagen, die man schätzungsweise noch für annehmbar 
halten kann, in Aussicht zu nehmen und die Betrachtung für die bei­
den Grenzfälle gesondert durchzuführen. Dabei muß nicht gerade 
verlangt werden, daß das Gleichgewicht auch für beide Grenzfalle 
noch hinreichend gesichert sei; man weiß vielmehr umgekehrt, daß 
Gewölbeeinstürze nur dann zu erfolgen pflegen, wenn überhaupt auf 
keine Art mehr Gleichgewicht zustande kommen kann. Immerhin 
wird man sich nicht damit beruhigen, nachgewiesen zu haben, daß 
das Gewölbe gerade noch an der Grenze des Gleichgewichts steht, 
sondern man wird noch einen gewissen Spielraum für die Gleich­
gewichtszustände verlangen, die keinen Einsturz befürchten lassen. 
Hierüber wird man sich am besten dadurch einen Überblick ver-
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Abb. 205 b.

Für den rechts von xx liegenden Teil des Bogens zeichnet man 
nun eine Stützlinie, die durch die Mitten der Scheitelfuge und der 
Fuge xx geht. Dies wird genau so durchgeführt wie in Aufgabe 51 
und bedarf hier keiner weiteren Besprechung. Den zum Schnitte xx 
gehörigen Fugendruck* setzt man dann mit dem Gewichte des links 
von xx gehörigen Abschnittes 5, und die daraus hervorgehende Be-

schaffen, daß man die äußersten Fälle in Betracht zieht. In Abb. 205 
ist indessen nur für eine mittlere Lage des Schnittes xx die Ermitt­
lung durchgeführt; für andere Annahmen von xx wäre sie in der­
selben Weise zu wiederholen.
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suitierende weiterhin mit dem Pfeilergewichte 6 zusammen, das bis 
zum Kämpfer des unteren Bogens, also bis zu dem mit yy bezeich- 
neten horizontalen Fugenschnitte gerechnet ist.

Hierauf zeichnet man auch die zum unteren Bogen gehörige Druck­
linie, die durch die Mitten von Scheitel- und Kämpferfuge gelegt wird. 
Im Kräfteplane Abb. 205 b kann 0' als der zu dieser Drucklinie ge­
hörende Pol angesehen werden. Die für die erste Zusammensetzung 
der Lasten dienenden Seilecke wurden übrigens mit Hilfe von Kräfte­
plänen gezeichnet, die in die Abbildung nicht mit aufgenommen sind. 
— Vereinigt man die vom oberen Bogen und dem Pfeilei’gewichte 6 
herstammende Kraft mit dem Kämpferdrucke des unteren Bogens, so 
erhält man den im Kräfteplane durch die Strecke 00' dargestellten 
resultierenden Fugendruck für den Fugenschnitt yy. Dieser ist dann 
ferner noch mit dem zwischen yy und zz liegenden Pfeilergewichte 9 
vereinigt, womit der Druck auf den Pfeilerfuß gefunden wird. — 
Wenn man will, kann man zwischen yy und zz auch noch einige 
andere horizontale Fugenschnitte einschalten und die zugehörigen 
resultierenden Fugendrücke in derselben Weise ermitteln. Man er­
hält dann den Verlauf der Stützlinie im Pfeiler noch etwas genauer. 
Die Berechnung der Kantenpressung in der Fuge zz kann nach den 
früher gegebenen Anleitungen nun auch noch leicht ausgeführt 
werden.

In Abb. 205 ist angenommen, daß die Belastungslinie der blei­
benden Last nach oben durch eine horizontale Gerade begrenzt sei, 
daß aber auch eine über dem linken Bogen stehende verhältnismäßig 
große bewegliche Last hinzukomme, die ebenfalls in einer Über­
mauerungshöhe ausgedrückt ist. Diese könnte ebensogut auch über 
dem rechten Bogen stehen, und die Untersuchung wäre für diesen 
Belastungsfall zu wiederholen. Dabei zeigt sich indessen, daß der 
hier betrachtete Fall der gefährlichere für den Bestand des Pfeilers ist.

Schließlich bemerke ich noch, daß außer den durch die Mitten 
von Scheitel- und Kämpferfugen gezogenen Stützlinien natürlich auch 
noch andere möglich sind, und darunter solche, die dem Bestände 
des Pfeilers günstiger sind als jene. Es ist daher selbst dann, wenn 
für keine Lage der vorher eingeschätzten Linie xx Gleichgewicht 
des Pfeilers ohne Überschreitung der zulässigen Kantenpressung mög­
lich ist, immer noch keineswegs zu erwarten, daß der Pfeiler nun 
auch wirklich einstürzen müsse. Zu erwarten ist weit eher, daß 
nach geringen Bewegungen des Pfeilers ein anderer Gleichgewichts­
zustand in den Wölbbögen zustande kommt, der für die Beanspruchung 
des Pfeilers günstiger ist. Erst dann, wenn es auch durch solche 
Veränderungen in den Lagen der Stützlinien in den Gewölben nicht 
möglich sein sollte, einen mit der Festigkeit des Baustoffes verträg-
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Abb. 506 bis 209.

Lösung. Die Momentenfläche wird jedenfalls ans einem Seil­
ecke AB CBE in Abb. 207 gebildet, das zu den gegebenen Lasten 
sofort gezeichnet werden kann, dessen Schlußlinie FC aber vorläufig 
unbekannt ist, da deren Lage von den Auflagerkräften und Ein- 
spannmomenten abhängig ist. Die Endtangenten 1 und 4 der ela­
stischen Linie in Abb. 208 müssen beide horizontal sein und auf 
dieselbe Gerade fallen. Zwischen den Seilspannungen 1 und 4 des 
zweiten Seilecks liegen die aus der Momenten fläche hervorgehenden 
Lasten 7, 77, 777. Man ermittelt die Schwerlinie und den Inhalt 
des positiven Anteils ABC BE der Momentenfläche und kennt damit 
die Last 77 nach Lage und Größe. Von der Lastlinie 7 weiß man, 
daß sie eine Schwerlinie des Dreieckes A FC bildet und daher um 
ein Drittel der Spannweite vom linken Auflager entfernt ist. Die 
zum Dreiecke ACE gehörige Lastlinie ist um ebensoviel vom rech-
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liehen Gleichgewichtszustand herzustellen, wäre ein Einsturz ohne 
Zweifel zu erwarten.

54. Aufgabe. Ein Träger ist auf beiden Seiten eingespannt und 
trägt die in Abb. 206 angegebenen Lasten. Man soll die Gestalt der 
Momentenfläche nach dem in § 66 besprochenen Verfahren ermitteln.
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ten Auflager entfernt. Man zieht die Seilspannung 2 in Abb. 208 
in beliebiger Richtung (entsprechend der willkürlichen Verzerrung 
der elastischen Linie) und schiebt 3 dazwischen. Hierauf kann der 
zu dem Seileck gehörige Kräfteplan in Abb. 209 konstruiert werden, 
indem man die der Größe nach bekannte Last II in einem passend 
gewählten Maßstabe abträgt und Parallelen zu den Seilstrahlen zieht. 
Dadurch findet man die Größen der Lasten I und III in dem­
selben Maßstabe, d. b. die Flächen der Dreiecke AF Gr und AGE 
in Abb. 207. Hiermit kennt man auch die Höben AF und GE 
dieser Dreiecke, d. h. die beiden Einspannmomente des Balkens, und 
die Verbindungslinie F G liefert die gesuchte Schlußlinie, womit die 
Aufgabe gelöst ist.



Zusammenstellung der wichtigsten Formeln.
Seit 3

zjä'y _
Hdxi (2) 67

Differentialgleichung der Seilkurve, if Horizontalzug, ą Belastung 
auf die Längeneinheit bezogen.

_ qlx qxi (4) 66Hy 2

Gleichung' der Seilkurve für gleichförmige Lastverteilung.
qP Ql

f Pfeil der Seilkurve, l Spannweite, Q gesamte (gleichförmig 
verteilte) Last.

(5) 69

r (7 u. 8) 706 = J + = l +24 JT*
Näherungsformel für die Bogenlänge b des Parabelbogens.

Ï ’

Tj-d*y
dxi ‘dev*

Differentialgleichung der Kettenlinie, y Belastung für die Längen­
einheit.

ds (9) 72

(14) 74sinh —

Formel für die Bogenlänge s der Kettenlinie, vom Scheitel bis 
zu einem Punkte mit der Abszisse x.

•Vy — a cosh —,

Gleichung der Kettenlinie, a deren Parameter.

S = yy,
S Seilspannung der Kettenlinie an einem Punkte mit der Ordi­

nate y.

s = H ’

(17) 74

(18) 75
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Zusammenstellung der wichtigsten Formeln 401
Soit*

®=*F-F',
& Trägheitsmoment einer Querschnittsfläche vom Inhalte F. 

Die Fläche F' wird von einer Seilkurve und ihren beiden 
Endtangenten eingeschlossen.

Bn-

(20) 87

JE? & (27) 91

i/jj Horizontalzug der Seilkurve, die die elastische Linie eines 
Balkenträgers angibt, wenn die Momentenfläche als Belastungs­
fläche gewählt wird, E Elastizitätsmodul, © Trägheitsmoment 
des Trägerquerschnittes und HL Horizontalzug des ersten Seil­
polygons, das die Momentenfläche darstellt.

m = 2« — 3 (33) 165

m Zahl der Stäbe für das statisch bestimmte ebene Fachwerk 
von n Knotenpunkten.

X = - (36) 186

X Spannung eines Stabes in einer Grundfigur (Methode von 
Henneberg), Te Spannung im Ersatzstabe unter den gegebenen 
Lasten, ue Spannung infolge eines Zuges von der Lasteinheit 
längs der Richtungslinie des beseitigten Stabes.

m — 3m — 6
m Zahl der notwendigen Stäbe im räumlichen statisch bestimm­

ten Fachwerke von n Knotenpunkten.
m = n -f f — 2

(54) 231

(58) 210
Satz von Euler, m Zahl der Kanten, n Zahl der Ecken, f Zahl 

der Flächen in einem einfach zusammenhängenden Polyeder­
mantel. I (59) 202r = ÈF’

r Stabkonstante, die zu einem Stabe von der Länge l und dem 
Querschnitte F gehört, E Elastizitätsmodul:

Al = rS.
AI elastische Längenänderung des Stabes unter der Spannung S.

x-^ETjl-pErST

Mai well-Mohrsehe Formel für die elastische Verschiebung x eines
Föppl, Graphische Statik. 4. AuÄ.

(60) 292

(62) 295

26

* 1
*3



Knotenpunktes ira Sinne der Lastrichtung von P; S Stab- 
spannungen, die zu den wirklich vorhandenen Lasten gehören, 
T die Spannungen, die durch die willkürlich hinzugedachte 
Last P hervorgebracht würden.

Zusammenstellung der wichtigsten Formeln402
Seit«

ZurT (67) 818X = -
Zu*r ’

Maxwell-Mohrsche Formel für die Spannung X im überzähligen 
Stabe eines einfach statisch, unbestimmten Fach'Werkes, T Span­
nungen, die im „Hauptnetze“ (nach Fortnahme des überzähligen 
Stabes) durch die gegebenen Lasten hervorgebracht würden, 
u Spannungen im Hauptnetze infolge einer längs der Rich­
tungslinie des überzähligen Stabes angebrachten Zugspannung 
von der Lasteinheit, r Stabkonstanten. Die Summen sind 
über den überzähligen mit zu erstrecken.

ZurT ■ Zv*r — ZvrT • Zuvr 
(Zuvr)* — Zu*r • Zv*r 

ZvrT • Zusr — ZurT ■ Zuvr 
(Zuvr)3— Zu*r ■ Zv3r

dasselbe für den Fall des zweifach statisch unbestimmten Fach­
werkes, X, Y die Spannungen in den beiden überzähligen 
Stäben, v die Spannungen im Hauptnetze für eine Zugspan­
nung von der Lasteinheit längs der Richtungslinie des zweiten 
überzähligen Stabes.

X =
(71) sie

Y =

rihY
Zu*r ’

X Spannung im überzähligen Stabe (Je) eines einfach statisch 
unbestimmten Fachwerkes, wenn die Temperatur des über­
zähligen Stabes um erhöht wird, y Ausdehnungskoeffizient.

(72) 819X- -

4± 6 Iłu (82) 3616 = r *f
Formel für die Kantenpressung o im Gewölbe, die durch den 

im Abstande u von der Fugenmitte angreifenden Fugendruck 
B, (für die Längeneinheit) hervorgebracht wird, wenn sich 
die Spannungsverteilung über die ganze Fuge von der Länge f 
erstreckt:



Zusammenstellung der wichtigsten Formeln 403
Sait«

ff 9 _ R_
"'•ff-T (83) 362

dasselbe für den Fall, daß sieh die Fuge auf der anderen Seite 
öffnet.

~lï j J x + 0
Gleichung der Stützlinie eines Gewölbes für lotrechte Fugen­

schnitte, H Horizontalschub, Ct und C2 unbestimmte Inte­
grationskonstanten, q Belastungsintensität (Last für die 
Längeneinheit) an der Stelle x.

(84) 364fX -f- Cą,y -

-à/r

A Formänderungsarbeit im Wölbbogen, Ii Fugeudruck, E Ela­
stizitätsmodul, M Moment des Fugendruckes für die Fugen­
mitte, f Fugenlänge.

+ + (88) SM
Gleichung der drei Momente für den durchlaufenden Balken 

(Clapeyron); Mn, M,
über drei aufeinanderfolgenden Stützen, Bn und B 
den zugehörigen, gleichförmig verteilten Lasten in den Mitten 
beider Öffnungen unter der Voraussetzung getrennter Über­
deckung der einzelnen Öffnungen hervorgerufenen Biegungs­
momente, ln und ln+x die Spannweiten der beiden Öffnungen-

(89) 392

12 M*\ , 
yr~J d‘s> (85) 369-F +f

n + 1, Mn + 2 die unbekannten Momente
die vonn + 1

- 2BMn+l + 2 Jffw + 2 n + 1

M2 + 2MX=2B (90) 392und
Gleichungen für die beiden Trägerenden, die den Clapeyronschen 

Gleichungen (88) hinzutreten, wenn der Träger an den Enden 
eingespannt ist; n + 2 letzte Stütze, sonst dieselben Bezeich­
nungen wie im vorigen Falle.
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Vorlesungen über Technische Mechanik. Von Geh. 
Hofrat Dr. A. F ö p p 1, Prof, an der Technischen Hochsch. München, gr. 8.

I. Bd. : Einführung in die Mechanik. 5. Auflage. Mit 104 Figuren im Text.
[XVI u. 432 S.] 1916. Geh. M. 9.20, geh............................................

II. Bd.: Graphische Statik. 4. Aufl. Mit zahlreichen Figuren.
III. Bd.: Festigkeitslehre. 6. Aufl. M. 114Fig. [XVIII, 469S.] 1918. M.15.—, geb.M.16.—
IV. Bd.: Dynamik. 4. Aufl. Mit 86 Fig. im Text. [X u. 436 S.] 1914. Geb. M. 12.—
V. Bd. : Die wichtigsten Lehren der höheren Elektrizitätstheorie. Mit 44 Figuren,

im Text. [XII U. 391 S.] 1907. Geb........................................................................M. 10.—
VI. Bd.: Die wichtigsten Lehren der höheren Dynamik. Mit 30 Abbildungen im 

Text. [XI u. 490 S.] 1910. Geb
Technische Statik. Vorles. über d. Theorie d. Tragkonstruktionen 
von A. Ostenfeld, Prof, an der Techn. Hochschule zu Kopenhagen. 
Deutsch von D. Skouge. [VIII u. 456 S.] gr. 8. 1904. Geb. M. 12.—

Das Werk trägt seinem Inhalt und seiner Behandlung des Stoffes nach — die in 
der Regel sowohl zeichnerisch wie rechnerisch durchgeführt ist — den Bedürfnissen 
von Hörern an technischen Hochschulen sowie von Ingenieuren der Praxis Rechnung. 
Dabei werden die allgemeine technische Elastizitätslehre sowie die ersten Elemente 
der graphischen Statik als bekannt vorausgesetzt.

Angewandte Mechanik. VonProf.Dr.J.Perry,F.R.S. Ein Lehrbuch 
für Studierende, die Versuche anstellen und numerische und graphische 
Beispiele durcharbeiten wollen. Berechtigte deutsche Übersetzung von 
Ing. R. Sch ick in Köln. Mit 371 Fig. [VIII u. 666 S.] gr.8.1908. Geb. M. 18.—

„Perry ist ein Lehrer allerersten Ranges, ein Meister der Darstellungskunst, 
der sich bemüht, nicht bloß Stoff darzubieten, sondern vor allem auf die Probleme 
hinzuweisen, die sich dem Techniker bei seinem Studium wie in der Werkstatt und 
beim Maschinenbetrieb aufdrängen.“ (Ztschr. f. d. physikal. u. ehern. Unterr.)

Theorie der Elektrizität. Von Professor Dr. M. Abraham.
I. Band. Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizität. Mit 
einem einleit. Abschnitt üb. d. Rechnen mit Vektorgrößen in d. Physik. Von A. Föp pl. 
5.,umgearb.Aufl.v.M. Abraham. Mitl4Fig.i.T. [XIVu.400S]. gr.8.1918. Geh.M.13.—, 
geb. M. 14.— II. Band. Elektromagnetische Theorie der Strahlung. Von 
M. Abraham. 3. Aufl. Mit 11 Figuren. [VIII u. 402 S.J gr.8. 1914. Geb. M. 11.—

Physik. Unter Redaktion v. Prof. Dr. E. W a r b u r g, Präsid. an d. techn. 
physik. Reichsanstalt in Charlottenburg. Mit 106 Abb. [X u. 762 S.] 
Lex.-8. 1914. (Die Kultur der Gegenwart, hrsg. von Prof.P. Hinneberg. 
Teil III, Abt. III, 1.) Geh. M. 22.—, geb. M. 24.—, in Halbfranz geb. M. 30.—

Inhalt: I.Mechanik: E. Wiechert. II. Akustik: F.Auerbach. III.Wärme: E.Dorn, 
A. Einstein, F. Henning, L. Holborn, W. Jäger, H. Rubens, E. Warburg, W-Wien. IV. 
Elektrizität: F. Braun, J. Elster, R. Gans, E. Gehrcke, H. Geitel, E. Gumlich, W. 
Kaufmann, E. Lecher, H. A. Lorentz, St. Meyer, O. Reichenheim, F. Richarz, E. v. 
Schweidler, H. Starke, M. Wien. V. Optik: F. Exner, E. Gehrcke, O. Lummer, O. 
Wiener, P. Zeeman. VI. Allgemeine Gesetze und Gesichtspunkte: A. Einstein, 
F. Hasenöhrl, M. Planck, W. Voigt, E. Warburg.

Physik in graphischen Darstellungen. Von Hofrat Dr. Felix 
Auerbach, Professor a. d. Universität Jena. 1373 Fig. auf 213 Tafein. 
Mit Text. [X u. 213 S.] gr. 8. 1912. Geh. M. 9—, geb. M. 10.—
Einführung in das Studium der theoretischen Physik,
insbesondere in das d. analyt. Mechanik. Mit Einleitung in die Theorie 
d. physikal. Erkenntnis. Von Geh. Reg.-Rat Dr. P. Volkmann, Prof, an 
der Univ. Königsberg. 2., mehrf. umgearb. Aufl. Geh. M. 13.—, geb. M. 14.—

„Diese Vorlesungen sind zum Selbststudium für den jungen Studenten hervor­
ragend geeignet. Die mathematischen Ableitungen zeichnen sich durch große Über­
sichtlichkeit aus, das Historische kommt, nach dem Beispiel Machs, daneben be­
sonders zur Geltung. Ebenso auch das Erkenntnistheoretische. Das Werk kann 
nicht nur Studierenden, sondern auch als Grundlage für einleitende Vorlesungen 
angelegentlichst empfohlen werden.“ (Physikalische Zeitschrift.)

. . M. 10.—

M. 12.-
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I. Analytische Geometrie. Von Prof. Dr. IV/V. Differential- und Integralrechnung. 
R. Fri cke. Mit 96 Fig. im Text. Geb. M. 2.80 Von Prof. Dr. L. Bieberbach. I. Diffe-

rentialrechnung. Mit 32 Fig. im Text. Steif 
geh. M. 2.80. II. Integralrechnung. Mit25 Fig. im Text. Steif geh................. M. 3.40

VI. Mechanische Technologie der Ma­
ili. Darstellende Geometrie. VouProf.Dr. schinenbaustoffe. Von Prof. R. Es eher. 
M, Großmann. Mit 109 Fig. Geb. M. 2.80 Mit 416 Fig. im Text. Steif geh. . . M. 3.60
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II. Elemente der darstellenden Geometrie. 
Von Prof. Dr. M. Großmann. Mit 134 Fig. 
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Höhere Mathematik. 2 Bände. VouProf.Dr. Baustoffkunde. Von Prof. Reg.-und Baurat 
R. Rothe. A. Ehrhardt.

Die graphischen Methoden d. Differential- Hochbau. 2 Bände. Von Prof. Geh. Baurat 
rechnung. Von Prof. Dr. Gümbel.

Praktische Geometrie. Von Prof. Dr.-Iug. Wohnhausbau und Kleinsiedelungen. Von 
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K. Kutzbach.

Thermodynamik. 2 Bände von Geh. Hofrat 
Prof. Dr. R. Mollier.

H. Walbe.

Prof. Geh. Hofrat G. L ü b k e.
Der innere Ausbau. Von Prof. Dr.-Ing.
E. Mi chel.

Heizung, Lüftung, Beleuchtung, Be- und 
Entwässerung von städtischen Gebäuden.
Von Geh. Baurat Hopfner.Kolbenkraftmaschinen. Von Prof. Dr.-Ing.

A. Näeel
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Bauten, Kasernen, Kasinos. Von Ober­
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Elektrische Maschinen. 3 Bände. Von Prof. 
Dr.-Ing. M. Kloß.

Grundlagen der Flugtechnik. Von Dr.-Ing. Bader.
Textilwesen. Von Dr.-Ing. h. c. G. Rohn. Landwirtschaftliche Bauten. Von Prof.
Baumechanik. 2 Bde. VonProf. A.Hertwig. O. Stiehl.)
Grundbau. Von Geh. Admiralitätsrat Dr.-Ing. Bau von Krankenhäusern, Asylen, Le- 
L. Brennecke. digen- und Altersheimen, Invaliden-

Eisenbau. Von Prof. A.Hertwig. gebäuden, Kurhäusern, Bädern, Hotels,
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Eisenbetonbrücken. Von Geh.-Rat Prof. M.
Foerster. II. Eiserne Brücken. Von Prof.
Dr.-Ing. W. Gehler.

Erd-, Stollen- und Tunnelbau. Von Hofrat 
Prof. Dipl.-Ing. A. Birk.

Landstraßenbau einschl. Trassieren. Von 
Oberbaurat W. Euting.

Hydrodynamik und Hydrometrie. Von Geh.
Hofrat Prof. M. Möller.

Bau von Unterrichts- und Erziehungs­
anstalten. Von Reg.-Rat Prof. E. Blunck.

Kirchen, Synagogen, Rathäuser, staatl. u. 
städt. Verwaltungsgeb., Feuerwachen, 
Gerichtsgeb., Abgeordnetenhäuser. Von
Reg.-Baumeister R. Dollinger.

Städtebau, Garten- und Friedhofskunst.
Von Stadtbaurat H. Strobel.

Die baukünstlerische Gestaltung. Von
Architekt Prof. E. Högg.Hydrographie. Von Prof.Dr. H.Gravelius.

Stau- und Wasserkraftanlagen. 2 Bände. Bauzeichnen. Von Geh. Hofrat Prof. J. 
Von Reg.-Baumeister Dr.-Ing. Th. Rümelin. Bühlmann.
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