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Vorwort des Herausgebers.
Der hiermit vor die Öffentlichkeit tretende Band unseres Hand

buches der angewandten Mathematik ist in einer friedlichen Zeit 
begonnen und in einer stürmischen, wildbewegten Zeit zu Ende 
geführt worden, in einer Zeit, die solchen wissenschaftlichen Unter
nehmungen wenig geneigt und günstig ist. Indessen steht doch 
der Inhalt dieses Bandes nicht außer allen Beziehungen zu den 
großen Aufgaben der Landesverteidigung, die während des Feld
zuges das allgemeine Interesse mit Fug und Recht beherrschen. 
Denn die Geodäsie, die hier behandelt wird, ist eine Hilfswissen
schaft auch für die Kriegsführung, ist doch das Kartenmaterial, 
das sie liefert, eine der wesentlichsten Grundlagen der strategischen 
Operationen. Demgemäß ist ein Teil unserer begabtesten Offiziere 
mit den Kartenaufnahmen des Großen Generalstabs betraut, und 
es kann das vorliegende Lehrbuch derart unmittelbar im Dienst 
des Krieges Verwendung finden, indem es auch den militärischen 
Geodäten vielleicht nützliche Dienste zu leisten vermag.

Wenn man finden sollte, daß die mathematischen Entwicke
lungen entsprechend dem Titel des Gesamtwerkes, der die Mathe
matik in den Vordergrund stellt, die Darstellung der eigentlichen 
geodätischen Technik überwiegt, so ist darauf zu sagen, daß dies 
nicht mehr der Fall ist, wie es an sich in der Natur der Sache 
liegt. Es eignet sich nämlich die Praxis des Messens nicht dazu, 
durch schriftliche Darlegung übermittelt zu werden, sie muß per
sönlich gelehrt und durch eigene Übung erworben werden. Was 
an eigentlichem Wissen erforderlich ist, wird der Leser in diesem 
Buche alles der Hauptsache nach dargestellt finden. Deshalb wird 
hierbei auch der zu seinem Rechte kommen, der wie z. B. der In
genieur, vornehmlich an den praktischen Aufgaben interessiert ist.

Zunächst ist bei der Abfassung des Buches allerdings an den 
Mathematiker gedacht worden, der dieser Seite der mathematischen 
Anwendungen seine Aufmerksamkeit zuwenden will. Daß es sich 
hierbei um eines der wichtigsten Gebiete handelt, auf dem die
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Mathematik ihre Bedeutung für die Wirklichkeit erwiesen hat, 
braucht kaum besonders hervorgehoben zu werden. Es ist ja 
eine der nächstliegenden und vornehmsten Aufgaben, unter den 
geometrischen Gestalten den Körper aufzusuchen und zu bestimmen, 
der der Träger des ganzen menschlichen Lebens ist, die Erde. 
Allerdings hat das Beispiel des größten Mathematikers, Carl Frie
drich Gauß, der den geodätischen Untersuchungen einen großen 
Teil seiner Lebensarbeit gewidmet hat, bei wenigen Mathematikern 
Nachahmung gefunden. Die Geodäsie wurde eine besondere Fach
wissenschaft, welche den ganzen Menschen verlangte, während die 
Mathematiker sich mehr Problemen rein theoretischen Charakters 
zuwandten. Ei'st in der neuesten Zeit ist der Gedanke wieder her
vorgetreten, daß auch der Mathematiker und insbesondere der 
Lehrer an unseren höheren Schulen eine gewisse Kenntnis der 
Geodäsie besitzen sollte. Ist sie es doch, die der an den Schulen 
allgemein behandelten Trigonometrie erst Sinn und Bedeutung 
gibt. Aus den Aufgaben der Feldmessung ist die ganze Geometrie 
erwachsen. Sollte nicht auch der heutige Mathematiker ein gewisses 
Verständnis nicht bloß für die geometrischen Lehrsätze, sondern 
auch für ihre Verwendung bei wirklichen Messungen besitzen?

Soll aber dem Mathematiker das Gebiet der Geodäsie er
schlossen werden, so ist ein unbedingtes Erfordernis hierfür das 
Vorhandensein eines Lehrbuches, das auf knappem Raume ihm 
doch eine Übersicht über die Geodäsie in ihrem vollen Umfange 
gibt. Das soll heißen, das Lehrbuch darf sich nicht auf die soge
nannte niedere Geodäsie beschränken, es muß auch die höhere 
Geodäsie, bei der die mathematischen Entwickelungen noch eine 
viel größere Rolle spielen, mit berücksichtigen. Es sind doch Pro
bleme wie das der kürzesten Linien und der geodätischen Dreiecke 
auf dem Ellipsoid, worauf sich zunächst das Interesse des Mathe
matikers lenken wird. Wenn man bedenkt, daß die Geodäsie in dem 
vorliegenden Bande derart in ihrer vollen Ausdehnung erfaßt ist, 
so wird man seinen Umfang als sehr mäßig empfinden.

Rein äußerlich betrachtet, kann allerdings die Progression, 
die in den aufeinanderfolgenden Bänden unseres Handbuches zu 
beobachten ist, Besorgnis erwecken. Während der erste Band, die 
von H. v. Sanden verfaßte praktische Analysis, nur 11 Y2 Bogen 
füllt, umfaßt der zweite Band, die Darstellende Geometrie von
J. Hjelmslev, bereits 20 Bogen, und dieser dritte Band ist auf über 
25 Bogen angewachsen. Der Schluß liegt nahe, daß, wenn diese 
Progression entsprechend weiter fortgesetzt wird, die noch aus
stehenden Bände allmählich einen ins Ungemessene steigenden
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Umfang annehmen werden. Es kann aber hierauf zur Beruhigung 
gesagt werden, daß die folgenden Bände sicher kürzer sein werden, 
weil ihnen nicht die Aufgabe zufällt, über ein ungeheuer großes 
Gebiet eine einigermaßen vollständige und dabei doch verständ
liche und lesbare Übersicht zu geben. Zu der erstrebten Vollständig
keit fühlte sich der Verfasser verpflichtet, und der Herausgeber 
glaubte ihm darin nicht entgegen sein zu dürfen. Es wurde des
halb auch die Astronomie, die ursprünglich mit der Geodäsie in 
einem Bande vereinigt werden sollte, beiseite gelassen und einem 
besonderen Bande aufgespart. Dadurch wurde der entschiedene 
Gewinn einer größeren Einheitlichkeit und Geschlossenheit erreicht.

Möge die vorliegende Darstellung der Geodäsie dazu bei
tragen, dieser schönen Wissenschaft neue Freunde zu gewinnen 
und ihre Kenntnis in weitere Kreise zu tragen!

Braunschweig, im Dezember 1914.

H. E. Timerding.
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Vorwort des Verfassers.
Der Kreis, an den ich mich mit diesen Grundzügen der Ge

odäsie wende, umfaßt in erster Linie die Lehrer und Studierenden 
der Mathematik. Aber auch für die Ingenieure und überhaupt alle, 
welche die Absicht haben, einen tieferen Einblick in die Methoden 
der Geodäsie zu gewinnen, kann das Werk von Nutzen sein. Viel
leicht ist das Buch auch dem Geodäten von Fach als eine kurze Zu
sammenstellung seiner Wissenschaft nicht unwillkommen. Es sucht 
den Leser mit den wichtigsten Fragen der niederen und höheren 
Geodäsie einschließlich der Ausgleichungsrechnung bekannt und 
vertraut zu machen, ohne viel mehr als elementare Kenntnisse in 
der Mathematik vorauszusetzen. Natürlich war es bei dem großen 
Umfange dieses Zweiges der angewandten Mathematik nicht mög
lich, alle Sätze ausführlich zu beweisen oder auch nur sämtliche 
Einzelheiten zu besprechen. Es wurde aber stets darauf gesehen, 
das für den vorliegenden Zweck Wichtigste in den Vordergrund zu 
stellen. Daher ist zunächst die Ausgleichungsrechnung als unent
behrliche Hilfswissenschaft für das Gesamtgebiet der Geodäsie (und 
aller messenden Wissenschaften) vorangestellt. Die niedere Geo
däsie und der sphärische Teil der höheren Geodäsie, welche so
wohl der Schule als auch der Praxis am nächsten stehen, wurden 
am breitesten behandelt und, wie auch die Ausgleichungsrechnung, 
mit einer größeren Zahl von Beispielen ausgestattet. Hingegen 
mußten sich die Teile über das Erdellipsoid und das Geoid eine 
wesentlich kürzere Behandlung gefallen lassen ; insbesondere mußte 
hier hinsichtlich der Beweise vielfach auf die Literatur verwiesen 
werden. Allen Teilen aber sind zum leichteren Verständnis zahl
reiche Zeichnungen beigegeben worden.

Um in die Kreise der Mathematiker nicht ein falsches Bild 
von dem Wesen und der Bedeutung der Geodäsie hineinzutragen, 
war es erforderlich, in der Darstellung neben der rein mathemati
schen Seite dieser angewandten Wissenschaft auch deren praktische 
Seite bis zu einem gewissen bescheidenen Grad zu berücksichtigen. 
Auch den Genauigkeitsbetrachtungen, welche mit der Geodäsie von

N
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heute so innig verwachsen sind, ist ein entsprechender Platz ein- 
geräumt. Natürlich soll der Lehrer den Schüler nicht mit allen 
möglichen Fehlerfragen belasten, aber einerseits muß der Lehrer 
doch tiefer in die Sache dringen als der Schüler und anderseits 
gibt es im Bereiche der Fehlerbetrachtungen auch einzelne ein
fachere Aufgaben wie z.B. den Zusammenhang zwischen Richtungs
änderung und Querverschiebung des Endpunktes einer Seite oder 
Winkel- und Längenänderungen im Dreieck, die im Anschluß an 
die ebene Trigonometrie wohl besprochen werden können.

Der Inhalt dieses Buches stützt sich auf meine Vorlesungen 
über Geodäsie und Ausgleichungsrechnung an der Technischen Hoch
schule Braunschweig, indirekt auch auf diejenigen meines hoch
verehrten Lehrers, des Geheimen Hofrats Professor Dr. M. Schmidt, 
an der Technischen Hochschule München.

Die ursprüngliche Absicht, in diesen Band auch die Grund
züge der Astronomie aufzunehmen, wurde aufgegeben, um das 
Buch nicht allzu umfangreich zu gestalten.

Braunschwe'ig, im Dezember 1914.

Dr. M. Nähauer.
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A. Ausgleichungsrechnung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate.

1. Einleitung'. Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate ist ein Zweig der angewandten Mathematik, 
welcher für die messenden Wissenschaften, insbesondere für die 
Astronomie und Geodäsie, im Laufe des letzten Jahrhunderts eine 
ungeheure Bedeutung erlangt hat.

Alle von Menschenhand ausgeführten Beobachtungen sind mit 
Fehlern behaftet, durch welche auch die aus den Beobachtungen 
abgeleiteten Größen fehlerhaft beeinflußt werden. Die Gründe für 
das Auftreten solcher Beobachtungsfehler liegen hauptsächlich in 
der Unzulänglichkeit der menschlichen Sinne, in kleinen Unvoll
kommenheiten der Instrumente, sowie in der Verschiedenheit der 
äußeren Umstände, unter welchen die Beobachtungen stattfinden. 
Die Beobachtungsfehler sind verschiedener Art. Man unterscheidet

1. rein zufällige oder unvermeidliche Beobachtungsfehler,
2. systematische Fehler und
3. grobe Fehler.
Die groben Fehler können durch Vorsicht und Kontrollen 

immer vermieden oder wenigstens rechtzeitig entdeckt und beseitigt 
werden. Die systematischen Fehler zeigen einen regelmäßigen Ver
lauf. Man kann sie entweder durch ein geeignetes Beobachtungs
verfahren von vorneherein unschädlich machen oder nachträglich 
aus den Beobachtungen bestimmen und ihren Einfluß rechnerisch 
berücksichtigen. Erstere Methode hat sich hauptsächlich in der Geo
däsie eingebürgert, letztere findet in der Astronomie Verwendung.

Die beiden genannten Fehlerarten sind nicht Gegenstand der 
Ausgleichungsrechnung. In derselben werden lediglich die rein 
zufälligen, unvermeidlichen Beobachtungsfehler behandelt. Auf
gabe der Ausgleichungsrechnung ist es, einerseits die Beobach
tungen so miteinander zu verbinden, daß die abgeleiteten, gesuchten 
Größen der Wahrheit möglichst nahekommen und andererseits
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2 A. Auegleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate

aus den auftretenden Widersprüchen die Genauigkeit oder den 
Grad der Unsicherheit der Beobachtungen und der daraus her
geleiteten Größen anzugehen.

Beiden Forderungen genügt unter allen bekannten Ausglei- 
chungsverfahren am vollkommensten die Ausgleichung nach der Me
thode der kleinsten Quadrate. Dieses von C. F. Gauß im Jahre 1794 
gefundene Prinzip berechnet für die fehlerhaften Beobachtungen 
die Verbesserungen so, daß die Summe der mit ihren Gewichten mul
tiplizierten Quadrate dieser Verbesserungen ein kleinster Wert wird.

Gauß hat sein neues Ausgleichungsverfahren erst im Jahre 1809 
in der Theorie der Bewegung der Himmelskörper*) veröffentlicht 
und dasselbe auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung und dem arith
metischen Mittel aufgebaut. Er zeigte für eine unendlich große 
Zahl von Beobachtungen, daß die Wahrscheinlichkeit TF(e), d. h. 
die relative Häufigkeit eines Fehlers zwischen den Grenzen £ und 
£ -f- de1 2), eine bestimmte Funktion desselben ist, so daß

TF(f) = 9>(f) • de(1)
wird.

Die Funktion

V 2 ji9>(«) = 77
— A2«2

(2) -7= e

trägt die Bezeichnung Gauß’sches Fehlergesetz. In derselben be
deutet h, das Maß der Genauigkeit, eine für jede Beobachtungs
reibe verschiedene und daher für dieselbe charakteristische Größe, 
welche sich aus der Fehlerreihe zahlenmäßig ermitteln läßt. Hin
gegen ist
(3) p — 2/i*

das Geivicht der Beobachtung. Dieses findet in der praktischen 
Ausgleichungsrechnung Verwendung; der Gebrauch von h ist fast 
ausschließlich auf die Theorie beschränkt.

Nach den Lehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die 
Wahrscheinlichkeit für das Auftreten einer Fehlerreihe £15 £2, ... en 
gleich dem Produkt der einzelnen Fehler Wahrscheinlichkeiten:

1) Ins Deutsche übertragen von Carl Haase, Hannover 1865.
2) Durch d wird in diesem Bande nicht ein Differential im strengen 

Sinn der arithmetischen Theorie bezeichnet, sondern eine im Ver
hältnis zu anderen kleine Größe, welche eine gewisse, in jedem 
Einzelfall durch die Praxis gezogene Grenze nicht überschreitet.
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W(h, o = w{h) ■ W(',) • • • W(0
—+ - • • + Pn «„*)(4) l/Pi-PzyPn .

V (2 *)» e (de)n.

Fragt man nun nach demjenigen Fehlersystem «l5 . . . en, welches 
die größte Wahrscheinlichkeit für sich hat, d. h. bei einer unend
lich oftmaligen Wiederholung der Beobachtungen am häufigsten 
auftreten würde, so ergibt sich dieses, wenn W(sx . . . sn) ein 
größter Wert wird.

Das trifft zu für

[pet] = pte^ + i>2e21 2 + * ' ‘ + iVn2 = Minimum.(5)
Diese Bedingung hat der Methode der kleinsten Quadrate den 
Namen gegeben.

Gauß hat in späteren Jahren noch eine zweite, von der ersten 
völlig unabhängige Begründung seines Ausgleichungsverfahrens 
aufgestellt und 1821 im ersten Teile seiner Theoria combinationis 
observationumx) veröffentlicht. Er ging dort von der Absicht aus, 
die Beobachtungen so miteinander zu verbinden, daß die Unbe
kannten und ihre Funktionen möglichst kleine mittlere Fehler, 
also größte Gewichte besitzen und es zeigte sich, daß das Prinzip 
der größten Gewichte mit der Methode der kleinsten Quadrate über
einstimmt. 2)

Gebührt Gauß die Priorität der Erfindung dieses Ausglei
chungsverfahrens, so kommt Legendre die Priorität der Veröffent
lichung zu. Dieser kam unabhängig von Gauß auf die Methode 
der kleinsten Quadrate und hat sie 1805 als Anhang seiner Schrift 
Nouvelles Méthodes pour la Détermination des Orbites des Comètes 
veröffentlicht, jedoch ohne eine wissenschaftliche Begründung bei
zufügen.

Unter den Mitbegründern dieser Ausgleichungsmethode muß 
auch der Amerikaner Robert Adrain3) genannt werden, welcher 
schon 1808 das Gauß’sche Fehlergesetz kannte und damit ver-

1) Deutsch herausgegeben von Börsch und Simon in den Ab
handlungen zur Methode der kleinsten Quadrate von Carl Friedrich 
Gauß, Berlin 1887.

2) Eine kritische Zusammenstellung der wichtigsten Grundlagen
der Methode der kleinsten Quadrate enthält die Theorie der Beob
achtungsfehler von E. Czub er, Leipzig 1891. '

3) Hammer, Beitrag zur Geschichte der Ausgleichungsrechnung, 
Zeitschrift für Vermessungswesen 1900, S. 613.

1*



4 A. Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate

schiedene Ausgleichungsaufgaben gelöst hat, ohne jedoch die Me
thode der kleinsten Quadrate weiter auszubilden.

Diese erfuhr später in der zuerst durch Bessel ausgebildeten 
Theorie der Elementarfehler noch eine weitere, eigenartige Be
gründung, welche den Vorzug besitzt, daß sie auf die Natur der 
Beobachtungsfehler als zusammengesetzte Größen eingeht. Be
trachtet man jeden Beobachtungsfehler als die algebraische Summe 
von sehr vielen und sehr kleinen, unter sich gleich großen Ele
mentarfehlern, denen beide Vorzeichen gleich häufig zukommen, 
so kommt man bei der Frage nach der Fehlerwahrscheinlichkeit 
ohne Zuhilfenahme des arithmetischen Mittels auf das Gauß’sche 
Fehlergesetz. Eine allgemeinverständliche Ableitung dieser Art hat 
der preußische Wasserbaurat Hagen1) gegeben. Crofton2) hat 
das Gauß’sche Fehlergesetz auf eine noch breitere Grundlage ge
stellt und gezeigt, daß es unter Voraussetzung eines geraden Fehler
gesetzes (<p(-f- e) = cp (— g)) auch für verschieden große Elementar
fehler gilt, wenn nur die einzelnen Elementarfehler im Vergleich 
zu ihrer Summe als verschwindend kleine Größen betrachtet wer
den dürfen. Encke hat die zu verschiedenen Zeiten und an ver
schiedenen Orten von Gauß über die Methode der kleinsten Qua
drate veröffentlichten Abhandlungen zuerst einheitlich verarbeitet 
und im Berliner Astronomischen Jahrhuch für 1834, 1835 und 
1836 veröffentlicht. Dem Gauß-Schüler Gerling aber gebührt das 
größere Verdienst, daß er der neuen Methode den weiten Kreis 
der Praktiker gewann. Sein elementar gehaltenes Lehrbuch der 
Ausgleichungsrechnung3) hat nach dieser Seite hin ungemein be
fruchtend gewirkt.

Auch die spätere Entwicklung der Ausgleichungsrechnung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate ist vornehmlich von 
deutscher Seite gepflegt worden und in erster Linie an die Namen 
Hansen, Jordan und Helmert geknüpft.4)

1) Hagen, Grundzüge der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin 
1867 (2. Auflage).

2) London Phil. Trans., Bd. CLX (1870), Seite 175.
3) Gerling, Die Ausgleichungsrechnungen der praktischen Geo

metrie, Hamburg u. Gotha 1843.
4) Sehr wertvolle Beiträge zur Entwicklung der Fehlertheorie 

sind enthalten in den Schriften von E. Czub er: Theorie der Beob
achtung sfehler, Leipzig 1891 und Die Entwicklung der Wahrschein
lichkeitstheorie und ihrer Anwendungen im Jahresbericht der deut
schen Mathematikervereinigung für 1898. Unter den Lehrbüchern 
für Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate
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I. Elemente der Fehlertheorie,
2. Wahre und scheinbare Beobachtungsfehler.

Unter dem wahren Beobachtungsfehler rj versteht man diejenige 
Größe, welche von der Beobachtung l hinwegzunehmen ist, um diese 
in den wahren Wert X überzuführen. Umgekehrt ist die wahre 
Verbesserung e derjenige Betrag, welcher zur Beobachtung hinzu
gefügt, den wahren Wert ergibt. Dient bei unbekanntem wahren 
Werte ein Näherungswerte zum Vergleich mit den Beobachtungen, 
so treten an Stelle von e und r] die scheinbare Beobachtungsver
besserung v und der scheinbare Beobachtungsfehler f. Nach diesen 
Erklärungen lassen sich folgende Beziehungen aufstellen:

x — l — f = l v,X = l — r\ — l -j- £,
£= — '»?,« + V = 0, v = — jf, v + /■= 0.

Beispiele, a) Die Auswertung des Produktes 14,25 • 16,44 
mit dem Rechenschieber hat 234,4 an Stelle des richtigen Wertes 
234,27 ergeben. Es ist also -f- 0,13 der wahre Fehler und — 0,13 
die wahre Verbesserung des Produktes.

b) Für eine Länge, deren wahrer Wert unbekannt ist, hat das 
Mittel aus wiederholten Messungen den Näherungswert x = 84,35 m 
ergeben. War 84,31 m das Ergebnis der ersten Messung, so ist 
deren scheinbarer Beobachtungsfehler — 4 cm und ihre scheinbare 
Beobachtungsverbesserung ist + 4 cm.

Im Interesse einer einheitlichen Darstellung und um 
Vorzeichen Verwirrungen nach Möglichkeit vorzubeugen, sollen 
in allen folgenden Ausführungen niemals die Fehler r\ und f 
sondern stets die Verbesserungen s und v Verwendung finden. 
Selbst wenn das Wort Fehler auf tritt (Fehlerreihe, Fehler
gleichung usw.), so ist es, wenn nicht ausdrücklich das Gegen
teil bemerkt wird, im Sinne der Verbesserung aufzufassen.1)

(6)

stehen an erster Stelle: F. R. Helmert, Die Ausgleichungsrechnung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate, Leipzig u. Berlin 1907 (2. Auf
lage) und W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, 1. Band, 
Ausgleichungsrechnung (verschiedene Auflagen). Sehr empfehlenswerte 
Übungsbücher zur Einarbeitung in die geodätische Seite der Ausglei
chungsrechnung sind: Vogler, Geodätische Übungen, Berlin (mehrere 
Auflagen) und E. Hegemann, Übungsbuch für die Anwendung der 
Ausgleichungsrechnung, 2. Auflage, Berlin 1902.

1) So gebraucht man auch in der Astronomie die Worte Stand 
und Gang fast immer als die Bezeichnung der zugehörigen Verbesse
rungen, während sie ihrer Natur nach doch als Fehler anzusprechen
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3. Eigenschaften der wahren zufälligen Beobach
tungsfehler. Durch die wiederholte Beobachtung einer Größe, 
deren wahrer Wert X von vornherein bekannt ist, gewinnt man 
eine Reihe von wahren Beobachtungsfehlern:

fi = X lx,

(7) X hi

*n=X-Z».
Diese Werte zeigen nach Erfahrung und Theorie ein annähernd ge
setzmäßiges Verhalten, insbesondere für lange Beohachtungsreihen. 
Vor allem gelten die nachstehenden Regeln:

1. die algebraische Summe der wahren Beobachtungsfehler 
liegt in der Nähe von Null;

2. die beiden Vorzeichen sind gleich oft und auf die ganze 
Reihe annähernd gleichmäßig verteilt zu erwarten;

3. kleine Fehler sind viel häufiger als große und zwischen 
bestimmten Grenzen soll eine bestimmte Fehlerzahl liegen;

4. Die weiter unten in 5. abgeleiteten theoretischen Bezie
hungen zwischen den Fehlermaßen sollen wenigstens näherungs
weise erfüllt sein.

Je vollkommener eine Fehlerreihe diesen Bedingungen genügt, 
um so höher ist unter sonst gleichen Umständen die zugehörige 
Beobachtungsreihe zu bewerten.1)

Die vorhin aufgezählten Eigenschaften der wahren Beobach
tungsfehler kann man aus dem schon in der Einleitung in Glei
chung (2) enthaltenen Gauß’sehen Fehlergesetz:

— Ä2«2
9>(0 = 77~j= e|/n

zum Teil unmittelbar herauslesen. In dieser Fehlerfunktion tritt 
nämlich e im Quadrat auf; es wird also stets g>(-f- e) = <p(— s), 
so daß an jeder Stelle der Reihe gleich große positive und nega
tive Fehler gleich oft zu erwarten sind. In dieser Eigenschaft 
sind aber die unter 1 und 2 genannten enthalten. Über das in 3
sind. Auch in den trigonometrischen und polygonometrischen Rech
nungen in der Feldmeßkunst von F. G. Gauß (nicht identisch mit 
C. F. Gauß), Berlin 1893, 2. Auflage, haben die dort als Fehler be- 
zeichneten Größen den Charakter von Verbesserungen.

1) Weiteres über die Untersuchung von Fehlerreihen siehe Hel
mert, Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate, 2. Auü., 1907, S. 333.



Der Wert h, welcher für die zahlenmäßige Ermittlung der 
Häufigkeitszahl bekannt sein muß, ergibt sich, wie wir später 
sehen werden, aus der jeweils vorliegenden Fehlerreihe. Man wählt 
nun nicht beliebige Grenzwerte £x und £2 sondern setzt ^ == 0 und 
e2 = ± r ■ m, worin m den später zu 
behandelnden mittleren Fehlerx) be
deutet. Danach sind zwischen 0 und 
dem i r- fachen mittleren Fehler

Tabelle 1.

i = r -m
H™ = 2 n • W(e)(9) * = o

t = r • m 
— A2 s22 nhß dey%

e = 0

Beobachtungsfehler zu erwarten. Mit 
Hilfe der Beziehung1) 1m — ———

ny 2
lassen sich die Wahrscheinlichkeiten
W(f)o m unabhängig von h ausdrücken. Man hat diese relativen 
Häufigkeitszahlen berechnet und in Tafeln gebracht (Tabelle l). 
Die Zahl der Fehler zwischen dem i-fachen und r-fachen mittleren 
Fehler läßt sich nun ebenfalls einfach ausdrücken :

( TTT^" Hl -rrrlWl\Him=n\W0 ~ W0 )

Ein sehr anschauliches Bild über den Verlauf einer Fehlerreihe 
gibt die in Fig. 1 enthaltene, zeichnerische Darstellung des Gauß’-
schen Fehlergesetzes <p(f) = —— e 

szissen und die Funktionswerte cp (f) als Ordinaten aufgetragen sind.

1) Siehe Seite 12, (23).

(10)

— A212
worin die Fehler e als Ab-y«
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angedeutete Verhältnis zwischen Fehlergröße und Fehlerzahl werden 
wir durch die Häufigkeitszahl H unterrichtet. Dieselbe gibt näm
lich an, wieviele Fehler zwischen zwei bestimmten Grenzen und 
£2 enthalten sind. Sie ist das Produkt aus der Gesamtzahl n der 
Fehler und der relativen Fehlerhäufigkeit (Gl. (1)) zwischen den 
genannten Grenzen:

ß
fi

= n • TP(e) = nh — A2 f2
(8) de.y»
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Breite de die Wahrscheinlichkeit W(e) eines Fehlers zwischen 
den Grenzen e und e -{- de. Das von den beiden Ordinaten

und cp (f2) herausgeschnittene Flächenstück j*<p(e)de hingegen be-

*2 fl _
deutet die Fehlerwahrscheinlichkeit W(e) für das Gebiet zwischen 
£x und e2. fl

Als bemerkenswert ist auch zu erwähnen, daß die Abszisse 
des Kurvenwendepunktes Pw gleich dem mittleren Fehler m der 
Reihe ist.

4. Systematische und konstante Fehler. Wenn eine 
Fehlerreihe die vorhin aufgestellten Bedingungen nicht in genügen

dem Maße erfüllt, so ist 
' die Einwirkung systema

tischer Fehler zur ver
muten. Darüber gibt am 
besten eine bildliche Dar
stellung (Fig. 2) Auf
schluß1), in welcher die 
Beobachtungszeiten als 
Abszissen und die an

:

9 a
:

9
c °

Fig. 2.
Stelle der e errechneten 

Werte ô als Ordinaten erscheinen. Vielfach ist der systematische

1) Graphische Darstellungen sind fast immer ein vorzügliches 
Mittel, um den Verlauf einer Erscheinung rasch und sicher zu über
blicken.
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Der zur Ordinatenachse symmetrische Verlauf der Kurve zeigt deut
lich die gleiche Häufigkeit gleich großer positiver und negativer 
Fehler. Setzt man die ganze zwischen der Kurve und der Ab
szissenachse liegende Fläche gleich der Einheit, so ist die Fläche 
<p(V) • de des schmalen Rechtecks von der Länge <p(e) und der

iwIWmw&

j '$t K- .....'<.........e............
hVŻ"

Fig. 1.



E. = £f 4- C,(12)

= £„' + c.

Nach der Forderung 1. in 3. muß also 0 = [e] = [e'] + w • c wer
den; sonach ist

[«'](13) n
Nachdem c nach Gleichung (13) ermittelt worden ist, lassen sich 
die wahren Fehler e nach den Gleichungen (12) berechnen. Das 
besprochene graphisch-rechnerische Verfahren der Fehlertrennung 
ist, da die gewählte Richtung der ausgleichenden Geraden als 
fehlerfrei angenommen wird, kein absolut strenges2) ; es wird aber 
bei dem angenommenen einfachen Verlauf des systematischen 
Fehlers fast immer ausreichen. Befolgt dagegen der regelmäßige 
Fehler kein lineares Gesetz, so erfordert seine Ermittlung vielfach 
umständliche Rechnungen. Es ist dann wohl am zweckmäßigsten, 
eine Beobachtungsmethode zu wählen, für welche der Einfluß des 
systematischen Fehlers im Mittel aus mehreren Beobachtungen 
verschwindet.

Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn es sich um kon
stante Fehler handelt. Hier ist der systematische Fehler eine feste 
Größe, also -9’ = k und 
die die Punktreihe aus
gleichende Gerade g ist “
eine Parallele zur Ab- _
szissenachse (Fig. 3).

1) In der Ausgleichungsrechnung wie auch in der Geodäsie ge
braucht man als Summenzeichen die eckige Klammer [ ].

2) Das strenge rechnerische Verfahren führt auf eine Ausglei
chung vermittelnder Beobachtungen.

9*
-k

Fig. 3.
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Fehler fl eine mit der Zeit gleichmäßig fortschreitende Größe und 
dann ist es möglich, durch die Punktreihe eine ausgleichende Ge
rade g zu legen, welche die gesuchten s von den Ordinaten ô ab
schneidet. Ein erster Versuch liefert vielleicht eine Gerade g und 
eine Reihe t/,. . . sn\ deren Summe [V]1) noch nicht mit genügen
der Genauigkeit Null ist. Man erhält dann durch eine kleine Par
allelverschiebung von g' um den Betrag c in der Ordinatenrichtung 
die £-Werte aus folgenden Gleichungen:

= £j' -f- c,

ö,
 ---

>



= *, + *,

£» = On + k

und deshalb
O = [s] = [d] + w • Æ, also Je = — —(15) n

Ist Je aus Gleichung (15) berechnet, so ergeben sich die e aus den 
Gleichungen (14).

5. Fehlermaße, Maximalfehler. Der Wert einer Beob
achtungsreihe offenbart sich in der zugehörigen Fehlerreihe. Wenn 
wir zunächst zwei Fehlerreihen miteinander vergleichen, so ist 
diejenige die genauere, für welche ein kleinerer Fehler et dieselbe 
Wahrscheinlichkeit TF'(s) besitzt wie ein größerer Fehler e2 der 
anderen Reihe. Für diesen Fall ist

(16) Wfo) = W(e2) = e ^ de = -^= e-V**1 dey% y Tt
oder

1 -V»i* — a22 *22
d(h.h) = d(h2 s2).

y n
e

y 7t
Dies ist nur möglich, wenn

£i — Jl2 £2
oder

1 1(17) \ : h3 =

Die Größen h verhalten sich also wie die reziproken Werte gleich 
wahrscheinlicher Fehler in beiden Reihen. Werte, welche sich in 
dieser Weise verhalten, gehen offenbar ein direktes Maß für die 
Genauigkeit der Beobachtungsreihe. Deshalb hat schon Gauß h 
als das Maß der Genauigkeit bezeichnet. Wie schon früher ge
legentlich erwähnt, spielt h aber nur bei theoretischen Untersu
chungen eine Rolle. In der praktischen Ausgleichungsrechnung ver
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Auch hier sind die Abstände der Fehlerörter von der ausgleichen
den Geraden die wahren Fehler e. Weiß man von vornherein, daß 
ein konstanter Fehler vorhanden ist, so bestimmt man denselben 
einfacher durch Rechnung. Es ist nämlich:

= d, -j- Jfc,

«orH



Ferner ist

(21) d =

+ CO

r'e
2 h — AJf2

de.Vtc t ' o

+ 80

2 ln-£cp(e)de 
o 2 h

+ 00

J — h1 2
(2e.£ e

l/jr » r o
n

1) Diese Fehlermaße bleiben auch bestehen, wenn das Gauß’sche 
Fehlergesetz nicht gilt wie z. B. für Abrundungsfehler, die zwischen 
bestimmten Grenzen alle gleich wahrscheinlich sind. In diesem Falle 
gelten aber die im folgenden aufgestellten Beziehungen zwischen den 
Fehlermaßen nicht mehr.

2) n ■ W(e) — ncp(e)de ist die Anzahl der Fehler von der Größe e. 
Die Grenzen — oo und -|- oo sind einzusetzen, weil nach dem Gauß
schen Fehlergesetze auch sehr große Fehler theoretisch noch möglich 
sind, wenn sie auch nur eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit besitzen.
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wendet man bestimmte Fehlermaße. Als solche kommen in Be
tracht *) :

1. der mittlere Fehler

-±v -±v«.Summe der Fehlerquadrate 
Anzahl der Fehler(18) m

2. der durchschnittliche Fehler
Summe der absoluten Fehlerwerte [1*1](19) <i-± ~ n ’Anzahl der Fehler

3. der wahrscheinliche Fehler w, welcher in der nach Abso
lutwerten geordneten Reihe ebenso oft nicht erreicht als über
schritten wird. Für ungerades n ist dies der Fehler e 
gerades n liegt w zwischen Je I und Ie

21 ! 2
Für jede das Gauß’sche Fehlergesetz befolgende Reihe mit 

sehr vielen Elementen lassen sich die vorgenannten Fehlermaße 
in einfacher Weise durch das Maß der Genauigkeit ausdrücken. 
Es ist nämlich

fürn +1 ’ 
2 i

-5- + 1 ’

+ CO
+ 00

+ CO[•1 = 2 J*e2 cp (e) d £

0

— 00--00(20) m2 nn

I
g

8
8+



Es ist also streng: 

(23)*

oder genähert

~dVj - iv
»i 0,476 9363 j/2

5 , 3
id= 2(23) ** m = ä*»

daher
2(23) d = m w == - m.i

m, d und w lassen sich aus der Fehlerreihe unabhängig vonein
ander berechnen. Der Vergleich des so ermittelten durchschnitt
lichen und wahrscheinlichen Fehlers mit den nach Gleichung (24) 
und (25) aus dem mittleren Fehler abgeleiteten Werten ist ein 
weiterer Prüfstein für die Güte der Beobachtungsreihe.

Sollte das Maß h der Genauigkeit einmal zahlenmäßig ge
braucht werden, so kann es aus den Fehlermaßen berechnet werden:

h = — l 0,477(26)
\/2 d\/n

Die Fehlermaße besitzen weder den Charakter von Fehlern 
noch von Verbesserungen; sie sind vielmehr mittlere Unsicher
heiten, weshalb sie auch das Vorzeichen 4- erhalten. Weitaus

wm
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Der wahrscheinliche Fehler bezeichnet diejenige Grenze, unter oder 
über welcher ein Fehler mit der Wahrscheinlichkeit | liegt. 
Demnach ist

+ 10

.Ie— h2 s2
(22) 1 de.

— XV

Die weitere Ausrechnung der Gleichungen (20), (21) und (22) er
gibt folgendes:

+ 00

^2 J*£2qp(£)c?£^ = 

0

1
+m =

Ä|/2 ’(23)

+ 00

= 2 tcp(e)de 
o

+ w
j = J9p(f)^£;

0

1d = ±(24)

0,4769363w = ±(25) h

C
n|

 ffw



2500
484

49
256
144
900

5476
64

6 36+4
3

+30
+10

21 + 
15- 
761 —

6 +
48 +
24

9
14 + 
14 —
32 —

0 +
19; +

+ +
+ 27 + 
+ 6 + 
+ !5 +

7 +

18 324
16
49

18 324
18! 324

1 1
48 2304 
27 729
13 169
17 289

7 49
30 900

36119
62525

39 1521 
43 1849

18
18
19
21
22
23
25
27
30
30
32
39
43
48
50
74
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die größte Bedeutung besitzt der mittlere Fehler1); die anderen 
werden nur ab und zu verwendet.

Die Erfahrung zeigt, daß die zufälligen Fehler eine gewisse 
Grenze nicht überschreiten. Man bezeichnet dieselbe als den Maxi
malfehler M und Fehler, welche jenseits desselben liegen, werden 
nicht mehr als rein zufällige, sondern als grobe Fehler betrachtet, 
welche sich bei Anwendung genügender Sorgfalt vermeiden lassen. 
Bei der Festsetzung des Maximalfehlers läßt sich, da der größt
mögliche, rein zufällige Fehler nie genau bestimmt werden kann, 
eine gewisse Willkür nicht vermeiden. Man hat sich jedoch da
hin geeinigt, denselben dem dreifachen mittleren Fehler:

M — 3 m
gleichzusetzen, da zu erwarten steht, daß derselbe in einer Keihe 
von 300 Elementen nur ein einziges Mal erreicht wird.

Beispiel. Zur Erläuterung des bisher Besprochenen soll die 
in folgendem Verzeichnis 2 in Spalte 2 enthaltene, unbenannte Fehler-

Tabelle 2.

(27)

Nr. 8 ss | £ | Nr.s' 8 1

+ 149 + 163| 
— 189!— 171!

:+] + 152 + 170 
— 173 — 169
— 21 + 11 12221 519 

- 40— 8; 9834 144
401— 8j 9834 I 144[+]

- 6l|+ 3j22055^ 663

1) Es ist ein Vorzug des mittleren Fehlers, daß er infolge der 
auftretenden Quadrate große Einzelfehler viel mehr berücksichtigt wie 
kleine.
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reihe untersucht werden. Um uns zunächst einen Überblick über 
den Verlauf der Reihe zu verschaffen, stellen wir dieselbe bildlich 
dar, indem wir die Fehlernummern als Abszissen und die Fehler
werte ô als Ordinaten auftragen (Fig. 4). Der Anblick dieses Bildes 
wie auch der Vorzeichenverlauf der Fehler weisen auf einen syste
matischen Fehler hin. Derselbe schreitet augenscheinlich mit den 
Beobachtungen gleichmäßig fort, so daß wir zur Fehlertrennung 
eine ausgleichende Gerade g ziehen können. Die Abstände der 
Fehlerörter von derselben stellen die genäherten zufälligen Be
obachtungsfehler vor. Sie sind unter der Bezeichnung s' in Tabelle 2

14 A Ausgleichungsrechnung nach derMethode der kleinsten Quadrate

+ 8

9 °
o0

•JU20

-

Fig. 4.- «

eingetragen. Da ihre Summe noch nicht 0 sondern — 61 ist, muß 
nach Gleichung (13) zu jedem dieser Elemente noch der Betrag

61c — + — — + 2 hinzugefügt werden. Diese verbesserten Werte
sind erst die zufälligen Beobachtungsfehler « ; sie erfüllen auch das 
Gauß’sche Fehlergesetz ziemlich gut. Die Fehlersumme ist -f 3, es 
wird also nahezu [e] = 0 und die Vorzeichen wechseln ziemlich 
regelmäßig ab. Die Berechnung des mittleren, durchschnittlichen

und wahrscheinlichen Fehlers 
nach den Gleichungen (18) und 
(19) liefert die in Tabelle 3, 
Spalte 1 enthaltenen Werte, 
denen in Spalte 2 die nach den 
Gleichungen (23) *** theoretisch 
aus dem mittleren Fehler ab
geleiteten Werte gegenüberge

stellt sind. Der Vergleich zeigt, trotzdem es sich um eine gra
phische Näherungsausgleichung handelt, eine ganz auffallende Über
einstimmung zwischen Beobachtung und Theorie.

Tabelle 3.

TheorieBeobachtung

m — + 26,3 
rf = + 20,7 
w = + 18

d= ± 21,0
w = + 18,0



(29) dx =
oder

H TheorieBeob.
i m

13,1
26,3
39,4
52,6
oo

0,5
1,0
1,5
2,0
oo

i imr rm

(30) dx = q1dl1

Wenn die Beobachtungen einer Reihe mit den wahren Fehlern 
£t, ... ... sn behaftet sind, so wird der entsprechende wahre
Fehler von x:

d-------- 1- qndln.

(31) £ = H-b <lih +-1- <łn£n = [««]•
Für eine v-malige Wiederholung der Beobachtungsreihe der l wird 
nach Gleichung (18) das Quadrat des mittleren Fehlers von x

X

Für unendlich großes v, welches in Wirklichkeit allerdings nie 
erreicht werden kann, würde nach den Gleichungen (4) und (20) 
der mittlere Fehler m von x bestimmt sein durch den Ausdruck

Nach alledem ist die e- Reihe als eine nach dem Gauß sehen 
Fehlergesetz verlaufende Reihe von rein zufälligen Beobachtungs
fehlern anzusprechen.

6. Fehlerfortpflanzung. Die Beobachtungen lx,... ln mit 
den mittleren Fehlern m15 . . . mn sind zur Ableitung des Wertes

*-/■(*,, •••*.)

verwendet worden. Sind nun die Beobachtungen um ganz be
stimmte Beträge dl fehlerhaft, so besitzt auch x den ganz be
stimmten Fehler

(28)

I. Elemente der Fehlertheorie 15

Über die Fehlerhäufigkeit endlich gibt Tabelle 4 Aufschluß, 
in welcher den aus den Beobachtungen durch Abzählen ermittelten 
Häufigkeitszahlen, die nach Gleichung ( 10) theoretisch berechneten 
Fehlerhäufigkeiten angereiht sind. Beide Reihen zeigen eine gute 
Übereinstimmung.

Tabelle 4.
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+ 00 + 00 + 00

•■■Vn(£^)dhäh-'-d£n-(32) m
— CO— 00 — GO

Nun ist aber
W£Y = [?t-V] + 2 V<Mr£k£A

und damit zerfällt das obige Integral in eine Summe von n Inte
gralen von der Form:

+ 00 + CO +00

tij £i2<Pi(Ei)d£ij <Pl(*l)dh ■ ■ \ f<Pn(£n)dsn 

~ 00 — 00 — 00

und in n(n — l) Integrale von der Form
+ 00 +00 +00
J<Pi(£i)d£iJ V*(h)dh---j£k<Pk(h)d£k

----CO — CO

+ CO + CO

■ • ■ J £rfAlr)dtr ■ ■ ■ J 9.(0 d‘„ ■

(33)

(34)
— 00

— CO----00

Da nun allgemein das Integral
+ CO

jcp{e)de — 1,
— CO

weil es die Wahrscheinlichkeit dafür vorstellt, daß ein Fehler s 
zwischen — oo und -f- oo liegt, wird der Ausdruck ^33)

+ CO= Qi\fh2<pi(£i)d£r
— CO

Der Ausdruck (34) hingegen wird 0, da wegen der Symmetrie 
der Gauß’schen Fehlerkurve

9>(+ 0 = 9>(— e)
+ CO-+ CO

f£rCPr(£r)d£r( £k<Pk(£k)d£kund daher sowohl als auch ver
schwindet. — 00 — CO

Damit wird
+ CO + co

= «i2Jkv(£i)dfi H-----+ ^<Pi(£i)d£i H-----
— co

+ CO+ Qn*J £n*<Pn(£Jd£n-

m 2X

(35) — 00

— 00
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Nun sind aber nach Gleichung (20) die Mer stehenden Integrale 
nichts anderes als die Quadrate der mittleren Fehler m. der ein
zelnen Beobachtungen, so daß wir haben:

= q-fm* -f -1------- \- qn2mn i(36)
und daraus: = ± y?i2%2 + q^mł H-H (lnmn(37) mx
oder:

')= ±V{w^ “‘* + •'•+(10(38)

Diese Gleichung (38) enthält das Fortpflanzungsgesetz der mittleren 
Fehler und soll kurz das mittlere Fehlergesetz genannt werden. 
Handelt es sich um gleich genaue Beobachtungen mit demselben 
mittleren Fehler m, so wird Gleichung (37):

(39) mx = ± m j/^2 + g22 H-------b qn2 ” ± m VIm] •
Der Ausdruck [qq] trägt die Bezeichnung Geivichtshoeffizient.

Für eine Summe von gleich genauen Beobachtungen:

æ = h + h +-----1Mn,
deren Glieder beliebige Vorzeichen besitzen können, werden alle 
q = 1 und der mittlere Summenfehler ist sonach:

= + m ]/w,

da der Gewichtskoeffizient = n wird. Der mittlere Fehler einer 
Summe von gleich genauen Beobachtungen seitreitet demnach mit 
der Wurzel aus der Gliederzahl fort.

Besonders wichtig ist die Fehlerfortpflanzung für das ein
fache arithmetische Mittel:

m„X

(40)

(41) »,

Hier ist jedes einzelne q — — also \qq1 = n- i = — 
° n L J nz n

folgt:

(42)

—. Daraus

m
m, — ± m]/[qq] — ±(43)

Yn
1) Dieses Gesetz über die Fortpflanzung der mittleren Fehler 

gilt nicht nur für Beobachtungen, die das Gaußsche Fehlergesetz be
folgen, sondern auch für alle übrigen Beobachtungen, wenn sie nur 
ein gerades Fehlergesetz befolgen, d. h. wenn nur gleich große posi
tive und negative Fehler gleich häufig sind.

Timerding, Handbuch III 2
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Es ist also der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels gleich 
dem mittleren Beobachtungsfehler geteilt durch die Wurzel aus der 
Zahl der Beobachtungen.

Beispiele, a) Der Winkel y ist die Summe der beiden Winkel 
a = 15° 10' 14" + 4,5" und ß== 21° 30' 35" ±3,2". Wie groß ist 
y und sein mittlerer Fehler »ny?

Da y = a -f ß, so ist = g2 =» 1, also ist:
mji-m/ = (4,5")2 + (3,2")2 = 30,5(")2 und my = ± 5,5". 

Das Ergebnis ist also:

2 _my

y = 36° 40'39" ± 5,5".

b) Die Strecke AB — L (Fig. 5) setze sich aus n = 20 gleich 
großen, durch unabhängige Messungen bestimmte Teilstrecken l

mit dem gleichen mittleren 
Fehler m — 2 mm zusammen.
Wie groß ist ihr mittlerer 
Fehler Wegen der unab
hängigen Bestimmung der ein

zelnen l ist L als eine Summe von n gleich genauen Beobachtungen 
aufzufassen:

l l l l l l l l l lA
L Z“ 71’ l

Fig. B.

L — 1 + IĄ------- [- l.

n
Für diese ist nach Gleichung (41):

= Ht myn = 4; 2|/20mm = + 9mm.mL = mx

c) Nunmehr sei dieselbe Länge 
i auf rein trigonometrischem We
ge (Fig. 6) aus der direkt gemesse
nen ersten Strecke l abgeleitet. 
Wenn die durch die Winkelmes
sung hereingetragenen Fehler 
außer Betracht bleiben, so ist L 
dieses Mal als Produkt aufzufas
sen:

C

■r-*

ßA |
{-- Ij = n • l — 201.~Ak- ■......... Z = nl—

Fig. 6. Hiefür ist [qq] = w2, also:
mL = + m ■ n = + 40 mm.

Vom Standpunkte der Genauigkeit aus wäre also unter sonst
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gleichen Verhältnissen die direkte Messung einer langen Strecke 
der trigonometrischen Vergrößerung einer Teilstrecke auf die ganze 
Länge vorzuziehen.

7. Ungleiche Gewichte. Bereits in der Einleitung (Glei
chung (3)) wurde p = 2 h2 gesetzt und als das Gewicht der Beobach
tung bezeichnet. Die Einführung des mittleren Fehlers m — —7--

h V2
nach Gleichung (23) führt auf die gebräuchliche Definition des 
Gewichtes :

1(44)

wonach das Gewicht als der reziproke Wert des mittleren Fehlers 
angesehen wird. Das gilt für allgemeine Betrachtungen. Für die 
Rechnung faßt man den Begriff aus rechnerischen Bequemlich
keitsgründen etwas weiter und versteht unter den Gewichten 
VnP'21 • • • Pn ^er Beobachtungen lx, 72, ... ln die zu den reziproken 
Werten ihrer mittleren Fehlerquadrate proportionalen Werte 

C_ C_
ml * ’ m2 *’ 
stante ist.

(nf
• —, wobei C für ein und dieselbe Reihe eine Kon-mn

In ganz entsprechender Weise ist das Gewicht^ einer Funk
tion f(Jx, • • • ln) der reziproke Wert des Quadrats des mittleren 
Funktionsfehlers.

Nach dem Gesagten gilt das durchlaufende Verhältnis:

P\ -Pi • 'Pn mi • mt • • ms
1(45)

oder:
(46) Pimi = ■■■ — Pnmn-
Ist w0 der zum Geivicht pQ = 1 gehörige mittlere Fehler der Ge
wichtseinheit, so gilt allgemein:

(47) p -m2 = m02
oder:

m0= 5(48) , also auch mx =m
ŸP Ypx

Diese Gleichung wird vielfach zur Berechnung des mittleren 
Fehlers einer Funktion x — f(lv • • • Z/4) verwendet. Bei bekannten 
Beobachtungsgewichten p läßt sich das Funktionsgewicht px ein
fach ableiten. Nach Gleichung (36) ist:

2 _ ?i2V + <lłmł H-+ <lnmnmx
2*



Handelt es sich um Beobachtungen gleicher Genauigkeit, so 
daß px =■ Pi = • • • = pn = p ist, so wird:

oder «,==—•x fl
1(51) Px

Für das Gewicht des einfachen, arithmetischen Mittels x 
ergibt sich nach (49): n

(52) px = n-p oder p =» n,

20 A. Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate 

oder, da m2 = — :
V

+ + + ri’i
Px Pl Pi Pn Lj? J

(49)

Für den Fall der Summe:

® = h + h "H ’ * ‘ 4“ ln
sind alle q = 1; sonach wird:

i - [il-
Px \-P J(50)

wenn das Gewicht p einer einzelnen Beobachtung = 1 gesetzt wird. 
Die Gewichte lassen sich nach dieser Gleichung auch als Wieder
holungszahlen auffassen.

Die Gewichtsbestimmung für das allgemeine arithmetische
Mittel :

[pl]X =(53)
M

ergibt nach Gleichung (49):
(54) — M

Bei der Fehlerberechnung aus ungleichgewichtigen Beobach
tungen ist zu bedenken, daß sämtliche Fehler vor ihrer weiteren 
Untersuchung erst auf gleiches Ä, d.h. auf gleiches Gewicht zu bringen 
sind, so daß man .sie als Elemente ein und derselben Fehlerreihe 
betrachten kann. Es tritt also an Stelle der Reihe , • • • sn mit den 
verschiedenen Fehlergewichten pup%, Pn die neue Fehlerreihe:

hVpi, hVpti• "

in welcher alle Elemente* das gleiche Gewicht p0 — 1 besitzen. 
Demnach ist der mittlere Fehler der Gewichtseinheit:

.=±1/W1

(55)

(56) »I
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und ihr durchschnittlicher Fehler:

i0_ + tlfîU.
0 — n(57)

Der wahrscheinliche Fehler w0 einer Beobachtung vom Ge
wicht 1 ergibt sich aus der Reihe der ej/p genau so wie früher aus 
der £-Reihe. Er ist en + x ]/pn+lj

gerades n zwischen en Y^n un<^ e

für ungerades n und liegt für

Vp wo sich n>T+1_
auf die nach Absolutwerten geordneten s~\/p bezieht.

8. Fehlerberechnung aus Beobachtungsdifferen
zen. In der Beobachtungspraxis treten vielfach sog. Doppelmes
sungen auf, wobei für die unbekannte Größe x je ein Wertepaar
r, r
wahrscheinlichsten Wertes von x aus Doppelmessungen ist nichts 
besonderes zu sagen; x ist eben das arithmetische Mittel aus den 
Beobachtungen. Aber die Fehlerberechnung aus Beobachtungsdif
ferenzen weicht von der sonst üblichen etwas ab.

Die beiden Werte einer Doppelbeobachtung weichen wegen 
der unvermeidlichen Beobachtungsfehler um einen Betrag d von
einander ab; für alle n Wertepaare finden sich die Beobachtungs- 
differenzen:

t+1

Beobachtungen ermittelt wird. Über die Herleitung desvon

t — t = di )

(58) l —t=d.i 1

Diese Beträge sind die wahren Felder der Differenzen 1" —1\ 
welche für fehlerfreie Beobachtungen gleich 0 wrerden. Nach Glei
chung (56) wird daher, wenn verschiedengewichtige Beobachtungs
paare vorliegen, der mittlere Fehler der Gewichtseinheit der Dif
ferenz l"— l':

i Ap*\
V n(59)

Ist nun m0 der mittlere Fehler einer einzelnen Beobachtung 
vom Gewicht 1, so wird nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz der 
mittlere Fehler der Differenz l" — X der Elemente einer Doppel-
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beobachtung vom Gewicht 1:

Z>0 =]/m02 + fw02 = m0]/ 2.

Daher wird der mittlere Fehler einer einzelnen Beobachtung 
vom Gewicht 1:

m = /[££!.

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit einer Doppelbeob
achtung (arithmetisches Mittel aus den beiden Elementen l") 
wird daher nach (43):

D
(60)

_ d, _ JLl/t£ÜJ.
2 2 V n

m0(61) fA° ]/2

II. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen.
9. Allgemeines über vermittelnde Beobachtungen.

Bei einer Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen ist der 
Zusammenhang zwischen den wahren Werten der u Unbekannten 
X, Y, Z, ... und den n wahren Beobachtungswerten L durch die

Bestimmungsgleichungen : 
a1X + \Y+cxZ+--- = Lu 
a^X Ą- ~b%Y C2Z = Li,

(62)
O'i X -f- b{ Y -j- c{ Z + • • • = Li}

anX + bnY+cnZ+.-. = Ln

in der Weise festgelegt, daß die Beobachtungen als lineare Funk
tionen der zu ermittelnden Unbekannten erscheinen. Wesentlich 
ist hiebei, daß die Zahl n der Beobachtungen größer ist als die 
Zahl u der Unbekannten. Ist der Zusammenhang zwischen Un
bekannten und Beobachtungen ursprünglich kein linearer, sondern 
von der Form:

f(x, r,£,•••)-£,



so gibt die Entwicklung von Gleichung (59) nach dem Taylor’schen 
Lehrsatz:

di ■dZ+------ Z-F(X0Y'Z0---)fx'dx + ■dY +
oder :
(63) a-dX-\-b-dY-\-c-dZ-\---‘ = clL.

Damit ist die gewünschte lineare Form des Zusammenhangs 
wieder erreicht. Das rechts stehende Glied dL hat durchaus noch 
den Charakter einer Beobachtung, da es sich von derselben ledig
lich durch eine Konstante unterscheidet.

10. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen 
mit einer Unbekannten. In diesem einfachen aber häufigen 
Falle lauten die

Bestimmungsgleich ungen :

öj X = 1

(64)
(Z,- X — ij ,

an X = Ln ■

Da die wahren Werte L{ unbekannt sind, so können wir auch 
den wahren Wert X nicht finden. Denken wir uns nun X durch 
den wahrscheinlichsten Wert x und die Li durch die Beobachtungs
größen l( nebst ihren wahrscheinlichsten Verbesserungen vi ersetzt, 
so entstehen aus den Gleichungen (62) die

Fehlergleichungen : 
atx °= lt -4- vl, 
a2x = l2 + v3,

(65)

v-K + v,-

II. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen 23

so kann man ihn durch die Einführung von Näherungswerten auf 
den ersten Grad zurückführen. Setzt man nämlich :

x - X0 + dX, 
Y = Y0 + d Y,

K 
^



Nach dem Minimumsprinzip (Seite 3, (5)) ist der wahr
scheinlichste Wert von x so zu bestimmen, daß [pvv] ein kleinster 
Wert wird. Diese Forderung führt nach bekannten Regeln auf 
die Gleichung:

(66) [pav] = ptatvt H------piaivi --------- h Pnanvn = 0.

Durch Einsetzen der aus den Gleichungen (65) hervorgehen
den t>-Werte entsteht aus Gleichung (66) die

Normalgle ichung :
[joaa\x = [pal].

Daraus ergibt sich unmittelbar die Unbekannte:

[.paa]
An die Bestimmung des wahrscheinlichsten Wertes der Un

bekannten schließt sich eine Fehlerberechnung, welche über die 
Genauigkeit der Beobachtungen und der Unbekannten Aufschluß 
gibt. Für den mittleren Fehler m0 einer Beobachtung vom Ge
wicht 1 besteht die Gleichung1):
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(67)

(68) '

(69)

Die hiezu notwendigen, scheinbaren Beobachtungsfehler wer
den, nachdem x ermittelt ist, aus den Gleichungen (65) abgeleitet:

vt = a{ x - lt.

Hieraus wird dann [pvv] berechnet. Gute Kontrollen für die 
Fehlerberechnung sind außer Gleichung (66) folgende leicht ab
zuleitende Gleichungen :

(70) |pvv] = [pll] — [pal]x = — [plv].

Den mittleren Fehler mx der Unbekannten findet man nach 
dem mittleren Fehlergesetz aus Gleichung (68):

m0(71)
V[paa]

1) Der für eine beliebige Zahl u von Unbekannten geltende Aus
druck des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit ist ma — -f-1/V n — u
wie in A. 18. gezeigt wird.



+ mm mm
123
24
67
50
31
56
65
31
46
19
17

32,191+0,19 
24,72 + 0,22 
29,08^+ 0,08 
25,21 !+ 0,21 
28,28 + 0,28 
26,64 + 0,14 
28,68 + 0,18 
16,18 + 0,18 
19,69 + 0,19 
15,60 + 0,10 
12,09 + 0,09

qmm mm qmm 
+ 0,03 +0,003+0,58 + 0,017 
-0,05 
+ 0,12 
-0,04

mm

0,002 -0,24-0,011 
0,029+1,39 + 0,019 
0,003 -0,40 — 0,017 
0,008-0,50 — 0,025 
0,003+0,42 + 0,011 
0,000 +0,11 +0,004 
0,015 -0,67 - 0,038 
0,011 -0,70-0,034 
0,000+0,06 + 0,002 
0,000-0,07-0,003

0,09
+ 0,04
+ 0,01

0,07
0,06

+ 0,01
0,01

+ 2,56 + 0,053 
-2,58-0,128

-b

r±] + 529 + 18,08 + 0,074-0,02 -0,075

Da die gemessenen X mit der Zahl der Schraubenganghöhen 
gleichmäßig fortschreiten, lautet die allgemeine Fehlergleichung:

a • x = X -f- v ;

Nun wird für die Schraubenganghöhe zweckmäßig ein Nähe
rungswert x0 eingeführt. Es sei:

x = x0 -f- Jx = 0,500 mm + 4x,

(72)

(73)

damit wird Gleichung (72):
(74) a'Jx = (X— (X x^) + V-

Hierin setzen wir einerseits (l' — a • x0) — l und andererseits

Es ist also, wie ein Vergleich mit (48) zeigt, in der Normal
gleichung (67) der quadratische Koeffizient [jpaa\ der Unbekannten 
zugleich deren Gewicht.

Beispiel. Um die Ganghöhe x einer Schraube zu bestimmen, 
wurde dieselbe auf Papier abgedrückt. In diesem Abdruck wurden 
dann jeweils a Schraubenganghöhen (Tab. 5) abgezählt und die 
zugehörigen Längen l' mit Zirkel und Transversalmaßstab gemessen. 
Jedes in der Tabelle 5 enthaltene X ist das Mittel aus p Einzel
messungen, so daß p als das Gewicht von X betrachtet werden kann.
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Tabelle 5.

Koeffizienten der 
Fehlergleichungen

Normal-
Tabelle Fehlerberechnung

Nr. a p l'mm a% v—ai~l pvv pav plvlmm paa pal
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führen wir, um keine zu großen Koeffizienten zu erhalten, die neue 
Unbekannte:
(75) l = 10z/z
ein. Es wird dann:

a(76) ■ 104* — a-1 — i + D.

a'Zur Abkürzung ist hier ^ = a gesetzt. Erst diese umge
formten Fehlergleichungen werden für die weitere Rechnung, die 
fast ganz in Tabelle 5 enthalten ist, verwendet.

Aus der Normalgleichung:
+ 529| — + 18,08

berechnet sich der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten:
£ =■ + 0,0342 mm.

Also ist die ausgeglichene Schraubenganghöhe x = x0 -f- Ax 
= x0 + £ = 0,5034 mm.

Die in der dritten Abteilung von Tab. 5 ausgeführte Fehler
berechnung zeigt, daß die Kontrollen günstig ausfallen. Der mitt
lere Fehler der Gewichtseinheit wird:

„=±y mm = + 0,086 mm 

und für den mittleren Fehler der Unbekannten | ergibt sich:

— ± 0,0037 mm.

Nun ist aber Jx = und der mittlere Fehler mx von x 
gleich demjenigen von /ix\ wir haben also auch:

mx = = + 0,0037 mm.

Der ausgeglichene Wert der Schraubenganghöhe ist mit seiner 
mittleren Unsicherheit daher:

+ m°
— ÿ[paa]

(77) x — 0,503é mm + 0,37 ja,
1wenn mm = P gesetzt wird.

11. Allgemeines arithmetisches Mittel. Das allge
meine arithmetische Mittel ist ein Sonderfall der Ausgleichung nach



0,0000000,503 2 0,006
04 2
Ot 1 
03 3
03 1
01 2 
03 2
04 1
Oł 2 
04 3

0,000 0,000
1 —

01 + 2 + 2

0,000000
08 2 2

4
O09 O O

03 O O O
02 + 2 + 4 8

O06 O
01 11 1
08 1 2 2
12 1 3 3

[+] + 0,006 
— 0,008

+ 0,000006 
— 0,000032[-]

[±] — 0,002 4 0,000020 — 0,00002619 0,059
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vermittelnden Beobachtungen mit einer Unbekannten, welcher ein- 
tritt, wenn sämtliche Koeffizienten a der Unbekannten = 1 werden. 
Es handelt sich in diesem Falle um verschiedengewichtige, direkte 
Beobachtungen der Unbekannten. Die Normalgleichung lautet hier:
(78) 0>] • * — M
und der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten ist:

x-m.(79)
Ol

während [21] ihr Gewicht px vorstellt.
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist wieder:

, 1 /[pw\ 
0 = ± K n — !(80) m

und für den mittleren Fehler des allgemeinen arithmetischen Mittels 
hat man:

(81) Vlp)
Aus der Fehlerkontrolle [pav] = 0 folgt jetzt:

= 0.
Die übrigen Kontrollgleichungen behalten ihre Form bei.

Beispiel. Wir wollen auch für diesen wichtigen Fall ein 
Beispiel geben, welches in Tabelle 6 durchgerechnet ist. Es han
delt sich wieder um die im vorigen Beispiel betrachtete Schraube,

(82)

Tabelle 6.

P P-lmmNr- Km plVgPvmmVmm P V Vqmm

tS
oo

ie
-o

ie
-o

öt
oc

o14
 

+

o
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deren Ganghöhe x ein zweites Mal bestimmt werden soll. Die 
Beobachtung hat für die Schraubenganghöhe die in der Tabelle 6 
unter h aufgeführten Werte ergeben, welche wieder Mittel aus je 
p gleich genauen Einzelmessungen sind; p ist also auch wieder das 
Beobachtungsgewicht. Ehe wir an die Rechnung gehen, sondern wir 
von jeder Beobachtung h den festen, runden Betrag h0 = 0,500 mm 
ab, so daß nur mehr kleine Restbeträge l übrigbleiben, die in die 
Tabelle nicht mehr eingetragen sind, da sie ohne Schwierigkeit aus 
der /i-Spalte entnommen werden können. Es besteht also die Be
ziehung:
(83) h ==* h'Q j- l.

Der wahrscheinlichste Wert x der Schraubenganghöhe ist dann 
die Summe:
(84) x = h0 4* 4x,

worin Jx das allgemeine arithmetische Mittel aus den Beobach
tungsresten l vorstellt. Für dasselbe ergibt sich der Wert:

Ax = ^ + 0,003i mm.
[P]

Die Fehlerberechnung, deren kleine Widersprüche in den Kon
trollen durch Abrundungen zu erklären sind, liefert für den mitt
leren Fehler der Gewichtseinheit den Betrag:

m0 = + 0,0015 mm

und für den mittleren Fehler der ausgeglichenen Unbekannten:

m — ^ 0,00034 mm.
V[p]

Das Endergebnis der Ausgleichung ist daher:

x — 0,503i mm + 0,34 p.

Ein Vergleich mit dem vorher berechneten, in Gleichung (77) 
enthaltenen Werte für die Schraubenganghöhe zeigt sowohl für 
die Unbekannte als auch für deren mittlere Unsicherheit eine sehr 
gute Übereinstimmung.

12. Einfaches arithmetisches Mittel. Vielleicht 
der wichtigste Sonderfall der Ausgleichung vermittelnder Beobach
tungen mit einer Unbekannten ist das einfache arithmetische Mittel. 
Dasselbe geht aus dem allgemeinen arithmetischen Mittel hervor,

(85)



+ 0,117
— 4,379 
+ 0,238
— 0,165 
+ 0,445
— 0,165
— 0,014
— 1,782
— 0,527 
+ 0,483

0,122 + 0,350 
1,822 
0,422 — 1,300 
0,422 + 0,455 
0,722 + 0,425 
0,422 — 1,300 
3,062 - 5,425 
0,122 + 0,350 
2,722 — 4,950 
0,422 + 0,455 
0,122 — 0,595 
0,722 + 0,425

0,000
195,3 +0,09 

6,9 - 1,51 
4,2+1,19
5.5 —0,11
4.5 -j- 0,89
5.5 —0,11 
5,4 —0,01 
6,2 —0,81
5.7 -0,31
4.7 +0,69

1+5,05 
— 5,05[-] + 2,86 

— 2,86
+ 1,283 
— 7,032

+ 2,460 
— 13,570

[ü +1953,9 0,00 +5,748—5,749 2332,2 0,00 +11,104 —11,110

1) Das Gauß’sche Fehlergesetz und die darauf fußende Methode 
der kleinsten Quadrate müssen selbstredend wieder auf das arith
metische Mittel führen, da dasselbe ihrer Ableitung mit zugrunde liegt.

2) In die Produkte lund Iv^ sind zur Gewinnung kleiner 
Zahlen nur die ßeobachtungsreste gegen 194,0 bzw. 193,0 eingeführt.
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wenn sämtliche Gewichte = 1 gesetzt werden.1 2) Danach ist der 
wahrscheinlichste Wert einer direkt gemessenen Größe, für welche 
n gleich genaue Beobachtungen l vorliegen:

raX = — •(86)
n

Der mittlere Beobachtungsfehler wird:

(87)

und der mittlere Fehler der Unbekannten ist:

= ±]/ \vv]—(88) mx n(n — 1)\n

Die wichtigsten Rechnungsproben sind hier:
(89) M - o, [»'»] — -[>].

Beispiel. Zur Bestimmung des Strichabstandes t einer Mikro
meterteilung wurden unter dem Mikroskop zwei um den Betrag-

Tabelle 7.
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O tû (N (N (N O 
CO

O
C

O
H

H
05H

O
O

O
)b- 

0__
cT

 ©
f t-T c

T o
" c

T c
T c

T 
cT 

*

CO s s § § §'
 g g ą

 g s ą
 i

©
" i-T

 o
” O o" ©

" 
c
T i-T o"

 o o
"

++I++II+
I+

I+
O

^O
_O

t-^O
O

TH
O

O
t-t-^i0 

V
 co" iq co co \a co 

co" co" 
co"

O
H

N
rH



30 A. Ausgleicliungsreclmung nach der Methode der kleinsten Quadrate

n-t — 20t abstehende Striche 8t und S% der Feinteilung (Fig. 7) 
wiederholt eingestellt und die nx zugehörigen Trommelwege l (Ta

belle 7) abgelesen. Hierauf kam eine zweite 
Teilung mit dem bekannten Strichabstand i + mi 
= 1,000 mm ih 0,33 ft unter das Mikroskop 
und die wiederholte Einstellung des Mikroskop

uj fadens auf zwei benachbarte Striche dieser Tei
lung lieferte die n2 beobachteten Trommel
wege X. Wie groß ist der Strichabstand t der 

Feinteilung und sein mittlerer Fehler?
Das arithmetische Mittel der beobachteten Trommelwege l 

ergibt sich zu:

%u11111 I
fîht-*

Fig. 7.

* i = + 195,39 + 0,25s

und der wahrscheinlichste Wert der X ist:
V ± = + 194,35 ±0,32o.

Da sich nun die Trommelwege wie die gemessenen Strecken
längen verhalten, so besteht die Proportion:

nt : i — x : y

und daraus ergibt sich der gesuchte Strichabstand:

= 50,27 ft.

Für den mittleren Fehler des Strichabstandes erhalten wir durch 
Anwendung des mittleren Fehlergesetzes auf Gleichung (90):

m 2. y

i(90)
n

MDV+föV + G)*(91) III

Wird alles in ft ausgedrückt, so ist:

m* = (0,0003 + 0,0042 + 0,0068) ft2 = 0,0113 ft
und:

mt — + 0,106 {tt.

Der ausgeglichene Strichabstand der Feinteilung und sein mitt
lerer Fehler sind also:

t — 50,27 ft ^ 0,106 ft.

13. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen 
mit mehreren Unbekannten. Wir übergehen zunächst die 
Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit zwei Unbekannten,



a v dv = o.0, 7 = 0, dud z

Fiihi't man diese Differentiationen aus, so führen sie auf das System
der

1) Da es übersichtlicher ist, mit einer bestimmten Zahl von Un
bekannten zu rechnen, so wollen wir deren Anzahl u auf 4 festsetzen. 
Die ganze Untersuchung soll aber so geführt werden, daß sich die 
gewonnenen Ergebnisse sofort verallgemeinern lassen.
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werden sie aber später als Sonderfall der obenstehenden allgemeineren 
Aufgaben behandeln und ihre Eigenart besonders berücksichtigen. 

Für u Unbekannte und n Beobachtungen lauten nach Gl. (62)
die

Bestimmungsgleichungen : *)

X + \ Y + ct Z + dt U = L 
a% X b3 Y c2 Z d2 U — L%,

11

(92)

®. X + b,T+e,Z+d.Ü-L..

Daraus entsteht durch Einführung der noch unbekannten wahr
scheinlichsten Werte x, 0, y, u und der ausgeführten Beobach
tungen l mit ihren ebenfalls noch unbekannten wahrscheinlichsten 
Verbesserungen v das System der

Fehlergleichungen :

a1x -f- bly -f- ct 0 -j- dtu = lx + mit dem Gewichtpt, 
a2x -f b2y + c2 0 + d2 u = ?2 -f- v2 „ „ Pi,(93)

v + h,y + r’n': + d„u —K + <>. „ »

Den Beobachtungen lx, . . . ln werden im allgemeinen verschiedene 
Gewichte yq, • • • Pn entsprechen. Aus den Fehlergleichungen (93) 
sind nun die Unbekannten so zu bestimmen, daß V = [pvv\ ein 
kleinster Wert wird. Soll dieser Bedingung Genüge geleistet werden, 
so müssen die partiellen Differentialquotienten von V nach den 
verschiedenen Unbekannten x, y, 0, u = 0 sein, also:

Pn

»o

^ 
: «4-ÏO
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abgekürzten Normalgleichungen :

Pl al vl + P2^V2 H--------- \~PnanVn = [PaV] =
j>i Vi + j>2Ma + • • + = l>H = o,
Pl Cl% + Pi ?2V2 H---------h Pn CnVn — |> C»] = 0 ,

+ Pid2V2 + • • • + PndnVn = [Pdv 1 = 0 *

Durch Einsetzen der aus den Fehlergleichungen hervorgehen
den Ausdrücke der scheinbaren Beobachtungsfehler v in die ab
gekürzten Normalgleichungen erhält man ein System von u Glei
chungen mit u Unbekannten, aus welchem letztere eindeutig er
mittelt werden können. Man nennt diese Gleichungen kurzweg die

(95)

Normalgleichungen :
[paa] x -f [pab]y + [pac]z -f- [pad]u = [pal],
[pab] x -j- [pbb]y -j- [pbc]z + [pbd]u = [pbl],
[pac] x + \pbc]y -f [pcc]z + [pcd]u = [pc l] ,
[pad] x -f- [pbd]y -f- [pcd]z -f [pdd]u = [pdl] .

(96)

Diese Gleichungen besitzen ein vollkommen symmetrisches 
Koeffizientensystem, für welches die den ersten Koeffizienten [paa^] 
mit dem letzten [pdd] verbindende Diagonale die Symmetrie
achse ist.

14. Reduktion der Normalgleichungen. Die Auflö
sung durch Determinanten ist nicht empfehlenswert. Man verwendet 
vielmehr am besten ein bereits von Gauß angegebenes Eliminations
verfahren, welches die Bezeichnung Gauß’scher Algorithmus trägt.

Wir schreiben die Normalgleichungen noch einmal an und 
setzen zugleich die Absolutglieder auf die linke Gleichungsseite:

A^^[paa]x-j- [pab]y -f [pac]z -j- [pad]u— [pal] = 0, 
A^~[pab]x -f- [pbb]y + [p bc]z + [pbd]u — [pbl] = 0, 
A^ = [p a c] x + [pbc]y-f- [p cc]z-f- [pcd]u— [pc/] = 0, 
A^ = [pad]x + [pbd]y -f- [pcd]z + [pdd]u — [pdl] = 0.

Nunmehr multiplizieren wir die erste Gleichung der Reihe nach 
[pafe] [pac] [pad]
[paa]’ [paa]’ [paa] 

neuen Gleichungen von den übrigen unveränderten Normalglei
chungen :

(97)

mit den Quotienten und subtrahieren diese
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[pab]
[paa\

[pab] [pab]

^)u — ([pbl]

)u — (fpcl]

),+([,

— ([pdl]

= {[pbb] 

+ {[pbd] 

= ([j>&c]

+([><*] 

([*>&<] 

+ (|>^]

AW-A^
[paa]

[pab][pad] [pab][pal]'
= 0[paa] [paa]

[pac] 
[p a a]

[pab]]pac]AM—AW [paa](98)
[pac]\pad] [pac] [pal]

[paa] [paa]
[pad]
[paa]

[p ab] [pad]AW-AW- [paa]
[pad][pad] [pad][pal])-°-[paa] [paa]

In diesen Gleichungen, welche wieder ein zur ersten Koeffi
zientendiagonale symmetrisches Koeffizientensystem besitzen, ist 
die erste Unbekannte x nicht mehr enthalten. Man bezeichnet diese 
Gleichungen als die einmal reduzierten Normalgleichungen. Nach 
Einführung von abkürzenden Symbolen für die darin auftretenden 
Differenzen lauten die

einmal reduzierten Normalgleichungen:
BW = [pbb . l]y -f [pbc.l\z -f [pbd .l]w — [pbl.l] = 0, 

(99) BW = [p bc .l]y + [p c c. 1 ]z -j- [pcd. l\u — [pcl. 1] = 0, 
BW = [pbd A]y -f- [pcd ,l\z + [pdd ,l]u — [pdl. 1] = 0.

Die Bedeutung der Symbole geht unmittelbar aus dem Ver
gleich der Gleichungen (99) mit den Gleichungen (98) hervor. Um 
nun auch die zweite Unbekannte y wegzubringen, verfahren wir mit 
dem vorliegenden Gleichungssystem ähnlich wie vorhin mit den 
ursprünglichen Normalgleichungen (97). Wir bilden:

[pbc. 1]
(pbb. 1]

[pbc . 1 ][pbl. 1] 
[pbb.l]

BW-BW

— ([pcl. 1] —

+ {[pdd.1}^^3)u

-([pdl. 1]

= 0,
(100)

BW —BW

[pbd. 1 ][pbl. l])-°-[pbb. 1]
Timerding, Handbuch III 3
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Auch hier ist Koeffizientensymmetrie vorhanden. Nach Ein
führung von weiteren Symbolen haben wir die

zweimal reduzierten Normalgleichungen :
C= [pcc . 2]z -f- [pcd . 2]u — [pcl . 2] == 0,
(7(3) = [pcd . 2]z + [pdd . 2]u — [pdl . 2] — 0.

Die Bedeutung der Symbole ergibt sich durch Koeffizientenver
gleich mit (100).

Jetzt wird die dritte Unbekannte z auf ganz entsprechende 
Weise eliminiert:

(101)

°(s) -

— dl. 2]

[pcd.‘2][pcd .2]\ 
[pcc. 2] )

(102)
[pcd . 2][pcl. 2]) = °.[pcc . 2]

Nach Einführung von abkürzenden Symbolen lautet die

dreimal reduzierte Normalgleichung :
^ [pdd . 3]u — [pdl. 3] — 0.

Die Zusammenstellung der ersten Gleichungen dieser ver
schiedenen Systeme liefert die

(103)

Eliminationsgleichungen :
A^i ^[paa]x-\- [pab]y -j~[pac]z -\-[padi\u —[pal] =0, 

[pbb. l]y + [pbc. l]z-\- [pbd. l]u —• [pZu .l] = 0, 

[pcc. 2]z -f [p cd . 2]u — [jücL2] = 0, 

[pdd. 3]m — [pdl. 3] = 0.

BW==
(104)

(7(2) =

D(3) =

Als Merkregel für die Bedeutung der Symbole halte man fest:
1. Die Symbole sind Differenzen von Symbolen mit dem 

Zeiger (i — l), wenn das ursprüngliche den Zeiger i besitzt.
2. Der Minuend dieser Differenz ist das ursprüngliche Sym

bol mit dem um 1 verminderten Zeiger; der Subtrahend besteht 
aus zwei Faktoren und einem Divisor.

3. Letzterer ist der quadratische Koeffizient derjenigen Un
bekannten, welche in den (i — l)mal reduzierten Normalglei
chungen an erster Stelle steht. Die Faktoren lassen sich aus dem 
Minuenden und dem Divisor ableiten, indem deren bedeutsame 
Buchstaben zu je zwei verbunden werden.
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4. Faßt man die in der Differenz auftretenden Untersymbole 
algebraisch auf, so ist der Ausdruck Null.

Ist z. B. der quadratische Koeffizient der ersten Unbekannten 
in den i-mal reduzierten Normalgleichungen [pick . (i — l)J, so 
ist nach dem Gesagten:

[pbk . (i — 1)] [pdk . (i — 1)](105) [pbd . i] = [pbd . (i - 1)] — [pkk . (i — 1)]

Um die Rechnung Schritt für Schritt prüfen zu können, führt 
man Summenglieder ein und setzt:

(106) 
oder:
(107)

Daraus ergehen sich auf einfachem Wege die folgenden wichtigen 
Summenproben :

si — — (ai + ci 4~

ai “H -f- c(. -f- di — ^ -f- si — 0.

aj
[paa] + [pab] + [pac] -j- [pad] — [pal] -j- [pas] = 0,
[pab] + [pbb] + [pbc] + [pbd] - [pbl] + [pbs] = 0,

(108) [pac] + [pbc] + [pcc] -j- [pcd] — [pcl] -f- [p cs] = 0,
[pad] -j- [pbd] -{- [pcd] -f- [pdd] — [pdl] -f [pds] — 0,
[pal] -j- [pbl] + [pd] + [pell] — [pli] + [pis] = 0 ;

b)
[pbb . 1] -f [pbc. 1] + [pbd. 1] — [pbl. 1] + [pbs. 1] = 0, 

(109) [pb c. 1] -f [pc c . 1] + [pcd. 1] — [pc 1.1] + [pcs. 1] = 0, 
[pbd. 1] -f- [pcd. 1] + [pdd. 1] — [pdl. 1] -f [pds. 1] = 0;

c)
[pcc. 2] + [pcd. 2] — [pcl .2] -f- [pcs. 2] = 0, 
[pcd. 2] -f [pdd . 2] — [pdl .2] -j- [pds . 2] = 0;

(110)

d)
(111) [pdd . 3] — [pdl . 3] + [pds . 3] = 0.

Bei der Aufstellung und Reduktion der Normalgleichungen 
sollte für jedes Koeffizientensystem mindestens je eine dieser Summen
proben, etwa die erste, ausgeführt werden. Zur allmählichen 
Reduktion der Normalgleichungen eignet sich folgendes Schema:

3*
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[pbjL1] 
[pbb. 1] 
[«C(i. 2]----------- 'il — "
[pcc.2]

(112)

[f«c]
[])aa]

[pab]
[paa]

[P_ad}H =
[paa]X -j- y+ * + [pa*J

[paa]
[P&il*]
[pb&.l]’
[pc Z.JÎ] ^ 
[p c c. 2] 
[pdZ. 3] 
[pdd.3]

1

A 1

A 1

A A A '

Nun multiplizieren wir sie der Reihe nach mit den Faktoren 1, 
A1,A2,A3 und bestimmen diese Werte so, daß die Koeffizientensumme 
der Unbekannten ?/, z, u verschwindet, also aus den Gleichungen: 

[pab]
[paa]

]
[paa] r [p66.1]

0 _ [ÿorfj [pta.i] A {pcij\ ...
[paa] ' [pbb .11 1 ^[pcc.2] 2 ' 3

+ A »o =

(113) A + A 10 =
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Die Bedeutung der letzten Abteilung dieses Schemas, welche zur 
Ermittlung von [pll . 4] dient, wird sich bei Besprechung der 
Berechnung der Fehlerquadratsumme [pvw] erweisen (Gl. (156)). 
Ihre Mitführung ist übrigens nicht unbedingt notwendig.

15. Ermittlung der Unbekannten. Liegen nunmehr die 
Koeffizienten aller Eliminationsgleichungen zahlenmäßig vor, so kann 
man aus diesen die Unbekannten bestimmen. Diese Bestimmung 
ist entweder eine abhängig rücklaufende oder eine unabhängige. 
Bei der rücklaufenden Methode, an welche man zunächst denken 
wird, berechnet man erst die letzte Unbekannte u aus der letzten 
Eliminationsgleichung (104), ZU3), setzt den eben ermittelten 
Wert in die vorletzte Eliminationsgleichung ein und erhält da
mit die vorletzte Unbekannte z. So fährt man fort bis sämtliche 
Unbekannten gewonnen sind. Deren Zahlenwerte müssen bei fehler
freier Rechnung die ursprünglichen Normalgleichungen erfüllen, 
wenn sie zur Probe in dieselben eingesetzt werden.

Wegen der nachfolgenden Fehlerberechnung ist jedoch der 
soeben besprochenen Methode die unabhängige Bestimmung der 
Unbekannten aus den Eliminationsgleichungen vorzuziehen. Die 
damit verbundene kleine Mehrarbeit wird sich später reichlich 
lohnen.

Wir schreiben die Eliminationsgleichungen (104) in folgen
der Form:

+ 
+

1 j 
t

O
4 o4

 
©
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_ [pbc. 1]
= fpbb.l] 

[p b d. 
[pbb.

0
(114)

0

Werden die angedeuteten Multiplikationen wirklich ausge
führt und die Glieder der umgeformten Eliminationsgleichungen 
reihenweise addiert, so ergeben sich die ausgeglichenen wahrschein
lichsten Werte der Unbekannten unabhängig voneinander in folgen
der Form:

[pbl - U 
\pbb.l] 
[pbl.l]
]pbb. 1]

r _ [p_a3
[paaj

[pdl. 3] , 
[pdd. 3] 35
[pdl. 3] 
[pdd. 3] 
[pdl. 3] 
[pdd. 3] 
[pdl. 3] 
[pdd. 3]'

[pcl. 
[pcc.A + ^2 +

[pcl. B2 +y - [pcc. 2]
(116) [pcl. 2]

Ct,z = [pcc. 2]

u =

Eine durchgreifende Rechnungsprobe für die Auflösung der Nor
malgleichungen liegt darin, daß die so ermittelten Werte die 
ursprünglichen Normalgleichungen (96) erfüllen müssen.

Diese unabhängige Bestimmung der Unbekannten mit Hilfe 
der aus den Gleichungen (113), (114) und (115) zu berechnen
den Koeffizienten A, B, C ist immer dann am Platze, wenn sich 
an die Ermittlung der Unbekannten die Berechnung ihrer mittleren 
Fehler anschließt.

16. Mittlere Fehler der Unbekannten. Denkt man 
sich die unveränderten Normalgleichungen (96) durch Determin anten 
aufgelöst, so läßt sich leicht einsehen, daß die ausgeglichenen Un
bekannten lineare Funktionen der Beobachtungen l sind, Wir

Jetzt lassen wir die zwei ersten Eliminationsgleichungen 
außer Betracht und multiplizieren die beiden letzten mit 1 und Cs 
derart, daß die Koeffizientensumme von u Null wird. Zur Be
stimmung von C3 dient dann die Gleichung:

0 _ ö + 0..
[pcc. 2] d(115)
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Hernach lassen wir die erste Eliminationsgleichung weg und 
multiplizieren die übrigen mit den Faktoren 1, B.2, Bs, welche so 
zu wählen sind, daß die Koeffizientensummen von z und u ver
schwinden. Es ist also:

M
- CO

PCI

+
<n

R3 
Pq

!--
lli--

1

<M jO
ł

T3 
j «

« 
«

+ 
Ä

IÄ

J2



II. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen 39

können daher, um einen für die Ableitung des mittleren Fehlers 
vorteilhaften Ausdruck der Unbekannten zu gewinnen, auch 
schreiben:

X = a1lx-\- «2Z2 -}-••• + aili d--------- h anln — [aï] ,

2/^iVl + ß2^2 H---- + ßih ------ßJn = OT >
* = 7i?i + ïïh H— + 7ih 4-------= M»
M = + ----- + l*i 4-------önln = [d Ï] .

(117)

Ist nun der noch unbekannte mittlere Fehler der Gewichtsein
heit m0, so ist der mittlere Fehler mi der Beobachtung l.:

m0(118) mi =
VPi

Dies vorausgeschickt, ergeben sich nach dem mittleren Fehler
gesetze aus den Gleichungen (117) für die mittleren Fehler der 
Unbekannten folgende Ausdrücke:

—vbq-
—vm-

». - »o]/[^] -

“N/irh

m,mx
Vpx
m0

VPy
m0——: ?

my
(119)

Vpz
m0mu Vpu

^ J » ■ ‘ heißen die quadratischen G-ewichts-Die Summen
ho effizienten. Zu ihrer Bestimmung multiplizieren wir die Normal
gleichungen:

[paa] x -+- [pab]y -j- [pac]z-f- [pad]u = [pal],
[pab] x -f [pbb]y -f- [pbc]z -f- [pbd]u = [pbl],
[pac] x-\- [pbc]y [pcc]z-f- [pcd]u — [pcl],
[pad] x -j- [pbd]y + [pcd]z -f- [pdd]u = [pdl]

(120)

mit unbestimmten Koeffizienten X 
sind, daß folgende Gleichungen gelten:

. . X4, welche so zu wählenn •
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[paa] X1 + [p ab] X2 [pa c] X3 -j- [pad] A4 — 1,
[pab] Xt + [pbb]X2 + [pbc]X3 -f [pbd]Xi = 0,
[pac] A4 + [pbc]X2 -f- [p cc]X3 + [pc c7]A4 = 0, 
\pad]X1 -f [pbd]X2 -j- [pccl]X3 -f [pdd]X± = 0.

Werden nach ausgeführter Multiplikation die Normalgleichungen 
reihenweise addiert, so bleibt:
(122) x = [paljX-L + [pbl]X2 -f [pcl]X3 + [pdl]Xi.

(121)

Aufgelöst und nach Beobachtungen geordnet, ergibt sich: 
x = (jjj a^ X, -f-Pi b4 X2 -J-Pi ct Ag Pi d^ A4 ) l^

+ (P2a2-^i JrPzb2X2 p2c2A3 + p2d2X^)l2(123)

+ (PnanXl -JrPn^)nX2 + Pn Cn XS + Pn Xi) K •

Außerdem ist nach Gleichung (117):
X — ax\ -f- cc2l2-f- • • • + ajn.

Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich also:

a\ = Pi ai Xi 4 P\ X2 4" P\ ci -^3 “h P\ A4, 
a2 = P% ^2 -^i 4" P2 b>2 A2 -(- p2 c2 A3 p2 d2 A4,(124)

an ^PnanX1 + Pn ljn XS + 4?»C,l Ag + Pndn A4- 
Mit Hilfe dieser Gleichungen läßt sich J

OL Ciman sich die Ausdrücke für die einzelnen sogleich ausmulti
pliziert und nach den A geordnet, so wird: ^

paa]X, + [pab]Xs + [pac]X, + [padJXj 
+ X&pab]^ + [j>65]Xs + [p6«]X, + |>&<I]Z,) 
+ Ag ([p a c] Aj + [pbc\ X2 + [p c c] A3 + [pcd] A4) 
+ A4(bad]A1+ [pbd\X2 + [pcd] Ag -f [i^]A4).

Nach den Gleichungen (121) ist in diesem Ausdruck der Summen
faktor von Ax gleich 1, während die Faktoren der übrigen unbe
stimmten Koeffizienten A Null sind; es ist daher;

(126)

aufstellen. Denkt

(125)

[TO"*’



Dieser Wert kann im Verein mit den übrigen X aus den Gleichungen 
(l2l) durch allmähliche Reduktion ebenso gefunden werden wie 
früher die Unbekannten æ, y, z, u aus den Normalgleichungen. 
Wir erhalten durch dieses Eliminationsverfahren folgendes Ergebnis:

1 y \ a» r
[paa] ' [pbb . 1] ' \pcc . 2] ‘ [pdd.Z]

A , aa - a a r«/n
[pfefe . 1] ' [pcc . 2] ' [pdd. 3] LpJ 

______ A Cs
[pcc. 2] ' [pdd. 3]

[y]=^=

X> =
(127)

A [?]■-j-

, A...= Ml.
[pdd. 3] L p J^4 =

Wir werden später erkennen, daß die Werte X2, V3, X4 mit den 
rechts beigesetzten Ausdrücken jj~j, j^-J identisch sind.

Man nennt sie die nichtquadratischen Gewichtśkoeffizienten.
Um nun auch die übrigen quadratischen Gewichtskoeffizienten 

zu bestimmen, multiplizieren wir die Normalgleichungen (120) der 
Reihe nach mit den unbestimmten Koeffizienten Yv ... V4, Z1,... Z4, 
Ulf... Z74 und bestimmen diese so, daß jedesmal in den reihen
weise addierten Normalgleichungen die Koeffizientensumme einer 
Unbekannten gleich 1 wird, während die Summen der E^aktoren 
aller übrigen Unbekannten verschwinden. Demnach ist zu setzen:

[paa] Yj + [pah] Y2 -f- [pac] Y3 + [pad\ Y4 = 0,
[pali] Yl + O b 6] Ys + [pb c] Yz + {pbd]Yl = 1,
[pac] Yl + [jp6c]rs + \jpcc]Yz + [pcd]Yi = 0,
[pad] T, + [pbd] Y, + [pcd] Y, + [pdd] Yt - 0.

(128)

Für die Gleichungen in den Z werden die rechten Seiten ent
sprechend 0, 0,1, 0, für die Gleichungen in den U dagegen 0, 0, 0,1. 
Die weitere Behandlung entspricht vollkommen derjenigen für die

r & cc~1
Bestimmung von |^—J und führt zu folgenden Beziehungen:

(129) y = [pal] Yt + [pbl] Y2 + [pd] Y3 + [pdl] Y4 
und: , A*

^ [pdd.3]'
BsC3 

[pdd. 3]
A [ßäl 

[pdd. 3] Lp J

rffl = y = 1 4.
Lp J 2 [pbb . 1] ' [pcc . 2]

*3 = A(180)
[pcc. 2] P
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42 A. Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate

Weiterhin findet sich:
(131) z = [pal\Z1 + [pbl\Z2 + [pcl\Zz + [pdl]Z^

1KM [pdd. 3]’[pcc. 2]
(132)

Cs = [j] und:^4 = [pdd. 3]

(133) u = [pal] Ux -f [pU] U2 -f [pcl] U3 + [pdl] Z74,

KM= i(134) [pdd. 3]

Wir stellen die gewonnenen Ausdrücke für die mittleren Fehler 
der Unbekannten übersichtlich zusammen:

-o]/[J wo )/[paa\ [pbb . 1] [jpcc. 2] [pdd. 3]’

= mo]/[y] = m<y *

—oVWhm»y-
= mo]/[y] = mo]/ *

AJA A
™'x

[pcc. 2] "T" [pdd. 3]’my [pbb. l]
(135) '

C821
[pcc. 2J 1pdd. 3]’mz

1
mu [pdd. 3]

Die Koeffizienten A2, A3, B2, B3 und C3 haben hierin die
selbe Bedeutung wie schon in den Gleichungen (116).

17. Verschiedene Beziehungen. Aus der in (124) ent
haltenen Gleichung:

«i = Piaixi + pfiiA APiCiA ApAA
und der analogen:

ßi = Piai Y\ + Pihi Y2 + PiCi Y3 + Pidi Y4,

gewinnt man:

[y] — X^paa] Yt + \po b] rs + \pac\ Y3 + [pad] rj

+ x3(bo6] r, + [>66] Y, + 06c] rs + 0 tu] r4)
+ x3(0«c] r, + 06c] y,_ + [pcc] rs + [pcd]r4)
+ X^pad] Yt + [pbd] Y, + [pci] r, + [pdd] F4).

In diesem nach den X geordneten Ausdruck ist nach (128) 
der in der zweiten Rundklammer enthaltene Ausdruck = 1, alle

(136)



übrigen Klammerausdrücke sind Null. Es bleibt also:

(137)

Ordnen wir den Ausdruck (136) jedoch nach den Y, so linden wir:

(138)

Auf diese Weise lassen sieb alle Gewichtskoeffizienten durch die 
Hilfskoeffizienten X, Y, Z, TI ausdrücken. 
geben sich die Werte:

[y] "

Im einzelnen er-

i-RS. *.-[?]. *■-[?]■ Mir*],

Mir']. ».-[?]•
= ["?■]’ r. “ 177]’ ^-[y];

*-[£]• *-!*]. a-CE-

(139)
X

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die Gleichungen (128) ent
stehen die

G-ewich tsgl cichungen :
1. System:

[paa] [y] + [pah] + [pac] [y] + [pad] [y] - 1,

b«*] [y] + [f«l jyf] + bM[^] + b»<*] [y] » 0, 

b 0 c] [y] + b M [y] + b ««] [y] + b « <*] [y] - 0,
[pad]Ç] + |>6d] [f] + [ped][^] + [pdd][y] - o,

2. System:

b «<“] [y] + b « J] [y ] + b a«] [y] + b ad1 [y ] - 0. 
b ■« ■*>] [y J + b 'b *>] [y ] + b » «1 [y ] + b & fl [y] = 1, 
b“«] [y] + bM [f ] + b«] [^] + b»«i][^] - o. 

bœ(i][y] + b«] [f ] + [ped] \?f\ + [pdd] W - o,

(140 a)

(140(3)
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44 A. Ausgleichungsrechnungnach der Methode der kleinsten Quadrate

3. System:

I>««] [y] -I- [y] + | pac] [y] + !>»<*] [y] = 0,

M [y] + [pM] [Ç] + bM [y] + [pbd] [»£] = o,
lpac][f} + [pbc] [&] + b«][^] + [£] - 1,

[pad] [y ] + [j-jSrfJ Py] + Ijici] ["-j + \pid] jy] - 0,

4. System:

[P « «] [y ] + [P <*&] [y ] + [P « CJ [y] + I> « <*] [y ] = 0,

[pab] [“£] + [pbb] [f] + [pbc] [y] + [i> [y] == 0,

[pac] [y] + [pbc] py] + [pcc] [^] + [pcd] [y] = 0,

[pad] [y] + [pbd] [^-] + [pcd] [^] 4-[pdd] [y] = 1.

(I40y)

(140d)

Diese Gevvichtsgleichungen haben in erster Linie theoretisches 
Interesse, da die rechnerische Ermittlung der Gewichtskoeffizienten 
vorteilhafter nach den früher entwickelten Gleichungen (127), 
(130), (132) und (134) erfolgt.

Sehr einfach lassen sich aus den Ausdrücken für a, ß, y und S 
(Gl. (124)) auch folgende Beziehungen ableiten:

[jp«a] = l, [p&a] = 0, [pca] = 0, [j?ćZa] = 0;
[paß] —0, [pbß] = 1, [pcß] = 0, [pdß] = 0;
[pay] = 0, [jp&y] = 0, [pcy]= 1, [pdy] = 0;
[_pad] = 0, [j? & A] = 0, [j?cd] = 0, |j)dd]=l;

außerdem findet man aus den Fehlergleichungen:
(142) [pav] = 0, [pßv] — 0, [j>yw] = 0, |j)dtf]<=0.

Diese Beziehungen entsprechen ganz den abgekürzten Normal
gleichungen :
(143) [pav] = 0, [pbv] = 0, [jjcî;] = 0, [pdv] — 0.

Alle diese Beziehungen sind an und für sich von Interesse; 
zum Teil leisten sie auch bei der Ableitung des mittleren Fehlers

(141)
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der Gewichtseinheit aus den scheinbaren Beobachtungsfehlern gute 
Dienste.

18. Mittlerer Fehler der Gewichtseinheit. Der
mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 ist nach Glei
chung (56):

» ±VHf s]
mo

Die wahren Fehler e sind uns jedoch nicht bekannt, sondern nur 
die aus der Ausgleichung hervorgehenden scheinbaren Beobach
tungsfehler v. Wir müssen daher versuchen, [joes] durch [pvv\ 
zu ersetzen:

Aus den beiden Fehlergleichungen:

ai A -(- bi Y -f ctZ -f- d{ U = Zf -f , 
a{x -f- b/y -f- c.z + d.u = li -j- vi(144)

ergibt sich zunächst:

(145) », - v, + a,(X -x) + b,( Y-y) + c,{Z - ,) + d,{ V- «)

und weiterhin:

[>«*] = iW + iW +------\~PnVn

+ 2 ((Pi at v1+psa3vi-\------ (- pn an vn)(X — x)
+ (PlKVl + + • • • + P»hV»)(7 ~ V) + • ’ ')

(146) + (X— x)([paa](X— x) -f- • • • -\-\pad\{TJ— uj)

+ (Y-y)([pab]{X-x) +••• + [pbd](ü-u))
+ (Z — z)([pac\{X — a)-|----- + [pcd](U—u))
+ (Z7- u)([pad](X—x) + • • • + [pdd](ü-u)).

Der auf Zeile 2 und 3 stehende Teil dieses Ausdruckes ist mit 
Rücksicht auf die Gleichungen (143) Null; die übrigen Zeilen sind 
umzuformen. Für die Differenzen zwischen den wahren und wahr
scheinlichsten Werten der Unbekannten erhalten wir aus den Glei
chungen :

oc = [ccl], y = [/3Z], u = \Sl]
unmittelbar:

(147) (*-*)-[«»], (y—»)—QÎ*], (Z-*)-[y»], (r-«)-[i»j.

Ferner entstehen durch Multiplikation der Gleichungen (145) mit
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den zugehörigen Koeffizienten p.a^ jpihi, pici und p.df und nach- 
herige reihenweise Addition die Gleichungen:
[paa](X—x) -\-[p ah](Y—y)Jr[Pac~\ (Z — z)-{-lpad](U—u) = \pa£\, 
[pah](X—x)+[phh](Y—y) + [p&c](Z— e) + [pbd]{U—t*) = [p&e], 
[pac\(X—x')-\-[pbc](Y—y)-\-[pcc\(Z—z)-\-[pcd'\(TJ—u) = [jp c s], 
\pad\(X—x)-j-[pbd](Y—y)-\-[pcd] (Z—z)-\-[pdd\(U—u) = \pd s]. 

Unter Berücksichtigung der Gleichungen ( 14 7 ) und (l 48 ) wird :
(149) [p££] = [j3t;v] + [«£][^a£] + [/3e]&f] + [^f] e] -(-[^ej[_pc?e] .

Die Ordnung der Glieder nach £ gibt:
(150) [j?£f] = [pvv\ + {axax + \ßi + cxyx + d1ä1)p1s1s

+ (a2 a2 + h2 ßs -f c.2 y2 -f- d2 ö2)p.2 £22 fi-----
+ (anan + Kßn + CrJn + dnÖn)Pn£n +

Dieser Ausdruck für \p e e] ist noch streng richtig ; jetzt aber ver
lassen wir den strengen Weg.

Das letzte Glied Xqsi£k läßt sich niemals streng bestimmen; 
da jedoch die wahren Fehler £ gleich häufig positiv und negativ 
auftreten, so läßt sich für das genannte Glied mit einiger Berech
tigung der Mittelwert Null einführen. Weiterhin setzen wir für die 
auf der rechten Gleichungsseite stehenden ps2 deren Mittelwert, 
das Quadrat m02 des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit. Berück
sichtigen wir außerdem, daß in aller Strenge [pff] = n-m02; so 
schrumpft Gleichung (150) in folgende Näherungsgleichung zu
sammen :
(151) n • m02 = [pvv\ -j- m02([paa] -f [phß] + [pcy\ + [jpdd]) .

Nun ist aber nach der Zusammenstellung (141):
[4>aa] = [phß] = [pcj>] = [pdd] = 1,

also die Summe dieser Ausdrücke — m, wenn u die Zahl der Un
bekannten ist; demnach ist:

(148)

n • m02 = [j)!;îî] -f- u • mj
und:

*-±v£2-(152)

Der Nenner n — u ist von vornherein einleuchtend; denn 
nur die n — u überschüssigen Beobachtungen können Widersprüche 
zur Beurteilung der Genauigkeit liefern. Die Gleichung (152)
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entspricht auch insofern den tatsächlichen Verhältnissen, als sie 
beim Fehlen von überschüssigen Beobachtungen, wenn also[^w] = 0 
und u = n ist, für den mittleren Fehler den unbestimmten Aus-

19. Berechnung1 der Fehlerquadratsumme. Der
nächstliegende Weg zur Bestimmung von [ju’fl] führt über die 
Fehlergleichungen :

druck m —

axx -f- bxy + cxz + dxii — lx = vx

(153) ai% + b.y + ctz -f- dtu — li = vv

%X + W + C»* + dnU ~ln = V
Durch Einsetzen der wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten 
in diese Gleichungen erhält man zunächst die scheinbaren Beobach
tungsfehler v, daraus die vv, pvv und schließlich [pvv]. Obwohl 
dieser Weg ein umständlicher ist, so wird er doch immer beschrit
ten, da man hiebei die v erhält, deren Verlauf (bzw. der Verlauf 
der vYp) ein Urteil über die Güte der Beobachtungen gestattet. 
Je besser dieselben, um so mehr werden die scheinbaren Beobach
tungsfehler die Eigenschaften der wahren zufälligen Fehler auf
weisen.

Außer dieser nachträglichen Probe für die Güte der Beobach
tungen hat man neben den früher angegebenen Summenproben 
noch mehrere Rechnungsproben, z. B. die Ermittlung der Fehler
quadratsumme unter Umgehung der einzelnen v.

Werden die in den Fehlergleichungen stehenden Ausdrücke 
der v quadriert, mit den zugehörigen Gewichten multipliziert und 
addiert, so erhält man:

[pvv] =x([paa]x -f [pab]y + [pac]z -f- [pad]u — [pal])
+ Vab]xĄ- jpbb]y -f- [pbc]z -f- [pbd]u — [pbl]) 
+ z(\_pac\x + [pbc] y -f- [pcc\z + [p cd] u — [pcl]) 
4-u([pad]x + [pbd]y 4- [pcd]z -f [pdd]u — [pdl]) 
+ [PM]

(154)

— [pal]x— [pbl]y—[pcl]z — [pdl]u.

Die in den runden Klammern stehenden Normalgleichungen
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sind Null; es bleibt also noch:
(155) [pvv\ = [pll\ — [pal]x — [pbl]y — [pcl]z — [pdl\u.

Man kann die hierin auftretenden Unbekannten zum Verschwin
den bringen. Zu diesem Zwecke wird Gleichung (155) als letzte 
Gleichung zum System der ursprünglichen Normalgleichungen hin
zugefügt und nun wie früher reduziert. Dies führt auf den Aus
druck :

[paiy [pbl.lY [pcl. 2]2 [pdl. 3] 
[paa\ [pbb . 1] [pcc.2] [pdd.3][pvv\ = [pll\ 

oder allgemein für u Unbekannte:

(156)

(157) [])»»] = [pll . u].

Die Berechnung dieses Ausdruckes ist bereits früher im letzten 
Teil von Tabelle 8 im Anschluß an die Aufstellung der Elimina
tionsgleichungen angedeutet worden.

Werden die Fehlergleichungen mit den zugehörigen Produkten 
pv multipliziert und addiert, so erscheint die Fehlerquadratsumme 
noch in einer anderen Form:
(158) \jpvv\ = ~ [jülv\.

Weitere wichtige Rechenkontrollen bieten die abgekürzten 
Normalgleichungen:
(159) [pav] = 0, [pbv] = 0, [pcv] = 0, [pdv] = 0.

20. Mittlerer Fehler einer Funktion der ausge
glichenen Unbekannten. Um die mittlere Unsicherheit mt 
einer Funktion:
(160)

der ausgeglichenen Unbekannten zu bestimmen, bilden wir zunächst:
(lei) dt-v.i'+it.ag+y-'.dM+g.iu

und ersetzen hierin mit Hilfe der Gleichungen:

*“[«*], */ = Ü^], * —Iyt\, u=[öl]

die Änderungen der Unbekannten durch die Änderungen dl der beob
achteten Werte. Hiebei besitzt lt den mittleren Fehler mi — 

Denkt man sich gleich nach diesen Größen geordnet, so wird:

t = V, w)

m.
V Pi
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+ dln(^(*n + Jjßn + ljYn + ‘fa ön) ‘

dt = dli
(162)

Der Übergang von den bestimmten Änderungen dt und dl 
auf die mittleren Fehler führt, wenn sofort geordnet wird, zu fol
gendem Ergebnis:

mj = m\ ((K) [y]+2^Tÿ[^]+2^IÆ'îr]+2al'I«[y]

fii\' [tii+zïf- »Ain 4- 9 »£ .££ r£fi \^2// LpJ"' ^ 2/ J '
\dz) Li> dz duLpJ 

'a/'\2r^d-i\

+
(163)

+

+ .du, P
Beispiel.1) An diese theoretischen Ausführungen soll sich 

nun wieder ein Zahlenbeispiel anschließen. Zwischen die ihrer Höhen
lage nach fehlerfrei gegebenen Punkte Px, P2, P3, P4, P5 (Fig. 8) 
sind die weiteren Punkte P6, P7,P8, P9 durch geometrisches Nivel
lement der Strecken öj bis <J12 eingeschaltet worden. Diese Strecken-

5
A«

KĄ/y) aio

R8(z)?7
”7

lig Ę 6 11 /
°e(5(

h K2

ß12 Pw
1^12 5°i Oft)

hjP Fig. 8. £1Ä

1) Die Rechnung wurde mit dem Rechenschieber ausgeführt. 
Timerding, Handbuch III 4



+ 1
— 1

+ 1
— 1

+ 1
— 1

1,18 + 1
1,00
0,73
0,83
0,91
0,75
0,97 
0,83
0,56 — 1 + 1

+ 1— 1

0,48 — 1
0,59

+ 10,75

+ 1,005 4- 1,317 
-f 0,313 
-j- 0,503
— 0,234
— 0,407
— 0,826
— 0,692 
+ 0,497 
-f 1,136 4- 0,095
— 1,728

+ 2 4-2 4- 2 j 4- 2 4-54-8
— 2 —2 —2 —2—12—15

+
[-3
[±] 0 0 00 7 7

Probe : [a] + [&] 4- [c] 4- [d] — [Z] + [s] = 0.

Die fehlerfreien Meereshöhen der Ausgangspunkte P1 bis P5 
sind in Metern:

Hx = 108, 314,
= 110, 637,

PT3 = 111, 456,
H\ = 109, 123,
AT5 — 111, 279.

Außerdem sind mit Hilfe der unveränderten Beobachtungen 
folgende vorläufige Näherungswerte für die Meereshöhen der Neu
punkte berechnet worden:

(Hg) = 109, 319 m,
(Hr,) = 109, 815 m,
(H8) = 110, 953 in,
(i/9) = 111, 045 m.

Man soll nun die an letztere anzufügenden, wahrscheinlichsten 
Verbesserungen x, y, z, u sowie die mittleren Fehler in den aus
geglichenen Höhen der Neupunkte bestimmen.
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längen sowie die beobachteten Höhenunterschiede h1 bis sind 
in Tabelle 9 enthalten.

Tabelle 9.
1 bNr. dnt ^mmGkm P = Ca s6
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+
. -1,18

+1,00 .

-3,880,97
0,83

0,56 -0,56-0,56 0,56 + 0,56 
+ 0,960,48 -0,48

-0,75-1,50-1,500,75
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Setzt man für die endgültigen Meereshöhen:

Hs-(He)+x, +
H, = (H,) + y, H,-{H,)+«

und drückt man jetzt die verbesserten Höhenunterschiede h -f- v 
als Differenzen der verbesserten Meeresböhen aus, so ergibt sich 
z. B. für die erste und letzte Fehlergleichung:

hjrv1 = (JT6) -1-x—Hx oder x = hx + H1 — (#6) -f vx

\ 2 + vn = O3*) + x — (W + u) oder
U = ^12 — (#e) + (-Ö9) + V12 = ^12 + V12 •

Die so gefundenen Absolutglieder l und die Koeffizienten a, 
b, c, d der Unbekannten sind in Tabelle 9 eingetragen. Zur Prüfung 
der weiteren Rechnung sind außerdem in der letzten Spalte die Sum
menglieder s==—(a-f-b-j-c-f d—l) gebildet worden. Die Beobach
tungsgewichte p sind = * gesetzt, da beim geometrischen Nivelle

ment nach Ausscheidung der systematischen Fehler die Gewichte 
zu den nivellierten Streckenlängen umgekehrt proportional sind.

Nunmehr können wir in einer Normaltabelle (Tab. 10) die 
Koeffizienten der Normalgleichungen aufstellen:

(164)

(165)

X —

Tabelle 10 (Anfang).

Nr. paa pab pac pad pal pas pbb pbc pbd pbl

[+] + 1,00
-2,06

+ 1,52 
-3,88H

[±] + 3,49 - 0,56| 0,00 - 0,75 - 1,06 - 3,24 + 2,84 - 0,48 0,00 - 2,36

4*

są
+

 H
rt 

* 
*

Ü
T Ci

. JD
 . 

.

O H (M
H H H



pcc pcd pci pcs pdd pds pli p Is
T“+++

1,00
- 2,19 - 2,92 

. — 0,83
6,57 + 8,760,73

0,83
. -0,91

- 0,75 -1,50: 0,75+ 1,50
15,52 + 19,40

0,91
0,75

0,56+ 0,56 
1,92+ 1,92 
5,31+ 5,31 
3,00+ 3,00

0,48 • -0,96
0,59 -0,59 1,77 0,59 + 1,77 + 1,77 

0,75 + 1,50+ 1,50

pbs

-4,85 
— 0,83 
+ 0,56 
+ 0,96
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Tabelle 10 (Schluß).

+ 1,52 
-5,68

+ 3,27 + 3,27 
-0,75-2,41

4,16 j+ 2,63|— 0,59j—- 4,92j- 6,48;+ 3,00]+ 2,52 + 0,86*+ 34,63 + 40,45

Summenproben :

[jiaa] 4 [pab] -f- [pac] 4 [pad] — [palJ 4 [pas] = 0,00,

[pab] 4 [pbb] 4 [pbc] + [pbd] — [pbl] 4 [p&s] = 0,00,

[pac] 4 [pbc\ 4 [pcc] 4 [pcd] — [pcl] -j- [pcs] = 0,00,

[pad] 4 [pbd] 4 [pcd] 4 [pdd] — [pdl] 4 [pds] = 0,00,

[pal] + [pbl] 4 [pcl] 4 [pdl] — [pH] 4 [l^s] «= 0,00.

Aus der Normaltabelle ergeben sich die

Normalgleichungen :

— 0,75m — - 1,06, 

= -2,36,

4 3,49a? — 0,56p 

— 0,56a; 4 2,84p — 0,48#

— 0,48p 4 2,63^ — 0,59m = — 4,92

— 0,75a; — 0,59& 4 3,00m = 4 2,52.

Daraus leiten wir in der folgenden Tabelle 11 nach den An
gaben von Tabelle 8 die Eliminationsgleichungen ab:

TS

O 
tH



+ 3,00 
— 0,16 
— 0,01 
— 0,15

+ 2,63 — 0,59
0,00

— 0,08 — 0,02
0,00

+ 2,84 — 0,48 0,00
— 0,09 0,00 —0,12

0,90 — 1,78 J 0,00£)(3) _|_ 2,68

+ 34,63 +40,45
0,32 0,98

— 2,33 — 4,31
— 11,25 — 15,33 
_ 0,30 + 0,60

_L<4)

Mit Rücksicht auf die nachfolgende Fehlerberechnung wollen 
wir die Unbekannten x, y, z, u aus den in Tabelle 11 enthaltenen 
Eliminationsgleichungen nicht rücklaufend, sondern unabhängig 
voneinander bestimmen. Dazu brauchen wir die verschiedenen Hilfs
größen + , B, C aus den Gleichungen (113), (114), (115). Es er
geben sich hiefür die Werte:

---- h 0,16,
Ą = + 0,03, B.2 = + 0,17,
+3 = + 0,23; H3 = + 0,08; C3 = + 0,24.

Die Probe für die Richtigkeit dieser Beträge besteht darin, daß 
sie die Gleichungen, aus denen sie ermittelt sind, erfüllen.

Nun können wir nach den Beziehungen (116) die Unbekannten 
aufstellen und erhalten hiefür:

+ 20,43 + 20,43 0,00

x = — 0,43 mm, 
y — — 1,25 mm, 
% = — 2,02 mm, 
u = + 0,34 mm.

(166)

(7(2) + 2,55 — 0,61 7,30 0,005,36

53II. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen

Tabelle 11.

d Probelb c sa
Ä(0) + 3,49 — 0,56 0,00 — 0,75 1,06 — 3,24 0,00

R(1> + 2,75 — 0,48 — 0,12 4,68 0,002,53
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a)System
0,00, 

- 0,01, 
0,00, 

0,00:

1) Es ist dies der mittlere Kilometeffehler, da das zu 6 = 1 km 
gehörige Gewicht = 1 gesetzt wurde.

Eine durchgreifende Kontrolle dieser Unbekannten bietet der 
Umstand, daß sie die Normalgleichungen befriedigen müssen. In 
Wirklichkeit erhält man:

AW = 0,00, A® = + 0,02, AM = 0,00, A& = + 0,01,
also eine ganz genügende Übereinstimmung.

Über die Genauigkeit der Beobachtungen und der ausge
glichenen Unbekannten gibt die in Tabelle 12 ausgeführte Fehler
berechnung Auskunft.

[pvv\ ist durch die Übereinstimmung mit — [plv] und dem 
in Tab. 11 berechneten [pll. 4] = -f- 20,43 genügend gesichert. 
Im übrigen ist die ganze bisherige Rechnung durch die in den vier 
letzten Spalten von Tab. 12 enthaltenen abgekürzten Normalglei
chungen geprüft. Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit1) ist 
nunmehr:
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0 V n — u
Um die mittleren Fehler der Unbekannten oder einer Funk

tion derselben zu bestimmen, brauchen wir noch die Gewichts
koeffizienten, zu deren Ermittlung die Gleichungen (127), (130),
(132) und (134) dienen. Man findet aus diesen:

[y] —+ 0.316, [y]~ + 0,067, [y]-+0,033, [yJ-+0,086;

[y]- +0.377, [y]= + 0,074, [^]- + 0,030;

(~y]-+0.415. [y]= + 0,090;

[f]= ±0,374.

Werden diese Beträge zur Probe in die Gewichtsgleichungen 
(140) eingesetzt, so bleiben folgende Reste:

-i/ 20,39 „y = ± 1>59 mm-(167) ±

(168)
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j+ T+ sss «

+ 0,34 
— 0,34

+

+ 0,34 -
 

- 0,34 
j 4-

— 2,02 
+

 2,02

—
 2,02 

-

4- 2,02

—
 0,51

— 1,43

S4
t +

+ 0,71
+ 

2,U
—

 1,68

TS
‘0

 T

+ 1,00
+ 2,66f0l

ï —
— 1,02

+ 1,02
+ 0,59

—
 0,59

—
 0,38

4- 0,38- 0,92
+

 0,92
+ 1>68

+ 1,31
— 1,30

I 89
‘T

 —

+ 0,01
4- 20,41

—
 plv 

i 
pav 

' 
pbv 

pcv 
I pdv

4- 2,50 
4- 4,04 

; -f 0,68 4- 12 + 11,23 
! +10,20

—
 2,50 

—
 4,04 

| —
 0,68 

— 
5 

— 
4,23 

i — 
3,48

0,00 
0,00 

j 
0,00 

| 4- 
7 

! 4- 
7,00 

i 4- 
6,82 

1 4~ 20,39

du
—

 l
CZ

ax

— 0,43 
+ 0,43

+ 0,43

—
 0,43

+ 0,86
—

 0,86

0,00 
i

O
iiO

Tabelle 12.

JH

1) D
aß die auf die G

ew
ichtseinheit reduzierten Beobachtungsfehler vYp dem G

auß
’schen Fehlergesetz nicht 

besser genügen, rührt davon her, daß zu diesem Beispiel fingierte Zahlen benutzt w
orden sind.



Wir ersehen daraus, daß die Gewichtskoeffizienten richtig be
rechnet sind. Nunmehr ergehen sich auch die mittleren Fehler der 
Unbekannten :
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oi/m- + 0,89 mm,mx ^ W

—vm- + 0,98 mm,my
(169)

•vffl- + 1,02 mm,■mz = m

- m« Hy] = + 0,97 mm;mU

also sind die ausgeglichenen Höhen der Neupunkte mit ihren mitt
leren Unsicherheiten, beide auf 0,1 mm abgerundet:

He = [Hg) -f- x + mx = 109,318ö m + 0,9 mm,

Hrj — (H7) + y + my — 109,8138 m + 1,0 mm,

Hg — (Hs) + z + mz — 110,951o m + 1,0 mm,

Hg = (Hg) -f- u + mu = 111,0453 m + 1,0 mm.

Wenn weiter nichts verlangt wird, so könnte man auf die 
Berechnung der nichtquadratischen Gewichtskoeffizienten verzichten. 
Ihre Kenntnis wird aber zur Bestimmung des mittleren Fehlers 
einer Funktion der ausgeglichenen Unbekannten notwendig. Wir 
fragen z. B. nach dem Höhenunterschied Jh6S zwischen den Punkten 
Pg und P8 nach erfolgter Ausgleichung und seinem mittleren 
Fehler m
der ausgeglichenen Höhen:

(171)

Sein mittlerer Fehler aber ergibt sich nach Gleichung (163) aus:

(170)

Der Höhenunterschied selbst ist einfach die Differenz68-

Ahgg== Hg — Hg = -f- 1,6324 m.

(172) 68

Nun ist:
f— Hs — Hß = (Ą) + z — (H6) - *(173) 

und daher:
(174) df

= + 1.= — 1 dz



[pbb . 1]y = \pbl . 1]

[pab] [pal][pbl]

y [pbb. 1]
[paa]

[pab] [pab][pbb] [paa]

(178)
und daraus:

(179)

sowie:

Während nun früher die Reihenfolge der Unbekannten eine 
feste während der ganzen Ausgleichung war, stellt man jetzt die 
Unbekannten um und vertauscht die Normalgleichungen, um x auf 
demselben Wege wie y zu erhalten:

[pbb]y -f [pab]x = [pbl],
[pab]y + [paajx = [pal].

(180)
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Es ist also:

»2 ([y]- 2[y] + [¥]) = i-68 '*mm undmL - m68(175)
= + 1,3 mm.in68

Wir haben demnach für den gesuchten Höhenunterschied und 
seine mittlere Unsicherheit:

Ahes + m68 — -(- 1,6324 m + 1,3 mm.(176)

21. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen 
mit zwei Unbekannten. Dieser Sonderfall der vorher behan
delten allgemeineren Aufgabe soll nur hinsichtlich der Auflösung 
der Normalgleichungen behandelt werden. Während sich nämlich 
bei mehr als zwei Unbekannten die früher behandelte, unsymme
trische Auflösung empfiehlt, ist es bei zwei Unbekannten üblich 
und angebracht, diese durch ein symmetrisches Verfahren zu be
stimmen.

Aus den Normalgleichungen:

[paa] x -f- [pab]y = [pal],
[pab] x -f- [pbb]y = [pbl]

erhält man wie früher für die Reihenfolge x, y der Unbekannten 
durch Reduktion:

(177)

O
4

ns
rH
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Daraus ergibt sich jetzt:

[pal. 1] = 
[paa. 1]

[pah] [pbl][pal] [pbb]
(181) [pab] [pab][paa] [pbb]
und:

= [paa . 1].(182) P, =

Zur Berechnung der mittleren Fehler dienen die Gleichungen:

= ._i/Lp^3 
0 V n — 2’

= mo(183)
xm

VpJ Vpy
Beispiel: Wegen der überaus großen Bedeutung der Aus

gleichungsrechnung für die trigonometrische Punkteinschaltung soll 
nachfolgend die Ausgleichung eines durch Rückwärtseinschneiden mit 
überschüssigen Richtungen bestimmten Punktes behandelt werden.

Bei dieser Aufgabe ist eine Reihe von Punkten Px, P2, ...P 
(Fig. 9) in ihrer gegenseitigen Lage durch rechtwinkelige Koordi

naten X# yt festgelegt. Um nun 
die Unterlagen für die Be
rechnung der Koordinaten x, y 
eines Neupunktes Q zu ge- 

Ps winnen, werden auf demsel
ben die Richtungen y nach 
den vorgegebenen Punkten P 
beobachtet, d. h. es werden 
im Zusammenhänge bei un
veränderter Kreisstellung die
jenigen Winkel gemessen, 
welche die Horizontalprojek
tionen der nach den Aus
gangspunkten P führenden 
Strahlen mit der Projektion 

des ersten nach Px führenden Strahles einschließen. Zur eindeutigen 
Bestimmung von Q sind drei solche Richtungen notwendig; jede 
weitere kann als überschüssig zur Ausgleichung der Punktlage ver
wendet werden. Da es die Koordinaten sind, welche ausgeglichen 
werden, so spricht man auch von einer Koordinatenausgleichung 
für Rückwärtseinschneiden. Bei dieser Berechnung spielen die 
Richtungswinkel op eine große Rolle. Man versteht unter dem Rich
tungswinkel cpi einer Strecke oder Richtung QP. (Fig. 9) den-

(+A)^ fPj^+X

%

Q
sb

*r3
+Y ->■

-Fig. 9.

-
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jenigen im Uhrzeigersinne positiv gezählten Winkel, welchen QP. 
mit der -j- X-Achse einschließt.

Es lassen sich nun für die einzelnen Richtungen QPt drei 
Reihen von Richtungswinkeln aufstellen und zwar ergehen sich 
zunächst mit den Näherungskoordinaten x y von Q, deren Her
kunft für die Rechnung gleichgültig ist, aus der Gleichung:

Vi — y
Xi — X

die gerechneten Näherungsrichtungen (cp). Außerdem erhalten wir 
durch Hinzufügen der beobachteten Richtungsunterschiede y zur 
ersten gerechneten Näherungsrichtung (ç^) die beobachteten Nä
herungsrichtungen cp nach der Gleichung:

(185)

tg (fi) =(184)

fl = (fl) + Yi-

Dazu treten noch die ausgeglichenen Richtungswinkel oder 
die endgültigen Richtungen cp.

Wir haben also zusammen gestellt:

1. die beobachteten Näherungsrichtungen:

9h » 9)a, • • • 9h i •
r#

• • 9h.;
2. die gerechneten Näherungsrichtungen:

(186)
(fl), (fä)> • ■ • (fi). ■ • • (f.)i

3. die ausgeglichenen Richtungen:
9>2, ... ... pn.

Allen beobachteten Näherungsrichtungen p' hängt der Fehler 
der gerechneten Anfangsrichtung(qpj) an. Sie sind daher, damit sie in 
ausgeglichene Richtungen p übergehen, neben der wahrscheinlichsten 
Beobachtungsverbesserung v noch mit einer für alle Richtungen 
gleichen Orienticrungsverbesserung z zu versehen. Dann erhält man:

9h = (9h) + Vi + * + vi = 9’/ + * +

Die ausgeglichenen Richtungen ergeben sich ein zweites Mal, 
wenn zu jeder gerechneten Näherungsrichtung eine den wahrschein
lichsten Koordinatenverbcsserungen dx, dy entsprechende, beson
dere Richtungsverbesserung dp hinzugefügt wird:

9h = (9h) + dpr

Durch Vergleich von (187) und (188) erhält

9h i

(187)

(188)

man:
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dq>1—z = (pi — (qpx) + »j, 

d(p2 — Z = cp2 — (qp2) -f va,(189)

>„ — B = 9>„' - (<Pn) + Vn.

Einen Überblick 
über die verschiedenen 
Richtungen, ihre Ver
besserungen und die 
gesuchten Koordinaten
verbesserungen bietet 
Fig. 10, worin Q' den 
Näherungsort mit den 
genäherten Koordi
naten x, y und Q den

_-— P. ausgeglichenen
(ix, y) vorstellt.

Den Zusammen-

/
%/

//
*(9j// // 9// )/ //

/ „

£
vi \i! OrtI /dx \/

„________iy)A
Q’ / ____

Fig. 10. hang zwischen dqo, 
da: und dy erhält man

dy

der Gleichung (184) durch Differentiation:aus

»C0B (y») j„. (f 0 dy •„ sin (<pf)
(189)* da; —d ą>{ = ç S.

Hierin bedeutet q" = 206 265 diejenige Sekundenzahl, welche 
einem Bogen von der Länge des Halbmessers entspricht und Nt.

~x’_ y. — y' 
cos (qpt.) — sin (qpt)
*1 zu berech-ist die nach den Gleichungen Si = 

nende Entfernung Q' Pi.
Damit wird die allgemeine Gleichung in (189):

i- - »" dy -. - - (*) +(190)
S.Is.

Nun setzen wir zur Abkürzung:

„ ' _ // sin (qpf)
ai - Q s ,

l
<Pi — fa) = K-

Die Koeffizienten a, b' nennt man Richtungslcocffizienten. 
Mit Einführung dieser Abkürzungen erhalten wir

„ COS (qpf) 
Q (36/i

(191)



die vorläufigen Fehlergleichungen: 
a/ dx -j- ht' dy — z = // + 
a2' dæ -f &2' dy — * = /2' + v8,
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(192)
a- dx + 6/ dy —z = 1/ + vf,

~e = l» + «»'•
Da alle Richtungsunterschiede y mit demselben Instrument 

und mit gleicher Sorgfalt beobachtet worden sind, so besitzen die 
y, r und die im nachfolgenden erscheinenden l alle das gleiche 
Gewicht p — 1.

Man könnte nun aus den vorläufigen Fehlergleichungen (192) 
die wahrscheinlichsten Werte der drei Unbekannten x, y, z nach 
den früher aufgestellten Regeln ermitteln. Da jedoch z in allen 
Fehlergleichungen mit dem gleichen Faktor c = — 1 behaftet ist, 
läßt es sich leicht wegschaffen, wodurch wir eine Ausgleichung mit 
zwei Unbekannten erhalten.

Aus der dritten abgekürzten Normalgleichung [c y] == 0 er
gibt sich für unseren Fall:
(193) M - 0,
also ist die Summe der Fehlergleichungen (192):

[a] dx -\- [&'] dy — n . z — [}'](191)
und:

fl fl fl

Durch Einsetzen dieses Ausdruckes für z in die allgemeine, 
vorläufige Fehlergleichung ergibt sich:

(195) Z =

(196) (a! - [a^j dx + (b/ -[-^) dy = (l! - + vv

Setzt man zur Abkürzung:

ai n an °i n(197) 
so lauten

h

die reduzierten Fehlergleichungen: 
ax dx dy = 4- v1,
a2 dx 4- b2 dy = l2t>2,

(198)

«,<**+M» —
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Aus den Gleichungen (197) läßt sich auf einfachem Wege 
zeigen, daß für die Berechnung der a, b, l aus den a, b', Ï fol
gende Proben bestehen:
(199) [a]=0, [6] — 0, [1] = 0.

Aus (198) werden jetzt
die Normalgleichungen :

[aa] dx + [ab] dg = [aï],
[ab] dx -f [bb] dy = [62]

(200)

aufgestellt und auf symmetrische Weise gelöst, wobei sich mit 
den Unbekannten dx, dy zugleich deren Gewichte px=[aa. l] 
und pv = [bb . 1] ergeben.

Die anschließende Fehlerberechnung, welche mit den redu
zierten Fehlergleichungen (198) erfolgt, wird durch die Beziehungen 
erprobt:

[a]dcc = 0, [b]dy = 0, [ay] = 0, [6^] = 0, [V]=0, 
[vv] = — [Iv] = [11] — [al]dx — [bl]dy.

Der mittlere Fehler einer beobachteten Richtung ist:

(201)

o =£ V n — 3(202)

Im Nenner dieser Wurzel muß es « — 3 heißen, weil die n Beob
achtungen zur Bestimmung von drei Unbekannten (x, y, z) dienen. 
Deren ausgeglichene Werte sind nun:

x = x -F dx ± mx, y = y + dy ± my,
(203)

fl fl fl

Eine vollständig durchgreifende Probe der ganzen Ausglei
chung bietet die mehrfache Ableitung der endgültigen Richtungs
winkel cp. Man erhält dieselben nämlich:

1. aus den beobachteten Näherungsrichtungen:
<Pi = <PÏ -f * +

2. aus den gerechneten Näherungsrichtungen:
<Pi = ((Pi) + a/dx + 6/ dy,

3. aus den Koordinaten endwerten:

cpi = arctg ——— •Tl ° xt — x

(204)



Man kann nun die Ausgleichung bedingter Beobachtungen 
auf diejenige vermittelnder Beobachtungen zurückführen, indem 
man aus (205) die r ersten Unbekannten durch die n — r übrigen 
ausdrückt. Dadurch finden wir für die n — r Unbekannten xr 
...xn

+ i’

die r Bestimmungsgleichungen:

Xn) = *1, 
Xn) = X 2,+ 1’

(206) + i’

Xn) = Xr '

Dazu kommen noch die n — r identischen Gleichungen:

Xr +1
fr(Xr + 1’

Xr +1» = Xr + 21Xr + 2(206)*

= *»•

Nur durch die Übereinstimmung der auf diesen verschiede
nen Wegen erhaltenen ausgeglichenen Richtungswinkel cp wird die 
völlige Richtigkeit der Rechnung verbürgt.
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III. Ausgleichung bedingter Beobachtungen.
22. Zurückführuug auf die Ausgleichung vermit

telnder Beobachtungen. Bei einer Ausgleichung bedingter 
Beobachtungen liegen für die wahren Werte Xly . . . X , die n di
rekten Beobachtungen lx, . . . ln mit den Gewichten , . . . pn vor. 
Daraus sind die wahrscheinlichsten Werte xl, ... xn der Unbe
kannten so abzuleiten, daß sie einerseits r Bedingungen strenge 
genügen und daß andererseits [pvv\ ein kleinster Wert wird. Man 
nennt diese r Bedingungen

die Bedingungsgleichungen:«0 + Ü1X1 + a-2X2 H--1" anXn = °»
60 -f + ^2^2 + • • • + bnxn = 0,

C0 + C\X\ + C2% H-h CnXn = 0.(205)

to
'*
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Nun führen wir für die auf der rechten Seite stehenden Unbe
kannten die verbesserten Beobachtungen ein und erhalten dann 
die den n Beobachtungen entsprechenden

Fehlergleichungen :

fl iXr +11 Xr + 2 » * • • Xn) = h Vll 

U (Xr +1 > Xr + 25 • • • Xn) ~ h + V21

fr (Xr + 11Xr + 2l ‘ ■ ■ Xn) K “t“ Vr1 

Xr +1(207)

+ *V +Xr + 2 V + 2

Xn = K + V
In diesen n Fehlergleichungen treten die n — r Unbekannten 
xr + 1, %r + ‘j, • • • %n auf, welche auf bekanntem Wege nach dem 
Ausgleichungsverfahren für vermittelnde Beobachtungen gefunden 
werden. Die übrigen Unbekannten a^, a?2, . . . xr ergeben sich aus 
den r ersten Bestimmungsgleichungen:

xi = fl(Xr • • x„),+ n •

(208)

Xr = fr(Xr + 1» *
Für den mittleren Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 hat 
man nach Gleichungen (152), da u = n —^r,:

(209) />/

Dieses indirekte Verfahren der Ausgleichung bedingter Beobach
tungen wird manchmal angewendet, besonders dann, wenn n — r 
im Verhältnis zu r klein ist und die r ersten Unbekannten sich 
in einfacher Weise durch die n — r übrigen Unbekannten aus- 
drücken lassen. Für gewöhnlich aber zieht man die nun folgende 
direkte Ausgleichung vor.

23. Korrelatenausgleichung bedingter Beobach
tungen. Wenn in den ursprünglichen Bedingungsgleichungen
(205) an die Stelle der Unbekannten nach der Gleichung %t=*li-\-vi
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die Beobachtungen und ihre Verbesserungen treten, so wird:

a0 + ai h +----H aJn + atvi H-------- 1“ anvn = 6,
(210) &0 + Mi "1-----+ +----- \-1>nvn = 0,

co + ci ?i H------- K c» K + ci H------- H c„ ^„ == 0.
Die Summe der ersten n -f- 1 Glieder jeder dieser r Gleichungen 
sollte eigentlich Null sein; wegen der Beohachtungsfehler aber 
ergeben sich die den Charakter von Fehlern besitzenden

Widersprüche:
wi — ao + aih + ' ' • + anln,

wi = K + \ h + • ' * +(211)

«V = C0 + Cjx + • • * + Cjn.

Führt man diese Werte in die Gleichungen (210) ein, so entstehen

die Fehlerhedingungsgleichungen:
(Pl~a1v1 + - v + anvn + = 0,
<P2 -Vii-------f hnvn + w2 = 0,(212)

9>r=Clt7l + --- + C»V*+MV==0- 
Nun ist V =[pvv\ unter Beachtung dieser Bedingungsgleichungen 
zu einem Minimum zu machen. Dazu addieren wir die mit unbe
stimmten Faktoren — 2 l:i (Korrelaten) multiplizierten Fehlerbe
dingungsgleichungen cp zu V und erhalten so die neue Funktion :
(213)
deren Differentialquotienten nach den verschiedenen Verbesserungen 
v gleich Null zu setzen sind. Dies führt unmittelbar zu den n

Korrelatengleichungen :
Pi= ax \ + W -j------- 1~ cxkr,

P2 = ^1 ~ł~ 1)%^% ' "fi C2 h

F = V— 2kx q>1 — 2 k2cp2 — ... — 2 Jcr<pr,

(214) /O

PnVn = an]h + hk2 + * * * + C„
Daraus lassen sich die wahrscheinlichsten Verbesserungen v be
rechnen, sobald die einzelnen Korrelaten h bekannt sind. Um diese 
zu finden, setzen wir die aus den Korrelatengleichungen hervor
gehenden Ausdrücke für die Verbesserungen:

Timerding, Handbuch III 5
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4------- 1- - K
Pi 1 Pi 2 Pi

(215) *4 =

in die Fehlerbedingungsgleichungen ein und erhalten, wenn nach 
den k zusammengefaßt und geordnet wird,

die Normalgleichungen:

[3 Wy> + fir] *.+-*“<>•

[y]k' + [y] ki + [y] ** +,v- ~ °> [y] *■ + [y] *■> + [y] h + M’s = °-
(216)

Daraus gewinnt man wie früher dui’ch wiederholte Reduktionen 
die Eliminationsgleichungen und hieraus die Korrelaten k. Diese 
werden zweckmäßig durch eine abhängig rücklaufende Bestimmung 
(siehe Seite 37) ermittelt, da es uns nicht darauf ankommt, auch 
die mittleren Fehler der k zu bestimmen. Als Probe dient der Um
stand, daß die richtig bestimmten Korrelatenwerte die Normalglei
chungen erfüllen müssen. Hat man nun auch die v nach (215) 
ermittelt, so ergeben sich die ausgeglichenen Unbekannten:
(217) xt = \ -f xs = l2 4- «s, • • • = ln + V
Die wichtigste Kontrolle für die ganze Ausgleichung besteht in 
der Forderung, daß die berechneten Größen x den ursprünglichen 
Bedingungsgleichungen (205) strenge genügen müssen.

24. Fehlerberechnung. Die Fehlerquadratsumme \$vv\ 
läßt sich aus den einzelnen nach den Gleichungen (215) ermittelten 
v aufstellen. Man kann sie aber auch mit Hilfe der Korrelaten 
und der Widersprüche ausdrücken.

Durch Quadrieren der Gleichungen:

yp‘ ■c<=àk>+kK+A

und Addieren der so erhaltenen Ausdrücke findet sich, wenn nach 
k geordnet wird:

(218) kä
Vih

+ ** ([y] *• + [y]k* + [y] *») 
+ *»([y]+ [y] ** + [y] *») •

(219)



Nun sind nach den Normalgleichungen (216) die Summen in den 
Rundklammern die negativen Widersprüche, also wird:
(220)
Diese Beziehung ist eine sehr wichtige Rechenkontrolle. Aus Glei
chung (220) kann man, ebenso wie früher aus Gleichung (155) die 
Unbekannten, jetzt die Korrelaten k eliminieren und findet dann hei 
analoger Symbolik:
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\pvv] = — [wk\ .

wx 2 [wt.iy K.2]2
(221) +raai rM.ii r«.s]

Lp J Lp J Lp J
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist nach Gleichung (209):

(222) tu

25. Mittlerer Fehler einer Funktion der ausge
glichenen Unbekannten. Soll der mittlere Fehler mu einer 
Funktion: **
(223) u — /o + t\X 1 + + • • • + fuXn
der ausgeglichenen Unbekannten bestimmt werden, so sind zunächst 
an deren Stelle wieder die Beobachtungen l einzuführen. Wir 
mögen so erhalten:
(224)

Wären die Faktoren F bekannt, so ließe sich der Gewichtskoeftizient 
berechnen und man hätte:m

(225) mu = nh\ J •
Die Koeffizienten F lassen sich nun auf folgende Weise ermitteln.

Werden in Gleichung (223) die wahrscheinlichsten Werte x 
der Unbekannten durch die l -f- v ersetzt, so wird:
(226)

Nun ist nach den Korrelatengleichungen v, —
Ersetzt man die Verbesserungen in dem letzten Summenglied von 
(226) durch diese Ausdrücke, so wird:

» - fa + in] + [ff] ■

i + h-

u - fo +Iß] + [^j ki + [p ] h + [-”■] h(227)

Zur Elimination der Korrelaten k addieren wir zu dieser Glei-
ö*

I?
 L0

-1

TS
 1 a
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chung die mit den vorerst unbekannten Übertragungskoeffizienten 
, r2, rs, ... multiplizierten Normalgleichungen (216) und bestim

men diese Hilfskoeffizienten r so, daß nach erfolgter Addition die 
Faktoren der 1c verschwinden. Es ist dann einerseits unter Berück
sichtigung der Gleichungen (211):
(228) u = f0 + Ifl] + ([gG] + ao)ri + {{pl\ + b0)r2 -f ([cZ] + G>)r3

und andererseits ergeben sich zur Bestimmung der hier auftreten
den r die sogenannten

Übertragungsgleichungen :

[y] + [y]+ [y] ’» + [y]= °> 
[y] ’■> + [y] + [y]+ ly]= °’ -

. Eh+ [£>. +[?]* + [?]-»•

(229)

Durch Koeffizieutenvergleichung findet sich aus den Gleichungen 
(224) und (228):

Fi= fi + airi + hi r2 + cxra, 
Fÿ = /2 + «2ri + hri + c2 rä,(230)

Fn = fn + anr 1 + &»*> + Vs •

Man ist übrigens gar nicht genötigt, die einzelnen r und F zu be
rechnen, da man nur den Gewichtskoeffizienten
Aus den Gleichungen (230) ergibt sich hiefür unter Berücksich
tigung von (229):

m braucht.

c*«> + + +
Fügt man diese Gleichung als letzte zum System (229) der Über
tragungsgleichungen, so liefert die allmähliche Elimination der r 
den Ausdruck:(282) ™ F1 ([yT + [y^T + [M( )[,] ü ^ ^.2]

\

+ •

Nachdem der Gewichtskoeffizient gefunden ist, läßt sich auch der 
mittlere Fehler mu berechnen:
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—vm(233) mu

Zur Berechnung des mittleren Fehlers mx, der ausgeglichenen Un
bekannten xi setzt man:
(234) u = 1 • xr

In diesem Ausdrucke ist ft — -f-1 ; alle übrigen f sind Null, Der 
mittlere Fehler mu dieser Funktion ist zugleich mx_.

Anwendungen, a) Ein einfaches aber wichtiges Bei
spiel für die Ausgleichung bedingter Beobachtungen 
ist die Winkelausgleichung im 
Dreieck. Im ebenen Dreieck ABC 
(Fig. 11) sind die Winkel c/, ß\ y mit 
den Gewichten pa, Pp, py beobachtet 
worden. Es soll die Winkelausgleichung 
und Fehlerberechnung durchgeführt 
werden.

C
?

B
Die einzige im Dreieck bestehende 

Bedingungsgleichung lautet, wenn die 
ausgeglichenen Winkelwerte or = «'-(- va, ß = ß' -j- Vp, y = 
y + vy sind,:
(235)

Fig. 11.

« + ß + y — 180° = 0 \r = 1 

und die Fehlerbedingungsgleichung ist:

(236) 
wo:
(237)

va + Vp +• vy + W — 0,

w = a 4- ß' -f y — 180°

den Dreieckswiderspruch vorstellt.
Es gibt nur die eine Normalgleichung:

(238) 0.

Daraus findet sich die Korrelate:
iv

(239) k = - [7]
Nun ergeben sich die gesuchten wahrscheinlichsten Verbesse

rungen aus den Korrelatengleichungen zu:
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1 w
= “ 1 1’Pa

1
(240) vl* —

l
’'[j]

Nach diesen Gleichungen ist der mit geändertem Vorzeichen 
versehene Dreieckswiderspruch auf die einzelnen Dreieckswinkel um
gekehrt proportional zu den Winkelgewichten zu verteilen. Die aus
geglichenen Winkel sind also:

1 w
cc = cc

Pa

1
ß-ß'-W(241)

1
y = y

My]
Die Fehlerquadratsumme wird nach (220) und (239):

w*(242) [pvv\ — — [wk] =
[y]

Es wird daher der mittlere Fehler der Gewichtseinheit:

1 /[pvv\ _ IV

o = y -7- = -—7=(242)* m

ym
Der mittlere Fehler ma des ausgeglichenen Winkels a ist auf 

Grund der Gleichung:

(243)

zu bestimmen, wobei cc als Funktion der ausgeglichenen Unbe
kannten zu betrachten ist. Nach Gleichung (232) findet sich der 
zugehörige Gewichtskoeffizient zu:

u = cc — 1 • cc

g
S T3 

H
*.

'-H 
: a, 

S
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L (&
(244)v ' L p Ja pa i-i.4i

— 0 — 0 ... =

■ [j]Pa P

und nach Gleichung (233) wird der gesuchte mittlere Fehler des 
ausgeglichenen «:

(245) C

'''vftGCvg])'

1

'.[yl
Ebenso gewinnt man:

(245)*
l

*[y]
Liegen gleichgewichtige Beobachtungen vor, so ergeben sich 

bedeutende Vereinfachungen. Es wird nämlich:
w(246) r« = “ lV - - T

und:
3 ’

y -y

(247) 3 ’

y =
Ferner wird der mittlere Fehler einer Beobachtung:

w(248) »»o = -=
V*

und diejenigen der ausgeglichenen Winkel werden:

-•»,=■»>0 Fr-ybä.(249) ma =

b) Bei der Abgleichung einer Zentimeterteilung 
wurden für die Abstände x zweier Nachbarstriche und 
den Abstand der beiden äußersten Striche (Fig. 12) durch 
Vergleich mit zwei bekannten Strichabständen von rund 
1 cm und 1 dm die in Tabelle 13 mit ihren mittleren



pvv j~-F -Fjaa 1 mxva J*1P P
+ 4ft + 2ft
— 2
— 10 5
+ 12 3
+ 3 3

0
+ 5 5
— 3 :
+ 6 3
— 5 4

11 10cm + 21u 2

1
42

3
4
5
6 6
7

38
9

10

Nr. I = 1 cm +
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Fehlern m v er zeichneten 
i | Werte l gefunden. Es soll 

j9 die Ausgleichung der Be
obachtungen mit an
schließender Fehlerbe-

y8............... -*1
+ +>

...xä~
Fig 12.

k-

rechnung durchgeführt werden.

Tabelle 13.

[±] + 7,5016,11

Die einzige für die Strichabstände bestehende Bedingungs
gleichung lautet:
(250) + x2 4- • " + ^10 ~' xi\ = 0 •

Daraus finden sich die in Tabelle 13 eingetragenen Koeffi
zienten a sowie die Fehlerbedingungsgleichung:

vx 4“ v2 "f" vs + ‘ ' ' 4" v\o ~ vn + w — 0(251) 
wenn:
(252) w — h + ^2 + * ' ’ + ^io — hx 
der durch Einsetzen der Beobachtungswerte l in (250) entstehende 
Widerspruch ist und v die noch unbekannten Beobachtungsver- 
besserungen bedeuten. Aus den in Spalte 2 der Tabelle 13 stehen
den l findet man den Widerspruch zahlenmäßig zu:
(253) W = — 11 fr.

Was die Gewichte p der Beobachtungen l anlangt, so sind 
sie zu deren mittleren Fehlerquadraten umgekehrt proportional

Q
und in Spalte 4 der Tabelle 13 nach der Gleichung p = T = —s10

*a

a.
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und finden auf demselben Wege wie dort den Gewichtskoeffizienten 
(232)aus zu:

&

<>*•> m-i l l1 —
Pi Pi

Die hienach berechneten Werte stehen in Spalte 9 von Ta
belle 13 und daran reihen sich die nach Gleichung (225) er
mittelten Werte der mx. Die ausgeglichenen Unbekannten stehen 
mit ihren mittleren Fehlern in Spalte 2 von Tabelle 14.

1) Die kleine Differenz 0,02 rührt von Abrundungsfehlern der 
mit dem Rechenschieber geführten Rechnung her.
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berechnet worden. Sobald Spalte 6 fertiggerechnet ist, findet sich 
die Normalgleichung:
(254) 
und:
(255)

+ 16,11 Je — llft = 0

Je = -)- 0,684 ja.

Nun ergeben sich nach den Korrelatengleichungen:

Pivi = aik + 0 -f- • • •

die in die nächste Spalte eingetragenen wahrscheinlichsten Be
obachtungsverbesserungen vi = —Je. Die anschließende Fehler-

Pi
berechnung liefert \_pvv\ — -f- 7,50 ja , welcher Wert sich durch die 
Probe [pvv\ = — [wfc] = -f- 7,52 ja2 als richtig erweist.1) Diese 
Übereinstimmung ist auch ein Prüfstein für die richtige Berech
nung der v. Dieselben erfüllen auch restlos die Fehlerbedingungs
gleichung (251), so daß sie volles Vertrauen verdienen.

Da die Zahl der Bedingungsgleichungen r = 1 ist, so wird 
der mittlere Fehler der Gewichtseinheit:

„--P^ = ±2,74,.(256) m

Nun gehen wir an die Berechnung der mittleren Fehler mx 
der ausgeglichenen xi. Dazu schreiben wir entsprechend (243):

1 • Xi(257)

T3
 : H

k

^ 
! t-



1,0004 cm + 2 fŁ 
0,9999 
0,9992 
1,0013 
1,0002 
1,0002 
1,0007 
0,9998 
1,0007 
0,9996 

10,0021

-f 0,40 + 0,39 1,0004 cm + 2 u
1,80 2,0003
3,27 2,9995
3,61 4,0008
3,85 5,0011
3,85 6,0014
2,94 7,0020
2,43 8,0018
1,78 9,0024
0,38 10,0021

2,073 4
4,57 62
5,483 5
6,393 5

4 9,72 5
12,22
13,13
14,04
15,71

54
43

3 4
3 2
2

74 A. Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate

Tabelle 14.

T«/i T/71 rFF] 
iLpJ jLpJ L p X y ± muNr. . x±mx

Nun fragen wir noch nach den wahrscheinlichsten Abständen 
y der einzelnen Teilungsstriche vom Nullstrich der Teilung (Fig. 12). 
Diese y setzen sich aus den ausgeglichenen x zusammen und es 
ist nach dem Anblick der Figur allgemein:

i = i
%•- W-(259)

i- 1
Daraus ergeben sich die in Tabelle 14, Spalte 5 stehenden 

y-Werte, dei'en angefügte mittlere Fehler erst noch zu berechnen 
sind. Dazu schreiben wir:
(260) u = yt = 1 • xx + 1 • x% +----- {- 1 •

Nach Gleichung (232) wird der Gewichtskoeffizient von yi 
unter Berücksichtigung von (260):

2

dorFFi __ *rf_n
L P J» ilp j(261) nra an

iLpJ
Da alle hier in Betracht kommenden a = f — 1 sind, kann 

man auch schreiben:

.,—rra
(262)

und:

(263) m

o

^ 
11

-

R.



III. Ausgleichung bedingter Beobachtungen 75

Die nach diesen beiden Gleichungen sich ergebenden Gewichts
koeffizienten und mittleren Strichfehler my stehen in Tabelle 14, 
Spalte 4 und 5. Wie von vornherein zu erwarten war, nimmt der 
mittlere Strichfehler my bis in die Mitte der Teilung zu und von 
dort aus gegen das Ende der Teilung wieder ab. Diese Ungleich
heit im mittleren Strichfehler bedeutet einen Übelstand, der aber 
nicht zu vermeiden ist, wenn, wie in diesem Beispiel angenommen, 
nur zwei genau bekannte Strichabstände von rund 1 cm und 1 dm 
zur Hand sind.

Steht jedoch zur Abgleichung eine ganze Zentimeterteilung 
zur Verfügung, in welcher die Strichabstände vom Nullstrich genau 
bekannt sind, so kann man für die zu untersuchende Teilung so
fort die Abstände 2/der Striche vom Teilungsnullpunkt beobachten. 
Die Ausgleichung dieser Beobachtungen besteht in einfachen Mittel
bildungen und auch die vorhin beregte Ungleichheit der mittleren 
Strichfehler fällt hier fort. Man wird daher, wenn irgendwie mög
lich, immer die zuletzt angedeutete Art der Teilungsabgleichung 
wählen.

Für gleich genaue Beobachtungen mit dem Gewicht 1 er
geben sich für unser Beispiel folgende Vereinfachungen. Ist n die 
Zahl der einzelnen abzugleichenden Zentimeterintervalle, also n + 1
die Zahl der Beobachtungen, so ist j^—J = n -|- 1 und k

=-=------ ^t~7‘ Damit wird:"
n + 1

w

[y]

4- w— w ,
—TT und 
n -+- 1(264) = v2 = ■ • • = vn = G,+i — M -f 1

Weiterhin wird:
r ~\ w\pvv\ =---T—L J n -j-1

und der mittlere Beobachtungsfehler ist:

(265)

w(266) mo = ± yn 1

Für den Gewichtskoeffizient von yi finden wir aus (262):
i(267)

n -f-1

Somit wird der mittlere Strichfehler nach der Ausgleichung:

(268) my =



Wäre die Summe %n + 1 der n abzugleichenden Längen Z15... ln 
von vornherein fehlerfrei bekannt, so würde in den Gleichungen 
(264) bis einschließlich (268) an Stelle von n-j- 1 überall n stehen, 
wenn dieses seine alte Bedeutung beibehält.1)
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1) Außer den hier behandelten Arten von Ausgleichungsaufgaben 
kommen für manche Zwecke noch die Ausgldchung vermittelnder Be
obachtungen mit Bedingungsgleichungen und die Ausgleichung bedingter 
Beobachtungen mit Unbekannten in Betracht. Auch die günstigste 
Gewichtsverteilung (Schreiber’scher Satz) spielt manchmal eine wich
tige Rolle.

Bezüglich dieser Aufgaben verweisen wir auf W. Jordan, Hand
buch der Vermessungskunde, I. Band, Ausgleichungsrechnung, Stutt
gart, verschiedene Auflagen, und Fr. R. Helmert, Die Ausgleichungs
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate, 2. Auflage Leip
zig und Berlin 1907.



B. Niedere Geodäsie.
1. Einleitung. Die niedere oder ebene Geodäsie befaßt sieb 

mit der Vermessung, Berechnung und Abbildung kleinerer Teile 
der Erdoberfläche, für welche eine Ebene als horizontale Projek
tionsfläche genommen werden kann, ohne daß die dadurch verur
sachten Längen- und RichtungsVerzerrungen den für den jeweiligen 
Zweck festgesetzten Höchstbetrag überschreiten. Es gehören also 
hieher in erster Linie die Aufgaben der Feldmessung. Freilich, 
die Längenreduktionen, welche beim Übergang auf einen anderen 
Horizont notwendig werden, dürfen auch hier meist ebensowenig 
vernachlässigt werden wie die Erdkrümmung bei Höhenmessungen. 
Für die Zwecke der Feldmessung fordert man, um die Richtungs
verzerrung in mäßigen Grenzen zu halten, insbesondere, daß der
Höchstbetrag der Längenverzerrung jeweils -- der Länge nicht
überschreite. Wie in der höheren Geodäsie gezeigt wird, genügen 
dieser Forderung, wenn zur Rechnung und Abbildung rechtwink
lige Koordinaten Verwendung finden, jedenfalls alle Bezirke, welche 
nicht mehr als 40 km vom Berührungspunkt der Projektionsebene 
mit der Erdkugel entfernt sind.

Manchmal steckt man die Grenzen der niederen Geodäsie auch 
etwas weiter und rechnet hieher noch die Vermessung von langen 
aber schmalen, streifenförmigen Gebieten, wobei als Projektions
fläche ein Zylinder dient, welcher die Erde in einem das Land der 
Länge nach annähernd halbierenden Großkreis berührt. Dabei ist 
jedoch zu fordern, daß kein Punkt weiter als 40 km von diesem 
Großkreis absteht, wenn der oben genannte Höchstbetrag der Län
genverzerrung nicht überschritten werden soll. Dieser Projektions
zylinder kann dann längs einer Erzeugenden aufgeschnitten und 
ohne Längenverzerrung in die Ebene ausgebreitet werden.

Hieher gehört auch die Lehre von den geodätischen Meß
instrumenten, soweit diese den Zwecken der niederen Geodäsie 
dienen. Sie sind in den Grundzügen behandelt und den eigentlichen 
Vermessungsarbeiten, soweit es zweckmäßig schien, vorangestellt.
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Im Altertum scheint die Feldmeßkunst hauptsächlich durch 
die Ägypter, Griechen und Römer gepflegt worden zu sein, jedoch 
ohne daß sie durch diese Völker eine Ausbildung erfahren hätte. 
Auch im Mittelalter sind keine nennenswerten Fortschritte zu ver
zeichnen. Die Erfindung des Meßtisches durch Praetorius 
(1537 —1616) fällt bereits in die Neuzeit.

Ein kräftiger, heute noch nicht abgeschlossener Aufschwung 
der Feldmeßkunst setzte am Anfang des 19. Jahrhunderts mit 
dem Beginn der großen Landesvermessungen für Steuer- und 
Eigentumszwecke in den europäischen Kulturstaaten ein. Erst die 
Entwicklung der letzten hundert Jahre hat die Feldmeßkunst ihres 
überkommenen rein handwerksmäßigen Charakters allmählich ent
kleidet und sie, unbeschadet ihrer praktischen Bedeutung, auf eine 
wissenschaftliche Grundlage gestellt.1)

1) Siehe hiezu Cantor, Die römischen Agrimensoren und ihre 
Stellung in der Feldmeßkunst, Leipzig 1875 und Jordan-Steppes, 
Das deutsche Vermessungswesen, Stuttgart 1882.

Die Literatur über niedere Geodäsie ist außerordentlich reich
haltig. Als die wichtigsten Lehrbücher sind zu nennen: Bauern
feind, Elemente der Vermessungskunde, Stuttgart, verschiedene Auf
lagen, Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, II. Band, Stuttgart, 
verschiedene Auflagen, Vogler, Lehrbuch der praktischen Geometrie, 
Braunschweig 1885 und 1894, Hammer, Lehrbuch der elementaren 
praktischen Geometrie, Leipzig 1911, Hartner-Wastler, Niedere Geo
däsie, 10. Aufl. Wien 1910, Hohenner, Geodäsie, Leipzig und Berlin 
1910 und Eggert, Einführung in die Geodäsie, Leipzig 1907. Ein 
wichtiges hauptsächlich für die geodätische Rechenpraxis bestimmtes 
Sammelwerk sind die trigonometrischen und polygonometrischen Rech
nungen in der Feldmeßkunst von F. G. Gauß, 2. Aufl. Berlin 1893. 
Für das Studium der geodätischen Instrumentenkunde sind Voglers 
Abbildungen geodätischer Instrumente (mit ergänzendem Text), Berlin 
1892, ein vorzügliches Hilfsmittel. Die von W. v. Dyck verfaßte Lebens
beschreibung Georg von Reichenbach, München 1912, gibt sehr interes
sante Aufschlüsse über die unvergänglichen Verdienste Reichenbachs um 
die Entwicklung der geodätischen (und astronomischen) Meßinstrumente.

Reiche literarische Fundgruben sind auch die verschiedenen geo
dätischen Fachzeitschriften. Insbesondere bringt die Zeitschrift für 
Vermessungswesen neben zahlreichen wissenschaftlichen Abhandlungen 
alljährlich eine Zusammenstellung der Neuerscheinungen auf dem 
Gesamtgebiet der Geodäsie und den angrenzenden Wissensgebieten.

Unter den anderen Zeitschriften nehmen die Zeitschrift des Ver
eins der höheren bayerischen Vermessungsbeamten (früher Zeitschrift des 
Bayerischen Geometervereins) und die Zeitschrift für Instrumenten
kunde eine hervorragende Stelle ein.
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2. Geodätische Maßeinheiten. Unter dem Maß einer 
Größe versteht man deren Verhältnis zu einer zweiten als Maß
einheit gewählten Größe derselben Art. Es ist zur vollständigen 
Bestimmung einer Größe notwendig, daß neben diesem Verhältnis, 
der Maßzahl, noch die Maßeinheit oder Benennung angegeben 
wird. Für die niedere Geodäsie kommen hauptsächlich in Betracht: 
Längenmaße, Flächenmaße und Winkelmaße.

a) Längenmaße. Als Längeneinheit wird gegenwärtig ziem
lich allgemein das internationale Meter gebraucht. Das Meter war 
ursprünglich als sog. Naturmaß gedacht und es sollte nach dem 
Beschluß der französisehenNationalversammlung vom30.März 1791 
der 10 000 000 te Teil des durch Paris gehenden Erdmeridianqua
dranten sein. Aus umfangreichen, von 1792—1798 auf dem Pa
riser Meridian ausgeführten Gradmessungen*) fand man das Meter

derjenigen Länge, welche die Peru-Toise bei 13° R be
sitzt. Die Länge des die Peru-Toise = 864'" (Pariser Linien) 
verkörpernden Maßstabs stellte bei 13° R die bisherige franzö
sische Längeneinheit vor. Nach den Ermittlungen der Grad
messungen wurde zur Festhaltung des Meters ein Platinendmaßstab 
mit rechteckigem Querschnitt (4 mm auf 25 mm) hergestellt, dessen 
zwischen den Stirnflächen gemessene Länge hei 0° C das Meter 
vorstellte. Diese Länge und ihre Verkörperung durch den Platin
maßstab heißen das Archivmeter. Demselben haften verschiedene 
Mängel an. Infolge seines unvorteilhaften Querschnittes ist es 
wenig widerstandsfähig gegen Durchbiegung und vermag den 
Temperatureinflüssen nicht rasch genug 
zu folgen. Außerdem entsprach es als 
Endmaßstab nicht mehr den bei Längen- 
abgleicliungen gesteigerten Genauigkeits
forderungen, welchen ein Strichmaßstab 
besser genügen konnte. Zur Beseitigung 
dieser Übelstände fertigte das 1872 ge
gründete Internationale Maß- und Ge
wichtsbureau in Bréteuil bei Paris nach 
dem Archivmeter einen neuen Urmaßstab 
aus Platin-Iridium (90°/0 Platin) als Strichmaßstab mit großer Ober
fläche und sehr widerstandsfähigem Querschnitt (Fig. l) an. In der 
neutralen Faserschicht NN (Fig. l) des Maßstabes sind zwei feine

443,296zu 864

j<.....20mm- 1
y

20mm N— i—N

i
Fig. 1.

1) Delambre, Base du système métrique décimal, Paris 1806,
1807, 1810.
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Striche aufgebracht, deren Abstand bei 0° C das internationale 
Meter vorstellt. Dieses internationale Meter ruht im Interesse einer 
ungehinderten Ausdehnung auf zwei Bollen.

Gleichzeitig mit dem internationalen Urmeter wurde eine 
größere Anzahl von möglichst getreuen Kopien hergestellt und an 
die beteiligten Staaten verlost. Hiebei erhielt Deutschland das 
Prototyp Nr. 18, dem folgende Maßstabgleichung zukommt:

(1) Ml8 = lm — 1,0f* + (8,642t + 0,00112) ft ± 0,2g.

Diese Maßstabgleichung liefert für jede Temperatur t (in Celsius
graden) den jeweiligen Abstand der Strichmarken von Àf^.1) Man
nennt das zweite Glied dieser Gleichung (hier — l,0fi = -1"-mm)

die absolute Maßstabverbesserung und das dritte, von der Tempe
ratur abhängige Glied, die Temperatur Verbesserung. Das letzte 
Glied gibt über die Genauigkeit der Maßstabgleichung Auskunft.

Die in der Geodäsie gebräuchlichsten Unterabteilungen des 
Meters sind 1 dm = 0,1 m, 1 cm = 0,01 m, 1 mm = 0,001 m, 
ferner 1 dmm = 0,1 mm (Dezimillimeter), 1 cmm = 0,01 mm 
(Zentimillimeter) und 1 g = 0,001 mm (Mikron). Als höhere Ein
heiten kommen hauptsächlich in Betracht: 1 hm = 100 m (Hekto
meter) und 1 km = 1000 m (Kilometer).

b) Flächenmaße. Die Flächeneinheit ist 1 qm, das ist die 
Fläche eines Quadrates mit 1 m Seitenlange. Unterabteilungen
und Zusammensetzungen sind: 1 qdm = qm, 1 qcm = qdm,
1 qmm = qcm, 1 a = 100 qm (Ar), 1 ha = 100 a = 10000 qm
(Hektar) und 1 qkm =100 ha. Es sind dies die Flächen von 
Quadraten mit 1 dm, 1 cm, 1 mm, 10 m, 100 m und 1000 m 
Seitenlange.

c) Winkelmaße. Die Winkelteilungen an geodätischen In
strumenten sind in Gradmaß ausgeführt. Das ältere Gradmaß, 
in dem heute noch die meisten Teilungen und Rechnungen aus
geführt werden, beruht auf der Sexagesimalteilung. Hier ist der rechte 
Winkel in 90°, 1° in 60' und l' in 60" geteilt. Von Frankreich 
aus ist im letzten Jahrhundert die Zentesimalteilung verbreitet 
worden. Bei dieser ist der rechte Winkel 100ÿ, lÿ = 100' und 
1' = 100". Nach diesen Angaben besteht zwischen der alten oder

1) Wissenschaftliche Abhandlungen der Kaiserl. Normaleichungs- 
kommission, Heft 1, Berlin 1895.
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Sexagesimalteilung und der neuen oder Zentesimalteilung folgender 
Zusammenhang :

Ltt9
10 ’

wenn a° die Maßzahl in alter Teilung und ay diejenige in neuer 
Teilung für denselben gemessenen Winkel bedeutet.

Hauptsächlich für Fehleruntersuchungen kommt das in der 
Analysis gebräuchliche Bogenmaß zur Verwendung. Ein Winkel 
5 im Bogenmaß ist die Länge des zwischen beiden Winkelschenkeln 
liegenden Bogens eines um den Winkelscheitel mit dem Halb
messer 1 beschriebenen Kreises. Der Zusammenhang zwischen Grad
maß und Bogenmaß ergibt sich, da der gestreckte Winkel einer
seits 180° faßt und andererseits der halbe Umfang des Einheits
kreises — n ist (n = 3,14159 265), wie folgt:

(2) «° =

180a°= « =^°ß; a = • 60 a = Q a;
(3) 180 rr• 60 • 60 • = Q a.

7t

Die Konstanten ç0, q\ q" sind die Zahlen der Grade, Minuten 
und Sekunden, welche auf einen Winkel treffen, dessen Bogenmaß 1 
ist. Die Bechnung gibt:
(4) ?°= 57,29578, 3437,747, q" = 206264,8.

In entsprechender Weise ergibt sich für die Umwandlung 
von Bogenmaß in Zentesimalmaß und umgekehrt eine Verwand
lungskonstante: 200
(5) q9 = — = 63,66198.

Beispiel: Welche Querverschiebung x erfährt der Endpunkt 
P2 einer Strecke P1Pi = D 
(Fig. 2), wenn bei festem An- ^ 
fangspunkt P1 die Streckenrich- x 
tung um den kleinen Betrag da 
fehlerhaft ermittelt wird?

Nach der Figur ist:

da
R D

Fig. 2.

(6) x = D tgda.
Da da sehr klein ist, so kann man mit genügender Genauig

keit tgrfa == da setzen. Nun ist aber nach den Gleichungen (3)
— = —so daß sich findet:

Q
da'

da0 _
0° Q

da'da =
da0 d a'(0 x = D = 1) = B —77-*

0
Timerding, Handbuch III 6
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3. Zielvorrichtungen. Zur Bezeichnung und Festhaltung 
einer Richtung dienen die Zielvorrichtungen oder Absehvorrich- 
tungen. Als solche verwendet man Diopter und Meßfernrohre.

a) Das Diopter. Ein Diopter besteht aus zwei durch ein 
Lineal L oder in anderer Weise miteinander verbundenen Flügeln 
o und 0 (Fig. 3), wovon der erstere, dem Auge zugewendete der 
Okularflügel und der dem angezielteu Gegenstand P zugewendete

der Objektivflügel ist. Ersterer be
sitzt ein Schauloch von etwa 1 mm 
Öffnung und letzterer ein Faden
kreuz. Dessen Schnittpunkt und der 
Mittelpunkt des Schaulochs bestim
men die Lage der Ziellinie. Beim 
Einstellen eines Punktes P mit dem 
Diopter wird dasselbe so gestellt, 
daß für das auf die Mitte des Schau
lochs eingestellte Auge der Faden

kreuzschnittpunkt den Punkt P deckt. Man muß dazu das Auge 
rasch nacheinander auf das nahegelegene Fadenkreuz und den weit 
entfernten Zielpunkt einstellen, ein Mißstand, welcher beim Meß
fernrohr behoben ist. Als selbständige Instrumente werden Diopter 
kaum noch gebraucht. Dagegen werden sie als Sucher häufig mit 
stark vergrößernden Fernrohren verbunden, um durch eine vor
läufige Einstellung mit dem Diopter den Zielpunkt in das kleine 
Gesichtsfeld des Fernrohres zu bringen. Die mittlere Zielunsicher
heit eines guten Diopters läßt sich auf etwa 20" schätzen.1)

P

L
ja

kc Fig. S.
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Für die Abschätzung von solchen Fehlern merke man sich 
diejenigen Beträge von x, welche einfachen Werten von D und 
du entsprechen. So erhält man z. B. für:
D = 100 m und da — 1° den Hektometergrad : 1 hm0 = 1,75 m,

(8) D = 100 m und du — l' die Hektometerminute: 1 hm' = 2,91 cm,
D = 1000 m und du — l" die Kilometer Sekunde: 1 km"= 4,85 mm.

I. Elemente der Instrumentenkunde.

1) Der dänische Astronom Tycho de Brahe hat für seine astro
nomischen Beobachtungen, aus welchen später Kepler seine be
rühmten Gesetze der Planetenbewegung ableitete, noch das Diopter 
als Zielvorrichtung verwendet.

\ o
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b) Das Meßfernrohr. Das astronomische Fernrohr (Fig. 4) 
ist die einfachste Form des Meßfernrohres. Seine Hauptbestand
teile sind: das Objektiv L, das Okular L0 und das Fadenkreuz K. 
Das Objektiv und das Okular sind Sammellinsen, welche in zwei 
gegeneinander durch eine Triebschraube T verschiebbaren zylin
drischen Röhren, der in der Regel festgelagerten Objektivröhre 
Oli und dem beweglichen Okularauszug OM so befestigt sind, 
daß ihre optischen Achsen mit der beiden Röhren gemeinsamen 
Zylinderachse nahezu zusammenfallen. Das Objektiv ist dem Gegen-

T B\E.......>
« OK »

r n—n !
b

R\
ZŁZ7ZZS&

/ 1
«Tfÿ

0. H ■La

—L F>Bl

/*<R"' Ra B\EÜR'*■ »
OA >,?

Fig. 4.

stände, das Okular dem Auge zugewendet. Das vom Fadenkreuz 
an gerechnete Ende des Okularauszugs heißt der Okularkopf (O K). 
Die optischen Mittelpunkte von L und L0 sind in Figur 4 mit 0, 
O0, ihi’e Brennpunkte mit F und F0 und ihre Brennweiten mit f und 
/‘0 bezeichnet. Auf die Objektivröhre sind vielfach zwei Ringzylin
der 72, R aufgearbeitet, deren gemeinsame Achse als die mecha
nische Fernrohrachse bezeichnet wird. Das Innere der Röhren ist 
zur Vermeidung von Glanzlichtern geschwärzt und störende Rand
strahlen werden durch Blenden abgehalten. Das Fadenkreuz hat 
den Zweck, einen bestimmten Punkt des vom Objektiv entworfenen 
Bildes zu bezeichnen, weshalb bei Beobachtungen die Fadenkreuz
ebene stets mit der Bildebene BE zusammenfallen muß. Das Faden
kreuz besteht entweder aus Spinnfäden von einigen p Dicke oder 
es ist ein in ein Glasplättchen eingeritztes Linienkreuz; es ist auf 
einer Fadenkreuzplatte P (Diaphragma) befestigt. Diese sitzt am 
Ende eines Kegelstumpfes, welcher durch zwei horizontal und 
zwei vertikal wirkende Richtschräubchen r gehalten wird. Da diese 
Richtschräubchen in Schlitzen durch die Okularröhre führen, so 
kann das mit dem Kegelstumpf fest verbundene Fadenkreuz sowohl 
in der Längsrichtung des Fernrohrs als auch senkrecht dazu um

6*
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kleine Beträge verscho
ben werden. Je nach dem 
Zweck wird das Faden
kreuz verschieden ge
wählt: die Form a (Fig. 5) 
kommt hauptsächlich bei 
einfachen Nivellierin

strumenten in Frage, b für Triangulierungstheodolite und c für 
Distanzmesser.

Die Wirkungsweise des Meßfernrohrs ist folgende (Fig. 6). 
Das Objektiv L entwirft von dem außerhalb der doppelten Brenn

weite 2 f liegenden Gegen
stand G mit der Gegen
standsweite g ein ver
kleinertes , umgekehrtes, 

. : reelles Bild B mit der 
']^L“ Bddweite b. Dieses Bild, 

! żf0 *1 welches vom Okular L0 
uin^0 absteht, wird durch 
dasselbe wie durch eine 
Lupe betrachtet. Das 

Auge sieht dann in der Entfernung bQ von der Okularlinse das 
stark vergrößerte, umgekehrte, virtuelle Bild B0 des Gegen
standes G.

b
Fig. 5.

&
Fig. G.

l 4-1L
4-------
o

:g --

Soll nun ein Punkt z. B. die Pfeilspitze eingestellt werden, 
so ist zunächst das Fadenkreuz deutlich sichtbar zu machen, d. h. 
es ist der Abstand zwischen der Okularlinse L0 und dem Faden
kreuz K so zu bemessen, daß das Fadenkreuzbild K' in deutlicher 
Sehweite (w — 28 cm) erscheint. Dann ist durch Verstellen des 
Okularauszuges die Parallaxe zwischen Bild und Fadenkreuz zu 
beseitigen, d. h. die Fadenkreuzebene ist in die Bildebene zu ver
schieben. Diese Forderung ist erfüllt, wenn beim Hin- und Her
bewegen des Auges vor dem Okular keine Verschiebung (Parall
axe) zwischen Bild und Fadenkreuz stattfindet. Nunmehr ist das 
Fernrohr bei unveränderter Stellung des Okularauszuges gegen 
das Objektiv so zu richten, daß das BildA' des Fadenkreuzschnitt- • 
punktes die Pfeilspitze des Bildes B0 deckt. Dann wird die über 
das Objektiv hinaus verlängerte Gerade KO, welche man als die 
Ziellinie bezeichnet, den Naturpunkt, in unserem Falle die Pfeil
spitze P, treffen und man sagt, Punkt P ist eingestellt.

Für die Güte eines Fernrohrs sind hauptsächlich seine Ver
größerung v, sein Gesichtsfeld y und seine Helligkeit h maßgebend.



CcDie Fernrohr Vergrößerung ist das Verhältnis ß der Gesichtswinkel,
unter welchen der vergrößerte Gegenstand im Fernrohr und der 
nicht vergrößerte Gegenstand dem Auge erscheinen. Sie läßt sich, 
wie in Figur 7 in der 
Umklappung angedeutet, 
dadurch leicht finden, daß 
man eine Teilung einer
seits mit dem freien Auge 
und andererseits durch 
das Fernrohr betrachtet. ^
Dann erscheint dem Auge 
der vergrößerte, im Fern
rohr gesehene kleine Lat
tenabschnitt (f) unter 
demselben großen Ge
sichtswinkel a wie der 
nicht vergrößerte, mit 
freiem Auge betrachtete, 
größere Abschnitt L. Das nicht vergrößerte l aber erscheint dem 
freien Auge unter dem Gesichtswinkel ß. Nun ist die Vergröße-

a
rung v = ß • Da es sich um verhältnismäßig kleine Winkel cc
und ß handelt, so kann man mit genügender Annäherung l und L 
als Kreisbögen zum Halbmesser D auffassen. Damit wird aber:

*•*'**

Fig. 7.

pT "e
__ X—---l

~.ir
M-''

A'
n

______V...

K~ D *

L
D L 

v = J = T = T '
Ci

(9)
D

Die Vergrößerung läßt sich auch, wie wir ohne Beweis an
führen wollen, durch die optischen Konstanten des Instrumentes 
ausdrücken; sie ist nämlich:

f(10)
f.

Das Gesichtsfeld y des Fernrohrs ist der Öffnungswinkel des
jenigen Kreiskegels, welcher im Fernrohr auf einmal überblickt 
werden kann. Dasselbe hängt, wie Figur 8 zeigt, von der Öffnung 
d der mit der Fadenkreuzplatte P verbundenen Blende ab.

Das in Bogenminuten ausgedrückte Gesichtsfeld ist:

y = q' d oder angenähert y = , d(u) ? T
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Für festes d == kf0 wird:
- /« = k(/
f f(12) >’ = ]iQ

fo
Hienach ist das Gesichtsfeld zur Vergrößerung umgekehrt 

proportional. Die Diaphragmaöffnung d kann nicht immer bequem 
ermittelt werden. Man richtet dann das Fernrohr so, daß das Bild

/*• a„
i: l~-4j*—-pà—d-

.1.
P au

-4'-fl/
e 0 -

Fisr. 8.

einer geteilten Latte (Fig. 8) zum Durchmesser des Diaphragmas 
wird. Ist l der zwischen den Rändern des Gesichtsfeldes liegende 
Lattenabschnitt, so besteht die Gleichung:

, l 
j-

Nun noch einige Worte über die Fernrohrhelligkeit h. Be
trachtet man einen Gegenstand mit freiem Auge, so wird auf die 
Flächeneinheit der Netzhaut eine Lichtmenge H treffen, welche 
man die Helligkeit des Gegenstandes nennt. Wird der Gegenstand 
durch das Fernrohr gesehen, so ist die Lichtmenge H\ welche 
das Bild auf die Flächeneinheit der Netzhaut sendet, die Bild
helligkeit. Die Fernrohrhelligkeit aber ist das Verhältnis zwischen 
Bildhelligkeit und Helligkeit des Gegenstandes :

(13)

IT(14) h //

Unter Verzicht auf den Beweis sei erwähnt, daß sich die 
Fernrohrhelligkeit durch die Objektivöffnung A (Fig. 8), die Pu
pillenöffnung 0 und die Vergrößerung v ausdrücken läßt; es ist 
nämlich :

As(15) h =
0'ivi'

Man kann jedoch nicht durch beliebige Verkleinerung von 0

« i 
o

<—
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die Fernrohrhelligkeit h beliebig steigern. Der größte Wert von 
h ist:
(16) ^max — 1 •

Dabei ist aber das durch Absorption verloren gegangene Licht 
nicht in Rechnung gezogen.

Aus den Gleichungen (15) und (12) ergibt sich der bemerkens
werte Satz, daß die Fernrohrhelligkcit zum Quadrat der Vergröße
rung v umgekehrt und zum Quadrat des Gesichtsfeldes y direkt 
proportional ist.

Am Fernrohr unterscheidet man verschiedene Achsen:
7. die Ziellinie,
2. die mechanische Fernrohrachse und
3. die optische Achse.
Die Ziellinie ist unter diesen Achsen die wichtigste und ver

bindet den Fadenkreuzschnittpunkt mit dem optischen Mittelpunkt 
des Objektivs; die mechanische Fernrohrachse ist die beiden Bing- 
zylindcrn BB gemeinsame Achse, um welche sich das Fernrohr in 
den Lagern drehen läßt. Von geringerer Bedeutung ist die optische 
Achse, die Verbindungsgerade der optischen Mittelpunkte von 
Okular und Objektiv.

Diese drei Achsen sollen zusammenfallen, d. h. es sollen der 
Fadenkreuzschnittpunkt und die Linsenmittelpunkte auf der me
chanischen Fernrohrachse liegen.

Liegt der Fadenkreuzschnittpunkt nicht auf der mechanischen 
Achse, so spricht man von einer Exzentrizität des Fadenkreuzes.

■du
ft y5 imiïflîrrn- L
•u
MA

;ÆMA ! t w
u*u4k

%-----1 <a
B Vf; f;iA...

b"a*
■X.......  bc- g ■*

Fig. 9.

Dieselbe läßt sich nach Fig. 9 leicht bestimmen und beseitigen. 
Man richtet hiezu das Fernrohr auf eine lotrecht stehende, geteilte 
Latte, so daß der eine Faden _Pj, welcher um x von der mecha
nischen Achse MA absteht, horizontal liegt und liest an der
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in der Entfernung g befindlichen Latte am genannten Faden a0 
ab. Nach einer Drehung des Fernrohrs um 180° um seine me
chanische Achse werde am gleichen Faden, der jetzt die Lage Ft' 
einnimmt, an der Lattenteilung au abgelesen. Nun dreht man das 
Fernrohr in den Lagern um 90°, so daß der ursprünglich lotrechte 
Faden F2, welcher von der mechanischen Achse um y absteht, zum 
horizontalen Faden wird und verfährt im übrigen wie vorhin, wo
bei sich die Ablesungen a0' und at' finden mögen. Aus den in 
Fig. 9a schraffierten, ähnlichen Dreiecken ergibt sich dann sofort:

(«„ - O, V = ijT («„' - O.(17) X = 2fir

wenn b die am Fernrohr abzumessende Bildweite ist. Der Abstand 
e des Fadenkreuzschnittpunktes von der mechanischen Fernrohr
achse oder seine Gesamtexzentrizität ist als die Hypotenuse in 
einem rechtwinkeligen Dreiecke mit den Katheten x und y (Fig. 9 b) :

e —Yx2 -f- y2.

Zur Beseitigung von e muß jeder Faden in horizontaler Lage für 
sich zentriert, d. h. mit Hilfe der Richtschräubchen so verschoben 
werden, daß er die mechanische Achse schneidet. Dies trifft nach 
Fig. 9a zu, wenn die beiden Fäden auf die Mittelwerte aus den 
Ablesungen:

(18)

« — y (“• + “oi und ~ 2 (“»' + ao')(19)

eingestellt werden.
Bezüglich der optischen Achse soll nur bemerkt werden, daß 

durch die exzentrische Lage des optischen Mittelpunktes des Ob
jektivs ein kleiner Fehler in die vorher besprochene Fadenkreuz
zentrierung hineingetragen wird, der jedoch nur selten eine Rolle 
spielt und dort, wo dies zutrifft, wie beim geometrischen Nivelle
ment, durch ein geeignetes Beobachtungsverfahren unschädlich ge
macht werden kann.

Ein Übeistand des von Kepler erfundenen einfachen astrono
mischen Fernrohrs ist die ihm anhaftende starke Kugel- und Far
benabweichung. Ihr störender Einfluß läßt sich aber durch geeig
nete Linsenverbindungen soweit beheben, daß er vollkommen be
langlos wird.

Aus diesen Gründen verwendet man heutzutage auch bei den 
Meßfernrohren zusammengesetzte Okulare und Objektive. Dar-



ist. Dieses Okular ist seiner optischen Wirkung nach eigentlich 
ein zusammengesetztes Objektiv, da die eigentliche Objektivlinse 
L und das Kollektiv Lx zusammen das reelle Bild erzeugen, wel
ches durch das Augenglas L0 als Lupe betrachtet wird. Lediglich 
der Umstand, daß L0 und Lt zusammen in der Okularröhre be
festigt sind, rechtfertigt einigermaßen die Bezeichnung als zusam
mengesetztes Okular.

Das Ramsden-Ofrw- 
lar (Fig. 11) aber kann 
mit vollem Recht ein zu
sammengesetztes Okular 
genannt werden. Auch hier 
haben wir es mit einem '<
Augenglas L0 und einem 
Kollektiv £1? zwei plan
konvexen Linsen mit einem gemeinsamen Brennpunkt F01, zu tun, 
die aber ihre gewölbten Seiten einander zukehren. Hier gilt die 
Beziehung:

l L—if KJb,__ "f

n

l’ig. 11.

1) Um 1660 erfunden.
2) Um 1760 erfunden.
3) Dollond verfertigte 1758 auf Veranlassung Eulers das erste 

achromatische Fernrohr. Um die weitere Ausbildung solcher Instru
mente erwarb sich besonders Fraunhofer große Verdienste.
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unter sind die wichtigsten das Okular von Huygens1), dasjenige 
von Ramsden2) und das achromatische Objektiv3).

Beim Huygens-Okular (Fig. 10) besitzen zwei um den Betrag 
d abstehende Linsen L0 und Llx das Augenglas und das Kollektiv 
mit den Brennweiten f0 
und /j, gemeinsamen hin
teren Brennpunkt F01. L0 L
und Lx sind plankonvexe Fa ç-----
Linsen, welche ihre ge
wölbte Seite dem Objektiv 
zukehren. Die Dimensionen 
sind so gewählt, daß das 
Verhältnis:

f- y
LKt W----- -x------

L
k-- fg --4

fi ....... ~*ijo~
(Fig. 10.

(20) 1:2:3
wird. Außerdem halbiert die Bildebene den Abstand d beider 
Linsen, so daß auch:

d r(21)

- 
I
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(22) U = 5:4:9.
Das Fadenkreuz liegt sehr nahe am Kollektiv zwischen diesem und 
dem Objektiv L.

Über die Leistungsfähigkeit der einzelnen Fernrohre gibt die 
folgende Zusammenstellung, auf deren Beweis hier verzichtet wer
den muß, Auskunft:

Ver
größerung

Gesichts
feld

Fernrohr
helligkeit

Einfaches astrono
misches Fernrohr h7

Huygens-Fernrohr v = ~ 3 9 7
T/lll =3V

Ramsden-Fernrohr v" = v

(23) 7 = yZ
„ 9

7 = 77
81h" = h.io y

Außerdem ist darauf hinzu weisen, daß beim Huygens-Fernrohr 
das Fadenkreuz eine sehr geschützte Lage besitzt, während das 
Ramsden-Fernrohr perspektivisch bessere Bilder liefert.

Eine sehr wichtige Errungenschaft ist das achromatische Ob
jektiv (Fig. 12), welches aus einer bikonvexen Kronglaslinse L' 

und einer daran gekitteten optisch dichteren, plan
konkaven Flintglaslinse L" besteht. L' ist dem 
Gegenstand und L" dem Okular zugekehrt.

Der mittlere Zielfehler mz des Meßfernrohrs 
ist unter sonst gleichen Verhältnissen zur Ver
größerung v umgekehrt proportional. Er ist 
nach zahlreichen Versuchen von Stampfer und 

Wagner1) unter günstigen Verhältnissen rund:

100

L\ ■L"

Fig. 12.

8"m" = ± —Z v

4. Libellen und ihre Verbindung mit Instrumen
ten. Libellen sind die feinsten Mittel zur Lotrechtstellung und 
Horizontalstellung von Geraden und Ebenen und dienen auch zur 
Messung von kleinen Neigungswinkeln. Unter diesen auf dem Prin
zip des Auftriebs beruhenden Instrumenten unterscheidet man 
Dosenlibellen und Röhrenlibellen.

a) Dosenlibellen. Die Dosenlibelle, welche einen geringen 
Genauigkeitsgrad besitzt, dient nur zur angenäherten Orientierung 
von Geraden und Ebenen gegen das Lot und besteht aus einem

(21)

1) Prechtls Jahrbücher des k. k. polytechnischen Instituts, Bd. 18
S. 230 und Zeitschrift für Vermessungswesen 1886, S. 87 u. d. f.



zylindrischen, oben durch eine Kugelkappe abgeschlossenen Glas
gefäß, das mit Weingeist gefüllt ist (Fig. 13). Auf diesem 
schwimmt eine aus dem Dampf 
der Füllflüssigkeit bestehende 
Blase. Da dieselbe den jeweils 
höchsten Punkt der Kugel
kappe, zu dem ein lotrechter 
Halbmesser führt, konzentrisch 
umgibt, so ist die Tangential
ebene an die Kugelkappe im 
Blasenmittelpunkt stets eine 
Horizontalebene. Auf der Ku
gelkappe ist eine von konzen
trischen Kreisen umgebene Mit
telmarke M so gewählt, daß 
die in ihr gezogene Tangential
ebene -Ł' zur AufsatzflächeM
A A der Dosenlibelle parallel 
ist. Dann wird stets, wenn die 
Libelle einspielt, d. h. wenn 
der Blasenmittelpunkt unter 
die notwendigerweise außen angebrachte Mittelmarke fällt, die 
Aufsatzfläche AA und ihre Unterlage horizontal liegen. Ebenso 
wird dann auch jede zum Mittelhalbmesser CM parallele Gerade 
oder Achse lotrecht stehen. Die Untersuchung der Dosenlibelle 
entspricht vollkommen derjenigen der im folgenden ausführlicher 
behandelten, feineren Röhrenlibelle.

b) Röhrenlibellen. Die Röhren- oder Tonnenlibelle besteht 
aus einer tonnenförmig ausgeschliffenen, an beiden Enden luft
dicht verschlossenen Glasröhre, welche mit einer sehr leicht be
weglichen Flüssigkeit, meist Schwefeläther, gefüllt ist (Fig. 14). 
Darauf schwimmt wieder der Dampf der Flüssigkeit. Man kann

M
_ Ejr

mH 1
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V/
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Fig. 13.
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(27) ff ff
P = Q

sich die Innenfläche der Röhrenlibelle auch dadurch entstanden 
denken, daß ein sehr flacher Kreisbogen um seine Sehne, die Ro
tationsachse1) RR der Libelle rotiert. Diesen Bogen bezeichnet

man als die Schli ff kurve 
der Libelle. An der 
Außenseite der Röhre ist 
längs der zur Lotebene 
durch RR gehörigen 
Schliffkurve eine Tei
lung aufgebracht, deren 

Mittelstrich M (10 in Fig. 15) in die Äquatorebene der Libellen- 
schliffläche fällt. Die Tangente T an den unter dem Teilungs
mittelpunkt M liegenden Punkt der Schliffkurve heißt gewöhnlich 
kurzweg die Libellenachse1). Bei einspielender Libelle wird die Blase 
die Mittelmarke M in der Horizontalprojektion (von oben gesehen) 
symmetrisch umgeben und M ist dann der höchste Punkt der 
Schliff kurve. Also steht für diesen Fall der Halbmesser CM lot
recht und die Libellenachse TM liegt horizontal. Die Teilungsein
heit a ist entweder eine Pariser Linie (l P. L. = 2,256 mm) oder 
2 mm. Den Ort h der Blasenmitte, den Blasenstand, gewinnt man 
als das arithmetische Mittel aus den Ablesungen at, a2 an den Blasen

enden:

1
M I 11 I i il | >

20 r< l'F i

Q ] l) Oß
Fig. 15.

T’A\ (25) 6 = Ä (ai + a%)
«

z. B. für Fig. 15:
-ł (1,5 + 7,9) = 4,7.

Der Libellenausschlag A ist der Ab
stand des Blasenmittelpunktes b von 
der Mittelmarke ifcf; man hat hiefür:

A = (M - b) a.

Die nach zwei benachbarten Tei
lungspunkten gezogenen Halbmesser 

schließen einen kleinen Winkel p ein, welcher als 'J'eilweri der 
Libelle bezeichnet wird. Nach Fig. 16 ist derselbe:

T

< a
<V

(26)

Fig. 16.

1) Manchmal wird von der Libellenachse 1M ganz abgesehen 
und die Rotationsachse RR der Libelle als Libellenachse bezeichnet 
(Vogler, Geodätische Übungen, II. Teil, 3. Aufl. Berlin 1913).
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Zur Teilwertbestimmungr) verbindet man die Libelle fest mit 
einem kippbaren Fernrohre (Fig. 17) so, daß dessen Ziellinie zur 
Libellenachse wenigstens in grober Annäherung parallel ist und 
richtet hierauf das an

horizontale tbnähernd
Fernrohr auf eine in 
der Entfernung D ste
hende lotrechte Latte.
Dann wird sich zu 
einem Blasenstand b 
eine Lattenablesung ax 
finden.
kleine Drehung an der Kippschraube wird sowohl die Neigung 
der Ziellinie als auch diejenige der Libellenachse um den gleichen 
Betrag ß im selben Sinne geändert und es gehört jetzt zu einem 
zweiten Blasenstande b2 eine Lattenablesung a2. Nun läßt sich 
die Neigungsänderung ß zweimal ausdrücken:

h <h

—'T ß
:

21 — -----* aj
Fig. 17.

Durch eine

a(28) oder <x" — w • n
Q

//= w • p .a — w • —
r
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wenn r den Halbmesser der Libellenschliff kurve vorstellt. Da auf 
den Halbmessern der Libellenschliff kurve die zugehörigen Tan
genten senkrecht stehen, kann man den Libellenteilwert auch 
als den Winkel auffassen, um welchen die Neigung der Libellen
achse zu ändern ist, damit die Blasenmitte um einen Teilstrich 
fortschreitet.

Eine beliebige Neigungsänderung a der Libellenachse, zu 
welcher ein Blasenweg ic gehöi’t, läßt sich nach Fig. 16 einfach 
durch w und p ausdrücken :

Qrr rr l tr
ß = p -p = w • p(29)

wenn:
ß2 !■>

gesetzt wird. Es ist also der gesuchte Teilwert:
u n l

p = ? tb'

b2 — bi = w

(30)

Beispiel. An einer in der Entfernung D = 100 m stehenden

1) Am bequemsten findet man den Teilwert mit einem beson
deren Hilfsinstrument, dem Legebrett oder Libellenprüfer.

K—

-. ! 
S



Latte landen sich zu den in 
Tabelle 1 stehenden Blasen
wegen die danebenstehenden 
Lattenabschnitte.

Um alle diese Beobach
tungen für die Teilwertbestim
mung gleichmäßig verwerten 
zu können, denken wir uns für 
jedes Wertepaar w, l die Glei
chung (29) angeschrieben und 
dann alle Gleichungen addiert:

Tabelle 1.

m =p"[w].

Daraus findet sich für den Teil wert der Mittelwert:
qVI(31) D[w]

Nach dieser Gleichung ist der Teilwert:
206265- 30,7\" „
10000 • 60,1 ) U, > '

Eine Libelle, welche zu feineren Messungen dient, ist auf 
die Gleichmäßigkeit der Krümmung ihrer Schliffkurve zu unter
suchen. Ist diese Gleichmäßigkeit vorhanden, so sind die Neigungs
änderungen zu den Blasenwegen proportional.1)

Jede Libelle besitzt einerseits zu ihrem Schutz andererseits 
zur Verbindung mit ihrer Unterlage eine möglichst spannungsfreie

Fassung (Fig. 18). Für 
die Zwecke der Berich- 

a tigung ist es nötig, daß, 
wie in der Figur an ge
deutet, ein Libellenende 
im vertikalen und das 
andere im horizontalen 
Sinne durch Riclit- 

schräubchen r und r etwas verstellt werden kann.

i" = ((32)

b
iE

UZ

—sr'O fl»1' Fig. 18.

1) Siehe hiezu L. Löwenherz, Die Tätigkeit der Physikalisch- 
Technischen Beichsanstalt bis Ende 1890 in der Zeitschrift für Instru
mentenkunde 1891, S. 166 und Samel, Der Einfluß von Luftdruck 
und Temperatur auf die Angabe von Böhrenlibellen in der Zeitschrift 
für Vermessungskunde 1913, S. 669.
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Die wichtigsten, sich durch den Zweck und die Art der 
Fassung unterscheidenden Röhrenlibellen sind:

1) die Setzlibelle oder Tischlibelle,
2) die Reitlibelle,
3) die mit dem ganzen Instrumente fest verbundene Li

belle.1)
Die Setzlibelle ist eine Libelle mit ebener Rahn, welche zur 

Horizontalstellung von Ebenen dient. Sie ist berichtigt, wenn ihre 
Achse zur Bahn ihrer Unterlage parallel ist. Im anderen Fall 
spricht man von einem Neigimgs fehler 8 und versteht darunter 
den Winkel der Libellen-

A
achse mit ihrer ebenen 
Bahn. Zur Untersuchung 
bringt man durch Neigen 
der Unterlage die Libelle 
zum Einspielen (Fig. 19).
Dann liegt die Libellen
achse horizontal und ihr 
Winkel mit der Unterlage -f 
ist ihr Neigungsfehler 8.
Setzt man die Libelle um, so schließt sie mit der Unterlage wieder 
den gleichen Winkel 8 ein; ihr Winkel mit der Horizontalen ist aber 
als Außenwinkel im Dreieck ÄB' C' gleich dem doppelten Nei
gungsfehler 2 d, welchem der Ausschlag A entspricht. Zur Be
seitigung des Neigungsfehlers ist mit Hilfe des vertikal wirkenden 
Richtschräubchens das eine Libellenende zu heben oder zu senken,
bis —, die Hälfte des Ausschlags, beseitigt ist. Wird die berichtigte
Libelle auf eine geneigte 
Ebene gesetzt, so gibt ihr 
Ausschlag unmittelbar in 
Teilwertseinheiten 
Neigung der Ebene in der 
Richtung der Libellen
achse an. Man kann diesen 
Neigungswinkel a einer 
Richtung TJ aber auch mit 
nicht berichtigter Libelle messen. Nach der schematischen Darstel-

A.
W’ \

\---- -------- ,
'' C'yy

Ad
Fig. 19.

fe »
Ao h y

die A
uA/ di/V ; a

H
Fig. 20.

1) Vielfach ist auch nur eine teilweise Verbindung zwischen 
Libelle und Instrument vorhanden. So kann die Libelle mit dem 
Fernrohr oder den Fernrohrstützen fest verbunden sein, wenn das 
Fernrohr in den Stützen umgelegt werden kann.



Umsetzen auf einer zy
lindrischen Achse Au ein- 

J gerichtet.
Es muß hier zu

nächst gefordert werden, 
daß die Libellenachse 

mit der Achse der Unterlage in einer Ebene liegt. Sonst besteht 
ein Kreuzungsfeh 1er. Zur Feststellung dieses Fehlers dreht man 
die Libelle von der Mittellage 1 aus, die sie gewöhnlich einnimmt 
(Fig. 22), nach beiden Seiten um die Achse Au der Unterlage. Ist

ein Kreuzungsfehler vor
handen, so wird sich die 
Blase nach verschiedenen 
Seiten gegen die jeweils 
höchsten Punkte der 
SchlifFkurve hin bewegen. 
Zur Beseitigung dieses 

Kreuzungsfehlers ist der Libellenkörper in der Fassung durch die 
wagrecht wirkenden Richtschräubchen rr vei’schiebbar. Sind die 
Libellenachse und die Achse der Unterlage in eine Ebene gebracht, 
so ist der Winkel, welchen beide einschließen, der Neigungsfehler 
ö. Derselbe wird ebenso wie voi'hin durch Umsetzen der Libelle 
auf der Unterlage bestimmt und beseitigt. Auch der Neigungs-

Fig. 21.

Au ___—

Fig. 22.

Die Richtung der Geraden U, für welche u gilt, ist durch 
den Sinn der Libellenbezifferung in der ersten Lage bestimmt.

Die Beitlibelle be
sitzt Füße mit gabelför
migen Enden (Fig. 21)

s
-r'
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lung in Figur 20 ist, wenn H den Horizont und M den Blasen
stand für horizontale Unterlage und beseitigten Neigungsfehler 
bedeutet, der erste Blasenstand:

(33) 5, = M + a — S

und nach dem Umsetzen wird der zweite Blasenstand:

(34) b,= M - tt — S.
Also ist:

hj ■— b2 — 2u
und:

y(Pi ~~ ^)-(35) u =
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winkel der Achse der Unterlage kann, wenn nur erst der Kreu
zungsfehler beseitigt ist, wieder mit nichtberichtigter Libelle nach 
(35) gefunden werden.

Sitzt die Reitlibelle auf einem Ringfernrohr, so kann man 
durch Zentrieren des Fadenkreuzes auch noch die Ziellinie zur 
Libellenachse und zur mechanischen Achse parallel stellen.

Es würde zu weit führen, alle Verbindungen von Libelle und 
Fernrohr hier zu besprechen; es soll nur noch gezeigt werden, wie 
Ziellinie und Libellenachse zueinander parallel gestellt werden 
können, wenn alle Teile des Instrumentes unter sich und mit der 
Libelle fest verbunden 
sind. In diesem Falle führt 
man die Berichtigung am 
besten mitzwei äußeren In
strumentenaufstellungen 

durch (Fig.23). Man stellt 
erst das Instrument in 
einem Punkte A auf und 
erhält bei einspielender 
Libelle an der nach ein
ander in C und _D stehen
den Latte die der geneigten Ziellinie (ö) entsprechenden fehler
haften Ablesungen (l) und (2) statt der einer horizontalen Sicht 
entsprechenden richtigen Werte 1 und 2. Dann geht man mit dem 
Instrument auf einen um den Lattenabstand a über L hinausge
legenen Punkt B und liest dort bei einspielender Libelle an der in 
D und hierauf in C stehenden Latte (3) und (4) an Stelle von 3 
und 4 ab. Nun läßt sich der Höhenunterschied h der beiden Latten
standpunkte zweimal ausdrücken. Nach Figur 23 ist:

7, = i_2 = 4 — 3

m- ß)
4"

2T
B

DhC

-f
A

Fig. 23.

(36)

oder:
(37) 4 — 1 — 2 + 3.

Nun ist aber, da die in der Figur schraffierten Dreiecke kon
gruent sind:
(38) 1 = (1) — A, 2 = (2) — £ — A, 3 = (3) — e;

also wird aus (37):
(39) 4-(l)-(2) + (3);
d. h. man kann nach Gleichung (39) aus den fehlerhaften Ab-

Timerding, Handbuch III 7
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lesungen (l), (2), (3) die der horizontalen Lage der Ziellinie 
entsprechende Ablesung 4 berechnen. Man braucht, um Paral
lelismus zwischen Ziellinie und Libellenachse herzustellen, nur 
hei einspielender Libelle, also bei horizontaler Libellenachse das 
Fadenkreuz im vertikalen Sinne so lange zu verschieben, bis der 
•berechnete Wert 4 erscheint. Dann sind Ziellinie und Libellen
achse horizontal und, von einem etwaigen Kreuzungsfehler abge
sehen, zueinander parallel.

5. Instrumente zum Abstecken fester Horizontal
winkel. Man versteht unter einem Lagewinkel, Positionswinkel 
oder schiefen Winkel einen Winkel, dessen Ebene eine beliebige 
Lage besitzt. Ein Horizontalwinkel hingegen ist derjenige Winkel, 
welcher von den die Schenkel des Lagewinkels enthaltenden Lot
ebenen eingeschlossen wird. Man kann daher den Horizontalwinkel 
auch als die Horizontalprojektion eines Lagewinkels auffassen.

Für die später besprochene Aufnahme durch rechtwinkelige 
Koox’dinaten ist es wichtig, einfache Instrumente zur Absteckung 
von Senkrechten, allgemeiner zur Absteckung von festen Horizontal
winkeln zu besitzen. Diese Instrumente scheiden sich nach dem 
Grundgedanken in

a) Diopterinstrumente,
b) Spiegelinstrumente,
c) Prismeninstrumente.
a) Diopterinstrumente zum Abstecken fester Winkel.

Diese besitzen zwei zueinander senkrechte Diopterzielebenen, welche 
in Figur 24 durch die Schaulöcher und Objektivspalten olol'si 
und o3o.A's4 bezeichnet sind. Damit diese Zielebenen Lotebenen 
werden und die abgesteckten Winkel, deren Schenkel in diesen 

Lotebenen liegen, Horizontalwinkel von der ge
wünschten Größe vorstellen, muß die Schnitt
gerade der Zielebenen, die Achse des Instru
mentes, lotrecht stehen. Dies wird am einfachsten 
durch eine Dosenlibelle D, welche bei der Mes
sung zum Einspielen gebracht wird, erreicht. 

]p Eines der zweckmäßigsten von diesen Diopter
instrumenten ist die in Figur 24 dargestellte 
Kegelkreuzscheibe, bei welcher die Zielebene 
durch Spalten und Schaulöcher in der Mantel
fläche eines auf einer kräftigen Grundplatte P 
sitzenden Kegelstumpfes bezeichnet sind. Bei 

der Absteckung eines rechten Horizontalwinkels P1P0P2 wird das 
Instrument mit lotrechter Achse in P0 aufgestellt und gedreht, bis

D i
°3 \°2°1,

\I s3 Vs,

% &’°3

Fig. 24.
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Pt in der Ziellotebene o1s2 liegt (Fig. 25). Hierauf wird bei un
veränderter Stellung des Instrumentes ein der zweiten lotrechten 
Zielebene angeköriger Punkt P2 im Feld bezeichnet.

fP* D
d'1-\-Xd

l«2
/ JbAi Ï2 4 -fJL------ i—\la Po\ 0
Fig. 26.

Zur Untersuchung des 
Instrumentes steckt man in 
einem Punkt C der Geraden1) 
AB, d. h. der Lotebene durch 

die Punkte AB den festen Winkel a, welche die Diopterzielebenen 
einschließen, einmal von A aus und ein zweites Mal von B aus ab 
(Fig. 26). Geht die zweite Zielebene bei diesen beiden Absteckun
gen durch zwei in verschiedenen Richtungen liegende Punkte D' 
und D", so ist cc kein rechter Winkel und das Instrument zur Ab
steckung von rechten Winkeln unbrauchbar. In der vorbeschrie
benen Weise können auch die folgenden Spiegel- und Prismeninstru
mente untersucht werden.

b) Spiegelinstrumente zum Ab
stecken fester Winkel. Yon den Spiegel
instrumenten dieser Art soll der zur Ab
steckung von rechten Winkeln dienende ein
fache Winkelspiegel herausgegriffen werden.
Derselbe besteht aus zwei in einem Gehäuse 
(Fig. 27) befestigten Spiegeln s1, s2, die einen 
Winkel a = 45° miteinander einschließen.
Über den Spiegeln befinden sich Fenster /j, f2, 
welche dem Auge über die Spiegel hinweg 
freie Sicht gewähren. Die Wirkungsweise 
des Winkelspiegels beruht auf dem bekann
ten optischen Satze, daß die Ablenkung ty 
eines senkrecht zur Spiegelschnittkante einfal
lenden Strahls durch doppelte Spiegelung an zwei ebenen Spiegeln

1) Diese abkürzende Bezeichnung Gerade AB für Lotebene durch 
die Punkte AB wird in der Geodäsie allgemein gebraucht, wenn es 
sich um Horizontalprojektionen handelt.

'fii

Fig. 25.
1

f,f*

ll

Fig. 27.

rj *
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A

Fig. 28.

deckenden zweimal reflektierten Bilder von A und B um 90° ab
gelenkt. In der Richtung (Lotebene), in welcher diese Bilder bei 

lotrechter Lage der Spiegelschnittgeradèn er
scheinen, wird ein Punkt B bezeichnet. ACD ist 
dann ein rechter Horizontalwinkel. Stellt sich bei 
der Untersuchung des Instrumentes heraus, daß a 
nicht genau 45° ist, so kann die Abweichung durch 
Richtschräubchen (d, e in Fig. 29) an dem um ein 
Scharnier drehbaren Spiegel s2 beseitigt werden, 

c) Prismeninstrumente zum Abstecken 
fester Winkel. Das wichtigste unter den Prismeninstrumenten zum 
Abstecken von rechten Winkeln ist das 
Bauern fein d’sche Winkelprisma mit recht- 

(j winkelig gleichschenke- 
ligem Querschnittsdreieck.
Dasselbe (Fig. 31) ist auf 
der Hypotenusenfläche B C 
mit Spiegelbeleg versehen 
und für den Gebrauch in 
eine Fassung gebracht.
Seine Wirkung stützt sich 
auf den folgenden op
tischen Satz (Fig. 32):

82

SiFig. 29.

B

B
ir-^ii

A
1

'74 CA

Fig. 32.Fig. 31.

'D

Fig 30.

£ £
A B
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das doppelte des Öffnungswinkels a dieser Spiegel ist, also:
i/i = 2a.

Dieser wichtige Satz kann auch aus Figur 28 leicht abgelesen 
werden. Wird a — 45° gemacht, so erhält man den 45°-Winkel-

spiegel zum Abstecken von rechten 
Winkeln. Beim Gebrauch des In
strumentes zum Errichten einer 
Senkrechten CB auf AR in C 
(Fig. 30) stellt man sich in C auf 
und sieht dann im Spiegel die sich

(40)

V»=2a

B

y
Co

/
8

/

\

«a/

Ą

06
/
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Ein in ein dreiseitiges Prisma senkrecht zu den Prismenkanten ein
tretender Strahl besitzt, wenn er im Prisma zweimal reflektiert wird, 
nach dem Austritt aus demselben die konstante Bichtungsablenkung 

A, wenn <$Z A — 2 C ist.
Diese Forderung trifft für das Bauernfeind’sche Winkel

prisma zu, da hier A = 90° und C — 45° ist. Die bei 2 (Fig. 32) 
an der Kathetenfläche A C stattfindende Spiegelung ist eine totale, 
die auf der Hypotenusenfläche BC in 3 stattfindende eine gewöhn
liche Reflexion.

Über den Gebrauch und die Untersuchung dieses Instrumentes 
gilt das unter a) und b) Gesagte. Das Winkelprisma, welches bei 
lotrechter Lage der Prismenkanten gebraucht wird, besitzt gegen
über dem Winkelspiegel den Vorzug, daß es nicht mehr berichtigt 
zu werden braucht, wenn die erste Untersuchung die Richtigkeit 
seiner Querschnittswinkel erwiesen hat. Auch sind infolge der 
einen totalen Reflexion die Bilder im Prisma etwas heller als im 
Winkel Spiegel. Ferner ist das Instrument viel handlicher als ein 
Spiegel- oder ein Diopterinstrument. Doch besitzen sowohl der 
Winkelspiegel als auch das noch bequemere Winkelprisma den 
Nachteil, daß sie mangels vertikaler Zielebenen in einfacher Weise 
nur im flachen, annähernd horizontalen Gelände verwendet werden 
können. In stark hügeligem Gelände muß man wieder zu den 
früher das Feld allein beherrschenden, schwerfälligen Diopter
instrumenten greifen oder durch besondere Kunstgriffe (Lot
bilder) sich ein größeres vertikales Zielfeld verschaffen. Was 
die Genauigkeitsfrage anlangt, so ist der mittlere Fehler eines 
mit dem Winkelprisma abgesteckten Winkels etwa l', während er 
bei Verwendung eines Diopterinstrumentes oder des Winkelspiegels 
etwa 2' beträgt.

6. Der Theodolit. Der Theodolit ist ein Instrument, 
welches zur genauen Messung von beliebigen Horizontalwinkeln 
dient und vielfach auch für die Höhenwinkelmessung einge
richtet ist.

a) Hauptbestandteile des Theodolits. Der Theodolit be
steht im wesentlichen aus einem durch ein Fußgestell (Fig. 33) 
getragenen horizontalen Kreis Kr Kr und einer mit einem 
kippbaren, d. h. um eine horizontale Achse drehbaren Fern
rohr ausgestatteten Zeiger Vorrichtung AA, der Alhidade, welche 
sich um eine lotrechte, den Kreismittelpunkt enthaltende Achse 
im horizontalen Sinn drehen läßt. Hiebei wird die Alhidade 
in der Regel durch die den Alhidadenzapfen Z fassende Drei
fußbüchse BB geführt. Außerdem ist das Instrument mit Ab-
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lesev or rieht ungen, Klemmen, Feinstell- und Richtschratiben sowie mit 
Libellen (X) für die Achsenberichtigung ausgestattet. Theodolite,

welche auch zur Mes
sung von Höhenwinkeln 
dienen sollen, sind noch 
mit einem Höhenkreis V 
ausgerüstet.

Die rechtssinnig 
(im Uhrzeigersinn) be
zifferte Kreisteilung1) ist 
auf einen in den Kreis 
eingelegten Silberstei
fen Kr, den Limbus, auf
gebracht. Der Kreis ist 
bei den meisten Instru-

A

A_ A

L—K
A

Kr.

fjf
VB
1 d

F F_ Qs aactiSEH 3
rz«BE ü iS'ÎSXSïJ

HA ü

Fig. 33. Fig. 31.

menten fest mit dem Fußgestell verbunden, bei manchen sitzt er auch 
nur durch Reibung auf und kann verstellt wei’den. Das Fernrohr 
wird durch zwei auf der Alhidade sitzende Stützen, die Fernrohr
stützen getragen, deren gabelförmige Enden (Fig. 34) die Enden der 
mit dem Fernrohr fest verbundenen Kippachse tragen. Das Fernrohr 
ist ein achromatisches und meist mit einem Huygens- oder Rams- 
denokular ausgestattet. Es läßt sich durchschlagen, manchmal auch 
umlegen. Beim Durchschlagen des Fernrohrs findet eine Drehung 
um die Horizontalachse statt; Okular und Objektiv vertauschen hie
bei ihre Stelle, während die Kippachsenenden in ihren Lagern bleiben. 
Beim Umlegen hingegen findet eine Drehung um die Längsachse

1) Kreisteilungen werden auf eigenen Kreisteilmaschinen her
gestellt, um deren Vollendung sich besonders Reichenbach unver
gängliche Verdienste erworben hat. Zwei Kreisteilmaschinen sind 
im Deutschen Museum in München zu sehen.
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ozzA)Zj K,K:
1: 1

2 2
Z2(Z,) °t

b) Umlegen
0» 0, KtZ*

a) Durchschlagen
Fig. 35.

des Fernrohrs stait, die Achszapfen vertauschen ihre Lager, Okular 
und Objektiv jedoch bleiben an ihrer Stelle. Diese beiden wichtigen 
Bewegungen sind in der Abbildung 35 unter der Annahme ver
anschaulicht, daß die Ziellinie KO auf der Horizontalachse Z^Z^ 
nicht genau senkrecht steht.

Für die später zu besprechende Achsenberichtigung dienen 
Libellen. Viele Theodolite besitzen zwischen den Fernrohrstützen 
eine Dosenlibelle, welche zur angenäherten Lotrechtstellung der 
Alhidadenachse dient. Die genaue Berichtigung erfolgt durch Röhren
libellen, die mit dem Instrument in verschiedener Weise verbunden 
sind. Eine auf der Alhidade sitzende Libelle ist eine Alhidaden- 
libelle; die Fernrohrlibelle sitzt auf dem Fernrohr und die Kipp- 
achsenlibelle ist mit der Kippachse, 
auf der sie umgesetzt werden kann, A 
gleichgerichtet.

Zur Festhaltung des Fernrohrs - 
während der Beobachtung dienen Klem
men. Greifen diese am Rande des Kreises 
an, so spricht man von Randklemmen; 
fassen sie aber an der Dreifußbüchse, 
also in der Nähe der Alhidadenachse 
an, so handelt es sich um Achsen
klemmen. Mit der Klemme ist fast 
immer eine Feinstellung verbunden, 
welche zur Feinbewegung des Fern
rohrs nach vorhergegangener grober 
Einstellung dient. Fig. 36 veranschau
licht eine Randklemme mit tangentialer 
Feinbewegung. Mit der Alhidade A 
ist ein Ansatzstück a fest verbunden.
Dasselbe trägt einerseits in einem Lager 
die Feinstellschraube F, andererseits 
ein Federhäuschen H oder auch eine 
Gegenschraube zu F. Zwischen der 
Feinstellschraube F und dem Stift

FKr

K

6 fma©

©

11

K
TOR

Fig. 36 a.

KG
Kr A

y/7Æy//.
B

Fig. 36 b.
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des Federhäuschens liegt ein am Kreis Kr verschiebbares Gleit
stück 6r, in welchem die Klemmschraube K gelagert ist. Solange 
die Klemme nicht angezogen wird, gehen hei einer Drehung der 
Alhidade alle bisher genannten Bestandteile mit. Wird jedoch K 
angezogen, so preßt sich der Bremsklotz B fest an den Kreis, so 
daß feste Verbindung zwischen Kreis und Alhidade hergestellt ist. 
Bei angezogener Klemme ist trotzdem noch eine Feinbewegung 
zwischen Kreis und Alhidade möglich. Wird nämlich an der Fein
stellschraube F gedreht, so verschieben sich das Ansatzstück a 
und die damit fest verbundene Alhidade A um ein Geringes gegen 
das nunmehr fest am Kreis sitzende Gleitsück Gr und damit auch 
gegen den Kreis. Klemmen und Feinstellungen sind sowohl für 
die Horizontalbewegung als auch für die Höhenbewegung des 
Fernrohrs in Verwendung.

Das Fußgestell ist in der Regel ein durch Stellschrauben F 
(Fig. 33) verstellbarer Dreifuß. Diese Stellschrauben sitzen meist 
auf besonderen Unterlagsplättchen, wodurch eine größere Stand
festigkeit des Instrumentes erreicht wird.

Kann der Theodolit nicht auf einem Pfeiler oder einer festen 
Säule frei aufgestellt werden, so dient zu seiner festen Verbindung 
mit der Umgehung ein Dreifußstativ, mit dessen Kopf das Instru
ment durch Schraube (Stativ- oder Herzschraube) und Gegen
feder fest verbunden wird. Die zentrische Aufstellung des Instru
mentes über einem bestimmten Bodenpunkt wird durch ein an 
der Stativschrauhe hängendes Lot ermöglicht.

b) Ablesevorrichtungen am Theodolit. Zu den wichtigsten 
Bestandteilen des Theodolits gehören die zur Unschädlichmachung 
des periodisch veränderlichen Exzentrizitätsfehlers diametral an 
der Alhidade angebrachten Ablesevorrichtungen, unter denen für 
gewöhnliche Zwecke neben dem einfachen Zeiger besonders der 
Nonius und für feinere Arbeiten das Schraubenmikroskop zu 
nennen sind.

a) Der einfache Zeiger. Der einfache Zeiger, welcher wie 
die übrigen Ablesevorrichtungen 
sowohl bei Längen- als auch bei 
Winkelteilungen Verwendung fin- 

n T [ det, ist ein Strich (Z in Fig. 37), 
eine Spitze oder Kante, welche 
diejenige Stelle der Teilung be
zeichnet, an welcher abgelesen 

werden soll. Eine häufig über dem Zeiger befindliche Lupe er
höht die Genauigkeit der Ablesung,

£

21
Fig. 37.



ß) Der Nonius. Derselbe ist ein längs der Hauptteilung ver
schiebbarer Hilfsmaßstab, dessen Nullstrich Z (Fig. 38) den eigent
lichen Zeigerstrich vor
stellt. Auf die Noniuslänge 
L treffen n Noniusteile N 7 
und n — 1 oder n -fl I
Maßstabteile M. Im ersten 
Fall hat man es mit einem 
nachtragenden Nonius, im 
zweiten mit einem Vor
tragenden Nonius zu tun.
Beim nachtragenden Nonius bleiben die Noniusstriche hinter den 
entsprechenden Strichen der Hauptteilung zurück und beide Tei
lungen, Hauptteilung und Noniusteilung, sind gleichsinnig beziffert. 
Beim Vortragenden No
nius, welcher für geodä
tische Zwecke kaum ver- 1 
wendet wird, finden die -L 
umgekehrten Erscheinun
gen statt. Die Ablesung 
mit dem nachtragenden 
Nonius sei an der Hand 
von Figur 39 für Winkelteilung erklärt. Die gesuchte Ablesung A, 
auf welche der Noniusnullstrich hinweist, setzt sich in folgender 
Weise zusammen:

L-{n-l)M
6 5

\M\
( l.vL I

I Hauptteilung 
i Nonius

10 L = n N<■

Fig. 38.

~it.... — iMrMr
? ;

i
TTTTTT A„

tO(n) rNfT
Fig. 39.

(41) A = A0 -F iM + R.

Darin bedeutet A0 die Ablesung an dem dem Noniusnullpunkt 
vorhergehenden Gradstrich, i die Zahl der ganzen zwischen A0 
und Z liegenden Kreisteile M und R ein mit dem Nonius zu be
stimmendes Beststück. Es wird sich am Nonius eine Stelle T aus
findig machen lassen, wo — bei weiter getriebener Teilung — 
ein Strich der Hauptteilung mit einem Strich der Nebenteilung 
zusammenlällt. Dieser Punkt, welcher um r Noniusteile von Z 
abstehen soll, heißt Treffpunkt oder Koinzidenzstelle. Nach dem 
Gesagten läßt sich R als Differenz ausdrücken:

R = rM — rN — r {M — N) = r • a.

Die Größe a = M — N, welche den Unterschied zwischen einem 
Maßstabteil und einem Noniusteil vorstellt, heißt die Nonius
angabe oder Noniuseinheit. Dieselbe findet sich nach Fig. 38 aus 
der Gleichung:

(42)
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L = nN = (n 

durch eine leichte Rechnung ergibt sich:

(43) 1)M-

M(44) a = M — JV= —
Die gesuchte Ablesung ist also:
(45) A — A„ + i ■ M + r • a.
Für Fig. 39 ist A0 = 4°, i = 5, r = 7, 71/ = 10' und w = 10, 
also a = 1'. Damit wird:

A = 4° + 5 • 10' + 7 • 1' = 4° 57'.
Auch hier wird die Ablesegenauigkeit durch eine über dem No
nius angebrachte Lupe erhöht. Der große Vorteil des Nonius 

gegenüber dem einfachen Zeiger besteht 
darin, daß sich das Zusammenfallen von 
zwei Strichen viel genauer beurteilen läßt 
als die Lage eines Striches zwischen zwei 
weiteren Strichen.

y) Das Schraubenmikroskop}) Die ge
naueste geodätische Ablesevorrichtung ist 
das Schraubenmikroskop. Während die 
Lupe von einem kleinen, weit innerhalb 
der deutlichen Sehweite liegenden Gegen
stand ein aufrechtes, virtuelles, vergrößer
tes Bild in der deutlichen Sehweite ent
wirft, erzeugt das Mikroskop zunächst durch 
sein Objektiv L (Fig. 40) von dem ihm 

nahegelegenen Gegenstand in der Bildebene BB ein reelles, ver
größertes, umgekehrtes Bild, bei dessen Betrachtung durch eine 
meist zusammengesetzte Lupe (L0L1) ein stark vergrößertes, vir
tuelles, umgekehrtes Bild erscheint. Das Schraubenmikroskop, dessen 
Einrichtung in den Fig. 40, 41 und 42 angedeutet ist, besitzt in 
der Bildebene BB einen festen Bechen mit einer Zeigermarke Z, 
welche die Stelle A des vergrößerten Teilungsbildes bezeichnet, an 
welcher abgelesen werden soll. Die Größe des Rechens ist so be
messen, daß eine runde Zahl n von Zähnen u auf den vergrößerten 
Maßstabteil M treffen. Demnach ist:

JUL ra Z’

B~

T

L

"X Fig. 40.

1) Theodolite mit Schraubenmikroskopen sind Instrumente, welche 
in erster Linie für Arbeiten der höheren Geodäsie in Frage kommen. 
Im Interesse einer einheitlichen Darstellung sollen sie jedoch schon 
hier behandelt werden.



Nach Fig. 42, in welcher die Bezifferung von links nach rechts 
zunimmt, ist daher die Ablesung:
(47) A — A0 -f- i ■ M + r • u -f- R,
wenn A0 die Ablesung an dem Z vorhergehenden Gradstrich, i die 
Zahl der ganzen zwischen diesem und Z liegenden Kreisteile M 
und r die Zahl der gan
zen zwischen Z und dem 1 4 
vorhergehenden Tei- 
lungsstrich liegenden 
Rechenzähne bedeutet.
R ist eine Restgröße, 
welche mit Hilfe einer 
feinen Meßschraube be
stimmt wird. Durch diese 
festgelagerte Schraube 
wird ein mit einem Faden 
(meist Doppelfaden) ver
sehener Schlitten so lange verschoben, bis der Faden auf den 
der Marke Z vorhergehenden Teiluugsstrich zu liegen kommt. Die 
Abmessungen der Schraube und deren Anordnung werden so ge
wählt, daß durch eine ganze Schraubenumdrehung der Mikroskop
faden gerade um einen Rechenzahn u verschoben wird und daß an 
der geteilten Schraubentrommel 0 abgelesen wird, wenn der Faden 
auf Z steht. Ist die Trommel in v Teile geteilt und ist t der Wert 
eines Trommelteiles, so ist:

A
- iM---------------■. --R- 'ÿf-ru

Fig. 42.

u M
t -- ---(48) n • v
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M(46) M = n ■ u und u == —

o csa --



Beispiel. Für einen Schraubenmikroskoptheodolit sei der 
Kreisteil M = 5' und n — 1, also auch u = M = 5'\ ferner seien 
die zu beiden Stricheinstellungen gehörigen Ablesungen l = 56” 
und r = 48”, womit sich A — -|- 8” ergibt. Damit wird:

* - |(56" + 48") + (^f - (56" + 48"))

=*= 52" + 2", 6 = 54", 6.

8"

300'7(55)

Ist 171° 25 == A0 -f- i • M die zum letzten, vor der Mikroskop
marke Z liegenden Teilungsstrich gehörige Kreisablesung, so wird

B. Niedere Geodäsie108

Damit wird die Restgröße B, wenn die zur vorerwähnten Ein
stellung des Z vorhergehenden Teilungsstriches gehörige Trommel
ablesung r ist,:

tM 
n • v

Der Ausdruck für die Gesamtablesung ist dann:
A = Aq -f- i • Jf -f- v • u -|- x t.

Wird der Mikroskopfaden nacheinander auf den der Mikroskop
marke Z folgenden und auf den ihr vorhergehenden Bildstrich 
eines Kreisteiles eingestellt, so werden bei richtiger Stellung des 
Mikroskops gegen die Teilung die zugehörigen in ' und " aus
gedrückten Trommelablesungen r und l einander gleich sein. Im 
andern Fall findet sich:

(49) B = x • t =

(50)

(51) l — r — A.
Diesen Überschuß A nennt man den Bun. Nach einer leichten 
Rechnung findet sich unter Berücksichtigung des Run für die 
beiden letzten Glieder von Gleichung (47) der Ausdruck:

x = r • u + B (M \ A
==a + [-T-a)W' 

+ r)

(52)

Darin bedeutet:
(53) a =

das arithmetische Mittel aus den bereits im Gradmaß ausgedrückten 
Trommelablesungen für beide Stricheinstellungen einschließlich 
der etwa vorhandenen r • u. Man erhält also bei der Einstellung 
des Mikroskopfadens auf die beiden Z einschließenden Striche 
nach (47) und (52):

~A„ + i-M+a+{^-a)A.(54) A

th 
|<n
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die Gesamtablesung:
A = 171° 25'54",6.

Im Interesse der Fehlertilgung werden mit der Alhidade meist 
zwei diametral angeordnete Ablesevorrichtungen verbunden.

c) Berichtigung des Theodolits für Horizontalwinkel- 
messung. Der einfache Theodolit besitzt drei Hauptachsen (Fig. 33), 
nämlich 1. die Alhidadenachse oder Stehachse Aa, 2. die Iüppachse, 
Horizontal- oder Querachse Ak und 3. die Zielachse, Ziellinie oder 
Kollimationsachse Az. Für die Ausführung von Horizontalwinkel- 
messungen muß die Alhidadenachse 
lotrecht stehen, die Kippachse horizon
tal liegen und die Ziellinie senkrecht 
zur Kippachse gestellt sein, damit sie 
beim Kippen stets eine Lotebene be
schreibt. Bei berichtigtem Instrument 
kann, wie in Fig. 43 angedeutet, in 
Punkt C der im Uhrzeigersinn positiv 
gezählte Horizontalwinkel aik zwischen 
den Punkten P. und Pk dadurch be
stimmt werden, daß die beiden Punkte 
nacheinander eingestellt und die zu
gehörigen Ablesungen at-, ak am Hori
zontalkreis ausgeführt werden. Diese 
sind die Winkel zwischen dem Null
halbmesser Co des Teilkreises und den 
nach dem Zeigernullpunkt in seinen 
beiden Stellungen führenden Halb
messern CZ., CZk. Um die Ziellinie aus der Lotebene durch P, 
in die Lotebene durch Pk zu bringen, ist eine horizontale Drehung 
der Alhidade um den gesuchten Winkel ccik notwendig. Da sich 
bei dieser Bewegung jede mit der Alhidade festverbundene hori
zontale Gerade um den gleichen Betrag dreht, so schließen auch 
die beiden Lagen CZ{ und CZk des Zeigerhalbmessers den Win
kel aik ein. Nun ist aber nach der Figur:

aa = ak an
so daß der gesuchte Horizontalwinkel als die Differenz: Ablesung 
zur Einstellung des rechten Zielpunktes minus Ablesung zur Ein
stellung des linken Zielpunktes erscheint.

Steht die Alhidadenachse nicht lotrecht, so spricht man von 
einem Aufstellungsfelder und versteht darunter den kleinen Win-

(56)

P,

-aik.....

Zk
_c

i

C
!

—1

Fig. 43.

(57)
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kel v (Fig. 44), welchen die Alhidadenachse Aa mit dem Lot CL 
einschließt. Die Projektionen von v auf zwei zueinander senkrechte 
Lotebenen CLX und CLY liefern zwei Komponenten vx und vy 
des Aufstellungsfehlers. Die Schnittfigur zwischen den erwähnten 
Ebenen und einer um C beschriebenen Kugel mit dem Halb
messer 1 darf wegen der Kleinheit von v, vx und vy als eben be
trachtet werden und liefert die einfache Beziehung:

» = V»/+ v2.(58)
Die bei einer bestimmten Stellung der Alhidade in der Lotebene 
durch die Achse einer Libelle enthaltene Komponente vx läßt sich

L

A
x&r—vx- 

Y/Vy !%
x

*;v
-Ti

ot;Aa,

—1
vx\

Aa, I Fig. 45.Fig. 44
C'

durch Drehung der Libelle um die Stehachse nach Fig. 45 leicht 
ermitteln. Dort ist T/ die horizontale Tangente an den Blasen
mittelpunkt für die fragliche Stellung der Alhidade und T2' die 
Lage derselben Tangente nach einer Alhidadendrehung um 180°. 
Nach Fig. 45 entspricht der beobachtete Blasenweg w der zwei
fachen Komponente, so daß:

I«, - _p"= _(&i — ba)p”,

wenn &x und h2 die zu beiden Alhidadenstellungen gehörenden Blasen
stände bedeuten. Nach einer Drehung der Alhidade um 90° findet 
man auf dem gleichen Wege auch vy. Nach Fig. 45 kann man jede 
Komponente vx des Aufstellungsfehlers auch auffassen als den Nei
gungswinkel einer zur Alhidadenachse senkrechten, mit der Alhi
dade festverbundenen Geraden NN, deren Lotebene zur Libellen
achse parallel liegt. Der Sinn dieser Geraden ist durch die Richtung 
der Libellenbezifferung in der ersten Alhidadenstellung bestimmt. 
Zur Beseitigung des Aufstellungsfehlers wird die Alhidade gedreht, 
bis eine zur Berichtigung dienende Röhrenlibelle (Fig. 46) parallel

(59)



111I. Elemente der Instruinenteukuude

zur Lotebene durch zwei Fußschrauben 1, 2 liegt. Bringt man sie 
zum Einspielen, so besitzt die Mittelpunktstangente die horizontale 
Lage Tx und die Komponente des Aufstellungsfehlers in der er
wähnten Lotebene ist vx. Der nach einer Drehung der Alhidade 
um 180° auftretende Blasenausschlag A entspricht der neuen Lage 
T% der Mittelpunktstangente, welche nunmehr den Winkel 2vx mit

2. Lage1. Lage
A

y93o T,
3 o i.1'*i
Aao •L Vx

+ T,o z
JJ- -V:--1r AP- "

Aa,
ba

Fig. 4G.

der Horizontalen einschließt. Wird die eine Hälfte des Ausschlags 
an den Höhenrichtschräubchen der Libelle beseitigt, so gelangt die 
Libellenachse in die Lage NN und steht senkrecht zur Alhidaden- 
achse. Die zweite Hälfte des Ausschlags ist an den Fußschrauben 
1, 2 zu beseitigen. Hat man eine auf dem Fernrohr sitzende Li
belle verwendet, so wird die erste Hälfte des Ausschlags nicht an 
den Richtschrauben der Libelle, sondern viel einfacher durch 
Drehen der Kippschraube weggebracht. Nachdem die Libellen
achse senkrecht zur Alhidadenachse und diese in der Projektion 
auf die Lotebene (1, 2) 
lotrecht gestellt ist, bringt 
man die Alhidade durch 
Drehung um 90° in eine 
dritte Lage (Fig. 47), in 
welcher die Libellenaehse 
die Lage Tz besitzt. Die Al- 
hidadenachse schließt jetzt 
mit dem Lot noch einen 
kleinen Winkel vy ein, 
welcher in der Lotebene 
(3 Aa) liegt und durch den Ausschlag Ä der hiezu parallelen Libelle 
gemessen wird. Da die Libellenachse schon vorher senki’echt zur Al
hidadenachse gestellt wurde, ist dieses Mal der ganze Ausschlag 
an der dritten Fußschraube zu beseitigen. Ist die Berichtigung ge
lungen, so muß die Libelle für jede Stellung der Alhidade einspielen.

AA'
! V\T* il

0 ^3Aa$
i
:0- \~vy -1

b
Fig. 47.
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Die Ziellinie soll senkrecht zur Kippachse stehen, sonst ist 
ein Zielachsenfehler c vorhanden, und die Ziellinie beschreibt dann 
beim Kippen keine zur Kippachse senkrechte Ebene, sondern einen 
Kreiskegel oder, wenn sie die Kippachse nicht schneidet, ein ein- 
schaliges Rotationshyperboloid. Denkt man sich in der durch die 
Kippachse und die Ziellinie bestimmten Ebene 
eine zur Kippachse Senkrechte NN (Eig. 48) 
gezogen, so ist der Zielachsenfehler c der 
Winkel zwischen der Ziellinie und dieser Senk
rechten. Man zählt ihn positiv, wenn der 

Winkel zwischen dem Ob
jektivende der Ziellinie und 
dem Kreisende der Kipp- / 
achse größer ist als 90°.
Er läßt sich in folgender u (_c 
Weise bestimmen und be- “T c 
seitigen. Man stellt einen «Vv 
im Horizont gelegenen \
Punkt P0 ein (Fig. 49) und 
erhält, wenn mit Höhen
kreis links begonnen wurde 
und der Zeigerstrich der Ab

lesevorrichtung in der Kippachsenlotebene liegt, statt der richtigen 
Horizontalkreisablesung a0 die Ablesung = cf0 — c. Wird nach 
dem Durchschlagen des Fernrohrs derselbe Punkt PQ wieder ein
gestellt, so findet sich jetzt die Ablesung a8 = a0 -p c. Damit er
gehen sich zur Bestimmung und Beseitigung des Zielachsenfehlers 
die beiden Gleichungen:

Kr

■At

i

-i

Fig. 48. Fig. 49.

(60) C = ł («8 — al)>

a0 = 1 («X + «s)-

Zur Beseitigung von c wird, nachdem durch Drehen der Alhidade 
der Ablesezeiger auf a0 eingestellt ist, der nunmehr neben P0 lie
gende Fadenkreuzschnittpunkt durch Drehen an den horizontal 
gelagerten Fadenkreuzschräubchen wieder auf P0 gebracht. Nach 
Fig. 49 stehen dann Ziellinie und Kippachse zueinander senkrecht, 
und der Zielachsenfehler ist behoben.

Bei lotrechter Alhidadenachse soll die Kippachse horizontal 
liegen, andernfalls besteht ein Kippachsenfehler i. Derselbe ist der 
Neigungswinkel der Kippachse Ak gegen den Horizont HH und 
wird nach Fig. 50 positiv gezählt, wenn in der ersten Fernrohr-

(61)

<



al = «0 + (*)»
«2 = «0 — (*)»

wenn (i) den Einfluß des Neigungsfehlers auf die Kreisablesungen 
vorstellt. Aus (63) findet sich:

(63) Fig. 51.

(64) *o = («i + «a)-

läge bei Höhenkreis links das Kreisende der Kippachse tiefer wie 
das andere Ende liegt. Er kann bei lotrechter Alhidadenachse auf 

einfachste Weise 
durch Umsetzen

^_____ i__ H einer neben der Al-
hidaden- oder Fern

rohrlibelle etwa 
noch vorhandenen 

Kippachsenlibelle nach (35) bestimmt 
werden:

Kr 4* P +--xK\+* //
I
bi.Fig. 50.

v,
/

l
i*rT, /

- *>,)/'•

Zu seiner Wegschaffung wird nach sorg
fältiger Beseitigung des Zielachsenfehlers 
nach Fig. 51 ein hoch oder tief gelegener 
Punkt P in zwei Fernrohrlagen, das zweite 
Mal mit durchgeschlagenem Fernrohr, ein
gestellt. Dann ergeben sich am Horizon
talkreis statt der richtigen Ablesung a0 
die fehlerhaften Werte:

H V(62)
(il j hl

i
<io'“VhR

l 2

À UiiC

Wird «0 eingestellt, so besitzt die horizontale Ziellinie die Lage 
CP0 und liegt mit F in der gleichen Lotebene. Beim Aufwärtskippen 
hinterläßt die Zielebene in T2 als Spur die Gerade P0if, und im 
Fernrohr wird der Fadenkreuzschnittpunkt K neben P erscheinen. 
Durch Heben oder Senken des einen Kippachsenlagers mittels 
Richtschräubchen läßt sich K mit P zur Deckung bringen und 
die Kippachse horizontal legen.

Besitzt der Theodolit nur eine umsetzbare Kippachsenlibelle, 
so ist der Berichtigungsgang ein etwas anderer. In diesem Falle 
wird erst die Libelle durch Umsetzen wie jede Reitlibelle be
richtigt. Dann wird die zur Lotebene durch zwei Fußschrauben 
parallel gestellte Libelle durch Drehen an diesen Fußschrauben 
zum Einspielen gebracht. Der Libellenausschlag, welcher sich 
nach einer Alhidadendrehung um 180° zeigt, wird zur einen Hälfte

Timerding, Handbuch III 8
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au den Fußschrauben beseitigt, zur andern durch Heben oder Senken 
des einen Kippachsenlagers. Nach einer Drehung der Alhidade 
um 90° zeigt sich wieder ein Ausschlag, welcher ganz durch die 
dritte Fußschraube zu beseitigen ist. Nachdem so der Aufstellungs
fehler und der Neigungsfehler weggehracht sind, erfolgt auf die 
gewöhnliche Art die Berichtigung wegen des Zielachsenfehlers.

Der Einfluß der Achsenfehler auf die Horizontalwinkelmessung 
hängt vom Höhenwinkel h des angezielten Punktes ab, derjenige des 
Aufstellungsfehlers auch von dem Winkel a, den die Zielebene je
weils mit der Lotebene durch die Alhidadenachse einschließt. Ohne 
Beweis1) soll angeführt werden, daß:

(fi = <0 + — i tg h — v sin a tg h (Kreis links),

qpr' — + i tg h — v sin a tg h (Kreis rechts),

worin qp/, qpr' die hei Höhenkreis links und rechts (nach dem 
Durchschlagen) ausgeführten fehlerhaften Beobachtungen und qp,, 
qpr die zugehörigen vom Einfluß der Achsenfehler befreiten Ab
lesungen sind. Nimmt man aus den Ablesungen in beiden Fern
rohrlagen das arithmetische Mittel cp', so ist:

<P = \ (W + 9V ) = \ ifPi + 9V) + ^ sin a tg h.

Wird der richtige Mittelwert:

(65)
Vr =

(66)

| (<Pi + 9r) -(67) 9
gesetzt, so ist: 
oder : cp' — qp -(- v sin a tg h 

cp — cp'— v sin a tg h.
Wir erkennen hieraus, daß im arithmetischen Mittel aus den in 
beiden Fernrohrlagen ausgeführten Beobachtungen der Einfluß des 
Zielachsenfehlers und des Neigungsfehlers verschwindet. Lediglich 
der Einfluß des Aufstellungsfehlers bleibt bestehen, kann aber durch

(68)

1) Der Beweis kann mit Hilfe von sphärischen Differentialdrei
ecken geführt werden, welche entstehen, wenn die bei der Messung 
in Betracht kommenden Achsen und Flächen (Alhidadenachse, Kipp
achsenebene und Zielebene bzw. Kippachsenfläche und Zielfläche) in 
ihrer richtigen und fehlerhaften Lage mit einer um den Instrumenten
mittelpunkt beschriebenen Kugel vom Halbmesser 1 zum Schnitt ge
bracht werden.



sorgfältige Lotrechtstellung der Alhidadenachse (Meines v) unter 
der jeweils zulässigen Grenze gehalten werden.

Bei den Achsenfelilern muß auch der periodisch veränderliche
Exzentrizitätsfehler e erwähnt werden, 
welcher immer dann auftritt, wenn der 
Kreismittelpunkt K nicht auf der Alhi
dadenachse A liegt (Fig. 52), sondern 
um die lineare Exzentrizität e von der- % 
selben absteht. An Stelle der Ablesungen J 

den Enden eines Kreisdurch- • ^<Pi, <P2 an
messers erscheinen an den Enden der hie-

i
Iiparallelen Alhidade die Ablesungen:zu

<Pi' = (pi — £,
(69)

Fig. 52.

wenn z den Fehler der Ablesung bedeutet. Hieraus entsteht durch 
Mittelbildung :

= 2 (V1 + %) = 1 (fPi + W)-(70) <P

Es wird also der Einfluß des periodisch veränderlichen Exzentri- 
zitätsfehlers im arithmetischen Mittel aus zwei diametralen Ab
lesungen getilgt.

Bedeutet in Fig. 52 r den Kreishalbmesser und <p0 die Kreis
ablesung, welche der Richtung von e entspricht, so ist in dem 
schraffierten Dreieck:

rr // £ . / \£ = q -sm (qpj — <p0).(71)

Durch Vereinigung der mit einem seitlich (exzentrisch) angeord
neten Fernrohr (Fig. 53).in beiden Lagen ausgeführten Beobach
tungen zu einem Mittelwert wird auch der für 
beide Fernrohrlagen gleich große, dem Vor
zeichen nach aber verschiedene Einfluß der V.K- 
Fernruhrexzentrizität behoben. Das ist besonders 
für astronomische Beobachtungen wichtig, da der — 
astronomische Theodolit oder das Universalin
strument meist ein exzentrisches Fernrohr besitzt.

Vor Ausführung der Winkelmessung sind 
die Zielpunkte genau zu bezeichnen, wenn nicht 
natürliche Signale (Kirchtürme, Blitzableiter u. dgl.) vorhan
den sind. Als künstliche Signale dienen in der niederen Geo-

•&>

Fig. 53
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30" 10) 10° 5' 15"I . .

9) 65 38 50 11)55°33'35"

ML) 10° 5'20" 2)
7)190 5 0 ! 8)
3) 65 38 50 4) 39 00 
6) 245 38 40 6) 38 50

10

d) Höhenwinkelmessung mit dem 
Pi Theodolit. Um eine Richtung in einer 

Lotebene festzulegen, bestimmt man ihren 
Höhemcinkel A, den Tiefenwinkel h', ihren 
Zenithabstand z oder ihre Nadirdistanz z . 
Die Bedeutung dieser Größen ergibt sich 
unmittelbar aus Fig. 54, in welcher C 
den Beobachtungspunkt, GPl und Cl\ 
zwei Richtungen, H H den Horizont, 
C Z.P. das Lot, Z.P. den Zenithpunkt und 

P„ N.P. den Nadirpunkt bedeuten. Aus der
selben Figur kann man auch die ein-

h
11

h

Fig. 54.

116 B. Niedere Geodäsie

däsie hauptsächlich lotrecht gestellte Fluchtstäbe und Zieltafeln. 
Bei Stäben und Blitzableitern ist stets der Fußpunkt bzw. der 
tiefste sichtbare Punkt anzuzielen, bei Türmen die Stelle, wo die 
Kugel auf der Helmstange sitzt und bei Zieltafeln deren Mittel
punkt.

Die Kreisablesungen werden, wenn irgend möglich, stets in 
zwei Fernrohrlagen (mit Durchschlagen) an zwei diametralen 
Ablesevorrichtungen ausgeführt und gemittelt. Man bezeichnet 
dieses Verfahren als Kompensationsmessung oder Tilgungsmessung, 
da hiedurch der Einfluß des Zielachsenfehlers, des Neigungsfehlers, 
des periodischen Exzentrizitätsfehlers der Alhidade sowie der einer 
seitlichen Zielvorrichtung ausgeschaltet wird. Durch Beobachten 
mehrerer Sätze in verschiedenen Kreisstellungen und Mittelbildung 
wird auch der Einfluß der regelmäßigen und unregelmäßigen Kreis
teilungsfehler sowie der unvermeidlichen Beobachtungsfehler stark 
herabgemindert. Damit alle Stellen des Kreises möglichst gleich
mäßig für die Beobachtung verwendet werden, findet nach jedem

360°der n beabsichtigten Sätze eine Verstellung des Kreises um n • m
statt, wenn m die Zahl der Ablesevorrichtungen bedeutet. Ein 
Beispiel für eine vollständige Satzbeobachtung in zwei Fernrohr
lagen für zwei Punkte enthält Tab- 2, in welcher die Reihenfolge 
der Ablesungen und Berechnungen numeriert ist.

Tabelle 2.
MittelNonius I Nonius II WinkelZielpunkt

Ö
t

ftT 
ßT

/
■~

3
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>
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fachen Beziehungen ablesen:

h-j-2 = 900, h + h' = 0, 

e + e = 180°.

Man kann diese Größen mit dem Theodolit bestimmen, wenn er 
auch einen Höhenkreis oder wenigstens einen Höhenbogen besitzt, 
dessen Teilungsebene senkrecht zur Kippachse liegt. Wir setzen 
zunächst einen fest auf der Kippachse sitzenden, mit dem Fern-

(72)

«

r pzz X Z
I

VI II
2700

0■90

Zz ,c
(o/ c

180’27 0

%
90180

Fig. 55. Fig. 56.

rohr sich gleichmäßig drehenden HöhenvolUcreis mit durchlaufen
der, rechtssinniger Bezifferung voraus. Die Höhenalhidade besitze 
eine gegen den Horizont unveränderliche Lage. Zur Sicherung der 
unveränderten Lage der Zeigerlinie gegen den Horizont ist bei 
besseren Instrumenten mit der Höhenalhidade eine feine Libelle 
verbunden, welche vor den Ablesungen genau zum Einspielen zu 
bringen ist. Will man mit einem solchen Instrument Zenithab
stände z messen, so stellt man zunächst bei Höhenkreis links in 
einer ersten Fernrohrlage den Zielpunkt P ein (Fig. 55). Die zu
gehörige Lage I der Ziellinie schließt mit dem Lot den gesuchten 
Winkel z ein, und am Höhenkreis wird ax abgelesen. Nun denkt 
man sich die Alhidade des Horizontalkreises bei unveränderter 
Fernrohrstellung um 180° gedreht. Hiebei beschreibt die Ziel
linie um das Lot durch C einen Kreiskegel mit dem Ölfnungs- 
winkel 2z und kommt schließlich in der Lage T (Fig. 56, Be
obachter mitgedreht) wieder in die Lotebene durch CP zu liegen. 
Man hat den Höhenkreis jetzt rechts und schlägt nunmehr das

•4
.

>



1) 60° 13' 20"
2) 240 13 00

3) 300° 06' 40" 5) 120° 06' 40'
4) 120 06 20" 6) 120 06 40

Mittel 7) 120 06 40 
60° 03' 20"
29 56 40

8) 3 =
9) h =
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Fernrohr durch bis der Punkt P wieder eingestellt ist. Damit die 
Ziellinie aus der Lage I' in die neue Lage II kommt, muß sie 
um 2z im Uhrzeigersinn gedreht werden. Also wird die zur zweiten 
Lage gehörige Ablesung a2 um 2 z kleiner sein als an daher ist:

2 z = a1 (,2 5
und der Zenithabstand wird:

* = ! oi—"»)■(73)

Daraus findet sich auch der Höhenwinkel:

h = 90° — e.

Ein Beispiel für die Messung eines Zenithabstandes z und 
die Ermittelung des zugehörigen Höhenwinkels h enthält Tabelle 3, 
in der die Reihenfolge der Beobachtungen und Rechnungen durch 
Nummern angedeutet ist.

Tabelle 3.
Lage

Nonius 2 zKreis rechtsKreis links

Vom Aufstellungsfehler kommt für die Höhenwinkelmessung 
nur die zur Zielebene parallele Komponente in Betracht und wird 
durch das Einspielenlassen der schon erwähnten Versicherungs
libelle vor jeder Ablesung unschädlich gemacht. Die Verände
rungen, welche durch die in der Kippachsenlotebene gelegene 
Komponente des Aufstellungsfehlers, den Zielachsenfehler und den 
Neigungsfehler in die Höhenwinkelmessung hereingetragen werden, 
sind im Vergleich zu diesen Fehlern selbst von höherer Ordnung 
und bleiben, wenn die Berichtigung des Instrumentes einigermaßen 
sorgfältig durchgeführt wurde, innerhalb der unvermeidlichen Be
obachtungsfehler. Sie können daher von vornherein vernachlässigt 
werden.

Besitzt das Instrument nur einen Höhenbogen, so kann nur 
in einer einzigen Fernrohrlage beobachtet werden. In diesem Falle 
versagt das vorher angegebene Verfahren (73) und es ist not
wendig, das Instrument vor der Messung so zu berichtigen, daß



die eine Ablesung in der einen Lage sofort die gesuchte Größe 
angibt. Die Berichtigung läuft immer darauf hinaus, bei lotrechter 
Alhidadenachse und horizontaler Lage der Ziellinie durch Ver
schieben des Nonius am Höhenkreis die Ablesung 0° bzw. 90° 
herzustellen, je nachdem das Instrument für die Messung von 
Höhenwinkeln oder Zenithabständen eingerichtet ist. Den im 
Winkelmaß ausgedrückten Betrag dieser Verschiebung heißt man 
den Zeigerfehler (Indexfehler oder Nullpunktsfehler) des Höhen
kreises.

7. Neigungsmesser. Neben dein Theodolit mit Höhen
kreis, welcher zur Neigungsmessung von Sichten dient, gibt es 
noch besondere Neigungsmesser von 
geringerer Genauigkeit. Ein sehr 
handliches Setzinstrument zur Nei
gungswinkelmessung von Ebenen 
(oder von Richtungen in Ebenen) 
ist das Setzniveau von Weisbach.
Dasselbe besteht (Eig. 57) aus einem 
geteilten Quadranten mit ebener Auf
satzfläche und einer um den Kreis
mittelpunkt C drehbaren Zeigervor- , 
richtung, deren Zeigerlinie GZ beim _J 
Einspielen der mit der Alhidade fest
verbundenen Libelle horizontal liegt.
Wie die Figur unmittelbar zeigt, ist die bei einspielender Libelle 
erscheinende Quadrantenablesung a direkt der Neigungswinkel h 
der Unterlage, falls der Nullhalbmesser CO zur Aufsatzfläche par
allel liegt. Zur Neigungsmessung von Geraden, welche durch 
Schnüre, Drähte oder ähnliche 
Mittel verkörpert sind, dienen 
Hängeinstrum ente, unter denen der 
Gradbogen oder die Hängewage 
das bekannteste ist. Wie Fig. 58 
zeigt, besteht sie aus einem ge
teilten, von der Mitte aus nach 
beiden Seiten von 0 bis 90° be
zifferten Halbkreis, in dessen Mit
telpunkt G das als Ablesezeiger 
dienende Fadenlot GL befestigt 
ist. Zum Aufhängen des Instru
mentes auf die Schnur dienen zwei 
gleich lange, meist nach ver-

XX

LC.
7 £j
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Fig. 57.
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scbiedenen Seiten geöffnete Haken, so daß die Haken- oder 
Schnurlinie 8 zum 90°-Durchmesser parallel ist. Da das Lot 
GL auf der Horizontalen H und der Nullhalbmesser CO a\if 
der Schnurlinie S senkrecht steht, so ist bei berichtigtem In
strument die Ablesung a am Gradbogen wieder unmittelbar der 
gesuchte Neigungswinkel h. Zur Erzielung guter Ergebnisse ist die

Schnurdurchbiegung möglichst 
gering zu halten. Man verwendet 
daher nur leichte Gradbögen und 
kurze, gut gespannte Schnüre. 

Soll die Neigung einer Ziel
linie ermittelt 
werden, so kann 

hiezu, wie 
früher gezeigt, 
ein fest aufge
stellter Theodo
lit mit Höhen
kreis verwendet 
werden. Der

selbe Zweck wird auch, allerdings mit geringerer Genauigkeit, 
mit Freihandhöhenmessern erreicht, die teils auf dem Pendel
prinzip, teils auf dem Prinzip des Auftriebs beruhen. Ein be
kanntes Instrument letzterer Art ist der Spiegelneigungsmesser mit 
Libelle, welcher in Pig. 59 schematisch dargestellt ist. Danach ist 
eine Zielvorrichtung, hier ein Diopter, mit einem geteilten, von 
der Mitte aus nach beiden Seiten bezifferten Kreisbogen so 
verbunden, daß die Ziellinie oO auf dem Nullhalbmesser senk
recht steht. Außerdem ist ein um den Teilungsmittelpunkt C 
drehbarer Arm mit einer Libelle L so in feste Verbindung 
gebracht, daß ihre Achse zur Kreisebene parallel liegt und auf 
der Zeigei’linie GZ senkrecht steht, so daß diese hei einspie
lender Libelle lotrecht liegt. Zur Beobachtung der Libelle ist 
die Zielvorrichtung oben durchbrochen und in der einen Gesichts
feldhälfte mit einem kleinen Spiegel s ausgerüstet, welcher das 
Bild der einspielenden Blase dem Auge zuwirft. Bei der Be
obachtung wird das Instrument mit der Hand so gehalten, daß 
die Kreisebene, so gut es eben geht, lotrecht liegt, und der 
Zielpunkt P eingestellt ist. Nun wird mittels eines Knopfes die 
Zeigervorrichtung so lange gedreht bis das im Gesichtsfeld er
scheinende Bild der einspielenden Libelle den eingestellten Ziel
punkt P symmetrisch umgibt (Fig. 59 b). Unter diesen Umständen

I
D

h
!

H

90; 7o"t
\Z0/

Fig. 59 b.Fig. 59 a.
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ist nach dem Anblick von Fig. 59 a die Kreisablesung wieder un
mittelbar der gesuchte Höhenwinkel li.

Ein genaueres Instrument derselben Art ist der Libellen- 
quadrant*), welcher als Zielvorrichtung ein kleines Fernrohr be
sitzt. Den damit bestimmten Höhenwinkeln kommt ein mittlerer 
Beobachtungsfehler von etwa 5' zu.

Findet man mit einem Freihandhöhenmesser für eine Sicht., 
deren genauer Höhenwinkel schon vorher mit einem Theodolit zu 
h ermittelt wurde, den Wert h\ so ist der im Sinne einer Verbes
serung genommene Zeigerfehler:

(74) i — h — li.

Dieser Betrag ist, wenn er nicht durch Berichtigung beseitigt 
werden kann, zu jeder Ablesung Ti hinzuzufügen, um sie in den 
gesuchten Höhenwinkel li überzuführen.

8. Instrumente zur Längenmessung und ihr Ge
brauch. Die Längenmessung spielt in der niederen Geodäsie eine 
sehr wichtige Bolle. Je nachdem hiebei die zu messende Strecke 
begangen werden muß oder nicht, spricht man von einer direkten 
oder indirekten Längenmessung.

a) Direkte Längenmessung. Die gebräuchlichsten Hilfs
mittel1 2) für die unmittelbare Längenmessung sind Meßlatten und 
Meßbänder. Die Meßlatten (Fig. 60) bestehen fast durchwegs 
aus trokenem, geradfaserigem Tannenholz mit rechteckigem, ovalem 
oder kreisförmigem Querschnitt und sind meist 3 oder 5 m lang. 
An den Enden tragen sie Metallkappen; ein in den verschiedenen 
Meterfeldern verschiedenfarbiger Ölfarbenanstrich (weiß und rot 
oder weiß und schwarz) ver
mindert den schädlichen Einfluß 
der Luftfeuchtigkeit auf das 
hygroskopische Holz. Die Be
zeichnung der Dezimeter erfolgt 
durch Nägel oder Striche.

Die wichtigsten Methoden der Lattenmessung für die Geo
däsie über Tage sind folgende: die Messung mit horizontalen 
Latten, die Messung mit geneigten Latten und die Keilmessung.

V/////////A V//////////Ä 2

0
Fig. 60.

1) Derselbe ist für die Ortsbestimmung im Luftschiff von großer
Bedeutung.

2) Hieher gehören aber auch Normalmaßstäbe, Basisapparate, 
Meßketten, Meßräder und Feldzirkel.



Will man im hügeligen Gelände horizontal messen, so kommt 
die Staffehnessung (Fig. 62) zu ihrem Recht. Hier werden die

Latten nicht mit Enden
berührung aneinander ge
reiht, sondern in der Weise, 
daß jeweils der Endpunkt 
E der vorhergehenden, 
mittels einer Libelle oder 
nach dem Augenmaß hori
zontal gerichteten Latte 
auf den Boden nach E' 
herabgelotet und in die
sem Punkte die nächst
folgende Latte wieder 
horizontal angelegt wird. 

ß) Schrägmessung. 
Wird mit geneigten Lat
ten gemessen, so spricht

..... , man von einer Schräg-
1 messung oder Flachmes-
j«. sung. Hiebei werden die

Latten auf den Boden

A
Fig. 62.

b
i£;

%\ _ ,EÏ

Es

En2 BM R
L-[lhR

An.....^5,
<• - \.......i

l, Fig. 63.
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a) Messung mit horizontalen Latten. Soll ein ^horizontale Länge 
AB (Fig. 61), d. h. der Abstand der Lote durch A und B mit 
horizontalen Latten gemessen werden, so wird, wie auch hei den 
anderen Methoden der direkten Längenmessung, zunächst die Ge

rade AB durch lotrechte Flucht- 
l l .1,1.1 stäbe von 2—3 m Länge ausge-

E richtet1). Dadurch wird die Lot-
......ebene durch AB, in welcher dann

die Messung vor sich geht, im 
Gelände bezeichnet. Bei horizon

taler Unterlage besteht die ganze Messung in einer in A beginnen
den und nach B fortschreitenden Aneinanderreihung der Latten 
lt und l2 eines Lattenpaares. Ist Lj die gesuchte Horizontalentfernung, 
n die Zahl der ganzen zwischen A und B gelegenen Latten von 
der Länge l und R das noch zur Länge gehörige Reststück der 
bereits über den Endpunkt B hinausragenden Latte, so hat man:

L = n-l + R.

aI- *
nl

<-
Fig. 61.

(75)

1) Siehe 14, Absteckung von Geraden.
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Man bezeichnet diese Rechnungen als eine Reduktion der 
schief gemessenen Längen auf den Messungs
horizont. Vielfach kennt man zur Vornahme 
derselben nicht den Neigungswinkel der Strecke 
sondern den Höhenunterschied h (Fig. 64) zwi
schen ihrem Anfangspunkt und Endpunkt. Da 
die schiefe Länge T, ihre Horizontalprojektion 
l und der Höhenunterschied h ein rechtwinkeliges Dreieck mit l' 
als Hypotenuse bilden, ist:

h

l
Fig. 64.

(79) f - yp - >e - rV + h) et - ;.).

Ist h im Vei'hältnis zu l klein, so empfiehlt es sich, l vor 
die Wurzel zu nehmen und den Wurzelausdruck nach dem Bino- 
mialsatz in eine Reihe zu entwickeln, deren höhere Glieder ver
nachlässigt werden dürfen. Man erhält so:

i-t-h'(80) — t - Jl.tt

ln dem besonderen, häufig vorkommenden Fall, daß t — 5 m 
ist, h in dm und /H in mm ausgedrückt wird, findet sich die ein-
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aufgelegt (Fig. 63) und ihre Neigungswinkel cc mit einem Setz
instrument bestimmt. Ein Blick auf die Figur 63 zeigt, daß die 
gesuchte Horizontalentfernung :

L = [7] = [f cos«].(76)

ist, wenn die l die Horizontalprojektionen der Strecken V mit den 
Neigungen « bedeuten. Nimmt man für f die konstante Latten
länge, so ergibt sich:

L = X [cos«].

Für kleine Neigungswinkel « setzt man mit Vorteil:

(77)

ä’cos« =1 —

Es sind hier die Neigungswinkel, welche in der Regel in 
Graden gemessen werden, auch im Gradmaß eingeführt. Damit 
erhält man aus den Gl. (76) und (77):

L=[ï]-C[l\ay\
und für gleiche f :
(78) l — [/'| — cv | («°)21 — nt — et K«0)2].
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fache Reduktionsgleichung:
(81) ~ Km-I

Für die Schrägmessung ist es vorteilhafter, wenn die Latten
enden schneidenförmig (Fig. 65) ausgebildet sind, da unter dieser

Voraussetzung die Endenberührung in 
der Lattenachse stattfinden kann.

Die Schrägmessung ist zwar ge
nauer als die mit den Ablotungsfehlern 
behaftete Staffelmessung, aber trotzdem 

gibt man meistens der letzteren den Vorzug, da bei diesem Ver
fahren weder Zwischenaufschreibungen noch nachträgliche Rech
nungen notwendig sind.

y) Keilmessung. Für die Keilmessung sind schneidenförmige 
Lattenenden eine Notwendigkeit. Zwischen denselben bleibt hier, 

um ein Zui’ückstoßen der vorhergehenden 
Latte durch das Anlegen der folgenden 
zu vermeiden, ein kleiner Zwischenraum 
d, welcher mit Hilfe eines vorsichtig ein
geschobenen, auf der Hypotenusenfläche 
mit einer Teilung versehenen Meßheils 
(Fig. 66) gemessen wird. Sind d0 und dn 
die zu den Teilungsstellen o und n ge
hörigen Keildicken, welche durch mikro
metrische Messung ein für allemal be

stimmt worden sind, und bezeichnet x die Keilablesung an der 
einen Schneide, so findet man aus der Figur leicht, daß:

— • x = d0 -f G • x.

Fig. 65.

do

x
!Ed

nLdn=

Fig. 66.

dn(82) d = -J- n

Diese Gleichung (82) nennt man die Keilgleichung. Wenn die l 
wie früher wieder die Horizontalprojektionen der schiefen Teil
längen l' sind, so findet sich für die Gesamtlänge L:
(83) L-[i] + [iq.

Dabei ist die für [dl] eigentlich noch notwendige Reduktion auf 
den Messungshorizont wegen ihrer Geringfügigkeit vernachlässigt. 
Bei sehr starken Neigungen wäre dies nicht mehr zulässig.

Soll die nach irgendeinem Verfahren gewonnene Länge L 
im Messungshorizont MH mit der Meereshöhe H auf den Meeres
horizont M0Hq bezogen werden, so ist wegen der Lotkonvergenz 
noch eine weitere Reduktion notwendig. Wenn L0 die auf das



Meeresniveau reduzierte Länge 
und R den Erdkalbmesser be
deutet, so ist nach Eig. 67:

L
BMH

A

/V

(84) L0
B0 / H

Vy
/

\
■h\

MJi0
Au \

Da H im. Verhältnis zu 
R stets sehr klein ist, kann 
man mit völlig ausreichender 
Genauigkeit auch setzen:

\
\ /\\\

' R\ /\ /x\ /
L0 = L

l
Fig. 67. '■Ï

also:
(85) • L = L — A L.L0 - L -

H
• L heißt die Reduktion auf den Meeres-Die Größe JL =

Spiegel. Sie beträgt, da R rund 6370 km ist, für 100 m Meeres
höhe und 100 m Länge 1,57

d) Bandmessung. Neben den Latten kommen für die 
direkte Längenmessung hauptsächlich die Meßbänder in Betracht 
und davon besonders die

mm.

Stahlbänder. Die kräf- [+ 
tigsten Stahlbänder sind j 
die Feldstahlbänder (Eig.
68) oder Ziehstahlbänder 
von 20 bis 30 m Länge.
Ein solches Band liegt 
bei der Messung auf dem 
Boden auf und besitzt an 
den Enden drehbare Ringe, welche an zylindrische Zieh- oder 
Bandstäbe von gleichem Querschnitt gesteckt werden. Da die 
Ringmittelpunkte genau mit dem Anfangs- und Endpunkte der 
meist von Dezimeter zu Dezimeter bezeichneten Bandteilung zu
sammenfallen, so ist der Abstand der lotrechten Stabachsen stets 
die Bandlänge. Bei der Messung wird das Band zunächst in die 
Messungslotebene gebracht, der hintere Bandstab fest in den End
punkt der vorhergehenden Lage gesteckt und nach kräftigem An
ziehen (etwa 20 kg Zug) das vordere Bandende durch Hinein
drücken des zugehörigen Stabes bezeichnet. Nach Wegnahme des 
Stabes wird der Endpunkt der Bandlänge durch den Vordermann

i
1

Fig. 68.
i
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jeweils durch einen Stift bezeichnet. Der Hintermann nimmt diese 
Stifte wieder mit und aus ihrer Zahl sieht er jederzeit, wieviel 
Bandlängen er hinter sich hat. Deshalb nennt man diese Stifte 
auch Zähler. Handlicher sind die in einem Schutzgehäuse unter
gebrachten Handstahlbänder, welche eine Länge von 10—20 m 
besitzen, mit Zentimeterteilung versehen sind und bei der Messung 
meist nicht auf den Boden aufgelegt werden.

Es gibt auch Präzisionsstahlbänder, mit wrelchen nur bei einem 
ganz bestimmten, an einer eingeschalteten Federwage beobachteten 
Zug gemessen wird. Bei diesen Feinmessungen ist auch die bei 
den anderen Stahlbandmessungen vernachlässigte Bandlängen
änderung durch die Temperatur zu berücksichtigen. Dieselbe ist 
bei einem Stahlband für je 10 m und 10° C rund 1,1

Wie mit den Latten, so können auch mit dem Meßband Ho
rizontalmessungen und Flachmessungen ausgeführt werden. Die 
Neigungsmessung des Bandes erfolgt hier mit einem Freihand
neigungsmesser, indem die Neigung der Verbindungsgeraden der 
oberen Stabenden gemessen wird. Vielfach läßt sich ein solcher 
Neigungsmesser auf den einen der beiden gleich langen Stäbe auf
stecken.

mm.

*
A', -f- dj

Z 0
Ss ] to o] 20kg

k........ -— l
l.k
Mg. 70.Mg. 69.

Zur Untersuchung oder Abgleichung der Latten- und Band
längen dienen einfache Ijängenkomparatoren. Fig. 69 stellt eine 
derartige Vergleichsvorrichtung für Latten und Fig. 70 eine solche 
für Stahlbänder mit Ringenden schematisch dar. Im ersten Fall 
ist die Komparatorlänge A'j der Abstand zweier festen Schneiden 

S.2 und im zweiten iT2 die Entfernung des Nullstriches (00) 
einer feinen Teilung von der Achse eines lotrechten zylindrischen 
Zapfens Z. Die Komparatorlängen Ky und ÜT2 werden durch 
wiederholtes Abschieben1) mit einem Normalmaßstab von bekannter 
Gleichung genau bestimmt. Dann erst wird die Latte oder das 
Meßband in der aus der bildlichen Darstellung ersichtlichen Weise

1) Vgl. auch im Abschnitt C. Höhere Geodäsie die Ausführungen 
über Grundlinien.



I. Elemente der Instrumentenkunde 127

auf den Komparator gelegt und dort findet man an den rechten 
Enden die Restgrößen d1 (mit dem Keil) und d2 (an der Teilung). 

Die Lattenlänge ist dann:
(86) I, — A, - rf,

und die Bandlänge:
(87) l2 — K2-\- d2.

f) Fehler der direlden Längenmessung. Von den Fehlern 
der direlden Längenmessung wirken die meisten vergrößernd auf 
das Ergebnis, so die Abnützung der Lattenenden, die Durchbiegung 
der Latten und besonders der Meßbänder, das Ausweichen aus der 
Horizontalen und aus der Messungsebene, das Zurückstoßen der 
Latten und die etwa unterlassene Reduktion auf den Meeresspiegel. 
Vei'kleinernd wirken auf das Ergebnis nur wenige Fehler wie das 
Eindringen von Fremdkörpern zwischen die Lattenenden, das Lang- 
zieheu der Endringe und das Vorziehen des hinteren Bandstabs.

An rein unregelmäßigen, gleich häufig positiven und nega
tiven Fehlern kommen hauptsächlich in Betracht die Anlegefehler 
Ablesefehler, Anreihefehler, Ablotungsfehler und die Fehler der 
gemessenen Neigungen.

Der mittlere unregelmäßige Fehler m einer direkt gemes-
n

senen Länge X = [ij ist, da es sich um eine Summe von im all-
l

gemeinen gleich genau bestimmten Teillängen (Beobachtungen) han
delt,, zur Wurzel aus deren Zahl n proportional (Abschnitt A 
Gleichung (4l)); diese aber ist für eine feste Latten- oder Band
länge zu Lj selbst proportional, so daß unter der getroffenen Vor
aussetzung m zu YIj selbst proportional ist:

o Vf-

Setzt man L = 1, so ergibt sich die Bedeutung der Konstanten 
m0; sie stellt den mittleren Fehler der Ljängeneinheit vor.

Derselbe läßt sich für jede Messungsart und für jedes Meß
werkzeug aus Doppelmessungen bestimmen. Liegen für die Doppel- 
messungen von n verschiedenen Längen Xl5 . . . Ljn die Differenzen 

. . . dn vor, so findet sich nach den Lehren der Ausgleichungs
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate (vergl. S. 22):

(88) m = m

Kies») ł»o = ±
2 n
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Fig. 71.

Zur Bestimmung der horizontalen Entfernung I) (Fig. 71) 
der beiden Punkte A und P denken wir uns das Instrument so 
aufgestellt, daß sein Mittelpunkt M lotrecht über A und seine
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Die entsprechende mittlere Differenz dQ einer Doppelmessung der 
Längeneinheit ist dann:
(90) ä0=m0V2

und die mittlere Differenz für eine Länge L wird:

d = mQ V2 VL =* m0 Ÿ2L.

Setzt man nun, wie üblich, den Maximalfehler M — 3 m, so 
wird die Maximaldi ff er ens einer Doppelmessung:

JD = AI Y2 = ‘ód = 3m0 V~2 ŸL = TcYl.

Solange D <fh VL ist, bleibt die Messung brauchbar; andern
falls ist sie zu wiederholen, ft ist in den Verwaltungen verschie
dener Länder ganz verschieden festgesetzt worden; im ebenen Ge
lände kann mau jedenfalls fordern, daß:

D < 0,007 ]/X

wird, wo alles in Metern ausgedrückt ist.
b) Indirekte Längenmessung. Die indirekte Längen- 

messung kann auf geometrischem oder trigonometrischem Wege 
oder durch Entfernungsmesser (Distanzmesser) erfolgen. Wir 
greifen nur die letzteren heraus und von diesen nur den für die 
praktische Geodäsie wichtigen Entfernungsmesser mit Latte, zu 
welchem jedes Meßfernrohr durch Einziehen von zwei weiteren 
Horizontalfäden (Distanzfäden) in die Bildebene ausgebaut werden 
kann.

(91)

(92)

(93)

ft
ft

ir
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mittlere Ziellinie mO horizontal liegt. Ferner soll der Vertikal
faden des Instrumentes auf die Teilung einer in P lotrecht stehen
den Latte eingestellt sein. Dann wird auch die mittlere Ziellinie 
m 0 auf der Latte senkrecht stehen. Zwischen den Distanzfäden o 
und u, zu welchen die Lattenablesungen a0 und au gehören, er
scheint ein Lattenabschnitt l — au — a0, der in einer einfachen 
Beziehung zum Abstand D' der Latte vom vorderen Brennpunkt 
F des Objektivs, dem anallatischen Punkt, steht. Bezeichnet f die 
Objektivbrennweite und^> den Abstand der Distanzfäden, so findet 
man aus den beiden schraffierten, ähnlichen Dreiecken:

f(94) n' = .i = o-i.
p

Wenn weiter c die Entfernung des vorderen Objektivbrenn
punktes von der Instrumentenmitte M bedeutet, so wird nach 
Figur 71 die gesuchte Entfernung:

D = c C . I.(95)
Die Additionskonstante

(96) c = a -f f
setzt sich aus dem unmittelbar zu messenden Betrag OM — a 
und aus der Objektivbrennweite f zusammen. Letztere findet man 
als den Abstand Fadenkreuzebene-Objektivmittelpunkt, wenn ein 
sehr weit entfernter Gegenstand, streng genommen ein im Unend
lichen liegender Punkt, deutlich eingestellt ist.

Die Multiplikationskonstante C läßt sich bei bekanntem c da
durch bestimmen, daß zu einer Anzahl von direkt gemessenen, 
bekannten Horizontalentfernungen Dv ... Dn bei horizontalem Fern
rohr an der lotrechten Latte die zugehörigen Abschnitte lv.,. ln be
obachtet werden. Dann ergibt sich aus Gleichung (95) für eine 
einzelne Entfernung:

0-»(97)

und aus den zu den n Entfernungen , . . Dn gehörigen Beobach
tungen findet sich der Mittelwert:

c [P]-nc(98)

Gewöhnlich wei’den zur Erzielung einer einfachen Berechnung 
von D nach (95) die Fernrohrkonstanten f undj? so gewählt, daß

f
die Multiplikationskonstante C = ein runder Wert, meist 100,

Timerdiug, Handbuch III 9
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wird. Entfernungsmesser der vorbeschriebenen Art werden als 
Beichenbach’sehe Distanzmesser bezeichnet.

Durch Einschalten einer weiteren in Figur 71 punktierten 
Linse L' von geeigneter Brennweite zwischen Objektiv und Bild
ebene kann der anallatische Punkt F in den Instrumentenmittel
punkt M verlegt werden. Bei einem solchen Porro’schen Entfer
nungsmesser sind die von der Instrumenten mitte M aus gemessenen 
Entfernungen D zu den Lattenabschnitten l unmittelbar propor
tional, also ist hier:
(99) D = C-l.
Die Additionskonstante c ist in diesem Falle Null.

Der hier gewonnene rechnerische Vorteil wird jedoch durch 
eine geringere Bildhelligkeit etwas beeinträchtigt.

Was die Genauigkeit einer mit einem guten Fadendistanz
messer bestimmten Entfernung anlangt, so zeigt die Erfahrung, 
daß ihr mittlerer Fehler für D = 100 m etwa 5 cm ist und an
nähernd mit dem Quadrat der Entfernung zunimmt.

Außer den Distanzmessern mit Latte, wovon hier nur die 
wichtigste Form in den Grundzügen besprochen wurde, gibt es 
auch noch eine große Zahl von Entfernungsmessern ohne Latte, 
die jedoch fast ausschließlich militärischen Zwecken dienen. Bei 
beiden wird zur Entfernungsermittlung ein schmales, langes Drei
eck mit bekannter Grundlinie benützt; der wesentliche Unterschied 
zwischen beiden Typen liegt nur darin, daß beim Distanzmesser 
mit Latte die Basis (Lattenabschnitt) im entfernten Punkt steht 
und beim Entfernungsmesser ohne Latte mit dem Instrument fest 
verbunden ist.1)

II. Aufnahme arbeiten.
9. Horizontalaufnahmen. Bei jeder Horizontalaufnahme 

handelt es sich um die Festlegung der Horizontalprojektionen von 
Geländepunkten. Je nach den für eine solche Aufnahme verwende
ten Instrumenten und Hilfsmitteln spricht man a) von einer Zahlen
methode, b) von einer Meßtischaufnahme oder c) von einer Busso- 
lenaufnähme.

a) Die Horizontalaufnahme nach der Zahlenmethode.
Dieses Verfahren ist die genaueste, aber auch zeitraubendste und

1) Über die Entwicklung der Fadendistanzmesser siehe 
M. Schmidt, Mensula Praetoriana, Zeitschrift für Vermessungswesen 
1893, S. 270 u. d. f.
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daher teuerste Art der Horizontalaufnahme. Es findet hauptsäch
lich für Eigentumsaufnahmen Verwendung, dann aber auch für 
solche rein technische Unternehmungen, die einen sehr hohen Ge
nauigkeitsgrad erfordern.

Die Bestimmung der einzelnen Geländepunkte in ihrer Hori
zontalprojektion erfolgt hier durch in der Natur direkt gemessene 
Koordinaten in lokalen Systemen, welche bei größerer Ausdehnung 
der Aufnahmen durch Polygonzüge oder trigonometrisch mitein
ander verbunden werden.

Den einfachsten Fall einer Horizontalaufnahme nach Natur
maßen stellt die sog. Standlinienaufnahme (Fig. 72) vor. Zur 
Aufnahme des Grundstücks Pt ... P{ ... Pn wird eine an sich 
beliebige Richtung als Ahszissenachse + X gewählt und ihre Lot
ebene durch Stäbe zweckmäßig so abgesteckt, daß sie das Grund
stück der Länge nach annähernd halbiert und durch zwei Brechungs
punkte Px, P. des Umfangs hindurchgeht. Senkrecht dazu steht die 
Ordinatenachse -j- Y und zwar 
soll es sich hier um das in 
der Geodäsie am häufigsten 
gebrauchte allgemeine Koor
dinatensystem handeln, in 
welchem die -f- X-Achse nach 
einer Drehung um 90° im 
Uhrzeigersinn mit der -J- Y- 
Achse zusammenfällt. Als 

Koordinatenanfan gspunkt 
kann ein ganz beliebiger 
Punkt der Standlinie (Ab
szissenachse) gewählt werden, 
am zweckmäßigsten aller
dings Px oder der Fußpunkt 
der ersten Ordinate. In die
sem örtlichen System werden 
nun die Geländepunkte durch 
ihre rechtwinkeligen Koordi
naten æ, y festgelegt. Das 
hiebei notwendige Fällen 
der Lote zur Ermittlung der 
Ordinatenfußpunkte geschieht in der Ebene am zweckmäßigsten 
mit dem Winkelprisma und im Hügelland mit einem Dioptei’- 
instrument (Kegelkreuzscheibe), in Städten manchmal auch mit 
einem Anlegewinkel, besonders bei kurzen Ordinaten. Die Abszissen-

+X

pA A
*5 PsrfScheune'.
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I !Wiese
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P
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messung erfolgt, im Koordinatenanfangspunkt beginnend, durch
laufend meist mit 5 m-Latten oder einem Feldstahlband, während 
zur Ordinatenmessung vielfach 3 m-Latten oder das Handstahlband 
verwendet werden. Sehr erwünschte Messungsproben liefern die 
ebenfalls direkt gemessenen Seitenlangen s, welche als Spannungen

B bezeichnet werden. Dem- 
! 1 selben Zweck dienen Ver

längerungen von Fluchten 
und Richtungen, für 
welche sowohl die Längen 
r]k, als auch die Ab
szissen ihrer Schnitt

es) ^ punkte mit der Abszissen- 
^ achse bestimmt werden.

A —!—r~
---i

h
-/ v

/ TI /
—4

■
D

Fig. 78. Sämtliche Messungs
ergebnisse werden in einen annähernd maßstäblich geführten Hand
riß eingetragen, nach welchem später die Planherstellung erfolgt. 
Gegenstände der Aufnahme sind Eigentumsgrenzen, Kulturgrenzen, 
Häuser, Hofräume, Wasserläufe, Brunnen, Straßen, Eisenbahnen,

Zäune, Hecken und andere 
für den jeweiligen Auf
nahmezweck wichtige Ein- 

\ zelheiten./( (&__j_ i ___ |____J. Auch wenn eine ein-
( IF jj / / zige Standlinie nicht mehr

\ A X ' \ l/l / ausreicht, kann man sich,
! C \ wie in den Fig. 73 (Teich

un(I 74 (Insel J)
' gedeutet, zunächst ledig

lich durch Längenmessung 
und mit einem Instrument 
zum Abstecken rechter 

Winkel einen festen Böhmen AB CD bzw. ABC schaffen und nun 
dessen Seiten als Standlinien benützen. In einem solchen Falle 
werden die Umfangspunkte des aufzunehmenden Gebildes in ver
schiedenen örtlichen Koordinatensystemen bestimmt.

Im unübersichtlichen Gelände, besonders in Ortschaften und 
bei größeren Aufnahmen läßt sich der Rahmen selten so einfach 
bestimmen. Hier wird ein besonderes Polygonnetz (in Fig. 75: 
2 3 9 10...) notwendig, in welches .nach Bedarf noch weitere, als 
Liniennetz bezeichnete Messungslinien eingeschaltet werden. Die 
Einbindepunkte (2-, 2-, 3-...) dieser Messungslinien in die Poly-

/

an-

Fig. 74.
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gonseiten werden, wie in der Figur angedeutet, zweckmäßig nach 
dem vorhergehenden Polygonpunkt bezeichnet.

Die Aufnahme erfolgt hier von den Polygonseiten und den 
Seiten des Liniennetzes 
aus.1) /.?a) Messung und Be
rechnung eines Polygonzugs. 
Unter einem Polygonzug ver
steht man einen Strecken-

A
/

/ / Aîv.
V1'zug (Fig. 76), dessen Ge

stalt durch die direkte Mes
sung der Streckenlängen s 
und ihrer Brechungswinkel 
ß bestimmt wird.

Die Differenz D zwi
schen Hin- und Rückmes
sung einer Polygonseite soll 
0,007 Y~s (in m) nicht über
schreiten (siehe Seite 128).
Für die Winkelmessung ge
nügt ein in zwei Fernrohr
lagen gemessener Satz. Der 
mittlere Fehler m^ der Polygonwinkel, welcher sich später aus 
der Winkelausgleichung des Zuges findet, soll 0,8' nicht über
schreiten. Bei der Anlage der Polygonzüge wird man vor allem 
darauf sehen, daß sie für die nachfolgende Einzelaufnahme 
günstig liegen. Man führt sie daher längs der Straßen, Wege, 
Wasserläufe, Eisenbahnen, Gewannen-, Eigentums- und Kultur
grenzen. Vom Genauigkeitsstandpunkte aus sind allzu lange und 
stark gebogene Züge, sowie Züge mit sehr ungleichen Seiten
langen unerwünscht, lassen sich aber sehr oft nicht vermeiden.

Was die Art der Polygonzüge anlangt, so unterscheidet man 
offene Polygonzüge, geschlossene Züge und Zugverknotungen. Letztere, 
hei welchen mehrere Zugzweige in einem gemeinsamen Punkte, 
dem Knotenpunkt zusammenlaufen, sollen hier nicht weiter be
handelt werden.

/
21/

\
■»/

p,< //// lt / /X

/2* //
XLFig. 75.

77

1) Einen geschichtlichen Rückblick auf die Entwicklung der 
Aufnahme durch Naturmaßkoordinaten enthält des Verfassers Arbeit 
Die Bedeutung der Koordinatengeometrie für die Bauingenieurtechnik 
in der Zeitschrift des Bayerischen Geometervereins, Jahrgang 1907, 
Seite 188.



Vor Besprechung der Polygonzugberechnung, 
welche im rechtwinkeligen, allgemeinen Koordinaten
system erfolgen soll, seien die wichtigsten Be
ziehungen in diesem System kurz behandelt.
Wie schon früher erwähnt, fällt im allge
meinen System die -f- X-Achse nach 
einer Drehung um 90° im Uhr
zeigersinn mit der -f- X-Achse 
zusammen. Bei einer geo
graphischen Orientierung 
wird das System in 
der Regel so ge
dreht, daß die 
-j- X-Achse

PnąJ

i /
ßnT'y

~Jk
(Xi n-l Sn-1 \dXn-iT '

i.1

\/\P~ï>)nî
Fig. 76.

Ai nach Norden 
gerichtet ist. 

Nun sei ein 
Punkt P1 einerseits 

durch seine rechtwinkeli-

rv
A !"

___ ô«2. j
Slh \dx

gen Koordinaten xx, yl und 
andererseits durch seine Polar

koordinaten

i-■«i.
si 1 Axa ri bestimmt. Derri, Vi

Polarwinkel <px wird hier von der 
-f X-Achse aus im Uhrzeigersinn positiv 

gezählt. Zwischen diesen Koordinaten besteht 
nach dem Anblick von Fig. 77 folgender Zu- 

, , sammenhang:

; 41--]----- ó

' Ł/

= yPL% 9h Xi ’+X
y2 (100) rx = cos qpt

= .Vl 

sin cpt ’
Xx — t\ COS cpx ,

v~àyy, P2

dz
(101)(P,PJa Vi = **i sin <pt. 

Über den Quadran
ten, in welchem (p1 bei 
der Bestimmung nach 
(10 0) zu wählen ist, 
geben die Vorzeichen 
von xx und yx Auskunft 
(siehe auch Tab. 4). 

Nun trete zu Px ein'zweiter Punkt P2 mit den rechtwinkeligen 
Koordinaten x2, y«. Dann wird die Verbindungsstrecke PXP% — s

*r
% ri + Y

i ;
u' Fig. 77.

134 B. Niedere Geodäsie

« K



Quadrant 4x /ty

II. Aufnahmearbeiten 135

mit der + X-Achse und mit der hiezu Parallelen (-f- A) durch 
den Streckenanfangspunkt Px einen Winkel cc = (P1P2) einschließen. 
Derselbe ist der Bichtungswinkel der Strecke PtP2 und wird im 
Uhrzeigersinn positiv gezählt1), s und a kann man auch als die 
Polarkoordinaten von P2 in Bezug auf Pl als Anfangspunkt auf
fassen. Den Winkel (a) = (P2P,), welchen die Strecke P2PX in P2 
mit der Parallelen (-f- A) zur Abszissenachse einschließt, nennt 
man den Gegenrichtungswinkel von (P1P2). Wie Figur 77 zeigt, 
steht er zum Richtungswinkel cc in einer sehr einfachen Beziehung. 
Es ist nämlich:
(102) («) = (P,P.) = t, + 180° = (P,P,) + 180».

Sind für eine Strecke die Lage des Anfangspunktes Px so
wie ihr Richtungswinkel und ihre Länge bekannt, so lassen sich 
die rechtwinkeligen Koordinaten des Endpunktes P2 im Anschluß 
an Figur 77 leicht ableiten; es ist nämlich:

x2 = Xj -f- Jx = xx + s • cos a
= xx -h P1P2cos(P1P2),

Vu = + AV = Vi + s ' sin “
= Vi + P1P2sin(P1P2).

Umgekehrt lassen sich aus den rechtwinkeligen Koordinaten 
der Streckenendpunkte auch Richtung und Länge der Strecken 
ermitteln; erstere findet man aus der 
Gleichung:

(104) tg«-£-£

(103)

Tabelle 4.

— Vi 
-x,

Über den Quadranten, in dem cc 
zu wählen ist, kann kein Zweifel 
walten, wenn die in Tabelle 4 zu
sammengestellten, für die verschiedenen Quadranten geltenden Vor
zeichen der Koordinatenunterschiede zu Rate gezogen werden.

1) Daß in der Geodäsie und Astronomie die Winkel im Uhr
zeigersinn positiv gezählt werden, rührt davon her, daß in der nörd
lichen gemäßigten Zone, in welcher die Heimat der wissenschaftlichen 
Astronomie zu suchen ist, die Azimute der Sonne mit der Zeit im 
Uhrzeigersinne zunehmen.

In der preußischen Katastermessung werden die Richtungswinkel 
als Neigungen (v) bezeichnet.

I I +
++ 

1 
1 +►
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w
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Zur Ermittlung der Streckenlänge dienen die Gleichungen:
dx _ dy 

sin cc(105) s — cos a
Der Sicherheit halber wird man s nach beiden Gleichungen 

ermitteln; für die weitere Rechnung aber ist vom Genauigkeits
standpunkte aus derjenige Wert von s vorsusiehen, welcher mit dem 
größeren Koordinatenunterschied berechnet worden ist.

Die Gleichung:
s = ]/dxi + dy2

wird seltener verwendet; hauptsächlich nur dann, wenn ausreichende 
Quadrattafeln zur Verfügung stehen und der Richtungswinkel a 
nicht auch gebraucht wird.

Manchmal wird, wie im bayerischen Vermessungswesen, ein 
rechtwinkeliges Koordinatensystem X\ Y' so gewählt, daß die 
+ X'-Achse mit der -f- X-Achse und die -f- Y-Achse mit der 
— Y-Achse des allgemeinen Systems zusammenfällt. Außerdem 
werden die in diesem System als Kiréktionswinket w bezeichneten 
Richtungen nicht von der positiven Abszissenachse, sondern von 
der -f- Y'-Achse aus rechtssinnig gezählt. Es ist also offenbar:

x = x, y = — y und a = w — 90°
und man kann aus allen bisher und im Folgenden für das allge
meine System aufgestellten Beziehungen durch Einsetzen der in 
(106)* stehenden Ausdrücke die entsprechenden Gleichungen für 
das bayerische System mühelos gewinnen.

Nach diesen allgemeinen Ausführungen über das allgemeine Ko
ordinatensystem kehren wir wieder zurPolygonzugberechnung zurück.

Der offene Polygomug (Fig. 76) führt vom Anfangspunkt I\ 
zu einem von diesem verschiedenen Endpunkt Pn. Sind diese Punkte 
ihrer Lage nach von vornherein bekannt, so besitzt der Zug beider
seitigen Längenanschluß. Wenn in diesen Punkten auch noch die 
Richtungen nach zwei weiteren bekannten Punkten P0 und Pn+1 
beobachtet worden sind, so spricht man von einem beiderseitigen 
Bichtungsanschluß. Im folgenden soll im Anschluß an Figur 76 
die Berechnung des offenen Zuges mit beiderseitigem Längen- und 
Richtungsanschluß besprochen werden1). Die hiezu notwendigen 
Arbeiten sind folgende:

1) Zur Berechnung genügen fünfstellige Logarithmen. Für die 
Rechnungen der niederen Geodäsie ist die Tafel von F. G. Gauß, 
Fünfstellige, vollständige, logar ithmische und trigonometrische Tafeln, 
100. Auflage, Halle 1909 besonders empfehlenswert.

(106)

(106)*
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1. Ableitung der Anschlußrichtungswinkel,
2. Ausgleichung der gemessenen Polygonwinkel,
3. Berechnung der Polygonseitenrichtungswinkel,
4. Ermittlung der Koordinatenunterschiede,
5. Ausgleichung der Koordinatenunterschiede, *
6. Koordinatenberechnung der Polygonpunkte.
Gehören zu den Polygonpunkten und Anschlußpunkten die 

mit den gleichen Zeigern versehenen Koordinaten, so ergeben sich 
die Anscblußrichtungswinkel a0 und an frei von Beobachtungs
fehlern aus den Gleichungen:

Un 4- 1 Un= Vo- Vi 
xo A

Wenn die auf der linken Zugseite liegenden Polygonwinkel 
mit ß und die damit abgeleiteten Richtungswinkel der Polygon
seiten mit a bezeichnet werden, so kann man aus Figur 76 folgende 
Gleichungen ablesen:

(107) *g“o Xn +1 Xn

«1 = <*0 + ßl )
a2 = ai + 180° -\- ß3,
a3 ~ a2 + 180° -f ß3t .(108)

an — “n-l + 180° + ß,f

Wird in der letzten dieser Gleichungen ccn durch an - 21
dieses durch un_3 ausgedrückt und in dieser Weise fortgefahren, 
so kommt man schließlich auf die Gleichung:

-l

(109) 
oder:
(110) ft + ft + ... + ft, + («„-«„ + (»- 1) 180“) = 0.

- «„ + [fl + («-!) 180»

Werden in diesen Ausdruck, welcher eine Bedingungsgleichung 
für die Polygonwinkel ß vorstellt, an Stelle der unbekannten richtigen 
Werte ß die noch mit Beobachtungsfehlern behafteten Größen ß' 
eingesetzt, so findet sich:
(111) [ß'] + K ~ + (« - 1) 180°) = w.

Der aus (lll) sich zahlenmäßig ergebende Anschlußwider
spruch w hat hier den Charakter eines Fehlers. Er findet sich, 
wie man sich leicht überzeugen kann, auch aus der Gleichung:

«»' - ^7(112) W =



Der mittlere Beobachtungsfell]er ist:

n.
,-±y^-± w(116) t~“±m

Ÿ M

Hierin ist r = 1 die Zahl der Bedingungsgleichungen.
Mit den ausgeglichenen Polygonwinkeln ß erfolgt nun erst 

die rechnerische Ermittlung der endgiltigen Polygonseitenrichtungs
winkel cc.

Wir fragen noch nach den mittleren Richtungsfehlern mr und 
fir der rten Polygonseite, wenn einerseits kein zweiter Richtungs
anschluß besteht und daher die Ableitung der Richtungswinkel a 
mit unverbesserten ß' erfolgen muß und wenn andererseits, wie 
vorhin beschrieben, infolge eines zweiten Richtungsanschlusses die 
Ableitung der Polygonseitenrichtungswinkel a mit ausgeglichenen 
Polygonwinkeln ß vorgenommen werden kann.

Im ersten Fall ist entsprechend (113):

' == a0 + [ß'] + (r ~ 1) = Gx + [/?'].i i
(117) «r

Im zweiten Fall aber ist:
(118) ccr = ccr' — r
Da:

11 n
® = [0] - Lfl.

1 1
so wird bei weiterer Entwicklung:

ur = C2 -p [ß ]----[1 1
(119)
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worin:
(113)
ist. Die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen (siehe Seite 64 
u. d. f.) im Anschluß an die Gleichungen (HO) und (lll) weist 
jedem beobachteten ß' die gleiche Verbesserung:

(ui)

zu. Die ausgeglichenen Polygonwinkel sind also:

«.'“«• +[ft +(»-!) 180°

o _ a ' w* * * rn ßn n(115) ft - ft' - J * n ’

-c
s
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: s

g s
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oder:

= C2 + (l rn)\n--nin

In den Gleichungen (117) und (120) sind die konstanten Be
träge mit C1 und C2 zusammengefaßt. Die Anwendung des Fehler
fortpflanzungsgesetzes auf die Gleichungen (117) und (120) liefert 
die gesuchten mittleren Richtungsfehler m und gr der Polygon
seiten vor und nach der Ausgleichung:

(120) ccr

= mpVr = w}/rn

-| / T ^ !--------------
f*r “ y (» — ’’) = »' Vr (»—<•)•

(121)
und:

Wz-

(122)

Danach wird das größte mr für r — n erscheinen:
= w(123)

und das größte jtir für r =

(124)

r max

f*r max —

Durch den beiderseitigen Richtungsanschluß wird daher der 
größte mittlere Richtungsfehler einer Polygonseite auf die Hälfte 
seines sonstigen Betrages herabgedrückt.

Mit den ausgeglichenen Seitenrichtungswinkeln cc und den 
Seitenlangen s erfolgt an vierter Stelle die Berechnung der vor
läufigen Koordinatenunterschiede dx\ /ly' nach den Gleichungen:

dxx dyx — sx sin ,= Sj COS ,

(125) dxi dy\ — si sin ai,= Sj cos cci,

d xn Sn — 1 COS an_i, dyn — 1 ^11—1 sin ccn — 1.

Fügt man die Summen \dx'] und \dy'] der vorläufigen 
Koordinatenunterschiede zu den Koordinaten xl, yx des Anfangs
punktes, so erhält man:
(126)

- 1

Xn = *1 + id*], Vn = Vl + [dy] ■

Infolge von Restfehlern in den Richtungswinkeln und von 
Seitenmessungsfehlern stimmen diese Werte mit den vorgegebenen
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richtigen Koordinaten xn, yn des Zugendpunktes nicht genau über
ein; es ist vielmehr:
(127) 
und:
(128) vy = yn - yń ■

Hierin bedeuten vx und vy die Verbesserungen für die Summen 
der Koordinatenunterschiede. Diese Beträge müssen nun auf die 
einzelnen 'Koordinatenunterschiede verteilt werden. Eines der ein
fachsten Verfahren, die vorläufigen Koordinatenunterschiede aus
zugleichen, besteht darin, die vx und vy proportional zu den Seiten
langen zu verteilen1 * * *). Danach sind die auf Ax! und Ay\ treffen
den Verbesserungen:

(129) dxi j-sj Sii dyt =■= |-gj s{ 

und die ausgeglichenen Koordinatenunterschiede werden: 
Axx = Axx -f dxx, Ayx = Ayx + dyx,

(130) Axi = Ax[ + dx{, 4yt = 4y' -f dy„

Jyn = + dVn-Axn — Axn' 4- dxn

Mit diesen verbesserten Koordinatenunterschieden erfolgt nun 
erst die Koordinatenberechnung der Polygonpunkte nach den Glei
chungen:

x2 = xx -f- A xx y% = Ki + 4yx,
(131)

Xi — 1 ""I- ^ Xi —11 Vi = 9i-1 + ^-i )

Wenn bei dieser Berechnung kein Rechenfehler unterläuft, 
so müssen die nunmehr aus der Rechnung gewonnenen Endpunkts
koordinaten mit den vorgegebenen Werten xn, yn übereinstimmen.

y» =yn~ i +-u

1) Dieses praktische Näherungsverfahren ist vom theoretischen
Standpunkte aus um so weniger anzufechten, je gestreckter der Poly
gonzug ist. Die strenge gemeinsame Winkel- und Seitenausgleichung
eines Polygonzuges ist eine sehr mühsame und umständliche Arbeit
und spielt daher für praktische Zwecke kaum eine Rolle.
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nach Länge und Richtung beiderseits angeschlossener Zug. Liegen 
solche Anschlüsse nicht vor (Fig. 79), so trennt man besser P1 
und Pn und die Berechnung kann dann in einem beliebig gelegenen 
Koordinatensystem erfolgen. Es ist jedoch zweckmäßig, Px als 
Koordinatenanfangspunkt und die Richtung der ersten Polygon
seite als -(-X-Achse zu wählen. Auch hier geht dann die Rech
nung wie früher vor sich, nur erfolgt der Längenanschluß erst 
bei dem mit Pt identischen Punkt Pn + l.

Im geschlossenen Polygon läßt sich die Richtigkeit der 
Winkelmessung durch die Gleichungen:

[fl = 0 + 2) 180°,
[y] = 0-2) 180°

erproben, wenn n die Zahl der Polygonpunkte (wie in Pig. 79), 
ß die Außenwinkel und y die auch manchmal gemessenen Innen
winkel des Vielecks bedeutet.

Beim geschlossenen Polygonzug ist die Längenmessung mit 
besonders sorgfältig bestimmten Latten- oder Bandlängen vorm- 
nehmen, da hier aus Mangel eines besonderen Längenanschlusses 
Längenfehler der Meßwerkzeuge versteckt bleiben. Der Zug würde 
auch schließen, wenn, statt mit Meterlatten, mit Fußlatten ge
messen würde.

Zum Schluß gehen wir in Tab. 5 noch ein Beispiel für die

(132)
(133)
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Beim geschlossenen Polygonzug führt der Zug wieder zum 
Anfangspunkt zurück. Ist dieser seiner Lage nach bekannt (Fig. 78), 
und sind in ihm auch bei Beginn und Beendigung der Messung 
die Anschlußrichtungen nach dem gemeinsamen Punkt P0 = Pn 
beobachtet worden, so läßt sich, wennP1 zugleich als Pn betrachtet 
wird, dieser geschlossene Zug genau so berechnen wie ein offener,
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Tabelle 5.
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Berechnung eines offenen, beiderseits nach Länge und Richtung 
angeschlossenen Zuges.

Da die Tabelle genau dem geschilderten Rechnungsgang ent
spricht und sich auch nur die bisher gebrauchten Bezeichnungen zu 
eigen macht, wird sie ohne wei
tere Erklärungen verständlich 
sein. Es sei nur bemerkt, daß 
alle fehlerfrei gegebenen Stücke 
und die daraus unmittelbar ab
geleiteten Größen durch Unter
streichenkenntlichgemacht sind.

Einen Punkt Pr (Fig. 80), 
welcher mit dem Polygonzug 
durch die von Pt nach Pr füh
rende Strecke sf und den Win
kel ßr bestimmt ist, den diese 
mit der vorhergehenden Polygon
seite einschließt, nennt man einen Sackpunkt. Seine Lage ergibt 
sich, wenn der durchgehende Polygonzug berechnet ist, mit den 
in Fig. 80 enthaltenen Bezeichnungen aus den Gleichungen:

ai =«<_i + 180° -j- ßr,
.Ql Ql Ql . Q Ql . Ql

JXf = Sr cos (Xf, Jyr = Sf sin af,

K = VC = Vi + 4yr.

Bei der Verbindung des Liniennetzes mit dem Polygonnetz 
und im Liniennetz selbst sind häufig die rechtwinkeligen Koor
dinaten von Liniennetz
punkten zu berechnen. Ein 
solcher Punkt P (Fig. 8l) 
ist auf der Strecke AE, 
für deren Endpunkte die 
Koordinaten bekannt sind,

. durch Einmessung vom 
Streckenanfangspunkte 

aus festgelegt.
Sind s und s'0 die 

mit Beobachtungsfehlern 
behafteten direkten Mes
sungsergebnisse der Län
gen AP und AE und be-

'P; z{xfy? )(W)A
--«f

dxf
a

li tt.,•S,

)

si-l

Fig. 80.
Ę

(134)

(135)

(136)

>•.

GX)a «o

i P(xy) /.1A

f Jx
V

__I,1 i(*»a) ~dy....<---
JO

Fig. 81.
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deutet s0 den aus den Kooi’dinaten der Streckenendpunkte abge
leiteten richtigen Wert der ganzen Strecke, so ist, wenn der Un
terschied 
(137) S0 S 0 d$0
gesetzt wird, s um einen kleinen Betrag

(138)
zu verbessern und in

ds — ds0

s = s -f- ds(139)
überzuführen, ehe es für die Berechnung der Koordinaten x, y des 
Liniennetzpunktes verwendet werden kann. Mit den in Fig. 81 
stehenden Bezeichnungen erhält man dann:*

/So = yK — yA,(140) Aa = xE — xA
Ao Aa Ao(141)

(142)
(143)

tg cc — . .
6 Aa’

Ax = s-cos«,
x = xA + Ax,

s0 = — u cos a

y = yA + 4y.
Diese Aufgabe besitzt eine besondere Bedeutung für den 

zeichnerischen Auftrag von Polygonseiten, deren Endpunkte auf 
verschiedene Blätter fallen.

ß) Trigonometrische Punktbestimmung. Bei größeren Arbeiten 
wird das Aufnahmegebiet erst mit einem Netz von Dreiecken 
überspannt, deren Eckpunkte rein trigonometrisch, d. h. ausschließ
lich durch Winkelmessung mit dem Theodolit (Triangulierung) 
festgelegt werden. Für die Punktberechnung muß allerdings in 
der Dreiecksverbindung noch eine Seite ihrer Länge nach bekannt 
sein. Dieses Dreiecksnetz, an welches sämtliche Polygonzüge an
geschlossen werden, hält dann die ganze Aufnahme zusammen.

1. B eobachtungsverfahren. Als Beobachtungsverfahren 
zur Messung der Netzwinkel kommen hauptsächlich in Betracht:

1. Die Winkelmessung im engeren Sinne oder eigentliche 
Winkelmessung und

2. das Verfahren der Richtimgsbeobachtungen1).
Bei der eigentlichen Winkelmessung werden immer nur zwei

1) Yon geringerer Bedeutung ist heutzutage die früher so wich
tige Repetitionswinkelmessung, durch welche das Vielfache eines 
Winkels bestimmt wird. Dieses Verfahren verlangt Theodolite mit 
einem doppelten Achsensystem, sog. Repetitionstheodolite.
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Ziele zusammengefaßt und jeder einzelne Winkel wird für sich 
allein in je zwei Fernrohrlagen und in n Sätzen bei n verschie
denen Kreisstellungen gemes
sen. Hiebei ist es gleich- 
giltig, ob es sich um die 
Horizontal winkel ßik (Fig. 82) 
zwischen zwei Nachbarstrah
len, um die von einem ge
meinsamen Anfangsstrahl 
PqPj aus gezählten ß{ oder 
um die Winkel zwischen 
irgend zwei anderen der s 
Strahlen handelt. Wenn z. B. 
sämtliche Winkel ß. in je 
einem Satz beobachtet wer
den, so ist, wenn die Ein
stellungen der zweiten Fern
rohrlage mit P' bezeichnet 
werden, die Reihenfolge der Punkteinstellungen diese:
(144) P„ Ps, P,\ P’. PltP„ P,\ P,'. P„ P4, p;, P,'. 

...^.p^p/.p/; ...Pi,p„p;,p;.

Der wahrscheinlichste Wert eines so bestimmten Winkels ist das 
arithmetische Mittel aus den Ergebnissen der n Sätze. Deren Ab
weichungen vom Mittel, die scheinbaren Beobachtungsfehler v 
liefern den mittleren Fehler der einzelnen Winlcelbeobachtung zu:

P
Ri

" yßi

\ ß \' kPÛ

!: P' i£
ßa

Fig. 82.
Pk

_ I l/ t«P]'. 
— V n—V(145)

der mittlere Fehler des aus n Sätzen gebildeten Winkelmittels 
ist dann :

~Vn -^V
[■vv](146) (•« n(n — 1)

Anders liegen die Verhältnisse bei den Richtungsbeobach
tungen. Hier werden in jedem der n Sätze sämtliche s Ziele in 
der ersten Fernrohrlage in der Reihenfolge von links nach rechts 
(im Uhrzeigersinn) und in der zweiten von rechts nach links ein
gestellt. Die Reihenfolge der Einstellungen eines in zwei Fern
rohrlagen beobachteten Satzes ist also hier folgende:

(u?) p,, p„ p„... pt,... p p/,... p;,... p,\ p/, p;
wTimerding, Handbach III
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!}j[und
Ph” fC PT-pïz

8,6 , "

’ " = ±4,3.
tr(148) mr=Ÿ 1348 = + 8,6; ftr = Vi3 • 6
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Tabelle 6.
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Die Richtungen y (Fig. 83) werden stets auf den gemeinsamen An
fangsstrahl P0 Pt bezogen und für jeden Satz in der Weise ge
bildet, daß das Beobachtungs
ergebnis für die Einstellung des 
ersten Punktes P1 von den Ein
stellungsergebnissen aller übri
gen Punkte subtrahiert wird.

Die Fehlerberechnung für Ę £_
Richtungsbeobachtungen sei im 
Anschluß an das in Tab. 6 ent
haltene Zahlenbeispiel erläutert.
Zunächst wird für jede der 
s (= 7) Richtungen aus den zu
gehörigen Beobachtungswerten 
y der n (= 4) Sätze ein wahr
scheinlichster Mittelwert x abgeleitet. Dann lassen sich für jeden 
Satz die Unterschiede der einzelnen Satzbeobachtungen y gegen 
die zugehörigen Satzmittel x bilden, z. B. für den iten Satz und 
die rte Richtung:
(149)

r,
^2 *-

Po
V

Ys ;
p3

P-,
B

Fig. 83.

dir = xr — yir .
Jede dieser Differenzen enthält, da zur Ermittlung aller y eines 
Satzes stets das erste Einstellungsergebnis von allen übrigen Be
obachtungen desselben Satzes subtrahiert wurde, den Beobachtungs
fehler ff der Anfangsrichtung, welcher in der Reihe der di als 
konstanter Fehler wirkt. Derselbe findet sich nach Gleichung (l5) 
auf Seite 10 für den iten Satz zu:

[di](150)

Für die rte Richtung im iten Satz wird daher die schein
bare Beobachtungsverbesserung:
(151) Vir = ä« + •
Der Umstand, daß die Summe dieser scheinbaren Beobachtungs
verbesserungen für jeden Satz1) Null geben muß, ist eine be
queme Rechenprobe. Wird aus den so ermittelten v die Fehler
quadratsumme \vv\ gebildet, so ist nach der Methode der klein
sten Quadrate der mittlere Fehler einer beobachteten Richtung 
eines Satzes:

1) Jeder Satz stellt eine eigene Beobachtungsreihe vor, für welche 
das Gauß’sehe Fehlergesetz gilt

10*
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= i/M
Y ü ’(152) r

wenn m die Zahl der überschüssigen Beobachtungen vorstellt. 
Bei n Sätzen und s Richtungen liegen im ganzen n • s Beobach
tungen vor. Yon den (n — l) letzten Sätzen sind außer den 
(n — l) Anfangs- oder Nullrichtungen alle Beobachtungen über
schüssig; es ist also:

ü = (n - 1) s - (n - 1) = (n - l)(s - l); 
damit wird der mittlere Richtung sfehler einer Beobachtung:

-v [»!)](153) r (n — 1) (s — 1)
und der mittlere Fehler einer aus n Sätzen (Wiederholungen) 
gemittelten Richtung ist:

-v-ui r(154) f*r — j/w n (n — 1) (s — 1)
In unserem Zahlenbeispiel sind die nach diesen Gleichungen 

berechneten mittleren Richtungsfehler:
mr = + 8,6" und pr = + 4,3".

Zwischen dem mittleren Winkelfehler m,
Richtungsfehler mr und den zugehörigen Gewichten pw und pr 
besteht ein einfacher Zusammenhang, da sich jeder Winkel als 
Differenz zweier Richtungen ausdrücken läßt, z. B.:
(155)

dem mittleren

ßik = 7k ~ Yi-
Daraus findet man nach den Gleichungen (4l) und (51) auf 
Seite 17 und 20 unmittelbar:

mw = mr V2P.
und:
(156) Pr-2p
d. h. das G-ewiclit der ein
mal beobachteten Richtung 
ist das Doppelte des Ge
wichtes eines einmal beob
achteten Winkels.

2. Zentrierung der 
Beobachtungen. Oft ist 
es unmöglich, in dem 
Punkte Z (Zentrum), von

i
W, W ’

xiZ

a‘ T w't.,

Fig. 84
J
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dem aus man die Richtungen y messen möchte, aufzustellen; da
gegen lassen sich von einem nahe gelegenen, um e entfernten 
Punkt J aus nach den gleichen Zielpunkten die von den y etwas 
abweichenden, exzentrischen Richtungen a beobachten (Fig. 84). 
Die Überführung der a in die y mit Hilfe der sog. Zentrierungs
elemente e, s{ und at, deren Bedeutung die Figur zeigt, nennt man 
die Richtungszentrierung. Es ist, wenn wir die Verhältnisse für 
die Richtung nach Pi betrachten, die auf die Exzentrizität e 
(Richtung JZ) bezogene Richtung:

w! = a{ -
Ferner hat man für den kleinen Winkel xi bei Pr.

• C • fsin x. = — sm w .
6 . .Wenn ^ ein kleiner Wert ist, so läßt sich an Stelle dieser strengen 

Gleichung auch schreiben:

(157)

(158)

rr rt 6X - = Q — sm wi .

Damit ergibt sich für die zentrierte, aber noch auf die Exzentrizität 
e bezogene Richtung w{ als Außenwinkel im AJZP

wi = wi + xr
Um nun die zentrierte Richtung wieder auf den Punkt Px als 
Anfangspunkt zu beziehen, hat man nur zu bilden:
(161)

(159)

(160)

Y, — w, — «V
Zur Erläuterung diene das in Tab. 7 enthaltene Zahlenbeispiel, in 
dem die gegebenen Stücke durch Unterstreichen der Bezeichnungen 
hervorgehoben sind.

Nach dieser Abschweifung kehren wir wieder zur eigentlichen 
trigonometrischen Punktbestimmung zurück.

Die Dreiecksnetze werden in verschiedene Ordnungen ein
geteilt. In das Netz erster Ordnung, dessen Seitenlangen durch
schnittlich 40 km sind, fügt sich zunächst das Netz zweiter Ord
nung, in dieses das Netz dritter Ordnung und, wenn nötig, in 
dieses noch ein Netz vierter Ordnung. An das Netz niederster 
Ordnung mit einer durchschnittlichen Punktentfernung von etwa 
0,5 km, ist das Polygonnetz angeknüpft. Im Hauptnetz, dessen 
Besprechung in die höhere Geodäsie gehört, herrschen die Winkel
beobachtungen weitaus vor, während in den Netzen niederer Ord
nung fast ausschließlich Richtungsbeobachtungen ausgeführt werden.



141 45 48 
110 32 18

326 56 47 
295 43 17

31 13 30 
0 0 0
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Tabelle 7.
e = 15, 465 m, az = 329° 54' 00"

Pi P. P.
0° 0' 00” 

30 06 00 
395,0

7.40 340

111° 27' 53” 
141 33 53 

2773,1

6.55 703

297° 48' 00” 
327 54 00 

493,8

7.30 645

a
w'

s (in m)
log|
loge

log p"
log ßin w'

1 . 18 935
5.31 443 
9 . 70 028

1 .18 935
5.31 443 
9.79 353

1 .18 935
5.31 443 
9.72 542„

3.53 565n 
— 3433 

327° 54' 00” 
— 57 13

log x" 3 . 60 746 
-f 4050 

30° 06' 00” 
4-1 07 30

2.85 434 
4- 715

141° 33' 53” 
+ 11 55

x
w

X x”

Wenn eine größere Anzahl von Dreieekspunkten im Zusammen
hang bestimmt wird, so spricht man von einer Netzbestimmung 
oder Netzeinschaltung. Im andern Fall, wo nur ein oder einige 
Punkte neu zu bestimmen sind, handelt es sich um eine trigono
metrische Punkteinschaltung.

-a P( 3. Netzeinschaltung. Einige be
sonders charakteristische Formen vonP, ßi«4 Dreiecksnetzen sind folgende: 1. die freie 
Dreieckskette ohne Anschlußzwang, 2. das 
vollständige Kranzsystem, 3. das unvoll
ständige Kranzsystem, 4. die Polygon
kette und 5. die Linienkette. Bei der 
freien Dreieckskette ohne Anschlußzwang 
(Fig. 85) reiht sich von einer nach Länge 
und Richtung1) bekannten Seite P1P3 aus 
Dreieck an Dreieck, ohne daß die letzte 
Seite (hier P5P6) eine vorgegebene Lage 
besitzen soll. In einer solchen Kette, in

ft Psn «2
ßt

v ^
Xu]

JLę
Fig. 85.

1) Der Längenanschluß ist durch einen Doppelstrich, der Rich
tungsanschluß durch einen Pfeil bezeichnet und die Punkte von be
kannter Lage sind unterstrichen.

-i §
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der meist alle Dreieckswinkel gemessen sind, kann jede Dreiecks
seite aus einer anderen nur auf einem einzigen Wege abgeleitet 
werden. Sobald in der Dreiecksverbindung, wie in Fig. 85 durch 
Stricheln angedeutet, Diagonalen auftreten, wird aus der leicht zu 
berechnenden Kette ein schwieriger zu behandelndes Netz im engeren 
Sinne, in dem Seitenableitungen auf verschiedenen Wegen mög
lich sind.

Beim vollständigen Kranzsystem (Fig. 86) ist ein Kranz von 
Dreiecken so angeordnet, daß sie im Anfangspunkt P0 einer nach 
Länge und Richtung bekannten Ausgangsseite P0 P, eine gemein
same Ecke besitzen und die letzte Dreiecksseite mit der Ausgangs
seite P0 P1 zusammenfällt.

Pi
r'A

ß,%
P3

rAS Yi «i/3
JU —0 y2

ÉL \ßj \02,
«3

J.
r„

y3 ßn
n p»A

pp„ -1
Fig. 87.Fig. 86.

Wenn der Dreieckskranz nicht vollkommen schließt (Fig. 87), so 
spricht man von einem unvollständigen Kranzsystem. Hier sind dann 
meist die beiden Seiten P0P1 und P0 Pn nach Größe und Lage gegeben.

Besitzt eine Drei
eckskette am Anfang und 

Ende (Fig. 88) Län
gen- und Richtungsan
schluß (hier in P1 P2 und y
P6 P7), so liegt eine Po- I 
lygonkette vor, so genannt, j IN- 
weil sich die Richtung der 
letzten Seite aus der
jenigen der ersten Seite ähnlich wie bei einer Polygonzugberech
nung mit den Winkeln cc ableiten läßt. Man spricht auch noch 
von einer Polygonkette, wenn an einem Ende der Kette einer von 
den beiden Anschlüssen fehlt.

BBÂ y4
WY'Sham “i u3

a2t An Bl“4,ßtVrj ß.3
B ?

Fig. 88.



Vielfach führt eine Dreieckskette von einem Anfangspunkt 
Pt von bekannter Lage (Fig. 89) zu einem Endpunkt von eben
falls bekannter Lage (hier P6). Eine solche Dreiecksverbindung

nennt man eine Linienkette. 
Für die Berechnung einer 
solchen Kette ist es eine 
große Erleichterung, wenn sie 
eine Orientierung besitzt, sei 
es eine innere oder äußere. 
Im ersten Fall sind die erste 
und letzte Seite der Kette 
oder auch nur eine von bei
den gegen die freie Sicht 
(Pt P6) zwischen Anfangs
und Endpunkt durch die eben
falls gemessenen Winkel <p. 
und orientiert. Ist diese 
Sicht nicht frei, so treten an 
ihre Stelle eine oder zwei 
andere bekannte Anschluß
richtungen (hier P, P0 und 
P6 P7) und an Stelle von cpi 
und ijj. die entsprechenden 
Winkel cpa und iga.

Bei all diesen verschie
denen Dreiecksverbindungen sind im allgemeinen mehr Beobach
tungen ausgeführt worden als zur eindeutigen Bestimmung der 
Figur notwendig sind. Diese überschüssigen Bestimmungsstücke 
führen im Netz zu Widersprüchen, welche vor der endgiltigen 
Netzberechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate zu be
seitigen sind. Für die freie Dreieckskette ohne Anschlußzwang 
und für die orientierungsfreie Linienkette besteht die ganze, strenge 
Ausgleichung in einer gleichmäßigen Verteilung der Dreieckswider
sprüche; in allen anderen Fällen handelt es sich bei der strengen 
Ausgleichung um eine umständlichere Arbeit, die erst in der höheren 
Geodäsie für ein beliebiges Netz ausführlich behandelt werden soll.

Erst im widerspruchsfreien Netz wird die Koordinatenberech
nung der Netzpunkte ausgeführt1). Dazu werden zunächst sämt
liche Dreiecksseiten nach Länge und Richtung abgeleitet. Die

fl
Pe ;
K

Pi vff. V

h r<

p<«3
ßz./

ß3

r,
"//
%%

Fig. 89.

Po

1) Ausgenommen, es soll eine Koordinatenausgleichung vorge
nommen werden.

152 B. Niedere Geodäsie
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Längen finden sich durch fortgesetzte Anwendung des Sinussatzes, 
wenn die Rechnung an die erste bekannte Seite anknüpft und 
über die ganze Dreiecksverbindung fortschreitet. Auch die Be
rechnung der Seitenrichtungswinkel schließt an die bereits orien
tierte Anfangsrichtung an und schreitet unter Heranziehung der 
ausgeglichenen Dreieckswinkel ähnlich wie bei einem Polygonzug 
über das ganze Netz fort. Da zu diesen Berechnungen bereits aus
geglichene Winkel verwendet werden, dürfen bei Anschlüssen keine 
Widersprüche mehr auftreten.

Nunmehr kann mit den errechneten Längen und Richtungs
winkeln die Koordinatenberechnung erfolgen.

Es ist zweckmäßig, bei dieser Berechnung einem Polygonzug 
zu folgen, welcher sämtliche Dreieckspunkte enthält und an zwei 
Punkte von bekannter Lage anschließt. Solche Züge sind z. B.
P1 1*3 P& 15 Pi PZ in Fig- 85i P1 P2 P3 ■ • • Pn P1 in Fig- 86 oder
P2P3P4P5P6 in Pig. 88.

Die Koordinatenberechnung der nicht orientierten Linienkette 
ist wegen einiger Besonderheiten noch etwas näher zu behandeln.

Da die Länge der ersten Seite P1p2 (Fig. 90) nicht bekannt 
ist, so nimmt man hiefür einen beliebigen Wert oder besser einen 
Näherungswert P/P/ = P1P2 und berechnet hiemit und mit den 
ausgeglichenen Dreieckswinkeln die einzelnen Dreiecksseiten. Die 
diesen Werten entsprechende gestrichelte Hilfsfigur P1,P2'P3'... P6' 
ist der Dreiecksverbindung PtP2...P6 ähnlich. Wird jetzt ein 
Koordinatensystem X', Y' so gelegt, daß sein Anfangspunkt mit Px 
zusammenfällt und die

pserste Seite P{ P% den be
liebigen Richtungswinkel (+^) JK ^ /ji+X’ 

2 besitzt, so lassen sich ! ' _
in diesem System für die 
Seiten der Hilfsfigur die 
Richtungswinkel cc' ab
leiten. Mit diesen und den

/
/

r~
'a

- y
i K V,

7T‘\I
\ Xgefundenen Seitenlangen 

kann nunmehr die Berech
nung der Koordinaten x, y 
für die Hilfsfigur P/ P2' />p;' 
... Pg/ erfolgen. Dann er
gibt sich der Richtungs
winkel et\ 6 im Hilfssystem 
aus den Koordinaten zu:

P4\ P3I": Xx i \

K

Fig. 90.P



Da die beiden Figuren ähnlich sind, so ist das Verhältnis aller 
entsprechenden Seiten das gleiche, also:

PjPk
PiPk

(166)
oder:

= C =

log PtP, - log P/P/ + Ic,(167) 
wenn:
(168)

gesetzt wird. Nach diesen Gleichungen lassen sich alle ermittelten 
Seitenlangen der Hilfsligur in die Seiten der zu berechnenden 
Linienkette überführen.

Wie Fig. 90 zeigt, ist der Richtungswinkel ô der -f- X-Achse: 
Ô = CC16 a! 6 •

Da nach (162) und (164) die Glieder der rechten Gleichungs
seite bekannt sind, so läßt sich ö zahlenmäßig bestimmen. Nun 
ist andererseits für eine beliebige Seite P{Pk der Richtungswinkel

«« = «;* +
so daß nach dieser Gleichung alle a des Hilfssystems X', Y' in 
die a des Hauptsystems übergeführt werden können.

Nachdem auf diese Weise für sämtliche Seiten der Linien
kette die Längen und Richtungswinkel im Hauptsystem X, Y er
mittelt sind, bietet die Koordinatenberechnung der Kette keine 
Schwierigkeiten mehr.

log C — log S — log S' — h

(169)

(170)
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y««le = arctg(162) xa
und ebenso findet sich die Länge:

s' - p/p; - ptp; - xf ’/«■(163) sin «jg

Nun ist aber die Lage der Anschlußpunkte Pt, P6 im Hauptsystem 
bekannt, und es läßt sich daher Px P6 nach Länge und Richtung 
in diesem System ermitteln; der Richtungswinkel ist:

cos a.

y 6— Vx
x6—xx(164)

und die Länge wird:

(165)

«!6 = ar0tg

= = y6— yi.
cos or, 6n = pxp6 sin a.

cq m
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4. Trigonometrische Punkteinschaltung. Werden 
durch Triangulierung nur einzelne Punkte neu bestimmt, so spricht 
man von einer trigonometrischen PmiMeinschaltung. Die wichtig
sten Arten derselben sind:
1. Yorwärtseinschneiden,
2. Seitwärtsabschneiden,
3. Rückwärtseinschneiden,
4. die Hansenaufgabe.

Beim

L. (2Q)(x, y.)j. ! \
----^Ay------- pifT]Vorwärtsein

schneiden sind in den ge
gebenen Punkten 1 (xt, yx) 
und 2 (x2, y2) (Fig. 91) die 
Horizontalwinkel 1 und 

2 beobachtet, welche 
die Richtungen nach dem 
unbekannten Punkt Q (%,y) 
mit der Verbindungslinie 
1 2 bzw. 2 1, der sog. Ba
sis, einschließen. Mit den 
in Fig. 91 enthaltenen Be
zeichnungen ergibt sich die Richtung und Länge der Basis aus den 
Gleichungen:

<2

t'W41
Q: (*V)

Ax.II
(xt y,)J_ jJy,

Fig. 91.

(12)-.arctg*-*,(171)

(172)

(173)

(21) = (12) + 180°,
A x Ay12 = cos (1 2) sin (1 2)

Daran schließt sich die Ermittlung der zum unbekannten Punkt Q 
führenden Dreiecksseiten nach Länge und Richtung; man findet: 

sin 2 
sin <£; Q ’

sin 1 
«in '(174)

worin Q aus:
(175)

gefunden wird, wenn er nicht unmittelbar gemessen ist.1) 
Ferner ist:

IG“ 12 2Q = 1 2

Q =, 180° - (<£ 1 +*£2)

(176) (1G) = (12) + <£1 und (2 Q) = (2 l) - <£ 2.

1) Die Punktbezeichnung ist zweckmäßig so zu wählen, daß 1 auf 
dem linken Schenkel von <2Ç Q liegt.
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Als Richtungsprobe dient die Beziehung:
(177)
Mit diesen gerichteten Längen erfolgt jetzt die Koordinatenberech
nung für Punkt Q nach den Gleichungen:

Axx = 1$ cos (1$), Ax% = 2 Q cos (2$),
Ayx = 1Q sin (1 Q), Ay2 L 2 Q sin (2 Q),

X = Xx -f- Axx — x2 -j- Ax%,

y = Vi + Ayx = y2 +
Eine wichtige Rechnungsprobe besteht dai-in, daß die nach 

(179) erhaltenen zwei Koordinatenpaare bis auf Abrundungsfehler 
der Rechnung üb er ein stimmen sollen.

Tabelle 8 enthält ein Zahlenbeispiel für Vorwärtseinschneiden 
mit Koordinatenberechnung, das nach den vorher gegebenen Ent
wicklungen ohne weiteres verständlich sein wird.

Beim Vorwärtseinschneiden werden die Winkel in den beiden 
bekannten Punkten 1 und 2 beobachtet, während auf die Messung 
des Winkels Q auch verzichtet werden kann. Ist einer von den 
gegebenen Punkten unzugänglich (Luftsignal), so ist zur Bestim
mung des Dreiecks auch der Winkel Q zu messen. In diesem Falle, 
wo in einem der bekannten Punkte 1 oder 2 und im unbekannten 
Punkt Q die Dreieckswinkel gemessen werden, handelt es sich um 
das Seitwärtsabschneidcn. Dessen rechnerische Behandlung ist genau 
dieselbe wie beim Vorwärtseinschneiden, da sich der Dreiecks
winkel im zweiten bekannten Punkt als Ergänzung der Summe 
der beiden gemessenen Winkel auf 180° ergibt1).

Wesentlich anders geartet ist das Rückwärtseinschneiden, 
welches auch als Problem des Snellius2) oder als die Aufgabe der 
unzugänglichen Punkte bezeichnet wird. Hier muß der unbekannte 
Punkt Q zugänglich sein, denn in diesem sind die Richtungen

(<?2) - («1) = Q.

(178)

(179)

1) Die Aufgaben des Vorwärtseinschneidens und Seitwärtsab- 
schneidens werden unbestimmt, wenn die drei Punkte 1, 2, Q auf 
einer Geraden liegen.

2) Die trigonometrische Lösung dieser Aufgabe, welche fälschlich 
noch vielfach Pothenot’sche Aufgabe genannt wird, rührt von 
Willebrord Snellius her, welcher sie gelegentlich seiner nieder
ländischen Gradmessung 1617 aufgestellt und gelöst hat. Die erste 
Auflösung des Rückwärtseinschneidens mit Koordinatenberechnung 
dürfte Delambre zuzuschreiben sein (Méthodes analytiques pour la 
détermination d’un arc du méridien, Paris, An 7, S. 143).
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nach drei bekann
ten Punkten 1, 2, 3 
zu messen. Da in 
diesen selbst nichts 
zu beobachten ist, 
so können sie auch 
unzugänglich sein1). 
Im Anschluß an 
Fig. 92 ergibt sich 
folgende Lösung.

Zunächst er
folgt die Ableitung 
der Seiten des ge
gebenen Dreiecks 
12 3 nach Länge 
und Richtung aus 
den rechtwinkeligen 
Koordinaten der 

Dreieckspunkte. 
Damit gewinnt man 
die Größen:

(180) 1 2, 2 3

sowie:

(1 2), (2 3), 
(21), (3 2);

(181)

ferner:

(182)
(21) ~(2 3).

1) Im Gegen
satz zum Vorwärts- 
einschneiden 
Seitwärtsabschnei- 

den, welche zwei 
Instrumenten - Auf

stellungen erfordern, 
ist hier nur eine ein
zige notwendig.

und
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verbessert
20"
400000

gem
essen

4. Länge der D
reiecks

seiten
4- 538,25

lg 2 Q
+ 730,33
2 

. 73 098
lg sin 1

2 
. 86 352

lg 12
9 

. 86 746
E

 lg sin Q
9 

. 77 326
lg sin 2

9 . 90 580
2 

. 95 772
von 2 aus

4- 1141,64
841,94

zX
f7

o T

92 528

9 T
 V

 =
 I2 = A 18

5. Richtung der
D

reiecksseiten
36° 23 

23
lg IQ

2 
. 98 872

G
egebene K

oordinaten 
xt =

 -f 411,31 
x

s =
 + 1141,64 

y. =
 4~ 389,15 

y, =
 4- 

927,40 
K

oordinaten-
6

.

a)
von 

1 aus

lx
lx 

[7

2 
. 04 7 7

 8n 
| Jx

t

Punkte

I

Tabelle 8.3. 
Rieht.

Vi —
 Vi 

x^ 
x

1 
lg

 4
 y 

lg J
 x 

lg tg (12
) 

lg sin (12
) 

lg cos (12) 
lg 12

 

411,31 
111,63

D
reiecksw

inkel
2

.

m
-m

4- 
299,68 

lg cos (2
 g)

H
F 

389)15 
! 

lg 2Q
lg sin (lg)

j 9,99 713 
j Jy

1 
| 

-j- 
967,94 

| lg sin (2g) 
9 . 65 761 

!g^yi

-f 
299,70 

y, 
| + 

927,40 
4- 

429,69 
y 

| 
4- 1357,09

9 
. 05 906

ra 
2 

. 98 872
9 

. 94 973
ra 

2 
. 97 555

x
x

lg IQ
V\

ZH
 p

Ig^Vi
y 

1 4- 1357,09
2 

. 98 585
2 . 63 316



Damit wird das Sinusverhältnis der unbekannten Winkel:
23 sin u 
12 sin v

Der Hilfswinkel A kann hienach zahlenmäßig berechnet werden, 
da im mittleren Ausdruck der vorstehenden Gleichung alle Fak
toren bekannt sind. Der Umstand, daß er um 180° unbestimmt 
bleibt, hat nichts zu sagen, da er später nur in der Form ctg (c -f- A) 
auftritt, und ctg (c + l) stets gleich ctg (c + X -f- 180°) ist.

Aus (185) gewinnt man durch entsprechende Subtraktion 
und Addition nach einer kleinen goniometrischen Umformung die

sin(185) = ctg A.

- >
u

------Jya -
(IQ) (xy)

V(xlth)± J

?—3 • :
(•ôîÿ.ï)

\ '' (32)' /Fig. 92.

cp und ip sind Hilfswinkel, zu deren Bestimmung das Viereck 
1 2 3 Q eine erste Gleichung liefert, nämlich:

— (qo -f 1/;) = 180° — *2 (m + V + ß) =(183) Vt-
Hierin sind u und v die in Q beobachteten Winkel, unter welchen 
von dort aus die Seiten 1 2 und 2 3 erscheinen.

Eine zweite cp und ty enthaltende Gleichung findet sich, wenn 
die Seite 2 Q einmal aus A 1 2 Q und ein anderes Mal aus A 2 3 Q 
berechnet wird:
(184) sin cp sin2Q = 12 = 23 sin vsin u

158 B. Niedere Geodäsie
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Gleichung :
(186) tg ! (cp— y) = tg | (cp + ctg (45° +1) — tgy, ctg (45° -f A) 

und hieraus:
(187)

Damit und nach (183) finden sich die beiden Hilfswinkel zu:

= 7i + y2>
^ = yi — y2 •

iO - t) = ys-

(188)

Es ist jedoch zu beachten, daß y2 zunächst um 180° unbestimmt 
erhalten wird. Ein Kriterium dafür, ob es im richtigen Quadranten 
gewählt wurde oder nicht, gibt die Gleichung (184), welche für 
2 Q einen positiven Wert liefern muß. Da sowohl 12 als auch 
2 3 stets als positive Größen anzusprechen sind, so müssen auch 

sin ip 
sin v

sin cp positiv werden. Das trifft aber nurdie Quotienten undsin u
dann allgemein zu, wenn sin cp mit sin u und sin ty mit sin v 
gleiches Vorzeichen besitzt. Ist diese Bedingung erfüllt, so wurde 
y2 im richtigen Quadranten gewählt, im andern Falle ist der auf
geschlagene Wert von y2 um 180° zu ändern, was auch eine 
Änderung von cp und ifj um denselben Betrag zur Folge hat.

An die Hilfswinkelberechnung schließt sich die Ermittlung 
der Seiten IQ und 3 Q nach Länge und Richtung; es ist:

sin (u -f- cp) sin (v -j- 'tp)(189) IQ = 12 
und:
(190) (1<?)-(12) + <p, (3Ç)=.(32)-t.

, 3$ = 23sin u sin v

Nun dienen zur Koordinatenberechnung für den unbekannten Funkt 
Q(x,y) die Gleichungen:

Axx = IQ cos (1$), Ax3 = 3Q cos (3Q),
4V, — 1 Q sin (IQ), Jy, — 3 Q sin (3 Q)

(191)

und:
x = xx + Axt = x3 -j- Ax3 , 
y = yx + Ayt = y3 + Ay3.

Die Lösung der Aufgabe wird unbestimmt, wenn der gesuchte 
Punkt Q auf dem Umkreis GrK der gegebenen Punkte liegt (Fig. 93). 
Die Winkel u und v werden dann Peripheriewinkel dieses Kreises

(192)



Ein Zahlenbeispiel für Kückwärtseinschneideu mit Koordinaten
berechnung enthält Tabelle 9.

Bei der Hansen-Aufgabe oder der Aufgabe der unzugänglichen 
Entfernung sind zwei Punkte 1 und 2 (Eig. 94), die unzugänglich 
sein können, ihrer Lage nach gegeben. In zwei unbekannten Punk
ten 3 und 4 werden die von diesen nach den beiden bekannten 
Punkten und dem jeweils anderen unbekannten Punkte führen
den Richtungen beobachtet. Die Differenzen dieser Richtunge 
sind die in der Figur bei 3 und 4 eingetragenen Winkel y, y\ y 
und d, <F, d".

Der Berechnungsgang ist hier folgender. Nachdem für die 
Seite 1 2 aus den Koordinaten ihrer Endpunkte Länge und Rich
tungswinkel abgeleitet sind, geht man an die Berechnung der im 
Bild mit qp und ifj bezeichneten Hilfswinkel. Ein Vergleich der 
beiden Dreiecke 1 2$ und 3 4S liefert hiefür zunächst die Gleichung:

und von unendlich vielen seiner Punkte aus erscheinen die festen 
Dreiecksseiten unter den gleichen Winkeln u und v, so daß deren 
alleinige Kenntnis die Lage des gesuchten Punktes Q nicht mehr 
bestimmen kann. Den Umkreis des gegebenen Dreiecks nennt 
man wegen seiner Gefahr für die Punktbestimmung durch Rück
wärtseinschneiden den gefährlichen Kreis1).

Ä.
G.K 2

1II
i

Il I
l

S\ I
óU/\ 

\/V \ Â
I

\foyQ ,6
Sc l-> 3Q' 4

Fig. 94.Fig. 93.

(193) \(<p + f) = T(r + <0 = ci-

1) Auch der rein analytische Weg führt natürlich auf eine un
bestimmte Lösung; es ergibt sich nämlich für tgi(<p— ip) der un
bestimmte Ausdruck 0 • oo.
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Eine zweite Gleichung zur Bestimmung der Hilfswinkel findet sich, 
wenn die Seite 34 einmal auf dem Wege über 14 und ein zweites 
Mal über 2 3 durch die Länge 12 ausgedrückt wird. Das führt 
auf das Sinusverhältnis:

sin cp sin y" sin 8" sin (<S y)
sin ip sin y sin 8' sin (y 8") C ^

Durch dieselbe Umformung wie heim Rückwärtseinschneiden ge
langt man auch hier auf die Gleichung:

tgy(çp — '!’) = tg } ( <p + f) ctg (45° + l),

(194)

(195) 
woraus sich:
(196) T (V — t) = «s

findet. Aus (193) und (196) gewinnt man nun die Hilfswinkel: 
(197) <P = «l + <2, 'tjj c2.

Daran schließt sich jetzt die Längenberechnung der Seiten 
des Vierecksumfangs aus den Gleichungen: 

sin cp 
sin y" ’

Als Probe dient die weitere Gleichung:
sin 8' 
sin ip

Werden diese Längen negativ, so ist c2 im falschen Quadranten 
genommen worden. Eine Änderung desselben und der beiden 
Winkel cp und 'ip um 180° bringt dieses negative Vorzeichen zum 
Vei*schwinden.

Für die anschließende Richtungsableitung dieser Seiten be
stehen die einfachen Gleichungen:

(23)-(12) + 9> + r",
(34)-(32)-r,
(41) _ (43) -ä,
(12)-(41) + <j, + 6'.

Die letzte dieser Gleichungen führt wieder auf den bereits be
kannten Richtungswinkel der Strecke 12 und dient daher als 
Rechenprobe.

Nun haben wir in 2 3 4 1 einen Polygonzug, dessen Seiten 
nach Länge und Richtung und dessen Endpunkte durch ihre recht

sin (y -j- 8") 
sin d"

sin y
sin (y'-(- 8)(198) 23 = 12 34 = 23 14 = 34

12 = 14

(199)
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winkeligen Koordinaten bekannt sind. Die Berechnung eines solchen 
Zuges ist aber eine bekannte Aufgabe (siehe Seite 136 u. d. f.).

Die Hansen-Aufgabe wird mit der in Fig. 95 dargestellten 
Punktanordnung sehr häufig dazu verwendet, um aus einer kurzen 
Länge 12 eine größere 
Seite 3 4 abzuleiten.
Werden die im Bild ent
haltenen Bezeichnungen, 
deren Identität mit den 4 
bisherigen ein Vergleich 
mit Fig. 94 bestätigt, 
gebraucht, so kann die 
Lösung der Aufgabe un
mittelbar mit den vorher aufgestellten Gleichungen erfolgen.

Zur dauernden Erhaltung werden sowohl die Punkte des 
Dreiecksnetzes als auch diejenigen des Polygonnetzes in der Regel 
durch behauene Steine von x/2 m bis 1 m Länge vermarkt.

b) Die Horizontalaufnahme mit dem Meßtisch.*) Während 
bei der Zahlenmethode auf Grund der in Handrissen und Tabellen 
gesammelten Messungsergebnisse der Plan jederzeit nachträglich 
in beliebigem Maßstab hergestellt werden kann, werden bei der 
graphischen Planaufnahme mit dem Meßtisch die genauen Rich
tungen und die meist mit dem Distanzmesser ermittelten Entfer
nungen sofort am Ort der 
Aufnahme in einem bestimm- 
tcn Maßstabe zu Papier ge
bracht, so daß bereits auf 
dem Felde ein verjüngtes 
Planbild entsteht.

Diese
Planaufnahme erfolgt mit 
dem Meßtisch in Verbindung 
mit Lotgabel und Kippregel 
als Hilfsinstrumenten.

cf) Meßtisch, Lotgabel 
und Kippregel. Der wichtigste 
Teil des Meßtisches ist ein

A

*Y
.7<)

JL
Fig. 95.

] bb I

}=0 F

zeichnerische I 0G

K

Fig. 9fi.

1) Eine sehr eingehende Würdigung des von Magister Praetorius 
in Altdorf 1590 erfundenen Meßtisches enthält der Aufsatz von 
M. Schmidt, Mensida Praetoriana, in der Zeitschrift für Vermessungs
wesen 1893, S. 257.

11*
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Schenkel s2 ein Lot trägt, welches in seiner Verlängerung durch den 
Endpunkt des anderen Schenkels sl hindurchgeht, wenn dieser hori
zontal liegt. Zur Untersuchung wird die Lotgabel auf das Meßtisch
blatt gesetzt und ein beliebiger Punkty desselben in zwei Lagen des 
Instrumentes (das zweite Mal mit umgesetzter Lotgabel) auf den

Fig. 98.

164 B. Niedere Geodäsie

ebenes Zeichenbrett, das Meßtischblatt bb (Fig. 96), welches durch 
Schrauben auf einem Wenderahmen ww befestigt werden kann. 
Dieser ist mit dem Fußgestell Gr Gr verbunden, bleibt aber gegen 
dasselbe im horizontalen Sinn drehbar. Zur Hemmung dieser Be
wegung dient ein Klemmhebel Kt und zur horizontalen Feinstel
lung eine Feinstellschraube F. Das Ganze ;steht auf dem durch
brochenen Kopf KK eines kräftigen Stativs und ist damit durch 
Schraube und Gegenfeder oder in anderer Weise fest verbunden. 
Nach der Art der groben Horizontalbewegung des Meßtischblattes 
unterscheidet man:

1. Meßtische ohne feste Vertikalachse,
2. Tische mit Ringführung,
3. sog. Achsentische.

Den unter 1. und 2. genannten Tischen ist wegen der guten Verbin
dung ihrer Bestandteile eine sehr große Standfestigkeit eigen. Bei 
den Achsentischen (Fig. 96), welche eine massive Vertikalachse 
von verhältnismäßig geringem Querschnitt besitzen, ist die Stand
festigkeit eine geringere.

Ein wichtiges Hilfsinstrument, welches dazu dient, einen Bild
punkt p lotrecht über den zugehörigen Feldpunkt P zu bringen, 
ist die Lotgabel (Fig. 97). Es ist das ein Winkel, dessen einer

Psi ZJz-o
« [ ] b

T
ss

H -l-E3=

<c
z>



Boden projiziert. Ergeben sich hiebei zwei verschiedene Projek
tionen Px und P2, so ist ihr Abstand 2 e der doppelte Fehler der Lot
gabel. Zu seiner Beseitigung ist der üffnungswinkel « der Gabel so 
zu ändern, daß das Lot durch den Mittelpunkt P der Strecke 
Px P2 geht.

Noch wichtiger ist für den Meßtisch die Kippregel, welche 
zur Übertragung der Horizontalrichtungen des Feldes auf das Meß
tischblatt dient. Dieses Instrument (Fig. 98) besteht aus einem 
meist als Distanzmesser ausgebildeten, kippbaren Fernrohr, welches 
durch eine vertikale Säule mit einem Lineal so verbunden ist, 
daß dessen eine Kante K in der Fernrohrzielebene liegt. Vielfach 
ist das Instrument auch mit einem Höhenbogen ausgerüstet und 
mit einer Längs- und Querlibelle versehen.

Die Kippregel ist vor ihrer Verwendung einer Berichtigung 
zu unterziehen, welche sich in erster Linie mit der Beseitigung 
des Zielachsenfehlers und des Kippachsenfehlers befaßt.

Ein Ziel ach s en fehler ist wie beim Theodolit dann vorhanden, 
wenn die Ziellinie ZZ auf der Kippachse HH nicht senkrecht 
steht. Zur Untersuchung wird die auf dem Meßtischblatte stehende 
Kippregel auf einen im Horizont liegenden, deutlich sichtbaren 
Punkt P (Fig. 99), am besten auf die Ablesung ax an einer in 
Instrumentenhöhe liegenden horizontalen Latte eingestellt und die 
Lage der Linealkante 
durch zwei Marken Mx 
und Afg am Tischrande 
bezeichnet. Nun wird das 
Fernrohr durchgeschla
gen, das Instrument um
gesetzt und die schon vor
her auf ihre Geradlinig
keit untersuchte Linealkante wieder genau auf die Randmarken 
eingestellt. Damit wird das Instrument um genau 180° gedreht, und 
auch die Kippachse HPf kommt im Grundriß wieder in ihre alte Lage, 
während die zweite Lage der Ziellinie mit ihrer ersten einen Winkel 
2 c (= dem doppelten Zielachsenfehler) einschließt. Die Ziellinie 
geht daher in dieser zweiten Lage an P vorbei und trifft auf 
eine andere Stelle ot2 der Latte. Zur Beseitigung des Fehlers ist 
die halbe Abweichung durch Horizontalverschiebung des Faden
kreuzes mittels seiner Richtschräubchen wegzuschaflfen. Bei Ver
wendung einer Latte wäre demnach das Fadenkreuz so zu verstellen, 
daß sein Schnittpunkt auf die Einstellung a = 2 (ax + a2) trifft.

Die Kippachse soll zur Linealbahn parallel gelagert sein, so

lH
*■ ii

M2 ic~~~ —-JC?.H a2
Fig. 99.
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daß sie bei horizontaler Unterlage ebenfalls horizontal liegt. Ihre 
etwaige Neigung bei horizontaler Linealbahn ist der Neigungs
oder Kippachsenfehler i der Kippregel. An seine Beseitigung kann 
man erst gehen, wenn der Zielachsenfehler sorgfältig weggeschafft 
ist. Es wird dann zunächst das Meßtischblatt mit einer Dosen
libelle oder besser vielleicht mit einer berichtigten Röhrensetz
libelle dadurch horizontal gestellt, daß diese Libelle mit Hilfe der 
Meßtischfußschrauben in zwei zueinander senkrechten Richtungen 
zum Einspielen gebracht wird. Sitzt auf dem Lineal eine Quer

libelle, so kann dieselbe erst wie eine Libelle 
mit ebener Bahn durch Umsetzen berichtigt wer
den und dann zur Horizontalstellung der Tisch
oberfläche dienen (Horizontieren). Nach diesen 
Vorbereitungen wird ein sehr hoch (oder sehr 
tief) gelegener Punkt P' (Fig. 100: Darstellung 
in der zur Kippachse parallelen Lotebene durch 
P') eingestellt und die Lage der Linealkante auf 
dem Meßtischblatte wieder durch zwei Rand
marken bezeichnet. Die Ziellinie des horizontal 

gekippten Fernrohres trifft auf einen in der Natur nicht bezeich- 
neten Punkt P0. Nun wird das Fernrohr durchgeschlagen und das 
Instrument so umgesetzt, daß die Linealkante wieder durch die 
Randmarken geht. Die horizontale Ziellinie wird dann wieder auf 
den gleichen Punkt P0 treffen. Beim Kippen aber beschreibt die 
Ziellinie eine Spur P0JP ", welche mit der zur ersten Fernrohrlage 
gehörigen Zielspur P0P' den Winkel 2 i (= doppelter Neigungs
fehler) bildet. Zur Beseitigung des Kippachsenfehlers ist bei un
veränderter horizontaler Unterlage, also bei einspielender Quer
libelle, durch eine Richtschraube S (Fig. 98) die Lage der Kipp
achse gegen den Horizont so zu ändern, daß die Ziellinie auf den 
Mittelpunkt P der Strecke P'P" trifft. Da die horizontale Ziel
linie immer noch auf P0 trifft, P aber lotrecht darüber liegt, so 
bewegt sich die Ziellinie bei horizontaler Unterlage in einer Lot
ebene; der Neigungsfehler ist also beseitigt1).

1)_Da bei der Meßtischaufnahme aus praktischen Gründen nur 
in einer Fernrohrlage beobachtet wird, so äußern sich in jeder über
tragenen Richtung die vom Höhenwinkel h der Sicht abhängigen Ein- 

  (*
flösse ^ und -j- i tg h des Zielachsen- und des Kippachsenfehlers.
Auf die Beseitigung dieser Fehler ist mangels eines praktischen Tilgungs
verfahrens um so größere Sorgfalt zu verwenden, je steilere Sichten 
auftreten.

PPP''

i | i

T2
Po

Fig. 100.
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Als weiterer Fehler ist der Kreuzungsfehler zu nennen, d. i. 
der Winkel, welchen die Linealkante mit der Zielebene einschließt, 
zu der sie parallel sein sollte. Dieser Fehler ist jedoch ziemlich 
nebensächlich, da er nur zur Folge hat, daß bei der Aufnahme 
jede auf den Meßtisch übertragene Richtung, also auch das ganze 
Planbild, gegen die Natur um den festen Betrag des Kreuzungs
fehlers verdreht ist. Das Planbild selbst aber bleibt richtig. Ein 
grober Kreuzungsfehler läßt sich dadurch aufdecken, daß man 
untersucht, ob ein längs der Linealkante eingestellter Punkt auch 
in der Fernrohrzielebene liegt. Zu seiner Beseitigung muß die 
das Fernrohr tragende Säule auf dem Lineal drehbar sein. Viel
fach ist aber wegen der Unschädlichkeit dieses Fehlers eine solche 
Vorkehrung gar nicht getroffen.

ß) Stationieren mit dem Meßtisch. Vor Beginn der Einzel
aufnahme sind die Meßtischstandorte ihrer Lage nach genau zu 
bestimmen. Man bezeichnet diese mit dem Meßtisch selbst auszu
führende Arbeit als das Stationieren. Bei größeren Aufnahmen 
findet dieses Stationieren stets im Anschluß an ein trigonometrisch 
bestimmtes Netz statt.

Für solche Standpunktbestimmungen dienen hauptsächlich:
1. das graphische Vorwärtseinschneiden,
2. das graphische Seitwärtsabschneidcn,
3. das graphische Büch wärtseinschneiden.

Diese drei Arten der Punktbestimmung nennt man graphisches 
Triangulieren. Dazu tritt

4. die graphische Polygonmessung.
Beim graphischen Vorwärtseinschneidcn sind zwei zugängliche 

Feldpunkte A, B (Fig. 101) und die zugehörigen Bildpunkte a, h 
gegeben, während für einen dritten Feldpunkt (7, welcher unzu
gänglich sein kann, der Bildpunkt c gesucht wird.

Zur Lösung dieser Aufgabe wird der Meßtisch mit Hilfe von 
Libelle, Lotgabel und Kippregel so im ersten bekannten Punkt A 
aufgestellt, daß die Tischfläche horizontal liegt (Horizontierung), 
der Bildpunkt a auf das Lot durch A fällt (Zentrierung) und die 
Lotebene durch die bekannten Feldpunkte A, B auch die Bild
richtung ab enthält {Orientierung). Die Orientierungsrichtung a—b 
wird an den Blatträndern durch Randmarhen bezeichnet, so daß 
infolge der längeren Anlegelinie ein kleinerer Orientierungs
fehler zu erwarten steht. Die richtige Aufstellung des Tisches wird 
am schnellsten durch allmähliche Annäherung erreicht, indem nach
einander die Zentrierung, Orientierung und Horizontierung solange 
verbessert werden, bis bei einspielender Tischlibelle der Bildpunkt
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a durch die berichtigte Lotgabel auf A projiziert wird und der 
Feldpunkt B in die Zielebene der Kippregel fällt, wenn dessen 
Linealkante durch die Bildpunkte ab bzw. durch die Randmarken 
b — a hindurchgeht. Dann wird bei unveränderter Lage des Meß
tisches die Kippregel so versetzt, daß ihre Linealkante wieder

C

v?/% 2 1.

h,a b-a== O-b-a b a=^=o
a A r?<CbB a/ r~. uH—

mg. loi.
durch a hindurchgeht und der dritte Feldpunkt G in der Fern
rohrzielebene liegt. Die längs der Linealkante gezogene, an den 
Blatträndern wieder durch Marken bezeichnete Gerade ist ein 
erster geometrischer Ort für den gesuchten Bildpunkt c. Wird 
nunmehr in B zentrisch aufgestellt und bei horizontalem Tisch 
rückwärts nach A orientiert, so gewinnt man in ganz entsprechen
der Weise eine zweite Gerade als weiteren geometrischen Ort für c. 
Der Schnittpunkt beider Örter ist der gesuchte Bildpunkt c.

Ist der eine der bekannten Punkte B unzugänglich, dafür 
aber der unbekannte Feldpunkt G zugänglich, so kann sein Bild
punkt c durch SeitwärtsabscJineiden ermittelt werden.
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Nachdem der erste geometrische Ort für c, die Bildrichtung 
a — q mit dem in A stehenden Meßtisch genau wie für Vorwärts
einschneiden gefunden worden ist, wird der Meßtisch mit Hilfe 
eines auf dem gewonnenen Ort liegenden, geschätzten Näherungs
ortes q für c zentrisch 
und horizontal über 
dem zugänglichen, un
bekannten Punkte C 
(Fig. 102) aufgestellt 
und mit Hilfe von 
a — c nach A orien
tiert.. Wird jetzt die 
Kippregel so gesetzt, 
daß im Fernrohr B ein
gestellt ist und die 
Linealkante durch den 
zugehörigen Bildpunkt 
b geht, so schneidet b_ ^ 
diese auf dem Ort a—c 
einen Punkt c ab, zu 
welchem jedoch nicht 
der Bodenpunkt C sondern der um q c davon entfernte Punkt C' 
gehört. Nimmt man c für den gesuchten Ort, so wird in der bild-

c cliehen Darstellung ein Fehler ^ begangen, wenn 1 : M der Maß
stab des Planes ist. Bei einiger Übung wird man q immer so ge
nau schätzen können, daß der aus seiner unrichtigen Lage ent
springende Bildfehler vernachlässigt werden kann. Überschreitet 
er aber einmal die zulässige Grenze, so kann man mit dem ver
besserten Näherungsort c die Zentrierung verbessern und die Kon
struktion auf G wiederholen oder 

kann durch Auftrag von
jy. von c aus gegen q hin sofort 

den richtigen Bildort c linden.
Während das graphische Vor

wärts- und Seitwärtseinschneiden 
zwei Meßtischaufstellungen erfor
dert, ist für das graphische Biick- 
wärtseinschneiden nur eine Auf
stellung im gesuchten Punkte not
wendig. Außerdem handelt es sich

b-a
1“ł>
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Fig. 102.
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hier im Gegensatz zu den vorher besprochenen Dreiecksaufgaben 
um eine Vierecksaufgabe.

Es seien A, B, C (Fig. 103) drei gegebene Punkte, deren Bild
punkte a, &, c auf dem Meßtisch gezeichnet vorliegen. Für einen 
Feldpunkt D, von welchem aus die Dreiecksseiten unter den Winkeln 
u, v, w erscheinen, soll der Bildpunkt d ermittelt werden. D ist 
der Schnittpunkt dreier Kreise Ku, Kv, Kw, welche mit den Winkeln 
w, v, w als Peripherie winkeln über den Seiten des gegebenen 
Dreiecks als Sehnen stehen. Man nennt diese Örter für D die 
Schickhart’sehen Kreise,.

Eine an diese Betrachtung unmittelbar anknüpfende Lösung 
besteht darin, daß man mit dem Meßtisch in I) die Winkel u,v, tv 
zeichnerisch mißt und damit nach bekannten planimetrischen Regeln 
über den Seiten des Bilddreiecks ahe die Bilder Je , kw dieser Kreise 
konstruiert, welche ebenfalls u, v und w als Peripheriewinkel fassen. 
Der gemeinsame Schnittpunkt d der drei Kreise, von denen der 
dritte zur Kontrolle dient, ist dann der gesuchte Bildpunkt. Diese 
theoretisch einfache Lösung ist aber viel zu umständlich in der 
Ausführung; zudem fallen oft die Kreismittelpunkte nicht mehr 
auf das Papier. Aus diesen Gründen besitzt sie auch keine prak
tische Bedeutung.

Eine einfache aber nicht sonderlich genaue Lösung wird da
durch herbeigeführt, daß die Winkel u und v bei ihrer Messung

in D auf Pauspapier aufgetragen 
und mit diesem so auf das Meß-

c_

tischblatt gelegt werden, daß 
, ihre Schenkel durch die zugehö- 
JŁ rigen Punkte a, 5, c des Bilddrei

ecks hindurchgehen (Fig. 104). 
Für diese Lage ist dann der 
Ort des gemeinsamen Winkel
scheitels der gesuchte Bild
punkt d.d Eine genauere, bei eindeutig 
bestimmter Aufgabe nie ver

sagende Lösung, die vom theoretischen Standpunkte aus allerdings 
nur eine Näherungslösung ist, wird durch die Zuhilfenahme von 
sog. fehler zeig enden Dreiecken ermöglicht (Fig. 105).

Man stellt bei dieser Lösung den Meßtisch mit Hilfe eines 
darauf angenommenen Näherungsortes d' für d zentrisch und hori
zontal über D auf und orientiert ihn genähert, am besten mit 
Hilfe des entferntesten der drei gegebenen Punkte. Dann werden

Fig. 104.
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der Reihe nach die Feldpuukte A, B, C so eingestellt, daß die 
Linealkante jedesmal durch den zugehörigen Bildpunkt geht. Die 
längs der Linealkante gezogenen Richtungen bB, cC und a A 
schließen dann die Winkel u, v und w ein, also liegen ihre Scheitel 
a, ß, y auf den Schickhart’schen Bildkreisen lcv und kwelche 
d als gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. Nun wird die Orien
tierung des Tisches ein wenig geändert1). Dazu empfiehlt es sich, 
mit Hilfe der Punkte a, ß, y und der durch sie gehenden Bild
kreise, deren Lage sich ungefähr überblicken» läßt, für d einen 
zweiten, verbesserten Näherungsort d" als Schnittpunkt dieser

1) Im Interesse der Übersichtlichkeit besitzt in Figur 105 der 
Meßtisch in beiden Lagen dieselbe Stellung; dafür ist jedoch das in 
der Zeichnung nicht mehr enthaltene Naturdreieck ABC um D um 
den Betrag der Orientierungsänderung gedreht zu denken.



Kreise einzuschätzen, mit seiner Hilfe die erste Orientierung zu 
verbessern und die vorhin beschriebene Konstruktion ein zweites 
Mal durchzuführen. Das führt auf die ebenfalls den drei Bild
kreisen angehörenden Punkte a, ß', y. Die in der Zeichnung 
schraffierten Dreiecke a, ß, y und a, ß', y sind die fehlerzeigen
den Dreiecke. Bei einiger Übung wird der Näherungsort für d 
immer so günstig erhalten, daß wenigstens das zweite der fehler
zeigenden Dreiecke dem Bildkreisschnittpunkte d sehr nahe liegt.

Dann darf man, ohne einen großen 
Fehler zu begehen, die zwischen den 

ą Eckpunkten der fehlerzeigenden 
Dreiecke gelegenen Bögen der Bild
kreise durch ihre Sehnen act, ßß', 
y y ersetzen und findet in deren 
Schnittpunkt den gesuchten Bild
punkt d (Fig. 106). Die dritte 
Sehne y y liefert eine willkommene 
Probe. Stimmt diese nicht genügend, 
so wählt man den Schwerpunkt 
des durch die Sehnen gebildeten 
kleinen Fehlerdreiecks als neuen

C
A

AB
B

a-

aß

Fig. 106.

verbesserten Näherungsort d'" und führt die vorhin beschriebene 
Konstruktion ein drittes Mal durch, wobei sich die Punkte 
a", ß", y" ergeben. Wenn sonst kein Fehler unterlaufen ist, gehen 
dieses Mal die drei Sehnen au", ß'ß", y y" sicher durch den einen 
Schnittpunkt d. Nunmehr bietet sich noch eine durchgreifende 
Kontrolle. Wird nämlich nach erfolgter Punktbestimmung mit 
Hilfe von d und einem der gegebenen Bildpunkte der Tisch genau 
nach dem zugehörigen Feldpunkt orientiert, so müssen auch die 
Orientierungen nach den übrigen gegebenen Punkten genau stim
men *).

Eine weitere häufige Art der Standpunktbestimmung mit 
dem Meßtisch ist die graphische Polygonaufnähme. Bei diesem 
Verfahren (Fig. 107) tritt die graphische Richtungsmessung in 
Verbindung mit der Längenmessung auf. Für den Anfangspunkt 
P1 des aufzunehmenden Feldpolygons P, P2 ... P6 sei der zuge
hörige Bildpunkt 1 auf dem Meßtisch gegeben. Außerdem soll in 
diesem Punkt die Orientierung 1 — a nach einem von Px aus gut 
sichtbaren Punkte A bekannt sein. Damit läßt sich der Meßtisch

1) Wegen des gefährlichen Kreises sei auf das bei der trigono
metrischen Lösung der Aufgabe Gesagte verwiesen (Seite 159).
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Ęzentrisch und orientiert in 
P1 aufstellen. Richtet man 
nun die Kippregel so, daß
ihre Linealkante durch 1 ------
und ihre Zielebene durch 
P2 hindurchgeht, so liefert .)3 
die am Lineal gezogene, s' 
auch an den Blatträndern 

bezeichnete Richtung ^ 
einen Ort für den zu P2 ***' e
gehörigen Bildpunkt 2.____
Hierauf wird die Strecke 
S1 = Pj P2 meist durch 
direkte Längenmessung 
bestimmt lind durch den 
Auftrag ihrer verjüngten Länge sx auf dem Strahl 1 — 2 von 1 
aus der Bildpunkt 2 bestimmt. Nunmehr wird der Meßtisch in P2 
horizontal und zentrisch aufgestellt, mittels einer langen, durch die 
vorher gezogenen Randmarken gehenden Anlegelinie rückwärts nach 
P1 orientiert und vom neuen Standpunkte aus der Bildpunkt 3 ebenso 
gefunden wie vorher 2 von Px aus. In dieser Weise fährt man 
fort und zum Schluß soll der Endpunkt der letzten Seite (hier s6) 
mit dem Anfangspunkt 1 zusammenfallen. Infolge von unvermeid
lichen Fehlern der Aufnahme — von der Wirkung grober Fehler 
soll hier abgesehen wer
den — wird an Stelle des 
richtigen Bildes 12 ..n 1 
das fehlerhafte Bild 1 2'
3" 4' b' n 1' erhalten, in 
welchem der Endpunkt l' 
der letzten Seite vom An- 1_ 
fangspunkt 1 um den Be- lg 
trag^/ absteht (Fig. 108).
Dieser Anschluß fehler ist 
zu verteilen. Ein sehr ein
faches aber nur rohes Ver-

Ä

2-3
4*

sf3
4

iß-f l-A - /I
*46%
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^ > 1
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Fig. 107.
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Fig. 108.fahren der graphischen 

Zugausgleichung verschiebt die fehlerhaften Bildpunkte in der Rich
tung l' 1 des Schlußfehlers A um gleichmäßig zunehmende Beträge 
A. so, daß für den Endpunkt i -|- 1 der iten Seite die Verschiebung

= i A(200) 4 u



von bekannter Lage, etwa 
nach P2 und nimmt nun 
bei horizontiertem Tisch 
die gewünschten Einzel
heiten, soweit man sie 
von 1\ gut erreichen 
kann, von hier aus durch 
Polarkoordinaten auf. Hie
bei werden die Richtungen 
an der Kippregelkante ge
zogen, welche bei der Ein
stellung der Feldpunkte 
stets durch den Bildpunkt 
des Standortes gehen muß. 

Die horizontalen Entfernungen r der Feldpunkte werden, wenn sie 
sehr kurz sind (kleiner als eine Bandlänge), durch direkte Längen
messung mit einem Bandmaß ermittelt, im anderen Fall fast immer 
mit dem horizontal gestellten, distanzmessenden Kippregelfernrohr 
durch Ablesungen an einer lotrechten Latte im Geländepunkt be
stimmt. Jede dieser Entfernungen wird sofort im Maßstab des Planes 
vom Bildpunkte des Standortes aus auf der zugehörigen Richtung 
aufgetragen. Die einzelnen Punkte werden sowohl auf dem Meßtisch 
wie auch in einem Handriß fortlaufend numeriert. Da dem Hand
rißführer auch die Aufgabe obliegt, dem Lattenträger die Latten
standpunkte anzuweisen, ist durch Zeichen oder Zuruf von Zeit 
zu Zeit nachzuprüfen, ob die beiden Numerierungen noch über
einstimmen. Auch die Orientierung ist von Zeit zu Zeit nachzu-

98
7 1

r9 nV
r1

2r2
v v-rô6 3

45

Fig. 109.
Pn
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wird, wenn n die Gesamtzahl der Punkte ist. Durch die Ver
bindung der verbesserten, verschobenen Örter entsteht der aus
geglichene Zug 1 2 3 4 ...» 1 mit den Seitenlangen , s2, ... sn.

Auf dieselbe Weise läßt sich auch ein gestreckter, zwischen 
zwei Punkten von bekannter Lage liegender Zug ausgleichen.

y) Einzelaufnahme mit dem Meßtisch. An die Aufnahme der 
Einzelheiten soll man erst gehen, wenn sämtliche Meßtischstand
orte festgelegt sind. Eine gemeinsame Erledigung beider Arbeiten 
ist im allgemeinen nicht rätlich, weil etwaige Fehler in den Meß
tischstandorten, die erst bei Anschlüssen hervortreten, sich auf 
alle von diesen Standpunkten aus aufgenommenen Geländepunkte 
übertragen.

Zur Einzelaufnahme stellt man den Meßtisch zunächst über 
dem ersten Standpunkte (Fig. 109) zentrisch auf, orientiert

~_ nach einem anderen Punkt

o ,



sehen und wenn nötig, zu verbessern. Sind von Pt aus alle er
reichbaren Einzelheiten aufgenommen, so wird die Aufnahme von 
einem anderen Standpunkte aus in derselben Weise fortgesetzt 
und in der Punktnummerierung an die letzte im verlassenen Stand
punkt gegebene Nummer angeknüpft.

So entsteht bereits auf dem Felde das genaue, verjüngte 
Planhild in Blei, welches sofort bei der Aufnahme Zug für Zug 
mit dem Original verglichen werden kann.

Ein bekanntes Beispiel für eine große Meßtischaufnahme ist 
die in der ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts im Maßstab 1: 5000 
ausgeführte bayerische Landesaufnahme.

c) Die Bussolenaufnahme. Die Horizon
talaufnahme kann auch mit der Bussole erfolgen.
Von den vielen hiefür in Betracht kommenden 
Instrumenten greifen wir nur die in Fig. 110 
schematisch dargestellte Stativ- oder Feldmesser
bussole heraus. Sie gehört zu den genaueren 
Instrumenten dieser Art und besteht aus einer 
mit einem kippbaren, distanzmessenden Fernrohr 
und einer Libelle verbundenen Bussole i?, die 
mittels eines Dreifußes auf einem Tellerstativ 
fest aufgestellt werden kann.

Die Bussole, welche sich mit dem Fernrohr um eine Steh
achse drehen läßt, besitzt 
eine zu dieser senkrechte, dem 
Uhrzeigersinn entgegenge
setzte, an der Zielebene be- j/ K3/ 
ginnende Kreisteilung von 
etwa 10 bis 15 cm Durch
messer (Fig. 111), um deren 
Mittelpunkt eine meist hoch
kantig gestellte Magnetnadel 
schwingt. Dieselbe sitzt beim 
Gebrauch mittels eines Achat
hütchens auf einer feinen ko
nischen Stahlspitze, der Pinne, 
wird aber sonst, insbesondere 
beim Transport des Instru
mentes, durch eine Hemmung 
D abgehoben und gegen die 
über der Teilung liegende 
Glasplatte gedrückt. Außer

ÄX-
3—BJF 3.

Fig. 110.
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der Pinne und der Magnetnadel, deren Enden als Ablesezeiger dienen, 
darf das Instrument keine magnetischen Bestandteile, vor allem 
weder Eisen noch Nickel enthalten. Wird mit dem Bussolenfern
rohr bei lotrechter Stehachse ein Punkt P eingestellt (Fig. 111), 
so schließt die Zielebene mit der Lotebene des magnetischen Meri
dians einen am Nordende der Nadel abzulesenden magnetischen 
Streichwinkel w ein, welcher um den Betrag d der westlichen 
Deklination1') größer ist als das vom astronomischen Meridian A.M. 
aus im Uhrzeigersinn positiv gezählte astronomische Azimut a. 
Wenn der Nullhalbmesser der Teilung in der Zielebene liegt, be
steht daher die Beziehung:
(201) w = a 8 oder a = w — 8.
Vielfach weicht aber der Nullhalbmesser der Teilung merklich 
aus der Zielebene ab und schließt damit einen Winkel d (Fig. 112),

den im Sinn einer Verbesserung ge
nommenen Orientierungsfehler, ein. 

Ą. '' Dann wird an der Nadel ein fehler
hafter Streichwinkel w an Stelle von 
iv abgelesen. Zwischen beiden besteht 
nach Fig. 112 die Gleichung:

w = w -f- fl.

""W.MM.
V\

/
0

'90 /
(202)

270- Die Orientierungsverbesserung d läßt 
sich bestimmen, wenn für eine be
stimmte Richtung das astronomische 
Azimut a0 und die Deklination d des 

Ortes bekannt sind. Wird für diese Richtung der fehlerhafte 
Streichwinkel iv0' beobachtet, so hat man:

ao = wo ~ à = w0' + & —

180

Fig. 112.

(203) 
also:
(204) ■d2) = «o + ^ — W0'- 
Bei bekanntem d finden sich dann die magnetischen Streichwinkel 
nach (202).

1) Nach der magnetischen Karte vom Deutschen Reich von 
K. Haußmann war am 1. Januar 1912 die westliche magnetische De
klination für Braunschweig 10° 5', für Berlin 8° 36', für Potsdam 8° 45' 
und für München 9° 20'.

2) In d und A ist auch der Fehler berücksichtigt, welcher ent
steht, wenn die geometrische Nadelachse, an deren Endpunkten ab
gelesen wird, nicht genau im magnetischen Meridian liegt.

B. Niedere Geodäsie17C
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Vielfach will man aus den beobachteten Streich winkeln w 
astronomische Azimute a ableiten. Hiezu dienen die Beziehungen:
(205)
Setzt man:
(206)
so hat man für das Azimut:
(207)

Für A findet sich aus (204):
(208)

w — ö = w -f- -9 — ô = w — (d — '9').a =

S - & = A*),

a = iv — A.

A = w0' — a0.

Was die verschiedenen Achsmfehler der Magnetnadel anlangt, 
so sei summarisch bemerkt, daß sie im Streichwinkel w verschwin
den, wenn derselbe als Mittel der Ablesungen an beiden Nadel
enden berechnet wird. Eine Ausnahme bildet nur die in Anmer
kung 1 erwähnte Abweichung der geometrischen Nadelachse aus 
dem magnetischen Meridian, die jedoch von vornherein sehr klein 
gehalten werden kann und im übrigen in den Gleichungen (204) 
und (208) Berücksichtigung findet.

Auch eine exzentrische Lage der Zielvorrichtung hat auf das 
Beobachtungsmittel aus den Ergebnissen zweier Fernrohrlagen 
keinen Einfluß.

Da die magnetische Deklination nicht nur mit dem Ort, 
sondern auch mit der Zeit veränderlich2) ist, erfordern Präzisions
messungen mit Magnetinstrumenten wegen der Berücksichtigung 
dieser Änderungen sehr viel Arbeit. In der Geodäsie verwendet 
man daher die Bussole fast nur für Aufnahmen, von ivelchen nur 
eine mäßige Genauigkeit verlangt wird. Für solche Zwecke läßt 
sich bei Beginn jeder Aufnahme nach der Gleichung (208) der 
Betrag A ermitteln, welcher dann für die Zeit der Aufnahme als 
konstant betrachtet werden darf. Nach (207) findet sich auch 
leicht zu jedem beobachteten w das astronomische Azimut a.

Auch für eine Bussolenaufnahme sind zunächst die Bussolen
standpunkte festzulegen, was am einfachsten durch einen Bussolen
zug erfolgt. Ein solcher Zug kann offen sein wie in Fig. 113 oder

1) In A ist auch der Fehler berücksichtigt, welcher entsteht, 
wenn die geometrische Nadelachse, an deren Endpunkten abgelesen 
wird, nicht genau im magnetischen Meridian liegt.

2) Die jährliche Deklinationsabnahme ist für Deutschland zurzeit
rund 6'.
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geschlossen. Offene Züge werden, wenn irgend möglich, mit ihren 
Enden an Punkte P1? Pn von bekannter Lage angeschlossen. Bei 
Beginn der Messung wird im Anfangspunkt Px mit Hilfe eines 
zweiten Punktes P0 von bekannter Lage nach (208) A ermittelt 
und hierauf der Streichwinkel wf der Seite PXP2 an beiden Nadel
enden beobachtet. Daraus findet man nach (207) das astrono
mische Azimut ax dieser Seite. Hierauf wird das Instrument in 
P2 aufgestellt und erst Px, dann der vorwärtsliegende Punkt P3 
eingestellt. Die erste Beobachtung liefert das Azimut der ersten 
Seite im Sinne P2P15 muß also innerhalb der unvermeidlichen 
Beobachtungsfehler mit ax bis auf den Zusatz von 180° überein
stimmen. Für die weitere Verwertung wird stets das Mittel aus 
Azimut und Gegenazimut verwendet. Die zweite Einstellung liefert 
den Streichwinkel- und damit auch das astronomische Azi
mut a2 der zweiten Seite. So wird für jede Seite im Zug Azimut 
und Gegenazimut beobachtet und im Endpunkt Pn mit Hilfe des 
bekannten Azimutes an die Größe A nachgeprüft. Zur Strecken
messung dient entweder ein Bandmaß oder das distanzmessende 
Bussolenfernrohr mit lotrechter Latte. Um grobe Fehler aufzu
decken, findet für beide Streckenrichtungen je eine Längenmessung 
statt, deren Ergebnisse gemittelt werden. Die Seitenlangen dürfen 
mit Rücksicht auf die größeren Fehler der Streichwinkel nicht so 
lang wie bei Theodolitpolygonzügen, sondern etwa nur bis zu 
50 m genommen werden. Der mittlere Fehler m eines beobachteten 
Streichtv irikels setzt sich aus dem mittleren Einstell fehler me der 
Nadel und aus dem mittleren Ablesefehler ma zusammen. Unter 
dem mittleren Einstellfehler me der Magnetnadel versteht man ihre 
in Winkelmaß ausgedrückte mittlere Abweichung aus dem magne
tischen Meridian. Er ist um so kleiner, je geringer die Reibung 
zwischen Pinne und Plütchen und je größer die magnetische Richt

178 B. Niedere Geodäsie
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Beobachtete
Streichwinkel Mittel

w'

55°,3 235°,5 55°,40 45°,30 = bekannt
45.1 88,2 268,3 88,25 78,15 J = w0'-a0

= 55°,40 — 45°,30
45.2 268,1 88,3 268,20 258,10 z/ = + 10°,10
41,8 99,3 279,5 99,40 89,30 um 680

(41,75)
41,7 279,6 99,4 279,50 269,40
47,5 88,2 268,4 88,30 78,20

(47,50)
47,5 268,3 88,1 ! 268,20 258,10

Pi Po
P,

(45,15)
p, ; P»

Ps

p.Ps
p1

p»
pö

59,25 —bekannt
--- -- z/ = + 10g,10

um 622

-P/1 + 1 69,3 249,4 69,35

Bemerkungen

Soll für einen solchen Bussolenzug die Koordinatenberech- 
nung durchgeführt werden, so sind die vom astronomischen Meri
dian aus gezählten Azimute a (Fig. 114) erst in die von der Par
allelen (-f- X) zur Abszissenachse aus gezählten Richtungswinkel a 
überzuführen. Ist x, das Azimut von (+ X) in Pj, die Meridian
konvergenz für diesen Punkt, so bestehen die Gleichungen:

12
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kraft ist und kann aus Ablesungen an einer zur Ziellinie senk
rechten, horizontalen Latte ermittelt werden, welche zu wieder
holten Einstellungen eines Nadelendes auf den gleichen Teilstrich 
gehören. Bei guten Instrumenten soll er 3' nicht überschreiten. 
Der Ablesefehler me beträgt für das Mittel aus den Ablesungen 
an beiden Nadelenden etwa 10', so daß der mittlere Fehler eines 
beobachteten Streich winkeis :

(209) = Vme2 + mj

ungefähr 10' beträgt. Dem entspricht für den Endpunkt einer 50 m 
langen Seite eine mittlere Querverschiebung von rund 15 bzw. 
10 cm, je nachdem ohne oder mit Gegenazimuf beobachtet worden ist.

Ein Beispiel für die Messung eines offenen, beiderseits an
geschlossenen Bussolenzugs mit Gegenazimuten ist in Tabelle 10 
enthalten.

m

Tabelle 10.
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(210) a — a + x und a — a — x. 
In der höheren Geodäsie wird gezeigt, daß:

rt y .
<P = Q 7 tg <P 1(211) %" = dl" sin

wenn dl die auf den Meridian des Koordinatenanfangspunktes be
zogene, nach Osten positiv gezählte geographische Länge des Punktes

P1} cp dessen geographische Breite, y 
seine nach Osten positiv gerechnete Or
dinate und r den Erdhalbmesser (rund 
6370 km) bedeuten. Das für den Zug
mittelpunkt berechnete x kann für den 
ganzen Zug als Festwert betrachtet 
werden. Sind nach diesen Gleichungen 
sämtliche Richtungswinkel a ermittelt, 
so kann die Koordinatenberechnung 

nach Art eines Polygonzuges erfolgen, für welchen neben den 
Längen der Seiten auch deren Richtungswinkel bekannt sind.

Während bei der Polygonmessung mit dem Theodolit ein 
Winkelmessungsfehler sich auf alle noch folgenden Seiten des 
Zuges fortpflanzt, beeinflußt ein Streichwinkelfehler lediglich die 
Richtung der einen betreffenden Seite. Die Richtungen aller übrigen 
Seiten bleiben davon unberührt. Diesem Umstande ist es zu ver
danken, daß trotz der relativ großen Beobachtungsfehler in den 
Streichwinkeln auch lange Bussolenzüge gute Ergebnisse liefern, 
wenn nur die Seiten nicht zu groß (nicht über 50 m) genommen 
werden.

(+X)AM.

Fig. 114R r1 (xy)

Bei allen Bussolenbeobachtungen ist sorgfältig darauf zu 
achten, daß die Nadel nicht etwa durch elektrische Ströme oder 
magnetische Massen — auch Ziernadeln, Klemmerfedern und ähn
liche Dinge gehören hieher — aus dem magnetischen Meridian 
abgelenkt wird.

Die Aufnahme der Einzelheiten durch die Bussole erfolgt 
ähnlich wie beim Meßtischverfahren von den festgelegten Instru
mentenstandpunkten aus durch Polarkoordinaten, welche in Ta
bellen aufgezeichnet werden. Nullrichtung ist hiebei die Richtung 
des magnetischen Meridians und die Polarwinkel werden an der 
Bussole abgelesen. Die horizontale Länge der Leitstrahlen wird 
für nahegelegene Punkte mit dem Bandmaß, für entferntere — 
über eine Bandlänge — bei annähernd horizontalem Fernrohr und 
lotrechter Latte im Geländepunkt mit dem Distanzmesser bestimmt. 
Auch hier wählt der Handrißführer die aufzunehmenden Gelände
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punkte aus und prüft von Zeit zu Zeit, ob seine Punktnumerierung 
mit derjenigen am Instrument noch übereinstimmt. Eine beson
dere Orientierung ist eigentlich nicht notwendig; wenn jedoch von 
einem Standpunkte aus eine große Anzahl von Punkten aufzu
nehmen ist, so empfiehlt es sich doch, vor Beginn der Messung 
nach einem gut sichtbaren Punkt zu orientieren, um etwaige 
größere Veränderungen am Instrument durch gelegentliches Nach
prüfen der Orientierung feststellen zu können.

Das wichtigste Anwendungsgebiet für die Bussolenmessung 
in der Geodäsie über Tage ist der Wald. Sie ist dort bei mäßigen 
Genauigkeitsansprüchen anderen Aufnahmemethoden um so mehr 
überlegen, je dichter das Unterholz steht und je spärlicher die 
Zahl der bekannten Ausgangspunkte ist.

10. Höhenmessungen. Höhenbestimmungen können je 
nach dem Zweck, welcher die Genauigkeitsanforderungen bestimmt, 
auf verschiedene Weise durchgeführt werden. Die wichtigsten 
Arten der Höhenmessung sind nach abnehmender Genauigkeit 
geordnet: a) das geometrische Nivellement, h) die trigonometrische 
Höhenmessung, c) die barometrische Höhenmessung1). Gemein
same Aufgabe dieser Methoden ist cs, durch Messungen zwischen 
einem seiner Höhenlage nach bekannten Punkte P1 und einem zweiten 
Punkte P2, dessen Meereshöhe, d. h. seinen im Lot gemessenen Ab
stand von der Meeresfläche, zu bestimmen. Da sich die Meeresober
fläche in fortwährender Bewegung befindet, war es notwendig, aus 
einer großen Zahl von Pegelbeobachtungen einen mittleren Wasser
stand abzuleiten. In Deutschland wird den Höhenmessungen das 
durch den Nullpunkt des Amsterdamer Pegels bezeichnete Mittel
wasser der Nordsee zugrunde gelegt; man nennt den erwähnten 
Nullpunkt den Normalnullpunkt (N.N.P.) und bezeichnet die auf 
ihn bezogenen Höhen als Höhen über Normalnüll (N.N.). Um nicht 
bei jeder auf N.N. zu beziehenden Höhenbestimmung den weiten 
Weg bis zum N.N.P. zurücklegen zu müssen, hat man in Deutsch
land einen NormalhölienpunM (N.H.P) geschaffen. Derselbe wurde 
1879 am Nordpfeiler der Berliner Sternwarte als Nullpunkt einer 
20 cm langen Millimeterteilung bezeichnet. Seine Höhe über N.N. 
beträgt 37,000 m2).

Wie schon aus diesen Andeutungen zu ersehen ist, kommen 
bei Höhenbestimmungen meist größere Horizontalentfernungen in

1) Außerdem sind noch zu nennen die Höhenbestimmung durch 
Staffelmessung und das tachymetrische Nivellement.

2) Es steht eine Verlegung des N.H.P. bevor; siehe Zeitschrift 
für Vermessungswesen, 1914, Seite 51.
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Betracht. Bei dem starken Einfluß der Erdkrümmung auf die Länge 
des Lotes, d. k. auf die Höhe, darf deshalb in den meisten Fällen 
die ruhende Meeresfläche nicht mehr als Ebene betrachtet werden. 
Die Beobachtungen und Rechnungen sind vielmehr auf die Kugel, 
in einzelnen Fällen sogar auf das Rotationsellipsoid zu beziehen.

a) Das geometrische Nivellement. Die genaueste unter 
den Methoden der Höhenmessung, deren Ergebnisse nur um wenige 
Millimeter unsicher sind, ist das geometrische Nivellement. Zu 

seiner Durchführung ist ein Nivellierinstru
ment und eine genau geteilte Latte, eine sog. 
Nivellierlatte, notwendig. Letztere besteht 
meist aus gut getrocknetem, geradfaserigem

■=._gj; Tannenholz, welches gegen den Einfluß der
Feuchtigkeit durch einen dichten Anstrich von 
Ölfarbe geschützt ist. Ihre Länge wechselt 

——fl zwischen 2 und 4 m, und ihr Querschnitt ist 
meist ein Rechteck von etwa 3 cm Breite und 

Fig. ii5. 10 cm Länge. Auf der Vorderseite besitzen 
diese Latten eine für gewöhnliche Zwecke in 

Zentimetern gehaltene Teilung, die entweder eine Strichteilung wie 
in Fig. 115 oder wie in Fig. 116 eine Fclderteilung ist. Es emp
fiehlt sich, solche Felderteilungen stets in zwei Reihen zu führen, 
so daß am schwarzen Faden immer in einem weißen Felde abgelesen 
werden kann. Die Bezifferung, welche wegen der Bildumkehrung 

durch das Fernrohr auf den Kopf gestellt ist, bezieht 
sich in der Regel auf die Dezimeter. Zum Schutz 
gegen Abnutzung besitzen die Latten unten einen 
Metallschuh (Fig. 117), dessen untere Ebene senk
recht zur Teilungskante steht und wenigstens ge
nähert durch den Nullpunkt der Teilung geht. Zur 
Latte gehört meist eine eigene, fest in den Boden 
getretene Unterlagsplatte, auf deren höchsten Punkt 
die Latte bei der Messung aufgesetzt wird. Einem 
Gleiten der Latte kann dadurch vorgebeugt werden, 
daß ein auf der Unterlage befestigter Knopf in 
eine entsprechende Höhlung des Lattenschuhes 

greift (Fig. 117). Die Lotrecht Stellung der Latte, welche beim Ge
brauch an zwei Handgriffen gehalten wird, geschieht entweder 
aus freier Hand, durch ein Senkel oder durch eine mit der Latte 
verbundene Dosenlibelle (D in Fig. 116). Die zugehörigen mitt
leren Fehler in der Lotrechtstellung sind in runden Zahlen 2y2°,
iys° und y2°.

=~9l 91

H n, D:■

fl

Fig. 116.

£

Z

l

A
fl

Fig. 117.



Als Instrument kommt, wenn die vorhin erwähnte Genauig
keit angestrebt wird, lediglich das mit einem festen Stativ ver
bundene Fernrohrnivellierinstrument mit Libelle in Frage1).

Dasselbe (Fig. 118) besteht aus einem guten Meßfernrohr 
und einer in dessen Richtung gelegenen Röhrenlibelle, welche 
entweder auf dem Fernrohr umgesetzt werden 
kann oder mit ihm oder den Fernrohrstützen Pq__ 
fest verbunden ist. Das Instrument ruht mei
stens mittels eines Dreifußes auf dem Stativ
kopf. Vielfach ist noch eine Dosenlibelle zur 
raschen genäherten Lotrechtstellung der Steh
achse beigegeben. Die vor dem Gebrauch notwendige Berichtigung 
des Instrumentes erstreckt sich vor allem auf die deutliche Sicht
barmachung des Fadenkreuzes und die sorgfältige Parallclstellung 
der Ziellinie zur Libellenachse. Diese Punkte sind schon früher bei

n

7777777777/7777777777777, 

Fig. 118.

der Besprechung der Libelle behandelt worden. Um während der 
Messung die Lage der Libellenachse gegen die Ziellinie möglichst 
unverändert zu erhalten, schützt man das Instrument durch einen 
Meßschirm vor dem unmittelbaren Einfluß von Sonne, Wind und 

Regen.
Vor Beginn eines Nivellements sind die Punkte, 

deren Höhe festgelegt werden soll, dauerhaft zu bezeich
nen. Diese Bezeichnung der Höhenfestpunkte oder Ver

sicherung des Höhennetzes kann auf sehr 
verschiedene Weise erfolgen. Einige der 
häufigsten Mittel zur Punktversicherung 
sind Nivcllemcntsp fühle (Fig.

; 19^) mit einereschlagenem Na-

rl

" TV

2dm. 1~2 m

il
el horizontale Mauerbolzen 

(Fi 120), Kopfbolzen (Fig. 
121) und Nivellementssteine 
(Fig. 122). Immer bezeichnet 
der höchste Punkt dieser Bol-

V
Fig. 119. Fig. 120. Fig. 121.

1) Geringeren Genauigkeitsforderungen genügen auch die auf dem 
Prinzip der kommunizierenden Röhren beruhenden hydrostatischen 
Instrumente wie die verschiedenen Kanalwagen, ferner die ohne Stativ 
gebrauchten Freihandnivdlierinstrumente, welche teils auf dem Pendel
prinzip, teils auf der Erscheinung des Auftriebs (Libelle) beruhen. 
Eine Kanal wage hat schon Heron von Alexandria in seiner 
Dioptra (mit gegenübergestelltem deutschen Text von Hermann 
Schöne, Heronis Opera III, Biblioiheca Teubneriana, Leipzig 1903 
herausgegeben) ausführlich beschrieben.

II. Aufnahmearbeiten 183

oq
 -

tH 
CD



zen bzw. der Nägel den Höhenfestpunkt, auf 
den bei der Beobachtung die Latte aufgesetzt 
wird1).

Zur Bestimmung des Höhenunterschieds \ 
777/7777/ zweier Nachbarpunkte Pt und P2 (Fig. 123) 

durch geometrisches Nivellement aus der Mitte 
werden mit Hilfe des von diesen Punkten um

W
'///////ZA

$25cm 5 1,2 m

die gleiche Zielweite abstehenden Instrumen
tes bei ein spielender Libelle und horizontaler 
Ziellinie an der in Px und P2 lotrecht stehen
den Nivellierlatte die Ablesungen rt und v1 

(liückblick und Vorblick) ausgeführt. Dann ist nach Fig. 123:

...... fr_

Fig. 122.

6 ' ~ &n

PnVfl;E............... z2 rn ...V A'Vi K*--"Zj-- ---Zj -V.

hi Pn-1 UnT~ir‘ v...
h2 p

"Ari ..V-----P_±

!L
Fig. 123.

Punkten Pt und Pn zu nivellieren, so wird die Einschaltung einer 
größeren Zahl von Zwischenpunkten oder Wechselpunkten P2, P3,... 
(Fig. 123) notwendig, da sehr lange horizontale Ziellinien einer
seits selten möglich und andererseits wegen ungünstiger Fehler
fortpflanzung unzulässig sind. Der Höhenunterschied von je zwei

(212)
und:
(213)

h =r1-v1

H2 = JHi + Ä, = H, + rt - ®lt
wenn H1 die bekannte Meereshöhe des Ausgangspunktes P1 und 

die gesuchte in P2 bedeutet. Ist zwischen zwei entfernten
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1) Außerdem dienen zur Bezeichnung von Höhenpunkten auch 
horizontale Steinmarken, zentrische Höhenmarken mit gebohrten Bolzen, 
Teilungsmarken, bei Nivellements an Flüssen vielfach auch Bolzen 
auf Kilometersteinen und für untergeordnete Zwecke auch Grenz
steine und kurze Pfähle.

<
-
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benachbarten Wechselpunkten wird wie hx gefunden. Der Gesamt
höhenunterschied zwischen Px und Pn ist dann:

(214) W = M - M

und die Meereshöhe von P ist: 

(215) H, - Hi + M - Hi + W - [#].
Zur Probe ist jedes Nivellement entweder in einer geschlossenen 
Schleife auf den Ausgangspunkt zurückzuführen oder an einen 
zweiten Punkt von bekannter Höhenlage anzuschließen.

Eine häufige Art der NivcllcmenlsaufSchreibung ist die in 
Tabelle 11 enthaltene. Hier wird durch Addieren des ersten Rück
blickes rx zu Hx zunächst die Meereshöhe der 
horizontalen Ziellinie im ersten Stand, der In- 
strumentenhorizont QgQ, ermittelt. Wird davon F.P.l 311,413 
der erste Vorblick vx abgezogen, so findet sich 
die Meereshöhe des Lattenfußpunktes für den 
ersten Wechselpunkt. Ganz dasselbe gilt für die 
übrigen Instrumentenaufstellungen oder Stände.
Daraus folgt der aus Tabelle 11 ersichtliche 
regelmäßige Vorzeichenwechsel (+ für die 
Rückblicke und — für die Vorblicke). Der 
Schleifenschluß fehler beträgt bei diesem Bei
spiel 7 mm und kann durch die Wirkung der 
unvermeidlichen Beobachtungsfehler erklärt 
werden.

Tabelle 11.

+ 0,684
312,097

1,530
310,567

0,401
310,968

0,813
310,155

1,563
311,718

0,512
311,206

1,104
312,310

1,001
311,309

ES

+
SS

F. P. 2
+
ES

+
ESDie Nivellements fehler sind teils systema

tische, teils rein zufällige, unvermeidliche Bcob- 
achtungsfehler. Erstere entstehen hauptsächlich 
durch die Erdkrümmung, Strahlenbrechung und 
kleine Fehler im Bau und der Berichtigung 
des Nivellierinstrumentes, können jedoch durch 
ein geeignetes Beobachtungsverfahren — eben 
durch Nivellieren aus der Mitte der Station — 
in einem für technische Zwecke stets hinreichen
den Grade unschädlich gemacht werden.

Nach Andeutung von Fig. 124 sollte die 
Ziellinie wegen der Erdkrümmung die Lagen 1 
besitzen und auf die Ablesungen r, v treffen, womit der Höhen
unterschied

F. P. 3

F.P. 4 312,496

F. P. 5 313.051

F.P. 6 312,891

F.P. 7 311,715

F.P.l 311,420 
gegen 311,413

(216) h = r — v
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mit Rücksicht auf die Erdkriimmung gefunden würde. Sie würde, 
von Instrumentenfehlern und der Strahlenbrechung abgesehen, 
die Lage 2 haben. Durch die Gesamtwirkung der Instrumenten
fehler kommt sie aber in Lage 3 und durch Hinzutreten der Strahlen
brechung in Lage 4, welcher die Ablesungen r und v an der

33
44

> v'r' 22
AA 1 ..... 1zz "

Vr V

h

i

i
Fig. 124.

Latte entsprechen. Bei gleichen Zielweiten z und gleichem Ein
fluß1) der Strahlenbrechung auf Rückblick und Yorblick desselben 
Standes werden nun die Unterschiede:

r — r == v — v — A 

einander gleich sein. Daraus folgt:
r — r — A,

und durch Einsetzen dieser Ausdrücke in (216):

(219)

Der Höhenunterschied kann also frei vom Einfluß der vorerwähnten 
systematischen Fehler aus den fehlerhaften Beobachtungen r, v ge
funden werden, wenn aus der Mitte der Station nivelliert wurde.

Die rein zufälligen, unvermeidlichen Nivellements fehler ent
springen hauptsächlich, aus dem Flimmern des Lattenbildes, den 
Einstellfehlern der Libellenblase und den Schätzungsfehlern hei 
der Ablesung. Die Folge davon ist, daß jeder Rückblick und Vor

(217)

(218) v = v — A

h — r — A — ( v — A) — r — v .

1) Diese Voraussetzung trifft nicht immer streng zu. Siehe hier
über z. B. Dr. F. Kohlmüller, Zur Refraktion im Nivellement, Mün
chen 1912.
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blick der n Stände einen mittleren Fehler fir bzw. [iv besitzen wird 
und da nach (215):

= -ö, + W - M - Ą + w, 
1 1

so findet sich nach dem mittleren Fehlergesetz für den mittleren 
Fehler des Gesamthöhenunterschiedes [/i] oder den diesem gleichen 
mittleren Fehler der abgeleiteten Höhe IIn:

"■-ki+ki-
i i

(220)

Werden durchweg gleiche Ziel weiten z genommen, so wird auch:

(221) 
und :

K “ fh, ™ f4

= ^2] _j_ Irf] = 2 
1 1

= i fij/2n = (fi]/2)|/«.

Nach den getroffenen Voraussetzungen ist der mittlere Fehler der 
Endpunktshöhe zur Wurzel aus der Zahl der Zielweiten oder auch 
der Stände direkt proportional.

Bezeichnet L die Gesamtlänge des Nivellements, so ist:

(222)

also : 
(223) m

(224) 2 n =

und daher:
= (i]/ 2n = |/ ~ •(225) m

Da der Fehler einer Lattenablesung mit der Ziel weite1) an
nähernd gleichmäßig zunimmt, so ist:

(226) 
und:

jti — k • z

= ]/ k*e* = Je yz • L.(227) m

1) Jenseits der praktisch zulässigen größten Zielweite treffen 
diese Beziehungen wegen der zunehmenden Undurchsichtigkeit der 
Luft vermutlich nicht mehr zu.

M
l H

*>
 i N
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Nach dieser Gleichung ist zur Erzielung eines kleinen mittleren 
Höhenfehlers m mit kurzen Zielweiten zu nivellieren1).

Setzt man das für konstante Zielweite unveränderliche Produkt

k Y z — m(228) 
so wird: 
(229)

0 1

m0 Y L.m =

Nach dieser wichtigen Gleichung schreitet hei Verwendung 
gleicher Zielweitcn der mittlere Fehler eines nivellierter Höhenunter
schiedes gleichmäßig mit der Wurzel aus der Nivellementslänge fort. 
Wenn L in km gezählt wird, so bedeutet der Festwert m0 den 
mittleren Kilometer fehler der nivellierten Länge.

Der mittlere Kilometerfehler m0 läßt sich aus Hoppelmessungen 
bestimmen. Findet sich beim wiederholten Hin- und Rücknivelle
ment (Doppelnivellement) derselben Strecke oder beim einfachen 
Hin- und Rücknivellement verschiedener Strecken L zwischen je 
zwei zusammengehörigen Werten der Unterschied d, so ist bei 
sinngemäßer Anwendung von (229) die mittlere Kilometerdifferenz:

, d dû = 17= *(230)
VL

Nun ist aber nach der Theorie der Doppelmessungen (siehe Seite 21) 
der mittlere Fehler w0 der Gewichtseinheit:

-±VT-±Vin&]'(231) *»o

wenn n die Zahl der Doppelmessungen ist.
Außer dem mittleren Kilometerfehler m0 der einmal nivel

lierten Strecke ist auch der entsprechende Wert M0 für das Doppel
nivellement von Interesse. Derselbe ist nach der Theorie vom arith
metischen Mittel:

-iV-HS= m"(232) M0
V2

Die zu fordernde Nivellementsgenauigkeit hängt vom Zweck 
der Messung ab. Ein technisches Nivellement wird wohl immer 
brauchbar sein, wenn:
(233) m0 < 10 mm.

1) Für gewöhnliche technische Zwecke verwendet man Zielweiten 
von 50 bis zu 30 m herab in der Ebene und noch kürzere im Hügel
lande.
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Für Nivellements, die rein wissenschaftlichen Zwecken dienen, 
gelten besondere Fehlergrenzen1).

Die Fehlerausgleichung im Nivellement wird besonders ein
fach, wenn die Höhenlage der Neupunkte P2, P3,... Pn_1 (Fig. 125) 
durch ein an die be
kannten Festpunkte Px

d Pn angeschlossenes H ^
Nivellement bestimmt —•
wird. Ist h{ der Höhen
unterschied, welcher 
zur Teilstrecke l{ zwischen den Punkten P. und Pi+1 gehört, h- 
sein Beobachtungswert, v{ seine wahrscheinlichste Verbesserung,
pi = j das Gewicht der Beobachtung 7#/, Hl die fehlerfreie Meeres
höhe von Px, und Hn diejenige von 7Jn, so ergibt sich aus der einzigen 
Bedingungsgleichung :
(234)

der Widerspruch :
(235)

L,<■
h i, • i,J.-----6 -■ o— ——o l\Ą h? Ą ti3 }> h, I‘„ j h„-i 'yjj j

Tig. 125.

un

H, + Ri - H„ - 0
1

w = 1/, + Ri
1

und die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen führt zu 
folgendem Ergebnis:

-- l-1 hi(236) vi = - 72—1

LU

K = V + vi — K — |/] \ — V ~ x ‘ ^

w w
= -ÿ£’

(237)

(238) m0
W — 1
[ZJ = [Z] = X gesetzt wird. 
1

wenn
Wenn i/^ die ausgeglichene und H- die aus den unverbesserten
1) Auf der Allgemeinen Konferenz der Europäischen Erdmessung 

zu Berlin im Jahre 1867 wurde festgesetzt, daß der wahrscheinliche 
Fehler der Höhendifferenz zweier um 1 km entfernter Punkte im all
gemeinen nicht 3 mm und in keinem Falle 5 mm überschreiten darf. 
(Siehe Generalbericht der Europäischen Gradmessung für 1867, S. 139.)

Über Feinnivellements mit gehobener Genauigkeit siehe die Ver
handlungen der 17. Allgemeinen Konferenz der Internationalen Erd
messung im Jahre 1912 S. 123 und 124. Bei diesen genauen Arbeiten 
darf der wahrscheinliche Kilometerfehler 1 mm nicht übersteigen.



o
1
2
3
4
5
6
7

h;
in mF. P. Nr.

311,4131
2 310,155

311,309
312,496
313,051
312,891
311,715
311,420

3
4
5
6
7
1

H
in m

311,413
310,154
311,307
312,493
313,047
312,886
311,709
311,413

L = 0,69w = -f 0,007

+ 7 mm 
l/0,69

= + 8,4 mmm0 =

A
in km

1) Ein umfangreicheres Beispiel einer Nivellementsausgleichung 
nach vermittelnden Beobachtungen findet man auf S. 49.
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Beobachtungen abgeleitete Meereshöhe von Pi und Vi seine Ver
besserung ist, so findet man weiter:
(239)

(240)

Ht = ii[ + r„
H, — fij + [ÄJ und h; - Ht +'[;/], 

1 1 
\r i

V, - W -1
rw-(241)

Mit der Abkürzung:
i- 1

(242)

für die zwischen Px und Pt liegende Strecke (Fig. 125) erhält man: 

F<=-£X<> H- = 11 ‘ - L L>’

W = L, 
1

(243)

Zum Schluß soll in Tabelle 12 das in Tabelle 11 enthal
tene Schleifennivellement ausgeglichen werden1). Die hiezu not
wendigen Entfernungen l können mit dem Bandmaß, einer Schnur 
von konstanter Länge oder mit dem etwa auch als Distanzmesser 
eingerichteten Nivellierfernrohr gemessen werden.

Da der aus dem Schleifenschlußfehler w gefundene mittlere 
Kilometerfehler w0 = + 8,4 mm den Betrag von 10 mm nicht 
überschreitet, so kann man das Nivellement als ein technisch brauch
bares bezeichnen.

Tabelle 12.
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b) Die trigonometrische Höhen
messung. Bei der trigonometrischen 
Höhenmessung erfolgt die Bestimmung 
des Höhenunterschiedesh(Fig. 126)zweier 
Punkte Pt und P2 durch Messung des 
Neigungswinkels a oder des Zenithab
standes z ihrer Verbindungslinie, deren 
Horizontalprojektion a meist trigonome
trisch aus einer direkt gemessenen Länge 
oder aus dem Dreiecksnetz abgeleitet wird.

Für kurze Entfernungen hat man die einfachen Beziehungen:
h = atgcc = a ctg z,

flj = fij -(“ ll = Hy -j- (l tg <2 .
Diese einfachen Gleichungen können, wenn Zentimetergenauig

keit angestrebt wird, für Ent
fernungen a his zu etwa 200 m 
verwendet werden; darüber 
hinaus ist der Einfluß der 
Erdkrümmung und Strahlen
brechung zu berücksichtigen.

Wie in Figur 127 an- ^i)p, 
gedeutet, beschreibt der von 
P2 nach Pt gelangende Licht
strahl eine Kurve, welche 
mit der Sehne PLP2 in deren 
Endpunkten die als terre
strische Refraktionen bezeich
nten Winkel /4zx und dz% 
einschließt.

Mit den in die Figur 
eingetragenen, wohl ohne be
sondere Erklärung verständ
lichen Bezeichnungen ist 
nach dem auf AC'P1P2 an
gewandten Tangenssatze:

CP, - CPy = tg i((*, + JZj-jZy+JZy)) '

et4
Nach Einführung der Meereshöhen Hy, H2, des Höhenunter

schiedes h, des Erdhalbmesser r und der wegen des kleinen Zentri-

ZP
f

P2 n(Ht)

I
! hI

ffa
Fig. 126.

(244)
(245)

ifi
a'h \jz.

IS
.( .

/^a" I
Pi° I

Hi/\ Pf
V

.X
I

\
/ ' ‘ •/V I

C \
c

Fig. 127.

(246) CP, + CP,

L

a:

oC
s
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winkeis y fast strengen Beziehung:

taX = A
° 2 2 r

führt die weitere Entwicklung auf die Gleichung:

(247)

“) tg | ((^2 + — (#1 + d^i)) •h = a (l +(248) 2r

Denkt man sich in P2 die Parallele p zum Lot durch P1 
gezogen, so sieht man leicht, daß:

(#i + ^zx) 4~ (^2 zlz.2) — 180° y(249)

ist. Die Berücksichtigung dieser Beziehung in (248) liefert für 
diese Gleichung die beiden Formen:

H,+H,h = a (l +

h = « (l +

) ctg [zx + Azx — ,

2) ctg ("2 + ÄZv. — y) •

(250) 2r

(251) 2r

Pie bisherige Entwicklung ist, wenn von dem sehr kleinen 
Fehler in (247) abgesehen wird, eine strenge. Macht man die 
allerdings etwas unsichere Annahme, daß die Refraktionen in den 
beiden Endpunkten der Lichtkurve einander gleich sind, also:

Azx = Az2 = Az,(252)
so wird aus (248):

(253) h = a (l + —tg 1 (z2 - zx).

Unter der getroffenen Voraussetzung kann demnach der Höhen
unterschied h zwischen I\ und P2 durch gegenseitige Zenithdistanz
messungen in diesen Punkten unter Umgehung der Refraktionsbeiräge 
Az ermittelt werden.

Bezeichnet man die mittlere Höhe H, + JL , in welcher für
H2 unbedenklich der Näherungswert (H2) = Hx -|- atgat gesetzt 
werden darf, mit Hm, so nimmt (253) folgende Form an:

2

h “a(l4- y‘) \ (*2 ~ 0i) •(254)

Wir behandeln nunmehr unter Festhaltung der Näherung 
Azx = Az2 = Az die Gleichung (250) weiter.

Die Lichtkurve kann näherungsweise als sehr flacher, in der



7

h = a(1 + 7*) tg ai + (l-Ä) a3
2 r cos2 a.

(259)

(260)
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Messungslotebene gelegener Kreisbogen mit dem Mittelpunkte C', 
dem Halbmesser B und dem Zentriwinkel y betrachtet werden. 
Dann ist
(255) Az = ~2 y '

Da H1 und II^ im Vergleich zu r und B sehr klein sind und 
es sieb bei größeren Entfernungen, für welche Erdkrümmung und 
Strahlenbrechung zu berücksichtigen sind, meist nur um geringe 
Neigungen handelt, so kann man näherungsweise auch die Länge 
a der Licht kurve ihrer Horizontalprojektion a im Meeresspiegel 
gleich setzen.

Damit wird angenähert:
(256) 
oder :
(257)

a — a = By = ry

' r 77 = ÿ- 7 = Je ■ y .
TDie Konstante lz = nennt man die Befraktionskonstante.

Es wird also nach (255) angenähert:

Az = k y‘

Führt man nun in (250) die Mittelhöhe IIm, für Azt = Az 
den Ausdruck (258) und an Stelle des Zenithabstandes zx den 
Höhenwinkel a, ein, so wird, da auch

(258)

Für viele Zwecke darf im ersten Gliede dieser Gleichung 
welches der Vergrößerung der im Meeresspiegel liegenden Ent

fernung a auf die entsprechende Länge a" im Messungshorizont 
entspricht, vernachlässigt und ferner im Zusatzgliede wegen der 
schwachen Neigungen cos2^ = 1 gesetzt werden. Dann entsteht 
aus (260) die in der trigonometrischen Hölienmessung gebräuchlichste 
und für die meisten Zwecke ausreichende Gleichung:

h = a tg ccx + (1 - le) a2 r ■

des Zusatzgliedes wird der Einfluß

(261)
asDurch den Teil -f- 1 • 2 r

13Timerding, Handbuch III



a2der Erdkrümmung und durch — k • der Einfluß der Strahlen
brechung auf die trigonometrische Höhenermittlung berücksichtigt.

Der Refraktionskoeffizient Je läßt sich aus (261) bestimmen, 
wenn etwa Ji durch geometrisches Nivellement ermittelt worden 
ist; er findet sich aber auch aus gegenseitig beobachteten Zenith
abständen und z2 oder den entsprechenden Höhenwinkeln 
und a2 aus den Gleichungen (249), (252), (258) und (259)

(«i + «*)'
zu:

(262) Je = 1 — Q
Nach diesem Verfahren hat sich für den Refraktionskoeffi

zienten aus vielen Bestimmungen der Mittelwert:
(263)

ergeben, welcher um nahezu seines Betrages unsicher ist.
Der nach Gleichung (261) mit dem Quadrat der Entfernung 

fortschreitende Gesamteinfluß von Erdkrümmung und Strahlenbre
chung erreicht für a = 1 km den Betrag von 6,8 cm. Die ent
sprechenden Teilbeträge sind -j- 7,8 cm wegen der Erdkrümmung 
und — 1,0 cm wegen der Strahlenbrechung.

k = + 0,13 ± 0,03

>-
i. 7

Pi
OcV*"'
\ \

; «z\ P a2«7H,
— ^ / 

Mff !
J

a2«1
\ Mlî p0

Ę1Pi
Fig. 128.

Zum Schluß ein Zahlenbeispiel. Zur Bestimmung der unbe
kannten Meereshöhe H2 (Fig. 128) eines Punktes P2 aus der be
kannten Höhe Hx eines ersten Punktes Px sind in einem Zwischen
punkte P mit dem Instrumentenhorizont J nach diesen Punkten 
die Höhenwinkel und a2 beobachtet worden. at und a2 sind die 
auf den Meeresspiegel (M. H.) bezogenen Entfernungen des Zwischen
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log a 
log tg u

log a tg a
8. (J) — H — a tg a
9. (flJ-J+i

.0 cos CC

6.

a tg a

aigu

~ (a “)

7.

11.
a212. (1 — Je) 2r cos2a

953,45 m ?
10° 15' 12" 
2105,40 m

10° 21' 30" 
2430,65 m

Rechnung|b)
für 1\ für P8

3 . 32 333 
9 . 25 741

3 . 38 572 
9 . 26 193

2 . 58 074 
573 m

2 . 64 765 
573 m

763 m 795 m

0,9840 
4 380,84 m 

+ 0,05

0,9837 
-f- 444,27 m

+ 0,06

4 0,31 4 0,42

4 444,75 
— 381,20

h13. 4 381,20
-K14.

15. J h — h2 — h1 — 4 63,55 
953,45\16. S, 1

17. 4 Jh = 1017.00 m
13*
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punktes von Px und P2. Die nach der strengeren Gleichung:

ii = atg a 4 ~ (a tg a) 4 (1 — k)

durchgeführte Rechnung ist in Tabelle 13 zusammengestellt. Der 
Erdhalbmesser ist dort mit 6370 km eingeführt und für Je der in 
(263) angegebene Betrag genommen. Zum Verständnis der Rech
nung, deren Gang mit Hilfe der angegebenen Numerierung leicht 
verfolgt werden kann, soll noch bemerkt werden, daß die unter (8) 
und (9) stehenden Werte (J) und (Hm) Näherungswerte für den In
strumentenhorizont J und die Mittelhöhe Hm bedeuten. Die Genauig
keit dieser Näherungswerte, deren Kenntnis nur zur Berechnungzr
der Verbesserung a tg a in (260)* notwendig ist, genügt vollauf.

(260)*

Tabelle 13.
Gegeben und gemessen:a)

Bezeichnung
für P, für P2

» r
 tatH 

<N 
CO



ß. Niedere Geodäsie196

Durch die in diesem Beispiel angewandte Methode, den Höhen
unterschied 4h zwischen zwei Punkten Pt und P2 durch trigono
metrische Höhenmessung aus einer Zwischenstation P mit an
nähernd gleichen Entfernungen und a2 zu bestimmen, wird die 
bedenkliche Refraktionsunsicherheit nahezu unschädlich gemacht. 
Ihr Einfluß auf \ und h2 wird nämlich, solange die beiden Ziel
linien über ähnlich beschaffenes Gelände streichen, annähernd der 
gleiche sein. Er fällt daher aus der Differenz 4h = \ — hx «und 
deshalb auch aus der berechneten Meereshöhe Hi = H^ -f- 4h bis 
auf einen kleinen Restbetrag heraus.

c) Die barometrische Höhenmessung. Dieses Verfahren 
der Höhenmessung liefert Ergebnisse, welche selbst in günstigen 

Fällen immer noch um einige Meter unsicher 
sind. Es beruht auf dem Umstande, daß 
mit zunehmender Höhe der Luftdruck ab
nimmt. Hienach ist die Höhe eine Funktion 
des Luftdrucks und ein Instrument, welches, 
wie das Barometer unmittelbar den Luft
druck angibt, mißt mittelbar auch die Höhe 
und kann daher mit Recht auch als Höhen
messer betrachtet werden. Die Gleichung, 
welche den Zusammenhang zwischen Höhe 

und Barometerstand angibt, nennt man die Barometer formel. Eine 
einfache Formel dieser Art läßt sich unter Voraussetzung trockener 
Luft und gleicher Lufttemperatur in verschiedenen Höhen an der 
Hand von Figur 129 ableiten. Der dort schraffierte Teil bedeutet 
das im Aufriß gesehene, in der Meereshöhe H gelegene Element 
eines lotrechten Luftprismas vom Querschnitt 1. dH ist die Höhe 
dieses kleinen Körpers. Bedeuten nun p0 und s0 den Druck und 
das spezifische Gewicht der Luft für einen bestimmten Ausgangs
zustand bei t0 — 0°, ferner j), s, t die entsprechenden Größen und 
die Lufttemperatur bei der Messung und ist a der kubische Aus
dehnungskoeffizient der Luft, so folgt aus dem Gesetz von Mariotte- 
Gay-Lussac:

p+dp—i
dHm

p --A-v1

H

MH •w
Fig. 129.

1«o a(264) s =
Po (! + «*)

Die der Höhenänderung dH entsprechende Druckänderung 
auf die Flächeneinheit ist:
(265) dp = — s • dH.

Mit dem in (264) enthaltenen Ausdruck für s wird daher:
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dHP(266)
oder:
(267)

dp = — s0 Po (! + “*)

dHdp _ So
Po (1 + «*)p

Die Integration dieser Differentialgleichung führt auf den
Ausdruck :

_ *o 11 
Po G + “0

(268) + C.lg nat p =

Nun sei mit dem Barometer für einen tiefgelegenen Punkt 
mit der Meereshöhe H1 der in Millimetern ausgedrückte Luftdruck
zu B — ^ und für einen höher gelegenen Punkt mit der Höhe

H2 zu b = -J- gemessen worden. Die Konstante Je ist hier not
wendig, da in Gleichung (268) sowohl p als auch^g im absoluten 
Maßsystem ausgedrückt sind.

Die Anwendung von (268) auf beide Messungen gibt:

+ C,(269) lg kB = — (1+ at)
H,(270) \gJcb = _ + C.(l -f at)

Durch Subtraktion findet man:

lgkB - = —-g 6 P« (1 + “*)(271)

Setzt man zur Abkürzung:
h = H2 — Hx

und geht von den natürlichen Logarithmen der Gleichung (271) 
mit Hilfe des Moduls M = 0,4343 auf Briggs’sche über, so wird:

Ji = M • s0

Für die zur Lufttemperatur 0° gehörigen Werte p0 und s0 
kann man die dem Meeresspiegel entsprechenden, zusammenge
hörigen Größen

(272) (1 -f a f) log

p0 = 76 • 13,596 g, 
s0 = 0,001293

(273)

^ fc
d



binzuzufügen, ehe sie zur Höhenberechnung nach (274) 
verwendet werden.

Die Messung des Luftdrucks erfolgt unmittelbar 
durch Quecksilberbarometer oder durch Federbarometer 
und mittelbar durch Siedethermometer.

Ohne hier auf eine Beschreibung der Instrumente 
oder auf alle Einzelheiten der barometrischen Höhen
messung eingehen zu können, wollen wir doch folgen- 

j des bemerken.
Die am Quecksilberbarometer — wir setzen zu- 

nächst ein sog. Gefäßheberbarometer (Fig. 130) mit 
gleich weiten Schenkeln voraus — ausgeführte Ab- 
lesungJ5'hat, abgesehen von demderLuftdruckändemng 

~ l entsprechenden v(a) (vgl. (275)), verschiedene Ver
besserungen nötig. Zunächst ist der beobachtete Baro
meterstand wegen der Ausdehnung des Quecksilbers 

und des Maßstabes mit einer Temperaturverbesserung :

'K
i
!

&
$

..

Fig. 130.

v(f) ~ (ß y) b' - t1 2 *')(276)
zu versehen.

1) Die Konstanten dieser Gleichung gelten nach Jordan (Hand
buch der Vermessungskunde, II. Band, 6. Auf!., Stuttgart 1904, Seite 598) 
für Deutschland. Außer dieser einfachen Gleichung gibt es noch ge
nauere, aber auch umständlichere, sog. vollständige Barometer formein. 
Die wichtigsten darunter stammen von Laplace, Biot, Bauern- 
foind, Rühlmann und J.ordan.

2) Hierin ist ß = 180 • 10~ 6 der kubische Ausdehnungskoeffizient des
Quecksilbersund y der lineare des Maßstabes. Für Glas ist y = 11 ■ 10~6
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verwenden und erhält schließlich:
(274) h = 18 464 (log B — logb)(l -f- 0,003665 t) *).

Sind die in beiden Punkten beobachteten Temperaturen ver
schieden, so wird ihr Mittel in die Rechnung eingeführt. Es darf 
auch nicht übersehen werden, daß die in (274) auftretenden Baro
meterstände B und b sich auf den gleichen Luftzustand beziehen. 
Hat sich dieser während der Messung verändert und war die zu B 
gehörige Ablesung an einem zweiten, fest aufgestellten Barometer, 
dem sog. Standbarometer, B0 und die zu b gehörige Angabe des
selben Standbarometers B0', so ist zu dem beobachteten b', abge
sehen von anderen Verbesserungen, noch der Betrag:

n„ (275) via) — B. - B’

-- 'q
o



Dieser Ausdruck, in welchem cp die geographische Breite, H 
die genäherte Meereshöhe des Beobachtungsortes und r (rund 
6 370000 m) den Erdhalbmesser bedeutet, 
trägt dem Umstande Rechnung, daß die Schwer- , 
kraft, also auch der Druck der Quecksilber- ' J 
Säule mit der Höhe und der geographischen 
Breite veränderlich ist. p —

Hiezu kommen noch für ein Gefäßbaro- ^ 
meter mit festem Maßstab die folgenden beiden r,
Verbesserungen.

Der Umstand, daß der Teilungsnullpunkt 
(Fig. 131) des Maßstabes 
meterstand B° im unteren Quecksilberspiegel liegt, bedingt eine 
Gefäßverbesserung :
(278)

Darin ist J) die lichte Weite des zylindrischen Gefäßes, ferner d 
die lichte Weite und dx der Außendurchmesser der Barometerröhre.

Außerdem ist wegen der Kapillardepression eine 
von der Kuppenhöhe und der lichten Röhrenweite ab
hängige Kapillarverbesserung 8 notwendig. Diese kann 
aus Tabelle 141) entnommen werden. Beim Gefäßheber
barometer ist die aus der Differenz der Maßstabablesungen 
gewonnene Höhe der Quecksilbersäule frei vom Einfluß 
der Kapillardepression, da durch das Anheben der Queck
silbersäule mit der Schraube beide Kuppen gleiche Ge
stalt annehmen und beide Ablesungen daher in gleicher 
Weise entstellt sind. Beim einfachen Heberbarometer 
(Fig. 132) ist ein solches Anheben nicht möglich und 
deshalb werden auch die Kuppen trotz gleicher Röhrenweite nicht 
genau gleiche Höhe besitzen. Dann ergibt sich aus den für das 
obere und untere Ende der Säule gewonnenen Teilbeträgen 80 und 
8U die gesamte Kapillarverbesserung als die Differenz:
(279)

und für Messing ist es 18 • 10 ~6. Die Temperatur wird durchweg in 
Celsiusgraden angegeben.

1) Die Zahlen stammen aus Jordan, Handbuch der Vermessungs
kunde, II. Band, 6. Aufl., Stuttgart 1904, Seite [17] des Anhangs.

D

Fig. 181.

für einen ganz bestimmten Baro-nur

di
.(«O-or-jrçjsCT-

d0
I
g
§
§
§
§
I
I
§

Fig. 132.

*-*.-*„•

II. Aufnahmearbeiten 199

Hiezu tritt die Sch wereverbesserung :
2 Ti' TT

v(g) = — 0,00265 B' cos 2 cp — -------(277)

».



0,00
0,10
0,20
0,30
0,40
0,50
0,60
0,70
0,80
0,90
1,00
1,10
1,20
1,30
1,40
1,50
1,60
1,70
1,80

LichteKuppen- 
höhe

in mm 4 6 14

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,14
0,15
0,16
0,16

in

8 I 10 12

0,00 0,00 i 0,00 
0,03 0,02 
0,06 0,04 
0,10,0,06 
0,13 ! 0,07 
0,16 ; 0,09 
0,19 0,11 
0,22 0,13

0,06
0,12
0,18
0,24
0,29
0,35
0,40
0,45 0,25 0,14
0,50 0,28 0,16
0,55 0,30 0,18
0,59 0,33 0,19
0,63 0,35 0,20

0,380,67 0,22
0,71 0,40 0,23
0,74 0,42 0,24
0,77 0,44 0,25
0,79 0,45 0,26
0,81 0,47 0,27
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Die verbesserten, für Gleichung (274) gebrauchsfähigen Beob
achtungen werden also:

B = B' + v(t) + v(g) + v(ß) + d1), 
b = b' + v(a) + v(t) + v{ß) + v(G) -f d.

(280)

Während bei den Quccksüberbarometern der Luftdruck durch 
die Höhe einer ihm das Gleichgewicht haltenden Quecksilbersäule

gemessen wird, ergibt er 
sich bei Verwendung der 
für die Reise handliche
ren Federbarometer aus 
der den Luftdruck
schwankungen folgenden 
Formänderungen einer 
nahezu luftleeren, ela
stischen Bose.

Auch die Angaben 
der Federbarometer sind 
vor ihrer Verwertung zu 
verbessern. Da sie von 
der Temperatur abhän- 
gen, bedürfen sie zu
nächst einer Temperatur
verbesserung v(t). Wei
terhin ist eine Teilungs- 
verbesserung v(T) not
wendig, da die Ab
lesungsänderungen am 
Federbarometer den ent
sprechenden Änderun

gen des Quecksilberbarometerstandes im allgemeinen nicht genau 
gleich, sondern nur innerhalb enger Grenzen zu. ihnen proportional 
sind. Diese beiden Verbesserungen werden empirisch durch Ver
gleichen der Federbarometerablesungen mit den entsprechenden 
Quecksilberbarometerständen bei verschiedenen Temperaturen und 
wechselndem Luftdruck gewonnen und jedem Instrument beigegeben.

Schließlich ist wegen der fehlerhaften Lage des Teilungs- 
nullpunktes noch eine nur für kürzere Zeit konstante Standver-

Tabelle 14.

1) Es empfiehlt sich, für v(t), v(g) und v(G) eine Zahlentafel zu 
berechnen oder ihren Verlauf graphisch darzustellen. Beim Gef'äß- 
heberbarometer fallen, wie schon erwähnt, v(G) und â weg.
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besserung v(s) notwendig, welche sich ans dem Vergleich einer 
wegen der Temperatur- und Teilungsfehler bereits verbesserten 
Federbarometerablesung mit der entsprechenden verbesserten An
gabe (B' -f- v(f) -)- v(ß) -j- v(Gf) -j- S) eines Quecksilberbarometers 
ergibt.

Hienach sind die für Gleichung (274) bestimmten verbesser
ten Ablesungen des Federbarometers :
(281)
und:

B = B' -f- v(s) + vif) -J- v(T)

b — b' -f v(a) -f- v(s) -f- v(f) 4- v(T).
Die Verwendung der Siedethermometer zur barometrischen 

Höhenmessung beruht auf dem Umstande, daß die in einer be
stimmten Höhe beobachtete Siedetemperatur tt eine Funktion der 
Dampfspannung ds, also auch umgekehrt die stets dem Luftdruck 
gleiche Dampfspannung ds eine Funktion der beobachteten Siede
temperatur ts ist. Man hat daher:
(282) B = f = <p(ts).

Das zu irgendeiner Siedetemperatur ts gehörige ds oder B 
kann aus den Tabellen für die Spannung des gesättigten Wasser
dampfes entnommen werden1). Damit ist die Höhenbestimmung 
mit dem Siedethermometer auf die rein barometrische Höhen
messung zurückgeführt.

Aus Gleichung (274) erhält man, wenn B und h als ver-• 
änderlich betrachtet werden:
(283) dB (1 -f 0,003665 t).dh = 18464 • M •

Für dB — 1 mm wird das zugehörige dh die barometrische 
Höhenstufe dh0. Hierunter versteht man den Höhenunterschied, 
welcher einer Luftdruckänderung von 1 mm entspricht. Derselbe 
wird:
(284)

und läßt sich für verschiedene Temperaturen und Barometerstände 
zahlenmäßig berechnen und in einer Tabelle oder auch graphisch 
übersichtlich darstellen. Tabelle 15 enthält eine solche Zusammen
stellung der Werte von dh0.

1) Solche Tabellen und zahlreiche andere zur Erleichterung der 
barometrischen Höhenmessung sind außer in anderen geodätischen 
Werken insbesondere im 2. Band des Handbuchs der Vermessungs
kunde von W. Jordan enthalten.

801 0dh0 = " (1 -j- 0,003 665 t)
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Bezeichnet Bx den zu einem ersten und J52 den zu einem 
zweiten Punkt gehörigen verbesserten Barometerstand und sind 
tf und t2 die zugehörigen Lufttemperaturen, so ergibt sich mit
dem genäherten mittleren Stand Bm = * (B1 + B2) und der

Mittellufttemperatur tl = (tf -f- t2l) eine bestimmte barometrische 
Höhen stufe dho. Wenn nun:
(285) AB = B, - B<

die Änderung des Luftdrucks für die Höhenzunahme Ah zwischen 
beiden Punkten bedeutet, so ist:
(286) Ah — AB • dh0.

Diese Gleichung findet, besonders zum Einschalten von neuen 
Höhenpunkten zwischen gegebene, viel mehr Verwendung als (274).

Die bei diesem Verfahren zur Ermittlung von AB (285) 
dienenden Angaben eines Federbarometers sind nach der Gleichung:
(287)
aus den Beobachtungen B' zu berechnen.

Zum Schluß noch ein in Tab. 16 durchgeführtes Beispiel, in 
welchem der Höhenunterschied zwischen der Kaltenbachtalbrücke 
bei Harzburg und einem Pfeiler auf dem Brockengipfel mit 6 
Zwischenpunkten bestimmt wird.

Die Meereshöhe des Ausgangspunktes ist Hx = 287,8 m. 
Da das Instrument dort um = 1,2 m über dem Festpunkt war, 
so ist die aus den Beobachtungen hervorgehende Höhe der Ober
fläche des Pfeilers I auf dem Brocken:

B = B' -f- v(a) + v[s) + v(f) -f- v(T)

H8 = Zfj + ii -{- [Ali] — 1144,3 m.(288)
In Wirklichkeit beträgt sie 1142,3 m, also ist die barometrisch 
bestimmte Höhe um 2,0 m fehlerhaft. Der Rechnungsgang ist 
kurz folgender. Aus den Änderungen des Standbarometers gegen 
den Anfangsstand werden zunächst die v(a) gefunden und in der den 
Beobachtungen folgenden (sechsten) Spalte eingetragen. Darunter 
kommt die schon vor Beginn der Beobachtungen durch Vergleich 
mit einem Quecksilberbarometer bestimmte und am Schluß der 
Messung nachgeprüfte Standverbesserung v(s). Hiezu treten die 
mit den Instrumententemperaturen f und den Ablesungen B' aus 
(dem Instrument beigegebenen) Tabellen entnommenen Temperatur- 
und Teilungsverbesserungen v(f) und v(T). Durch Hinzufügen 
ihrer Summe zu B' entsteht das in Spalte 7 stehende verbesserte
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4,92
— 6,62

667,81016

25,0

17,2

21,8

16,8

— 0,2
- 1,4

0,0667,7
— 5,69
— 7,29

- 0,4
- 1,4 
+ 0,04
— 9,01

— 10,77
— 0,5
- 1,4 
+ 0,03

— 13,24
— 15,11

— 0,5
- 1,4 
+ 0,04

— 18,16
— 20,02

— 0,6 
- 1,4 
+ 0,05

— 24,28
— 26,28

667,9

668,0

668,1

1160

6012

mm
0,0

18,9° C mm - 1,4
0,0

667,518,6 + 1,65
+ 0,25

1215 668,0

8so

046

8)Brocken, 
Pfeiler I, 

Ober
fläche

694,46

1) Kalten
bachtal
brücke, 

l,2müber 
dem Fest

punkt

mm

736,85

2) Mol
kenhaus 725,62

3) Drei
herrn
brücke

726,80

24,0
4) Schar

fenstein
1106720,59

16,5

5) Weg
kreuzung 
Ilsenburg- 
Hermanns- 

klippe

714,00

6) Bis
marck
klippe

706,37

7) Bahn
übergang 696,92

— 0,6 
- 1,4 
+ 0,04

— 25,85
— 27,81

■ 668,11

Tabelle 16 (Anfang).
(Berechnung einer barometrischen Höhenmessung.)

24. Juli 1911, Goldschmid Nr. 3850, Standverbesserung v(a) = — 1,4 mm
VerbesserungenBrocken

barometer
(Stand

barometer)

Tempe
ratur

Baro
meterab
lesung

v(a)
v(s)ZeitStandort P v(P)VB v(T)

Tabelle 16 (Schluß).

Mittlerer
Baro

meter
stand

Höhen
unter
schied

! Mittl. 
Luft- 
tempr.

Barom.
Höhen

stufe

Verbesserter
Barometer

stand dB
dhdh0t\nB B,n

C° mm mmmmmm

— 18,77 -f 219,211,6817,51) 737,10 728

+ 1,85 — 21,911,832) 718,33 719 16,6

-f 123,311,90 — 10,363) 720,18 715 16,6

-f- 132,016,5 12,08 — 10,934) 709,82 704

-f 154,016,7 12,28 — 12,545) 698,89 693

-f- 197,217,0679 — 15,6612,546) 686,35

17,2 + 51,5669 12,74 — 4,047) 670,69

-j- 855,3[dh]^8) 666,65

bV
 w

<o
<M 

rH
eff
<M 

tH
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 je-
“ia
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B. Mit den in Spalte 8 und 9 enthaltenen Mitteln Bm und tlm 
aus je zwei aufeinanderfolgenden Barometerständen und den zu
gehörigen Lufttemperaturen finden sich die in Spalte 10 einge
tragenen barometrischen Höhenstufen dh0. Daneben stehen die 
Zunahmen AB der verbesserten Barometerstände und in der 
letzten Spalte 12 die als Produkte AB • dho berechneten Höhen
unterschiede Bli1).

11. Vereinigte Horizontal- und Höhenmessung.
Die Horizontalprojektion eines Punktes ist durch zwei in der 
Projektionsfläche liegende Koordinaten bestimmt. Zur räumlichen 
Punktfestlegung ist noch eine dritte Koordinate, die Höhe notwendig. 
Die insgesamt erforderlichen Messungen können in die Bestimmung 
der horizontalen und lotrechten Dimensionen zerlegt werden, 
indem die fertige Horizontalaufnahme in bezug auf die dritte 
Koordinate durch eine gesonderte Höhenmessung ergänzt wird. 
Andererseits können die Unterlagen zur räumlichen Punktbestim
mung auch durch vereinigte Messungen beschafft werden. Die wich
tigsten Arten einer solchen vereinigten Horizontal- und Höhenmes
sung sind die Tachymeter auf nähme und die Photogrammetrie, deren 
leitende Gedanken im folgenden kurz wiedergegeben werden sollen.

a) Die Tachymeteraufnahme. Durch die Tachymetrie 
oder Sehnellmeßkunst wird die räumliche Lage von Punkten mit 
Hilfe einer einzigen Instrumentenaufstellung in bezug auf den 
Instrumentenmittelpunkt, den Instrumentenhorizont und eine in 
demselben gegebene Anfangsrichtung bestimmt. Dient zur Punkt
festlegung ein Kreistachymeter, d. i. ein mit Höhenkreis und 
Distanzfäden ausgestatteter Theodolit, so ist der Messungsvor
gang der folgende.

Das berichtigte Instrument2) wird über einem der nach ho
rizontaler und lotrechter Lage schon vorher bestimmten Tachy
meterstandorte z. B. über dem Tachymeterpunkt Tk (Pig. 133 u. 
134) zentrisch und mit lotrechter Alhidadenachse aufgestellt und 
nach einem Punkte von bekannter Lage, etwa nach dem rückwärts 
gelegenen Tachymeterpunkt Ti orientiert. Hierauf wird das Fern-

1) Zur Genauigkeit der Höhenbestimmung durch Federbarometer 
siehe Dr. M. Schmidt, Über den praktischen Wert Naudefscher Aneroide, 
München 1876.

2) Da bei tachymetrischen Aufnahmen aus Zeitersparnis nur in 
einer Fernrohrlage beobachtet wird, so ist bei der Berichtigung auch 
der Zeigerfehler des Höhenkreises, der Zielachsen- und der Kipp
achsenfehler sorgfältig zu beseitigen.



Fig. 134.

Mit den in Fig. 134 eingetragenen 
Bezeichnungen ist nämlich nach der Ent
fernungsgleichung (9 5) :

1) Zur Aufnahme werden neben den für die Horizontalprojektion 
wichtigen Einzelheiten in erster Linie die für die Geländeform cha
rakteristischen Punkte ausgewählt, wie die höchsten Punkte von 
Kuppen, die tiefsten von Mulden, sowie die Brechungspunkte von 
Rückenlinien und Tallinien.
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7rohr auf eine im aufzunehmenden Feld
punkte Pr) stehende lotrechte Latte so 
eingestellt, daß sein Yertikalfaden auf 
die Teilungslinie der Latte fällt. Dann 
wird man aus der zugehörigen Horizon
talkreisablesung den Horizontalwinkel y 
zwischen der Polygonseite und der Rich
tung nach P gewinnen. Die am Mittel
faden erscheinende Ablesung z, der zwi
schen beiden äußeren Okularfäden ge
legene Lattenabschnitt l und der am 7^
Höhenbogen abgelesene Höhenwinkel a (_Qiç_) 
der mittleren Ziellinie hingegen liefern 
die horizontale Entfernung D der Latte und den Höhenunter
schied h zwischen der Kippachse des Instrumentes und dem durch 
die mittlere Ziellinie bezeichneten Lattenpunkt.

P(H)

D

Fig. 133.
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JE = c + C-ï.(289)
Ferner ist bis auf Glieder von der Ordnung Z*(«)2:

X = l cos cc.
Da der entfernungsmessende Winkel:

(290)

1V(291)
nur eine kleine Größe, bei den meisten Instrumenten ^

können die erwähnten Glieder höherer Ordnung ohne merkliche 
Genauigkeitseinbuße vernachlässigt werden. Es wird also die 
schiefe Entfernung:
(292)

£ ~ f — C
ist, so

E = c C ■ l cos cc.
Für viele Zwecke, besonders für schwache Neigungen, ist es 

zulässig, in dieser Gleichung c durch c cos cc zu ersetzen; dann 
wird:
(293) E = (c + C-Î)
Nun ist nach dem Neigungsdreieck AB F:

D = E cos a — (c + CI) cos2«,

* (c Cl) sin 2 cc.

Den Klammerausdruck in (294) nennt man die Stammzahl:
(295)
Nach deren Einführung in (294) wird:

D = K cos2«,

2 K sin 2a.

Nach diesen beiden Gleichungen kann man die gesuchte Horizon
talentfernung D und den Höhenunterschied h berechnen; der 
Rechenschieber reicht hiefür vollkommen aus1).

Da es sich meist um kleine « handelt, so wird sich T> von 
der Stammzahl K nur um eine kleine Größe:

cos cc.

(294)
h = E sin « =

K = c + C ■ l.

(296)
h =

(297) z/ = K — B
1) Es gibt auch Zahlentabellen und Kurventafeln, aus welchen 

D und h entnommen werden können, z. B. die Hilfstafeln für Tachy- 
metrie von Jordan, Stuttgart 1880 und die graphischen Tafeln für 
Tachymetrie von Wenner, Darmstadt 1905.



II. Aufnahmearbeiten 209

unterscheiden, welche sich unter Berücksichtigung von (296) zu: 
A = K sin2«(298)

ergibt und noch leichter wie D selbst mit dem Rechenschieber 
ermittelt werden kann.

Will man nun aus der Meereshöhe Qk des Aufstellungspunktes 
mit Hilfe der beobachteten und berechneten Größen und der ge
messenen Instrumentenhöhe ik die Meereshöhe H des Gelände
punktes ermitteln, so findet man hiefür an Hand der Fig. 134:

H = Qk + ik + h — z
= (Qk + h ~(299)

Wird für alle auf einem Standpunkt ausgeführten Beob
achtungen der Mittelfaden stets auf dasselbe z eingestellt, so be
sitzt der Ausdruck:
(300) {Qk + h —z) = Qk

den Charakter eines Festwertes, den man als die reduzierte Höhe, 
des Aufstellungspunktes bezeichnet. Es ist dann:

H=Q'k + h.
Wenn, wie bisher angenommen, die horizontalen Richtungen 

am Horizontalkreis eines Theodolits abgelesen werden, spricht man 
von einer Theodolittachymctrie, welche in erster Linie für ingenieur
technische Zwecke von Bedeutung ist. Diese Richtungen können 
aber auch an einer Bussole abgelesen oder mit Hilfe der Kipp
regel auf ein Meßtischblatt übertragen werden. In einem solchen 
Falle handelt es sich um Bussolen- und Meßtischtachymctrie. Die 
hiezu verwendeten Bnssolen und Kippregeln müssen natürlich 
auch für Höhenwinkel- und Entfernungsmessung eingerichtet sein1).

1) Außer den Kreistachymetern gibt es noch eine große Zahl 
von selbstreduzierenden Tachymetern (z. B. von Kreuter, Puller, San- 
guet, Hammer usw.), welche die oben besprochenen Rechnungen teil
weise oder ganz ersparen.

Reiche Literatur über Tachymetiie ist in den verschiedenen 
Bänden der Zeitschrift für Yermessungswesen enthalten.

Ein bekanntes Beispiel für Meßtischtachymetrie bietet die Auf
nahme der preußischen Meßtischblätter in 1 : 25000. Auch die Bus- 
solentachymetrie findet zu topographischen Aufnahmen in kleineren 
Maßstäben vielfach Verwendung.

Der mittlere Fehler eines mit dem Kreistachymeter bestimmten 
Punktes beträgt bei Aufnahmen für ingenieurtechnische Zwecke auf 
mittlere Entfernungen etwa 1 dm im horizontalen und einige cm im 
lotrechten Sinne.

Timerding, Handbuch. III

(301)

14
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b) Die Photogrammetrie oder Bildmeßkunst. Sie hat
die Aufgabe, aus photographischen Aufnahmen des Geländes, all
gemein eines Gegenstandes, von bekannten Standpunkten aus 
die Form, Größe und Lage des aufgenommenen Gebildes zu be
stimmen. Vielfach hat sie auch noch die Lage der Aufnahme
standpunkte aus den Bildern von bekannten Punkten zu ermitteln. 
Dieses Verfahren, welches im allgemeinen mindestens zwei In
strumentenaufstellungen erfordert, eignet sich besonders für unzu
gängliches aber übersichtliches Gelände und besitzt daher seine 
größte Bedeutung für Aufnahmen im kahlen Hochgebirge.

Für photogrammetrische Messungen von festliegenden Punkten 
aus kommt fast ausschließlich der Phototheodolit in Frage; 
Aufnahme von schwankenden Standpunkten aus (Schiff, Luftschiff)

^7 kann ein einfacher photogra- 
/ phischer Apparat verwendet 
/ werden, dessen Linse eine be- 

/ kannte unveränderliche Lage 
gegen die Bildebene besitzt. 

/ Kann dieser Apparat durch Li- 
/ bellen, deren Stand gegebenen- 
' falls mit photographiert wird, 

gegen das Lot orientiert wer
den, so spricht man von einem 
Photogrammeter.

Der wichtigste Bestandteil 
aller dieser Instrumente ist eine 
perspektivisch richtig zeichnende 

0 Linse, deren Achse auf der 
Bildebene senkrecht steht und 
deren hinterer Hauptpunkt 0 

(Fig. 135)1), das Projektionszentrum, eine bekannte, unveränder
liche Lage gegen die Bildebene besitzt. Die Länge der Senk
rechten vom Zentrum 0 auf die Bildebene ist die unveränder
liche Bildweite D; sie wird der Brennweite gleichgemacht, da es 
sich fast ausschließlich um große Gegenstandsweiten handelt. Der 
Fußpunkt A der Bildweite heißt der Hauptpunkt. Dieser und die 
Bildweite D sind die Elemente der inneren Orientierung. Um den 
Hauptpunkt im Bild angeben zu können, wird ein an der Platte

1) In Wirklichkeit liegt das umgekehrte Bild hinter dem Ob
jektiv. Es ist jedoch einfacher, wie in Fig. 135 angenommen, mit 
dem aufrechten, um den Betrag der Bildweite vor 0 liegenden Bild zu 
arbeiten.

zur

* <
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i nii
b i Mi «

\v\! H .,Z)Ms;
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Fig. 185.
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anliegender, mit Marken Mi, Jf2, M3, ilf4 versehener rechteckiger 
Bahnen mit den Seitenlangen a und b mit abgebildet1). Die 
Lage von A gegen diesen Rahmen ist bei der Untersuchung2) des 
Instrumentes, auf welche hier leider nicht eingegangen werden 
kann, genau zu bestimmen und kann bei guter Behandlung des 
Apparates für längere Zeit als unveränderlich betrachtet werden.

Die Bildweite wird mit der Nordrichtung den Horizontal
winkel <x, das Azimut, und mit dem Horizont den Ilöhemvinkel ß 
einschließen. Ferner wird die Bildebene von der durch das Zen
trum gehenden Horizontalebene im Horizont HH und durch die 
OA enthaltende Lotebene in der Hauptvertikalcn VV geschnitten. 
Diese Größen, Azimut und Höhenwinkel der Bildweite sowie 
Horizont und Hauptvertikale, bilden zusammen die Elemente der 
äußeren Orientierung. Bei lotrechter Bildebene schneidet der Ho
rizont die Hauptvertikale im Hauptpunkte A. In diesem einfachen, 
aber sehr wichtigen und häufigen Fall besitzen die genannten 
Linien eine aus der Instrumentenuntersuchung bekannte Lage gegen 
die Rahmenmarken, können also leicht in das Bild eingetragen werden.

Der Photothcodolit ist außer zu photographischen Aufnahmen 
bei konstanter Bildweite auch zur Messung der Bestimmungsstücke 
der äußeren Orientierung eingerichtet. Er stellt ein mit einem 
Theodolit verbundenes Photogrammeter vor und gestattet daher 
die Messung von Horizontal-, meist auch von Höhen winkeln, wenig
stens dann, wenn der photographische Apparat gegen die Alhi- 
dadenachse geneigt werden kann.

1) Bei Papierbildern stimmen die Bilder der Rahmenseiten mit 
den bekannten Längen a und b in der Regel nicht genau überein. 
Diese Papieränderung, welche eine Folge der verschiedenen Bäder 
ist, muß bei allen Maßentnahmen aus solchen Papierbildern berück
sichtigt werden.

2) Über photogrammetrische Instrumente und ihre Untersuchung 
siehe z. B. Finsterwalder, Die Photogrammetrie als Hilfsmittel der 
Geländeaufnahme in Neumayer, Anleitung zu ivissenschaftlichen Be
obachtungen auf Reisen, 3. Auflage, Hannover 1905; ferner Koppe, 
Die Photogrammetrie oder Bildmeßkunst, Weimar 1889, und Photo
grammetrie und internationale Wolkenmessung, Braunschweig 1896. 
Abbildungen der gebräuchlichsten Apparate findet man bei Weiß, 
Die geschichtliche Entwicklung der Photogrammetrie und die Be
gründung ihrer Verwendbarkeit für Meß- und Konstruktionszwecke, 
Stuttgart 1913.

Über die mathematischen Grundlagen des Verfahrens siehe 
Finsterwalder, Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie, 
Jahrbuch der deutschen Mathematikervereinigung, Leipzig 1899.
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zeichnerisches vorwärtseinsclmeiden gewonnen, während die Höhen 
im Anschluß an die festgelegten Horizontalprojektionen durch 
eine einfache Bechnung gefunden werden. Im praktisch wichtig

sten und häufigsten Pall 
erfolgen die Aufnahmen 
bei lotrechter Bildebene 
mit Hilfe eines auch die 
äußere Orientierung mes
senden Phototheodolits. 
Fig. 136 enthält zwei auf 
solche Weise gewonnene, 
aufrechte, positive Bilder 
I und II, welche aus Auf
nahmen in den bekann
ten Punkten Ot und 02 
(Fig. 137) hergestellt sind. 
Die Horizontalwinkel y1 
und y2 zwischen der nach 
Länge und Neigung, meist 
auch der Bichtun g nach 

bekannten Grundlinie Oj 02 = B (Horizontallänge) und den Lagen 
OxÄ, 02 A" der Bildweiten in beiden Aufnahmen sind aus Ablesungen 
am Horizontalkreis des Theodolits bekannt. Um einen Punkt P, zu 
dem in beiden Aufnahmen die Bilder P' und P" gehören (Fig. 136), 
in seiner Horizontalprojektion P° (Fig. 137) zu bestimmen, zieht

\ji

/ z/T ' i In

b2h

t
\I

iI \

? m a-
i AL :

Fig. 137.
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Für die weitere Behandlung soll zwischen der Einschneide- 
oder Meßtischphotogrammetrie und der neueren Parallaxen- oder 
Stereophotogrammetrie unterschieden werden.

u) Die Einschneidephotogrammetrie. Bei dieser älteren Art 
der Bildmeßkunst werden die Horizontalprojektionen der in zwei 
Aufnahmen enthaltenen, gesuchten Geländepunkte durch ein meist

V

?PI II 9P"
y’

yA '
II’ Al__ ù PH H

A”

V’ V"
Fig. 136.



h *=(303)

Die hierin auftretenden Entfernungen e = 01 P0', JE' — Ox P°, 
c" = O3P0", JE" = 02P°, P' und P" können, nachdem P° 
liegt, unmittelbar aus 
der Zeichnung (Fig.
137) entnommen wer
den.

vor-
P

*....ä-

PFür die zahlen
mäßige Bestimmung 
der Horizontalwirikcl 
cp, welche die Strahlen 
mit der horizontalen 0, 
Bild weite OA 
schließen, und für den 
Höhenwinkel ip der

Hh

y

p°e'ein- •>:
4

Kg. 138.
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man in jeder der beiden Aufnahmen denHorizont (H H bzw. H" Ii") 
und die Hauptvertikale ( V V' bzw. V" V"). Dadurch entstehen 
zwei ebene, rechtwinkelige Koordinatensysteme mit den zugehö
rigen Hauptpunkten A' und A" als Ursprung. Die Koordinaten x ,y, 
x", y" der beiden zusammengehörigen Bildpunkte P‘’, P" können 
in diesen Systemen durch Messung mit einem Millimetermaßstab 
aus freier Hand oder auf feinere Weise durch andere Hilfsmittel 
bestimmt werden. Nun kann man in der gewünschten Verjüngung 
die Grundlinie P, die Lagen JD' und JD" der Bildweite JD und die 
Bildspuren oder Bildlinien \ und b2 im Grundriß (Fig. 137) auf
tragen. Durch Aufträgen der Abszissen x, x" im richtigen Sinne 
von den Grundrissen A0', A0" der Hauptpunkte aus gelangt man 
zu den Grundrissen P0', P0" der Bildpunkte, und die von und 
02 nach P0' und P0" gezogenen Strahlen liefern in ihrem Schnitt
punkt die gesuchte Horizontalprojektion P° des Geländepunktes P. 
Für den Höhenunterschied Ji zwischen dem Zentrum in 01 und 
dem Geländepunkt ergibt sich nach Fig. 138 und 137 aus den 
Neigungsdreiecken 01P P° und 01 P' P0':

JET , B ' , 
e> y — D y i(302) li =

R' (Fig. 137) den Abstand des Grundrißpunktes P° 
einer durch Ol zu b1 parallel gezogenen Hilfslinie pt bedeutet. 

Ebenso findet sich für den Höhenunterschied zwischen 02

wenn von

und P:

««
S

•-s
:

RI'«

Ä
'A



Fig. 139.
R

iV>
j

sTi
O

Den schiefen oder Lage
winkel s 12 (Fig. 139) zwischen 
den von 0 nach den Punkten 
Px und Pj führenden Strahlen 
kann man aus der Differenz 
g?2 -— qpj der zugehörigen Hori
zontalrichtungen und den Er
gänzungen der Höhenwinkel /tpl 
und tp2 zu 90° nach dem sphä
rischen Cosinussatz ableiten:

(306) cossj^sini/^sinifig-f-

cos^ COSIpo cos (sPz — Pi)'

Zur Bestimmung dieses schiefen Winkels s12 genügt auch die 
Kenntnis der inneren Orientierungselemente D und A. Nach 
Fig. 139 können bei bekannter Lage des Hauptpunktes A die Ab
stände rx und r2 der beiden Bildpunkte von A und ihr Zwischen
winkel co unmittelbar der Aufnahme entnommen werden. Dann 
ergeben sich die schiefen Winkel Sj und s2 der Strahlen mit der 
Bild weite OA aus:
(307) = D’ t°s2 = ÿ-tg«!

Damit findet man den Lagewinkel s12 entweder rechnerisch 
aus der Beziehung:
(308) coss12 = cossx coss2 -f sinsx sins2 cosco

oder zeichnerisch nach den Lehren der darstellenden Geometrie 
als dritte Seite eines Dreikants, in welchem die beiden anderen 
Seiten sx und s2 sowie der von ihnen eingeschlossene Winkel co 
gegeben sind.

Unter der Voraussetzung einer lotrechten Bildebene sollen noch

B. Niedere Geodäsie214

Strahlen hat man nach Fig. 137 und 138: 

tg<V =
x"x tg <P" = D'D’

(304)
y"ytgt' =- 7’ tgt" = 7>*

Die Meereshöhe H des Punktes Perhält man einmal von 0t aus, 
das die Meereshöhe J1 hat, und ein zweites Mal aus 02 mit der Höhe P2 :

(305) iZ■=P1 + /ł' = P2 + Ä',.

/S

8 -
/
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einige bei photogramme- 
trisclien Aufnahmen und 
ihrer Verwertung auftre
tende Fragen besprochen 
werden.

x
Täsf-\ Ê* \
/

•f"
Sehr häufig braucht 

man zum Zusammenschluß 
von Aufnahmen den Hori
zontalwinkel À (Fig. 140), 
welchen bei zwei auf dem
selben Standpunkt ausge
führten Aufnahmen die 
zugehörigen Lagen D\ D" 
der Bildweite einschließen.

Zu diesem Zwecke 
kann man die Horizontal
winkel cp' und cp aus den 
Bildpunkien P\ P" der beiden Aufnahmen wie folgt bestimmen:

....
"* ;À

r?i *■ /
. / 
7. A'/\

\
//I, !

\ J_- 4 r-y’
\ 2 i/y/\—-/y 2/

\ i/y
\ i//

>
D*’/

Fig. 140.
0

X , rr X
tg<p «jp

Dabei sind x und x" wie früher die Abszissen Ä P0' und A" P0" 
der Bildpunkte P\ P". Nach der Figur ist dann der gesuchte 
Winkel:

(309) t g<p' = D’

(310) 1 ' "K = Cp — Cp .

Zur Erhöhung der Genauigkeit wird man eine größere Anzahl 
von zusammengehörigen Punkten auf beiden Bildern herausgreifen, 
für jedes der n Punktpaare die Winkel cp' und cp" ermitteln und 
für X den Mittelwert:

(311)
bilden.

X —

Einfacher ist folgendes Verfahren1). Man wählt n Punkt
paare auf beiden Bildern so aus, daß ihre gemessenen Abstände 

von den lotrechten Bildrändern annähernd gleich sind 
(Fig. 140). Ist nun £ der Winkel zwischen der Lotebene durch 
die Bildebenenschnittkante 8 und der Lotebene durch den Strahl 
O P' P" und bezeichnet b die Bahmenbreite und m den Abstand

r, r

1) Siehe Finsterwalder: Die Photogrammetrie als Hilfsmittel 
der Geländeaufnahme (Fußnote 2 auf Seite 211 dieses Buches); dort ist 
die für die meisten Zwecke ausreichende Gleichung (324) angegeben.
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der Schnittkante von den Bildrändern, so gilt zunächst allgemein: 
sinf sing

; g" = m + s(312) = m — s
( +•) ( -)cos cos

oder: s sin er = m — X X .
s smecos — cos £ — sin2(313)

s sin £
— m —

(l - tg tg e)X
COS — COS £

Wenn nun die Punkte so ausgewählt werden, daß ihre ßand- 
abstände und annähernd gleich sind, so liegen sie in der 
Nähe der Schnittkante N, und £ wird ein kleiner Winkel sein.

Für kleine £ aber ist unter Abwertung der Glieder höherer

f (X + tg ¥ tg £ + tg2 Y tg2 £ • • •) ’ 

stgr(1~tg2tg£ + tg8Ytg2£---)-

tg3 y • tg4 «

Ordnung:
stg £(315) I' - m —
cos —

(316) r=™ +
cos —2

Also wird bis auf Glieder von der Ordnung s • Xcos
2

die Summe: 
(317) £' + £"= 2 m — • tg2 £

cos —
und:

, 1 s tg — ë 2~(r + i") + r *8* •-?(«' + «*) +(318) ■2 £.m =
cos2cos —2

s sin £
r =■ m + x . . xcos — cos £ -f sin - sin £

s sin £
(314)

-« +-----Ï
(l + tg ~ tg î)COS — COS £
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Bei Verwendung von n Punktpaaren erhält man den Mittelwert:

atgi

•r [%2 £] •+ [H) +(319) m =
n. cos2—

2

Aus dem ersten Glied dieser Gleichung gewinnt man einen guten 
Näherungswert für m :

M = ^(ß'] + [!"])•(320)

Setzt man zur Abkürzung das zweite Glied der rechten Seite 
von (319):

(321) l [tg2 e] = A ,
wcos2 —

so wird:
(322)

Nun ist bis auf Glieder höherer Ordnung:

= (m) + d.m

(m-n(m — %) X tg £ = —-— cos Y =

(m — i') 2 1= -

cos

O-D—xr~cos V
also wird:

sin X sin Xf323) [(m — r>2] = [(m-m.2 nD 2nD

Zur Berechnung dieses Zusatzgliedes z/ genügen für m und l die 
Näherungswerte, die aus (320) und:

n\ ¥_(m)(324)

folgen. Damit lassen sich die Differenzen: 
(325)
berechnen; dann wird:

v = (m) — v" = (w) — l"

K *]K2] sin (l),-ß sin (1) =

und nunmehr kann m nach (322) und X aus der Beziehung:

(326) A = 2 nT)2 n
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h
l 2 m 

tg 2 ~ I)(327) I)
gewonnen werden.

Ohne Beweis1) sei noch folgendes bemerkt. Wenn für die Bild
weite B nur ein Näherungswert (B) bekannt ist, mit welchem 
nach (311) oder (327) die den Horizont vollständig ausfüllenden k 
bestimmt wurden, so läßt sich aus der Abweichung der [1] gegen 
360° die an (D) anzubringende Verbesserung dB aus einem der 
folgenden Ausdrücke ermitteln:

2 (D) (360° - [1]) _ ÇD) ([1] - 360°)
q ([sin 2 cp''] — [sin 2 cp'])(328) dB =

q [sin
P Man hat dann:

(329) B = (D) -j- dB.

Hiebei ist allerdings vorausgesetzt, 
daß der ganze Horizontwiderspruch 
von der fehlerhaften Bildweite (B) 
herrührt.Oz Eine andere wichtige Aufgabe 
ist die Bestimmung des Höhenunter
schiedes Bh zwischen den zu zwei 
Aufstellungen gehörigen Objektiv
zentren Ox und 02. Sind für einen 
Punkt P aus beiden Bildern nach

--------Jh-------
Oi

Mg. 141.
(302) und (303) die Werte h' und

h" gefunden, so ist nach Fig. 141 (Aufriß):

(330)

Aus einer größeren Anzahl von Punkten erhält man:

Bh = li - h".

(331) Jh — n

Ist außerdem die Lage der zu den Marken Verbindungslinien 
und Mi'Mç" (Fig. 142) parallelen Bildhorizonte H'H' 

und H" H" nicht genau bekannt, und werden die Bildpunktsordi- 
naten rj' und r{' von Parallelen zu den Bildhorizonten aus gemes
sen, so unterscheiden sie sich von den richtigen Ordinaten um ct

1) Dieser stützt sich auf die Gleichungen (309), (310) und (324).
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Nach (302), (303), (330) und (332) hat man für drei Punkte
v’m'4PnP2 und P3 die drei Gleichungen:

P/g — B^' e2 — BAh -j-
(ßi*li — = 0>

P2'c1 — P2"c2 — BAU -|-
ÄV - VO - 0,

2is'Ci — J(s"c, — IM/, +
(^3 ^3 ^3 % ) == ^ •

(333)

v’m’,
Fig. 142.

Aus diesen drei Gleichungen können die Unbekannten c15 c2 und 
berechnet werden. Bei Verwendung weiterer Punkte entstehen 

Bestim-überschüssige 
mungsgleichungen, aus 
welchen die gesuchten 
Größen unter Einführung

P2

geeigneter Gewichte für ^ 
die Absolutglieder nach
der Methode der kleinsten 
Q uadrate zu ermitteln sind.

Enthält eine Auf
nahme mit lotrechter 
Bildebene die Bilder von 
drei bekannten Punkten 
Ą.Ą und Ą (Fig. 143), 
so lassen sich aus den 
berechneten oder gezeich
neten Horizontalwinkeln ((304) und Fig. 136) <pl5 <p2, cp3 die Win
kel u und v und damit auch der Standpunkt 0 der Aufnahme durch 
Büchwärtseinschneiden ermitteln.

Ungleich schwierigere Aufgaben sind zu lösen, wenn photo
grammetrische Aufnahmen aus der Luft zu bearbeiten sind. Hier 
geht der Bestimmung von Geländepunkten die Ermittlung des 
Ortes und der äußeren Orientierung der Aufnahme aus den Bildern 
von mindestens drei bekannten Punkten P1, P2, P3 (Fig. 144) 
voraus. Bei Durchführung dieser Ortsbestimmung kann man da
von ausgehen, daß der gesuchte Aufnahmeort 0 die Spitze eines

P3

\ ... U

4 ^ / 
ł

V

Fig. 143.
0
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und c2 und es
(332) y = y + c i, y" = ij" + c2.

I

À
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Dreikants ist, dessen Seiten 
, s2, s3 aus dem Bild ent

nommen werden können, 
und dessen Kanten durch 
das nach Gestalt und Lage 
bekannte Dreieck Pi P2 P3 
hindurchgehen1).

Die Punktbestimmung 
durch Einschneidephoto
grammetrie wird vom rein 
geometrischen Standpunkt 
aus um so genauere Ergeb
nisse liefern, je mehr der 
Schnittwinkel der Bestim
mungsstrahlen sich einem 

rechten Winkel nähert. Dies bedingt aber ziemlich lange Stand
linien, von deren Endpunkten aus die Bilder identischer Gelände
abschnitte vielfach recht verschieden aussehen. Dieser Umstand 
bedeutet aber eine Schwierigkeit hei der Auswahl zusammenge
höriger Punkte in den verschiedenen Bildern, welche bei der mit 
kurzen Grundlinien arbeitenden Parallaxen- oder Stereophoto
grammetrie vermieden wird.

Eine ganz eigenartige Methode der Plattenausmessung hat 
Koppe ausgehildet in dem Bestreben, unmittelbar und unter Aus
schaltung der Instrumentenfehler die nach den einzelnen Punkten 
führenden Stralilcnrichtungen im horizontalen und vertikalen Sinne 
zu bestimmen2). Bringt man nämlich das von hinten her beleuch
tete Negativ der entwickelten Aufnahme in der urprünglichen 
Weise wieder in den Apparat und orientiert denselben gegen das 
Lot, so kann man durch das Objektiv des Apparats hindurch mit

0

... s2
8.7sr-'

Pl

n

Fig. 144.P2

1) Näheres hierüber siehe bei Finsterwalder, Pas JRückivärts- 
einschneiden im Baum (Sitzungsberichte der mathem. physik. Klasse d. 
K. Bayer. Akademie der Wissenschaften, Bd. 33, S. 591) und Förg, 
Pie Bestimmung des Standpunktes und der äußeren Orientierungs
elemente in der Photogrammetrie hei bekannter innerer Orientierung, 
Nürnberg 1909.

Hier soll auch auf die verdienstvollen Bemühungen Scheim- 
pflugs hingewiesen werden, durch zonenweises Umphotographieren 
von Aufnahmen einen in der Wirkung photographisch naturgetreuen 
Horizontalplan herzustellen.

2) Koppe, Photogrammetrie und. internationale Wolkenmessung, 
Braun schweig 1890.
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einem für Horizontal- und Höhenwinkelmessung eingerichteten 
Theodolit die nach den einzelnen Punkten führenden Strahlenrich
tungen im horizontalen und vertikalen Sinne messen. Der Theodolit 
muß dazu so ausgestaltet sein, daß der Schnittpunkt zwischen Kipp
achse und Ziellinie in das Zentrum 0 des Photogrammeters ge
bracht werden kann.

ß) Die Parallaxenphotogrammetrie (Stereophotogrammetrie). 
Diese neue Methode der Photogrammetrie reicht etwa bis zur ver
gangenen Jahrhundertwende zurück und verdankt ihre rasche 
Entwicklung in erster Linie den Arbeiten von C. Pulfrich, eines 
wissenschaftlichen Mitarbeiters der Zeiß-Werke in Jena. Sie be-

P°(Y)

r-TP—— GG

/p<y)/'Hy')
ie'D

•JX +xIŁ(Y) B

H
Fig. 145.

stimmt die Horizontalprojektion P° eines Punktes P (Fig. 145) 
als den Schnittpunkt einer zur Standlinie JB parallelen Geraden 
G6r mit der Horizontalprojektion 01P° = JS' des vom ersten 
(linken) Standort ausgehenden Bestimmungsstrahles unter Zu
hilfenahme der Parallaxe oder Punhtverschiebung a. Unter dieser 
Parallaxe versteht man den Abszissenunterschied der beiden Bild
punkte (Fig. 145 und Gl. (334)). Die relativ giüßere Genauigkeit 
dieser Methode beruht auf dem Umstande, daß sich die erwähnte 
Parallaxe und deshalb auch der davon abhängige Abstand des

...
...

v.T
-r N
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einen geometrischen Ortes G G von der Standlinie außerordentlich 
scharf bestimmen läßt1). Da für die Parallaxenmessung sowie für 
die Messung der Abszisse x und Ordinate y' im linken Bilde die 
durch ein Stereoskop ausgenützte Fähigkeit des Menschen, mit 
zwei Augen körperlich zu sehen, verwendet wird, nennt man diese 
Art der Punktbestimmung auch Stereophotogrammetrie und die 
Vorrichtung
Hier sei nur erwähnt, daß bei diesem allerdings kostspieligen 
Instrumente die Platten unter den beiden Mikroskopen eines für 
die Betrachtung nahegelegener Gegenstände eingerichteten Stereo
skops auf Schlitten liegen und daß die Parallaxe a, sowie die 
Abszisse x und Ordinate y’ des linken Bildpunktes durch die
jenigen Schraubenumdrehungen gemessen werden, durch welche 
der auszumessende Punkt mit einer Stereoskopmarke zur Deckung 
gebracht wird2).

Wir wollen weiterhin nur den sog. Normalfall der Stereo
photogrammetrie im Auge behalten, bei welchem die beiden Auf
nahmen I und II in einer Ebene liegen und gleiche Bildweite I) 
besitzen. Außerdem soll die für die Betrachtung einfachere, aber 
sonst unwesentliche (auch in Fig. 145 gemachte) Annahme gelten, 
daß die gemeinsame Bildebene lotrecht stehe und die Objektiv
zentren Ol und 02 gleiche Höhe besitzen. Nun denken wir uns 
durch Ol ein räumliches, rechtwinkeliges Koordinatensystem gelegt, 
in welchem 0102 die X-Achse, das Lot in die Y-Achse und 
die auf der XY-Ebene und der Standlinie senkrechte Horizontale 
durch die Z-Achse ist. Die Koordinaten von P in diesem System 
seien X, Y, Z. Setzt man die Parallaxe:

x — x" — a

Plattenausmessung einen Stereokomparator.zur

(334)

und denkt sich zu 01P' die Parallele 02(P') gezogen, so erhält 
den ähnlichen Dreiecken 01P° 02 und 02P"(P') die

J? _ B 
D a

man aus 
Gleichung:
(335)

1) Die Genauigkeitsfrage der stereophotogrammetrischen Punkt
bestimmung ist sehr eingehend und interessant behandelt bei Schilling, 
Die geometrische Theorie der Stereophotogrammetrie, in der Zeitschrift 
für Vermessungswesen 1911, S. 637.

2) Eine eingehende Beschreibung der Einrichtung, Theorie und 
Handhabung des Stereokomparators gibt Dr. C. Pulfrich in seiner 
Schrift Neue stereoskopische Methoden und Apparate, Berlin 1912.
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O^A'P': 'Ferner liefern die ähnlichen Dreiecke O1P°P0 und
, Z 

V 35 •

Unter Berücksichtigung von (335) ergeben sich 
rechtwinkeligen Naturkoordinaten von P zu:

X = x —,

(336) X = x und Y =

demnach die

a
, B(337) Y = y

Z = D

Die letzte dieser Gleichungen zeigt, daß alle Punkte mit gleicher 
Parallaxe a auf einer Parallelen G G zur Standlinie B liegen1).

In den letzten Jahren ist es Herrn von Orel in Wien ge
lungen, in seinem Stereoautographen2) ein Instrument zu schaffen, 
welches sowohl den Punktauftrag als auch die Höhenermittlung 
rein automatisch ausführt, wenn der Beobachter nur den betreffen
den Punkt in beiden Mikroskopen des Stereokomparators einstellt. 
So große Schwierigkeiten die Herstellung eines genau arbeitenden 
Instrumentes dieser Art geboten hat, so einfach ist sein Grund
gedanke.

Drei in einer Horizontalebene liegende Hebel von der in 
Fig. 146 dargestellten Form drehen sich um die auf einer Geraden 
liegenden Achsen G±, G2 und G3 in einer Ebene. Jeder Hebel
schenkel ist mit einem der zu GtG3 parallelen bzw. senkrechten 
Schlitten des Stereokomparators so verbunden, daß sich die sonst 
an den Meßschrauben abgelesenen Schlittenbewegungen x\ y\ a 
im Abstande D von den Drehpunkten unmittelbar auf diese Hebel 
übertragen. An den um G3 drehbaren Hebel, den Parallaxen
hebel, ist ein starrer rechter Winkel angefügt, dessen einer stets

1) Pulfrich hat für den Punktauftrag und die Ermittlung von 
Y ein besonderes mit einem Drehlineal und Teilungen ausgestattetes 
Zeichenbrett konstruiert; s. C. Pulfrich, über den Gebrauch der von 
mir angegebenen Hilfsmittel für die Kartierung bei stereophotogram
metrischen Aufnahmen, Wien und Leipzig 1910.

2) v. Orel, Der Stereoautograph als . Mittel zur automatischen 
Verwertung von Komparatordaten (in den Mitt. d. K. K. Militärgeo
graphischen Instituts in Wien 1911). Ein Vorläufer des Orel’schen 
Apparates ist der Stereoplotter von Thompson (On stereophotographic 
Surveying in British Journ.of Photography,Vol.55,Nr.2495,S. 168,1908).

ö Sie
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auf Gt G3 liegender Schenkel auf die Länge der entsprechend ver
jüngten Standlinie B eingestellt ist. Durch den Schnittpunkt B 
dieses Hebels mit dem zweiten Schenkel Z des rechten Winkels 
geht eine zu G1G3 parallel geführte Stange GG. Diese trifft den 
einen Schenkel des um 6r2 drehbaren rechtwinkeligen Hebels, des 
Ordinatenhebels in Q. In diesem Punkte ist mit dem Ordinaten- 
hebel eine in der Stangenrichtung G G gleitende, im Maßstab der .

yZ
x —...* Nj Y *]/' \

jxrrqrru 1
G23G

Ni VV Rp“ Q

—i/, ..9P -
Zz

z
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y G»

B ----D
MiG, Gt

D D

T, M3 *
Fig. 146.

Zeichnung gehaltene Teilung so befestigt, daß für die Ausgangs
stellung M2G2N2 
trums Oj abgelesen wird. Im Schnittpunkt des ersten um G1 dreh
baren Abszissenhebels mit G G befindet sich ein Gleitstift, durch 
den die Punktbezeichnung erfolgt. Wird nun ein Punkt zunächst 
im linken Mikroskop eingestellt, so werden die den Bildkoordinaten 
x, y entsprechenden Schlittenbewegungen bei Tt und T2 auf die 
beiden ersten Hebel übertragen, so daß Abszissen- und Ordinatenhebel 
die in Fig. 146 dargestellte Lage besitzen. Die Hebelpunkte P0 
und Q sind aber noch unbestimmt, weil die Lage des zweiten geo
metrischen Ortes, nämlich der zu Gt G3 parallelen Stange G G, 
noch nicht bestimmt ist.

Jetzt wird der zu bestimmende Punkt auch im zweiten, 
rechten Mikroskop eingestellt. Die hiezu erforderliche Schlitten
bewegung mißt die Parallaxe a und überträgt sich in der in 
Fig. 146 dargestellten Weise auf den einen Arm des geraden 
Parallaxenhebels. Dieser gelaugt hiedurch in die Lage T3G3B,

der Stelle N2 die Meereshöhe des Zen-an

A
' '
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und durch R geht nach wie vor die parallel verschiebbare Stange 
GG. Für ihren Abstand Z von Gr1 G3 ergibt sich aus den ähn
lichen Dreiecken MSG3T3 und N3RGS die Beziehung:

Z _B
î) a

Ein Vergleich mit (335) beweist, daß das hier auftretende Z mit 
dem in Fig. 145 enthaltenen identisch ist.

Da nunmehr auch die Punkte P° und Q von Gr1 G3 uni diesen 
Betrag Z abstehen, erhält man aus den ähnlichen Dreiecken G11\M1 
und GXP°Ar1 sowie M2T2G2 und G2N2Q für X und Y die Glei
chungen :
(339)

Unter Berücksichtigung von (338) wird also:

X=*x

(338)

,Z
y T)'T) ’

,BB(340) r = y —a a
Die vollständige Übereinstimmung dieser Gleichungen mit den 
Gleichungen (337) beweist, daß X und Y die ihnen dort bei
gelegte Bedeutung besitzen. Der ganze Unterschied gegen früher 
besteht darin, daß der Punktauftrag durch den Zeichenstift P° in 
einem zu dem ursprünglichen Koordinatensystem parallelen System 
mit dem Anfangspunkt Gt erfolgt.

An dem bei N2 angebrachten Zeiger wird man nicht erst den 
Höhenunterschied Y zwischen 01 und dem Geländepunkt P ab
lesen, sondern sogleich seine gesuchte Meereshöhe:
(341)
da durch die Maßstabverschiebung das Stück Y sofort mechanisch 
zur Anfangsablesung J1 binzuaddiert wird.

Klemmt man den Höhenmaßstab bei einer bestimmten Ein
stellung H auf G G fest und erfolgen die beiden noch möglichen, 
x und a messenden Schlittenbewegungen so, daß die körperlich 
gesehene Marke des Stereoskops im Bilde stets auf der Gelände
oberfläche bleibt, so beschreibt der Zeichenstift P° die Horizontal
projektion der zu H gehörigen Höhenlinie, welche der geometrische 
Ort für alle Punkte mit der Höhe H ist1).

H = + r,

1) In Deutschland haben sich um die Einführung der Ein
schneidephotogrammetrie in erster Linie Meydenbauer, Finster
wal der und Koppe verdient gemacht. Die neuere Stereophotogram
metrie verdankt ihre schnelle Entwicklung hauptsächlich den bekannten 

Timerding, Handbuch III 15
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III. Verarbeitung der Aufnahmen.

12. Kartierung. Der nächste Zweck geodätischer Auf
nahmen ist meistens die Herstellung von Plänen. Dieselben sind 
entweder Horizontalpläne (Lagepläne), wenn aus ihnen die Punkt
lage nur in der Horizontalprojektion ersichtlich ist, oder Höhen- 
pläne, wenn sie auch die Oberflächenform veranschaulichen.

a) Horizontalpläne. Fast jede größere Aufnahme stützt 
sich auf ein Netz, für dessen Punkte die rechtwinkligen Koordi
naten berechnet worden sind. Diese grundlegenden Punkte sind 
zuerst aufzutragen; es kann dies aber wegen der vielfach sehr 
großen Koordinatenwerte meist nicht unmittelbar von den Achsen 
aus geschehen. Man legt daher dem Auftrag dieser Punkte ein 
Quadratnetz (Koordinatennetz) zugrunde, dessen Seiten zu den 
Koordinatenachsen parallel laufen und von denselben um runde 
Beträge abstehen.

Ein solches Quadratnetz kann nach Andeutung von Fig. 147 
in folgender Weise hergestellt werden. Man zieht längs der vor
her auf ihre Geradlinigkeit geprüften Linealkante zwei Gerade 
und betrachtet deren Schnittpunkt M als den Mittelpunkt eines 
Rechtecks, in welchem bekanntlich die gleich langen Diagonalen 
einander halbieren. Nun wird die beliebig lang gewählte Halb- 

d
diagonale — mit einem Zirkel oder auch mit dem eine Teilung

enthaltenden Lineal von M aus auf den Geraden nach beiden 
Seiten hin abgetragen. Das durch die Streckenendpunkte AB CD 
gebildete Viereck ist, weil jede seiner gleich langen Diagonalen 
die andere halbiert, ein Rechteck. Hierauf bezeichnet man auf AD

Arbeiten Dr. Pulfrichs sowie den Arbeiten österreichischer Geodäten, 
welche in den Alpenländern das beste Anwendungsgebiet für photo
grammetrische Messungen besitzen.

Eine bis 1911 reichende Zusammenstellung der Literatur über 
alte und neue Photogrammetrie gibt M. Weiß, Die geschichtliche Ent
wicklung der Photogrammetrie und die Begründung ihrer Verwend
barkeit für Meß- und Konstruktionszwecke, Stuttgart 1913. Ferner 
hat Pulfrich seiner Abhandlung Stereoskopisches Sehen und Messen, 
Jena 1911, eine von 1900 bis 1911 reichende Literaturzusammenstellung 
beigefügt, in welcher neben dem stereoskopischen Sehen auch die 
Stereophotogrammetrie berücksichtigt ist.

Eine Zeitschrift für das Gesamtgebiet der Photogrammetrie ist 
das in Wien erscheinende Internationale Archiv für Photogrammetrie, 
das Organ der Internationalen Gesellschaft für Photogrammetrie.
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und BC zwei Punkte so, ' 
daß sie von A und B um C

// D
>'

den gleichen Betrag cx ab
stehen. Ihre Verbindungs
linie (hier +15100) ist 
die erste Seite des Qua
dratnetzes und von der Lage, 
welche sie erhalten soll, 
hängt die Wahl des sonst 
beliebigen^ ab. Von dieser 
Seite aus wird nun die ge
wünschte Maschenweite l, 
für welche aus praktischen 
Gründen stets ein runder 
Wert gewählt wird, auf den 
BechteckseitenAD und B C 
entweder mit Hilfe von 

und

/\
+15700v TT \

i i
: +15600

**

ll
+15500*

ll
: 515400**

ll
+15300tf

ll
15200ff?

I / l
i/Transversalmaßstab 

Zirkel oder besser mit 
dem hernach beschriebenen 
Konstruktionslineal wieder
holt abgetragen. Die Ver
bindungslinien 
zwei entsprechenden Punk
ten liefern die eine Parallelenschar des Quadratnetzes. Die zweite 
Schar von Netzparallelen wird von AB aus in ganz entsprechen
der Weise gewonnen. Jeder Seite des Quadratnetzes wird der 
Abstand von der zugehörigen Koordinatenachse beigeschrieben. Die 
Prüfung des Netzes kann mit 
einem besonderen Konstruk
tionslineal (Fig. 148) vorge
nommen werden, welches zwei 
Teilungen mit den Einheiten l und l]/ 2 besitzt. I ist für gewöhn
lich 1 dm. Ist die Zeichnung sorgfältig ausgeführt, so müssen 
beim Nachprüfen der verschiedenen Netzdiagonalen die Quadrat
eckpunkte auf den Strichen der l ]/2 -Teilung liegen.

Soll nun ein Punkt P mit den Koordinaten x, y kartiert 
werden, so wird derselbe von den Seiten desjenigen Quadrates 12 3 4 
aus (Fig. 149), in welches er hineinfällt, aufgetragen. Wenn zu 
den den Achsen nächstliegenden Quadratseiten 12 und 2 3 die 
Abstände #0, y0 gehören, so schreibt man die Koordinaten von P 
in der Form:

i 1+15100
■* ~ry \

/ B
sg

jevon Fig. 147.

Fig. 148.
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Nun kann man ausgehend von der Parallelen 1 2 zur Ordmatenachse 
den Abszissenrest Ax auf 14 und 2 3 auftragen und erhält da
durch die beiden Hilfspunkte Ht und 
i?2, deren richtige Lage von der Gegen
seite 3 4 aus durch die Restlängen l — A x 
geprüft wird. Auf der Verbindungslinie 
Hy H2, dem einen geometrischen Ort für 
P, ist jetzt nur noch von Hx aus der 
Ordinatenrest A y abzutragen. Die so ge-

0__2 4 6 8 10

i§£8
3 4

»

l-Ax l-Ax 10

l-Ay > •
- - - - - - - - - -  X-

Jy
6i-v.-

\Hl mp
-

Ax Ax 20i
4 xo

2 ^ 1

Fig. 150.Fig. 119.

wonnene Stelle ist der gesuchte Punkt P; bei sorgfältiger Konstruk
tion muß der Abstand PH2 gleich der Differenz l — A y sein. Alle 
aufzutragenden Längen werden mit Hilfe des Zirkels einem Trans
versalmaßstab (Fig. 150) entnommen.

Sind alle durch ihre rechtwinkligen Koordinaten bestimmten 
Punkte auf diese Weise aufgetragen, so erfolgt mit Hilfe der im 
Handriß enthaltenen Angaben zunächst der Auftrag des Linien

netzes. Dabei ergeben sich auf Schritt und Tritt 
Kontrollen, da die Längen der Polygon seiten und 
Einbände in der Zeichnung mit den Handriß
angaben übereinstimmen müssen. Wie bei der 
Aufmessung die Einzelheiten durch rechtwink
lige Koordinaten auf die Seiten des Polygon- 
und Liniennetzes bezogen wurden, so erfolgt 
jetzt die zeichnerische Darstellung der Punkte 
auf Grund des Handrisses von denselben Ge-

l

r
Fig. 151.
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(342) x = x0 + Jx, y — 1/o + xlÿ.
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Für eine aufzutragende 
Länge, die zu keiner der 
Quadratseiten parallel ist, 
wird ein ihrer Lage entspre
chender, zwischen p und q 
liegender Wert der Papier
änderung geschätzt und beim 
Auftrag berücksichtigt.

Sind für einen Polygon
zug, der relativ untergeord
neten Zwecken dient, die Sei
ten und Brechungswinkel 
gemessen, aber keine recht
winkligen Koordinaten be

rechnet worden, so ist derselbe unmittelbar mit den gemessenen 
Bestimmungsstücken zeichnerisch aufzutragen. Dazu dient ein sog.

\ ?i\ ~

0

\
90

Fig. 152.

1) Der Punktauftrag auf Grund rechtwinkliger Koordinaten kann 
außer durch Transversalmaßstab, Zirkel und Lineal auch durch sog. 
Koordinatographen erfolgen.

Die Gesamtheit der zum Punktauftrag durch rechtwinklige Ko
ordinaten erforderlichen Lineale und Winkel nennt man ein Ab- 
schiebezeug.
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raden aus durch die gleichen Bestimmungsstücke. Die überdies 
noch gemessenen Verlängerungen und Spannungen dienen als will
kommene Kontrollen1). Bei jeder genauen Zeichnung ist die im 
Laufe der Zeit eintretende Papier ander ung — meist handelt es 
sich um ein Zusammenschrumpfen, einen Papiereingang — zu 
berücksichtigen. Ist die Seitenlange des Quadrates nicht mehr ?, 
sondern V in der einen und l" in der dazu senkrechten Richtung 
(Fig. 151), so sind die entsprechenden Papieränderungen im Sinne 
einer Verbesserung für die Länge l:
(343) dx—l — l', dy = \ — I".

Die zugehörigen Prozentzahlen sind:

q- -■dx(344) P ~ ~~r ' 100> 100.

--ä

Ts"
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Transporteur oder Strahlenzieher (Fig. 152), d. i. meist ein im 
Gradmaß geteilter Halbkreis oder Vollkreis, dessen Nulldurchmesser 
eine Linealkante bildet. Der Mittelpunkt der Kreisteilung ist ent
weder der Schnittpunkt eines Glaskreuzes oder die Mitte einer 
kreisförmigen Öffnung. Beim Auftrag wird der Kreismittelpunkt 
über den Zuganfangspunkt Px gebracht und das Instrument so 
lange um diesen Punkt gedreht, bis an der Anschlußrichtung nach 
P0 oder ihrer Rückwärtsverlängerung der erste Polygonwinkel ß1 
eingestellt ist. Hierauf wird an der Linealkante die Richtung 
Px P2 gezogen und die Länge sx von Px aus im Maßstabe der Zeich
nung aufgetragen. In derselben Weise wird von P2 aus P3 und 
von jedem folgenden Punkte aus der nächstfolgende bestimmt.

Wenn ein Bussolenzug mit astronomischen Azimuten vor
liegt, wird ähnlich verfahren. Man zieht durch Px (Fig. 153) eine

der Nordrichtung ent
sprechende Parallele 

einen Blattrande
d .!ah

i..MM
zum
B B und trägt von dieser 
aus mit dem beschrie
benen Strahlenzieher 
oder auf andere Weise

n
r.«DlR si

das erste Azimut ab 
und auf der so gewon
nenen Richtung P1P2 
die verjüngte Länge sx. 

Ebenso wird in den übrigen Punkten verfahren1). Liegen hingegen 
magnetische Streichrichtungen w vor, so treten diese an Stelle der 
Azimute und die Richtung des magnetischen Meridians an Stelle 
der astronomischen Nordrichtung.

In solchen Fällen, wo Polygonzüge mit Hilfe der Messungs
daten graphisch aufgetragen werden, sind auch die von den Poly
gonpunkten aus aufgenommenen Einzelheiten in der Horizontal
projektion fast immer durch PolarTcoord'maten bestimmt worden, 
deren Auftrag ähnlich wie vorhin mit Hilfe des Strahlenziehers 
erfolgt2).

p,
b'r'.

Fig. 153.

1) Bussolenzüge werden manchmal auch mit dem Kompaß und 
der Zulegeplatte, ferner durch Tangenten- und Sehnenlängen oder erst 
nach vorausgehender Koordinatenberechnung kartiert.

2) Die Bezeichnung der aufgetragenen Einzelheiten erfolgt durch 
Symbole, welche den natürlichen Eindruck der Gegenstände mehr 
oder weniger gut wiedergeben. Die bei den einzelnen Verwaltungen 
hierüber bestehenden Zeichenvorschriften weichen in vielen Punkten
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b) Höhenpläne *). Die einfachste Form eines Höhcnplanes 
ist der sog. kotierte Plan, in welchem zu den Horizontalprojektionen 
der für die Oberflächengestalt charakteristischen Punkte, den Eck
punkten des Geländepoly
eders, die ermittelten Höhen
zahlen beigeschrieben sind.
In einem solchen Plan ist 
bei genügend dichter Punkt
zahl die Oberflächenform 
allerdings festgelegt, sie 
kann aber für einen größeren 
Geländeabschnitt nicht mit 
einem Blick erfaßt sondern 
höchstens für kleine Be
zirke mühsam herausstu
diert werden.

5 *215,9

4 )205,7 

'200 ---
Ir'

3i J85,8
ß180

2)172,9^

Ï *162,3

Fig. 154 a.

Die wichtigste Art von Höhenplänen sind die meist auf Grund 
kotierten Plänen entstandenen Schichtenpläne2), welche dievon

Horizontalprojektionen der als Schichtenlinien oder Höhenlinien (Iso
hypsen) bezeichneten geometrischen Örter von Punkten gleicher

voneinander ab. Beispiele für solche Vorschriften sind: Bestimmungen 
über die Anwendung gleichmäßiger Signaturen für topographische Pläne 
und geometrische Karten, Pläne und Bisse (Generaldirektorium der 
Vermessungen in Preußen), Berlin 1888, und Vorschriften für Zeich
nung und Lithographie der bayerischen Katasterpläne vom Jahre 1896.

1) Über Geländedarstellung siehe die Arbeiten von J. Röger: 
Die Geländedarstellung auf Karten, München 1908, Die Bergzeichnung 
auf den älteren Karten, München 1910, und Anleitung für den Unter
richt im Kartenlesen, München 1910; ferner die Arbeiten des Wiener 
Geographen Peucker, insbesondere seinen Aufsatz Höhenschichten
karte mit Farbenkarte in der Zeitschrift für Vermessungswesen 1911,
S. 17. Siehe auch Dr. Gasser, Eine Flugkartenstudie, Würzburg 1909, 
M. Walt er, Inhalt und Herstellung der topographischen Karte 1:25000, 
Gotha 1913, und R. Rothe, Darstellende Geometrie des Geländes, Leip
zig und Berlin 1914.

2) Schichtenlinien wurden um 1730 zuerst zur Kennzeichnung 
von Punkten gleicher Wassertiefe von dem niederländischen Wasser
bauer Cruquius und bald darauf zum gleichen Zwecke von dem 
französischen Geographen Buache verwendet. Dem Genfer Ingeniexir 
Ducarla aber gebührt das Verdienst, die große Bedeutung der Höhen
linien für die Oberflächendarstellung als erster erkannt zu haben. 
Er legte der Akademie der Wissenschaften in Paris 1771 eine Ar
beit über diese Frage vor.
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Höhe enthalten (Fig. 154a). Aus praktischen Gründen ordnet 
man den Schichtenlinien runde Höhenwerte zu und macht die Ab
stände zwischen zwei benachbarten Linien gleich groß. Man spricht 
daher von gleichabständigen oder aequidistanten Schichtenlinien. Die 
Schichtdicke aber schwankt je nach den Geländeverhältnissen und 
dem Zweck des Planes oder der Karte innerhalb weiter Grenzen. 
Sie kann bei geringer Neigung und großem Maßstab vielleicht nur 
1 dm sein, kann aber in stark verjüngten Karten und bei großen 
Neigungen bis zu 50 und 100 m steigen. Über die Zeichnung der 
Höhenlinien in einem kotierten Plan sei kurz folgendes bemerkt.

Nachdem die Schichtenlinien 
schätzungsweise in Blei gezeich
net worden sind, wählt man eine 
Folge von solchen kotierten 
Punkten (z. B. 1' 2' 3' 4' 5' in 
Fig. 154a) aus, welche in der 
Nähe eines Profiles größter Nei
gung liegen. Die Horizontalspur 
einer solchen Profilebene größten 
Gefälles steht auf den Höhen
linien senkrecht. Nun denkt man 
sich alle durch je zwei aufeinan
derfolgende Punkte gehenden 
Lotebenen in die Lotebene 12 

geklappt und das so entstandene, gewissermaßen gestreckte Profil 
1 2 3 4 5 (Fig. 154b) mit Hilfe der Horizontalprojektionen l'2', 
2'3' usw. und der zugehörigen Höhenunterschiede nach den Lehren 
der darstellenden Geometrie gezeichnet. Die in diesen Aufriß 
(Fig. 154b) eingetragenen Höhenlinien schneiden das Profil in den 
Punkten a, ß, y, d, e, deren Horizontalprojektionen a, ß\ y', ô\ e 
nunmehr vom vorhergehenden festen Punkt ab, z. B. ö' von 3' aus, 
in den kotierten Horizontalplan (Fig. 154 a) übertragen werden. 
Ist durch eine solche Zwischenschaltung eine genügende Anzahl 
von Punkten runder Höhe im Grundriß gewonnen, so kann mit 
ihrer Hilfe der Verlauf der vorher schätzungsweise eingetragenen 
Höhenlinien verbessert werden.

Ein Schichten- oder Höhenlinienplan gibt ein anschauliches 
Bild der Geländeform und man kann daraus nicht nur die Punkt
höhen sondern auch an jeder Stelle und für jede Richtung die Ge
ländeneigung entnehmen.

Durch die hauptsächlich aus militärischen Bedürfnissen ent
standene Sehr affenmanier1) wird die Oberflächenform nur zum

5

Jr—■* —
ó,200,00

L.
JZi. rß. i18,000-
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160,00
I a'2' ß' 3' r' ö' 4 f 5

Fig. 154 b.
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Teil, nämlich in bezug auf die Neigungen bestimmt. Die Höhen 
beliebiger Punkte können einem solchen Höhenplane nicht ent
nommen werden; dagegen sind einzelnen besonders wichtigen 
Punkten die Höhenzahlen beigeschrieben. Diese Schraffenmanier 
geht von der Anschauung aus, daß dem hoch über dem Boden 
befindlichen Auge das Gelände bei lotrechter Beleuchtung und 
unter sonst gleichen Verhältnissen um so dunkler er
scheinen wird, je stärker es geneigt ist. Diesem Um
stande wird in der bildlichen Darstellung durch 
Schraffen (Fig. 155) Rechnung getragen, deren Dicke 
d im Verhältnis zu den weißen Zwischenräumen z 

so beträchtlicher ausfällt, je größer die Neigung 
ist. Wenn <x° den Neigungswinkel einer Geländestelle 
und C° den größten in einem ausgedehnten Aufnahmegebiet auf
tretenden Neigungswinkel bedeutet, so bemißt man das Vei'hält- 
nis zwischen Strichdicke und Zwischenraum nach der Gleichung:

d : z = a° : ((7° — a°) .

a
um Fig. 155.

(345)

Der Wert C° wird für verschiedene Länder verschieden aus
fallen, klein für anähernd ebenes Gelände und groß für Gebirgs
gegenden.

Tritt an die Stelle der lotrechten die schräge Beleuchtung, 
so wird die plastische Wirkung der Karte ungemein erhöht. Ein 
hervorragendes Beispiel dieser Art ist die JDufourkarte der Schweis. 
So künstlerisch diese Karten wirken, besitzen sie doch den Nach
teil, daß sie falsche Neigungsverhältnisse vortäuschen. Bei solchen 
Karten setzt man an Stelle der zeitraubenden Schraffenzeichnung 
vielfach eine Abtönung durch Schummerung, besonders dann, wenn 
auch feine Höhenlinien in die Karte eingetragen sind. Ein Bei
spiel dieser Art ist neben vielen anderen die bekannte vom Bayeri
schen Topographischen Bureau des Generalstabs herausgegebene 
Karte des Wettersteingebirges und der Miemingergruppe1 2).

1) Der Grundgedanke der Schraffenmanier: je steiler, desto dunk
ler rührt von dem preußischen Ingenieurmajor Ludwig Müller her. 
Aber erst der sächsische Major Lehmann hat 1799 die Müller’sche 
Art der Geländedarstellung in ein festes System gebracht, indem er 
für die Bemessung von weiß und schwarz die senkrechte Beleuchtung 
zugrunde legte.

2) Zur Höhendarstellung können auch die Farben herangezogen 
werden; über neuere Versuche dieser Art siehe die schon genannten 
Arbeiten von Peucker und Gasser auf Seite 231, Fußnote 1.



c) Planvervielfältigung. Ein altbewährtes Hilfsmittel zur 
Herstellung von beliebig verjüngten oder vergrößerten Plänen 
nach einem fertigen Plan ist der Pantograph oder Storchschnabel.

Derselbe besteht im we
sentlichen aus einem zur 
Zeichenebene parallelen, 
veränderlichen Parallelo
gramm AB CD (Fig. 156), 
dessen der Länge nach un
veränderliche Seiten durch 
Gelenke miteinander ver
bunden sind. In fester 
Verbindung mit den Seiten 
AB und AD sind auf 
diesen oder auch anders 

c angeordnet zwei Stifte, in 
E ein Fahrstift und in Gr 
ein Zeichenstift, deren 
Y erbindungsgerade durch 
einen festen Drehpunkt F 
des Instrumentes geht. 
Dieser feste Drehpunkt 
kann auch mit einer Ecke 
des Parallelogramms zu

sammenfallen. Wenn nun der Fahrstift E eine Kurve K umfährt, 
so beschreibt der Zeichenstift Gr die Linie K'. Beide Figuren sind 
einander ähnlich, wenn

1. die Gerade EG für jede Stellung des Instrumentes durch 
den festen Drehpunkt F hindurchgeht und

2. dieser (F) die Gerade EG stets im gleichen Verhältnis teilt. 
Für eine beliebige Stellung des Instrumentes ist nach Figur 156:

AE 
AG’

K

B

H

A f*

flFÆ
GD

Fig. 1B6.
K

sin y 
sin ß

sin y 
sin ß(346)

also wird:
(347)

BF—DG und

DF= DG = C,.

Da die Größen DG, AE und AG stets dieselben bleiben, so ist 
der Abschnitt DF ein Festwert Cx und EG geht für jede Stel
lung des Instruments durch den festen Drehpunkt F, wenn der
selbe einmal richtig gewählt ist.

Was den zweiten Punkt anlangt, so sei das Verhältnis der
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Da DG und AD Festwerte sind, so wird auch v ein fester 
Wert C2. Damit sind beide Forderungen erfüllt und es läßt sich 
zusammenfassend sagen, daß der Zeichenstift G ein zur Figur K 
ähnliches und ähnlich gelegenes (für den Ähnlichkeitspunkt F), 
v mal vergrößertes Bild K' beschreibt, wenn mit dem Fahrstift E 
das Urbild K umfahren wird.

Zur Erzielung verschiedener Verhältnisse v sind die beiden
Stifte in Löchern ^_______________________
verstellbar an ge
ordnet. Soll nun 
mit dem Storch- 6 
Schnabel einPlan 

abgezeichuet 
werden, so stellt 
man zunächst die 
gewünschte Ver- 2 
größerung v ein 
und
dann sämtliche 0 
Linien des Ur
bildes mit dem
Fahrstift E. Der zweite Stift G zeichnet dabei den verlangten Plan.

Geringeren Genauigkeitsansprüchen genügt auch das folgende 
Schaltv erfahr en. Man legt über den gegebenen Plan ein Quadratnetz 
(Fig. 157a) und trägt in ein zweites, entsprechend verjüngtes Netz 
(Fig. 157b) die aus dem ersten Plan ersichtlichen Schnittpunkte 
der Planlinien mit den Netzseiten durch Schätzung ein. Die Ver
bindung dieser Punkte liefert das dem Urbild ähnliche Abbild, 
welches im allgemeinen um so besser ausfallen wird, je dichter 
das Netz ist.

Für die Herstellung einer größeren Anzahl von Plänen finden 
verschiedene Reproduldionsmethoden Verwendung wie Steindruck, 
Kupfer druck, Zinkdruck und bei geringeren Anforderungen an die 
Zahl und Genauigkeit der Abdrücke auch das Lichtpausverfahren.

Der Übertrag des rcingezeichneten Planes auf den Bildstock 
geschah früher durch den Pantographen. Heute verwendet man 
hiezu meist die Photographie, nachdem es gelungen ist, Linsen

4
4

2

0
2 4 6 8

befährt
4 62 8

Fig. 157 b.Fig. 157 a.
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fraglichen Abschnitte mit v bezeichnet. Nach Figur 156 findet 
man aus den schraffierten ähnlichen Dreiecken:

F G DG DG  ~
FË — FH AD ^2 '(318) V =

7"

/

A

VO
i Qo



herzustellen, welche nur noch eine äußerst geringe Verzeichnung 
aufweisen. Mit Hilfe eines solchen Objektivs ist es möglich, von 
einem Plan auf der dazu parallelen Bildebene des photographischen 
Apparates ein Bild zu entwerfen, welches das Original vollkommen 
ähnlich und bis in die kleinsten Einzelheiten getreu wiedergibt1).

13. Flächenberechnung. Hauptsächlich bei Eigentums
aufnahmen reiht sich an die Planherstellung noch eine Flächen
ermittlung. Unter Fläche soll hier nicht die wirkliche, topographische 
Geländeoberfläche verstanden sein, sondern derjenige Ausschnitt aus

der horizontalen Projektionsebene oder 
dem Horizontalplan, îv eich er inner
halb der Projektionen der Grenzlinien 
des betreffenden Geländeabschnittes 
liegt. Die Flächenberechnung erfolgt 
entweder nach Naturmaßen oder nach 
dem Plan.

C

Y "
b

a) Flächenberechnung aus 
A Naturmaßen. Wie schon der Name 

andeutet, erfolgt bei dieser genauesten 
Art der Flächenberechnung die Flä

ch enermittlun g aus den in der Natur unmittelbar gemessenen Be
stimmungsstücken.

Die Fläche F eines Dreiecks ABC (Fig. 158) ergibt sich 
nach einer der folgenden Gleichungen:

B

Fig. 158.

7 „„ . c* sin a sind
\ - -2- smy = T • — ■

abF =
(349)

= ]/s(s — a) (s — b) (s — c) .

Darin bedeutet s die halbe Summe der Dreieckseiten, also:

s = 2 (a "ł" ^ “(- c) *

Minder wichtig sind die folgenden Gleichungen:

= 2 r2 sin cc sin ß sin y = qs
c2-,, _ abc

= ------------------ = ----
2 (ctg a -f- ctg ß) 4 r

= Veea?b
(350)

1) Über Planvervielfältigung siehe Schikofsky: Keproduktions- 
methoden zur Herstellung von Karten, Wien 1890; ferner Ibel: Gra
vierung und Evidenthaltung der neueren Katasterpläne, Sonderabdruck
aus: Die Bayerische Landesvermessung in ihrer geschichtlichen Ent
wicklung, München 1908.
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Am häufigsten hat man 
die Fläche eines unregelmäßig 
begrenzten, nach der Stand- 
linienmethode aufgenommenen 
Vielecks (Fig. 160) zu be- -Ç , 
rechnen. Eine solche Figur xr^r 
ist schon durch die Art 
der Aufnahme (rechtwinklige 
Koordinaten) in eine An
zahl von Teilflächen A2,
... Jn zerlegt, deren Summe 
die gesuchte Fläche ist:

$-1
ę r,Ę

?■
j,^ ^2 d3 j4

*1 i ?
------

? 4. L TT? T
•4S Ą

» iÄ*i?5i i
Pn

P/t+1
Fig. 160.

in welchen r den Umkreishalbmesser, p den Inkreishalbmesser und 
pa, Qc die Halbmesser der je eine der Seiten a, 5, c innerhalb 
ihrer Endpunkte- berührenden Ankreise sind.

Für das Rechteck mit den Seiten a, h ist die Fläche bekannt
lich: C

(351) F=a-b

und für ein Trapez mit den 
parallelen Seiten a, h und der 
Höhe h:

/
(352) F=\(a + b)h.

D

Die Fläche eines Vier
ecks AB CD ergibt sich nach 
Fig. 159 mit den dort einge
tragenen Bezeichnungen zu:

A

Fig. 159.

(354) F = [A'\ = A1 Ą-----+ An.

Diese Teilfiguren sind teils rechtwinklige Dreiecke, haupt
sächlich aber rechtwinklige Trapeze,1) deren Höhen die Abszissen
unterschiede und deren Seiten die Ordinaten je zweier Nachbar
punkte sind. So ist z. B., wenn für sämtliche Messungselemente 
die Absolutwerte genommen werden:

(355) — — Æg ‘ V<i und

1) Man nennt daher Gleichung (354) auch die Trapezformel.

F===\e(hb + K) = 2 efsin F •(353)
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Unter den Trapezen kommen auch verschränkte vor z. B. 
das schraffierte 4- Dessen Fläche setzt sich aus einem positiven 
und einem negativen Teil zusammen und ist unter Benützung der 
Bezeichnungen von Figur 160:

Y (*<& “ *«&)•(356) 4 =

Aus den Beziehungen
h + ia = xk — xi und

findet man leicht, daß:
(357)
wird.

4 = (xk — xi)Vt « Jl

Für die Berechnung von Polygonflächen werden unter strenger 
Beachtung der Koordinatenvorzeichen sehr häufig die im Folgen

den für das allgemeine Sy
stem abgeleiteten Glei
chungen verwendet.

Verbindet man die 
Eckpunkte des Polygons 

Py P2 ... P{ ... Pn 
(Fig. 161) mit dem Ko- 

P% ordinatenanfangspunkt Z7, 
so entstehen n Dreiecke 4 
welche die Polygonfläche 
F zusammensetzen. Es ist 
also:

*

piiP2

\l2r2 4

K d i 

Ą \ü.

\4.
\ i = n

(358) F = [4].
i-l

unr„
Pin

Wenniv und a. Länge 
und Richtung des Strah
les UPi bedeuten, so ist 
die Teilfläche Z7P,.Pf + j:

Pn

Fig. 161.

4 = Y Tiri +1 sin («i + 1 ~ «<)(359) 
oder:
(360) 24 = (rf cos a4.) (r. + Ł sin «t- + 1) — (r, sin a.) + ! cos «t- +1).

Nun ist aber:
sin a. = yitri cos«. == xv 

ri+1 cosi + i == 4+u G+1 sin cv4-, 1 = yi+i
(361)
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so daß: 
(362)
wird.

2Jt = xtyi + t Vixi + i

Man findet also:
i — n

ĆJXi Vi + 1 Xi + 1 •
( = 1

Diese Form ist noch nicht praktisch, weil 2 n Produkte zu be
rechnen sind. Es ist vorteilhafter, im Aggregat die gemeinsamen 
xt oder die yi vor eine Klammer zu setzen. Dann findet man für 
die doppelte Polygonfläche die Ausdrücke:

(364) 2F (yi + l - yt_x) = ~^yt (xi+1 - xt_x).

i= 1
2 F = [24.] =

i — n
(363)

i = n i = 1

i = n

t = l t = l
Diese Form verlangt die Berechnung von n Produkten und 

n Differenzen. Da letztere viel leichter zu berechnen sind wie 
n Produkte, so ist die Form (364) gegen (363) im Vorteil.

Solche aus rechtwinkligen Koordinaten berechnete Polygon
flächen dienen häufig als Kontrollflächen für die Flächenberechnung. 
Es muß nämlich die Summe aller in einem Polygon liegenden 
Einzelflächen gleich der Polygonfläche sein, vermehrt um die über 
das Polygon hinausragenden, als Zugänge bezeichneten Teile und 
vermindert um die zwischen dem Polygon und der Begrenzung 
der Grundstücksmasse liegenden Abgänge innerhalb des Polygons.

Bezeichnet F die in der Meereshöhe H gemessene Horizontal
fläche und F0 die entsprechende Fläche im Meeresspiegel, so ver
halten sich die beiden auf konzentrischen Kugeln liegenden Flächen 
wie die Quadrate der zugehörigen Halbmesser r und r -f H\ 
also ist:

F_o_ = ___ _ / r \
F (r + H)- \r-f--ffy(365) 

oder:
(366) F0

Die Meereshöhe H ist im Vergleich zum Erdhalbmesser r
H(= 6370 km) sehr klein; also ist auch der Quotient — eine sehr 

kleine Größe. Man kann daher die Entwicklung von —— in
1 + ■»

G
D
I



eine Reihe auf das erste Glied beschränken und findet:

/H\ 2 HNun kann auch ( im Vergleich zu — vernachlässigt werden;

9 TT\
- ~ j oder F0 = F 4 F,

JF= 2F
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+ 3-(367)

es bleibt also: 
(368)
wenn man:
(369)
setzt.

Es sollen auch die Genauigkeitsverhältnisse der Flächenbe
rechnung noch kurz behandelt werden.

Für eine nach (349) aus Grundlinie und Höhe berechnete 
Dreiecksfläche wird die den Änderungen d c und d hc der Bestimmungs
stücke entsprechende Flächenänderung:

(370) d F = dhc + dc,

also wird das Quadrat des mittleren Flächenfehlers:

= Ï 0XC + hc mf)-(371)

Da der mittlere Fehler einer direkt gemessenen Strecke mit der 
Wurzel aus der Länge fortschreitet, so ist, wenn m0 den mittleren 
Fehler der Längeneinheit bedeutet:

= m^hc und = m^c.
Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die vorhergehende Gleichung 
findet man:

(372) m

r (c + hc) ml
oder:
(373) F

= % (C + Wo-

Daraus geht hervor, daß im Interesse der Genauigkeit von den 
drei Längenpaaren Grundlinie und zugehörige Höhe immer das
jenige Paar auszuwählen ist, deren Längensumme den kleinsten 
Wert gibt. Die weitere Untersuchung führt auf eine Minimums
aufgabe, deren Lösung zeigt, daß sur Erzielung des kleinsten my 
immer dasjenige Längenpaar zu ivählen ist, für das Grundlinie 
und Höhe den geringsten Unterschied besitzen. In entsprechender

m

(M

■*
2

<N ̂
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Weise findet man für das mittlere Fehlerquadrat des nach (352) 
berechneten Trapezes :

(374) F= ~2 (a + h + h) mo

und für dasjenige der aus einer Diagonale und den zugehörigen 
Höhen nach (353) berechneten Vierecksfläche'.

(e + \ + K) mo*-(375)

Wird berücksichtigt, daß nach Fig. 159:
(376)

2 _
mF

hb + hd — f sin ft = f cos (90° — fi)

= f( 1-2 sin2 (45° - |-)) = f— 2f sin2 (45° —

ist, so kann man auch schreiben:

= y (e + f— sin2 (45° — -f))™02

Wenn an Stelle von e die zweite Diagonale f als Grundlinie ge
nommen wird, so ergibt sich das Quadrat des mittleren Flächen
fehlers zu:

(377) K

sin2 (45° — |) ) m02.= (e + f(378) — 2 em

Ein Vergleich von (377) mit (378) zeigt, daß mit Rücksicht auf 
das letzte Klammerglied zur Erzielung der größeren Flächenge
nauigkeit hei der Aufmessung eines Vierecks durch Grundlinie und 
Höhen stets die kürzere Diagonale zur Grundlinie gemacht werden soll.

Die Aufstellung des mittleren Fehlers einer nach einer Stand
linienaufnahme aus rechtwinkligen Naturmaßkoordinaten berech
neten Fläche führt auf einen ziemlich umständlichen Ausdruck,1) 
aus welchem man entnehmen kann, daß unter sonst gleichen Um
ständen annähernd diejenige Lage der Standlinie die günstigste ist, 
welche das Grundstück in seiner Längsrichtung halbiert.

Wir wollen auch noch den Einfluß der Ahrundungs fehler 
in den rechtwinkligen Koordinaten auf die Flächenberechnung 
streifen. Für den Abrundungsfehler besitzen alle Werte zwischen 
— 5 und -f- 5 Einheiten der ersten abgeworfenen Stelle die gleiche 
Wahrscheinlichkeit. Davon ausgehend findet man den mittleren

1) Näbauer, Über die Genauigkeit einer aus rechtwinkligen Ko
ordinaten berechneten Fläche, Zeitschrift des Vereins der Höheren 
Bayerischen Vermessungsbeamten, Band XVI (1912), S. 1.

Timerding, Handbuch III 16
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5
Abrundungsfehler zu ma = —: = 2,89 Einheiten der ersten abge- 

loorfenen Stelle1).
Aus Gl. (364) ergibt sieb zunächst:

(379) 2 dF= 2 Oi
1 = 1

Beim Übergang auf mittlere Abrundungsfehler ist:

(380)

zu setzen. Bedeutet mpa die durch diese Fehler hervorgerufene 
mittlere Flächenunsicherheit, so wird:

/i = n
(381) 4 m* = (2(ÿ,

\i = 1
A = n

= V = 1

i — n
—Vi-1)

» = i
— *<_i) dVi-+1 + 1

4^ = dy{ = ma

i — n
~Vi-1)2 +

» = i

■: 2+ 1 + 1 a ’

— xt _ fj) 2 + iVi + i — Vi _ i) 3) ^(382) ma3.i + 1

Nun ist aber nach Fig. 161:
(383)

das Quadrat derjenigen Polygondiagonale dv welche den Punkt 
Pf_i mit Pi + 1 verbindet. Denkt man sich alle Diagonalen d ge
zogen, welche je einen Polygonpunkt mit dem übernächsten ver
binden und gibt man jeder Diagonale den Zeiger des übersprun
genen Punktes, so nimmt (382) folgende Gestalt an:

0i+ i - xi-iY + (yi + i - ;Vi.xY = d*

i = nd4 (384) 4wVa == K-2] ma- 

Wir setzen zur Abkürzung:

(385) D*-[!„*]
i = 1

und erhalten damit:

(386)

di

d3/

d2

Ddi DFig. 162. m — •2 «

Die Länge D läßt sich, wie in Fig. 162 angedeutet, mit ge-
?a

1) N äb au er, Die Fortpflanzung der Abrundungsfehler in der 
logarithmischen Rechnung, Zeitschrift des Bayerischen Geometervereins, 
Band XI (1907), S. 27.



nügender Genauigkeit zeichnerisch aus den einzelnen di ab
leiten.

b) Fläeh.enberechnung nach, dem Plan. Vielfach, wie 
bei Meßtischaufnahmen, stehen für die Flächenberechnung keine 
Naturmaße zur Verfügung; sie erfolgt dann, allerdings mit ge
ringerer Genauigkeit, nach dem Plan und zwar entweder durch 
Entnahme von Planmaßen, mit Hilfe von Flächentafeln oder 
unter Verwendung von Planimetern.

u) Flächenberechnung aus Planmaßen. Bei dieser Art der 
Flächenberechnung werden unter Beachtung der Planverjüngung 
sämtliche Bestimmungs
stücke mit Hilfe von Zirkel 
und Maßstab dem Plan ent
nommen, womit dann die
Flächenberechnung wie aus —----ü
Naturmaßen erfolgt. Eine )
Besonderheit ist höchstens |
hinsichtlich der Tcrummlinig j*.
begrenzten Flächen (Fig.
163) zu erwähnen. Wenn 
man auf dem Umfang der Fläche die Bi'echungspunkte dicht ge
nug auswählt, so kann man die gesuchte, krummlinig begrenzte 
Fläche näherungsweise durch die Fläche des Polygons der Bre
chungspunkte ersetzen und aus deren auf eine Standlinie XX be
zogenen, rechtwinkligen Koordinaten nach der Trapezformel (354) 
berechnen.

I x

Fig. 163.

Genauer ist die der sog. Simpson’sehen Hegel entspringende 
Formel. Man denkt sich zu der auf dem Plan angenommenen 
Standlinie XX die hiezu senkrechten Tangenten an die Flächen
umgrenzung gezogen, welche auf der Standlinie die Länge xn — x0 
herausschneiden. Diesen Abschnitt denkt man sich in eine gerade 
Anzahl n gleiche Teile:

Xn Xo(387) h = n

zerlegt und durch die Teilungspunkte die zur Standlinie senk
rechten Sehnen Jy0, Jg1, ... 4y., ... Ayn _ Ayn gezogen. Ay0 
und /lyn sind, wie Fig. 163 zeigt, für unsere Annahme Null. Die 
Anwendung der Simpson’schen Begel auf die zu beiden Seiten der 
Standlinie liegenden Flächenteile gibt dann für die gesuchte Fläche F' 
den Ausdruck:

16*
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a. p(391) , dida = 100

Wenn die Fläche spitze Kuppen besitzt, so ist es zweckmäßig, 
dieselben, wie in Fig. 164 angedeutet, abzutrennen, die Haupt

masse J'Y sowie die bei
den Kuppen F2' und F$ 
nach (388) gesondert zu be
rechnen und schließlich nach 
der Gleichung:

(389) F'-Fl’+F,'+Ft'

F3f2 ■
)l 2

h3

Die entsprechende Flächenverbesserung wird:

ab q abp(392) 

oder:

(393)

8/1F — adb -j- bda = + 100100

p + g.p + g8 J F = ab = /1F 100100

zu vereinigen.
Bei der Flächenberech

nung nach dem Plan ist die weniger infolge von Temperatur- als 
von Feuchtigkeitsschwankungen der Luft auftretende Papierände
rung sorgfältig zu berücksichtigen. Das kann entweder dadurch ge
schehen, daß zu jedem abgegriffenen Maß sofort die entsprechende 
Verbesserung hinzugefügt wird, oder durch einen nachträglichen 
Zuschlag zum Ergebnis der Rechnung. Für Flächenberechnungen 
ist ausschließlich der letzte Weg zu empfehlen.

Wir denken uns die Fläche so in lauter lange, schmale 
Rechtecke zerlegt, daß deren Seiten zu den Richtungen parallel 
laufen, für welche die Papieränderung bestimmt wird. Die Fläche 
eines solchen Rechfeckstreifens mit den Ausmaßen a und b ist

Fig. 164.

(390) JF = a • b.

Infolge der Papieränderung, welche in der Richtung von a etwa 
jo°/0, in derjenigen von b aber q°/0 beträgt (vgl. 344), ändern sich 
die Rechteckseiten um die Beträge:
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2 7? r*y = -3-[2 (4/i + ^.+-" + 4f.-i) 
+ (4/2 + 4/4 -4-----+ 4/„_2)J •

(388)
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Nun ist die Gesamtfläche:
(394) r - [JFi

also wird die derselben entsprechende Verbesserung für die Pa
pieränderung:

P + gdF = [ÔJF] = [JF] 100
oder:
(395)

Die berichtigte Naturfläche lautet also:

(396)

P + gdF=* F' 100

P+_2.F = F' + clF = F' -f- J1 100

Wurde beim Abgreifen der Maße aus dem Plan dessen Maß
stab M— y nicht berücksichtigt, so ist das unmittelbare Pech-
nungsergebnis zunächst die fehlerhafte Papierfläche f, aus wel
cher unter Berücksichtigung der Papieränderung die berichtigte 
Papierfläche :
(397) (P + g)f=f' + df=f' + f' 100

hervorgeht. Zur Ableitung der Naturfläche F aus f ist zu berück
sichtigen, daß die Umgrenzungslinien beider Flächen ähnlich sind 
und daher die Flächen sich verhalten wie die Quadrate entsprechen
der Längen. Nun ist für den Maßstab M = y jede Länge in der
Natur F-mal größer als die entsprechende verjüngte Länge auf 
dem Papier; also ist:
(398) F = f ■ V\

Die Verhältnisse hinsichtlich der Fehlerfortpflangung liegen 
bei der Flächenberechnung aus Planmaßen etwas anders wie bei 
der Flächenberechnung aus Naturmaßen. Während zu verschie
denen Naturmaßen auch verschiedene mittlere Fehler gehören, 
sind alle mit dem gleichen Instrument aus dem Plan unmittelbar 
entnommenen Maße (Grundlinien und Höhen in Dreiecken und 
Vierecken, Abszissen und Ordinaten) mit der gleichen mittleren 
Unsicherheit mp behaftet. Selbst wenn ein Teil dieser Längen 
mit dem Zirkel und ein anderer Teil mit einem guten Millimeter
maßstab bestimmt wird, wie es bei der Ordinaten- und Abszissen
messung im Plan häufig zutrifft, so bleibt wegen der annähernd 
gleichen Leistungsfähigkeit der beiden Hilfsmittel zur Maßent-



2 _ (2 e2 Qib -f- hjj)2) mp2nif

T (e2 + f — /*cosV),m^2 =

(403) 
oder:
(404)

Beziehen wir die mittleren Fehler zunächst auf die Papierfläche, 
so wird für die entsprechend (349) aus Grundlinie und Höhe be
berechnete JDr eiecksfläche

f = chc

der bestimmte Flächenfehler:

wenn g wieder den Diagonalenwinkel bedeutet. Der Klammer
ausdruck dieser Gleichung weist darauf hin, daß man vom Ge
nauigkeitsstandpunkte aus stets die Kürzere Vierecksdiagonale zur 
Grundlinie wählen soll.

df = - c dhc -f ~ hc de.

Der Übergang auf mittlere Fehler liefert die Beziehung:

m* = J (c2 + V)
Die weitere Untersuchung zeigt, daß der mittlere Flächenfehler 
um so kleiner zu erwarten ist, je weniger sich die gewählte Grund
linie von der zugehörigen Höhe unterscheidet.

Lassen sich sehr ungleiche Bestimmungsstücke nicht ver
meiden, so lehrt ein Blick auf (400), in welchem der Fehler der 
kleinen Länge das große Bestimmungsstück als Faktor besitzt, 
daß auf die genaue Bestimmung einer sehr kurzen Länge besondere 
Sorgfalt zu verwenden ist.

Ganz entsprechend liegen die Verhältnisse beim Rechteck. 
Ist die Fläche eines Vierecks aus einer Diagonale und den 

zugehörigen Höhen nach der Gleichung

(402)

berechnet worden, so wird das zugehörige Quadrat des mittleren 
Flächenfehlei's:

(400)

(401) m

f-î«A+'0
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nähme diese mittlere Unsicherheit für alle Planmaße noch die
selbe. Sie ist bei einiger zeichnerischer Übung etwa:

1
(399) mm.

— 20

^ Hl
.

iH 
<M
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Die Untersuchung des mittleren Fehlers einer aus recht
winkligen Planmaßkoordinaten berechneten Fläche verläuft genau 
wie die in den Gleichungen (379) bis (386) enthaltene Untersuchung 
über den Einfluß der Abrundungsfehler; nur daß jetzt an Stelle 
des mittleren Abrundungsfehlers ma der mittlere Fehler mp der 
Planmaße tritt. Wir erhalten also, wenn auch die Diagonalenbe
zeichnung die gleiche bleibt:

/ * = «

\ y [VI
2 f i = i

D(405) . m .pmf = 2 mv " 2

Die diesen verschiedenen mittleren Fehlern mf der Papierfläche ent
sprechenden Flächenunsicherheiten mp der zugehörigen Natur
flächen ergeben sich nach der Glei
chung :
(406)

fo
mf = V2 nif,

wenn M = 1 : V wieder den Plan
maßstab bedeutet.

(3) Flächenberechnung nach 
dem Plan mit Hilfe von Flächen
tafeln. Ein sehr bekanntes Hilfs
instrument für die Flächenberech
nung nach dem Plan ist das Schätz- 
quadrat (Fig. 165), eine durchsich
tige, mit einem feinen Quadratnetz 
versehene Tafel. Der runde Flächen
wert f0 eines kleinsten Quadrates ist bekannt. Wird dieses Schätz
quadrat mit der Teilung auf den Plan gelegt, so kann man abzählen 
und schätzen, wieviel Quadrate f0 auf die gesuchte Fläche f treffen. 
Ist ihre Zahl w, so ist:
(407)

/
/ /. nf0

T

Fig. 165.

f = n • f0.

Da hiebei auch Bruchteile von f0 zu schätzen sind, so spricht man 
von einem Schätzquadrat. Es ist sehr handlich, aber nur mäßig 
genau und dient hauptsächlich zur rohen Nachprüfung von Flächen
berechnungen behufs Aufdeckung etwaiger grober Bechenfehler *).

1) Ähnlich sind die sog. Fadennetze oder Harfen eingerichtet, 
welche aus einem Netz von parallelen Geraden mit bekanntem Ab
stande bestehen. Wird dieses Netz auf die zu bestimmende Fläche 
gelegt, so kann man die Mittellängen der entstehenden Streifen rech
nerisch oder mit dem Zirkel addieren und findet im Produkt aus 
ihrer Summe und dem Parallelenabstand die gesuchte Fläche.
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Als zweites Hilfs
mittel dieser Art sei 

fgß die Hyperbeltafel von 
Kloth genannt, welche 
zur Berechnung von 

fio Dreiecks- und Vier
ecksflächen dient. Sie 
besteht aus einer durch- 

D sichtigen Tafel, welche 
„ auf der Unterfläche 
5 zwei Scharen 

fio gleichseitigen, auf die 
f Asymptoten UH und 

GrE bezogenen Hyper- 
beln tragen (Fig. 166). 
Bekanntlich ist für die 
auf die Asymptoten 
bezogene Hyperbel mit 
den Halbachsen a und 

b das Produkt der rechtwinkligen Koordinaten jedes Hyperbel
punktes konstant, nämlich:

L fio fwfiftE

fit
A

ftiA;
A

U ÙÎ/

von

ft fio ĄsG 4o
L

Fig. 166.

a2-f&2 e2 
xy = J = i -,

m
(408)

also ist:
(409) e2

2 xy = Q = f.

Zu jeder Hyperbel gehört ein ganz bestimmtes, beigeschrie
benes f. Aus praktischen Gründen wird die Tafel so angelegt, 
daß den Kurven runde /'-Werte entsprechen.

Soll z. B. die Fläche des Dreiecks ABC ermittelt werden, so 
wird die Tafel derart auf das Papier gelegt, daß die Asymptote UH 
mit der Dreieckseite AB und der Hyperbelmittelpunkt U mit dem 
Dreieckspunkt A zusammenfällt. Hierauf wird an den linken zu 
EGr parallelen Tafelrand ein Lineal LL angelegt und die Tafel 
so lange längs des Lineals parallel verschoben, bis die Asym
ptote UH durch den Dreieckspunkt C geht. Das Dreieck besitzt 
dann gegen die Tafel die in der Figur gestrichelte Lage A'B’ C' 
und zu Punkt B' gehören die Koordinaten:

x = c, y = h

Wenn nun zur Hyperbel, auf welcher B’ liegt, die zwischen

(410) C*
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zwei benachbarte Tafel werte eingeschätzte Konstante f. gehört, 
so ist:
(411) f, = \%y = \c-K-

Das Produkt $ c-hc ist aber nichts anderes als die gesuchte Drei- 
ecksfiäche f', so daß diese mit dem der Tafel entnommenen Wert 
fi identisch ist.

Hinsichtlich der Papieränderung und des Überganges von 
Planflächen auf Naturflächen gilt für die mit Flächentafeln be
rechneten Figuren dasselbe, was für die aus Planmaßen berech
neten Flächen unter a) gesagt wurde.

y) Flächenberechnung nach dem Plan durch Planimeter. 
Die Flächenberechnung nach dem Plan kann auch auf rein 
mechanischem Wege durch sog. Planimeter erfolgen. Die be
kanntesten unter diesen Instrumenten sind die . Umfahrungs
planimeter, mit deren Hilfe 
die Fläche durch Umfahren

An
A

A (A)der Figur gefunden wird. 
Wir wollen daraus auch nur 
eines der einfachsten und ge
bräuchlichsten, nämlich das 
Amsler’sche 
meter1) herausgreifen.

Es sei zunächst eine 
kurze Theorie dieses Instru
mentes gegeben.

Wir denken uns mit 
dem einen Endpunkt A eines 
Stabes von der Länge a die 
gesuchte Fläche f\ umfahren 
(Fig. 167) während sich das 
zweite Stabende B zwang- 
läufig auf einer außerhalb ft 
liegenden Kurve K bewegt. 
Bei einer kleinen rechtssin
nigen Bewegung wird der 
Stab aus seiner Anfangslage

*•
X

i A
An

Polarplani- m rnrrn D
dû : »X df\

df§ ■' rin aX

X i
:

: K
J

_ B"

!Bo
Bo /

!
R\

Fig. 167.

1) Dieses Instrument wurde 1856 von Prof. Amsler in Schaff- 
hausen erfunden. Über das schon früher erfundene Linearplanimeter 
von Hermann siehe Bauernfeind, Elemente der Vermessungskunde, 
2. Band, Stuttgart 1890, S. 228.



B. Niedere Geodäsie250

AB in die Nachbarlage ÄB' gelangen und dabei eine kleine Fläche 
AA' B'B — df überstreichen, welche sich aus dem kleinen Par
allelogramm A(Â) BB — df' und dem kleinen Dreieck (A^A'B' 
— df" zusammensetzt. Es ist also:
(412)
falls df' und df" positiv gezählt werden, solange von B aus B'(A) 
rechts von B A und von B' aus Ä rechts von (A) liegt.

Denkt man sich fx einmal ganz umfahren, so ist der äußere 
Umriß der vom Stab a überstrichenen Gesamtfläche f2 der Kurven
zug B0 A'q A A'n Bn. Die Teile B0 A'0 und Bn A'n sind nicht 
etwa Gerade, sondern Hüllkurven, welche der Fahrstab während 
der Bewegung von A0B0 nach A'0B'q bzw. von 
erzeugt1). Von der im Umriß B0A'0AA'nBn enthaltenen Fläche 
ist der Teil B0 A’0 T> A'n Bn (in Fig. 167 durch einen Schraffen- 
saum begrenzt) zweimal überstrichen worden, jedesmal aber in 
verschiedenem Sinn, so daß nach den über das Flächenvorzeichen 
getroffenen Voraussetzungen in der gesamten überstrichenen Fläche 
f2 der Teil B0 A'0 JD Än Bn einmal mit positivem und einmal mit 
negativem Vorzeichen auftritt. Daher ist die ganze, vom Stab über- 
strichene Fläche die Differenz:
(413)
Dieser Ausdruck ist aber nach Fig. 166 nichts anderes als die 
gesuchte Fläche fv so daß unter der eben getroffenen Voraus
setzung
(414)
wird. Nun ist aber:

df = df' -\- df",

AnB„ nach Ä B'n n n n

U = BlsÄltAA„Bn-B<>Ä(tI>A„Bn.

/i“/)

fs +yV'.

df' = a • dli und df" = y dtp, 

wenn dU die Parallelverschiebung des Stabes und dtp seine Dre-

(415)

Nach der Figur ist:
(416)

1) Man kann sich leicht davon überzeugen, daß diese Kurven 
in ihren Endpunkten _B0, A’0 und Bn, A'n von den zugehörigen 
Fahrstablagen berührt werden; ferner sei erwähnt, daß der Fahrstab 
in den Lagen B’() A'0 und Bn An die Umgrenzung von fx in A'0 und 
A'n berührt, und in den Lagen B0 A0 und Bn An die Kurvennormale 
in A'0 und A'n ist. Auf K sind Btt und Bn die Umkehrpunkte für 
das zweite Ende des Fahrstabes.
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hung in Bogenmaß bedeuten. Also wird:
f,-aJdU+~fdrp.(417)

Mit dem Fahrstab sei noch eine drehbare Rolle B vom Halb
messer r verbunden, deren Achse parallel zum Stab liegt. Diese 
Rolle wird sich bei der Verschiebung des Stabes von AB nach 
Ä B' um den kleinen Betrag d U0 auf dem Papier abwälzen. Ist 
s die Entfernung der Rollenebene vom Stabende B, so wird die 
Abwälzung durch den Ausdruck:
(418)

gegeben. Das zweite Glied dieses Ausdrucks besitzt negatives 
Vorzeichen, da ein positives dcp die Rollenabwälzung entgegen
gesetzt beeinflußt wie ein positives d U.

Die Einführung von

d U0 = d U — sdrp

dU = dU0 -f- sdcp
in (417) gibt:

/2 = aJ*d TJ0 -f asJ*dcp + ^ f dcp

<p = <po s <p = <po
= a U0 + as [gp] + [ç>] •

oder:

(419) fÎ
CP = (Po

Darin bedeutet U0 die Rollenabwälzung und cp0 die Stabrichtung 
in der Anfangs- und Endlage. Die beiden letzten Glieder in (419) 
sind Null, da die Integrationsgrenzen zusammenfallen. Somit bleibt: *

fi = /s = a •
Bezeichnet u den Bollenumfang und n die Umdrehungszahl der 
Bolle, so ist:
(421)
(422) 
und:
(423)

<p = <Po

(420)

u = 2nr,
U0 = n • u = 2nr7t

ft = (a • u) * n — Je • n.

Die mit dem Stabende B außerhalb umfahrene Fläche ist nach 
dieser Gleichung das Produkt aus einer Multiplikationskonstanten

Je = a • u(424)
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und der Bollenumdre
hungszahl n. Die Multi- 
plikationskonstante ist 

selbst wieder das Produkt 
aus der Stablänge a und 
dem Bollenumfang u.

Etwas anders liegen 
die Verhältnisse, wenn 
das Stabende B beim Um
fahren der Fläche f1 
(Fig. 168) sich auf einer 
innerhalb dieser Fläche 
gelegenen Kurve K mit 
dem Flächeninhalt f3 

zwangläufig bewegt1). Be
halten fx und f2 und auch 
die übrigen Bezeichnungen 
ihre alte Bedeutung, so

4ML*’
du

df'Jè
w -df"

A-oi B

ii
I.P

'B0 P Ą

A
dU„ ■‘"2r-Pfl 'k

Fig. 168.

besteht diesesmal die Gleichung:
(425)
Für die vom Stab überstrichene Fläche findet sich wie früher:

fi = U + U •

U = aJdU0 + as fdcp -f a^ Jdcp

oder:
w = <Po + 2 7t cp = cp„ 4- 2 n

+VMU = aU0 -f rts[g)](426)
cp=tp0

Da der Stab bei der getroffenen Anordnung die Fläche f2 stets im 
gleichen Sinn überstreicht, so findet nicht wie vorhin ein Sichauf- 
heben der Drehungen dcp statt, sondern ein Anwachsen auf den 
Betrag 27t. Wenn cp0 die Stabrichtung für die Lage A0B0 bei Be
ginn der Messung war, so ist sie bei Beendigung derselben nicht 
wieder cp0, sondern cp0 + 2 7t. Daher ist in den bestimmten Integralen 
von (4:26) als untere Grenze cp0 und als obere cp0 -f- 27t einzusetzen. 

Es wird also:

cp - cp0

(427) f2 = aU0 27tas -f- a27t

1) Dieselben Überlegungen gelten, wenn die geschlossene Kurve Jf, 
auf welcher sich B bewegt, die umfahrene Fläche vollständig um
schließt.



d. h. die umfahrene Fläche fx ist das Produkt aus der Multiplika
tionskonstanten und der Umdrehungszahl vermehrt um eine Addi
tionskonstante C, wenn 
das zweite Stabende sich 
auf einer geschlossenen 
Kurve bewegt, welche 
ganz innerhalb der um
fahrenen Fläche liegt , 
oder sie vollkommen um- !

H Aa----
? B

JA j/ -s/ L "r-.-.o-fp
I \

schließt. i p. :
Das Amsler’sche \ sg I\Polarplanimeter, wel

ches in Fig. 169 sche
matisch dargestellt ist, 
besteht der Hauptsache 
nach aus zwei durch ein Gelenk drehbar verbundenen Armen AB 
und PB von der Länge a und p. Ersterer wird als Fahrarm,

/
/s.

✓ I’ig. 169.s

1) Die geometrische Bedeutung dieser als Grundkreis bezeich- 
neteu Fläche soll heruach besprochen werden.
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und:
(428) fi — fj + fä — a -f- 27tas -J- % + f3 .

Nun treffen wir die weitere Bestimmung, daß /’3 ein» Kreis mit 
dem Halbmesser p sein soll, dann ist:

U(429) 
und:
(430) fx = aU0 -f- 7r(a2 + 2as -f-p2).

Setzt man:
(4SI) 
so wird: 
(432)

a2 -f- 2as -f- p2 = I2,

/i = aU0 + nF2.
Das letzte Glied dieser Gleichung stellt die Fläche eines Kreises1) 
mit dem Halbmesser L vor und soll als Festwert
(433)
angenommen werden. Da auch wieder U0 = a- u- n = k- n ist, 
so wird der Ausdruck für die umfahrene gesuchte Fläche:
(434)

C = 7t U

fi = k • n + C,

T



letzterer als Polarm bezeichnet. Der Fahrarm besitzt im Anfangs
punkt A einen Stift zum Umfahren der gesuchten Fläche wäh

rend der Polarm im Pol P eine Nadel trägt, 
• E welche zur Befestigung des Pôles mit einem

— kleinen Gewicht G- beschwert ist. Der Fahr
arm A ist geteilt (Fig. 170) und zur Erzielung 
verschiedener Längen a in einer das Gelenk B 
tragenden Hülse H verstellbar. Der wichtigste 
Teil des ganzen Instrumentes ist die Laufrolle 
B, deren Achse XX zu der senkrecht auf die 
ebene Unterlage projizierten Verbindungsge
raden AH, der Fahrarmachse parallel sein muß. 
Mit der Laufrolle ist ein ihr konzentrischer 
Zylinder Bz verbunden, welcher am Rande eine 
Teilung trägt und als Zählrolle bezeichnet wird. 
Die Ablesung der Teilumdrehungen erfolgt meist 
mit Hilfe eines Nonius V, während die ganzen 
Rollenumdrehungen an einem besonderen Zähl
werk Z beobachtet werden.

Wenn mit einem solchen Instrumente bei 
außerhalb der Figur gelegenem Pol (Fig. 169) deren Fläche um
fahren wird, so beschreibt der Endpunkt B des Fahrarms den 
ausgezogenen Kreisbogen, und die gesuchte Fläche ist nach (423):

£
B

Fig. 170.

f = k • n.

Werden jedoch größere Flächen derart umfahren, daß der Pol im 
Innern liegt, so findet man nach (434):

f = Ji . n + C.

An Hand der Fig. 169 sei noch die Bedeutung von X und
C erklärt.

Für eine besondere Stellung des Fahrarms gegen den Polarm, 
in welcher beide den Winkel a einschließen, wird die erweiterte 
Ebene der Laufrolle durch den Pol P gehen. Ist L der entspre
chende Abstand des Fahrstifts vom Pol, so besteht die Gleichung:

(435) 
und da
(436) 
so wird:
(437)

X2 = a2 -f- p2 — 2 ap cos a,

— p cos a = s,

1} = a2 -j- -f 2as.
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Dieser Ausdruck ist aber mit dem in (431) stehenden identisch, 
also haben auch die beiden in (431) und in (437) stehenden L 
die gleiche Bedeutung. Daraus folgt, daß das nach (433) in der 
Adddio nslco n stan ten C enthaltene L der 
Halbmesser desjenigen Kreises ist, wel
chen der Fahrstift beschreibt, wenn die 
Rollenebene durch den Pol geht. C ist 
die Fläche dieses als Grundkreis1) be- 
zeichneten Kreises.

Die Konstanten k und C eines 
Planimeters können nach (424), (431) 
und (433) aus den Abmessungen 
des Instrumentes berechnet werden; 
man verzichtet aber aus Genauigkeits
gründen auf diesen Weg und bestimmt 
die Planimeterkonstanten empirisch 
durch Umfahren einer bekannten Fläche.
Dazu kann ein eigenes geteiltes Probe- 
lineal (Fig. 171) benutzt werden, wel
ches an einem Ende eine Strichmarke 
M und am andern Ende im Anfangspunkt 0 der Teilung eine 
Nadel trägt. Wird die Nadelspitze in die Unterlage gedrückt, die 
Lage des Markenstrichs M auf dem Papier durch einen Punkt Z 
bezeichnet, der Fahrstift in einen der Teilungspunkte, z. B. in r1? 
eingesetzt und das Lineal herumgeführt, bis M wieder bei Z ist, 
so hat das Instrument einen Kreis umfahren, dessen Fläche:

;hj/

ri

o 0

Fig. 171.

(438) /i == k • ny = rx it

ist. Daraus findet sich, wenn mit außerhalb gelegenem Pol umfahren 
wurde, zu einer bestimmten Fahrarmlänge a1 die Konstante:

fx(439) 1 %
Die Umfahrung derselben Fläche fx mit einer zweiten Fahrarm
länge a3 wird eine Umdrehungszahl n2 liefern. Die zugehörige 
Multiplikationskonstante wird :

(440) A
nt

1) Beim Umfahren des Grundkreises wird die Rolle in der Rich
tung ihrer Achse fortbewegt. Es findet dann kein Drehen sondern 
nur ein Gleiten der Rolle auf ihrer Unterlage statt.

III. Verarbeitung der Aufnahmen 255

o 
oCo



B. Niedere Geodäsie256

Aus (439) und (440) ergibt sich das Verhältnis:

k. : Ä'2 = — : — •

Nach (424) bestehen aber für ein und dasselbe Instrument, d. h. 
für einen festen Rollenumfang u die Gleichungen:

\ ~ ai ' u j k2 — a2 * u.

(441)

(442)
Daraus findet sich:
(443) \ : h = «i : «2 •
Die Zusammenfassung von (441) und (443) ergibt:

1 1(444) : k2 — at : at — :

Die zu verschiedenen Fahrarmlängen gehörigen Multiplikations- 
Tconstanten eines Polarplanimeters verhalten sich hienach wie die 
Fahrarmlängen oder wie die reziproken Werte der zur gleichen 
Fläche gehörigen Umdrehungszahlen.

Hat man zu zwei zufälligen Längen a1 und a2 nach (439) 
und (440) die zugehörigen Konstanten kx, k2 bestimmt, so läßt 
sich das einem runden k0 entsprechende a0 auf folgende Weise 
finden.

Es ist nach (444):
(445) 
und:
(446)

«o ’• «i = k0 : kx

a2: a1 — k2 : kt.

Durch entsprechende Addition und Subtraktion gewinnt man 
hieraus :
(447)

Damit wird:

CIq ~~~~ Ctj Ct^ Ctg ct^
k0 — kt kt A, — A",

k0 — ktao = ai + («2 — ai)

Diese Fahrarmlänge wird aber in den seltensten Fällen auch schon 
die gewünschte Einstellung sein, weil für gewöhnlich der Null
punkt der Fahrarmteilung mit dem Anfangspunkt A des Fahr
arms nicht genau zusammenfällt, sondern um einen unbekannten 
Betrag A davon absteht. Sind 70, lt und l2 die den Fahrarm
längen a0, ax und a2 entsprechenden Fahrarmeinstellungen, so 
bestehen die Beziehungen:

(448) /Cj — A'j
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(449) ao — "ü a\ = h + A, aa = l2 A- A.

Bei der Substitution dieser Ausdrücke in (448) fällt A hinaus, 
und es bleibt:
(450)

Nach dieser Gleichung*) kann man aus den zu zwei beliebigen 
Konstanten l\ und k2 gehörigen Fahrarmeinstellungen lx und l2 
die zu einer dritten vorgegebenen Konstanten k0 gehörige Fahrarm
einstellung l0 berechnen.

Ist die Multiplikationskonstante Tc bestimmt, so findet man 
für die zugehörige Additionskonstante C durch Umfahren einer 
bekannten Fläche f bei innerhalb der Figur gelegenem Pol:

*0 = h + ft - h)

(451) C-f—ls-n.

Hinsichtlich der Papieränderung und des Maßstabes gilt 
dasselbe, was hierüber bei der Flächenberechnung aus Planmaßen 
gesagt wurde2).

Die wichtigsten Fehlerquellen bei der Flächenmessung mit 
dem Polarplanimeter sind die Rollenachsenschiefe, die Rollenschiefe 
(die Achse steht nicht senkrecht zur Rollenebene), eine Neigung 
der Unterlage, mangelhafte Rollenabwalzung infolge schlechter Be
schaffenheit der Unterlage und das Abweichen des Fahrstiftes von 
der zu befahrenden Linie. Eine einfache theoretische Formel für 
den mittleren Fehler einer mit dem Polarplanimeter bestimmten 
Fläche gibt es nicht3).

1) Man kann sich leicht davon überzeugen, daß die Gleichung 
für jede beliebige Einheit der Fahrarmteilung gilt, und auch dann, 
wenn mit zunehmender Fahrarmlänge die zur Fahrarmeinstellung ge
hörige Ablesung abnimmt.

2) Außerdem können beide auch in anderer Weise berücksich
tigt werden, nämlich entweder durch entsprechende Änderung der 
Fahrarmeinstellung oder durch Umfahren einer zweiten Figur, deren 
Naturfläche bekannt ist.

3) Über Genauigkeitsuntersuchungen an Planimetern s. Lorber, 
Kugelplanimeter von Coradi, Zeitschr. f. Vermessungswesen 1888, S. 161, 
ferner Wilski, Amslerscher Polarplanimeter, Rollenschiefe und Schar
nierschiefe, Zeitschr. f. Vermessungswesen 1892, S. 609. In der gleichen 
Zeitschrift sind auch Verbesserungen des Amsler’schen Polarplani
meters sowie Planimeterneukonstruktionen beschrieben.

17Timerding, Handbuch III



Sollen die Ergebnisse geodätischer Berechnungen oder zeich
nerischer Konstruktionen in die Natur übertragen werden, so hat 
man es mit Absteckungsarbeiten zu tun, welche gewissermaßen 
die Umkehrung geodätischer Aufmessungen sind.

Wir wollen diese Ausführungen über die sog. niedere Geodäsie 
nicht schließen, ohne die wichtigsten Absteckungsarbeiten wie die 
Absteckung von Geraden und Kreisbögen und die Richtungsüber- 
tragungen wenigstens in einigen einfachen Fällen kurz zu be
handeln. Wenn Mer von Geraden und Kreisbögen gesprochen wird, 
so ist das nicht rein wörtlich zu nehmen. Es handelt sich vielmehr 
stets darum, durch eine genügende Anzahl von Punkten in der 
Natur diejenigen Profillinien zu bezeichnen, deren Horizontalpro- 
jektionen Gerade und Kreise sind.

14. Absteckung von Geraden. Eine auch bei Auf
nahmen sehr häufig wiederkehrende Arbeit ist die Absteckung von 
Geraden, die sich je nach den Verhältnissen verschieden gestaltet.

a) Absteckung vom Ende aus. Ist eine Gerade in ihrem 
Anfangspunkt A (Fig. 172) und im Endpunkt B durch je einen 
lotrechten Stab bezeichnet, und sollen von A aus weitere Zwischen
punkte C, D,... auf AB eingeschaltet werden, so beginnt man mit 
der Einweisung des entfernteren Punktes C. Derselbe wird mittels 
eines Stabes bezeichnet, welcher von dem hinter dem Stab in A

stehenden Beobachter 
durch Zuruf oder Win- 
ken in die Gerade 
AB eingewiesen wird. 

— Wenn der Stab C rich-

e~~*oe
CDA

tig sitzt, so wird man 
das Auge vom Stab 

aus um die gleichen Beträge e nach rechts und links verschieben 
müssen, damit B neben C erscheint. Diese Probe ist recht gut, 
da man für Ungleichheiten in e ein ziemlich feines Gefühl besitzt.

Der Punkt I) und etwaige weitere Punkte werden, stets in der 
Richtung gegen A fortschreitend, auf demselben Wege gefunden.

Bei sehr großen Entfernungen AB findet die Einschaltung 
von Zwischenpunkten besser mit Hilfe eines in A aufgestellten 
und nach B gerichteten Theodolits in der Weise statt, daß jeder 
Stab so lange seitwärts verstellt wird, bis er in die lotrechte Fern
rohrzielebene zu liegen kommt.

Tig. 172.
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b) Einweisen aus Zwischenpunkten der Geraden. Die
beiden eine Gerade bestimmenden Punkte A, B (Fig. 173) können 
unzugänglich sein wie bei Luftsignalen und Inselpunkten, oder 
es ist'wegen der Geländebeschaffenheit nicht möglich, von einem 
Endpunkt zum andern zu sehen. In beiden Fällen führt folgendes 
Verfahren zum Ziel. Man sucht zwei in der Nähe der Geraden 
A B liegende^gegenseitig 
sichtbare Orte C' und _D', 
von denen aus nach A 
bzw. B gesehen werden A •£. 
kann. Nun wird der in D' ~ 
stehende Stab von C aus 
so eingewiesen, daß er in 
J)" auf C'A liegt; jetzt bleibt B" fest, und es wird von dort aus 
C nach C" eingewiesen, so daß es auf D'B liegt. Durch dieses 
abwechselnde Einweisen auf die beiden Endpunkte der Geraden 
gelangen die Zwischenstäbe allmählich in die auf AB liegenden 
Punkte C und D. Man erkennt dies daran, daß schließlich ein Ver
setzen der Stäbe nicht mehr notwendig ist.

c) Einweisen eines Zwischenpunktes durch Winkel
messung. Soll auf der Geraden durch zwei weit entfernte un
zugängliche Punkte A, B 
(Fig. 174) ein Zwischen
punkt C bestimmt werden, — 
so kann man zur Lösung 
dieser Aufgabe in einem 
von A und B um be
kannte rohe Näherungs
werte (a) und (&) entfernten, in der Nähe von AB gelegenen 
Orte C' den Horizontalwinkel y zwischen A und B beobachten 
und hieraus die kleine Querverschiebung C' C = d nach folgenden 
der Figur zu entnehmenden Gleichungen berechnen:

d’
D

CD
î H

CD

Fig. 173.

■<a)‘r(b) - 1r 0 _ßv
d

Tb)
(O)

C
Fig. 174.

(452) d = (a) sin cc = (b) sin ß,

(«)(à)(453) sin a = sin y.sin y, sin ß —
(«) + (&)(«) + (&)

Die Verwendung von Näherungswerten (a) und (ö) erweist sich 
um so mehr gerechtfertigt, je kleiner sich d ergibt. Waren («) 
und (5) sehr fehlerhaft, so wird der in dem abgesteckten Orte C 
zur Probe gemessene Winkel zwischen A und B noch nicht genau

17
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lotrechter Alhidadenachse aufgestellt (Fig. 176) und die Fern
rohrziellinie auf den rückwärtsliegenden Anfangspunkt A ge
richtet. Nun wird die Zielachse des Instrumentes durch Umlegen 
des Fernrohrs aus der Lage Jc1ol in die Lage fr2o2 gebracht, welche 
mit /c1 ox einen Winkel 2 c einschließt, wenn c den Zielachsen
fehler bedeutet. Wird das Fernrohr jetzt durchgeschlagen, so ge
langt die Ziellinie in die Lage &3o3, liegt also wieder in der Lot
ebene durch AB. Nun erst kann ein vorwärtsliegender Punkt C 
in die Zielebene und damit auch in die Lotebene AB eingewiesen 
werden. Es ist besonders bei starken Neigungen der Sichten Tät
lich, zur Beseitigung des Einflusses eines Kippachsenfehlers die 
Absteckung auch noch mit umgestellter Alhidade vorzunehmen und 
die Mitte zwischen den in beiden Lagen erhaltenen Punkten CFund 
C" als den richtigen Ort C zu nehmen.
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180° sein. Man wird in diesem Falle den gewonnenen Ort als 
verbesserten Näherungsort betrachten und die Rechnung und Ab
steckung wiederholen.

d) Verlängerung einer Geraden. Kurze Verlängerungen 
einer Geraden AB kann man, wie in Fig. 175 angedeutet, mit 
freiem Auge ausführen. Sind A und B durch lotrechte Stäbe be

zeichnet, so wird zu- 
o nächst in einem Punkte 

C ein weiterer Stab so 
aufgestellt, daß er in 
der Lotebene durch A B 

liegt. Dann erst wird ein nächster Punkt T> in derselben Weise 
bestimmt, und ebenso können noch beliebig viele Punkte, immer 
in der Richtung ABC... fortschreitend, abgesteckt werden.

Handelt es sich um sehr große Entfernungen, so empfiehlt 
es sich, die Verlängerung mit einem zum Umlegen und Durch
schlagen eingerichteten Fernrohr vorzunehmen. Das Instrument 
wird bei der Absteckung über dem Endpunkt B der Geraden mit

o
A B C D

Fig. 175.
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ordinaten x{, 7/i5 so ist bei Annahme eines bestimmten Wertes für 
x{ die zugehörige Ordinate:
(454) * Vn

Vi = • X{xn
Nach dieser Gleichung kann man eine beliebige Anzahl von 

Koordinatenpaaren Æ, y aufstellen, die zu Punkten der Geraden 
PxPn gehören. Diese Punkte können dann durch die berechneten 
rechtwinkligen Koordinaten von X aus abgesteckt werden.

Manchmal ist es unmöglich, die Standlinie so zu legen, daß 
sie durch den Anfangspunkt I\ hindurchgeht. Dann wählt man 
eine an Px und in ihrer Verlängerung auch an Pn möglichst nahe 
vorbeiführende Gerade S #, nimmt einen beliebigen Punkt P0 der
selben als Koordinatenanfangspunkt und mißt die Punkte Px und 
Pn durch ihre rechtwinkligen Koordinaten und £ , rj auf.

e) Absteckung einer Geraden in unübersichtlichem 
Gelände. In Figur 177 seiP1Pn eine unübersichtliche, zum Teil 
überbaute oder mit Wald bestandene Strecke, in welche neue 
Punkte einzuschalten sind. In diesem Falle kann meist eine durch 
den Anfangspunkt Px gehende Standlinie X so gelegt und ver
längert werden, daß sie in der Nähe von Pn vorbeigeht und dieser 
Punkt durch seine rechtwinkligen Koordinaten xn, yn in bezug auf 
X als Abszissenachse und Px als Anfangspunkt festgelegt werden 
kann. Ist Pf ein beliebiger auf Px P gelegener Punkt mit den Ko-
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Für einen zur Abszisse gehörigen Punkt P. der Geraden 
findet man dann nach Figur 177 die zugehörige Ordinate zu:

= Vi + 4 = Vi +(455)
oder:
(456)

(£* £i)n__Vi

Vn — V i

Nach dieser Gleichung kann man wieder für eine größere 
Anzahl von Punkten auf P1Pn die rechtwinkligen Koordinaten 
£, rj berechnen und diese Punkte von & 3 aus abstecken.

15. Richtungsübertragungen. Eine besondere Art 
Absteckungsarbeiten bilden die iRichtung süb er tragung en, durch 
welche von der bekannten Richtung eines ersten Punktes aus eine

von einem anderen Punkte 
ausgehende Richtung in 
die Natur übertragen wird.

a) Absteckung einer 
Parallelen durch Win
kel- und Längenmes
sung. Die einfachste Auf

gabe dieser Art ist wohl die Absteckung einer durch einen Punkt 
C gehenden Parallelen zu einer gegebenen Geraden A B (Figur 178) 
in übersichtlichem Gelände.

Man fällt mit Hilfe eines Instrumentes zum Abstecken fester 
Winkel von C das Lot CE = y auf AB und errichtet in einem 
beliebigen Punkte F der gegebenen Geraden hiezu eine Senkrechte 
FD, welcher man ebenfalls die Länge y gibt. Das Viereck CDFF 
ist dann ein Rechteck, also ist CD zu FF und damit auch zu

AB parallel.
b) Absteckung einer 

Parallelen durch .Län
genmessung. Es soll wie
der durch einen Punkt C 
(Fig. 179) eine Parallele 
zu AB abgesteckt werden. 
Wir nehmen auf der 
Strecke BC einen Punkt 
S an und finden für die

beiden Teile BS und SC dieser Strecke durch direkte Längen
messung die Werte b und c während sich die ebenfalls gemessene 
Strecke AS zu a ergibt. Nun fragen wir, um welche Strecke d

Vi = Vi +

von

C_ D

y yA B% £
FE

Fig. 178.

DC_

ß
d_c

S ba

ß
.BA

Fig. 179.
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muß man auf AS über S noch hinausgehen, um nach dem auf der 
gesuchten Parallelen liegenden Punkte D zu gelangen?

Wenn CD zu AB parallel ist, so sind einerseits die bei A 
und D liegenden Winkel a, andererseits die bei B und C befind
lichen Winkel ß als Wechselwinkel einander gleich. Die hieraus 
folgende Ähnlichkeit der Dreiecke ASB und DSC liefert 
Bestimmung der gesuchten Länge d die Gleichung:

zur

ac(457) a —

Wird nun AS über S hinaus um diese berechnete Strecke d 
verlängert, so ist ihr Endpunkt der gesuchte Punkt D. Durch C 
und D ist die abzusteckende Parallele zu 
AB in einer für weitere Arbeiten zweck
mäßigen Weise festgelegt.

c) Richtungsübertragung durch 
Winkelmessung. Von einem gegebenen 
Punkt C (Fig. 180) 
aus soll eine Richtung 
CD mit vorgegebenem 
Richtungswinkel <x2 ab
gesteckt werden, wenn 
bekannt ist, daß die Verbindungsgerade der ebenfalls gegebenen 
Punkte AB den Richtungswinkel <xx besitzt.

Sind die Punkte A und C gegenseitig sichtbar, so kann man 
den Polygonwinkel ßx ohne weiteres messen, während der Winkel 
ß2 in C zunächst noch unbekannt ist. Es besteht aber die Glei
chung :
(458) ec1 + ß1- 180°+ 

woraus sich findet:
(459) &-«,+180°-(«*+&).

Wird in C von der Richtung CA 
aus dieser Winkel ß2 abgesteckt und hie
bei in der lotrechten Ziel
ebene des Absteckungs- 
instrumentes ein Natur- 
punkt D bezeichnet, so be
sitzt die Gerade CD den verlangten Richtungswinkel cc2.

Ist die Sicht zwischen den beiden Punkten A und C nicht 
frei, so sind sie durch einen Polygonzug zu verbinden, dessen

D

%
/ C

Pi£ä
Fig. 180.

AB

«J: DC_

P, .r<- Fig. 181.
A_“j



sämtliche Brechungswinkel ß (Fig. 181) zu beobachten sind. 
Wenn ßn den gesuchten, auf G abzusteckenden Winkel bedeutet, 
so bestehen die Beziehungen:
(460) 1)180« +ft+ft,+ „
und:
(461) ft, = + (» - 1) 180« - («, + ft + ß, + ... + ft,.,).
Damit ist die Aufgabe als gelöst zu betrachten.

d) Richtungsangabe einer Geraden in ihren durch ein 
Hindernis getrennten Endpunkten. Diese Aufgabe spielt eine

sehr große praktische Be
deutung bei Tunnelab
steckungen. Es seien in 
Figur 182 Px und Pn die 
durch ein Hindernis 
trennten Endpunkte einer 

— Geraden, etwa die Mund
lochpunkte eines Tunnels, 
zwischen denen unweg
same Berge liegen, über 
welche hinweg ein Ab

stecken der Geraden P1T„ nicht möglich ist. Um trotzdem in 1\ 
die Richtung nach Pn und umgekehrt in Pw die Richtung nach 
Px angeben zu können, verbindet man diese Punkte durch ein 
Dreiecksnetz P1P2P3 ... Pn, in welchem die Winkel aix ß(, ge
messen werden. Zur Berechnung des Netzes macht man Px zum 
Anfangspunkt eines Koordinatensystems, in welchem der ersten 
Seite P1Pi ein beliebiger Richtungswinkel z. B. 0°<y 0" zuerteilt 
wird. Die Länge dieser Seite soll durch direkte Messung oder, 
wie in Figur 182 angedeutet, durch trigonometrische Ableitung 
aus einer kürzeren, direkt gemessenen Länge b gefunden sein. Mit 
diesen Stücken kann, wie bei der Netzeinschaltung gezeigt wurde, 
für die einzelnen Dreieckspunkte die Koordinatenberechnung durch
geführt werden.

Nun lassen sich die Winkel ux, vx und un, vn berechnen, welche 
PxPn in ihren Endpunkten mit den anstoßenden Dreiecksseiten 
einschließt. Für die in Figur 182 getroffene Annahme ist z. B.:
(462) «, - (P,P„) - (P,P,), o, - (P,P8) - (P,P„),
(463) u, = (P.P,) - (P.P,), », = (P„P„) - (P.P,).

Die in diesen Gleichungen auftretenden Richtungswinkel 
(.PxPn), ••• lassen sich, soweit sie nicht schon aus der Seitenab

P» Ę
ft %b

ge-'f'A ' Vn /

R--- .— LJL
U„

ttl\a2/ «7

Fig.U82.
%
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leitung bekannt sind, aus den vorher ermittelten rechtwinkligen 
Koordinaten der Netzpunkte ableiten.

Wird in Px der berechnete Winkel ux mit Hilfe des Theodo
lits an PXP2 angetragen, so liegt die gesuchte Richtung PxPn in 
der Zielebene des Instrumentes und kann in der Natur durch eine 
Marke bezeichnet werden. Ebenso findet man in Pn durch Ab
stecken des Winkels un von PnPa aus die Richtung nach Px. Die 
ebenfalls berechneten Winkel i\ und vn dienen zur Probe.

Zu der besprochenen Richtungsabsteckung wäre die Kenntnis 
der Länge PXP% gar nicht notwendig gewesen. Man hätte mit jeder 
beliebigen Annahme für P1P2 dasselbe Ergebnis erzielt. Anders 
liegen die Dinge, wenn es sich auch um die Berechnung der Ent
fernung P1Pn = L handelt. Hier braucht man die wahre Länge 
von PjP2 oder die einer anderen Dreiecksseite und da fast mit 
jeder derartigen Richtungsabsteckung auch eine Längenermittlung 
verbunden ist, so kann man nicht umhin, auch die Länge von 
PxPn zu bestimmen.

Bedeuten xx,yx die Koordinaten des Anfangspunktes, scn, yn 
diejenigen des Endpunktes der abzusteckenden Geraden, so ist die 
Länge:
(464) T — xl__

cos (AP*) Sin (PtPn)
Vn — y 1

Wenn die beiden 
Punkte Px und Pn die 
Meereshöhen Hx und Hn 
besitzen, ist h — Hn — Hx 
ihr Höhenunterschied. Wir 
denken uns nun P1 und 
Pn in ihrer Lotebene durch 
eine Linie, Px PPn (Fig. 
183) gleicher Neigung a 
verbunden und stellen uns 
die Aufgabe, unter Be
rücksichtigung der Erd
krümmung diesen konstan
ten Neigungswinkel aus 
den Meereshöhen der Kur
venendpunkte abzuleiten.

Nach Figur 183, in 
welcher r den Erdhalb
messer, L = Px°Pn° die 
auf den Meeresspiegel pro-

P
r>

p - AdIi
'TdL^JL !..?
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h
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jizierte Länge P1Pn, H die Meereshöhe eines beliebigen Punktes 
P der erwähnten Kurve und dH den Höhenunterschied zwischen 
diesem und einem Nachbarpunkt P' der Kurve bedeuten, ist:

dH(465) tg« = mdL
oder:
(466)

rdll 
r + Htg a • dL =

Daraus gewinnt man zur Bestimmung von a durch Integra
tion die strenge Beziehung:

-ï(1“(1+T)-ln(1+f))-(467) tga

H.Da —- und —- kleine Werte sind, ist es vorteilhafter, die r r
geschlossenen Logarithmen durch die ersten Glieder der zugehörigen 
logarithmischen Reihen zu ersetzen; man erhält dadurch:

«<«)«.-ifi*--(#)'+(-(?■)’ «L , 1 
r * 2

wenn man sich je auf die drei ersten Glieder der Reihen beschränkt. 
Durch Zusammenfassung und Einführung des Höhenunterschiedes 
h ergibt sich:
(469) tg«= (*-j*(Ä1+5.) + ä*iW+if1fl.+ Ä.’))-

Führt man die Mittelhöhe Hm — \ (Hx jH ) ein und er
laubt man sich, in dem an sich schon fast verschwindend kleinen 
letzten Glied von (469) an Stelle des geometrischen Mittels y HxHn 
das arithmetische Mittel Hm zu setzen, so wird:

(470) tga =

Bei einer Mittelhöhe Hm = 5 km ergibt sich tg a erst um 
0,6 • 10“ 6 seines Betrages fehlerhaft, wenn das letzte Glied in (470) 
vernachlässigt wird.

e) RicKtungsübertragung in der gleichen Lotebene.
Hauptsächlich im Bergbau, manchmal aber auch im Tunnelbau bietet 
sich die Aufgabe dar, eine bereits abgestecTcte Richtung PlP2 (Fig. 184) 
aus einem Horizont H0H0 in einen tiefer gelegenen H Hu zu über-
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R_tragen. Die Aufgabe ist als ge
löst zu betrachten, wenn man 
die Punkte 1\° und P2° kennt, 
in welchen die Lote durch Pt 
und P2 die Horizontalebene 
1IUHU treffen.

Diese Ablotung läßt sich in 
der Weise mechanisch ausführen, 
daß in Px und P2 zwei dünne, mit 
Gewichten 6rx und Cr2 beschwerte 
Drähte aufgehängt werden. Aus 
verschiedenen Gründen werden

Uo -> Hod

l

mTj(a) 1
l~TTT TTÜ]

d
diese Gewichte jedoch nicht ruhig 
verharren, sondern um ihre der 
richtigen Lage entsprechende 
Mittellage fortwährend schwin- 

Einen einfachen und sinn-

H»n° %
e, □

Fig. 184.

gen
reichen Weg zur Bestimmung dieser Mittellage hat M. Schmidt 
angegeben *).

Man kann nämlich an zwei horizontalen, zueinander senk
rechten Teilungen Tx und rl\ (Fig. 184 und 185) die Schwingungen

T&) I?*'

/,T N S
s

E o SiMäu
A S3 $4

/ g P g

sz Tj(*)Fig. 185.

des Lotes in den beiden zu den Teilungsebenen parallelen Rich
tungen verfolgen und findet aus einer größeren Reihe von Teilungs- 
ablesungen a1, a2, ... an an 2\ und b15 b2, ... bn an T2, welche zu 
den äußersten Lagen des Drahtes gehören, für die der gesuchten 
Mittellage entsprechenden Ablesungen:

W und K = ®. 
n m n

1) M. Schmidt, Die Methoden der unterirdischen Orientierung 
und ihre Entwicklung seit 2000 Jahren, München 1892 (Bericht der 
Technischen Hochschule München für das Studienjahr 1891—92).

(471) a> =m
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Für die praktische Ausführung wird ein Zentrierteller Z ver
wendet, mit dem die beiden Teilungen Tl und P2 verbunden sind. 
Er besitzt in der Mitte einen Ausschnitt, in welchem bei der Be
obachtung das Lot frei schwingen kann. Die Ablesungen a an Tx 
erfolgen mit Hilfe eines rückwärts in einem Punkte A aufgestellten 
Beobachtungsferurohrs, zu dessen Zielachse P, senkrecht steht. 
Damit von derselben Stelle aus auch die Ablesungen b an T2 aus
geführt werden können, ist mit dem Zentrierteller ein Spiegel 
verbunden, welcher mit den Teilungen einen Winkel von 45 0 ein
schließt. Mit Hilfe des Teilungsbildes 12 und der Lotbilder im 
Spiegel werden dann von A aus auch die Werte b gefunden. Hat 
man nach Beendigung der Beobachtungen die Werte am und bm 
berechnet, so wird das Lot durch die zentrische Bohrung eines 
Prismas P geführt und dieses im Ausschnitt des Zentriertellers 
durch Schrauben s2, s3, s4 in derjenigen Lage festgehalten, 
welcher die berechneten Mittelwerte am, bm entsprechen. Das Lot 
ist damit in die gesuchte Mittellage Px, Pj° gebracht. Hat man 
auf dieselbe Weise auch P2° gefunden, so kann die Richtung P,°l 
im Horizont HUHU durch Marken dauerhaft bezeichnet werden. 
Eine willkommene Probe für die Ablotung bietet der Umstand, 
daß die Entfernung der Punkte Pj0 und P2° bis auf den Einfluß 
der Lotkonvergenz mit dem Abstand d der Aufhängepunkte 1\ 
und P2 übereinstimmen muß.

Auf einen Umstand soll noch hingewiesen werden. Die vor
hin beschriebene Schmidt’sche Ablotungsmethode setzt voll
kommen frei schwingende Lote voraus. Meist führen solche Lote 
durch mehrere Böden hindurch oder an Bauhölzern vorbei und 
es ist dann vor Beginn der Beobachtungen sorgfältig zu unter
suchen, ob die Lote nicht etwa an einer Stelle geklemmt sind oder 
irgendwo anliegen. Man kann sich darüber auf verschiedene Weise 
vergewissern, unter anderem auch durch Beobachtung der Schwin
gungszeiten gelegentlich der Lotzentrierung selbst. Ist Z die wenigstens 
genähert bekannte Länge der Lote, g die Beschleunigung der Schwer
kraft und t die Schwingungsdauer, so muß der für letztere be
obachtete Wert mit dem aus der Gleichung:

> o

(472) t

berechneten übereinstimmen.
16. Absteckung von Kreisbögen. Eine andere Art von

Absteckungsarbeiten sind die Kurvenabsteckungen, aus welchen wir 
einige Methoden der Kreisbogenabsteckung herausgreifen wollen.
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a) Das Kurvennetz. Bei praktischen Aufgaben sind meist in 
der Natur die Richtungen AI) und BD (Figur 186) zweier Kreis
tangenten, der Haupttangenten, und der Halbmesser r des abzu
steckenden Bogens, letzterer zahlenmäßig, gegeben. Mit diesen 
Größen ist vor der Ab
steckung einzelner Kur
venpunkte das Kurven
netz zu berechnen und in

D .-v

,/r-t /$ *die Natur zu übertragen.
Zu diesem Netz gehören 
der Schnittpunkt D der 
Haupttangenten, ihre Be
rührpunkte M, B, der Be
rührpunkt S der Scheitel- I / 
tangente oder Scheitel- 

(Bogenmittel-

2 I*

4Lj ¥\X\t
t E \ t' F!\ vV•< ! y

/a \punkt
punkt), und die Schnitt
punkte E, F der Scheitel
tangente mit den beiden 
Haupttangenten.

Aus dem durch Win-

XBXtX ; f-X
SV>"'

c
Pig. 186.

kelmessung mit dem Theo
dolit in I) bestimmten Tangentenschnittwinkel cp ergibt sich der zum 
Kreisbogen gehörige Zentriwinkel:
(473) ig = 180° — <p,

da im Viereck ADBC die Winkel bei A und B rechte sind. Die 
Länge der beiden Haupttangenten ist:

(474) T-r tg-i

und die der Nebentangenten: 

(475) t = rtg-

Mit Hilfe von T und T — t lassen sich vom Schnittpunkt I) 
aus auf den Haupttangenten die beiden Berührpunkte M, B und 
die Schnittpunkte E, F der Scheiteltangente mit den Haupttan
genten abtragen. Der Mittelpunkt yonEF ist der Scheitelpunkts.

Eine erste Probe für die Richtigkeit der Rechnung und Ab
steckung besteht darin, daß EF — 2t sein muß. Eine weitere 
Probe gibt der Scheitelabstand DS — s. Derselbe ist nach der

.i.



= rig

Der Endpunkt dieses auf der Halbierenden des Winkels cp 
von D aus abgetragenen Scheitelabstandes s soll mit dem Mittel
punkt der Scheiteltangente EF zusammenfallen.

b) Absteckung der Kurvenpunkte 
> durch rechtwinklige Koordinaten 
w von der Tangente aus mit gleichen 
q Punktabständen. Ist das Netz desKreis- 

^ bogens berechnet und abgesteckt, so wird
R der jedem Zentriwinkel ~ (Fig. 187) ent-

A

y.
xij

l
, / /!

sprechende Teilbogen für sich abgesteckt. 
Derselbe wird in eine Anzahl von n glei
chen Teilen a (je nach dem Zweck zwi
schen 5 und 20 m) zerlegt, so daß jedem 
der kleinen zwischen zwei Nachbarpunkten

w
'•f

ł’ig. 187.
c

F gelegenen Bögen der gleiche Zentriwinkel
ipa — —-(477) 4 n

Figur : 
(476)

entspricht. Erfolgt die Absteckung der Einzelpunkte F durch recht
winklige Koordinaten, so bezieht man diese für jeden Kurven
zweig auf die zugehörige Tangente als Abszissenachse mit ihrem 
Berührpunkt A als Anfangspunkt.

Nach der Figur sind die rechtwinkligen Koordinaten des 
Punktes P{:

xi = r sin ia,
y. = r — r cos icc = 2r sin2 — •

Setzt man in diesen Gleichungen für i der Reihe nach die 
Werte 1 bis w, so erhält man die Koordinaten sämtlicher Einzel
punkte, welche sofort auch für die den gleichen Zentriwinkel ^
fassenden übrigen Teilbögen verwendet werden können. Hiebei 
ist nur zu beachten, daß an Stelle von AD der Reihe nach die 
Tangenten SE, SF und BF als Abszissenachsen mit den zuerst 
genannten Punkten N, S und B als Anfangspunkten treten.

Eine einfache Frohe für die Absteckung ist folgende. Die 
vom Tangentenberührpunkt A nach den abgesteckten Punkten ge
zogenen Richtungen schließen mit der Tangente Winkel y ein,

(478)
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IV. Absteckungsarbeiten

welche als Tangentenwinkel gleich der Hälfte der zugehörigen 
Zentriwinkel sind. Es ist also:

1 a 2a na(479) Zl 2 1 2 ’ * 2 ’ ^’n 2

Ist nun ß0 die Horizontalkreisablesung an einem im Berühr
punkt A aufgestellten Theodolit, wenn die Fernrohrzielebene die 
Tangente AI) enthält, so sind die den Punkten P1? P2, ... P., ... Pn 
entsprechenden Kreisablesungen :

(480) ßi=ßo+7l> ß2==ßo + Y2T--ßiz=:=ßo+?iT--ßn==ßo-P,yn'

Für diese Horizontalkreiseinstellungen soll je ein abgesteckter 
Punkt in der Fernrohrzielebene liegen.

c) Absteckung von Kreispunkten durch, ein regelmäßiges, 
einbeschriebenes Polygon. Bei diesem, besonders für Tunnel-

«o.K
i

-i
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absteckungen wichtigen Verfahren sind die Kurvenpunkto 1\, P3,... 
(Fig. 188) die Eckpunkte eines dem Kreis einbeschriebenen in 
die Natur zu übertragenden Polygons mit gleichen Seitenlangen a.

Auch hier ist aus den in der Natur gegebenen Tangenten
richtungen A'A, B'B und dem Kreishalbmesser r das Kuryen
netz wenigstens soweit zu berechnen, daß der Zentriwinkel ip 
bekannt ist und die Tangentenberührpunkte A, B in die Natur 
übertragen werden können. Wir wollen jedoch einen etwas schwie
rigeren Fall ins Auge fassen und annehmen, daß eine direkte Messung 
des Tangentenschnittwinkels cp wegen Unzugänglichkeit der beiden 
Strecken AB, B D und ihres Schnittpunktes B nicht möglich sei. 
Eine der verschiedenen Methoden, cp indirekt zu bestimmen, ist 
folgende. Man verbindet zwei beliebige, auf den Tangenten liegende 
Punkte A' und B' durch einen Polygonzug 1, 2, ... i, ... v, dessen 
Seiten sx, ... si: ... sv_i und Brechungswinkel ßx, ... ßif ... ßv ge
messen werden. Legt man der Richtung A'A einen beliebigen 
Richtungswinkel a0 bei, so ist derjenige der zweiten Tangenten
richtung B'B:

(481)
i—v

«, - “o + M - (v - 1) 180».
t = 1

Nun ist aber cp als die Differenz der Tangentenrichtungs
winkel:
(482) cp = (A'A) — (B'B) = «o — av’i 

unter Berücksichtigung von (48l) wird daher:
» = V

(483) -(»- 1)180» -[ft].
1=1

Ist cp bekannt, so findet sich wie früher der Zentriwinkel: 
ig = 180° — cp.

Zur Absteckung der Tangentenberührpunkte A, B brauchen 
wir deren Abstände lx und 1.2 von den Hilfspunkten Ä und B'. 
Setzen wir zur Abkürzung:

A'B' = A'B = 6, B'B =(484) 
so ist:

c, a,

die ~ Va'
XR' XA!

(485) tg (A’B’)-

und:
_ Ub' y a'

(AB1) ~ sin (AB') ’
xB, — xA,

(486) c = cos
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wenn Xa, y a die beliebig gewählten Koordinaten von Ä und 
t/B die aus der Berechnung des Polygonzugs 1, 2, ... v hervorge
gangenen Koordinaten von B' sind.

Die in Dreieck A’ DB' noch unbekannten Winkel ergeben 
sich als Richtungsdifferenzen:
(487) 6 - iA B') — k0, (li' Ä).

Mit c, d und s lassen sich jetzt auch die Seitenlangen A D und 
und B'D berechnen. Es ist nämlich:

sind 
C sinqp ’

sins 
6 sin cp(488)

Da die Länge
b =a =

T=rtĄ

der Haupttangenten ebenfalls bekannt ist, kann man nunmehr 
die zwischen den Hilfspunkten A\ B' und den Berührpunkten 
A, B liegenden Strecken berechnen. Sie sind:
(489) Ï-L = 6 — T und ?2 = a — T.

Für die Absteckung der Kreispunkte denken wir uns den 
Bogen AB in n gleiche Teile zerlegt, so daß zu jedem der Teil
bögen der gleiche Zentriwinkel

(490) a = n

gehört. Die Teilungspunkte Px, P2, . . . sind die Eckpunkte eines 
unvollständigen regelmäßigen Polygons, dessen Seitenlange nach 
der Figur
(491) 6 = 2 r sin |

ist. Auch die Außenwinkel yl5 . . . y.: . . . yn _l dieses Polygons 
sind einander gleich und zwar ist:

y. = 180° + « = 180° +

Die Winkel y0 und yn der äußersten Polygonseiten mit den an
stoßenden Tangentenrichtungen unterscheiden sich von den nach
(492) berechneten y, sind aber unter sich gleich, nämlich:

-180»+ |-180« + ^.

Sind alle diese rechnerischen Vorarbeiten erledigt, so geht die
Tim er ding, Handbuch III

(492)

(493) 7o = yn

18



Absteckung in folgender Weise vor sich. Durch Abtragen der Längen 
lx und l2 von den Hilfspunkten Ä, B' aus in der Tangenten
richtung auf D zu ergehen sich die beiden Berührpunkte A 
und B. Nun wird das Fernrohr eines in A aufgestellten Theo
dolits rückwärts nach Ä eingestellt und am Horizontalkreis co 
abgelesen. Wird die Alhidade auf die Ablesung co -f- y0 ein
gestellt und in der Fernrohrzielebene von A aus die horizontale 
Länge 6 abgetragen, so ist deren Endpunkt der erste Zwischen

punkt Pv Auf entspre
chende Weise wird jeder 
folgende Punkt vom 
hergehendenausbestimmt. 
Eine allerdings erst 
Schluß der Arbeit mög
liche Probe besteht darin, 
daß der Endpunkt Pn der 
letzten Sehne mit dem 
zweiten Tangentenberühr
punkt B zusammenfallen 
soll.

D

vor-

am£

ß
i /I\ /y /\

/
Sß ""f-Sa d) Absteckung eines 

durch drei gegebene 
Punkte gehendenKreis-
bogens. Dieser seltenere 
Fall läßt sich auf die 

bisher besprochenen Aufgaben in folgender Weise zurückführen. 
Die drei gegebenen Punkte bilden ein Dreieck ABC (Fig. 189), 
dessen Seiten a, b, c und Winkel cc, ß, y durch Messung bestimmt 
werden. Nach einem bekannten geometrischen Satze hat man 
dann zur Bestimmung des Kreishalbmessers die Gleichungen:

/\ V**.V >\
/VFig. 189.

if
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b(494) r — 2 sin cc 2 sin ß 2 sin y 
Zur Probe für r kann die folgende Gleichung dienen:

ab c
(495) Y =---- - ■ ■■ - .... •

4 ]/s(s — a) (s — b) (s — c)
Der dem Bogen AB entsprechende Zentriwinkel ist nach der 
Figur:
(496)
Außerdem sind die Winkel, die die Kreistangenten in A und B mit 
der Seite AB bilden, einander gleich und als Tangentenwinkel die

iß = 2 (a + ß).



Damit kann man die Tangentenrichtungen von AB aus ins Ge
lände übertragen und die weitere Absteckungsarbeit wie auf 
Seite 269 u. d. f. beschrieben wurde, ausfübren.

Wenn drei Punkte eines Kreisbogens gegeben sind, so läßt 
sieb die Netzberechnung vermeiden, falls man sich mit einer 
etwas geringeren Genauigkeit begnügen will. Man 
braucht dann ein zum Abstecken fester Winkel 
dienendes Spiegelinstrument mit verstellbarem Öff
nung sw inkel. Ein einfaches Instrument dieser Art 
ist der in Fig. 190 schematisch dargestellte, aus 
einem festen Spiegel und einem um ein Schar
nier S drehbaren Spiegel s2 bestehende Arko- 
graph. Begibt man sich damit nach C und stellt 
dort den beweglichen Spiegel s2 so ein, daß das 
doppelt reflektierte Bild von B mit dem direkt ge
sehenen von A in der gleichen Horizontalrichtung erscheint, so ist, 
wenn CA und CB den Horizontalwinkel y einschließen, nach der
Theorie des Winkelspiegels 0 der Offnungswinkel des Spiegels. 
Wenn man nun unter Festhaltung dieses Öffnungswinkels ~ eine
Anzahl von Punkten P so aussucht, daß von ihnen aus stets das 
doppelt reflektierte Bild von B in die Richtung des direkt ge
sehenen Punktes A fällt, so hat man jedesmal einen Punkt aus
gewählt, von dem aus die Sehne AB unter dem gleichen Winkel y 
erscheint. Der geometrische Ort aller dieser Punkte ist aber der 
abzusteckende Kreisbogen ACB1).

S

Sl S2

Fig. 390.

1) Zur Einschränkung der bei Kreisbogenabsteckungen auf
tretenden ßechenarbeit dienen eigene Kurventabellen. Solche Hilfs
werke sind: Kröhnke, Taschenbuch zum Abstecken von Kurven auf 
Eisenbahn- und Wegelinien, 15. Aufl., Leipzig 1911, Knoll, Taschen
buch zum Abstecken der Kurven an Straßen und Eisenbahnen, 3. Aufl., 
Leipzig 1911, ferner Sarrazin und Oberbeck, Taschenbuch zum 
Abstecken von Kreisbogen, 19. Aufl., Berlin 1908, und viele andere.

18*
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Hälfte des zur Sehne AB gehörigen Zentriwinkels. Es ist also: 

DAB - ABB - | - « + (5.(497)



C. Höhere Geodäsie.
1. Einleitung. In die höhere Geodäsie gehören alle Ar

beiten, welche zur Ermittlung von Gestalt und Größe der Erde 
oder zur Vermessung, Berechnung und Abbildung größerer Teile 
der Erdoberfläche dienen. Als Projektionsfläche kommt hiebei 
nicht mehr die Ebene, sondern in erster Annäherung die Kugel 
und in weiterer Annäherung das Rotationsellipsoid in Betracht. 
In die höhere Geodäsie fallen daher vor allem die Aufgaben der 
Landesvermessung, für welche vielfach die Kugel als Projek
tionsfläche ausreichen wird. Dann gehören dazu auch die Grad
messungsarbeiten und andere Methoden zur Ermittlung der Kon
stanten des Erdellipsoids, ferner die Rechnungen für das Ellip- 
soid und dessen Abbildung auf die Kugel und die Eibene. Eine 
besonders schwierige und noch lange nicht zu Ende geführte Auf
gabe bietet die Erforschung des Geoids, das ist derjenigen vom 
Rotationsellipsoid etwas abweichenden Fläche, in welcher die unter 
dem Festlande fortgesetzt gedachte, von Wind und Gezeiten nicht 
beeinflußte Meeresfläche liegt. Die praktische Lösung dieser Auf
gabe, welche viele, dicht über die ganze Erdoberfläche verteilte 
Beobachtungen verlangt, wäre für den einzelnen Menschen oder auch 
für einen einzelnen Staat ein Ding der Unmöglichkeit. Glück
licherweise aber steht der Wissenschaft in Gestalt der internatio
nalen Erdmessung ein mit gewaltigen geistigen und finanziellen 
Mitteln ausgerüstetes Unternehmen zur Seite, welches seine ganze 
Kraft an die Lösung der genannten Aufgabe setzt1).

Etwa seit dem Anfänge des 17. Jahrhunderts, da Snellius 
zwischen Alkmaar und Bergen op Zoom seine Breitengradmessung 
ausgeführt hat, ist eine andauernde Entwicklung der höheren

1) Über die Arbeiten der internationalen Erdmessung wird in 
den fortlaufend erscheinenden Generalberichten und Verhandlungen 
der internationalen Erdmessung (von 1861—1867 Mitteleuropäische und 
von da ab bis 1886 Europäische Gradmessung) berichtet.
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Geodäsie zu verzeichnen, und zwar wurde sie nach der praktischen 
Seite hin in der Folge hauptsächlich durch die von französischen 
Geodäten im 17. und 18. Jahrhundert ausgeführten Gradmessungen 
gefördert. Insbesondere sind hier zu nennen Picard, Lahire, 
Maupertuis, de la Condamine, die verschiedenen Cassini, 
sowie Méchain und Delambre.

Mit Huygens und Newton setzte auch eine kräftige Ent
wicklung der mechanischen Erdtheorie ein, welche die Erdgestalt 
als eine unter der Einwirkung von Schwerkraft und Fliehkraft 
entstandene Form auf faßt. Um ihre Ausbildung haben sich später 
insbesondere Clairaut und Laplace unvergängliche Verdienste 
erworben.

Auch die rein mathematische Seite der höheren Geodäsie fand 
damals ihre Pflege und ist hauptsächlich an die Namen Clairaut, 
Euler, Delambre und Legendre geknüpft.

Stand bis etwa 1800 Frankreich unbestritten an der Spitze 
der geodätischen Entwicklung, so ging die Führung nunmehr an 
Deutschland über.

Den nächsten Anlaß hiezu gaben die zu Anfang des 19. Jahr
hunderts von den deutschen Staaten, zuerst von Bayern unter der 
Leitung von J. G. von Soldner und dann von Württemberg unter 
Bohnenbergers Leitung in Angriff genommenen genauen Lan
desvermessungen., für deren sphärische Berechnung zuerst von 
Soldner1), sp äter auch vonBohnenbergersehr brauchb are N ähe- 
rungsformeln aufgestellt wurden. Zum großen Teil aber war die 
Wendung auch C. F. Gauß zu verdanken, dessen Arbeiten über 
die Methode der kleinsten Quadrate, die Berechnung geogra
phischer Koordinaten und über die konforme oder winkeltreue 
Abbildung bisher unübertroffene Fortschritte für die höhere Geo
däsie bedeuten. Viele wichtige Einzelfragen wurden durch Bessel, 
Hansen, J. Baeyer, Schreiber, W. Jordan und andere gelöst.

Es bleibt ein unsterbliches Verdienst von Johann Jakob 
Baeyer, daß er zur Lösung von Aufgaben, deren Bewältigung 
über die Leistungsfähigkeit eines einzelnen Staates hinausgeht, 
im Jahre 1861 die Mitteleuropäische Gradmessung ins Leben ge

1) Eine Würdigung der Verdienste dieses hervorragenden Geo
däten enthält die Schrift Johann Georg von Soldner, der Geodät von
F. J. Müller in der Zeitschrift des Vereins der höheren Bayerischen 
Vermessungsbeamten, 1913, S. 207. Siehe auch Bauernfeind, 
Johann Georg von Soldner und sein System der bayerischen Landes
vermessung (Vortrag bei der Jahresschlußfeier der Technischen Hoch
schule München 1885, S. 45).
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rufen hat. Die Vorteile dieses Unternehmens waren so augen
scheinlich, daß ihm bald auch die Mehrzahl der übrigen Kultur
staaten beitrat. So wurde aus der Vereinigung bereits 1867 eine 
Europäische Gradmessung und 1886 endlich die Internationale 
Erdmessung. Die einzelnen Fäden des heute über die ganze Erde 
verzweigten Unternehmens laufen in dem 1864 in Potsdam durch 
die preußische Regierung errichteten und mit dem Kgl. Preus- 
sischen Geodätischen Institut verbundenen Zentralbureau zusam
men. Dessen Leitung führte bis 1885 J. Baeyer, der Begrün
der der Mitteleuropäischen Gradmessung; nach dessen Tode ging 
sie an F. R. Helmert über.

Zu den wichtigsten Aufgaben1) der Internationalen Erd
messung gehören das Studium der Lotdbiveichungen, Schwerkrafts
bestimmungen, Feinnivellements, der sog. internationale Breitendienst 
zur Verfolgung einer Verlagerung der Erdachse sowie Fragen 
über den Gleichgeivichts zustand der Erdkruste (Isostasie) und die 
Formänderung der Erde unter dem mit der Stellung von Sonne 
und Mond wechselnden Einfluß dieser Körper.2)

1) Helmert, Bas Zentralbureau während der ersten 50 Jahre der 
Internationalen Erdmessung in den Verhandlungen der 17. Allgemeinen 
Konferenz der Internationalen Erdmessung (1912), Berlin 1913, S. 129.

2) Zur Literatur über höhere Geodäsie sei bemerkt, daß der 
in der vorhergehenden Fußnote genannte Band auf S. 145 u. d. f. eine 
Übersicht der Veröffentlichungen des Kgl. Preussischen Geodätischen 
Instituts und Zentralbureaus der Internationalen Erdmessung nebst 
einem Anhang über die Verhandlungen der Internationalen Erdmessung 
enthält. Ein Verzeichnis der Literatur über höhere Geodäsie gibt 
auch Pizetti in der Enzykl. d. math. Wissensch., Bd. VI1, Heft 2: 
Höhere Geodäsie, Leipzig 1907, S. 118. Es sei auch auf die Zu
sammenstellung von 0. Börsch, Geodätische Literatur, Berlin 1889 
verwiesen.

Für die Geschichte der höheren Geodäsie sei Jordan-Steppes, 
Bas deutsche Vermessungswesen, Stuttgart 1882, genannt; ferner die 
im Jahrgang 1909, S. 213 der Zeitschrift des Bayerischen Geometer
vereins beginnenden Studien zur Geschichte der theoretischen Geodäsie 
von F. J. Müller. Siehe auch bei Pizetti, Math. Enzykl. VI1, Heft 2, 
S. 223 den Abschnitt: Summarische Entwicklungsgeschichte der geodä
tischen Kenntnisse und J. Frischauf, Bie mathematischen Grundlagen 
der Landesaufnahme und Karthographie des Erdsphäroids, Stuttgart 
1913, S. 133: Geschichte der sphäroidischen Trigonometrie und Abbil
dungslehre.

An der Spitze aller neueren Barstellungen über umfassende Gebiete 
der höheren Geodäsie steht F. R. Helmert, Bie mathematischen und 
physikalischen Theorien der höheren Geodäsie, I. Teil: Die mathema-
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I. Die Kugel als Projektionsfläche. Aufgaben der 
Landesvermessung.

2. Netzlegung. Jeder Landesvermessung liegt ein weit
maschiges Netz von Dreiecken zugrunde, welches sich über das 
ganze Land ausbreitet und als Dreiecksnetz erster Ordnung bezeich
net wird (Fig. 191). Es ist im Bild 
durch starke Striche hervorgehoben.
Daran reihen sich nach Bedarf noch 
weitere Netze mit stets abnehmender 
Punktentfernung, die Dreiecksnetze 
zweiter, dritter und vierter Ordnung.
Bei letzteren bleibt man in der Regel 
stehen. Diese Dreiecksnetze bilden 
dann einen festen Rahmen, an wel
chen alle weiteren Vermessungsar
beiten, wie in der niederen Geodäsie 
gezeigt wurde, anzuknüpfen sind.

a) Auswahl und Versiche
rung der Dreieckspunkte. Bei 
der Anlage des Netzes erster Ord
nung sucht man mit Rücksicht auf 
die Fortpflanzung der Beobachtungs
fehler in der Winkelmessung mit 
möglichst wenig annähernd gleich
seitigen Dreiecken über das ganze 
Land zu kommen. Die durchschnittliche Seitenlange ist etwa 
40 km. Doch kommen ausnahmsweise auch viel längere Seiten 
vor wie z. B. die 294km lange Seite Uncompaghre—Mount Ellen 
in Nordamerika. Ein allzu weitmaschiges Dreiecksnetz hat jedoch

Fig. 191.

tischen Theorien, Leipzig 1880, und II. Teil: Die physikalischen Theo
rien, Leipzig 1884; es enthält auch viele historische Angaben. Ein viel 
gebrauchtes Lehrbuch über.höhere Geodäsie ist Bd. III des Handbuchs 
der Vermessungskunde von W. Jordan, 4. Auf!., Stuttgart 1896. Siehe 
ferner das obengenannte Werk von J. Frischauf, sowie P i z e 11 i, Höhere 
Geodäsie, und Helmert, Die Schwerkraft und die Massenverteilung der 
Erde in der Math. Enzykl. VI1 A, Heft 2 und VI 1 B, Heft 2. Auch auf 
Hegemann, Lehrbuch der Landesvermessung, I. Bd. Berlin 1906 und 
II. Bd. 1913, sei verwiesen. Ein neueres Werk, welches sich eingehend 
mit der mathematischen Seite der mechanischen Erdtheorie beschäftigt, 
ist Buchholz, Das mechanische Potential, Leipzig 1908.
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den Nachteil, daß wegen der seltenen Sichtbarkeit der weit ent
fernten Dreieckspunkte die Winkelmessung manchmal außerordent
lich verzögert wird.

Für die Auswahl der Breieckspunkte im Gelände ist eine 
Bereisung aller hochgelegenen Punkte des Landes notwendig, von 
denen aus alle hervorragenden Punkte im Umkreis durch flüchtige 
Winkelmessung und Entfernungsschätzung aufgenommen werden. 
Das Ergebnis dieser Erkundungsarbeiten ist eine Skizze, welche 
alle etwa in Betracht kommenden Punkte und Seiten enthält. Auf
Grund dieser Unterlage werden nunmehr die Dreieckspunkte erster 
Ordnung so ausgewählt, daß möglichst gleichseitige Dreiecke von 
rund 40 km Seitenlange entstehen.

Bie endgültig ausgeivählten Breieckspunkte 
werden bereits vor Beginn der Winkelmessung 
dauerhaft versichert. Zur oberirdischen Bezeich
nung dienen sog. Breieckssteine mit quadra
tischem Querschnitt, deren mittlere Ausmaße 
ausFig.192 ersichtlich sind. Außerdem ist jeder 
Dreieckspunkt noch unterirdisch durch eine 
unter dem Dreiecksstein befindliche lotrechte 
Röhre (R in Fig. 192) oder durch eine Platte 
versichert. Die Versicherung ist zweckmäßig 
so durchzuführen, daß der Diagonalenschnitt
punkt der Stirnfläche des Steines und die 

Achse oder der Mittelpunkt der unterirdischen Versicherung auf 
dem Lot durch den Dreieckspunkt liegen. Dienen Luftsignale wie 
Türme und dgl. als Dreieckspunkte, so sind diese an sich schon 
dauerhaft und sichtbar bezeichnet. Trotzdem ist es zweckmäßig,

auch sie durch Einmessung auf fest
liegende Punkte der Umgebung zu 
versichern.

ryj

V/////Ä I

F 20cm

y//////A

1,20m
I

i

I»
Fig. 192.

P
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b) Einrichtungen für die In
strumentenaufstellung. Vor Be
ginn der Winkelmessung ist für eine 
gute Aufstellungsmöglichkeit des In
strumentes zu sorgen. Handelt es sich 
um einen gut zugänglichen Punkt, 
auf welchem vom Boden aus beob
achtet werden kann, so empfiehlt sich 
die Errichtung eines gemauerten Pfei
lers (Fig. 193), wobei der Dreiecks
punkt durch einen Bolzen B im Mit-

Fig. 193.



telpunkte der Pfeilerdeckplatte P bezeichnet wird. Manchmal ist 
es notwendig, das Instrument zur Erzielung einer freien Sicht

einige Meter über den Boden 
zu heben. Das geschieht 
zweckmäßig durch eine lot
rechte Säule S (Fig. 194), auf 
deren oberem Ende der Drei
eckspunkt durch einen Nagel 
D ersichtlich gemacht ist. Für 
den Beobachter ist der ge
hobene Standboden BB not-

P

«iss B

Pt

V///////////À m/À'/////////////À
c CPi 2) $ P2

ir
Ps

Fig. 194. Fig. 195.

wendig, welcher mit der Säule S in keiner Weise verbunden sein 
darf, damit die vom Beobachter verursachten Erschütterungen nicht 
auch auf das Instrument übertragen 
werden. Türme mit festem Mauerwerk 
sind wegen der größeren Fernsicht, die 
sie gewähren, sehr gesuchte Beobach
tungsstände. Vielfach wird es möglich 
sein, in den Fensternischen Pfeiler Pt,
P2, P3, P4 (Fig. 195) auf das Turm- 
mauerwerk zu setzen, dort die Winkel
messungen exzentrisch vorzunehmen 
und sie nachträglich auf die Projektion C 
der Turmspitze zu zentrieren. Ist man 
gezwungen, zur Erzielung einer freien 
Sicht noch höher zu gehen, so läßt 
sich der Beobachtungspfeiler auf das 
obere Ende des Turmmauerwerks setzen ; ■ 
man kann auch, wenn keine zentrische 
Helmsäule vorhanden ist, ein auf den 
Mauern stehendes Stützwerk errichten,

i

TJlp -3»
B

&

Fig. 196.
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welches eine zentrische Instrumentensäule S (Fig. 196) trägt. Beim 
Vorhandensein einer zentralen Helmsäule läßt sich auch der Turm
knopf abnehmen und auf dem oberen Ende der Helmsäule zentrisch 
beobachten. In jedem Falle ist aber ein Standgerüst BB (Fig. 196) 
für den Beobachter notwendig, welches mit der Instrumentensäule 
oder deren Traggerüst in keiner Verbindung steht.

In vielen Punkten hat man keinen Turm zur Verfügung, um 
das Instrument genügend hoch zu bringen; dann wird die Errich

tung einer eigenen Beobachtungspyra
mide notwendig. Eine solche besteht, 
wie die schematische Darstellung in 
Fig. 197 zeigt, aus zwei voneinander 
vollkommen getrennten Teilen: dem in 
der Zeichnung stark ausgezogenen Pfei- 
lergerüst, welches als das stabilere auf 
dem Beobachtungstische P das Instru
ment trägt und dem in der Zeichnung 
schwach gehaltenen Standgerüst für 
den Beobachter mit dem Standboden 
BB und einem Leuchtgerüst L, wel
ches die im folgenden zu besprechen
den Leuchtvorrichtungen trägt. Diese 
Pyramiden besitzen in der Regel einen 
quadratischen Querschnitt und sind, 

besonders das Pfeilergerüst, zum Schutz gegen Bewegungen durch 
Schwerter, Kränze, Kreuze und Quirle versteift.

Pfeilerbauten aus Holz besitzen die üble Eigenschaft, sich 
etwas zu drehen. Sie folgen in ihrer Drehbewegung tagsüber dem 
Lauf der Sonne und kehren des Nachts in ihre Anfangslage zu
rück. Solche Drehungen können bis zu 2' von der Mittellage aus 
betragen. Bei älteren Pfeilern und bei Stämmen, welche im Win
ter gefällt und mit der Rinde verwendet werden, tritt dieser Übel
stand in viel geringerem Maße auf. Deshalb soll der Signalbau 
der Winkelmessung mindestens ein Jahr voraus sein.

c) Leuchtvorrichtungen. Zur Sichtbarmachung der Breiecks
punkte auf große Entfernungen hin dienen besondere Leuchtvor
richtungen, nämlich Heliotrope und Lampen.

Sämtliche Heliotrope beruhen auf dem Reflexionsgesetze. 
Denkt man sich im Zielpunkte P(Fig. 19 8), welcher für den Beobachter 
in A sichtbar gemacht werden soll, einen Spiegel s so aufgestellt, 
daß seine Normale den Winkel zwischen dem Sonnenmittelpunkt S 
und dem Beobachtungspunkt A halbiert, so erhält letzterer das

L

Lp

BB

w. w.

Fig. 197.



Licht des Sonnen- 
mittelpunktes. Eine 
kleine Abweichung 
des Spiegels von 
seiner richtigen 
Lage ist nicht 
schlimm, da die Ge- ®
samtheit der reflek- '
tierten Sonnen- P 
strahlen einen ge
raden Kreiskegel 
mit rund -^° Öffnungswinkel bildet und der Punkt A Licht erhält, 
solange er sich innerhalb dieses Lichtkegels befindet. Die ver
schiedenen Heliotrope unterscheiden sich nur durch die Mittel, 
welche zur Beurteilung der richtigen Spiegelstellung dienen. Wir 
greifen aus den vielen Konstruktionen1) nur eine heraus, welche 
sich als sehr zweckmäßig erwiesen hat, das Heliotrop von Rep sold. 
Dieses einfache Instrument beruht auf dem Gedanken, daß der 
entfernte Punkt A von P aus Licht erhält, wenn dieses auf einen 
in der geraden Verbindungslinie PA liegenden Punkt K trifft. Die

S

l’y

X

-r<x A
W

Fig. 198.

R

m
Fig. 199 a.
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B

Fig. 199.

Einrichtung des Instruments ist folgende. Ein um zwei Achsen 
nach allen Kichtungen hin drehbarer Spiegel s (Fig. 199), welcher

1) Als Erfinder des Heliotrops ist C. F. Gauß zu betrachten. 
Sein 1820 erfundenes Spiegelkreuzheliotrop hat sich aber wegen seiner 
umständlichen Bedienung und Berichtigung nie eingebürgert und 
mußte dem fast gleichzeitig erfundenen Heliotrop von Rep sold 
weichen.
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Fig. 200.

immer wieder ein Nachstellen des Spiegels nötig, da die Sonn© 
ihren Stand stetig ändert.

Bei allen Heliotropen kann aus zwei Gründen ein Hilfs
spiegel notwendig werden. Wenn der Einfallswinkel der Sonnen
strahlen zu groß wird, findet nur mehr unvollständige Reflexion 
statt. Dem kann, wie Fig. 200 andeutet, durch einen Hilfsspiegel 
H abgeholfen werden. Außerdem kann das Heliotrop selbst im 
Schatten stehen, so daß ein Hilfsspiegel notwendig wird, um das 
Sonnenlicht auf den Heliotropspiegel zu werfen.

C. Höhere Geodäsie284

in der Mitte eine unbelegte, durchsichtige Stelle M besitzt, ist 
durch ein Brett mit einer Röhre B verbunden, deren Achse durch 
M geht. Die Röhre besitzt ein zentrisches Fadenkreuz K und ihr 
vorderes Ende kann durch einen Klappdeckel geöffnet und ver
schlossen werden. M und K bilden zusammen ein Diopter. Das 
Instrument ist so aufzustellen, daß die Lotebene dieses Diopters 
den Zielpunkt P enthält, was jedenfalls dann immer zutrifft, wenn 
die Befestigung des Heliotrops auf der Unterlage so erfolgt, daß 
die Achse der Befestigungsschraube B im Lot durch den Dreiecks
punkt P liegt. Mit Hilfe einer Stellschraube B' und durch Drehen 
um B ist es möglich, das Heliotrop so zu richten, daß die Diop
terziellinie MK bis auf einige Bogenminuten mit PA gleichge
richtet ist. Nun wird der Deckel D heruntergeklappt und der 
Spiegel s so gestellt, daß das reflektierte Sonnenlicht auf den 
Deckel trifft, was durch das hinter M befindliche Auge beobachtet 
werden kann. Die Innenseite des Deckels ist dann hell beleuch
tet mit Ausnahme einer einzigen Stelle, auf welche das wenige 
von der unhelegten Stelle M reflektierte Licht fällt. Bringt man 
durch geringes Verstellen des Spiegels den Mittelpunkt dieses 
dunkleren Fleckes zur Deckung mit K (Fig. 199 a), so wird die 
Achse des reflektierten Lichtkegels in die Diopterziellinie ge
bracht; und wenn nun der Deckel wieder aufgeklappt wird, er
hält der Beobachter in A von P aus Licht. Selbstredend ist

a;
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Die Stärke, Farbe, Form, Größe, Bewegung und Sicherheit 
der Einstellung des Heliotroplichtes wechselt mit der Tageszeit 
und der Witterung. Die Erfahrung lehrt, daß Heliotroplicht 
im allgemeinen am besten von 3 Uhr nachmittags bis etwa eine 
Stunde vor Sonnenuntergang, ausnahmsweise auch bald nach Sonnen
aufgang verwendet wird. Was die Witterung anlangt, so erhält 
man die besten Bilder, wenn der Beobachter bedeckten Himmel 
hat, während der Heliotropist natürlich Sonne hat.

Für die Sicherheit der Einstellung auf Heliotroplicht hat 
Dr. Schlötzer1) auf empirischem Wege eine Gleichung ermittelt, 
welche den in Sekunden ausgedrückten mittleren Zielfehler z" 
als Funktion der Fernrohrvergrößerung v, der Luftdurchsichtig
keit d, der in qcm eingeführten Spiegelfläche B und der in km 
angegebenen Entfernung s darstellt. Er fand:

*"=±9o d~y*

d wechselt mit der Luftdurchsichtigkeit in folgender Weise: es ist 
d1 — 1,0 für ganz klare (glasklare) Luft, d2 == 1,1 für klare Luft, 
ds = 1,3 für dunstige (duftige) Luft und d4= 1,5 für verschleierte 
(neblige) Luft.

Während die Heliotrope für Tagbeobachtungen dienen, kommen 
für Nachtbeobachtungen Lampen als Leuchtmittel in Betracht.

— 0,26 s
(1)

A
4

Fig. 201.

Je nachdem dabei Linsen oder Hohlspiegel verwendet werden, 
unterscheidet man optische Kollimatoren und optische Beflektoren.

Bei den optischen Kollimatoren (Fig. 201) befindet sich die Licht
quelle L um ein ganz geringes Stück innerhalb des Brennpunkts F 
einer Linse von etwa 60 cm Brennweite und 20 cm Öffnung, so

1) Dr. Schlötzer, Der Heliotrop, seine Geschichte, Konstruktion 
und Genauigkeit in der Zeitschrift des Bayerischen Geometervereins, 
Bd. XIII (1909,), S. 10.
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286 C. Höhere Geodäsie

daß die von der Linse gebrochenen Strahlen etwas divergieren, 
wodurch ein Kreislichtkegel von etwa 1° Öffnungswinkel entsteht. 
Bereits bei Tage ist der Kollimator durch eine mit ihm verbun
dene und zu seiner Achse parallele Zielvorrichtung so zu richten, 
daß der Beobachtungspunkt A in diesen Lichtkegel fällt.

Bei den optischen Beflektoren (Fig. 202) tritt lediglich an Stelle 
der Linse ein parabolischer Hohlspiegel von entsprechenden Di

mensionen. Man gibt 
heute den Reflektoren 
den Vorzug; sie sind 
handlicher und billiger 
und ihr Licht dringt 
weiter wie das der op
tischen Kollimatoren.

Als Lichtquelle 
kommt bis zu etwa 

70 km Zielweite Petroleumlicht, darüber hinaus Magnesiumlicht und 
für sehr große Entfernungen elektrisches Bogenlicht zur Verwen
dung. Die günstigste Beobachtungszeit beginnt etwa l1/2 Stunden 
nach Sonnenuntergang und dauert bis nahe an Mitternacht. Der 
Vergleich zwischen Tag- und Nachtbeobachtungenl) führt (haupt
sächlich nach den Erfahrungen der Franzosen und Nordamerikaner) 
zu folgendem Ergebnis:

1. Die Nachtbeobachtungen sind etwas genauer als die Tag
beobachtungen ;

2. sie genügen infolge der günstigeren atmosphärischen Ver
hältnisse den geometrischen Netzbedingungen beträchtlich besser 
als Tagbeobachtungen;

3. die Dauer der günstigen Beobachtungszeit ist für sie mehr 
wie das Doppelte der für Heliotroplichter günstigen Zeit;

4. man ist bei Nachtbeobachtungen von der Lampenbedie
nung viel unabhängiger, da die Lichtstrahlen ihre Richtung nach 
dem Beobachtungspunkte ohne jede Nachstellung beibehalten.

Alle diese Umstände setzen die Nachtbeobachtungen gegen 
die Tagbeobachtungen in Vorteil und es ist darauf zu dringen, 
daß für Triangulierungen erster Ordnung Nachtbeobachtungen

-—*

-8----- i-cal‘

Fig. 202.

1) Siehe hiezu die Abhandlungen von Perrier, Etude com
parative des observations de jour et de nuit, im Generalbericht der 
Europäischen Gradmessung für 1875, S. 140, und Werner, Die 
Winlcelmessungen bei Tage und bei Nacht, in der Zeitschrift für In
strumentenkunde, Jahrg. 1883, S. 225.
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mindestens im gleichen Umfange wie Tagbeobachtungen Verwen
dung finden.

3. Winkelmessung im Netz erster Ordnung. Für
die Winkelmessung im Hauptdreiecksnetz werden seit etwa 1850 
fast ausschließlich Mikroshoptheodolite verwendet. Sie besitzen 
ihrer hohen Leistungsfähigkeit entsprechend einen Kreisdurch
messer von 25—40 cm, eine Brennweite von 40—50 cm, 5—6 cm 
Objektivöffnung, 35—50fache Vergrößerung und Libellen mit 
einem Teilwert von etwa 5". Ein solches Instrument ist min
destens einmal, besser aber zu wiederholten Malen auf seine Kreis
teilungsfehler1) zu untersuchen. Bei guten neuen Kreisen bleiben 
diese unter l".

Für die Winkelmessung im Hauptnetz hat man in der ersten 
Hälfte des 19. Jahrhunderts meist den Repetitionstheodolit2) oder 
das Verfahren der Riehtungsheobachtungen3) verwendet. Beides 
hat man heute für Messungen erster Ordnung aufgegeben; die 
anfangs vielversprechende Repetitionswinkelmessung, da es nicht 
möglich ist, die diesem Verfahren anhaftenden systematischen 
Fehler genügend genau zu bestimmen und das Verfahren der 
Richtungsbeobachtungen, einmal weil man nicht annehmen kann, 
daß bei einer größeren Anzahl von Zielen die zwischen zwei auf
einanderfolgenden Beobachtungen liegende Pfeilerdrehung stets 
denselben Betrag hat, dann auch, weil beim Ausbleiben einzelner 
Ziele unvollständige Richtungssätze entstehen, deren Ausgleichung

1) Über die Untersuchung von Kreisteilungen siebe Schreiber, 
Untersuchung von Kreisteilungen mit zwei und vier Mikroskopen, in 
der Zeitschrift für Instrumentenkunde 1886, S. 1; ferner Helmert, 
Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate, 
2. Auflage, Leipzig 1907, 7. Kapitel: Beispiele über Teilkreise, Mikro
meter schrauben und Libellen; weiter Heuvelink, Bestimmung des 
regelmäßigen und des mittleren zufälligen Durchmesserteilungsfehlers 
bei Kreisen von Theodoliten und Universalinstrumenten, in der Zeit
schrift für Vermessungswesen 1913, S. 441.

2) Die Repetitionswinkelmessung wurde im 18.Jahrh. von Tobias 
Mayer in Göttingen erfunden. Die Fehler dieses Verfahrens sind be
handelt in Friebe, Über das Mitschleppen des Limbus und verwandter 
Fehler bei Repetitionstheodoliten, in der Zeitschrift für Vermessungs wesen 
1894, S. 333; ferner in Israel, Zur Theorie der einseitig wirkenden 
Instrumentalfehler an Repetitionstheodoliten, Borna-Leipzig 1912. Siehe 
auch Vogler, Abbildungen geodätischer Instrumente, Berlin 1892, S. 26.

3) Das Verfahren der Richtungsbeobachtungen wurde haupt
sächlich von Beseel und Struve ausgebaut (Bessel, Gradmessung 
in Ostpreußen, Berlin 1838).
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sehr viel Arbeit erheischt und endlich auch wegen des großen 
Gehilfenpersonals, welches dieses Verfahren verlangt. Da nämlich 
die s Zielpunkte eines Satzes unmittelbar nacheinander eingestellt 
werden, so sind gleichzeitig s Leuchtgehilfen notwendig.

Bei Netzen niederer Ordnung dagegen verwendet man mit 
großem Vorteil fast ausschließlich Richtungsbeobachtungen. Hier 
sind nämlich die Ziele wegen der kürzeren Entfernungen fast 
immer ohne Leuchtvorrichtungen sichtbar, so daß einerseits der 
große Gehilfenapparat wegfällt und andererseits vollständige Sätze 
beobachtet werden können, deren strenge Ausgleichung in einer 
einfachen Mittelbildung besteht1). Weiterhin wird bei der rascheren 
Erledigung eines Satzes die zwischen zwei benachbarten Beobach
tungen liegende Pfeilerdrehung annähernd konstant sein und da
mit aus dem Beobachtungsmittel aus beiden Fernrohrlagen hin- 
ausfallen, wie folgende Überlegung zeigt. Unter der Annahme, 
daß sowohl die Beobachtungen als auch die Pfeilerdrehung gleich
mäßig mit der Zeit fortschreiten und die zwischen zwei Nachbar
beobachtungen liegende Pfeilerdrehung d ist, hat man statt der 
richtigen Beobachtungen a in beiden Fernrohrlagen die folgenden 
gefälschten Beträge:

1. Lage:
2. Lage:

Die Beobachtungsmittel aus beiden Lagen sind also:

ar + (r — l)d, ... at -f (s — 1) d; 
aL + (2s— l)d, .. .ar -f- (2s—r)ö, . . . as -f s • d.
«i,

«1 + (S~ y) * ar + (S ~ Y) ^ + (S 2 ) Ó*

Jedes aus den Beobachtungen gewonnene Mittel ist also um den 
gleichen Betrag (s----d = c entstellt, welcher bei der Reduk

tion der Beobachtungen auf eine beliebige Nullrichtung entfällt, 
da allgemein:

= ak + (s — y) d(2) ak — ar

Heute verwendet man für die Winkelmessung im Netz erster Ord
nung fast ausschließlich die reine Winkelmessung im engeren Sinne1). 
Ein solches Verfahren, welches große Vorzüge besitzt, ist die durch 
General Schreiber2) in die trigonometrische Praxis eingeführte

“ ai<Pik

1) Siehe Seite 144 u. d. f.
2) 0. Schreiber, Anordnung von Horizontahvinkelbeobachtungen 

auf der Station, Zeitschrift für Vermessungswesen, 1878, S. 209-
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Winlcelmessung in allen Kombinationen. Dasselbe besteht in der 
Messung aller Winkel (ir) eines Strahlensystems (Fig. 203), welche 
sich nicht auf 360° ergänzen. Nun bil
det jeder der s Strahlen mit den s — 1 
übrigen einen Winkel; es sind also im 
ganzen s(s — l) Winkel vorhanden, wo- Ft 
von jedoch je zwei sich zu 360° er
gänzen. Die Anzahl der bei diesem Ver
fahren zu messenden Winkel ist also:

z = \ s(s — l).

Pz
Pi

\(ir)
Pr

Ps

(3) P,-i
Fig. 203.

Bei dieser Winkelmessung werden wie bei jeder Winkelmes
sung im engeren Sinne nur je zwei Ziele zusammengefaßt und in 
beiden Fernrohrlagen bei verschiedenen Kreisstellungen beobachtet. 
Durch die Beschränkung auf zwei Ziele wird die Messungsdauer 
eines ganzen Satzes im Vergleich zu einem Satz von Richtungs
beobachtungen wesentlich abgekürzt. Während dieser kurzen Zeit 
kann die Pfeilerdrehung, wenn sie nicht schon im Vergleich zu 
den Beobachtungsfehlern verschwindend klein ist, doch als mit 
der Zeit gleichmäßig fortschreitend angenommen werden, so daß, 
wie oben gezeigt, ihr Einfluß in den Winkeln nicht mehr enthal
ten ist.

Die Winkelmessungen in allen Kombinationen werden meistens 
für sich auf der Station ausgeglichen, hiebei in Richtungen zerfällt 
und als solche auch späterhin in die Netz
ausgleichung eingeführt.

Wir wollen für die sich sehr einfach 
gestaltende Stationsausgleichung zunächst 
s = 4 setzen (Fig. 204), führen aber die 
Rechnung so, daß sich das Ergebnis verall
gemeinern läßt. Zur Festlegung des Strahlen
systems genügt die Kenntnis der ausge
glichenen Winkel, welche die s — 1 letzten 
Strahlen mit dem Anfangsstrahl P0Pt ein
schließen. Wir sehen sie als die Unbekannten

Pt
M:

\A(l3)\\
tüX Iu); 1231

/ n

Pt -(34h

Fig. 804

[12], [13], [14]

an, welche aus den Beobachtungen

(12), (13), (14), (23), (24), (34) 

nach der Methode der kleinsten Quadrate abzuleiten sind. Zur
Timerding, Handbuch III 19
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Aufstellung der Fehlergleichungen drücken wir jede verbesserte 
Beobachtung als Funktion und zwar als Summe oder Differenz 
dieser Unbekannten aus. Dadurch finden wir die folgenden

Fehlergleichungen :
= (12) + %, 
= (13) + 0ia, 

[14] = (14) + *u, 
— (23) + ^23,

+ [14] = (24:) +
- [13] + [14] = (34) + *S4

[12]
[13]

(4)'
- [12] + [13] 
-112]

und hieraus die
Formalgleichungen : 

3 [12] — 1 [13] — 1 [14] = -f- (12)
(5) —1 [12] -{-3 [13] — 1 [14]==

— 1 [12]—1 [13]+ 3 [14]==

(23) (24)
+ (13) +(23) -(34),

+ (14) +(24) + (34).
Deren Summe ist:
(6) [12] + [13] + [14] = + (12) + (13) + (14).

Durch Hinzufügen dieser Summengleichung (6) zu den einzelnen 
Normalgleichungen erhält man der Reihe nach die Unbekannten:

[ 12] = 2 (12)+ (13)-(23)+ (14)-(24), 

[13] = ^(13) + (12) + (23) -f- (14) (34) ^

2(14)+ (12)+ (24)+ (13)+ (34)

(7)

[14] = 4

Nach diesen Gleichungen ist der aus Winkelmessungen in allen 
Kombinationen gewonnene, ausgeglichene Winkel das allgemeine 
arithmetische Mittel aus der direkten Beobachtung des Winkels und 
der ihn zusammensetzenden Summen und Differenzen, ivobei diesen 
das Gewicht 1 und der direkten Beobachtung das Gewicht 2 zu
kommt.

Zum selben Ergebnis kommen wir, wenn wir von vornherein 
vom allgemeinen arithmetischen Mittel ausgehen. Es liegt für 
jeden Winkel einerseits die direkte Beobachtung vor und anderer
seits läßt er sich (s — 2) mal als zweigliedrige Summe oder



hierin bedeuten die v die nach den Fehlergleichungen (4) zu er
mittelnden Beobachtungsverbesserungen. Der für alle Winkel 
(s. Gleichung (119) auf S. 39) gleiche mittlere Fehler nach der 
Ausgleichung wird:

, j/[ aa] = m "j/ == m(U) fi — m

V
oder:

/=+]/ 4 \yv\(12) s(s — 1) (s — 2 )

M = ! »(9)

Was die Frage nach den Gewichten anlangt, so ist, wenn pQ = 1 
das Gewicht des einmal beobachteten Winkels vorstellt, dasjenige 
des ausgeglichenen Winkels:

19*

[//'I = 4
2

11 11 s

Der mittlere Fehler einer einzelnen Winkelbeobach hing eines Satzes 
wird nun, da |s(s — l) die Zahl der Beobachtungen und s—1 
die Zahl der Unbekannten ist:

'-±V -±y[vv\ 2 [vv](10)
ł*(« — !) — (« — 1) (*-!)(*-2)
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Differenz von Winkeln darstellen. Ist nun das mittlere Fehler
quadrat der direkten Winkelbeobachtung m'2, so ist das der Summen 
oder Diflerenzen 2 m*. Demnach erhält der direkt beobachtete 
Winkel das Gewicht 2, wenn die zusammengesetzten Werte das 
Gewicht 1 besitzen.

Behandelt man die Gewichtsgleichungen, deren erstes System:

3 [cc] — [aß] — [«7] = 1,

— [ß«] + 3 [aß] — [ay] == 0,

— [ßß] — [aß] d- 3[«y] == 0

(8)

lautet, wie vorhin die Normalgleichungen, so ergeben sich die 
quadratischen Gewichtslco effizienten :
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Für gewöhnlich wird jeder Winkel nicht nur einmal, sondern in 
n Sätzen beobachtet. Dann wird, wenn m und p0 sich auch 
weiterhin auf den einmal beobachteten Winkel beziehen, der mittlere 
Fehler des ausgeglichenen Winkels:

m mtr
t* =(14)

V'i

m ist aber jetzt nicht mehr nach Gleichung (10), sondern nach 
der allgemeineren Beziehung:

'-±V ~+y2 \nvv\ 2 n\vv](15) m (s 1) (® 2) (s — 1) (s — 2)

zu berechnen, da in die Ausgleichung die Satzmittel aus je n Winkel
beobachtungen, also Größen mit dem Gewichte n eingeführt werden. 
Auch das Gewicht des ausgeglichenen Winkels wird nunmehr ein 
anderes, nämlich:

n ■ s
P"(16) 2

Da die sämtlichen ausgeglichenen Winkel einen Schenkel ge
meinsam haben und außerdem gleiche mittlere Fehler besitzen, so 
lassen sie sich auch als gleichgewichtige Bichtungen auffassen. Be
zeichnet m den mittleren Fehler einer einmal beobachteten Rich
tung, so ist nach dem bekannten Zusammenhänge (Seite 148, 
Gleichung (155) bis (156)) zwischen Winkeln und Richtungen:

-S-±v n[vv J(16 a)
(ß - 1) (s ~ 2)

Dem Mittel aus n Sätzen entspricht für die ausgeglichene Richtung 
der mittlere Fehler:

'-k-±V 2 [vhj(17) s (s — 1) (s — 2)

Das entsprechende Gewicht ist
n • s
~T’(18) p = n-s oder

je nachdem, wie bisher angenommen, dem einmal beobachteten
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vv

(")*
0,0
4,0
7,8
0,6

16,0
3,2
4,8

38,4
0,0
2,6

[w] = I 77,4

EndwerteBeobachtungen

(12) = 61° 23' 14"
(13) = 103 16 48
(14) =215 36 50
(16) = 297 43 22
(23) = 41 53 32
(24) = 154 13 35
(26) = 236 20 11
(34) = 112 19 51
(35) = 194 26 33
(45)= 82 06 34
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Winkel oder aber der einpaal beobachteten Richtung das Gewicht 1 
entspricht.

Das Gewicht der ausgeglichenen Richtung, wie auch dasjenige 
des ausgeglichenen Winkels ist zum Produkt ns aus der Zahl der 
Sätze und der Richtungen direkt proportional. Nun ist es für die 
nachfolgende Netzausgleichung eine große Vereinfachung der Rechen
arbeit, wenn alle dort eingeführten Richtungen vor der Ausglei
chung das gleiche Gewicht p besitzen. Mit Rücksicht darauf wird 
man für das ganze Netz das aus (18) hervorgehende p als eine 
Konstante betrachten und nach der jeweiligen Anzahl s von Ziel
punkten die Zahl der zu beobachtenden Sätze nach der Gleichung:

2 p(19) n =

bemessen.
Beispiel für die Ausgleichung einer Winkelmessung in edlen 

Kombinationen. Für ein System von vier Strahlen, für welches 
das Gewicht p der ausgeglichenen Richtung 20 sein soll, mögen 
die in folgender Zusammenstellung (Tab. l) enthaltenen Beobach
tungen vorliegen. Diese sind, da s — 5 Ziele vorliegen, Mittelwerte

_ 2p 8 Sätzen.aus n
Tabelle 1.Für die aus

geglichenen Werte 
ergeben sich nach 
den Gleichungen 
(7) die in der zwei
ten Spalte der Ta
belle enthaltenen 
Endwerte. In den 
beiden letzten 

Spalten sind für 
die Fehlerberech
nung die Beobach

tungsverbesse
rungen v undderen 
Quadrate gebildet. Der mittlere Winkelfehler der Gewichtseinheit 
(eines einmal gemessenen Winkels) wird nach (14) und (15):

'=+]/ 2 • 8 • 77,4 = ± 10",2m (5-l)(5-2)

und derjenige eines ausgeglichenen Winkels:
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10 ,2ff
v- — = ± 2",3.V 8 •

Die entsprechenden Richtungsfehler sind:

= ± 7",2 und p = = ± 1",6.m —
V* ]/2

Vielfach werden auch im Hauptnetz nur die Zwischenwinkel 
zwischen je zwei Nachbarstrahlen beobachtet. Für diese Beob
achtungsanordnung ist aber eine Überführung der Winkel in gleich- 
gewichtige Richtungen nicht möglich, so einfach sich hier auch 
die Winkelausgleichung auf der Station gestaltet, welche ledig
lich in der gleichmäßigen Verteilung des Stationswiderspruchs be
steht. Solche Winkelbeobachtungen werden daher wieder als Winkel 
in die Netzausgleichung eingeführt.

4. Grundlinien. Zur völligen Bestimmung eines Dreiecks
netzes ist neben den Dreieckswinkeln wenigstens eine ihrer Länge 
nach genau bekannte Seite notwendig. Da die Messung einer etwa 
40 km langen Dreiecksseite meist auf fast unüberwindliche Boden
schwierigkeiten trifft, so zieht man es vor, auf günstigem Boden 
eine kürzere Grundlinie oder Basis mit größter Sorgfalt zu messen 
und daraus mit Hilfe einer geeigneten Dreiecksverbindung, dem 
Basisnetz, die Länge der ersten Dreiecksseite trigonometrisch ab
zuleiten.

In der Grundlinienmessung hat eine besondere Entwick
lung1) stattgefunden. Man ging von den ursprünglich verwen
deten Basisapparaten mit Endenberührung auf die bimetallischen 
Apparate mit Intervallmessung2) über und von diesen wieder zu 
monometallischen Apparaten mit optischem Kontakt. In neuester 
Zeit haben auch die Invardrahtapparate wegen ihres verhältnis
mäßig geringen Preises und des ihnen eigenen sehr raschen Arbeits
fortschrittes ziemlich weite Verbreitung gefunden. Bei aller Aner
kennung ihrer Leistungsfähigkeit bleibt jedoch ihre Verwendung 
für erstklassige Messungen bedenklich, da sie an Genauigkeit von 
den modernen starren Apparaten entschieden übertrofien werden.

1) Siehe hiezu M. Gasser, Zur Entwicklung der Basisapparate 
und der Basismessungsmethoden, München 1907, sowie Westphal, 
Basisapparate und Basismessungen, Zeitschrift für Instrumentenkunde 
1885, S. 257 und 1888, S. 189.

2) Dieser Übergang ist hauptsächlich Borda, Reichenbach 
und Bes sei zu verdanken.
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Wir geben zunächst in kurzen Strichen die 
Einrichtung und den Gebrauch des BesseVsehen 

Basisapparates. Derselbe 
ist ein himetallischer Appa
rat mit Intervallmessung. 
Er besteht aus vier Stangen, 

j deren jede ungefähr 4 m 
lang und in einem Holz- 

] kästen untergebracht ist. 
Jede einzelne Meßstange be
steht selbst wieder aus zwei 
Teilen (Fig. 205 zeigt den 
Aufriß, Fig. 206 den Grund
riß): einer Eisenstange Fe, 
welche den eigentlichen 
Maßstal) vorstellt und aus 
einem Zinkstreifen Zn, wel
cher in Verbindung mit der 
Eisenstange ein Metallther
mometer bildet. Die linken 
Stangenendensinduntersich 
und mit einem in eine hori
zontale Schneide endigenden 
Stahlansatz St fest verbun
den, während das rechte mit 
einem Stahlprisma St' ver- 

a bundene Ende der Zink
stange frei ist; mit dem 
rechten Ende der unten 
liegenden Eisenstange ist 
ein Stahlprisma St" mit 

—fr zwei vertikalen Schneiden 
verschraubt. Der Abstand 
der äußeren dieser verti
kalen Schneiden von der am 

] anderen Stangenende befind
lichen Horizontalschneide 

] ist die Länge der Basis
stange. Bei einer Tempera
turänderung wird sich das 
rechte Ende des Zinkstrei
fens gegen die Eisenstange
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verschieben. Damit ändert sich auch der Abstand a zwischen der 
horizontalen Schneide des mit dem rechten Ende des Zinkstreifens 
verschraubten Stahlprismas St' und der vertikalen inneren Schneide 
des mit dem rechten Eisenstangenende verbundenen Stahlprismas 
St". Diese Änderung, welche mit einem Meßkeil Kx bis auf etwa

mm genau bestimmt werden kann, ist wegen der großen Ver
schiedenheit der Ausdehnungskoeffizienten für Eisen und Zink 
(1,1 • 10“5 gegen 2,9 • IO-5) ziemlich beträchtlich und ungefähr 
das 1 % fache der Ausdehnung der Eisenstange. Da nun der je
weilige Schneidenabstand a eine Funktion der Temperatur ist, so 
läßt sich bei bekanntem a umgekehrt die Temperatur 
bestimmen. Zur Ermittlung der Stangenneigung dient 
eine Schraubenlibelle.

Bei der Messung kommen die Stangen so auf Böcke 
liegen (Fig. 207), daß je 

zwei benachbarte En den gleiche 
Höhe besitzen und einander so 
nahe sind, daß ihr Abstand y 

(Fig. 206) mit einem Keil K2 gemessen werden kann1). 
Charakteristisch für die Basismessung mit Bessels Apparat 
ist auch die eine Ablotung ersetzende trigonometrische Fest
legung des Stangenendes gegen den Mittelpunkt einer Versicherungs
platte P in der aus Fig. 208 ersichtlichen Weise. Danach ist der 
Abstand des Stangenendes von der Versicherungsmarke:

a = btgß = ctg y.
Die zur Messungsrichtung senkrechten Entfernungen b und c, so
wie die in deren Endpunkten B und C liegenden Winkel ß und 
y sind hiebei mit großer Sorgfalt zu bestimmen.

Eine Basismessung mit einem Besselapparat geht etwa in 
folgender Weise vor sich:

1. Zuerst erfolgt die Vermarkung der Grundlinienendpunkte 
und deren zentrische Signalisierung durch Stangen oder Pyramiden;

2. hieran reiht sich die Bezeichnung der Geraden im Gelände 
durch Pflöcke und Signalstangen, welche durch ein Richtfernrohr 
eingewiesen werden;

3. die Grundlinie wird eingeteilt und die Zwischenpunkte 
werden versichert;

1) JTj und K2 müssen nicht unbedingt zwei verschiedene Keile 
sein. Durch die verschiedenen Zeiger soll nur die verschiedene Lage 
des Keils bezeichnet werden.

B

'Ą
b

--=Jp-g]p
ZU

Fig. 207.
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Fig. 208.
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4. es wird eine größere Anzahl von Böcken im voraus auf
gestellt ;

5. eine Stangenlage (4 Stangen) wird gelegt und eingerichtet;
6. nunmehr erfolgen die Aufschreibungen für diese Lage 

(Nummer der Lage, Keilablesungen, Libellenablesung, Witterungs
angabe) und hierauf wird wieder eine neue Lage gelegt und ein
gerichtet;

7. am Anfang und Ende jeder Teilstrecke sowie bei Beginn 
und Beendigung jeder Tagesarbeit ist die vorhin angegebene 
optische Lotung vorzunehmen.

Bei der Berechnung einer solchen Basismessung wird zunächst 
jede Stangenlange wegen der Temperatur verbessert, hierauf mit 
Hilfe der zugehörigen Libellenablesung auf den Messungshorizont 
projiziert und zur Summe dieser Projektionen die Summe der 
Schneidenabstände y sowie die Summe der bei der optischen Lo
tung erhaltenen Abstände a hinzugefügt. Das so erhaltene Ergebnis 
ist die Länge der Grundlinie im mittleren Messungshorizont, welche 
jetzt nur noch auf den Meeresspiegel zu reduzieren ist1).

Um ein annäherndes Bild von der Leistungsfähigkeit des 
Bessel’schen Apparates zu geben, führen wir in der folgenden 
Tabelle 2 noch die Ergebnisse der 1892 erfolgten vierfachen Mes
sung der Bonner Grundlinie an:

Tabelle 2.
Messungsergebnisse in m vv qmmv mm

1) + 0,20
— 1,45 
+ 1,29
— 0,03

2512, 927 47 0,04
2) 2,109 12
3) 6 38 1,66

0,007 70
Mittel 2512, 927 67 [v] = + 0,01 \vv\ — 3,80.

Die Fehlerberechnung (siehe Seite 127) ergibt folgendes:
m = + 1,12 mm = mittlerer Fehler einer einmaligen Messung 

der ganzen Länge,
m0 — + 0,71 mm = mittlerer Kilometerfehler der einmaligen Mes

sung,
g = + 0,56 mm = mittlerer Fehler des arithm. Mittels der ganzen 

Länge aus allen Messungen,
|a0 = + 0,35 mm = mittlerer Kilometerfehler des arithm. Mittels. 

1) Über diese Reduktionen siehe Seite 123 bis 125.
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Trotz dieser guten Ergebnisse haften Bessel’s Apparat einige be
denkliche Fehlerquellen an, besonders folgende:

1. findet ein Zurückweichen der Stangenenden durch den 
Keildruck statt;

2. ist bei stärkerer Bodenneigung ein Gleiten der Stangen 
auf den Böcken zu befürchten;

3. treten Temperaturungleichheiten der Eisenstange und des 
Zinkstreifens infolge des verschiedenen Wärmeleitungsvermögens auf.

Der vereinfachte Apparat von Ibaiiez ist ein 
Apparat mit optischem Kontakt und vermeidet daher 
die aus dem Keildruck entspringenden Fehler. Er be
steht aus einer einzigen vier Meter langen Eisen
stange mit einem umgekehrt T-förmigen, durch Kippen 
versteiften Querschnitt. An den Enden der Stange 

befinden sich zwei Strichmarlcen, deren Abstand die Stangenlange be
zeichnet. Außerdem trägt der Stab auch eine % m-Teilung. Die

Temperaturmes
sung erfolgt durch 
ein in die Eisen
stange eingelas
senes Quecksüber-

I

Fig. 209.

MiM> L
3L

7\ B B

aJ I j thermomcter, dessen
Kugel in Eisenfeil-
späne gebettet ist, 
während zur Nei
gungsmessung eine 

auf der Stange sitzende Libelle dient. Die wesentliche Neuerung 
aber besieht in der Anwendung von Mikroskopen mit lotrechten 
Achsen zum Festhalten der Stangenendpunkte ohne körperliche Be
rührung (Fig. 210).

Bei der Messung wird die Stange auf eingerichtete Böcke 
J?, B (Fig. 210) mit verstellbaren Köpfen gelegt, so daß die Strich
marken unter die beiden schon vorher aufgestellten und in die 
Messungslinie eingerichteten Mikroskope M1 und M2 zu liegen 
kommen. Vorher schon wurde Mt genau auf den Anfangspunkt 
A der Grundlinie eingerichtet, so daß jetzt der kleine Abstand 
zwischen diesem und der ersten Strichmarke mit der Mikroskop
schraube genau gemessen werden kann. M2 kann nun so weit 
verschoben werden, daß die Endstrichmarke der Stange in sein 
Gesichtsfeld kommt. Der Abstand dieser Marke von der Achse 
des zweiten Mikroskops läßt sich nun ebenfalls durch die Mikro
skopschraube messen. Bei dieser optischen Intervallmessung müssen

Fig. 210.
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die Mikroskopachsen durch Libellen genau lotrecht gehalten werden. 
M1 und M2 sind auf etwas seitwärts stehenden Stativen exzentrisch 
aufgebracht, damit die Stangenenden unter ihnen Platz finden. Ist 
auch die Libelle und das Thermometer abgelesen, so wird bei unver
änderter Stellung der Mikroskope die Basisstange so in ihre nächste 
Lage gebracht, daß die Anfangsmarke unter M% liegt. My wird jetzt 
über der Stangenendmarke aufgestellt und nun können wieder die 
Abstände der Strichmarken von den beiden lotrechten Mikroskop
achsen gemessen werden usw. Da die Stange keinen Schutzkasten 
besitzt, erfolgt die Messung im Schatten eines Zeltes. Die Be
rechnung einer mit dem Apparat von Ibanez gemessenen Grund
linie erfolgt wie beim Bes sei’sehen Apparat, nur daß an Stelle 
der Keilangaben die mikroskopisch gemessenen Abstände treten1).

Ist bei diesem Apparat der Fehler durch den Keildruck ver
mieden, so bleibt immer noch der sehr bedenkliche Einfluß der 
Temperaturfehler übrig.

Im Eisstangenapparat von Woodward hat man sich auch 
davon unabhängig gemacht. Derselbe ist, wie auch der von 
Ibanez ein monometallischer Apparat und besteht aus einer 5 m 
langen Stahlstange mit rechteckigem Querschnitt. Die Endstrich
marken liegen hier auf zwei Platinplättchen Pt (Fig. 211), 
welche in die neutrale Faserschicht der Stange eingelassen sind.

Ein die Stange enthaltender 
Tragkasten mit Y- förmigem 
Querschnitt (Fig. 212) sitzt auf 
den Achsen von Rädern iü, R, 
so daß die Fortbewegung der 
Stangen auf Schienen erfolgen 

kann. Damit kann der Apparat sehr bequem unter die isolierten 
Mikroskope gebracht werden. Bei der Messung liegt die Stange in 
gepulvertem, schmelzenden Eis, so daß die Temperatur immer 0° ist. 
Dadurch wird die schlimmste Fehlerquelle einer Basismessung, näm
lich der Einfluß der wechselnden Temperatur, ausgeschaltet.

Wie schon erwähnt, haben in letzter Zeit die Invardraht- und 
Bandapparate2), welche in manchen Fällen die starren Apparate

1) Siehe hiezu C. Koppe, Der Basisapparat des General Ibanez 
und die Aarberger Basismessung, Zürich 1881.

2) Die Invarbänder finden hauptsächlich in Nordamerika Verwen
dung. Längenmessungen mitlnvardrähten wurden in den letzten Jahren in 
Preußen durch das Kgl. Preuß. Geodätische Institut und die trigonome
trisch e Abteilung der Landesaufnahme ausgeführt. Siehe auch Dr. Gasser, 
Eine Basismessung mit Invardraht, Mikroskop und Lupe, München 1907.

Pt
R R

+
Fig. 211. Fig. 212.
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mit Vorteil ersetzen, weite Verbreitung gefunden. Das Invar ist 
eine Nickelstahllegierung, deren Ausdehnungskoeffizient rund 
1 • 10-6, also nur Yio desjenigen von Platin und Stahl ist. Die 
Verwendung dieses Materials ermöglicht es, dem Temperaturfehler 
seinen gefährlichen Charakter zu nehmen, da hier einer Tempe
raturunsicherheit von 10 nur mehr 1 mm Längenfehler auf 1 km 
entspricht. Der Grundgedanke aller dieser Apparate besteht darin, daß 
bei konstantem Zug an den Draht- oder Bandenden, der durch eine 
Federwage geprüft werden kann, zwei an den Apparatenden aufge
brachte Marken (Nullstrich einer feinen mm-Teilung) nach Berück
sichtigung der Temperaturverbesserung und der wegen verschiedener 
Höhe der Apparatenden nötigen Neigungsverbesserung stets den 
gleichen Abstand besitzen. Die Länge des Apparates beträgt selten 
weniger als 25 m. Zur Messung werden Spannstative und isolierte 
Markenträger, die um die Apparatlänge voneinander abstehen, 
benützt. Zeigt die Federwage die richtige Spannung (meist 15 kg 
bei 25 m Länge) an, so wird die Stellung der Strichmarken der 
isolierten Träger auf den beiden Teilungen an den Apparatenden 
mit der Lupe bis auf Yio mm wiederholt abgelesen, außerdem 
auch die Temperatur und der Höhenunterschied zweier Nachbar
marken bestimmt. Damit sind im großen und ganzen die Unter
lagen für die Grundlinienberechnung gewonnen.

Diese Apparate besitzen den starren Apparaten gegenüber 
einige Vorteile:

1. vor allem sind sie sehr einfach und billig und ermög
lichen einen sehr raschen Arbeitsfortschritt;

2. sind wegen der größeren Apparatlänge viel weniger Sta
tive nötig; es wird also die durch unvermeidliches Herumtreten 
entstehende Bodenschwankung, welche sich auf die Markenträger 
und damit auf die Ablesungen überträgt, nicht so oft im End
resultat enthalten sein wie bei Verwendung der kürzeren Stangen
apparate.

Dagegen besitzen sie diesen gegenüber auch einige Nachteile, 
welche sie den modernen starren Apparaten nicht ganz gleich
wertig erscheinen lassen, wenn es sich um die Erzielung höchster 
Genauigkeit handelt.

Diese Nachteile sind hauptsächlich folgende:
1. die Länge neuer Invarapparate ändert sich bei Erschütte

rungen manchmal sprungweise um merkliche Größen. Durch starke 
künstliche Erschütterungen vor der Apparateichung kann man 
zwar, wie es scheint, diesen Übelstand beheben; die Untersuchungen



darüber können aber noch nicht als abgeschlossen betrachtet 
werden;

2. der Einfluß des Windes auf die Lage des Drahtes, be
sonders aber des Bandes, ist kaum zu ermitteln und es ist frag
lich, ob — besonders bei wechselndem Wind — die Reibung 
zwischen Apparat und Unterlage immer die gleiche ist, so daß 
tatsächlich derselben Angabe der Federwage auch immer der 
gleiche Zug entspricht.

Die Fehler der Grundlinienmessung lassen sich in unregel
mäßige und in regelmäßige trennen. Zu den unregelmäßigen Fehlern, 
welche mit der Wurzel aus der Länge fortschreiten, gehören die 
Temperaturfehler, sofern sie nicht systematischen Charakter be
sitzen, Ablesefehler, das Gleiten der Stangen, die Fehler der Nei
gungsmessung, der Einfluß der Bodenbewegung und die Lotungs
fehler. Ferner ist ein rein zufälliger Fehler das Ausweichen der 
Stangen aus dem Messungsprofil; sein Einfluß auf die Basislänge 
aber ist vollkommen einseitig, weil er das Ergebnis stets ver
größert. Da er auch nicht leicht bestimmt werden kann, so bleibt 
nichts anderes übrig, als daß man ihn durch möglichst scharfes 
Einrichten der Stangen von vornherein in so engen Grenzen hält, 
daß er unterdrückt werden darf. Zu einem Richtungsfehler da — 3' 
und einer Stangenlange l — 5 m z. B. gehört ein Längenfehler
dl — — = ~rr mm. Das macht, wenn stets dieser Fehler

2 \ Q / 1000
begangen wird, auf 100 km erst 4 cm aus. Kennt man aber den 
mittleren Richtfehler ma etwa aus besonderen Versuchen, so kann 
man ausgehend von
(21) dl =

den bestimmten Fehler dL der Basis L, welcher dem Ausweichen 
aus der Geraden entspricht, berechnen. Derselbe ist:

l . [(«*«?]■(22) dL = [dl] =
2(P)

Nun ist aber nach der Definition des mittleren Fehlers:
[(d«')2] =

wenn im ganzen v Stangen gelegt werden und ma den beim Ein
richten der Stangen begangenen mittleren Richtungsfehier bedeutet; 
es wird daher der bestimmte Fehler:

(23)

-£&)■v ■ l(24) dL = m 4a

I. Die Kugel als Projektionsfläche. Aufgaben der Landesvermessung 301

€'
1 -



C. Höhere Geodäsie302

Dieser stets positive Betrag dL wäre von der gemessenen Länge 
zu subtrahieren, um diese vom einseitigen Einfluß des Ausweichens 
aus der Geraden zu befreien.

Die regelmäßigen Fehler rühren hauptsächlich von einer 
unrichtigen Stangenlange her und nehmen proportional mit der 
Länge zu. Trifft auf jede von n Lagen der unregelmäßige mittlere 
Fehler mu und der regelmäßige mr, so ist der mittlere Gesamt
fehler der ganzen Länge:

= ]/«»»* + nLmlr — ~]/n Y m\ + n■

Der unregelmäßige Fehler läßt sich aus Doppelmessungen der a 
Basisteilstrecken s ableiten. Ist der bei einer Doppelmessung auf
tretende Widerspruch d, so wird der mittlere unregelmäßige Fehler 
m0 der einfach gemessenen Längeneinheit, als welche hier meist 
das km gewählt wird:

(25) m

/

V®(26) •»„ — ±

Der mittlere unregelmäßige Fehler der einmal gemessenen, ganzen 
Grundlinie von der Länge X ist dann:

mu = mo VL-
Die regelmäßigen Fehler bleiben bei der Basismessung ver

borgen, wenn nicht Anschlüsse an andere Dreiecksnetze mit unab
hängigen Grundlinien zum Vergleich herangezogen werden oder die 
zu bestimmende Grundlinie mit verschiedenen Apparaten gemessen 
wird. Es ist daher notwendig, die Länge der Basisstangen durch 
Vergleich mit einem Normalmaßstab auf das genaueste zu bestimmen. 
Die dazu nötige Hilfsvorrichtung ist der Längenkomparator, welcher 
in den verschiedensten Konstruktionen ausgeführt wird. Wir müssen 
darauf verzichten, auch nur die wichtigsten darunter mit all ihren 
Feinheiten1) zu beschreiben, möchten aber doch an einem einfachen 
Komparator für Endmaßstäbe den Grundgedanken dieser Vergleichs
einrichtungen erläutern.

(27)

1) Ein für erstklassige Messungen bestimmter Längenkomparator 
findet sich beschrieben in dem Aufsatz von Fr. Kühnen, Der Kom
parator für Basisapparate im Geodätischen Institut zu Potsdam, Zeit
schrift für Instrumentenkunde 1918, S. 1 u. d. f.
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Zwei Eichenpfosten P1, P2 (Fig. 213) werden etwas mehr als 
eine Stangenlange voneinander entfernt, tief in den Boden gerammt 
und mit fest aufgeschraubten Stahlwinkeln W1, W2 versehen. Die
selben besitzen eine horizontale und eine lotrechte Schneide, deren Ab
stand die Komparatorlänge K bezeichnet, welche während der Dauer 
der Abgleichung unveränderlich bleiben soll. Zwischen beiden

k---
1*4

fVi j i-

K

rri
L3

....
ca^rn

ÜU

Pi Pt
w,. ’W/, WÏÏWMW/, MPa

i
ca 2m

V
Fig. 213.

Pfosten, an deren Stelle auch Mauerwerk treten kann, ist ein iso
lierter Steg, die Komparatorbank, so hoch gebaut, daß die schnei
denförmigen Enden der auf ihm liegenden Stange den Kompara
torschneiden in gleicher Höhe gegenüherliegen.

Die nächste Aufgabe bei einer solchen Längenabgleichung 
ist die Bestimmung der jeweiligen Komparatorlänge mit Hilfe 
eines Endmaßstabs von bekannter Gleichung:

M = (1 + c -f- cct)m,

wo M den Schneidenabstand, c die absolute Maßstabverbesserung 
und at die Temperaturverbesserung bedeutet. Dieser Maßstab, 
dessen Länge nach Gleichung (28) für jede Temperatur bekannt ist, 
wird nun auf der Komparatorbank in der aus Fig. 214 ersichtlichen 
Weise wiederholt abgeschoben. Er wird zunächst in der Verb in
dungsgeraden der beiden Komparatorschneiden so aufgelegt, daß 
seine vertikale Schneide der horizontalen Schneide von Wx nahe 
gegenübersteht, worauf an die andere horizontale Maßstabschneide 
ein Hilfsprisma HPX aus Stahl mit lotrechter Schneide ange- 
geschoben wird (Fig. 214,1)). Hierauf wird der kleine Schneidenab
stand d' mit dem Keil gemessen, die Maßstabtemperatur abgelesen, 
HP, fest auf die Bank gedrückt, der Maßstab weggenommen

(28)
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Fig. 214.

kleiner Zwischenraum d", welcher wieder mit dem Keil ge
messen wird.

Für einen 4 m-Komparator erhält man durch wiederholtes 
Abschieben eine Reihe von Einzelwerten K:

Kx = (4 -f- 4c -j- 4afj)»! -+- -f c71"

A2 = (4 -f- 4 c -f- 4 a 72) w -}- cïj -f* (7(29) i

jf„ - (4 + 4c + 4«0» + <*. + C-

Daraus findet man den wahrscheinlichsten Wert K der Komparator
länge als das arithmetische Mittel:

1 *'=»
W i = 1

(30)

Jetzt erst wird die abzugleichende Stange eingelegt (Fig. 213) und 
die Messung der übrigbleibenden Schneidenahstände <T und 6" hei 
möglichst verschiedenen Temperaturen durchgeführt. Ist x die abso
lute Maßstabverbesserung der Meßstange und ß ihr Temperatur
koeffizient, so liefert jede Messung eine Gleichung zur Bestimmung 
von x und ß von der Form:

K = 4 -F x + 8' -j- ö" + 4ßt,(31)
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und an seine Stelle ein zweites Hilfsprisma HP2 mit horizontaler 
Schneide an das unverändert liegende Prisma HPX herangeschoben 
(Fig. 214,2)). Wenn nunifi^ weggenommen wird, so kann der Maß
stab in seiner zweiten Lage (Fig. 214, 3)) an HP2 angereiht werden 
und es kommt auf diese Weise jetzt das linke Maßstabende an 
die Stelle, wo ursprünglich das rechte Ende war. So wird weiter 
abgeschoben und zum Schluß der Messung bleibt zwischen der 
rechten Maßstabschneide und dem rechten Komparatorende ein
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wo alles in m ausgedrückt ist; also ist auch:
(31*)
Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen hat den Charakter 
einer Beobachtung und soll zur Abkürzung = Ï gesetzt werden. 
Ist vi die Verbesserung der Beobachtung so erhalten wir die

Fehlergleichungen :

» + = h +
X -\- 4:t2ß = l 2 + V2,

x + 4 tß = K - 4 — 8' — 8".

(32)

* +
deren weitere Behandlung nach der Methode der kleinsten Quadrate 
die wahrscheinlichsten Werte von x und ß liefert.

Gehört die abgeglichene Stange zu einem Bessel’schen Basis
apparat, so kann man gleichzeitig auch die Konstanten der Glei- 
chwng des Metallthermometers bestimmen, wenn nur noch bei jeder der 
vorher ausgeführten Messungen der Schneidenabstand a (Fig. 206) 
mit abgelesen wird. Wie leicht einzusehen ist, läßt sich die je
weilige Stangenlange l mit Hilfe von a durch eine Gleichung von 
der Form:

l = c -f- Ca = 4r —[— c —{— Ca

ausdrücken. In dieser Gleichung sind die Konstanten c bzw. c und C 
noch zu bestimmen. Nach den Komparatorbeobachtungen ist die 
Stangenlange l = K — 8' — à"; also wird c -j- C • A == h — 4 — 
8' — 8". Die rechte Seite dieser Gleichung ist mit der rechten Seite 
von Gleichung (31*) identisch, also = Ï. Daher ergeben sich zur 
Bestimmung von c und C die

(33)

Fehlergleichimgen :
Ć -f Ca1 = l\ + vx, 
c + Oa2 = l\ -f v2,(34)

c + Can == l'n + vn
aus denen die gesuchten Größen durch Ausgleichung gefunden 
werden.

5. Vergrößerungsnetze und Fehlerfortpflanzung 
in Dreiecksverbindungen. Das Basis- oder Vergrößerungs
nets verbindet die direkt gemessene Grundlinie mit der ersten Seite

20Timerding, Handbuch XIX
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des Hauptnetzes ; es kann im einfachsten Falle aus einem einzigen 
Dreieck bestehen; in der Regel aber stellt es eine Verbindung von 

Dreiecken vor. Für die aus der Basis trigono
metrisch abgeleitete erste Hauptdreiecksnetzseite 
ist die Form des Vergrößerungsnetzes nicht gleich- 
giltig, da der Einfluß der Winkelbeobachtungs- 

a fehler auf die abgeleitete Seite mit der Netzform 
wechselt. Wir fassen zunächst ein einzelnes Drei
eck ins Auge.

In dem A AB C (Fig. 215), in welchem die Ausgangsseite 
AB=b0 und die Winkel 1 und 2 durch Messung bekannt sind, ist:

i. ł sin 2

*
Wenn 1 und 2 voneinander unabhängige, unveränderte Beob
achtungen mit dem mittleren Fehler g bedeuten, so wird nach 
dem bekannten Verfahren der mittlere Längenfehler der abge
leiteten Seite b1:

C

A

2B' *o
mg. 215.

(35)

'(&j) — \ + C22>

wo zur Abkürzung ctg 1 = cx und ctg 2 = c2 gesetzt ist. Wird 
dieser absolute Längenübertragungsfehler m (bx) durch bx dividiert, 
so ergibt sich für diese Seite der relative Längenübertragungs fehler :

(*'(»,) - 4 WW-

(36) m

(37) y
Man sieht daraus, daß der Längenübertragungsfehler von der Drei
ecksform abhängt und sehr groß wird, wenn die der gegebenen und 
abgeleiteten Seite gegenüberliegenden Winkel 1, 2 in der Nähe von 
0° oder 180° liegen. Die weitere Untersuchung zeigt, daß für ein
beliebiges gefordertes Vergrößerungsverhältnis v — ^

jenige Vergrößerungsdreieck das günstigste ist, in welchem der 
Gegenwinkel 2 der abgeleiteten Seite 90° ist. Hiefür wird:

g (&i)min = y V‘V2 — 1 •
Daß, wie hier angenommen, die unveränderten Dreieckswinkel 

zur Rechnung verwendet werden, kommt nur bei untergeordneten 
Zwecken vor. Bei allen genaueren geodätischen Arbeiten wird 
auch der dritte Dreieckswinkel 3 gemessen und erst nachdem der 
Dreieckswiderspruch gleichmäßig auf die meist gleichgewichtigen

immer das-
&o

(38)



90° 00'
99 17

100 39
100 42
100 28 
98 20
96 38
95 28
94 37
94 01
93 30
93 08
92 50

Vergrößerung1 Günstigster 
Winkel 2v

Winkel verteilt ist, werden dieselben in die weitere Rechnung ein
geführt. Die abgeleitete Seite b1 ist jetzt eine Punktion der aus
geglichenen Beobachtungen 1, 2, 3 und nach der Theorie der 
Ausgleichung bedingter Beobachtungen wird der relative Längen
fehler von b1 nunmehr:
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f*0i) -7 Vyfe* + C1c! + ci)-
(39)

Fragt man jetzt bei vorgegebener Vergrößerung y nach der günstig
sten Form des Übertragungsdreiecks, zu dem jtt(61)min gehört, 
so zeigt sich eine Abhängigkeit von der Vergrößerung. Die ana
lytische Untersuchung1), welche davon ausgeht, daß (c12 + c1c2-{-c22)

sin 2 
sin 1

kleinsten Werte zu machen ist, liefert zur Berechnung des günstig
sten Gegenwinkels 2 der abgeleiteten Seite den Ausdruck:

unter Berücksichtigung der Nebenbedingung v == zu einem

i + p* \ 
yi -f vî -)- vv

(40) C2

Tabelle 3. nach welchem Winkel 2 als Drei
eckswinkel stets im zweiten Qua
dranten liegen muß. Der zahlen
mäßige Zusammenhang zwischen 
Vergrößerung und günstigstem 
Winkel 2 ist aus der nach Glei
chung (40) berechneten Tabelle 3 

günstigster*2

ioo°-

95°

90° ~5 10
Mg. 216.

ersichtlich. Der graphische Auftrag dieser Zahlen (Fig. 216) zeigt 
am besten, daß der günstigste Winkel 2 mit wachsender Ver
größerung erst rasch zunimmt und für v — 1,62 seinen größten

1) Siehe hierüber Näbauer, Seitenvergrößerung und günstigste
Dreiecksform, Zeitschrift des Vereins der Höheren Bayerischen Ver
messungsbeamten, Bd. XV, 1911, S. 65.
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= 100° 45" erreicht. Für stärkere Vergrößerungen 
nimmt er erst wieder rasch, dann langsamer ab.

Besitzen die Winkel 1, 2, 3 verschiedene Gewichte , p2, p3, 
so wird der Längenübertragungsfehler auch davon abhängig und 
man findet dafür: .

Wert 2 max

(‘W “ f ]/Gr+1") h( £i___
Pi Pi

(41)

Die in diesem Ausdruck enthaltene Verbindung der Winkelkotan
genten mit den zugehörigen Gewichten ermöglicht es, dem schäd
lichen Einfluß zu spitzer oder stumpfer Winkel durch Verstärkung 
der entsprechenden Winkelgewichte zu begegnen1).

Wir gehen nun auf die Fehlerfortpflanzung in Dreiecksver
bindungen über und betrachten dieselbe zunächst ganz allgemein,

ohne vorerst die Basisnetze in 
den Vordergrund zu schieben.

Ist bn (Fig. 217) die letzte 
und b0 die erste Seite einer Drei
eckskette, in deren einzelnen 
Dreiecken je sämtliche Winkel 

G gleich genau gemessen und auf 
die theoretische Winkelsumme 

abgeglichen sind, so läßt sich bn mit den in der Fig. 217 enthal
tenen Bezeichnungen als Funktion der ausgeglichenen Winkel dar
stellen; es ist nämlich:

FC
L!D V .

4
2

31
3j\f*3 

bo A
■i EB1

Fig. 217.

sin 2, sin 22 .. . sin 2n 
n 0 sin 1, sin 12 . . . sin ln

Daraus findet man nach den Regeln der Ausgleichungsrechnung 
den mittleren relativen Ubertragungsfehler der Endseite bH:

(12)

pW = fj/ffe2] + M + hsß-(43)

1) Helmert hat sich in seinen Studien über rationelle Ver- 
messsungen im Gebiete der höheren Geodäsie (Zeitschrift für Mathem. 
u. Physik, 1868, S. 163) mit der Frage beschäftigt, wie bei konstanter 
Gewichtssumme, d. h. bei gleicher Gesamtarbeit die Wiederholungs
zahlen auf die einzelnen Winkel zu verteilen sind, damit der Über
tragungsfehler möglichst klein wird. Er erhält jedoch für die gün
stigsten Wiederholungszahlen Formeln, die praktisch nicht streng zu 
gebrauchen sind, da sie für einen der Winkel immer eine negative 
Beobachtungszahl geben.
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Sind alle Dreiecke der Kette ähnlich, so werden alle entsprechen
den c gleich und es entsteht aus g(bn) der besondere Wert:

Mo (bn) = V«.
In einer Kette mit ähnlichen Dreiecken schreitet nach dieser 

Gleichung der relative Längenfehler mit der Wurzel aus der zur 
Seitenahleitung verwendeten Zähl von Dreiecken fort.

Für die Beurteilung der Genauigkeit einer Dreieckskette 
kommt im allgemeinen neben der Längen Unsicherheit der Dreiecks
seiten auch deren mittlere Richtungsunsicherheit in Betracht. Ist cc0 
der Richtungswinkel von b0 und un derjenige von so läßt sich 
schreiben:

(44)

i = n
= «„ + [± 3,] + r • 180» + [©]

i = 1
(45) «»

wo die («) kleine Verbesserungen sind, die zum Übergang auf den 
sphärischen Gegenrichtungswinkel dienen1). Da einer Änderung 
von « in (a) eine solche von der nächst höheren Ordnung entspricht, 
so kann für die vorliegende Fehleruntersuchung [(«)] als konstant 
gelten; damit wird:

i — n
(46) — [+ 3,] -f C,

t = 1an

worin C eine Konstante ist. Bezeichnet jetzt m. den mittleren 
Fehler des ausgeglichenen Dreiecksivinkels und ma den mittleren 
Richtungsfehler von hn, so wird, da die einzelnen Winkel 3f von
einander unabhängig sind:

Yn.(47) m . = m
an

Nun ist bekanntlich der mittlere Winkelfehler nach der Ausglei
chung gleich genauer Dreieckswinkel:

--Vt-(48) m

wenn, wie bisher, g den mittleren Winkelfehler vor der Ausglei
chung bedeutet. Danach wird aber:

» = (*1/1» = 0,8165 g Yn-(49) ma

Wir sehen also, daß der Richtungsübertragungsfehler von der

1) Siehe hierüber später Seite 332, Gleichung (126).
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Form der Übertragungsdreiecke unabhängig ist und für gleich ge
naue Winkelbeobachtungen mit der Wurzel aus der Zahl der zur 
Ableitung verwendeten Dreiecke fortschreitet.

Wie kann man nun in langen Dreiecksketten die Übertragungs
fehler in zulässigen Grenzen halten?

Der Längenübertragungsfehler läßt sich dadurch wirksam ein
schränken, daß man in geeigneten Abständen (200—300 km)

direkt gemessene Grundlinien 
einschaltet. Dem ungemessenen 
Anwachsen des Richtungsüb er- 
tragungsfchiers hingegen kann 
dadurch eine Grenze gesetzt 
werden, daß ab und zu die Rich
tung einer Dreiecksseite unab
hängig von den Dreiecksbeob- 

W achtungen aus astronomischen 
Azimutbestimmungen1) ermit
telt wird.

Zur Erläuterung der vorstehenden Ausführungen soll ein 
Zahlenbeispiel dienen, welches sich auf einen Teil der im letzten 
Jahrzehnt neugemessenen südbajerischen Dreieckskette2) in 48° 
Breite bezieht. Dort ist die altbayerische Grundlinie München-

Aufkirchen (b0 in Fig. 218) 
mit der etwa 115 km entfern
ten württembergischen An
schlußseite Roggenburg—An
ger (bw) mit Hilfe der Zwi
schenpunkte Mittbach, Wen
delstein, Peißenberg, Alto
münster, Stauffersberg durch 
sieben Dreiecke verbunden, 
aus deren Widersprüchen sich 
dermittlere Winkelmessungs

fehler g = + 0r,347 findet. Zur Ableitung von fi(bn) nach Gl. (43) 
brauchen wir die genäherten Werte der Winkel 1 und 2, welche 
in Tabelle 4 zusammengestellt sind. Daraus berechnet man:

St Al
Au

y,R
5 Mü6

4 2
bn 37

P
Ae

Fig. 218.

Tabelle 4.

1) Azimutbestimmungen gehören in die astronomische Ortsbe
stimmung.

2) M. Schmidt, Die südbayerische Dreieckskette {Sitzungsberichte 
der mathem. physikalischen Klasse d. K. Bayr. Akademie der Wissen
schaften, Band XXXYI, 1906, Heft 1).
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[cx2] = + 1,59 427,
[c22] = + 3,99 696,

[CjCg] = -f 1,25 272.

Die weitere Rechnung liefert den relativen Längenübertragungs
fehler der Anschlußseite Roggenburg—Änger zu:

(i(bn) = 3,594 • IO“6.

Das gibt für die 62,21 km lange Seite eine mittlere Längenun
sicherheit:

(50)

(51) »(O - K ■ KK) — ± 22>4 °m-

Der mittlere Richtungsfehler derselben Seite wird nach Gl. (49) 

= ± 0,8165 j/7 • 0,347" = ± 0",75.(52) mca n

Diesem Betrag entspricht eine seitliche Verschwenkung des einen 
Endpunktes der Seite um 4; 22,6 cm.

Wir wenden uns nun wieder dem Basisnetz zu, für welches 
ausschließlich der Längenübertragungsfehler von Bedeutung ist.

Wenn ein einziges Dreieck mit Rücksicht auf die ungünstige 
Fehlerfortpflanzung beim Auftreten zu spitzer Winkel nicht mehr 
reicht, um aus der Grundlinie die 
erste Hauptdreiecksseite abzuleiten, 
kann man beide Linien durch eine 
Kette von allmählich größer wer
denden Dreiecken so miteinander 
verbinden, daß die Grundlinie bQ 
zur kleinsten Seite des ersten und 
die erste Hauptdreiecksseite bn^ zur 
größten Seite des letzten Dreiecks 
wird. Wenn möglich, wird wie in 
Fig. 219 die Kette so als offenes 
Kranzsystem angeordnet, daß in 
dessen Zentrum b0 und bn einen c 
gemeinsamen Endpunkt A besitzen.
Wie leicht einzusehen, werden da
durch mehrere Instrumenten auf- 
stellungen erspart.

Hinsichtlich des Längenübertragungsfehlers dieser Verbindung 
gelten die bei der allgemeinen Fehlerbetrachtung der Dreieckskette 
gewonnenen Gleichungen (43) und (44).

F

E

bn
D

3

2

1B Fig. 219.



312 C. Höhere Geodäsie

Das günstigste unter allen Vergrößerungsnetzen ist im allge
meinen das rhombische Basisnetz. Hier ist die abgeleitete Seite b 
(Fig. 220) die lange Diagonale eines nahezu rhombischen Vierecks 
ADBC, dessen kurze Diagonale die gemessene Grundlinie &0 bildet.

^ 1, 2, 3 und 1' 2' 3' seien
! die nach der Methode

l

... bn-------------------

C
der kleinsten Quadrate 
ausgeglichenen Drei
eckswinkel und pt, ,

F Ps bzw. pt\ p2', p3' die 
zugehörigen Beobach
tungsgewichte. Fassen 
wir ADB C zunächst als

' 1

yE0^ T*

...i. Fig. 220. Viereck auf, dessen Dia
gonale b1 nahezu mit der 

Mittelsenkrechten der Grundlinie zusammenfällt, so wird sich 
bx von der Summe der Dreieckshöhen h -j- h' nur wenig unter
scheiden, jedenfalls so wenig, daß der mittlere Fehler von b1 mit 
dem mittleren Fehler von h -j- h' unbedenklich vertauscht werden 
kann. Bis auf Größen höherer Ordnnng ist daher:

(5X) = m(h -f- h').
Außerdem kann bei obiger Annahme für die Fehlerbetrachtung 

2 = 3 = 90 — £ <£ 1 und 2' — <£ 3' = 90 - \ ^ 1'
gesetzt werden.

Nun sind die Dreieckshöhen Funktionen der ausgeglichenen 
Dreieckswinkel, nämlich :

D

(53) m

sin 2' sin 3'sin 2 sin 3(54) , Ji = bh = b sin 1'sin 1
oder:

, sin2 2 7 / , sin2 2'
0 —-----— , h = 0 —-----TT •

sin 1 7 sin 1

Für die mittleren Fehler m(h), m(h') dieser Funktionen ergibt 
sich nach der Ausgleichung bedingter Beobachtungen:

(54) h =

i(55) m
*Pi + +Ps

und:
1(56) m hi + Pt +P*'

Da hierin p2 und ps sowie p%, p3 gleichwertig auftreten, setzen wir



sie paarweise gleich:
(57) Pi = Ps\
d. h. wir nehmen an, daß die Winkel 2 und 3 gleich oft und 2' 
so oft wie 3' beobachtet worden seien. Dann ergibt sich zur Be
stimmung des absoluten Längenübertragungsfelilers w (61) die 
Gleichung:

Pi =Pz,

m2(61) = (A) -f- m3(Ji)(58) m
oder:

A'*A*<*>-(?)*(■
■(59) (4Ä + 2ä) ' sin*/(4p/ -f 2p/)

Nun seien weiterhin beide Höhen gleich und die Basiswinkel in 
beiden Dreiecken gleich häufig gemessen, so daß wenigstens für 
die Fehlerbetrachtung auch:

h = K =

(60) 2 = 3 = 2' = 3',

Pi = Pa = K =

gesetzt werden kann. Dann bekommen wir für den absoluten 
Längenübertragungsfehler im Rhombus:

2/t*2M-Cf)2m 2 • sin*l • (2p, -f-pt)
und:

1mÇbi)(61)
P sinl‘[/2p1 4-Pj

Der entsprechende relative Übertragungsfehler ist:
1(62)

P siniy2p1 -f p,
Dieser Ausdruck wird um so kleiner, je größer pn je häufiger also 
die spitzen Winkel bei C und D gemessen werden. Unter der 
Voraussetzung, daß A BBC wirklich ein Rhombus ist, ist es nach 
Gleichung (62) am zweckmäßigsten, die ganze Winkelmessungs
arbeit auf die genaue Bestimmung der spitzen Gegenwinkel der 
Grundlinie zu verwenden1). In Wirklichkeit wird man aber auch

1) Snellius hat schon am Anfang des 17. Jahrhunderts das 
rhombische Basisnetz als das günstigste erkannt und verwendet. 
200 Jahre später kam Sch werd auf dieselbe günstigste Netzform und 
fand durch theoretisch-empirische Betrachtung den Satz, daß die Ge-
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die Basiswinkel einigemal beobachten, schon deswegen, weil man 
von vornherein gar nicht weiß, ob wirklich ein genauer Rhom
bus vorliegt und dann auch, um auf etwaige grobe Irrtümer in 
der Messung aufmerksam gemacht zu werden.

Ist die abzuleitende Dreiecksseite im Verhältnis zur Grund
linie sehr lang, so reicht der einfache Rhombus nicht mehr aus. 
Man macht dann die eben abgeleitete Diagonale 6X zur kurzen Di
agonale eines zweiten Rhombus (Fig. 220) und fahrt so fort bis 
die Länge bn der ersten Hauptdreiecksseite erreicht ist. So entsteht 
das rhombische Multiplikationsnetz, dessen Fehlerfortpflanzung dem 
der Dreieckskette entspricht. Hat man insbesondere n ähnliche 
Rhomben, so wird der relative Übertragungsfehler der letzten 
Diagonale bn:
(63) p(bn) = f*(&1)>/w = f* -i / n 

q sin 1 V 2 -f-- pi

bnDurch Einführung der Vergrößerung v — findet man hieraus:7

<? 2yÿ
y—s____
y zpi+Pi

Man hat nun beim Übergang von einer Grundlinie auf eine 
Dreiecksseite die Möglichkeit, mit wenig ähnlichen Rhomben und 
einem spitzeren Winkel 1 oder mit mehr Rhomben und einem 
etwas weniger spitzen Winkel 1 auszukommen. Es fragt sich, 
mit welchem Spitzenwinkel 1 erreicht man im ähnlichen, rhom
bischen Multiplikationsnetz bei sonst gleicher Arbeit (gleichem [jp]) 

• den kleinsten Übertragungsfehler? Helmert1) hat diesen Punkt 
untersucht und gefunden, daß bei konstanter Winkelmessungs
arbeit der günstigste ^ 1 = 3 3° 3 2' ist. Diesem Ergebnis entspricht 
in jedem Rhombus eine Vergrößerung v = 3,32.

Das Gitternetz ist die letzte charakteristische Form der Ba
sisnetze. Man versteht darunter eine Kette von Dreiecken, welche 
so angeordnet sind, daß im theoretisch vollkommenen Fall mehrere 
Dreiecksseiten sich in einer Geraden MN aneinander reihen 
(Fig. 221). Die Summe dieser Seiten d. h. der Abstand MN der 
äußersten Gitterpunkte stellt dann die abgeleitete Hauptdreiecks-

(64) (*(*») =

nauigkeit der abgeleiteten Diagonale hauptsächlich von der sorgfäl
tigen Messung der spitzen Gegenwinkel der Grundlinie abhängt (s. 
Schwerd, Die kleine Speierer Basis, Speier 1822.)

1) Helmert, Studien über rationelle Vermessungen im Gebiete der 
höheren Geodäsie in der Zeitschrift für Mathematik und Physik 1868.



Seite B vor. Nach Jordans1) Aus
führungen ist der kleinste Längen
fehler in B zu erwarten, wenn die 
Grundlinie bQ in der Mitte der Kette 
quer zur Längsrichtung des Gitters 
angeordnet ist und nur gleichseitige Dreiecke auftreten. Ist s 
die Länge dieser Seiten, deren jede mit der Geraden MN einen 
anderen kleinen Winkel ö einschließen wird, so ist die genaue 
Länge der Hauptdreiecksseite:
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M
— B

Fig. 221.

B = \s cos d] = [s] —■ 2 • sin2 -^"J(65)
oder:

b - [>] + M,
o 9 •wenn 2 si sin = dsi gesetzt wird.

[ds] ist ein sehr kleiner Betrag, so daß man den mittleren 
Längenübertragungsfehler g(B) von B mit dem mittleren Längen
fehler von [s] vertauschen darf. Für gleichseitige Dreiecke kann 
außerdem für die Fehleruntersuchung B = [s] = n • s gesetzt 
werden. Davon ausgehend, findet Jordan für die erwähnten gün
stigsten Yerhaltnisse:
(66)

Das Gitternetz ist bei gleichem Arbeitsaufwand hinsichtlich 
der Fehlerfortpflanzung ungünstiger wie das rhombische Netz. Es 
besitzt jedoch den Vorteil, daß durchweg nur kurze Zielweiten 
von der Länge der Grundlinie Vorkommen, während bei den an
deren Basisnetzen zum Schluß Sichten von der Länge einer Haupt
dreiecksseite zu nehmen sind.

Welche Basisnetzform im einzelnen Falle den Vorzug ver
dient, hängt nicht allein von theoretischen Untersuchungen ab. 
Es sprechen vielmehr auch die Geländeverhältnisse sehr stark mit. 
Immerhin wird man unter sonst gleichen Umständen dem rhom
bischen Netz wegen seiner größeren Genauigkeit den Vorzug ein
räumen müssen.

6. Netzausgleichung nach bedingten Beobach
tungen2). Die Beobachtungen im Dreiecksnetz sind, ehe an

1) Handbuch der Vermessungskunde, III Band, Fehlerfortpflanzung 
in Dreiecksketten.

2) Neben der Netzausgleichung nach bedingten Beobachtungen 
spielt auch die Koordinatenausgleichung eines Breiecksnetzes nach ver
mittelnden Beobachtungen eine große Rolle.



h
ï,
l-l\
w,
E.

Zahl der Dreieckspunkte......................................
Zahl der Punkte, auf denen nicht beobachtet ist
Zahl aller Dreiecksseiten.................................

(67) Zahl der nur einseitig beobachteten Seiten . 
Zahl der beiderseits beobachteten Seiten
Zahl der beobachteten Winkel...........................
Zahl der beobachteten Richtungen ....

Wir fassen zunächst die eigentlichen Winkelmessmigen ins 
Auge und bestimmen die Gesamtzahl r aller Bedingungsgleichungen, 
welche offenbar gleich der Zahl der überschüssigen Bestimmungs- 

p4 stücke ist.
Die Endpunkte P±, P2 (Fig. 222) der Aus

gangsseite des Netzes liegen ohne Winkel
messung fest. Zur Bestimmung jedes der 
p — 2 übrigen Punkte braucht man je zwei 
Winkel, also im ganzen 0 -f- (p — 2) 2 =-= 
2p — 4 Winkel. Der Überschuß der beob

achteten Winkelzahl W über diesen Betrag gibt die Gesamtzahl r 
der Bedingungsgleichungen; also ist:

Fig. 222.

(68) r — W — 2 p -f- 4.

Ferner gilt für die Aufstellung der Stationsgleichungen, d. h. 
der auf je einer Beobachtungsstation bestehenden Winkelbe
dingungen, folgendes:
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dessen endgiltige Berechnung gegangen wird, nach der Methode 
der kleinsten Quadrate auszugleichen. Hiezu sind erst alle Netz
bedingungen aufzustellen, denen die verbesserten Beobachtungen 
genügen müssen. Diese Bedingungen sind im freien Netz dreierlei:

1. Die Horizont- oder Stationsgleichungen,

2. die Dreiecks- oder Polygongleichungen,

3. die Seiten- oder Sinusgleichungen.

Ist das Netz kein freies, sondern an ein bereits vorhandenes an
geschlossen, so treten hiezu noch Anschlußbedingungen. Für die 
Aufstellung der Zahl der vorher genannten Bedingungen sollen 
folgende Bezeichnungen gelten:
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Summe für 
alle Station.Zahl d. Beobachtungsstationen n—p—p',

Zahl der von einer Station aus 
an gezielten Punkte . . . s,

Zahl der auf einer Station ge
messenen Winkel .

[«]—2i—r,(69)

M - W,. W,
Zahl aller Stationsgleichungen zx, zx.

Auf jeder Station sind zur einfachen Festlegung der s Strahlen 
(s — l) Winkel notwendig, also w — (s — 1) Winkel überschüs
sig; demnach ist die Zahl aller Stationsgleichungen:

*1 = V— [s] + n(70)
oder:

*!= W-(2l-l') + (p-p).
Um die Anzahl z% der Polygongleichungen, d. h. der durch 

die theoretischen Winkelsummen in den Dreiecken und Polygonen 
vorgeschriebenen Winkelbedingungen zu 
finden, bedenken wir, daß p Punkte 
durch p — 1 hin und her beobachtete 
Linien festgelegt sind (Fig. 223). Jede Fj 
weitere hin und zurück beobachtete 
Seite ist überschüssig. Man findet also, 
da die p nur angezielten Punkte hier 
nicht mitzählen, mit der in der Zusammen
stellung (67) festgesetzten Bezeichnung 
für die Zahl der Polygongleichungen :

«a = O — 0 — (p — P) + 1-
Für den Sonderfall, daß alle Linien hin und zurück beobachtet 
sind, wird:

(71)

h Pz■*>

*5

JS-»
Fig. 223.

(72)

(73) £2 = l — P + 1 .
Seitengleichungen sind immer dann vorhanden, wenn die Ab

leitung einer Seite aus einer anderen auf verschiedenen Wegen 
möglich ist. In der Dreieckskette Fig. 224, 
wo die Endseite bn aus bx nur auf einem 
einzigen Weg über die verschiedenen «
Dreiecke gefunden werden kann, gibt es | 
keine Sinusgleichung. Anders beim Drei- tnij 
ecksnetz im engeren Sinne. In Fig. 225 f 
z. B. kann man bn aus bx auf zwei ver- *

bn

Fig. 224.
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schiedenen Wegen ableiten, nämlich in 
den beiden Reihenfolgen:

&i, &2, &6, bn und bx, &5, &6, bn.

h- h
br

\hh
l)-n

Jeder außer dem ersten Weg noch, 
vorhandene Weg zur Seitenberechnung 
liefert eine Seitengleichung. Deren Zahl 
ist also gleich der Zahl von Dreiecks

seiten, die zu streichen sind, um das Netz in eine Kette überzu
führen.

*3
Fig. 225.

Wieviel Seiten sind nun überschüssig? Zur Festlegung der 
beiden ersten Punkte ist eine Seite nötig ; für jeden der p — 2 

weiteren Punkte sind aber zwei Seiten notwendig, 
also brauchen wir im ganzen 1 -f- (p — 2) 2. Dem
nach ist die Zahl der überschüssigen Linien oder 
die Zahl der Seitengleichungen:

(74) h = l — 2p + 3.
Stellen wir die Zahlen der einzelnen Bedin

gungsgleichungen für Winkelmessung zusammen, so erhalten wir:

Ę
Fig. 226.

fi - W-{2l-ï)+p-p,
h = 0 - 0 — (p — p) + i,
Ä# = l — 2p + 3.

Ihre Summe gibt die Gesamtzahl:
r = ex + + z3 = W — 2p + 4

(75)

aller Bedingungsgleichungen und muß daher mit (68) überein
stimmen.

Die weitere Behandlung soll 
ein durch Fig. 227 gegebenes Bei- 

Ps spiel erläutern.
In die Zeichnung sind die ge

messenen Winkel 1, 2, ... 12 ein
getragen und die von nur angezielten 
Punkten auslaufenden Seitenenden 
gestrichelt.

Die Grundlagen für die Er
mittlung der Zahl r der Bedin

gungsgleichungen finden sich durch Abzählen aus Fig. 227 zu: 
p = 5, p' = l, l == 8, f - 3,

W = 12, n =p -p = 4, [s] = 21 - t = 13.

Ps bj

1
y fbgy
----- 10

hN 9/ li1h 2 P4

bs
?1 Fig. 227.

(76)
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Damit finden wir nach (68) unmittelbar zunächst die Gesamtzahl 
der Bedingungsgleichungen :
(77) r - 12 — 10 + 4 — 6.

Für die einzelnen Arten von Bedingungen aber ergeben sich 
nach der Zusammenstellung (75) die Zahlen:

= 12 — 13 + 4 = 3,
*2 = (8 - 3) - (5 - 1) + 1 - 2,
^ = 8 — 10 + 3 — 1.

(78)

Die Summe zx -f- £2 + % = 6 = r dient zur Probe, welche hier 
stimmt.

Für die fernere Rechnung seien die beobachteten Winkel mit 
(■i)r, deren Verbesserungen mit vr und die ausgeglichenen End
werte der Winkel mit [i]r bezeichnet. Nun sind sämtliche Netz
bedingungen nach Gruppen geordnet aufzustellen. Unmittelbar 
aus der Fig. 227 kann man die

Horizontgleichungen :
[1] + [2] - [3] = 0,
[4] + [5] + [6] - [7] - 0, 
[8] + [9] + [10J - [11] - 0,

(79)

ablesen.
Da allgemein:

Mr - (Or + Vr

ist, so kann man hiefür auch schreiben:
vi + v2 ~ v3 + (!) + (2) — (3) = 0,

u\
(80) vi + vh + v& ~ vi + (4) -f (5) + (6) — (7) == 0,

w,
vs + vö + vio — vn + (8) + (9) + (10) — (11) *=• 0.

ws
Durch die in den Gleichungen (80) angedeutete Einführung 

der Stationswidersprüche w ergeben sich so die drei
Stations fehlergleichungen :

1. +t>1-ł-«2—vs + = 0,
+ = 0,

+ v8 + V9 + ^10 — VU “t~ WS = ö-

(81) 2. JrviJrvh-\-'vQ — vi
3.
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Nach Fig. 227 bestehen die folgenden beiden 
Polygon- oder Dreiecksgleichungen:

(82) [2] + [5] + [8] + [9] - (180° + h) - 0,
[6] + [10] + [12] - (180° + j,) - 0,

worin s2 die sphärischen Exzesse in den Dreiecken P1P3P4 
und P3P5P4 sind. Bezeichnen w4 und die bei Einführung der 
Beobachtungen in Gleichung (82) entstehenden Dreieckswider- 
sprüche, so werden die zwei

Dreiecks- oder Polygonfehlergleichungen:

+ ^8 + ^9(83) 4. + v2 + vs 4- w4 = 0,
+ ^12 + = 0.5. + V6

Der sphärische Exzeß ist streng:
„ F 

Q 7*’

wo F die sphärische Dreiecksfläche und r den Halbmesser der 
Projektionskugel vorstellt. Für alle auf der Erde meßbaren Drei
ecke kann das in Gleichung (84) einzuführende F mit völlig aus
reichender Genauigkeit aus den jeweils gegebenen sphärischen Be
stimmungsstücken wie aus einem ebenen Dreieck berechnet werden. 

Für r = 6370 km und F = 1 qkm wird s" — 0,00508". 
Nun ist noch eine Seitengleichung aufzustellen. Drückt man 

b3 mit Hilfe des sphärischen Sinussatzes durch &5, dieses durch b6 
und das wieder durch &3 aus, so entsteht die

Seiten- oder Sinusgleichung :

+ vio

^rr _(84)

1 = sin + W) sin([4] + [5]) sin [2] z_
sin [3] sin ([4] -|- [5] -j- [9]) sin [5] N(85)

dieselbe lautet mit der angegebenen Abkürzung in logarithmischer 
Form:
(86) lgZ — lgW= lg Sin ([3] + [8]) + lg sin ([4] + [5])-flgsin[2] 

— lg sin [3] — lg sin ([4] -f [5] + [9]) — lgsin [5] = 0.
Nun führen wir an Stelle der Winkelendwerte [i] die Be

obachtungen (i) und ihre Verbesserungen vi ein und bedenken, 
daß allgemein:
(87) lgsin [i\r = lgsin(»)r + vr • Jr, 

wenn Ar die einer Sekundenänderung von (i)r entsprechende Än-
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derung des lg sin (i) bedeutet. Man heißt Ar die log ar ithmische 
sin-Änderung pro l". Dies vorausgeschickt, wird:

{lg sin ((3) + (8)) + lg sin ((4) + (5)) + lg sin (2)}

1 gZ'
(88) — {lg sin (3) + lg sin ((4) + (5) -ff (9)) -ff lg sin (5)}

1 gN'
+ (V3 + vs) ^(3+8) + (V4 + Vö) ^(4 + 5) + V% ^2 

— — (»4 + V5 + V9) ^(4 + 5+9) “ = 0,

Nennt man den mit den unveränderten Beobachtungen aus 
Gleichung (85) gewonnenen Zähler Z' und den entsprechenden 
Nenner iV' und setzt man die als log ar ithmisch en Seiten- oder 
Sinuswiderspruch bezeichnete Differenz

lg z’ — lg N' = «’6,(89)
so wird die eine

Seitenfehlergleichung :
6- + ^2V3 ~t~ (^(3+8) ^s) r3 4" (^(4 + 5) ^(4+5+9)) Vi

^(3 + 8) V8+ (^(4 + 5) — ^(4 + 5+9) — 4>) V5 +(90)

— Ą4 f 5 +9)^9 + -f- w6 = 0.

Während die Koeffizienten der Horizont- oder Stationsglei
chungen und der Dreiecksgleichungen für gleiche Winkelgewichte 1 
stets ganze Zahlen sind, ergeben sich für die Koeffizienten der 
Seitengleichung gebrochene Zahlen.

Aus der Gesamtheit der sechs Fehlergleichungen (81), (83) 
und (90) liefert nun die methodische Ausgleichung nach bedingten 
Beobachtungen die gesuchten, wahrscheinlichsten und widerspruchs
freien Dreiecksnetzwinkel.

Bei der Netgausgleichung von Richtungsmessungen verringert 
sich die Zahl der Bedingungsgleichungen um die Zahl zx der 
Stationsgleichungen von r auf o, da zwischen Richtungen keine 
Horizontbedingungen bestehen. Hinsichtlich der Polygon- und 
Seitengleichungen bleibt alles unverändert.

Wir müssen nun wieder die Gesamtzahl q aller Bedingungs
gleichungen durch p, p und die Zahl R der beobachteten Rich
tungen ausdrücken. Zwei Punkte z. B. Px und P2 (Fig. 228) 
liegen ohne jede Richtungsmessung fest. Für die Bestimmung jedes 
weiteren der (p — 2) übrigen Punkte sind je zwei Richtungen

Timerding, Handbuch III 21



notwendig; weiter ist für jeden der (p—p') 
Punkte, in denen beobachtet wird, je eine 
weitere Richtung NR als Nullrichtung not
wendig. Also sind im ganzen zur eindeu- 
tigen Netzfestlegung (p — 2) • 2 + (p — p') 
= 3p — p — 4 Richtungen erforderlich. Da 
nun im ganzen R Richtungen beobachtet 

sind, so ist die Zahl der überschüssigen Beobachtungen, d. h. die 
Gesamtzahl q aller Netzbedingwigen :

q = R — (3p — p) + 4.

P3

/
ĆNRz

Fig. 228.

(91)

Bezeichnen wir zum Unterschied von der Winkelausglei
chung die Zahl der Stationsgleichungen, Polygongleichungen und 
Seitengleichungen jetzt mit f2, £3, so ergibt sich folgende Zu
sammenstellung :

&-0,
— (! — 0 ~ (l> _/) + 1 — 
=~ l — 2p 3 = zz.

(92)

Deren Summe ist:

%4 q = (21 — V) — (3p —j/) + 4
ß oder:9

i6
q = R — (3p — p) + 4,

welcher Wert mit dem in (91) ent- 
\ haltenen Ausdruck übereinstimmt.

Als Beispiel diene die Rich- 
loßß>bP4 tungsausgleichung eines vollständigen 

Kranzsystems, wie es in Fig. 229 vor
liegt, in welchem alle beobachteten 
Richtungen mit Nummern bezeich
net sind.

Aus der Zeichnung lesen wir folgende Elemente ab:

8 \711 >171 18
{3Pj

20 \3 f4

14

15
Ę

Fig. 229.

(93) R == 20, l = 10, l' = 0,

Mit diesen Werten ergeben sich nach (91) und (92) folgende Zahlen: 

q =20 — 3-6 + 4 = 6,
£2 = 10 - 6 + 1 
& = 10 — 2 • 6 + 3 = 1.

p — 0.P = 6,

(94) = 5

C. Höhere Geodäsie322
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Wenn man die Dreieckswinkel als Differenzen der ausge
glichenen Richtungen [i] ausdrückt und zu den einzelnen Drei
ecken die eingeschriebenen sphärischen Exzesse e gehören, so 
lautet die

erste Dreiecksgleichung:
(95) [2] - [1] + [6] - [5] + [17] - [16] - (180° + sj = 0.

Ist die Verbesserung der beobachteten Richtung (i), also

[*] = (*) + vn
so wird:
(96) v1 — v,+ve — vi + v„ — v,.

+ (2) - (1) + (6) - (5) + (17) - (16) - (180» + £l) - 0.
w1

Der letzte mit wt bezeichnete Teil dieser Gleichung stellt 
den Dreieckswiderspruch vor. Werden die ebenso gerechneten 
Widersprüche der übrigen Dreiecke mit w9. w<>, tvA, u\ bezeichnet, 
so finden sich die fünf

Dreiecks fehlergleiclnmgen:
1. v2 — vt + v6 — v6 + ®17 — v1G + u\ = 0,

2- v5 — vi +■ v9 ~vs + V1S - vn + = 0,
(97) 3. v8 —v7 + v12 — vn-j-v19 — v18 + ws = 0,

4. vn — v10 + t>15 — vu + v20 — v19 + w4 = 0,

5. vu — vn + vs — v2 + v1G — v20 + wh = 0.
Rechnet man \onP0Pl aus (Fig. 229) fortschreitend die in P0 

zusammenstoßenden, gemeinsamen Dreiecksseiten, so gelangt man 
schließlich wieder auf die Ausgangsseite P0Pl zurück und erhält 
damit die

Sinusgleichung:
Z _ «in([2] -[!]) Bin ([5] - [4]) »in ([8]- [7]) Bin ([11J - [10])»in([14] - [13]) 

sm([G]-[6])Bin([9]-[8])Sm([12] —[ll])8in([15]-[14])»m([3]-[2])mKw 1.

Durch Einführung der unveränderten beobachteten Rich
tungen (i) und der zugehörigen Verbesserungen vr an Stelle der

Z'ausgeglichenen [i]r, wird aus Gleichung (98) ein Ausdruck 
Wenn man nun wieder:

V7'

(99) lgZ' - IgV' = *,
21*
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setzt und wenn Bik die logarithmische Sinusänderung pro Sekunde 
für den Winkel ((&) — (ij) bedeutet, so ergibt sich nach Einführung 
der beobachteten Richtungen und ihrer Verbesserungen in (98):
(100) B12(v2 vt) + ^45(^5 — vù ^7 s (j-'s vt)

“1“ ^iou(vn vio) “H -^1314(^14 ^13)

— Vh) ^8d(V9 V8) ^1112(^12 ^’ll)
^1415(^15 Vu) ^23(^3 V‘i ) + = 0.

Ordnen wir nach v, so erhalten wir die 
Seitenfehlergleichung :

(101) 6. zi12V1-{- (^12 4" ^2 3)^2 ^2 3^3 ^450^45 JS~^5g)V!)
^5 6V8 /^T18V1 “f~ 78 “I- ^89) V8 ^89V9 ^10 11%)

+ 0^1011 ^1112)^11 ^1112% ^1314^13

H- 0^1314 + ^1415)^14 ^1415% 4~ Wg = 0.

Die weitere Behandlung dieser sechs Fehlergleichungen nach 
den Methoden für die Ausgleichung bedingter Beobachtungen führt 
zur Kenntnis der Verbesserungen und der Unbekannten. Eine ein
fache Betrachtung der Gleichungen (96), (97) und (100) zeigt, 
daß bei der Richtungsausgleichung nach bedingten Beobachtungen 
für jede Fehlergleichung die Koeffizieniensumme 0 wird.

Die Genauigkeit der Winkelmessung in einem Netz läßt 
sich nach den mittleren Winkelfehlern beurteilen. Man findet sie 

a) aus der Stationsausgleichung ; für Winkelmessungen in 
allen Kombinationen ist nach Gleichung (12) der mittlere Fehler 
des auf der Station ausgeglichenen Winkels:

-±v 4[rr](102) s(s — 1) {s — 2)
b) Ein zweiter Wert ergibt sich aus der Netzausgleichu/ng 

nach bedingten Beobachtungen zu:

(103) f* 2

c) Ein dritter Wert für den mittleren Winkelfehler findet 
sich aus der von Ferrero vorgeschlagenen internationalen Nähe
rungsformel aus den n Dreieckswidersprüchen w zu:

(104) f*3



welche Beziehung unmittelbar auf Gleichung (104) führt.
In der Regel ist ^ etwas kleiner wie fis und jti3, was davon 

herrührt, daß der in p2 und [i3 enthaltene Einfluß von kleinen 
Zentrierungsfehlern und einer etwaigen seitlichen Strahlenbrechung 
in (üj ausgeschaltet ist.

Bei guten modernen Messungen bleibt ja vielfach unter .
7. Die Berechnung sphärischer Dreiecksseiten.

Um auf sphärische Dreiecke zu kommen, denkt man sich die Lot
ebenen durch die einzelnen Dreiecks
seiten mit der in Meereshöhe liegen
den Projektionskugel zum Schnitt ge
bracht1). Die Winkel der so entstehen
den Kugeldreiecke (Fig. 230) sind den 
gemessenen Horizontalwinkeln a, ß, y 
gleich, da ihre Schenkel mit den ent
sprechenden sphärischen Dreiecksseiten 
in je einer Lotebene liegen und die 
Ebenen zweier entsprechender Winkel 
auf ihrem gemeinsamen Scheitellot L 
senkrecht stehen.

Ist neben den ausgeglichenen 
Dreieckswinkeln noch die aus der 
Grundlinie abgeleitete Dreiecksseite a bekannt, so bietet sich nach 
den Regeln der sphärischen Trigonometrie zur Berechnung einer

lc

/ c I
7! IXB‘ /

A\

l LÇ° I
\ ■t l

» b

Bo A0c
j■

Ii l
Fig. 230.

1) Die Projektionskugel wird so gewählt, daß sie das zu ver
messende Land in der Mitte möglichst innig berührt. Es wird deshalb 
als Halbmesser r dieser Kugel meistens der dem Berührpunkt ent
sprechende mittlere Krümmungshalbmesser gewählt.
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Diese Formel, welche zur Fehlerberechnung von allen Netz
bedingungen nur die Dreiecksgleichungen ausnützt, beruht auf 
folgender Überlegung. Die Dreieckswidersprüche w sind wahre 
Fehler, also ist das Quadrat des mittleren Dreiecksschlußfehlers:

m2 = M
n

Nun ist mj als mittlerer Dreiecksschlußfehler auch der mittlere 
Fehler der Dreieckswinkelsumme a -f- ß -f y; deren mittlerer Fehler 
ist aber andererseits p,3j/3, wenn p3 den mittleren Fehler eines 
Dreieckswinkels bedeutet. Es ist also:

—



(106) a — a —

gibt. Es lassen sich also die gesuchten Kugelbögen am ebenen 
Dreieck berechnen3), sobald die beobachteten sphärischen Winkel 
nach (106) auf ebene reduziert sind.

Beispiel: Im Dreieck Aenger — Roggenburg — Peißenberg 
(Fig. 232) sind neben der Seitenlange Aenger — Roggenburg 
(log(Ae.—R.) = 4.7938 3325) auch die in derfolgenden Tabelle 5a

1) Meßbar in dem Sinne, daß die Seitenendpunkte, wenn nötig 
unter Zuhilfenahme von Leuchtvorrichtungen, im Meßfernrohr gegen
seitig sichtbar sind.

2) Auf dem Äquator entspricht der Bogenlänge von 111,31 km 
ein Zentriwinkel von 1 °.

3) Für die Berechnung sphärischer Dreiecksseiten werden sieben- 
oder achtstellige Logarithmentafeln verwendet.
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unbekannten Seite b zunächst die Gleichung:
. b . a sin ß sin — = sin — • -. - - , r sm cc7(105)

worin r den Halbmesser der Projektionskugel bedeutet. Diese Be
ziehung liefert zunächst den Winkel q" • —, woraus man b durch
eine einfache Rechnung findet. Da aber einem Zentriwinkel von 
l" in der Meeresfläche eine Länge von rund 31 m entspricht, so 
müssen, wenn die cm in b sicher bleiben sollen, die Winkel
q"— bis auf ermittelt werden. Dazu reichen aber unsere lo-
garithmisch trigonometrischen Tafeln hauptsächlich mit Rücksicht 
auf die Interpolationsunsicherheiten nicht mehr aus. Der Umstand, 
daß allen meßbaren1) Dreiecksseiten nur kleine Zentriwinkel2) ent
sprechen, macht es möglich, die umständliche und unsichere sphä
rische Rechnung auf einfache Weise zu umgehen.

a) Der Satz von Legendre.
Ein einfaches, zweckmäßiges Ver
fahren bietet der schöne Satz von

Cc
rr

bb
\ Legendre, nach welchem es zu 
2t, ^ jedem Kugeldreieck ABC (Fig. 231) 

mit den Seiten a, b, c, den Winkeln 
«, ß, y und dem sphärischen Exzeß 

e ein ebenes Dreieck A B C' mit den gleichen Seitenlangen a, b, c 
und den Winkeln:

Bit

|cc

m

w
l(

tt

•C
o

•C
O

ui [cc



16 40,"43 
42 49, 53 
00 39, 93

cc 37,13 
ß' = 46, 24 

36, 63y

1. Peißenberg
2. Aenger
3„ Poggenburg

180 0 00' 9,"89 0,"00Summe

Der Überschuß der sphärischen Winkel über 180° liefert den 
sphärischen Exzeß £ = 9/'89. Wird ~ von den sphärischen Winkeln
subtrahiert, so entstehen die Winkel a, ß', y 
des ebenen Dreiecks, deren Sekunden neben den 
sphärischen Winkeln stehen. Mit den in der 
Fig. 232 enthaltenen Bezeichnungen wird also:

log!) - log a

log o-log a {J^).

Die folgende in Tab. 5 b enthaltene Rechnung liefert nach 
diesen Gleichungen:

log (Roggenburg—Peißenberg) = 4.8960 4193, 
log (Aenger—Peißenberg)

R

Y

a 1 b

AelŁ

(107) P
Fig. 232.

= 4.8102 3301.

Tabelle 5b:

log b 4.8960 4193i
log sin ß' 

log a
E. log sin a 

log sin y

9.9882 1566 
4.7938 3325 
0.1139 9302 
9.9024 0674

log c 4.8102 3301

1) Siehe M. Schmidt, Die südbayerische Dreieckskette, Separat
abdruck aus den Sitzungsberichten der mathem.-physik. Klasse der 
Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Bd. XXXVI, 1906, 
Heft 1, München 1909, S. 146.

enthaltenen sphärischen Winkel a, ß, y bekannt1). Wie groß 
sind die übrigen Dreiecksseiten?
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Tabelle 5a:

Sphärische Winkel Ebene WinkelPunkte

O C
D 

C
O 

iO L'» vO^ 
-E

ü R
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b ) Die Additamentenmethode1). Ein anderes bequemes 
Mittel zur Berechnung sphärischer Dreiecksseiten ist die im fol
genden erläuterte Additamentenmethode, bei welcher die sphärischen 
Winkel a, ß, y unverändert bleiben, während die Seiten eine Re

duktion erfahren.
Nach Gleichung (105) und Fig. 233 istc

y streng :
b sin ß 

r sin asin . a = sin -/
4 A oder:

(108) (r sin = (r sin 
v J \ rj \ r ) sin a

Da — und — kleine Winkel sind, so kann man ihren sin in eine r r ’
Reihe entwickeln und sich hiebei auf die beiden ersten Glieder 
beschränken. So findet man:

B

Fig. 233.

. a (a a8\ /. a2 \r Sln r " r G - 67*) ” “l1 _ «TV 

>• sin ~ - r (j - = b (l
(109) b2 )

6r* ‘
Es wird also:

(110) log r sin 7 = log a (l - = log a + log (l —

(111) log r sin 7 = log b ^1 

Nun kann man auch in der Reihenentwickelung:

lg (1 — *)------(« + Y + y H-------)

und:
b2 bi) = log b 4- log (l
6r2 6rs

(112)

x'für sehr kleines x das Glied — und die Glieder höherer Ordnung 
vernachlässigen, so daß näherungsweise:

ig (i — *) —(113) — X

1) Die Additamentenmethode wurde von dem wissenschaftlichen 
Leiter der bayerischen Landesvermessung, Joh. Georg Soldner, am 
Anfang des 19. Jahrhunderts eingeführt. Siehe hiezu: Die bayerische 
Landesvermessung in ihrer wissenschaftlichen Grundlage, München 
1873, S. 263. Siehe auch Ostwalds Klassiker der exakten Wissen
schaften Nr. 184, Theorie der Landesvermessung von Johann Soldner S. 4.

^ 
I K
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wird. Der Übergang auf Briggische Logarithmen führt dann auf 
den Ausdruck:

(114)
wenn M= 0,4343 den Modul der gemeinen Logarithmen bedeutet.

Die Anwendung von Gleichung (114) auf die letzten Glieder 
in den Gleichungen (HO) und (111) ergibt

M ■ ai 
6r* ’

M ■ b2 
6r^'

1° , . e , .
log (1 — x) — M • lg (1 — x) — — M • x,

nun:
a2log (l 

log (l - Jr,) ~

-(115) 6 r2

(116)

Setzt man noch zur Abkürzung:
Mas 
6 r2

Mb2(117) = m — mb 5a 5 6r*
so erhält man aus den Gleichungen (110) und (lll): 

log (r sin = log a(118) — ma

und:
log 5 — log (r sin ( ) + mb.(119)

Die Zusatzgrößen ma und mb werden als logarithmische Addita- 
mente bezeichnet und sind für verschiedene Bogenlängen in Tafeln x) 
gebracht worden. Sie können aber auch, wenn es sich um ver
einzelte Rechnungen handelt, jedesmal besonders ermittelt werden. 
Für eine beliebige Bogenlänge s hat man nämlich nach (117):

A. ■ s* - C ■ s8 .(120) ms == 6 r2

Setzt man z. B. für den Erdradius r den runden Wert 6 370 km, 
so wird:
(121)
und:
(,122)

,1/o - j-ä - 1,784 ■ 10-9

m, - 1,784 • 10-9 • (sk„)!.
Der Gang bei der Berechnung eines sphärischen Bogens b aus 

den sphärischen Größen a, cc und ß (Fig. 233) nach der Additamen- 
tenmethode ist nun folgender:

1) Solche Tafeln sind z. B. enthalten in Jordan, Handbuch der 
Vermessungskunde, III. Band, 5. Aufl. Stuttgart 1907, Tafel auf Seite 
[43] des Anhangs.



4. 613 3256 (a) = 41,05 km (Näherungswei-t)
40° 53' 36,"0 
60 01 15, 0

i sphärische, ausgeglichene 
Dreieckswinkel

2) Rechnung

log a
— ma__

, . alog r sm —

log sin ß 
E. log sin cc

4. 613 3256
= - C{ay30

4. 613 3226

9. 937 6217 
0. 183 9889

sin = 54,32 km (Näherungswert)log r sin —

+ % 
log b

4. 734 9332

53 j = C(r sin^2 

4. 734 9385 = gesuchte Größe
+

Die beiden besprochenen Methoden der sphärischen Dreiecks
berechnung sind annähernd gleichwertig, wenn in einzelnen oder 
in einer größeren Anzahl von Dreiecken sämtliche Seiten zu be
rechnen sind. Ist hingegen über mehrere Dreiecke hinweg ledig

1) Unter den Methoden der sphärischen Dreiecksberechnung ist
auch die heute als unzweckmäßig verlassene Sehnenmethode von 
Delambre zu nennen, welche sich auf die Beziehungen zwischen 
den Seiten und Winkeln des sphärischen Dreiecks und des durch 
seine Eckpunkte bestimmten ebenen Sehnendreiecks stützt.
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Nachdem log a aufgeschlagen ist, wird das Additament ma 
ermittelt und nach der Gleichung (118) vom Logarithmus des
Bogens auf log (r sin) des zugehörigen Zentriwinkels ~ überge

gangen Mit log (r sin ^ ergibt sich dann nach Gleichung (108)

— (an Stelle r v
Argument das logarithmische Additament mb und geht mittels
Gleichung (119) von log ^rsin auf log b über1).

Zur Erläuterung ist in Tab. 6 mit den bisher gebrauchten 
Bezeichnungen ein Zahlenbeispiel durchgerechnet.

log (r sin ^ ^ . Nun ermittelt man mit r sin b) alsvon

Tabelle 6:

Gegeben Be merkungen1)

8

“C
o R

 crqM
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lieh eine einzelne Seite abzuleiten, so ist die Additamentenmethode 
entschieden im Vorteil, da bei ihrer Verwendung lediglich am 
Anfang der Rechnung vom Logarithmus der ersten Seite auf das
entsprechende r sin S und zum Schlüsse vom letzten r sin — auf 

den Logarithmus der letzten Seite überzugehen ist. Da für alle 
dazwischen liegenden Seiten von jedem r sin — auf das folgende

r sin mittels des Sinussatzes übergegangen werden kann, so
ist lediglich die Ermittelung von zwei Additamenten notwendig, 
während hei Anwendung des Satzes von Legendre 3 n auf die 
Ebene reduzierte Winkel zu berechnen sind, wenn n die Anzahl 
der die Ableitung vermittelnden Dreiecke ist.

8. Rechtwinklige Kugelkoordinaten oder Sold- 
nersche Koordinaten. Wie in der niederen Geodäsie sind 
rechtwinklige Koordinaten auch in der höheren Geodäsie ein vor
zügliches Mittel, um die Lage von Punkten übersichtlich und 
äußerlich voneinander unabhängig so anzugeben, wie es für den 
weiteren Gebrauch im allgemeinen am vorteilhaftesten ist.

Im sphärisch rechtwinkligen Koordinatensystem sind ztvei zu
einander senkrechte größte Kugelkreise (Fig. 234) die Koordinaten
achsen. Der als Abszissenachse, Ver
messungsachse oder Hauptachse ge
wählte Kreis (TIQ in Fig. 234) be
sitzt hier eine gewisse Vorzugsstel
lung. Auch auf der Kugel wii'd das 
allgemeine Koordinatensystem, dessen w 
4- Y-Achse mit der -f- X-Achse 
einen im Uhrzeigersinn positiv ge
zählten Winkel von -f- 90° ein
schließt, am häufigsten verwendet.
Die Orientierung dieses Systems gegen 
die Himmelsrichtungen erfolgt, wenn 
nicht gewichtige Gründe dagegen sprechen, so, daß, wie auch in 
Fig. 234 angenommen, die Abszissenachse der Meridian des Ur
sprungs ist1). Alle auf der Vermessungsachse senkrecht stehenden

r+x
o y p 
"V

bp
0

+y

Fig. 234.

1) Man spricht in diesem Falle von einem meridionalen Koordi
natensystem. Liegt die Hauptachse senkrecht (Ost-West) oder schief 
zum Meridian, so handelt es sich um querachsige oder schiefachsige 
Koordinatensysteme.



größten Kugelkreise, die Ordinatenkreise, gehen durch die Pole 0 
und W der Hauptachse.

Man versteht nun unter der sphärischen Ordinate y eines 
Kugelpunktes P denjenigen Teil des durch P gehenden Ordinaten- 
kreises, welcher zwischen P und dem Schnittpunkt Q (Ordinaten- 
fußpunkt) des Ordinatenkreises mit der Abszissenachse liegt. Die 
sphärische Abszisse x des Punktes P hingegen ist das zwischen 
dem Ursprung U und dem Ordinatenfußpunkt Q gelegene Stück

Abszissen-der
+X achse.

Nun handle 
es sich um zwei 
Kugelpunkte P1 
und P2 (Pig. 235), 
welche durch 

einen Kugelbogen 
von der Länge s 
miteinander ver
bunden sind. Die 
Winkel a und a\ 
unter welchen der 
in der Richtung 
Px P2 betrachtete 

0 Bogen s die bei
den durch P1 und 
P2 gelegten Kreise 

px und p2 mit dem sphärischen Mittelpunkt 0 schneidet, werden 
als die sphärischen Richtungswinkel von PtP2 im Anfangspunkt 
und Endpunkt des BogeüS bezeichnet. Es ist also:

Fig. 235.

h...A.... 9%.
y<t

a'$i
£

Ę

s
,XJk fl a<4

Pi
r-T

Al r

y
U + Y

a = (PtP8) in Px(123) 
und:
(124) «-(P.P,) in P2. 

Der Gegenrichtungswinkel von a ist:

(P,P,) in P. - 180» + «'■(125)
Den Unterschied:
(126) a — cc — (a)

nennt man die Ordinatenkonvergenz. Bedeutet e den sphärischen 
Exzeß des Kugel Vierecks P, (X Q2 P2, so ist, da. die Ordinatenkreise

C. Höhere Geodäsie332
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auf der Abszissenachse und allen ihren Parallelkreisen senkrecht 
stehen :
(127) 
oder:
(128)

360° + s — 90° + 90° + 90° + ct + 90° - u

= <x — a = («) .

Nun stellen wir uns die Aufgabe, die rechtwinklig sphärischen 
Koordinaten x2, y2 des Endpunktes P2 eines nach Länge s, Pach
tung cc und Lage des Anfangspunktes 1\ (xt, yf) bekannten Bogens 
zu berechnen.

Wir benützen hiezu das sphärische Fundamentaldreieck PjP2 0 
und erhalten daraus beim Übergang auf die Kugel mit dem Halb
messer 1 durch Anwendung des sphärischen cos-Satzes zur Er
mittelung der Ordinate y2 die

— £

strenge Ordinatenformel:

= cos — sin — -j- sin — cos — sin cc, rr r r

worin r den Halbmesser der Projektionskugel bedeutet.
Zur Berechnung der Abszisse x2 liefert der auf das gleiche 

Dreieck angewendete Sinussatz die
strenge Abszissenformel:

(129) ’ sin ~-

ssin
sin —----^ r(130) • cos cc.r y’icos r

Auch die Ordinatenkonvergenz soll bei dieser Gelegenheit 
ermittelt werden. Durch Anwendung einer Neper 'sehen Gleichung 
auf unser Fundamentaldreieck gewinnt man die

strenge Formel für die Ordinatenkonvergenz:
Vi — Vxcos

cc — cc
°*g—2“ =

2 r X* — x1(131) Ct® 2r
sin 2 r

Solange es sich um meßbare Dreiecke handelt, sind die Winkel
#2 -- y- und cc' — cc nur kleine Größen. Dasselbe gilt 

auch für -1-, ~ und -1 , solange überhaupt ein sphärisches
2 rr

i c
®
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Koordinatensystem zulässig ist. Es ist daher zweckmäßig, die 
geschlossenen goniometrischen Funktionen dieser Winkel in den 
drei letzten Gleichungen durch ihre Reihenentwicklungen zu ersetzen. 
Werden hiebei die Glieder, welche von höherer Ordnung als die

Bogen*
Halbmesser

gewinnt man folgende, zuerst von Soldner1) angegebene und nach 
ihm benannte Näherungsgleichungen2):

1. Die genäherte Ordinatenformel:

(132) y2 = i/j + v — + y) = Vi + v +

2. Die genäherte Abszissen formel :

dritte Potenz des Verhältnisses sind, vernachlässigt, so

*3 ) = + « + ©;u(133) = X-y -J- U -\~

3. Die Näherungs formel für die Ordinatenkonvergens :
2 r2

a — a — (>" (y, + j) — “! + ©•(134)

Hierin sind die Abkürzungen:
u = s • cos a,

benützt. Die Größen ®, © nennt man die sphärischen Koordina
tenverbesserungen , da sie die für die Ebene gültigen einfachen 
Koordinatenformeln durch ihr Hinzutreten für die Rechnung auf 
der Kugel geeignet machen. Die Ordinatenkonvergens (ö) wird auch 
als sphärische Richtungsverbesserung bezeichnet. Bezeichnet @ik 
die zu einem beliebigen Kugelbogen PiPk gehörige Ordinatenkon- 
vergenz, so ist die zum Bogen PkP{ gehörige Ordinatenkonvergenz

®ki== ®iki
wie aus den Gleichungen (128) und (134) hervorgeht.

(135) v — s • sin a

(136)

1) Siehe Die bayerische Landesvermessung in ihrer icissenschaft- 
lichen Grundlage, München 1873, und J. Soldner, Theorie der Landes
vermessung (herausgegeben von J. Frischauf, Ostwalds Klassiker 
der exakten Wissenschaften Nr. 184).

2) Wegen der vernachlässigten Glieder höherer Ordnung in 
diesen Näherungsgleichungen siehe Helmert, Die mathematischen 
und physikalischen Theorien der höheren Geodäsie, Bd. I, Leipzig 1880,
S. 122 hinsichtlich der Koordinaten und S. 418 hinsichtlich der Ordi
natenkonvergenz. Ferner Jordan-Steppes, Das deutsche Vermes- 
sungstvesen, Stuttgart 1882, Bd. I, S. 112 u. 113.
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11 241 000 000
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log s =
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 185° 43' 55,"08 
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 —
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 -f 15 993, 270 m
log u = 4. 7916 5633 «

leg cos a =
 9. 9978 2308 n 

log s =
 4. 7938 3325 

log sin a == 8. 9994 5633
log v =

 3. 7932 8958 n
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!
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8 00
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96

 2,9 
0 =

 v®
So
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Tabelle 7:

2) 
Berechnung von u und v

G
egeben:

(T

u =
 a -f @

 =
 185° 43' 22 "88

5) G
esucht

yi =
 —

 106 024, 018 „
x

s = —
 45 910, 359 m
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Die vorstehende Tabelle 7 enthält ein Zahlenbeispiel1) 
für eine mit Hilfe der Soldner’schen Näherungsgleichungen durch
geführte sphärische Koordinatenberechnung.

Nun stellen wir uns die umgekehrte Aufgabe und berechnen 
den Richtungswinkel u und die Länge s für den durch die recht
winklig sphärischen Koordinaten x1, y1 und x2, y2 seiner End
punkte Px und P2 festgelegten Bogen. Die jetzt gesuchten Größen 
kann man auch als die Polarkoordinaten des Bogenendpunktes P2 
inbezug auf den Bogenanfangspunkt Px und den durch ihn gehen
den Parallelkreis px zur Hauptachse betrachten.

Aus (135) ergibt sich:

(137)

Nach (132) und (133) ist aber:

tg a = — 6 u

y% - vi — ® i

#2 — Xx — @ .
V =

(138)
u —

Wir erhalten daher den sphärischen Biclitungswinkel a des 
Bogens P1P2 aus der Gleichung:

Vi — Vi —© 

x* —x1

Die hierin enthaltenen sphärischen Verbesserungen können nach 
den Gleichungen:

(139)

(140)

berechnet werden, wenn in diesen Ausdrücken für die unbekann
ten Werte u und v die für diesen Zweck durchaus ausreichenden 
N äherungswerte :

(141)

gesetzt werden.
Hat man den Richtungswinkel a im Anfangspunkt des Bogens 

gefunden, so ergibt sich die sphärische Bogenlänge aus den

{u) = — xx,
(v) = y2-y1

1) Hierin sind P, und Pä die Punkte Roggenburg und Aenger 
des bayerischen Hauptnetzes. Ihre Koordinaten sind im allgemeinen 
System angegeben. Der Halbmesser der Projektionskugel ist 6 388172 m.
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Gleichungen (135) zu:
us — sin a

x2 — © y, —ft—©
sin a

Die Ordinatenkonvergenz oder sphärische Richtungsverbesse
rung (a) kann wieder nach Gleichung (134) berechnet werden.

9. Vorwärtseinschnei- 
den auf der Kugel. Zur Be
stimmung des Neupunktes Q (Fig. a 
236) sind in den durch ihre recht
winkligen sphärischen Koordinaten 
(^n Vx2 i V2) bestimmten Punkten 
Px und P2 die sphärischen Horizon
talwinkel 1 und 2 zwischen 
dem unbekannten Punkt Q und dem 
jeweils anderen bekannten Punkte
beobachtet worden. Auf Grund __ _
dieser Angaben sollen die recht- U 
winkligen Kugelkoordinaten x, y 
von Q berechnet werden. Hiezu sind 
folgende Rechnungen auszuführen:

1. Zunächst ist der sphärische Bogen PjPg nach Länge und 
Richtung mittels folgender Gleichungen abzuleiten:

— Vi — © ;
Xi—Xi — @

(144) (PfPt) - «' + 180° = (PLP2) + 180° + ®.

2. Hierauf folgt die Ermittlung der von den bekannten 
Punkten nach dem unbekannten Punkte führenden Dreiecks
seiten nach Länge und Richtung. Wird zur Längenableitung der 
Satz von Legendre verwendet, so ist vorher noch der sphärische 
Exzeß des Dreiecks P1ÇP2 zu berechnen:

„ F _ P, P* sin <£; 1 sin 2 
^ r2 2 sin(<^l -|-<^2)

cos cc
(142)

cos cc

Qpy)

s
±1

ä

*Y

Fig 236.

y»tfiKĄ-1*) = tg « =(143)

(145) _

Zur sphärischen Richtungsableitung der Dreiecksseiten dienen die 
einfachen Gleichungen : .,v

(146)

22Timerd in g, Handbuch III
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3. Nachdem für die beiden Seiten PXQ und P2Q außer der 
von vornherein bekannten Lage ihrer Anfangspunkte auch Länge 
und Richtung ermittelt worden sind, lassen sich die sphärischen, 
rechtwinkligen Koordinaten x, y des beiden Seiten gemeinsamen 
Endpunktes Q nach den Soldner’schen Gleichungen berechnen. 
Werden die von Px und P2 aus ermittelten Größen u, v, @ und 
(y) mit den Zeigern 1 und 2 versehen, so hat man:

y = Vx + vx + ®i = Vi + ^2 + ®2>
X = xt -f ux + ©! = X% + u3 + ®2.

Die doppelte Berechnung der Koordinaten gewährt wie in 
der Ebene so auch auf der Kugel eine erwünschte Probe.

10. Rückwärtseinschneiden auf der Kugel. Hier 
sind in einem unbekannten Punkte Q (Fig. 237) die sphärischen

Horizontalwinkel u und v beobachtet, 
unter welchen von Q aus die durch 
die Kugelkoordinaten ihrer Endpunkte 
festgelegten Dreiecksseiten PXP2 und 
P2P3 erscheinen. Bei der Berechnung 
der rechtwinklig sphärischen Koordi
naten x, y des Neupunktes kann man 
der Hauptsache nach dem für die 
Ebene vorgezeichneten Wege folgen. 
Im einzelnen sind folgende Arbeiten 
zu erledigen:

1. Die sphärischen Bögen P1P2 
und P2P3 sind mit Hilfe der Sold- 

ner’schen Gleichungen nach Länge und Richtung zu bestimmen. 
Damit findet man auch den sphärischen Dreieckswinkel bei P2:

ß - (ĄĄ) - (ĄĄ)-

(147)

&

’l
M * .5
Q

Fig. 2S7.

(148)

2. Für die sphärischen Hilfswinkel cp und ifj ergeben sich 
Näherungswerte (<p), (ip) auf Grund der wie in der Ebene (unter 
Vernachlässigung der sphärischen Exzesse) abgeleiteten Gleichungen :
(149) i((9) + M) - 180» -*(«+« + /*)“ (/,),

sio hfl P, P, »in« , ,
sin (if) P, P, ' sin » — clKWi(150)

(151) tg *((,>) - W) ~ ctg(45° + ft» tgł(W + W),
(152)
(153)

i(W — W) — (n)>
M - (n) + W. M - (n) — (r.)-



Jetzt lassen sich auch die sphärischen Exzesse Ej und e2 der beiden 
Dreiecke P-^P^Q und P2P3Q aufstellen:
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// PXP\ sin (qp) ain(w -j- (qp))
^ 2 r2 sin«

„ P2Pg _ sin (Tp) sin (v + (-ft)) . 
^ 2r* sinv

h =
(154)

fä -

3. Zur strengen Winkel- und Seitenableitung in den Dreiecken 
PtP2Q und P%P3Q kann man den Satz von Legendre1) heran
ziehen. Beim Übergang auf die Ebene erhält man:

u — u — ’O(155) 
und:
(156)

3

' S1 <P = (p — y ’

Die Werte u und v in (155) können sofort zahlenmäßig berechnet 
werden; die Werte cp' und i// in (156) jedoch nicht, da cp und i/j 
noch nicht bekannt sind. Weiterhin ist:
(157) 
und:
(158) (* + *)« 360° -f (fl -f-e2)-(u + v + ß).
Es wird also:
(159) -£(9/ 4" ^0 = 180° 4" -|(£i 4“ £s) — 4* v -f- ß) = y/.

Die Anwendung des Sinussatzes auf die nach dem Satz von 
Legendre verebneten Dreiecke PtP2Q und P2PZQ mit unver
änderten Seitenlangen liefert die weitere Gleichung:

sin cp' P2 Ps sin u' 
sin ip' P, P2 sin v

Hieraus findet man durch goniometrische Umformung:
(161) tg ^(9/ — iß') = ctg (45° 4- X') tg £(9/ -f 4/) 
und daraus:
(162)
Unter Berücksichtigung von (159) wird also2):

/ Sa

t = t — y‘

cp' 4- 4/ = (cp 4- 7p) — ^-(e1 4- £2)

(160) ctg l'.

łfa' ~ V) = Ï2-

1) Es würde aber auch die Additamentenmethode zum Ziele führen.
2) Der Versuch, durch Differentialformeln unmittelbar von (qp) 

und (ip) in (163) auf qp und $ in (164) überzugehen, bringt kaum 
einen Gewinn.

22*
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v = Yi + y%>
ty’ = yf — y2'

*' + T’ 

i> — ÿ' + y •

(163)

und hierauf:
cp =

(164)

Dann lassen sich nach dem Satz von Legendre die sphärischen 
Längen PtQ und PZQ aus cp\ if>' (siehe (163)), u\ v (siehe (155)) 
und P1Pii •PgĄ berechnen.

4. Schließlich folgt noch die Aufstellung der Richtungswinkel 
{PtQ), (P3Q) und die Berechnung der sphärischen Koordinaten 
x, y von Q nach den Gleichungen:

(piG) — Oö-P,) + <r,
(hQ) - (ĄĄ) -*(165)

und:
(166)
(167)

Die in (166) und (167) angehängten Zeiger beziehen sich wieder 
auf die Ausgangspunkte P1 und Ps der Rechnung. Durch die 
doppelte Berechnung der gesuchten Größen von und P2 aus 
sollen übereinstimmende Ergebnisse erzielt werden.

11. Verzerrungen bei der Abbildung durch ebene, 
rechtwinklige, kongruente Kugelkoordinaten. Wäh
rend die Punlde des Hauptnetzes stets auf der Kugel berechnet 
werden, erfolgt die Berechnung der großen Zahl von Punkten niederer 
Ordnung vielfach in der Ebene, indem die Soldner’schen recht
winkligen Kugelkoordinaten in unveränderter Größe als ebene, 
rechtwinklige Koordinaten gebraucht werden. Bei Verwendung 
dieser auch als ebene, kongruente Soldner’sehe Koordinaten1) 
bezeichneten Größen für die Rechnung oder Abbildung wird im 
allgemeinen jede Strecke nach Länge und Richtung verzerrt. Vom 
Zweck der Messung und Rechnung und von der Größe der im 
folgenden abgeleiteten Verzerrungen hängt es ab, bis zu welchen 
Grenzen die einfache ebene Rechnung angewendet werden darf.

V = V\ + vx + = 2/a 4~ v2 + ®
x = x1 4- ut + ©i = x2 + u2 + ©2.

21

1) Diese Bezeichnung hat zuerst wohl Jordan gebraucht; sie darf 
jedoch nicht so aufgefaßt werden, alä ob Soldner empfohlen hätte, 
mit den Kugelkoordinaten eben zu rechnen.



= l/02 — xx — ©)2 + (y2 — yx — @)2.

Werden rechtwinklige, ebene, kongruente Kugelkoordinaten ver
wendet, so ergeben sich der fehlerhafte Richtungswinkel cc" und 
die verzerrte Länge s' aus den entsprechenden Beziehungen1):

Vjr-y itg cc" =
x2—x1

r = Xi — x1 = y8 — 
cos cc" sin cc"(169)

“ V/ ~ 'J'if + (% — Ulf-

Auf Grund der Gleichungen (168) und (169) kann man s und s' 
als Hypotenusen, ferner x2 — x1 — @ und y2 — y1 — ® bzw. 
x2 — xx und y2 — y1 als die Kathe
ten von zwei ebenen rechtwinkligen H*
Dreiecken JPt P2IIy und PXHXP2 
(Fig. 238) auffassen, in welchen 
den Katheten y2 — yx — (y) bzw. 
y2 — y1 die Richtungswinkel a 
bzw. cc" gegenüberliegen. Diese 
Beziehungen stellt Fig. 238 dar, 
in welcher die genannten recht
winkligen Dreiecke so gestellt 
sind, daß Damit
wird HyP2 II P1 Hx und <£ Hx Px P2 Pt 
als Wechselwinkel dem <)C PxP2Hy 
gleich, welcher den nicht verzerrten sphärischen Richtungswinkel cc 
vorstellt. Es ist also CP2P1P2 die im Sinne einer Verbesserung 
genommene Richtungsverzerrung:

i 4'

A | ® 

/ !
«7 / Pz/
(ly/

'X*./ \a"-.\/Ala
7/

Vi-y,- ®
Hy

Fig. 238.

1) Die Gerade P1P2' = s' (Fig. 238) ist nicht etwa das ebene 
Abbild des sphärischen Bogens P1P2, sondern lediglich die gerade 
Verbindungslinie der durch die Verebnung erhaltenen Bilder der Bogen
endpunkte.
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Zur Ableitung des Richtungswinkels cc und der Länge s einer 
Strecke auf der Kugel dienen die folgenden Gleichungen:

Vz-Vi—® tg cc — - — —tXt-X,-®
*i— »i — © _ y. — yi — ®

(168) S — sin cccos cc

lx~
 zx
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(170) da = a — a".

Werden die Seiten HyP% und HXP2 bis zu ihrem Schnittpunkt 
P2" verlängert und auf die Gerade P1P2" von P2 und P2' aus die 
Senkrechten hx und hy gefällt, so hat man:

(171) K-®sin(“)> h, = —®ms(“).

wo (a) einen von a und a" nur wenig verschiedenen Winkel be
deutet und mit diesen ohne merklichen Fehler in (171) vertauscht 
werden darf.

Nach Fig. 238 ist nun die in Sekunden ausgedrückte Richtungs- 
Verzerrung:
(172) 
oder:
(173) da = — (@ sin a — @ cosa).

Diese Form für den Ausdruck der Richtungsverzerrung wird man 
zweckmäßig immer benutzen, wenn die sphärischen Koordinaten
verbesserungen schon bekannt sind.

Werden die in (173) von den Koordinaten abhängigen Größen 
durch diese ausgedrückt, so erhält man nach einer kurzen Um
formung :

// //

(174) da ={^Xx.2-x1)(2y1+y.2)+~tri{y1*+y1y<i+y'?)sm2a- 
oder:
(175) da =^rXx2-xi) (2 Vx + y*) +

(175*)

Da in diesen Gleichungen die Abszissen nur in Differenzform auf- 
treten, hängt die Richtungsv er Zerrung einer Strecke lediglich von 
deren Lage gegen die X-Achse ah und die Strecke kann parallel 
zu sich selbst in der Richtung der Abszissenachse um einen belie
bigen Betrag verschoben werden, ohne daß die Richtungsverzerrung 
sich ändert.

Der Bau dieser Ausdrücke weist darauf hin, daß im allge
meinen — aber nicht immer — das Glied d2 beträchtlich größer 
sein wird als d1 und daß es für eine in der Oktantenrichtung liegende 
Strecke, für welche a — 45° ist, einen größten Wert annehmen 
wird. Diesen ungünstigsten Verhältnissen entsprechen die in Tab. 8 
eingetragenen Richtungsverzerrungen, welche für eine in der Ok-

Q fa — Xi) fo8-*8)6 r2 s2
d2.dL +



da
= d1-\-dî

Koordinaten 
des Anfangsp.

x — beliebig 
y in km

0
10
20
30
40
50
60
80

100
150
200

Nr.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

tantenrichtung liegende 10 km lange Strecke PXP2 (Fig. 239) bei 
verschiedener Lage des Anfangspunktes berechnet worden sind.

Man sieht hier
aus, daß für eine Or- 
dinatenlänge 
40 km der durch die 
Yerebnung mittels 
kongruenter recht
winkliger Kugelkoor
dinaten verursachte
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Tabelle 8. a = 45°s = 10 km
von

W*
,Ę

Pi

u

Pig. 239.

Richtungsfehler in der Oktantenrichtung schon rund 3" beträgt, 
wenn es sich um eine 10 km lange Sicht handelt. Da bei weit
maschiger Anlage im Netz dritter Ordnung so lange Sichten auf- 
treten können und der Betrag von 3" schon nahe an die unver
meidlichen, zufälligen Triangulierungsfehler dieses Netzes heran
reicht, so soll man bei diesen Messungen die ebene Rechnung nur 
verwenden, solange die Ordinaten 40 km nicht überschreiten.

Eine andere Folge der ebenen Rechnung mit rechtwinkligen, 
kongruenten Kugelkoordinaten ist die Längenverzerrung, welche 
zur Vermeidung eines negativen Vorzeichens als Fehler eingeführt 
werden soll.

Ist s (Fig. 238) die verzerrte und s die nichtverzerrte Länge, 
so hat man für die absolute Längenverzerrung den Ausdruck:

ds — s — s(176) 
oder:
(177) d s = @ cos a -j- (y) sin a
und die relative Längenverzerrung oder das Verzerrungsverhält
nis wird:

-f (y) sin ads cos a
(178) s

C
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0,001
0,005
0,011
0,020
0,031
0,044
0,060
0,079
0,099

122,8
276,3
491,2

m• IO'6

ds = v • s 
für s = 1 km

vmax
yi

2 r2
y

km

10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
150
200
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Werden in diesen Ausdruck Koordinaten eingeführt, so erhält 
mań die Gleichung:

(179) - n^r.“ (<Ji + ViVi +

Handelt es sich nur um kurze Strecken s, so kann man an Stelle 
von yx und y% einen Mittelwert y — %{yx -j- y2) einführen. Dann wird:

dsv — —s

ds V cos2«.(180) V = s 2 r%
Diese Gleichungen zeigen, daß die Längenverzerrung einer Strecke 
ebenso wie früher die Richtungsverzerrung von den Abszissen der 
Sireckendpunkte unabhängig ist und daß sie lediglich durch ihre 
Lage zur X-Achse und durch ihre Richtung bestimmt wird. Sie 
erreicht für eine bestimmte Mittelordinate y ihren größten Wert

wenn die Strecke parallel und den kleinsten vmin = 0,yt
^’max — 2 r2 ’
wenn sie senkrecht zur X-Achse steht. In Tabelle 9 sind die nach

der Gleichung: 
(181)

Tabelle 9.
y*vmax 2 r2

für verschiedene Mit- 
telordinaten y berech
neten, größten Längen
verzerrungen 
mengestellt. Wir er
sehen daraus, daß für 
y — 90 km die größte 
relative »LängenVerzer
rung rund

zusam-

1 be-10000
trägt; dem entspricht 
für s — 1 km eine abso
lute Längenverzerrung 
ds = 1 dm. Das ist

ein Betrag, welcher schon ziemlich nahe an den Einfluß der un
vermeidlichen Fehler der Längenmessungen der niederen Geodäsie 
heranreicht und man fordert daher vom Standpunkte der Längen
verzerrung aus, daß für Längenableitungen höchstens bis zu 
y = 90 km ebene, rechtwinklige, kongruente Kugelkoordinaten ver
wendet werden dürfen.

Beispiel: Für die in der Tab. 7 (Seite 335) enthaltene Seite 
P,P2 soll die Richtungs- und Längenverzerrung abgeleitet werden.
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Die Rechnungsunterlagen sind nach Tab. 7:
© = - 8,515 m, © = + 4,782 m 

logs == 4.79 383 also s — 62,21 km, 
a — 185° 43' 55",

— -j- 15993 m — — 99816 m, 
x2 = — 45 910 m y2 ==— 106024 m.

Damit ergibt sich für die RichtungsVerzerrung:

(183a) da = a — a" = — (© sin a — © cos a) = -f- 18,27" 
oder:
(183b) da=^© - xL) (2yt + y2) + ^ (2/12 + y iVz + sin 2 «

= + 18"25.
Die absolute Längenverzerrung wird:

(184a) ds = S — s = ©cos a -f ©sina = -j- 7,97 m 
oder:
(184b) ds — (l/j2 + + y,d) — + 7,95 m1 2).

(182)

Die entsprechende relative Längenverzerrung ist:
7,96 

62 210

Manchmal wird an Stelle des Verzerrungsverhältnisses v auch 
das Vergrößerungsverhältnis :

1(185) — 1,277 • 10-‘ =V 7840

(186) m = — = 1 -f- vs
verwendet.

12. Ebene, rechtwinklige, konforme Koordinaten2).
Ein anderes Mittel zur ebenen Berechnung eines Kugelgebildes

1) Die Differenz von 2 cm in den beiden Ergebnissen ist durch 
das Rechnen mit dem Rechenschieber zu erklären.

2) Die allgemeine Theorie der konformen Abbildung wurde durch 
C. F. Gauß etwa von 1820 bis 1840 entwickelt. Als Quellen sind zu 
nennen seine beiden Abhandlungen: Allgemeine Auflösung der Auf
gabe, die Teile einer gegebenen Fläche so abzubilden, daß die Abbil
dung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen ähnlich wird (Schumachers 
Astronomische Abhandlungen, Altona 1825, Heft 3; Ostwalds Klassiker
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oder zu dessen Abbildung auf die Ebene sind die ebenen, recht
winkligen, konformen Koordinaten. Man versteht unter einer kon
formen oder winkeltreuen Abbildung einer ersten Fläche auf eine 
zweite eine Übertragung, für welche das Abbild dem Urbild in den 
kleinsten Teilen ähnlich ist. Unter den vielen möglichen Lösungen 
ist eine der wichtigsten die winkeltreue Abbildung durch konforme,

ebene, rechtwinklige Ko
ordinaten, die wir im 
folgenden für die Kugel 
behandeln wollen.

In Fig. 240 a sei 
PtDP^ ein verschwindend 
kleines, rechtwinkliges 
Kugeldreieck und PXD'P% 
in Fig. 240b dessen kon
formes Bild. Zu Px und 

jP2 gehören die rechtwinkligen Kugelkoordinaten æ, y und x + dx, 
V Ady, zu Px und P2' hingegen die rechtwinkligen, ebenen, kon
formen Koordinaten £, rj und £ -f ć?£, rj -f- drj.

Es ist nun unsere Aufgabe, £ und r} durch solche Funktionen 
von x, y auszudrücken, daß das AP/D'P/ dem APXDP% ähn-
der exakten Wissenschaften, Nr. 55, 2. Abhandlung) und Untersuchungen 
über Gegenstände der höheren Geodäsie, erste Abhandlung 1843 (Ost
walds Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 177). Als die wich
tigsten Vorläufer von Gauß auf dem Gebiet der konformen Abbildungs
theorie sind Lambert und besonders Lagrange zu nennen (siehe 
Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften, Heft 54 und 55). Zu 
den Quellenschriften über konforme Abbildung ist auch noch zu 
rechnen 0. Schreiber, Theorie der Projektionsmethode der Hannover
schen Landesvermessung, Hannover 1866 (mit einer Vorrede von Witt
stein). Ferner sei auf die einschlägigen Darstellungen in Helmert, 
jDie mathematischen und physikalischen Theorien der höheren Geodäsie, 
I. Teil, Leipzig 1880, und Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, 
III. Band, Landesvermessung und Grundaufgaben der Erdmessung, 
Stuttgart (verschiedene Auflagen), sowie auf J. Frischauf, Die mathe
matischen Grundlagen der Landesaufnahme und Kartographie des Erd- 
sphäroids, Stuttgart 1913, verwiesen.

In der Abhandlung Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der 
Ebme (Veröffentlichung des Kgl. Preußischen Geodätischen Instituts 
in Potsdam, Leipzig 1912) hat L. Krüger die Gaußschen Entwick
lungen über die direkte Abbildung des Ellipsoids in der Ebene so 
weit ausgebaut, daß ein in der Richtung des Meridians beliebig langer 
Streifen von 16 bis 18 Längengraden Breite auf ein einziges, ebenes 
Koordinatensystem bezogen werden kann.

*3 r] B' dr\tX %-r
àt,Pz 'dadxi Pi

ds J 7 \

*Y
U' +H

Fig. 240 a. Fig. 240 b.
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lieh wird. Dies trifft zu, wenn das Verhältnis zwischen zwei be
liebigen entsprechenden Längen dieser beiden Dreiecke einen von 
der Dichtung dieser Stücke unabhängigen Wert m besitzt. Man 
nennt m das Vergrößerungs Verhältnis in dem betreffenden Punkt.

Es muß also:
dè, dr\ _ da 
p dy ds(187) m = —-

sein, wenn PXD = p auf einem Parallelkreis zur X-Achse liegt, 
ds die sphärische Länge PXP2 und da ihr konformes Abbild be
deutet. Da es sich um rechtwinklige, kleinste Dreiecke handelt,

(l Gwird die Bedingung = m stets erfüllt sein, wenn nur die Be- . i dsZiehung:
(188)
besteht.

dl dr\
m — —P dy

Nach Fig. 240a ist:
p = dx • cos —, 

wenn r den Kugelhalbmesser vorstellt; es ist also zu fordern, daß:

(189)

dè di](190) dydx • cos —r
wird.

Dieser Gleichung genügen unendlich viele Paare von Funk
tionen zwischen |, rj und x, y. Um zu einer bestimmten Lösung 
zu kommen, greifen wir für £ willkürlich eine Funktion heraus. 
Aus Zweckmäßigkeitsgründen geben wir der denkbar einfachsten 
Beziehung den Vorzug und setzen:

(191)
Es ist dann:
(192)
und aus (190) folgt:

Ś = X.

dl = dx

dx _dri

dx-cos — dy
r

oder:
(193) dydy] —

y_cos r
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Durch Integration gewinnt man hieraus:

y - r-1stg(T+27) + c-

Die Integrationskonstante C ist Null, da für y — 0 auch r\ = 0 
werden muß1).

Die unhandliche Berechnung von rj mittels des geschlossenen 
Ausdruckes (194) läßt sich vermeiden, wenn man unter Berück
sichtigung des Umstandes, daß ~ stets ein Meiner Wert ist, so
lange es sich um geodätische Arbeiten handelt, die rechte Seite der 
Gleichung (194) oder noch besser, bereits in der vorhergehenden
Gleichung cos durch die ersten beiden Glieder einer stark kon
vergierenden Reihe ausdrückt. Man erhält dann:

= dy(l + 27*

(194)

y2dy + -)■(195) drj

Die Integration dieses Ausdruckes führt auf die Beziehung:
ys(196) n - y + , r..-

Auch hier ist die Integrationskonstante aus dem vorhin ange
gebenen Grunde Null. Es bestehen also für die Verwandlung von 
sphärisch rechtwinkligen Koordinaten æ, y in ebene, rechtwinklige, 
konforme Koordinaten die einfachen

Übergangsgleichungen :
ys(197a) £ = s, n = y + 6 r2

und:
Vs(197b) x y y 6r2'

Daß im Zusatzglied der zweiten Gleichung von (197 b) an Stelle 
von y ohne merklichen Einfluß das nahezu gleich große r\ gesetzt 
werden darf, wird ohne weiteres verständlich sein.

1) Diese Abbildungsart wird als Mercatorprojektion bezeichnet 
nach dem Geographen Gerhard Mercator (Kremer) (1512—1594), der
sie (mit dem Äquator als X-Achse) angewendet hat. Sie ist für die 
Darstellung größerer Teile der Erdoberfläche hauptsächlich bei See
karten in Gebrauch.



Für das Vergrößerungsverhältnis m aller von einem Punkt 
nach beliebigen Richtungen führenden Seiten von unendlich kurzer 
Länge liefert (187) den Wert:

(198)

Nun ist nach (.193):

cl rj
m = ~ dy

1
y_ ’cos r

also wird: 1m
y_cos r

Da für unsern Zweck genügend genau:

y__ 1 j£_
1 2 r*cos

ist, so kann man auch setzen:

. (199) m
cos

Das zweite Glied dieses Ausdruckes ist nichts anderes als die re
lative Längenverzerrung v für den betrachteten Punkt. Man kann 
daher auch schreiben:

y2(200) v—m — 1 = •2 r*

13. Verzerrungen im ebenen, rechtwinkligen, 
konformen Koordinatensystem. Da die Übergangs
gleichungen (197a, b) unter Voraussetzung der Winkeltreue ab
geleitet wurden, ist die Richtungsverzerrung in der nächsten Um
gebung jedes Punktes Null und die mit dem Ort wechselnde, aber 
für alle Richtungen in der nächsten Umgebung des abgebildeten 
Punktes gleiche Längenverzerrung ist durch (200) bestimmt. Diese 
einfachen Verhältnisse sind besonders für den Planauftrag von 
Bedeutung.

Etwas anders liegen die Dinge, wenn es sich um die Ver
zerrungen längerer Seiten handelt. Es ist dies eine Frage, welche 
bei Triangulierungsberechnungen im ebenen, rechtwinkligen, kon
formen Koordinatensystem eine große Rolle spielt.

Zur Berechnung von Richtung und Länge einer Strecke PXP2 
auf der Kugel haben wir die Gleichungen:
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y i — !h — ®tg a
«i - «i — ® ’
xs xl (x)_yi (y)(201) s sin acos a

= ]/© — «! — ©)2 + (% —V\ — ®y •
Die entsprechenden Gleichungen für die Rechnung mit ebenen, 
rechtwinkligen, konformen Koordinaten sind hingegen:

tga — t — Vi _ nt — Vi
fe-li xs — xt
rii — Vi = —ii __ «t — SBi 
sin cc” cos a' cos a"S =(202)

—ya2 ^i)2+(ł?2 %)

. = y © - ^i)2+(%—»7i):2 •
X» | 0 Mit Hilfe dieser Gleichungen 

/ \s ! lassen sich die verzerrten und

p* dy PfVrV,

k \ nicht verzerrten Längen und Rich- 
f* tungswinkel in Fig. 241 ganz ent

sprechend der Fig. 238 darstellen. 
Auf demselben Wege wie dort 

q findet man jetzt für die Richtungs
verzerrung:
(203) da — ct— a" — da^ da^ 
oder:

(© sin a + dy cos a).

Das hierin auftretende dy ist nach Fig. 241:

(205) dy - Ą.H, - n(p,' - * - sr, - © - Oh - 1h) •
Nun ist aber: 
so daß:

(206)

wird. Wenn der Ausdruck (204) nach Einsetzen der Werte für @ 
und dy weiter entwickelt wird, findet man schließlich für die in 
Sekunden ausgedrückte Richtungsverzerrung :

r r

da — ^i)(22/i + %)•

/s /
ßMsf'f" “sä“~"a\

/X
y,-y,-*3
Fig. 241.

(204) da = s

y\y\ ^2 = 2/2 +6 r* ’ 6r* ’

yl — y\äy = -{® +
6 rä

(207)



Koordinaten 
d. Anfangsp.
x = beliebig 

Vx (=Vä)in-km

da

+
O/'OO 
0, 25 
0, 51 
0, 76 
1, 02 
1, 27 
1, 52
1, 78
2, 03 
2, 29
2, 54
3, 81 
5, 08

I. DieKugel als Projektionsfläche. Aufgaben der Landesvermessung 351

Dieser Ausdruck ist das erste, im allgemeinen kleinere Glied dt 
der durch (175*) bestimmten Richtungsverzerrung, welche hei 
der Rechnung und Abbildung durch ebene, kongruente, recht
winklige Kugelkoordinaten entsteht.

Für die nächste Umgehung eines Punktes wird mit x2 — x± 
die Richtungs Verzerrung Null, wie es der Begriff einer winkeltreuen 
Abbildung erfordert. Im übrigen wird für eine bestimmte Strecken
länge s mit festem An
fangspunkt da dann am 
größten, wenn s parallel 
zur X-Achse liegt. Die
ser ungünstigsten Lage 
entsprechen die in Tab.
10 nach (207) für eine 
10 km lange Strecke be
rechneten da. Ein Ver
gleich der Tabellen 8 
und 10, die sich beide 
auf die gleiche Strecken
länge _s in ihrer jeweils 
ungünstigsten Lage be
ziehen, zeigt, daß hin
sichtlich der Richtungs
verzerrung die Rechnung 
und Abbildung mittels 
hon former, ebener, recht
winkliger Koordinaten 
der Rechnung und Abbildung durch kongruente, ebene, rechtwinklige 
Kugelkoordinaten beträchtlich überlegen ist. Hält man für die Klein
triangulierung als größte Seitenlange 10 km und als größte zu
lässige Richtungsverzerrung den Betrag von 3" fest, so kann man 
im konformen, ebenen, rechtwinkligen System bis zu 90 km Or- 
dinatenlänge gehen, während man bei vollständiger Vernachlässi
gung der Kugelkrümmung und gleichbleibenden Genauigkeitsan
sprüchen die Ordinatenlänge 40 km nicht überschreiten darf.

Für die absolute Längen Verzerrung ds finden wir aus Fig. 241 :
ds = s — s = @ cos a — dy sin a,

wo dy die in (206) angegebene Bedeutung hat. Das Verzerrungs
verhältnis wird demnach:

Tabelle 10. 
s = 10 km, a = 0°

(208)

v = ^ = — (® cos a — dy sin a).(209)

O
O

O
O

O
O

O
O

O
O O

O
O
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Durch die Entwicklung und Umformung dieser Gleichung erhalten 
wir schließlich:
(210) » =■ + M-i + y\)-

Dieser Ausdruck ist im allgemeinen stets größer als das in (179) 
enthaltene Verzerrungsverhältnis für ebene, kongruente, rechtwink
lige Kugelkoordinaten. Es ist, da der Faktor cos2a fehlt, weniger 
veränderlich als das durch (179) gegebene v und erreicht für eine 
feste Streckenlänge s mit fester Anfangsordinate yx seinen größten 
Wert:

êp(8»î + 8 s* + s!)(211)

wenn s in der Ordinatenrichtung liegt und zwar in dem Sinne, 
daß es die Fortsetzung von yx bildet.

Für kurze Entfernungen darf man in (210) eine Mittelordi
nate y einführen und findet damit wieder das für die nächste Um
gebung eines Punktes von der Streckenrichtung unabhängige Ver
zerrungsverhältnis :
(212) 2/2

V==27*'

Die zu runden Ordinatenlängen nach (212) berechneten 
Werte von v stimmen mit den in Tab. 9, Spalte 3 stehenden Be
trägen der v

14. Blatteinteilung. Die bildliche Darstellung ausgedehn
ter Aufnahmen wird auf eine größere Anzahl von Blättern ver
teilt, welche meist eine regelmäßige Begrenzung aufweisen. Solche 
regelmäßige Blattgrenzen sind z. B. Teile von Meridianen und 
Parallelkreisen. Diese geographische Blatteinteilung trifft man be
sonders häufig bei Karten, d. h. bei bildlichen Darstellungen klei
neren Maßstabs — etwa unter 1:10000 —, z. B. bei den mili
tärischen, topographischen Karten (Karte des Deutschen Reiches). 
Für Kartierungen größeren Maßstabs, über 1:10000, welche als 
Pläne bezeichnet werden, eignet sich besser die dem rechtwinkligen 
Koordinatensystem auf der Kugel angepaßte, in Fig. 242 darge
stellte Soldner sehe Blatteinteilung.

Für die erste Orientierung eines Blattes denkt man sich die 
Aufnahmefläche durch die beiden Koordinatenachsen in die vier 
Quadranten KO, SO, SW und NW zerlegt. Trägt man weiter
hin vom Koordinatenanfangspunkt aus auf beiden Koordinaten
achsen die gleichen runden Längen h0 ab und zieht durch die so 
gewonnenen Punkte die Ordinatenkreise bzw. die Parallelkreise

überein.max
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zur Abszissenachse, so entstehen einerseits die zwischen den be
nachbarten Ordinatenkreisen gelegenen, hier mit römischen Ziffern 
bezeichneten Schichten und andererseits die in Fig. 242 mit arabi
schen Ziffern be
zeichneten, zwi
schen je zwei be
nachbarten Par
allelkreisen ge
legenen Bethen,
Streifen oder 
Nummern. Zwei 
benachbarte Or- ^ 

dinatenkreise 
und Parallel
kreise begrenzen 
je ein Blatt, 

dessen Lage 
durch Quadrant,
SchichtundNum- 
mer vollständig 
bestimmt ist.Dem 

schraffierten
Blatt in Fig. 242 z. B. kommt die Bezeichnung NO. III. 2 zu.

Für die in der Ebene erfolgende zeichnerische Darstellung 
der Horizontalprojektionen wird im Soldnersehen System eine 
Polyederprojektion verwendet, welcher der durch die Ecken der 
Kugelblätter bestimmte Vielflächner zugrunde gelegt wird. Man 
denkt sich jedes krummflächige Blatt nach Inhalt und Begrenzung 
auf die zugehörige, durch die vier Blattecken bestimmte, ebene 
Polyederfläche, etwa durch Zentralprojektion1) vom Erdmittel
punkte aus projiziert. Auf diese Weise wird jedes Blatt auf einer 
besonderen Projektionsebene abgebildet. Da es sich bei dieser Ab
bildung um ein sehr kleines, durch die Blattgrenzen bestimmtes 
Gebiet handelt, kann man die Längen und Richtungen auf der 
Kugel, abgesehen vom Maßstab, den entsprechenden Bildgrößen

1) Mit dem gleichen praktischen Erfolge könnte man auch die 
Orthogonalprojektion verwenden. Sie würde nur der Vorstellung in
sofern eine kleine Schwierigkeit bereiten, als die einzelnen Blätter 
etwas übereinander greifen würden.

Die Soldner’sche Blattprojektion dürfte die erste Anwendung 
einer Polyederprojektion vorstellen, wenn sie auch Soldner nirgends 
als solche bezeichnet hat.

Tim er ding, Handbuch III

wN
h0y in

y h0II NN'/ I4 3 2 1 2 3 4 -5» 0hg hg ho ho hg hoU I1
h0 II

yy hçIJl y.yy 0w sho LL

I?ig. 242.

23



C. Höhere Geodäsie354

bis auf belanglose Verzerrungen1) gleicbsetzen. Wie eine einfache 
geometrische Überlegung zeigt, werden die auf Ordinatenkreisen 
liegenden Blattgrenzen geradlinig abgebildet, während die Bilder 
der beiden andern, auf Parallelkreisen zur Abszissenachse liegenden 
Blattgrenzen sehr schwach gekrümmte Hyperbelstücke (die Bogen
mitte ist der Scheitelpunkt) sind, welche zur X-Achse konvex liegen 2).

Auch die Abweichungen dieser Kurve von 
der Sehne durch ihre Endpunkte können in 
der bildlichen Darstellung meist nicht mehr 
zum Ausdruck gebracht werden3).

Wenn man von der verschwindend ge
ringen Krümmung der ebenen Bilder der 
Parallelkreisbögen eines Blattes absieht, so 
sind die einzelnen Blätter gleichschenkelige 
Trapeze (Fig. 243), deren parallele Seiten 
um so kürzer werden, je weiter das Blatt 

von der Abszissenachse entfernt ist, während die Höhen unver
ändert bleiben.

Den Unterschied zwischen der normalen Blattseitenlänge h0 
und der wirklichen Länge h einer Blattseite nennt man die Blatt
höhenverminderung 4) dh. Dieselbe ist
(213)

h0

fl h fi

kg

Fig. 243.

dh = h0 — h.

1) Durch die angegebene Art der Verebnung entsteht eine Ver
kürzung der Längen, welche für die Blattdiagonale h]/2 ihren größten 
Wert erreicht. Dieser ist, wie man durch Vergleich der Sehne mit
dem Bogen findet, — ^ • j/2 , wächst also mit der dritten Potenz

von h. Er wird für eine Blatthöhe h — 10 km 2,90 mm im natür
lichen Maßstab und kann, da die Grenze der zeichnerischen Darstel
lung etwa yso mm ist, für die große Blatthöhe h — 10 km im Maß
stabe 1 : 60 und für alle kleineren Maßstäbe vernachlässigt werden

2) Es handelt sich um den Schnitt eines geraden Kreiskegels 
mit einer zur Kegelachse sehr schwach geneigten Ebene.

3) Die größte, dem Scheitelpunkte des Blattrandes entsprechende
Abweichung eines Randbildpunktes von der Sehne ist ü ^ , wenn

y die Ordinate des betreffenden Blattrandes bedeutet. Diese größte 
Abweichung wird für h = 10 km und y = 200 km rund 62 mm, 
welcher Betrag in Darstellungen von etwa 1 : 1300 ab vernachlässigt 
werden darf. Für geringere Blatthöhen ergeben sich natürlich noch 
günstigere Verhältnisse.

4) Richtiger wäre wohl die Bezeichnung Blattseitenverminderung, 
da die Trapezhöhen unverändert bleiben.



-*(*-£)•h

y*dh = 27*h0-

Wenn die Blattausmaße nicht zu groß genommen werden, sind 
die zu den benachbarten Blattseiten Ti und Ti" mit den Ordinaten 
y, y" gehörigen Verkürzungen dTi und dh" bis auf Größen höherer 
Ordnung einander gleich. Bei Vernachlässigung dieses höchst ge
ringfügigen Unterschiedes, welcher sich aus (215) zu li — Ti" =
d(dłi) — y (~) ergibt, wird die Blattkonstruktion vereinfacht. 

Dann kann man nämlich
A+Xho jedes Blatt als ein Recht

eck von der Länge h0 und
der der Blattmitte entspre- _.
chenden, mit der Mittelor- 
dinate y berechneten, ver
kürzten Höhe Tn betrach
ten (Fig. 244).

Steht ein Punkt P 
(Fig. 244) mit den sphä
rischen Koordinaten x, y 

von den benachbarten Blatträndern um die sphärischen Koordi
natenreste Ax, A y ab, so ist heim Punktauftrag der Ordinaten- 
rest A y unverändert aufzutragen, da sich die Blattdimensionen 
in der Ordinatenrichtung nicht ändern. Dagegen ist wegen der in 
der Abszissenrichtung stattfindenden Blatthöhenverminderung nach
(215) an Stelle des sphärischen Abszissenrestes Ax die verkürzte 
Größe:
(216)

NW

V

IV
h h III

IT

<dH iAy
u4 3 2 1h0

Fig. 245.Fig. 244.

yi Ax 
2 r^XAx = Ax —

(214)
oder genähert:

Damit wird:
(215)

vom Blattrande aus abzutragen.
23*
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Ist y der Abstand der Blattseite Ti von der Abszissenachse 
und r der Halbmesser der Projektionskugel und der Abszissen
achse, so ist r • cos— der Halbmesser des Parallelkreises, auf
welchem Ti liegt. Da die Blattseitenlängen zu den entsprechenden 
Parallelkreishalbmessern proportional sind, besteht die Gleichung:

ingo5̂

O
h 

O---
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Denkt man sich die einzelnen Blätter mit den zur Abszissen
achse parallelen Seiten in der Ebene aneinander gereiht (Fig. 245), 
so entstehen klaffende Schichten. Findet jedoch das Zusammen
fügen längs der zur Abszissenachse senkrechten Blattränder statt, 
so entstehen Ringausschnitte mit Zwischenräumen. Eine geschlos
sene Darstellung in der Ebene ist weder bei der Soldner’sehen 
noch bei einer anderen Polyederprojektion möglich.

Anders liegen die Dinge 
bei der ebenen Abbildung durch 
konforme rechtwinklige Koordi
naten. Hier werden die der

+ E

h0V

hIV Soldner’sehen Blatteinteilung 
entsprechenden Ordinatenkreise 
gleichabständige Parallelen 

(Fig. 246) zur Ordinaten- 
achse H und die Parallel
kreise werden Parallelen zur 

Abszissenachse & mit wachsen
den Abständen. Dadurch ent
stehen in der Abbildung Schich
ten von der gleichen Höhe h0 
und Reihen von zunehmender 
Breite h. Die ebenen Bilder der 
Kugelblätter sind daher Recht

ecke mit unveränderlicher Höhe hQ in der Abszissenrichtung. Die in 
der Ordinatenrichtung gelegene Rechteckslänge hingegen nimmt mit 
dem Blattabstand von der Abszissenachse zu. Sie ist nach (200) 
oder (212):

hN W III 0N

II h0
I3 2 14 2 3 4
V
ii ho ta

S IIIW

IV s 0
hoV

Fig. 246.

» = K + £,-h(217) 0 >

wenn y die Mittelordinate des Blattes bedeutet.
Während nach (19 7 a) die Abszissen der Blattränder in der 

Ebene dieselben runden Werte besitzen wie auf der Kugel, weichen 
ihre konformen, ebenen Ordinaten von den runden Ordinatenwerten 
der Kugelblattränder etwas ab. Die konformen Koordinatenreste 
AĘ, und A y gegen die Blattränder sind unverändert aufzutragen. 
Jedes so aufgetragene Blatt und sein Netz sind zum entsprechen
den Kugelblatt, dem Urbild, konform, winkeltreu oder ähnlich, und 
sämtliche Längen der Abbildung sind gegen die entsprechenden
Urbildlängen um yi ihres Betrages vergrößert. Dieser Umstand2 r2
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kann beim Auftrag der Einzelheiten durch örtliche Koordinaten 
wie eine nach allen Richtungen hin gleiche Papieränderung be
rücksichtigt werden.

Es soll noch mit einigen Worten auf diejenigen krummen 
Linien PXP2 au^ der Kugel hingewiesen werden, welchen in der 
ebenen Abbildung durch konforme, rechtwinklige Koordinaten gerade 
Linien Px P3 (Fig. 246) entsprechen. Eine solche Linie, deren Bild 
mit den Bildern aller Ordinatenkreise den gleichen Winkel co ein
schließt, muß nach dem Begriff der Winkeltreue auch auf der 
Kugel sämtliche Ordinatenkreise unter demselben Winkel co schnei
den. Eine solche Linie liegt im allgemeinen auf keinem größten 
Kreise; es ist vielmehr eine Linie doppelter Krümmung, welche voll
kommen der aus der Seefahrt bekannten, die Meridiane unter 
gleichen Winkeln schneidenden Loxodrome entspricht.

15. Geographische Koordinaten auf der Kugel. 
Die geographischen Koordinaten eines Punktes sind seine geogra
phische Länge und seine geographische Breite. Man versteht unter 
der geographischen Breite cp eines Punktes den Winkel, welchen das 
Lot des Punktes mit der Äquatorebene einschließt und unter seiner 
geographischen Länge X den Winkel zwischen seiner Meridian
ebene und der Ebene eines geeigneten Nullmeridians N. M. In 
der Geodäsie werden die geographischen Breiten vom Äquator 
aus nach Norden positiv und nach Süden negativ gezählt. Die 
geographischen Längen zählt man meist vom Meridian der Stern
warte Greenwich manchmal auch noch von Ferro aus nach Osten 
positiv und nach Westen negativ1).

a) Beziehungen zwischen dem Bogen und den geo
graphischen Koordinaten seiner Endpunkte. Zwei durch ihre 
geographischen Koordinaten gq, Xx und <p2, X2 festgelegte Punkte 
Pl, P2 und der Nordpol Pn (Fig. 247)2) bestimmen ein sphärisches 
Polardreieck. Der einem Großkreis der Kugel angehörige Bogen s 
schließt mit dem Meridian durch den ersten Punkt einen rechtssinnig 
positiv gerechneten Winkel A und im Endpunkt P2 einen Winkel A' 
ein, welche man als Azimute des Bogens PXP2 (lm Sinne PxP2) 
im Anfangspunkt und Endpunkt bezeichnet. Der Unterschied:

1) Rein analytisch betrachtet sind die geographischen Koordi
naten auf der Kugel nichts anderes als rechtwinklig sphärische Ko
ordinaten auf einer Kugel vom Halbmesser 1. Das Koordinatensystem 
wird hiebei durch den Äquator als Abszissenachse und den Anfangs
meridian als Ordinatenachse gebildet.

2) Fig. 247 stellt eine Verjüngung der Erdkugel auf den Halb
messer 1 vor.



358 C. Höhere Geodäsie

(218) d A ■= Ä — Ar,\

J dl \ÎB beider Azimute beißt die Meridian- 
\ konvergcnz.
\ Zu ihrer Bestimmung subtra-
\ hiert man die aus Fig. 247 abgelesene 

Ae I Gleichung:
/ (219) sinM = sinz/1

&
fe/a

p.4
PsANM

Px %
5h

. S COS qp2
. OBin —

von der Gleichung:
(220) sin A'= sin AI cos qjj

. s ’ 
sin —Ps

Fig. 247. 1

wobei z/1 den Längenunterschied 12 — 1L und r den Erdhalb
messer bedeutet. Nach einer kleinen goniometrischen Umformung 
der Differenz ergibt sich die noch strenge Beziehung:

sin dl(221) sin y(A'—J.)coSy(M-f Â) Y sin y 4- (p2) sin y (cp2 — (pt).
sin-

Unter Voraussetzung einer kleinen Entfernung s, also auch eines 
kleinen z/1 findet man hieraus durch Reihenentwicklung unter Be
schränkung auf die Glieder erster Ordnung leicht:

dA — Ä — A = z/1 • sin <p.

In dieser Näherungsgleichung bedeutet cp die Mittelbreite ^((p1 + <p2). 
• Zur strengen Bestimmung von A', dl und cp2 aus cpx, A1 und 

s dienen die Neper’sehen Gleichungen:

(222)

“łd—^+T)
(223) tgi(Z' + zU)= tgy-

. 1/71 S\ ’
"T «-"--T

“■łd-^+Y)
(224) tg-L(A’-JX)-tgA-

1 /7t S\cos —- ( —----Cp.------ )2 \ 2 r)
Daraus ergibt sich:

4-(M' -f- z/1) = y15 
4(zT — z/1) == y2;

(225)

901k.
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also ist:
Ä = Yi + 

A\~yx- y2
(226)

und:
(227) Ä2 = -j- A A..

Ferner findet man die geographische Breite des Bogenendpunktes 
aus der Gleichung:

(228) s sin Asin ALcos <p2 = COS cpx = sin r einAX

Auf ganz entsprechende Weise findet man aus den geographischen 
Koordinaten der Bogenendpunkte die Bogenlänge s und die Azi
mute A,A' nach den strengen Gleichungen:

AX — A2 Ä1}(229)

Y (9>1 + <Pi)cos
*g Y + A) ” *g T1 '(230)

siQ y (v* ~~

sin y + 9>*)
tgyC^-' — A) = % Y‘

s sin AXsin — — cos cpx J, = cos cp2

(231)
008 y (<Pt — 9>i)

sin Al(232) sin A

Die Gleichungen von (223) bis (232) gelten, wenn man sich über
haupt mit dem Ersatz der mathematischen Erdoberfläche durch 
eine Kugel zufrieden gibt, für beliebige Entfernungen1).

b) Beziehungen zwischen den geographischen und 
den Soldner’schen Koordinaten auf der Kugel. In Fig. 248, 
welche sich wieder auf eine verjüngte Kugel mit dem Halbmesser

1) Unter den verschiedenen Näherungsgleichungen zur Auflösung 
des sphärischen Polardreiecks sind die sphärischen Mittelbreiten formein 
von C. F. Gauß besonders wichtig. Siehe hierüber seine Untersuchungen 
über Gegenstände der höheren Geodäsie, Ende der ersten und Anfang 
der zweiten Abhandlung (Ostwald’s Klassiker der exakten Wissen
schaften Nr. 177).



1 beziehen soll, ist 
U mit den geogra
phischen Koordina
ten A0, cp0 der Null- 

1 punkt und der durch 
ihn gehende Meri
dian UPn die Ab
szissenachse eines 
Soldnersehen Ko
ordinatensystems, 

in welchem ein 
Punkt P mit den 

| %-Jl geographischen Ko-
E 0 ordinaten A, cp die

sphärisch recht
winkligen Koordi-

P
&

"2,

A AD HiNM
Px ■>

&
V <P

%
JlJL

S

Fig. 248.

naten x, y (auf der Erdkugel) besitzt.
Um zwischen diesen beiden Arten von Koordinaten Beziehungen 

aufzustellen, denken wir uns durch P den Meridian und den Ordi- 
natenkreis gezogen. Dieser trifft die Abszissenachse im Ordinaten- 
fußpunkt D mit der Fußpunktsbreite ip, jener den Äquator SO 
im Punkte E, welcher vom Schnittpunkt S der Abszissen achse 
mit dem Äquator um AX absteht. Weiter sei p der Parallelkreis 
zu + X in P und a der von p aus gezählte Richtungswinkel einer 
beliebigen von P ausgehenden Richtung PPt. Bedeutet A das 
Azimut dieser Richtung im Anfangspunkt P und dA den Unter
schied zwischen Azimut und Richtungswinkel, so ist:

(233) A = a + dA.

dA ist aber nichts anderes als die Meridiankonyergenz :

(233*)

zwischen den Ordinatenendpunkten D und P, für welche bereits 
in (222) ein Näherungswert angegeben ist.

Nach diesen Erläuterungen findet man aus Fig. 248 zur Über
führung der Soldnerschen Koordinaten x, y in geographische A, cp 
und für die Meridiankonyergenz1) im Punkte P folgende

A' — A1 — 90° + dA — 90° = dA

1) Wenn man von einer Meridiankonvergenz in einem Punkte 
kurzweg spricht, so meint man damit immer die Meridiankonvergenz 
der zum Punkte gehörigen Ordinate in ihrem Endpunkte.
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strenge Gleichungen:
cc

V = 9>0 + y »

sin cp = sin ip cos y ?

tg-f-

costy’

A = Aq -f- A A, 

sin dJ. = tg tg<p,

tg dA = sin y tgip.

Hierin ist wie auch in den folgenden Gleichungen (235) alles in 
Bogenmaß ausgedrückt.

Für die umgekehrte Aufgabe, die Soldner’sehen Koordinaten 
x, y aus den geographischen A, cp abzuleiten, ergeben sich nach 
Fig. 248 folgende

tg Ah =(234)

strenge Gleichungen:

A A —~ A A0,

sin y = sin A A cos cp,

tg*» J£*
6 Y cosAX(235)

x = r(ip — cp0), 

sin dA = sin ^/A sin rp, 

tg dA =■ tg A A sin <p.

Im Geltungsbereich eines Soldner’sehen Koordinatensystems 
bleiben die Quotienten y und die Größen A A, cp — 1p stets kleine
Werte, so daß es sich empfiehlt, die in den Gleichungen (234) und 
(235) enthaltenen goniometrischen Funktionen dieser Winkel unter 
Beschränkung auf die beiden ersten Glieder in Reihen zu entwickeln, 
Dadurch entstehen die folgenden
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Näherungsgleichungen : 

V — <Po + Q ~r ’

362

yiy = — Q — tg Ijj ,

__y____  J/s . tg2 q
® r cos 7f> Q 3 r3 cos ip

-*- + Q 
r cos cp s

(236)
Al =

y3 _ tg2 qp ^
6rs COS qp

^ = e-f-tgt - ç^»tgtKi +2

= ? -7 % <P + 9 ^3 % <p(2 + tg2 cp)

= ?

und:
AV

ip = qp -|—2^ s^n 9° cos 9e i

r±Zlo,
Q

Al r !Al\3 . 2-— cos cp---- — • I----1 cos cp sin" cp

Al , r [Al\* . 2— cos ip “f- -g- ■ (—J cos tp sm'ip,

dA — Al sin cp -j-

= Al sin ip —

X =

y = r
(237)

= r

AV sin cp cos2 cp3 eä

sin ip cos2 1//.

Die Näherungsgleichungen1) (236) dienen zur Überführung von 
Soldner’ sehen Koordinaten und Richtungswinkeln in geographische 
Kugelkoordinaten und Azimute, während das System (237) eine 
einfache Lösung der umgekehrten Aufgabe ermöglicht. Sowohl in 
(236) als auch in (237) sind alle Winkelgrößen in Gradmaß 
eingeführt.

16. Flächenberechnung auf der Kugel. Für die
Berechnung großer Kugelflächen geht man am besten darauf aus, 
den sphärischen Exzeß s der betreifenden Figur zu ermitteln. Ist 
AB C (Fig. 249) ein Dreieck mit den Seiten a, b, c und den Winkeln

6 Q2

1) Die Gleichung für 1p in (236) und diejenige für x in (237)
sind im Gegensatz zu den übrigen für die Kugel streng richtig.
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«, ß, y auf einer Kugel vom Halbmesser r, so findet man je nach 
den gegebenen Stücken den sphärischen Überschuß der Dreiecks
winkel aus einer der

strengen Gleichungen:

« + ß + y- 180°,
t ~ V* -h tss^rtst^rtë s — c 

2 r ’(238)
tg ^tg V?sitt r C

tg| = r
1 + % ^ tg ^ «cos y

FHierin ist:
ßBS“]-(ß + H c).

Ist e bekannt, so hat man für die ge
suchte Fläche:

-A A

Fig. 249.

(239) F = er2 = — r2.
Q

Für Meine Dreiecke ist es zweckmäßiger, den Unterschied 
dF zwischen der sphärischen Dreiecksfläche F und der Fläche A 
eines leicht zu berechnenden ebenen Dreiecks mit den gleichen 
Seitenlangen a, 6, c zu ermitteln. Es ist1):

(240)
also wird:
(241)

und die sphärische Fläche ist:

(242)

Von Interesse ist auch die Fläche Fz einer durch zwei Parallel- 
kreise mit der Breite cp1 und <p2 begrenzten Kugelzone. Dieselbe 
ist bekanntlich:
(243)

a‘ + t’ + c*- A(l +F 24 r2

o* 4- + c2
dF = F — A •A24 r2

F=* A + dF.

Fz = 2rn • h,

1) Siehe C. F. Gauß, Allgemeine Flächentheorie, Ostwalds Klas
siker der exakten Wissenschaften, Nr. 5, S. 51, oder auch W. Jordan, 
Handbuch der Vermessungskunde, III. Band, 5. Auflage, Stuttgart 1907, 
Seite 268.
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wenn h die Zonenhöhe ist. Diese ist aber nichts anderes als Differenz: 
h = r sin ep2 — r sin ep1 

= 2r sin%(ep2 — cpj cos^(epx + <p2).
(244)

Es wird also:
(245) 
oder:
(246)

Fz = 4r2n sin|-(9P2 — ç>,) cos^-fa + <P2)

Ft = 0 sin —■ cos ep,

wenn 0 die Kugel Oberfläche, ziep den Breitenunterschied und cp 
die Mittelbreite •|-(<p1 -f <jp2) bedeutet.

Durch zwei Meridiane wird aus einer solchen
Pn Zone ein in Fig. 250 schraffiertes Viereck, eine geo

graphische Netzabteilung herausgeschnitten, deren 
Fläche Fn bei unveränderter Zonenhöhe offenbar 
zum Längenunterschied /dl beider Meridiane pro
portional ist. Also ist:

'ztx

%

Æ0
F.~ W*' ° SiQ 2 °0S

wenn sich /dl0 auf Gradmaß bezieht.Fig. 250.
Wird zll = ziep = 1°, so handelt es sich um

eine Graddbteilwng. Ihre Fläche ist:
0 . 1°

860 ' sm 2

17. Bestimmung1 des Halbmessers der Erdkugel 
aus Orradmessungen. Der Erdhalbmesser läßt sich in ein
fachster Weise bestimmen, sobald man für einen Bogen auf der 
Erdkugel die Länge und den Zentriwinkel kennt. Für die Messung 
der Bogenlänge ist die Lage des Bogens gleichgiltig; dagegen ist 
es für eine möglichst einfache Ermittelung des Zentriwinkels 
zweckmäßig, wenn der Bogen einem Meridian oder einem Parallel
kreis angebört1). Im ersten Falle hat man es mit einer Breiten
gradmessung, im zweiten mit einer Längengradmessung zu tun.

a) Breitengradmessung. Bei einer Breitengradmessung 
zwischen zwei auf demselben Meridian gelegenen Punkten Px und

(248) F = cos ep.

1) In Wirklichkeit werden diese ausgezeichneten Lagen nicht 
genau zutreffen; es sind daher an den gemessenen Bogenlängen kleine 
Reduktionen anzubringen, zu deren Berechnung die Kenntnis eines 
rohen Näherungswertes des Erdhalbmessers genügt.



P2 (Fig. 25l) wird die Bogenlänge B zwischen diesen Punkten 
durch Triangulation aus einei direkt gemessenen Grundlinie ab
geleitet. Der Zentriwinkel oder Breitenunterschied A cp zwischen 
Px und P2 hingegen 
wird aus astrono
mischen 
tungen
Denkt man sich z. B. 
einen Fixstern St, wel
cher im Vergleich zu 
den Ausmaßen der 
Erde als unendlich 
weit entfernter Ge
genstand betrachtet 
werden darf, in bei
den Punkten in dem Augenblick beobachtet, wo er sich in der 
Meridian ebene des Bogens befindet, so wird er dort unter den 
Zenithabständen zx und z% erscheinen. Zieht man in Px noch die 
Parallele p zum Lot CP2, so sieht man leicht, daß:

A cp = z2 — zx

ist und daß der gesuchte Erdhalbmesser:
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Æ
/ \Beobach

bestimmt. 5/ Zj
/P

St
Àc

St

Fig. 251.

(249)

B(250) r = ^ Acp

wird1), wenn Acp in Gradmaß ausgedrückt ist.

1) Den Grundgedanken der Breitengradmessung kannte schon der 
alexandrinische Gelehrte Eratosthenes (276—195 v. Chr.), welcher 
den Erdumfang mit der aus Tagereisen geschätzten Entfernung Assuan 
—Alexandrien und dem näherungsweise bekannten Breitenunterschied 
dieser Orte zu ermitteln suchte. Ähnlich verfuhr etwas später Posi- 
donius (135—51 v. Chr.), welcher Beine Schätzung auf den Bogen 
Alexandrien—Rhodus stützte. Die erste, wirklich ausgeführte und be
kannt gewordene Breitengradmessung verdanken wir den Arabern, welche 
um 827 n. Chr. nordwestlich von Bagdad die Länge eines Meridian
grades durch direkte Messungen bestimmten.

Die erste mit Hilfe einer Triangulierung ausgeführte Breitengrad
messung rührt von Willebrord Snellius (Snel van Roien) her, welcher 
sie in seinem Werk Eratosthenes Batavus, de terrae ambitus vera 
quantitate, Lugduni Batavorum 1617, beschrieben hat.

Weitere Einzelheiten siehe bei W. Jordan, Handbuch der Ver
messungskunde, III. Teil, Einleitung.
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b) Längengradmessung. Zur Berechnung des Erdhalb
messers r aus einer Längengradmessung zwischen den Punkten Pl 
und P2 (Fig. 252) unter der Breite cp braucht man außer dieser die 

Länge B des zwischen beiden Punkten lie
genden Parallelkreisbogens und den zuge
hörigen Längenunterschied Al. Jene findet 
man wieder durch Triangulation, diesen hin
gegen aus zwei zusammengehörigen Orts
zeiten rl\ und T2 in den Bogenendpunkten. 
In der geographisch astronomischen Zeit- 
und Ortsbestimmung wird gezeigt, daß der 
Längenunterschied gleich der Differenz zweier 
zusammengehöriger Ortszeiten ist; es ist also:

Al — T% — Tx.

Bedeutet / = r cos cp den Parallelkreishalbmesser unter der Breite 
qp, so hat man für die Bogenlänge den Ausdruck:

Pn
fi

\

«
A4-)

B

Ae- \

Fig. 252.

(251)

AlB = r'- —(252) = r • — cos cp.
Q

Hieraus ergibt sich der Erdhalbmesser: 

(253) qBr A l cos cp

Dieser Ausdruck enthält den Längenunterschied Al im Gradmaß.

II. Die Erde als Rotationsellipsoid (Sphäroid).
Die Kugel reicht als Ersatz für das Geoid für die überwie

gende Mehrzahl aller praktischen Aufgaben aus. In weiterer An
näherung kann man die mathematische Erdoberfläche durch ein 
Rotationsellipsoid ersetzen, welches durch Drehung einer schwach 
abgeplatteten Ellipse um ihre kleine Achse entsteht und auch als 
Sphäroid bezeichnet wird. Dasselbe dient in erster Linie wissen
schaftlichen Zwecken und ist besonders als Bezugsfläche für das 
Geoid von Wichtigkeit. Nach der praktischen Seite hin besitzt es 
seine größte Bedeutung für die Berechnung der geographischen 
Koordinaten. Während nämlich der Unterschied in den Entfernungen 
entsprechender Punkte auf dem Sphäroid und einer gut angepaßten 
Kugel in der Regel vernachlässigt werden darf, trifft dies für den 
Einfluß der Elliptizität auf die geographischen Breiten für ge
wöhnlich nicht zu und dieser Umstand darf auch bei Arbeiten,



welche nach der Seite der Praxis hin orientiert sind, niemals ver
nachlässigt werden, wenn man überhaupt die Abweichung des Ro
tationsellipsoids von der Kugel berücksichtigen will.

18. Allgemeine Begriffe und Beziehungen am Ro
tationsellipsoid. In Figur 253, welche einen Meridianschnitt des 
Erdellipsoids mit der großen Halbachse a (Äquatorhalbachse) und 
der kleinen Halbachse b 
(Rotationshalbachse) vor
stellt, ist C der mit dem 
Ellipsenmittelpunkt zusam
menfallende
punkt, Ae der Schnitt mit 
der Äquatorebene, PsPn die 
Erdachse, p der Parallel
kreishalbmesser, cp die geo
graphische und y die geozen
trische Breite eines belie
bigen Meridianpunktes P;
M ist der Meridiankrüm
mungshalbmesser (erster 
Hauptkrümmungshalbmesser) und Nder Querkrümmungshalbmesser 
(zweiter Hauptkrümmungshalbmesser) in diesem Punkte. Die 
Größe N ist bekanntlich das zwischen der Ellipsoidoberfläche und 
der Rotationsachse gelegene Stück der Flächennormalen in P.

Für manche Zwecke ist auch die durch die Gleichungen:
= y tgy = ^-tgç> = ]/l — e2 tg cp

Pn p
—py

b
Erdmittel-

cAe

JJ N Smf ■b

:
Fig. 253. *

(254)

bestimmte reduzierte Breite t/j als Hilfsgröße von Wichtigkeit1). 
Zwischen der Abplattung:

a — b(255) a a
der auf die große Halbachse a bezogenen numerischen Exzentrizität:

-V ..
und dem entsprechenden auf die kleine Halbachse b bezogenen

a2 — &2(256)

1) Denkt man sich um C einen Kreis mit dem Halbmesser a 
beschrieben und durch P eine Parallele zur Erdachse PgPn gezogen, 
welche den Kreis in einem Punkt P' schneidet, so ist der Winkel, wel
chen CP' mit der Äquatorebene einschließt, die reduzierte Breite rf> 
von P.

367II. Die Erde als Rotationsellipsoid (Sphäroid)

ß? 
Cn
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Wert:
(257) a2 — b~'-V b2

bestehen die strengen Beziehungen:

a = 1 — ]/l — e2 = 1 

e2 = 2 a — a2,

1
1/1+6'*’

2a — a2e'2 2 ?(1 — a)

(1(258)
e'2e2

l+«' 2 Î

6*
e"!—i

Hieraus findet man durch Reihenentwicklung die Näherungs
gleichungen:

-e2

e2 .ß4 e'2
Y'+ = _2_ 

e2 = e'2_e'i
e'2 = e2 + e4_

Bezeichnet r = yMN den mittleren Krümmungshalbmesser 
für den Punkt P, c den mittleren Krümmungshalbmesser im Pol, 
Ba den Krümmungshalbmesser für einen Normalschnitt mit dem 
Azimut A und gelten die Bezeichnungen1):

3 ,4 
8 6 ’a —

(259)

V=]/l + e'2 cos2 cp,

so ergeben sich mit Hilfe der Differentialrechnung leicht die fol
genden strengen Gleichungen:

(260) W=Yl — e2 sin2 cp ,

1) Für die Funktion V und W sind Tafeln berechnet worden; 
siehe z. B. W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, IH. Band, 
5. Aufl., Stuttgart 1907, Anhang, Seite [9] u. d. f. An derselben Stelle 
finden sich von Seite [8] ab auch die zu verschiedenen geographischen 
Breiten gehörigen Logarithmen der Hauptkrümmungshalbmesser M 
und N. Siehe auch Albrecht, Formeln und Hilfstafeln für geogra
phische Ortsbestimmungen, 4. Aufl. Leipzig 1908.
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a2 a a]/l -f- e'2 = b(l + e'2),C b yi — e2 

_ a(l — e2) _
Ws V*

a(l —e2)c
(1 — e2sin2qp)f

ca a
V (1 — e2 sin2 cp)\W

(261)
a(l — e2)łal/ i — e2Y = —------ -----

TT2

p = N cos g? =

r*=i +e'>cos>-i^e!sin^

Das Krümmungsverhältnis1) ist, abgesehen von den Polen, 
stets größer als 1; es erreicht seinen größten Wert 1 e 2 für die 
Äqnatorpunkte und seinen kleinsten Wert 1 in den Polen. Diese 
Stellen sind nämlich Nabelpunkte, in welchen die Krümmung nach 
allen Richtungen hin gleich ist. Im allgemeinen aber ist der Quer
krümmungshalbmesser N stets größer als der Meridiankrümmungs
halbmesser M.

Zur Ermittlung des Krümmungshalbmessers im Azimut A 
hat man nach einem bekannten Satz von Euler die Gleichung:

1 cos2J. ! sin2A.
W~ + —jv"~ ’

c
F2 1 — e2sin2qp’

a cos cp
(1 — e2 sin2 9)2 ’

-e2

(262)
»A

19. Meridianbögen. Die Länge B eines Meridianbogens 
zwischen dem Äquator und einem Punkte P mit der geographischen 
Breite cp ist nach Pig. 254:

cp = ip (f

(263) B = JdB = JM- dcp.
<p = o o

Führt man hierin für M den in der Zu
sammenstellung (261) enthaltenen Aus
druck ein, so wird:

dB P

BM
"Ni

i Ae

4

o

SMdcp(264) B = a( 1 — Fig. 254.)/( 1 — e2 sin2qp)s

1) Je mehr sich das Krümmungsverhältnis der Einheit nähert, 
desto geringer werden die Verzerrungen, welche entstehen, wenn in 
der Umgebung der betreffenden Stelle das Ellipsoid durch eine Kugel 
mit dem mittleren Krümmungshalbmesser ersetzt wird.

Timerding, Handbuch III 24

%
 fei
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Durch Integration, Reihenentwicklung und Einführung der Bessel- 
schen Erddimensionen*) ergibt sich hieraus1 2 * *):

B = [5.045 7946 544] cp — [4.203 8114 842]sin 2 cp 
+ [1.2234947 4] sin ±cp — [8.338 1536]sin6<p 
+ [5.488 07] sin 8 cp Ą-----.

Das erste Glied dieser Gleichung, in welcher die mit e10 multi
plizierten Glieder noch berücksichtigt sind, enthält cp in Sexage- 
simalgraden. B ist in Metern ausgedrückt. Durch die in (265) 
gebrauchten eckigen Klammern soll zum Ausdruck gebracht wer
den, daß die in ihnen enthaltenen Zahlen nicht die Koeffizienten 
selbst sondern deren Logarithmen bedeuten.

Die Länge Bn eines zwischen den Punkten I\, P2 mit den 
geographischen Breiten cpx, <p2 enthaltenen Meridianhogens ist die 
Differenz der zu diesen Punkten gehörenden Meridianbögen B1 und 
jB2, also:
(266)

(265)

Bn B2 Bx,

Der analytische Ausdruck für die Länge AB eines zwischen 
den Breiten cp1 und cp3 gelegenen Meridianhogens lautet:

■Vi
<Pi

dcp(267) AB — a(l —
(1 — e*sin2qp)l

Bleibt AB in solchen Grenzen, daß die mit e2 • ^

plizierten Glieder vernachlässigt werden dürfen, so führt die weitere 
Behandlung von (267) auf die Gleichung:

AB = a ■

V» — multi-
Q

3
- e2 cos (cpx + cp3)

Q(268)
e2 \ 2 I

j COS (ç>i + 9>s) j,(■<P2 — <Pl+ 8 Q
in welcher cpx und cp2 in Gradmaß ausgedrückt sind.

Mit einer weiteren geringen Einbuße an Genauigkeit kann 
man einen kurzen Meridianbogen auch als die Länge AB' eines 
Kreisbogens mit dem Zentriwinkel A cp = cp2 — cp^ und dem zur

1) Siehe Seite 396.
2) W. J o r d a n, Handbuch der Vermessungskunde, III. Band, 5. Aufl.

Stuttgart 1907, S. 231. Im Anhang dieses Werkes ist von Seite [38]
ab eine Zahlentabelle für die Werte B enthalten.
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Mittelbreite cp = \ (gq -f- <p2) gehörigen Meridiankrümmungshalb
messer M als Radius ausdrücken. Unter Berücksichtigung von 
(261) ist dann:
(269) dB' — M ■ a( 1 — e2)Ws *Pi . Vs — Vi

(l — ^sin^fo 4- qpj))4Q e

Durch Reihenentwicklung entsteht hieraus:

(270) J2'= a ■ *^-(1 - <<’) (l + -®- e2- | eW(n + 9i))- 

Ein Vergleich von (268) und (270) liefert den Unterschied: 
dB — dB'=-S ■ (^) • cos2<p.(271) 8

Um diesen kleinen Betrag wird die als Kreisbogen berechnete 
Länge dB' zu kurz erhalten. Er wird unter der geographischen 
Breite von 45° Null, wenn von Gliedern höherer Ordnung abge
sehen wird. Für den Äquator und die Pole hingegen erreicht er

ae2 •(?)•seinen größten Absolutwert Aber selbst hier wird8
der einem Breitenunterschied von 1° entsprechende Fehler erst 
29 mm.

20. Die geodätische Linie auf dem Sphäroid. Die
geodätische Linie ist für die praktischen Bedürfnisse der höheren 
Geodäsie kaum notwendig, da sie für diese Zwecke nach Richtung 
und Länge fast immer mit ausreichender Genauigkeit durch Nor
malschnitte ersetzt werden kann1 2). Ihre Bedeutung ist daher in 
erster Linie wissenschaftlicher Natur.

Die geodätische Linie, welche im allgemeinen2) auch die 
kürzeste, in der Fläche liegende Verbindungslinie ihrer Endpunkte 
ist, zeichnet sich dadurch aus, daß in jedem ihrer Punkte ihre 
Schmiegungsebene die Flächennormale enthält. Nach dieser Defi
nition liegen je zwei aufeinander folgende Linienelemente in einer 
Normalebene und man kann sich daher die geodätische Linie durch 
einen in der Fläche liegenden Polygonzug mit kurzen Seitenlangen 
und gestreckten Brechungswinkeln versinnlicht denken.

Nach einem bekannten Satz von Clair aut läßt sich der Ver
lauf der geodätischen Linie auf einer beliebigen Umdrehungsfläche

1) Siehe das folgende Kapitel.
2) Auf Rotationsflächen ist sie solange die Kürzeste als sie 

einen halben Umgang nicht überschreitet. Diese Bedingung ist für 
meßbare Dreiecksseiten stets erfüllt, weshalb geodätische Linien 
zwischen Dreieckspunkten stets auch Kürzeste sind.

24
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leicht ermitteln. Es ist nämlich für jeden Punkt einer auf einer 
Rotationsfläche liegenden geodätischen Linie das Produkt aus dem 
Parallelkreishalbmesser p und dem Sinus des Azimuts A konstant. 
Daher gilt auch für die geodätische Linie auf dem Sphäroid die 
Gleichung :
(272)

Nach dieser Gleichung hat sin A für den ganzen Verlauf der Kurve 
das gleiche Vorzeichen Das Azimut ein und derselben auf dem 
Rotationsellipsoid liegenden geodätischen Linie kann daher nie
mals aus den beiden ei'sten Quadranten in die beiden letzten Qua
dranten übergehen und umgekehrt.

Die extremen Werte des Parallelkreishalbmessers und des 
Azimuts sind:

p • sin A — C.

a) für positives C 
—+ 1, A = 90°, 

J^min ~ + G,‘

sin Amin = ~
^max

b) für negatives C
| sin A Jmax = 1, A = 270°,sin A max

_Pmin — | G | J(273)
C 1G | _ C 

a ’| sin A j min ..a ’ -^max
J?max — U.i^max — U,.

Hienach kann die geodätische Linie, sofern sie nicht ein Meri
dian ist, in keinem ihrer Punkte das Azimut 0° oder 180° er
reichen. Sie muß sich daher zwischen den beiden Parallelkreisen 
mit dem Halbmesser pmin = | C | in unendlich vielen Windungen

stets von West nach Ost (bei posi
tivem G) oder stets von Ost nach 
West (bei negativem G) fortgesetzt 
um die Erde bewegen. Ist das Azimut 
der geodätischen Linie in irgendeinem 
ihrer Punkte 0° oder 180°, so fällt sie 
mit dem Meridian durch diesen Punkt 
zusammen; ist es hingegen in einem 
Äquatorpunkte 90° oder 270°, so liegt 
die geodätische Linie im Äquator.

Der Zusammenhang zwischen der 
Länge und Richtung einer geodätischen 
Linie und den geographischen Koor
dinaten ihrer Endpunkte kann an der 
Hand der Figuren 253, 254 und 255

Pn

dX

A'
P' y

ds
A

Fig. 255.

P



(274)
(275)
Aus (272) findet man durch Differentiation:

(276)

PP" = dB — M • dg) — ds cos M,
P'P" =_p • dl = N- cos cp ■ dl = ds sin A.

dA t g A
dp P

Diese drei Gleichungen lassen sich unter Berücksichtigung der 
Gleichungen (261) in die folgenden überführen:

(1 — e2Bin2<p)fWs cos A(277)

(278)

(279) ITs

• cos M,«•(1 — e2) 
W sin A

a ■ (1 — e2)
(1 — e2 sin2 (pył sin A 

COS qp ’ds a- cos cp 
dA W

a
(1 — e2sin2qp)ł— sinAtggo sin A t gcp.a

Die Division der beiden letzten Gleichungen führt auf die ein
fache Beziehung:
(280)
für die unendlich kleine Meridiankonvergenz dA.

21. Reduktionen. Die beobachteten Winkel und die daraus 
unmittelbar abgeleiteten Werte sind für die streng sphäroidische 
Rechnung noch mit den im Folgenden besprochenen kleinen Ver
besserungen1) zu versehen.

1) Auf die Ableitung der Reduktionsformeln muß aus Gründen 
der Raumersparnis hier verzichtet werden. Man findet sie in den 
ausführlicher gehaltenen Lehrbüchern über höhere Geodäsie, z. B. 
W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, III. Band, 5. Aufl. Stutt
gart 1907, Seite 386 bis 391 und 400 bis 405. Siehe ferner Hege
mann, Lehrbuch der Landesvermessung, II. Teil, 1. Aufl. Berlin 1913, 
Seite 24 bis 34 und Helmert, Lie mathematischen und physikalischen 
Theorien der höheren Geodäsie, I. Teil, Leipzig 1880, Seite 134, 189, 190 
und 329 bis 344.

dA — dl sin cp

und unter Benutzung von (272) leicht durch Differentialgleichungen 
ausgedrückt werden.

Es sei in Fig. 255 PP' — ds das Bogenelement einer geodä
tischen Linie mit den Azimuten A, A' = A-\-dA und den geo
graphischen Breiten cp, cp' = <p-f dcp in den Punkten P und P' 
mit dem Längenunterschied dl. Ist P" der Schnittpunkt des Me
ridians durch P mit dem Parallelkreis durch P' mit dem Halb
messer p, so ergibt sich aus dem rechtwinkligen Differential
dreieck PP' P" :

II. Die Erde als Rotationsellipsoid (Sphäroid) 373
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374 C. Höhere Geodäsie

a) Normalschnitt und Gegennormalschnitt. Jede Beob
achtung auf dem Rotationsellipsoid erfolgt in der den Zielpunkt 
enthaltenden Normalebene des Beobachtungspunktes. Den Schnitt 

einer solchen Ebene mit dem Sphäroid nennt man einen 
' n Normalschnitt. Die beiden durch die Ellipsoidpunkte P1 und 

P2 (Fig. 256) gezogenen Normalschnitte s1 (Normalschnitt 
in Px) und s2 (Normalschnitt in _P2), von denen jeder auch 
den anderen Punkt enthält, nennt man G-egennormalschnitte.

Diese werden im allgemeinen nicht 
zusammenfallen, da zwei Ellipsoid- 

'-^2 normalen, welche nicht zuPunkten 
desselben Parallelkreises oder Me
ridians gehören, niemals in einer 
Ebene liegen.

Ist A„ das Azimut des Nor- 
malschnittes sx und A dasjenige 

des Gegennormalschnittes s2 in Px, co = An — Ag der Azimutunter
schied, af der Flächenwinkel und ą der größte Querabstand der 
beiden Normalschnitte, so gelten bis auf Glieder höherer Ordnung 
von e2 die folgenden Gleichungen:

■9- — -y- • • e2 • cos2<p • sin 2 A,

co = -j- • • e2 • cos2 cp • sin 2 A,

*2
v’ "

1 co'\ / 

• V\2 ß'
9

Fig. 256.3J

(281)

ą = • e2. cos2 cp ■ sin 2 A.

In diesen Gleichungen, welche & und cd in Sekunden angeben, 
ist s ein Näherungswert für die Bogenlänge PXP2, °P die genäherte 
geographische Breite des Bogenmittelpunktes und A ein Näherungs
wert für das Bogenazimut in diesem Punkte im Sinne PXP2.

Der dem Winkel co entspre
chende Wert co' in P2 stimmt mit 
w nach Größe und Vorzeichen 
überein.

P*

h s b) Einfluß der Höhe des
Pj> Zielpunktes auf das Azimut des 

Normalschnittes. Liegt der von 
Px (Fig. 257) aus angezielte Punkt 
P2 um den Betrag h über dem El- 
lipsoid, so wird er bei der Beob
achtung von Px aus auf einen

-A"
Bln."A.

aA’

Pt Fig. 257.
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Punkt P2" des Ellipsoids projiziert, welcher wegen der wind
schiefen Lage der Flächennormalen in Pt und P2 nicht mit dem 
Fußpunkt P3 der Höhe h zusammenfällt. Es wird daher an 
Stelle des gesuchten zur orthogonalen Projektion P2' gehörigen 
Azimuts An der zu P2 und P2" gehörige fehlerhafte Wert Ä'n be
obachtet.

Bedeutet dA" den Unterschied der beiden Azimute in dem
Sinne, daß An = An" -f- d A" wird, so ist die in Sekunden ausge- 
drückte Verbesserung, wieder abgesehen yon Gliedern höherer Ord
nung in e2:

dA" = -ir • — • e2 • cos2a> • sin 2 A. 2 a ^(282)

Hierin sind cp und A wieder auf den Bogenmittelpunkt bezogen.
Die Höhenlage des Beobachtungspunktes P1 hat keinen Ein

fluß auf das beobachtete Azimut, da die Beobachtung unabhängig 
von der Meereshöhe des Punktes Px stets in der gleichen Normal
ebene P-^P^P^" erfolgt, solange man von der geringen Krümmung 
der Lotlinien innerhalb der auf der Erdoberfläche vorhandenen 
Höhenunterschiede absieht.

c) Normalsclmitte und geodätische Linie. Zwei Ellipsoid- 
punkte Pj und P2 (Fig. 256) kann man außer durch die den beiden 
Zielebenen entsprechenden Gegennormalschnitte sl und s2 auch 
durch die kürzeste geodätische Linie s verbinden. Diese Linie zeigt 
ihren Endpunkten gegenüber gewissermaßen ein neutrales Ver
halten, während durch , den Schnitt der lotrechten Zielebene in 
Px, dieser Punkt und durch s3 in entsprechenderWeise der Punkt 
P2 bevorzugt wird.

Zwischen der geodätischen Linie und den beiden Normal
schnitten bestehen kleine Längen- und Richtungsunterschiede, deren 
Kenntnis zum Übergang von einer Linie zur anderen notwendig 
ist. Sind p, v und p, v die Winkel, welche die geodätische Linie 
in ihren Endpunkten Pt und P2 mit den beiden Normalschnitten 
einschließt und bedeutet A das Azimut der Kürzesten in Pn so 
ist A — Ag -f- fi = An — v. Entsprechendes gilt für p und v. Im 
einzelnen bestehen folgende Gleichungen:

, e"
P-P —T

(^“) ' e8 ' cos2(P ’ sin 2 A, 

v = v = {^j ■ 62 • cos2 cp sin 2 A.

ja = p = 2 v = 2 v\

(283)

Also ist: 
(284)
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d. h. die geodätische Linie schmiegt sich in jedem ihrer Endpunkte 
dem zugehörigen Normalschnitt besser an als dem Gegennormal
schnitt.

Zur Bestimmung des Längenunterschieds zwischen der Kür
zesten und den beiden Normalschnitten dient die Gleichung:

s ( s \ ^(285) ds = s1 — s — s2 — s — • (—j • e4 • cos4 <p • sin2 2 A.

Der größte Querabstand q der beiden Normalschnitte wird 
durch die geodätische Linie s halbiert.

Bei unveränderlicher Bogenlänge erreichen die Beträge für 
#•, co, q, dA", ft, v und ds wegen der Faktoren cos2qo, cos4<p und 
sin 2 A unter dem Äquator und für die Oktantenrichtung ihre 
größten Werte.

d) Folgerungen. Berechnet man die verschiedenen Reduk
tionsgrößen für einen 100 km langen Bogen unter der geogra
phischen Breite cp — 45° in seiner ungünstigsten Lage, nämlich in 
der Oktantenrichtung (-4. =■= 45°), so ergeben sich folgende Zahlen ;

co = 0,042",

v = + 0,014",

ds = 1,9 • 10-7

Wenn der angezielte Punkt um h= 1 km über dem Ellipsoid liegt, 
so findet man weiterhin:
(287)

Für kleinere geographische Breiten werden die entsprechenden 
Zahlen etwas größer und erreichen wegen des Faktors cos2qp in 
Äquatorgegenden das doppelte der unter (286) stehenden Beträge. 
Lediglich das mit dem Faktor cos4cp behaftete ds wächst unter 
dem Äquator auf das vierfache an. Für Breiten über 45° sind die 
entsprechenden Werte kleiner und in den Polen werden sie Null.

Selbst bei den besten modernen geodätischen Messungen ist 
der Einfluß der unvermeidlichen Beobachtungsfehler noch be
trächtlich größer als die unter (286) stehenden Beträge für ft, v 
und ds. Man kann daher in allen Dreiecksnetzen, deren Seiten 
100 km nicht überschreiten, die den Beobachtungen entsprechen
den Normalschnitte nach Länge und Richtung mit den die glei
chen Punkte verbindenden kürzesten geodätischen Linien ver
tauschen.

& = 54,4",

ft — + 0,028",

q ==■ 5,16 mm,

(286)

mm.

dA" = + 0,054".
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Bei einer Meereshöhe von 1000 m im angezielten Punkt kann 
nach (287) selbst für eine in der Oktantenrichtung liegende 100 km 
lange Seite der Einfluß dA" der Höhe auf das Azimut jederzeit 
vernachlässigt werden. Da aber dA" mit der Meereshöhe des Ziel
punktes gleichmäßig zunimmt, so kann es, wenn der Zielpunkt ein 
Hochgebirgsgipfel ist, in einzelnen ungünstigen Fällen so groß 
werden, daß es bei geodätischen Messungen erster Ordnung be
rücksichtigt werden muß.

22. Berechnung des allgemeinen geodätischen 
Dreiecks. Der Koordinatenberechnung auf dem Sphäroid geht

ĆC

V r

b b

ß a*A B
Fig. 258.

die Längenberechnung der geodätischen Linien des Dreiecksnetzes 
voraus. Es handelt sich in der Regel darum, in einem aus drei 
Kürzesten gebildeten geodätischen Dreieck die beiden fehlenden 
Seiten zu berechnen, wenn eine Seitenlange und die Dreieckswinkel 
sowie Näherungswerte für die geographischen Breiten der Drei
eckspunkte bekannt sind. Die Auflösung dieser Aufgabe ist von 
C. F. Gauß in den Disquisitiones generales circa superficies cur- 
vas^) durch ein dem Satz von Legendre entsprechendes, voll
kommen ausreichendes Näherungsverfahren allgemein für beliebige 
stetige Flächen gegeben worden. Das Verfahren sei unter Be
schränkung auf die Glieder erster Ordnung in den Reduktionen 
kurz angegeben.

Ist ABC (Fig. 258) ein geodätisches Dreieck mit den geodä
tischen Winkeln «, /S, y und A'B' C ein ebenes Dreieck mit den 
gleichen Seitenlangen a, 5, c und den Winkeln c*, yS*, y*, so be
stehen die Gleichungen:

A'B

1) Deutsch herausgegeben von A. Wangerin unter dem Titel 
Allgemeine Flächentheorie, 4. Auflage Leipzig 1912 als Nr. 5 in Ost- 
wald’s Klassikern der exakten Wissenschaften.

r
—
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a _ Q . A (2 Jcx + &2 + Âj), 

ß* = ß — q • ~(Jct 2Tc2 Jc3), 

Y* = 7 ~Q'J2 (^i + ^2 + 2 ^s) •

h' = ^

(288)

Hierin sind:
1 1(289) M,Nt ’ Jf3 N3

die Gauß’schen Krümmungsmaße in den Punkten A, X, C und 6 
bedeutet die Fläche des geodätischen Dreiecks, welche aus den 
gegebenen Stücken c, a, ß in erster Näherung nach der Gleichung:

c2 sina sin|3 
ß 2 sin (a -f- ß)

berechnet werden kann. Zur Ermittelung der Krümmungsmaße 
nach (289) genügen Näherungswerte für die geographischen Brei
ten der Punkte A, X, C.

Sind die auf die Ebene reduzierten Winkel a*, ß*, y* be
kannt, so erfolgt die Berechnung der fehlenden Seiten b, c nach 
dem Sinussatz der ebenen Trigonometrie.

23. Berechnung der geographischen Koordinaten 
des Endpunktes einer nach Richtung und Länge so
wie Lage des Anfangspunktes bekannten geodätischen 

Linie. In Fig. 259 seien die Sphäroidpunkte 
Px, P mit den geographischen Breiten X15 
X und den geographischen Längen X1? X 
durch eine geodätische Linie von der Länge 
s verbunden, welche im Anfangspunkt Px 
das Azimut Tx und im Endpunkt das Azi
mut T besitzt. Px, P und der Pol Pn bil
den das sphäroidische Pölardreieck.

Der Breitenunterschied AB = B — B 
der Azimutunterschied A T= T — Tx und der 
Längenunterschied Z = L — Lx lassen sich 

als irgendwelche vorerst unbekannte Funktionen fx, /*2, fs von 
Bx, Tx und s auffassen, so daß die Gleichungen:

(290)

Pn

l

/ aD
p

'T, 11
Fig. 259

i

B Bx A B = fx{Bx, Tx, s), 
T— Tx = AT*=fs{BXJ Tx, s), 
X —X, = Z

(291)
f& 1 TXl S)
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gelten. Durch Entwicklung dieser Ausdrücke nach Potenzen von 
s mittels des Satzes von Maclaurin erhält man:

ds2 2 ds3 6 ’
d*T s2 d3T ss
ds* * 2 + dss ' 6 H ’

ds2 2 dss 6 1 2

dBJB ' s *j~ds
dT(292) 4T •s4ds
di1 = s +ds

In diesen Reihen treten die ersten und die höheren Ableitungen 
der Breite, des Azimuts und der Länge nach dem Bogen auf. Die 
drei Ableitungen von der ersten Ordnung sind nach (277) bis (279):

dB (1 — e2sin2R)l
• cos 7',

0(1— e*)ds

dT (1 — e2sin2cp)ł(293) • sinT* tgP,ds a

(1 — e2sin2qp)^ sinT 
cos 2?

Man kann hieraus auf gewöhnlichem Wege die Differential
quotienten höherer Ordnung finden. Durch Einsetzen der gewonne
nen analytischen Ausdrücke in die Gleichungen (292) ergeben sich 
die gewünschten Koordinatenformeln1). Statt dessen kann man 
auch einen kleinen, lohnenden Umweg wählen, indem man von P1 
aus über den Fußpunkt D der durch P gehenden geodätischen 
Senkrechten zum Meridian von P1 auf P übergeht. Auf diesem 
Wege entstehen die folgenden bei der trigonometrischen Abteilung 
der Preußischen Landesaufnahme verwendeten Schreiber’schen 
Formeln2):

dL
ds a

1) Solche Formeln sind z. B. enthalten in W. Jordan, Hand
buch der Vermessungskunde, III. Band, 5. Aufl. Stuttgart 1907, Seite 441. 
Nach einer Bemerkung auf Seite 442 desselben Bandes hat Legendre 
in den Memoiren der Pariser Akademie von 1806 die ersten derartigen 
Entwicklungen nach Potenzen von s gegeben. 1810 hat auch Soldner 
geschlossene und nach Potenzen von s fortschreitende Formeln zur 
Berechnung der geographischen Koordinaten und des Azimuts ge
geben (Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 184, 1911, 
Seite 39 und 40).

2) Siehe Formeln und Tafeln zur Berechnung der geographischen 
Koordinaten aus den Bichtungen und Längen der Dreiecksseiten, Ber
lin 1878 (E. S. Mittler u. Sohn). Die Ableitung dieser Formeln ist
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B = B1 + b — d, 

T= T1Jr t — £, 

i = X1 + Î.

(294)

Hierin bedeutet b die Breitenzunahme von P1 bis D, d die Brei
tenabnahme von D bis P, t die Meridiankonvergenz für die geodä
tische Senkrechte DP und £ den geodätischen Exzeß im Hilfs
dreieck PXDP. Die Rechnung führt über folgende Gleichungen:

u — s- cos P,,

v = s ■ sin Tx,

ß = (l>,

y —(2)t>,

logb = log/3 — (4)u + (5)ü2 -f (6)w2, 

loge = log 7 — |(5) M2;

(295)

r = c-tg(P1 + b),

1=, .... c -_ ■
cos (Pi + b)’

ô—(3)c•r,
(296)

b c

log t — logt — jat2 — /ai2 -j- (7)t2, 

logZ = logi — vT2 -f- v1A2t2 -f- v2z4, 

logd = logd — fiT2 — ai2 -f- (8)t2.

(297)

Hierin haben die von der Breite abhängigen Koeffizienten (l ) bis 
(8) und die Festwerte ja, y, vx und v2 folgende Bedeutung. Setzt 
man nach (260):

TF=]/l — e2sin2P
so ist:

gegeben in Jordan-Steppes, Das deutsche Vermessungswesen, Stutt
gart 1882, I. Band, § 10 (Geodätische Koordinaten der preußischen 
Landesaufnahme).
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(i) = mit dem Argument

Bt + b,

(3) - W' A + ^729(1 —e2)
107 ■ 3M• e3 - Wsin 2B

(4) = A 7(298) 4a (1 — e2)
107- M ■ W*(5) = J5x73 a2(l — e-)

107 • M • e2 cos 22?(6)=- *172 a2

(7) = fie2(ß — sin2 B)
(8) = ^2(13 -10sin2B)

*i + &,
Bx -f- b.

Ferner ist:
WM 

3ç2 ’
107- 7M 
~ 90 p4 ‘

M bedeutet den Modul der Briggischen Logarithmen und q die 
Sekundenzahl eines Bogens von der Länge des Halbmessers.

Die Rechnung nach den Schreiber’schen Formeln wird 
durch die auf Seite 379 in Fußnote 2 genannten Tafeln sehr er
leichtert. Daraus können die Logarithmen der mit der Breite 
veränderlichen Koeffizienten (l) bis (8) und die Produkte (6)w2, 
(7)r2, (8)t2, vx\2t2 und v2t4 zahlenmäßig entnommen werden1).

107 • M
P “ 6ç2(l — e9)1 

W-M
Vl ~ 15 p4 ’

v =
(299)

v2 =

1) Eine andere Lösung der Aufgabe, die geographischen Koordi
naten des Endpunktes einer geodätischen Linie und ihr Azimut in 
diesem Punkte zu berechnen, stammt von Oriani und Bes sei 
(Astron. Nachrichten 1826, S. 241 f.). 
nutzt die reduzierten Breiten und eignet sich besonders für sehr lange 
Linien, deren Endpunktskoordinaten sie mit großer Schärfe liefert. 
Für kurze Linien ist sie nicht geeignet, da sie den Umstand, daß 
jede meßbare Dreiecksseite klein ist im Verhältnis zur großen Halb
achse des Sphäroids, zu wenig ausnützt. Für lange Dreiecksseiten 
sind außer den Schreiber’schen Formeln auch die eleganten Gauß’- 
schen Mittelbreitenformeln sehr brauchbar, welche in der zweiten Ab
handlung der Untersuchungen über Gegenstände der höheren Geodäsie 
entwickelt sind (Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften, 
Nr. 177, Leipzig 1910, Seite 36 u. d. f.).

Diese ältere Methode be-
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Die besprochene Aufgabe nennt man Hauptaufgabe oder erste 
Hauptaufgabe der höheren Geodäsie. Die umgekehrte Aufgabe, aus 
den geographischen Koordinaten der Endpunkte einer geodätischen 
Linie ihre Länge und ihre Azimute in diesen Punkten zu bestimmen, 
ist schwieriger zu lösen und verlangt meist viel indirektes Rechnen. 
Eine relativ einfache Lösung ergibt sich im Anschluß an die winkel
treue Übertragung des Sphäroids auf die Kugel.

24. Konforme Abbildung des Sphäroids auf die 
Kugel. Zu den wichtigsten Aufgaben der höheren Geodäsie ge
hört die konforme Abbildung des Sphäroids auf die Kugel, welche 
C. P. Gauß in der ersten Abhandlung seiner Untersuchungen über 
Gegenstände der höheren Geodäsie entwickelt hat1). Dadurch wird 
man in den Stand gesetzt, eine große Anzahl von sphäroidischen 
Rechnungen unter Ümgehung des Ellipsoids auf der Kugel aus
zuführen und kann hierauf die dort gewonnenen Ergebnisse durch 
Hinzufügen von kleinen, leicht zu berechnenden Verbesserungen 
wieder auf das Sphäroid übertragen.

a) Übertragung der geo
graphischen Koordinaten. In
Fig. 260 sei P1P2PS ein rechtwinke
liges, differentiales Koordinaten
dreieck auf dem Sphäroid und 
Q1Q2Q3 ein solches auf der Pro
jektionskugel, welche vielfach kurz
weg als Grauß’sche Kugel bezeich
net wird. Ihr Halbmesser sei A.

QnPn

1dl dA

P*b Ą ^3 Q2

as'd8
Bezeichnet man die geographische 
Breite eines Punktes auf dem Ellip- 
soid mit cp, diejenige des entspre
chenden Kugelpunktes mit u und 

bedeuten l und X zwei entsprechende Längenunterschiede auf diesen 
beiden Flächen, so erhält man nach Einführung der Bedingung:

Pi
Fig. 260.

(300)

für die beiden kleinen Meridianbögen I\ P3, Q1Q3 und die Parallel
kreisbögen P2P3, Q2Q3 die folgenden Ausdrücke:

(301) P1P3 = M • dcp,
(302) P2P3 — K • cos cp ■ dl, Q2 Q3 — A • cos u • cc • dl.

dX — a • dl

Qi Qs — A • du,

1) Ostwald's Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 177 
Leipzig 1910, Seite 3 f.
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Für eine winkeltreue Abbildung müssen die Differentialdrei
ecke PxP21\ und QyQ2Qs einander ähnlich sein; daraus folgt aber 
die Gleichung:

Qi Qa • Ą Ą Q‘i Q'i ’ Ą Ą m-
Mit Rücksicht auf (301) und (302) ist daher:

A • du 
M ■ d tp

a ■ A • cos u(303) — m.
N • COS qp

Das Vergrößerungsverhältnis m ist eine Funktion des Ortes; es 
besitzt aber bei jeder konformen Abbildung für die nächste Um
gebung einer abgebildeten Stelle nach allen Richtungen hin den 
gleichen Wert, so daß auch ds : ds = m wird. Setzt man in die 
aus (303) sich ergebende Differentialgleichung:

M cos u 
dcp a N cos qp

für die Hauptkrümmungshalbmesser M und N die in (261) 
stehenden Ausdrücke ein und integriert die so erhaltene Gleichung, 
so gelangt man zu folgendem Ergebnis:

du

(304)1 tg (45» + I) - * tg* (45» + I) • (fqr^f) 8 '

Hierin hat Æ1) die Bedeutung einer Integrationskonstanten.
Soll der Ellipsoidlänge l = 0 die Kugellänge 1 = 0 ent

sprechen, so liefert die Integration von (300) für die Längenum
wandlung die einfache Beziehung:

1 = a • l.
m

Die beiden letzten Gleichungen enthalten, abgesehen von der 
Konstantenbestimmung, die strenge Lösung der Aufgabe. Da nach 
(304) die Kugelbreite u lediglich eine Funktion der Ellipsoid- 
breite cp ist und nach (305) die Kugellänge 1 nur von der Sphä- 
roidlänge l abhängt, so entsprechen den Meridianen und Parallel
kreisen des Ellipsoids auch auf der Kugel wieder Meridiane und 
Parallelkreise, die sich nach dem Begriff der Winkeltreue recht
winkelig schneiden. Das aus (303) hervorgehende Vergrößerungs- 
Verhältnis ist:

(305)

cc • A ■ cos ic a • A ■ cos u (l — e2 sin2 cp) 2 .(306) . w =m = a ■ cos qp a • cos qp

tH Irfä
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Aus dem vorher Gesagten erhellt auch, daß das Vergrößerungs- 
Verhältnis für alle Punkte eines Parallelkreises einen festen Wert 
besitzt. Die beiden einander entsprechenden Parallelkreise auf 
dem Sphäroid und der Kugel, zu welchen das Vergrößerungsver- 
hältnis mQ — 1 gehört, nennt man Normalparaüdkreise und ihre 
Breiten P und Q werden als Normalbreiten bezeichnet.

Die Konstanten a und A werden so gewählt, daß das Ver
größerungsverhältnis für alle nicht unter der Normalbreite liegen
den Punkte nur um Größen der dritten Ordnung von der Einheit 
abweicht, wenn die Breitenunterschiede

p = cp _ p,

q= u — Q
(307)

gegen den Normalparallelkreis als Größen erster Ordnung gelten. 
Diese Forderung wird erfüllt, wenn logm sich nur um Größen 
dritter Ordnung von Null unterscheidet, log m kann man sich in 
eine nach Potenzen von p oder q fortschreitende Reihe entwickelt 
denken, welche die Ableitungen von logw nach der Breite als 
Faktoren enthält. Dann müssen, wenn in diesen Ableitungen an 
Stelle von cp und u die Normalbreiten P und Q eingesetzt werden, 
nach den getroffenen Voraussetzungen folgende Gleichungen gelten: 

d log di log m 
du2 U'

m(308) log m0 = 0, = 0,du
Die weitere Behandlung ergibt schließlich:

2 . e2 cos4 P
“s-l +T=W’

. _ a(l — e*)T
A ~ Ï —e*sin*P‘

(309)

Nach den Gleichungen (309) und (261) ist der Halbmesser A der 
Gauß’sehen Projektionskugel nichts anderes als der mittlere Krüm
mungshalbmesser eines Punktes mit der Normalbreite P. Nachdem 
a und A bekannt sind, findet man aus (306) für die Kugelnormal
breite Q die Beziehung:

(310)

Es besteht auch die einfache Gleichung:
. „ sin Psin Q —-------cc(311)

Betrachtet man die Kugelnormalbreite Q als gegeben, so können



zur Berechnung von P die folgenden von C. F. Gauß1) angegebenen 
Gleichungen Verwendung finden:

sin cp' = e,
sin (2 £ — cp') — e cos 2 Q, 

sin 7] = tgftg Q,

% ł(P — Q) = tg y £ • tg
Die Integrationskonstante Tc ergibt sich aus (304) zu:

e • a
1 4- esin-P\ ~T 

— e sin p)

II. Die Erde als Rotationsellipsoid (Sphäroid) 385

(312)

tg(45"+|)

Ti = ----- ------—V-.l1
p\ U(313)

tg“(««+Y)

Für den praktischen Übergang von p auf ą und umgekehrt 
und für die Aufstellung des örtlichen Vergrößerungsverhältnisses 
m dienen bequeme Reihen, welche unter Verwendung der Bessel- 
schen Erddimensionen und einer aus Q = 52040,00,, abgeleiteten 
Ellipsoidnormalbreite P= 52° 42' 2",53251 schon von C. F. Gauß 
aufgestellt worden sind1).

b) Azimut- und Längenreduktion. Die Eckpunkte eines 
geodätischen Dreiecks lassen sich nach den bisherigen Erläute
rungen konform auf die Gauß’sche Kugel übertragen. Die punkt
weise abgebildeten geodätischen Dreiecksseiten werden auf der 
Kugel Linien doppelter Krümmung, welche nach dem Begriffe der 
Winkeltreue in ihren Endpunkten die unveränderten sphäroidischen 
Winkel einschließen. Aus demselben Grunde stimmen auch die 
Kugelazimute der Seitenbilder mit den ellipsoidischen Azimuten 
der geodätischen Linien überein. Für eine einfache Rechnung auf 
der Kugel müssen wir aber die Dreieckspunkte durch Bögen 
größter Kreise ersetzen, welche sich von den geodätischen Linien 
auf dem Ellipsoid und ihren Bildern auf der Kugel nach Richtung 
und Länge um kleine Beträge unterscheiden. Sobald diese Re
duktionsgrößen bekannt sind, kann man ohne Mühe von einem

1) Untersuchungen über Gegenstände der höheren Geodäsie, Artikel 
4, 6, 7, 8 und 9. Gauß hat dieser Abhandlung eine Zahlentafel bei
gegehen, aus welcher zu allen zwischen 46°0' und 59°0' gelegenen, 
von Minute zu Minute fortschreitenden Kugelbreiten u = Q -(- q die 
zugehörigen Ellipsoidbreiten qp = P -f- p und die Logarithmen der 
Vergrößerungsverhältnisse m entnommen werden können. Siehe auch 
Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, III. Band, 5. Aufl., Stutt
gart 1907, Hilfstafeln im Anhang Seite [65], [66], [67].

Timerding, Handbuch III 25



geodätischen Dreieck des Ellipsoids auf das leichter zu berechnende 
entsprechende Kugeldreieck übergehen und umgekehrt.

In Fig. 261, wel
che sich auf die G a u ß’-A Q«

A sehe Kugel bezieht, 
seien Qx und Q2 die 
konform übertragenen 
Bilder der Ellipsoid- 

' \ \ punkte Px, P2; Qn sei 
; • der Kugelnordpol und

U2 T2 S' das konforme Ab- 
•*/ / bild der von I\ nach 

P2 führenden Kürze
sten von der Länge S. 
Sind deren ellipsoi- 
dische Azimute in 
ihren Endpunkten T1 

und P2, so sind dieses auch die Kugelazimute in den Endpunkten 
von 8'. R hingegen bedeute den zwischen Qx und Q2 gezogenen 
Bogen eines größten Kreises der Kugel. Derselbe wird in diesen 
Punkten die von Tx und P2 um die kleinen Beträge und rp2 
abweichenden Azimute Ux und U2 besitzen, so daß:

-ńR y

s’
«i Fig. 261.

(313*)
tyś ^2

ist. Die etwas umständliche Ableitung dieser Größen beruht auf 
Krümmungsbetrachtungen1) und führt zu folgenden in Gradmaß 
ausgedrückten Ergebnissen:

R (2^ sin Ux — k2 sin U2), 

(2 k2 sin U2 — Jcx sin Ux).
(314)

^2 =

Darin sind Jcx und Jc2 die bestimmten Werte, welche der Ausdruck:

1) C. F. Gauß, Untersuchungen über Gegenstände der höheren 
Geodäsie, erste Abhandlung, Art. 12,13. Zur Erleichterung der Azimut
reduktion können die in den Gauß’schen Tafeln (siehe vorhergehende 
Fußnote) enthaltenen Hilfsgrößen k dienen.

C. Höhere Geodäsie386
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dm(315) 2 m du

für die Punkte Qt und Q2 annimmt.
Der Übergang von der geodätischen Linie S des Ellipsoids 

auf die Länge R des Kugelbogens Q1 wird durch die Gleichung1):
(316)
vermittelt, worin mL und m2 die örtlichen Vergrößerungsverhält
nisse in den Bogenendpunkten bedeuten.

Mittels der Gleichungen (314) und (316) kann man nunmehr 
von den Längen und Richtungen der geodätischen Dreiecksseiten 
des Sphäroids auf die Richtungen und Längen der zwischen den 
Kugelbildern der Seitenendpunkte liegenden Großkreisbögen über
gehen. Die hiezu notwendigen Näherungswerte der geographischen 
Koordinaten und Azimute sind in praktischen Fällen meist von 
vornherein bekannt2).

25. Anwendungen der konformen G-auß’schen 
Abbildung des Sphäroids auf die Kugel. Durch die von 
Gauß angegebene winkeltreue Übertragung des Ellipsoids auf die 
Kugel wird für viele wichtige Aufgaben der höheren Geodäsie 
eine vereinfachte Lösung erzielt. Besonders wichtig sind die im 
folgenden kurz behandelten Anwendungen.

a) Die konforme Doppelprojektion der trigonometri
schen Abteilung der preußischen Landesaufnahme3). Bei

logi? — logN = 1 (log m1 + log m2)

1) Gleichung (316) stimmt bis auf die Bezeichnung und Schreib
weise mit dem entsprechenden Ausdruck in Art. 12 der Gauß’schen 
Untersuchungen über Gegenstände der höheren Geodäsie überein.

2) C. F. Gauß hat auch für die Iconforme Übertragung des 
Ellipsoids auf die Ebene Formeln entwickelt und bei den trigono
metrischen Berechnungen der hannoverschen Landesvermessung prak
tisch verwendet. Die fast vergessenen Formeln wurden neu entwickelt 
von 0. Schreiber in seiner Schrift Theorie der Projektionsmethode 
der hannoverschen Landesvermessung, Hannover 1866 (mit einem Vor
wort von Wittstein).

3) Zum eingehenden Studium dieser wichtigen Doppelprojektion 
sei auf folgende Literatur verwiesen: a) Jordan-Steppes, Das 
deutsche Vermessungswesen, Stuttgart 1882, I. Band, Seite 151—154;
b) Bericht der trigonometrischen Abteilung der kgl. preußischen Landes
aufnahme (gez. Schreiber) als Anhang Xb zu den Verhandlungen 
der im Oktober 1887 in Nizza abgehaltenen Konferenz der perma
nenten Kommission der Lnternationalen Erdmessung, Berlin 1888;
c) v. Schmidt, Die Projektionsmethode der trigonometrischen Abteilung 
der kgl. preußischen Landesaufnahme in der Zeitschrift für Vermessungs-

25*
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dieser Projektion wird zunächst nach den vorher angedeuteten, 
für diesen besonderen Zweck von Schreiber wiederholten Ent
wicklungen das Rotationsellipsoid konform auf die Kugel1) über
tragen. Hierauf werden die geographischen Koordinaten der 
Kugelpunkte in rechtwinklig sphärische (Soldner’sche) Koordi
naten verwandelt, welche sich auf einen Hauptmeridian mit der 
Länge 31° östlich von Ferro als Abszissenachse und deren Schnitt
punkt mit dem N ormalparallelkreis auf der Kugel (Kugelnormalbreite 
Q — 5 2° 40') als Anfangspunkt beziehen. Handelt es sich hiebei um 
große Ordinaten, so dienen zu dieser Umwandlung und zur um
gekehrten Aufgabe geschlossene Ausdrücke wie die Gleichungen 
(234) und (235). Bei kleinen Ordinaten können aber auch die 
Näherungsgleichungen (236) und (237) Verwendung finden. Daran 
schließt sich die Übertragung der Gauß’schen Hilfskugel in die 
Ebene mit Hilfe von rechtwinkligen konformen Koordinaten, wel
che Aufgabe schon früher (Seite 345 u. d. f.) besprochen worden ist.

Zweck dieser Arbeiten ist es, die Koordinatenausgleichung 
der neubestimmten Punkte in der Ebene ausführen zu können, weil 
sie sich dort am einfachsten bewerkstelligen läßt. Nach Erledi
gung dieser Arbeit wird wieder auf die Kugel und das Sphäroid zu
rückgegangen. Die Übertragung der Punkte, Längen und Richtungen 
im einen oder anderen Sinne wird durch die sehr zweckmäßigen 
unter d) unten genannten Hilfstafeln von 0. Schreiber ganz 
außerordentlich erleichtert. Mit Rücksicht auf die nach diesen 
Tafeln erstrebte Genauigkeit darf sich das Anwendungsgebiet nicht 
mehr als 1000 km vom Normalparallelkreis und nicht mehr als 
700 km vom Hauptmeridian entfernen. Von diesen Grenzen wird 
die erste durch den Übergang vom Sphäroid auf die Kugel und 
die zweite durch die Abbildung der Kugel auf die Ebene mittels 
rechtwinkliger, konformer Koordinaten bedingt2).

wesen, 1894, Seite 385 —401 und 409—418; d) 0. Schreiber, Die 
konforme Doppelprojektion der trigonometrischen Abteilung der kgl. 
preußischen Landesaufnahme, Formeln und Tafeln, herausgegeben 
von der trigonometrischen Abteilung der Landesaufnahme, Berlin 1897;
e) 0. Schreiber, Zur konformen Doppelprojektion der kgl. preußischen 
Landesaufnahme in der Zeitschrift für Vermessungswesen, 1899, 
Seite 491—502, 593—613 und 1900, Seite 257—281, 289—310.

1) Mit den Bessel’schen Erddimensionen (Seite 396) wird nach 
Schreiber (siehe die oben unter d) genannten Hilfstafeln, Seite 13) 
der Halbmesser der Projektionskugel: A = 6383037,564 m.

2) Diese Doppelprojektion ist praktisch vorteilhafter wie die auf 
Seite 387, Fußnote 2) erwähnte direkte Übertragung des Ellipsoids
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b) Ermittelung der Länge und Richtung einer geo
dätischen Linie auf dem Sphäroid aus den geographischen 
Koordinaten der Endpunkte mit Hilfe der Gauß’schen
Kugel. Die Aufgabe, aus den geographischen Koordinaten der 
Endpunkte eines geodätischen Bogens dessen Länge und die Azi
mute in seinen Endpunkten abzuleiten, bezeichnet man wohl auch 
als zweite Hauptaufgabe der höheren Geodäsie. Zu ihrer Lösung 
kann man aus den Gleichungen, welche zur Berechnung der geo
graphischen Koordinaten des Endpunktes einer geodätischen Linie 
dienen (siehe Seite 378 u. d. f.), Umkehrungsformeln entwickeln. 
Dieser Weg erfordert aber, wie schon früher erwähnt, viel in
direktes Rechnen. Einfacher ist es, diese Aufgabe durch konforme 
Abbildung des sphäroidischen Polardreiecks auf die Gauß’sche Pro
jektionskugel zu lösen. Im einzelnen sind hiebei folgende Arbeiten 
auszuführen.

Die Ellipsoidpunkte Px (cp1, Zj) und P2 (<p2, lt), welche mit 
dem Nordpol Pn ein sphäroidisches Polardreieck bilden, werden nach 
den früheren Angaben auf die Gauß’sche Hilfskugel konform 
übertragen. Dort entsprechen ihnen die Kugelpunkte und 
mit den geographischen Kugelkoordinaten u±, 11 und w2, Ä2. Q1 
und bilden mit dem Kugelnordpol Qn ein sphärisches Polar
dreieck, welches entweder durch die strengen Gleichungen (229) 
bis (232) auf Seite 359 oder durch Näherungsgleichungen aufge
löst werden kann. So erhält man die Länge des einem größten 
Kreise an gehörenden Kugelbogens P (Big- 261) und dessen Azi
mute Ux und U2i aus welchen durch Rückübertragung auf das 
Ellipsoid die gesuchte Länge S und die Endpunktsazimute 2\ und 
P2 der geodätischen Linie gewonnen werden.

c) Überfübrung der sphäroidisch geograpbischen 
Koordinaten in rechtwinklige geodätische Linearkoordi
naten. Denkt man sich von einem Ellipsoidpunkte P1 (Fig. 262a) 
aus zu einer als Abszissenachse dienenden geodätischen Linie X 
eine geodätische Senkrechte P1P2 gezogen, so ist deren Länge y 
die geodätische Ordinate des Punktes Px, während das von einem 
Koordinatenanfangspunkt P0 aus bis zum Ordinatenfußpunkte P2

in die Ebene. Die Reduktionen beim Übergang vom Ellipsoid auf 
die Kugel sind sehr klein und können für die überwiegende Mehr
zahl aller Fälle unterdrückt werden. Da nun die übrig bleibenden 
Reduktionen für den Übergang von der Kugel auf die Ebene viel 
einfacher sind wie die für den direkten Übergang vom Ellipsoid auf 
die Ebene, so ist die Doppelprojektion gegen die direkte Übertragung 
im Vorteil.
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X' l\
X l\

Q2 T*'P: Ryy dxPz ! Q3 Q,y

RxX
X'

Po %
Fig. 262 a. Fig. 262 b.

gezählte Stück der Abszissenachse seine geodätische Abszisse x ist. 
Wir behalten nur den einfacheren, besonderen Fall im Auge, daß 
die Abszissenachse X einem Meridian angehört. Die sphäroidisch 
geographischen Koordinaten eines Punktes lassen sich, wenn 
Hilfstafeln vorhanden sind, auf dem Weg über die Gauß’sche 
Hilfskugel in rechtwinklige geodätische Linearkoordinaten über
führen.

Wir denken uns zunächst das Gebilde P0PXP2 vom Ellipsoid 
auf die Gauß’sche Hilfskugel konform übertragen und letztere so 
gewählt, daß der Normalparallelkreis durch den Abszissen anfangs- 
punkt P0 bzw. Q0 geht. Das entsprechende Kugelgebilde wird 
Q0Q1Q2 (Fig. 26 2 b) sein. Die bekannten sphäroidisch geographischen 
Koordinaten <p1} lx von Px können unmittelbar in die entsprechen
den Kugelwerte ux, des Punktes Ql verwandelt werden. Diesem 
werden auf der Gauß’schen Kugel die Soldner’schen Koordinaten 
x, y entsprechen, welche nach früherem aus den geographischen 
Kugelkoordinaten Wj, Xx, abgeleitet werden können. Der Fußpunkt 
Q3 der Kugelkoordinate y wird mit dem zu P2 gehörigen Bild
punkte Q2 nicht zusammenfallen, da der Großkreisbogen Q2QX 
nicht mehr wie P^PX das Azimut 90°, sondern das Azimut 90° — y>2 
besitzt. Mit Hilfe der aus einer Hilfstafel entnommenen Azimut
reduktion kann nunmehr der Punktabstand Q2Q3 =■ dx' ge
funden werden. In dem sphärischen Dreieck QXQ2Q3 ist nämlich:

dx' V(317) sin -j- — — % j- ' tgipj, 

wenn A wieder den Halbmesser der Projektionskugel bedeutet.
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d %C/Mit Rücksicht darauf, daß und sehr klein sind1), kann 
man hiefür mit sehr guter Näherung auch setzen:

A y
— ■ % ■ tg -j ■(318) dx = —

i/;2 ist hierin und in den folgenden Gleichungen im Gradmaß ent
halten. Mit einer weiteren kleinen Einbuße an Genauigkeit ent
steht daraus die Gleichung:

y'(319) dx = — -•^2*

In ähnlicher Weise findet man auch den Unterschied dy' der 
Längen QXQ2 = Ey und QxQd — y. Er ist genähert:

V(320) dy = • V-V
Demnach sind die den Werten x, y entsprechenden Kugelbögen: 

Q0Q2 = ddx = x "P dx = x —- • tyÿ)Q(321)
yQ2Q1 = Ry = y' + dy' = y + jp ■ fa2.

Erfolgt jetzt noch mit Hilfe der Tafeln der Übergang von 
den Logarithmen der Kugelbögen Bx und Iiy auf die Logarithmen 
der entsprechenden Sphäroidlängen x und y, so ist die gestellte 
Aufgabe als gelöst zu betrachten.

Für diesen letzten Übergang ist ein Näherungswert der 
Breite w2 des Punktes Q2 notwendig, welchen man aus der Gleichung:

x'(322) — Q “t" Q ' ~r

finden kann. Q bedeutet hierin die Normalbreite auf der Kugel.
Die umgekehrte Aufgabe, aus den rechtwinkligen, geodätischen 

Linearkoordinaten eines Punktes seine sphäroidisch geographischen 
Koordinaten abzuleiten, wird besser mit Hilfe der Sehreiber’schen 
Formeln (Seite 379 f.) gelöst2).

y'1) Meistens wird auch —■ ein kleiner Wert sein.
A

2) Über die für geographische Zwecke wichtigsten Abbildungs
arten siehe Tissot-Hammer, Die Netzentwürfe geographischer Karten, 
Stuttgart 1887.
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26. Bestimmung des Erdsphäroids. Das Erdsphäroid 
ist als Rotationskörper bestimmt, sobald seine Meridianellipse be
kannt ist. Dazu genügen zwei voneinander unabhängige Elemente, 
unter welchen sich eine Länge befinden muß. Durch die beiden 
Halbachsen z. B., ferner durch eine Halbachse und die Abplattung 
oder eine der beiden Exzentrizitäten ist die Meridianellipse fest
gelegt. Diese Elemente können auf verschiedene Weise gewonnen 
werden.

a) Berechnung der Meridianelemente aus zwei Breiten
gradmessungen. Bei dieser vom geometrischen Standpunkte aus 
nächstliegenden Methode werden unter möglichst verschiedenen 
Breiten zwei Meridianbögen ABX und AB2 mit den ihnen ent
sprechenden Zentriwinkeln Acpx und Acp2 durch Triangulation und 
astronomische Breitenbestimmungen ermittelt. Sind Mx und Jf2 
die zu den Bogenmittelpunkten gehörigen Meridiankrümmungs
halbmesser, so bestehen die Gleichungen:

A<Pi A y*• -----  y(323) i AB, = M.A Bi = M1 ■ . 2Q Q
aus welchen die Beziehung:

ABi • A <jp2 
A Bt. A cpx

hervorgeht. Nun ist nach den Gleichungen (261) der analytische 
Ausdruck für den Meridiankrümmungshalbmesser:

Mx(324) M,

a{ 1 — e2)(325) M =
(1 — e* sin2 qp)'2"

Wir erhalten demnach, wenn und cp2 die aus der Beobachtung 
bekannten Mittelbreiten der Bögen ABX und AB2 bedeuten, aus 
der Gleichung (324):

IMx (1 — e2sin2yi)

(1 — e2sin2qpj)^

AB1 .Atps
A Bt. A cpxM

und hieraus:
ł1 — e2 sin2 <p2 ABX . Acp2 

A B2. A cp1

Aus dieser Gleichung ergibt sich für die unbekannte Exzentrizität 
e der Ausdruck:

- —■(326) 1 — e2 sin* qpj

-V l-q(327) sin2 qps — q sin2qpj



Mit bekanntem e findet man nach der Zusammenstellung (258) 
die Abplattung a aus der Gleichung:

a = 1 — Vl - e\

Durch Verbindung der Gleichungen (323) mit (325) ergibt sich 
die große Halbachse der Meridianellipse mit Kontrolle; es ist 
nämlich:
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(328)

AB, (1 — e2 sin2 qp.)A B* (1 — e2sin2qp.)^
........ (i-O -"^^-—(1=1^—(329) a

Damit ist die Aufgabe eindeutig gelöst. In Wirklichkeit werden 
die so ermittelten Werte von a und e nur als Näherungen be
trachtet, welche mit Hilfe von überschüssigen Beobachtungen erst 
noch einer Ausgleichung zu unterziehen sind1).

In ähnlicher Weise lassen sich die Elemente der Meridian
ellipse auch aus zwei unter verschiedenen Breiten ausgeführten 
Längengradmessungen ableiten, wobei der Querkrümmungshalb-

1) Die Ausführung von Breitengradmessungen zur Bestimmung 
des Erdellipsoids reicht bis auf Newtons Zeit zurück. Nach den Er
gebnissen der älteren französischen Gradmessungen, welche noch mit 
relativ unvollkommenen Mitteln ausgeführt worden waren, schien die 
Erde an den Polen zugespitzt zu sein. Diese Erscheinung ließ sich 
weder mit Newtons mechanischer Erdtheorie noch mit den von 
Richer unter verschiedenen Breiten ausgeführten Pendelbeobachtun
gen in Einklang bringen. Zur Entscheidung der bald heftig umstrit
tenen Frage, ob die Erde an den Polen abgeplattet oder zugespitzt 
sei, wurden auf Veranlassung der französischen Akademie zwei Meri
dianbögen unter möglichst verschiedenen Breiten gemessen. Eine Ex
pedition, darunter P. Bouguer und de la Condamine, ging nach 
Peru und führte von 1735 bis 1741 in der Nähe des Äquators eine 
Breitengradmessung aus. Clairaut, Maupertuis und andere hin
gegen führten von 1736 bis 1737 in Lappland eine Gradmessung durch. 
Es ergab sich, daß einem Breitengrad in der Nähe der Pole ein größe
rer Meridianbogen entspricht als unter dem Äquator, daß also die 
Erde an den Polen abgeplattet ist.

Von den zahlreichen späteren Breitengradmessungen des 18. Jahr
hunderts ist besonders die große französische Gradmessung zu nennen, 
welche von 1792 bis 1798 von Méchain und Delambre zwischen 
Dünkirchen und Barcelona zur Bestimmung der Meterlänge ausgeführt 
wurde (Delambre, Base du système métrique décimal, Paris 1806, 
1807, 1810). Von den im 19. Jahrhundert erfolgten Breitengradmes
sungen sind besonders die Arbeiten in England, Rußland, Dänemark, 
Deutschland, Indien und in Nordamerika von hervorragender Be
deutung.
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messer N eine ähnliche Rolle spielt wie beim eben besprochenen 
Verfahren der Meridiankrümmungshalbmesser M.

b) Ermittlung der Abplattung aus Schweremessungen 
bei bekannter großer Halbachse. Durch das Theorem von Clai
raut1) wurde ein einfacher Zusammenhang zwischen der Abplat
tung a der Meeresfläche des Erdellipsoids (streng eines Niveau- 
sphäroids), der auf den Meeresspiegel bezogenen Schwerkraft g0 
unter dem Äquator, dem entsprechenden Wert g90 in den Polen und 
der Fliehkraft f0 unter dem Äquator hergestellt. Es gilt nämlich bis 
auf Glieder von der Ordnung a2 die Beziehung:

99q — 9o = i. 4.
2 ’ 9o(330) a +

9o

Aus den unter den verschiedensten Breiten durch Pendelmes
sungen ausgeführten Schwerkraftsbestimmungen ergibt sich nach 
Reduktion der Beobachtungen auf die Meeresfläche für den Zu
sammenhang zwischen der Schwerkraft g eines Ortes in der Meeres
fläche und der geographischen Breite cp des Ortes durch Interpola
tion die Gleichung2):

(331)

hierin ist g in Metern ausgedrückt. Damit läßt sich sowohl g0 als 
auch g9Q und die Differenz g90 — g0 berechnen.

Die Fliehkraft in der Meeresfläche am Äquator ist

fo = a • w2,

wenn a die große Halbachse der Meridianellipse und a die Win
kelgeschwindigkeit bedeutet, g und cd beziehen sich auf die gleiche 
Zeiteinheit, nämlich auf eine Sekunde mittlere Zeit.

g = 9,7800 (1 + 0,005310 sin2 cp) ;

(332)

1) Clairaut hat dieses Theorem mit Hilfe der Gravitationsme
chanik abgeleitet und nach Helmert zuerst in den Phil. Transactions 
von 1738 veröffentlicht. Siehe auch Clairaut, Theorie de la Figure 
de la Terre, tirée des Principes de VHydrostatique, Paris 1743.

2) Helmert, Die mathematischen und physikalischen Theorien 
der höheren Geodäsie, II. Teil, Leipzig 1884, Seite 85 und 241. Auf 
Grund neuerer Beobachtungen und Berechnungen erleiden die Koeffi
zienten dieser Gleichung kleine Änderungen (siehe Helmert, Die 
Schwerkraft und die Massenverteilung der Erde, Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften, Band VI 1 B. Heft 2, Leipzig 1910, 
Seite 95).
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Damit sind alle für die Berechnung von cc notwendigen Un
terlagen gegeben. Ist etwa die Abplattung von vornherein be
kannt, so ergibt sieb umgekehrt aus den Gleichungen (330) bis 
(332) die große Halbachse a1).

e) Zahlen werte für die Elemente des Erdellipsoids.
Einige der wichtigsten Erddimensionen enthält die folgende Zu
sammenstellung :

1) Die Konstanten des Erdellipsoids lassen sich nicht nur aus 
Gradmessungen und Schwerebestimmungen ermitteln, sondern auch 
aus einigen astronomischen Elementen ableiten, welche mit der Größe 
der Erde und ihrer Abplattung in einem bekannten Zusammenhänge 
stehen. Auch die Gleichgewichtsfigurentheorie führt zu wertvollen 
Schlüssen. Eine kurze übersichtliche Zusammenstellung verschiedener 
Möglichkeiten, die Konstanten des Erdellipsoids aus astronomischen 
Daten zu gewinnen, enthält Pizzetti, Höhere Geodäsie, Enzyklopädie 
der Mathematischen Wissenschaften, Band YI 1. Heft 2, Leipzig 1907, 
Seite 287. Ausführlicher sind diese Fragen behandelt in Helmert, 
Die mathematischen und physikalischen Theorien der höheren Geodä
sie, II. Teil, Leipzig 1884, Seite 450 bis 500. Siehe auch Buchholz, 
Das mechanische Potential und die Theorie der Figur der Erde, Erster 
Teil, Leipzig 1908, Seite 271 bis 339.

Es soll an dieser Stelle auch noch auf die Theorie von der Isostasie 
oder dem Gleichgewichtszustand der Erdkruste hingewiesen werden. 
Die Festigkeit der Erdkruste ist viel zu gering, als daß die Erdkruste 
durch den Gewölbedruck erhalten werden könnte. Sie muß daher 
auf den darunterliegenden nachgiebigen Teilen gewissermaßen schwim
men. Daraus folgt aber, daß unterhalb der Kruste eine Niveaufläche 
gleichen Druckes, eine Ausgleichsfläche bestehen muß, deren Abstand 
von der Meeresfläche als Ausgleichstiefe bezeichnet wird. Diese kann 
sowohl aus Schweremessungen wie auch aus Lotabweichungen be
stimmt werden und ist zu rund 120 km gefunden worden. An ein
schlägiger Literatur sei genannt: Helmert, Unvollkommenheiten im 
Gleichgewichtszustände der Erdkruste, 1908, Die Tiefe der Ausgleichs
fläche hei der Prattschen Hypothese für das Gleichgewicht der Erd
kruste und der Verlauf der Schwerestörung vom Innern der Kontinente 
und Ozeane nach den Küsten, 1909, über die Genauigkeit der Dimen
sionen des Hayfordschen Erdellipsoids, 1911, Die Erfahrungsgrund
lagen der Lehre vom allgemeinen Gleichgewichtszustände der Massen 
der Erdkruste, 1912, Die isostatische Deduktion der Lotrichtungen, 1914, 
sämtlich in den Sitzungsberichten der physikalisch-mathematischen 
Klasse der K. Preußischen Akademie der Wissenschaften, ferner Hüb
ner, Beitrag zur Theorie der isostatischen Deduktion der Schwerebe
schleunigung, Leipzig 1913.
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Tabelle 11.

kleine Halb- reziproke Abgroße Halb
achse a in m ach so b in m plattung —Nr. Autor

Bessel *) (1841) 
Clarke (1880) 
Helmert (1887) 
Hayford1 2) (1910)

6377397
6378249
6378153
6378388

6356079 
6356515 
6 356832 
6356909

299,16
293,47
299,15
296,96

1
2
3
4

Die unter Nummer 1 aufgefübrten Bessel’schen Erddimen
sionen, welche aus einer Ausgleichung von 10 Breitengradmes
sungen hervorgegangen sind, besitzen besondere Wichtigkeit, weil 
sie einer sehr großen Zahl von Tabellenwerken zugrunde liegen. 
Sie werden auch für die amtlichen Berechnungen in Preußen ver
wendet, wo man die formell schärferen Ausgangswerte:

log a = 6.804 6434 637 
log e2 = 7. 824 4104 237 - 10

benützt3). Die Helmert’schen Angaben von 1887 beruhen auf der 
Bessel’schen Abplattung und auf Schweremessungen. Zurzeit sind 
Hayford’s Werte der Erdkonstanten als die besten zu betrachten4); 
besonders bemerkenswert ist, daß die zu ihrer Ableitung verwende
ten Beobachtungen vor der Einführung in die Rechnung auf Grund 
der Theorie vom Gleichgewichtszustände der Erdkruste verbessert 
worden sind.

Für viele Zwecke, besonders für Überschlagsrechnungen genügt 
es, das Erdellipsoid durch eine Kugel mit dem Halbmesser 6370 km

(333)

1) Siehe Astronomische Nachrichten, Band XIX (1842), Seite 116.
2) Siehe auch Helmert, Über die Genauigkeit der Dimensionen 

des Hayfordschen Erdellipsoids (Sitzungsbericht der physikalisch-ma
thematischen Klasse der K. Preußischen Akademie der Wissen
schaften 1911) und Zeitschrift für Vermessungswesen, Band 42, 1913, 
Seite 751.

3) NechnungsvorSchriften für die Trigonom. Abteilung der Landes
aufnahme, Formeln und Tafeln zur Berechnung der geographischen 
Koordinaten, erste Ordnung, Berlin 1878, Seite 4.

4) Trotzdem verwendet man meist noch die etwas weniger ge
nauen Bessel’schen Werte, weil mit diesen eine große Anzahl von 
wichtigen Hilfstafeln berechnet worden ist. Außerdem sind die Bes- 
sel’schen Erddimensionen doch so genau, daß man mit Hilfe von ein
fachen Differentialformeln auf jedes bessere Erdellipsoid oder auf das 
Geoid übergehen kann.



III. Das Geoid 397

zu ersetzen. Diese ist dem Bes sei’sehen Ellipsoid möglichst an
gepaßt und hat mit demselben, von den Zehntelkilometern im Halb
messer abgesehen, das arithmetische Mittel der Halbachsen, den 
Durchschnittswert aller Radienvektoren und Krümmungshalbmes- 
messer, die Oberfläche und den Inhalt gemeinsam1).

III. Das Geoid.
27. Allgemeines. Denkt man sich einen nicht unter

stützten, materiellen Punkt ruckweise für je einen Augenblick 
dem Einfluß der Schwerkraft ausgesetzt, so beschreibt der Punkt 
einen Weg, der als Lotlinie bezeichnet wird. Diejenige durch einen 
Punkt P gehende Fläche, welche die Gesamtheit aller Lotlinien 
senkrecht schneidet, nennt man die Niveaufläche W dieses Punktes. 
Sie ist, wie die Mechanik2) lehrt, identisch mit der durch die 
Kräftefunktion

k*j-™ + lpco2(334) W =

der Schwerkraft g charakterisierten Fläche. In dieser Gleichung, 
deren erstes Glied das Potential V der Anziehung allein vor
stellt, und deren zweites Glied dem Einfluß der Fliehkraft ent
spricht, ist Je2 die Gravitationskonstante, dm das anziehende von 
P um e entfernte Massenelement, p dessen Abstand von der Um
drehungsachse der Erde und co die Winkelgeschwindigkeit der Erd
rotation. Es ist eine wesentliche Eigenschaft der Kräftefunktion 
W, daß ihr nach einer Richtung ds genommener Differentialquotient 
dW die Größe der in dieser Richtung wirkenden Kraft vorstellt.
Ist insbesondere cs ein von Punkt P ausgehendes Lotlinienelement 
dh (Höhenzuwachs), so liefert der Ausdruck:

dW(335) ° = --dh
die Schwerkraft in P. Das negative Vorzeichen trägt dem Umstande 
Rechnung, daß die Kraftrichtung der Höhenzunahme entgegenge
setzt ist. Gleichung (335) gibt, sobald <7 durch Messungen bestimmt 
ist, auch über den Abstand dh von zwei benachbarten Niveauflächen

1) Siehe Helmert, Die mathematischen und physikalischen The
orien der höheren Geodäsie, I. Band, Leipzig 1880, Seite 68.

2) Siehe auch Helmert, Die mathematischen und physikalischen 
Theorien der höheren Geodäsie, II. Band, Leipzig 1884, 1. Kapitel
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Auskunft. Derselbe ist veränderlich, da die Schwerkraft g für die 
verschiedenen Punkte einer Niveaufläche im allgemeinen auch ver
schiedene Werte besitzt. Die Niveauflächen sind also keine Parallel
flächen.

Unter allen Niveauflächen ist diejenige von besonderer Wich
tigkeit, welche die vom Einfluß der Gezeiten, Strömungen und 
anderen Störungen befreite, also die ruhende Meeresoberfläche ent
hält. Diese, durch einen bestimmten Punkt (Pegelnullpunkt) gehende 
Fläche W0 wird als die wirkliche mathematische Erdoberfläche 
betrachtet und trägt die Bezeichnung Geoid.

Das Geoid weicht von einem Rotationsellipsoid nur wenig 
ab; es besitzt Unregelmäßigkeiten, welche von der ungleichen 
Massenverteilung auf der Erdoberfläche und im Erdinnern herrüh
ren. Gewisse allgemeine Eigenschaften des Geoids (und der übri
gen Niveauflächen) lassen sich aus dem Umstande herleiten, daß 
W und seine ersten Ableitungen stetig sind, während die höheren 
Ableitungen für alle Punkte unstetig werden, in denen sich die 
Dichte unstetig ändert. Die nähere Untersuchung zeigt Folgendes1). 
Durch einen einzigen analytischen Ausdruck läßt sich das Geoid 
nicht darstellen; es ist vielmehr aus einer Anzahl von Teilen ver
schiedener analytischer Flächen so zusammengesetzt, daß an den

Übergangsstellen niemals 
Kanten und Ecken auf- 
treten, während die Krüm
mung der Normalschnitte, 
das Krümmungsmaß und 
die Azimute der Krüm
mungslinien in diesen 
Stellen sich sprungweise 
ändern.

Lti/
Mr

Fig. 263.

G P\

N
s'E LoP 28. Bestimmung 

des G-eoids aus Lot
abweichungen. Das
Geoid G (siehe den Me
ridianschnitt Fig. 263) ist 
bestimmt, wenn man die 
normalen Abstände N 

einer genügenden Anzahl Geoidpunkte P' von einer bekannten, an 
sich beliebigen Vergleichsfläche E und die senkrechten Projek-

A

V <p 3.A- ■A

1) H. Bruns, Die Eigur der Erde (Publikation des K. Preußi
schen Geodätischen Instituts) Berlin 1878, Seite 7 f.
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tionen P dieser Punkte auf die Bezugsfläche kennt. Als solche 
verdient ein sich dem Geoid möglichst anschmiegendes Rotations
ellipsoid von der Größe des Erdellipsoids den Vorzug. Eine der
artige Fläche, welche man ein Befercnzellipsoid nennt, wird so 
orientiert, daß seine Rotationsachse zu derjenigen des Geoids par
allel liegt und beide Flächen sich in einem bestimmten Punkte P0 
berühren. Doch ist letzteres keine wesentliche Forderung.

Denkt man sich die Lage der Geoidlote L' gegen das Ver- 
gleichsellipsoid ermittelt, so ist das Geoid ebenfalls festgelegt, da 
es dieses Lotsystem senkrecht durchsetzt. Die Lösung der Aufgabe 
läuft nun darauf hinaus, in einer genügenden Anzahl von Geoid
punkten die Abweichungen der Geoidlote L' gegen die Ellipsoid- 
lote L nach Größe und Richtung zu bestimmen und hieraus die 
Geoidabstände N zu berechnen. Die hiezu notwendigen Messungen 
bezeichnet man nach Helmert als ein astronomisches Nivellement.

Die Lotabweichungen ergehen sich aus einem Vergleich der 
geographischen Koordinaten cp, X des Ellipsoidpunktes P mit den 
entsprechenden Werten cp',X' des zugehörigen Geoidpunktes Pf. Er- 
stere {cp, X) gewinnt man nach frü
heren Erörterungen (s. Seite 378 f.) 
durch Rechnung von P0 aus auf 
dem Ellipsoid; letztere (cp', X') hin
gegen werden aus astronomischen 
Beobachtungen*) gefunden.

Wir denken uns nun um P' 
eine Kugel mit dem Halbmesser 1 
beschrieben. Diese wird von den 
Loten L und L' durch Pr im ellip- / 
soidischen Zenithpunkt Z (Fig. 264) 
und im geoidischen oder astrono
mischen Zenithpunkt Z' getroffen, 
während eine Parallele zur Erd
achse durch P' auf der Kugel das 
Bild Pn des Nordpols bezeichnet.
ZZ' = & ist dann die Zenithab
weichung, deren Azimut e sich von 
demjenigen der Lotabweichung um 
180° unterscheidet, während Lot- und Zenithabweichung der 
Größe nach übereinstimmen. Die im Meridian und in der dazu

P

X — A

*o\»
\

-6.

'S

D
V >z'

0Fig 264.

1) Die Ausführung und Berechnung dieser Beobachtungen ist eine 
Aufgabe der sphärischen Astronomie.
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senkrechten Lotebene liegenden Komponenten £, rj der Zenith- 
abiveichung werden nach Norden bzw. Osten positiv gezählt. Die 
Zählung der entsprechenden, gleich großen Lotabweichungen er
folgt im entgegengesetzten Sinne. Aus dem kleinen sphärischen 
Dreieck ZDZ' entnimmt man mit hinreichender Genauigkeit die 
Beziehungen:

(336)

(337)

£ = & cos £, i] — 0 sin £,

= n 
sin sCOS £

Wenn man bedenkt, daß die Winkel der Lote L, L' mit einer 
gemeinsamen Äquatorebene A A (Fig. 263) und diejenigen der zu 
L, L' parallelen Meridianebenen mit der Ebene eines gemeinsamen 
Nullmeridians M0 (Fig. 264) nichts anderes sind als die geogra
phischen Koordinaten <p, cp' und A, k\ so wird die Richtigkeit der 
weiterhin in Fig. 264 enthaltenen Bezeichnungen einleuchten. Nach 
dieser Figur ist aber unter Berücksichtigung des Umstandes, daß 
£, i] und k'— A im Vergleich zu cp und cp unendlich klein sind:

1 = 9/ <p,
7] — (k' — A) cos cp .

Diese Gleichungen dienen zur Berechnung der Lotabweichungs
komponenten aus den Beobachtungen. Die Größe und Richtung der 
Gesamtabweichung ergibt sich aus £ und r\ nach den Gleichungen 
(337). Für ein beliebiges Azimut A ist, wie man sich leicht über
zeugen kann, die Lotabweichungskomponente:

(339)

(338)

&A = © COS {A — £) .

Die Komponente t] senkrecht zum Meridian kann, wie hier 
ohne Beweis1) mitgeteilt werden soll, auch aus Azimutmessungen 
abgeleitet werden. Bedeutet A das für das Ellipsoid geodätisch 
abgeleitete und Ä das astronomisch bestimmte geoidische Azimut 
einer von P bzw. P’ ausgehenden Richtung, so besteht die Be
ziehung:
(340) 7] — ( A' — Ä) ctg cp .

1) Wegen des Beweises siehe Helmert, Die mathematischen und 
physikalischen Theorien der höheren Geodäsie, I. Teil, Leipzig 1880, 
Seite 516, oder auch Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, III. 
Band, 5. Aufl. Stuttgart 1907, Seite 613.
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Ùh

4G ds’
dN P.-0A i £

ds"

Ntds V,A4E P. à 4

4

Fig. 265.

Durch Verbindung von (338) und (340) gewinnt man die wich
tige Probegleichung:
(341) Ä — A — (lr — À) sin cp ,
welche als Laplace’sche Gleichung bezeichnet wird. Punkte, für 
welche außer den geodätisch und astronomisch bestimmten geogra
phischen Koordinaten auch eine Azimutbestimmung vorliegt, nennt 
man Laplace’sche Punkte.

Betrachtet man die Forderung, daß ein Punkt von vorn
herein die Lotabweichung Null (oder einen anderen festen Betrag) 
besitzt, nur als eine vorläufige Annahme, so kann man mit Hilfe 
der Ausgleichungsrechnung die Gesamtheit der mit dieser Annahme 
berechneten Lotabweichungen sowie die Größe und Orientierung 
des Bezugsellipsoids so verbessern, daß sich dieses dem betrachte
ten Geoidstück möglichst gut anschmiegt.

Liegen die Stationen im astronomischen Nivellement dicht 
genug, so lassen sich nunmehr die Geoidabstände N der einzelnen 
zu einem Zug verbundenen Punkte leicht berechnen. Aus Fig. 265 
ergibt sich ohne weiteres die Gleichung:

&Aids".(342)

Hierin ist die Lotabweichung in Bogenmaß enthalten. Wird 
sie in Gradmaß eingeführt und ds" durch das auf dem Ellipsoid 
berechnete ds ersetzt, so erhält man:

26Timerding, Handbuch III
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*i
y*®Ai ds. 

0
(343) JV.-~

Zur Auswertung dieses Integrals trägt man zweckmäßig die 
einzelnen Entfernungen ds als Abszissendifferenzen und die Lotab
weichungen &Ai als Ordinaten in den Endpunkten der ds in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem auf. Das gesuchte Integral ist 
dann die durch den entstandenen Linienzug, die Abszissenachse 
und die Ordinate 0^ begrenzte Fläche, welche leicht mit dem 
Planimeter ermittelt werden kann.

Dem beschriebenen Verfahren, Geoidabstände zu ermitteln, 
liegt die durch die Erfahrung bestätigte Hypothese zugrunde, daß 
die Lotabweichungen und die Geoidabstände keine großen Werte 
erreichen. Denn nur unter dieser Voraussetzung kann man in (342) 
die Parallelbögen ds" zum Ellipsoid durch die aus der Triangu
lierungsberechnung bekannten Ellipsoidbögen ds ersetzen und die 
aus Beobachtungen auf dem Geoid und in benachbarten Niveau
flächen geodätisch berechneten geographischen Koordinaten (<p, A) 
als genügend genau betrachten. Weiterhin wurde zunächst voraus
gesetzt, daß für die Ausführung der Messungen eine genügende 
Anzahl von Stationen in der Geoidfläche vorhanden sei. Als solche 
können jedenfalls die in Mittelwasserhöhe liegenden Punkte der 
verschiedenen Meere gelten, um so mehr, als sich ein etwaiger Ni
veauflächenunterschied der verschiedenen Meeresspiegel durch ge
ometrisches Nivellement längs der Küste feststellen läßt.

Es läßt sich aber nicht vermeiden, daß die große Mehrzahl 
aller Stationen außerhalb des Geoids liegt. Die Beobachtungen 
werden dann in verschiedenen, mit dem Geoid nicht zusammen
fallenden Niveauflächen ausgeführt. Da die Lotrichtung im Beob
achtungspunkt wegen einer schwachen Lotkrümmung mit der Lot
richtung im entsprechenden, durch die gleiche Lotlinie bezeichne- 
ten Geoidpunkt einen kleinen Winkel einschließt, so wird noch die 
Berücksichtigung einer kleinen Verbesserung notwendig, welche 
aus Höhe- und Schweremessungen ermittelt werden kann1).

Hat man aus einer größeren Anzahl von astronomischen Ni
vellements, welche hauptsächlich in der Richtung der Meridiane

1) Siehe hierüber: Helmert, Zur Bestimmung kleiner Flächen
stücke des Geoids aus Lotabiveichungen mit Rücksicht auf Lotkrüm
mung in den Sitzungsberichten der K. Preußischen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, erste Mitteilung 1900, Seite 964, zweite 
Mitteilung 1901, Seite 958.

| Q
r
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und Parallelkreise angeordnet werden, für eine genügende Anzahl 
von Punkten die Geoidabstände N gefunden, so kann man den 
Verlauf des betreffenden Geoidstückes1) durch Linien gleicher 
Geoidabstände ebenso veranschaulichen wie den Verlauf der physi
schen Erdoberfläche durch Höhenlinien2).

1) Ein naheliegendes Beispiel für die Ermittlung eines Geoid
stückes aus Lotabweichungen unter Berücksichtigung der Lotkrümmung 
und für die bildliche Darstellung durch Linien gleicher Geoidabstände 
bietet das Geoid des Harzes (Galle, Das Geoid im Harz, Berlin 1914, 
Veröffentlichung des K. Preußischen Geodätischen Instituts, Neue 
Folge Nr. 61).

2) H. Bruns zeigt in seiner Schrift, Die Figur der Erde, Ber
lin 1878, die Möglichkeit, aus astronomischen Ortsbestimmungen, 
Längenmessungen, Triangulationen, geometrischen und trigonometri
schen Nivellements und aus Schweremessungen das Geoid hypothesen
frei zu bestimmen. Zurzeit scheitert aber diese Methode noch an der 
unsicheren Ermittelung der irdischen Strahlenbrechung.

Zum Studium kleiner Geoidstücke dient auch die Drehwage von 
Eötvös, mit deren Hilfe man aus Schwingungsbeobachtungen in ver
schiedenen Azimuten für die Niveaufläche des Beobachtungspunktes die 
Richtungen der Hauptkrümmungen und den Unterschied der reziproken 
Hauptkrümmungshalbmesser ermitteln kann. Aus Beobachtungen mit 
der Drehwage in mehreren aufeinanderfolgenden Punkten ergeben 
sich auch die Unterschiede der Lotabweichungskomponenten f, rj der 
einzelnen Punkte. An Literatur über diese Drehwage siehe besonders 
die beiden Abhandlungen: Eötvös, Bestimmung der Gradienten der 
Schwerkraft und ihrer Niveauflächen mit Hilfe der Drehwage (Verhand
lungen der 15. Konferenz (1906) der Internationalen Erdmessung, 1. Teil 
Berlin 1908 Seite 337) und Eggert, Theorie und Anwendung der Dreh
wage von Eötvös (Zeitschrift für Vermessungswesen, Band XLII (1913), 
Seite 474, 505 u. d. f.).

Es ist auch möglich, die geozentrischen Koordinaten von Geoid
punkten und damit das Geoid selbst aus Parallaxenbeobachtungen des 

. Mondes abzuleiten. Zurzeit ist aber diese Methode hauptsächlich 
wegen des starken Einflusses von Fehlern der Mondtafeln praktisch noch 
nicht anwendbar. Siehe hiezu besonders Helm er t, Die mathematischen 
und physikalischen Theorien der höheren Geodäsie, H. Teil, Leipzig 1884, 
Seite 450 u. d. f. und J. Bise hoff, Über das Geoid, München 1889.

Nach Stokes besteht auch die Möglichkeit, aus den für eine 
beträchtliche Anzahl von Punkten einer größeren Fläche ermittelten 
Abweichungen der Schwerkraft von ihrem normalen Betrage die Form 
von Geoidstücken zu ermitteln (Formel von Stokes). Siehe hiezu Piz- 
zetti, Höhere Geodäsie, S. 133, sowie Helmert, Die Schwerkraft und 
die Massenverteilung der Erde, S. 111 (in den Bänden VI 1, 3 und 
VI 1, 7 der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften).

26*



C. Höhere Geodäsie404

29. Winkelverbesserungen beim Übergang vom 
Geoid auf das Ellipsoid. Die wirklich ausgeführten Messun
gen beziehen sich stets auf das Geoid, weil die Stehachse des In
strumentes in das Geoidlot des Beobachtungspunktes gebracht wird. 
Für die Berechnung der Beobachtungen eignet sich aber das regel
mäßig gebildete, analytisch faßbare Rotationsellipsoid viel besser 
als das unregelmäßig gebildete Geoid. Es ist daher notwendig, die 
auf dem Geoid ausgeführten Beobachtungen durch Hinzufügen von 
kleinen Verbesserungen auf das Ellipsoid zu übertragen.

Soll etwa aus einem geoidischen Azimut Ä der entsprechende 
ellipsoidische Wert A abgeleitet werden, so hat man hiefür nach 
(340) und (341) die Gleichungen:
(344) A = Ä — rj tg cp = Ä — (V — 1) sin cp .

Zur Reduktion eines Horizontalwinkels, für welchen die Lot
abweichung gewissermaßen die Rolle eines Aufstellungsfehlers 
spielt, kann man den bei der Besprechung des Aufstellungsfehlers 
angegebenen Ausdruck (Seite 114) sinngemäß anwenden. Schlies- 
sen die Schenkel eines geoidischen Winkels ß' mit dem Horizont 
die Winkel hx, h2 und mit der Richtung der Zenithablenkung die 
rechtsinnig positiv gezählten Winkel yx, y2 ein, so sind die Aus
drücke — 0 sin yx tghx und — 0siny2'tgÄ2 die an den beiden 
Schenkelrichtungen anzubringenden Verbesserungen. Für den ellip- 
soidischen Horizontalwinkel (3, welcher die Differenz der verbesser
ten Horizontalrichtungen yv y2 ist, hat man daher:
(345) ß = y2 — /i = ß' — 0 (sin y2'tgh2 — sin yx tghx).

Der Übergang von einem geoidischen Zenithabstand z mit 
dem Azimut A auf den entsprechenden ellipsoidischen Wert z 
kann, wie hier ohne Beweisx) mitgeteilt werden soll, mittels einer 
der Gleichungen:
(346)
erfolgen. Hierin ist y der Winkel, welchen die Lotebene durch z 
mit der Richtung der Zenithablenkung 0 einschließt.

30. Veränderungen am Geoid. Das Geoid kann für 
alle Bedürfnisse der praktischen Geodäsie als eine unveränderliche 
Fläche betrachtet werden. Strenge genommen aber erleidet es so
wohl hinsichtlich der Lage seiner Rotationsachse im Erdinnern

z = z -{- ©cos y = z -f- £ cos A + rj sin A

1) Den Beweis siehe bei Helmert, Die mathematischen und 
physikalischen Theorien der höheren Geodäsie, I. Teil, Leipzig 1880, 
Seite 518..
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als auch der Form nach kleine, verhältnismäßig schnell verlau
fende Veränderungen1). Diese teilweise voneinander abhängigen 
Erscheinungen beruhen hauptsächlich darauf, daß die Rotations
achse der Erde nicht genau mit deren Hauptträgheitsachse zu
sammenfällt; ferner in dem Umstande, daß Sonne und Mond einen 
mit der Zeit wechselnden Einfluß auf die Größe und Richtung der 
Schwerkraft ausüben, in den Gezeiten des Meeres sowie in Massen
verschiebungen auf der Erdoberfläche und im Erdinnern.

Durch die, nicht mit der allgemeinen Präzession und Nutation 
zu verwechselnden, Verlagerungen der Erdachse (eigentlich ist es 
eine Verschiebung der Erde gegen ihre Achse) erfahren die astrono
misch bestimmten geographischen Koordinaten kleine Änderungen,

1) Siehe hiezu Helmert, Die mathematischen und physikalischen 
Theorien der höheren Geodäsie, II. Teil, Leipzig 1884, 5. Kapitel (Seite 
383 f.).
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aus denen die jeweilige Pollage bestimmt werden kann. Ein eige
ner Internationaler Breitendienst verfolgt zu diesem Zwecke auf 
verschiedenen Sternwarten, insbesondere auf vier Stationen in der 
Nähe des 39. Parallels nördlicher Breite fortlaufend die Polhöhen
schwankungen. Die bisherigen Messungen haben ergeben, daß der 
Pol um eine Mittellage in einem dem Uhrzeiger entgegengesetzten 
Sinne eine vielfach gestörte, spiralförmige Kurve beschreibt, deren 
zukünftiger Verlauf noch nicht mit voller Sicherheit angegeben 
werden kann. Figur 266, in welcher Pn eine aus früheren Beob
achtungen gewonnene Mittellage des Nordpols und X den Meridian 
durch Greenwich bedeutet, zeigt den Verlauf der Pol Wanderung 
von Anfang 1906 bis Anfang 19131).

Die hauptsächlich aus der wechselnden Stellung von Mond 
und Sonne zur Erde entspringenden sehr geringen Formänderungen 
des Geoids verraten sich besonders in Lotbewegungen, welche aus 
Beobachtungen an Horizontalpendeln abgeleitet werden. Ein Ver
gleich der für eine völlig starre Erde theoretisch berechneten Lot
wanderung mit der wirklichen Lotbewegung sowie der Verlauf der 
Polwanderung ermöglichen einen zahlenmäßigen Schluß auf den 
Starrheitskoeffizienten und die Formänderung der Erde. Die Unter
suchung dieser Fragen kann jedoch heute noch nicht als abge
schlossen betrachtet werden2).

1) An Literatur über die Erdachsenschwankung siehe insbeson
dere die Verhandlungen der allgemeinen Konferenzen der Internatio
nalen Erdmessung seit 1888 und die vom Zentralbureau der Inter
nationalen Erdmessung seit 1908 durch Th. Albrecht und B. Wanach 
in verschiedenen Bänden herausgegebenen Besultate des Internatio
nalen Breitendienstes. Eine übersichtliche, gemeinverständliche Dar
stellung des Problems enthält Przybyllok, Polhöhenschwankungen, 
Braunschweig 1914.

2) Für ein eingehenderes Studium sei hauptsächlich auf Hecker, 
Beobachtungen an Horizontalpendeln über die Deformation des Erd
körpers unter dem Einfluß von Sonne und Mond, Berlin 1907 (II. Heft 
Berlin 1911) sowie Schweydar, Untersuchungen über die Gezeiten 
der festen Erde und die hypothetische Magmaschicht, Potsdam 1912,' 
und Harmonische Analyse der Lotstörungen durch Sonne und Mond, 
Potsdam 1914 (sämtlich als Veröffentlichungen des K. Preußischen 
Geodätischen Instituts, Neue Folge, erschienen), ferner auf die Ver
handlungen der allgemeinen Konferenzen der Internationalen Erd
messung in den letzten Jahren verwiesen.
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—, reduzierte 367, 381 
Breitendienst, internationaler 

278, 406
Breitengradmessung 364, 365,

E.
Einschneiden 155—160, 167— 

172, 219
Einzelaufnahme mit der Bus

sole 180
— mit dem Meßtisch 174
— nach der Zahlenmethode 130—392 132Bussole 175—177 

Bussolenaufnahme 130, 175— Elementarfehler 4 
Eliminationsgleichungen 34,181 37Bussolenzug 177—179. Entfernungsmesser mit Latte 

128—130
— ohne Latte 130
— von Porro 130
— von Reichenbach 130 
Eötvös, Drehwage von 403 
Erdellipsoid, Zahlenwerte für

das 395, 396
Erdmessung, internationale 278 
Erdtheorie, mechanische 277 
Exzentrizität des Fadenkreuzes 

87, 88
— des Objektivs 88 
exzentrische Lage der Zielvor

richtung 115, 177
Exzentrizitätsfehler, perio

disch veränderlicher 115.

C.
Clairaut, Satz von 371, 372 
—, Theorem von 394.

1).
Deklination, magnetische 176 
Diopter 82
Direktions winkel 136 
Distanzmesser 128 — 130 
Doppelmessungen 21, 127, 188 
Doppelprojektion, konforme 

D. der preußischen Landesauf
nahme 387, 388 

Dosenlibelle 90, 91
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F. Flächenmaße 79, 80 
Flächen reduktion auf den 

Meeresspiegel 239, 240 
— wegen der Papieränderung 244,

Fadenkreuz 82, 83, 84 
Fahrarm 253
Federbarometer 198, 200, 201, 

203
Fehler (siehe auch Beobachtungs

fehler)
—, durchschnittlicher 11, 14, 21 
—, konstanter 8, 9 
—, mittlerer, 7, 8, 11, 20, 22 
—, regelmäßiger 301, 302 
—, unregelmäßiger 127, 301, 302 
—, wahrscheinlicher 11, 12, 21 
Fehlerbedingungsgleichun

gen 65
Fehlereigenschaften 6—8 
Fehlerfortpflanzung 15, 17—

18
Fehlergesetz, Gauß’sches, 2, 3, 

4, 6
—, mittleres 17
Fehlergleichungen 23, 31, 64 
—, reduzierte 61 
—, vorläufige 61 
Fehlerhäufigkeit 2, 6, 7, 15 
F ehler kurve 8 
Fehlermaße 10, 11 
Fehlerquadratsumme 24, 47, 

66, 67
Fehlerreihe 2, 3,6,8,10, 13, 14 
Fehlertilgung bei der Horizon

talwinkelmessung 116 
Fehlertrennung 9, 10, 13, 14 
Fehlerwahrscheinlichkeit 2, 

4, 8
Feinnivellement 189 
Feinstellung 102, 103 ' 
Fernrohr, astronomisches 83, 88 
Fernrohrachsen 87 
Fernrohrhelligkeit 86, 90 
Fernrohrnivellierinstru- 

ment mit Libelle 183 
Fernrohrvergrößerung 84, 86, 

90
Flächenberechnung 236
— auf der Kugel 362—364
— aus Naturmaßen 236—243
— nach dem Plan 243—257 
Flächenfehler bei der Berech

nung aus Naturmaßen 240—243
— bei der Berechnung aus Plan

maßen 245—247

245
— wegen des Maßstabs 245 
Flächentafeln 247, 248 
Flachmessung 122 
Formänderung des Geoids 278, 

404—406
Freihandhöhenmesser 120,
Fundamentaldreieck, sphäri

sches 333
Funktion der ausgeglichenen 

Unbekannten, mittlerer Fehler 
einer 48, 49, 67—69. 

Fußpunktsbreite 360.

121

G.
Gauß’sehe konforme Abbildung 

des Ellipsoids auf die Kugel 
382—387

—, Anwendungen 387—391 
— Kugel 382, 384 
Gefäßbarometer 198, 199 
Gefäßheberbarometer 199 
Gefäßverbesserung 199 
Gegenazimut 178 
Gegennormalschnitt 374 
Gegenrichtungswinkel 135,

Gegenwinkel,günstigster G. der 
abgeleiteten Seite 306—308 

Genauigkeit, Maß der 2, 10, 12 
Geodäsie, höhere, Inhalt der h

G. 276—278
—, niedere, Inhalt der n. G. 77 
Geodätische Linie 371—373, 

375—378
—, Differentialgleichungen der

373
— Ermittlung ihrer Polarkoordi

naten aus den geographischen 
Koordinaten ihrer Endpunkte 
382, 389

Geoid 276, 397—406 
Geoidabstände 398, 401—403 
Gesichtsfeld 85, 86, 90 
Gewicht 2, 19, 20
— bei der Winkelmessung in allen 

Kombinationen 292, 293
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Gewicht der ausgeglichenen Un- [ Höhenpläne 226, 231—233 
bekannten 25, 27, 39, 57, 58, 62 Höhenstufe, barometrische 201 

— einer Funktion der Beobach- —, Tabelle der b. H. 202 
tungen 19, 20

Gewichtseinheit, mittlerer 
Fehler der 19, 20, 22, 24, 27,
39, 46, 46, 58, 64, 67 

Gewichtsgleichungen 43, 44 
Gewichtskoeffizienten 17,

39, 41, 43, 67, 68 
Gewichtsverteilung, günstig

ste 76
Gitternetz 314, 315 
Gleichgewichtsfigurentheo

rie 395
Gradabteilung 364 
Gradmaß 80, 81 
Gradmessung, mitteleuropäi

sche, später europäische 277,
278

Grundkreis 255 
Grundlinien (siehe Basis).

Höhenunterschied photogram
metrischer Standpunkte 218,219 

Höhenwinkelmessung 116— 
119, 119—121

Horizont, Bildh. 211, 213, 218 
Horizontalaufnahme 130—

181
Horizontalkreis 101, 102 
Horizontallattenmessung

122
Horizontalpendel 406 
Horizontalplan 226 
Horizontalwinkel 98 
Horizontalwinkelmessung 

101, 109
—, Einfluß der Achsenfehler auf 

die 114, 166, 177 
Horizontgleichungen 316,317, 

319, 321
Hyperbeltafel von Kloth 248.

H.
I.Han driß 132 

Hängewage 119 
Hansenaufgabe 160, 161 
Häufigkeit, relative H. eines 

Fehlers 2
Häufigkeitszahlen 7 
Hauptaufgaben der höheren 

Geodäsie 382, 389 
Hauptmeridian 388 
Hauptpunkt 210, 213 
Hauptvertikale 211 
H eberbarometer 199 
Hektometergrad 82 
Hektometerminute 82 
Heliotrop von Repsold 283 
Helligkeit 86 
Höhe, reduzierte 209 
Höhenbogen 118 
Höhenfestpunkte 183, 184 
Höhenkreis 102, 117, 206 
Höhenlinien 231, 232 
Höhenmessung, barometrische 

181, 196—206
—, geometrische 181, 182—190 
—, trigonometrische 181, 191—

Indexfehler 119 
Instrumentenau fstellung, 

Einrichtungen für die 104, 280 
—282

Instrumentenhorizont 185, 
195

Invardrahtapparate 294, 299 
— 301

Isohypsen 231 
Isostasie 278, 395.

K.
Kapillarverbesserung 199 
—, Tabelle der 200 
Kartierung 226—236 
Kegelkreuzscheibe 98, 99 
Keilgleichung 124 
Keilmessung 124, 127, 296, 297, 

303, 304
Kilometerfehler, mittlerer der 

Längenmessung 297 
—, mittlerer des Nivellements 188 
Kilometersekunde 82 
Kippachse 102, 103, 109, 112, 

113, 165, 166, 207 
Kippachsenfehler 112—114, 

166, 206

196
Höhennetz, Versicherung des

183
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Kippregel 163, 165—167 
Klemmen 102—104 
Kollektiv 89
Kollimatoren, optische 285 
Komparatorbank 303 
Kompensationsmessung 116 
Konstruktionslineal 227 
Kontrollfläche 239 
Koordinaten, ebene, rechtwink

lige 131, 132, 134—144, 153 —

L.
Lageplan 226 
Lagewinkel 98 
Länge, geographische 180, 357, 

373, 378, 383
Längenabgleichung 126, 302 

—304
Längenanschluß 136, 150 
Längeneinheit, mittlerer Feh- 
- 1er der 127, 302 
Längengradmessung 366,393 
Längenkomparator 126, 302—

161
-—, geodätische Lineark. 389, 390 
—, geographische 357—362, 372, 

378—382, 389, 399, 400 
—, konforme, ebene, rechtwink

lige 345—352 
—, Soldner’sche 331—340 
—, Soldner’sche und geographische

K. auf der Kugel 359—362 
—, sphäroidisch-geographische u.

geodätische Lineark. 389—391 
—, Zusammenhang zwischen den 

rechtwinkligen K. und den Po
larkoordinaten 134, 135, 333,

304
Längenmaße 79 
Längenmessung, direkte 121— 

128, 294—300
—, Fehler der direkten 127, 128, 

301, 302
—, indirekte 121, 128—130 
Längen übertragungs fehler 

306—309, 310—315 
Längenverzerrung 340, 343— 

345, 349, 351, 352 
Laplace’sche Gleichung 401 
Laplace’scher Punkt 401 
Laufrolle 254
Legendre, Satz von 326, 327,

334
Koordinatenausgleichung 

58—63, 315
Koordinatenformeln, strenge, 

sphärische 333
—, genäherte, sphärische 334 
Koordinatennetz 226, 227 
Ko or d inatensy st em, allgemei

nes 131, 134, 331 
—, bayerisches 136 
Koordinatenverbesserungen

331

Leuchtgerüst 282 
Leuchtvorrichtungen 282—

286
Libellen 90—98 
—, am Theodolit 103, 113 
Libellenachse 92 
Libellenausschlag 92 
Libellenfassung 94 
Libellenquadrant 121 
Limbus 102 
Linienkette 152—154 
Liniennetz 132, 133 
Liniennetzpunkt 143 
Lotabweichung 278, 398—401 
Lotbewegung 406 
Lotgabel 163, 164 
Lotlinie 397 
Lotkrümmung 375, 402.

59
—, sphärische 334 
Korrelaten 65
Korrelatenausgleichung 64 

—76
Korrelatengleichungen 65
Kräftefunktion 397
Kranz system, unvollständiges

151

—, vollständiges 151, 322 
Kreis, getährlicher 160, 172 
Kreistachymeter 206 
Kreisteilmaschine 102 
Kreuzungsfehler der Libelle 96 
— der Kippregel 167 
Kurvennetz 269 
Kurventabellen 275.

M.
Maßeinheiten 79—81 
Maßstabgleichung 80, 303 
Maßstabverbesserung, abso

lute 80, 303, 304
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Nivellierfehler 186, 186 
Nivellierlatte 182 
Nonius 104, 105, 106 
Noniusangabe 105, 106 
Normalbreite 384 
Normalgleichungen 24, 32, 57, 

62, 66
—, abgekürzte 32 
—, reduzierte 33, 34 
—, Schema zur Reduktion von N. 

36
Normal höhenpunkt 181 
Normalnullpunkt 181 
Normalparallelkreis 384,388 
Normalschnitt 374, 375, 376 
Nullpunktsfehler 119.

Maximaldifferenz 128
Maximalfehler 10, 13, 128 
mechanische Achse 83, 87, 97 
Meereshöhe 181 
Meridianbögen 369—371 
Meridianelemente, 

mung der 392—395 
Meridiankonvergenz 358,360,

Bestim-

380
Meridiankrümmungshalb - 

mes s er 367, 369 
Merkatorprojektion 348 
Meßbänder 121, 125—127 
Meßfernrohr 82, 83—90 
Meßlatten 121—124 
Meßkeil 124, 296, 303 
Meßtisch 163, 164 
—, Horizontierung, Orientierung 

und Zentrierung des 167 
Meßtischaufnahme 130, 163—

O.
Objektiv 83 
—, achromatisches 89, 90 
Okular 83
— von Huygens 89
— von Ramsden 89 
Okularauszug 83 
Okularkopf 83 
optische Achse 87, 88 
Ordinatenkonvergenz 332—

334
Ordinatenkreis 332 
Orel, Stereoautograph von 223 
Orientierung, Elemente der 

äußeren und inneren 210, 211 
Orientierungsfehler der Bus

sole 176
Orientierungsverbesserung 

59, 176.

175
Meßtischtachymetrie 209 
Meter, internationales 79, 80 
Methode der kleinsten Quadrate 3 
Mittelbreitenformeln 359,381 
Multiplikationskonstante 

129, 251
Multiplikationsnetz, rhombi

sches 314.
N.

Nadirdistanz 116 
Neigung 135
Neigungsfehler der Libelle 95 

—97
— der Kippachse 113, 114, 166 
Neigungsmesser 119—121 
Netzabteilung, geographische P.364
Netzausgleichung 315—325 
Netzbedingungen 315, 316,

Pantograph 234, 235 
Papieränderung 229, 244, 257 
Parallaxe zwischen Fernrohr

bild und Fadenkreuz 84
321

Netzeinschaltung 149 — 154 
Netzlegung 279 
Niveaufläche 397,398, 402,403 
Nivellement, astronomisches

—, stereoskopische 221 
Parallelstellung von Ziellinie 

und Libellenachse 97, 98 
Pfeilerdrehung 282, 287, 288 
Pfeilergerüst 282 
Photogrammeter 210 
Photogrammetrie 206, 210—

399
—, geometrisches 181, 182—190 
—, g. N. aus der Mitte 184 
Nivellementsaufschreibung

185 225
Nivellementsausgleichung 

49—57, 189, 190
—, Einschneide- oder Meßtischph. 

212—221
27Timerding, Handbuch III
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Punktbestimmung, trigonome

trische 144—163
Punktbezeichnung 115, 116, 

280—286
Punkteinschaltung, trigono

metrische 150, 155 — 163 
Punktversicherung 163, 280.

Photogrammetrie, Parallaxen- i 
oder Stereoph. 212, 221—225 

Phototheodolit 210, 211 
Plan, kotierter 231 
Planimeter 249—257 
Planimeterkonstanten, Be

stimmung der 255—257 
Plan Vervielfältigung 234—

236
Plattenausmessung nach 

Koppe 220 
Pol 254
Polardreieck, geographisches 

P. auf der Kugel 358 
—, g. P. auf dem Rotations

ellipsoid 378 
Polarm 254
Polarplanimeter von Amsler 

249, 253—257 
—, Fehlerquellen des 257 
Polhöhenschwankung (Pol

wanderung) 404—406 
Polyederprojektion 353 
Polygonaufnahme, graphische 

167, 172—174
Polygonaufnahme mit dem 

Theodolit 133
Polygongleichungen 316,317, 

320—322

Quadratnetz 226, 227 
Quecksilberbarometer 198, 

199
Querkrümmungshalbm essor 

367.
R.

Randmarken 167, 173
Rechenproben 24, 27, 29, 35, 

36, 38, 48, 62, 66, 67, 140, 147, 
156, 159, 162, 239, 270, 324, 338, 
340, 345

Reduktion auf den Meeresspiegel 
124, 125, 297

— auf den Messungshorizont 123, 
297

— des Azimuts und der Länge 
beim Übergang vom Ellipsoid 
auf die Gauß’sche Kugel 385—
387

Polygon fläche aus rechtwink
ligen Koordinaten 238 

Polygonkette 151 
Polygonnetz 132 
Polygonzug 133 
—, geschlossener 141 
—, offener 136
Polygonzugberechnung 136 

—140
Potential der Erde 397 
PräzisionsBtahlbänder 126 
Prinzip der größten Gewichte 3 
Projektion, konforme P. der 

Kugel auf die Ebene 345—352 
—-, Gauß’sche konforme P. des El- 

lipsoids auf die Kugel 382—387 
—, konforme P. des Ellipsoids 

auf die Ebene 387

— des Azimuts wegen der Höhe 
des Zielpunktes 374, 375

Reduktionen beim Übergang 
vom Normalschnitt auf den Ge
gennormalschnitt und die geo
dätische Linie 374, 375, 376

— der Azimute, Horizontalwinkel 
und Zenithabstände beim Über
gang vom Geoid auf das Refe- 
renzellipsoid 404

Reflektoren, optische 285, 286
Refraktionskonstante 193,

194
Reitlibelle 95, 96, 97 
Repetitionswinkelmessung 

144, 287
Reproduktionsmethoden für 

Pläne 235
Richtqngen, ausgeglichene 59, 

62, 63
—, beobachtete Näherungsr. 59,

Projektionszentrum 210 
Punktauftragdurch rechtwink

lige Koordinaten 226—229 
— durch Polarkoordinaten 229, 62

—, gerechnete Näherungsr. 59, 62230
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Setzinstrument 119 
Setzlibelle 95 
Seitengleichung (Sinusglei

chung) 316, 318, 320, 321, 323 
Sexagesimalteilung 80, 81 
Siedethermometer 198, 201 
Simpson’sche Regel 243 
Snellius, Problem des 156—161 
Soldner’sche Koordinaten 331 

—340
— Koordinatengleichungen 334 
Sphäroid 366—397 
Spannungen 132 
Spiegelneigungsmesser mit 

Libelle 120
Staffelmessuug 122 
Stammzahl 208 
Standbarometer 198 
Standgerüst für den Beobach

ter 282
Standlinienaufnahme 131 
Standverbesserung 200, 201 
Stationieren mit dem Meßtisch

Richtungsanschluß 136, 139, 
141, 150, 151

Richtungsbeobachtungen 
144—147, 287

Richtungsfehler,mittlerer 139, 
148, 292

Richtungsgewicht 148, 292 
Richtungskoeffizienten 60 
Richtungswinkel, ebener 135 
—, sphärischer 332, 336, 360, 362 
Richtungsübertragung 262—

Jf.H
Richtungs übertragungsfeh

ler 309—311
Richtungsverbesserung, 

sphärische 334
Richtungsverzerrung 340— 

343, 349—351
Röhrenlibelle 90, 91 — 98
Rotationsellipsoid, Beziehun

gen am 367—369
Rückwärtsein schneiden auf 

der Kugel 338—340
— durch Photogrammetrie 219
—, graphisches 167, 169—172
— mit dem Theodolit 155, 166—

167—174
Stationsgleichungcn siehe 

Horizontalgleichungen 
Stativbussole 175, 176 
Stereokomparator 222 
Stereophotogrammetrie, 

Normalfall der 222—225 
Stokes, Formel von 403 
Storchschnabel 234, 235 
Streichwinkel, magnetischer

161
Run 108.

S.
Sackpunkt 143 
Schätzquadrat 247 
Schichtenlinien 231, 232 
Schichtenplan 231, 232 
Schickhart’scheKreise 170,171 
Schleifenschlußfehler 185 
Schliffkurve 92 
Schmidt’sehe Ablotungsmetho

de 267, 268
Schraffenmanier 232, 233 
Schrägmessung 122, 123 
Schraubenmikroskop 104, 106 

—109
Schreiber’sche Formeln 379—

176
—, mittlerer Fehler eines St. 178, 

179.
T.

Tachymetrie 206—209
—, Bussolent. 209
—, Meßtischt. 209
—, Theodolitt. 209
Tag- und Nachtbeobachtungen

286
Teilungsverbesserung 200,381

— Hilfstafeln 379, 381, 388 
Schreiber’scher Satz 76 
Schwereverbesserung 199 
Schwerkraft 394, 397, 398 
Sehnenmethode 330 
Seitwärtsabschneiden mit

dem Meßtisch 167, 168, 169
— mit dem Theodolit 156, 156

203
Teilwert der Libelle 92 
— — —, Bestimmung des 93 
Temperaturverbesserung 80, 

198, 200, 203, 303 
Theodolit 101—119 
Theodolitberichtigung 109—

114
27*
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Tiefenwinkel 116 
Tilgungsmessung 116 
Transversalmaßstab 227, 228 
Trapezformel 237 
Triangulieren, graphisches 

167
— mit dem Theodolit 144.

Wiederholungszahlen 20 
Widersprüche 2, 65, 69, 137, 

152, 189, 319, 320, 321, 323, 
324, 326

Winkelfehler, mittlerer 145,
148

— im Dreiecksnetz 324, 326 
Winkelgewicht 148 
Winkelmaße 80, 81 
Winkelmessung im engeren

Sinne 144, 145, 288
— in allen Kombinationen 289—

U.
Übertragungsgleichungen

68
Umlegen 102, 103, 260 
Unbekannte, wahre und wahr

scheinlichste Werte der U. 1, 3, 
22, 23, 24

—, mittlerer Fehler der U. 39, 42, 
69

Unsicherheit, mittlere 12 
Unterlagsplatte 182.

294
— in allen Kombinationen, mitt

lerer Fehler und Winkelgewicht 
der W. 291—293 

Winkelprisma 100, 101 
Winkelspiegel 99, 100.

Z.
y. Zahlenmethode 130—163 

Zähler 126 
Zählrolle 254 
Zeiger, einfacher 104 
Zeigerfehler 119 
Zentesimalteilung 80, 81 
Zenithabstand 116 
Zenithabweichung 399 
—, Komponenten der 400 
Zenithpunkt 116, 399 
Zentrierung des Fadenkreuzes 

87, 88
— von Beobachtungen 148—150 
Zentrierungselemente 149 
Zielachse (Ziellinie) 87, 109 
Zielachsenfehler 112, 114,165 
Zielfehler, mittlerer 82, 90 
Zielvorrichtungen 82—90 
Zugausgleichung 187,138,140, 

173
Zusammenschluß von photo- 

grammetrischen Aufnahmen 215 
—218.

Verarbeitung der Aufnahmen 
226—257

Verbesserung 5 (siehe auch 
Fehler)

Vergrößerungsverhältnis 
306, 345, 347, 348, 349, 383

V ergrößerungsnetze 305—315
Verlängerung 132, 260
Vorwärtseinschneiden auf 

der Kugel 337, 338
— mit dem Meßtisch 167, 168
— mit Koordinatenberechnung 155 

—157, 338
Verzerrungenbeider Abbildung 

der Kugel auf die Ebene 340— 
345, 349—362

VerzerrungsVerhältnis 343— 
345, 351, 352.

W.
Wechselpunkte 184 
Weisbach, Setzniveau von 119
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Die Kultur der Gegenwart, ihre Entwicklung und ihre Ziele. Herausg. von 
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Mit einer Einleitung von E. R. Helmert. [In Vorbereitung.]
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F. Exner, S. Einsterwalder, F. R. Helmert, S. Hough, H. Meldau, 
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Baille, A., Lehrbuch der Vermessungskunde. 2. Aufl. Mit 280 Eig. VIII, 
471 S. gr. 8. 1901. geh. n. M. 8.80.

Block, W., Mafie und Messen. Mit 34 Eig. IV, 111 S. 8. 1912. ANG 385. 
geh. n. M. 1.—, geh. n. M. 1-25.

Bruns, H., Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens. VI, 159 S. gr. 8. 
1903. geh. n. M. 8.40, geh. n. M. 4.—

Czuber, E., Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Eehler- 
ausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. In 2 Bänden. Mit Eig. 
gr. 8. geh.
Band I: Wahrscheinlichkeitstheorie, Eehlerausgleichung, Kollektivmaß

lehre. XII, 462 S. 3. Aufl. 1914. n. M. 14.—
„ II : Mathematische Statistik, mathematische Grundlagen der Lebens

versicherung. X, 470 S. 2. Aufl. 1910. n. M 14.—
Doll, M., und P. Nestle, Lehrbuch der praktischen Geometrie, bearbeitet für 

den Unterricht an Baugewerkschulen und technischen Mittelschulen, sowie 
für den Gebrauch in der Praxis. 2., erweiterte und umgearbeitete Auflage. 
Mit 145 Eig. VII, 164 S. gr. 8. 1905. geh. n. M. 3.20, geh. n. M. 3.80 

Eggert, O., Einführung in die Geodäsie. Mit 237 Fig. X, 437 S. gr. 8. 1907. 
geb. n. M. 10.—

Galle, A., mathematische Instrumente. Mit 86 Eig. VI, 187 S. 8. 1912. 
MPL 15. steif geh. n. JC 4.40, geb. n. M 4.80.

Hammer, E., Lehrbuch der elementaren praktischen Geometrie (Vermessungs
kunde). Band I: Eeidmessen und Nivellieren, des Lehrbuchs für Ver
messungskunde besonders für Bauingenieure. Mit 500 Eig. XIX, 766 S. 
gr. 8. 1911. geh. n. M. 22.—, geb. n. M. 24.—

Helmert, F. R., die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate. Mit Anwendungen auf die Geodäsie, die Physik und die Theorie 
der Meßinstrumente. 2. Aufl. XVIII, 578 S. gr. 8. 1907. geb. n. M. 16.—

----- die mathematischen und physikalischen Theorien der höheren Geodäsie.
2 Teile. Mit Eig. und lithographischen Tafeln gr. 8. geh. n. M. 38.— 
Einleitung u. I. Teil. Die mathematischen Theorien. XV, 631 S. 1880. n.M. 18.— 
II. Teil. Die physikalischen Theorien, mit Untersuchungen über die mathe

matische Erdgestalt auf Grund der Beobachtungen. XVI, 610 8. 
1884. n. M. 20.—

-----  Beiträge zur Theorie des Reversionspendels. Mit 1 Tafel. IV, 92 S. 4’
1898. VGJ. geh. n. M. 7.60.



Yerlag von B. G. Teutmer in Leipzig und Berlin

Hohenncr, H., Geodäsie. Eine Anleitung zu geodätischen Messungen für Anfänger 
mit Grundzügen der Hydrometrie und direkten (astronomischen) Zeit- und 
Ortsbestimmung. Mit 216 Fig. XI, 347 S. gr. 8. 1910. NT. geh. n. .M. 12.—

Kröhnke, G. H. A., Taschenbuch zum Abstecken von Kurven auf Eisenbahn- 
und Wegelinien. 15. Auflage. Bearbeitet von R. Seifert. Mit 15 Ab
bildungen. VIII, 119 S. 16. 1911. geb. n. M. 2.—.

Markoflf, A. A., Wahrscheinlichkeitsrechnung. Nach der 2. Auflage des 
russischen Werkes übersetzt von H. Liebmann. Mit 7 ï’ig. VII, 317,8. 
gr. 8. 1912. geh. n. M. 12.—, geb. n. JL 13.—

Schulze, B., das militärische Aufnehmen. Unter besonderer Berücksichtigung 
der Arbeiten der Königl. Preußischen Landesaufnahme nebst einigenNotizen 
über Photogrammetrie und über die topographischen Arbeiten Deutschland 
benachbarter Staaten. Mitl29Abb. XIII, 805 S. gr. 8. 1903 geb. n. M 8 —

Thiele, T. N., Interpolationsrechnung. XII, 175 S. gr. 1. 1909. geh n.JĆ 10.—

Jahresbericht der Deutschen iîathematlker-Voreinigung. VI. Band 1897, 
Heft 2. IV, 110 S. gr. 8. 1899. geh. n. Ji 4.—
S. Finster walder:l. Die geometrisohen Grundlagen der Photogrammetrio. 

Mit 19 Fig. 2. Mechanische Beziehungon bei der Flächen-Deformation 
Mit 33 Fig.

Loria, G., Vorlesungen über darstellende Geometrie. Autorisierte, nach dem 
italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe von Fr. Schütte. 
In 2 Teilen. Mit vielen Fig. gr. 8. TS 25, 1, 2.

I. Teil: Die Darstellungsmethoden. XI, 219 S. 1907. geh. n. J{. 6.—, 
geb. n. M 7 —

II. „ Anwendungen auf ebenflächige Gobilde, Kurven und Flächen.
geb. n. Jt. 12.—

„ Geschichte der darstellenden Geometrie. [In Vorbereitung.]
von Sauden, H., Einführung in die Photogrammetrie, ca. 160 S. 8. MBB 

[In Vorbereitung ]
Schilling, Fr., über die Anwendungen der darstellenden Geometrie, ins

besondere über die Photogrammetrie. Mit 151 Fig. und 5 Doppeltafeln. 
VI, 198 S. gr. 8. 1904. geh. n. M. 4.60, geb. n. Jt. 5.—

Mit 146 Fig. XII, 294 S. 1913. geh. n. Jt 11.
III.

Haentzschel, E., das Erdsphäroid und seine Abbildung. Mit 16 Fig. VIII, 
139 S. gr. 8. 1904. geb. n. Jt. 8.40

Rothe, R., darstellende Geometrie des Geländes. Mit 82 Fig. IV, 67 S. 8. 
1914. MB 14. steif geh. n. Jt

Zondervan, H., allgemeine Kartenkunde. Ein Abriß ihrer Geschichte und 
ihrer Methoden. Mit 82 Fig. im Text und auf 5 Tafeln. X, 210 S. 1901. 
geh. n. Jt 4.60, geb. n. Jt. 5.20.

Zßppritz, K., Leitfaden der Karten entwurfslehre. 2. und 3., neubearbeitete 
und erweiterte Auflage von A. Blud au. In 2 Teilen. Mit vielen Fig., 
Tabellen und Tafeln, gr. 8.
Teil I : Die Projektionslohre. XII, 261 S. 1912. geh. n.M9.—, gob. n. M. 10.— 

„ II : Kartographie und Kartometrie. VIII, 109 S. 1908. geh. n. Jt. 3.60, 
geb. n. Jt 4.40.

80.

Benndorf, H., Einführung in die physikalische Erdbebenkunde, gr. 8. [In Vorb.]
Brandes, Th., Schichtenfolge Mitteldeutschlands in Tabellen zusammen gestellt 

für den Gebrauch auf geologischen Wanderungen, 
n. Jt —.50.

Brunner, W., dreht sich die Erde? ca. 54 S. 8. MB. [Erscheint Ostern 1915 ]

16 S. schmal 8. 1913.



Verlag von B. 0. Teubner in Leipzig und Berlin

Darwin, G. H., Ebbe uud Flut, sowio verwandte Erscheinungen im Sonnen
system. Autorisierte deutsche Ausgabe nach der S. englischen Auflage 
von A. P o c k e 1 s.
62 Eig. 2. Auli. XXIV, 420 S. 8. 1011. WH 5. geb. n. M. 8.—

Davis, Vf. M., u. G. Braun, Grundztige der Physiogeographie. Auf Grund 
von Vf. M. Davis’ Physical Geography neu bearbeitet. Mit 126 Eig. und auf 
1 Tafel. XII, 322 8 8. 1911. geb. Ai 6.60.

----- u. K. Oestreich, praktische Übungen in pbysisclier Geographie. [Er
scheint Ostern 1916.1

Exner, F., dynamische Meteorologie, ca. 300 S. gr. 8. [In Vorbereitung.] 
Galitzin, B., Vorlesungen über Seismometrie. Deutsche Bearbeitung unter 

Mitwirkung von Clara Beiufeldt von O. Hecker. Mit 162 Eig. VIII, 
538 S. Lex.-8. 1914. geh. n. Ai 22.—, geb. n. Al 24.—

Iiöfler, A., Himmelsglobus aus Modolliernetzeu, die Sterne durchzustechen 
und von innen heraus zu betrachten. In 3 Ausgaben. Ausg. I: 1. Das 
Hetz des Globus (in 12 Zweiecken). 2. Das Laubsägemuster für das Ge
stell. 3. Die Kreisteilungen (auf Karton) für den Horizont und den 
Stundenring. 4. Anleitung zum Gebrauche des Himmelsglobus, n. M 2.— 
Ausg. II: Das Gestell mit Kreisteilungen zum Zusammenstecken fertig. 
(1,3,4 wie bei I.) n. Al. 10.—. Ausg. III: Gestell mit Globus fertig zum 
Gebrauch. (4 wie bei I.) n. Ai 12.—

Klein, F., und A. Sommerfeld, über die Theoriedes Kreisels. 4 Hefte, gr. 8. 
III. Heft. Die störenden Einflüsse. Astronomische und geophysikalische 

Anwendungen. IV, 247 S. 1903. geh. n. Ai 9.
Sassenfeld, 31., aus dem Luftmoer. Meteorologische Betrachtungen für mittlere 

und reife Schüler. Mit 40 Eig. IV, 188 S. 8. 1912. NSB 17. geb. n. Ai 3.—

Mit Einführungsv/ort von G. v. Neumayer und

geb. n. Ai 10.—

Trabert, W., Lehrbuch der kosmischen Physik. Mit 149 Fig. und 1 Tafel. 
X, 662 S. gr. 8. 1911. geh. n. Ai 20.—, geb. n. Ai 22.—

Aua Natur und Geistetwelt (geh. je n. Ml.—, geb. n. M. 1.25) :
Hennig, B., gut und sohlecht Wetter. 1911.
Weber, L., Wind uud Wetter. 2. Aull. 1910.

Die Kultur der Gegenwart, ihre Eniwicklung und ihre Ziele. Herausg.
P. Hinneberg. In 4 Teilen: die geisteswissenschaftlichen, die natur
wissenschaftlichen und die technischen Kulturgebiete. Lex.-8. geh. u. geb. 
In Halbfranz geb. jeder Band Ai 2.— mehr.
Teil III, Abt. III: Anorganische Naturwissenschaften. Unter Leitung 
E. Lecher. s
Band 3. Astronomie. Red. von J. Hartmann. Unter Mitarbeit von K. 
Boll. F. K. Ginzel, J. Hartmann, L. Ambronn, A. von Flotow, J. von Hep- 
perger, K. Graff, É. Pringsheim, f F. Bisienpart, H. Kobold. [U. d. Pr.]

Astronomie, unter Mitwirkung von E. Anding, J. Bauschinger, A. Bemporad, 
E. W. Brown, C. Ed. Ca3pari, F. Cohn, K. Emden, F. K. Ginzel, J. v. Hepperger, 
G. Herglotz, H. Kobold, K. Laves, F. B. Moulton, G. v. Niessl, S. Oppenheim, 
K. Schwarzschild, E. Strömgron, K. Sundman, E. T. Whittaker, A. Wilkens, 
C. W. Wirtz, H. v. Zeipel, redigiert von K. Schwarzschild. A. u. d. T.: 
Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften. Band VI, 2. (Sonder
prospekt erschienen.)

Will

von

Astronomie. Béd. sous la direction scientifique de H. A n d o y e r et publieé
celle de fj. Molk, avec la collaboration de H. Bourget, P. Puiseun, Luc Pinert, 
G. Fayet, J. Mascart, E. Caspari, G. Eneström, E. Dorlbet, A. Lebeuf, J. Bail- 
land. A. u. d. T.: Encyclopédie des sciences mathématiques pures et 
appliquées. Tome VII. (Sonderprospekt erschienen.)

S MU..

Taschenbuch für Mathematiker und Physiker. III. Jahrgang. Herausg. von 
F. Auerbach und B. Bot he. Mit einem Bildnis Friedrich Kohlrauschs. 
X, 463 S 8. 1913. geb. n. Ai. 6.—

Himmel und Erde. Illustrierte naturwissenschaftliche Monatsschrift. Hrsg. _ 
der Gesellschaft Urania. Redakteur P. Schwahn. 27.Jahrg. 1915. Lex.-8. 
Preis für den Jahrgang von 12 Heften n. Ai 14.40.

von



Verlag von B. (*. Teul)ner in Leipzig und Berlin

Emden, K., Gaskugeln. Anwendungen der mechanischen Wärmetheorie auf 
kosmologische und meteorologische Probleme. Mit 24 Fig., 12 Diagrammen 
und 5 Tafeln im Text. VI, 498 S. gr. 8. 1907. geh. n. Jt. 13.—

Galilei, G., Dialog üb. d. beid. hauptsächlichsten Weltsysteme, das ptolemäische 
und das kopernikanische. Aus dem Italienischen übersetzt und erläutert 
E. Strauß. LXXX1V, 586 S. gr. 8. 1891. geh. n. M. 16.—, geh. n. M 18.50.

Günther, L., die Mechanik des Weltalls. Eine volkstümliche Darstellung der 
Lebensarbeit Johannes Keplers, besonders seiner Gesetze und Pro
bleme. Mit 13 Fig., 1 Taf. u. viel. Tabellen. XVI, 156 S. 8. 1909. geb. n..JL 2.50.

Höfler, A., Didaktik der Himmelskunde und der astronomischen Geographie. 
Mit Beiträgen von W. Poerster (Berlin), K. Haas (Wien), M. Koppe 
(Berlin), S. Oppenheim (Wien), A. Schülke (Tilsit). Verfaßt von A. 
Höfler. Mit 2 Tafeln und 80 lüg. sowie: Der Sternenhimmel. An
leitung zur Benutzung des Himmelsglobus aus Modelliernetzen, die Sterne 
durchzustechen und von innen heraus zu betrachten. Von A. Höfler. 
2. verb. Auflage VI, 26 S. 8. 1913. Als Beigabe des Verfassers XII,
414 S. gr. 8. 1913. DU 2. geh. n. Jt 11.—, geh. n. Jt. 12.—

Keferstein, J., große Physiker. Bilder aus der Geschichte der Astronomie 
und Physik. Für reifere Schüler, Mit 12 Bildnissen auf Tafeln. IV, 
233 S. 8. NSB 4. 1911. geh. n. Jt 3 —

Meth, P., Theorie der Planetenbewegung. Mit 17 Fig. und 1 Tafel. IV, 60 S. 
8. 1912. MB 8. kart. n. JŁ —.80.

Pringsheim, E., Vorlesungen über die Physik der Sonne. Mit 253 Fig. und 
7 Figurentafeln. VIH, 435 S. gr. 8. 1910. geh. n.Jt 16.—, geb. n. Jt 18.—

von

Kusch, F., Himmelsbeobachtung mit bloßem Auge. Mit 30 Fig. und 1 Stern
karte als Doppeltafel. IV, 223 S. 8. NSB 5. 1911. geb. n. Jt 3.50.

----- Winke für die Beobachtung des Himmels mit einfachen Instrumenten.
Mit 6 Fig. 49 S. gr. 8. 1913. geh. n. Jt. 1.50.

Scheiner, J., populäre Astrophysik. 2. Aufl. Mit 30 Tafeln und 210 Fig. VI, 
722 S. gr. 8. 1912. geb. n. Jt 14.—

Schlee, P., Schülerübungen in der elementaren Astronomie. Mit 2 Fig. 15 S.
Lex. 8. 1903. NPA I, 2. geh. n. Jt —.50.

Schoy, II., Beiträge zur konstruktiven Lösung sphärisch-astronomischer Auf
gaben. Mit 3 Fig. u. 8 Tafeln. VIII, 40 S. gr. 8. 1910. geh. n. Jl 1.60.

Schwalin, P., mathematische Theorie der astronomischen Finsternisse. 
20 Fig. V, 128 S. 8. 1910. MPL 8. geh. n. Jt 3.20, geb. n. Jt 3.60.

Mit

Schwarzschild, K., über das System der Fixsterne. Aus populären Vorträgen. 
Mit 13 Textfig gr. 8. 42 S. 1909. geh. n. Jt 1.—

Troels-Lund, Himmelsbild und Weltanschauung im Wandel der Zeiten. Autor. 
Übersetzung von L. Bloch. 4. Aufl. VII, 270 S. gr. 8. 1913. geb. n. Jl. 5.—

Wisliceims, IV. F., astronomische Chronologie. Ein Hilfsbuch für Historiker’ 
Archäologen und Astronomen. XI, 164 S. gr. 8. 1895. geb. n. Jt. 5.—

Aus Natur und Gcisteswelt (geh. je n. M. 1.—, geh. M. 1.25) :
Bock, II., die Uhr. Grundlagen und Technik der Zeitmessung. 1908.
Franz, J., der Mond. 1912.
Grebe, L., Spektroskopie. 1910.
Krause, A., die Sonne. 1911.
Marcuse, A., Astronomie in ihrer Bedeutung für das praktische Leben. 1912. 
Möller, J., Nautik. 1909.
Oppenheim, S., das astronomische Weltbild im Wandel derzeit. 2. Aufl. 1912. 
----- die Probleme der modernen Astronomie. 1911.
Peter, B., die Planeten. 1908.
Scheiner, J., der Bau des Weltalls. 4. Aufl. 1913.
Weinstein, B., Entstehung der Welt und der Erde nach Sage und Wissen

schaft. 2. Aufl 1913.
Wislicenus, IV. F., der Kalender in gemeinverständl. Darstellung. 2. Aufl. 1914.
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