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IIB 1. ALLGEMEINE THEORIE DER
ANALYTISCHEN FUNKTIONEN a) EINER ,#D 

b) MEHRERER KOMPLEXEN GRÖSSE^
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Inhalts übersieht.
I. Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen einer 

komplexen Grösse.
1. Die Bereiche T, B, T'.
2. Funktionen eines komplexen Arguments; analytische Funktionen.
3. Der Cauchijsehe Integralsatz; das Residuum.
4. Die Canchy'sehe Integralformel; isolierte singuläre Punkte.
5. Die konforme Abbildung im Kleinen.
6. Gleichmässige Konvergenz.
7. Die Cauchy-Taylor'sehe Reihe, nebst Anwendungen.
8. Der Punkt z — oo.
9. Der -Lawewt’scke Satz; die rationalen Funktionen.

10. Mehrdeutige Funktionen; Schleifenwege.
11. Die Biemann sehe Ilache; das Verhalten einer mehrdeutigen Funktion im 

Kleinen.
12. Fortsetzung; algebraische Funktionen.
13. Die analytische Fortsetzung; endgültige Definiti 

tion; das analytische Gebilde.
14. Geometrische Deutung durch ebene und Raumkurven.
15. Die Lagrange'sehe Reihe.
IG. Funktionalgleichungen.
17. Bestimmte und Schleifenintegrale.
18. Die Umkehrfunktion und die konforme Abbildung im Grossen.

der analytischen Funk-on

II. Die geometrische Funktionentheorie.
19. Biemann's neue Grundlage für die Funktionentheorie.
20. Das Prinzip der Symmetrie; analytische Fortsetzung.
21. Die konforme Abbildung analytisch begrenzter Bereiche auf den Kreis; 

geradlinige und Kreisbogenpolygone.
22. Die Biemann sehe Fläche als definierendes Element; algebraischer Fall.
23. Die konforme Abbildung mehrfach zusammenhängender Bereiche auf ein

ander; algebraischer Fall.
24. Funktionen mit Transformationen in sich; periodische Funktionen.
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25. Der Fundamentalbereick; zunächst der Bereich X; die Ecken.
26. Fortsetzung; Funktionen auf %• Definition des Fundamentalbereiches.
27. Der algebraische Fall; symmetrische Biemanrisehe Flächen.
28. Parameterdarstellung durch eine uniformisierende Variable.
29. Der Picard'sehe Satz.
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III. Untersuchung der analytischen Funktionen mittelst ihrer Darstellung 
durch unendliche Reihen, Produkte u. s. \v.

30. Weierstrass.
31. Der Weierstrass'sehe Satz.
32. Der Mittag-Lefßer'sehe Satz.
33. Verallgemeinerung der Sätze von Nr. 31, 32.
34. Funktionen mit vorgegebenem Definitionsbereich.
35. Auf dem Konvergenzkreis gelegene singuläre Punkte, inshes. Pole, und die 

Koeffizienten der Potenzreihe.
36. Die Nullpunkte einer analytischen Funktion, inshes. einer ganzen Funktion.
37. Die Stärke des Unendlichwerdens einer ganzen Funktion, die Koeffizienten 

der Taylor'sehen Reihe und die Höhe der Funktion.
38. Annäherungsformeln; Reihenentwicklungen nach Polynomen.
39. Kettenbruchentwicklungen.

IV. Analytische Funktionen mehrerer komplexer Grössen.
40. Die Bereiche (T), (R), (T'); analytische Funktionen.
41. Der Cauchy'sehe Integralsatz; das Residuum.
42. Die Cauchy'sehe Integralformel; singuläre Punkte.
43. Gleichmässige Konvergenz; die Cauchy -Taylor'sehe, Reihe.
44. Implicite Funktionen.
45. Der Weierstrass'sehe Satz und die Teilbarkeit im Kleinen.
46. Die Parameterdarstellung im Kleinen; implicite Funktionen.
47. Das analytische Gebilde.
48. Einige Sätze über das Verhalten im Grossen.
49. Homogene Variable.
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reihen (1841); c) Definition analytischer Funktionen einer Veränderlichen 
vermittelst algebraischer Differentialgleichungen (1842); Werke 1 (1894), 
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Einleitende Bemerkungen. 5

Einleitende Bemerkungen.
Der Erfindung der Infinitesimalrechnung durch Newton und Leibniz 

folgte die Anwendung und Ausbildung derselben an zahlreichen Auf
gaben verschiedenster Natur aus der Geometrie und der mathemati
schen Physik, sowie die formale Entwicklung der Integralrechnung 
incl. der bestimmten Integrale. Durch das Problem der zweidimen
sionalen Strömung einer inkompressiblen Flüssigkeit wurde man auf 
ein Paar von reellen Funktionen u, v der rechtwinkligen Koordi
naten x, y geführt, die den beiden Relationen genügen:

fu dx -f- v dy = 0, jvdx — u dy = 0,

wobei die Integrale über eine beliebige geschlossene Kurve hin er
streckt werden. Dieses Problem war typisch für eine Reihe von 
Problemen der Physik und der Geometrie (namentlich der Karten
projektion), wo sich ein Funktionenpaar (u, v) einstellt, dessen Ele
mente den Differentialgleichungen

du dv dv _
dx dy} dx dy

genügen. Man erkannte, dass die Funktion u eine Lösung der Laplace
schen Differentialgleichung

du

d2u . v , 
dx2 ‘ dy

ist und dass jede Funktion von der Form
u = (p(x + y Y— l) + tp(x — y Y— l), 

wo cp, ip „willkürliche Funktionen“ sind, deren Summe nur reelle

d2u = 0An =



Werte annimmt, eine Lösung dieser Gleichung liefert. Selbstverständ
lich fehlte zu der Zeit jede genaue Bestimmung des Funktionsbegriffs. 
Man definierte die Zahlen und die Funktionen nicht, man rechnete 
mit ihnen. Für den Fall, dass <p, Polynome oder Potenzreihen mit 
reellen Koeffizienten oder sonstige aus den elementaren Funktionen 
zusammengesetzte Ausdrücke waren, war die Sache ja in Ordnung 
und um die Berechtigung zur Verallgemeinerung machte man sich 
keine Sorge.

Während dieser Zeit, also bis Ende des 18. Jahrhunderts, hatten 
sich die imaginären Grössen auch bei der formalen Entwicklung der 
Analysis als nützlich erwiesen. Die Trigonometrie war durch den 
De Moivre’schen Satz bereichert. Die elementaren Funktionen wurden 
für komplexe Werte des Arguments formal erklärt. Man gelangte 
zu der Einsicht, dass die Anzahl der Schnittpunkte einer algebra
ischen Kurve wter mit einer solchen nt6T Ordnung nicht blos die Zahl 
mn zur oberen Grenze hat, wenn man die reellen Schnittpunkte aus
schliesslich betrachtet, sondern dass bei Zulassung imaginärer Grössen 
(und bei geeigneter Festsetzung bez. des Verhaltens der Kurven im 
Unendlichen) diese Zahl in der That stets erreicht wird. In der 
Integralrechnung stellte sich heraus, dass die im Gebiete der reellen 
Funktionen einer reellen Veränderlichen völlig von einander ver
schiedenen Formeln

II Bl. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.6

“=■ arc tg x ]/a, a > 0;
yd

j dx
1 -j- ax2 1 -{- x\— a

—x y—

i
logi a < 0,

2 V-

im Gebiete der komplexen Grössen mit einander identisch sind. Diese 
Übereinstimmung sprach den ästhetischen Sinn der Mathematiker an. 
Für die Praktiker war der Umstand von Bedeutung, dass man die 
bekannten Formeln für die Auswertung bestimmter Integrale durch 
den Gebrauch imaginärer Grössen wesentlich erweiterte.

Die Existenzbeweise, welche das 19. Jahrhundert in der Mathe
matik auszeichnen, wurden um die Wende des Jahrhunderts durch 
den Gauss’schen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra ein
geleitet. Auch die Darstellung komplexer Zahlen durch die Argand- 
Gauss’sche Zahlenebene kann gewissermassen als ein Existenzbeweis 
für die imaginären Grössen angesehen werden und ist in der That 
vielfach als ein solcher aufgefasst worden. Diese Darstellung trug 
entschieden dazu bei, den Gebrauch der komplexen Zahlen den Mathe
matikern sympathischer zu machen. Von welcher Wichtigkeit diese



Zahlen und die mittelst derselben erhaltenen Resultate bereits damals 
waren, zeugt der Umstand, dass die frühesten Forschungen der beiden 
ersten Mathematiker des Jahrhunderts, Gauss *) und Cauchy, sich auf 
diesem Gebiete der Mathematik bewegten. Allerdings war es Cauchy 
von vornherein nicht um die imaginären Grössen als solche zu thun. 
Er verhielt sich diesen gegenüber neutral, ja man könnte fast sagen, 
dass sein Bestreben eher darauf gerichtet war, derselben zu entraten. 
Erst nachdem er sein Problem unter Trennung der Funktionen in 

. ihren reellen und rein imaginären Teil gelöst hatte, erkannte er, wie 
gut es ist, eine solche Trennung eben nicht vorzunehmen, sondern 
direkt von dem "Satze

Einleitende Bemerkungen. 7

ff(i)de = 0,

wo das Integral über eine beliebige geschlossene Kurve hin erstreckt 
wird, auszugehen**). Darauf gründet sich der Residuenkalkül, der ja 
nichts anders ist als die Methode des Herumintegrierens. Dieser 
Fortschritt ist durch den Versuch herbeigeführt, die durch formale 
Integration imaginärer Ausdrücke erhaltenen Formeln der Integral
rechnung durch strenge Methoden zu begründen.

Eine Frage der ersten Wichtigkeit für die angewandte Mathe
matik ist die der Gültigkeit der verwendeten Reihenentwicklungen. 
Indem Cauchy, von der für die Astronomie besonders wichtigen 
Lagrange’schen Reihe ausgehend, sich die Aufgabe stellte, den Gültig
keitsbereich der Entwicklung einer Funktion nach ganzen positiven 
Potenzen zu bestimmen, wurde er auf eine der wesentlichsten Eigen
schaften der analytischen Funktionen geführt, und zwar auf eine 
Eigenschaft, welche die Bildung der Funktion für komplexe Werte 
des Arguments unvermeidlich machte. Ist nämlich f(x) eine reelle 
Funktion der reellen Veränderlichen x, welche sich für den Wert 

in eine Potenzreihe nach x x0 entwickeln lässt — es seirp   /y»iv   «A/A

beispielsweise f(x) = 1/1 -j- x2 — so stellt sich heraus, dass der 
Gültigkeitsbereich dieser Entwicklung für reelle Werte von x sich 
dadurch bestimmen lässt, dass man die Funktion f(x) für komplexe 
Werte z des Arguments in naheliegender Weise definiert, die singu
lären Punkte derselben aufsucht (im vorliegenden Beispiel sind es

*) Man vgl. ferner die Briefe an Bessel vom 21./11. u. 18./12. 1811 (Brief
wechsel, p. 152,157, der 2. auch Werke 8, p. 90), sowie das demnächst in der Fest
schrift der Göttinger Ges. d. Wiss. erscheinende Tagebuch von Gauss (1798), Nr. 95.

**) Die beiden Gleichungen Ju dx -f- v dy — 0, Jv dx — udy = 0, welche 
die mathematische Physik lieferte, werden also jetzt zu einer einzigen Gleichung 
zwischen komplexen Grössen vereinigt.



also die Punkte z = + ]/— 1) und dann einen Kreis in der £-Ebene 
mit dem Mittelpunkt z = xQ beschreibt, der durch die diesem Punkte 
am nächsten gelegene Singularität geht. Dieser Kreis schneidet auf 
der reellen Axe den Gültigkeitsbereich der reellen Potenzreihenent
wicklung der reellen Funktion f(x) ab. Nun wird aber die Singula
rität, welche den Radius dieses Kreises bestimmt, im allgemeinen 
nicht auf der reellen Axe liegen, so dass die Definition und die Unter
suchung des Verlaufs der Funktion im komplexen Gebiet gar nicht 
zu vermeiden ist*). Aber noch mehr. Will man eine unendliche 
Reihe zum Zweck des numerischen Rechnens gebrauchen, so genügt 
nicht, von derselben blos zu wissen, dass sie konvergiert. Man muss 
ausserdem noch den Fehler abschätzen können, den man beim Ab
brechen der Reihe begeht. Diese Abschätzungsformel für die Potenz
reihenentwicklung**) ergiebt sich auch aus den Werten, welche die 
Funktion im komplexen Gebiete annimmt. Damit ist denn das Pro
blem der Darstellbarkeit einer Funktion durch eine Potenzreihe zum 
Zweck des numerischen Rechnens in seinen beiden Teilen gelöst und 
zwar beruht die Lösung wesentlich auf dem Gebrauch imaginärer 
Grössen. Dieser Entdeckung Cauchijs war durch seinen Cours d’Ana
lyse vom Jahre 1821 eine strenge Begründung der Reihensätze für 
komplexe Grössen vorausgegangen.

Indessen hatten sich Abel und Jacöbi in das Studium der ellip
tischen und höherer Transcendenten vertieft. Die Periodeneigen
schaften dieser Funktionen, welche den Anstoss zu so vielen Unter
suchungen der modernen Mathematik gegeben haben, wurzeln in den 
gemeinen komplexen Zahlen***), während die neuen Hülfsfunktionen 
(die ©-Funktionen u. dergl.) mit dazu beitrugen, eine allgemeine Funk
tionentheorie anzubahnen. Es sei noch der Fortschritte der mathe
matischen Physik in dieser Periode, namentlich der Ausbildung der 
Methode der krummlinigen (insbesondere der isothermischen) Koordi
naten gedacht.

IIBl. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.8

*) Bei dieser Skizze des Verfahrens ist vorausgesetzt, dass die Funktion f(z) 
entweder überhaupt eindeutig ist oder doch in dem in Betracht kommenden 
Bereich T der z- Ebene nicht mehrdeutig wird.

**) Es handelt sich hier im wesentlichen um die Formel | an [ < Mr ”,

fA)=^an{x — x0f, \x — x0\ <r, \f(z)\^M, \z
n = 0

i/»(*„) ist.

— r undwo — a:0

«* =
***) Bei den arithmetischen Untersuchungen von Gauss und Galois spielten 

die imaginären Zahlen auch eine Hauptrolle.



Gegen Mitte des Jahrhunderts war nun der Boden bereitet für 
eine allgemeine Theorie der Funktionen einer komplexen Veränder
lichen. Bei Biemann’s Untersuchungen war die Definition einer Funk
tion durch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen der leitende Gedanke, 
die Methode der konformen Abbildung ein wesentliches Hülfsmittel, 
während die Abgrenzung des Funktionshegriffs durch analytische Fort
setzung von Weierstrass scharf betont wurde. Der prinzipielle Ge
brauch von Funktionalgleichungen, um die analytische Funktion zu 
definieren und zu erforschen, nahm nunmehr eine Hauptstellung in 
der Theorie ein. Die Grundlage der modernen Funktionentheorie ist 
jetzt fertig*).

Stellt man sich die Frage, warum sich die Mathematiker so ein
gehend mit der Theorie dieser Funktionen beschäftigt haben, so ist 
der Grund wohl darin zu erblicken, dass aus einer geringen Anzahl 
einfacher Eigenschaften eine Fülle von Funktionsklassen hervorgeht, 
welche, an sich interessant, in enger Beziehung zu wichtigen Ge
bieten der reinen und der angewandten Mathematik stehen. Es zeigt 
sich also ein innerer Zusammenhang zwischen den gemeinen kom
plexen Zahlen und derjenigen Analysis, welche sich für die Mathe
matik, wie sie sich entwickelt hat, als brauchbar erweist.

1. Die Bereiche T, B, T'. 9

I. Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen 
Funktionen einer komplexen Grösse.

1. Die Bereiche T, B, T\ Unter einem Kontinuum der z—x-\-iji- 
Zahlenebene (IA 4) versteht man eine Punktmenge T von der Be
schaffenheit, a) dass jeder Punkt z von T ein innerer Punkt der 
Menge ist, d. h. dass alle Punkte z' eines genügend kleinen Kreises 
mit dem Mittelpunkt z (| z'— z | < d) 
je zwei Punkte von T sich durch eine reguläre1) Kurve verbinden

Menge gehören; b) dasszur

*) Näheres über die leitenden Gesichtspunkte dieser Theorie findet man in 
den Nrn. 30, 13, 16, 19 ff. dieses Artikels.

1) Ein Kurvenstück soll in diesem Artikel regulär heissen, wenn die Kurve 
sich selbst nicht schneidet und in jedem Punkte eine Tangente besitzt, die sich 
längs des ganzen Stückes incl. der Endpunkte stetig dreht. Eine Kurve soll 
regulär heissen, wenn sie durch Aneinanderreihung einer endlichen Anzahl regu
lärer, einander nicht schneidender Kurvenstücke gebildet ist. Zum vorliegenden 
Zweck könnte man einfach festsetzen, dass die Kurve aus einer endlichen An
zahl analytischer oder sogar geradliniger Stücke bestehen soll.

Diese Definition des Kontinuums rührt von Weierstrass (Vorlesungen an 
der Berliner Universität) her; vgl. auch Weierstrass, Berl. Ber. 1880, p. 719, § 1; 
Stolz, Diff.- u. Int.-Rechn. 3, p. 119; sowie II A 1, Nr. 21.



lassen, die ganz in T verläuft. In diesem Artikel soll schlechtweg 
unter einem Bereich T stets eine solche Menge verstanden werden2). 
Die Randpunkte eines Bereiches T gehören nicht zum Bereich. — 
Wird ein Kontinuum durch eine endliche Anzahl (n) regulärer Kurven 
vollständig begrenzt und zählt man die Randpunkte auch zu der 
Menge, so wird eine solche Punktmenge als ein Bereich B resp. Bn 
bezeichnet2 a). Endlich wird ein in T beliebig gelegener Bereich B 
resp. Bn mit T' resp. Tf bezeichnet. Der Begriff des Bereiches T' 
setzt also einen Bereich T voraus. Es sei bemerkt, dass die untere 
Grenze der Entfernung zwischen einem beliebigen Punkte von Tr 
und einem beliebigen dem Bereich T nicht zugehörigen Punkte eine 
positive Grösse ist. Unter dem Ausdruck: z liegt in resp. innerhalb 
B, T', soll verstanden werden, dass z ein innerer oder Randpunkt 
resp. ein innerer Punkt von B, T' ist.

Unter der Umgebung (oder Nähe, Nachbarschaft) eines Punktes a 
versteht man einen den Punkt a enthaltenden Bereich T, dessen 
Punkte z sämtlich um weniger als eine zweckmässig anzunehmende 
positive feste Grösse h von a abstehen: | z — a\<,h. Ist $ eine 
Punktmenge von der Beschaffenheit, dass für jeden Wert , von h 
mindestens ein Punkt von S der entsprechenden Umgebung von a 
angehört, so sagt man: in der Umgehung des Punktes a liegen Punkte 
von S. Überhaupt liegt es in dem Begriff der Umgebung, dass, 
wenn hx ein Wert von h ist, der den Anforderungen des Problems 
entspricht, jeder kleinere Wert h2:0 < h2 < \, denselben auch ge
nügen muss.

2. Funktionen eines komplexen Arguments; analytische Funk
tionen. In einem Bereich T mögen zwei reelle Funktionen u, v ein
deutig erklärt sein; man bilde die Funktion f(z) = u -j- vi. Sind u, v 
beide in T stetig, so heisst f(z) in T stetig. Es besteht der Satz3):
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2) Soll in einem besonderen Fall die schlichte Ebene als Trägerin des 
Kontinuums durch eine mehrblättrige Riemannsche Fläche (Nr. 11) ersetzt werden, 
so wird das ausdrücklich erwähnt; der betreffende Bereich wird dann mit einem 
Fraktur-X bezeichnet. — Die Begrenzung von T kann durch reguläre Kurven 
und isolierte Punkte oder auch durch eine (geschlossene) Punktmenge kompli
zierten Charakters (vgl. Nr. 34) gebildet werden.

2a) Dass jede geschlossene Kurve ohne mehrfachen Punkt die Ebene in 
äussere und innere Punkte zerlegt und dass die äusseren Punkte einerseits und 
die inneren Punkte andererseits ein Kontinuum bilden, hat C. Jordan (Cours 
d’anal. 1, 2. Aufl., p. 90) gezeigt, indem er die Richtigkeit dieser Sätze für den 
Fall eines Polygons als einleuchtend ansieht. Ist die Kurve eine reguläre, so 
bilden die inneren Punkte nebst den Punkten der Kurve einen Bl.

3) In dieser Form von Ch. Sturm ausgesprochen und bewiesen; J. de math.



Ist f(z) in T stetig und verschwindet f(z) in einem Tt' nicht, so 
kehrt eine Bestimmung des Winkels 0 = arc tang v/u, welche sich 
stetig ändern soll, während z die Begrenzung von 1\' stetig durch
läuft, in ihren Anfangswert wieder zurück. Daraus ergiebt sich ein 
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, sowie der Stetigkeit und 
des analytischen Charakters einer algebraischen Funktion4). Ygl. auch 
Nr. 7.

2. Funktionen eines komplexen Arguments; analytische Funktionen. H

z
Der Begriff des bestimmten Integrals j f(z) dz als Grenzwert der

*0
n — 1

Summe 'Sf(zl) (z;..pi— Zt), wo die Punkte zt auf einer in T beliebig
i = 0

verlaufenden regulären Kurve liegen, ist von Cauchy eingeführt5), der 
sich der Parameterdarstellung x = cp(t), y — f(t) bedient und der 
Definition die Formel zu Grunde legt:

ZT T
I f(z) dz —j (x'u — y v)dt -j- ij*(y'u -f- x v) dt.

^0 ^0 ^0

Man sagt: die Funktion f(z) besitzt eine Ableitung f'(ß) in 
einem Punkte z0 von T, falls der Quotient

f(z0 + Az) — f{z0)
Az

1 (1836), p. 298. Vgl. auch Stolz, Diff.- u. Int.-Rechn. 2, XI. Abs., Nr. 7; sowie 
Briot et Bouquet, 2. Aufl., Nr. 21.

4) Cauchy, Turiner Abhandlung vom Jahre 1831; Exerc. d’anal. 2 (1841), 
p. 109; Briot et Bouquet, 2. Aufl., ch. 2.

Wegen Cauchy’s Leistungen sei überhaupt auf das Werk verwiesen: La vie 
et les travaux du Baron Cauchy, par C.-A. Valson, Paris 1868, sowie auf eine 
Besprechung desselben von J. Bertrand, Darb. Bull. 1 (1870), p. 105. Ferner 
vgl. man Casorati, Teorica delle funzioni di variabili complesse, Pavia 1868. 
Der Bericht von Brill und Noether, Jahresb. d. D. Math.-Ver. 3 (1892/93) ent
hält eine Übersicht und eine kritische Würdigung jener Leistungen auf dem 
Gebiet der Funktionentheorie. Die erste zusammenfassende Darstellung der 
Cauchy'sehen Theorie ist von Briot und Bouquet gegeben worden: J. de. pol. 
cah. 36, Bd. 21 (1856), p. 85—254; im Anschluss daran ihr Lehrbuch, vgl. Litte- 
raturverzeichnis.

In dem Bericht von Brill und Noether wird auch die Vorgeschichte der 
heutigen Funktionentheorie geschildert. Die Neivton'sehe Reihenentwicklung 
einer impliciten algebraischen Funktion, der Taylor’sehe und der Maclaurin'sehe 
Lehrsatz, das Problem der Reihenentwicklung in einem singulären Punkte einer 
algebraischen Kurve, die Entstehung des Begriffs „Funktion“ (Leibniz) und die 
Lagrange'sehen „fonctions analytiques“ werden besprochen.

5) Jedoch ohne Bezugnahme auf geometrische Vorstellungen; vgl. 1S).



II Bl. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.12

gegen ein und denselben endlichen Grenzwert f'(z0) konvergiert, wie 
auch immer Az dem Wert 0 zustrebt6).

Die Funktion f(z) heisst in T analytisch7), wenn sie in jedem 
Punkte von T eindeutig erklärt ist und eine Ableitung f'(z) besitzt. 
Bisher war man gezwungen, auch noch die Stetigkeit der Ableitung 
zu verlangen, denn sonst war kein Beweis des Cauchy'sehen Integral
satzes (Nr. 3) bekannt. Durch den neuen Goursat'sehen Beweis16) 
ist man dieser Voraussetzung überhoben. — Zur vollständigen Defini
tion der analytischen Funktion gehört noch der Begriff der analytischen 
Fortsetzung (Nr. 13). Man darf wohl sagen, die bisherige Definition 
bezieht sich auf das Verhalten der Funktion im Kleinen (weiter war 
man ja vor Weierstrass nicht gekommen); es fehlt noch eine Fest
setzung bezügl. des Verhaltens der Funktion im Grossen8). — Eine 
Funktion f (z) verhält sich im Funkte z0 analytisch9) oder ist analytisch 
im Funkte z0, wenn f(z) in der Umgebung des Punktes zQ analy
tisch ist.

Eine hinreichende Bedingung, dass f(z) — u -j- vi eine in T ana-

6) Die Mittelwertsätze der Differential- und Integralrechnung sind auf 
Funktionen eines komplexen Arguments von G. Darboux (J. de math. (3), 2 (1876), 
p. 291) und K. Weierstrass ausgedehnt worden; vgl. Hermite, Cours, 4. Aufl. (1891), 
7e Le9on, p. 57; Stolz, Diff- u. Int.-Rechn., 2, p. 66 u. 167.

7) Nach Weierstrass, in Anlehnung an Lagrange. Weierstrass legte eine der 
Form nach von der des Textes verschiedene Definition zu Grunde (Nr. 13). Holo
morph, synectique und regulär werden auch in diesem Sinne gebraucht. — Cauchy 
und seine Schüler führten eine grosse Anzahl neuer Bezeichnungen ein, wie z. B. 
monodrom, Exerc. d’anal. 4 (1847), p. 325 u. 345, u. Par. C. R. 36 (1853), p. 458; 
monotrop, Briot et Bouquet, 1, 2. Aufl., p. 10; monogene, ibid. p. 346; synectique, 
Cauchy, Par. C. R., 36 (1853), p. 459; holomorph, Briot et Bouquet, 1, 2. Aufl., p. 14, 
u. s. w. Die entsprechenden Definitionen sind jedoch von den Mathematikern 
mehrfach abgeändert worden.

8) Der Begriff des Verhaltens einer Funktion im Kleinen und im Grossen 
spielt in der Analysis eine wichtige Rolle und erstreckt sich auf alle Gebiete 
der Mathematik (namentlich auch auf die Geometrie), wo eine stetige Menge 
von Elementen das Substrat für die in Betracht zu ziehenden Gebilde bildet. 
In der Funktionentheorie versteht man unter dem Verhalten einer Funktion im 
Kleinen resp. im Grossen ihr Verhalten in der Umgebung eines festen Punktes a, 
(a1, as, . .., a ) oder einer Punktmenge P (Nr. 40) [der Kürze halber spricht 
man dann schlechtweg von ihrem Verhalten im Punkte a, (a15 a2,. .., an) oder 
in der Punktmenge PJ resp. in einem Bereich T, T', %,%' u. s. w., dessen Aus
dehnung von vornherein feststeht und nicht erst hinterher den Bedürfnissen 
des vorgelegten Problems entsprechend bestimmt wird. In vielen Fällen folgt 
aus einem gegebenen Verhalten im Kleinen in jedem Punkte eines Bereiches 
T', X' das entsprechende gleichmässige (Nr. 6) Verhalten im Grossen.

9) Die Bezeichnungen holomorph u. s. w. werden auch gebraucht; vgl. 7).



lytische Funktion von z ist, besteht darin, a) dass u, v beide in jedem 
Punkte von T eindeutig erklärt sind und ein erstes vollständiges Diffe
rential10) besitzen; b) dass

du__dv
dx dy7

sind. Dass diese Bedingung auch notwendig ist, ergiebt sieb aus 
der in Nr. 3 nachgewiesenen Stetigkeit der Funktion f'{z).

Die Gleichungen heissen die Cauchy - Diemann’sehen Differential
gleichungen; sie treten bereits bei d’Alembertu) auf.

Sind f(z), cp(z) zwei in T analytische Funktionen, so sind auch 
die Funktionen f(z) -j- cp(z), f{z)-cp (z) und, wofern ep(z) in T 
nicht verschwindet, f(z)/cp(z) in T analytisch. Ferner, sei cp(z) im

2. Funktionen eines komplexen Arguments; analytische Funktionen. 13

d u dv
dy dx

10) Stolz, Diff.- u. Int.-Rechn. 1, IV. Abs. § 8.
11) Essai d’une nouvelle theorie de la resistance des fluides, Paris 1752. 

Um die Geschwindigkeitskomponenten einer Flüssigkeit zu bestimmen, die sich 
in zwei Dimensionen bewegt, wird d'Alembert auf das Problem geführt (S. 60 
des Essai): Es seien udx — vdy, vdx-\-udy exakte Differentiale; man soll 
die Funktionen u, v bestimmen. Die Lösung bewerkstelligt er durch einen 
Kunstgriff, indem er bemerkt, dass sowohl

udx — v dy -f- i {v dx -f- u dy) — (u -f- iv) {dx -J- i dy)
als auch

udx — vdy — i (v dx -f- u dy) — (u — iv) {dx — i dy)

exakte Differentiale sind. Daraus schliesst er, dass u -f- iv eine Funktion von 
x -f- iy und dass u — iv eine Funktion von x — iy ist. Damit die Werte 
von u, v reell ausfallen, genügt es,

u -j- vi — cp{x -f- iy) -f- iip{x -f- iy)
zu setzen, wo qp, xp zwei beliebige analytische Funktionen sind, die reelle Werte 
annehmen, wenn y verschwindet. Auf das d’Alembert'sehe Resultat nimmt Euler 
Bezug: Berl. Mem. (annee 1755), p. 356. Vgl. ferner Stäckel, Bibi. math. (3) 1 
(1900), p. 109; Timtschenko, Abh. neuruss. Ges. Naturf. 19, Odessa 1899; Revue 
semestr. 8 (1899), p. 151. — Bei Lagrange treten diese Differentialgleichungen 
an verschiedenen Stellen auf; vgl. eine Abhandlung über Flüssigkeitsbewegung, 
Mise. Taur. 3 (1762—65), p. 205 = Oeuvres 1, p. 498, sowie seine Untersuchungen 
über Kartenprojektion, Berl. nouv. mem. (annee 1779), p. 161 = Oeuvres 4, p. 637 
= Ostwald, Klassiker, Nr. 55.

Als ein Vorläufer der d'Alembert'sehen Arbeit ist ein Werk von Clairaut, 
Theorie de la figure de la terre, tiree des principes de l’hydrostatique (Paris 
1743) zu erwähnen, in welchem die Bedingung, dass der Wert des Integrals 
J'Pdx-\- Q dy vom Integrationswege unabhängig sei, nämlich die Bedingung

dy dx
schichte der Funktionentheorie im 18. Jahrhundert, wo der hydrodynamische 
Ursprung dieser Differentialgleichungen näher erörtert ist; Bibi. math. (3) 2 
(1901), p. 111.

, abgeleitet ist. Vgl. eine zweite Abhandlung von Stäckel zur Ge-



12) Dieser Satz ist gleichbedeutend mit dem Satz der Potentialtheorie: Es 

sei w eine Lösung der Laplace'sehen Differentialgleichung A M = —2”^

in einem Bereich T; führt man dann isothermische Koordinaten £ = %{x, y),

, so wird auch u dern = 2/) eiV wo A| = 0 , || = |^,

LapZace’sehen Gleichung = 0 genügen.

Der Satz wird zuweilen wie folgt ausgesprochen: Eine analytische Funk
tion einer analytischen Funktion ist wieder eine analytische Funktion. Ge
nauere Formulierung bei Burkhardt; vgl. Nr. 13.

13) Cauchy, Memoire sur les integrales definies, prises entre des limites 
imaginaires, Paris 1825; wieder abgedruckt in Darb. Bull. 7 (1874), p. 265 und 
8 (1875), p. 43 und 148. Der Satz ist hier etwas anders formuliert und dient 
noch nicht zu den Zwecken einer allgemeinen Theorie der Funktionen; erst in 
den vierziger Jahren erscheint er im gegenwärtigen Lichte; vgl. Brill u. Noether, 
p. 172, Nr. 18 u. p. 181, Nr. 25. — C. Jordan, Cours d’anal. 1, 2. Auf!., § 196. Jordan 
definiert das komplexe Integral und beweist den Integralsatz unter der Voraus
setzung, dass der Integrationsweg resp. die Begrenzungskurven Ct,...,C von 
T’n bloss rektifizierbar sind. Vgl. auch A. Pringsheim, Münch. Ber. 25 (1895), p. 54.

Dem Integralsatz waren Untersuchungen von Cauchy über Integration 
durch imaginäres Gebiet vorausgegangen; vgl. Monographieen, Cauchy, (1). Der 
dritte Gauss'sehe Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (1816) beruht auch 
auf dem Verhalten eines Doppelintegrals bei Vertauschung der Integrationsfolge. 
Vgl. den Bericht von Brill und Noether, p. 157, sowie den Brief von Gauss an 
Bessel 18).

I = cht] 
y dx

Wegen Integration durch imaginäres Gebiet vgl. Stäckel, Bibi. math. (3) 1 
(1900), p. 109. Vor Cauchy waren schon auf formalem Wege manche Integra
tionsformeln gewonnen; vgl. unten.

14) Cauchy, ibid.; Falk, Darb. Bull. (2) 7 (1883), p. 137.
15) Cauchy, Par. C. R. 23 (1846), p. 251; B. Biemann, Gott. Diss. 1851
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Punkte z0, f(w) im Punkte w0 analytisch, und sei iv = (p(z), dann 
wird f(w), als Funktion von g betrachtet, im Punkte z0 analytisch 
sein12).

3. Der Cauchy’sche Integralsatz; das Residuum. Einer der 
wichtigsten Sätze der Funktionentheorie ist der sogenannte Cauchy’sche 
Integralsatz13): Ist die Funktion f(z) in T analytisch und wird das 
IntegralJ f(z) dz längs der n Begrenzungskurven Cl,...,Cn eines 
beliebigen Tf erstreckt, so hat das Integral den Wert 0:

ff (z) dz — 0
G

Der ursprüngliche Cauchy’sche Beweis, welcher mittelst der Variations
rechnung geführt wurde, ist von Falk streng gemacht worden14). 
Ein zweiter Beweis stützt sich auf den Satz der Integralrechnung15)



dP dQ .
Ty’ Tx m 

dP_dQ
dx f

längs der Begrenzung Clf ..., Cn eines beliebigen Tn' erstreckt, den 
Wert 0:

3. Der Cauchy’sche Integralsatz; das Residuum. 15

(II A 2, Nr. 45): Sind P, Q, T eindeutige und stetige Funk- 

so liat das Integral J*Pdx -f- Qdy,tionen von x, y und ist dy

I Pdx -j- Qdy = 0.
c

Noch einen dritten Beweis hat E. Goursat16) gegeben und später in 
der Weise ergänzt, dass bloss die Existenz, nicht aber die Stetigkeit 
der Ableitung vorausgesetzt wird.

Der Integralsatz gilt noch unter der Voraussetzung, dass f(z) in 
einem Bereich B eindeutig und stetig und innerhalb B analytisch ist, 
wobei dann das Integral selbst längs der Begrenzung C von B er
streckt werden darf (Beweis etwa durch Grenzübergang17)). — Aus

z

■ dem Integralsatz ergiebt sich, dass das Integral f f(z) dz, längs eines
ZQ

in einem Tt' gelegenen Weges erstreckt, eine in P/ eindeutige und 
analytische Funktion von z darstellt18). — Der Integralsatz lässt auch 
eine Umkehrung zu: Ist f(z) in T eindeutig und stetig und ver
schwindet jf (z) dz, was auch immer für ein Bereich 2\' angenommen

c
werden möge, so ist f(z) in T analytisch19).

— Werke, p. 3; Picard, Tr. d’anal. 1, p. 73; 2, p. 4; A. Pringsheim a. a. 0. p. 39; 
M. Bocher, IST. Y. Bull. (2) 2 (1896), p. 146.

16) Acta Math. 4 (1884), p. 197; Bull. Am. Math. Soc. (2) 5 (1899), p. 427; 
Amer. Trans. 1 (1900), p. 14.

17) H. A. Schivarz, Zur. Viert. 15 (1870), p. 113 = Werke 2, p. 174; vgl. 
Stolz, Diff.- u. Int.-Rechn. 2, p. 217. Der Beweis bedarf einer Ergänzung, da der 
Fall, wo die Randkurve durch eine Parallele zur x- resp. y-Achse unendlich oft 
geschnitten wird, nicht erledigt ist; vgl. A. Pringsheim, Amer. Trans. 2 (1901).

18) Diesen Satz spricht Gauss, nachdem er den Begriff des zwischen kom
plexen Grenzen erstreckten Integrals erklärt hat, in einem Brief an Bessel vom 
18. Dez. 1811 aus, ohne jedoch den analytischen Charakter der Funktionen zu

erwähnen. Mit Hilfe derselben zeigt er an dem Beispiel log x —J — -f- C,
i

dass die Definitionen einer Funktion einer reellen Variahein in verschiedenen 
Intervallen der reellen Achse nicht unabhängig von einander getroffen werden 
dürfen, falls der stetigen Fortsetzung derselben durch das Imaginäre nicht Ab
bruch gethan werden soll (Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel, Leipzig 
1880, p. 157 = Werke 8, p. 90).

19) G. Morera, Lomb. Rend. (2) 19 (1886), p. 304. Vgl. ferner Osgood 2Ö).



Mittelst des Integralsatzes lassen sich eine grosse Anzahl reeller 
bestimmter Integrale auswerten (II A 3) (man vgl. die gebräuchlichen 
Lehrbücher). In der That bildete das Bestreben, die auf formalem 
Rechnen mit imaginären Grössen beruhende Auswertung solcher Inte
grale durch strenge Methoden zu begründen, den Ausgangspunkt für 
Cauchy’s erste Untersuchungen auf dem Gebiet der Funktionentheorie20). 
Auch für den Residuenkalkül, dessen Anfänge man bereits in jener 
Abhandlung vom Jahre 1814 über bestimmte Integrale erblickt, bildet 
der Integralsatz die eigentliche Grundlage. Unter dem Residuum der 
Funktion f(z) im Punkte a versteht man den Wert des Integrals

II B 1. W. F. Osgood. Analytische Punktionen komplexer Grössen.16

5^7 / f(/)dz, welches längs einer den Punkt a umschliessenden
c

Kurve C in der positiven Richtung erstreckt wird. Dabei soll f(z) 
in der Umgebung von a mit Ausnahme des Punktes a selbst analy
tisch sein. Das Residuum im Punkte a lässt sich auch als der Koeffi
zient des Termes (z — a)~1 in der Entwicklung nach ganzen Potenzen 
von z — a (Kr. 9) erklären21). Es besteht der Satz: Ist f(z) in jedem 
Punkte von T mit Ausnahme gewisser isolierter Punkte zx, z2, . . . 
eindeutig und analytisch und liegt keiner dieser Punkte auf der Be- 

so ist der Wert von -—-.2 Ttl
I*f(z) dz, längs 

c
grenzung eines Tn', des

Randes von Tn' in der positiven Richtung erstreckt, gleich der Summe 
der Residuen von f (z) in den innerhalb Tn' gelegenen Punkten 

Weiteres über das Residuum und Verwandtes findet sichzi, • • •, Zk •
in Kr. 4, 7, 9.

4. Die Cauchy’sche Integralformel; isolierte singuläre Punkte.
Weitere Eigenschaften der analytischen Funktionen werden mit Hülfe 
einer expliciten Darstellung derselben abgeleitet. Cauchy hat zwei 
solche Formeln gegeben, die sogenannte Cauchy’sche Integralformel 
und die Cauchy-Taylor’sehe Reihe (Kr. 7). Auf diesen Formeln lässt 
sich die ganze Funktionentheorie auf bauen. Die Integralformel22): Ist

20) Vgl. Mem. sur les integrales definies (1814), Par. sav. [etr.] 1 (1825), 
p. 599 = Werke (1) 1, p. 319; sowie die Schrift13).

21) Cauchy, Exerc. de math. 1, Paris 1826, p. 11. — Die erste im Text ge
gebene Definition hat den Vorteil, dass sie sich auf den Fall des Punktes z = oo 
(Nr. 8), sowie eines Verzweigungspunktes endlicher Ordnung (Nr. 11) unmittel
bar ausdehnen lässt.

22) Cauchy, Turiner Abhandlung vom Jahre 1831 — Exerc. d’anal. 2 (1841), 
p. 52; strenge Ausführung des Cauchy’sehen Beweises bei Stolz, Diff-. u. Int.- 
Rechn. 2, p. 248, Nr. 9. Der bekannte Beweis stammt wohl von Miemann her; vgl. 
Hoch, Zeitschr. Math. Phys. 8 (1863), p. 24.

In späteren Noten (vgl. z. B. Par. C. R. 32 (1851), p. 207) bezeichnete Cauchy



Diese Formel entspricht der Formel der Potentialtheorie (II A 7 b7 
Nr. 18):

c
U (x, y) = dt,

wo G die Green1 sehe Funktion von Tn', u (t) den Wert von u (x, y) 
auf dem Rande bedeutet, und leistet für die Funktionentheorie auch 
ähnliche Dienste.

Die Ableitung von f(z) wird durch die Formel

kf
c

f (t) dt
m =

(*-*)*

dargestellt und erweist sich somit auch als eine in T stetige und 
sogar noch analytische Funktion von z. Allgemein ist24)

__  f f(t)dt
2niJ

fM(z)= nl

I f}*K*o) | 5^ w! Mr~n,
Die reellen Funktionen u, v besitzen in T stetige Ableitungen aller 
Ordnungen und genügen nebst denselben der Xap7ace’schen Differen
tialgleichung25) (II A 7 b, Nr. 2):

z — z0\ = r.WO

7t

das Integral ^ J" f(re1ff>^dcp als „moyenne isotropique“; vgl. den Gauss'sehen
— 7t

„Satz vom arithmetischen Mittel“ (IIA 7 b, Nr. 13).
23) Zur Bestimmung des Integrals ist die Kenntnis der Funktionswerte in 

allen Punkten von C, also in einer nicht abzahlbaren Punktmenge, nicht erfor
derlich; es genügt, diese Werte in einer abzählbaren überall dicht auf C ge
legenen Punktmenge zu wissen; vergl. Nr. 13.

24) Cauchy, Exerc. d’anal. 2 (1842), p. 51, 53.
25) Stäckel sagt in der letzten unter n) citierten Abhandlung, p. 117: „Zum 

ersten Mal scheint diese Gleichung in dem ersten, 17G1 erschienenen Bande der 
Opuscules mathematiques von d’Alembert aufzutreten, der in der Abhandlung: 
Becherches sur les vibrations des cordes sonores (Bd. 1, p. 11) sagt, bei anderen 
als den üblichen Annahmen über die Kräfte komme man für die schwingende 
Seite zu der Differentialgleichung

Eneyklop. d. math. Wissensch. II 2. 2

4. Die Cauchy’sclie Integralformel; isolierte singuläre Punkte.

f(z) in T analytisch, so lässt sich der Wert von f(z) in einem be
liebigen Innern Punkte eines Tw' mittelst der Werte f(t), welche f(z) 
auf dem Rande Ct, . . ., Gn von T ' annimmt, durch die Formel aus- 
drücken23):

17

Ah = i!?/
c

<5
3 <53



A d*u , d*u A A“ = 0^ + ä? = 0-

Diese Funktionen sind überdies analytische Funktionen der beiden 
unabhängigen Veränderlichen x, y (Nr. 40).

Ist f(z) in jedem Punkte 2 der Umgebung des Punktes a, höch
stens mit Ausnahme des Punktes 2 — a selbst, analytisch; bleibt /'(#) 
ferner in diesem Bereiche endlich, so ist f (2) auch im Punkte a ana
lytisch, wofern von einer durch Abänderung des Wertes von f(z) im 
Punkte 2 = a hebbaren Unstetigkeit abgesehen wird26). Hört f(2) 
also in einem isolierten Punkte ci auf, analytisch zu sein, ohne in 
a eine hebbare Unstetigkeit zu haben, so muss | f(z) | eine beliebige 
positive Grösse G mindestens in einem Punkte der Umgebung von 
a übersteigen. Man unterscheidet zwei Fälle: a) ist lim/'(#)= 00,

z = a

so dass also die Funktion F{2) = \/f(z), £=}=«; F(a) — 0, in a 
analytisch ist, so heisst a ein Fol von f(z) (Briot u. Bouquet) oder 
eine ausserwesentlicJie singuläre Stelle (Weierstrass27j); b) ist dagegen 
diese Bedingung nicht erfüllt, und liegt keine hebbare Unstetigkeit 
vor, so heisst a eine wesentliche singuläre Stelle der Funktion27). I11 

der Nähe einer isolierten wesentlichen singulären Stelle kommt die

II Bl. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.18

d*y d*y 
dt* dx2

der durch
y = 9 (« + V— 11) + A (x — Y— 11)

genügt werde.“ Bei Lagrange, Mise. Taur. 3 (1762—65), p. 205 = Oeuvres, 1 
p. 498, erscheint der Satz als bekannt.

26) Biemann, Diss.15) § 12. Einen s. Z. nicht veröffentlichten Beweis dieses 
Satzes hatte Weierstrass 1841 gefunden; Werke 1 (1894), p. 63. Ygl. auch 41). 
Ein unrichtiger Beweis des Satzes erschien wohl zuerst in der zweiten Auflage 
des Durege'sehen Werkes über Funktionentheorie (1873, p. 112) und ist von spä
teren Autoren {Biermann, Harnack, Forsyth) weiter publiziert. In der ersten 
Auflage jenes Werkes findet sich ein strenger elementarer Beweis, der vielleicht 
von Biemann herrührt. 0. Holder hat auch einen Beweis des Satzes gegeben: 
Math. Ann. 20 (1882), p. 138; vgl. ferner Osgood, N. Y. Bull. (2) 2 (1896), p. 296.

Ist f{z) in T eindeutig und stetig und bis auf die Punkte einer endlichen 
Anzahl regulärer Kurven überall analytisch, so ist f{z) ausnahmslos analytisch 
in T; vgl. etwa Harnack, Diff.- u. Int.-Rechn. 1881, p. 369. Der Satz lässt sich 
aber nicht dadurch verallgemeinern, dass man an Stelle der Kurven eine be
liebige Punktmenge vom Inhalt null setzt; der erste von Chessin, Par. C. R. 
128 (1899), p. 605, ausgesprochene Satz ist falsch.

27) Weierstrass, Berl. Abh. 1876, p. 11, § 1 = Werke 2, p. 77, § 1. All
gemein bezeichnet man jeden Begrenzungspunkt des Definitionsbereichs einer 
eindeutigen Funktion, der kein Pol der Funktion ist, als eine wesentliche singu
läre Stelle; vgl. ferner Nr. 13.



5. Die konforme Abbildung im Kleinen. Ist zQ ein Punkt, in 
welchem w = f(z) analytisch ist und f'(z) nicht verschwindet, so ist 
umgekehrt z eine analytische Funktion von w. Die Gleichungen 

u = (p (x, y),

lassen sich nämlich, da die Ableitungen 
uud die JacöbVsehe Determinante

v = y) 
du du 
dx’ dy ’

dv
p * stetig sind

= I/'W

5. Die konforme Abbildung im Kleinen.

Funktion jedem vorgegebenen Werte beliebig nahe28). — Ist f(z) in 
jedem Punkte der Ebene analytisch und bleibt | f(z) | stets unterhalb 
einer festen Grösse Gr, so ist f(z) eine Konstante29).
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im Punkte (x0) yQ) nicht verschwindet, eindeutig nach u, v auflösen 
und es bestehen zwischen den stetigen Ableitungen die Beziehungen30):

dx__dy
du dv ’

Denkt man sich die Werte der Funktion iv — f(z) in einer 
zweiten (der w-) Ebene aufgetragen, und ist f(z) im Punkte z — a 
analytisch und f'(a) =|= 0, so wird die Umgebung des Punktes a ein-

d x dy
dv du

28) Satz von Weierstrass 27) § 8. — Ein besonderer Fall dieses Satzes, wo 
a der Punkt z — oo (Nr. 8) ist und die Funktion keine Singularitäten im End
lichen hat, war bereits Briot u. Bouquet (l.Aufl. § 38; unrichtige Formulierung) 
bekannt. Der Satz ist von Picard verschärft, Nr. 29.

29) Cauchy, Par. C. R. 19 (1844), p. 1377. Der Satz wird auch Liouville 
zugeschrieben. Painleve hat folgenden Satz gefunden und bewiesen (Par. these 
1887 = Toulouse Ann. 2 (1888), p. 18): Die Funktion f(z) sei analytisch in 
jedem innern Punkte eines durch zwei Gerade OA, OB begrenzten Bereiches 
und bleibe endlich, wenn z längs irgend einer Kurve ins Unendliche rückt, 
welche in einem durch zwei Gerade OA1? OBl begrenzten, innerhalb des ersten 
gelegenen Bereiche verläuft. Dann konvergiert f’(z) und somit auch jede höhere 
Ableitung gegen 0, wenn z längs einer solchen Kurve ins Unendliche rückt.

30) Jordan, Cours d'anal. 1, 2. Aufl., § 191. Der Beweis stützt sich auf die 
Existenzsätze für reelle implicite Funktionen; diese Sätze sind eine unmittelbare 
Folge des Existenztheorems für die Lösung eines Systems totaler Differential
gleichungen (II A4a, Nr. 12); sie sind zuerst von TJ. Dini direkt bewiesen: Ana- 
lisi infinitesimale 1, p. 162 (lith.) Pisa 1877/78. Der Dini’sehe Beweis ist zu
erst von Peano-Genocchi, Calcolo differenziale, Turin 1884, Nr. 110—123; deutsche 
Übersetzung von Bohhnann und Schcpp, Leipzig 1899, gedruckt worden. C. Jordan 
hat denselben reproduziert: Cours d’anal. 3, 1. Aufl. 1887, p. 583 = 1, 2. Aufl. 
1893, p. 80.
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eindeutig und stetig (mit stetigen ersten Ableitungen) auf die Um
gebung des Punktes b = f(a) bezogen. Schneiden sich zwei Kurven 
der z- Ebene in einem Punkte z0 der Umgebung von a, so werden 
sich die entsprechenden Kurven der w- Ebene in einem Punkte w0 
der Umgebung von b schneiden und zwar unter gleichem Winkel. 
Die Umgebung von a wird somit auf die Umgebung von b konform 
abgebildet31); das Ahnlichkeits Verhältnis der konformen Abbildung im 
Punkte z = ist gleich Zwei Bereiche T, T* heissen kon
form auf einander ab gebildet, wenn eine ein-eindeutige Beziehung 
zwischen ihren Punkten besteht, während die Umgebungen je zweier 
entsprechender Punkte stets konform auf einander abgebildet werden 
(III D 6). — Umgekehrt wird durch die konforme Abbildung zweier 
Bereiche auf einander eine analytische Funktion definiert; vgl. Nr. 19.

6. Gleichmässige Konvergenz. Die Funktion s(z, «) möge für 
jeden Wert des reellen oder komplexen Parameters a, welcher einer 
gegebenen Punktmenge mit Häufungsstelle ä (insbesondere kann 
a — <30 sein; Nr. 8) zugehört, und für jeden Wert z eines Bereiches 
T resp. JB eindeutig erklärt sein. Man sagt: die Funktion s(z, a) 
konvergiert in T resp. B gleichmässig gegen einen Grenzwert, wenn 
a gegen cc konvergiert, falls sich nach Annahme einer beliebigen 
positiven Grösse s die Existenz einer zweiten von z unabhängigen 
positiven Grösse ö (resp. Cr, im Falle cc = oo) nachweisen lässt, der
gestalt, dass für alle Werte der «-Menge, die an die Bedingung
I a —
und für einen beliebigen Punkt z von T resp. JB,

[ s (z, a) — s (z, a) j < e
ist. Eine unendliche Reihe heisst sonach gleichmässig konvergent, 
wenn die Summe der* ersten n Glieder sn(z) (ct = n, ä — oo, G — m) 
gleichmässig32) konvergiert:

\sn+p(z) —■ sn(z) I < £, n > m, p = 1, 2,. ..

II Bl. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.

a | < d, | a — a | < d (resp. j u j > Cr, | a | > G) geknüpft sind,

31) Lagrange, Kartenprojektion11); Gauss, Astronomische Abh., Heft 3 (.1825), 
p. 1 = Werke 4, p. 189 == Ostwald, Klassiker, Nr. 55. Die Bezeichnung lcon- 
form ist von Gauss eingeführt, Gott. Abh. 2 (1844), p. 4 = Werke 4, p. 262.

32) Weierstrass, Berl. Ber., 12. Aug. 1880 = Werke 2, p. 202; sowie 
Werke 1, p. 67 (Abhandlung aus dem Jahre 1841). — Eine andere Defi
nition der gleichmässigen Konvergenz hat Weierstrass in seinen Vorlesungen 
gegeben, wonach s (z, a) in einem Punkte z = z0 von T gleichmässig konver
gieren soll, wenn a gegen d konvergiert, falls in einer gewissen Umgebung des 
Punktes z0 die Bedingungen der im Text gegebenen Definition erfüllt sind. 
Nach dieser letzten Definition konvergiert insbes. eine Potenzreihe innerhalb



Satz. Ist s(z, a) für jeden der a-Menge zugehörigen Wert von 
cc eine in T analytische Funktion von z und konvergiert s (z, cc) in 
jedem Tf gleichmässig, wenn cc gegen cc konvergiert, so ist der 
Grenzwert F (z) von s (z, a) ebenfalls in T analytisch und es ist

6. Gleichmässige Konvergenz. 21

jF(z)dz = lim fs(z., a)dz,
„ a — cc *zo zo

F'(z) = lim ds(z, cc)
dsa=ü

Dabei ist vorausgesetzt, dass es sich nur um eigentliche Integrale 
handelt. Die Funktion ds(z, a)/dz konvergiert ebenfalls gleichmässig 
in jedem Tr'. — Konvergiert insbesondere die Reihe

fi (8) + /2 (f) + ' • ’

deren Glieder sämtlich in T analytische Funktionen sind, in jedem 
Tf gleichmässig, so ist der Wert derselben F(z) eine in T analy
tische Funktion und die Reihe lässt sich gliedweise integrieren 
und differenziieren. Dieser Reihensatz gehört zu den frühesten 
Entdeckungen Weierstrass1 $33), der überhaupt die Bedeutung der 
gleichmässigen Konvergenz als ein Hülfsmittel für analytische Unter
suchungen zuerst erkannte und sich dieser Methode prinzipiell he-

00

diente. Die wichtigste derartige Reihe ist die Potenzreihe ff£anzn,
n — 0

welche in jedem Tf des Innern ihres Konvergenzkreises T gleich

eres Konvergenzkreises stets gleichmässig; nach der ersten Definition ist dies 
im allgemeinen nicht der Fall. — Vgl. übrigens IIA 1, Nr. 16,17.

Abel hat zuerst bewiesen, dass eine Potenzreihe eine stetige Funktion dar
stellt, indem er den Rest der Reihe gleichmässig abschätzte; J. f. Math. 1 
(1826), p. 311.

33) Weierstrass 32); Beweis mittelst der Potenzreihen. Nachdem Harnack 
durch die Methoden der Potentialtheorie den ersten der beiden (II A 7 b, Nr. 80) 
angeführten Sätze bewiesen hatte, bewies Painleve in ähnlicher Weise durch 
Integration den obigen Reihensatz; These, Paris 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), 
p. Bll; BurJchardt, Anal. Funkt, p. 138. Der Satz des Textes ist eine Verall
gemeinerung dieses Reihensatzes.

Ein Beispiel einer ungleichmässig konvergenten Reihe, deren Glieder ganze 
rationale Funktionen von z sind und die eine allenthalben analytische Funktion 
(nämlich die Null) darstellt, ist von Bunge gegeben worden: Acta math. 6 (1885), 
p. 245. — Die in der Praxis vorkommenden Reihen (oder allgemeiner: Funk
tionen s lz, cc)) konvergieren häufig in einem Bereich T ungleichmässig; meines 
Wissens ist jedoch keine solche Reihe bekannt, die in jedem Punkte eines Be
reiches T konvergierte, ohne in einem beliebigen T' gleichmässig zu kon
vergieren.



massig konvergiert und somit eine analytische Funktion f(z) defi
niert34 35). Dabei ist an — f(n\Ö)/n\

Das eigentliche bestimmte Integral

II B 1. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.22

b
//XS,*)«

stellt eine analytische Funktion F(z) von z dar, falls für jeden 
Punkt £ des Integrationsweges /"(£, z) eine in ein und demselben 
Bereich T analytische Funktion von z ist, welche als Funktion der 
unabhängigen Variabein (£, z) betrachtet stetig ist; und es ist

z b z

fF(e)ds =fdtff{t,z)dz,
a

«-/
zo zo

df(t *)F' dtdz

Dabei braucht /'(£, z) keine analytische Funktion von £ zu sein.
Die Hauptsätze dieses Paragraphen sind von Gh. J. de la Vallee- 

Foussindb) zusammengefasst und in einfacher Weise bewiesen worden.
7. Die Caucliy-Taylor’sehe Reihe, nebst Anwendungen. Aus

dem Canchjsehen Integralsatz wird ferner die Cauchy-Taylor’sehe 
Beihe36) abgeleitet. Sei f(z) in T analytisch und sei z0 ein beliebiger 
Punkt von T (man beachte jedoch, dass alle Punkte von T innere 
Punkte sind (Nr. 1)); bezeichnet man dann mit B den Radius des 
grössten Kreises mit Mittelpunkt z0, dessen innere Punkte sämtlich 
Punkte von T sind, so lässt sich f(z) für alle inneren Punkte z dieses 
Kreises durch die Potenzreihe

/'M = ^an(z — z0)n, an = fin)(z o)/»!

darstellen. Ein besonderer Fall ist der, dass f(z) in jedem Punkte 
der Ebene analytisch ist. f (z) wird dann in ihrem Gesamtverlauf durch 
eine beständig konvergente Potenzreihe dargestellt und heisst eine

7i = 0

34) Briot et Bouquet, 1. Auf!., ch. 2.
35) Brux. Ann. Soc. Scient. 17 (1892—93), p. 323.
36) Turiner Abhandlung 1831, vgl. Monographieen; Gazette de Piemont, 

22. Sept. 1832; Brief an Coriolis, Par. C. R. 4 (1837), p. 216; Exerc. d’anal. 1 
(1841), p. 31; 2 (1841), p. 52. 0. Bonnet (Brux. mem. cour. 23 (1849), p. 94); 
C. Neumann (das Dirichlet’sche Prinzip, Leipzig 1865, p. 9) und HarnacJc (Math. 
Ann. 21 (1883), p. 305) haben den Reihensatz aus den Cauchy-Riemann’schen 
Differentialgleichungen mittelst der Fourier’schen Reihen abgeleitet. Die Ge
schichte des Taylor’schen Lehrsatzes ist von A. Pringsheim eingehend behan
delt worden; Bibi. math. (3) 1 (1900), p. 433.



7. Die Cauchy-Taylor’sche Reihe, nebst Anwendungen.

ganze (rationale oder transcendente) Funktion. Ist M der grösste 
Wert von \f{z)\ auf dem Kreise \z— z0 | = r < R, so ist37)

| an \ Mr—n.
Für den Rest der Reihe gilt die Formel37 a)
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I * — *0 I < ri < r,

■wodurch dann der Fehler beim Gebrauch einer endlichen Anzahl von 
Gliedern abgeschätzt werden kann.

Ist der wahre38) Konvergenzkreis der Potenzreihe ^Sa,..zn ein
n — 0

endlicher, so lässt sich die so definierte Funktion ausserhalb dieses 
Kreises nicht so erklären, dass sie sich in jedem Punkte der Be
grenzung desselben analytisch verhält. — Eine notwendige und hin
reichende Bedingung, dass die in T analytische Funktion f(z) in der 
Nähe eines Punktes z0 von T identisch verschwindet, besteht darin, dass

n= 1,2,..../X%> = 0, /«(%> = 0,
Die Darstellung von f(z) durch die Potenzreihe ist somit eindeutig. 
Als Bestimmungsstücke einer analytischen Funktion kann man also 
die abzählbare Wertemenge der Koeffizienten einer beliebigen Potenz
reihe mit nicht verschwindendem Konvergenzkreis ansehen. Diese 
Bestimmungsweise legt Weierstrass zu Grunde; vgl. unten III. — 
Verschwindet f(z) in einem Punkte z0 von T, ohne identisch Null zu 
sein, so lässt sich f(z) stets in der Form

f(z) = (z — z0)mrp(z)
darstellen, wo m eine positive ganze Zahl und cp(z) eine in z0 analy
tische, dort nicht verschwindende Funktion bedeutet. Ist z0 ein Pol, 
so gilt eine ähnliche Darstellung:

/■(*) = (*_ z0)~mcp(z).

37) Caucliy, Turiner Abh. 1831 — Exerc. rFanal. 2 (1841), p. 53; Weierstrass, 
s. Z. nicht veröffentlichte Abhandlung aus dem Jahre 1841, Werke 1 (1894), p. 59.

37a) Cauchy 37)- Damit eine Reihe zum Zweck des Rechnens brauchbar 
sei, genügt nicht die blosse Konvergenz, es muss auch möglich sein, den Fehler 
abzuschätzen, den man begeht, wenn man nur die ersten n Terme derselben 
berücksichtigt. Auf solche Abschätzungsformeln legte Cauchy besonderes Gewicht.

38) Unter dem toahren Konvergenzkreis (oder einfach Konvergenzkreis) einer 
Potenzreihe versteht man einen Kreis, für dessen innere Punkte die Reihe kon
vergiert und für dessen äussere Punkte sie divergiert. Die Bezeichnung rührt 
wohl von Weierstrass her. — Dass der Konvergenzbereich einer Potenzreihe aus 
dem Innern eines Kreises besteht, hat Abel32) für den Fall der binomischen 
Reihe gezeigt.



Der Punkt z0 heisst ein Nullpunkt resp. Pol mter Ordnung der 
Funktion. Die Nullpunkte sowie die Pole einer analytischen Funk
tion sind also isoliert und von endlicher ganzzahliger Ordnung. — 
Bilden die Nullpunkte von f(z) eine Menge, die einen Punkt z0 von 
T zur Häufungsstelle hat, so verschwindet f{z) zunächst im Innern 
des Kreises (#0, R), dann aber im ganzen Bereiche T identisch39). 
Zwei in T analytische Funktionen sind daher mit einander identisch, 
falls ihre Werte in den Punkten einer solchen Menge überein
stimmen. — Ist f(z) in T, höchstens mit Ausnahme von Polen, 
analytisch, so kann f(z) in einem nur eine endliche Anzahl von 
Nullpunkten und Polen haben; es gelten die Formeln:

II B 1. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.24

9
llif-z'p
3=1 J

V .
ij cp(z)r +H*) =

IF-zp
i=i J

*•=i i

wo cp (z) in Tr' analytisch sind und cp(z) dort nicht verschwindet.
Ygl. auch Nr. 9.

Sind keine Pole in Tn' vorhanden und liegt kein Nullpunkt auf 
so erhält man die Gesamtzahl der Null

punkte, indem man z der Reihe nach die n Begrenzungskurven
j=i

des Bereiches Tn' durchlaufen lässt und auf jeder Kurve den Zuwachs 
sk des stetig sich ändernden Winkels 6 — arc tang v/u der Funktion

n

f(z) = u -f- vi bestimmt (vgl. Nr. 2). Der Gesamtzuwachs S = ^sk
k = l 

9

hat den Wert 2 7t Liegen Pole
j=i

/ 9 v \
S — 27t ( ^ aj— ccjj. Der Winkel 0 ist gleich dem Koeffizienten

des rein imaginären Teils der Funktion log(M-j-?n); der reelle Teil 
dieser Funktion ist eindeutig. Der Gesamtzuwachs der Funktion 
log/‘(^) beträgt also, wenn z die n Begrenzungskurven durchläuft, iS 
und man erhält die Formel

der Begrenzung von Tn'
9

f{z) innerhalb Tn'} so istvon

3= 1

39) Es handelt sich hier um die analytische Fortsetzung im uneigentlichen 
Sinne. Vgl. Nr. 18. Den Satz verdankt man Biemann, Gott. Diss.1S).

Ist z0 ein Randpunkt von T, so braucht f(z) ja nicht identisch zu ver
schwinden. Besteht die Begrenzung von T zum Teil aus einer beliebigen Jor- 
dan’schen Kurve C und nähert sich f(z) dem Werte Null, wenn z gegen einen 
beliebigen Punkt von C konvergiert, so verschwindet f(z) in jedem Punkte von T; 
Painleve, Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), p. 29.
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Jdiog/x*) =/yö
dz — 27ti\ ^«/ — 'Sät) •iS =

j= i

Die letzte Gleichung lässt sich mittels des Residuenkalkuls (Nr. 3) 
sofort hinschreiben. Sie gilt auch für einen Bereich %n' einer Rie
mannschen Fläche (Nr. 11—13).

Eine allgemeinere Formel erhält man; indem man noch eine 
Funktion cp(z) in Betracht zieht, die in T analytisch ist. Es ist dann

j= i

g p
^«/ 0/) «j <p W-

c
fifi) dz —m

i=i
Hat /*(iS?) insbesondere keinen Pol und nur einen einfachen Nullpunkt 
zx in Tn', und setzt man cp(z) = z, so ergieht sich die Formel39a):

j=i

h ß
c

f’(z) dz.m
Eine bemerkenswerte Anwendung des Residuenkalkuls auf die 

Darstellung der ersten n Glieder einer unendlichen Reihe durch ein 
bestimmtes Integral ist von Cauchy gemacht und von U. Dini weiter 
ausgebeutet worden3911).

Mit der nach Potenzen yon z fortschreitenden Cauchy-Taylor’- 
schen Reihe ist eine zweite nach Potenzen einer linearen Funktion 
von z fortschreitende Entwicklung der Funktion f(z) eng verwandt:
f M = + % (yf+ ö) + (^1) H > ad — ßy =ß 0.

Diese Formel ist anwendbar, wenn f(z) sich im Punkte z0 analytisch 
verhält, wo az0 -j- ß = 0 ist. Sowohl z0 als z1} wo yzx -{- d — 0 
ist, dürfen beliebige Punkte der erweiterten Ebene (Nr. 8) sein; dabei 
versteht man z. B. unter zQ = oo das Verschwinden des Koeffi
zienten a. Diese Reihe konvergiert in einem Gebiete, welches von 
einem Kreise (insbes. von einer Geraden) begrenzt ist, z0, zx zu kon
jugierten Punkten im Sinne der Geometrie der reciproken Radien hat 
und den Punkt z0 enthält. Das grösste derartige Gebiet, welches 
keinen singulären Punkt der Funktion im Innern enthält, bildet den 
wahren Konvergenzbereich der Reihe. Dies alles beweist man mittelst 
der linearen Transformation w = (az -f- ß)/ (yz -f- d).

39a) Turiner Abh. 36) = Exerc. d’anal. 2, p. 64.
39b) Cauchy, Exerc. de math. 2 (1827), p. 341 = Oeuvres (2) 7, p. 393; 

Picard, Traite 2, p. 167. Auf diese Weise leitete Cauchy die Fouiier’sche Reibe 
ab; die Methode ist von Dini, Serie di Fourier, u. s. w., Pisa 1880 (vgl. insbes. 
p. 139—156) noch auf andere Reihenentwicklungen ausgedehnt.
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Wie bei den Darstellungen einer reellen Funktion neben der 
Fourier’schen Reihe noch das Fourier’sche Integral Platz greift, so 
kann man auch hier der Cauchy-Taylor’schen Reihe eine analoge 
Integraldarstellung gegenüberstellen. Die Funktion f(z) sei analy
tisch in allen Punkten z — x -f- iy, wofür x <( Je ist, der Punkt 
£ = oo eingeschlossen, und /(oo) sei =0 (Nr. 8). Mittelst der Formel
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. -1— = ft — z J ~^dv,

wo v reelle positive Werte durchläuft und der reelle Teil von z — t 
negativ ist, wird die Cauchy’sche Integralformel

1 C f(t)dt 
2 nij t — z

umgeformt. Diese Formel gilt im vorliegenden Falle, wenn längs der 
Geraden z = Je von — oo i bis -f- oo i integriert wird. Es ergiebt 
sich durch Vertauschung der Integrationsfolge für alle Werte von 
z — x -f- iy, wofür x < & ist, die Darstellung390):

m =

\j

o

<p(v)=ff{k + is)m= —^dv, e~ivsds.wo
— Co

Eine ähnliche Verallgemeinerung durch lineare Transformation 
von z, wie im Falle der Cauchy-Taylor’schen Reihe, ist auch hier 
möglich.

8. Der Punkt z = oo. Der unendlich ferne Bereich der Zahlen
ebene wird als Punkt, der Punkt z = oo definiert, indem man den 
eigentlichen Punkten der Zahlenebene noch einen idealen Punkt, den 
Punkt z — oo, adjungiert; denn für die Zwecke der Funktionen
theorie empfiehlt es sich, an der Hand der Transformation z = 1/z 
das Verhalten einer Funktion, welche allenthalben ausserhalb eines 
genügend grossen Kreises mit Mittelpunkt z — 0 eindeutig und 
analytisch ist, wenn | z | unendlich wird, mit dem Verhalten der 
Funktion cp (z') = f (z) im Punkte / = 0 dadurch in Verbindung zu 
bringen, dass man die Definitionen einführt: f(z) ist analytisch im 
Punkte z = oo, hat dort einen Nullpunkt oder Pol mter Ordnung oder 
eine wesentliche singuläre Stelle, je nachdem cp(z') im Punkte z' = 0 
analytisch ist (in dem Falle versteht man unter <p (0) =/’(oo) den 
lim f(ß)), dort einen Nullpunkt oder Pol mter Ordnung oder eine wesent-
2= CG

39°) Cauchy, Par. C. R. 32 (1851), p. 215.
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liehe singuläre Stelle hat. Unter der Umgebung des Punktes z — cc 
versteht man den Bereich, welcher der Umgebung des Punktes z — 0 
entspricht. Ist f(z) im Punkte z = 00 analytisch, so gilt die Dar
stellung:ö er

I tn~ 1f(ß) dt.
c

f(z) = J£anz~n an =
n = 0

Durch Hinzunahme des Punktes z — 00 wird die Ebene im 
geometrischen Sinne „geschlossen“. Projiziert man dieselbe stereogra
phisch (III A 7) auf eine Kugel40 41), wobei das Projektionscentrum im 
„Nordpol“ liegt und der Punkt z — 0 in den „Südpol“ übergeht, so 
entsteht bei geeigneter Festsetzung bezüglich des Punktes z = oo 
nebst Umgebung eine ausnahmlos ein-eindeutige und konforme Ab
bildung der beiden Flächen aufeinander. Die Umgebung des Punktes 
z — 0 wird ein-eindeutig und konform auf die Umgebung des Nord
pols abgebildet. Ist also w — f (z) im Punkte z = 00 analytisch 
und ist 9p'(/) |y=0 = lim (—z2f'{z)] von Null verschieden, so wird

Z = oo
die Umgebung des Punktes w0 — f (00) konform auf die Umgebung 
des Nordpols bezogen. Für den Fall, dass an Stelle der schlichten 
Ebene eine mehrblättrige Iliemanrisehe Fläche (Nr. 11) tritt, werden 
diese Definitionen in leicht ersichtlicher Weise erweitert.

9. Der Laurent’sche Satz; die rationalen Funktionen. Ist f(z) 
in einem Kreisring T mit Mittelpunkt z0 eindeutig und analytisch 
und ist T2' ein zweiter mit T konzentrischer Ring, so ist

1 f* f(t) dt 1 f* f(t) dt
2 J t — z 2 Tii J t — z 7 

c r
f(*) =

wo z einen inneren Punkt von T2' bedeutet und C, U sich auf die 
äussere und innere Begrenzung von T2' beziehen. Die Funktion f(z) 
lässt sich somit als Summe zweier Funktionen darstellen, wovon 
die eine überall innerhalb der äusseren, die andere überall ausser
halb der inneren Begrenzung von T analytisch ist. Diese Funktionen 
können wieder in Potenzreihen nach z — ZQ entwickelt werden, wo
durch die Formel entsteht, die man als den Laurent'schm Satzil) be
zeichnet:

40) Die Einführung der Kugel rührt von jRiemann her und ist zuerst von 
C. Neumann, Ahel’sche Integrale, 1865, publiziert worden. Vgl. jedoch auch 
Möbius, Leipz. Ber. 1853, § 13 = Werke 2, p. 215; sowie Gauss, Nachlass, 
Werke 8 (1900), p. 351 u. StäckeVs Bemerkungen dazu, ibid. p. 356.

41) Par. C. R. 17 (1843) p. 938. Weierstrass war bereits im Jahre 1841 im 
Besitze dieses Satzes nebst einem Beweis; s. Z. nicht veröffentlichte Abhandlung 
= Werke 1 (1894), p. 51.
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---- CO

/* W = 2% (* — hY + 2% 0 — 0o)n = 2 an 0 — *o)n
n = 0 71 =—1 - 00

_l r
2niJ

G

2 7ci'f,f(t) dt
(t-z0)n+1

\an\£ Mr~n,
| f(z) \<LM für | z — Zq | = r, 

und der Kreis | z — z0\ — r ein beliebiger in T gelegener ist. Die 
Darstellung ist eindeutig. Der Radius des Kreises C kann insbesondere 
unendlich, der des Kreises JT null werden.

In der Nähe einer isolierten singulären Stelle z0 lässt sich f(z) 
in der Form darstellen:

wo

p

resp., falls z0 = oo,
p

f(e) = 2 an*n + 51(*),
71 = 1

wo 51 (z) eine im Punkte z0 analytische Funktion bedeutet und p eine 
positive ganze Zahl ist, falls z0 ein Pol, p — oo, falls z0 eine wesent
liche singuläre Stelle ist. Den ersten Term rechts nennt man wohl 
den Hauptteil der Funktion f(z) im Punkte z0. Für den Fall eines 
Poles lassen sich diese Formeln auf elementarere Weise ableiten 
(vgl. Nr. 7).

Die rationalen Funktionen lassen sich auf Grund ihrer funktionen
theoretischen Eigenschaften wie folgt charakterisieren42), a) Ist f(z) 
eine eindeutige Funktion von z, die in jedem Punkte der erweiterten 
z- Ebene (Nr. 8) analytisch ist, so ist f(z) eine Konstante, b) Ist f(z) 
eine eindeutige Funktion von z, die sich in der erweiterten 0-Ebene 
mit Ausnahme von Polen allenthalben analytisch verhält, so ist f(z) 
eine rationale Funktion von z.43) Hat f(z) in keinem endlichen 
Punkte der Ebene einen Pol, so ist sie eine ganze rationale Funktion, 
c) Durch Angabe der Pole nebst dem Hauptteil der Funktion in jedem 
derselben, resp. durch Angabe der Nullpunkte und Pole (je mit der 
zugehörigen Ordnungszahl), wird eine rationale Funktion bis auf eine 
additive, resp. multiplikative Konstante bestimmt. Bei der letzten Be
stimmung muss nur die Gesamtzahl der Nullpunkte und Pole die näm
liche sein. — Der Beweis dieser Sätze stützt sich auf den Satz von 
Nr. 4, Ende.

42) Briot et Bouquet, 1. Aufl., ch. 4, p. 34; vgl.*9).
43) Meray, Par. C. R. 40 (1855), p. 788.



Ähnliche Sätze lassen sich auch über die einfach und doppelt 
periodischen Funktionen aussprechen. Die letzteren rühren von Liou- 
ville her und waren die ersten Früchte der von Cauchy geschaffenen 
allgemeinen Funktionentheorie (Nr. 24 und 14G).

10. Mehrdeutige Funktionen; Schleifenwege. Jedem Punkte z 
eines Bereiches T mögen mehrere Werte wW, w(2), . . . zugeordnet 
werden. Ist z0 ein beliebiger Punkt von T und ist w0® einer der 
diesem Punkte zugeordneten Werte, so soll es möglich sein, jedem 
Punkte z der Umgebung \z — z0\ < hi des Punktes z0 einen solchen 
Wert w zuzuordnen, a) dass w einer der dem Punkte z zugeord
neten Werte ... ist; b) dass die Gesamtheit der heraus
gegriffenen w-Werte eine im Punkte z = z0 analytische Funktion von 
z bildet, welche als f(z, zQ) bezeichnet sein soll. Dabei wird hi im 
allgemeinen sowohl von i als von z0 abhängen. Wir setzen ferner 
fest44), entweder dass die Anzahl der w-Werte in jedem Punkte von T 
eine endliche sei und verlangen dann, dass die n~a Funktionen fi (z, z0), 
i = 1, 2, ..., nZo, die den Punkten der Umgebung von zQ zugeordneten 
«ü-Werte genau erschöpfen (d. h. dass jeder solche w-Wert an einer 
und nur an einer dieser nZa Funktionen teilnimmt); in diesem Fall 
wird n für jeden Punkt von T denselben Wert haben; oder dass 
einem beliebigen Bereich Tf eine positive konstante Grösse li ent
sprechen soll, welcher man h{ gleichsetzen darf für alle Punkte z0 
von Tf und für alle Werte von i. Dann lassen sich die ec-Werte 
auch im Grossen, nämlich für einen beliebigen Bereich Tf, in der 
Weise zusammenfassen, dass eine Reihe in Tf eindeutiger analytischer 
Funktionen (z), /'(2) (z), ... entsteht, deren Werte sich mit den 
Werten w. . . gerade decken45). Um die stetige Fortsetzung

44) Es werden nämlich jetzt diejenigen isolierten Punkte, die sich später als 
Verzweigungspunkte erweisen werden, mit in die Begrenzung von T aufgenommen, 
so dass T beispielsweise aus den innern Punkten eines Kreises mit Ausnahme 
des Mittelpunktes bestehen kann. Man könnte noch von allgemeineren Voraus
setzungen ausgehen. Der gewöhnliche Gang der Darstellung ist jedoch der, 
dass man die Riemann’sehe Fläche zuerst für isolierte Windungspunkte im 
Kleinen herstellt, um dann an der Hand der analytischen Fortsetzung im eigent
lichen Sinne (Nr. 13) die Fläche in ihrem Gesamtverlauf zu konstruieren.

Die analytische Eigenschaft der Wertesysteme braucht man an dieser Stelle 
noch nicht zu verlangen; vielmehr genügt es, dass die w's sich zunächst im 
Kleinen zu stetigen Funktionen zusammenfassen lassen, die dann, weiteren Fest
setzungen zufolge, in jedem Tf eindeutige Funktionen abgeben. Vgl. Stolz3).

45) Strenger Beweis nach wohlbekannten von Sturm und Weierstrass her- 
rührenden Methoden; vgl.s). Puiseux hat den Satz für die algebraischen 
Funktionen ausgesprochen und bewiesen; J. de math. 15 (1850), p. 365 (deutsche 
Übers, von II. Fischer, Halle 1861).

10. Mehrdeutige Funktionen; Schleifenwege. 29



einer Bestimmung der Funktion längs eines gegebenen Weges zu ver
folgen, bedient man sich einer Reihe übereinander greifender Kreise, 
deren Mittelpunkte auf dem Wege liegen46).

Das Verhalten einer mehrdeutigen Funktion in einem Punkte 
0 = a, wo mehrere w-Werte zusammenfallen, ist zuerst von Puiseux47) 
für den Fall einer algebraischen Funktion untersucht worden. Pui
seux zeigt, dass die verschiedenen Bestimmungen von w in der Nähe 
von a in einem oder mehreren Cyklen Zusammenhängen und dem
entsprechend dort durch eine oder mehrere Reihen von der Form

co n

W = J£cn(0 — 0)9
71= 711

dargestellt werden können, wobei q eine positive ganze Zahl und m 
eine positive oder negative ganze Zahl, oder 0 bedeutet. (Vgl. Nr. 11 
wegen Riemanuis Ableitung und Verallgemeinerung dieses Resultats.) 
Damit sind die Pole von den Verzweigungspunkten (Nr. 11) zum 
ersten Mal scharf unterschieden worden. — Legt man um den Punkt a 
eine Schleife48), die 
zurückkehrt, ohne einen zweiten solchen Punkt zu umfassen, so er
fahren die verschiedenen Bestimmungen von w im Punkte z0, indem 
man sie längs des Schleifenweges führt, eine für den Punkt z — a 
charakteristische Vertauschung. Jeder von z0 ausgehende und nach 
z0 zurückkehrende Weg, welcher nur eine endliche Anzahl von Punkten 
a einschliesst, ist einer Reihenfolge von solchen Schleifenwegen äqui
valent und die entsprechende Vertauschung der w-Werte lässt sich 
aus den zu den Schleifenwegen gehörigen Vertauschungen zusammen
setzen. Die Bedeutung der Puiseux1 sehen Untersuchungen für die 
Galois'sehe Theorie, wofern es sich um die Monodromiegruppe einer 
algebraischen Gleichung (IB3c, d, Nr. 5) handelt, hat Hermite48 a) 
hervorgehoben. — Die Methode der Schleifenwege reicht für die 
Untersuchung der algebraischen Funktionen aus. Bei den kompli
zierteren Periodeneigenschaften ihrer Integrale ist aber erst durch die
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Punkte z0 ausgeht und nach diesem Punktevom

4G) Puiseux45) p. 379 und Fig. 7. Weierstrass, s. Z. nickt veröffentlichte 
Abhandlung aus dem Jahre 1842 = Werke 1 (1894), p. 82.

47) Puiseux 46)- Strenger Beweis nach der Puiseux'sehen Methode bei C. Jordan, 
der die Puiseux sehen Voraussetzungen verallgemeinert: Cours d’anal. 1, 2. Aufl., 
§ 361.

48) contour elementare {Puiseux43) p. 411); lacet (Briot et Bouquet, 1. Aufl., 
p. 69); Schleife (Clebsch und Gordan, Abel’sche Funktionen, Leipzig 1866, p. 82). 
Vgl. auch die ligne d’arret von Cauchy, Par. C. R. 32 (1851), p. 70; sowie die 
coupures von Hermite, J. f. Math. 91 (1881), p. 62.

48a) Par. C. R. 32 (1851), p. 458.
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anschaulichen Mittel der Riemann'sehen Fläche der Fortschritt gegeben 
worden49). (II B 2.)

11. Die Riemann’sche Fläche; das Verhalten einer mehr-
Den Bereich Tt' (Nr. 10) denke 

man sich mit übereinander liegenden Blättern bedeckt, denen man
deutigen Funktion im Kleinen.

resp. die Funktionen f'l\z), • • • zuordnet. Jedes Blatt wird
somit zum Träger einer in 2\' eindeutigen analytischen Funktion. 
Ist der Punkt z = a ein isolierter Punkt der Begrenzung von T und 
besteht T/ aus einem Kreisring mit dem Mittelpunkt a, der etwa 
längs eines Radius aufgeschnitten ist; werden ferner die Blätter längs 
des Schnittes in geeigneter Weise zusammengefügt, während die innere 
Begrenzung des Kreisrings auf den Punkt a zusammenschrumpft, 
so entsteht in der Nähe des Punktes a ein (aus einem oder mehreren 
Stücken bestehender) Teil einer Riemann’sehen Fläche50), auf welcher 
die verschiedenen Bestimmungen von w — f(z) eindeutig und, höch
stens vom Punkt a abgesehen, analytisch sind. Hängen in a q (resp. 
unendlich viele) Blätter zusammen, so bildet der Punkt a einen Win- 
dungs- oder Verzweigungspunlit q — lter (resp. unendlich hoher) Ord
nung51). Setzt man

z — a — tq,
so wird der g-blättrige Bereich um den Punkt a auf einen schlichten 
Bereich um den Punkt t — 0 ein-eindeutig und, abgesehen vom 
Punkte z — a, konform abgebildet52). Die q Bestimmungen von w 
gehen in eine eindeutige, höchstens vom Punkt t = 0 abgesehen, 
analytische Funktion von t, cp(t) über.

49) Wegen einer vergleichenden Betrachtung dieser Methode und der 
Methode der Querschnitte auf einer Biemann’sehen Fläche (Nr. 12) sei auf den 
Bericht von Brill und Noetlier, p. 190 ff. verwiesen; vergl. aber auch p. 227 des 
Berichts.

50) Biemann, Gott. Diss.15). Die Biemann'sehe Funktionentheorie, deren 
Grundgedanken zunächst in der Inauguraldissertation und den Abhandlungen 
über die JAeZ’schen Funktionen und die Ghmss’sche Reihe niedergelegt sind, 
erfuhr zuerst, wenigstens zum Teil, durch die Werke von H. Durege, 0. Neumann 
und F. Casorati eine systematische Darstellung. Vgl. auch die Publikationen 
von Biemann’s Schülern, Prym (Berl. Diss. 1863; Wien. Denkschr. 24 (1864); so
wie die Schrift: Z. Th. d. Funktionen in einer 2-blättrigen Fläche, Zürich 1866) 
und G. Boch, Zeitschr. Math. Phys. 1863, p. 12 u. 183. Das erste französische 
Werk, welches die Theorie behandelt, ist das HoüeVsehe. Vergl. auch Simart, 
Par. these 1882.

51) Biemann15), § 5. Wegen des „Verzweigungsschnittes“ vgl. Nr. 12.
52) Biemann, § 14. Die Umgebung des Punktes z = a wird so in ihren 

einblättrigen Zustand versetzt. Vgl. Neumann, AbePsche Int., 2. Aufl. (1884), 17. 
u. 18. Kap.
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Aus der Darstellung mittelst des Laurent'sehen Satzes: rp(t) — 2entn
n=irt

ergiebt sich, dass die q Bestimmungen yon w sich durch die Formel53) 
ausdrücken lassen:

w = ^cn(z — a)* ,
n =m

wo m eine positive oder negative ganze Zahl oder 0, oder auch — <x> 
bedeutet. Es war dies die erste Anwendung der Riemann’sehen Fläche, 
um neue analytische Sätze zu entdecken und zu beweisen. Hiermit 
wird auch (als spezieller Fall) eine strenge Ableitung der Ruiseux’sehen 
Reihenentwickelung gegeben. — Indem man w als eindeutige Funktion 
auf der Fläche ansieht, sagt man: die Funktion w ist im Verzwei
gungspunkte z — a analytisch oder hat dort einen Nullpunkt oder 
Pol mter Ordnung resp. einen wesentlichen singulären Punkt, wenn 
die Funktion cp(t) im Punkte t = 0 analytisch ist oder dort einen 
Punkt gleicher Bezeichnung besitzt (Nrn. 4, 7). Liegt ein Punkt der 
letzten Art vor, so gelten ähnliche Sätze, wie bei den eindeutigen 
Funktionen. — Ist a — oo, so hat man 1 jz an Stelle von z — a 
treten zu lassen.

Wenn w im Punkte z — a einen Pol mter Ordnung resp. falls 
w(a) — b endlich ist, die Funktion w — h im Punkte z = a einen 
Nullpunkt mter Ordnung besitzt, so wird die Umkehrfunktion z(w) im 
Punkte iv — oo resp. w = h einen Verzweigungspunkt m — lter Ord
nung haben54). Beide Flächen lassen sich auf die schlichte Umgebung 
des Punktes t — 0 ein-eindeutig durch die Formeln abbilden:

z — a — tq ih(t)
wo ik(t), (ü(t) eindeutige im Punkte t = 0 analytische, dort nicht 
verschwindende Funktionen bedeuten und q, m stets positiv und ganz 
angenommen werden dürfen, wofern man unter z — oo, w — oo resp. 
z~4, w~1 versteht. An Stelle von t kann jeder andere zugleich 
mit t verschwindende Parameter t — F (t) treten, wo F (t) im 
Punkte t = 0 analytisch und F'(0) =j= 0 ist. Jedem in Betracht 
kommenden Wertepaar (w, z) wird dann ein und nur ein Wert t 
resp. t entsprechen55). Insbesondere kann man erreichen, dass eine 
beliebige der beiden Funktionen i>(t), a(t) gleich 1 wird.

w — b = tm a(t),

53) ibid. Den Fall m = — oo erwähnt Riemann nicht.
54) ibid. § 14, 15.
55) Vgl. Weierstrass, Vorlesungen über Abel’sche Funktionen, wo die For

mel eingeführt und prinzipiell gebraucht wird.
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Wird w als implicite Funktion von z durch die Gleichung 
F(w, z) = 0

F(w, z) eine im Punkte z = a, w = b analy-definiert (Nr. 44), 
tische Funktion der unabhängigen Variabein w, z bedeutet und F(w, d)

wo

nicht identisch verschwindet, so lassen sich die m nahe bei b liegen
den Werte56)
den Punkt a (worunter auch schlichte sich einstellen dürfen) eindeutig 
ausbreiten und dementsprechend durch eine oder mehrere Formeln von 
der Form darstellen:

w auf einer oder mehreren Windungsflächen umvon

w — fr =J5,cÄ($
n—p

— a)i ,

Dabei darf sowohl a—oo als b = oo sein. Nach dem Vorhergehenden 
lässt sich diese Formel durch die Parameterdarstellung: z — a = tfi>(t) 
w— b — tpco(t) ersetzen. — Ist insbesondere die Funktion I(w,z) 
ein Polynom, so gelten solche Formeln für jeden Wert von z und 
die Gesamtheit der der Gleichung F(w, z) = 0 genügenden Werte
paare (w, z) — das sogenannte algebraische Gebilde (Weierstrass) — 
lässt sich durch eine endliche Anzahl dieser Formeln darstellen57).

12. Fortsetzung; algebraische Funktionen. Der Verlauf einer 
mehrdeutigen analytischen Funktion im Grossen wird durch eine mehr
blättrige Riemann'sehe Fläche veranschaulicht. Die Blätter der Fläche 
hängen im allgemeinen in Verzweigungspunkten zusammen und gehen 
längs Linien (Verztveigungslinien oder -schnitte), niemals aber bloss in 
isolierten Punkten in einander über. Die genaue Lage dieser Linien 
ist belanglos und ist niemals fest vorgeschrieben; sie verbinden im 
allgemeinen Verzweigungspunkte und dürfen sonst (wenigstens inner
halb gewisser Grenzen) beliebig verschoben werden.

Ist F(w,z) ein Polynom (Nr. 11), so lässt sich über die ganze 
Ebene (resp. Kugel) eine mehrblättrige mit einer endlichen Anzahl 
von Verzweigungspunkten versehene Iliemann'Fläche ausbreiten, 
auf welcher jede Bestimmung von w eindeutig ist und, abgesehen von 
Polen, sich allenthalben analytisch verhält. Eine notwendige und

56) Wegen des Beweises, dass diese Werte sieb im Kleinen zu analytischen 
Funktionen zusammenfassen lassen, vgl. 4) und Nr. 44, 45.

57) Der Satz lässt sich durch die Methoden der allgemeinen Funktionen
theorie direkt beweisen, indem die Annahme eines unbeschränkten Wachsens 
der Anzahl der Formeln zu dem Widerspruch führen würde, dass in der Um
gebung eines bestimmten Punktes des algebraischen Gebildes keine Darstellung 
der bewussten Art möglich wäre.
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hinreichende Bedingung, dass das Polynom unzerlegbar sei, ist die, 
dass die Riemann'sehe Fläche aus einem Stück bestehe58), iv heisst 
dann eine algebraische Funktion von z. Die Fläche ist endlich viel
fach zusammenhängend, d. h. sie lässt sich durch eine endliche An
zahl von Querschnitten in eine einfach zusammenhängende Fläche 
verwandeln59). — Eine hinreichende Bedingung dafür, dass eine mehr
deutige Funktion w einer algebraischen Gleichung genügt, besteht 
darin, dass jedem Wert von z im allgemeinen m Werte von w ent
sprechen, wo m eine feste Zahl bedeutet, dass ferner diese m Bestim
mungen sich in der Nähe eines beliebigen Punktes im allgemeinen 
zu eindeutigen analytischen Funktionen zusammenfassen lassen, und 
dass endlich in den Ausnahmepunkten die verschiedenen Bestimmungen 
von w höchstens Verzweigungspunkte und Pole aufweisen60). — Jede 
rationale Funktion von w,z: v — R(w,z), ist auf der zu der alge
braischen Funktion w(z) gehörigen Riemann1 sehen Fläche eindeutig 
und, von Polen abgesehen, analytisch. Umgekehrt lässt sich jede Funk
tion v, die auf der Fläche eindeutig und, von Polen abgesehen, analy
tisch ist, als rationale Funktion von w, z darstellen. Fehlen alle 
Pole, so ist v eine Konstante. Sind die Werte, welche v für ein und 
denselben Wert von z in den verschiedenen Blättern annimmt, im all
gemeinen alle verschieden, so heisst v eine zur Fläche gehörige Funk
tion61); es lässt sich dann umgekehrt w rational durch v und z dar
stellen, und w und v sind somit gleichberechtigt (II B 2). Eine not
wendige und hinreichende Bedingung, dass v eine zur Fläche gehörige 
Funktion ist, besteht darin, dass v auf der Fläche eindeutig und 
analytisch ist und dass ausserdem in jedem Verzweigungspunkte der 
Fläche dieselbe Anzahl von Zweigen der beiden Funktionen v, w im 
Cyklus Zusammenhängen. Wie man sieht, drückt sich diese Bedingung 
durch das Verhalten der Funktion v im Kleinen aus. — Wegen anderer 
Gestalten der Riemann’sehen Fläche vgl. man Nr. 22.

34 II Bl. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.

58) Die Notwendigkeit dieser Bedingung hat Puiseux (selbstredend in 
anderer Formulierung) dargethan; J. de matk. 16 (1851), p. 233.

59) Brill und Noether (Bericht, p. 254) machen darauf aufmerksam, dass 
der Begriff des Querschnitts, auf den Raum übertragen, bereits vor Biemann in 
einer Abhandlung von Kirchhoff (Ann. Phys. Chem. 75 (1848), p. 189 = ges. Abh., 
p. 33) vorkommt; vgl. 266).

60) Briot et Bouquet, 1. Aufl., p. 41 (lückenhafte Formulierung); 2. Aufl.,
p. 216.

61) Dabei ist eine Funktion auf der Fläche, nämlich z, von vornherein 
ausgezeichnet und man müsste eigentlich v als in Bezug auf z zur Fläche ge
hörig definieren. Näheres über diesen Begriff findet man in II B 2.



13. Die analytische Fortsetzung; endgültige Definition der 
analytischen Funktion; das analytische Gebilde. Der Begriff der 
stetigen Fortsetzung einer stetigen Funktion ist so alt wie die ana
lytische Geometrie. Der Übergang zum Riemann-Weierstrass’sehen 
Begriff der analytischen Fortsetzung wird durch einen GWss’schen62) 
Satz vermittelt, welcher von Riemann63) in die Funktionentheorie 
übertragen ist und in der so modifizierten Fassung, wie folgt, lautet 
(Nr. 7 und 39): Ist f(z) eine in T analytische Funktion und ver
schwindet f(z) längs einer in T gelegenen Linie (allgemeiner: in den 
Punkten einer Menge, die eine in T gelegene Häufungsstelle besitzt), 
so ist f(z) in T identisch null. — Dabei sieht man die Funktion in 
dem in Betracht kommenden Bereich als bereits vorhanden an und 
verfolgt bloss deren Werte längs eines im Bereich gelegenen Weges 
etwa mittelst übereinander greifender Kreise46).

Unter der analytischen Fortsetzung im eigentlichen Sinne ver
steht man folgendes: An einen Bereich T möge ein Bereich T längs 
einer Kurve C derart angrenzen, dass die Punkte von T, T, C (von 
den Endpunkten von C wird abgesehen), einen Bereich X bilden. 
Die Bereiche T, T dürfen übereinander greifen 
und auch mehrblättrig sein; in beiden Fällen 
wird der Bereich X mehrblättrig sein. In T 
möge f(z) analytisch sein; kann man dann 
den Punkten von T, C solche Werte cp (z), W 
zuordnen, dass diese die Werte von f(z) in T 
zu einer in X eindeutigen und analytischen 
Funktion ergänzen, so lässt sich f(z) über T 
hinaus in T analytisch fortsetzen64); die Werte 
cp(z), W bilden die analytische Fortsetzung für den Bereich T. Um
gekehrt können die Werte f(z), W als eine analytische Fortsetzung 
der in T analytischen Funktion cp(z) angesehen werden. Es kann 
keine zweite analytische Fortsetzung von f(z) über C hinaus in T
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'62) Gauss, Allgem. Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhält
nis des Quadrats u. s. w., Beobachtungen des magnet. Vereins f. 1839, Leipzig 
1840, Art. 21 = Werke 5 (1867), p. 223. Der Gauss'sehe Beweis ist nicht stich
haltig, denn mit der Integralformel kommt man nicht durch; man muss sich 
etwa der Reihenentwicklung bedienen; vgl. C. Neumann, Log. u. Newton’sches 
Potential, 1877, p. 9.

63) Diss.15) § 15. Dem Riemann'sehen Beweis haftet derselbe Mangel an, 
wie dem Gattss’schen.

64) Riemann, J. f. Math. 54 (1857), p. 102 = Werke, p. 82, sowie Werke, 
p. 413; Weierstrass46), p. 83 und Vorlesungen.
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geben, die mit <p(ß) nicht identisch wäre. — Ist dagegen die Funk
tion f(z) so beschaffen, dass sie sich längs keines Stückes von C 
über T hinaus analytisch fortsetzen lässt, so bildet die Kurve C eine 
natürliche Grenze65) der Funktion.

Auf Grund des Begriffs der analytischen Fortsetzung lässt sich 
die Definition einer analytischen Funktion vervollständigen. Man 
gehe von einem Bereich T aus, der von einer einzigen Kurve begrenzt 
ist und in welchem f(z) eindeutig und analytisch ist. Lässt sich f(z) 
über T hinaus analytisch fortsetzen, so wird das neue Gebiet zum 
alten Bereich T hinzugefügt. Dieser Prozess wird wiederholt. Und 
nun wird die analytische Funktion f(ß) in ihrem Gesamtverlauf als 
der Inbegriff der Werte von f\z) in T und der Gesamtheit der durch 
Wiederholung des Prozesses der analytischen Fortsetzung zu gewinnen
den Werte erklärt.

Den Gedanken, die analytische Fortsetzung als Mittel zu gebrau
chen, um neues Gebiet zu gewinnen, in welchem die Funktion, ohne 
aufzuhören, analytisch zu bleiben, definiert werden kann, verdankt 
man Biemannu). Weierstrass, der schon vor Riemanris Zeit diese 
Methode ersonnen hatte66), benutzte dieselbe, um dem Begriff der 
analytischen Funktion, wie soeben auseinandergesetzt ist, eine ge-
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65) Die erste gedruckte Mitteilung über das Auftreten natürlicher Grenzen 
findet man nach Schwarz (J. f. Math. 75 (1873), p. 319 = ges. W. 2, p. 241) in 
einer Abhandlung von Weierstrass, Berl. Ber. 1866, p. 617. Die Möglichkeit einer 
natürlichen Grenze hatte Weierstrass bereits im Jahre 1842 erkannt; vgl. 46), p. 84. 
In seinen Vorlesungen machte er 1863 auf diesen Gegenstand aufmerksam {Schwarz, 
a. a. 0.). Beispiele von Funktionen, die eine natürliche Grenze haben, sind von 
Hankel (Universitätsprogramm: Untersuchungen über die unendlich oft oscillie- 
renden und unstetigen Funktionen, Tübingen 1870 = Math. Ann. 20 (1882), p. 63) 
veröffentlicht worden. Kronecker war 1863 im Besitz des Beispiels aus der 
Theorie der elliptischen Modulfunktionen:

V"- 1 + 22 + 2q4 -f 2q9 -f • • •

(Schwarz, a. a. 0., wo ein Beispiel Weierstrass's, aus der Theorie der algebraischen 
Differentialgleichungen in Verbindung mit den elliptischen Modulfunktionen 
auch erwähnt wird); hier kommt die Funktion in der Nähe eines beliebigen 
Punktes der natürlichen Grenze jedem vorgegebenen Werte beliebig nahe. Vgl. 
ferner Nr. 20. — In Biemann’s Nachlass fanden sich Fragmente über die Grenz
fälle der elliptischen Modulfunktionen, wo der limes untersucht wird, dem eine 
solche Funktion zustrebt, wenn das Argument sich einem Punkte der Begren
zung des Definitionsbereiches der Funktion (vgl. unten), also einem Punkte einer 
natürlichen Grenze, nähert; Werke, 1. Auf!., p. 427 u. p. 438; 2. Aufl., p. 455 
u. p. 466.

66) Weierstrassi6), p. 83.



nauere Fassung zu geben, sowie um das Prinzip der Permanenz 
einer Funktionalgleichung in strenger Weise zu begründen67) (Nr. 16). 
Den unmittelbaren Anstoss zu diesen Begriffsbildungen gab Weier
strass die Theorie der Differentialgleichungen. Es sei ein System 
totaler Differentialgleichungen vorgelegt:

äXj
dt ~ 1? • * • 7 Xn)>

wo Gi eine im Punkte (%,..., an) analytische Funktion der unab
hängigen Variabein xx, ...,xn (Nr. 40) bedeutet. Dann existieren 
stets n Funktionen cp1(t), . . ., q)n(t), welche in der Umgebung des 
willkürlichen Punktes t — t0 analytisch sind, in diesem Punkte resp. 
die Werte ax, . . an annehmen, und, in die n Differentialgleichungen 
eingetragen, denselben identisch genügen. Dieser Satz ist zuerst von 
Cauchy68) bewiesen worden. Weierstrassi<s) erfand unabhängig von 
Cauchy einen Beweis desselben und gelangte bei diesen Untersuchungen, 
über Cauchy hinaus, einerseits zu dem soeben besprochenen Begriff 
der analytischen Fortsetzung und zu der auf denselben sich stützenden 
Definition des Gesamtverlaufs des Systems von Lösungen der Diffe
rentialgleichungen (wobei auch der Begriff der natürlichen Grenze65) 
bereits vorkommt), andererseits zu dem durch die Methode der gleich- 
mässigen Konvergenz der Reihen bewiesenen Satze, dass cpx{ß),...,q)n{ß) 
analytisch von denjenigen Parametern abhängen, von denen 6r1;..., Gn 
bei geeigneter Voraussetzung analytisch abhängen.

Eine analytische Funktion, die keine singuläre Stelle in der er
weiterten #-Ebene hat, ist eine Konstante. Giebt es eine Bestimmung 
der Funktion, die höchstens für einen einzigen Wert von z eine singu
läre Stelle hat, so ist die Funktion eindeutig. Man sagt: die im 
Punkte z0 analytische Funktion f(z) lässt sich längs eines den Punkt 
z0 mit einem zweiten Punkt Z verbindenden Weges l bis in den 
Punkt Z analytisch fortsetzen, wenn sich eine endliche Anzahl ana
lytischer Fortsetzungen angeben lässt, derart, dass die denselben ent
sprechenden Bereiche den Weg l der Reihe nach einmal vollständig 
überdecken69). Ist dagegen der Punkt Z so nicht zu erreichen, wäh
rend durch solche Fortsetzungen in jede Umgebung des Punktes Z
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(*= 1 . ., w)7 •

67) Vorlesungen an der Berliner Universität. Durch diese Vorlesungen ist 
die Methode erst in weiteren Kreisen bekannt geworden.

68) Exerc. d’anal. 1 (1841), p. 355. Eine lithographierte Ausgabe dieser 
Abhandlung ist bereits im Jahre 1835 erschienen. Vgl. IIA4a, Nr. 11.

69) Der Weg l darf sich auch kreuzen, muss sich dann aber in eine end
liche Anzahl von Stücken zerlegen lassen, sodass der Funktion f(z) längs jedes



gedrungen werden kann, so ist Z ein singulärer Punkt derjenigen 
Bestimmung der Funktion, die dem Wege l entspricht. Satz: Lässt 
sich die im Punkte £0 analytische Funktion f(ß) längs eines Weges L, 
der vom Punkte £0 ausgeht und ohne sich zu schneiden in den Punkt z0 
wieder zurückkehrt, bis in den Punkt Z = z0 analytisch fortsetzen; 
stimmt ferner die letzte analytische Fortsetzung in der Umgebung des 
Punktes z0 mit der ersten nicht überein, so giebt es innerhalb der Kurve L 
mindestens einen Punkt Z, in den f(z) längs eines jeden innerhalb L 
gelegenen Weges l nicht analytisch fortgesetzt werden kann. M. a. W.: 
Ist #0 ein Randpunkt eines Bereiches Bx (Nr. 1), Z irgend ein Punkt 
von I>\ und lässt sich die im Punkte z0 analytische Funktion f(ß) 
längs eines beliebig in B1 gelegenen, die Punkte z0 und Z verbinden
den Weges l bis in Z analytisch fortsetzen, so wird der so erhaltene 
Wert von f(ß) im Punkte Z vom Wege l unabhängig sein und die 
analytischen Fortsetzungen in die verschiedenen Punkte von JB1 defi
nieren eine in B1 eindeutige analytische Funktion70).

Diese Sätze beruhen im wesentlichen darauf, dass die erweiterte 
£-Ebene oder Kugel resp. der Bereich Bt einfach zusammenhängend 
ist. Auf einer Ringfläche (Nr. 22) resp. in einem Bn (n > 1) können 
beispielsweise die verschiedenen Bestimmungen einer analytischen Funk
tion ausnahmslos analytisch fortsetzbar sein, ohne jedoch in diesem 
Bereiche eindeutig zu sein.

Um eine analytische Fortsetzung zu konstatieren, sind mehrere 
Mittel bekannt, insbesondere: 1) das „Prinzip der Symmetrie“71) (Nr. 20),
2) die Methode der Potenzreihen. Diese Methode, welche Weierstrass 
der Funktionenlehre zu Grunde legt67), besteht darin, dass man als 
Ausgangsbereich T das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkt z0 
und Radius R0 nimmt und die in T eindeutige und analytische Funk
tion f(ß) in eine Potenzreihe nach z — entwickelt:

\zt Zq i <C B0.
Dabei möge B0 der Radius des wahren Konvergenzkreises38) der
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f (*) = %(? — *i),

einzelnen Stückes die oben verlangte Eigenschaft zukommt. Die Bereiche dürfen 
stets als Stücke übereinander greifender Kreise angenommen werden, deren 
Mittelpunkte auf dem Wege l liegen; vgl. Puiseux4S); Weierstrass, Vorlesungen.

70) Vgl. 45); ferner Briot et Bouquet, 1, 2. Auf!., p. 35; Jordan, Cours d’anal. 
1, 2. Aufl., § 346.

71) Ein allgemeineres, in gewissen Fällen mit dem ,,Prinzip der Symmetrie“ 
sich deckendes „Prinzip der analytischen Fortsetzung“ ist von Klein gegeben 
worden: Math. Ann. 21 (1883), p. 164; sowie Nrn. 25—27 dieses Artikels. Mit 
diesem Prinzip vgl. man die Poincare'sehe Methode der analytischen Fortsetzung 
durch die Transformationen einer vorgelegten Gruppe (II B 6 c) und 165



Reihe (z — z0) sein. Ist nun der Radius B des wahren Konver
genzkreises der Reihe (z — zfi) grösser als B0 — |zx — z0\, so de
finiert diese Reihe eine analytische Fortsetzung von f (z) über T 
hinaus. Lässt man den Punkt zx das ganze Innere des Kreises (z0, B0) 
durchlaufen, so wird ein Bereich X(9 der z-Ebene ausgefegt, in wel
chem die Funktion f(z) durch analytische Fortsetzung eindeutig und 
analytisch definiert wird72). Dabei hat man sich einer nicht-abzähl- 
baren Menge (I A 5) von Potenzreihen (z — zfi) bedient. Es genügt, 
um X(1) zu erhalten, den Punkt zx bloss die rationalen73) Punkte des 
Kreises (z0, B0) durchlaufen zu lassen, also bloss eine abzahlbare 
Menge von Reihen zu gebrauchen, die man dann numerieren und als 
erste Zeile einer Tabelle anschreiben wird. Indem man ferner den 
Punkt zx die ausserhalb des Bereiches T gelegenen rationalen Punkte 
von St(1) durchlaufen lässt (wofern solche vorhanden sind), entsteht 
im allgemeinen eine Erweiterung des Bereiches S£(1). Sollte der neue 
Bereich X(2) über sich selbst greifen, so wird man sich denselben als 
mehrblättrige Biemann’sehe Fläche denken. Gewöhnlich lässt man 
solche übereinander liegende Blätter wieder zusammenfallen, die Träger 
identisch gleicher Funktionswerte sind74)- Es kommt so eine weitere 
analytische Fortsetzung der Funktion f(z) zustande; die neuen ratio
nalen Punkte des Bereiches £(2) werden numeriert und als zweite 
Zeile der Tabelle angeschrieben. Der Prozess wird wiederholt. Und 
nun erhält man als Endresultat eine abzählbare Menge von Potenz
reihen, welche den Gesamtverlauf der analytischen Funktion f(z) dar
stellen. Die entsprechende Biemann'sehe Fläche bildet den Definitions
oder Stetigkeitsbereich75) der Funktion und die Begrenzungspunkte 
der Fläche heissen singuläre Punkte für diejenige Bestimmung der 
Funktion, welcher das anstossende Blatt entspricht75a). Ein jeder Punkt

72) Dieser erste Bereich kann allerdings nicht über sich greifen; die 
spätem Bereiche iP2\ X , . . . können jedoch mehrblättrig werden.

73) D. h. solche Punkte, deren Koordinaten beide rationale Zahlen sind. 
Wegen dieser Methode vgl. man Poincare, Pal. Rend. 2 (1888), p. 197, wo auch 
nachgewiesen wird, dass die Werte, welche eine analytische Funktion in irgend 
einem Punkte annehmen kann, stets eine abzahlbare Menge bilden.

74) Es empfiehlt sich jedoch zuweilen, die Blätter getrennt bleiben zu 
lassen; vgl. Nr. 28.

75) Weierstrass'*’1) für den Fall einer eindeutigen Funktion.
75 *) Der Begriff eines nicht isolierten wesentlichen singulären Punktes 

lässt sich auf mehrdeutige Funktionen ausdehnen. Bildet ein schlichter, d. h. ein
blättriger Teil des Definitionsbereiches der Funktion einen Bereich T mit dem 
nicht isolierten Randpunkt a und lässt die Funktion in der Umgebung von a 
keine analytische Fortsetzung über T hinaus zu, so heisst a eine wesentliche 
singuläre Stelle der Funktion, oder genauer gesagt, des entsprechenden-Zweiges
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der Fläche liegt in dem Konvergenzkreis einer jener Potenzreihen76) 
und ein jeder Weg l, längs dessen f(z) sich in einen Punkt Z ana
lytisch fortsetzen lässt, wird durch eine endliche Anzahl solcher Kreise 
vollständig überdeckt und liegt also in der Riemanrisehen Fläche. 
Die Gesamtheit der den Punkten der Riemanrisehen Fläche zugehö
rigen Wertepaare (w,z), wo w = f(z) ist, incl. gewisser sogleich zu 
besprechenden Punkte, bezeichnet Weierstrass als das analytische Ge
bilde, oder, wenn er betonen will, dass jedes Element dieses Gebildes, 
z— a — tßtylf), w — b — tp co (t) (Nr. 11) aus jedem anderen Element 
z — d = U xß(t), iv — b = tp co (t) durch analytische Fortsetzung her
vorgeht (vgl. den eben zu eitierenden Satz), spricht er von einem mono- 
yenen analytischen Gebilde. Nähert sich die Funktion io einem bestimmten 
Werte b, wenn z einem singulären Punkt a zustrebt (insbesondere 
kann sowohl a — oo als b = oo sein), so heisst (b, a) eine Grenz
stelle des analytischen Gebildes. Wenn a ein Pol bezw. ein Verzweigungs
punkt endlicher Ordnung ist, in welchem w sich analytisch verhält oder 
einen Pol hat, so rechnet Weierstrass die Grenzstelle auch zum ana
lytischen Gebilde, sonst aber nicht. Es besteht dann der Satz: Ist 
f(z) im Punkte z — z0 analytisch und f'(z0)=\=0’ bezeichnet man 
ferner die Umkehrung der Funktion w — f(z) in der Umgebung dieses 
Punktes mit z = (p (w), so fallen die beiden analytischen Gebilde, die 
aus den Funktionen f(z), cp(w) entspringen, in ihrer ganzen Ausdeh
nung zusammen.

Der Definitionsbereich besteht aus einem im allgemeinen mehr
blättrigen Kontinuum. Wird dasselbe insbesondere zu einem einblätt
rigen, so ist f(z) eine eindeutige Funktion, ihre singulären Punkte 
bilden eine abgeschlossene Menge, deren Inhalt jedoch nicht Null zu 
sein braucht77) (Nr. 34 u. 198). — Aus der Riemanri sehen Fläche kann
(vgl. unten) der Funktion. Wegen verschiedener Möglichkeiten bei der Begren
zung von T vgl. 118) und 198).

76) Osgood, Cambridge Colloquium, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 5 (1898), p. 72.
77) Diese Definition der analytischen Funktion weicht der Form nach etwas 

von der Weierstrass’sehen ab. Weierstrass geht von einer Potenzreihe iß (z — g0) 
aus und leitet aus derselben durch successive Fortsetzung die Reihen iß (z\#oizi\ 
s#(z\z0,z1,zi),...‘$(z\z0,z1,z2,...,z^) ab. Jede dieser Reihen lässt sich aus 
jeder der anderen auf die nämliche Weise ableiten. Die Gesamtheit der so zu 
erhaltenden Potenzreihen bildet nach Weierstrass eine monogene analytische 
Funktion. Jede einzelne dieser Reihen heisst ein Element der Funktion. Weier
strass, Vorlesungen an der Berl. Univ. von 1860 an; vgl. etwa die Werke von 
Biermann und HarTcness and Morley. Weierstrass, Berl. Ber., 12. Aug. 1880, § 1 
= Werke 2, p. 201. Der Begriff kommt bereits in der s. Z. nicht veröffentlichten 
Abhandlung46) und in der Abhandlung J. f. Math. 51 (1856), p. 1 — Werke 1, 
p. 155 vor.
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man auf mannigfaltige Weise ein Blatt heraussondern; die zugehörigen 
Funktionswerte bilden einen Ziveig der Funktion.

Es sei noch bemerkt, dass eine analytische Funktion einer ana
lytischen Funktion nicht notwendig eine monogene analytische Funktion 
ist, sondern aus mehreren getrennten analytischen Funktionen be
stehen kann; m. a. W.: ist w = f(z), z = cp(f), so braucht die Elimi
nation von z aus den beiden Gleichungen nicht bloss eine einzige 
analytische Funktion w = ^{t) zu ergeben, vielmehr können sich 
mehrere Funktionen einstellen78). Beispiele:

z ~ e\ 
z = e\

= , — e7 ;

t -f- 2st«,.. .
W =

IV = log z,
Wird eine beliebige abzahlbare Menge von Grössen a0, aL, . . . 

vorgelegt, die bloss so beschaffen sind, dass der Konvergenzkreis der

w
w — t,

Potenzreihe ^ an(z — z0)n nicht auf den Punkt z = z0 zusammen-
n— 0

schrumpft, so wird durch diese Reihe und die Methode der analyti
schen Fortsetzung eine analytische Funktion völlig bestimmt. Mit 
der Frage nach einer expliciten Formel für eine analytische Fortsetzung 
über den .Konvergenzkreis der Reihe hinaus haben Borei und Mittag- 
Leffler sich beschäftigt. Borei™) stellt sich eine allgemeinere Auf
gabe und verfährt, wie folgt. Es sei

Sn — U0 “b U1 + • • • “h Un — 1, <Ä> = 0)

s (a) = s0 + Sj a -f- s2 — -f- • • • -f- sn !L j----
* ■ n ! 1

und man bilde den Ausdruck s{a)e~a. Konvergiert die Reihe J£un,
n=0

so wird s(a)e~a, wenn a reell ist und a — -f- oo wird, gegen den
selben Grenzwert konvergieren. Divergiert die ««-Reihe, so kann 
s(a)era trotzdem noch konvergieren. Es seien u{)(z), u±(z), . . ., s(a, z) 
in einem Bereich T analytische Funktionen von z. Konvergiert 
dann s(a,z)e~a in jedem T' gleichmässig, so wird der Grenzwert

78) Ygl. Burkhardt, Anal. Funktionen, p. 198.
79) J. de matk. (5) 2 (1896), p. 103. Der Satz auf p. 106 unten: „On en 

conclut...“ ist falsch; deswegen müssen in der Folge verschiedene Abänderungen 
eintreten. Eine zweite Arbeit enthält Anwendungen auf Potenzreihen, ibid. p. 441. 
Diese Untersuchungen sind in einer Preisschi’ift (1898) weiter geführt und die 
Theorie wird auf die Differentialgleichungen und ein Stieltjes'sches Problem 
(Nr. 39) angewandt; Ann. ec. norm. (3) 16 (1899), p. 9. Ygl. ferner die Letjons 
sur les series divergentes, 1901. Es sei auch auf Servant, Par. These 1899, 
verwiesen. Stieltjes hatte bereits 1894, Toul. Ann. 8, p. J. 56, einen Satz erfunden, 
wodurch eine analytische Fortsetzung konstatiert wird. Vgl. auch I A 3, Nr. 40.



lim s(a, z) e~~a = F(z) eine in T analytische Funktion von z sein.
a = +°°
In dem Fall, dass die u-Reihe in einem gewissen in T enthaltenen 
Bereich D gleichmässig konvergiert, in anderen Punkten von T jedoch 
divergiert, wird somit eine analytische Fortsetzung der in D so defi
nierten analytischen Funktion dargestellt.

Mittag-Leff ler80) definiert zunächst einen „Stern“ A, welcher ein 
Bereich T ist, und zeigt dann, dass f(z) in diesem Bereich T sich 
durch eine Reihe
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f(z)=yGn(s)
n = 1

darstellen lässt, die in jedem T' gleichmässig konvergiert. Gn (z) ist 
ein Polynom, dessen Koeffizienten lineare Funktionen von a0, at,... sind.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung für eine analy
tische Fortsetzung hat Painleve 80a) gegeben. In einem Bereiche T, 
dessen Begrenzung zum Teil aus einer regulären Kurve1) C bestehe, 
sei f(z) eine analytische Funktion, die in jedem innern Punkte von G 
einem bestimmten Grenzwert W zustrebt. (Diese Werte bilden dann, 
wie Painleve zeigt, eine stetige Folge von Randwerten der Funktion f(ß)). 
In einem zweiten Bereich T, der ausserhalb T liegt und längs C an 
T stösst, sei cp(z) eine analytische Funktion, die in jedem Punkte 
von C dem Werte W ebenfalls zustrebt. Dann bildet cp(z) nebst den 
Randwerten W eine analytische Fortsetzung von f(z) über C hinaus.

Über die stetige Fortsetzung einer analytischen Funktion über 
ihren Definitionsbereich hinaus existieren Arbeiten von Borei, Fabry 
und Picard81).

Sind mehrere Funktionen cpt(z), ..., <pm{z) vorgelegt, deren gleich
zeitiger Verlauf verfolgt werden soll (etwa die n Funktionen, die dem 
obigen System von Differentialgleichungen genügen), so wird die zu
gehörige Biemanrisehe Fläche derart konstruiert, dass jede Funktion 
für sich darauf eindeutig und analytisch ist.

80) Mitteilungen an die Akad. Wiss. Stockholm, 1898; Acta math. 23 (1899), 
p. 43; 24 (1900), p. 183, 205. Citate auf sich anschliessende Arbeiten befinden 
sich zu Anfang der letztgenannten Abhandlung. Vgl. auch Nr. 38.

80a) Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), p. 28. Der Painleve'sehe 
Beweis stützt sich auf den Satz von 26). — Man vgl. auch die Schwarz'sehe Be
dingung, Nr. 20, Ende.

81) Borei, Par. These, 1894 == Ann. ec. norm. (3) 12 (1895), p. 9; Fabry, 
Par. C. R. 128 (1899), p. 78; Picard, ibid. p. 193. Eine explicite die Funktion 
f(z) in ihrem Definitionsbereich darstellende Formel kann in einem anderen 
Teil der Ebene eine andere analytische Funktion cp(z) definieren; Weierstrass, 
Berl. Ber., 12. Aug. 1880 = Werke 2, p. 201. Vgl. auch Note 19S). Dass auf



14. Geometrische Deutung durch ebene und Raumkurven82).

f(w, z) = wm -f- A1(z)wm~1 -{-••• -f- Am(z) — 0
ein Polynom in w, dessen Koeffizienten im Punkte z — z0 analytische 
Funktionen von z sind und dort verschwinden, so definiert die Glei
chung f(w, z) = 0 in der Umgebung des Punktes z0 m analytische 
Funktionen . . ., w{m\ die auch zum Teil durch analytische Fort
setzung auseinander hervorgehen resp. mit einander zusammenfallen 
können. Letzteres kann nur dann geschehen, wenn ^ (w, z) 

für eine derselben identisch verschwindet; dieser Fall sei ausgeschlossen. 
Ist z0 reell und sind w(1), . . ., w(m) für reelle Werte von z in der 
Umgebung des Punktes P: z = z0, w = 0, alle reell, so lassen sich 
diese Funktionen in der (^,w)-Ehene der analytischen Geometrie durch 
Kurven veranschaulichen. Diese geometrische Deutung erstreckt sich 
auch auf das komplexe Gebiet, wenn zu den reellen geometrischen 
Elementen in der gewöhnlichen Weise noch die komplexen hinzu
genommen werden. Zwischen dieser Deutung und der durch die 
Hiemann'sehe Fläche besteht nun folgende Beziehung:

a) Ist m i> 1 und fallen keine zwei der m Tangenten der Kurve 
f=0 im Punkte P zusammen; ist ferner keine der Tangenten der 
w-Achse parallel, so liegen die m Blätter der entsprechenden Hiemann- 
sehen Fläche schlicht übereinander. Der Punkt z0 ist nur dadurch 
ausgezeichnet, dass die m Funktionen w dort alle denselben Wert 
haben. Es findet hier keine Verzweigung statt.

b) Die Tangente der Kurve f= 0 (bezw. eines Zweiges derselben) 
sei im Punkte P der «c-Achse parallel; P sei ein gewöhnlicher Punkt 
der Kurve (bezw. dieses Zweiges derselben). Dem entspricht in der 
Hiemann! sehen Fläche ein einfacher Verzweigungspunkt.
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Ist

diese Weise der Funktion f(z) nicht stets eine einzige Funktion cp(z) zugeordnet 
-wird, hat Poincare gezeigt: Am. J. of Math. 14 (1892), p. 211.

82) Die Beziehung zwischen Hiemann’s Theorie der algebraischen Funk
tionen und ihrer Integrale und der Theorie der algebraischen Kurven hat Clebsch 
(II B 2) zuerst erforscht. Yon ihm rühren auch die hier ausgesprochenen Sätze 
her. Eine Beschränkung auf den algebraischen Fall ist jedoch unnötig. Auf 
Grund des Weierstrass'sehen Theorems F(w, z) — f(w, z) $(w, z) (Nr. 45) be
halten nämlich diese Sätze ihre Gültigkeit auch für die durch eine beliebige 
Gleichung F(w, z) — 0 implicite definierte analytische Funktion (resp. Funk
tionen); denn es handelt sich um ein Verhalten im Kleinen, nämlich in der Um
gebung des Punktes z — z0, w = 0 und dort ist w als Funktion von z durch 
die Gleichung f(w, z) = 0 bestimmt. Für die hier in Betracht kommenden 
singulären Punkte eines allgemeinen analytischen Gebildes sind diejenigen der 
algebraischen Kurven typisch; vgl. die Parameterdarstellung, Nr. 11.
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c) Die Kurve habe einen der w-Achse parallelen Wendepunkt oder 
einen mehrfachen Punkt anderer Art als die vorhin erwähnten. Die 
Blätter der Riemanrisehen Fläche hängen dann in einem oder meh
reren Cyklen zusammen.

Singuläre Punkte einer Kurve können durch stetige Variation 
der Koeffizienten erzeugt werden. Die entsprechende Veränderung der 
Riemanri sehen Fläche lässt sich mit Hülfe der vorhergehenden Be
ziehungen verfolgen. Als Beispiele mögen die Kurven dienen:

w2 == z(z — a){z — ß),
wo a und ß reelle Grössen sind und ß gegen a konvergiert. Es ent
steht so ein Doppelpunkt, während andererseits die Riemanri sehe 
Fläche zwei Verzweigungspunkte einhüsst.

w(w2 — a2) = z.

a)

ß)
Konvergiert a gegen 0, so bekommt die Kurve einen Wendepunkt. 
Dafür tauscht die Riemanri sehe Fläche zwei einfache Verzweigungs
punkte gegen einen Verzweigungspunkt zweiter Ordnung ein.

Im Falle ß) ist die Umkehrfunktion in der Nähe des Punktes 
w = 0 eindeutig. Es gilt der allgemeine Satz: Ist der Punkt P kein 
mehrfacher Punkt der Kurve, so hängen die entsprechenden m Blätter 
der Riemanri sehen Fläche im Punkte z0 in einem Cyklus zusammen. 
Darauf beruht die Regel: Die im Endlichen gelegenen Verzweigungs
punkte der Umkehrung w(z) einer rationalen Funktion z cp(w) wer-jf>(w)
den durch die Punkte der entsprechenden Kurve gegeben, in denen 
dieselbe der w- Achse parallel ist. Dazu ist notwendig und hinrei
chend, dass cpt[j' — (p'ip = 0, =j= 0.

Zwischen einer Raumkurve und der entsprechenden Riemanri sehen
Fläche existieren ähnliche Beziehungen83).

15. Die Lagrange’sche Reihe. An eine Schrift von Lambert84) 
anknüpfend, worin eine Wurzel der Gleichung xm -f- p x — g durch 
eine unendliche Reihe dargestellt ist, hat Lagrange85) eine Wurzel 
z — £ der Gleichung z = x -f- af(z) in folgende Reihe entwickelt:

83) Ygl. Klein, Riemann’sche Flächen.
84) Observationes variae in mathesin puram, Acta Helvetica 3 (1758), p. 128;

m (3 m—1) q3 m—22 m—1
<1 , 2 ----b m-m 1P p

-{-••• und istdie Reihe lautet x 2 m-f-1
durch die Methode der successiven Annäherungen abgeleitet.

85) Berl. Mem. 24, 1768 [1770], p. 251 = Oeuvres 3, p. 25. Lagrange setzt 
die Gleichung in der Form (p. .274) a — x -|- tp(x) — 0 an und bezeichnet ihre

1 . 2P
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a1 dn~x
£ = x + af(x) ~\~2~\dx “I------ + I [«*)]"+••••w • dxn~

Genauer gesagt war es nicht diese Reihe, sondern eine allgemeinere, 
nämlich die für eine beliebige Funktion von £, <P(£), die Lagrange 
dort gieht:

— 1ccn_cT 

n'-dxn~
Er hat die Reihe auf das Kepler’sehe Problem, die Auflösung der 
Gleichung z = x -f- a sin z nach z, angewandt86). Im Anschluss daran 
hat Laplace87) den Radiusvektor einer Planetenbahn explicite durch 
die Zeit ausgedrückt, indem er mittelst der Lagrange'sehen Reihe aus 
den Gleichungen B = 1 — a cos z, z — x a sin z, z eliminiert:

sin” x ,
(« — !)! dxa~2 "* ‘

®(5)==®(*) + « «'(*)/’(«)-1----- h i l®\x)f(xY\ H— •

— 2ccn dnetil = l — a cos x -{- sin2 x -f- • • • -f-

Hier bedeutet a die Excentrizität der Bahn; B, x sind resp. dem 
Radiusvektor und der Zeit proportional. Er bestimmte ferner den 
Konvergenzbereich dieser Reihe88). Jacobis<J) leitete durch die Lagrange- 
sche Reihe die Formel für die Kugelfunktionen ab:

— [z2 — 1]”. n! dxn J
= o * l— yi—2o+k8 

? cc
co

(1—«0 = 1, f^ = (l— Zccx + aty'^JZXy und
C>X n = 0

— 1Setzt man nämlich z — x — a 2

dtso ist mandx

Wurzel mit p, so dass die Reihe für eine beliebige Funktion von ^5, ip(p) wie 
folgt lautet:

1 dn“>(a)»)1 <Zqp(«)2,i//(a)

*P(P) = t(“) + qp(a)^'(a) +lj da”“1« !
Er beschäftigt sich auch mit der Frage nach der Konvergenz der Reihe. Vgl. 
Brill und Noether's Bericht p. 153 u. 178, wo eine Skizze der Geschichte der 
Lagrange’sehen Reihe sich findet; ferner eine Abhandlung von Nekrassoff über 
die Lagrange’sche Reihe, Matematiceskij Sbornik 12, Moskow 1885, die auch 
viele Litteraturangaben enthält.

86) Berl. Mem. 25, 1769 [1771], p. 204 = Oeuvres 3, p. 113.
87) Mdc. cel. 1, livre II, Nr. 22 (1798—99) = Oeuvres 1, p. 196.
88) Par. Mem. 6 (1823 [27]), p. 61 = Mec. cel. suppl., oeuvr. 5, p. 473. Die 

Excentrizität a darf den Wert 0,6627 .. . nicht überschreiten.
89) J. f. Math. 2 (1827), p. 223. Vgl. auch Cauchy, Par. Mem. 8 (1827) 

p. 118, der die Lagrange'sehe Reihe ebenfalls zu diesem Zweck angewandt hat. 
Die Formel selbst rührt von Bodrigues (1816) her; vgl. Heine, Kugelfunktionen
1, p. 20.
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braucht nur die Lagrange' sehe Reihe für £ nach x zu differenzieren 
und die Koeffizienten der beiden Reihen zu vergleichen.

Bei Cauchy's ersten auf die Reihenentwicklung einer impliciten 
Funktion und die Abschätzung des Restes sich beziehenden Entdeckungen 
spielte die Lagrange'sehe Reihe eine wesentliche Rolle90). Mittelst 
eines längs eines komplexen Weges erstreckten bestimmten Integrals 
schätzte Cauchy den Wert des allgemeinen Gliedes der Reihe ab, ohne 
jedoch die Frage nach der Konvergenz in ihrem vollen Umfang zu 
erledigen (s. unten). Eine strenge Begründung der Lagrange'sehen 
Formel nach Cauchy sehen Methoden haben E. Rouche und C. Hermite 
gegeben91). Es mögen nämlich f(ß) im Bereich T analytische
Funktionen, x ein beliebiger fester Punkt von T, und Tx ein belie
biger Bereich sein, der x als innern Punkt enthält. Bestimmt man r 
dann so, dass für jeden Wert a im Kreise C: |«|<r, und für jeden
Wert z auf dem Rande von Tx: ccf(z)- < 1 ist, so gilt die Lagrange'sehe
Reihenentwicklung für d>(£) sicher, so lange | a | < r bleibt. Die Be-

. 1 a f(e)ziehung j ^ = 1 hat zur Folge, dass gleichzeitig

z —

F(z) = z — x — a f(z) = 0, 
F\z) = l-af\z) = Or

dass also, für einen gewissen Wert von a auf dem Rande des Kon
vergenzkreises C der Reihe, z mehrfache Wurzel der Gleichung F(z) = 0 
wird. „Der Ursprung des berühmten Satzes von Caucliy über den 
Konvergenzkreis kann hiernach auf jene wenig bekannte Abhandlung90) 
zurückgeführt werden“92). Die Gleichung F(z) = 0 kann aber für 
verschiedene Werte von a eine mehrfache Wurzel haben. Um welchen 
Wert von a handelt es sich denn hier? Denkt man sich die Rie- 
mann'sehe Fläche für die Funktion £(«) über die «-Ebene ausgebreitet,

90) Brill und Noether sprechen die Ansicht aus, dass man aus der Reihen
folge seiner Entdeckungen scliliessen müsse, dass die Reihe von Lagrange, ihre 
Anwendung auf die Kepler'sehe Gleichung u. s. w. geradezu der Ausgangspunkt 
für diese bedeutenden Untersuchungen überhaupt gewesen sei; Bericht, p. 178. 
Ygl. Cauchy89), p. 97 u. 130.

91) E. Rouche, J. ec. pol., cah. 39 (1861), p. 193; C. Hermite, Cours d’anal.,
19. leijon = Picard, T. d’anal. 2, p. 262. Hermite leitet zunächst die Formel ab: 

00

cc1 dn= ~ [iT(x) f{x)n~\, woraus sich dann die gewöhnliche Formel
n = 0 n ‘ d'X

durch die Substitution TI(z) = F' (z) <D(z) ergiebt. Vgl. auch die Darboux’sehe 
Formel (unten).

92) Brill und Noether, Bericht, p. 179.

n (£)
F\0
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so sieht man, dass der Kreis C in einem bestimmten Blatt derselben 
liegt. Da f(z) in T eindeutig ist, so entspricht der mehrfachen 
Wurzel eine Verzweigung der Funktion £(a) (Nr. 14). Nun kann es 
sehr wohl Vorkommen, dass andere Blätter der Fläche in Verzwei
gungspunkten Zusammenhängen, die, auf dieses Blatt projiziert, zu 
innern Punkten von C führen; die entsprechenden Werte von a spielen 
hier keine Rolle. Andererseits kann man nicht behaupten, dass unter 
den einem bestimmten Werte von a entsprechenden Wurzeln der 
Gleichung F(z) — 0 die durch die Lagrange'sehe Reihe dargestellte 
stets den kleinsten absoluten Betrag hat. Man sieht somit die Schwie
rigkeit, der Cauchy begegnete und die sich erst dann hebt, wenn der 
Begriff der Zweige einer mehrdeutigen Funktion zu voller Klarheit 
gelangt ist. Auf anderem Wege hat Nekrassoff93) diese Frage er
ledigt, indem er über der z-Ebene die Fläche Z = m konstruiert,z— x
wobei Z die dritte Raumkoordinate bedeutet, und auf dieser Fläche 
gewisse Kurven untersucht. Ist f(x) ={= 0, so wird die Projektion 
der Kurve Z = Z0 = const. auf die z-Ebene für grosse Werte von 
ZQ einen geschlossenen, den Punkt z — x im Innern enthaltenden 
Zweig haben. Lässt man ZQ stetig abnehmen, so kommt man bei 
geeigneten Voraussetzungen bezügl. f(z) auf einen Grenzwert93 94) Z0=k, 
wofür dieser Zweig mit einem anderen im Punkte z = c zusammen- 
stösst. Dem Punkte c entspricht eine Verzweigung des durch die 
Lagrange1 sehe Reihe dargestellten Zweiges der Funktion §(a) und der 
wahre Konvergenzkreis hat daher den Radius k~x.

Laplace95 96) hat die Lagrange'sehe Reihe für den Fall mehrerer 
Gleichungen auf formalem Wege verallgemeinert. Dem Laplace'sehen 
Resultat hat Darboux%) für den Fall zweier Gleichungen:

F(w, z) = z a f(w, z) — 0— x —
Gr (w, z) — w — y — ßcp (w, z) = 0

die Form gegeben:

93) Nekrassoff84); vgl. auch Math. Ann. 31 (1888), p. 337.
94) Dies wird insbesondere stets eintreffen, wenn f(z) eindeutig ist und 

keine andesen Singularitäten im Endlichen besitzt als Pole, wonach denn die 
für die Praxis wichtigsten Fälle der Methode zugänglich sind. — Diese Form 
des Nekrassoff'sehen Beweises rührt von N. Gernett her; Vortrag, gehalten im 
Math. Sem. zu Göttingen, den 5. Juli 1899.

95) Par. Hist. 1777 [1780], p. 116 — Oeuvres 9, p. 330.
96) Par. C. R. 68 (1869), p. 324. Vgl. auch Poincare, Acta math. 9 (1887), 

p. 357, sowie Nr. 41 dieses Artikels. Im Anschluss an Darboux behandelt 
Stieltjes den allgemeinen Fall; Ann. ec. norm. (3) 2 (1885), p. 93.
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ng,n) _ ^ ^ amßn dm+n (n fmcpn) 
d(F, G) 2j Zi 
d(£,v) w=0n=0

ml nl dxmdyn

16. Funktionalgleieliungen97). Es mögen wi = fi(z)}i = l}... n, 
Funktionen von z sein, die in der Umgebung des Punktes z0 analy
tisch sind. Zwischen diesen n Funktionen möge für alle Punkte der 
Umgebung von z0 die Beziehung bestehen:

G(ivt,..., wn) = 0,
wo G eine ganze rationale oder transcendente Funktion der n Argu
mente wx,...,wn bedeutet (Nr. 40). Dann fährt diese Beziehung 
fort zu bestehen, wenn die n Funktionen f{(z) gleichzeitig längs eines 
beliebigen Weges analytisch fortgesetzt werden. Kann jede der Funk
tionen fi(z) in einen beliebigen Punkt ihres Definitionsbereichs längs 
eines Weges fortgesetzt werden, der ganz im Definitionsbereich jeder 
anderen dieser Funktionen liegt, so gilt die Beziehung für den Ge
samtverlauf jeder Funktion, wofern nur jedesmal passende Zweige der 
Funktionen zusammengefasst werden98).

Würde man etwa bloss voraussetzen, dass G eine analytische 
Funktion der n Argumente sei, oder dass die Funktionen fi (z) sich in 
einem Punkte zQ analytisch verhalten, so würde man nur schliessen 
können, dass bei gleichzeitiger analytischer Fortsetzung der n Funktionen 
f{(z) längs eines bestimmten Weges die Beziehung G(wx, . . ., wn) = 0 
so lange gilt, als der Punkt (/j(#), . . ., fn(z)) innerhalb des Definitions
bereiches der Funktion G bleibt. Zur Erläuterung mögen folgende 
Beispiele dienen: Es sei <p{z) innerhalb des Einheitskreises analytisch 
und von Null verschieden und lasse keine analytische Fortsetzung 
über diesen Kreis hinaus zu99). Die Differentialgleichung

97) Diesem Prinzip eine genaue Fassung zu geben, war erst möglich, nach
dem der Begriff der analytischen Funktion definitiv festgelegt war und ist eben
falls das Verdienst von Weierstrass\ Vorlesungen an der Berliner Universität. 
Das Prinzip findet man bereits in einer Abhandlung aus dem Jahre 1854, J. f. 
Math. 51 (1856), p. 1 = Werke 1, p. 153.

98) Es kann auch Vorkommen, dass einige der Funktionen eine isolierte 
singuläre Stelle in einem Punkte zt haben, in welchem andere dieser Funktionen 
sich analytisch verhalten, dass aber, von solchen Stellen abgesehen, die Bedingung 
des Satzes erfüllt ist. Dann gilt der Satz noch, wenn bloss von diesen Stellen 
abgesehen wird.

99) Eine solche Funktion erhält man beispielsweise, wenn man zu der von 
mir aufgestellten Funktion f(z) eine passende Konstante addiert; N. Y. Bull. (2) 
4 (1898), p. 417. Der dort gegebene Beweis ist von A. Hurwitz vereinfacht; ibid. 
(2) 5 (1898), p. 17.



00 Cr(iVu W2, W3) = IV2 — ,

fM = u = 0, f3(z) = -lz

Die einfachere Differentialgleichung ~ = — leistet im wesentlichen& ° dz z
dasselbe.

du 0O = °.wo

Funktionalgleichungen (die auch insbesondere die Differential
gleichungen umfassen) werden sowohl von vornherein zur Definition 
analytischer Funktionen als auch zur Ermittelung der analytischen 
Fortsetzung einer in einem gewissen Bereich erklärten Funktion ver
wendet. Es sei beispielsweise an die verschiedenen Definitionen der 
Exponentialfunktion erinnert:

fi?) ~ lf(*l +*») = /■(*!)• ft**),

f(*) =/•<»,

0) lim
2 = 0

= 1;

iß)™) m=i •

Wie hier, so hat man auch im allgemeinen zur vollständigen Defini
tion der Funktion ausser der Funktionalgleichung selbst noch gewisse 
Nebenbedingungen nötig. — Die Gammafunktion kann man zunächst 
für Werte von z, deren reeller Teil positiv ist, durch das bestimmte 
Integral:

100) Zu dieser Definition sind die allgemeinen Existenzsätze bezügl. der 
Lösung einer Differentialgleichung nicht nötig; vgl. etwa Demartres, Cours 
d’an. 2, p. 12, wo eine elementare Behandlung der Funktion nach dieser Defi
nition gegeben ist. — Moore hat eine Definition der Funktion sin z auf Grund
der Funktionalgleichungen f(2z) f — 2f(z) f (z -f- , f(— z) — — f(z) und

gewisser Nebenbedingungen gegeben; Ann, of Math. 9 (1895), p. 43. 
Encyklop, d, math, Wisseasch. II 2, 4
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du u
dz cp(z)

hat dann die allgemeine Lösung
r dz

J <p (*)

u = ce°

und wird insbesondere durch die Funktion u = 0 befriedigt. Da nun 
aber die Differentialgleichung nur innerhalb des Einheitskreises über
haupt einen Sinn hat, so kann die Funktion u — 0 auch nur in 
diesem Bereich als Lösung angesehen werden. Die Beispiele sind dann:

G(wlf w2, w3) = ws — 

fi(s) = Zj AW = «“0, f3(z) =

(a) (f (wt) ’

*o= °5wo
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00

r« =ft*
ü

wo t nur reelle positive Werte durchläuft, definieren, um dann für 
solche Werte des Arguments die Funktionalgleichung r(z-\-l) = zr(z) 
zu konstatieren. Damit werden alle analytischen Fortsetzungen be
stimmt. — Die doppeltperiodischen Funktionen werden nebst den 
elementaren Funktionen dadurch charakterisiert, dass sie allein ein 
algebraisches Additionstheorem zulassen:

+ *8) , f(81) , /*M = 0 ;
wo G(tvlfw3,wa) eine ganze rationale Funktion von w2, wä be
deutet (II B 6 a). Endlich sei noch der Rolle gedacht, welche die 
Monodromiegruppe in der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
spielt (II B 4).

Die Ideen der Galois’schen Theorie werden auf die Funktionen
theorie übertragen, indem man an Stelle der algebraischen Gleichung 
eine Funktionalgleichung treten lässt100 a).

Näheres über diesen Gegenstand findet man in II B 8.

17. Bestimmte und Schleifenintegrale. Durch das bestimmte
Integral

rj
J f(f> *) dt
V

wird bei geeigneten Voraussetzungen bezüglich der Funktion f(t, z)

100a) Man vgl. IIB 4, sowie Holder, Math. Ann. 28 (1887), p. 1, wo gezeigt 
ist, dass keine analytische Funktion, welche der Funktionalgleichung r (z -f- 1) 
= z r(s) genügt, eine Lösung einer algebraischen Differentialgleichung mit 
Koeffizienten, die rationale Funktionen von z sind, sein kann. Moore knüpft an 
die Holder’sehe Untersuchung an, giebt eine systematische Darlegung des Be
griffs des Rationalitätsbereiches, findet allgemeine Bedingungen für „transcen- 
dentally transcendental“ Funktionen und stellt neue Beispiele solcher Funktionen 
auf; Math. Ann. 48 (1896), p. 49.

Eisenstein hat den folgenden Satz ausgesprochen: Ist eine Lösung einer 
algebraischen Gleichung durch eine Reihe y — c0 -|~ cx x -j- cä x* -(- ■ • • darstellbar, 
wo c0, c,, c2,. . . rationale Zahlen in reduzierter Form sind, so kommt in den 
Nennern dieser Koeffizienten nur eine endliche Anzahl verschiedener Primzahlen 
vor und es ist stets möglich, x durch ein solches ganzzahliges Vielfache hx zu 
ersetzen, dass alle Koeffizienten in ganze Zahlen übergehen; Eisenstein, Berl. 
Ber. 1852, p. 441; Heine, J. f. Math. 48 (1854), p. 268; Hermite, Lond. Math. 
Proc. 7 (1876), p. 173. Im Anschluss daran zeigt A. Hurwitz, dass gewisse 
Potenzreihen mit rationalen Koeffizienten Funktionen definieren, die keiner alge
braischen Differentialgleichung genügen, Ann. ec. norm. (3) 6 (1889), p. 327. Vgl. 
auch Pincherle, J. f. Math. 103 (1888), p. 84.



eine analytische Funktion von z definiert (Nr. 6). Der Konvergenz
bereich dieses Integrals kann jedoch beschränkter sein als der Defini
tionsbereich der Funktion, indem für die Punkte des letzten Bereiches 
nicht stets bis in den Punkt p resp. q integriert ^ 
werden kann. Diesem Ubelstand wird in einer 
wichtigen Klasse von Fällen dadurch abgeholfen, 
dass das obige Integral durch ein Schleifen
integral ersetzt wird. Es möge f(t, z), als 
Funktion von t betrachtet, in den Punkten p, q 
Verzweigungspunkte haben und nach Umkreisung eines dieser Punkte 
sich nur um einen in Bezpg auf t konstanten Faktor e2nia resp. e2 
ändern. Lässt man den Punkt t einen Doppelumlauf beschreiben, 
d. h. einen Weg, der die Punkte p, q abwechselnd umkreist, und zwar 
einen jeden zuerst im positiven und dann im negativen Sinne, so 
kehrt die Funktion zum ursprünglichen Wert zurück; auf der Rie- 
mann'sehen Fläche der Funktion f(t, z) ist der Weg ein geschlossener.

(?> P, <r, P~)

Das längs dieses Weges erstreckte Integral j f(t,z)dt hat stets 
einen Sinn. Konvergiert auch das frühere Integral, so ist

(?> P, 4~, P~)
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7t i t

?
e2nit)Jf(t, z) dt.

p

ff(t, z) dt = {l — e2nia){X

Es wird also in der That, falls das Doppelumlaufintegral gleichmässig 
konvergiert, mittelst desselben eine analytische Fortsetzung der durch 
das frühere Integral definierten Funktion dargestellt101). Durch ein 
solches Integral wird insbesondere die hypergeometrische Funktion 
für alle Werte ihres Arguments dargestellt102). Im Falle, dass <5— t

101) Sehleifenintegrale sind zuerst von Biemann gebraucht worden, der die 
Periodicitätsmoduln A&eZ’scher Integrale durch bestimmte Integrale definierte, 
welche längs eines auf der betr. Biemann'sehen Fläche geschlossenen Weges, 
also längs eines Schleifenweges geführt werden. Aber auch Schleifenintegrale in 
dem hier betrachteten Sinne waren ihm geläufig; vgl. Gött. Abh. 7 (1857), p. 21 
= Werke, 1. Auf!., p. 77, 2. Aufl., p. 82; Berl. Ber. 1859, p. 671 — Werke, 
1. Aull., p. 137, 2. Aufl., p. 146; Nachlass, Werke, 1. Aufl., p. 404, 2. Aufl., p. 428; 
ferner bei Riemann’s Schülern II. IlanJcel, Zeitschr. Math. Phys. 9 (1864), p. 1 
und J. Thomae, ibid. 14 (1869), p. 48. In neuerer Zeit sind solche Integrale auf 
die Darstellung der Lösung einer linearen Differentialgleichung, sowie auf die 
Behandlung der Euler'sehen B- und D-Funktionen, von C. Jordan, Cours d’anal. 
3, p. 241; L. Pochhammer, Math. Ann. 35 (1890), p. 470 und P. A. Nekrassoff, 
Math. Ann. 38 (1891),. p. 509 angewandt worden. Den Doppelumlauf haben Jor
dan und Pochhammer unabhängig von einander erfunden (vgl. II A 3, Nr. 15).

102) Ygl. Schellenberg, Gött. Diss. 1892. Hier wird auch prinzipieller Ge
brauch von homogenen Yariabeln (Nr. 49) gemacht.

4
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ist, genügt schon eine einmalige Umkreisung eines jeden der Punkte 
p, q und es ist dann103)

(?) p~)

II B 1. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.

e2 n 1 °) J f(t, z) dt,jfit, z)dt = i 1

wofern das letzte Integral konvergiert.
Es sei noch auf einen anderen von Weierstrass gegebenen ana

lytischen Ausdruck verwiesen, durch welchen eine analytische Fort-

Setzung der durch das bestimmte Integral J f(t, z) dt definierten

Funktion ebenfalls dargestellt werden kann104).

18. Die Umkehrfunktion und die konforme Abbildung im 
Grossen. Eine in einem Bereich T analytische Funktion w — fiz) 
definiert eine ein-eindeutige Abbildung eines Bereiches Tf auf einen 
Bereich einer über die w- Ebene ausgebreiteten Riemanrisehen 
Fläche. Verschwindet f'(z) in Tf nirgends, so wird die Abbildung 
der Umgebung eines beliebigen Punktes z0 von Tf auf die Um

gebung des entsprechenden Punktes 
w0 konform sein. Dieser Umstand 
reicht jedoch noch nicht zum Schlüsse 
aus, dass X/ nicht über sich selbst 
greift, m. a. W. dass die Umkehr
funktion z(w) für die in Betracht 
kommenden Werte von w eindeutig 
ist105). Eine dazu hinreichende Be

dingung gibt der Satz106): Ist w—f(z) eine in einem Bereich!^ 
(Nr. 1) stetige und innerhalb Bt analytische Funktion von z, die auf 
der Begrenzung C von B1 ein und denselben Wert in zwei ver
schiedenen Punkten niemals annimmt, so geht C in eine geschlossene 
sich selbst nicht schneidende Jordan1 sehe Kurve107) F der w-Ebene

$L
Fig. 3.

103) Mittelst eines solchen Integrals lässt sich beispielsweise die U-Funk- 
tion darstellen 101), 102)-

104) Weierstrass, Progr. Braunsberg 1848/49, § 3 = Werke 1, p. 122.
105) Klein, Math. Ann. 21 (1883), p. 214; Differentialgleichungen (lith.) 1891, 

p. 78. Ein lückenhafter Beweis der eindeutigen Umkehrung der elliptischen Inte
grale erster Gattung beruht auf einer Verkennung der hier hervorgehobenen Sach
lage; Briot et Bouquet, l.Aufl, § 62; 2. Aufl., §219; strenger Beweis bei Picard, 
Darb. Bull. (2) 14 (1890), p. 107 = Traite 2, p. 334.

106) Darboux, Leijons sur la theorie generale des surfaces etc. 1, Paris 
1887, p. 173; Picard, Traite 2, p. 280.

107) Unter einer geschlossenen Jordan'sehen Kurve ohne mehrfachen Punkt



über; der von U abgegrenzte schlichte Bereich der w-Ebene wird 
ein-eindeutig und stetig auf B1} das Innere dieses Bereiches ausser
dem noch konform auf das Innere von Bt bezogen108). Die Umkehr
funktion z(w) ist für die in Betracht kommenden Werte 
deutig. Der Satz kann so erweitert werden, dass der Bereich Bx 
und dessen Abbildung beliebig auf den entsprechenden Kugeln 
(Nr. 8) liegen.

Eine vielfach angewandte Methode zur Untersuchung der durch 
eine explicite Formel definierten konformen Abbildung besteht darin, 
dass man von gewissen Kurven der einen Ebene (häufig der reellen 
Achse), deren Abbildung sich in der anderen Ebene leicht verfolgen 
lässt, ausgeht und diese Kurven so zusammenfasst, dass sie Bereiche 
Bxa\ J51(2) abgrenzen, deren Abbildung man dann mittels des vorher
gehenden Satzes bestimmen kann109). Eine grosse Anzahl durch die 
elementaren Funktionen und das elliptische Integral erster Gattung 
definierter konformer Abbildungen sind von Holzmüller110) unter
sucht worden.

Wegen der konformen Abbildung einfach resp. mehrfach zu
sammenhängender Bereiche auf einander vgl. Nr. 19 u. 21 resp. Nr. 23.
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II. Die geometrische Eunktionentheorie.
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Alters her war bekannt25), dass der reelle (resp. der rein imaginäre)

verstehe ich die allgemeinste geschlossene Kurve ohne mehrfachen Punkt, deren 
Punkte sich ein-eindeutig und stetig auf die Peripherie eines Kreises abbilden 
lassen; vgl. C. Jordan, Cours d’anal. 1, 2. Aufl. 1893, p. 90, VIII; A. Hurwitz, 
Kongr. Zürich 1898, p. 101. Eine solche Kurve zerlegt die Ebene in äussere 
und innere Punkte 2“). Dieser Jordan'sehe Satz ist für den Satz des Textes 
wesentlich. — Ob T die allgemeinste Jordan'sehe Kurve sein kann, ist noch 
nicht entschieden; vgl. Nr. 19.

108) Auch in einem Randpunkte bleiben die Winkel erhalten, selbst wenn 
die Begrenzung nicht analytisch ist, falls F in der Umgebung des betr. Rand
punktes eine reguläre Kurve1) ist; vgl. Painleve, Par. C. R. 112 (1891), p. 653.

109) Klein, Leipziger Vorlesung 1881/82, wo die Umkehrung einer ratio
nalen Funktion an Beispielen erläutert ist; im Anschluss daran Bouton, Ann. 
of Math. 12 (1898), p. 1. Die Umkehrung des elliptischen Integrals 1. Gattung 
haben Appell und Goursat nach dieser Methode behandelt: Fonctions algdbri- 
ques, Paris 1895, p. 442. Vgl. ferner Klein-Fricke, Modulfunktionen 1, p. 69. 
In der Theorie der Schwarz'sehen s- Funktion kommt das Prinzip auch zur 
Geltung (IIB 4). — Wegen der linearen Transformation w — (uz -f- ß)/(yz 8) 
vgl. die gebräuchlichen Lehrbücher.

110) Vgl. das Litteraturverzeichnis.



Teil einer analytischen Funktion von z der Laplaceschen Differential
gleichung Au = 0 (IIA7b) genügt. Für die Theorie dieser Glei
chung im Raume von drei Dimensionen, wie sie den Anforderungen 
der mathematischen Physik entsprechend entwickelt worden war111), war 
der Gesichtspunkt massgebend gewesen, die Lösung nicht durch arith
metische Formeln, sondern durch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen 
zu bestimmen, also Funktionaleigenschaften an Stelle des Rechnens 
treten zu lassen. Diesen Gesichtspunkt übertrug Biemann auf die 
Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen, indem er 
den Gedanken an die Spitze stellte, eine Funktion so durch ihre 
Eigenschaften zu definieren, dass möglichst wenig Überflüssiges in 
die Definition mit aufgenommen wird. Als vermittelndes Element, 
wenigstens für eine ausgedehnte Klasse von Funktionen112), diente die 
Laplace'sehe Differentialgleichung selbst, indem Biemann den Ge
danken von neuem aufgriff, dass auch umgekehrt jede Lösung dieser 
Gleichung den reellen Teil einer analytischen Funktion u -f- vi liefert, 
welche dann, und zwar durch eine Quadratur113):

(*»y)
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V=J ( dx dy) "f- ^
#

du
dy

(■fo) 2/0)

bis auf eine additive Konstante völlig bestimmt ist. Wenn sich auch 
die Anfänge der Gauchy'sehen Theorie in seinen frühesten Arbeiten 
finden, so war Gauchy doch erst in den späten Jahren seiner wissen
schaftlichen Thätigkeit zu der Idee einer allgemeinen Funktionentheorie 
durchgedrungen. Diese Idee nahm Biemann von vornherein auf; er 
ging aus von der Definition15): „w — u -f- vi soll eine analytische 
Funktion von z — x -j- yi heissen, wenn tv eine Ableitung nach z be
sitzt“, und stellte die sogenannten Gauchy -Biemann'sehen Differential
gleichungen (vgl. Nr. 2)

111) Es sei an die Untersuchungen von Gauss, Green, Dirichlet und Thomson 
erinnert; man vgl. auch 25S).

112) Namentlich für die algebraischen Funktionen und deren Integrale; 
vielleicht auch schon für gewisse Fälle der automorphen Funktionen; vgl. den 
Bericht von Brill und Noether, p. 258 unten; sowie Noether, Zeitschr. Math. 
Phys. 27 (1882), hist.-litt. Abt., p. 201. — Doch sei auch andererseits an den 
prinzipiellen Gebrauch erinnert, den Biemann von Funktionalgleichungen machte; 
vgl. etwa die Arbeit über die Gawss’sche Reihe (1857).

113) Biemann15). Dass die zu einer Lösung u der Laplace'sehen Glei
chung konjugierte Lösung v auf diese Weise erhalten wird, hatte Liouville be
reits gezeigt: J. de math, 8 (1843), p. 265. Vgl. aber auch u).



nebst der Laplace'sehen Gleichung an die Spitze seiner Theorie.
Jede Lösung dieser Gleichungen lässt sich auch ansehen als die 

Lösung eines Problems der Attraktion, der statischen Elektrizität, der 
stationären114) Strömung von Wärme, Elektrizität, oder von einer in- 
kompressiblen Flüssigkeit mit Geschwindigkeitspotential, sowie auch 
der konformen Abbildung zweier Flächen auf einander; und um
gekehrt entspricht der Lösung eines jeden solchen Problems der 
Physik oder Geometrie eine analytische Funktion w — u -j- vi von 
z — x -f- yi. Die hiermit in die Funktionentheorie eingeführten 
heuristischen Mittel haben sich auch in hohem Masse bewährt115).

Als erste Anwendung seiner Methoden (wenn man von der in 
Nr. 11 erwähnten absieht) giebt Biemann den Beweis des Satzes, 
dass zwei einfach zusammenhängende Flächen ein-eindeutig und 
konform auf einander abgebildet werden können, indem jede sich 
so auf einen Kreis beziehen lässt15). Sein Beweis stützt sich 
auf eine später von Weierstrass als lückenhaft erkannte Schluss
weise (das sogenannte DiricJilef sehe Prinzip) (II A 7 b, Nr. 24), welche 
zuerst von Schwarz und Neumann durch strenge Methoden anderer 
Art ersetzt wurde, neuerdings aber von Hilbert116) unter Aufrecht
erhalten des ursprünglichen Gedankengangs zu einem einwandfreien 
Beweisverfahren vervollständigt ist. Das Problem, einen vorgelegten 
Bereich auf einen Kreis konform abzubilden, zerfällt nach den bis
herigen Methoden in zwei Teile: a) die Green’sehe Funktion des Be
reiches (II A 7 b, Nr. 18) wird gebildet; damit wird das Innere des 
Bereiches ein-eindeutig' und konform auf das Innere des Kreises ab
gebildet; b) der Nachweis für den stetigen Anschluss an die Rand
werte wird geführt; dabei handelt es sich darum zu zeigen, dass der 
aus den innern und Randpunkten bestehende Bereich ein-eindeutig 
und stetig auf den Kreis, incl. Rand abgebildet wird.

114) In dem Sinne, dass der Bewegungszustand sich mit der Zeit nicht
ändert.

115) Wegen Biemann's physikalischer Anschauungen von Anbeginn seiner 
wissenschaftlichen Thätigkeit vgl. man F. Klein, Riemann’s Theorie der algebr. 
Funktionen und ihrer Integrale; Noether112)-, Burlchardt, Bernhard Riemann, 
Göttingen 1892; Klein, Ges. Deutsch. Naturforscher u. Ärzte 1894, p. 3.

116) Deutsche Math.-Yer. 8 (1900), p. 184. Der Fehler beim Dirichlet'sehen 
Prinzip besteht bekanntlich in der Annahme der Existenz einer Funktion, die 
ein gewisses Doppelintegral zum Minimum macht. Hilbert weist die Existenz 
der betr. Funktion direkt nach.

19. Riemann’s neue Grundlage für die Funktionentheorie. 55
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Diese Fragestellung lässt sich aber erweitern. Bisher war näm
lich a) die Existenz der Green'sehen Funktion nur für einen Bereich 

(Nr. 1) nachgewiesen und für solche Bereiche ist dann b) auch 
der stetige Anschluss an den Rand festgestellt117). Nun giebt es 
aber einfach zusammenhängende Bereiche T, deren Begrenzung keine 
Jordan'sehe Kurve107) ist. Die Punkte einer solchen Begrenzung 
lassen sich also den Punkten des Kreisrandes sicher nicht ein-ein- 
deutig und stetig zuordnen, sodass von der Erfüllung der Forderung 
b) keine Rede sein kann. Trotzdem existiert die Green'sehe Funktion 
selbst für den allgemeinsten einfach zusammenhängenden Bereich T, 
womit denn die ein-eindeutige und konforme Abbildung eines solchen 
Bereiches auf das Kreisinnere gegeben ist118). Die Frage, ob die 
konforme'Abbildung des allgemeinsten von einer Jordan'sehen Kurve 
begrenzten Bereiches T auf das Kreisinnere den stetigen Anschluss 
an den Rand nach sich zieht, ist wahrscheinlich zu bejahen. — So
wohl das ursprüngliche als auch das erweiterte Abbildungsproblem 
hängt von drei reellen Parametern ab119).

Bei den Abbildungs- und Existenzfragen der geometrischen Funk
tionentheorie spielt der zweite Harnack'sche Satz (II A 7 b, Nr. 30, 
Ende) eine wichtige Rolle119 a). Es sei auch auf den ersten HarnacJc'sehen

56 IIBl. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.

117) In diesem Umfang von Poincare und Paraf; vgl. IIA7b, Nr. 31, 
ferner Painleve 108).

118) Osgood, Am. Trans. 1 (1900), p. 310; 2 (1901), p. 484. Unter einem
Begrenzungs- oder Randpunkt eines Bereiches T versteht man einen Punkt, der 
dem Bereiche nicht angehört, in dessen Nähe aber Punkte von T liegen. Es 
giebt Bereiche P, welche Randpunkte besitzen, denen man sich längs einer in 
T gelegenen stetigen Kurve nicht nähern kann, wie ein einfaches Beispiel zeigt. 
Der Bereich T soll aus der positiven Hälfte der z — x-f- iy-Ebene (also y^> 0) 
mit ^Ausnahme folgender Punkte bestehen. In jedem der Punkte y — 0, x = 0, 
+ t/n (n — 1, 2,...) errichte man ein Lot auf der reellen Achse. Die Punkte z 
dieser Lote, wofür 0 < y < 1 ist, sollen nicht zu T gehören. Der so definierte 
Bereich T ist sogar ein einfach zusammenhängender. Einem innern Punkte des 
Lotes x — 0, etwa dem Punkte A: x = 0, y — , kann sich ein beweglicher
Punkt P längs einer in T gelegenen stetigen Kurve nicht nähern. Denn, um 
von einem beliebigen Punkte 0 von T in eine nach der Annahme von 0 ge
nügend klein gewählte Nachbarschaft von A zu gelangen, muss der bewegliche 
Punkt P um mehr als die Entfernung ^ vom Punkte A abweichen. Die Rand
punkte von T können übrigens eine Menge von positivem Inhalt bilden; vgl. 198). 
HarnacJc hat sich mit dem Beweise des Satzes befasst, ohne jedoch den all
gemeinen Fall zu erledigen; Log. Potential, Leipzig 1887; § 39.

119) Die allgemeinste ein-eindeutige und konforme Abbildung des Kreis- 
innern auf sich selbst ist nämlich auch durch eine lineare Transformation ge
geben, wie man leicht zeigt.

119a) Ygl. auch Poincare 176), sowie HarnacJc's Bemerkung, 1. c. p. 121.



Satz (ebenda), sowie wegen des stetigen Anschlusses an den Rand 
auf die Painleve'sehen Lemmata verwiesen11915).

20. Das Prinzip der Symmetrie; analytische Fortsetzung. Das
Prinzip lautet, wie folgt: Es sei f{z) eine Funktion von z, welche 
oberhalb einer Strecke (a, b) der reellen Achse analytisch ist und 
deren rein imaginärer Teil in den Punkten dieser Strecke sich dem 
Randwert 0 stetig anschliesst. Der reelle Teil schliesst sich dann 
von selbst in den Punkten dieser Strecke einer stetigen Folge von 
Randwerten stetig an. Innerhalb 
eines passend gewählten, an die 
Strecke (a, b) stossenden Streifens 
der positiven Halbebene wird f{z) 

also eindeutig und analytisch sein.
Sei P ein beliebiger Punkt dieses 
Streifens, P' der in Bezug auf die reelle Achse zu P symmetrisch 
gelegene Punkt. Ordnet man dem Punkte P' den zu dem Werte 
u -f- iv von f (z) in P konjugiert imaginären Wert u — iv zu und 
definiert man f{z) in den Punkten der Strecke {a, b) durch die 
Grenzwerte, denen f{z) sich dort nähert, so wird f (z) zu einer Funk
tion ergänzt, die in einem die Strecke (a, b) umfassenden Streifen 
analytisch ist und es findet eine analytische Fortsetzung von f{z) 

über die Strecke (a, b) hinaus statt120).
Dieses Prinzip der Symmetrie lässt sich in folgender Weise ver

allgemeinern121): Es möge die analytische Kurve C durch die Glei
chungen x — cp (t), y — cp (t) dargestellt werden, wo die reellen Funk
tionen cp, 4) für jeden reellen Wert von t im Intervall 
analytisch122) sind und cp {ff -j- 4>'(f)2 dort nicht verschwindet. Für
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Fig. 4.

119b) Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), ch. 1, 2 und 108).
120) Das Prinzip der Symmetrie spielt in der Theorie der Minimalflächen, 

sowie bei Untersuchungen über konforme Abbildungen eine Hauptrolle. Vgl. 
Biemann, Gott. Abh. 13 (1867), p. 1, § 13 —Werke, p. 296 der 1. Aufl.; Schwarz, 
Berl. Preisschrift 1867 == Werke 1, p. 12 (s. auch Anmerk. p. 109); sowie J. f. 
Math. 70 (1869), p. 106 = Werke 2, p. 66; man sehe auch 121)- — Der Schwarz’sehe 
Beweis setzt die Stetigkeit der Werte von f(z) in der Strecke (a, b) voraus. 
Diese Annahme, sowie die Notwendigkeit, den Cauchy'sehen Integralsatz für den 
Fall eines Bereiches B (Nr. B) zu beweisen, lässt sich vermeiden, indem man 
sich des logarithmischen Potentials bedient; vgl. Picard, Traite 2, ch. X.

121) Schivarz, Berl. Ber. 1870, p. 773 = Werke 2, p. 149—151; Picard12°).
122) Eine reelle Funktion heisst in einem Punkte analytisch, wenn sie in 

der Umgebung dieses Punktes durch die Taylor'sche Reihe dargestellt werden 
kann. Sie heisst in einem Intervall analytisch, wenn sie in jedem Punkte des



die komplexe Umgebung eines Punktes t0 des Intervalls (a, ß) sollen 
rp(t), ip(t) durch die zugehörigen Taylor'sehen Reihen definiert werden. 
Setzt man z =■ x -j- yi = cp(t) -f- i^(t) und erteilt man t komplexe 
Werte, so wird ein die Kurve C umfassender Streifen der z-Ebene 
auf einen die Strecke (a, ß) der reellen Achse der £-Ebene umfassen
den Streifen konform abgebildet. Zwei Punkte P, P' des ersten 
Streifens heissen in Bezug auf C symmetrisch, wenn die entsprechen
den Punkte Q, Q' des zweiten Streifens in Bezug auf die Gerade (a, ß)
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symmetrisch liegen. Die Kurve G darf sich auch schneiden; dann 
wird man sich den Streifen in einer Riemann'sehen Fläche denken. 
Diese Zuordnung der Punkte P, P' bleibt bei konformer Abbildung 
des Streifens invariant. Ist C insbesondere ein Kreisbogen, so ist P' 
der Spiegelpunkt (III A 7) von P. — Satz123): Sei f(z) eine auf der 
einen Seite von C analytische Funktion von z, die in den Punkten 
von C nur reelle Werte annimmt123a), und sei P ein auf dieser Seite 
von C beliebig gelegener Punkt des Streifens; ordnet man dem zu 
P symmetrischen Punkte P' den zu dem Werte u -f- vi von f(z) 
in P konjugiert imaginären Wert u — vi zu, so wird f(z) zu einer 
Funktion ergänzt, die im ganzen Streifen analytisch ist, und es findet 
eine analytische Fortsetzung von f(z) über C hinaus statt.

Es ergiebt sich der allgemeine Satz124): Ist f(z) eine an der 
einen Seite der analytischen Kurve C analytische Funktion, so besteht

Intervalls analytisch ist. — Eine Kurve heisst analytisch, wenn sie die Para
meterdarstellung des Textes zulässt.

123) Ein spezieller Fall dieses Satzes, wo die Kurve C ein Kreisbogen ist, 
hat sich in liiemann's Nachlass gefunden; Werke, 1. Aufl., Fragment XXV, 
p. 415, 2. Aufl., Fragment XXVI, p. 440.

123a) Vorauszusetzen braucht man ja nur, dass der rein imaginäre Teil 
von f(z) dem Werte 0 zustrebt, wenn der Punkt z sich einem beliebigen Punkte 
von C nähert. Der reelle Teil von f(z) wird sich dann von selbst einer stetigen 
Folge von Bandwerten stetig anschliessen, welche man dann als den Wert der 
Funktion in den Punkten von C definieren wird.

124) Schwarzm); Picard120); Painleve, Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 
(1888), p. B 1.



die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass f(z) über C 
hinaus analytisch fortgesetzt werden kann, darin, dass der reelle 
(resp. der rein imaginäre) Teil von f(z) längs C Werte annimmt, die 
von t analytisch abhängen. Auf Grund dieses Satzes lässt sich die 
Möglichkeit einer natürlichen Grenze125) (Nr. 13) nachweisen.

21. Die konforme Abbildung analytisch begrenzter Bereiche 
auf den Kreis; geradlinige und Kreisbogenpolygone. Für die Zwecke 
der Funktionentheorie reicht vorläufig die Lösung des Abbildungs
problems von Nr. 19 in wesentlich beschränktem Umfang aus. Es 
genügt nämlich, nur solche Bereiche B1 in Betracht zu ziehen, welche 
von einer endlichen Anzahl analytischer Kurven begrenzt sind, die 
entweder unter nicht verschwindenden Winkeln zusammenstossen oder 
doch in einer Spitze nicht gleich gekrümmt sind. Der Existenzbeweis 
für die Green1 sehe Funktion des Bereiches B1 lässt sich hier nach 
den kombinatorischen Methoden von Murphy, Schwarz und Neumann 
(II A 7b, Nr. 28) führen, indem die Randwertaufgabe zunächst für 
schmale an die Begrenzungskurven stossende Streifen gelöst wird, und 
zwar mittelst konformer Abbildungen und des Baissen’sehen Inte-
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grals. Als Streifen ah wird nämlich, falls keine Spitze vorhanden 
ist, ein Bereich genommen, dessen Abbild in der t-Ebene ein Kreis
abschnitt ist. Dieser Bereich lässt sich konform auf den Kreis ab-

125) Schwarz121). Vgl. auch 65). Es giebt Funktionen, die den Einheits
kreis zur natürlichen Grenze haben, nebst allen Ableitungen innerhalb und auf 
diesem Kreise stetig sind und eine eindeutige Umkehrung zulassen; vgl. das 
Yreäholm'sehe Beispiel, Acta math. 15 (1891), p. 279 und Verhandl. Kongr. Zürich 
1898, p. 109 u. ").



bilden126), und für den Kreis löst man die Randwertaufgabe mittelst 
des Poisson’sehen Integrals. In die Ecken werden dann Kreissektoren 
gelegt, deren konforme Abbildung auf den Kreis ebenfalls bekannt 
ist. Die so übereinander greifenden Bereiche werden dann durch das
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alternierende Verfahren zu einem Ring zusammengeschmolzen und 
das Innere dieses Ringes wird durch eine endliche Anzahl von Kreisen 
„dachziegelartig überdeckt“127). Im Falle einer Spitze a verwendet 
man zwei übereinander greifende Streifen, wovon der eine als Abbild 
in der t-Ebene ein Kreisbogendreieck hat, dessen eine Seite 
mit einem Stück ay des Intervalls (a, ß) zusammenfällt, während

a

CC y 7?6
Fig. 8.

eine zweite Seite die erste im Punkte a berührt.
Seite steht senkrecht auf den beiden ersten. An Stelle des Kreis
sektors wird ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln (0, ~j in die

Ecke a gelegt. — Der stetige Anschluss an den Rand ergiebt sich in 
der Nähe eines gewöhnlichen Randpunktes mittelst des Symmetrie-

Die dritte

126) Schwarz121), Werke 2, p. 148—149.
127) Schwarz, Berl. Ber. 1870, p. 784 = Werke 2, p. 161; Picard, Traite 2, 

p. 288—291.



und R (z) eine rationale Funktion von z bedeutet. Dieser Differential
gleichung dritter Ordnung (Ä) entspricht eine lineare homogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizienten (B), 
die zu (A) in folgender Beziehung steht: Irgend zwei linear unab
hängige Lösungen ylf y2 von (B) liefern eine Lösung w — yjy% von 
(M); und umgekehrt liefert jede Lösung w von (A) (die nur keine 
Konstante ist) zwei linear unabhängige Lösungen von (B). Man vgl 
II B 4.

22. Die Biemann’sche Fläche als definierendes Element; 
algebraischer Fall. Dem in der Dissertation aufgestellten Programm 
zufolge entwickelte Riemann die Theorie der algebraischen Funktionen 
und ihrer Integrale auf neuer Grundlage, indem er dieselben direkt 
von einer beliebig gegebenen w-blättrigen über die ganze Ebene bez. 
Kugel ausgebreiteten Fläche % aus definierte131) (II B 2). Auf einer

128) Picard, Traite 2, p. 277.
129) Christoffel, Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 97; Schwarz, J. f. Math. 70 

(1869), p. 117 — Werke 2, p. 80. Wegen der Möglichkeit der Konstanten
bestimmung für ein beliebiges Polygon vgl. II A 7 b, Nr. 26.

130) „Schwarzian Derivative“ nach Cayley. Geschichtliches über diese 
Differentialinvariante findet sich bei Schwarz, Werke 2, p. 351 ff. Ygl. I B 2, 
Nr. 20.

131) J. f. Math. 54 (1857), p. 101 — Werke 1. Aufl,, p. 81: 2. Aufl., p. 88.

prinzips; in der Nähe einer Ecke ist eine besondere Überlegung 
nötig128). Das Verfahren lässt sich auch auf einen endlich-vielblätt
rigen einfach zusammenhängenden Bereich 93i anwenden.

Dieser allgemeinen Schivarz’sehen Methode, welche die Aufgabe 
mit verhältnismässig geringen Hülfsmitteln völlig erledigt, gingen 
Untersuchungen von Schwarz und Christoffel (IIA7b, Nr. 26) über 
gradlinige und Kreisbogenpolygone129) voraus. Im ersten Fall ent
spricht die die Abbildung vermittelnde Funktion w—f(z) der Differen
tialinvariante w"fw' und hat somit die Form
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solchen Fläche mögen n Punkte at, . . an willkürlich angenommen 
und die n Funktionen

mv
(Pv(z) = log (e — a.v) (0 — av)~!, v = 1, 2,.. ., n,

i = 1 

n

wobei nur ^Av = 0 ist, beliebig gegeben sein. Man zerlege %
r=l

durch ein Querschnittsystem in einen einfach zusammenhängenden 
Bereich Xi- Den 2 p Querschnitten (5Q, . 
sprechend seien 2p reelle Grössen hW . . ., 7i(2p) beliebig gegeben. 
Dann existiert stets eine Funktion f(ß), die sich in den Punkten av 
so verhält, wie cpv(z), sonst aber allenthalben auf der Fläche analytisch 
ist, und ferner an dem Querschnitt §6 einen Periodizitätsmodul mit 
reellem Teil haufweist. Die Funktion f(z) ist so bis auf eine 
additive Konstante eindeutig bestimmt. Dies ist das Riemanrisehe 
Existenztheorem. Die Ableitung von f(z) ist eine auf % eindeutige 
Funktion, die keine anderen Singularitäten als Pole besitzt. Der 
Fläche % entsprechen somit algebraische Funktionen und f(z) wird 
entweder selbst eine solche oder das Integral einer solchen sein. Den 
Beweis des Existenztheorems stützte Riemann auch auf das Dirichlef sehe 
Prinzip. Strenge Beweise wurden von Schwarz und Neumann durch 
die kombinatorischen Methoden geliefert; vgl. Nr. 19. Neumann ver
fährt folgendermassen132). Es sei P ein beliebiger Punkt von %, T' 
eine Kreisfläche mit Mittelpunkt P, die, falls P ein einfacher Punkt 
ist, keinen Verzweigungspunkt enthalten soll; ist aber P selbst ein 
Verzweigungspunkt, so soll T' eine mehrblättrige Kreisfläche mit 
Mittelpunkt P sein, die keinen weiteren Verzweigungspunkt enthält; 
ferner sei F(z) irgend eine Funktion von z, die längs der Begrenzung 
C von T' eindeutig und analytisch ist; innerhalb T' darf F(z) be
liebige singuläre Stellen haben. Dann wird mittelst kombinatorischer 
Methoden bewiesen, indem die ganze Fläche % mit Tr und mit einer 
endlichen Anzahl weiterer ein- oder mehrblättriger Kreise dachziegel
artig überdeckt127) wird, dass es ein logarithmisches Potential u 
giebt, das ausserhalb T' überall auf % eindeutig ist und sich 
regulär verhält, und das ferner so beschaffen ist, dass die daraus 
hervorgehende analytische Funktion u-\-vi (welche ja ausserhalb T' 
überall auf % analytisch, nicht aber notwendig eindeutig ist) sich 
innerhalb T' wie F (z) verhält; d. h. dass die Differenz F(z) — 
(u 4" vi) innerhalb T sich zu einer ausnahmlos analytischen Funktion 
ergänzen lässt. Daraus ergiebt sich sofort die Existenz von ÄbeVsehen
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132) Abel’sche Integrale, 2. Aufl., 1884, 18. Kap.



Integralen dritter Gattung, wofern die logarithmischen Unstetigkeits- 
punkte (a, b), (a, b') beide innerhalb einer solchen Kreisfläche liegen; 
sonst schaltet man eine endliche Anzahl von Punkten (aly bt), . . ., 
(ak, bk) auf der Verbindungslinie so ein, dass je zwei aufeinander 
folgende Punkte in einer derartigen Kreisfläche liegen. Die ÄbeVsohew 
Integrale erster Gattung ergeben sich dann durch geeignete Zu
sammenfügung zweier Integrale dritter Gattung {Neumann). Schwarz133) 
hat eine Methode mitgeteilt, wodurch die Integrale erster Gattung 
direkt hergestellt werden können.

Anstatt als mehrfach überdeckte Ebene oder Kugel kann man 
sich die Riemann'sehe Fläche, wofern es sich um eine geschlossene 
Fläche vom Geschlecht p (II B 2) handelt, auch als eine frei im Raum 
gelegene geschlossene Fläche, 
eine Kugel mit p Henkeln134), — denken. Diese Art, die Riemannsche 
Fläche sich vorzustellen, rührt auch von Riemann her und ist zuerst 
von Tonelli publiziert, der sie aber selbständig erdacht hat135 136). Eine 
neue Art Riemann'scher Fläche hat Klein133) noch eingeführt, welche 
den Zusammenhang des Geschlechts mit den reellen Zügen der alge
braischen Kurve hervortreten lässt. Während alle diese Flächen sich 
im Sinne der analysis situs (III A 4) in einander stetig verwandeln 
lassen, wofern sie nur denselben Zusammenhang besitzen137), wird 
im allgemeinen — vom Falle p = 0 abgesehen — eine konforme Ab
bildung zweier derselben auf einander nicht möglich sein. Klein131) 
machte auf physikalische Weise evident, dass eine beliebige Ring
fläche sich auf eine mehrfach überdeckte Ebene oder Kugel konform 
abbilden lässt, und die Schwarz-Neumann'sehen Methoden ermöglichen 
einen strengen analytischen Beweis dieses Satzes, wofern die vor
gelegte Fläche in eine endliche Anzahl von Bereichen sich zerlegen 
lässt, welche die ganze Fläche „dachziegelartig“ überdecken und einzeln
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etwa als eine Ringfläche oder als

133) Math. Ann. 21 (1883), p. 157 = Werke 2, p. 303.
134) Klein, Über Riemann’s Theorie u. s. w.
135) Tonelli, Line. Atti (2) 2 (1875), p. 594 und Line. Rend. (5) 4 (1895), p. 300; 

Klein, Math. Ann. 45 (1894), p. 142 und ibid. 46 (1895), p. 77. Vgl. auch 
Clifford, Lond. Math. Soc. Proc. 8 (1877), p. 292 = Werke, p. 241.

136) Math. Ann. 7 (1874), p. 558. — Diese Fläche dient allerdings nicht 
als definierendes Element für ein algebraisches Gebilde, sondern bezweckt bloss 
die Veranschaulichung des Verlaufs eines durch eine algebraische Gleichung 
definierten algebraischen Gebildes, wovon ein Teil durch reelle Kurvenzüge in 
der projektiven Ebene zur Darstellung gelangt.

137) Vgl. Fr. Hofmann, Methodik der stetigen Deformation von 2-blätt
rigen Riemann’schen Flächen, Halle 1888; sowie Forsyth, Th. of F., § 190.



auf eine Kreissclieibe konform abbildbar sind188). Es ist nicht be
kannt ; wie man umgekehrt von der mehrfach überdeckten Ebene (Kugel) 
ausgehend, dieselbe auf eine einfach gestaltete Ringfläche konform ab
bilden kann, falls p > 1 (und auch wenn p = 1 ist, im allgemeinen 
nicht). Es giebt jedoch eine Klasse von Raumflächen — allerdings 
sind es keine im Endlichen geschlossenen — auf welche sich eine 
solche Fläche konform abbilden lässt, nämlich die Minimalflächen138 139 140) 
(III D 5).
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23. Die konforme Abbildung mehrfach zusammenhängender 
Bereiche auf einander; algebraischer Fall. Ist Bn ein einblättriger 
Bereich der 0-Ebene, der von n geschlossenen, je aus einer endlichen 
Anzahl analytischer Stücke bestehenden Kurven Ct, .. ., Cn völlig be
grenzt ist, so lässt sich Bn auf eine über die positive Hälfte der 
iv- Ebene ausgebreitete n- blättrige Riemannsche Fläche S, die in 
2n — 2 Yerzweigungspunkten zusammenhängt, ein-eindeutig und im 
allgemeinen konform abbilden. Die Fläche S kann dann durch 
Spiegelung an der reellen Achse zu einer (symmetrischen (Nr. 27)). 
algebraischen Fläche S ergänzt werden, die in 4n — 4 Yerzweigungs
punkten zusammenhängt und somit das Geschlecht p — n 
(II B 2). Eine ähnliche Verallgemeinerung auf einen mehrfach über
deckten Bereich $8re, wie in Nr. 21, ist auch hier zulässig. Der Fall, 
in dem die Kurven Clf . . ., Cn Kreise sind, ist von Riemannuo) be
handelt worden, der aus der die Abbildung vermittelnden Funktion 
eine zur Fläche S gehörige (Nr. 12) algebraische Funktion s durch 
Differentiation ableitet, s und w sind automorphe, zu dem durch 
Bn mittelst Spiegelung definierten Doppelbereich (Nr. 27) gehörige 
Funktionen, durch die sich jede weitere zum Doppelbereich gehörige 
algebraische automorphe Funktion rational ausdrücken lässt. Noe
ther’ s112) Ansicht nach gehört diese Note zu den frühesten Arbeiten 
Riemann’s, oder es bildet doch ihr Grundgedanke den Ausgangspunkt 
für Biemann’s Arbeiten über Funktionentheorie140a).

Damit zwei gegebene Bereiche Bn, Bn' ein-eindeutig und konform

1 besitzt

138) Klein, Riemann’sche Flächen 1 (1892), p. 26; dort wird auch über 
die bisher bekannten Fälle, wo eine solche Abbildung möglich ist, berichtet. 
Vgl. dazu noch Darboux106), 4 (1896), Note von Picard, p. 353.

139) Klein138), p. 31.
140) Werke (1. Aufl., 1876), p. 413. Es handelt sich dabei in erster Linie 

um die Ermittlung der Green'sehen Funktion zur Lösung eines elektrischen 
Problems.

140a) Vgl. auch Biemann's, eigene Angabe, Werke, 1. Aufl., p. 95; 2. Aufl.,
p. 102.



aufeinander bezogen werden können, ist also notwendig und hin
reichend, dass die entsprechenden algebraischen Flächen S, S' eine 
solche Abbildung zulassen, und das ist gleichbedeutend damit, dass 
die beiden den Flächen S, S' entsprechenden algebraischen Gebilde 
zur selben Klasse gehören, d. h. rational in einander transformierbar 
sind (IIB 2) (Satz von Schottky). Nach diesem Gesichtspunkt ist 
das Problem von Schottlcyul) behandelt worden und zwar durchaus 
im Riemann'sehen Sinne. Ist insbesondere n — 2, so lässt sich J52 
auf die Hälfte einer zweiblättrigen elliptischen Fläche und somit auf 
eine einblättrige Ringfläche, deren Begrenzung aus zwei konzentrischen 
Kreisen besteht, konform abbilden. Zwei Flächen B2, JB2 sind also 
dann und nur dann konform auf einander abbildbar, wenn die 
Moduln der entsprechenden elliptischen Gebilde in der bekannten 
Beziehung zu einander stehen, resp. wenn das Verhältnis der Radien 
der entsprechenden Ringfläche für beide Flächen denselben bezw. den 
reziproken Wert hat.
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24. Funktionen mit Transformationen in sieli; periodische
Funktionen. Die analytische Funktion f(z) lässt eine Transformation 
in sich zu, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: a) Es giebt eine 
analytische Funktion z — (p (z), die den Definitionsbereich der Funktion 
f(z) im allgemeinen ein-eindeutig und konform auf sich selbst ab
bildet; b) sind z0) z0' zwei Punkte des Definitionsbereiches, deren 
Umgebungen also konform auf einander bezogen sind und bedeuten 
z, z irgend zwei einander entsprechende Punkte dieser Umgebungen, 
so ist f(z) = f(z'). Diese Beziehung kann auch in der Form aus
gedrückt werden

/» = f(<P (*))•
Dabei müssen nur solche Zweige der Funktionen zusammengefasst 
werden, wie die vorhergehende Erklärung es verlangt. Diese 
Funktionalgleichung wird dann für alle analytischen Fortsetzungen 
von f(z) erhalten bleiben, also für den Gesamtverlauf der Funktion 
f{z) gelten. Die periodischen Funktionen, allgemeiner die auto
morphen Funktionen, und gewisse algebraische Funktionen sind die 
einfachsten Beispiele von Funktionen mit Transformationen in sich 
(IIB 6). Ausserdem sei auf die Funktionen verwiesen, die Funktional
gleichungen von der Form f(z) — Af(cp(z)) resp. f(z) — f(cp (z)) -j- C, 
wo A, C Konstante bedeuten, genügen (II B 6).

Ist <p(z) = z -f- co (co eine Konstante), so heisst f(z) eine perio-

141) Diss. Berl. 1875; J. f. Math. 83 (1877), p. 300.
Encyklop. d. matli. Wisaenscli. II 2. 5



dische Funktion. Sei f(z) eine eindeutige Funktion. Die Grösse co 
heisst dann eine primitive Periode1*2), wenn keine der Grössen co/n 
(n — 2, 3, . . .) eine Periode von f (0) ist. Hat f (0) keine weiteren 
Perioden als nur die Grössen ha, (Je — -f~ 1, -f~ 2, . . .), so heisst f (0) 
eine einfach periodische Funktion; f(0) nimmt den ganzen Vorrat 
ihrer Werte in einem Periodenstreifen142 143) an. Hat f(0) dagegen ausser 
der primitiven Periode a noch eine weitere Periode iß, so wird der 
rein imaginäre Teil von ß/co von Null verschieden sein144). Es lässt 
sich dann eine zweite Periode co' so bestimmen, dass eine beliebige 
Periode ß von f(z) sich in der Form ß = mco -f- m co' (m, m — 0, 
+ 1, + 2,. . .) darstellen lässt, denn sonst könnte man die Existenz 
von unendlich kleinen Perioden nachweisen (Jacöbi); die Perioden 
co, co' bilden dann ein primitives Periodenpaar. Es ergiebt sich so
mit, dass eine w-fach periodische eindeutige Funktion einer einzigen 
unabhängigen Veränderlichen, welche keine Konstante ist, nicht 
existiert, wofern n > 2 ist145). Sollen ß = gco-f-g'co', il' — vco-{-v'co' 
ein zweites primitives Periodenpaar bilden, so ist notwendig und hin
reichend, dass {.iv—(i'v = -f- 1. Der Flächeninhalt des durch co, co' 
(oder allgemeiner durch ein beliebiges primitives Periodenpaar) be
stimmten Periodenparallelogramms ist numerisch gleich aß' —- aß, 
wo co — a -j- ßi, co' — a -f- ß'i gesetzt sind. f(ß) nimmt den ganzen 
Vorrat ihrer Werte im Periodenparallelogramm an.

Um Eigenschaften der doppeltperiodischen Funktionen zu er- 
schliessen, ging J. Liouville146 * *) von dem Verhalten der Funktion in 
einem Periodenparallelogramm aus, indem er zeigte, dass in diesem 
Raume der Vorrat und die Verteilung der Werte eine ähnliche ist, 
wofern die Funktion eindeutig ist und keine anderen singulären

II Bl. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.66

142) Index proprius, Jacöbi, J. f. Math. 13 (1835), p. 55; primitive Periode, 
Weierstrass, Vorlesungen. — Das ForsytFsehe Werk enthält eine ausführliche 
Behandlung der einfach und doppelt periodischen Funktionen; vgl. aber 150).

143) Die beiden Endpunkte des dem Periodenstreifen entsprechenden sichel
förmigen Bereiches auf der Kugel muss man als zwei von einander verschiedene 
Punkte auffassen. Der Bereich greift also im Nordpol der Kugel über sich.

144) Jacöbi1*2), p. 56.
145) Jacöbi149), p. 61; geometrischer Beweis bei Briot et Bouquet, 1. Aufl., 

p. 76; streng gemacht in der 2. Aull., p. 233; dieses elegante Verfahren für die 
Feststellung eines primitiven Periodenpaares bei den doppelt periodischen 
Funktionen kann auch mit Vorteil auf den entsprechenden Existenzbeweis für 
eine erste primitive Periode angewandt werden.

146) Vorlesung von Jahre 1847, herausgegeben von Borchardt, J. f. Math.
88 (1879), p. 277; Liouville, Par. C. R. 32 (1851), p. 450; Briot et Bouquet,
1. Aufl., livre 2, ch. 4.



Stellen im Parallelogramm als Pole hat, wie hei den rationalen 
Funktionen auf der schlichten Ebene bezw. bei den algebraischen 
Funktionen auf der zugehörigen Riemanrisehen Fläche. Es sei bei
spielsweise an den Liouville'sehen Satz erinnert, dass eine solche 
Funktion f(z), die im Parallelogramm keine Pole147) oder höchstens 
einen Pol146) besitzt, eine Konstante sein muss; sowie an die Sätze, 
a) dass die Summe der Residuen der Funktion f(z) im Parallelogramm 
gleich 0 ist148); b) dass die Funktion f(z) jeden Wert im Parallelo
gramm gleich oft annimmt146), und c) dass zwischen zwei solchen 
Funktionen /'(¥), ip (z), die zu demselben Parallelogramm gehören, 
eine algebraische Beziehung besteht149): G (f(z), ip (z)) = 0. Das Ge
schlecht dieses algebraischen Gebildes wird entweder 0 oder 1 sein. 
Durch zwei geeignet gewählte Funktionen lässt sich jede andere 
Funktion der hier betrachteten Art rational ausdrücken146). Ähnliche 
Sätze lassen sich auch für die einfach periodischen Funktionen in 
ähnlicher Weise beweisen150).

Die periodischen Funktionen lassen sich in einfacher Weise be
handeln, indem man den Fundamentalraum auf eine algebraische 
Riemann’sehe Fläche konform abbildet. So lässt sich beispielsweise 
der Periodenstreifen einer eindeutigen Funktion f(z) mit Periode co

2 iti „

durch die Transformation w — e M auf die etwa längs der positiven 
reellen Achse aufgeschnittene w-Ebene abbilden, wodurch denn f (z) 
in eine eindeutige Funktion von w,cp(w) übergeht151). Ist f(z) im 
Endlichen, höchstens mit Ausnahme von Polen, analytisch und nähert 
sich f (z) einem Grenzwert A resp. B (dabei können A, B auch = oo 
sein), wenn z, stets im Periodenstreifen bleibend, nach der einen resp. 
nach der entgegengesetzten Richtung ins Unendliche rückt, so wird
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147) Par. C. R. 19 (1844), p. 1262.
148) Hermite, Par. C. R. 32 (1851), p. 447.
149) Briot et Bouquet14G). Die Funktion f(z) wird insbesondere mit ihrer 

Ableitung f (z) durch eine solche Relation verknüpft; Satz von Meray, Briot et 
Bouquet146).

150) Briot et Bouquet, 1. Aufl., Nr. 57—59, wobei jedoch durch ungenügende 
Berücksichtigung des Verhaltens der Funktion in den unendlich fernen Punkten 
des Periodenstreifens eine zum Teil falsche Formulierung der Sätze sich ergeben 
hat und von späteren Autoren weiter gedruckt ist; vgl. Forsyth, Th. of Functions, 
ch. X; in der 2. Aufl. (1900) hat Forsyth die meisten Fehler verbessert. Richtige 
Darstellung bei Meray, Le^ons nouv. s. l’anal. inf. u. s. w., 2 (1895), ch. VII, 
sowie bei Burkhardt, Anal. Funktionen, 1, 4. Abschn. (nach Vorlesungen von 
H. A. Schwarz).

151) Burkhardt150).
5



cp (w) eine rationale Funktion von w sein, und umgekehrt152). Im 
wesentlichen beruht auf dieser Methode der Beweis des Satzes, dass 
eine eindeutige Funktion f(z), die für alle endlichen Werte von z 
analytisch ist, in eine für alle Werte von z konvergente Fourier'sehe 
Reihe entwickelt werden kann151):

oo 2 7t i cc co
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2nitz , vi/n • 2nnz ------r > 0 sm —CO 1 n CO
.cos

« = 0

Setzt man nur voraus, dass die Funktion f(z) für reelle Werte von 
z reell und analytisch ist und eine reelle Periode co zulässt, so be
weist man auf dieselbe Weise, dass f(z) sich durch eine Fourier'sehe 
Reihe mit reellen Koeffizienten JBn, Cn darstellen lässt. Die Reihe 
konvergiert innerhalb eines die reelle Achse umgebenden Streifens, 
also insbesondere für alle reellen Werte von z gleichmässig. Durch 
eine doppeltperiodische Funktion w — f(z), die im Endlichen nur 
Pole aufweist, wird das Periodenparallelogramm auf eine algebraische 
Riemanrisehe Fläche vom Geschlecht p = 1 ahgebildet. Setzt man 
W — f'(ß), so liefert W eine zur Fläche gehörige Funktion. Es 
entsteht so eine ein-eindeutige Beziehung zwischen Sätzen über doppelt
periodische Funktionen, die die Periode von f(z) zulassen, und ein
deutigen Funktionen auf einem algebraischen Gebilde vom Ge
schlecht l.153)

Durch Umkehrung ÄbeVscher Integrale (II B 2) entstehen ein- 
und mehrdeutige periodische Funktionen. Ist p > 1, so kann die 
Umkehrfunktion niemals eindeutig sein154 155).

Die periodischen Funktionen werden auch dadurch untersucht, 
dass man sie durch gewisse Hülfsfunktionen (etwa durch ez resp. durch 
die ff- und o-Funktionen (II B 6, 7) (Nr. 31)), deren Eigenschaften 
direkt aus den sie definierenden Formeln abgeleitet werden, explieite 
darstellt. — Endlich sei noch auf die Untersuchungen von Rausen- 
bergerxrA) verwiesen.

n— 1n = — co

152) Es entsprechen so den Sätzen über einfach periodische Funktionen, 
wie sie von Briot et Bouquet und Meray entwickelt worden sind, wohlbekannte 
Sätze über rationale resp. über eindeutige Funktionen, die höchstens in den 
Punkten w = 0, oo wesentliche Singularitäten aufweisen, woraus sich dann auch 
umgekehrt jene Sätze sofort ergeben. Ygl. Burkhardt150).

153) Ygl. Appell et Goursat, Fonct. alg., p. 450. Die Methode ist im wesent
lichen in der Arbeit von Klein enthalten, Math. Ann. 21 (1883), p. 141.

154) Appell et Goursat153), p. 435.
155) Bausenherger, Periodische Funktionen, Leipzig, 1884.



25. Der Fundamentalbereich; zunächst der Bereich %; die 
Ecken. Die Beispiele der periodischen, sowie der elliptischen Modul- 
und der Schwarz’sehen s-Funktionen gaben den Anstoss zu einer 
Ideenbildung, die als Verallgemeinerung des Begriffs der algebrai
schen Biemann’sehen Fläche, sei dieselbe als mehrfach überdeckte 
Ebene oder Kugel, sei sie als Ringfläche gedacht, bezeichnet werden 
kann156). Es handelt sich 
oder mehrblättrigen Bereiches £, dessen Begrenzungskurven einander 
paarweise zugeordnet sind, als eine längs 
eines solchen Paares von Begrenzungskurven 
im Sinne der analysis situs geschlossene 
Fläche157). Demnach soll eine Kurve als 
auf % stetig verlaufend angesehen werden, 
wenn sie, nach Austritt am Randpunkte P 
aus 2, am kongruenten Punkte P' wieder 
in % eintritt. Verbindet sie P' mit P, 
so ist sie als geschlossen anzusehen. In den einfachsten Fällen158) 
wird % schlicht oder doch endlich vielblättrig sein, in einer endlichen
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die Auffassung eines begrenzten ein-um

/

Fig. 9.

156) Die in den Nrn. 25—27 zu besprechenden Begriffe und Methoden 
bilden eine Weiterführung der Biemann’sehen Funktionentheorie und sind zuerst 
von Klein in systematischer Weise dargelegt worden, Math. Ann. 21 (1883), 
p. 141; daselbst ausführliche Litteraturangaben. Dieser Abhandlung war eine 
Reihe von Noten und Arbeiten in den Math. Ann. vom 9. Bande (1875) an 
vorausgegangen (vgl. insbesondere Bd. 14 (1878), p. 111); ferner die Schrift 
„Über Riemann’s Theorie“ u. s. w. Aus neuerer Zeit sind zu erwähnen: Klein- 
Fricke, Modulfunktionen 1; Bitter, Gott. Diss. 1892 = Math. Ann. 41 (1892), p. 1; 
sowie eine Reihe autographierter Yorlesungshefte, Göttingen, von 1890 an; 
Selbstanzeigen in den Math. Ann. 45 (1894), p. 140, und 46 (1895), p. 77. Fricke- 
Klein, Automorphe Funktionen 1 (1897) u. 2 (1901). Endlich die Lehrbücher 
von Picard, Traite d’anal. 2 und Burkhardt, Funktionentheorie und elliptische 
Funktionen. Ygl. auch II B 6 c.

157) Noch allgemeiner sieht Klein (Math. Ann. 21, p. 146) von der Forde
rung ab, dass % ein ebener Bereich sei, indem er bloss eine zweidimensionale 
geschlossene „Riemannsche Mannigfaltigkeit“ voraussetzt, auf welcher ein Diffe- 
rentialausdruck (resp. Differentialgleichung) zweiten Grades gegeben ist. Die 
Umgebung einer beliebigen (regulär vorausgesetzten) Stelle derselben muss sich 
auf ein Stück der Ebene konform abbilden lassen. — Andererseits beschränkt 
sich Klein in dieser Abhandlung auf algebraische Fundamentalbereiche (Nr. 27).

158) Ausser den oben erwähnten sei noch an folgende Fälle erinnert: a) der 
in Nr. 23 besprochene Biemann'sehe Doppelbereich; b) durch ein nicht speziali
siertes überall endliches ff&eFsches Integral wird die w-blättrige algebraische 
Fläche auf einen aus p übereinander liegenden, in 2p — 2 Yerzweigungspunkten 
zusammenhängenden Parallelogrammen bestehenden Bereich abgebildet. Ein 
solcher Bereich kann auch als Bereich 2 dienen; dabei sind die Transforma-



Anzahl von Yerzweigungspunkten Zusammenhängen und durch 2n 
Kurven (Ci, Cn+i, wo Ci und C„+i sich gegenseitig entsprechen) 
begrenzt sein, die sämtlich als analytisch angenommen werden dürfen159). 
Des weiteren setzt man eine Transformation voraus:

II B 1. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.70

Si = (z, cpM) (i = 1, 2, .. ., n),
welche Ci ein-eindeutig in Cn+i überführt, dergestalt, dass die Um
gebungen zweier entsprechender innerer Punkte von Ci, Cn+i ein
eindeutig und konform auf einander ahgehildet werden, während durch 
analytische Fortsetzung der Funktion cp^z) der ganze Bereich % in 
einen ähnlich beschaffenen längs Cn+i an X grenzenden Bereich 
übergeht. Ferner wird verlangt, a) dass jede der Funktionen cpi(z) 
sich über jeden der Bereiche %Sk hin (Je = 1, 2, ..., n) analytisch 
fortsetzen lasse und dass das so entstehende an %Sk stossende Abbild 
%8k8t ähnlich wie % beschaffen sei; b) dass durch die inverse Trans
formation

ST1 = (e, epi V))
der Bereich % auf einen ähnlich beschaffenen längs Cf an % grenzen
den Bereich konform ahgehildet werde. Durch weitere Fort
setzungen der Funktionen (pi (z) sowie ihrer Inversion cpT1 (z) sollen 
die immer neu entstandenen Bereiche durchweg ähnlich wie % be
schaffen sein. Die n ursprünglichen Funktionen cp,: (z) erzeugen dann 
eine Gruppe160), durch deren Transformationen die aus allen den Teil
bereichen sich zusammensetzende Riemann’sehe Fläche © stets in sich 
selbst übergeführt wird161). Die Teilbereiche sind alle gleichberechtigt 
in Bezug auf die Gruppe.

tionen S{ (unten) Translationen. Ygl. Riemann, J. f. Math. 54 (1857), p. 135 = 
Werke (1. Aufl.), p. 114, wo dieser Bereich der Definition des algebraischen Ge
bildes zu Grunde gelegt wird.

159) Die einander entsprechenden Paare von Kurven C{, Cn_j_?: können, 
wie die auf einer gewöhnlichen Riemann'schon Fläche gezogenen Querschnitte, 
beliebig (wenigstens innerhalb vernünftiger Grenzen) verschoben werden; auf die 
ihre Punkte einander zuordnende Transformation (z, (pi (z)) (vgl. unten) kommt 
es allein an. — Übrigens braucht die Anzahl dieser Kurven durchaus keine 
endliche zu sein. Über diesen allgemeineren Fall liegen noch keine Unter
suchungen vor.

160) Dieser auf Riemann zurückgehende Begriff der Gruppe ist erst von 
Klein und — allerdings nicht unmittelbar von dieser Seite her — von Poincare 
zu einem Hauptmoment erhoben worden; vgl. 165).

161) Ist eine Transformation Si periodisch: Sm — 1, so lässt man gewöhn
lich den Bereich XS7? mit dem Bereich $ zusammenfallen.



Schneiden sich zwei Begrenzungskurven, so entsteht eine reguläre162 163) 
Ecke A von %, wenn, kurz gesagt, die Umgehung von A sich ein
eindeutig und konform auf die Umgehung eines Punktes 0 einer 
Ebene abbilden lässt. Ausführlicher: Stossen zunächst in A zwei 
einander entsprechende Kurven Ci} Cn+i zusammen, so nehme man 
auf denselben zwei einander entsprechende in der Nähe von A ge
legene Punkte P, P' an und verbinde P, P' mit einander. Das so 
gebildete krummlinige Dreieck AFP' muss sich dann auf einen 
schlichten längs einer analytischen Kurve OQ (die stets als Gerade 
angenommen werden darf) aufgeschnittenen Bereich einer Ebene ein
eindeutig und konform abbilden lassen und zwar so, dass die Seiten 
AP, AP' in die doppeltzählende Linie OQ in der Weise übergehen, 
dass zwei entsprechende Punkte dieser Seiten in übereinander liegende 
Punkte von 0 Q übergeführt werden. Stossen dagegen in der Ecke A 
zwei Kurven Ci, Cn.p* zusammen, die einander nicht entsprechen, so 
wird noch ein in der Umgebung von A gelegenes Stück des benach
barten Bereiches %Sk herangezogen. Entsprechen die Punkte der 
nicht mit Cn+k zusammenfallenden Begrenzung dieses Stückes den 
Punkten von C, noch nicht, so geht man weiter, bis man schliesslich 
nach Heranziehung einer endlichen Anzahl solcher Stücke zu einem 
gelangt, dessen eine Begrenzung der Kurve Ci entspricht. Dann ver
bindet man zwei zusammengehörige Punkte P, P' dieser Begrenzungen 
miteinander und stellt bezüglich dieses krummlinigen Dreiecks APP' 
dieselbe Forderung wie vorhin. — Durch diese Abbildung wird die 
Umgebung der Ecke A in ihren einblättrigen Zustand versetzt.

26. Fortsetzung; Funktionen auf %\ Definition des Funda- 
mentalbereielies. Wird f(z) als eine Funktion auf % aufgefasst, so 
wird f{z) in einer regulären Ecke A als analytisch bezeichnet, wenn
a) f(z) innerhalb des Bereiches APP' (Nr. 25) analytisch ist und
b) nachdem die Umgebung von A in ihren einblättrigen Zustand ver
setzt ist, f(z) in eine im einblättrigen Bereich eindeutige und analy
tische Funktion übergeht168). Verschwindet f(z) in A, so wird die 
Ordnung des Nullpunktes als die Ordnung des Nullpunktes der trans
formierten Funktion im entsprechenden Punkte des einblättrigen Be
reiches definiert. Eine ähnliche Definition gilt auch für Pole.

Als eine zum Bereich % gehörige Funktion f(z) wird jede analy
tische Funktion definiert, die überall da auf % eindeutig ist, wo sie
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162) Auf die Existenz nicht regulärer Ecken hat Klein in dem besonderen 
Fall der hyperbolischen Ecken aufmerksam gemacht, Math. Ann. 40 (1892), p. 130.

163) Klein, Math. Ann. 21 (1883), p. 149.



definiert ist, und jede der n Transformationen cp; (2) in sich (Nr. 24) 
zulässt. Dazu genügt, dass f(z) in % eindeutig und im allgemeinen 
analytisch ist, und ausserdem in zusammengehörigen Randpunkten 
von % den nämlichen Wert annimmt. Eine solche Funktion ist in
variant in Bezug auf die Gruppe.

Existiert eine zum Bereich % gehörige Funktion f(z) und er
streckt sich der Definitionsbereich von f(z) (Nr. 13) nicht über 0 
(Nr. 25) hinaus, so bildet X einen Fundamentalbereich164) für die 
Funktion f{z).

Der Theorie der automorphen Funktionen (II B 6 c), wie sie von 
der Göttinger Schule entwickelt wird, liegt der Begriff des Funda
mentalbereiches als definierendes Element zu Grunde165). In der 
Theorie der Minimalflächen, namentlich im symmetrischen Falle 
(Nr. 27), spielt dieser Begriff auch eine Hauptrolle166).

Im Gauss’sehen Nachlass167) hat sich die Figur für die elliptische 
Modulfunktion i~1/c2(«) nebst Bemerkungen gefunden, aus welchen 
man ersieht, dass Gauss den Begriff des Fundamentalraumes für die 
Funktion gehabt hat. Auch die analytische Fortsetzung durch An
einanderreihung solcher Räume ist durch die den Kreisbogendreiecken

, - -J zugehörige Figur angedeutet168). Schwärsmit den Winkeln ,

164) Klein163). Die Bezeichnung Fundamentalpolygon hatte Klein auch 
früher gebraucht, Math. Ann. 14 (1878), p. 133. — Dass die letztere Bedingung 
nicht notwendig eine Folge der ersteren ist, beweist das Beispiel von Klein162), 
Art. II.

165) Einem Bericht von Poincare über seine auf automorphe Funktionen 
sich beziehenden Untersuchungen hat Klein die Note beigefügt: „Vielleicht ist 
es gut, diesen kleinen Bemerkungen noch eine allgemeinere zuzugesellen und 
bei vorliegender Gelegenheit zu konstatieren, dass alle die hier in Frage 
kommenden Untersuchungen, und zwar sowohl diejenigen, welche ein geo
metrisches Gepräge besitzen, als auch die mehr analytischen, die sich auf die 
Lösungen linearer Differentialgleichungen beziehen, auf Biemann'schz Ideen
bildungen zurückgehen. Der Zusammenhang ist ein so enger, dass man be
haupten kann, es handele sich bei Untersuchungen im Sinne des Hrn. Poincare 
geradezu um die weitere Durchführung des allgemeinen funktionentheoretischen 
Programms, welches Biemann in seiner Doktordissertation aufgestellt hat“; 
Math. Ann. 19 (1881), p. 564. Vgl. dazu Poincare'& Zustimmungserklärung, 
Math. Ann. 20 (1882), p. 53; ferner den Brief von Schottky an Klein, Math. 
Ann. 20 (1882), p. 299 und Klein, Math. Ann. 21 (1883), p. 143, Fussnote.

166) Biemann, Werke, 1. Auf!., p. 283; Weierstrass, Berl. Ber. 1866, p. 612 
u. p. 855; Vorlesungen an der Berliner Universität von 1860 an. Schicarz120).

167) Werke 3 (1866), p. 477—478.
168) Werke 8 (1900), p. 99. Ein demnächst erscheinendes Biemann'schea 

Vorlesungsheft über lineare Differentialgleichungen vom S.-S. 1859 enthält eine
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legte seinen Untersuchungen über die hypergeometrische Reihe169) die 
geometrische Methode des Fundamentalbereiches zu Grunde und ent
deckte somit durch die Betrachtung des Kreisbogendreiecks und dessen 
Reproduktion durch Symmetrie die eindeutig umkehrbaren Dreiecks
funktionen; damit gab er auch zugleich die Grundlage für die geo
metrische Theorie des speziellen Falles der elliptischen Modulfunktionen.

27. Der algebraische Fall; symmetrische Riemann’sche Flächen.
Hat % eine endliche Anzahl von Blättern, die in einer endlichen An
zahl von Verzweigungspunkten Zusammenhängen, und sind ferner die 
Ecken, falls welche vorhanden sind, alle regulär, so lässt sich % in 
ähnlicher Weise wie früher die n- blättrige im gewöhnlichen Sinne 
geschlossene algebraische Fläche (Nr. 22) durch eine endliche Anzahl 
von Kalotten „dachziegelartig überdecken“ (Nr. 21) und somit weist 
man durch die kombinatorischen Methoden170) die Existenz von Funk
tionen nach, die in einer ähnlichen Beziehung zu X stehen wie früher 
die Abel’sehen Integrale und die algebraischen Funktionen zu jener 
algebraischen Fläche, indem sie sich auf %, abgesehen von Polen und 
logarithmischen Singularitäten, allenthalben analytisch verhalten. Die 
zu % gehörigen Funktionen darunter entsprechen den durch die Fläche 
von Nr. 22 definierten algebraischen Funktionen und jede derselben 
bildet den Bereich % auf eine gewöhnliche mehrblättrige algebraische 
Fläche ein-eindeutig und im allgemeinen konform ab171). Es liegt 
nahe, einen solchen Bereich % als algebraischen Fundamentalbereich 
und die zugehörigen Funktionen, die keine anderen Singularitäten als 
Pole besitzen, als algebraische Funktionen auf % aufzufassen, wobei 
denn die anderen soeben erwähnten Funktionen die Rolle von Äbel-
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Figur, die die Aneinanderreihung dreizipfeliger Kreisbogendreiecke zeigt; vgl. 
Klein, Gott. Nachr. 1897, p. 190.

169) J. f. Math. 75 (1873), p. 292 — Werke 2, p. 211. — Wegen des drei
zipfeligen Kreisbogendreiecks vgl. p. 241.

170) Vgl. jRitter156). Picard, Traite d’anal. 2, ch. 16. — Vgl. auch die 
Untersuchungen von Bitter über „die Stetigkeit der automorphen Funktionen 
bei stetiger Abänderung des Fundamentalbereiches“, Math. Ann. 45 (1894), p. 473 
u. 46 (1895), p. 200.

171) Bezüglich solcher Funktionen lassen sich ähnliche Sätze aussprechen 
und durch Herumintegrieren beweisen, wie bei den periodischen Funktionen, 
Nr. 24. Während jedoch dort die Funktion als von vornherein vorhanden an
gesehen und der Fundamentalraum hinterher der Funktion angepasst wurde, 
bildet dagegen hier der Fundamentalbereich geradezu das definierende Element, 
aus dem die Funktion erst entwächst, und das ist eben das wesentliche an dem 
Biemann'sehen Begriff der Biemann1 sehen Fläche.
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sehen Integralen auf % spielen. Das Geschlecht dieses Fundamental
bereiches ist von Klein172) berechnet worden.

Gestattet der Bereich % eine mit Umlegung der Winkel kon
forme ein-eindeutige Transformation in sich, die einmal wiederholt 
zur Identität zurückführt, so heisst % ein symmetrischer173) Funda
mentalbereich. Ein derartiger Bereich entsteht insbesondere dadurch, 
dass man von einem durch Kreisbogen (resp. Vollkreise) begrenzten 
Bereich ausgeht und denselben an jedem Begrenzungskreis spiegelt. 
Jeder der neuen Bereiche wird dann wiederum an jedem neuen Be
grenzungskreis gespiegelt, u. s. w. Fasst man irgend zwei benach
barte der so entstandenen Bereiche zu einem einzigen Bereiche % zu
sammen, so bildet % einen symmetrischen automorphen Fundamental
bereich. Die Existenzbeweise lassen sich auf symmetrischen alge
braischen Fundamentalbereichen dadurch führen, dass die Hälfte des 
Doppelbereiches etwa auf die obere, falls p > 0, mehrfach überdeckte 
Halbebene konform abgebildet wird (vgl. Nr. 21, 23).

28. Parameterdarstellung durch eine uniformisierende Variable.
Von Poincare und Klein ist der Satz174) entdeckt und bewiesen worden, 
dass sich irgend zwei durch eine irreducible algebraische Gleichung ver
knüpfte Grössen durch zwei eindeutige (automorphe) Funktionen eines 
Parameters t: z — cp(t), w = ip(t) darstellen lassen, und zwar so, 
dass die Piemanrüsehe Fläche für die Funktion w = f{z) auf einen den 
Funktionen cp(t), ip(t) eigenen Fundamentalraum der t-Ebene ein
eindeutig und, abgesehen von Verzweigungspunkten resp. regulären 
Ecken (wofern der Fundamentalraum überhaupt Ecken aufweist), 
konform abgebildet wird.

Ein ähnliches Theorem für eine beliebige mehrdeutige Funktion 
anzustreben, war der Zweck einer Untersuchung von Poincare175), der 
den Satz bewies: Es sei w = f(z) eine beliebige analytische Funktion 
von z\ dann existieren stets zwei Funktionen, cp(t), ip(t) eines Para
meters t, die wie folgt beschaffen sind: a) die Funktion cp(t) ist 
eindeutig und ihr Definitionsbereich T liegt innerhalb des Einheits
kreises der UEbene; in T verschwindet cp' (t) nirgends; b) in T ist ip(t) 
analytisch; c) setzt man

IIB 7. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.

172) Math. Ann. 21 (1883), p. 152.
173) Klein, Über Riemann’s Theorie u. s. w., p. 72 und 172), p. 168.
174) Ygl. IIB6c. Litteraturangaben bei Klein, Math. Ann. 21 (1883), 

p. 142—143.
175) Poincare, Bull. soe. math. 11 (1883), p. 112; Osgood, N. Y. Bull. (2) 

5 (1898), p. 69, und Amer. Trans. 1 (1900), p. 314, wo Poincare's Resultate ge
nauer präzisiert sind.
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w = 4>(t)* = <p(ß),
so stellen diese Gleichungen das ganze analytische Gebilde w — 
höchstens mit Ausnahme gewisser isolierter Punkte, dar. Genauer 
gesagt: Sei tQ ein beliebiger Punkt von T; dem Punkte t0 wird eine 
Stelle z0 der Riemanrisehen Fläche für die Funktion f(z) durch die 
erste Gleichung zugeordnet, deren Umgebung schlicht und auf die 
Umgebung des Punktes t0 konform bezogen ist, während die den 
Punkten dieser Umgehung entsprechenden Funktionswerte w durch 
die zweite Gleichung dargestellt werden. Umgekehrt, sei eine’ be
liebige Stelle der Riemanrisehen Fläche für f(z;); dann lässt sich f(z) 
in der Umgebung dieser Stelle im allgemeinen durch die vorher
gehenden Gleichungen darstellen, indem es im allgemeinen einen oder 
mehrere Werte t0 giebt, welche gleichzeitig den Gleichungen genügen: 
z0 = cp(t), f(z0) = Ausnahmen treten nie ein, wenn es minde
stens drei Punkte auf der Kugel giebt: z = a,b, c, in denen kein 
Zweig von f(z) analytisch ist. Sonst wird es einen Wert z — a 
(bezw. zwei oder drei solche Werte) gehen, in dem mindestens ein 
Zweig von f(z) analytisch ist, während die Gleichungen a = <p(ß), 
f{d) — ip(t) doch nicht gleichzeitig befriedigt werden können.

Durch dieses Verfahren wird die Umgehung eines Verzweigungs
punktes oder Poles von f(z) niemals auf die Umgebung eines innern 
Punktes von T bezogen. Uber die Abbildung in der Umgebung einer 
Ecke von T giebt der Satz keinen Aufschluss.

Der Beweis des Satzes beruht auf der Möglichkeit, eine unend
lich vielblättrige Riemanri sehe Fläche, in welcher f(z) analytisch ist, 
auf einen schlichten, innerhalb des Einheitskreises gelegenen einfach 
zusammmenhängenden Bereich T ein-eindeutig und konform abzubilden. 
Da jeder schlichte einfach zusammenhängende Bereich T auf das 
Innere eines Kreises ein-eindeutig und konform abgebildet werden kann 
(Nr. 19118)), so kann man die Funktion tp{t) stets so bestimmen, 
dass ihr Definitionsbereich aus dem Innern eines Kreises besteht.
Diese Funktion wird dann im allgemeinen eine automorphe sein und 
zwar stets dann, wenn einer einzigen Stelle des analytischen Gebildes 
der Funktion w — f(z) unendlich viele Punkte von T entsprechen.

Ricard1™) hat folgenden Satz gefunden: Genügen die eindeutigen 
Funktionen cp(z), VC0) einer irreduziblen algebraischen Gleichung vom 
Geschlecht p^> 1: G(<p(z)} ip(z)) = 0, so können dieselben keinen 
isolierten wesentlichen singulären Punkt haben.

176) Darb. Bull. (2) 7 (1883), p. 107; der Beweis ist ungenügend. Acta 
math. 11 (1887), p. 1.
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29. Der Picard’sclie Satz. Nachdem Weierstrass28) gezeigt hatte, 
dass eine ganze transcendente Funktion in der Nähe des Punktes 
2 — 00 jedem Wert beliebig nahe kommt, bewies E. Picard111) zu
nächst den Satz: Ist G{z) eine ganze Funktion von 2, die keine Kon
stante ist, so kann es höchstens einen Wert geben, den 6r(V) nirgends 
annimmt. Diesen Satz hat er dann wie folgt verallgemeinert: In 
der Umgebung des Punktes 2 — a soll die Funktion f(ß), vom Punkte 
a selbst und eventuell von Polen abgesehen, eindeutig und analytisch 
sein. Hat f(z) dort unendlich viele Pole, so kann es höchstens zwei 
Werte geben, die f (2) in der Umgebung des Punktes a nicht an
nimmt. Sind dagegen keine Pole vorhanden, während f (2) im Punkte 
a eine wesentliche singuläre Stelle besitzt, so kann es höchstens 
einen Wert gehen, den f(ß) in der Umgehung von a nicht an
nimmt.

Durch die Untersuchungen von Hadamard und Borei hat der 
Satz neuerdings noch eine weitere Verallgemeinerung erfahren177 178).

III. Untersuchung der analytischen Funktionen mittelst ihrer 
Darstellung durch unendliche Reihen und Produkte.

30. Weierstrass. Bereits Lagrange, durch den in der damaligen 
Infinitesimalrechnung herrschenden Mangel an Strenge veranlasst, eine 
neue Grundlage für die Analysis zu suchen, hatte sich zu diesem 
Zweck der Methode der Potenzreihen bedient. Zu der Zeit fehlte 
jedoch jede scharfe Umgrenzung des Funktionshegriffs, sowie der 
Grundbegriffe in der Analysis überhaupt, nicht weniger, als alle 
strengen Untersuchungen über die unendlichen Reihen, und dieses 
unentbehrliche Substrat für seine Theorie versäumte Lagrange her
zustellen. Fast ein halbes Jahrhundert später nahm Weierstrass den
selben Ausgangspunkt, wie damals Lagrange, und das Resultat seiner 
Forschung war eine neue Theorie der analytischen Funktionen, die 
in Bezug auf die genaue Fassung der Grundbegriffe und die Strenge 
der Methoden den Anforderungen der Jetztzeit völlig entspricht179).

177) Par. C. R. 88 (1879), p. 1024 und 89 (1879), p. 745; Ann. ec. norm. 
1880, p. 145.

178) Hadamard, J. de math. (4) 9 (1893), p. 188, Nr. 15—17; Borei, Acta 
math. 20 (1897), p. 357; Fonctions entieres, ch. V.

179) Verschiedene Andeutungen finden sich in den bereits zitierten Ab
handlungen. Die Theorie ist jedoch erst durch die Vorlesungen an der Berliner 
Universität von 1860 an bekannt geworden; vergl. die Darstellung bei Pincherle, 
Giorn. d. mat. 18 (1880), p. 178 u. 317; sowie Biermann, Analytische Funktionen,



31. Der Weierstrass’sche Satz. Eine ganze rationale Funktion 
G(ß) mit den Nullpunkten z1} . . ., zm kann durch die Formel

rn

m zn

-Znn = 1

dargestellt werden. Diese Formel auf ganze transcendente Funktionen

und die beiden Werke von Harkness und Morley. Der 3. und 4. Band der ges. 
Werke sollen diese Vorlesungen enthalten^ — Wegen Weier Strass'?, wissenschaft
licher Leistungen vgl. Hilbert, Gott. Nacbr. (geschftl. Mitt.) 1897, p. 60; Poincare, 
Acta math. 22 (1898), p. 1; Lampe, Gedächtnisrede, Verhandl. phys. Ges. Berl. 
5. März 1897 — Jahresber. Deutsch. Math.-Vereinig. 6 (1899), p. 27; Killing, Rede, 
Natur und Offenbarung 43 (1897); ferner Fortschritte der Math. 28 (1897), p. 32.

Unabhängig von Weierstrass hat auch C. Meray (vgl. Literaturverzeichnis) 
in Frankreich die Theorie der analytischen Funktionen auf Grund ihrer Definition 
durch die Potenzreihe entwickelt. Vgl. A. Ilunvitz, Verhdlgn. Kongr. Zürich 
1898, p. 106.

180) Man vgl. insbesondere seine Vorlesungen über Variationsrechnung.
181) Trotzdem konnte Weierstrass selbst sich mit dieser Theorie nicht zu

frieden geben. Die Integration erschien ihm als ein zum Zweck des systema
tischen Auf haus der Funktionentheorie unbefriedigender Prozess; vgl. Werke 2, 
p. 235. Indem er seiner Theorie die Methode der Potenzreihen zu Grunde 
legte, wurde die Anzahl der Grenzprozesse, auf denen dieselbe ruhte, allerdings 
eine beschränktere. Allein das konnte nur auf Kosten einer naturgemässen Ent
wicklung der Theorie geschehen, denn es liegt einmal im Wesen der Sache, 
dass gewisse Teile der Theorie sich der Behandlung mittelst des Grenzprozesses 
der Integration leichter und natürlicher fügen. Es sei beispielsweise an den 
Beweis des Laurent’’sehen Satzes, sowie des Satzes, dass auf dem Konvergenz
kreis einer Potenzreihe mindestens ein singulärer Punkt der Funktion liegen 
muss; ferner an den Simart'sehen Beweis des W’eierstrass'sehen Satzes von 
Nr. 45 erinnert.

Aber auch in der Theorie der Funktionen reeller Veränderlicher lenkte 
Weierstrass’s durchgreifende Kritik die Aufmerksamkeit auf manche 
ungenaue Auffassung und lückenhafte Schlussweise180), während er 
konstruktiv die Analysis durch das Prinzip der gleichmässigen Konver
genz (Nr. 6) bereicherte. Seinem Einfluss verdankt man in hohem 
Masse die strenge Begründung der Infinitesimalrechnung, deren wir 
uns heute freuen und durch welche es allein möglich war, die CaucJiy- 
Hiemann'sehe Funktionentheorie einwandfrei zu entwickeln181).

Mit besonderem Erfolg hatte Weierstrass die Methode der Reihen- 
und Produktentwicklungen auf die Untersuchung eindeutiger Funk
tionen einer und mehrerer Veränderlichen angewandt. Aus einer Ab
handlung vom Jahre 1876 ist eine Reihe wichtiger Arbeiten hervor
gegangen, die in der Folge besprochen werden.

29. Der Picard’sche Satz. 80. Weierstrass. 81. Der Weierstrass’sche Satz. 77
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gab Weierstrass den Schlüssel zur Lösung des allgemeinen Problems.
—«log 14-»

n die KonvergenzIndem dieser erkannte, dass der zweite Faktor e 
erzeugt, bewies er den Satz27): Wird eine beliebige Reihe von Grössen 
zx, z2, . . ., vorgelegt, die nur keine im Endlichen gelegene Häufungs
stelle haben, so existiert stets eine ganze Funktion G(z), die in jedem 
dieser Punkte einen Nullpunkt beliebiger Ordnung besitzt und sonst 
nirgends verschwindet. Die allgemeinste solche Funktion Gx (z) wird 
durch die Formel gegeben:

Gx(z) = G(z)eG&,
wo G(z) eine ganze Funktion bedeutet. Der Beweis lässt sich führen, 
indem G(z) durch ein unendliches Produkt von Primfunktionen183):

<?(*) = 77 E (7, »„); E(>, 0) = 1 - 5, E(z, m) = (1 - £) e' ■ '
n = 1 n

definiert wird, welches in jedem endlichen Bereich gleichmässig184)

182) Exerc. de math. 4 (1829), p. 174. Es ergab sich, dass zu dem Pro
dukt rechts im allgemeinen noch ein Faktor von der Form eG^ hinzutritt. Die 
direkte Veranlassung zu diesen Untersuchungen bildete bei Cauchy die Dar
stellung der trigonometrischen Funktionen durch unendliche Produkte. Bei 
Weierstrass kamen noch die &- und g-Funktionen dazu.

183) „Ich nenne Primfunktion nach x jede eindeutige Funktion dieser 
Grösse, welche nur eine (wesentliche oder ausserwesentliche) singuläre Stelle 
und entweder nur eine oder gar keine Nullstelle hat. Der allgemeinste Aus
druck einer solchen Funktion ist, wenn die singuläre Stelle mit c bezeichnet

(——f i) /rC~c)
\x — c /wird, wo k, l Konstanten bedeuten, und zu beachten ist,

dass k auch gleich Null und G (—*—\
\X — CJ

eine Konstante sein kann.“ Weier

strass*7) § 1. — Der Einfachheit halber wird angenommen, dass keine der 
Grössen zn verschwindet.

184) Das unendliche Produkt fx(z) f2(z) . . ., wo die Funktionen fn(z) in 
jedem Punkte eines Bereiches T eindeutig definiert sein mögen, konvergiert in 
T gleichmässig, wenn einer beliebig kleinen positiven Grösse s eine von z unab
hängige positive ganze Zahl m sich so zuordnen lässt, dass für alle Werte von 
Z in T

| fn + 1(*)' ••• -fn + rW ~ 1 I < £< (r = 1, 2, . . .)

mit unendlich vielen Nullpunkten zu verallgemeinern, ist Cauchy182) 
in gewissen Fällen vermittelst des Residuenkalkuls gelungen. Das 
von Gauss untersuchte unendliche Produkt:
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sfl{{1 + ^)e-«=i '■

1 -f-M— «log1
r(z)

U
m

 3



31. Der Weierstrass’sche Satz. 79

konvergiert. Das Produkt konvergiert auch unbedingt. Um eine 
brauchbare Reihe von Grössen mn zu erhalten, genügt es, mn so an-

c©
zunehmen, dass die Reihe Srn w0 = ist, konvergiert.

n = 1

Konvergiert diese Reihe insbesondere, wenn mn gleich der konstanten
CO

ganzen Zahl (inkl. 0) E gesetzt wird, während die Reihe Sr~E
n — X

divergiert, und ist G (z) eine ganze rationale Funktion vom Grade P, 
so heisst die grösste der beiden Zahlen E, P die Höhe185) der Funktion 
G1 (z). — Die Funktion

zr(e-;Hsm 7t z = 7t z

hat die Höhe 1, wahrend die Funktion
sin 7tz

CO

TI{1~£)’
71 = 1

TtZ

als Funktion von z2 betrachtet, die Höhe 0 hat. In seinen Unter
suchungen über die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen

ist, wenn nur n ]> m ist. Weierstrass27) § 2. Für die gleichmässige Konvergenz 
des Produktes ist notwendig und hinreichend, dass die unendliche Reihe

CO

"Vlog fn(z) gleichmässig konvergiere. Sind die Funktionen fn(z) alle in T
n — n'
analytisch, so wird die durch das Produkt dargestellte Funktion ebenfalls in 
T analytisch sein. Ygl. Stolz, Allg. Arithm. 2, p. 245.

Die Definition der gleichmässigen Konvergenz eines Produktes weicht dem
nach von der allgemeinen Definition der gleichmässigen Konvergenz einer 
Funktion s(z, a) (Nr. 6) insofern ah, dass Produkte, deren Rest fn^_1 (z) • .. . • fn,r(z) 
gegen 0 konvergiert, wenn r ins Unendliche wächst, wie gross die feste Zahl n 
auch nur angenommen sein mag, nicht zugelassen sind. Solche Produkte sind 
in der komplexen Funktionentheorie unbrauchbar und von der Betrachtung 
auszuschliessen, sei es von vornherein durch die Definition, sei es durch spätere 
Festsetzung. Ygl. IA3, Nr. 42.

185) Genre nach Laguerre, der die Bezeichnung eingeführt hat, ohne sie 
jedoch explicite zu erklären; vgl. Par. C. R. 94 (1882), p. 160 u. 635 == Oeuvres 1, 
p. 167, 171. Eine Reihe von Sätzen über solche Funktionen sind von ihm und 
anderen abgeleitet worden; Litteraturangaben bei Forsyth, Th. of F., p. 92. 
Das Wort gerne giebt v. Schaper mit Höhe wieder, Gött. Diss. 1898. Die 
Dichtigkeit der Nullstellen wird durch die BoreVsehe „wirkliche Ordnung“ q 
(ordre reel; Borei, Acta math. 20 (1896), p. 357; von v. Scliaper als Konvergenz
exponent bezeichnet) noch schärfer gekennzeichnet, q ist nämlich diejenige 
Grösse, für welche bei beliebiger Annahme einer positiven Grösse s die Reihe

OO CO

S ^ ^konvergiert, während die Reihe divergiert.
71 = 171=1



Grösse nahm IUemann186 187) an, dass die von ihm eingeführte Punktion 
| (z), als Funktion von z1 betrachtet, die Höhe 0 habe. Die Richtig
keit dieser Annahme hat zuerst Hadamard (Nr. 36) nachgewiesen. 
Die Weierstrass’sehen <3- und die Jacobi'sehen Funktionen haben 
die Höhe 2.

Aus dem Weierstrass'sehen Satze ergieht sich, dass auch die Pole 
einer eindeutigen Funktion, die sich sonst im Endlichen analytisch 
verhalten soll, beliebig187) vorgeschrieben werden dürfen. Die all
gemeinste solche Funktion f (z), deren Nullstellen ebenfalls beliebig 
vorgeschrieben werden können, wird durch die Formel gegeben:
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wo Gx (z), G2 (z) ganze Funktionen sind, die nur in den Nullpunkten 
resp. Polen von f(z) verschwinden, und G(z) eine beliebige ganze 
Funktion ist188).

32. Der Mittag-Leffler’sehe Satz189). Es möge ccx, a2, . . ., eine 
beliebige Reihe von Grössen sein, die nur keine im Endlichen ge
legene Häufungsstelle haben; ferner sei Gn ^ ^ irgend eine

Funktion von z, die im Punkte an eine (wesentliche oder ausser- 
wesentliche) singuläre Stelle hat und sich sonst überall analytisch 
verhält. Dann existiert stets eine eindeutige Funktion von 
von den Punkten cc1} a2, . . . abgesehen, allenthalben im Endlichen
analytisch ist und in jedem der Punkte an unstetig wird, wie Gn \ ,

indem die Funktion f(z) — Gn ^ sich im Punkte an analytisch

verhält. Die allgemeinste solche Funktion fx (z) wird durch die 
Formel gegeben: fx(z) G(z), wo G(z) eine ganze Funktion
von z bedeutet.

f(z\ die,

186) Berl. Ber. 1859 == Werke, 1. Aufl., p. 136; 2. Aufl., p. 145. Ygl. Ch. J. 
de la Vallee-Poussin, Sur la fonction £(s) de Riemann, etc., Brüssel 1899; Sonder
druck aus den Brux. Mem. cour. 59 (1899), p. 3.

187) Zunächst bloss ihrer Lage und ihrer Ordnung nach; dass auch ihr 
Hauptteil beliebig angenommen werden kann, besagt eben der Mittag -Leffler'sehe 
Satz (Nr. 82).

188) Weierstrass*7 *), der den allgemeineren Fall einer eindeutigen Funktion 
mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen behandelt und explicite 
Formeln für die Darstellung einer solchen Funktion gegeben hat.

189) Mittag-Leffler bewies den Satz zunächst nur für den Fall, dass Gn
eine rationale Funktion ist; Stockh. Öfv. 34 (1877). Seinen Beweis hat Weier
strass vereinfacht, Berl. Ber. Aug. 1880 — Werke 2, p. 189. — Ygl. ferner 194)-



32. Der Mittag-Leffler’sehe Satz. 33. Verallgem. d. Sätze von Nr. 31, 32. 81

33. Verallgemeinerungen der Sätze von Nr. 31 u. 32. E. Picard190) 
zeigte zunächst, dass der Weierstrass’sche Satz unter Anwendung 
derselben Beweismethode auf den Fall ausgedehnt werden kann, dass 
bloss lim | an \ = 1, | an | =}= 1. Ist insbesondere stets | an \ < 1, wäh-

= QO
rend sich die Punkte an in der Nähe eines jeden Punktes des Ein
heitskreises häufen, so bildet dieser Kreis eine natürliche Grenze für 
die Funktion191). Es sei an dieser Stelle auch auf die Poincare1 sehen 
©-Reihen verwiesen192). Alsdann hat Mittag-Leffler193) den all
gemeinen Satz bewiesen: Es sei eine beliebige isolierte Punktmenge 
Q mit den Punkten a1} a2, ... vorgelegt, die nebst ihrer abgeleiteten 
Menge Q' die Begrenzung eines Bereiches T bilden möge; und es 
seien n17 n2, . . . eine beliebige Reihe positiver oder negativer ganzer 
Zahlen. Dann existiert stets eine Funktion, die in T analytisch ist 
und dort nicht verschwindet, in der Umgebung des Punktes a» durch 
die Formel (z — aff1 darstellbar ist, und somit in jedem
Punkte von Q' einen wesentlichen singulären Punkt aufweist.

Den Satz von Nr. 32 hat Mittag -Leffler194) wie folgt verall
gemeinert: Es sei eine beliebige isolierte Punktmenge Q vorgelegt,
deren Punkte mit
(n = 1,2, . ..) irgend eine Funktion, die nur im Punkte an eine 
singuläre Stelle besitzt. Dann lässt sich stets ein analytischer Aus
druck bilden, welcher für jeden weder der Menge Q noch deren Ab
leitung Q' (I A 5, Nr. 1) angehörigen Wert z von z eine Funktion 
von z definiert, die sich im Punkte z analytisch verhält und ausser
dem im Punkte un unstetig wird, wie Gn ^ ^ indem die Diffe

renz zwischen ihr und dieser Funktion sich dort analytisch verhält. 
In verschiedenen Bereichen kann jedoch der Ausdruck Funktionen 
darstellen, die nicht in einander analytisch fortsetzbar sind195). Mittag-

. bezeichnet seien; ferner sei G„ (—-—\’ n\Z — ajaly (^2, . .

190) Par. C. R. 92 (1881), p. 690.
191) Ygl. auch JE. Picard, Par. C. R. 94 (1882), p. 1405.
192) Verschiedene Noten in den Par. C. R. 92, 93 (1881); vgl. IIB6c.
193) Acta math. 4 (1884), p. 32.
194) Mittag-Leff ler1**), p. 8. Einen ähnlichen Satz hat Goursat in den 

Par. C. R. 96 (1883), p. 567 ausgesprochen. Vgl. auch Appell, Acta math. 1 
(1882), p. 145.

195) Weierstrass hatte bereits gezeigt, dass ein und derselbe analytische 
Ansdruck in verschiedenen Bereichen verschiedene analytische Funktionen dar
zustellen vermag; vergl. Berl. Ber. 12. Aug. 1880, § 3, sowie ihid. 21. Febr. 1881 
— Werke 2, p. 208, § 3, u. p. 231. E. Schroeder war auf eine Reihe gestossen:

Encyklop. d. math. Wissensch. II 2. 6



Leffler behandelt ferner den Fall, dass die singulären Stellen (resp. 
ein Teil davon) einer eindeutigen analytischen Funktion durch die 
Zahlen der ersten oder zweiten Zahlenklasse (I A 5) abzahlbar sind 
und leitet Formeln für die Darstellung einer solchen Funktion ab. 
Dabei findet die Cantor'sehe Theorie der Punktmengen eine Anwen- 

• düng in der Analysis196). — Auf eindeutige Funktionen auf einer 
algebraischen Biemanrisehen Fläche sind die in dieser Nummer be
sprochenen Sätze197) von P. Appell ausgedehnt.

34. Funktionen mit vorgegebenem Definitionsbereich. Weier
strass hat den Satz ausgesprochen198): Gegeben sei ein beliebiger 
Bereich P; dann existieren stets eindeutige Funktionen, die in jedem 
Punkte von P analytisch sind und in jedem Begrenzungspunkte von 
P einen singulären Punkt haben. Beweise sind unter gewissen ein
schränkenden Voraussetzungen von H. Poincare und E. Goursat ge
geben worden199). In seiner vollen Allgemeinheit ist der Satz erst 
von Bunge200) bewiesen worden. Die Bunge1 sehe Methode beruht
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' 00̂
l/(^2™ — z~2”), die gegen den Grenzwert z/(z— 1) resp. 1 /(z — 1) kon-

n = 0
vergiert, je nachdem | z | <[ 1 oder | z | )> 1 ist; Zeitschr. Math. Phys. 22 (1876), 
p. 184. Diese Reihe kommt bereits bei A. de Morgan, Diff. and Int. Calculus, 
London 1842, p. 229 vor und ist mit einem speziellen Fall der später von 
J. Tannery gegebenen Reihe eng verwandt; Weierstrass a. a. 0. 21. Febr. 1881. 
Andererseits hatte Herrnite bemerkt, dass die Cauchy’sche Integralformel, welche 
innerhalb C die Funktion f (z) darstellt, ausserhalb C stets den Wert 0 ergiebt; 
vgl. auch die Arbeit von Bunge200). Mit dem Auftreten natürlicher Grenzen ist 
das soeben erwähnte Verhalten analytischer Ausdrücke nicht notwendig ver
knüpft. — Litteraturangaben über diesen Gegenstand bei Hurwitzm).

196) Über diese Untersuchungen referiert Hurwitz 179).
197) Acta math. 1 (1882), p. 109, 132.
198) Berl. Ber. 12. Aug. 1880, § 6 = Werke 2, p. 223. Von dem Grad der 

Allgemeinheit dieses Theorems bekommt man einen Begriff, wenn man bedenkt, 
dass die Begrenzung eines Bereiches T nicht einmal vom Inhalt Null zu sein 
braucht und dass sie Punkte enthalten kann, denen man sich längs einer stetigen 
in T gelegenen Kurve nicht nähern kann 118). Einfache Beispiele von Punkt
mengen ersterer Art habe ich im Cambridger Colloquium angeführt, N. Y. Bull. 
(2) 5 (1898), Lecture VI, p. 82.

199) Poincare, Fenn. Acta 12 (1881), p. 341; wieder abgedruckt im Amer. 
J. of Math. 14 (1892); vgl. auch Hermite, Cours d’anal, 4. Aufl., p. 171; Goursat, 
Par. C. R. 94 (1882), p. 715; sowie Darb. Bull. 22 (1887), p. 109. Diese Beweise, 
welche im Grunde mit einander identisch sind, lassen sich leicht verallgemei
nern; vgl. Osgood, N. Y. Bull. (2) 5 (1898), p. 14.

200) Acta math. 6 (1885), p. 229. Ein von Stäclcel gegebener Beweis ist 
lückenhaft; J. f. Math. 112 (1893), p. 262. — Mittelst der Bunge'sehen Methode



84. Funkt, mit vorgegebenem Definitionsbereich. 35. Konvergenzkreis. 83

darauf, eine Funktion, die in einem gewissen Bereich eindeutig und 
analytisch ist, annäherungsweise durch eine rationale Funktion dar
zustellen201); durch eine geeignete Reihe rationaler Funktionen wird 
dann die betreffende Funktion definiert.

Ob ein ähnliches Theorem für eine beliebige Riemanrisehe Fläche 
als Definitionsbereich einer als vorhanden nachzuweisenden Funktion 
existiert, ist noch nicht entschieden. Durch die Poincare'sehen Unter
suchungen (Nr. 28) wird der Existenzheweis in gewissen sehr allge- 

Fällen geliefert202).
35. Auf dem Konvergenzkreis gelegene singuläre Punkte, ins

besondere Pole, und die Koeffizienten der Potenzreihe. Ist
CLq —(— tt^Z —j— Ü/^Z^ —J— • • •

eine beliebig angesetzte Potenzreihe und betrachtet man die erste 
Ableitung der Punktmenge j Yan |, so ist der Maximalwert dieser ab
geleiteten Menge gleich dem reciproken Wert des Radius R des Kon
vergenzkreises203) der Reihe. Soll die Reihe insbesondere für alle 
Werte von z konvergieren, so ist notwendig und hinreichend, dass204) 
lim | Yä~n j = 0. Damit ein auf dem Konvergenzkreise beliebig ge-
n = cc

legener Punkt z0 ein singulärer Punkt der Funktion sein soll, ist not
wendig und hinreichend, dass der Konvergenzkreis der Taylor'sehen

co
Reihe: />(”)(%) n] ^~ > wo einen innern Punkt des Radius (0,zQ)

meinen

« = 0

bedeutet, den Radius R — [ z11 habe. Daraus hat Hadamard 205) eine

lässt sieb auch eine Reibe von Sätzen über die Darstellbarkeit eindeutiger 
Funktionen durch Reiben beweisen; so z. B. der Satz: Besteht die Begrenzung 
des Definitionsbereiches der eindeutigen Funktion f(z) aus einem Stück (d. h. 
aus einer zusammenhängenden Punktmenge) und ist a ein beliebiger Punkt der

CO

Begrenzung, so ist f(z) durch eine Reihe darstellbar: f(z) — Gn (----—)
n— 1 V — aJ

Gn{w) eine ganze rationale Funktion von w bedeutet. Leichte Verallgemeine
rung für eine beliebige Funktion.

201) Dazu bietet die Cauchy'sehe Integralformel die Mittel; vgl. Nr. 38.
202) Vgl. Osgood 198), p. 73.
203) Unter „Konvergenzkreis“ soll hier stets der wahre Konvergenzkreis 38) 

verstanden werden.
204) Cauchy, Anal. alg. (1821), p. 59, 143, 151 = Oeuvres (2) 3, p. 63, 129, 

136; Resumes anal. (1833), p. 47 = Oeuvres (2) 10, p. 57. Vgl. auch IA 3, Nr. 23. 
Der Satz ist von Hadamard 20S) von neuem entdeckt.

205) J. de math. (4) 8 (1892), p. 101; Anwendung auf die Weierstrass'seheOO
Funktion, J^brtzcl. Eine allgemeinere Bedingung ist später von Fabry ent- 

n—0

, wo

6*



hinreichende Bedingung abgeleitet, dass die singulären Punkte von 
f(z) auf dem Konvergenzkreise überall dicht liegen und somit diese 
Kurve ganz ausfüllen. Die von Fabry ausgesprochene Ansicht, dass 
die durch eine Potenzreihe definierten Funktionen ihren Konvergenz
kreis im allgemeinen zur natürlichen Grenze haben, ist später von 
Borei und Fabry bestätigt worden205a).

Nachdem Darboux206) den Koeffizienten der Potenzreihe eine not
wendige Bedingung entnommen hatte, dass die Funktion f(z) auf dem 
Konvergenzkreise einen Pol, aber keinen weiteren singulären Punkt 
dort besitze, leitete Hadamardm) eine durch die Koeffizienten aus
gedrückte notwendige und hinreichende Bedingung ab, dass f(z) eine 
beliebige Anzahl von Polen je beliebiger Ordnung, sonst aber keinen 
singulären Punkt auf dem Konvergenzkreise aufweise. Diese Bedingung 
dehnte er dann auf den Fall aus, dass f(z) noch in einem grösseren 
Kreise, insbesondere überhaupt im Endlichen keine anderen singulären 
Punkte als Pole haben soll, und er bestimmte 208) die Pole durch die 
Koeffizienten der Reihe.
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36. Die Nullpunkte einer analytischen Funktion, insbesondere 
einer ganzen Funktion. Ist eine analytische Funktion ip (z) durch 
die Reihe gegeben:

= C0 H“ C±z "i* + • • • H= °)

so entsprechen den im Konvergenzkreise gelegenen Nullpunkten von 
i>(z) die in demselben Kreise gelegenen Pole der reciproken Funktion:

/•(¥) = 1/VO) = a0 + axs + <v2 H----- ,
wo die a’s sich rational durch die (7’s ausdrücken lassen. Es lassen

wickelt worden, Ann. ec. norm. (3) 13 (1896), p. 367. Weitere Litteraturangaben 
bei Hurwitz 179). Ausführliches über den Gegenstand dieses und der folgenden 
Paragraphen nebst Litteraturangaben findet sich bei Hadamard, La serie de 
Taylor et son prolongement analytique, Paris 1901.

205a) Fabry 205), p. 399; Borei, Par. C. R. 123 (1896), p. 1051; Fabry, 
Acta 22 (1899), p. 65.

206) J. de math. (3) 4 (1878), p. 5. Darboux behandelt ferner den Fall 
eines Poles nier Ordnung, sowie gewisser Verzweigungspunkte.

207) Hadamard205)-, vgl. auch v. Schaper's Dissertation185), wo ein einfacher 
Beweis Hilbert's mitgeteilt wird. Der allgemeinste Fall wird von v. Schaper 
nicht behandelt. Ferner Van Vleck, Amer. Trans. 1 (1900), p. 293.

208) Es handelt sich dabei durchweg um die Häufungsstellen gewisser 
Punktmengen, deren Punkte explicite von den a’s abhängen. Will man die Pole 
aus diesen Formeln wirklich berechnen, so fehlt vorläufig jede Abschätzung des 
Fehlers.
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sich somit die Nullpunkte von ip(z) durch die O’s bestimmen (Nr. 35 
und 208).

Diese Resultate wendet Hadamard an, um den Satz209) zu be
weisen: Es sei

F(z) == a0 -J- + a2^ + • • •
eine beliebige ganze Funktion. Man bestimme eine Funktion %(n) 
derart, dass, sobald n > m ist,

fa\ X (n + 2) > X (” + 1) 
{PJ *(« + !)= *(*») '(«) \an\^ %(ny

und setze <p(ri) = Y%(n). Andererseits mögen die Nullstellen z1}z2,...
so bezeichnet werden, dass rnjri^rn, (\zn\ = rj. Dann 

lässt sich jeder positiven Grösse e eine ganze Zahl ^ so zuordnen, 
dass

von

n> fi,
wofern F(z) überhaupt unendlich viele Nullpunkte besitzt.

Es ist somit eine obere Grenze für die Anzahl der Nullpunkte 
einer ganzen Funktion gegeben, die in einem Kreise von beliebigem 
(genügend grossem) Radius liegen. Mit der Frage, ob diese obere 
Grenze nicht zu hoch ist, hat sich F. Borei210) beschäftigt.

Von der Stärke des Unendlichwerdens der Funktion F(z), wenn 
z = oo wird, ausgehend ist Schon211) zu einem Satze gelangt, der 
ebenfalls eine obere Grenze für die Anzahl der Nullpunkte in einem 
grossen Kreise ergiebt: Satz: Ist F(z) eine ganze Funktion von z, 
die der Bedingung genügt:

\F(z) \<ev^,
wo V(r) eine positive mit r selbst unbegrenzt wachsende Funktion 
von r ist, so gilt für grosse Werte von n die Ungleichung:

n log (s — 1) < V (srj , 
wo s eine beliebige Grösse > 2 ist.

37. Die Stärke des Unendlichwerdens einer ganzen Funktion, 
die Koeffizienten der Taylor’schen Reihe und die Höhe der Funk
tion. Boincare bewies die beiden Sätze212): a) Ist F(z) eine ganze 
Funktion von der Höhe F und lässt man z — reV1 längs eines be
liebigen Halbstrahles cp = cp0 ins Unendliche rücken; nimmt man

209) J. de math. (4) 9 (1893), p. 202.
210) Acta math. 20 (1897), p. 357. Borei bemerkt ferner, dass in der Ha

damar d'sehen Formel rM)>( 1 — s) cp(n), e < (log n) - ist.
211) Par. C. R. 125 (1897), p. 763.
212) Bull. soc. math. de France 11 (1883), p. 136.



ferner ß so an, dass, wenn z so unendlich wird, lim e?zE+l — 0 ist,
00

so wird zugleich auch lim F(z) eßzE^x — 0. b) Ist F(z)=^anzn
n = 0

1_
ist lim annf+x — 0. Es

71—CC

ist somit im wesentlichen für die Funktionen endlicher Höhe a) eine 
obere Grenze (nämlich eßrE+x, \z\—r) für die Stärke des Unend
lichwerdens von \F(z)\, wenn z= oo; b) eine obere Grenze für die 
Stärke des Nullwerdens von \an\, wenn n = oo, gegeben worden.

Diese Sätze unter passenden Einschränkungen umzukehren resp. 
ihnen eine genauere Fassung zu geben, war die Veranlassung zu einer 
Reihe neuerer Arbeiten hauptsächlich französischer Mathematiker. 
Hadamard213 214 21S) schätzte zunächst die Stärke des Unendlichwerdens
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eine ganze Funktion von der Höhe F, so

einer beliebigen ganzen Funktion F(z) = ^anzn, wenn z — oo, ab,
n — 0

indem er zeigte, dass für alle Werte von r > rx 

f^är z\ — r-, rt, A, s = const., 
e, beliebig klein,

wo die Funktion ^(r) lediglich von den Koeffizienten an abhängt. 
Ist insbesondere | an | (n\)~a, (n > m), so ist

{F(z) | <CArser°

TIra1 F(z) | < e (.H = const.).
Andererseits leitete Hadamard für ganze Funktionen endlicher Höhe 
eine untere214) Grenze für den Wert von \F(z)\ ab, wenn r — Ri? 
i = 1,2,..., und lim Ri — oo215).

t=s Oo

Umgekehrt, sei \F(z)\ < ev(-r\ Dann zeigt die Cauchy'sehe For- 

dass undmel: man erhält eine

Abschätzung für \an\, indem man r einen solchen Wert beilegt, dass

r—nev(r) zum Minimum wird. Ist insbesondere V(r) = ra, so ergiebt 
sich, dass

<-? 8, d beliebig klein.
CO

Nun geht Hadamard weiter, indem er den Satz beweist: Ist F(z) — 'Sanzn
n = 0

w > m,-cPan n !®

213) Hadamard 209), p. 172—178.
214) a. a. 0. p. 204.
215) Über eine ähnliche Abschätzung im allgemeinen Fall hat Borei210) 

Untersuchungen angestellt. Ygl. auch v. Schaper’s Dissertation 18S).
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eine beliebige ganze Funktion von z, deren Koeffizienten an die Be
dingung \o>n\^n\~a} n > m, geknüpft sind, so ist die Höbe von 
F(z) endlich und nicht grösser als 1/a. Damit ist die Umkehrung 
des zweiten Foincare'sehen Satzes geleistet, während die Umkehrung 
seines ersten Satzes sich wie folgt aussprechen lässt: Ist F(z) eine 
ganze Funktion von z, die nicht stärker unendlich wird, wenn r— oo, 
als erX, d. h. \F(z)\<. Fx, r > r1} so ist die Höhe von F(z) endlich 
und nicht grösser als A.216)

Auf Grund der soeben zitierten Sätze zeichnet sich eine besondere 
Klasse ganzer transcendenter Funktionen aus, die Hadamard'sehen 
Funktionen217), deren Koeffizienten den Bedingungen genügen:
1) | an | l/n\a-d, n> m- 2) | an [ > l/w!“+d, n = m1,m2,...
wo a > 0 als Ordnung der Funktion definiert wird und d > 0 be
liebig angenommen werden darf. Sie sind Funktionen endlicher Höhe 
und vom Typus erl, d. h. es gilt:

, r>rl5 |F(s,)! > e’v ,\F(z)\<e lim zi — oo,
i — co

wo ul — 1 und s > 0 beliebig angenommen wird. Die zwischen A, 
der Höhe, und dem Konvergenzexponenten p herrschenden Beziehungen 
sind auch von v. Schaperm) ermittelt worden.

38. Annäherungsformeln; Reihenentwicklungen nach Poly-
Bei der Frage nach der angenäherten Darstellung einer ana-nomen.

lytischen Funktion f(z) verlangt man in der Funktionentheorie218) 
entweder a) dass die Annäherungsfunktion fn(z) in einem oder meh
reren Punkten zQ) zx, . . . des Definitionsbereiches von f(ß) sich dieser 
Funktion möglichst eng anschmiegt, derart dass die Taylor1 sehe Reihen
entwicklung für den Fehler f(z) — fn(ß) im Punkte zi mit dem Terme 
(Hi -f- l)teu Grades anfängt, wo N{ bei gegebenem n möglichst hoch 
gemacht, bez. vorgeschrieben wird; oder b) dass fn(ß) in einem ganzen 
Bereich T' eine gleichmässige Annäherung liefert, indem der Fehler 
f(z)—fn{p) in jedem Punkte z von T' dem absoluten Betrage nach

216) Diese Sätze hat v. Schaper 185) unter einer genaueren Fassung bewiesen.
217) Die Benennung ist von Hilbert vorgeschlagen worden; vgl. v. Schaper 

a. a. 0. Alle ganzen transcendenten Funktionen, die bisher in der Analysis eine 
Rolle gespielt haben, sind Hadamard'sehe Funktionen.

218) Annäherungsformeln anderer Art (z. B. die semikonvergenten Reihen)
erfüllen einen rechnerischen, aber keinen funktionentheoretischen Zweck. Übri
gens dürfen unter den Punkten auch isolierte Singularitäten von f(z)
auf'treten, wobei dann- die Definition der Anschmiegung in leicht ersichtlicher 
Weise abgeändert werden muss. Ygl. unten Mittag-Leffler und Van Vleclc.
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kleiner als eine beliebige von z unabhängige positive Grösse e bleibt. 
Notwendig und hinreichend für b) ist, dass fn(z) in T' gleich- 
massig gegen f(z) konvergiert, wenn n ins Unendliche wächst. Die 
Forderung b) braucht im Falle a) selbst in einer sehr kleinen von n 
unabhängigen Umgebung des Punktes zt nicht erfüllt zu sein, wie 
Beispiele aus der Lehre der Kettenbrüche zeigen219). In der That 
kann der Kreis um zi} innerhalb dessen der Fehler die Grösse e nicht 
übersteigt, bei abnehmendem s und zugleich zunehmendem n gegen 
den Punkt zi zusammenschrumpfen.

Die einfachsten analytischen Funktionen sind die ganzen und die 
gebrochenen rationalen Funktionen und die einfachste Annäherung 
der ersten Art geschieht mit Hülfe eines Polynoms f(z) 22°). Hier 
kann man stets erreichen, indem man die n -{- 1 Koeffizienten von 
Pn(z) so bestimmt, dass

i = 0,1,..., n,

dass die Reihenentwicklung für den Fehler in der Umgebung des 
Punktes z0 mindestens mit dem Terme (n -j- l)ter Dimension anfängt:

f(z) — — *o)"+1 H----- •
In diesem Fall wird auch der Forderung b) in jedem innerhalb des 
Konvergenzkreises gelegenen Bereich T' genügt, und Pn (z) nähert sich 
der Funktion f(z) in T' gleichmässig. — Nähert man f(z) mittelst 
einer gebrochenen rationalen Funktion P(z)/Q(z) an, so wird man 
auf Kettenbruchentwicklungen geführt (vgl. Nr. 39). Der Forderung a) 
kann man dann stets gerecht werden, der Forderung b) wird dagegen 
im allgemeinen nicht genügt.

Für die eindeutigen analytischen Funktionen bez. für einen Zweig 
einer mehrdeutigen Funktion hat Mittag-Leff ler221) im Fall a) An
näherungsformeln gegeben, indem er unendlich viele Punkte z{ zu

219) Mit Hülfe des Bunge'sehen Verfahrens (Nr. 84) kann man Beispiele 
zum Belege dieser Behauptung auch direkt aufstellen.

220) Dieser Gedanke geht auf Newton, Analysis per aequationes numero 
terminorum infinitas, zurück; vgl. II. Bade, Par. These 1892, p. 7 = Ann. ec. 
norm. (3) 9 (1892), p. S 7. An die Lagrange’sche Interpolationsformel knüpften 
Cauchy (Anal, alg., p. 528 — Oeuvres (2) 3, p. 431) und Jacobi (J. f. Math. 30 
(1846), p. 127) an, indem sie statt Polynome gebrochene rationale Funktionen 
verwendeten. Die Beziehungen, welche zwischen mehreren Annäherungsbrüchen 
dieser Art bestehen, sind von Frobenius (J. f. Math. 90 (1880), p. 1) untersucht 
worden.

221) Vgl. 193). Wir haben die Funktion f(z) als gegeben angesehen und 
dieselbe dann mittelst rationaler Funktionen angenähert. Umgekehrt kann man
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lässt, in deren jedem N{ einen beliebig vorgeschriebenen Wert bat; 
allgemeiner dürfen auch Pole von f(z) in beliebiger Anzahl unter den 
Punkten zi mit auftreten.

Eine allgemeine Lösung des Problems b), sowohl für eindeutige 
als auch für mehrdeutige Punktionen, wofern der Bereich T' der zu
gehörigen Biemann'sehen Fläche nirgends über sich selbst greift, ist 
von Bunge200) gegeben worden. Er geht von der Cauchy'sehen Inte
gralformel aus, die er, wie folgt, umformt:

rr f(ßt) (*i-u — h)

c
cc

«1 W +2 [S»+l W —'»«WL
71 = 1

i=1 *

t. — Z

WO

Dabei wird das Integral längs des Randes C eines Bereiches T’ er
streckt, der T' enthält, und die Punkte t{ werden schliesslich auf C 
überall dicht. Die Terme dieser Reihe, die ja rationale Funktionen 
sind, werden durch Polynome angenähert und es ergiebt sich somit 
eine Darstellung von f(z) im Bereich T' durch eine gleichmässig 
konvergente Reihe von Polynomen. Die Summe der ersten n Glieder 
dieser Reihe liefert die Funktion fn(ß). Die Bunge’sehe Lösung des 
Problems b) setzt die Kenntnis der Werte der Funktion in einer ab
zählbaren überall dichten auf C gelegenen Menge voraus. Mittag- 
Leffler80) hat das Problem behandelt, indem er die Funktion als 
durch die Koeffizienten einer Potenzreihe — also wiederum durch 
eine abzählbare Menge von Konstanten — gegeben ansieht.

Insbesondere -geht aus diesen Methoden hervor, dass jede ein
deutige analytische Funktion von z, deren Definitionsbereich T der 
Punkt z = oo nicht angehört, sich in eine Reihe von Polynomen 
entwickeln lässt, die in einem beliebigen Bereich T' gleichmässig 
konvergiert. Die Reihe ist so nicht eindeutig bestimmt, denn es ist 
beispielsweise

N— 1
sich, wie Mittag-Leff ler ausführt, die rationale Funktion JRt{z) an{z — zi)n

n — Mi
gehen und dieselbe dann durch einen analytischen Ausdruck f(z) [Reihe oder 
Produkt] annähern, derart, dass in der Nähe des Punktes zi die Beziehung gilt: 
f(z)—Ri(z) = CN'(z — -[-•■•. Vgl. auch E. Schering, Gott. Abh. 27
(1881), p. 1. Inwiefern der Forderung b) genügt wird, ist nicht untersucht.
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0° r-
'+51

n = 1

P* + 1 ri~\zn z0 = lim —- =

Noch eine andere Lösung hat Hilbert 222) gegeben, indem er /^(Y) 
durch die Reihe darstellt:

(" + !)! n!_n =

CO

t=l

wo G^z), G(ß) Polynome vom Grade m—1 resp. m sind. Die Reihe 
konvergiert in einem beliebigen innerhalb einer „Lemniscate“ gelegenen 
Bereich gleichmässig.

Wegen anderer Entwicklungen nach Polynomen vgl. Nr. 39. 
Ferner sei auf die Entwicklungen verwiesen, welche Appellm) und 
Painleve 222 a) aufgestellt haben.

39. Kettenbruchentwicklungen223). Eine solche Entwicklung 
entsteht, indem man fn(z) = PN(z)f QN(z) setzt, wo 
lynome vom mten Grade sind, wenn N — 2m ist; vom (m-j- l)ten resp. 
vom wten, wenn N — 2m -f- 1 ist224). Es ist stets möglich, PN, QN 
so zu bestimmen, dass in der Umgebung des Punktes zQ — 0

Pn(/)> Qn(&) Po-

= CzN+' H----- .m-
QnG)

Im allgemeinen wird C =f= 0 sein. Setzt man
QNf{z) - = + 4-V+2 + ■ •.,

ergiebt sich, dassso
Pn+2 — zPn ~h %+2?jy+i,
Qn+ 2 = zQn -j- 0>N+ 2 Qn-fl ;

wo ajsr+2 —— 4) ist; ferner sei Q0= 1, a0=P0 = f(0)
= %, P1=x + 8 • Dann ist

$iv+i Qn 
Pn+i Pn

Qi=n o)—i

= (— *)*+i.

222) Gott. Nachr. 1897, p. 63. Mit der formalen Seite dieses Problem 
hatte sich Jacobi bereits beschäftigt, J. f. Math. 53 (1857), p. 103.

222a) Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), p. 1 B.
223) Vgl. auch I A 3, insbes. Nr. 55, II B 4, 4b, sowie Van Vleclc, Gott. 

Diss. 1893 — Amer. J. of Math. 16 (1894), p. 1, wo zahlreiche Litteraturangaben 
sich finden und auch die Gruppeneigenschaften gewisser Kettenbrüche nach dem 
Vorbild Henris, Math. Ann. 33 (1889), p. 180 besprochen werden. — Zwischen 
den Kettenbrüchen und den divergenten Reihen besteht ein enger Zusammen
hang. Man vgl. die Darstellung bei Borel, Series divergentes, 1901; sowie 
H. Pade, Acta 18 (1894), p. 97.

224) N ist somit gleich der Summe der Grade von PN, QN. Andere Fest
setzungen bezüglich dieser Grade werden später erwähnt.
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Der Übergang zn einer Form des Kettenbruchs geschieht nun, 
indem man cpN(z) durch die Gleichung einführt:

-ÜV+I + -ÜyyAr.

Qn+1 + QnVn
wofern nicht cpN(z) = 0 ist;

also cpiy(z) —m- aN + 2 + ^iV+1 (Z)

f(*) = a* + Z^r,

aN~b
aN-\-1 + 9>jv(*0

Eine hinreichende Bedingung für die Kettenbruchentwicklung ergiebt 
sich sofort: Konvergiert Pn/Qd gegen einen Grenzwert F(z); konver
giert ferner QNcpN/QN+1 gegen irgend einen von —1 verschiedenen 
Grenzwert (incl. oo), so ist F(z) — f(z).

Es gilt die Formel:
-üy+i_üv___________
Qn+1 Qn Qn Qn+1

Daraus geht folgendes hervor: Konvergiert die Reihe

- (— S)N+1

2{-*y+iiQ»Qs+i
N=1

in einem Bereich T gleichmässig, so konvergiert PNf QN in T 
gleichmässig gegen eine analytische Funktion F(z), die jedoch mit 
f(z) nicht identisch 
im Bereich T enthalten, so ist F(z) = f{z). Der Grenzwert von 
Pn/Qn ist nämlich nach Nr. 6 eine analytische Funktion, deren Ab
leitungen im Punkte z = 0 im letzteren Fall sämtlich mit den ent
sprechenden Ableitungen von f(z) dort übereinstimmen.

Ähnliche Formeln gelten, wenn f(z) in der Umgebung des 
Punktes 0=00 durch den Bruch PN(z)/QN(z) angenähert wird, 
indem man sich der Entwicklung bedient226):

sein braucht225). Ist aber der Punkt z = 0zu

(X-^f (z) = «0 -f- hz + ei +
+ ct ~h as

Setzt man formal eine Reihe ^Sc-z
i— 0

an, so wird im allgemeinen— i

225) Vgl. Fade 220).
226) Vgl. Posse, Sur quelques applications des fractions continues algdbri- 

ques, Petersburg 1886. T. J. Stieltjes, Toul. Ann. 8 (1894), J 1; (Fortsetzung) 
9 (1895) Al. Es sei auch auf verschiedene Untersuchungen von Tschebyscheff 
und Markoff verwiesen, worüber zum Teil von Posse referiert ist.



ein zugehöriger Kettenbruch dieser Form eindeutig bestimmt. Es 
kann nun Vorkommen: a) dass der Kettenbruch gleichmässig konver
giert und somit eine analytische Funktion darstellt, obwohl die Reihe 
beständig divergiert227); b) dass der Kettenbruch divergiert, obwohl 
die Reihe konvergiert228).

Der Gedanke, eine vorgelegte analytische Funktion der Forde
rung a) Nr. 38 gemäss mittelst gebrochener rationaler Funktionen 
anzunähern, geht auf Lagrange229) zurück. Das Problem ist von 
Frohenius 229 a) und erst neuerdings eingehend von Padem) unter
sucht worden. An Stelle von Pjy(z), Qn(z) treten jetzt Polynome 

vom mien resp. nten Grade, die so bestimmt werden, dass 
die Taylor1 sehe Reihenentwicklung für f(z)— P(z)J Q(z) womöglich 
mit einer höheren als der [m -J- n -f- l)ten Potenz von z anfängt. 
(Nach Pade’s Bezeichnungsweise ist m 
Pade untersucht Kettenbrüche von den beiden Formen:
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PW, GW

= P — apq, n = q — copq)

Ki i i
ai ' a2 '

(I)

(II)

wobei ax eine nicht verschwindende Konstante, die übrigen as Mo
nome in z und die a's Polynome sind, die für den Wert z — 0 nicht 
verschwinden. Bei dieser Festsetzung reduziert sich nämlich die 
Formel

im Fall (I)
,, „ (ii)

Pi Ff -f-1 Pi -J- 1 Fi ---- ( 1) 0»2 ^3 ' ' ' —J— 1

resp. PiVi+x — Pi+iVi = (— 1 )i+1a1ccaai . . . cci+i
rechter Hand auf ein Monom in z. Es stellt sich heraus, dass es im 
allgemeinen Fall überhaupt nur drei Typen von regulären Ketten
brüchen giebt, nämlich die folgenden:

227) Die divergente Reihe —1 )n^~1nlz n führt beispielsweise auf die
n = l

0 *~e*d§Kettenbruchentwicklung für ( 1
J z

---- GO

228) Halphen, Par. C. R. 100 (1885)p. 1451; ibid. 106 (1888), p. 1326; 
Fonctions elliptiques 2, Paris 1888, chap. XIV.

229) Berl. Nouv. Mem. 1776 — Oeuvres 4, p. 301; vgl. auch die Besprechung 
Filler's, Lambert's und Lagrange's diesbezüglicher Leistungen bei Pade 220), p. 38.

229a) Vgl. 220). Frohenius stellt übrigens die Formeln dort auf, welche 
die Koeffizienten des Kettenbruchs mit denjenigen der zugehörigen Reihe,

; vgl. Stieltjes 226).
-i

yCiz 1 verknüpfen. 
i= 0



39. Kettenbruchentwicklungen. 93

CC Z ® = 1 + rtV0C = 1 ~\~ae -f l -f- + ßz
1 -\- cz yz 1 + 7£

a£2
(2 = 1 -f- az -f- l -f bz + ßz*

1 -f- cz + y22

Die Theorie wird auf die Funktion e* angewandt229b).
Über yerallgemeinerte Kettenbrüche liegen Arbeiten von Pincherle, 

Hermite und Pade vor 229 c).
Besondere Funktionen sind schon früh in Kettenbrüche entwickelt 

(I A 3; Nr. 55 und 229). Eine viele dieser Entwicklungen als spezielle 
Fälle umfassende Formel ist der von Gauss gegebene und von Rie
marm und Thome' in Bezug auf Konvergenz behandelte Kettenbruch für

. 230j

Auf die Exponentialfunktion hat Hermite2S1) die Methode der Ketten
brüche angewandt. Hyperelliptische und ähnliche Integrale hat Van 
Viech mittelst mehrdeutiger Funktionen angenähert, die sich zugleich 
in mehreren Verzweigungspunkten des Integrals demselben bis auf 
eine additive Konstante anschmiegen. Die homogenen Variabein 
(Nr. 49) werden dabei prinzipiell angewandt.

Die Kettenbruchentwicklung einer durch die Formel

*)
F (a> ß, 71 *)

qp(l)dg
m =

229b) Ygl. Pade, Ann. ec. norm. (3) 16 (1899), p. 395, wo die verschie
denen Kettenbruchentwicklungen der Exponentialfunktion in einer solchen Weise 
dargestellt werden, dass sie als eine Einleitung in die Theorie der allgemeinen 
Kettenbrüche dienen können.

229c) Pincherle, Bologna Mem. (4) 10 (1890), p. 513; Ann. di mat. (2) 19 
(1891), p. 75; Hermite, Ann. di mat. (2) 21 (1893), p. 289; Pade, J. de math. (4) 
10 (1894), p. 291.

230) Gauss, Disquis. gen. circa seriem inf., 1812 = Werke 3, p. 134. Jlie- 
mann, Nachlass, Werke, 1. Auf!., p. 400, 2. Auf!., p. 424; der Beweis stützt sich 
auf ein längs eines komplexen Weges erstrecktes Integral (Nr. 17) und ist von 
H. A. Schwarz ergänzt worden. Thome, J. f. Math. 66, 67 (1866,1867). Die Formel
enthält insbesondere die Kettenbrüche für (1 -)- z)m, log (1 -j- z), log , e*-
Ferner Van Vleck, Ann. of math. (2) 3 (1901), p. 1.

231) Par. C. R. 77 (1873), p. 18, 74, 226, 285; Sur la fonction exponentielle, 
Paris 1874. Ygl. ferner Pade 220) u. 229b).
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darstellbaren Funktion ist Gegenstand eingehender Untersuchungen 
gewesen. Sind a, ß, | reell und ist <p(|) eine reelle Funktion von |, 
die im Intervall a ß nirgends negativ wird, so konvergiert der
Kettenbruch in einem beliebigen keinen Punkt dieses Intervalls ent
haltenden Bereich T' gleichmässig. Eine der Integrationsgrenzen darf 
auch unendlich werden232).

Setzt man insbesondere a — — 1, ß — 1, <jp(|) = 1, so ist 
Z j • Die Nenner dieses Kettenbruchs sind Kugelfunk

tionen erster, die Reste solche zweiter Art233). Die Entwicklung einer 
beliebigen analytischen Funktion nach Kugelfunktionen ist formal von 
Heinebehandelt worden; das entsprechende Problem der Entwick
lung nach den Nennern des Kettenbruches für

/■(*) = log-

-a
---- 00

hat 0. Blumenthalm) völlig erledigt.
A. Markoff235a) untersucht die Funktion

d

wo a < b < c < d ist und g(y), f(y) positiv sind, auf die Nullstellen 
der Nenner ihrer Kettenbruchentwicklung hin. Bei geeigneter Wahl 
von g, f, | sind diese Nenner Lame'sehe Polynome.

Pincherle 235b) findet folgende Sätze. Der Kettenbruch

232) Heine, Berl. Ber. 1866, p. 436; Kugelfunktionen 1, 2. Aufl., Berlin 
1878, p. 286; Laguerre, J. de matk. (4) 1 (1885), p. 135; Posse 226); Marko jf, 
Acta math. 19 (1895), p. 93; Stieltjes 226); 0. Blumenthal, Gött. Diss. 1898. Einen 
speziellen Fall dieses Integrals hat bereits Gauss untersucht; vgl. 23S).

233) Gauss, Methodus nova integralium valores u. s. w., 1814 = Werke 3, 234 235
p. 163.

234) Kugelfunktionen 1, p. 292. Pincherle hat das Problem der Entwick
lung einer analytischen Funktion nach Polynomen, welche einer linearen DifFe- 
renzengleichung riü1' Ordnung genügen, in welcher z linear vorkommt, behandelt: 
Line. Atti (4) 5 (1889), p. 640; Ann. di mat. 12 (1884), p. 11 u. 107; Acta math. 
16 (1893), p. 341; vgl. auch den kurzen Auszug in „Papers read at the Intern. 
Congress“ Chicago, 1893 (erschienen 1896), p. 278. Auf Grund der Poincare- 
schen Sätze, Am. J. of Math. 7 (1885), p. 203, lässt sich der Konvergenzbereich 
der Entwicklung nach Kugelfunktionen angeben. Vgl. IIB 4 b.

235) Vgl. 232). Blumenthal behandelt auch das Problem der Entwicklung 
einer reellen nicht analytischen Funktion nach denselben Nennern.

235“) Math. Ann. 27 (1886), p. 143, 177.
235b) Line, ßend, (4) 5 (1889), p. 640; ferner Ann. ec, norm. (3) 6 (1889),
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1
6 = a0 — 1

«i ~ 1

konvergiert, falls durchweg | an | > 2 -j- iq (97 >0) ist; sonst darf aber 
an eine beliebige komplexe Zahl sein. Es ist 16 | < 1. Er setzt 
an = bnz — an, wo an, bn bei wachsendem n Grenzwerten zustreben, 
und bestimmt in Anlehnung an Poincare2U) den Konvergenzbereich 
bezw. einen Teil davon.

Sätze über die Konvergenz des allgemeinen Kettenbruchs
l

a, z -f- 1
ai + 1

«s«H-1
fl4 + ' .

waren bisher noch nicht bekannt. Den Fall, dass die a’s sämtlich 
reelle positive Grössen sind, bat Stieltjesm) untersucht. Er findet

co
folgendes: a) Divergiert die Reibe so konvergiert der Ketten-

n = 0

brucb in einem beliebigen keinen Punkt der negativen reellen Achse 
(incl. 0 = 0) enthaltenden Bereich T' gleichmässig. Die so definierte 
Funktion f{£) lässt sich auch durch die Formel darstellen:

m- f,
— oo

wo längs der negativen reellen Achse integriert wird und <p(|) eine 
reelle nirgends negative Funktion von £ ist. b) Konvergiert dagegen 
diese Reibe, so konvergieren die geraden sowie die ungeraden Teil
zähler P2w(V), P2w+i(e) und Teilnenner Q2n (0), Q2n+i(e) in jedem 
endlichen Bereich gleichmässig gegen ganze Funktionen p(z), p1 (0), 
5(0), q1 (0), die alle 
alle einfach sind und auf der negativen reellen Achse liegen, und 
zwischen denen die Beziehung gilt:

S(0)fi(0) —?i(0)f(0)= 1.

Die geraden sowie die ungeraden Annäherungsbrüche konvergieren

der Höhe 0 (Nr. 31) sind, deren Nullpunktevon

p. 145, wo einige allgemeine funktionentheoretische Sätze aufgestellt sind. 
A. Pringsheim hat neuerdings ein weitergellenderes Konvergenzkriterium ge
funden: Münch. Ber. 28 (1898), p. 311,



somit im vorbezeichneten Bereich T' gleichmässig; ihre Grenzwerte 
P (#) /(1 (ß) resP- Pi iß) / <h iß) stimmen jedoch nicht miteinander überein. 
Ferner zeigt Stieltjes: die notwendige und hinreichende Bedingung, 
dass der Kettenbruch

II B 1. W. F. Osgood. Analytische Funktionen komplexer Grössen.96

bx z
1 + \z

1 + bsz
1 + •

wo l)i eine reelle positive Grösse bedeutet, eine analytische Funktion 
von 8 mit keinen anderen als nur ausserwesentlichen singulären Punkten 
im Endlichen darstelle, besteht darin, dass lim &• = 0 ist.

1 = 00

Die Stieltjes1 sehen Sätze sind zum Teil von Van Vleck neu be
wiesen und verallgemeinert worden. Van Vleck findet u. a. folgenden 
Satz2350): Gegeben sei der Kettenbruch

l
bxz cx — 1

Z -|- Cg 1
\z + c3 — • _

wo die reellen Grössen b1} b2, . . . entweder alle positiv oder alle 
negativ und c1} c2, . . . zunächst beliebige reelle Grössen sind; a) dann 
werden die Nullstellen der Teilzähler und der Teilnenner sämtlich auf

co co

der reellen Achse liegen; b) konvergieren die Reihen bn, ^\cn\,
n = 0

so konvergieren die geraden, sowie die ungeraden Teilzähler und Teil
nenner in jedem endlichen Bereich gleichmässig gegen ganze Funk
tionen, deren Nullstellen auf der reellen Achse liegen; c) divergiert

co

die Reihe ^bn und hat |cw|/|6n| eine obere Grenze, so konvergiert
71 = 0

der Kettenbruch in jedem endlichen Bereich T', dem kein Punkt der 
reellen Achse angehört, gleichmässig und stellt somit in jeder Halb
ebene eine analytische Funktion dar. Ob diese beiden Funktionen 
zusammenfallen, bleibt dahingestellt. In einer zweiten Arbeit erweitert 
Van Vleck 235 d) den Stieltjes'sehen Satz bezüglich des Kettenbruchs

71 = 0

235°) Amer. Trans. 2 (1901), p. 232. Allgemeine Kriterien für die Kon
vergenz von Kettenbrüchen werden entwickelt und insbes. zu funktionentheore
tischen Zwecken verwendet.

235d) Amer. Trans. 2 (1901), p. 476. — Wegen einer anderen Verallgemeine
rung eines Stieltjes'sehen Satzes vgl. H. v. Koch, Bull. Soc. Math, de France 23 
(1895), p. 33.



40. Die Bereiche (T), (I?), (T')j analytische Funkt, mehrerer kompl. Gr. 97

bl z
1 -f \z_

1 + -..

und zeigt insbesondere, dass der Kettenbruch noch konvergiert, wenn 
b1} &2, . . . beliebige von Null verschiedene komplexe Zahlen sind,

CO

wofür nur lim bn = 0 ist und die Reihe ^ bn divergiert.
n — 0

Wegen der Verwendung von Kettenbrüchen zur Lösung von Diffe
rentialgleichungen vgl. II B 4.

n = oo

IV. Analytische Funktionen mehrerer komplexen Grössen.
40. Die Bereiche (T), (B), (T'); analytische Funktionen236). 

Die n unabhängigen Variabein zl} . . ., zn mögen in n verschiedenen 
Zahlenebenen gedeutet werden. Der Komplex von n Werten (zlf...,zn) 
— oder kurz (z) — heisst ein Punkt; z1}. .,, zn heissen die Koordi
naten des Punktes (z). In jeder Ebene wird ein Bereich TW resp. 
BW (Nr. 1) angenommen. Die Gesamtheit der Punkte (z), deren 
Koordinaten zi je dem Bereich TW resp. BW (i = 1, .. ., n) angehören, 
soll als Bereich (T) resp. (B) bezeichnet werden. Wird je ein Bereich 
BW in TW (i=l,...,n) beliebig angenommen, so wird der entspre
chende Bereich (B) als ein Bereich (Tr) definiert; man sagt: (T') liegt 
in (T). Jede der n Ebenen wird durch den Punkt oo (Nr. 8) ge
schlossen; die unendlich fernen Punkte (z) sind solche", für welche 
mindestens eine Koordinate unendlich ist; sie bilden eine (2n — 2)-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Unter der Umgebung eines Punktes (a) 
versteht man einen Bereich (T) von der Beschaffenheit, dass die 
Koordinaten z{ ihrer Punkte je der Umgebung des Punktes a{ ange
hören236 a). Der Punkt (z) konvergiert gegen den Punkt (a), wenn die 
Koordinaten von (z) gleichzeitig gegen die Koordinaten von (a) kon
vergieren. Zu manchen Zwecken empfiehlt es sich, den Punkt (z) als 
Punkt eines 2n-fach ausgedehnten Raumes zu deuten, dessen Koordi
naten xi} yt sind, wo z{ = xi -j- itji gesetzt ist.

236) Vgl. II A 1, Nr. 21—24.
236a) Allgemeiner darf an Stelle des einzelnen Punktes (a) eine Punkt

menge P treten, die etwa aus den Punkten von (T) besteht, welche auf einer 
oder mehreren Mannigfaltigkeiten a>k (x1,.... xn, ,..., yn) = 0, (Je = 1,2,...) 
liegen. Die Umgebung von P wird dann von denjenigen Punkten z von (P) 
gebildet, welche der Beziehung | zi — 1 <C £ (*" = 1,...,») genügen, wobei s
eine zweckmässig anzunehmende positive Konstante und (t) einen beliebigen 
veränderlichen Punkt von P bedeutet.

Encyklop, d. math. Wissensch, II 2, 7
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Es sei eine Funktion
f=f(*i,---,*n) = u + vi

in jedem Punkte (z) von (T) eindeutig erklärt. Sie heisst in (T) 
stetig, wenn u, v beide als Funktionen der 2n reellen Veränderlichen 
(xlf . . ., xn, yx,. . .,yn) betrachtet, für die in Betracht kommenden 
Wertsysteme stetig sind. Sie heisst in (T) analytisch, wenn sie 
folgenden Bedingungen genügt: a) f(zx,...,z^) soll eine in T® ana
lytische Funktion von zi sein, wenn man jedem anderen Argument zk 
einen in T® beliebig gelegenen festen Wert beilegt; b) f(zx, . . ., zn) 
soll in (T) stetig sein. Die Voraussetzung b) lässt sich durch eine 
weniger umfangreiche ersetzen, etwa durch die Annahme, dass f in 
(T) bezw. in jedem (T') endlich bleibt; die Frage, ob ausser der 
Forderung a) überhaupt noch eine weitere b) gestellt werden muss, 
ist noch nicht entschieden237). Diese auf das Verhalten der analy
tischen Funktion im Kleinen sich beziehende Definition wird im 
Grossen durch das Prinzip der analytischen Fortsetzung (Nr. 13) 
ergänzt238).

41. Der Cauchy’sche Integralsatz; das Residuum. Es möge 
f(zx, z2) eine in (T) stetige Funktion von ([z) sein — der Einfachheit 
halber wird n = 2 gesetzt. Unter dem Integral von f(z1} 22)> längs 
der Begrenzung (C) eines Bereiches (T') erstreckt,

oder SSf^h) äz%,f dz2f f(zL, z.j) dzx
C2 (C)

versteht man folgendes: Der Punkt z.2 wird auf der Kurve C2 beliebig 
angenommen und festgehalten, während das Integral f f (zx, z2) dz 
längs der Kurve Cx erstreckt wird; die so entstandene Funktion von 
z., wird dann längs der Kurve C2 integriert; sowohl G\ als C2 können 
aus mehreren Stücken bestehen. Der Wert des Integrals hängt nicht 
von der Reihenfolge der Integrationen ab (Beweis durch Zerlegung 
in einen reellen und rein imaginären Teil).

Das Doppelintegral der Funktion f(zx, z2) ist von Poincare 239)

237) Osgood, Math. Ann. 52 (1899), p. 462; 53 (1900), p. 461.
238) Weierstrass, Vorlesungen; vgl. das Biermann &che Werk §42, 44, sowie 

das 8. Kapitel.
239) Par. C. R. 102 (1886), p. 202; Acta math. 9 (1887), p. 321, wo auf 

frühere, die Gegenstände dieses Paragraphen teilweise betreffende Arbeiten von 
Marie und Picard verwiesen ist. Poincare vermeidet die Geometrie eines vier
dimensionalen Raumes J?4, indem er den in Betracht kommenden Teil desselben 
auf einen Bs bezieht. Ferner vgl. man Picard, Traite 2, ch. IX; sowie Picard 
et Simart, Theorie des fonct. alg., etc. (Litteraturverzeichnis). — Einer ähnlichen



wie folgt definiert worden. Der Punkt (z) wird in einem i?4 gedeutet 
und durch die 4 Gleichungen xi — g>f(s, t), yi = ihi(s,t), i — 1,2, 
wo cpi} i\)i reelle Funktionen der reellen Parameter (s, t) bedeuten, 
wird bei geeigneten Einschränkungen bezüglich dieser Funktionen 
eine Fläche S definiert. Dann wird das komplexe Doppelintegral da
durch erklärt, dass man

41. Der Cauchy’sche Integralsatz; das Besiduum. 99

fffOi, **) d0t dz2 =fff(zl} z2) ds dt

setzt und die rechter Hand auftretenden reellen Doppelintegrale über 
die Fläche S hin erstreckt. Das vorhin eingeführte Integral ist ein 
spezieller Fall eines Doppelintegrals. Die Fläche S heisst geschlossen, 
falls jeder Punkt des iü4, in dessen Nähe Punkte der Fläche sich 
befinden, ein regulärer Punkt der Fläche ist und die Fläche stetig 
auf einen Punkt resp. eine reguläre Kurve zusammengezogen wer
den kann.

Der Cauchy’sche Integralsatz: Ist die Funktion f(zx, z2) in (T) 
analytisch und wird das Integral ff f(zx, z2) dzx dz2 längs der Be
grenzung (0) eines beliebigen (T') erstreckt, so hat das Integral den 
Wert 0:

ff f(*i, *2) dzx dz2
(C)

= 0.

Bei Einführung des Poincare’schen Begriffs des Doppelintegrals 
erhält der Satz folgende Formulierung240): Es sei f(0lfz2) in einem 
Bereich (T) analytisch, dem ein Bereich (jß) des jß4 entspricht; ferner 
sei S eine geschlossene Fläche, welche, ohne aus (Jß) auszutreten, 
stetig auf einen in (jß) gelegenen Punkt resp. eine reguläre Kurve 
zusammengezogen werden kann. Dann ist der Wert des über S er
streckten Doppelintegrals von f(zx, gleich Null:

fl fih,h) dzxdzt 
s

= 0.

Dem Residuum einer Funktion einer Veränderlichen in einem 
Punkte entspricht hier das über eine geschlossene Fläche hin erstreckte 
Doppelintegral, die sich auf einen isolierten Punkt der Begrenzung 
von (T) bezw. auf eine reguläre Kurve, die einen isolierten Teil der 
Begrenzung von (T) bildet, zusammenziehen lässt. Es giebt jedoch 
hier, den zweierlei Arten geschlossener Flächen entsprechend, sowohl

Definition des n- fachen Integrals einer Punktion f(jsx, ..., zn) steht keine 
prinzipielle Schwierigkeit im Wege.

240) Poincare 239).
7*



Funkt- als Kurvenresiduen. Ist insbesondere f (zx, #2) eine gebrochene 
rationale Funktion, so führen diese Integrale auf die Periodicitäts- 
moduln ÄbelSchex Integrale. Poincare erstreckt das Doppelintegral 
auch über solche geschlossene Flächen, bei denen der Integrand in 
isolierten Punkten einfach unendlich wird. Derartige Integrale führen 
auf AheFsche Integrale, die nicht längs eines geschlossenen Weges 
zu erstrecken sind; ihr Wert ändert sich stetig mit einer stetigen 
Verschiebung der Fläche S. — Des weiteren wendet Poincare das 
Doppelintegral an, um Stieltjes’ Resultate bezüglich der Verallgemei
nerung der Lagrange’sehen Reihe (Nr. 15, Ende) einwandfrei zu be
gründen. Es sei noch erwähnt, dass man hier bereits mit der engeren 
Definition des Doppelintegrals zum Ziele kommt.
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42. Die Cauchy’sche Integralformel; singuläre Punkte. Ist
f{zx, . . ., £w) in (T) analytisch, so lässt sich der Wert von f in einem 
beliebigen innern Punkte (ß) eines (Tr) durch die Formel ausdrücken241):

f(fv • • •» O dt
— f

(2 7ci)nJ K — *n

-/dtn
f(?I,.'', %n) K — *iCn CL

Ferner ist
g*! 4---- fby . / dtn

J (ti—Zi)kl+1
.., tj dtx

^/l*1 (2 ni)ndzx---dzn Cn Gl
Darum sind alle Ableitungen von f auch in (T) analytische Funktionen. 
Ist (a) ein beliebiger Punkt von (T) und wird die Begrenzung C 
von (T) durch die Kreise | zi — at \ = r{ gebildet; ist ferner in allen 
diesen Begrenzungspunkten | f(pu ..., 8n) | M, so ist

'0*1 H----b*M />N
£lc1]---kJMrYh---r-\

*1 kndzx---dzn (*)=(«)

Die Funktionen u, v (Nr. 40) genügen zunächst der Laplaceschen und 
den Cauchy-Riemami’sehen Differentialgleichungen. Durch Elimination 
von v aus den Relationen:

241) Aus dem Beweis des „2e Theoreme“, Exerc. d’anal. 2 (1841), p. 55 
(= Turiner Abh. (1831), vgl. Monographieen), geht hervor, dass Gauchy diese 
Verallgemeinerung der Integralformel als unmittelbar einleuchtend ansah. Die 
Formel findet sich bei C. Jordan, Cours d’anal. 1, 2. Auf!., § 206; ohne jedoch zu 
wissen, dass das Integral gleichmässig konvergiert (Nr. 6), kann man nicht viel 
mit ihr anfangen. — Die Integralformel lässt im Falle n — 2 eine Verallgemeine
rung zu, indem man das Doppelintegral der Funktion (2niy~2 f(tx, ^)/A —
(h—zi) über eine geschlossene Fläche S erstreckt, die, ohne aus dem (B), in 
welchem der Integrand analytisch ist, auszutreten, stetig in die besondere bei 
der obigen Formulierung vorkommende Fläche umgeformt werden kann.
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' d2u d2u
dxidxk ~ dx.fiy^ • • • dyicyk ~~ ~ dx.dyk

d2v d2v

ergiebt sich, dass u ausser den n Laplace'sehen noch anderen Diffe
rentialgleichungen genügen muss. Ist insbesondere n — 2, so sind 
es im Ganzen folgende vier Gleichungen242):

d2u 
dyi* 
d2u 

dyidy2

d2u 
dxx2 

d2u
i) X^ $ Xg

Diese Bedingungen, nebst geeigneten Stetigkeitsannahmen, sind auch 
ausreichend, damit u den reellen Teil einer in (T) analytischen Funk
tion f(zx, #2) liefere. Es stellen sich hiernach einer ähnlichen Behand
lung der Funktionen mehrerer komplexen Veränderlichen, wie sie 
vorhin bei den Funktionen einer Veränderlichen auf Grund der La- 
place1 sehen Gleichung mit Erfolg durchgeführt ist, erhebliche Schwie
rigkeiten entgegen, indem bereits im Falle n — 2 vier partiellen Diffe
rentialgleichungen genügt werden muss. Der reelle (bezw. der ima
ginäre) Teil u genügt offenbar der Laplace'sehen Gleichung in 2n

d2u , c2u ,, 
d^^Ty?~ U>= 0,+

d2u„ m d2u  ~
dx1dyi dx2dy1= °,

S? zd2u , d2u\
tti \dx? + dyiVVariabein: Au = = 0, sodass u eine harmonische

Funktion in 2n Veränderlichen ist. Genügt u noch den weiteren Be
dingungen des Textes, so nennt es Poincare eine biharmonische Funk
tion. Davon ausgehend hat Poincare die Methoden der Potentialtheorie 
auf Funktionen mehrerer komplexen Veränderlichen ausgedehnt242a).

Eine Funktion f{zlt . . ., zn), die in allen endlichen Punkten ana
lytisch ist und dem absoluten Betrage nach unterhalb einer festen 
Grösse bleibt, ist eine Konstante. Eine Funktion f(zx, . . ., zn) kann 
keine isolierte singuläre Stelle haben, in deren Umgebung sie ein
deutig ist, falls n > 1 und von einer hebbaren Unstetigkeit abgesehen 
wird243). In einem Teil der Umgebung des Punktes (a) möge f 
eindeutig und analytisch sein, nicht aber im Punkte (a) selbst. Exi
stieren zwei im Punkte (a) analytische Funktionen P(#1? ..., #m) e|eO, 

P(ax, ..., an) = 0; Q(ßx, ..., sn), welche so beschaffen sind, dass in 
allen Punkten der Umgebung von (a), in denen P(zx,.. nicht 
verschwindet, die Relation

242) Poincare, Par. C. R. 96 (1883), p. 238; Acta math. 2 (1883), p. 99; 
Picard, Traite 2, p. 236.

2 42a) Poincare, Acta math. 2 (1883), p. 97; ibicl. 22 (1898), p. 89; im An
schlüsse daran PL. Baker, Cambr. Trans. 18 (1900), p. 403.

243) Der Satz lässt sich mittelst der Cauchy'sehen Integralformel direkt
beweisen.



P0i; • ■ •> O f(*u • • •; O = • • •, O
besteht, so heisst der Punkt (a) eine ausser wesentliche singuläre Stelle 
der Funktion. Solche Stellen zerfallen in zwei Klassen: a) lassen 
sich P, Q so annehmen, dass Q (ax, . . ., an) =4= 0 ist, so wird f unend
lich, wie auch immer (0) gegen (a) konvergiert; b) im anderen Falle 
nimmt f jeden vorgegebenen Wert in jeder Nähe von (a) an; vgl. 
ferner Nr. 45. Genügt f dagegen keiner solchen Relation und wird f 
in der Umgebung von (a) nicht mehrdeutig, so heisst (a) eine ivesent- 
liche singuläre Stelle von f. 244)

43. Gleichmässige Konvergenz; die Cauchy-Taylor’sche Reihe.
Die Sätze von Nr. 6 lassen sich ohne weiteres auf Funktionen meh
rerer Veränderlichen ausdehnen245). Dabei treten an Stelle von 0, a 
die Wertsysteme (z1} . . ., zn) — (0), (ax,. . ., am) = (a). Der Cauchy- 
Taylor’sche Lehrsatz lautet wie folgt: Ist f(zx,...,z^) in (T) analy
tisch und ist (a) ein beliebiger Punkt von (T), so lässt sich f durch 
die Reihe darstellen:

QO

/■(%,••', *„) = ** Ol — ai)h ■ • ■ (*n — an)kn,
*i=0, ...,kn = 0
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\dz\'...dzknn ){z) = (aC

wo (0) einen innern Punkt eines (Tr) bedeutet, dessen Begrenzung C 
aus den Kreisen \z{ — ai\ = ri besteht. Die Grössen rt, ..., rn haben 
obere Grenzen p15..., Qn, die im allgemeinen von einander abhängen, 
wie das Beispiel

/*=( l—zt-----------zj-1,
zeigt. — Ist f(z j,..., 0W) im Punkte (a) analytisch und verschwindet 
sie in allen Punkten der Umgebung von (a) bezw. für alle Punkte 
einer geeigneten abzählbaren Punktmenge 246), so verschwinden alle 
Koeffizienten und f verschwindet identisch.

l

(a) = (0), Qi ■+*••• + CL = 1

244) Weierstrass, J. f. Math. 89 (1880), p. 1 = Werke 2, p. 128. Eine Reihe 
von Sätzen über analytische Funktionen mehrerer Veränderlichen, nebst Bewei
sen, sind von Dautheville zusammengestellt worden; Ann. ec. norm. (3) 2 (1885), 
suppl. — Hat jede der m^>n Funktionen f. = QijPi, i— 1, ..., m, in (a) eine 
ausserwesentliche singuläre Stelle, so werden die m Grenzwerte, denen sich die 
m Grössen f. nähern, wenn (z) gegen (a) konvergiert, einen gewissen geometri
schen Ort bilden. Dieser Ort ist von L. Autonne untersucht worden, Acta math. 
21 (1897), p. 249.

245) Weierstrass bewies seinen Reihensatz von vornherein für Funktionen 
mehrerer Veränderlichen.

246) Dazu kann beispielsweise die Menge dienen: (z^h, ..., z^n\ wo



44. Implioite Funktionen. Hauptsatz: Es möge jede der Funk
tionen F{ (wlf . . wp, elf . . ., en), i = 1,. .., p, im Punkte (blf..., bp, 
a1}. . ., an) analytisch sein und dort verschwinden:

Fi (bl7..., bp} a17... <*w) = 0, i = 1,. • M
während die Jacobi’sehe Determinante (I B lb, 19—21)

cF„
’ dwp

in diesem Punkte von Null verschieden ist. Im Falle p — 1 versteht 
man unter J die Funktion dF1/dw1. Dann existieren stets p und nur 
p Funktionen:

Wj = fj Oi; • • • O»
die alle im Punkte (alf . . an) analytisch sind, in diesem Punkte 
resp. die Werte bl7 . . bp annehmen, und, indem man in jeder der 
Funktionen Fi (w17 . . ., wp, g1}. . ., zn) das Argument w5 durch die 
Funktion /*. (g1} . . ., #re) ersetzt, diese Funktionen identisch zum Ver
schwinden bringen:

Fi K,. •wp, o = o,
Durch die p Funktionen wj — /) (glf. . ., zn) werden auch alle Werte 
(w17. . ., w , zX7 . . ., 0p) der p-\-n Argumente erschöpft, welche in 
der Nähe des Punktes (b17 ...,&,
Funktionen Ft(wlt.. ., wpJ 
M. a. W.: Bei den obigen Voraussetzungen definieren diese p Glei
chungen auf eindeutige Weise p Funktionen wj = f.(zx,. . ., zn), die 
in der Umgehung des Punktes (aif . . ., an) analytisch sind und in 
diesem Punkte resp. die Werte b17...7b annehmen247).

1, • • • Py

*=!,•• ;P-

aX7 . . ., an) liegen und die p 
zum Verschwinden bringen.

ix, ..., in unabhängig von einander die Werte 0, 1, 2, ... durchlaufen* und die 
Menge z^k\ ik = 0, 1,2,..., bei festem Je die Häufungsstelle ak hat; vgl. Stolz, 
Allgemeine Arithmetik 1, p. 294.

247) Cauchy verallgemeinerte eine auf dem Residuenkalkul basierende 
Methode, die er für die Lagrange'sehe Reihe (Monographieen, Cauchy, (5), (6)) 
ersonnen hatte, und erhielt so einen Beweis des Satzes für den Fall p = 1; 

Turiner Abh., Monographieen (7) = Exerc. d'anal. 2, p. 65. C. Neumann be
diente sich derselben Methode, Leipz. Ber. 35 (1888), p. 85 = Abel’sche Inte
grale, 2. Aufl., 6. Kap. Einen zweiten auf dem Existenzsatz für die Lösung 
einer Differentialgleichung beruhenden Beweis geben Briot et Bouquet, 2. Aufl. 
1873, p. 336; der Beweis ist nur für den Fall n — 1 durchgeführt (vgl. unten). 
Ein dritter Beweis stützt sich auf die ZHm’schen Existenzsätze für die Lösungen 
reeller Gleichungen30); vgl. C. Jordan, Cours d’anal. 1, 2. Aufl., § 191. Weier
strass hat wieder andere Beweise gegeben; für den Fall p = 1 vgl. Nr. 45; im all
gemeinen Fall hat sich Weierstrass der Methode der successiven Annäherungen 
bedient. Diesen Beweis führte er zunächst für den Fall, dass p — 1 und F

43. Gleichmässige Konverg.; d. Cauchy-Taylor’sche Reihe. 44. Impl. Funkt. 103
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Yerscliwindet dagegen J identisch, so lassen sich die p Glei
chungen Fi = 0 bei willkürlicher Annahme eines Punktes (zt,. . zf) 
der Umgehung von (a1}. . ., af) im allgemeinen durch keine Werte 
(a\, . . ivp) der Umgebung von 
wisse weitere Bedingungen erfüllt sind, giebt es eine Lösung, die 
aber niemals eindeutig bestimmt ist.

Zusatz: Es sei insbesondere

bp) befriedigen. Wenn ge-•'}

*i = <Pi K, ■ ■ •> wp)> 
wo (pi eine im Punkte (b1} . . ., bp) analytische Punktion von (wx,..., ivp) 
bedeutet. Ist die Jacobi'sehe Determinante

dep, b cpp
dwx ’ ’ dwp

im Punkte (b) von Null verschieden, so lassen sich diese Gleichungen 
eindeutig umkehren:

i=l,. P,• •)

J=Z +

Wj = fj (*i, • • •; zp) 
wo fj im Punkte (at, . . ., ap) analytisch ist und dort den Wert bj 
annimmt. Verschwindet J dagegen identisch, so besteht zwischen 
den p Funktionen eine oder mehrere identische Beziehungen von 
der Form: W(<p1}. . y) = 0, wo W(jslf...}g) eine im Punkte 
(a1} . . ., ap) analytische, dort verschwindende Funktion der p unab
hängigen Argumente . . ., zp) bedeutet248). — Des weiteren vgl. 
Nr. 46.

i = 1, • • ;P>

Verschwindet J im Punkte (b), ohne jedoch identisch zu ver
schwinden, während die übrigen Voraussetzungen des Zusatzes be
stehen bleiben, so kann die Auflösung des Gleichungssystems nach

w , wie Beispiele zeigen, auf mehrdeutige Funktionen führen,w1} . . .,
die im Punkte (ß) = (a) nicht analytisch sind. Dies dürfte wohl stets
der Fall sein.

Der Hauptsatz ergiebt sich aus dem Existenzsatz für die Lösung 
eines Systems totaler Differentialgleichungen (IIA4a, 12) und wurde 
auch für den Fall n — 1 auf diese Weise begründet, Briot et 
Bouquet247). Ist w>l, so wird man #2,. . ., zn zunächst als Para
meter auffassen. Der Existenzbeweis für die Lösung des betr. Systems

ein Polynom ist, in einer Arbeit durch, die er in der Berliner Ak. d. Wiss. am 
12. Dez. 1859 vorlegte; Werke 1, p. 247; allgemein bei Biermann, Anal. Funk
tionen, § 42. Picard beweist den allgemeinen Satz mittelst des Weierstrass- 
schen Satzes von Nr. 45; Traite 2, p. 247. Es sei noch auf Meray, Le9ons 
nouvelles, 1, ch. XI und E. Lindelöf, Darb. Bull. (2) 23 (1899), p. 68 verwiesen.

248) Ygl. Peano30) = C. Jordan, Cours d’anal. 1, 2. Aufl., § 94, wo die 
entsprechenden Sätze für reelle Funktionen entwickelt wurden.
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von Differentialgleichungen, den man nun wohl am bequemsten nach 
Picard führt, berechtigt noch immer zu denselben Schlüssen, da es 
sich um gleichmässig konvergente Reihen handelt, deren Glieder ana
lytische Funktionen von zx, z2, ..zn sind.

Für reelle Funktionen reeller Veränderlicher besteht ein dem 
Hauptsatz analoger Existenzsatz, wobei an Stelle der analytischen 
Funktionen F{ jetzt stetige, mit stetigen Ableitungen ausgestattete Funk
tionen treten (II A 2, 9). Diesen Satz kann man ebenfalls mit Hülfe 
des Picard'sehen Verfahrens auf den entsprechenden Existenzsatz für 
die Differentialgleichungen begründen. Dini30) hat zuerst einen 
direkten Beweis für denselben gegeben. Auf Grund dieses Satzes 
beweist man am einfachsten nach Jordan oder Picardden Haupt
satz dieses Paragraphen.

Uber Cauchy’s erste Arbeiten betr. implicite Funktionen berichten 
Brill und Noether24S). Vgl. auch Nr. 14, 42, 43.

45. Der Weierstrass’sche Satz und die Teilbarkeit im Kleinen.
Es möge F(w, zx, . . ., zn) eine im Punkte (b, al: . . ., an) analytische 
Funktion sein, die dort verschwindet, ohne dass F (w, %,..., aj, als 
Funktion von w betrachtet, identisch Null ist; sei m die Ordnung 
des Nullpunktes w = b. Dann lässt sich F in der Form darstellen: 

F(w,z1}...,zn)=f (w, zn)®(w, *i, ..., zn),
m

f(w,ei, • • •> O = wm +2A («i, • • •, *»)
i—i

wo A{ eine im Punkte (an . . ., an) analytische Funktion von (zx, . . ., zn) 
und O eine im Punkte (b, ax, . . ., an) analytische, dort nicht ver
schwindende Funktion von (w, z1} . . ., zn) bedeutet. Ferner ist 
f (w, ax,.. ., an) = (w — b)m.

Im Falle dass F (w, ax, . . ., aw) identisch verschwindet, lassen sich 
die Argumente (w, zx, . . ., z^) mittelst einer linearen Transformation 
durch andere (w, zx, . . ., zr') ersetzen derart, dass für F, als Funktion 
von (w\ zx,. . ., zn') betrachtet, der Satz besteht249 200).

Auf Grund des Weierstrass'sehen Satzes lässt der Algorithmus 
des grössten gemeinsamen Teilers eine Ausdehnung auf analytische 
Funktionen mehrerer Veränderlichen zu, die in einem Punkte ver
schwinden251). Es mögen F, d>5E zwei Funktionen von (zu ..., zn) sein,

249) Bericht, p. 183.
250) Weierstrass, Vorlesungen an der Berliner Universität von 1860 an; 

Abhandlungen aus der Funktionenlehre, p. 105, § 1 = Werke 2, p. 135. Ein 
einfacher Beweis rührt von Simart her, Picard, Traite 2, p. 241.

251) Weierstrass 250), §2; Dautheville2ii).



die im Punkte (ax,. .an) analytisch sind. F heisst im Punkte (a) 
durch CD teilbar, wenn F und O der Relation genügen: F = Q 
wo Q ebenfalls in (a) analytisch ist. Ist in (a) sowohl F durch 
als auch durch F teilbar, so mögen F und im Punkte (a) 
äquivalent heissen. Verschwindet F in (a), so heisst F in (a) redu- 
cibel, wenn F — FXF2 ist, wo Flf F2 in (a) analytisch sind und beide 
dort verschwinden. Es besteht der Satz: Eine Funktion F, die im 
Punkte (a) analytisch ist und dort verschwindet, lässt sich stets auf 
eine und nur auf eine Weise in das Produkt einer endlichen Anzahl 
irreducibler Faktoren zerlegen, wofern zwei solche Faktoren als 
identisch angesehen werden, wenn sie äquivalent sind. Sind F und <& 
zwei Funktionen, die in (a) analytisch sind und dort verschwinden, und 
haben F und in (a) keinen gemeinsamen Faktor, so werden sie 
auch in keiner Stelle der Umgebung von (a), in welcher sie beide 
verschwinden, einen gemeinsamen Faktor haben, 
bilden eine 2n — 4 fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Haben sie da
gegen in (a) einen gemeinsamen Faktor Cr, so werden sie auch in 
allen Stellen der Umgebung von (a), in denen Cr verschwindet, sonst 
aber nirgends, einen gemeinsamen Faktor, nämlich Cr, haben.

Zu den in Nr. 42 angeführten Sätzen kann man noch den fol
genden Satz hinzufügen: Ist (a) eine ausserwesentliche singuläre 
Stelle lter resp. 2ter Art der Funktion F (z1}. . ., #w), so bilden die 
Stellen der Umgebung von (a), in denen F — oo resp. F völlig un
bestimmt wird, eine 2n — 2 fach resp. (falls n > 2) eine 2n — 4fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit.

In der Algebra spielt der folgende Satz eine wichtige Rolle252): 
Verschwindet das Polynom F (zt, . . ., zj für alle Punkte (z) der Um
gebung eines Punktes (a) bezw. für alle Punkte einer geeigneten 
endlichen Menge (vgl.246), für welche ein zweites irreducibles Polynom 
<&(#!,..., zn) verschwindet, so ist F durch O teilbar. Setzt man da
bei die Irreducibilität von & nicht voraus, so folgt, dass F und <D 
einen gemeinsamen Faktor haben. Dieser Satz lässt sich auch auf 
die Teilbarkeit zweier analytischer Funktionen im Kleinen übertragen.

46. Die Parameterdarstellung im Kleinen; implicite Funktionen.
Verschwindet die im Punkte (a) analytische Funktion F (slf . . ., #M) 
in diesem Punkte, während von den Ableitungen dF/dzi} . . ., dF/dzn 
mindestens eine dort von Null verschieden ist, so lassen sich die 
Koordinaten aller derjenigen Punkte (z) der Umgebung von
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Solche Stellen

(a), in

252) 0. Holder hat wohl den ersten Beweis des Satzes veröffentlicht: Math, 
naturwiss. Mitteil. 1 (1884).
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welchen F verschwindet, mittelst n— 1 Parametern un—\ dar
stellen, indem man

Zi — cpi (%, . -., un — i),

setzt, wo <pt- eine geeignete, im Punkte (0, ..., 0) analytische Funktion 
von (u1} . . un—i) bedeutet. Zwischen den in Betracht kommenden 
Punkten (V) und den Punkten (u) der Umgehung des Punktes (u) — (0) 
besteht eine ein-eindeutige Beziehung253). Die Frage, ob der Satz 
auch dann noch gilt, wenn alle die ersten Ableitungen in (a) ver
schwinden, wobei jedoch dann an Stelle des einen Gleichungssystems 
zi= 9h mehrere solche Gleichungssysteme treten können, ist wahr
scheinlich zu bejahen253*); für den Fall n — 3 ist er richtig254).

Auf Grund dieses Satzes lassen sich die Koordinaten aller 
Punkte (zlf . . ., zn) der Umgebung der Stelle (aly . . ., an), wofür die 
p Gleichungen gleichzeitig bestehen:

(?t> • • •} Zn) = .. .,p<n,
wo Fi eine in (a) analytische, dort verschwindende Funktion von 
bedeutet, mittelst m^n—^Parameter ul7...,um darstellen, und 
zwar durch eine endliche Anzahl von Gleichungssystemen je von der 
Form

M

h = <p, («i, • ■ •> »J,
wo <pt eine im Punkte (0, . . ., 0) analytische Funktion von (ut, . . 
bedeutet. Zwischen den in Betracht kommenden Punkten (z) und 
den Punkten (u) der Umgebung des Punktes (u) = (0) besteht eine 
im allgemeinen ein-eindeutige Beziehung.
Funktionen Fi(z1,. . z^) alle Polynome, so lässt sich das ganze
durch die Gleichungen Fi(z1, . . zn) = 0 definierte algebraische Ge
bilde durch eine endliche Anzahl solcher Formeln darstellen. Ygl. 
Nr. 11, Ende.

Um)

Sind insbesondere die

47. Das analytische Gebilde. Der Begriff der analytischen 
Fortsetzung einer zunächst in einem Bereich (T) definierten ana

253) Der Beweis ergiebt sich sowohl aus dem Satze von Nr. 44 als auch 
aus dem Weierstrass7sehen Satze Nr. 45. Es genügt, u. — z. zu setzen.

253a) Dem Punkte (z) — (a) werden aber im allgemeinen unendlich viele 
Punkte (u) entsprechen.

254) Mit dem Beweise dieses Satzes (oder, genauer gesagt, mit dem spe
ziellen Fall desselben, wo F ein Polynom ist) hat sich G. Kobb, J. de math. (4) 
8 (1892), p. 385 beschäftigt. Seine Untersuchung weist jedoch wesentliche 
Lücken auf; vgl. B. Levi, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 219. Ein strenger Be
weis für den Fall n — 3 ist von C. Black durchgeführt worden; Harvard Thesis 1901 
= Am. Ac. of Arts and Sei. Proc. 37 (1901).



lytischen Funktion mehrerer Veränderlichen f(zlf . . ., zn) über diesen 
Bereich hinaus lässt sich in analoger Weise festlegen, wie früher im 
Falle n— 1, Nr. 13, indem man in der Ebene der Grösse zk einen 
zweiten Bereich Tk in Betracht zieht, welcher am Bereich Tk längs 
einer regulären Kurve Ck angrenzt und den Bereich Tk also zu einem 
neuen Bereich %k ergänzt. Eine solche Ausdehnung des Bereiches 
Tk kann in jeder Ebene: k — 1, 2, . . ., n, oder auch nur in einigen 
dieser Ebenen geschehen. Der erweiterte Bereich sei mit (X) be
zeichnet. Kann man den Punkten von (X) solche Werte zuordnen, 
dass eine in (X) analytische Funktion entsteht, die in (T) mit der 
ursprünglichen Funktion f(zx, . . ., zn) zusammenfällt, so sagt man, 
dass f(zx, . . ., &n) über (T) hinaus analytisch fortgesetzt werden kann. 
Der Definitionsbereich der Funktion f(zx,...,zrt) besteht nun aus 
dem Ausgangsbereich (T) nebst allen Erweiterungen, welche ana
lytischen Fortsetzungen der Funktion entsprechen und ist, falls die 
Funktion vieldeutig ist, als mehrfacher Riemann'scher Raum255) auf
zufassen. Die Gesamtheit der zugehörigen Funktionswerte bildet die 
analytische Funktion256).

Um bei den analytischen Funktionen mehrerer Veränderlichen 
eine analytische Fortsetzung zu konstatieren, bedient sich Weier
strass der Methode der Potenzreihen. Es sei f(zx,...,zn) eine 
im Punkte (ax, . . ., an) analytische Funktion. Vom Punkte (a) aus 
wird eine reguläre Kurve £ beschrieben:

% = <Pl (0> *2 = <Pz (ß), • • • ün = <pn (t),

wo der reelle Parameter t das Intervall: t0<^t<^tx durchläuft und 
ai = tfißo); — cpi (tx) ist. Längs der Kurve 2 wird f (z1} . . ., zn) 
in analoger Weise analytisch fortgesetzt, wie im Falle n = 1 (Nr. 13). 
Kann f(zx,...,zn) sowohl längs £ als auch längs einer zweiten 
solchen die Punkte (a) und (b) verbindenden Kurve £' in (b) hinein 
analytisch festgesetzt werden (vgl. Nr. 13), so erhält f beide Mal in 
(b) denselben Wert, wofern £' stetig in £ verwandelt werden kann,
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255) Durch die mathematische Physik wird der Begriff eines mehrfachen 
Raumes nahe gelegt. Vgl. die Citate bei Brill und Noether, Bericht, p. 254, 255, 
auf Kirchhoff (1847) und Helmholtz. Die analytische Fortsetzung einer Potential
funktion im Bs ist von Stahl behandelt; J. f. Math. 79 (1875), p. 265. Ein ein
faches Beispiel einer mehrwertigen Potentialfunktion im Bs hat Appell gegeben; 
Math. Ann. 30 (1887), p. 155. Derartige Funktionen sind von Sommerfeld unter
sucht; Lond. Math. Proc. 28 (1897), p 397. Daran schliesst sich eine Arbeit 
von Garslaw, ebenda, Bd. 30 (1899), p. 121.

256) Nach Weierstrass eine monogene analytische Funktion. Wegen des 
analytischen Gebildes vgl. unten.
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ohne dass für die Zwischenlagen dieser Kurve die analytische Fort
setzung der Funktion f von (a) bis (5) unmöglich wird.

Wenn insbesondere die Funktionen cpi (t) alle analytisch sind, 
kann die analytische Fortsetzung längs ß auch dadurch geschehen, 
dass man f (ypx (t), . . ., cpn (f j), als Funktion von t betrachtet, längs der 
reellen Achse von t0 bis tx analytisch fortsetzt. Es wäre aber ein 
Fehler zu glauben, dass alle Punkte (&), bis in welche man f(z17..., 0n) 
auf diese Weise analytisch fortsetzen kann, zum Definitionsbereich 
von f gehören. Als Beleg dafür diene folgendes Beispiel. Es sei 
die Funktion ip (z) im Einheitskreise analytisch und von 0 verschieden 
und lasse keine analytische Fortsetzung über diesen Kreis hinaus zu. 
Bildet man die Funktion

f Oi, h) = V (*i) ’
so ist dieselbe nur in demjenigen Bereich (T) definiert, wo ] zx | < 1, 
j z% \ < 1 ist. Die Kurve zx — t, z2 = t, (0 ^ t) führt über diesen 
Bereich hinaus, wenn t genügend wächst. Längs dieser Kurve hat 
f den Wert t und lässt sich somit unbegrenzt analytisch fortsetzen. 
Diesen Sachverhalt kann man geometrisch so erklären, dass man die 
Gleichung

^(«i)w — zx

als Fläche deutet und dann bemerkt, dass die Kurve zx — t, z2 — t, 
w — t eine Zeit lang auf der Fläche verläuft, später aber eine natür
liche Grenze der Fläche überschreitet und von da ab von der Fläche
getrennt verläuft. Allgemein kann man also sagen: Die analytische 
Fläche

w =/’(%,- •
deckt sich nicht mit der Gesamtheit der analytischen Kurven:

8t = <Pi (0;
die zum Teil auf der Fläche liegen.

Eine analytische Funktion f(zx, .. ., zn) hängt von einer abzähl
baren Menge von Bestimmungsstücken ab. In der That wird f(zx,..., zn) 
zunächst in der Umgebung eines Punktes (ax, . . ., an) durch die ab
zählbare Menge von Koeffizienten der Taylor1 sehen Reihenentwicklung 
festgelegt, und nun genügt es, um alle möglichen analytischen Fort
setzungen zu beherrschen, bloss eine abzählbare Menge davon in Be
tracht zu ziehen. Es sei der Einfachheit halber n — 2 gesetzt und 
man bezeichne die zusammengehörigen Konvergenzradien der Potenz
reihe:

W=f(<Pl • • -j
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CO, CO

/>i; *2) =24k Ol — «J O2 — a*y
i = 0, k — 0

mit rx, r2. Ferner sei Rx die obere Grenze von rx, wenn r2 gegen 
Null konvergiert. Jedem rationalen Werte von rx (< Rx) sei der 
grösstmöglicbe Wert von r2 zugeordnet. Die rationalen Punkte des 
Bereiches \zx — ax1 < rX} j z2 — a21 < r2 bilden eine abzahlbare Menge 
und die Gesamtheit dieser den verschiedenen rationalen Werten von 
rx entsprechenden Mengen liefert eine abzahlbare Menge von Punkten 
(«p ßf)} die wie folgt beschaffen sind: Ist (a, ß) ein beliebiger innerer 
Punkt des Konvergenzbereiches der obigen Potenzreihe, so giebt es 
einen Punkt («., ßi) derart, dass die aus jener Potenzreihe unmittel
bar (d. h. durch algebraische Umformung der Reihe) abgeleitete 
Potenzreihe ^Aii- (zx— aff (z2— ßff den Punkt (a}ß) im Innern 
ihres Konvergenzbezirks birgt. Die Menge (a., ß) bildet demnach 
die naturgemässe Verallgemeinerung der Menge der im Konvergenz
kreise der ersten Taylor'sehen Reihe gelegenen rationalen Punkte im 
Falle n — 1 (Nr. 13). Eine ähnliche weitere Überlegung wie in 
jenem Fall führt dann zu einem analogen Resultat, was der Inhalt 
der vorhin ausgesprochenen Behauptung ist.

Es mögen jetzt r analytische Funktionen
== fi (ß 1? • • •> •O? i = 1, . . ., r,

vorgelegt sein, die auch durch implicite Gleichungen:
4 (ßl) • ‘ ') Zn•> &n+l> • • ■) Z-n-\-r) — i = 1, . . V,

definiert werden können und welche sich alle im Punkte (ax, . . ., an) 
analytisch verhalten. Diese Funktionen werden gleichzeitig analytisch 
fortgesetzt. Ein Punkt (ax, . . ., af), der sich auch nur für eine 
einzige derselben als singulär erweist, gilt als ein singulärer Punkt 
des Systems, vgl. Nr. 13, Ende. Man wird also wie im Falle r = 1 
zu einem Definitionsbereich des Systems geführt. Die zugehörigen 
Funktionenwerte bilden ein analytisches Funktionensystem257). Die Ge
samtheit der so erhaltenen Punkte {zx, . . ., zn, zn+1, . . ., Zn+r) bildet 
unter Hinzunahme gewisser sogleich zu besprechenden Grenzpunkte 
das analytische Gebilde nter Stufe im Gebiet von n -j- r Veränderlichen 
{Weierstrass). Die Stelle {ax, . .., an, an+lf. . ., aH+r) heisst eine 
Grenzstelle des analytischen Gebildes, falls die r Funktionen f {zx..., zn) 
sich bezw. den Werten an+i nähern, wenn der Punkt {zX} . . ., zn) dem

257) Nach Weierstrass ein monogenes System. Das monogene analytische 
Gebilde wird hier in ähnlicher Weise definiert, wie in Nr. 13 für den Fall 
n — r — 1.



Grenzpunkte (a1} . . ., aj des Definitionsbereiches zustrebt. Sie wird 
dann und nur dann zum analytischen Gebilde gerechnet, wenn 
sie als die naturgemässe Verallgemeinerung einer der Singularitäten 
angesehen werden kann, die die algebraischen Gebilde «ter Stufe im 
Gebiet von n -J- r Veränderlichen aufweisen, d. h. wenn die in Betracht 
kommenden Bestimmungen der r Funktionen zn+i =/* (%, . . ., zn) in 
der Umgebung des Punktes (z1} . . ., zn) einem bezw. mehreren Glei
chungssystemen von der Form genügen:

(#1; • • •; • • ■; Zn-\-r) == 0; i = lj •

wo die Funktionen in der Umgebung des Punktes (at, . 
an+1, . . ., alle analytisch sind und dort verschwinden. Dabei
spielt der unendlich ferne Bereich keine besondere Rolle, die Koordi
naten a1} . . an+r dürfen zum Teil oder alle unendlich sein.

Das so definierte analytische Gebilde ist im allgemeinen unab
hängig von der besonderen Wahl der unabhängigen Veränderlichen 
(z1}.. ., zn). Greift man nämlich irgend n andere aus den n -f- r 
Veränderlichen zlf . . ., zn+r heraus: zL', . . ., z'n und bildet man die 
F unktionaldeterminante

r,• •}
an,•

WO
£li = zn+i — fi(zu...,zn)

gesetzt ist und die übrigen Veränderlichen durch zt", . . ., z ” be
zeichnet sind, so wird J im allgemeinen nicht identisch verschwinden; 
alsdann lassen sich die r Gleichungen = 0, i = 1, . . ., r, in der 
Umgebung eines nicht spezialisierten Punktes (a/, ..., a„, ,..., a”) 
nach z^\ . . ., z ” auflösen und das aus diesen neuen Funktionen:

*C-h — fi • • •; 0> i=1
entspringende analytische Gebilde fällt mit dem ursprünglichen zu
sammen (Weierstrass). Der Übergang von den 'zx, . . ., zn zu den 
Zi, . . ., z„ ist dagegen unmöglich, wenn J identisch verschwindet.

Das Prinzip der Funktionalgleichungen gilt in derselben Formu
lierung wie in Nr. 16 auch für Funktionen mehrerer Veränderlichen.

48. Einige Sätze über das Verhalten im Grossen. Hat eine 
analytische Funktion F(zx, . . ., zn) keine anderen als nur ausser- 
wesentliche singuläre Stellen, so lässt sich dieselbe als eine rationale 
Funktion darstellen258); hat sie bloss im Endlichen keine anderen

• -,r,> •

258) Dieser Satz ist zuerst von Weierstrass 244) ausgesprochen und von
A. Hunvitz, J. f. Math. 95 (1883), p. 201 mittelst Potenzreihen bewiesen worden.

48. Einige Sätze über das Verhalten im Grossen. 111
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als ausserwesentliche singuläre Stellen, so lässt sie sicli als der 
Quotient zweier ganzer (rationaler oder transcendenter) Funktionen 
darstellen, die im Endlichen höchstens in singulären Punkten der 
Funktion gleichzeitig verschwinden 259).

Da eine analytische Funktion von n > 1 Argumenten keine iso
lierte singuläre Stelle haben kann (Nr. 42), so ist eine unmittelbare 
Ausdehnung des Satzes von Nr. 34 auf solche Funktionen nicht mög
lich. Es besteht jedoch nach Weierstrass260) der engere Satz: Einem 
beliebigen Bereich (T) des Punktes (ex,. . ., #w) entsprechen eindeutige 
Funktionen, die in (T) keine anderen als nur ausserwesentliche singu
läre Stellen haben und in jedem Begrenzungspunkte von (T) einen 
wesentlichen singulären Punkt aufweisen.
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49. Homogene Variable. Die homogenen Variabein, welche in 
der Formentheorie eine Hauptstellung einnehmen, sind in die Funk
tionentheorie von Aronhold eingeführt und von Clebsch, Klein und 
anderen vielfach verwendet worden261). Sie bezwecken einmal die 
Beseitigung der Sonderstellung, welche dem unendlich fernen Bereich 
sonst zufällt; dann aber wird darüber hinaus eine Symmetrie der 
Formeln erzielt, in welcher die Äquivalenz im Grunde gleichberech
tigter Dinge ihren analytischen Ausdruck findet. Unter einer analy
tischen Form versteht man eine homogene analytische Funktion von 
n Veränderlichen, d. h. eine Funktion f(zx, . . ., £w), welche für alle 
Punkte der Umgebung eines Punktes (ax, . . ., an) des Definitions
bereiches von f und für alle Punkte t der Umgebung des Punktes 
t — 1 der Gleichung genügt:

wo X eine konstante Grösse, die sogenannte Dimension der Form, be
deutet und unter tl derjenige Zweig dieser Funktion verstanden ist,

259) Der Satz ist zuerst von Poincare für den Fall n — 2 mit Hülfe der 
partiellen Differentialgleichungen, denen der reelle Teil der Funktion genügt 
(Nr. 42), bewiesen worden?42); Poincare spricht daselbst noch folgenden Satz 
aus: Si Y est une fonction quelconque de X, non uniforme, qui ne presente 
pas de point singulier essentiel ä distance finie et qui ne puisse pas, pour une 
meine valeur de X, prendre une infinite de valeurs finies infiniment voisines les 
unes des autres; eile pourra etre consideree comme la solution d’une equation: 
G(X, Y) = 0, oü G est une fonction entiere. Einen Beweis für den allgemeinen 
Fall — und zwar zugleich unter Erweiterung der Voraussetzungen des Satzes — 
hat P. Cousin gegeben; Par. These 1894 = Acta math. 19 (1895), p. 1.

260) Weierstrass 244). Es ist mir kein Beweis dieses Satzes bekannt.
261) Aronhold, J. f. Math. 61 (1863), p. 95; Clebsch und Gordan, AbeFsche 

Funktionen, 1866; Klein, vgl. unten.



welcher für t — 1 den Wert 1 annimmt262). Es sei insbesondere 
w = 2.263) Setzt man t = z^1, z — zjg2, so ergiebt sich, dass 

f{*u g2) = z\f(z, 1) = (zu)1(u2z 1),
wo (zu) — u2zx — uxz2 und ux, u2 willkürliche Grössen bedeuten; es 
lässt sich somit die Form f(zx, z2), welche als Funktion zweier un
abhängiger Yariabeln aufzufassen ist, auf die Änderung hin, welche 
sie erleidet, wenn der Punkt (z1} g2) in dem vierdimensionalen Raum 
dieser Veränderlichen einen beliebigen geschlossenen Weg beschreibt, 
dadurch untersuchen, dass man einzeln die Änderungen a) der Funk
tion (u2z — 'tti)~xf(z, 1) und b) der Funktion (zu)1 bestimmt, wenn g 
resp. t — (zu) unabhängig von einander den entsprechenden Weg in 
seiner Ebene durchläuft264).

Das Integral

49. Homogene Variable. 113

(f)

ff(zx,z2)(zdz),
(a)

wo f (zl, g2) eine analytische Form (— 2)ter Dimension ist, wird defi
niert, indem man im vierdimensionalen Raum der Variabein (zx, z2) 
den Punkt (ax, a2) mit dem Punkt (b1} l>2) durch einen Weg ver
bindet, der ganz im Definitionsbereich der Funktion f(z1, z2) verläuft:

= 9>i(0 + (fi, % = + ^2 (f)> ta<^t<,tb',

262) Diese Definition stützt sieb auf das Verhalten der Funktion im Kleinen; 
mittelst analytischer Fortsetzung bestimmt man dann im Grossen, welche Zweige 
f(tz1, . . ., tzj, f(zx, . . ., zn) zusammengehören. Ein bemerkenswerter Fall 
kommt in der Variationsrechnung vor. Es handelt sich um die reelle homogene

<*V + ßyFunktion 0ter Dimension F(x, y) = wo fs eine positive definite
Vf* (V, y) ’

quadratische Form bedeutet, die Quadratwurzel positiv genommen wird und a, ß 
reelle Konstante sind. F(x, y) ist daher eine reelle eindeutige stetige Form 
0ter Dimension in den reellen homogenen Variabein x\ y. Trotzdem ist 
F(— x, — y) nicht = F(x\ y), sondern = — F(x', y). Daraus ersieht man, 
dass die stetige Fortsetzung von F(x\ y) im Reellen und die analytische 
Fortsetzung von txF(x\ y) im Komplexen zu verschiedenen Resultaten führen 
können.

263) Bei der Anwendung der A&eZ’schen Integrale auf Kurvengeometrie 
(IIB 2) ist häufig m)>2 zu nehmen; doch sei auch in diesem Fall an die Unter
suchungen von Klein erinnert, bei denen das algebraische Gebilde, wie im 
hyperelliptischen Fall, auf einem binären Gebiet behandelt wird; Math. Ann. 36 
(1890), p. 1.

264) Burlchardt, Math. Ann. 32 (1888), p. 410; Bitter 156), p. 17. Man trifft 
gewöhnlich noch die Übereinkunft, dass zx, z3 niemals unendlich werden und 
auch nicht gleichzeitig verschwinden. Endlich kann man (zu) = 1 setzen, 
indem man z den Wert ux /wä nicht anzunehmen gestattet.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 2. 8
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und das Integral längs dieses Weges erstreckt:
(6) lb b

ff (*1, h) 0 de) ==f f(elf z2) (z2z,' — exe{)ät =ff(e, 1) dz,
(«) {a a

wo z — zjza, und a — aja2, b — bj\ ist. Zwei solchen Wegen, 
welche stetig in einander umgeformt werden können, entsprechen 
gleiche Werte des Integrals. — Von solchen Integralen ist beispiels
weise bei der Behandlung der hypergeometrischen Funktionen mittelst 
des bestimmten resp. Schleifenintegrals ausgiebiger Gebrauch gemacht 
worden265). Die homogenen Yariabeln finden fernerhin eine Anwen
dung in der Theorie der automorphen Funktionen (II B 6 c), sowie 
der linearen Differentialgleichungen (II B 4) 266).

265) Vgl. Schellenberg 102). Klein, Hypergeometrische Funktionen, Vorlesung 
vom W.-S. 1893/94 (lithographiert), Göttingen 1894.

266) Bitter156); ferner Math. Ann. 44 (1894), p. 261 u. 47 (1896), p. 157; 
Klein, Gott. Nachr. 1890, p. 85; Math. Ann. 38 (1891), p. 144; sowie Pick, ibid., 
p. 139.

(Abgeschlossen im August 1901.)
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der Abel'sehen Funktionen ist ausser IIBl auch die Litteratur von IIB6b 
und III C 2, 8 heranzuziehen. In Bezug auf die Beziehungen zur Kurventheorie 
bes. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie 1, Leipzig 1876.

Für die arithmetische Behandlung der algebraischen Funktionen vergleiche 
man den folgenden Artikel IIB 2 a.

A. Allgemeines.
1. Definition. Ist eine komplexe Veränderliche y Wurzel einer 

algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten ganze rationale Funk
tionen einer Veränderlichen x sind, und hat diese Gleichung f(xy) — 0 
keinen in x und y ganzen rationalen Teiler, so heisst y eine alge
braische Funktion von x. Das erste Auftreten solcher allgemeinen 
algebraischen Funktionen geht auf die Geometrie des Cartesius1) und 
auf Newton2) zurück. Euler3) gab ihre formelle Definition. Abel4) 
zog sie zum erstenmal in den Bereich eines Satzes und wird darum 
mit Recht als der Begründer ihrer Theorie bezeichnet. Für die Ge
schichte der algebraischen Funktionen und ihren Zusammenhang mit

1) Bene Hescartes, Geometrie 1637, deutsch von Schlesinger 1894, 2. Buch 
am Anfang.

2) I. Newton, Methodus fluxionum (Opusc. coli. Castillioneus, Lausanne & 
Genf 1744).

3) L. Euler, Introductio in Analysin infin. 1754, 1. Buch, 1. Kap. § 7.
4) Näheres über Abel s. unten Nr. 41.
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der Entwicklung der Funktionentheorie und der Theorie der alge
braischen Kurven sehe man den Bericht von Brill und Nöther im 
Jahresbericht der deutschen Math.-Yereinig. 3 (1892—93), erschienen 
18945).

2. Die algebraische Funktion in der Umgebung einer ein
zelnen Stelle. Ist f(xy) vom Grade n in y, so gehören zu jedem
Werte von x auch n Werte von y. Diese heissen Zweige6) der
Funktion. Durchläuft x einen geschlossenen Weg, so geht entweder 
jeder einzelne Zweig in sich über, oder aber es verteilen sich die 
einzelnen Zweige in Teilsysteme, Cyklen7) genannt, deren einzelne 
Elemente sich beim Umlauf cyklisch unter einander vertauschen.
Ein solcher Cyklus kann auch nur ein Element enthalten. Die Zweige
eines aus mehreren Elementen bestehenden Teilsystems nehmen an be
stimmten Stellen gleiche Werte an und hängen so miteinander zu
sammen. Diese Stellen heissen daher Verzweigungsstellen8) jener dem 
Cyclus angehörigen Zweige, die x-Werte selbst Yerzweigungswerte. 
Sie sind nur in endlicher Anzahl vorhanden, da in ihnen die Diskrimi- 
nante von f(ccy) nach y verschwinden muss. Die Umgebung des unend
lich fernen Punktes ist besonders durch Einführung von x~1 statt x zu 
untersuchen. Unendlich können einer oder mehrere Zweige nur dann 
werden, wenn entweder x selbst unendlich wird, oder der Koeffizient 
der höchsten Potenz von y verschwindet. Die Zahl der Unendlich
keitsstellen ist also ebenfalls endlich. Ist a keine Verzweigungsstelle 
eines bestimmten Zweiges, so ist dieser in der Umgebung von a 
nach ganzen Potenzen von x — a entwickelbar, und zwar treten 
negative Potenzen nur in endlicher Zahl und nur an einer endlichen 
Zahl von Stellen auf. Gehen in der Umgebung einer Verzweigungs
stelle k Zweige in einander über, so heisst diese eine k— 1-fache, 
oder von der k — lten Ordnung. In der Umgebung einer solchen 
werden sämtliche k in ihr zusammenhängende Zweige durch eine und

5) Im folgenden kurz mit Ber. und Seitenzahl citiert.
6) Riemann, Abel’sche Funktionen, J. f. Math. 54 (1857) — Werke, hsgg. 

von H. Weber, Leipzig 1892 (2. Aufl.), p. 90; künftig mit R. A. F. citiert.
7) Puiseux, Recherches sur les fonctions algdbriques, J. de math. 15 (1850), 

Nr. 19 (auch deutsch von Fischer, Halle 1861). Vgl. Briot u. Bouquet, Fonctions 
elliptiques, deux. edition, Paris 1875, p. 39.

8) R. A. F. p. 90, point critique bei Briot u. Bouquet 1. c. und anderen. 
Einzelne Autoren, wie Picard (Traite d’anal. 2, p. 349) gebrauchen letzteren 
Ausdruck überhaupt für solche Stellen, an denen zwei oder mehr Werte von y 
einander gleich werden, während die Verzweigungspunkte points de ramification 
heissen.
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dieselbe nach ganzen Potenzen von (x — fortschreitende Reihe 
dargestellt. Negative Potenzen treten auch hier nur in endlicher Zahl 
auf. Im Unendlichen tritt xr1 an die Stelle von x — a in den Reihen, 
was in Zukunft nicht mehr besonders erwähnt werden soll. Die 
Reihen konvergieren bis zur nächsten Verzweigungs- oder Unendlich
keitsstelle des oder eines der dargestellten Zweige9). Diese Eigen
schaften sind für die algebraischen Funktionen auch charakteristisch, 
d. h. eine Funktion, welche überall n Werte annimmt und deren 
Entwicklungen das eben beschriebene Verhalten zeigen, wobei Ver
zweigungs- und solche Stellen, in deren Umgebung eine Entwicklung 
nach negativen Potenzen auftritt, nur in endlicher Zahl Vorkommen 
dürfen, ist Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Funk
tionen von x als Koeffizienten10). Ist es überdies möglich, auf ge
eigneten Wegen von x jeden Zweig in jeden andern überzuführen 
ohne dass auf dem dabei benützten Wege zwei oder mehr derselben 
einander gleich werden, so ist diese algebraische Gleichung auch un
zerlegbar. Im Gegenfalle lässt sie sich in eine endliche Anzahl solcher 
zerlegen.

3. Das algebraische Gebilde. Weierstrassu) bezeichnet die Ge
samtheit der Wertepaare x, y, welche einer algebraischen Gleichung 
f(xy) = 0 genügen, als ein algebraisches Gebilde, das einzelne Werte
paar xy als eine Stelle12) des Gebildes. Ist a, b eine solche Stelle, 
so heisst sie regulär, wenn f(a -j- |, b -f- rf) in g und rj lineare 
Glieder hat, sonst aber singulär. Die Anzahl der singulären Stellen, 
welche wohl zu unterscheiden sind von den singulären Steilen einer

9) Die Reihenentwicklungen beginnen mit Newton (1. c.) u. Cramer, Analyse 
des lignes courbes algebr., Geneve 1750; Lagrange, Th. des fonctions analyti- 
ques, Paris 1796; Berl. Mem. 24 (1768) = Oeuvres 3, p. 5; ibid. 1776 = Oeuvres 4, 
p. 301). Lacroix's Traite 1, p. 104 (2. ed. 1810) giebt Erläuterungen hierzu. 
Cauchy giebt den Satz von der Stetigkeit der einzelnen Zweigfunktionen (Exer- 
cices d’anal. 2, p. 109; Par. C. R. 12, 1841; seine allgemeinen Entwicklungen 
über implicite Funktionen siehe IIBl); Minding (J. f. Math. 23, 1841) die Ent
wicklung im Unendlichen, Puiseux den obigen Satz (1. c.). Eine andere Art 
der Entwicklung bei Hermite, J. f. Math. 116. Siehe auch Nr. 3. — Ältere 
Litteratur bei S. Günther, Vermischte Untersuchungen zur Geschichte etc., Leipz. 
1876, Kap. III; A. Lechthaler, Progr. Gymn. Melk 1885; Zusammenstellung bei 
Jlarkness u. Morley, Treatise (1893), p. 127.

10) R. A. F., p. 108. Briot et Bouquet, J. ec. pol., cah. 36 (1856); Fonctions 
elliptiques, 2. ed., p. 217. Hierher gehört auch L. Kroneclcer, Berl. Ber. 1884, 
Werke 1, p. 543. Man sehe auch IIBl, Nr. 12.

11) Zuerst in Vorlesungen. Vgl. Werke 2, p. 235. Auch G. Hettner, Gött. 
Nachr. 1880.

12) Point analytique bei Appell und anderen (Par. C. R. 94,95; Acta math. 1).



Funktion, ist endlich. Sie geben zugleich die singulären Stellen13) 
der algebraischen Kurve f(pcy) = 0. Alle Werte von x und y, welche 
in einer genügend kleinen Umgebung von a resp. b liegen und dem 
Gebilde angehören, lassen sich durch eine endliche Anzahl von Reihen
paaren, die nach ganzen Potenzen eines Parameters fortschreiten, 
darstellen14 15). Negative Potenzen treten dabei nur in endlicher An
zahl auf. In der Umgebung einer regulären Stelle reicht stets ein 
einziges Paar aus. Dabei ist wesentlich, dass die Wahl des Para
meters so getroffen werden kann, dass jeder Stelle in der Nähe von 
a, b auch nur ein Wert des Parameters in der zugehörigen Entwick
lung entspricht. Ein solcher kann sogar für die Umgebung einer 
bestimmten Stelle (a, b) als rationale Funktion von x, y gewählt 
werden, und soll in Zukunft mit t bezeichnet werden. Ein solches 
Reihenpaar nennt Weierstrass ein Element des algebraischen Gebildes. 
Zur Darstellung des ganzen Gebildes reicht stets eine endliche Anzahl 
von Elementen aus und sämtliche gehen aus einem unter ihnen durch 
analytische Fortsetzung hervor, wenn die definierende Gleichung un
zerlegbar ist. Diese Eigenschaft des Gebildes bezeichnet Weierstrass 
als die Monogeneität des algebraischen Gebildes. Die in Nr. 2 er
wähnten Reihenentwicklungen liefern unmittelbar Elemente, wenn als 
Parameter x — a resp. (x — ft)1/* gewählt wird.

4. Die Biemann’sclie Fläche. Eine klare und übersichtliche 
Vorstellung von dem Gesamtverlauf der Werte einer algebraischen 
Funktion hat Biemannlh) durch folgende Darstellung erreicht. Denkt 
man sich in n übereinanderliegenden Exemplaren der Ebene der kom
plexen Zahlen die Verzweigungswerte markiert und sämtlich durch 
einander nicht schneidende, in allen Blättern gleichverlaufende Linien 
mit einer Stelle, an der sämtliche Zweige der Funktion verschiedene 
Werte annehmen, verbunden, so ist in jedem Blatt der einzelne Zweig 
der Funktion eindeutig, wenn diese Linien als nicht überschreitbare 
Grenzen festgesetzt werden. Dabei werden zu beiden Seiten der 
Linien gleiche oder verschiedene Werte auftreten, je nachdem das

4
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13) Litteratur hierzu Ber. p. 367 und IIIC 2.
14) M. Hamburger, Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871); L. Koenigsberger, Vorles. 

über ellipt. Funkt. (1874); 0. Stolz, Math. Ann. 8 (1875); 0. Biermann, Funk- 
tionentheorie § 39—41; 0. Stolz, Grundz. d. Diff.- u. Integralrechnung 1, p. 177ff.; 
einen andern Weg giebt M. Ch. Meray, Le9ons sur l’analyse infinitesimale 2, 
Paris 1895, p. 121—167. Für die Behandlung auf arithmetischer Grundlage 
Kronecker, J. f. Math. 91 (1881); Hensel, Berl. Ber. 1895; siehe IB 1 c von Hensel 
u. Landsberg, Vorles.

15) Diss. Gott. 1851, Nr. 5 (Werke, p. 7); A. F. 1 (Werke, p. 88).
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Ende der Linie Verzweigungsstelle des betrachteten Zweiges ist oder 
nicht. Ordnet man nun jedem Zweig ein bestimmtes Blatt zu, so 
finden sich die Werte auf einer Seite einer der Linien auf der ent
gegengesetzten Seite derselben Linie oder einer gleichverlaufenden in 
einem andern Blatt. Durchschneidet man daher sämtliche Blätter 
längs dieser Linien, und verbindet die einzelnen Blätter längs dieser 
Schnitte (Verzweigungsschnitte) in der Weise, dass solche Schnitt
ränder, welche gleiche Funktionswerte tragen, miteinander verschmolzen 
werden, so erhält man eine die Ebene w-fach überdeckende Fläche, 
auf welcher die Funktion y eindeutig ausgebreitet ist, die Riemanrisehe 
Fläche. Ihre Konstruktion kann auf mannigfache Art abgeändert 
werden. Wesentlich ist dabei nur, dass die Verbindung der einzelnen 
Blätter den Übergang der einzelnen Zweige der Funktion ineinander 
richtig wiedergiebt. Die Konstruktion kann ebenso an die Ausbreitung 
der komplexen Zahlen auf der Kugelfläche geknüpft werden16). Damit 
wurde zum erstenmal die Zuordnung des gesamten Wertevorrats der 
einzelnen algebraischen Funktion zu den Werten der unabhängigen 
Veränderlichen und der Zusammenhang aller Funktionswerte unter
einander klar erfasst. Die Gruppe der Vertauschungen, welche die 
Funktionswerte bei geschlossenen Wegen der unabhängigen Variablen 
erleiden, heisst die Monoclromiegruppe 17) der Gleichung f(y, x) = 0. 
Aus der Verzweigungsart hat Frobenius18) Kriterien für die Auflös
barkeit von f(y,x) — 0 nach y durch Wurzelzeichen hergeleitet. Eine 
Riemann’sehe Fläche ist durch Angabe der Verzweigungswerte und 
der Cyklen um diese noch nicht vollständig bestimmt, vielmehr muss 
auch der Zusammenhang der einzelnen Zweige von einem Verzwei
gungspunkt zum andern gegeben sein19). Die Anzahl der Riemann
schen Flächen bei gegebenen Verzweigungswerten und ihren Cyklen 
und die Gruppe dieses Problems hat Harwitz20) bestimmt, nachdem 
schon früher Thomae21) für 3- und 4-blättrige Flächen mit transcen- 
denten Mitteln die zugehörigen Funktionen angegeben hatte.

16) Ausführliches über die Konstruktion solcher Flächen in den Lehr
büchern von C. Neumann, Nurege, Koenigsberger, Petersen, Burkhardt, Appell et 
Goursat, Harkness and Morley, Baker. Die ersten ausführlichen Anweisungen 
hierzu haben wohl Prym (Wien. Denkschr. 1864) und Nurege gegeben; vgl. zur 
ganzen Nr. auch IIB 1, Nr. 10, 11.

17) Ch. Hermite, Par. C. R. 32; A. Kneser, Math. Ann. 28 (1886).
18) J. f. Math. 74 (1872).
19) J. Thomae, J. f. Math. 75 (1873).
20) Math. Ann. 39 (1891), 55 (1901). Hierher gehört auch Hoyer, Math. Ann. 

42 (1892); 47 (1896). Auch Kasten, Diss. Göttingen 1876.
21) Math. Ann. 18 (1881).
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In einer mehr an Puiseux22) anschliessenden Weise haben Clebsch 
und Gordan23) den Übergang der Funktionswerte ineinander längs 
geschlossener Wege (Cyklen, Schleifen, Umgänge) ihrer Darstellung 
zu Grunde gelegt.

5. Zusammenhang und Geschlecht der Riemann’schen Fläche.
Ist f(xy) unzerlegbar, so bildet die Piemann'sehe Fläche ein einziges 
zusammenhängendes Ganzes24), sonst liefert jeder Faktor von f(xy) 
eine solche Fläche, welche mit den andern nicht zusammenhängt. 
Nur zu unzerlegbaren Gleichungen gehörige Piemann'sehe Flächen 
sollen weiterhin in Betracht gezogen werden. Eine solche ist von 
bestimmtem Zusammenhang im Sinn der Analysis situs (IIIA 4) 
und zwar als geschlossene Fläche 2^-f-l-fach zusammenhängend. 
Die Zahl p, bei Weierstrass mit p bezeichnet, heisst das Geschlecht25) 
der Piemann1sehen Fläche und der algebraischen Funktion, bei 
Weierstrass der Rang des algebraischen Gebildes. Sie hängt mit der 
Blätterzahl und den Ordnungszahlen der Verzweigungspunkte der 
Piemann1 sehen Fläche durch die Formel w — 2n = 2p — 226) zusammen, 
wo w die Summe der Ordnungszahlen der Verzweigungspunkte be
deutet. Ist f(xy) in y vom Grade n, in x vom Grade m, und hat 
die Kurve f(xy) — 0 nur einfache Doppelpunkte im Endlichen, so ist 
p — (m — 1) (n — 1) — r,26) wo r die Anzahl der im Endlichen ge
legenen Doppelpunkte bedeutet27). Für die nähere Bestimmung des 
Geschlechtes aus den Singularitäten der Kurve f (xy) = 0 sehe man . 
III C 2.

6. Zerschneidung der Riemann’schen Fläche; Querschnitte.
Nach den Lehren der Analysis situs28) lässt sich die Piemann'sehe 
Fläche auf mannigfache Art durch geeignete Quer- und Rückkehr
schnitte in eine einfach zusammenhängende verwandeln. Die folgende

22) P. stellt sich geradezu die Aufgabe, den Wert der algebr. Funktion zu 
bestimmen, wenn die unabh. Variable einen bestimmten Weg durchläuft- 
C. Bunge erledigt diese Frage mit algebr. Mitteln, J. f. Math. 97 (1884).

23) A. Clebsch u. P. Gordan, Abel’sche Funktionen (1866); Schläfli, J. f. 
Math. 76 (1873); F. Casorati, Ann. di mat. (2) 3 (1869); (2) 15 (1887), 16 (1888).

24) L. Koenigsberger leitet mit Hülfe der Verzweigung der Riemannschen 
Fläche Kriterien für die Unzerlegbarkeit der Gleichung f{y,x) = 0 her, Berl. 
Ber. 46 (1898); J. f. Math. 115.

25) Der Name zuerst bei A. Clebsch, J. f. Math. 64 (1865).
26) Biemann, A. F., Art. 7 (Werke, p. 114).
27) Auf diesen Fall kann der allgemeine immer zurückgeführt werden; 

vgl. Nr. 10 und III C 2, IH C 8. Allgemeine Vorschriften bei Hensel u. Lands
berg, Vorles. 1901.

28) IIIA4.



Art der Zerschneidung wird als kanonische29) bezeichnet. Man legt 
p sich selbst und einander nicht schneidende Rückkehrschnitte, die 
Schnitte A, hierauf p weitere ebensolche Querschnitte, Schnitte B, 
von denen jeder die beiden Ränder eines Schnittes A verbindet. End
lich verbindet man die p so erhaltenen Schnittepaare durch p Schnitte 
C, welche von dem Rand eines Schnittepaares A, B zu dem eines 
nächsten führen, zu einem Ganzen. Die Schnitte C können ganz er
spart werden, wenn man die Schnitte A, B von einem und demselben 
Punkt der Biemann'sehen Fläche aus zieht, und kommen hier auch 
sonst nicht weiter in Betracht. Es darf jedoch kein Schnitt weder 
einzeln noch mit den andern zusammen die Fläche zerstücken30).

7. Spezialfälle und Normalformen. Die zweiblättrigen Bie
mann’sehen Flächen, welche die Ausbreitung einer Quadratwurzel aus 
einer ganzen rationalen Funktion wiedergeben, werden hyperelliptische31) 
Flächen genannt, wenn der Grad der ganzen rationalen Funktion 
grösser als 4 ist. Ist der Grad der ganzen rationalen Funktion ge
rade, so ist er 2p -f- 2, sonst 2p -f- 1. Im letzteren Fall hat die 
Fläche ausser den 2p -f- 1 im Endlichen gelegenen Verzweigungs
punkten, an denen die ganze rationale Funktion verschwindet, noch 
den unendlichen fernen Punkt zum Verzweigungspunkt, im ersten Fall 
aber liegen alle 2p -f- 2 Verzweigungspunkte im Endlichen, so dass 
also ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Fällen nicht be
steht. Die Biemann'sehe Fläche wird hier einfach dadurch hergestellt,

5. Geschlecht der Riemann’sehen Fläche. 6. Zerschneidung. 7. Spezialfälle. 123

29) Biemann, A. F., Art. 19.
30) Man sehe insbesondere das Lehrbuch von C. Neumann. Auch die 

kanonische Zerschneidung kann auf mannigfache Weise vollzogen werden. Der 
Zusammenhang der verschiedenen Arten der Zerschneidung ist für die Theorie 
der linearen Transformation der Abel’schen Funktionen wichtig; Thomae, Zeitschr. 
f. Math. u. Phys. 12; J. f. Math. 75 (1873); Klein-Burlihardt, Math. Ann. 35 
(1889), p. 210, neuerdings Wellstein, Math. Ann. 52 (1899), siehe IIB6b; 
Clebsch und Gordan ersetzen die Theorie der Querschnitte durch bestimmte 
Kombinationen von Schleifen, siehe Note 23, 32 und Briot, fonctions abäliennes, 
Paris 1879.

31) Deren Integrale waren die ersten über die elliptischen hinausgehenden 
Integrale algebraischer Funktionen, welche Abel in Betracht zog (vgl. Nr. 42). 
Der Name rührt von Legendre her (Traite des fonctions elliptiques 3, p. 181); 
Jacobi schlug den Namen Abel’sche vor (J. f. Math. 8 (1832), Werke 1, p. 379). 
Beide Namen sind in der älteren Litteratur synonym; z. B. liichelot, J. f. 
Math. 12, 16, 23, 25; Weierstrass, J. f. Math. 47 (1854)); A. Göpel (J. f. Math. 
35, Ostwald’s Klassiker Nr. 67) machte zuerst den Vorschlag, die Benennung 
hyperelliptische Integrale in dem obigen Sinne zu gebrauchen, den Namen 
A&eJ’sche Integrale aber den Integralen allgemeiner algebraischer Funktionen 
vorzubehalten.



dass man die Verzweigungspunkte in p -j- 1 Paare ordnet, die Punkte 
jedes Paares mit einander durch je einen Verzweigungsschnitt ver
bindet, und längs dieser p -j- 1 Verzweigungsschnitte die beiden 
Blätter kreuzweise mit einander verbindet32). Die Zerschneidung der 
Fläche in eine einfach zusammenhängende kann so vorgenommen 
werden, dass man die p Schnitte A, von einem Punkt des ersten 
Verzweigungschnittes ausgehend, im ersten Blatte bis zu je einem 
Punkte eines der p übrigen Verzweigungsschnitte führt, und nach 
Überschreitung des letzteren im zweiten Blatt zum Ausgangspunkt 
zurückkehrt. Die Schnitte B sind dann einfache Umläufe im ersten 
Blatt um die Paare von Verzweigungspunkten, ausgenommen das 
erste Paar. Die hyperelliptischen Flächen und algebraischen Funk
tionen für p — 2, 3, 4 etc. werden als von der ersten, zweiten, dritten 
etc. Ordnung bezeichnet, bei p — 2 die Ordnung häufig weggelassen. 
Wenn eine Riemann'sehe Fläche nur einfache Verzweigungspunkte 
hat, so lässt sie sich durch geeignete Anordnung der Verzweigungs
schnitte derart umformen, dass zwei Blätter nach Art der hyperellip
tischen Fläche in 2p -f- 2 Verzweigungspunkten Zusammenhängen, 
während die übrigen n — 2 Blätter je in einem Paar von Ver
zweigungspunkten mit einem der ersten beiden Zusammenhängen. 
Die Zerschneidung der ersten zwei Blätter nach Art der hyperellip
tischen ist dann auch zugleich eine kanonische Zerschneidung der 
ganzen Fläche32).

8. Funktionen am algebraischen Gebilde und der Riemann’schen 
Fläche. Funktionen des Wertepaares x,y, welche in der Umgebung einer 
bestimmten Stelle des Gebildes analytische Funktionen des Parameters t 
sind, also auf der Riemann'sehen Fläche solche von x — a oder (x — a)lyX, 
werden als analytisch in der Umgebung dieser Stelle am Gebilde be
zeichnet, zeigen sie dieses Verhalten in der Umgebung jeder Stelle, so 
heissen sie analytische Funktionen am Gebilde oder der Riemann'sehen 
Fläche; je nach ihrem Verhalten als Funktionen von t wird die Stelle 
als wesentlich oder ausserwesentlich singulär, als regulär, die Funktion 
selbst als ein- oder mehrdeutig in der Umgebung der Stelle bezeich
net. Die Ordnung des Null- oder Unendlich-werdens bei eindeutigen 
Funktionen ist eben durch dieselben Ordnungen bestimmt, die ihnen 
als Funktionen des Parameters t zukommen. Damit stimmt die Er
klärung der bez. Ordnungen bei Riemann durch die Änderung des
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32) J. Lüroth, Math. Ann. 3 (1871); Münch. Abh. 15 (1885), 16 (1887), dort 
auch weitere Litteratur; Clebsch, Math. Ann. 6 (1873); vgl. auch das Lehrbuch 
von 11. Stahl.



Logarithmus der Funktion33) bei vollständiger Umlaufung der Stelle 
auf der Riemanrisehen Fläche überein. Die Funktion heisst unver
zweigt am ganzen algebraischen Gebilde oder auf der Riemanrisehen 
Fläche, wenn sie es in der Umgebung jeder Stelle ist. Dies zieht 
jedoch keineswegs Eindeutigkeit am ganzen Gebilde nach sich, weil 
durch analytische Fortsetzung auf solchen Wegen, welche Querschnitte 
überschreiten, ev. vom Ausgangselement verschiedene Elemente er
halten werden können34). Eine Funktion, welche am ganzen alge
braischen Gebilde oder der Riemanri sehen Fläche eindeutig ist und 
nur ausserwesentlich singuläre Stellen besitzt, ist eine rationale Funktion 
von x und y und umgekehrt. Eine solche nimmt jeden Wert gleich 
oft am algebraischen Gebilde oder der Riemanri sehen Fläche35) an.

9. Der Körper der rationalen Funktionen, Transformation 
des Gebildes und die Riemann’seben Klassen. Erhaltung von p.
Die Gesamtheit der rationalen Funktionen von x und y bildet einen 
Körper und gestattet daher die Anwendung der arithmetischen Me
thoden36). Die einzelne rationale Funktion z von x und y ist selbst 
Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten in x. 
Der Grad dieser Gleichung ist entweder gleich n oder ein Teiler von n. 
Im ersten Fall ist y rational durch die neu eingeführte Funktion dar
stellbar, im zweiten Fall nicht. Nur im ersten Falle sind die zu z 
und y gehörigen Riemanri sehen Flächen identisch, im zweiten Falle 
ist zwar z eindeutig auf der y zugehörigen Riemanri scheu Fläche, 
nicht aber umgekehrt37). Das einfachste, jedoch triviale Beispiel 
solcher Funktionen sind die rationalen Funktionen von x allein.

Sind w und z zwei rationale Funktionen von x und y, von denen 
die erste jeden Wert r mal, die zweite s mal annimmt, so ergiebt 
die Elimination von x und y aus den drei Gleichungen w — w (x, y),
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33) Riemann bat wohl zuerst den Gedanken gefasst, ein algebraisches 
Gebilde als Träger von Funktionswerten aufzufassen, A. F. Art. 2.

34) Unverzweigt und eindeutig ist in der Litteratur nicht immer streng 
geschieden, da die unverzweigten Funktionen auf der durch Querschnitte zer
schnittenen Riemann'sehen Fläche eindeutig sind, jedoch nicht auf der unzer- 
schnittenen.

35) Briot et Bouquet, J. d. ec. pol.. 1856; Riemann, A. F., Art. 5 (1857), 
doch unabhängig von B. et B., s. Werke p. 102.

36) Hedekind u. Weber, J. f. Math. 92 (1882); die Arbeiten von Kronecker, 
Hensel, Landsberg siehe IBlc, Nr. 11. Neuerdings der letztgenannte Math. 
Ann. 54 (1901). Ausgeführte Beispiele unter diesem Gesichtspunkt bei L. Bauer, 
Math. Ann. 41 (1893), 46 (1895). Eine systematische Darstellung unter diesem 
Gesichtspunkt Hensel u. Landsberg, Algebr. Funkt., Teubner 1901.

37) Riemann, A. F., Art. 5.



z = z (x, y) und f (sc, y) — 0 eine algebraische Gleichung zwischen 
w und z, welche in w vom sten, in z vom rten Grade ist: F(w,z) = 0. 
Diese ist entweder unzerlegbar oder Potenz einer unzerlegbaren Funk
tion. Im ersten Falle sind x und y selbst als rationale Funktionen 
von w und z darstellbar. Die beiden Gleichungen f (x, y) — 0 und 
F (w, z) — 0 gehen dann durch rationale Transformation in einander 
über, die zugehörigen Gebilde und Eiemann’sehen Flächen sind ein
eindeutig auf einander bezogen. Die Eiemann’sehen Flächen sind 
überdies konform auf einander abgebildei, und haben daher gleiches 
Geschlecht p. Die Gesamtheit aller Gleichungen, welche aus einer 
unter ihnen durch eine solche Transformation hervorgehen, nennt 
Eiemann eine Klasse38) algebraischer Gleichungen. Die Gesamtheit 
der rationalen Funktionen von x und y, als Funktionen einer unter 
ihnen aufgefasst, bilden ein System gleichverzweigter algebraischer 
Funktionen. Die durch verschiedene Wahl der unabhängigen Ver
änderlichen entspringenden Systeme werden ebenfalls zu einer Klasse 
algebraischer Funktionen zusammengefasst, so dass jeder Klasse von 
Gleichungen eine Klasse von Funktionssystemen und umgekehrt ent
spricht.
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10. Bedeutung des Klassenbegriffes. Aus der Zusammenfassung 
der algebraischen Funktionen in Klassen ergiebt sich die Forderung, 
die einzelne Funktion zu charakterisieren, unabhängig von ihrer Dar
stellung durch zwei besondere Funktionen der Klasse. Dies wird in 
der Theorie von Weierstrass dadurch erreicht, dass das Verhalten der 
Funktion in Bezug auf die zu den einzelnen Stellen gehörigen Para
meter t zu ihrer Festlegung dient. Es ist hier das algebraische Ge
bilde aufgelöst in eine Anzahl von Bereichen der zu einer endlichen 
Anzahl von Stellen gehörigen Parameter t, welche durch die — die 
analytische Fortsetzung vermittelnden — Ubergangssubstitutionen 
zu einem Ganzen verbunden sind. Die ursprüngliche algebraische 
Gleichung kann ebensogut durch jede andere der Klasse ersetzt 
werden. Auf ganz verschiedenem Weg erreichen Dedekind und Weber39) 
dieses Ziel mit den Hülfsmitteln der Idealtheorie. Der einzelne Punkt 
der Eiemann’sehen Fläche erscheint dann als Primideal. Ein dritter Weg 
führt zunächst zur Aufstellung von Funktionen, resp. Formen, welche 
selbst ihre Beziehung zum algebraischen Gebilde bei rationaler Trans
formation nicht ändern und Darstellung aller übrigen Funktionen

38) Eiemann, A. F., Art. 12 (1857).
39) 1. c. (Note 36), sowie die übrige dort angegebene Litteratur.



durch diese (invariante Darstellung)40). Ferner dient die rationale 
Transformation dazu, aus den Gleichungen einer Klasse nach ver
schiedenen Gesichtspunkten Repräsentanten (kanonische Formen, 
Normalformen)41) auszuscheiden, eine Aufgabe, welche mit der Fest
legung der Klasse durch eine endliche Anzahl von Konstanten (Mo
duln der Klasse) aufs engste zusammenhängt.

11. Die Integrale der algebraischen Funktionen; ihre Perioden.
Wird eine algebraische Funktion integrirt und das Integral als 
Funktion der Grenzen — meist der oberen — aufgefasst, so entstehen 
neue, zum algebraischen Gebilde gehörige Funktionen, welche AbeVsehe 
Integrale42) genannt werden. Ausser den bei algebraischen Funk
tionen möglichen Unendlichkeitsstellen können bei ihnen auch loga- 
rithmische Vorkommen, in deren Umgebung sie in der Form A log t 
-f- P(t) dargestellt werden, wenn P(t) eine nach ganzen Potenzen 
von t fortschreitende Reihe mit höchstens einer endlichen Anzahl 
negativer Potenzen bedeutet. Sie sind ferner am Gebilde und der 
Piemanrisehen Fläche zwar unverzweigt, aber unendlich vieldeutig, 
wenn sie sich nicht auf algebraische Funktionen reduzieren. Die 
sämtlichen Werte eines Integrals gehen aus einem unter ihnen durch 
Hinzufügen einer linearen Verbindung gewisser Konstanten (Perioden 
oder Periodizitätsmoduln) mit ganzzahligen Koeffizienten hervor. Die 
Perioden sind von zweierlei Art, die der ersten (logarithmische 
Perioden) treten zu dem Funktionswert nach Umlauf einer logarith- 
mischen Unstetigkeitsstelle, die der zweiten Art (Perioden oder 
Periodizitätsmoduln schlechtweg) treten hinzu, wenn der Integrations
weg auf der Riemanrisehen Fläche solche geschlossene Wege durch
läuft, welche sich nicht ohne Überschreiten von Verzweigungspunkten 
auf einen Punkt zusammenziehen lassen (Periodenwege). Alle Perioden
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40) A. Brill und M. Nöther, Math. Ann. 7 (1874), auch Gött. Nachr. 1873; 
NÖther, Erl. Ber. 1880, Math. Ann. 17 (1880). Neuerdings in allgemeiner Fassung 
Wellstein, Math. Ann. 54 (1901).

41) Siehe unter Nr. 30. Hierher gehört auch die Verwendung der ratio
nalen Transformationen zur Auflösung von singulären Stellen, insbesondere zur 
Überführung der Gleichung fix, y) — 0 in eine solche, deren zugehörige Kurve 
nur mehr einfache Doppelpunkte enthält. L. Kronecker, J. f. Math. 91 (1881); 
M. Nöther, Math. Ann. 9 (1875); 23 (1883); 34 (1889); weitere Litteratur in Brill 
und Nöther's Bericht, p. 367 ff. Man sehe auch III, C, 2, 8. Neuerdings zeigt 
E. Vessiot, Toul. Ann. 1896, dass die in endlicher Zahl wiederholte Anwendung
der Transformation £ = x, ij = ^ auf f(oc,y) — 0 auf eine Kurve mit lauter

ct x
einfachen Doppelpunkten führt.

42) Siehe Kote 31.



wege lassen sich ans 2p geeigneten unter ihnen zusammensetzen und 
darum die Perioden im engern Sinn sich durch 2p unter ihnen linear 
und homogen mit ganzzahligen Koeffizienten ausdrücken. Die Quer
schnitte der Hiemann’sehen Fläche einer kanonischen Zerschneidung 
bilden immer ein dazu geeignetes Wegesystem43). Auf der zer
schnittenen Riemannschen Fläche sind die Integrale, abgesehen von 
logarithmischen Perioden, eindeutig, nehmen aber an beiden Seiten 
eines Querschnittes um eine längs des Schnittes konstante Grosse 
verschiedene Werte an. Wird an den Schnitten A beliebig eine posi
tive und eine negative Seite festgesetzt, an den Schnitten R aber so, 
dass bei positiver Umlaufung der ganzen Riemanrisehen Fläche man 
auf der positiven Seite der Schnitte B von der positiven Seite der 
Schnitte A auf die negative Seite kommt, so wird der Funktions
wert auf der positiven Seite, vermindert um den auf der negativen 
Seite eines Querschnittes, als Periode an diesem Querschnitt be
zeichnet und ist bei einem Schnitt A gegeben durch das Integral 
längs des zugehörigen Schnittes B, genommen in derjenigen Inte
grationsrichtung, welche von negativer Seite von A auf die positive 
führt. Das entsprechende gilt von den Schnitten B. Wird also das 
Integral in der Riemann’sehen Fläche zunächst ohne Überschreitung 
der Querschnitte überallhin fortgesetzt, so wird überall ein bestimmter 
Wert erhalten. Für einen Integrationsweg, welcher die Querschnitte 
beliebig oft überschreitet, wird dann der Wert des Integrals aus 
diesem erhalten, indem man die den einzelnen Querschnitten zu
gehörigen Perioden so oft positiv hinzufügt, als der Querschnitt von
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43) Die mehrfache Periodizität bei hyperelliptischen Integralen scheint 
zuerst Abel (Oeuvr. ed. S. et L. 2 p. 40) wohl 1826 bemerkt zu haben. Auch 
bei Galois finden sich (1832) Bemerkungen, welche zeigen, dass ihm diese Er
scheinung bekannt war (Oeuvres ed. Picard, p. 29). Für hyperelliptische 
Integrale hat durch Rechnung Jacöbi (J. f. Math. 9 (1832), 13 (1835) = ges. 
Werke 2, p. 5, 23) diese Eigenschaft dargelegt. Die Konsequenzen Jacob i’a 
für die Umkehrungsfunktionen, welche für die Theorie der Abel’sehen 
Funktionen wichtig wurden, siehe IIR6b und IIB 7; s. auch die Bemerkung 
Weber’a zur Ausgabe der Jacobi’sehen Abhandlung (J. f. Math. 13) in Ostwald’s 
Klassikern Nr. 64. Aus der Theorie der komplexen Integrationswege wurde die 
Existenz der Perioden wohl schon von Gauchy (Par. C. R. 32 (1851) Oeuvres 11, 
p. 292, 300, 304) und bei algebraischen Funktionen von Puiseux (1. c.) (II B 1) 
erkannt, ohne dass ihm die Bestimmung der endlichen Zahl der linear unab
hängigen gelungen wäre. Dies leisten auf Puiseux’scher Grundlage erst Clebsch 
und Gordan (1866) (Note 23); man sehe auch Briot, Fonctions abeliennes, 
Paris 1879. Die Periodizität des Integrals aus der Beschaffenheit des Bereiches 
erkannt zu haben und sie auf 2p zurückzuführen, ist das Verdienst Biemann’a 
(A. F., 1857).



der positiven zur negativen Seite überschritten wird und so oft 
negativ, als die entgegengesetzte Überschreitung stattfindet44). Funk
tionen, welche am algebraischen Gebilde oder der Biemann'sehen 
Fläche ausser logarithmischen nur ausserwesentlich singuläre Stellen 
in endlicher Anzahl besitzen, auf der Biemann’sehen Fläche unver
zweigt sind, und längs der Querschnitte konstante Wertdifferenzen 
aufweisen, sind Integrale rationaler Funktionen von x und y, so dass 
also die angegebenen Eigenschaften für die Funktionen auch cha
rakteristisch sind. Diese Funktionen enthalten die algebraischen als 
spezielle Fälle bei Wegfall der logarithmischen Unstetigkeiten und 
Verschwinden der Perioden45).

12. Riemann’s Problemstellung. Man kann nun unabhängig 
von jeder algebraischen Gleichung eine die Ebene mehrfach über
deckende Fläche mit einer endlichen Anzahl von Verzweigungspunkten, 
durch welche die einzelnen Blätter in bestimmter Weise zu einem 
zusammenhängenden Ganzen verbunden sind, vorgeben und fragen, 
ob es algebraische Funktionen giebt, deren Biemann'sehe Fläche die 
vorgelegte Fläche ist. Dies ist der Ausgangspunkt Biemann's46), 
welcher diese Frage im bejahenden Sinne beantwortete. Wenn auch 
das von Biemann zum Beweis benützte Dirichlet’sehe Prinzip47) der 
Kritik von Weierstrass nicht Stand halten konnte, so haben doch die 
späteren Arbeiten von Schwarz und C. Neumann die Richtigkeit der 
Biemann’sehen Sätze in dem hier in Betracht kommenden Umfang 
dargethan. Insbesondere hat C. Neumann den Existenzbeweis für die 
bisher allein erwähnte Form der Biemann'scheu Fläche ausführlich dar
gestellt48).

13. Verallgemeinerung der Riemann’schen Fläche. Aber die 
Biemann'sehe Fläche selbst ist noch einer erheblichen Verallgemeine
rung fähig, welche zum Teil schon von Biemann selbst benutzt
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44) Die Festsetzungen über positive und negative Richtung sind bei ver
schiedenen Autoren verschieden, was bei Vergleich der Formeln zu beachten ist.

45) Biemann, 1. c., Art. 9.
46) Biemann, 1. c., Art. 3—5.
47) Biemann, Dissertation, p. 30; A. F., Nr. 3, 4, Art. 1.
48) PL. A. Schivarz, Berl. Ber. 1870 (ges. Abh., p. 133 und Noten, p. 356);

C. Neumann, sächsiche Berichte 1870; Abel’sche Integrale, 2. Aufl. Auszugsweise 
Darstellung des Gedankenganges bei Klein-Fricke, Modulfunktionen 1, p. 508 ff.; 
Forsyth, Theory of funct.; Picard, Traite 2. Die weitere Litteratur und näheres 
über das Dirichlet'sehe Prinzip siehe IIA 7b und II B 1. Neuerdings hat D.Hilbert,
D. M. V. 1899 wieder auf die Minimalbetrachtungen zurückgegriffen und sie 
vervollständigt.
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wurde. Zunächst lassen sich aus derselben im Sinne der Analysis 
situs äquivalente Flächen ableiten, auf welche das algebraische Ge
bilde punktweise eindeutig bezogen ist, und welche die Zusammen
hangsverhältnisse einfach übersehen lassen49). Glifford und Tonelli 
geben der Fläche die Gestalt einer Kugel mit p angesetzten Henkeln50).

Auch ist es nicht notwendig, dass die Fläche als geschlossene, 
vorgegeben ist, sondern es genügt, wenn die Fläche durch punktweise 
Zuordnung der Ränder im idealen Sinn eine geschlossene Mannig
faltigkeit wird. Solche Bereiche werden als Riemanrisehe Bereiche 
oder auch Fundamentalbereiche bezeichnet51). Hierher gehören die 
Polygonnetze in der Ebene, in welchen jedes Blatt der Riemanri sehen 
Fläche auf ein einzelnes Polygon bezogen ist und diese neben ein
ander so angeordnet sind, wie die Blätter der Riemanri sehen Fläche 
über einander52). Weiteres hierüber sehe man IIB 6c. Noch in 
anderer Weise hat Klein53) die Tangenten algebraischer Kurven be
nützt, um das algebraische Gebilde abzubilden, indem er den reellen 
Tangenten ihren Berührungspunkt, den komplexen aber den einzigen 
reellen Punkt derselben zuweist und so eine Riemanri sehe Fläche 
direkt an der Kurve konstruiert. Über die Beziehung zu Minimal
flächen IH D 554).

14. Die allgemeinsten Riemann’schen Mannigfaltigkeiten, welche 
auf algebraische Funktionen führen, lassen sich erklären als wenigstens
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49) Solche Umformungen giebt Hoffmann, Methodik der Deformation der 
Riemannschen Fläche, 1887.

50) Glifford, Proc. of the Lond. Math. Society 8 (1877); F. Klein, Über 
Riemann’s Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale (1882), dazu 
die Note Klein's, Math. Ann. 45 (autogr. Vorles.) und Tonelli, Line. Rend. (5) 4 (1895).

51) F. Klein, Math. Ann. 21 (1883). Spezielle Fälle früher bei Biemann, 
Werke, p. 440 u. Schottky, J. f. Math. 83 (1876); Schwarz, J. f. Math. 75 (1872); 
Dedekind, J. f. Math. 83 (1877).

52) F. Klein, Math. Ann. 14 (1878); W. Dyck, Math. Ann. 17 (1880); 20 
(1881). Diese Methoden erweisen sich insbesondere zur Untersuchung algebraischer 
Gebilde im Sinne der Galois'sehen Theorie förderlich. Siehe Nr. 58 über Gebilde 
mit eindeutigen Transformationen in sich. Über ihre Bedeutung in der Theorie 
der automorphen Funktionen IIB 6 c.

53) Erl. Ber. 1874; Math. Ann. 7 (1874); 9 (1876). Ferner die autographierten 
Vorlesungshefte über Biemanrische Flächen (p. 198 ff.), wo noch weitergehende 
Verallgemeinerungen zur Sprache kommen. Einzelausführungen bei Harnack, 
Math. Ann. 9 (1875); Haskell, Amer. J. of math. 13 (1890). Auch Clebsch-Linde
mann, Vorles. über Geometrie 1, p. 610 ff.

54) Biemann, ges. Werke, p. 301; K. Weierstrass, Berl. Ber. 1866. Für 
die Beziehung zu unserm Gegenstand, F. Klein autographierte Vorlesungen, 
Riemann’sche Flächen, I (1892), p. 28, 153 ff.



in idealem Sinne geschlossene, zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten 
mit nicht umkehrbarer Indikatrix, auf welchen eine binäre, positive, 
quadratische Differentialform derart eindeutig gegeben ist, dass zufolge 
derselben die Umgebung jeder Stelle der Mannigfaltigkeit konform 
(im Sinne der durch die Differentialform an jeder Stelle der Mannig
faltigkeit gegebenen Massbestimmung) auf ein ebenes Flächenstück 
abgebildet werden kann und welche so mit einer endlichen Anzahl 
von Bereichen, deren jeder konform auf eine Kreisfläche abgebildet 
werden kann, überdeckt werden kann, dass jede Stelle der Mannig
faltigkeit dem Innern, nicht nur der Grenze, wenigstens eines dieser 
Bereiche angehört.

Ist die Mannigfaltigkeit als gewöhnliche Fläche gegeben, so kann 
das Quadrat des Bogenelementes als zugehörige Differentialform be
nützt werden, doch ist dies keineswegs notwendig, wie die am Schluss 
der vorigen Nummer erwähnten Klein'sehen Flächen zeigen.

Auf solchen Mannigfaltigkeiten lässt sich nicht nur der Zusammen
hang der Stellen des algebraischen Gebildes darstellen, sondern sie 
definieren geradezu eine Klasse algebraischer Funktionen55), wie so
gleich näher zu erläutern ist.

Eine ausführliche Darstellung dieser allgemeinsten Fälle steht 
noch aus. Die Ausdrucksweise im folgenden knüpft an die Vorstel
lung gewöhnlicher Flächen des dreidimensionalen Raumes oder ebener, 
einfach oder mehrfach überdeckter Bereiche an.

15. Potentiale und Punktionen auf der allgemeinen Riemann
schen Fläche. Der Beweis dafür, dass eine solche Mannigfaltigkeit 
eine Klasse algebraischer Funktionen definiert, erfordert die Herstellung 
solcher Potentiale (IIA7b) auf der Fläche, welche an den Quer
schnitten gegebene Wertdifferenzen und auf der Fläche56) selbst nur 
solche Unstetigkeitsstellen in endlicher Anzahl haben, welche durch 
Subtraktion des reellen Teils einer Funktion von der Form
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55) F. Klein, Autogr. Vorles. über Riemann’sche Flächen (1892), p. 16—28. 
Einzelne einfach zusammenhängende Flächenstücke versieht bereits E. Beltrami 
mit einer quadratischen Differentialform und studiert die so entstehenden Funk
tionen. Über die Mannigfaltigkeiten mit umkehrbarer Indikatrix (nach Dyclc, 
Math. Ann. 32)
III A 4) und ihre Beziehung zu berandeten Flächen und deren Einordnung in die 
vorliegende Fragestellung sehe man Klein, Über Riemann’s Theorie (1882), p. 78 ff.

56) F. Klein hat in der Schrift über Riemann’s Theorie (1882) auf Grund 
physikalischer Vorstellungen von stationären Strömen auf einer Biemann'sehen 
Fläche die Hauptzüge der Theorie anschaulich dargestellt und für die Theorie 
der konformen Abbildung verwertet. Man sehe Picard, Traite d’anal. 2, p. 459 ff.

denen auch die Doppelflächen gehören (siehe Analysis situszu

9



A log r -f- cx'r~1 -f- c2r_2 + czr~3 + • • • + ckr~k 
für die Umgebung der einzelnen Stelle behoben werden können. Da
bei bedeutet r eine komplexe Funktion des Ortes auf der Fläche, 
welche an der Unstetigkeitsstelle von der ersten Ordnung verschwindet.

Werden diese Potentiale durch Hinzufügen der mit i multipli
zierten konjugierten Potentiale zu komplexen Funktionen des Ortes 
auf der Fläche ergänzt, so erhält man ein System von solchen Funk
tionen auf der Fläche, welche nur logarithmische und ausserwesent- 
lich singuläre Stellen und an den Querschnitten konstante Wertdiffe
renzen haben. Unter diesen sind die auf der ganzen unzerschnittenen 
Fläche eindeutigen besonders ausgezeichnet und heissen algebraische 
Funktionen auf der Fläche. Als Funktionen einer unter diesen auf
gefasst bilden nämlich alle Funktionen des Systems ein System 
gleichverzweigter algebraischer Funktionen und ihrer Integrale. Jede 
einzelne solche Funktion bildet die ganze Fläche eindeutig und kon
form auf eine gewöhnliche, die Ebene mehrfach überdeckende Riemann
sche Fläche ab und alle diese Riemanrisehen Flächen gehören zur 
selben Klasse. Die Tragweite dieser Auffassung geht darin über die 
rein algebraische Behandlung hinaus, dass sie die Klasse algebraischer 
Funktionen unter sehr allgemeinen, von jeder speziellen Art der ana
lytischen Darstellung unabhängigen Bedingungen zu erkennen und 
festzulegen gestattet, sowie das Verhalten der ganzen Klasse bei Ab
änderung einzelner Bestimmungsstücke zu untersuchen die Möglich
keit bietet57).

16. Die drei Gattungen von Integralen. Ist eine Funktion auf 
der Riemann'sehen Fläche überall endlich und sind die reellen Teile 
ihrer Perioden an sämtlichen Querschnitten oder die Perioden an 
p Querschnitten A (oder B) gleich Null, so ist die Funktion eine 
Konstante. Die überall endlichen Funktionen mit nicht verschwin
denden Perioden heissen Funktionen erster Gattung. Eine solche ist 
bis auf eine additive Konstante durch die reellen Teile ihrer Perioden 
an den Querschnitten vollständig bestimmt. Alle diese Funktionen
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57) Den hier skizzierten Gedankengang, welcher eine Erweiterung des ur
sprünglich Riemann’schen auf allgemeine Mannigfaltigkeiten darstellt, hat Klein 
in den soeben zitierten Schriften eingehender entwickelt. Hierher gehören auch 
für den Fall ebener Polygone die Untersuchungen von E. Ritter, Math. Ann. 
45, 46 (1894, 1895), in denen auch die Stetigkeit der Potentiale und Funktionen 
bei stetiger Abänderung des Fundamentalbereiches untersucht wird. Diese letz
tere bildet eines der meist stillschweigend gemachten Postulate für alle Unter
suchungen, bei denen die Verzweigungspunkte abgeändert werden. Hierüber 
IIB 3 und IIB 6 b, c.



sind (bis auf eine additive Konstante) durch p geeignet gewählte 
unter ihnen linear mit konstanten Koeffizienten darstellbar.

Als Funktionen ziveiter Gattung werden solche Funktionen be
zeichnet, welche nur an einer Stelle der Riemann’sehen Fläche un
endlich von der ersten Ordnung werden. Die Funktionen dritter 
Gattung sind solche, welche an zwei Stellen der Riemann’sehen Fläche 
logarithmisch unendlich werden, und zwar wie — log tx an der einen 
und wie -f- log t2 an der zweiten, wenn tu t2 zwei an den beiden 
Stellen von der ersten Ordnung verschwindende Funktionen sind. 
Die Funktionen zweiter und dritter Gattung sind durch Angabe ihrer 
Unstetigkeiten erst bis auf eine Funktion erster Gattung bestimmt. 
Die Funktionen der drei Gattungen werden mit Rücksicht auf ihre 
Darstellung durch Integrale algebraischer Funktionen in der Regel 
als Integrale 1., 2., 3. Gattung bezeichnet. Die hier gegebenen Defini
tionen sind zuerst von Riemannb8) aufgestellt, doch wird als Integral 
zweiter Gattung häufig auch eine Funktion bezeichnet, welche nur 
an weniger als p -f- 1 Stellen so unendlich wird, dass die Summe der 
Ordnungszahlen <^p ist. Solche Funktionen können aus dem gewöhn
lichen Integral zweiter Gattung durch Differentiation nach dem Un
stetigkeitspunkt erhalten werden. Ebenso kann das Integral zweiter 
Gattung aus dem dritter erhalten werden58 59). Aus dem reellen Teil 
eines geeigneten Integrals zweiter Gattung lassen sich alle Funktionen 
der drei Gattungen herleiten60).

17. Relationen zwischen den Perioden. Sind U und V zwei 
Integralfunktionen, so ergiebt die Integration des Differentials UdV 
über die Begrenzung der Riemann’sehen Fläche durch die Querschnitte 
einerseits, andererseits um die etwa vorhandenen Unstetigkeitsstellen 
Relationen von der Gestalt
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J\P,Qf+, - Pf+,Q,)
i = 1(1)

wo Pi7 Pp+i die Perioden von U resp. an den Querschnitten A{, Ri 
und Qp+i die analogen Perioden von V bedeuten, R aber die aus 
der Integration um die einzelnen Unstetigkeitsstellen entspringenden 
Beiträge61). Sind TJ und V beide erster Gattung, so ist die rechte

58) Riemann, A. F., Art. 4, 5, 6.
59) Riemann, A. F., Art. 4; F. Franklin, Math. Ann. 41 (1892); Clebsch 

und Gordan, A. F., § 8.
60) Klein, Math. Ann. 21 (1883); ausführlicher bei Klein-Fricke, Modulf. 1.
61) Riemann, A. F., Art. 20, 22, 26; Clebsch und Gordan, A. F., § 25, 33, 37; 

F. Prym, J. f. Math. 71 (1870); vgl. auch die Lehrbücher von C. Neumann und



Seite von (1) Null. Ist U von der zweiten, V von der ersten Gattung, 
so ist die rechte Seite von (1) ein lineares Aggregat der Werte der 
Differentialquotienten von V an der Unstetigkeitsstelle von U. Ist 
endlich U von der dritten Gattung, V von der ersten, so wird die 
rechte Seite von (1)
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X2

2jtifdV,

wo x±, x2 die beiden logarithmischen Unstetigkeitsstellen von U be
deuten62). Wird TJ konstant und für V eine beliebige Integralfunk
tion oder der Logarithmus einer algebraischen Funktion genommen, 
so ergiebt (1), dass die Summe der logarithmischen Residuen für eine 

- solche gleich Null ist, resp. die algebraische Funktion jeden Wert 
gleich oft annimmt. Wird für U der reelle, für V der imaginäre Teil 
eines Integrales erster Gattung genommen, so ergiebt die Umwandlung 
von j^UdV in ein Doppelintegral und der Vergleich mit dem um 
die ganze Begrenzung der Miemanrisehen Fläche erstreckten Integral, 
dass

Jti (Pi Pp + i   Pp-\-iPi )i=l
einen positiven Wert hat, wenn P', P" den reellen und imaginären 
Teil der Perioden bedeuten.

18. Die transcendent normierten Integrale. Unter den Inte
gralen erster Gattung lassen sich p so auswählen, dass jedes unter 
ihnen nur an je einem der Schnitte A die Periode 1 hat, an den 
übrigen Schnitten A aber die Periode Null. Diese werden als trans
cendent normierte Integrale erster Gattung63) bezeichnet und zwar 
soll mit vk dasjenige Integral bezeichnet werden, welches am Quer
schnitt Ak die Periode 1 hat. Die Periode von vk am Querschnitt B. 
soll mit tk,i bezeichnet werden. Dann geben die Sätze der vorigen 
Nr. xk,i = ti,k- Ferner ist der imaginäre Teil der Summe

^ninkriit)
i,k

F. Stahl. Die Randintegration in dieser Weise ist seit Riemann ein vielverwen
detes Hülfsmittel geworden.

62) Dieses sind die sogenannten Bilinearrelationen in der Riemann’sehen 
Form. Für die äquivalenten Weierstrass'sehen Relationen siehe Nr. 84.

63) Riemann, A. F., Art. 18. Dort und auch hei anderen Autoren haben 
die vk die Perioden ni an den Schnitten Ak. Die Einführung von 1 als Periode 
erfolgte mit Rücksicht auf die Weier strass'sehe Form der Thetareihen (IIB 6, c; 
II B 7) und die Transformationstheorie.
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in welcher die ni ganze Zahlen bedeuten, wesentlich positiv. Diese 
Sätze über die xik bilden die Grundlage für die Verwendung der 
Thetafunktionen64).

Die Integrale zweiter Gattung können durch Hinzufügen einer 
geeigneten Linearkombination von Integralen erster Gattung so nor
miert werden, dass sie an sämtlichen Schnitten A die Perioden Null 
haben. Beginnt die Entwicklung des Integrals in der Nähe der Un
stetigkeitsstelle mit at~x, so sind seine Perioden an den Querschnitten 
Bk gegeben durch

\dt )t=o’— 2 it ia

Solche Integrale werden als transcendent normierte Integrale zweiter 
Gattung bezeichnet65).

In gleicher Weise wird das Integral dritter Gattung66) normiert 
durch die Forderung, an den Querschnitten A verschwindende Perioden 
zu haben, an den Unstetigkeitsstellen xlf x2 aber sich zu verhalten 
wie resp. — log tt, -j- log t%. Die Perioden an den Schnitten Bk sind 
dann gleich

2%iJ* dvk.
*i

19. Darstellung der Funktionen der Fläche durch die Inte
grale der drei Gattungen. Jede Funktion mit nur ausserwesentlichen 
und logarithmischen singulären Stellen lässt sich als ein lineares 
Aggregat von Integralen der drei Gattungen darstellen. Insbesondere 
sind die Funktionen mit verschwindenden Perioden und ohne loga- 
rithmische Unstetigkeiten als lineare Verbindungen von Normalinte
gralen zweiter Gattung, resp. als Grenzfälle von solchen darstellbar67).

Sind m Stellen gegeben, an denen allein die Funktion unendlich 
von erster Ordnung werden darf, ohne es zu müssen, so ergiebt die 
Untersuchung der Perioden, dass eine solche Funktion noch von 
m — p —(- t —(- 1 Konstanten homogen und linear abhängt. Dabei 
bedeutet t die Anzahl der linear-unabhängigen Differentiale erster 
Gattung, welche an den gegebenen m Stellen verschwinden ([Riemann- 
Hoch' scher Satz)68). Für ein Unendlich werden höherer Ordnung ist

64) Siehe IIB 7.
65) G. Roch, J. f. Math. 64 (1865).
66) Clebsch und Gordan, A. F., § 34 (1866).
67) Riemann, A. F., Art. 5.
68) Riemann, 1. c. giebt den ersten Teil des Satzes ohne Rücksicht auf die 

durch das Eintreten der r gegebene Modifikation. Diese fügt erst G. Roch



für m die Summe der Ordnungszahlen des Unendlichwerdens zu setzen 
und für t die Anzahl der linear unabhängigen Differentiale erster 
Gattung, welche an den gegebenen Stellen je von derselben Ordnung 
verschwinden, wie die Funktion unendlich werden darf. Dabei ist zu 
beachten, dass man so zwar alle Funktionen erhält, welche nirgends 
anders und nicht von höherer Ordnung als die gegebene unendlich 
werden, keineswegs aber an den gegebenen Stellen das vorgegebene 
Unendlichwerden wirklich einzutreten braucht68a).
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B. Besondere Darstellungen und Funktionen.
20. Darstellung der Integranden als rationale Funktionen von

x, y. Die Riemanri1sehe Definition der drei Gattungen von Integralen 
lässt dieselben zwar als die einfachsten Elemente zum additiven Auf
bau der übrigen Funktionen erkennen, giebt jedoch nicht unmittelbar 
ihre Darstellung als Integrale algebraischer Funktionen des Gebildes. 
Für die hyperelliptischen Gebilde war bereits von Abel69) eine Re
duktion der Integrale auf drei Gattungen gegeben. Er zeigt nämlich 
analog wie bei den elliptischen Integralen, dass, abgesehen von alge
braischen und logarithmischen Summanden, jedes Integral von der Form

P dx 
Q y1 cp (x) ’

wo P und Q ganze rationale Funktionen von x bedeuten und <p(x) 
eine solche vom Grade 2p -f- 2, sich darstellen lasse durch Integrale 
von der Form

xadx
V<p(x)’

/
-1 // dx

(x — a) ]/qp (x)

Die ersten beiden Formen und lineare Kombinationen der unter einer 
von ihnen enthaltenen Integrale werden von ihm und den Autoren 
bis Riemann, vereinzelt auch noch später, als Integrale erster, resp. 
zweiter Gattung bezeichnet. Ebenso die dritte Form als Integral

(J. f. Math. 64 (1865)) hinzu. Ygl. auch Nr. 22, 28, 25—29. In der arithmeti
schen Theorie der algebraischen Funktionen (IB 1 c, Nr. 11) erscheint der Satz als 
Konsequenz einer Relation zwischen einer Basis und ihrer reziproken; G. Lands
berg, Math. Ann. 50 (1897); H. Hensel, Math. Ann. 54 (1901). Ygl. auch den 
folgenden Artikel von Hensel; sowie Hensel u. Landsberg, Vorles. Eine Er
weiterung des Satzes bei Nöther, Math. Ann. 15 (1879); siehe auch Klein, 
Autogr. Yorles. über Riemann’sche Flächen, p. 91 ff.

68a) Siehe unten Nr. 28.
69) Oeuvres (ed. S. et L.), p. 450 ff.; J. f. Math. 3 (1828). Ausführlicher bei 

Legendre, Traite des fonctions elliptiques etc. 3, p. 181 (1832); auch Ch. Her mite, 
Cours lithogr., 4. ed., p. 28.



dritter Gattung. Mit der seit Riemcmn allgemein üblichen Benennung 
stimmt dies wohl für die erste und dritte Gattung (so lange nicht 
<p(a) = 0) überein, nicht aber für die zweite. Für die zweite und 
dritte Gattung hat Koenigsberger10) die algebraischen Formen mitge
teilt für den hyperelliptischen Fall. Für allgemeine algebraische 
Funktionen hat Riemann70 71 72) die Darstellung der Integrale der drei 
Gattungen begonnen. Er giebt für die erste Gattung die Form

— 2 n — 2\
y )
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Im —
\ x<P

df
dy

wo cp eine ganze rationale Funktion von x und y bedeutet und n 
und m die resp. Grade von f(x, y) in y und x. Dabei ist voraus
gesetzt, dass f(x,y) = 0 als Kurve im Endlichen nur einfache Doppel
punkte hat, an welchen dann cp(x,y) verschwinden muss. Wird von 
vornherein eine algebraische Gleichung der Theorie zu Grunde gelegt, 
so muss die Übereinstimmung der Anzahl der linear unabhängigen 
Integrale erster Gattung mit der anderweitig definierten Zahl p be
sonders gezeigt werden. Dies geschieht bei Christoffel12) unter ver
einfachenden Voraussetzungen für die singulären Stellen von f(x,y) = 0, 
bei Elliot73) unter allgemeinen Annahmen; der erstere giebt überdies 
Formen für die zweite und dritte Gattung74).

Allgemeine Rechenvorschriften zur Bildung der Integrale der drei 
Gattungen bei beliebigen Singularitäten der Grundkurve liefert die arith
metische Theorie74a).

21. Fortsetzung. Homogene Variable. Die Formen cp. Die
von Aronhold75) für Gleichungen zweiten und dritten Grades zur 
Untersuchung der Integrale verwendeten homogenen Variablen werden 
von Clebsch und Gordan76) auch für die allgemeinen M&eZ’schen Inte-

70) Vorlesungen über byperelliptiscbe Integrale, Lpz. 1878. Explicite Formeln 
auch bei Schirdewahn, Zeitscbr. Matb. Phys. 34 (1889); E. Goursat, Par. C. R. 97 
(1883); E. Picard, Darb. Bull. (2) 14 (1890); P. Appell, Toul. Ann. 7 (1893). Die 
Weierstrass'sehen Normierungen siebe unten Nr. 28.

71) A. F., Art. 9.
72) Ann. d. mat. (2) 10 (1881).
73) Ann. de. norm. (2) 5 (1876); aueb Ch. Briot, F. abel.; L. Baffy, Ann. ec. 

norm. (1) 12 (1883).
74) Man sebe unten Nr. 32 ff.
74a) Man sebe die in Note 68 angeführten Arbeiten von Hensel u. Lands

berg; vgl. aueb unten Note 81.
75) Berl. Ber. 1861; J. f. Matb. 61 (1862).
76) A. Clebsch, J. f. Math. 63 (1863); 64 (1864), p. 43 ff.; Clebsch und Gor

dan, A. F., § 4—8.



grale herangezogen. Ist f(x1,x2,x3) = 0 die homogen gemachte Glei
chung, welche das algebraische Gebilde definiert, so ergeben sich die 
Integrale erster Gattung in der Form
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f y 1
<p (cxdx),

df
xi

wo cp eine ganze rationale homogene Form der x1:x2,x3, von der 
n — 3ten Ordnung bedeutet, welche zur Kurve f(xx,x2,xs) — 0 adjun- 
giert ist, d. h. in jedem /i-fachen Punkt derselben einen h — 1-fachen 
hat, wobei aber mehrere Punkte verschiedener Vielfachheit in einem 
vereinigt liegen können77). Unter (cxdx) ist die Determinante 
'S + ct xn dx3 verstanden. Von c wird das Integral ganz unabhängig. 

Das Integral dritter Gattung nimmt hier die Form an:

(cxdx),S1f

wo £1 eine adjungierte Form n — 2ter Ordnung bedeutet, welche an 
den von | und r\ verschiedenen Stellen, in denen die Gerade (x £ 17) = 0 
die Kurve f — 0 schneidet, verschwindet. Das Integral zweiter Gattung 
kann aus dem dritter Gattung nun durch Grenzübergang oder Diffe
rentiation nach einer der Unstetigkeitsstellen hergeleitet werden78). 
Uber algebraische Normierung der zweiten und dritten Gattung wird 
später zu berichten sein (Nr. 32 ff.).

22. Definition des Geschlechtes auf Grund der Formen cp. Wird 
die algebraische Gleichung zum Ausgangspunkt der Theorie genommen, 
so kann man auch von vornherein die Anzahl der linear unabhängigen 
Formen cp als Geschlecht definieren (Brill und Nöther)79). Dabei er
weisen sich die Formen cp selbst als invariant gegenüber rationaler 
Transformation. Beim Beweise dieses Satzes tritt dann als „Funda
mentalsatz"80) die Angabe der notwendigen und hinreichenden Be
dingungen dafür auf, dass der Quotient zweier ganzer rationaler Funk
tionen von x und y zufolge der Gleichung f(x,y) — 0 als ganze 
rationale Funktion von x und y darstellbar ist. Endlich können die

77) So, dass der Quotient mit der ersten Polare eines veränderlichen Punktes 
im singulären Punkt nicht unendlich wird. Brill und Nöther, Math. Ann. 7 
(1874); M. Nöther, Math. Ann. 8, 9 (1875, 1876). Arithmetische Definition hei 
Hemel u. Landsberg, Vorles.; siehe auch den folgenden Artikel von Hensel.

78) Clebsch und Gordan, 1. c.
79) Math. Ann. 7 (1874); vgl. auch Brill und Nöther, Ber., p. 360f.
80) M. Nöther, Math. Ann. 6 (1873); siehe IBlc, Nr. 20.



Formen cp für jede Gleichung f — 0 lediglich durch rationale Opera
tionen in endlicher Anzahl ermittelt werden81). Die einzelne cp ver
schwindet an 2 p— 2 Stellen des Gebildes ausser den singulären. 
Diese sind es, an welchen das mit cp gebildete Differential erster 
Gattung verschwindet82).

23. Die Theorie von Weierstrass. Auf einer von transcendenten 
Hülfsmitteln freien und in algebraischer Hinsicht völlig allgemeinen 
Grundlage hat Weierstrass83) seine Theorie der algebraischen Funk
tionen aufgebaut. Seine wesentlichsten Hülfsmittel sind dabei die 
Entwicklung der rationalen Funktionen eines Paares nach Potenzen 
des Parameters t und der ohne Integralbetrachtungen abgeleitete Re
siduensatz, dem er die Form giebt:

22. Definit, d. Geschl. auf Grund d. Formen <p. 23. Die Th. von Weierstrass. 139

(2) = 0,t—i
wo unter dem Summenzeichen der Koeffizient der — lten Potenz in 
der Entwicklung des eingeklammerten Ausdruckes steht und die Sum
mation über alle Stellen des Gebildes, an welchen negative Potenzen 
von t in der Entwicklung auftreten, zu erstrecken ist.

Das Geschlecht (hei Weierstrass: Rang q) wird definiert als die
jenige Zahl fester Stellen (aa,ba), (a — 1, 2, 3, . . ., p), für welche 
zwar keine algebraische Funktion am Gebilde ausschliesslich und nur 
von der ersten Ordnung unendlich wird, wohl aber solche Funktionen 
existieren, welche an diesen Stellen und einer frei veränderlichen 
Stelle (x', y') und sonst nirgends von der ersten Ordnung84) unend-

81) M. Nöther, Math. Ann. 17 (1880), 23 (1884); L. Raffy, Arm. ec. norm. 
(2) 12 (1883); Math. Ann. 23 (1884). Vom Standpunkt der arithmetischen Theorie 
der algebraischen Funktionen aus hat K. Hemel, J. f. Math. 117 (1896) die Auf
stellung der cp erledigt und ihre Anzahl mit den Dimensionen der in einem 
Fundamentalsystem auftretenden Funktionen in Zusammenhang gebracht (IB 1 e, 
Nr. 11). Hensel u. Landsberg, Yorles. Ygl. auch F. Baker, Abelian Theorem, 
London 1897, chap. IY.

82) Riemann, A. F., Art. 9, 10. — Da Brill und Nöther und die anschliessen
den Entwicklungen die an die Ausdrucksweise der algebraischen Kurve an
schliessende Darstellung in den Vordergrund stellen, so ist für Näheres III C 2 
heranzuziehen.

83) In Vorlesungen. Eine authentische Darstellung seiner Theorie wird seit 
1897 in nahe Aussicht gestellt und soll demnächst erfolgen. Mir stand ein von 
P. Günther stammender Auszug aus einer solchen Vorlesung zur Verfügung. 
Eine kurze Skizze von Weierstrass selbst in dem Briefe an Schwarz (1875), Werke 
2, p. 235. Einen zusammenhängenden ausführlicheren Bericht in Brill und 
Nöther's Bericht, p. 403 ff.

84) F. Schottky, J. f. Math. 83 (1877).



lieh werden. Wird eine solche Funktion noch ausserdem so normiert, 
dass, wenn (x, y) und (xr, y') demselben Element des Gebildes ange
hören, die Entwicklung mit (x — x')~1 beginnt, und die Funktion 
an einer beliebig zu wählenden Stelle (x0, y0) verschwindet, so ist sie 
dadurch eindeutig bestimmt und wird mit H{x, y, x, y)85) bezeichnet. 
Durch Entwicklung nach Potenzen des Parameters t in der Umgebung 
einer der Stellen (aa, ba) in Bezug auf (oc, y) erhält man
(3) H(x,y, x, y) = t-xH(x, y)a + H\x, y)a— tH(x, y)a+P+ •••,
und hier erweisen sich die Funktionen H(x', y)a als p Integranden 
erster Gattung, die Funktionen H(x, y')a+p als p zugehörige Inte
granden zweiter Gattung, die Funktion H (pc, y, x, y') selbst aber als 
ein Integrand dritter Gattung. Bezeichnet (x't, y't) das zur 
gehörige Reihenpaar, so liefert die Entwicklung

TT/ r f\y 5 yt) -pjr —

in den Koeffizienten H(x, y\ x, y')u solche Funktionen von (x, y), 
welche an der Stelle (xy) von der y -f- lten Ordnung und zwar 
wie unendlich werden, an den Stellen (a, h) dagegen nur von
der ersten, sonst aber überall endlich bleiben.

Damit sind die wesentlichen Hülfsmittel für die Darstellung und 
Untersuchung der algebraischen Funktionen gegeben. Die Vergleichung 
der Anzahl der Kuli- und Unendlichkeitsstellen in den Integranden 
erster Gattung ergiebt die Bestimmung von p. Der Residuensatz 
liefert die Darstellung der allgemeinsten algebraischen Funktion als 
lineares Aggregat der Funktionen H(x, y\x, y') und H(x, y\ x, y') 
wenn für die Variablen x, y die Unendlichkeitsstellen der vorgege
benen Funktion eintreten. Die weiteren Bedingungen an den Stellen 

zu bleiben, ergeben den Riemann-Itoctisehen Satz und 
treten an die Stelle der aus dem Verhalten der Perioden der Inte
grale zweiter Gattung hergeleiteten Bedingungen bei Riemann. In 
Verbindung damit ergiebt sich die weitere Definition des Geschlechtes 
als der grössten Zahl, für welche an einer frei veränderlichen Stelle 
eine Funktion, welche ausschliesslich an dieser Stelle und von dieser 
Ordnung unendlich wird, nicht existiert. Diese wird ergänzt und ver
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stelle (x, y)

n(x> y>x’’(4)

(a<x, ba) endlich

85) Die Definition von H und das Folgende nach G. Hettner, Grött. Nachr. 
1880. Implicite tritt eine solche Funktion für hyperelliptische Gebilde schon in 
den Arbeiten von Weierstrass, J. f. Math. 47, 52 (1854, 1856) auf. Für p — 4 
siehe A. Wiman, Diss. Upsala 1895; 0. Biermann, Wien. Ber. 87 (1883); Monats
hefte 3 (1892).
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schärft durch den sogenannten Lückensatz85 a), demzufolge in der 
Reihe der Funktionen, welche ausschliesslich an einer gegebenen Stelle 
unendlich werden, immer genau p Lücken, entsprechend p in der Reihe 
der Ordnungszahlen des Unendlichwerdens fehlenden Zahlen, auftreten. 
Diese p Zahlen stimmen im allgemeinen mit den Zahlen 1, 2, p 
überein und nur für eine endliche Anzahl von Stellen (Weierstrass- 
Stellen)86) sind sie von ihnen verschieden. Diese fehlenden p Ord
nungszahlen lassen sich auch definieren als die möglichen Ordnungs
zahlen des Verschwindens eines Integrales erster Gattung an der 
betrachteten Stelle. Sind die in der Reihe der Ordnungszahlen des 
Unendlichwerdens an einer Stelle fehlenden Zahlen r{ (i— 1,2,3,...,j)), 
so verschwindet die Determinante 

dxuk (M = l,2,3, ...,_p),
du1

wo uk p unabhängige Integrale erster Gattung und u irgend ein sol
ches bedeutet, an dieser Stelle von der Ordnung 'Sri
und die Summe der Ordnungszahlen ihres Verschwindens beträgt 
(p -f~ 1 )p(p — l)87). Endlich liefert noch die Existenz solcher Funk
tionen, welche nur an einer Stelle des Gebildes unendlich werden, bei 
Einführung derselben als unabhängige Veränderliche den Beweis der 
Monogeneität des Gebildes. Uber die Theorie der Integrale und die 
Normalformen siehe Nr. 32, 33, 34.

24. Die Fälle p — 0, 1. Wird für ein algebraisches Gebilde 
p = 0, so existieren rationale Funktionen am Gebilde, welche jeden 
Wert nur einmal annehmen. Alle diese Funktionen sind linear ge
brochen durch eine unter ihnen darstellbar. Ist x eine solche Funk
tion, so sind alle rationalen Funktionen am Gebilde auch gewöhnliche 
rationale Funktionen von x. Die Integrale erster Gattung entfallen, 
die Integrale zweiter Gattung reduzieren sich auf x oder linear 
gebrochene Funktionen von x, die Integrale dritter Gattung auf 
log(# — !)/(#—y)8S * * *)- Eür diese Funktionen sehe man auch I B 1, 
III C 2, 3; für die Integrale II A 2.

Ist bei einem algebraischen Gebilde p — 1, so heisst es ellip

85a) M. Nöther, J. f. Math. 92 (1882), 97 (1884), 99 (1886); Baker, Abel. 
Theor., p. 31 ff.

86) Weierstrass, Werke 4, p. 238 ff.; A. Hunvitz, Math. Ann. 41 (1892); 
M. Haure, Ann. ec. norm. (3) 13 (1896); C. Segre, Lincei Rend. ser. 5a, 8, 1899.

87) Brill, Math. Ann. 4, p. 530; Brill und Nöther, Math. Ann. 7 (1874); 
A. Hurwitz, 1. c.

88) A. Clebsch, J. f. Math. 64 (1865).

y P(P + x)>



tisch, und alle zugehörigen algebraischen Funktionen sind rationale 
Funktionen zweier unter ihnen, welche durch eine Gleichung von der 
Gestalt y2 = f(cc) verbunden sind, wo f(x) eine ganze rationale Funk
tion 4. Grades in x bedeutet. Über diese sehe man II B 6 a. Auf diese 
Fälle wird im folgenden nicht mehr besonders Rücksicht genommen.

25. Äquivalente Systeme von Stellen, Scharen von Stellen und 
Funktionen. Zwei Systeme von gleichviel Stellen der Riemannschen 
Fläche (des algebraischen Gebildes, der ebenen Kurve etc.) heissen 
äquivalent89) oder auch korresidual90), wenn es eine algebraische Funk
tion giebt, welche an den Stellen je eines der beiden Systeme den
selben Wert annimmt, also z. B. in denen des ersten Systems gleich 
Null, in denen des zweiten unendlich wird. Dabei sind die beiden 
Systeme von Stellen als völlig verschieden vorausgesetzt. Im Falle 
zwei Systeme von Stellen einzelne Stellen gemeinsam haben, wird 
der Begriff der Äquivalenz feahin verallgemeinert, dass zwei Systeme 
von Stellen allgemein als äquivalent gelten, wenn die nicht gemein
samen Stellen es . im oben definierten Sinne sind91). Die Gesamtheit 
der zu einem gegebenen System äquivalenten Systeme bildet eine 
Schar, in welcher als feste Stellen des einzelnen Systems die allen 
Systemen der Schar gemeinsamen Stellen bezeichnet werden, die 
übrigen Stellen aber als beweglich. Die beweglichen Stellen der 
Schar können auch erklärt werden als die Systeme der Nullstellen 
derjenigen Funktionen, welche an jeder der gegebenen Stellen nicht 
von höherer Ordnung unendlich werden, als die Anzahl der in ihr ver
einigt gelegenen Stellen des gegebenen Systems, woraus ersichtlich 
ist, dass zwei zu einem dritten äquivalente Systeme auch untereinander 
äquivalent sind. Nach dem Riemann-Roch'sehen Satz wird die einzelne 
Funktion und damit auch das einzelne System der Schar durch 
m — p -j— -r -j— 1 homogene lineare Parameter bestimmt, wenn m die 
Zahl der Stellen eines Systems ist. Eine solche Schar wird daher 
als m — p -{- r-fach unendliche Yollschar bezeichnet. Sie enthält 
immer und nur dann r feste Stellen, wenn es r von einander linear 
unabhängige Integranden erster Gattung giebt, welche zwar an den 
m — r übrigen Stellen eines der Schar angehörigen Systems, nicht 
aber an den r festen Stellen verschwinden (Reduktionssatz)92). Wird

89) Nach Dedekind und Weber, J. f. Math. 92 (1882).
90) Brill und Nöther, Math. Ann. 7. Beide Begriffe decken sich nur hei 

gleichviel Stellen.
91) Solche feste Stellen zuerst hei Brill und Nöther 1. c.
92) J. Bacharach, Erl. Ber. 1879, Math. Ann. 26; M. Nöther, J. f. Math. 92 

(1882), Math. Ann. 37 (1890), p. 417.
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aus der Vollschar durch eine oder mehrere algebraische Bedingungen 
ein Teil ausgesondert, so wird dieser als Teilschar bezeichnet, ins
besondere bei linearen Bedingungen als lineare Teilschar93). Ist für 
eine Schar das r des Biemann-Rocti sehen Satzes (der Überschuss) von 
Null verschieden, so heisst die Schar eine Spezialschar, die zugehö
rigen Funktionen Spezialfunktionen. Für eine Spezialschar und die 
Spezialfunktionen ist die Wertigkeit m notwendig kleiner oder gleich 
2 p — 2, und die Spezialfunktionen sind sämtlich als Quotienten von 
Integranden erster Gattung (^-Quotienten) darstellbar94).

26. Die algebraischen Kurven im Raume von q Dimensionen.
Wählt man aus der Gesamtheit der an m Stellen des Gebildes höch
stens von der ersten Ordnung unendlichen Funktionen q -f- 1 linear 
unabhängige aus und zwar solche, von denen wenigstens eine lineare 
Verbindung an den m Stellen wirklich unendlich wird, und setzt 
diese q -f- 1 Funktionen proportional den q -f- 1 homogenen Punkt
koordinaten #2, ..., Xq+i eines linearen Raumes von q Dimensionen, 
so erhält man eine Raumkurve der Ordnung m und des Geschlechtes p, 
welche ebenso als Träger des algebraischen Gebildes verwendet werden 
kann, wie die ebene Kurve oder die Biemann!sehe Fläche95). Dabei 
ist zu beachten, dass die Raumkurve unter Umständen mehrfach über
deckt werden kann96), wenn die unabhängige Variable die ganze Rie- 
manrische Fläche durchläuft, und bei Bestimmung von Ordnung und 
Geschlecht dieser Umstand in Rechnung gezogen werden muss. Spe
ziell für q — 1 erscheint als „Kurve“ des Raumes von einer Dimen
sion die mehrfach und zusammenhängend überdeckte Gerade, welche, 
wenn man die Gesamtheit ihrer reellen und komplexen Stellen auf 
die Ebene der komplexen Zahlen abbildet, die gewöhnliche Riemann
sche Fläche liefert97). Für q — 2 tritt die gewöhnliche eventuell 
mehrfach überdeckte ebene algebraische Kurve ein. Die Schnittpunkte
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93) Brill und Nöther, Math. Ann. 7, p. 275. Zur ganzen Nummer sehe man 
Brill und Nöther, Ber., p. 347 ff., sowie C. Segre, Ann. di mat. (2) 22 (1894) 
mit weiteren Litteraturangaben; E. Bertini, ebd.; S. Macaulay, Proc. of Lond. 
Math. Soc. 29, 31 (1898/99); F. Klein's autogr. Vorlesung über Riemann’sche 
Flächen und Klein-Fricke, Modulfunktionen 1, Abschn. III; E. Bertini, Ann. di 
mat. (2) 22 (1894).

94) Biemann, A. F., Art. 10; E. Netto, Diss. Berl. 1870, siehe auch Nr. 29.
95) A. Brill, Gott. Nachr. 1870; Math. Ann. 2, 3, 4; W. K. Clifford, Phil. 

Trans. 1878 (Coli. Papers, p. 385).
96) Von F. Klein, Math. Ann. 11 (1877) für p — 3 und den hyperellip

tischen Fall wohl zuerst herangezogen.
97) F. Klein, Math. Ann. 17 (1881) und autogr. Vorl. über Riemannsche

Flächen.



dßr Kurve mit den linearen Räumen von q — 1 Dimensionen geben 
eine g-fach unendliche lineare Schar äquivalenter Stellen, welche, je 
nachdem sie Vollschar oder Teilschar ist, die Kurve als Vollkurve 
oder Teilkurve charakterisiert98 99).

27. Die Darstellung der algebraischen Funktionen an der
Raumkurve. Ist die betrachtete Kurve nur einfach überdeckt, so 
lassen sich die algebraischen Funktionen als Quotienten ganzer ratio
naler homogener Funktionen der Xi (i — 1, 2, ..., q, q -)- 1) darstellen. 
Jedoch sind, im Falle die Kurve singuläre Stellen hat, Zähler und 
Nenner bestimmten Bedingungen unterworfen, wenn sie zur Darstel
lung der allgemeinsten algebraischen Funktion geeignet sein sollen, 
welche für q — 2 die Bedingungen für „adjungiertes Verhalten“ in 
den singulären Stellen der ebenen Kurve sind. Für grösseres q und 
allgemeinere Singularitäten als gewöhnliche Doppelpunkte ist noch 
wenig bekannt"). Als ganze algebraische Funktion ist hier eine 
solche zu definieren, welche nur für xq+x — 0 unendlich wird. Aus 
diesen entspringen die ganzen algebraischen Formen kteT Dimension 
durch Multiplikation mit wo Ti so gewählt sein muss, dass das
Produkt nirgends mehr unendlich wird. Die ganzen rationalen For
men sind im allgemeinen nur ein Teil der ganzen algebraischen100). 
Wenn jedoch in besonderen Fällen die ganzen algebraischen Formen 
bereits durch die ganzen rationalen sämtlich dargestellt sind, so heisst 
die Kurve eine „elementare“101). Beispiele elementarer Kurven sind 
die ebene singularitätenfreie Kurve, der vollständige singularitätenfreie 
Schnitt von q — 1 Mannigfaltigkeiten von q — 1 Dimensionen des 
Raumes von q Dimensionen102).

28. Die Normalkurve der cp. Von besonderer Bedeutung unter 
den zum algebraischen Gebilde gehörigen Raumkurven ist diejenige 
Kurve 2p — 2ter Ordnung des Raumes von p — 1 Dimensionen, deren 
Koordinaten den Formen cp oder, was dasselbe ist, den Integranden
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98) Zur ganzen Nummer sehe man F. Klein, Autogr. Vorl. über Riemann
sche Flächen; Klein-Fr icke, Modulfunktionen 1, Kap. 3, sowie 3, Kap. 2, 7.

99) Für q — 3 insbesondere Nöther, J. f. Math. 93 und Berl. Abh. 1882. 
Für das Verhalten nicht adjungierter Formen siehe Nöther, Math. Ann. 15 (1879), 
wo insbesondere der Riemann-Roch’sche Satz auf solche Formen ausgedehnt ist.

100) Man sehe F. Klein's autogr. Vorl. über Riemann’sche Flächen, wo 
auch die Verbindung mit den arithmetischen Theorien eingehender dargelegt ist, 
sowie III C 2; ferner den folgenden Artikel von Hensel.

101) F. Klein, Math. Ann. 36 (1890).
102) H. White, Nova Acta Leop. 57 (1891).
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erster Gattung proportional sind103). Den eindeutigen Transformationen 
des Gebildes entsprechen kollineare Umformungen dieser Kurve. Für 
ein hyperelliptisches Gebilde degeneriert sie in eine doppelt überdeckte 
rationale Normalkurve103a). Yon diesem Fall abgesehen ist die Kurve 
immer eine elementare, und die Darstellung einer Funktion als pro
jektive Invariante an der Normalkurve der <p ist von selbst eine in
variante Darstellung gegenüber den eindeutigen Transformationen des 
algebraischen Gebildes. Die Zahl der linear unabhängigen Relationen 
nter Ordnung zwischen den Formen cp beträgt — den hyperelliptischen 
Fall ausgenommen —

p(p+ Ü 0p + 2) • • • • (jp -f m — i) — (2 m — 1) (p — 1).ml

Im besonderen tritt für p = 3 die ebene singularitätenfreie Kurve 
vierter Ordnung, für p == 4 der vollständige Schnitt einer Fläche 
zweiter mit einer der dritten Ordnung in allgemeiner Lage, für p — 5 
der vollständige Schnitt dreier Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung 
von drei Dimensionen im Raum von vier Dimensionen als Normal
kurve auf104). Doch reichen bereits bei p — 5 die quadratischen Rela
tionen zwischen den Integranden erster Gattung nicht immer aus, 
um die Normalkurve algebraisch ohne Restschnitt darzustellen104 a).

29. Spezialfunktionen und Spezialscharen. Als solche wurden 
in Nr. 25 diejenigen Scharen bezw. Funktionen bezeichnet, deren 
Überschuss von 0 verschieden ist. Diese sind zu Paaren zusammen
geordnet durch den Reciprocitätssatz von Brill und Nöther105), nach 
welchem zu einer m-punktigen Yollschar mit dem Überschuss t stets 
eine zweite m'-punktige mit dem Überschuss % gehört, so dass

m -j- mi* — 2 p — 2 
m — m = 2% — 2t.

Das Problem der Aufsuchung der Spezialscharen fällt mit der Auf
suchung der die vorerwähnte Normalkurve in m Punkten schneidenden 
linearen Räume von p — 1 — t Dimensionen zusammen106).

103) Die ersten Andeutungen schon bei Riemann, Vorlesungen — Werke, 
p. 490, 491; H. Weber, Math. Ann. 13 (1878); L. Kraus, Math. Ann. 16 (1880); 
Nöther, Math. Ann. 17 (1880).

103a) L. Kraus 10S), p. 251.
104) Die quadratischen Relationen bei Riemann 1. c.; siehe die vorige Note. 

Näheres für p — 5, 6, 7 Nöther, Math. Ann. 26 (1885).
104a) L. Kraus 103), p. 252, 259. Ein einfaches Beispiel hierfür mit p — 5 

ist die Kurve x y (x -j- y) -f- (x2 -|- y2)2 (pc2 -j- xy -)- y2) = 0.
105) Math. Ann. 7. Eine Erweiterung bei Study, Leipz. Ber. 42 (1890) 

Brill u. Nöther (Math. Ann. 7) bezeichnen diesen Satz als Riemann-Roch'sehen Satz
106) G. Gastelnuovo, R. Acc. d. Line. 1889.
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Für die x — 1 = m — p -f- x - fach unendlichen Spezialscharen 
von m Punkten, für welche bei gegebenen % die Anzahl m am klein
sten wird, d. i. also für die Kurven'niedrigster Ordnung im Raum 
von x — 1 Dimensionen, ergiebt sich 

p — xx -f- h
und die Existenz von och Scharen von m = p -j- x' — x — 1 Stellen. 
Die Anzahl der verschiedenen Systeme hat für x = 2 Brill101) be
stimmt und zwar ist sie für
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(0 <h< x')

p = 2x gleich ^ (r-i)’ für p = 2x + 1 gleich ~ (**_+*) •

Für h = 0 hat Castelnuovo107 108) die Anzahl der verschiedenen Systeme 
gleich

1! 2! 8!......(r — 1)! 1! 2! 8! (r — 1)!
1! 2! 3! 4!. . . . (x -f r — IjT

gefunden. Diese Zahlen gelten jedoch nur für allgemeine algebraische 
Gebilde und können in speziellen Fällen in mannigfacher Art aus
arten 109 110 111).

30. Normalformen. Die Kenntnis von Spezialscharen mit einer 
möglichst geringen Anzahl beweglicher Stellen und der zugehörigen 
Funktionen wird zur Aufstellung von Normalformen der definierenden 
algebraischen Gleichung benutzt. JRiemannno) sucht den Grad in 
jeder Veränderlichen möglichst niedrig zu erhalten und findet für 
p — 2 in der einen 2, in der andern 3 als niedrigsten Grad. Für 
p = 2m — 2 oder 2m — 3 dagegen m als niedrigsten Grad in jeder 
Veränderlichen. Brill und Nötherlu) verwenden als Normalkurve die 
ebene Kurve niedrigster Ordnung, also diejenige von der Ordnung 
p — m -f- 2, wenn p — 3 m, 3 m -j- 1, 3 m -j- 2 ist. Weierstrass führt 
in die das Gebilde definierende Gleichung zwei solche Funktionen 
ein, welche nur an einer einzigen der in Nr. 23 erwähnten Weierstrass- 
Stellen von möglichst niedriger Ordnung unendlich werden, jedoch mit 
der Beschränkung, dass sie zur rationalen Darstellung sämtlicher

107) Brill u. Nöther, Math. Ann. 7; A. Brill, Math. Ann. 36 (1890); auch 
E. Bitter, Math. Ann. 44 (1894).

108) 1. c. Zu Castelnuovo's Verfahren vgl. Klein's autogr. Vorl. über Rie- 
mann’sche Flächen 2, p. 110 ff.; zur ganzen Nummer: H. Burkhardt, Gött. Nachr. 
1896 und III C 2, 7, 10.

109) L. Kraus, Math. Ann. 16 (1880); dazu G. Wiman, Stockh. Han dl. 
Bihang 1895.

110) A. F., Art. 5. Von Weierstrassischer Grundlage aus E. Netto, Dissert. 
Berlin 1870.

111) Math. Ann. 7, p. 293
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Funktionen des Gebildes noch geeignet sind. Durch Diskussion an 
der Hand des Lückensatzes erhält man so eine Reihe von Gleichungs
formen, von denen jede ein Gebilde vom Geschlechte p definiert, und 
welche in einer Variablen der Reihe nach vom Grade 2, 3, 4, .. .,p 
sind und resp. 2p — 1, 2p, 2p -f- 1, . .., 3p — 3 noch willkürliche, 
durch rationale Transformation nicht mehr abzuändernde Konstante 
enthalten112). Doch kann man sämtliche Gleichungsformen aus der 
letzten durch geeignete Grenzübergänge erhalten. Auch die von 
Christoffellls) benützten Normalformen beruhen wesentlich auf der 
Einführung von Integranden erster Gattung in die Grundgleichung114).

31. Die Moduln einer Klasse von algebraischen Gebilden.
Innerhalb der Gesamtheit aller algebraischen Gebilde vom Geschlechte 
p > 1 ist eine einzelne Klasse durch 3p — 3 Parameter bestimmt, oder 
anders ausgedrückt, das algebraische Gebilde hat gegenüber ratio
naler Transformation 3 p — 3 absolute und charakteristische, von ein
ander unabhängige Invarianten. Diese Zahl wurde zuerst von Rie- 
mannnia) durch Abbildung der Riemanrisehen Fläche mit Hülfe eines 
Integrals erster Gattung gefunden. Man erhält so ein System von 
p Parallelogrammen, welche durch 2p — 2 Verzweigungspunkte mit 
einander Zusammenhängen, also im Ganzen von 4p — 2 Parametern 
abhängt. Da das Integral erster Gattung aber p -f- 1 willkürliche 
Parameter enthält, so verbleiben 3p — 3 für die Klasse charakteri
stische frei. Die gleiche Zahl findet man, wenn man von der Be
merkung ausgeht, dass die m- blättrigen Riemanri sehen Flächen einer 
Klasse von 2m—p -f- 1 Parametern abhängen, dagegen die all
gemeinste m-blättrige Fläche durch die 2m -j- 2p — 2 Verzweigungs
werte endlich vieldeutig bestimmt ist115). Diese Betrachtungen be
dürfen der wesentlichen Ergänzung durch den Nachweis, dass nicht 
ein algebraisches Gebilde mit p > 1 Transformationen in sich selbst 
mit ein oder mehreren frei veränderlichen Parametern zulässt116). In

112) Brief an Schwarz, Werke 2, p. 235; Brill und Nöther, Math. Ann. 7, 
p. 302; F. Schottky, J. f. Math. 83 (1877), p. 317 ff., früher als Dissertation, 
Berlin 1875; G. Valentin, Diss., Berlin 1879; F. de Brun, Diss. Upsala (1895), 
Stockh. Öfvers. 1896; F. Klein, autogr. Yorl. Riemann’sche Flächen, p. 90 ff.

113) Ann. di mat. (2) 9 (1878).
114) L. Baffy, Ann. ec. norm. (2) 12 (1883) stellt die Bedingung dafür 

auf, dass in f(s, z) = 0 s ein Integrand erster Gattung sei.
114a) A. F., Art. 12. Diese Abbildung erörtert F. Klein in der autogr. Y. 

über Riemann’sche Flächen.
115) Biemann 1. c.; F. Klein über Riemann’s Theorie der algebr. Funktionen

(1882).
116) H. A. Schwarz, J. f. Math. 87 (1875); Weierstrass Brief an Schwarz,
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einer auch für p = 0, 1 gültigen Weise kann der Satz in der Form 
ausgesprochen werden: Die Anzahl der Moduln beträgt 3p — 3 -f- r, 
wo r die Anzahl der variablen Parameter bedeutet, von welchen 
die allgemeinste Transformation des Gebildes in sich selbst abhängt. 
Bekanntlich ist r = 3 für p = 0, r — 1 für p = 1 und nach dem 
eben angeführten Satz r = 0 in allen höheren Fällen117). Die so 
gefundene Zahl der Moduln bestätigt sich auch durch Abzählung 
an den verschiedenen Normalformen118). Aus den Memanri sehen. 
Betrachtungen zieht Klein117) noch den Schluss, dass die Gesamt
heit der algebraischen Gebilde vom Geschlechte p eine zusammen
hängende 3p — 3 -j- r-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden.

In jeder der im vorigen erwähnten Normalformen können die 
noch willkürlichen Parameter als Moduln angesehen werden. Ebenso 
3p — 3 absolute unabhängige projektive Invarianten der Normalkurve 
der cp. Andere Festlegungen der Moduln entspringen aus der Theorie 
der M&eFschen und der automorphen Funktionen (IIB6c).

von Parameter und Argument. Wird das 
transcendent normierte Integral dritter Gattung mit den Unstetig
keitspunkten £ und 7] zwischen den Grenzen y und x genommen be
zeichnet mit
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* 3 2. Vertauschung

fäji,=m:
y

so ergiebt die in Nr. 17 angeführte Randintegration von II»’“ dll*’*1 
nach z die Gleichung

TJxy = 77^.-M-xy(5)
Die Stellen | und rj werden als die Parameter, x und y als die Argu
mente des Integrals bezeichnet, das in (5) ausgesprochene Theorem 
als der Satz von der Vertauschung von Parameter und Argument11851).

Werke 2, p. 235; G. Hettner, Gött. Nadir. 1880; F, Klein, 1. c. 1883; M. Nöther, 
Math. Arm. 20, 21 (1882); F. Klein bei H. Poincare, Acta math. 7 (1884); 
A. Hurwitz, Gött. Nachr. 1887 = Math. Ann. 32; Math. Ann. 41 (1892);
E. Picard, J. d. Math. (4) 5 (1889); Bull. Soc. Math. Fr. 21 (1893).

117) F. Klein 1. c.
118) Brill u. Nöther, Math. Ann. 7; A. Cayley hatte die Zahl 3p — 3 zu

erst bezweifelt (Proc. Lond. Math. Soc. 1865).
118a) Zuerst hei elliptischen Integralen von Legendre entdeckt (IIB6a); 

Abel (Oeuvres ed. S. u. L. 1 (1826), p. 40; 2, p. 43, 47); E. Galois, Oeuvr. ed. 
Picard (1832), p. 30; C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 32 (1846) = Werke 2, p. 121. Die 
angedeutete Ableitung nach Clebsch u. Gordan, Abel’sche F. (1866), p. 112 ff.; 
vgl. unten Nr. 34.



Das allgemeinste Integral dritter Gattung, welches auch als Funktion 
der Parameter betrachtet ein solches ist, hat demnach die Form

32. Vertauschung von Argument u. Parameter. 33. Integr. zweiter Gattung. 149

(6) ? •

wo die vxJ, ifißi die zwischen den Grenzen y, x resp. y, | genommenen 
Integrale erster Gattung bedeuten und die caß von x, y und £, y un
abhängig sind. Ist das System der caß ein symmetrisches, so erhält 
man das allgemeinste Integral dritter Gattung, welches Vertauschung 
von Parameter und Argument gestattet, wenn aber dies nicht der 
Fall ist, so ändert sich (6) bei Vertauschung von x, y mit £, y nur 
um eine alternierende Bilinearform der vxy, v^.

33. Integrale zweiter Gattung, Normalkombinationen. Durch 
Differentiation nach | entsteht aus dem Integral 77V' ein Integral 
zweiter Gattung, welches nach (5) eine algebraische Funktion des 
Parameters £ ist und mit EV bezeichnet werden soll. Die gleiche 
Eigenschaft in Bezug auf £ kommt auch den aus (6) durch Differen
tiation nach | hergeleiteten Integralen zu, welche wir mit E?y be
zeichnen. Indem wir noch vorübergehend die Differentialquotienten 
der transcendent normierten Integrale erster Gattung vxJ nach x mit 

(x) bezeichnen, die eines beliebigen Systems linear unabhängiger Inte
grale uxy dagegen mit ga (x), zeigt sich, dass die Determinante

rz*y
S(r)

t-xy
C£(2) > • 

MM

p *y
^(D • •>

(?)

welche mit 7 + 1 Stellen |, £(1), ..., gebildet ist, eine algebraische 
Funktion von x, y und den Stellen £, ist und sich nur
um einen von diesen unabhängigen Faktor ändert, wenn die Integrale 
Eiy, ET{).) durch die allgemeineren Exy, Ex^x) und die durch die 
ga ersetzt werden. Die Entwicklung der so umgestalteten Determi
nante nach der ersten Vertikalreihe führt zu der Gleichung
(8) Ei*=F(x,r, i, f\ !<*>,..i,r>)+9l(i) rr+© rr

+ <,„(1)3^+ ■•• + *,«) IT-
Dabei sind die Yxy lineare Kombinationen von Integralen zweiter 
Gattung, deren Perioden von den Stellen ...,§(*) gänzlich unab



hängig sind, und nur von der Auswahl des Integrales dritter Gattung 
und der Integranden erster Gattung abhängen. Sie heissen Normal
kombinationen. Die Perioden von Y%y an den Schnitten Ak, Bk 
sollen mit —rjajfc, —Va,P+k bezeichnet werden. Die Funktion F 
ist nur in der Bezeichnung von der Weierstrass'sehen Funktion H 
verschieden119). Ebenso bilden die Weierstrass1sehen Integrale zweiter 
Gattung ein System von Normalkombinationen zum System erster 
Gattung, und zwar ein solches, in welchem jede Normalkombination 
nur einen einzigen Unstetigkeitspunkt hat.

34. Fortsetzung, die Weierstrass’sclien Periodenrelationen. Die
obige Darstellung setzt die Kenntnis der Periodeneigenschaften der 
Integrale zweiter und dritter Gattung voraus. Im Gegensatz dazu 
hat Weierstrass12°) anknüpfend an eine Formel von Abel121) die Ver- 
tauschbarkeit von Parameter und Argument aus algebraischen Iden
titäten erschlossen und diese dann zur Erforschung der Perioden
eigenschaften und zur Reduktion der Integrale benutzt. Durch An
wendung des Residuensatzes auf die Funktion

Jlij) ■ H(%, y- x, y)

als Funktion von (|, 17), wobei wir die Bezeichnung von Nr. 23 wieder 
aufnehmen, findet er die Yertauschungsgleichung

y, x, y) — ~ H(x , /; y)
p

= —2(H(x,y)aH(x,y')p+a — H(x, y)a H(x, y)p+a).
a — 1

Indem man diese Formel nach x und x' über geschlossene Wege 
integriert, erhält man durch genauere Diskussion die Existenz von 
2 p Wegen, welche in den wesentlichen Eigenschaften mit den Schnitte
paaren eines kanonischen Querschnittsystems übereinstimmen, und 
durch Ausführung der Integration die folgenden Relationen zwischen 
den Perioden der Integrale erster und den Perioden der zugehörigen 
Integrale zweiter Gattung, welche in gleicher Weise auch für Normal
kombinationen gelten:
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(9)

= 2** • <S
1

(10) ßr >

119) Siehe F. Klein, Math. Ann. 36 (1890); vgl. auch die Darstellung bei 
Baker, Abel. Theor. p. 176 ff.; 0. Bolza, Chicago Congr. Mathem. Papers 1 (1896).

120) Braunsberger Programm 1849 = Werke 1, p. 111 (für hyperelliptische 
Integrale), später in Vorlesungen; siehe Brill und Nöther, Ber., p. 426 ff; 0. Bier
mann, Wien. Ber. 87 (1883).

121) Siehe Note 118.
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= 0 oder + 1 ist, je nachdem \ ß — y j =j= p oder ß — ywo d?Y
= + p ist.

Aus diesen kann man wieder die Riemcmrisehen Bilinearrelationen
herleiten, sowie das Nichtverschwinden der Determinante der ersten 
Hälfte des Systems der Perioden erster Gattungen, und die übrigen 
Ungleichungen unter denselben 122 123 *).

Wird nun gesetzt:
p

(11) G(x, y; x, y) =^H{x, y)aH(x, y)
i

~H(x,y',x',yr),P + a

so zeigt Formel (9), dass
(12) <?(®, m x, y) = Gix’, y'\ *, y)
und zugleich erweist sich G(x, y\ x, y') als ein Integrand zweiter 
Gattung. An den Eigenschaften von G wird nichts wesentliches ge
ändert, wenn noch eine symmetrische Bilinearform der Ha(x, y), 
Hp(x, y') hinzugefügt wird. Die Gleichung (12) enthält den Satz 
von der Vertauschung von Parameter und Argument in algebraischer 
Form, und er geht aus ihr durch Integration in Bezug auf x und x 
hervor.

35. Die Reduktion der allgemeinsten algebraischen Integrale.
Durch Anwendung des Residuensatzes auf

F(xt, yt) H(xt, yt] x, y) ^

und Transformation des Resultates mit Hülfe des Vertauschungssatzes 
(9) und der durch Reihenvergleichung daraus hervorgehenden Glei
chungen gewinnt Weierstrass12S) die folgende Darstellung der ratio
nalen Funktion F(x, y):

(13) F(x,y)=2}c,H(x„y„-,x,y)
1 
P

— J5}(ßp + aH(x,y)a —
1

gaH(x, y)p+a) + I (x, y\.
i

122) G. Frobenius, J. f. Math. 89 (1880); H. Burkhardt, Math. Ann. 32, 
p. 400 ff. (1888). Die oft behandelte Determinantenrelation zwischen den Pe
rioden der Integrale erster und zweiter Gattung (Haedenkamp, J. f. Math. 12 (18); 
L. Fuchs, J. f. Math. 71 (1870) u. a.) ist eine arithmetische Konsequenz der Re
lationen (10). Für die Untersuchung der Perioden als Funktionen der Moduln 
des algebraischen Gebildes IIB 4.

123) G. Hettner, Diss., Berlin 1877; G. Humbert, Acta math. 10 (1887); für
hyperelliptische Integrale siehe L. Fuchs, J. f. Math. 71 (1870), p. 103 ff.
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v v , .v v d:Xj
Sind xt,yt(v — l,2,...,r) diejenigen Elemente, für welche F(xt,yt)-jj
negative Potenzen von t in der Entwicklung aufweist, so ist hier 
gesetzt:

F 5t) ^ = CJ-1 + ^ CyX t*-1 ,

wo unter dem Summenzeichen der Wert X = 0 auszuschliessen ist. 
Dann ist

Fix, y\ = —^ c„,_n \H(x, y; xt, yt) ^ 

9a =2 2 Cv’~n H&> 5h

1 n>0 L"
r

F(aa, K) +2V2Cv’~n
1 n> 0

i'xt-
9p+«

Diese Formeln geben die Zerlegung einer algebraischen Funktion in 
Integranden erster, zweiter und dritter Gattung und den Differential- 
quotienten einer algebraischen Funktion, und zwar treten nur p be
stimmt normierte Integranden zweiter Gattung ein. Diese Zerlegung 
ist überdies eine eindeutige bestimmte und giebt durch Integration 
unmittelbar die Reduktion eines allgemeinen Integrals auf die Inte
grale der drei Gattungen und eine algebraische Funktion.

Ausgehend von der Theorie der Formen <p und unter Voraus
setzung einer Gleichung in homogenen ternären Variablen hat Nöther12i) 
den Vertauschungssatz, sowie die anschliessenden Probleme der Dar
stellung und Reduktion algebraischer Funktionen ausführlich behandelt.

36. Die Integration durch algebraische Funktionen und Lo
garithmen solcher haben Abel und Liouville in Angriff genommen. 
Abel125) giebt den Satz, dass das Integral einer algebraischen Funk
tion y, wenn es überhaupt durch algebraische Funktionen und Loga
rithmen solcher ausdrückbar ist, nur die Form haben kann:

f ydx = P (x, y) + ]>} Av log Pv(x, y),(14)

P(x,y) und Pv(x,y) rationale Funktionen von x und y bedeuten.wo

124) Erl. Ber. 1884; Math. Ann. 37 (1890); vgl. auch A. Cayley, Amer. J. of 
math. 5, 7 (1882, 1885).

125) Brief an Legendre 1828 (Oeuvres 2, p. 277) 1, p. 545 (1829); 2, p. 206; 
vgl. Stickelberger, J. f. Math. 82 (1876).
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Die Bedingungen dafür, dass das Integral einer algebraischen Funk
tion selbst algebraisch sei, hat Liouville™) zuerst näher untersucht. 
Sie ergeben sich mit Formel (13) nach Weierstrass einfach in der 
Weise, dass alle Grössen Cv, ga, gp+a verschwinden müssen, damit das

sei; zugleich ent
nimmt man aus (13) auch unmittelbar den Ausdruck des Integrals in 
algebraischer Form. Ein anderes Verfahren giebt PtaszycJci126 127).

Schwieriger ist die Entscheidung, wenn auch Logarithmen alge
braischer Funktionen zugelassen werden, da es dann auf die arithme
tische Beschaffenheit der Koeffizienten Cv in (13) ankommt. Auch 
sind hier nur elliptische und hyperelliptische Integrale genauer be
arbeitet128).

Integral j F(x, y) dx eine algebraische Funktion

37. Klein’s kanonische Kurven129). Eine besonders einfache 
Darstellung gestatten die Integrale und weitere aus ihnen herzuleitende 
transcendente Formen, wenn das algebraische Gebilde als ein- oder 
mehrfach überdeckte Kurve des Gebietes von n homogenen Variablen 
#1} #2, • • ■) Zn (für n = 2 also als Riemannsche Fläche) von solcher 
Beschaffenheit gegeben ist, dass man die Differentiale erster Gattung 
dua proportional p ganzen algebraischen (nicht notwendig rationalen) 
Formen cpa von der Dimension d setzen kann, welche keine Kulis teile 
gemeinsam haben. Durch den von a unabhängigen Quotienten

dua
(15) dG3z =

<Pa
ist dann eine kanonische Differentialform definiert, mit der Eigenschaft, 
dass in der Entwicklung eines Differentials nach dem Parameter t in 
der Umgebung einer Stelle z

Xdaz — dt(tv<$(f))}
wo X eine Form von der Dimension d und $ß(Q eine Potenzreihe 
mit nicht verschwindendem ersten Glied ist, der Exponent v lediglich 
die Ordnung des Null- oder Unendlichwerdens der Form X angiebt.

126) Par. sav. [6tr.] 5 (1838). Er führt den AAePschen Satz auf Leibniz 
und Laplace zurück. Es sind wohl die Bemerkungen in der Einleitung zum 
ersten Buch der Th. anal, des prohab. gemeint.

127) Acta math. 11 (1888).
128) Abel, Oeuvres 1 (1826), p. 104 = J. f. Math. 1; Weierstrass, Berl. Ber. 

1857 (Werke 1, p. 227); Tschebyscheff, J. f. Math. (1) 18, (2) 2; L. Raffy, Ann. 
ec. norm. (3) 2 (1885); C. Guichard, Ann. ec. norm. (3) 5 (1888); G. Fiele, Math. 
Ann. 32 (1888); E. Goursat, Par. C. R. 118 (1894); L. Koenigsberger, Math. Ann. 
11 (1877); vgl. dazu Ptaszycki, Math. Ann. 16 (1880).

129) Math. Ann. 36 (1890).
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Die Dimension d ist dann ein Teiler von 2 p — 2 und jede ganze 
Form der Dimension d auch eine Form cp. Das kanonische Differen
tial lässt sich schreiben

“zßdz-^dzßz

Zn) ’

zn) eine bestimmte ganze Form von der Dimension

(16) da.—

+ 2 (ßx •> •
d -f- 2 bedeutet.

Das Integral dritter Gattung lässt sich in der Form

wo • •}

X |

^dazJ‘da^
y n

t/jQ, g; aß)
(aJc~a:ß;)2

(17) Pxy =
Sn

darstellen, wo ty(z, £; aß) in z und £ eine ganze Form von der Di
mension d ~f- 2 bedeutet, welche von der zweiten Ordnung verschwin
det, wenn (cczß^—Null ist, ohne dass z mit £ zusammenfällt und 
welche für z— £ mit r^'2{z1, z^,..., z^} identisch wird. Die hienach 
in noch willkürlichen Grössen hat man in den bisher ausgeführten 
Fällen so zu bestimmen gesucht, dass eine ganze rationale Kova
riante der zur Definition des Gebildes verwendeten Formen im ge
wöhnlichen Sinne wird, also auch rational ganz in den Koeffizienten 
dieser Formen ist130).

Solche kanonische Kurven sind in erster Linie die Normalkurve 
der cp auch im hyperelliptischen Fall, der vollständige singularitäten
freie Schnitt von n — 2 algebraischen Mannigfaltigkeiten von n — 2 
Dimensionen im Gebiet von n homogenen Variablen131), die ebene 
singularitätenfreie Kurve nter Ordnung132) und gewisse durch binomische 
Gleichungen definierte Gebilde133 134), sowie insbesondere die gewöhnliche 
Form des hyperelliptischen Gebildes131), also die zweiblättrigen Rie- 
mann’sehen Flächen. Im letzterwähnten Fall lautet das normierte 
Integral dritter Gattung

W+«+l “V1
y v

(18)
2 (*£)"*

a2/+2 diejenige binäre Form, deren Nullstellen die Verzweigungs-wo

130) G. PicJc, Math. Ann. 29 (1886); F. Klein 1. c.; E. Pascal, Ann. di mat. 
(2) 17 (1889).

131) H. White, Acta Leop. 57 (1891) (= Göttinger Diss.); Math. Ann. 36.
132) G. Pich 1. c.
133) W. F. Osgood, Diss. Erlangen 1890.
134) F. Klein, Math. Ann. 27 (1886), 32 (1888); H. Burhhardt, Math. Ann.

32 (1888).
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stellen des hyperelliptischen Gebildes definieren, bedeutet, und die 
kanonische Differentialform

da=4M=
V«!r+a

ist. Das hieraus zu entwickelnde Formelsystem hat genauen Anschluss 
an die Weierstrass’sehe Theorie der elliptischen Funktionen. Das 
Heranziehen invariantentheoretischer Gesichtspunkte findet seine wei
tere Verwertung in der Theorie der zugehörigen Theta- und Sigma- 
funktionen (II B 6 b). '

38. Primfunktionen und Primformen135). Während die Dar
stellung der algebraischen Funktionen als Aggregate von Integralen 
zweiter Gattung nur die Unendlichkeitsstellen zur Geltung bringt, 
erfordert die Darstellung derselben als Produkt von einzelnen Faktoren, 
deren jeder nur an einer Stelle Null oder unendlich wird, eine Erweite
rung der Hülfsmittel, weil eindeutige Funktionen dieser Art ohne wesent
lich singuläre Stellen für p > 0 am algebraischen Gebilde nicht exi
stieren. Diese kann auf zweierlei Art vorgenommen werden, indem 
man entweder mit Weierstrass wesentliche Singularitäten an p be
stimmten festgewählten Stellen — welche auch vereinigt liegen können 
— zulässt, oder aber wie Klein unter Einführung homogener Variablen 
Formen bildet, welche dann keine wesentliche Singularität mehr zeigen, 
jedoch mehrdeutig sind. In beiden Fällen müssen noch gewisse 
accessorische Bildungen hinzutreten, um die Darstellung der alge
braischen Funktionen zu leisten.

Weierstrass136) erklärt als „Primfunktion“*i yL
JH(x,y,x ,y')dx

(19} E(x, y, x,, y,\x0, :>/„) =
welcher Ausdruck eindeutig von der Stelle (x, y) abhängt, in (xuy^) 
von der ersten Ordnung Null, in (x0} y0) von der ersten Ordnung un
endlich wird und die Stellen (aa) ba) zu wesentlich singulären hat. 
Von den Stellen (x0, y0), (xx, yx) ist dagegen E nicht eindeutig ab
hängig, sondern ändert sich bei Durchlaufung eines Periodenweges 
um Faktoren, welche als Funktionen von (x, y) betrachtet nirgends 
verschwinden und sich, entsprechend den 2p Periodenwegen, durch 2p 
unter ihnen als Produkte ganzer Potenzen darstellen lassen. Diese

135) Siehe auch IB 1 c, Nr. 0.
136) Brief an Schwarz (1875), Werke 2, p. 235; Brill und Nöther, Berl. Ber. 

p. 429; Schottky, J. f. Math. 101; vgl. auch Baker, Abel. Theor., ch. 7, 12; 
0 Biermann, Wien. Ber. 87 (1883), 105 (1896); Wien. Monatsh. 3 (1892).
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letzteren — mit Ea(x, y) bezeichnet (a — 1,..., 2 p) — heissen nicht- 
verschwindende Primfunktionen. Die Integrale der drei Gattungen 
lassen sich durch Logarithmen solcher Primfunktionen darstellen, die 
algebraischen Funktionen als Produkte von Funktionen der Form (19), 
deren jede nur eine Null- und eine Unendlichkeitsstelle der gegebenen 
algebraischen Funktion zu ebensolchen hat, und nicht verschwindenden 
Funktionen E, welche übrigens durch passende Wahl des Integrations
weges in (19) mit den andern vereinigt werden können. Diese letzteren 
spielen hier die Rolle von „Einheiten“, während die durch (19) defi
nierten Funktionen den Primidealen analog gesetzt werden können. 
Weierstrass giebt auch Andeutungen über die Reihenentwicklung der 
Primfunktionen, deren weitere Bearbeitung erwünscht wäre. Auf 
Grund der Weierstrass’sehen Bildungen, welche noch verschiedener 
Modifikationen fähig sind, hat Günther137) die Sätze von Weierstrass 
und Mütag-Leffler über die Darstellung eindeutiger Funktionen138) auf 
solche Funktionen ausgedehnt, welche auf einem algebraischen Gebilde 
eindeutig sind, nachdem schon früher Appell139) die gleiche Aufgabe 
in anderer Weise behandelt hatte.

39. Fortsetzung. Klein140 *) führt eine Primform ein durch die
Formel

Sl(x} y) = liml7^dax dcoye
dx = 0, dy=0

wobei wieder die Bezeichnung von Nr. 37 aufgenommen ist und ins
besondere das einzelne Wertsystem xt, .xn mit einem Buchstaben x 
bezeichnet ist, und irgend ein Integral dritter Gattung von der 
Form (6) in Nr. 32 ist. Sie verschwindet nur für x — y und ist 
sonst überall endlich und bestimmt. Bei Durchlaufung eines Perioden
weges seitens x oder y ändert sie sich um einen Exponentialfaktor 
von der Form

__px-\-dx, y-\-dy 
* xy

\

y(21) 4- e

wo das Vorzeichen von dem Periodenweg abhängt und — rja, o>a die 
auf diesem Weg erlangten Zuwächse der Normalkombinationen und 
der zugehörigen Integrale erster Gattung sind. Ebenso kann die

137) J. f. Math. 109 (1892). Vgl. auch K. Ott, Wien. Monatsh. 4 (1893).
138) II B 1.
139) Acta math. 1 (1883). Vgl. auch G. Vitali, Bend. Pal. 1900.
140) Math. Ann. 36 (1890). Früher für hyperelliptische Gebilde, s. Note 134.

Siehe auch G. Pich, Math. Ann. 29 (1887).
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Primform durch Modifikation des Integrationsweges in (20) um Fak
toren von der Form (21) geändert werden, welche also hier die Rolle 
von „Einheiten“ spielen.

Der in (20) angedeutete Grenzübergang kann in verschiedener 
Weise ausgeführt werden und ergiebt z. B. für ein kanonisches Ge
bilde141):

i-2JPx^y®ß 2 xy“Jy-Vyßx(22) £l(x,y) =
f sGü’ Fj-j-aÖfi 1 aß)

in der Bezeichnung von Nr. 37, wobei noch x^\ y{!) diejenigen Stellen 
bedeuten, an welchen axßz — azßx resp. ayß2 — ctzß , als Formen von 
z betrachtet, ausser x resp. y noch verschwinden. Die so erhaltene 
Primform stimmt für p = 1 genau mit der Funktion 6 (uxy) überein.

Zu dieser Primform tritt noch eine „Mittelform“, welche am 
algebraischen Gebilde ebenfalls unverzweigt ist, aber nirgends ver
schwindet. Sie wird für 2p — 2 — md definiert durch

risi(x, «ft)(23) (>(*)■ = Cxxx -f- C2x2 4- C3xä +----- Onx 1

wo die e(ü die Nullstellen des Nenners bedeuten, von dessen spezieller 
Wahl die Mittelform selbst abgesehen von Einheiten unabhängig ist. 
Ihre Änderung bei Durchlaufung eines Periodenweges ergiebt sich 
aus (21). Diese Mittelform erlaubt dann auch die Darstellung alge
braischer Formen als ein Produkt von Prim- und Mittelformen.

Die Klein sehen Ansätze werden von Ritter, Fricke und neuer
dings von Wellstein weiter verfolgt141 a) und präzisiert. Insbesondere 
giebt der letztere eine explicite Darstellung der in Betracht kommen
den Funktionen bei beliebiger irreducibler Gleichung f(x, y) — 0.

40. ‘Wurzelfunktionen und -Formen. Multiplikative Funktionen 
und Formen. Schon Riemann142) hat für die Untersuchung der Um
kehrungsfunktionen der M&eFschen Integrale auch solche Funktionen 
betrachtet, welche am algebraischen Gebilde zwar überall unverzweigt 
sind, jedoch auf Periodenwegen sich mit wten Einheitswurzeln multipli
zieren. Diese lassen sich als %te Wurzeln algebraischer Funktionen dar
stellen und heissen daher Wurzelfunktionen142 a), die entsprechenden homo-

141) Math. Ann. 36 (1890); eine andere Formel in den autogr. Yorles. über 
Riemann’sche Flächen.

141a) E. Ritter, Math. Ann. 41, 44 (1892,94); R. Eriche, Gott. Nachr. 1900; 
J. Wellstein, Gott. Nachr. 1900.

142) A. F., Art. 27. Die Multiplikatoren + 1 auch bei Roch, Habilit.-Schr.,
Halle 1863.

142 a) Nach Weber, Abel’sche Funktionen, für p = 3.



genen Formen Wurzelformen142b). Näheres über sie wird in II B 6 a bei
gebracht werden. Allgemeinere Multiplikatoren hat dann Prym142 143) 
zugelassen und auch die Integrale derselben berangezogen. Appell144) 
bat diese Funktionen eingehend untersucht. Hurwitz145 *) hat auch 
solche Funktionen in Betracht gezogen, welche ausserdem in bestimmter 
Weise auf dem Gebilde verzweigt sind, jRitter14,6) hat die multiplika
tiven Formen mit Hülfe der A7em’schen Prim- und Mittelformen ein
gehend untersucht. Die Stellung der algebraischen Formen147) inner
halb der Gesamtheit der multiplikativen Formen erhält dadurch eine 
neue Beleuchtung. Die wichtigsten hier gewonnenen Ergebnisse betreffen 
die Erweiterung des Riemann-Roctisehen Satzes und die Theorie der auto
morphen Funktionen (IIB 6 c)148). Von Anwendungen sind AppelVs144) 
Entwicldungen der hyperelliptischen Integrale in trigonometrische 
Reihen zu nennen.
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C. Das Afoel’sche Theorem.
41. Das Abel’sclie Theorem. Anschliessend an das Additions

theorem der elliptischen Integrale unterzog Abelud) Summen von Late
ralen von gleichen Integranden, zwischen deren Grenzen aber algebraische 
Relationen bestehen, der Untersuchung. Er legt eine algebraische Glei
chung f(x,y) = 0 zu Grunde, neben welche er eine zweite g(x}y) = 0 
stellt, von deren Koeffizienten er sich einige a±) a2, . . ., ay veränder
lich denkt. Die gemeinsamen Lösungen (xvyv) (v — 1,... r) der Glei
chungen f = 0, g — 0 können dann als Funktionen der a aufgefasst 
werden. Wird nun — unter R(x,y) eine rationale Funktion von 
x, y verstanden — die Summe

2R(xvyv) dxr =^G-(a) dax
i

(24)

142b) M. Nöther, Math. Ann. 28.
143) J. f. Math. 71 (1870).
144) Acta math. 13(1890); E. Picard, J. d. math. 1889; Amer. J. of math. 

1894; E. Landfriedt, Toul. Ann. 9G (1895).
145) Grött. Nachr. 1892; Math. Ann. 41 (1892).
146) Math. Ann. 46 (1895), 47 (1896).
147) Nach anderer Richtung geht G. Fiele, Gött. N. 1894, Math. Ann. 1898.
148) Ygl. Klein-FricJce, Automorphe Funktionen II 1 (1901).
149) Par. sav. [etr.] 7 (1841), (pres. 1826) (— Oeuvres S. u. L. 1, p. 145), 

J. f. Math. 3 (1828) (— Oeuvres 1, p. 444), J. f. Math. 4 (1829) (= Oeuvres 1, 
p. 515). Den Namen führt das Theorem nach Jacobi's Vorschlag J. f. Math. 8 
(Werke 1, p. 373) und J. f. Math. 9 (Werke 2, p. 7); hier anschliessend Rowe, 
Phil. Trans. 1881; A. Cayley, ebenda; F. Baker, Cambr. Trans. 15, Math. Ann. 45.
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als Differential nach den Grössen a dargestellt, so sind die G(a) ra
tionale Funktionen der a und darum die Summe rechts in (24) das 
Differential eines algebraisch logarithmischen Ausdruckes. Werden 
hier die a wieder durch die xvyv ausgedrückt, und zwischen zwei 
solchen Wertsystemen der xvyv integriert, welche zwei verschiedenen 
Wertsystemen der ax entsprechen, so ergiebt sich aus (24):

r ix'v y’v)

I B(x,y) dx
v==1(xvyv)

— algebr. logar. Funktionen von (xxyx, x2y2, . ..; xvy'v, . . ., x'ry'r).

Dieser Satz giebt das ÄbeVsche Theorem in seiner ursprünglichen 
Form. Abel selbst hat den Inhalt dieses Theorems wesentlich ver
tieft durch die Untersuchung, wie viele von den oberen Grenzen in 
(25) noch willkürlich bleiben, wenn die unteren Grenzen gegeben 
sind. Er findet, dass die Anzahl der durch die übrigen bestimmten 
oberen Grenzen eine nur von der Beschaffenheit von f(cc, y) = 0 ab
hängige Zahl ist, welche mit dem späteren Riemann'sehen Geschlecht 
p übereinstimmt. In der That, schreibt man die Gleichung g(x,y) = 0 
in der Form gt(x, y)/g2(x, y) — a, wo nun a als einziger variabler 
Koeffizient genommen ist, so erkennt man sofort, dass die oberen und 
unteren Grenzen in (25) lediglich zu einander äquivalente Systeme 
von Stellen des algebraischen Gebildes zu sein brauchen, und hier 
sind in allen Fällen höchstens p Stellen eines Systems durch die 
übrigen mitbestimmt. Damit ergiebt die Gleichung (25) die Reduktion 
einer Summe von beliebig vielen Integralen mit demselben Inte- 
granden, aber verschiedenen Grenzen, auf eine Summe von höchstens 
p Integralen der gleichen Art und gegebenen unteren Grenzen, deren 
obere Grenzen algebraisch durch die Grenzen der vorgelegten Integrale 
bestimmt sind, und algebraisch-logarithmische Summanden. Als ein 
solches Reduktionstheorem hat auch Abel selbst sein Theorem in 
erster Linie aufgefasst und ist eben dadurch dazu geführt worden, 
die Abhängigkeit äquivalenter Systeme von Stellen zu erkennen und 
der Hauptsache nach festzulegen, eine Erkenntnis, welche den Schlüssel 
zum Verständnis der Theorie der algebraischen Funktionen bildet, 
welche überdies bei Abel zum ersten Mal einer Untersuchung unter
worfen werden. Abel hat weiter sein Augenmerk auf diejenigen 
Bedingungen gerichtet, unter denen in (25) der algebraisch logarith
mische Teil wegfällt, und gefunden, dass mindestens p solche linear
unabhängige Funktionen li (x, y) existieren. Die Einteilung der Inte
grale, je nachdem in der zugehörigen Gleichung (25) rechts eine

(25)



Konstante, eine algebraische Funktion, oder nur ein Logarithmus 
steht, in Integrale erster, zweiter, dritter Gattung ist für die ältere 
Litteratur bis Uiemann und vereinzelt auch noch später massgebend 
geblieben, trifft aber nicht völlig mit der Riemann’sehen zusammen150). 
Für hyperelliptische und eine allgemeine Klasse binomischer Glei
chungen hat Abel selbst sein Theorem ins einzelne dargelegt.
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42. Das Abel’sche Theorem für die drei Gattungen der Inte-
Sind xr,yv (v = 1 zwei Systemegrale; spätere Beweise, 

äquivalenter Stellen und r eine algebraische Funktion, welche die 
Stellen x zu Nullstellen, die Stellen y zu Unendlichkeitsstellen hat,
bezeichnet ferner wie bisher ux’y (a — 1 

linear unabhängigen Integralen erster Gattung genommen zwischen 
den Grenzen y, x, so gilt das System von Gleichungen

. .,jp) ein System von p? •

2pr•
2<,s’~2(26) (« = !,•• ;P)f'Ö'ty.^ax
v = l y.= 1

wo die m ganze Zahlen bedeuten, welche von dem Integrationsweg in 
den einzelnen Summanden aber nicht von den Stellen xv, yv abhängen.

Für die Integrale dritter Gattung von der Form (6) gilt ferner die 
Gleichung

2p

r(i)2^/’=log
v = l

wenn mit Pv die Perioden des Integrals an den Querschnitten be
zeichnet werden. Hieraus ergiebt sich durch Differentiation nach £

r

E
v = 1

für die Integrale zweiter Gattung.
Der Beweis dieser Gleichungen ist auf verschiedenen Wegen er

bracht worden, und zwar durch direkte algebraische Umformung der 
Differentialsumme links151 * * * * *), durch funktionentheoretische Untersuchung 
der Integralsumme links unter Einführung von r als unabhängiger

+ my.Py>(27)
r(rj) *=: 1

2p

Tfö+2mE*dr(£)(28) it,

150) Ygl. Brill und Nöther, Ber., p. 217.
151) Clebsch u. Gordan, A. F., p. 34 ff. auf Grund einer Jacobi'sehen Iden

tität, J. f. Math. 14 (1835) = Werke 3, p. 285; A. Harnack, Math. Ann. 9(1875);
A. Brill hei Clebsch-Lindemann, p. 812 ff. Für hyperelliptische Integrale Jacobi,
J. f. Math. 30 (1845); über Minding, Broch, Jürgensen, Bosenhain siehe Brill
u. Nöther, Ber. p. 229; Boole, Phil. Trans. 1857; Cayley, Amer. J. of math. 5
(1882); A. B. Forsyth, Phil. Trans. 1883; M. Nöther, Math. Ann. 37 (1890).



Variablen152), durch Integration von ChHogr153) um die ganze Be
grenzung der Rienianri’ sehen Fläche (U — einem allgemeinen er
sehen Integral), durch Anwendung des Residuensatzes auf154)

dU d log r 
dt~>

wovon die letzten beiden Wege ohne Weitläufigkeiten auch bei all
gemeinem U die explicite Darstellung der rechten Seite in (25) geben; 
endlich aus den Bedingungen regulären Verhaltens an den Stellen (ab) 
in der Weierstrass'sehen Darstellung von r durch Primfunktionen für 
die erste und zweite Gattung, während für die dritte Gattung diese 
Darstellung selbst bei Übergang zu den Logarithmen das Theorem 
liefert155).

42. Drei Gattungen. 48. Die Differentialgl. des Abel’schen Theorems. 161

dx

43. Die Differentialgleichungen des Abel’schen Theorems. An
schliessend an JEuler’s Ansatz für das Additionstheorem der ellip
tischen Integrale hat Jacobi156) im hyperelliptischen Fall das System 
von Differentialgleichungen in Betracht gezogen:

Pyß xjdxv ^ ^
Vf&r)

(29) (A = 0,l,...,i> —1),

wo f(x) eine ganze rationale Funktion vom Grade 2 p -J- 2 bedeutet, 
und auf Grund des A&ei/schen Theorems vollständig integriert. Setzt 
man nämlich bei direkter Integration die rechts auftretenden willkür
lichen Konstanten in die Form einer Summe von p Integralen der 
gleichen Form wie links, und nimmt nun die oberen Grenzen dieser 
als Integrationskonstante, so ergiebt das yl&eZ’sche Theorem unmittel
bar diese oberen Grenzen als algebraische Funktionen der x, und 
damit die Integration des Systems in algebraischer Form. Indem nun 
Jacobi diese algebraischen Integralgleichungen des Systems (29) direkt 
herleitet, gelangt er zu einem neuen Beweise des AbeVsohva. Theo
rems157). Über die Anwendungen der so erhaltenen Formeln auf

152) Eiemann, A. F., Art. 14.
153) Eiemann, A. F., Art. 26; Clebsch u. Gordan, A. F., § 37; H. Weber, 

Math. Ann. & (1874); vgl. das Lehrbuch von Stahl, p. 143.
154) Cauchy, Par. C. R. 23 (1846), p. 321 == Werke (1) 10, p. 80; Weier

strass (in Vorlesungen). Siehe auch Baker, Abelian Funct.
155) Weierstrass Brief an Schwarz = Werke 1, p. 235.
156) J. f. Math. 9 (1832) = Werke 2, p. 5; J. f. Math. 13 (1835) = Werke 2,

p. 23.
157) J. f. Math. 24 (1842) = Werke 2, p. 65. Dazu Haedenkamp, J. f. Math. 

25 (1843); Eichelot, J. f. Math. 23, 25 (1842/43). Ferner Jacobi, J. f. Math. 32 
(1846) — Werke 2, p. 135; Hermite, Par. C. R. 18 = J. de math. 9; Weierstrass,

Encyklop. d. matli. Wissensch. II 2. 11



162 II B 2. W. Wirtinger. Algebraische Punktionen und ihre Integrale.

Geometrie und Mechanik158) siehe III C 4, III D 9, 10. Diese Auf
fassung des ÄbeVsehen Theorems war es auch, welche Jacobi zur er
folgreichen Formulierung des Umkehrproblems der ÄbeV sehen Inte
grale führte (IIB6b). Allgemein hat Riemann159) auf Grund des 
Maschen Theorems gezeigt, dass das mit den Differentialen erster 
Gattung gebildete System yon Differentialgleichungen

dua (xv) = 0 0 = 1, 2,. . ., p)(30)
V = 1

vollständig integriert wird durch die zu beliebigen p -J- 1 Stellen 
äquivalenten Stellen, wo bei besonderen Lagen der angenommenen 
Stellen auch eine oder mehrere fest sein können, sowie dass ins
besondere das System

2 p—2

dua (xv) — 0 («=!,.. .,p)(31)
V=1

durch die 2p — 2 beweglichen Nullstellen einer cp integriert wird, 
wenn diese als Funktionen der p — 1 willkürlichen Konstanten der cp 
aufgefasst werden. Solche Stellen heissen dann durch eine cp ver
knüpft.

44. Die Umkehrung des Abel’sehen Theorems und die Erweite
rung der Umkehrung. Auf Grund der eben berichteten Auffassung 
hat wohl allgemein zuerst Clebsch160) ausgesprochen, dass umgekehrt 
das Bestehen der p Relationen (26) zwischen zwei Systemen von 
je r Stellen xv und yv (v — 1,. . ., r) auch zur Folge hat, dass 
die beiden Systeme äquivalent sind, das M&eZ’sche Theorem also auch 
umkehrbar ist. Die Relationen (27), (28) sind daher eine Folge des 
Bestehens von (26). Dies ergiebt sich auch direkt aus der Unter
suchung der Summe links in (27) oder aus der Darstellung einer 
Funktion, welche die Stellen x zu Null-, die Stellen y zu Unendlich
keitsstellen hat. Dieses Theorem bildet die Grundlage der ergebnis
reichen Anwendungen, welche Clebsch von dem Maschen Theorem 
auf die Theorie der algebraischen Kurven gemacht hat161). Die alge-

Werke 1, p. 267; Cauchy, Par. C. R. 40 (1855); Brioschi, J. f. Math. 55 (1858); 
Henrici, 7. f. Math. 65 (1865); Salvert, Par. C. R. 116 (1893); Brux. Soc. 18 (1894).

158) Jacobi, Yorles. über Dynamik, p. 231; Haedenkamp 1. c.
159) Riemann, A. F., Art. 14, 15, 16, 23.
160) J. f. Math. 63 (1864), 64 (1865). Spezielle Fälle bereits bei Riemann 

(Note 159). Das Theorem selbst tritt zuerst meist als Durchgangspunkt in der 
Theorie des Jacobi' sehen Umkehrproblems auf (IIB 6 c).

161) IIIC 2. Eine Übersicht bei Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geo
metrie.



44. Die Umkehrung. 45. Anwendungen und Erweiterungen.

braische Begründung der so erhaltenen Schnittpunktsätze war auch 
der Anstoss für die Arbeiten von Brill und Nöther.

Die Umkehrung des AJbeV sehen Theorems kann erweitert wer
den, indem man auch Integrale zweiter und dritter Gattung heran
zieht. Bezeichnet man mit dw\(x) (A = 1, 2, 3, . . ., m -f- p — 1) die 
m -f- p — 1 linear unabhängigen Differentiale, welche an m Stellen 
höchstens von der ersten Ordnung unendlich werden, wenn diese 
Stellen sämtlich getrennt sind, und welche, falls einige vereinigt liegen 
sollten, an einer solchen Stelle nicht von höherer Ordnung unendlich 
werden als Stellen daselbst vereinigt sind, so geben die Gleichungen

163

Xy
r r* m

(32) ^ / dw* =^j m* ^ ^
v = l „ x = l v = lUv

= l,2,...,m+p— 1)

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass das 
System der r Stellen xv und der r Stellen yv einer Schar äquivalenter 
Stellen angehört, in welcher auch ein System existiert, von welchem 
die gegebenen m Stellen einen Teil bilden. Dabei bedeuten die 
Perioden der wx an den Querschnitten, die eventuell vorhan
denen logarithmischen Perioden. Das Theorem ergiebt sich unmittelbar 
durch Untersuchung der zu (27) analogen Summe von Integralen 
dritter Gattung als Funktionen der Unstetigkeitsstellen162). Es lässt 
sich aber auch als Grenzfall des blos auf Integrale erster Gattung 
bezogenen Theorems auffassen. Bei geeignetem Zusammenrücken von 
Verzweigungspunkten, sodass damit eine Erniedrigung des Geschlechtes 
verbunden ist, geht nämlich ein Teil der Integrale in solche dritter, 
resp. zweiter Gattung163) über. Das nämliche geschieht beim Auf
treten neuer Doppel- oder Rückkehrpunkte bei Kurven. Die Erweite
rung der Umkehrung wurde zuerst im Anschluss an das erweiterte 
Umkehrproblem164) entwickelt und für die Schnittpunktsysteme nicht 
adjungierter Kurven verwertet.

45. Anwendungen und Erweiterungen des Abel’schen Theorems.
Die wichtigste analytische Anwendung des Abel’schen Theorems wurde 
bereits von Jacobi165 *) gemacht, nämlich die Herleitung eines Additions-

162) Ygl. Nöther, Math. Ann. 37 (1890), p. 475; G. Humbert, J. de math. 
(4) 3 (1887).

163) Klein (1874) nach Math. Ann. 36, p. 61; Clebsch-Lindemann, Vorles., 
p. 807. Für p — 2 erläutert den Grenzübergang ausführlich Burkhardt, Math. 
Ann. 36, p. 380 ff.

164) IIB 6 c. Clebsch, J. f. Math. 64 (1895); Brill ebenda; Clebsehn. Gordan, 
A. F., p. 270 ff.; Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie, p. 867.

165) J. f. Math. 13 (1834) = Werke 2, p. 38.
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theorems für die ÄbeVsehen Funktionen. Von geometrischen Anwen
dungen ist ausser den bereits genannten von Clebsch auf Schnitt
punktsätze und von Jacöbi166) und Liouville167) auf konfokale Mannig
faltigkeiten noch hervorzuheben die Bestimmung von Translations
mannigfaltigkeiten von Lie168) und die metrischen Sätze über alge
braische Kurven von Humbert169 170 171).

Numerische Beispiele hat Legendre 17°) gegeben. Mit einer dio- 
phantischen Aufgabe bringt es Jacobim) in Verbindung.

Inwieweit analoge Theoreme für andere Funktionsklassen — ins
besondere durch Differentialgleichungen definierte — gelten, hat Königs
berger 172 173 174) untersucht. Eine Ausdehnung auf Doppelintegrale hat Jacobi113) 
beabsichtigt, doch ist hier nichts näheres überliefert. Auf vollständige 
Differentiale mehrerer Variablen von besonderer Art hat Poincarelu) 
das Theorem erweitert.

164 IIB 2. W. Wirtinger. Algebraische Funktionen und ihre Integrale.

D. Ergänzungen.
46. Die Abel’schen Reduktionstheoreme. Die Betrachtung mög

lichst allgemeiner Beziehungen zwischen Maschen Integralen, das 
Problem der Vergleichung von Transcendenten der Integralrechnung, 
führte M&eZ175) zu dem Nachweis, dass in der allgemeinsten alge
braischen Relation zwischen solchen Integralen und algebraischen 
Funktionen die Integrale nur linear mit konstanten Koeffizienten auf- 
treten können. Ein zweites allgemeines Theorem in dieser Richtung, 
welches M&eZ176) der Theorie der elliptischen Funktionen zu Grunde 
legte, sagt aus, dass, wenn das Integral eines vollständigen algebrai
schen Differentials

166) Siehe Note 158. B. Lipschitz, J. f. Math. 74 (1872).
167) J. de math. (11) 12 (1847); Haedenkamp, J. f. Math. 25 (1843); F. Klein, 

Math. Ann. 28 (1887); 0. Staude, Math. Ann. 22 (1883); F. Sommer, Math. Ann. 
53 (1900).

168) Par. C. R. 114 (1892); Sachs. Ber. 1896, 1897.
169) J. de math. (4) 3, 5, 6 (1887—1890); auch für Doppelintegrale, neuer

dings Ch. Michel, Ann. ec. norm. (3) 18 (1901).
170) Traite etc. 3, p. 207 tf.
171) J. f. Math. 13 == Werke 2, p. 51.
172) J. f. Math. 90 (1880), 100, 101 (1886, 1887); Münch. Ber. 1885.
173) J. f. Math. 8, p. 415; Bosenhain, J. f. Math. 40 (Briefwechsel mit

Jacobi); Scheibner, Math. Ann. 34 (1889); M. Nöther, Math. Ann. 2 (1870); 
Picard et Simart, Fonct. algebr. d. deux variables 1 (1897), p. 190. Siehe auch 
Note 169.

174) Par. C. R. 100 (1885); Amer. J. of Math. 8 (1886).
175) Oeuvres ed. S. et L. 2, p. 206.
176) ibid. 2 (1828), p. 278; 1, p. 546 = J f, Math. 4 (1829).



46. Die Abel’schen Reduktionstheoreme. 47. Das Problem d. Transform. 165

s* n

I Pvdxv,
r = l

wo die x unabhängige Veränderliche, die P aber rationale Funktionen 
von yv y2, . . ., yx und den x sind, während die y algebraische Funk
tionen der x sind, durch algebraische und logarithmische Funktionen 
und elliptische Integrale darstellbar ist, dass dann stets auch eine 
Reduktion in der Art möglich ist, dass der algebraische Teil, die 
Logarithmanden und die oberen Grenzen der elliptischen Integrale 
rational von den x und y abhängen. Dieses Ergebnis kann leicht 
dahin verallgemeinert werden, dass beim Auftreten von Integralen 
höheren Geschlechtes in der Reduktion gleichartige Integrale eines 
bestimmten Geschlechtes p nur in Summen von p solchen auftreten, 
sodass die symmetrischen Funktionen der oberen Grenzen rational in 
den x und y sind177).

47. Das Problem der Transformation der Abel’schen Integrale.
Die letzten Sätze bilden den Ausgangspunkt für die Erweiterung der 
Probleme der Transformation der elliptischen Integrale. Die Aufgabe 
verlangt, zwei algebraische Gebilde gleichen Geschlechtes so zu be
stimmen, dass die symmetrischen Funktionen von p Stellen des ersten 
Gebildes rational abhängig sind von p Stellen des zweiten Gebildes178). 
Doch ist dieses Problem vorwiegend von der Theorie der Abel’schen 
Funktionen179) aus behandelt worden. Unter welchen Bedingungen 
eine solche Transformation für p > 3 überhaupt stattfindet, ist noch 
unbekannt179 a). Die algebraischen Formulierungen sind nur für p — 2 
ausführlicher diskutiert180). Eine mehrdeutige Beziehung algebraischer 
Gebilde bei Weber180*).

Das Problem der Teilung und der Multiplikation der Maschen 
Integrale liesse ebenfalls auf Grund des Abel’sehen Theorems eine 
algebraische Behandlung zu, da es sich hier um die Beziehung zwischen 
den auf der rechten und linken Seite der Gleichungen

r xi r x i
n j*du* =^j f dux (modd Perioden)

i=zl 'y. i=i yy
auftretenden Grenzen handelt. Auch hier ist auf die Theorie der 
Abel’sehen Funktionen zu verweisen (II B 6 b).

177) Koenigsberger, Math. Ann. 13, 15, 17; J. f. Math. 85, 86, 90.
178) Hermite, Par. C. R. 40 (1855), p. 250.
179) Siehe IIB6b und IIB 7.
179a) Ygl. F. de Brun, Stockh. Öfversigt 1897.
180) Klein-BurBhardt, Math. Ann. 35 (1889).
180a) J. f. Math. 76 (1873).



In algebraischer Form wird das Problem diskutiert von Her- 
mitelsr), für hyperelliptische Integrale bei Koenigsberger181 182). In geo
metrischer Hinsicht führt die Aufgabe auf die Theorie der Berüh
rungskurven183), in analytischer auf die Theorie der Wurzelfunktionen. 
Fallen die Grenzen auf der rechten Seite zusammen, so heisst das 
Teilungsproblem ein spezielles184).

166 IIB 2. W. Wirtinger. Algebraische Funktionen und ihre Integrale.

48. Spezielle Reduktionsuntersucliungen. Auch die allgemeine 
Theorie der Reduktion Abel’scher Integrale auf solche niedrigeren 
Geschlechtes ist vom algebraischen Standpunkt aus noch wenig be
arbeitet. Hierher gehören die Sätze, dass die Möglichkeit für eine 
solche Reduktion bei einem nicht durch algebraisch-logarithmische 
Funktionen ausdrückbaren Integral auch eine solche für die Integrale 
erster Gattung nach sich zieht185). Ferner, dass wenn ein Integral 
erster Gattung vom Geschlechte p reduzierbar ist auf ein einzelnes 
Integral erster Gattung niedrigeren Geschlechtes p, dass dann p 
solche Integrale erster Gattung reduzierbar sind186). Der Körper des 
Gebildes vom Geschlechte p enthält dann einen solchen vom Ge
schlechte p. Die Untersuchungen vom transcendenten Standpunkt 
aus — den Periodeneigenschaften — führen nur im Fall der Reduktion 
auf elliptische Integrale zu völlig abschliessenden Resultaten. Einen 
Bericht über die Litteratur der Reduktion auf elliptische Integrale 
giebt Enneper-Müller187).

Von allgemeinen Untersuchungen heben wir hervor, dass F. de 
JBrun188) gezeigt hat, wie man durch eine endliche Anzahl von alge
braischen Operationen bei einem vorgelegten Gebilde entscheiden kann, 
ob Reduktion auf elliptische Integrale möglich ist, und dass Poin- 
care'189) gezeigt hat, dass jedes algebraische Gebilde einem solchen, 
dessen sämtliche Integrale erster Gattung auf elliptische reduzierbar 
sind, unendlich benachbart ist. Von Einzelresultaten führen wir an:

Die Reduktion des Integrals

/ (a -(- ßx)dx
]/a?(l—x) (1 — yix) (1 — Ix) (1 — xlx)

181) Par. C. R. 17 (1843).
182) Vorles. über hyperellipt. Integrale 1878.
183) Clebscli-Lindemann, Vorles. über Geometrie, p. 838 ff.
184) Clebsch u. Gordan, A. F. § 67ff.; vgl. auch I B 3 c, d, Nr. 29.
185) K. Weierstrass bei S. v. Kowaleivski, Acta math. 4, p. 394 für p = 1.
185) W. Wirtinger, Thetafunktionen, Leipzig 1895, p. 73.
187) Elliptische Funktionen, 2. Aufl., Halle 1890, p. 501 ff.
188) Stockh. Öfversigt 1897.
189) Amer. J. of math. 8 (1886).



48. Spez. Reduktionsunters. 49. Binom. Integr. 50. Hyperellipt. Integr. 167

* auf die Summe zweier elliptischer mit verschiedenem Modul durch 
Jacobim), die zusammenfassende Arbeit von Röthig190 191), sowie die 
Arbeiten von Goursat192) und Bolza193 194) als auf algebraischer Grund
lage entwickelt. Für die auf transcendenter Grundlage stehenden 
Untersuchungen von Weierstrass, Picard, Poincare, Kowalewski und 
die anschliessende Litteratur verweisen wir auf Baker1H).

49. Binomische Integrale, das sind solche, denen eine alge
braische Gleichung von der Form

ym = f(?)
— unter f(x) eine rationale Funktion verstanden — zu Grunde liegt, 
sind schon von Äbel195) besonders in Betracht gezogen worden 
Weitere Untersuchungen bei Netto196), Hettner197), Thomae198), Pick 
und Ungar199), Rink20°), Biermann201), Pick202), Osgood203 204), Ptaszyckim), 
Burkhardt 204 a), Wettstein205).

50. Hyperelliptische Integrale. Die ältere Behandlungsweise 
der hyperelliptischen Integrale bevorzugt im Anschluss an Legendre’s 
Entwicklung für elliptische Integrale und mit Rücksicht auf die 
numerische Berechnung eine Reduktion der ersten Gattung auf die 
Form

A -f- B sin2 cp7 dcp,
V(1 — y.2 sin2 cp) (1 — V sin2 cp) (1 — ft2 sin2cp)

und analog für die übrigen Gattungen. Die Grössen %2, A2, g2 können

190) J. f. Math. 8 — Werke 1, p. 380.
191) Diss. Berlin 1847; J. f. Math. 56.
192) Darb. Bull. (2) 19 (1895).
193) Math. Ann. 50 (1898), 51 (1899); dort auch weitere Litteratur. Auch 

J. C. Kluyver, Amsterd. Yersl. 7 (1898/99).
194) Abel’s Theorem etc. 1897, p. 657 ff., auch A. Krazer in der Festschrift 

der Univ. Strassburg 1901.
195) Oeuvres ed. S. et L. 2, p. 209, 272.
196) Berl. Diss. 1870.
197) Berl. Diss. 1877.
198) Über eine spezielle Klasse Abel’scher F., Halle 1877.
199) Wien. Ber. 82 (1880).
200) Zeitschr. Math. Phys. 20 (1884); Quart. J. 19 (1883).
201) Wien. Ber. 87 (1883); Wien. Monatsh. 3 (1892).
202) Wien. Ber. 94 (1886); Math. Ann. 50 (1898).
203) Erlanger Diss. 1890 (Göttingen).
204) Praze mat. fiz. 2 (1890).
204*) Math. Ann. 42, 1892.
205) Math. Ann. 51 (1899); Nova Acta Leop. 74 (1899).



durch geeignete Wahl der Transformation absolut kleiner als Eins 
gemacht werden, und heissen die Bichelot'sehen Moduln206). Sie sind 
die Doppelverhältnisse, welche drei Verzweigungspunkte mit den drei 
nach Null, 1, oo transformierten bilden.

Dies ist eingehend hei Bichelot 207) durchgeführt. Jacobi 208 209 210) hat 
eine Transformation zweiten Grades zur Reduktion auf die Normal
form gegeben, welche das hyperelliptische Integral auf die Summe 
zweier anderer transformiert. Bichelotm) hat ferner eine der Landen- 
schen analoge Transformation angegeben, und zur numerischen Be
rechnung der Integrale ausgebildet.

Die Reihenentwicklung des hyperelliptischen Integrals und seiner 
Umkehrung in begrenztem Gebiet hat neuerdings A. Söderblom 21°) 
ausführlich behandelt und auch Tabellen für die auftretenden Zahlen
koeffizienten bei gefügt.

Rechnerische Bearbeitung der Integrale hei Boberts211), Ketten
bruchentwicklungen hei Van Viech-12). Eine Verallgemeinerung der 
Gawss’schen Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels hei 
Borchardt213) und Hettner214).

Für die Berechnung der Perioden aus den von Fuchs aufgestellten 
Differentialgleichungen und deren Verwendung zur Auflösung von 
Gleichungen siehe II B 3, 4; I B 3 f, Nr. 19, Note 95. Formelsamm
lung bei Thomae215).

168 IIB 2. W. Wirtinger. Algebraische Funktionen und ihre Integrale.

E. Korrespondenz und singuläre Gebilde.
51. Korrespondenzen auf dem algebraischen Gebilde. Geome

trische Probleme führten dazu, den Punkten einer Kurve C diejenigen 
einer andern C' so algebraisch zuzuordnen, dass einem Punkt von G

206) J. f. Math. 12 (1834), 16 (1837); über die Borchardt'sehen Moduln 
Berl. Ber. 1876 = Werke p. 327; J. f. Math. 83 (1877)) s. IB3f, Note 98.

207) 1. c.; vgl. auch den Bericht Koenigsberger's über jß.’s Nachlass in K.'s 
Repertorium 1 (1877).

208) J. f. Math. 55 (1858) = Werke 2, p. 365.
209) Astr. Nachr. 13 (1836); Par. C. R. 2, p. 622; J. f. Math. 16 (1837).
210) Göteborgs Yetensk. Samh. Handlingar 1899 (2), p. 127ff.
211) Ann. di mat. (2) 3, 4 (1869, 1871); Lond. Math. Soc. Proc. 12 (1881); 

Dubl. Trans. 1881; Abstract on the Add. of eil. and hyperell. integr., Dublin 1871.
212) Amer. J. of math. 16 (1894).-
213) J. f. Math. 58 (1861) = Werke, p. 119; Berl. Ber. 1876 = Werke, 

p. 327; Berl. Abh. 1878 = Werke, p. 373. Coli, in memoriam Chelini 1881.
214) J. f. Math. 112 (1893).
215) Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung der elliptischen und



a Punkte von C und umgekehrt einem von C ß von C entsprechen. 
Eine solche Zuordnung heisst eine Korrespondenz (a, ß). Liegen im 
besondern Fall C und C' vereinigt, so können sich selbst ent
sprechende Punkte auftreten, Koincidenzen genannt. Dieser Ansatz 
und die Benennung überträgt sich auf jede Form des algebraischen 
Gebildes. Ist in diesem Fall C vom Geschlecht Null, so liefert das 
Chasles’sehe Korrespondenzprinzip216) die Anzahl der Koincidenzen 
gleich a -f- ß.

Cayley217) hat durch Induktion und Brill218) durch algebraische 
Untersuchungen die Anzahl der Koincidenzen unter gewissen Be
dingungen auf einem Gebilde höheren Geschlechtes zu bestimmen 
gelehrt. Hierüber und über die Arbeiten von Zeuthen und Bertini 
III C 2, 8, 10.

52. Die allgemeine Korrespondenztheorie von Hurwitz und 
die singulären Gebilde. Die in der Theorie der elliptischen Modul
funktionen auftretenden Modularkorrespondenzen und die aus ihnen 
fliessenden Klassenzahlrelationen für quadratische Formen219), welche 
ausserhalb der Cayley-BrilVsehen Formel stehen, waren für Hurwitz 22°) 
der Anlass zur Entwicklung einer systematischen Theorie, welche die 
Gesamtheit der auf einem algebraischen Gebilde möglichen Korre
spondenzen umfasst. Seine Darstellung bedient sich der Thetafunk
tionen, kann aber ebenso mit Primfunktionen durchgeführt werden221).

Die allgemeinste Korrespondenz kann definiert werden als eine 
analytische Abhängigkeit zwischen zwei Stellen desselben Gebildes 
vom Geschlechte p, sodass jeder Stelle x nur a mit x bewegliche 
und im allgemeinen von x verschiedene Stellen y: y^\ y^\ . . ., y^ 
entsprechen. Dann ergeben sich die p Gleichungen

51. Korrespond. auf d. algebr. Geb. 52. Die allgem. Korrespondenztbeorie. 169

(33) ^ uk(y(r)) ^ (* = i,
r = 1 4=1

Rosenhain’sehen Funktionen gebraucht werden, Halle 1876. Korrekturen hierzu 
Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884).

216) III C 8,10. Historische Darstellung bei C. Segre, Bibliotheca mathem. 
1892. Brill u. Noether, Ber., p. 530 ff.

217) Par. C. R. 62 (1866) = Coli. Papers 5, Nr. 377; Phil. Trans. 158 (1868) 
= Papers 6, Nr. 407.

218) A. Brill, Math. Ann. 6 (1872).
219) II B 6 c, IC 3, 6.
220) Leipz. Ber. 1885; Math. Ann. 28 (1886).
221) Klein-Fr icke, Modulfunktionen 2, p. 518; II. F. Baker, Abel. Theorem 

1897, p. 639 ff.



Werden für die u die transcendent normierten Integrale erster Gattung 
gewählt, so ergiebt sich hieraus das Bestehen von p2 Relationen

170 IIB 2. W. Wirtinger. Algebraische Funktionen und ihre Integrale.

p p
(34) hki ru -f- 'y gmi tk

p
+V <?«**< (*>*= 1>2,ru —m

i=l

Dabei bedeuten die g, h, G, H ganze Zahlen. Je nachdem diese Rela
tionen für die tik identisch erfüllt sind oder nicht, scheiden sich die 
Korrespondenzen in Wertigkeitskorrespondenzen und in singuläre 
Korrespondenzen. Die erstem sind auf jedem algebraischen Gebilde 
möglich und unterliegen der Cayley-BrilVsehen Formel, die letzteren 
sind dagegen nur auf Gebilden mit spezialisierten Moduln, den singu
lären Gebilden möglich.

Für Wertigkeitskorrespondenzen nehmen die Gleichungen (33) 
die Gestalt an

i=i i= 1

2uÄy{r)) -f y«*0*0 = *i,
r== 1

wo die ganze Zahl y die Wertigkeit der Korrespondenz genannt wird.
Die Korrespondenz kann nun vollständig definiert werden durch 

die Gleichung

(35)

TI & (y, y[r)) = o
r= 1

und die Relationen (33), (34) ermöglichen eine vollständige Diskussion 
dieser Gleichung.

Hieraus ergiebt sich die Zahl der Koincidenzen allgemein als

(36)

cc ~j- ß —2(ha + git),
t=i

welche für Wertigkeitskorrespondenzen in die Cayley-BrilVsehe Formel
« + ß + %yp

übergeht 222 a).
Ferner folgt, dass jede Korrespondenz von nicht negativer Wertig

keit durch Nullsetzen einer einzigen algebraischen Funktion von x 
und y definiert werden kann, Korrespondenzen von negativer Wertig
keit hingegen und singuläre Korrespondenzen durch gleichzeitiges 
Verschwinden zweier algebraischer Funktionen. Auch über die Form 
dieser Funktionen lassen sich nähere Angaben machen.

Endlich lassen sich alle Korrespondenzen aus nicht mehr als 2jti2 

singulären und Wertigkeitskorrespondenzen mit positiver Wertigkeit 
zusammensetzen.

222“) 2 y ist stets <«-}-/?; H. Burlchardt, Par. C. R. 126 (1898), p. 1854.



Diese Reduktion auf eine endliche Anzahl von Fundamental
korrespondenzen lässt es wünschenswert erscheinen, auch auf alge
braischem Wege über das Vorhandensein singulärer Korrespondenzen 
entscheiden zu können. In dieser Richtung fehlt bisher jeder Ansatz.

53. Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sieb. Bereits 
in Nr. 31 war der Satz herangezogen, dass ein algebraisches Gebilde 
mit p > 1 eindeutigen Transformationen in sich, d. i. Korrespondenzen 

nur in endlicher Anzahl besitzen kann. Hurwitz 222) hat dem 
folgende Sätze hinzugefügt:

1) Jede eindeutige Transformation eines Gebildes in sich ist 
periodisch mit einer Periode gleich oder kleiner als 10 (p — 1). 
A. Wiman 223) hat als genauere Grenze 2 (2p -j- 1) gegeben.

2) Jedes Gebilde mit einer solchen Transformation von der 
Periode n kann auf die Form F (sn, z) = 0 gebracht werden.

3) Die Anzahl der verschiedenen Transformationen in sich ist 
immer kleiner oder höchstens gleich 84 (p — 1). Diese Zahl wird 
erreicht bei der zu einer G168 gehörigen Gleichung

/Y* 3 /y> 1 /V» 3 /y» 1 /V» 3 /y» _____ f)
«A/-J (X/Q j iX o tX/O J »A/o tAS-i '-/ •

4) Zu einer vorgelegten endlichen Gruppe kteT Ordnung giebt es 
immer algebraische Gebilde, welche eine holoedrisch isomorphe Gruppe 
von eindeutigen Transformationen in sich gestatten. Einer solchen 
Gruppe entspricht dann auch eine holoedrisch isomorphe Gruppe von 
linearen homogenen Transformationen der Integrale erster Gattung. 
Auch die Mittel, das kleinste Geschlecht, für welches eine solche 
Gruppe möglich ist zu finden, werden angegeben224).

Die Riemannüsehen Flächen mit eindeutigen Transformationen in 
sich werden nach Klein 225) auch als reguläre bezeichnet und können 
aufgefasst werden als zu Galois'sehen Resolventen von Gleichungen 
mit einem Parameter gehörig. Sie sind unter diesem Gesichtspunkt 
von W. Dyck 226) studiert. Die zugehörigen Kollineationsgruppen sind 
von Wiman 227) bis p — 6 untersucht.

Hurwitzm) hat auch solche Gebilde untersucht, auf denen sich 
algebraische Funktionen bei geschlossenen Wegen in vorgegebener 
Weise linear gebrochen substituieren.

222) Gött. Nachr. 1887; Math. Ann. 32 (1888); 41 (1893).
223) Stöckli. Bih. 21 (1895), p. 4.
224) Math. Ann. 41 (1893).
225) Math. Ann. 14 (1878).
226) Math. Ann. 17 (1880).
227) Stockh. Bih. 211 (1895); vgl. auch IB3f., Nr. 24.
228) Math. Ann. 39 (1891).
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54. Symmetrie und Realität. Den Flächen mit Transformationen 
in sich sind diejenigen anzureihen, welche konforme Abbildung auf 
sich selbst, jedoch mit Umlegung der Winkel gestatten. Solche Bie- 
manrisehe Flächen heissen symmetrische 229) und unter den zugehörigen 
algebraischen Gebilden sind stets solche vorhanden, welche durch 
algebraische Gleichungen mit reellen Koeffizienten definiert werden 
können und umgekehrt. Im besondern liefern Doppelflächen und be- 
randete Flächen solche Gebilde, wenn sie doppelt überdeckt und die 
Doppelüberdeckungen längs der eventuellen Randkurven zusammen
hängend gedacht werden230). Linien, welche bei symmetrischer Um
formung in sich übergehen, heissen Symmetrielinien. Deren Zahl und 
Art giebt den Einteilungsgrund für diese Flächen in Arten. Diesen 
Symmetrielinien entsprechen bei der Darstellung des algebraischen 
Gebildes als Kurve die reellen Züge. Je nachdem die Fläche nach 
Zerschneidung längs sämtlicher Symmetrielinien in Stücke zerfällt 
oder nicht, heisst sie orthosymmetrisch oder diasymmetrisch. Man 
hat dann bei gegebenem Geschlecht p im Ganzen p -j- 1 Arten von
diasymmetrischen und Arten von orthosymmetrischen Flächen.
Die Fläche und damit das einzelne algebraische Gebilde einer Art 
hängt von 3p — 3 -f- <s reellen Parametern ab, wo <7 die Anzahl der 
Parameter in den reellen Transformationen der Fläche in sich be
deutet. Für Flächen mit h Randlinien und vom Geschlechte n er- 
giebt sich damit die Anzahl der Moduln gleich Qtc 3h — 6 —|— 
Die Realitätsverhältnisse für die Perioden der Integrale erster 
Gattung231) und unter Zuziehung der Theta für Berührungsformen 
hat Klein232) untersucht. Die Anzahl der verschiedenen Biemann- 
schen Flächen bei einem sich selbst konjugierten System von Ver
zweigungswerten, welche ebenfalls sich selbst konjugiert sind, hat 
Hurwitz233) bestimmt. Eine Aufzählung der regulärsymmetrischen 
Flächen für p = 3 bei Dyck 234).

229) F. Klein, Über Riemann’s Theorie, Leipzig 1882; autogr. Yorles. über 
Riemann’sche Flächen 2, p. 118; Math. Ann. 42 (1892).

230) Die ersten Ansätze in dieser Richtung bei F. Schottky, J. f. Math. 83; 
II. A. Schwarz, Berl. Ber. 1865; J. f. Math. 70, 75 (Abh. 1, p. 1; 2, p. 65, 211). 
Die allgemeine Formulierung und die Klassifikation der Flächen und algebr. 
Gebilde nach ihren Symmetrielinien bei F. Klein, Über R. Th., p. 79.

231) G. Weichold, Leipz. Diss. 1883; Zeitschr. Math. Phys. 28.
232) Math. Ann. 42 (1892) und autogr. Vorles. 1. c.; Gott. Nachr. 1892.
233) Math. Ann. 39 (1891).
234) Math. Ann. 17 (1880).
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F. Mehrere Yariahle.
55. Algebraische Funktionen mehrerer Variablen. Für diese liegen 

trotz mannigfacher Ansätze kaum nach irgend einer Richtung völlig 
abgeschlossene Resultate vor. Was das Verhalten solcher Funktionen 
in der Nähe einer einzelnen Stelle angeht, so ist von 6r. Kobb 235 236) 
gezeigt worden, dass man auch hier den ganzen Wertevorrat der 
einer algebraischen Gleichung f (x, y, z) = 0 genügenden x, y, z durch 
eine endliche Anzahl von Potenzreihen darstellen kann. Jedoch ist 
hier ein wesentlicher Unterschied gegen die gleiche Darstellung bei 
einer Variablen darin begründet, dass singuläre Stellen, z. B. gewöhn
liche mehrfache Punkte stets an der Grenze des Geltungsgebietes 
mehrerer Elemente und nicht im Innern eines derselben liegen. Das 
Beispiel eines Kegels lässt den Sachverhalt bereits übersehen.

In anderer Weise hat K. Hensel™) Entwicklungen längs ganzer 
algebraischer Gebilde erster Stufe gegeben. Er hat auch die Aus
dehnung der Idealtheorie236 a) auf dieses Gebiet in Angriff genommen.

Die Untersuchung der einzelnen Stelle und die Auflösung singu
lärer Stellen durch Transformation ist von Nöther 237) in Angriff ge
nommen worden. Hierüber III C 5, 8 und Castelnuovo und Enriques238).

Nach diesen Untersuchungen genügt es, im allgemeinen eine 
Fläche mit blos einer einfachen Doppelkurve und einer endlichen An
zahl von dreifachen Punkten zu Grunde zu legen235). Durch Aufsteigen 
in einen Raum von genügend vielen Dimensionen kann man auch zu 
einem völlig singularitätenfreien Gebilde gelangen, und zwar genügen 
nach Eicard 5 Dimensionen für zwei Variable239).

Die Untersuchung wird hier wesentlich erschwert durch den 
Umstand, dass die birationalen Transformationen nicht ausnahmslos 
eindeutig umkehrbar sind, sondern Punkte in Kurven und umgekehrt 
überführen können. Die Existenz solcher Ausnahmekurven zieht ein 
in gewissem Sinn irreguläres Verhalten der Fläche nach sich. End
lich sind eindeutige Transformationen des Gebildes in sich nicht not

235) J. de math. (4) 8 (1892). Dazu B. Levi, Ann. di mat. (2) 26 (1897) 
Tor. Atti 33 (1897). Siebe auch IIB 1, Nr. 46, Note 254.

236) IBlc, Nr. 11. Jahresber. d. deutschen Math.-Ver. 1898, 1899. Acta 
Math. 23 (1900).

236a) G. Landsberg, Berl. Ber. 1900.
237) Gott. Nachr. 1869; Math. Ann. 2 (1870); 8 (1875).
238) Math. Ann. 48 (1897).
239) E. Picard et G. Simart, Theorie des fonctions algebriques de deux 

variables independantes 1, Paris 1897, p. 82 ff. Siehe auch 243a).
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wendig birational240). Aus ihrem Vorhandensein folgen auch hier 
weitgehende Spezialisierungen der Fläche241).

56. Die Geschlechtszahlen der Fläche, 
weiterem Sinne Nöther haben gezeigt, dass die Anzahl der linear 
unabhängigen zu einer gegebenen Fläche mter Ordnung adjungierten 
Flächen m — 4ter Ordnung bei birationaler Transformation der Fläche 
invariant bleibt, und der letztere hat auch die Invarianz der adjun
gierten Formen m — 4ter Ordnung <I>m_4 selbst dargethan. Dabei ist 
unter einer adjungierten Fläche eine solche verstanden, die in den 
singulären Stellen das Verhalten einer ersten Polare zeigt. Die An
zahl der linear-unabhängigen d>m_4 wird als Flächengeschlecht be
zeichnet.

Clebsch 242) und in

Dazu fügt Nöther das Kurvengeschlecht, nämlich das Geschlecht 
einer nicht speziellen Schnittkurve einer adjungierten Fläche m — 4ter 
Ordnung mit der gegebenen Fläche. Zwei weitere invariante Zahlen, 
das numerische Flächengeschlecht und die Anzahl der beweglichen 
Schnittpunkte zweier ®m_4 = 0 mit der gegebenen Fläche siehe 
III C 5, 8.243a)

Nöther 244) hat auch die Anzahl der unabhängigen Invarianten 
gegenüber birationaler Transformation bestimmt als 10 (p -j-1) — 2p', 
wo p und p das Flächen- und Kurvengeschlecht bedeuten. Er hat 
auch die Ausdehnung des Riemann-Roctisehen Satzes in Angriff ge
nommen 245 )•

57. Untersuchungen nach transcendenter Richtung. Hier kommt 
zu den erwähnten Schwierigkeiten noch hinzu, dass die Theorie der 
Funktionen mehrerer Variablen überhaupt noch wenig ausgebildet ist. 
Es ist im besondern noch nicht gelungen, das einzelne algebraische 
Gebilde durch eine endliche Anzahl von Bestimmungsstücken in ähn
licher Weise festzulegen, wie dies bei den verschiedenen Formen der 
Riemann’sehen Fläche möglich ist.

Die Untersuchungen selbst setzen eine eingehende Bearbeitung 
der Analysis situs 246) für mehrere Dimensionen voraus. Sie ziehen

240) Picard, J. de math. (4) 5 (1889), p. 203 ff
241) Castelnuovo und Enriques 1. c.
242) Par. C. R. 1868.
243) 1. c.
243a) Siehe neuerdings Castelnuovo u. Enriques, Ann. di mat. (3) 6 (1901).
244) Berl. Ber. 1886.
245) Par. C. R. 1886; siehe auch Note 243ft.
246) E. Picard et Simart 1. c., p. 19 ff., dort auch die frühere Litteratur 

(Betti, Riemann, Pomcare); dazu Heegard, Diss. Kopenhagen 1898; H. Poincare, 
Rend. Pal. 1899.



ferner eine Verallgemeinerung des Cauchy’sehen Satzes auf mehr 
Variable heran 247).

Auf Grund dessen werden behandelt:
1) einfache Integrale vollständiger Differentiale248). Diese werden 

analog den ÄbeVsehen Integralen in drei Gattungen geteilt, je nach
dem sie überall endlich bleiben, algebraisch oder logarithmisch un
endlich werden. Integrale der ersten Gattung existieren nur auf 
speziellen Flächen und die Existenz zweier unabhängiger solcher Inte
grale hat zur Folge, dass die Koordinaten der Fläche rational durch 
hyperelliptische Funktionen darstellbar sind. Auch die Existenz eines 
solchen Integrals spezialisiert die Fläche in hohem Grade. Auch die 
Integrale zweiter Gattung reduzieren sich im allgemeinen auf ratio
nale Funktionen.

Die Anzahl der linear unabhängigen Integrale ist um Eins kleiner 
als der Linienzusammenhang (connexion lineaire) der vierfach aus
gedehnten Mannigfaltigkeit, auf welche das algebraische Gebilde von 
zwei Variablen bezogen wird249).

2) Doppelintegrale. Sie wurden zuerst von Notker 25°) heran
gezogen und namentlich von Picard251) studiert. Sie liefern nicht 
eigentlich Funktionen zweier Variablen, sondern es sind vorwiegend 
die Integranden und die Integrale über geschlossene Mannigfaltig
keiten, welche in den Vordergrund treten. Als Doppelintegrale erster 
Gattung werden Integrale von der Form

m— 4 dx dy

56. Die Geschlechtszahlen d. Fläche. 57. Unters, nach transcend. Rieht. 175

IJ

f'*
bezeichnet, wo <Pm_4 dieselbe Bedeutung wie in Nr. 56 hat. Sind 
Integrale vollständiger Differentiale erster Gattung vorhanden, so 
können aus diesen immer Doppelintegrale hergeleitet werden252).

Für die Doppelintegrale zweiter Gattung und eine damit zu
sammenhängende neue invariante Zahl verweisen wir auf Picard258).

247) Poincare, Acta math. 2 (1883); Picard, Traite d’anal. 2, p. 256.
248) E. Picard, J. de math. (4) 2 (1886); (4) 5 (1889); Par. C. R. 1897; 

Nöther, Math. Ann. 29 (1887).
249) Picard et Simart 1. c., p. 145 ff.
250) Math. Ann. 2 (1870).
251) 1. c.
252) Picard 1. c.; Hahon Grönwall, Stockh. Öfversigt 1896.
253) J. de math. (5) 5 (1899); Par. C. R. 125,126,127 (1897—1899); H. Poin

care, Par. C. R. 125 (1897).

(Abgeschlossen im Oktober 1901.)
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