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Vorwort.

Den zweiten Band des vorliegenden Werkes in zwei 
Hälften zu teilen, erschien mir aus äusseren Gründen zweck­
mässig, und war dem Inhalt nach leicht durchführbar. Die 
zweite Hälfte, deren Erscheinen nicht verzögert werden soll, 
behandelt die Differentialgleichungen, während die erste die 
direkten Integrationsprobleme umfasst.

Im Anhänge habe ich einen kurzen Grundriss für die 
Theorie der Fourierschen Reihe hinzugefügt, da diese Theorie 
im Laufe der letzten Jahre einen gewissen Abschluss erreicht 
hat, und für die Lehre von den darstellenden Funktionen 
überhaupt massgebend ist. Ohne dabei die Beweise der Sätze 
in der gegenwärtig möglichen Allgemeinheit durchzuführen, 
habe ich doch die Beweismethoden von vornherein so zu 
formulieren gesucht, dass ihre volle Tragweite ersichtlich wird.

Oktober 1884.

Axel Harnack.
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Erstes Kapitel.

Die Integration der Differentiale.

Die Aufgabe der Integralrechnung.
406. In der Differentialrechnung haben wir die Regeln 

kennen gelernt, mittelst welcher die Differentiale verschiedener 
Ordnungen von Funktionen einer oder mehrerer Variabelen zu 
berechnen sind. Wir haben ferner gezeigt, wie man gewisse 
willkürliche Grössen eliminieren kann, indem man gegebene 
Gleichungen, in denen mehrere Variabele enthalten sind, mit 
den durch Differentiation aus ihnen abgeleiteten verbindet, 
und dass man auf diese Weise neue Gleichungen erhält, 
welche wir Differentialgleichungen oder Systeme von Differen­
tialgleichungen nannten.

Die Integralrechnung behandelt die umgekehrten Pro­
bleme. Ihre Aufgabe ist erstlich die Bestimmung von Funk­
tionen aus ihren Differentialen, zweitens die Untersuchung 
der Relationen, welche zwischen mehreren Variabelen bestehen, 
wenn diese gegebenen Differentialgleichungen genügen. Die 
erste Aufgabe ist in der zweiten enthalten und bildet den 
einfachsten Fall derselben; eine grosse Zahl wichtiger Fragen 
knüpft sich an dieselbe, und sie erfordert daher zunächst eine 
genaue und gründliche Untersuchung.

Wir hatten bereits im ersten Bande mehrfach Gelegen­
heit, Fragen zu behandeln, welche eigentlich der Integral­
rechnung angehören. Solche Fragen, die wir vermittelst der 
fundamentalen Eigenschaften der abgeleiteten Funktionen lösen 
konnten, sind eine nützliche Vorbereitung auf die Theorien, 
welche wir nun zu entwickeln haben.

Serret, Differential- und Integral -Rechnung. II. Bd. 1



Erstes Kapitel. §§ 407 und 408.2

Die unbestimmten und die bestimmten Integrale.
407. Es sei fix) eine reelle Funktion der unabhängigen 

Yariabelen x, welche für die reellen Werte von x zwischen 
den Grenzen xQ und X stetig ist. Alsdann giebt es, wie wir 

im § 187 gesehen haben, immer eine ste­
tige Funktion, deren Differential f[x)dx 
ist. Denn wenn man die beiden recht­
winkligen Axen Ox und Oy konstruiert 
und vermittelst derselben die Kurve 

_ CMD darstellt, deren Ordinate y gleich 
1 f{x) ist, so wird die Fläche CAMP, 

welche von zwei Ordinaten begrenzt ist, 
die zu Abscissen gehören, deren Werte zwischen x0 und X 
liegen, eine Funktion von x, deren Ableitung f{x) und deren 
Differential f(x)dx ist. Dabei ist die Abscisse, welche zur 
Anfangsordinate CA gehört, als konstant, die andere, welche zur 
Endordinate MP gehört, als die Variabele x zu betrachten.

Wir wissen ferner (§ 15flg.), dass wenn zwei stetige 
Funktionen dasselbe Differential haben, ihre Differenz kon­
stant sein muss. Also giebt es unendlich viele stetige 
Funktionen, deren Differential f(x)dx ist; diese Funktionen 
unterscheiden sich aber nur um eine Konstante. Unsere 
geometrische Konstruktion zeigt uns die Existenz aller die­
ser Funktionen an, weil die feste Anfangsordinate CA, von 
welcher aus die Fläche ACMP gerechnet wird, willkürlich 
gewählt worden ist. Wenn man an Stelle dieser Ordinate 
eine andere C'A' wählt, so erhält man eine neue Fläche 
A'C'MP, die sich von der vorigen um eine bestimmte Grösse 
unterscheidet, und deren Differential ebenfalls gleich fix) dx ist.

Die stetige Funktion, deren Differential f(x)dx ist, ent­
hält also eine willkürliche Konstante. Sie heisst das un­
bestimmte Integral oder einfach das Integral des Differentiales 
f(x)dx, und wird durch das Symbol

Fig. x.

I)y a

A P B0

Jfix) dx

dargestellt. Demnach wird, wenn Fix) einen Wert dieses 
Integrales bezeichnet, d. h. eine der stetigen Funktionen, für 
welche f(x)dx das Differential ist,



Integration der Differentiale. 3

ff(x) dx = F (x) + C, 
wobei C eine willkürliche Konstante ist.

408. Die Aufgabe der Integration eines gegebenen Dif­
ferentiales wird zu einer völlig bestimmten, wenn man noch 
die Bedingung hinzufügt, dass für einen gegebenen Wert 
x0 von x das Integral null werden soll. Denn alsdann muss 
die Konstante in der vorigen Formel so bestimmt werden, dass

1)

F(x0) + C = 0
wird, also ist

Jf(x) dx = F(x) — Fix0).2)
Dieser Ausdruck stellt die Fläche ACMP dar, bei welcher 

die Anfangsordinate CA zum Abscissenwert x0 gehört.
Giebt man auch dem Endwerte x einen bestimmten Wert X, 

so erhält das Integral (2) einen bestimmten Wert, nämlich
F(X) - F(x„).

Man bezeichnet denselben mit
x
) fix) dx
x0

und nennt ihn das bestimmte Integral des Differentiales f{x)dx, 
gebildet von der unteren Grenze x0 bis zur oberen Grenze X; 
'es ist also x

Jf{x)dx=F{X)-F{xQ).3)
x0

Dieses Integral repräsentiert die Fläche ACDB, begrenzt 
von der Kurve, deren Ordinate f(x) ist, von der Abscissenaxe 
und den beiden Ordinaten CA, DD, welche zu den Abscissen 
x0 und X gehören. In den §§ 187 und 188 haben wir aber 
gesehen: Teilt man das Intervall X — x0 in n gleiche oder 
ungleiche Teile, die allgemein mit Ax bezeichnet werden, 
und konstruiert man die Rechtecke, deren Basis diese Teil­
strecken und deren Höhe die Ordinaten der Kurve CD in den 
Anfangspunkten dieser Teilstrecken bilden, so konvergiert die 
Summe dieser Rechtecke f(x) Ax nach einer Grenze, welche 
gleich ist der Fläche ACDB, wenn sämtliche Grössen Ax 
nach 0 konvergieren und demgemäss ihre Anzahl unbegrenzt 
wächst. Hieraus folgt, dass

l*



Erstes Kapitel. §§ 408 und 409.4
X x=X
f f(x) dx = lim ^ f(x) Ax
x0 x=x0

4)

ist, und dass man also den folgenden grundlegenden Satz als 
Definition des bestimmten Integrales bat:

Das bestimmte Integral des Differentiales f(x) dx, ge­
bildet zwischen den Grenzen x0 und X, ist die Grenze, nach 
welcher die Summe aus den Werten f(x) Ax konvergiert, ivenn 
x von x0 bis X variiert und die Teilstrecken Ax sämtlich 
unendlich klein werden.

Auf Grund dieser Eigenschaft ist das Zeichen f, der 
Anfangsbuchstabe des Wortes Summe, von Leibniz zur Be­
zeichnung eines Integrales gewählt worden.

Bei unserer Entwickelung ist nicht vorausgesetzt, dass 
die Funktion f(x) immer dasselbe Vorzeichen behält, wenn 
x von x0 bis X variiert wird, noch auch, dass die obere 
Grenze X grösser ist, als die untere Grenze x0. Ist X < x0, 
so sind die Inkremente Ax negativ, und jedes Produkt f(x) Ax 
ist positiv oder negativ, je nachdem seine Faktoren gleiche 
oder ungleiche Zeichen haben.

409. Die Bezeichnung, welche wir zur Darstellung eines 
bestimmten Integrales benutzten, kann auch für die un­
bestimmten Integrale verwandt werden. Betrachtet man näm­
lich in der Gleichung 3) die obere Grenze X des Integrales 
als variabel und schreibt x an Stelle von X, so folgt

f f(x) dx = F (x) — F (xQ).5)
Xg

Dieser Ausdruck repräsentiert einen der Werte des un­
bestimmten Integrales, dessen Differential f(x)dx ist, nämlich 
denjenigen, welcher für x = x0 null wird. Es ist demnach

Jf{x) dx = f f(x) dx + G,6)
*0

wenn G eine willkürliche Kopstante bedeutet.
Die untere Grenze x0 kann willkürlich gewählt werden, 

solange nur die Funktion fix) in dem fixierten Intervalle 
stetig bleibt. Betrachtet man sie als die willkürliche Kon-
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dass der eine Faktor das Differential einer bekannten Funktion 
v wird. Bezeichnet man dann mit u den andern Faktor, so ist

dvydx = u ~ - dx,

und nun wird, gemäss der Gleichung 1), das Integral des 
Differentiales ydx in zwei Teile zerlegt, nämlich in einen 
integrierten Teil uv und einen noch zu integrierenden

-J*(v^j^)dx. Auf die Integration des Differentiales dx

dv dx zurückgeführt,

und wenn das neue Differential einfacher ist als das ursprüng­
liche, so ist die Anwendung dieses Verfahrens von Vorteil. 
Vorausgesetzt ist dabei, dass auch die Funktion u eine stetige

besitzt. Will man das Integral der Gleichung

1) derart bestimmen, dass es für x = x0 null wird, so muss 
man sich Rechenschaft geben von der willkürlichen Konstante, 
die nun mit einem der beiden Integrale verbunden ist, z. B. 
dem auf der rechten Seite. Man kann setzen

ist also die des Differentiales ydx oder u dx

duAbleitung dx

J^v dx + Const.I dx — uv — 3

und da für x = x0 djp linke Seite, sowie das Integral auf der 
rechten Seite verschwinden, so wird

0 = u0v0 + C oder C == — u0v0,
wenn man mit u0 und v0 die Werte bezeichnet, welche die 
stetigen Funktionen u und v für x = x0 annehmen. Es ist 
demnach

ftM Sdx -[av - -Jlv d£) dx,
X0 X0

was man auch bisweilen in der Form schreibt:

/(“â^Kr/iÆ) dx.
Xq X0



Erstes Kapitel. §§ 414 bis 416.14

Das Symbol \uv\ bezeichnet dann die Differenz uv — u0v0
x0

*d(iiv) 7 v — dx.Integral^oder das dx
X o

415. Beispiele. Im folgenden werden wir Gelegenheit 
haben, zahlreiche Anwendungen von diesem Integrationsverfah- 
ren zu machen; hier sollen nur einige Beispiele gegeben werden. 

1. Betrachtet man das Integral
J l(x) dx

und setzt man:
dvu = l(x),

J l(x) dx = xl(x) —Jx —

also -r— dx = dxv == x dxso folgt
= xl(x) — / dx.

Das letzte Integral ist gleich x plus einer Konstanten. 

f l(x) dx = xl{x) — x + C.
Also ist

2. Im Integrale
j xme~xdx

zerlegen wir das Differential in die beiden Faktoren
rfTfi p — X p] rp 
iAj ^ CŹ lv iAy ^

von denen der zweite das Differential von #— e~x ist. Die Funk­
tionen, welche wir u und v nannten, sind also hier xm und 
— e~x, und es wird

Jxm e~x dx — — xm e~x -j- m Jxm~x e~x dx.

Das gegebene Integral ist demnach auf ein anderes der­
selben Form gebracht, welches sich nur dadurch von jenem 
unterscheidet, dass der Exponent m durch m — 1 ersetzt ist. 
Ist die Zahl m positiv und grösser als eins, so ist das neue 
Integral einfacher als das erste; wenn dagegen m negativ ist, 
so findet das Umgekehrte statt; in diesem Falle kann man 
die Formel so ansehen, dass das Integral der rechten Seite 
auf das erste zurückgeführt ist; schreibt man an Stelle von 
m den Exponenten — m1, so ergiebt dieselbe Formel:



Um -%+«', + Î1 + I1 + " W-m
m\m\

Es ist aber
X

X

= [- e~x] = 1 - 
0

e~x e-xw0 = )
0also

X

f
0

xm~1 l_l_ Ł 4. — _(_... —^ 1 ^ 2! ' wlJxm e~x dx = 1 — e~x.ml

416. Integration vermittelst Substitution. Ein anderes 
Intégrations verfahren, welches wir noch anzugeben haben, be­
steht in der Änderung der unabhängigen Variabelen. Dieses 
und die teilweise Integration bilden die wichtigsten Hilfs­
mittel in dem Teile der Integralrechnung, mit welchem wir 
es hier zu thun haben.

Es sei f(x) dx ein gegebenes Differential; führt man eine 
neue unabhängige Variabele t ein, welche mit x durch eine 
Gleichung

um — um-\- m wm_i.
Addiert man diese Gleichungen, nachdem man sie mit

1 multipliziert hat, so wird:1 ’ 3!’’

Integration der Differentiale. 15

/• X * —m 6 — x 1 x1 ~m e~x dx.~me~xdx — 1 — m1 — m

Ist m eine ganze positive Zahl und setzt man zur Ab­
kürzung:

Um =/ Xme

b
~x dx, am = — xm e~x,

so ist nach der obigen Formel, weil am für x = 0 ver­
schwindet,

Um — ccm -)- m um—1 ; 
giebt man also der Zahl m die Werte 1, 2, 3... bis m, so folgt:

u\ = ai + uo 
U'2 — #2 "h 2 Wj
Wg = ttg -j- 3W2

5
)

1

■

to
 i_l
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X = Cp (t)

16

1)
verbunden ist, so ist

dx = cp'(t) dt
und folglich wird

f{x) dx = f(cp[t]) cp'(t) dt = 4>(t) dt.
Hieraus folgt:

ff{x) dx = j tp (t) dt.2)

Kann man das Differential ty(f) dt integrieren, und findet
man

Jip(t) dt = W(t) -f- const,

f f{x) dx = WÇt) -f- const,

und setzt man für t seinen Wert als Funktion von x ein, so 
erhält man

so ist auch

jfix) dx = Fix) 4- const,

wobei Fix) eine bekannte Funktion ist. Dabei hat man in­
dessen darauf zu achten, dass die Beziehung zwischen den 
Yariabelen x und t eine umkehrbar eindeutige ist.

Die Anwendung dieser Substitutionsmethode kann selbst 
dann von Nutzen sein, wenn sie auch nicht zu einer Inte­
gration des gegebenen Differentiales führt. Sie lässt in der 
That in vielen Fällen das Integral j'fix) dx durch ein 
anderes einfacheres j'ipit)dt ersetzen.

Soll das Integral des Differentiales f\x) dx derart be­
stimmt werden, dass es für x = x0 verschwindet, so muss 
auch das Integral des gleichen Differentiales ip(t)dt so be­
stimmt werden, dass es für denselben Wert von x null wird. 
Wenn man also mit t0 den Wert bezeichnet, welchen t er­
hält für x = xQ, so wird

X t

J fix) dx = JV (0 dt.
Xq to

Dabei müssen die Werte der Yariabelen x von x0 bis x, 
und der Yariabelen t von t0 bis t sich umkehrbar eindeutig 
entsprechen.
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417. Beispiele. 1. In dem Integrale
f(ax + b)mdx 

t — b
setzen wir:

dtdx =ax + b = t x = —>aaso folgt:
tm+1'ax + b)m dx = ~J ttm dt = + const(m + 1) a 5

oder
(ax + &)m+1 

(m -fl ) aI(ax + b)rn
1/

dx = -f const.

2. In dem Integrale
ffx2 -f px -f q

seien p und q feste Werte, so dass p2 — 4g < 0. Setzt man

wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel positiv gewählt sein 
mag, so ist

dx

Y dt,dx =x = —

1 dtdx
t2 + 1x2 -f px -f q Y'-i

Nun ist
* dt = arctang t -f constt2 + 1

und folglich:

x + jdx ===== arctang
p2

-f const.x2 + px -f q Y>-i Y<-l_

Die Integration der rationalen Differentiale.
418. Wir untersuchen zunächst die algebraischen Differen­

tiale; dabei müssen wir uns indessen auf die einfachsten Fälle 
beschränken, diejenigen, bei denen das Integral sich durch die 
elementaren Funktionen darstellen lässt. Zuerst betrachten 
wir die rationalen Differentiale.

Serret, Differential- und Integral-Rechnung. II. Bd. 2
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F 0)Jede rationale Funktion der Variabelen x lässt sichf{x)
(§ 392) zerlegen in eine ganze Funktion, welche null wird, 
falls der Quotient ein echt gebrochener ist, und in Partial­
brüche, deren Zähler konstant sind, und deren Nenner die 
Potenzen der linearen Binome enthält, welche die Faktoren 
von f(x) bilden. Setzt man

fix) = {x — a)a (x — by... (x — ly,
so wird

F{x)
= a0 xm + ax xm~1 + • • • + «m-i x + am

Aa— 1
fix)

A A
« + !+•••+(x — a) ix — a)a~ x — a

1) B A B ß—i
Ï + -H(x - by 1 (x-by - x — b

L 4 4-1T + ...4ix - iy ^ ix- iy- x — l
Es ist nun

xf1 dx = -f const
^ + 1

und wenn g von 1 verschieden ist:
dx 1 - + const(x - gy 0 -1) 0 - gy-

während für den Fall g = 1
J*FZTg = - 9) + const

wird. Integriert man also die beiden Seiten der Gleichung 1), 
nachdem man dieselben mit dx multipliziert hat, so folgt:

xm +... + x2 + am x + const

=l+A«-1l(x-a) x—a

Fix)f —Fl
m +1dx =fix)

A 4
(a—1)(æ—a)“-1 icc-2) (x-a)a — 2

^=±+Bp-Bix-ß)B 4
iß—1)ix—b)ß i iß-2)ix-by-* x-ß

Lx — 2AL + L\—i lix—l).1—2 x—l(Â-2) (æ-ï)(A-l )(x-iy~1



Aus dieser Formel folgt der Satz:
Das Integral eines rationalen Differentiales ist immer 

durch algebraische und logarithmische Funktionen darstellbar. 
Die explicite Darstellung erfordert die Zerlegung des Nenners 
der gebrochenen Funktion in seine Faktoren.

Integration der Differentiale. 19

Die Bedingungen, unter denen das Integral eines 
rationalen Differentiales algebraisch ist.

419. Soll das Integral des rationalen Differentiales 
dx algebraisch sein, so darf die Entwickelung des Quo­

tienten in seine Partialbrüche keine Glieder enthalten, deren 
Nenner vom ersten Grade sind. In den Bezeichnungen des 
vorigen Paragraphen sind also diese Bedingungen:

Aa_i = 0,
Dies erfordert vor allem, dass das Polynom f(x) keine 

linearen Faktoren in erster Potenz enthält. Im § 398 haben 
wir gesehen, dass, wenn man setzt:

Fix)
fix)

Gy_1 = 0...Dß—i = 0

am F(x)cp (x) = {x — a) ik (x) = (x — byf{x) fix)
Dß—! .. . die Werte erhalten:die Koeffizienten Aa—1;

cpa ~1 (a) -ik?-1 (b) 
b- 1!Dß—i =Aa—1 — a — 1 !

Fix)f dx algebraisch, wennMithin ist fix)

ipß-1 (&) = 0,...<Pa~ 1(a) = 0,
sind, mögen nun die Werte der Wurzeln a, b, c... reell oder 
komplex sein.

Die Anzahl dieser Bedingungsgleichungen ist eben so 
gross wie die Anzahl der Wurzeln a, b, c.,.1. Ist aber der 
Grad der Funktion Fix) mindestens um zwei Einheiten kleiner, 
als der von fix), so ist eine dieser Bedingungen in den anderen 
enthalten. Denn bezeichnet man mit m den Grad von fix) 
und nimmt man an, dass Fix) höchstens vom Grade m — 2

2*
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F (x) keinen ganzen algebraischen

Bestandteil. Bringt man nun alle Partialbrüche auf den 
gleichen Nenner und vergleicht ihre Summe mit dem Quo-

so sieht man leicht, dass der auf diese Weise

ist, so enthält der Quotient f{x)

F(x)tienten f 0) ’
gebildete Bruch die Potenz Æ™-1 multipliziert mit dem Koeffi­
zienten

Aa—i + Bp-i +... + Lx—i

enthält. Dieser Koeffizient muss null sein, weil F(x) höchstens 
vom Grade m — 2 ist; also ist

<p*-l(a) (b)
« - 1 ! + ß — 1 !

XX—1
..+ —T l4" •

-1!

und sonach ist eine der Bedingungen dafür, dassJ 

algebraisch wird, in den anderen enthalten.
Die vorstehende Gleichung umfasst als besonderen Fall 

die im § 394 gegebene Formel.

'F{x) dxf{x)

Eine andere Form des Integrales der rationalen 
Differentiale.

420. Wenn unter den Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 
etwelche komplex sind, so enthält das Integral Logarithmen 
von komplexen Werten. Man kann dieselben indessen durch 
Kreisfunktionen ersetzen, wenn man die im § 371 gegebenen 
Formeln benutzt. Auf diese Weise erhält man ein reelles 
Resultat, sobald nur die Koeffizienten der Polynome F(cc) und 
f(x) reell sind. Ist dieses der Fall, so kann man aber auch

wie im § 401 gezeigt wurde, so

zerlegen, dass nur reelle Grössen in den Partialbrüchen auf- 
treten, und es ist leicht, auf Grand dieser neuen Zerlegung die 
Integration auszuführen.

Bei dieser Zerlegung enthält der Quotient

Gliedern derselben Form, wie in § 418, noch andere von der 
Form

F(x)die rationale Funktion fix) ’

F{x) ausser denfix)



Px + Q
(x2 + px + q)n

wobei P und Q reelle Konstante sind, und x2-\-px + ą das 
Produkt zweier linearer Faktoren bedeutet, welche zu zwei 
konjugiert komplexen Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 gehören. 
Hinsichtlich der ersten Glieder haben wir in Bezug auf die 
Integration dem früher Gesagten nichts hinzuzufügen*, es han­
delt sich also nur um die Integrale von der Form:

Px + Q Px + Qdx = dx.(x2 + px + q)n \2 flS-l»
X +

Durch die Substitution
f + l/^-ï tx = —

wird dies Integral gleich
Q-\PP

1 r dt
»-Ü (

p t dt
n +(f+\) (i2+l)*HD (•-*)

Da nun t dt gleich dem halben Differentiale von r + 1 
ist, so erhält man, wenn n > 1 ist:

t dt 1 - + const,(t2+ îy 2{n- 1) (^+1)»-

und wenn n = 1 ist :

j“ \ l(f+ !) + const*

Es ist also nur noch das Integral
dt

012 + l)n
zu bestimmen. Führt man in den Zähler des Differentiales 
den Faktor (t2 + 1) — t2 = 1 ein, so folgt

■-A t2 dtr dt = r_ _ _ d_tJ «s+l)" JI(«*+1)”- (1-+1)”

Integration der Differentiale. 21
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! H

s



Erstes Kapitel. §§ 420 bis 422.22

Es ist nun

ß t2 dt ß 2t dt
(«2+i)”’(f2+i)*

' und
2t dt 1-[•(t* +T)n (n-L) (t2+l)—1_

also ergiebt die teilweise Integration:
t2 dtß 2(» - 1) (t2 + l)»-1 ^ 2(n - 1)J (t2 +1)"-1

t
(t2+iy

Demnach wird
r dt t 2n — 3 /* dt

J (it2+lÿ ^ 2(n~ 1) (t2 + ly-1 + 2n — 2j (? + l)"-1

Schreibt man an Stelle von n die Exponenten n — 1 
n — 2,... 2, so folgt

r dt
JS

t

5 r dt
2n-4:J (t2 + l)n~2
2n —t

t(t2 -f“ l)w 1 2(n-2)(t2+iy— 2

r dt i t i r dt i t iJ Wßß~ ä (?Tl) + 2J FÏÏ" 2 (?TI) + 2 +

Addiert man diese Gleichungen, nachdem sie mit

(2n — 3) (2n —5) (2n - 3) (2n - 5) ... 3
(2n — 4) (2w-6) (2n-4)(2»-6) ...2

2n — 3
o 2n — 2

multipliziert sind, so wird:

r dt I" 1J (f + 1)« L2w -2{t2 + 1 y-1 + (2n - 2) (2n - 4) (t2 + 1)”
2n — 3t t

+ •••— 2

(2n-3)(2n-5)...3 * 1 (2n-3)(2n-5)...3
* (2n — 2) (2w —4)... 2 £2 + 1J (2n - 2) (2w- 4) ... 2 arctang£ + const.

Will man also nur reelle Grössen in das Integral eines 
rationalen Differentiales mit reellen Koeffizienten einführen, so 
muss man sagen, dass dasselbe durch algebraische, logarith- 
mische und cijklometrische Funktionen darstellbar ist.

t-H 
<M



Integration der Differentiale. 23

Irrationale algebraische Differentiale, bei denen 
die Irrationalität nur in gebrochenen Potenzen 

der Yariabelen besteht.
421. Wir haben die Hauptfälle zu untersuchen, bei denen 

sich ein irrationales algebraisches Differential durch Änderung 
der Yariabelen in ein rationales verwandeln lässt.

Diese Reduktion gelingt unmittelbar, sobald die Funktion 
fix) eine rationale Funktion von ganzen oder gebrochenen 
Potenzen der Yariabelen x ist. Denn bezeichnet man in 
solchem Falle mit m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
der Nenner sämtlicher Exponenten von #, welche in fix) Vor­
kommen, so hat man

dx = dtx = tm,
zu setzen, und es wird

f(x) dx = mf(tm) tm~x dt
ein rationales Differential.

Dieselbe Transformation bewirkt auch die gewünschte 
Reduktion, wenn fix) eine rationale Funktion von x und von 
gebrochenen Potenzen des Binômes ax + b ist. Ist m durch 
sämtliche Nenner dieser Exponenten teilbar, und setzt man

tm— b dx = — tm~x dtax + b = tm x = a a

so wird durch diese Substitution
fix) dx = cp iß) dt

und cp iß) eine rationale Funktion.
422. Beispiele. Das Differential

1 + ^äx
1+ŸX

wird, wenn man 

setzt, gleich:

6 FZT d1 “ 6 (*6 ~ + *3 + ~1 “x)dt +

also ist:

dx = 6t6dtx == t6,

6t dt 6 dt 
W+Ï + t2 + 1



n r* o
rj t1— jr t5+ -^ti+2t3—3t2— 6t+3l(t2+l)+6 arctang t+C}

und setzt man an Stelle von t seinen Wert a?»:

6 5. 3 ± 1V«6 + -X6 + 2x« —
0 u

Erstes Kapitel. §§ 422 und 423.24

l+]/xf dx =
l+f'x

/1+Ÿx , 6 1 dx = — x* — Ł 13a?e — 6a"ö
1 -ffüc 7

1 JL+ 3 l(x* + 1) + 6 arctang x* + G.

Bemerkung. ]/x und ]/# sind vieldeutig; dem entsprechend 
ist auch das Integral des gegebenen Differentiales vieldeutig. 
Beschränkt man sich auf reelle Werte desselben, so ist x positiv 
zu nehmen, und ist ]/x positiv, ÿx die reelle Wurzel, so ent­
spricht jedem Werte von x ein positiver Wert von t. Es ist

dann für t — x^ der eine positive reelle Wert zu wählen, 
trachtet man negative Werte von a?, und ist }/x ein imaginärer 
Wert, etwa der Wurzelwert des Betrages von a;, multipliziert mit 
+ i, Ÿx dagegen die reelle Wurzel, so ist t6 negativ. Bedeutet 
dann t diejenige komplexe sechste Wurzel aus der negativen Zahl 
x, die, während x das Intervall von 0 bis — 1 durchläuft, stetig 
von 0 bis zu einer sechsten Wurzel aus — 1 variiert, während t3 
gleich dem Werte -j- i]/— x, und t2 gleich dem reellen Werte von 
yx ist, so ist die Beziehung eine durchaus eindeutige, und die 
obige Formel gilt für dieses Intervall. Übrigens setzt alsdann 
diese Umformung die allgemeine Kenntnis für Integrale komplexer 
Variabelen voraus.

Be-

Algebraische Differentiale, welche keine andere 
Irrationalität enthalten, als die Quadratwurzel 

aus einem Polynome zweiten Grades.

423. Der Fall, den wir hier zu behandeln haben, wird 
durch ein Differential von der Form

F(x, X) dx

dargestellt, in welchem X die Quadratwurzel aus einem Tri­
nôme zweiten Grades in x ist, und F(x,X) eine rationale 
Funktion von x und X.

Es sei
X — Y a + bx -F ex2.
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Das Vorzeichen der Quadratwurzel ist, wenn keine nähere 
Bezeichnung angegeben ist, immer positiv gedacht. Wenn 
der Koeffizient c gleich null ist, so genügt es, um das Dif­
ferential rational zu machen:

a + bx = t2,

zu setzen. Wir nehmen also an, dass c von null verschieden 
ist. Da man aus der Quadratwurzel einen Faktor absondern 
kann, der gleich ist dem numerischen Werte der Quadrat­
wurzel aus dem Betrage von c, so können wir auch immer

^ t dt 
bclx ==*

X = Y a + bx ± x2
setzen. Die Fälle, dass das Vorzeichen von x2 positiv und 
negativ ist, sind gesondert zu betrachten.

Es sei zuerst ________
X =]/a + bx + x2.

Erste Transformation. Um das gegebene Differential 
rational zu machen, kann man X= t + x setzen, wobei t die 
neue Variabele ist; wir wählen zum Beispiel

X = t — x,
erhebt man diese Gleichung zum Quadrat, so folgt:

a + bx = t2 — 2t x
t2 -\-bt-\- a 

2t -\-b
2(t — x)
21 -f- b

also:
t2 — a
2T+V bdx = 2 (t — x) dt — 2 tdxx = — 5

2(t2 + bt + a) 7/
(2t + bf~

Die Substitution dieser Werte ergiebt 
F(x, X) dt = Q(t) dt,

wobei &(t) eine rationale Funktion von t ist.
Zweite Transformation. Man kann auch die Substitution 

X = Y a -}- tx
anwenden; sind jedoch a und b reelle Grössen, und will man 
die Einführung komplexer Werte vermeiden, so ist diese 
Transformatipn nur für den Fall, dass a positiv ist, zu ge­
brauchen. Erhebt man die Gleichung zum Quadrat, so wird

oder dx == dt =
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b + x = 2f\/a + t2x,also
2tVä-b

X~

oder:

t2]/a — bt + Y a ■> dx = 2dtya + 2t dt x + t2dx,1 -t2

2 (t2Ya — bt + }/«) 

Die Substitution dieser Werte liefert ebenfalls

nYa + txdx = dt =

F(x, X) dx = d>(£)
wobei CP(Q eine rationale Punktion ist.

Der Zusammenhang zwischen den Variabelen £ und x ist ein 
völlig eindeutiger, sobald das Vorzeichen von X fixiert ist.

Dritte*Transformation. Eine dritte Transformation, welche 
wir noch anzugeben haben, ist reell, wenn die Gleichung 
X2=0 reelle Wurzeln hat, was immer der Fall ist, sobald 
a negativ ist.

Sind dann x0 und xx die beiden Wurzeln der Gleichung 
X2=0, so dass also

X = Y(x — x0) (x — xx)
ist, so setzt man, indem t die neue Variabele bezeichnet, 

X = (x — x0) t;
hieraus folgt durch Erhebung zum Quadrat 

x — xx = (x — x0) t2,

(Xj ^o) ^
l-*2 ' dx = t2dx + 2 t (x — x0) dtr^i2-’

7 2 t (x — xn)
dx~ i-V 2 («1 — ay>) *dt = dt,(1 - Ć2)2

und es wird wiederum
F(x, X) dx = 0(t) dt

ein rationales Differential.
424. Beispiele. 1. Das Differential

dx dx
^ ]/a + bx + x2

ergiebt näch der ersten Transformation:
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rdx r

J *
2 dt = l(2t + b) + C = l (x +

= l (x + ~ + ]/« + bx + X2^

+ const,X +2t + b
also:

I dx + const;
y a + ix + x2

nach, der zweiten Transformation:

rdx r 2 dt r dt r dtJ X-J Ï=?-J M+l ■ _ J 1 + t 
1 +1 1-1 + const

æ -f X — y a- I + const;x — X -f- ya
nach der dritten Transformation:
f‘dx f*2dt 7 1 
/ X ~J 1 * 1

, # — 3?o -b X
^x-Xo-X

1 + t + const.+ const- t

2. Das Integral des Differentiales

Xdx = y a + bx -]- x2 dx 
wird nach der ersten Transformation:

MT b2T
*t- CL---- t~fXdx = 2\J (t2+bt+_ay 4 _‘-y

( ¥'
4,

IIITIIIMIMH)2

dt(2t + bf 017
dt -17

H- const.

K)
&2

a-----------7-
4j- sind aber bezüglich gleichDie Grössen t + ~ und £

t + J

b2a---- r
■^r + X und
u

— — x — y -f- X, also ist:4x +
x + ~n + X

tO
 CH

►
H
 !-*■

tO
 i—‘
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J^ Y a -\-bx-\-x2 clx = V° 4 bx 4 x2

+ ~2 — ”4) ^^+2_ + l/ß + &^ + ■7;2^ 4 const.

Es ist indessen auch zu bemerken, dass man das ge­
gebene Integral auf dasjenige des ersten Beispieles vermittelst 
der teil weisen Integration reduzieren kann; denn es wird

æ24 xYa -}- bx + x2 dx = xya + bx -f- x2 —^j-
dx.

y a 4 bx 4 x2
Nun ist

ß /, a -\-bx x2 
y a 4 bx 4 x2

und addiert man diese Gleichung zu der vorigen, so folgt:

a 4 bx -f- Æ2 dx = dx,

, b
& 4 g" # 

y a 4 4 æ2

x+j

2J y a -f bx -f x2 dx = ^y^ 4 4 #24 ^4.

Das Integral der rechten Seite ist gleich

(»-£) f-,___________
' J y a 4- bx -f x2

Das erste Integral ist durch das Beispiel 1 berech­
net, und das zweite hat, wie leicht ersichtlich, den Wert

So ergiebt sich das bereits gefundene

+ 1dx dx.
y a + bx 4 x2

7 _
-g y a 4 bx 4 æ2- 
Resultat.

3. Wir betrachten schliesslich noch das Differential
(a + ßx) dx
y a 4 bx 4 £2

das häufig auftritt, und dessen Integral sich unmittelbar aus 
den Rechnungen, die wir zuletzt ausgeführt haben, ergiebt. 
Es ist ■.a , (x+)dx

/ __ yß\_ _ _ _ dx_ _ _ _ ß _v__ /_ _ _ }
\ 2 / ytt ą.})x x2 y a 4 bx 4 x?

(cc 4 ßx) dx
ya + bx + x2

und demnach 
cc -t- ß x 

ya + bx+x2A l(x + ^+ya + bx+x2^j + ß Ya + bx+x2+ C.dx =

tO
! O

-1
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425. Wir untersuchen nun den Fall, dass 

X = ]/a + bx — x2
ist. Um das Differential F(x, X) dx auf eine rationale Form 
zu bringen, kann man die zweite oder die dritte Trans­
formation im § 423 anwenden, wenn a> 0 ist. Ist aber a<0, 
so muss man sich auf die dritte Transformation beschränken, 
wenn man bloss reelle Grössen einführen will.

1. Ist a > 0, und setzt man

X = ]/a -f- txf
so wird, indem man das Quadrat bildet, 

b — x = 2t y a + t2 x, 

b — 2t Va

., — dx = 2dtya-\-2tdtx-\-t2 dx,

also:

„ ya-\-bt — t2y a
x Ï+T2

oder
0 y a + bt — t2yä 

(1 + t2)2 ’
0 y a + tx 
À 1 + t2

und die Substitution dieser Werte ergiebt:
F (x, X) dx = Q (t) dt,

dx =7= — dt = —

wobei ®(f) eine rationale Funktion ist.
2. Was auch der Wert der Konstante a sein mag, wir 

dürfen immer annehmen, dass die Gleichung X2=0 reelle 
Wurzeln hat. Denn anderen Falles ist der Wert von X bei 
allen Werten von x imaginär. Zwar schliessen wir diesen Fall 
aus unserer Untersuchung nicht aus; indessen gehört er, da 
die Funktion X gleich *]/— a — bx -f- x2 ist, zu dem im § 423 
erledigten. Bezeichnen wir also mit x0 und xx die Wurzeln 
von X2 = 0, wobei wir annehmen, dass xx > x0 ist, so ist

X = y(x — x0) (xx — x).

Die Transformation ergiebt sich nun, indem man setzt:
X = (x — x0) t oder xx — x = (x — x0) t2,

also:
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- xo) t 
1 -t2 ’

0t<jx- x0)
l + t2

X. + xn t2
x r+T2-’

dx = —

— dx = 2t dt (x — x0) t2 dx

O 0*1 - a?o) t 
^ (1+^)2

x =

dt = —

und es wird wiederum
F(x, X) dx = 3>(Y)

ein rationales Differential.

426. Die verschiedenen Transformationen lassen alle Inte­
grale, die unter die behandelte Form fallen, lösen. Doch ist 
es nicht immer notwendig, sie anzuwenden, es können bis­
weilen andere Transformationen leichter eine Lösung herbei­
führen.

Das Differential dx
Y a + bx —• x2

ist z B. gleich: dx

Y+8-(*--»
und man erkennt leicht, dass sich dasselbe auf die elementare

dt bringen lässt, wenn man setzt:Form —
yi-*2

¥Y b2b Vdx = dtX — -=r = t ci > a + x2

Es wird: b
r dt

J i "
A dx = arc sin t + const = arc sin

Ya + bx — x2 yi-t2 Ya+j

Daraus folgt unmittelbar auch der Wert des Integrales

+)A a + ßx 
Ya + bx —x2

dx dx.dx = ~ßY a + bx — x2 Ya + bx — x2

Das erste Integral ist soeben bestimmt worden; das 
zweite hat den Wert

— ßYa + bx — x2.
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427. Auf eine rationale Form lässt sich auch das 
Differential F(x, ]/a 4- bx, kV + V x) dx 
bringen, wenn F eine rationale Funktion der drei Grössen 
x, Y a + bx, Y a' -j- b' x bedeutet. Denn dieser Fall ist in den 
untersuchten enthalten, indem man

cd -\-b'x = t2, x = ^ , a

setzt. Das Differential geht alsdann über in die Form
Q(t, T) dt,

wobei T die Quadratwurzel aus einem Polynome zweiten 
Grades in t, und CD eine rationale Funktion bezeichnet.

TT tdt bdx =

Untersuchung der algebraischen Differentiale, welche 
keine andere Irrationalität als die Quadratwurzel aus 
einem Polynome dritten oder vierten Grades enthalten.

428. Auf die irrationalen algebraischen Differentiale, die 
wir erledigt haben, folgt das Differential von der Form:

dV = F{x, X) dx, 
in welchem X die Quadratwurzel aus einem Polynome dritten 
oder vierten Grades und F(x} X) eine rationale Funktion von 
x und X bedeutet. Die Integrale, welche wir in den vorigen 
Paragraphen berechnet haben, sind, wie wir sahen, durch 
algebraische, logarithmische oder cyklometrische Funktionen 
darstellbar. Dies gilt im allgemeinen nicht mehr von dem 
Integrale des Differentiales d V} welches wir nun zu unter­
suchen haben. Aus dieser Untersuchung wird vielmehr die 
Notwendigkeit hervorgehen, drei neue als elementare Funk­
tionen in die Analysis aufzunehmen, welche Legendre ellip­
tische Integrale oder Funktionen genannt hat. Dann wird das 
Integral V darstellbar durch algebraische, logarithmische, cy­
klometrische und elliptische Funktionen.

Es sei

1)

2) X = |/a -f ßx + yx2-j- äx3+ sx4-, 
man darf dabei annehmen, dass das Polynom unter der Wurzel 
keine vielfachen linearen Faktoren hat, denn sonst würde das



Differential d V zu der früheren Klasse (§§ 423 und 425) ge­
hören, und das Integral V liesse sich lediglich durch alge­
braische, logarithmische und cyklometrisehe Funktionen dar­
stellen. Auch können insbesondere die beiden Koeffizienten 
s und d nicht zugleich null sein, dagegen kann £ = 0 sein.

Es handelt sich zunächst darum zu untersuchen, ob sich 
die Form des Differentiales dV vereinfachen lässt. Wir wollen 
beweisen, dass sich das Differential, wenn die Konstanten des­
selben sämtlich reell sind, immer vermittelst einer linearen 
und reellen Substitution

Erstes Kapitel. §§ 428 und 429.32

P_±qt
1+t3)

auf die Form bringen lässt:
dV = &(t, T) dt,

wobei T eine Wurzel von der Form:

t=y±Tf+~X)Jp+7)

ist, l und g reelle Konstante und <P eine rationale Funktion 
von t und T bezeichnen.

429. Wir nehmen zuerst an, dass £ nicht null ist. Das 
Polynom unter der Wurzel kann immer in zwei reelle Fak­
toren zweiten Grades zerlegt werden, und folglich kann man 
schreiben:

X =]/(/■— 2g x + x2) ( f — 2g'x + x2) £. 

Vermittelst der in Gleichung 3) angegebenen Substitution
4)

wird
F— 2 Gt + Ht2f — 2g x + x2 =

(i +1)
F’-2 G't + H't2f — 2 g1 x + x2 (i + tf

wenn man die Bezeichnungen einführt:
F = f — 2gp + p2 F' = f' - 2g'p + p2,

5) G = -f + g(p + q)-pq, G' = - f + g' (p + q) - pq,

H' = f — 2g'q + ą2.2gq + g2,
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Setzt man nun weiter:

/*(■Z_ 2GL
H " H

F^_ 2G[
H1 H't + r) ( t +6) r =

so ist:
V± sHH1 

(i + ty
Das Vorzeichen + ist dabei so zu wählen, dass das Pro­

dukt sHH' positiv wird. Die Formel 3) liefert aber auch

7) X =

dt
8) d% — (q— p) 2’(i + 0

und demnach wird das Differential dV durch diese Substitution 
gleich

dV*= T)dt]

O bedeutet eine rationale Funktion von t und T.
Nun haben wir aber zwei noch unbestimmte Grössen p 

und q eingeführt, über welche wir derart verfügen können, 
dass die ungeraden Potenzen von t unter der Wurzel in der 
Gleichung 6) verschwinden. Dazu genügt es G = 0 und 
G' = 0 zu setzen, d. h.

f-g(p + a) +2>2 = o, 
f -g' (p + q) +pq = 0.

9)

Hieraus folgt
f-f

p + q = - 
9 ~ 910)
fsf-fgpq
9~9

ferner:
„ V(f+f' — 2gg'Y —4 (/' - g2) (/' 
q 9-9’

-92),
H) p-

Abgesehen von dem Falle g — g\ auf welchen wir gleich 
noch zurückkommen werden, erkennt man, dass die Gleichung 
11) zusammen mit der ersten Gleichung 10) die Koeffizienten 
p und q der linearen gebrochenen Substitution bestimmt. Nun 
hat man noch zu beweisen, dass diese Koeffizienten stets reell 
gemacht werden können.

Serret, Differential- und Integral - Rechnung. II. Bd. 3



Es seien mit a, b, c, d die vier Wurzeln der Gleichung
a b f
-j-> t - cd,

gesetzt. Führt man diese Werte von f, f\ g, gr

in den Ausdruck für p — q ein, so erkennt man, dass die 
Grösse unter der Wurzel für a = c, oder b = d und ebenso 
für b = c oder b = d verschwindet. Hieraus folgt, dass

Erstes Kapitel. §§ 429 bis 431.34

X2 = 0 bezeichnet und es werde f = ab, g = 
, c + d

9 =

_ g Y(a — c) (a — d) (b — c) (b — d) 
a + b — c — dp ~ q

wird. Sind die vier Wurzeln reell, so setze man
a > b > c > d.

Sind zwei Wurzeln reell und zwei konjugiert komplex, 
so nehme man für a und b die beiden reellen Wurzeln; dann 
sind die beiden Faktoren a — c und a — d konjugiert und 
liefern ein reelles Produkt; ebenso b — c und b — d.

Sind die vier Wurzeln komplex, so wähle man a und b 
als zwei konjugierte, ebenso c und d. Alsdann sind die bei­
den Faktoren a — c und b — d konjugiert, und ebenso a — d 
und b — c.

Für den Fall g = g' kann man das vorgelegte Problem 
unmittelbar lösen, wenn man

x = g + t
setzt. Schliesslich bemerken wir noch, dass aus den beiden 
Gleichungen 7) und 8) durch Division folgt:

dx dt
~x=rY’

wobei r eine bestimmte Konstante ist.

430. Wir haben noch den Fall « = 0 zu untersuchen. 
Das Polynom unter der Wurzel X lässt sich in zwei reelle 
Faktoren zerlegen, von denen der eine vom ersten, der andere 
vom zweiten Grade ist. Es ist

X = ]/— ô (a — x) (f — 2g x + x2), 
und durch die Substitution 3) wird:
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F'-2G't+H't2rr r a(l + t)-(p + qt)
Cl ib — Z . — (i+02 (i+0:l+t

F-2Gt + Ht2
f — 2g x + x2 (i + 02

F, 6r, H haben die in den Gleichungen 5) angegebenen Werte. 
Die Gleichungen 6) und 7) bestehen also auch in diesem 
Falle, wenn man — d an Stelle von s schreibt, und die erste 
Potenz von t verschwindet aus jedem Faktor unter der 
Wurzel, wenn man G = 0 und G'= 0 setzt; d. h.

a — p
-f+9(P + 2)-M = °-= 1q — a

Hieraus folgt:
P±q_

2 ’
pq = 2ga-f,

-~2 q =Va2— 2ga + f = V(a — b) (o — c),

wenn b und c die Wurzeln des Trinômes x2 — 2 gx-\-f sind. 
Sind b und c reell, so hat man für a die grösste oder die 
kleinste der drei Wurzeln von X2=0 zu wählen. Sind b 
und c komplex, so ist das Produkt der konjugierten Faktoren 
a — b, a — c positiv.

431. Die rationale Funktion kann in der Form

und

M+Nt 
M' + N't

dargestellt werden, wobei Jlf, N, N' ganze Funktionen 
von t2 und T sind. Multipliziert man Zähler und Nenner 
dieses Quotienten mit M' — N' t, so erhält er die Form

P + Qt
wobei P und Q rationale Funktionen von t2 und T sind. 
Also ist (l V= F dt + Qt dt.

Setzt man nun t2=u, 2 t dt = du, so wird das Glied 
Qt dt gleich \ Q du, wobei Q eine rationale Funktion von u 
und der Quadratwurzel aus einem Trinôme zweiten Grades in 
u ist. Demnach ist das Integral von Qt dt durch algebraische,

3*



logarithmische und cyklometrische Funktionen von t und T 
darstellbar.

Das Differential P dt ist von der Form

Erstes Kapitel. §§ 431 und 432.36

M
N +MĄ-NT 

M' + N'T dt oder dt,M'
N' + Ąr

wobei M, N, M', N' ganze Funktionen von i2 sind, und 
multipliziert man Zähler und Nenner mit

WN' — —rjiso wird
dtP dt = 7P(t2) dt Ą- <£> (t2)

wobei cp(t2) und ip(t2) rationale Funktionen von t2 sind. Das 
Differential lF(t2) dt ist ein rationales, und folglich ist sein 
Integral eine algebraische, logarithmische oder cyklometrische 
Funktion. Wenn man also

dt

setzt, so ist das Integral V durch algebraische, logarithmische 
und cyklometrische Funktionen darstellbar, und durch neue 
elementare Funktionen, welche das Integral U enthalten kann.

432. Transformation der Wurzel T. Das vorgelegte 
Problem ist also auf die Untersuchung des Differentiales von 
der Form

dtdU=<p(t‘)~

zurück geführt, wobei (p(t2) eine rationale Funktion von t2 
bedeutet, und T eine Wurzel, welche eine der fünf Formen 
haben kann:

T=V+ (t2-l2)(t2-fi2),
T = y~{t2- X2) (t2 - [I2),
t=y+“(p+A2) (p-<a2),
T = y~(t2+l2) (t2-fi2),
T = y+ (P+A2) (*2+<a2);

A und fi sind reelle Konstante. Den Fall, dass

1)
2)
3)
4)
5)



/
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ist, schliessen wir deshalb ans, weil ihm ein bei allen reellen 
Werten von t imaginärer Wert von U entspricht; übrigens 
kommt derselbe durch Absonderung des Faktors i = ]/—l auf 
den fünften Fall zurück.

In den fünf Fällen, welche wir zu untersuchen haben, 
kann die Wurzel auf die nämliche Form gebracht werden 
durch eine Änderung der Yariabelen. Die gemeinsame Form, 
welche wir wählen, ist keineswegs die einzig mögliche; sie 
ist jedoch in mancher Hinsicht die geeignetste und die am 
häufigsten angewandte.

1. Im ersten Falle nehmen wir, was statthaft ist, A2 < fi2 
an, und setzen A2 = P.

Damit die Wurzel T reell bleibt, muss 
t2 < A2 oder £2 > fi2 

sein. Wenn £2<A2 ist, so setzen wir 
t = kx,

und es durchläuft dann x das Intervall von 0 bis 1, oder was 
dasselbe ist, von 0 bis -- 1. Es wird:

dt = A dx

T = kfi2Y{l — x2) (1 — k2x2), 
dt 1also: dx
T fi ]/(l — æ2) (1 — Je2 x2) 

Ist £2> ft2, so setzt man

t-£-, fL dxdt = — x2'
und es durchläuft x bei wachsenden Werten von t die Werte 
von 1 bis 0; es folgt

i£y(l-*■)(!-*«■**), ~ dx1
t1 ]/(l — x2) (1 — Je2 x2) 

2. Auch in dem zweiten Falle können wir annehmen, 
dass A2 < fi2 ist; wir setzen

fi2- A2 = Je2.



Erstes Kapitel. §§ 432 und 433.38

Es muss, damit T reell ist, t2 zwischen A2 und ^2 bleiben. 
Die Substitution

ergiebt:
t2 = ju2 (1 — le2x2)

— x clx 
]/l — le2 x2

T = le2 [i2 x Y1 — x2,dt — le2 [i

folglich: 1 dxdt
T t1 ]/(l — X2) (1 — li2 X2)

Wenn t2 die Werte von A2 bis J2 durchläuft, so geht x2 
von 1 bis 0.

3. Im dritten Falle erfordert die Realität von T} dass 
72> {x2 ist. Wir setzen

A2 = &2
A2 + t1

und führen die Substitution ein 
/Li2 77 {ix dxCt v *- Q~

(1 — X2)

_ x y i — ic2 x2
Je »t2 = 1 — X2

welcher folgt:aus
dt le dx
T A ]/( 1 — x2) (1 — le2 x2)

Wiederum gehören, während t2 das Intervall von (i2 bis 
unendlich durchläuft, zu x2 die Werte von 0 bis 1.

4. Im vierten Falle muss t2 < J2 sein. Wir setzen

= FA2 -f [i2 f
ferner

xVl-le2x2,x dx
^ y i — x2

t2 = J2 (1 — x2), di = —

ledt dx
T L1 ]/( 1 — æ2) (1 — Æ2»2) 

x2 durchläuft, während t2 von 0 bis fi2 wächst, das Intervall 
von 1 bis 0.

5. Im fünften Falle ist die Wurzel T bei allen reellen 
Werten von t reell; wir nehmen A2<ft2 an und setzen:

f*2-A2 = le2.A2
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Ferner wenden wir die Substitution an:

rp , Vl~k2X2
1 1-x2

X2 l dxt2 = l2 dt =-51 — Æ2 JL(1 — X2) 2

und erhalten: 1
T ]i y(\-x2)(\-k2x2)

x2 durchläuft das Intervall von 0 bis 1.
In allen Fällen lautet das Resultat: Setzt man 

x ■= Y(l-x2) (l-Wx2),
wobei k2 eine positive Grösse kleiner als 1 bedeutet, so ist
dt dxgleich dem Differentiale > multipliziert mit einer Kon- -L 2L
stauten. In allen den verschiedenen Transformationen, welche5

wir angewendet haben, ist aber t2 als rationale Funktion von 
x2 ausgedrückt. Also wird das Differential d U auf die Form 
gebracht: dxdU = f(x2) x ?

wobei f{x2) eine rationale Funktion von x2 ist.
433* Die Funktion fix2) kann zerlegt werden in eine ganze 

Funktion und in Partialbrüche, deren Zähler konstant und deren 
Nenner gleich einer ganzen Potenz eines Binômes ist, welches 
durch Addition von x2 und einer Konstanten entsteht. Ist diese
Konstante null, so reduziert sich der entsprechende Partialbruch 
auf das Produkt einer Konstanten mit einer ganzen und nega­
tiven Potenz von x2. Mithin ist jedes Glied der Funktion 
fix2) entweder von der Form x2^, oder von der Form

wenn man von dem Koeffizienten absieht, und1
V * ?(1 + n x2)

mit n eine Konstante, mit ft und v ganze Zahlen bezeichnet, 
von denen die erste auch null oder negativ sein kann. Setzt
man also

Jx2^ dx

so ist das Integral U eine Summe von Gliedern, die sich aus 
Yß und Zv, multipliziert mit Konstanten, zusammensetzt. Es 
sind also diese Funktionen zu untersuchen.

dx
1) Zy — (1 + nx2)v x’



Wir betrachten zuerst die Integrale Yf 
X2=(l-X2) (1 — Jc2X2)

Erstes Kapitel. §§ 433 und 434.40

Es ist/<•

5
also:

XdX = — (1 + &2) % + 2h2 x3.dx
x2ß~3 dxMultipliziert man diese Gleichung mit 

auf jeder Seite das Integral, so folgt:
"Y—— und bildet

man
s dXx2“~2iYtl-(i + i2) clx.i dx*

Die teilweise Integration ergiebt:

dx=x2^~3 X— (2(i — 3)l J .ß zdX Xx2‘u~4 dx.x2^~ dx

Andererseits ist
x2v—4 — (1 +k2)x2^l~ 2 + k?x2fifX2 x2^l~4 dx ■fXx2fl~i dx = X X

= ^_2-(i + ^2)^_1+Ä2rf,
Demnach erhält man:

2&2 - (1+&2) r„ _!=-8 X- (2p - 3) (r/(_2-[1 + 7c2] r„ _, + /d%)
oder:

.(2p -1) &2 - (2p - 2) (1 + ¥) Yh _! + (2p - 3) Yß_2 = x2"~8X.
2)

Eine Konstante fügen wir auf der rechten Seite nicht hinzu, 
weil jedes der Integrale eine willkürliche Konstante ent­
hält. Auch ist zu bemerken, dass sich die Gleichung 2) noch 
kürzer ableiten lässt, indem man das Differential von x2^l~3X 
bildet, und dann dasselbe integriert; es ist indessen der Weg, 
welchen wir eingeschlagen haben, ein mehr analytischer.

Setzt man nun in der Gleichung p = 2, 3, 4.. 
man nach einander

so kann•j
Y Y Y-l21 •*-$) -ł4 ' * *

als Funktion von Y0, Yl und von algebraischen Funktionen 
bestimmen.

Setzt man p = l, so erhält man X_i als Funktion von 
Yx und von algebraischen Grössen; setzt man endlich p = 0, 
—1, —2, — 3 ..., so liefert die nämliche Gleichung die Werte von
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r_2, r_3, r_4...
als Funktionen von Y0 und YX) und von algebraischen Grössen. 
Demnach führt die Untersuchung der Integrale nur auf 
die neuen elementaren Funktionen Y0 und Yv

434, Wir bestimmen nun die Funktion Zv. Der Index 
v ist hierbei eine ganze positive Zahl. Es ist indessen zu be­
merken, dass, wenn man demselben negative Werte beilegt, 
die entsprechenden Funktionen Zv Summen von Funktionen 
Yfl sind; demnach lassen sie sich durch die Funktionen lr0, Yx 
und durch algebraische Grössen darstellen. Es ist 

(1 -f nx2)v
- x dx = I q -j- vii Yx -f-... yC Yy C.

Um nun für Zv eine ähnliche Reduktionsformel, wie vor­
hin zu gewinnen, kann man die teilweise Integration an­
wenden; rascher jedoch kommt man folgendermassen zum Ziele. 
Wir differentiieren die Funktion

(1 + nx2)'und erhalten: — i
x d(X2)~
2 dx dx(2i/-3) X2-__________  = 0 — 2) X2

(1 + nx2)v~1\ _ (1 -\-nx2)v4 xX
(1 + nx2y-'

x d (X2)
X

Ordnet man nun die Polynome X2 und ~ 
Potenzen von (1 + iw2), so findet man:

n + (n + 2) k2

nachdx

X2... 0 + 1) (n + k2) k2 (1 + nx2)2,(1 + nx2) +n2 n2 n2
x d (X2) n+(ii + 2) k2 n + (n + 4) k2
2 dx
und setzt man:

2 k2(l + nx2)+ -^-(l+nx2)2,n2 n2

(n + 1) (m + k2)A = (2v-2) n2
n (n -f- 2) + (2 n + 3) k2JB=(21/ — 3) n2

3) n + (n -f- 3) k2
C = (2v — 4) n2

k2

so erhält man nach den vorigen Formeln:
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= A dZv — BdZv_x 4- CdZv —D d Zv _ 3,** L(i + «x^-1
also durch Integration:

4) AZv-BZv-.x+CZv-2 -DZv-3

— 2

xX
(1 + nx2)v '1

Der Koeffizient A ist null in den beiden Fällen n = — 1
und n = — /c2; alsdann wird

B •= — (2v — 3) (1 — 7c2) oder I?- + (2v-3) 1-&2
h2

B ist also nicht null, weil k2 kleiner als 1 ist. Die 
Gleichung 4) reduziert sich also hei diesen Werten von n auf 
die Form:

5) - BZV-1 + CZv-2 - DZV-3 = (1 + nx2)v~l
und giebt man dem Exponenten g die Werte 2, 3, 4... 
bestimmt diese Gleichung nach einander die Werte von

so

Z\ 5 ^2, ^3 * * *
als Funktionen algebraischer Grössen und der Integrale X0 
und X oder auch der Integrale F0 und 3^, weil

X0 = Y0, Z_ x = Y0 + w Fi
ist. Also führt in allen Fällen, wo \-\-nx2 gleich einem der 
beiden Faktoren von X2 ist, die Untersuchung der Funktion 
Zv zu keiner neuen analytischen Funktion.

Nimmt man aber an, dass n weder gleich — 1 noch auch 
gleich — h2 ist, so ist A nicht null, ausser für v = 1. Giebt 
man dem Exponenten v die Werte 2, 3, 4..., so bestimmt 
die Gleichung 4) nach einander

Z^i Zz, ...
als Funktionen von Zu Z0, Z—\ und von algebraischen Grössen. 
Die Integrale X0 und Z-\ lassen sich aber, wie wir sahen, 
durch Y0 und Yt darstellen. Mithin führt die Untersuchung 
der Funktionen Zv nur auf das eine neue Element Zv

Als Ergebnis unserer Betrachtungen ergiebt sich also, 
dass das Integral des vorgelegten Differentiales sich vermit­
telst der bereits bekannten elementaren Funktionen und der 
Integrale darstellen lässt, welche zu den drei Arten gehören:

r0, Ylf zv



Diese drei Integrale Y0, Y1} Zx bilden in der That drei 
neue analytische Elemente, welche im allgemeinen Falle nicht 

. auf einander und nicht auf die früheren elementaren Funktionen 
reduzibel sind, wie sich aus weiter gehenden Untersuchungen 
der Eigenschaften dieser Funktionen ergiebt, worauf hier nicht 
eingegangen werden kann.
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Die elliptischen Integrale und Funktionen.
435. Die drei mit Y0, Y1} Zx bezeichneten Integrale sollen 

derart bestimmt werden, dass sie zugleich mit x verschwinden; 
nennen wir sie alsdann u, v, iv und ist x eine Yariabele 
zwischen 0 und 1, so wird

clxu =J ]/(l — x2) (1 — k2 x2)

v-f_______________
J ]/( 1 — x2) (1 — k2x2)

x2 clx

dxiv =
(1 -j- nx2) ]/(l -- £2) (1-Wx2)

Die Transscendenten u, v, iv heissen die elliptischen Inte­
grale erster, zweiter und dritter Gattung.

Die Funktionen der ersten und zweiten Gattung enthalten 
eine Konstante k, kleiner als eins, welche der Modul genannt 
wird. Die Funktion der dritten Gattung enthält ausser dem Mo­
dul k noch eine andere Konstante n, welche der Parameter 
heisst. Wir haben gesehen, dass, wenn der Parameter n ent­
weder gleich —1, oder gleich — k2 ist, die Funktion dritter Gat­
tung durch die beiden ersten Funktionen und durch algebraische 
Grössen darstellbar ist. Es wird für den Fall n = — 1 nach 
der Gleichung 4) im § 434:

x 4/(1 — x2) (1 — k2x2)(1 — k2) w + k2 (u — v) = 1 — x2
und für den Fall n == — k2



— 7c2æ]/( 1 — x2) (1 — h2x2)(— h2) w — (u — h2 v) = 1 — h2x2
wie man sieb, leicht auch durch Differentiation überzeugen 
kann.

436. Die elliptischen Integrale reduzieren sich auf eyklo- 
metrische oder logarithmische und algebraische Punktionen in 
den Grenzfällen, wo der Modul gleich null oder gleich eins 
wird. Für den Fall Je = 0 ist

dx
y i — x2

u =j 
0

J y i - x2
x2 dx

iv = /
J i 0

dx
(1 -f- n x2) y 1 — x2

Die erste Gleichung ergiebt ï< = arcsin#. In den Funk­
tionen v und w kann man die Differentiale auf eine rationale 
Form bringen nach der Methode des § 423. Man kann in­
dessen auch in folgender Weise Vorgehen. Die teilweise Inte­
gration giebt: 

x2 dx xyi- x2+ I y 1
t/

-j x dx
j — x2 dxy i- x2 ]/l — x2

und bildet man die Integrale derart, dass sie für x = 0 ver­
schwinden. so wird

’ x2 dx = — xyi — x2-\-1
J

* L — x2J
o

dx.y i - z2 y i — x2
0

Das Integral auf der rechten Seite ist gleich u — v-
also ist

f x ]/1 — x2 + | arcsin x.
Das Differential dw wird rational durch die Substitution

v = —

xt = y i — x2

Erstes Kapitel. §§ 435 bis 437.44

&
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Es ist dann:
dtt clx =x = =»

Vi + (2 (i + n

d arctang t y\ + n
yi + n

und folglich:

(Zttf = fZZ
1 + (1 + ») Z2

also:
1 »j/l + wiv = , arctang —; ------- .

l/l -f n V 1-x2
Der Parameter n ist als reell vorausgesetzt. Für den 

Fall, dass 1 n negativ ist, kann man die Formel von dem 
imaginären Werte befreien, indem man an Stelle des Kreis­
bogens Logarithmen einführt (§ 372). Auch kann man als­
dann schreiben:

dt 1 dt dt =)’dw = l + (l + w)Z2 2 Vl + tV-1- n ' 1- t]/-l-
also:

__ 1 71 + Z]/—1 —w 1 TfYl-x2+xy-l-n^
W 2y^ï-n 1 -tY-l-n = 2]/^T^n x 1

Die vorstehenden Ausdrücke für w werden illusorisch, 
wenn n = — 1 ist. ln diesem Falle verschwinden Zähler und 
Nenner des Bruches

arctang t Vl + n w =------- 7y 1 + n
und man erhält x

W — t — y i — x2

437. Für den Fall Je2 = 1 wird:
X W J (l+nx2)(l-x2)

o

’ x2 dx 
1 — x2"1

é dx 
1 — x2 7

dxu = V =

0 0
Die Differentiale der Funktionen u, v, w sind also jetzt 

rational. Wendet man die erste Regel im § 418 an, so findet 
man

t r

Y dx 7l /l + x
JT^x='V l-V
0

1 1dx
2,/ 1 + x + 2n = ~

0
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Erstes Kapitel. §§ 437 und 438. 

Ferner ist du — dv = dx, also

46

y 1 + X
V = l — X.1 — XEndlich ist

1 1 n
(1 + nx2) (1 — x2) 1 -f- n \1 + wa;2

und folglich:

kJ'
0

f
0

w dx kj
o

* £?a; 1
1 + n J \ + nx2 1 + n 1 — x2 1 + n 1 + na;2 1 + n

Ist n positiv, so wird, indem man #]/« = t setzt:
t

J 1 + nx2 ,r rdt
= yn I -—-

n dx ■= ]/n arctang1 + t2
o

also:
ÿn1 arctang (æj/n).+w 1 + n 1 + n

Ist aber n negativ, so setzt man x]/— n = t und erhält:
t

\ - r dtnJ —0

7 "J /1 + X V— M ?
7 1-* l + n

n dx I + t—V= >1 -j- nx2 1-t2 - t
o

also:
1/l + a:]/— n 
* 1 — x]/-~ n

1w = 1 + n

Um den Wert von w für den Fall n = — 1 zu erhalten, 
kann man den Grenzwert dieses Ausdruckes, welcher die Form 
oo — oo erhält, nach § 124 bestimmen, oder direkt

■fi

o

dxw = (1 - X2)

berechnen. Es wird
1 + x + 1 Xlw = 2 1 — x21 — x

•» o

t—
! ^



438. Die drei elliptischen Integrale u, v, iv erhalten eine 
besonders einfache Form, wenn man den Winkel einführt, 
dessen Sinus die unabhängige Yariabele x ist. Setzt man

|/1 — X2 = COS <jp,x = sin <p,
und bezeichnet man ferner y 1— k2sin2<p mit A(p, so wird:

1 dcp

w=Jl' sin2 cp dcp dcpu = I .—) 
J A(p

v = (1 4■ n sin2<p) AcpA cp

Betrachten wir insbesonders das Integral der ersten Gat-

so durchläuft u7ttung; durchläuft cp das Intervall von 0 bis — ? s<
" 7t

¥r dcpdurchaus wachsend das Intervall von 0 bis = Z. DerA cp

Winkel cp wird die Amplitude von u genannt und
cp = am u

geschrieben. Es ist folglich: 
x = sin am u Y1 — k2 x2 = Aam u.Y1 — x2 = cos am u,

Bisher ist die Yariabele u als Funktion von x betrachtet
5

worden. Wenn man nun aber u als unabhängige Yariabele 
ansieht, zunächst beschränkt auf das Intervall von 0 bis K, 
so werden x, y 1 —• Æ2, ]/l — k2x2} oder was dasselbe besagt, 
sin amu, cos amu, Aam u Funktionen von u. Diese Funk­
tionen, auf Welche wir später noch zurückkommen werden, 
heissen jetzt die elliptischen Funktionen. Sie stehen zu den Inte­
gralen, aus welchen sie abgeleitet sind, in derselben Be­
ziehung wie die goniometrischen Funktionen sintf, cosw zu 
den inversen Funktionen arcsinx, arccos x.

Nimmt man u zur unabhängigen Variabelen, so erhalten 
die elliptischen Integrale der zweiten und dritten Gattung, weil

= du ist, die FormA cp

v = Jsin2am u du 

o

duw -5 1 + n sin2am u
o
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Erstes Kapitel. §§ 439 bis 441.48

Die binomischen Differentiale.
489. Unter den algebraischen Differentialen sind noch 

diejenigen besonders zu berücksichtigen, welche man binomische 
Differentiale genannt hat, da dieselben sehr häufig auftreten. 
Ihre allgemeine Form ist

xm (a -f- bxn)p dx,
wobei a und b Konstante, m, n, p rationale Exponenten be­
deuten.

Man kann dabei n als positiv voraussetzen; denn das vor­
gelegte Differential nimmt auch die Form an:

xm+np (ax~n+ b)pdx,
welche sich von der ersten nur dadurch unterscheidet, dass 
der Exponent von x in der Klammer sein Zeichen ge­
wechselt hat.

Ferner kann man auch m und n als ganze Zahlen voraus­
setzen; denn sind sie Brüche, so bringt man sie auf einen 
gemeinsamen Nenner r, nnd wenn man nun

x = tr,
setzt, so wird das Differential gleich

rtmr+r-l(a btnr) dt,

es behält seine frühere Form, aber die beiden Exponenten 
der Variabelen sind in der That ganze Zahlen.

Demnach werden wir annehmen, dass m und n beide 
ganze Zahlen sind, von denen die zweite positiv ist. Der 
Exponent p dagegen kann eine beliebige rationale Zahl sein.

440. Die Fälle der Integrabilität. Ist der Exponent p 
eine ganze Zahl, so ist das binomische Differential

dV=.xm (a + bxn)p dx

rational, und folglich durch algebraische und logarithmische 
Funktionen integrabel. Es giebt noch zwei andere Fälle solcher 
Integrabilität; man kann dies unmittelbar vermittelst der Sub­
stitutionsmethode feststellen. Setzt man

dx = rtr~1 dt

1)



a -f- bxn = talso: i
dx = ~- fdt 

nb \ o J
( t a\n
V -) -x =

so folgt:
/£ — a\ n 
U/

1<7F- V tr> dt,nb
und dies Differential wird rational durch die Substitution 
t = zr, wobei r den Nenner von p bedeutet, wenn

m -f- 1
2) n

gleich einer ganzen Zahl ist. Ferner haben wir oben gesehen, 
dass das Differential dV sich nicht ändert, wenn man a mit 
b vertauscht und m und n bezüglich durch m + np, und — n

m + 1 m + np + 1ersetzt. Es wird dann verwandelt.n n
Also kann man das Differential auch auf eine rationale Form 
bringen, wenn

m + 1----------\- pn
gleich einer ganzen Zahl ist. Ist eine der Bedingungen 2) 
oder 3) erfüllt, so ist das Integral des Differentiales dV durch 
algebraische und logarithmische Funktionen darstellbar. Da­
bei ist zu bemerken, dass sich diese beiden Bedingungen 
gegenseitig ausschlie§sen, sobald p eine gebrochene Zahl ist.

3)

Reduktion der binomischen Integrale.
441. In den beiden angegebenen Fällen der Integrabilität 

kann die Integration des binomischen Differentiales vermittelst 
einer Substitution ausgeführt werden, durch welche das Diffe­
rential rational wird. Man kann jedoch zu demselben Ergebnis 
auch durch eine zweckmässige Anwendung der teilweisen Inte­
gration gelangen. Wenn es sich aber um ein binomisches 
Differential handelt, das nicht zu den genannten beiden Fällen 
gehört, so muss man eine Reduktion seines Integrales herbei­
zuführen suchen, d. h. dasselbe auf möglichst einfache Typen 
zurückführen. Hierzu gelangt man vermittelst eines Verfahrens, 
das wir nun entwickeln wollen.

Serret, Differential- und Integral-Rechnung. II. Bd. 4
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Erstes Kapitel. § 441.50

Es sei, wie bisher,
xm (a -f bxn)Pdx

das gegebene Differential, m und n ganze Zahlen, n positiv. 
Dieses Differential ist das Produkt der beiden Faktoren:

xm-n+1 (a + bxn)p xn~1 dx 
von denen der zweite das Differential von

{a + bxn)p+l 
(p + 1) nb

ist. Dasselbe Differential ist auch das Produkt der beiden 
Faktoren (a + bxn)p, xmdx,
von denen der zweite das Differential von

/jjTO+i
m + 1

ist. Die teilweise Integration liefert also die beiden Gleich­
ungen:

^xm (a -\-b xn)p d x 

m — n -\- 1 r_____________ !__ / npin
(p +1 )nbj 

I xm (a -f bxn)p dx

1) xm (a -f bxn)p+l
~n(a + bxn)p+1 dx,(_p + 1) nb

r2) Xm+1 (a + })Xny j x"‘pnb 
m + Ï +n (a + bx^P—1 dx.m -f 1

Durch dieselben wird das vorgelegte Integral auf ein 
anderes derselben Form gebracht, welches sich nur dadurch 
von dem früheren unterscheidet, dass die Exponenten m und p 
durch m — n und p + 1, oder durch m + n und p — 1 ersetzt 
sind. Man hat eine Reduktion des Problèmes gewonnen, wenn 
die neuen Exponenten beide einfacher sind, als die ursprüng­
lichen. Dagegen bietet die Transformation keinen Vorteil, 
wenn nur der eine Exponent verkleinert, der andere aber ver- 
grössert wird. Man kann indessen noch andere Gleichungen 
ableiten, die sich auf alle Fälle beziehen.

Das Integral auf der rechten Seite der ersten Gleichung
ist gleich
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j'xm~n (a + bxn)p (a + bxn) dx = ajxm~n (a + hxn)p dx 
+ bfxm(a-\- bxn)p dx.

xm (a 4- bxn) — axm an Stelle *Desgleichen folgt, wenn man
von xm+n im Integrale auf der rechten Seite der zweiten 
Gleichung schreibt:

b

+n (o + bxn)v~i dx — ^xm (a/- 4- bxn)p dx

\fxm (a + bxn)p~l dx.

Werden diese Werte in die obigen beiden Gleichungen 
eingesetzt, so ergeben sich folgende Ausdrücke für das vor­
gelegte Integral:

/•xm (a -j- bxn)p dx

{m + 1 — n) a 
(m + 1 + np) b *

xm (a + bxn)p dx

3) xm~n+1 (a -f bxn)p+1 Ç*m-n (a -+■ bxn)p dx,
(m 4-1 4- np) b

4) xrn+1 (a 4- bxn) npa xm (a 4- bxn)p~1 dx.m 4-1 4- np m 4-1 4- np

Verwandelt man endlich m in m 4- n bei der dritten 
Gleichung und p in p 4- 1 bei der vierten, und löst man als­
dann jede Gleichung nach dem Integrale auf der rechten Seite 
auf, so folgt: J xm (a 4- bxn)p dx

5) xm+1 (a -f bxn)p+1 (m -f 1 4- w 4- np) b / ' 
(m -f 1) a (m -\-l)a / xm+n(a 4- bxn)pdx

f* (a 4- bxn)p dx

6) m 4-14- n (p 4-1) 
n (p -f 1) «

Diese vier zuletzt abgeleiteten Gleichungen lassen die Re­
duktion, welche wir Vorhaben, in allen Fällen aSsführen. Be-

xm+l (a 4- bxn)p+1 J)xn)P+1 dx.
«(]) + !)«

4:*



Erstes Kapitel. ’§§ 441 bis 443.52

merkt muss dabei werden, dass die Formeln 3) und 4) illu­
sorisch werden, wenn

m + 1----------\-p = 0n
ist. Dann aber liegt der zweite Fall der Integrabilität vor, 
und das gegebene Integral lässt sich, wie im § 440 gezeigt 
wurde, in ein rationales verwandeln, zuvor aber auch noch 
durch die Formeln 5) oder 6) auf ein einfacheres reduzieren. 
Da die Zahl p als gebrochen vorausgesetzt ist, so wird die 
Gleichung 6) niemals illusorisch, dagegen wird es die Gleich­
ung 5) für m = — 1. Dann aber tritt der erste Fall der Inte­
grabilität ein, und die Integration lässt sich durch die Me­
thode der Substitution ausführen.

m -J-1 + np = 0 oder

442. Wir untersuchen nun zuerst, wie man die Gleichungen 
in den beiden Fällen der Integrabilität zu benutzen hat.

1. Es sei
m+1 = e oder m + 1 — en = 0, n

wobei e eine ganze Zahl ist. Da n immer positiv ist, so ist 
bei positivem Werte von m auch e positiv. Vermittelst der 
Gleichung 3) wird man nun nach einander das vorgelegte Inte­
gral auf andere der gleichen Form bringen, welche aus jenem 
dadurch hervorgehen, dass der Exponent m durch

m — n, m — 2n, ... m — (e — 1) n 
ersetzt ist. In dem letzten Integrale wird dann 

m — (e — V) n = n — 1,
(a + bxn)p+1

(_p + 1) nb

das vorgelegte Integral ist in diesem Falle algebraisch.
Ist m negativ und kleiner als —1, so ist auch e negativ; 

schreibt man also — e an Stelle von e, so erhält man

= — e oder m + ne + 1 =0.

und
+ const;

m + 1
n

Alsdann kann man das Integral vermittelst der Formel 5) 
auf andere zurückführen, bei denen der Exponent m durch
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m + n, m + 2n, ... m Ą- n (e — 1), m + ne = — 1
ersetzt ist. Dies letzte aber kann nicht mehr nach derselben 
Formel reduziert werden, denn diese wird illusorisch für 
m = — 1. Man muss alsdann zur Substitutionsmethode des 
§ 440 übergehen. Dabei kann man indessen noch immer 
wenn dies vorteilhaft erscheint, den Exponenten p erniedrigen 
oder erhöhen, indem man die Gleichungen 4) oder 6) an­
wendet, wie im § 443 gezeigt werden wird.

2. Nehmen wir an, dass
YYl ~|~ 1
—-----b p = ± ß oder (m 41 ne) + np -f-1 = 0

ist, wobei e immer eine ganze Zahl bezeichnet. Dieser Fall 
unterscheidet sich, wie wir im § 440 sahen, von dem vorigen 
nur durch eine Änderung in der Bezeichnung. Übrigens be­
merkt man auch unmittelbar, dass, wenn m -f- np -f 1 negativ 
ist, die Gleichung 5) das vorgelegte Integral auf andere der­
selben Form successive zurückführt, bei denen m in

m -f- n, m -f- 2w, ... m + (e — 1) n = — (np + 1 + n)
verwandelt ist. Das letzte Integral ergiebt sich dann aus 
derselben Formel:

#—(«*>+») (a + bxn)p+lJ ^-(»P + l + n) (a + bxn)p dx

Ist m -j- np -f 1 positiv und bezeichnet man seinen Wert 
mit ne, so führt die Gleichung 3) das Integral auf ein anderes 
derselben Form zurück, bei welchem m in m — ne = — np — 1 
verwandelt ist, und dieses letzte Integral muss durch die Sub­
stitutionsmethode bestimmt werden.

+ const.n(p + l)a

443. Sehen wir nunmehr von den beiden Fällen der Inte- 
grabilität ab, so lehren die Gleichungen 3) und 5), dass das 
gegebene Integral stets auf ein anderes gebracht werden kann, 
bei welchem der Exponent m durch m + in ersetzt ist, wobei 
i eine beliebige ganze positive Zahl bezeichnet. Man kann 
dieselbe derart wählen, dass m + in zwischen zwei auf einander 
folgenden Vielfachen von n enthalten ist, zum Beispiel zwischen 
0 und w; man kann aber auch die Zahl i so bestimmen, dass
m + in zwischen — ^ und + ^ enthalten ist.

U A



Ferner erkennt man aus den Gleichungen 4) und 6), dass 
das vorgelegte Integral stets auf ein anderes gebracht werden 
kann, bei welchem der Exponent p durch p +j ersetzt ist, 
wobei j eine beliebige ganze positive Zahl ist. Was also 
auch der Wert von p sein mag, die ganze Zahl j kann so 
gewählt werden, dass p + j zwischen zwei auf einander folgen­
den ganzen Zahlen, zum Beispiel zwischen 0 und 1 liegt,
oder auch zwischen —

Das Ergebnis also ist, dass in allen Fällen die bino­
mischen Differentiale, welche nicht zu den beiden Arten der 
Integrabilität gehören, auf solche sich zurückführen lassen,

beide zwischen 0 und 1, oder

ł und + r

bei denen die Zahlen p und

— und -f gelegen sind.
lj LJ

auch, wenn man will, zwischen —

444. Der Exponent n im binomischen Differentiale kann 
gleich eins gemacht werden; dann aber wird der Exponent m 
gebrochen. Es sei:

1 1 —ixn=t, also x=tn, dx = —tn dt.n
Setzt man nun m + 1-----------l=g,n

xm (a + bxn)p dx = ~ tq (a + bt)p dt.
so wird:

Die Fälle der Integrabilität sind also diejenigen, wo 
eine der Zahlen p, q oder p + q eine ganze Zahl ist, und 
man kann immer das binomische Integral, welches nicht zu 
diesen Fällen gehört, auf die Form

Jtq (a -f bt)pdt
bringen, wobei p und q zwischen 0 und 1, oder zwischen irgend 
zwei auf einander folgenden ganzen Zahlen gelegen sind. Man 
kann sogar eine noch einfachere Form erhalten, wenn man

dt = + °. dzt = ±TS’ b
setzt, denn das vorige Integral wird durch diese Substitution 
gleich : Jsq{ 1 ± s)pdz,
wenn man von einem konstanten Faktor dabei absieht.

Erstes Kapitel. §§ 443 bis 445.54
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445. Beispiele. 1. Das Integral
P ccmdx

J V1 — X2

in welchem m eine ganze Zahl ist, gehört zu der Klasse der

und
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binomischen; hier ist a = 1, b = — 1, n = 2, p = — 
m 4-1

2 7
mda eine der Zahlen oder -<r- eine ganze ist, so ist die A

Integrabilitätsbedingung erfüllt. Die Gleichung 3) im § 441 
wird für den vorliegenden Fall:

2

"xm~2dxxm~1 ]/l — x2IJ y i — x2
xm dx m — 1

Vl-x2m m

Wir nehmen m als positiv an und betrachten nach 
einander m gleich 2ft -j- 1 und m gleich 2fi, wobei fi eine 
ganze Zahl ist. Bei ungeradem m ist das Integral algebraisch 
und die vorstehende Formel lässt seinen Wert berechnen. 
Ist dagegen m gerade, so führt dieselbe Formel das Integral 
schliesslich auf die Bestimmung von

/ dx= = arc sin x + C.
yi - z2

Bezeichnet man mit C eine willkürliche Konstante, so 
erhält man

1/1 -a2 "
2 fi + 1 _

x2 ii + l dx 2 ft (2 p —2)
(2 fi — 1) (2 fi — 3)

2 fi (2 fi — 2) ... 2
(2fT-1) (2fi - 3)... 1_

/ 2fi x2/-'~2+X1 " + — X2n-A
2 fi — 1l/l -Æ'2

+ <7,+...

1/1 — .^r2 r (2fi-1) (2fi —3)...3 1 
(2p—2) (2fi - 4)... 2

2 fi — 1/ Æ2'' da? X2f,~3 H---^2^ — 1 _j_

2fi —2l/1 — rc2 2fi
(2fi-l)(2fi-3)...3,l arcsin Æ+ (7.2 fi (2 fi - 2) (2 fi—4)... 2

auf die Gleichung 5) in § 441Ist m negativ, so muss man 
zurückgehen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, in der obigen
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Rekursionsformel statt m, m + 2 schreiben und sie dann nach 
dem Integrale der rechten Seite auflösen. Es wird dann:

#w+2 dx 
■j/l — x2

Wir setzen nun nach einander m = — 2fi, m = — (2g+ 1); 
im ersten Falle wird das vorgelegte Integral algebraisch; im 
zweiten reduziert es sich auf das Integral des Differentiales

das man durch eine Substitution rational machen

^w + l -|/l _ Jm + 2
m + 1J xmdx

«î + 1y i — x2

dx
xYl — X2
kann. Einfacher noch gelangt man zu einer bekannten Form,

wenn man Æ = -y setzt ; dann wird 
V

r__dx___ = _ r dtJ xyi-x2 J yt2 -1

r__ dxJ æ]/l — x2
Demnach findet man, indem man mit C eine willkür­

liche Konstante bezeichnet:

--i(t+yt*-i) + ct

also i + yi-x2( ^ + c.= -1 x

y i- x2 r i
2 fi — 1 -X2^~f dx fi — 2 1

2fi — 3 x2^l~
(2g, — 2) (2fi- 4)...2 1 ~
(2fi — 3) (2fi — 5) ... 1 x_

(2g-l)(2g-3)...3 1 
(2fi-2)(2fi-4)...2 x2

I +x2>x y i — x2

+ 0,

V l-a;8 T 1
2 fi .x2^ ^ 2fi-2 x2^—f dx 2 fi-1 1 J2+-" +X2 •' +1 ]/l -X2

3)...3.17/l + ]/l-^ 
..4.2 \ x )

(2g-1) (2g- + a2 fi (2 fi —2)
2. Auf dieselbe Weise kann man das Integral

r xm dxJ y** ~ i

berechnen; indessen ist es noch einfacher, dasselbe aus dem 
vorigen abznleiten. Denn es ist gleich dem Werte, den das
Integral -f 

m in — (m + 1) verwandelt.

xmdx annimmt, wenn man hier x in undi i-
1

Cu
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3. Das Integral
f.,} Yax — x2

kommt ebenfalls auf das oben berechnete zurück; denn setzt 
man:

xm dx

x «= a t2, dx = 2 at dt i
so erhält man:

:fr xmdx 
J Yax — x

t2m dtr = 2 am,ü Y i -12

Bemerkt man, dass

arc sin t = arc sin -j/x 1 1/ — == — arccos y a 2
a — 2x ?a

so findet man, für den Fall, dass m eine ganze positive Zahl ist:

Yax-x*= - —------ — xm (2m-1) (2m-3)/, 2m — 1dx a2xm~3 d—ax2m~ 2 +-x + (2m-2) (2m-4)2m —2Yax-x2 m
(2w-l)(2m-3)...3 
(2m-2) (2m-4)...2 

a — 2x

— i

(2m — 1) (2m — 3)... 3.1
—s—7~—----1—75— arc cos2m(2m —2)...4.2

und für den Fall, dass m eine ganze negative Zahl ist. wenn 
man — m an Stelle von m setzt:

+ C 5a

f-J xm
dx 2 Yax — x2 T 2m-2

TS--- --------j-:--- (lm + s----- ö« # +••*(2«-l)öm+1/'L 2m—3]/«# —æ2
(2m — 2) (2m — 4)... 2 *] + C.axm~(2m-3) (2m — 5)... 1

Über einige binomische Differentiale, deren Integral 
sich auf elliptische Funktionen reduziert.

446. Ein binomisches Differential, welches nach der an­
gegebenen Methode reduziert ist, lässt bisweilen eine weitere 
Reduktion zu. In dieser Beziehung sind aber allgemeine 
Regeln nicht angebbar, wir beschränken uns daher nur auf 
zwei Beispiele, bei denen die Integration des Differentiales 
schliesslich auf elliptische Funktionen zurückkommt. Wir 
betrachten zuerst das Differential



dx
1) dV=

pï+*'

man kann demselben die Form geben :
dxdV =

xj/ x3 -F

und es ist angezeigt, die nicht rationale Substitution
1 3

= 21~^tf3 + -g

xA
zu versuchen, bei welcher t eine neue Variabele ist, welche 
für x — 0 und für # = oo null wird. Hieraus folgt:

2)

3) x3 —

solange die Variabele x positiv ist, muss man den Faktor
— 3-

t 2 mit dem positiven Zeichen nehmen; dagegen muss man 
der Wurzel ]/1 — t3 das positive Zeichen geben, wenn x < 1 
ist, und das negative im entgegengesetzten Falle. Die Diffe­
rentiation der Gleichung 2) giebt:

(*’-?)£—r4i‘>

also wird nach Gleichung 3)
dx dt
% 2ï)/l-t3’

1 dt
2f2 yt-t*’

und sonach kann das Integral V nach der Methode des § 429 
durch elliptische Funktionen dargestellt werden.

Wir behandeln noch das binomische Differential

und

4) dV =

dx
5) dV =

(1 — x3)
Hier kann man zweckmässig die Substitution

Ÿl — x3 = (1 — x) t 
anwenden: man erhält durch Differentiation:

6)

Erstes Kapitel. §§ 446 bis 448.58



1 -(Ix — dt = dV.A 1 + X(1 — a;3) 3
Nun ergiebt aber die Gleichung 6), wenn man sie auf 

die dritte Potenz erhebt:
(1+æ)2+-^- (\-xJ

V3,3 I"*8
(l-xf

1-X

i also i+x(1—a:)2

und folglich wird:
^ dt.

7) dV =
]/413- 1

Das Integral V lässt sich also auch nach der Methode des 
§ 429 durch elliptische Funktionen darstellen.

Integration einiger transscendenter Differentiale.
447. Wenn ein transscendentes Differential, dessen Integral 

zu bestimmen ist, durch eine Substitution auf eine algebraische 
Form gebracht werden kann, so ist es im allgemeinen zweck­
mässig, diese Reduktion auszuführen. Wenn also f eine alge­
braische Funktion bezeichnet, so werden die Integrale:

j f(emx) e

j/'(sina:)cosxdx, f(cosx) sinxdx, tanga;)

j /'(arcsina?)

dx

dx
cos2a/

dx dx/‘( arc tanga:) 1+a:2yi -x2
auf Integrale algebraischer Differentiale gebracht, indem man 
setzt:
t = emx, l(x), sina:, cosa:, tanga:, arcsina:, arctanga:, ...

448. Es sei z eine transscendente Funktion der Yaria- 
belen a:, und X irgend eine Funktion derselben Yariabelen. 
Redeutet nun n eine positive ganze Zahl und kann man die 
Reihe von Funktionen bestimmen:

■^1 ) ^2} • • * +11 
deren Ableitungen bezüglich gleich sind
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dz dzX, X, ••? • dx1dx
so kann man auch das Integral

f Xzn dx

ausführen. Denn die teilweise Integration ergiebt die Gleich­
ungen:

f Xzn dx ==J™zn d tdx = X, zn — dx » f x dzX*— dx1 dx

J •>/T
_! dX2

X^dxdx'dx = X2zn~l — (n —dx

f dx.dz ßXi—izn~i+i -7— dx = dx = XiÄ”“*+1£?» —1 + 1
dz— (n — i + 1 )Jn>Xizn —i aa;,aa:und hieraus folgt:

/Xzndx = X^” — «X/-1 + «(» — l)X3£n-2...

-f (— 1 y~ln (n — 1) ... (n — i + 2) X^”-^1

+ (— 1)*« (w — 1) ... (w —

1)

Ist w eine ganze positive Zahl, wie angenommen wurde, 
so mache man schliesslich i = w, und es folgt:

Xzndx = Xxzn— «X/-1-f- w(w — 1) X3zn~2-f- ...
+ (— l)re w (w — 1) ... 1 Xn_px -f- (7,K2)

womit der Satz bewiesen ist.

449. Beispiele. 1. Wir betrachten das Integral
fxm~l (lx)n dx,

wobei n eine ganze positive Zahl bedeutet. Hier ist

dx xz = l(x), X = xm~1,
und es wird

/ytfilY ^
3==ms ’

af*X1 = —, X2 = • ’ ?2,also: nt m



|#m_1 (l[x])ndx
3) n (n — 1) 

2
n\rffïl J” /yi

= — (Z#>--G#>-1 +m I m (Z#)"-2+ •••(- 1 )" ■ + a
mn-m

Schreibt man ex, x, exdx an Stelle von #, l(x), dx, so 
ergiebt diese Gleichung:

I emxxn dx
, , n (n — 1) 

xn~1 + v 7xn —
4) nignx

Xn~2 ... (_ 1)« + am2m l

Dieses Resultat unterscheidet sich nur der Form nach von 
dem im § 415 gewonnenen.

2. In dem Integrale:
^(arcsin#)” dx,

wobei n eine ganze positive Zahl ist, wird
dz 1z = arcsin #,

und man kann demnach setzen:
X1 = x, X.2=—]/l — x2, X3= — x, X4 = ]/l — x2, ...

wonach dieselben Werte periodisch wiederkehren. Es ist also

X=1]/l - #2'dx

( f(arcsinx)ndx = x[(arcsinx)n—n(n— 1) (arcsin#)"-2 ^------- j
5)

+ Y1 — #2 [n (arc sin x)n~1 — n (n — 1 ) (n — 2) (arc sin x)n ~3 H— • • •] + C.
Schreibt man hier #, sin#, cos#, an Stelle von arcsin#, 

X, ]/l — #2, so folgt

xn cos # dx — sin # [#n — n(n — 1) xn~2 H---- • • •]
-f- cos # [nxn~1 — n(n — 1) (n — 2) xn~3 4---- • • •] -f- C.

450. Wir kehren zu der Gleichung 4) zurück. Die Diffe­
rentiale der beiden Seiten in dieser Gleichung sind einander 
identisch gleich, was auch der Wert der Konstanten m sein
mag, und diese Identität wird nicht gestört, auch wenn man 
diese Konstante als komplex annimmt. 
m = o-\-ib, so folgt:

Setzt man also

Jxne^a+ib)x dx
g{a-\-i ö) X

a + ib _
n (n — 1) xn~2—i nlnxn + ••• (-1)» ; +axn — (a + ib)n-(a + ib)2a + ib
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Wird nun e («+*'*)* durch seinen Wert
eax (cos b + isin&ir)

ersetzt, und werden alsdann die reellen und die imaginären 
Bestandteile auf beiden Seiten einander gleichgesetzt, so er­
hält man die Werte der beiden Integrale

Jxneax cos bxdx und j‘xneax sin bxdx
für den Fall, dass n eine ganze positive Zahl ist. Setzt man 

a -f ib = q (cos a + i sin a),so erhält man:

ß — xnc,os(bx—a) — xn~ltos(bx-2 a) ...

■ " + (-1)’ 

ß xnsin(bx— a) - ~^xn~xsin(bx — 2a) ... 

••• + (— 1)”

xneaxcos bxdx^e

n\ cos (bx — n + la) 4-0,p" + 1

xneaxsmbxdx = e ax

n\ sin (bx — n + la) +0.Qn + '
Der Fall n = 0 ist wichtig zu bemerken; es ist

fg«* 1cos bxdx = — eax cos (bx — a) + 0, 
9

— eax sin (bx — cc) -f- 0, 
P

je„ sin bx dx =
oder:

ß a cos bx + b sin bx 4- 0.cos bxdx = e n .ra x
a2 + b2

a sin bx — b cos bxßeax sin bxdx = e + 0.a2-\-b2
Diese beiden Formeln erhält man auch direkt, wenn man 

die beiden Differentiale eax cosbxdx und eax sinbxdx teilweise 
integriert. Denn auf diese Weise gewinnt man zwei Gleich­
ungen zwischen diesen Integralen, aus denen man die gewon­
nenen Ausdrücke herleiten kann.

451. Die Methode des § 448 und allgemeiner noch das 
Verfahren der teilweisen Integration lassen oftmals auch solche 
Integrale, deren Werte nicht durch algebraische, logarithmische 
Funktionen etc ausdrückbar sind, auf einfachere zurückführen.
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Betrachten wir z. B. das Integral

63

f — dx 
J xn

dxin welchem n eine ganze positive Zahl ist. Da

Y ist, so ergiebt die teilweise Inte-

das Diffe-
xn1rential von — 

gration: (n — 1) xn~

J ^ dx’C— dx=- 
! xn

e-X

(n — 1) xn~

und vermittelst dieser Gleichung reduziert sich das gegebene 
Integral auf / p~x/ —dx.

J x

Integration der Differentiale Pdx, wobei P ein 
Produkt des Sinus und Kosinus linearer Funk­

tionen von x ist.

452. Differentiale dieser Form treten bei vielen Problemen 
auf, und es ist leicht, ihr Integral zu bilden. Es sei zunächst

P = cos (ax + 6) cos (a'x + V)
alsdann setze man:

~ cos [(« 4- a')x + (b + b')] 4- cos [(« — a')x 4- (b — &')].P =

Sind also a oü und a — o! von null verschieden, so wird
sin [(a + a')x 4- (b 4- &f)] sin [{a — a!)x+ (b — 6f)]/Pdx = + G,2 (a 4- a!) 2 (a — a')

und ist a = a\ so wird
sin (2ax 4- [b 4- b']) x cos (b — b')

Pdx == 4- C.4 a 2
In derselben Weise kann man Vorgehen, wenn P ein Pro­

dukt von n solchen Faktoren ist:
P = cos (ax 4- b) cos (a'x 4- b') cos (a"x 4- b") ...

Setzt uian
cc — a + a' + a” + ..., ß = b ± b' ± b" ± ..., 

so ist Pdie Summe von 2”“1 Gliedern, welche durch den Ausdruck
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cos (m + ß)

dargestellt werden. Es ist also
sin (ax + ß)./■ **2 + C.Pdx = a

sin (ax + ß) muss durch x cos ß ersetzt werden,Das Glied 
wenn a gleich null ist.

Wir haben alle Faktoren von P durch den Kosinus dar­
gestellt, weil ein Faktor von der Form sin (ax + V) durch

ersetzt werden kann.

a

cos (ax + b +

458. Wir betrachten z. B. das Integral

Jcosnx dx,
wobei n eine ganze positive Zahl ist. 
rade ist:
2'i_1cosnÆ = cos nx + y cos (n — 2)x +

Es wird, wenn n ge-

n (n — 1) cos (n — 4)x1 . 2
n (n - 1) • • • (j + l)

+ ••• +

1.2..
und wenn n ungerade ist:

* H2n~1cosn x = cos nx + -r- cos (n — 2)x + n (n — 1) cos (n — 4)x1 . 21
n (n - 1) • • • ^ + 2^

+ ••• + COS X.-11.2...- 2
Also ist für ein gerades n : 

sin nx n $va.(n—2)x n(n— 1) sin(w—4)xcosnx dx = + T- + •••

1 n-2 1.2 n—4n

w(n-l)... (f+l)
f+c

1.2...
und für ein ungerades n:

to
 s

§ 
i CM

r—
ł \C

<
\
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:/■ n sin (n — 2)x n (n — 1) sin (n — 4) #sm nx2"~ cos nxdx = + ...
1 n — 2 1.2 n — 4n

n(n- l)-*-(%^ + 2)
sin x + C.+

1.2-^

7tVerwandelt man x in —- — #, so erliält man den Wert
Là

von j sinnxdx\ im folgenden wird man neue Formeln für die 
nämlichen Integrale finden.

Integration der Differentiale von der Form
sin”1# cos”# dx.

454. Das Differential, welches hier untersucht werden soll 
lässt sich auf ein binomisches zurückführen; denn setzt man

— ri — oh -Ą-idt,X
sin # = t sä 

so wird es gleich
dx =cos #i

n — 11 rn — 1
— t 2 (1 — t) 2 dt.

Dieses Differential ist integrabel, wenn eine der Zahlen 
in — 1 n — 1 in + n

2 ’
eine ganze Zahl ist (insbesondere also auch jedesmal, wenn 
m und 1% ganze Zahlen sind); anderen Falles lässt sich das 
Differential reduzieren, wie im § 443 gezeigt wurde.

Dieselben Resultate findet man auch, indem man direkt 
die teilweise Integration auf das Differential sin™# cos”# dx 
anwendet, und da sich Ausdrücke dieser Art häufig darbieten, 
so wird es nicht überflüssig sein, diese Rechnung zu ent­
wickeln.

— 72

Das Differential kann in der Form
cos”-1# . sin™# cosxdx

dargestellt werden; der zweite Faktor ist das Differential von 
sin”^1 # also ergiebt die teilweise Integrationm -f 1

Serret, Differential- und Integral-Rechnung. II. Bd. 5
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sinw+1a;cosra—lxJ-sin™# cos”x ffx =
m +1

1) -1+ ü sin™+2 # cos "—2 # ff #.m + 1
Fülirt man in dem Integrale auf der rechten Seite an 

Stelle des Faktors sin2# den Faktor 1—cos2# ein, so wird 
dasselbe gleich der Differenz

f sin™# cos”-2# dx —j sin™# cosnxdx.
Bringt man das zweite Integral auf die linke Seite und

m + 1multipliziert man dann beide Seiten mit so folgt:m + n 
sin»i + i# cos"-1#

j sin™# cos "#ff# = m + n
2)

+ f \m -f- n ft/
sin™# cos”-2# ff#.

7tVerwandelt man # in —— #, ff# in — dx, und vertauscht
Li

man zugleich die Buchstaben m und n, so folgt nach Multi­
plikation mit — 1 :

sin™-1# cos"+1#fsin™# cos”# dx = — m + n
3)

!sin™-2#cos nxdx.m — 1 
m -f- n

Ersetzt man endlich in der Gleichung 2) n durch n + 2 
und in der Gleichung 3) m durch m -f- 2, und löst man alsdann 
jede Gleichung nach dem Integrale auf, welches auf der rechten 
Seite vorkommt, so erhält man die beiden neuen Formeln:

sin™!-1# cos"+i# 
n + 1

m -j- n + 2

+

fsin™# cos”# dx = —
. 4) ? cjlsin™# cos"+2#ff#,

n + 1
sin™ + 1# cosra+1#/■sin™# cos"# ff# == m + 1 
m + n + 25) ) r*

- I sin™ + 2#cos”#ff#.
t/m + 1

Von den Gleichungen 4) und 5) wird die erste illusorisch, 
wenn n = — 1 ist, die zweite, wenn m = — 1 ist. In jedem
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dieser Fälle ist aber die Bedingung der Integrabilität erfüllt. 
Ebenso werden die Gleichungen 2) und 3) illusorisch, wenn 
m + n = 0 ist, was aber gleichfalls ein Fall der Integrabilität 
ist. Dann liefert aber noch die Gleichung 1) eine Reduktion, 
denn sie ergiebt für n = —- m :

xdx = tang”' + 1icÇtangm ^tangTO+2cta,6) m + 1 *
oder, wenn man m — 2 an Stelle von m schreibt:

1x------I tangwtang"' ~J tang7) ~2xdx.mx dx = m — 1
Lassen wir nun die Fälle der Integrabilität bei Seite, die 

sich schliesslich immer, wenn es notwendig sein sollte, auf ein 
rationales Differential bringen lassen, so sieht man, dass die 
Gleichungen 2) und 4) den Exponenten n immer um eine ge­
rade Zahl verkleinern oder vergrössern lassen. Ebenso kann 
man vermittelst der Gleichungen 3) und 5) den Exponenten m 
um eine gerade Zahl verkleinern oder vergrössern. Also ist 
es immer möglich, diese Exponenten schliesslich auf Zahlen 
zu bringen, die zwischen 1 und +1, oder zwischen 0 und 
2 liegen.

In dem besonderen Falle, dass die Exponenten m und n 
ganze Zahlen sind, kann man die Reduktion eines jeden so­
lange fortsetzen, als derselbe nicht gleich — 1 oder gleich und 
entgegengesetzt dem andern ist. In dem letzten Falle geht 
man zu den Gleichungen 6) und 7) über, mittelst deren man 
die Reduktion ausführt, bis die beiden Exponenten null oder 
4-1 und — 1 werden. Wir bemerken noch, dass die beiden
Gleichungen 6) und 7) auch unmittelbar erhalten werden aus 
der Gleichung:

tangTO+1irItangwÆ dx
+ Gcos2æ

455. Als allgemeines Ergebnis erkennt man, dass das

|sinm# cos” x dx, 
bei welchem m und n ganze positive oder negative Zahlen sind, 
vermittelst.der obigen Reduktionsformeln immer auf eines der 
folgenden zurückkommt:

m + 1

Integral

5*



J dx, J sin xdXf j1:

s* dx r dx r 
I sin x ’ J cos x ’ J i /tan gxdx, J cotg#df#.dx ?sin a? cos a;

Die drei ersten haben die Werte:
x -f- G, — cos # + C, sin x + C,

wobei C eine Konstante ist. Das vierte ist gleich:
cos 2# n sin2# n
“T“ + D=—- + C --/• cos2# , _ 

—+°<sin 2 #(?#== —

0 bedeutet immer eine willkürliche Konstante. 
Ferner erhält man:

dx

cos2 —dx dx
tangi*„ . 1 12 sin — # cos —2 2

= log tang jx + C, 

was mit der Gleichung im § 44 übereinstimmt. Verändert man
7C

in dieser Formel # in # + —> sodann in 2#, so folgt:

sin#
2 ^

also:
j‘ dx

sin#

r dx . . /ä , #\
7 ^ -iogtang (4 + 2) + C)

r dx
1/j

Endlich erhält man

= Iogtang# + (7.sin # cos #

sm#tang xdx =J*

J îotg# dx =^

dx = — logcos# + C,cos #
cos# c?# = logsin# + C.sin#

456. Ist die Zahl n gleich null, so ergiebt die Gleich­
ung 3) des § 454 für den Fall, dass m eine gerade und posi­
tive Zahl ist:

Erstes Kapitel. §§ 455 bis 457.68
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(m— 1) (m—3)m— 1 ./ COS #sinm#c?# = — m— 3 sinm_5# + • • •sinm—1 # +x + sin (m—2) (m—4)m—2m
(m— 1) (m—3) • • • 3 sin#j
(m—2) (m—4) ■ 2

(m—1) (m - 3) • • • 5 • 3 
(m—2) (m-4) • • • 4 • 2 •- + C,nt

und für den Fall, dass m ungerade und positiv ist:

(m— 1) (m - 3) • • • 2 
(m—2) (m-4) • • ■ L

m-1COS# + C.sin mxdx = — sinm—3x-\----sin”1-1 x + m—2m

Verwandelt man x in 
Gleichungen, welche den Wert von

j*cos mxdx

für den Fall eines positiven geraden oder ungeraden m dar­
stellen. Diese Formeln lassen sich auch aus den Gleichungen 
des § 445 ableiten, wenn man dort x durch sin# oder cos# 
ersetzt.

+ #, so erhält man zwei andere

457. Das Integral

/ dx
a sin x + b cos x

lässt sich auf eines der früheren zurückführen, indem man 
a = r sin a,

setzt; denn es wird dann gleich
b = r cos a

I/:____
r I cos (x — a)

Auch das allgemeinere Integral

dx

/■ dx
a sin x -f 6 cos x + c

kann bestimmt werden, indem man 

a = rsina, b==r cos a, c — T
= ± Je2C + f

setzt; es wird dann

£ !oq
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kdx

2 cos2-™ — a)

1 + tang2 }- (x — cc)
Li

± 2kdx
a sin x + b cos x + c c —

oder wenn man Ä; tang(æ — a) = t setzt:
Li

± 2kdx k r dt
V "/. i ± t2a sin x -f b cos x -f c c —

Das Integral der rechten Seite hat den Wert arctang£ 

je nachdem + t'2 positiv oder negativ ist.!og]/ 1 ~f~ t 
1 -t’oder



Zweites Kapitel.

Theorie der bestimmten Integrale lind der Integrale 
von Funktionen mehrerer Yariabelen.

Die Fundamentaleigenschaften der bestimmten 
Integrale.

458. Die allgemeine Definition, welche wir am Schlüsse des 
§ 409 für das Integral einer Funktion erörtert haben, die inner­
halb des Integrationsintervalles durchaus stetig bleibt, wollen wir 
nunmehr so ausdehnen, dass wir über die Funktion f(x), deren 
Integral zu bilden ist, keine besonderen Voraussetzungen machen. 
Wir stellen uns vielmehr die allgemeine Frage: Wie beschaffen 
muss eine Funktion in einem Intervalle von a bis b sein, damit 
sie im Intervalle von a bis æ, wobei x irgend einen Punkt zwischen 
a und b oder auch den Grenzpunkt b selbst bedeutet, eine Inte­
gration zulässt? Wir beschränken uns zunächst bei dieser Frage 
auf Funktionen, die für das angegebene Intervall durchaus endlich 
sind. Die Funktion besitzt ein bestimmtes Integral zwischen a 
und x, wenn sie folgende Eigenschaft hat. Teilt man das Inter­
vall von a bis x in n gleiche oder ungleiche Teile durch die Teil­
punkte

a, , x2, ... xn—i, x,
und bezeichnet man die Längen dieser Teilintervalle mit 

d, i d2, d^, ... d n,

ferner irgend einen Punkt, der im Innern oder an den Grenzen 
solch eines Teilintervalles liegt, mit

cc -f- 0^ d±, x^ -f- 02 d2 , x2 H- ^3 d% j ... xn—i -f* dn dn j
wobei die Grössen ß11 02... gleich oder grösser als null und 
gleich oder kleiner als 1 sind, so muss die Summe:
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1) Sn = dx f(a + 6X dx) + d2 f(xx + 02 d2) +... dn f(xn_i + 0„ dn)
einem bestimmten von den Grössen 0 unabhängigen Grenzwerte 
zustreben, wenn die Anzahl n der Teilintervalle über jede Grenze 
derart wächst, dass die Grössen dX) d2, ... dn sämtlich nach null 
konvergieren, wobei aber stets die Summe dx-\- d2-\-...dn — x — a ist.

Die Bedingung, unter welcher ein bestimmter Grenzwert zu 
stände kommt, ergiebt sich folgendermassen. Bezeichnet man mit 
Gx, G2j ...Gn die algebraisch grössten Werte, welche die Punktion 
im Innern oder an den Grenzen der Intervalle dX) d2, ... dn an­
nimmt oder beliebig nahe erreicht, und ebenso mit gx, g2, ... g„ die 
algebraisch kleinsten, — alle diese Werte sind der Voraussetzung 
nach endlich —, so besteht die Ungleichung:

2) G-xdx-f- G2d2-\- ...Gndn> Sn ^ gxdx-f- g2d2 + ...gndn, 
oder kürzer: An>Sn>Bn.

Wir nehmen nun zuerst an, dass die weitere Teilung des 
Intervalles a bis x in immer kleinere Teile so ausgeführt wird, dass 
man die einmal vorhandenen Teilintervalle dx, d2, ... dn, jedes für 
sich, wieder in Unterabteilungen zerlegt. Jede weitere Teilung ent 
hält dann immer auch zugleich die Teilpunkte der vorangegangenen. 
Alsdann konvergieren aber die Grössen An und Bn immer nach 
bestimmten Grenzen. Denn bei fortgesetzter Vergrösserung von n 
kann An niemals zunehmen, weil an Stelle eines Gliedes von der Form 
Gndn, wenn dl in Unterabteilungen -j- ö2 -f- ... = dn zerlegt
wird, eine Summe

G'nôx+G"nô2 + ...GnWôk

tritt, in welcher kein Faktor Gn& grösser ist als Gn. Also bildet 
An bei beliebig wachsendem n eine Wertreihe, die niemals zunimmt, 
und die doch stets grösser bleibt als _B,t, die also eine bestimmte 
Grenze hat. Und ebenso ist limi?ra ein bestimmter Wert, weil die 
Grössen Bn bei wachsenden Werten von n nicht abnehmen können 
und doch kleiner bleiben als An. Da nun Sn durch Wahl von 0 
dem Werte An sowohl, wie dem Werte Bn beliebig genähert werden 
kann, so folgt aus der Gleichung

lim An > lim Sn > lim Bn
die notwendige Bedingung, dass limA„=limi?n oder

3) lim [dx (Gx — gx) + d2 {G-2 — g2) + ... dn (Gn — gn) j = 0
werden muss. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend: d. h. 
ist dieselbe erfüllt für eine bestimmte Teilung und deren Fort­
setzung in der oben angegebenen Art, so hat lim Sn stets denselben 
bestimmten Grenzwert, von welcher Teilung man auch ausgehen, 
und wie man dieselbe ins unendliche fortsetzen mag, vorausgesetzt 
nur, dass sämtliche Teilintervalle nach 0 konvergieren.



Wir beweisen zuerst, dass, wenn die Gleichung 3) für eine 
bestimmte Teilung und deren Fortsetzung erfüllt ist, die analoge 
Gleichung bei jeder andern Teilung besteht. Angenommen, es sei 
die Zahl n bereits so gross gewählt, dass

p = n
dp (G-p 9p) ff

p =i
ist, wobei ö beliebig klein fixiert sein möge. Eine zweite ganz 
andere Teilung des Intervalles a bis x in m Teile, d'v d'2, ... d'm 
sei gewählt, wobei m > n ist, und jeder Teil d' beliebig viel 
kleiner ist als die kleinste der Grössen d, so soll bewiesen werden, 
dass auch
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p = m

Vd'j, ((?'„-</*)
p=1

die Null zur Grenze hat. Betrachtet man die Strecke a bis x 
gleichzeitig mit der Teilung in die n Intervalle d und die m Inter­
valle d\ so wird in jedem Intervalle d eine gewisse Anzahl von 
Intervallen d' gelegen sein; Endpunkte der Intervalle d' werden 
aber im allgemeinen nicht mit Endpunkten der Intervalle d zu­
sammenfallen. Es sei nun

u + d\ -j- d\ + ... d'x < a -f- dx = xt < a -f- d\ -j-... d'i + d' x-\- 
o> + d\ -j- d'2 -j- ... d\t <C xt + d2 = x2 < a -j- d\ + ... d'u -f- d'u+1, 
(i -f- d' ^ -}- d' % ~j~ • • • d'v x.£ -j- d§ = < u -\- d'^ -f- • • • d\ -(- d\-i,

p — m

d'p (G'p — g'p) folgendermasse

g't+ 0 +d'p (G'p — g'p)

so kann man die Summe 
legen:

p=).

n zer-
p—i

yv* (<?'„-4)+ d'l+,{G'A+l —
p — / —f“ 2

+ d'p+i(G-'p+i — g'p + i) +
p=i

Die einzelstehenden Glieder beziehen sich auf diejenigen Inter­
valle, welche die Endpunkte der ersten Teilung enthalten, mit 
Ausnahme des letzten Punktes x\ ihre Anzahl ist n — 1. Nun ist, 
da Gt — gx die grösste Differenz bezeichnet, welche im ganzen 
Intervalle dx vorkommt:

p=zl
^d'r{G'p- </r) ^^(G,-
P= 1

jf) (9* - 4) < *, (ff, - a) • • •
p — X-j-2
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ferner ist die Summe aller einzelnen Glieder sicherlich kleiner 
als das n — 1 fache Produkt der grössten Zahl d\ die unter ihnen 
vorkommt, mit dem grössten Wert G — g, der unter den Dif­
ferenzen enthalten ist. Also ist

p—m p —n
^dp(G'p — g'p) < y dp(G-p — gp) + (n - 1) d’(G — g).

Da n eine bestimmt fixierte Zahl bedeutet, G —g endlich ist, 
und d' beliebig klein wird, so wird auch das Produkt

(n — 1) d' (G — g) = s 
beliebig klein; also ist die Summe

p—m
y7 d'p (G'p — g'p) < 0- + £

sie konvergiert demnach, wenn alle d' nach null konvergieren, 
ebenfalls nach null.

Mithin erkennt man, dass man auch einen bestimmten 
Grenzwert für die Summe Sn (Gleichung l) erhält, wenn man 
von irgend einer andern Teilung des Intervalles a bis x ausgeht 
und dieselbe so fortsetzt, dass die Endpunkte einer Teilung immer 
zugleich auch die Endpunkte der vorhergegangenen in sich ent­
halten. Es muss noch bewiesen werden, dass alle diese Grenzen 
den nämlichen Wert haben, woraus dann auch hervorgeht, dass 
der Prozess der weiteren Teilung nicht an die Beibehaltung be­
stimmter Endpunkte der Teilintervalle gebunden ist, dass er viel­
mehr nur erfordert, dass jedes Teilintervall schliesslich kleiner 
als jede Grösse wird.

Es seien (X j CC ̂  ^ • • • OCyi __ i j CO y

a, x\, x\ ... x'm_i, X
die Endpunkte zweier Teilungen. Dieselben seien bereits so weit 
getrieben, dass der zur ersten gehörige Summenwert Sn von seinem 
Grenzwerte S nur noch um eine beliebig kleine Zahl e abweicht, 
und ebenso der Summenwert S'm der zweiten Teilung von seinem 
Grenzwert S' nur um die beliebig kleine Grösse s' differiert. 
Denkt man sich die beiden Teilungen zu einer einzigen vereinigt, 
und bildet man die Summe Sn,,n in Bezug auf diese durch die 
Vereinigung hervorgegangene, so kann man dieselbe sowohl als 
einen Fortschritt in der Reihe der Werte Sn, als auch in der 
Reihe der Werte S'm betrachten. Sonach ist auch:

Sn,m= G ± (< e), Sn,m=S’±« £')•
S - 8' < s + £', 

d. h. die Grenzwerte S und S' sind einander gleich.
Mithin ist



Sonach ist die Gleichung 3) die notwendige und hinreichende 
Bedingung für das Vorhandensein eines bestimmten Grenzwertes 
der Summe 8n, und da diese Summe von den Grössen 6 ganz 
unabhängig ist, so kann man dieselbe auch insbesondere so de­
finieren, dass man alle Intervalle einander gleich, und alle Werte
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_ q
6 gleich null annimmt. Es wird dann für d —--------

n
x=xn_1

4) Sn = d [f(a) + f(x^) + f(x2) + ... f(xn-î)] =2äf(x);
x—a

lim Sn für n = co heisst das bestimmte Integral und wird mit 
dem Symbol

f f(x) dx
bezeichnet. «

Die Bedingung 3) lässt sich so aussprechen. Nennt man 
nach Riemann die Differenz G— g des algebraisch grössten und 
kleinsten Wertes der überall endlichen Funktion f(x) im Inter­
valle d die Schwankung der Funktion in diesem Intervalle, so 
muss die Summe aus den Produkten der Schwankungen der Funk­
tion mit den zugehörigen Intervallen bei beliebiger Verkleinerung 
der letzteren nach null konvergieren.

Es ist einleuchtend, dass diese Bedingung erfüllt ist, sobald 
die Funktion f(x) im Intervalle von a bis x stetig ist, und für 
diesen Fall ist die Integrierbarkeit schon direkt im § 409 be­
wiesen. Die stetige Funktion ist nämlich auch eine gleichmässig 
stetige (§ 187), und sonach kann man die Intervalle dp sämtlich 
so klein machen, dass überall die Differenzen Gp—gp kleiner 
werden als eine bestimmte beliebig kleine Zahl G; es ist also

dp Ç Gp gp) <C ( g JL dp 6 \x ß])

und wird mit G beliebig klein.
Sodann erkennt man auch: wenn es eine endliche Anzahl von 

Stellen giebt, an denen die Funktion nicht mehr stetig ist, viel­
mehr eine sprungweise Unstetigkeit erleidet, derart etwa, dass 
lim f(cc + Ji) und lim f(x — h) bestimmte, aber von einander ver­
schiedene Werte bekommen, so bleibt die Bedingung der Integrier­
barkeit bestehen; denn diese Stellen, an denen die Differenz 
Gp~ 9p einen endlichen bestimmten Wert behält, lassen sich in 
eine endliche Anzahl von Intervallen einschliessen, deren Summe 
kleiner ist als eine beliebig kleine Zahl c, und abgesehen von 
diesen Intervallen lassen sich die Teilintervalle d sämtlich so klein 
annehmen, dass für sie die Grösse der Schwankung allenthalben 
kleiner wird als G. Es ist dann
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^dp(Gp — gp) < a(x — a) + ne(G — g),

wobei n die Anzahl dei’ Unstetigkeitsstellen und G — g die grösste 
Schwankung an denselben bezeichnet. Die rechte Seite kann nun 
durch Wahl von s und a beliebig klein gemacht werden.

Allgemein aber folgt: wenn die Stellen, in deren unmittelbarer 
Umgebung die Schwankungen der Funktion fix) grösser sind als 
eine bestimmte beliebig kleine Zahl 6 zwar in unendlicher Anzahl 
vorhanden sind, jedoch über das Intervall von a bis x so verteilt 
sind, dass sie sich in eine endliche Anzahl von Intervallen einschliessen 
lassen, deren Summe beliebig klein gemacht werden kann, so ist die 
Bedingung 3) erfüllt. Denn fixiert man eine beliebig kleine Zahl er, 
und macht man die Summe der Intervalle, in denen die Schwankungen 
grösser sind als a, kleiner als eine beliebig kleine Zahl £, so ist

^ dp (Gp — gp) < a (x — a) + s (G — g)

wobei G — g die grösste Schwankung bezeichnet, die in den Inter­
vallen mit der Gesamtlänge e voi'kommt. Auch dieser Ausdruck 
wird mit 6 und e beliebig klein.

Sonach umfasst, was hier nur kurz angedeutet werden sollte, 
der Begriff der Integrierbarkeit nicht nur die stetigen Funktionen, 
sondern auch Funktionen, die in jedem kleinsten Teile des Inte­
grationsintervalles unstetig oder unbestimmt werden können.

Die im § 409 bewiesenen Sätze gelten auch, wenn die Funk­
tion f(x) nur die Bedingung der Integrierbarkeit erfüllt:

1. Das Integral ist eine stetige Funktion seiner oberen Grenze, 
wenn diese als variabel betrachtet wird; denn es ist

x: —j— A x-\-h

Cf(x) dx = [g -ff 6 (G — #)] h, also lim ff(x) dx

J h=°J
5) = 0,

wobei G und g die algebraisch grössten und kleinsten Werte der 
Funktion im Intervalle von x bis x + h bezeichnen.

2. Nennt man f f{x) dx gleich F'(x), so ist

X,2 X2 XI

ist ff (x) d.f. = f /V.rl dx — j f(x) dx.6) Jf(x)dx-F(xt)-F{xf)
denn es

XLxt

3. Der vorwärts genommene Differentialquotient des Inte­
grales, gebildet in Bezug auf die obere Grenze als unabhängige 
Variabele, ist gleich f(x), wenn die zu integrierende Funktion an
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der Stelle % stetig ist, und liegt innerhalb der Schwankungen, 
welche die Funktion an der betrachteten Stelle vorwärts genommen 
besitzt, wenn sie dort vorwärts genommen unstetig oder unbe­
stimmt wird, denn aus der Gleichung 5) folgt mit Benutzung der 
Gleichung 6):

F{x + h) - F0) < G.V 9< h
459. Aus der allgemeinen Definition des Integrales folgen 

noch weitere fundamentale Eigenschaften, die wir nun fest­
stellen wollen.

Lehrsatz I. Ein bestimmtes Integral ändert sein Zeichen 
and behält den nämlichen absoluten Wert, wenn man die beiden 
Grenzen mit einander vertauscht.

Denn die Integrale
V x0
J f(x) dx und J f{x) dx
Xo X

sind die Grenzwerte von Summen, von denen die eine die 
Intervallstrecken von x0 bis X, die andere die Intervallstrecken 
von X bis x0 enthält. Diese Strecken können in beiden Fällen 
gleich gewählt werden, sie haben aber entgegengesetzte Vor­
zeichen.

460. Lehrsatz II. Sind
X0 5 Xl> X2? ' • xn-l? X

Werte von x, so dass die eindeutige Funktion f(x) integrabel 
bleibt, wenn x von einem dieser Werte zum folgenden variiert, 
so ist

X X| X

/f(x) dx = /f(x) dx + /f(x)dx+.../f(x) dx.
xn —1x0

Denn das Integral auf der linken Seite ist der Grenzwert 
einer Summe, die sich aus n Summanden zusammensetzt, von 
denen jeder eines der Integrale rechts zur Grenze hat, wenn 
die Werte æ0, xt, ...X der Grösse nach geordnet sind. Aber 
auch wenn dieses nicht der Fall ist, so gilt dasselbe; denn 
die Summanden, welche nicht in der Summe links enthalten 
sind, sind auf der rechten Seite zweimal und mit entgegen­
gesetztem Zeichen vorhanden.



Folgerung. Ist die integrierbare Funktion f(x) der Grösse 
nach immer enthalten zwischen den beiden integrierbaren Funk­
tionen <p(x) und (x) bei allen Werten von x zwischen x0 und 

x x
X, so sind j(p(x)dx und fik(x) dx

X0 
X

Integral / f (x) d x.

zwei Grenzen für das
X0

*0
dx462. Beispiel. Es sei das Integral - gegeben,my i — x

0
in welchem m grösser als 2 ist. Es ist einleuchtend, dass 
dieses Integral vergrössert wird, wenn man m verkleinert, 
und dass es verkleinert wird, wenn man m vergrössert. Es 
ist also enthalten zwischen

i

ß J\ dxdx und yi - x2’
0 0d. h. zwischen

1 = 0,523...TP = 0, 5 und arcsin

463. Lehrsatz IV. Es seien u und v zwei integrierbare 
Funktionen von x. Wenn nun die Funktion v bei allen Werten 
von x zwischen x0 und X dasselbe Zeichen hat, so ist

x x
fuvdx=U /'v dx.

x0

461. Lehrsatz III. Fs seien <p (x) und f(x) zwei Funk­
tionen, ivelche für alle Werte von x gleich x0 bis x = X > x0 
integrierbar sind. Wenn dann für alle diese Werte von x stets 
f (x) > (p (x) ist, so ist auch

Zweites Kapitel. §§ 461 bis 463.78

X X

/f(x)dx> /V(x) dx.

*0
Denn von den Summen, deren Grenzwerte die beiden 

Integrale sind, ist die zur Funktion f(x) gehörige stets grösser 
als die andere.

• is
e h

»

C
5 ^

T—
I 

"M
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Dabei bedeutet U einen Wert, der zwischen dem algebraisch 
grössten und kleinsten Werte enthalten ist, ivelche zu der Funk­
tion u im Intervalle von x0 bis X gehören.

Denn sind A und B der Minimal- und der Maximalwert
der Funktion w, so ist bei allen diesen Werten von x, falls 
v positiv ist, Av < uv < Bv,
und, falls v negativ ist

Av > uv > Bv.
x

Also ist der Wert des Integrales j uv dx zwischen
x X x0

fAv dx und j Bv dx enthalten, d. h. zwischen den beiden
#0 x0
Produkten, welche man erhält, indem man i und B mit
x
fv dx multipliziert.

Mittelwertsatz zu bezeichnen.

Diesen Satz pflegt man als den ersten
*0

Wir haben hier den Satz vorausgesetzt: sind u und v zwei 
im Intervalle von x0 bis X durchaus endliche und integrier bare 
Funktionen, so ist auch ihr Produkt uv integrierbar.

Derselbe beweist sich leicht.
Schwankung der Funktion uv in einem Teilintervalle von der 
Länge d mit u1vl — uQvQ, während die Schwankung der Funk­
tion u in demselben Intervalle gleich u" — u!, die Schwankung 
der Funktion v gleich v" — v' ist, so wird

uivi - uovo = ui Oi — vo) + vo Oi ~ %)•

Es ist nun der Betrag von

v\ ~~ vo v" ~~ v' un(^ ebenso % — u0 u" — u'.
Bezeichnet man also die grössten Beträge, welche die Funk­

tionen u und v überhaupt im ganzen Intervalle von x0 bis X an­
nehmen oder beliebig nahe erreichen, mit U und V, so ist

uivi — uovo < u0" — v’) + F0" — u')>

Denn bezeichnet man die

und mithin wird
U d {uxvx - u0v0) £UHd(v"~ v') + Y Ed (u" - u').

Die linke Seite konvergiert schliesslich nach null, weil beide 
Summen auf der rechten Seite zufolge der Integrierbarkeit von 
u und v schliesslich null werden.



vorkommt. Das Produkt dieser Grössen mit der Länge d ist aber, 
wenn man die Teilung in n Intervalle so weit fortgesetzt hat, dass 
die Schwankungen der Funktion cp in den Teilintervallen eine 
Produktsumme liefern, die kleiner ist als o, von den Integralen

xt X
I cp (x) dx, ... ( cp (x) dxx) dx,

x0X0

nur noch um eine Grösse unterschieden, die kleiner ist als a. 
Bezeichnet man also mit g' und G' die kleinsten und grössten 
Werte in dieser Reihe, so ist

/'Oo) \ß' + ffj> [f(x0) cp (x0) + f(xx) cp 00 +... f(xn—1) cp (xn—i)] d > f(x0) y - «].

Lässt man in dieser Gleichung n beliebig wachsen, so wird 
6 beliebig klein, während die Grössen G' und g1 nicht über die 
Maximal- und Minimalwerte hinausgehen, welche das Integral

J cp 0) dx
x0

Lehrsatz V. Sind f(x) und cp(x) zwei integrierbare Funddionen, 
von denen die eine, f(x), im Intervalle von x bis X nicht wächst und 
positiv bleibt, während x das Intervall von x0 bis X durchläuft, 
so ist

Zweites Kapitel. § 463.80

x0 + 6(X—x0)X

Jf(x) t(x) dx = f (x0) f cp (x) dx.
x0

Dabei bedeutet in dem Integrale der rechten Seite die obere 
Grenze x0 -f- d (X — x0) einen Wert im Innern oder an den Grenzen 
des Intervalles von x0 bis X.

Betrachtet man die Summe

1/Oo) T Oo) + fOi) T Oi) + • • • f 0»-i) T On—i)l ä.
X Tq

ist, und x0, xt, ... xn—i die Anfangs­

punkte der nIntervalle von der Länge d bedeuten, so ist, weil 
die Grössen f(x0), f{x1), ... f0™—i) eine R^ihe von Werten bilden, 
die nicht zunehmen, nach dem Abelschen Satze (§ 121) die in 
der Klammer enthaltene Summe zwischen

/Oo) G und f(?o) 9
gelegen, wenn man mit G und g den algebraisch grössten und 
den algebraisch kleinsten Wert bezeichnet, der in der Reihe

in welcher d =
n

cp Oo)» tOo) + 9>Oi)i 9>Oo) + tOi) + (p(oc2),... 
(p Oo) + <P Ol) + ...Cp (xn _i)



annimmt, während x das Intervall von x0 bis X durchläuft. Be­
zeichnet man diese Werte mit M und m, so ist
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x
f(xo) M>f fi%) <P («) äx > fix0) m.

*o
Daraus folgt, dass es einen zwischen M und m gelegenen 

Wert giebt, welcher mit f{xQ) multipliziert gleich dem gegebenen
X

Integrale ist; dieser Wert muss, da fg)(x)dx eine stetige Funk-
X0

tion von x ist, auch unter den Werten enthalten sein, welche 
dieses Integral annimmt, wenn x das Intervall von x0 bis X 
durchläuft. Sonach besteht die zu beweisende Gleichung

X x0 + Q(X-x0)J f(x) cp ix) dx = fix o)j cp ix) dx.

XQXq

Folgerungen. 1. Ist fix) eine im Intervalle von x0 bis X 
positive Funktion, welche nicht abnimmt, so kehre man die 
Grenzen des Integrales um. Alsdann ist

x0 X+6(x0-X)J fix) cp ix) dx — fiX)Jcp ix) dx,

X X

also x xJ fix) cp ix) dx — fiX) I cp ix) dx.

X+6(xo—X)

2. Ist fix) eine im Intervalle von bis X negative Funk­
tion, welche nicht zunimmt, so ist —fix) eine positive Funktion, 
welche, während x das Intervall von x0 bis X durchläuft, nicht 
abnimmt. Also ist

*0

x x

J fix) cp ix) dx = — fiX)J cp i%) dx,

x xJ fix) cp {x) dx = fiX) I cp ix) dx.

X-\-6(x,—X)x0
oder

X+0Oro—X)

3. Ist fix) eine Funktion, welche im Intervalle von x0 bis X 
nicht zunimmt, dagegen von einem positiven Werte zu einem ne­
gativen übergeht, so ist fix) — ffó) eine Funktion, welche durch­
aus positiv ist und nicht zunimmt. Also ist

Serret, Differential - und Integral-Rechnung. II. Bd.

*o

6
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*ü + 0(jr-a:o)

\f(xo) ~ f(Z)] J V 0) dx,
xo

X :r0-f 6(X-a-0) XJ f(x) cp(x) dx = f(x0) I cp (x) dx -f f(X) J cp (x) dx.

x
I1I/O) - fix)] <p 0)dx

x0

oder

+ ö (X— a;0)

Diesen Satz nennt man den zweiten Mittelwertsatz.
x03o

Integration bei unendlichen Grenzen.
464. Bisher wurden hei der Definition, wie hei der Unter­

suchung der Eigenschaften eines bestimmten Integrals die 
Grenzen x0 und X als beliebige, aber feste Grössen voraus­
gesetzt. Wir nehmen nun an, dass x0 und X variabel sind, 
und wollen insbesondere den Fall untersuchen, dass die eine 
oder die andere dieser Grenzen unendlich wird.

Das Integral des Differentiales f(x)dx, gebildet zwischen 
zwei unendlichen Grenzen, oder zwischen einer endlichen und 
einer unendlichen, kann einen endlichen Wert erhalten, es 
kann aber auch unendlich oder unbestimmt werden, wenn 
man den Grenzwert zu bestimmen sucht, nach welchem das 
Integral konvergiert, während man die Grenzen desselben über 
jeden Betrag hinaus wachsen lässt. Wir wollen zunächst Bei­
spiele für diese verschiedenen Fälle geben.

1. Das Differential e~x dx liefert, integriert zwischen den 
Grenzen x0 und X: x

Je~x dx =
Ä'o

Lässt man nun X nach -f co konvergieren, so folgt:

e~x° — e~x.

+ GO

Je~x dx = e~x°.
Xq

Lässt man aber x0 nach — cc konvergieren, so folgt:x
fe~x dx = + oo.

— C©

2. Das Integral des Differentiales 
Grenzen xQ und X ist:

dx zwischen den1 + x2
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x
dx = arctangX — arctang#01 + x2

x0

und lässt man X nach -fco konvergieren, so wird
. +CO

'* dxj
x0

= — arctang^Q
ui + &2

und lässt man nun xQ nach — go konvergieren, so wird
-j— CO

* dx 
T+~x* =

— CO

3. Das Differential cos xdx giebt, zwischen den Grenzen 
0 und X integriert:

-Y

Jcos xdx = sin X. 
o

Es ist einleuchtend, dass dieses Integral zwar endlich 
bleibt, aber keinem bestimmten Werte zustrebt, wenn man 
X unendlich werden lässt.

465. Man kann kein allgemeines, aus der Beschaffenheit
der Funktion f(x) abgeleitetes Kriterium aufstellen, welches

x

in allen Fällen entscheiden lässt, ob das Integral J'f(x)dx
Xq

endlich und bestimmt bleibt, wenn die eine oder die andere 
der Grenzen unendlich wird. Indessen kann man doch einen 
Satz aufstellen, welcher bei einer sehr grossen Anzahl von 
Fällen ein Mittel zur Entscheidung giebt.

Lehrsatz. Es sei f(x) eine in jedem endlichen Intervalle 
integrabele Funktion, welche endlich bleibt bei allen Werten von x 
zwischen x0 und + oo. Wenn nun bei allen Werten von x, welche 
grösser sind als eine bestimmte Grösse a, der Betrag des Produktes 
xnf(x) beständig kleiner ist als eine bestimmte Zahl K, und da­
bei der Exponent n grösser als 1 ist, so konvergiert das Integral 

x
f f(x)dx nach einer endlichen bestimmten Grenze, während 

X nach + oo konvergieren lässt.

man

6*



Wenn dagegen die Funktion f(x) bei allen Werten von x, 
welche grösser sind als eine bestimmte Grösse a, stets dasselbe 
Zeichen behält, und der Betrag des Produktes xnf(x) niemals 
kleiner wird als eine bestimmte Zahl K, während der Exponent n

Zweites Kapitel. §§ 465 und 466.84

x
gleich oder kleiner als 1 ist, so wird auch das Integral f f(x)dx 
zugleich mit X unendlich. x°

Es ist nämlich
x a x

ffix) dx =j fix) dx + ffix) dx.
x0 x0

Das erste Integral auf der rechten Seite hat einen bestimmten 
Wert; es genügt demnach nur das zweite zu betrachten.

1. Ist der Betrag des Produktes xnf{x) kleiner als K,
für alle Werte von x zwischen a und + co, so ist einleuch-

x
tend, dass auch der Betrag des Integrales ff(x) dx stets kleiner 
ist als “

x

r K 1 1— dx = n — 1 La”-1xn

Diese Grösse wird aber, unter der Annahme, dass n > 1 
ist, für X == go, gleich

X
in — 1) an — i

x

Also bleibt das Integral J f (x) dx für X = go endlich und wird
a

bei beliebig wachsenden Werten von a beliebig klein, und 
mithin konvergiert auch

f fix) dx,
Xq

wenn man a über jede Grenze wachsen lässt, nach einem be­
stimmten endlichen Werte.

2. Ist der Betrag des Produktes xnfix) nicht kleiner als 
eine bestimmte Zahl K bei allen Werten von x zwischen a 
und -f co, und behält die Funktion fix) stets dasselbe Zeichen,
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X X

der Betrag des IntegralesJ f (x) dx grösser alsiso ist — dx.

Dieses letzte Integral hat den Wert
K- (X1~n-a1-”), n1-

wenn n < 1 ist, und .V
K log —, a

wenn n — 1 ist. In beiden Fällen wird derselbe für X = co un­
endlich. Also gilt dies auch für das ursprüngliche Integral.

Die Bedingung des Satzes kann man auch so aussprechen : 
Die zu integrierende Funktion/*(;») muss, wenn sie hei beliebig 
wachsenden Werten von x ihr Zeichen nicht mehr wechselt 
von höherer als der ersten Ordnung für x = co verschwinden, 
damit das Integral auch für x = co endlich und bestimmt 
bleibt.

7

Bemerkung. Der vorstehende Satz gilt ebenso für den
Fall, dass X nach — oo konvergiert. Denn verwandelt man
x in — x, so ist7 x — X

J f{x) dx = — f,f(— x) dx,
Xq — #o

und man hat also die obere Grenze — X nach + oo konver­
gieren zu lassen.

Derselbe Satz ist auch noch anwendbar in dem Falle, dass 
die untere Grenze xQ nach + co konvergiert, da man die beiden 
Grenzen mit einander vertauschen kann.

x
466. Beispiele. 1. Wir betrachten das Integral j e~x,ldx.

Xq

Ist n eine beliebig grosse Zahl, K irgend eine bestimmte po­
sitive Grösse, so konvergiert der Betrag.des Produktes xne~x‘l 
nach null, wenn x gleich + oo wird. Man kann also einen 
Wert a für x so fixieren, dass von x = + a bis x = + oo, oder 
von x = — a bis x = — co der Betrag des Produktes xne~x* 
kleiner als K wird. Hieraus folgt, dass das vorgelegte Inte-

— oo

gral einen endlichen bestimmten Wert Je~x* dx behält, wenn
“4” oo

X nach -f oo und x0 nach — co konvergiert.



2. Das aufgestellte Kriterium entscheidet nichts über die 
Giltigkeit eines Integrales bei unendlicher Grenze, sobald die Funk­

tion unter dem Integrale mit beliebig wachsenden Werten von x 
fortwährend ihr Zeichen wechselt. In diesem Falle kann das Inte­
gral einer endlichen bestimmten Grenze zustreben, ohne dass die 
Funktion in bestimmter Weise von niederer als der ersten Ordnung 
für x — oo verschwindet. Ein wichtiges Beispiel dieser Art bietet 
das Integral GO

/ 'sin
/ x dx.

Hier wird f(x).x = sin«, also eine Grösse, die bei be­
liebig wachsenden Werten von x immer zwischen den Grenzen — 1 
und + 1 oscilliert. Dass dieses Integral nichtsdestoweniger einen 
bestimmten Wert hat, lässt sich leicht einsehen. Denn betrachtet 
man zunächst das Integral zwischen den Grenzen 0 und w, wobei 
w irgend ein Wert zwischen zwei ganzen Vielfachen von n ist, 
w — kn + a (Je ganze Zahl, a <! je), so ist:

n 2 n t kn kn-f

■AA-+J+f~x
0 0 (A— l)n kn

Die Glieder dieser Reihe, die für k — co eine unendliche wird, 
bekommen wechselnde Zeichen und ihre Beträge nehmen ah. Denn 
vergleicht man die Integrale

W

sin.r dx.dx =x
0

(*+D*
Ç

J x
kn

kn
f*s in

J x dx und
(k-\)n

so wird, wenn man in dem zweiten Integrale, vermittelst der Sub­
stitution y = x — n, die Grenzen denen des ersten gleich macht:

(* + l)rt

sin x
k n

_ Ç'sin (y 4-
J V

kn
7t) sin ydx = dy = — dy.

y + nx
(k — l)n (k — l)n

Zweites Kapitel. §§ 466 und 467.86

Allgemeiner noch erkennt man: Wenn f(x) eine in jedem 
endlichen Intervalle integrierbare Funktion ist, welche bei allen 
Werten von x zwischen — oo und 4- endlich bleibt, so 
hat auch

+ CO

j f(x) e~xridx
— CO

einen endlichen und bestimmten Wert.
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Mit wachsenden Werten von k konvergieren die Beträge dieses 
Integrales nach null; denn der Betrag ist kleiner als der des Inte­
grales kn

J dy k + 1= i 71 •ky 7t
(i —1)7*

Mithin hat die unendliche Reihe und folglich das gegebene 
Integral für iv = co einen bestimmten Wert. (Siehe § 494, 
Gleichung 8.)

Integration in dem Falle, dass die Funktion an den 
Grenzen des Integrales unendlich wird.

467. Wir nehmen an, dass die Funktion f(x) endlich und 
integrierbar bleibt für alle Werte von x zwischen x0 und X, 
dass sie jedoch unendlich wird für x = X, d. h. dem Betrage 
nach über jede Grenze wächst, wenn x nach X konvergiert.
Bezeichnet man mit s eine Grösse von demselben Zeichen wie

x
x0, so versteht man unter dem Integrale Jf(x)dx die

X—£

J f{oc) dx

X-
Grenze, nach welcher X0

X0

konvergiert, wenn man s dem Werte null beliebig nähert. Es 
kann auch eintreten, dass dieses Integral selbst über jede 
Grenze wächst oder auch unbestimmt wird; dann hat das vor­
gelegte Integral keinen endlichen bestimmten Wert.

Desgleichen ist, wenn fix) unendlich wird, für x — xQ das
x x

Integral ffix) dx die Grenze, nach welcher Jf(x)dx konver-
*of!

giert, wenn man mit e wiederum eine Grösse von gleichem 
Zeichen wie X—x0 bezeichnet, die sich dem Werte null be­
liebig nähert.

Wir wollen nun einen Satz beweisen, analog zu den im 
§ 465, auf Grund dessen man in gewissen Fällen entscheiden 
kann, ob ein Integral einen endlichen Wert behält, wenn die 
zu integrierende Funktion an den Grenzen unendlich wird.

Xq



468. Lehrsatz. Es sei f(x) eine Funktion, welche endlich 
und integrierbar ist bei allen Werten von x zwischen x0 und X, 
die aber unendlich wird für x = X. Kann man nun eine Grösse a 
zwischen x0 und X angeben, so dass für alle Werte von x zwi­
schen a und X der Betrag des Produktes (X — x)n f (x) oder
(x — X)nf(x) kleiner ist als eine bestimmte Grösse K, während

x
n kleiner als 1 ist, so hat auch das Integral Jf(x)dx einen 
endlichen bestimmten Wert.

Wenn man dagegen eine Grösse cc zwischen x0 und X an­
geben kann, so dass bei allen Werten von x zwischen a und X 
das Produkt (X — x)n f (x) oder (x — X)n f (x) dasselbe Zeichen 
behält und beständig grösser ist als eine bestimmte Grösse K,
während n gleich oder grösser als 1 ist, so wird das Integral 
x
ff (x) d x unendlich.

Denn es ist

Zweites Kapitel. §§ 468 und 469.88

*0

X0

X—e X— eX

J f(x) dx = lim J^f (x) dx ==j f(x) dx + lim j f(x) dx.

Xq X0x0

Das erste Integral auf der rechten Seite hat einen end­
lichen bestimmten Wert; es handelt sich also nur noch um 
den Grenzwert des zweiten.

1. Ist von x — a bis x — X der Betrag des Produktes 
[+(X — x)]nf(x) immer kleiner als eine bestimmte Grösse K, 
während n kleiner als 1 ist, so leuchtet ein, dass der Betrag 
des Integrales' kleiner ist als der Betrag von

-Y— s

(X— a)1-” — £1~ndx K.(X-x)n 1 — n

Konvergiert s nach null, so wird die rechte Seite, weil 
1 — n > 0 ist, gleich

(X-«)!-«
K,1 — n

und dieser Ausdruck wird beliebig klein, wenn a dem Werte X 
beliebig genähert wird. Mithin konvergiert
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X—e

f f (x) d X

für s = 0 nach einer Grenze, deren Betrag durch Wahl von 
a beliebig klein gemacht werden kann, d. h. auch

f f(x) dx
*0

hat für a = X einen bestimmten endlichen Wert.
2. Nehmen wir an, dass von x = a bis x = X das Pro­

dukt (X— x)nf(x) immer dasselbe Vorzeichen behält, und dass 
sein Betrag immer grösser ist als eine bestimmte Zahl Ky 
während die Zahl n gleich oder grösser als 1 ist. Der Be-

X

trag des Integrales f f(x) dx wird dann grösser als der Be-
X

h Kdx - ; nun ist aber, wenn w> 1 ist:trag von (X-x)

Kdx K 1t
(x--xy i-n L(x-ay-1 (x-xy-\

und wenn n = 1 ist:

J X — aKdx- — K log x &X- X-x

In jeder dieser Formeln wird die rechte Seite unendlich 
für x = X, und folglich ist auch

X—e

J f (x) dxlim
«=o

für e — 0 unendlich.
Da man die Grenzen eines Integrales vertauschen kann, 

so gilt der vorstehende Satz auch für den Fall, dass f(x) für 
x — x0 unendlich wird.

469. Beispiele. 1. Wir betrachten das Integral:

ür

1

ß
o

dx
y 1 - æ2



1 und (1 — #)2 fix) = —=
yi 4- x

Hier ist f(x) —
y\ — x*

Ist x positiv, so ist dieser Wert kleiner als 1. Hieraus 
schliesst man, dass das Integral einen bestimmten endlichen 
Wert bat. Übrigens wissen wir hier von vornherein, dass 
dieses der Fall ist. Denn das Integral, gebildet von 0 bis 
x < 1, hat den Wert arcsin x, und für x — 1 konvergiert diese
Funktion nach dem Werte — •

u
2. Für das Integral

r dxJ ]/(l — x2) (1 — h2x2)

wobei lc2 eine positive Grösse kleiner als 1 ist, wird
1(1 — x)vf{x) =

]/(l + (1 — Wx2)
1Die rechte Seite ist kleiner als ,___ = für alle Werte

]/l - l2
von x von 0 bis -f 1 ; also hat das Integral einen endlichen 
Wert.

3. Wir betrachten das Integral
i

A dx
— x2

auf welches sich das vorhergehende reduziert, für Ti2 = 1. Hier
ist fix) = 2 und (! - X)f{x) = yi x

Die rechte Seite ist grösser als bei allen Werten von x
von 0 bis 1. Folglich wird das Integral unendlich. Übrigens 
ist dieses Integral gleich dem Werte, den die Funktion

dx
1 — x2

für x — 1 annimmt, und man sieht, dass dieser Wert in der 
That unendlich wird.

Zweites Kapitel. §§ 469 und 470.90

*> ©
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4. Wir betrachten schliesslich noch das Integral

91

lMd.
xn

in welchem n eine Zahl zwischen 0 und 1 bezeichnet. Hier 
ist fix) =
Bezeichnet man mit s eine Zahl zwischen 0 und 1 — w,vso ist

Xn + Cf(x) = x*l(x).
Konvergiert x nach null, so konvergiert auch das Produkt x*l(x) 
nach null. Man kann also eine Grösse a bestimmen, so dass 
von x = 0 bis x — a das Produkt xn+ef(x) kleiner ist als 
eine gegebene Grösse K] ferner ist n -j- s kleiner als 1. Also 
hat das Integral einen endlichen Wert.

l{x) und diese Funktion wird unendlich für x = 0.—— j

Integration für den Fall, dass die Funktion zwischen 
den Grenzen des Integrales unendlich wird.

470. Wird die Funktion fix) unendlich für einen Wert xi
von x, der zwischen x0 und X > x0 enthalten ist, d. h. wachsen
die Beträge der Funktion über jede Grenze, wenn x von der
einen oder andern Seite oder von beiden nach dem Werte x1

x
konvergiert, so versteht man unter dem Integrale Jfix)dx 
die Grenze, nach welcher die Summe X0

X1— £ X

ffix) dx + § f ipc) dx
*i+»/

konvergiert, wenn die Grössen £ und 7] dem Werte null sich 
beliebig nähern. Solch ein Integral kann einen endlichen und 
bestimmten Wert haben, es kann aber auch unendlich oder un­
bestimmt werden.

Betrachten wir z. B. das Integral

X0

r dx J Xn ’
— a

in welchem a und a positive Zahlen bezeichnen und der 
Exponent n zwischen null und eins enthalten ist. Die zu



integrierende Funktion ist eine eindeutig reelle, wenn wir an­
nehmen, dass der Nenner des Exponenten eine ungerade Zahl 
ist. Nun ist:

Zweites Kapitel. §§ 470 und 471.92

-{- d + a---- £

J Xn
dx dx dx— = lim xn

— a \— a

aber
— £
* dx (—f)1 — n—■(—a)1 — ”J cd n — rjx~ndxi1 — n 1 — nxn xn

— a
also:

+ a

f gl-n_r]l-n+ (_ £y~n_ (_ «)dx— = lim
Xn * = 0, 7]—0

(— È)x~n und 7]x~n werden im Grenzfalle null. Das vorgelegte 
Integral hat also einen endlichen und bestimmten Wert, nämlich

51 — n
— a

+ g
ax~n— (— a)1-*dx

1 — nxn ’
— a

Ist n grösser als eins, so wird:
— £

1 n / dx 
n — 11_(— a)n~1 (— s)n~x ’ J xnf. 1 1dx 1 1 1

n — 1 \j\n~x an~l
— a

Die Summe dieser beiden Integrale, nämlich:
11 11 1

n — 1 [_(— «)n—1 (- o— an~xn — 1 j\n~l
wächst über jede Grenze, wenn die Grössen s und rj nach 
null konvergieren. Also wird auch das vorgelegte Integral 
unendlich.

Wir untersuchen' noch den Fall n — 1. Das gegebene 
Integral ist dann:

-f-« — £

rdx + /*dxJ X x
— a 7j

rdxJ x = lim
— a

Setzt man x = — t, dx = — dt, so ist:



— s

I dx /
J X J

dt — log — 0 at
— a

und

/ dx
J x = log

+>1also ist:
+
/-

J x
= l0^ +ae log -• 

0 ° V
= lim log 

«=o, >i—o arj S —— a
BDie Grenze des Verhältnisses — ist unbestimmt; also istn

das Integral / —
U x

auch selbst unbestimmt.
— a

471. Der allgemeine Ausdruck
x,— e X

Çf (pc) dx +j'f (x) dx
x0 Xi+ V

1)

reduziert sich, wenn man s «= rj annimmt, auf
xXx-€

I fix) dx + j f(x) dx.
X0 *!+ s

2)

Die Grenze, welcher diese Summe zustrebt, wenn man s 
nach 0 konvergieren lässt, hat Cauchy den Hauptwert des be-

A'
stimmten Integrales j'fix) dx genannt. Also ist der Haupt-

x0
+ “
— der Wert log - ■
X cc

wert des Integrales
— a

X

Wenn das Integral ffix)dx einen endlichen und be-
x0

stimmten Wert hat. so ist dieser Wert auch die Grenze, nach 
welcher die Summe
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a O

-s
 a

e



Zweites Kapitel. §§ 471 und 472.94

x

3) x X

*!+ vsx0

konvergiert, wenn s null wird, die positiven Grössen g und v 
mögen irgend welche Werte haben. Also muss auch die Diffe­
renz der Summen 2) und 3), nämlich:

Xy-\- v sxi— r *J f{pc) clx + j f{x) dx,4)
Xy +*Xy- 8

mit € nach null konvergieren, was auch die Werte von ja und 
v sein mögen. Kann man konstatieren, dass dieses nicht ein- 
tritt, so lässt sich hieraus schliessen, dass das vorgelegte Inte­
gral nicht einen endlichen und bestimmten Wert hat. Die 
Integrale

Xy—fis ve

J f(x) dx, J fix) dx,
*1+*Xy---  8

in denen e unendlich klein wird, hat Cauchy die singulären 
bestimmten Integrale genannt. Durch die Untersuchung dieser 
Integrale kann man das im § 470 gefundene Resultat aufs 
neue herleiten.

Wird die Funktion fix) unendlich für die Werte xx, x2,...x„
x
ff ix) dx als den Grenzwert

Xq

zwischen x0 und X, so muss man

definieren, nach welchem die Summe
Xy—Sy Xyy—Syy X,— *, X^— £„ X

J fix) dx +Jjfix) dx +J fix) dx -f-- 1-J fix) dx +J fix) dx
X0 *1+ ’h %+ <h xn_x + »;„_! xn + r>n

konvergiert, wenn die Grössen e und r] sämtlich null werden. 
Dieser Fall kommt, wie man sieht, auf den vorigen zurück, 
indem man sich das Intervall von x0 bis X in mehrere andere 
zerlegt denke.

Sind die Unendlichkeitsstellen der Funktion fix) im Inter­
valle von æ0 bis X selbst in unendlicher Anzahl vorhanden, so be­
darf die Bestimmung des Integrales einer allgemeineren Definition, 
die auch zum Teil auf neue Sätze führt.
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Neuer Beweis der Taylor sehen Gleichung.
472. Die Betrachtung der bestimmten Integrale liefert 

einen sehr einfachen und eleganten Beweis für die Taylor- 
sche Formel.

Es seien x und h zwei gegebene Grössen, t eine Variabele 
und f(x-\-h — t) eiue Funktion, von der wir voraussetzen, 
dass sie nebst ihren n ersten Ableitungen für alle Werte 
t von 0 bis h stetig ist. Die teilweise Integration ergiebt 
alsdann, indem man mit f (x + h — t), f"(x -f h — t) ... die 
successiven Ableitungen der Funktion f(x-{-h--t) in Bezug 
auf die Variabele x + h — t bezeichnet, die Gleichungen:

/ f (x-+h—f)dt = tf (x + h-t) +Jf" 

0 0
(x + h—t)t clt,

t
Jf"(x + h

o
t)+fr

o
— t) — (x + h —

u .

t*(x + li — t)~dt,

J f"'(x + h
o

-t)^dt = ~f"'(x + h-t)+J fIV(x+h-t)~dt,

J + h
o

J fn~i(x+h — t)
o

fn — 1
-0—TT dl.' n — 1 !

tn~2 tn~1 fn~1(x + h — t) +n — 2 ! n — 1 !

Addiert man alle diese Gleichungen und setzt dann t — h, 
so folgt, da/

h
J f (% + h — t) dt = fix + h) — f(x)
o

ist, die Gleichung:
hn~1h h2

1) f(x + h)=f(x) + jf'(x)+Y[f"(%) + --‘ + fn~l (x) + Rn,n-1!
wobei h

0

tn~l
(x + h — t) - n2) dt-1!

ist. Die Gleichung 1) führt zu der Taylorschen Reihe, wenn 
die Bedingung der Stetigkeit für alle Ableitungen, wie viele



man auch bilden mag, erfüllt ist, und wenn der Rest Rn nach 
null konvergiert, wenn n unbegrenzt wächst. Die Gleichung 2) 
giebt einen neuen Ausdruck für diesen Rest, der bisweilen 
von Nutzen ist, und aus dem man auch den früheren (§ 106) 
ableiten kann. Denn es folgt aus der Gleichung 2) im § 463:

ü fJ‘~l
J no

hn
Rn = dt = —T U.

-1! n\

U bedeutet einen mittleren Wert der Funktion fn(x-\-h — t) 
im Intervalle von t = 0 bis t = h. Ist diese Ableitung stetig, 
wie wir annahmen, so nimmt sie diesen mittleren Wert auch 
für einen bestimmten Wert von t an. Es ist also

hnRn=—Jn(x + 0Ä).

Dergleichen erhält man die andere Form des Restes:
h

re —i f*
Tt h 

n-1! Jo

hn(l-Q')n~lRn=fn(x + h — Oh) • fn (x + hd').dt = n — 1!

Zweites Kapitel. §§ 472 bis 474.96 «

Die gliedweise Integration einer unendlichen Reihe.
473. Lehrsatz I. Es sei u0 -j- ux + u2 . .. eine unendliche 

Reihe, deren Glieder stetige Funktionen einer Variabelen x sind. 
Die Reihe sei konvergent hei allen Werten von x gleich x0 bis 
zu x P X oder wenigstens bis zur Grenze x == X; ferner sei f(x) 
die Summe der Reihe und rn der Wert des Restes, wenn man 
die Reihe mit dem nten Gliede abbricht. Wenn man nun eine 
Zahl fixieren kann, so dass der Rest der Reihe bei allen Werten 
von n, die grösser sind als diese Zahl, immer, d. h. für jeden 
Wert von x zwischen x0 und X, kleiner bleibt als eine beliebig 

kleine vorgegebene Zahl s, so ist auch die Reihe

f ut dx + / u2 dx u3 dx + •. • + f un dx... (x0 <; x < x)x0 x0 X0
konvergent, solange x kleiner ist als X, und ihre Summe ist 
gleich dem Integrale

f f(x) dx.

CX
-
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Denn setzt man
f(x) = u0 + ux + w2 "4" • • • 4"

wobei # die Werte von x0 bis zn irgend einem Werte kleiner 
als X durchläuft, so ist:

1)

2) ff{x) dx = fu0 dx +fux dx +fu2 dx+ ... + f un—i dx+ frn dx.
Xq Xqx0 XqXq Xq

Nun ist aber (§ 463)

f rn dx = Qnf dx = Qn(x — X0),
Xq Xq

wenn Qn einen Wert bezeichnet, der zwischen dem grössten 
und kleinsten Werte der Funktion rn, während x von x0 bis x 
variiert, gelegen ist. Diese Werte sind aber der Voraussetzung 
nach in ihrem Betrage beide kleiner als die beliebig kleine 
Zahl s, wenn n entsprechend gewählt ist; und folglich ist auch 
der Betrag von Qn kleiner als e. Daraus folgt, dass in der 
Gleichung 2) die Differenz des Integrales links und der n ersten 
Integrale rechts durch Wahl von n beliebig klein wird, d. h. 
dass die Gleichung besteht:

3) Jf\x) dx = J*u0dx -\-f uxdx + /*u2dx +... f undx H-----
x0x0 x0 Xox0

Die Bedingung des Satzes pflegt man auch so auszusprechen: 
Die zu integrierende Beihe konvergiert für alle Werte des Inte­
grationsintervalles einschliesslich seiner Grenzen gleichmässig. Sie 
ist für die Giltigkeit der gliedweisen Integration einer Reihe nicht 
notwendig; denn diese verlangt nur, dass das Integral des Restes 
rn mit beliebig wachsenden Werten von n null wird.

474. Lehrsatz II. Es sei u0 + ux + u2 + ... eine unendliche 
Beihe, deren Glieder stetige Funktionen einer Varidbelen x sind 
von x = x0 bis x = X, und die nach einer bestimmten Summe 
f(x) konvergiert. Wenn dann die abgeleitete Beihe

du0 dux du2 
dx ^ dx dx

die Bedingung des vorigen Satzes erfüllt, d. h. wenn die Ab­
leitungen der einzelnen Glieder stetige Funktionen von x sind und 
die Beihe bei allen Werten von x innerhalb eines bestimmten

Serret, Differential- und Integral-Rechnung. II. Bd. 7



Intervalles und an seinen Grenzen gleichmässig konvergiert, so 
ist ihre Summe hei allen diesen Werten von x gleich f'(x).

-f -1---- als konvergent vor­

ausgesetzt ist, so bezeichnen wir mit F{x) ihre Summe; es ist
F(x) - *'» +^1 + ^1 

dx dx dx
und zwar ist diese Funktion, wie in der Anmerkung bewiesen
werden wird, zufolge der gleichmässigen Konvergenz stetig.
Also wird nach dem vorigen Satze:

Zweites Kapitel. §§ 474 und 475.98

Da die Reihe + -7-1
dx dx

+ •••

j F (x) dx —f 8^ dx +J dx -\-Jdux du2 dx H----dxdx
xo X0 X0 x0

Ist also un0 der Wert von an für x = x0, so wird

J Fix) dx = (u0 — m0°) + (ut — uf) -f (w2 — u2°) H----
x0
Die Reihe u0 + ux + u2 + . . . konvergiert aber nach der 

Grenze fix), es ist also

( F(x) dx = fix) + const;
Xo

differentiiert man nach x, so folgt
F[x) = f\x).

Wenn eine Reihe, deren Glieder stetige Funktionen von x sind, 
in einem Intervalle gleichmässig konvergiert, so ist auch die Summe 
der Reihe in diesem Intervalle allenthalben stetig.

Beweis. Bezeichnet man die Glieder der Reihe als Funk­
tionen von x mit unix) und setzt man

f{x) = Sn(x) + Jln(x)
wobei Sn (x) die Summe der n ersten Glieder dei* Reihe bedeutet, 
also Sn {x) = U0 ix) + ut ix) + u2 (x) H------- Un _ j, (#)
ist, und Bnix) den Rest der Reihe vorstellt, so muss gezeigt 
werden, dass an jeder Stelle, in deren Umgebung die Reihe gleich­
mässig konvergiert, der Betrag der Differenz

fix ± A.r) - fix)
durch Wahl von Ax kleiner gemacht werden kann, als jede noch 
so kleine Zahl d. Bestimmt man nun zunächst n so gross, dass
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der Rest Bn(x) kleiner wird als — > bei noch so grossen Werten

von n und bei allen Werten von x zwischen x — Ax und x -f- Ax, 
waS zufolge der gleichmässigen Konvergenz möglich ist, solange 
+ Ax in das gegebene Intervall hineinfällt, so wird

fix ± Ax) — f(x) = ± Ax) - Sn(x)] + [Bn (x + Ax) - Bn{x)]

= [Sn(x ± Ax) - Sn(x)] ± (< y)'

Da nun aber Snix) die Summe einer endlichen Anzahl von 
stetigen Funktionen ist, so ist sie selbst eine stetige Funktion; 
und man kann Ax so klein wählen, dass der Betrag der Differenzß
Sn{x ± Ax) — Sn(x) ebenfalls kleiner wird als — 

abs [f{x + Ax) — f{x)] < d
Eine Reihe, deren Glieder stetige Funktionen von x sind, 

kann doch selbst eine unstetige Funktion sein; alsdann konvergiert 
sie aber nicht gleichmässig. Andererseits können die Reihenglieder, 
sowie die Reihe selbst stetig sein, ohne dass gleichmässige Kon­
vergenz vorhanden ist. In diesem Falle gelten die Sätze über 
gliedweise Integration und Differentiation nicht ohne weiteres.

475. Der Satz I liefert ein Mittel, bestimmte Integrale 
durch unendliche Reihen zu berechnen.

Nehmen wir zunächst an, dass die Funktion fix) nach 
der Mac-Laurinschen Formel in eine unendliche Reihe ent­
wickelbar ist, für alle Werte von x zwischen 0 und X. Es 
ist dann

; alsdann ist

m-n o)+f m+ynm+• • • fm+• ■ •i)

Multipliziert man die beiden Seiten mit dx und integriert 
man dann zwischen den Grenzen 0 und x, was gestattet ist, 
weil jede Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzintervalles 
eine gleichmässig konvergente ist (§111), so wird nach dem 
vorigen Satze:

X

fix) dx 
o

ry ry£ /yd

=jm+y-’(o)+^f"(o)+.- xn+1
2)

was nichts anderes ist, als die Gleichung von Mac-Laurin,

angewandt auf die Funktion f fix) dx.
ô

7*
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Bezeichnet X die Grenze des Konvergenzintervalles für 
die Reihenentwickelung der Funktion f(x), so gilt die durch 
Integration gewonnene Gleichung auch noch für x =* X, so­
bald nur die rechte Seite noch für diesen Wert konvergent 
ist. Dieser Satz gilt, mag nun die ursprüngliche Reihe für 
x == X konvergieren oder nicht. Im ersten Falle kann man 
beweisen, dass die gleichmässige Konvergenz auch noch ein­
schliesslich des Wertes x = X besteht, dass also die Reihe 2) 
ebenfalls konvergieren muss. Im zweiten Falle kann man 
zeigen, dass die Reihe 2), wenn sie für x = X konvergiert, 
auch eine stetige Funktion einschliesslich dieses Wertes dar­
stellt.

Wir wollen nun den letztgenannten Satz für Potenzreihen 
beweisen und zwar für Potenzreihen einer komplexen Varia- 
belen, woraus zugleich der Beweis des ersten Satzes erkannt 
werden wird (vgl. §§ 111 und 121):

Wenn eine nach ganzen aufsteigenden Potenzen einer reellen 
oder komplexen Variabelen z geordnete Reihe konvergent ist für 
alle Werte von z, deren Modul nicht grösser ist als R, und 
wenn sie auch konvergent ist für einen Wert z, dessen Modul 
gleich R ist, so ist ihre Summe eine stetige Funktion für alle 
Werte von z, für welche die Reihe konvergiert, einschliesslich 
der Grenzen.

Wir bezeichnen mit f(z) die Summe der konvergenten 
cf/o -f- a^z -\- a% z^ -f- • • • j

mit (pniß) die Summe der n ersten Glieder und mit ^„(æ) den 
Rest. Es sei zunächst z ein innerhalb des Konvergenzgebietes 
gelegener Wert. Man kann nun einen Wert von n bestimmen, 
so dass für diesen Wert, sowie für alle grösseren der Betrag 
von ipn{f) kleiner bleibt als eine gegebene beliebig kleine 
Grösse d. Es genügt n so zu wählen, dass

anR'n+ an+1R'n+1-\-----< d
wird, wobei an den Modul von an und R'n irgend einen Wert 
kleiner als R bezeichnet. Diese Bedingung ist erfüllbar, denn 
da die vorgelegte Reihe auch konvergent ist, wenn der mod z = R 
ist, so bilden die Moduln ihrer Glieder eine konvergente Reihe, 
wenn man mod z < R annimmt. (Beweis aus § 104 Zusatz.)

Reihe

1)
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Für jeden Modul q < R' hat man dann umsomehr
a„(>n+ an+ip”+1-|-----< d.

Es seien nun 0 und 0 + h zwei Werte der Variabelen 0, 
deren Modul zwischen null und R' liegt. Dann ist

2)

fiß + Ä) — f(js) = [9Dn(0 + K) — cpn (0)] -f [fn(0 4- h) — 1>n(0)].
Man kann zunächst n so gross wählen, dass mod (,0 +/t) 
und m.od ipn(0) kleiner sind als d. Denn die Moduln dieser 
Summen sind kleiner als die linke Seite der ersten Un­
gleichung. Ferner ist cpn(z) eine stetige Funktion von 0 und 
folglich kann man den Modul von h so klein wählen, dass der 
mod [(pn (0 -f h) — cpn (#)] kleiner wird als d. Demnach ist 

mod (~f(ß -j- Ä-) — f(/j] < 3 d 
und wird also mit h unendlich klein.

Aber auch in einem Punkte des Grenzkreises bleibt die Stetig­
keit der Reihensumme bestehen, falls in demselben die Reihe kon­
vergiert. Es sei modz = R und man lasse die Yariabele z auf 
einem Radius vom Werte z — d bis zum Werte z sich ändern. 
Alsdann ist

ip (z) = anzn + anzn+1 + an zn+2 H-----

♦ (.-*)- «. (i^)V + «,+1 (î=')’+‘,+* + a,+2 M’+*zn+2+ •••

Der Betrag von ip (z — d) ist kleiner als der Betrag von

y--------j M, unter M den grössten Betrag verstanden in der Reihe

der komplexen Werte

anzn, anzn + an+izn + 1, anzn + a„+i zn+1 + «*+2 zn+2..., 
Denn hat man z — d auf dem nach z führenden Radius gewählt,

so ist -------= q eine positive reelle Grösse kleiner oder höchstens
z

gleich 1. Es wird also
ip(z — d) = QnanznJr pr* + 1 anzn+l -f pn+2 a„-|_2 2n+2 H-----

und die Potenzen von q bilden eine abnehmende, nach null kon­
vergierende Reihe, solange d von 0 verschieden ist. Es besteht 
aber ein A bei scher Satz (§ 121), der allgemein so ausgesprochen 
werden kann: Bezeichnet man durch t0, t±, ... ... eine unend­
liche Reihe von beliebigen komplexen oder reellen Grössen und 
ist der Betrag der Grösse
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Pm = G “f" h H----' "I" tm
bei allen Werten von m stets kleiner als 6r, so ist der Betrag 
von r = £0*0+ £i H------ £m tm + • • ■ < Gr E0
bei allen Werten von m, wenn r0, sl5... reelle positive ab­
nehmende Grössen sind. Denn es ist:

tQ = Po> = Pi Pqj ^2 == Pi Pi > • • • t>n — Pm Pm —!>•••
also :

Ÿ £1 (Pl Po) d" £2 0^2 Pl) d" ' ' ' £m—1 (Pm—1 Pm—2) d~ £m(jPm Pm—l)

oder :
T — Po (£q + Pi (ßi £g) 4" P2 (£2 ^3) “t“ • • -Pm—1 (ßm—1 £m) d” Pm £m>

Da die Differenzen in den Klammern sämtlich positiv sind,
so ist
mod r < (e0 — £x) modp0 -f (fx — e2) modpx + (e2 — e3) modp2 -\----

+ (em_i — E/n) modj9m_! -f sm modpm.

Der Betrag der rechten Seite ist kleiner als
G (e0 — fl + £1 — f2 £2 — £3 “1------ £m— 1 — £m + ^m) = Gf0,

womit der Satz bewiesen ist. Also wird wie oben
abs [1/; (z — 8) — rp (#)] < M (p” + l) < 2 M,und also

abs [f(z — ä) — f(ß)\ < abs [cpn (e — d) — cpn («)J + 2 M.
Man kann zunächst n so gross wählen, dass M beliebig klein 

wird, und alsdann ö so klein, dass die erste Differenz auf der 
rechten Seite beliebig klein wird.

Aus dem Beweise erkennt man zugleich, dass die gleich- 
massige Konvergenz einer Potenzreihe auf jedem Radius mit Ein­
schluss des Grenzpunktes besteht, falls für diesen die Potenzreihe 
konvergiert.

476. Beispiele. 1. Man hat durch Division

. p—9 = 1 — x2 -f æ4 — x6 H----
1 + r

und diese Reihe ist konvergent für alle Werte von x, deren 
Betrag kleiner ist als 1. Multipliziert man mit dx und inte­
griert teilweise von x = 0 an, so wird

syö ryO ry *

arctang x = x----g- + -g------T ^----

bei allen Werten von x, deren Betrag kleiner ist als eins. 
Aber die Gleichung besteht auch noch für x = ± 1, denn die



eine Gleichung, die nicht nur für alle Werte von x zwischen. 
— 1 und -j- 1, sondern auch noch für x = ± 1 besteht. Setzt 
man x = 1, so folgt:

1.3.5 1
2.4.6 ’ 72 ^2 3^2.

+ •••

Durch teilweise Integration von x = 0 an folgt also:
, la:3, 1.3 arcsin x = x -j- + ?r~TZ o Z . 4

1.3.5a?7 
2.4.6T

+ •••>

2. Nach der Binomialformel ist für alle Werte von a?, 

deren Betrag kleiner ist als 1:

= 1 + g- + 2~4 +
1.3.51

a?6 H--------
2.4.6Y1 — a?2

Reihe ist auch für diesen Grenzwert noch konvergent (§ 96). 
Es ist also:

— = 1 — — -f —4 3^5
+ •••

Ausser den beiden für die Zahl 7t hier aufgestellten Formeln 
lassen sich aus diesen Reihen noch andere rascher konvergente 
bilden. Dass die Zahl % eine irrationale ist, wurde nicht aus 
diesen Summenreihen erkannt, sondern von Lambert mit Hilfe 
einer Kettenbruchentwickelnng bewiesen; dass dieselbe überhaupt 
nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffi­
zienten sein kann, hat Herr Lindemann (Math. Annal. Bd. 20) 
durch eine Verallgemeinerung des Her mite'sehen Verfahrens be­
züglich der Zahl e gezeigt, und damit die Unmöglichkeit der geo­
metrischen Quadratur des Kreises bewiesen.

477. Eine Funktion f(x) kann auch auf mehrere ver­
schiedene Weisen in konvergente Reihen entwickelbar sein. 
Alsdann muss man die dem Probleme angemessenste Art zu 
bestimmen suchen. Wir betrachten z. B. das elliptische Inte­
gral erster Gattung:

/,o

dx
ya-x*) (i-ä;2*2)’

wobei die Wurzeln positiv genommen sind und h eine Zahl 
kleiner als 1 bedeutet. Nach der Binomialformel ist:
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1.3.5= 14- j l? z? + y\ ^ +11 Jce xe H----2.4.6yi-ft2 #2
und diese Reihe konvergiert, solange Tc2 x2 <C 1 ist. Multipli-

clxziert man dieselbe mit und integriert alsdann von
]/l — x2

x = 0 an, so folgt:

j
o

dx ‘ x2 dx 1.3
]/l — x2 2.4

^ x4dx
yi^x2j\

o

yi-x2 ‘ 2 lJ

o Jo-t-ä;4
l/l-ic2 yi-lc2x2

Ebenso wird für das elliptische Integral zweiter Gattung

" x2 dx 1y i—x2 2

Jedes der Integrale, welches in diesen beiden Gleichungen 
vorkommt, kann nach der Methode des § 445 bestimmt werden. 
Die in den Gleichungen enthaltenen Reihen sind sehr rasch 
konvergente, wenn Ti ein kleiner Bruch ist. Wenn aber Tt 
nur wenig von 1 unterschieden ist, so ist es notwendig, andere 
Entwickelungen anzuwenden.

x2 dx x*dx x6dx1.3■j
o

/ W + ...
yi-x2yi-ii2x2 2.4y i-x2 y i—x2

0 0 0

Differentiation der Integrale.
478. Ein bestimmtes Integral

x
u = ffix) dxj

x0

in welchem die Grenzen x0 und X als variabel betrachtet 
werden, ist eine stetige Funktion dieser Grenzen. Die par­
tiellen Differentialquotienten von u nach X und x0 sind, wenn 
die Funktion fix) eine durchaus stetige ist (§ 409 und § 458 
Zusätze): du

x0

u = — J f(x) dx
X

= - f(?o)-

und weil

du
dx0

Zweites Kapitel. §§ 477 bis 479.104
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Betrachtet man also u als Funktion der beiden Yariabelen 
X und x0 allein, so ist

du = f(X) dX — f(x0) dx0,
und diese Gleichung gilt sowohl für den Fall, dass X und x0 
zwei unabhängige Variabele sind, als auch für den, dass X 
und x0 als Funktionen von einer oder von mehreren Yariabelen 
betrachtet werden.

Enthält die Funktion f(x) die Grössen ß, ß, ... welche 
ebenfalls als Yariabele anzusehen sind, so muss man auf der 
rechten Seite der Gleichung 1) noch die partiellen Differen­
tiale in Bezug auf diese Yariabelen hinzufügen; es wird also:

i)

dududu = f(X) dX — f(x0) dx0 -j- du + dß -j- • • •2) dß
Wir müssen also noch zeigen, wie man diese partiellen

du du 
da’ dß

sind, dass dabei x0 und X als unabhängig von den Yariabelen 
ß, ß ... angenommen werden.

Differentiale • • zu bilden hat, die so zu berechnen

Die Differentiation unter dem Integralzeichen 
nach einem Parameter.

479. Wir betrachten das Integral
% x

u =ff(x) dx
Xq

und nehmen an, dass die Funktion f(x) eine Grösse ß enthält, 
die als variabel betrachtet wird. Es ist dann u eine Funktion 
dieser Yariabelen und wir stellen uns die Aufgabe, die Ab-

ß tl
leitung — zu berechnen. Nach dem Yorangegangenen hat 

man die Grenzen x0 und X als unabhängig von u anzunehmen.
Um die Variabele a zur Evidenz zu bringen, bezeichnen

mit f(x, ß)2/Mwir die Funktion f(x) und ihre Ableitung 

und f\(x,u). Erteilt man a das Inkrement Aß und be-
da



zeichnet man die entsprechende Änderung von u mit Aw, 
so ist

Zweites Kapitel. §§ 479 bis 481.106

X XX
Au = f f(%, a + Aa) dx — f fix, a)dx=J‘ [fix, a + Aa)- f(x, a)] dx.

Xq Xq Xq

Wenn nun die Funktion f'a(x,a) bei jedem Werte von 
x, der zu dem Integrationsintervalle gehört, eine stetige Funk­
tion von a ist, bei allen Werten von a bis a -f Aa, so ist

fix, a + Aa) — fix, a) = Aa . f'a (x, a -f 0 Aa);
0 ist eine Grösse zwischen 0 und 1, die im allgemeinen auch 
von x abhängig ist. Man erhält demnach unter dieser Voraus­
setzung: x

=J f'a(x, a + 0Aa) dx.Au
Aa

x0

Hat nun die Funktion f'a(x, a) die Eigenschaft, dass sie 
in Bezug auf a eine gleichmässig stetige Funktion ist, d. h. 
dass bei allen Werten von x = x0 bis x = X ein und der­
selbe Wert von A a ausreichend ist, damit

abs [f'a(x, a + 0Aa) — f'a(x, d)\ < à 
wird, so kann man A a so klein wählen, dass

x
-J faix, a) dx ± (< ô [X — æ0])Au

Aa
x0

wird. Folglich wird
-A X

^ d fix, a)(x,«)dz-J aa.. Am du hm — = —— ja—oAa da dx.
X0 Xo

Man erhält also unter der Bedingung der gleichmässigen 
Stetigkeit von f'aix, a) in Bezug auf a das Differential

da, indem man die Differentiation unter dem Integrale

ausführt. Dagegen kann diese Regel ihre Giltigkeit verlieren, 
sobald für die abgeleitete Funktion diese Eigenschaft nicht 
mehr besteht.

d U



480. Wenn man ein unbestimmtes Integral nach einer 
Variabelen zu differentiieren hat, welche von der Integrations- 
variabelen verschieden ist, so kann man diesen Fall auf den 
vorigen zurückführen. Denn es ist
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J f(x) dx = Jf{x) dx + C,
x0

also:

ffix) dx + Y«
Xq

Es ist aber C eine willkürliche Konstante in Bezug auf x, 

eine willkürliche Konstante; man erhält dem­

nach, wenn man die Differentiation unter dem Integrale rechts 
ausführen darf:

dCalso ist auch da

l-jmax-f da J da
dfipc)!mise+»°- da.ca

xo

Die Integration nach einem Parameter.

481. Wir betrachten das bestimmte Integral
A'

u = a) dx,
xo

wobei f(x, a) eine überall endliche Funktion der Variabelen 
x und a bezeichnet, und in welchem die Grenzen x0 und X 
von a unabhängig sein sollen. Die Grösse u hängt von x0, 
von X und von a ab; wir betrachten sie insbesondere als 
eine Funktion von a. Wir setzen zunächst

( f{oc, a) da = F(x, a).
^0

Die untere Grenze a0 sei irgend eine bestimmte Grösse;
ferner sei

x
J F (x, a) dx = v.
Xq
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Nach dem vorigen Paragraphen ist nun, wenn
dF(x, a)

= f(x, «)da
eine gleichmässig stetige Funktion von a ist:

x

dv_^ f
ca J da

x

■ff(xdF(x, a) a) dxdx =
X0 Xq

also:
dv

~«-u'
und da v für a — a0 verschwindet, so ist

v = fuda
d. h.: «0

X r a _ ar X _.

j j f{x, a) da dx ==J' f f(x, a) dx da.
X0 a0 (Xq Xq

Durch diese Gleichung ist der folgende Satz bewiesen:
x

Um das Integral ff (x, a) d x nach dem Parameter a m
x0

integrieren zwischen den Grenzen a0 und a, kann man zuerst 
die Funktion unter dem Integralzeichen nach a integrieren und 
sodann die Integration nach x ausführen, wenn diese Funktion 
im Integrationsgebiete von a0 bis a und x0 bis X überall end­
lich und in Bezug auf die eine Variabele gleichmässig stetig, 
in Bezug auf die andere integrierbar ist.

Man kann denselben Satz auch in der Form aussprechen:
Hat man das Differential

f(x, a) dx da
zwischen den Grenzen x0 und X, a0 und a zu integrieren, so 
kann man die beiden Integrationen in beliebiger Reihenfolge 
ausführen, falls die Grenzen der beiden Variabelen von einander 
unabhängig sind, und die Funktion f(x,a) im Integrations­
gebiete die oben genannten Bedingungen erfüllt.

Es wird sich später eine geometrische Interpretation 
dieses Satzes ergeben.



Die Bedingung, dass die Funktion f(x, cc) in Bezug auf die 
eine Yariabele gleichmässig stetig, in Bezug auf die andere inte­
grierbar ist, kann durch die engere vertreten werden, dass f(x, cc) 
im Gebiete von a0 bis cc, und #0 bis X eine stetige Funktion der 
beiden Yariabelen ist, einschliesslich der Randwerte. Denn für 
eine stetige Funktion zweier Yariabelen besteht an jeder Stelle im 
Innern (oder am Rande) des Gebietes die Bedingung (§ 32):
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(o^0<;i, O^^l)abs [f(x ± 07z, a±r]Jc) — f(x, a)] < 6,

durch Wahl von h und Je\ und man kann weiter beweisen, dass 
hieraus auch die gleichmässige Stetigkeit in Bezug auf jede der 
beiden Yariabelen folgt, d. h. dass sich ein bestimmter oberer 
Wert für Ji und Je ausfindig machen lässt, welcher bei allen Wer­
ten von x und a ausreichend ist, um die obige Ungleichung zu 
erfüllen.

Denn wenn es keinen Wert für Ji und keinen für Je geben 
sollte, die bei allen Werten von x und cc (abgesehen von den Rand­
werten, bei welchen Ji und Je so zu wählen sind, dass die Punkte 
x + Ji, cc -f- Je nicht ausserhalb des gegebenen Gebietes fallen), aus­
reichend sind, um die obige Ungleichung zu erfüllen, so heisst 
dies: es sinken die Werte von Ji oder Je, während x und cc nach 
einer bestimmten Grenzlage x' und cc' konvergieren, schliesslich 
unter jeden Betrag herab. Bildet man also die Ungleichung

' abs [f(x' — s + dJi, cc' — s' + rjJc) — f(x' — e, cc' — P)] <C d,

so konvergieren Ji und Je schliesslich nach null, wenn s und e' 
beliebig klein werden. Dies würde aber der Bedingung der Stetig­
keit widerstreiten. Denn man kann an der Stelle x', cc' endliche 
Grössen Ji' und Je' ermitteln, so dass

abs [;f{x' ± Oh', cc' ± riJe') — f(x\ a')] <

wird; und da s und s' beliebig klein sind, Ji' und Je' endliche 
Grössen sind, so wird der Punkt d —
Rechteckes mit den Eckpunkten d + Je', cc' + Ji' fallen. Demnach 
ist für den Punkt x' — £, cc' — e' das Rechteck, welches ganz inner­
halb des eben konstruierten liegt, ausreichend. Hat man also den 
Punkt x' — £ und cc' — P so fixiert, dass seine Entfernungen von den 
Seiten dieses Rechteckes endliche Grössen sind, deren kleinste den 
Wert l hat, so ist für alle weiteren Punkte x' —- e, cc' — e' die 
Länge Ji — l und Je = l jedenfalls ausreichend, d. h. die Grössen 
Ji und Je sinken nicht unter jede angebbare Grenze herab, wenn 
man sich dem Punkte x', cc' beliebig nähert.

cc' — £f in das Innere desV



Die Integration von Differentialen, welche mehrere 
unabhängige Yariabele enthalten.

482. Die Integration »von Differentialen, welche von 
mehreren Variabelen abhängen, lässt sich, wie gezeigt werden 
soll, leicht auf die Integration von Differentialen einer ein­
zigen Variabelen zurückführen, indem man den Satz im § 479 
anwendet.

Jede Funktion mehrerer unabhängigen Variabelen x,y,z,... 
...u, v, die wir als regulär voraussetzen in dem Sinne, dass 
sie nebst ihren ersten und zweiten partiellen Ableitungen inner­
halb eines gegebenen Gebietes stetig ist, hat ein Differential 
von der Form:

i) X dx -f- Y dy -f- X dz 4- ... -j- U du -j- Vdv
X, Y, Z . . . JJ, V sind stetige Funktionen der Variabelen 
#, y, z . . . Der umgekehrte Satz besteht aber nicht: Damit 
der vorstehende Ausdruck das totale Differential einer Funk­
tion der Variabelen x, y, z . .. ist, oder, wie man auch sagt, 
ein exaktes Differential ist, müssen gewisse Bedingungen er­
füllt sein. Denn ist der Ausdruck 1) das Differential einer 
Funktion ß (x, y, z . . . w, v), so bestehen die Gleichungen:

?

aßaß aß aß aß— = x -ü> tr— = V.Idx dy dudz
Betrachtet man zwei derselben, z. B.

aßaß— = x,
dx

—— = Y:dy
und differentiiert man die erste nach ?/, die zweite nach x, so 
folgt: a2ß dx a2ß a y

dydx dy ’ dxdy dx 5
also: ax

dy

Übrigens ist auch die im Text gegebene Bedingung noch 
nicht die allgemeinste, diese wird vielmehr durch die doppelte 
Integrierbarkeit der Funktion f(x, cc) in Bezug auf die beiden 
Variabelen x und a ausgedrückt.

Zweites Kapitel. §§ 482 und 483.110
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483. Wir wollen nun beweisen, dass, wenn die Beding­
ungen 2) erfüllt sind, eine Funktion Si der unabhängigen Varia- 
belen x, y, z ... w, v existiert, für deren totales Differential clSl 
die Gleichung besteht:

3) dSi = X dx -f- Y dy + Zdz -f----- \-JJ du -\-V dv.
Der allgemeine Ausdruck aller Funktionen Si, deren par­

tielle Ableitung nach x gleich X ist, lautet:
x

Si=f Xdx + Si,-4)

Six bezeichnet dabei noch eine beliebige Funktion der Varia­
blen y, z, ... u, v, enthält aber x nicht mehr.

Man muss nun Six so bestimmen, dass
dSi dSi dSi— = r

dz Z’"' du U> ~ =F
dy dv

wird. Nach dem Satze im § 479, den wir hier anwenden 
dürfen, weil wir voraussetzen, dass die partiellen Ableitungen

Hieraus schliesst man, dass, wenn der Ausdruck 1) ein exaktes 
Differential sein soll, die Gleichungen notwendig sind:

dX^dV 
dv dx 5

(d_X_dY 2X =dZ . 
dy dx? dz dx’ 

dY dZ dV
dy’2) dydz

dU_ = W
. dv du

welche bei allen Werten der Variabelen bestehen, also identisch 
innerhalb des gegebenen Gebietes erfüllt sein müssen. Die 
Zahl derselben ist gleich der Anzahl der Kombinationen zu 
zweien, gebildet aus den Variabelen x,y,z ... Hat man nur 
zwei unabhängige Variabele x und y, so ist der Ausdruck 1):

X dx + Y dy
und die Bedingungen 2) reduzieren sich auf die eine:

ax =
dy dx
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. der Funktionen X, F, ... ebenfalls stetige Funktionen der Varia- 
belen sind, ist nun:

x
dX aßaß —— dx +oy dy

Xq

dXSubstituiert man hier für den identisch gleichen AusdruckdydY so folgt:dx ?
X

"dY aßaß -j idx -f* -r-rL +dy dy dydx
x0

Y1 bezeichnet die Funktion F, wenn man in derselben für die
Variabele x den bestimmten Wert x0 setzt. Damit also 
gleich Y wird, muss dy

aßi
dy

sein. Für die übrigen partiellen Ableitungen von ß1 gelten 
analoge Gleichungen. Also wird die Funktion ß, welche durch 
die Gleichung 4) definiert ist, die Gleichung 3) erfüllen, wenn 
ßn das nur von den Yariabelen yxz,...u,v abhängt, die Dif­
ferentialgleichung erfüllt:

dSix = 4 j dy -)- Z, dz “(-••• “F üx du -j- Vx dv5 
Yx, Zx, ... Ulf Vx bezeichnen die Werte, welche F, Z,... £7, V 
für x — x0 annehmen.

Verfährt man nun mit der Gleichung 5) ebensö. so 
findet man:

5)

ß, — J Yx dy -f- ß2
y aund

c?ß2 = Z2 dz -j- ■ • • -f- ^2 du “h T 2 dv5 
Z2) ... U2} V2 sind die Werte, welche Z^ ... TJ. V erhalten für 
% = x0, y = y0.

Es ist ersichtlich, dass man auf diese Weise für die ge­
suchte Funktion ß den Ausdruck erhält:

X y z u v

6) ü=fXdx+fYxdy+fZad0+-+fUn-idu+frn-idv+C.
xo Vo zo uo Vq

Dabei bezeichnet n die Zahl der Yariabelen und der Index i 
bei den Funktionen F, Z, ... U, V giebt an, dass die i ersten

Zweites Kapitel, §§ 483 und 484.112
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Variabelen in der Reihe x, y, z,... u, v durch die bestimmten 
Werte x0, y0i z0) ... u0 ersetzt sind. C bedeutet eine beliebige 
von den Variabelen unabhängige Grösse.

Betrachtet man z. B. den Fall zweier Variabelen x, y,
und ist:

y)_dil>(x,y)7) cp(x,y)dx + ip(x,y)dy mit der Bedingung: dy dx
das gegebene Differential, so hat das Integral desselben, so 
bestimmt, dass es* für x = #0, y = y0 verschwindet, den Wert

V.
fv O, y) dx + jV O0> y) dy-8)
x0 Vo

Ist aber die Bedingung nicht erfüllt, so ist das totale Diffe­
rential dieser Funktion nicht gleich dem obigen Differentiale*

484. Die Bestimmung des Integrales eines Differentiales 
mit n unabhängigen Variabelen ist also auf n Integrationen 
zurückgeführt, welche sich auf die n einzelnen Variabelen be­
ziehen. Man erkennt, dass diese Integrationen in beliebiger 
Reihenfolge ausgeführt werden können, und diese Bemerkung 
ist nicht ohne Bedeutung. So ist z. B. das Integral des Diffe­
rentiales 7) durch den Ausdruck 8) dargestellt, aber es ist 
auch gleich

y x

JV (æ, y)dy +fcp 0, y0) dx.
Vo »o

9)

Denn auch dieser Ausdruck verschwindet, für x = x0, y — y0. 
Setzt man die beiden einander gleich, so erhält man:

x x y y

f<P 0, y) dx -J'cp (x, y0) dx = o, y) dy - /> Oo, y) dy,
x0 y o Vo

x y

10) f[(p (x, y) — <p (a?, t/0)] dx = /[> (x, y) — i> (x0) y)] dy.
Xq 2/o

x0
oder:

Diese Gleichung gilt also für zwei stetige Funktionen 
<p(x,y), y>(x,y), welche nur an die Bedingung gebunden 
sind, dass

dcp(x,y) di>(x, y)
dxdy

ist, und dass diese partiellen Ableitungen ebenfalls stetig sind.
Serret, Differential- und Integral-Rechnung. II. Bd. 8
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Integration der Differentiale einer komplexen 
Variabelen.

485. Um die Theorie der Integration von Differentialen 
zu vervollständigen, müssen wir noch den Fall der komplexen 
Yariabelen betrachten. Es sei Z — x-\-iy eine komplexe Varia­
bel und

f 0) = <P O, y) + i1> (x, y)
eine gegebene Funktion dieser Variabelen; cp(x,y) und il> (x, y) 
bezeichnen reelle Funktionen der reellen Variabelen x und y. 
Wenn die Funktion f(z) eine Funktion der komplexen Varia­
belen z im engeren Sinne ist, so bat sie eine bestimmte Ab­
leitung, und es ist (§ 377):

g cp (x, y) _ dil>(x, y) dcp (x, y) d^(x, y)
dx dy dy dx

Hieraus folgt, dass die Ausdrücke:
cp (x, y) dx — (x, y) dy und tl> (x, y) dx + (p (x, y) dy

exakte Differentiale sind. Bildet man die Summe dieser beiden 
Differentiale, nachdem man das zweite mit i multipliziert bat, 
so findet man:

[cp (x, y) + iif> (sc, ij)] (dx + i dtj) = f(z) dz.
Es ist also f(z)dz das Differential einer Funktion der 

Variabelen x und ?/, und es giebt nach den Entwickelungen 
des vorigen Paragraphen, abgesehen von der willkürlichen 
additiven Konstante nur eine Funktion der Variabelen x und ?/, 
deren totales Differential die Form

[<V 0», y\ + i^(x) y)] (dx + i dy) 
hat. Bezeichnet man diese Funktion mit

O (#, y) + i (x, y) + const, 
so gelten die folgenden Gleichungen:

dWd(l> = cp(x,y) + iif>(x, y)~~ + idx dx
d® . d = i(p(x, y) - t(x, y)+ tdy dyalso:
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a0 dF

— -♦(*,») —
a#
Sy

Aus denselben folgt, dass die Funktion

O (x, y) + iP(x, y) + const

selbst eine Funktion der komplexen Yariabelen z — x + iy im 
engeren Sinne ist, d. h. dass sie als eine Funktion z = x -f iy 
allein dargestellt werden kann:

F (z) -f const,

deren Ableitung nach z den Wert f(z) hat. Man hat dem­
nach den Satz:

Das Differential f(z)dz, in welchem f(z) eine Funktion 
der komplexen Variabelen z im engeren Sinne ist, so dass inner­
halb eines gegebenen Gebietes

af = • 1Î
ay 1 dx

ist, wobei diese partiellen Ableitungen stetige Funktionen der kom­
plexen Variabelen z = x + iy sind, besitzt auch für dieses Ge­
biet ein bis auf eine willkürliche additive Konstante bestimmtes 
Integral F(z); welches selbst eine Funktion der komplexen Varia­
belen z ist, und für welches die Gleichung besteht:

8F(z) 1
i ay= f(z) = Tdx

486. Beispiel I. Es sei das Integral des Differentiales

x2d£i = 2 dv0 - y) y 0 - y)
zu bestimmen.. Hier ist:

ax 2x1x ____ i y
x — y (x-y)2’X = {x-y) 0 - ijfdy

x2 1 d_Y 
y {% — yj* %--y’ dx
i 2xxy = - y(x-yj2 (x - yf

8*
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Xq

y

/ XQx0 -Kxo-Vo)+ i (xo~y) + ^ (yjo) +Y1dy = ~l (y) — ?

xo Voxo-y
Vo
also :

_j_ _ i xo-y° +
x — y + C,

xo-yoy yo
oder:

------L + C.
V sc-y

C bedeutet eine beliebige Konstante.

487. Beispiel II. Es sei das Integral des Differentiales
d& = («/ -f s) dx 4- -f- æ) dy + (x + y) dz

zu bestimmen. Hier ist
X = y + e Y=z-\-x, Z = x + y,

und die Bedingungen des exakten Differentiales sind in der 
That erfüllt, weil:

5

5 dX dY
^ dx ’dy

dX dZ
dx ?dz

dY dZ
dz dyNun wird

fX dx = (y + z) x — (y -f z) xQ
x0

V
fYj. dy~(z + x0) y - (e + x0) y0,

Z

fZ2 dz = (x0 + y0)z — (x0 + y0) z0,

i

y«

*0also:
& = yz + gx + xy - y0z0 - z0x0 - x0y0 + 0,

oder einfacher:
SI = yz + zx + xy + C. 

C bezeichnet eine willkürliche Konstante.



Berechnung der Werte einiger bestimmter Integrale.
488. Es giebt eine grosse Anzahl bestimmter Integrale, 

welche in den Anwendungen der Analysis häufig auftreten 
und deren Berechnung ohne die Hilfe von Reihenentwicke­
lungen ausgeführt werden kann. Wir wollen hier die ver­
schiedenen Methoden angeben, welche bei derartigen Unter­
suchungen zu gebrauchen sind. ,

Wir bemerken vor allem, dass das bestimmte Integral
x

ff(x) dx
Xq

unmittelbar erhalten wird, sobald man das unbestimmte 
Integral des Differentiales f(x)dx vermittelst bekannter Funk­
tionen ausdrücken kann. Denn bezeichnet man dieses mit 
F(x) + const, so hat man

ff(x)dx=F(X)-F(x0)-,

F (;x) muss dabei eine stetige Funktion von x im Intervalle 
von xQ bis X sein. Dies gilt auch bei der Berechnung des 
bestimmten Integrales für Grenzen, welche unendlich werdeu, 
sobald die Funktion F(x) bei diesem Grenzprozesse einen be­
stimmten endlichen Wert erhält.

Mit dieser ersten Methode behandeln wir folgende Beispiele.
1. Es ist:

ß xm+1 ß ß — ax

+ C) — + C, a

= arcsin — + C, a 7

xmdx = dx = —— ax

m + 1

r äxJ •
und hieraus schliesst man, wenn a>0 angenommen wird:

ß= — arctang - + C, 0/ ct
dx

x2 + a2 ]/a2 — x2

■

GO

f-1xm dx = dx =— ax

m + 1
i) + G0

r dx
J *

r dxJw
o

x2 + a2 -x2
— CO
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2. Im § 450 wurden die Integrale berechnet:

jI,—* a cos bx — b sin bx
+ C,cos bxdx = — e~ax a2 + b2

ß asmbx + bcosbxsin bx dx = — e + C.— ax — axe a2 + b2
Hieraus folgt, unter der Annahme, dass a > 0 ist:

co

f‘ acos bxdx =—ax2) a2 -j- b2

co
bß-o

sin bx dx =ax

a2 + b23)

3. Den Wert des Integrales sinmxdx haben wir im § 456 
kennen gelernt für den Fall, dass m eine ganze positive, gerade 
oder ungerade Zahl ist. Nimmt man das Integral zwischen den

7tGrenzen 0 und — > so erhält man die beiden folgenden Gleich­
ungen :

7t

Y
Jsin 2nxdx = 

o

1.3.5... (2m — 1)
4) j2.4.6 ... 2w

7t

Y

ßo
2.4.6 ... 2 n 

3.5.7... (2m -f- 1)*sin2rt+1 ä; dx =5)

Diese Integrale verwandeln sich in
7t 7t

Y Y
J'cos2nxdx und fcos2n + 1 xdx, 
o b

wenn man x durch — x ersetzt, und in

V”^1 dx 
VT^x2 ’

i

f
0

1/x2n dx und
yi - Æ2

o
dxwenn man sina: durch x, dx durch ersetzt.

Vl — x2

tN
2|
 »

O
f
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4. Wir hatten im § 454 gefunden:

sin^d-1^ cos”-Xx n — 1fsinw#cos nxdx~ sinmxcosn~2xdx.m + n m+n

Sind m und n positive ganze Zahlen und w>l, so erhält 
man, indem man das Integral zwischen den Grenzen 0 und

bildet:
71 7t
Y Y

/■ -1sinTO x cosw x dx = - •smm x cosn~2 x dx.m + n
o o

Ersetzt man n einmal durch 2n, sodann durch 2w + l? wobei 
n immer eine ganze Zahl bedeutet, so ist nach dieser Re­
duktionsformel

7t 7t

Y

/•
o

Y
(2m- 1) (2n — 3) ...1 fsinwa:cos 2nxdx= sinm x dx,(m + 2ri) (m + 2n — 2)... (ni + 2)

o
7t71

YY
/■
o

_____ 2n. (2n -2) ...2
(m+2w+1) (m+2n— 1) ... (m+3)$m1uxcos2n+lxdx = sinw# cos x dx.

o
Das Integral des Differentiales sinw# cos x dx ist

sinTO+i#
¥Ctm + 1

also ist
7t

T

/• isinmrr cos x dx = m -fl
o

mithin wird das zweite der obigen Integrale
7t

Y
2.4 ... 2nsinmÆCOs2”+i#ffo; =

(m + 1) (m + 3) ... (m + 2w + 1)

Schreibt man in dem andern Integrale 2 m an Stelle von m, 
so hat man nach Gleichung 4):
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1.3... (2m— 1). 1.3 ... (2m — 1)sin2mx cos2nx dx = 2.4... (2 m + 2n)
o

das Integral in der Gleichung 6) wird gleich

2

j sin2n+1x cosmx dx 
o

durch Änderung von x in ^ — x. 

489. Das Integral
CO
ixp~1 dx

1 + X ’J
in welchem p eine positive Zahl kleiner als 1 ist, hat einen 
endlichen Wert. Denn für x = go wird die zu integrierende 
Funktion von höherer als der ersten Ordnung null, und für 
Æ = 0 wird sie zwar unendlich, aber von niederer als der ersten 
Ordnung. Dieses, zuerst von Euler untersuchte Integral hat 
eine wichtige Rolle in der Theorie der bestimmten Integrale 
und lässt sich, wie nun gezeigt werden soll, durch eine ein­
fache Betrachtung rationaler Integrale berechnen. Wir be­
zeichnen mit m und n zwei ganze positive Zahlen, so dass 
m < n ist, und zerlegen den rationalen Bruch

nz2m
1 + zin

in seine Partialbrüche. 
Setzt man (2k + 1)je

<pk = 2n
so sind die Wurzeln der Gleichung 1 -f z2n == 0 durch die Formel 
e±*>jt dargestellt, wenn man k die Werte 0, 1, 2, ...(n — 1) 
beilegt. Die Summe Tk der beiden Partialbrüche, welche zu 
den konjugierten Werten e+'V* und e~ifk gehören, wird

e — i(2m + l)(pk~

z — e~i(Pk_
— (z — cos cpk) cos (2 m + 1) cpk + sin (pk sin (2m + 1) <pk

rei(2m + l)<pk

L ZTk-- — ei(fk

(z — cos (pk)2 + sin29D*

to
 ^

|(M



Integriert man das Differential Tk clz zwischen den Grenzen 
z — — Z und z- = + Z, so folgt:
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+ z
(Z — cos cpk)2 + sin2 cpk 
(Z + cos cpk)2+ sin2 cpk

J Tkdz = — ~ cos (2 m + 1) cpk log

— z
Z + cos cpk + arctang---- :Z — cos cpk+ sin (2m + 1) cpk arctang sin cpk sm cpk

Lässt man Z unendlich werden, so konvergiert der Loga­
rithmus in dieser Gleichung nach dem Werte null, und die

7C

beiden Kreisbogen werden gleich — ? weil cpk kleiner als n,
Li

also sin cpk positiv ist. Es ist also
+ ^
j Tk dz — n sin (2 m -f-1) cpk. 

2m -J- 1

lim
Z=CC

— z
Setzt man

%a = 2nso ist
-\-Z

(2m +1) cpk = (2k -|-1) a, also lim / Tkdz = it sin(2& -j-1) a.
Z=ccJ

— z
Nun ist nz2m 

1 + £2» = "h Tx + T2 • • • + T„ _ i,
folglich:

+ oo z2 m j‘(T0 + Tl +f nz • • • + Tn—i) dzdz = lim
Z—oo1 + z2n

— z— oo
= n [sin a 4- sin 3a -f- • • • -f sin (2n — 1) a]. 

Multipliziert man die in der Klammer enthaltene Summe 
mit 2 sina, so erhält man ein Produkt gleich
(1 — cos 2a) + (cos 2a — cos 4a) Ą---- + [cos (2n — 2)a — cos 2na]
also gleich:

1 — cos 2na = 1 — cos (2m -f 1) tc = 2.
Demnach wird, indem man für a seinen Wert einsetzt:

+ CO

/
2 m nnz dz = -A~

sm a (m<*n — 1).l + z2n sin— 00



Das Integral, dessen Wert wir hier bestimmt haben, ist 
gleich der Summe der beiden folgenden:

Zweites Kapitel. §§ 489 und 490.122

o

f
CO 2 mnz2m nz

T,~ dz.2 ndz 11 + z2n 1 + 0
0— QO

Diese beiden sind einander gleich, denn ihre Elemente 
sind gleich, und z ist in beiden eine wachsende Grösse. Dem­
nach ist auch

CO

ßo
02 m 3t2n . (2m + 1 \

s,n \~2r~ v

Indem die Variabele z jetzt positiv bleibt, machen wir die 
Substitution

1 + 0

ii
2n dz = x2n dx,2 nZ = X

und setzen
2m +1

= P-2 n
Die obige Gleichung erhält dann die Form:

CO

ß
o

xp-1 dx 3t
8) 1 + x sin p 3t

und dies ist die gesuchte Gleichung. Sie ist zunächst unter 
der Annahme bewiesen, dass die Zahl p, die zwischen 0 und 1 

2m -|-1liegt, von der Form ist, wobei m und n beliebige2 n
ganze Zahlen sind und m < n — 1 ist. Die beiden Seiten 
dieser Gleichung sind aber stetige Funktionen von p. Von 
der linken Seite erkennt man dies folgendermassen:

CO
j^xp+ä~1 — xp~l ■V-»y-i) dx

1 + xdx =1 + x

kann durch Wahl eines beliebig kleinen Betrages von Ö be­
liebig klein gemacht werden; denn es lassen sich zuerst die 
Grössen e und w so bestimmen, dass die Integrale
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€
ï/çp + J—1 — xp — i

oo
-ixp-\-ö—l — xp — 1

//0 cta und 1 + æ1 + x
W

unabhängig von einer weiteren Verkleinerung des Betrages 
von d ihrem Betrage nach beliebig klein werden, und als­
dann lässt sich d so fixieren, dass

W

f 1 + X

beliebig klein wird. Aus der Stetigkeit der beiden Seiten in 
der Gleichung 8) folgt, dass diese bei allen Werten von p 
zwischen 0 und 1 übereinstimmen, denn man kann immer eine

2m+1unendliche Reihe von rationalen Brüchen von der Form 
bilden, welche nach der Grenze p konvergiert.

490. Ein gleicher Weg führt zur Bestimmung des Inte-

2 n

grales
i

fixp~1 — x
UV0

dx,

in welchem p ebenfalls eine Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet. 
Dieses Integral hat einen endlichen bestimmten Wert, weil 
die zu integrierende Funktion für x = 0 von niederer als der 
ersten Ordnung unendlich wird, und für x = 1 endlich bleibt.
Transformiert man x in — 5 dx in dx so werden die
Grenzen co und 1 ; dieselben lassen sich aber vertauschen, 
wenn man das Vorzeichen ändert: es wird also

tf2 ’x

f
rxp~x —U=J-

x~p *

----- dx,x

und durch Addition der beiden Gleichungen folgt:
00

1 f4xp~x - x~p 
U~ 2 \^x dx.

0

%
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Wir nehmen nun an, dass p eine rationale Zahl von der
2m -j-1Form

P = 2 n
ist. Führt man die Substitution

2 n dx = 2nz2n~1 dzx = 5aus. so wird>
glnp — 1  ^ 2 » (1 —p)— 1

dz.u = 1 — #2n
0

Die Funktion unter dem Integrale ist eine rationale, deren 
Zähler und Nenner von gerader Ordnung sind; denn 2np ist 
eine ganze ungerade Zahl. Man kann demnach das Integral 
von der unteren Grenze — oo an beginnen, wenn man nur das 
Mittel desselben nimmt; es ist also 

+
f*n Z^np—l— 02łi(l— p)~ 1

“ ~J 2 dz.1 — z2n
—oo

Die Wurzeln des Nenners sind die Werte
kn .e n — cos — ± % sin kn

in n
k hat dabei die Werte 1,2, 3 ...n — 1. Nennt man wiederum 
Tic die Summe der beiden Partialbrüche, welche zu konju­
gierten Wurzeln gehören, so wird

knsin nT/c = sin kpn kn\2 . 2kn — cos — I -f sin2— n J n('und hieraus folgt:
+ GC + co

knsin — dznTk dz = sin kp n kn\2 . kn— cos — ) + sin2 —- n J n
('

e-
— GO— CO

kn knSetzt man z — cos — = t sin — > so ist dieses Integral 
+ 00 n n

7talso gleich -f-té
gleich p- ^ oder n. Also ist1+ t*’

— 00

K iO
q

«i 
g
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+ CO
tc cos (2 Je — l)pjt — cos (2Je + 1 )pnJ Tk dz =% sin Jepn =

— 00

giebt man nun Je die Werte 1, 2, ... n — 1, addiert alsdann 
die verschiedenen Quotienten und beachtet, dass

cos {2n — l)pjc = — cosjp7t 
ist, weil 2np eine ungerade ganze Zahl ist, so wird

u — 7t cotg p7t,
oder i

/
o

xp~l — x~p
9) dx = 7tCOtgp7l,

1 — X

eine Gleichung, die bei allen Werten von p zwischen 0 und 
1 giltig ist.

Einige Folgerungen ans den vorigen Gleichungen.
491. Das Resultat, welches wir zuletzt gewonnen haben, 

führt in einfacher Weise zu einer Entwickelung der Funktion 
tanga? und cotga? in eine unendliche Reihe von Partialbrüchen.

xp~1 — x~pDenn wenn man den Quotienten 

algebraischer Division in eine Reihe entwickelt, so erhält man

vermittelst1— x

. m=co
xp-\_x-p "Sn. , ,-—2i(xm+p 

x m=0
— Xm~p)1-

eine Reihe, die konvergent ist, solange 0<a?<l, und die 
in diesem Intervalle gleichmässig konvergiert, die aber diver­
giert für x = 0, für x — 1 ist die Gleichung ungiltig. Mul­
tipliziert man beide Seiten mit dx und integriert zwischen den 
Grenzen 0 und 1, so folgt, indem man das Restglied

Xn+P~ Xn~jp
Rn (a?) — 1 — x

einführt:

M
0

1
i = n —1

.S I (xm+p

m = 0 0

xm~p) dx +j 

0

— x~pdx rßtl p — 1 __ ÿç7l —p
dx.—i

1 — x 1 — x
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i

ß
o

XP~l — X~P

dx durch Wahl von n be-Es wird nun xn
1 — X

liebig klein; denn bezeichnet 0 einen echten Bruch, so kann
man das Integral zerlegen in: 

e

ß'
o

Auf das erste Integral lässt sich, weil der Quotient ein 
unveränderliches Vorzeichen hat, der erste Mittelwertsatz § 463 
an wenden, demzufolge es gleich ist dem Produkte aus einem 
mittleren Werte von xn im Intervalle von 0 bis 0, multipliziert 
mit dem Integrale des zweiten Faktors; also

i

fxp-1— X~P Xp~l— X~P

dx und dx.'' 1 — x1 — X

0

0 0

./■

0

Xp~l— X~Pxp~1 ——— dx = M(xn)
X t

dx.xn 1- 1 — X

0
Das zweite Integral kann man gleich setzen dem Pro­

dukte aus einem mittleren Werte des Quotienten, multipliziert 
mit dem Integrale des ersten Faktors:

■
1- 0»+iXp~1 — X~P

dxxn-
1 — X n + 10

Von beiden Ausdrücken rechts erkennt man, dass sie 
durch Wahl von n beliebig klein gemacht werden können. 
In dem ersten Integrale ist dabei die Giltigkeit des ersten 
Mittelwertsatzes vorausgesetzt, auch für den Fall, dass die 
unter dem Integrale nachbleibende Funktion an der Grenze 
unendlich wird, was unschwer zu beweisen ist.

Die obige Formel liefert demnach die Reihenentwickelung
i

r* m— co

q m = 0

1 1 -J ?m + p m + 1 —

und man hat also nach der Formel 9) des vorigen Paragraphen 
die Gleichung:

7t cotg»jr = — — (—i
p \1— p 1+|)

1 )-(—------- i-)-...
/ \3—p 3 +p/) \2-p 2+p

1



Setzt'man nach einander pTt = x und = — — x, so folgt:

_i______
37t — X 3 7t +xJ

+ ...

11 1 )-(cotg x = — — (------
X \7t — x M2tz — x 2 7t + x7t + X

111 1 1 \
tang x + + 5 Tt 5 7t37t 3 7t7J.: TT -TZ- + X2~x 2+x

Da p zwischen 0 und 1 liegt, so setzt unsere Ableitung 
voraus, dass in diesen Reihen x zwischen 0 und 7t, oder

zwischen —

Gleichungen die Periode 7t besitzen, so gelten sie bei allen 
Werten von x.

-TT- + X — X------X2 2 22

7tund + — liegt; da aber die beiden Seiten dieser
Li

Da
= J tang g x’ + \ cotg J x1cosecx — sin x

ist, so folgt aus den beiden Reihen:

l-)-...
3 7t-x 3 7t+ x/

i 1 ' 11 1 1 lcosec x —h +.2 7t —X 2 7t+ x,
7tund verwandelt man x in — — x, so wird
u

7t —X 7t+ X.X

1 1 1 1
+ —sec x = 3 7t7t 7t

2~X 2+X

Diese letzten Gleichungen ergeben sich auch aus der 
Formel 8) im § 489, denn diese kann leicht auf die Form 
gebracht werden :

-T^ + X— x2 2

i

j
o

X?—1 + %~P n— -------dx =
1 + x

7t

smpTt

492. Die Formel von "Wallis. — Im § 488 wurde der 
Wert des Integrales

nm = f sinm x dx 
ô

bestimmt, für den Fall, dass m eine ganze positive gerade 
oder ungerade Zahl ist. Dies Integral nimmt ab. wenn mi
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Das Verhältnis der beiden ersten Seiten in diesen Un­

gleichungen ist gleich 2n und hat die Einheit zur Grenze2n + 1
wenn n unbegrenzt wächst; also ist

2n — 2 2n — 2 
2n-3 2n — l 2n — l

7t ,. 2 2— = lim -—— • 2 n für n = go.2 1 3

wächst; denn die Elemente sin"1# dx sind um so grösser, je 
kleiner m ist. Bezeichnet man also mit n eine ganze positive 
Zahl, so ist5

'W'2n-\-l ^ W 2n ^ W2n—1,d. h.
1.3.5...(2w-l) 7t ^ 2.4...(2w —2) 

2.4.6. ..2n ' 2 < 3.5... (2n - 1)’
2.4 ... 2n 

3.5... (2n +1) 
oder:

<

2 2 n4 6 6 2n — 2 2n
5 7 2w — 1 2n — 1 2w + 1

4 6 6
5 ' 5 * 7 2n — 1 2n - 1

7t
2 > 1 ’ '3

2 2 2n — 2 2wTT
2 < 1 * 3

Diese bemerkenswerte f ormel ist von Wallis noch vor 
der Entdeckung der Differentialrechnung aufgestellt worden; 
wir werden später Gelegenheit haben, sie zu benutzen.

Anwendung der Differentiation und Integration nach einem 
Parameter zur Berechnung bestimmter Integrale.
493. Vorbemerkung. Die im § 479 gegebene Regel der 

Differentiation unter dem Integralzeichen lässt sich unter gewissen 
Bedingungen auch auf den Fall ausdehnen, dass die Grenzen des 
Integrales unendlich sind. Es sei

U =J /‘(o;, er) dx,
Xq

Au — J [fix, ß + A«) — f(x, «)] dx.
x0

Wenn nun die Funktion f'a(x,u) bei jedem Werte von X 
von x — Xq bis x — co eine gleichmässig stetige Funktion von a 
ist, und wenn überdies das Integral

Zweites Kapitel. §§ 492 und 493.128
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GO

ff'ix, a -j- 0Aa)dx
W

durch Fixierung einer unteren Grenze für w beliebig klein wird, 
unabhängig von dem Werte a + 0Aa, so ist leicht zu beweisen, 
dass

oo
,j dadu

da
ist. *0

Desgleichen erkennt man: Aus dem Integrale
GO

u — f f{x, a) dx 
*0

cc oo

f f(x, a) da = _F(æ, a) und f F(x, a) dx = v

folgt, wenn man

“o *0
setzt, dass adv v = J'u daalso-x- = w, da «0
wird, falls die Funktion fix, a) nicht nur eine gleichmässig stetige 
Funktion von a ist, sondei’n auch

CO

f f{x, a) dx
W

durch Wahl einer unteren Grenze von w unabhängig von a be­
liebig klein gemacht werden kann.

Soll auch in Bezug auf den Parameter a die Integration bis 
zu einer unendlichen Grenze ausgedehnt werden, so muss man sich 
zuerst von der Giltigkeit der Gleichung

CC CO GO cc
I daf fix, «) dx = fdx f fix, a) da

«0 x0 CCöXq

überzeugen. Lässt man dann a beliebig wachsen, so konvergiert 
die linke Seite in den Wert

GO GO

f daJ fix, a) dx,
*0<*0

falls dieses überhaupt ein bestimmter Wert ist; und die rechte 
Seite geht in den nämlichen Grenzwert über, falls

Serret, Differential- und Integral-Eeohnung. II. Bd. 9
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w'CO

J dx f f(x, a) da (V > w)
Xq w

lediglich dui'ch Wahl einer unteren Grenze für w beliebig klein ge­
macht werden kann. Für die folgenden Beispiele kann man ohne 
Schwierigkeit beweisen, dass diese Forderungen erfüllt sind.

1. Es ist nach § 488, wenn a > 0 ist:
oo

Jx2 + a 

o

dx _JL
2 .• a

Differentiiert man «-mal nach «, so folgt:

^clx
CO

1.3.5... (2n — 1) %3...
J (x2 + a)n+l 
0

2n 2

also:
CO

_ 1.3,5... (2n — 1) _
2.4.6 ... 2«A

o

da;
1) (a;2 -f a)n+x 2an+j

2. Nach § 488 ist bei positivem Wert von a
COJ e~ax

o
dx = —ia

und differentiiert man n — 1 mal nach a, so folgt:
■ oo

ye 1.2.3...Q - 1)
2) xn~1dx=— a x

an
o

Setzt man « = 1, so erhält man die Gleichung:
00

fe-*xn
0

—1 dx = (« — 1)!3)

494. Multipliziert man dieselbe Gleichung
00

A
o

1dx = —— a x

a

beiderseits mit da und integriert man a = b bis a = a, so 
wird

to
 3
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oo a

= f—J CC
b

vertauscht man auf der linken Seite die Reihenfolge der 
Integrationen und beachtet, dass

i a
— og j-’ (a und b > 0)da dx =c-“*

& o

/■
b

e~bx_e~ax
da =— ax

X

ist, so gewinnt man die Gleichung:
oof e~bx— e~

J x 0

ax

dx = log^-* 
b4)

Setzt man b = 1, so wird
00

/* e-x-e~ax
J x5) da: = log a.
o

Im § 488 wurde gefunden für a > 0:
OO

Çe-°* acosbx dx —
a2+&2o

00

/-
0

6sin da: =ax

a2+62

Integriert man beide Seiten nach a zwischen den Grenzen 
f und (/, die beide positiv sein müssen, so folgt:

cos bx dx = ~ log 

sin&Æ dx = arctang y — arc tang

oo
/'

0
/*24-62’

—/* — g—gx
6) a;

00

/!
0

—/* — g—5*
7) x

Nimmt man b als positiv in der Gleichung 7) an und 
lässt zunächst f nach 0 konvergieren, so lässt sich beweisen, 
dass die linke Seite stetig in den Wert

9*
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oo
/-
J X0

e-9x
sin bx dx

übergeht. Es folgt dies ohne Schwierigkeit aus der Er­
kenntnis (§ 466), dass das Integral

GO

/ sin&Æ
J x 0

GO

/ sin z ,- / -----dz
J e

(z = bx)— dx

einen endlichen Wert hat. Demnach ist:
oof

J x0
sin bx dx = arctang

In diesem Integrale kann man g positiv unendlich werden 
lassen, da beide Seiten stetig nach bestimmten Grenzen kon­
vergieren, und sonach wird:

00
/ sin bx

J x0
dx = (b>0)8)

Es ist einleuchtend, dass, falls b negativ ist, der Wert
7tdes Integrales gleich — — wird.

495. Die vorstehende Formel ist von sehr grosser Be­
deutung und kommt bei schwierigen Untersuchungen zur An­
wendung. Ersetzt man b durch a + b, und ferner durch a — &, 
wobei a und b beide positiv und a > b angenommen werden, 
so folgt:

CO

I sin (a — b)
J xo

CO

ß
o

sin (a + b) x ^ __ n
dx = y'2’x

Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Integrale 
findet man:

oo

/'
0

CO

ß
o

sin ax cos bx sin bx cos axdx = j dx = 0.x x

Diese beiden gehen durch Vertauschung der Buchstaben 
a und b aus einander hervor. Also ist



2
n

oo

rsin ax cos bx
9) ----dx = 1 oder = 0,x

je nachdem a > b oder a < b ist; beide Grössen sind dabei 
als positiv vorausgesetzt. Für a — b wird das Integral gleich

GO

I sin2a#
J xo

dx,

also gemäss der Gleichung 8) gleich

Wir haben also das Beispiel einer analytisch dargestellten 
Funktion der beiden Yariabelen a und b, welche wesentlich 
unstetig ist. Der Wert dieser Funktion ist immer gleich 1 
oder gleich 0, wenn a und b positiv sind.

Wir wollen nun eine Anwendung dieser Formel geben, 
welche zur Bestimmung eines neuen Integrales führt.

496. Wir gehen aus von der Gleichung
CO

o

bsin bx dx =— ax
a* + b- 

cos Ijund multiplizieren beide Seiten mit —db, so wird 

cos& „
~rdb

GO)J'e~ax 
o

cos b dbsin bxdx = a2 + 62

Indem wir nun nach b integrieren von b = 0 bis b = oo, 
und dabei auf der linken Seite zuerst die Integration nach b 
ausführen, was gestattet ist, ergiebt sich die Gleichung:

GO CO 00

/ cos bdb
J >r'
o

J e~axdxj 
0 0

sin bx cos b db
b

Das Integral nach x kann in zwei Teile zerlegt werden; 
der erste Teil besteht aus dem Integrale von x = 0 bis x = 1, 
der andere aus dem Integrale von x = 1 bis x = oo. Solange 
aber x < 1 ist, wird der Faktor
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00
’ sin bx cos bdbJ

o
= 0x

gemäss der Gleichung 9) im § 495; und derselbe Faktor ist
7tgleich — > wenn x > 1 ist. Die obige Formel wird also
u

00

Çe~ax
00

rcos b dbdx =

oder
oo

0

cos b db n

Die Konstante a ist wesentlich positiv. Setzt man also 
b = ax, db = adx, so folgt:

oo

/'

0

cos axdx_______ = __ f> — a
1+ x2 2

7t
10)

und dies ist die Gleichung, welche wir ableiten wollten.
+ x

497. Wir wollen noch das bestimmte Integral Je~x,ldx
— OO

betrachten, welches zu der Klasse von Integralen gehört, 
deren Theorie im folgenden Kapitel gegeben werden wird. 
Der Wert desselben lässt sich leicht bestimmen, indem man 
die Methode der Integration unter dem Integralzeichen an­
wendet. Wir setzen

+ «
= f e~dx = 2J e~-r2 dx.

— x o
Substituiert man x*=cct, dx = adt, wobei a eine Kon­

stante ist, so folgt

A

A = 2 fe-**adt.
Ô

Multipliziert man mit 2e~“2da beide Seiten, so wird:
co

= 4e~a'da fe-a7ilccdt.A 2e~“2 da
'

Zweites Kapitel. §§ 496 bis 498.134
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Integriert man nun nach a, zwischen den Grenzen 0 und oo, 
so wird die linke Seite gleich
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GO

A2f e~“'da=A\
o

Auf der rechten Seite kann man die Integration nach a 
zuerst ausführen: es ist:

X X

ttdt = ±fdtfe—'u+Wad«
0 Ô

xX

4 fe~a* da fe~aU* 
o o

und da das unbestimmte Integral des Differentiales
e_ **(! + *»)
~T+J2~

ist, so ist das Ergebnis dieser Integration

2e~“^1 + <2) a da = — + const

CO

•A
o

dt „ 7t
rn»-as-*-

Also ist 
und folglich

+ °°J e~x* dx — Y 7t.11)
— co

498. Yon diesem Integrale ausgehend gelangt man zu 
anderen, die hier noch angegeben werden sollen. Bezeichnet 
a eine positive Grösse und ersetzt man x durch #]/a, so folgt:

+ °°

ß y 7t12) (fl > 0)e~~ax* dx = y a
— co

Differentiiert man diese Gleichung n-mal nach a so er­
hält man:

-fco

J e—ax* x2n dx = ]/jt— 1.3.5... (2n — 1) ( . xn
7t---------------- ----------------- -- a~(n+ä)>

2n
— CO

und für a — 1 :
-h so

ß 1 • 3.5 ... (2n - 1)_—x*x2ndx — y7t •13) 2n
— CO



Bezeichnet man mit a eine reelle positive oder negative 
Grösse und ersetzt man in der Gleichung 11) x durch x ± a, 
so bleiben die Grenzen der Integration un geändert und es wird: 

-f- 00

I Q — & + ‘lxa dx — j/jt ea\
---- CO

Ersetzt man das zweideutige Zeichen auf der linken Seite 
einmal durch -f-, sodann durch —, und bildet alsdann die halbe 
Summe der Integrale, so folgt:

Zweites Kapitel. §§ 498 und 499136

+ CO

je-*»!ax+e— 2 ax
dx = ]/% . e a\2

— CO

Verwandelt man dann noch x in nix und a in —> som
wird:

CO
l/ n*dx = y~ e*j

g2nx _J_ ß — 2nx
14) — ni1 xï 12 m

— CO

eine Gleichung, bei welcher m positiv vorausgesetzt ist

1 ber den Übergang von reellen Grössen zu komplexen.

499. Wenn zwei Funktionen einander gleich sind für alle 
reellen Werte der Variabelen (oder auch nur für alle Werte 
der Variabelen innerhalb eines bestimmten Intervalles), und 
beide Funktionen sind in konvergente Reihen entwickelbar, ge­
ordnet nach ganzen wachsenden Potenzen dieser Variabelen, 
so sind die Koeffizienten gleicher Potenzen in beiden Ent­
wickelungen einander gleich (§ lll). Bleiben also die beiden 
Reihen konvergent, wenn man die Variabele komplex annimmt, 
und dieses ist sicher der Fall, solange der Modul des kom­
plexen Wertes kleiner ist als der grösste Betrag, bei welchem 
die reelle Reihe konvergiert (§ 104, Zusatz), so besteht die 
Gleichheit zwischen den beiden Funktionen notwendig fort.

Auf Grund dieser Überlegung kann man die Werte von 
einigen neuen bestimmten Integralen ableiten.

Kehren wir z. B. zur Gleichung 14) des vorigen Para­
graphen zurück. Man sieht leicht ein, dass sich die beiden

Cb
 •* +



Seiten dieser Gleichung in konvergente Reihen, welche nach 
ganzen Potenzen von n fortschreiten, entwickeln lassen, und 
dass diese Konvergenz nicht gestört wird, wenn man für n den 
Wert ni einführt Also ist

+ «5
e—cos 2nx dx —
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VJLJ m
— CO

Man kann das Integral auch mit der unteren Grenze null 
beginnen, wenn man die rechte Seite mit 2 dividiert, und er­
hält so: co

/
-1/ ri1

cos 2nx dx = e m\
2 m

0
Ein anderes Beispiel liefert die Gleichung 12) desselben 

Paragraphen, in welcher a eine positive Grösse bedeutet. 
Ersetzt man hier ]/a durch m( 1-f- a), so folgt:

+ 00

e-(\ + a)'x'm* (JX = Y'tcJ m( 1 -f a)
— CO

Beide Seiten dieser Gleichung lassen sich in konvergente 
Potenzreihen in Bezug auf a entwickeln, bei allen reellen 
Werten von a zwischen —1 und -f- 1. Es bleiben daher 
diese Reihen auch konvergent, wenn a einen komplexen Wert 
bezeichnet, dessen Modul kleiner als 1 ist. Setzt man nun 
a = p«, wobei p reell und kleiner als 1 ist, so erhält man

+ 00

./■ Yn 1 — iç 
m{ 1 -f- iç) m( 1 + p2)2\- V*-g—(1 + 2 — Aß _

— CO

Setzt man die reellen und imaginären Bestandteile einzeln 
einander gleich, so folgt:

+ CO

f e-<1 — a^näx* cos (2 Q7n2X2) dx —
m (1 + p2)1

— OO

+ oo
qV71/-■—c*)»‘s*2 sin (2 p m2x2) dx = m (1 -f- p2)

— CO

oder, wenn man (1 — p2) ?n2 = ja, 2pm1 = v einführt:
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+ CO
J e-^cos ('vx2)dx = |/| ^ + V*

— 00

+ GO

i/f/— ^ + ]/ku2 + v2ß sin (vx2) dx =I— U X1

fl2 + V2
— co

Diese Gleichungen setzen voraus, dass ju > 0 ist.

Das Integral von Cauchy.
500. Es sei z=QeiM eine komplexe Variabele und f{z)

eine Funktion derselben, welche kontinuierlich ist, und eine be­
stimmte, ebenfalls stetige Ableitung besitzt bei allen Werten 
von z, deren Modul nicht grösser ist als eine gegebene Grösse B. 
Es ist dz = eiu> dg + igeiM da, 

f(z) dz = cp (p, a)dg -f if) (g, cd) da,
und folglich

wenn man zur Abkürzung

cp (g, co) = eiui f(geiw), ip (g, a) = igeic> f(geim)

setzt. Wir haben im § 485 gesehen, dass dieser Ausdruck 
f{s)dz das exakte Differential einer Funktion der beiden un­
abhängigen Variabelen q und a ist. Bezeichnet man also mit 
p0 und co0 irgend welche Anfangswerte von g und a innerhalb 
des gegebenen Gebietes für z, so ist nach § 484:

?
f[cp(Q, a) - 9?(p, <o0)]dp w) - t(Qo, to)]r?to.
^0 ^0

Wir wählen p0= 0 und schreiben u an Stelle von eo0. Da 
die Funktion f(z) stetig sein soll für alle Werte von z, deren 
Modul nicht grösser ist als B, so haben auch die Integrale in 
dieser Gleichung einen endlichen Wert, wenn man g — B, 

a -j- 2 te setzt. Die Annahme der Stetigkeit von f(z) ent­
hält aber auch die Bedingung, dass diese Funktion dieselben 
Werte annimmt für co == a und co = a + 2jt, wenn q denselben 
Wert behält. Hieraus folgt, dass die linke Seite in der obigen 
Gleichung null ist. Ferner wird auch die Funktion ip(g,a)

a =
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gleich null für Q = 0, weil f(z) nicht unendlich sein kann; 
demnach ist a-j-2 7t

f ty (R, a) da = 0,
oder

a-f- 2n
f Reitu f(ReUo) da = 0 ?

oder auch
a-{-2 7t

J'Zf(Z)da = 0,1)

wobei Z den Wert bedeutet Z = Reiw.
Diese Gleichung unterscheidet sich nur in der Form von 

derjenigen, die im § 382 aufgestellt wurde, und die Methode, 
mittelst derer wir sie hier gewonnen haben, ist im Grunde 
genau die nämliche, die wir dort an wandten. Bezeichnet man 
nun auch hier mit F(z) eine Funktion, die stetig ist und eine
bestimmte stetige Ableitung besitzt, bei allen Werten von z, 
deren Modul nicht grösser als R ist, bedeutet ferner x eine 
reelle oder komplexe Konstante, deren Modul kleiner als R 
ist. so kann man F{z) - F(x)3

Z — X

in die Gleichung 1) einsetzen, und es wird
2 7t -(- a

-
-[F{Z)-F(x)]do~ 0
JOz-

oder: 2n-\-a. 2 jt-\-a

"<•>/żh Jt* — F(Z)da. 002) da = Z-
Nun ist aber “ “

Z = 1 4- — 4- —
1 + z + z2+ +

zxu~x xfl
Z*-1 + Z* ' Z - x 'Z-x

und wenn m nicht null ist. so wird
2 7t-\-CC

3
2 7t-\-ar xm xm r J Z« da “ R"J ‘e—miw da = 0:

also ist 2 nĄ-a2 7t-\-a

/Ä /-î-
J Z-x

x-u e~‘lU3i da.da = 2n + Ru_
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xf*Der Modul von -=r- wird für = oo null: also istix “
2 rt-\-a

/ — c7co = 2rt

und die Gleichung 2) wird demnach
2 lt-\-CL

r_L_F{Z)da.l
3)

Diese von Cauchy gegebene Integralformel unterscheidet 
sich nicht von der Gleichung 12) im § 382, aus der wir die 
Reihenentwickelung der Funktion F(x) abgeleitet haben. Diffe- 
rentiiert man dieselbe ft-mal nach æ, oder, wenn man will, 
nach dem Modul von æ, so kann auf der rechten Seite die 
Differentiation unter dem Integralzeichen ausgeführt werden, 
und es wird:

27t-p“

^ , N i r zf(z) 
F^(x) - fi! 2nJ (ß_xyl +1 da.4)

Für x = 0 ergeben die Gleichungen 3) und 4), indem 
man Reiw an Stelle von Z schreibt:

2 n-\-a

F(0) = ^f*F (Reico) da
5) 5

2tt-fa
1 e-niu F(Reiw)da.6)

Bezeichnet man endlich mit x eine Konstante und wendet 
man die Gleichungen 5) und 6) auf die Funktion F(ß) = @(x + z) 
an, so erhält man, indem man noch r an Stelle von R schreibt:

2 n-\-aJ <P(x + reiU3)da
a

a-j-2^z
i r

= [xl r~fl r— / e~fltw <2> (x -f relb}) da.2n,J

1
®W”2«0 5

8)



1 — R cos a da — 2 it.— 2 R cos a + R2

sin a
— 2 R cos a 4- R2 da = 0.

Es ist zu bemerken, dass diese letzte Gleichung evident 
ist; denn die Elemente des Integrales, welche zu einem Werte oi 
und dem dazu komplementären 2n — a gehören, sind gleich 
und von entgegengesetztem Zeichen. Die erste Gleichung gilt 
nicht mehr, wenn R > 1 ist; in diesem Falle ist der Wert des 
Integrales gleich 0. Denn es wird:

11 — cos a1 — R COS 03 R
= 1.1 — 2R cos 03 -f- R2 + 2 1

1 COSO + JJ

Multipliziert man diese Identität mit da und integriert als­
dann von 0 bis 2 3t, so wird das Integral des ersten Quotienten

Diese beiden Gleichungen gelten bei allen Werten von r, 
für welche die Funktion <D (x + reiM) nebst ihrer ersten Ab­
leitung stetig ist.

501. Aus den vorigen Formeln ergiebt sich die Berech­
nung einer grossen Anzahl von bestimmten Integralen, wofür 
wir einige Beispiele hier geben wollen.

1. Es werde
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gesetzt; diese Funktion bleibt nebst ihrer Ableitung stetig für 
alle Werte von z, deren Modul kleiner als 1 ist. Aus der 
Gleichung 5) folgt also, wenn man a = 0 und R < 1 an­
nimmt:

2 71 2 71

/ ‘(1 — jR cos a) -f iR sin a
J 1 — 2R cos oj 4- R2 
0

da2 7t = da j1 - Re
0

oder, wenn man die reellen und imaginären Teile trennt:

I—

(N 
(*

tc

©
<

©
(•



gleich 2jr, wenn R < 1 ist; folglich ist das zweite gleich 
null, und man erhält

Zweites Kapitel. §§ 501 ûnd 502.142

2 7t

11 —=r cos aR da = 0.
cos g> vL1- R2

0

Für den Fall R — 1 wird das Integral gleich:
2 7t

Ji
0

da, -f -J- - *•
1 — cos a

— 2 cos a
o

2. Es sei F(g) = ez,j diese Funktion bleibt nebst ihrer 
Ableitung stetig bei allen Werten von z\ setzt man also a = 0, 
R == m, so ergiebt die Gleichung 5):

2 71
J^mcoeœ + imBinurfa = 2jr,

0
also

2 7Ï

/«'
0

cos (m sin a) da = 2ji.m cos co

2 71
/«■
o

sin (m sin w) da = 0.wcosw

Das Element des ersten Integrales bekommt denselben 
Wert, wenn man die in Bezug auf 2n komplementären Werte 
von a einsetzt; daraus folgt, dass

7t

Ieo
cos (m sin o) da = %mcos co

ist, eine Formel, die Poisson auf anderm Wege im 19. Hefte 
des Journal de l’Ecole Polytechnique abgeleitet hat.

3. Wir setzen noch

F{z) — l (1 + e) — 1(1 + pe!W);

a variiere von — n bis 4~ n, q sei kleiner als 1. Setzt man
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1 + z = re‘V,

1 + p COS CO — Y COS ^
so ist

p sin co = r sin i\> 5also:
p sin cor = Yl + 2p cos g) + p2, ip — arctang

1 + P COS G3

Die Funktion F(ß) ist stetig nur solange als der Modul p 
kleiner als 1 ist (§ 375), also ist cos^ immer positiv, und

7t 7tder Winkel welcher zwischen — — und + — variiert, ist
durch seine Tangente vollkommen bestimmt. Nimmt man nun 
R < 1 an, so giebt die Gleichung 5):

+ »
f (Ir + iip)dco = 0,

— 71d. h.:
+ 71

fl (1 + 2R cos co + R2) dco = 0,
— 71

+ 7TJ arctang R sin co dco == 0.1 + R cos co
— 71

Anwendung der Theorie der bestimmten Integrale 
zur Darstellung der Koeffizienten der trigono­

metrischen Reihe.

502. Die bestimmten Integrale
71

cos mx cos nxdx, f sin mx sin nx dx
b

haben alle beide den Wert null, wenn m und n ungleiche 
ganze Zahlen sind. Denn bildet man ihre Summe und ihre 
Differenz, so erhält man:

n

f00

71 71

f dx cos (m — ri) x) f dx cos (m + n) x,
o

und man erkennt ohne weiteres, dass diese Integrale null sind, 
weil dx cos (m — n) x und dx cos (m + n) x die Differentiale 
der Funktionen

2)
Ô



sind, welche für x = 0 und x = 7t verschwinden.
Ist aber m = n, so wird nur das zweite der Integrale 2)

7t reduziert.
7t

gleich null, während das erste sich auf Jclx = 
Also haben die beiden Integrale 0

71 7t

/•
o

3) sin nix sin nxdxcos nix cos nxdx
o

den Wert 1 oder 0, je nachdem die ganzen Zahlen m und n 
gleich oder ungleich sind. Dieser Schluss setzt indessen vor­
aus, dass nicht gleichzeitig m == n = 0 ist; in diesem Falle 
wird das erste der Integrale 3) gleich 2 und das zweite null.

503. Es seien nun f(x) und F(x) zwei Funktionen von x\ 
von diesen beiden Funktionen sei bekannt, dass sie in kon­
vergente Reihen der folgenden Art entwickelbar seien:

4) f{x) = — A0 + A1 cos x + A2 cos 2x + A3 cos Sx -l---- + An cos nx + • • •

5) F(x) = Bl sin# + B2 sin 2x + B3 sin 3x H------H Bn sin nx -

d. h. innerhalb des Intervalles von x = 0 bis x = 7t konvergiere 
die erste Reihe und ebenso die zweite allenthalben und ihre 
Werte seien bezüglich gleich f(x) und F(x). Die erste Reihe 
wird dann für das Intervall von 0 bis — 7t denselben Wert 
wie für das Intervall von 0 bis -f n darstellen; die zweite wird 
in jenem Intervalle Werte erhalten, die den anderen entgegen- 

' gesetzt gleich sind. Ausserdem ist zu beachten, dass die zweite 
Reihe für x=0 und x = ti denselben Wert, nämlich null liefert, 
so dass wir also, wenn völlige Übereinstimmung zwischen der 
Funktion F(x) und der Sinusreihe bestehen soll, was wir zu­
nächst voraussetzen, annehmen müssen, dass diese Funktion 
insbesondere die Eigenschaft hat, dass F(0) = F(-\- 7t) = 0 ist.

Es sollen nun die Koeffizienten in den beiden Reihen be­
stimmt werden. Der alte von Fourier eingeschlagene Weg 
ist der folgende.

Zweites Kapitel. §§ 502 bis 504. 

sin (ni — n) x
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sin (m + w) xund ni 4- nm — n
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2Multipliziert man die Gleichung 4) mit — cos nxdx und
integriert alsdann von 0 bis jr, so werden alle Glieder auf der 
rechten Seite null, mit Ausnahme des mit A„ multiplizierten, 
welches den Wert erhält:

W'

o
6) cos nx cos nx dx = An.

Es ist demnach n
Çf ix) cos nxdx 

o
— An.

Diese Gleichung besteht auch für n = 0, d. h. es ist

dx .= A0. 
o

2Multipliziert man ebenso die Gleichung 5) mit —n sin nxdx
und integriert alsdann von 0 bis jt, so werden alle Glieder 
wiederum gleich null mit Ausnahme des einen, welches den 
Wert erhält

W

o
sin nx sin nx dx = JBn.

Es ist also:

— Çfix) sin nxdx
nJo

7) = Bn.

504. Die Funktionen f(x) und F(x) haben die besondere 
Eigenschaft, dass die erste eine paare, die andere eine unpaare 
sein muss; sie bilden also nur einen besonderen Fall von perio­
dischen Funktionen. Bezeichnet man allgemein mit F(x) eine 
Funktion, von der bekannt ist, dass sie sich in eine kon­
vergente trigonometrische Reihe entwickeln lässt, so hat diese 
Entwickelung die Form:

F{x) = jA0+ Ax cosx + A2 cos2x + A3cos3x + --
+ JBX sin x + B2 sin 2x + JBS sin 3 x + • • • + Bn sin nx +

Serret, Differential- und Integral-Eechnung. II. Bd.

• + Anc,o$nx + • •8)

io
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Dabei ist zu bemerken, dass diese Reihe für x = 0 bis 
x — 2 je verschiedene Werte darstellt und zwar im Intervalle 
von x = je bis x = denselben Wert wie im Intervalle von 
x = — je bis x = 0, dass sie also eine periodische Funktion 
ist mit der Periode 2 je; ferner, dass sie für x — 0 denselben 
Wert annimmt, wie für x = 2 je, so dass wir also wiederum, 
wenn völlige Übereinstimmung bestehen soll, von der Funk­
tion F(x) voraussetzen müssen, dass F(0) = F(2je) und all­
gemein F(x + 2 7t) = F (x) ist.

Gehen wir nun zur Bestimmung der Koeffizienten in der­
selben Weise vor, so erkennen wir wiederum, dass die Integrale

in n
^ycos nx cos mxdx, ^s 

0 0
sin m x sin nxdx

gleich 1 oder gleich null sind, je nachdem die ganzen Zahlen 
m und n gleich oder ungleich sind. Ist n = m = 0, so wird 
das erste Integral gleich 2 und das andere null. Auch sieht 
man, dass das Integral

in
I sin nix cos nxdx

. '0
immer null ist. Multipliziert man also die Gleichung 8) mit 
- cos nxdx und ebenso mit — sin nxdx. und integriert man
71 71

dann jedesmal von x — 0 bis x = 27t so folgt:
2n

An — — [Fix) cos nxdx, 
V

9)

2 71

I Fix) siiinxdx10) Bn =

und die Gleichung 9) gilt auch für n = 0; sie ergiebt in diesem 
Falle den doppelten Wert A0 des von x unabhängigen Koeffi­
zienten in der Entwickelung der Funktion F(x).

Anmerkung. Man kann auch in die Reihenentwickelung 
anstatt der trigonometrischen Funktionen die Exponential­

Zweites Kapitel. § 504.146
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funktion mit imaginärem Argument einführen. Alsdann kann 
die Gleichung 8) geschrieben werden:

» = + 00
Fix) {i-V- 1),

n=— go

wobei An eine komplexe Zahl ist. Multipliziert man dann beide 
Seiten mit —^ und integriert von 0 bis 2n, so folgt:— mxi

e
2x
fF(x)

2 n”^i°° i re~mxidx I e(n~m)xi dx.
n——co ./0

1
2 71

0
2 7t

Das Integral J eSn~m)xi dx ist gleich 2tt, für n = 
0

m, aber

gleich null, sobald m und n verschieden sind; folglich ist
2n

Am = 4^ J"F(x) e 

0
* dx,— rnx

und in dieser Gleichung kann m alle Werte von — co bis 
+ oo annehmen.

Die einfache Methode, wie hier die Koeffizienten einer trigono­
metrischen Reihe bestimmt sind, durch welche eine Punktion F (oc) 
definiert ist, beruht auf zweierlei Voraussetzungen. Wir nahmen 
an, erstlich, dass von der Funktion F(x) bekannt ist, dass sie 
sich in eine trigonometrische Reihe entwickeln lässt, zweitens, dass 
diese trigonometrische Reihe die gliedweise Integration gestattet, 
also eine Reihe ist, welche „im allgemeinen“ gleichmässig (§ 473, 
Zusatz) konvergiert. Nur unter diesen Beschränkungen ist der 
Satz bewiesen, dem man auch die Form geben kann:

In jeder trigonometrischen Reihe
k=CO

A0 + ^Ak cos kx + Bk sin kx,

welche im Intervalle von 0 bis 2% eine integrierbare Funktion 
F(x) definiert und zugleich eine ,,im allgemeinen“ gleichmässig 
konvergente Reihe ist, haben die Koeffizienten At und Bk die 
Werte: 2 n 2 n

Ak = — / F (x) cos kxdx
nJ0

1 /*
, Bk = — / F (x) sin kxdx.nJo

10*
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Zumal die zweite Voraussetzung beeinträchtigt die allgemeine 
Anwendbarkeit dieses Satzes, und das eigentliche Problem, um 
welches es sich bei der Einführung der trigonometrischen Reihe 
handelt, ob nämlich jede im Intervalle von 0 bis 2n irgendwie 
definierte Funktion in eine trigonometrische Reihe entwickelbar ist, 
wird hiermit keineswegs beantwortet. Ein kurzer Abriss der Theorie 
dieser Reihen ist daher am Schlüsse dieses Buches gegeben.

Bemerkungen über die Transformation der Yariabelen 
in bestimmten Integralen.

X
505. Es sei das bestimmte Integral f f(x) dx gegeben.

*0
Will man für x eine andere Variabele t einführen, so dass

und setzt man:
F(t) = f[<p(t)].

so wird (§ 416):
X t

f f(x) dx = f~F (t) dt
X0 t0

wenn man mit t0 den Wert bezeichnet, welcher zum Werte 
x = xQ gehört. Wenn man nun weiter x =» X einführt und 
man nennt T den Wert, welcher zu x = X gehört, so folgt:

x T
Jfix) dx =J F(t) dt.
*0 *0

1)

Diese Gleichung erfordert aber einige Vorbedingungen, 
wenn sie nicht zu falschen Resultaten führen soll. Wenn näm­
lich die Funktion (p(t) nicht derart eindeutig ist, dass jedem 
Wert von t nur ein Wert von x entspricht, so kann es ein- 
treten, dass man, um eine stetige Reihe von Werten x zu 
erhalten, die von x0 bis X gehen, nach einander verschiedene 
Bestimmungen der Funktion cp(t) anwenden muss. In diesem 
Falle muss man also einsehen, wie die verschiedenen Trans­
formationen der Variabelen nach einander auszuführen sind.

506. Beispiel. Ein sehr einfaches Beispiel wird das Ge­
sagte deutlich machen. Wir betrachten das Integral



wobei X positiv ist. Wir haben im § 446 gesehen, dass das­
selbe auf ein elliptisches Integral zurückgeführt werden kann 
vermittelst der Substitution:

xi+b=2r*’
woraus folgt:

xs_«-|(l±l/ïrr*3), XS —

X3
dx 1 dt

f 1 + x6 + 2f2 VT- tA

Will man, dass x und t zugleich null werden, so hat 
man für sehr kleine Werte von t

x3=t~i(l-Vl-t3)

zu wählen. Wächst hier die Yariabele t von 0 bis 1, so 
wächst auch x von 0 bis 1. Soll aber die Yariabele x Werte 
annehmen, die grösser sind als 1, so muss man

= t~i (1 + yi - t3)

setzen. Lässt man hier t von 1 bis 0 variieren, so wächst x 
von 1 bis oo.

Es sei nun T der Wert von t, welcher zu x = X gehört. 
Ist X <1, so ist auch T kleiner als 1, und man erhält:

xr dxj
i dt

i) yi + j? 2f2j yt=r*
o

Ist aber X>1, so wird

f dx 1 dt
J fl + tf-2p2J 1 "
0 0

l_ r. ^Vt-t4 ' 2Ÿ2 J -yt-t4
i

Man kann die Grenzen des zweiten Integrales vertauschen, 
wenn man das Vorzeichen in das entgegengesetzte verwandelt; 
es wird also dieses Integral gleich
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xr dx
J y i+%0

6?

* s
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T

f-ß=-fJ Vt-t1 j i
T 0

dtdt
Vt-t4 Vt-t4

0
und also erhält man für den Fall X > 1 :

x 1r dx j_ r
J f i~../- wi
o o

T
dtdt 1

2) y2j yi- t* 2p2j yt-t4
0 0

Diese Gleichung ist, wie man sieht, sehr verschieden von 
der Gleichung 1), die sich auf den Fall X < 1 bezieht. Für 
X = 1 geben beide Gleichungen übereinstimmend:

A
0

L r____
yi + xg 2p2j yt-t* 

0

* dtdx
6

507. Man kann jedes bestimmte Integral durch eine Sub­
stitution in ein anderes verwandeln, in welchem die Grenzen
zwei willkürlich gewählte Grössen sind.

x

Ist das vorgelegte Integral ff(x) dx, wobei x0 und X
Xq

endliche Grössen sind, und setzt man
dx dtX — Xq _ t — t0

X — Xq T — t0’ also X x0 T t0
wobei t eine neue Variabele, t0 und T irgend welche endliche 
Grössen bedeuten, so wird t = t0 für x = x0 und t = T für 
x — X. Folglich ergiebt diese Substitution ein Resultat von 
der Form: x T

f fix) dx = J F (t)d t.
Xq tQ

Wendet man die Substitution an

t-tQ___ /y*iÄS ia/a

X — Xq t — t0 -f- 1
so wird t = t0 für x = x0 und t = -j- co für x = X; also wird

x <X)f f{x) dx = f F(t) dt
#0 ^0

und nimmt man t0 = 0, so ist
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X oo

/ f(x) dx — /F(t) dt,
x0 ô

es ist einleuchtend, dass die umgekehrte Substitution das
« x

Integral f F(t)dt auf die Form ff(x)dx bringt.
0 x0

508. Wir haben gesehen, dass ein unbestimmtes Integral 
in der W7eise eines bestimmten dargestellt werden kann, indem 
man die untere Grenze, mit welcher die Integration beginnen 
soll, willkürlich fixiert. Auf Grund der vorigen Überlegung 
kann man nun noch hinzufügen, dass ein unbestimmtes Integral 
auf unendlich viele Weisen durch ein bestimmtes ausgedrückt 
werden kann, dessen Grenzen sich ganz willkürlich fixieren 
lassen. Denn ist das unbestimmte Integral f(x)dx, so ist :

J fix) dx = f fix) dx + 0,
x0

wobei C eine willkürliche Konstante bedeutet. Bezeichnet man 
die Variabele unter dem Integrale mit a, so ist

ffix) dx = ff(u) da + (7;
X0

Jf{a) da ist das bestimmte Integral des Differentiales fia) da,
Xq

gebildet zwischen den Grenzen x0 und x. Auf dieses kann 
man nun die Transformationen anwenden, von denen im vorigen 
Paragraphen gehandelt wurde.

Betrachten wir z. B. das unbestimmte Integral

f xn~xe~x dx,

wobei wir den Exponenten n als positiv annehmen. Dieses 
Integral ist gleich

X

J xn~le
o

~x dx-\-C oder j'an~1e~cl da + C.
o

Setzt man
a = ix, da = x dt

so geht dasselbe über in
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i
f xntn~x e~tx dt + C, 

o
oder wenn man den Faktor xn aus dem Integralzeichen heraus­
hebt, in

X" f tn~xe~txdt + C. 
o

Das elliptische Integral erster Gattung

■Ao
A
o

dadx
]/(l — x2) (l-Fz2) ]/(l — a2) (1-Fa2)

wird, wenn man wiederum
a = tx, da = xdt

setzt, gleich

xA
0

dt
Y(1 -xH2) (1 -k2x2t2)

Über die vielfachen Werte, welche Integrale zwischen 
zwei bestimmten Grenzen annehmen können.

509. Im § 460 wurde bewiesen, dass die Gleichung
besteht:

X Xt x-2 X

f f(x) dx = f f(x) dx + / f(%) dx -\----- \-f f(x) dx,
xn — 1

welches auch die Werte der Grössen x1} x2, ... xn—i sein 
mögen, solange nur die Funktion f(x) eindeutig bleibt, 
während x zwischen denselben Grenzen variiert Diese 
Gleichung drückt also aus, dass das Integral

x0 Xy*0

X

J f(x)
x0

denselben Wert hat, in welcher Weise man auch die reelle 
Grösse x variieren lässt von dem Anfangswerte x0 zum End­
werte X.

Dies setzt aber wesentlich voraus, dass die Funktion f(x) 
immer denselben Wert erhält, wenn x denselben Wert an­
nimmt und ferner, dass die Variabele x in stetiger Weise von
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x0 zum Werte X übergeht. Sind diese Bedingungen nicht 
erfüllt, und x geht auf zwei verschiedenen Wegen von x0 nach 
X über, so kann auch das Integral ganz verschiedene Werte 
erhalten.

Hieraus folgen z. B. die vielfachen Werte der Ausdrücke 
arcsin X, arctangX, arcsecX, 

die ja nichts anderes sind, als die'Werte der Integrale
x

A
o

X

Ja
i

x

Ao
dx dx dxy i - r*’ 1 + x xYx2— 1

Diese Integrale hängen nämlich nicht nur von dem 
Werte X ab, sondern auch von der Art, wie x von der 
unteren zu der oberen Grenze variiert. Dieser Gegenstand 
erfordert einige Erläuterungen.

510. Wir betrachten zuerst das Integral
x

fyf
o

dessen obere Grenze X eine beliebige Grösse zwischen — 1 
und +1 bedeutet.

Lässt man zunächst x in einerlei Sinne von 0 bis X 
variieren, so kann die Quadratwurzel ]/l— x2 beim‘Ausgang 
willkürlich entweder mit dem Zeichen + oder dem Zeichen — 
genommen werden. Da aber diese Wurzel innerhalb des Inter­
valles von 0 bis X nicht null wird, so erfordert die Stetig­
keit, dass man ihr während der Integration immer dasselbe 
Zeichen beilegt. Wir wählen das positive Zeichen und nehmen, 
um die Begriffe zu fixieren, an, dass X positiv ist. Wir be­
zeichnen ferner mit a den Wert des auf diese Weise be­
stimmten Integrales und schreiben:

dx

x

A dx
= ec.

yi-x2
Lo

Die Klammern, welche wir hierbei benutzen, sollen an- 
zeigen, dass x beim Übergang von der Grenze 0 zur Grenze X 
beständig in demselben Sinne, also nur wachsend, sich ändert.



Es sei K der Wert, den a annimmt, wenn X = -ff 1 wird; 
es ist also

! / dx
j = K.y i-x*
0

Nachdem die Yariabele x von 0 bis zu der oberen Grenze 
-ff 1 gewachsen ist, lassen wir sie wieder von +1 zu 0 ab­
nehmen und bilden zwischen diesen Grenzen das Integral des

o
fÿï=x*dx dxDifferentiales Legt man jetztnämlichy i—x2

der Quadratwurzel )/1 — x2 das positive Zeichen bei, so be­
kommt dieses Integral den Wert — K, denn seine Elemente 
sind den Elementen des vorigen gleich und entgegengesetzt. 
Da aber der Ausdruck ]/1 — x2 für x = -ff 1 null geworden 
war, so ist es angezeigt, sein Zeichen zu ändern (eine nähere 
Begründung dieses Verfahrens ergiebt sich aus der Betrachtung 
der Funktion bei komplexen Werten von x), und also wird:

o
J]/l - tf2dx = K.

L i
Die Yariabele x ist dann wiederum gleich null geworden. 

Nimmt man nun an, dass sie noch weiter abnimmt bis zu der 
unteren Grenze — 1, so muss die Wurzel ihr negatives Zeichen 
behalten, weil sie nicht null geworden ist, und es wird auch

— i
dx = K.

yr=Tx2
Lo

Für x = — 1 wird l/l — x2 aufs neue null ; legt man ihr 
folglich das positive Zeichen bei, wenn x von — 1 zu 0 zurück­
kehrt. so wird auch

o
dx - K )j/l — x2

L—i J
und wenn man nun aufs neue x von 0 bis X wachsen lässt 
so kommt man wieder zum Werte a.

i

Zweites Kapitel. § 510.154
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Hieraus folgt also: Lässt mau beim Übergänge von 0 zu 
X erst x von 0 bis + 1 wachsen, sodann von +1 zu — 1 
abnehmen, und endlich wiederum von —1 bis X wachsen, so 
bekommt das Integral
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x

/,0

dx
V i - æ2den Wert 4 K-\- oc.

Lässt man dagegen erst x von 0 bis — 1 abnehmen, als­
dann von —1 bis +1 wachsen, sodann von + 1 zu 0 ab­
nehmen und endlich von 0 bis X wachsen, so erhält man, wie 
leicht zu sehen, indem man wiederum die Quadratwurzel mit 
dem positiven Zeichen beginnen und beim Durchgang durch 
den Wert 0 ihr Zeichen ändern lässt, für dieses Integral den 
Wert — 4 K + cc. In beiden Fällen hat die Wurzel für die 
obere Grenze X den Wert -f ]/l— X2.

Also hat das betrachtete Integral den Wert
+ AnK-\- a,

wobei n eine ganze Zahl bedeutet, wenn die Variabele x bei 
ihrer Änderung von 0 zu X jede der Grenzen + 1 und — 1 
«mal erreicht hat.

Wir nehmen nun an, dass die Yariabele x, nachdem sie 
n mal die Grenzen -f 1 und — 1 erreicht hat, wieder den Wert 
0 angenommen hat. Wir lassen sie alsdann von 0 bis -j- 1 
wachsen, das Integral wird dabei gleich -f-X; wir lassen sie 
ferner von -fl zu 0 abnehmen, und der entsprechende Inte­
gralwert ist wieder gleich -j-X; denn dx und ]/l — x2 sind 
jetzt negativ. Lässt man nun schliesslich x von 0 bis X zu­
nehmen, so behält die Quadratwurzel, da sie nicht null ge­
worden ist, den Wert — ; folglich ist das Integral in Bezug 
auf dieses neue Intervall gleich — a.

Wenn also die Yariabele x beim Übergang von 0 zu X 
die eine der Grenzen + 1 und --1 einmal mehr als die andere
erreicht, so wird der Wert des Integrales 

xr dx
J ]/l — x2 
0

und wenn x den oberen Grenzwert X angenommen hat, so 
ist der Wert der Quadratwurzel gleich — j/l — X2.

= (+ 4 n + 2) K— a



Wir haben X als positiv angenommen; doch sieht man 
leicht, dass

Zweites Kapitel. §§ 510 bis 512.156

—x x

AA
o

dx dx
yi-x2j/l-x2

0
ist. Aus unserer Untersuchung folgt: Setzt man

u-f.
J io

dx
]/l — X2

so sind x und ]/l — x2 eindeutig bestimmte Funktionen der 
Variabelen u (j/l — x2, indem man es positiv nimmt, wenn 
die Yariabele x im selben Sinne von 0 bis x sich geändert 
hat); diese Funktionen haben die Periode 4K, welche nichts 
anderes als die Kreisperipherie 2n ist. Wir haben hier nur 
wohlbekannte Resultate aufs neue gefunden. Doch war es 
wichtig, zu zeigen, wie dieselben aus der Betrachtung des 
Integrales hervorgehen.

Integral f—ß__
J xYx2— 1
i

stitution x = — auf das vorige zurück; wir brauchen uns

daher nicht mit demselben zu beschäftigen. Aber wir müssen 
noch das Integral

511. Das kommt durch die Sub-

dx
1 + x2

0

betrachten, dessen Differential rational ist. Wir setzen
x

I dxJ 7~
= cc.1 +

Lo

Die Klammern sollen wie vorhin anzeigen, dass x immer 
in demselben Sinne von 0 bis X variiert: auch sei

00

J1 + x2dx = K.
_)
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Um von x — 0 zu x — X überzugehen, kann man x von 
0 bis + oo wachsen lassen, alsdann das Zeichen dieser Varia- 
belen ändern, sie aufs neue von — go bis 0 wachsen lassen, 
und schliesslich sie im selben Sinne von 0 bis X erweitern. 
Oder man lässt x abnehmen von 0 bis — go, sodann von 
4- oo bis 0, und lässt es endlich von 0 bis X im selben Sinne 
variieren.

Lässt man x von 0 bis + oo wachsen, ferner von — oo 
bis 0, so wird, da o

f, dx = K1 + x*
------- GO

ist, das Integral x
r dx

J io
= 2K + «.

1 + x2

Lässt man dagegen erst x von 0 bis — oo, sodann von 
-f- oo bis 0 abnehmen, so wird 

r — oo o

f
Lo

J:dx dx
1 + x* 1 -j- x2

_+ oo J

und folglich wird der Wert unseres Integrales gleich -2KĄ- a. 
Hieraus folgt, dass dieses Integral den Wert

+ 2wZ+ k

hat, wenn x von 0 bis X so variiert, dass es n mal die beiden 
Unendlichkeitswerte annimmt. Setzt man

dx
ï+j*'

so ist x eine eindeutig bestimmte Funktion von u mit der 
Periode 2K= :r.

•y

Die beiden Perioden der elliptischen Funktionen.
512. Die vorstehenden Betrachtungen lassen eine funda­

mentale Eigenschaft der elliptischen Funktionen erkennen.
Wir haben im § 455 elliptisches Integral erster Gattung 

das Integral



/,o

dx
]/l — x2 ]/l — k2 x2

genannt, in welchem h2 < 1 ist. Das Differential
dx

]/l — x2 ]/l — 7c2 x2
bleibt reell, solange die Yariabele x zwischen —1 und -fl 
enthalten ist. Wir integrieren dieses Differential zwischen den 
Grenzen 0 und -f 1 und nehmen dabei an, dass x beständig 
von der einen Grenze zur andern wächst und dass die Quadrat­
wurzeln dabei das positive Zeichen haben. Den Wert, welchen 
das Integral dabei erhält, bezeichnen wir mit K\ Legendre 
hat dasselbe das vollständige Integral (integrale complète) ge­
nannt. Es ist i

dxK =
j/l — x2 ]/l — k2 x2

Ist x enthalten zwischen 1 und oder zwischen — 1

imaginär

o

dxund----- > so ist das Differential

und gleich dem Produkte von
]/I — x2 ]/l — k2x2

dx
Yx2—i y i — h2 x2

mit i. Integriert man dieses letztere Differential, indem man 
x von 1 bis -jj- wachsen lässt, und nennt man das auf diese 

Weise gebildete Integral K', so ist
i
¥

dxK' =
Yx2 — 1 ]/l — k2 x2

i
Man kann dasselbe leicht auf die Grenzen 0 und 1 bringen, 

indem man k!2 = 1 — k2 oder k2+k'2= 1 
setzt und die Substitution anwendet:

k'2tdt
kYl-UH2

•j/l -k’2t2, dx = —x =

Zweites Kapitel. §§ 512 und 513.158

t-H rü
TH 

;



Die Grenzen der Integration nach t werden nun 1 und 0; 
vertauscht man dieselben, indem man zugleich das Vorzeichen 
des Differentiales ändert, und schreibt man schliesslich wiederum 
x an Stelle von t, so folgt:
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■/;

0

dxK' = y i — x2 y i—h12 x2

Die Moduln Je und Je’ hat Legendre komplementäre ge­
nannt; desgleichen sind die beiden elliptischen Integrale

f* dx fJ yr^x2 yr-WF J
dxy i — x2 yi — k'2 x2

mit den Moduln Je und Je' komplementäre Funktionen von ihm 
genannt worden; K und K' sind also vollständige, kom­
plementäre elliptische Integrale.

513. Nach diesen Festsetzungen bilden wir, überein­
stimmend mit den Bezeichnungen im § 438:

J\o

dx
yi - x21/1 - Je2x2 U’

# = sinamw, yT- x2 = cos am m, y\ — k2x2 = Aam u.
Es sei X ein Wert von x zwischen —1 und +1, und a 

der entsprechende Wert von u, wenn man so integriert, dass 
x in demselben Sinne sich von 0 bis X ändert, und dass dabei 
die beiden Wurzeln ]/l — x2 und ]/l — k2 x2 positiv genommen 
werden. Dann ist

X=sinama, ]/l — X2 = cos am a, ]/l — Je2 X2 = A am a.
Wir nehmen nun X > 0 an und integrieren das Dif­

ferential so, dass wir x von 0 bis 1 wachsen, alsdann von 
1 bis 0 abnehmen und schliesslich aufs neue von 0 bis — X 
abnehmen lassen. Im ersten Intervalle wird das Integral gleich 
K, im zweiten wird die Wurzel ]/l — x2, nachdem sie null 
geworden ist, negativ und das Integral hat ebenfalls den 
Wert K. Im letzten Intervalle endlich bleibt ]/l — x2 negativ 
und das entsprechende Integral



Zweites Kapitel. §§513 uncl 514160

- x

Ii 
0

dx
]/l — x2 y 1 — k2 x2

ist gleich a. Demnach wird, indem man noch beachtet, dass 
yi— k2x2 positiv geblieben ist:

— X = sin am (2X-f- a), 
— Y1 — X2 = cos am (2X+ «), 
yi -k* X2 = A am (2X+ «).

2)

Es ist leicht zu sehen, dass man dieselben Formeln erhält, 
indem man X < 0 annimmt. Vergleicht man sie mit den 
Gleichungen 1) und schreibt man u an Stelle von a, so ist:

sin am (2K-\- ii) = — sin am w, 
cos am (21’+«) = - cos am u,

A am (2 K + u) = A am u.

Also ändern die Funktionen sin am u und cos am u nur 
ihr Zeichen, wenn man der Variabelen den konstanten Wert 
2K hinzufügt. Daraus folgt, dass diese Funktionen sich nicht 
ändern werden, wenn man diese Addition noch einmal wieder­
holt. Es wird demnach:

3)

sin am (4K-\- u) = sin am w, 
cos am (4Z+ m) = cos am u,

woraus hervorgeht, dass diese beiden Funktionen die Periode 
4K besitzen; die letzte der Gleichungen 3) besagt, dass 
Aamw die Periode 2 K hat.

4)

514. Der Wert X sei immer noch positiv und kleiner 
als 1. Wir nehmen nun an, dass man beim Übergang von

0 zu X die Variabele x erst von 0 bis y- wachsen lässt und
A/

dass man sie alsdann wiederum abnehmen lässt von ~ bis X.
1t

Die Wurzeln |/l — x2 und ]/l — fc2x2 sind im Anfangspunkte 
mit dem positiven Zeichen genommen. Von 0 bis 1 ist das 
Integral des Differentiales
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dx
]/l — x2 ]/l — h2 x2

gleich K. Yon 1 bis ist dieses Differential imaginär und 
hat den Wert:

dxi
Y x,2 — 1 ]/l — Je2 x2

Die Wurzel ]/1 —h2x2 muss dabei immer noch' mit dem 
positiven Zeichen genommen werden, aber das Zeichen von 
Yx2— 1 ist unbestimmt. Es steht uns frei, das Zeichen -f 
zu nehmen, auf Grund der Zweideutigkeit des Zeichens von

i =Y— 1* Yon 1 bis y- wird also das Integral des vorstehen-
n>

den Differentiales gleich K' i (§ 512). Nimmt nun x wiederum 

ab von 1~r bis 1, so muss die Wurzel ]/l — lc2x2, welche null

geworden war, mit dem — Zeichen genommen werden, und 
das Integral in Bezug auf dieses Intervall hat noch den Wert 
K'i. Man muss nun x von 1 bis X abnehmen lassen, als­
dann wird das Differential wieder reell, die Wurzel j/1 — h2x2 
bleibt negativ, dagegen ergiebt sich keine Bestimmung für 
das Yorzeichen von ]/l — x2, da diese Wurzel von einem imagi­
nären zu einem reellen Werte übergeht. Ich setze also das 
zweideutige Zeichen + vor diese Wurzel, und also wird das 
Integral in diesem letzten Intervalle, wenn wir die Yorzeichen 
zur Evidenz bringen:

x

/<
i

dx
(± ]/ \ — x2) (— ]/l — h2 x2)

Da X < 1 ist, so ist dx negativ, und das vorstehende 
Integral hat daher, wie man leicht erkennt, den Wert + (K— a). 
Geht also x von 0 bis X auf dem angegebenen Wege, so 
erhält man ein Integral, dessen Wert

K+2iK' ±{K-a)
ist, und es wird also:

Serret, Differential- und Integral-Rechnung. II. Bd. 11



X = sin am [K-\- 2iK' ± (K— a)],
± ]/l — X2 = cos am \K-\- 2iK' ± (X— «)],

- V1 - Ä;2 X2 = A am [K + 2i K’ ± {K - «)].
Das zweideutige Zeichen + kann sowohl durch -f-, als 

durch — ersetzt werden. Welches Zeichen man auch wählen 
mag, man gelangt, wie sich gleich zeigen wird, zu dem näm­
lichen Resultate.

Vergleicht man die Formeln 5) mit den Formeln 1) und 
ersetzt man dabei zuerst das Zeichen + durch —, so wird, 
wenn man u statt a schreibt:

Zweites Kapitel. § 514.162

5)

sin am (2i K' + w) = sin am w, 
cos am (2i K' + u) = — cos am u,

A am (2i K' -f u) = — A am u.
Ersetzt man u durch u + 2K in der zweiten und durch 

u + 2i K' in der dritten Gleichung, so wird auf Grund der 
zweiten Gleichung in 3):

6)

cos am (2Z+ 2i K' + u) == cos am u,
A am (4i K' + u) — A am u.

Die erste der Gleichungen 6) zeigt, dass sin am u die 
Periode 2iK' hat*, die Gleichungen 7) besagen, dass cos am u 
die Periode 2K-\-2iK\ A amu die Periode 4iK' hat.

Ersetzt man in den Formeln 5) das Zeichen + durch -f, 
so giebt der Vergleich mit den Gleichungen 1):

sin am (2K-\- 2iK'— u) = sin am w, 
cos am (2K-\- 2iK'-- u) = cos am w,
A am (2K-\- 2i K' — u) = — A am u.

Nun erkennt man aber leicht, dass, wenn x in derselben 
Weise von 0 bis + X und von 0 bis — X variiert, das Integral

I7)

8)

dx in beiden Fällen den-des Differentiales y i — x2 ]/i — je2 x2
selben Wert, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen, erhält, 
während die Werte von ]/1 — x2 und ]/1 — k2 x2 überein­
stimmen. Daraus folgt, dass sin am u eine unpaare Funktion 
von u ist, d. h. eine Funktion, welche mit dem Vorzeichen
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von u auch nur ihr Vorzeichen ändert, dass dagegen cos am m 
und AamM paare Funktionen sind. Verwandeln wir nun u 
in — m in den Gleichungen 8) und lassen alsdann die halbe 
Periode 2K fort, indem wir auf den rechten Seiten in den
Gleichungen für sin am Mund cos am u das Vorzeichen ändern, 
so gelangen wir zu den Gleichungen 6), welche also sowohl 
für positive wie für negative Werte von u gelten Zu den­
selben Resultaten wäre man auch ausgehend von der Annahme 
X < 0 gelangt.

Man erkennt aus dieser Untersuchung, dass die elliptischen
Funktionen sin am w, cos am u, Aamw die besondere Eigen­
schaft besitzen, doppelt periodisch zu sein. Die erste Funktion 
hat die Perioden 4K und 2iK\ die zweite die Perioden 4K 
und 2K + 2i K\ endlich die dritte die beiden Perioden 2K 
und UKK Um diese Eigenschaft festzustellen, haben wir 
nur die reellen Werte der ersten Funktion sin am u betrachtet,
doch können wir diese Untersuchungen nicht weiter verfolgen, 
ohne die Grenzen, welche wir uns gesteckt haben, zu über­
schreiten.

ll*



Drittes Kapitel.

Theorie der Enlerschen Integrale.

Die Euler sehen Integrale erster 
und zweiter Gattung.

515. Mit dem Namen „Eulersehe Integrale“ hat Le­
gendre die beiden bestimmten Integrale:

i
f x*-l(\ — xy 
0

~ldx, Je~xxp~ldx 
o

bezeichnet, welche zuerst von Euler untersucht und seitdem 
von vielen Mathematikern weiter erforscht worden sind. Die 
Theorie dieser Integrale ist von grundlegender Bedeutung, 
ihre Entwickelung soll uns in diesem Kapitel beschäftigen, 
das eine Ergänzung des vorigen bilden wird.

Das erste Integral hängt von zwei Parametern p und q 
ab; wir werden es mit bezeichnen. Das zweite hängt
nur von dem einen Parameter p ab; wir werden es mit 
Legendre durch das Symbol r(p) darstellen. Es ist also

i
B(p,q)= fxp~1(l — xy~ 

o
co

r(jp) = / e~x
o

i) dx,

2) xp~1 dx\

e bezeichnet hier wie gewöhnlich die Basis des natürlichen 
Logarithmensystems.

Die Punktionen B(p, q) heissen die Eulerschen Integrale 
erster Gattung, die Funktionen JT(_p) die Integrale zweiter 
Gattung. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür,



dass diese Funktionen endlich bleiben, ist die, dass die Para­
meter p und q positiv sind, oder dass ihre reellen Bestand­
teile positiv sind, falls die Parameter komplexe Werte haben. 
In diesem Falle bat man epl(x) an Stelle von xp zu setzen, und 
analog bei den anderen Faktoren.

Den Integralen B lässt sich noch eine andere Form geben. 
Setzt man
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y -i 1
x ~ Ti—’ 1 — X=T~,— >

1 + y 1 + y
dydx =

(1 + */)2
in die Gleichung 1), so muss das Integral in Bezug auf y 
zwischen 0 und co genommen werden; schreibt man schliesslich 
wieder x statt y, so wird

CO

B (-P) ?) ff{i + xy+!Xp~x

3) dx
oder auch

0 1

xp~xB(p,q) = dx.(1 -f- x)p+v

1Ersetzt man in dem zweiten Integrale x durch —? dx
-, X

so werden die Grenzen 1 und 0. Indem man
das Vorzeichen des Integrales ändert, kann man dieselben ver­
tauschen, und man erhält

dxdurch — z2

(1 + x)p+i ax 'J (1 + x)P+1 
0

B O; 2)
XP-

dx,

oder
i

f
o

XP~X -f- x2-1
B (p, q) =4) dx.(1 -f x)p+i

Diese Gleichung zeigt, dass die Funktion B(p,q) sym­
metrisch in Bezug auf die beiden Grössen p und q ist, so 
dass also B(p, q) - B(q,p)
ist. Diese Eigenschaft lässt sich übrigens auch aus der Gleich­
ung 1) erkennen; denn wenn man daselbst x in 1 — x ver­
wandelt, so wird direkt B(p,q) in B(q,p) transformiert.
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Reduktion der Integrale erster Gattung 
auf die der zweiten.

516. Wir wollen nun zeigen, dass sich die Funktionen 
B(p,q) durch die Funktionen r(p) ausdrücken lassen, so dass 
man sich bloss mit diesen letzteren zu beschäftigen hat.

Bezeichnet man mit m eine positive Konstante und setzt 
in der Gleichung 2) des § 515 x = mx', so wird

-mx’xlp-
CO

r(p) = mpJ e 
<r

i)
oder: CO

— = r- f e~mx' x'p-idx'.
vn* r(p)J

o

1

Diese Gleichung, von welcher man in der Analysis öfters 
Gebrauch zu machen hat, dient uns zur Lösung der Aufgabe, 
die wir im Auge haben. Denn nach dieser Formel ist

oo
([i + x)p+s r(p + q)J"e

0

1 — (! + *)*' x'P + 9 —1 dx\

und also lässt sich die Gleichung 3) des § 515 folgendermassen 
schreiben: oo oo

j*xP~1dxJ e~ x'p+v—1dx'.

0 0

1B{p,q) = r(p + q)

Die Reihenfolge der Integrationen kann vertauscht werden, 
und also wird * CO

r(p + q),fe
0

co

'J^e~x'x xP-1 dx.

o

— x x'p + q—lB(p,q) =

00 ^
Nach Gleichung 1) ist aber f'e~x x xp—1 dx gleich 

demnach wird °
r(p)r(q) 
r(p + q) ’

oo

ß
o

r(j>) ~X gjq X dod =2) B(p,q) = r(p + q)

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Nunmehr 
gehen wir zur Untersuchung der wesentlichsten Eigenschaften 
der Funktionen zweiter Gattung über.
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Erste Eigenschaft der Funktionen r.
517. Integriert man das Differential xP~1.e~xdx teil­

weise, so folgt:

fxp~xe~x dx = — xP~1e-x+ (p — 1) J e~x xp~2 dx.

Ist p > 1, so verschwindet das erste Glied der rechten 
Seite an den Grenzen 0 und oo, und man erhält

00

= (p — 1) Je~x xp~2 dx, 
o

00

f xP~le 
«

~x dx
d. h.

r(p) = (p -1) r(p -1).i)

Diese Gleichung drückt die erste Eigenschaft der Funk­
tionen r aus. Man folgert aus derselben unmittelbar, indem 
man mit m eine ganze Zahl kleiner als p bezeichnet:

2) r(i>) = (p — 1) (p — 2) ... (jo — m) r(p — m)
und hieraus folgt: Ist der Wert der Funktion F bekannt für 
alle Werte des Argumentes p zwischen 0 und 1, oder all­
gemeiner zwischen zwei ganzen auf einander folgenden Zahlen, 
so ist diese Funktion auch bekannt für alle anderen reellen 
positiven Werte des Argumentes.

Ist p eine ganze Zahl und setzt man m = p — 1 in der 
Gleichung 2), so folgt:

r(2>) —1.2.3...o-i)r(i).

Da aber das Integral Je~xdx gleich — e~x Ą-C ist, so

00

f e~x dx = r(l) = 1 
o

wird:

3)
also

4) ro)-i.2.3...o-i)«o-i)!

Ist also p eine ganze Zahl grösser als 1, so reduziert sich 
r(p) auf das Produkt der p — 1 ersten ganzen Zahlen, d. h. 
auf p — 1 Fakultät, ein Resultat, das schon im § 493 er­
halten wurde.
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Zweite Eigenschaft der Funktionen r.
518. Die Eigenschaft, welche wir nun nachweisen wollen, 

gestattet das Zahlenintervall der Einheit, welches nach dem 
vorigen Satze für die Berechnung der Funktion r ausreicht,
auf das Intervall zu reduzieren. Sie liefert z. B. die Werte

^ 1
der Funktion, welche zu den Werten bis 1 des Argumentes 
gehören, sobald man die Funktion für die Werte zwischen 0 
und — kennt.

Setzt man in der Gleichung 2) des § 516 ą =1— ji, in­
dem man hier p als eine Grösse zwischen 0 und 1 annimmt, 
so wird, weil J1( 1) = 1 ist:

) r(l -p) = B(p,l-p),
und also nach der Gleichung 3) des § 515:

CO

ßo
xv~x dxr(p) r(i-p) = X

Wir wissen aber (§ 489), dass dies Integral den Wert
. hat; folglich ist sm pn

7 J sm^jr
Diese Gleichung stellt die zweite Eigenschaft der Funk­

tion r dar. Nimmt man insbesondere^ = — an, so liefert sie

1)

G)]-«r
also

cc

0

JL
2) r X 2 dx.

Diese Gleichung unterscheidet sich nicht von der im § 497 
erhaltenen. Denn setzt man in dem Integrale x2 an Stelle von x, 
so wird -fcoco -f-

0 — CO

e~x1 dx.T



Dritte Eigenschaft der Funktionen r.
519. Nimmt man in der Gleichung 1) des § 515 q=p 

an. so wird i
b(p,p)=f -Q--*)2-1^5 — 1

1) dx.
o

Man sieht, dass die zu integrierende Funktion dieselben 

Werte bekommt, wenn x die Werte ■— + h und — h erhält;

hieraus folgt, dass man das Integral von 0 bis bilden kann,
Li

wenn man den Wert desselben verdoppelt, so dass also
i

i/THł-)
0

2-1 p — 1
B(p,p) = 2 dx

1ist. Setzt man nun -|- dyijVy, dx =

die Grenzen des Integrales in Bezug auf y 1 und 0; vertauscht 
man dieselben, indem man das Vorzeichen ändert, so wird

so werden— x = va
1 1

1
22^Z1f]0~*(1 -y)p-idy, . 

0
d. h.

22p-1 B (2

Ersetzt man B durch seine Werte in F nach der Gleich­

ung 2) des § 516 und durch den Wert ]/jt, so folgt:

r(i>)r(P + I)-.gi_r( 2P).

Diese Gleichung drückt die dritte Eigenschaft der Funk­
tionen r aus; sie ist in einer anderen viel allgemeineren ent­
halten, welche wir später entwickeln werden.

B(p,p) =2)

3)
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Darstellung der Funktion log r(a?) durch ein 
bestimmtes Integral.

520. Differentiiert man die Gleichung
GO

r(x) = f e~y yx~1 dy
6

und bezeichnet man mit r'(x) die Ableitung von r(x), so 
folgt

r\x) — f e~yyx~1l(y) dy.
0

Die Gleichung 1) des § 516 ergiebt, wenn man p = 1 setzt:
oo

— = ( e~yz dz.
y J* 0

und wenn man diese Gleichung mit dy multipliziert und als­
dann zwischen den Grenzen 1 und y integriert, so wird, wie 
wir schon im § 494 sahen:

co
re~z—e-yz

l(s)- dz.

Führt man diesen Wert von l(y) in den obigen Ausdruck 
für r'(x) ein, so erhält man:

CO

•Jee~»r
0

oo
— e~yzr’tx) - dz.

Man kann die Reihenfolge der Integrationen vertauschen 
und schreiben:

CO oo
= e—zJ^e—yyx—xdy — 

0 0

oo
■

0

r\x) = e-d+*)vy*-idy .

Das erste der in der Klammer enthaltenen Integrale ist 
r(x)', das zweite hat den Wert (§ 516) r(») .

(i + *)
also istX J
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co
r(x)j [e-‘

0

1 1 dz
(1 + z)x\ Zr\x) = —?

oder, indem man mit r(x) dividiert:
COdir(x) dz

= / [e~z- (1+ *)“*]—•1) dx

Multipliziert man diese Gleichung mit dx und integriert 
sie alsdann zwischen den Grenzen 1 und so folgt, weil
/r(l) = Z(l) = 0 ist:

CO

:/( (1 + z)-1 — (1 + z)~x~\ dz 
1(1 + z) J z2) ir(x) = (x — 1) e~z —

Diesen Ausdruck für lT(x) kann man folgendermassen 
vereinfachen. Setzt man x = 2, so wird, da Zr,(2) = ?(l) = 0 ist:

CO

z( 1 + z)~2~1 dz
l (1 + z) J z3) 0 = e~z

o

Multipliziert man nun diese Gleichung mit x — 1 und 
subtrahiert sie alsdann von der Gleichung 3), so folgt:

CO

-f\+ (l+z)-1-(l+z)~xj dz4) zr(a) = -1)(1 + *) — 2
1(1 +e)z

Setzt man hier 1(1 -f z) — y, z == 1, so ist das Inte­
gral nach £/ ebenfalls zwischen den Grenzen 0 und go zu bilden, 
und man erhält schliesslich

co
— e~xy 1 dy—y, e(x — 1) e~y----5) ir(x) -

1 — e - y y

Auf Grund der im § 493 gemachten Vorbemerkung hat man 
sich zu überzeugen, dass in der That die bei der Herleitung dieses 
Integrales angewandten Rechnungsoperationen statthaft sind.
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Die Entwickelung der Funktion lP(x) in eine Reilie.
521. Differentiiert man die zuletzt erhaltene Gleichung 

nach x, so folgt:
GO

■At0

dir(x) e-yx v

=fï) d,->’1) dx

und durch wiederholte Differentiation:
CO

f ye-
J 1-e 0

d*ir(x) — dy.—y Jdx2
1Ersetzen wir hier den Faktor - durch seinen Wert— e~y

o — ny
1 + e~V + e~2y+ e~3H------h )y+ -——,

so erhalten wir:
GO CO

=J^e~xy y dy+j^e~^x+x)yy dy + 

o o
CO CO

+J e-c+—1»9dy+J , _ dy. 
0 0

d2ir(x)
• • • +

dx2

Indem man jedes Glied vermittelst der Gleichung 1) des 
| 516 auswertet, und von dem Restgliede, durch zweckmässige 
Anwendung des Mittelwertsatzes auf das in die Teile von 0 
bis 1 und 1 bis co zerlegte Integral, nachweist, dass es mit 
beliebig wachsenden Werten von n unendlich klein wird, er­
hält man die Entwickelung:

d2ir(x) x_
dx2 x2

L +
(x + l)2 ^ (x + 2)

1
2) 2 + • )(x + 3)!

welche für jeden positiven Wert von x konvergent ist.
Integriert man diese für alle positiven Werte von x gleich- 

massig konvergente Reihe zwischen den Grenzen 1 und x} so 
folgt:

dir(x) -M'-M i2 z+l) + ( 1 1
3 x + 2 + • * * )dx

und diese Reihe konvergiert wie die, aus deren Integration 
sie hervorgegangen ist, für alle positiven Werte von x. Die
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Konstante — C ist gleich dem Werte, welchen die Funktion 
dlFjx) für x = 1 annimmt, und also ist zufolge der Gleich-dx
ung 1): CO

c=/(ï^
0

^ e~y dy.4)

Diese Grösse heisst die Eulersche Konstante; wir werden 
gleich sehen, auf welche Weise man ihren Wert berechnen 
kann. Integriert man die Gleichung 3) nochmals zwischen den 
Grenzen 1 und x, so folgt, weil ir(l) = 0 ist:

*^)+-;i» - -C(%-1)+(V-1t)+(V1 -l
5) x—1 -x + m — 1( -l + •••+ mm

Man kann diese Gleichung auch leicht von der Kon­
stante C befreien. Denn setzt man hier x — 2, so wird:

6)o=-c+(i-(--)+(--4)+...+(i-^) • ?

und subtrahiert man von der Gleichung 5) diese, nachdem 
man sie mit x—1 multipliziert hat, so erhält man:

m+ 1

x+11
2~ J + ' * ’ir(x) =

V x + m - 1 ■]+■+ (x-l)l -l • • ?mm
oder in abgekürzter Schreibweise:

m=co
8) ir(x) -1)* (i + ^) - * (i + •

Wir wollen mit 1(1 -f- sm) die Summe der Glieder be­
zeichnen, welche in den Gleichungen 7) und 8) auf das mte 
folgen. Da die Reihe konvergent ist, so wird sm für m = co 
zu null; man hat also

m + 1 x + m —1~ir(x) = + l (1 + £m),+ ••• + (x-1 )l mm
oder, wenn man vom Logarithmus zum Numerus übergeht:

(*-l +

(x-l)l — -l —

t-h 
5̂

fc
O
 l—l

i—
M
 fco
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(1,2 ... ni) mx~1r(x) x (x + 1)... (x 4- m — 1)

(i+-Yda der Faktor für m = qo die Grenze 1 hat, 
so kann man ihn mit (1+ *m) vereinigen und also schreiben:

(1.2 ... m) mx~x9) I» = (1 + £«),x (x + 1) (# + 2)... (x + m — 1)
d. h. es ist:

ia\ rv \ i• (1 • 2 ... m)mx~x^ mïîo + 1)0« +2) ... (x -f m — 1)
Wir bemerken noch, dass die Gleichung 6) für die Euler- 

sche Konstante die Darstellung giebt:
11) C = lim l + 4' + 4" + "' + “L — für m — oo.

L 2 o m J J

Die Entwickelung der Funktion ir(l + x) 
in eine Potenzreihe.

522. Setzt man in der Gleichung 2) des vorigen Para­
graphen für x den Wert x-\-l, so erhält man:

dnr(i + x) 1 +—1_
(x + l)2 (x + 2)

1
1) + • •

(* + 3):dx2
und differentiiert man n — 2-mal, so wird:

j. ä’ir(i+x) (•-!)■ r i_____
' n! dxn n L(x -f 1)" (x+2)

1 + ... .

Wir bezeichnen nun allgemein:

1 4- — + — + — +371 Ąji
i

&- ■ J
so ist für x = 0:

i rvmxi + s)-| , n.& 
nl L dxn J ' ' n ’

a; = 0
falls n > 1 ist; ferner hat man

-rfzr(i + x)~ = - o, ir(i) = o.
x = 0



Die Formel von Mac-Laurin giebt also für alle Werte 
von x zwischen — 1 und + 1 :
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x2 X3 X43) zr(i + z)=-c* + &!¥-,s3- + S!l7-...;

denn man überzeugt sich leicht, dass das Restglied der Ent­
wickelung bei diesen Werten von x nach null konvergiert. 
Diese Gleichung ist für eine numerische Rechnung noch nicht 
bequem, weil die Summen Sn nicht rasch abnehmen, aber 
man kann leicht besser konvergente Reihen bilden. Addiert 
man zu der erhaltenen die Reihe:

y 2 /y»3 /v 4
0-_*(l + *) + *-~+ 3--J + - • )

so folgt:
4) ir(l+x) = -l(l + x) + (l-C)x + ^(S2-l)x*-j(S3-l)xs+---

Die Glieder dieser Reihe nehmen rasch genug ab, man 
kann aber die Konvergenz noch verstärken. Setzt man für x 
den Wert — x, so wird

5) ir(l-x) = -l(l-x)-(l-C)x + ^(S2-l)x*+j(SB-l)x» + ... 

Nun ist
r(i + *)-*r(*),

multipliziert man diese Gleichungen, so wird

7tXr(i + x).r(i-x) = sin 7CX ’also
7tXzr(i + *) + zr(i-a-) = z sin nx

Addiert man diese Gleichung zur Gleichung 4), subtrahiert 
alsdann die Gleichung 5) und dividiert das Resultat mit 2, so 
folgt (— 1 < x 1):

6> ,r<1+*>4,;Ëïï-i,r: xz X51 ,1 + xTtX

Nach den oben bewiesenen Eigenschaften ist die Funk­
tion r für alle positiven Werte des Argumentes ^bekannt,



sobald man diese Funktion für die Werte zwischen 0 und
1 1 ^

oder — und 1, 1 und 1-f-etc. kennt. Die Gleichung 6)
u u

lässt nun ir(l -f- x) für alle Werte von x zwischen 0 und 

sehr rasch berechnen. In seinem Traité des fonctions
Li

elliptiques hat Legendre die Werte von Sn von n = 2 bis 
n — 35 auf 16 Dezimalstellen gegeben.

Nimmt man in der Gleichung 6) x —

ir(2) = 0 und l F yït liefert

zwei Gleichungen, welche zur Berechnung der Konstante C 
dienen können. Man findet, indem man beachtet, dass

+ Z(1 — x) = 0 wird für x = 1: 

l-C=b;2 + i(Ss—l) + i(S5— l) + y(S,-l) + ...,

1-C=4

Es genügen vier Summen $, um C auf 15 Dezimal­
stellen zu erhalten; man findet so:

0 = 0,5772f 56649 01532 8.

Wir werden später ein noch rascheres Verfahren zur Be­
rechnung von C kennen lernen, welches überdies nicht die 
vorangehende Berechnung der Summen 8 erfordert.

Drittes Kapitel. §§ 522 bis 524.176

1 und x = ~2 aD’
, so erhält manwas

7tXl sin n x

+ 5H6 1) + T764
1

W-l) + -3.4

7)

dir{x)Bestimmung der Funktion

Werte von x.

für nationaledx

dir(x)523. Die Funktion lässt sich in geschlossener

Form durch eine endliche Anzahl von Gliedern allemal dann 
ausdrücken, wenn x eine rationale Zahl ist. Addiert man 
nämlich die beiden Gleichungen 1) und 4) im § 521, so folgt

dx
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00

dirjx) e~y— e~yx ,
-Ï=ï~dy>clx 1-

o
oder, wenn man e~1J=^z setzt:5

1
dir(x) i - 0*-1 dz.1) da; 1-*

o
7YIIst nun x = —> wobei m und n ganze Zahlen sind, und n

setzt man z = yn, so erhält man:
i

/V-1
V —o

dir(x) -JJn— dy- (für x=™)
= — C + ndx -y

Hier ist die zu integrierende Funktion eine rationale, 
und folglich lässt sich das Integral durch algebraische, 
logarithmische oder cyklometrische Grössen darstellen. Man

erhält z. B. für £ = — :2 '

i

Vitt —108 4
dir(x)

= -C-
da;

o
Reduziert sich x auf eine ganze Zahl, so giebt die 

Gleichung 1):
i

■J(i +
o

dir(x) z + z2-j------ (- zx~2) dz,
da;

also:
+ 0-!+ | + I+... + ^T_.2)

Die in dieser Gleichung enthaltene Summe ist unter dem 
Namen der harmonischen Reihe bekannt.

Bestimmung des Minimums der Funktion r(x).
524. Die Gleichung 2) des § 521 zeigt, dass die Funktion

d*ir(x) positiv ist für alle Werte der Variabelen x} welchedx2
S e r r e t, Differential - und Integral - Rechnung. II. Bd. 12
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als reell und positiv angenommen ist; folglich ist die Funktion
äjm 0[ler KM eine beständig wachsende. Ferner erkennt

r(x)dx
man aus der Gleichung 3) desselben Paragraphen, dass diese 
Funktion gleich — oo wird für x = 0 und gleich + co für

r'(x)
£ = -|-go. Hieraus folgt, dass die Funktion

einziges Mal null wird, dass also die Funktion lF{x) und 
folglich auch die Funktion F(x) nur ein einziges Minimum 
hat. Dieses Minimum tritt für einen Wert von x zwischen 
1 und 2 ein, weil r(2) = jr(l) ist.

nur einr(.x)

Wird x unendlich klein, so wird die Funktion

r{x +1) ir(x) =
X X

Wächst x bis + go, so nimmt T{x) solange ab, 
bis es seinen Minimal wert erreicht hat und wächst dann wieder 
bis + oo.

unendlich.

Um den Wert von x zu erhalten, welcher zu dem Mini­
mum der Funktion r(l -j- x) gehört, hat man die eine positive

dlT( l+x)Wurzel der Gleichung Jlf( 1 + x) == 0 oder

bestimmen. Aus der Formel 4) des § 522 erhält man die 
Gleichung:

= 0 zudx

1 -f (1 — (7) + (S2 — 1) x — ($3 — 1) x2 -f • • •0 = - 1 + x

Man erkennt hieraus leicht, dass die Wurzel zwischen 
0,4 und 0,5 gelegen ist, und findet weiter durch bekannte 
Annäherungsmethoden:

1 + ^=1,4616321...

Ferner erhält man aus der Gleichung 4) oder 6) des­
selben Paragraphen:

logr(l + ^) = 1,9472392..., 

-T(l + x) = 0,8856032 ...
also:
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Bemerkung über die Interpolation der numerischen 
Funktion 1.2.3 ... (x — 1).

525. Da r(x) = 1.2.3 ... (x — 1) ist, wenn x eine ganze 
Zahl ist, so kann die Funktion r(x) zur Interpolation der 
Reihe dienen, deren allgemeines Glied 1.2.3 ... (x — 1) ist. 
Denn diese Formel drückt in der That dieses Produkt ver­
mittelst einer stetigen Funktion von x aus, in welcher die 
Variabele alle komplexen Werte annehmen kann,-deren reeller 
Bestandteil positiv ist. Die Gleichung 8) oder 10) des § 521 
liefert aber eine noch weit allgemeinere Art der Interpolation^ 
denn sie lässt das Produkt 1.2.3 ... (x — 1) durch eine 
stetige Funktion von x darstellen, bei welcher die Variabele 
einen beliebigen reellen oder komplexen Wert annehmen kann; 
nur für den Wert x = 0, sowie für alle ganzen negativen 
Werte wird diese Funktion unendlich. Da dieses Resultat von 
grosser Wichtigkeit ist, so ist es nicht überflüssig, einzusehen, 
wie man durch ganz elementare Betrachtungen unmittelbar 
zu diesen Formeln gelangt, wenn man die numerische Funk­
tion 1.2.3 ... (x — 1) zu interpolieren sucht.

Es seien x und m zwei ganze positive Zahlen, so kon­
vergieren die x — 1 Brüche

m -fl m + 2-------- j -------- m + x — 1
, ...

)V m

nach dem Werte eins, wenn m unbegrenzt wächst und x 
konstant bleibt; dasselbe ist mit dem Produkte dieser x — 1 
Brüche der Fall, und man erhält:

(m + 1) + 2)... (m + x — 1)
1 +mx~1

wobei Em eine Grösse ist, welche für m = go null wird. Denn 
es ist:

x(pc—1)-+-+•••+—1m m m(1+I)(1+i)...(1+-l)
\ m/ \ m/ \ m /

2 m< e = e

weil
12 *
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X— 11 x-1
1-fi­rn in m

x(x — 1)

ist. Folglich ist em < e 2m — 1, und wird mit beliebig 
wachsenden Werten von m gleich null. Multipliziert man die 
beiden Seiten der obigen Gleichung mit 1.2...W, so erhält 
man vermittelst einfacher Umformung

(1.2.3 ... m) mx~1 (1 + £»i) ;1 = 1.2.3 ... {m -fi x — 1)

und wenn man weiter mit 1.2.3 ... (æ — 1) multipliziert:

(1.2.3 ... m) mx~x1.2.3 ... (x - 1) = (1 + £m) )x (x + 1) ... (jn + x — 1)
oder

(1.2.3 ... m) mx~11.2.3...(* — !) = lim (für m == oo )x (x + 1) ... (m + x — 1)

Dies ist genau die Gleichung 10) des § 521 für den Fall 
eines ganzzahligen x, und ohne Schwierigkeit lässt sich 
hieraus die Gleichung 8) desselben Paragraphen ableiten.

Gauss hat in seinen Untersuchungen über diesen Gegen­
stand die Gleichung 10) als allgemeinen Ausdruck zur De­
finition der Funktion r(x) gewählt, desgleichen ist Liouville 
(Journal de Mathém. 1. S. T. XVII), indem er denselben 
Ausgangspunkt annahm, zu mehreren interessanten Sätzen ge­
langt. Man erkennt aus der obigen Herleitung, dass dieser 
Weg in der That ein naturgemässer ist.* Nach der Ent­
wickelung, welche wir gegeben haben, ist die rechte Seite 
der Gleichung 8) im § 521 eine Reihe, die konvergent ist bei 
allen positiven Werten von x, und folglich konvergiert auch 
unter derselben Annahme die rechte Seite der Gleichung 10) 
nach einer bestimmten Grenze. Um jedoch die neue Definition 
der Funktion T zu rechtfertigen, muss man zeigen, dass die

* Die Integraltheorie der Gammafunktionen ist von Dirichlet 
(Creile, Journal B. 15) wesentlich gefördert worden. Betreffs der reich­
haltigen Litteratur für dieses Gebiet siehe Meyer, Vorlesungen über die 
Theorie der bestimmten Integrale. Leipzig 1871.



Konvergenz auch bei allen negativen oder komplexen Werten 
besteht.

Aus der Gleichung 10) erkennt man zunächst, dass r(x) 
unendlich ist, wenn x gleich null oder gleich einer beliebigen 
ganzen negativen Zahl ist. Wird dieser Fall bei Seite ge­
lassen, so kann man behaupten, dass die Gleichung 8) im 
übrigen immer konvergent ist. Das allgemeine Glied, in 
welchem m grösser als der Modul von x — 1 angenommen 
wird, ist

x — i (x — iy +4
2 m2m

oder (x — 1) (x — 2)
(1 + Sm) ;2 m2

sm bezeichnet eine Grösse, die mit m = co nach null kon­
vergiert. Hieraus folgt, dass von einer Stelle ab die Glieder

der Reihe abnehmen wie die Glieder der Reihe Diese

Reihe ist aber konvergent, und folglich konvergiert auch die 
rechte Seite der behandelten Gleichung nach einer endlichen 
bestimmten Grenze.

Neue Beweise für die Eigenschaften der Funktion
r(x).

526. Die Eigenschaften der Funktion _F, welche oben be­
wiesen wurden, fliessen unmittelbar auch aus der definieren­
den Gleichung:

(1.2 ... m) mx~1r(x) = lim für m = co.x {x + 1) (x + 2)... (x + m — 1)
Erste Eigenschaft. Es ist:

(1.2 ... m) mx — i
rO) = (i + £m)ix (x + 1) (x + 2) ... (x + m — 1)

(1.2 ... m) mx
T{x +1) - (1 + e1’m),(x + 1) (x + 2) ... (x + m)

also: 1 + S*m—, .— = X ---------  • ----------
1 (x) x -f- m 1 -f sm

r{x +1) m
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§ l 
^



Drittes Kapitel. §§ 526 bis 528.182

Lässt man m unendlich werden, so folgt:
F(x + 1) = xF(x),

und dies ist die erste Eigenschaft der Funktion F.
527. Zweite Eigenschaft. Multipliziert man die beiden 

Gleichungen:
(1.2... m) mx~x/» = (1 4x (x 4 1) ... (x + m — 1)
(1.2 ... m) m~x

(1 4 s'm),r( i -x) = (1 — x) (2 — x) ... (m — x)
so folgt:

m.r{x) r( i -x) =

Lässt man m unendlich werden, so reduziert sich der 
Zähler in diesem Quotienten auf den Wert eins und der Nenner

auf den Wert — sinjr# auf Grund der bekannten Formel:
7t

z2sin# 47t2
Man erhält demnach:

r(x)F( =K J K ' sin Ttx
oder, wenn man mit x multipliziert:

7t XF(i + x)r(i-x)-~.sin Ttx
528. Dritte Eigenschaft. Die dritte Eigenschaft der 

Funktion F ist im § 519 nur für einen besonderen Fall be­
wiesen. Wir wollen sie hier in ihrer vollen Allgemeinheit 
ableiten.

Es sei x ein reeller oder komplexer Wert, n und i seien
zwei ganze positive Zahlen. Ersetzt man x durch x 4 — ? 
so wird:

x + — 
n

— 1
(1.2 ... m) m(x+ ) (1 + £m).r

(x+i){x+ii+1)-(x+i+m-1)



Giebt man nun i die n Werte 0, 1, 2, ... n — 1 und mul­
tipliziert alsdann die erhaltenen Gleichungen, so folgt:
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^*)44M*+!)••• 4+V)

n -j-1
n x —

(1.2... m)n. m yimn
(1 + 4) 5nx (nx -f 1) (nx -f 2) ... (nx + wm-l)

em bezeichnet nach wie vor eine Grösse, die für m = co null 
wird. Aber die definierende Gleichung für T ergiebt auch, 
wenn man x durch nx ersetzt und für m den Wert mn schreibt:

(1.2... mn) (mn)nx~1
(1 + 4);T(nx) - nx (nx -fl)... (nx -f nm — 1)

und so erhält man aus diesen beiden Gleichungen:

r^44)4+f)-4+41) (1.2.. ,m)n nmn+l n ^ N
^ 8m) 5F(n x)n~nx

(1.2... mn) m 2
em bezeichnet auch hier eine Grösse, welche für m — co null 
wird. Die Grenze der rechten Seite dieser Gleichung ist eine 
Funktion von n, welche unabhängig ist von x. Nennt man 
dieselbe <p(w), so wird:

l) r(x) r(x+A) r(*+i) • • • r(x+^A) =»-«*z>*) <p («).

Die Funktion cp(n) ist definiert durch die Gleichung:

(1.2... rn)nnmn+1cp (n) — lim für m = oo.
n — 1

(1.2... mn) m 2
Setzt man

1.2.3... mcp(m) =
m

so kann man schreiben:
[cp (m)]ncp(n) = yn lim w= "|/n An,cp (mn)

wobei



[xp (m)]n
An = lim xp(mn)

ist, oder auch, wenn man m in 2 m verwandelt:
[xp (2 m)]” 
xp (2 mn)An = lim

Es ist aber:
[xp (m)]2n 
[xp (mn)]2 
~[xp (m)]2~j” 
_ xp(2m) _

[xp (2 m)]”À 2
An = -A- = lim : lim tp(2mn)-o-n

(ran)]2= lim : lim ip(2mn)
(m)]2 (mn)]:Die Grössen lim und lim sind gleich^;f (2 m) ip (2 mn)

folglich wird:
= A2~x und cp (n) = ]/w A2n ~1.

Die Konstante A2 ist gleich:
(1.2.3...m)2 22w+i<P(2)A,= = limV2' (1.2.3 ...2m)

Yi •
2m — 2 2m= lim 2m — 1 2m — 1

Nach der Formel von Wallis (§ 492) hat die Grösse
7tunter der Wurzel den Grenzwert 4 = 2jt; also istA

Aa-V2Ï,
folglich: l ^=1

cp (n) = (2n) 2und •
_i\ 1

J = (2te) 2 n~nx+\F(nx).2) r(*)r(*+i)...r(Æ +

Diese Gleichung drückt die dritte Eigenschaft der Funk­
tion T aus. Setzt man hier n = 2, so folgt:

F(x)r(x + 1) = 2—2a:+1 F(2x),

was mit dem im § 519 gefundenen Resultate übereinstimmt.
Der Beweis, welchen wir hier für die Gleichung 2) ge­

geben haben, ist ein direkter und unabhängig von den anderen

Drittes Kapitel. § 528.184

^ |iO|cO

<M 
CO



Eigenschaften der Funktion F. Um die Konstante A% zu be­
stimmen, kann man sich indessen auch mit Nutzen der Gleichung

man nämlich x —
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und n = 2
u

= |/j£ bedienen. Setztr
in der Gleichung 1), so erhält man

1 1Ÿ7t = j cp (2) = Ą, also = Y 2 7t.

Endlich kann man auch die Funktion cp (n) sehr einfach be­
stimmen, wie dies Legendre gethan hat, wenn man die zweite 
Eigenschaft der Funktion F benutzt. Setzt man nämlich x = 0

in der Gleichung 1), nachdem man zuvor F(x) durch

und F{nx) durch

r(x +1)
X

r(nx + 1) ersetzt hat, so folgt:nx

ig)(W)=r(i)r(-).
n \nJ \n/

(—)
\ n /..F

oder, wenn man die Reihenfolge der Faktoren rechts verändert:

*M-r(V)r(îhr)-z’(ï>
Multipliziert man diese beiden Gleichungen und beachtet 

dabei, dass F 7t ist, so wird
17tsin n

ri27tn~1
[? (»)]*= . TC . 2 7t . (n — 1) 7t sin — sm — • • • sin ---------—n n

Man weiss aber, dass der Nenner dieses Quotienten gleich 
„ —^ ist; folglich wird:
Li

n— 1

[cp (n)]2 = n (2 7t)n ~1 und qi (n) = Yn (2 7t) 2 , 

wie bereits oben gefunden ist.

(n — l) 7tDie Gleichung sin — sin • • • sin n n
man nach Dirichlet folgendermassen: Es stellt

n—-r beweist 2n~1n

| §
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, • • 27c* 2^‘f- i sm---- = e n2Tc%
X = cos n

die n — 1 Wurzeln der Gleichung xn~1 + xn~2 + • • • -j- æ + 1 = 0 
dar, wenn man für 1c die Werte 1, 2, ... n — 1 substituiert. Dem­
nach ist

k—n— 1 /

=u
‘2kn .

Xn * + Xn ^ -j----------- f- X -f- 1 — e n ?
oder für x = 1 :

k=n—1/

* -ZT (*
k=n — 1

) TTr. • hrt { . lc% ./ = I I 2 sm — (sin------ i cos — l>
f=i n \ n n J

i ^r1 7 , .kn

I I . 7i'7t +* —7 II sin — e "1 f- 4 n
k— 1

2t« ~
— e w

ä-=i

also:
2*-M =

Da nun
k = n — 1 j-+ i — + .•-(1 + 2+. . + »-l) + ’*ft ■ - (« —1)ü* - (+ 0n-1” = e

wird, so ist 1==»—i
T"T . kn
llsm 7 “
1=1 "

2»-i

Anwendung der Eul ersehen Integrale zur Berechnung 
einiger bestimmter Integrale.

529. Bezeichnet m eine positive Grösse, so ist (§ 516)
co

/•
0

EM..i) xp~x dx =—

Diese Gleichung gilt auch noch, wenn m einen komplexen 
Wert hat, dessen reeller Bestandteil positiv ist; jedoch bedarf 
diese Behauptung eines Beweises. Wir ersetzen m durch 
a — it und bezeichnen mit R und den Modul und das Ar­
gument des Wertes, welchen dann das vorige Integral erhält. 
Es ist also

co

Rei(ly = J'e-(a~it'>xx*>-1dx, 
6

2)

und man sieht, dass dieser Ausdruck in der That einen end­
lichen Wert hat, wenn a positiv ist. Wir setzen
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t = a tang cp,
7t 7twobei cp ein Winkel zwischen —— und + — ist. 2?cos®
u Li

und R sin® werden stetige Funktionen von cp, welche bezüg­
lich gleich sind dem reellen und dem mit i multiplizierten 
Bestandteile des Integrales. Um die Differentiale dieser Funk­
tionen zu erhalten, kann man die beiden Integralbestandteile 
unter dem Integralzeichen nach cp differentiieren; es ist aber 
einleuchtend, dass man dasselbe Resultat in einfacherer Weise 
erhält, wenn man die Differentiation an der Gleichung 2) 
ausführt. Man erhält sodann

187

3)

00
41 Be<* + i Ç.\ dtp dtp* cos/ 6 (a it)x xp fa

Die teilweise Integration ergiebt:
g—(a — it)x xPs pe-(.a-it)xXp Jx = - e-(a-it)x xp-l dx,a — it a — it{

und weil a > 0 und p > 0 ist, so wird
CO

j ,-{a-it)x XP dx =
*0

p cos cp eicP Re'*a

und demnach reduziert sich die Gleichung 4) auf

dlog R ^ dO ipeicP
dcp cos cp

Setzt man die reellen und ebenso die imaginären Teile 
auf beiden Seiten einander gleich, so folgt:

sin dQ
cos cp dcp

dcp

<Hog R = -p = P,dcp
also:

\ogR--pf“2 
J cos cp dcp = log (cos cp)v -f- const,

® = pcp -J- const.

r(p)Ist aber t oder cp gleich null, so hat man ® = 0, R aPalso ist:
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_ T) r (p)<X> =pcp, 11 = cos-pqp,

und folglich ergiebt die Gleichung 2):
GO

r(p)5) e-(a-it)x Xp-X dX = cos-p cp ei(P,a?

wofür man auch schreiben kann:

f~- r{p) .6) (a — it)p

und dies stimmt mit der Gleichung 1) überein, wenn man 
daselbst m = a — it setzt. Da aber der Ausdruck (a — it)p 
mehrere Werte annehmen kann, wenn p eine gebrochene Zahl 
ist, so muss man beachten, dass das Argument dieser Potenz

7t 7terhalten wird, indem man das zwischen — und + —

legene Argument der Zahl a — it mit p multipliziert. Die 
Gleichung 6) zerlegt sich in die beiden folgenden:

ge-

co
jxp~1e r(p) r(p) .—~~~ snrP cp cospcpr z *cos tx dx =— a x cos^ cp cospcp =ap

07)
CO

Ixp-'e-* sin txdx- r(P)r<j>) sin^ cp sinpcp}p cos^ cp sin^<p = tp
i o
wobei die drei Grössen a, t, cp durch die Relation

( TC , 7t\2 < 9 < + 2 )t = a tang cp
verbunden sind.

530. Wir haben erkannt, dass die Integrale, welche in 
diesen Gleichungen Vorkommen, endliche und bestimmte Werte 
haben, solange die Grösse a, wie wir auch angenommen 
haben, positiv ist. Dieses ist aber nicht mehr ohne weiteres

7teinleuchtend, wenn a null ist, wenn also cp = — wird und 

t einen endlichen Wert behält. In diesem Falle gelten die
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Formeln 7) auch nur, falls p kleiner ist als 1. Um dieses zu 
beweisen, genügt es, das zweite der Integrale 7) zu betrachten; 
denn durch geeignete Transformation kann man alsdann die 
Untersuchung auch auf das erste übertragen. Die Grösse t 
werde als positiv angenommen, und es sei

(m-f-1) n

Theorie der Eulerschen Integrale.

r“ sin txdx = (— \)m um*
m n

z + mn so wirdMacht man die Substitution x = t
— —- {z-\-rri n)Um = Jp j \e + mit)'*-1 e

*0
sin g dz.

Nun sieht man leicht, dass das in der zweiten der Gleich­
ungen 7) enthaltene Integral gleich ist der Summe der kon­
vergenten Reihe:

M0 — % + W2 — Mg + • • • ,
in welcher die Glieder alternierend positiv und negativ sind 
und dabei unbegrenzt nach null abnehmen, sobald a > 0 ist. 
Ist aber a gleich 0, so reduziert sich um auf den Ausdruck

Ć + mn)P~X
0

sin zdz,

und dieser wird nicht null für m = oo, ausser wenn p < 1 ist. 
Unter dieser Annahme ist aber die Reihe

00-01+^-^+-
konvergent, und man kann beweisen, dass ihre Summe gleich 
ist dem Werte, welchen die vorige Reihe für a = 0 annimmt. 
Denn bezeichnen s und S die Summen dieser beiden Reihen, 
sn und Sn die Summen, welche durch die n ersten Glieder 
jedesmal gebildet werden, rn und Rn die entsprechenden Reste, 
so ist S S (Sn Sn) “j- (Rn ^n)’

Die Differenz Sn— sn wird gleichzeitig mit a zu null; 
die Reste Rn und rn können unabhängig von a lediglich durch



Wahl von n beliebig klein gemacht werden; also wird auch 
S — s für a — 0 ebenfalls zu null.

Demnach folgt aus den Gleichungen 7) für a = 0 und

Drittes Kapitel. §§ 530 bis 532.190

7t
9 = 172' CO

r<j>)rv?-1
0

J)7tcos tx dx = costp
8) CO

IM sia ę,
Li

xp~x sin tx dx = tP
o

solange p zwischen 0 und 1 enthalten ist.
7tErsetzt man JT(p) durch seinen Wert

jT(1 — p) sinp7t7so wird
CO

p
0

7txp~x sin txdx =
2 tpr(l — p) cos ~

Li

Das Integral bleibt endlich für p = 0, und man erhält
00

sin tx dx = Pr9) 2 ’x
0

wie schon im § 494 gefunden wurde.
531. Die vorigen Gleichungen lassen nun noch weiter 

eine grosse Anzahl von bestimmten Integralen berechnen; wir 
wollen einige Beispiele hierzu geben.

Wir bemerken zunächst, dass die Gleichungen 8) nicht 
die Eulersehe Gleichung voraussetzen, aus welcher wir die 
zweite Eigenschaft der Gammafunktionen abgeleitet haben; es 
ist im Gegenteil sehr leicht, diese Formel hier zu gewinnen. 
Denn multiplizieren wir die erste der Gleichungen 8) mit

und integrieren alsdann von t — 0 bis t = oo, so kanndt
1+ t2
die Integration auf der linken Seite unter dem Integralzeichen
ausgeführt werden, und es wird

co co cof zp~xdx f dt = F(p)
0 0 0

t~Pdt
r+F
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CO

das Integral
o

eos tx d t = ~rDa x positiv ist, so ist __ p — X

2 e

7t(§ 496); die linke Seite wird demnach T(p) und sonach 
erhält man:

1 + t2

c©

rt-pdtJ i+*2
7t
pncos “0

_ x
Setzt man t *= x 2 und schreibt 2p — 1 an Stelle von p,

so folgt: CO

xp~xdx _
1 -f- x sinpTt’

7t10)
o

was die im § 489 bewiesene Gleichung ist. Unser jetziger Be­
weis setzt voraus, dass p zwischen 0 und ^ enthalten ist

aber die gewonnene Gleichung gilt für alle Werte von p 
zwischen 0 und 1; denn das Integral bleibt ungeändert, wenn

man x in — und p in 1 — p verwandelt.00
532. Es sei q eine Zahl zwischen 0 und 1, und es werde 

p > q angenommen. Multipliziert man die Gleichungen 7) mit

5

dtptq~xdt = aq tang?-1 cp cos2 cp

und integriert alsdann von t = 0 bis t = co oder von <p = 0
7tbis 9 == — ? so kann auf den linken Seiten wiederum die

Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden, und man 
erhält :

00 CO

£Mj'x’-'r—dxß'-' 

0 0
cos tx dt = cos-P-1—1 cp sin?-1 cp vospcp dcp,ap~q-

o 7t
CO CO 2

Ç20S^-ï—xcp sin2-xcp sinego dcp.ß
o

xp~x e~ax dxj^1 sin txdt = 

o

r(p)
ap-i

* t
o ä

i o



Nach den Gleichungen 8) haben die Integrale links in 
Bezug auf t die Werte:

Drittes Kapitel. §§ 532 und 533.192

ą% r(q) cos K 7r(q) . qn
smT'2xq xq

Es werden demnach die linken Seiten gleich:
CO

ß0r(q) cosÇ xp — q—1 e—ax^x^

CO

r(q) sinig.fixp—q—1e dx— ax
5

0
oder

F(p -q) r (g) sinr(p - q) T{q) cos ^
5a*-* aP-i

also ist:
7t

T
r(p-q) r(q) qn K 7 cos ^r-f

0
cos*’-2-1 9) sin2-1 cp cospcp dcp = 2 'F(P)

H) 7t

2

ß r(p-q) r{q)
”Tcos^-2—1 cp sin2-1 cp sinpgo dcp =

J’O)
o

Nimmt man q -= p — 1 an 

.ZYç) = —? also:P — 1

wird r (p — q) = 1so? 5

TT

¥
/■
o

1
8111 ~2~’sin^-2 9) cosqjcp dcp = — -1

12) « 7t
y

l^sin^-2 cp sin pcp dcp pn cosp — 1 2
0

In diesen Gleichungen ist p > 1 vorausgesetzt.



In den Gleichungen 11) muss g < 1 sein. Da aber beide 
Seiten stetige Funktionen von q sind, so gelten die Gleich­
ungen auch noch für q = 1; also ist:
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¥
j^iosp~2 (p cos pcp clcp = 0,

13)
¥

j^cosp~2 cp sinpcpdcp = — 1
- 1

o
Diese Formeln setzen noch voraus, dass p> 1 ist. Man 

kann aus ihnen die Gleichungen 12) ableiten, indem man cp
7tin -ę — cp verwandelt, und umgekehrt.£

Ersetzt man F(q) durch % in der zweitensin qn F(1 — q)
Gleichung 11) und lässt alsdann q = 0 werden, so folgt:

¥
/■
o

sinfxp d<P = f*14) COS^ —1 cp sin cp

In dieser Gleichung muss p positiv sein; das Integral 
aber hat einen konstanten, von p unabhängigen Wert.

533. Wie wir im § 529 sahen, besteht die Gleichung
GO

- fzn~l e~z{l-ix) dz11
(1 — ix)n l\n)

paix
multipliziert man dieselbe mit der Funktion 
a positiv ist, so folgt:

wobei(1 + ix)71’

GO

i /v
r(n)J

0

— 1 g — z ß(a-\-z)ixßüix
dz.(1 + X2)n (1 -f- ix)n

Multipliziert man ferner beide Seiten mit xp~1 dx und 
integriert alsdann von x = 0 bis x = co, so kann die Reihenfolge

Serret, Differential- und Integral - Rechnung. II. Bd. 13



der Integrationen auf der rechten Seite vertauscht werden, 
und man erhält:

Drittes Kapitel. § 533.194

coco

r
0

co

n /2w Jo
’V

o

/jqP — 1 ß(a-\-z)ix— 1 gdix
15) clx = -z=-, zn~1e~ dx.(1 + x2f (1 + ix)n

Ebenso ist
CO

Jyn-le-y(l + ix) 

ü

1 1
(1 Ą-ix)n r(n)

und multipliziert man mit xp~x e<fl+z)ix dx:
co

/ yn~le~y e<-a+z-y)ixX*-1 dy.
ts

xp~1 e(«+ *)*'* dx dx
rin),

0
(1 + ix)n

Durch Integration von x = 0 bis x — oo erhält man:
co co

Vn~le~ydyJxP-1 ela+z-rtix dx. 
o o

co

ß0
r^p — X ß(a-\-z)ix

16) dx=(1 + ix)n

G + iH den Wert jedes Gliedes 

dieser Gleichung, so erhält die Gleichung 15) die Form:

Wir bezeichnen mit I»

co

wkfßG+iB)0

co

ßo
xp~1 (cos ax + i sin ax) dx = zn~x e~z dz.(1 + x2)n

Setzt man die mit dem Faktor i behafteten Glieder auf 
beiden Seiten einander gleich und nimmt alsdann p = 0 an, 
so folgt:

COCO

J x (1 + x2)n
o

{n)fJHzn

o

sin ax17) dx = ~1e~z dz.

Der Wert von H ist durch die Gleichung 16) gegeben; 
für p = 0 ist:

co co

\fyn~le~v ~
0 0

sin (a z — y) x dx.x
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co

sin (a + z — y) xjo dx gleich + 17 oderu u
Es ist aber x

(§ 495); je nachdem y kleiner oder grösser ist als a + z\ 
also ist:

a + z CO

iï=-| J yn~xe~ydy — 
_o

yn~x e~~ydy .
a-\-z

Differentiiert man nach a, so wird
dH—— = 7t (a + z)n~1 («+*).da K

Differentiiert man auch die Gleichung 17) nach a, so folgt:
GOCO

fo 1 dHcos ax ^— zn~x e~z dz, da(1 + x2YdX [H(n)]\ 
0

und man erhält also schliesslich die Gleichung, welche wir 
ableiten wollten:

GOGO

I cos ax 7J (ï+^ÿ WW\0 0

7t zn~l {a + z)n~1 e—(a+2*) dz,18)

wobei n irgend welche positive Zahl bedeutet. Ist n eine 
ganze Zahl, so wird

CO

CiJ {l + x2)n
0

« r(2n-l-i)
22n~xT{n)2j F(i + l)r(n-i)

und für n = 1 erhält man wieder die Gleichung:

7te~cos ax
(2 «)‘dx =19)

co

/
0

cos ax dx = % -h2e1 + X2

welche schon im § 496 gewonnen wurde. Für n = 2 wird
CO

fr
0

-2 dx = — (1 + a) e~a.cos ax
(1 + x2)

13*



534. Die Gleichung 18) führt noch zu anderen bestimmten 
Integralen, welche einiges Interesse verdienen. Multipliziert 
man die erste der Gleichungen 7) nämlich

Drittes Kapitel. § 534.196

CO

Jxp~le~
o

r<j>)cos tx dx =ax cospcp cosjicpaP

wobei £ = atang<p ist, mit
dt a dcp

(i + t*y cos2<p (1 -f- a2 tang2cp)n
und integriert alsdann von t = 0 bis t = oo oder von cp — 0

7tbis cp = — j indem man dabei die Reihenfolge der Integra-
u

tionen auf der linken Seite vertauscht, so wird:
Too

f(p) r
ap~1J

oJ-o

cosP~2cp cospcpcos tx20) e~ax dx ndt =(1 +t2)n (1 + a2tang2qp)

Nach der Gleichung 18) hat das Integral in Bezug auf t 
den Wert: oo

/ 8n-x(x + 0)n-xe-(x+*vdz 
(n)yjo

oder wenn man xy an Stelle von z, xdy an Stelle von dz setzt:
CO

/ yn~1 (1 + y)n~1 e~x(l+2y) x2n~1 dy.
WJ Jo

Multipliziert man dieses Integral mit xp~1 e 
integriert alsdann von 0 bis co, so erhält man einen Wert, 
welcher der linken Seite der Gleichung 20) gleich ist. Folg­
lich ist:

dx und— ax

CO CO

ldyJ c

o

7t
x2n+p — 2 e—(a + l + 2y)x dx+ </)"-lF{n)T.0

2

•/r{p) COSP~2 cp cos pcp
(1 + a2 tang2<p):ap-

% *8
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Auf der linken Seite hat das Integral nach x den Wert:
F(2n + p — 1)

also ist: (a + 1 + 2y)2n+p~1
2

/
o

i) fr
]V (ao

-1(l + y)n~1dy— 2 1T(2n+p-cosp cp cosp cp21) - dcp — 7tap~(1 4- a2 tang2 cp) r(p) [/’(«)] (a + 1 + 2y)2n+p —i.

Ist a= 1, so reduziert sich das Integral rechts auf
co

yn~xdy ______ __________
(1 + y)n+p 22n+p~1 T(n +p)

1 1
2%n+p — 1

also ist:
T

fo
r(2n + p — 1) 

22n+p—i r(n)F(n p)
7tcosp+2n~2 cp cospcp dtp =

oder wenn man p 2n — 2 = q setzt:
Y

r(g +1)cosqcp cosp^cp dcp = 2'ffi22)
(i+. + I)r(£iI + 1)r

Diese Gleichung wurde zuerst von Cauchy bewiesen. 
Für den Fall y=p reduziert sie sich auf eine von Poisson 
gegebene Formel, nämlich:

Yf ’os^ç) cospcp dcp = 2^Tj*23)

Setzt man in der Gleichung 21) n — 1, so reduziert sich 
das Integral rechts auf

CO

Â
0

1dy
(a +1 + 2y)p+1 2p (a + l)p

also ist:
7t

f-

o

ap—1
2 (a + 1 )p ’

cospcp cos pcp dcp = ~24) cos2 cp + a2 sin2 cp

und diese Gleichung geht für a = 1 in die Gleichung 23) über.

O
e



536. Die Formel von Wallis ist (§ 492):
2 2 4
1 ' 3 ‘ 3

2x — 2 2x — 2 
2x — 3 2x — ï 2x — 1

2x (für x == oo )

und sie erhält die einfache Form:

[»(»)]* (für # = oo)-1,[cp{2x)f
oder indem man die Quadratwurzel auszieht:

[ff 0*01 (für x = oo)1) -1,cp{2x)
wenn man mit <p(æ) entweder den Ausdruck

* Siehe auch Jacobi, Crelles Journal Bd. 12, sowie die weitere 
Litteratur bei Meyer, a. a. 0. pag. 145.

Drittes Kapitel. §§ 535 und 536.198

Über den angenäherten Wert des Produktes 
1.2.3 ... x, wenn x eine grosse Zahl ist.

535. Der Logarithmus des Produktes der x ersten ganzen 
Zahlen lässt sich durch eine Reihe ausdrücken, welche nach 
ganzen und negativen Potenzen von x fortschreitet. Diese 
berühmte Reihe ist die Stirling sehe, ihre Theorie ist von 
vielen Mathematikern weiter entwickelt worden, unter denen 
insbesondere Cauchy, Binet, Malmsten und Liouville zu 
nennen sind,* Unter den verschiedenen Beweisen, die man 
für diese Formel aufgestellt hat, ist aber, wie mir scheint, 
keiner einfacher als der, welchen ich im Jahre 1860 der 
Akademie vorgelegt und in der vierten Ausgabe meines Cours 
d’Algèbre supérieure (deutsche Bearbeitung von Werthheim, 
Bd. 2, Kap. 4) wiedergegehen habe. Daselbst habe ich bewiesen, 
dass die bekannte Formel von Wallis vollständig zur Ablei­
tung der Stirlingschen ausreicht, und diese Ableitung ist so 
einfach, dass man die zweite Formel gewissermassen als eine 
Transformation der ersten ansehen kann. Diese Entwicke­
lungen hängen zugleich wesentlich mit der Theorie der 
Euler sehen Integrale zusammen, und ich halte es daher für 
nützlich, sie auch hier darzulegen.

m
l

to
i a
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1.2.3 ... x
y 2 % Xx

oder das Produkt dieses Quotienten mit einer Exponential­
funktion von der Form ax bezeichnet, wobei a eine beliebige 
positive Konstante ist. Die Gleichung 1) gilt also, wenn 
man, mit e die Basis des natürlichen Logarithmensysternes 
bezeichnend,

1.2.3...®cp (x) =2)
Y2it e~xxx 

setzt. Aus dieser Gleichung folgt:

_ I . IV+2 = e-1 + x(x+¥)l(}+i)
e\ x) ’

pQO3) cp(x -\- Ÿ)
oder:

cp(x)
4) l --1 +

<P (x + 1)

Nun wird, da x > 1 ist:

(^) = 11l + * 52x2 1 nxn
also:
(X + 2) 1{X + y) = 1 + Ux2 ~ 12x3 n -1 (-l)w

2n(n +1) xn
+...,+ ••• +

mithin :
n-1 (-1)”

2n(n +1) x
ft) 7 y (x) _ _____ ü__ , ~ _
' <p(x +1) 12a?2 12 x3 40a?4

In dieser Reihe sind die Glieder abwechselnd positiv und 
negativ; ferner ist der Betrag des Verhältnisses zwischen dem 
Gliede vom Range n und dem vorhergehenden:

31 1
... +

n2 1
n2 + n — 2 x

Dieses Verhältnis ist gleich — für n — 2, und kleiner

als — für alle Werte von n, die grösser sind als 2. Also

nehmen, selbst wenn x = 1 ist, die Beträge der Glieder in 
der Reihe 5) von der zweiten Stelle an ab, und folglich ist

M
H

T-l 
I ^



yp) / _J_
(p(x + l) 12æ2’

Drittes Kapitel. §§ 536 und 537.200

l
oder

yp)6) 12 æ2<e<p p + 1)

Man kann aber auch noch eine andere Grenze für diesen
Quotienten bestimmen, welche kleiner ist. Da wir dieselbe 
später benutzen werden, so ist es zweckmässig, sie hier an­
zugeben.

Multipliziert man die Gleichung 5) mit x + 1, so folgt:

yp) 1 1 n — 3p + 1 )l + • • • + + ...
cp(x +1) 12x 120 x3 2(n-l)n(n+l) x"-1

1In dieser Reihe fehlt das Glied die anderen sind ab­

wechselnd positiv und negativ, und das Verhältnis des Gliedes

—hat den Betrag: 
00

1 zuxn
(n — 1) (n — 2) 1

(n — 1) (n — 2) -f 2 (w — 4) x
1Dieses Verhältnis ist gleich — für n = 4, und kleiner als

1 . ^ .
— für n > 4. Also nehmen die Glieder von der zweiten Stellex
an ab, selbst wenn x gleich 1 wird, und man erhält:

yp) 1{x + 1)1 <cp(x-f-1) 12xoder
yp) 1

7) l <cp (x + 1) 12 x (x -f-1)
Die Gleichung 6) lehrt, dass

cp(x)8)
<P p + 1) 6

ist, wobei 0O eine positive Zahl kleiner als ist. Indem

man x m x + 1, x + 2, ... 2x — 1 verwandelt, und mit 6x,

02, ... 0x—i Brüche zwischen 0 und bezeichnet, erhält man 
die Gleichungen:

«J
o®



6i(f(x-f- 1) 
<P (x + 2)

e2y(x + 2) == efa: + 2)2
9) qp (a? 4- 3)

_ 0*-l<p(2a? — 1)
■ cp(2x)

Multipliziert man dann die Gleichungen 8) und 9), so 
erhält man, weil die Summe der x Brüche

= e(8*-l)»

0„ 0»-i
F+l)5 + "' +-s +XL (2 a? — l)2

1 1kleiner ist als 12a?2 ‘ X 12x:

<p{x)10) Cpißx) G ’

0 bezeichnet eine Zahl zwischen 0 und —— Folglich ist:1 u
(für x = oo ).9>WH) = 1<p (2 a?)

Dividiert man nun die Gleichung 1) durch diese Gleich­
ung, so folgt:

(für x = oo)qp(x) =1

d. h. auf Grund der Gleichung 2):
12)

x = ]/2jt e-2!a4+ 2 (1 4. £x);13) 1.2.3...
ex bezeichnet eine positive Grösse, die für x = 00 verschwindet, 
und für welche wir nun eine obere Grenze bestimmen wollen.

537. Es ist
r(* + i)-1.2.8...®,

und aus den obigen Gleichungen lässt sich ein exakter Aus­
druck für die Funktion -F(a?4-1), oder, was dasselbe ist, für 
den natürlichen Logarithmus dieser Funktion herleiten, wenn 
x eine ganze Zahl ist. Zunächst wird nämlich, gemäss der 
Gleichung 2):

14)

15) lT{x 4-1) = l — x 4- (x 4- + ly(x).
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Nun besteht die Identität:

ffO) +1 pQg + i) | +
cp(x +1) cp(x + 2) cp(x + m +1)

Wenn aber m unbegrenzt wächst, so konvergiert die Funk­
tion cp(x -f m + 1) nach dem Werte eins, nach Gleichung 12), 
und ihr Logarithmus konvergiert nach null. Also ist

Drittes Kapitel. §§ 537 bis 539.202

l cp (x) = l +lq>(x+m+1).

m=co

»y(«) -yi16)

oder nach der Gleichung 4):
771 =CO

H) [(* + «*+2)2(1 + ^^)

Sonach wird
m—cjQ

18) Zr(a;+l)=|-K2^)-^+(  ̂+ Y)^ + ;2[(æ+m+|)î(i+_l_)-ii

Diese Gleichung, welche von Gudermann aufgestellt 
wurde, lässt sich, wie man sieht, aus der einfachen Formel 
von Wallis leicht ableiten.

538. Da die Grösse lcp(x) positiv ist, so ergiebt die 
Gleichung 15) zunächst:

lT(x + l)>jl(2«)~ (X + j)19) Ix.X +

Ferner erhält man aus der Gleichung 16) auf Grund der 
Ungleichung 7):

m— 00
1

lep (x) 12 (x + m) (x + m + 1)

1Der Bruch lässt sich aber in{x + m) (x + m -j- 1)

1 1
x + m + 1x + m

zerlegen, also wird

12l(p(x)<(x x+^) + {x + 1 x+2
1 M 1 1 )+...

x+2 x+3



Die Reihe rechts hat die Summe — > und folglich ist
OC

20) lF(x + 1) < ~2 — x + + -g) + ~i2x'

Die Gleichungen 19) und 20) geben uns die beiden ge­
suchten Grenzen. Geht man von dem Logarithmus zum 
Numerus über, so erhält man:

__ a, i L
1.2.3 .. x > y2ne~xx 2,

1.2.3 ... x <1/2jte
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ferner:

21)
/+112 X

Ausdehnung der Formeln auf die Fälle, 
wo x keine ganze positive Zahl ist.

539. In den bisherigen Untersuchungen ist angenommen, 
dass x eine ganze positive Zahl ist. Die rechte Seite der 
Gleichung 18) ist jedoch eine Funktion, bei welcher x einen 
beliebigen Wert annehmen kann. Mit Ausnahme der Fälle, 
wo x eine ganze negative Zahl ist, ist nämlich diese Reihe ' 
immer konvergent, denn ihre Glieder nehmen, wie man leicht
nachweisen kann
Nun kann man beweisen, dass diese Gleichung in der That 
bei allen Werten von x besteht, indem man auf die allgemeine 
Definition der Funktion F zurückgeht. Diese Definition ist in 
der Gleichung 8) des § 521 enthalten; ersetzt man daselbst 
x durch x + 1 und schreibt man unter dem Summenzeichen 
m + 1 an Stelle von m, so erhält man:

m=cc
lF(x -f 1) PXÏ f 1 +

m=^=0

ebenso ab wie die Glieder der Reihe

1
m -f-1

Um die Identität zwischen dieser Gleichung und der 
zu erweisen, genügt es, dieselben zweimal zu 

differentiieren. Aus beiden Gleichungen folgt:

dnr{i + x) Jy__________
doo2 Ä) (x + m +1)2

Gleichung 18)

1



Die Reihe von Stirling.
540. Die Funktion ltp(x) lässt sich leicht durch ein be­

stimmtes Integral ausdrücken. Differentiiert man nämlich die 
Gleichung 17) des §537 zweimal nach einander, so findet man:

m — GO

dlcp{x) 1 ) 1-------:---- >x + mjx + mdx
m — co

d2lcp(x) 1 1 + V_ _ _ i
(* + »»)

Nun ist für jeden positiven Wert von z:

2*dx2 2 a?2x

CO CO

/■
o

1e~y* dy, e~yzydy.

Wenn also die Variabele x positiv bleibt, so ist:
m =oo

(l + -|) </y + /I
«y #y m=o0 0

d2Z<jp (a?) e~myydydx2
m = oo

und da die Grösse e 

d2lcp(x)

ist, so erhält man:— m y

— e“»m=0
CO

■/*“’*( CTÎ

0

l) dy.
dx2

Integriert man diesen Ausdruck zweimal und beachtet
für a? = oo ver-dlcp(x)dabei, dass die Funktionen lcp(x) und 

schwinden, so folgt: da?

0

- y) e~yxdy-1) lcp(x) =

Die rechten Seiten in den beiden Gleichungen haben dem­
nach gleiche Ableitungen zweiter Ordnung. Da sie überdies 
ebenso wie ihre ersten und zweiten Ableitungen stetige Funk­
tionen sind, so können sie sich nur um eine lineare Funk­
tion unterscheiden; und weil sie bei allen ganzen positiven 
Werten von x einander gleich sind, so folgt weiter, dass ihre 
Differenz gleich null sein muss.

Drittes Kapitel. §§ 539 bis 541.204
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Trägt man diesen Wert in die Gleichung 15) des § 537 
ein, so erhält man einen Ausdruck für lF(x +1), welcher 
von Cauchy gegeben ist.

541. Hieraus kann man nun die Stirlingsche Gleichung 
ableiten; jedoch muss man noch zuvor die Gleichung 1) trans­
formieren. Die Gleichung

7t X
f(i + x) r(i -x) = sin 7tx

ir(l + x) -f ir(\ — x) = litx — l sin 7tx, 
und indem man differentiiert:

giebt:

dlF(l + x) dir(l-x) 1 cos7tx2) —k—+—k—--
ßirtx_j_ g — i7tx

— i TlXßinxsm 7tX X — e.<■
Andererseits ist nach der Gleichung 18) im § 537: 

dlF{ 1 + x) i^) + (
und wenn man x in — x verwandelt:

1--c+(l • )2 + x.dx

dlF( 1 — x) 1--C+ (l + ...2 — x.1-
Trägt man also diese Werte in die Gleichung 2) ein, so 

erhält man:

dx

— inx2x ei7tx _J_ e2x 2x 1
-J- . . . = — — in

1 — X2 22-x2
Diese Gleichung ist nichts anderes als die Darstellung 

von cotgrcx durch eine unendliche Reihe von Partialbrüchen, 
die wir schon im § 491 bewiesen haben. Wir hätten sie also 
hier von vornherein zur Grundlage der weiteren Entwickelungen 
wählen können, doch ist es, abgesehen davon, dass sie hier 
für alle reellen und komplexen Werte von x bewiesen ist, 
nicht ohne Interesse, sie mit den Gleichungen zu verknüpfen, 
welche wir in unserer Theorie der Gammafunktionen aufgestellt 
haben.

32 — x2 ßinx g 1 x7txX

iaSetzt man x = so wird die obige Gleichung:
2 7t

m=Qol l li_iNi=2y
a 2/ 4i^2jt2+ßä3) a \1 — e~“ 

und man erhält durch Division:
m
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4 m27t2dm bezeichnet der Kürze halber die Grösse deren4 m27i2 + a2
Wert zwischen 0 und 1 liegt. Wir geben nun m die Werte 
1, 2, 3 ... bis unendlich, addieren dann alle Gleichungen und 
bemerken, dass wenn man

m—QO m —col l
(2m7t)2nJt2

setzt, 6 ebenfalls zwischen 0 und 1 enthalten ist. Alsdann 
wird nach Gleichung 3):

W—CO OT^CO

iu2y—____ 2 a2 y 1
2/ ^i(2wä)2 Zjx(2nuty(------------ -\1 — e~a a

m=oc
±2 a2”-^^---- V

m=o
^ + 20a2ra_2 (2m’ 

2^, + 42Ü 4---- )’

1 1

und setzt man:
Bn ------fl +

22n~17t2n
1

4) 22 n 4“ 321.2.3 ... 2n
so folgt:

er a2n~21 a2n1
m (2m7t)2n+^4m2Ji2+ a2 (2 m 7t)2 (2 wtt)4 (2wjt)2?î

i-i) = 
« 2/

1 a2+... + (-l)—1 a2n~21.2 1.2.3.4 1.2...2wl-e~“
5) 1+ (-l)"0 a2n;1.2...(2w + 2)

0 ist eine Grösse zwischen 0 und 1.

Dies bemerkenswerte Resultat ist von Cauchy gegeben 
worden. Die Funktion von «, welche die linke Seite der 
Gleichung bildet, wird ebenso wie ihre Ableitung nur unend­
lich und unstetig für die Werte von a, welche in der Formel 
a = 27c7ti enthalten sind; wobei h eine ganze positive oder 
negative von 0 verschiedene Zahl bedeutet. Hieraus folgt, 
dass diese Funktion gemäss der Mac-Laurinschen Formel 
in eine konvergente Potenzreihe entwickelbar ist, für alle

Drittes Kapitel. §§ 541 und 542.206
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ł)= a2 +1.2.3.41.2
Bn

+ (- I)”“1 a2”'2...1.2 ...2n

1+2 (ea + e~a) 1 BnBi
2! 4!

a8»-8 + ...a2d------1- (— 1)” (2n)\ea— e~a
oder:

1 e“+ e—“N a2- ffK4+" + (-1)"'___ -fl +
2« L 2!

xe“_ e~
a2n+ • • • *(2 n) !

Ersetzt man die Exponentialfunktionen durch ihre Reihen,
so wird:

a22 (?+2 ! a2n a2 ^-a2 + .--a2n ') (1+ 2!+ ■■■ = l + ^+-- + ^7T. + - + + ••(2w)! (2w + l)!3!
! Bn+ (-!)”- a2n + • •(2 m)!

Die beiden Faktoren der rechten Seite sind konvergente 
Reihen, und die zweite Reihe bleibt konvergent 
ihren Gliedern die absoluten Werte giebt, denn die Reihe 6)

wenn man5

Die Gleichung 5) gilt bei allen reellen Werten von a und 
liefert den Rest der Reihe 6), wenn man diese bei dem Gliede 
vom Range n abbricht.

542. Die Koeffizienten Bx, B2, Bs, ..., welche in diesen 
beiden Gleichungen auftreten, sind unter dem Namen „Ber- 
noullische Zahlen11 bekannt. Der allgemeine Ausdruck für 
die Mte Ber noullische Zahl ist durch die Gleichung 4) ge­
geben. Dieselbe enthält indes die transscendente Zahl n und 
ausserdem die Summe einer unendlichen Reihe. Man kann
aber auch leicht die Zahlen B, welche sämtlich rational sind, 
nach einander berechnen. Wir betrachten die Gleichung 6),
wo wir der Konvergenz halber «<2jt annehmen, und ersetzen

1 1 c« 
durch den gleichen Wert —ß c so folgt:-V1- — e

reellen oder komplexen Werte von a, deren Modul kleiner ist 
als 2n, so dass also bei diesen Werten die Gleichung besteht:
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4 + ą-o
52

-i+ 42 -^î ^22
6.5.41 , 6 „~ 2 + 2 ■Bl_ S 2 4" B 3 — 0 ,2.3.4

8.7.6.5.48.7.68 Ą-Ą-0,-^2 + 2.3.4.5.62.3.42

ist auch noch konvergent, wenn man für a den Wert ai ein­
führt, solange nur der Modul von a kleiner als 2jt ist. Führt 
man also die Multiplikation der beiden Reihen rechts aus und 
ordnet man das Produkt nach ganzen Potenzen von a, so er­
hält man eine konvergente Reihe, die mit der Reihe auf der 
linken Seite identisch sein muss. Setzt man die Koeffizienten 
von a2n auf beiden Seiten einander gleich, so findet man die 
Gleichung :

Drittes Kapitel. §§ 542 und 543.208

0 =__-___— __i—|-----_(2m+ 1)1 2 (2m)!^(2m-1)1 2!

+ ...+

1 B
(2w — 3!) 4! 

(-1)”-1 Bn
1 (2m)!

j____-I-"1__________
• (2m - 2<a + 1)! (2ft)!

Durch diese Gleichung wird Bn bestimmt, sobald man 
Bly B2,... Bn—i kennt; setzt man also nach einander m=1, 2,3,.. 
so erhält man:

V

und hieraus:
Ti______ Ti _______________ T) ____ 1 Ti ____ Ti __

±Sx 6 ’ 2 30* 42’ 30’ 66

b-'t-691
1?G 2730’

Die Reihe der Bernoullischen Zahlen ist, wie man hier 
sieht, zuerst eine abnehmende, aber von B3 an wird sie eine 
unbegrenzt wachsende.

543. Wir kehren nun zur Gleichung 1) zurück, welche 
den Ausdruck für lcp(x) giebt. Mit Hilfe der Gleichung 5) 
erhält sie die Form:

to
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co co

ßo~xydy~^-ße~xy 

o o

co
ßQ—xyyin—% dyB, , Bny2dy+--- + (-l)n~^(P\x)—~2\ (2n)l
o

T) QO

ßde~xvyindy. 

0

Bn-\-i+ (-!)" (2n + 2)\
Nun ist co

ße~xy y^~x dy = 

0

r(p) _ ~1!

für jeden ganzzahligen Wert von y, ferner ist das Integral
co

J'Qe~xyy2ndy positiv und kleiner als j ~xy y2ndy, d. h. kleiner 
o o

weil 0 stets zwischen 0 und 1 bleibt; man kann dem-
2nl

x2n + l
eine Grösse zwischen 0 und 1 bedeutet. Demnach wird der 
obige Wert für lcp(x) gleich:

2 n\als x2n + l

nach seinen Wert mit 0 bezeichnen, wobei 0 wiederum

B. 1 B, 1 ,
F2 ~x ~ 3~4 * ^-----

+(-l)*0

Bn 1l cp (x) = (2n — l)2n x2n~l
Bn -j-1

(2w+l)(2w+2) x2n+1’

und trägt man denselben in die Gleichung 15) § 537 ein, so 
erhält man für jeden positiven Wert von x:

8) 1

B% 1 , 
1.2 x 3.4 xz
Bx 1ir(x + l) = ^l{27c)-x + (x + ^jl(x) + 

+ (_1)«-1

9)
Bn+1Bn 1 1

T + (-l)"0(2n — l)2n x2n~ (2n+l) (2w+2) x2 n + 1

Geht man auf der rechten Seite zur unendlichen Reihe 
über, so erhält man die Stirling sehe Formel, nämlich:

lB(x + 1) = i 1(2 7t) — x + (x + y) ^ (p)

+ (-1)”-1

Bt 1 B 
1.2 x 3.4

2 + ...
10)

Bn 1 + ...
(2n — 1) 2n x2n~-1

Serret, Differential- und Integral - Rechnung. II. Dd. 14
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Es ist leicht einzusehen, dass diese Reihe divergent ist, 
wie gross auch der Wert sein mag, den man der Variabelen x 
beilegt; denn der Betrag des allgemeinen Gliedes

Drittes Kapitel. §§ 543 und 544.210

Bn 1(_!)»-!
(2n — 1) 2n x2n~x

ist nach der Gleichung 4) gleich dem Produkte der beiden 
Grössen

1 2 3 2 n —
2kx 2nx 2itx 2nx- und — (\ J_ -f — 

2n2x\ ^ 22n ^ 32ra« + ••

Der zweite dieser Faktoren konvergiert nach dem Grenz­
wenn n unbegrenzt wächst; der erste dagegen1werte 2it2x’

wächst über jede Grenze, denn er ist ein Produkt, bei welchem 
die Faktoren kleiner als 1 nur in endlicher Anzahl vorhanden
sind, während die Zahl der Faktoren, die grösser sind als 1, 
ja sogar grösser als ein beliebig grosser Wert, selbst grösser 
werden kann als jede gegebene Zahl. Die Glieder der Reihe 10) 
wachsen also von einer bestimmten Stelle ab über jede Grenze, 
und folglich ist die Reihe divergent.

544. Es ist indessen sehr bemerkenswert, dass die Stir­
ling sehe Reihe, ungeachtet ihrer Divergenz, ein sehr genaues 
und bequemes Verfahren liefert, um lT(x-{- 1) zu berechnen; 
die Annäherung, welche man auf diesem Wege erhält, ist um 
so grösser, je beträchtlicher x ist. Wenn nämlich x grösser 
ist als 1, so nehmen die mit den Zahlen B multiplizierten 
Glieder der Stirlingschen Reihe zunächst ab, und man er­
kennt aus der Gleichung 9), dass der Fehler, den man bei 
der Anwendung der Reihe 10) begeht, seinem Betrage nach 
immer kleiner ist, als der Betrag des ersten vernachlässigten 
Gliedes. Man erhält demnach die grösste Annäherung, wenn 
man bei dem Gliede abbricht, welches dem Gliede mit kleinstem 
Werte vorangeht, und dieses kleinste Glied liefert selbst eine 
obere Grenze für den Fehler, welchen man begeht. Wenn man 
z. B. in der Gleichung 10) alle Glieder vernachlässigt, die mit 
B multipliziert sind, so wird der Fehler positiv und kleiner

1 1.1.„ _ — oder, weil B. = — ist, kleiner als ; also ist:l. 2 x 6 ; 12a:als —1
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(W ^-) l(x)tir(x + i)>^i(2*)-

lB(x + 1) < -i- l(2n) — x + (x + l(x) +

® +
H) 1

12®
oder

X+Y X 2F(x + 1) > Ÿ2n e~x 

T{x + 1) < ]/2jt e~xx
12)

x+YeW^

wie schon im § 538 gefunden wurde.
Indem man von diesen Formeln ausgeht, kann man zwei 

Grenzen für die Bernoullische Zahl Bn erhalten, von denen 
die eine uns für das folgende nützlich sein wird. Setzt man 
zur Abkürzung:

1 + Y + J-
i g2 n ' Ą2n

l
^2»= + 

so ist nach Gleichung 4):

n + '•22n

(2 m)!
Bn = 22n~17t2n

und hieraus folgt: 
BnĄ- 1 (2 m)!(2m -f- 1) (2m + 2) $2n-|-2 Bn S%n
Bn $2 n

Da aber $2^ abnimmt, wenn ft wächst, so wird

4 je2 22»-i w »-2 «

(2m + 1) (2m + 2) B (2 m)!Bn + i
< 22n-l JE2» —2?4je2 ■»1Bn

1oder, weil B, = -pr ist:o
Bn -|-i ^ Bn

(2m + 1) (2m + 27 ^ Ä*2 ’
13)

^ 1 JT(2m + 1) 
12 (2te)2"-2 *14)

Die Gleichung 14) giebt eine obere Grenze für Bn. Eine 
untere Grenze erhält man, wenn man $2ra durch 1 ersetzt; es ist:

r(2M +1)15) Bn> 22 »-1 jj2»
14*



Ersetzt man T(2n + 1) in der Gleichung 14) durch seine 
obere Grenze, die durch die Ungleichungen 12) gegeben ist, 
und in der Gleichung 15) durch seine untere Grenze, so er­
hält man:

(2-—— e
.2 n —

(2 *)
(2 »)2“+l

1
— 2 n /,24w(12

16)

Bn> 2
2 n — T(2ti)

Das Verhältnis dieser beiden Grenzen von Bn ist gleich
n2 ~
6 e •

545. Die Formeln, welche wir aufgestellt haben, sind von 
Cauchy gegeben worden; sie lassen leicht die Annäherung 
bestimmen, mit welcher man lT(x + 1) nach der Stirling- 
schen Reihe berechnen kann. Wir bezeichnen mit un den Be­
trag des Gliedes dieser Reihe, welches vom Koeffizienten Bn 
abhängt, so ist

Bn 1 _ (2w — l)2w 1
tin Bn (2w + 1) (2 n + 2)x2

Un-\-1 BnĄ-i
Un (2n — 1) 2n sc2n~'1>

Aus der zweiten Gleichung folgt auf Grund der Un­
gleichung 13):

(2n — 1) 2n 
4:TC2X2 ’

Ww_|_ i
<un

und es wird also umsomehr
n2 (~T-

\3 x)
Un-\-1 Un-f 1und< <7t2 X2

Also wird un+1 kleiner als un, solange n < Zx oder 
n = Zx ist. Ist also x grösser als 1, so nehmen die ersten 
Glieder der Stirling sehen Reihe ab, und wenn x eine ganze 
Zahl ist, so findet diese Abnahme sicherlich bis zu dem Gliede 
vom Range 3x statt.

Bezeichnet man nun mit sn den Betrag des Fehlers, 
welchen man begeht, wenn man die Stirlingsche Reihe mit

un un

Drittes Kapitel. §§ 544 und 545.212
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dem Gliede, das mit Bn multipliziert ist, abbricht, so ist, 
wie wir sahen:

_____ Bn-\-X_____  ____
(2n + 1) (2n + 2) x3n+1>

und umsomehr, gemäss der Ungleichung 13):

1
Sn <

BnSn < kn2 x*nJrl''

und endlich, auf Grund der ersten Ungleichung 16):

f,<l W (AY*{5
o x \enx/17)

eine Grenze, die sich mittelst Logarithmen leicht berechnen lässt.
Wir sahen nun, dass wenn x eine ganze Zahl ist, die 

Abnahme der Reihenglieder jedenfalls solange statt hat, als 
n kleiner oder gleich 3x ist; wählt man n = 3æ, so giebt 
die Formel 17):

6x — T- 11 q72x ^ 2 g — Gx

und weil x mindestens gleich 1 ist, so ist umsomehr:

sgx <C ~2

1 e72 x 2 e~6x]Szx <C ~2
nun ist

d)-Ä = 0,393409 ..
also

s3X < 0,393409 • •

Bildet man die gewöhnlichen Logarithmen von beiden 
Seiten, so folgt:

18) log £3* < 1,594844 + ~ log - + (3,3942331) x.
A 00

Für x — 1 hat man bereits
log £3< 4,9890775

für x = 10 ist:also £s <

*

to
| £

to
\̂

co 
; ^

£

CO 
I £

to
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log £30< 27,047175
und man sieht hieraus, dass man in diesem Beispiele für 
x = 10 die Berechnung von IFix + Ÿ) bis auf die 26te De­
zimalstelle treiben kann, wenn man mit dem Gliede J?30 ab­
bricht.

Die Formel 17) beweist unsere Behauptung, dass die 
Stirling sehe Reihe lT(x-\-1) allgemein mit einer An­
näherung berechnen lässt, die um so grösser wird, je be­
trächtlicher x ist.

546. Man erhält brauchbare Formeln, indem man die 
Reihe von Stirling ein- oder mehrmal differentiiert; da diese 
aber eine divergente Reihe ist, so wird auch das nämliche bei 
den anderen der Fall sein. Indessen können sie doch auch, 
ebenso wie die Stirlingsche, zur numerischen Rechnung 
dienen, was wir nun zeigen wollen. Zu dem Zwecke be­
merken wir, dass die Grösse 0, welche in dem letzten Gliede 
der Reihe 7) vorkommt, unabhängig von x ist. Differentiiert 
man demnach diese Gleichung y mal, so wird:

00
J^e~xyyL‘ dy-----+ (- l)re~

0

GO

(2n)'.fe
0

d^lcp{x') B1 i B(-1/ -xy yy+2n-2Jy

dxf* 1.2
CO

J de~xyyv+*ndy.

o
+ (-l)M (2w + 2)!

Indem man nun ebenso vorgeht wie bei der Ableitung 
der Gleichung 8) aus 7), findet man:

d^lcpjx)
^ } dxA* 1

r(y+2n-1) 1____, 1 F(p+2n +1)
F(2n +1) cc-u+2n~1 1 ; ”+1 F(2n + 3) V+2n+1*

0 bezeichnet stets eine Grösse zwischen 0 und 1. Wenn x 
hinreichend gross ist, so nehmen die Glieder auf der rechten 
Seite zunächst ab, wie bei der Stirlingschen Reihe, und der 
Fehler, welchen man begeht, indem man die Reihe bei irgend 
einem Gliede abbricht, ist kleiner als das folgende Glied und

rfa +1) 1 r(ji + S) i
r( 5) a^+® + "’-T(3) xß+l

19)
1-K-i)"-1^
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von demselben Zeichen wie dieses. Für den besonderen Fall 
fi — 1 erhält man:

__2lI+3£L
2 a:2 4 (a?4

dl cp (x) Fn _|_ i 1 
2n + 2 a?2”+220) dx

Aus der Gleichung 15) im § 537 gewinnt man durch 
Differentiation :

d l T(x + 1) 1 . dl cp (x)
dx= lW + 2Ï +

yt ^gr(a? + i) = rfc -1) _ r((i) iy( dH<p(x)
^ ' dx^ x^~l 2xf1 ^ ' dx^ ’

also ist:

dx

dir(x +1)
2 a? 2 a:2 V '

1= 7 (a?) + 2nx2ndx
21)

Fn-\-X 
2 n + 2 xSn+2*

1+ (_l)»+i 0

^(ft+l) 1r / iy<^?-rO + 1)_-^O) , ^

+ (-l )*+‘B. 

+ (-!)" 9B,+i

r(3) a^+l + '"

jF(ft+2w —1) 122) r(2n + l) a?^+2n_1
F (ft + 2 w+1) 1

F(2n+-3) a?<“+2 » +1

547. Die erhaltenen Resultate liefern ein sehr einfaches
Mittel, um die E ul ersehe Konstante zu berechnen, welche wir 
mit C bezeichnet haben. Wir gehen von der Gleichung 2) im 
§ 523 aus, bei welcher x als ganze positive Zahl vorausgesetzt 
ist und welche, wenn man x in x + 1 verwandelt, die Form 
erhält:

1 dlF{xĄ-1)
• H--------------- 1-------------- -G = 1 + -g + -ß

dlF(x +1)

(7 a?a;

durch seinen Wert aus derErsetzt man dx
Gleichung 21), so folgt:



Bn
+ (-I)”“1 + ' •>2 nx2n

und der Fehler, welchen man begeht, indem man mit dem 
Gliede, das Bn enthält, abbricht, ist seinem Betrage nach 

Bn.]_ i
(2n + 2) x2n+2

durch ihre Werte, so findet man:

• Ersetzt man also die Zahlen Bkleiner als

C (1+ 2 + 3 + ‘"+x) 2x+12x2 120x* + 2ö2x6

1 1 691
• • •»240^132x10 32760 x12

und bricht man die Entwickelung mit dem zuletzt geschriebenen 

Gliede ab, so ist der Fehler kleiner als 

also x = 10, so hat man die Gleichung:

1 Wählt man12 xu

0,01 0,0001 0,000001
12 120 + 252

c"(1 + ł+'"+~)-î(10)-4r +1
10

0,00000001 0,0000000001 0,000000000691
240 32760132

die den Wert von G auf 15 genaue Dezimalstellen angiebt. 
Es ist

Z(10) = 2,302 585 092 994 045 68 
<7 = 0,577 215 664 901 532, 

wie schon im § 522 angegeben wurde.

548. Wir haben im § 542 eine Formel kennen gelernt, 
aus welcher man successive die Zahlen B1} B2, Bs... be­
rechnen kann. Man kann ganz allgemein für Bn einen Aus­
druck aufstellen, der von Transscendenten frei, allerdings aber 
etwas kompliziert ist. Immerhin halten wir es für nützlich, 
denselben zum Schlüsse dieses Kapitels mitzuteilen. Die 
Bernoulli sehen Zahlen sind durch die Gleichung 6), § 541, 
definiert, der man die Form geben kann:

und

Drittes Kapitel. §§ 547 und 548.216
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! Bn23) 7^1 =

nun ist identisch:

a2n~1 + •••',
(2 w)!

21 1
e2z — 1ez + 1 ez — 1

Ersetzt man die Quotienten der rechten Seite durch ihre 
Reihen, indem man die obige Entwickelung für a — z und 
a — 2 z bildet, so folgt:

24) =Y~(2!_1) fl "+(21-1} Ï! 'sS~-■ •+(-W-l)

und diese Reihe ist konvergent für alle Werte von z, deren 
Modul kleiner ist als n. Also ist nach der Mac-Laur in sehen 
Formel: 1d2n~x02 n__

(-^ -s,- ez+l25) (für 0 = 0).dz**~l
— ez

Jr+if
und es ist leicht zu sehen, dass man allgemein die Gleichung 
erhält:

Die erste Ableitung der Funktion (e*-j-l)—1 ist

d*n-1 («»+!)-! _ Ae[2n~1)z +A2e(2n~2,z H------\-A»n-iß'
(ez+l )2ndz2"-1

Die Koeffizienten A1} A2,... A2n—i sind unabhängig von z. 
Weiter aber erkennt man aus der Gleichung 24), dass die erste 
Ableitung der Funktion (e2-j-l)~1 eine paare Funktion von z 
ist. die sich nicht ändert, wenn man z in — z verwandelt.J5

Dasselbe gilt dann auch für alle Ableitungen ungerader Ord­
nung. Durch diese Verwandlung von z in — z wird aber der 
vorstehende Ausdruck:

A2n-i e<2n~1)z + Aïn—2 e(2n~2)z H------ Ate
(ez-\-l)2n

es muss also allgemein A2n — i = A,- sein, d. h.
Ax [e^2n~1'>z + ez] + • • • + A„-i [ęfr+^ + eC«-1)«] + Anenz2Q)d2-1(ez+ l)-1

(ez + l)2ndz2"-1
Nun ist weiter:

e~z1 = e~z-e~2z + e~Zz-----+ (- l)““1 e~^z + • ; • ?1 + e~zez + l 
also:
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d2n~1 (ez + l)-1 = - e~z + 22w-1e~2^- 32«-ie-32+ ...
de 2n~1

+ (-iy ^i2n-1e~'uz + •••;

2n(2n — l)...(2n — i + 1)
ferner ist

(ßz .p \yn = e2nz _p e(2re —l)z _p . .2n
ß{2n — i)i _|___ _. -f-

il
+ 2nez+ 1.

Multipliziert man diese beiden Gleichungen, so folgt aus 
der Gleichung 26):

Ax [e(2n~ l)^ + ez] + • • • + An-X [eo»+i)* + e(*-i)*] + An enz

- [-e-* + 22M~1e-2* + .-- + (-l y ii2n~1e~^z+
2n(2n— 1)... (2n — i + 1)2nX ß2m_j___ g(2re—

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine ganze Funktion 
von ez. Führt man also das Produkt auf der rechten Seite 
aus, so bleiben nur solche Glieder noch, welche positive Po­
tenzen von ez enthalten. Da die Glieder mit dem Faktor 
e(2n—n)z auf beiden Seiten einander gleich sind, so findet man

A=-l
und für die Werte von grösser als 1:

e{2n~i>z+---+2ne'+l •il

2n Qa-1)2»-1-!--.-

2n (2n — 1)... (2n — i + 1)

4.-C-1 Y f*2” —i
l

27) - + (-!>' il
12n(2n-l)...(2n-(i + 2) ']•+ (-!)"- [i — 1 !

Die Formeln 25) und 26) ergeben: 
22ra- 1 ~i+y,y-B,-(-1)“ 1 + A2 + A3 H— • + A„

(-l)”22ra_1 (22w-l)
22n~2n

Also ist:
Bn2n

2n)~ (^32—1 -2n 22”~i+2n^ -ü) 

—2n {n—2)

— 2n(n — l)2”

= —1+ (2 2 re—1_ + •••

. (w+3)\ 
(n —2)! /

2n..+ (-l)n-1(^(w-l) +-..+(-l)»-22 re—1 2n— 1

x 2w...+ 4 (-!)”(« +■••+(-1)—2 re -1 -1
(n —1)!
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Vereinigt man schliesslich die mit w2n—1, (n — l)2n—1 u.s.w. 
multiplizierten Glieder, so erhält man:

2».-i(2»._1)7>
•*->n2 n

1 2« (2n —1 (i+i «)(b_d /. 2n 1
1 + T+22 n—1__ 2n—1 i2 n—1+28) “ 2 n 1.2

/.. 2 n 2n(2n — 1)
\1 + T+ 1.8

2n (2n — 1) (2w — i2 w—1
1.2.3

+

eine Gleichung, in welcher das Gesetz, nach welchem die auf­
einander folgenden Glieder zu berechnen sind, evident ist. Das 
Produkt der nten Bernoullischen Zahl mit 22n~1 (22n — 1) 
ist gleich einem ganzen Vielfachen von n.

Dieser letzte Satz ist von Herrn Lipschitz verallgemeinert 
worden: Journal f. Mathem. Bd. 96.
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Viertes Kapitel.

Die Quadratur uud Rektifikation von Kury en.

Die Quadratur ebener Kurven.
549. Die Integration des Differentiales f(x) dx wird häufig 

mit dem Namen Quadratur bezeichnet. In der That ist diese 
Operation, wie wir gesehen haben (§ 407) dieselbe, wie die, 
welche man auszuführen hat, um die Fläche zwischen der 
Kurve, deren Ordinaten fix) sind, der Abscissenaxe und zwei 
bestimmten Ordinaten zu berechnen.

Soll die Fläche gemessen werden, welche zwischen zwei 
gegebenen Kurven CMD, C'M'D' und den Ordinaten CG'A 

und DD'B liegt, die den Abscissenwerten 
x0 und X entsprechen, so hat man zu 
bemerken, dass diese Fläche die Differenz 
von CDJBA und C'B'BA ist. Bezeichnet 
man also mit y und y' die Ordinaten MP, 

-ß x M’P der beiden Kurven, die der varia­
blen Abscisse x entsprechen, so ist die 

gesuchte Fläche, im Falle rechtwinkliger Koordinaten 
x • x x
fydx — fy' dx = J{(y — y') dx.

Xq Xq Xo

Diese Formel ist auch anwendbar auf den Fall, dass man 
die Fläche eines Segmentes sucht, zwischen einem Kurven­
bogen und seiner Sehne. Alsdann ist y' eine lineare Funk­
tion gleich ax + b.

Eine ebene Fläche, welche von irgend welchen Kurven­
stücken, die analytisch definiert sind, begrenzt ist, kann immer 
in mehrere positive oder negative Teile zerlegt werden, die 
einzeln berechenbar sind, wie wir noch näher angeben werden.

Bei den Problemen der Quadratur sind aber nicht immer 
nur geradlinige Koordinaten die Variabelen, welche man an-

Fig. 2.

I)__y

o A P



zuwenclen hat. Insbesondere ist es häufig von Vorteil, Polar­
koordinaten einzuführen. Alsdann bestimmt man die Flächen 
gewisser Sektoren, welche von einem Kurvenbogen und zwei 
Radienvektoren begrenzt werden. Nennt man p, co die Polar­
koordinaten, œ0 und £1 die Werte von a, welche zu den beiden 
äusseren Radien gehören, so wird der allgemeine Ausdruck 
für die Fläche solch eines Sektors (§ 201):

Si

J Q2dco.
w0

Will man die Fläche bestimmen, welche zwischen zwei 
gegebenen Kurven und den Radienvektoren, die zu o0 und Sl 
gehören, gelegen ist, so hat man die Formel

ifi —Q12) den
co0

anzuwenden, in welcher q und q' die Radienvektoren der beiden 
Kurven bedeuten.

Schon in der Differentialrechnung haben wir verschiedene 
Beispiele von Quadraturen gegeben, bei denen sich die Inte­
gration unmittelbar ausführen lässt. Wir fügen diesen hier 
noch einige andere hinzu.

Dass ein von einer beliebigen geschlossenen, sich selbst nicht 
durchschneidenden Kurve begrenztes Stück der Ebene eine bestimmte 
Flächengrösse besitzt, ist ein Satz, welcher bewiesen werden muss 
(§ 187). Hat man als Masseinheit der Flächengrössen etwa ein Quadrat 
gewählt, dessen Seiten gleich der Längeneinheit sind, so wird einem 
von einer geschlossenen Kurve begrenzten Teile der Ebene eine 
bestimmte Flächengrösse dann und nur dann zukommen, wenn sich 
derselbe in eine bestimmte Anzahl von Teilen zerlegen lässt, von 
denen jeder gleich der Flächeneinheit oder einem bestimmten Teile 
derselben ist, und wenn man zugleich beweisen kann, dass diese 
Summe von Teilgrössen ganz unabhängig ist von der Art der Zer­
legung. An Stelle der Zerlegung kann man aber auch, und dies 
geschieht in den meisten Fällen, das Verfahren einschlagen, dass 
man ein Polygon konstruiert, welches die gegebene ebene Fläche 
umfasst, und ein anderes, welches kleiner ist als dieselbe. Wenn 
die Inhalte dieser beiden Polygone einander beliebig genähert werden

Viertes Kapitel. § 549. Quadratur und Rektifikation. 221
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550. Parabolische Kurven. Unter diesem Namen begreift 
man alle die Kurven, welche sich im geradlinigen Koordi­

natensysteme durch eine Gleichung von der 
Form

Fig. 3.

Ms yrn = pxn
darstellen lassen, wobei die Exponenten 

x m und n positiv sind.
Wir bezeichnen mit u die Fläche 

OMP zwischen der Kurve, der Abscissen- 
axe und der Ordinate MP ■= y. Bei rechtwinkligen Koordi­
naten ist
also

0

i
du = ydx = pmxm dx,

Viertes Kapitel. §§ 549 bis 551.222

können, so konvergieren ihre Flächenzahlen nach einer bestimmten 
Grenze, und diese ist zugleich die Grösse der zu bestimmenden 
Fläche; denn in diesem Falle wird evident, dass jede Zerlegung 
dieser Fläche zu derselben Grösse führen muss. Man gewinnt 
demnach die Anschauung, dass ein begrenztes ebenes Gebiet jedes­
mal dann eine bestimmte Flächengrösse besitzt, die man vermittelst 
Ein- oder Umschreibung von Polygonen mit beliebiger Annäherung 
darstellen kann, wenn sich sämtliche Punkte der Begrenzung in eine 
endliche Anzahl von Polygonen einschliessen lassen, deren Flächen­
summe beliebig klein wird, mag dabei auch die Anzahl der Polygone 
oder der Polygonseiten schliesslich über jede Grenze hinaus wachsen. 
Ein solches Punktsystem kann man ein lineares System innerhalb der 
Ebene im Gegensatz zu einem ebenen nennen, bei welchem die Summe 
der einschliessenden Flächen endlich bleibt. (Ist diese Bedingung von 
den Grenzpunkten nicht erfüllt, so bedarf es einer umfassenderen 
Definition des Inhaltes, die auch in der That zu einer bestimmten 
Grösse führt. Math. Annal., Bd. 24). Durch die vorstehenden Inte­
gralsätze werden nun überdies Bedingungen erkannt, welche von der 
Begrenzungskurve erfüllt sein müssen, damit die bestimmte Flächen­
zahl durch einfache Integration berechenbar ist. So sagt z. B. die ge­
wöhnliche Gleichung der Quadratur im geradlinigen Koordinaten­
systeme aus: Wenn die Punkte der begrenzenden Kurve durch pa­
rallele Projektion eindeutig auf die Punkte einer Geraden, die zur 
Abscissenaxe gewählt wird, bezogen werden können, oder wenn sich 
die ebene Fläche in eine endliche Anzahl von Teilen zerlegen lässt, 
für deren Begrenzung diese eindeutige Zuordnung möglich ist, so 
ist der Inhalt der Fläche durch ein bestimmtes Integral oder durch 
mehrere ausdrückbar, falls die Ordinaten der Kurvenpunkte, d. h. 
die Längen der projizierenden Linien eine stetige (oder auch nur 
integrierbare) Funktion der Abscissenwerte sind.

3?s er
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J_ /» _*
u — pm I xm dx == 

0

1
—+1 m _ mm pm x xy\m + n m + n

das Produkt xy ist gleich der Fläche des Rechteckes OPMQ, 
konstruiert mit den Koordinaten des Punktes M: also ist

5

OMP OMPm moderOPMQ OMQm + n
Die parabolische Kurve teilt also die Fläche des Recht­

eckes in zwei Teile, die in dem Verhältnis der Zahlen m 
und n zu einander stehen.

Umgekehrt ist auch jede Kurve, welche diese Eigenschaft 
hat, eine parabolische; denn die obige Gleichung, nämlich

n

u m
xy — u nliefert

m m
(xdy + y dx)

— = 0 oder dl(xn) — dl Qym) = 0. 
ymHieraus folgt, dass das Verhältnis —X

551. Hyperbolisclie Kurven. Mit diesem Namen be­
zeichnet man alle Kurven, die sich in geradlinigen Koordi­
naten durch eine Gleichung von der Form

xnym = p
darstellen lassen, wobei m und n positive 
Exponenten bedeuten. Wir nehmen an, dass 
m nicht kleiner sei als w, und betrachten den 
Zweig der Kurve, welcher zu positiven Koor- ^ 
dinaten gehört und die beiden Axenzu Asymp­
toten hat. Es seien AC = y0 und MP= y die Ordinaten, welche 
zu den Abscissen x0 und x gehören, u die Fläche zwischen 
diesen Koordinaten, der Abscissenaxe und der Kurve. Bei recht­
winkligen Koordinaten ist alsdann

xy, du = y dx =u == m -f- n m + w
und dydxn-------mx

eine Konstante ist.

Fig. <t.

y

\c«L±ît
A P x

i
du = y dx = pm x m dx,

also wird, abgesehen vom Falle m = n:
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1_ / m — n 

pm \X m
m — n'm _ m^ 0U — m — n

man sieht hieraus, dass die Fläche u über jede Grenze hin­
aus wächst, wenn x unendlich wird, dass sie dagegen nach 
einer bestimmten Grenze

1 m — n 

— p m X m =
n

konvergiert, wenn xQ null wird. Diese Formel besagt, dass 
die Fläche U, welche sich ins Unendliche erstreckt, zu dem 
Rechteck OPMQ, das mit den Koordinaten des Punktes M 
konstruiert ist, in dem konstanten Verhältnisse von m zu 
m — n steht.

Diese Eigenschaft kommt nur den hyperbolischen Kurven 
zu, denn die obige Formel ergiebt

m m——- xy — n Jm — m

^-^(xdy + ydx),dU = ydx = m
und hieraus folgt:

dy dxm — + n — = 0 oder dl(xnym) = 0, also xnym= const.
V

552. Die Lemniskate. Unter den Kurven, deren Quadratur 
im Sinne der Geometrie vollkommen ausführbar ist, ist die 
Lemniskate von Bernoulli zu bemerken. Diese Kurve hat
die Eigenschaft, dass die Entfernungen jedes Kurvenpunktes von 
zwei festen Punkten, deren Abstand 2 a ist, ein konstantes Pro­
dukt bilden, nämlich a2. In Polarkoordinaten erhält die Lem­
niskate die Gleichung

q2 = 2 a2 cos 2 c) 5
q bezeichnet den vom Centrum ausgehenden Radiusvektor. 
Die Fläche u eines Sektors, der durch die beiden Radien be­
grenzt ist, welche zu den Werten g?0 und ß von co ge­
hören, wird:

S2 S2
u = / p2da = a21 cos 2coda = (sin2 — sin 2 o0).a2

C00 W0



Die Kurve ist symmetrisch zur Polaraxe Ox und der 
dazu senkrechten Axe Oy] sie besteht aus zwei geschlossenen 
Zweigen, deren Tangenten TT\ SS' im 
Centrum 0 unter einem Winkel von 45° 
zur Axe geneigt sind. Will man also 
die Fläche bestimmen, welche von der 
einen Hälfte umschlossen wird, so hat

und & =

Fig. 5.

y
Ty

zu setzen, ocman ca0= — 

und dies ergiebt
T'

S' -
u = a2.

553. Folium vonDescartes. Die unter diesem Namen be­
kannte Kurve hat in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung:

x3-\- y3 — 3axy = 0;
a ist ein gegebener Parameter. Die Kurve 
hat eine Asymptote, nämlich die Gerade

x -j- y -f- a = 0.

Im Koordinatenanfangspunkt besitzt sie 
einen Doppelpunkt, die Tangenten desselben 
fallen mit den Axen zusammen. Substituiert man für x und 
y Polarkoordinaten q und co mittelst der Gleichungen:

x=q cos œ, y = psin ca, 
so wird die Gleichung der Kurve

Fig. 6.

y

■Q\ x

3 a sin ca cos ca
Q = sin3 ca + cos3 ca

und die der Asymptote
_ — a

^ sin o + cos ca

Die Fläche zwischen der Kurve und zwei Radien, die 
den Werten ca0 und S2 gehören, wird demnach

zu

£2 £2

1 /!, , 3«!/>3l“8!“Ä
“ 2J 9 2j (l + tang»ra)!

dca

U)0 U)0
Serret, Differential- und Integral - Rechnung. II. Bd. 15
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Die Grösse unter dem Integrale ist das Differential von 
? also ist1

1 -j- tang3 co
3 a2 ~

2 _1 + tang8 030
1 1u = — 1 + tang3£i_

Will man die Fläclie der von der Kurve gebildeten Schleife
7tbestimmen, so ist 030 = 0, Sl = — zu setzen, und dies ergiebt 

3a2 * 2
u =

Um die Fläche zu berechnen, die zwischen einem Teile der 
Kurve, ihrer Asymptote und zwei Radien Vektoren liegt, muss 
man u von der Fläche ux abziehen, die durch die Asymptote 
und den zwei Radien begrenzt ist. Diese Fläche ist ein 
Dreieck, und man erhält für dieselbe den Ausdruck'

S2 £2
dco

)**da-ifi COS2 03

(1 + tang 03)2
W0 0>oalso

1 1ux = _1 + tang 030 1 + tang SI
Mithin folgt:

a2 2 — tang SI 2 — tang G30

ux u 2 Ll — tang SI + tang2 SI 1 — tang O30 -j- tang2 030J
Will man die unendliche Fläche berechnen zwischen der 

Kurve, der Asymptote und dem negativeu Teile der #-Axe,

so hat man 03n = ^7-5u 4
3 71 ß = 7t zu setzen; hieraus folgt:

a2
ux — u = —•

Li

Den nämlichen Wert bekommt, wie leicht zu sehen, die 
zwischen der negativen y-Axe, der Kurve und ihrer Asymptote 
enthaltene Fläche. Addiert man zu diesen beiden Flächen das 
Dreieck, welches von der Asymptote und den beiden Axen ge-
bildet wird, das ebenfalls gleich — ist, so erhält man die ge-

3 a2 2
samte Fläche —— zwischen der ganzen Kurve und ihrer

Li
Asymptote. Diese Fläche ist ebenso gross wie die der Schleife.
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Über angenäherte Berechnung ebener Flächen 
rermittelst linearer Messungen.

Soll der Flächeninhalt einer gezeichnet vorliegenden, von 
Kurven begrenzten ebenen Fläche bestimmt werden, hei welcher 
die Gleichung der Begrenzungskurve nicht gegeben ist, so er­
fordert die Bestimmung der Flächengrösse entweder besondere 
mechanische Hilfsmittel, wie z. B. das Planimeter, oder sie wird 
mit Annäherung durch lineare Messungen geleistet. Ebenso er-

b
fordert die analytische Berechnung des Integrales f f(x) dx , wenn

f(x) eine Funktion ist, deren Integral sich nicht durch die ele­
mentaren Funktionen darstellen lässt, besonderer Annäherungs­
methoden, indem man z. B., falls dies möglich ist, die Funktion 
f(x) in eine Potenzreihe entwickelt, oder dieselbe nach der Inter­
polationsmethode von Lagrange durch ein rationales Polynom 
ersetzt. In Bezug auf diese letztere Methode, die durch das Ver­
fahren von Gauss (Ges. Werke, Bd. 3) zu einem wichtigen ana­
lytischen Hilfsmittel ausgebildet ist, verweise ich insonderheit auf 
den Abschnitt über „Mechanische Quadratur“ in dem Handbuche 
der Kugelfunktionen, Bd. 2 von Heine, und will hier nur in 
Kürze die einfachsten Messungsmethoden besprechen. Dieselben 
sind von Herrn Mansion ausführlich behandelt worden (Annales 
de la société scientif. de Bruxelles, 1881; siehe auch Civilingenieur, 
Bd. 28).

Um den Flächeninhalt eines gezeichnet vorliegenden Diagrammes 
zu bestimmen, welches wir uns durch Parallele zur Ordinatenaxe 
in zum Teil geradlinig begrenzte Gebiete oder 
Flächenstreifen zerlegt denken, zu bestimmen, hat 
man an Stelle der krummlinig begrenzten Fläche 
zwei Polygone einzuführen, von denen das eine 
seinem Inhalte nach grösser, das andere kleiner 
ist, als die zu bestimmende Fläche. In der Kon­
struktion dieser Polygone, welche eine obere und ^ 
eine untere Grenze für die gesuchte Flächenzahl 
liefern, muss zugleich die Möglichkeit einer be- 
liebigen Annäherung enthalten sein. Dabei wird

Fig. 7.

T

B

y.\
man, sobald es sich um eine graphisch (und ____ h
nicht analytisch) gegebene Kontour handelt, die »,
Benutzung der Ableitungen ausschliessen, weil 
die Konstruktion von Tangenten eine neue Fehlerquelle herbeiführen 
würde. Für einen einzelnen Flächenstreifen ABN2NX (Fig. 7) bildet, 
wenn die konkave Seite der Fläche der Abscissenaxe zugekehrt 
ist, das gleichnamige Trapez ABN2Nt eine untere Grenze. Zur

15*
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Konstruktion einer brauchbaren oberen Grenze ist aber die Tangente 
in irgend einem Punkte der Kurve erforderlich. In diesem Um­
stande liegt es begründet, dass man die auszumessende Fläche 
in eine gerade Anzahl von Streifen zu zerlegen sucht. Denn 
konstruiert man für den Doppelstreifen (Fig. 8) die Tangente im 
mittleren Punkte B, so ist der Inhalt des Trapezes, welches durch 
diese Tangente, sowie durch die Abschnitte derselben auf den 
Ordinaten yx und y% bestimmt wird, gleich 27iy2, also durch die 
mittlere Ordinate ausdrückbar, ohne dass die Tangente gezeichnet 
werden muss.
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Fig. 9.

Fig. 8.

B C

A

P,n

Vj
\ y-Ą ; \ y.j\ \ y9 i yü

y*\ i yJ\ ! %\ I I
i

^ V, V3 ^ K5 Ne N8 N0 Nn

Demnach betrachten wir im folgenden ein Diagramm (Fig. 9), 
begrenzt erstlich durch die Kurve AB, bei welcher sich der Sinn 
der Krümmung nicht ändert, die also etwa durchweg ihre konkave 
Seite nach unten kehrt, ferner durch die Ordinaten in den End­
punkten und durch die Abscissenaxe. Wir denken uns dasselbe 
in eine gerade Anzahl von Streifen mit der gleichen Breite h zer­
legt (etwa 10) und bezeichnen im folgenden die Summe der Or­
dinaten mit ungeradem Index, mit Ausnahme der ersten und der 
letzten, durch:

u = v% + % + 2/7 + y9, 
die Summe der Ordinaten mit geradem Index durch:

9 = 7/2 + 2/4 + y6 + 278 9io-
Alsdann giebt es nur eine einzige leicht berechenbare obere Grenze 

für die Fläche F, nämlich die Summe der Trapeze, welche durch die 
Tangenten in den Punkten 2, 4, 6, 8, 10 der Kurve gebildet werden 
und die Breite 2 h besitzen. Die Summe ihrer Flächenzahlen ist:

M = 2 h (y2 + «/4 + ye + % + y10) = 27ig,
M> F.und es ist

y2 %

h h

A4

Vi

\
T
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Brauchbare untere Grenzen lassen sieb dagegen auf dreierlei 
Weisen bilden. Die erste, bei welcher nur die Ordinaten mit 
geradem Index und ausserdem die erste und letzte benutzt werden, 
erhält man, indem man die Geraden 12, 24, 46, 68, 810, 1011 
zieht. Die Summe der auf diese Weise konstruierten sechs 
Trapeze wird gleich:

g- (vi + y2) + (y* + y.d 4----- H (ys + 2/10) + j (yio+yn) >
j 1

- hd, wobei d = — (y2 + y10) — — (yx + yn) ist.

m1 = h

oder ml — 2gh

Die zweite untere Grenze, im allgemeinen minder genau, 
weil die Anzahl der Trapeze, aus denen sie sich zusammensetzt, 
um eins kleiner ist, erhält man, wenn man nur die Ordinaten 
mit ungeradem Index benutzt, indem man die Linien 13, 35, ... 911 
zieht; es wird:

m2 = h [{yl + 2/3) + (% + 2/5) + • • ■ + (2/9 + 2/u)] = 2hu + h(jy1 + yu).
Endlich die dritte, welche der gesuchten Fläche am nächsten 
kommt, wird durch die Verbindung von je zwei auf einander 
folgenden Punkten gebildet; sie ergiebt den Wert:

(

h
2" [(& + 2/2) + (% + 2/3) H------- H (2/10 + */u)]

*»3 = \ [2 g + 2 w + + 2/n\.

m3 =
oder:

Die Formel von Poncelet setzt die gesuchte Fläche gleich 
dem arithmetischen Mittel aus den Grenzen M und ich be­
zeichne diesen Näherungswert mit Fv Es ist

~ {M+ wij) = 2hg — j hd.

Der Fehler s1 ist höchstens gleich + ~ (M.— mj, also

Fl-

hd.

Diese Formel benutzt also, ausser der ersten und letzten 
Ordinate, nur die Ordinaten mit geradem Index; zugleich lässt 
sich der Maximalwert des Fehlers sehr leicht graphisch darstellen; 
es ist:

\ O2 + Ko) - l O'i + Vu) = PQ. (Kg. 9)

also hd gleich dem Rechtecke aus der Höhe PQ und der Breite h. 
Es ist aber auch



hd = h J (y2 -yj+j (y10 - yn) = A(l, 2, a) + A(10,11,6),

wobei die Dreiecke mit positivem oder negativem Zeichen zu be­
rechnen sind, je nachdem y2 — yl und yl0— yn positiv oder negativ 
ausfallen.
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Die Formel von Parmentier geht von der Voraus­
setzung aus, dass die gesuchte Fläche der Grenze M näher 
kommt, als der Grenze ml, wie das auch der Anblick der Figur 
bei Kurven, die nicht besonders stark gekrümmt sind, lehrt. 
Sie führt daher diese Grenzen mit verschiedenem Gewichte ein 
und setzt

F, = ! (2» + m,) - 2gh - hd.

2
Der Fehler s2 kann hier gleich werden der Differenz F2- — h d,

3
die Fehlergrenze ist also, allgemein zu reden, ungünstiger als im 
vorigen Falle. Diese Grenze wird aber nur dann nahezu erreicht

werden, wenn die Voraussetzung, dass F > (fff -f- wL) ist, nicht

zutrifft. Ist dieselbe richtig, so kann s2 nicht grösser werden
\hd.

Auch diese Formel benutzt nur ebensoviel Ordinaten, und 
zwar die nämlichen wie die Poncelet sehe.

als

Die Trapezformel setzt die Fläche gleich der unteren 
Grenze m3, benutzt also sämtliche elf Ordinaten. Sie ist aber 
nichts anderes als das arithmetische Mittel zwischen M und m2\ 
es ist:

y (M + ^ 9 + u + (jJi-h yn) •Fz = ms =

Mithin wird auch hierbei der für jede Annäherungsformel wesent­
lichen Forderung genügt, dass die Fehlergrenze angebbar ist; 
denn es ist:

\(jh-Vn) ==\h8‘mz) = }l \_9
— u —

Diese Grösse â ist nicht so einfach zu konstruieren, wie d, 
doch lässt auch sie sich graphisch darstellen; der Betrag von d 
ist immer kleiner als der Betrag von 2 d. Man erkennt schon 
aus dieser Herleitung, dass die Trapezformel, obwohl sie mehr
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Ordinaten benutzt, doch minder genau ist als die beiden vorher­
gehenden. Denn es wird bei derselben die im allgemeinen minder 
genaue untere Grenze m2 eingeführt.

Die Simpson sehe Regel nimmt als obere Grenze M, 
als untere m3; aber wiederum nicht so, dass sie das arithmetische 
Mittel aus diesen Werten bildet, sondern sie erteilt der unteren 
Grenze m3 ein grösseres Gewicht. Sie setzt

— (M + 2 m3) = — h [2 u + ±g -f- yl -j- yn].

Die Fehlergrenze wird durch die grössere der Zahlen M — 
und Fi—m3 bestimmt, ist also:

- 2u - (yt + yu)] = jhö-,

+ ms)wird aber, da F im allgemeinen zwischen m3 und 

liegt, in den meisten Fällen kleiner sein als

Diese Herleitung der Simpsonschen Regel stützt sich nicht 
auf die Flächenbestimmung einer Parabel zweiter Ordnung, bei 
welcher, ebenso wie bei der Parabel dritter Ordnung, diese Regel 
ein exaktes Resultat liefert, sondern benutzt lediglich das Prinzip 
der um- und eingeschriebenen Polygone. Bei der bisher üblichen 
Ableitung der Regel, in der man die gegebenen Kurve durch 
Parabelbögen ersetzt, fehlt der Nachweis, dass man wirklich eine 
angenäherte Berechnung erreicht, sowie die Bestimmung der 
Fehlergrenze.

Das in den Formeln von Parmentier und Simpson ent­
haltene Verfahren, die obere und untere Grenze mit verschiedenem 
Gewichte einzuführen, beruht auf folgender Überlegung. Be­
zeichnen M und m die Grenzen für eine Fläche, welche durch 
Teilung der Abscissenaxe in Intervalle von der Länge h gewonnen 
sind, so wird der Wert der Fläche F exakt bestimmt sein, so­
bald das Verhältnis der positiven Differenzen M— F und F— m 
bekannt ist. Bezeichnet man dasselbe mit s, so folgt aus der 
Gleichung M—F = z

F — m
die Relation:

M -f zmF =
1 + *

Es giebt also die Grösse z das Verhältnis der Gewichte an, 
mit denen M und m in die Rechnung einzuführen sind. Während
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nun der Wert von z bei einer beliebigen endlichen Teilung der 
Abseissenaxe keineswegs bekannt ist, so gelingt es doch in den 
meisten Fällen, den Grenzwert zu fixieren, welchem sich z kon­
tinuierlich nähert, wenn die Länge h der Teilintervalle nach 0 
konvergiert. Ist dieser Grenzwert von z fixierbar, gleich z0, so 
wird es angezeigt sein, auch schon bei einer endlichen, jedoch 
kleinen Länge h diesen Wert für z einzuführen, also die An­
näherungsformel

M -j- z0m

anzusetzen. Denn es ist der wahre Wert der Fläche:

M (z0-\- 6) m 
1 + #o “f" ^

wobei ô eine Grösse bezeichnet, die um so kleiner wird, je kleiner 
h gewählt ist; und mithin der Unterschied

F =

(M — m) 8
Ft - F —

(1 + #o) (1 + + <0
eine Grösse, in der schliesslich leide Faktoren des Zählers nach 
null konvergieren.

Betrachtet man z. B. einen einzigen Flächenstreifen (Fig. 7) 
mit der Breite Ji. Es ist nach dem Taylorschen Satze, wenn wir 
die Grösse der Fläche mit F(x + h) — F(x) bezeichnen und die 
Ableitungen als stetig voraussetzen:

F-F(x + h)~ F(x) = hf(x) + | *7'(*) + | AV"fe),

~2 * (^i + Vï) “ * y (x) + f(x +m =

= hf(x) + \ hf'(x) -f j hsf"(x'),

= h [/■(«) + f\x) ■M

Also:
{»rw, F — m —M — F = —

und also:

6
z =



Mithin ist:
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Konvergiert nun Ji nach 0, so wird der Grenzwert von xx 
sowohl wie von od gleich x und demnach wird der Grenzwert 
von z gleich

*0= 2*
Betrachtet man eine in zwei Streifen zerlegte Fläche (Fig. 8). 

Die Fläche F hat den Wert:

F(x +2 h) - F 0) = 2 h f(x) + 2 h*f'(x) + j h3 f" (x2)

(x < x2 < x + 2 h).

Die obere Grenze, gebildet durch die Tangente im mittleren, 
Punkt B, hat den Wert:

M = 2hy2 =2 hf(x + li) = 2 h f(x) + 2 h2f'(x) + h3f"(xx)

(x <.xx <.x h).

Führt man als untere Grenze die Summe der Trapeze ABN2NX 
und BCN5N2 ein, so wird:

Y + 2^2 + %] = y + 2^)1

7?3
= 2h f{x) + 2h2f'ix) + — [/•"(>') + 2f"(x")]

[x < a/ < x -f- 7»)

— f=hs [roo-l-rw],

m =

(ä < x" < æ + 2 /?).

Also ist:

Jf

F-m = h3

und folglich:

/■"Oi) - y f"(*2)
£ =

{rw-fr«-r(*")

und demnach der beste Annäherungswert:

(M

T-l 
I CD

tH 
i C

O

lH
<w

| rf»
-

fc
O
 I I-

1

tH
I C

O
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M -f- 2m
=== “g" [2/l H“ 4?/2 + 2/g],

3

wie die Simpsonscke Regel in der That vorschreibt. Zugleich 
ersieht man, dass dieser Wert genau richtig ist, wenn f"(cc) kon­
stant ist, also bei einer Parabel zweiter Ordnung.

Die Formeln von Poncelet und Parmentier, welche sich 
auf eine in 2n Streifen geteilte Fläche beziehen, benutzen als 
obere und untere Grenze die Grössen M und m derart, dass für 
den ersten und letzten Streifen die Grösse z den Wert 2 erhalten
müsste, für alle mittleren gepaarten Streifen müsste dagegen z

den Wert — bekommen.
2

für z durchweg den Wert 1, die Parmentiersche durchweg den 

Wert und letzteres ist insofern vollkommen berechtigt und

Die Po nee letsche Formel setzt nun

führt eine grössere Annäherung herbei, als die Anzahl der mittleren 
Trapeze im allgemeinen grösser sein wird, als die Zahl 2 der 
beiden äusseren. 0

Für die angenäherte Berechnung des Integrales f'f(x)dx

nach diesen Methoden ist es auch von Wert, dass man leicht 
Korrektionsglieder angeben kann, durch welche die Annäherung 
erheblich gesteigert wird, sobald die Funktion f(x) nebst einigen 
ihrer ersten Ableitungen stetig ist, so dass man wenigstens bis zu 
einer gewissen Stelle die Taylor sehe Entwickelung anwenden 
kann. Nur für die Simpsonsche Regel, als der schon ohnehin 
zweckmässigsten Methode, will ich dasselbe kurz ahleiten. Für 
einen Doppelstreifen wird:
F = F(% -f 2h) - F{x) = 2h fix) + 2 h*f’ (x) + ^h3f"(x)

3

+ | h*f>"(x) + -^hSf\x)+... 

^ (ilf + 2m) = y h [fix) + 4 fix + li) -}- fix + 2h)].

Entwickelt man die Differenz jF4 — F nach Potenzen von h, 
so wird das Anfangsglied derselben gleich:

ih)hi + 2/o - f3 (®)]-

Ist also die gesamte Breite der in *2 n Streifen zerlegten 
Fläche gleich h — a = 2wfr, so wird hier die obere Grenze des 
Fehlers durch

oder
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0 — «) hifi{x,) oder

fixierbar, wobei f4^) den Maximalwert der vierten Ableitung im 
ganzen Intervalle bedeutet.

Wir betrachten für den Vergleich der vier Methoden als 
Beispiel folgenden einfachen Fall. Die von der gleichseitigen

Hyperbel y = — begrenzte Fläche hat, während x von 1 bis 2cc
variiert, den Wert:

£4 =

f dx
J x

= 1(2) = 0,69314718.

Teilt man das Intervall von 1 bis 2 in zehn gleiche Teile 
und berechnet die dazu gehörigen Ordinaten, so wird:

u = 2,72817460.g = 3,45953943,
Nach der Trapezregel ist:

F3 — 0,69377140, die Differenz F3-F = + 0,00062422.

Nach der Ponceletschen Formel ist:
Fx = 0,69352272, die Differenz Fx — F = + 0,00037554. 

Nach der Parmentier sehen Formel ist:
#>= 0,69298444, die Differenz F2-F=- 0,00016274. 

Nach der Simpsonschen Formel ist:
F± = 0,69315023, die Differenz Fà-F=* + 0,00000305.

Fügt man dem Werte von Fà das Korrektionsglied hinzu, 
so wird der verbesserte Wert:

F\ = 0,69314710, also ^^-^= 0,00000008.

Die Rektifikation der Kurven.
554. Das Problem der Rektifikation ebener oder räum­

licher Kurven lässt sich im allgemeinen auf ein Integrations­
problem zurückführen und zwar in folgender Weise:

Es sei s der Bogen einer ebenen Kurve, gerechnet von 
einem bestimmten aber willkürlichen Anfangspunkt; im recht­
winkligen Koordinatensysteme ist alsdann (§ 189):

cls = ]/dx2 -f dif.



Wir haben diese Gleichung bewiesen unter der Voraussetzung,
^ eine stetige Funktion von x ist. Mit Hilfe des allgemeinen

Integralbegriffes (§ 458) lässt sich aber der Beweis auch führen, 
dass jedes der Kurve eingeschriebene Polygon einen Umfang be­
sitzt, dessen Grenze bei beliebiger Verkleinerung aller Seiten eine

bestimmte Grösse s ist, sobald der Differential quotient

durchaus endliche und integrierbare Funktion von x ist. Ich führe 
diesen Beweis hier nicht näher aus, weil die Methoden, die dabei 
zur Anwendung kommen, bei dem Probleme der Quadratur krummer 
Flächen sich in ganz analoger Weise wiederholen und dort aus­
führlich besprochen werden sollen.

Bezeichnet man also mit t die unabhängige Variabele, 
mit t0 und T die Werte von t, welche zu dem Anfangs- und 
dem Endpunkte eines Bogens S gehören, so erhält man, falls 
t sich stets in demselben Sinne ändert, während man den 
Bogen S durchläuft:

dass
dx

eine

/t/©+®5

*0

Ydx2+ dy2S = dt = dtdt
to

Wendet man Polarkoordinaten p und a an und bezeichnet 
wiederum mit t die unabhängige Variabele, so ist (§ 202):

T

-/■ ■Mth -T!)1“]/«!p2 + p2 dco* dt =dt

Ist insbesonders x oder co die unabhängige Variabele, so wird

+ p2 da.dx oder
X0 Wo

Analoge Formeln gelten für Raumkurven. Bezeichnet man 
mit s den Bogen einer beliebigen Kurve, gerechnet von einem 
bestimmten, aber willkürlichen Anfangspunkt, so wird bei 
rechtwinkligen Koordinaten

ds = Ydx2 + dy2 -j- dz2,
und wenn man Polarkoordinaten r, 0, ip an wendet, so erhält 
dasselbe Differential die Form (§ 259):

ds — Ydr2 + r2 dd2 -f r2 sin2 d dip2.
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Bezeichnet also t die unabhängige Variabele, S den Bogen, 
dessen Grenzpunkte den Werten t0 und T entsprechen, so wird
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T ___________

ry~dx2 -f dyJ dt
to

2 + dz2S = dt,
oder

T______________________ ______________________

c / ]/dr2 -f r2 dO2 + ?'2 sin2 0
S~J---------------- dt----------------dt

io

Handelt es sich um eine sphärische Kurve, und wählt 
man den Mittelpunkt der Kugel zum Anfangspunkt der Radien­
vektoren, so ist r = const, und mithin wird die vorige Formel

T

rJ
io

ydd2 + sin2 0 di\)25 = dt.dt

In der Differentialrechnung haben wir bereits die Formel 
für den Bogen der Parabel abgeleitet, und zugleich wurden 
wir dort von selbst auf die Rektifikation einiger anderer Kurven 
geführt. Es wäre überflüssig, diese Beispiele hier zu vermehren, 
wir beschränken uns daher bloss auf einige, die ein besonderes 
Interesse für die Geometrie sowohl als auch für die Analysis 
darbieten.

Es ist bemerkenswert, dass die Rektifikation einer durch eine 
analytische Gleichung definierte Kurve vermittelst eines bestimmten 
Integrales nicht nur auf der selbstverständlich erscheinenden Voraus­
setzung beruht, dass diese Kurve stetig ist, sondern auch die da­
von unabhängige Bedingung erfordert, dass die Funktion

IMS'

integrierbar ist. Da es Funktionen der Variabel en x giebt, welche 
sich mit x durchaus eindeutig und stetig ändern und für welche

dennoch der Differentialquotient
dy

an jeder Stelle unbestimmt

oder bestimmt unendlich wird, so folgt, wenn man die geometrische 
Vorstellung dieser Funktionen auch als Kurve bezeichnen will, dass 
es stetige Kurven giebt, deren Länge jedenfalls nicht auf dem an­
gegebenen Wege der Integration ermittelt werden kann. Es be­
darf einer direkten Untersuchung, ob für solch eine Kurve der 
Umfang eines eingeschriebenen Polygones stets nach derselben

dx
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bestimmten Grenze konvergiert, wenn die Ecken des Polygones ein­
ander in irgend welcher Weise unbegrenzt genähert werden, und 
es giebt stetige Kurven, bei denen solch eine bestimmte endliche 
Grenze, also eine bestimmte Kurvenlänge, nicht vorhanden ist. Für

]/■+©■
die Integrierbarkeit der Funktion ist es eine hin-

dy
reichende Bedingung, dass der Quotient

insbesondere dann eintritt, wenn er stetig ist. Kurven mit stetiger 
Änderung der Tangentenrichtung, oder solche, bei denen sich die 
Tangente nur in einzelnen Punkten unstetig ändert, haben daher 
immer eine bestimmte Länge.

Es kann eintreten, dass für eine durchaus im endlichen ver­

laufende und stetige Kurve der Differentialquotient an einer
dx

oder an mehreren Stellen eines Intervalles bestimmt oder unbestimmt 
unendlich wird. Im ersteren Falle ist an solch einer einzelnen 
Stelle die Tangente der Ordinatenaxe parallel, und wenn diese 
Stelle nicht zugleich einen Maximalwert für die Abscisse x dar­
stellt, so dass die Kurve daselbst rückläufig wird, so ist sie zu­
gleich ein Wendepunkt der Kurve. Alsdann besitzt auch die Bogen­
länge immer einen bestimmten endlichen Wert, wiewohl die zu 
integrierende Funktion unendlich wird; diese Länge kann man dann 
auch definieren als den Grenzwert, nach welchem die Kurvenlänge, 
gerechnet von einem festen Anfangspunkte an, konvergiert, wenn 
der Endpunkt des Kurvenbogens dem betrachteten Punkte beliebig

nahe rückt. Denn ist c ein Punkt, an welchem = f\x) in 
bestimmter Weise unendlich wird, so ist:

integrierbar ist, was
dx

C C

f W + \f\x)fdx =J f\x) j/
1

1 + VÏ2falso *0 Xq

C— 5 C—fi1 J f'(x) dx
c — Ô

( j/1 + JÏ2 ) tKC

Jf ix) |/l ff- Ji
dx = M

c — c?

- 0 - f(c - <?)] ;= M

y 1 + Jïïwobei der erste Faktor einen Mittelwert der Grösse

im Intervalle von c — d bis c — s bezeichnet. Da derselbe der 
Voraussetzung nach endlich bleibt, während der zweite Faktor



Rektifikation der Ellipse und Hyperbel.
555. Wir betrachten eine Ellipse, deren halbe grosse 

Axe zur Längeneinheit gewählt ist und deren Excentricität 
gleich Je ist. Die_ rechtwinkligen Koordinaten der Kurve in 
Bezug auf ihre Axen werden (§ 221) singe, ]/l — Je2 cos g und 
das Differential des Bogens wird ]/1 — Je2 sin2 g dg. Bezeichnet 
man also mit Legendre durch E\g) die Länge eines Ellipsen­
bogens, gerechnet von einem der Endpunkte der kleinen Axe, 
wo der Winkel g null ist, bis zu einem Punkte, der zu irgend 
einem Werte von g gehört, so ist

E(cp) = j Y1 — Je2 sin2 g dg.1)
0

wofür man nach § 221 auch schreiben kann:
<p

f\
<p .

sin" g dg/dg2 EM - - ¥
Y1 — Je2 sin2 g

Betrachtet man nun zugleich eine Hyperbel, deren trans­
versale Halbaxe Je und deren andere Axe ]/l — Je2 ist, so können 
die Koordinaten der Kurve in Bezug auf diese Axen durch 

Je y 1 — Je2 sin2 g 
cos g

Bezeichnet man also mit T(g) den Bogen der Hyperbel, ge­
rechnet von dem Scheitelpunkte, für welchen g = 0 ist, und

y 1 -- Je2 sin2 g

(1 — Je2) tang g und dargestellt werden (§ 222).
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durch Wahl von 6 und s < ô beliebig klein wird, so ist die Be­
dingung für die Endlichkeit des bestimmten Integrales erfüllt.

Wird dagegen die Funktion f'(x) an der Stelle c unbestimmt 
unendlich, so kann es eintreten, dass dieses Integral, auch wenn die 
Funktion f(x) endlich und stetig bleibt, doch nicht mehr endlich 
und bestimmt ist. Wenn aber f (x) dabei sein Zeichen nicht 
ändert, so ist die Bogenlänge eine bestimmte endliche Grösse, 
denn es ist ]/1 -j- [f'(%)]2 < 1 + f'(x). 
f(x) unendlich wird, auf dem Kurvenbogen in unendlicher Anzahl 
vorhanden, so liefert die soeben durchgeführte Grenzbestimmung 
im allgemeinen nicht mehr die Kurvenlänge, und es bedarf einer 
direkteren Untersuchung, ob eine Länge vorhanden ist. (Vergl. 
Math. Annal. B. 24, pag. 231 u. Scheefer, Acta Math. B. Y.)

Sind die Punkte, in denen
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begrenzt durch einen Punkt, der zu irgend einem Wert von cp 
gehört, so ist

<p

Ao
(1 — Je2) dep 

cos2 cp yi — Je2 sin2 cp

wofür man auch schreiben kann (§ 222):
<p .
' sin2 cp dep 
VT- k2 sin2 <jp

n<p)-3)

v

Ao
dep4) T(cp) = Jc2J

o
+ tang cp Y l — Je2 sin2 cp.-Je2

y 1 — Je2 sin2 cp

Die Gleichungen 2) und 4) zeigen, dass der Ellipsen­
bogen E(cp) und der Hyperbelbogen T(cp) sich durch elliptische 
Integrale erster und zweiter Gattung ausdrücken lassen, und 
dass auch umgekehrt diese elliptischen Integrale vermittelst 
des Ellipsen- und des Hyperbelbogens ausgedrückt werden 
können. Dabei hat man sich zu erinnern, dass der algebraische 
Teil tang cp ]/1 — Je2 sin2 cp gleich ist der Länge der Tangente, 
die im Endpunkte des Bogens T(cp) errichtet und durch den 
Fusspunkt des Lotes vom Mittelpunkt auf die Tangente be­
grenzt ist (§ 222).

Legendre hat mit F (cp) das elliptische Integral erster 
Gattung bezeichnet; also ist

Ao y 1 — Je2 sin2 cp J & <P
o

dep dep
F(V) =5)

wenn man zur Abkürzung wie im § 438 

A cp = yi — Je2 sin2 cp
setzt. Zugleich hat der berühmte Mathematiker als Funktion 
zweiter Gattung den Bogen der Ellipse E (cp) gewählt, und 
daher rührt die Bezeichnung „elliptische Integrale“ für diese 
Transscendenten. Die Gleichung 2) giebt:

sin2 cp dep

6)

9

o

1
7) = ^2 lF(fP) -A cp

so dass also die Funktion, welche wir früher der Bildung von 
Integralen zweiter Gattung zu Grunde gelegt haben, sich



Diese Reihen sind immer konvergent, weil Je < 1 ist, und 
überdies werden wir später sehen, dass man diesen Modul 
stets beliebig klein machen kann. Die erste Gleichung haben 
wir schon im § 477 aufgestellt; die Integrale, welche hier auf- 
treten, sind durch die Gleichungen des § 456 gegeben.

7tIst cp — -jri so werden die Funktionen F(<p) und E(cp) die
Li

vollständigen Integrale erster und zweiter Gattung nach Le­
gendre; wir bezeichnen sie mit Fx und Ev Es ist (§ 488):

1.3.5... (2m — 1)
2.4.6... 2 m ’

! I>+(*)'* + (o)2«1 + (S)*5*6+••■]■

ß0 sin2w cp dcp =

10)

5 Je«-----

Serret, Differential- und Integral-Eeehnung. II. Bd. 16
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mittelst des Ellipsenbogens und des Integrales erster Gattung 
ausdrücken lässt.

Die Gleichung 4) liefert, wenn man die Formel 2) benutzt: 
T(cp) = (1 —■ Je2) F(cp) — E (cp) 4* A cp tang cp.

556. Die Bogen der Ellipse und der Hyperbel, oder was 
auf dasselbe hinauskommt, die Funktion F (cp) und E(cp) lassen 
sich in Reihen entwickeln (§ 473). Denn es ist nach der Bi- 
nomialformel

8)

1.3.51.3

A cp = 1 — ß Je2 sin2 cp —
Li

also

&4 sin4 cp + Je6 sin6 cp -f •. •2.4.62.4
1 1.3 Je6 sin6 cp — ... ;Je4 sin4 cp — 2.4.62.4

f <p
F (cp) = cp+ ßjc2'jr sin2 cp dcp-{-ß^Je41sin 4 cp dcp +

0 0
9 9

2 j sin2 cp dcp — ßß Je4 j sin4 cp dcp — 

0 0

1.3.5 Je6 / sin6cp d<p+...,2.4.6
09)

5J^sinQcp dcp—... 

0

1.31E (cp) = cp-— Je2 Je62.4.6

*ö
| S

t*
| Î4

 .



und welcher sich ausserdem stetig mit cp ändert und gleich­
zeitig mit cp null wird. Da A cp positiv ist, so bleibt 2cp1— cp

• Bezeichnet man also mit 0und + ?

- | und + |

immer zwischen —

dessen Sinus gleichden Winkel zwischen 
Isincp ist, so wird

Die zweite Gleichung giebt die Länge des Quadranten 
einer Ellipse, deren Excentricität Ti, und deren halbe grosse 
Axe zur Längeneinheit gewählt ist.

Viertes Kapitel. §§ 556 und 557.242

Die Transformation des Moduls der elliptischen Integrale. 
Das Theorem von Landen.

557. Eine der bemerkenswertesten Eigenschaften der ellip­
tischen Integrale erster Gattung ist die, dass sich jede dieser 
Funktionen auf unendlich viele verschiedene Weisen in eine 
andere Funktion derselben Gattung transformieren lässt, deren 
Modul nach Belieben entweder kleiner oder grösser ist als der 
Modul des ursprünglichen Integrales. Hieraus folgt, dass man 
verschiedene Reihen von Moduln bilden kann, unendlich nach 
beiden Seiten, deren Glieder sich bezüglich der Null und der 
Einheit nähern, und welche zu elliptischen Integralen erster 
Gattung gehören, die unter sich gleich sind. Wir beabsich­
tigen nicht, hier eine Entwickelung der wichtigen Trans­
formationstheorie der elliptischen Integrale zu geben; doch 
halten wir es für nützlich, die erste Stufenreihe der Moduln 
aufzustellen, welche von Legendre entdeckt wurde; denn 
daraus können wir den merkwürdigen Landenschen Satz über 
Hyperhelbogen ableiten.

Es sei Ti eine gegebene Grösse zwischen 0 und 1, cp ein 
variabeler Winkel, Acp = j/l — Je2sin2 cp, wobei die Wurzel mit 
dem positiven Zeichen genommen wird. Man kann einen 
Winkel cpl bestimmen, welcher den beiden Gleichungen ge­
nügt:

1) sin (2cp1 — cp) = Ti sin cp, cos (2cpl — cp) = Acp,

to
j a
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<P 4- ®
2“'

so dass qp, unzweideutig bestimmt ist, sobald cp gegeben ist; 
umgekehrt ist auch der Wert von cp vollkommen bestimmt, 
sobald qp, gegeben ist. Diese beiden Winkel variieren gleich­
zeitig von 0 bis -J- oo, oder von 0 bis — oo. Ist cp = jr, so

ist 0 = 0 und qp, =

Addiert man die beiden Gleichungen, nachdem man sie 
mit — sin cp und + cos cp, ferner mit + cos cp und -j- sin cp mul­
tipliziert hat, so folgt:

cos 2 qp, = cos cp Acp — Je sin2 cp, 
sin 2 qp, = sin cp (Je cos cp -f Aqp);

also:
2cos2 qp, = 1 — Je sin2 cp -f- cos cp Acp,
2 sin2 qp, — 1 -f A sin2 cp — cos cp A qp,
2 sin qp, cos qp, = sin cp (Je cos qp -f A qp).

Die erste der Gleichungen 1) ergiebt auch:

2)

sin 2 qp,
3) tang cp = Je -f- cos 2 qp,

JeY tang qp,,1 -
4) tang (qp - qp,) =

7 2 ]/k
k'=r+k’

1 + Te
und setzt man

A, qp, = ]/l — Jel2 sin2 qp,,

so erhält man noch:
2 sin qp, cos qp,sin qc = 1 + Te A,qp,
Tflsi“2,>‘1-

5) cos cp = A,qp,
2ft1- sin2 qp,1 + kAcp =
A, qPj

Ferner folgt aus der ersten der Gleichungen 1) durch Diffe­
rentiation, wenn man dabei die zweite berücksichtigt: '

16*
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l2d(pl dep
Jc cos cp + Aqp A cp

oder auf Grund der dritten Gleichung 2) und der ersten 
Gleichung 5): 1 + Je dep 

2 Äcp
dcpx

\<Pi
Weil nun cp und cpx gleichzeitig null werden, so erhält man:

dcpx _ 1 -f Je 
\<Pi ~ 2 J Acp

dep6)

Dies ist die wichtige von Legendre entdeckte Gleichung. 
Setzt man nun

<p
* dep

ÄPl,ßJ à■Io

dcptF(Je, cp) = F(\, <pt) =Acp’ Ai Pi

so ergiebt die Gleichung 6):

F(K, SP.) ~ F(h, y).7)

Bezeichnen wir noch mit Ft(Je) und F1(Jci) die vollständigen 
Funktionen der Moduln Je und Jet, so wird, da für cp = jc der
Winkel qpt = — ist und da F(Je, n) = 2F (je, = 2Ft (Je) ist: 

Ft(Jc1) = (l + Je)F1(Jc).8)

558. Die Moduln Jc und Jet können, wie wir sahen, auf 
einander zurückgeführt werden, sie sind durch die Relation

2 yiê
9) 1 + k

verbunden. Bezeichnet man mit Je', Jc\ die komplementären 
Moduln von Je und Jeu d. h. ]/l — Je2 und ]/l — Jcß, 
hält man

so er-

1 — 7c
10) 1 + Jc

und 7r l-*i
1 + TdX11)
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Die Gleichung 10) ergiebt auch

245

Je'2 also Je\ < Je'2.h' (1 + 7c)2’12)

Hieraus folgt, dass in der nach beiden Seiten unendlichen
Reihe:

*o, ^25 •
in welcher das Glied Je0=Je kleiner als 1 ist, und jedes Glied 
aus dem vorhergehenden mittelst der Gleichung

13) ... h— 2, Jî—i, ' • 5

14) &»•+1 = 1 4" Jh

zu berechnen ist, das Glied Jern nach der Einheit konvergiert, 
wenn m positiv unendlich wird, und nach null 
negativ unendlich wird. Man kann also ein elliptisches Integral 
erster Gattung F(le:(p) auf ein anderes F(Jei} <p,) bringen, bei 
welchem der Modul Je{ der Null oder der Einheit beliebig nahe 
kommt. Die Amplitude <p,- dieser neuen Funktion ist nach den 
oben aufgestellten Formeln zu berechnen.

Wir betrachten z. B. das vollständige Integral jFx (Je); nach 
Gleichung 8) erhält

wenn m

man:

— (1 + i) (1 4- 2) F(k— 2)

— (1 + l) (1 + 2) . .. (1 + Jc-i) F(k—i).

Wenn nun i nach + 00 konvergiert, so wird Je
7tF{Je—i) konvergiert nach der Grenze —5 man bekommt also£

die folgende bemerkenswerte Entwickelung für die vollständige 
Funktion F1(Je):

null und— i

F^Jc) = y (1 + 1) (1 + 2) (1 -j- 7c_ 8)15)

559. Die behandelte Transformation führt auch zu wich­
tigen Resultaten für die Integrale zweiter Gattung. Multi­
pliziert man die Gleichung
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1 + h dep 
2 Acp

d<Pi 
&i<Pi

mit sin2<jpn so erhält man vermittelst der Gleichungen 2):
sin2^ rfqpj &(1 + Je) sin2 cp dep 1 + Je dep 1 -j- Je-g— cos cp dep,4&i<Pi A cp 4 A cp
und durch Integration:

<Pi
sin2<p1dcp1 Z:( 1 -t- 7»;) / sin2 cp dep 1+Je

16) \Jo — Fili, y>) — sin cp.4Ai <Pi A cp

An Stelle der Integrale zweiter Gattung führen wir die 
Ellipsenbogen jE(Je,cp) und E(Jex,cpJ) ein; es ist (§ 555):

/

o

sin2 cp dep
= p cp) — E(Je, <p)L 

- V [F(kt, 9l) - E{\, çpj).

A<p

sin2 cp1 dep, 
\<Pi

Die Gleichung 16) wird demnach, indem man noch die 
Gleichung 7) benutzt:
. 17) (l + Jc)E(lc1,(p1) = E(lc,cp)-j-Jc'*F(Jc,(p) + Jcsm(p.

Diese Gleichung zeigt, dass das elliptische Integral erster 
Gattung sich durch zwei Kurvenbogen ausdrücken lässt, die 
zu zwei verschiedenen Ellipsen gehören.

Der Hyperbelbogen ist, wie wir sahen, durch die Gleichung 
T(Jc, cp) = Je'2 F (Je, cp) — E (Je, cp) -f tang cp A cp

gegeben. Eliminiert man hier die Funktion F vermittelst der 
Gleichung 17), so folgt:
18) T(Te, cp)=E (Je, cp) — 2 (1 + le) E(Jev cp,) + 2 le sin cp + tang cp A cp.

Subtrahiert man von dieser Gleichung diejenige, welche 
man erhält, indem man cp und cp, in und O, verwandelt, 
so drückt die resultierende Gleichung den Satz aus, welcher vor 
mehr als einem Jahrhundert von dem englischen Mathematiker 
Landen entdeckt wurde, dass nämlich jeder Bogen einer Hyperhel
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durch zwei Ellipsenbogen dargestellt werden kann. Umgekehrt 
kann auch jeder Bogen einer Ellipse durch zwei Hyperbelbogen 
dargestellt werden. Dieser Satz lässt sich leicht aus den oben 
entwickelten Gleichungen ableiten.

7t560. Nimmt man in der Gleichung 17) cp = 7t, cp1 = —
an, so erhält man die folgende Relation zwischen den voll­
ständigen Integralen :

(1 + k) Et (kj) = 2 E1 (Je) - k'2F1(k).

Ersetzt man k, k' und kt zuerst durch ki, k\ und ki+1} 
sodann durch &*_i, 7c,ł-_i, ki, so wird:

(1 + K) El(ki+1) - 2E1(kj) - k'2i Fx (kj),
(1 + h_j) Et(kj) - 2E1(ki-j) - F1(ki—j).

ki, ki.j_! sind als Funktionen des ur­
sprünglichen Modul k0 oder k bestimmt, wie in § 558 gezeigt 
ist. Nun ist auch,(§ 557)

Die Moduln k{-i;

F\(/bt.) = (l +^•_1)F1(^._1).
Eliminiert man also die Funktion F1 zwischen den beiden 

obigen Gleichungen und ersetzt man Æt_i, kj— i durch die
l-üj'i 2ŸW,
T+W7 T+Y’ 30 fol«t:

19) kJ i (1 -j- kJ j) jEx (ki— i) — (2 -}- kJj) Ex (kj) -f- (1 -f- kj) E1 (^/+i) — 0,

eine bemerkenswerte Relation zwischen den Umfängen dreier 
Ellipsen mit den Excentricitäten &,•_i, k,, &,_j_x.

ihnen gleichen Grössen

Über die algebraischen Kurven, deren Bogen sich 
durch Kreisbogen darstellen lassen.

561. Die Untersuchung der algebraischen Kurven, deren • 
Bogen sich durch Kreisbogen ausdrücken lassen, bietet ein 
gewisses Interesse vom geometrischen Standpunkte aus dar, 
denn bei diesen Kurven kann man, wie heim Kreise, alle 
Konstruktionen ausführen, die sich auf die Addition oder 
Subtraktion der Bogen, auf ihre Multiplikation und ihre
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Divison beziehen. Euler hat sich viel mit dieser Unter­
suchung beschäftigt, und in einer Abhandlung, die aber erst 
nach seinem Tode publiziert wurde, giebt er eine Familie von 
Kurven an, welche die fragliche Eigenschaft besitzt; er hat 
dieselbe, wie er sagt, erst nach langer Arbeit über diesen 
Gegenstand gefunden.

Die von Euler entdeckten Kurven bilden nur einen sehr 
speziellen Fall derjenigen, bei welchen sich der beliebig be­
grenzte Bogen durch einen Kreisbogen ausdrücken lässt, und bei 
denen die geradlinigen Koordinaten rationale Funktionen der 
trigonometrischen Tangente dieses Bogens sind. Alle diese 
Kurven habe ich in einer Abhandlung im 25. Bande des Journal 
de l’Ecole Polytechnique bekannt gemacht, und bewiesen, dass 
sie eine unendliche Mannigfaltigkeit verschiedener Klassen 
bilden, von denen jede wiederum unendlich viele Kurven ent­
hält. Hier will ich mich nur darauf beschränken, die Lösung 
des einfachsten Falles auszuführen, welcher die Kurven der 
ersten Klasse umfasst.

Bezeichnet man mit i die imaginäre Einheit ]/—- Ï, mit 
g eine positive Grösse, mit co einen reellen Winkel, mit e 
die Basis des natürlichen Logarithmensystemes, und setzt 
man ferner

t = (z — a)"+* (z — b)p+1 (z — c)5+1 ..., 
x = (z — a)^1 (z — /S)^1 (z — y)qJrl ...

wobei a und a, b und ß, c und y ... konjugiert komplexe 
Konstanten und m, w, p ... positive ganze Zahlen sind, so ist 
die allgemeine Lösung des vorgelegten Problèmes durch die 
Gleichung:

-p
J *

t (z — i)m j 
(e + »)”+•ch1) x + iy = ge*

gegeben, wofern die Konstanten a, &, c ... a, ß, y ... so ge­
wählt sind, dass dieses Integral eine algebraische Funktion 
wird. Denn es wird:

7 , • 7 . t (z — i)m 7dx + idy - ge'“ - . + ds

und wenn man i in — i verwandelt:
x (z + i)m 
t (z — i)m+2dx — idy = ge — i co dz.



Die Multiplikation dieser Gleichungen ergiebt: 
g2 dz2 

02+l)2’
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dzalso y dx2 + dy2 = g y—dx2 -f- dy2 =
und /o Ydx2 Ą- dy' dz = g arc tang#.dz

Da die Ordnung des Zählers in dem Quotienten
t (z — i)m
x (z -f i)ni+2

um zwei Einheiten kleiner ist als die des Nenners, so genügt 
es, wenn g die Anzahl der Konstanten a,b,c ... oder u, ß, y ... 
bezeichnet, g Bedingungen zu erfüllen (§ 419), damit der Aus­
druck von x -f- iy algebraisch wird.

Wenn t und x sich auf die Einheit reduzieren, so giebt 
unsere Gleichung keine andere Kurve als den Kreis. Der 
einfachste Fall ist dann der, dass

t — (z — a)n+x
gesetzt wird. Die Gleichung 1) wird alsdann:

x = (z — a)”+1

geimf (z — a)n+1 (z — i)m
2) x + iy = dz,(z — tc)n+1 (z + i)m+2

und es ist nur eine einzige Bedingung zu erfüllen, damit das 
Integral eine algebraische Funktion wird. Um dieselbe auf 
die einfachste Weise zu erhalten, bezeichnen wir mit u eine 
neue Yariabele, und setzen

z — i 
z 4- i

und sodann zur Abkürzung:

a — i
—u, a + %

(a + i) (a — i) 
^ (a — i) (a + i)3)

Es wird: dz 1 a — i 
™ = 2i a + i

z
um du und -

r du(z + 0
(z - i)m dz 
(,z + i)m+2

1 fa — i\m +1
2 i\ a -f i)

— a a + i«-1
z — a a -f- i u — ri



Viertes Kapitel. §§ 561 und 562. 

Also wird die Gleichung 2);

250

j urn (u — l)n+1du
(u — -Yl)n + l ’

x + iy = A
wobei

ia) /a -f- ÎV+1 /a — i\m+1 
\a -f iJ \a + i)A — 2i

Damit x -f iy eine algebraische Funktion von u oder g 
wird, muss die Bedingung erfüllt sein:

dn7im (rj — l)n+1 = 0.4) dr]n

Diese Gleichung ist in ^ vom Grade m1; eine ihrer 
Wurzeln ist gleich 1, und wenn n kleiner ist als m, so sind 
m — n Wurzeln gleich null. Die Anzahl der von 0 und 1 
verschiedenen Wurzeln ist also gleich der kleineren unter den 
Zahlen m und n. Man erkennt, dass alle diese Wurzeln reell, 
ungleich und zwischen 0 und 1 enthalten sind, indem man 
n mal nach einander den Satz von Rolle auf die Gleichung

— 1)*+1= 0
an wendet, welche m gleiche Wurzeln null und n + 1 gleiche 
Wurzeln 1 hat. Die Wurzeln null der Gleichung 4) geben 
keine Lösung der Aufgabe, denn für rj = 0 wird nach Gleich­
ung 3) a = — i oder a = + r, aber die eine dieser Gleichungen 
enthält auch die andere, weil a und a konjugiert sind. Die 
Faktoren g — a, g — a werden g -h i, g — i] folglich kommt 
man auf den Fall zurück, dass die Polynome t und x sich 
auf die Einheit reduzieren. Für rj = 1 wird a = a, und die 
Gleichung 2) reduziert sich wiederum auf eine solche, in 
welcher t = r = 1 ist.

Jede der Wurzeln aber, welche zwischen 0 und 1 
enthalten ist, führt zu komplexen und konjugierten Werten 
von a und a. Wir bemerken zunächst, dass man

aa = 1
annehmen kann, ohne die Allgemeinheit der Lösung zu be­
schränken. Denn man kann jeden andern Fall durch eine 
Änderung der Yariabelen auf diesen bringen. Setzt man

5)
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Z -\- £nämlich -------- an Stelle von z, indem man für e eine1 — sz
Wurzel der Gleichung

a + u£2+2 -1 = 0acc

wählt, so erhält die Gleichung 2) durch diese Transformation 
die Form:

J <

(,z — a^)n+l (z — i)mx + iy = ge* dz,(z — (z + i)m+2
wobei a1 und ax die folgenden Werte bekommen:

a — s
«i = Tl----->1 + a£

a — £
1 + U£ ’«1 =

so dass at cc1 = 1 wird. Man kann demnach die Gleichung 5) 
einführen, und aus derselben folgt in Verbindung mit der 
Gleichung 3):

a 1 + V 1 + v ’’

« _ iva, ins i1 + r, + 1 + r, '

Giebt man a und u diese Werte in der Gleichung 2), so 
wird der Ausdruck x + iy algebraisch.

562. Wir betrachten nun den Fall m == 1, welcher auf 
die E ul ersehen Kurven führt. Die Gleichung 2) wird hier:

1- ii
61

(z — a)n +1 (z — i)gewijx + iy = 3 dz1(z — a)n+l (z + i)
und die Bedingungsgleichuug ist:

ä'n'in- l)"+x n,
dr\n

aus derselben folgt, abgesehen von der Wurzel tj=1:
n

V = n 2

Die Gleichungen 6) geben sodann die folgenden Werte 
für a und a:
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_ ]/n (n + 2) 
n +1

]/n (n + 2)a =---- :■.........-n -f- 1

i
n +1*

8)
i

n + 1
Da nun das Integral in der Gleichung 7) eine algebraische 

Funktion sein muss, so erkennt man weiter, dass der Nenner 
derselben (z — a)n (z + i)2 sein muss. Bestimmt man ferner 
das Integral so, dass es für z = a null wird, so wird der 
Zähler teilbar durch (z — a)ra+2, und da derselbe nur vom 
Grade n + 2 sein kann, so erhält man ein Resultat von der 
Form:

(z — a)n+2X + iy — geMi + const.(z — a)n (z + ij
Da die Konstante nur auf den Anfangspunkt des Koor­

dinatensystems Einfluss hat, so können wir dieselbe gleich 
null annehmen und also setzen:

(z — a)”+2
9) x + iy = gemi (z — a)n (z + «)2

wobei g und co nicht die nämlichen Werte wie früher (Gleich­
ung 7) bedeuten. Die Gleichung der Kurven erhält man nun 
zwischen den geradlinigen Koordinaten, wenn man z aus der 
Gleichung 9) und aus derjenigen, welche durch Vertauschung 
von i in — i hervorgeht, eliminiert; es ist indessen einfacher, 
Polarkoordinaten einzuführen und an Stelle der Elimination 
eine Integration zu setzen.

Differentiiert man die Gleichung 9), indem man die 
Formeln 8) benutzt, so folgt:

2 j/« (n + 2) (z — a)n+1 (z — i)10) dx + i dy = 3 dz.

Die Gleichung 9) enthält die Gleichung 10), was auch 
der Wert von n sein mag; wir können demnach diese Zahl 
auch als eine gebrochene annehmen, denn die Kurve, welche 
durch die Gleichung 9) dargestellt wird, bleibt auch dann 
noch eine algebraische. Es erlangen mithin die folgenden 
Resultate eine Allgemeinheit, wie sie in unserer anfänglichen 
Aussage nicht enthalten war.

geiw [z — a)n+1 (z + i)n + 1
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Multipliziert man jede der Gleichungen 9) und 10) mit 
ihrer konjugierten, so folgt:

a2 + ?/2 = 9
(z — d)2 (z — a) ■

■

(z — if (e 4- i)

4»(w + 2) 2(wV+1),V

Wir bezeichnen mit q den Radiusvektor Yx2+y2, mit 

ds das Differential des Bogens ]/dx2 + dy2, und nehmen ds 
mit dem entgegengesetzten Zeichen wie dz, so wird:

dz2
(z - i)2(z + i)2

]/n (n + 2)
z2 — 2 z +1n +1

9=9 024-l)

]/w (n 4- 2) dz 
»4-1 z2 + 1 ’ds = — 2g

und setzt man:’

dl
also dz = —z )

(M)'cos2

so ergeben diese Formeln:

Yn (n 4- 2) cos l^11) Q »4-1

j/w Jn 4- 2)
3 n 4-1

Differentiiert man die erste Gleichung, so findet man:

^ y*M> + 2)
A*--s , + 1

12) ds =

sin l dl,

also:

13) ds

Bezeichnet « die andere Polarkoordinate, so kann man

da
Q -J- = 4- COS l14) ds

setzen, weil dç2 + q2 da2 = ds2 ist. Also wird:

tO
 h-A
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]/n (n -j- 2)
cos A dldscos A n +• 1

da =
Yn (n + 2)

1 + cos A
« -f loder:
dl

15) da — dl —
]/« (w + 2)

14 cos A
w 4 1

Um diesen Ausdruck zu integrieren, benutzen wir eine 
neue Variabele A', bestimmt durch die beiden Gleichungen:

Yn (n + 2) 1
sin A+ cos An+ 1 n +116) cosA'== sin l'

y n (n + 2) y n (n +1)
1 + 1 +cos A cos A

« + 1 « + 1
Diese Gleichungen sind verträglich, denn es folgt aus 

ihnen cos2A'4- sin2A' = l. Indem man die zweite differentiiert, 
erhält man:

]/« (n 4- 2)
+ cos A

1 n + 1
cos l' dl' = dl,

w + 1 ■/w (n 4- 2) )cos A
«4-1

also gemäss der ersteren:

(n 4-1) dl' =
^A

j/w (w 4- 2)
1 + cos A

«4-1
folglich wird die Gleichung 15):

da = dl — (n + 1) dl1.

Integriert man dieselbe so, dass a zugleich mit A und Af 
verschwindet, so folgt:

a = A — (« 4-1) A',17)

also:

18) cos w 4- i sin œ = (cos A 4- i sin A) (cos l' — i sin A')n+h 

Wir setzen nun zur Abkürzung:

= ]/- (>2 4-2^9-
19) E

(« + l)2

so wird nach der Gleichung 11):
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n + 1 R 
YnJtY+2) 9

n +1
i/M>r+2) T-’

4> - 920) cos A = sin A =

und also ergeben die Gleichungen 16):

(w +1) p-----
v ' n +11 1

? sinA' =21) cosA' =
]/n (n + 2)

Man hat demnach:

Yn (n + 2)Q

cos A + i sin A = —
n +1

(p - 9 + *-B)
9 Yn (n + 2)

cos — i sin A' = —
1 9(n + 1) p — -iE ,

w +19 Vn (n + 2)1 
und die Gleichung 18) wird schliesslich:

-ira-)- 1^r~r (w-fl)p —11+ 1 9 (ę-g+iR).22) cos oj+isin oj = -iR
g[Yn(n+2)]n+2Qn+1 _ n + 1

Diese Gleichung lässt sich in zwei zerlegen, durch welche 
cos co und sin co als Funktionen von p gegeben werden. Jede 
derselben ist als Gleichung unserer Kurven in Polarkoordinaten 
zu betrachten. Multipliziert man die Gleichung mit p, so er­
hält man:

3T (Q~9 + iR)
n + 1

g[Yn(n + 2)]n+2 Qn _
23) x + iy =

Für den besonderen Fall, dass n eine ganze Zahl ist, 
erhalten die Werte von x und y die Form:

R\
9n 9n

F und f bezeichnen dabei ganze rationale Funktionen von p.

563. Im allgemeinen Falle ist die Gleichung 22) zu kom­
pliziert, um zu einem weiteren Studium der dargestellten 
Kurven zu dienen; es ist dann vorteilhafter, das System der 
Gleichungen 11), 16) und 17) anzuwenden, wie dies Euler 
gethan hat.

g Yn (n_+ 2)
Wählt man die Grösse zur Einheit, so re-

ii + l
duzieren sich die Gleichungen 11) und 12) auf

's 
I fe

j
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w + 1 cls = dk,+ cos kQ = ]/n (n + 2)

und hieraus folgt, indem man die Bogen von k = 0 an rechnet:

s — k,
n _ n -f 1__

]/n (n + 2)

als allgemeine Gleichung unserer Kurven zwischen der Bogen­
länge und dem Radiusvektor. Diese Resultate stimmen mit 
den von Euler erhaltenen tiberein.

564. Für den Fall n — 1 wird die Gleichung 22), wenn 
man ^ zur Einheit wählt:

-f cos s,

(p - 2 + iE) (2p - 1 - iRJ
cos ta -f i sin ca =

3p2]/3
und es ist:

Iî = Y — q2 + 4p — 1.

Hieraus folgt, dass die zum Werte n = 1 gehörige Kurve 
durch jede der beiden Gleichungen dargestellt ist:

p3 + 6 p — 2
cos co =

3p2 ]/3

(ga+2g-2)V- P2 +4p - 1sin o =
3p2]/3

Für den Fall n — 2 wird die Gleichung 22), indem man

zur Einheit wählt:3
_ (p- 3 + iff) (3p — 1 — iE)3

cos co i sin co
64 p3

und es ist:
R — |/— p2 + 6 p — 1.

Hieraus folgt, dass die zum Werte n = 2 gehörige Kurve 
durch jede der beiden Gleichungen dargestellt ist:

p4 -f- 14 p2 — 8 p + 1
8p3 '

(p - 1) (p2 + 4p - 1) Y- p2 + 6p - 1

COS CO =

sin co ==
8 p3



sin2 cp

drp
<p

s =
1

o
Der Bogen der Lemniskate ist demnach gleich einem 

elliptischen Integrale erster Gattung, dessen Amplitude gleich <p

und dessen Modul gleich

Wir werden später sehen, dass die elliptischen Integrale 
erster Gattung unter einander addiert oder subtrahiert, mul­
tipliziert oder dividiert werden können, in algebraischer Weise, 
ähnlich wie die Bogen des Kreises. Hieraus folgt dann, dass 
man bei der Lemniskate analoge Konstruktionen ausführen 
kann wie in der Theorie der Kreisteilung.

566. Die Lemniskate ist nur ein besonderer Fall der 
unter dem Namen des Ovales von Cassini bekannten Kurve. 
Dieselbe ist definiert durch die Eigenschaft, dass das Produkt

Serret, Differential- und Integral - Rechnung. II. Bd.

Va ist■

17
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Die Rektifikation der Lemniskate und des Ovales 
von Cassini.

565. Die Lemniskate hat in Polarkoordinaten die Gleich­
ung (§ 552):

Daraus folgt:

dQ_ _ _ 2a2 gin 2 cu, 
da

q2 = 2 a2 cos 2 co.

2dç2 
da2

und wenn man mit s den Bogen der Kurve gerechnet von 
einem willkürlichen Anfangspunkte an bezeichnet:

Q‘V + Q = 4 a4,

cIq da
oder ds = a ]/2cls — 2 a2

]/4a4— p4 ]/cos 2 co

YSetzt man sin a = sin cp, cos co =
1

— sin2 cp, so1 -
V2wird :

dcp
ds = V

2 sin2

Wird also die Strecke a zur Einheit gewählt, und lässt 
man den Bogen s im Punkte co = 0 beginnen, so wird:

02
 r-
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der Entfernungen jedes Kurvenpunktes von zwei festen Punkten 
konstant ist. Die Gleichung der Kurve wird in Polarkoordi­
naten

p4 — 2a2 q2 cos 2oj-f a4 = &4;

2a ist die Entfernung der beiden festen Punkte, b2 das kon­
stante Produkt. Die Cassinische Kurve bekommt drei sehr

verschiedene Formen, je nachdem das Verhältnis — kleiner,
a

gleich oder grösser als die Einheit ist; für — = 1 wird sie 
die Lemniskate.

Wir nehmen zuerst

Dann besteht die Kurve aus zwei gleichen, geschlossenen 
Ovalen, und der Winkel 2a ist zugleich derjenige, welchen 
die vom Mittelpunkte aus an ein Oval gelegten Tangenten 
mit einander bilden. Die Radienvektoren, welche zu den 
Werten co0 und gehören, bestimmen auf der Kurve zwei 
Bogen, die mit s(g>0, coj und <?(ra0, a^) bezeichnet werden 
sollen, oder einfach mit s^) und wenn o0 = 0 ist.
Darnach findet man leicht:

— <1 an und setzen &2=a2sin2a.

«'i____________________________
Vcos 2co + ]/cos22co — cos22ab2

«K ®i) = -
Y cos2 2 a — cos2 2a

Wo

Wj _____________________________________________

Vcos2co — ]/ cos22o — cos22«/b2
«Ki = — dco,

]/cos22cj — cos 22a
Wo

und hieraus folgt: Wl
\ N „V b2 /* dco1) »(»„, »,) + «(«*, -».) “2'aj

W0

Lb2 r2) s(o0, co,) - öK, - 2* - / _
dco

]/cos 2co -f- cos 2 a
CÜq

Setzt man in der Gleichung 1)

sin co = sin a sin cp3)
und in der Gleichung 2)



[s (ra) — a (ra)] = .F(cos a, f).

4) sin œ = cos a sin ip,
so erhält man:

5) s(ra0, ©J + <7(g>0, cöi) -
&2 /_ 

aJ V
dcp

Y1 — sin2 a sin2 cp
<p0

b2 f*
6) 5 (<o0, «0 - ö (g>0, raO - - /  ---------- ------—-

aJ yl — cos2a sirifi
V'o

dÿ

Die Winkel <p0, ^0, to0 und müssen den Gleich­
ungen 3) und 4) genügen.

Setzt man a>0=0, so wird auch cp0 = 0, cp0 = 0, und in­
dem man cp, tp, co an Stelle von <p1} £ox schreibt, ergeben 
die Gleichungen 5) und 6):

[s(to) + <?(g>)] = F (sina, cp)7)

7t
Setzt man in der Gleichung 7) œ = a, also cp = — und

u
bezeichnet man mit S die gesamte Länge beider Ovale, so 
erhält man

sine).

Das vollständige Integral mit dem Modul sin a ist also 
vermittelst des* vollen Umfanges der Kurve darstellbar.

17*

Hieraus folgt, dass jedes elliptische Integral erster Gat­
tung, was auch der Modul sein mag, durch die Summe oder 
durch die Differenz zweier Bogen des Cassinischen Ovales 
von der betrachteten Art ausdrückbar ist. Umgekehrt ist jeder 
Bogen dieser Kurve durch die Summe zweier elliptischer Inte­
grale erster Gattung mit komplementären Moduln dargestellt 
worden. Diese Moduln haben die Werte:
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Für den Fall — = 1 ist der Winkel a gleich —
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und die

Bogen o(co) sind null; man erhält dann das bereits bekannte 
Resultat für die Lemniskate.

567. Wir nehmen nun — a
Die Kurve besteht nun aus einem Ovale. Ich bezeichne jetzt 
mit s(cj0, coj den Bogen, welcher durch die beiden zu co0 
und gj1 gehörigen Radien bestimmt wird, und mit tf(w0, o^) 
den Bogen, welchen die zu diesen senkrechten Radien begrenzen. 
Alsdann wird:

- > 1 an und setzen a2 = 62 sin 2 er.

Wl_____________________________
Vcos 2 co + Vcos2 2 03 + cotg2 2 er ^ 

y cos2 2 co + cotg2 2 a

"i________________________________
V— cos 2 co + ]/cos22g3 + cotg2 2 a

b2
s(ü9o,öi) = —a

COq

b26 (o30, raj « - dco:
ycos2 2 co + cotg2 2 a

co0

folglich wird, indem man 030 und w1 zwischen 0 und 
nimmt:

an-
cu,

er + ]/cos2 2 co + cotg2 2 er1 b2
9) S(030 , 031) + (?(030, 03x) = 2 a - dco

]/cos2 2 03 + cotg2 2 er
Wo

Wl ______________________________________________________

V — cotg 2a + ]/cos2 2o3 4- cotg22a±b2
10) s(ß>0,ro1)-<j(cö0,co1) = 2a- dco.

y cos2 2co + cotg2 2 er
w0

Wir setzen nun in der Gleichung 9)

y cos2 2co + cotg2 2 a = 

und in der Gleichung 10)

]/cos2 2 03 -f cotg2 2 er ==

1 — 2 sin2 a sin2 cp
H)

sin 2 a

— 2 cos2 a sin2 cp 
sin 2 er

112)

so wird: r0> “l) + ®Oo>“l) -*>J - dep
13) s(o

y 1 — sin2 er sin2 cp
<P 0

Vi
0 03.) = b ( -,________________

J y 1 — cos2 ft sin2 cp
'Po

dep
14) s(o30, CO,)- G (03

IH
 a
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Die Winkel <p0, ip0, co0 und cp1} co1 müssen den Gleich­
ungen 11) und 12) genügen, und wenn man den Winkel co' 
durch die Gleichung sin2w' = sin 2a sin2oo definiert, so redu­
zieren sich diese Gleichungen auf

sin co' sin co'
sin cjj =sin cp —

sin a cos a

Ist w0=0, so ist auch cp0 = 0, f0=0 und die Gleich­
ungen 13) und 14) gehen:

y [s(ö) + <*(«)] — Feinet, cp) 

y [s (w) — 6 (tu)] = F (cos a, ip).

15) 5

16)

Die Moduln dieser elliptischen Integrale sind komplementär 
und haben die Werte:

aiaa = jy 1 + w a2a2
1 - &2’b2

+ iVcos a = -i-1/ a2
1 + w^ b2b2

TC
Setzt man <a=—j so wird cp = und aus der Gleich­

ung 15) folgt, wenn man mit S den gesamten Umfang der 
Kurve bezeichnet:

?

A = F, (sin a).

Man gelangt sonach zu den nämlichen Sätzen wie im 
ersten Falle.

Über die algebraischen Kurven, deren Bogen sich 
durch elliptische Integrale erster Gattung dar­

stellen lassen.
568. Die Bestimmung aller algebraischen Kurven, deren 

Bogen sich durch elliptische Integrale erster Gattung dar­
stellen lassen, bietet sehr grosse Schwierigkeiten dar, und 
Legendre, welcher sich vielfach mit dieser Frage beschäftigt 
hat, konnte keine Kurve finden, welche die Eigenschaft der

to
i a
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Lemniskate besitzt. Yor mehreren Jahren habe ich die voll­
ständige Lösung des Problèmes gegeben (drei Abhandlungen 
in Liouvilles Journal, erste Serie Bd. 10), indem ich mich 
dabei immer auf solche Kurven beschränkte, bei welchen sich 
die geradlinigen Koordinaten als rationale Funktionen einer 
Variabelen darstellen lassen. Ich gelangte so zu einer un­
endlichen Mannigfaltigkeit verschiedener Klassen, von denen 
jede unendlich viele individuelle Kurven umfasst, bei denen 
die Bogenlängen elliptische Integrale mit verschiedenen Moduln 
werden. Die weitere Untersuchung ergab sodann zwei be­
merkenswerte geometrische Eigenschaften, welche allen Kurven 
der ersten Klasse gemein sind und auch zu ihrer Definition 
dienen können. Die Theorie dieser Kurven wird dadurch un­
abhängig von den analytischen Untersuchungen, welche mir 
zu ihrer Entdeckung verhalten.

569. Erster Satz. Es sei n eine ganze oder gebrochene, ja 
auch irrationale Zahl; wir konstruieren das Dreieck OMP so, dass

OP = ]/n und MP = yn-fl

wird; ferner denken wir uns, dass, während die Ecke 0 fest 
bleibt, das Dreieck derart verändert wird, dass der Kosinus des 
Winkels oj, zwischen der veränderlichen Seite OM und einer festen 
Geraden, beständig gleich ist dem Kosinus des Winkels

n MOP — (n + 1) OMP;

alsdann beschreibt der Punkt M eine Kurve (die algebraisch wird, 
wenn n rational ist), deren Bogen als Funktion des Badius- 
vektor durch ein elliptisches Integral ausdrückbar ist, dessen Modul

zurückgeführt werden kann.
auf den Wert j/^

Denn ist MOP = a, OMP = ß, so ergiebt sich die Gleich­
ung der Kurve aus der Elimination von a und ß zwischen 
den Gleichungen:

cos co = cos \na — (n -f- l)/3],

Q2 + lo2- 1
--------- 7=r» COS ß =
2p Yn

diesen letzten beiden Gleichungen folgt:

cos a =
2p Yn + 1

aus
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R R
sin a = sinß =

2q ]/« +1

B = y~ p4 4 2p2(2w 4* 1) — 1 gesetzt wird. Durch Diffe­
rentiation findet man

— ?

2 p ]/n

wenn

± da — nda — (n + 1) dß, 

p2-|-l dp p2 — 1 dç
B .

da — — -----) -----?
?

also:
p2 — (2n -f 1) dg+ da = -----?

JB Q

und folglich erhält man für das Differential des Bogens

±rfs = 2]/w(w41)

Aus den vorigen Gleichungen folgen auch die weiteren, 
welche zu beachten sind:

T ds =
cos p

+ c7s = j/n + 1
cos a

i/H
V n + 1Ferner erhält man, wenn man k = setzt:

sin ß — k sin a, cos /3 = ]/1 — k2 sin2 a ; 

also, wenn man annimmt, dass dç das Vorzeichen von da hat:

dads = ]/n
Y \ — k2 sin2 a

and sonach ist der Bogen, gerechnet vom Punkte der Polar- 
axe, für welchen a = 0 oder p = -f 1 ± ]/w ist, ausgedrückt 
durch das elliptische Integral mit dem Modul k und der 
Amplitude a:

da
y 1 - k2 sin2 a

was bewiesen werden sollte. Man sieht leicht, dass für den 
Fall n == 1 die Kurve mit der Lemniskate identisch wird.



RI^fdw = -Ą- -f- const.

Hieraus folgt, dass die Fläche eines Sektors der Kurve, 
von der Polaraxe an gerechnet, immer gleich ist der Fläche 
des erzeugenden Dreieckes.

570. Ich gehe nun zur Untersuchung der zweiten Eigen­
schaft dieser bemerkenswerten Kurven über. Es ist in dem 
Dreieck OMR

Q2=2n -f-1 + 2 ]/n (n -f 1) cos (a + ß),

/ , *\ Q2— (2w + l) , dco
2]/n(n +1) ds

also:

R dg
sin (a + ß) = = ± ds2]/n (n + 1)

Hieraus folgt, dass der Neigungswinkel zwischen der Nor­
malen und dem Radiusvektor gleich a + ß oder gleich dem 
Supplemente davon ist. Konstruiert man also im Punkte M 
einen Winkel PMN = JlfOP, indem man zunächst den ersten 

Fall betrachtet, so wird MN die Nor­
male der Kurve im Punkte M, welcher 
zur Lage OMR des erzeugenden Drei- 

^ eckes gehört. Andererseits liegt der 
Punkt 0 auf dem Segmente, welches 
den Winkel RMN umfasst

Fig. 10.

M

C
wenn man

denselben über MR errichtet, also ist 
MN die Tangente des dem erzeugenden 

Dreiecke umgeschriebenen Kreises, und wenn C der Mittelpunkt 
dieses Kreises ist, so wird der Radius MC die Tangente der 
Kurve. Ferner erkennt man leicht, dass, wenn die Ecke M 
des Dreieckes bei stetiger Bewegung die Kurve beschreibt, diese 
Eigenschaft für alle Lagen des Dreieckes gilt.

Man kann aber auch annehmen, dass der Neigungswinkel 
der Normalen und des Radiusvektor gleich dem Supplemente 
von a -f- ß ist. Wenn man dann das Dreieck OMR um die

0 P
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R
Die Fläche des erzeugenden Dreieckes OMR ist 

und andererseits findet man leicht
4

to
i V

-1



Gerade OM dreht, so erhält man ein zweites Dreieck an Stelle 
des ersten zur Erzeugung der Kurve, und die vorige Eigen­
schaft gilt dann für dieses neue Dreieck.

Hieraus ergiebt sich die folgende Erzeugungsweise:

Zweiter Satz. Wenn das Dreieck OMP so variiert wird, 
dass der Eckpunkt 0 fest bleibt und dass die beweglichen Seiten 
OP und MP beständig gleich ]/n und ]/n + 1 sind, wenn ferner 
die unendlich kleine Verschiebung MM' des Punktes M in jedem 
Momente auf der Geraden erfolgt, welche diesen Punkt mit dem 
Mittelpunkte des dem Dreiecke umgeschriebenen Kreises verbindet, 
so erzeugt der Punkt M die elliptische Kurve, welche zur Zahl n 
gehört.
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Fünftes Kapitel.

Die Kubatur der Körper und die Quadratur krummer 
Flächen. Vielfache Integrale.

Volumen des Cylinders mit beliebiger Basis.
571. Die Basis eines Cylinders, welche von einer 

Kurve begrenzt ist und die Grösse B hat, kann in Ele­
mente zerlegt werden, welche zuletzt unendlich klein werden, 
sowohl durch Parallele von bestimmter Richtung, als auch 
durch Radien, welche von einem innerhalb der Fläche ge­
legenen Punkte ausgehen. Wir betrachten die erste Zer­
legung. Jedes Element ist zwischen zwei Parallelogrammen 
enthalten, die man leicht konstruieren kann, auch zwischen 
zwei Rechtecken, wenn man will, und das Verhältnis dieser 
beiden hat die Einheit zur Grenze.

Die Basis B des Cylinders ist die Grenze, sowohl für 
die Summe aller Rechtecke, welche die untere Grenze der 
Flächenelemente bilden, als auch für die Summe aller Recht­
ecke, welche die obere Grenze bilden. Nun ist das Volumen 
V des Cylinders, dessen Höhe wir mit H bezeichnen, ent­
halten zwischen der Summe aller Prismen mit der Höhe H, 
deren Basis die ersteren Rechtecke bilden, und der Summe 
aller Prismen, deren Basis die anderen Rechtecke sind. Diese 
beiden Summen konvergieren nach derselben Grenze, nämlich 
nach dem Produkte BH- also ist auch V = B H.

Das Volumen des Segmentes eines beliebigen Körpers, 
welches zwischen zwei parallelen Ebenen enthalten ist.

Ein allseitig begrenzter Teil des Raumes, dessen Begrenzung 
aus krummen oder ebenen Flächen zusammengesetzt ist, die sich 
selbst nicht durchschnei den, ist ein geschlossener Körper und besitzt
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eine bestimmte Volumgrösse, falls er sich in eine bestimmte An­
zahl von Teilen zerlegen lässt, von denen jeder gleich der Volum­
einheit oder einem bestimmten Teile derselben ist, und falls diese 
Summe von Teilgrössen von der Art der Zerlegung ganz unabhängig 
ist. Hat man als Volumeinheit einen Würfel gewählt, dessen 
Kanten gleich der Längeneinheit sind, so wird zunächst in der 
Stereometrie bewiesen, dass jeder von einer endlichen Anzahl von 
Ebenen begrenzte Körper ein bestimmtes Volumen besitzt. An 
Stelle der direkten Zerlegung tritt bei Körpern, welche von 
Flächen begrenzt sind, das Verfahren der Grenzeinschliessung. 
Kann man ein Polyeder konstruieren, welches den gegebenen 
Körper einschliesst, und ein anderes, welches in demselben ent­
halten ist, und können diese beiden Polyeder einander beliebig 
genähert werden, so konvergieren ihre Volumzahlen nach einer 
bestimmten Grenze, und diese ist zugleich die Grösse des zu be­
stimmenden Körpers; denn in diesem Falle kann man beweisen 
(siehe § 581), dass jede Zerlegung des Körpers zu einem Polyeder 
führt, dessen Grösse ebenfalls nach demselben Grenzwerte kon­
vergiert. Diese Bedingung lässt sich auch so formulieren: Die 
Punkte der begrenzenden Fläche müssen sich in eine endliche An­
zahl von Polyedern einschliessen lassen, deren Volumen in Summa 
beliebig klein gemacht werden kann, mag dabei auch die Anzahl 
der Polyeder schliesslich über jede Grenze hinaus wachsen. Das 
heisst, die Punkte der Begrenzung bilden ein Flächensystem, 
oder ein System von zwei Dimensionen, im Gegensatz zu einem 
räumlichen, bei welchem die Summe der einschliessenden Polyeder 
endlich bleibt.

Auf diese Weise ist das Volumen eines Cylinders vorhin 
berechnet worden, sobald die Basis desselben eine bestimmte 
Flächengrösse besitzt. Demnach kann man nun auch, um das 
Volumen eines beliebigen Körpers zu erhalten, an Stelle des ein­
schliessenden und des eingeschlossenen Polyeders, die einander 
beliebig genähert werden sollen, einen Körper setzen, der aus 
mehreren Cylindern besteht, von denen jeder eine bestimmte 
Volumzahl besitzt. Konvergieren der einschliessende und der ein­
geschlossene, aus Cylindern zusammengesetzte Körper nach der­
selben bestimmten Grenze, so wird dieser Grenzwert das Volumen 
des gegebenen Körpers. Diese Methode führen wir zunächst aus.

572. Es seien Ox, O.y, Oz die drei Axen eines gerad­
linigen Koordinatensystemes. Wir bezeichnen mit V das ge­
suchte Volumen eines Segmentes eines beliebigen Körpers, 
welches von den beiden Ebenen M0N0 und MN begrenzt ist, 
die parallel zu der yz-Ebene sind und zu den Abscissen x0 
und x gehören. Dass eine bestimmte Volumzahl V existiert



und wie gross dieselbe wird, ist zu beweisen. Nimmt man 
xQ als konstant und x als variabel an, so wird das Volumen 
V von x abhängig sein. Wir betrachten nun zwei Quer­
schnitte des Körpers, gebildet durch die Ebenen MN und 
M' N\ welche parallel zur ?/0-Ebene sind und zu den Abscissen 
x und x + Ax gehören. Diese beiden Ebenen bestimmen ein 
Segment, dessen gesuchtes Volumen AV heisse. Die Grösse 
der Fläche, welche durch die Ebene MN bestimmt ist, be­
zeichnen wir mit u und setzen voraus, dass u eine bestimmte

gegebene Funktion von x 
ist. Im Innern der Fläche 
u nehmen wir einen Punkt 
i an, ziehen ii' parallel der 
Axe OX, und legen durch 
ii' irgend eine Halbebene 
mii’ m', welche die Ebenen 
MN und M'N' in im und 
i'm', und die Begrenzungs­
fläche des Körpers in der 

Kurve mm' schneidet. Durch alle Punkte des Bogens mm' 
legen wir Parallele zu mi, welche durch die Gerade ii' be­
grenzt werden. Alsdann sei lt die kleinste und l2 die grösste 
unter diesen Geraden. Die Längen tragen wir auf der Geraden 
im vom Punkte i aus ab, so dass ipx = lx, ip2=l2 wird. 
Lässt man nun die Halbebene mii'm' um die feste Gerade ii' 
sich drehen, wobei wir der Einfachheit halber annehmen 
wollen, dass die Querschnitte des Körpers so gestaltet sind, 
dass jeder Strahl im die Begrenzungskurve immer nur in 
einem Punkte trifft (Körper, bei denen die Querschnitte solche 
Einbuchtungen haben, dass der Radiusvektor im die Be­
grenzungskurve mehrmals durchschneidet, lassen sich in Teile 
von einfacherer Form zerlegen), so beschreiben die beiden 
Punkte p1 und p.2 in der Ebene MN zwei geschlossene Kurven, 
deren Fläche wir mit ux und n2 bezeichnen.

Wir nehmen an, dass die Oberfläche des Körpers stetig 
ist, d. h. dass die Längen der Strahlen im = l stetige Funk­
tionen der Abscisse x des Punktes i, und des Winkels co sind, 
welchen der Strahl mit der y-Axe bildet, Ist nun a der

Fünftes Kapitel. § 572.268

Fig. 11.

3<v
■7 V nv

mLl\,i Tu;Ma

jV0 æ



Kubatur und Flächenmessung. Vielfache Integrale. 269

. Winkel, welchen die Axe Ox mit der «/^-Ebene bildet, so ist 
die Entfernung der Ebenen MN, M'N' gleich Arrsina. 
Konstruiert man nun den Cylinder, dessen Basis die Kontour 
der Fläche % ist und dessen Erzeugenden parallel zu OX 
sind, ferner einen zweiten Cylinder mit der Kontour von w2, 
so ist das Volumen AV zwischen diesen beiden Cylindern 
enthalten, also:

ul sin a Ax < AV < u2 sin a Ax, 

sin cc < < u2 sin cc.

Lässt man Ax nach null konvergieren, so konvergieren 
m1 und u2 nach dem Werte u. Denn es ist:

oder

2 71
m —-i /!2 da

o

27t

U1 = Y fl*d(0’ 

0

2 Tt

u*=\f
0

/2 2 da,

und da die Längen l stetige Funktionen von x und co sind, 
so kann man Ax so klein wählen, dass bei allen Werten von 
co die Differenzen von l — und ?2 — l kleiner werden, als 
eine beliebig kleine Grösse. Mithin wird: 

d y
-v— = ttsincr oder d V ■= u sin cc dx.
dx

d. h. die zu bestimmende Grösse V ist solch eine Funktion 
von x, dass ihr Differentialquotient den bestimmten Wert 
wsin« hat. Daraus folgt, dass V selbst für jeden Wert von 
x eine bestimmte Grösse ist, die sich stetig mit x ändert 
und durch die Gleichung zu berechnen ist:

x
V — sin ccj u dx\

x0
u ist dabei die Grösse des Querschnittes, welcher in dem 
Körper durch eine zur yz-Ebene parallele Ebene bestimmt 
wird, dessen Abscisse x ist. Bei rechtwinkligen Axen ist

x
V=Ju dx.

X0
Dies Resultat setzt also voraus, dass die Fläche u als 

Funktion von x bekannt ist. Die Bestimmung derselben



erfordert also im allgemeinen selbst wieder eine Integration; 
aber es giebt Fälle, wo diese unmittelbar ausgeführt werden 
kann, wie wir an einigen Beispielen sehen wollen.

Die Voraussetzungen, unter denen hier der Satz bewiesen ist, 
dass das Volumen V eines Körpers, dessen Querschnitte senkrecht 
zur x Axe bestimmte von x abhängige Grössen u haben, eine be­
stimmte Grösse ist, welche durch das Integral

x
V — fudx

Fünftes Kapitel. §§ 572 bis 574.270

x0

zu berechnen ist, sind hierbei noch spezieller als notwendig, in­
sofern nicht nur die Grösse u als eine stetige Funktion von x 
gedacht ist, sondern auch angenommen wurde, dass die Begrenzungs­
fläche eine stetig zusammenhängende ist. Später wird gezeigt werden, 
dass die blosse Integrierbarkeit der Funktion u die hinreichende 
Bedingung für die Giltigkeit der obigen Formel ist.

Anwendung auf einige Beispiele.
573. Erstes Beispiel. Berechnung des Volumens eines 

Kegels mit beliebiger Basis. Wir wählen den Scheitel 0 des
Kegels zum Anfangspunkt dreier ge­
radliniger Axen, und das Lot von 

k diesem Scheitel auf die Basis zur
J x-Axe. Wenn man mit B die Grösse 

H—2c der Basisfläche, mit H die Höhe des 
Kegels bezeichnet, so ist bekanntlich

Fig. 12.
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und also wird das Volumen:

h
■fx2 dx = 

o

B 1
F=-^r 8 BH-H2

574. Zweites Beispiel. Volumbestimmung des Segmentes 
eines Ellipsoïdes, welches zwischen zwei parallelen Ebenen ent­
halten ist.

Wir beziehen das Ellipsoid auf drei konjugierte Durch­
messer Ox, Oy7 Oz, von denen die beiden letzten parallel zu



den Basisebenen des Segmentes sind. Die Gleichung der Be­
grenzungsfläche des Körpers wird:
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a!2 b'2 ^ = 1 oder

a', V, d sind die halben Längen der konjugierten Durchmesser. 
Die Fläche u ist hier die einer Ellipse, in welcher zwei kon­
jugierte Durchmesser die Längen haben, welche gleich sind 
dem Doppelten der Werte

, c'Zi/jA x2
a'2 a'2

Ferner ist der Winkel zwischen diesen Durchmessern gleich 
dem Winkel 0, den die halben Durchmesser V, d des Ellipsoides 
bilden. Also ist

u = Ttb'd sin 0 ^1 — •

Wenn also x0 und X die Werte von x bezeichnen, welche 
zu den Basisebenen des Segmentes gehören, und a den Winkel, 
welchen die x-Axe mit der yz-Ebene bildet, so wird

x
V — Ttb'd sin 0 «in kJ (^1 — dx

kx-,0)-^q.

x0

oder

V =* Ttb'd sin 0 sin«

Um das ganze Volumen des Ellipsoides zu erhalten, muss 
man x0= — a', X = fl- a! setzen, alsdann folgt

4
-x- Tta'b'd sin 0 sin a. 
o

V=

Wählt man für a!, b', c' die Halbaxen a} b, c, so ist 
a = 90°, 0 = 90° und

y 7t abc-,F=

der Vergleich dieser beiden Formeln ergiebt

'b
in

.



abc = a'b'c' sin 0 sin «,

wodurch der bekannte Satz ausgedrückt ist, dass das Parallel- 
epiped, welches über drei konjugierten Durchmessern kon­
struiert ist, ein konstantes Volumen hat.

Man erkennt, dass man durch eine ähnliche Rechnung das 
Volumen des Segmentes eines ein- oder zweischaligen Hyper­
boloides, sowie eines elliptischen Paraboloides erhält.

Fünftes Kapitel. §§ 574 bis 576.272

575. Drittes Beispiel. Es seien drei rechtwinklige Koordi- 
natenaxen gegeben; es soll das Volumen bestimmt werden, welches 
innerhalb des Oktanten mit positiven Koordinaten von dem hyper­
bolischen Paraboloide begrenzt wird, dessen Gleichung xy = az 
ist, wobei a eine Konstante bedeutet, ferner von der Ebene ABC, 
welche die Gleichung x + y + z = a hat, und von der xy-Ebene.

Das Paraboloid wird von der Ebene ABC in einer Hy­
perbel AMB geschnitten und enthält sowohl die x-Axe wie

die y-Axe Die Ebene PMQ, 
parallel zur yz-Ebene, welche 
zur Abscisse x gehört, schnei­
det die Fläche längs einer 
Geraden MB, und die Ebene 
ABC in der Geraden MQ, 

_ welche parallel ist zu BC, 
dem Schnitt derselben Ebene 
ABC mit der yz-Ebene; die 
Ebene xy schneidet sie längs 
der Geraden PQ parallel zu 

Oy. Die mit u bezeichnete Fläche ist also hier ein Dreieck PMQ, 
durch welches das zu bestimmende Volumen erzeugt wird.

Die Basis PQ dieses Dreieckes ist die Ordinate y, welche 
der Geraden AB bei dem Abscissenwerte x angehört. Also ist

PQ = a — x.
Die Höhe MH. des Dreieckes PMQ ist die Ordinate z, 

welche bei dem Abscissenwerte x dem Schnitt des Paraboloides

Fig. 13.

M

Oy

QB.

y

und der Ebene ABC zukommt. Die Elimination von y zwischen 
den Gleichungen dieser beiden Flächen ergiebt:

x(a — z — x) = az,
also ist



x (a — X)
z =------ .------ )a + x

MH =

folglich wird der Wert von u gleich

1 x (a — x)2
u = -7 —-------- —•

2 a + x

Das gesuchte Volumen V ist durch die Ebenen begrenzt, 
welche zu x = 0 und x = a gehören; mithin wird

*x{a — x)2 
a + x--J

0

2 a3 ^ dx,+ 2 a2-V dx == x + a
0

und man erhält:

a3.V =

Volumhestimmung der Rotationskörper.
576. Die mit u bezeichnete Querschnittsfläche lässt sich 

unmittelbar angeben bei allen Rotationskörpern; denn wählt 
man die Rotationsaxe zur x-Axe, so wird 
diese Fläche ein Kreis, oder die Fläche y 
zwischen zwei konzentrischen Kreisen.

Es sei M0M eine gegebene Kurve, 
gelegen in der sc^-Ebene. Wir betrachten 
den Körper, welcher entsteht, wenn die —
Fläche M0P0PM zwischen der Kurve 
M0M} der x-Axe und den Ordinaten M0P0 und MP um die 
x-Axe gedreht wird. Die Fläche u wird eine Kreisfläche mit 
dem Radius y\ also ist

Fig. 14.
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X

= 7i f y2 dx,
Xq

u = 7iy2, V

wenn x0 und X die Abscissen sind, die zu den Ordinaten 
M0P0 und MP gehören.

Ist das Volumen zu bestimmen, welches von einer Fläche 
MqNqNM erzeugt wird, die zwischen zwei gegebenen Kurven 
M0M, N0N und den Ordinaten M0P0, MP liegt, so hat man 
die Ordinaten y und y' dieser beiden Kurven zu betrachten.

Serret, Differential- und Integral - Rechnung. II. Bd. 18
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Die Fläche u ist von den zwei konzentrischen Kreisen mit den 
Radien y und y' eingeschlossen; also ist

x
u = n(y2- y'2), F= nf(y*-y’2)dx.

x0

577. Erstes Beispiel. Das Volumen des Kreisringes. Wir 
beziehen den erzeugenden Kreis auf zwei rechtwinklige Axen, 

von denen die x-Axe mit der Rotations- 
axe zusammenfällt, a sei der Radius des 
Kreises, ß die Ordinate des Mittelpunktes, 
y, y' die Ordinaten der Punkte M, N, 
welche zu derselben Abscisse x gehören; 

x es ist

Fig. 15.

My
K N

Pn P

y-\-y'=2ß, y — y' = 2}/a2 — x2, y2 — y'2 = 4ß]/a2 — x2.

0

Wir nehmen an, dass die Rotationsaxe ausserhalb des 
Kreises liegt, so ist

x
u = AitßYa2 — x2, F= 4jeß j Ya2 — x2 dx.

X0

Bezeichnet man nun mit v die Fläche des Kreissegmentes, 
welche zwischen den Ordinaten M0P0 und MP liegt, die zu 
x0 und X gehören, so ist

x X

v = J\y — ij') dx = 2 f ]/a2 — x2 dx.
Xo Xq

Also ist das entsprechende Segment des Kreisringes

F = 2nßv j

Für das ganze Volumen des Ringes hat man v = na* zu 
setzen, und es wird

F= 2rc2a2ß.

578. Zweites Beispiel. Das Volumen des Körpers, welcher 
durch Dotation der Cyldoidenfläche um ihre Basis entsteht.

Wenn man die Basis der Cykloide zur x-Axe und die 
Senkrechte in einem Endpunkte der Basis zur y-Axe wählt, 
so ist die Kurve definiert durch die Gleichungen (§ 230):



579. Drittes Beispiel. Das Volumen des Körpers, welcher 
durch Dotation der Cykloidenfläche um die Tangente im Scheitel­
punkt entsteht.

Die Kurve sei auf die nämlichen Axen wie vorhin bezogen, 
und es sei V das Volumen, welches durch die Fläche erzeugt 
ist, die zwischen der Kurve, der Tangente im Scheitelpunkt 
und der Geraden 2a — y liegt, die senkrecht zu dieser zum 
Winkel <p gehört. Man erhält

7t7t a

V = n j (2a — y)2 dx = na3J( 1 + cos cp) sin2 cp dcp.
X <p

Nun ist
C • 9 ! <P sin cp cos cpj sin2 cp dcp = -|------------g-------

I cos cp sin2 cp dcp
tS

4- const ?

= ~ sin3 cp + const;

also
sm cp cos cp

V 2
18*
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x = a (cp — sin cp), y = a (1 — cos cp),

und hieraus folgt:
dx — a (1 — cos cp) dcp.

Ist das Volumen erzeugt durch die Fläche, welche zwischen 
der Kurve, der Basislinie und der Ordinate y, die zur Ab­
scisse x oder dem Winkel cp gehört, liegt, so wird:

X Cp

V = 7i fy2 dx = 7tas /*(! — cos cp)3 dcp. 
ó

15 , 3 o 1 o
- -j- cos cp -f- — cos 2cp — — cos dcp

^ sin cp -f- sin 2 cp — — sin 3 •

Ô
Nun ist

(1 - cos cp)3 = ~ 

V= na3 (^<P —
also

Will man den Körper, welcher von der Cykloide erzeugt 
wird, berechnen, so ist cp = 27t zu setzen und es wird

V = 5 7t2a3.

H 
CO



Setzt man cp = 0, so erhält man das Volumen, welches 
von der Fläche zwischen der halben Cykloide und der Tan­
gente im Scheitel erzeugt ist; verdoppelt man dasselbe, so er­
hält man das ganze Volumen, nämlich

V= % 2a3.

Es ist also der fünfte Teil des in dem vorigen Beispiel 
betrachteten Volumens.

Fünftes Kapitel. §§ 579 und 580.276

Allgemeine Betrachtungen zur Bestimmung des Volumens 
eines von beliebigen Flächen begrenzten Körpers. Das 

Doppelintegral.
580. Wir kehren zu der Gleichung

x
V — J1 u dx1)

X0

zurück, die wir im § 572 für rechtwinklige Koordinaten auf­
gestellt haben und in welcher V das Volumen eines Körper­
segmentes bedeutet, das zwischen den zwei zur yz-Ebene 
parallelen Ebenen enthalten ist, welche zu den Abscissen x0 
und X gehören. Wir nehmen dabei immer an, dass die Fläche, 
deren Grösse u ist, von einer Kurve begrenzt ist, welche von 
den zur z-Axe parallelen Geraden nur in zwei Punkten ge­
schnitten wird; wenn nämlich diese Kurven an mehreren Stellen, 
jedoch in endlicher Anzahl, von diesen Geraden geschnitten

Kg. 16. Fig. 17.

Im 
1 0 m

O P 0 Py
werden, so kann man das Volumen V in mehrere Teile zer­
legen, von denen jeder dieser Bedingung genügt. Wenn nun 
Z und z0 die Ordinaten MP und m0P bezeichnen, welche zu 
einem bestimmten Werte OP=y gehören, und man nennt 
y0 und Y die Werte von y, welche zu den Grenzen der Kontour 
von u gehören, so hat diese Fläche den Ausdruck
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u = f {Z - g0) dy,
Vo

2)

und die Gleichung 1) lässt sich demnach folgendermassen 
schreiben:

x r
V=jdx f (Z — z0) dy.

x0 I/o

3)

In dieser Gleichung sind Z und zQ gegebene Funktionen 
von x und y\ sie sind die Ordinaten z der beiden Punkte der 
Oberfläche des Körpers, welche zu den Koordinaten x, y ge­
hören; y0 und Y sind Funktionen der Variabelen x, sie be­
deuten die Ordinaten parallel zur y-Axe und gehören zur Ab­
scisse x für die Kurve, welche die Projektion des Volumen V 
auf die xy-Ebene begrenzt; endlich sind xQ und X gegebene 
Konstante. Die Gleichung 2) drückt bekanntlich aus, dass

u == lim X [Z — £0) A y

ist, wenn man x als konstant ansieht, und y von y0 bis Y in 
Intervallen A y variieren lässt, welche zuletzt unendlich klein 
werden. Ebenso ist nach der Gleichung 1)

V = lim Xu Ax,

indem x hierbei von x0 bis X in Intervallen variiert, welche x 
gleich Ax sind. Also kann man schreiben:

V = lim XAx lim X(Z — zQ) A y
oder

V = lim lim XX(Z — #0) Ax Ay,
J X — Q J y = f)

wobei zunächst die Reihenfolge der Grenzprozesse zu beachten 
ist. Der Ausdruck 3) heisst ein zweifaches Integral, insofern 
zwei Integrationen nach einander und in bestimmter Reihen­
folge auszuführen sind. Der Ausdruck 4), welcher aus jenem 
hervorgeht, zeigt, dass V die Grenze ist, nach welcher die 
Summe der Prismen (Z — z0) Ax A y konvergiert, deren Basis 
Ax Ay eine Summe bildet, deren Grenze die Fläche ist, in 
welche sich das Volumen V auf der xy-Ebene projiziert.

4)



581. Man kann zu den vorstehenden Resultaten auch noch 
durch eine andere Betrachtung gelangen, welche zugleich eine 
Verallgemeinerung der bisher eingeführten Voraussetzungen zu­
lässt. Zu diesem Zwecke müssen wir aber auch zugleich auf die 
Theorie der Flächen- oder Doppelintegrale eingehen.

Die Aufgabe, für einen beliebig begrenzten Körper die Existenz 
einer bestimmten Volumzahl V nachzuweisen und die Grösse der­
selben zu berechnen, kann, wenn die Begrenzungsfläche auf drei 
rechtwinklige Koordinatenaxen bezogen ist und wenn die zur z-Axe 
parallelen Geraden diese Fläche überall nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten durchschneiden, durch Zerlegung des Körpers 
auf die folgende einfachere zurückgeführt werden (§ 583): In der 
xy-Ebene ist eine bestimmte von einer Kurve umschlossene ebene 
Fläche von der Grösse P gegeben. Zu jedem Punkte æ, y im Innern 
oder an der Grenze dieser Fläche gehöre eine Ordinate z = f(x, y), 
so dass die Endpunkte dieser Ordinaten eine bestimmte Fläche im 
Raume bilden, deren normale Projektion auf die xy-Ebene die 
Fläche P ist. Es soll das Volumen des cylindrischen Körpers be­

stimmtwerden, dessen Basis die Fläche P 
und dessen Seitenfläche der Cylinder- 
mantel mit den Erzeugenden z längs 
der Randkurve* dieser Basis ist, und 
der endlich von der Fläche z = f(x, y) 

Ją begrenzt ist. Wir zerlegen die ebene 
/ 1 Fläche P nach irgend welchem Gesetze 
Q in Elemente, welche zuletzt nach jeder 

Längsrichtung unendlich klein werden. 
Diese Zerlegung kann vermittelst zweier 
Kurvensysteme ausgeführt werden, von 
denen jedes von einem variabelen Para­

meter abhängt. Zwei benachbarte Kurven MN und M1Nl des 
einen Systèmes bestimmen mit zwei benachbarten Kurven P Q 
und Pl des andern ein krummliniges Viereck APB1A1 = AP, 
welches solch ein Element bildet. Die verschiedenen Elemente AP 
sind im allgemeinen auch der Grösse nach verschieden. In der 
Nähe der Randkurve der Fläche P werden diese Elemente AP 
durch Bögen der Randkurve teilweise begrenzt.

Zu jedem Punkte im Innern oder an der Begrenzung des 
Flächenelementes AP gehören Ordinatenwerte z. Das Maximum 
derselben sei jedesmal mit G, das Minimum mit g bezeichnet.

Fig. IS.

N

%
p

A, 4
/K

* Indem von einer Randkurve die Rede ist, setzt man voraus, dass 
die Begrenzungspunkte der ebenen Fläche so geartet sind, dass sie sich 
in ein ebenes Gebiet einschliessen lassen, dessen Grösse beliebig klein ist. 
Dasselbe gilt auch von den Kurven, mittelst deren die Fläche P zerlegt wird.
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Bildet man den Cylinder mit der Basis AP und der Höhe Gr, 
und betrachtet man die Summe aller dieser Cylindervolumina, die 
zu den verschiedenen Elementen AP gehören, so erhält man einen 
aus Cylindern zusammengesetzten Körper, welcher den gegebenen in 
sich enthält und dessen Volumen also grösser ist als das gesuchte. 
Bildet man dagegen die Summe der Cylinder mit der Basis AP 
und der Höhe g, so erhält man einen Körper, der ganz in dem 
gegebenen enthalten ist und dessen Volumen also kleiner ist als 
das gesuchte. Es besteht sonach die Ungleichung 

SGAP> V>SgAP.
Das Volumen V ist demnach eine durch diesen Grenzprozess 

bestimmbare Grösse (§ 572, Zusatz), wenn die Grössen SG AP und 
SgAP nach dem nämlichen Grenzwerte konvergieren, falls man 
die Elächenelemente AP durch neue Kurven in immer kleinere 
Teile zerlegt, von denen jeder zuletzt beliebig klein wird; denn 
jede dieser Summe konvergiert bei diesem Prozesse sicherlich nach 
einer bestimmten Grenze. [Vergleiche hierzu, wie überhaupt für 
das folgende, die ganz analogen, für Funktionen einer Variabelen 
geltenden Sätze, die zur Definition des einfachen bestimmten Inte­
grales führen (§ 458).]

Die notwendige und hinreichende Bedingung hierfür ist, dass 
lim S(G — <7) A P = 0

wird. Ist dieselbe erfüllt, so konvergiert auch
lim Sz AP

nach derselben Grenze, wenn man unter z ii'gend einen der Werte 
versteht, der zwischen dem grössten und dem kleinsten Werte ge­
legen ist, welcher den Ordinaten z im Innern oder an der Be­
grenzung des Flächenelementes zukommt. Mithin lautet der Satz:

Ist für die Punkte im Innern und am Bande einer in der 
xy -Ebene gelegenen, von einer beliebigen Kurve begrenzten Fläche P 
eine Funktion z = f(x,y) gegeben, und zerlegt man die ebene 
Fläche in Elemente AP, so konvergiert die Summe

Sz AP,
in welcher z jedesmal irgend einen der Werte bezeichnet, die inner­
halb der Werte gelegen sind, welche f(x,y) im Innern oder am 
Bande von AP erhält, bei fortgesetzter Teilung der Elemente 
dann und nur dann nach einer bestimmten Grenze, falls die 
Schwankungen D der Funktion, d. h. der Unterschied ihres grössten 
und kleinsten Wertes im Elemente AP, so geartet sind, dass 

limS DAP
bei diesem Prozesse nach nidl konvergiert. Der von der Fläche 
z = f (x, y) begrenzte, cylindrische Körper besitzt in diesem Falle 
ein Volumen, dessen Grösse gleich dem Grenzwerte von SzAV ist.
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Bevor wir auf den Inhalt und die Folgerungen dieses Satzes 
eingehen, müssen wir uns die Frage vorlegen, ob, falls ED AP 
schliesslich null wird, irgend eine andere Teilung des Gebietes P 
in Flächenelemente A'P, die ihrerseits wiederum beliebig zerteilt 
werden, ebenfalls zu einer bestimmten Grenze für Ä A'P führt, 
und ob dieser Grenzwert dann auch der nämliche wie vorhin ist.

Es sei die Teilung in die Elemente AP so weit getrieben, 
dass die Grössen EG AP und Eg AP nur noch um eine beliebig 
klein fixierte Grösse s differieren; die dazu erforderliche Anzahl 
der Elemente sei n. Eine zweite Zerlegung der Fläche P in Ele­
mente A'P sei vollzogen, so dass jedes der Elemente A'P kleiner 
ist als das kleinste unter den Elementen AP. G' und g' seien 
die Maximal- und Minimalwerte, welche zu einem Elemente A'P 
gehören. Es soll gezeigt werden, dass die Summen EG'A'P und 
Eg'A'P einerlei Grenzen haben. Die Flächenelemente der zweiten 
Teilung werden zum Teil ganz innerhalb der Elemente AP liegen, 
zum Teil werden sie die Begrenzungen derselben überschneiden. 
Jedes Element der zweiten Teilung, welches ganz innerhalb eines 
Elementes AP gelegen ist, soll mit A\P bezeichnet werden, jedes 
Element dagegen, welches die Begrenzungen überschneidet, mit 
A'2P. Es ist alsdann
EG'A'P = EG'A\P+ EG'A’2P, 2^'A'P = ^'A^P-f Eg'A'2P.

Um den Einfluss der Flächenelemente A’2P in diesen Summen 
zu fixieren, verfahren wir nun folgendermassen. Wir denken uns in 
jedem Flächenelemente AP ein kleineres ausgeschnitten, indem wir 
etwa im Innern des Elementes Kurven zeichnen, welche zu den 
Randkurven des Elementes parallel sind und die beliebig klein 
fixierte Entfernung ô haben. Es entstehen alsdann zu beiden Seiten 
einer Randkurve Flächenstreifen von der Breite 2d, und die Summe 
aller dieser Flächenstreifen ist eine Grösse P, welche mit ô be­
liebig klein wird, weil in jedem der n-Elemente AP der Unter­
schied zwischen AP und dem inneren kleineren Elemente mit 6 
beliebig klein wird. Wir können nun weiter annehmen, dass die 
Elemente AfP bereits so klein gewählt sind, dass ihre Ausdehnung 
nach jeder Richtung hin kleiner ist als ö. Alsdann folgt, dass 
die Summe der Grössen A'2P jedenfalls nicht grösser sein kann 
als P; denn wenn solch ein Element eine der Randkurven von AP 
überschreitet, so muss es ganz innerhalb des Flächenstreifens P 
gelegen sein. Demnach folgt aus der Gleichung

2{G'~ i) A'P = Z(G’ - </) A\P + 2(G< - g') A',P,

wenn man mit G0 — g0 die grösste Schwankung in allen Elementen 
A'2P bezeichnet:

2(G'-g')A'P-Z(G'-(i')A'1P+[<s (G0- g„)F],



Die Summe 2(G'—g') A\P ist aber jedenfalls nicht grösser 
als 2{G — g) AP, denn die grösste Schwankung der Elemente A\P, 
welche ganz in einem Elemente AP eingeschlossen liegen, ist nie 
grösser als G — g. Mithin ist:

2(G’ - i) A’P ^ 2{G - g) AP + (ff„ - g„) F.
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Da das erste Glied der rechten Seite kleiner als eine 
beliebig kleine Grösse s gemacht werden kann, und da ferner F 
durch Wahl von ö beliebig klein wird, während G0—g0 endlich 
bleibt, so erkennt man, dass lim 2(G' — g') A'P gleich null wird, 
dass also auch die zweite Flächenteilung zu einem bestimmten 
Grenzwert führen muss.

Es ist nun noch zu zeigen, dass dieser Grenzwert derselbe 
ist, wie bei der ersten Teilung, und dies gelingt, indem man die 
Teilungen AP und A'P gleichzeitig betrachtet. Jede derselben 
sei soweit getrieben, dass sie von ihrem Grenzwerte S resp. S' 
um weniger als die beliebig kleine Grösse s abweicht. Indem 
man nun gleichzeitig die Teilungen AP und A'P ins Auge fasst, 
entsteht durch ihre Vereinigung eine neue Zerlegung der ebenen 
Fläche in Elemente A,;P, und diese neue Zerlegung kann sowohl 
als eine Fortsetzung der ersten betrachtet werden, indem die Ele­
mente AP in kleinere zerlegt sind, als auch der zweiten. Mithin 
wird

2z&"P = S±(<s) = S'±(< s),

also können S und S' höchstens um die beliebig kleine Grösse 2 s 
differieren, d. h. sie sind einander gleich.

Der von der Art der Teilung der Fläche P in Elemente 
AP unter der Bedingung lim AD AP = 0 ganz unabhängige 
Grenzwert der Summe 2z AP = Af (x, y) AP heisst das über 
die Fläche P ausgedehnte Flächen- oder Doppelintegral der Funk­
tion f (x, y), und wird, da es sich hierbei um eine Summation 
nach zwei Dimensionen hin handelt, mit

fj f (x, y) dP oder ff (x, y) d P

bezeichnet. Es ist also:

/f f(x, y) dP =/f (x, y) dP - lim ZI(x, y) AP.

Die oben aufgestellte, notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Existenz eines bestimmten Wertes für das Flächenintegral 
ist erfüllt:

Erstens, wenn f(x, y) eine im ganzen Gebiete P, einschliess­
lich seiner Begrenzung, stetige Funktion ist; denn solch eine
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Funktion ist immer auch zugleich gleichmässig stetig; man kann 
daher eine Grösse ö fixieren, sodass für alle Flächenelemente AP, 
wenn sie kleiner sind als d, die Schwankungen Gr — g kleiner 
bleiben als eine beliebig kleine Grösse s. Es wird also

S(G - g)AP < sP
und konvergiert mit s nach null.

Zweitens, wenn f(x,y) zwar für das ganze Gebiet P endlich 
ist, aber in einzelnen Punkten oder in einzelnen Linien unstetig 
oder unbestimmt (zwischen endlichen Grenzen) wird, oder auch 
unendlich viele Maxima und Minima mit endlichen Schwankungen 
erleidet; denn man kann alsdann diese besonderen Stellen in 
Flächenelemente einsehliessen, deren Grösse in Summa beliebig 
klein wird.

Brittens, wie ich nur der Vollständigkeit halber anführen 
will, wenn f(x, y) in unendlich vielen Linien unstetig oder un­
bestimmt wird oder unendlich oft oscilliert, wenn aber die Summe 
der Flächenelemente, in denen die Schwankungen Gr—g grösser als 
eine beliebig kleine Zahl 6 sind, beliebig klein gemacht werden kann.

Für das geometrische Problem der VolumbeStimmung beliebig 
begrenzter Körper ist der erste Fall der gewöhnliche und darum 
der wichtigste. Er sagt aus:

Jeder cylindrische Körper, dessen Basis eine bestimmte ebene 
Fläche von der Grösse P bildet, und der oberhalb dieser Basis, 
durch eine stetige Fläche z = f(x,y) begrenzt ist, welche durch 
die Ordinaten z eindeutig auf die Fläche P bezogen ist, besitzt ein 
bestimmtes Volumen. Bie Grösse desselben ist:

V=//f(S,y)dP,

wenn die Erzeugenden z normal zur xy-Ebene stehen, und gleich

V-.Sina//f(X,y)dp,

wenn sie den Neigungswinkel a mit dieser Ebene bilden.

582. Ein Flächen- oder Boppelintegral wird berechnet, indem 
man dasselbe auf ein zweifaches Integral zurückführt, das heisst 
auf zwei successive einfache Integrationen. Wir nehmen an, dass 
die Elemente AP durch das System von Geraden bestimmt sind, 
welche der æ-Axe parallel sind, und ferner durch das Geraden­
system parallel zur y- 4xe. Es wird dann

AP = Ax A y,
mit Ausnahme derjenigen Flächenelemente, welche an der Rand­
kurve von P liegen. Indem wir nur diejenigen Rechtecke ins
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Auge fassen, welche vollständig innerhalb der ebenen Fläche P 
liegen und mit diesen die Summe

8 = 2 f(x, y) Ax Ay

bilden, muss der Grenzwert derselben gleich dem Grenzwerte

7= \\m2f{x,y)AP

werden, weil der Unterschied der Fläche P und der ihr ein­
geschriebenen Rechtecke Ax Ay beliebig klein gemacht werden 
kann.

Die Summe S kann nun auf zweierlei Weisen summiert
werden: Entweder, indem man zunächst alle die Rechtecke addiert, 
die zu demselben Werte von x gehören, d. h. also alle die prisma­
tischen Körper, deren Grundflächen in Summa einen zur y-Axe 
parallelen rechtwinkligen Streifen bilden, und nachdem dieses ge­
schehen, alle diese Prismen addiert; wir drücken dies ans durch 
die Gleichung:

S = 2Ax2f(x,y)Ay,

oder, indem man erst alle prismatischen Körper vereinigt, welche 
zu demselben Werte von y gehören, deren Basis also zusammen 
einen zur x-Axe parallelen Streifen bildet, und alsdann diese 
summiert; also:

S = 2 A y 2 f(x, y) Ax.

In beiden Fällen ist dann schliesslich der Grenzwert für ver­
schwindende Werte von Ax und Ay zu bilden. Wir betrachten 
zuvörderst den ei'sten Prozess. Nennen wir wie früher G und g 
jedesmal den Maximal- und Minimalwert der Funktion f(x, y) im 
Innern oder am Rande eines Elementes Ax A y, so ist:

2g Ay < 2f(x, y) Ay <2GAy.

Diese Relation bleibt bestehen, wenn wir im mittleren Gliede 
die Grösse Ay beliebig verkleinern, dagegen in den beiden äusseren 
den Wert Ay und dementsprechend die Werte g und G bei­
behalten. Der Grenzwert, welchem sich 2f(x,y)Ay bei be­
liebiger Verkleinerung von Ay nähert, mag derselbe ein bestimmter 
sein oder nicht, werde mit

/Y0> V) dy

bezeichnet; er liegt jedenfalls zwischen den einmal fixierten Grenzen. 
Es ist also:

2 g Ay <ff(x, y) dy <,2GAy.
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Wenn wir annehmen, dass die Begrenzung der Fläche P 
durch die Parallelen zur y-Axe immer nur in zwei Punkten

m0 und M geschnitten wird, 
und man bezeichnet mit y'Q 
und Y' die grösste unter den 
Ordinaten Pm0 und die kleinste 
unter den Ordinaten PM im 
Intervalle von x bis x -f- Ax, 
so ist dieses Integral hei 
einem bestimmten Werte von 
x = OP zwischen den Grenzen 
y'0 und Y' zu bilden; diese 
Grenzen sind Funktionen von x. 
Es ist also: 

y
Zg&y y)dy < ZG A y.

y' o
Daraus folgt, dass der absolute Wert der Differenz

Y'

Zf(x, y)^V ~~ f /*(#> y) dy nicht grösser ist als Z(G — g) A y.
9 ry o

Mithin ist auch

Fig. 19.
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ö) P p' i)>0 / 7" æ
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M

Y'
ZAxZf(x, y) A y — ZAxff(x, y) dy

y’ onicht grösser als

ZAxZ{G — g) Ay = ZZ(G — g) Ax Ay.
Diese Grenze aber, die Produktsumme der Schwankungen, kann 

der Voraussetzung nach kleiner gemacht werden als eine beliebig 
kleine Grösse £; also ist

Y'

ZAxZf(x, y) Ay — ZAxj f(x, y) dy < s
y'»

Y'oder
S — Z Ax Jf(x, y) dy < s

y'o

wenn Ax und Ay hinreichend klein fixiert sind. Lässt man nun 
Ax und Ay nach null konvergieren, sodass S seinem Grenzwerte 
zustrebt, so konvergiert auch e nach null, und folglich muss auch

y'

jf(x, y) dyZ Ax

einen bestimmten Grenzwert und zwar denselben haben. Dieser 
Grenzwert lässt sich aber folgendermassen fixieren. Wir bezeichnen



mit y0 und Y die Werte der Ordinate y, welche zu der Rand­
kurve der ebenen Fläche P hei dem Abscissenwerte x gehören, 
ferner mit die grösste Schwankung der Ordinaten yQ im Inter­
valle von x bis x + Ax, ebenso mit ö2 die grösste Schwankung 
der Ordinaten Y in demselben Intervalle, endlich mit F den 
grössten Wert der Funktion f(oc, y) innerhalb des ebenen von der 
Kurve der Fläche P begrenzten Streifens von x bis x + Ax, so 
ist der Unterschied zwischen
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Y' Y

f f(x, y) dy und f f(x, y) dy
y'o Vo

jedenfalls nicht grösser als der Wert F{ö1-\- d2) ; also der Unter­
schied zwischen

Y' Y
ZA xff(x,y)dy und ZAxjf{x,y)dy

y'o Vo

jedenfalls nicht grösser als Z Ax F ä2). Nennt man nun F0 
den grössten Wert, welchen die Funktion f(x,y) im Innern oder 
an den Grenzen des Gebietes P überhaupt annimmt, so ist diese 
Summe kleiner als F0 Z Ax (dx -f- ö2). Nun muss aber Z Ax (ô1 + d2) 
bei beliebig abnehmenden Werten von Ax nach 0 konvergieren, 
weil die Rechtecke, welche die Begrenzungskurve einschliessen, 
nach dem Summenwerte null konvergieren; also ist

Y Y

= lim Z Ax Jf{x, y) dy =Jdx f f(x, y) dy.lim 8
y0 y o

Das Integral nach x bezieht sich auf alle Werte, welche die 
Abscisse x für die Punkte des ebenen Gebietes annehmen kann; 
wenn also xQ und X die Abscissen sind, welche zu den Ordinaten 
yco, vifj gehören, durch welche die Randkurve der Fläche P be­
grenzt wird, so ist

X Y

— lim S = f dxjf(x, y) dy.V
X0 Vo

Es ist nun leicht einzusehen, dass die analogen Gleichungen 
gelten, wenn man die Summation der Elemente von S in der 
anderen Reihenfolge vollzieht, also

S = Z Ay Zf(x, y) Ax

setzt, und nun zuerst Ax, sodann Ay nach 0 konvergieren lässt. 
Man erhält auf diese Weise, falls wiederum eine einfache Kontour 
vorliegt, die von den Parallelen zur x-Axe höchstens in zwei 
Punkten geschnitten wird:
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Y' X'
V == lim S =fdyff(x, y) dx-,

y o X o

die Bedeutung der Grenzen ist aber hier eine durchaus andere 
wie vorhin; x\ und X' sind Funktionen von y und bedeuten die 
beiden Abscissenwerte der Punkte, in denen die im Abstande y 
zur Æ-Axe parallele Gerade die Randkurve von P schneidet, 
während y'0 und Y' konstante Werte sind, und die beiden äussersten 
Werte von y bezeichnen, welche die Punkte des Gebietes P be­
sitzen.

Sonach ist bewiesen:
Der Wert des Doppelintegrales lim Z f (x, y) A P = f pf (x, y) d P 

kann durch zwei successive Integrationen
X Y Y' X'

fff(x, y) dP =/dx/f(x> y) dy =/dy/f(x> y)d X

y'o *'o*0 7o

berechnet werden, wenn die Bandkurve des ebenen Gebietes P so 
beschaffen ist, dass sie von den Parallelen zur x-Axe und von 
denen zur j-Axe immer nur in zwei Punkten geschnitten wird. 
Die Grenzen in diesen beiden zweifachen Integralen sind ver­
schieden und durch die Koordinaten der Begrenzungskurve von P 
bestimmt.

Wenn die Fläche P ein Rechteck ist, dessen Seiten der x • 
und der y-Axe parallel laufen, und es erstreckt sich die eine 
Seite von x0 bis X, die andere von y0 bis Y, so wird:

y' = r, x\ = »0, x' = x,y o = y0i
folglich:

X Y Y X

SSf{x, y) dP =/dxjf(x, y) dy =-fdyJ f(x, y) dx.
X0 ’Jo x0Vo

Hieraus ergiebt sich der im § 481 unter einer engeren Be­
dingung bewiesene Satz:

Wenn die Funktion f(x, y) innerhalb der konstanten Grenzen 
x0 und X, y0 und Y die Bedingung der doppelten Integrierbar­
keit erfüllt (§ 581), so ist der Wert dieses Doppelintegrales gleich 
dem Werte, welcher sich durch successive Integration nach x und 
nach y ergiebt; die Reihenfolge, in welcher diese beiden Inte­
grationen ausgeführt werden, ist ohne Einfluss auf das Resultat.

583. Bestimmung des gesamten Volumens eines Körpers. 
Es sei der Körper von allen Seiten von einer krummen Fläche 
eingeschlossen, und das Koordinatensystem sei so gelegt, dass 
die xy-Ebene den Körper nicht durchschneidet. Wir nehmen



Kubatur und Flächenmessung. Vielfache Integrale. 287

ferner an, dass die zur z-Axe parallelen Geraden die Ober­
fläche des Körpers in nicht mehr als zwei Punkten durch- 
schneiden; denn die Fälle, in denen die Oberfläche auch in 
mehr als zwei Punkten, jedoch immer noch in einer endlichen 
Anzahl, von diesen Geraden durchschnitten wird, lassen sich 
durch Zerlegung des Körpers in mehrere Teile auf diesen ein­
facheren zurückführen. Bestimmt man alsdann den Cylinder, 
dessen Erzeugenden der z-Axe parallel sind und welcher die 
Oberfläche des gegebenen Körpers berührt, so ist die Basis 
desselben auf der xy-Ebene die Fläche P. Zu jedem Punkte 
im Innern von P gehören zwei Ordinatenwerte z0 und Z, be­
stimmt durch die Punkte, in denen diese Geraden in den 
Körper ein- und austreten. Das Volumen des Körpers wird 
alsdann:

ff Z dx dy — ff z0 dx dy = f f [Z — zQ) dx dy, 
oder nach der eben bewiesenen Formel gleich

x Y Y' X'

j dx J (Z — z0) dy = f dy f (Z — zQ) dx.
V o x'aX0 Vo

Die Ordinaten z0 und Z sind durch die Gleichung der 
Oberfläche des Körpers

F(x, y,e) = 0
bestimmt. Die Punkte dieser Fläche, in denen die Tangenten­
ebene parallel zur z-Axe ist, genügen der Gleichung:

dF(x,y,z) _ 
dz ’

und die Elimination von z zwischen diesen beiden Gleichungen 
giebt die Gleichung

fix, y) = 0
der Randkurve von P. Aus dieser Gleichung hat man bei 
jedem Werte von x die Werte y0 und Y zu bestimmen. Die 
Grenzen x0 und X der schliesslichen Integration nach x sind 
diejenigen Werte, welche zu den beiden Flächenpunkten ge­
hören, in denen die Tangentenebene parallel zur yz-Ebene 
ist; für diese Punkte erhält man also die drei Gleichungen:

dFdFF(x:y,z) = 0 dy= 0,dz



584. Die Flächenelemente AP seien bestimmt durch ein 
System von konzentrischen Kreisen, deren Mittelpunkt der 
Koordinatenanfangspunkt ist, und durch die Radien, welche 
von diesem Punkte ausgehen. Sind p und p -f Ap zunächst 
die Radien zweier aufeinander folgender Kreise, co und co + Ata 
die Winkel, welche zu zwei auf einander folgenden Radien 
gehören, so ist:

12 [(p + Ap)2— p2] Ao = p Ap Aw + Ap2 AojAP =
und

F= lim 2J(Z — 0O)

Genau dieselben Überlegungen wie bei der Flächenteilung 
in Rechtecke führen auch hier zu der Erkenntnis, dass es ge­
stattet ist, den Grenzprozess so auszuführen, dass man zuerst 
eine der Grössen Ap oder Ara nach null konvergieren lässt, 
und sodann die andere, wofern nur die Funktion Z — z0 die 
Bedingung der doppelten Integrierbarkeit erfüllt, also etwa 
eine stetige Funktion der Yariabelen p und co ist. Wir be­
ginnen nun damit, die Grenze der Elemente zu bilden, indem 
zunächst co und A co als konstant angesehen werden. Liegt

Fig. 20.

X Fig. 21.

z

0 xF
K xM Mr/ ■ ry

y,V

der Anfangspunkt des Koordinatensystemes ausserhalb der 
Fläche P, und schneiden die Radien, welche von ihm aus­
gehen, die Begrenzungskurve nur in zwei Punkten, so wird

R

lim 2J {Z — p’A p = f (Z — £0) p dç 5

s'o
wenn man mit p0 und R die beiden Radien bezeichnet, welche 
zum Winkel a gehören. Nenut man ferner M den grössten

Fünftes Kapitel. §§ 584 und 585.288
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Wert, welchen die Funktion Z — z0 im Innern oder am Rande 
des Gebietes P erhält, so ist:

£(Z — z0) Ap2< JtfJEAp2, also lim £{Z-z0) Ap2 < M lim Ap lim £ Ao
d. h. kleiner als M(R — p0) lim Ap. Da dieser Ausdruck ver­
schwindet, wenn Ap beliebig klein wird, so liefert dieses 
zweite Glied der obigen Summe für den Grenzwert keinen 
Beitrag. Est ist also:
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R
V = lim £ A co f (Z — z0) p d p.

Co
Schliesslich ist noch die Grenze zu bestimmen, nach 

welcher dieser Ausdruck konvergiert, wenn œ von co0 bis ü 
variiert, die zu den beiden Radien Oy und Ov gehören, 
welche die Fläche P einschliessen. Man erhält so:

S2 R
V=j dco f(Z — z0) p dç.

(X)0 Qq

Liegt der Koordinatenanfangspunkt im Innern der Fläche 
P, so ist die erste Integration von 0 bis zu dem Werte R aus­
zuführen, welcher bei jedem einzelnen Werte von co der Rand­
kurve von P angehört, und die zweite Integration von 0 bis 
2jt; also ist:

2 n R
V — f dco f (Z — z0) p rfp. 

Ô 0
585. Erstes Beispiel. Als erstes Beispiel dieser allge­

meinen Theorie betrachten wir die Aufgabe, welche schon im 
§ 575 gelöst wurde. Es handelt sich hierbei um das Volumen 
F, welches zwischen den Flächen liegt, deren Gleichungen

x + y + z = a z = 0az = xy
sind. Die Fläche P ist hier das rechtwinklige Dreieck, welches 
von der x-Axe, der y-Axe und der Geraden x + y = a be­
grenzt wird. Man erhält sonach, wenn man die Integration 
nach y zuerst ausführt:

Y = a — x, x0 = 0 
Die Ordinate zQ ist null, das ist der Wert, der durch 

die dritte der obigen Flächengleichungen geliefert wird. Die 
beiden anderen geben

Serret, Differential- und Integral-Rechnung. II. Bd.

2/o=0> X = a.

i'j
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xy z = a — x — y,

und der kleinere dieser beiden Werte muss jedesmal für Z 
gewählt werden in der Gleichung:

z = —-)a

a a — x

V=J dxjz dy.
o o

Also hat man Z = — j solange a

^ < a — x —- y oder y < 

dagegen Z = a — x — y, solange

> a — x■ — y oder y >

a (a — x)
a + x

a (a — x)xy
a -j- xa

Folglich ist:
a {a — x) 

a-\-x a — xa — x

CZ dy = Ç ^~dy+ Ç{a-x

0 0 a (a — x)

a-\-x

- y) dy

1 ax{a — xf 1 x2 (a — x)2 1 x (a - x)
2 a + x ’2 {a + x) - 2 (a + x)

-if
o

x (a — x)2
Cl -\- X

und dx

Man sieht, dass das Volumen V aus zwei Teilen besteht, 
von denen der eine durch das gegebene Paraboloid, der andere 
von der gegebenen Ebene begrenzt ist.

586. Zweites Beispiel. Gegeben ist in rechtwinkligen Koor-
( RA2 R2dinaten der Cylinder, dessen Gleichung y2 -f ( x —^ J = ist;

es soll das Volumen bestimmt werden desjenigen Teiles vom 
Cylinder, welcher zwischen der xy-Ebene und der Kugel: 
x2 + y2 + z2 = R2 enthalten ist

Führt man Polarkoordinaten q und a an Stelle von x 
und y ein, so erhält die Kugel die Gleichung: z2 == R2 — q 
und die Basis des Cylinders die Gleichung: q = R cos co. Der

2 J



Ausdruck für das gesuchte Volumen wird also, indem man 
zunächst die Hälfte betrachtet und diese verdoppelt:

71

2 ßcoscu
2J'dco Çyw~Q* 

0 0
- Q2QdQ‘,

das Integral J ]/jR2 — q2 q dg ist gleich — (R?— p2)"2 + const
also ist:

V=

5
7t

Y
R3 f(l — sin3 co) d co = R5

0

— sin co+ sin cocos2co) dco.V—
o

Dieses Integral ist gleich ^co + cos co — cos3 co + const^,

V^^7tR3-~R3. 
o y

2Der Überschuss der Halbkugel -^nR3 über das Volumen
2 V des in derselben enthaltenen Cylinderteiles ist also gleich

— R3 9

also ist:

Anwendung der Theorie des Doppelintegrales 
auf verschiedene Probleme.

587. Die Betrachtung der Volumina, welche durch Doppel­
integrale gemessen werden, lässt sich mit Vorteil bei der 
Lösung verschiedener Fragen anwenden; ein Beispiel dieser 
Art haben wir im § 582 erkannt, wo wir zu einem neuen 
und sehr einfachen Beweise für die Regel der Integration 
unter dem Integralzeichen gelangten, und zwar unter weit 
allgemeineren Voraussetzungen als früher. Wir wollen hier 
noch zwei andere Beispiele betrachten.

Als erstes wählen wir das Verfahren, welches Poisson 
(und ebenso Gauss) zur Bestimmung des Integrales

+00
J e~x* dx

— co

benutzte, das wir im § 497 behandelt haben, und das nichts 

anderes ist als das Eulersche Integral

19*
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Die Fläche z = e~w+v*') überdeckt die gesamte xy- Ebene, 
und das Volumen, welches sie zusammen mit dieser unend­
lichen Ebene einschliesst, ist durch das Doppelintegral

+ » +»
J f <.-0r2+y2) dx dy
- QO - 00

zu bestimmen.

Wir bemerken hierbei, dass ein über die unendliche xy-Ebene 
auszudehnendes Doppelintegral zu definieren ist als der Grenzwert, 
welchen das Integral

/ff(x> y)dP

annimmt, wenn man dasselbe zunächst für eine beliebig grosse 
Fläche P bildet, und alsdann die Begrenzung dieser Fläche be­
liebig erweitert, so dass die Fläche P nach der allseitig un­
begrenzten Ebene konvergiert. Ein bestimmter, von der Art der 
Begrenzung der Fläche P und ihrer Erweiterung völlig unabhän­
giger Grenzwert ergiebt sich dann und nur dann, wenn erstlich 
die Funktion f(x, y) in jedem noch so grossen endlichen Gebiete 
der Bedingung der doppelten Integrierbarkeit genügt, und wenn 
zu jeder noch so kleinen Zahl ö eine Begrenzung von P fixiert 
werden kann, dass für jede weitere beliebig geartete Vergrösserung 
des Gebietes P die Wertänderung des Doppelintegrales kleiner 
bleibt als d.

Eine hinreichende Bedingung dafür ist die folgende:
Sind die absoluten Werte der integrierbaren Funktion bei 

beliebig wachsenden Werten von x und y stets kleiner als das

Produkt —i wobei q = ]/x2-j- y2 und a grösser als 2 ist, so ist das

Doppelintegral endlich und von der Art des Überganges zum un­
endlichen Bereich ganz unabhängig. Denn für jeden Kreisring, 
dessen innerer Radius gleich oder grösser ist als sowie für 
jedes in demselben enthaltene ebene Gebiet, wird der Wert des 
Doppelintegrales kleiner als:

2 7t

2n CC 1 1
dco - 2 Lp,““2 — 2J 9ao Qi

und dieser Ausdruck, in welchem > p1 ist, wird durch Wahl 
von
erfüllt diese Bedingung.

p1 beliebig klein, wenn « > 2 ist. Die Funktion z =
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Sobald das Doppelintegral, ausgedehnt über einen unendlichen 
Bereich, einen bestimmten, von der Art der Begrenzung unabhän­
gigen Grenzwert hat, kann derselbe auch durch successive Inte­
gration nach x und y ermittelt werden. Denn wählt man als Be­
grenzung ein Rechteck von — :r0 bis -f ä’0 und von — y0 bis -f- «/0> 
so ist für dieses

+ xo + I/o

ff fix, y) dP=fdxf f(x, y) dy.
— Xu — Vo

Lässt man nun zunächst — x0 nach — co und -f x0 nach -f co 
konvergieren, so wird für dieses unendliche Gebiet das Doppel­
integral gleich:

+ *> +'Ju

fdx f f{x, y) dy.
— co — Vo

Geht nun auch y0 in den Wert co über, so muss der Voraus­
setzung nach auch dieser Ausdruck einem bestimmten Grenzwerte 
zustreben, und zwar wird derselbe gleich:

-(- co -(- co

fdxff'(x, y) dy,
---- CO ----- CO

weil bei beliebig wachsenden Werten von y0 das Doppelintegral in 
allen unendlichen parallelen Streifen beliebig klein wird, weil also

+ *> V 0
fdxf f{x, y) dy
— œ y0

lediglich durch Wahl von y0 beliebig klein gemacht werden kann, 
wenn y\ > y0 ist.

Das gesuchte Volumen V wird demnach gleich:
-fco -f GO

je~*'dxJe-y'äy = T2

— GO — CC

Substituiert man aber an Stelle der Koordinaten x, y die 
Polarkoordinaten p, a, so wird die Gleichung der Fläche 
z ■= e~ und das Volumen bekommt den Ausdruck

2 7t 00
1

^ 2 ) “ dco I e~^ p dp.e~^ p dç da =
«V0 0



00

Integral J e~? q dg =
o

00
1Das -c'J =“ 8 *

2 ix
r2 = / dco = 71 1

0
folglich

r i

wie früher gefunden wurde.

-ę] also wird

588. Als zweites Beispiel wollen wir noch eine merk­
würdige Formel beweisen, welche Dirichlet in seinen Ab­
handlungen benutzt, nämlich die folgende:

fdx f f{x, y) dy = ßdy f f(x, y) dy\
0 0 Oy

fix) y) bezeichnet hier eine beliebige überall endliche Funk­
tion, welche der Bedingung der Integrierbarbeit genügt. Es 
handelt sich hier also um eine doppelte Integration, bei welcher 
die Grenzen für das Integral nach y nicht beide unabhängig 
sind von der anderen Variabelen. Zum Beweise dieser Gleich­
ung betrachte man x, y und f(x,y) als die drei rechtwinkligen 
Koordinaten einer Fläche. Alsdann sieht man gleich, dass 
jedes der beiden zweifachen Integrale das Volumen darstellt 
zwischen der genannten Fläche, der xy-Ebene und den drei 
dazu rechtwinkligen Ebenen: a? = 0, y = 0, y = x.

Di© Quadratur krummer Flächen.
589. Mit einer geraden Linie kann inan nur eine andere 

gerade Linie oder eine Summe von solchen unmittelbar vergleichen. 
Wir mussten daher auch die gebrochene gerade Linie genau de­
finieren, deren Grenze die Länge eines Kurvenbogens bestimmt. 
Analoge Betrachtungen müssen wir hier anwenden, um festzustellen, 
was wir unter der Grösse eines bestimmten Teiles einer krummen 
Fläche zu verstehen haben.

* Wir können immer annehmen, dass der Teil der krummen 
Fläche, um welchen es sich handelt, durch eine Kurve begrenzt

Fünftes Kapitel. §§ 587 bis 589.294
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ist; denn wenn eine geschlossene Oberfläche zu bestimmen ist, so 
könnte man eine beliebig kleine Kontour auf derselben sich denken, 
oder man zerlegt die Fläche in zwei oder mehrere Teile; dann 
gilt, was wir von jedem Teile sagen, natürlich auch für die ge­
samte Fläche, welche die Summe dieser Teile bildet.

Es sei nun ein Teil der krummen Fläche begrenzt durch eine 
Kontour C. Wir schreiben der Fläche eine beliebige Polyeder­
fläche ein, welche aus lauter Dreiecken besteht und durch ein 
Polygon r begrenzt ist, das schliesslich in die Kontour C über­
geht. Als Grösse der krummen Fläche definieren wir nun die 
Grenze S, nach welcher die Oberfläche des Polyeders konvergiert, 
wenn wir die Seitenflächen desselben insgesamt in ihren linearen 
Dimensionen beliebig klein werden lassen, so jedoch, dass die Winkel in 
jedem Dreiecke bestimmte, von 0 und n verschiedene Werte erlangen.*

Es ist zu zeigen, unter welchen Bedingungen die Grenze S 
existiert und unabhängig ist von dem Gesetze, nach welchem die 
Seiten des eingeschriebenen Polyeders beliebig verkleinert werden.

Wir beziehen die Fläche auf drei rechtwinklige Axen und 
wählen die #«/-Ebene so, dass jeder Punkt der gegebenen Fläche 
durch normale Projektion, d. h. durch die Ordinaten z eindeutig 
bezogen ist auf die Punkte der Ebene. Desgleichen soll auch die 
Kontour C sich eindeutig auf die Ebene vermittelst der Ordinaten 
z projizieren und daselbst eine Kurve C' erzeugen, welche einen 
bestimmten ebenen Bereich von der Grösse P begrenzt. Die Ordi­
naten z sollen die Fläche weder in den Punkten der Kontour (7, 
noch im Innern derselben berühren. Nur für Flächen, für welche 
diese eindeutige Beziehung auf eine Ebene möglich ist, oder welche 
sich in Teile zerlegen lassen, die in dieser Weise eindeutig auf 
Ebenen bezogen werden können, gelten die nachfolgenden Betrach­
tungen. Diesen ebenen Bereich zerlegen wir in Dreiecke von der 
Grösse AP; in der Umgebung der Randkurve werden diese Drei­
ecke von der Kurve durchschnitten. Wir können die Betrachtung 
auf die Gesamtheit aller Dreiecke beschränken, welche ganz in das 
Innere von P fallen. Den Eckpunkten eines Dreieckes entsprechen 
drei Punkte auf der Fläche, durch welche ein Dreieck A’P be­
stimmt ist, welches eine Seitenfläche des eingeschriebenen Polyeders 
bildet. Die Grösse dieses Dreieckes ist gleich

* Auf die Notwendigkeit, den Grenzprozess für die Polyederflächen 
so einzuschränken, dass, kurz gesagt, jedes unendlich kleine Dreieck 
zuletzt in die Tangentenebene fällt, hat Herr Schwarz neuerdings 
besonders aufmerksam gemacht. Vergl. die Mitteilung in dem Cours 
de M. Dermite, pendant le 2. Sem. 1881—1882, second tirage pag.35. 
Daselbst ist an einem instruktiven Beispiele gezeigt, wie das einem 
Cylinder eingeschriebene Polyeder ohne solche Festsetzung einen be­
liebigen Grenzwert annimmt.
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A, a: A2y — A.,x A y

A2z Atx — Avz A2xB = A,xA2y - A2xA ,y

wobei

Der Kosinus des Winkels, den diese Ebene mit der #y-Ebene 
bildet, ist gleich: 1cos a — ]/l + A2 + B2'
und sonacb wird

ZA'P=syi + A2+B2 AP.
Die Quadratwurzel ist dabei immer mit dem positiven Zeichen 

zu nehmen. Die Grössen A und B aber lassen sich, wenn die 
Gleichung der Fläche

« = f 0, y)
gegeben ist, folgendermassen darstellen. Es ist

Fünftes Kapitel. § 589.296

APAP = cos a
wenn man mit a den Winkel bezeichnet, welchen die Polyeder­
fläche mit der xy- Ebene bildet. Es ist sonach die Oberfläche 
des Polyeders gleich: APZ A’P = 2 cos a
und es ist der Grenzwert zu bestimmen, welchen diese Summe 
bei beliebig kleinen Werten von AP erhält, weil, wenn die Grösse 
cos« von null verschieden bleibt, der Betrag der zu den Ele­
menten am Rande gehörigen Grössen von vornherein beliebig klein 
gemacht werden kann. Man erkennt, dass hierbei ein Flächen­
integral zu bilden ist, und es handelt sich vor allem um den 
Wert der mit AP veränderlichen Grösse cos «. Nennt man die 
Koordinaten der drei Eckpunkte von AfP bezüglich:
x,y,z\ xA-A^x, y + Axy% zArAxz\ x-\-A2x, y+A2y, z + A2z,
so wird die Gleichung der Ebene A’P, wenn |, y, £ die variabelen 
Koordinaten bedeuten (§ 253):
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Ag x A PJ
was der Abkürzung halber mit

At y
Axx'

bezeichnet werden soll. Für das folgende ist es zweckmässig, eine 
wesentliche Vereinfachung bei der Zerlegung der Fläche P in Drei­
ecke einzuführen, indem man dieselbe durch das Netz der Parallelen 
zu den Koordinatenaxen in Rechtecke teilt und diese Rechtecke 
durch ein System von parallelen Diagonalen halbiert. Bedeuten 
dann x,y die Koordinaten einer Dreiecksecke, so werden die der 
anderen x -f AXx, y und x,y Ą- A2y. Es ist sonach:

A. z

Ajjj^
A2x

A1z
Axx

A 2 Ź/ 
Ag x—; = <P$ + ^2= 9>i + %

f(x -f- A1 x,y) - f{x, y)
Aj X ’

\y = f{?,y + A2y) - y) A2y
A2x Ag y

A = <px, B = ip2.
Wir bezeichnen nun den grössten Wert, welchen die Funktion

g />
—— in dem Dreiecke AP oder an den Grenzen desselben erhält,ex

A x2
Also wird

mit 6rx, den kleinsten mit gX) ebenso den grössten und kleinsten
g

Wert von —— mit Gy und gy, so ist cpx zwischen den Grenzen Gx
cy

und gx, und i]j2 zwischen den Grenzen Gy und gy enthalten; denn 
der Differenzenquotient, gebildet bei konstanten Werten von y:

f(x -f Ax,y) - f{x,y)
Ax

ist immer zwischen den Werten enthalten, welche der Differential-
g n

quotient —— im Intervalle von x bis x + Ax besitzt. Dieser Hilfssatzdx
soll am Schlüsse des Paragraphen bewiesen werden. Demnach ist

d/(a;, y) ef(x, y)A = + £,

wobei s dem Betrage nach kleiner ist als Gx — gx und ij kleiner 
ist als Gy~ gy. Es ist also

B = + V,dx dy

!/■+(Ä+•)+(«+-)ZA'P = S AP.

Kubatur und Flächenmessung. Vielfache Integrale. 297

Ai g _ f(x + AjS»y + \y)-f(?,y + \y) x ffay + Aiy)-/’(*. y) \y
Axx'

Age f(x + A2x, y + A2y) - f(x,y + A2y) f(x,y+A2y) - f(x, y) A2y
AtyAxx Axx

< <
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Entwickelt man die Quadratwurzel, so kann man setzen

+ E ll: + v k,

() f 3 f
wobei die Grössen h und ft, von —— und —— abhängig, durchaus

O Ou O U

endlich bleiben, falls diese Grössen, sowie e und t] nicht unend­
lich werden. Demnach ist

l/i+(JD+(0AP+^+^Ąi'-SA 'P =--2

Wir führen jetzt die Bedingung ein, dass die Funktionen

im Gebiete P durchaus endlich sind und die Bedingung

der doppelten Integrierbarkeit erfüllen; ersteres besagt, was wir 
schon annahmen, dass die Tangentenebene in keinem Punkte der 
betrachteten Fläche parallel zur z-Axe wird; die zweite Bedingung 
erfordert, dass

lim^ (Gx—gx)AP=0 und lim^(Gv—gtJ) AP = 0 
wird. Mithin erkennt man, dass auch

lirais AP und lim Ab? AP

null werden, und ferner, da h und ft endlich bleiben, auch 

limAJftfAP und lim-SfttjAP.

df
cy

Folglich wird

jjlim A A’P =

und es ist der Satz bewiesen:
Ist eine begrenzte Fläche gegeben, deren Gleichung z = f(x,y) 

ist, und ist dieselbe durch die zur xy-• Ebene rechtwinkligen Koordi­
naten z eindeutig bezogen auf ein ebenes Gebiet von der Grösse P, 
so besitzt diese krumme Fläche eine bestimmte Grösse, welche, 
durch das Flächcnintegral

erstreckt, über das Gebiet P zu berechnen ist, wenn die partiellen 
Ableitungen der Funktion überall endlich sind und den Beding­
ungen der doppelten Integrierbarkeit genügen.
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Auf Grund der allgemeinen Sätze über das Doppelintegral 
kann man nun einsehen, dass der Wert des Integrales ganz un­
abhängig ist von der Art der Zerlegung der Fläche P, dass also 
insbesonders jedes aus Dreiecken zusammengesetzte Polyeder nach 
demselben Grenzwerte konvergiert, falls nur die Dreiecksebenen 
bei diesem Grenzprozesse schliesslich in die Tangentenebenen fallen. 
Man überzeugt sich hiervon am einfachsten, wenn man zuerst 
wiederum eine Teilung des Gebietes P vermittelst der Parallelen 
zu den Koordinatenaxen vollzieht, und nun jedes Rechteck dieses 
Netzes in beliebiger Weise in irgend welche Anzahl von Dreiecken 
zerlegt. Im übrigen dienen die zuerst entwickelten allgemeinen 
Formeln für A und B dazu, diese Rechnung durchzuführen.

Da die Bedingung der doppelten Integrierbarkeit insbesonders 

dann erfüllt ist, wenn
df df

stetige Funktionen der Varia-

belen x, y sind, so ist also der für die Geometrie wichtige Satz 
bewiesen, dass jede Fläche, welche in jedem Punkte eine bestimmte 
Tangentenebene hat und bei welcher sich die Tangentenebene kon­
tinuierlich in ihrer Lage ändert, auch eine bestimmte Grösse be­
sitzt, sobald sie sich eindeutig durch Parallelprojektion auf Ebenen 
beziehen lässt.

und
dx dy

Hilfssätze aus der Differentialrechnung. Der Satz, dass 
für eine stetige Funktion f{x) der Differenzenquotient

f{x -f Ax) — f(x)---------- -------------,
Ax

gebildet für einen bestimmten Wert von x und xAx immer 
zwischen den Werten gelegen ist, welche der Differentialquotient

f(x + h ) - f(x)
f'(x) ■ lim

h —0
im Intervalle von x bis x + Ax besitzt, ist für den Fall, dass 
f'(x) eine bestimmte stetige Funktion ist, als Fundamentalsatz 
gleich im § 14 und im Zusatz zu § 16 bewiesen worden. Auf 
diesen Satz braucht man sich also bloss zu beziehen, wenn man

^ /» ß /»
den obigen Beweis unter der speziellen Annahme, dass —— und ——

o cc o y
stetige Funktionen sind, erledigen will. Will man aber den Be­
weis führen, ohne irgend welche Voraussetzung darüber, ob f'(x) 
im Intervalle von x bis x -j- Ax an jeder Stelle einen bestimmten 
Wert hat und ob diese Werte sich stetig ändern, so hat man zu­
nächst den folgenden Satz zu betrachten:

h
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Wird bei einer stetigen Funktion der erste vorwärts gebildete 
Differenzenquotient in einem Intervalle überall schliesslich auch 
positiv, d. h. lässt sich an jeder Stelle eine Grenze für A x angeben, 
sodass

f (x Ax) — f (x)
Ax

bei abnehmenden Werten von Ax stets auch positiv ist, so ist die 
Funktion in diesem Intervalle eine durchaus wachsende, der Di ff 
ferenzenquotient wird also überall nur positiv.

Sind xx und x2 zwei beliebige Stellen und x2 > xx, so muss 
gezeigt werden, dass f(x2) > f(xx) ist. Betrachtet man nun den 
Verlauf der stetigen Funktion von xt bis x2, so giebt es, da die 
Funktion nicht durchaus konstant ist — denn sonst wäre die 
Differenz fix-f-Aæ)—f(x) in allen Punkten dieses Intervalles 
konstant gleich 0 — einen grössten Wert, der an den Grenzen 
oder im Innern des Intervalles an einer oder an mehreren Stellen 
erreicht wird. An der Stelle Xx kann dieses Maximum nicht liegen, 
denn alsdann wäre f(xt -f Ax) — f(x) schliesslich durchaus negativ 
(allenfalls 0), nicht aber positiv, ebensowenig im Innern des Inter­
valles, mithin gehört der Maximalwert zu der Stelle x2, und es 
ist /“(a?2) > f(xx). Aus der Umkehr dieses Satzes folgt nun:

Ist für eine stetige Funktion der mit den Endwerten eines
f(b) - f (a)

Intervalles gebildete Quotient positiv, so muss es im
b — a

Intervalle von a bis b Stellen geben, an denen der Differenzen­
quotient schliesslich nicht negativ wird, und ist der obige Quotient 
negativ, so muss es Stellen geben, an denen der Differenzen­
quotient schliesslich nicht positiv ivird.

m - mHat nun der Differenzenquotient 
so bilde man die Funktion:

den Wert K
b — a

cp (x) = f(x) — Kx.

cp (b) - cp (a)
= 0, also cp(b) = <p(a). Die stetigeAlsdann ist

b — a
Funktion ist nun im Intervalle von x — a bis x = b entweder 
durchweg konstant, dann ist q>'(x) = f'(x) — AT = 0, also f'(x) durch­
weg gleich K, oder sie nimmt im Innern des Intervalles mindestens 
einmal einen Maximalwert oder mindestens einmal einen Minimal­
wert an. Ist xt diese Maximalstelle, so liegen im Intervalle von

schliesslich nicht negativ, also

— K > 0 wird, und im Intervalle von xx bis b Punkte, an

a bis xx Punkte, an denen 

lim
Ax*f

Ax



A f — K 0 wird. Ist— nicht positiv, also lim

dagegen xx eine Minimalstelle, so liegen im ersten Intervalle 
Punkte, an denen der Differentialquotient der Funktion f(x) gleich 
oder kleiner wird als K, und im zweiten, an denen er gleich 
oder grösser wird als K. Mithin ist bewiesen:

denen lim
Ax

Hat der für die Endpunkte eines Intervalles gebildete Quo­

tient der stetigen Funktion f(x) den Wert
f(b) — f(a)

= K, so
b — a

muss es im Intervalle von a bis b Stellen geben, an denen der 
Differenzenquotient schliesslich gleich oder grösser als K wird, und 
Stellen, an denen er gleich oder Heiner als K wird.

Dieser Satz lässt sich aber noch genauer so formulieren: der 
Wert des Differenzenquotienten muss innerhalb der Gesamtheit der 
Werte liegen, welche der Differentialquotient im Intervalle besitzt.

epjxf) — cp ja) 
x1— a

stimmte positive Grösse von 0 verschieden, und

Denn ist x1 die Maximalstelle, so ist um eine be-

cp(b) — cp (aq)
um

b — aq
eine bestimmte negative Grösse. Also giebt es Stellen, an denen 
cp' (cc) um eine bestimmte positive Grösse, und Stellen, an denen 
es um eine bestimmte negative Grösse von 0 verschieden ist; 
d. h. Stellen, an denen f'(x) grösser ist als K, und Stellen, an 
denen es kleiner ist als K. Ist aq eine Minimalstelle, so folgt 
das nämliche.

590. Aus der Gleichung für die Oberfläche z = f(x, y),
nämlich

in welcher £ den Winkel bedeutet, den die Tangentialebene 
eines Flächenpunktes mit der xy-Ebene bildet, lassen sich 
noch einige Folgerungen ziehen. Es seien £0 und £t der 
grösste und der kleinste unter den Werten £, die selbst 
zwischen 0 und 90° liegen, innerhalb oder an den Grenzen 
der Kontour (7, so giebt die obige Formel:

dP

SS- p1
c/P = cos £

wenn man mit £' einen Winkel zwischen £0 und £x bezeichnet 
und mit P die ebene Fläche, welche durch die normale Pro-

cos £
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jektion von C, also durch die Kurve C begrenzt ist. Diese 
Gleichung gilt, wie klein auch die Fläche P genommen wird: 
es ist: 1

I 5cos £
nehmen wir also an, dass P sich auf ein unendlich kleines 
Element dP zusammenzieht, in welchem die Tangentenebene 
sich stetig ändert, so wird auch das entsprechende Flächen- 
element unendlich klein, und es ist:

dS dP1
2) oder dS =rj 5dP COS £ cos £'

Es ist also jeder beliebig kleine Teil der Fläche gleich 
seiner normalen Projektion auf die xy-Ebene, dividiert durch 
den Kosinus des Winkels, den die Tangentenebene des Flächen­
elementes mit der xy - Ebene einschliesst.

Die Gleichung 1) gilt auch dann noch, wenn in einigen 
oder in allen Punkten der Kontour C die Tangentenebene

df undsenkrecht zur xy-Ebene steht, also die Grössen
w 00

einzeln oder beide unendlich werden, falls man zuerst durch 
Wahl einer andern Ebene, hei welcher diese besondere Lagen­
beziehung nicht eintritt, einsehen kann, dass ein bestimmter 
Flächen wert vorhanden sein muss. Man hat alsdann ein 
Doppelintegral zu bilden, in welchem die zu integrierende 
Funktion an den Grenzen unendlich wird. Setzt man nun an 
Stelle der Kontour C eine andere innerhalb C gelegene Kurve, 
so wird für diese das ebene Gebiet P' erhalten, und es ist 
die zugehörige Flächengrösse:

dy

s'-fJ |/1+(!Q +i%) dP'.

Lässt man nun P' immer mehr in die Fläche P über­
gehen, so konvergiert S' nach einem bestimmten Grenzwerte 
S, der ganz unabhängig ist von der Art dieses Prozesses; 
also wird:

dP' (für P'=P).S = lim

Damit haben wir zugleich die Definition gewonnen für 
ein Doppelintegral, bei welchem die Funktion an den Grenzen

Fünftes Kapitel. §§ 590 bis 592.302



unendlich wird und bei welchem der sehliessliche Wert des 
Integrales ganz unabhängig ist von der Art, wie man zu 
diesen Grenzen übergeht.

591. Der Wert des Doppelintegrales
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ffY1 + (Ä)2+ ©S **-ffr+m**:
wobei dz = p dx -f qdy gesetzt ist, kann nun bestimmt 
werden, indem man an Stelle der Elemente dP, welche wir 
uns bisher als Dreiecke dachten, irgend welche andere ebene 
Flächenelemente setzt. Nehmen Wir also wiederum an, dass 
die Kontour C des ebenen Gebietes P von den Parallelen zur 
x- und zur y-Axe immer nur in zwei Punkten geschnitten 
wird, und zerlegen wir das Gebiet P durch diese Parallelen 
in Rechtecke, so wird dP=dxdy und

__ x r____ __ y x_______
3) J fyi+p2+q2dxdy = fdxf]/l+p2+q2dy=fdyf]/l + p2+q2dx

X Qy o*0 ’Jo

y0 und Y bezeichnen dann die beiden Ordinaten der Rand­
kurve, welche zu einem Abscissenwert x gehören, sie sind 
ira allgemeinen Funktionen von x, während x0 und X kon­
stante Werte bedeuten, nämlich die extremen Abscissen der 
Kurve. Dagegen sind x'0 und X' die zu einer Ordinate y ge­
hörigen Abscissen, y'0 und Y' die extremen Ordinaten der 
Randkurve.

592. Substituiert man an Stelle von x, y die Polar­
koordinaten p, 03, indem x = q cos a, y = ç sinco gesetzt wird, 
so kann man Qdpdco als Element dP wählen (§ 584). Liegt 
also der Anfangspunkt der Koordinaten ausserhalb der Kurve 
0, und schneidet jeder Radius q dieselbe höchstens in zwei 
Punkten, so erhält man:

n R
çdç

4) da cos £
Wo

p0 und li sind die Radien der Kurvenpunkte aaf C'} welche 
zu demselben Werte a gehören, G30 und Sl bezeichnen die­
jenigen Werte von oj, welche zu den diese Kurve begrenzenden 
Radien gehören. Diese Formel ist auch anwendbar auf den



Der Kosinus des Winkels £ lässt sich leicht durch die 
partiellen Ableitungen von z nach ç und co ausdrücken*, demi 
es ist:

dx — dç cos co — ç sin co da, dy = dç sin co + ç cos co dco
also:

dz = (p cos co -{- q sin ta) dç + (— p sin co -j- q cos ta) p dco, 
folglich :

de dz-r— = p cos ta -f q sin ta = — p sin ta + q cos co,■dç dco

+ y (Ê) -2

und
2<>

cos £

ç dç
cos £

Demnach ist:

7) s = dę dcc. i

wobei die Grenzen unbestimmt bleiben, um alle Fälle zu 
umfassen.

««•(£)’+©

Fall, dass die Kontour C aus zwei geschlossenen Kurven 
besteht, von denen die eine innerhalb der andern liegt. Be­
findet sich der Koordinatenanfangspunkt im Innern der kleineren 
Kurve, so wird, da die Projektion der Fläche S das ring­
förmige Gebiet zwischen den beiden geschlossenen Kurven ist:

Fünftes Kapitel. §§ 592 und 593.304

Zieht sich die innere Kurve auf den Koordinatenanfangs­
punkt zusammen, so wird p0-=0 und

2 n R

ç dç
6) dco cos £0 0

H 
I Cv

So

'o
2

o

G
qlO



Die Rotationsflächen.
593. Bei den Rotationsflächen lässt sich das Doppel- 

Integral, welches die Grösse einer Zone zwischen zwei zur 
ßotationsaxe rechtwinkligen Ebenen bestimmt, unmittelbar 
auf ein einfaches Integral zurückführen. Es sei CMD eine 
Kurve, die auf zwei rechtwinklige Axen Ox lind Oy bezogen 
ist; es soll die Fläche S der Zone bestimmt werden, die von 
dem Bogen CD bei der Rotation um die x-Axe erzeugt wird. 
Wir betrachten zunächst den Fall, 
wo die Ordinate y der Kurve be­
ständig wächst oder beständig ab- J 
nimmt, wenn man von dem einen 
Endpunkte des Bogens CD zum 
andern übergeht. Die gesuchte 
Fläche S hat alsdann zur Projektion ~q 
auf die zur Rotationsaxe senkrechte 
Ebene den konzentrischen Kreisring, welcher im Koordinaten­
anfangspunkt als Mittelpunkt mit den beiden extremen Ordi- 
naten des Bogens CA = y0, DB = Y beschrieben wird. Man 
kann hier also die Formel 5) des vorigen Paragraphen an­
wenden, indem man y an Stelle von q schreibt, und für £ 
den Winkel einsetzt, den die Tangentenebene der Fläche 
mit der zur Rotationsaxe senkrechten Ebene bildet. Es ist 
also:

Fig. 22.

A P P' B x

Y2 7t

ydy
cos £da

o Vo

Nach der Beschaffenheit der Fläche aber hängt £ nicht 
von to ab; es ist also das innere Integral von a ganz un­
abhängig und folglich:

in Y Y
r V dy

cos S
y dy = 
cos %S = da •

o Vo Vo

Da die Tangentialebene der Rotationsfläche senkrecht zur 
Ebene der Meridiankurve steht, so ist £ der Winkel, welchen 
die Tangente der Meridiankurve mit der y-Axe bildet; folglich

Serret, Differential- und Integral-Kechnung. II. Bd. 20
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ist cos £ = + wenn ds das Differential des Bogens dieser 

Kurve bedeutet. Also wird:

Fünftes Kapitel. §§ 593 bis 595.306

dy

Y

S - ± 2nJ y ds dy.dy
Vo

Das Zeichen + muss durch das Zeichen von Y — y0 er­
setzt werden. Nennt man x0 und X > x0 die Abscissen, 
welche zu den Ordinaten y0 und Y gehören, so kann man 
auch schreiben: x

S = 2 7t I y dx. J * dx
ds

Xo
Es ist leicht zu sehen, dass diese letzte Formel auch 

gilt, wenn in der Kurve CD eine Änderung der Ordinaten y 
vom Wachstum zur Abnahme und umgekehrt an einer be­
liebigen endlichen Anzahl von Stellen stattfindet. Denn als­
dann kann man die Kurve in Teile zerlegen, so dass in jedem 
Teile die Ordinaten sich in demselben Sinne nur ändern, und 
da die Gleichung für jeden dieser Teile gilt, so gilt sie auch 
für die Summe derselben.

594. Die erhaltene Formel lässt sich auch direkt ab­
leiten. Dem Bogen CD werde ein Polygon eingeschrieben, 
dessen Seiten zuletzt unendlich klein werden. Jede dieser 
Seiten MM' erzeugt bei der Rotation einen Kegelstumpf. 
Wir schreiben nun jedem Kegelstumpf ein Polyeder ein, ge­
bildet aus viereckigen Flächen, von denen zwei Seiten Sehnen 
der beiden den Kegelstumpf begrenzenden Kreise, die bei­
den anderen Erzeugende des Kegels sind. Wird jede dieser 
Flächen durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt, so 
erhalten wir eine aus Dreiecken zusammengesetzte Polyeder­
fläche, welche sowohl der gegebenen Rotationsfläche, als auch 
der aus den Kegelstumpfen bestehenden Fläche eingeschrieben 
ist. Die Seitenflächen dieses Polyeders haben stets einen 
endlichen Winkel, und sonach folgt, dass die gesuchte Fläche 
S auch gleich der Grenze ist, nach welcher die Summe der 
Kegelstumpfe konvergiert. Bezeichnen nun xy die Koordinaten



des Punktes Jf, x + Ax, y + Ay die des Punktes M\ so 
wird die von MM’ erzeugte Fläche gleich:
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2*y]/1+(^f) ^x+n^y^xY1+{^) >?jr

also ist die Summe S' der Kegelstumpfe:
S'-S2*y'j/l + (^|) Aa+ZjrAyAzj/l-f (||)

dliiWenn nun die Funktion überall endlich und inte-dx
grierbar ist, so ist leicht einzusehen, dass die zweite Summe, 
welcher man auch die Form

/-(§) • (Ax)Ax
geben kann, wenn Ax nach 0 konvergiert, ebenfalls null 
wird, denn sie ist kleiner als:

]/l + m2 £ (Axf = mit ]/l + m2 Ax (X — x0),
duwenn man mit m den Maximalwert der Funktion imdx

Intervalle von x0 bis X bezeichnet; dass dagegen der Grenz­
wert der ersten Summe gleich:

mn

xx

:Jy\/1 + ^x) ! dsÜydx = 2 7C dx2 7t
dx

X0x0

wird. Sonach ist dieselbe Formel wie oben bewiesen, und 
zwar ganz unabhängig davon, wie oft die Ordinaten y einen 
Wechsel der Zu- und Abnahme im Intervalle von x0 bis X 
erleiden, sofern nur die erzeugende Kurve eindeutig auf die 
gerade Strecke X — x0 bezogen ist und einen integrierbaren 
Differentialquotienten, also auch eine bestimmte Länge besitzt.

595. Die Fläche des Rotationsellipsoides. Es sei eine 
Zone des Rotationsellipsoides zu bestimmen.

. y2 _!
a* + -¥ ~ 1

sei die Gleichung der Ellipse, welche die Fläche bei der 
Rotation um die x-Axe erzeugt. Es wird:

x2

20*



= AT/a4-(a2_&2) J.ds
y dx

die Fläche, welche von dem Ellipsenbogen erzeugt wird, 
dessen einer Endpunkt der Scheitelpunkt auf der Halbaxe b 
ist und dessen anderer Endpunkt die Abscisse x hat, wird 
also gleich:

J ]/oi — (a2 — b2) x2 dx.
o

5= 2tc

Die Fälle a > b und a < b siijd dabei zu unterscheiden. 
Ist « > &, so entsteht das Rotationsellipsoid durch Rotation 
um die grosse Axe. Es ist:

2J y cd — (a2 — b2) x2 dx 

o
]/a4 — (a2 — b2) x2a4= x ]/a4 — (dl — b2) x2 + 

also:

arccos a2Va2- b2

nbxVa4— (a2 — b2)x2 Y a4 — (a2 — b2) x2jca2b arccosa2 a2Va2 — b2
Will man die gesamte Fläche bestimmen, so ist x = a 

zu setzen und das Resultat zu verdoppeln, also wird:
2 7t a2b

ÿa2 — b2 

yoder, wenn man b = a cos-^- setzt:

bS = 2jcb2 + arccos —a

S = 2itb2 )•
\ sin y J

Ist b — a, also 7 = 0, so wird das Ellipsoid eine Kugel 
und man erhält die bekannte Formel $ = 4jra2.

Ist a < b, so entsteht das Ellipsoid durch Rotation um 
die kleinere Axe, es ist ein abgeplattetes; der Wert von S ist:

- j ]/a4 -b (b2 — a2) x2 dx 
1/

2 n b
a2

ooder:

Fünftes Kapitel. §§ 595 und 596.308
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i,_7tbxYa4:+(b2—a2)x2 nba2 jxYb2-a2+ ]/a4-f (A2—a2)x2 
«2 + ]/b2- a2

setzt man x = a und multipliziert alsdann mit 2, so erhält 
man die ganze Fläche des Ellipsoides7 nämlich:

2nba2 nb -\-Yb2 — a2
yW^72

a2

S^27tb2 + i a
Für

b _ | (,ï+ e~t).

wird diese Formel:
rS=2nb2 1 +

Yer+e~r\
Für b — a, also y — o, reduziert sie sich auf 4?ra2, die Ober­
fläche der Kugel.

Beispiele der Quadratur krummer Flächen.
596. Erste Aufgabe: Bestimmung der Fläche eines sphä­

rischen Dreieckes. Da ein sphärisches Dreieck in zwei recht­
winklige zerlegt werden kann, indem man von der einen Ecke 
aus den grössten Kreis konstruiert, welcher senkrecht auf der 
gegenüberliegenden Seite steht, so brauchen wir bloss den Fall 
des rechtwinkligen Dreieckes zu untersuchen.

Es sei ABC das sphärische Dreieck, rechtwinklig bei A1 
welches wir auf drei rechtwinklige Axen beziehen, die durch 
den Mittelpunkt der Kugel gehen.
Zur xy- Ebene wählen wir die 
Ebene der Seite AC und lassen 
die æ-Axe durch den Scheitel­
punkt C gehen. Die Linie OA 
ist die Projektion der Seite AB 
auf die xy-Ebene, und wenn man 
vom Scheitel B die Senkrechte 
BP auf OA fällt, so projiziert 
sich der Kreisbogen BC in den y 
Ellipsenbogen CP. Es ist also 
die Fläche auf der Kugel zu bestimmen, deren ebene Pro­
jektion das krummlinige Dreieck ACP ist.

Fig. 23.

Z
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Fünftes Kapitel. §§ 596 und 597.310

Die Gleichung der Kugel ist x2 + y2 -f z2 = R2 und die 
der Seite BC # = ?/tang(7; dabei bedeutet C den Winkel des 
sphärischen Dreieckes an der gleichnamigen Ecke. Eliminiert 
man z zwischen diesen Gleichungen, so erhält man die Gleich­
ung der Ellipse, nämlich

*2 , _j/!_
cos 2 G = R2.

und hieraus folgt, wenn man x und y durch die Werte p0 cos a 
und p0sina> ersetzt:

R cos C
Qo ]/1 — sin2 C cos2 a 

Der Kosinus des Winkels, den die Tangentenebene der

Kugel mit der xy-Ebene bildet, ist oder 

das Element der sphärischen Fläche wird also

1/R2-

Rq dg da
ŸR2- p2

Die Integration nach p muss von dem Werte p0, welcher 
zur Ellipse gehört, bis zu dem Werte p = R ausgeführt werden;

die Integration nach a erstreckt sich von a =

wenn b die Länge der Seite AG ist; also ist der Ausdruck 
für die gesuchte Fläche:

0 bis a

f’ Rg dgJ yn*- oS = / da

Nun ist Co

R2 sin C sin a 
yï — sin2 (T cos2 ej

/" RgdçJ ÿW^J2
in'it‘ *

Qo
also

R2 sin C sina da 
y 1 — sin2 C cos2 a

Das unbestimmte Integral dieses Differentiales ist

SA

&
! o
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— R2 arcsin (sin C cos co) -f const;
man erhält demnach:

S = R2

Nach den Formeln der sphärischen Trigonometrie ist aber 
sin C cos -tß gleich cos JB oder auch gleich sin ~

(n + c-f)

und

folglich wird
S = R2

597. Zweite Aufgabe. Gegeben ist die Kugel in recht­
winkligen Koordinaten:

x2 + y2 + z2 = 1.
Es soll der Teil der Kugelfläche bestimmt werden, dessen 
Projektion auf die æy-Ebene das Innere der Kurve wird, die 
in Polarkoordinaten die Gleichung hat:

(1 — tang2co).

Das Element der Kugelfläche wird, da R = 1 ist:
q dç dco
vr-i;

Die gegebene Kurve ist symmetrisch in Bezug auf die 
x- und die y-Axe. Man braucht also bloss die sphärische 
Fläche zu bestimmen, welche sich auf einen dieser Quadranten 
projiziert, denjenigen, welcher zu den Werten œ von 0 bis
7t^ gehört. Der Radiusvektor der Kurve ist grösser als l für

7talle Werte von ca zwischen 0 und aber kleiner als 1 für dieb
7t 7tWerte von bis — • Mithin besteht die zu bestimmende 6 4

Fläche aus zwei Teilen, nämlich demjenigen, der sich in den
7tKreissektor mit dem Winkel -r projiziert, und demjenigen, der 

sich in das Segment der Kurve projiziert, dessen Sehne mit
7tder x-Axe den Winkel -pr bildet. Für den ersten Teil müssen b

C — arcsin fsin C cos -=r

CO iO
d



Fünftes Kapitel. §§ 597 und 598. 

die Integrationen von g = 0 bis p = 1 und von co = 0 bis
7t— ausgefübrt werden; für den zweiten muss die eine Inte-

(1 — tang2 cj) und die andere

312

« =

Vgration von p = 0 bis p =
7t , .
— DIS 03 = genommen werden. Also ist:von « =

71 71 Y -|(1 —tang2w)

g dg
T 1 4

p dgs = d 09 4- I dco
V1 - Q20 0 0

1
tang2 09 - - dû9.

71

6~Nun ist
3 dco
2 COS2 09 2 cos co dco

~2 tanS2 03 dco =
y g“ tang2 M — |/2sin>-|

Das erste Integral hat den Wert

j/ tang2 09 ----- JJ/j 11 tang 09 -f + eonst,

das zweite den Wert

Y2 l y sin 09 + "J//

| + ]/2i(l/2 + l)-l/|uy3+1/2).

sin2 09 — ^ j -(- const

und hieraus folgt:

# =

Die allgemeine Formel für die Quadratur krummer 
Flächen.

598. Wir betrachten zunächst den Fall einer ebenen 
Fläche, welche von einer Kontour G umschlossen ist, und 
nehmen an, dass die Gleichungen

CO

; CO

CO 
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tO
i

►
H
 S



Kubatur und Flächenmessung. Vielfache Integrale. 313

b u = a, v = ß
in welchen u und v zwei Funktionen der Koordinaten x und yy 
a und ß zwei variabele Parameter bedeuten, zwei Kurven- 
systeme darstellen, so dass durch jeden Punkt im Innern der 
Kontour C eine Kurve jedes Systems hindurchgeht, welche sich 
in diesem Punkte jedesmal unter einem bestimmten, von null 
verschiedenen Winkel schneiden. Jede dieser Kurven soll die 
Kontour C immer nur in zwei Punkten schneiden. Löst man 
die Gleichungen 1) nach x und y auf, so wird

2) % = f(u,ß), ?/= /i («,£)•
Man erhält dann eine Linie des ersten Systèmes, wenn 

man in diesen Gleichungen dem Parameter a einen festen 
Wert beilegt und nur ß variieren 
lässt; und ebenso eine Kurve des 
zweiten Systèmes, wenn ß einen 
festen Wert hat, während cc variiert.
Wir teilen nun wie im § 581 die 
Fläche S vermittelst der Kurven a p, 
und ß in Elemente, welche zuletzt ! 
nach jeder Richtung unendlich klein ^ 
werden. Die Fläche S wird alsdann 
die Grenze der Summe aller krumm­
linigen Vierecke ABAXB1? welche durch die Kurven bestimmt 
sind, die zu den Werten a, « + A a, ß, ß A Aß der beiden 
Parameter gehören.

Um die Fläche des Viereckes ABAXBX zu ermitteln, 
nehmen wir zuerst an, dass die Änderungen A a, Aß nicht 
unabhängig von einander sind, sondern dass ihr Verhältnis 
nach einer bestimmten Zahl konvergiert, z. B. der Einheit; 
A a und Aß sollen also von derselben Ordnung unendlich 
klein werden. Im Punkte A konstruieren wir nun die Tan­
gente der Kurve AAlf welche man durch Variation des Para­
meters a erhält. Die Entfernung jedes Punktes dieser Kurve 
von der Tangente in A ist eine Grösse, die von der zweiten 
Ordnung unendlich klein wird. Der Bogen AAX ist also 
zwischen zwei Parallelen zur Tangente enthalten, deren Ent­
fernung von zweiter Ordnung unendlich klein wird. Des-

Fig. 24.
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gleichen ist auch der Bogen BJBl zwischen zwei Parallelen 
zur Tangente in B einschliessbar, deren Entfernung auch von 
zweiter Ordnung unendlich klein wird. Ferner bemerken wir, 
dass der Winkel zwischen den Tangenten in A und B, indem 
er von der ersten Ordnung im Vergleich mit Aß unendlich 
klein wird, auch noch von erster Ordnung in Bezug auf A a 
ist. Indem man ebenso mit den Bogen AB, AXBX verfährt, 
erhält man zwei Parallelogramme, zwischen denen die Fläche 
AP des Viereckes ABAlBl enthalten ist. Die Eckpunkte der 
beiden Parallelogramme sind von den Punkten A, P, A1, P, 
nur um Grössen zweiter Ordnung entfernt: ihre Seiten diffe­
rieren deshalb von den Sehnen AAl, AB oder den Bogen 
AAt, AB nur um Grössen zweiter Ordnung. Bezeichnen 
wir also mit sx und s2 die Bogen der Kurve, gerechnet von 
zwei festen Anfangspunkten, mit i den Winkel zwischen den 
beiden Kurventangenten im Punkte A, so kann die Fläche 
ABA1B1, wenn A a und Aß unendlich klein wird, durch

Fünftes Kapitel. § 598.314

dB = sin idadßda dß3)
bezeichnet werden.

Man kann den Beweis analytisch noch schärfer durch folgende 
Betrachtung führen, welche auf Grund der allgemeinen Sätze über 
das Doppelintegral zugleich lehrt, dass die Formel für das Element 
der doppelten Integration unabhängig ist von dem Verhältnis, in 
welchem die Grössen A a und Aß zu einander stehen, wenn sie 
unendlich klein werden.

Wir ersetzen das krummlinige Viereck durch das geradlinige, 
welches entsteht, wenn man die Eckpunkte durch gerade Linien, 
die Sehnen der Kurvenbogen, verbindet. Diese vier Punkte haben 
die Koordinaten:

xi = /■(«, ß)i *2 f(a + Acc,ß); a?3 f(a,ß + Aß); X4 f(a + Aa, ß + Aß) ; 

^i = /i(«> ß)’y 0s = /i(«+Aa, ß); y8 = f1(a,ß + Aß); y4 =/i(a + A«, ß + Aß)-

und die Grösse des geradlinigen Viereckes wird also

Yabs [fo - xi) (vs - %) + 0*2 - xz) Gg - Pi)3 iAP' =

nun ist:



und folglich

lim ZA'P

df(a, ß)m = (V)
\da) \da)1 d a

_ èC(aJ fi
dß 7

(VĄ\
\dßj dß

VfA«2 da /1l

f(a + Aa,ß + Aß) — f(a, ß) = Aa + A ,— % =

d = abs
•2

— f(u + Ä«, (3) — f(o, (3 + Aß) = (22)

-/■,(«+ A«, (3 + AfS) - /)<>, ß) = (|£) A« + (||) Aft

«.,(» +A/o-(|L)a«-(|J)ap.

arAa — A/3,^2 ^3 ,a/3,

Vk V\

y2 — y8 = /i(« + Aa,/3) -

VfDabei bedeuten die eingeklammerten Grössen u. s. w.dar da)1

u. s. w. an bestimmten
df df

Werte, welche die Funktionen

Stellen auf der Begrenzung des krummlinigen Elementes AAfB 
annehmen; also wird:

da dß

In der That ist diese Formel für das Element

stetige Funktionen von a und ß sind, d. h. dass sich die Tangenten­
richtungen dieser Kurven im Innern der Kontour C stetig ändern, 
so wird bei dem Grenzprozesse

Ist nun der Grenzwert dieser Summe zu bilden bei allen 
Werten, die a und ß im Innern der Kontour annehmen, und setzt 
man voraus, dass die Kurven w=a, v = ß so geartet sind, dass 
die partiellen Ableitungen
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I = Vif (a + A a, 0) - f(a, /3 + A /3)]2+ C/i(« + Aß)^)-/i(a, ß + A 0)]*,

also, wenn Aa und Aß unendlich klein werden, gleich:

VL \2 _____ _______________
dß) y JE da2- 2 Fdadß+Gdß2.

cf (d + — da­da — — da­
da

Es ist aber
da2 = ds 2 + ds22 — 2dsx ds2 cos i,

folglich :
YEG-F2F sin i = +Fdadß = ds1ds2cosi oder cosi = 

Mithin ist
Veg

ds1 ds2 sini = + Y EG — F2 da dß = + ^

Y EG

dl dA
da dß

tf s/T)
dß da)

Will man in dem Doppelintegrale

Ç f dst ds2
J J da dß

sin iäaiß-f /Vf f_.f f 
r J J \da dß dß da

in welchem das Element immer positiv zu nehmen ist, die 
Integration zuerst nach ß ausführen, so hat man als Grenzen 
derselben die Werte ß0 und JB zu nehmen, welche den Punkten 
entsprechen, in denen die Kurve u = a die Kontour schneidet; 
alsdann ist nach a zu integrieren zwischen den Grenzen a0 
und A, die zu den beiden Kurven a = const gehören, welche 
die Kontour begrenzen. Sonach wird

^ da dß,

A

i(df dfL_df dj\ \da dß dß da
dsx ds2 )dßS- I Au ~ sin idadß = / daJ da dß

ßo ßo«0 «0
Bilden die beiden Kurvensysteme ein orthogonales System, 

so ist sin i = 1 oder F == 0.

9f M
da dß

mit der Gleichung 3) identisch; denn es wird:

Fünftes Kapitel. §§ 598 und 599.316

df dfA
da dßj~±{dP

1/(!9,+(!£)’-iBł/25’ ^-#]/(g)2+(|f)2- äßVa.dsx = da

Konstruiert man ferner die Diagonale BAX im Viereck, so ist 
die Länge derselben gleich:

■Q
a

Ĉ
> 

I

■O
a

■C
ü
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599. Wir betrachten jetzt den Teil S' einer krummen 
Fläche, der durch eine Kontour C begrenzt ist. Die Fläche S' 
teilen wir in Elemente, welche zuletzt nach jeder Richtung un­
endlich klein werden vermittelst Kurven, die durch die Gleich­
ungen v = ßU — a
definiert sind, in denen u und v Funktionen der Koordinaten 
x,y, z und a, ß zwei variabele Parameter sind. In Verbindung 
mit der Gleichung der Fläche lassen sich hieraus x, y, z als 
Funktionen von a, ß darstellen, und es sei:

z =/■(«>£>> ^ Z3)-
Die Kontour C und die Kurven, welche die Fläche S' 

zerlegen, projizieren wir auf die xy-Ebene. Wir wollen an­
nehmen, dass die vorige Figur, deren wir uns bei der Be­
stimmung einer ebenen Fläche bedienten, diese Projektion 
darstellt; mit A', A\, M', M\, ... bezeichnen wir alsdann die 
Punkte auf der krummen Fläche, welche in A, Au M, M1} ... 
projiziert werden.

Das krummlinige Viereck ABA1Bl = AS ist demnach die 
Projektion eines Elementes AS' der Fläche, und wenn man 
mit £ den Winkel zwischen der Tangentenebene, dem Punkte 
A' und der xy-Ebene bezeichnet, so wird (§ 590)

AS' dS 1lim AS dS cos £

dS' = —sin i ^ ~ da dß. 
cos £ da dß

Wir bezeichnen nun mit s'15 s'2 die Längen der Bogen, 
welche sich in und s2 projizieren, tragen auf den beiden 
Tangenten dieser Kurve im Punkte A' Längen ab, die gleich

sind, und vervollständigen das Parallelogramm, dessen

anliegende Seiten diese beide Strecken sind. Dieses Parallelo­

also

gramm projiziert sich auf die xy-Ebene in ein Parallelogramm, 
dessen anliegende Seiten die Tangenten der Kurven und s2

ds\ ds'2 
da 1 dßin A sind; ferner werden die Projektionen der Längen



Fünftes Kapitel. §§ 599 und 600.318

dsl ds2
Tß . ds ds

in der Tangentenebene liegt, hat also die Grösse —- 2

• Die Projektion des Parallélogrammes, welches

sin iy

gleich

da dß
und folglich ist die Grösse dieses Parallélogrammes selber
—1 dSy ds^ g-n ^ Dieses letztere hat aber auch die Grösse 
cos g du dß
ds\ ds\
da dß

Kurven auf der Fläche im Punkte A' bezeichnet, .und sonach 
wird:

sinik wenn man mit i' den Winkel zwischen den

ds\ ds'1 . . ds. dSa---- - sin icos g da dß
Bezeichnet man also auch auf der krummen Fläche die 

Grössen ohne gestrichene Buchstaben, so erhält man dieselbe 
Formel wie bei der ebenen Fläche:

—r~ sin i' da dß.dS' = da dß = da dß

ff dsy ds2£ = sin i da dß;da dß
S bedeutet die Grösse der krummen Fläche, st und s2 die 
Bogen der Kurve ß = const, und a = const auf derselben, 
und i den Winkel zwischen diesen Kurven.

Aus den Gleichungen

V = ß)i * = ß),x = f(a, ß)
welche eine Parameterdarstellung der gegebenen Fläche repräsen­
tieren, lassen sich diese Grössen folgendermassen berechnen.

Es wird für eine Kurve ß — const:

[©yf*en da2 — Eda2, dSy — da^E.ds2 =

Für eine Kurve a = const:

[©■+(§)■+(m dß2=Gdß2, ds2=dß]/G.

Ferner wird für die Diagonale AtB die Länge:

l2 = [/■(« + A a, ß) - f(a ,ß + A ^)]2+ [/j (a + A a, ß) - fx (a,ß + A 0)]:
+ [f2(a+&cc,ß)-f2ia’ß + &ß)Ti

also das Differential dieser Länge, wenn A a und A ß unendlich 
klein werden:



H\(M
\ca

of1 df%da---—
dß da

= Eda2- 2 F da dß + G dß2.

dfda2 = da —.da

Nun ist:

dj_ dfiY , (dß dU _ -df, df,y (dß cf _df, dfy
dß da) Va« dß dß da) + \da dß ß da) ’dfdß

da dß
und die Quadratwurzel unter dem Doppelintegrale ist stets so zu 
nehmen, dass das Element positiv wird. <

(

dö2 = äs2 + äs.2 — <2dsl ds, cos i, also F— ŸEG cos i,

oder y EG - F2F
sin i = +cos i = y eg

ä« jßsin*= ± Vea - also s-//± VEG - dadß-
Die Grösse EG — F2 hat den Wert:

y EGund sonach:
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Die allgemeine Formel zur Bestimmung des Volumens.
600. Die Formel, durch welche wdr das Volumen eines 

Körpers im § 583 bestimmt haben, war unter Annahme recht­
winkliger Koordinaten:

x Y
r=Jdxf(Z— 0Q) dy\

Xo y0
da Z — z0 das Integral des Differentiales dz zwischen den 
Grenzen z0 und Z ist, so kann man auch schreiben:

x r z 
V = fdxj dy j dz,

x0 y0 *0oder einfach:
V=fffdx dV dz>

wenn die Grenzen der Integration nicht besonders zum Aus­
druck gebracht werden. Dieser Ausdruck für V ist ein räum­
liches oder auch dreifaches Integral; es ist gleichbedeutend mit 
dem Ausdruck:

F= lim £ Ax A y Az,
welches ausdrückt, dass das Volumen Vdie Grenze ist, nach wel­
cher die Summe der rechtwinkligen Parallelepipede AxAy Az
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bei unendlicher Abnahme derselben konvergiert, welche im 
Innern des Körpers enthalten und durch die drei Ebenensysteme 
parallel zu den Koordinatenebenen bestimmt sind.

Eine bestimmte Grenze für Vergiebt sich, wie wir sahen, 
jedenfalls dann, wenn die Begrenzungsfläche des Körpers ein 
Punktsystem ist, welches in eine endliche Anzahl Parallel- 
epipeden eingeschlossen werden kann, deren Summe sich be­
liebig verkleinern lässt (§ 572).

Will man an Stelle rechtwinkliger Koordinaten schiefe 
anwenden, und sind a, b, c die Winkel zwischen den Axen 
Oy und Os, Os und Ox, Ox und Oy, so bekommt das schiefe 
Parallelepiped, dessen Kanten Ax, A y, As sind, das Volumen 
TtAxAyAs, wobei

Ti = Y1 — cos2 a — cos2 b — cos2 c + 2 cos a cos b cos c, 
und an Stelle der obigen Formeln erhält man:

V = k lim U Ax Ay As = k f j j'dx dy ds.

601. Wir betrachten nun allgemein ein System von drei 
Flächenfamilien mit den Gleichungen:

v = w = Y',
u, v, w bedeuten gegebene Funktionen der drei rechtwinkligen 
Koordinaten, cc, ß, y variabele Parameter.

Nimmt man aus jedem Systeme zwei bestimmte Flächen 
heraus, welche zu den Parametern a und a + Aa, ß und ß -j- Aß, 
y und y -f- A y gehören, so erhält man einen Körper, den man 
ein unendlich kleines Parallelepiped nennen kann, denn zwei 
Tangentenebenen an derselben Seite oder an zwei gegenüber­
liegenden Seiten bilden einen unendlich kleinen Winkel.

Wir bezeichnen nun mit sx, s2, s3 die krummlinigen Kanten, 
welche durch den Punkt gehen, in welchem sich die Flächen 
a, ß, y schneiden, der Bogen soll dabei auf der Schnitt­
kurve der Flächen ß und y, der Bogen s2 auf der Schnittkurve 
von y und a, der Bogen s3 auf der Schnittkurve von a und ß 
gemessen werden. Endlich seien a, b, c die Winkel, welche 
von je zwei Tangenten dieser Kurven gebildet werden. Be­
trachtet man dann die Entfernungen der Punkte einer Seiten­
fläche des Parallelepipedes von der Tangentenebene in einem

Fünftes Kapitel. §§ 600 bis 602.320

u — a



ihrer Punkte, so kann man leicht, durch eine ähnliche Über­
legung wie bei der Bestimmung der Fläche eines unendlich 
kleinen krummlinigen Viereckes, feststellen, dass die Grösse 
des unendlich kleinen Parallelepipedes

da
da dß dy
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wird, wobei s mit den drei Grössen da dß dy nach null kon­
vergiert.

Es sei nun V ein irgendwie begrenztes, bestimmtes Vo­
lumen. Man erkennt, dass dasselbe gleich wird der Grenze, 
nach welcher die Summe aller unendlich kleinen krummlinigen 
Parallelepipede konvergiert, welche in dem gegebenen Körper 
enthalten sind, und durch die drei Flächensysteme ausge­
schnitten werden. Also wird:

da dß dy-ffß dy.ds! ds2 ds§F=lim Sk da dß dy
Die Grenzen der Integrationen lassen sich ohne Schwierig­

keit bestimmen, wie in den früher behandelten Fällen, wenn 
die Oberfläche des Körpers durch die Schnittkurven der 
Flächensysteme immer nur in zwei Punkten getroffen wird. 
Andernfalls muss man den Körper in mehrere Teile zerlegen, 
die getrennt zu berechnen sind.

Die vorige Formel vereinfacht sich, sobald die drei 
Flächensysteme orthogonal sind; denn alsdann wird die Grösse 
&, welche im allgemeinen eine Funktion der Variabelen a, ß, y 
ist, gleich eins.

Die Formeln für Polarkoordinaten im Raume.
602. Im Polarkoordinatensysteme sind die Punkte des 

Raumes durch drei orthogonale Flächensysteme bestimmt. 
Wir konstruieren vorläufig drei rechtwinklige Axen Ox, Oy, Oz. 
Das erste Flächensystem besteht dann aus den Kugeln, deren 
Mittelpunkt der Anfangspunkt 0 ist und deren Radien wir 
mit r bezeichnen werden. Das zweite System wird von den 
Rotationskegeln um die Axe z gebildet, und der erzeugende 
Winkel derselben soll durch 6 dargestellt werden. Das dritte

Serret, Differential- und Integral - Rechnung. II. Bd. 21



Fünftes Kapitel. §§ 602 und 603.322

System endlich besteht aus den Ebenen, welche durch die 
Z-Axe gehen und mit der zx-Ebene den Winkel z/> bilden.

Der Radius r variiert von 0 bis -f co ; der Winkel 0, 
welcher von der Richtung eines Radius r mit dem positiven 
Teil der z-Axe gebildet wird, variiert von 0 bis 180°; der 
Winkel ip endlich ist gleich demjenigen, den die Projektion 
des Radius r auf die ^«/-Ebene mit der x-Axe bildet; er 
wird in der Richtung von der positiven x-Axe zur positiven 
y-Axe gerechnet und variiert von 0 bis 360°.

Jede Kugel wird von den Flächen der beiden anderen 
Systeme in zwei orthogonalen Kurvensystemen geschnitten, 
nämlich in einem Systeme von Parallelkreisen und einem 
Systeme von Meridiankreisen; sie ist also zerlegt in unendlich 
kleine rechtwinklige Flächen, deren Seiten Kreisbogen sind 
mit den Centriwinkeln dd und dtp] die Radien dieser Bogen 
sind bezüglich gleich r und rsin0, also sind die Seiten eines 
Rechteckes rdO, r sind dtp. Dieses Rechteck wird die Basis 
eines krummlinigen Parallelepipedes, das durch die drei be­
trachteten Flächen bestimmt ist. Die dritte Dimension dieses 
Elementes ist gleich dr. Demnach wird das Volumen des 
Körpers aus der Gleichung

V=f ff ^ sin 0 dr d 0 dtp

erhalten. Nehmen wir an, dass der Anfangspunkt ausserhalb 
des Körpers liegt, und bezeichnen wir mit r0 und R die 
Werte von r beim Eintritt in den Körper und beim Austritt 
— dieselben sind Funktionen von 0 und tp —, so muss die 
Integration nach r zwischen den Grenzen rQ und R ausgeführt 
werden; also wird:

r-\ff(B?
— r03) sin 0 dd dtp.

Die Integration nach 0 muss dann zwischen den Grenzen 
0O und 0 gebildet werden, welche zu den Grenzen des Körpers 
gehören und Funktionen von tp sind, und endlich ist die 
Integration nach ip zwischen den Werten ip0 und W zu nehmen, 
welche den beiden durch die z- Axe gehenden Ebenen zu­
gehören, welche den Körper begrenzen. Also ist zu schreiben:



Will man z. B. mit derselben ein sphärisches Dreieck 
berechnen, und sind A, B, C die Winkel des Dreieckes, dessen 
Ecken mit denselben Buchstaben bezeichnet sind, so kann 
man den Radius OA der Kugel 
zur #-Axe wählen. Konstruiert 
man dann ferner den grössten 
Kreis senkrecht zu OA, welcher 
den grössten Kreis, der die Seite 
BG bildet, in den Gegenpunkten 
I und J schneidet, so kann man 
01 zur positiven y-Axe wählen, 
und endlich die #-Axe senkrecht 
zu OA und 01 legen; die positive 
Richtung derselben wählen wir so, 
dass der zu G gehörige Wert von ^ grösser wird, als der zu 
B gehörige, wenn man ip in der Richtung von Ox nach Oy 
wachsen lässt. Wir lassen nun einen Punkt M sich auf der 
Seite BG von B nach G bewegen, und konstruieren den

Fig. 25.
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S = r2JJ sin 0 dd diff.

1V = 77 J dtpJ (R3 — r03) sin 0 ddj
Ipo 0o

liegt der Anfangspunkt im Innern des Körpers, so beginnt 
das Integral nach r mit dem Werte 0, und die Integrale 
nach 0 und ÿ müssen bezüglich von 0 bis % und von 0 bis 
27t gebildet werden. Also ist:

n

V = J di/j J R3 sin 0 dd.
o 0

603. Wir haben gesehen, dass jede Kugel vom Radius r 
in unendlich kleine Rechtecke dS zerlegt wird, deren Seiten 
r dd und r sin 0 dtp sind; also ist:

dS = r2 sin 0 dd dty,
und die Fläche der Kugel oder eines Teiles derselben wird 
bestimmt durch die Formel:
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Fünftes Kapitel. §§ 603 und 604.324

Kreis AM, welcher, nötigenfalls verlängert, den Hauptkreis 
in der xy-Ebene im Punkte N schneidet. Bezeichnet man 
mit ip0 den Wert von ip, der zu JB gehört, und setzt man 
den Radius der Kugel gleich 1, so ist die Fläche S des 
Dreieckes zu berechnen aus:

U>0+A AM fo + A

S = J dtp /sind dO = j (1
■w0 o ip0

— cos AM) dip,

oder da cos AM = sin MN:
Vo+A Vo + AM
r /*S = I dtp — I sin MN dtp.

Vo V'o
Es ist aber im rechtwinkligen sphärischen Dreieck MNS:

sin I cos ip cos M = sin 1 sin tpsin MN = sin M
und die letzte Formel ergiebt durch Differentiation: 

sin M dM, also sin MN dxp = — cZilf,dtp = — sin I cos ip
folglich wird: ipo-\- am

dM£ = H + -r— dxp.dtp
V'o

Da nun M = % — B ist für ip = ip0, und M = C ist für 
ip = ip0-\- B, so wird:

S = A + B + C-7t, 
und dies ist die bekannte Formel.

604. Wir betrachten nun eine beliebige krumme Fläche, 
für welche ein Punkt M die Koordinaten r, 0, ip hat, und 
konstruieren die Kugel mit dem Radius r, deren Mittelpunkt 
der Koordinatenanfangspunkt ist. Der Kegel, dessen Spitze 
dieser Punkt und dessen Basis das Element da der Kugel ist, 
bestimmt auf der Fläche ein Element dS, dessen centrale 
Projektion auf der Kugel r das Element da ist. Es seien 
nun da’ und dS' die orthogonalen Projektionen von da und 
dS auf die Tangentenebene der Kugel im Punkte fff; lässt



man eine Ebene um OM sich drehen, so erhält man in 
der Tangentenebene die beiden Radien Vektoren, welche vom 
Punkte M an die Kontouren der Elemente dö' und dS' gehen. 
Man sieht, dass das Verhältnis dieser Radienvektoren eins 
wird, wenn das Element dS nach jeder Richtung unendlich 
klein wird. Hieraus folgt, dass die Projektion von dS auf die 
Tangentenebene in M sich von dö nur um eine Grösse unter­
scheidet, die im Verhältnis zu dieser Projektion unendlich 
klein wird, so dass also:

d<5 r2 sind d0d4>dS = cos %cos g
wird, wenn g den Winkel bedeutet zwischen dem Radius r 
und der Normalen der Fläche.

Die Tangenten der Seiten r dO und rsindć^ des Ele­
mentes dö bilden mit dem Radius r ein System von drei 
rechtwinkligen Axen, auf welche man die betrachtete Fläche 
beziehen kann. Für den Punkt M sind diese drei Koordinaten 
null; wenn aber die beiden ersten Koordinaten um rdO und 
r sind dil> successive wachsen, so erhält die dritte Koordinate

dr drdie Zuwüchse —w dd und —— dib. Bezeichnet man mit p unddo ci\)
q die Verhältnisse dieser Zuwüchse zu denen der Koordinaten, 
aus welchen sie hervorgehen, so ist:

1 1 dr
p = — r 9 = rsinO 8il>

Nach den allgemeinen Formeln für rechtwinklige Ko­
ordinaten ist aber der Kosinus des Winkels g gleich:

1
]/l q2also ist:

r sin dcos g = Ï

und die Fläche S i

rfdr\2 sin20 + (f£>+ r2LA
aus der Formel zu

HfVW sin20 + (g)', dd dib‘-j- r2
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Fünftes Kapitel. § 605.326

Die Transformation der Variabelen in vielfachen 
Integralen.

605. Die Berechnung der Volumina von Körpern, die 
durch krumme Flächen begrenzt sind, und ebenso die der 
Grösse solcher Flächen, führt, wie wir sahen, auf die Be­
stimmung von Doppelintegralen, die bei rechtwinkligen Ko­
ordinaten die allgemeine Form haben:

ff ffV1+(ID+00
8 dx dy dx dy.

Andere Fragen führen auch auf Integrale höherer Dimen­
sion, die auf dreifache, vierfache u. s. w. zurückgeführt werden, 
und in allen diesen Fällen muss die Integration auf alle Werte 
der Variabelen ausgedehnt werden, die gewissen Bedingungen, 
ausdrückbar durch eine Ungleichung oder auch mehrere, ge­
nügen. Kann man die Integration in Bezug auf eine Variabele 
ausführen, so reduziert sich das vielfache Integral auf ein 
anderes, dessen Ordnung um eine Einheit kleiner ist; ist dies 
aber nicht ohne weiteres der Fall, so kann man diese Re­
duktion bisweilen durch eine Vertauschung der Variabelen 
bewerkstelligen.

Wir behandeln das Doppelintegral:
U —j fVdx dy,

in welchem V eine gegebene Funktion von x und y bezeichnet, 
und wollen an Stelle der Variabelen x und y zwei neue 
Variabele u und v einführen, die mit den ersten durch zwei 
gegebene Gleichungen verbunden sind. Wie auch das ebene 
Gebiet begrenzt sein mag, über welches die Integration zu 
erstrecken ist, das Integral U besteht aus einem oder aus 
mehreren Gliedern von der Form:

z, */i
Z = fdxf Vdy,

»0 Ih
wobei y0 und yx zwei gegebene Funktionen von x, und x0 
und xx zwei Konstante bedeuten. Auch kann man immer an­
nehmen, dass y sowohl wie x beständig wachsende Grössen sind, 
oder, was das nämliche besagt, dass dx und dy positiv sind.

i)

2)
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In der That gelten die nachstehenden Transformationen des 
Doppelintegrales auch für solche Gebiete, die von Kurven um­
schlossen sind, welche unendlich viele Oscillationen in Bezug auf 
die x- und die y-Axe besitzen. Denn da wir bei der Existenz 
des Doppelintegrales zugleich voraussetzen, dass das ebene Gebiet 
von einer Grenzkurve mit dem Inhalt null umschlossen ist, so können 
wir dasselbe auch mit beliebiger Annäherung durch ein Polygon er­
setzen. Dann lässt sich die folgende Untersuchung zuerst für dieses 
Polygon ausführen, und alsdann ist der Grenzwert des transformierten 
Doppelintegrales für das ursprünglich gegebene Gebiet zu bilden.

Aus den gegebenen beiden Gleichungen zwischen x, y, 
u, v kann man den Wert von y als Funktion von x und v 
bestimmen. Es sei

V = fix, v)

und es ist das Integral J Vdy zu behandeln, indem x als einy o
konstanter Parameter zu betrachten ist. Ersetzt man y durch

ëfjx, v)fix, v), dy durch dv, so folgt:dv
»i

/’ df\x,v)V dvdv
»O

und es sind v0 und vx die Werte von v, welche zu y = y0 
und y = yx gehören. Wir nehmen hierbei an, dass v stets in 
gleichem Sinne sich ändert, während y von y0 bis yx variiert; 
andernfalles müsste man das Integral nach y in mehrere 
Teile zerlegen. Da dy positiv ist, so erhält dv das Zeichen 

dfjx, v). ist diese Ableitung negativ, so kann man dv

positiv annehmen, indem man die Grenzen der Integration 
vertauscht; also ist:

von dv

Vfjx, v)~Z = I dx I V ± dvdv
X0

dfjx, v) dfjx, v)den absoluten Wert vonwobei ± bezeichnet,

und das Integral nach v entweder zwischen den Grenzen v0 
und vj, oder vx und v0 zu bilden ist.

dv dv



Demnach wird der Wert von Z
ff cfipo, v)~Z = V ± dxdv.dv

Auf Grund dieser Gleichung können wir die beabsichtigte 
Transformation vollenden. Denn ist nun x = F(u,v) der Wert 
von x als Funktion von u und v, so haben wir dx durch 

dF(u, v) du zu ersetzen, und sonach wird

dfix^vy

± du

■JJ v ±z = du dv.dv
Die Integration erstreckt sich hierbei über das nämliche 

Gebiet wie in der Gleichung 2). Differentiiert man aber die 
Gleichung y = f(x, v), indem man x und y als Funktionen 
von u und v betrachtet, so folgt:

df(x, v) (dx , dx , \-sF\vJa + TvdV v)dydu -f dv Sv dV’dv
also dy _ df(x, v) dx 

dx dit 
dy _ df(x, v) dx df(x, v) 

dx dv

du

dv dv
. 1 dx QF(u, v)und da — = ist, so wird5dudu

df(x, v) dF(m, v) _ dy dx dy dx
du dvdv du dv du

Also wird der Wert von Z:
r r dx dy dx dyl J J ~~ -du dv dv du] Vdu dv.

Die Funktion V ist als Funktion von u und v auszudrücken.

606. Dasselbe Resultat lässt sich auf geometrischem Wege 
ableiten, wie im Zusatz zu § 598 geschehen ist. Denn das 
Integral Z kann als Darstellung eines Volumens betrachtet 
werden, das aus den Elementen Vdxdy besteht und dessen 
Basis das ebene Gebiet ist, über welches das Doppelintegral 
zu erstrecken ist. Die beiden Gleichungen

Fünftes Kapitel. §§ 605 bis 607.328

±

Ss 8



fi(x, y) = u, f2(x, y) = v,
in denen u und v zwei variabele Parameter bedeuten, stellen 
zwei Kurvensysteme dar, durch welche die ebene Fläche in 
die Elemente von der Grösse ds1ds2sini zerlegt werden, wenn 
dsl und ds2 die Bogenelemente der Kurven u und v, und i 
den Winkel derselben bezeichnen. Das Volumen Z wird dann 
die Summe aus den Elementen Ft?s1 <is2 sin also

Z =J j' V ds1 ds2 sin i.

Es ist aber, wie bewiesen wurde:
, 7 . . , /dx dyds. as9 sun=+ — /1 2 “ \du dv
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dv du)
dx

also
■ff* dx dy dx dy 

_du dv dv du-

So führt z. B. der Übergang von rechtwinkligen Koordi­
naten x und y zu den Polarkoordinaten q und a, welche mit 
x und y durch die Gleichungen

x — q cos cs, y = q sin a 
verknüpft sind, zu der Formel:

JfV dxdy = J f VçdQdco.

V du dv.

Die Elemente q dg dco sind hier die Rechtecke mit den Seiten 
dg und çdœ, gebildet von den Geraden, die von dem Koordi­
natenanfangspunkte ausgehen, und von den Kreisen, deren 
Mittelpunkt dieser Punkt ist.

607. Hat man allgemein ein vielfaches Integral von der 
Ordnung n, also

Jf-"f Vdx dy ... dz,

und man substituiert an Stelle der n Var i ab eien x,y,...z 
andere n Variabele: u, v, ... w, welche mit den ersten durch 
gegebene Gleichungen verbunden sind, so erhält man:

J f'.. .JVdxdy ... dz = j' f.. .J (± B) Vdx dy ... dz,

wobei D die Determinante bezeichnet:



dx dx 
du dv 
ày ày 
du dv

dz dz 
du dv

Fünftes Kapitel. § 607.330

dx dx dx 
du dv dw

Ol ... Hł
du dv dw

dz dz dz 
du dv dw

Dieser Satz ist vorhin für den Fall zweier Variabelen x 
und y bewiesen; es genügt also, ihn für n 4-1 Yariabele nach­
zuweisen, indem man seine Giltigkeit für n Yariabele voraus­
setzt.

Es sei also das Integral’von der Ordnung n-fl gegeben:

U = J f'... f f'Vdxdy ... dzds,

und es sollen an Stelle der Yariabelen x, y, z ... s die n -fl 
Yariabelen u, v, ... w, t eingeführt werden. Man kann nun 
damit beginnen, die n Yariabelen x,y,...z als Funktion 
von s und den n neuen Variabelen u, v, ... iv darzustellen. 
Die Integration nach s muss dann zuletzt ausgeführt werden. 
Durch diese Transformation von n Yariabelen erhalten wir 
unserer Annahme nach

U =//... ff(± A) Vds du dv... dw,

A bezeichnet die Determinante:

A =

Wir gebrauchen hier das Zeichen d, um die partiellen 
Ableitungen auszudrücken, die unter der Annahme gebildet 
sind, dass die unabhängigen Variabelen s und u,v,...w sind, 
während wir das Zeichen d für den Fall beibehalten, dass 
n, v. ... w,t die unabhängigen Yariabelen sind. Differentiiert

O
f o,

 
O

u Oç,
 O? 

Q
,

§ * 
. § § «



dx
dt ds 
ds du

dxindem man hier • • durch •• ersetzt.? •5 • du
dt

Wir bezeichnen mit Dx, Dyi ... Dz die Werte, welche man 
erhält, indem man in Ds ein-, zwei-, dreimal ... die cyklische 
Substitution ausführt, welche darin besteht, x,y,...z,s respek­
tive durch y,... #, s, x zu ersetzen. Da eine Determinante nur« 
ihr Zeichen ändert, wenn zwei parallele Reihen vertauscht

I) }
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man eine der Variabelen x, y, ... z bei dieser letzteren An­
nahme zuerst nach einer der Variabelen w, v, ... w, sodann 
nach t, so wird

dx dx ds dx dx ds 
du ds du' dt ds dt'

dx
du

also
dx

dx dx dt ds
du du ds du

dt
und ähnliche Ausdrücke gewinnt man für jede Ableitung in 
der Determinante A.

Bei der Ermittelung von U kann nunmehr aber nach 
dieser Substitution die Integration in Bezug auf s zuerst voll­
zogen werden, wenn man s als Funktion von t und von

dsu.v, ... w ausdrückt und ds durch — dt ersetzt. Man er-dt
hält so:

//•/yw)U = Vdudv ... dwdt,

und der Ausdruck von A lässt sich aus dem folgenden ableiten :
dx dx 
du dv
dy_ dy_ 
du dv

dz dz 
du dv

§ a

S h
» . S

 ha
 § s

v.
'

» 
ca 

cö



werden, so sieht man leicht, dass die Substitution von s 

für x, für y, für 8... Ds in — Dx, — Dy, — D,,... verwandeln 
wird, wenn die Zahl n der Yariabelen x, y, ... 8 eine gerade 
ist, dagegen in + DX) — Dyi ... -£b, wenn die Zahl n ungerade 
ist; in diesem Falle wechseln die Zeichen -f- und —.

Wir ersetzen also zuerst in Ds die Ableitungen von x, 
dx dx 
du* dv’

Fünftes Kapitel. §§ 607 und 608.332

• • ■ durch die Wertenämlich
dx

dx dt ds
da ds du

dx
und erhalten das ftesultat: dx

dt
Ds + ( ^ gs Bx‘

dt
Ersetzt man in diesem Ausdrucke die Ableitungen von y,

dy

nämlich — • • • durch die Werte ^—dy dt ds • • •> so ändertdu ds dudu
dt

sich Dx nicht, denn diese Determinante wird null, wenn s an 
Stelle von y tritt. Man erhält also:

dx dy
n n dtDs + (— 1) ds Bx^~ ds By

dt dt
und erkennt nun leicht, dass, wenn man die übrigen Ab­
leitungen sämtlich ebenso ersetzt bis einschliesslich derer 
von 0, der Ausdruck von Ds schliesslich gleich wird:

dx dy d 8
i. t dt dt

D‘+ ^ 17 D*+ 17 D’+ ' '+ (_ 1)0 TT D*’

dtdt dt
so dass also

as a^ds dx dy
A ttt — Ą vrr i D + D'Jdxx dtrt dt



ist. Wählt man für u, r, io die Polarkoordinaten r, 0, 
welche mit a:, y, z durch die Gleichungen verbunden sind: 

x = r sin 0 cos t/;, y = r sin 0 sin y>, z = r cos 0,
so wird:

Sa: Sa: Sa:— = sin 0 cos ip, = r cos 0 cos t/;, — = — r sin 0 sin
St/;

S?y = r cos 0 sin —=— = r sin 0 cos= sin 0 sin t/;7 S0 dtp
S* Ss—— = cos 0 — rsin0, = 0S0Sr

und dies giebt:

Ssalso ist A — = Z) und folglich dt
U = f [••• f f (± D) Vdu dv ... dw dt

608. Wir betrachten schliesslich noch besonders die viel­
fachen Integrale, welche sich auf die Berechnung der Körper 
und krummen Flächen beziehen. Der Ausdruck des Volumens 
ist in rechtwinkligen Koordinaten:

V =j f j'dxdydz,
und wenn man für x, y, z drei neue Variabele substituiert, 
so folgt:

U =J f f Adudvdw,
wobei
dx Sy dx dy\ dz / 
du dv dv du) dw^ \

dx dy dx d \ dz 
div du du dwJ dv

dx dy dx dy 
dv div dw dv

-)-+(■A
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Diese rechte Seite ist aber nichts anderes als die De­
terminante: dx dx dx dx

du dv dw dt
dy dy dy dy
du dv dw dti

?
dz dz dz dz
du dv dw dt
ds ds ds ds
du dv dw dt

S
oo 

ca



2
7 = du dv dv du. du dv dv du du dv du dv

Werden für u und v die Polarkoordinaten 0, ip gewählt, 
so müssen die Ableitungen

dy dz dz 
1 dip’ dd5 dtp

hier gebildet werden, indem man den Radius r als Funktion 
von 0 und ip betrachtet; also wird:

dx dx
dd5 dtp’

dx dy dx dyX2 (dy dz dy dz\2 (dz dx dx dz

Fünftes Kapitel. §§ 608 bis 610. 

A = r2 sin 0,

334

also wird, wie früher bereits gefunden wurde, in Polar­
koordinaten

U = f ffr2 sin 0 dr dd dtp.

609. Die Berechnung einer krummen Fläche *hängt bei 
rechtwinkligen Axen x und y von dem Doppelintegrale

U = fJ Vl+?+tfdxdy

ab, wo p und q die partiellen Ableitungen ~ und ~ be-0 OC 0 'U
deuten. Führt man nun die neuen Variabelen u und v für x 
und y ein, so wird

■IM dx dy dx dy 
du dv dv du

) l/l + p2 + g27 = dudv.

Nun ist
dz dx dy dz dx dy

du■ -dï=PJv+qh-fh+fc’ dv ’
daher:

dx dy dx dy 
du dv dv du

dz dy dz dy
du dv dv du
dx dz _ dx <30\
du dv dv du)’

M )p(

dx dy dx dy 
du dv dv duM

und substituiert man diese Werte von p und q, so folgt wie 
im § 599:

U =j j*Vdudv,
wobei



O 00 d T
sin 0 cos ip -f r cos 0 cos ip,

cy dy siu 0 sin ip -f r cos 0 sin ip,

7T7 = w— sin 0 cos ^ — r sin 0 sin ipdip cip
dyn = 7— sin 0 sin ip + r sin 0 cos ip cip cip

und hieraus folgt:
da: dy Sa: dy
cd dtp dtp dO
d dz dy dz
d dip dtp dO
dz dx dz dx
dd dip dtp dd

Die Summe der Quadrate der Glieder auf der rechten 
Seite ist gleich:

|i = |rcosfl_„in0.

J

dy dz dy a
âÿ“âŸcos0;j

= y sin 0 ^ dy sin 0 + y cos 0)dd 5

) + r^Sm*,= — y sin 0 cos ip ^

= — y sin 0 sin ip - cos 0 — y sin 0^ — y

cos 0 — y

dy— cos Ip.dip

(lff)j,*‘in,e+,i©r2 + j

und sonach erhält man die im § 604 aufgestellte Formel.
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Die Verallgemeinerung einer Formel in der Theorie 
der E ul ersehen Integrale.

610. Wir wollen hier noch ein wichtiges Beispiel für die 
Reduktion eines vielfachen Integrales geben. Dieses Integral 
ist folgendes:

1) Vnp)= ff...fx1Pi~1...xnpn~1(l-x1-x2------ xn)p~1 dx1dx2...dxn.

Die Exponenten p, pt, p2, ... pn sind positiv, und das 
Integral soll über alle positiven Werte der n Variabelen 
x1} x2, ... xn erstreckt werden, welche der Ungleichung

x\ d- ^2 4" • • • + %n < 1
genügen. Wir beginnen mit der Integration des Differentiales 
xnpn—1 (1 — xt — x2 — • • • — xn)p~1 dxn nach xn} in welchem

cd

'S
CD

Ci
)



Fünftes Kapitel. §§ 610 und 611.336

xlf x2, ... xn—i als Konstanten anzusehen sind. Die Grenzen 
dieser Integration sind 0 und 1 — xx — x2 — • • • — xn—i, wir 
setzen

xn — (1 — xx — x2 — • • > — x„ _ i) t,
wobei t eine neue Yariabele ist. Die Grenzen der Integration 
nach t werden 0 und 1, und man erhält

(l — xx — x2 — • • • — Xn—xjP+Pn—1 f'tPn~1 (1 — t)p~x dt.
o

Dies Integral nach t ist nichts anderes als das Euler- 
sche Integral erster Gattung B (p„, p); folglich reduziert sich 
die Gleichung 1) auf

K(p) = B (pn, p)
X f"-f X1Pl~1X2P*~1...XnPn-l~1(l-X1-X2---- Xn_-^)pArPn-XdXx...dXn-\.2)

Die Integration muss jetzt auf die positiven Werte der 
n — 1 Variabelen xx, x2,... xn—\ erstreckt werden, welche der 
Ungleichung genügen:

X\ 4" x2 + • • • + xn— i <d 1.
Demnach lässt sich die Gleichung 2) in der Form darstellen:

rnM=B(pn,p)vnsp+pn\

Ist n == 1, so reduziert sich die Gleichung 1) auf das ein-
3)

fache Integral fxxp~ 1(1 — x)p~1 
o

dx und ist also gleich B(pX)p).

Daraus erkennt man, dass die Gleichung 3) auch für n — 1 
gilt, wenn man für das Symbol V den Wert eins nimmt, so­
bald der untere Index null wird. Ersetzen wir also in der 
Gleichung 3) n successive durch 1, 2, 3, ... n und multipli­
zieren sodann alle Gleichungen, so folgt:

Vnw •=B(pnjp)B(jpn-i,p+p1î)...B(pl,p+pn+pn-1-\----- Vp2),

oder, wenn man die Funktionen B durch ihre Werte in I 
ausdrückt:

r(p)r(Pl)...r(Pn)
B ( p + Pi + p2 + • • • + pn)

Für den Fall p = 1 reduziert sich das Integral 1) auf

4) Vn(p) =



5) F„(1) = f [•••[xxPi~1 x2Pï~1... xjn—1 dxl dx 2... dxn
und ist immer noch für alle positiven Werte der Variabelen 
zu bilden, welche der Ungleichung xx -f- x2 + ■ • • + <C 1 ge­
nügen. Die Gleichung 4) ergiebt, weil J"(l) = l ist:

F(Pi)T(pa) ...r(j?n)
F (1 + Pl + Pi + • • • + Pn)

611. Auf diesen Fall lässt sich auch das Integral 

7) T = ff'... f' xxp'~ 1x2Pi~1... XnPn—1 dx1 dx 2... dxn

zurückführen, wenn dasselbe für alle positiven Werte von 
xX) x2, ... xn zu bilden ist, welche der Ungleichung

xn\a«

F.m-6)

/ (Mffî 
\a1J \a2J <1+ • • • + an

genügen, wobei a1} a2, ... a1} a2, ... an gegebene positive

= Zi setzt, also:Xi\aiGrössen sind. Denn wenn man
di

i— , ai----1 ,
= cii Ziai, dxi = — Ziai dZi 

di
Xi

so wird die Gleichung 7):

— — i
...znan dzldz2...dzny

n r r r a_iaxp1 a2Ä... a/vT =
CC i 0^2 • • •

und also nach Gleichung 6):
( Pnr T axIh a2Pi... anp»ccn8) T =

r(i + ^ + +... + &.)
\ CC-^ CCq '

CC CC 2 • • • 0^

Betrachtet man insbesondere das dreifache Integral 
T= ff fxp~1yq~1zr~~1dxdydz,

ausgedehnt über alle Elemente, welche in dem von den posi­
tiven Richtungen der drei rechtwinkligen Axen gebildeten
Oktanten liegen und in dem Ellipsoid enthalten sind, dessen 
Gleichung

+ + f2 = i
a~ c2

ist, so giebt die Gleichung 8) für diesen Fall:
Serretj Differential- und Integral-Kechnung. Bd. II. 22
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Fünftes Kapitel. §§ 611 bis 613.338

(f) r(f^ r(i)ri aP b« cr]9) 8 p + q + rr(i + 2
setzt man p = q = r = 1, so liefert diese Gleichung das Vo­
lumen des achten Teiles des Ellipsoides. Setzt man dagegen 
zwei der Exponenten p, q, r gleich 1 und den dritten gleich 
2, so erhält man die Koordinaten des Schwerpunktes für den 
Oktanten eines homogenen Ellipsoides; endlich lassen sich 
auch aus dieser Formel die Trägheitsmomente des homogenen 
Ellipsoides berechnen.

Die Fläche des Ellipsoides.
612. Die Gleichung des Ellipsoides bei rechtwinkligen 

Koordinaten :
x2 + C 02

= 1+1) a2 c2b2
führt zur Berechnung der Oberfläche auf das Doppelintegral:

c2 — a2 x2 c2 — b2 y2 
b2 ¥1 + «2 a2 dx dy.

X2V1
_ y

b2a2
Die Integration sowohl nach x wie nach y hängt von 

elliptischen Integralen ab. Die Anwendung von Polarkoordinaten 
würde auf dieselbe Schwierigkeit führen. Dagegen lässt sich 
eine Reduktion des Integrales erzielen, wenn man als Varia- 
bele die Winkel 0, ik einführt, so dass

x = a sin 0 cos y = b sin 0 sin ip, z = c cos 0
wird, wodurch in der That die Gleichung des Ellipsoides er­
füllt wird. Gemäss der Formeln in § 609 findet man:

S = j ( Ya2b2 cos2 0 -j- c2 sin2 0 {a2 sin2 ip -f- b2 cos2 ip) sin 0 dd dtp.

Die Integrationen sind von 0 = 0 bis 0 = ?r, und von 
ip =t) bis ip = 27i zu bilden. Die Integration nach 0 lässt 
sich nun in geschlossener Form ausführen, und der Ausdruck



S wird so auf ein einfaches elliptisches Integral gebracht. 
Indessen werden durch diese erste Integration cyklometrische 
Funktionen eingeführt, und das Resultat, welches man auf 
diesem Wege erhält, hat noch nicht die einfache Form, welche 
man dem Ausdruck geben kann. Wir wollen daher diese 
Rechnung nicht ausführen, sondern eine andere Methode zur 
Lösung der Aufgabe einschlagen. Dieselbe ist besonders be­
merkenswert und lässt sich auch mit Erfolg für eine aus­
gedehnte Gruppe von Problemen verwenden.

618. Wir bezeichnen mit u den Kosinus des Winkels, 
den die Tangentenebene der Fläche im Punkte (x, y, z) mit 
der xy-Ebene bildet, so ist:

1 V x2z
c2 Cf4 64 eru = —-=

VS U z
+ + c2

oder:
x2

\u2 ) e4
2) 0.-r +a‘l ¥

Betrachtet man u als konstant, so stellt diese Gleichung 
einen Kegel zweiter Ordnung dar, und die Gleichungen 1) 
und 2) bestimmen zusammen eine Kurve, den Ort der Punkte 
auf dem Ellipsoide, für welche die Tangentenebene mit der 
xy-Ebene denselben Winkel, dessen Kosinus u ist, bildet. 
Mau erhält die normale Projektion dieser Kurve auf die 
xy-Ebene, wenn man z aus den beiden Gleichungen eliminiert, 
und findet so:

«2 - («2 - c2) u2 b2- (b2 - c2) u2 
aïil-u2) ^ b\\-u2) y3)

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, deren Halbaxen die 
Werte haben:

a?Y 1 — u2 b2]/\-u2
|/a2— (a2— c2) u2 1/b2-(b2-c2) u2

und deren Fläche demnach gleich ist:
n a2 b2 (1 — u2)

Y a2 — (a2 — c2) u2 yb2 — (b2 — c2) u24)

22*
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Fünftes Kapitel. § 613.340

Es sei nun dE das Differential von E, wenn u um du 
wächst; der Teil des Ellipsoides, welcher auf irgend einer der 
beiden Seiten der xy- Ebene liegt und sich in die ringförmige

dEFläche dE projiziert, hat den Wert ---- ; um also die ganzeti
Fläche S des Ellipsoides zu erhalten, hat man den Ausdruck 

dE dudE von u = 1 bis u = 0 zu integrieren und
den erhaltenen Wert zu verdoppeln. So wird, indem man 
die Grenzen vertauscht und das Vorzeichen des Integrales 
ändert:

----- oder duu

i
dE du 
du u5) £ = -2

o
dEIn diese Gleichung hat man also den Wert von -j— >

welcher aus der Gleichung 4) folgt, zu substituieren, und 
sonach ist die Fläche des Ellipsoides durch ein einfaches 
Integral ausgedrückt. Indessen ist es zweckmässig, diesen 
Ausdruck noch vorher zu transformieren. 
a > b > c an, die Ungleichung soll jedoch nicht die Gleich­
heit ausschliessen, und setzen zur Abkürzung:

= 7c2, c = a cos y,

Wir nehmen

a2 (jb2-c2)
b2 (a2 — c2)also:

]/a2 — c2 = a sin y c — byl — Ti2 sin2 y,
7Cy ist ein Winkel zwischen 0 und — • An Stelle von u führen 

wir als Variabele den Winkel cp ein, der durch die Gleichung
sin cp 
sin y

und wenn u zwischen den Grenzen 0 und 1 variiert, so

5

bestimmt ist: a sin cp =u = -,
Ya2 - c2

i
variiert cp von 0 bis y. Also werden die Gleichungen 4) 
und 5): a2 sin2 cpj7t ab a2 — c2

6)
cp Y1 — Ti2 sin2 cpcos

— 2 ]/a2 — c2 dE -— dcp.8 = dcp sinya
o
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Vermittelst der Gleichung 6) findet man: 
dE 7 E E cos cp E—----= (1 -.---- H---;—ä ClCp = U-:----sin cp sin cp snr cp sin cp

dcp+ 7t ab
sin2 cp ]/l — k2 sin2 cp

a2 dcp
— 7tab a2 — c2 j/l — k2 sin2 cp ’ 

andererseits erhält man durch Differentiation des Ausdruckes:

cos cp}/1 — k2 sin2 qp 
sin cp

sm cp
und wenn man aus dieser Gleichung den Wert von:

dcp dcp
Y1 - li2 sin2 cp sin2 cp ]/1 — k2 sin2 cp

dcp
sin2 cp y 1 — k2 sin2 cp

berechnet, um ihn in die vorhergehende Formel zu substi­
tuieren, so folgt, wenn man noch den Wert von E berück­
sichtigt:

— 2‘j/a2— c2 clE 1 
d cp sin cp dcpa

( tang cp y 1 — k2 sin2 pc 
Itang g-]/l— k2 sin2 cp

a2 — c2) ]/l — k2 sin2 cp dcp + c2

— (sin2 cp — sin2 ft) Ia2 (b2—2 7t c2 d 1 + —^ c4 -IJ
27t b

1/^-T2
Integriert man zwischen den Grenzen cp = 0 und cp = g., 

so erhält man:

dcp
yi — k2 sin2 cp-

(<■
<?)fv n2 cp dcp + c2 I -

J i
o

2 itb dcp(a2—8) S = 2jtc2+ 1 — k2 siy a2-c2 y 1 — k2 sin2 cp

Wird also gemäss der Legendre’schen Bezeichnung:

*J io

J^y l — k2 sin2 cp dcp = jL (g., &) 

o

rfqp
]/1 — k2 sin2 cp 

gesetzt, so folgt die Formel von Legendre:
2ti b

[(a2-C2)£(^,/0 + c2i^,&)y10) $ = 2 jr c2 -f
]/a2 — c2



Will man das elliptische Integral zweiter Gattung ein­
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führen:
* sin2 cp dcp 
Y1 — k2 sin2 cp

so wird auf Grund der Identität:

-?
o

«
f*

0

t-1

Ao
sin2 cp dcp 

Y1 -- k2 sin2 qp
dcp— k2 sin2 cp dcp = — k2

]/l — k2 sin2 cp

&

A
U

A sin2 cp dcp 
yi — k2 sin2 cp

b2-c22na2b dcp11) S = 2xc2 +
b2yi — k2 sin2 cpya2-c2

_o
Ist c = 6, so hat man das verlängerte Rotationsellipsoid; 

es ist k = 0, [x b= arccos —; und diese Formel ergiebt (§ 595): a
a2 b b12) S = 2n b2 -f- 2% arccos —•

ya2-b2
Ist a = 6, so hat man das abgeplattete Rotationsellip­

soid; es ist k = 1 und die Formel 8) giebt (§ 595):

CI

b +yb2 - c2 
yb2 - c2 ’ b~yif- ?

jr & c213) ^ = 2ä&2 + /



Anhang.
Grundriss der Theorie der Fourierschen Reihe 

und des Fourierschen Integrales.

1. Für die analytische Darstellung von Funktionen, welche 
möglichst wenigen Voraussetzungen genügen oder, wie man auch 
kurz sagt, für ein bestimmtes Intervall der reellen Variahelen x 
willkürlich definiert sind, ist, zumal in der Theorie und Anwendung 
partieller Differentialgleichungen, die Beantwortung der Frage 
wichtig: Lässt sich jede Funktion durch eine trigonometrische Reihe 
darstellen, und wie sind dann die Koeffizienten dieser Reihe zu be­
stimmen? Fourier, welcher zuerst in seiner Theorie der Wärme­
leitung die systematische Untersuchung dieser Frage begonnen hat, 
die früher schon Gegenstand der Kontroverse zwischen Euler und 
D’Alembert bildete, gab zur Lösung derselben im allgemeinen 
nur das Verfahren an, welches in den Paragraphen 502 flg. an­
geführt worden ist, von dem wir aber sahen, dass es den ersten 
Teil des Problèmes gar nicht, den anderen nur mit Hilfe einer 
besonderen Voraussetzung beantwortet.

Unter einer in einem reellen Intervalle von z — a bis z = b 
willkürlich gegebenen Funktion f{z) verstehen wir, dass für jeden 
einzelnen Wert von z ein Funktionswert irgendwie definiert ist. 
Ein sehr wesentlicher Unterschied solch einer Funktion von allen 
rationalen algebraischen, sowie überhaupt von allen Funktionen, 
die durch konvergente Potenzreihen nach der Taylor sehen Formel 
darstellbar sind, besteht darin, dass bei diesen die Definition der 
Funktion innerhalb eines noch so kleinen endlichen Intervalles zu­
gleich über den ganzen weiteren Verlauf derselben entscheidet. 
Denn kennt man von einer konvergenten Potenzreihe die Werte 
der Funktion in der Umgebung einer Stelle, so dass man daselbst 
die Werte sämtlicher Ableitungen zu bilden im stände ist, so 
folgt aus diesen Werten auch die gesamte Potenzreihe. Bei einer 
willkürlichen Funktion dagegen entscheidet die Beschaffenheit der 
Funktion innerhalb eines bestimmten Teiles der Strecke a bis b 
noch gar nichts über den Verlauf der Funktion ausserhalb dieses 
Teiles. Eine in diesem Sinne willkürliche Funktion kann also
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sicherlich nicht für das gesamte Intervall von a bis b durch eine 
Potenzreihe ausgedrückt werden.

Wir wollen aber den Begriff der willkürlichen Punktion für 
das folgende noch etwas einschränken. Die Funktion f(z) sei für 
das Intervall von a bis b so definiert, dass sie mit Ausnahme 
einzelner in endlicher Anzahl vorhandener Punkte bei jedem Werte 
von z einen bestimmten Wert hat, und dass sie auch mit Aus­
nahme derselben Punkte überall stetig verläuft. An den Aus­
nahmepunkten aber möge die Funktion so beschaffen sein, dass 

lim f(z -j- h) und lim f(z — li) für li — 0 daselbst bestimmtezwar
Werte besitzen, dass aber diese Grenzwerte von einander ver­
schieden sind. An solch einer Stelle, z selbst werde der Wert
der Funktion ganz unbestimmt gelassen; wesentlich für die Be­
schaffenheit der Funktion in der beiderseitigen Umgebung solch 
einer Stelle ist dann nur der Umstand, dass sie daselbst eine 
sprungweise Wertänderung erleidet. Die Funktion f(z) ist dann 
auch im Intervall von a bis b integrierbar, und diese Eigenschaft, 
welche wir der willkürlichen Funktion auf erlegen, bildet auch 
eigentlich nur die notwendige Einschränkung für die Theorie, welche 
wir zu entwickeln haben. Indessen würde es hier zu weit führen, 
die ganze Theorie für die integrierbaren Funktionen überhaupt 
auszuführen; wir richten unsere Aufmerksamkeit zunächst also 
immer nur auf diejenigen integrierbaren Funktionen, welche zu­
gleich mit Ausnahme einzelner Punkte stetig sind und in der Um­
gebung dieser Punkte weder unendlich, noch unbestimmt werden, 
sondern bestimmte sprungweise Wertänderungen haben.

2. Eine Funktion, die für das Intervall von a bis b definiert 
ist, kann stets so transformiert werden, dass ihr Argument das 
Intervall von — n bis -f n durchläuft. Denn setzt man:

2 z — (a + b) 
n —b — a

so entspricht jedem Werte von z ein Wert von x, und wenn z das 
Intervall von a bis b durchläuft, erhält x alle Werte von — n 
bis -f- n. Demnach können wir die Aufgabe auf die Form re­
duzieren: Es sei im Intervalle von x = — it bis x = -j- % eine Funk­
tion f(x) willkürlich definiert, doch so, dass sie mit Ausnahme ein­
zelner Punkte, an denen sie bestimmte sprungweise Wertänderungen 
erleidet, stetig ist; kann diese Funktion durch eine trigonometrische 
Eeihe dar gest eilt werden, und wie sind dann die Koeffizienten der­
selben zu bestimmen?

Die richtige Methode, diese Frage, wenn auch nicht vollständig 
zu lösen, so doch für die wichtigsten Fälle zu erledigen, eröffnete 
Dirichlet (Grelles Journal, Bd. 4); er lehrte, dass dieselbe

x (b — a) -f- tc (a -j- b)
oder zx =

2 7t
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nicht in der aufgestellten Form zu untersuchen ist, sondern in der 
umgekehrten Reihenfolge. Bildet man für die Funktion f(x) die 
trigonometrische Reihe, bei welcher die Koeffizienten die von Fourier 
angegebene Integralform haben, nämlich:

-\-rr.-\-7t

1) A0=~ (f(x)dx
nJ

1 f
= — / f(x) cos hx dx,

nJ
Bk = — ff(x) si 

nJ
n hx dxr

— 7t— 71

so ist vor allem zu untersuchen, ob diese Reihe
k = GO

— 7t

A0 + ’^Ak cos hx + Bk sin hx
* Je— 1

bei jedem Werte von x konvergiert und den Wert f(x) liefert. 
Alsdann lässt sich weiter fragen, ob dieselbe Funktion etwa noch 
durch andere trigonometrische Reihen darstellbar ist oder nicht.

3. Wir wenden uns zur Beantwortung des ersten Teiles und 
schicken den folgenden Satz voraus:

Ist f(x) eine im Intervall von — n bis n endliche und 
integrierbare Funktion, so haben die Integrale

+ n+ »
J.f (x) cos n x d x und f f (x) sin n x d x

— 7t

für n = oo den Grenzwert null.
Dabei ist selbstverständlich der Grenzprozess so zu vollziehen, 

dass zuerst bei endlichem Werte von n die Integrale ermittelt 
werden, und alsdann in den gewonnenen Ausdrücken n über jeden 
Betrag hinaus wächst. Bildet man das Integral:

*_=” -, o1 J 
f(x) — ~A0 — 'j(Ak cos hx + Bk sin hx)

---- 7t

+ *
dx,

k = l
— 7t

in welchem die Koeffizienten A und B die oben [Gleich. 1] de­
finierten Werte haben, und n eine bestimmte beliebig grosse 
ganze Zahl bedeutet, so wird dasselbe gleich:

k — n7»n n
^fix) dx

£==« A rl71
2 Ak I f{x) cos hx dx + Bk / fix) si

Z, 1 9 J

I [fix))2 dx + — A02 -f- jt^(Ak2 -f Bk2)
1 k = \

A)
---- 7t— 7t

+ 7Z

nltxdx y
— 7t — 7talso gleich:
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+ 71
k=n

fm? — A 2 — 7t ^(Aj2 + B2) ;
2 "

da; —
— 7t

es besteht demnach die Gleichung:
+ 7Ï+ »

cos Ææ + sin dx=J[f(cc)]2dx — ~ A02

k = n

n^j (^k2 + Bi2)

f f(x)-\AO“

— n-----7t

k~ 1
welche für jeden endlichen noch so grossen Wert von n gütig ist. 
Die linke Seite dieser Gleichung ist nun bei jedem Werte von n 
eine positive Grösse, weil die Funktion unter dem Integrale ein 
Quadrat ist, mithin muss auch die rechte Seite stets positiv bleiben. 
Würden nun die Beträge der Grössen Ai und Bi bei noch so 
grossen Werten von 1c nicht nach null konvergieren, sondern immer 
wieder Werte erlangen, die um eine bestimmte endliche Grösse 
von null verschieden sind, so müsste die rechte Seite bei beliebig ' 
wachsenden Werten von n negativ werden. Man erkennt also, 
dass sich ein n finden lässt, von dem ab

k = n + m

Bl2

k — n

kleiner bleibt als eine beliebig kleine Zahl <5, wie gross auch m 
werden mag, und dass folglich auch

abs [Mra] und abs [Bn]
schliesslich kleiner werden und bleiben als d, d. h. dass 

lim An = 0 und lim Bn = 0

ist. Da die Funktion f(x) willkürlich ist, so kann man sie ins- 
besonders so wählen, dass sie in einem Teilintervalle a bis b der 
Strecke — re bis -\- n von null verschieden ist, ausserhalb derselben 
aber null ist. Man erkennt dann, dass auch

b
lim Jf(x) cos nxdx

b

lim f f(x) sin nx dxund

(— re<|a<b<^ + :re) für n == co den Wert null haben. Des­
gleichen sieht man leicht ein: falls das Intervall von a bis b das 
Intervall — re bis + re umfasst, so kann man dasselbe in Teile 
zerlegen, die innerhalb der Strecken von — re bis + re, von -f- re 
bis -j- 3re, von — re bis — 3re u. s. w. liegen, und da dann für
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jede dieser Strecken die Grenzwerte der Integrale null werden, so 
gilt der Satz noch allgemeiner als unsere anfängliche Behauptung: 
Für jede überall endliche und integrierbare Funktion werden in einem 
beliebigen endlichen Integrationsintervalle von a bis b die Grenzwerte der 
Integrale b b

f f (x) cos nx d x und f f (x) sin nx dx „

gleich null, wenn n die Beihe der ganzen Zahlen durchlaufend über 
jeden Betrag hinaus wächst.

Bemerkung. Der Beweis bleibt giltig, falls fix) eine inte­
grierbare Funktion ist, die derart unendlich wird, dass auch ihr 
Quadrat integrierbar ist; und der Satz selbst bleibt bestehen, wenn 
die Funktion absolut integrierbar ist. Es giebt aber auch integrier­
bare Funktionen, welche derart unendlich werden, dass die Grössen 
An und Bn nicht nach null konvergieren; für diese ist die An­
wendbarkeit der Fourier sehen Reihe ausgeschlossen. Das Ver­
schwinden der Grenzwerte der Integrale An und Bn ist in anderer 
gleichfalls sehr einfacher Weise von Riemann bewiesen worden 
(Ges. Werke, pag. 240) und zwar direkt aus den Eigenschaften 
einer integrierbaren Funktion f(x) und dem Umstande, dass die

2 %
Funktionen sinwa? und cos nx in Intervallen von der Grösse —— 
ihr Zeichen wechseln.

4. Soll die Fouriersche Reihe bei jedem Werte von x den 
Wert der Funktion fix) ausdrücken, so muss die Summe:

k=n

n

-\-n + * +71

hjf{a)d
a.— n sé

a I----cos kx I f(a) cos ha da + sin hx j f(a) sin ha du
L — 7t

-\-n -\-7T
z* k = n z*

2 J fWda+^ 2 J™
— 71 — 71

1
cos k (a — x) du

— 7t — 7t

bei beliebig wachsendem Werte von n sich unbegrenzt dem Werte 
f{x) nähern. Wir bezeichnen die Summe dieser Terme bis ein­
schliesslich derer mit dem Index n durch Sn(x). Die Reihe

— + cos (a -- x) + cos 2 (a — x) + cos 3 (u — x) + • • • + cos n (a — x)A
lässt sich durch einen geschlossenen Ausdruck darstellen; nennt 
man der Kürze halber s die Summe:

s = cos z + cos 2z -f- cos 2>z 4------- f- cos nz,
so folgt, wenn man beide Seiten mit 2 cos z multipliziert und die 
Produkte der Kosinus in Summen verwandelt:
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2s cos0 = (1+ cos 2 z) + (cos 3# + cos z) + (cos 4# + cos 2s) -I-----
+ [cos (n +1) z + cos (n — 1) z]

= 1+ cos z + 2 cos 2z + 2 cos 3#-t-------1-2 cos(n— l)z + cosnz + cos(n+l)z,.

Demnach wird:
2 s (l — cos z) = — 1 + cos z + cos nz — cos (n -j- l) £

oder
cos nz — cos (n -j-1) z sin (n + fl +s = — 2(1 — cos z) 2 sin|-

also ist:

sin (n-f I;) (a — x)
— -fcos(a—æ)-fcos 2(a —æ)4----- f- cosw(a—x) =Ji -- fl?2 sin —

2und + 7*
«, (,)-!/ /-(«) (Zor.2 sin (a — æ)

— 7T
Es ist zu untersuchen, ob der Wert dieses Integrales hei be­

liebig wachsendem Werte von n nach f(x) konvergiert. Dasselbe 
zerlegt sich in zwei Teile; es ist:

S4
-\-7t

da + ——- / f(a) cos n(a — x) da. 
2n JSn (%) == ~J f(a)

sin n (a — x) cos \{a — x) 
2 sin y (à — x)

----7t

Das zweite Integral konvergiert mit beliebig wachsendem 
Werte von n nach null. Denn wie im § 3 bewiesen wurde, kon­
vergieren die einzelnen Teile:

— Tt

+ * -\-7l

cos nxj f (a) cos na da und sin nx f f(a) sin na da
— n

nach null. In dem ersten Integrale ist die zu integrierende Punk­
tion an der Stelle a = x irregulär, weil der Nenner für diese 
Stelle null wird. Bestimmt man aber ein beliebig kleines Inter­
vall von a = x — ö bis a = æ -[- d (wir betrachten dabei zunächst 
den Fall, dass x innerhalb des Integrationsintervalles und nicht 
an den Grenzen desselben gelegen ist), so ist die Funktion:

— 71

cos y (a — x)
f(a) 2 sin y (a — x)

ausserhalb desselben durchaus endlich, und mithin konvergiert 
auch:
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X— Ô +*
sin n (a — x) cos \ (a — x)1 + i/'« da

2 sin j (a — x)7t
x-{- Ô— 7T

bei beliebig wachsendem Werte von n nach null. Also ist nur 
noch der Grenzwert des Integrales

x-j-d
sin n (a — x) cos \ {a — x)

f(sö da
2 sin j (a — x)

x — 6

zu betrachten, und damit ist zugleich der Satz bewiesen:
Der Wert der Fourier sehen Reihe hängt an jeder Stelle nur 

ab von dem Verhalten der Funktion in der unmittelbaren Um­
gebung dieser Stelle.

Bemerkung. Der Satz gilt überhaupt, sobald die Funktion 
f(x), auch wenn sie im Intervalle unendlich wird, die Eigenschaft 
hat, dass

+ *
und lim ff(a)

n— co e/

Jf(a) sin n a dalim cos na da
71 = 00 f

— ;r — 7t

null werden, d. h. sobald diese zur Bildung der Fourierschen 
Reihe unerlässlichen Bedingungen erfüllt sind.

5. Wir setzen nun in dem Integrale a — x — ß, da = dß, 
so dass es die Form erhält:
-H ô

0

sin nß cos|-|3
2 sin|-(3

-ô

Der Grenzwert dieses Integrales, in welchem ö eine beliebig 
klein fixierte Grösse bezeichnet, für n = co entscheidet über den 
Wert der Reihe an der Stelle x.

Auch dieses Integral kann man noch vereinfachen. Bildet 
man das Integral

ô

■ h f f(-x +ß) + h* - ft] ( cos •§ ß 
2~sin j ß

j) sin nßdß

so hat dasselbe zufolge des früheren Satzes den Grenzwert null; 
denn die mit sin n ß multiplizierte Funktion bleibt auch für ß = 0 
endlich. Mithin folgt, wenn

3 I 
H
*

^ | 
M

.



zu betrachten hat; also den Grenzwert des Integrales
ô

lim — / [f(+ 7t
n — co ZC

0

sin nß cos jß
-ß ) + /■(-» + (3)]

2 sin^- ß
ôr*

■■ lim — / [/■(+ te

W : OO J® «y
0

sin w/3
- (3) + /■(- ™ + fi)] dß.

— Tt + Ö 7t

A/fW
sin n (a — 7t) cos (a — Tt) 7 1

2sin±(«-*) + ~
sm n (a — 7t) cos ^(cc — Tt) ,
-------\-~T7---- ---------- -d«

2 sm j (a — %)
71— Ó--7Ï

für n — cg einen bestimmten Grenzwert hat, so hat auch
ôf \f(x + ß) 4- fix

0

sin nß
- «]

für n — co denselben Grenzwert, und umgekehrt. Demnach lautet 
das Ergebnis:

Die Fourier sehe Beihe hat an der Stelle x einen be­
stimmten Grenzwert, falls das Integral

ô
hj[f(x + p) + f (x - (3)] 

0

sinnß
ß

cos ~ ß 
2 sin i(30)J sin nß dß

6. Die Funktion f(x + ß) + f(x — ß) konvergiert für ß — 0 
nach dem Werte f(x + 0) + f(x — 0), da wir angenommen haben, 
dass unsere Funktion f(x) allenthalben bestimmte Werte fix + 0) 
und f{x — 0) besitzt. An einer Stelle, an welcher die Funktion 
stetig ist, sind diese Werte einander gleich, an den Unstetigkeits­
stellen sind sie verschieden. Setzt man die Differenz:

für n — co einen bestimmten Wert besitzt, und zwar ist der 
Grenzwert dieses Integrales zugleich der Wert der Beihe an der 
Stelle x.

Handelt es sich um den Wert x — + n oder x = — 7t 
lehrt dieselbe Betrachtungsweise, dass man aus der Summe Sn{x) 
in beiden Fällen nur die Grenzwerte der Terme

so
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sin nß

Mithin wird: Ô
~ WmJ\ (ß)

o
lim Sn (x) = y [f(x + 0) + fix — 0)] +

Der Wert der Fourier sehen Reihe wird also an einer Stelle, 
wo die Funktion stetig ist, gleich fix), und an einer Stelle, wo 
die Funktion eine sprungweise Wertänderung erleidet, gleich dem 
Mittel aus diesen Werten, wenn

Ô

fx
o

sin n ß
lim

ß

bei noch so grossen Werten von n durch Wahl von d beliebig 
klein bleibt.

Es ist bisher nur gelungen, Bedingungen für das Verhalten 
der Funktion A(/3) anzugeben, welche hinreichend sind, damit 
diese Forderung erfüllt ist, und es ist durch Beispiele bewiesen 
worden, dass die Voraussetzung der Stetigkeit der Funktion f(x) 
oder allgemeiner der Funktion X(ß) für sich allein nicht genügt. 
Ich führe im folgenden nur die für die Anwendung der Fourier- 
schen Reihe wichtigsten Fälle an.

Erstens: Besitzt die stetige Funktion X(ß), welche für ß = 0 
verschwindet, in der Umgebung der Stelle ß = 0 nicht unendlich 
viele Maxima und Minima, so kann man nach dem zweiten Mittel­
wertsatze (§ 463) schliessen:

sin nß
â

o

n ôÔ
»w/ ■<')/sin nß

dß = dß = dz.
6 ó n6 ó

[f(* + ß) + fip - ßy\ - tf(x + 0) + fix - 0)] = X(ß),

so ist A(j3) eine stetige Funktion, welche für ß = 0 den Wert 0 
hat, und es wird:

â â

a f—1—dß + ~\im ! I(ß)

o o

fjx + 0) + /~(a? — 0) sin nß
lim Sa (x) = dß.lim

7t

Es ist nun: nöÔ

f
0

sin nß sin z
dß = dz,

z
also (§ 494):

â

lim / -
n = oo *_/

0

nö CO

f sin

J z
o

lim
n= co Z

0

sin nß
dß = dz =

ß
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sin nß

Zweitens: Sind die Beträge (absoluten Werte) der Funktion 

- integrabel in der Umgebung der Stelle ß — 0, so ist:

ô d
rmisin nßdß dem Betrage nach kleiner als / abs

ß J" •
o o

endlich bleibt auch für ß = 0, was besonders dann der Fall ist, 
wenn die Funktion f(x) an der betrachteten Stelle einen be­
stimmten endlichen Wert des vorwärts gebildeten und ebenso des

Dieses Integral kann der Voraussetzung nach durch Wahl von 
d beliebig klein gemacht werden, wodurch wiederum die Konver­
genz der Reihe nach dem gewünschten Werte bewiesen ist.

Ist insbesondere X(ß) dem Betrage nach stets kleiner als das 
Produkt Cj3“, wobei C eine Konstante, a irgend eine positive Zahl 
ist, so ist die Bedingung der absoluten Integrierbarkeit erfüllt. 
(Bedingung von Lipschitz.)

Hieraus folgt, wenn die Funktion

unabhängig von n, lediglich durch Wahl von d beliebig klein, 
d. h. es wird

lim 8n (x) = j [f(x + 0) -f f(x — 0)].

Insbesondere gilt das Resultat auch dann, wenn die Funktion 
f(x) zu beiden Seiten der betrachteten Stelle nicht unendlich viele 
Maxima und Minima hat, denn dann lässt sich die Funktion X(ß) 
in die beiden Teile f(x + ß) — f(x -f 0) und f(x — ß) — f(x — 0) 
zerlegen, und auf jeden derselben kann der nämliche Schluss an­
gewandt werden. (Bedingung von Dirichlet.)

Denn man kann das Intervall d so klein machen, dass die 
Beträge der Funktion X(ß) nur wachsen, während ß das Intervall 
von 0 bis d durchläuft. Nun lässt sich aber d von vornherein 
so klein wählen, dass A(d) beliebig klein ist; ferner ist das Inte­
gral rechts, wie gross auch n werden und welchen Wert auch 6 
haben mag, stets endlich. Also ist der Wert des Integrales
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Die rechte Seite kann nun durch Wahl von d von vornherein 
beliebig klein gemacht werden, ganz unabhängig von n, daher 
ist auch ö

ß sin n ß

o

Drittens: Das letzte Resultat, dass die Reihe allenthalben 
konvergent ist, wenn für die Funktion f(x) der vorwärts- und 
der rückwärtsgebildete Ditferentialquotient allenthalben endlich sind, 
lässt sich noch verallgemeinern. Es genügt, dass der Differential­
quotient der Funktion f(x), auch wenn er unendlich wird, doch 
absolut integrierbar sei. Denn es besitzt alsdann die Funktion l(ß) 
eine absolut integrierbare Ableitung: ß) = f'(x -f- ß) — f'(x — ß), 
und es wird nach dem Satze der teilweisen Integration:

à ( Ó 
j^(a) da j^

Ô ô nö
=j(a) da j -

0 na

sin nßsin n ß sin z
dß =dß dz.

ß z
0 0

Wenn nun die absoluten Werte der Funktion )J (a) integrier­
bar sind, so ist:

6 n ô 6n
• j^abs («)] dasj l'(a)da

0 na
■-J-.0

dz •abs dz <
o

nö

j sinJ »denn der Wert des Integrales dz ist bei jedem Werte von
na

a und n nie grösser (§ 466, Beispiel 2) als:
7t

f sin z
dz.

z
0

durch Wahl von d bei allen Werten von n beliebig klein, womit 
wiederum die Konvergenz bewiesen ist. (Bedingung von du Bois- 
Reymond.)

Als das für die Anwendung der Fourier sehen Reihe in der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen wichtigste Resultat 
heben wir hervor, dass jede im Intervalle von — 7t bis + tc

Serret, Differential- und Integral-Rechnung. II. Bd. 23
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rückwärts gebildeten Differentialquotienten besitzt, so konvergiert 
die Fouriersche Reihe an dieser Stelle nach dem Werte

| [f(x + 0) + f(x - 0)].
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irgendwie definierte Funktion, deren Ableitung entweder endlich 
und integrierbar, oder absolut integrierbar ist (an den Sprungstellen 
der Funktion sind immer die vor- und rückwärts gebildeten 
Ableitungen gesondert zu betrachten), durch eine allenthalben kon­
vergente Fouriersche Reihe darstellbar ist, derart, dass an den 
Sprungstellen der Funktion die Reihe den mittleren Wert an­
nimmt. Dadurch allein schon erhält diese Reihenentwickelung 
eine besonders wichtige Bedeutung im Vergleich mit den gewöhn­
lichen Potenzreihen; denn diese setzen die Stetigkeit nicht nur der 
ersten, sondern überhaupt aller Ableitungen voraus.

Endlich bemerken wir noch, dass an den Stellen x — + oder

— % die Reihe nach dem Werte

konvergiert, sobald die Funktion an den Stellen x — ± % eine 
der drei Bedingungen erfüllt. Ist also die willkürliche Funktion 
so beschaffen, dass ihre Werte an den beiden Grenzen des Inter­
valles verschieden sind, so kann durch die Fouriersche Reihe 
immer nur der mittlere Wert dieser beiden ausgedrückt werden.

Bemerkung. Wird die Funktion f(x) an einzelnen Stellen 
unendlich, so jedoch, dass die notwendigen Bedingungen (§ 3) 
erfüllt sind, so konvergiert die Fouriersche Reihe sicherlich an 
jeder anderen Stelle, welche eine der drei entwickelten Beding­
ungen erfüllt. Wie sie sich an der Unendlichkeitsstelle verhält, 
ist eine minder wichtige Frage, sie kann dort möglicherweise sogar 
konvergieren, doch stellt sie dann mit diesem Werte nicht die 
Funktion dar. Ferner erkennt man, dass punktuell hebbare Un­
stetigkeiten der Funktion f(x) gar keinen Einfluss haben auf die 
Reihe und daher auch niemals durch dieselbe dargestellt werden.

7. Der Beweis, welchen wir geführt haben, giebt uns Be­
dingungen an, unter denen die Fouriersche Reihe nach dem

Werte

Frage nicht ohne Bedeutung, ob die Reihe an einer bestimmten 
Stelle x nicht auch konvergieren kann, ohne dass sie gerade diesen 
Wert annimmt. Die Antwort aber lautet: Wenn die Fouriersche

Reihe an einer Stelle konvergiert, an welcher — [f (x -f 0) + f (x — 0)]

einen bestimmten Wert hat, so konvergiert sie auch immer nach 
diesem Werte. Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich, wenn man 
zuvor auf zwei allgemeine Eigenschaften der trigonometrischen 
Reihen überhaupt eingeht, von denen die eine im wesentlichen 
von Herrn G. Cantor, die andere von Riemann aufgestellt 
wurde. Dieselben sind zugleich wichtig für die Beantwortung der 
Frage: Ist jede trigonometrische Reihe, welche eine Funktion f(x)

y [/"(+ n — 0) + rc + 0)}

— [f(x -j- 0) -f- f(x — 0)] konvergiert. Es ist daher die 
2



n= oo

A0 -f- cosnx + Bn sin nx,
n = 1

wenn sie im Intervalle von — n bis -f % eine Funktion f (x) 
definiert, welche integrierbar ist, die Koeffizienten An und Bn die 
Werte:

+ 71+ «

An = — f f(x) cosnxdx,
7T t,/

Bn = — / f(x) siwnxdx?
7C

— 7t--It
Diese Frage ist im wesentlichen zu bejahen. Der Weg zu 

ihrer Beantwortung ist von Herrn du Bois-Reymond zuerst an­
gegeben worden. Im folgenden soll der Beweis geführt werden 
unter der Einschränkung, dass f(x) zugleich eine im allgemeinen 
stetige Funktion ist, d. h. eine solche, die nur an einzelnen Stellen 
eine sprungweise Wertänderung erleidet.

8. Wenn eine trigonometrische Reihe
n— co

2
n = 1

überhaupt in einem noch so kleinen Intervalle konvergieren soll, 
so muss sie notwendig die Eigenschaft haben, dass limH„ und 
limR„ für n — co verschwinden. Diesem von Hrn. Cantor auf­
gestellten Satze (Math, Annal. Bd. 4 u. 5) können wir eine er­
weiterte Fassung geben, indem wir folgende allgemeine Erkenntnis 
über Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen voranstellen. 
Die Stellen, an denen eine unendliche Reihe divergiert, können 
von zweierlei Art sein. Entweder wächst die Summe der Reihen­
glieder über jede Grenze, die Reihe wird alsdann an dieser Stelle 
in bestimmter oder unbestimmter Weise unendlich, oder es os- 
cillieren die Werte dieser Summe zwischen endlichen Grenzen. 
Im ersten Falle kann das Mass der Divergenz ein unendliches 
genannt werden, im zweiten lässt sich ein endliches Mass fixieren. 
Denn bezeichnet man mit Sn—i die Summe der Glieder, welche 
den Index 0,1,... bis n — 1 besitzen, und bildet man die Folge 
Sn— i, Sn, $„+1 ..., so existiert eine obere Grenze G-n und eine

23*

cos nx -f Bn sin nx
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definiert, eine Fouriersche? Man erkennt von vornherein die 
Beschränkung des Satzes: Die Funktion f(x), welche durch eine 
trigonometrische Reihe definiert ist, muss, falls die Koeffizienten 
der Reihe die Fouriersche Integralform haben sollen, jedenfalls 
eine integrierbare sein.
§ 502 flg. nur unter einer bestimmten Annahme gelöste Problem:

Haben in jeder trigonometrischen Reihe:

Sonach kommen wir auf das in den

i-i 
; <M
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untere gn, welche von den Gliedern in dieser Folge nicht über­
schritten wird. Lässt man den Index n beliebig wachsen, so er­
hält Gn, indem es entweder konstant bleibt oder nur abnimmt, 
einen Grenzwert G', und ebenso bekommt gn, indem es entweder 
konstant bleibt oder nur zunimmt, einen Grenzwert g'. Diese 
Werte G' und g' sind alsdann die äussersten Grenzen für die 
schliessliche Oscillation der Reihensumme und ihre Divergenz soll 
das Mass der Divergenz an der betrachteten Stelle heissen. Ist 
dieses Divergenzmass null, so konvergiert die Reihe daselbst. 
Bezeichnet man die Differenz Sn.j_*—Sn mit JRn,k, so hat die 
Folge der Reste Jin, i, Bn, 2 ... die Eigenschaft, dass ihr Betrag 
niemals grösser sein kann als Gn — gn. Wird also das Divergenz­
mass schliesslich kleiner als eine Zahl d, so kann man eine 
Stelle n ausfindig machen, von der ab die Beträge sämtlicher 
Reste Rn,k unabhängig von h stets kleiner bleiben als d. Eine 
Reihe soll in einem Intervalle im allgemeinen honvergent heissen, 
wenn alle die Stellen, an denen das Divergenzmass grösser ist 
als eine bestimmte, beliebig zu fixierende Zahl d in keinem noch 
so kleinen Teilintervalle überall dicht sind. Dies besagt, dass 
man in unmittelbarer Nähe einer jeden Stelle ein Intervall be­
stimmen kann, so dass für sämtliche Stellen in diesem Intervalle 
das Divergenzmass gleich oder kleiner ist als S. Der Satz, 
welchen wir beweisen wollen, lautet nun: Eine trigonometrische 
Beihe, ivelche in einem beliebigen Intervalle im allgemeinen Tionver­
gent ist, muss schliesslich verschwindende Koeffizienten haben, d. h. 
es muss lim An = 0 und lim Bn = 0 werden.

Eine trigonometrische Reihe, für welche die Koeffizienten An 
und Bn nicht verschwindende Grenzwerte haben, kann zwar auch 
bei unendlich vielen Werten von x konvergieren, es giebt aber in 
jedem noch so kleinen Intervalle Stellen, an denen sie divergiert, 
und zwar mit einem Divergenzmasse, das grösser ist als eine be­
stimmte endliche Zahl.

An jeder Stelle, wo das Divergenzmass kleiner wird als ö, 
kann man eine untere Grenze für den Index n bestimmen, so dass 
sämtliche Reihenglieder, deren Index gleich oder grösser aîs n 
ist, dem Betrage nach kleiner werden als 6. Da nun die Punkte, 
an denen das Divergenzmass grösser ist als ö, in keinem noch 
so kleinen Intervalle überall dicht sein sollen, so kann man in 
unmittelbarer Nähe einer jeden Stelle ein Teilintervall bestimmen, 
in welchem kein Punkt liegt, an dem das Divergenzmass grösser 
ist als ö. Solch ein Intervall habe die Länge 2e und erstrecke 
sich von x — s bis x + e.

Man kann dann also einen Wert für n bestimmen, so dass 
für diesen sowie für alle grösseren Werte die Glieder:
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A„ cos n (x -f- s) + Bn sin n (x + s)
= (M„ cos nx + Bn sin nx) cos ns — (An sin nx — Bn cos nx) sin ns, 

An cos n(x — s) + Bn sin n(x — s)
= (Atl cos nx + Bn sin nx) cos ns + (An sin nx — Bn cos nx) sin n s

beide dem Betrage nach um eine bestimmte Grösse kleiner werden 
als ö. Es bedeutet dabei x einen Wert in beliebiger Nähe einer 
jeden Stelle, s irgend einen Wert innerhalb des konstruierten 
Intervalles. Zu jedem Werte von s kann eine andere Grenze für 
n gehören; es ist noch nicht gesagt, dass bei jedem Werte von 
s derselbe Wert von n ausreicht.

Durch Addition und Subtraktion der beiden vorstehenden 
Grössen erkennt man, dass auch jede der Grössen
(An cos nx -f- Bn sin nx) cos ns und (An sin nx — Bn cos nx) sin ns
jedenfalls kleiner sein muss als 2 <5. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit sinwa; sinwe, die zweite mit coswæ coswe, so findet 
man durch Subtraktion, dass Bn sin 2ns und analog, dass An cos 2ns 
kleiner werden als 4(5 = ö\ also kurz gesagt kleiner gemacht 
werden können als eine beliebig vorgegebene Zahl <5f. Setzt man 
2 s = a, so wird also für alle Werte von a in einem bestimmten 
Intervalle, dessen Grenzen wir mit a und b bezeichnen wollen, 
limi?„sinwa und lim Ancos>nu kleiner als ä'. Für jeden Wert 
von a innerhalb des angegebenen Intervalles muss also die Reihe:

[Bn sin n or], ... [Bn+k sin (n + k) «], ...
schliesslich nur Glieder enthalten, deren Betrag kleiner ist als d’, 
und dies kann, wie nun bewiesen werden soll, nicht anders erfüllt 
sein, als wenn für einen bestimmten Wert von n an sämtliche 
Koeffizienten

t-®»]i L®»+i] i • • • +*] ’ • • •
dem Betrage nach kleiner sind als d'.

Denn nehmen wir an, dass dieses nicht der Fall ist, so 
kann man aus dieser Reihe eine andere herausheben:

-B«,» ... B

deren Glieder sämtlich gleich oder grösser sind als d\ Dann 
Hesse sich aber auch in dem angegebenen Intervall ein Wert a 
fixieren, für welchen lim [Bn sin na] nicht kleiner wird als (F. 
Aus der Reihe der wachsenden, ganzen Zahlen nt, n2, ... nk, ... 
hebe man eine neue Reihe heraus: n\, n'2, ...n\, ... so dass die 
Produkte n\ a, n\ <x, ... n\cc ... insgesamt von einem ungeraden 

n
Vielfachen von

2
abweichen. Wenn dieses möglich ist, so differiert auch sinwfa

nk1 • • M

weniger als eine beliebig kleine Grösse rjum



beliebig wenig von dem Werte +1, und also der Betrag von 
Bn'siun'cc beliebig wenig von einem Werte, der gleich oder grösser 
ist als ö'.
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Man setze:
TT 7t

nia < Vi J + V

% IVi y + V

undn\a > V\ J — V

oder:
7t

Vij-V
< ß <

nl ni
yx bezeichnet eine ganze ungerade, zunächst noch unbestimmte Zahl. 
Der Wert von cc fällt in das gegebene Intervall von a bis &, wenn:

yij + v
7t

ViJ-V
a < b>

*i n{
ist, oder

2 2
+ v) — < Vi < (nih — v) —7t 7t

Dieses Intervall enthält sicherlich eine ungerade Zahl yx, wenn
7t + 2 0]

also n. >_ —---------
b — a

gewählt ist. Durch diese Forderung ist nur eine untere Grenze 
für die zu bildende Reihe n' fixiert, und in diesem Umstande liegt 
der Kern des ganzen Beweises. Hat man also aus der Reihe 
nx, w2, ... die Zahl n\ und demgemäss yx diesen Ungleichungen 
entsjDrechend fixiert, so ist a auf das Intervall beschränkt, das 
kurz mit

K(& - a) - 2ł?] 2,
7t

7t 71 I

oi — » b’ =
n\ n\

2y
bezeichnet sei und die Länge —r- hat. In diesem Intervalle können

n !
wir nun wiederum a so aussuchen, dass für einen Wert wf2, welcher 
grösser ist als n\ und in der Reihe nx, n2, ... w* .. . vorkommt, 
die Ungleichung besteht:

7t

vÜZn
n'2

Die ungerade Zahl y2 muss der Bedingung genügen:

TT

y2 j + v
— <«< n'2

2 2
(n'2a' + rj) — < y2 < (n'2b' — y) — »

7t 7t

und dieses Intervall enthält sicherlich eine ungerade Zahl, sobald:
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[n'2(b' — cd) — 2rj] ^ > 2 oder n'2 ~ ™ ^ 2 V
n'i)2 y

gewählt ist. Auf diese Weise erhalten wir nun eine untere Grenze, 
nach welcher n'2 aus der ursprünglichen Reihe nly n2, ... zu wählen 
ist, und nachdem y2 der obigen Ungleichung gemäss fixiert ist, 
bleibt der Wert von a noch innerhalb eines Intervalles von der

willkürlich. In diesem Intervalle kann man ein neues
2i]

Länge -r
n g

bestimmen, so dass für eine Zahl n'3 > n'2 das Produkt n! 3a von

einem ungeraden Vielfachen y3 von ~ um weniger als s differiert,

und indem man diesen Prozess fortsetzt, gewinnt man als Grenze 
eine Stelle a, für welche:

n\a, n'2a n'3a, ...
der aufgestellten Forderung stets genügt, so dass auch die Be­
träge von

Bn i sin n\ cc, Btl l sin n'2 a, Bn'3 sin n\ a, ...
um eine beliebig kleine Grösse von unterschieden sind. Es 
wird also limB„sinw« nicht um eine bestimmte Grösse kleiner 
als d', d. h. die Reihe müsste in jedem noch so kleinen Intervalle 
ein Divergenzmass besitzen, das gleich oder grösser ist als <P; 
sie wäre dann nicht unserer Definition entsprechend im allgemeinen 
konvergent. In derselben Weise ist der Beweis für die Koeffi­
zienten An zu führen.

Soll eine Funktion f(x), welche durch eine trigonometrische 
Reihe definiert, ist, zugleich auch integrierbar sein, so muss diese 
Reihe auch im allgemeinen konvergieren. Denn anderen Falles 
würde die Funktion f(x) in jedem kleinsten Intervalle unbestimmt 
werden, und die Schwankungen der Funktion, d. h. die Differenz 
der verschiedenen Werte, welche man an solch einer Stelle durch 
fortgesetzte Summation der Reihenglieder erhält, bliebe dabei 
grösser als eine endliche Zahl ö'. Bei einer integrierbaren Funk­
tion aber müssen alle die Stellen, an denen die Schwankungen 
grösser sind als eine endliche Zahl df, sich in Intervalle ein- 
schliessen lassen, deren Summe beliebig klein wird, sie können 
also nicht überall dicht über ein noch so kleines endliches Intervall 
verteilt sein. Sonach hat man den Satz: In jeder trigonometrischen 
Reihe werden, wenn sie eine integrierbare Funktion definiert, die 
Koeffizienten zuletzt unendlich klein, d. h. es ist limAn=0 und 
lim Bn = 0 für n = oo.

9. Die zweite von Riemann (Ges. Werke, pag. 231 flg.) er­
kannte Eigenschaft einer jeden trigonometrischen Reihe, deren 
Koeffizienten zuletzt unendlich klein werden, ist die folgende:



Ti —CO

Aq + An cos nx -f- Bn sin nx,
71 — 1

deren Wert an jeder Stelle, wo sie konvergiert, mit f(x) bezeichnet 
sei, durch zweimalige gliedweise Integration die Reihe:

n — co
1 1
— A0x2 — ^ -g (An cos nx 4~ Bn sin nx),

n— 1 ^
so konvergiert diese Reihe bei allen Werten von x und stellt im 
Intervalle von — n bis -f- n eine stetige Funktion F(x) dar. Diese 
stetige Funktion hat erstlich die Eigenschaft, dass:

F(x + 2 a) — 2 F(x) + F(x — 2 a)
= f(x)lim

4 a2
wird bei allen Werten von x, an denen f(x) einen bestimmten 
Wert hat, und dass dieser Grenzwert jedenfalls innerhalb der 
Schwankungen des Reihenwertes liegt an einer Stelle, an welcher 
die Reihe divergiert; ferner die Eigenschaft, dass:

F(x + 2 a) — 2 F(x) 4~ F(x — 2 a)
lim = 0

4aa = 0

wird bei allen Werten von x.
Die Konvergenz der neuen Reihe und ihre Stetigkeit erkennt 

man, wenn man die Summe aller Glieder bis einschliesslich derer 
mit dem Index n durch JV, den Rest der Reihe, d. h.

*=co ^
•v 'I 1

(Ak cos Jcx 4- Bk sin Tex)
k=n-1-1

mit B, und den grössten Wert von Ak cos Tex 4- Bk sin Tex für 7o> n 
mit s bezeichnet. Alsdann bleibt der Betrag des Restes offenbar 
kleiner als:

1 1 1
2 + • ' - < — ’_{n 4~ l)2 *" (»4 2)2 (» + 3) n

und kann also in beliebig kleine Grenzen eingeschlossen werden, 
wenn man nur n hinreichend gross nimmt. Die trigonometrische 
Reihe ist demnach bei allen Werten von x eine gleichmässig kon­
vergente, und daraus folgt dann auch, dass F(x) stetig ist. Denn 
man kann die Differenz F(x 4; Ax) — F(x) beliebig klein machen, 
wenn man zuerst n so gross wählt, dass R, welche Werte auch 
x und x + Ax haben mögen, beliebig klein ist, und alsdann Ax 
so fixieren, dass auch die Differenz der Werte von N für x und 
x ± Ax beliebig klein ist.
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Bildet man aus der Reihe:
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Man bilde den Quotienten:
F'X + 2“)- :2“) =. IA0 +2 (A.tos „,+**, „) (

n = l

-M0+ ^ cos «« + Bn sin wa? = /’(#)
* n= 1

ist, wobei f(x) entweder einen bestimmten Wert bezeichnet oder 
einen unbestimmten Wert, der innerhalb des Wertevorrates der 
Reihensumme an der Stelle x liegt, so muss sich, wenn man die 
Reihe:

n — CO 2sin n cc
4 a2 na

Wenn nun:
n~ co

k=n — 1
y A0 + ^ Ak cos Ttx + Bk sin ltx = f(x) + en

setzt, für eine beliebig gegebene Grösse d ein Wert m von n an­
geben lassen, so dass, wenn n > m wird, en < ö wird. Wir 
nehmen nun a so klein an, dass ma <i% wird, und bringen ferner 
mittelst der Substitution

An cos nx + B„ sin nx — _[_i — sn
die obige Reihe auf die Form:

n- co
-1)«V ( sin na\2

— l) a na

Diese Reihe teilen wir in drei Teile, indem wir
1. die Glieder vom Index 1 bis m einschliesslich,
2. die Glieder vom Index m + 1 bis zur grössten unter — 

liegenden ganzen Zahl, welche s heisse,
3. die Glieder vom Index s + 1 bis oo

a

zusammenfassen. Der erste Teil besteht aus einer endlichen An­
zahl stetig sich ändernder Glieder und kann daher seinem Grenz­
werte null beliebig genähert werden, indem man a hinreichend klein 
werden lässt; der zweite Teil ist, da der Faktor von sn beständig
positiv ist, indem -Sm X in den ersten beiden Quadranten eine

x
durchaus abnehmende Funktion ist, offenbar dem Betrage nach 
kleiner als:

/sinmcA2 /sinscA2 
\ ma / \ sa )d

Im dritten Teile endlich zerlege man das allgemeine Glied in

;» - i)«vn[n — l)a \2
Sn (n — l)aund na



7t
Dieser Wert geht, da s die grösste unter — liegende ganze

(C
Zahl bedeutet, für ein unendlich kleines a über in

ô
Die Reihe

^7 T/sin(w — l) a\2 /sinwaV 
11 L\ (n — l) a ) \ na ) _

nähert sich daher mit abnehmendem a einem Grenzwert, der nicht 
grösser als

i 1 + - +
7

sein kann, also da ö beliebig klein gemacht werden kann, null 
werden muss, und folglich konvergiert

F(x + 2a) - 2F(x) + F(x - 2a)
------------------------------------------------------ ----------------------------------------------- ,

4 a2
welches gleich

• w+I- [(^feyr)'-(==)']

ist, wenn a nach null konvergiert gegen f(x), womit die auf- 
gestellte Eigenschaft bewiesen ist-, f(x) bedeutet dabei einen Wert 
innerhalb des Wertevorrates der ursprünglichen Reihe an der Stelle %, 
also wenn die Reihe an dieser Stelle konvergiert, diesen be­
stimmten Wert.

Es soll nun noch gezeigt werden, dass
F(x + 2 q) — 2F(x) + F(x - 2 a)

lim
2 aa — 0

null wird und zwar gleichmässig nach null konvergiert, d. h. bei 
allen Werten von x durch Wahl eines hinreichend kleinen Wertes 
von a kleiner gemacht werden kann als eine beliebig vorgegebene 
Zahl. Um dieses zu beweisen, teile man die Reihe

1 1
H—_2 TC _71
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sin (2 n — l) a sin a^ sin (n — l) a \2 / sin wa\2 

/ V na ) _ — e«£n (na)2na
so leuchtet ein, dass dieses Glied kleiner ist als

1 1
Ô n2a2__(w — l)2a2

und folglich die Summe von w = s + l bis n = co kleiner ist als

. r_i_ ,
_S2a2 Sa_ '

»J
*-
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* A0 + (An cos nx -f- Bn sin nx)
n = l

in drei Gruppen, von denen die erste alle Glieder bis zu einem 
festen Index m enthält, von dem an die Koeffizienten An und Bn 
immer kleiner als £ bleiben; die zweite alle folgenden Glieder, 
für welche na gleich oder kleiner ist als eine feste Grösse c, die 
dritte den Rest der Reihe umfasst. Die Summe der ersten end­
lichen Gruppe bleibt endlich, d. h. sie ist bei allen Werten von x 
kleiner als eine endliche Zahl Q. Die Summe der zweiten Gruppe 
ist kleiner als

^7/ sinwcA2 
\ na )

m +1
2e

Die Anzahl der Glieder in dieser Summe ist kleiner als s,
£

und daher ist diese Summe kleiner als 2 s—• Die dritte Summe 
endlich ist kleiner als a

!(=?)'< 2s
2s

ac

Folglich bleibt

F(x + 2«) - 2F(x) + F(x - 2a) (• + 4)]<2 Qa + 2s
2a

bei allen Werten von x, woraus der behauptete Satz folgt.
10. Auf Grund des Ergebnisses in dem letzten Paragraphen 

hat man nun das Problem zu behandeln (du Bois-Reymond, 
Abhandlungen der k. bayerisch. Akad. der W., II. Kl., Bd. 12): Wenn 
man von einer in einem bestimmten Intervalle stetigen Funktion F(x) 
weiss, dass ihr zweiter mittlerer Differentialquotient, nämlich:

F(x + Ax) — 2 F{x) + F(x - Ax) A2F(x)
lim

J X 0

an jeder Stelle gleich ist einer integi’ierbaren Funktion f(x), d. h. 
an allen Stellen, wo die Funktion f(x) einen bestimmten Wert 
hat, ebenfalls diesen Wert besitzt, an denjenigen dagegen, wo f(x) 
unbestimmt zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen ist, einen 
bestimmten oder unbestimmten Wert besitzt, der innerhalb der 
nämlichen Unbestimmtheitsgrenzen liegt, kann man dann umgekehrt 
von der Funktion F(x) behaupten, dass sie sich durch zweimalige 
Integration aus f(x) ableiten lässt, dass also die Gleichung besteht:

Ax2 Ax2

1. F(x) = Ft(x) + Cx + C
wobei
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*\0) =ff(y) 0 — y) dy

C und C' bestimmte Konstanten sind, und cc eine willkürlich fixierte 
Grösse bezeichnet.

Die aufgeworfene Frage ist leicht zu entscheiden, wenn wir 
annehmen, dass die Funktion f(x) eine im allgemeinen stetige 
Funktion ist, die nur an einzelnen Stellen eine sprungweise Un­
stetigkeit erleidet; für den allgemeinsten Fall, in dem von f(x) 
nur bekannt ist, dass es eine integrierbare Funktion ist, die also 
auch unendlich werden kann, ist die Beantwortung schwieriger.

11. Wir stellen folgenden Hilfssatz voraus:

Weiss man von einer stetigen Funktion cp (x), dass inner­
halb eines gegebenen Intervalles der ztveite mittlere Differentialquotient 
an allen Stellen den Wert null hat, so ist cp (x) eine lineare 
Funktion von x mit konstanten Koeffizienten.

Das gegebene Intervall erstrecke sich von x — a bis x = &; 
man bilde:

X
V 0) = <P 0) — cp (a) — —

%(?) = ± f(x) - j(x — a) (6 - x)

~a fo(&) - «pW]
il

und

wTobei ô eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Es ist nun

'/i(x+Ax)~ 2%(x)+%(x—Ax) cp(x + Ax) — 2cp(x) + cp(x—Ax)
ä? r± ä? +ä

ein Wert, der an jeder Stelle des für cp(x) gegebenen Intervalles 
schliesslich positiv wird für Ax = 0, denn der Differenzen­
quotient der Funktion cp(x) wird durch Wahl von Ax beliebig 
klein. Hieraus folgt, dass die stetige Funktion %(x), welche an 
den beiden Endpunkten des Intervalles a und b den Wert null 
hat, im Innern des Intervalles kein Maximum besitzen kann. Denn 
wenn x1 eine Stelle bezeichnet, an welcher dieses Maximum liegt, 
so ist

X(*1 + Ax) - X On) o, x(xl— Ax) - x Ol) < o ;
es wird dann

x Oi + Ax) - 2 x Oi) + x Oi - ■ Az) <; 0,

nicht aber positiv; daraus folgt, dass die stetige Funktion x(x) 
im ganzen Intervalle von a bis b nicht positiv werden kann; 
also ist:
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(x — a) (b — x) <C 0± f (#) —

Ö Ô
± ^{x) < - {x - a){b - x) < - {b - a)2.

oder:

Da ô beliebig klein ist, so folgt hieraus, dass auch der 
Betrag von ^(x) beliebig klein wird, d. h. dass

<P (*) = <P 0) + ffZl~a ^ (6) ~ ? (a)^
ist.

12. Bezeichnet man nun die Differenz zwischen den im § 10 
definierten Funktionen F(x)—Fx(x) mit (p{x), so ist:

A *Ft(x)
Ax2 ’

A2 9)0*0 A 2Fjx)
= limlim — lim

Ax2 Ax2
und es wird:

J X

A2Fxjx) Ax2 J* 

0

x + a) -f- f(x — a)J (A# — a) da
Ax2

f(x 4- 6 Ax) + f(x — 6 Ax)

wenn man mit f(x + 0 Ax) und f(x — 6 Ax) mittlere Werte be­
zeichnet, welche innei'halb der Werte der Funktion f(x) in den 
Intervallen von x bis x -\- Ax und x bis x — Ax gelegen sind. 
Betrachtet man zunächst solche Intervalle, in denen die Funktion 
fix) keine sprungweisen Wertänderungen erleidet, vielmehr durch­
aus stetig ist, so wird für jede Stelle in denselben:

f(x+Q Ax) + f(x — d Ax)A2F1(x)A2cp(x) A 2F(x)
----- f(x) — lim= lim -limlim

Ax2 Ax2 Ax2 2
also gleich null; mithin ist in jedem dieser Intervalle die Differenz

F ix) — Ft (x)

eine lineare Funktion: Cx + C'.
Betrachtet man aber ein Intervall, in welchem die Funktion 

fix) eine sprungweise Wertänderung erleidet, während sie zu beiden
A *q> 
Ax2

Seiten dieser Stelle stetig ist, so wird auch hier überall lim

A2Fjx)
gleich null; denn an der Sprungstelle x — c ist lim gleich

Ax2
A2F1(x)4" [^(c + 0)4-f(c—0)], und denselben Wert erhält auch lim 

A Ax2

tc
 Oo



13. Diese Ergebnisse führen zu dem Satze: Ist durch die 
trigonometrische Reihe
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W—QO
A0 -f- "^An cos nx + Bn sin nx

^ fl— 1

eine im Intervall von — n bis + n im allgemeinen stetige Funk­
tion f(x) definiert, welche nur an vereinzelten Stellen sprungweise 
Unstetigkeiten erleidet, so besteht bei allen Werten von x die 
Gleichung:

71=00 /-»

x2 — (An cos nx + Bn sin nx) j f(y) (x —y) dy+ Cx+C'.
— 71

Bezeichnet man das Integral auf der rechten Seite kurz mit 
F1(x), so folgt, weil die auf der linken Seite stehende Summe 
eine periodische Funktion mit der Periode 2n ist:

F1 (x + 2n) + C(x+2jt) + C'~ jA0(x+ 2n)2 F1 (x) + Cx + C’-j A0xz

oder
F1(x + 27t) = Fj (x) - 2Cn + A0(xn + n2), 

und weil für x = — n die Funktion F^ix) verschwindet, so ist
F1 (n) — — 2 Gtc.

Aus derselben Gleichung folgt, wenn man sie nach x diffe-
rentiiert:

F’1(x + 2n) = F'1(x) + A07t,
also für x = — n:

F\(n) F\ ( %) + A0n — A0%.
Da die neu gebildete Reihe eine gleichmässig konvergente 

ist, so kann sie gliedweis integriert werden. Man findet sonach 
die Relationen:

+ *

j [F^x) -f Cx -(- C'] sin nxdx Bn tc

— 7t

denn es ist:
+ n+ 71 + 7T

J‘ — x2 cosnx~\ 2 
....- + —x2 sin nx dx = x cos nx dx

nn
— 71— n— n

+ 7t+ 7T

2 fx sin nx 1 2
+ 7T

— x2 cos nx~
sin nxdx = 0+ —n l n J n2

— 71
n

und — 71 —7t

rH 
| ^
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+*
/ [-^i (a?) -f Cx + CJ cos nx dx =

t/
^AnnĄ- (— l)* ,° TT,

n2
— 71

denn es ist:
Ą-n+ »

/ a?2 siu w a? 2
a?2 cos nx dx = a; sin nx dx

nn
71 — 71— n

+ n+
i./:x2 sin nx~ 2 fx cos wa?

H---- ----------w L n
4 TT

cos wa? da? (— l)n.
----71 — 71 — 71

Die Funktion Fx (a?) besitzt eine stetige Ableitung und sonach 
wird vermittelst teilweiser Integration das erste Integral gleich:

cos_M + Cx + crjJ + I ßF
\ (a?) -f 6'] cos wa? da’.

— 7T» — 71

Aber auch dieses Integral lässt die teilweise Integration zu, 
weil F\ (a?) stetig ist, und die integrierbare Ableitung f(cc) be­
sitzt; demnach folgt:

---- 0 Bn 7t
n2

+ »

hJf(àAsin nx-[■ COS Yt OC' |- __ y v ^ y-v M---- - [JFj (a?) + (7 a? + (7'J
w

[J-^W + O] - n nx dx.
n2

— 71 — 71 — 71

Die Werte in den Klammern verschwinden, und man erhält:

+ *

sin nx dx.
—71

Auf ähnliche Weise findet man:

+ *
A„=lff(x)coSnxäx.

— 71

Sonach ist der Satz bewiesen: Ist durch eine trigonometrische 
Reihe eine im allgemeinen stetige Funktion f(x) definiert, welche nur 
an vereinzelten Stellen eine sprungweise Wertänderung besitzt, so ist 
die Reihe eine Fouriersche.

+

K

I 
+
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Bemerkung. Um den Satz in seiner allgemeinsten Fassung 
zu beweisen, d. h. nur unter der Voraussetzung, dass die Funktion 
f{x), welche durch die trigonometrische Reihe definiert ist, inte­
grierbar ist, woraus nach § 8 hervorgeht, dass die Koeffizienten 
der Reihe zuletzt unendlich klein werden, muss man wiederum 
den Nachweis führen, dass die durch zweimalige gliedweise Inte­
gration aus der gegebenen abgeleiteten Reihe gleich

J f(v) (x — y) dy + cx + c
— 71

wird. Alsdann bleiben die weiteren Schlüsse des letzten Para­
graphen bestehen. Zu dem Zwecke hat man den Satz zu be­
weisen: Wenn eine stetige Funktion die Eigenschaft hat, dass

A2 F(x)
Ax2

ihr zweiter mittlerer Differentialquotient lim gleich wird

einer integrierbaren Funktion f(x), die zugleich auch Stellen 
besitzen kann, an denen sie unendlich wird, so ist F(x) 
durch zweimalige Integration aus f(x) bis auf eine lineare Funk­
tion darstellbar. Dieser Satz lässt sich in der That beweisen, 
wenn, was hier der Fall ist, die Bedingung hinzukommt, dass 

A2 F (x)
allenthalben gleich null wird, und wenn noch die

Voraussetzung gemacht wird, dass die Unendlichkeitsstellen der 
Funktion f(x) isoliert sind, oder nur eine „abzahlbare“ Menge 
bilden. (Math. Annal. Bd. 23, pag. 266, Bd. 24, pag. 246.)

Ebenso kann man den im § 7 erwähnten Satz beweisen: 
Wenn eine Fouriersche Reihe, deren Koeffizienten mit den Inte­
gralen einer Funktion f(x) gebildet sind, schliesslich verschwindende 
Koeffizienten erhält, so stimmt der Wert der Reihe überall, wo

lim
Ax

sie konvergiert, mit dem Werte —■'[/’(# + 0) -f- f(x — 0)J überein,

vorausgesetzt, dass dies überhaupt ein bestimmter Wert ist, und an 
jeder Stelle, wo die ursprüngliche Reihe divergiert, jedoch mit end­

lichem Divergenzmasse, liegt der Wert von

innerhalb der Schwankungen der Reihe an dieser Stelle, oder die 
Unbestimmtheitsgrenzen dieses Ausdruckes fallen nicht ausserhalb 
der Schwankungen der Reihe.

Endlich kann man auch das allgemeine Theorem beweisen: 
Eine Funktion f(x), welche durch eine trigonometrische Reihe, 
deren Koeffizienten zuletzt unendlich klein werden, definiert ist, 
kann nicht durch eine andere von dieser verschiedene, trigono­
metrische Reihe dargestellt werden, wenn man von diesen beiden

TT lf(x + °) +f(x — °)1



dargestellt werden kann, so dass bei jedem Werte von x inner­
halb dieses Intervalles die Reihe entweder den Wert f(x) oder

den Wert

der im § 2 genannten allgemeineren Voraussetzung zurück, dass 
eine Funktion f(z) im Intervalle von — l bis -j- l gegeben ist, so 
erhalten wir für diese Funktion unter denselben Bedingungen eine 
trigonometrische Darstellung, indem wir

ir [/"(# + 0) + f(x — 0)] erhält. Kehren wir
A

nun zu

substituieren. Alsdann wird
k— co

cp (x) = —- A0 -f Ak cos kx + Bk sin kx
A

J f V) äs,
und k=l

+ « Jrn

A0 = —J cp(x) dx
L /,(üL)
7t J \ 7t /

dx —
— i— n — TT

cos
l

+ 7T*
1

/■(«) d « +
2 7C,

— n

+ * + /r

_B* - — / cp (x) sin kx dx = — / f (—)
7C, / Tt,J \ Tt /

sin kxdx = y^f iß) sin knz
dz,

l
— 71— n ----7t

folglich :
24Serret, Differential - und Integral-Bechnung. II. Bd.
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Reihen entweder verlangt, dass sie bei allen Werten von x über­
einstimmen sollen, oder auch nur, dass ihre Differenz im allgemeinen 
null ist, und erstlich nur an Stellen, welche eine diskrete Menge 
bilden, endlich und dem Betrage nach grösser ist als eine beliebig 
kleine endliche Zahl ô (resp. zwischen Unbestimmtheitsgrenzen liegt, 
deren Beträge grösser sind als d), zweitens nur an Stellen, welche 
eine rcduktible Menge bilden, unendlich wird (resp. zwischen Un­
bestimmtheitsgrenzen liegt, deren Betrag unendlich gross wird).

14. Im § 6 haben wir gewisse Bedingungen erkannt, unter 
denen eine im Intervalle von — tz bis 4- % irgendwie definierte, 
integrierbare Funktion f(x) durch eine Fouriersche Reihe von 
der Form:

"s
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-H

— i1) -H -H
-, k= co

+i2. JmJenz Jena
cos —da + sin

Jenz Jena
f (a) sin dacos

l I l l
• *=i _

Ist die Funktion f(z) so beschaffen, dass sie im Intervalle 
von — l bis 0 dieselben Werte wie im Intervalle von ■+• l bis 0 
bat, so werden die Integrale 75*= 0, und die Gleichung reduziert 
sich auf die Form:

— i — i

i i

+122) f(*) = f(°0 da
0

J<nZ 
cos —-—

Jena
cos —r—da.

/ /
/t=i

Ist aber /■(—z) =— f(z), so werden die Integrale A* — 0, 
und man erhält:

o

i

-Î2 7 r(«) . Jena 
sin —7— d a.

Jenz^ sin3) /'O)
l /

o
Diese Darstellungen einer sogenannten willkürlichen Funktion 

beziehen sich immer auf ein endliches, wenn auch beliebig grosses 
Intervall. Es entsteht daher schliesslich noch die Frage, ob man 
auch für eine Funktion, die für das ganze Intervall von x — — oo 
bis x = + co irgendwie definiert ist, eine einheitliche analytische 
Darstellung dieser Art gewinnen kann. In der That lässt sich 
dieselbe zunächst durch eine naheliegende Schlussfolgerung ver­
muten und sodann streng beweisen.* Man setze:

-H
f'f(a) cos qa da — cp (g), j'f(a) sin qa da — cp (#),

— i — i
1 öferner :

also

so erhält die Reihe l), in welcher x statt z geschrieben wird, 
die Form:

/ l n

f{x) =-----cp (0) + — [cos (Jexd)cp (Je d) + sin (Jexô) cp (kö) |.
2 n » n «*=i

Lässt man nun l unbegrenzt wachsen, wobei ô nach null 
konvergiert, so steht zu erwarten, dass die Summe rechts über­
geht in das bestimmte Integral

* Ich befolge dabei im wesentlichen die Methode, welche Hen 
C. Neu mann in seiner Schrift: Über die nach Kreis-, Kugel- und 
Cylinder - Funktionen fortschreitenden Entwickelungen (Leipzig 1881) 
pag. 54 — 70, ausgebildet hat.



oder weil für l — gc :
+ GO + CO

<p(q) = f f(u) cos (ç a) du, ip(<7) = ^/‘(a) sin(g«)c?a
— X -- X

wird, dass die Gleichung besteht:
-foo + CO

~J[̂  ( C°S (?«)/ 

0 \ —oo

f(cc) cos (ça) dcc + sin qx j f{u) sin (qa) du
f(x) = -

— CO

+ COdas heisst: CO

f{x) = -7t dq I f(cf) cos q(x — u) du.
o — co

Diese Gleichung, die Fourier sehe Integral formel, ist zu be­
weisen.

15. Der im § 3 bewiesene Satz, welcher das Fundament für 
alle diese Untersuchungen bildet, lässt sich in allgemeinster Weise 
so aussprechen:

Ist f(x) eine in einem beliebigen aber endlichen Intervalle 
von a bis b überall endliche und integrierbare FuńHion, so wird:

b
lim f'f (x) cosnx dx

b
lim f:f (x) sin nx dxund

für n = cc gleich null, wenn die Zahl n in beliebiger Weise 
über jeden Betrag hinaus wächst.

Denn da früher dieser Satz bewiesen wurde, falls n die 
Reihe der ganzen Zahlen durchläuft, so erkennt man leicht, 
wenn n von der Form m -f ß ist, wobei m eine ganze Zahl, 
ß eine Zahl kleiner als 1 bedeutet, so wird:

b b
ff(x) sinn«dx -- ff(x)smmx

b
ßxdx+ f f(x) cos mx sin ßx dx

a

b
ßx dx - f f(x) sin mx sin ßx dx

cos
aa

und
b b
f f(x) cos nxdx= f f(x) cos mx cos

aa

und die rechten Seiten konvergieren mit wachsenden Werten von 
m nach null.
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sin?O - 3p dx 
x — xx

so muss, damit der obige Satz seine Geltung behält, erstlich 
dieses Integral bei jedem endlichen Werte von q einen bestimmten 
Wert haben, zweitens muss, nachdem u > xx angenommen ist,

sin q (x - aq) ^ 
X — X-,

entweder bei festem Werte von u durch Wahl von q, oder durch 
Wahl von u unabhängig von q kleiner als eine beliebig kleine 
Grösse 6 gemacht werden können, wie gross auch w > u gewählt 
werden mag.

Für diese Forderungen lassen sich hinreichende Bedingungen 
angeben, die in einfacheren Aussagen über die Funktion f(x) be­
stehen.

Erstens: Wenn f(x) bei beliebig wachsenden Werten von x 
schliesslich keine Oscillationen mehr macht, sondern von einem

Anhang: Fouriersche Reihe und Integral.372

Daraus folgt nun wie früher: Der Grenzwert des Integrales
b

1 fffr)”” ?(*-*,) dx
7C , / X ----- Xx

a

für q = oo hängt nur ah von dem Verhalten der Funktion f(x) 
in unmittelbarer Umgebung der Stelle xr

Liegt xt ausserhalb des Intervalles von a bis b, so wird 
dieser Grenzwert gleich null; liegt dagegen x1 innerhalb des Inter­
valles, so wird der Grenzwert gleich:

J \f(xi + 0) + f(xt — 0)]

vorausgesetzt, dass eine der im § 6 als hinreichend erkannten Be­
dingungen erfüllt ist. Fällt endlich xx mit einer der Grenzen a 
oder b des Integrationsintervalles zusammen, so ist unter den­

selben Bedingungen der Grenzwert des Integrales gleich f(a -f- 0)

I rt» - °)-

16. Der vorstehende Satz besteht aber auch unter gewissen 
Bedingungen, wenn die Grenzen des Integrales unendlich werden. 
Lässt man zuerst b unendlich werden, betrachtet also das Integral

oder

a

3

3 j 
b*

Sä"S
 ^8

a
S | 

ł-*
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bestimmten Werte für x an entweder beständig wachsend, oder 
beständig abnehmend einer bestimmten endlichen Grenze für x — oo 
zustrebt, so ist nach dem zweiten Mittelwertsatze (§ 463):

u + 6 (w — u)w
r sin q (x - xx) = , /‘sing(,* - xx)

x — x1 ' J X dx
— xl

UU

falls die Beträge der Funktion f(x) im Intervalle von u bis oo 
nicht zunehmen, und

WW

I fix) f(w)fsin q (x — £Tj)
dxdx =

— xxX — x1
u -f- 0 (w —1<)

falls die Beträge der Funktion f(x) in dem Intervalle von u bis oo 
nicht abnehmen. Die beiden Integrale rechts aber werden, wenn 
u fixiert ist, dui'ch Wahl von q beliebig klein, wie gross auch w 
gewählt ist.

Ziveitens: Wenn fix) zwar für x — oo unendlich viele Maxima

U

f(x)
und Minima hat, aber 
ist alsdann:

absolut integrierbar ist. Denn es
x — xx

CO CO

/ f(x) -in|^ - dx < f abs [f(x)] -
ß y w d l p y tA/

dx
-

und dieser Ausdruck wird durch Wahl von u bei jedem Werte 
von q beliebig klein.

Drittens: Wenn f(x) für x=cc endlich bleibt und eine Ab­
leitung besitzt, die im Intervalle bis x = oo absolut integrierbar 
ist. Denn es ist:

W w XX

ff(x) sin^Ca?~a’i) J K X-Xy
u u u

CO X

u u

CO q Gr—a^)

Çf(x) dx j g dz.

■ /singfe.73)
- J x

dx — dx dx
~ x\— Xy

■u

also :
CO CO

sin q(x — xt)Jf(x)
= /■(=<) / -Xy)

dx dx i~Xy

oder gleich:

X — Xy
U

CO

sin q(x — Xy)
/t00)J dx —

X — Xy
q(u—xi)U

* 3
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q(x—x i)

sin zfDas Integral dz ist jedenfalls nicht grösser als der
:

q(u — X,)

dz (§ 466, Nr. 2). Bezeichnet man diesen Wert mit

71

( sirj ~0
o

Wert

a, so ist der Betrag des zweiten Integrales kleiner als
GO

a f abs [f'ix)] dx,

es wird also ebenso wie das erste Integral der rechten Seite durch 
Wahl von u beliebig klein, wie gross auch q werden mag.

Unter gleichartigen Bedingungen für die untere Grenze — oo 
besteht dann der Satz:

+ co

lim -f
nj x Y \f(xi + o) -f f(x1 — o)]dx =

- xx
— CO

für jeden endlichen Wert von xv
17. Von dem behandelten einfachen Integrale kann man nun 

leicht zu einem zweifachen Integrale übergehen. Es ist:
?

/ cos q(cc — xx) dq
t/

sin q(x — xf)
5

x — xx
also ist:

b b7
fix) dx;j '‘'ix) dxl (

a 0

cos q {oc — xf) dq =
- xx

Auf der linken Seite kann man, da f(cc) integrierbar ist, die 
Folge der Integrationen vertauschen, und demnach wird:

b b?J dqj f(x) cos q (x — xx) dx = fix) ^ ^-----—
0 a a

dx,
~ Xl

und folglich besteht der Satz:
b:

lim J dq j f(x)

0 a

cos q ix — xf) dx

ist gleich null, wenn xx ausserhalb des Intervalles von a bis b 

liegt, dagegen gleich Y [f(xx + o) + f(xx — 0)], wenn xx inner-



halb dieses Intervalles liegt. Ist xt — a oder Z>, so ist der Grenz­

wert bezüglich gleich f(a + 0) oder — f(b — 0).
A A

Diese Formel gilt auch, wenn a und b unendlich werden, 
vorausgesetzt, dass die Funktion f(x) im unendlichen die im § 17 
als hinreichend erkannten Eigenschaften besitzt; es ist alsdann:

b
[ 1

dq I f(x)co$ q(x—x^)dx.o [f\x i + 0) + f(ccx- 0)] - lim lim
^ q — SO b + CO 71f

a==— co 0
Hierbei ist die Reihenfolge der Grenzprozesse zu beachten. 

Es ist zuerst das zweifache Integral zwischen endlichen Grenzen 
zu bilden, sodann sind a und b unendlich, und schliesslich q un­
endlich zu setzen. Man kann auch zuerst q unendlich werden 
lassen, wenn man a und b so bestimmt hat, dass der Punkt xt ein­
geschlossen wird; wesentlich nach dem bisherigen Beweisgang aber 
ist, dass zuerst das Doppelintegral mit endlichen Grenzen ge­
bildet wird.

18. Schliesslich bleibt nur noch die Frage: Unter welchen 
Bedingungen gilt nun auch die Gleichung:

oo GO

y PPi + 0) -f- f{xA — 0)] = jdq j f(x) cos q (x — Xj) dx,

o — GO

welche wir oben als die Fourier sehe Integralformel bezeichnet 
haben? Setzt man:

b b

singp-aQ
dx = F,

- xx
0 a

so ist bei jedem endlichen Werte von b:

TJ —V.
Setzt man ferner:

GO CO

dx = V',dq I f(x) cos q (x — xx) dx = U\
-o a

so ist
V' = lim V für b .= oo.

Damit nun auch die Gleichung U'=V' bestehen bleibe, muss 

U' = lim U für b = oo
sein, d. h. es muss

Anhang: Founersche Reihe und Integral. 375
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ein bestimmter Wert ist, dessen Integral nach q beliebig klein 
ist, wenn u hinreichend gross gewählt wird. Unter q ist dabei 
eine endliche bestimmte Grösse zu verstehen.

. Auch hierfür lassen sich wiederum hinreichende Bedingungen 
angeben, durch welche die zuletzt gefundenen drei eingeschränkt 
werden.

Erstens: Wenn fix) bei beliebig wachsenden Werten von x 
schliesslich keine Oscillationen mehr macht, sondern von einem be­
stimmten Werte für x an entweder beständig wachsend oder be­
ständig abnehmend für x — co nach null konvergiert und dabei 
integrierbar ist. Denn alsdann ist

u 6 (w — u)iv

J f(x) cos q (x — rt) dx = f(u) j cos q {x — xt) dx

u-\- 6(w — ui
“Ol/■(«) [A«A

also
W A

, -x / f"sing[M+0 (w-m)-xJ
L T

0

sin q (u — xf)~
fix) cos q (x — xt) dx-= dq

{lo
<7[m-|-0(i» —«) — *,]

. «. I sin#M.J ~ dz.
q(u — x,)

Dieser Wert ist, wie gross auch w werden mag, jedenfalls
kleiner als 71

«*>/ = dz
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co q 0
lim I dq I fix)

5=CC'J ęj 
0 a

•1

j dq f f(x) cos Q (/; — a?1) dx — cos q (x — xx) dx.
o
Diese Gleichung erfordert einerseits, dass die rechte ‘Seite über­
haupt eine bestimmte Grenze hat, was der Fall ist, sobald sich 
eine untere Grenze u ausfindig machen lässt, so dass für jeden 
Wert w > u: q w

I dq f f(x) cos q{x — xt) dx
■i

kleiner wird als eine beliebig vorgegebene Grösse d; andererseits 
dass GO

J fix) cos qix — x1) dx
•) O



und wird also mit f(u) kleiner als jede vorgegebene Grösse. Des­
gleichen ist auch nach dem ersten Mittelwertsatze:

Anhang: Fouriersche Reihe und Integral. 377

co CO

/ f(oc) cos q (x — ä>j) dx = M [cos q (x — a^)] f f(x) dx,
U

also dem Betrage nach nicht grösser als
00

abs f f(x) dx.
U

Zweitens: Wenn f(x) zwar für x — c© unendlich viele Maxima 
und Minima hat, aber dabei absolut integrierbar ist. Denn als­
dann ist:

W CO

f f(x) cos q (x — «1) dx <y*abs [f(x)] dx.
U u

Brittens: Wenn f(x) eine stetige Funktion ist, die für x — oo 
nach null konvergiert und deren Ableitung fix) absolut integrier­
bar ist. Denn es ist:
W W

J f{x) —— / f'(x) sin q (x 

u

sin q(x — x^)
cos q(x — xfdx f(x) — xt) dx,

U

also:
W <1

f(u) j

6

?

d q I f(x) cos q (x — xx) dx = f(w)
o

sin Q(w-Xt)dsin q (iv — xf
dq —

qqo PS
U

w?
dq

I f (x) sin q (x — xf dx.
PS

U

Die beiden ersten Terme rechts werden mit f(u) und f(tv) 
beliebig klein, der dritte ist gleich:

W Q
I f (x) dx j -sin q (x — xf dq,

q
U

also kleiner als das Produkt von
TtW

j abs [f\x)\ d
PS

/ * sin
/ 2

x mit dz,
oU

welches durch Wahl von u beliebig klein wird.
24*

©
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Desgleichen ist:
oo co/.

— -~J f'(%) sin q (x
u u

f f(x) sin q(x — xt)
q (x — x^) dx — f(x) — xt) dx.cos

2

sin q (x — a?1)
ist bei allen Werten

von q nicht grösser als eins, also wird die rechte Seite dem Be 
trage nach nicht grösser als

Der absolute Wert von
2 •

f(u) -f- j abs [f(xj\ dx.

Ist solch eine Bedingung auch für x — — co erfüllt, so be­
steht die Gleichung:

q +CO -fco

\ fdq ft^0) cos q(x - X,) dx-j fix) SmC^X ^

0 —co — co

Konvergiert nun q nach unendlich, so geht die rechte Seite 

in den Wert

dingungen dieses Paragraphen zugleich die Bedingungen im § 17 
erfüllt sind. Sonach wird auch

dx.
— ä,1

— [f(x + 0) -f- f(x — 0)] über, weil mit den Be-

+ GC00

~ ! dq ftf(x) cos q(x - a^) dx = y [f(xx + 0) -f f{xx — 0)].

(3 —GO

Unter den als ausreichend erkannten Bedingungen für die 
Giltigkeit dieser Gleichung wollen wir die beiden nochmals hervor­
heben, die für die Anwendung am wichtigsten sind. Die Fourier­
sche Integralformel gilt bei jedem Werte von x:

1. für jede stetige Funktion, die im Intervalle von — co 
bis -f oo an keiner Stelle, auch nicht im Unendlichen, 
unendlich viele Maxima und Minima hat und im ganzen 
unendlichen Intervalle integrierbar ist (solch eine Funk­
tion verschwindet für x — + co);

2. für jede stetige Funktion, die für x — + co den Wert 
null hat und deren Ableitung absolut integrierbar ist.

19. Die allgemeine Formel erhält eine speziellere Form, sobald 
fix) entweder eine paare oder eine uupaare Funktion ist; denn 
schreibt man dieselbe in der Form:
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+ COCO
/'d

—- [f(xi + 0) + f(xx- 0)]dqj f(x)(cosqx cos qxl + sin qx sin qxt) dx —
— CO

so folgt: ist f(x) = f{— x)9 so wird für xx > 0:
o

00 CO

/ äü oos qxJ cos 9, d* = } rro, + 0) + - <%
i 00

und ist f{x) — — /*(— a:), so wird für a^ >> 0:
GO CO

j dqsmqxxj f(x)si
Y [/’(% + 9) + f(xt — 9)]-nqxdx =

9yÓ

f ■
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m. *■ ‘ Berichtigungen zum ersten Bande.

Seite 83, Zeile 11 v. o. statt f 1. m. : /’(«'.
Seite 176, Zeile 1 v. u. statt |-sina:0 1. m.: — A sin x0.
Seite 177. In dem Beweise des Lehrsatzes I und analog des Lehrsatzes II 

ist vorausgesetzt, dass für den Quotienten f(x):F(x) in der Um­
gebung der Stelle x — x0 der Mittelwertsatz gilt, und dass der 
Quotient f'(x):F'(x) für x — x0 einen bestimmten Grenzwert hat. 
Will man den Satz von diesen Voraussetzungen befreien, dagegen 
annehmen, dass an der Stelle x0 bestimmte Werte der Ableitungen 
existieren, so kann man direkt

fix) = fjx)-fjxQ) = fix) - fjx0) _ Fjx)-Fjxq) 
F{x) Fix) - F{x0) X — x0 X — x0

setzen, woraus unmittelbar folgt:
fix) = f jx0) 
Fix) F'ix0)'lim

x=x0

Seite 193. § 134. Der Satz, dass das Verhältnis des Restes Bn zum

vorangehenden Gliede —-~dn~lu beliebiger Verkleinerung

der Grössen h, k, l, ... nach null konvergiert, gilt nur dann all­
gemein, wenn dn~1u eine definite Form ist, d. h. nur für das Wert­
system h— 0, k = 0, 1-— 0, ... verschwindet. Daraus folgt:

Seite 215. Das Kriterium des Minimum oder Maximum für den be­
sonderen Fall, dass d2f bei gewissen Werten von h, k, ... ver­
schwindet, im übrigen aber dasselbe Zeichen behält, ist nicht aus­
reichend. (Die vorstehenden Bemerkungen verdanke ich dem Werke 
von Genocchi: Calcolo Differenziale, publicato dal Peano, Torino 
1884.) Vielmehr muss in diesem Falle der absolute Wert des Ver­
hältnisses von d3f zu ^ d2f bei beliebig kleinen reellen Werten

h, k, 1, . .. beliebig klein bleiben, und weiter muss dif für diejenigen 
Werte von h, k,l, . . ., bei welchen d2f verschwindet, dasselbe Vor­
zeichen haben, welches d2f im übrigen besitzt. So hat z. B. die 
Funktion x2 ~ x3 + y3iy — x) im Nullpunkt ein Minimum, während 
die Funktion iy2 — 2px) iy2 — 2gx), wobei p > 0, q > 0 ist, daselbst 
weder ein Maximum noch ein Minimum besitzt.

von

i. 4d2y1Seite 321, Zeile 9 v. o. in der Formel für 2 statt xx 3 1. m.: xl 3.dxx
df dfSeite 351, Zeile 8 v. u. statt — ^ 1. m. : -j- iF- 

Seite 545, Zeile 12 v. o. statt § 378 1. m.: § 387.
*
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