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Differentialgleichungen von der Form

^2 -+- *+■ *+• ?Р2ж2 (1)

wo die Ф0, Ф„ Ф2)... Funktionen von t sind, die ausser Constanten nur rein periodische 
Glieder von der Form

ß cos (U -+- b)

enthalten, und n2 eine positive reelle Constante bedeutet, spielen bekanntlich in der theore
tischen Physik und namentlich in der astronomischen Störungstheorie eine sehr wichtige 
Rolle. Es ist aber bis jetzt nur in einigen speciellen Fällen gelungen dieselben in direkter 
Weise zu integriren. Man hat deshalb seine Zuflucht zu indirekten Methoden genommen; 
aber auch diese waren, insofern man sich nicht mit Interpolationsformeln zufrieden giebt, 
sondern die wahre analytische Form des Integrals kennen lernen will, nicht genügend.

Die Schwierigkeiten, welche sich bei der früheren Art und Weise die Gleichung (1) 
zu integriren darbieten, bestehen hauptsächlich darin, dass man in den successiven Approx: 
mationen Glieder bekommt, welche die Zeit t und Potenzen derselben als Faktoren ausser
halb der periodischen Funktionen besitzen. Allerdings wäre es übereilt aus diesem Umstande 
den Schluss ziehen zu wollen, dass die gewonnenen Entwickelungen nicht konvergent seien; 
im Gegentheil, die Astronomen, welche das Problem in dieser Weise behandelt haben, sind 
nur unter stillschweigender Voraussetzung der unbedingten Konvergenz derselben berechtigt 
gewesen die aufeinanderfolgenden Annäherungen in der angegebenen Weise auszuführen. 
Die Theorie selbst aber muss noth wendig als ungenügend bezeichnet werden, so lange sie 
nicht im Stande ist, durch die Summirung jener sogenannten sekularen Glieder den Nach
weis zu liefern, dass die geforderte Konvergenz auch wirklich existirt.

Die Bestrebungen der theoretischen Astronomen sind aus diesem Grunde immer 
darauf hinausgegangen die sekularen Glieder, wo möglich, aus der Störungstheorie fort
zuschaffen. So bemerkenswerth nun auch viele von diesen Versuchen sind, so ist es doch

Mémoires de ГАедй, Imp. des sciences, VHme Série, 1



And. Lindbtedt,2

anderseits wohlbekannt, dass dieselben es nur bis zu einem gewissen Punkte gebracht haben, 
indem nämlich, wenn die höheren Potenzen der störenden Massen oder der Excentricitäten 
und Neigungen berücksichtigt werden sollten, die sekularen Glieder sich wieder einstellten.

In der neuen Störungstheorie von Gyldén1) sind diese Uebelstände nicht mehr vor
handen. Die sekularen Glieder sind hier theils durch richtigere Formen der Argumente, theils 
durch die von Gyldén mit dem Namen «elementare» bezeichneten Glieder ersetzt. Die 
elementaren Glieder sind dadurch ćharakterisirt, dass ihre ursprünglich mit der störenden 

Masse multiplicirten Coefficienten durch den Integrationsprocess einen Divisor erhalten, 
der ebenfalls von der Ordnung der störenden Kraft ist; ausserdem sind ihre Perioden ent
weder sehr lang oder nahezu gleich der Umlanfszeit des gestörten Planeten. Diese Glieder 
fanden sich nur zum Theil in der älteren Theorie vor; anstatt der übrigen traten die Potenz
reihen nach den Winkeln selbst, also sekuläre Glieder auf. Hieraus ersieht man zugleich 
die hohe Bedeutung der Gyldén’schen Untersuchungen für die Erlangung einer richtigen 
Einsicht in die Natur der Planeten-Bewegungen. Denn die früheren Resultate konnten nur 
so lange dem Bedürfnisse entsprechen, als die Einwirkungen der störenden Planeten als 
verhältnissmässig kleine Grössen angesehen werden dürfen. Im Laufe der Zeit ab er erreichen 
dieselben, wie es aus der Gyldén’schen Theorie mit Evidenz hervorgeht, Beträge, die 
mit den Coordinaten selbst vergleichbar sind.

Zu diesen Resultaten kommt Gyldén durch Integration der Differentialgleichungen 
für die Evektion — Störung des Radius Vektors — und für die Variation — Störung der 
Länge in der Bahn—. Die erste besitzt gerade die Form (1) mit dem Unterschiede, dass 
n2 — 1 ist; die Variationsgleichung kann auch auf die nämliche Form gebracht werden, 
wenn man nach Potenzen der Variation selbst entwickelt, in welchem Falle n2 eine Grösse 
von der Ordnung der störenden Kraft wird, aber eine solche Reduktion ist, wie Gyldén 
bemerkt, rmr in selteneren Fällen zu empfehlen.

Gyldén wendet nun bei der Integration strengere Annäherungsmethoden als seine 
Vorgänger an; soweit es sich übersehen lässt, gelingt es ihm auch vollständig die sekularen 
Glieder zu vermeiden. Indessen sind seine Methoden in vielen Fällen nicht so einfach und 
natürlich, wie es die Sache zu fordern scheint, woran sein Bestreben überall die elliptischen 
Funktionen fruchtbringend zu machen zuweilen Schuld sein mag. Da nun wegen der 
Wichtigkeit der Gyldén’schen Untersuchungen jeder Versuch seine Theorie in ein
zelnen Stücken zu vervollkommenen den Astronomen nur willkommen sein kann, so habe 
ich es in der vorliegenden Abhandlung gewagt eine indirekte Methode mitzutheilen, die 
nicht allein auf äusserst einfachen Principien beruht und in praktischer Hinsicht zu em
pfehlen ist, sondern auch in theoretischer Beziehung, insofern es sich um die Evektions-

1) Abhandlungen der königl. schwedischen Academie Gyldén’schen Untersuchungen, von Dr. Backlund, 
der Wissenschaften, Bihang. Bde. 6 u. 7. Ein in deut- findet sich in «Copernicus» Vol. II, pag. 20B u folg, 
scher Sprache verfasstes, ausführliches Referat über die
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echte Brüche sind, damit die unten mit a hezeichnete Grösse, wovon das Argument ab
hängt, reell heraustommt.

Ich will zunächst eine direkte Integrationsmethode angeben, die deshalb von Interesse 
zu sein scheint, weil bisher keine solche bekannt war, und weil sie sich ausserdem auf sehr 
elementare, analytische Hülfsmittel gründet. In praktischer Hinsicht dürfte dieselbe dagegen 

wohl kaum einen Werth haben.
Um nicht während der successiven Operationen Coefficienten zu bekommen, welche 

die mit Y]0 bezeichnete Integrationskonstante zum Divisor haben, was bei nahezu kreisför
migen Bahnen, wo eine Grösse von der Ordnung der Bahnexcentricität, sehr klein wird, 
unbequem sein würde, ist es vorteilhaft das konstante Glied ß0 fortzuschaffen. Zu dem 

Ende setzen wir
x = X ч- x0

1*

Beitbag zur Integration der Differentialgleichungen der Störungstheorie. 3

gleichung handelt, unter den bis jetzt bekannten indirekten Methoden die natürlichste sein 
dürfte. Ausserdem werde ich dieselbe an einer Reihe von Beispielen, von denen wenigstens 
das Eine nicht bloss für die Astronomie von Intresse ist, erläutern.

Zuvörderst will ich den Fall betrachten, dass die Coefficienten konstante
Werthe ß0, ßn ß2,... besitzen. Die so entstehende Differentialgleichung

W H— n?X = ßo 4- ßj« -+- № -ł-...d2x
(2)

bestimmt in Gyldéns Theorie den «intermediären» Radius Vektor als Funktion der Länge 
in der Bahn.

Astronomisch zu reden besteht die Aufgabe hier einerseits darin zu untersuchen, 
unter welchen Bedingungen eine für alle endlichen Werthe von t konvergente Darstellung 
von X durch eine trigonometrische Reihe mit reellem Argument möglich ist, und anderer
seits darin das Integral wirklich aufzustellen. Jene Bedingungen ganz allgemein anzugeben, 
ohne über das Bildungs-Gesetz der Coefficienten ß eine bestimmte Annahme zu machen 
dürfte wohl unausführbar sein. Indessen kann man leicht die zur Convergenz ausreichenden 
Bedingungen aufstellen. Man sieht nämlich, dass die in der Folge vorgenommenen Ent
wickelungen erlaubt sind, wenn die Reihen

ßi ■+■ Mo ■+• Mo2

Pi -+- P2ßo ■+■ Paßt • J* •

unbedingt konvergiren, und wenn zweitens die Quotienten

©
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ß'2vf cos na +-. . .n\2 -ł~ I 3'jTj2 cos na2 -+-nh?

dr\щ sin na = wyj sin na щ — cos na df

Aus (a) folgt jetzt

woraus unter den gemachten Voraussetzungen eine Gleichung von der Form

■JQ = TQ0 {1 -ł— cos na2 —i— b3 COS na? j(Y)

abgeleitet werden kann. Die Substitution dieses Werthes in (ß) liefert zwischen a und t die 
Differentialgleichung

1 «+- 3Ъ2 cos m2 -+- 463 cos ма:!dt — da. 1 ■+• b2 cos na2 -+• b3 cos по?

Um dieselbe zu integriren, denken wir uns den Faktor von do: nach Potenzen von cos na 
entwickelt und die verschiedenen Potenzen in Cosinus der Vielfachen desselben Winkels 
verwandelt; bezeichnen wir dabei das konstante Glied mit (1 — er) ” l, so ergiebt sich nach ' 
Multiplikation mit dem Faktor n (1 — а) eine Differentialgleichung

wo also i] und a zwei neue Variable bedeuten, die als Funktionen von t bestimmt werden 
sollen. Aus der letzten der beiden eben gegebenen Gleichungen folgt ausserdem

und denken uns x0 aus der Gleichung

A0 = ß0 -+- +- ß2#02

bestimmt. Anstatt (2) haben wir alsdann die Differentialgleichung

-jjp -+- nV = ß/ж' ß2V3 H-

wo wir die Werthe der ß' nicht weiter angeben. Wenn nun mit y)0 eine Integrationskon
stante bezeichnet wird, so liefert eine erste Integration

A'a = «Ч2 I >'a
Der Methode der Variation der Constanten gemäss nehmen wir nun für das Integral 

und für die erste Ableitung desselben dieselbe Form an, wie im Falle der Gleichung

dW
• » •

/3(а)

d2x'
~dt?

-ł- n2X = 0

indem wir setzen
x' = Y) cos na 

— — w] sin nadx'

And. Lindstedt4 ■ ?
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n (1 — er) dt — näa -+- \AX cos m -t~ 2Aa cos 2m d^ofc

nacli deren Integration, wenn тс die zweite Integrationskonstante ist,

n (1 — <j) t -+- тс = na Ах sin ш -ч- Ä2 sin 2па -+-. . .

erhalten wird. Hieraus kann man nun, etwa mit Hülfe des Lagrange’schen Theorems, 
cos ш nach den Cosinus der Vielfachen des Winkels5J

w — n (1 ---  d) t 4- TC

Beitrag zur Integration: der Differentialgleichungen der Störungstheorie, 5

entwickeln. Nach Substitution hiervon in (у) und mit Rücksicht auf die Relationen 
X = r\ cos na und X — X -i- x0 erhält man schliesslich das gesuchte Integral in der 
Form

X == Y]q cos w -4- pQ p{ cos w -+- pa cos 2 WH-...

Die Coefficienten p0, pv p2,.>. sind im Allgemeinen recht komplicirte Funktionen von den 
ßj у)о und n2. Indessen überzeugt man sich leicht, dass sie von derselben Ordnung wie die 
Quotienten

Рг^о2
и2 » • * •

Po Mo 
n2 )tM25

resp. sind. Da sich indessen diese Methode zur Berechnung der Coefficienten weniger 
eignet, so habe ich es unterlassen hier ihre Werthe anzugeben. Aus diesem Grunde werde 
ich jetzt eine zweite Methode mittheilen, die in dieser Hinsicht Nichts zu wünschen übrig 
lässt.

Die gewöhnliche Methode die Gleichung (2) durch successive Approximationen zu in-
tegriren besteht ganz einfach darin, dass man von dem Integrale x — ir)0 cos {nt ч- тс) der 
Differentialgleichung

d*x ч~ n2x — Оdt*

ausgeht und mit demselben die rechte Seite in (2) berechnet. Man erhält in dieser Weise 
eine Differentialgleichung von .der Form

d*x =2*pcos(V'*‘ V-i- nrx

deren Integral im Allgemeinen

* = ■40 <=°s (<**-► tc> +2 cos <v V

ist. Wenn aber, was im vorliegenden Fall wirklich vorkommt, eins von den lp genau gleich 
n ist, so hat man im Integral dem entsprechend die Glieder

— cos (nt ч- а) ч- ~ sin (nt -u a)

; 
C
O



also u. À. auch ein sekuläres Glied. Unter der Voraussetzung, dass dasselbe das erste Glied 
einer beständig konvergirenden Potenzreihe ist, setzt man nun den neuen Werth von x in 
die rechte Seite von (2) ein, worauf eine weitere Integration einen neuen verbesserten 
Werth von x liefert, u. s. w. Die Zahl der sekulären Glieder mehrt sich dabei immerfort. 

Um dieser Calamität vorzubeugen, geht Gyldén1) von dem Integrale der Gleichung

And. Lindsted?,6

-t- A = ßxx -+- ß3x3

aus. Allerdings treten auch jetzt in den Integralen der verschiedenen Differentialgleichungen, 
in welche Gyldén die gegebene Gleichung zerlegt, seculäre Glieder auf, aber die daraus 
sich ergebenden überzähligen Integrationskonstanten lassen sich so bestimmen, dass jene 
Glieder verschwinden. Diese Möglichkeit beruht darauf, dass die mit y]0 bezeichnete Inte
grationskonstante schon in der ersten Annäherung* die hier eine elliptische Funktion ist, 
in das Argument hineinkommt.

Bei einer näheren Betrachtung der zur Anwendung gebrachten Annäherungsmethoden 
kommt man nämlich bald zu dem Resultate, es habe das Vorkommen der sekulären Glieder 
überhaupt darin seinen Grund, dass man nur Annäherungen in den Werthen der Coeffi- 
cienten p0, px. .. bewirken kann, während anderseits das Argument unverändert gleich nt 
gesetzt wird. Schon die Untersuchung der beiden einfachen Fälle

d2xdt* rfx = ft*

Й? -t- п?х = ft* -+- ftä~

die sich unmittelbar integriren lassen, genügt aber um einzusehen, dass das Hinzutreten 
noch weiterer Potenzen von x auf der rechten Seite das Argument nothwendig beeinflussen 
muss. Es lässt sich demnach erwarten, dass eine mit Rücksicht hierauf vorgenomme Abän
derung der alten Methode vollständig zum Ziele führen wird. In der That, ist auch die Me
thode, die ich jetzt auseinandersetzen werde, wie man leicht finden wird, aus einer solchen 
Ueberlegung hervorgegangen.

Der Kürze wegen bezeichnen wir die rechte Seite von (2) mit f (ж) sowie ihre Ablei
tungen nach x mit f (ж), f" (ж),... resp. Wir haben alsdann vor Allem die Coefficienten 
für die Cosinus der Vielfachen von w zu berechnen, wenn wir in

f(x), f (x)j /"(

anstatt x den Werth y)0 cos w substituiren. Schreiben wir zu dem Ende

1) Vierteljahrsschrift der Astr. Gesellschaft IC. Jahrg,, pag. 297.



P—со . .

= 2 (Эдр-» (łf ар
р — т '

= 2(2Р-ь l)p-m(|°f + I?
m

— (2-Р ~+~ !) (2Р)р_,п (^) *

i>=со

2р -ł- 1
г-

2р -i- 1
р = m

р =z со

(?) 2f + 1
= (2р ■+* 2) (2jp + 1)

р—т

р — со
= 2 ^ D (2i> -ь 2) (ЯР),_.(!?)*

ß2р -t- 2р — »I

2 р -+~ 2
р — т

ff'2m -t-1

fl'
:»г.

/
Л 2т -+■ 1

"а 2т
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f (ijo cos w) = a0 -4- 2ax cos w -ł- 2«2 cos 2«; ■+•. . .

2d 1 cos w •+- 2^ cos 2w -4-. . .

f" (ï]0 cos w) = a"0 -+- 2a\ cos w -ь 2d\ cos 2w .. .

f (Y)0 cos w) — a'o

so hat man, wie unmittelbar ersichtlich

Wie allgemein gebräuchlich ist hier (m)n die Bezeichnung für den Coefficienten für xn in 
der Entwicklung von (1 -+- x)m nach Potenzen von x. Wir können somit die a, d, d\. . . 
als vollständig bekannte Ausdrücke in den ß0, ß1?. . . und tj0 betrachten.

Das Integral von (2) hat nun die Form

X — Y)0 COS W -I“ Pq -4- p2 COS 2W -+- 2?3 cos Zw -4-. . .

wobei px in die Integrationskonstante ij0 hineingezogen worden ist. Das Argument w ist 
nach dem Vorigen

w = n (1 — ff) t -4- к

Die Unbekannten sind also p0, pv p3i.. . und ff, und da dieselben Funktionen der ß sind, 
so wird unsere Methode darin bestehen in einer ersten Annäherung aller Glieder erster 
Ordnung in Bezug auf die ß in jenen Unbekannten zu ermitteln; eine zweite Annäherung 
soll die Glieder zweiter Ordnung hinzufügen, u. s. w.

Die Bestimmung von a wird indessen nicht direkt geschehen, sondern durch die Ein-
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And. Lindscedt,8 .

führung einer gewissen Constante v vermittelt werden; zwichen a und v hat man die Rela
tion.

1 — а — yi — v

wodurch er aus v berechnet werden kann. Die Constante v selbst soll in jeder Annäherung 
so bestimmt werden, dass keine sekulären Glieder zum Vorschein kommen; es wird dem
nach v und also auch a immer besser bestimmt werden. Insofern wir in v und x die Glieder 
erster Ordnung als bekannt voraussetzen dürfen, benutzen wir die Bezeichnungen vx und xv 
nach der zweiten Approximation dementsprechend v2 und #2, u. s. w.

Die Integrationskonstanten bleiben während aller Operationen dieselben, nämlich тс 
und Y)0. Weiter sei es hervorgehoben, dass in der ersten Approximation nur die а - Coeffi- 
cienten als bekannt vorausgesetzt werden, in der zweiten sind noch die a erforderlich, u. s. w.

Wir führen nun v in der Weise ein, dass wir anstatt (2)

d2x' H- n2 (1 --- v) X — — n\x -+- f (x)(«) dt*

schreiben. Um die erste Approximation zu erlangen, gehen wir von dem Integrale 
x — tq0 cos w der Differentialgleichung

ri2 (1 — vx) x — О

aus und berechnen mit diesem Wertlie von x die rechte Seite von (3). Man erhält in dieser 
Weise die Gleichung

d2x i *+■ n2 (1 — Vj) xx — «o ■+■ (2% —■ cos w -+~ 2a2 cos 2w ~ь.. .dt2

Soll nun die Integration dieser Gleichung vollzogen werden können, ohne dass ein seku- 
läres Glied zum Vorschein kommt, so muss rechts das Glied in cos w weggeschaff't werden. 
Diese Bedingung liefert für vL den Werth

2%
Vl n2rj о

Die Integration ergiebt darauf sofort

■== I)o cos W -+- -j |a0 j cos 3w -+■ . . . I

worin alle Glieder erster Ordnung in den Coefücienten р0У p9y.. von (3) berücksichtigt 
worden sind. Eigentlich wäre noch für die Parenthese 1 —vx als Divisor hinzitzufügen; die 
Vernachlässigung von vx an dieser Stelle äussert aber ihren Einfluss erst in den Gliedern 
zweiter Ordnung, die der Symmetrie halber in der folgenden Approximation vollständig 
ermittelt werden sollen.

Hierauf schreiben wir in (5) v3 anstatt vx und berechnen die rechte Seite mit dem eben



Beitbag zue Integration der Differentialgleichungen der Störungstheorie. 9

gewonnenen Werthe x = xv Bemerken wir dabei, dass wenn nur Glieder zweiter Ordnung 
in Betracht gezogen werden sollen

f W = f(r\Q cos w) ~ f (y]0 cos w) . I a0 ч~ cos 2w . .. j

so erhalten wir zur Ermittelung von x2 die Differentialgleichung 

~£z2 К1 (1 — V2) X2 — — ri\Y]0 cos w -+- f (ï]0 cos w) •+•

p ja0 -i- 1^г cos 2w . .. I • ja'0 -+-• 2a\ cos w -t- 2a2 cos 2w -+-.. . — vxw2j

oder kürzer
d2x2 -+- w2 (1 — v2) я2 — — w2v2y)0 cos w -+- f 0)o cos w) -+■ 

~ {&0 *+- 2\ cos w -t- 2\ cos 2w j

wo die h - Coefficienten durch folgende Ausdrücke gegeben sind :

h — an1 2а*а'*
00 — (loao \ __~22

Л*

2а.м'о
■+* fZTgsi “+* . . .---  HqVjW2

q, (q'2 -ł- a'4) .
-Ч- x_32b, = -+■ — 22

«2v1w27 a2 (a o ■+“a 4) . a3 Oh <) .
\ ------ 1------ nrp------ *-•

. a3 (a >0 ■+■ e) .
4 Г^з2

ï— 22

«gVjW2
Ł3 = ffl0a'3 4- 1— 32• • •

— 22

Wird nun v2 nach demselben Princip wie vorhin bestimmt, also

2 bL
- - Ä = v>v3 »2T)0

liefert die darauf folgende Integration:so

22 cos 2w cos 3w -+-

cos rzrp cos c6w -+- . . •}

worin alle Glieder erster und zweiter Ordnung berücksichtigt worden sind.
Von derselben Beschaffenheit sind die für die Erlangung der Glieder dritter, vierter,... 

Ordnung erforderlichen Operationen, die ich indessen liier nicht ausführe, weil man in den 
meisten Fällen mit den zwei ersten Annäherungen ausreicht; in der That sind nähmlich in 

der Störungstheorie die Coefficienten ß0, ß„... mit der störenden Masse multiplied. In den

Memoiroe do l’Acad. Imp. doe »ciencos. VHmo Série.

2*21% -ł-1 -ł- vt
X2 = Y]0 COS W -t- 1 —№

i* I6»
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Fällen, wo es nothwendig ist noch weiter zu gehen, als es hier geschehen ist. bietet die 
Fortsetzung keine Schwierigkeit.

Dass nun die eben vorgetragene Methode, ohne irgend welche Modifikation, sich zur 
Integration der allgemeinen Differentialgleichung verwenden lässt, leuchtet ohne Weiteres 
ein. Die erste Approximation ergiebt sich demnach unmittelbar durch Integration von

d2x *F2V cos w2 h- . ..Tf)o cos W -+■ -+- qSjTJo cos w-4- П2 (1 — X =dt2

nachdem v, so bestimmt worden ist, dass rechts alle Glieder in cos w sich auf heben. Wenn 
ß0, ß17... die konstanten Glieder in den bedeuten, so nimmt v2 offenbar denselben
Werth wie im Falle der Gleichung (2) an. Die zweite Approximation erhält man, wenn die 
rechte Seite mit dem ersten Annäherungswerth, anstatt mit x — y]0 cos w, berechnet wird, und v2 
nach demselben Grundsatz wie vorhin gewählt wird. Der Werth von v2 wird aber offenbar 
nicht mit dem v2 im vorigen Falle identisch sein; denn die Coefficientcn für die periodischen 
Glieder in den 4* werden jetzt eine Einwirkung haben. Vor Allem aber heben wir hervor, 
dass in dem Integrale erstens alle in die *P - Funktionen eingehenden Argumente auf- 
treten, zweitens ausserdem nur das einzige Argument

w = n (1 ---  g) t -f~ 7C

wie gewöhnlich durch die Relation 1 —g = Vl — v definirt ist. Weiter sei bemerkt,wo g
dass wir stillschweigend angenommen haben, es finde sich unter den gegebenen Argumenten
keins, das die Form

n (1 — g) t -+- a

habe, wo a einen von к verschiedenen Werth besitzt. Wie man in diesem Falle zu verfahren 
hat, leuchtet aus den folgenden Beispielen ein.

Als ein weiteres Beispiel werde ich die Integration der Differentialgleichung

d2x *+• jn2 — 2ß cos (It h— 6)| x = 0(4) dt2

durchführen. Diese Differentialgleichung ist allerdings nur ein ganz speciellcr Fall der 
Gleichung (1), denn sie entsteht aus dieser, wenn man

*P0 = *P2 = Ф8 = . 

= 2ß cos (kt -4- Ъ)

. . = 0

annimmt. Indessen hat sie an und für sich ein so bedeutendes Interesse, dass es wohl ent
schuldigt werden kann, wenn wir uns mit derselben etwas näher beschäftigen. Gyldén 
reducirt in seiner Störungstheorie die Bestimmung der Evection auf eine Reihe solcher
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Differentialgleichungen, wobei die rechte Seite noch ‘Ф0 enthalten kann. Dieser Fall wird 
unten besprochen werden. Ausserdem spielt die Gleichung bekanntlich in der Theorie der 
Schwingungen gespannter Membrane eine wichtige Rolle. Man hat sie vor Gyldén — vgl. 
Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2-te Auflage, Th. I, pag. 404 u. folg. — weder 
direkt noch durch Annäherungen in befriedigender Weise integriren können. Nur unter der 
speciellen Annahme, dass x sich durch eine trigonometrische Reihe mit dem Argumente \t 
ausdrücken lasse, hat man die Integration durch Substitution einer solchen Reihe mit un
bestimmten Coefficienten vollziehen können.

Unsere Methode soll uns nun dazu dienen über die wahre analytische Form des Inte
grals Aufschluss zu erhalten. Nachdem diese bekannt geworden, ist es nicht schwer Formeln 
zur Berechnung der Coefficienten aufzufinden.

Schreiben wir anstatt (4)

~ -+- rłx — 2ß cos (U b) x

und wenden die erwähnte Methode an, so giebt die erste Approximation

ß*lo*1 = % cos w ч- cos Qi -+- b w) -+- cos {\t —t— Ъ — w)ril — (k — rif

und die zweite
ß2*to cos J2 (It Ъ) и- w\

~+~ {пг — (X -и)2} {nï— (2X — nf \ C0S {2 (M ■+■ Ь) w)

x2 — xl -+- {ri1 — (X -+- nf) {n% — (2X n)l\

u. s. w Hier bedeutet, wie immer,

w — n (1 — er) f —I— TC

wobei wir, wenn wir uns mit den zwei angeführten Annäherungen begnügen, für g zu setzen 

haben
ß2

n* (X2 — 4nz)

Man sieht daraus, dass das allgemeine strenge Integral, wenn jene Operationen noch 
weiter fortgesetzt gedacht werden, nothwendig die Form

»■ = -1-00
= cos \w -t- i (kt -h 6)j

# =—oo (5)

besitzen muss. Schreiben wir nun der Kürze wegen
2*
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m = n (1 — «г)

w — mt -+- те

so sind die Coefficienten nebst m die Unbekannten des Problems. Die Integrations
konstanteil sind [ł0 (= 7j0) und те.

Setzen wir nun in (4) den Ausdruck (5) für x ein, so erhalten wir zur Bestimmung- 
der Unbekannten das Formelsystem

Vh [n2 — (m -h Д)2} = ß

(♦= —2,— 1,0, 1,2, ...)

Um diese Gleichungen in bequemer Weise aufzulösen, führen wir, indem wir die Fälle i posi
tiv und i negativ trennen, folgende Bezeichnungen ein:

— 1
(6)

i-'Mi n2 — (m -+- iX)2

£M — i —

|Vа. — --rL- 
• W—i

— <
=

und erhalten alsdann zur successiveu Berechnung der |if.und aus p.0 folgende Gleichungen:

t* — # 1

Mi
* — 1 -Ж<ч+,

1 — Ж а _ *•__,

(7)

i1-# ~ *-.^-*-4-1

Wenn nun m bekannt wäre, so könnte die Berechnung der Coelficienten des Integrals un
mittelbar geschehen. Da aber m selbst hier unbekannt ist, und da sein Werth für die Be
rechnung der Mi und erforderlich ist, so muss man bei numerischen Anwendungen zu
nächst einen angenäherten Werth von m aufsuchen. Ein solcher ist auch leicht zu finden. 
Für i — o erhalten wir aus (6)

N {ri2 — m2} = ß (p._j
und also

1 — I* (»i(8) m =
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Diese Formel giebt bis auf Glieder dritter Ordnung in Bezug auf ß für m den Annäherungs
werth

ß2 4w2)jm — n*(X2 —

was mit dem oben für er gefundenen Werth genau übereinstimmt. Mit Zugrundelegung des
selben führt man nun eine erste Berechnung der a. und a__f aus. Mit den daraus sich er
gebenden neuen Werthen von a, und a L verbessert man nach (8) den Werth von m und 
wiederholt die Rechnung, u. s. w. In den allermeisten Fällen der Störungstheorie wird die 
zweite Berechnung ausreichen. Nur in gewissen Fällen, vor allen Dingen wenn X sich von 
2n nur um Grössen erster Ordnung unterscheidet, ist es damit nicht genug. Alsdann wird 
nämlich, wie man sofort übersieht, der angegebene erste Werth von m nur bis auf Grössen
zweiter Ordnung genau, und während weiter im allgemeinen Falle ein Coefficient oder j*._#
von der Ordnung i ist, so wird dagegen in dem erwähnten Fall von der nullten Ordnung, 
was gerade einem elementaren Gliede entspricht. Es ist weiter zu bemerken, dass das Auf
treten eines sekulären Gliedes in diesem Falle wohl möglich, aber nicht wahrscheinlich ist. 
Da nämlich m = n (1 — a) ist, so sieht man, dass nur wenn entweder

f = !{*-«}X =
oder

12 n naX = n -+- m~ T i

^ unendlich gross wird, was eben das Vorkommen eines sekulären Gliedes charakterisirt.
Wenn dagegen X und n oder X und m in einem genau rationalen Verhältnisse zu ein

ander stehen, so kann kein sekuläres Glied in dem Integral vorhanden sein. Da ich indessen 
jetzt nur die Absicht habe die Evektionsgleichung, so wie Gyldén siegegeben, in möglichst 
einfacher Weise zu integriren, so werde ich auf diese Frage hier nicht weiter eingehen.

Ich will nun den Fall behandeln, dass die rechte Seite von (4) nicht Null, sondern 
gleich *P0 ist, wo ein Aggregat aus rein periodischen Gliedern bedeutet, also

*<P0 = a2 cos (kxt -+- a J -i- a3 cos (Łt ч- a2)

wo die Coefficienten die störende Masse als Faktor enthalten, also im Vergleich mit n2 
kleine Grössen sein sollen. Weiter machen wir über die Argumente in *P0 vorläufig keine 

specielle Voraussetzung.

Die zu integrirende Differentialgleichung ist somit jetzt

d2x -H {n2 — 2ß cos (U b)} = ?P0 (9)dt*

Unsere Methode zeigt dann sofort, dass das Integral folgendes Aussehen hat
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<= p = -+- oo = -+- oo4-00

(10) x — V ^ cos {w -ь г (It -ь 6)j
*=4^00

2 cos j/y -H ap -+- i(X/ 6}
» =— coP=1

Substituirt man diesen Ausdruck für x in (9), so erhält man zur Berechnung der \ь. und m 
die Gleichungen (6). Der erste Theil des Integrals von (9) ist also nichts anderes als das 
schon gefundene Integral (5) von (4). Was die betrifft, so kommt man zu dem Resul
tate, dass ihre Berechnung sich für jeden einzelnen p-Werth unabhängig ausführen lässt. 
Man erhält nämlich allgemein

К - У) h® = % -Ь ß |fc® H- *® 

i«•*" К — (A -+• y2) = ß jp.®4_

(» = ... -2, — 1, 1, 2, ....)

Bezeichnen wir demnach mit #0 das Integral von (4) und setzen wir weiter

i
— и

W)(H) —I— [i. * 4t- 11

# = 4-00 .
*p = 2 1*® cos jy -+- -+- * (W -ł- i)j

i = — oo

so können wir anstatt (10)
X —: Xq 4b* Д/j —I— *+■ . . .

schreiben. Jedes von den x ist alsdann durch ein System von Gleichungen (11) vollständig 
bestimmt, und es erübrigt nur noch dasselbe für numerische Anwendungen bequem umzu
wandeln.

Wir sehen dabei sofort, dass die Gleichungen (11), mit Ausnahme der ersten, der 
Form nach mit (6) genau übereinstimmen. Wir können demnach ganz ähnliche Formeln 
einführen wie bei diesen. Setzen wir also

Mp* = w2 — (Jfcp-H»X)2
__________J______

— * “ n2 — (kp - ü f

a.® = -1^—; a®

MW

so erhalten wir

am __ _____ ____________
i ~ l-M/P) a(P)

1 - _ # a(*t>)_# _ !

*® = «,® e-'n

a®(12) — i

-i + i
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Hier können aber die Mtm und M(p)_. direkt berechnet werden, da in denselben nur be
kannte Grössen enthalten sind. Demnach lassen sich auch die a/p) und a(p) 
berechnen, indem man für einen hinreichend hohen Index a}P) und a__^ gleich Null setzt 
und die übrigen daraus rückwärts berechnet; selbst in den schwierigsten Fällen, wo elemen
tare Glieder auftreten, ist es ausreichend mit a6(P) = о anzufangen.

In dieser Weise erhalten wir die durch p.0(J,) ausgedrückt, und wir haben also nur 

noch diesen letzten Coefficienten zu berechnen. Da man aber

unmittelbar—i

= а^рЛ p.(P)_ J = a(p)„ J p^

hat, und da die (txp) und dp)__x schon bekannt sind, so giebt die Einsetzung dieser Werthe 
in die erste der Gleichungen (11), wenn wir dieselbe nach p.0(p) auflösen

______J*p__ _____ __
,2 —ß(a1(P)-t-a(P)_1)

ft" = (13)~ »2 — Tcp2

womit die Aufgabe erledigt ist.
Die Gleichung (13) giebt uns auch Aufschluss über die Frage, wann elementare oder 

sekuläre Glieder in dem Integrale vorhanden sind. So oft kp entweder gleich n ist, oder sich 
von n nur um Grössen erster Ordnung unterscheidet, ist der Nenner von p.ö(p) ebenfalls von 
derselben Ordnung und also pL0(p) selbst von der nullten Ordnung. Im Allgemeinen hat man 

also ein elementares Glied in diesem Falle.
Wenn dagegen der Nenner von p.0(p) genau Null wird, wenn also к einen solchen 

Werth hat, dass

К - V - ? («Г - «_,«>}
identisch verschwindet, so hat das Integral ein sekuläres Glied. In diesem Falle haben 
dann die Coefficienten p.^} Werthe, welche das Gleichungssystem

^ |w2 —(fcp-ьгХ)2) = Р(р,#-1

auch für i = о erfüllen. Da nun aber diese Gleichungen mit den (6) identisch sind, so muss, 
wenn ein sekuläres Glied, der Hinzufügung von 4?0 zufolge, vorhanden sein soll, Eins von 
den к genau gleich m sein. Dasselbe ist der Fall, wenn kp die Form hat

kp = гХ zt n

wo г alle positiven und negativen Zahlenwerthe annehmen darf; denn alsdann wird der 
Faktor von p./p) in (11) gleich Null.

Nehmen wir anstatt (4) die etwas allgemeinere Gleichung

dH3 [n2 — cos — 2ß2 cos X2ifj X = ОW



wo wir der Kürze halber, in den Argumenten die etwa noch hinzutretenden Constanten bx 
und b2 weggelassen haben, so finden wir in ähnlicher Weise wie vorhin, dass ihr Integral 
die Form
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x i*v*cos Iw ^ bV!
X, 2

wo *j und i2 alle positiven und negativen ganzen Zahlen bedeuten sollen, besitzen muss. Zur 
Bestimmung der und m haben wir die Formeln

^x/2 ^ Mf\ — ft —1,^2

wo [x0,0 die eine Integrationskonstante ist; wenn ß2 beträchtlich kleiner als ^ ist, lassen sich 
diese Gleichungen unschwer nach der Regula falsi auflösen.

Verstehen wir unter 4* einen Ausdruck von der Form

4^ = ßx cos (X^ -ł- bx) -+- ß2 cos (l2t -ь- Ъа) -ь. . .

so sieht man in derselben Weise dass das Integral von

d2x(14) -+- \ n2 — 2?Fj} x = Оdt2

aus Cosinusgliedern zusammengesetzt ist, dereń allgemeine Form

• • • C0S h W ft) “*“* h "+“ ft) • • • )

Bekanntlich giebt es eine Menge Substitutionen, durch welche die Differentialglei
chung (14) auf eine Differentialgleichung erster Ordnung und auf eine Quadratur zurück
geführt werden kann. So z. B. giebt die Substitution

Cqidt
X = b

ist.

zur Bestimmung von 9

= 2V, — n2

die nur durch Annäherungen zu lösen ist. Bequemer ist jedoch die anfangs dieser Schrift 
im Falle der Gleichung (2) benutzte Substitution

ж — Y) cos wą; J? = — щ sin na

Hieraus erhält man nämlich



von denen die erste sieh verhältnissmässig einfach annäherungsweise so integriren lässt, 
dass auch die analytische Form des Integrals zum Vorschein kommt. Die zweite führt da- 
auf zu einer Quadratur.

Wenn indessen die Anzahl der Glieder in sehr gross und die Konvergenz der
selben nicht beträchtlich ist, und wenn ausserdem eine Menge verschiedener Argumente 
auftreten, so ist die anfangs auseinandergesetzte indirekte Methode ohne Zweifel allen an
deren solchen vorzuziehen. Wegen der grossen Wichtigkeit der Differentialgleichung

4- {n2 — 2«Pj} ж = *P0 ( 5)d2x
dt2
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dv. 1 I— 1 — -p qPj — ^ cos 2nd 

— ^ sin 2717.. dtn 1
dt]
f)

wo die Bedeutung von und çben angegeben worden ist, werde ich hier das Integral 
derselben bis auf Glieder vierter Ordnung in Bezug auf die Coefficienten in *P0 und 
anführen.

Wenn wir uns also erinnern, dass

i sss oo

»Is! = N 3, cos (V -+- bt)

î==CO
= 2 ai C0S W ai)

г — i

wobei wir indessen der Kürze wegen die bi und a. in den Argumenten fortlassen, weil sie 
später ohne Weiteres hinzugefügt werden können, so giebt die erste Annäherung

= TQo cos w y]o2 цГ_'(я±1^ cos — V)

. V «*
Jmgm Пг — ТС/ cos Łt

wo w = nt-+-K zu setzen ist, und ttj0 und tu die beiden Integrationskonstanten sind. 
Die zweite Annäherung liefert

cos (w ± X/) ЪГГЩг cos k.t -+-ß*
= rio cos w -+- ±x#

ßtßy COS (w ± \.t ± \jt){n2 — in ± X,-)2} {n2 — (n ± X$ ± Xy)2}
V

“•fr-ь V cos (kjt dz \jt)
s— {п2-Х*2Н«2-(**±№
V 3Mémoires de l'Acad. Imp. des sciences. Vllme Serie.



Hier ist
w == n (1 —■ <т) ^ ч- тс

zu setzen, wo
1 ß^a

rdJL. \ä — 4n2

Weiter ist zu bemerken, dass in den Argumenten

w 4- Xi — Xit j

----  X^ -4— X^

die Combination i =j ausgeschlossen ist.
Da in der dritten Annäherung das Argument w keine Veränderung erleidet, so können 

wir schreiben

- 2<7«r)0 S cos (w ± X(«) -ь*8 = *8

t_ \ __ _________  ßtß/ßft ■ COS (w ±\jt ± Xy* ± Xjfcf)
{n2 — (n ± X/)2} {n2 — (и ± X,- ± Xy)2} {w2 — (n i X^ dt Xy rt Xj)2}

®<ßyßA cos (M — Xy* — Хд*)
{w2 — fcy2} {«2 — (ki ± Xy)2} {w2 — (kj ± Xy dt X*)2}

i,i,Tc

wo, wie erwähnt, ? den in der zweiten Annäherung gefundenen Werth unverändert behält.
Wenn wir uns vorstellen, dass die ßt. und ol. mit der störenden Masse multiplicirt sind 

so giebt diese dritte Approximation im Allgemeinen alle Glieder bis zur dritten Ordnung 
inclusive in Bezug auf die störende Kraft. Ausnahmen finden statt, wenn die X^ und solche 
Werthe besitzen, dass die Integrationsdivisoren selbst von der ersten Ordnung werden, also 
wenn elementare Glieder auftreten. In solchem Falle ist für diese Glieder die Approxima
tion nur in den Gliedern zweiter Ordnung vollständig. Indessen dürfte es überflüssig sein 
die Genauigkeit hier weiter zu treiben.

Der Vollständigkeit halber werde ich zum Schluss zeigen, dass die oben angegebene 
Methode sich mit gleichem Erfolge auf ein System simultaner Differentialgleichungen an
wenden lässt. Zu diesem Zweck ist es vollständig ausreichend die beiden Differential
gleichungen

d2xm -1- n?x = P (X, x') 

-+- n’2x = P (X,x‘)
(46) (JV 

■dt2

zu betrachten, wo P(x,x) und P(æ,x') Potenzreihen bedeuten sollen, die nach den positiven 
ganzen Potenzen der beiden Variabein x und x fortschreiten. Ueber die Ooefficienten dieser

And. Lindstedt,18

L~
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Keinen sowie über n2 und n2 denken wir uns ähnliche Voraussetzungen gemacht, wie im 
pFalk der Gleichung (2), damit wir versichert sein dürfen, dass die folgenden Entwicke- 

|r lungen, wenigstens innerhalb gewisser Grenzen der mit r(0 und yj'0 bezeichneten Integrations- 
*konstanten, beständig konvergären.

«
Den vorhin befolgten Principien gemäss, schreiben wir, indem wir zwei vorläufig un-

;>$timmt gelassene Constanten v und v' einführen, anstatt (16)
ж

—^ -H W2 (1 — v) X = — nSx -+- P (#, X ) 

^-f- П2( 1 ---  v')x' — — пУх -4- P'(x, x')
(17)d2xJ

Darauf haben wir von den Gleichungen

2 /" "1 \ А_ (1 — V) * = 0

g+»’(i-,y=o

auszugehen. Ihre Integrale
X — Y)0 COS W 

X = Y]'0COS w'

w = n (1 — ff) t -4- TC

w — n\ 1 — a)t -+* У 

1 — a = Vl — v 

1 — ü = Vl — V

und Y]0, t)'0, тс und tx! die vier Integrationskonstanten sind, werden in die rechten Seiten von 
(17) substitutif, worauf zwei Differentialgleichungen von felgender Form resultiren

n2 (1 — v) x = — w2vt]0 cos w -f-'V a.J cos (iw i’w)
V' '

м'2(1 — v')a/ = —w'Vtj'o cos to' -+- N a.J cos (iw -+- iV)

wo

d2x
dt2

M7
Hierauf sind die v und v' zu bestimmen, und zwar so, dass in der ersten Gleichung kein 
Glied in cosw. in der zweiten kein Glied in cos?</ vorkommt. Es muss also

v = 3° 
w2T)o

a'oiV —- n'24)'o
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genommen werden. Die Intégration liefert dann folgendes in den Gliedern erster Ordnung 
in Bezug auf die Coefficienteii in P and P' vollständige Integral system

COS (iw -fr- i'w‘)i
X = TQ0 COS W -fr-

1

a'ii i't / , IX?X ~ Г, 0 COS W H------Ц > ------- r—*—Î2
i i< < n' »

cos (iw -f- vW)

Bei der Summation ist in dem ersten Ausdruck die Combination

г' = Ог = 1
in dem zweiten

•r -Iг = 1i = 0,
auszuschliessen.

Die Glieder zweiter Ordnung ergeben sich darauf, indem man die rechten Seiten on 
(17) mit den eben gefundenen ersten Annäherungen von x und x berechnet und v und v' in 
derselben Weise wie vorhin bestimmt, u. s. w. Man sieht daraus, dass die strengen Integrale 
nur die beiden Argumente w und w enthalten.

Das nämliche Verfahren ist offenbar auch dann noch zu benutzen, wenn mehr als zwei 
simultane Differentialgleichungen derselben Form vorliegen, oder wenn die Coefficienten 
für die Produkte und Potenzen der x und x in P und P' periodische Funktionen von t sind, 
deren Argumente als bekannt vorausgesetzt werden.

Auf solche Differentialgleichungen führen z. B. die bekannten Differentialgleichungen 
für die sekulären Aenderungen der elliptischen Bahnelemente — vgl. u. A. Leverrier, 
Annales de PObservatorie de Paris, Tome II, pag. 110—, wenn man die bisher vernach 
lässigten höheren Potenzen der Neigungen und Excentricitäten mit berücksichtigt.

■ i
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