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Vorwort.} N

Mit vorliegendem Band erscheint ein Werk, dessen erste Anlage 
noch aus der Zeit 1900 bis 1910 stammt, als ich Repetitorien aus 
dem Gebiet der Mathematik und Mechanik für die Diplomprüfungen 
an der Technischen Hochschule München leitete1), aus einer Zeit, die 
mich mit der mathematischen Denkweise unserer Studierenden ver
traut machte, mich aber auch die Schwierigkeiten eines für die 
technische Praxis notwendigen mathematischen Studiums vollkommen 
würdigen ließ.

Der endgültigen Festsetzung und teilweisen Vollendung des 
Werkes habe ich meine Vorlesungen über Ingenieur-Mechanik zu
grunde gelegt, die ich die letzten beiden Jahre an der hiesigen 
Technischen Hochschule für die Studierenden aller Abteilungen gab. 
Demzufolge bildet der vorliegende erste Band die Unterlage zur 
Statik starrer Körper einschließlich der Theorie der ebenen und 
räumlichen Fachwerke;• der demnächst erscheinende zweite Band 
(Differential- und Integralrechnung, Reihen, Gleichungen, Kurven
diskussion) für die Elemente der Mechanik starrer und nichtstarrer 
Körper; der dritte abschließende Band (gewöhnliche Differential
gleichungen, Flächen, Raumkurven, partielle Differentialgleichungen, 
Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichsrechnung, Fouriersehe Reihen usw.) 
für allgemeine Festigkeitsfechnung und allgemeine Dynamik sowie 
angewandte Mechanik.

,.Ingenieur-Mathematik“ habe ich das Werk betitelt und damit 
Zweck und Inhaltsumgrenzung angeben wollen sowie die Behandlung 
des Stoffes. Man betrachte einmal den Umfang der mathematischen 
Ausbildung unserer Bau-, Maschinen- und Elektroingenieure, die 
hinter jener der Mathematik-Lehramtskandidaten nicht zurückbleibt.

1) Inzwischen erschien 1908 im Verlag Oldenburg ein „Repetitorium der 
höheren Mathematik (Lehrsätze, Formeln, Tabellen)“.
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betrachte ferner den Zweck dieser Ausbildung, und man wird zu
geben müssen, daß die Behandlung des Stoffes eine andere sein 
muß als die für den Mathematiker passende. An vielen mathema
tischen Fragen muß der Ingenieur mit einer kurzen Orientierung 
vorbeigleiten, in den meisten Fällen muß seine Ausbildung nur so 
weit gehen, daß er imstande ist, an Hand von Spezialwerken sich 
im Bedarfsfall selbst weiterzubilden, in den Elementen selbstverständ
lich muß sein Wissen ein ganz solides sein. Für ihn ist die Mathe
matik nur eine Hilfswissenschaft; die relativ geringe Zeit, die er 
auf sie verwenden kann, muß eben dann durch eine möglichst an
schauliche Behandlung des Stoffes ausgenützt werden, und das ist 
unbedingt die vorwiegend graphische. Sie ist am ehesten imstande, 
dem Ingenieur das zu geben, worauf es ihm beim mathematischen 
Studium ankommt, nämlich in erster Linie das Wesentliche, das 
Qualitative eines durch Zahlen gekennzeichneten technischen Vor
ganges zu erkennen und aus der Formel abzulesen, in zweiter Linie 
erst das Quantitative.

Entsprechend seinem Zweck als Unterlage für die Statik starrer 
Körper, die ja nur lineare Probleme bietet, bringt der erste Band 
ziemlich ausführlich die Geometrie der linearen Gebilde. Voraus
geschickt wurde ihr ein Abschnitt „Niedere Algebra und Analysis“, 
der als Übergang von der elementaren Mathematik vorbereiten soll 
zu den linearen Gebilden und zwar durch die Determinanten und 
linearen Gleichungen. Weiter soll dieser Abschnitt vorbereiten auf 
die in der höheren Mathematik so notwendige Strenge der Begriffs
festsetzung. Die Geometrie der Kegelschnitte dient als Unterlage 
für eine Reihe technisch wichtiger Begriffe, vor allem aber für die 
in der Mechanik, auch bereits in der Statik, recht häufig auftretende 
polare Zuordnung. Eine weitere Anwendung finden die Kegelschnitte 
auf die Massenmomente, deren Begriffsfestsetzung und Behandlung 
gar nicht ii*üh genug erfolgen kann.

Wir haben bis jetzt kein mathematisches Werk, das den Be
dürfnissen des modernen Ingenieurs gerecht wird. Das zeigt sich 
vor allem auch dadurch, daß in den bekannteren Lehrbüchern die 
Vektorenrechnung entweder gar nicht oder überaus stiefmütterlich 
behandelt wird. Man ist ja leider heute oft noch genötigt, den 
Gebrauch der Vektoren für den Ingenieur .nahezu entschuldigen zu 
müssen. Und doch ist gerade die Vektorenrecbnung dazu berufen, 
dem Ingenieur das Wesentliche eines mechanischen Vorganges am
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deutlichsten klarzulegen. Grund genug für mich, die Vektoren
rechnung in breiterer Darstellung zu bringen.

Soweit nicht die Spezialausbildung des Ingenieurs ein tieferes 
Eindringen in die Gebiete der allgemeinen Festigkeitslehre und 
Dynamik verlangt, bietet der vorliegende Band den geometrischen 
Stoff einer jeden technischen Ausbildung. Nimmt man von ihm 
noch dasjenige hinweg, das in der nachfolgenden Anleitung als ge
gebenenfalls entbehrlich bezeichnet ist, so bildet der Rest wohl das 
unbedingt Notwendige, das meines Erachtens jeder wissen muß. der 
technisch arbeitet.

Die „Ingenieur-Mathematik“ soll besonders auch dem im Beruf 
stehenden Ingenieur zu Hilfe kommen, sei es als Basis für seine 
mathematische Weiterbildung, sei es als Nachschlagewerk. Für letz
teren Zweck ist besonders gesorgt durch recht zahlreiche Hinweise 
auf vorausgehende Formeln. Ein noch folgendes ausführliches alphabe
tisches Verzeichnis wird dem Buch als Nachschlagewerk dienlich sein.

Was und wieviel ich Neues gebracht habe, und welchen Wert 
es hat, das zu beurteilen überlasse ich der Fachkritik.

Drontheim, den 1. Juni 1912.

Heinz Egerer.



Als kurze

Anleitung zum Studium

des Werkes gebe ich an, daß es nicht notwendig, für viele nicht 
einmal ratsam ist, die einzelnen Abschnitte nacheinander zu stu
dieren. Ich halte es für ganz gut, wenn neben dem mehr trockenen 
Teil des ersten Abschnittes gleichzeitig der zweite in Angriff ge
nommen wird, soweit er sich nicht auf den ersten stützt. Nach 
Absolvierung der beiden ersten Abschnitte kann man vielleicht 
wieder gleichzeitig an den dritten und vierten gehen.

Die mit einem Stern versehenen Nummern oder Schlußteile 
einzelner Nummern können beim ersten Studium ruhig überschlagen 
werden, bis in einem späteren Band auf sie verwiesen wird. Wer 
nicht weitergehende mathematische Kenntnisse, zum Studium der 
allgemeinen Festigkeitslehre und Dynamik etwa, notwendig hat, über
schlägt diese Nummern am besten für immer.

Übungen habe ich in Form von Beispielen und Aufgaben ge
geben und als Beispiele vielfach die Entwicklung von Sätzen, auf 
die später zurückgegriffen wird. Die Durchrechnung der Beispiele 
rate ich sofort vorzunehmen, die Lösung der Aufgaben kann unter 
Umständen zurückstehen bis zu einer Repetition des Stoffes. Die 
Lösung der Beispiele sowohl wie der Aufgaben rate ich immer mit 
dem Stift in der Hand vorzunehmen: bei Unklarheiten und als 
Kontrolle für die richtige Lösung mache man Skizzen.

Eine oft gestellte Frage, welche Formeln soll man auswendig 
wissen, beantworte ich dahin: alle diejenigen, von denen man selbst 
wahrnimmt, daß sie oft auftreten und angewandt werden. Man ver
meide einen Ballast von auswendig gelernten Formeln ; der Ingenieur 
ist mehr als irgendein anderer Berufsmensch auf stetes Nachschlagen 
hingewiesen; für ihn kommt es nicht darauf an, eine Formel zu 
wissen, sondern sie zu verstehen und anzuwenden.

Zum Schluß bemerke ich noch, daß ich mich, wo es anging, an 
die Bezeichnungen der ,,Hütte“ gehalten habe.
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Erster Abschnitt.

Niedere Algebra und Analysis.

Einleitung.
1. Algebra als Teil der höheren Mathematik ist die Lehre von 

der Auflösung gewisser Gleichungen, die man deswegen algebraische 
Gleichungen nennt, siehe Nr. 47. In der Elementar-Mathematik 
ist sie die Entwicklung aller jener Rechnungsregeln, die für diese 
Auflösung notwendig sind.

Analysis ist die Entwicklung aller mathematischen Rechnungs
regeln ausschließlich der reingeometrischen, faßt also in sich die 
Algebra als Bestandteil, soweit diese in der Elementar-Mathematik 
gedeutet ist.

Die Analysis geht von gegebenen Größen aus und bildet neue 
Größen, indem sie die gegebenen in ganz bestimmter Weise verknüpft. 
Solche Verknüpfungen oder Operationen, auch Rechnungsopera
tionen genannt, sind etwa: die Summe gegebener Größen, deren 
Produkt usw.

Die Anwendung allgemeiner Überlegungen auf diese genau be
stimmten Operationen führt auf Regeln, wie diese Operationen ein
facher zu bilden sind, auf sogenannte Rechnungsregeln, auch 
Gesetze, Sätze oder Formeln genannt, deren Zweck ist, vorliegende 
Operationen in der einfachsten Form durchzuführen bzw. das Resultat 
in der einfachsten Form darzustellen.

Die Größen, die die Analysis verknüpft, sind verschiedenartiger 
Natur. So beschäftigt sich die Vektor-Analysis mit Vektoren, siehe 
Nr. 68, es gibt eine Analysis der reellen Zahlen, eine Analysis der 
komplexen Zahlen usw. Die Analysis der gewöhnlichen Zahlen 1, 2, 
3, . . . ist die Arithmetik. Diese erweitert sich zur Buchstaben
arithmetik oder der Algebra im elementaren Sinn, wenn sie mit 
solchen Größen operiert, die genau oder mit Annäherung auf die 
gewöhnlichen Zahlen zurückzuführen sind und darum auch kurzweg

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I. 1
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Zahlen genannt werden. Über die Elementaroperationen der Arith
metik: Summe, Differenz. Produkt, Quotient, Potenz, Wurzel, Loga
rithmus, kommt diese niedere Algebra nicht hinaus. Sie wird zur 
eigentlichen Analysis, wenn sie außer diesen Elementaroperationen 
noch alle möglichen neuen Operationen und Zahlengrößen definiert. 
Sie heißt speziell oft niedere Analysis, auch algebraische Analy
sis, wenn sie die Differential- und Integral-Rechnung aus dem Kreis 
ihrer Betrachtung ausschließt, und oft höhere Analysis, wenn sie 
vorwiegend mit diesen beiden Rechnungsarten arbeitet.

Eine „Größe“ ist jedes wirkliche oder gedachte Objekt. Diese 
Größen werden abkürzend meist durch Buchstaben bezeichnet. 
Sie- heißen „algebraische Größen“, wenn auf sie die Definitionen 
und Sätze der Algebra angewandt werden können ; in diesem 
Fall spricht man von ihnen als von (benannten oder unbenannten) 
„Zahlen“.

Es sei an dieser Stelle bereits auf die verschiedene Bedeutung 
des Begriffes „algebraisch“ aufmerksam gemacht: In der Elementar- 
Mathematik steht „algebraisch“ im Gegensatz zu „geometrisch“, in 
der höheren Mathematik „algebraisch“ im Gegensatz zu „transzen
dent“, siehe Nr. 46. Umgekehrt steht in der höheren Mathematik 
„analytisch“ in gewissem Gegensatz zu „geometrisch“, siehe Nr. 55. 
Es ist also von nun an „analytisch“ zu setzen, wo die Elementar- 
Mathematik meist „algebraisch“ sagte.

Summe. Produkt. Negative Zahlen. Die Zahlen 0 und сю. 
Unbestimmte Zahlen. Quotient Teilverhältnis. Gebrochene

Zahlen.
2. Als natürliche Zahlen oder in anderer Sprechweise positive 

ganze Zahlen seien bezeichnet die benannten oder unbenannten 
Zahlen 1, 2, 3, 4, . . ., wo jede nachfolgende Zahl aus der vorher
gehenden durch Hinzufügung der Einheit hervorgeht. Wie und 
wie weit diese Reihe sich fortsetzt, werde an anderer Stelle unter
sucht. Bezeichnet a bzw. 6, c, d, . . . jeweils eine bestimmte natür
liche Zahl, so ergeht für die erste Operation, die Addition, die

Definition: о und b addieren heißt eine neue Zahl 
angeben, die so viele Einheiten hat als die gegebenen 
Zahlen a und b zusammen.

Man nennt in diesem Zusammenhang a und b Summanden, 
die gesuchte Zahl Summe und bezeichnet sie mit a-\-b.

Der Begriff Summe hat somit ebenso wie die noch folgenden: 
Produkt, Differenz usw., eine zweifache Bedeutung, insofern er

(a)
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zunächst die Operation bezeichnet, alsdann das Resultat dieser 
Operation.

Nach Definition ist die Summe a -f- b ebenfalls eine natürliche 
Zahl, solange es a und b sind; durch die Tätigkeit des Addierens 
tritt man also aus dem Kreis der natürlichen Zahlen nicht heraus.

Mit Hilfe allgemeiner Überlegungen beweist die Elementar
mathematik die beiden Summensätze,

Kommutatives Gesetz:

а —j- b — b -4- а, (b)

Assoziatives Gesetz:

a -f- (b -j- c) = (a -f- b) -j- c. (c)

8. Eine weitere Zahlenverknüpfung von a und b. die den Kreis 
der natürlichen Zahlen nicht verläßt, solange a und b natürlich 
sind, ist das Produkt a-b, gegeben durch die

Definition: Die Zahl a mit der Zahl b multipli
zieren heißt a so oft als Summand setzen als b Ein
heiten enthält. (a)

In diesem Zusammenhang nennt man a Multiplikand, b den 
Multiplikator, beide zusammen öfter noch Faktoren. Nach dieser 
Definition ist also

a-b = a-\-a-\-ci-\~. . . -{- a, (b Summanden).

Allgemeine Überlegungen in Verbindung mit den vorausgehenden 
Regeln lassen die Elementarmathematik die nachfolgenden drei Pro- 
duktensätze beweisen,

I. Kommutatives Gesetz:

a-b = b-a,

(b)

(c)
II. Assoziatives Gesetz:

a-(bc) = (ab)-c, (d)

III. Distributives Gesetz:

(a -j- b) ■ с = а ■ c 4- b ■ c.

Als Umkehr der letzten Formel hat man den viel gebrauchten 
Satz vom Faktorenaussetzen:

(e)

а • c -j- b ■ c — c • {a -f- b),

. d. h. haben die Summanden einer Summe den nämlichen Faktor ge
meinsam. so ist derselbe Faktor der Summe. Als solcher wird er 
vor die eingeklammerte Summe gesetzt.

(f)

]*
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Als Fortsetzung von (e) tritt noch hinzu die Formel 
(a b) ■ (c -f-.d) = ac ad -}- bc -}- bd.

4. Definition: Die Differenz a — b ist ein gesuchter 
Summand, und zwar diejenige Zahl, die zu b addiert 
a gibt.

Man spricht, b wird von a substrahiert. und nennt a den 
Minuend, b den Subtrahend. Mit der gegebenen Definition ist 
die Differenz als die umgekehrte oder inverse Operation der 
Summe gekennzeichnet. Man hat bei der Subtraktion drei Fälle zu 
unterscheiden.

I. Der Minuend a ist größer als der Subtrahend b. In diesem 
Fall verläßt die Operation a — b den Kreis der natürlichen Zahlen nicht.

II. Der Minuend a ist gleich dem Subtrahend b, also a — b. In 
diesem Fall kann die Differenz; a — b keine natürliche Zahl sein. 
Tm Sinn der vorausgehenden Definition liegt in der Operation a — b 
die Forderung, von a Einheiten Ь Einheiten wegzunehmen; die 
testierende Zahl der Einheiten ist mit a — b ausgedrückt. Ist a—b. 
so werden von a alle Einheiten weggenommen, so daß keine mehr 
vorhanden ist. Dieses Resultat bezeichnet die Arithmetik mit dem 
Zeichen 0, so daß

<g)

(

(a)

t

(b)a — a = 0 ==b — b — c — c— .
0 ist also ein Zeichen für eine Differenz, deren Minuend und Sub
trahend gleich sind.

Dieses Zeichen 0 ist keine „Zahl“ im ursprünglichen Sinn, der 
mit diesem Begriff eine Anzahl vorhandener Objekte bezeichnete; 
es ist die erste künstliche Zahl, eine Erweiterung der natürlichen 
Zahlen. Man muß das wohl beachten, wenn man Zahlen Verbindungen 
aufstellt, in denen diese neue Zahl 0 auftritt. Zu diesem Zweck 
sollen die beiden Zahlenverbindungen 0 a und а- 0 betrachtet werden.

Der Wert der ersteren ist leicht zu ermitteln. Da nämlich a
nach Voraussetzung eine natürliche Zahl ist, so gilt nach Defini
tion (3 a)

() -a — 0 —j— 0 -j- 0 j- . . . 4- 0. (a Summanden)
= 0.

Nach den bisher gegebenen Definitionen und Formeln läßt sich 
dagegen .der Wert a-0 nicht ermitteln. Wollte man nämlich die 
Definition (3a) anwenden, und sagen, a soll nullmal als Summand 
gesetzt werden, so wäre das sinnlos. Aus Definition also zu schließen, 
daß a • 0 ~ 0 ist es sei diese Tatsache als bekannt vorausgesetzt — 
geht nicht. Denn man müßte, um vorzugreifen, genau so gut sagen 
können. «° gibt null, weil nach Definition der Potenz a nullmal als
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Faktor gesetzt wird, während doch bekanntermaßen a° — 1 ist. Den 
Satz a ■ 0 = 0 • a anzuwenden ist noch nicht erlaubt, weil dieser Satz 
nur für natürliche Zahlen bewiesen ist. Die Mathematik geht nun 
hier so vor. daß sie mit einer Definition hinaushilft, vorausgesetzt 
daß mit dieser nicht ein Widerspruch geschaffen wird. Uber letztere 
Möglichkeit sehe man bei den unbestimmten Zahlen. In der Tat 
wird nun mit der Definition

a • 0 = 0 (c)

keines der bisherigen Gesetze — in Betracht kommt einzig (3 c), da 
dann a • 0 = 0 • a — verletzt.

III. Ist а <^Ъ, so kann man ebenfalls keine natürliche Zahl an
geben, die der Forderung а — b genügt. In diesem Fall verläßt die 
Operation а — b ebenso wie im vorigen den Kreis der natürlichen 
Zahlen.

5. Durch die Einführung der „Zahl"“ 0 ist die Reihe der natür
lichen Zahlen 1, 2, 3. 4. . . . nach unten künstlich um eine Stelle 
erweitert, um beliebig viele Stellen aber noch durch Einführung der 
negativen Zahlen — 1, — 2, — 3, . . die definiert sind als Diffe
renzen, deren Minuend 0 ist, in Zeichen

— а — 0 — а.
Man kann sich geometrisch recht einfach eine Vorstellung von 

dem Wesen der negativen Zahlen machen, indem man auf einer 
Geraden von einem fest gewählten Anfangspunkt aus etwa nach 
rechts eine beliebig gewählte Strecke als Einheit abträgt und den 
Endpunkt dieser Strecke mit 1 bezeichnet, d. h. ihn als Bild der 
Zahl 1 wählt. Trägt man weiterhin immer und immer wieder im 
gleichen Richtungssinn diese Einheitsstrecke ab, so erhält man ent-

-3 -2 -1 г 3 ч-
О

U— 1
Abb. 1.

sprechend die Bilder der Zahlen 2, 3, 4, . . ., siehe Abb. 1. Konse
quenterweise wird man nach dem, was oben von der Zahl 0 gesagt 
wurde, den Anfangspunkt als Bild der Zahl 0 betrachten, ihn daher 
auch als Nullpunkt bezeichnen. Auf dieser Geraden findet das 
Addieren der Zahl b sein Bild durch Hinzufügen, das Subtrahieren 
von b durch Wegnehmen von b Einheitsstrecken. Man gelangt so 
recht einfach zur Zahl —1 oder 0 — 1, indem man vom Nullpunkt 
aus die Einheitsstrecke nach links abträgt, d. h. 1 subtrahiert, ent
sprechend zu den Zahlen — 2, — 3, — 4, ... Die negativen Zahlen
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haben dann ihr- Bild auf der linken Seite vom Nullpunkt, wenn es 
die natürlichen Zahlen auf der rechten Seite haben, und umgekehrt. 
Sie unterscheiden sieh von den natürlichen Zahlen also nur durch 
den Begriff rechts und links. Sowohl die gegebene Definition als 
auch die geometrische Deutung der Differenz läßt diese als negative 
Zahl erkennen, sobald der Minuend kleiner ist als der Subtrahend. 
Damit ist entwickelt, wie die Zahlenverbindung a — b aus dem Kreis 
der natürlichen Zahlen heraustreten kann.

Man beachte, daß eine Zahl an sich weder positiv noch negativ 
ist, daß sie erst negativ oder positiv wird durch den Standpunkt, 
den man ihr gegenüber einnimmt. Eine Temperatur wird erst da
durch als positive und negative unterscheidbar, daß man ganz will
kürlich einer bestimmten Temperatur den Wert Null beilegt und 
alle höheren Temperaturen durch positive Zahlen kennzeichnet, alle 
niedrigeren durch negative. Hätte man die Temperatur des ver
dampfenden Wassers mit Null bezeichnet statt derjenigen des gefrieren
den, so würde aus der Celsiustemperatur 15° die neue Temperatur
— 85° geworden sein, wenn man die gleichen Temperaturintervalle 
beibehalten hätte. Oder ein anderes Beispiel: würde man eine Berges
höhe vom Talboden aus zählen, so könnte ein Berg A etwa eine 
Höhe von nur 1000 m haben, wenn er vom Meeresniveau aus ge
rechnet die Höhe 4000 m hat, und von dem gleichen Talboden aus 
gemessen käme ein tiefer gelegenes Tal zur „Höhe“ von vielleicht
— 300 m. Man muß das beachten, wenn man verschiedene Höhen 
vergleichen will. Vom vorausgesetzten Talboden aus betrachtet kann 
der Berg A von 1000 m Höhe doppelt so hoch sein wie ein andrer 
Berg B. der dann die Höhe 500 m vom Tal aus haben müßte. Vom 
Meeresniveau aus betrachtet verhalten sich ihre Höhen 4000 m und 
3500 m selbstverständlich keineswegs wie 2:1. In der Elektrizitäts
lehre unterscheidet man ebenso zwischen positiv und negativ elek
trischen Körpern und will in Wahrheit dadurch nur Körper mit 
höherem und Körper mit niedererm Potential unterscheiden.

Man merke demnach, daß das Zeichen (—) zunächst nur formaler 
Natur ist und bezeichne nicht voreilig — a als eine negative Zahl, 
bevor man nicht weiß, ob a selbst positiv oder negativ ist; damit 
-—a wirklich negativ ist, muß a positiv sein, ein negatives a würde
— a positiv machen.

Die negativen Zahlen einschließlich der Zahl 0 bilden die erste 
Erweiterung der natürlichen Zahlen. Im Gegensatz zu den 
negativen Zahlen heißt man diese positive Zahlen, beide ganze 
Zahlen, so daß man positiv ganze und negativ ganze Zahlen unter
scheidet.

(

Durch die Tätigkeit des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens
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gehen aus den ganzen Zahlen wieder ganze Zahlen hervor, man 
heißt diese drei Operationen ganze rationale Operationen.

Wenn man sagt 12^>3, so ist damit für jedermann klar, was 
gemeint ist: 12 Dinge sind mehr als 3 Dinge, vorausgesetzt daß diese 
Dinge alle gleichartig sind. Verläßt man aber das Gebiet der na
türlichen Zahlen und schreibt etwa —12<^3 oder —12 —3, so
hat das folgenden Sinn: Will man alle ganzen Zahlen, positive und 
negative, unter sich vergleichen, so geschieht dies am einfachsten 
durch eine geometrische Vorstellung oder Darstellung, etwa durch 
Abb. 1 oder die vorangehenden Beispiele. Legt man die Gerade 
dieser Abbildung vertikal, so lassen sich die angegebenen Ver
gleichungen erklären als: —j— 12 liegt „höher“ als -f- 3 und —12 
liegt „tiefer“ als -|~ 3 und ebenso auch tiefer als — 3. Für den Fall 
der Abb. 1 selbst müßte man setzen „mehr rechts“ und „weniger 
rechts“ statt „höher“ und „tiefer“.

Die Zahlen -j- a und — a unterscheiden sich nur durch das 
Vorzeichen, in der geometrischen Darstellung nur durch den Richtungs
sinn, in dem sie vom Nullpunkt aus aufgetragen sind. Man drückt 
diese Tatsache dadurch aus, daß man sagt, -j -a und —a haben 
gleichen Absolutwert und schreibt

H-a| = a,
Geometrisch hat das folgenden Sinn: die Strecken А В und В А 

sind gleich. Will man eine Unterscheidung zwischen beiden machen, 
so wird man das am besten tun, indem man sich die Strecke von 
einem Punkt durchlaufen denkt, der dann — die Schreibweise А В 
oder BA soll das andeuten — entweder von A nach В oder von 
В nach A sich bewegt. Wählt man willkürlich (-j-) als Vorzeichen 
der Strecke AB, so muß man der Strecke ВA, da sie im entgegen
gesetzten Sinn gelesen wird, das Vorzeichen (—) geben. Wir werden, 
um diese Unterscheidung in den folgenden Zeilen zum Ausdruck zu 
bringen, sagen: die Strecke А В ist gleich der Strecke BA, und 
meinen dann den Absolutwert. Andrerseits sagen wir, der Weg AB 
und der Weg B A sind entgegengesetzt gleich, sie unterscheiden sich 
nur durch das Vorzeichen, so daß

BA^ — AB oder А£-[-£А = 0.
Hierüber siehe noch Nr. 56.

j — a \ = a. (a)

(b)

6. Die Elementarmathematik definiert (man beachte die Be
merkungen in Nr. 4)

a-0 = 0,
0-0 = 0, 

а • (— b) = — ab. 
(— а) • (— b) — ab.

(a)
(b)
(c)
(d)
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Dann beweist sie mit Hilfe allgemeiner Überlegungen, daß die 
bis jetzt aufgetretenen Formeln, die zunächst nur für die natürlichen 
Zahlen gelten, auch für negative Zahlen einschließlich der Zahl О 
Gültigkeit haben. Sie weist damit nach, daß die Differenz а — b als 
eine Summe a -j~ (— b) betrachtet werden kann.

Es dürfen sonach in den folgenden Zeilen die Zahlen er, b, c, d ... 
als beliebige (positive oder negative) ganze Zahlen einschließlich 0 
betrachtet werden, solange nicht anders festgesetzt wird.

7. Die Zahl oo — „unendlich groß“ oder kürzer „un
endlich“ — ist in der Elementarmathematik definiert als eine 
Zahl größer als jede angegebene Zahl.

Im Gegensatz zu ihr heißen die bis jetzt aufgetretenen Zahlen 
einschließlich 0 endliche Zahlen.

Um diese neue Zahl auch unter die bisher aufgestellten Gesetze 
einzubeziehen, sei definiert:

oo — а — oo, 
solange a endlich, und

(a)

(b)а — oo — — oo.

(c)а • oo — oo • а — oo.

solange a von 0 verschieden. ,
8. Unbestimmte Zahlen sind solche Zahlengrößen, deren Wert 

nach den vorausgegangenen Definitionen und Sätzen nicht ermittelt 
werden kann, und für die die Mathematik auch keine neuen Defini
tionen einführen kann, ohne einen Widerspruch zu schaffen. Es ist 
also nicht ganz richtig, wenn man unbestimmte Zahlen als solche 
Zahlengrößen bezeichnet, die jeden beliebigen Wert annehmen können. 
Um Zahlengrößen als unbestimmte zu erkennen, ist es nötig, die 
Fassung von Definitionen und Sätzen denkbar genau zu wählen. 
Erwähnt möge noch werden, wie in den folgenden Zeilen ersichtlich, 
daß unbestimmte Werte immer dann auftretcn. wenn man rein formal 
auf eine neue Zahlenoperation mehrere Sätze anwenden kann, die 
sich in ihren Resultaten widersprechen.

Nach der vorausgehenden Erklärung ist also

oo — oo eine unbestimmte Zahl.

Wendet man nämlich formal auf sie die Gesetze 

а — а — 0 .

in Wahrheit setzen aber beide a als endlich 
voraus — so würde die erste Formel den Wert 0, die zweite 
den Wert oo ergeben; beide Formeln würden sich also widersprechen.

(a)

oo — а — oo

für а — oo an
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Ebenso ist
0-oo eine unbestimmte Zahl. (b)

Formal würde von den Gesetzen

0 • a = 0, a-oo = oo,

wenn man sie an wenden dürfte, das erste für a — oo den Wert 0, 
das zweite für a — 0 den Wert oo ergeben, also ein Widerspruch 
auftreten.

Man beachte, was am Schluß von Nr. 6 gesagt war, daß nämlich 
alle bis dahin angegebenen Gesetze nicht nur für die natürlichen 
Zahlen, sondern für alle ganzen Zahlen überhaupt gültig sind. Voraus
gesetzt war natürlich, daß diese ganzen Zahlen alle endlich sein 
müssen.

Wie man aus diesen beiden Beispielen von unbestimmten Zahlen 
sieht, würden die vorausgehenden Gesetze teilweise ihre Gültigkeit 
verlieren, wenn man sie auch auf die „Zahl“ oo anwendet. Man 
wird daraus zunächst die Schlußfolgerung ziehen, daß man bei Ge
brauch der Zahl oo recht vorsichtig sein muß. Im Charakter dieser 
Zahl liegt es — so wie sie nach (7 a) definiert war —, daß sie außer
halb der gewöhnlichen Zahlen steht, daher auch in ihrer Anwendung 
eine Sonderstellung einnimmt. Man erinnere sich dieser Sonder
stellung der Zahl oo bei allen noch eintreffenden Sätzen und Defini
tionen, die auf diese Zahl oo Bezug haben.

9. Sind a und b ganze Zahlen, so nennt man das Produkt a b ein 
ganzes Vielfaches sowohl von a als auch von b. Man sagt dann 
auch, a und b sind in ab ohne Rest enthalten, oder a und b 
sind Teiler von ab. Naturgemäß hat jede Zahl a, da man sie 
als Produkt a • 1 schreiben kann, die Einheit sowie sich selbst 
als Teiler.

Die ganzen Zahlen lassen sich nun in zwei Gruppen unterscheiden : 
Die Zahlen der ersten Gruppe haben außer der Einheit und sich 
selbst auch noch andere ganze Zahlen als Teiler, sind also ganze 
Vielfache dieser Zahlen; z. B. hat 12 außer 1 und 12 noch 2, 3, 4, 
6 als Teiler. Die der zweiten .Gruppe haben außer der Einheit und 
sich selbst keine ganzen Zahlen als Teiler, wie z. B. 2, 3, ö. 7 usw. 
Letztere Zahlen heißt man Primzahlen.

Haben zwei ganze Zahlen außer der Einheit keine ganze Zahl 
als gemeinschaftlichen Teiler, so nennt man sie relativ prim: man 
sagt auch, die beiden Zahlen sind relative Primzahlen. So sind z. B. 
relativ prim 2 und 3, oder 8 und 9, oder 12 und 25 usw.

Ist a ein ganzes Vielfaches von b, und b selbst wieder ein ganzes 
Vielfaches von c, so ist natürlich auch a ein ganzes Vielfaches von c.



Der Quotient ist demnach die inverse Operation zum Produkt. 
In diesem Zusammenhang heißt a der Dividend, b der Divisor; 
man sagt, a wird mit b dividiert.

Es seien a und b zunächst als ganzzahlig, endlich und von 0 
verschieden vorausgesetzt. Unmittelbar aus der Definition ergibt 
sinh dann

a T abb=-=a,
na

(b)nb

Der Quotient a : b kann nur so lange eine ganze Zahl sein, als 
a ein ganzes Vielfaches von b ist. Trifft dies aber nicht zu, dann 
tritt die Zahlenverbindung a : b aus dem Kreis der ganzen Zahlen 
heraus, sie wird eine gebrochene Zahl genannt. Den Quotienten 
a:b nennt man dann auch einen Bruch, a den Zähler und b den 
Nenner des Bruches. Ist der Zähler kleiner als der Nenner, so 
spricht man von einem echten Bruch, in allen anderen Fällen von 
einem unechten. Die gebrochenen Zahlen sind eine neue, die 
zweite Erweiterung der natürlichen Zahlen. Formal ist natürlich 
a:b auch dann ein Bruch, wenn a ein ganzes Vielfaches von b 
ist. Man spricht dann wohl von einem „uneigentlichen Bruch“. 
Mit dem Wort „Bruch“ ist eben mehr die Form getroffen als der 
Inhalt.

Teilt man die bisherige Einheit 1 in b gleiche Teile und führt 
einen solchen Teil als neue Einheit ein; so ist in diesem neuen 
System die Zahl 1 gleich b Einheiten. Die neue Einheit ist nach

Definition gleich und entsprechend 
6

1а
b a'b ’

so daß der Quotient a : b sich als das Produkt der Zahl a mit der

neuen Einheit ~ ergibt.

Die Definition des Quotienten wird noch ergänzt durch folgende 
Festsetzungen

^ = 0.а1. (c)0 °° ’ а
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10. Die Zahlenverbindung a : b oder in anderer

Schreibweise —, genannt der Quotient oder das Teil- 
b

Verhältnis der Zahlen a und 6, ist definiert als diejenige 
Zahl, die mit b multipliziert a gibt.f

(a)

C
f; S

5



solange a von 0 verschieden (es darf a auch oo sein);

" =0. OO
(d)2. — — oo,

OD а

solange a von oo verschieden (es darf a auch gleich 0 sein).
11. Da die Sätze bzw. Definitionen

иа а
-=1, -=00=о°-

a als von 0 verschieden voraussetzten, läßt sich der Wert der Zahlen' 
form ^ nach keiner dieser Regeln bestimmen. Formal würde die

аа

Anwendung dieser Sätze für а — 0 im ersten Fall 1, im zweiten oo, im 
dritten 0. also einen Widerspruch ergeben. Es würde sonach eine 
Definition des Wertes von 0: 0, die sich natürlich auf formale Ge
setze stützen müßte, einen Widerspruch ergeben, d. h.

die Zahlenform ~ ist unbestimmt. (a)

Ebenso setzen die Sätze oder Definitionen

ooаа
— = 0. — = oo
Xа а

a als endlich voraus, es läßt sich also auch der Wert der Zahlen- 
CO— nach keiner derselben ermitteln. Formal würde sich nachform

diesen Sätzen für a — oo im ersten Fall 1, im zweiten 0, im dritten oc. 
sonach ein Widerspruch ergeben. Für eine Definition des Wertes 
von oo : oo w ürde wieder das eben Gesagte gelten, d. h

X'.:

die Zahlenform — ist unbestimmt. (b)oo

12. Die Zurückführung der bisherigen ganzen Zahlen auf neue 
Einheiten nach Nr. 10 ergibt ungezwungen die Regeln

b ^ 1 a h ab bа c c
ь■ (a)a- a— — a: —

bd:c c c c c
1Man nennt — den gestürzten oder reziproken Wert von a.

с Ъ
entsprechend - den reziproken Wert von 

b c
Mit Zurückführung der bisherigen ganzen Zahlen auf neue Ein

heiten und mit Hilfe allgemeiner Überlegungen beweist nun die 
Elementarmathematik, daß alle bisher aufgestellten Gesetze auch für

Unbestimmte Zahlen. Quotient. Teilverhältnis. Gebrochene Zahlen. 11
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die gebrochenen Zahlen gelten. Im allgemeinen freilich nur so lange, 
als sie endlich und von 0 verschieden sind. Für die Zahlen 0 und 
oo muß man meist auf besondere Regeln zurückgehen. Für die Folge 
dürfen somit die Zahlen а, b, c, d . . . als beliebige (endliche und 
von 0 verschiedene) ganze oder gebrochene Zahlen betrachtet werden, 
solange nicht anders bemerkt ist.

Ganze und gebrochene Zahlen faßt man unter dem Namen 
rationale Zahlen zusammen; die Operationen Summe, Differenz. 
Produkt, Quotient mit rationalen Zahlen führen aus dem Kreis dieser 
Zahlen nicht heraus, man nennt diese Operationen — die vier Grund
rechnungsarten — daher rationale Operationen. Sie liefern für 
alle endlichen und von 0 verschiedenen Zahlen bestimmte eindeutige 
Werte.

/

13. Der Proportion
a:b — а! :b'

läßt sich eine andere brauchbare Form geben durch Einführung des 
Proportionalitätsfaktors. Obige Proportion drückt doch aus: 
a ist das Ebensovielfache von b, wie u! von V —- das Wievielfache 
a von b ist, gibt diese Proportion freilich nicht zu erkennen — wenn 
also a das g-fache von b ist. dann muß auch a! das g-fache von b' 
sein. Diese Tatsache drückt man aus durch die Schreibweise

a — g h , a == g b'. (a)
die andere meist brauchbarere Form der Proportion. 

Entsprechend wandelt man die Proportion

a:b : c:d :... — a! : b' : c' : d! :...
oder

a : a! = b :b' — c : cf = d : d! — ...
um in die mehr anwendbare Form 

« — /

Schreibt man z. B. aufgelöst 

a = да',

b == л b', c — Xc', d = Xd' ... (b)

b = gb'
statt

a:b — a':b\

a -f- b = g (a! -f- b’)

a — b = g(a' — b'),

so ergeben sich zwanglos, indem man durch einfache Division den 
Proportionalitätsfaktor p entfernt, die Formeln der korrespondieren
den Addition und Subtraktion:

so daß also

(a + b) : a = (a' + b') : a',
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(а + Ъ):Ь=(а'±Ъ'):Ъ\
(a -j- b) : {a — b) — (а' -j- b') : (я/ — b')

Die Physik deckt Beziehungen zwischen den von ihr unter
suchten Größen auf und findet diese Gesetze meist in Formen von 
Proportionen, schreibt aber diese Beziehungen fast immer mit Ein
führung eines Proportionalitätsfaktors. Wenn man also weiß, daß 
beim freien Fall ohne Luftwiderstand die zurückgelegten Wege sich 
verhalten wie die Quadrate der Zeiten, so wird man etwa so Vor
gehen. Man hat in n Zeiten tiy t2 . . . tn die Wege sl. s2, . . . sn 
beobachtet und gefunden, daß

usw.

ist, und schließt daraus, daß in einer beliebigen Zeit t der Weg s 
zurückgelegt wird, für den auch gelten muß

5 : t2 = : t2 = s2 : t2 = . . . = : tn2.
Diese Verhältnisse haben alle einen konstanten Wert, den man 
mit c bezeichnet. Dann schreibt man das Gesetz des freien Falles 
in der Form

s:t2 — c oder s — c-t2

und nennt c etwa den Proportionalitätsfaktor des Gesetzes des 
freien Falles. Nachträglich wird rnan sich dann auch noch bemühen, 
das Wesen dieses Proportionalitätsfaktors c zu ermitteln.

Oder ein anderes Beispiel: Zwischen den an einem materiellen 
Punkt angreifenden Kräften P und den von ihnen hervorgerufenen 
Geschwindigkeitsänderungen oder Beschleunigungen h besteht ein ein
facher Zusammenhang, sie sind direkt proportional. Diese Tatsache 
könnte man in der Form Рг :Ь1 — P2 : b2 = . . . = Pn : bn anschreiben. 
Es würde aber in dieser Schreibweise der doch auch interessierende 
Wert dieser Verhältnisse fehlen. Deswegen wählt man wieder die 
Schreibweise P — mb, eine Gleichung, die in der Mechanik als dyna
mische Grundgleichung bekannt ist. und nennt dann m direkt den 
Proportionalitätsfaktor der dynamischen Grundgleichung. Das Wesen 
dieses Proportionalitätsfaktors m wird durch den Begriff ..Masse*’ zum 
Ausdruck gebracht.

Beispiel a). Die Lösung eines Systems von zwei linearen 
Gleichungen ist gegeben durch x : у : 1 — 3 : 4 : 7. Man löst die Pro
portion auf. x : 1 == 3 : 7 und у : 1=4:7 oder x = f, у -— f. Ist 
etwa umgekehrt die Lösung eines Systems von drei Gleichungen gc- 
gcgeben durch x — a.d, y = b:d, z = c:d. so kann man diese Lö
sung übersichtlicher schreiben

x:y :z:1 — a:b:c:d.



2 tB e i s p i e 1 b). Gegeben ist tg a — -——y ; gesucht ist sin « und cos «. 
Man setzt

sin a : cos« — 21 : (1—t2) oder sin « = £• 2 t, coscc = p-(l—t2),

wo mit dem Bekanntsein des Proportionalitätsfaktors q auch die Werte 
sin a und cos « bekannt wären, q ist zu ermitteln aus

sin2 « -j- cos2 a — 1 oder q2 [412 -j- (1 — t2)2] = 1.
Man formt um q2 (1 -f-12)2 — 1 und erhält

+ _JL_
“ 1 + t2 ’

wo entweder liur das obere oder nur das untere Vorzeichen anzu
wenden ist.

Aufgabe a). Von vier Zahlen x, y, u, v kennt man die Summe 1, ferner 
gilt x : y : и : v — a : b : c : d; gesucht sind die Zahlen.

Lösung: Mit Einführung eines Proportionalitätsfaktors о setzt man x—oa, 
y — ob, u — oc, v — od und erhält 1 = a (a -f- b -f- c -J-d), woraus sich o = 
1 : (a b -{- c -f- d) und daraus wieder

!

1 —t22 t
sin а cos а— 1 -}-12 ’ -1 +<2 ’

b dа r
d b —|— c -(— d ^ a —|— b —c —|— d <x —j— b —|— c d cl —J— b —c —[— dx —

ergibt. Man schreibt aber diese Lösung viel übersichtlicher an in der Form
x : у : и : v : l = a : b : c : d : (a b c d).

Aufgabe b). Vom Winkel a kennt man gesucht ist sin

und cos ?
2 •

Lösung: Man setzt sin: cos == t : 1 oder sin 

Mit sin2 — -f- cos2 ^ = 1 = j»2 (1 -j-12) erhält man д = 1 : + д/l -f-12 und so

sin —t: + \ll 12 , cos = 1 : + \/l -f t2, wo das Wurzelvorzeichen entweder 

immer positiv oder immer negativ zu nehmen ist.

= £1-1— Q • t, COS

Potenz und Wurzel. Irrationale Zahlen. Logarithmus.
14. Die Zahlen Verbindung a”, genannt die n-te Potenz von a, 

ist definiert als Produkt von n gleichen Faktoren a, also

an = a a a-a- ... -a (n Faktoren).

Man nennt in diesem Zusammenhang a die Basis, n den Expo
nenten der Potenz.

Nach dieser Definition ist, ohne daß dies besonders zum Aus
druck gelangte, n als natürliche Zahl hingestellt, а kann jede ratio

(a)

Niedere Algebra und Analysis.14
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(ab)m = атЬт ?

(f)(ar)s = ars = (a*)r.

Die Potenzen von Summen erscheinen meist in den nachstehenden 
Formen

(«• + b)2 — a2 + 2ab -j-62 
(а + Ь)3 = а3 + За2&-f-3a62 + &3 
(а + &)4 = а4 + 4a3& -j- Ga2b2 + 4a&3 -j- b4

die Spezialfälle des binomischen Lehrsatzes sind, siehe Nr. 36. 
Als Summen von Potenzen treten vielfach die nachfolgenden For
men auf:

• (g)

Potenz und Wurzel-. Irrationale Zahlen. Logarithmus. 15

nale Zahl sein, auch 0 und oo. Um aber diese neue Zahlenverbin- 
dung für alle möglichen rationalen n zu deuten, wird man zunächst, 
da für n — 0 die oben gegebene Definition nicht anwendbar ist, 
ebensowenig wie für negative oder gebrochene n, neuerdings defi
nieren

a° = 1, (b)

solange a endlich und von 0 verschieden ist.
Warum man a° — 1 gerade so und nicht anders definiert hat 

— man hätte sinnlos die erst gegebene Definition an wenden und 
ebenso sinnlos sagen können, a soll nullmal als Faktor gesetzt werden, 
es ist also a° gleich 0 —, erklärt sich aus der Forderung, daß alle 
mathematischen Formeln in sich widerspruchslos seien. Betrachtet 
man der Reihe nach die Potenzen а6, а4, а3, а2, а1, so wird jedesmal 
der Exponent um die Einheit kleiner, die nachfolgende Potenz aber 
immer gleich dem а-ten Teil der vorausgehenden, so daß man, um 
keinen Widerspruch in dieser Gesetzmäßigkeit zu erhalten, a° — 1 
setzen muß. Aus demselben Grund wird man, da sich diese an
gefangene Reihe а6, а4, а3, а2, а1, а° fortsetzt mit а-1, а-2, а 
definieren müssen

-з? • '

„ — Па (С)

Damit ist für alle ganzzahligen n der Zahlen wert an vollständig 
festgelegt. Zunächst für positive, alsdann für negative n beweist 
die Elementarmathematik mit Hilfe allgemeiner Überlegungen aus
gehend von den gegebenen Definitionen die nachfolgenden Potenz
sätze.

1arar -a8 — ar+®, (d)— = ar~s = ,
as~r’as

'óT

s 
lg

Ö 
-o

g

0-
1 ö
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er — b2 = (a -}- 6) (a — b) 
a3 — b3 = (a — b) {a2 -f- ab -f- b2) 
a3 -f b3 = (a -f b) (a2 — ab -j- b2) 

a4 — b4, — (a2 — b2) (a2 -(- b2)
— (a — b) (a3 -j- a26 -j- ab2 -j- b3)

an — bn — (a — b) (an~1 -f- an~2 6 -f- an—3 62 —|— ... —}— abn~2 -|- Ł”-'1) 
an -j- bn = (a + b) (a*“1 — a"“2b -f an~3 b2 — -f... — abn~2 -f fc”“1)

Letztere Formel setzt n als ungerad voraus.

15. Die Rechnung mit 0 ist durch Definition (14a), die 0n — 0 
für endliches und von 0 verschiedenes n liefert, sowie durch Defi
nition (14 b) festgelegt, mit Ausnahme des Zahlenwertes 0°, der sich 
nach keiner der vorausgehenden Regeln und Definitionen ermitteln 
läßt. Formal würde Definition (14a) für n — 0 den Wert 0, d'p 
zweite Definition (14b) für a — 0 den Wert 1 dieser Zahlenform, 
also einen Widersprach ergeben, d. h.

die Zahlenform 0° ist unbestimmt.

Die Rechnung mit сю ist teilweise bestimmt durch die Defi
nition (14a), die oow = oo liefert, solange n von Null verschieden ist. 
Die Zahlengröße oo° läßt sich nach den bisher gegebenen Definitionen 
und Regeln nicht ermitteln. Formal würde diese Zahlengröße nach 
Definition (14a) für n — 0 zu oo werden, nach Definition (14b) 
für a = oo zu 1, also ein Widerspruch auftreten. Man sieht.

die Zahlenform oo° ist unbestimmt.

Weiterhin sei definiert

* 0 \ a =oob

d. h. ein echter Bruch unendlich oft mit sich selbst multipliziert 
wird Null; und ein unechter Bruch unendlich oft mit sich selbst 
multipliziert wird unendlich.

Die Zahlengröße Iх ist weder nach diesen beiden, noch nach 
irgendeiner andern der bisher ergangenen Regeln zu ermitteln. Eine 
Definition, die man einzuführen versuchte, würde wieder einen Wider
spruch ergeben, so daß also gilt

die Zahlenform l00 ist unbestimmt.
Anmerkung: Wer nicht scharf genug die ergangenen Definitionen be

achtet, ist leicht geneigt, 1°°=1 zu setzen, indem er an Definition (14a) 
denkend überlegt, daß 1 immer wieder mit sich selbst multipliziert wird, also 
nur 1 geben kann. Dem ist nun entgegenzuhalten, daß diese Definition auf 
1* nicht angewandt werden kann, weil sie natürliche Zahlen als Exponenten 
voraussetzt, und daß auch keine andere Definition den Wert von 1* bestimmt.

/
(b)

(a)

(b)

(c)1,wenn а

(d)

V Л



VaM= \Var )*:= ar.

Statt Va schreibt man kürzer \a und nennt sie die Quad Г at- 
в.— *
y a nennt man die Kubikwurzel aus h.wurzel aus a;

Mit Hilfe’ der ergangenen Definition für ar/s und allgemeiner 
Überlegungen beweist nun die Elementarmathematik die nachfolgen
den Wurzelsätze, gültig für rationale a,b.r, s. Wenn eine von den 
Zahlen r und s den Wert 0 oder oo annimmt, so kommen die
Formeln (14 b), (15 a). (15 b), (15 c), (15d) in Betracht.

a8 =vV = (v'a)r, (b)
I/V7 Vas----------- 8 — S —

ya-b=ya •y b, (c)
Xb

r! », ■ rs — «jr - 
V y a — y a — \ y

r.— nr  r : ».------
yas — уат — yas:n,

Г'— 8.— Г8---------
Va ■ya — yar+s.

V a* == Ya~8 — 1 : \ cts.

(d)

(e)

(f)

<g)
2Kgerer. Ingenieur-Mathematik. I.

Potenz und Wurzel. Irrationale Zahlen. Logarithmus. L7

Formal ist aus Definition (c) indes zu ersehen, daß 1® der sprungweise 
Übergang von a®=00 für a^> 1 zu a®= 0 für a ■< 1 ist. Die Elementar
mathematik bestimmt also den Wert von 1® nicht, außer sie kommt dem an 
Definition (14a) sich anlehnenden Bedürfnis entgegen und definiert einfach: 
1® = 1. Indes würde, wie spätere Zeilen (die sich allerdings über das Niveau 
der gewöhnlichen niederen Mathematik erheben) zeigen, diese Definition Wider
sprüche herbeiführen, so daß sie unterbleibt.

16. Die Frage, wie ist die Zahlen Verbindung ar/* zu definieren, 
findet ihre Antwort, indem man formal ar!s wie eine rationale Zahl b 
behandelt, also r r

aa = b und damit (a* )* = bs 

ar — b8

nach (14f) setzt, und demgemäß definiert:
r

a8 oder in anderer Schreibweise yar ist diejenige 
Zahl, die mit s potenziert ar gibt.

Man nennt Var auch die s-te Wurzel aus ar, ferner ar den 
Radikanden, s den Wurzelexponent, r den Potenzexponent. 

Nach dieser Definition ist also

о del

ta)

(УаГ = а.Va* =

i ö |æ
>
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Die Frage, ob arlg für rationale a, r, s selbst noch rational ist, 
soll zunächst an zwei Beispielen ihre Antwort finden.

91/!! oder У9 ist nach Definition gleich +3, also nooh rational 
(allerdings nicht mehr eindeutig, sondern zweideutig). Man schließt 
somit, daß ar,s rational sein kann.

Die Zahl IO1/* oder VlO kann keine rationale Zahl sein. Zu
nächst ist leicht zu zeigen, daß sie keiner rationalen ganzen Zahl 
gleich sein kann, da das Quadrat von + 3 erst 9, das Quadrat von + 4 
bereits 16 ist. Angenommen, es sei VlO gleich einer rationalen ge
brochenen Zahl. Eine solche kann man durch Umformen immer auf 
die Form a : b bringen, wo a und b rational und ganz und zu einander 
relativ prim sind. Wenn also У10 — a : b wäre, dann müßte 10 = a2 : bz 
oder «2 das 10-fache von b2 sein, was unmöglich ist, wenn a und b 
relativ prim sind. У10 kann also keine rationale Zahl sein.

Wenn nun aber die Zahl У.10 selbst keine rationale Zahl ist, 
so kann man ihren Wert doch mit Hilfe der rationalen Zahlen aus- 
drücken. Zunächst weiß man sicher, daß sie zwischen 3 und 4 hegen 
muß. Durch Probieren etwa findet man dann, daß 3,12 — 9,61 und 
3?22— 10,24, daß also У10 zwischen 3,1 und 3,2 liegt. Und wenn man 
weiter probiert, findet man 3,162 = 9,9856 und 3,17* = 10,0489, daß 
also У io zwischen 3,16 und 3,17 liegt. Man kann diesen Gedanken
gang fortsetzen und mit beliebiger Genauigkeit У10 zwischen zwei 
Zahlen einschließen, von denen die eine kleiner, die andere größer 
ist als У10.

i

Nichtrationale Zahlen, die diese Eigenschaft haben, 
daß sie durch rationale Zahlen mit beliebiger Genauigkeit 
ausgedrückt werden können, nennt man irrationale Zahlen,

so daß also У10 das erste Beispiel einer solchen irrationalen Zahl 
ist. Was von У10 oder 101'2 gilt, wird im allgemeinen Fall auch 
von Zahlen von der Form ar/s gelten, so daß man sagen kann: die 
Zahlen ar's sind im allgemeinen irrational, oder die Operation ar's 
ist eine irrationale Operation.

Anmerkung: Man beachte genau die Definition einer irrationalen Zahl, 
um nicht irrtümlich die sogenannten periodischen Dezimalbrüche für irrationale 
Zahlen zu halten. So ist beispielshalber 3,161616 . . . gleich der rationalen 
Zahl 3jjj- und entsprechend ist 3,171717 . . . gleich der rationalen Zahl 3|J-, 
dagegen \/Ï0==3,16 . . . irrational. Den Wert yiö kann man nicht durch eine 
rationale Zahl angeben. Bei den Reihen wird darüber noch zu sprechen sein.

Die bis jetzt besprochenen rationalen Zahlen faßt man mit den 
soeben definierten irrationalen Zahlen zusammen unter dem gemein
samen Namen reelle Zahlen, und beweist dann: die bis jetzt 
aufgestellten Gesetze gelten für alle reellen Zahlen. In den

(h)
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nachfolgenden Zeilen dürfen also die Zahlzeichen a, b, c, . . . jede 
beliebige reelle Zahl vorstellen, wenn nicht in den neueinzuführen- 
den Definitionen eine andere Annahme gemacht wird.

Mit der Einführung der irrationalen Zahlen ist der Kreis der 
natürlichen Zahlen neuerdings erweitert worden: Die irrationalen 
Zahlen bilden die dritte Erweiterung der natürlichen Zahlen.

Die Potenz ar>8 ist also im allgemeinen irrational. Oder: die 
Potenz an bleibt nur so lange eindeutig rational, als a rational und 
n ganzzahlig ist.

17. Zwei rationale Zahlen a und b haben stets .ein gemein
schaftliches Maß. Damit soll gesagt sein, daß sich zu diesen 
Zahlen a und b immer eine Zahl m so finden läßt, daß sowohl а 
als auch b eir. ganzes endliches Vielfaches dieser Zahl m ist. 
Um etwa 12 und l£x zu vergleichen, so haben beide m = 3 als ge
meinschaftliches Maß. Sind die beiden Zahlen ganz, so haben sie 
auf alle Fälle die Zahl 1 als gemeinschaftliches Maß, und wenn sie 
gebrochen sind, eine erst zu schaffende neue Einheit von der Form 1 : b. 
So haben und TV als gemeinschaftliches Maß m = , es ist 
^ = 16-^ und -fe— 21 • g^-. Alle rationalen Zahlen sind, wie man 
mit dem Fremdwort sagt, kommensurabel. Inkommensurabel 
sind eine rationale und eine irrationale Zahl, oder im allgemeinen 
zwei irrationale Zahlen. So haben 2 und У3 kein gemeinschaftliches 
Maß, ebensowenig У2 und У3. Wenn man also von zwei Zahlen 
weiß, daß sie kein gemeinschaftliches Maß haben, so ist mindestens 
die eine Zahl irrational.

Hat die Analysis mit irrationalen Zahlen zu rechnen, so geht 
sie so vor, daß sie die betrachtete irrationale Zahl mehr oder minder 
genau zwischen zwei rationale Zahlen einschließt. So sagt man, um 
das Beispiel von oben noch einmal zu wiederholen, У10 liegt zwischen 
3 und 4, oder genauer, У10 liegt zwischen 3,1 und 3,2, oder noch 
genauer, VlO liegt zwischen 3,16 und 3,17, usf. Ist etwa z ,einecirra- 
tionale Zahl, so wird man setzen

a<^z <C

wo a und b rationale Zahlen sind, oder in anderer Form

a-\- ö — z — b — £,

wo ô und e beliebig kleine Zahlen sind. Um das obige Beispiel 
festzuhalten, würde man setzen

(a)

3 -j- <5 = УЮ = 4 — e
oder genauer

3,1 Ô' = У10' = 3,2 — e,
2*
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oder nach Belieben noch genauer. Ausgehend von der Schreibweise 
(a), beweist man, daß alle die bisherigen Zahlenregeln, gültig er
wiesen für rationale Zahlen, auch als gültig für die irrationalen 
Zahlen zu erweisen sind. Man sagt diese Zahlenregeln gelten für 
a und b als rationale Zahlen, sie gelten also auch für 2, das mit 
beliebig großer Annäherung zwischen solche rationale Zahlen a und 6 
eingeschlossen werden kann.

Eine Darstellung aller rationalen Zahlen gibt die Fortsetzung 
der Betrachtung in Nr. 5, die die ganzen Zahlen durch Abtragen 
von Einheitsstrecken auf einer Geraden von einem festen Punkt aus 
gewinnen ließ, die positiven auf der rechten, die negativen auf der 
linken Seite dieser Geraden. Teilt man die Einheitsstrecke 1 in b 
gleiche Teile und betrachtet einen solchen Teil 1 : b als neue Ein
heit, so erhält man das Bild der Zahl a:b, wenn man vom Null
punkt aus a der neuen Einheitsstrecken abträgt. Hat man mehrere 
gebrochene Zahlen mit verschiedenen Nennern darzustellen, so kann 
man sie zuvor alle auf den gleichen Nenner bringen, der b heiße. 
Man sieht, daß man so die Zwischenräume zwischen den ganzen 
Zahlen beliebig mit gebrochenen Zahlen von der Form a : b aus
füllen kann, die natürlich nicht kontinuierlich, sondern sprungweise 
aufeinanderfolgen, da b als endlich vorausgesetzt ist. Die Zwischen
räume zwischen den so dargestellten rationalen Zahlen werden durch 
neue Zahlen ausgefüllt, die nach dem vorher Erwähnten irrational 
heißen. Erst rationale und irrationale Zahlen zusammen bilden auf 
der Geraden eine kontinuierliche oder stetige Zahlenreihe.

Die irrationalen Zahlen sind nun zweifacher Natur: Man unter
scheidet nämlich alle Zahlen auch noch als

algebraisch, wenn sie aus natürlichen Zahlen durch 
eine endliche Anzahl von Summen, Differenzen, Pro
dukten, Quotienten und Potenzen mit rationalen Ex
ponenten sich zusammensetzen,

im Gegensatz zu den transzendenten Zahlen, die auf andere 
Weise entstehen, und kann daher algebraisch irrationale und 
transzendent irrationale Zahlen unterscheiden. Letztere heißt 
man oft auch transzendente Zahlen schlechtweg. So sind z. B. 
УЗ, 2 — Уз usw. algebraisch irrationale Zahlen, dagegen 2V®j 4^2 

— da der Potenzexponent nicht rational ist — oder eine Reihe mit 
unendlich vielen Summanden usw. transzendent irrational, oder kurz
weg transzendent, ebenso log 2, sin 10° usw., ferner die Ludolphsche 
Zahl л, die später oft auftretende Zahl e — 2,718 28... usw.

Anmerkung: Die Gleichungstheorie definiert die algebraischen Zahlen 
als solche Zahlen, die einer Gleichung

)

(b)



а-^ хп ^ -J— о>2 —|— ... —{- йп —i X —J*- ап — О
mit rationalen «,• genügen.

Entsprechend nennt man eine Operation algebraisch, wenn 
sie aus einer endlichen Zahl von Summen, Differenzen, Produkten, 
Quotienten und Potenzen mit rationalen Exponenten sich zusammen
setzt, im Gegensatz zu den transzendenten Operationen, die 
nicht so entstehen.

ь
18. Die Zahlen Verbindung log«, genannt Logarith

mus von a zur Basis 6, ist definiert als diejenige Zahl, 
mit der man b potenzieren muß, um a zu erhalten.

Nach dieser Definition ist also ein Logarithmus ein gesuchter 
Exponent; die gegebene Definition läßt sich auch durch die Gleichung

bx = а
b

anschreiben, wo dann x der gesuchte Exponent, also x — log a ist. 
In diesem Zusammenhänge nennt man a den Logarithmand oder 
Numerus, b die Basis.

a und b seien einen Augenblick als beliebige reelle Zahlen
ь

vorausgesetzt. Dann läßt sich sofort zeigen, daß log a keine reelle

(a)

in
Zahl sein muß. log (— 1000) z. B. ist keine reelle Zahl da jede
Potenz von 10 unter Voraussetzung eines reellen Exponenten positiv 

—io
ist. Ebensowenig ist log 1000 eine reelle Zahl. Man sieht also, 
wenn auch die beiden bestimmenden Zahlen a und b reell sind, so 
muß doch der oben definierte Logarithmus selbst nicht reell sein. 
Eine Erörterung aber darüber, für welche Zahlen a und b der oben 
definierte Logarithmus reell ist, soll hier unterbleiben. Näher darauf 
einzugehen, bleibt der Rechnung mit den komplexen Zahlen 
behalten.

vor-
Für die folgenden Zeilen seien a und b als reelle

ь
Zahlen vorausgesetzt, und gleichzeitig noch so, daß log a reell wird. 

Die Formel ь
b\oga==a

eine Umformung der Definition, wird von der Elementarmathematik 
zum Nachweis der nachstehenden Logarithmensätze benützt

ь ь b
log (re) = log r -j- log s,

(b)

b b b
log (r : s) — log r — log s,

b r— b
logya*= log«,

(c)

b b
log am = m log а, (d)

b m m
log a = log a : log b, 

wo m beliebig gewählt werden kann.
(e)

Potenz und Wurzel. Irrationale Zahlen. Logarithmus. 21
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Nach Definition wird
ь ъ i

log 6= l, logl = 0,
solange 6 von 1 und 0 und oo verschieden ist.

Wendet man diese drei Regeln formal auf den Fall 6=1 an,

log 6 = oo,
/

i
so würde man für log 1 der Reihe nach 1, 0 und oo erhalten, also 
Widersprüche. Es ergibt sich, da man auch keine Definition treffen 
kann, die solche Widersprüche vermeiden läßt, daß

i
log 1 ein unbestimmter Wert ist.

Die Rechnung mit den Zahlen 0 und oo wird durch folgende 
Definitionen bzw. Formeln ermöglicht:

(f)

log 6=0, (g)
b -j- oo echter

unechter
log 0 = , wenn 6 ein Bruch. (h)— oo

+ 00 )b unechter
echter

log oo = 

log 6=0.
19. In der Elementarmathematik wählt man meist die Zahl 10 

als Basis der Logarithmen und schreibt dann abkürzend log a statt

, wenn 6 ein Bruch, (i)I— OO

(k)i

io
log a. Diese Logarithmen nennt man Zehnerlogarithmen oder 
Briggsche Logarithmen. Die abkürzende Schreibweise lg a statt

e
log a stellt den natürlichen Logarithmus dar, der die Zahl e als 
Basis benützt. Über die Zahl e= 2,718 28 . . . lese man später bei 
den Reihen, im Gegensatz zu den natürlichen Logarithmen nennt 
man alle andern künstliche Logarithmen, versteht aber unter 
diesem Namen wohl meist die Zehnerlogarithmen. Die höhere 
Mathematik rechnet fast nur mit den natürlichen Logarithmen, die 
gewöhnlichen Logarithmentafeln aber enthalten nur für die Zehner- 
logarithrüen Tabellen. Für die Benutzung dieser Tabellen hat man 
nach (18 e) die Formeln

log e = 0,434 294 481 903 . . . 
lg 10 = 2.302 585 092 994 . . . = M = 1 : log e 

und damit den Übergang 

logu

! (a)

Iga
— Igalg 10 M

(b)
Jog a

— M log a]ga =
loge



20. Um einen irgendwie gegebenen Rechnungsausdruck auf eine 
möglichst einfache Form, auf die beste Form, zu bringen, wendet 
man mit Vorteil die nachfolgenden Vereinfachungsregeln an. Man 
beachte wohl. Regeln, d. h. man muß nicht so verfahren, ein ge
wandter Rechner wird oft von ihnen ab weichen. Aber sie bilden 
eine Norm, die immer zum Ziel führt, wenn auch schließlich nicht 
immer auf die möglichst einfache oder möglichst elegante Weise. 
Man wende sie also an, wenn man im Zweifel ist. wie man eine 
notwendige Vereinfachung vornehmen soll.

a) Gemeinsame Faktoren der Summanden einer Summe 
werden als gemeinsamer Faktor der Summe vor dieselbe gesetzt.

2 a — 2 6 —j— 2 c 2 \a — b -j- c)
a3 — 3a2b -j- ab2 — a-(a2 — 3ab b2),

Va b -j- Va c — Vad — Va • (Vb -j- Vc — Vd).

b) Brüche im Bruch werden beseitigt, indem man Zähler und
Nenner des Hauptbruches mit dem Generalnenner der Nebenbrüche 
multipliziert.

2—TT 12 (2 3) ____
1— -è- Ï27Î- — ł) 3 — 2

1 : Va — 1 : Vb _ Val (l : Va — 1 : Vb) _Vb — Va 
1 : Va-\- 1 : Vb Vab (l : Va-p 1 : Vb) Vb -fVa‘

— 4
2.

c) Eine Wurzel im Nenner wird beseitigt — Sprechweise: 
„der Nenner wird rational gemacht“ — indem man Zähler und 
Nenner des Bruches mit einer passend gewählten Zahl multipliziert.

2 • V32 2 Уз.
3Vs V3-V3

(a — b) • Va (a — b) • Vaa — b
Va Va ■ Va

a • Vb2 a Vb2

a

a
b '

c-(Va — Vb) c (Va — Vb)c
Va -f- Vb (Va -f Vb) * (Va — Vb) a — b

23Vereinfacliungsregeln.

Man merke: der natürliche Logarithmus ist etwas mehr wie doppelt 
so groß als der Briggsche Logarithmus.

Vereinfacliungsregeln.

er
.
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d) Ein Bruch unter einer Wurzel wird beseitigt indem
man Zähler und Nenner dieses Bruches mit einer passend ge
wählten Zahl multipliziert. (Oder indem man so verfährt, wie durch 
die nachfolgenden Beispiele noch angedeutet ist.)/

Vi-Vab
jVab’b-b

Vi-iYi-iV»!- -V- Vab. b
oder

b-b2

ri-W-iVb-
- У ab2, 
b

oder

e) Gebrochene und negative Exponenten werden beseitigt.
3 — 3
Va -j- 1 : \a

(— oft — (— a)- * — Va -f 1 : Vä — Va2 -f 1

VV-f-1ai + a~i

f) Bei Lösung von Gleichungen wendet man oft mit Vorteil 
die folgende Regel an: Unbequeme Exponenten werden durch 
Logarithmieren beseitigt.

xl0**= 0,1 x2 Vx 

logx • log X — log 0,1 -f- I log X
oder

2u2 — 5w 2 = 0,

log x — u
wenn man

setzt.

Wesen der komplexen Zahlen. Summe, Differenz, Produkt, 
Quotient komplexer Zahlen. Algebraische Operationen mit

komplexen Zahlen.
21. Der Name „Zahl“ wurde in Anlehnung an die Begriffe „Zählen“ 

und „Anzahl“ im vorausgehenden zunächst für die natürlichen Zahlen 
1, 2, 3, ... gebraucht, sodann auch für die erste Erweiterung, die 
negativen Größen —1, —2, —3, . . ., sowie 0 und oo. Es wurde 
dann als zweite Erweiterung die gebrochene Zahl geschaffen, als 
dritte schließlich die irrationale. Alle diese Größen wurden reelle 
Zahlen genannt und damit bereits angedeutet, daß der Name Zahl 
auch noch auf andere Größen Anwendung finden werde. Welche
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Größen nennt man nun ganz allgemein Zahlengrößen oder schlecht
weg Zahlen? Antwort gibt die Definition: Alle Größen, -welche formal 
den für die reellen Zahlen aufgestellten Gesetzen genügen, werden 
Zahlen genannt. Wir werden in den folgenden Zeilen zwei neue 
Größen kennen lernen, die komplexen Zahlen und die Vektoren, die, 
obwohl unter sich in einem ganz innigen Zusammenhang stehend, 
sich dadurch unterscheiden, daß erstere, wie der Name bereits an
deutet, Zahlen sind, letztere aber nicht.

Es sei die Zahlenform i—V—1 betrachtet. Wir schreiben 
jetzt noch einmal „Zahlenform“, um anzudeuten, daß wir noch nicht 
wissen, ob i eine Zahl ist. Das werden erst die folgenden Zeilen 
zeigen. Wir wollen aber dieses Resultat einstweilen vorwegnehmen und 
in Zukunft von der „Zahl“ i sprechen. Zunächst: Ist i eine reelle 
Zahl? Wenn das der Fall wäre, so müßte i mit sich selbst multipli
ziert — 1 geben, oder in mathematischer Schreibweise, es müßte 
i2 = —1 sein, was einen Widerspruch gäbe mit (Qd), wonach jede 
reelle Zahl mit sich selbst multipliziert einen positiven reellen Wert 
gibt. Also i—V'—1 ist keine reelle Zahl. Man nennt die 
Zahlen У—1, У—2, У—3, ... imaginäre Zahlen. Der Name 
rührt davon her, daß man wegen des eben angegebenen Wider
spruches solche Zahlen als „unmögliche“ Zahlen betrachtete, statt 
den richtigen Schluß zu ziehen und zu sagen, es sind keine der bis
herigen Zahlen, es sind neue Zahlen.

Wie ist nun i oder У— 1 zu definieren? Wenn man sagt, i ist 
die Zahl, die mit sich selbst multipliziert — 1 gibt, oder wenn man 
dafür schreibt, i2 ——1, so macht man mit dieser Definition den 
Fehler, daß man noch gar nicht festgestellt hat, was eigentlich heißt, 
mit i multiplizieren. Man sehe einen Augenblick davon ab, daß i 
eine Abkürzung ist für У— 1 und stelle sich vor, i sei eine ab
kürzende Bezeichnung für irgendein wirklich vorhandenes oder ge
dachtes Objekt. Genau so vue a ■ a keinen Sinn hätte, wenn a keine 
Zahl, sondern nur eine Abkürzung etwa statt Apfel wäre, so hat 
auch i i, oder wenn man dafür schreibt г2, an sich keinen Sinn.

Ehe wir weitergehen, wollen wir den Zahlenbegriff noch von 
einer andern Seite her betrachten, ausgehend von der Darstellung 
aller reellen Zahlen auf einer Geraden, siehe Nr. ó und Nr. 17. Danach 
kann man jeder der reellen Zahlen auf dieser Geraden einen ganz 
bestimmten Punkt an weisen, und umkehrt stellt jeder Punkt eine 
ganz bestimmte reelle Zahl dar. Man fragt nun, warum sollen die 
Punkte gerade dieser Geraden einen Vorzug vor andern Punkten 
haben? Warum soll nicht jeder andere Punkt der Ebene, in der die 
Gerade liegt, auch eine Zahl vorstellen, oder indem man noch weiter
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geht, warum soll nicht jeder Punkt des Raumes, in dem diese Ebene 
und damit auch diese Gerade liegt, auch eine Zahl vorstellen?

-i-3t -Zi i Zi 3i 44 +
777Фi \i v/%

Abb. 2.
-i\FT

Fragen solcher Art sind naturgemäß berechtigt. Eine Antwort 
erhält man durch folgende Überlegung: Wenn man als Bild der Ein
heit i (oder irgendeiner anderen Einheit a) sich eine beliebig gewählte 
Strecke vorstellt — daß man das tun darf, lehrt die Erfahrung — und 
diese Strecke als Strecke 1 bezeichnet, dann wird naturgemäß die 
Strecke 2 bzw\ ihr Endpunkt ein Bild der Zahl 2i sein, die Strecke 3 
ein Bild der Zahl Зг, usw. Man sieht, die Darstellung der Zahlen 
t, 2 i, 3 i, ... und konsequenterweise der Zahlen — 1 г, — 2 г, — 3 i,
... \i,---- . . ., г'У2, —гУ7, • • . unterscheidet sich in gar nichts
von der Darstellung der Zahlen 1, 2, 3, . . ., —1, —2, —3, . . ., 
I, —{•, ..., У2,— У 7, ... Es wird also die Gerade der Abb. 2 

bei dieser Festsetzung alle imaginären Zahlen enthalten, einzig wegen 
der willkürlichen Festsetzung, daß die Strecke 1 bzw\ ihr Endpunkt 
als Bild der Einheit г zu betrachten ist. Die gewählte Gerade muß 
nun nicht, wie die obenstehende Abbildung tut, horizontal sein. Sie 
kann eine ganz beliebige Lage im Raum einnehmen. Es sollte durch 
diese Wahl nur dargelegt werden, daß die Darstellung der reellen 
Zahlen und die der imaginären in der gleichen Weise sich vollzieht.

22. Um nun aber einen Zusammenhang zwischen den reellen und 
den imaginären Zahlen zu erhalten, wird man nach dem Vorgang

von Gauß auf einer horizon
talen Geraden die reellen Zahlen 
abtragen, und auf einer dazu 
senkrechten die imaginären, 
siehe die Abbildung; der Pfeil 
der Abbildung soll die Richtung 
angeben, in der die Zahlen fort
schreiten. Daß man die beiden 
Geraden senkrecht wrählt, daß 
man für beide den gleichen Null
punkt wräh1t, und die gleiche 
Strecke sowohl für die Dar
stellung der Zahl 1 wie auch 

der Zahl », diese Wahl geschieht aus Zweckmäßigkeitsgründen.
Und nun soll wieder auf die Frage zurückgegangen werden: 

Stellt bei dieser willkürlichen Festsetzung auch der Punkt P, der

/1
3 i

P■Zi T
1,5i

i

*-2 -1 2 V +7 *

. ,-i

. .-Zi

Abb. 3.
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auf keiner der beiden Geraden liegt, eine Zahl vor und welche? Die 
erste Frage zu verneinen, haben wir nicht den geringsten Anlaß. 
Die Antwort auf die zweite geht von der Tatsache aus, daß bei 
Auflösungen von Gleichungen Zahlenformen aĄ-ib auftreten, 
und 6 selbst reell sind. So ist z. B. von der Gleichung

ж2 — 6 X -j— 13 = 0

wo a

die Lösung
*=3 ++9 — 13 = 3 + V— 4 = 3 + 2*.

Wir haben für den Augenblick als erlaubt vorausgesetzt, daß 
man mit den imaginären Zahlen gerade so rechnet wie mit den 
reellen Zahlen. Dann ist x die Summe einer reellen und einer 
imaginären Zahl. Der Schritt von der Darstellung der reellen Zahlen 
durch Punkte einer horizontalen und der imaginären durch Punkte 
einer vertikalen Geraden zur Darstellung der komplexen Zahl 
a-f-ib — so nennt man Zahlenformen, die als Summe einer reellen 
Zahl und einer imaginären erscheinen —- durch einen Punkt im 
übrigen Gebiet der Ebene ist nicht groß. Die Zahl 3 + 2 i wird 
nach der Wahl von Gauß durch einen Punkt P dargestellt, zu dem 
man kommt, wenn man in horizontaler Richtung 3-mal die Strecke 1, 
und in vertikaler Richtung 2-mal die Strecke 1 abträgt, so wie Abb. 3 

zeigt. Allgemein wird man nach diesem Beispiel die Zahl a-\-ib 
durch einen Punkt darstellen, zu dem man kommt, wenn man in 
horizontaler Richtung а-mal die Strecke 1 und in vertikaler Rich
tung 6-mal die Strecke 1 abträgt.

Die weitere Frage, welche Zahlen durch Punkte des Raumes, 
die außerhalb der Ebene der Abbildung liegen, dargestellt werden, 
wird später zum Teil durch die Vektorenrechnung beantwortet. Denn 
die erste Frage, ob diese Punkte überhaupt Zahlen vorstellen, können 
wir nicht verneinen.

Es sei. was in den folgenden Zeilen erwiesen wird, wieder für 
den Augenblick als bekannt vorausgesetzt, daß nämlich für die 
Zahlenformen a-\-ib die gleichen Gesetze gelten, wie für die reellen; 
dann ist mit dieser komplexen „Zahl“, wie wir sie genannt haben, 
eine neue Erweiterung der natürlichen Zahlen geschaffen. Dann 
sind aber die imaginären Zahlen ebenso gut v ie die reellen Spezial
fälle der komplexen Zahlen. Da ja die Elemente a und b dieser 
komplexen Zahl a-\-ib als reelle Zahlen vorausgesetzt sind, wird für 
den Fall 6 = 0 die komplexe Zahl zu einer reellen und für den Fall 
a = 0 zu einer imaginären.

28. Die nächsten Zeilen werden sich nun mit den komplexen 
Zahlen so weit zu beschäftigen haben, als zuerst nachzuweisen ist, daß 
für diese neuen Zahlen die gleichen Gesetze gelten, wie für die reellen.
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Diesem Nachweis sollen einige allgemeine Erklärungen vorausgehen. 
Jede komplexe Zahl z ist von der Form a-\-ib, wo a und b reelle 
Zahlen sind. Man nennt a den reellen Teil, i b den imaginären Teil 
der komplexen Zahl, a-\-ib die Normalform d. h. gebräuchliche 
Form, oder komplexe Form der komplexen Zahl (andere Formen 
folgen weiter unten). Jede komplexe Zahl z wird in der Gaußschen 
Zahlenebene durch einen Punkt dargestellt, so wie es eben angegeben 
worden war. Modul oder Absolutwert der Zahl a-j-tt ist der 
Wurzel wert

/

Q = (±) V«2 b2.

Der Modul q hat stets das Vorzeichen -]-. Um p zu bezeichnen, 
schreibt man

Q= |*| = ]« + * 4».

so daß also die Einschließung einer komplexen 
Zahl in Vertikalstriche deren Absolutwert bezeich
net. Argument der komplexen Zahl« -)-tb nennt 
man den Winkel oder genauer den Bogen von 
der Achse der reellen Zahlen aus im Gegen
uhrzeigersinn zum Modul, siehe Abb. 4. Für 
das Argument cp gilt

Z

Ъ
V

Ob

Abb. 4.

— arctg—. 
а

& <P
Zj

Man sieht, daß durch diese Formel 99 

selbst noch nicht bestimmt ist. Bis auf 
[ ein ganzes Vielfaches von 2 л. ist cp zu 

ermitteln aus den zusammengehörigen 
Gleichungen

ъ,
\*Pl OLj

i
аcos œ = —,
Q

So sind z. B. in Abb. 5 die kom
plexen Zahlen

z4
Abb. 5.

Z2 — — V3 -f- i,z1 — 2 -j- 2t, z3 = — 1 — 3t, z4 — 2,5 — 3t

durch die mit zl} z2, z3, z4 bezeichneten Punkte dargestellt. Es 
ist für zx

ft—VoZ + V*“ 2У2,4, = 2,ai — 2, 92А:л,

wobei к als beliebige ganze Zahl vorausgesetzt wird. Entsprechend 
ist für z2, z3, z4

a2 = —VS, Ь2= 1, cp2 — ^ л -\~2 kn;î>2=2,
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b3 = — 3, £3=yÏ0, cos943 = — 1 :Ую, sin<p3=—3:УЮ; 
64=—3, p4=4-У 61, cos (p± = о : У G1, sin<p4=—6:Уб1.

«з=—У 
а,= 2,5,

Aufgabe: Man zeichne die Zahlen zx — 3, z2 =—2,5, z3 — 1,5 t, 
z4 =— Зг und gebe von ihnen Modul und Argument an.

Lösung: Es ist für zx — 3
&i — 0, cpx == 0 -{- 2&яGi = 3,«1 — 3,

entsprechend für z2, z3 und z4
(p2~ л -f- 2 ;
<Гз = 1лг + 2^гг; 
<p4 = я -4- 2 Æzt.

62 = 0,
63 = 1,5,
64 = —3,

Gi — 2,5>
£>з = 1,5,
£?4 = 3,

Wenn к als beliebige ganze Zahl vorausgesetzt wird, so hat 
nach den ergangenen Definitionen die Zahl 1 den Modul 1 und das 
Argument 2кл, die Zahl i den Modul 1 und das Argument I л -(- 2кл, 
die Zahl —1 den Modul 1 und das Argument л-\-2кл, die Zahl 
— г den Modul 1 und das Argument § я -j- 2 kn.

Alle Zahlen mit dem Modul 1 liegen auf dem Einheitskreis, 
d. i. auf einem Kreis mit dem Radius 1, um den Nullpunkt. Zahlen 
mit gleichem Modul liegen auf dem gleichen 
Kreis um den Nullpunkt.

Die Zahlen a-\-ib und а — ib heißen 
konjugiert komplex, oft auch nicht ganz 
richtig konjugiert imaginär, sie haben glei
chen Modul und entgegengesetzt gleiches Ar
gument; ihre reellen Teile sind gleich, ihre 
imaginären entgegengesetzt gleich.

Von der komplexen Zahl a-\-ib — 0 ist 
der reelle Teil а gleich Null, ebenso der imaginäre ib, der Modul о 
ist ebenfalls Null, das Argument cp kann jeden Wert annehmen.

Sind zwei komplexe Zahlen z1 = al-\-ib1 und z2 = a2-j-f&2 

einander gleich, so gilt, da sie durch den gleichen Punkt dar
gestellt werden,

«2 = — 2,5,
«з = 0,
«4 = 0,

a. + ib

V b
a.-<P

i

CL-bb
Abb. 6.

(a)<P2 = 9h + 2Ъ2 = Ь1> 02 ” 01 1«2 = 04,
wo к eine beliebige ganze Zahl ist. Man beachte also, daß gleiche 
Zahlen den reellen Teil, sowie den imaginären gleich haben, und 
ebenso den Modul, daß aber ihre Argumente sich um ein ganzes 
Vielfaches von 2 я unterscheiden.

Für die komplexe Zahl z hat man verschiedene Schreibweisen. 
Zunächst die bereits angegebene gebräuchliche Form, die Normal
form oder komplexe Form z — a-\-ib, dann mit alleiniger Benützung 
von Modul о und Argument cp wegen

b — Q sin cpa — o cos cp,
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die zweite Form
z — Q- (cos cp -j- i sin cp),

oder mit Benützung der periodischen Eigenschaft der Sinus- und 
Kosinusfunktion, wenn к eine beliebige ganze Zahl./

z — Q- [cos (cp -f- 2 к л) -j- г sin (cp -(-2 kn)]. (b)
Eine dritte Form

z — Q'tir" oder z — q- ei(<p+2fcjr) 5

soll, wenn auch erst an späterer Stelle entwickelt, doch schon hier 
angeschrieben werden.

Warum die erste Form als Normalform gewählt wurde, ist aus 
(a) und (b) bereits, sowie auch aus folgendem zu ersehen: Einer 
jeden Zahl z ist in der Gaußschen Ebene ein ganz bestimmter 
Punkt eindeutig zugewiesen und umgekehrt jedem Punkt der Ebene 
eine ganz bestimmte Zahl z eindeutig, solange man die komplexe

Zahl nur in der Normalform anschreibt. 
Auch der Modul ist durch jeden Punkt der 
Ebene eindeutig bestimmt, nicht aber das 
Argument. Es stellt z. B. der Punkt der 
Ebene der Ab‘b. 7 eindeutig die Zahl 

z — 3 -j- 0 • i vor. In der zweiten Form stellt er aber unendlich 
viele Zahlen vor. Sicher muß q — 3 sein, das Argument cp aber 
kann ebensowohl 0, als auch 2 л, 4л:, 6л, ... allgemein 2kn sein, 
wo für к jede beliebige ganze Zahl gesetzt werden darf. Es stellt 
also dieser Punkt die Zahlen

о z

Abb. 7.

zt — 3 cos 0, z2'= 3 cos 2л, z3 = 3 cos 4л,

usw. vor, oder allgemein die Zahlen 3 (cos 2 kn--\- i sin 2 kn), wo wie
der к jede beliebige ganze Zahl, positiv oder negativ, sein kann. Als 
komplexe Zahlen im ursprünglich definierten Sinn sind alle diese 
Zahlen freilich einander gleich, indes ist gleichwohl darauf aufmerk
sam zu machen, jedenfalls schon deswegen, um zu verhüten, daß 
man eine komplexe Zahl durch den Modul q und das Argument cp 
definiert. Aus diesen Erwägungen heraus ist leicht einzusehen, warum 
man die erste Form, die komplexe Form, als Normalform aufstellt.

24. Es sollen der Reihe nach die verschiedenen Operationen 
mit komplexen Zahlen behandelt werden. Vier Aufgaben sind es 
bei jeder dieser Operationen, die gelöst werden müssen:

a) die jeweilige Operation, z. B. Summe, Produkt, . . . ist ein
deutig zu definieren,

b) das Resultat dieser Operation ist in der Normalform auf
zustellen.



c) die Gesetze für die reellen Zahlen sind auch für die kom
plexen Zahlen als gültig zu erweisen,

d) diese Gesetze sind für die komplexen Zahlen zu erweitern.

Was die einzelnen Definitionen anlangt, so wird man ersehen, 
daß diese fast durchweg nichts anderes sind als eine Rechnungs
vorschrift: mit den imaginären Zahlen genau so zu rechnen, wie 
w enn es reelle Zahlen w ären.

Um mit der Summe zweier komplexer Zahlen zx — ax-\-ibx 
und z2 — a2-\-ib2 zu beginnen. Man definiert:

Zw ei komplexe Zahlen werden addiert, indem 
man die reellen Teile für sich und die imaginären 
Teile für sich addiert, genau so wüe wenn es 
reelle Zahlen wären. (a)

Wenn von nun an abkürzend gesetzt wird

z2 = a2 + i b2 » гз = аз + » ьз » usw->zx — ax -\-ibi ’
dann ist

2 — zx + z2 = (ax -f ibx) (a2 -f » b2)
— (ai 4~ аг) “h г • (bi 4~ &2),

so daß also die Summe z bereits in der komplexen Form erscheint. 
Die für die reellen Zahlen als gültig erwiesenen Summensätze

Z1 + 22 = Z2 4" Zi

h + (z2 + 2з) = (zi 4- z2) 4- z3

lassen sich nach der oben ge
gebenen Definition (a) recht 
einfach entwickeln.

Zu diesen Summensätzen 
tritt noch eine Erweiterung hin
zu, ersichtlich aus der graphi
schen Darstellung der beiden 
Zahlen zx und z2 und ihrer Sum
me z. Da nämlich z-=a-\-ib 
als reellen Teil a — ax-\-a2, als 
imaginären Teil ib — i • {bx -j- b2) 
hat, so ist nach Abb. 8 der Mo
dul p der Zahl z als Diagonale des aus den komplexen Zahlen 0, 
zx, z2. z gebildeten Parallelogramms erkannt, oder in der Sprech
weise der Vektoren, siehe Nr. 60:

Komplexe Zahlen werden addiert, indem man 
ihre Module graphisch addiert.

///ZL /
/<? /Qi//% //

*
Ъ2

— Ob, ——*Я—

Abb. 8.

(b)
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Aus der obigen Abbildung ist auch gleichzeitig zu ersehen,
daß stets

Q ^3 @i H” £2

(c)oder
gelten muß. Der Modul der Summe zweier Zahlen ist nur dann 
gleich der Summe der Module dieser Zahlen, wenn sie beide reell 
sind, oder alle beide imaginär. Es gilt also: Der Absolutwert 
(Modul) der Summe zweier Zahlen ist stets kleiner oder 
höchstens gleich der Summe der Absolutwerte der Einzel
zahlen.

Sowohl aus Definition (a) als auch aus dem Satz (b) ist zu er
sehen, daß die Summe von zwei konjugiert komplexen Zahlen stets 
reell sein muß.

Durch die Definition:
(d)z — zl—z2 ist die Zahl, die zu z2 addiert zx gibt.

ist die Differenz zx — z2 

als ein gesuchter Sum
mand erkannt; es ist dann 
zt — z—|—z2, so daß auf 
diese Summe die im vor
angehenden entwickelten 
Sätze anzu wenden sind. 
Die Abb. 9 läßt die Diffe
renz zy — z2 als Summe 
Zj -)- (—z2) erkennen; in 
dieser Abbildung ist p2 der 
Modul von — z.2, so daß 

der Modul q von zx — z2 wieder als graphische Summe der Module von 
zt und — z2 erscheint. Damit ist die Differenz zx — z2 als keine neue 
Rechnungsart, sondern nur als eine andere Form der Summe erkannt.

25. Die Definition des Produktes zweier natürlicher Zahlen auf 
komplexe Zahlen anzuwenden, ist unmöglich, da es sinnlos wäre, zu 
sagen 21-z2 heißt soviel wie zx soll z.2-mal als Summand gesetzt 
werden. Um eine passende Definition zu erhalten, überlege man, 
daß es nur darauf ankommt, alle bisher für die reellen Zahlen 
gültigen Gesetze auch für die neuen, die komplexen Zahlen, als 
richtig zu erweisen. Man wählt deswegen als Definition des Pro
duktes zx • z2 fol gende :

Zwei komplexe Zahlen zx und z2 werden multi
pliziert, indem man wie bei reellen Zahlen jeden 
Teil der einen Zahl mit jedem Teil der andern 
Zahl multipliziert.

Z1

r9f *г
<?

Abb. 9.

(a)
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und ergänzt diese Definition durch den Zusatz:

Das Quadrat der Einheit i der imaginären 
Zahlen ist — 1,

i9 — — 1. (b)
Nach dieser Definition wird

z = г, • z2 = (ax -f- i bx) (a2 -f » b2)
= ala2-{-a1ib2-\-ibxa2-)rib1ib2

= К «2 — Ь А) -H * (®1 Ь2 + a2 bl) •
Damit ist dann gleichzeitig die zweite Aufgabe erledigt: Das 

Produkt z1>z2 ist auf die Normalform gebracht. Der Beweis der 
Produkt ensätze,

Zx 2g 2g 2j ,

(21-j-Z2)z3 = 21*3 + ZgZ3,

ist nach der gegebenen Definition des Produktes zweier Zahlen leicht 
zu erbringen. Es erübrigt somit nur mehr die Erweiterung dieser 
Sätze. Mit Verwendung der zweiten Form der Zahlen zx und z2 wird

ziz2 = Qi (cos <Pi + i sin 9h) *0*(cos 9h + * sin 9h)
= Qi Q2 [cos (<рл 4- 99g) 4- i sin (<px -f 99g)].

Das Produkt zxz2 hat also den Modul qxq2 und das Argument 99»^ —j— 9^2. 
Entsprechend hat man, wenn

zk=ak+ ibk= Qk (eos (Pk +* sin 9h) ’
*1 • Zg. • • zn= Qx (cos 9ox+i sin <px) • p2 (cos cp2+i sin 99,) •... • Qn (cos <pn+i sin <pn) 

=Ql Q2 •■ • e» [c°8 (9h H~ 9h+• • •+9>„) “b *sin (9?i-h 9h • •+9>„)]-
Damit ist bewiesen:

Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem 
man ihre Module multipliziert und ihre Argumente 
addiert.

Sowohl nach Definition als auch nach dem eben erwiesenen 
Satz ist unschwer nachzuweisen, daß das Produkt zweier konjugiert 
komplexer Zahlen zx — a-\-ib und z2 — a— ib eine reelle Zahl ist,

[a -j- ib) -(a — ib) = a2 -|~ b2-
Umgekehrt erfahren wir dadurch als Erweiterung von (14 h), daß 
man jedes Binom von der Form a2 -f- b2 zerlegen kann in 

a2 _f_ yi __ _|— ib).

(c)

(d)

3Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.
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Aufgabe: Welche Beziehung muß zwischen zwei komplexen Zahlen a-\-ib 
und c-\-id bestehen, damit sowohl ihre Summe als auch ihr Produkt reell wird.

Lösung: Man vermutet, daß die beiden Zahlen konjugiert komplex sind, 
was sich auch wirklich durch die nachfolgende Rechnung ergibt. Damit die 
Summe (a -f- c) -f- i (b -f- d) und das Produkt (ac — bd) -j- i (ad -j- bc) der obigen 
Zahlen reell wird, müssen die imaginären Teile verschwinden, es muß gelten

b -f- d — 0 und ad-j-bc—-0 

und
oder

d — — b c~a,
d. h. beide Zahlen müssen konjugiert komplex sein: und a — »5-

26. Der Quotient z — zx\z2 ist definiert als die
jenige Zahl, die mit z2 multipliziert zx gibt,

so daß also nach dieser Definition

(a)

z1 = z-z2,

welche Anschreibweise alle weiteren Aufgaben löst. Haben nämlich 
die Zahlen z} bzw. z2 und z die Module und Argumente glf <px bzw. 
g2, (p2 und q, (p, so ist nach (25 c)

Qi Q '^2’ <Pl = <P "f <P2
oder umgekehrt

(b)Q Qi • Qz »
was sich formulieren läßt:

<P—qPx — 4\

Zwei komplexe Zahlen werden dividiert, in
dem man ihre Module entsprechend dividiert und 
ihre Argumente entsprechend subtrahiere,

also
gx (cos -j- i sin (px)
p2(cos <p2 -+- г sin Ç92)Z2

= 7Г [cos (9°1 — <Рг) + * sin ((p — Ç. )]. (c)
1>2

Damit ist auch die zweite Aufgabe gelöst, das Resultat der 
Zahlenoperation zx : z2 in komplexer Form darzustellen, da sich nach 
dieser Formel als reeller bzw\ imaginärer Bestandteil des Quotienten 
zx : z0 die Werte

cos (<px — (p2) bzw. г • — sin (<px — <p )
Q2 6i

ergeben.
Eine andere Methode, den Quotienten

zl = clL±ib
z2 «2 + i b2
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in komplexer Form darzustellen, besteht darin, daß man ihn um
wandelt, wie folgt:

(ax -(- ibx) • (a2 — ib2)*1

(an - j- ib2) • (a2 — i b2)Z2

(a1a2 -}- Ъл b2) — i (ax b„ — а2Ъл)
«22 + V

= A -j-iB.
Der Quotient 1 :z, der reziproke Wert von z, läßt sich nach 

dem eben besprochenen anschreiben

1 (cos 0 -Ą- i sin 0)1 1

q (cos cp -|- i sin cp) q (cos <p-\-i sin cp)

[cos (— cp) -j- i sin (— cp) ; 

а — ib
а -(- ib (a -j- i b) (а — ib) a* -j- b2

Es kann somit der Quotient zx : z2 auch als Produkt zx • —
1 22 
.. betrachtet werden. Es erübrigt sich

z

(d)
oder

b1 1 а
— г •

а2-\-Ъ2'z

der

komplexen Zahlen zx und
Z2

somit, weitere Regeln über den Quotienten aufzustellen, da er in 
Zukunft stets als Produkt angesprochen werden soll.

Aufgabe a) mit d) Man zeichne in der Gaußschen 
Zahlenebene

IC
/2

zx — 0,5 — *1,5 und z2 —— 1,5 -}-*■* 1,5; 
dann suche man graphisch

a) 2i -f- z2; b) zx — z2; c) Zj_z2; d)z1:z2.
Lösung: Die Werte der Operationen a), b), c), d), 

mit Hilfe der vorausgehenden Sätze graphisch gefunden, 
sind in die Abbildung eingetragen. Rechnerisch findet man 
und kontrolliert

z« — — 1)

d.
Ob

1

*5
Abb. 10.

zb — 2 — 3 i, zc — 1,5 -f- 3 i, Za------f H-1 *•
Aufgabe e) Man soll das Produkt zweier gegebener Quadratsummen 

als Summe zweier Quadrate darstellen, also
(a2 -f l>2) (c2 + d2) in X2 -)- y2

umwandeln, wo a, b, c, d gegeben und x, у gesucht sind.
Lösung: Man schreibt

*2 4- У2 — (« + ib) (a — ib)-(c 4- id) (c — id)
= (a 4- ib)(c-\- id)-(a — ib) (c — id)
= [(ас — bd) 4- i (ad 4" bc)] • [(ac — bd) — i (ad 4- bc)]
— (ac — bd)2 4 (a<ł 4 bc)2, 

wo dann x — ac — bd und y ad-\-bc ist.
3*



Für o = l, 6 = 2, с = 8, d = 4 wird x = — 5, у = 10 und so (1 —4)• (9 —16) 
= 25 -f 100.

Aufgabe f) Welche ganzen Zahlen genügen der Gleichung
z2 — X2 + y2 ?

Lösung: Man setzt z2 = (x -f- iy) (x— iy) und substituiert zwei neue 
Zahlen p und q durch die Beziehung

x -\- iy — (p -\- iq)2 = p2 — q2 + 2 pqi 
x — iy = (p — iq)2 — p2 — q2 — 2 pqi

Dann wird
z2 = (x -f iy) (x — iy) = (p2 — q2 + 2 pqi) (p2 — q2 — 2 pqi)

— (p2 — q2)2 -|- 4 p2 q2 ~ X2 -\-y2.

x = p2 — q2 
y = 2pq.

oder

Man kann p und q beliebig wählen. Beispielsweise: 
für = 2,

n == 3»
» =3,

so 25= 9+ 16, 
„ 100 = 64+ 36, 
„ 169 = 25 + 144.

= 1 wird x — 8,
= 1

5
„ ж = 8,

= 2 „ x = 5,
= =10 
= 12, = 13

Aufgabe g) Wie müssen zwei komplexe Zahlen о + г'6 und c-\-id be
schaffen sein, damit ihr Produkt P reell ist?

Lösung:
P = (o + ib) (c + id) = (ас — bd) + i (ad + 6c).

Damit P reell ist, muß od + 6c = 0 sein oder c:d = a: — 6 oder mit 
Einführung eines Proportionalitätsfaktors c — qxi, d — — gb. Dann wird 
P = (a + t6)e(o —t6) = p(o2 + 62).

Man sieht: sollen zwei komplexe Zahlen ein reelles Produkt liefern, 
müssen sie bis auf einen konstanten Faktor konjugiert komplex sein. Siehe 
auch Aufgabe 25.

27. Die Potenz zn — (a-\-ib)n ist für ganze positive n (größer 
als 0) oder mit anderen Worten, solange der Exponent n eine 
natürliche Zahl ist, definiert durch

2M = Z-Z . . . Z,

erweist sich sonach als ein Produkt von gleichen Faktoren. Es 
gelten also auch die Produktensätze von Nr. 25, so daß

[p (cos 9о + » sin «p)]” = Qn (cos ncp + i sin nqp)

(Spezialfall des Moivreschen Satzes, siehe Nr. 28).
Für n — 0 kann obige Definition der Potenz nicht mehr gelten, 

also ist neu zu definieren, wie (14 b)

z° = 1 ,•
und ebenso entsprechend wie (14 c)

г “ w = 1 :zn.

n Faktoren, (a)

(b)-

(c)

(d)
Die Potenzsätze in Nr. 14 lassen sich ebenso wie in der Ele

mentarmathematik zunächst für alle natürlichen Zahlen n erweisen,
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alsdann leicht für n — 0 und für negative n, so daß sie Gültigkeit 
für alle ganzen Exponenten haben.

28. Die Potenz mit einem gebrochenen Exponenten wird genau 
so behandelt, wie es bei den reellen Zahlen geschah. Man wird zu
nächst den Exponenten so umformen, daß Zähler und Nenner als 
ganze Zahlen und relativ prim zueinander erscheinen. Es seien also 
für die Potenz zv<^ die beiden Zahlenwerte Я und /л als ganz und 
relativ prim zueinander vorausgesetzt. Bevor man diese Größe zA/<“ 
definiert, fragt man sich: ist denn diese Größe überhaupt eine kom
plexe Zahl? In der Tat, das weiß man im voraus nicht, man ver
mutet es nur. Man wird daher so Vorgehen, daß man willkürlich 
annimmt, durch die Operation zA^ sei eine komplexe Zahl £ definiert, 
also £ = z;/'tt. Wenn £ wirklich komplex ist, dann muß sie einen 
bestimmten Modul und ein bestimmtes Argument haben, und um
gekehrt, wenn man Modul und Argument Von £ angeben kann, dann 
ist £ als komplexe Zahl vollständig bestimmt. Wie bei den reellen 
Zahlen definiert man nun:

/А--
£ = zA//«, oder in anderer Schreibweise £ = yzA, ist 

diejenige Zahl, die mit /и potenziert zA gibt.

Es ist also £ definiert durch die Gleichung

£'‘ = zA.

(a)

£ ist als komplex vorausgesetzt; sein Modul sei mit r, sein 
Argument mit со bezeichnet, so daß

£ = r (cos co-\-i sin со).
Da wieder

z = p (cos (p -\-i sin cp),
so geht nach (27 b)

£•“ = zA

r'* (cos fxo} —i sin juco) — pA (cos Я9o -j- i sin Xcp),über in 

woraus nach (23 a)

ru — pA und /л со = Я cp -j- 2кл 

Àcp' -J- 2len
(О =-----------------------,oder und

/'
wo к eine beliebige ganze Zahl.

Damit ist entwickelt der Moivresche Lehrsatz
).я

/* f
Xcp -\-2kn

. (b)z<“ = [p (cos cp-\-i sin cp)]f* = p“ (cos

Da к jede beliebige ganze Zahl sein kann, so könnte es auf 
den ersten Blick scheinen, als ob z^f1 unendlich viele Werte hätte.
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Es soll nachgewiesen werden, daß z1^ oder \zl genau /.i Werte hat. 
Jedenfalls haben alle diese Wurzelwerte den gleichen Absolutwert, 
nämlich Es sind also nur mehr die Argumente zu untersuchen.
Da A, ju, (p gegebene Werte sind und nur к eine willkürliche ganze 
Zahl, so unterscheiden sich zwei aufeinanderfolgende Argumente

A cp . 2 яX(p ! 2 я 
H H

(* + D■k und
VH

2 яimmer nur um —, also um den /г-ten Teil des Einheitskreisumfanges.

Trägt man nun alle Wurzeln in der Gaußschen Zahlen ebene an, 
so liegen sie alle auf dem gleichen Kreis um den Nullpunkt mit 
dem Radius fW“ und haben aufeinanderfolgend immer einen Winkel-

2 71
oder Bogenunterschied von —, liegen also symmetrisch auf diesem

H
Kreis. Damit ist dann auch gleichzeitig erwiesen, daß znicht mehr 
und nicht weniger als /г Werte hat. Diese sind aufzufinden, wenn 
man einen von ihnen kennt, da alle übrigen dann symmetrisch auf 
dem nämlichen Kreis um den Nullpunkt liegen.

Aufgabe a) Um den Wert у3 —j— 4г zu ermitteln, setzt man
ï’+^î+isinVB -f- 4 г — [g (cos cp -j- i sin <p)]ł — ■ (

(| + *») + * sin (| + **)]= \Q ^COS

und erhält zwei Werte, für к — 0 und к — 1

wi — Ve (cos|r “Ь г sin |r) und w2

Es ist £ = V9 + 16 = 5 und tg <p = %, woraus man zunächst cos <p = 0,6 
und dann cos ^=VÖ,8, sin-^—V0,2 erhält. Damit wird

и ù
V8+"4? = ± V5 ДО + i да) = ± (2 + г).

Aufgabe b) Man ermittle s = y/д -\~ Ai y/3— Ai.
Lösung: Wie vorausgehend findet man ^3 — 4г = + (2 — t) und erhält 

8 — + (2-f-г) + (2 — i) = + 4, wenn man nur die beiden obern oder nur die 
beiden untern Vorzeichen wählt.

Oder man sagt: die beiden Radikanden sind konjugiert komplex, also 
müssen es auch die Wurzeln sein. Ist daher -j- ib = oc -(- iß, so muß 
\la — ib — а — iß sein.

29. Beispiel a) Speziell ist

= — }/q (cos I + г sin |).

V'l = cos (k ^ -f i sin (k , (a)
* n —

d. h. die n Werte von yl liegen alle symmetrisch auf dem Einheits



kreis, ihre Module sind alle gleich 1, ihre aufeinanderfolgenden
2 n

Argumente jedesmal um — verschieden, siehe Abb. 11. Nennt
п 2 л

еЛ den Wurzel wert mit dem Argument 1---- , e„ den Wurzelwert
2 л n n

mit dem Argument 2 — usw., so sind die л Werte von VÏ n
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man

£1> £2’ £3’ • • • eni % £iwo Л2 лe = cos l — 4- i sin l —. 
n n

/ \ 2jz<1\ n

NXDa nun alle e den gleichen Modul haben, 
ferner das Argument <рг von et das Mache 
des Argumentes von gj jst, so ist nach (27 b)

К

el = £ll,

Ąbb. 11.п/ -so daß also dią n Werte von V1 sich auch 
in der Form

e, e2, g3, ... en
anschreiben lassen.

Beispiel b) Entsprechend ist

V— 1 — cos ^2 к 4- 1)— -j- г sin (2 к 4- 1)—.
n ' n (b)

П,———
d. h. die n Werte von V—1 liegen symmetrisch auf dem Einhpits- 
kreis, ihre Module sind somit alle gleich 1, 'ihre aufeinanderfolgenden

2 л
Argumente unterscheiden sich jedesmal um —. Nennt man den 
ersten Wurzelwert n

Л !.. ^---- \-l sin —e, = e — cos 
1 n

л
so daß er also das Argument — hat, so sind die aufeinanderfolgen
den Werte П

n ’

ji£l
«a = £3; £з = £5> ••• en = £2n К 

Man teilt demnach den halben Bogen des 
Einheitskreises in n Teile, so wie Abb. 12 

zeigt, und erhält dann alle Wurzeln. Ist 
n ungerade, so ist eine Wurzel — 1. Diese 
Wurzel trägt man zuerst an, und dann 
mit Berücksichtigung des Satzes, daß alle 
Wurzeln symmetrisch auf deir. Einheits
kreis liegen, die andern.

Mit Hilfe des Moi vre sehen Lehrsatzes beweist man nun ele
mentarmathematisch, daß die Potenzsätze auch für gebrochene Ex-

e». A
/ \, 1. ж

n\,

Abb. 12.



^ У Permutationen. Kombinationen.Neue Zahlformen: n\,
Variationen. Binomischer Lehrsatz.

30. Die Zahlenverbindung n\ (gesprochen „n Fakultät“ oder 
„n ausgerufen“) ist definiert durch die Formel

n! =1*2*3-4 . . . (w—- \ )’П. (а)

Niedere Algebra und Analysis.40

ponenten, demnach für alle rationalen Exponenten gelten. Damit 
sind dann für alle komplexen Zahlen die Gesetze der Elementar
mathematik als gültig erwiesen, solange man aus dem Kreis der 
algebraischen Operationen — Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, 
Dividieren und Potenzieren mit konstanten rationalen Exponenten — 
nicht hinauskommt. An späterer Stelle sollen die wichtigstens trans
zendenten Operationen mit komplexen Zahlen besprochen, und soll 
nachgewiesen werden, daß für sie die gleichen Sätze gelten wie für 
die reellen Zahlen.

Aufgabe a) mit e) Man zeichne alle Werte von
a) y/f, b) y'— T, c) V'256T8T) d) >/— 2567 81, e) $64.

Lösung: Die 8 Werte a,=>/l liegen alle symmetrisch auf dem Ein
heitskreis, sind also zu zeichnen, da man eine Wurzel ax — 1 kennt, siehe Abb. 18.

3___
Ebenso kennt man von den 3 Wurzeln b, =ÿ— 1 
eine, nämlich bx ——1, kann also die übrigen 
symmetrisch dazu auf dem Einheitskreis kon

struieren. Von den 4 Wurzeln c* — >/256 : 81, die 
alle den Modul 4 : 3 haben und alle symmetrisch 
auf einem Kreis um den Nullpunkt mit dem 
Radius 4:3 liegen, kennt man eine cx — 4:3. 
Auf dem nämlichen Kreis liegen die 4 Wurzeln

4______________
dt— y— 256 : 81 und zwar symmetrisch zu beiden

Achsen. Die 6 Wurzeln e, — y 64 haben den Mo
dul 2, sie liegen alle symmetrisch auf dem Kreis mit dem Radius 2 um den 
Nullpunkt; eine der Wurzeln ist bekannt, ex — 2.

Aufgabe f) mit h) Man beweise, daß die nachstehenden Ausdrücke nur 
der Form nach komplex sind.

f) (a -j- ib)n -j- (a — ib)n, 
h) i ■ [(a -f- i b)n — (a — i 6)"].

Lösung: a-\-ib und a — ib sind konjugiert komplex und ebenso auch 
ihre »-ten Potenzen bzw. Wurzeln. Die Summe von zwei konjugiert komplexen 
Zahlen ist aber reell. Im Fall h) hat man die Differenz von zwei konjugiert 
komplexen Zahlen, die rein imaginär ist. Multipliziert man aber eine rein 
imaginäre Zahl mit », so erhält man eine reelle Zahl.

V

A
V/

e»| gj|
A

Ä

eteS
Abb. 13.

n.— ----- n-------- -
g) y a -f- ib — y a — ib,
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n(n — l)(n — 2)
?1-2-31-2

Da nun einerseits später die Zahlform 0! des öfteren vorkommt, 
andererseits ein Widerspruch zu dem Gesetz (b) nicht auftreten soll, 
definiert man

(c)0! = 1.

31. Die weitere wichtige Zahlenform, der Binomialkoeffizient 

— gesprochen „n über p“ — ist folgendermaßen definiert:

n-(n — 1) • (n — 2)... (n — k-\-1)... (n —p -f-2) (n —p-j-1)n
, (a)• к •1 • 2 3 ... -(p — 1)V, V

sonach als Bruch, dessen Nenner und Zähler ein Produkt von p Fak
toren ist. Im Nenner beginnen die Faktoren mit 1 und erreichen 
immer um 1 zunehmend den Endwert p, im Zähler beginnen die 
Faktoren mit n und nehmen je um 1 ab, so daß also der letzte 
Faktor n — p —}— 1 ist. Über dem unteren Faktor к steht sonach je
weils oben der Faktor n — Æ-j-l. Durch die Definition ist fest
gelegt, daß p eine natürliche Zahl sein muß, während n beliebig 
sein darf.

Beispiele a) mit n) (man schreibe den Nenner immer zuerst an) 

6\ 6-5-44-3 7-6-5-4-3
1-2 6’ V3 21,1 • 2 • 3 • 4 • 5

n (n — 1) • (n — 2) ... 2-1
— 1,1-2-3 ... (n — 1) -n

n(n — 1)

?1-2-3
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Zunächst ergibt die Definition, daß n eine natürliche Zahl sein muß, 
da sich ja n! als ein Produkt darstellt, dessen erster Faktor 1 ist 
und dessen weitere Faktoren immer um je 1 größer sind, bis der 
letzte Faktor n erreicht ist. Es ist

1 ! = 1, 2! =1-2 = 2, 3! = 1 -2-3 = 6 usw.
Man sieht unmittelbar ein, daß

n \ = (n — 1)! • n
und umgekehrt

n\
(b)(n 1 ) ! = —n

ist, so daß also
2 ! = 3 ! : 3 = 2, 1 ! = 2 ! : 2 ===== 1

ist. Wenn die Definition 0! einen Sinn hätte, würde sich nach dieser 
Formel (b) ergeben

01 ===== 1 ! : 1 = 1.
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!•—1i
2 ' 1-2

i • I" f ‘ J; 5i-—ł —I 1V
16’ 1281 • 2 • 3 • 41-2-3

— 2—3—4— 23-2-1 -O---- 1 4 usw.= 0, 3 1-2-31-2-3-4-5
Beispiel o) Man beweise, daß

1n (b)V + ч 1 •
Nach Definition wird

n(n — 1)... (n—p-j-l)^n(n—1)...(n р-\-1)(п V)
1 * 2 • ... • V ' (P+l)

'n\ n-f 1
W >4-1

Der zu beweisende Satz gilt für alle n, da über dasselbe keinerlei 
Voraussetzung gemacht wurde.

Unter der Voraussetzung, daß neben p auch n positiv und ganz 
ist, lassen sich eine Reihe von Sätzen über die Binominalkoeffizienten 
ableiten. Ergänzt man nämlich in Definition (a) den Zähler, indem 
man die Zahlenfolge n-(n — 1) . . . {n — p -f-1) bis 1 weiterführt, und 
dementsprechend auch den Nenner mit (n — p) . . . 2-1 multipliziert, 
so hat man

n4- fir T1-2 • .. ■v
/«+i\
Vp + ü

П. 1-1-5:
\p) L 1 p4-i

— v

n-(n — 1) • {n — 2) • ... (n — p 4“ 4 * (n — p) (n — V — 1) - - - 2 • 1
• (n — p) (n — p — 1)... 2 • 11-2-3 - p .

n\
(C)oder

p ! (n — p) ! ’
Dieser Satz gilt für n und p nur, wenn sie natürliche Zahlen sind.

entwickelt, indem man ein

fach n — p statt p und entsprechend p statt n —p setzt.
Damit wird

nNach diesem Satze wird auch n — p

n\n
(n — p) ! p !n — p

Vergleicht man die beiden letzterhaltenen Resultate miteinander, so 
erhält man den Hauptsatz der Binomialkoeffizienten:

n (d)n— p) ■

Niedere Algebra und Analysis.42
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Es ist also nach diesem Hauptsatz beispielsweise

11-10-97-6 1111
= 5, bä“21’ = 165.38 1-2-3

32. Nach dieser Regel wäre auch

= 1,

die Definition (31a) zuträfe; da dies aber 

des öfteren auftribt,

wenn auf die Zahlenform

nicht der Fall ist, andererseits die Zahlform

so wird man sie neu definieren müssen, und zwar, um keinen Wider
spruch mit den vorausgehenden Sätzen zu erhalten, so wie man 
eben durch formale Anwendung des Satzes gefunden hätte, also

(a).= 1.

Ist in einem Binomialkoeffizienten die untere Zahl größer als
, wo n und pdie obere, so daß man ihn also schreiben kann ^

als natürliche Zahlen vorausgesetzt werden, so ist dieser Binomial
koeffizient Null,

•••(—?> + 1)n ■ (n — 1) ...
~f~ p) i • 2 ... n • (n -f-1) • {n -{- 2)... {n-\- p)

-1-0- — 1-n = 0. (b)

Als Übungsbeispiel sei noch bewiesen

(£)=(”_ Î)+(p_i)+(p_i) + --- + (p-Î)- (c)

Es ist nach (31b)

6)-(;i:)+(V)

(*7’bfc3+(*7*)

Permutationen. Kombinationen. Variationen. Binomischer Lehrsatz. 43

(йтб^М’Т1)-
Addiert man alle diese Gleichungen und berücksichtigt, daß auf 
beiden Seiten eine Reihe von Gliedern hinausfallen, so erhält man 
schließlich den zu beweisenden Satż. Formel (c) macht zwar über
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n keinerlei Voraussetzungen, wohl aber ist durch die Art der Be
weisführung [n nimmt allmählich ab bis p—1, wo p — 1 eine 
natürliche Zahl sein muß) n als natürliche Zahl angenommen.

Stellt man für alle positiven ganzen n und p, auch die Zahl 0

in einemmit eingeschlossen, alle möglichen Binomialkoeffizienten Q

Schema zusammen, so erhält man das Pascalsche Dreieck oder 
die Binomialtafel. Um dieses Schema vollständig zu gestalten, 
definiert man noch

(d)= 1.

Damit wird diese Tafel
'0'
0

1
1
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oder
1

1 1 

1 2 1 

13 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

über die weitere Fortsetzung dieses leicht übersehbaren Schemas 
braucht nicht mehr gesagt zu werden.

Aufgabe a) Man beweiseft*)-(s)+(!) ©+(?)■
Lösung: Man entwickelt die einzelnen auftretenden Binomialkoeffizienten, 

die linke wie die rechte Seite geben
+ + U-

Aufgabe b) mit d) Man beweise

;
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°) (p)+(p)+Q + --'+(p)=(p+!)

« (ö) - (?)+(5) - (в)+--■+<- »y 00

Lösung: Im Fall b) wird wie bei der vorausgehenden Aufgabe die Ent
wickelung beider Gleichungsseiten geben

I (a -J- b) (a -)- b — 1) (a -f- b — 2).
Fall c) ist durch (c) schon mitbewiesen; nach dieser Formel ist

№МЗ+(п71)+(и72)+-+®-

Man kann, da nach (b)

(VH' V)
die obige Formel weiter fortsetzen in der Form

©-■= 0, ...

(p+!)=®+("/)+-+©+(%1)+-+(f)+C)-
Im Fall d) schreibt man nach (31b)

(s)- +i

(H-(V)-V)(«b+m+v)
H)W)-V)

(-’)”©= ■[(:=i)+C*1)]-(-v
und addiert diese Gleichungen ; auf der rechten Seite haben alle 'Glieder die 
Summe 0. Der beigesetzte Faktor (— 1)” ersetzt ein -f- oder —, je nachdem 
n gerade oder ungerade ist.

83. Es seien verschiedene Elemente d, а, с, b, e, . . . gegeben, 
die irgendwelche Größen vorstellen sollen. Stellt man alle diese 
Elemente nach irgendeinem Schema zusammen, z. B. in alphabetischer 
Reihenfolge, wie etwa die oben gegebenen zu abcde . . oder die 
Elemente a3, a4, ax, a2, . . . in der Reihenfolge der natürlichen 
Zahlen zu axa2a3a4 . . ., oder ist diese Zusammenstellung schon ge
geben, wie etwa durch die einzelnen Buchstaben eines bestimmten 
Wortes in der durch dieses Wort gegebenen Reihenfolge, so nennt 
man diese Folge einen Zeiger oder Index. Also wäre abcde . . . 
oder аха2а3а4 . . . ein solcher Zeiger oder Index.

Im Zeiger sind die einzelnen Elemente ihrem Rang nach bereits 
geordnet. So nennt man im Zeiger abcde . . . die Elemente b, c, d, e,... 
alle vom höheren Rang als a, und wieder c, d, e, . . . vom höheren
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Rang als a und b, usw. Die Rangfolge dieser Elemente ist also 
a, b, c, d, . . . wie der Zeiger angibt.

Greift man nun aus einem solchen Zeiger eine bestimmte Anzahl 
Elemente heraus und stellt sie .in bestimmter Weise zusammen, so 
nennt man diese Zusammenstellung eine Komplexion. So sind 
z. B. ab oder cab oder ecbad Komplexionen des Zeigers abcde. —

Bei den einzelnen Komplexionen folgen die Elemente nicht 
ihrem gegebenen Rang entsprechend aufeinander. Man nennt eine 
solche Umkehrung der Rangfolge eine Inversion. Von den eben 
angegebenen Komplexionen zum Zeiger abcde hätte also die erste 
Komplexion ab keine Inversion, die zweite cab die Inversionen ca, 
cb, die dritte ecbad die Inversionen ec, eb, ea, ed, cb, ca, ba. Er
wähnt soll hier im voraus werden, daß diese Inversionen maßgebend 
sind für das eventuelle Vorzeichen der betreffenden Komplexion, so 
zwar daß durch eine gerade Anzahl von Inversionen ein positives, 
durch eine ungerade Anzahl ein negatives Vorzeichen bestimmt ist.

Spezielle Komplexionen sind die Permutationen, Kombina
tionen, Variationen. Andere Komplexionen haben für uns kein 
Interesse.

34. Einen gegebenen Zeiger permutieren heißt ihn möglichst 
oft anders gruppieren.

Sind die n Elemente des Zeigers alle verschieden, und bezeichnet 
man die Anzahl aller möglichen Permutationen von n Elementen 
mit Pn, so ist

(a)Pn = nlfl

Das ist ohne weiteres ersichtlich, wenn n— 1, wenn also der Zeiger 
nur aus einem Element besteht. Hat der Zedger nur zwei Elemente, 
etwa a, b, so sind nur 21 — 2 Permutationen möglich, nämlich ab und ba. 
Tritt zu diesem Zeiger noch ein drittes Element c hinzu, so daß 
er abc ist, so kann man dieses neue Element c in jeder der 
bereits vorhandenen Permutationen entweder voraus oder in die 
Mitte oder an den Schluß setzen, man erhält also 2!-3 = 3! Per
mutationen, nämlich

cba, bca, bac,
so daß Formel (a) auch für n — 3 bewiesen ist. Man schließt nun 
genau wieder wie vorhin: Tritt zu diesem Zeiger abc noch ein viertes 
Element d hinzu, so kann man dieses neue Element d in jeder der 
bereits vorhandenen Permutationen entweder voraus oder zwischen 
erstes und zweites Element oder zwischen zweites und drittes Element

cab, acb, abc,

oder an den Schluß setzen; man erhält also 3! • 4 = 4! Permutationen, 
nämlich

dcab, cdab, cadb, cabd usw., 
womit Formel (a) auch für n = 4 bewiesen ist.
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Man schließt so weiter, daß der Satz auch für n — 5, n — 6, 
gilt, man müßte allerdings den Beweisgang jedesmal wiederholen. 
Es sei hier ein in der Mathematik oft gebrauchtes Beweisverfahren 
dargelegt, das auch in den folgenden Zeilen noch einigemal An
wendung finden wird: der Schluß von n auf w-j-1. Der Ge
dankengang dieses Schlusses ist: Man nimmt an, der zu beweisende 
Satz sei für n bewiesen, dann weist man nach, daß unter dieser 
Voraussetzung der Satz auch für n -f- 1 gilt. Meist ist der Satz nun 
für die Zahlen n— 2, n— 3, ... schon bewiesen, dann sagt man, 
der Satz gilt für n= 2, also gilt er auch für n— 3, also gilt er 
auch für n = 4, also auch für n=b usw. Dieses Beweisverfahren 
sei auch hier angewandt: Angenommen, die Formel (a) sei für n als 
gültig bewiesen, so daß die Anzahl der Permutationen von n Elementen 
gleich n\ wäre. Vermehrt man nun den Zeiger um 1 Element, so kann 
man dieses neue Element in jeder der schon vorhandenen Permu
tationen vor das erste Element setzen, oder zwischen das erste und 
zweite, oder zwischen das zweite und dritte usf. Man kann ihm 
also in jeder der schon vorhandenen Permutationen eine (n -(- l)-fache 
Stellung anweisen, so daß aus jeder derselben durch die Hinzufügung 
des neuen Elementes n -f- 1 neue Permutationen hervorgehen. Man 
erhält somit, da bereits n\ Permutationen vorhanden sind, n\ ■ (n ~f-1) 
= (тг —{— 1 ) ! neue Permutationen, so daß die Formel (a) für n --J-1 

bewiesen ist, wenn sie für n gültig ist. Nun ist die Formel tat
sächlich für n — 4 noch bewiesen, folglich ist sie auch für n = b 
gültig, folglich auch für гг, = 6, folglich auch für n—1 usw., das 
heißt, sie ist für alle endlichen n gültig.

35. Einen gegebenen Zeiger von n verschiedenen Elementen zur 
p-ten Klasse kombinieren heißt möglichst oft p verschiedene Ele
mente aus ihm herausgreifen. Die Reihenfolge der Elemente ist 
also belanglos.

So sind die Komplexionen

12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45
alle möglichen Kombinationen zweiter Klasse ohne Wiederholung 
von dem Zeiger 12345; und entsprechend sind

11, 12, 13, 14, 15, 22, 23, 24, 25, 33, 34, 35, 44, 45, 55

alle möglichen Kombinationen zweiter Klasse mit Wiederholung aus 
demselben Zeiger.

Soll sich kein Element wiederholen, und bezeichnet man die 
Anzahl aller möglichen Kombinationen dieser Elemente zur p-ten 
Klasse mit C so istn,p 1

(a)



Um die Formel für (7П)з als richtig zu erweisen, wird man wieder 
so verfahren wie beim Beweis für p = 2. Man fügt zu jeder der 
Сп<ч Kombinationen (deren jede also 2 Elemente enthält) jedes der 
noch übrigen n—2 Elemente hinzu und erhält dann Cniz-(n — 2) 
neue Kombinationen zur dritten Klasse, von denen aber jede dreimal 
vorkommt, z. B. a1afi-a3 auch noch als a2a3-a1 und als ala3-a2. 
Damit ist

n {n — 1) (n — 2)1
Cn,s = j (n — 2) • Cn> 2 1-2-3

I a a! nn — ianai ana2 ana 3

Die in dem Schema eingetragene Treppe trennt die Wiederholungen 
von den Originalbildungen. Im ganzen Schema kommt also jede 
Kombination doppelt vor. Nun enthält dieses Schema n Reihen zu
je n — 1 Kombinationen, insgesamt also n ■ (n — 1) = 2 • (^j Kom
binationen, deren je zwei immer doppelt auftreten, so daß Formel (a) 
für p—2 bewiesen ist mit

Cn, 2 =

womit die Formel (a) auch für p — 3 erwiesen ist. Man sieht bereits, 
wie der Beweisgang, den man im allgemeinen Fall wieder mit Hilfe 
des Schlusses von n auf n -j- 1 führt, sich fortsetzt.

30. Eine Summe von zwei Summanden heißt ein Binom; ent
sprechend eine solche von drei Summanden ein Tri nom, von mehreren 
Summanden ein Polynom. Der binomische Lehrsatz gibt das 
Resultat von Produkten von der Art

(* + «J 0e+ «■)(* 4- аг) ••• (* + «„)
in einer dem Gedächtnis leicht einzuprägenden Form. Zu diesem 
Zweck bildet man auf elementare Weise solche Produkte, zunächst 
von zwei, drei, vier Faktoren, also
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Soll man die n Elemente alt a2, a3, ... an etwa zur ersten Klasse 
kombinieren, so gibt dies natürlich, n Kombinationen, womit die 
Formel für p—1 erwiesen ist.

Um die Formel für p=2 zu erweisen, schreibe man ausgehend 
vom Zeiger ala3a3 . . . an die Gesamtheit der Kombinationen zweiter 
Klasse in folgendem Schema an

6&1 (%2 ^2 «3
а2а1 1 a2a3 a2ai
a3at I

t/

aian
a2an

к 
CO

S 
O
J
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0+«i)(*+O К H- ®*) + «ха2?
(ж 4~ ai) ix H- аг) (x 4~aa) — x* 4” x* (ai “h а2 4~ аз)

4~ ЖКа2 + «1«3 + «2аз) + «1«2а3^
(ж -f «i) (ж+а2) (ж -|- а3) (ж -f а4) = ж4 + X3 («1 + а2 -f а3 + а4)

-f ж2 (аха2 + аха3 + ... + а3 а4) 
4-ж(а1а2а3+а1а2а4+а1а3а4+а2а3а4) 
-(- axa2a3a4.

Man schließt durch Induktion, daß für ein Produkt aus n solchen
Binomen gilt

(* + «i) (ж4-а2)---(ж4-«п)
— ж” 4"^” 1(ai+«2-f”-+04-a;n 2(«1а2+а1«з + ---+ап-1ал) 

-f я"“3 (ах а2а3 4... 4 а„_2 а„_х aj -f яи~4 (•)+-• 
4-аха2а3 ... ап. (а)

Natürlich läßt sich diese Formel wieder mit Hilfe des Schlusses von n
auf n 4“ 1 beweisen. Die rechte Seite dieser Gleichung stellt sich 
als eine Summe von Gliedern dar, die nach fallenden Potenzen von x 
geordnet sind. Der Koeffizient von xn~1, das heißt der bei xn~x 
stehende Zahlenfaktor, ist al-\-a2-\-dz-\-...dn, das ist die Summe 
aller möglichen Kombinationen des Zeigers <zxa2a3 . . . dn zur ersten 
Klasse; wir schreiben abkürzend dafür Z Cn% \. Allgemein ist der 
Koeffizient von xn~p die Summe aller möglichen Kombinationen des 
nämlichen Zeigers zur p-ten Klasse; mit Abkürzung schreiben wir 
entsprechend ZG 
schreiben

Man kann mit Einführung dieser Abkürzungenn, V

(x4-aj{x-\-aJ = x2 -\-x-ZC2,i -4 ZG2,
{x-\-dJ{x-\-d2)(x4~«3) = x3 4- x2-ZC3il 4- x-ZC3t2-j-ZC3,3, 

(x4- ax) (ж 4~ a2) (x + as) (x4“aJ = X* 4- X3 ■ ZG4,14~ я2 • ^4,2

4- x-ZGii3-\- ZCtt

2 ,

4 5
oder allgemein

(*4-ax)(*4-aa) . . . {x-\-aJ — xn Ą- xn~~1ZC„ti -f- xn~2ZCnt2 4-...
4- x-zc (b)14-Zcn,m

womit der allgemeine binomische Lehrsatz entwickelt ist.
In dieser allgemeinen Form findet der binomische Lehrsatz selten 

Anwendung, öfter aber für den Spezialfall

n, n —

dj --- dg --- dg --- . . . --- dn -- ' d.

In diesem Fall werden die Kombinationen der nämlichen Klasse einan
der gleich, und zwar werden alle Kombinationen erster Klasse zu d, 
somit ZCn i=n-d; alle Kombinationen zweiter Klasse werden zu d2

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I. 4



daß m positiv und ganz ist, während x und y beliebig sein können.
Spätere Zeilen werden eine der vorausgehenden ganz ähnliche 

Formel entwickeln, die Binominalreihe, die umgekehrt für be
liebige m, aber beschränkte x gilt. Es sei hier schon auf dieselbe 
aufmerksam gemacht.

Beispiele:

(x -J- y)3 = X3 —f- Я2 y -j- xy2 -1- y»,a) .

= x3 —[— 3 x2 y —j— 3 x y2 —y3.

b)

a4 a3b , a2b2 2ab3 b4 
~27~ i 81'16 6 6

Die notwendigen Koeffizienten bei solchen Aufgaben entnehme man 
der Pascalsehen Tafel, siehe Nr. 32.
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und somit 2Cn% 2 = (^j ■ a2 ; allgemein gehen die Kombinationen p-ter

Dann nimmt der all-Klasse über in ap , so daß HCn>P — • tip.

gemeine binomische Lehrsatz die spezielle Form an
//

(* + 0)" = ■ (”) a + 2 • a2 — . .

an-bl

öder wenn man y statt a setzt,

(x -f y)n == xn -f- У + (2) хП~2 у2 • • • + (i) хУп~г -h УП‘ (с)

Gewöhnlich ist diese Form gemeint, wenn man schlechtweg vom 
binomischen Lehrsatz spricht. Die vorausgehende Entwicklung 
zunächst der allgemeinsten und dann der speziellen Form macht von 
den auf tretenden Zahlengrößen keine andere Voraussetzung als daß 
die Anzahl n der Binome ganz und positiv, oder in der anderen 
Sprechweise, daß sie eine natürliche Zahl ist. Es gilt dann für alle 
Formen des binomischen Lehrsatzes, somit auch für die folgende, die 
man für у — 1 erhält,

(i+«)-^i + (7)«+frW...+(7) (d)

Ö I'M
T* 

<Mto
 ; «

rO iCOte
 a
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Aufgabe a) mit c) Man entwickle nach dem binomischen Lehrsatz
b) (a ± 2 &)4 ;

(a ± 6)3 = a3 ± 3 а2 Ъ + 3 a. Ь2 ± Ь3,
(a + 2ft)4 = «4 + 8азft 4. 24a2 ft2 + 32aft3 -f 16 ft4,

(I * — I t/)3 = fl x3 — f x2 ?/ 4- XT/2 — AT/3 •
/ 1 \o>

Aufgabe d) Man entwickle ebenso ^1 -)-----J

Lösung, (i+-i)"=i+ (") — +(j J4 + --- + Ö'

= 1 + ГГ + ^

= 1+i7+è+è"t'ïi'+---+'i'

! w ' 3 ! си*

а) (а ± ft)3 ; с) (ł* —12/)3-
Lösung:

wenn со ganz und positiv.

1
COM

-1 , (со-1) (со-2) ,()()()
3 ! со22! со 4! со3

+ (• 1 6
2 ! со 3 ! 4! со

Aufgabe е) Man beweise ZCn,\ — Cn,i -)-... + ~Cn,n — 2"— 1.
Lösung: ZCn,p ist das Symbol für die Summe aller möglichen Kombi

nationen von n Elementen zur p-ten Klasse. Die Symbole treten auf im bino
mischen Lehrsatz (b). Setzt man dort x—-1 und ebenso alle at= 1, so er
hält man

2 • 2 • 2 ... 2 = 1 4“ 2Gn, l 2Cn, 2 4' • • • 4" ^ n,
womit der Satz bewiesen ist.

Determinanten.
37. Zunächst sei das Wesen der sogenannten zyklischen Ver

tauschung erklärt. Man betrachte zu diesem Zweck den Ausdruck

A.   alb2C3di I HH —1~ ®4^1^2^3’
der dem Gedächtnis leicht einzuprägen ist, wenn man sich sein 
Bildungsgesetz merkt. Aus dem ersten Summanden a1b2c3d4 geht 
nämlich der zweite hervor, wenn man gleichzei
tig die Indizes 1, 2, 3, 4 durch die Indizes 2,
3, 4, 1 ersetzt. Auf die nämliche Weise geht 
der dritte Siimmand aus dem zweiten, und der 
vierte aus dem dritten hervor. Diese Vertau
schung von 1 durch 2, von 2 durch 3, von 3 
durch 4 und von 4 durch 1 nennen wir eine 
zyklische und sagen, die vier Elemente 1, 2, 3,
4 bilden einen Zyklus. Die Skizze der Abbil
dung wird diesen Namen ohne weitere Erklärung rechtfertigen. Der 
Summenausdruck A hat naturgemäß die Eigenschaft, daß er bei 
zyklischer Vertauschung unter Zugrundelegung des Zyklus 1, 2, 3, 4

.2
1, \\

13
■ć'4

Abb. 14.

4*
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— oder wie wir dafür kürzer sagen wollen, durch die zyklische 
Vertauschung 1, 2, 3, 4 — in sich selbst übergeht. Ausdrücke, die 
diese Eigenschaft haben, kommen in der Mathematik sehr häufig vor. 

Es seien aus den Gleichungen

ахх-\-Ьху-\-с1г = 0,

die Verhältnisse der Größen x, у, z zu bestimmen. Man dividiert 
beide Gleichungen mit z,

a2XJCb*y + C2Z==0 (a)

а2~-\г^2~~\~С2 ---

und betrachtet die Verhältnisse x : z, у : z als Unbekannte. Elementar
mathematisch findet man

ж : z = (bxc2 — b2Cj) : (axЬ2 — а2Ъх), у : z = (cta2 — c2ax) : (axb2 — a2bx), 

oder zusammengefaßt

x:y:z = (bxc2 — b2cx): (cxa2 — c2ax) : (a,b2 — a2bx),

und wenn man nach (13b) noch einen Proportionalitätsfaktor q ein
führt,

(b)

x = Q{bxc2 — b2cx), y = Q(cxa2 — c2ax), z =,p {axb2 — а2Ьл). (c)
Man betrachte die erste Klammer bxc2 — b2cx; diese Differenz geht 
durch die zyklische Vertauschung 1, 2 bis auf das Vorzeichen in 
sich selbst über. Von der gleichen Beschaffenheit sind naturgemäß 
auch die beiden anderen Klammern. Führt man für die erste 
Klammer das Symbol d. h. die abkürzende Bezeichnung (bc) ein, also 
(bc) — bxc2— b2cx, entsprechend für die beiden andern Klammern 
die Symbole (ca) und (ab), so kann man das Verhältnis der drei 
Größen x, y, z in der einfachen Form schreiben

x : у : z = (bc) : (ca) : (ab)
oder

x = q (bc), y — Q (ca),

Man sieht, daß diese drei Gleichungen (b) oder (c) oder (d) den 
Zyklus a, b, c und x, y, z bilden. Hat man diese Beziehungen ein
mal erkannt, so ist die Formel für das Verhältnis der drei Größen 
x, y, z, wenn wir es wieder ohne Abkürzung schreiben,

x \y :z = (bxc2 — b2cx) : (cxa2 — c2ax) : (axb2 — a2bx)

sicher recht einfach zu merken, oder jedenfalls zu bilden.
Es sei hier schon angegeben, daß man diese Klammern (bc), 

(ca) und (ab) Determinanten nennt.
Ein zweites Beispiel, um das Wesen einer Determinante kennen

z — Q (ab). (d)
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zu lernen, bietet die Lösung folgender Aufgabe : Gegeben sind die 
drei Gleichungen

alx-\-bly-{-c1z = 0, a2x + b2yĄ-c2z = 0, a3x+b3y + c3z = 0. (e)

Welche Beziehung muß zwischen den Größen a, b, c bestehen, damit 
die drei Gleichungen sich nicht widersprechen?

Aus den ersten beiden Gleichungen haben wir schon das Ver
hältnis der drei Größen x. у, z bestimmt; bringt man nun diese 
Verhältnisse mit der dritten Gleichung in Zusammenhang, so darf 
kein Widerspruch eintreten. Dann nimmt aber die dritte Gleichung 
die Form an

«3 • Q (61 c2 — 62ci) + b3-Q{Cia2 — c2ax) -J- c3 • Q {alb2 — aafcx) = 0,

oder wenn man mit g dividiert und symbolisch d. h. abkürzend 
schreibt,

«3 (bc) —(—(ca) -f- c3 (ab) = 0.
Dies ist dann die Bedingung dafür, daß die oben gegebenen drei 
Gleichungen sich nicht widersprechen. Man sieht, die linke Gleichungs
seite ist ein Ausdruck, dér durch die zyklische Vertauschung a, b, c 
in sich selbst übergeht. Auch diesen Ausdruck nennt man eine 
Determinante. Es wird schon ungefähr ersichtlich sein, was eine 
Determinante ist. Ohne genau zu definieren, woollen wir Deter
minanten beschreiben als Summen, die bei der Lösung von 
Gleichungen auftreten und die Eigenschaft haben, daß sie 
durch zyklische Vertauschung in sich selbst übergehen, 
mit oder ohne Einschluß des Vorzeichens. Betrachten wir die linke 
Seite der letzten Gleichung noch einmal kurz, so wird man ein sehen, 
daß diese Summe durch die symbolische Schreibweise

(<ibc) - a3b^c2 a3b2cx | b3cxa2 b3c2ax | c3ax b2 c3a2by

recht gut ausgedrückt ist.
38. An die letzte Gleichung anknüpfend, nennen vor

bi
D= a2 b2 c2 

ai\ b3 c3
oder in anderer Schreibweise (abc) oder jabc| oder 2iai^2c3 e^ne 
Determinante dritten Grades. Sie hat drei Horizontalreihen, 
auch Zeilen genannt, und drei Vertikalreihen, auch Kolonnen ge
nannt, ferner 3• 3 = 9 Elemente ax,'bx,.. .c3. Man nennt a,62c3 die 
Hauptdiagopale oder kurzweg Diagonale — im Gegensatz zur 
Hauptdiagonale dann a3b2Cy Nebendiagonale — аг den Kopf, ax, b2, c3 
die Hauptelemente der Determinante. Die Schreibweise 2 -\^ciyb2c3

(f)

«1



^2 ^1^3’ ^2 ^3 ^1 ? «3 W
2 1 3 2 1 3 1 2 3 2 1

®1 ^2 ^3 *
1 2 3

®1 ^3 ^2
1 3 2

~ь
deren Vorzeichen unter den einzelnen Permutationen steht, so daß 
die Bildungsweise ersichtlich ist.

(Betrachtet man die einzelnen Determinantenglieder, so sieht 
man, daß in jedem derselben aus jeder Zeile und aus jeder Kolonne 
ein Element enthalten ist. An diese Tatsache knüpft eine andere 
Definition der Determinante an, die verlangt, man soll alle mög
lichen Komplexionen von der Form aibkcl bilden, so zwar, daß in 
jeder solchen Komplexion jede Zeile und jede Kolonne mit je einem 
Element vertreten ist, und alle diese Produkte addieren, nachdem 
man vorher noch die Vorzeichen passend ausgewählt hat.)

»Statt nach Definition (a) die Buchstaben stehen zu lassen und 
die Indizes zu permutieren, hätte man auch so verfahren können, 
daß man die Indizes stehen läßt und die Buchstaben permutiert. 
Sowohl durch die erste Definition wie auch durch diese neue ab
geänderte erhält man den Wert der Determinante D zu

D - j~ ttj 6g Cg (Zj b9 Cg Ctg бд Cg I Ctg 6g Cj I ttg 6j Cg Яд 6g Cj^ .
Ganz allgemein nennt man
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deutet die Determinante als eine Summe an, deren einzelne Glieder 
verschiedenes Vorzeichen haben. Es ist definiert:

Die Determinante D ist eine Summe, deren 
einzelne Glieder aus der Hauptdiagonale alb2c3 
durch Permutation der Indizes 1, 2, 3 hervorgehen; 
das Vorzeichen der einzelnen Determinantenglie
der ist -f- oder —, je nachdem die Anzahl der In
versionen der permutierten Indizes gerade ist 
oder ungerade.

Nach dieser Definition hat also die obige Determinante 3 ! = 0 Glie
der, nämlich

W'

(a)

oder mit anderer Schreibweise (aj62 . . . nv) oder |ях62 . . . wj oder 
Z4;ях62 . . . nu eine Determinante w-ten Grades. »Sie hat wHori- 
zontalreihen oder Zeilen, n Vertikalreihen oder Kolonnen. пг Elemente.

1)
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а1Ъ2 . . . пп nennt man wieder die Hauptdiagonale, ay den Kopf, 
«i, b2, ... nn die Hauptelemente. Die Schreibweise . . . nn
deutet wieder die Determinante als eine Summe an, deren einzelne 
Glieder verschiedenes V orzeichen haben. Entsprechend wie vorher 
ist definiert: Die Determinante D ist eine Summe, deren einzelne 
Glieder aus der Diagonale a,1b2 . . . nn durch Permutation der Indizes 
1, 2, 3, ... n hervorgehen; das Vorzeichen des einzelnen Deter
minantengliedes ist -f- oder —, je nachdem die Anzahl der Inver
sionen der permutierten Indizes in diesem Glied gerade oder 
gerade ist.

Eine andere Bezeichnung der einzelnen Elemente der Deter
minante durch doppelte Indizes definiert

«11 «12 «13

«2l «22 «23 

«31 «32 «33

wieder als eine Summe, deren einzelne Glieder 
der Diagonale ct11a22a33 dadurch hervorgehen, daß 
man ihre ersten Indizes stehen läßt und die 
zweiten permutiert; als Vorzeichen erhält jedes 
einzelne Glied -j- oder —, je nachdem die Anzahl 
der Inversionen der permutierten Indizes gerade 
oder ungerade ist.

Beispielsweise ist nach dieser Definition

un-

A =

aus

(b)

«11 «12 «13 

«21 «22 «23 

«31 «32 «33

~j~ «11 «22«33 «11 «23 «32 «12 «21 «33 ""l- «12 «23 «31 ~f~«l3 «21 «32 «13«22«31‘

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

Die Bezeichnung der einzelnen Elemente einer Determinante 
durch verschiedene Buchstaben und einzelne Indizes ist für den 
Anfänger vielleicht übersichtlicher, dagegen gestattet die Schreib
weise mit doppelten Indizes eine einfachere Beweisführung, ins
besondere wenn die Determinantensätze in ihrer allgemeinsten Form 
bewiesen werden sollen.

Anmerkung. In diesem ersten Band machen wir in uer Hauptsache 
nur von Determinanten zweiten und dritten Grades Gebrauch. Die Beweis
führung für die Determinantensätze beschränkt sich daher auf Determinanten 
zweiten und dritten Grades. An späterer Stelle folgt dann eine allgemeine 
Beweisführung für Determinanten beliebigen Grades.

A =



a21 tt31 

Я2о a32 
®23 a33

sind die gleichen Summen definiert. In der Determinante A' sind 
gegenüber der Determinante A die Zeilen mit den entsprechenden 
Kolonnen vertauscht und umgekehrt. Man hat dafür die Sprech
weise: die Determinante A ist gestürzt und daraus die Deter
minante A' geworden. Die elementare Entwicklung beider Deter
minanten nach (38b) ergibt A = A\ und zeigt damit, daß man zur 
nämlichen Determinante gelangt, ob man nun die ersten Indizes 
stehen läßt und die zweiten permutiert, oder umgekehrt. Also Satz:

Wenn man eine Determinanty stürzt, so ändert 
man dadurch ihren Wert nicht.

Jedem einzelnen Element einer Determinante kann man je nach 
seiner Stellung ein oder-----Zeichen zuweisen. Um ein beliebig

A =

(a)

I а11 а12 
! а21 а22

d. h. die Determinante zweiten Grades ist gleich Haupt
diagonale minus Nebendiagonale.

Beispiele:
sin cp — cos cp 
cos cp sin cp

(C)---a\\a22 а21а12’
* V

= sin cp • sin cp — cos cp • (— cos q) = 1a)

aib) = 3-9 — 6-4 = 3,
I «2 2 ,

d) = — 1 • 4 —.(— 2) • 3 = 2,

39. Naturgemäß wäre die Definition (38 b) allein recht ungeeignet. 
Determinanten höheren Grades zu entwickeln, besonders wenn die 
einzelnen Elemente bestimmte Zahlenwerte wären. Man müßte in 
diesem Fall statt der Zahlen Buchstaben einfühçen, dann die Deter
minante entwickeln und schließlich wieder statt der Buchstaben 
die Zahlenwerte substituieren. Es werden daher von Definition (38 b) 
ausgehend einige Sätze abzuleiten sein, die die Entwicklung einer 
Determinante einfacher gestalten.

Durch die Determinante

a и ai2 ai3 
a2i a22 a23 A' =und

e) = 5-1 — 3 • (— 2) = 11.
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Nach der vorausgehenden Definition ist

— axb2 — a2b i ’

s ja
 ja
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ausgewähltes Element an den Kopf der Determinante zu bringen, 
muß man eine Reihe von Parallelvertauschungen von Zeilen und 
Kolonnen vornehmen. Um z. B. in der obigen Determinante A das 
Element a23 an den Kopf zu bringen, also dahin, 
man die erste Zeile mit der zweiten Zeile vertauschen, dann die 
dritte Kolonne mit der zweiten, und schließlich noch die zweite 
Kolonne mit der ersten. Man hat sonach insgesamt drei Parallelver
tauschungen vornehmen müssen, um a23 an die gewünschte Stelle 
zu bringen. Man sagt, das betrachtete Element ist von gerader 
Klasse, wenn die Anzahl der Parallel Vertauschungen, die 
nehmen muß, um dieses Element an den Kopf zu bringen, eine 
gerade ist, und es ist von ungerader Klasse, wenn die Anzahl 
dieser Parallelvertauschungen ungerade ist. Will 
der Klasse durch ein Vorzeichen charakterisieren, so würde 
den Elementen gerader Klasse ein -f-, derl Elementen ungerader 
Klasse ein — zuweisen. Bei obigem Beispiel wäre also a23 
ungerader Klasse; wenn man diesem Element ein Vorzeichen zu
weisen wollte, müßte es ein — sein.

alt steht, wirdwo

man vor-

den Begriffman
man

von

rf
— _|_

Das Schema +
~b

für eine Determinante vierten Grades bringt den durch -j- und — 
ausgezeichneten Stellungsunterschied zur Darstellung. Man beachte, 
daß alle Elemente der Hauptdiagonale durch die -j~ -Stellung aus
gezeichnet sind.

Greift man in einer gegebenen Determinante n-ten Grades ein 
Element heraus und streicht dessen Zeile und Kolonne, so bilden 
die nichtgestrichenen Elemente eine Determinante (n — 1 )-ten Grades, 
die man die adjungierte Determinante zu dem betrachteten 
Element nennt. Gibt man dieser adjungierten Determinante noch 
ein -j- oder —, je nachdem das bestimmende Element von gerader 
oder ungerader Klasse ist, so heißt man sie die Unterdeterminante 
zu diesem Element. In der obigen Determinante A ist zum Beispiel 
a.,3 von ungerader Klasse, die adjungierte Determinante zu a23 ist

au ai2 
a3i a32 I

die Unterdeterminante zu a23 ist.
Beispiel: Es seien die Unterdeterminanten zu den einzelnen 

Elementen mit großen Buchstaben bezeichnet, so daß also Aik die 
Unterdeterminante zu aik vorstellt, dann ist für die Determinante A

während (—) I Ul1 а*2 j
a3i a32 !
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«22 «23 !

«32 «33 I

! «12 «13

I «32 «33

|«12 «13 I
i «22 «23 !

i «21 «23 I
I «31 «33 I
«11 «13

«31 «33
I _ „I
I «11 «13
! «21 «23

«21 «22 

«31 «32

«11 «12 
«31 «32

«11 «12 

«21 «22

Man beachte, daß durch den Begriff Unterdeterminante auch das 
Vorzeichen mit definiert ist. Wenn also das bestimmende Element 
von ungerader Klasse ist, dann haben adjungierte Determinante und 
Unterdeterminante verschiedenes Vorzeichen, während sie einander 
gleich sind, w'enn das bestimmende Element von gerader Klasse ist. 
Weiter beachte man, daß die Unterdeterminante zu einem aus
gewählten Element nur abhängig ist von der Stellung dieses be
stimmenden Elementes und gar nicht von dessen Wert.

40. Der Hauptsatz der Lehre von den Determinanten ist

■^li—(+) ^13 — (“Ha.=(—)

An = (—) ^22--- H“) 4» = (-)• V

4»=(+) A22 — (--- ) ^33 — (~r)

«11 «12 «13
“ «21 «22 «23 — «,i Al ~{~«i2^i2 _Ь«<8'^»8*

«31 «32 «33
«

Eine Determinante wird entwickelt, indem 
man von einer beliebig ausgewählten Reihe jedes 
Element mit seiner Unterdeterminante multipli
ziert und die erhaltenen Produkte addiert.

Der Beweis für diesen Satz ist für eine Determinante zweiten und 
dritten Grades ganz elementar zu erhalten. Man entwickelt nach 
(38 b) und ordnet passend, dann muß man nach dieser Definition 
das gleiche Resultat erhalten wie nach dem angeführten Satz. Bei
spielsweise wird nach dieser Definition

■^~-Ь«11«22«33 «11 «23 «32 «12 «21 «33 ~t-«12 «23 «31 ~«13 «21 «32 «13 «22 «31

= ®ц(«22«33 «23«32) А «21 («13«32 «12«83^ «31 («12«23 «13«2г)

= «11 Al+«21^21+ «31^ 

wodurch der angegebene Satz zunächst für die erste Kolonne als 
richtig bewiesen ist. Was für eine Kolonne gilt, muß natürlich 
auch für eine Zeile gelten, da man ja die Determinante stürzen, 
d. h. die Zeilen zu Kolonnen machen kann. Durch andere Zu
sammenfassung der einzelnen Elemente hätte man die Gültigkeit 
des Satzes auch für die zweite und dritte Kolonne erweisen können 
und damit den Satz als allgemein gültig für eine Determinante 
dritten Grades.

(a)

31 5



Lösung: Man geht von der dritten Kolonne aus, als einer der einfach
sten da eines ihrer Elemente 0 ist, und erhält

6 2D= 4-(+) 2 7
= 4-38 -j- 0 + 8 - — 16 = 24.

Entwickelt man nach der ebenfalls recht einfachen zweiten Zeile, so erhält man

M-) I * + 2'(+)i 2D =

= 6-4 + 2.0 + 0 = 24.
1016

Aufgabe b) Man entwickle die Determinante D = 3 1
9 4

Lösung: Man geht von der einfachsten Reihe aus, hier der zweiten 
Zeile, und erhält

16D=3.(-) 9
= 3 • 44 + 2 • — 26 + 1 • — 60 = 20.

0
Aufgabe e Man entwickle D — n

n

Lösung: Man entwickelt nach der letzten Zeile

D = -<+>|o I I+"•(-) I n Ii + 0 ■= n • n2 + n ■ n2 — 2 n3.n
11

Aufgabe d) Man entwickle D= a ß y
„2 ß2 r2 i

Lösung: Man entwickelt nach der letzten Zeile
1 11 1 11 1 + /**•(-) |„ r|+r2-(+)

= • (y---ß)JrßZ (-) (}>-«) + Г2 iß - «) •

1> = аМ+) а ß Iß V

«13 «12 «11

«23 «22 a21

«33 «32 «31

«11 a!2 «13

«21 «22 «23

«31 «32 «33 i

Die Vertauschung von zwei Parallelreihen 
ändert den absoluten Wert einer Determinante 
nicht, sondern nur ihr Vorzeichen.

(a)41.

Der Satz ist ohne weiteres ersichtlich für eine Determinante 
zweiten Grades, da nach Definition (38c) durch die Vertauschung

Aufgabe aj Man entwickle die Determinante D —
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+ 0-(~)

+ 2-(+) ll 4 +b(-)

1 3 1+ 0 • ( ) + 8- I 6 22 7
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«11 «12 

«Л «22 

«31 «32

А =

Nach (40 а) wird 

*4 = a21 A21 —] «22 ^ 22 ~f“ «23 ^ 

Da nun ^4 2i — — A 

so wird auch

23 >
A 22 —21 ’

.4'=

«31 «32 «33

«21 «22 «23

«11 «12 «13

A' — a21 A 21 -j~ «22 -^22 -J~ «28 ^23 ■

Л23 = — A— A 22 ’ 23 ’

A.

A?
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von Parallelreihen die Hauptdiagonale zur Nebendiagonale wird und 
umgekehrt.

Beispiel a) A =
«11 «12 

«21 «22

«21 «22 

«11 «12
A! =

Die Determinante A! geht aus Determinante A durch Vertauschung 
der Zeilen hervor. Nach (38 c) wird

■“ ~ «11 «22 «21 «12 > A «21 «12 «11 «22 5
A'= — A.also

Vertauscht man in einer Determinante dritten Grades zwei Parallel
reihen, so wird in beiden Determinanten eine Reihe ungeändert 
bleiben. Entwickelt man nach dieser ungeänderten Reihe, so werden 
sich die Unterdeterminanten der ursprünglichen Determinante A und 
die der geänderten A! dadurch unterscheiden, daß nach dem eben 
Bewiesenen die Unterdeterminanten von A' alle entgegengesetzt gleich 
sind den Unterdeterminanten von A. Dann ist aber auch A! selbst 
entgegengesetzt gleich A, und somit wieder der Beweis des Satzes 
für eine Determinante dritten Grades erbracht.

Beispiel b) Von den nachfolgenden zwei Determinanten geht A' 
aus A durch Vertauschung der ersten mit der dritten Zeile hervor.

«11 «12 «13

(j А о a2l u22 n23
! «31 «32 «33

Eine Determinante wird mit einem Faktor 
multipliziert, indem man alle Elemente einer be
liebig ausgewählten Reihe mit diesem Faktor 
multipliziert.

Der Satz ist recht einfach zu beweisen, indem man nach der 
ausgewählten Reihe entwickelt, also für die obige Determinante

«11 ««12 «13

«21 ««22 «23

«31 P« 32 «33

(b)
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2
+ 2 ' (+) I г

,

und erhält dann
3 ' 2 3 ,12

—f- 2 • (—)6 2 1 v ' j 66 • 12 • 6 А = 3 • (—)
2

= 3 . (— 34) — 3 • (— 14) -f 2 • 60 = 60,

A = А •
Die Umkehr zu Satz (b) ist unmittelbar einzusehen:

also

8-1

Haben alle Elemente einer bestimmten Reihe 
den gleichen Faktor, so läßt sich dieser als ge
meinsamer Faktor der Determinante vor diese 
setzen. (c)

2 3 5
1 2 — 1 
13 5

4 6 10
Beispiel d) D— £ | — ^

13 5
= 2’ł

-3. -f)

О А — Q {ci 12 A12 “Г ^22 ^ 22 î~ ^32 ^32/ 9^12 * ^12 "T* 9^22 * ^22 ~~Ь" 9^32 * ^32

und damit die rechte Gleichungsseite erhält.
Beispiel c) Man ermittle den Wert der Determinante

A =

Man wird die Determinante vor der Entwicklung zunächst verein
fachen, indem man setzt

«11 «12 9«n
E = Ugl ®22 9 «21

«31 «32 £«31

Eine Determinante mit zwei gleichen oder 
proportionalen Parallelreihen hat den Wert Null.

Sind nämlich zwei Parallelreihen gleich, so ändert sich beim Ver
tauschen dieser Parallelreihen die Determinante und damit auch ihr 
Wert D nicht. Andererseits muß aber nach (a) die Determinante durch 
die Vertauschung den Wert —D erhalten. Es muß also D =— D 
sein, was unter Voraussetzung endlicher Werte der Elemente nur für

«11 «12 «11 I
D---ttgj. «22 «21

«31 «32 «31

(d)

e -12- 6-4 = 6-12-6 У
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«11 «lg «lg

«21 «22 «23

«31 «32 «33

«11

Г «21

«11 ^12 «13j «11 «12 «13
^ j «21 «22 «23 “4” «21 ̂ 22

! «31 «32 «33

«23 • (a)42.
«31 b «33■

Sind die Elemente einer Reihe Binome, so ist die 
Determinante gleich der Summe von zwei neuen Deter
minanten, deren jede in der betreffenden Reihe anstatt 
des Binoms einen entsprechenden Summanden hat.

Der Satz ist leicht zu beweisen, wenn man unter Anwendung 
von (40 a) nach der betreffenden Reihe entwickelt und schreibt

= («12 + ^12) -^12 "4“ («22 '4“ ^22) ^22 H“ («32 ~4~ ^32) "^32 

= «j0 A lg “j- «02 -d.22 “I- «32 -^32 4 —4 ^22 ^22 "4” ^32^32 '

Natürlich läßt sich dieser Satz auch umkehijen, indem man in 
(a) die beiden Gleichungsseiten umkehrt. Man hat dann:

«11 «12 “4^12 «13

«21 «22 “4 ^22 «23 j 44

«31 «32 “4 ^32 «33 !

d. h. die Summe von zwei Determinanten n-ten Grades, die bis auf 
zwei entsprechende Reihen gleich sind, ist gleich einer einzigen 
Determinante n-ten Grades, die bis auf die entsprechende Reihe den 
beiden zu addierenden Reihen gleich ist; diese Reihe selbst ist dann 
gleich der Summe der entsprechenden Reihen der gegebenen Deter
minanten.

I

Beispiel a) Man beweise, daß
«1X “4&1 у «i &i
«2 x-\-b2y «2 b2 =0,
«з* + 6з У «3 Ъз

und zwar unabhängig von x und у Null wird.
Man zerlegt diese Determinante D in zwei Summanden

D ?
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D— 0 zutrifft. Damit ist zunächst der Satz für gleiche Parallel
reihen bewiesen. Sind nun in einer Determinante E die beiden 
Parallelreihen proportional, d. h. ist jedes Element der einen Reihe 
das о-fache dos entsprechenden Elementes der Parallelreihe, so werden 
nach Herausstellung des gemeinsamen Faktors q die beiden Parallel
reihen gleich, so daß wieder E — 0 wird.

«11 «12 T «13
«21 «22 T ^22 «23

«31 «32 4 ^32 «33
!f-ч 
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®11 @Яц Ct13 
®21 Qa 21 ®23 >

a3i easi ®33

von welcher Summe der zweite Summand verschwindet, da er zwei 
proportionale Parallelreihen hat.

Diesen Satz benützt man zur Vereinfachung von Determi
nanten, freilich meist nur für solche höheren Grades. Es soll aber 
an Determinanten dritten Grades schon gezeigt werden, in welcher 
Weise man solche Vereinfachungen vornimmt.

Beispiel b) Gesucht ist der Wert der Determinante
120 84 
86 25

I 77 90 112
Man subtrahiert die zweite Kolonne von der ersten und dritten und erhält

36 84 11 
11 25 

— 13 90

A =

! 120 — 84 84 95 — 84
36 — 25 25 80 — 25

! 77 — 90 90 112 — 90
A =

Die Elemente der dritten Kolonne haben alle den gleichen Faktor 11, den 
man aussetzt; damit wird

36 84 1 
11 25 5 .

1 — 13 90 2
Nun kann man nach der letzten Kolonne entwickeln, oder wenn man 

noch eine Vereinfachung vornehmen will — die aber in den meisten Fällen 
ganz unbedeutend ist —, von der zweiten Zeile das 5-fache der ersten Zeile 
abziehen und von der dritten Zeile das 2-fache der ersten. Damit wird

A =11

8436 1
.4 = 11 11 -5-36 25— -84

- 13 — 2-36 90— -84
— 169 —395

• 1
•1

= 11 (169-78 — 85-395) = -11 -20393.= 11 85 78
Zu diesem Resultat wäre man ebenso schnell oder vielleicht noch schneller 

gekommen, wenn man wie angegeben nach der letzten Kolonne entwickelt hätte.
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deren jeder einzeln nach Satz (41 d) verschwinden muß, welchen 
Wert auch x und у haben mögen.

an ®i2 + Qau an
®21 ®22 ®23 ®21 ®22 “{~ ö®2-1 ®23

®31 ®32 + Qa 31 ®33

®11 ®12 ®13

(C)
®31 ®32 ®33

d. h. eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn man 
zu einer Reihe das Vielfache einer Parallelreihe addiert. 

Man kann nämlich die rechte Seite zerlegen in

84 1
11-1 — 169 —395 0 

78 0

36

85

®11 ®12 ®13
®21 ®22 ®23 ~Ь
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16.

Beispiel d)
1 1 1

1—1 1 1 
1 1—1 1
1 1 1—1

— 1 I

— b1 X — a 
1 xx — a
1 -- “Й

wird vereinfacht, indem man die a-fache erste Kolonne zur zweiten addiert 
und die Ь-fache erste zur dritten Kolonne,

D — b
— b

Man hat zu jeder Kolonne die erste Kolonne addiert.
Beispiel e)

У 2 1
z 1 

у —z 1 
y z 1

Man hat von jeder Zeile die vierte Zeile subtrahiert und dann nach der vierten 
Kolonne entwickelt.

Oft ist es erwünscht, eine Determinante w-ten Grades in eine 
solche (n -(- l)-ten Grades umzuformen. Durch die Aufstellung

—2x 0 00
0 —2 у 0 0
0 0 — 2z. 0

У z 1

— X —2x 0
0 —2 у 0 — — 8xyz. 

0 -2z

0
X —y

X О
X X
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Beispiel c) Die Determinante

= b(+)

ist der Weg gezeigt, den man hierbei einzuschlagen hat. Entwickelt 
man nämlich die links stehende Determinante nach der ersten 
Kolonne, so ergibt sich ihr Wert als das Produkt aus dem Element 1 
der ersten Zeile und seiner Unterdeterminante. Man sieht, daß die 
anderen Elemente der ersten Zeile ganz belanglos sind. Diese Auf
stellung gibt sonach eine Regel für die Erweiterung einer 
Determinante in der umgekehrten Reihenfolge

(d)

in Worten: Man fügt zu der Determinante eine neue Kolonne und 
eine neue Zeile, und zwar so, daß ein Element der neuen Kolonne 
(Zeile) den Wert 1 hat und die andern Elemente den Wert Null, 
während die Elemente der neuen Zeile (Kolonne) bis auf das schon

1 X у

1 xi У\
1 *2 У 2

1 а b 
0 at
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Aus der zweiten Determinante geht die dritte hervor, wenn man zu 
jeder Zeile die vierte neue Zeile addiert.

Aufgabe a) Man gebe den Wert der Determinante
a2 1 I

1 !D = b2
c2 1

in Form eines Produktes an.
Lösung: Man subtrahiert die erste Zeile von der zweiten und dritten

und erhält
a2 1 b2 — a2 b — j 

c2 — а2 c — !b2 — a2 
c2 — a2

0D =
0

b -)- a 1 
c-\-a 1

Aufgabe b) Man löse die Gleichung

= (ft — a) (c — a) = (b — a) (c — a) (b — c).

festgesetzte Element beliebige Werte erhalten; Voraussetzung ist 
weiterhin, daß das Element 1 von gerader Klasse ist und demgemäß 
seiner Unterdeterminante das Zeichen -|- zugeordnet wird.

Nach dieser Regel kann man die neue Zeile und Kolonne an 
beliebige Stelle setzen, beispielsweise

, iio 0
1 I = a, b,
2 1 7

«2 К

В 1 I
О I usw.;

К 0 !

es ist nur erforderlich, daß die hinzugefügte Zeile und Kolonne sich 
im Element 1 treffen und daß dieses Element 1 von gerader Klasse 
ist. Die Werte der verfügbaren Elemente wählt man mit Rücksicht 
auf den Zweck, den man jeweils mit dieser Erweiterung verfolgt.

Beispiel f)

—a y1 -b zt—c 
x2—a y2—b z2—c = 
хг~а Уз-b z3 — ç

00
b2a2

x\ — a Vi — b z1 — c 0
x2 — a y2 — b z2 — c 0 
я3—a У-Л — b z3 — c0 

c • 1bа

Lösung: Man zerlegt entweder wie bei der vorausgehenden Aufgabe die 
Determinante in drei lineare Faktoren

(x — a) (x — b) (a — Ь) = 0
und findet sofort x — a und x — b als Wurzeln. Oder man wendet Satz (41 d) 
an: Determinanten mit gleichen Parallelreihen haben den Wert Null. Solche 
erhält man aber, wenn man an Stelle von x entweder a oder b setzt, d. h. für 

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I. 5
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У i s, 1
= Ж2 У2 Z2 1

*3 У3 Z3 1

abc 1
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1 *1
X О — 1 

U —2 6

X---- 1 X2 ----  1 X3 ---- 1

Z2 — 4 X3— 8
*2 _ 9 X3 — 27

i
D = 2 X —

I В X —
in lineare Faktoren.

Lösung: Die Elemente der ersten- Zeile haben den gemeinsamen Faktor 
X — 1, den man vor die Determinante setzen kann ; ebenso kann man x — 2 
und x — 3 als gemeinsamen Faktor der Elemente der zweiten bzw. dritten Zeile 
aussetzen und erhält D als Produkt von (x—1) (x — 2) (x — 3) und einer 
Determinante

1 x x -f- 1 
= 2 x 2 x -f- 4 =

3 x -9

1 x X

2 a? —f— 2 z2-f 2*4-4
3 *4-3 *2 4~ 3* -1~ 9

D'

— *•(—2), also D = — 2*(*—1) (* — 2) (* — 3).
In dieser Determinante D' hat man die erste Kolonne von der zweiten sub
trahiert und dann die *-fache neue zweite Kolonne von der dritten und so die 
mittlere Determinante erhalten. Aus ihr erhält man die dritte Form, wenn 
man * aussetzt und dann von der zweiten Zeile die doppelte erste abzieht und 
von der dritten Zeile die dreifache erste.

Aufgabe d) Gesucht ist der Wert der Determinante
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* = a und für x — b verschwindet die Determinante, also sind * = a und x—b 
Wurzeln der obigen Gleichung.

Aufgabe c) Man zerlege die Determinante

0 4 4 4
1 —9 —1 9
1 7 1—1
9 16 27 23

0 0 1 0
8 —1 10
6 1 —2

9—11 27—4

1 —8— 1 6D 4 14 1 9 —11

Aus der ersten Determinante hat man 4 ausgesetzt und die dritte Kolonne 
sowohl von der zweiten wie von der vierten Kolonne subtrahiert; dann hat 
man nach der ersten Zeile entwickelt. Die letzte Determinante entwickelt man 
nach der dritten Zeile und erhält

D = 4 [9 •(— 44) — 11.(— 12) — 4 • (— 14)] = 16 • (— 52) =- — 832.

Allgemeine Erörterungen über Funktionen und Gleichungen. 
Lineare und nichtlineare Aufgaben der Technik. Lineare 

Gleichungen. Gleichung zweiten Grades.
43. Man kann die Zahlen einteilen in konstante oder un

veränderliche, das sind solche Zahlen, die ihren Wert im Verlauf 
der jeweils vorliegenden Untersuchung nicht ändern, und variable

Lösung: Man subtrahiert die doppelte vierte Zeile von der ersten und 
dritten Zeile und die dreifache vierte Zeile von der zweiten und erhält

D

18 36 58 50 
26 39 80 78 
17 39 55 45

9 16 27 28
tc

 4
-

-ф 
O

b

о ^ ^

I I
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oder veränderliche Zahlen, das sind solche, die im Verlauf der Unter
suchung beschränkt oder unbeschränkt alle möglichen Werte an
nehmen oder annehmen können. Die konstanten Zahlen werden 
gewöhnlich mit den ersten Buchstaben des Alphabets а. Ъ. c, ... A, 
В, (7, ... usw., die variablen mit den letzten Buchstaben x, y, z, . . . 
X, Y. Z, . . . bezeichnet.

Anmerkung. Wenn gesagt ist „im Verlauf der Untersuchung“, so soll 
damit nur ausgedrückt werden, daß nur das Verhalten während der Unter
suchung interessiert und die Zahlen außerhalb der Untei’suchung andere Eigen
schaften halten können. Wenn man beispielsweise mit einem Gas von kon
stanter Temperatur Versuche ausführt, so bezieht sich der Ausdruck „konstant“ 
hier nur auf die Dauer dieser Versuche. Außerhalb dieser Versuche kann und 
wird die Temperatur des Gases ebensowohl konstant wie variabel sein.

Der Anfänger verwechselt leicht die Begriffe „variabel“ und 
„unbekannt“. Er merke sich: Wenn man die Größe x als Un
bekannte auffaßt, so heißt das, x hat einen bestimmten Wert, man 
kennt ihn aber noch nicht, kann ihn also erst aus einer Bedingung 
für x, d. h. aus einer Gleichung für x ermitteln. Die Gleichung 
x2 — 5 x -j- 6 = 0 etwa läßt einen solchen unbekannten Wert für x 
ermitteln. Ist aber x als Variable zu betrachten, so heißt das, 
x kann (mit oder ohne Einschränkung) alle möglichen Werte an
nehmen.

Die Variabilität einer Zahl x kann unbeschränkt (unbegrenzt) 
oder beschränkt (begrenzt) sein: Es kann etwa diese Veränderlich
keit dadurch begrenzt sein, daß man sagt, x soll positiv und ganz 
sein, oder x darf nur alle möglichen Werte zwischen 0 und 10 oder 
zwischen 1 und 2 annehmen. Oder allgemein, x kann alle Werte 
zwischen a und & annehmen. Wenn man die neuen Begriffe Be
reich und Intervall einführt, würde man sagen, x liegt im Be
reich oder im Intervall von x — a bis x — b. a und b nennt man 
dann die Grenzen des angegebenen Intervalles. Es soll bei dieser 
Gelegenheit auf die Notwendigkeit einer genauen Sprechweise hin
gewiesen werden: Es ist ein Unterschied, ob man feststellt, x liegt 
im Bereich von a bis b einschließlich dieser Grenzen oder ausschließ
lich derselben. Im ersten Fall gehören a und b noch zum Bereich, 

kann schreiben a<x<b, wenn b größer als a vorausgesetzt 
Im zweiten Fall hätte man a<^x<lb, d. h. die Grenzen

man 
wird.
a und b selbst gehören nicht mehr zum Bereich der Variablen x. 
Die Schreibweise \x\ < 1, oder was - das gleiche ist, — 1 < x < -j- 1, 
deutet x als einen echten Bruch an.

Die Größe x kann ferner willkürlich veränderlich sein, 
d. h. man erteilt dem x willkürlich einen beliebigen Wert; und ab
hängig veränderlich, d. h. .rändert sich erst dann, wenn sich eine

5*
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mit X in Beziehung stehende andere Größe ändert. Betrachtet man 
etwa X als den Weg eines frei fallenden Körpers, so kann man x 
als abhängig von der Zeit t darstellen; die Sprechweise: x ist ab
hängig von der Zeit t, oder: x läßt sich nach t ausdrücken, ersetzt 
man in der höheren Mathematik durch die neue Sprechweise: x ist 
eine Funktion von t. Die Größe t ist in dieser Darstellung die 
unabhängige (oder willkürliche) Variable, kurz Unabhängige oder 
Argument genannt, x ist die abhängige Variable, auch kurz Ab
hängige oder Funktion genannt.

Beispiel a) Das Volumen V einer Kugel ist eine Funktion 
des Kugelradius r. Zu jedem Radius r gehört ein bestimmtes V, 
das Volumen V ist vom Radius r abhängig oder in der neuen Sprech
weise: V ist eine Funktion von r. Hier ist r die Unabhängige oder 
das Argument und V die Funktion. Der Barometerstand b ist ab
hängig von der Höhe h über dem Meeresspiegel oder in der neuen 
Sprechweise: der Barometerstand b ist eine Funktion der Höhe h. 
Bei der Brechung des Lichtes gibt es an der brechenden Schicht 
zu jedem Eintrittswinkel e einen ganz bestimmten Austrittswinkel «, 
mithin ist « eine Funktion von e.

Um den Begriff Funktion elementar zu entwickeln, sei gegeben 
der Ausdruck x8 — 5x-\- 6. Statt zu sprechen: gegeben ist ein Aus
druck, der x enthält, oder der von x abhängt, wird in der höheren 
Mathematik gesagt: gegeben ist eine Funktion von ж, und dafür ge
schrieben f(x). Sprechweise: „Funktion von x“ oder oft noch kürzer 
„f von xu. Dann soll in diesem Zusammenhang die Abkürzung oder 
das Zeichen f( ) den Aufbau der Funktion von x, also den Aufbau 
des x enthaltenden Ausdruckes zur Darstellung bringen. Wenn so
nach gegeben ist

f (x) = ж2 — 5 x -f- 6,

dann bedeutet /*(£) eine Funktion von £, die den gleichen Aufbau 
hat wie f(x), d. h. einen Ausdruck, der das £ in der gleichen Weise 
enthält wie der obige Ausdruck x2 — 5 x 4- 6 das x, so daß

/(£) = !* — 6f + 6.
Entsprechend ist

f(a) —а2 — 5 a -f- 6, 
f(a — b) —(a — bY — 5 (a — 6) —[— 6, 

f(4) = 42 —.5-44-6 = 2,
/■(6) = 02 —5-04-6 = 6.

(Es schadet durchaus nicht, wenn man im Anfang statt „Funktion 
von xu sagt „Ausdruck, der x enthält“.)

Tritt in der nämlichen Aufgabe x auch noch in anderen Aus-
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drücken auf, so wird man für diese neuen Ausdrücke oder Funk
tionen selbstverständlich andere Funktionszeichen wählen, etwa F (ос), 
V (x). V (x), cp (x), It (X) usw., wo dann jedes dieser abkürzenden Zeichen 
F ( ), и ( ), V ( ) usw. einen anderen Aufbau der Funktion andeuten soll.

Beispiel b) Ist etwa gegeben 

u(x) — x3 -(- 2x. V Ix) = x2 — 4x.
so ist

V (t) = t2 — 41,

V (a) = er2 — 4a,

w(£) + ^© = £3 + 2£-H2 — 4| = P+I2 — 2£ usw.

Durch den Ausdruck oder die Funktion von x 

X2 — 5 x -j- 6
sind zwei Variable gekennzeichnet, erstens das Argument oder die 
Unabhängige x, dann die Abhängige oder die Funktion x2 — 5x-|-6> 
wofür man eben kürzer schreibt f(x). Man muß nur festhalten, daß 
im Verlauf der vorliegenden Rechnung f(x) ein Symbol, eine ab
kürzende Bezeichnung statt x2 — 5 x -f- 6 ist.

Für x2—5x-j-6 kann man statt f(x) auch ein anderes Symbol 
wählen, etwa г/, und schreiben

u(t) = t3 -j- 2 t, 

и (a) — a3 -j- 2a,

y = x2 — 5 x -j-- ß,

so daß dann x das Argument, y die Funktion ist. oder in anderer 
Sprechweise, x ist die Unabhängige, y die Abhängige. Es soll aber 
gerade im Anfang diese neue symbolische Schreibweise mit einer 
zweiten Größe y vermieden werden, um das Wesen der Funktion 
möglichst klar hervortreten zu lassen.

Es kann natürlich y auch dann eine Funktion von x sein, wenn 
man zwar weiß, daß y von x abhängig ist, aber nicht weiß, nach 
welchem Gesetz diese Abhängigkeit zum Ausdruck gebracht werden

definieren: Wenn in einem Bereichkann. Ganz allgemein wird man 
von x — a bis x=^b jedem Wert von x ein bestimmter Wert (oder 
mehrere bestimmte Werte) von y zugeordnet ist, nach einem be
kannten oder unbekannten Gesetz, nennt man in diesem Bereich y 
eine Funktion von x. So besteht z. B. zwischen der Temperatur T 
und dem Druck p eines gesättigten Dampfes ein bestimmter Zu
sammenhang, dessen wahres Gesetz man noch nicht kennt: 
sicher der Druck p eine Funktion der Temperatur T. Man spricht

wenn der Zusammenhang

Es ist

von einer analytischen Funktion, 
zwischen variablen Größen analytisch, durch eine Gleichung zum
Ausdruck gebracht werden kann.
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44. Die Funktionen lassen sich von verschiedenen Standpunkten 
aus verschieden einteilen.

Zunächst als Funktionen einer Variablen gegenüber den Funk
tionen von mehreren Variablen. So ist etwa die Kreisfläche einzig 
abhängig vom Radius r, so daß r2n eine Funktion des Argumentes r 
ist. Die Dreiecksfläche ist abhängig von Grundlinie g und Höhe h, 
es ist somit diese Fläche \gh eine Funktion zweier Argumente 
g und h; ebenso ist das Volumen eines Kreiskegels eine Funktion 
zweier Argumente, nämlich in der Darstellung V=$r2nh eine Funk
tion des Grundkreisradius r und der Höhe h.

Eine andere Einteilung ist die in entwickelte oder explizite 
Funktionen im Gegensatz zu den unentwickelten oder impliziten 
Funktionen. Es sei zwischen zwei variablen Größen x und y eine 
Beziehung gegeben, derart, daß man die eine der beiden Größen 
erfahren kann, wenn man die andere kennt. Ein Beispiel soll das 
klar machen: Das Mariottesche Gesetz sagt aus, daß bei konstanter 
Temperatur das Produkt aus dem (variabel gedachten) Druck und 
dem Volumen konstant ist, daß also pv = c, wenn v und p ein Paar 
variabler zusammengehöriger Drücke und Volumina sind. Man nennt 
dann pv — c eine unentwickelte oder implizite Funktion von p oder 
auch von v. Man kann in diesem speziellen Fall auch schreiben 
p — c:v und hätte damit p als explizite oder entwickelte Funktion 
von v dargestellt; oder umgekehrt durch die Schreibweise v — c.p 
die Größe v als Funktion von p entwickelt. Die Funktion v — c.p 
nennt man die Umkehr zur Funktion p — c:v oder die inverse 
Funktion dazu. Mit der Schreibweise pv — c ist sonach ganz un
bestimmt gelassen, welche der beiden Größen v oder p man als Argu
ment, welche man als Funktion zu betrachten hat. Praktisch kommt 
dies darauf hinaus, daß man bei Versuchen über Gase entweder den 
Druck p als willkürlich wählt und daraus v bestimmt, oder um
gekehrt v festsetzen und daraus p bestimmen kann. Sind zwei 
Variable durch eine Gleichung implizit in Zusammenhang gebracht, 
so darf man nicht nach Belieben die eine oder die andere der 
Variablen als unabhängig betrachten. Das wird sofort ersichtlich, 
wenn beispielshalber zwischen dem Weg s, den ein materieller Punkt 
oder ein Körper zurücklegt, und der Zeit t, in der diese Bewegung 
vor sich geht, ein Zusammenhang gegeben ist. Hier ist klar, daß 
man die Zeit t als Unabhängige, als Argument betrachten muß und 
den Weg s als abhängige Variable, als Funktion.

Eine andere Einteilung in stetig veränderliche oder kontinuier
liche Funktionen im Gegensatz zu den sprungweise veränderlichen 
oder diskontinuierlichen Funktionen soll an späterer Stelle noch 
ausführlicher besprochen werden.
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Im Gegensatz zur eindeutigen Funktion, die jedem Wert des 
Argumentes einen und nur einen ganz bestimmten Wert der Funk
tion zuteilt, steht die mehrdeutige Funktion, die im allgemeinen 
für jeden Wert des Argumentes mehrere. Funktionswerte liefert. So

3---------
ist z. B. xl— 5aj-j-6 eine eindeutige Funktion, dagegen \x2—1 
eine mehrdeutige, hier dreideutige, weil sie im allgemeinen für jeden 
Wert X drei Funktionswerte liefert. Die Funktion arcsin x ist so
gar eine unendlich vieldeutige Funktion; jedem Wert von x sind 
im allgemeinen unendlich viele Werte arcsin x zugeordnet (so ist etwa 
arcsin i = Ą n -j- 2 кл, wo к jede beliebige ganze Zahl sein kann).

Wieder eine andere Einteilung, für uns zunächst die wichtigste, 
richtet sich nach dem Aufbau der Funktion aus dem Argument 
bzw. aus den Argumenten bei einer Funktion mit mehreren Variablen. 
Man wird bei dieser Einteilung ausgehen vom einfachsten Aufbau, 
den eine Funktion haben kann, uhd dann allmählich zu verwickel- 
teren und schwierigeren Funktionen fortschreiten.

Eine graphische Darstellung der Funktionen wird im zweiten 
Band die Einleitung zur Differentialrechnung bringen.

Beispiel a) Durch die Gleichung ж4 — у — 0 sind die Variabein 
x und у gegenseitig in Abhängigkeit gesetzt. Jedem x entsprechen 
ganz bestimmte Werte von у, und umgekehrt jedem у ganz be
stimmte Werte x. Für x = 16 etwa hat man у— 164; einem Wert 
y= 16 entspricht ein Wert x=2, aber auch noch —2, sowie 2i 
und —2 i. Zu jedem Wert von x hat man nur einen • einzigen

Wert у, d. h. die Funktion ж4 ist eindeutig. Die Funktion \ у aber 
ist mehrdeutig, hier vierdeutig, weil jedem у vier bestimmte Werte

У у entsprechen. Durch die implizite oder unentwickelte Schreib-von
weise ж4 — у = 0 hat man nur eine gegenseitige Abhängigkeit zwi
schen x und у ausgedrückt, ohn„e besonders anzugeben, welche der 
beiden Variabein die Unabhängige ist. Durch die entwickelte oder 
Explizite Schreibweise у — ж4 hat man ж als Unabhängige und у 
als Funktion charakterisiert und durch die explizite Schreibweise

х = Уу umgekehrt у als Argument und ж als Funktion. Die beiden 
4

Funktionen x —vy und y = ж4 sind naturgemäß invers.
Beispiel b) Für eine Linse mit gegebener Brennweite b gibt 

es zu jeder Gegenstandsweite ж eine ganz bestimmte Bildweite y. 
Der Zusammenhang zwischen diesen Größen ist gegeben durch die

111
Beziehung---- |----Unabhängige wird man hier die Gegen

standsweite x betrachten und dann die Abhängige у in der Form



Niedere .Algebra und Analysis.72

bx
-- darstellen. Man kann aber auch so kalkulieren, daß man 
- о

sich alle möglichen Bildweiten y vorgeschrieben denkt und immer 
*.r nach der notwendigen Gegenstandsweite x fragt. Durch diese Vor

schrift ist dann x als Funktion von y zu betrachten, x

y=—x ■

by
У — Ь'

45. Die einfachste aller Funktionen ist die ganze rationale;
die allgemeinste ganze rationale Funktion m-ten Grades von x ist, 
m als natürliche Zahl vorausgesetzt,

Q(x) = a0 xm 4- ax xm-1 -f a2 xm~2 + 1 s -{- am.

Zur ganzen rationalen Funktion einer oder 
mehrerer Variabler setzen sich (nach dieser For
mel) die Variablen durch eine endliche Anzahl 
von Summen, Differenzen und Produkten zu- 
sam men. (a)

(Die Potenz mit ganzen positiven Exponenten ist natürlich als 
eine endliche Anzahl von Produkten eingeführt.)

Es ist beispielsweise

3m—4 eine spezielle und au-\-b

die allgemeinste ganze rationale Funktion ersten Grades von и 
entsprechend

x2— 6x -f- 5 eine spezielle und ax2 -f- bx -f- c

die allgemeinste ganze rationale Funktion zweiten Grades von x. 
und wieder

x2 — 4 ж г/ —f— 31/2 — 2x-\-\
eine spezielle und

ax2 -\-bxy-\-cy2-\-dx-\-ey-\-f

die allgemeinste ganze rationale Funktion zweiten Grades von x und y. 
Man beachte, daß die Reihe

a0 -f axx + a2x2 -f ... + amx*

keine ganze rationale Funktion von x ist, solange die Zahl der 
Summanden nicht endlich ist.

Entsprechend ihrer Definition ist die ganze rationale Funktion
eindeutig.

Die einfachste aller ganzen Funktionen einer Variablen x ist die 
lineare Funktion in ж, die ganze rationale Funktion ersten Grades in x. 
Ihre allgemeinste Form ist ax-\-b oder a0x -}- ax oder Ax -j- В usw.
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Es sei и linear von x abhängig, also u — ax -f-6; ebenso sei у 
linear von и abhängig, у = а'и -j- b'\ dann kann man schreiben

у — а'(ах -J- Ь) -}- Ъ' = аа!х-\-(а'Ъ -{- b') oder у —Ах-]-В, 
es ist sonach у von х auch linear abhängig.

Ist y linear von и abhängig und и selbst linear ab
hängig von x, dann ist auch у linear von x abhängig.

Man kann den Satz auch in anderer Form schreiben:

Ist и linear von x abhängig und v linear von x ab
hängig, dann ist auch и linear abhängig von v.

Man merke:

(b)

(°)
Denn wenn и — axx —f— und v — a2x -|- b2, dann kann man invers
schreiben x—(u — 6,):ax und x — (v — 62):a2, woraus folgt

«2bi — ®A(u — 6X) : ax — (v — 68) : a2 oder u — — v-\
«2 «2

d. h. и erscheint in der Form и = A v -f- В.
Beispiel: Zwischen den Temperaturgraden des Celsiusthermo

meters und jenen nach Reaumur und Fahrenheit besteht ein linearer 
Zusammenhang. Man stelle diesen auf, wenn man weiß, daß 
0° C = 0° R = 32° F und 100° C = 80° R = 212° F ist.

Bezeichnet t die Anzahl der Temperaturgrade, so ist durch

Ir = »i tc + und tF — a2tc~\-bz
der Zusammenhang der Reaumur- und Fahrenheitzählung mit der 
Celsiuszählung gegeben. Nun weiß man aus den gegebenen Zahlen- 
werten, daß bei 0°C'

0 = a1*0-j-61 und 32 = aa*0-j-6,
und bei 100° C

80 = ax • 100 -j- bx und 212 = a2-100 -|- b2
gilt, man kann somit bx — 0, ^=0,8, &2 = 32, a2=l,8 ermitteln 
und hat damit für jede Temperatur den Zusammenhang

tu = 0,8 tę und tp = 1,8 tę —j— 32.
Nach (c) muß auch zwischen tR und tp eine lineare Beziehung gelten, 
die man aus den vorstehenden Gleichungen zu

tp = ! tR -j- 32

(d)

(e)
ermitteln kann.

Aufgabe a) Welche ganze rationale Funktion dritten Grades in x nimmt 
an den Stellen x — 0, 1, —1, 2 die Werte 1, —6, 12, —69 an?

Lösung: Die gesuchte Funktion bezeichnet man mit y; dann ist 
y = a0 j- axx -f- a2x2 -f- a3 x3.
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Für die vier Unbekannten a0, al, a2, a3 hat man vier Bedingungsgleiclmngen, 
auch Anfangsbedingungen genannt; indem man nämlich für x die an
gegebenen Werte 0,1, — 1, 2 setzt und dann für y die gleichfalls gegebenen 
Werte 1, — 6, 12, — 69 erhalten muß :

1 = Oq >
— 6 — ö() al ~\~ °2 “t" a‘i >

12 == a0 — ax + a2 — «a,
— 69'= a0 -j- 2at -J- 4a2 -f- 8aä.

2, a3 — 10 und damit die gesuchteMan findet a0 1, — 1 o2
Funktion

y =; 1 -j- X -f- 2 X2 - -  10x3 .
Aufgabe b) Welche ganze rationale Funktion vierten Grades in и nimmt 

an den Stellen 0, 1, —1, 2, —2 die Werte 10, 8, 8, 14, 14 an?
Lösung: Die gesuchte Funktion sei

V a0 -f- atu -)- a2u2 a3u3 -f- а±и*,

dann ermittelt man die fünf unbekannten Koeffizienten at aus den fünf ge
gebenen Anfangsbedingungen wie bei der vorausgehenden Aufgabe und findet

V — 10 — 3 u2 —|— w4.

46. Nach der ganzen rationalen Funktion ist die nächstein
fache die beliebige

rationale Funktion, zu der sich die Variablen 
durch eine endliche Anzahl von Summen, Diffe
renzen, Produkten und Quotienten zusammen
setzen. (a)

Nach dieser Definition ist also die rationale Funktion eindeutig. 
Die allgemeinste rationale Funktion von x ist, wenn m und n als 
natürliche Zahlen vorausgesetzt werden.

anxm-\- alxni~l -\- ■ . . -f- &m—i x -f- am 
ь0 xn -f- bt xn~1 -j- . - . bn—i x-\- bn

sonach ein Quotient aus zwei rationalen ganzen Funktionen. Im 
allgemeinsten Fall ist die rationale Funktion also gebrochen; sie 
heißt echt gebrochen, und zwar vom Grad n, wenn m<^n; sie 
heißt unecht gebrochen, wenn m > n; alsdann ist sie m-ten Grades, 
so daß also die höhere Gradzahl der Zähler- oder Nennerfunktion 
den Grad der rationalen Funktion entscheidet. Wird der Nenner 1 
oder gleich einer Konstanten, so spezialisiert sich die rationale Funk
tion zur rationalen ganzen Funktion. Es ist beispielsweise

«o zstai
b0z~\~b1

die allgemeinste unecht gebrochene rationale Funktion ersten Grades 
von z. ebenso

R(x) = (b)

z— 1
eine spezielle und

4 z 4- 3
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2 «oeine spezielle und
Ъ0х-\-Ъ14«4- 3

die allgemeinste echt gebrochene rationale Funktion ersten Grades 
von x\ ebenso ist

a0x -j-X — 1
— eine spezielle undX2 — 4 X 3

die allgemeinste echt gebrochene rationale Funktion zweiten Grades 
von X nsw.

Man beachte, daß der Kettenbruch

Ъ qX“ —j— b^x —J— b^

keine rationale Funktion von x ist, solange die Anzahl der Quotienten 
nicht endlich ist.

Beispiel: Man weiß, daß и eine allgemeine lineare Funktion 
von x ist und daß zu x = 0 auch u = 0 gehört, sowie zu x = oo 
auch w —oo. Man ermittle diese Funktion.

Eine allgemeine lineare Funktion von x hat die Form ;
c x —j- d

bestehen.ax -j- b 
cx-\-d

Die auftretenden Konstanten a, 6, c, d kann man teilweise bestimmen
a-0 -(- b 
c • 0 -\-d

- - = 0, was unter Voraussetzung endlicher Konstanten nur durch 
1 CL • OO -j— Ь

c-oo -\-d

es muß also zwischen и und x die Beziehung и =

durch die oben gegebenen Bedingungen; es gilt 0 oder
b

b — 0 erfüllt wird. Ferner gilt oo = was unbestimmt

~— und erhält1 cwird; zu diesem Zweck formt man um zu
и а к Ь : x

o-.«-±S
a -f- 0

auf die Form и = oder u — qx gebracht, das heißt и und x
(t

müssen direkt proportional sein.

was c — 0 verlangt. Damit ist die gesuchte Funktion

а ./•

Irrational wird die Funktion, wenn zu ihrer Zusammensetzung 
auch noch andere Operationen als Summe. Differenz. Produkt, Quotient 
und Potenz mit konstanten ganzzahligen Exponenten einen Beitrag 
leisten. So ist Ух2 — 1 eine irrationale Funktion, weil zu ihrer 
Bildung eine Potenz mit gebrochenem Exponenten verwendet wird; 
ebenso ist 101 eine irrationale Funktion, weil zu ihrer Bildung ein
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variabler Exponent verwendet wird; es ist eine Reihe mit unendlich 
vielen Summanden eine irrationale Funktion, weil nach Vorschrift 
die Anzahl der zur Bildung der rationalen Funktion Beitrag leisten
den Operationen eine endliche sein muß.

Die irrationalen Funktionen können irrational transzendent 
oder irrational algebraisch sein.

Algebraisch heißt eine Funktion dann, wenn zu ihrer 
Bildung eine endliche Anzahl von Summen, Differenzen, 
Produkten, Quotienten und Potenzen mit rationalen kon
stanten Exponenten sich zusammensetzen. Eine irratio
nale Fuilktion, die nicht irrational algebraisch ist, heißt 
irrational transzendent oder schlechtweg transzendent.

So sind beispielsweise

x2 — V X -|- 3
algebraische Funktionen und zwar irrational algebraische, ebenso ist 
x? -f- yb eine algebraische Funktion von x und y, solange a und b 
rational und konstant sind; sind a und b ganze Zahlen, so ist diese 
Funktion algebraisch rational, sind a und b aber gebrochene Zahlen, 

ist die Funktion irrational algebraisch. Dagegen sind xv;^, x71, xe 
irrational transzendente Funktionen oder schlechtweg transzendente 
Funktionen von x, weil der Exponent keine rationale Zahl ist, 
und 10* oder ax transzendente Funktionen von x, weil der Exponent 
variabel ist.

(o)

u2---- (UV)‘A V2

so

Aufgabe a) mit f) Man suche diejenigen Funktionen f(x), die je die 
nachstehenden Eigenschaften haben.

b) f (x) = f(x~\-h);

d) f ix)~f ( x) ;
f) fix, y) — f(y, x).

a) fix + y) = f{x)-f{y)', 
c) f(x+y) + f(x—y) = 2f(*)f(y)i 

e) fi*y) = fix) + /'(*/);
Lösung: Forderung a) wird erfüllt durch die Exponentialfunktion ax\ es 

ist ax + v — axav. Der Bedingung b) genügen die sogenannten periodischen 
Funktionen, wie etwa sin x. Es ist z. B. sin x = sin (x -j- 2 л); oder 
tg x = tg (x -j- л) usw. Bei der Gleichung c) erinnert man sich an einen tri
gonometrischen Satz ; nach diesem ist cos (x -j- y) -f- cos ( x — y) = 2 cos x ■ cos у ; 
es ist also die Kosinusfunktion cos (x) die verlangte Funktion. Durch die 
Bedingung d) sind alle geraden Funktionen definiert, deren Kennzeichen 
sein muß, daß das Vorzeichen der Unabhängigen belanglos ist, z. B. 
(æ)2 — (—æ)2 oder a0 a^x2 + a^x4, ~ a0 4“ a2 (—x)2 “f"°4 (—x)4 °der cos x 
= cos (— x) usw. Die Eigenschaft e) ist ein wichtiges Kennzeichen der Loga-

a
rithmusfunktion lgx oder log x. Es ist log (xy) = log log y. Die Forde
rung f) schließlich ist ein Kennzeichen der symmetrischen Funktionen. 
Eine Funktion heißt in x und y symmetrisch, wenn man x und y in der Funk
tion vertauschen kann, ohne daß der Wert der I’unktion sich ändert. So sind 
z. B. einfache symmetrische Funktionen in x und y

х + У^У + Х’ axy — ayx usw.xy~yx,



x-j-a-f- 2 \ x -f- а У x -f-6 -]- x -\-b — 2 x,

4 (x -]- a) (x -J- b)
4 x2 ~f— 4 x (a -j- 6)

somit eine rationale Gleichung zweiten Grades.
Wurzeln einer Gleichung nennt man jene Zahlen, die in den 

Gleichungsausdruck eingesetzt diesen zu Null machen, oder in der 
oft auftretenden Sprechweise, die den Gleichungsausdruck d. i. die 
Funktion f(x) verschwinden lassen. Ist also « eine Wurzel der 
Gleichung f(x) = 0, so muß gelten f(a) = 0, d. h. « läßt die Funk
tion f(x) verschwinden.

Hat man ein System von zusammengehörigen Gleichungen

F (*,
G(x,

— (a 4“ bf, 
= (« — bf,

• .) = 0,

47. Die allgemeinste Gleichung für x ist /’(*)«= 0; das 
heißt: setzt man irgendeine Funktion von x gleich Null, so erhält 
man eine Gleichung für x.

Je nachdem man also die Funktionen unterscheidet und ein
teilt, unterscheidet man auch die Gleichungen. Die erste Einteilung 
der Gleichungen ist nach (46c) jene in transzendente und algebra
ische Gleichungen. Eine algebraische Gleichung kann man durch 
geeignete Umformung stets in eine ganze rationale verwandeln. So 
wird beispielsweise aus

Allgemeine Erörterungen über Funktionen und Gleichungen. 77

Vx -|- a -j- \x -f- b= V‘2 x
der Reihe nach

für mehrere Unbekannte x, y, . . ., so nennt man Wurzeln dieser 
Gleichungen jenes System von Zahlen, das in die vorliegenden 
Gleichungen statt der Unbekannten x, y, . . . eingesetzt diesen Glei
chungen genügt, d. h. die Funktionen F (ж, у, . . .), Q(x, у, . . .), 
verschwinden läßt.

Die Gleichungen sind zu unterscheiden als identische Glei
chungen und Bestimmungsgleichungen. Bei ersteren ver
schwindet die Funktion f(x) identisch, d. h. für jeden beliebigen 
Wert von x. So sind z. B. x — x = 0, x-(a-\-b) — ax — bx — 0, 
)/a4 -f 2cix + a2 — (a -f x) — 0 
linke Gleichungsseite verschwindet, welchen Wert auch x haben mag. 
Alle anderen Gleichungen, die nur für bestimmte Werte der Un
bekannten gelten, die also erst nach Einsetzung dieser bestimmten 
Werte statt der Unbekannten zu identischen werden, nennt man Be
stimmungsgleichungen.

identische Gleichungen; dieusw.

о 
ö

42
 css
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Um mehrere Unbekannte x, y, z, . . . zu ermitteln, hat man 
ebensoviele Gleichungen nötig als Unbekannte vorhanden sind. Im 
allgemeinen können alle diese Unbekannten in jeder Gleichung auf- 
treten, so daß also ein Gleichungssystem für die zwei Unbekannten x. y 
von der Form

F(x, y) = Ó,

sein wird, entsprechend das System ftiy die drei Unbekannten x, y. z 
von der Form

G («, v) — 0

Efa У, *) — 0, G(®> y, z) = 0, H(x, y, z) = 0.
Diese einzelnen Gleichungen nun müssen folgenden zwei Bedingungen
genügen. Erstens darf keine der Gleichungen eine Folge der anderen 
mitbestehenden Gleichungen sein, die Gleichungen müssen gegen
seitig voneinander unabhängig sein. So wäre z. B. das Glëi- 
chungssystem

x — 2 y -j- 4 = 0,
Sx — 6y -j- 12 = 0

ungenügend zur Ermittlung der Unbekahnten x und y, da die zweite 
Gleichung 3(x — 2 y 4) = 0 nur eine andere Schreibweise der ersten 
ist. Ebenso wäre das Gleichungssystem

x — 2 y -j- 4 z — 3 = 0,
II 2x-\- y — Sz -j- 1=0,

III 4x— Sy -]-bz—5 = 0

nicht hinreichend zur Ermittlung von x, y, z, da die dritte Gleichung 
nur eine Folge der beiden ersten ist, also nichts Neues aussagt. Es 
ist Gleichung III die Summe aus 2 • I und II.

Die zweite Bedingung, der ein System von Gleichungen genügen 
muß, ist die, daß sie sich nicht widersprechen. So steht z. B. 
die zweite Gleichung des Paares

I

x — Sy — 4 = 0,

X —Sy —5 = 0

im Widerspruch mit der ersten Gleichung. Allerdings gibt das 
System beider Gleichungen noch eine Lösung, nämlich x = oo, y = oo. 
Von solchen Werten als Lösungen wollen wir aber zunächst absehen.

48. Für alle technischen Probleme ist, wie für ein wissenschaft
liches Problem überhaupt, die Grundfrage: Wenn die Wirkung Wx 
einer Ursache Ux auf ein Objekt bekannt ist, und ebenso die Wir
kung W2 einer Ursache U2 für das gleiche Objekt, wie läßt sich die 
Wirkung W der Ursache U aus den Wirkungen und W2 zu
sammensetzen, wenn die Ursache U dieser Wirkung W sich in einer
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bekannten Weise aus den Ursachen Ux und U2 zusammensetzt? Die 
Technik führt zur Lösung dieser Frage eine Reihe von Begriffen ein, 
deren wichtigste die von Resultante und Superposition sind.

Der menschliche Geist ist bestrebt, zwischen Ursache U und 
Wirkung W einerseits und andererseits zwischen der Geeamtwirk".ng W 
und den Einzelwirkungen Wx und W2 den einfachsten Zusammen
hang anzunehmen. Die einfachste aller rechnerischen Überlegungen 
lautet: Wenn die Ursache n-mal so groß wird, dann auch die Wir
kung. Und: Die resultierende Wirkung W ist gleich der Summe 
der Einzelwirkungen Wx und W2. Wir wollen einen solchen Schluß 
einen linearen Schluß nennen und werden später zeigen, daß er 
seine bildliche Darstellung durch eine Gerade oder ein System von 
Geraden findet. Einen solchen linearen Schluß macht die mensch
liche Logik immer beim Abschätzen und damit meist. Fehler, wenn 
für die abgeschätzten Erscheinungen kein einfacher Zusammenhang 
zwischen Ursache und Wirkung vorhanden ist.

Tritt der Forscher an ein neues Problem heran, so wird er 
nicht leicht die Vermutung oder mindestens den Wunsch unter
drücken, daß zwischen den von ihm untersuchten Größen und ihren 
Ursachen der einfachste Zusammenhang, also ein linearer, bestehe. 
Oder um von einem anderen Standpunkt auszugehen: Sicherlich 
haben jene Probleme zuerst eine Behandlung gefunden, bei denen 
ein solch angedeuteter einfacher Zusammenhang zu beobachten war. 
Und solcher sind gar viele. Zunächst alle Aufgaben der Statik des 
materiellen Punktes und des starren Körpers. Von ihnen aus
gehend hat sich die Mechanik entwickelt. Resultante gegebener 
Kräfte, Arbeit einer gegebenen Kraft, Moment einer gegebenen 
Kraft, Besultantensatz, Momentensatz usw. sind Begriffe und Tat
sachen, die sich durch gerade Linien zum Ausdruck bringen lassen. 
Der Einfluß der Stellung einer Last auf wichtige statische Größen 
ist zumeist durch gerade Linien dargestellt; Seilpolygon, Momenten- 
diagramm, Schwerkraftdiagramm usw., das alles sind Begriffe, die 
durch Gerade ihre Darstellung finden. Wenn der Ingenieur von 
einem Problem erst einmal erkannt hat, daß es linear ist, dann ist 
dieses Problem für ihn bereits gelöst, gelöst durch die Sätze über 
Gerade und lineare Gleichungen. Die überwiegende Anzahl der Auf
gaben der Statik, natürlich nicht nur der theoretischen, ist ersten 
Grades, ein Grund mit für die frühzeitige und heute nahezu voll
endet dastehende Entwicklung der allgemeinen Baustatik.

Die Aufgaben der praktischen Statik werden sofort kompli
zierter, sobald sie das Gebiet der statischen Bestimmtheit verlassen. 
Nahezu alle nichtlinearen Aufgaben der Ingenieurstatik gehören der 
Festigkeitslehre an, sind als solche meist Aufgaben zweiten Grades
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und lassen sich, wie das später die analytische Geometrie zeigen 
wird, vermittels der Theorie der Kegelschnitte lösen. Und wo die 
Aufgaben über den zweiten Grad hinausgehen, da kennt der Ingenieur 
ein einfaches Hilfsmittel: Da jede Aufgabe durch eine Kurve oder, 
wie man auch sagen kann, durch ein Diagramm ihre Darstellung 
finden kann, so ersetzt er diese Darstellungskurve innerhalb des 
betrachteten Gebietes durch eine sich an diese Kurve anschmiegende 
neue Kurve einfacherer Art, in erster Annäherung durch die be
rührende Gerade, in zweiter Annäherung durch einen berührenden 
Kegelschnitt. Gleichungen ersten und zweiten Grades, oder geome
trisch gesprochen: gerade Linien und Kegelschnitte, kommen des
wegen für den Ingenieur besonders in Betracht.

Der theoretisch arbeitende Ingenieur ist sehr oft gezwungen, 
die an ihn herantretenden Probleme auf dem Reißbrett d. h. graphisch 
zu behandeln. Er kann sich selten auf langwierige rechnerische 
Untersuchungen einlassen, da der Umstände, die das von ihm unter
suchte Problem beeinflussen, oft gar viele sind. Er darf oft froh 
sein, wenn er den Einfluß einer wichtigen Größe nur qualitativ er
faßt hat. Näherungsrechnung und Abschätzung auf Grund bekannter 
ähnlicher Erscheinungen lassen ihn dann seine Rechnung mit mehr 
oder minder großer Annäherung zu Ende führen. diesen ein
facheren Erscheinungen, auf die verwickeltere zurückzuführen ge
sucht werden, zählen alle diejenigen, die durch Gerade und Kegel
schnitte ihre Lösung finden. Man sieht, auf Probleme ersten und 
zweiten Grades w erden die schwierigeren Probleme meist zurückgeleitet.

Für den Ingenieur sind daher besonders w ichtig die Sätze über 
lineare Aufgaben und Aufgaben zweiten Grades (oder w ie man nicht 
ganz richtig sagt, quadratische Aufgaben). In der Geometrie finden 
beide durch Gerade und Kegelschnitte ihre Darstellung.

Zu diesen Aufgaben zweiten Grades liefert die Mechanik der 
elastischen Körper die meisten Beiträge. Charakteristischerweise 
führen alle Aufgaben, die mit den Begriffen der Formänderung und 
der Formänderungsarbeit rechnen oder ganz allgemein mit dem 
Arbeitsbegriff, auf Gleichungen zweiten Grades. Geometrisch finden 
diese Probleme durch Gebilde zweiter Ordnung, Ellipse und Ellip
soid, ihre Darstellung. Die Parabel, die die spezielle quadratische 
Aufgabe repräsentiert, kommt ganz besonders als Annäherungskurve 
in Betracht: Konstruktive Linien lassen sich am genauesten durch 
Parabelbögen ersetzen, schwach durchhängende Seile und Ketten 
haben in erster Annäherung Parabclform, die Diagramme der Bau
statik sind vielfach Parabelbögen, hydrostatische und praktisch hydro
dynamische Verhältnisse lassen sich vielfach durch Parabelbögen ver
anschaulichen uswr.
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Das Gebiet der Dynamik setzt sofort mit dem Vertrautsein 
aller Aufgaben zweiten Grades ein. Schon eine der einfachsten Be
wegungsarten, die gleichförmig beschleunigte, läßt sich erst durch 
die Parabel graphisch zum Ausdruck bringen. Eine weitere ein
fache Bewegungsart, die harmonische Schwingung, wird am ein
fachsten mit den Gesetzen der Ellipse dargestellt. Die Interferenz
erscheinungen finden am Kreis eine anschauliche Wiedergabe. Die 
Beschreibung der Bewegung eines starren Körpers um einen festen 
Punkt, diese für den Ingenieur in den Spezialfällen so wichtige Be
wegung, kann mit Zuhilfenahme des Trägheitsellipsoides überaus an 
Einfachheit gewinnen. Es sei weiter erinnert an die Gesetze der 
Relativbewegung eines Punktes auf einem beliebig bewegten Körper, 
die durch Gesetze zweiter Ordnung entwickelt werden, im Gegensatz 
zu dem Fall der Relativbewegung auf einem Körper mit nur Trans
lationsbewegung, ein Fall, der durch lineare Gesetze dargestellt 
werden kann.

In der technischen Wärmetheorie gelangt andererseits die 
Hyperbel zu großer Bedeutung, die wärmetheoretischen Kurven sind 
meist verallgemeinerte Hyperbeln.

Mit diesem vorausgehenden Überblick soll dem Studierenden 
die fundamentale Wichtigkeit der Aufgaben ersten und zweiten 
Grades dargelegt werden. Ihren mathematischen Ausdruck finden 
solche Aufgaben in der Analysis durch die linearen und quadra
tischen Gleichungen, in der Geometrie durch Gerade und Kegelschnitt.

Von nichtlinearen Aufgaben kommen zu besonderer Geltung noch 
jene, deren analytische Formulierung auf transzendente Gleichungen 
führt. An späterer Stelle wird gezeigt werden, wie die Praxis in 
solchen Fällen meist mit Erfolg angenähert oder genau auf lineare 
und quadratische Aufgaben reduziert.

49. Bezeichnet man die Größen a bzw. 6, c, . . . als Größen 
erster Dimension (Längen, Strecken), dann werden die Größen ab, 
a2 oder 62, bc, ... als solche zweiter Dimension, entsprechend a3, 
b3, c3 oder a2b, abc, ... als solche dritter Dimension, a4, 64, a3b, 
abc-, ... als solche von der Dimension 4 usf. zu bezeichnen sein. 
Natürlich kann man auch Größen negativer oder gebrochenzahliger 
Dimension aufstellen; so wäre l:a& von der Dimension — 2, ebenso 
a.bc2, a2:b2c2 usw. Л/а hat die Dimension §, Yabc die Dimen
sion ! usf.

Eine Summe heißt nun homogen in a, b, c, wenn jeder Sum
mand bezüglich dieser Größen a, b, c von der nämlichen Dimension 
ist; so sind z. B. die Ausdrücke

3a2 -}- 46c — c2, abc — ab2 — ac2 -1- 46c2«3 —J— 63 _{— c3,
Egerer, Ingenieur-Mathematik. I. 6
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homogen in а, b, c; andererseits ist der Ausdruck abc3b2 2bc-\-c2 
in a, b, c nicht homogen, wohl aber bezüglich b und c allein. Der 
Ausdruck 4ax -f- 3by -j- 2cz ist sowohl in a, b. c als auch in ж, y, z 
homogen. Über Homogenität siehe später noch einige Regeln.

Eine Gleichung heißt homogen, wenn ihre Summanden be
züglich der Unbekannten gleicher Dimension sind, z. B.

X—2y -\-z — 0, X2 — 2xy-\- 4y2 — 0, X3 — 4 z3 -|~ xyz = 0.

Eine Gleichung heißt linear, wenn ihre Summanden bezüg
lich der Unbekannten höchstens von der ersten Dimension sind, z. B.

0, ax -f- by -\- c = 0, Ax -J~ By -j- Gz -j- D — 0.X — 4 y -j- z — 3 
Die Gleichungen

xy -\- y z — X -f- 3 = 0

enthalten zwar alle die Unbekannten vom ersten Grad, sind aber 
nicht linear, da die Summanden xy und yz bezüglich der Unbekannten 
von der zweiten Dimension sind.

In homogenen linearen Gleichungen sind alle Summanden 
bezüglich der Unbekannten von der ersten Dimension, demnach 
sind die Gleichungen

ax X -f- bx у = 0, axx -j- bx у -f- cxz — 0, 3x—4y-\-bz—2u — 0

alle linear homogen.
Homogene Gleichungen werden in äquivalente unhomogene um

gewandelt, wenn man mit einer der Unbekannten dividiert und für 
die auftretenden Verhältnisse der Unbekannten neue Bezeichnungen 
einführt. So wird beispielshalber aus

aiæ + ôi2/ + ciz = 0>
wenn man mit z dividiert und x:z = £, y.z — rj setzt,

"hci = 0-

xy -4x — 3 — 0,

Umgekehrt kann man unhomogene Gleichungen in homogene 
verwandeln, wenn man Verhältnisse statt der Unbekannten einführt; 
so geht etwa

3x — 4y-\- 5z —2 = 0
durch die Substitution 

X = £ : со z = £ : соy — rj.O),

3£— 4r] -4- b'Ç — 2eo = 0.
Hat man somit einen Satz für homogene Gleichungen bewiesen, 

so folgt von selbst der Satz für unhomogene Gleichungen, wenn man 
neue Unbekannte statt der Unbekannten-Verhältnisse einführt, und 
umgekehrt.

über in
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Man beachte für die nachfolgenden Überlegungen den Satz, daß 
man aus homogenen Gleichungen nicht die Unbekannten selbst, son
dern nur ihre Verhältnisse ermitteln kann. Aus der Gleichung

4 z— 3y — 0
kann man ermitteln

x: y — 3:4.
Die Meinung, daß durch Hinzufügen einer zweiten homogenen 
Gleichung für x und y diese Unbekannten selbst ermittelt werden 
könnten, ist falsch; schreibt man nämlich etwa noch hinzu

*+ 2У = °,
so erhält man daraus

x:y — — 2:1,
also einen Widerspruch, d. h. die beiden Gleichungen

x —j— 2?/ = 0
vertragen sich gegenseitig nicht. Wir wollen natürlich absehen von 
der Möglichkeit, daß man alle homogen auftretenden Unbekannten 
gleich Null setzt und damit den vorgegebenen Gleichungen f genügt. 
Im allgemeinen widersprechen sich somit die zwei homogenen 
Gleichungen mit zwei Unbekannten,

alx-{-b1y = 0,

Das wird leicht verständlich, wenn man die homogenen Gleichungen 
nach der vorher angegebenen Methode in unhomogene verwandelt, 
wonach das vorliegende Paar in

X I h ft. — —— 0.
у

x I ь «2 - + &2

übergeht. Diese Betrachtungen zeigen, daß n homogene Gleichungen 
mit n bzw. n-{- 1 Unbekannten übergehen in das äquivalente System 
von n unhomogenen Gleichungen mit n— 1 bzw. n Unbekannten. Was 
im zweiten umgewandelten System die Unbekannten sind, waren im 
ersten System die Verhältnisse der Unbekannten, wonach also der 
oben erwähnte Satz leicht einzusehen ist. Man merke daher:

Aus n homogenen Gleichungen kann man nur 
die n Verhältnisse der w-f-l Unbekannten ermitteln. (a)
50. An das System der beiden Gleichungen 

a^x -f- Ьху = 0 

«2* + Ъ2у = 0

4x — 3 у = 0,

vb b2 y=°-

= 0
«x £ -f- &x = 0 

a2 £ b2 ~ 0
oder

= 0

6*



anknüpfend sei wiederholt, daß diese beiden Gleichungen im all
gemeinen sich widersprechen, oder in anderer Ausdrucksweise „sich 
nicht vertragen“ oder „nicht gleichzeitig bestehen“, wie etwa das 
Gleichungspaar der vorigen Nummer; sie widersprechen sich aber 
nicht für speziell gewählte Werte at, bx, a2, b2, wenn nämlich x:y 
aus der ersten Gleichung den gleichen Wert wie aus der zweiten 
erhält, wenn also

by . ety b2 • d2 oder axb2 —a2bx = 0

öden in anderer Form
!

wenn also die Determinante des Gleichungssystems verschwindet 
d. h. zu Null wird. Dieser Satz ist der Speziallfall eines allgemeineren, 
der in den folgenden Zeilen zur Entwicklung gelangt und lautet:

2 I

Damit n lineare homogene Gleichungen mit 
n Unbekannten zusammen bestehen können (sich 
vertragen), muß die Determinante des Gleiehungs- 
systems verschwinden.

Oder wenn man mit einer der Unbekannten dividiert und zu 
unhomogenen Gleichungen übergeht:

Damit n lineare unhomogene Gleichungen 
mit n—1 Unbekannten zusammen bestehen kön
nen (sich vertragen), muß die Determinante des 
Gleichungssystems verschwinden.

Dieser Satz, der also für den Fall n — 2 eben entwickelt wurde, 
gestattet sofort die Lösung von linearen Gleichungen mit Hilfe von 
Determinanten. Letztere bilden ein recht einfaches Mittel zur Lö
sung von linearen (und wie später gezeigt werden soll, auch von 
nichtlinearen) Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Zu be
merken ist aber hier noch, daß in elementaren Fällen, besonders 
bei Zahlengleichungen, die Methode der Substitution oder Kompa
ration oder am besten die Additionsmethode meist einfacher zum 
Ziele führt. Um mit der Lösung von zwei unhomogenen Gleichungen 
mit zwei Unbekannten zu beginnen,

a,y X -|- by y -j- Cj — 0
«2*~T& 22/ + C2 = 0-

Angenommen, y sei ermittelt und somit x als die einzige Un
bekannte zu betrachten, dann muß nach dem Satz (b)

I «i &i2/ + ci
Ky -T c2

(a)

0»)

= 0
«2
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sein. Führt man die schon in Nr. 37 angegebene Schreibweise ein, 
daß man nämlich symbolisch setzt

(ab) —aib2 — a2b

so wird aus der letzten Gleichung
(bc) = b1c2 — b2c1, ■ (ca) = cxa2 — c2a1,i ’

y~ — (ac) : (ab) — (ca) : (ab).

Umgekehrt hätte man auch у als unbekannt annehmen können 
und gefunden

x = (bc) : (ab).

Beide Lösungen kann man zusammenfassen in die Formel 
X : у : 1 = (bc) : (ca) : (ab)

ci ct «1

C2 6(2
(0)oder 5! 2 C2

wie das ja aus Nr. 37 bereits bekannt ist. 
Wenn man das Schema

ал bx Cj 
«2 b2 c2

genannt Matrix, durch Hinzufügen einer dritten fingierten Zeile zu 
einer Determinante dritten Grades

Lineare Gleichungen. Gleichung zweiten Grades. 85

oder nach (42 a) und (41b)

ax bx Cj 

Ь2 ^2

ergänzt (die fingierte Zeile ist durch Punkte angedeutet), so sind 
die Determinanten der Formel (c) die Unterdeterminanten der auf
einanderfolgenden Elemente der fingierten Zeile (die Werte dieser 
Elemente sind ja nach Nr. 39 belanglos). Wenn man nun festsetzt, 
daß diese Matrix als Abkürzung für das Verhältnis der aufeinander
folgenden Unterdeterminanten der fingierten Zeile gesetzt wird,

ai bx
«o b2

__ bi ci
b2 c2

ax bx cx 

a2 b2 C2
so läßt sich die Lösung der Gleichungen

ai ci
a2 c2 • “h

a, bx cx 

^2 Ь2 ^2

«1 * + Ъх у + = 0
«2 Ж + b2 У + C2 == 0

also abgekürzt statt (c) schreiben.

» (d)x:y:\ =in der Form

O
* er-
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x: y:z =

oder un ab gekürzt
— 2 3 1 —2

X y ’,Z = (—j~) 21 — 1 1

= —1:7:5.

Hat man drei homogene Gleichungen mit drei Unbekannten 

«i*-b Ь12/Н-с1г = 0 

«я*4-Ь2У 4“ c22 = 0

«»*4-&8У 4-Ca* = c»
но geben die ersten beiden Gleichungen die bereits bekannte Lösung

• «a *>2!
\ .x: y:z =
К

Beispiel a) Nach dieser Formel ergeben sich aus den Glei
chungen

3 a; — 41/ —[— 2 = 0 

die Verhältnisse der Unbekannten
xĄ- у — 3 = 0

3—4 2 ! — 4 2 3 2
= (+) —з Hlx\y:l =

1 —3 i
= 10:11:7 und damit diese selbst a:=10:7, y=ll:7.

1 — 31

Von dem durch (d) aufgelösten unhomogenen Gleichungspaar geht 
man in der vorher besprochenen Weise zu den homogenen Glei
chungen

atx bxy.-\- cxz = 0 

a2x-{-b2y -\~c2z = 0

über, deren Lösung somit durch

! at Ъг сл 

«2 ^2
(e)x:y : 2 =

oder nicht abgekürzt durch
h ci|ci «ix\y\z— -f| : 4~ (f)

c2 C2 a2 * 2

gegeben ist.
Beispiel b) Nach diesen Formeln ergeben sich aus den Glei

chungen
2 a? —{— 2/— 2=0 

die Verhältnisse der Unbekannten in der Form

x— 2y -f- 32 = 0
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31

:(-) , :(+)

3 —4
:(+) 1 1

c,

1—2 3
2 1—1

^ 
О
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 О-*-l 

Cl



Cl «!
c2 a2

Sollen nun die obigen drei Gleichungen zusammen bestehen (sich 
vertragen), so müssen die eben gefundenen Werte der letzten Glei
chung genügen, es muß also gelten

X — Q

Qa3
«2

ai bi
a2 К
«3 b3

oder in der schon in Nr. 37 angegebenen abkürzenden Schreibweise
(abc) — 0,

womit dann der Satz (a) auch für n — 3 erwiesen ist. Wenn man 
wieder den bekannten Übergang zu den unhomogenen Gleichungen 
vornimmt, so ist genau so Satz (b) für n — 3 bewiesen, d. li. die 
Verträglichkeit der drei Gleichungen

aix + bi У + ci = o

V H" M + C2 = 0
агх~\~\У + c3 = 0

mit zwei Unbekannten erfordert das Verschwinden der Determinante 
dieses Gleichungssystems, somit

(g)oder = 0,

(abc) = 0. (h)

ci
C2

C3

Lineare Gleichungen. Gleichung zweiten Grades. 87

oder mit Einführung eines Proportionalitätsfaktors nach (13 b)
«i

Z=Q
«2

Um für ein System von drei Gleichungen, 
unhomogen mit 3 Unbekannten homogen mit 4 Unbekannten

аг X —j— 6j у —|— Ci z —f- dx и — 0«x* + b1 у + Cxz -f dl = 0 
a2x-\-b2y c2z-\-d2 = 0 bzw. a2x -f- b2y -}- c2z -f- d2u — 0

азх + Ьз У + сз2 + d3u = 0,

1 + £6з C1 «1 

c2 a2
+ @C3

C2

noch kurz die Lösung anzugeben: man wird verfahren wie ein
gangs dieser Nummer, indem man eine der Unbekannten bzw. bei 
den homogenen Gleichungen das Verhältnis von zwei der Unbe
kannten als bereits ermittelt betrachtet und den Satz (a) bzw. (b) 
vom Verschwinden der Determinante anwendet, es muß also

X ^1c
a2 b2 c
«s b

«i'i
+ a2 d2 = 022

^3 I«33 3 3

oder= 0

bi cx 
b2 C2

У = 9

r-C> 
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3— 4 б1 1

! _ 4 : — 3 -1—4 :(+)
1 —17 2 3—172

:(+)3
5

2 3 1

3 —1 1

5 3 —4

3 1—17
4= (-) 1

13 —4

— 1 0 —13 110 4
3—1 1

14 0—1
3 1 4

17 0 —15
= 73:236:285:67.

ахх bxy cxz — 0 

V ; b2y Ą- c2z = 0 

nach Angabe als Lösung x: у : z — 0:0:0; woher kommt das?

Beispiel d) Das Gleichungssystem j hat

11 0—23
:(-) 3-1— 4:(+)

14 0—11

bzw. x: у :z:u —

0

1

als Lösung der obigen Gleichungen erscheint, wenn wieder das auf der 
rechten Gleichungsseite stehende Schema als Abkürzung für das Ver
hältnis der Unterdeterminanten der aufeinanderfolgenden Elemente 
der fingierten vierten Zeile gewählt wird.

Diese Entwicklungen werden in der gleichen Weise fortgesetzt
für Gleichungen mit n Unbekannten. Da aber in den vorausgehen
den Zeilen in der Hauptsache nur Determinanten bis zum dritten 
Grad besprochen wurden, wird auch hier mit den Gleichungen mit 
drei Unbekannten abgebrochen und an späterer Stelle deren Be
handlung wieder aufgenommen.

2 x -f- 3 у -|- z — 17 = 0 
Beispiel c) Das Gleichungssystem 3x— у -j- z— 4 = 0

5 x -j- 3 у — 4 z -f- 1=0
hat als Lösung

2 3 1 — 17
3—1 1
5 3 —4

4x:y :z: 1 =
1

(ix : y : z : 1 =
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oder in der- abkürzenden Schreibweise

z-(abc) -f- (abd) — 0

Genau so findet man x und у bzw. bei den homogenen Gleisein.
chungen die Verhältnisse der Unbekannten, so daß

x:y:z: 1 = — (bed) : -{- (aed) : — (abd) : -4- (abc)

oder in der neuen Schreibweise mit Einführung der Matrix wie 
unter (d)

0—1 —II
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1 C1 
2 C2

Nach dieser Lösung müssen alle aus der Matrix 

baren Determinanten zweiten Grades Null sein. 

c2 b2 t/j 0,

bild-

a1b2— а2Ьг — 0сга2 — с2а i = °,
oder

• ^2 ' ^2 . Cj ,

d. h. die vorliegenden zwei Gleichungen sind nicht voneinander un
abhängig, es ist die eine aus der andern durch Multiplikation mit 
einem konstanten Faktor hervorgegangen.

Aufgabe a) Man löse das Gleichungssystem

Зж — y -\-z — 4 = 0,

Lösung: Man wird in diesem speziellen Fall die Lösung am einfachsten 
mit elementaren Mitteln erzielen, indem man sich etwa zunächst zwei Gleichungen 
verschafft, die z nicht enthalten. Man erhält als Lösung

2 ж -}- 3 у — z — 3 = 0, Ъх — 3у — 2z -f- 7 == 0.

37 72 149
X ~ 47’

Löst man nach (i), so erhält man

У 47 ’ z 47 '

2 3—1
x\y\z\ \ — 3 — 1 1

5 —3 —2

37 : 72: 149 : 47
wie oben.

Aufgabe Ы Ist folgendes Gleichungssystem verträglich?

'«1*4- Gy + K -M6i)z= о
■ a2 X “H ^2 У ~f~ (°2 Я Ь2) z —
.ОзЯг + ЬаУ + ^з + ЯЬ3)г = .

Man löse das System.
Lösung: Das Gleichungssystem ist nach (a) verträglich, wenn zwischen 

den Gleichungskoeffizienten der Zusammenhang

= 0

besteht. Dieser Zusammenhang besteht in der Tat; man hat nur die Deter
minante in zwei Summanden zu zerlegen.

Die Lösung des Systèmes wird nach (e), wenn man die letzte Gleichung
wegläßt,

Lineare Gleichungen. Gleichung zweiten Grades. 89

«i
ft 2 ^2 ®2 —Я Ь2
a3 &3 «3 Я 63

2 — 1 —3—1—3
— 1 1—4 : 4- 3 1 — 4 : — 3 — 1 — 4 :-f- 3 — 1 1

5—3 7

— 1

5—3—2— 3 — 2 7 5—2 7

to
 M

CO 
-rpĈ
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i ßj а! "j“ А
' а2 ^2 а2 H- ^ ^2

ох -f- Л Ьх j

^2 а2 ~Ь ^ ^2 1 
Ь1 «1 

62 ®2

X : у : г = |

I ßj^

= + : +
«2

! ai
i ®2 ^2

51. Zur Ermittlung einer Unbekannten ж hat man nur eine 
einzige Gleichung notwendig, zur Ermittlung von n Unbekannten 
n Gleichungen, die aber im allgemeinen Fall als umhomogen voraus
gesetzt werden. Hat man für eine einzige Unbekannte mehr als 
eine Gleichung, so werden sich dieselben im allgemeinen wider
sprechen; jedenfalls dürfen die Koeffizienten der zweiten Gleichung 
nicht beliebig werden, wenn beide sich nicht widersprechen, oder 
wie man auch sagt, wenn beide verträglich sein sollen. Es muß also 
zwischen den Koeffizietiten beider Gleichungen ein bestimmter Zusam
menhang existieren, damit sie verträglich sind. Um etwa die beiden 
zusammengehörigen Gleichungen

= + : + = — 1 : — А: 1.

ax2 -|- bx -f- c = 0. 
dx-f- e = 0

zu betrachten: wenn man aus der zweiten Gleichung x ermittelt, so 
muß es in die erste substituiert dieser genügei), es muß somit

•t-JM-S) -fc = 0
oder

ae2 — bed -f- cd2 = 0,
d. h. es muß ein Ausdruck, der die Koeffizienten beider Gleichungen 
enthält, für den Fall der Verträglichkeit Null werden. Diesen Aus
druck — in der Sprechweise der höheren Mathematik: Funktion der

nennt man die Resultante beiderGleichungskoeffizienten 
Gleichungen. Man definiert also:

Resultante von zwei Gleichungen ist diejenige 
Funktion der Koeffizienten beider Gleichungen 
(d. li. derjenige aus den Koeffizienten beider Gleichungen 
gebildete Ausdruck), deren Verschwinden die Ver
träglichkeit beider Gleichungen angibt-

Es ist sonach
(a)

ас2 — bed cd2
die Resultante des Systems

ax2 -}- bx -f- c — 0, 
dx -J- e = 0.

Oi
o2
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Um einen Fehler vermeiden zu lassen: die Resultante R von 
gegebenen Gleichungen muß natürlich nicht Null sein; in diesem Fall 
sind die gegebenen Gleichungen eben nicht verträglich. Wenn aber 
R = 0, dann müssen die gegebenen Gleichungen zusammen bestehen.

Um die Resultante zweier Gleichungen zu ermitteln, kann man 
wie oben aus der einen Gleichung die Unbekannte ausrechijen und in 
die andere einsetzen. Danach würde sich die elementare Rechnungs
regel ergeben:

Die Resultante zweier Gleichungen ist das 
Eliminationsresultat der Unbekannten aus den 
gegebenen Gleichungen.

Man kann die Resultante auch in den schwierigeren Fällen 
durch Zurückführung auf ein System von linearen Gleichungen ele
mentar ermitteln, wie an dem folgenden Beispiel zunächst gezeigt 
werden soll: Gesucht1 ist zu

(b)

ax'- -f- bx c = 0, 
ax2 -j- ßx -j- y — 0

die Resultante. Man könnte aus der ersten Gleichung x berech
nen und in die zweite substituieren. Statt dessen bildet man aus 
dem gegebenen Gleichungssystem durch geeignete Umformung zwei 
neue lineare Gleichungen (man wird durch Multiplizieren und Subtra
hieren einmal die quadratischen Glieder, das andere Mal die abso
luten Glieder entfernen),

yax2 -j- ybx — cax2 — cßx = 0 

abx -j- ac —aßx — ay —0 

x (ya — ca) -j- (yb — cß) = 0 

x(ab — aß) -j- (ac — ay) — 0,

oder

deren Resultante
(c)Ił = — (ya — с«)2 — (ab — aß) (yb — cß) 

oder ein Vielfaches davon ist.
Aufgabe a) Gesucht ist die Resultante der beiden Gleichungen 

x3 -j- px q = 0 
3a:2-(-p =0.

— l/—f ' und
Lösung: Aus der letzten Gleichung ermittelt man x

setzt es in die erste Gleichung ein: dann muß, wenn die Gleichungen verträg
lich sein sollen,

У:!(-Ы + ?= о»
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oder wenn man vereinfacht,
4 p3 — 21 q2 — 0

sein. Es ist also
4 p3 — 27 q2 &(4p3 _27 q2)

die Resultante der beiden Gleichungen, wo g jeder von Null und Unendlich 
verschiedene Zahlenwert sein darf.

Aufgabe b) Man ermittle die Resultante der beiden Gleichungen 

x3-\-px-\-q = 0 
ax2 -)- bx -\- c — 0.

oder

Lösung: Man verschafft sich durch geeignete Umformung der beiden 
Gleichungen ein System von zwei neuen äquivalenten Gleichungen, das dem 
gegebenen System äquivalent ist. Zu diesem Zweck multipliziert man die erste 
Gleichung mit a, die zweite mit x und subtrahiert, dann ist die Resultante 
des neuen Systems

bx2 -)- x (c — ap) — aq — 0 
ax2-\- bx —}— c = 0

auch diejenige des gegebenen Systems. Die Resultante des neuen Systems ist 
aber nach (c)

R —— (bc -f- a2q)2 — (oc — a2p — b2) (c2 — acp -J- abq) 
oder ein beliebiges Vielfaches davon.

52. Es sei der in einem späteren Teil erscheinenden Gleichungs
theorie die Lösung der Gleichung zweiten Grades vorweg
genommen. Einerseits ist die Lösung einer Gleichung zweiten Grades 
Gegenstand des mathematischen Stoffes der Mittelschulen, so daß 
die folgenden Zeilen meist Bekanntes bringen, andrerseits ist die 
Kenntnis verschiedener Sätze, die auf die Gleichung zweiten Grades 
Bezug haben, recht bald unentbehrlich, so daß nur schwer an ein 
Umgehen dieser Sätze zu denken ist.

Die allgemeinste ganze rationale Funktion zweiten Grades in x ist

ax2 Ą-bx-\- c.

Dieser Ausdruck gleich Null gesetzt ist die allgemeinste Gleichung 
zweiten Grades in x. In Zukunft sind die Koeffizienten a, Ъ, с 
immer als reell vorausgesetzt, dann heißt die Gleichung reell. Des1- 
wegen müssen aber nicht ihre Wurzeln reell sein.

Es wird sich später (besonders bei den Integralen) sehr oft als 
nötig erweisen, einen Ausdruck ax2 -}- bx -j- c so umzugestalten, daß 
er in der Form (Ax Ą- Bf C erscheint. Das kann man entweder 
derart machen, daß man die zwreite Form ausführt und schreibt

A2x2 -f- 2 A Bx -j- B2 [-0 identisch mit ax2 -}- bx -j- c,

also erhält
А 2 — а. B2 -f-C — c.2 A B — b



woraus sich А, В, C ermitteln lassen. Oder daß man die sogenannte 
quadratischeErgänzung an wendet. Bei letzterer überlegt man, daß

(x -|- b'f = X2 —[— 2bx —(— b2

ist, daß also zum Ausdruck #2-j-2 bx noch b2 zu ergänzen ist, da
mit dieser Ausdruck in ein reines Quadrat übergeht. So ist beispiels
weise zu x2-\-2x noch 1 zu ergänzen, damit man

x2 -|r- 2x -j- 1 = (x -{- 1 )2,

also ein reines. Quadrat erhält; entsprechend zu x2-\-4x noch 4, zu 
x2 — 6# noch 9 usw.

Um demnach einen Ausdruck ax2 -}- bx -(- c auf die Form 
(Ax -\~ В)2 C zu bringen, vervollständige man die ersten beiden 
Summanden ax2 -f- bx durch die quadratische Ergänzung zu einem 
reinen Quadrat von der Form (Ax-\- B)2, Man wird z. B. schreiben

x2 —)— 2 x —|— 4 = x2 —(— 2 x “|— 1 — 1 -j- 4 
— l)2 -j- 3.

Weitere Beispiele: Die nachfolgenden Ausdrücke werden auf 
die Form (Ax -j- B)2 -|- C gebracht.

a;a —)— 4 a; —3 = a:2 --1— 4 a: —(— 4 — 4 -j- 3
x2 — & x -\- Ai) — x2 — 6 a? —J— 9 — 9-f-10

4л:2— 4л;— 3 = 4л:2 — 4л; 4~ 1 — 1 — 3 = (2л: — I)2 — 4;
л*2 —)- 6л: —|— h — x2 -|- Ьх ~\~ \ Ь2 — Ъ2 -|- с = (л: -|- \Ъ)2 — \ b2 -f- с.

Aufgabe a) mit е) Man verwandle die nachfolgenden quadratischen Aus
drücke durch die „quadratische Ergänzung“ in Binome von der Form a2 + b2 
oder а • а2 + b2, wo а in ж linear und b konstant ist.

a) x2 — 4 x -)- 5 ; b) x‘2 — 6 x — 9 ; c) x2 -j- 9 x — 4 ;
d) 2x2 — 4a; —9; ,e) 3** —7* + l.

Lösung: Man bildet die einzelnen Ausdrücke so um, wie nachstehend 
angedeutet.

a) x2 — 4x -f 4 -f 1 = (x — 2)2 + 1
b) x2 — 6x + 9 — 18 = (x — 3)2 — 18 = (x — 3)2 — (у/18)2

c) x2 -f 9 x -f 4,52 — 4 — 4,52
d) 2(x2 — 2z) -f 9

= (x f 2)2 — 1 ; 

— (% — 3)8 -f- 1 ;

= (* + 4,5)2 -(4 + 4,52) 
= 2(x* —2x-f l)-f-9 — 2 
= 2(x— 1)*-f 7
=3[*2- х+Ш]-.3'Q +1e) — — xj -f- 1

-[«-I-]2-37
12 •
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— b -f- Уба— 4ас
хг = ?* =5

2 а
zwischen denen folgende unmittelbar einzusehende Beziehungen be
stehen: »

c
+ *2 = ~

oder umgeformt:
— b — axL -|- ax2.

Diese beiden Beziehungen gestatten in vielen Fällen eine Lösung 
der quadratischen Gleichung ohne Benützung der Formel; man hat 
diese Beziehungen (b) nur in die Vorschrift zu kleiden:

ac zerlegt man in zwei Faktoren, deren Summe 
— b ist; die beiden gefundenen Faktoren sind die 
а-fachen Wurzeln.

(b)ас — axl-ax2,

Beispiel a) Gesucht sind die Wurzeln der Gleichung 

4a:2 — 8a: -f 3 = 0.

Hier ist а—-4, b = — 8, c=3; ac — 12 zerlegt man in zwei Fak
toren, deren Summe —b == —j— 8 ist; die beiden Faktoren 6 und 2, 
die dieser Forderung genügen, sind die 4-fachen Wurzeln, also ist

*i = f = !>
Beispiel b) Gesucht sind die Wurzeln der Gleichung 

4 a;2 — 4a; — 3=0.

*2 = ł = ł-
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53. Die Gleichung ax2 -\-bx c — 0 findet bekanntlich durch die 
quadratische Ergänzung ihre Lösung, indem man der Reihe nach 
umformt :

X2 -f- — x -j- — а а = 0

x2 -\- — x а
b2 Ъ2 с О

4а2 4а2 а

b2— 4ас
= 0

4 а2

Уб2 — 4ас. 6X —I—г—
г 2а 2а

— b + V b2 — 4ас
(a)x — 2 а

Man erhält so zwei Wurzeln:

Оa

» 'S>

o-

-O 
i в
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—12 zerlegt man in zwei Faktoren, deren Summe -|-4 ist; die 
beiden Faktoren 6 und — 2, die dieser Forderung genügen, sind 
die 4-fachen Wurzeln, also

= I » я2 = —
Wir werden später für alle Gleichungen einen wichtigen Satz

beweisen:

Ist a eine Wurzel der Gleichung f(x) — 0, so 
ist X—a ein Faktor der Funktion f(x).

Für die quadratische Gleichung

ax2 -j- Ъх -)- c = 0

ist dieser Beweis recht einfach; es ist

aa2 -j- ba -|- c — 0

die Bedingung, daß a eine Wurzel dieser Gleichung ist; die gegebene 
Gleichung bleibt die nämliche, wenn man diese Bedingungsgleichung 
oder Identität von ihr subtrahiert; es liefert dann

a{x2 — a2) -{- Ъ{x — a) — 0

(o)

tatsächlich x — « als Faktor.
Man benützt diesen Satz für die oft auftretende Aufgabe, Aus

drücke von der Form ax2 -j- bx -}- c in zwei lineare Faktoren zu 
zerlegen. Nach dem eben bewiesenen Satz hat man nur die beiden 
Wurzeln der Gleichung ах2 -\-bx -)- c = 0 zu ermitteln; sie sollen а 
und ß heißen, dann sind x — a und x — ß die gesuchten linearen 
Faktoren der Funktion ax2 -f- Ъх -j- c oder genauer der Funktion

x2Jr~xJr~'а а
Beispiel c) Die beiden linearen Faktoren von x2 — 6a:-)- 8 

findet man, indem man die Wurzeln der Gleichung x2 — 6a:-j-8 = 0 
aufsucht. Diese Wurzeln ergeben sich nach (b) als 4 und 2, also 
sind x — 4 und x — 2 Faktoren des gegebenen Ausdruckes zweiten 
Grades, d. h. man kann zerlegen:

x2 — 6a; -j- 8 = (x — 4) • (x— 2).

Beispiel d) Die Wurzeln der Gleichung 3a;2 — 2a;—8 — 0 
sind 2 und —f nach (b), also x—2 und æ-j- f Faktoren des Aus
druckes 3 a;2 — 2 a; — 8 ; es ist somit :

3a;2 — 2a; — 8 = 3(a; — 2) • (a; -f-1) = (a; — 2) • (3a; -f- 4). 
Aufgabe a) mit c) Wie heißt die quadratische Gleichung mit den Wurzeln

a) 2 und 3 ; b) at und a2 ; c) 2 -f- г und 2 — i ?



Lösung: Durch die Wurzeln einer Gleichung sind deren Koeffizienten 
bestimmt und damit die Gleichung selbst. Im Fall a) ist nach (b)

2 -f- 3 = — — a also b — — 5a,2-3 — c = 6a,

so daß die Gleichung heißt

а ж2 — 5 а X -f- 6 a = 0 oder ж2 — 5 x -(- 6 = 0.

Oder man verwendet Satz (c) und findet die Gleichung unmittelbar in der Form

a) (x — 2) (x — 3) = 0 oder x2 — 5 x -f- 6 --- 0.

b) x2 — (at -f- a2) x -J- ax a2 •■=? 0 oder (ж — ei)(« — a2) = 0.

c) x2 — (2 -f- i -|- 2 — i)x -f- (2 -f- i) (2 — i) — 0 oder ж2 — 4 ж -f- 5 = 0 
oder (ж — 2 — i) (ж — 2 -f- t) = 0.

Aufgabe d) mit h) Man löse mit Hilfe der Gleichungssätze:

d) ж2 — 4ж + 3 = 0; e) ж2 + 7ж4-10 = 0; f) ж2-)-Зж—10 = 0;

g) Зж2 —8ж + 4 = 0; h) 2ж2 + 3ж —9 = 0.

Lösung: Am einfachsten nach (b) findet man die Wurzelpaare: 

e) -2, -5d) 3, 1 f) -5, 2 g) î, I h) -f, -ff-
54. Diskussion der quadratischen Gleichung ax2-\-bx 

4- c — 0. Die Gleichung liefert für alle Werte n, b, c stets zwei 
Wurzeln:

— b -j- У&2 — 4ac — b —-Vb2—4ac
*i==- ^2 =2 a 2 а

Der Radikand D = b2 — 4ac entscheidet über die Reellität der 
Wurzeln; man nennt ihn deswegen die Disk ri minante der qua
dratischen Gleichung ax2 -)- bx -f- c — 0 oder auch die Diskriminanto 
der Funktion ax2 -j- bx -j- c. (Der Begriff Diskriminante gelangt in 
den späteren Zeilen noch zu ausführlicher Besprechung.) Es gilt

reell und verschieden 
хг und x2 sind • reell und gleich

konjugiert imaginär

Für spezielle Werte von a, b, c erhält man spezielle Wurzel
werte; insbesondere wird

*i= 0,

*!= 0,

xl = <x>,

Ж, =oo,

>
wenn D — 0.

b
c = 0,

6 = 0 und c = 0, 

a= 0,

x„ — — — , wenn 
а

.r2 = 0, ■95 (a)c
^2 = — 6’ ”

a—0 und 6=0.a:2 = oo.
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Die beiden letzten Resultate lassen sich leicht erweisen, wenn man 
X = 1 : y setzt ; dann geht die quadratische Gleichung

аX2, —j— bX —|— c = 0 über in a -j- by cy2 = 0.

liefert also für a — 0 die beiden Wurzeln y1 = 0. y2 —------ , undc
somit

11 cж, = — = oo, ^2 = — b 'У i У2

Für a = 0, 6 = 0 liefert die neue Gleichung ^ = 0, y2 = 0, somit 
wird für die alte Gleichung:

1 .1ж2 =— = oo .aq = — = oo ,
Ух У*

Nun hat es ja scheinbar keinen Sinn, zu sagen, die Gleichung 
0-ж2-|~&я-|-с = 0 hat zwei Wurzeln, da sie ja vom ersten Grad 
in X ist. Indes ist hier zu erwähnen, daß sie nur der Form nach 
linear ist, insofern sie eben tatsächlich als Spezialisierung der qua
dratischen Gleichung zu betrachten ist. Es kommt bei praktischen 
Aufgaben sehr oft vor, daß man eine quadratische Gleichung 
ax2 -|- bx -j- c =s 0 zu erwarten hat, während die Lösung nur eine 
solche ersten Grades Ьж-|-с = 0 bringt; in diesem Fall ist die 
lineare Gleichung, die man erhält, als eine degenerierte Gleichung

zweiten Grades zu betrachten, die also neben der Wurzel x. — — ~
o

noch die latente Wurzel x2 = oo hat. In den nachfolgenden Zei
len, bei den Kegelschnitten und speziell bei der Parabel, werden wir 
noch öfter auf diesen Fall stoßen.

Aufgabe a) Von der Gleichung x2—2a;-j-2 = 0 weiß man, daß sie die 
Wurzel 1 -f- г hat. Wie heißt die andere Wurzel?

Lösung: Sind die beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung imaginär, 
so sind sie konjugiert imaginär, mit 1 -f- i als Wurzel ist also auch die zweite 
1 — i gegeben.

Aufgabe b) Von zwei Zahlen и und v kennt man die Summe s === и -f- v 
und das Produkt y — nv; welche quadratische Gleichung hat и und v als 
Wurzeln?

Lösung: Statt и und « als die beiden Wurzeln von zwei zusammen
gehörigen Gleichungen zu betrachten und demgemäß zu ermitteln, kann man 
sie auch als Wurzelpaar einer quadratischen Gleichung auffassen, da ihre Summe 
und ihr Produkt gegeben ist. Dann findet man wie bei Aufgabe 53 b) diese 
Gleichung :

x2—(u -J- v)x -f- uv— 0 oder хг — sx-^-p — 0.
Aufgabe c) und d) Nach der vorausgehenden Aufgabe löse man die 

simultanen Gleichungen:
UV — 12; 

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.
c) U -j- V — 7, d) x-\-y — 2, xy = — 24.
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Lösung: с) и und v sind die Wurzeln der Gleichung
«2— 7аг —j— 12 = 0, also u = 4, v = S oder u — 3, v—A,

d) X und у sind die Wurzeln der Gleichung
z2 — 2z — 24 = 0, also x — 6, y——4 oder « =— 4, y = 6. 

Aufgabe e) mit g) Man zerlege in lineare Faktoren:
e) *2—I2æ+82; f) «2 + 7«+ 12; g)3«2 — x— 12.

Lösung: e) Die Gleichung x2 — 12« + 32 = 0 hat die Wurzeln 8 und 4, 
algo schreibt man:

e) «2 — 12« + 32 = (« — 8) (« — 4),
g) 8«2 — x— 12 = + (6« — 1 — v/T45) (6 « — 1 + y/Î45).

Im Fall g) wird man praktischer die quadratische Ergänzung anwenden.

f) «2 + 7 « + 12 = (« + 4) (« + 3),

«



Zweiter Abschnitt.

Lineare Gebilde der Ebene in analytischer und 
vektorieller Behandlung.

Einige allgemeine Begriffe. Koordinaten und 
Koordinatensystem.

55. Geometrie ist die Lehre von den Eigenschaften der körper
lichen Gebilde. Insofern wir nämlich in unserer Vorstellung dem 
Punkt, der Strecke, der Fläche eine wenn auch über alle Mafien 
kleine Ausdehnung in irgendeiner Richtung geben, sind wir berechtigt, 
sie auch als „körperliche“ Gebilde aufzufassen. Diese gedachte Aus
dehnung kommt zum Ausdruck in verschiedenen Sprechweisen, etwa 
wenn wir bei den Kongruenzbeweisen von Dreiecken uns dieselben 
„aufeinandergelegt“ denken usw.

Analytische Geometrie oder Koordinatengeometrie heißt 
die Geometrie dann, wenn sie Eigenschaften der geometrischen Ge
bilde in Zahlen zum Ausdruck bringt. Analytische Geometrie ist 
so zunächst die Erweiterung der algebraischen Geometrie der 
Elementarmathematik. Bringt also diese die Eigenschaften eines 
geometrischen Gebildes „algebraisch“ zum Ausdruck, so verleiht da
für in analoger Sprechweise die höhere Mathematik der nämlichen 
Eigenschaft „analytischen“ Ausdruck, womit sie dann das gleiche sagen 
will. Man darf nämlich nicht vergessen, daß in der höheren Mathe
matik das Wort „algebraisch“ eine andere Bedeutung erhält als in 
der Elementarmathematik. „Algebraisch“ der Elementarmathematik 
ebenso wie „analytisch“ der höheren Mathematik steht so im Gegen
satz etwa zu „graphisch“, „geometrisch“, „projektiv“.

Im Gegensatz zur algebraischen Geometrie aber betrachtet die 
analytische Geometrie die Gebilde nicht nur als solche allein, sondern 
nimmt Bezug auf ein System von festen geometrischen Gebilden 
(das sie Koordinatensystem nennt), bringt sie also in Zusammenhang 
mit diesen.

7*
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Winkel- und Bogenmaß. Winkel werden gemessen durch 
den zugehörigen Bogen auf dem Einheitskreis, d. i. ein Kreis mit 

dem Radius 1. Dessen Umfang ist 2 л, also entspricht 
dem Winkel 180° der Bogen n, dem Winkel 90° der 
Bogen \n, dem Winkel 1° der Bogen л: 180; all
gemein: Das Bogenmaß arc a für einen Winkel a° ist

■4*
a?

ce° (a)arc a = 71180° '

So entspricht z. B. dem Winkelmaß 30° das Bogen
maß

Abb. 15.

30°arc 30° — łn•71180°
Dementsprechend ist

arc 10 = л : 
arc l' = л: 
arc l" = л: 648000 = 0,000 004 848 14 ....

Umgekehrt gehört zum Bogenmaß 1 das Winkelmaß 

180°:л=57° 17'45" = 57,295 8°
;= 3 437,75' =206 265".,

180 = 0,017 453 292 52 .. 
10800 = 0,000 290 888 21 ..

• ?
• J

Es entsprechen sich dann 

Bogen 1 und Winkel 57,295 8°
5,729 6°
0,573 0° = 34,38' 
0,057 3°= 3,44'.

0,1
» 0,01 „„ 0,001 „

Dem Gedächtnis präge man ein und gebrauche für rohe Ab
schätzung :

Zum Bogenmaß 1 gehört ein Winkel von 
rund 60°. (b)

Statt arc a schreibt und spricht man in der höheren Mathematik 
kurz a-

56. Einen Richtungssinn (nicht zu verwechseln mit Rich
tung) setzt man in der analytischen Geometrie ebenso wie in der 
Elementarmathematik durch das Plus- und Minuszeichen fest, so 
z. B. auf einer gegebenen horizontalen Geraden nach Willkür etwa 
den Sinn nach links mit —, den nach rechts mit -f-, oder auf einer 
vertikalen Geraden den Richtungssinn nach oben mit -j-, den nach 
unten mit —. Oder auf einem Kreis die Bewegung im Uhrzeiger
sinn, wofür in den nachfolgenden Zeilen stets rechtsum gesagt 
werden soll, mit die Bewegung linksum mit —.T~;
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Die Festsetzung des Richtungssinnes ist lediglich Übereinkommen. 
Nun operiert man in der Geometrie sehr oft mit horizontalen und 
vertikalen Strecken sowie Kreisen. Dabei hat sich ein Überein
kommen herausgebildet, dem wir uns ebenfalls anschließen werden, 
daß man in horizontaler Richtung nach rechts -f- zählt und in ver
tikaler Richtung nach oben -j-, und auf einem Kreis -j- linksum, 
d. i. gegen die Bewegung des Uhrzeigers. Bei einzelnen Problemen, 
besonders in der Ingenieurpraxis vorkommenden, wird es zuweilen 
notwendig oder wenigstens vorteilhaft sein, von diesem Überein
kommen abzuweichen. Das wird aber dann eigens angegeben werden, 
so daß in den folgenden Zeilen das angegebene Übereinkommen 
gelten soll.

Mit Beachtung des Richtungssinnes gilt z. B. auf einer Geraden, 
s. Abb. 16,

(a)OP = — PO OP-\- PO = 0,oder
oder

AB — —В A AB A-В A =0,oder
das soll heißen: der Weg von A nach В ist entgegengesetzt gleich 
dem Weg von В nach A. Und ebenso bedeutet

РхР9 = РхРл + РлРг
oder

Лг. + р.р. + г.Л-о,

der Weg von Рг nach P3 ist gleich der Summe der Wege von Pt 
nach P2 und von P2 nach P3. s. Abb. 17.

й____i-р*АP

Abb. 17.Abb. 16.

Desgleichen ist auf einem Kreis, s. Abb. 18,

ÖP-\-P0 = 0,

das soll heißen, der Bogen oder Bogen weg von 
О nach P ist entgegengesetzt gleich dem Bogen
weg von P nach 0.

Und ebenso ist wieder

op=—»PO (b)oder

0\

p
M

p3 P
„s

Ploder
Abb. 18.

p1p,+p,p,+p,p1=o.

Manche Schriftsteller gebrauchen für die Darstellung dieses Be

wegungssinnes die Bezeichnung , so daß also РгР2 heißt, man
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soll den Weg РЛР2 bzw. den Winkelweg PXP2 im Sinne von Px 
nach P2 durchlaufen. Dem Studierenden wird aber dringend ge
raten, sich den Weg P1P2 bzw. den Winkelweg PXP2 stets im 
Sinne von Px nach P2 durchlaufen vorzustellen, allgemein so wie 
die Reihenfolge der Ortspunkte angibt, auch da, wo die Festsetzung 
eines Bewegungssinnes ohne Bedeutung für die gestellte Aufgabe 
wäre. Aus diesem Grund wurde die Einführung eines eigenen 
Zeichens für die Kennzeichnung des Richtungssinnes unterlassen.

Man vermeide in der analytischen Geometrie die Bezeichnung 
„Entfernung zweier Punkte Px und P2“ oder „Winkel zwischen zwei 
Geraden Gx und 6r2‘‘ und gewöhne sich an die Bezeichnung: Weg 
von Px nach P2, und ebenso: Winkel von der Geraden Gx nach 
der Geraden G2. Viele Fehler, vor allem natürlich die Vorzeichen
fehler, lassen sich durch diese konsequent durchgeführte Sprechweise 
vermeiden.

Um nur ein Beispiel zu erwähnen: Die Elementarmathematik 
sagt: Schließen zwei Gerade Gl und G2 den Winkel cp ein, dann

die von einem Punkt aus auf diese Gera
den gefällten Lote Lx und L2 den Winkel 
n — qp. s. Abb. 19. Die* analytische Geo
metrie ist konsequenter und sagt: 
Schließen zwei Gerade den Winkel cp. ein, 
dann auch die von einem Punkte aus 
äuf sie gefällten Lote. Genauer müßte 
sie natürlich sagen: Der Winkel von Gx 
nach G2 ist gleich dem Winkel von Lx 

nach L2\ sie führt dabei stets einen bestimmten Umlaufsinn äls den 
normalen und im Verlauf der gegebenen Aufgabe oder Rechnung 
festzuhaltenden ein.

Noch einen Rat müssen wir geben, um die erwähnten Vor
zeichenfehler, die oft schwer zu vermeiden sind, auf ein Minimum 
zu bringen: Horizontale Strecken lese man stets von links nach 
rechts, vertikale Strecken von unten nach oben, Bögen linksum. 
Somit bei Abb. 58 etwa AXA2 und nicht A2AX und ebenso BXB0 
und nicht B2BX.

57. Koordinaten eines untersuchten geometrischen Gebildes 
sind diejenigen Zahlen, die die Lage dieses Gebildes gegenüber einer 
bekannten Anfangslage (oder auch gegenüber festen Elementar
gebilden) bestimmen.

Koordinatensystem ist die Gesamtheit jener festen Elementar
gebilde, von denen aus man die Lage des untersuchten Gebildes 
bestimmt.

G,

*-<P\
L*г

Gz
Abb. 19.
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Um die Lage eines Punktes P auf einem gegebenen Kreis fest
zulegen, s. Abb. 20, gibt man am einfachsten den Winkelweg cp von 
einem festen Anfangspunkt О auf dem 
Kreis zum untersuchten Punkt P an. cp ist 
dann die Koordinate des Punktes P auf dem

p

Kreis, der Anfangspunkt 0, genannt Null
punkt, oder auch der Anfangsstrahl M 0 bil
det das Koordinatensystem. Den Winkel cp 
zählt man positiv in der Technik gewöhnlich 
rechtsum, in der Mathematik aber umgekehrt 
linksum. also wie in der Skizze der Pfeil 
angibt.

0M

Abb. 20.

Oder : Um auf der Erde, die man sich als gegebene Kugel vor
stellt, einen bestimmten Ort oder Punkt P festzulegen, wählt man 
auf ihr zwei zueinander senkrechte größte Kreise aus, am besten 
den Äquator und einen bestimmten Meridian, den Anfangs- oder 
Nullmeridian, s. Abb. 21. Diese beiden bilden dann das Koordinaten
system auf der Erde. Dann legt inan 
durch den Punkt P einen Meridian und

àeinen Breitekreis, und fixiert so diesen 
Punkt durch seine (geographische) Länge 
<p und (geographische) Breite y. Es ist 
<p der Winkel von der Ebene des Null
meridians zum Ortsmeridian, у der Win
kel vom Äquator zum Ortsradius, ge
messen auf der Ortsmeridianebene, cp 
werde positiv gezählt, wenn vom Nord
pol aus gesehen der Umlaufsinn vom 
Nullmeridian zum Ortsmeridian linksum

iL'P:\p
I

/
pAv

Ni
\QА

/

Abb. 21.
ist, у positiv nach oben.

cp und у sind dann die Koordinaten des Punktes P auf der 
Erdkugel; Äquator und Nullmeridian bilden das Koordinatensystem 
(über diese Kugel- oder sphärischen Koordinaten folgt später 
mehr).

Eine Gerade in der Ebene ist durch zwei Zahlen festgelegt. 
Man wählt als Koordinatensystem etwa zwrei beliebige feste Ge
rade O A und OB. Als Koordinaten der Gerade könnte man wählen
die Abschnitte а und 6 auf den Achsen, gemessen von О aus im 
Sinn O A bzw. OB, und würde im Fall der Abb. 22 diese Gerade kurz
weg bezeichnen als Gerade 2 j 3 oder in anderer Schreibweise G — 2 j 3, 
und damit diejenige Gerade meinen, die auf den Anfangsstrahlen OA 
und OB die Stücke а — 2 und 6 = 3 abschneidet.

Konsequenterwerse würde dann die Gerade G'— 2;—3 um



104 Lineare Gebilde der Ebene in analytischer und vektorieller Behandlung.

diese Sprechweise beizubehalten, entsprechend der Skizze der Abb. 23 
dargestellt, und analog die Gerade 0" — — 2 —3.

■в
/7B

4
2 G

0b га
G"! 3о А

в'л А

Abb. 23.Abb. 22.

Ein Punkt P im Raum ist durch Angabe dreier Zahlen be
stimmt. Um z. B. in einem Zimmer die Lage des festen Punktes P 
zu fixieren, wird man am einfachsten die Abstände dieses Punktes 
vom Fußboden sowie von zwei nichtparallelen Wänden messen. Die 
Angabe, ob man nach oben oder unten, nach rechts oder links, nach 
vorn oder hinten mißt, wird wieder durch die Vorzeichen -I- und — 
festgelegt. Die drei Ebenen, auf die der Punkt bezogen wird, bilden 
in diesem Falle das Koordinatensystem.

58. Für die Tatsache, daß man zur Festlegung eines Punktes 
im Raum drei Zahlenangaben notwendig hat, gebraucht man ver
schiedene Sprechweisen, die meist unmittelbar durch den Wortlaut 
ihre Erklärung finden. Man sagt:

Ein Punkt hat im Raum drei Koordinaten, 
oder: Ein Punkt im Raum ist durch drei Zahlenangaben bestimmt, 
oder: Einem Punkt im Raum kann man drei Bedingungen vor

schreiben.
oder: Im Raum gibt es oo* Punkte oder oo3 Lagen eines Punktes.

Um den hier zum erstenmal auftretenden Begriff oc3 zu charak
terisieren —, der, was wohl zu beachten ist, keinerlei mathematischen 
Inhalt hat, sondern nur eine Sprechweise ist —, sei erinnert, daß es 
sowohl auf einer Geraden als auch in eine» Ebene als auch im Raum 
unendlich viele Punkte gibt. Daß aber die Anzahl der Punkte in 
der Ebene größer ist als die auf einer Geraden und wieder die 
Anzahl der Punkte im Raum größer als die in der Ebene oder die 
auf einer Geraden, ist selbstverständlich. Indem man sich aber eine 
Ębene als aus unendlich vielen Geraden bestehend denkt, kommt 
man damit zur Sprechweise: Die Ebene hat oo • oo oder oo2 Punkte. 
Und wiederum stellt man sich den Raum als aus unendlich vielen 
(etwa aufeinandergelegten) Ebenen bestehend vor und drückt dies

t
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aus durch die Sprechweise: Der Raum hat oo-oo2 oder oo3 Punkte. 
Man hüte sich aber, um noch einmal darauf hinzu weisen, diese 
Sprechweise als etwas anderes zu nehmen als eben eine Sprechweise.

Es seien etwa die Abstände des vorhin besprochenen Punktes 
von den drei Wänden 3, 4 und 2, so daß man entsprechend dem 
Vorausgehenden diesen Punkt kurzweg als Punkt 3 j 4 j 2 bezeichnet 
und abkürzend schreibt P= 3 | 4 j 2. Die Zahlen 3, 4 und 2 sind 
die Koordinaten des Punktes. Dann drückt die Sprech- und Schreib
weise, daß es im Raum oo3 Punkte gibt, aus, daß man statt jeder 
der drei Zahlen 3, 4 und 2 unendlich viele andere Werte wählen 
kann, und jedesmal einen anderen Punkt erhält.

Eine andere Sprechweise zur Bezeichnung dieser Verhältnisse:

Ein Punkt im Raum hat drei Freiheitsgrade, 
oder: Ein Punkt im Raum hat drei Bewegungsmöglichkeiten,

wird später bei Bewegungsaufgaben zur Erklärung gelangen (wenn 
sie nicht unmittelbar schon eingesehen wird).

Eine Ebene im Raum ist durch drei Zahlen festgelegt. Man 
führe etwa drei beliebige feste Gerade durch einen Punkt О als Koordi
natensystem ein. Diese drei „Anfangs
geraden“ OA, OB und OC. auf denen 
durch Schreibweise und Pfeil der Richtungs
sinn angedeutet ist, siehe die Abbildung, 
dürfen nur nicht in der nämlichen Ebene 
liegen. Als Koordinaten der Ebene könnte 
man wieder entsprechend dem Fall der 
Geraden in einer Ebene die Abschnitte А 

а, Ъ und c wählen, gemessen von О aus 
im Sinn O A bzw. OB und OC. Dann 
würde die kurze Schreibweise E = 6 j 5 j 4 jene Ebene bezeichnen, 
die auf den Anfangsstrahlen OA. OB, OC die Stücke а =6. b~—ô, 
с — 4 abschneidet.

Im Raum hat man also zur Bestimmung einer Ebene drei 
Zahlen notwendig. Mari verleiht dieser Tatsache wieder durch die 
nachfolgenden Sprechweisen Ausdruck: Die Ebene hat im Raum 
drei Koordinaten, sie ist im Raum durch drei Zahlenangaben be
stimmt, man kann ihr im Raum drei Bedingungen vorschreiben, im 
Raum gibt es oo3 Ebenen oder oo3 Lagen einer Ebene; die Ebene 
hat im Raum drei Freiheitsgrade oder drei Bewegungsmöglichkeiten.

Entsprechend kann man natürlich für die übrigen besprochenen 
Gebilde sich ausdrücken. Also: auf einer Kugel (allgemein auf einer 
Fläche) gibt es oo2 Punkte, ein Punkt auf einer Fläche ist durch 
zwei Zahlenangaben oder Bedingungen bestimmt, auf der Fläche hat

\c

в

Abb. 24.
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ein Punkt zwei Koordinaten oder zwei Freiheitsgrade oder Bewegungs
möglichkeiten.

Und desgleichen: Ein Punkt auf einem Kreis (allgemein auf 
einer gegebenen Kurve) hat nur eine Koordinate, eine Bewegungs
möglichkeit, einen Freiheitsgrad; auf einer gegebenen Kurve gibt 
es oo1 Punkte, auf einer gegebenen Kurve ist ein Punkt durch eine 
Bedingung bestimmt.

Und: In der Ebene gibt es oo2 Gerade, in der Ebene ist eine 
(gerade durch zwei Bedingungen bestimmt, die Gerade hat in der 
Ebene zwei Koordinaten oder Freiheitsgrade oder Bewegungsmöglich
keiten.

59. Unter einer Scheibe sei verstanden ein ebener Körper, der 
sich nur in seiner eigenen Ebene bewegen kann. Als Beispiel einer 
solchen Scheibe werde ein Rechteck A BCD gewählt, siehe die Ab

bildung, dessen Anfangslage 
AqBqC0D0 sei. Jede neue Lage 
A BCD ist dann durch drei 
Zahlen bestimmt: indem man 
etwa angibt die Verschiebung a 
des Rechteckes in Richtung der 
Kante А В, die Verschiebung b 
in Richtung der Kante DA. 
den Drehwinkel 90 des Recht
eckes um A. a, b, cp sind dann 
die Koordinaten der Scheibe; 
im vorliegenden Fall der Abb. 25 
ist a= 3, 6 = 2, 99 = 60°. Die 
Kanten A0Bq und A0D0 bilden 
das Koordinatensystem. Was vom 

Rechteck gilt, hat natürlich auch für jede beliebige Scheibe Geltung, 
weil man sich diese mit einem auf ihr ausgewähltön solchen Recht
eck A BCD fest verbunden vorstellen kann.

Von der Scheibe gilt also, wenn man die neue Sprechweise an
wendet: Die Scheibe hat in ihrer Ebene drei Freiheitsgrade oder 
drei Koordinaten oder drei Bewegungsmöglichkeiten oder oo3 Lagen. 
Ihre Lage in dieser Ebene ist durch drei Bedingungen bestimmt.

в

c

ATf_A" B'
T OL

D

CDr"\b

Co
Abb. 25.

Geometrie auf der Geraden. Massensystem auf der Geraden.
60. Auf einer gegebenen Geraden gibt es oo1 Punkte, die Lage 

eines bestimmten Punktes P ist also durch eine einzige Bedingung 
gegeben. Um auf der gegebenen Geraden einen bestimmten Punkt P 
festzulegen, wählt man auf ihr einen festen Punkt О aus und nennt
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ihn den Nullpunkt öder Anfangspunkt der Geraden. Dieser 
feste Punkt bildet dann auf der gegebenen Geraden das Koordinaten
system. Die Lage des Punktes P bestimmt man durch Angabe des 
von О aus nach P zurückgelegten Weges x und setzt fest, daß x 
nach rechts positiv zählt, nach links negativ. Dann ist

OP = x,
Wenn natürlich P links vom Nullpunkt liegt, also x negativ 

wird, so ist OP nach links gerichtet und sonach negativ, PO nach rechts 
gerichtet, also positiv. Ist etwa xx =— 2, dann ist ОРг — xx —— 2. 
Px О = — = — (—г 2) = -f- 2, siehe die Skizze der' Abbildung.

—*t_

(a)PO = — x.

XT
Ą io

—ч-S '
Abb. 26.

Anmerkung. Als Längeneinheit kann man jede beliebige Länge wählen, 
solange keine bestimmte Benennung, wie Kilometer oder Meter oder Zenti
meter usw., mitgegeben ist. Die Zahlenaufgaben der Geometrie bleiben meist 
dimensionslos; erst in bestimmten praktischen Fällen tritt eine Benennung zur 
eigentlichen Zahl. Beim Zeichnen von benannten Größen gibt man einen Maß
stab an. Hat man beispielsweise Kräfte durch Strecken darzustellen, so wird 
man einen Kräftemaßstab einführen und diesen der Zeichnung beigeben, 
etwa in der Abkürzung K M. 1 mm —- 200 kg, das heißt: 1 Millimeter der 
Zeichnung stellt 200 Kilogramm vor, so daß dann eine Strecke von 3 cm die 
Kraft 30-200 kg = 6000 kg darstellen würde.

Beim Zeichnen von Längen gibt man einen Längenmaßstab an, meist 
in der Abkürzung L.M. 1 : 100, das heißt: die Längen der Zeichnung verhalten 
sich zu den wirklichen Längen wie 1 : 100; oder man gibt in der Zeichnung 
durch eine Strecke (oder auf andere Weise) die Längeneinheit an. Beide Ver
fahren sind bei den vorliegenden Abbildungen angewandt; fehlt aber eine An
gabe, so soll ein für allemal 1 Zentimeter als Längeneinheit festgesetzt sein.

61. Die Entfernung der Punkte Px und P2 ist nach Nr. 56

P%P* — P\0 OP g
= —*lH—

siehe Abbildung 27, also Regel
(a)P1P2 = x2 — x1,

d. h. die Entfernung der Punkte Px und P2 ist: Endpunktskoordinate 
minus Anfangskoordinate.

Wenn man nur den absoluten Wert der Entfernung der Punkte 
Px und P2 wissen will, so ist das Vorzeichen allerdings belanglos, 
indes ist es ratsam, nach Nr. 56 zu sagen: WTeg von Px nach P2 statt 
Entfernung der Punkte Px und P2. Man- kann ja nachträglich nach
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Belieben schließlich das Vorzeichen des Weges weglassen, wenn man 
nur den absoluten Zahlenwert dieses Weges haben will.

4Яfli

Abb. 27.

Beispiel a) Die Punkte der Geraden der Abbildung haben die 
Koordinaten

*^2

x4 = 3.
Dann sind die Wege

P\ P2 = x2 — xx = 4 — 1 = 3, Pj P3 = x3 — xx = — 2 — 1 = — 3, 

Px = x\ — x1 = B — 1 = 2, P2P3 = x3 — x2 — — 2 — 4 = — 6, 
PiP4, = x4i — X2 = 3 — 4=—!, P3P4t = xi — x3= 3—(—2) = 5.

Wenn man die Entfernungen P{ Pk sich nur als Strecken denkt, 
also ohne Richtungssinn, dann kann man sagen: Es haben die 
Strecken Px P2, bzw. Рг P3, Рг P . . die Längen 3, 3, 2, . . .4’ ‘

62. Die Strecke Px P2 auf der gegebenen Geraden der Abb. 28 
wird durch einen dritten Punkt P derselben Geraden nach einem

bestimmten Verhältnis geteilt. Je 
nachdem man die Strecke Py P2 — 6 

und die Teilstrecken PtP —2 bzw. 
PP2 — 4 dieser Abbildung nach 

links oder nach rechts durchläuft, kann man als Teilverhältnis wählen

о P, p
*

Abb. 28. L.E. 5 mm.

PXP-.PP2 = 2:4 = £, 

PP2:PXP = 4:2 = 2,

PPX : PP2 = — 2 :

PP2:PPl==

Man sieht, daß ohne präzise P'estsetzung des Begriffes „Teilverhältnis“ 
schon vier verschiedene Werte auftreten, die alle als Teilverhältnisse 
anzusehen sind. Läßt man unter dem Namen Teilverhältnis auch 
noch die Verhältnisse PP1:P1P2 usw. gehen, so erhält man noch 
weitere mögliche Werte.

Um die auf das Teilverhältnis sich stützenden nachfolgenden 
Rechnungen recht einfach zu gestalten, hat man als Definition 
des Teilverhältnisses Я festgesetzt

4 = —i, 
4 : — 2 = — 2 .

(a)Я = PPX : PP

wenn man sich Px als Anfangspunkt, P2 als Endpunkt der Strecke 
oder des Weges Px P2 vorstellt.

Im Fall der Abb. 28 ist mit PPX — — 2, PP2 — -f- 4 der Wert 
Л — — 2:4==---- 1 ; als Längeneinheit gilt die Strecke 5 mm.

2’
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Nach der vorangehenden Definition ist Я negativ für einen 
Teilpunkt P innerhalb der Teilstrecke, da PPX und PP2 dann 
entgegengesetzten Richtungssinn haben, und positiv für einen Teil
punkt P außerhalb der Teilstrecke.

Aufgabe a) Man gebe an, in welchen Verhältnissen die Strecke Px P2 
der Abb. 27 durch die Punkte P3, P4, О geteilt wird.

Lösung: P3 teilt mit x3 =— 2 die Strecke Px P2 im Verhältnis 
Л3 = Р3Р ! : P3P2 = -|— 3 : -{- 6 = .

Von P4 wird die Strecke geteilt im Verhältnis
Я4 = P4 Pj : P4 P2 === — 2 : —|— 1 = — 2, 

und von О mit der Koordinate 0 im Verhältnis
Я0 = О Px : OP2 = 1 : 4 — -(- .

Die Definition des Teilverhältnisses Я läßt für eine gegebene 
Strecke PXP2 folgende Aufgabe stellen:

a) gesucht Я, wenn der Teilpunkt P gegeben,
b) gesucht der Teilpunkt P, der einem vorgeschriebenen Я ent

spricht.
Die erste Aufgabe findet ihre Lösung nach Definition,

xx — X 
x2 — x'

Я = PPX : PP2 = (b)

die zweite durch Anwendung dieser Formel, indem man nach x 
auflöst,

Xx2— xx
(o)X

Я— 1

Aufgabe b) Man zeichne in die Abb. 29 diejenigen Punkte ein, die die 
gegebene Strecke Px P2 im Verhältnis X — — i-, —2, -}- 2, — 3 , 3 teilen, wenn 
Pj und P2 durch xx — — 4 und x2 = 2 gegeben sind.

Lösung: P3 bildet gegen PiP2 das Teilverhältnis Я = — 4, dann gilt
Я x2 — xx —1'2 — (— 4) 2,*3 =

womit P3 bestimmt ist.
Я —1 -1-1

P*0
tP-,

psPtP3
Abb. 29.

Ebenso ermittelt man den Punkt P4, der das Teilverhältnis Я = — 2 
bildet, durch x4~0, P6 wegen Я == —2 durch x6 = -j-8, P6 wegen Я = — | 
durch xe = — P7 wegen Я---В durch x7 = 5.

Aufgabe c) Gesucht ist die Koordinate x des Mittelpunktes ili der 
Strecke Px P2 der Abb. 28.
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Lösung: M teilt die Strecke im Verhältnis X——1, es ist daher 
__ - l-x2 — x1 _ afr + afe _

— 1 — 1 2 5'

Ohne Benützung der Teilverhältnisformel hätte man elementar das gleiche 
Resultat erreicht, daß nämlich auf einer Geraden der mittlere Abstand zweier 
Punkte von einem festen Punkt dieser Geraden gleich ist dem arithmetischen 
Mittel der Abstände beider Punkte.

63. Ausgezeichnete Punkte auf einer gegebenen Strecke 
PXP2 bzw. auf ihrer Verlängerung sind zunächst die Punkte P15 

P2 selbst, sodann der Mittelpunkt M. Diesen drei ausgezeichneten 
Punkten entsprechen ausgezeichnete Werte der oo1 möglichen Teil
verhältnisse. Px teilt die Strecke Pj P2 im Verhältnis 0:P1P2 = 0, 
während P2 im Verhältnis P2P1:0 = oo, und M im Verhältnis — 1 teilt.

Es wird sich später noch vielfach zeigen, daß unter allen mög
lichen Zahlen die Zahlen 0, 1, — 1 stets eine besondere Bedeutung 
haben. Soeben war ersichtlich gemacht, daß den Teilverhaltniséen 
0, oo, — 1 die Punkte P1? P2, M der Teilstrecke entsprachen. Für 
A = 1 gibt die Gl. (62 c) als Koordinate des Teilpunktes x — oc, 
d. h. den unendlich fernen Punkt auf der Strecke PXP2. Man könnte 
sich leicht zu der Annahme verleiten lassen, daß es auf einer 
Geraden PXP2 zwei unendlich ferne Punkte gäbe, einen wenn man 
nach links geht, einen zweiten, wenn man nach rechts geht. Eine Dis
kussion darüber wie auch über andere gleichzeitig damit zusammen
hängende Fragen ist nicht gerade einfach, übrigens hier auch noch 
nicht am Platz. Einstweilen sei definiert: Auf einer Geraden gibt 
es nur einen unendlich fernen Punkt, den man ebensowohl erhält, 
wenn man nach rechts, wie auch wenn man nach links unendlich weit 
geht. Dabei diene zur Erklärung dieser Definition: Solange nicht der 
Begriff „unendlich1- strenge genug festgelegt ist, ist es unmöglich, 
von diesem Begriff ausgehend den unendlich fernen Punkt einer Ge
raden aufzusuchen. Andererseits ist bis jetzt ersichtlich, daß jedem 
Teilungsverhältnis A, solange A von 1 verschieden ist, immer nur 
ein im Endlichen gelegener Punkt P als Teilpunkt zugewiesen war, 
und umgekehrt jedem im Endlichen gelegenen Punkt P immer ein 
und nur ein bestimmtes Teilungsverhältnis A. Um die Einheitlich
keit dieser eindeutigen Zuordnung von Zahlen A und Punkten P auf 
einer gegebenen Geraden festzuhalten, hat man die oben gegebene 
Definition eingeführt. (Man erinnere sich auch, daß man in der 
Elementarmathematik formal -f- oo = — oo erhält.)

64, Auf einer Geraden seien zwei Punkte Px und P2 durch 
ihre Koordinaten xx und x2 gegeben, s. Abb. 28. Beide Punkte 
haben den Mittelpunkt M, dessen Koordinate das arithmetische 
Mittel der Koordinaten der beiden Punkte ist, siehe auch Aufg. 62 c). 
Nun seien beide Punkte Px und P2 Träger von Massen oder Massen



m, xx 4- m2x2 
m. 4- m2

(a)

Durch die Hinzunahme der Massen hat man dann das „Gewicht“ 
der beiden Punkte, ihren Einfluß auf die Massenwirkung mitberück
sichtigt. Das Produkt mx ist eine besonders in der Mechanik wichtige 
Größe und wird statisches Moment des Massenteilchens m oder auch 
kurz Moment dieses Massenteilchens oder Massenpunktes bezüglich dąs 
Nullpunktes 0 genannt. Der Nullpunkt О heißt in diesem Zusammen
hang Bezugspunkt ; meist ist er ein (wirklicher oder nur gedachter) Dreh
punkt. Das Moment mx kann positiven oder negativen Wert haben, 
je nachdem x positiv oder negativ ist; die Masse m selbst ist stets 
-positiv. Um den Wert dieses neu eingeführten Begriffes „Moment“ 
zu verstehen, beachte man, daß bei allen Wirkungen, die von Massen 
abhängen, also bei den sogenannten Massen Wirkungen, nicht nur 
die Zahlenwerte der Massen oder Massenteilchen, sondern auch noch 
ihre Lagen Verhältnisse eine Rolle spielen.

Der Name „Moment“ hat naturgemäß nichts zu tun mit dem 
Begriff Moment einer Kraft, sondern ist nur in Anlehnung an das 
Kraftmoment wegen der ähnlichen Bildungsweise gebraucht.
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teilchen mx und m2 und deswegen materielle oder Massenpunkte 
genannt. Man wird dann nicht mehr von einem Mittelpunkt schlecht
weg, sondern von einem Massenmittelpunkt sprechen und diesen 
mit passender Berücksichtigung der einzelnen Massen definieren 
müssen. Um die Definition vorzubereiten, sei ein Beispiel aus der 
Vermessungslehre gebracht. Wenn man das wahrscheinliche Mittel 
aus zwei Beobachtungen hx und b2 angeben soll, dann wird man 
nicht ohne weiteres das arithmetrische Mittel der beiden Beobach
tungen wählen, sondern auch noch die Güte oder das „Gewicht“ der 
beiden Beobachtungen berücksichtigen. Ist vielleicht die eine Beob
achtung selbst wieder das Resultat aus 10 Einzelmessungen, die 
andere nur aus 5 solchen, dann sagt man, die erste Beobachtung 
bx ist vom Gewicht 10, die zweite vom Gewicht 5, und nimmt als 
wahrscheinliches Mittel der beiden Beobachtungen das „verall-

10 6j + 5b2 . Es ist ohne weiteres klar, daßgemeinerte Mittel“ Ъ

Ъ einen Wert erreicht, der viel mehr an bx wie- an b2 herangeht. Ent
sprechend wird man bei der Definition des Massenmittelpunktes Vor
gehen und sagen, der Massenmittelpunkt M wird dem Punkt mit 
der größeren Masse näher liegen, also näher bei Px, wenn mx größer 
als m2 ist. Dann wird der Abstand dieses Massenmittels M von О, 
das ist seine Koordinate £, nicht mehr durch (xx 4- x2) gegeben sein, 
sondern wird definiert durch

15

Гг
т
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Sucht man das Teil Verhältnis des Massenmittelpunktes auf der 
Strecke РгР2? so findet man nach (62b) und der obigen Formel

PP/ = Jj xi — £ m
(b)_?. (

m1 ’

der Massenmittelpunkt teilt die Strecke Px P2 im umgekehrten Ver
hältnis der Massen; ist beispielsweise Px Träger der Masse mx = 10 
und P2 Träger der Masse m2 = 5, so liegt der Massenmittelpunkt 
P näher bei Px, und zwar verhält sich dann P Px : PP2 — 5:10=1:2; 
das Vorzeichen (—) gibt ja nur an, daß der Massenmittelpunkt inner
halb der Strecke PtP2 liegt. Man sieht, nach (b) ist der Massen
mittelpunkt der nämliche Punkt, den die Physik oder Mechanik als 
Schwerpunkt eines Systems von zwei Massen erklärt.

Eine Mehrheit von Massenpunkten P15 P2, . . . Pn mit don Massen 
m1, m2, . . . mn heißt man ein Massensystem oder einen Körper.

Die einzelnen Massenteilchen

PP2 a;2 — £

o% в 1 können ganz beliebige Lage ge
genseitig haben. Es sei als ein
fachster Fall zunächst angenom
men, daß die einzelnen Massen

punkte, Pj* P2, . . . auf einer Geraden liegen. Ohne Rücksicht auf 
die Lage der einzelnen Teilchen wird das Massensystem ersetzt durch

M — mx -f- m2 -j- ... -f- mn — 2 m.
welche Summe man die Masse des Systems nennt. In den meisten 
Fällen kommt auch noch die Lage der einzelnen Massenpunkte zur 
Geltung, man führt deswegen auf der Geraden ein Koordinaten
system ein.

In Erweiterung der Definition (a) führt man als Massen
mittelpunkt dieses Systems den Punkt S ein. der die Koordinate

2mx

*—u_

Abb. 30.

t = mas2 + --.-f mnxn
mi ~h W2 H~ • • • ~f mn

;(°)oder £ — M

hat. Die xi sind die Abstände der einzelnen Massenpunkte P{ vom 
Bezugspunkt und werden von diesem aus gemessen, positiv nach der 
einen Seite, negativ nach der anderen; die mi sind die Massen dieser 
einzelnen Massenpunkte Pt; die mixi ihre Momente für den Bezugs
punkt 0; M — 2m ist die Gesamtmasse des Systems; die Summe 
der Einzelmomente der Massenpunkte

‘ D — m1xl-\- m2x2 mnxn oder D — 2mx
nennt man das Moment des Massensystems oder des Körpers 
bezüglich des Nullpunktes 0. Die Mechanik weist nach, daß durch 
die Definition (c) der Schwerpunkt des Körpers bestimmt ist und

(d)
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schreibt diese Definition dann in der praktischeren Form des Schwer
punktsatzes

(e)M i = 11 mx

Denkt man sich die ganze Masse des Systèmes irn Schwerpunkt 
vereinigt, so wäre durch M£ das Moment dieses Massenmittelpunktes 
für den Bezugspunkt 0 gegeben.

an.

Aufgabe a) Welches ist die Bedingung dafür, daß der Nullpunkt Schwer
punkt ist?

Losung: Wegen £ = 0 muß 2’ma: —0 sein.
Aufgabe b) Gesucht ist der Schwerpunkt des Massensystems der Abb. 30, 

wenn ml — 2, m2 — 3, m3 — 8.
Lösung: Man liest aus der Abbildung xx — 1,5, x2~ — 1, x3 — 3,5 und 

erhält nach dem Schwerpunktsatz £ = 28:13.

Punkt und Punktsystem in rechtwinkligen Koordinaten. 
Massensystem in der Ebene.

65. In einer gegebenen Ebene gibt es oo2 Punkte, die Lage 
eines bestimmten Punktes ist also durch zwei Bedingungen gegeben. 
Oder, щ anderer Ausdrucksweise: In einer gegebenen Ebene hat der 
Punkt zwei Freiheitsgrade oder zwei Bewegungsmöglichkeiten, er hat 
zwei Koordinaten. Um daher unter den oc2 verschiedenen Punkten 
der Ebene einen bestimmten Punkt herauszugreifen, d. h. seine Lage 
festzustellen, muß man zwei Angaben über ihn machen. Um inner
halb eines gegebenen Rechteckes, etwa einer Zimmerwand, einen be
stimmten Punkt P festzulegen, siehe Abb. 31, wird man wohl prak
tisch meist seine Entfernungen von zwei 
Kanten, etwa der unteren und rechten, an
geben. Diese zwei Zahlen nennt man die 
Koordinaten des Punktes innerhalb des ge
gebenen Rechteckes. Natürlich hat man 
noch andere Möglichkeiten, die Lage des 
Punktes genau anzugeben, etwra indem 
man seine Entfernungen von den Eck
punkten A und В des Rechteckes feststellt, 
oder indem man die Winkel mißt, die die Strecken PA und PB 
mit der Kante AB einschließen. Letzterer Fall kommt praktisch 
etwa vor, wenn das gegebene Rechteck ein größeres Grundstück ist.

Um in der nach allen Richtungen sich unendlich ausdehnenden 
Ebene die Lage eines ausgewählten Punktes P festzulegen, wird 
man, an die erste Lagenfeststellung des Rechteckpunktes der 
Abb. 3.1 anknüpfend, in der Ebene zwei zueinander senkrechte 
Gerade auswählen und ein für allemal festhalten. Diese zwrei Ge-

E g er er, Ingenieur-Mathematik. I.

A Б

Ърг
a-l

D

Abb. 31.

8



radeii bilden dann das Koordinatensystem der Ebene, ihr Schnitt
punkt О heißt Nullpunkt oder Anfangspunkt der Ebene. Man 
wird, um den Punkt festzulegen, seine Entfernungen von den beiden 
festen Geraden messen und diese beiden Maßzahlen seine Koordi
naten nennen.

Das so vorgeschlagene Koordinatensystem heißt Descartes- 
sches oder cartesi(ani)sches Koordinatensystem. Man nennt 
die beiden festen Achsen Koordinatenachsen, und zwar die eine

(für den Beschauer meist horizontal 
liegende) die x-Achse oder Abszis
senachse, die andere y-Achse oder 
Ordinatenachse. Die Entfernung 
у des Punktes von der ж-Achse nennt 
man seine Ordinate oder sein у 
kurzweg, die Entfernung x von der 

^ y-Achse seine Abszisse oder sein x.
Die im folgenden stets gebrauchte 
Schreibweise P — x | у bedeutet: P 

hat die Abszisse x und die Ordinate y. Nach Abb. 32 heißt also 
P — 4 I 2 soviel wie Punkt P hat die Abszisse 4 und die Ordi
nate 2, oder sein x ist 4, sein у ist 2.

Der Wert des eingeführten Koordinatensystems unter den

pX

У У

■9>0
x

Abb. 32.

ver
schiedenen anderen gebräuchlichen Koordinatensystemen wird später 
noch'erläutert werden. Zunächst sei anknüpfend an die Erörterung 
in Nr. 56 als Definition der rechtwinkligen Koordinaten eingeführt:

Uartesische Koordinaten (oder Parallelkoordi
naten) des Punktes P sind die Wege vom Nullpunkt 
zum Punkt P in Richtung der Koordinatenachsen. (a)

Der Richtungssinn der Koordinatenachsen ist wie üblich 
derart festgesetzt, daß man auf der (horizontalen) a;-Achse nach 
rechts, auf der (lotrechten) y-Achse nach oben positiv zählt. Der 
Pfeil der Koordinatenachsen soll stets den positiven Richtungssinn 
angeben. Mit dieser Festsetzung sind die Koordinaten der vier 
Punkte der Abb. 33, die alle gleichen Abstand von beiden Achsen 
haben.

?.= + 4l-K P* = — 4i+2. P3 = —4|—2, P4= + 4 I —2.
Durch die beiden Koordinatenachsen ist die ganze Ebene in vier 
Gebiete oder Quadranten abgeteilt, die sich nach den Vorzeichen 
benennen lassen, die die Koordinaten der einzelnen Punkte in ihnen 
haben. Gewöhnlich bezeichnet man den Quadranten, der die Ko
ordinatenvorzeichen -4---- }- hat, als ersten Quadranten, oder als

114 Lineare Gebilde der Ebene in analytischer und vektorieller Behandlung.
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Quadranten -|—|-, entsprechend den zweiten Quadranten durch----- \-,
den dritten durch------- , den vierten durch -|----- , so wie das auch
in Abb. 33 angedeutet ist. Die Rei
henfolge der Quadrantenbenennungen ^ 
wird erhalten, wenn man um den 
Nullpunkt im positiven Sinn herum- | 
geht, in der Mathematik also linksum. j 

Den Fahrstrahl r vom Nullpunkt ! 
zum untersuchten Punkt P, siehe 
Abb. 32, nennt man den Radius
vektor dieses Punktes. Dieser Ra
diusvektor ist stets positiv zu zählen und zwar vom Nullpunkt zum 
betrachteten Punkt (wenn besondere Verhältnisse zu einer anderen 
Annahme zwingen, wird noch darauf hingewiesen werden), so daß

r — -f Vx2 -f y2,

Y

и
X

90
жш

■м
Abb. 33.

<b)
(-)

das Vorzeichen der Wurzel also unbeachtet bleibt.
Es haben demnach die Punkte Px. P2, P8, P4 der Abb. 33 alle 

den gleichen Radiusvektor.

r1 = r2 = r3=r4==V 16 + 4 = 2V5.

Den Winkel (p von der ж-Achse zum Radiusvektor, in positivem 
Sinn d. h. linksum gezählt, nennt man den Richtungswinkel des 
Radiusvektor. Nun rechnet man in der analytischen Geometrie mehr 
mit den Winkelfunktionen als mit den 
Winkeln selbst, speziell wird in der Geo
metrie der Ebene die Tangensfunktion 
fast ausschließlich gebraucht. Man denke 
nur an die in der Technik .gebräuch
lichen Bezeichnungen: Steigung gleich i. 
der Tangente des Steigungswinkels, Bö
schung gleich der Tangensfunktion des 
Böschungswinkels. So definiert man 
auch: Richtung des Radiusvektor ist 
die Tangente des Richtungswinkels cp. Wenn man also diese Rich
tung mit Я bezeichnet, so gilt

Y 3

1

£

6
Abb. 34.

X = t g?> —~.X' («)

Aufgabe a) Man gebe die Koordinaten der Punkte Px, P2, P3, P4, 
P5, Pe der Abb. 3.4 an, ferner ihre Radien Vektoren, sowie deren Richtungswerte.

Lösung: Durch Abmessen findet man Px = 1 | 1, P2 = — 2 \ 0, P3 = 0 | 2, 
P4 = — 2 I — 1, P6 = 2 I 1, Pe = О I — 1. Nach (b) und (c) findet man die 
Radien Vektoren und die Richtungswerte tg®:

Punkt und Punktsystem in rechtwinkligen Koordinaten. 115
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tgę»i = l, tg <P2 = 0,
u=V5>

tg ç>3 = oo, tg 994 = 4, tg 993 = 1,

r2 = 2, ra==2, re = 1. 
tg cp6 = 00.

Beispiel a) Wenn a: | y die Koordinaten eines gegebenen Punktes 
sind, wie lassen sich dann die Koordinaten eines auf der nämlichen 
Geraden durch den Nullpunkt liegenden Punktes P' nach x und y 
ausdrücken?

Die Koordinaten dieses andern Punktes sind die Vielfaohen der 
Koordinaten des gegebenen Punktes, also ist. siehe Abb. 35,

P’ = qx\gy,
wo q durch die spezielle Lage noch gegeben ist.

Beispiel b) Wie viele Richtungen gibt es in der Ebene? Wie 
viele unendlich ferne Punkte gibt es in der Ebene? Wodurch wird 
man die einzelnen unendlich fernen Punkte der Ebene unterscheiden?

№

и
Y к P Ук

ихVо
о <р

У'
Abb. 35. Abb.’ 36.

Zu jeder Geraden der Ebene gibt es eine parallele Gerade durch 
den Nullpunkt, also gibt es so viele Richtungen als es Gerade durch 
den Nullpunkt gibt, nämlich oo1. Dann muß es aber auch oo1 un
endlich ferne Punkte in der Ebene geben, da man auf parallelen 
Geraden immer zum nämlichen unendlich fernen Punkt U kommt, 
siehe Abb. 36. Die einzelnen unendlich fernen Punkte der Ebene
werden sich darin gleichen, daß sie alle den Radiusvektor 00 haben, 
und sie werden sich dadurch unterscheiden, daß diese Radienvektoren 
verschiedene Richtungen haben. Man wird also im Fall der Abb. 36
sagen, die Koordinaten des unendlich fernen Punktes U sind 
gegeben durch

£7 = p cos 99 I psin<p,

wo q den Wert 00 und <p einen gegebenen Wert hat.
Aufgabe b) Welche Koordinaten haben die Punkte auf dem Radius

vektor OPx der Abb. 34, speziell der unendlich ferne Punkt? Die letzte Frage 
beantworte man auch für die übrigen Radienvektoren dieser Abbildung.

Lösung: Pj — 1 I 1, also haben die Punkte auf dem Radiusvektor OPr 
oder in dessen Verlängerung die Koordinaten q • 1 | о • 1. Der unendlich ferne 
Punkt in der Richtung О Рг ist U^ — q \ g, wo g — cc ist.

Die unendlich fernen Punkte in Richtung der übrigen Radien vektoren 
sind, g — OO vorausgesetzt, U2 = — 2g | O p oder U2 — — 2g \b, wo b jeden

(e)



— -I-V з, cos 240°sin 240° 2 5

cotg240° = — = 3V3.tg 240° — V3,
У

tfAufgabe a) Man gebe die Funktionen der 
Winkel 90°, 180°, 135°, 210°, —45° an.

Lösung: Man zieht, wie angegeben, Radien
vektoren mit diesen Winkeln und wählt auf ihnen 
je einen beliebigen Punkt, siehe Abb. 38, etwa so, 
daß

Pi = o ! 2,
Pi= --  д/з I --- 1, Г4 = 2,

Die gesuchten Werte findet man so wie in Tabelle zusammengestellt.

3,

£ X

\
Abb. 38;

Гг = V2 >P3 = -l I Ur2 — 3,p2 = -31 0,

*5=1 1-1. Г5 — V2-
»*1 = 2,
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beliebigen Wert haben kann; £73 —Og | 2 g oder U3~a | 2g, wo a beliebig 
ist; Z74 =— 2g | —g; Us— 2g \ g; Ue — 0 g | —g oder Ue — a j —g, wo a 
beliebig ist.

60. Mit Einführung der rechtwinkligen Koordinaten ergibt sich 
recht einfach nachfolgende Definition der trigonometrischen Funk
tionen eines Winkels oder Bogens cp, nämlich

Sinus ist das Verhältnis von Ordinate
zu Radiusvektor................................

Kosinus ist das Verhältnis von Abszisse
zu Radiusvektor ..........................................

Tangens ist das Verhältnis von Ordinate
zu Abszisse ...................................................

Kotangens ist das Verhältnis von Ab
szisse zu Ordinate .....................................

Gegenüber der bekannten Definition der trigonometrischen Funk
tionen in der Elementarmathematik hat die vorstehende den Vor
teil, daß sie für alle Winkel anwendbar ist, auch für solche, die 
gleich oder größer als \ л sind. Um also die 
trigonometrischen Funktionen eines gegebenen Win
kels oder Bogens zu finden, zeichnet man mit diesem 
Winkel bzw. Bogen einen Radiusvektor und wählt 
auf ihm irgendeinen Punkt P aus. Mit Angabe von 
x, у, r dieses Punktes ist die Aufgabe gelöst.

Um etwa die Funktionen des Winkels 240° 
aufzufinden, zieht man einen Radiusvektor unter 
diesem Winkel und nimmt auf diesem Radiusvektor 
irgendeinen Punkt P an, etwa r —4 nach Abb. 37, so daß 
P = — 2 I — 2 Уд, dann ist

sin cp =y : r ?

COS Cp — X'.r, (a)
tg <p = y:x,

cotg cp — x: у.

ЛУ
w*-—2 —^ cc

'p
Abb. 37. 

L. E. 5 mm.
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67. In der х, t/-Ebene sei der Punkt P, siehe Abb. 32, wieder 
Träger einer Masse m, also ein materieller Punkt oder Massen
punkt. Spielen bei Aufgaben über Massenpunkte die Lagenverhält
nisse dieser Punkte eine Rolle, so muß man die Koordinaten x, y 
der Massenpunkte mit hinzunehmen. Man führt dann entsprechend 
der Definition in Nr. 64 die Begriffe mx und ту als statische Mo
mente der Masse m ein und nennt mx das statische Moment für 
die «/-Achse und ту das statisclie Moment für die æ-Aclise. Die 
X- und y-Achse nennt man in diesem Zusammenhang auch Bezugs
achsen. weil man die ganze Lage des Massensystems auf sie bezieht.

Ein Punkthaufen in der Ebene bestehe aus don materiellen 
Punkten Pj, P2, ... Pn, die also Träger der Massenteilchen mv 
m2, ... mn sind. Das System dieser Massenpunkte nennt man, unter 
der Voraussetzung, daß sie unter sich unverslchieblich sind, eine 
Scheibe; im praktischen Fall werden deren einzelne Punkte meist 
kontinuierlich aufeinanderfolgen; für die angegebenen Definitionen 
und Sätze ist diese Voraussetzung aber nicht notwendig. Die Ge
samtmasse dieser Scheibe ist unabhängig von dem gewählten Koordi
natensystem und unabhängig von der Verteilung der einzelnen Punkte

M ==2'm — Wj -j- m2 -j- . . . -f- mn.

Kommt aber auch noch die Lage der Massenpunkte in Betracht, 
dann wird man wieder wie in Nr. 64 ein Koordinatensystem ein
führen und

Dx = 2my = m1yl + m2y2-\- . . . -f- mnyn 
Dy = 2' mx = mxxx + + • • • + mn xn

(a)

das statische Moment des Massensystems M bezüglich der ж-Achse 
bzw. ?/-Achse nennen.

Zum Begriff und zur Festsetzung des Massenmittelpunktes oder 
Schwerpunktes gelangt man wieder wie in Nr. 64 durch den Schwer
punktsatz der Mechanik,

(b)M s — Z mr,

m2. ... mn die Massen der einzelnen Massenpunkte Px, Pg, . . .wo m
sind, ferner r1? r„. ... deren Abstände von einer beliebig gewählten 
Geraden. M — 2m die Gesamtmasse und s der Abstand des Schwer

l ?
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punktes von dieser Geraden. Jede Gerade durch den Schwerpunkt 
nennt man eine Schwerlinie; da der Schwerpunkt von ihr den 
Abstand 8 — 0 hat. so ist die Bedingung für eine Schwqrlinie

2mr = 0, (P)

Wählt man die x- und «/-Achse als Bezugsachsen, so nimmt der 
* Schwerpunktsatz die Form an

Mi; — 2'mx, M i] — 2 ту.

Beispiel a) Sind die Punkte Px = 1J 2, P2 —1| — 1, P3 =—1(1, 
P4 = 2,5 .1 der Ebene Träger der Massen 2, 1, 3, 4, so ist für 
dieses Massensystem

(d)

M = 2 m = 2 + 1 -f 3 -f 4 = 10,

Dy = 2 mx=2 —1 — 3 —(— 10 = 10, Dx = 2 ту = 4 — 1 —|— 3-j— 4 == 10, 

also nach der vorausgehenden Formel
1=1

und somit der Schwerpunkt 8 — 1 j 1.
Aufgabe a) Die Ecken eines Polygons PXP2. .. P„ tragen alle die gleiche 

Masse m; gesucht ist der Schwerpunkt £|// dieses Systems.
Lösung: Sind x{ j yt die Koordinaten von P/; so wird 

M = 2m — nm, 
also nach dem Schwerpunktsatz

*7=1»

Dy = S mx — m-Sx, Dx—Smy—m■ Sy,

1 1
n

Aufgabe b) Wie groß müssen die Koordinaten £ у von P4 sein, wenn 
der Schwerpunkt des Massensystems : m4 — 2 in Рг — 1 j i, m2 — 3 in P2 == 11 — 2, 
rrt3 = 4 in P3 = 0 ] — 4, m4 = 2 in P4, nach P4 fallen soli ?

Lösung: Nach dem SchwerpunktsAtz wird
MÇ — m1 xt -f m2x2 -}- m3 x3 -{- m4£,__ M у — mx yx -j- m2y2 -f m3 y3 -f- m4»/ ;

aus beiden Gleichungen ermittelt man £ = 5:9, у — — 20 : 9.

y = — Sy. n

Vektor. Vektorensumme.
6S. Die unbenannten oder benannten Größen der Mathematik 

und Mechanik lassen sich unterscheiden als richtungslose oder 
skalare Größen (Skalare), das sind solche Größen, denen nur ein 
durch eine einzige Zahl (in umkehrbarer Weise eindeutig) darstell
barer Mengenbegriff innewohnt, z. B. Zeit, Masse, Wärme usw., und 
als gerichtete oder vektorielle Größen (Vektoren), denen neben 
dem Mengenbegriff auch eine Richtung zukommt, z. B. Weg, Ge
schwindigkeit, Kraft usw. Im folgenden sollen Skalare mit latei
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nischen Buchstaben, Vektoren mit fettgedruckten gotischen be
zeichnet werden, z. B. §, b, 5J5, 91, 0.

Ist die Berechtigung gegeben, sich eine Strecke als Bild einer 
gewöhnlichen Zahl vorzustellen, dann wird die in einem bestimmten 
Sinn durchlaufene gerichtete Strecke das Bild eines Vektors sein; 
die Maßzahl dieser Strecke ist unter Berücksichtigung des Dar
stellungsmaßstabes die gleiche wie die des Vektors, die Richtung 
der Strecke ist dieselbe wie die des Vektors, der Pfeil der Strecke 
gibt den Richtungssinn des Vektors an. Nicht zur Darstellung ge
bracht wird also durch die mit Pfeil versehene Strecke die Lage 
des Vektors im Raum. Solche Vektoren, bei denen die Lage belang
los ist, unterscheidet man als freie Vektoren von den gebundenen 
Vektoren, zu deren Kennzeichnung noch ein die Lage bestimmendes 
Element hinzukommen muß.

Einheitsvektoren sind Vektoren, deren 
•Zahlenwert 1 ist; dargestellt wird also der 
Einheitsvektor durch eine Strecke gleich der 
Längeneinheit (die man natürlich willkürlich 

v\// / <*' ' ^ wählen kann). In der Ebene gibt es oo1 Ein- 
\ heitsVektoren, im Raum oo2; trägt man alle

Einheitsvektoren der Ebene bzw. des Rau
mes von einem festen Punkt aus ab, so bil
den die Endpunkte einen Kreis bzw. eine 
Kugelfläche vom Radius 1, In Abb. 39 sind 
o', b', c', b' willkürlich ausgewählte Ein-

V

А'P.

Abb. 39.

heitsvektoren der Ebene.
Jeder Vektor ist das Vielfache eines Einheitsvektors; nach 

Abbildung ist z. B. 
а = 3 а',

Jene Zahl, die angibt, wieviel mal so groß ein Vektor ist als der 
mit ihm gleichgerichtete Einheitsvektor, heißt der Betrag (oder 
Zahlenwert, auch Tensor) des Vektors. Den Betrag nimmt man stets 
positiv. Nach Abb. 39 ist also 3 der Betrag, a' der Einheitsvektor 
des Vektors а usw. Damit ergibt sich:

C — 1,5 cH b= 1,5 b'.b = 1,2 b',

Jeder Vektor ist gleich Betrag mal Einheits-
(a)V e к t о r.

Zwei Vektoren 11= U U und $$ = Fb können demnach gemein
sam haben:

a) nur den Betrag, also U = F,
b) nur den Einheitsvektor, also U = b.
c) Betrag und Einheitsvektor, also U — F. it = b;

in letzterem Jfall heißt man die Vektoren gleich und schreibt П — 3$.
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Zwei Vektoren heißen entgegengesetzt gleich, wenn sie 
gleiche Beträge, aber entgegengesetzt gleiche Einheitsvektoren haben. 
Wenn also U — — 9$, so heißt dies U — V, U — — Ö.

Wählt man in der Ebene willkürlich zwei zueinander senkrechte 
Richtungen aus und hält sie für die Dauer der Untersuchung fest, 
so sollen die Einheitsvektoren in diesen zwei ausgezeichneten Rich
tungen Grundvektoren genannt und mit i15 i2 bezeichnet werden, 
siehe Abb. 40.

Entsprechend hat man im Raum drei Grundvektoren tL, t2, i3 

in drei zueinander senkrechten willkürlichen ausgewählten Richtungen.

'-VH2^2

V — 21*1

h
Abb. 4l.Abb. 40.

Beispiel a) Man zeichne die Vektoren

2ij, 2t2, —1,5 i2.3ti;

Wenn die beiden Grundrichtungen als bekannt vorausgesetzt werden, 
hier ix horizontal nach rechts, t2 dazu senkrecht nach oben, gibt 
Abb. 41 die Zeichnung.

69. Die elementaren Rechnungsoperationen mit Vektoren be
zwecken eine möglichst sinnfällige Darstellung von wichtigen Größen 
der Mechanik und von diesen hergeleiteten Größen: Resultante, Arbeit, 
Moment usw. Durch diese Absicht erklären sich die in den folgen
den Zeilen eingeführten Definitionen van Summe oder Produkt zweier 
Vektoren.

Anknüpfend an die Darstellung der 
elementaren Summe a -{- b zweier Zahlen а 
und b durch die Strecke OE der Abb. 42

ь—---OU-----
Abb. 42.

definiert man die Summe 9t —|— SB (auch geometrische oder graphi
sche Summe genannt) der Vektoren 9t und 95 als einen Vektor, den 
man folgendermaßen erhält, siehe Abb. 43:

Man trägt von einem willkürlich gewählten 
Anfangspunkte aus zuerst den Vektor 9t und von 
dessen Endpunkt aus den Vektor an, dessen 
Endpunkt wieder E sei. Dann ist der Vektor von 
0 nach E'die Summe 91 -J-'93. (a)
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Anmerkung. Dem Anfänger wird geraten, stets „graphische Summe“ 
oder „geometrische Summe“ zu sagen, nicht kurzweg Summe; auch stets zu 
sagen, der Vektor von 0 nach E, nicht schlechtweg Strecke oder Verbindungs
strecke OE. Ebenso stelle er sich einen Vektor stets als einen im Pfeilsinn 
durchlaufenen Weg vor, nicht kurzweg als Strecke.

Die Summe 35 -f- 51 der Abb. 43 ist nach Definition durch den 
nämlichen Vektor von 0 nach E dargestellt wie die Summe 31-J-35; 
damit ergibt sich

(b)

d. h. die Reihenfolge der Summanden ist belanglos.

je '£
a

T a-. f£\ \
'■+& /о kl/

/а\ jeА /у\ / ÏL+<£\
V

(
Abb. 44.Abb. 43.

Ebenso ist ohne weiteres ersichtlich, daß

(c)« + (35 -f 6) = (31 -f 35) + G.

Die Operation 3t — 35 kann man entweder als Differenz definieren, 
d. h. als gesuchten Summanden, oder als Summe der Vektoren 31 
und — 35, wobei, wie die Abb. 44 ersichtlich macht, der Vektor — 35 
entgegengesetzt gleich ist dem Vektor -|-S3. In Abb. 44 ist noch 

Vergleich die Summe 31-J-35 und die Summe 31 — 35 eingetragen.zum
Aufgabe a) mit d) Gegeben sind durch Abb. 45 die Vektoren 3t. 35, G, %

3t4-®+G — *,Man zeichne die Vektoren 35j = 3t -|- 35 -f- G -f- Ф, 3>2 
®8 = 3t— ® + G — Ф, e4 = —ft —e+'6 + ®.

Lösung: durch die Abb. 46 mit 49.
Aufgabe e) mit h) Man zeichne dieVektoren b1=ii'-{-2t2, b2 —l,5ix— 2i2 

b3 = — 0,5 ix — 1,512, b4=i1V2-i2V3.
Lösung: durch Abb. 50 mit 53.

70. Die Definition (09 a) und die Abb. 44 mit 53 machen ohne 
weiteres klar:

Jeder Summensatz wird durch ein Polygon 
dargestellt.
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und umgekehrt:

Jedes (ebene oder windschiefe) Polygon kann 
als Bild eines Summensatzes betrachtet werden. (a)

Abb. 49.
о

a

Abb. 45. a» IL
vu

> Abb. 46.4Jr LJ> »0 C,

-Д- -ТГП
£ а

cu 4
öо

Abb. 47. Abb. 48.

So kann man z. B. das Polygon der Abb. 46 lesen

?
wenn man Anfangspunkt 0 und Endpunkt E so wählt, мае in dieser 
Figur angegeben. Oder e, Os o-

—--7 0
wenn man den Endpunkt E 
in den Anfangspunkt 0 ver
legt denkt; oder

•«Vs*, tfj

E 4

Abb. 50. Abb. 51. Abb. 52.
0'

Abb. 53.

wenn man als Anfangspunkt den Endpunkt des Vektors 31 M'ählt 
und als Schlußpunkt E den Endpunkt des Vektors Ф. Natürlich 
sind die beiden letzten Schreibweisen nur Umformungen der ersten.

Wie man aus zvrei oder mehreren Vektoren durch geometrische 
Summierung einen neuen Vektor erhält, so kann man umgekehrt 
jeden Vektor in zwei oder mehrere andere zerlegen; die so gewonnenen 
Vektoren heißen die Komponenten des gegebenen Vektors. So 
kann man sich etwa vorstellen, daß der Vektor der Abb. 46 
gegeben ist, und daß er- nach dieser Abbildung in die Komponenten 
21, $8, ß, zerlegt Muirde.

Meist kommt man in die Lage, einen Vektor in Komponenten 
parallel den willkürlich gewählter, oder irgendwie vorgeschriebenen
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zwei Grundrichtungen der Ebene bzw. den drei Grundrichtungen des 
Raumes zerlegen zu müssen.

Schließt in der Ebene ein Ein
heitsvektor ft' mit der ersten Grund
richtung den Winkel cp ein, so ergibt 
sich nach Abb. 54

*2 l\M2

J£_ W-j ft' — ix cos ç? —12 sin cp,

wo also 1 • cos cp und 1 • sin cp die Pro
jektionen des Einheitsvektors auf die 
beiden Grundrichtungen und demgemäß 
tjCosçs und t2sinQ? die Komponenten 
in diesen Grundrichtungen sind.

Sind al, a2 die Projektionen eines 
gegebenen Vektors a auf die vorgeschriebenen zwei Grundrichtungen 
der Ebene, so sind die Komponenten dieses Vektors o1=i1a1, 
ft2 — t2a2, also

(b)
tf-ilL
Smip
l,tJ£_

) \f 2 —cos (ff—i

IG
ns --- f-x-,

Abb. 54.

П = 0X -f- ö2 == \lal -f- i2a2

— a (tj cos cf) -j- i2 sin cp) — an',

wenn a' der Einheitsvektor von ft ist, so wie Abb. 54 angibt. Der 
Vektor ft hat den Betrag a~(±} Уах2-f-a22-

Beispiel a) Welche Beziehung besteht zwischen zwei auf
einander senkrechten Vektoren о und 0 vom gleichen Betrag al

Für ihre Einheitsvektoren gilt, da ihre Richtungen <p und cp -j- n, 
ft' — ij cos cp -j- i2 sin cp, 

und damit für sie selbst

ft= ft'a =

b' = — ix sin 99 —j— i2 cos cp

txa cos у -f- i2a sin cp, 

ZrÖ = + b'-a = — ixa sin cp -\-\2a cos cp

oder

±Ь = — i1a2 -f-i2ai. (c)
Aufgabe a) Gegeben sind die Diagonaleckpunkte 

eines Quadrates, I\ — 4 | 2 und P2~-2 | 6; gesucht sind 
die anderen Ecken. Die Lösung wird in vektorieller und 
analytischer Form verlangt.

Lösung: Die Anwendung der vorausgehenden For
mel' liefert nach Abb. 55 durch Px und P2 den Vektor 
Px P2 = — 2ix -f- 4t2 und weiterhin

Vektor MP

ft »1«! -f ^2^2’

\

«V

Abb. 55.

Vektor PXM — — ix -f- 2i2, 
Vektor Px P3 ==■

2ii + b,
ix’-j- Bi2,' - -Vektor PXP4 = — Bii + tij.

3

also
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Damit wird
*з — ri ~Mi + 3i2). ^ ri — 3ii + V

Die Projektion auf die Koordinatenachsen liefert

— *1 + 1 — 51 
= 2/1 H-°3 = 5 /

xi — xi 3 — 11

y *=vi 4-1 — 3 ) •
Ohne weitere Begründung ist der Satz einzusehen:

Уз

Sind zwei Vektoren gleich, so sind auch ihre 
Komponenten in den Grundrichtungen entspre
chend gleich.

Projiziert man ein geschlossenes (ebenes 
oder räumlich windschiefes) Polygon von 
einem willkürlich gewählten Zentrum aus 
auf eine willkürlich gewählte Ebene, so 
wird die Projektion wieder ein Polygon 
geben, dessen einzelne Seiten im gleichen 
Richtungssinn durchlaufen werden wie die 
des ursprünglich gegebenen Polygons, siehe 
Abb. 56. Wenn demnach im ursprüngli
chen Polygon gilt

(d)

j)

xy .

Abb. 56.® = « + « + 6+...,
so gilt vom projizierten Polygon

0' = -f 33' -f r -j- ...
Dabei sind also 21', 35', 6', ... die Projektionen von ®, 2(, 23, (£. ... 
auf die willkürlich vorgeschriebene Projektionsebene. Die Seiten 
<©', 21', 23', (S', ... liegen in ein und derselben Ebene, während für 
®, 2t, 33, (S, ... dies im allgemeinsten Fall nicht zutreffen wird. Welche 
Beziehungen auch sonst noch zwischen den beiden Polygonen vor
handen sein mögen, uns interessiert hier nur die eine Tatsache, daß 
die Projektion wieder ein Polygon gibt. Ob das willkürlich gewählte 
Projektionszentrum im Endlichen oder im Unendlichen liegt, im 
letzteren Fall also eine Parallelprojektion vorliegt, ist für die Beziehung, 
die uns hier interessiert und die in den beiden oben angegebenen 
Gleichungen zum Ausdruck kommt, belanglos. Uns interessiert hier 
nur, daß der Summensatz

® = sc-f»4-e +...

seiner Form nach vollständig erhalten geblieben ist, nur daß jetzt 
statt der ursprünglichen Polygonseiten deren Projektionen stehen. 
Der Satz bleibt natürlich auch dann noch erhalten, wenn man nicht 
auf eine Ebene, sondern auf eine Gerade projiziert. Allerdings hat 
hier eine Zentralprojektion nur dann einen Sinn, wenn das Polygon

r~
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eben ist und auch die gegebene Gerade, auf die projiziert werden 
soll, in der Polygonebene liegt. Im allgemeinen Fall ist unter Pro
jektion auf eine gegebene Gerade immer eine Parallelprojektion 
durch parallele Ebenen zu verstehen: Als Projektion einer Strecke 
AB auf die gegebene Gerade gilt dann die Strecke A'B’ zwischen 
den Schnittpunkten A! und B' der durch A und В gelegten parallelen 
Projektionsebenen mit der gegebenen Geraden. Bei dieser Projek
tion gilt also wieder vom projizierten Polygon

@"=51" + «" + Г-f
oder besser, da die einzelnen projizierten Seiten jetzt alle auf der 
gleichen Geraden liegen, die Beibehaltung der Vektorenschreibweise 
somit keinen Zweck mehr hat,

£" = A" + B"+<?"+...

Wenn man also die in einem чvektoriellen Summensatz auftretenden 
einzelnen Summanden auf eine, willkürlich gewählte Ebene oder 
Gerade projiziert, so bleibt die Form des Summensatzes die gleiche, 
nur daß statt der ursprünglichen Vektoren deren Projektionen stehen. 
Wir wollen diesen wichtigen Satz in Zukunft in der einfachen 
Form aussprechen:

Ein Summensatz bleibt bei der Projektion 
erhalten. (e)

Beispiel b) Gegeben ist eine Gerade im Abstand p vom Null
punkt; das Lot von letzterem aus bildet mit der x-Achse den Winkel «.

Gesucht ist der Abstand d, den ein 
beliebiger Punkt P — x j у von der 
Geraden hat, s. Abb. 57.

Man geht vom Nullpunkt aus 
zum Punkt P auf zwei verschiedenen 
Wegen, so wie das die Pfeile in der 
Abbildung andeuten, 
man einen Vektor, wie das oft ge
schieht, durch einen Horkontalstrich 

über dem Zahlenwert, so hat man in dieser neuen Schreibweise für 
Vektoren

>p
.M
:Ay
I

0 ■J' cc KennzeichnetT s
Abb. 5.7.

OQ + QB + PP— OS + SP.

Diesen Summensatz „projizieiu“ man senkrecht auf eine Gerade von 
der Richtung p oder d und erhält

p -f- 0 -j- d — x cos а + у sin а
oder

(f)d = x cos а + у sin а — p.
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Strecke. Teilverhältnis. Dreieck. Vieleck.
71. Gegeben sind die Punkte P1 = xx j уг und P2 = x2\y2 in der

Projektion und Rich-Ebene. Um eindeutige Formeln für Länge, 
tung der Strecke F\ P2 zu erhalten, denke 
man sich dieselbe stets in der Richtung 
Px nach P2 durchlaufen; es sei also Px der 
Anfangspunkt, P3 der Endpunkt genannt. 
Wenn man schlechthin von Endpunkten 
spricht, meint man ebensowohl Px wie P2. 
Die Projektion der Strecke PXP2 auf die 
аь und t/-Achse sei mit X bzw. Y bezeich,-

von Bt
I

i

\YП.

I

net, die Strecke PXP2 selbst mit P. Der Win
kel r von der æ-Achse zur Strecke R in po
sitivem Sinne — in der höheren Mathema-

____btLß,

4-*Аг
Abb. 58. L. E. 5 mm.

tik Linksdrehung — sei Richtungswin
kel der Strecke genannt; die Tangensfunk
tion tg r selbst Richtung der Strecke.

Mit Berücksichtigung des Richtungssinnes ergeben sich die 
Projektionen X — A1A2 und Y = B1B2 der Strecke PXP2 (oder 
wenn man genauer sein will, die Wege von 
Px nach P2 in Richtung der Achsen) unabhängig 
von der Lage nach (61a) zu 

X = x2 a?x,
In der Vektorensprache ist die Entfer

nung der beiden Punkte Px und P2 durch die 
vom Bezugspunkt О aus zu ihnen geführten 
Vektoren rx und t2 gegeben. Die Abb. 59 °'
macht ohne weiteres ersichtlich, daß

Ш = х2 — tx
ist. Man hätte von dieser Formel, die ohne. Bezugnahme auf ein 
spezielles Koordinatensystem gilt, ausgehen können und durch Pro
jektion auf die beiden Koordinatenachsen, oder, was das gleiche ist, 
auf die beiden Grundrichtungen, die beiden Formeln (a) erhalten; 
es ist ja

At

ж(а)Y =2/г — 2/i -

Abb. 59.

(b)

« = ix2C + i 2Y,X2 4^2 *2 У Z'?! ixxx -j 12У\-> 

oder nach (b)
М = ЪХ + hY = h(z2 — x1)-{-\2(y2 — y1), 

und somit, da gleiche Vektoren auch gleiche Komponenten in den 
beiden Grundrichtungen haben,

X--=x2—x1, Y = y2 — Vi-
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Unabhängig von jedem Koordinatensystem gilt: Die Projektion 
einer Strecke auf eine Gerade ist gleich dem Produkt aus Original
strecke mal Kosinus des Neigungswinkels, so daß also

X — R cos r, 
x2---Xx — iücosr,

Y — R sin r
(c)У2 — Ух = R sin T.

Die Länge einer beliebigen Strecke ermittelt man vielfach nach 
dem pyth. Lehrsatz, wenn man die gesuchte Strecke als Hypotenuse 
zu zwei gegebenen Katheten kennt. Im vorliegenden Fall kennt 
man die Projektionen X und Y der Strecken Px P2, diese selbst ist 
Hypotenuse zu dem aus X und Y gebildeten rechtwinkligen Dreieck. 
Damit ist unabhängig von der liage des Koordinatensystems

oder

R = (+) V X2 f Ÿ* ,
die Länge der Strecke Px P2 ist gleich der 

Wurzel aus der Quadratsumme ihrer Projektionen.
Das Minuszeichen bleibt ohne Bedeutung, da man von der Strecke Px P2 
stets nur den absoluten Wert erfahren will. Mit Beachtung von (a) 
kann man noch schreiben

<d)

R = Y(x2 — x,f -f (ya — Vlf. (e)

Indes sei in Wort und Schrift stets nur die 1 obige Regel (d) an
gewandt.

Beispiel: Für die Punkte Px — 2 \2 und P2 — 518 der Abb. 58 ist
X — x2 — xx — b — 2 = 3, Y — y2 — yx = 8 — 2 = G.

Die Vorzeichen entsprechen der Tatsache, daß die Projektionen A1A, 
und Bx B2 nach rechts bzw. nach oben gehen. Die Strecke Px P, 

4 selbst wird
R = VX2 4- У2 = V32 -f G2 = ЗУ5.

Richtungswinkel т der Strecke PXP2 (oder einer beliebigen 
Geraden) und Richtung derselben sind bereits definiert. Die 
Strecke PXP2 kann als Radiusvektor betrachtet werden, wenn man 
Px als Koordinatenanfangspunkt einführt; X und Y wären dann die 
Projektionen dieses Radiusvektors und damit

Y
(f)tgI = X’

die Richtung einer beliebigen Strecke PXP2 der Ebene ist 
gleich (dem Quotienten aus) F-Projektion durch X-Projektion 
(oder wenn man genauer sein will, gleich dem Quotienten aus У-Weg 
durch X-Weg). Mit (a) kann man noch schreiben

У 2~ Ух 

X2 — Xx
(g)tgT =
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Die Strecke der Abb. 58 etwa hat darnach die Richtung

«tgr = 3=2-

Aufgabe a) mit c) Man zeichne die Strecken PXP2 und ermittle ihre 
Projektionen, ihre Länge und Richtung.
a) Pi = l|l, Pa=2|4; b) P1==l |1, P2=0j — 2; с) Рг = — 212, P2= —1| — 1. 

Lösung: а) X — 1, У = 3, R — yTÖ, tg r = ,
b) X —— 1, Y — — 3, R--^ 10, tg r = ,
c) X—l, Y — — 3, R — -J10, tg г = —3.

Richtung und Länge der Strecke PXP2 kann man mit einer einzigen Formel 
angeben mit Benützung der Vektoren: Es ist

a) 91 = ii 4- 3 i2, b) SH — — b — 3 i2, c) ŚR = ix — 3 i2.
Die Zeichnung der Abb. 60 

dient als Kontrolle.
Aufgabe d) Von der Strecke 

Pi P2 kennt man den Endpunkt 
P-2 — — 1 2, sowie die Richtung 
4:3 und die Länge 5; man er
mittle die Projektionen der Strecke 
und die Koordinaten des Anfangs
punktes Px.

Lösung: Nach Angabe ist 
tg r — Y : X = 4 : 3, also mit Ein
führung eines Proportionalitäts
faktors У — 4 p und X — '-ig. Da
R — 5 oder X2 Y2 = 25, ergibt sich daraus 25ß2 = 25 oder p = +l, somit 
zwei Lösungen

1) x =
2) X — — 3 = x2 — xlt

2-, Pr
I \

Рг
4

Pi'2

Abb. 60. Abb. 61.

= 4 = y2 — Vi oder xt = — 4,
= —4 — y2 — yi oder xt = 2,

Die Zeichnung der Abb. 61 dient als Kontrolle.
Aufgabe e) Punkt P0 hat von den Punkten Px =— 2)0, P2 = 3j3. 

P3 = 0|— 2 gleiche Entfernung; man suche die Koordinaten x0, y0.
Lösung: Aus Symmetriegründen ergibt sich zunächst, daß xQ = y0\ die 

Bedingung P0Pj — P0P2 liefert dann P0 = |j^. (Im allgemeinen Fall ermittelt 
man x0 und y0 aus den zwei Bedingungsgleichungen P0 Px = P0 P2 = P0 P3).

Aufgabe f) Man stelle die Richtungen tgTl = ^, tgTe = 2, tg r3 = — |, 
tg t4 — — 0,896 dar.

Lösung: Man geht aus von (g) und sagt, die Richtung 1 oder 1 :2 oder 
— 1: — 2 oder allgemein 1 g : 2 о wird im rechtwinkligen Koordinatensystem 
repräsentiert durch eine Strecke, die als Vertikal- oder y-Projektion -f" 1 und 
als »-Projektion -f-2 hat oder auch, wenn sie — 1 als y-Projektion und —2 als 
»-Projektion hat oder ganz allgemein, wenn sie 1 Längeneinheit als y-Projektion 
und 2 Längeneinheiten als »-Projektion hat, wo man die Längeneinheit beliebig 
wählen kann und durch g ausdrückt. Man findet die Richtung tg rx = | durch die 
Strecke Px der Abb. 62 dargestellt oder eine zu 

Kgerer, Ingenieur-Mathematik. I.

3 = x2 — Xy, — — 2, 
= 6.

ihr parallele Strecke oder Gerade.
9

? 3*
oo

 os
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Die Richtung 2 oder 2:1 oder 2 g :1p ist durch eine Strecke Ji2 dar
gestellt, die 2 Längen als ^-Projektion und 1 Länge als ж-Projektion hat, so 
wie die Abbildung arigibt. Entsprechend ist die Richtung — ~ oder — 2:3 
oder 2: — 3 oder 2g: — 3g dargestellt durch die Strecke i?3 und die Richtung
— 0,896 oder 0,896 : — 1 oder 896: — 1000 oder — 896p: 1000 g öden 1,12:
— 1,25 dargestellt durch die Strecke i?4.

fl
:H-J 1 ’ '

/I T "4. I I \
tj__ j___________ jV ‘

4-0,7-^ W----------u-------«-> U------US-----**

Abb. 62.

ł л.к

72. Gegeben sind die Endpunkte Px — xx yx und P2 — x2\y2 der 
Strecke PXP2- Irgendein Punkt P auf dieser Strecke (oder ihrer 
Verlängerung) teilt die Strecke in einem bestimmten Verhältnis. Wie 
in Nr. 62 ist das TeilungsVerhältnis X, nach dem P die Strecke 
Pl P2 teilt, definiert zu

(a)X = PPx:PP2,
womit bei Beachtung des Rich
tungssinnes der Strecken PPX und 
PP2 schon »gegeben ist, daß X 
negativ wird, wenn der Teil
punkt P innerhalb der Strecke 
PXP2 liegt, und positiv für Teil
punkte außerhalb der Strecke.

Da PXP2 durch P im gleichen 
Verhältnis geteilt wird wie seine 
Projektionen AXA2 und BlB2 durch

А
Вг №

Л
В I

вi

Лi
Abb. 63.

A bzw. В, so gilt ebenso
aa1.aa2 = x = bb1.bb2-,

damit wird nach (62b)

j-lü
х — хг У — У s

und (b)

oder wenn man in den vorstehenden Gleichungen nach x bzw. y auflöst,

■Xx2~xx 
X — 1 ■

v —АУ«.—ft
* X — 1 ■

Die erste Formel (b) löst die Aufgabe, auf der gegebenen Strecke Px P2 
das Teilungs Verhältnis X zu ermitteln, wenn der Teilpunkt P, d. h. 
seine Koordinaten, gegeben sind; die zwreite Formel (c) läßt auf der 
gegebenen Strecke PXP2 den Teilpunkt P bzw. seine Koordinaten 
für ein vorgeschriebenes X ermitteln.

(<0
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Rechnet man mit Vektoren, so wählt man den Koordinaten
anfangspunkt etwa als Bezugspunkt, dann ist das Teil Verhältnis Я 
wieder definiert durch die Formel

Я = PPX : PP2 oder PPX = Я • PP2, 

woraus ohne weiteres folgt

ti — x = X{x2—x).

Man beachte, daß durch diese Schreibweise gleichzeitig zum 
Ausdruck gebracht ist, daß die Punkte Px, P2, P auf der nämlichen 
Strecke liegen. Denn für die drei beliebig gelegenen Punkte Px, P2, P 
der Abb. 65 kann wohl noch gelten PPX = Я- PP2 für sich allein, oder 
xx— x = k(x2— x) für sich allein, aber nicht mehr tx —г = Я(г2 — t). 
Man sieht, daß die Formel (d) umfassender ist als jede einzelne der 
anderen hierher gehörigen Formeln (b) oder (c).

(d)

Pz

•Pi *r.
"г (P

О-

■ViО щ
Abb. 64. Abb. 65.

Aus der in der Vektorform gegebenen Definition des Teilungs
verhältnisses Я folgt für ein gegebenes Я der zum Teilpunkt P 
führende Vektor

r — Xl 
Я — 1

(e)

und damit der Teilpunkt P selbst.
Beispiel a) Will man etwa den Mittelpunkt Ж der Strecke Px P2

mit Hilfe der entwickelten Formen gewinnen, so beachte man, daß
für diesen Mittelpunkt das Teilungsverhältnis Я = —1 ist, woraus

und ebenso у ~ ~xi "T (f)x — 2

wird. Man hat dann wieder die bekannte Formel:

Die Koordinaten des Mittelpunktes oder 
Schwerpunktes einer Strecke sind das Mittel aus 
den Koordinaten der Endpunkte.

Dieser oft gebrauchte Satz ist zunächst nur für rechtwinklige 
Koordinaten bewiesen, aber wie die Skizze der Abb. 66 ohne weitere

9*



Der Schwerpunkt S — $\r] teilt die Strecke Px P4 im Verhältnis 
X — — 2:1, so daß

— 2x4 — xx 2 x4 -f-
— 2 — 1 3

Ух + У2 + Уз^1+^2 + *3 • (h), und entsprechend rj —oder £ = 33

Abb. 66. Abb. 67.

Beispiel b) Die Koordinaten des Schwerpunktes einer Drei
ecksfläche findet man mit Hilfe der vorausgehenden Formeln. Die 
elementare Geometrie sagt: der Schwerpunkt des Dreiecks teilt die 
Mittellinien (oder Schwerlinien) in Abschnitte, die sich wie 1: 2 ver
halten. Der Mittelpunkt P4 der Seite P2P3 ist P4 — x4 y4, wo

*2 4- «3 У 2 Уз
x4 У4 22

Die Koordinaten des Schwerpunktes einer 
Dreiecksfläche sind also das Mittel aus den 

' Koordinaten der Eckpunkte.

Beispiel c) In Abb. 63 ist PL = 1 | 1, P2 = 4 | 2,5. Die Abszisse
3__i

= 3, so daß nach (b) das Teilverhältnis X —

— 2-2,5- 
— 2 —

von P ist X 2

1
wird. Mit; diesen Werten liefert Formel (c) dann у — - 
so daß P = B I 2.

Beispiel d) Zuweilen ist das Teil Verhältnis in der Form 
X = — X2 : Aj gegeben; man erhält dann die Abszisse x des Teilpunktes 
in der Form _ X2x2 -j- X1x1'___ — À8x2:X1 — хг

x-~ — X2:X1~l К + к
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Erklärung zeigt, auch für Vektorkoordinaten gültig, so daß also der 
Mittelpunkt M der Strecke Px P2 gegeben ist durch den Vektor

г — хл±Л 
2 ' (g)

Die Formeln (f) sind von der eben angeschriebenen die „Projektionen“.
O

y

*i/Г
А

i /i ///*

-fr

C
O

А
Cb
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und dementsprechend beide Koordinaten

X У • 1 = (^1 X\ 4“ ^2 x2): (^i Vi У2) •’ (^i ~j~ Л2).
Beispiel e) Man ergänze das Dreieck 

Px P2 P3 3er Abb. 68 durch einen vierten 
Punkt zu einem Parallelogramm. I\ = 0 j 1, 4

P2 = 2|0, P3 = 1 I 2.
Es gibt drei Punkte P4, P6, P6, die 

der Aufgabe genügen. Um etwa P4 zu be
stimmen, wird man für die zwei Unbekann
ten x4 und у4 zwei Gleichungen aufstellen 
müssen. Man erinnert sich an die Eigen
schaften des Parallelogramms und schreibt

P2P4 = P1P3 und Р3Р4 = РгР2.

Der Anfänger wird meist diese beiden Gleichungen aufstellen. Er sei 
belehrt, daß alle Gleichungen, die mit Längen von Strecken 
operieren, unpraktisch sind, weil sie nach Formel (71 cl) die 
Quadrate von Koordinaten enthalten. Von einer anderen Parallelo
grammeigenschaft ausgehend kann man schreiben

zu

0)

N
----^4,

/2

Abb. 68.

an

P.P^P.P, und P2P4 II PiPs-

Auch dieses Gleichungspaar ist noch unpraktisch, weil es wieder die 
Längen der Strecken P2P4 und PxPa enthält. Wesentlich einfacher 
gestaltet sich schon die Rechnung, wenn man ausgeht von der 
Eigenschaft

P1P3||P2P4 und P3P4||P1P2,

da dann die Formel (71 f) in den Unbekannten und y4 linear ist. 
Am einfachsten wird die Lösung, wenn man mit Sätzen über Pro
jektionen operiert, also hier setzt

*13=*24 und Y = Y13 J 24’
in Zahlen

undx3 Xy — xi x2 Уг — Ух^Уь—У^
was я4=3, y±— 1 liefert.

Man hätte auch den Satz benützen können, daß sich die Diago
nalen eines Parallelogramms halbieren, und geschrieben: M ist der 
Mittelpunkt PjP4 und P2P3, in Zahlenvon

УхЛ- Уа._У* + 2/з*1 +*4 _ Ж2 + Ж3
22 2

Die Benützung von Vektoren,

Vektor P1PS — Vektor P2P4,
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führt wegen der vorzunehmenden Zerlegung nach den Grundrichtungen 
wieder auf die Lösung zurück, die bereits als die einfachste bezeichnet 
wurde. Ebenso erhält man rasch eine Lösung, wenn man setzt

Vektor PXP4 — Vektor Рг Ря -(- Vektor Px P2.
Aufgabe a) Gegeben Px — — 2 | -— 1, P2 — 4 | 2. Man zeichne die 

Strecke PXP2 und trage auf ihr die Punkte ein, die diese Strecke im Verhältnis 
J. — 4, bzw. — 4, 3, — 8, 1, — 1, 1:3, — 1:3, 1:4, — 1:4 teilen.

Lösung: Nach Formel (c) wird

*_22A±i
x Ł Я — 1 ’

2 Я —1
y-jzrp

Für die angegebenen Werte von Я findet man die Punkte 6 | 3 bzw. 2,8 | 1,4, 
7 I 8,5, 2,5 I 1,25, со | oo, 1 | 0,5, — 5 | — 2,5, — 0,5 | — 0,25, — 4 | — 2,
— 0,8 I — 0,4.

Aufgabe b) Gegeben sind die Punkte Px — xx | yx und P2 = x2 \ y2. Auf 
der Strecke PXP2 liegen die Punkte P3 — x3 \ y3 und P4 — | y4. Es sind
x3 und y4 als bekannt vorausgesetzt, man soll die unbekannten Werte y3 und xx 
ermitteln.

Lösung: Da x3 bekannt ist, findet man

Я о =   —1 und daraus
xa — x2

Entsprechend findet man

У2 (*ą — »0 — Ух (*з — x2)>АзУз —УхУз —* Я — 1 f2 — xx

,.1=У-Х=Ж u„d daraus x. = ^ ~.М ~МУ>~У»),
У* — У2 Уз —Ух

Aufgabe с) und d) Gesucht ist der Mittelpunkt der Strecke PXP2. 
c) P1==4|2, P2=r- — 4| — 6; d) Px = 2 | 3, P8 = — 311,5.

с) О I—2, d) — 0,5 I 2,25.

Aufgabe o) und f) Von einer Strecke Pt P2 kennt man den Anfangspunkt 
Pj und den Mittelpunkt M ; gesucht P2.

e) Px == 211, Ж — 01 — 2; f) Px =. — 21 — 1, üf = 3|4.

e) — 2 I — 5, f) 8 ! 9.

Aufgabe g) Man suche den Schwerpunkt des Dreiecks P1P2P3.
Px = 1 I o, P2 = 3 I 4, P3 — 0 I 4.

73. Die Radienvektoren zu den Punkten Px und P2 haben die

Lösung:

Losung:

Lösung:

Längen
ri — -+- У,2 bzw. r2 =--Vx22Jr y2‘

und die Richtungen

bzw. tg (p2 —tg = "
X2XX
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ferner die Winkelentfernung P,

(a)y> = <pt — (p1.
Der Winkel xp wird natürlich von rx nach r2 
gezählt.

fi

r*tDa man alle Winkelfunktionen von <px und 
<p2 kennt, z. B. sin<рх — yx‘.rx, cos <px — xx : rx 
U8w., so kann man auch für xp solche Funktionen 
auf elementarem Weg anschreiben und erhält

*
y
У1 X

XXX2 +У1У2ххУ2 — хгУ1 Abb. 69.•(b)втхр — cos xp —
4*2

Will man die Winkelentfernung xp von zwei beliebigen 
Strecken Rx und P2 der Ebene, so braucht man nur beide parallel 
zu verschieben, bis sie sich im Nullpunkt schneiden und die voraus
gehenden Formeln anwenden. Ihre Projektionen sind Xx, 7X bzw. 
X2, 72, ihre Längen Px und P2, ihre Richtungen tg <px bzw. tgcp2. 
Dann wird die Winkelentfernung xp—-ç>2— cpx wieder ausgedrückt 
durch die Formeln

*1 *2

Xt x2 + Y1Y2 
RxR2

x1y2-x2y1 
Rx R2

Beide Formeln kann man zusammenfassen zu

sin X/) — cos xp =

Xj Y2 - X2 7X
(<0tg^

XxX2 4-7,7, •

Beispiel a) Hat man zwei parallele Strecken, so wird mit 
tp = 0 oder ^=180° auch sin xp — 0 oder tg^ = 0 und damit 
XxY2 — X2Yx — 0 oder

7j : Xx — Y2 : X2 oder 7X = p72, Xx — qX2,

d. h. die Projektionen beider Strecken sind proportional.
Bei zwei zueinander senkrechten Strecken wird 90° oder 

xp = 270° und cos xj) = 0 oder tg xp = 00; dann muß XxX2 -j- 7X Y2 — 0 
sein oder umgeformt 7x:Xx =— X2 : 72 oder

Yo-X2— 1 : (7X : Xx),

d. h. die Richtung der zweiten Strecke ist reziprok und negativ zur 
Richtung der ersten Strecke.

Die Strecke PXP2 bildet mit dem Nullpunkt ein Dreieck OPxP2, 
dessen Inhalt zu ermitteln ist. Sind die Punkte P1 = x1 j yx und 
P2 — x2\ xj2 bekannt, dann auch ihre Radien Vektoren rx und r2, 
sowie deren Richtungswinkel cpx und cp2 bzw. deren trigonometrische

(d)

(e)
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Funktionen, und ihre Winkelentfernung y. Die Elementarmathematik 
ermittelt den Inhalt des Dreiecks OPxP2 zu

Л = rxr2 sin y.

Von vornherein ist damit ersichtlich, daß das Dreieck auch negativen 
Flächeninhalt erhalten kann und es ist anzugeben, welchen Sinn eine 
negative bzw. positive Fläche hat. Ist у im Sinn von rx nach r2 

genommen, dann wird siny und damit das Dreieck positiv, wenn 
(px kleiner als y2, d. h. wenn das Dreieck OPxP2 in der Reihenfolge 
0, Pj, P2 umlaufen links vom Weg liegt, also links von einem Be
schauer, der den Weg 0P1P2 durchläuft. Umgekehrt wird es negativ, 
wenn rpx größer als y2, d. h. wenn es in der Reihenfolge 0, P1? P2 

umlaufen rechts vom Weg liegt. Der absolute Zahlenwert ändert 
sich nicht bei verschiedenem Umlaufsinn, nur das Vorzeichen. Damit 
hat man also für jedes beliebige Dreieck А ВС

А А ВС = — Алев (*)
oder

AABCĄ- ААСВ = о,
in unserem Fall

AOPjPj = — А0Р2Рх. 
Der Zahlenwert der Dreiecksfläche wird

AOP1P, = ir1r,?iMi—bVi.
rir2

A0PXP2 = \ {хгуг — я2yx)\ 
oder in der Schreibweise der Determinanten

oder
(g)

l^i Ух 
1*2 У 2

Beispiel b) In Abb. 69 ist P1 = 2\l, Pt — 1 3, also

Д OP,Ps = |

= И*! У*)-ЛОР1Р2 = |

2 1 1 3
Д OP2Px=\= 2,5; = — 2,5;1 3 2 1

nämlich 2,5 Flächeneinheiten. Hat man irgendw ie die Längeneinheit 
festgesetzt, dann ist dadurch ohne weiteres die Flächeneinheit ge
geben. Ist bei den Abbildungen dieses Buches keine besondere 
Angabe gemacht, so gilt bekanntlich 1 cm als Längeneinheit und 
damit selbstredend 1 cm2 als Flächeneinheit.

Um den Flächeninhalt eines beliebigen Dreiecks PXP2P3 zu er
mitteln, kann man einmal derart Vorgehen, daß man den Koordi
natenanfangspunkt in den Punkt P3 verlegt, so daß für dieses neue 
System

Ą = OIO, *, = {,1%, P, £»1ч«-



A Px P2 P3 — j (Я?, y2) -f i (*2 y8) -f i (я:. Ух) •
Diese Formel hätte man einfacher nach Satz (42 a) finden können, 
indem man schreibt:

(h)

X1 ----X3

--- '*3
X2 У 2 
хз Уз

Ух —Уз 
У2— Уз

А Л Р2 Л — i

*зУз
*хУх

ххУх

х*уЛ
Letztere Schreibweise läßt vermuten, daß die Fläche des Dreiecks 
PXP2P3 durch eine Determinante dritten Grades angegeben werden 
kann. In der Tat ist

H~ł -f ł— ł

ххУх 1
A P1P2P3 = | *2y2 1 ,

Х3 Уз 1
wie man sich überzeugen kann, wenn man 
diese Determinante entwickelt, am einfach
sten nach der dritten Kolonne.

Man hätte auch derart Vorgehen kön
nen, daß man das Dreieck Px P2 P3 aus 
Teildreiecken zusammensetzt und mit Hilfe 
der Abb. 70, wenn man alle Dreiecke im 
nämlichen Sinn abliest, schreibt:

Д Р1РгРг— Д ОР,Рг + Д ОР,Р,— Д ОР.Р,

= Д ОР,Р2 + Д ОР2Р„ + Д ОР3Р,
=== '2 (^l У2 *^2 У1) “I- 2 (^2 Уз *3 У2) "4" 4'(*Кз У1 *Х Уз) •

Beispiel с) Nach den vorausgehenden Formeln, am einfachsten 
nach (i), wird z. B. die Fläche des Dreiecks PXP0P3 der Abb. 70, wo 
Px = 2| l, P2 — 3 I 2, P3 = 1 ! 3:

(i)
P»

/
/

/
/

/
/

/ ✓
/

/
/ / ^ Cr

//
0 X

Abb. 70.
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Dann wird, wie eben gezeigt,
APxP2P3= A P3 Px P2 = 1 (£x — f 2 ł?x) •

Beim Übergang zum ursprünglichen Koordinatensystem erhält P3 die 
Koordinaten a:3 j y3 ; durch diesen Übergang sind also die Koordinaten 
von P3 um x3 bzw. um y3 größer geworden. Um ebensoviel werden 
auch die Koordinaten von Px und P2 größer, so daß

xi === ^1 ~ł~ Хъ1 Ух ~ Vi ' Г Уз> X2Z== хз' У2:=:= Vi H Уз ■ 
Damit wird, wenn man elementar rechnet,

A Px P2 P:5 = Шхх~хл) (Уз — Уз) — («а — *3) (Ух — Уз)]

= ł (ХХ У2 — Х2 У\) + ł (*2 Уз — ®3 У2) + ł (»3 Ух — Хх Уз) ’ 
oder in der Schreibweise der Determinanten:

N
HM



1 1

A=ł 2 1

3 1
= 1,6 Flächeneinheiten.

Aufgabe a) Man berechne vom Viereck PlP.iP.APi die Richtung und 
Größe der Seiten, dann die Tangensfunktionen der Winkel.

Л = 0|0, -F*г = 0 j 1,
Lösung: P1P2 = 1, P2P3 = 1, P3P4 = V5, P4PX —\/5-

tg ^12 = 0°, tg9?2s = °» tg 9^34 = 2, tg9^41 = — 1:2.
tgV,i= — 2, tgV2 = CO, tg ?/;3 = — 2, tg ■= 3:4.

P3 = l|l, P4 — 2 I — 1 •

Aufgabe b) Vom Dreieck PXP2P3 kennt man die Punkte Px = 2 j 1, 
P2 = 3 I 8, P3 = x3 I 4, sowie den Flächpninhalt Д = 4; gesucht ist x3. 

Lösung:
2 1 1

2 12 Д — 2-4= 3 3 1 3 3
I хг 4 1 

= 12 — 3 æ3 — 8 жз H- 3,
womit sich x3 = — £ ergibt.

74. Die Fläche F des Vieleckes PxPtP3... Pn ist die Summe 
von n—2 Dreiecken, nämlich: «

Д r.r.p, + Д P,P4 + Л P.P. r5 + ■. ■ + Д P,P„-, P„.

siehe Abbildung, sonach:

2F — (xx y2) + (*2 y8) + («3 У1)
-f KV*) ~h (хзУJ +(ж4 Ух)
+ (*12/J +(^2/5) +(^2/i)

2 1 

*3 4' +

+ (*1 y«-i)4-
= («1 У2) + (»« Уз) + (*3 У4) + • • • • K-l Vj + К Vl) •

Beispiel a) So ist z. В. die Fläche des 
Vielecks P1P0..P. der Abbildung, aus der die 
Koordinaten der einzelnen Punkte abgelesen 
werden können zu

= 1|— , P2 = 3|0, -P3 “ 2 I 3,
= —1| ,

(a)
kJ

AK I/!‘V I\
>г\

I\6* \
p.=—21 — 1,/ 1 7 '\

*7

gleich

F = ! [1.0 — (— 2) • 3 -f 3-3 — 0 • 2 -j- 2 • 1 — 3 • (— 1)- f (—1 ) • (—1 ) 

— 1 • (— 2) -f- (— 2) • (— 2) — (— 1) • 1]
= 14 Flächeneinheiten.

Abb. 71.
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Koordinatensysteme und Koordinatentransformation.

75. Nach der Definition von Nr. 57 ist ein Koordinatensystem 
die Gesamtheit jener festen Elemente, von denen aus man die Lage 
eines untersuchten Punktes (oder anderer geometrischer Gebilde) 
durch Zahlen bestimmt; diese Zahlen selbst nennt man die Ko
ordinaten des untersuchten Punktes. Da nun in der Ebene die 
Lage eines Punktes durch zwei Zahlenangaben bestimmt werden 
kann, so ist ersichtlich, daß man in der 
Ebene mindestens zwei feste Elemente für 
diese Bestimmung nötig hat. Am nächsten 
liegt es, als feste Elemente der Ebene Ge
rade und Punkte zu wählen, als einfachste 
Koordinatensysteme also jene, die aus zwei 
festen Geraden oder zwei festen Punkten oder 
einem festen Punkt und einer festen Ge
raden bestehen. Im ersten Fall hat man das cartesische oder 
Parallelkoordinatensystem, von dem das vorausgehende ein
gehender betrachtete rechtwinklige Koordinatensystem nur ein spe
zieller Fall ist. Die Elemente des Parallelkoordinatensystems sind 
zwei nichtparallele Gerade, genannt Abszissen- oder x-Achse, und 
Ordinaten- oder y-Achse. Der Winkel von der x- zur y-Achse 
kann alle Werte zwischen 0 und n haben, für (o — \n hat mandas 
rechtwinklige Koordinatensystem. Die Definition (05a) gilt auch hier:

Cartesische oderParallelkoordinaten des 
Punktes P sind die Wege vom Nullpunkt zum 
Punkt P in Richtung der Koordinatenachsen.

Durch diese Festsetzung sind also wieder die Koordinaten der 
vier Punkte der Abb. 73 folgendermaßen festgelegt:

Px = 2|1. r,= —2|1, P3 = — 2| —1, P.= 2| —1.

Beispiel a) Welche der unter Voraussetzung eines recht
winkligen Koordinatensystems bewiesenen Sätze bleiben gültig für 
ein beliebiges Parallelkoordinatensystem ?

Da das rechtwinklige Koordi
natensystem sich als ein spezieller 
Fall des allgemeinen Parallelkoor
dinatensystems erweist, so ist zu 
erwarten, daß eine Reihe von 
Sätzen, die für das rechtwinklige 
Koordinatensystem 
wurden, ohne weiteres auch für

ya
pX.

7/
/

ЛУ!
i/
uOJ X

Abb. 72.

(a)

i У
PT ffi/
/ /

/ /
/

i/ // // // /
Кbewiesen

Abb. 73.
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das beliebige Parallelkoordinatensystem gelten. Sicher trifft dies nicht 
zu für alle jene Sätze, die die Tatsache benützen, daß der Winkel 
von der ж-Achse zur i/-Achse ein rechter ist, also nicht für jene 

Sätze, die sich auf den pythagoräischen Lehr
satz stützen, während umgekehrt alle jene Sätze, 
die nur allgemein projektivische Wahrheiten zur 
Beweisführung heranziehen, ohne weiteres als für 
beliebige Parallelkoordinatensysteme gültig mit 
übernommen werden können. So sind für be
liebige cartesische Koordinaten die schiefen Pro
jektionen der Strecke PXP2 auf die beiden Ko
ordinatenachsen :

Pzfi

I
I

Pr
X

Abb. 74.

У = У.1 — У1,
es ist das Teilverhältnis Я des Teilpunktes P auf der Strecke РХР2 

bestimmt durch die Gleichung

X — x2 xx,

* — a?i ==x=ss У — Ух
X —x2

und umgekehrt der Teilpunkt P selbst durch Я bestimmt nach der 
Formel

(b)
У—Уч

Я у2 У]
У = ~Г—Т '

кх2 — х1
х~ я—1 ’ (с)

Naturgemäß bleiben dann auch die Formeln (72 f) und (72h) für die 
Bestimmung des Schwerpunktes einer Strecke bzw. einer Dreiecks
fläche bestehen.

Beispiel b) Man ermittle die Länge R der Strecke PXP2 für 
allgemeine Parallelkoordinaten.

Die schiefen Projektionen der Strecke PXP2 auf die Koordina
tenachsen seien X und Y, dann ist

R2 = X2 -j- У2 -j- 2X Y cos ш
oder

R = Vi^—Xj)2 -j- (y2— yx)2 -f- 2 (x2 — xx) (y2 yx) COS CO.

Das aus zwei festen Punkten bestehende Bipolarkoordinaten
system (man bestimmt die Lage des Punktes P durch Angabe der 
Entfernung rx und r2 von zwei festen Polen Ox und 02) kommt für 
den Ingenieur kaum in Betracht, soll also außer der namentlichen 
Erwähnung sonst keine Beachtung mehr finden.

76. Häufiger aber und oft mit großem Vorteil benützt man das 
Polarkoordinatensystem, bestehend aus einer festen Geraden und 
einem festen Punkt auf ihr. (Der Fall, daß der feste Punkt nicht 
auf der festen Geraden liegt, kommt für den Ingenieur wohl kaum

(d)
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in Betracht.) Den festen Punkt О nennt man den Anfangspunkt 
oder Nullpunkt oder Pol, den festen Strahl durch 0 den Anfangs
strahl des Polarkoordinatensystems. Wichtig ist, daß nach Definition 
der feste Strahl als Halbstrahl zu betrachten ist, der also von О 
aus nur nach einer Seite geht, meist vom Beschauer aus horizontal 
nach rechts.

Man bestimmt nun die Lage eines Punktes P dadurch, daß man 
seine Winkel- oder Bogenentfernung (auch Polarwinkel oder 
Winkelweg genannt) cp vom Anfangsstrahl 
aus mißt, und den Radiusvektor oder 
Leit strahl r, d. li. seine wahre Entfernung 
vom Nullpunkt aus. Dadurch ist die Lage у
des Punktes P, die man in kurzer Schreibweise q/у 
durch P=r\cp angibt, eindeutig festgelegt.
(Umgekehrt sind freilich für einen bestimmten 
Punkt der Ebene die Koordinaten nicht eindeutig festgelegt; man ver
gleiche das kommende Beispiel sowie das in Nr. 23 für die geometri
sche Darstellung einer komplexen Zahl Angegebene.)

Beispiel a) Von den in die Abb. 76 eingezeichneten Punkten kann 
man mit Zuhilfenahme des beigegebenen Maßstabes die Lage durch 
Polarkoordinaten angeben. Es ist für Pj die 
Winkelentfernung срг = 0, wenn man cp nur bis 
2 л rechnet, und ср1 — 0 -\-2кл, wo к ganz- , , ,
zahlig, wenn man cp beliebig weit rechnen ^___
darf; der Radiusvektor ist r, = 3, also gilt 
P1 — 3 J 0, da wir cp nur bis 2л zählen 
wollen, wenn nicht andere Voraussetzungen 
angegeben sind. Entsprechend findet man 
von P2 die Winkelentfernung cp2 — -\л und den Radiusvektor r2 — 2, 
also P, — 21 \л. P3 hat die Winkelentfernung (р3=л und den 
Radiusvektor r3 = 2, es ist also Р3 = 2|л. Es wäre falsch, wenn 
man sagen wollte, die Winkelentfernung ist 0 und der Radius
vektor r3 = -—2. Der Radiusvektor ist immer als positiv zu 
wählen, wenn nicht eigens eine andere Festsetzung getroffen wird, 
und der Winkel cp immer vom Anfangsstrahl aus, der also nach 
Abbildung und Angabe nur nach einer Seite geht. Für die übrigen 
Punkte hat man Р4=1|-|л, P6 —2У2|-|-л, Pe = V~2 | — |л. Der 
Nullpunkt hat eine beliebige Winkelentfernung, sein Radiusvektor 
ist 0, also schreibt man: 0 = Q\cp.

Beispiel b) Gegeben sind die beiden Punkte P1 = r1\cp1, 
p2 = r2\cp2.

Ihre Winkelentfernung ist cp2 — cpy\ die Länge der Strecke

•p

Abb. 75.

/•5

L
«*
Abb. 76.

PiP2 ist
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R = Vr\ -\-r\ — 2rxr2 cos (cp2 — 9>j), 
deren Projektionen auf den Anfangsstrahl bzw. senkrecht dazu sin 

X — r2 cos cp2 — rx cos cpx, Y — r2 sin cp2 — r1 sin <px, 

ferner ist die Richtung der Strecke:

(a)

Y r2 sin 9?2 — rx sin cpt
r2 COS (p2 — rx cos <px

Aufgabe a) In ein Polarkoordina
tensystem trage man die folgenden Punkte 
ein : Px = 2 | 4 л, P2 — 0 | л, P3 = л \ л, 
P4 = 2 J 2, P g = л I 3.

Lösung: Man beachte, daß л=3,14... 
eine Länge, eine Strecke ist. P3 — л \ л heißt 
also, der Radiusvektor r hat die Länge 3,14..., 
die im Bogenmaß gemessene Winkelentfer
nung ist л, also im Winkelmaß 180 °, demge

mäß kommt P3 so zur Darstellung, wie durch Abb. 77 angegeben ist. P4 = 2|2 
heißt, der Radiusvektor ist r4 — 2, das Bogenmaß für (p4 ist 2, nach (.'iöa) also 

о
das Winkelmaß —180° = 115° rund. P6 hat den Radiusvektor r6 = 3,14 . .

Л
3

das Bogenmaß cp6 — — 3, nach (55 a) also das Winkelmaß------- 180° —л
rund, oder (da bei der Zählweise der Winkelentfernung bis 2 л statt a auch 
2л-\-а. gesetzt werden kann) 360° — 172°= 188° rund.

77. Die Eigenschaften eines geometrischen Gebildes lassen sich 
analytisch um so einfacher aussprechen, je einfacher die Lage des 
Koordinatensystems gegenüber dem untersuchten Gebilde ist. Man 
wird daher von vornherein das Koordinatensystem, wenn es nicht 
bestimmt vorgeschrieben ist, möglichst einfach zu den gegebenen 
oder gesuchten Gebilden legen, oder falls sich ein bereits vorhande
nes Koordinatensystem ungünstig bezüglich der vorzunehmenden 
Rechnung erweist, dieses verlassen und zu einem günstiger gewählten 
neuen System übergehen. Für einen solchen Übergang sind nun 
Formeln aufzustellen.

Im Verlauf einer analytisch-geometrischen Rechnung hat man 
oft einen Übergang von Polarkoordinaten zu rechtwinkligen 
oder umgekehrt vorzunehmen. Man wählt dann meist die positive 
æ-Achse als Anfangsstrahl, so daß zwischen den Koordinaten x, y 
einerseits und den Koordinaten r, cp andrerseits die Beziehung besteht

r = (±, Vx2 -f y2

tg cp — y : X oder cp — arctg — .

Das Vorzeichen des Radiusvektors r ist, wie oben erwähnt, stets 
positiv zu nehmen.

(b)tgr =

loJr

Abb. 77.

. und

— 172°

x — r cos cp 

y — r sin cp
(a)bzwr. umgekehrt



Гг = Vo, 99j = arctg I, r8 = у 13, <p2 == arctg f, r3 = V10,
<p3 — arctg 3.

Bei der Verschiebung oder 
Translation eines Parallelkoordi- Уп и?

*natensy s teins (rechtwinklig oder schief
winklig), siehe Abbildung, hat der neue 
Nullpunkt P0 im alten System die Ko
ordinaten x0 I y0, im neuen 0 | 0, die 
alten Abszissen x sind also alle um x0 
größer als die neuen £, die alten Ordi- 
naten y alle um y0 größer als die neuen 
rj, es gilt

Yf

Lf__ АУ
!

o_ x

Abb. 78.

* = Y £
У = У 0 + У

$ — х — х0
(Ъ)bzw. umgekehrt

У —У— Уо-
Beispiel b) Gegeben sind die Punkte Pt —— 2 | 1, P2 = 0|2, 

P3 = 4 | — 1, P4 = 2 j 2 eines rechtwinkligen Koordinatensystems. 
Man soll das Koordinatensystem so verschieben, daß P3 der neue 
Nullpunkt wird.

Im neuen System hat P3 die Koordinaten 0 | 0, also ist gegen
über dem alten System die Abszisse um 4 kleiner, die Ordinate um
1 größer geworden. Das Entsprechende gilt natürlich auch für die 
anderen Punkte, so daß im neuen System P1 — — 6 | 2, P2 = — 4 j 3, 
P3 = 0 J 0, P4 = — 2 ! 3 wird, siehe Abb. 80. Man hätte selbst
verständlich auch die Formel (b) anwenden können und mit x0 = 4, 
Уо= — 1

I = * — 4,
und damit die nämlichen Werte erhalten.

78. Bei der Drehung des 
rechtwinkligen Koordinatensy
stems bleibt der Nullpunkt in Ruhe, 
jede der beiden Koordinatenachsen 
wird im positiven Sinn um den Win
kel a gedreht. Aus Abb. 79 ist der 
nachfolgende Zusammenhang zwi
schen den Koordinaten ж, у des alten 
Systems und den Koordinaten £, rj des 
neuen zu ersehen. Es ist ж=OP— SR 
und y — ST TP, somit

Y

\i \.7 \V
\
\

H- \

:xc

_l£
RT

1XL
S0 X.

Abb. 79.
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Beispiel a) Die Punkte P1, P2, P3 der Abb. 70 mit den 
rechtwinkligen Koordinaten 2 | 1, 3 | 2, 1 j 3 haben nach dieser 
Formel die Polar Koordinaten

/

F
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ж = £ cos a — г] sin а 
y — £ sin a -j- r) cos «.

(а)

Durch einfache Umformung kann man aus diesen Gleichungen 
auch die neuen Koordinaten £, rj nach den alten x, у ausdrücken; 
man erhält

x cos cc —(— 2/ Bin a 
rj — — x sin a -j- у cos a-

Verschiebung und Drehung des rechtwinkligen Ko
ordinatensystems. Die ursprünglichen Koordinaten sollen x, y, 
die neuen £, y\ heißen. Wenn man zuerst verschiebt, erhält man 
ein Zwischensystem, dessen Koordinaten mit x\ y' bezeichnet seien; 
Von diesem System geht man dann zum verlangten über, indem 
man noch verdreht. Man erhält also

(b)

x — x'-\-x0

y = y,Jry0
oder zusammengefaßt

x' = £ cos а — r] sin « 
t/' == £ sin a-\-rj cos a,

und

ж = £ cos а :— У] sin a -j- x0 
y—£ sin a-\~r) cos a -f- y0,

und umgekehrt, wenn man die neuen Koordinaten £, rj nach den 
alten x, у ausgedrückt haben will,

ж' cos a -f- y' sin а 
r\ — — x sin a-\-yr cos а 

oder zusammengenommen

(c)

X — X — x0

y'= У—У01
1 = nebst

£ = (x — X0) cos « -f“ (y — Уо)sin a
n = — (x— x0) sin а -f- (у — Уо) COS а.

Beispiel a) Man wähle für das Punktsystem des vorausgehen
den Beispiels, siehe Abb. 80, den Punkt P3 wieder als neuen Null

punkt und drehe das Koordinatens}rstem 
so, daß die positive ж-Achse durch den 
Punkt P2 geht. Wenn man zunächst 
verschiebt, erhält man, wie bereits ermit
telt, die Koordinaten P, = — 6 | 2, P2 — 

x — 4 j 3, P3 — 0 I 0, P4 = — 2*| 3. Der
Radiusvektor r2 schließt mit der xf-Achse 
dieses neuen Systems den Winkel <p2 ein, 
der bestimmt ist durch tg<p2 — — 3 :4. 
somit, da <p2 im zweiten Quadranten liegt, 
sin (p2= 3 : 5, cos <p2 — — 4:5. Man kennt

(d)

X f*'

o_

7-

Abb. 80.
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nun die Funktionen des Verdrehungswinkels cp2, oder, wie wir ihn 
bisher genannt haben, «, und erhält damit nach Formel (b), hier

f= — 0,8 X -{- 0,6 y, Yj — — 0,6 X — 0,8 2/,
und die neuen Koordinaten der einzelnen Punkte durch

P j — 6 I 2, P2~b\0, P3 — 0 I 0, P4 = 3,4 I — 1,2.

Wenn man durch Drehung eines Polarkoordinatensystems 
r, cp um den Winkel cp0 übergeht zu einem neuen System /, cp, so 
ändert sich nur der Polarwinkel cp zum neuen Winkel cp', während 
der Radiusvektor r bleibt, so daß also, siehe auch Abb. 81,

r = r'
fP = <p'Jr(Po

r' = r
oder umgekehrt (e)

cp = cp —(Po-

-t"7f
,p

7 \^à
/ J—\

FÙ i.? f

x’

04Jk X

Abb. 81. Abb. 82.

Der Übergang von rechtwinkligen Koordinaten zu 
schiefwinkligen geschieht dadurch, daß man beide Koordinaten
achsen so um den Nullpunkt dreht, daß die |-Achse mit der ж-Achse 
den Winkel a und die rj-Achse mit ihr den Winkel ß bildet. Abb. 82 
läßt dann die nachfolgend angeschriebenen Beziehungen einsehen. 
Es ist, wenn man

x — OR-\-RS und y — S T -j- T P
schreibt,

x = £ cos a -f- rj cos ß 
y — k sin a r] sin ß, 

und wenn man diese Gleichungen umformt,

(f)

£ sin [ß — a) = x sin ß — y cos ß 
rj sin (ß — a)= — x sin a -f- y cos a ■

Naturgemäß enthalten die beiden letzt angeschriebenen Formeln als 
Spezialfall in sich die Formeln (a) und (b). Wegen со —90° wird 
für diesen Spezialfall ß — 90°-j-«, welcher Wert in die voraus
gehenden Gleichungen eingesetzt sie auf die Formeln (a) und (b) 
reduzieren muß.

Aufgabe a) mit f) Gegeben sind die Punkte =—2 | 1, P2 = 0 | 2, 
P*3 = 4 1 — 1 und P4 = 2 I 2 eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Man gebe 

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.

(g)

10
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vl). Verschiebung eines Vektor-Koordinatensystems: Der 
neue Bezugspunkt O' hat gegenüber dem alten Bezugspunkt О eine 

Lage, die durch den Vektor a gegeben ist. Abb. 83 
macht ohne weitere Erklärung den Zusammenhang

X = а -f- v'

zwischen den alten und neuen Vektor-Koordinaten 
ersichtlich.

Der Übergang von Vektor-Koordinaten 
zu rechtwinkligen Koordinaten und umge
kehrt ist an früherer Stelle bereits besprochen 

und soll hier nur im Zusammenhang noch erwähnt werden. 
Nach Nr. 70 bleibt ein Summensatz bei der Projektion erhalten, 
d. h. ein Satz, den man in der Vektorsprache bewiesen hat, 
bleibt ohne weiteres richtig, wenn man die Vektoren, die in diesem 
Satz als Summanden auf treten, auf eine beliebige Ebene, oder was 
hier für uns in Betracht kommt, auf eine beliebige Gerade proji
ziert. Man geht also von einem vektoriell erwiesenen Satz über zu 
der Darstellung des nämlichen Satzes in der Sprechweise der carte- 
sischen Koordinaten, wenn man diesen Satz auf die beiden Koordi-

p

(a)0'

Io'
Abb. 83.

Xa I У а ХЬ I У b Xc I Ус xc I Уе Xf I У tPunkt

ihre Koordinaten für ein neues System an, das man erhält durch Drehung des 
alten Systems

a) in der Ebene um 180° links um den Nullpunkt,
b) aus der Ebene heraus um 180° um die »-Achse,
c) aus der Ebene heraus um 180° um die Mediane,
d) in der Ebene um 90° rechts um den Nullpunkt,
e) in der Ebene um 270° links um den Nullpunkt,
f) in der Ebene um 60° rechts um den Nullpunkt.
Lösung: Die nachfolgende Tabelle gibt die gesuchten Koordinaten. Im

Fall a) ist der Richtungssinn der Achsen vertauscht, alle Koordinaten werden 
negativ. Im Fall b) bleibt die »-Achse, die y-Achse vertauscht den Richtungs
sinn, die » bleiben unverändert, die y werden negativ. Im Fall c) wird die 
»- mit der y-Achse vertauscht, » | y geht über in y | ». Im Fall d) und e) wird 
die »-Achse zur neuen y-Achse, die y-Achse zur neuen »-Achse, aber mit ent
gegengesetztem Richtungssinn, der neue y-Wert ist sonach gleich dem ursprüng
lichen »-Wert und der neue »-Wert gleich dem negativen älten y-Wert; mecha
nisch: » I y geht über in —y | ». Fall f) ist durch die Formel (b) erledigt, 
wo oc = — 60 °, also Xf = x — ly/Зу, yf= \ v/3 a?-f- i У-
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natenachsen, die man als Grundrichtungen aus wählt, „projiziert“. 
Bezeichnet man die Projektionen von 0, fc, C,. . . auf die beiden 
Grundrichtungen mit a1, Ъг, cx, . . . bzw\ a2, b2, c2, . . so ist der 
Vektorsatz

а + ь -Ь c + • • • = °
äquivalent zwei analytischen Sätzen

ai + \ ~b ci “b • • •= 0 

a2 + ^2 + C2 • • • =
welch letztere als „Projektionen“ des vorhergehenden Vektorsatzes 
zu betrachten sind. Umgekehrt, aber im allgemeinen Fall schwierig, 
kann man zwei zusammengehörige analytische Formeln durch eine 
einzige vektorielle ersetzen, wie das an einigen Beispielen gezeigt 
werden soll.

Beispiel a) und b) Wie liegen die durch die Vektoren t, tx, r2 
(vom Bezugspunkt 0 aus) gegebenen Punkte P, Px, P2 zueinander, 
wenn zwischen diesen Vektoren die Beziehung besteht

a) t — 2vl —t2, b) t‘x -f- 2r2 — 3t = 0?

Verschiebt man das Koordinatensystem, indem man etwa den 
Punkt Px als neuen Bezugspunkt 0' wählt, so besteht zwischen den 
alten und neuen Koordinaten r und r' oder und r/ der Zusammen
hang (a), hier

= + */
wegen tt'=ï1; t/ selbst wird natürlich Null. Damit gehen die bei
den oben gegebenen Beziehungen über in

* = *!+*',

*' = — t3' 
2 v2' — 31'.

a) r1+ï'=2(ï1-j-0) — (ïj+O

b) (*i + °) *b2 (ri “bO —3 (*i *’)

In beiden Fällen liegen also die drei Punkte 
P, Pj, P2 auf der nämlichen Geraden. Im Fall a) 
ist Pj der Mittelpunkt der Strecke PP2, im Fall 
b) teilt P die Strecke PXP2 im Verhältnis Я — — 2, 
siehe die Skizze der Abb. 84 und 85.

Man kann im Fall a) durch die Umstellung

*i = ł (* + *2)

oder

•Л

P.

A]

Vtip
Abb. 84 u. 85.

nach (72 g) unmittelbar sehen, daß Px der Mittelpunkt der Strecke 
PP2 ist.

2*2 + *1Im Fall b) läßt die Umstellung t==
die Formel (72e) erkennen, daß P die Strecke PXP2 im Verhältnis 
A = —2 teilt, siehe Abb. 85.

mit Berufung auf
3

10*
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Aufgabe a) Man beweise vektoriell, daß sieb die drei Mittellinien eines 
Dreiecks im nämlichen Punkt schneiden und gebe für die Lage dieses Punktes, 
des Schwerpunktes, eine Formel an.

Wählt man Punkt P3, siehe Abb. 86, als 
Nullpunkt oder Bezugspunkt eines Vektor-Ko
ordinatensystems. so sind die beiden anderen 
Eckpunkte des Dreieckes durch die Vektoren 
rx und r2 gegeben. Dann ist der Vektor PXP4 
durch — tx -f- ! t2 dargestellt und der Vektor 
P2P5 durch —t2 ti- Den Schnittpunkte 
der Mittellinien PXP4 und P2P6 findet 
folgendermaßen: Es ist der Vektor PXS ein 
Vielfaches vom Vektor PXP4 (das Wievielfache 
wissen wir noch nicht), wir setzen deshalb

■1Г.
<r

'Г ■*г
manre*\ ‘V<r\

\
\\

*o P1S = -ll.piP4'
Abb. 86. und entsprechend

p2ä=;.2 p2p5.
Oder in vektorieller Schreibweise:

Vektor P1/S' = A1(—tx -f- r2), Vektor P2S — /.2(—r2~f~^*i)- 
Dann ist der Vektor PaS oder § sowohl durch

*1 H" ^1 (-- *1 | *2,* als auch *2 ~b ^2 (---*2 ~j~ \ tl)
gegeben, d. h. die letzten Vektoren müssen einander gleich sein; es ist also

rl ^1 (-- *1 1 *2) = Ï2 + ^2 (---*2 2 *l)»

tx (2 — 2ДХ — Я2) = t2 (2 — 2Д2 — Ях).
Da ïx und Г2 im allgemeinen Fall nicht parallel sind, so ist diese Gleichung 
nur möglich, wenn gleichzeitig

oder geordnet

2 — 2ДХ — Д2 = 0 und 2 — 2Я2 — Ях = О
oder ausgerechnet, wenn

Дх — Д2 —- §
wird.

Das heißt aber nichts anderes als daß S die Mittellinien PXP4 und P2P6 
im Verhältnis —2:1 teilt. Die nämliche Berechnung wiederholt, zeigt, daß der 
Schnittpunkt S' der Mittellinien Px P4 und P3 P6 diese auch im Verhältnis 1 :2 
teilt, also fällt S' mit S zusammen, d. h. die drei Mittellinien schneiden sich 
im nämlichen Punkt S.

Mit den gefundenen Werten Ях und Д2 wird dann

§ — 3 (ri + t2) ■
Für ein beliebiges Vektor-Koordinatensystem aber, gegeben durch den 

Bezugspunkt O, gilt nach Abb. 86

3= — ï3' + §'> —+ «*==—V+t 2-
Damit geht die obige Gleichung

33 = rx + r2 über in — 3r3' + 33' = ~ r3'-f гх'-Гз'-(-Г2'

+ +
Der Satz an sich ist nicht neu; wir kennen ihn bereits aus den Formeln (72h),

oder
(b)



80. Kurve oder geometrischer Ort ist eine Linie, deren 
einzelne Punkte alle die nämliche geometrische Eigenschaft haben, 
durch die sie sich von den nicht auf der Kurve liegenden Punkten 
unterscheiden.

An die Spitze der nachfolgenden Betrachtungen sei die Definition
gestellt :

Gleichung einer Kurve (auch Bildungsgesetz der 
Kurve genannt) ist der analytische Ausdruck der 
Eigenschaften des (die Kurve) erzeugenden Punktes. (a)

Um mit einem Beispiel diese Defini
tion zu erklären. Gesucht ist die Gleichung

p

eines Kreises von gegebenem Radius c um 
einen gegebenen Mittelpunkt M=a b. Statt 
zu sagen: alle Kreispunkte haben 
Mittelpunkt M den gegebenen Abstand c, 
sagt man einfacher: Der Kurvenpunkt oder 
der erzeugende Punkt P hat vom Mittel
punkt M den gegebenen Abstand c, so daß 
also der Kurvenpunkt P der Repräsentant 
aller übrigen ist. Was von ihm gilt, gilt von

vom
o_

Abb. 87.

allen Kurvenpunkten. 
Der Kurvenpunkt hat nun im vorliegenden Fall die Eigenschaft

PM = c.

Nach der oben gegebenen Definition muß diese Eigenschaft noch 
analytisch ausgedrückt werden, also hier in Koordinaten der auf-

der gefundenen Eigenschafttretenden Punkte. Mit (7le) wird aus

V{x — a)2 -f- (y — bf = c

Kurven und Kurvengleichung. Geradengleichungen. 14У

die ja nichts anderes sind als die „Projektionen“ des eben angeschriebenen 
Satzes.

Aufgabe b) Zwischen den Koordinaten der Punkte P, Px, P2, P3 be
stehen die beiden Beziehungen

X — Xi x2 — x3,
Wie liegt der Punkt P gegenüber dem Dreieck Px P2 P3 ?

Man geht am einfachsten über zu Vektor-Koordinaten und schreibt die 
angegebene Bedingung in der Form

t — *2 — 4 oder § (ï -J- ïb) — \ rä) >
wodurch dann gesagt ist, daß der Mittelpunkt der Strecke PP3 gleichzeitig 
auch Mittelpunkt der Strecke PXP2 ist- h>as heißt, der Punkt P ergänzt das 
Dreieck PXP2P3 zu einem Parallelogramm.

у = У\ -f г/г — Уз-

Kurven und Kurvengleiclmng. Geraden gl eich u iigen.

s
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(x — df -f (y — bf — c* = 0, (b)oder

das ist die gesuchte Kreisgleichung.
Umgekehrt kann man jede Gleichung zwischen x und y als 

Gleichung einer Kurve betrachten: sie ist der analytische Ausdruck 
der Eigenschaften des variablen Punktes P — x \ y einer zunächst 
noch nicht bekannten Kurve.

Um etwa die Gleichung xy — 4 als Beispiel zu nehmen: Vom er
zeugenden Punkt P mit den Koordinaten x\y gilt x-y = 4, in Worten: 
das Produkt der Koordinaten des erzeugenden Kurvenpunktes P ist 4. 
Der durch diese Gleichung gegebenen Kurve gehören alle Punkte an, 
deren Koordinaten x und y ein Rechteck vom Inhalt 4 bilden. Mit 
dieser Festsetzung sind die einzelnen Punkte und damit die Kurve 
aufzufinden so wie Abb. 88 zeigt.

f

I
'JÏ__l_„l_

*

Abb. 88.

Um die Frage zu beantworten, wann liegt ein Punkt P0 = x0 y0 
auf einer Kurve mit der gegebenen Gleichung F(x,y) — 0 — oder 
wie man dafür kurz sagt, auf der Kurve F (x, y) = 0 —, hat man 
nur zu beachten, daß dieser Punkt P0 — x0 \ y0, wenn er auf der 
Kurve liegt, die nämliche Eigenschaft haben muß wie der erzeugende 
Punkt (auch laufende Punkt genannt) P = x\y der Kurve. Dann 
muß von den Koordinaten x0, y0 das nämliche gelten wie von den 
Koordinaten x, y, das heißt es muß gelten F(x0, y0) = 0. Dafür 
sagt man gewöhnlich: Die Koordinaten x0, y0 müssen der gegebenen 
Kurvengleichung genügen, sie müssen die Gleichung erfüllen oder 
befriedigen, oder der Punkt P0 muß der Gleichung F(x,y) = 0 ge
nügen. Der vorausgehenden Kurvengleichung xy = 4 genügen etwa 
die Punkte Px = 1 j 4, weil 1 • 4 == 4 ; oder P2 = 212, weil 2-2 = 4; 
oderPa = 4jl, weil 4-1 = 4; oder P4 = 8|0,5, weil 8-0,5 = 4 uswr.; 
alle diese Punkte liegen dann auf der Kurve xy = 4, siehe Abb. 88.

Um in den Geist der analytischen Geometrie zu dringen, gibt 
es kein besseres Mittel, als alle Ausdrücke, die im Verlauf einer 
Rechnung Vorkommen, sich geometrisch vorzustellen. Der Anfänger
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macht nur zu leicht den Fehler, alle auftretenden Größen x, y, 
X2 -f-y2, y:x usw rein zahlenmäßig aufzufassen und verliert dabei 
sehr an Verständnis für das Wesen der Kurvengleichungen. Es wird 
geraten, im Anfang unter allen Umständen sich jeden analytischen 
Ausdruck geometrisch vorzustellen, also beispielsweise für æ, y; x - j~ y, 
Væ2-|-y2, y:x usw. zu sprechen: Abszisse, bzw. Ordinate, Summe 
aus Abszisse und Ordinate, Radiusvektor zum Punkt P, Richtung 
des Radiusvektor zum Punkt P usw.

Beispiele: Man lese die Eigenschaften der durch nachstehende 
Gleichungen bestimmten Kurven aus der Gleichung selbst ab.

a) x — 3 heißt : die Abszisse des erzeugenden Punktes P ist 
konstant gleich 3, also erzeugt der Punkt P eine Parallele zur î/Дdise;

b) Vx2 -J- y2 = 2 heißt: der Radius zum erzeugenden Punkt P 
ist konstant gleich 2, also erzeugt der Punkt P den Kreis um den 
Nullpunkt mit dem Radius 2;

c) y:x — 3 heißt: die Richtung des Radiusvektors zum erzeugen
den Punkt P ist konstant gleich 3, also erzeugt P eine Gerade, durch 
den Nullpunkt tmit der Richtung 3;

d) a; —j— 2/ = 4 heißt: Abszisse und Ordinate des erzeugenden 
Punktes P haben als Summe stets 4.

Für den Anfänger gibt es wohl keine schwierigere Aufgabe als 
die Aufstellung einer Kurvengleichung und in zweiter Linie die Dis
kussion von Kurven, wenn deren Gleichung gegeben ist. Der Grund 
für die vorhandene Schwierigkeit liegt immer in einer falschen Auf
fassung vom Wesen einer Kurvengleichung. Es fehlt dem Anfänger 
meist der Mut, eine Kurvengleichung so einfach aufzufassen wie sie 
aufgefaßt werden muß, nämlich nach Definition als „Eigenschaft des 
erzeugenden Punktes“. Mit dieser Definition ist der Weg vor
geschrieben, den man bei Aufstellung einer Kurvengleichung 
besten einschlägt, wenn man nicht unmittelbar eine Formel für diese 
Gleichung hat: Man gibt vom erzeugenden Punkt eine Eigenschaft 
an, die er als Punkt dieser Kurve hat und durch 
die er sich von anderen Punkten, die nicht der 
Kurve angehören, unterscheidet und auszeichnet; so 
wie geschehen beim Kreispunkt die Eigenschaft, daß 
er vom gegebenen Mittelpunkt M immer den gleichen 
Abstand MP — c hat. Es soll an Hand eines neuen 
Beispieles der einzuschlagende Weg etwas breiter 
angegeben werden.

Gesucht ist die Gleichung der Konchoide. die 
folgendermaßen entsteht: Gegeben ist ein fester 
Punkt О und im Abstand d von ihm eine feste

am

xP

s)

Abb. 89.
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Gerade; man zieht alle möglichen Strahlen durch 0 und bringt sie 
zum Schnitt mit der gegebenen Geraden; von diesem Schnittpunkt S 
aus trägt man auf dem Strahl die konstante Strecke SP—a ab, 
dann bilden die Endpunkte eine Kurve, deren Gleichung gesucht ist.

Die Eigenschaft des erzeugenden Konchoidenpunktes P ist hier 
unmittelbar gegeben durch die Forderung SP = a, daher ist

SP —a die Gleichung der gesuchten Kurve,

wenn man nach Vorschrift diese Eigenschaft noch in analytische 
Form bringt. Zu diesem Zweck wird man ein Koordinatensystem 
passend wählen. Der Anfänger wird sich meist für. ein rechtwink

liges System entscheiden, was für die Auf
stellung Von Kurvengleichungen nicht immer 
glücklich ist, besonders wenn man wie hier mit 

p Strecken operiert, die mit einem festen Punkt in 
Beziehung stehen; in solchen Fällen empfiehlt 
sich meist die Verwendung von Polarkoordina
ten. Man wählt den festen Punkt als Nullpunkt 
des Koordinatensystems und den Strahl vom Null
punkt aus senkrecht zur gegebenen Geraden als 
Anfangsstrahl; gleichzeitig wird man noch die 

ganze Ebene so drehen, daß der Beschauer die feste Gerade lot
recht sieht, so wie Abb. 90 andeutet. Dann wird die angegebene 
Eigenschaft der Reihe nach die Formen annehmen

SP—a oder OP —OS -f- a oder r — О A : cos <p -f- a
d

cos <p' a ’

womit die verlangte Kurvengleichung in Polarkoordinaten gefunden ist.
Aber noch unvollständig: Man hat die Strecke SP von S aus 

nur nach der einen Seite hin abgetragen statt nach beiden Seiten, 
wie man tun muß, wenn man die Vorschrift ge
nau erfüllen will. Indes dieser Fehler ist leicht 
auszukorrigieren, indem man setzt OP=OS^a, 
wo dann das -j- andeutet, daß man die Strecke a in 
der Richtung des Radiusvektors anträgt und ent
sprechend das —Zeichen das Umgekehrte. Das 
kommt auf das gleiche hinaus, wie wenn man 

X nach Abb. 91 setzt: OP' -\-P'S —OS oder r-\-a 
— OS oder r -f- a — d : cos cp. Die richtige und voll
ständige Gleichung der Konchoide ist somit

i
\

\

(L it£.
d

Abb. 90.

oder

i p
i
! .$i"У i

p'l

7

//4LК
\\

\

\
— + а,

Abb. 91. COS (p
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wo durch jedes der beiden Vorzeichen ein eigener „Ast“ der Kurve 
dargestellt wird.

Will man die Gleichung der Kurve in rechtwinkligen Koordi
naten, so geht man mit den Formeln (77 a) von den Polarkoordinaten 
über zu rechtwinkligen; man schreibt

r cos cp — d + a cos cp oder x — d — ~Ya —

(X — d) Væ2 - j- y2 — + a x,oder

oder wenn man quadriert,

(d)(x — df (x2 -f- y2) — a2x2.

Hätte man von Anfang an schon rechtwinklige Koordinaten ein
geführt, dann hätte am einfachsten genau die nämliche Entwicklung 
wie die eben vorgetragene beginnend mit SP—a zur Endgleichung 
geführt, ohne daß man das Wort Polarkoordinaten gebraucht hätte, 
das heißt man hätte mit den Elementen r und cp der Polarkoordi
naten gearbeitet, ohne aber von einem Polarkoordinatensystem 
zu reden.

Ein weiteres Beispiel bietet die Aufstellung der Gleichung der 
Cissoide, die folgendermaßen entsteht. Gegeben ist ein Kreis mit 
dem Radius a und eine feste Tangente im Kreispunkt T. Von dem 
T diametral gegenüberliegenden Kreispunkt 0 aus zieht man alle 
möglichen Strahlen und bringt sie in A zum Schnitt mit dem Kreis 
und in S mit der festen Tangente. Die durch den Kreis erzeugte 
Sehne s = OA trägt man auf jedem Strahl von 8 aus rückwärts ab 
und kommt zum Punkt P. Durch diese Punkte P wird die Cissoide
erzeugt.

Entsprechend der Entstehungsweise des erzeugenden Punktes P 
gibt man als dessen Eigenschaft an

i s0p-\-s=OS8P = s oder /
/5

und hat damit die Gleichung der Kurve ange
geben, wenn man sie noch in analytische Form 
bringt. Wie beim vorausgehenden Beispiel emp
fiehlt sich die Einführung von Polarkoordinaten 
oder doch die Benützung ihrer Elemente r und 

das Wort Polarkoordinaten vermei-

/
Pt
//

f aU
//

't> 40cp, wenn man 
den und mit rechtwinkligen Koordinaten arbeiten 
will. Man erhält dann der Reihe nach

\--2cl
\

OP-\- OA — OS 

r -f- О T ■ cos cp — 0 T : cos cp

\\oder
Abb. 92.
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oder r2a cos <p — 2a: cos cp oder r — 2a (1 : cos <p— cos cp)

COS (p (e)oder

Man formt weiter um zu

r cos cp — 2a sin2 </> oder x=2ay2:r2

x[x2 — 2ay2

und hat damit die gewünschte Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten.
Weitere Beispiele und Aufgaben über die Aufstellung und 

Diskussion von Kurvengleichungen bringt der Abschnitt „Kurven- 
dikussion“ im nächsten Band.

(f)oder

81. Man kann das Wesen der Kurvengleichungen auch noch 
von einem andern Gesichtspunkt aus erfassen. Ein Punkt in der 
Ebene hat 2 Koordinaten oder Freiheitsgrade oder Bewegungs
möglichkeiten oder in aftderer Sprechweise, in der Ebene gibt es 
oo2 Punkte.

Solange man über den Punkt P gar keine Voraussetzungen 
macht, oder wie wir auch sagen können, solange man dem Punkt P 
keine Bedingung vorschreibt, ihm also seine beiden Freiheitsgrade, 
seine beiden Bewegungsmöglichkeiten läßt, kąnn von den beiden 
Koordinaten x und y jede einen ganz beliebigen Wert annehmen, 
beide können sich unabhängig voneinander ganz willkürlich ändern. 
Dem Punkt P eine Bedingung vorschreiben heißt natürlich soviel 
wie seinen Koordinaten eine Bedingung vorschreiben, also über diese 
Koordinaten irgendeine Verfügung treffen. Jede solche Verfügung 
oder Vorschrift drückt sich aus durch eine Gleichung von der Form 
F(x, y) = 0.

Umgekehrt erhält man einen bestimmten Punkt P, wenn man
bestimmte Werte für die Koordinaten x und y setzt. Ebenso erhält 
man einen bestimmten Einzelpunkt P (oder mehrere bestimmte Einzel
punkte), wenn man 2 Bedingungen vorschreibt, denen dieser Punkt 
genügen muß. Dem Punkt 2 Bedingungen vorschreiben ist das 
gleiche wie 2 Verfügungen über seine Koordinaten x und y treffen. 
Wenn man etwa setzt x— 3, y =2, so sind damit 2 Bedingungen 
gegeben, denen der Punkt P, oder seine Koordinaten x und y, ge
nügen muß; in diesem Fall genügt der Punkt, den wir mit 3j2 be
zeichnen, den beiden Bedingungen. Schreiben wir dem Punkt P die 
Bedingungen vor

xĄ-y = b,
so genügen beiden Bedingungen die Zahlenwerte x— 3, y— 2, also 
wieder der gleiche Punkt wie vorher. Dem Punkt 2 Bedingungen vor
schreiben ist also genau das gleiche wie für die beiden Koordinaten

x — y = 1,
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X und y zwei Bedingungsgleichungen angeben. Solche Bedingungs
gleichungen werden im allgemeinen Fall von der Form sein

F(x, y) — 0,

Durch 2 solcher Bedingungen oder Bedingungsgleichungen sind dann 
dem Punkt P seine beiden Freiheitsgrade genommen.

Schreibt man nun für den Punkt P oder für seine Koordinaten 
X und y eine einzige solche Bedingungsgleichung an, so heißt dies 
demgemäß nichts anderes, als daß man dem Punkt P von seinen 
beiden Freiheitsgraden einen genommen hat, ihm also nur mehr 
eine Bewegungsmöglichkeit gelassen hat. Durch eine solche Glei
chung F(x,y) — 0 hat man also von den oo2 Punkten der xy- 
Ebene oo1 herausgegriffen, die dann eine Kurve bilden müssen. Das 
Aufstellen einer solchen Bedingungsgleichung hat eben den Sinn, 
daß für die Bewegung des Punktes P in der Ebene jetzt ein be
stimmtes Gesetz vorgeschrieben ist, oder in der Sprechweise der 
Mechanik, daß der Punkt P eine Führung, eine Auflagerung er
halten hat. (Wenn man nämlich den Punkt P eines Mechanismus 
zwingt, eine vorgeschriebene Bahn zu beschreiben, so hat man dafür 
die Sprechweise: Der Punkt P ist geführt, die Bahn heißt dann die 
Führung, auch Führungsbahn oder Auflagerbahn). F(x,y) = 0 selbst 
nennt man dann die Gleichung der Kurve, auf der der Punkt P 
sich nur mehr bewegen kann Umgekehrt ist dann auch ersichtlich: 
Bewegt sich ein Punkt P= x\y nach einem vorgeschriebenen Gesetz 
in der Ebene (dieses Gesetz ka'nn mit oder ohne Berücksichtigung 
der Zeit gegeben sein), so ist dieses Bewegungsgesetz auch gleich
zeitig die Gleichung der Kurve.

82. Um das Wesen einer Kurvengleichung recht sinnfällig dar
zustellen, sei von den Geradengleichungen zunächst diejenige ent
wickelt, die eine Gerade durch zwei 
gegebene Punkte Pl—xl\yl und 
P2 = x2 I y2 darstellt. Nach der gegebenen 
Vorschrift muß man von dem die Gerade 
erzeugenden Punkt P eine Eigenschaft an
geben, die ihm allein zukommt und ihn 
so von allen anderen nicht auf der Ge
raden liegenden Punkten unterscheidet.
Wie viele solcher Eigenschaften man auch 0 
finden mag, sie müssen alle zur näm
lichen Gleichung führen. Vom erzeugen
den Punkt P der Geraden durch Рг und 
P2 kann man angeben, s. Abb. 93:

a) er bildet mit Px und P2 ein Dreieck

О ix, y) = 0.

fPiу

PfL

Qt’r Ö
-Æ

Abb. 93.

vom Inhalt Null; oder
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b) er teilt die Strecke PXP2 in einem gewissen Verhältnis Я; oder
c) die Strecke PXP hat die gleiche Richtung wie die Strecke PXP2. 

Von Punkten P, die nicht auf dieser Geraden PXP2 liegen, werden 
die vorstehenden Eigenschaften nicht erfüllt. Aus jeder dieser Eigen
schaften, deren man natürlich noch verschiedene weniger in die Augen 
fallende angeben kann, soll die Kurvengleichung abgeleitet werden.

a) Der Inhalt des Dreiecks PPX P2 ist

1

1 nach (73 i),A — k
1

somit die Gleichung der Geraden PXP2, da dieser Inhalt Null 
sein muß:

1X y 

x\ Ух 1 =0 
«2 У2 1

fa)

oder ausgeführt:

* • Ol — У г) + У • (X2 — Xl) + (XX У 2 — X2 Ух) = 0 • (b)

b) Da der Punkt P die Strecke PXP2 in ,einem gewissen (für 
jede Lage natürlich anderen) Verhältnis Я teilt, so gilt für ihn 
nach (72 b):

У — Ух
У— У2 ’

oder wenn man nach den Variablen x, у ordnet, w'ie oben :

* • (ttl — У2) Л~-У • (X2 — Xx) + (*1 У2 — X2 Ух) == °-

c) Die Richtung der Strecke PXP bzwr. PXP2 ist nach (71 f):

x — xx 
x — x2

У 2 — Ух 
x2 xx

У — Ух
X — xx

bzw»

Da beide Richtungswrerte gleich sein sollen, ist die Gleichung der 
Geraden PXP2

У—Ух = У 2— Ух
X — xx X2 — Xx

oder in anderer Form
У — Ух 
У2-Ух

x — хх 
х2—хх

Ordnet man nach х und y, so erscheint wieder die Gleichungsform

(c)

• {Ух — Уа) + У • (x2 — Xx) + (Х1У2 — хгУх) = 0
wie oben.

о
Ä 

>5 
>5

H 
Я

и
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Von vorstehenden Gleiehungsformen wird in den nachfolgenden 
Zeilen hauptsächlich (c) gebraucht.

Beispiel a) Nach Abb. 93 ist 
Px — 3 j 1,5, P2 — 6 j 6, demgemäß 
die Gleichung der Geraden PXP2

X — 3 y —1,5 
6 — 3 ~ 6 —1,5

U
I/

oder Xо
4,5 • (x — 3) = 3-(y — 1,5)

oder
3x— 2 у — 6 = 0.

Aufgabe a) Ein vollständiges 
Viereck besteht aus den sechs Geraden, 
die man durch vier gegebene Ecken 
hindurchlegen kann. Man ermittle die 
Gleichungen dieser sechs Geraden, wenn 
Л = 4|4, P2 = — 4 ! 2, Pt— —2 ! —2,
P4 = 2 I — 4 die vier gegebenen Ecken sind. Zur Kontrolle zeichne man die 
Geraden noch ein.

Lösung: Man verwendet am einfachsten die Formel (c) und erhält als 
Gleichung für die Geraden:

PXP2: x — 4y -f- 12 = 0,
PXP4: 4*-î/-12 = 0,
P2P4: * + y + 2 = 0,

Beispiel b) Für manche Zwecke ist es praktisch, der Gleichung 
der Geraden durch zwei Funkte noch eine andere Form zu geben. 
Wenn man nämlich in Gleichung (b) setzt: x2 — xx = X, y2 — yx—Y, 
xx y2 — xiyl — 2F, so erhält sie die Form

Abb. 94.

PXP3: x— y — 0, 
P2P3: 2x -f- y-\- 6 = 0, 
P3P4: *.+ 2y + 6 = 0.

(d)xY — yX — 2F = 0,

wo X und Y die Projektionen der Strecke PXPZ sind und F der 
Inhalt des Dreiecks OPxP2 nach (73g).

Die Bedingung, daß drei Punkte Px, P2, P;{ auf der näm
lichen Geraden liegen, ist

! Ух 1 i 
*2 У* 1 |=*°>

I ^3 У* 1 I
was entweder dadurch einzusehen ist, daß man sagt, P3 muß auf 
der Geraden durch Px und P2 liegen, also die Gleichung (a) derselben 
erfüllen, oder dadurch, daß man auf Gleichung (73 i) zurückgehend 
angibt, daß ДРгР2Р3 den Flächeninhalt 0 hat.

Aufgabe b) Gesucht ist die Gleichung der Geraden durch die zwei 
Punkte Pj und P2 in schiefwinkligen und Polarkoordinaten.

(e)
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Lösung: In schiefwinkligen Koordinaten läßt sich die Gleichung der 
Geraden durch zwei gegebene Punkte Px — xx | yx und P2 — x2\ y2 dadurch

aufstellen, daß man vom erzeugenden Punkt P an 
Hand der Abb. 95 sagt: Wo er auch auf der Ge
raden liegt, stets ist das durch ihn bestimmte Drei
eck PXPQ ähnlich dem Dreieck PXP2Q2, so daß 
also die Konstanz des Verhältnisses

Pt.\y
/

PS /
/! /

У / /
Piź—J._/
лее»

/

X — XX = у yx 
x2 -- Xl У2-- Vl

X,
eine Eigenschaft des erzeugenden Punktes P bzw. 
seiner Koordinaten und damit die Gleichung der 
Geraden durch Px und P2 ist.

Bei Anwendung eines Polarkoordinatensystems ist es wohl am einfachsten, 
von der Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten auszugehen, etwa von 
Gleichung (a), und mit den Formeln x = r- cos cp, y = r • sin cp zu Polarkoordi
naten überzugehen. Man erhält damit als Gleichung der gesuchten Geraden

r • cos cp r ■ sin cp 1 
rx cos cpx rx sin cpx 1 = 0, 
r2 cos cp2 r2 sin cp2 1

oder wenn man entwickelt und ordnet:
rx r2 sin (cp2 — cpx) -f r2 r sin (cp — cp2) -f-rrx sin (cpx — cp) — 0.

Aufgabe c) Man beweise analytisch, daß sich die drei Mittellinien eines 
Dreiecks im nämlichen Punkt schneiden, und gebe für Lage dieses Punktes, 
des Dreieckschwerpunktes, eine Formel an.

Lösung: Vektoriell ist dieser Punkt bereits durch die Lösung von Auf
gabe 79 a) gefunden. Analytisch wird man die Gleichung einer beliebigen Mittel
linie aufsuchen, etwa der Geraden PXP4 der Abb. 86,

(0

Abb. 95.

(g)

у —УIX — xx
*2-{-*з — 2a?i“ У2+ Уг — ЪУ\’ 

wenn man xK — i (x2 -f- xa) und yA (*/2 + 2/3) beachtet. Man formt um

oder
I — V — У l

wo dann f = * (xx -)- x2 -f- x3), у — | (yx -j- y2 -f- y3) sein muß, und hat damit 
gefunden, daß die Gerade РгР4 mit der Geraden PXS zusammenfällt, wenn S 
die Koordinaten 11 у hat. Ebenso entwickelt man, daß die Gerade P2P6 und 
P2S die nämliche Gleichung haben, also zusammenfallen; und ebenso, daß auch 
die Gerade P3Pe durch den Punkt S—tj \y hindurebgeht. Die drei Mittel
linien schneiden sich sonach alle im Punkt S — £ | у.

X — XX __ у yx 
x4.~xl У4.— У1

oder

У — Уг
(*i + — 3*1 "(jh-ł-Уя + Уз) — 8У1

X — xx

83. Von der Eigenschaft b) ausgehend, hätte man die Gleichung 
der Geraden durch zwei gegebene Punkte nach (72 c) auch in der 
Form

кУг—Vi 
Я —1

lx,—xl 
1 — 1 ’

anschreiben können. Die Größe Я kann man entweder einfach als 
unbekannte Größe betrachten und eliminieren, man erhält dann eine 
einzige Gleichung ohne Unbekannte:

(a)У~
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*• (2/1 — У2) + У • — *1) + (® 1У 2 — x2 Ух) = 0
wie oben (82 b).

Man kann aber auch die Form (a) als Kurvengleichung belassen 
und nennt sie dann die „Par am et er form“ der Geradengleichung, 
weil æ und y von einem Parameter, d. i. einer verfügbaren Kon
stanten, abhängig dargestellt sind.

Wesen und Bedeutung eines Parameters soll durch nach
folgende Betrachtungen klarer gemacht werden. Es sei eine Kurve 
gegeben. Der Punkt P hat auf dieser Kurve nur einen Freiheits
grad, nur eine Bewegungsmöglichkeit, nur eine Koordinate, d.h. durch 
eine einzige Zahl ist seine Lage vollständig bestimmt. Man denke 
sich diese Kurve vom Punkt P nach eiiiem bestimmten Gesetz durch
laufen, etwa von links nach rechts, dann wird zu jedem Zeitpunkt t 
ein ganz bestimmter Ortspunkt P gehören. Durch Angabe der Zeit t 
ist also jedesmal ein Punkt P bestimmt, durch t0 etwa der Punkt P0, 
durch tl der Punkt Pj usw. Dann ist t nichts anderes als die Ko
ordinate des Punktes P auf dieser Kurve. Für ein gegebenes t 
erhält man dann einen bestimmten Punkt P, oder was das gleiche 
ist, dessen Koordinaten x und y\ es sind also x und y abhängig 
von t, man kann schreiben:

X = u{i), */ = *>(?).
Die beiden Gleichungen zusammen geben das Gesetz an, nach dem 
sich P auf der Kurve bewegt. Man nennt dann in diesem Zusammen
hang t sehr häufig auch Parameter und meint damit eine verfügbare 
Größe von der Art, daß jedem ihrer Werte ein ganz bestimmtes 
geometrisches Gebilde, hier ein Punkt P, zugeordnet ist. Der Para
meter ist also in diesem Fall nichts anderes als eine Koordinate, 
nämlich die Koordinate- des Punktes P auf der gegebenen Kurve.

Oder man stelle sich ein Strahlenbüschel 
durch einen gegebenen Punkt P vor. Jeder ein
zelne Strahl kann durch eine bestimmte Zahl
dargestellt werden, am einfachsten wohl durch 
den Winkel <p, den er mit einem festen Strahl 
des Büschels, im Fall der Abb. 96 mit dem 
lotrechten Strahl, bildet. Für jeden Wert 

erhält man einen bestimmten Strahlvon cp
und umgekehrt für jeden Strahl des Büschels 
einen bestimmten Wert cp. Man kann dann 
entsprechend dem vorausgehenden Beispiel cp 
als die Koordinate des Strahles im Büschel bezeichnen oder als

Abb. 96.

den Parameter des Einzelstrahles. Man versteht also auch hier 
wieder unter Parameter eine verfügbare Größe von der Art, daß
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jedem ihrer Werte ein bestimmtes geometrisches Gebilde, hier ein 
Strahl, zugeordnet ist.

Es wird praktisch sein, wenn man den sog. Parameter bis zu 
seiner genauen Festlegung als eine Koordinate in einer Menge von 
oü1 Elementen betrachtet, so daß also durch jeden Einzel wert dieses 
Parameters ein bestimmtes Element dieser Menge gekennzeichnet ist.

Aus der vorausgehenden Betrachtung geht hervor, daß die 
Parameterdarstellung einer Kurve natürlich zwei Gleichungen er
fordert, da im allgemeinen sowohl x als auch y nach diesem Para
meter ausgedrückt sind.

Will man die Gleichung der Geraden durch die Punkte P1 und 
P2 in vektorieller Darstellung, so wird man die Eigenschaften des

erzeugenden Punktes P mit Hilfe des vom 
Bezugspunkt О aus zu ihm führenden Vek
tors ï ausdrücken. Wenn Рг und P2 durch 
die zu ihnen führenden Vektoren und r2 

0 gegeben sind, dann ist auch die Richtung 
des Vektors 9l = ï2 — ïx, des Vektors von 
P1 nach P2 bekannt. Man gelangt dann zum 
erzeugenden Punkt P dadurch, daß man 
vom Bezugspunkt О atus zuerst zum Punkt 
Px geht und von ihm aus um ein Stück 
/tift weiter, /x ist hier wieder ein Parame
ter, je nach dem Zahlenwert von /и gelangt 
man immer zu einem anderen der unend
lich vielen Punkte P auf der Geraden. Die 

Gleichung der gesuchten Geraden ist somit in vektorieller Darstellung:

i = tx

Pt. rVt

Pi

/1
Р.и

Abb. 97.

(b)

Man kann von dieser Gleichungsform dadurch zu den bereits ge
fundenen übergehen, daß man mit Anwendung des Projektions
satzes (70e) schreibt:

x = — ajj),

У*=У1-\-р(Уш—Ух)-

Aufgabe a) Man stelle die Gleichung des Krei
ses mit dem Radius c um den Nullpunkt in Para
meterform auf.

Lösung: Auf -dem Kreis hat der erzeugende 
Punkt P nur einen Freiheitsgrad. Als Koordinate 
auf dem Kreis führt man am einfachsten den Dreh
winkel 9о ein, den der erzeugende Punkt zur Zeit t 
zurückgelegt hat. Diese Koordinate (p auf dem Kreis 
wird dann bei der Darstellung der KreisgleichungAbb. 98.



Weiß man von der gegebenen Geraden, daß das Lot vom Null
punkt auf sie die Länge p und von der æ-Achse aus die Winkel
entfernung a bat, so kann man damit auch die beiden Abschnitte 
a und 6 auf der x- bzw. «/-Achse, nämlich

6 = p : sin a

ermitteln, s. Abb. 100, so daß die Gleichung der vorgegebenen Geraden

-Д-------- 1
p : sin a

a = p: cosa,

x
= 0

p : cos a 

x • cos a -J- y • sin a — p — 0oder (b)

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I. 11

die Rolle eines Parameters spielen. Den Drehwinkel <p kann man von einem 
beliebigen Anfangsstrahl aus zählen, nach Abbildung etwa von der æ-Achse. 
Dann ist, siehe Abb. 98,

(o)у — c sin cpX = C COS <p,

die Parameterdarstellung des Kreises, und wenn man den Parameter rp beseitigt 
— man quadriert und addiert die beiden Gleichungen —

ж2 —J— ?/2 == c2
die Darstellung in der gewöhnlichen Form.

84. Man weiß von einer gegebenen Geraden, daß sie auf der x- 
und «/-Achse die Stücke a und 6 abschneidet, siehe Abb. 99. Damit 
sind zwei Punkte der Geraden bekannt, Рг — а | 0 und Р2 — 0 | 6, so 
daß nach (82 a) die Gleichung der gegebenen Geraden wird

1

= 01

1

ir+ł-1”0’
CL и

Abschnittsgleichung der Geraden. ^ 
Bei Anwendung schiefwinkliger Ko

ordinaten erhält man für eine Gerade, 
die auf den Achsen die Stücke a und b 
abschneidet, die nämliche Gleichung 6 
Man hat nur in der Gleichung (82 f) der 
Geraden durch zwei Punkte Pt und P2 _0_ 
zu setzen — a | 0, P2 — 0 | b.

Beispiel a) Die Gerade der Abb. 99 
schneidet auf den Achsen die Stücke 
а = 4, 6 — 3 ab, so daß ihre Gleichung wird

(a)oder

4
Pt

a,

Abb. 99.
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wird, Normalgleichung der Geraden oder Normalform der Ge
radengleichung. Normale Form heißt hier so viel wie gebräuchliche 
Form, gebräuchlich meist für die rein mathematische Anwendung.

Beispiel b) Die Gerade der Abb. 100 hat mit p==l,3 und 
cc = 60° als Gleichung und zwar in der Normalform.

*ł + yłV3 — i,3 = o.
Aufgabe a) Gesucht ist die Gleichung der Geraden durch den Punkt 2 | 1, 

die vom Nullpunkt den Abstand 1 hat.

b

о а 0* \
Abb. 101.Abb. 100.

Lösung: Die gesuchte Gleichung ist x cos x -j- у sin а — 1=0; die Un
bekannte а ermittelt man aus der Bedingung, daß 2 | 1 der Gleichung genügt: 
2«cos a -f- 1 • sin а — 1—0, und findet zwei Lösungen:

sin а = — 0,6,und cos а = 0,8.

Auch im Polarkoordinatensystem gibt es eine Normalform der 
Geradengleichung, zu der man am einfachsten gelangt, wenn man 
von der Definition einer Kurvengleichung ausgeht und an Hand der 
Abb, 101 sagt; Vom erzéugenden Punkt P gilt unabhängig von seiner 
Lage auf der gegebenen Geraden

cos x — 0sin а — 1,

r-cos(ç) — a) —P,

welche Gleiçhung somit die der gesuchten Geraden ist. (Normal
gleichung im Polar-Koordinatensystem.)

Die Gleichung der Geraden mit gegebener Richtung tgr 
durch einen gegebenen Punkt P0 = x0 | y0 findet man ausgehend 
von der Definition einer Kurvengleichung, indem man vom erzeugen
den Punkt P irgendeine Eigenschaft angibt. Man kann hier sagen; 
unabhängig von der Lage des Punktes P ist die Richtung P0P 
immer konstant tgr, nach (71 f) also

(c)

У — У о
— *0

oder
У — У <> = %*•(*— *o) (d)

die Gleichung der Geraden.



Lösung: Auf das Dreieck OPP0 der Abb. 103 wendet man den Sinus
satz an und erhält

r • sin {cp — r)—-r0 sin (cp0 — r)
als Polargleichung der Geraden mit gegebener Richtung tgr und durch den 
gegebenen Punkt P0.

Beispiel d) Gesucht ist die Gleichung der Geraden mit ge
gebener Richtung durch den gegebenen Punkt P0 in vektorieller 
Darstellung.

Wenn a der Einheitsvektor in der gegebenen Richtung ist — 
es ist belanglos, ob a den Pfeil nach oben oder unten hat — dann 
ist Да der Vektor von Pa nach P, wobei Д wieder ein Parameter ist, 
und damit der Vektor t zum erzeugenden Punkt P

ï = Ïq ~j~ ^ 0.
Damit ist die gesuchte Gleichung aufgestellt, die wir die Normal
form der Geradengleichung in der vektoriellen Darstellung 
nennen wollen, da sie die bei der vekto
riellen Behandlung hervorstechendste Eigen
schaft einer Geraden, die Konstanz der 
Richtung, zum Ausdruck bringt. Nimmt 
man Bezug auf zwei gegebene Grundrich
tungen, etwa die der beiden Koordinaten
achsen, und gibt man die Richtung durch 
tgr, so wird nach nebenstehender Skizze

und

(e)

Cf)

p.

Pc

/\*i №r
a-7~

£
Abb. 104.

ai8 + V — t?
tgr

tgr = a8:ax
1

also «i=T7 a2Vi -Hg2* Vl +tg2T
11*
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Beispiel c) Im speziellen Fall wird die Gleichung der Geraden ■ 
der Abb. 102 mit P0 — 1 | 1 und tg r = 1: 2

у _ 1 = I (x — 1)
X— 2t/-f-l = 0.

Aufgabe b) Man gebe die Gleichung der Geraden, die durch einen ge
gebenen Punkt P0 — r0 I cp0 hindurchgeht und die gegebene Richtung tg т hat, 
in Polarkoordinaten.

oder geordnet

IZp>y
Pc \C

r-
ü 0£

Abb. 102. Abb. 103.

*
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tgr1und =■ + *2 Tfl :— t ;-----------------
Vl -j-tg2r

Die Gleichung einer Geraden, von der die Richtung tgr und 
der y-Achse gegeben ist, siehe Abb. 105, findet 

man ausgehend von der Gleichungsform (d). Die 
Gerade geht durch den Punkt P0 = 0 | 6 und 
hat die Richtung tgr, somit die Gleichung

y — br= tgr-(x —0)

Vl -f~ tg2T

der Abschnitt b auf

oder
(g)y = a-tgr-|-b,/

Richtungsgleichung der Geraden.
Beispiel e) Von der Geraden der Abb. 105 

liest man 6=1, tgr = tg45°=l ab und er
hält somit als Gleichung

y — x-f- 1.
Aufgabe c) Man stelle die Abschnittsgleichung der Geraden in der 

Vektorform auf.
Losung: An die Vektorgleichung (83b) der Geraden durch zwei Punkte 

anknüpfend wird die gesuchte Gleichung

t = fl + y (6 — tt),

b

Abb. 10Ô.

deren „Projektionen“
y = 0 -f- y (6 — 0)X — a -j- y (0 — a),

nach Beseitigung des Parameters y wieder die gewöhnliche Form (a) liefern.

Diskussion der allgemeinen Geradengleichung.
85. Die vorausgehenden Gleichungen waren alle in den Variabein 

X und y linear, also von der Form

A X —|— B y —j— G ■r=: 0.
Man kann nun vermuten, daß jede Gleichung in dieser Form eine 
Gerade vorstellt und das leicht dadurch erweisen, daß es möglich 
ist, diese Gleichung auf jede der Formen von (84a), (84b), (84g) zu 
bringen. Oder auch indem man nach dem Sinn der Gleichung 
Ax -)- By ~J- C — 0 fragt. Offenbar soll sie eine Eigenschaft des er
zeugenden Punktes ausdrücken. Man kann nun diese Gleichung 
auch in der Form y:(x-\-C:A) — —A :B schreiben und damit aus
drücken. daß das Verhältnis aus der Ordinate und der um eine ge
gebene Zahl vermehrten Abszisse immer konstant ist, eine Eigen
schaft. die nur dann vorhanden ist, wenn x und y die Koordinaten 
eines Punktes auf einer Geraden sind.



der allgemeinen Geradengleichung. Um eine Gerade von gegebener 
Gleichung zu zeichnen, wird man sie meist auf die Form der Ab
schnittsgleichung bringen, z. B. die Gerade 3 x ~|~ 4 y — 12 = 0 auf 

X ydie Form -----1- —---- 1 = 0. Deren Abschnitte sind a = 4 auf der
4 1 3

x-Achse, 6 = 3 auf der y- Achse, siehe 
Abb. 106.

Die Abschnittsgleichung wird un
brauchbar, wenn die Gerade durch den 
Nullpunkt geht. In diesem Falle wird 
man graphisch die Gerade am einfach
sten mit Hilfe der Richtungsgleichung 
darstellen.

An der Richtungsgleichung ist cha
rakteristisch, daß sie nach y aufgelöst 
ist; die allgemeine Gleichung Ax -J- By -f-C = 0 heißt also in die 
Richtungsgleichung übergeführt

ъ

0 £-

Abb. 106.

A
у —------ -- X —
у В
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Wenn man nun die allgemeine Geradengleichung 

A x -\- By -j- C — 0 (a)

in eine der vorausgehenden Formen verwandeln will, so überlege 
man, daß

q-(Az-{- By-\-G) = 0,

d. i. die mit einem beliebigen konstanten Faktor q miultiplizierte 
oder dividierte Gleichung offenbar noch die nämliche Gerade vor
stellt wie A x -f- By -\-G — 0 selbst. Durch Multiplikation mit einem 
passend gewählten Faktor kann man nun die allgemeine Gleichung 
auf jede der drei Hauptformen: Abschnittsgleichung, Richtungs
gleichung, Normalgleichung bringen.

An der Abschnittsgleichung ist charakteristisch, daß das von x 
und ÿ freie Glied, das sogenannte „absolute Glied“, den Wert—1 

hat; man hat demnach die allgemeine Gleichung nur mit —C zu 
dividieren, um sie auf die Form der Abschnittsgleichung zu bringen, 
die dann ist

Ax ! By 
— C + —7?

x Уoder 1 = 0;1 =0
— C.A — G : В

daraus ergeben sich die Achsenabschnitte

a — — C.A. 6 = — С: В (b)

to
i О



womit sich die 
gibt als

Der Abschnitt b — — G.B auf der y-Achse, der aus dieser 
Überführung zu ersehen ist, ist bereits oben ermittelt.

Die Gerade 3 ж —(— 4 /у—12 — 0 der Abbildung hat also die 
Richtung tgr — — 3:4. ,

Die Normalgleichung x • cos a -f- у • sin « — p — 0 der Geraden 
ist dadurch charakteristisch, daß die Quadrate der Koeffizienten von 
x und у als Summe 1 haben, da ja cos2 «-{-sin2 а = 1. Um also 
die allgemeine Gleichung auf die Normalform zu bringen, wird man 
mit einem Faktor q multiplizieren,

n • A x -J- q • By q C = 0,

dann muß, wenn die erhaltene Gleichung die Normalform sein soll, 
gelten

g2A2-f q2B2= 1,

womit 1

Q ±\А2Л-В2
und als Normalform • 1 t

A x + By Ą-С ==0 

+ B~ '

gefunden wird. Die allgemeine Gleichung muß man demnach mit 
+ \ A2 -f- Вг dividieren, um die Normalform zu erhalten. Welches 
der beiden Vorzeichen man wählen soll, wird ersichtlich, wenn man 
festsetzt, daß der Abstand p der Geraden vom Nullpunkt stets 
positiv zu wählen ist. (Vergleiche damit die allgemeinen Bemer
kungen von Nr. 88.) Da die Normalform

(d)

А CВ ~0*±V ' “ ±V " ±v

ist, und deswegen
C

(e)V
±VA2 + B2 *

wird, so ergibt sich aus der Festsetzung eines positiven p, daß das Vor
zeichen der Wurzel stets entgegengesetzt dem von C zu wählen ist.

Beispiel a) Die Gerade der Abb. 106. deren Gleichung Зж-f- 
4 у— 12 — 0 ist, muß mit -j- У9 -|- 16 =? —J— 5 dividiert ,werden (da 
hier 0 — — 12 das Vorzeichen — hat, so ist das entgegengesetzte 
Vorzeichen, nämlich als Vorzeichen der Wurzel zu wählen), um 
zur Normalform
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IxJrîy — 'V&0‘ ■
zu werden. Für sie ist

11sin « — f,
Beispiel b) Man setzt voraus, daß zwei Gleichungen

AjX -j~ Bxy -\~GX = 0 und A2x -}- B2y -\-C2 — Ö

die nämliche Gerade vorstellen; welche Beziehung besteht zwischen 
den Koeffizienten der beiden Gleichungen?

Man kann annehmen, daß aus der ersten Gleichung die zweite 
durch Multiplikation mit einer Konstanten hervorgegangen ist,

A2x -{- B2y C2 = q{Axx -j- Bxy -j- Gx),

P =cosa = 5 '

: !dann muß gölten , r.
(f)C2 = qOx,

das heißt die entsprechenden Koeffizienten der beiden Gleichungen 
müssen proportional sein.

Beispiel c) Hat man etwa für eine Gerade auf irgendeine Weise die 
Gleichung gefunden x — 2 y -j- d — f ) und nach einer zweiten Methode 
die Gleichung b x -f- У — 2 = 0, so muß nach dem angegebenen Satz 
gelten b — q • 1, 1 = q (— 2), — 2 = gd oder 6:1: — 2 = 1: — 2 : d, 
woraus sich b = —1:2 und d = 4 und die Geradengleichung 
x — 2 у -j- 4 = 0 ergibt.

86. Um das Gewonnene zusammenzuhalten: Die Gerade 

AxĄ-ByĄ-C=0

schneidet auf der x- und y-Achse die Stücke

A2 = oA B2 — Q Вi> i’

G
6 = —

A ’
ab, siö bat die Richtung

Atgr= — —В ’

vom Nullpunkt 0 den positiv zu nehmenden Abstand

G
V VA* + B2'

Der Winkel a von der ar-Achse bis zum Lot p ist bestimmt durch
ВА

und sin а —cos a— — ,-----------
±Va2-\~b2

die Vorzeichen sind wie oben angegeben zu wählen. Zu wieder
holen ist noch, daß n von 0° bis 360° gezählt wird.

+ в2

v> •>: »' ?
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a liegt also im zweiten Quadranten. Von dieser Geraden sind

2x— Sy 4-9 = 0 
(_+_) ^4 + 9

die Abschnittsgleichung bzw. Richtungsgleichung und Normalgleichung. 
Um die Gerade zu zeichnen, geht man meist am einfachsten von 
der Abschnittsgleichung aus oder von der Richtungsgleichung.

X
У = I * -b 3 ,— 1=0,

— 4,5

Aufgabe a) Gegeben sind drei Gerade 
X— у — 1 = 0, X — 3y -f 9 = 0.«+ y — 3 = 0,

Man gebe von jeder die Abschnittsgleichung, Normalgleichung und Richtungs
gleichung an. Dann diskutiere und zeichne man jede. Liegen die Punkte 2\1, 
010 und 112 auf einer der drei Geraden?

XLösung: X — у—1=0, — 1 =0.— 9
x_±y~3=;0>

~b yß
У — Х — 1, у = — Ж + 3, y=^\x-f3.

Die erste Gerade hat die Achsenabschnitte 
o = l, b — —1, die Richtung tgr=l, vom 
Nullpunkt die Entfernung p== l:y/2. Für 
die anderen Geraden sind diese Größen 3, 3, 
—‘ 1, 3:y/2 und — 9, 3, g, 9 : \/l0. Kontrolle 
an der Zeichnung der Abb. 107, Punkt 2| 1 
genügt den beiden ersten Geraden, 2 — 1 — 1 
= 0, 2-f l —3 = 0, 2 — 3-1+9 >0, Punkt 
0 ! 0 genügt keiner der Geraden, Punkt 1 |2 
der zweiten, siehe auch Zeichnung.

Für spezielle Werte der Konstan
ten А, В, C erhält man spezielle Ge
rade, es definiert

А — 0, also By -]- C — 0 oder у = const,
eine Parallele zur ж-Achse,

B — 0, also Ax-j-C — 0 oder x = const,
eine Parallele zur у-Achse,

x — 3y -f 9x—y— 1 = 0, = 0.
+ V‘2 —vtö

s.

2»

7
9iА

Abb. 107.

108 Lineare Gebilde der Ebene in analytischer und vektorieller Behandlung.

Beispiel a) Die durch die Gleichung 2x — 31/ —}— 9 = 0 dar
gestellte Gerade hat die Konstanten A — 2, В — — 3, G — 9, die 
Achsenabschnitte a — — 4,5, b — 3, die Richtung tg т = 2 : 3, vom

es istVl3
Nullpunkt den Abstand p

9 2 3
sin а = —cos а —V = Vl3’ — V13’ — VÏ3’

O
î]4

î



С — О, also Ax-j-By — 0 oder у — Хх

eine Gerade durch den Nullpunkt,

also у — 0 die x-Achse, 
also x = 0 die y-Achse, 
also C = () nach (84 a), daa =

= 0 mit 
= 0 mit 
— 0 mit

(a)

oo.

ö = oo wird, die unendlich ferne Gerade, d. i. die 
Gesamtheit aller unendlich fernen Punkte.

In der a>t/-Ebene ist die Gerade durch zwei Bedingungen be
stimmt; in der x-y-Ebene gibt es oo2 Gerade, oder in anderer Sprech
weise: die Gerade hat in der Ebene zwei Freiheitsgrade oder zwei 
Koordinaten. Um also unter den oo2 Geraden der Ebene eine bestimmte 
herauszugreifen, muß man zwei Bedingungen vorschreiben, denen sie 
genügen soll. Aus zwei Bedingungsgleichungen kann man aber zwei 
Unbekannte ermitteln: Zwei Konstante, nicht mehr und nicht 
weniger, dürfen sonach in der Geradengleichung auftreten, wenn 
diese bestimmbar sein soll. In der Tat enthält die Abschnitts
gleichung nur zwei Unbekannte, nämlich a und b, mit deren Kennt
nis die Gerade auch bekannt ist; die Normalgleichung die Un
bekannten a und p, deren Kenntnis die Gerade bestimmt; die 
Richtungsgleichung die beiden Unbekannten tg r und b, die beide 
die Gerade bekannt machen, sobald sie selbst bekannt sind. Schein
bar treten in der allgemeinen Gleichung drei Konstante auf, A, B, G. 
Da aber die Gerade sich nicht ändert, wenn man die Gleichung mit 
einer konstanten Zahl multipliziert oder dividiert, so kann man 
irgendeine von den drei Größen A, В, C wegdividieren, die andern 
beiden sind dann noch durch die vorgeschriebenen Bedingungen auf
zufinden. Die allgemeine Gleichung bildet bei der Lösung von Auf
gaben die unbequemste Form, es wird dem Anfänger geraten, bei 
Ermittlung einer unbekannten Geradengleichung die anderen Formen 
zu bevorzugen.

Beispiel b) Wie heißt die allgemeinste Geradengleichung bei 
schiefwinkligen Koordinaten?

Beim Übergang von einem rechtwinkligen zu einem schiefwink
ligen System und umgekehrt wird der Grad, in dem die Variabein x 
und y auftreten, nicht geändert. Eine in x und y lineare Gleichung 
von der Form Ax-{- By -j- C —0 stellt demnach auch in schief
winkligen Koordinaten eine Gerade vor, da sie beim Übergang zu 
rechtwinkligen Koordinaten linear bleibt, also dort eine Gerade dar
stellt. Das gleiche hätte man natürlich wie früher auch daraus 
schließen können, daß man die obige Gleichung auf die Form der 
Abschnittsgleichung bringen kann.

(b)
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170 Lineare Gebilde der Ebene in analytischer und vektorieller Behandlung.

Aufgabe b) Man weise nach, daß die allgemeinste Gleichung, die so
wohl den Vektor r vom Bezugspunkt О aus zum erzeugenden Punkt P als 
auch den Parameter Я vom ersten Grad enthält, die Gleichung einer Ge
raden ist.

Eine solche Gleichung, die man bilinear in r und Я heißt, ist von
der Form

аЯг + ^Г + йЯ + Ь —0,
wo a., ß, а, Ь als konstant zu betrachten sind. Daß diese Gleichung eine 
Gerade vorstellt, kann man nachweisen, indem man zur gewöhnlichen analy
tischen Darstellung mit Benützung des Projektionssatzes übergeht. Man wird 
also auf die beiden Grundrichtungen, das sind die der beiden Koordinaten
achsen, projizieren und erhält, wenn man zuvor noch die Glieder mit Я zu
sammennimmt,

Я (а * -f- at) -j~ ß X -f- &i = 0 

^ (а У ~Ь аг) H- ß У ~t~ b2 = 0,
wo natürlich und a2 die Projektionen von (l und entsprechend und b2 
die Projektionen des Vektors b sind. Die Elimination von Я aus beiden 
Gleichungen ergibt

(<** + <*i) iß У + Ю =^= (<*y + <b) (ß* + bi)
oder

x(xb2 — ßa2) -f- yißai — аЬл) -(- (axb2 — Oaftj) == 0, 
somit tatsächlich die Gleichung einer Geraden. ' Es kann somit

аЯг + /?г-}-аЯ-|-Ь =0
oder praktischer noch

аЯ-f b 
X~ xl-\-ß

als allgemeine Gleichung einer Geraden in vektorieller Darstellung 
angesehen werden.

Man sieht, daß die Normalform der Geradengleichung in vektorieller Dar
stellung ï == t0 -f-Я fl von dieser eben angeschriebenen allgemeinen Gleichung 
ein spezieller Fall wird, wenn man nämlich а = 0, ß = \, Ь — r0 setzt.

* Es kann gefragt werden, welchen statischen Sinn hat die 
Gleichung Ax'-\-By -\-G — 0. Man erinnert sich bei dem Suchen 
nach einer Antwort an eine Eigenschaft der Kraft, daß sie nämlich

in ihrer Richtung verschoben werden kann, 
1 wenn sie an einem starren Körper angreift. 

Sei К eine gegebene Kraft mit dem An
griffspunkt P und der Richtung tg x. Der 
Richtungssinn oder in anderer Sprechweise 
der Pfeil dieser Kraft soll durch das Vor
zeichen von К gegeben sein. Dann sind 
К • cos г und К ■ sin г die beiden Kompo
nenten von К in Richtung der Koordinaten
achsen. Die Eigenschaft, daß die Kraft К 
in ihrer Richtung verschoben werden kann, 
drückt sich aus durch die Bedingung, daß

(c)

;
1Г■

I i
I

К sin t\
II

I
I

у - К cost

I0_x

Abb. 108.
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Gerade und Gerade. Gerade und Strecke. Gerade und Punkt. 17 X

das Moment von К für den Nullpunkt als gedachten Drehpunkt 
unabhängig vom Angriffspunkt P stets den gleichen Wert D hat, 
also durch die Bedingung

К cos z ■ у -j- К sin r ■ X = D,

das ist aber nichts anderes als die Gleichung der Geraden, auf der 
К verschoben werden darf.

Man sieht also, die Gleichung A x -{- B y -j-C* = () kann als eine 
Momentengleichung betrachtet werden; x und у sind die Koordinaten 
des Angriffspunktes einer Kraft, die auf der Geraden liegt, also 
variabel, da ja dieser Angriffspunkt auf der Geraden verschoben 
werden darf, Ax und ß«/ sind Momente der Komponenten der Kraft 
bezüglich des Nullpunktes, also müssen A und В selbst, ohne Be
rücksichtigung des Richtungssinnes, die Komponenten in Richtung 
der Koordinatenachsen sein; C aber ist ein Moment.

Wir werden in einem späteren Kapitel auf diese Tatsache 
wieder zurückkommen, wenn wir nämlich alle linearen Formen durch 
Vektoren darstellen, und die Geometrie in ihren Grundzügen als 
eine statische Geometrie entwickeln werden.

Gerade und Gerade. Gerade und Strecke. Gerade und Punkt. 
Geradensystem und Geradenbüschel.

87. Statt des häufig wiederkehrenden Ausdruckes A x -j- B y -j- C 
(in den folgenden Zeilen wird oft auch von der „Form“ Ax -f- By -\-C 
gesprochen)- wird in der analytischen Geometrie meist eine Ab
kürzung, ein Symbol G geschrieben; entsprechend das Symbol N 
für die auch häufig auftretende Form x ■ cos « -(- y ■ sin a — p. Man 
sagt und schreibt dann symbolisch: Die Gerade G — 0 oder N — 0 

statt: die Gerade Ax -f- By G — 0 bzw. x • cos a -j- y • sin «—p = 0. 
Um im Anfang recht deutlich zum Ausdruck zu bringen, daß G ein 
Symbol, eine Abkürzung statt Ax -}- By -\-C ist, sei eine Zeitlang 
das Zeichen == für eine Identität eingeführt, also

G ~ A x -|- В у C bzw. N — x • cos a -f- y ■ sin a — p

gesetzt. (Man verwechsle nicht, wie das dem Anfänger häufig passiert, 
die Größe G oder N mit der Eigenschaft G = 0 bzw. N = 0.) 
Entsprechend ist natürlich

EEE Atx -j- BYy -f- G1 oder Gz =A2x -j- B2y -\-C.2 usw.
bzw.

N'1^_ x • cos -\-y ■ sin аг— px oder N2=x- cos «2 -\-y ■ sin — p2 usw. 

0 und G2 — 0 sind dann in der symbolischen Sprech- undG



Schreibweise die allgemeinen Gleichungen von zwei Geraden, also 
abkürzende Bezeichnungen statt

Atx Bty = 0 bzw. A2x B2y -\-C2 = 0.

Um von diesen zwei Geraden den Schnittpunkt P0 — x0\y0 
aufzufinden, überlegt man: Dieser Punkt P0 liegt auf beiden Geraden, 
muß also beiden Gleichungen genügen, so daß

und A4X0 I“ ^чУо ~j~ ^2 

Damit sind dann die Koordinaten x0, y0 gefunden zu

^■».■i = (B1Ot-B,Ol):(OlA,—0,Al):(AtBt — AtBl) (a) 

oder in der Schreibweise der Determinanten, siehe (50d),

А1хо+Б1Уо +

i К Ct
X0 • Уо • ^ * К c2 ■

Beispiel a) Der Schnittpunkt der beiden Geraden der Abb. 111,
nämlich

G1^x-\-y— 5 = 0, 2X — у — 4 = 0

ist nach dieser Formel gegeben durch

xo === 3 5
Beispiel b) Welchen Wert muß a haben, damit die drei Geraden

X — у—i =0,

also P0 — 3 I 2.У o = 2>

\ky
ax -f- 2y = 0ax -j- у — 3 = 0

durch den nämlichen Punkt gehen?
Man kann elementar aus den 

beiden ersten Gleichungen die 
Koordinaten x und у des Schnitt
punktes ermitteln und in die dritte 

Ł-л einsetzen. Oder man sagt: Für 
die zwei Unbekannten x und у hat 
man drei lineare unhomogene 
Gleichungen, also muß nach (50g)

VI*

0

Abb. 109.

1 —1 —1 

а 1—3 
а 2 0

sein. Ganz allgemein gilt und wird wie eben bewiesen:

Damit drei Gerade durch den nämlichen Punkt 
gehen, muß die Determinante des Systèmes der drei 
Gleichungen G1 = 0, (?2 = 0, G3 — 0 verschwinden.

oder a — — 3= 0

(b)

172 Lineare Gebilde der Ebene in analytischer und vektorieller Behandlung.



Gerade und Gerade. Gerade und Strecke. Gerade und Punkt. 173

Aufgabe a) Die gesuchte Gerade G — 0 geht durch den Schnittpunkt von 
G1~Hx — y — 1 = 0 und G2 TEE X -)— 3 y — 1 = 0

und bildet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck vom Inhalt 4.

Lösung: Die gesuchte Gerade sei — -j-~-—1=0. Für die zwei Un
bekannten a und 6 hat man zwei Gleichungen 

3—1 —1
3 — 1

1:6 — 1
erstere nach (b). Aus beiden ermittelt man zunächst a-f-26 = 40 unda-26=16, 
woraus wie in Aufgabe 54 b)

a = 20 -j- 8 y/6"> 26 = 20 — 8^ oder а = 20 — 8 {Q, 26 = 20-f8V6‘.

= 0 und lab = 4,1

1 : а

Um den Schnittwinkel ß zweier Geraden (gezählt von 0 bis л 
von der ersten zur zweiten Geraden im positiven Sinn) aufzufinden, 
beginnt man

ß = r2 — x1

und erhält nach Abb. 109:
a) Die in der Normalgleichung gegebenen Geraden

Nl = X • cos -f- у ■ sin C(t — py — 0,
N2 = я* cos a g -4- у- sin «2 — p2 = 0 

schließen einen Winkel ß ein, der bestimmt ist durch

# = «2 — «г.
b) Die in der allgemeinen Gleichung gegebenen Geraden

eee Axx -f- Bxy -j-G1 = 0, G2 == A2x ■*|— B2y -f- C2 — 0 
scliließen einen Winkel ß ein, der bestimmt ist durch

tg ß = tg (r2 —
= tg Tg — tg rx 

1 -(- tg Tx tg T2

oder mit tgil——A1:B1, tgr2=- — A2:B2 nach (85c)

(c)

(d)

A.B^ — A.B
(e)

Für bestimmte Zwecke kann es oft nötig sein, daraus zu berechnen

COS ß =-----—+ -------- ,
±V(A* + Бг2)(А22 4-B2*)

_____АХВ2 — А2ВХ
±УЩ^в^7а 7Тв/)'

(f)

sin ß



Beispiel c) Die beiden Geraden

Qx = x + y— 5 = 0,

der Abb. 111 schließen den Winkel & ein. Mit Аг = 1, B1 — l, 
A2 = 2, B2 — — 1 wird

6r2= 2x — у— 4 = 0

31—1— -1 
1~ 2~-f- 1-—-1

Die Formel (e) gibt an: Sind die beiden Geraden Gx = 0 und 
G2 = 0 parallel, so wird tg & = 0, also

A1B2 — A2B1 oder A1:B1 — A2:B2,

d. h. die Koeffizienten von x und у beider Gleichungen müssen zu
einander proportional sein. Sind beide Gerade senkrecht, so wird 
# = 90° oder tg# = oc, also Ax A2 -f- Bt B2 =±= 0 oder umgeformt

tg 0 = — 3.
1

А 1
= — 1 : — oder tgr2 = —

4*%Вг
d. h. die Richtungskoeffizienten beider Geraden müssen zueinander 
reziprok und negativ sein.

Diese Aussagen hätte man einfacher finden' können: Sind beide 
Gerade parallel, so ist

__A-x ____ A 2also4*1 = 4*21 B2
d. h. die Koeffizienten von x und y müssen proportional sein. Die 
Geraden

Ax -{-By -j- C = 0 und Q-Ax o By - I-<7 = 0, 
oder in anderer Form die Geraden

Ax -}- By —C7 = 0 und Ax -f- By -|- C — 0

sind also einander parallel; somit:

Die Gleichungen von parallelen Geraden unter
scheiden sich nur im konstanten Glied.

Sind beide Gerade zueinander senkrecht, so ist

Ta==Ti + i?r» also tgr2 = — cotgTx = — lîtgtj.
Damit hat die zur Geraden Ax-}- By -\-C = 0 senkrechte Gerade

Jß
die Richtung —; die Geraden

(g)

(h)

A

Ax-(- By -j- C = 0

sind zueinander senkrecht.
Bx— Ay -(-(7=0und 0)

174 Lineare Gebilde der Ebene in analytischer und vektorieller Behandlung.
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Beispiel d) Eine Parallele zur Geraden 2x-\-3y—.5 = 0 hat 
die Gleichung 2 x -j- 3y -(- C = 0, wo C durch eine zweite Bedingung 
noch bestimmbar ist. Wenn etwa angegeben ist, daß die Gerade 
durch den Punkt 1 j 2 gehen soll, so muß dieser Punkt der Geraden
gleichung genügen, also muß 2 • 1 -f- 3 • 2 -j- G = 0 sein. Damit wird 
C — — 8 und die Gleichung der neuen Geraden 2x-\-3 y — 8 = 0. 
Eine zur gegebenen Geraden 2 x-\- 3 y — 5 = 0 senkrechte Gerade 
hat die Gleichung 3x— 2 y -j- C = 0, wo wieder G' durch eine zweite 
Bedingung bestimmbar ist. Sei festgesetzt, daß diese neue Gerade durch 
den gleichen Punkt 1 j 2 geht, so muß gelten 3 1 — 2 • 2 -j- C = 0 
od,er C — 1, also ist die Gleichung dieser Geraden 3x—2 2/ —|— 1 = 0.

Aufgabe b) Gegeben ist die Gerade 2x — y — 3 = 0. Man lege durch 
den Nullpunkt und durch den Punkt 1 | — 1 je eine Parallele und eine Senk
rechte zu dieser gegebenen Geraden.

Lösung: Eine Parallele bzw. eine Senkrechte zur gegebenen Geraden 
hat die Gleichung

2x — y -\-C — 0 bzw. x -j- 2y -f- C — 0.
Für das Geradenpaar durch den Nullpunkt muß gelten 2 0 — 10-(-C'=0) 
bzw. 10-}-2 0-(-C"=0 oder (7=0, C" = 0, also ist dessen Gleichung 
2x — y — 0 bzw. x -\-2y — Q. Für das Geradenpaar durch den Punkt 1 | — 1 
muß gelten 2-1 — 1 •(— 1)-j--(7 = 0 und 1 -1 —j— 2-(— 1) —j— C" = 0 oder (7 = — 3, 
C = 1, also ist die Gleichung des zweiten Paares 2x — y — 3 = 0 bzw. 
x ~{~ 2 y -(- 1 = 0.

Abweichend von der angegebenen Lösungsmethode hätte man, in diesem 
Fall vielleicht etwas einfacher, sagen können : Von der gesuchten Geraden kennt 
man einen Punkt, ferner die Richtung (aus der Bedingung, daß die Gerade 
parallel bzw. senkrecht sein muß zur gegebenen Geraden), man kann daher 
unmittelbar Formel (84d) anwenden.

Aufgabe c) Durch den Schnittpunkt der Geraden
G1~x — y — 2 = 0 und (?2 ЕЕ 3 z — У — 1 = 0

lege man Parallele und Senkrechte zu den Geraden
у -J- 2 x =' 0,

Lösung: Der Schnittpunkt ist P0 =— 0,5 | —2,5, die Geradenpaare sind
2 x -f- 3/ —j— 3,5 = 01 

x — 2 у — 4,5 = 0 /
Aufgabe d) Die Gerade G1 = 0 geht durch den Punkt 2 | 1 und schneidet 

auf der ar-Achse das Stück m — 5 ab. Gesucht ist eine ihr parallele Gerade, 
die auf der y-Achse das Stück n = 3 abschneidet.

Lösung: Die Gerade 6^ = 0 geht auch durch den Punkt 5 | 0. Ihre 
Gleichung ist x-\-2>y — 5 = 0; die zu ihr parallele Gerade geht noch durch 
den Punkt 0 | 3 und hat dann die Gleichung £-}-3у — 9 = 0.

Aufgabe e) Durch den Nullpunkt lege man Senkrechte zu den Seiten 
des Dreieckes P1P2PZ, wenn Px=l | 0, P2 = 3 | 2, P3 = 0 | 1.

Lösung: Die Dreieckseiten PxP2, P2P3, P3P1 haben die Projektionen 
A12 = 2, X2Z = — 3, A3I = 1, Fjg == 2, Y23 = — 1, F31 = — 1 und damit die

x -J- 3y = 0,3 x — 2^ = 0,

£-I-3m4-8 = 0 1 
3z— y — 1=0 j:3 æ — 2 у — 3,5 =

2 £ —f- 3 у —|- 8,5 = 0



176 Lineare Gebilde der Ebene in analytischer und vektorieller Behandlung.

Richtungen Д12 — 1, Я23 = Д31 =— 1. Die zu ihnen senkrechten Richtungen
sind dann /<12 = — 1, /г23 = — 3 , yai — 1 und deswegen die gesuchten Geraden

y = — Ix,
Beispiel e) Die Koordinaten des Schnittpunktes einer 

Strecke mit einer Geraden bestimmt man folgendermaßen.
Sind Pj und P2 die Endpunkte der Strecke und G — 0 die 

Gleichung der Geraden, so (teilt der gesuchte Schnittpunkt P0 die 
Strecke P1P2 nach einem zunächst unbekannten Verhältnis Я. Wäre Я 
bekannt, dann auch die Koordinaten x0, y0 nach der Formel für 
den Teilungspunkt

y = — Sx, y= lfx.

xo: y0 ■ 1 = (**2 — *1): (hi — Ух): (Я — 1 )•
Für die Bestimmung von Я benützt man die Bedingung, daß 

P0 der Geradengleichung genügen muß, also
Ххг — х1

А~1 — Г
ЪУъ — УхL-f-C= оАхо i ■ ВУо “h С — О

und findet aus dieser Gleichung

Я = (4 xx -f- Byl -f- G) : (A x2 By2 -f- G).

oder — 1

(k)

Damit sind die Koordinaten des Schnittpunktes P0 bestimmt und 
gleichzeitig auch eine Formel für das Verhältnis gegeben, in dem 
die Gerade G — 0 die Strecke Px P2 teilt.

Beispiel f) Den Winkel einer Geraden mit einer 
Strecke R oder genauer den Winkel von der Strecke zur Geraden 
findet man, wenn man eine Gerade G' parallel der Strecke zieht, am 
einfachsten durch den Nullpunkt. Hat die Strecke die Projektionen 
X und F, also die Richtung tg t' = F : X, so ist die Gleichung dieser 
Hilfsgeraden

y — X tg г oder Y X — X y = О

Diese schließt mit der gegebenen Geraden G = 0 den Winkel $ 
ein, für den nach (e)

iI-f-J5F 
A Y — BX ‘ 0)tg0 =

Damit ist dann auch die Projektion der Strecke R auf die 
Gerade G — 0 bekannt, nämlich

R! = R cos ß
AY — BX

±Va2 4- в2 '
cos ß nach igß ausdrückt und R=VX2-\-Yi beriick-

(m)

wenn man 
sichtigt.

Beispiel g) Gegeben sind die beiden Endpunkte P1==2;l, 
P2 = 0 j -— 1 einer Strecke und die Gerade 3æ -[- 4 y — 6 = 0.
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Der Schnittpunkt PQ der Strecke РгР2 mit der Geraden hat nach 
der angegebenen Formel auf der Strecke I\P2 das Te il Verhältnis

Я = (3 • 2 -f 4 • 1 — 6) : (3 • 0 -f- 4---- 1 — 6) =* 4 : — 10 = — 0,4.

Das Zeichen — gibt an, daß der Punkt P0 innerhalb der Strecke 
PiPg liegt. Mit Я — — 0.4 erhält man P0 durch

хо:Уо: 1 = (— 0,4-0 —2): (—0,4—I — 1): (—0,4 — 1)=10 : 3 : 7,

sonach P0 — 1Den Winkel d der Strecke mit der Geraden bestimmt
man nach der angegebenen Formel wegen X = — 2, Y — — 2 durch

3---- 2 4- 4-----2tg ft =■--------- -I-----------

der Strecke auf die Gerade durch R'

— — 7 und desgleichen die Projektion R'

- = + 0,4.
3----2 — 4 • —

+ V9 + 16
88. Der Abstand d des Punktes P0 von der Geraden 

N == X • cos cc —j— y • sin « — p eeż 0 wird am einfachsten — wenn man 
nicht wie bei der Entwicklung der Formel (70f) mit Vektoren arbeiten 
will — mit Hilfe einer zu ihr parallelen Geraden durch den Punkt P0 

ermittelt. Letztere hat vom Null
punkt den Abstand v -\~ d, also die 
Gleichung

mV N.X
X

x • ccs « -|~ y • sin a — (p-\-d) = 0, 
und geht durch den Punkt P0, so daß 

x0 cos « -f- y0 sin a — p — d — 0,

X
XР/

(+) X

(-)V0 X

sonach
Abb. 110.

(a)d — x0 cos a +- y0 sin a — p

das ist der Wert, den die linke Seite der Geradengleichung annimmt, 
wenn man in ihr statt der variablen Koordinaten diejenigen des 
Punktes P0 einsetzt, dessen Abstand gesucht ist.

Wenn man in Nr. 85 festsetzte, daß eine Gerade vom Nullpunkt 
oder allgemein von jedem beliebigen Punkt stets positiven Abstand 
haben soll, so ist damit nicht gesagt, daß nun umgekehrt auch ein 
Punkt von einer festen Geraden aus stets einen positiven Abstand 
hat. Man überlege einmal, was der Sinn der verschiedenen Vor
zeichen einer Zahl ist. Immer dann, wenn eine Polarität vorhanden 
ist — rechts und links, oben und unten, rechtsum und linksum usw. — 
wird man zur Unterscheidung die Vorzeichen -|- und — benützen. 
Durch eine Gerade wird die Ebene in zwei Teile getrennt, also eine 
Polarität geschaffen. Man wird den einen Teil positiv nennen, den 
andern negativ, und dementsprechend auch ei warten, daß die Punkte

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I. 12



= — 2 = lf,
^3 = “2i-— • 1 i

Beispiel b) Man zeichne die beiden 
Geraden, deren Gleichungen durch

Qx~x-\-y — 5 = °,
G2 = 2æ — у — 4 = 0

gegeben sind. Dann ermittle man die 
Abstände und ei5 die die vier ge
gebenen Punkte Px = 0 I l, P2 = 6 I , 
P = 3 | — 3, P4 = 3 I 7 von diesen b -Abb. 111.
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des positiven Raumes von der festen Geraden einen positiven Ab
stand haben und die anderen Punkte einen negativen.

Nun zeigt die letzte Formel, daß der Nullpunkt von jeder nicht 
durch ihn hindurchgehenden Geraden negativen Abstand hat, und 
ebenso alle Punkte, die mit ihm auf der gleichen Seite der Geraden 
liegen Man wird daher von den beiden durch die Gerade getrennten 
Ebenenteilen denjenigen als den negativen bezeichnen, der den Null
punkt enthält. Diese Unterscheidung der Ebenenteile versagt zwar, 
wenn die Gerade durch den Nullpunkt selbst geht, genügt aber 
vollständig für unsere Zwecke.

Ist aber ein fester Punkt in der Koordinatenebene gegeben, so 
wird dadurch keine Teilung der Ebene geschaffen, eine Unterscheidung 
der Geraden in der Ebene durch -J- und — hätte also keinen Zweck 
und keinen Sinn, wenigstens was ihre Lage gegenüber dem festen 
Punkt anlangt. Daher die in Nr. 85 getroffene Festsetzung, daß jede 
Gerade vom Nullpunkt positiven Abstand hat.

Ist die gegebene Gerade in der allgemeinen Form 0 = 0 gegeben, 
so bringt man sie auf die Normalform — У А

±Va* + b2
=0. so daß

nach dem vorausgehenden
d = é x° ВУо iri7

+ V.4M-B2

Das Vorzeichen der im Nenner stehenden Wurzel ist natürlich 
wieder nach der getroffenen Festsetzung entgegengesetzt dem von C. 
so daß der Nullpunkt wieder negativen Abstand von der Geraden hat. 

Beispiel a) Die Punkte Px = 2 j 3, P0 = — 1 j 1, P3 = 0 ) — 1
haben von der Geraden

N^=E%x + $y—2 = 0

(b)

Л-kмУ

die Abständem

« 
’ö

tu
+W

 /+

r<S

\\\
I

\

75
?

\

+/

\V\
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den Geraden haben, und trage diese gefundenen Abstände nebst 
ihrem Vorzeichen ein. Man gebe ferner noch für jeden Punkt Pi das 
Verhältnis di:ei an.

Die Geraden sind durch Abb. 111 dargestellt. Die Normal
gleichungen der beiden Geraden sind:

V =<>, 2x— y — 4
xVaEEE = 0.

VöУ 2
Dann ist

V2 Vs'
Für die speziellen Werte xv yi wird

d1==— 2 V2, 
d2= 2V2, 
d3= — 2,5 У2,

= 2,5 У2",

<гж ; ex = 2 У 0,4; 
d2:e2 = 2У0Д; _ 
й3:ез = -2,5УЙ 

^:e4 = — 2,5 VM.
Beispiel c) Man stelle eine Formel auf für den Abstand d 

des Punktes P0 von der Strecke PXP2.
P0 hat von dieser Strecke den gleichen Abstand wie von der 

Geraden durch Px und P2. Letztere hat nach (82 d) die Gleichung
X Y — yX — 2 FxY — yX — 2F — 0 oder in der Normalform

wegen VX2 -j- Y2 = R; es hat daher der Punkt P0 von dieser Geraden 
und damit von der Strecke den Abstand

= 0
4- R

, = *o Y — УоХ — 2 F (c)

Es sind X und Y die Projektionen der Strecke R, während 
2 F = xxy2 — ХгУх die doppelte Fläche des Dreiecks OPx P2 ist. Das 
Vorzeichen von R muß gleich demjenigen von F gewählt werden. 

Für den speziellen Fall Px = 1 | 2, P2 = 2 j 0, P0= 2 | 1 wird 
Y = — 2, R = V5, 2F = — 4; dann wirdA = 1

d = «o—g —Уо-l "hi = 2-2-14+4
- —V5

1

— Vö У 5
Beispiel d) Lmter der Entfernung d der beiden parallelen 

Geraden G1 — 0 und G2 — 0 oder genauer der Entfernung der Ge
raden G2 — 0 von der Geraden Gx = 0 sei verstanden der zu beiden 
Geraden senkrechte Weg von der ersten zur zweiten Geraden. Vom 
Nullpunkt aus hat man zur ersten Geraden den Weg p1, zur zweiten 
den Weg p2, demnach ist.

<d)d = p2— Vx
12*
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der Weg von der ersten zur zweiten Geraden. Um pt und p2 zu 
finden, bringt man beide Geradengleichungen auf die Normalform.

Beispiel e) Die beiden Geraden 2x— y — 3 = 0 und 
2 z — y — 1=0 haben die Normalgleichungen

2z — y — 12 z — y — 3 31 2= 0 und 0, somit d
Vö V5 Vö VöVs

Das---- Zeichen bedeutet hier, daß der Weg
d in Richtung zum Nullpunkt geht, siehe 
Abb. 112.

y1'
d

Aufgabe a) Gesucht sind die Schnittpunkte 
und Schnittwinkel von je zweien der Geraden der 
Aufgabe 86 a). Welche Fläche hat das durch die drei 
Schnittpunkte gebildete Dreieck? Welchen Abstand 
hat der Schwerpunkt dieses Dreiecks von jeder der 
drei Geraden?

Lösung (Kontrolle an Hand der Abb. 107): 
sx = О I 3, <S2 = 6'| 5, $3 — 2 11 ; tgVl-2,

tgV> 2=1:2, tg ^3 = 00;
£±SXS2S3 = — 8 ; 8 = f I 3 ; | yj2, s2 = $ y/2, s3 — — д/П).

Aufgabe b) Gegeben ist ein Dreieck mit den Ecken Px = 4 | 3, P2 — 0 | 0, 
P3 = l,ö|—2. Gesucht sind die Koordinaten x0 \ y0 des Punktes P0, wenn 
dessen Abstände von den Geraden sich wie 4: 3 д/5 : 3 verhalten.

Lösung: Man bezeichnet Px P2~ R3, P2 P3 — Rx> P3 Px — R2, dann
x0Yi— y0Xi — 2 Fi

±Ri
angegebenen Zahlen wird für die Strecke R3 = Px P2 gefunden X3 = — 4, 
F3 =—3, P3 = 5, 2F3 = 0; entsprechend Xl = l,5, Yx —— 2, Rx = 2,5, 
2Fx = 0 und X2 = 2,5, Y2 = 5, R2 = 2,5 д/5, 2 F2 = 12,5. Damit werden 
die Abstände

0 £
iS

!

«

Abb. 112.

hat der Punkt P0 von Rt den Abstand d( . Mit den

— 3z0-f 4y0 

+ 5
— 2x0 — 1,5 y0 5xp — 2,5 y0 — 12,5d2 = d3±2,5 2,5 д/5.

und das Verhältnis dieser Abstände

—~ d2 , d3---—d2 .dx: d2\d3 — 4 : 3 д/5 : 3 oder dx
3 Vs Vö

Man erhält dann für die beiden Unbekannten die Gleichungen

2*q-f- Ijöy0_ 4 2x0— y0— 5 
+ 2,5.......

— 3*0-f 4y0 1 2x0 — y0 — 5
±53 Vs Vö VsVö

oder

+ 6(2*o + 1 ,öy0) = 4(2x0 — y0 — 5), ± (— 3z0 -f- 4y0) = 2ж0 — У0 — 5,
aus denen man x0 und y0 ermittelt; wegen der verschieden möglichen Vor
zeichen erhält man vier Lösungen : PQ — 1 | 0, P0' = — Vr I — ff» Po” = — 5 10,
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89. Die Formeln (88 a) und (88 b) erweisen sich sehr günstig 
für die geometrische Deutung der Symbole G und N, wo also

N=ex- cos а -f- у • «in а — p,

Daß die Größe N eine Strecke sein muß, ist selbstverständlich, da 
ja die einzelnen Summanden ж-cos к, 7/-sin«, p Strecken sind. Aber 
welche? Wir wissen, daß N — 0 oder in nichtsymbolischer Form 
X ■ cos a -j- y • sin a — p — 0 die Gleichung einer Geraden ist, und daß 
der beliebig gelegene Punkt P0 — x0\ y0 von dieser den Abstand

d == ж0 • cos а + y0 •Bin « — V

hat. Ein Punkt Pt = 2 j 3 etwa hätte sonach den Abstand 

Sj == 2 cos a -j- 3 sin « — p,

ein Punkt P2 = a | b den Abstand

d„ — а • cos a -f- b ■ sin « — p.

Der beliebig in der Ebene gelegene Punkt P—x y hat nach dieser 
Formel den Abstand

X ■ cos a -j- у ■ sin « — p,

wofür wir auch N setzen können. Also : Ist P —- x | у ein beliebiger 
Punkt der Ebene, N^x- cos a-\-y ■ sin а — p — 0 die Normalform 
einer gegebenen Geraden, so hat dieser Punkt x | у von der Geraden 
N = 0 den Abstand N.

Wenn man festhält, daß alle Kurvengleichungen nur als Eigen
schaften des erzeugenden Punktes gelesen werden dürfen, ist damit 
der Sinn der Gleichung N — 0 der folgende : Der Abstand des 
Punktes P von der Geraden ist Null, wenn er erzeugender Punkt 
der Geraden ist.

О ist ein Symbol, eine Benennung für. Ax ~\~ By -\-C, sonach

G . G = N-±\A* + B\oderN =
+ VA2-f B2

d. h. G ist der mit einem konstanten Faktor -jr/VÄ2 ^\- B2 multipli
zierte Abstand des beliebigen Punktes P—x y von der Geraden 
ß = 0.

Beispiel a) Jede Gleichung stellt eine Kurve vor; wenn also 
N — x ■ cos a -{- y • sin a — p — 0 eine gegebene Gerade ist, was stellt 
dann die Gleichung N — 1 für eine Kurve vor? Man kann entweder 
so Vorgehen, daß man für das Symbol N seinen wahren Wert ein
führt, also

x ■ cos a, -j- у • sin « — p — 1 x ■ cos a -f- У • sin а — {p 4- 1) = 0oder
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schreibt, und sieht dann, daß diese Gleichung eine Parallele zur 
gegebenen Geraden im Abstand 1 vorstellt.

Oder man arbeitet unmittelbar mit dem Symbol N selbst und 
deutet nach Vorschrift N — i als eine Eigenschaft des erzeugenden 
Punktes, sagt also: vom erzeugenden Punkt P weiß man, daß sein 
Abstand von der gegebenen Geraden stets gleich 1 ist, und kommt 
dann zur nämlichen Kurve.

Beispiel b) Gegeben sind die beiden Geraden der Abb. 111

(j---Qß _j_ y __ ---Q 02 = 2 X — y — 4 = 0.

Welche Kurve ist durch die Gleichung 5GX = 4G2 dargestellt?
Wie beim vorhergehenden Beispiel kann man wieder so Vor

gehen, daß man statt der Symbole Gx und G2 ihren Wert einsetzt, 
also schreibt

Ъ(х-\-у—5) = 4 (2 я— y-—4) oder geordnet x—3 «/ -j— 3 = 0,
und daraus sieht, daß diese Gleichung die Gerade durch die beiden 
Punkte Px und P2 der Abb. 111 vorstellt.

öder man arbeitet wieder mit den Symbolen selbst und deutet 
5 Gx — 4 G2 als eine Eigenschaft des erzeugenden Punktes P. Da 
nun Gx das Vielfache des Abstandes des erzeugenden Punktes P von 
der Geraden Gx — 0 ist und ebenso G 2 das Vielfache seines Abstandes 
von der Geraden G2 = 0, so sagt die Gleichung 5 Gx — 4 G2 aus, daß 
die Abstände des erzeugenden Punktes von den beiden festen Ge
raden Gx — 0 und G2 — 0 ein konstantes Verhältnis haben, daß also 
der Punkt P eine Gerade durch den Schnittpunkt von Gx = 0 und 
G2 — 0 erzeugt. Wenn man Gx und G2 transformiert in die äqui
valenten Symbole Nx und N2, durch die Beziehung

<?,=±^.У1Г+ВГ, hier o1 = n1-Y2, a2 = N2-Vb,

so geht bGx= 4 Q2 über in 6 N ■ Ÿ2 = 4 Лт2 ■ Vö oder Nl:Nt = 2 ■ V0,4; 
d. h. dann, die Abstände des erzeugenden Punktes P von den beiden 
festen Geraden müssen das Verhältnis 2 V0,4 haben, wodurch sich 
die gesuchte Gerade als diejenige durch die beiden Punkte Px und 
P2 ergibt, siehe Beispiel 88 b).

Der letztere Weg, mit den Symbolen selbst zu arbeiten, statt 
mit den durch sie dargestellten Ausdrücken, ist der einfachere und 
anschaulichere, wenn auch im Anfang etwas beschwerlichere.

Aufgabe: Punkt P hat von den Geraden
X---- у — 1 =: 0 und X -f- у — 3 — 0

Abstände die sich wie 2: 1 verhalten; welchen Ort beschreibt P? 
X— у — 1 _Х+У—3_n

2 — — — u0 und NLösung:
V2V2
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sind die Normalgleichungen der Geraden. P hat von beiden die Abstände Nx 
bzw. N2, von denen nach Bedingung gilt

Nj: JV2 = 2:1 oder = 2iV2 oder æ -f- 3y — 5 = 0,
d. i. wieder die Gleichung einer Geraden.

90. Um unter den oo2 Geraden der Ebene eine ganz bestimmte 
herauszugreifen, muß man ihr zwei Bedingungen auf erlegen; durch 
zwei Bedingungen kann man die zwei Koordinaten der Geraden 
oder, was auf das nämliche hinausgeht, die zwei Konstanten der 
Geraden bestimmen. Fordert man von der Geraden nur die Er
füllung einer einzigen Bedingung, so erhält man oo1 Gerade, die in 
ihrer Gesamtheit ein Geradensystem oder in der iiblioheren Sprech
weise eine Geraden sc har bilden; in der Gleichung wird sich diese 
Tatsache dadurch zum Ausdruck bringen, daß eine Konstante un
bestimmt, verfügbar bleibt, daß also in der Gleichung ein Parameter 
auftritt. Sei derselbe mit t bezeichnet, so wird die Gleichung einer 
Geradenschar sich durch

x-u{t) + y • v(t) -j- w{t) = 0, 
oder wenn man mit w(t) dividiert, durch

x-U(t) + yV(t) + l= 0
ausdrücken lassen. Hier sind u, v, w bzw. U, V ganz beliebige 
Funktionen von t.

Jede Geradenschar kann man betrachten als die Gesamtheit 
aller Tangenten an eine gegebene Kurve.

Beispiel a) Die Tangenten an den Kreis um den Nullpunkt 
mit dem Radius a haben alle den Abstand a vom Nullpunkt, also 
die Gleichung x • cos t -}- y • sin t — a = 0, wenn man hier t statt des 
früher üblichen a schreibt. Für jeden Wert von t erhält man eine 
andere Gerade der Schar, eine andere Kreistangente.

Man kann dem Parameter t auch noch eine andere Bedeutung 
geben als die rein geometrische des vorangehenden Beispieles. Man 
stelle sich vor, daß eine Gerade nach einem irgendwie gegebenen 
Gesetze sich in der a;-?/-Ebene bewegt, dann wird für jeden Zeit
punkt t eine bestimmte Lage der Geraden vorhanden sein, es wird 
diese Lage sich als Funktion der Zeit darstellen lassen, oder was 
das nämliche ist, die Konstanten der Geradengleichung, die ja die 
Gerade bestimmen, werden als Funktionen der Zeit erscheinen, so 
wie das etwa in der Gleichung (a) zum Ausdruck kommt, wenn man 
t als die variable Zeit betrachtet.

Von allen Geradenscharen interessiert uns besonders diejenige, 
die durch lineare Formen u, v, w bzw. U, V erhalten wird. Setzt man

u — A1-j-tA2, v — w — G1-\-tC2,

(a)
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wo außer dem Parameter t die anderen Größen alle als bekannt an
zunehmen sind, so wird die Gleichung der Schar, wenn man noch 
ordnet,

(А1х~\г Ci) + t’(A2X ~\~ У 4~^г):—0

oder in symbolischer Schreibweise, wenn man aus Zweckmäßigkeits
gründen t — — Я substituiert,

Gx — X 02 — 0.
Gx = 0 und G2 — 0 sind natürlich die Gleichungen von zwei festen 
Geraden. Gefragt ist, in welchem Zusammenhang die Geradenschar 
Gx — X G2 ==s 0 mit diesen beiden festen Geraden steht, ferner welche 
geometrische Bedeutung hier der Parameter Я hat. Man kann Ant
wort geben, einmal elementar mit Benützung der vorausgehenden 
Sätze, ein andermal, indem man unmittelbar mit den Symbolen Gx 
und G2 operiert, also die Gleichung Gx — Я G2 — 0 der unmittelbaren 
Anschauung zuführt.

Im ersten Fall überlegt man: Da Gx und G2 in den Koordinaten 
X und у linear sind, ist es auch Gx — XG2, also stellt Gx — XG.,= 0 
gerade Linien vor, und zwar für jede Wahl von Я eine andere, ins
gesamt also oc1. Die beiden Geraden Gx — 0 und G2 = 0 schneiden 
sich im Punkt P0, dessen Koordinaten x0, y0 dann sowohl der Glei
chung Gx — 0 wie derjenigen G2 = 0 genügen müssen, oder wie man 
sich auch ausdrückt, Gx und G2 verschwinden lassen. Dann läßt P0 
auch den Ausdruck Gx — Я G2 verschwinden, welchen Wert auch Я 
haben mag, d. h. jede Gerade von der Form Gx — XG2 — 0 geht 
durch den Schnittpunkt P0 von = 0 mit G2 — 0. Nun nennt 
man aber po1 Gerade der Ebene durch den nämlichen Punkt ein 
Strahlenbüschel, also ist

Gx — XG2=-- 0

das Strahlen- oder Geradenbüschel durch den Schnittpunkt der 
Geraden Gx — 0 und Q„ = 0.

Beispiel b) Die Geradenschar x-\-t2x — 3 i2y—2 — 6t2 = 0 
erweist sich, da man schreiben kann

(b)

(X—2)-f-t2(x — 3 у — 6) = 0 oder (x—2) — X(x—3у—6) = 0,

wenn man t2 = — Я setzt, als ein Strahlenbüschel durch den Schnitt
punkt P0 der Geraden x — 2 = 0 und x — 3 у — 6 = 0, d. i. durch 
den Punkt P0 — 2 j —

Scheinbar enthält die Gleichung in der erstgegebenen Form 
den Parameter nicht linear. Man vermeide den Fehler, t als Para
meter zu betrachten; als solcher tritt hier t2 auf, die einzelnen 
Funktionen sind also in t2 linear.
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Aufgabe a) Gesucht ist das Geradenbüschel durch den Nullpunkt. 
Lösung: Man wählt zwei beliebige Gerade durch den Nullpunkt, am ein

fachsten die X- und die y-Achse, also Gx — y = 0, G2 = x = 0, dann wird die 
Gleichung des Büsehels

Gx — A G2 = 0, hier y — A x = 0, 
d. i. die uns bereits durch (86a) bekannte Gleichung.

Aufgabe b) Wie lautet die Gleichung des Geradenbüschels durch den 
Punkt 3 I 2?

Lösung: Man legt zwei Gerade Gx — 0 und G2 — 0 durch den Punkt, 
am einfachsten Parallele zu den Achsen, Gx^-_y— 2 = 0 und G2EBx—3 = 0; 
dann ist die Gleichung des Büschels y — 2 = A(x— 3). Natürlich ist das die 
nämliche Gleichung wie (84d), wenn man tgr = A schreibt.

Aufgabe c) Die Gerade G—0 soll durch die Schnittpunkte der Geraden- 
pare Gx = 0, G2 — 0 und G3 = 0, G4 = 0 gehen ; wie ermittelt man ihre Glei
chung?

Lösung: Die gesuchte Gerade ist sowohl von der Form Gx— XG2 — 0 
wie auch G3 — yG^~ 0. Beide Formen müssen bis auf einen konstanten 
Faktor identisch sein; schreibt man ohne Kürzung,

Ax x -j- Bx y -)- Gx — A (A2 x -(- B2 y -)- C2) = 0,
A3 x -j- B3y -(- C3 — y (A4 x -f- B±y -(- G4) = 0,

so müssen die entsprechenden Koeffizienten der Variabein einander propor
tional sein,

— Q (-®i — Я -В2)’A3 у. A± — q (Ax A A2),
C3 — yC^ = q (Cx — A G2),

wenn q der Proportionalitätsfaktor ist. Für die Unbekannten q, A, y hat man 
so drei Gleichungen.

Bei Zahlenbeispielen wird es natürlich meist einfacher sein, die Schnitt
punkte Px und P2 der Geradenpaare aufzusuchen und durch sie mit Anwen
dung der Formel die Gerade zu legen.

*91. Die vorausgelxende mehr elementare Behandlung der Glei
chung Gx — XG„ = 0 bringt die geometrische Deutung des Parameters 
Я nicht. Diese und gleichzeitig die Deutung der Gleichung Gx — 
Я G2 = 0 erhält man am einfachsten, wenn man mit den Symbolen 
Gx und G2 oder deren Normalformen Nx und N2 selbst operiert. Wir 
wollen mit den letzteren beginnen, also von den beiden festen Ge
raden die Normalgleichung anschreiben und damit das Geraden
system in der Form Nx — Я N2 — 0. Für Я nehmen wir zunächst 
einen bestimmten Wert Я0, d. h. wir greifen unter den oc1 Geraden 
des Systems eine bestimmte einzelne heraus, deren Gleichung also

^_Я0^2 = 0.

Wir wissen, daß Nx der Abstand des Punktes P = x | у von der 
Geraden Nx — 0 ist, entsprechend N2 der Abstand dieses Punktes 
von der Geraden N2 — 0. Als Eigenschaft des erzeugenden Punktes



\ +- г Wir betrachten sie als die Grund-
Г geraden eines Strahlenbüschels ; dann

hat dieses die Gleichung Nx — /,N2 = 0. 
Für jeden Wert A erhält man eine be
stimmte Gerade des Büschels. Für 
А = 2 etwa heißt die Gleichung der Ge
raden symbolisch Nx — 2N2, d. h. die 
Punkte dieser Geraden haben von den 
beiden Grundgeraden Abstände, deren 
Verhältnis immer gleich 2 ist; aus die
ser Bedingung gewinnt man die Gerade 
Nx — 2 N2 = 0 so, wie sie in die Abb. 
113 eingetragen ist.

Für А = 0 erhält man die eine der Grundgeraden selbst, näm-

9
\\

9ti\\ I -4 +
\i

"■i-lgSPl I
n~p
! \

"A
■Pj

Abb. 113.

Nlieh Nt== 0 ; schreibt man die Gleichung des Büschels —^ — N2 — 0,
. An

dann sieht man, daß für A = oo die zweite der Grundgeraden, näm
lich N2 = 0, erscheint. Es wurde früher schon darauf hingewiesen,
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_P = X I y betrachtet, sagt diese Gleichung Nx — X0N2, daß der Ab
stand des erzeugenden Punktes P von der ersten Geraden gleich ist 
dem A0-fachen Abstand von der zweiten Geraden. Dann muß aber 
nach bekannten Sätzen der Geometrie der erzeugende Punkt P, wenn 
er diese Eigenschaft haben soll, auf einer Geraden liegen, die durch 
den Schnittpunkt der beiden Geraden Nx = 0 und N2 — 0 hindurch
geht. Damit ist der in der Gleichung N1 — AoA72 = 0 auftretende 
Parameter A0 gedeutet als das Verhältnis der Abstände des erzeugen
den Punktes P dieser Geraden von den beiden festen Geraden 
N1 — 0 und N2 — 0.

Was für den speziellen Parameter A0 gilt, gilt genau so für 
einen beliebigen A der Gleichung Nx— XN2 = 0. Für jeden Wert 
A erhält man sonach eine Gerade, die durch den Schnittpunkt der 
beiden festen Geraden Nx — 0 und N2 — 0 hindurchgeht, und alle 
Punkte P einer solchen Geraden haben von den beiden festen Ge
raden Abstände N-, und N2, deren Verhältnisse konstant gleich A 
sind. Die oo1 Werte, die man dem Parameter A geben kann, defi
nieren also ein Strahlen- oder Geradenbüschel durch den Schnitt
punkt der beiden gegebenen Geraden, die wir Grundgerade nennen 
wollen.

Beispiel a) Die beiden Geraden der Abb. 111 haben die Glei
chungen

_ x-\-y~ 5 **-y-4-0.N i== — o, n2~
Ÿ2 1/5



Geradensystem und Geradenbüschel. 187

daß die Zahlen 0, oo, 1, — 1 ausgezeichnete Zahlen des Zahlen
systems sind, und wird hier zunächst für die Zahlen 0 und oo be
stätigt. Für den Fall Я — 1 erhält man N1 — N2 = 0, oder Nx — N2 ; 
das kann aber nichts anderes sein als die Winkelhalbierende der 
beiden Geraden, oder genauer, die eine der zwei Winkelhalbierenden, 
die andere muß jedenfalls der Gleichung N1 — — N0 oder Nl-\-N2= 0 
genügen. In der Tat: denn das Abstandsverhältnis kann hier so
wohl positiv wie negativ sein, da ja die Abstände selbst positiv und 
negativ werden, je nach der Lage gegenüber den beiden Grund
geraden. In Abb. 111 sind für die vier gegebenen Punkte Px, P2, 
P3, P4 die Vorzeichen der Abstände ermittelt und neben diesen Ab
ständen selbst eingetragen. Man sieht daraus, daß die ganze Ebene 
durch die sich schneidenden Grundgeraden in vier Quadranten ein
geteilt wird, die wir am einfachsten numerieren nach den Vorzeichen, 
die die Abstände der Punkte dieser Quadranten von den beiden 
Grundgeraden haben (das erste Vorzeichen gilt gegenüber der ersten 
Grundgeraden, das zweite gegenüber der zweiten Grundgeraden), 
also durch die kurze Bezeichnung -|-
dem P2 liegt, -|----- für den durch P4 bestimmten Quadranten,----------
für den durch Px bestimmten,----- [- für den Quadranten, der P3

enthält. Die Punkte der Geraden durch Px und P2 haben ein posi
tives Abstands Verhältnis, also ein positives Я; für die Winkelhal
bierende, die durch die beiden Quadranten Px und P2 geht, muß 
demgemäß A = -j-l, also ihre Gleichung Nx — A72 = 0 sein. Nx --|- 
N2 = 0 oder Nx——N2 ist die Winkelhalbierende durch die Quad
ranten -j----- und------- [-.

Ist das Strahlenbüschel durch die Gleichung Gx — Я G2 — 0 ge
geben, so kann man diese mit Einführung der Normalform schreiben

Nx ■ — я n2 ■ VaTTbJ = 0

N,—/zNa = 0,

y/17+5?
V Ä f-j- b\

Damit ist für einen bestimmten Strahl des Büschels Gx—kG2— 0 
wieder ju das Abstandsverhältnis der Punkte dieses Strahles gegen
über den beiden Grundstrahlen, und Я ein gegebenes Vielfaches 
dieses Abstandsverhältnisses ; für alle Strahlen des Büschels ist 
natürlich Я das nämliche Vielfache des Abstandsverhältnisses ju, da 
ja Ax, Bx, Ай, B2 für das Büschel konstant sind.

Beispiel b) Man ermittle die Bedingung dafür, daß sich 
drei Gerade G1 — 0, G2 = 0, G3 — 0 im nämlichen Punkt 
schneiden.

für den Quadranten, in

oder

(a)А — /иwo
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Die Gerade G3 — 0 muß durch den Schnittpunkt von Gx — 0 

mit G2 = 0 gehen, sich also auf die Form Gx — XG2 — 0 bringen 
lassen, oder wenn man Я = — Я2 : Ях setzt, auf die Form

К 4 " К = °-
Eine andere Überlegung: der den drei Geraden gemeinsame 

Punkt P0 mit den Koordinaten x0 | y0 muß den drei gegebenen Ge- 
radengleibhungen genügen, führte zur Formel (87 b).

Aufgabe a) Man beweise, daß sich die drei Winkelhalbierenden eines 
Dreieckes im nämlichen Punkt schneiden.

Lösung: Die drei Geraden durch die Eckpunkte des Dreieckes haben 
die Gleichungen A^ — O, ^ = 0, N3 — 0; damit sind

Nx — n2 = o,
die Gleichungen der Winkelhalbierenden, wenn man den Nullpunkt des Ko
ordinatensystems im Innern des Dreieckes wählt. Man kann die Gleichung 
der dritten Winkelhalbierenden in der Form schreiben

N3 - ATX = - (Nx - N2) - (N2 - N3) = 0
und sicht nach dem vorausgehenden Beispiel, daß die drei Geraden durch den 
nämlichen Punkt gehen.

Aufgabe b) Man beweise, daß sich die drei Höhen eines Dreieckes im 
nämlichen Punkt schneiden.

Lösung: Wenn Ar1 = 0, N2 — 0, Ar3=0 
die Gleichungen der Geraden durch die drei 
Eckpunkte des Dreieckes sind — der Null
punkt des Koordinatensystems wird im Innern 
des Dreieckes gewählt — so ist Nx — ЯА2 = 0 
die Gleichung der durch den Eckpunkt III 
senkrecht zur Seite N3 — 0 errichteten Ge
raden, auf der also die Dreieckshöhe liegt. 
Der Parameter Я ist das Abstandsverhältnis 
des erzeugenden Punktes von den beiden Ge
raden N1 = 0 und N2 — 0. Nach Abi). 114 
ergibt sich

Я == JVj : N2 — % : n2 = h cos a2 : h cos ax 
= cos a2 : cos ax

und damit die Gleichung dieser Senkrechten 

?2^2 = 0

(b)

n2-n3 = o, N3 - Nx = 0

ш

у
h

V.
X’

Л‘ 3

Abb. 114.

cosN1 oder Nx cos ax — N2 cos a2 = 0.cos ax
Die Gleichungen der beiden anderen Geraden, die man durch die Eckpunkte 
senkrecht zu den gegenüberliegenden Seiten zieht, sind entsprechend

N2 cos a2 — N3 cos as = 0, N3 cos a3 — ATx cos ax — 0.
Damit ergibt sich genau wie bei der vorausgehenden Aufgabe, daß die drei 
Höhen sich im nämlichen Punkt schneiden.

02. Aufgabe a) Welche zur æ-Achse parallele Gerade bildet mit den 
Geraden x — y—1=0 und x-\-y — 3 = 0 ein Dreieck von der Fläche 8?
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Lösung: Die gegebenen Geraden und die gesuchte у = b schneiden sich 
in den Punkten P0= 211, Px — b -f- 1J b, P2 = 3 — 616. Also Dreieck (b — 1 )2 — 8 
oder b = 1 + 2 д/2.

Aufgabe b) Durch die Punkte Px = 112, P2 = 3 [2, P3 = 3|4 lege man 
ein Dreieck, dessen Seiten parallel sind den Geraden x—y = 0, x-|-y = (), 
X — 3y = 0, und berechne die Fläche des Dreiecks.

Lösung: Die gesuchten Geraden sind x — y -f- 1 = 0, x -f- y — 5 — 0, 
x — 3y-f-9 = 0; sie schneiden sich in den Punkten Q3 = 2|3, Q\ = 1,513,5, 
Q2 — 314 ; Dreiecksfläche Д = — 0,5.

Aufgabe c) Die gesuchte Gerade 0 = 0 hat vom Punkt 110 die gleiche 
Entfernung wie die y-Achse und bildet mit der Geraden x — y — 1 — 0 einen 
Winkel von 45°.

Lösung: Die gesuchte Gerade hat von 1 jO die Entfernung -f- 1 und den 
Richtungswinkel t = 0° oder z = 90°, da die gegebene Gerade den Richtungs
winkel 45° hat. Also vier Gerade: x = 0, x = 2, y = 1, y — —1.

Aufgabe d) Der Punkt P0 hat von den Geraden 2x—y — 1=0 und 
x — 2y — 1=0 die Abstände 4 bzw — 2; gesucht ist x0 und y0.

xn — 2y0 1Lösung: 4=-°~ — 2 =

V5 V5
3 Уо — ~ 1 -f- 8 д/5.3 x0 = 1 -f 10 д/5,

Aufgabe e) Die gesuchte Gerade 0 = 0 hat von den Punkten Px = 110 
und P2 = 0 ! 1 gleiche Entfernung und vom Nullpunkt die Entfernung 2.

Lösung: Die gesuchte Gerade x cos a -f- у sin а — 2 = 0 ist entweder 
parallel PXP2 oder geht durch den Mittelpunkt M von РгР2- Ini ersten Falle 
x У i 2 — 0, im letzten Falle imaginäres Geradenpaar.

Aufgabe f) P bildet mit den zwei festen Punkten Pj = 3 14 und 
P2 = l|2 ein Dreieck РХР2Р vom Inhalt 4; welchen Ort beschreibt P?

daraus

3 4 1 j
1 2 l| = 8.
x у i :

Lösung: ДРхР2Р= 4 oder

Der Punkt P beschreibt die Gerade x — у — 3 = 0, eine Parallele zur 
Strecke Px P2.

Aufgabe g) Gesucht ist die Gleichung derjenigen Geraden durch den 
Nullpunkt, die parallel ist zur Winkelhalbierenden von x — у—1=0 und
2 x -j- у -(- 3 = 0.

Lösung: Die Winkelhalbierende ist 
x — у— 1 2x-f y + 3 = 0 oder x (д''5 -j_ 2 д/2) — у (д/5 + д/“2) — (д/(5 + 3 д/2) = 0.

+ д/2 -д/5
Die zu ihr parallele Gerade durch den Nullpunkt ist

x (V5 =F 2 \2) ~y{ ]/Ъ±][2) = 0.
Es gilt nur das obere Vorzeichen oder nur das untere.

Aufgabe h) P0 = x0!y0 hat von der Winkelhalbierenden zu 
x — у — 1=0 und x -f- 2 у — 2 = 0

den Abstand 4 und liegt auf jener Geraden, die durch den Ursprung parallel 
zur Geraden x — 3y —j— 9 = 0 geht; gesucht ist x0 und y0.
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Lösung: Die Winkelhalbierende ist 
— 1 x-\-2y— 2Х—У — 0 oder X (~y/5+yj‘ż) -f- y (—y/5±2y/2) — (^5+2 -y/2) = 0.

Vsy/2
P0 hat von ihr den Abstand 4 und liegt ferner auf der Geraden x — Зг/ = 0. 
Man hat also zwei Gleichungen für x0 und y0,

_ *o (y/5 ± V2) -f y0 (- _V5± 2 j2^--_(_ Vj ± 2 y;2)

V20 + 2 y/TÖ
x0~‘6y0 und 4

aus denen man erhält

1 = 8 (4'V/20+2V'l0 + \/5±2V2) : (4V2O +2yiÖ-f-V5±2V2) : (2\/5±5>/2) .х0-Уо-

Elemente der linearen Transformation.

93. Vorgelegt ist das Gleichungspaar

x' = а1х-\-Ъ1у + сх, 
у' = а2х-\-Ъ2у + с2,

(а)

wo x, у mid x', y' kartesische Koordinaten sein sollen. Dieses 
Gleichungspaar kann in zweifacher Weise aufgefaßt werden. Zu
nächst als Darstellung einer Koordinatentransformation, als Über
gang von einem Koordinatensystem x, y zu einem neuen System 
x', y', wie ihn Nr. 78 eingehender besprach. x\y und x'\y sind also 
Koordinaten des nämlichen Punktes für zwei verschiedene Koor
dinatensysteme. Durch das angegebene Gleichungspaar ist dann das 
neue Koordinatensystem bestimmt, wenn man in der vorliegenden 
Ebene das alte willkürlich gewählt hat und umgekehrt.

Beispiel a) Es seien gegeben zwei Gleichungen von der Form (78c)

^ = 0,6«' — 0,8 y—2, x —
, , oder umgekehrt ,

У — 0,8 x -j- 0,b у — 1, & y'

wo also, wenn man auf (78 c) zurückgeht,

sin « = 0,8,

0,6 x -}- 0,8 у -1- 2, 
= — 0,8 x -f- 0,6 у — 1,

cos а = 0,6, ж0 = —2, У о = — 1 •
Es sind x\у als Koordinaten eines variablen Punktes P für das (in

der Abb. 115 stark ausgezogene) System 
X, Y vorausgesetzt und x'\y' als die Ko
ordinaten des nämlichen Punktes für das

kT
// -A^i neue System X', Y'. Letzteres ist durch 

die gegebenen Gleichungen bestimmt, 
wenn ersteres bekannt ist.

Der neue Nullpunkt O' hat im al
tert Syètem die Koordinaten #0 = — 2, 
y0 — — 1 ; mit cos « — 0,6, sin a — 0,8

4
Г \./ \\

x./
X
Abb. 115.
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ist dann das neue Koordinatensystem so ermittelt wie in der Ab
bildung gestrichelt eingezeichnet.

Das Gleichungspaar (a) oder dessen Umkehr,

x = b2x' — \ S/' + Va—Vi

(b)
— h axУ' + ci «g — c2ai

ttj 6g ttg ^1

läßt aber noch eine andere Auffassung zu, wenn man xy als 
Koordinaten eines untersuchten Punktes P und x'\y' als Koordinaten 
eines zweiten Punktes P' für das nämliche Koordinatensystem auf
faßt. Dann ist für jedes gegebene Paar x\y durch diese Gleichung 
ein neues Paar x' | y' bestimmt und umgekehrt, also jedem gegebenen 
Punkt P=x\y der Ebene ein neuer Punkt P' — x'jy' der gleichen 
Ebene zugeordnet, umgekehrt natürlich jedem Punkt P' — x' \y' durch 
die Gleichungen (b) ein bestimmter Punkt P — x\ у. Man hätte auch 
so überlegen können, daß man zwei Ebenen e und e auswählt, in 
der ersten Ebene e die Punkte P auf ein willkürlich gewähltes 
Koordinatensystem X, Y bezieht, in der zweiten Ebene e' die Punkte P' 
auf ein ebenfalls willkürlich festgelegtes System X', Y'. Dann ist 
jedem Punkt P der Ebene e durch die Gleichungen (a) immer ein und 
nur ein zu ermittelnder Punkt P' der Ebene e zugeordnet, eindeutig 
wie man dafür sagt, und umgekehrt jedem Punkt P' der zweiten 
Ebene t durch das Paar (a) bzw. (b) ein und nur ein Punkt P der 
ersten Ebene, also wieder eindeutig.

Eine Zuordnung zwischen zwei Trägern von Elementen, derart, 
daß jedem Element E des ersten Trägers eindeutig ein Element E' 
des zweiten Trägers, und jedem Element E' des zweiten Trägers 
durch die rückwärts verlaufende Transformation eindeutig wieder 
das Element E zugewiesen ist, nennt man eine eineindeutige 
Zuordnung oder Transformation.

Zuordnungen von der eben charakterisierten Art treten in prak
tischen Fällen überaus häufig auf. Man kann sich davon recht ein
fach eine Vorstellung machen, wenn man die Elemente des ersten 
Trägers als Ursachen und diejenigen des zweiten als Wirkungen be
trachtet. In den meisten Fällen ist jeder Ursache eine einzige be
stimmte Wirkung zugewiesen, somit eindeutig zugewiesen. Kommt 
dann noch hinzu, daß jede Wirkung nur durch eine einzige ganz 
bestimmte Ursache hervorgerufen wird, dann ist die Zuordnung 
zwischen Ursache und Wirkung eineindeutig. Die Statik starrer 
Körper verwendet eine Reihe von Sätzen über diese lineare Zu
ordnung.

У =
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Als Gegenbeispiel sei die Transformation
x' — X1 — 1,

angegeben: hier entspricht jedem Punkt P—x\y der Ebene e ein
deutig ein Punkt P' = x | yf der Ebene edurch die Umkehr

У — у’ -j- 1

ist aber jedem Punkt P' — xf y' der Ebene e' ein Paar von Punkten 
der Ebene e, nämlich

P, == -)- Vx' -f- i ! y' -f-1, 
zugewiesen. Analog zur vorigen Benennung heißt diese Zuordnung 
dann eine einzweideutige.

Durch die Zuordnung (a) bzw. (b) ist jedem geometrischen Ge
bilde G der ersten Ebene e ein ganz bestimmtes Gebilde G' der 
zweiten Ebene e zugeordnet und umgekehrt. Man hat dafür die 
Ausdrucksweise : die Ebene e ist in die Ebene e' transformiert 
oder auf sie abgebildet, und zwar eineindeutig durch die Formel (a).

Natürlich kann man die beiden Ebenen auch aufeinandergelegt 
denken, mit einem gemeinsamen Koordinatensystem. Gerade dieser 
Fall ist der häufiger vorkommende und auf ihn beziehen sich die 
kommenden Betrachtungen. In den folgenden Zeilen denke man 
sich bei Untersuchung solcher Zuordnungen und Abbildungen also 
stets zwei zusammenfallende Ebenen, die Ebene e mit den Punkten P, 
die Ebene e mit den Punkten P', und für beide Ebenen das näm
liche Koordinatensystem.

Beispiel b) Durch das vorausgehende Zahlenbeispiel 
x — 0,6x' — 0,8?/'— 
y = 0,8 x' -j- 0,6 y' — 

ist eine spezielle Abbildung vorgeschrieben. So sind den Eckpunkten 
P0 — o 10, Px = 110, p2=l|l, P8 = o| 1 

eines Quadrates der Ebene e zugeordnet die Punkte 
P„'=2j — 1, P1'=2,6|-l,8, P2' = 3,4| —1,2, P„'=2,8j — 0,4
der Ebene e\ die im vorliegenden Fall mit der Ebene s zusammen
fällt. Rechnet man zurück, so werden diesen letzten Punkten der 
Ebene e' wieder die vier ersten Punkte der Ebene e entsprechen. 
Betrachtet man aber die vier Punkte P0', Р/, P2', P3' als Punkte 
der ersten Ebene e und bezeichnet sie deshalb als Punkte 
P4=2|—1, P6=2,6|—1,8, Pe = 3,4|—1,2, P7 = 2,8|-0,4,
so werden ihnen als Punkten von e wieder vier neue Punkte 
p4'=2,4j— 3,2, P6'=2,12|— 4,16, Pe' = 3,08| —4,44, P/=3,36j—3,48 
der Ebene e! entsprechen.

y' = y—1

x = + vv -J-1,

P2 = — vV -f-11У -f-1

x'= 0,6 x -j- 0,8 y -j- 2 

y' = — Q,üx-\-0,by— 1



Wie man der Zeichnung entnehmen kann, werden die Quadrate 
0123 und 45 6 7 wieder abgebildet in Quadrate Q'l'2'3' und 4'5'6' 7'. 
Abbildungen von der Art wie die vor
liegende, daß also die Gebilde E der 
Ebene e abgebildet werden in kongruente 
Gebilde E' der Ebene e, nennt man Kon
gruenzabbildungen: sie sind ein Spe
zialfall sowohl der flächentreuen wie 
der winkeltreuen Abbildungen, siehe 
später. Als Charakteristikum der vor
liegenden Abbildung entnehme man noch 
der Zeichnung, daß der Punkt M =
0| — 2,5 mit seiner Abbildung M’ =
О I — 2,5 zusammenfällt. Und weiter, 
daß man von jedem Gebilde E der 
Ebene e zum Gebilde E' der Ebene e 
dadurch übergehen kann, daß man eine 
Drehung um den Punkt M mit dem ein
gezeichneten Winkel a vornimmt. Würde 
man die ganze Ebene e mit dem Win
kel a um den Punkt M drehen, so fiele sie Punkt für Punkt mit 
der Ebene er zusammen, d. h. jeder Punkt P würde sich mit seiner 
Abbildung Pr decken.

94. Die vorausgehende Transformation (93 a) ist von einfacher 
Art, wie gleich nachher gezeigt werden soll. Es ist unschwer ein
zusehen, daß durch irgend zwei Gleichungen zwischen den Koordinaten 
X, y und x\ y' jedem Punkt P der Ebene e ein bestimmter Punkt P’ 
(oder eine gewisse Anzahl von Punkten P') der Ebene e', die natür
lich auch mit der Ebene e zusammenfallen kann, zugewiesen wird. 
Solche allgemeine Transformationen oder Abbildungen werden uns 
später noch beschäftigen. Einstweilen kommen nur lineare Trans
formationen — auch homographische, projektive oder kol- 
lineare Transformationen genannt — in Betracht, d. s. Zuordnungen, 
die durch zwei lineare Gleichungen zwischen x, y einerseits und x\ y' 
andrerseits gegeben, also im allgemeinsten Fall von der Form

q8æ-f-bay-f-c8

aaxJrhyJrcs
sind, und in der Umkehr, wenn man nach x und y auf löst und dabei 
zur Abkürzung die Unterdeterminanten der Determinante

&

JC

0\//

w -M
</•

7'

'ff'
Abb. 116.

(a)
«3*4 ЬгУ-\~сг
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einführt, also Al — &2c3 — bac2 usw., von der Form

,=ViV:b®,
Сгх' C2y' -\-C3

_ Л~Аг
x> H- ^2 y' H- c3 (b>

Es ist aber nicht unsere Aufgabe, die
sen allgemeinsten Fall der linearen Trans
formation zu untersuchen; hier sollen nur 
diejenigen Sonderfälle betrachtet werden, 
die für den Ingenieur mehr oder weniger 
wichtig sind.

Den einfachsten .Fall, die Transfor-

p'

' b\'f&nr-Ar

f
ü0

-------------JCr-

Abb. 117.
mation

X = X -j- а,

oder in der Vektorsprache

у = у -}- Ь (°)

t=x -f c
bezeichnen wir als Schiebung oder Translation der gegebenen 
Ebene. Die Abbildung erspart weitere Erklärungen: Man erhält den 
Punkt P' — x'\y' aus dem Punkt P=x y, wenn man diesen in der 
æ-Richtung um a, in der ?/-Richtung um b verschiebt; oder in tut derer 
Weise, indem man den Puhkt P in der Richtung tgh = &:a um die 
Strecke c =*= Va2 -j- 62 verschiebt. Die Ebene e wird in die Ebene e 
transformiert, wenn man sie genau so wie den einzelnen Punkt P 
verschiebt, daher der Name dieser speziellen Transformation.

Aufgabe a) Wie hängt die besprochene Translation der Ebene, я? — x-f-a, 
y'—y-\-b, zusammen mit der Koordinatentransformation x'-~ x-\-a, y' — y-f-b?

Lösung: Der durch das gegebene Gleichung,spaar vorgeschriebene Koordi
natenübergang ist nach Nr. 77 dadurch festgelegt, daß man das ganze Koordinaten
system parallel .verschiebt und zwar in der ж-Richtung um — a, in der y-Rich- 
tung um —b. Was andrerseits die durch das nämliche Gleichungspaar ge
gebene lineare Transformation der Ebene anlangt, so kommt man vom Punkt P 
zum Punkt P' durch die Translation a b, d. h. indem man vom Punkt P aus 
in der ж-Richtung um a, in der y-Richtung um b weitergeht. Denkt man sich 

bei dieser Translation auch das Koordinatensystem mitgenommen, so ist 
dadurch eine Koordinatentransformation x— x* -J- a, y = y'-\-b hergestellt, die 

also aus der vorgeschriebenen durch Vertauschung der 
alten und neuen Koordinaten hervorgeht.

Für die nächsteinfache Transformation, die 
Drehung der Ebene um den Nullpunkt, ergeben 
sich die Formeln, wenn der Drehwinkel a gegeben 
ist, folgendermaßen. Die Punkte P—x\y und 

£ P'= x' i у haben die Polarkoordinaten r \ <p bzw.
г* 19? —f— «, so daß mit

(d)

nun

P’

\

JŁ
Abb. 118.
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) x' — r cos (9? -f a) 1 

y' = r sin (<p -}- a) J
x — r cos Cp 

y— r sin (p 

die gewünschte Transformation durch

x' = x cos a — y sin ct 
y' = x sin a -)- y cos a

bzw.

} ie)

entsprechend den Formeln (78 a) der Koordinatentransformation dar
gestellt ist.

*95. Die Drehung um einen bestimmten Punkt M — x0\y0 
hat naturgemäß die gleichen Transformationsformeln wie die Drehung 
um den Nullpunkt, wenn man den Punkt M zum Nullpunkt eines 
neuen Koordinatensystems £, rj macht, also

£ = x — x0, rj' = y'---y0? = x' — x0, 

X, y, x\ y'
v = y—y<>,

statt
setzt. Damit gehen die vorausgehenden Formeln (94 e)

f' = £ cos a — rj sin a 
г] — £ sin a -j- V cos d

über in
x' — x0 = {x — a?0) cos а — [у — y0) sin «

y' — Уо — {х — xo)sin « + (У — Уо) 008 a : 
wenn man noch die Konstanten

(a)

r

x0 (1 — cos a) -j- y0 sin а

— x0 sin a-\-y0{l — cos а) — Ъ
zur Abkürzung einführt, so ist diese vorge
schriebene projektive Transformation der 
Ebene dargestellt durch die Gleichungen

x' — x cos а — у sin a —j- a 

y' — x sin a-\-y cos a -f- b.
Diese Transformation, Drehung der Ebene um einen festen Punkt M, 
sei als Scheibenbewegung gekennzeichnet.

Um eine Scheibe, siehe Nr. 59, aus einer gegebenen Anfangs
lage A in eine verlangte Endlage U überzuführen, kann man entweder 
derart Vorgehen, daß man zuerst jene Verschiebung der Ebęne vor
nimmt, die irgendeinen Punkt МА~хг | yx in seine wahre Endlage My 
bringt, und dann noch eine Drehung um diesen Punkt M xj mit dem 
Winkel a, bis die Scheibe die vorgeschriebene Endlage U erreicht.

Oder man nimmt zuerst eine Drehung der Scheibe mit dem 
Winkel a um den willkürlich gewählten Punkt Ma vor, so daß jede

= a
>p(b)

1
I AÆ

M

r
ЛXo I

Abb. 119.(p)

13*



Abb. 120.

durch erreichbar, daß man den Punkt MA seine Endlage M и erreichen 
läßt. Aus der Anfangslage A gelangt also die Scheibe durch die 
Drehung zunächst in die Zwischenlage Z und t zwar vermittels der 
Transformationsformeln (a)

x" — zl = (z — Zj) cos a—(y — уx) sin «, 
У" — У1 = {х — ®i) sin a -f (y — yx) cos a,

wenn xl\y1 die Koordinaten des Punktes MA, x\y die Koordinaten 
eines beliebigen Scheibenpunktes P, x" y" dessen Koordinaten nach 
der Drehung, also in der Zwischenlage sind. Aus dieser Zwischen
lage Z gelangt dann die Scheibe in die Endlage U durch die Trans
formation (94 c)

x' — x" -j- x2,

wenn x2, y2 die Projektionen des Verschiebungsweges, x'\y' die 
Koordinaten des Punktes P in seiner Endlage P' sind. Die Zu
sammenfassung beider Formeln gibt

У — У” У2 >

x' — (z — ж,) cos а — {у — ух) sin ccJrz1-\-x2, 
У' = (« — aj sin а-\-(у — yt) cos a -f Ух + У2 > 

oder wenn man noch die Abkürzungen

xx (1 — coś a) -f- Ух sin « 
— xx sin а

-j- x2 — а 
+ 2/i — cos «) + У 2 = ъ (d)

einführt,
x’ =± x cos а — у sin a -j- a 
y' — x sin a -j- у cos a -j- b. (e)

U
i! I

1

J
tr-Zf
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Gerade durch MA und damit jede Gerade der Scheibe überhaupt 
parallel ihrer Endlage wird. Dann ist nur noch eine Verschiebung 
der Scheibe aus dieser Zwischenlage in die Endlage notwendig, da-
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und dann durch weitere Vereinfachung

*0 = *1 +!-(** — ^2COtg- -)

У1 +y (2/2 +*2Cotg-|)
Уо =

(g

als Koordinaten dieses Drehpunktes M.
Beispiel: Im Fall der Abb. 120 ist xx = 1, yx — 0,5, x2 — 1, 

y2 — 2,5, a = 30°, und damit æ0 = — 3,165, y0 = -(- 3,616. Das 
Rechteck dieser Abbildung geht durch Drehung um den Punkt 
M — x0 ! y0 mit dem Winkel a aus der Lage A in die Lage U über.

96. Die in den Nummern 94 und 95 gegebenen speziellen kolli- 
nearen Abbildungen der Ebene e in die Ebene e' waren jedesmal 
geometrisch recht einfach zu deuten: die Ebene e konnte durch eine 
Bewegung (Verschiebung oder Drehung) in die Ebene e' übergeführt 
werden. Dadurch sind aber Kongruenz-Transformationen defi
niert: jedes Gebilde G der ersten Ebene e ist kongruent mit dem 
entsprechenden Gebilde G’ der Ebene e.

Die nächsteinfache kollineare Transformation ist die Ähnlich
keitstransformation. Bei ihr haben die beiden Ebenen e und e' 
einen Punkt M gemeinsam, das Ähnlichkeitszentrum; macht man 
diesen Punkt M zum Nullpunkt, so ist die Ähnlichkeitstransforma-

Elemente der linearen Transformation. 197

Die Gleichheit dieser Formel mit (c) sagt aber dann, daß man die 
Scheibe aus ihrer Anfangslage A in die Endlage U auch noch da
durch überführen kann, daß man sie um einen zunächst unbekannten 
Punkt M — x0\y0 mit dem Winkel a verdreht. Diesen Punkt M 
selbst bzw. seine Koordinaten x0 j y0 ermittelt man mit Benutzung 
des Gleichungspaares (b), wenn man die als bekannt vorausgesetzten 
Werte a und b aus (d) entnimmt, also durch die Gleichungen

xx (1 — cos a) -f- y y sin a 

—Xy sin а

Aus ihnen ergeben sich mit 

с 1 — cos а = 2 sin2 

zunächst die Umformungen

-j- x9 — x0 (1 — cos a) -j- y0 sin а 

-f у у (1—cos a) -f- уя = — х0 sin а
(f)

-f-y0(l—-cos«). ■

. a asin a — 2 sin —- cos —
u u2 ’

*1 + 2/l COtg -f *2 : 2 8in2 J = *0 + У0 COtg |-

— *0 cotg|- + 2/o— *1 COtg J + Уу 4- y2 : 2 sin2 ~

tO
 ! Д
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О £.
Abb. 122.

Irgend zwei zugeordnete Flächen 
F und F' bilden nach elemen
targeometrischen Sätzen das Ver
hältnis c2, also Fr = c2 • F.

Soll man die gewünschten 
Transformationsformeln auf ein 
Koordinatensystem mit vorge
schriebenem Nullpunkt 0 be
ziehen, der nicht mit dem Ähn
lichkeitszentrum M zusammen
fällt , so wird man mit Hilfe

von Vektoren entwickeln, siehe Abb. 122,

Vektor M P' — c ■ Vektor M P
oder

— r0H-r' = c(— T0 + t),
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tion definiert durch die zwischen den Radienvektoren bestehende 
Beziehung x' — ct. Die Transformationsformeln lauten dann

x' = cx. y'=cy.

Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß ir
gendein Gebilde G' der Ebene c' ähnlich 
ist dem entsprechenden Gebilde G der 
Ebene e, siehe auch Abb. 121, wo c— 2 

gewählt wurde. Die Gebilde G und G' 
sind aber nicht nur einander ähnlich, 
sondern auch ähnlich gelegen: ent
sprechende Punkte P, P'. A, A' usw. liegen 
auf dem nämlichen Radiusvektor; Gebilde, 
die ähnlich und ähnlich gelegen sind, 
nennt man homothetische Gebilde.

Die Ähnlichkeitstransformation ist eine winkeltreue Abbildung: 
winkeltreu deswegen genannt, weil irgend zwei Gerade der ursprüng
lichen Ebene e und die entsprechenden zwei Geraden der Ebene e 
den nämlichen Winkel einschließen; oder kürzer: die Winkel bleiben 
bei dieser Transformation erhalten Bei der Ähnlichkeitstransforma
tion werden alle Strecken homogen deformiert': zwischen irgend 
zwei entsprechenden Strecken AB und AlB' besteht die Beziehung 
A'B' ist parallel AB und A' B' = c- AB, wo c konstant ist für die 
ganze Ebene. Vektoriell schreibt man kürzer: zwischen zwei ent
sprechenden Vektoren a und a' besteht die Beziehung

a' = ca.

(а)

/р'
/

/ , в'
/ p

V

ТА pf Jc/ iч// -С Pf

Abb. 121.
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und erhält damit die Transformationsformel
ï' = cï-f-r0(l—c),

die man noch auf die Grundrichtungen projizieren kann,
x' = cx —[— x0 (1 — c),
У’ = СУ + Уо-(1 —c)-

(b)

(°)

97. Durch die Formel
x' — x, yt — cy

ist ebenfalls eine Transformation einfachster Art bestimmt, homogene 
Deformation genannt. Durch sie wird jedem Punkt P der Ebene 
ein Punkt P' zugeordnet, der 
gleiche Abszisse wie P, aber eine 
c-mal so große Ordinate hat. siehe 
Abb. 123, wo c=2 gewählt wurde.
Die Punkte der ж-Achse sind sich 
selbst zu geordnet. Die ganze P
Ebene wird senkrecht zur x-Achse 
homogen deformiert, gedehnt für 
с 1, und gepreßt für с <4 1.
Man beachte diese Deformation 
gegenüber derjenigen bei der 
Ähnlichkeitstransformation ; dort 
wurde jede Strecke im gleichen 
Verhältnis c deformiert, hier wer
den nur die Strecken senkrecht 
zur x-Aehse im Verhältnis c ge
dehnt bzw. gepreßt; Strecken pa
rallel zur x-Achse überhaupt 
nicht. Strecken schief zur x- a'
Achse in einem variablen Ver
hältnis.

(a)

\l
Xч

I К
\-----------X----------H

V
4

i
i

p. *p'
4h

Al
c\

У9_
s

Qh'

Abb. 123.

Im gleichen Verhältnis wie die Ordinaten werden auch die 
Flächen deformiert. Denkt man sich zunächst zwei ziigeordnete 
Dreiecke D und D\ mit den Grundlinien g und g parallel zur x-Achse 
und den Höhen h und h\ siehe Abb. 123, so muß g —g, h' — ch und 
damit -\-gfli — c- I gh oder D' = cD sein. Hat man aber ein be
liebig begrenztes Flächenstück F und das zugehörige F', so kann 
man sich diese Flächen in lauter Dreiecke Fx, F2, ... bzw. FX1 
F2\ . . . zerlegt denken, so daß deren Grundlinien alle parallel zur 
x-Achse sind. Dann gilt

F-— Ft 4 F2 —J— . . F’ = FJ + FV-f ....• •)
F^ — cF!, FJ — cF2. ...

Elemente der linearen Transformation. 199
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lind damit
F' = cF. (b)

Die einander zugeordneten Geraden

Ax -f- By -\-C — 0 und Ax' -j- By': c —j— О = 0

schneiden sich, wie aus den Gleichungen hervorgeht, auf der x-Achse. 
Das wäre auch ohne Gleichung einzusehen gewesen, da ja die Punkte 
der er-Achse sich selbst zugeordnet sind, wie schon oben gesagt wurde. 
Ebenso ist ohne weiteres einzusehen, daß alle Geraden, welche zu
geordnete Punkte verbinden, wie PP', AA', BB' usw., parallel sind. 

Den zwei parallelen Geraden

Ax -\- By -f- C = 0 und Ax-\- By -f- Cf — 0 

sind zugeordnet die Geraden

Ax -f- By' : c -j- C = 0 und Ax' -|- By' : c 4- C — 0, 

die also wieder parallel sind:

Bei der homogenen Deformation bleibt die 
Parallelität von Strecken und Geraden erhalten. (c)

Eine Strecke PXP2 mit einem Teilpunkt P wird deformiert in 
die Strecke P/P2' mit dem Teilpunkt P'. Auf der ursprünglichen 
Strecke PjP2 hatte P das Teilverhältnis А = (ж,—x) : (x2— ж), auf 
der transformierten Strecke ist das Teilverhältnis

X' = (ж/ — x) : (ж2' — x') — (xx — ж) : (ж2 — x) — X.

Die Proportionalität von Strecken auf der 
gleichen Geraden bleibt demnach bei der homo
genen Deformation erhalten;

insbesondere ist zu merken, daß der Mittelpunkt einer Strecke sich 
wieder in den Mittelpunkt der transformierten Strecke transformiert. 
Auch die Proportionalität von Strecken auf parallelen Geraden bleibt 
erhalten; sie werden ja, wie das am einfachsten die Abb. 123 ersehen 
läßt, im gleichen Verhältnis deformiert, wie wenn sie auf der näm
lichen Geraden wären.

Den Zusammenhang zwischen einem Gebilde und dem durch 
homogene Deformation daraus hervorgegangenen Gebilde kann man 
noch von einem andern Gesichtspunkt aus betrachten. Es sei die 
Ebene e' gegen die Koordinatenebene, die wir als Ebene e bezeichnen 
wollen, unter einem Winkel a geneigt; die Schnittgerade beider Ebenen 
sei die ж-Achse. Wenn man nun irgendein Gebilde* der Ebene e' 
senkrecht auf die Koordinatenebene projiziert, so besteht zwischen

(d)
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beiden Gebilden oder allgemein zwischen beiden Ebenen der einfache 
Zusammenhang, siehe Abb. 124,

X = xf, y— cy\ Qv \I
wo c — cos a ist. Man sieht, der Zu
sammenhang zwischen den beiden Gebil
den ist der gleiche wie bei der homoge
nen Deformation. Man kann sich also 
die Kurve К der Abb. 124 aus der Kurve 
K' ebensogut durch homogene Deforma
tion wie durch Parallelprojektion her
vorgegangen denken.

Die homogene Deformation

x' — cx,

pv

I \\
I \£'/ \\I

I X0, £ I<------ у ----- 3ТУ'—4
[i1
I\ \l

\ к
II

y' = y (e)
Tist gegenüber der vorausgehenden nicht 

neu; es sind nur die Begriffe x und у 
vertauscht; die ganze Ebene wird senk
recht zur «/-Achse, also in der æ-Rich- 
tung, homogen deformiert.

Auch die Abbildung

x' = ax,

b

y' — by

fügt den beiden vorausgehenden Abbil
dungen nichts Neues hinzu. Diese Glei
chungen sagen aus, daß die Ebene so
wohl in der x- wie in der y -Richtung homogen deformiert wird. 
Irgendeine Fläche F wird dann in die entsprechende Fläche F' — ab F 
deformiert. In Abb. 125 ist a= 2, 6 = 1,5 gewählt. Die Deforma
tion läßt sich dadurch am einfachsten herstellen, daß man zuerst die 
Deformation x” — ax, y" = y und dann diejenige x' — x”, y' — by” 
vornimmt, also zuerst in der æ-Richtung und dann in^der «/-Richtung 
deformiert; oder auch umgekehrt.

(f)

Abb. 124.

/ \/ \/ ----------/ V ->k/ \/ ч/ \/ \
IB’_M____ß ŁA

Abb. 125.

Auch wenn x, y, x\ y schiefwinklige Koordinaten vorstellen, 
tritt nichts Neues in der bisherigen Betrachtungsweise hinzu; die
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homogene Deformation findet immer noch in der x- bzw. y-Richtung 
statt, nur ist dann die Deformationsrichtung nicht mehr senkrecht 
zu diesen Achsen.

98. Wir kehren wieder zurück zu dem Gleichungspaar, von 
dem wir bei der Besprechung der linearen Transformationen aus
gingen, zum Paar (93 a)

x' = alx-\-bly-\-cl, 

у’ = а2х + Ъ2у-\- Cg.

Die durch dieses Paar definierte sogenannte affine Abbildung ist 
ein Spezialfall der allgemeinen linearen (oder kollinearen, projektiven, 
homographischen) Transformation (94 a). Man sieht, daß die in den 
vorausgehenden Nummern 94 mit 97 behandelten Einzelfälle alle 
selbst wieder in dieser affinen Abbildung als Spezialfälle ent
halten sind.

Bei diesen Einzelfällen wurde eine Reihe von Sätzen aufgestellt, 
die verallgemeinert werden sollen, wo sie verallgemeinerungsfähig 
sind. Bisher wurde, ohne daß eigens davon Erwähnung geschah, 
als selbstverständlich angenommen, daß bei der linearen Transforma
tion Gerade wieder in Gerade übergehen. In der Tat ist das ja 
auch recht leicht einzusehen, da bei dieser allgemeinen linearen Ab
bildung irgendeine Gleichung nach der Transformation den gleichen 
Grad in x' und y' hat wie vorher in x und y \ eine Gleichung ersten 
Grades also, eine Geradengleichung, geht durch diese Transformation 
wieder in eine Geradengleichung über; entsprechend eine Gleichung 
n-ten Grades wieder in eine Gleichung w-ten Grades.

Beispiel a) In der Abbildung 
ist eine Transformation skizziert, die in 
Polarkoordinaten durch die Formel

rp' — 2cp

gegeben ist. Hier bestehen allerdings 
zwischen diesen Polarkoordinaten lineare 
Gleichungen; es wäre aber verfehlt, 
wenn man diese Abbildung eine lineare 
nennen würde. Der analytische Begriff 
„linear“ der vorausgehenden Nummern 
bezieht sich eben nur auf Parallelkoor
dinaten (und deren an späterer Stelle 
noch zu besprechende Erweiterungen, 
zu denen aber Polarkoordinaten nicht 
gehören), und beim Übergang zu Paral- 
lęlkoordinaten werden die obigen Trans

formationsformeln nicht linear. Diesen Übergang erreicht man hier mit
y' = r' sin cp',

£lк r' r,
nr

/
5/ .5i /

I у /u
I / r/\

Ï

к1

& £I
I
I *1

A'J

Abb. 126.

x' == r' cos 9/,у = r sin <p,x — r cos dp,

%
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so daß wegen 

das Gleichungspaar
r' — r,

x' — r cos 2 cp — r (cos2 7’ — sin2 7O 
y' — r sin 2 75 = r ■ 2 sin cp cos cp

= x* —У2
yjx2 -f- y2

cp' — 2 cp

oder
2 xy

У' yjx2 _|_ y2
die Abbildung bestimmt; will man die Umkehr, so rechnet man 

x — r cos cp — r VïXl -j- cos 2 cp) = r' \/|(l -j- cos cp') 

y — r sin cp — r \l^ (1 — cos 2 cp) — r' (1 — cos cp')
und erhält

or = V - (ж'2 +У2 4- x' V«'2 + t/'2) 

y = V* (x'2 + î/'2 — a:' V^2 + ÿ2)•

Man sieht, daß die Abbildung keine projektive ist. Sie ist auch nicht ein
deutig; da das Vorzeichen von г = \/ж2-|-у2 als positiv festgesetzt ist, so' ist 
zwar jedem Punkt der Ebene e eindeutig ein Punkt der Ebene s' zugeordnet, 
nach Abbildung also den Punkten А, В, C, D die Punkte A', B', C, D'; aber 
umgekehrt entspricht jedem Punkt Q’ der Ebene s' immer ein Paar von 
Punkten Qx, Q2 der Ebene e; die vorliegende Abbildung ist also einzweideutig. 
Verbindet man die Punkte A, B, C, D, so bilden sie eine Gerade, die zugeord
neten Punkte A', B', C, D' aber liegen auf einer krummen Linie, die Gerade 
durch A, B, C, D ist also nicht in eine Gerade transformiert worden.

In der gleichen Weise wie in der vorigen Nummer läßt sich 
bei der beliebigen affinen Abbildung entwickeln, daß parallele 
Gerade wieder in parallele Gerade transformiert werden; 
und ebenso, daß das Verhältnis von Strecken, die auf der 
nämlichen Geraden oder auf parallelen Geraden liegen, bei 
der affinen Abbildung erhalten bleibt, daß also speziell der 
Mittelpunkt einer Strecke nach der Transformation wieder Mittel
punkt der abgebildeten Strecke ist. Es sei an dieser Stelle erwähnt, 
daß beide Tatsachen, die Erhaltung des Parallelismus und des Pro
portionalismus von Strecken der gleichen Geraden, bei der allgemeinen 
projektiven Abbildung nicht mehr zuzutreffen braucht.

Bei der homogenen Deformation wurde darauf hingewiesen, daß 
zwei zügeordnete Strahlen sich auf der nämlichen Geraden, dort der 
x-Achse, schneiden, sowie daß die Geraden AA', BB\ CC', ... ein
ander alle parallel sind. Dieser Satz gilt nicht für alle affinen Ge
bilde, sondern nur für solche, die eine spezielle Lage haben, die, 
wie man sagt, affin und affin gelegen sind. Man nennt dann 
die Gerade, auf der sich die zugeordneten Strahlen schneiden und 
deren Punkte sich also selbst entsprechen müssen, die Affinitäts
achse. Die durch die Formel x' — x, y' — by zugeordneten Gebilde 
haben z. B. die a>Achse als Affinitätsachse; die durch x' — ax, y' — y
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definierte affine Beziehung besitzt in der y-Achse die Affinitätsachse. 
Dagegen laßt sich für die affine Zuordnung x' = ax, y' — by keine 
solche Achse mehr finden, solange a und b allgemeine Werte haben. 

Unter welcher Bedingung sind mifi die durch 

xf = alx-\-bly-\-c1, y' ~ a2x -\-b2y c2
definierten affinen Gebilde gleichzeitig affin gelegen? Man geht von 
der Forderung aus, daß diese Gebilde eine Affinitätsachse haben 
müssen, auf der sich entsprechende Gerade schneiden. Die Gleichung 
der Affinitätsachse bestimmt sich durch die Eigenschaft ihres erzeugen
den Punktes P, daß er nämlich mit dem zugeordneten Punkt P' 
zusammenfällt, daß also x' = x und y' — y. Man hat so zwei Glei
chungen für die Affinitätsachse gefunden,

*(а1—1) + УЬ1 ~\~ci —
+ У(Р2 — l)-f c2 = 0,

(a)
xa2

die demnach bis auf einen konstanten Faktor g gleich sein müssen, 
d. h. es gilt

(b)a2 = b2 — l=gb
i

oder nach Beseitigung dieses Proportionalitätsfaktors

a2 : (ai T1)== (&2 — 1) : bt = c2 : cx.

Mit dieser Formel ist gleichzeitig auch analytisch bewiesen, daß 
die Geraden AA\ BB', CC, . . . alle parallel sind, daß also die 
Richtung von PP' konstant ist. Denn diese Richtung

*_______ У— У _„™2 + y{b2 — l) + c,
g> x> — x e *(«.— ll + y&.-f c

C2 Q Cj1 ’

(0)

(d)

nimmt nach der eben entwickelten Formel den zwar unbekannten 
aber konstanten Wert g an.

* 99. An späterer Stelle nachgewiesen, aber trotzdem schon hier 
soll angegeben werden, daß jede affine Zuordnung

y' = a2x-{-b2y-\-c2x! = alx-\-bly-\- Cj,
durch Übergang zu einem passend gewählten Koordinatensystem £, rj, 
im allgemeinen ein schiefwinkliges, sich durch die schon beschriebene 
Transformation (97 f)

7] = Ь Yj? = a£,

darstellen läßt, womit dann der geometrische Charakter aller affinen 
Abbildungen erklärt wäre: jedes geometrische Gebilde läßt sich durch 
eine zweimalige homogene Deformation in das durch eine bestimmte 
Formel vorgeschriebene affine Gebilde überführen.
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Die affine Zuordnung ist immer dadurch bestimmt, daß man 
drei vorgeschriebenen Punkten Px, P2, P3 der Ebene e andere drei 
vorgeschriebene Punkte Px', P2, P3' der Ebene e' (die natürlich im 
allgemeinen mit der Ebene e zusammenfällt) entsprechen läßt. Dann 
wird dem Gleichungspaar

x =a1x-{-b1y-fcx, У — a2x c2
durch die drei zusammengehörige vprgeschriebenen Wertepaare xt\yx, 
xi\y^ хл\У* und xi \ У1’ x2 ! У*’ хз \ Уз genügt, was sechs Gleichungen 
für die sechs unbekannten Konstanten ax, Ъг, cx, a2, 62, c2 ergibt 
Mit Ermittlung dieser Konstanten ist die affine Zuordnung dann be
stimmt. Voraussetzung ist natürlich, daß diese drei Punkte Px, P2, P3 

bzw. Px, P2, P3' nicht auf der gleichen Geraden liegen.
Beispiel: Eine affine Abbildung sei dadurch gegeben, daß man 

drei gegebenen Punkten Px == 0 | 0, P2 = 110, P3 = 011 der Ebene e 
die drei Punkte Р/ — 2 j 2, P2 — 211,
P3' = 3 j 4 der Ebene e zuordnet, siehe die 
Abb. 127; Ebene e und e liegen natür
lich aufeinander. Dann ist also das Drći- 
eck PX'P2'P3' die affine Abbildung des Drei
eckes Px P2 P3. Die Zeichnung läßt ersehen, 
daß die Strahlen P1P1\ P2P2', P3P3' parallel 
sind, so daß also durch die gegebene Zu
ordnung zwei affine Systeme in affiner Lage 
definiert sind. Man kann die Aufgabe rein 
geometrisch weiter verfolgen, dann wird 
man mit den beiden Hauptsätzen für affine 
Systeme arbeiten, sowie den beiden Spezial
sätzen für affine Systeme in affiner Lage: 
entsprechende Punkte liegen auf Parallelen, 
entsprechende Gerade schneiden sich auf 
der Affinitätsachse. Wenn eine analytische 
Behandlung der Aufgabe verlangt wird, so 
wird man zuerst die Transformationsformel aufstellen; die sechs 
Konstanten dieser Formel

,rл
/

/
/

/
/

/ /,y / '// /
/ /

. 2'/
/ / Л
v>7/ -г-

\ L
/

/

/
/

/

Abb. 127.

а! = ахх + Ъху-\-е„ у' = а2х + Ь2у + с2
werden aus der Bedingung ermittelt, daß den gegebenen Punkten 
Px, P2, P3 die ebenfalls gegebenen Punkte Px', P2, P3' entsprechen 
sollen. Dann gilt also

2 — ai • 0 &х • 0 -f- (у,
2 = ^-1 4-6,-0-f c15

3 — ai * 0 -f- bx • 1 -(— cx,

2 — a2 • 0 -f- b2 • 0 -f- c2

1 = a2 • 1 ~h b2 • 0 -f" c2
4 = a2-0-f 62-l +c2.
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woraus sich ergibt

ax — 0,

und damit die Transformationsformel bzw. deren Umkehr. 

x' =

Ъг= 2, c2 = 2,6j = i, ci — 2, a2 = — i,

)X —2 x' — 2/' — 2, 
y = x!2/4-2

y' = — x-{-2y-{-2 — 2.

Die Gleichung der Affinitätsachse ist nach (98 a)

x' — ж = 0, hier x—у—2 = 0
oder auch

y' — y — 0, hier x — у—2 = 0.

Zufällig ist die Affinitätsachse hier parallel den Geraden P, Pt', 
P2P2' usw. Aus der Zeichnung kann man ab les en, daß diese ge
gebenen Geraden die Richtung tg т = 1 haben. Analytisch wird 
nach (98 d) sich ebenso ergeben müssen

— У = (— s + 2y-f- 2) — у = 1

{У-h 2) — ж
Zur Geraden

G = Ax -|- By -f- C = 0 ist G' = A(2x — у — 2)-\-B{x—2)-j-C=0
die zugeordnete Gerade; beide müssen sich auf der Affinitätsachse 
schneiden. Statt aber ihren Schnittpunkt aufzusuchen und nachzu
weisen, daß dieser der Gleichung der Affinitätsachse genügt, überlegt 
man einfacher: Die Geraden G — 0, G' = 0 und die Affinitätsachse 
gehen durch den gleichen Punkt, also muß die Bedingung von Bei
spiel 91b) gelten. In der Tat ist, wenn man die Gleichung der 
Affinitätsachse symbolisch Gx=x — у — 2 = 0 schreibt,

G' = G-f (A-f B) Gx
oder nichtsymbolisch

x{2 А Б) — Ay (— 2 А — 2 В -\~C)

=={Ax-\-By + C)-\-{A+B){x — y—2).
*100. Aufgabe a) Man diskutięre diejenige lineare Abbildung, die dem 

Dreieck P1==0|0, P2 = 1|0, P3 = 0|1 das Dreieck Р1,=ь0]2, P2' = 212, 
P3' = 0 j 3 zuordnet.

Lösung: In Abb. 128 sind die beiden zugeordneten Dreiecke eingezeichnet. 
Durch die Zuordnung von drei Punkten ist die Abbildung als eine affine er
kannt. Die beiden zugeordneten Systeme sind nun zwar affin, aber nicht affin 
gelegen: die zugeordneten' Geraden schneiden sich nicht auf der nämlichen 
Geraden. Die besondere Lage dieser beiden zugeordneten Systeme verleitet 
leicht zu einem Fehler; »es schneiden sich nämlich eine Reihe von zugeordneten 
Geraden auf der nämlichen Geraden, etwa auf AB, die aber keine Affinitäts
achse ist; die beiden Geraden P2P4 und P2'P4' zum Beispiel schneiden sich 
nicht auf ihr. Die durch die beiden Dreiecke gegebene Zuordnung ist von



recht einfacher Art; man führt das Dreieck PXP2P3 dadurch in das Dreieck 
PX'P2' P3' über, daß man es erst in der y-Richtung um die Strecke 2 verschiebt 
und dann noch eine homogene 
Déformation in der æ-Rich- ^
tung vomimmt. Mit dieser 
Kenntnis kann man geome
trisch recht einfach irgendein 
Gebilde in das zugeordnete 
überführen, so nach Skizze die 
Strecke QiQ2 in die zugeord
nete Q1Q2.

Analytisch kann man die 
Transformationsformeln ent-

\\ \\
\\\ \ \4 кУ\\ \

\ \\\ iN \"V ■\ 0 ;A\ \s
\\

V
\ \

St---- ■V \ I\ 4\
\r V'I

♦ \weder dadurch aufstellen, daß Ii 1man wie beim vorhergehenden 
Beispiel die sechs Gleichungen 
aufstellt, oder noch einfacher 
wenn man analytisch das Drei
eck Pj P2 P3 zunächst in der 
^-Richtung um die Strecke 2 

x" — X,

*

\C Iei w
\ \7

Abb. 128.
verschiebt,
y" — У -(-2 setzt, und dann in der æ-Richtung homogen deformiert (hier auf 
das Zweifache ausdehnt), x' = 2x", y' — y". Durch Zusammensetzen der bei
den Formeln erhält man als Transformationsgleichungen für die vorgeschriebene 
Abbildung

also

z'f=2z, У' = У-f 2.
Man kontrolliert die Richtigkeit der Formel durch die Zuordnung der Punkte 
Pj , P2, P3 und Pj', P2', P8' und findet die Formel bestätigt.

Für die vorliegende Transformation ist

Oj === 2, bj = 0, Cj = 0, a2 — 0, b2 = 1, c2 —- 2 ;

die Bedingung (98 c) für affine Systeme in affiner Lage demnach nicht erfüllt. 
Die zugeordneten Systeme sind also affin in nicht affiner Lage. Dann 
sind natürlich auch die Geraden PP', QQ', AA' usw. nicht parallel. Im vor
liegenden Fall ist P — x\y, also P’ — x'\y' — 2x\y-\-2, und damit die Rich
tung der Geraden bzw. der Strecke PP' nach (98 d)

(У ~t~ 2) — У 2tgT ;2x — x x
man sieht, die Richtung der Geraden PP' ist nicht konstant, sondern von x 
abhängig.

Aufgabe b). Dem Dreieck PXP2P3 der Abb. 129 ist das Dreieck P1'P2'P3' 
zugewiesen, so daß also Px und ebenso P2 sich selbst 
entsprechen. Man zeige, daß die beiden affinen Sy
steme auch affin gelegen sind. Man konstruiere zu 
einem beliebig gegebenen Punkt P den zugeordneten 
Punkt P'.

1У 3P <
/ \4 \/

/ VMan mache die Kontrolle, indem man 
noch die Transformationsformel aufstellt.

/
/

\!Lösung: Wenn zwei Punkte einer Geraden sich 
selbst zugeordnet sind, dann natürlich auch alle 
Punkte dieser Geraden, da ja bei der affinen Ab-

*VJ-
7 Г
Abb. 129.
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Diese drei Wertepaare müssen die allgemeine Transformationsformel (93 a) für 
affine Systeme erfüllen, woraus

al === 1 = (x3 — x3) • Уз > С1 = a2 == О, Ь2 = y3 - Уз, c2 = 0
als die Konstanten dieser Formel gefunden werden und diese selbst als

^ Уз'У'
У 3 У з

In dem speziellen Fall der Abb. 129 ist x3 = 1, y3 = 2, x3=2, y3 = 1, also 
= 0,5, b2 — 0,5 und damit die Zuordnung

x’ = X -f 0,5 y,
Als Kontrolle für die Richtigkeit der Konstruktion des Punktes P' müssen 
sich dessen Koordinaten zu 111 ergeben, wenn P diejenigen 0 j 2 hat, was auch 
zutrifft.

y' = 0,5 у.
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bildung. die Proportionalität von Strecken auf der nämlichen Geraden erhalten 
bleibt. Wenn aber alle Punkte einer Geraden sich selbst zugeordnet sind, 
dann muß diese Gerade Affinitätsachse sein, da der Schnittpunkt irgendeiner 
Geraden der Ebene mit dieser Achse sich selbst entspricht. In der Tat sind 
also die beiden affinen Systeme auch noch affin gelegen.

Den zugeordneten Punkt P' zum Punkt P erhält man, wenn man durch 
letzteren Parallele legt zu den beiden Geraden Pt P3 und P2 P3 ; diesen müssen 
dann Parallelen, die zum System der Ebene e zählen, im System der Ebene s' 
wieder parallele Gerade zu P\ P3 und P2 P3 entsprechen, deren Schnitt
punkt P' der gesuchte Punkt ist. Die Transformationsformel könnte man an 
Hand der eben angegebenen Konstruktion aufstellen, da aber eine Kontrolle 
verlangt ist, so sei sie in der gleichen Weise wie bei den vorhergehenden Bei
spielen entwickelt, indem man unter Zugrundelegung eines Koordinatensystems 
für die drei Punktpaare die aus der Skizze zu entnehmenden Koordinaten an
schreibt. (Empfehlenswert sind auch schiefwinklige Koordinatenachsen in Rich
tung von P\P2 und P1P3.) Es ist bei entsprechender Wahl des Koordinaten
systems

Hj — 0|0, P2 = x2\§, P3 = x3\y3> == 010, P2 = x2 j0, P3 = x3 \y3 .



Dritter Abschnitt.

Kegelschnitte.

Geometrie au! der Geraden.

101. Eine quadratische Gleichung ах2 -\-Ъх-\-с — 0 läßt sich 
graphisch darstellen, indem man ihre beiden Wurzeln xx und x2 als 
Abszissen zweier Punkte Px und P2 auf einer Geraden betrachtet; 
diese beiden Punkte Px und P2 seien als „Bild“ der obigen Gleichung 
bezeichnet. So findet z. B. die Gleichung x2 — 4 o; —)— 3 = 0 mit den 
Wurzeln x1 — l und x2 = 3 durch die Punkte Px und P2 der Abb. 130 
ihre Darstellung, die Gleichung ax2-\-x—3 = 0 für den Fall a = 0 
durch die Punkte P2 und P^. Denn die Bedingung а = 0 liefert 
nach (54 a) eine Wurzel mit dem Wert oo, die andere Wurzel x2 = 3 
wird durch den Punkt P2 dargestellt. Die Gleichung x2 — x — 0 
mit den Wurzeln x1 = l, x2 — 0 findet ihre Darstellung durch die 
Punkte Px und 0 der gleichen Abbildung; die Gleichung x2 =«0 
schließlich durch den doppelt zu zahlenden Nullpunkt.

Aufgabe: Die Endpunkte Px und P2 der Strecke PXP2 sind auf einer 
Geraden durch die Gleichung ax2 -\-bx-\- о — 0 dargestellt; die Strecke PXP2 
wird durch den Punkt P im Verhältnis Я geteilt; man gebe die Koordinaten 
x des Punktes P als Funktion der Gleichungskoeffizienten а, b, c an.

Аo\fi.АА «Г"Ж-»►
*—t,

Abb. 130. Abb. 131

Lösung; Bei vorgeschriebenem Я hat x die Koordinate 
_ lx2 — xx

die Koordinaten von Px und P2 sind. Man setzt die Werte xx und x2 in die 
erste Gleichung ein und erhält als Koordinate x des Teilpunktes P

_ Ъ (1 — Я) + (1 -f Я) у/Ь2 — 4ас 
Х 2а(1 — Я)

— b + ^Ъ2 — 4 ас
æi,2 —wo 2 а

14Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.



also ebenfalls harmonisch geteilt.

Wird die Strecke PXP2 
und Q2 harmonisch geteilt, dann wird auch die 
Strecke QXQ2 harmonisch geteilt von den Punkten 
Px und P2.

den Punkten Q1von

(a)
Denn wenn xx und x2 die Abszissen von Px und P2 sind, dann 

haben Qx und Q2 die Koordinaten

xi
я 4-1 'und

Dann wird QXQ2 durch Px bzw. P2 im Verhältnis
hlZli

2 — ^1

geteilt; die Substitution von und £2 ergibt 
A-fl

^ = ГИг

M — *2bzw.f*l = ,«2 =
^2 X2

1
Я — 1

bzw. t*2 = —
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Die Strecke PXP2 der Abb. 131 wird durch den Punkt dieser 
Strecke in einem gewissen Verhältnis Я geteilt. Nimmt man zu 
diesen drei Punkten Px, P2, Qx noch einen vierten Punkt Q2 hinzu, 
der die Strecke PXP2 im Verhältnis —Я teilt, so nennt man die 
vier Punkte Px, P2, Qx, Q2 vier harmonische Punkte und sagt: 
die Strecke PXP2 wird durch die Punkte Qx und Q2 harmonisch 
geteilt. Da Qx die Strecke PXP2 äußerlich teilt und Q2 die gleiche 
Strecke innerlich, so ist klar, daß die beiden Paare Px, P2 einerseits 
und Qx, Q2 andrerseits sich gegenseitig trennen, das heißt einer der 
Punkte Q liegt innerhalb der Strecke PXP2 und umgekehrt einer der 
Punkte P innerhalb der Strecke QXQ2■ Wir drücken dies aus durch 
die Sprechweise: die beiden getrennten Paare P1? P2 und Qx, Q2 
teilen sich harmonisch; und wenn man öfters nur von zwei Paaren 
spricht, die sich harmonisch teilen, so meint man natürlich die ge
trennten Paare.

Beispiel a) Die Punkte Px, P2, Qx, Q2 der Abb. 131 haben die 
Koordinaten xx = 4, x2 — 8, £x — 2. £2 = 5 ; dann wird die Strecke 
PXP2 von Qx bzw. Q2 im Verhältnis

4 — 2 1 4 — 5 1
Я*

8 — 2 3 ’ 8 — 5 '

geteilt. Qx und Q2 teilen also die Strecke PXP2 harmonisch. Um
gekehrt wird die Strecke QXQ2 von Px bzw. P2 im Verhältnis

3

2 — 4 2 — 8
5=8” + 2’= —2,Л“ «= 4 Иг

'гг

'гг
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oder /jl2 =— /их, das ist aber die Bedingung dafür, daß auch QXQ 
durch die Punkte Px und P2 harmonisch geteilt wird.

Liegen die Punktpaare А, В und C, D harmonisch, so daß also 
die Strecke А В durch die Punkte C und D harmonisch geteilt wird, 
und damit auch die Strecke CD durch die Punkte A und B, so 
gilt mit Zuhilfenahme des Mittelpunktes M der Strecke AB die ein
fache in der Festigkeitslehre (Biegung) öfter benützte Formel

{MAf = MC-MD.

Macht man nämlich den Mittelpunkt M, so wie Abb. 132 zeigt, zum 
Nullpunkt, so haben A und В etwa die Koordinaten a bzw\ — а 
und damit C und D, weil sie die Strecke AB im Verhältnis Я 
bzw. —Я teilen, die Koordinaten

— Я а — а 1 —[— Я
Я—Л

Dann wird die zu beweisende Formel

(b)

1 — Я
— я — i—® i -f я ’
la— a

bzw\

2 1 -j- Я 1— Я
° =аг=т°г+т

was sich als richtig ergibt.

MВ jM '~c 4 (Uf—54
-aj

Abb. 133.Abb. 132.

Unter der Voraussetzung, daß M der Nullpunkt eines Koordi
natensystems ist, schreibt man Formel (b) meist in der Form

a* = a1a2,

wo dann -f-o und —a die Koordinaten der Endpunkte der zu 
teilenden Strecke sind und ал und a2 die Koordinaten der beiden 
Teilpunkte, siehe Abb. 133.

Umgekehrt sind durch eine Gleichung von der Form (c) stets 
vier harmonische Punkte gegeben. Denn wenn man auf einer Strecke 
PjP2 von der Länge 2 a deren Mittelpunkt M zum Nullpunkt eines 
Koordinatensystems macht, so daß also der eine Endpunkt, etwa 
Pj, die Koordinate a hat, und der andere Endpunkt P„ die Koordi
nate — a, so ist durch die Koordinate ax ein Punkt Qx definiert, 
der die Strecke PXP2 im Verhältnis

(°)

Qi = д—= «i — a 
ax-\-aQi P% — а — ax

teilt, und durch die Koordinate a2 ein Punkt Q2, für den ent-
14*
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sprechend A2 — sein muß; die Beziehung а2
V2^2 аг\а

macht nun. wenn man a2 — a ' : «, einsetzt.

«i o2

— ъ~a__a — ai
2 a2 + а ах 4" а

das heißt und Q2 teilen die Strecke Px P2 harmonisch.
Beispiel b) Wenn von vier harmonischen Punkten P1? P2, 

und Qj, Q0 zwei zusammenfallen, was ist die Folgerung?
Wenn die Strecke P1P2 durch Qx und Q2 harmonisch geteilt 

wird, und es fällt etwa Qx mit Px zusammen, so ist nach Definition 
Xx =' 0 und damit auch A2 — — \x — 0, das heißt es fallen Qx und 
Q2 in den Punkt Px. Fällt Qx nach P2, so wird A1 = oo und da
mit auch A2, so daß auch in diesem Fall Qx und Q2 mit einem der 
Streckenendpunkte, hier P2, zusammenfallen. Fällt Qx nach Q2, so 
wird AX = A2; andrerseits muß aber auch Ax = — A2 sein, so daß A, 
und A2 nur die Werte 0 oder oc haben können; dann hat man 
wieder einen der beiden erstgenannten Fälle, daß also Qx und Q2 
gleichzeitig entweder nach Px oder P2 fallen. Die nämliche Betrach
tung gilt für Q2. Und weiterhin auch für die Punkte Px und P2. 
da ja PXP2 und QXQ2 sich gegenseitig harmonisch teilen. Man faßt 
dann zusammen:

Fallen von vier harmonischen Punkten zwei zu
sammen, dann mit ihnen auch noch ein dritter. (d)

102. In Nr. 64 war das statische Moment eines Massenpunktes 
P und eines Punkthaufens Px, P2, . . . Pn bezüglich des (als Drehpunkt 
betrachteten) Nullpunktes definiert und mit Hilfe des Begriffes Mo
ment der Schwerpunktsatz aufgestellt. Allgemein versteht man unter 
Momenten eines Punktes Produkte, deren einer Faktor die Masse m 
des Punktes und deren andere Faktoren die Abstände von festen 
Punkten bzw. Geraden oder Ebenen sind ; bezeichnet man diese Ab
stände mit r, 5, . . . oder x, y, z, . . ., so sind solche Momente 
niederer oder höherer Ordnung von der Form

mr, ms, mr2, ms2, mxy, mxyz, . . .
Das einfachste Moment des Massenteilchens m ist demnach das 
statische Moment mr bzw. ms, auch kurzweg Moment genannt. 
An dieser Stelle interessiert uns nur das Moment zweiter Ordnung 
mx2, das wir Trägheitsmoment des Massenteilchens m bezüglich 
des Nullpunktes (als wirklichen oder nur gedachten Drehpunktes) 
nennen.

Mit vorstehender Definition hat das Trägheitsmoment eines 
materiellen Punktes, da die Masse m positiv ist, stets positiven Wert;
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desgleichen also auch das Trägheitsmoment eines Punkthaufens, 
das durch

J — 2mx2 — mxx 2 -j- m.2x 2 4- mzx 2 (a)
definiert ist. Die Definition zeigt, daß für einen vom Massensystem 
sich entfernenden Drehpunkt das Trägheitsmoment immer größer 
wird. Zu vermuten ist, daß je mehr sich der Drehpunkt dem 
Schwerpunkt nähert, um so kleiner das Trägheitsmoment wird, daß 
man also den kleinsten Wert von J erhält, wenn man den Schwer
punkt S selbst als Bezugspunkt oder Drehpunkt wählt. Nach (64 c) 
wird in diesem Fall 2mx' — 0, wenn x! die Abstände der Massen
teilchen mi vom Schwerpunkt sind, siehe Abb. 134. Es. ist für 
diese Wahl

Js = 2mX 2 — mlx1'2 -j- m2x2'2 

Da mit s als Koordinate des Schwerpunktes
xi — s ~j“ x!

ist, wird
J = 2mx2 — 2m (s-j- x)2

= 2ms2 A- 2 2msx -\- 2mx'2 
= s2 2m —(— 2s2mx' 2 mx'2
=jf«4-o+^,

denn s kann als konstanter Faktor vor das Summenzeichen gesetzt 
werden; man hat also

J = Ms2 + Je, (b)

das heißt das Trägheitsmo- 3
ment eines linearen Massen- 
systernes ist für jeden nicht 
mit dem Schwerpunkt zu
sammenfallenden Bezugspunkt 0 größer als das Trägheitsmoment 
für den Schwerpunkt selbst, und zwar um Ms2, wenn s der Abstand 
des gewählten Bezugspunktes vom Schwerpunkt ist.

* Wäre die ganze Masse M des Punkthaufens im nämlichen Punkt 
T vereinigt, der den Abstand i vom Bezugspunkt 0 hat, so wäre 
das Trägheitsmoment des Massensystems

2mi8 = mxi2 -j- m2i2 -j- . .. — Mi2.

In der Technik „reduziert“ man gern ein Massensystem auf den näm
lichen Abstand, das heißt man denkt sich alle Massenpunkte des 
Systems in einem einzigen Punkt T vereinigt, setzt aber dabei 
voraus, daß das ursprüngliche Massensystem und das im Punkt T 
vereinigte das gleiche Trägheitsmoment haben. Den Abstand i des 
Punktes T vom Bezugspunkt 0 nennt man den Trägheitsradius

» ? I t j i Д-t
--

Abb. 134.
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Beispiel b) Man beweise, daß der Trägheitsmittelpunkt T 
vom Bezugspunkt 0 immer größeren Abstand hat als der 
Schwerpunkt S.

Die Abstände dieser Punkte sind i und s ; soll i > s sein, dann auch 
t2 > 82 oder M J >• D2, wo D das Drehmoment des Punkthaufens ist, oder 
MJ — D2^> 0. Man entwickelt diese Differenz und erhält 

M J — D2 — S mk m, (xk — xt)2,
wo к und l alle möglichen Indizes von 1 bis n sind, vorausgesetzt, daß man 
n Massenpunkte hat. Da die Massen m immer positiv sind, so ist MJ — D2> 0 
und damit i > s erwiesen.

Im vorhergehenden Beispiel war a — 2 und i —2,65.
Durch die Formel

(d)

ID — J oder ls = i2

wird ein Punkt L im Abstand l 
vom Drehpunkt О definiert, den 
man Schwingungsmittelpunkt 
des Massensystems nennt; in diesem 

Zusammenhang nennt man l dann auch reduzierte Pendellänge.
Aus der Definition ist unmittelbar ersichtlich, daß der Schwin

gungsmittelpunkt vom Bezugspunkt größeren Abstand hat als der 
Trägheitsmittelpunkt, da l — siehe auch Abb. 135.

(e)s0} 4—T-*—f5------- 3*1r
X,' I«.

----- Xl —U.- -X,

Abb. 135.
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oder Trägheitshalbmesser. Dann ist dieser Trägheitshalbmesser 
г bestimmt durch die Gleichung

M i2 = J Hi2 — J : M.oder
Den Punkt T nennt man auch den Trägheitsmittelpunkt des 
Massensj^stems für den Bezugspunkt О als gedachten Drehpunkt.

Beispiel a) Die Massen des Punkthaufens der Abb. 134 sind 
m1 — 3. m2 = 2, m3 = 2, m4 — 4.

Aus der nachfolgenden Tabelle entnimmt man die Masse des 
Haufens M— 11, das statische Moment für den Bezugspunkt О ist 
D — 22, das Trägheitsmoment J — 77. Der Schwerpunktssatz 
Ms = l£mx bestimmt die Schwerpunktskoordinate s—2, Formel (c) 
den Trägheitsradius i = У 7 = 2,65; letzterer ist dann die Koordi
nate des Trägheitsmittelpunktes T, wenn man sich den Bezugspunkt 
als Drehpunkt vorstellt.

mx2mxm

«o
 tc 

00

00

4̂
 tC 

tC
 W

Сл

^ 
SO

I

^ c
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Beispiel c) Macht man den Schwingungsmittelpunkt L zum 
neuen Drehpunkt, so wird der alte Drehpunkt zum neuen Schwin
gungsmittelpunkt.

Für das neue Koordinatensystem wird nach Abbildung x' = x— / 
und damit das neue Drehmoment

D' = Zmx' = Zmx — 2 ml
= D — Ml.

und das neue Trägheitsmoment

Jf = Zmx'2 = 2m (x — Z)2

= 2mx2— 2 l2mx-\-l22m 
= J — 2ZD-f l2M = 1(1 M — D),

mit Benützung der Formeln (c), (e) und (64 d).
Der neue Schwingungsmittelpunkt ist definiert durch die Formel 

t D' = J' und liefert
V = J' : Dr = — Z,

wodurch in der Tat der alte Drehpunkt sich als Schwingungsmittel
punkt für das neue Koordinatensystem erweist.

Elementarsätze der Kurvendiskussion in ihrer Anwendung 
auf die Kegelschnitte.

103. In den vorausgehenden Zeilen wurden mehr oder min
der eingehend die verschiedenen Formen der linearen Gleichung 
Ax -j- By -f- C = 0 geometrisch gedeutet. Die nächste Aufgabe wird 
nun sein, Gleichungen höheren Grades auf ihren geometrischen Sinn 
zu untersuchen, die durch sie dargestellten Gebilde zu diskutieren, 
mit ihnen andere Gebilde in Beziehung zu setzen und so eine Reihe 
von Eigenschaften praktisch wichtiger Kurven zu erhalten.

Es sollen zunächst eine Reihe von Sätzen aufgestellt werden, 
die gestatten, aus der Gleichung einer Kurve zunächst in rechtwink
ligen Koordinaten unmittelbar wichtige Eigenschaften derselben ab
zulesen.

Gegeben sei der Kreis mit dem Radius 2 um den Nullpunkt, 
der also nach Nr. 80 die Gleichung x2 -f- y2 — 4 = 0 hat, ferner drei 
Gerade a?==l, x = 2, x = 3.

Die Abbildung zeigt, daß die erste Gerade den Kreis in zwei 
Punkten schneidet, da ihr Abstand vom Mittelpunkt kleiner ist als 
der Radius, daß ferner die zweite Gerade den Kreis berührt, da 
ihr Abstand vom Kreismittelpunkt gleich dem Radius ist, und daß 
schließlich die dritte Gerade x = 3 mit dem Kreis keinen reellen
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Punkt gemeinsam hat. Was diese Abbildung ersichtlich macht, 
drückt die elementare Geometrie, die nur mit reellen Punkten

operiert, folgendermaßen aus: Eine Ge
rade hat mit einem Kreis zwei oder 
einen oder keinen Punkt gemeinsam, je 
nachdem der Abstand der Geraden vom 
Mittelpunkt kleiner, gleich oder größer 

■ JL ist als der Radius.. Das ist ungenau, 
kann aber recht einfach korrigiert wer
den, wenn man das Wort „Punkt“ er
setzt durch „reeller Punkt“. Indes läßt 
sich der Satz noch viel einfacher formu-

Y

Pi

Pi0
Pm

-—7--
Pi

lieren: Ein Kreis wird von jeder Gera
den in zwei (reellen oder imaginären) 

Punkten geschnitten. Das soll zunächst an den drei gegebenen spe
ziellen Geraden, dann allgemein gezeigt werden. Von den Schnitt
punkten Px und P2 der ersten Geraden x = 1 mit dem gegebenen 
Kreis gilt

Abb. 136.

x — 1 und x2 -\-y2 — 4 = 0,

woraus x1=l, y1 = V3 und a?2 = l, y2 = — УЗ. Die Punkte 
Рг = 1J —|— Уз und P2 = 11 — УЗ sind zwei reelle Punkte.

Die Schnittpunkte Px' und P2' der Geraden x = 2 mit dem 
Kreis erhält man als

P/= 21 —J— 0, P2' = 2j —0,
d. h. als identisch, diese Gerade schneidet also den Kreis in zwei 
zusammenfallenden (reellen) Punkten.

Die Schnittpunkte Px" und P2" der dritten Geraden mit dem 
Kreis müssen- ebenso die Bedingung

x — 3 und x2 —|— y2 — 4 = 0 
erfüllen, so daß sich für sie y2 — — 5 oder

Px" = 3 j + i У 5, P2" = 31—% У5
ergibt, womit sie als imaginäre Punkte erwiesen sind, konjugiert 
maginäre Punkte, wie wir sie entsprechend ihren Koordinaten werten 
nennen wollen.

Damit ist gezeigt, daß jede der drd Geraden den Kreis in zwei 
Punkten schneidet. Bei dieser Gelegenheit war zu ersehen, daß auf 
dem Kreis auch imaginäre Punkte liegen. Aber nur die reellen sind 
darstellbar, durch diesen Kreis eben. Die imaginären Punkte bilden 
auch einen Kurvenzug, einen imaginären, den man wohl auch den 
imaginären Ast der Kurve, hier des Kreises, nennt. Naturgemäß 
kümmert man sich wenig um diesen imaginären Ast.
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Nun kann man in der gleichen Weise wie vorher auch zeigen, 
daß der Kreis von jeder Geraden in zwei reellen oder imaginären 
Punkten .geschnitten wird. Es ergibt sich dieser Nachweis als 
Spezialfall eines allgemeinen Satzes, der auf gestellt werden soll. Zu 
diesem Zwecke sei gegeben die Definition:

Eine Kurve heißt von der w-ten Ordnung, wenn 
sie von jeder Geraden in n (reellen oder imagi
nären) Punkten geschnitten wird.

Danach wäre also die Gerade eine Kurve erster Ordnung. Und der 
Kreis eine Kurve zweiter Ordnung, oder ein Kegelschnitt, wie 
man statt Kurven zweiter Ordnung auch sagt. Woran erkennt man 
nun eine Kurve zweiter Ordnung? Antwort darauf gibt der Satz:

Eine Gleichung и-ten Grades in Parali elkoor- 
dinaten stellt eine Kurve w-ter Ordnung dar.

Nach diesem Satz müßte also jede Gleichung zwejten Grades eine 
Kurve zweiter Ordnung oder in der neuen Sprechweise einen Kegel
schnitt vorstellen. Die allgemeinste Gleichung zweiten Grades

Ax2 -j- Bxy -j- Cy2 -f- Dx -|- Ey -f- F = 0,
genannt allgemeine Kegelschnittsgleichung, stellt eine Kurve 
vor, deren Schnittpunkte mit der beliebigen Geraden y=kx-\-b er
halten werden, wenn man beide Gleichungen kombiniert, also 
y = kx -\-b in die obige Gleichung substituiert; dann erhält man 
für die Abszissen x der Schnittpunkte durch

Ax2 -f- Bx (kx -f b) -j- C (kx -j- b)2 -f Dx -f E (kx -f 6) -f F = 0
eine Gleichung zweiten Grades, die im allgemeinen zwei (reelle oder 
imaginäre) Werte x liefert. Zu jedem dieser Werte x als Abszisse 
liefert die Geradengleichung y = kx-\~b, da ja die Schnittpunkte 
auch auf der durch sie dargestellten Geraden liegen müssen, das 
zugehörige y. Man erhält also im allgemeinen zwei Schnittpunkte 
der untersuchten Kurve mit einer beliebigen Geraden, die durch 
obige Gleichung dargestellte Kurve ist demnach immer eine Kurve 
zweiter Ordnung oder ein Kegelschnitt. Das ist der Grund, warum 
man die obige Gleichung „allgemeine Kegelschnittsgleichung“ 
nennt. Umgekehrt muß jeder Kegelschnitt in Parallelkoordinaten 
durch eine Gleichung von der Form (c) dargestellt werden können.

In der nämlichen Weise, wie hier der Satz (b) für den Fall 
n = 2 bewiesen ist, gestaltet sich der Beweis für ein beliebiges n.

In den folgenden Nummern sollen die gestaltlichen Verhältnisse 
einiger spezieller Kegelschnitte angegeben werden.

Beispiel a) Von welcher Ordnung ist die Kurve \x -f- \y — Va?

(а)

(b)

(e)
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Satz (b) setzt naturgemäß ganze rationale Gleichungen voraus, 
das sind solche, bei denen die Koordinaten ж und y nur in ganzen 
rationalen Funktionen auftreten. Erscheinen die Variablen als Ele
mente einer irrationalen Funktion wie im vorliegenden Fall, so wird 
man diese Gleichung rational und ganz machen, vorausgesetzt, daß 
die irrationale Funktion algebraisch ist, siehe Nr. 46. Im vorliegen
den Fall wird man der Reihe nach umformen

ж-f- 2 Vxy -\~y — Q oder ж-f-г/—a=—2Ужг/ oder (ж-j-y—а)2=4жг/
und erhält eine rationale ganze Gleichung zweiten Grades, eine Kegel
schnittsgleichung, die sonach einen Kegelschnitt vorstellt.

Durch geeignete Vereinfachungen kann man jeder algebraischen 
Gleichung die Form einer ganzen rationalen Gleichung гг-ten Grades 
geben.

Beispiel b) Von welcher Ordnung ist die Kurve y — ex1
Die Gleichung ist transzendent, es gibt keine Möglichkeit, ihr 

die Form einer ganzen rationalen Gleichung w-ten Grades zu geben 
außer durch Reihenentwicklung, bei deren Anwendung aber n un
endlich groß würde.

Man teilt deswegen die Kurven ein in algebraische und 
transzendente Kurven; nur auf erstere läßt sich der Begriff „Ord
nung“ an wenden.

Beispiel c) Wird der Kegelschnitt xy — c2 auch von Geraden 
y — b in zwei Punkten geschnitten?

Scheinbar nicht, da die Substitution y — b in die Gleichung das 
Resultat bx — c2 oder x — c2:b und somit scheinbar nur einen ein-

c2 b liefert. Schneidet man aber mit der Ge-zigen Schnittpunkt -

raden у — Я ж -f- b, von der ja die Gleichung y — b ein Spezial
fall ist, so erhält man aus ж(Яж-{-6) = с2 oder Я ж2 -\-Ъх — c2 = 0 

immer zwei ж und deswegen zwei Punkte; für den Fall A = 0 wird 
die allgemeine Gerade wieder y — b wie vorgeschrieben, dann liefert 
die Gleichung zweiten Grades in ж eine Wurzel xt — oo und eine 
zweite x2 — c2 :b wie oben. Man sieht, die Gerade y — b schneidet 
nur scheinbar in einem einzigen Punkte, in Wahrheit im unendlichen

c2fernen Punkte Px und im Punkte P2 — — b. Man kann sich, wenn

man will, der Sprechweise bedienen: die Kurve xy — c2 wird von 
Geraden у = b nur in einem einzigen endlichen Punkte geschnitten.

104. Wir beginnen mit dem durch die Gleichung y = x2 dar
gestellten Kegelschnitt und versuchen uns ein ungefähres Bild des
selben zu verschaffen. Zunächst sieht man, daß das Vorzeichen von 
ж belanglos ist, das heißt aber nichts anderes, als daß auch —a\b



ein Punkt- der Kurve sein muß, wenn -j-a b ein solcher ist. Zu 
jedem Punkte der Kurve existiert also immer noch ein zweiter, der 
symmetrisch zu ihm bezüglich der y -Achse liegt, oder mit anderen 
Worten, wenn man verallgemeinert:

Ist in der Gleichung einer Kurve das Vor
zeichen von .x belanglos, so ist die Kurve symme
trisch zur y-Achse.

Man kann dafür auch sagen: die Kurve spiegelt sich an der 
y-Achse, siehe Abb. 137.

Und entsprechend gilt, wenn in der Kurvengleichung das Vor
zeichen von y belanglos ist: Ist a\-\-b ein Punkt der Kurve, dann 
auch der Punkt a — Ъ. d. h.

Ist in der Gleichung einer Kurve das Vor
zeichen von y belanglos, so ist die Kurve symme
trisch zur x-Achse.

(a)

(b)
Weitet sagt die Gleichung y — x2 aus, daß für reelle x die 

rechte Gleichungsseite, also auch die linke, hier y, stets positiv sein 
muß; die Kurve verläuft 
somit stets oberhalb der 
x-Achse. N

4
Für große x ist y, da 

es mit dem Quadrat von x 
wächst, erst recht groß; ist 
etwa x = 10, dann y schon 
100, also zehnmal so groß 
wie x; man schließt: Weit 
weg vom Nullpunkt verläuft 
die durch y — x2 darge
stellte Kurve sehr steil. Um
gekehrt wird y erst recht 
klein, wenn x klein ist; für 
x = 0,1 etwa wird y = 0,01 

oder zehnmal so klein, so 
daß, da die Kurve durch 
den Nullpunkt geht, gilt:
In der Nähe des Null
punktes verläuft die Kurve 
sehr flach.

Fassen wir alles zusammen : Der durch y — x2 dargestellte 
Kegelschnitt, Parabel zweiter Ordnung oder kurz Parabel genannt, 
geht durch den Nullpunkt, ist symmetrisch zur y-Achse, verläuft 
nur oberhalb der x-Achse, und zwar in der Nähe des Nullpunktes

V/
pU/ь-a,/b
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Abb. 137.
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sehr flach, steiler aber, je weiter er sich vom Nullpunkt entfernt. 
Damit ergibt sich die Kurve so, wie sie durch Abb. 137 dargestellt 
wird. Ihre genauere Gestalt findet man, indem man nachträglich 
noch einige Punkte aufsucht.

Anmerkung. Der Anfänger sucht sich von einer Kurve, deren Gleichung 
F (:X, y) — 0 gegeben ist, dadurch meist ein Bild zu machen, daß er mehr oder 
minder viele Punkte der Kurve aufsucht, indem er etwa x der Reihe nach die 
ganzzahligen Werte zwischen — 5 und -f- 5 annehmen läßt und immer das zu
gehörige у aufsucht. Nun beachte man aber zunächst, daß diese Vorgangs
weise nur angängig ist, wenn keine unbenannten Zahlen in der Kurvengleichung 
auftreten; und dann, daß sie recht schwerfällig ist bei Gleichungen höheren 
Grades oder bei transzendenten Gleichungen. Nun kommt aber noch weiter 
hinzu, daß man bei verwickelteren Kurvenformen eine Menge von Kurven
punkten aufsuchen müßte, um die Gestalt der Kurve auch nur angenähert 
richtig wiederzugeben.

Vor dieser Methode, die Gestalt einer. Kurve zu ermitteln, sei ausdrück
lich gewarnt. Stets strebe man zuerst danach, sich ein ungefähres Bild von 
der Kurve zu verschaffen oder doch wenigstens einige ihrer Eigenschaften an
zugeben, erst dann gehe man, wenn es noch notwendig ist, daran, die ge
nauere Gestalt punktweise zu ermitteln. Es wird ja freilich Fälle geben, wo 
man zur punktweisen Konstruktion gezwungen ist, aber das werden stets die 
Ausnahmefälle sein.

Man diskutiere den Kegelschnitt x — y2 hinsichtlich seiner Gestalt.
Man kann entweder die entsprechende Schlußfolgerung wie 

bei der Kurve у — x2 an wenden und erhält : Der vorliegende Kegel
schnitt geht durch den Nullpunkt und ist symmetrisch zur Achse, 
er verläuft nur rechts von der y- Achse und zwar sehr steil in der 
Nähe des Nullpunktes, sehr flach weit weg vom Nullpunkt, siehe 
Abb. 137. Oder man kann schließen: Die Gleichung x=y2 geht aus 
der, Gleichung у = x2 durch Vertauschung der Variablen hervor. 
War also a\b ein Punkt der Kurve у — x2, so ist ba ein Punkt 
der neuen Kurve x — y2. Nun liegen aber die Punkte aj& und b\a 
symmetrisch zur Mediane, d. h. zur Winkelhalbierenden des ersten 
und dritten Quadranten, zur Geraden y = x. Es entspricht sonach 
jedem Punkt der Kurve у — x2 ein zur Mediane symmetrischer 
Punkt der Kurve x — y2, d. h. die neue Kurve x — y2 liegt symme
trisch zur Kurve y — x2 bezüglich der Mediane. Man kann sich die 
neue Kurve somit dadurch aus der ursprünglichen hervorgehend 
denken, daß man diese aus der Ebene heraus um die Mediane dreht 
und zwar um 180°.

Die vorausgehende Entwicklung läßt sich zusammenfassen:

Die Kurve F (y, x) — 0 geht aus der Kurve 
F (x, y) = 0 durch Vertauschung der x- und y-Achse 
hervor. Beide Kurven liegen gegenseitig symme
trisch bezüglich der Mediane y = x. (c)
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Man diskutiere den Kegelschnitt xy — c2.
Da c2 für reelle c positiv ist, so müssen x und y beide gleichzeitig 

positiv oder gleichzeitig negativ sein: die untersuchte Kurve kann also 
nur im ersten und dritten Quadranten verlaufen. Die Gleichung xy — c2 

ist ferner symmetrisch bezüglich der Variablen x und y, d. h. man 
kann x und y vertauschen, ohne daß die Gleichung sich ändert. 
Dann muß aber nach der vorausgehenden Entwicklung die Kurve 
symmetrisch zur Mediane sein, da ja die Gleichung durch Ver
tauschung der Variablen in sich selbst übergeht, also sich nicht 
ändert; allgemein ist zu merken:

Eine in den Variablen x und y symmetrische 
Gleichung (d. h. x und y sind vertauschbar, ohne 
daß sich die Gleichung ändert) stellt eine zur 
Mediane symmetrische Kurve dar.

Die Umformung y — c2\x sagt aus: y wird groß, wenn x klein 
wird und umgekehrt.

Von dem Kegelschnitt xy — c2, gleichseitige Hyperbel, in der 
Wärmetheorie auch Mariottesche Kurve genannt, siehe Abb. 138, 
weiß man also: Er verläuft nur im ersten und dritten Quadranten 
und ist symmetrisch zur Mediane, у wird groß wenn x klein wird 
und umgekehrt.

(d)
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Abb. 138.

Man kann vom erzeugenden Punkt P noch eine aus der 
Gleichung unmittelbar ersichtliche Eigenschaft ablesen: Das aus den 
Koordinaten x und у gebildete Rechteck hat konstante Flächen, 
und diese Eigenschaft zur Konstruktion der Kurve mit heranziehen, 
so wie in Abb. 88 und Abb. 138 geschehen und durch die einzelnen 
Punkte angedeutet ist.



Gegenüber der Kurve xy ==c2 haben die Koordinatenachsen 
eine besondere Eigenschaft: Die Kurve schmiegt sich, wie die Ab
bildung ersichtlich macht, mehr und mehr an die Koordinatenachsen 
an, um sie erst im Unendlichen berührend zu erreichen. Eine Ge
rade mit dieser Eigenschaft, wie sie die Koordinatenachsen im vor
liegenden Fall haben, nennt man eine Asymptote der Kurve (De
finition der Asymptote siehe später).

Man zeige, daß auch die Glei
chung X2 — y2 — a2 eine gleichseitige 
Hyperbel verstellt.

Als geometrische Eigenschaft des 
erzeugenden Punktes der gleichseitigen 
Hyperbel lernten wir, daß das Recht
eck aus den Abständen von zwei zu-

k*\\ ! /\
fp.x/yiX /

'Ч'П// ■Z

<//
einander senkrechten festen Geraden, 
ihren Asymptoten, konstant ist. Nun 
kann man die vorliegende Gleichung 
auch schreiben

Cb
\4/ \

V
Abb. 189.

[x — y)(xAry) = a2

oder wenn man für x — у und x -j- у die Normąlform (85d) einführt,

X — y x —|— у а2

2 'У2 Ÿ2

*--J und î±* stellt aber nach Nr. 89 den Abstand des variablen
V2 V 2

Punktes P von den Geraden æ — y — 0 bzw. а; —|— z/ == 0 vor; wir 
haben also in der Tat die nämliche Eigenschaft bei der vorliegenden 
Kurve wie bei der bereits diskutierten xy — c2. Es müssen demnach 
x — y== 0 und x-\-y = 0, das sind die Mediane und die zu ihr 
Senkrechte durch den Nullpunkt, die Asymptoten der neuen Kurve 
sein, wenn diese eine gleichseitige Hyperbel sein soll. Dreht man 
nun das Koordinatensystem um — 45°, so daß diese beiden Geraden 
x — у — 0 und x -j- у — 0 Koordinatenachsen werden, so muß, falls 
sie wirklich die Asymptoten sind, die Gleichung im neuen System 
x\ y’ von der Form sein x y’ — c2. Diese Drehung wird nach (78 b) 
wegen cos а = 1 : У2 == — sin а charakterisiert durch

æ' = (a?—y):Y 2 

womit die gegebene Gleichung übergeht in

yf ■ x' == а2 : 2,

mithin die durch sie dargestellte Kurve tatsächlich als gleichseitige 
Hyperbel erwiesen ist.

t/ = (x + y):Y 2

Kegelschnitte.222
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Um zu rekapitulieren: Die Kurve x2— y2 = a2 ist eine gleich
seitige Hyperbel; ihre Asymptoten sind die beiden Geraden x — у — 0 
und x-\-y = 0. Sie verläuft symmetrisch zur x- und y-Achse, siehe 
Abb. 139.

Aufgabe a) und b) Von zwei variablen Geraden geh» die erste 
stets durch den Punkt— a | 0, die zweite stets durch den Punkt -f- о | 0. Bildet 
die erste mit der æ-Achse den Winkel <p, 

dann die zweite mit dieser Achse den Win
kel a) 90°-)- <p, b) 90° — qp. Gesucht ist 
der geometrische Orf der Schnittpunkte bei
der Geraden.

Lösung: Im Fall a) ist die zweite 
Gerade immer senkrecht zur ersten Gera
den, der Schnittpunkt P' beider erzeugt 
demnach einen Kreis über PXP2 als Durch
messer, wenn Px =— a I 0 und P2=~b a I 0- ą

Im Fall b) ist P der Schnittpunkt 
der beiden Geraden P\P und P2P, also 
gelten für ihn deren Gleichungen

y = tg(p-(x-\-a) und y — tg (90 — <p)-(x — a).

Man hat zwei Gleichungen mit einer Unbekannten oder einem Parameter <p, 

dessen Elimination die Kurvengleichung liefert. Man setzt tg dann wird
tg (90 — cp) — cotg <p= 1 :A und beide Gleichungen

y — k{x-\-a) und y = j(x — a),

deren Produkt y2 = x2 — a2 oder x2 — y2 — a2 die gesuchte Gleichung ist. Sie 
stellt eine gleichseitige Hyperbel dar.

105. Ausgehend von der Kurve y = x2 ist die Kurve y -j- c = x2 
zu zeichnen. Die Kurve y — x2 sei nach 
Nr. 104 gezeichnet gedacht; an jeder Stelle 
dieser Kurve gehört zur Abszisse x die Or
dinate x2. Die neue Kurve y -j- c = x2 oder 
y = x2 — c hat die Eigenschaft, daß an 
jeder beliebigen Stelle zur Abszisse x die 
Ordinate x2 — c gehört. An der gleichen 
Stelle, d. h. für gleiches x, ist also die 
Ordinate der zu zeichnenden Kurve um c 
kleiner als die Ordinate der gegebenen Kurve 
y = x2. Für c = 3 etwa sind alle Ordinaten 
um 3 kleiner als die entsprechenden Ordi
naten der gegebenen Kurve. Man erhält 
also die neue Kurve y-\-c — x2 recht ein
fach, indem man die ursprüngliche Kurve 
y = æ2 in der ^-Richtung um —c verschiebt 
(d. h. in der negativen y-Richttrag um das

\
.j/

\ i\ i

ж. Ю
Abb. 14Q.
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Abb. 141.
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Stück -j- c). In Abb. 141 ist die ursprüngliche Kurve y = x2 ge
strichelt eingetragen, die Kurve y c = x2 ausgezogen, unter der 
Annahme c — 3.

Man hätte auch so kalkulieren können: Wo bei der ursprüng
lichen Kurve y steht, da steht bei der neuen y-\-c. Die Ordinaten 
der ursprünglichen Kurve sind also an der nämlichen Stelle x gleich 
der um c vermehrten Ordinate der neuen Kurve, oder umgekehrt: 
an der gleichen Stelle x sind die Ordinaten der neuen Kurve gleich 
der um c verminderten Ordinate der ersten Kurve. Dieselbe Über
legung wird man auch an wenden, wenn man die durch F (x, y -f- c) = 0 
gegebene Kurve zeichnen soll. Man kann sich entweder die Gleichung 
aufgelöst denken y -|- c = f(x), und hat dann wieder den vorigen 
Fall. Oder man sagt: Die beiden Gleichungen F{x,y) — 0 und 
F(x,y-\-c) = 0 unterscheiden sich dadurch, daß an der nämlichen 
Stelle x in der zweiten Gleichung y-j-c steht, wo in der ersten 
Gleichung y steht, also ist an der nämlichen Stelle x die Ordinate 
der zweiten Kurve vergrößert um c gleich der Ordinate der ersten 
Kurve; oder umgekehrt: an dieser Stelle ist die Ordinate der Kurve 
F (x, y -J- c) = 0 gleich der um c verkleinerten Ordinate der Kurve 
F [x, y) — 0. Die Punkte der zweiten Kurve liegen also an der näm
lichen Stelle x immer um c tiefer als die Punkte der ersten Kurve. 
Man hat somit ganz allgemein die Regel:

Die Kurve F(x, y -f- c) = 0 geht aus der Kurve 
F(x, у) — 0 hervor, indem man letztere in der y-Rich
tung um —c verschiebt.

Und da die gleiche Betrachtung auch für x gilt:

Die Kurve jF*(я? —J— с, у) — 0 geht aus der Kurve 
F(x, у) — 0 hervor, indem man letztere in der x- Rich
tung um —c verschiebt.

Schließlich kann man noch beide Sätze zusammenfassen:

Die Kurve F(x-\-a, y-|-b) = 0 geht aus der 
Kurve Fix, у) — 0 hervor, indem man letztere in 
der æ-Richtung um —a, in der y-Richtung um 
— Ъ verschiebt.

Praktisch wird man meist so verfahren, daß man, statt die Kurve 
in den beiden Grundrichtungen um — a bzw. um — b zu verschieben, 
das Koordinatensystem um -f- a bzw. um -[- b verschiebt, dann hat 
dem neuen Achsensystem gegenüber die alte Kurve die nämliche 
Lage wie die verschobene Kurve gegenüber dem alten Koordinaten
system.

(a)

(b)

(c)



Elementarsätze d. Kurvendiskussion in ihrer Anwend, auf .d. Kegelschnitte. 225

Aufgabe a) Man zeichne die .Kurve (»■—*• \)(y -J- 2) = 4.
Lösung: Man zeichnet zuerst die Kurve xy — 4, so wie in Abb. 142 leicht 

gestrichelt eingezeichnet, eine gleichseitige Hyperbel. Die verlangte Kurve geht 
dann aus ihr hervor durch Ver
schiebung in der «-Richtung um 
-|- 1, in der y-Richtung um — 2.
Statt die Verschiebung der Kurve 
vorzunehmèn, wird es, wenn andere 
Umstände nicht dagegen sprechen, 
praktischer sein, wie vorhin ange
deutet, das Koordinatensystem in 
den Grundrichtungen um — 1 bzw. 
um --j- 2 zu verschieben. Man sieht 
auą der Abbildung, daß die ver
schobene Kurve gegenüber dem al
ten System X, y die gleiche Lage 
hat wie die ursprüngliche Kurve 
gegenüber dem verschobenen Ko
ordinatensystem x', y'.

Aufgabe b) Man zeichne die 
Kurve {y — l)2 = x — 4.

Lösung: Man zeichnet zu
vor die Kurve y2 = x so wie in 
Abb. 137 angegeben; dann ver
schiebt man diese Kurve in der x- 
Richtung um -f- 4 und in der y- 
Richtung um -j-1 und erhält damit die verlangte Kurve. Oder man ver
schiebt das Koordinatensystem in den beiden Grundrichtungen um — 4 und 
— 1, dann hat die ursprüngliche Kurve gegenüber dem neuen Koordinaten
system die Gleichung (y — 1)2 = «— 4, stellt also die verlangte Kurve dar.

Aufgabe c) Man zeichne die Kurve x2— 4«-f-y2— 2y = 0.
Lösung: Mit Anwendung der quadratischen Ergänzung der Nr. 52 schreibt 

man die Gleichung in der Form x2 — 4« -f- 4 Ą- y2 — 2 t/ -j- 1 — 4 — 1=0 und 
erhält (x — 2)2-\-(y — l)2 — 5 = 0, welche Gleichung nach (80b) einen Kreis 

den Mittelpunkt 2 | 1 mit dem Radius \/5 vorstellt.

Man diskutiere die Kurve Ax2 -(- Bxy -j- Cy2 = 0. Die vor
stehende Kurvengleichung ist in den Variablen x und y homogen, 
d. h. jeder Summand ist bezüglich dieser Variablen von gleicher Di
mension, im vorliegenden Fall von der zweiten. Man kann diese 
homogene Gleichung mit der höchsten Potenz einer der Variablen, 
etwa x2 dividieren und erhält
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Abb. 142.
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also zwei verschiedene Gleichungen ersten Grades von der Form 
y = Xlx. у = /.гх, hier

— B + V —B—V

deren jede eine Gerade durch den Nullpunkt darstellt.
Wäre die homogene Gleichung von der w-ten Dimension gewesen, 

so hätte man nach Division mit xn eine Gleichung w-ten Grades in 
У— erhalten, deren Auflösung n lineare Gleichungen von der Form 

y — Xxx, y = X2x, . . ., у — lnx

liefert, deren jede eine Gerade durch den Nullpunkt vorstellt.
Man kann die gewonnenen Erfahrungen in dem Satz zusammen

fassen :
Ist die Kurvengleichung F(x, y) = 0 homogen 

w-ten Grades bezüglich der Variablen, so stellt 
sie n Gerade durch den Nullpunkt dar.

Ein anderer Satz:

Fehlt in einer Kurvengleichung x bzw. у, so 
stellt sie eine endliche Zahl von Parallelen zur 
x- bzw. y-Achse vor,

(d)

(e)
ist ohne weiteres ersichtlich; die Gleichung x2— 4æ-j-3 = 0 etwa 
kann man auflösen (x— 1)(я — 3) = 0, was zwei Parallele zur y-Achse 
vorstellt, x— 1 =0 und x — 3 = 0. Entsprechend würde die Gleichung

y3 — y2 = 0 oder aufgelöst y-y-(y — 1 ) 
— 0 drei Gerade parallel zur »-Achse 
vorstellen, die doppelt zu zählende x- 
Achse selbst, nämlich y2 = 0, und die 
Gerade y — 1 = 0.

Mittelpunkt einer Kurve heißt 
ein Punkt dann, wenn er jede durch 
ihn hindurchgehende Sehne halbiert. Ist 
speziell der Nullpunkt Mittelpunkt, so 
äußert sich dies dadurch, daß jzu jedem 
Kurvenpunkt Рх — а\Ъ ein weiterer 
Kurvenpunkt P2 — — a\ — Ъ gefunden 
werden kann. Px und P2 liegen ja auf 
dem gleichen Fahrstrahl durch den Null
punkt und haben gleiche Entfernung 
von ihm, siehe Abb. 143. Man kann 
also den Satz aufstellen:

Щ *a/J

//
0 // JC

////

n

Abb. 143.
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Genügt mit -j-a | -(- ô auch —a | — b der Kurven
gleichung, so ist der Nullpunkt Mittelpunkt der 
Kurve.

Beispiel: Man zeichne die Kurve y — x3, eine kubische Pa-
(f)

rabel.
Man sieht zunächst, daß y immer das nämliche Vorzeichen hat 

wie X, daß also die Kurve nur im ersten oder dritten Quadranten 
verläuft. Der Nullpunkt, durch den die Kurve hindurchgeht, erweist 
sich als Mittelpunkt. Denn wenn a | b ein Kurvenpunkt ist, also 
b = a3 gilt, dann auch — b = (— a)3, der Punkt — a j — b liegt so
mit ebenfalls auf der Kurve. In der Nähe des Nullpunktes ist die 
Kurve sehr flach: dort ist x sehr klein, aber y noch viel kleiner; 
ist etwa ж = 0,1, so wird у = 0,001, also hundertmal so klein. Um
gekehrt verläuft die Kurve sehr steil, wenn sie einmal weiter weg 
ist vom Nullpunkt; für ж =10 etwa wird у =1000 oder hundertmal 
so groß wie ж. Mit diesen Eigenschaften ist die ungefähre Gestalt 
dieser Kurve bekannt, die genauere läßt sich durch Bestimmung von 
einzelnen speziellen Punkten sofort so wiedergeben, wie sie Abb. 143 
zeigt.

Aufgabe d) Man zeichne den Kegelschnitt x2— 5a; —(— 6 = 0.
Lösung: Nach (e) ein Geradenpaar (x—3)(ж— 2) —0 oder x — 3 = 0 

mit x — 2 = 0 parallel zur y-Achse.
Aufgabe e) Man zeichne die Kurve у3 — у2 — 6г/ = 0.
Lösung: Nach (e) ein Geradentripel y(y — 3)(y-(-2) = 0 oder у — 0 mit 

у — 3 = 0 und у 2 = 0 parallel zur ж-Achse.
Aufgabe f) Man zeichne die Kurve у3 — dy2x-\~ Syx2 = 0.

Geradentripel — • f— — 4^ (— — 2^ =
X \X / \X /

0 durch denLösung: Nach (d) ein 
Nullpunkt, zerlegt: y = 0, y = 4x, y = 2x.

106. Die Kurve y — x2 liege gezeichnet vor, gefragt ist, in 
welcher Weise aus ihr die Kurve cy = x2 hervorgeht. Man schreibt

1
die neue Kurve an у — - ж2 und überlegt: bei der alten Kurve ge-

c
hört zur Abszisse ж die Ordinate ж2, bei der neuen aber zum näm

lichen ж die Ordinate —ж2. An jeder Stelle, d. h. für jedes ж ist
c

— mal so groß als die Ordinatealso die Ordinate der neuen Kurve

der ursprünglichen Kurve. Für c = 3 etwa sind die Ordinaten der 
neuen Kurve 3y = x2 an jeder Stelle -^mal so groß als die Ordinaten 
der ursprünglichen Kurve y = x2, siehe Abb. 144.

Dann ist aber nach Nr. 97 die neue Kurve, die ebenso wie 
у = ж2 eine Parabel vorstellt, nichts anderes als die homogene

15*



Deformation der gegebenen Kurve. In der Tat geht ganz allgemein 
aus der Kurve F(x, y) = 0 die Kurve F(x,cy) — 0 durch homogene

Deformation hervor. Denkt man sich 
nämlich die erste Kurve in der Ebene e 

gelegen und diese Ebene e in die Ebe
ne e' transformiert durch die Formel 
x — x\ y = cy', so wird die gegebene 
Kurve F(x, y) = 0 transformiert in die 
Kurve F(x',cyr) = 0 oder wie wir da
für auch schreiben können, F(x, cy)=0, 
da ja beide Ebenen e und e' zusammen
fallen. Man hat somit:

Die Kurve F(x,cy) — 0 
geht aus der Kurve F(x,y)
= 0 hervor, indem man diese

in der y-Richtung — mal ho

mogen deformiert, d. h. c mal 
verkürzt oder preßt.

Und entsprechend wird in der gleichen Weise entwickelt:
Die Kurve F(cx,y) — 0 geht aus der Kurve F(x, y) — 0

hervor, indem man diese in der ж-Richtung — mal homogen
c

deformiert, d. h. c-mal verkürzt oder preßt.

Und wenn man beide Sätze zusammenfaßt:
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Abb. 144.
W

(b)

Die Kurve F(ax, by) = 0 geht aus der Kurve 
F{x, y) — 0 hervor, indem man diese in der a;-Rich-

tung

gen deformiert.

— mal und in der w-Richtung -^mal homo- 
a ' о

(c)
Ein spezieller Fall dieser letzten Kurvenverwandlung ist der

jenige, der eine Kurve in eine homothetische, d. h. in eine ähn
liche und ähnlich gelegene Kurve umwandelt. Nach (96 a) wird 
dieser Spezialfall durch die Beziehung x' = cx und y' — cy charak
terisiert, falls der Nullpunkt Ähnlichkeitszentrum ist. Man schließt 
dann:

Die Kurve F(cx, cy) = 0 geht aus der Kurve F(x, y) = 0 
durch eine Ähnlichkeitstransformation (mit dem Nullpunkt 
als Ähnlichkeitszentrum) hervor.

Durch die vorausgehend angegebenen Transformationen, die eine 
Kurve in eine neue verwandeln, wird der Grad der transformierten

W
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Gleichung nicht geändert; auch nicht durch die allgemeinste lineare 
Transformation Nr. 94, die allgemeine kollineare Abbildung. Es wird 
also durch eine lineare Transformation eine Kurve n-ter Ordnung 
wieder in eine Kurve n-ter Ordnung transformiert, ein Kegelschnitt 
speziell wieder in einen Kegelschnitt.

Beispiel a) Man 
zeichne die Kurve 4 y2 — x.

Man schreibt die Glei- 
chung in der Form у2 = |-ж 
an und sieht daraus, daß 
man die Kurve erhält, in
dem man die Parabel 
y2 — X in der x- Richtung 
4-mal homogen deformiert, 
so wie durch die Abb.
145 angedeutet ist.

Man hätte auch schrei
ben können (2 y)2 =x und 
dann die Kurve dadurch 
erhalten, daß man die Parabel y2 = x in der y-Richtung ^mal 
homogen deformiert. Natürlich muß man nach beiden Konstruk
tionsweisen zur nämlichen Kurve gelangen, siehe die Abbildung.

Aufgabe: Man zeichne die Kurve 4y2— Sy — x — 0.
Lösung: Man formt mit Hilfe der quadratischen Ergänzung die Gleichung 

der Kurve um zu 4y2 — 8t/ —(— 4 — 4 — x — 0 oder 4 (y— 1 )2 == a: —{— 4. Nach 
(105 c) geht die gesuchte Kurve aus der eben gezeichneten Kurve 4 y2 — x durch 
Verschiebung in der »-Richtung um — 4 und in der y-Richtung um -f- 1 hervor. 
Statt der Kurve hätte man auch das Koordinatensystem entgegengesetzt ver
schieben können, also in der »-Richtung um -}-4 und in der y-Riehtung um 
— 1. Gegenüber diesem neuen System hat dann die alte Kurve die Gleichung 
4 (y — O2 = « + 4.

Beispiel b) Man ermittle mit Hilfe allgemeiner Überlegungen 
die ungefähre Gestalt der Kurve y2 — x8, genannt N ei Ische Parabel 
oder semikubische Parabel.

Das Vorzeichen von у ist belanglos, also ist die Kurve sym
metrisch zur x- Achse. Da für reelle Punkte die linke Seite der 
Gleichung stets positiv ist, muß die rechte Seife auch stets positiv 
sein, somit auch immer x\ dann läuft die Kurve aber nur rechts 
von der y-Aehse. Wenn x groß ist, ist у erst recht groß ; für æ= 100 
etwa ist y2=10e. also y =1000 oder 10-mal so groß wie x; weit 
weg vom Nullpunkt läuft die Kurve also sehr steil. Die Kurve geht 
durch den Nullpunkt; in der Umgebung des Nullpunktes selbst läuft 
sie sehr flach; denn wenn x klein ist, wird y erst recht klein. Für
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Abb. 145.
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x = 0,01 zum Beispiel wird y* — x3 — 10-6 und damit y = 0,001 
oder 10-mal so klein wie x. Alles das, was man mit diesen all
gemeinen Überlegungen erfahren hat, ist in der Abb. 146 durch die 
stark ausgezogenen Striche angedeutet.

Wenn man noch hinzunimmt, daß die Kurve dritter Ordnung 
ist, so ist damit die ungefähre Gestalt der Kurve so wie in Abb. 146 
dargestellt gefunden und die genauere Gestalt so wie Abb. 147 zeigt.

Anmerkung: Die eben 
besprochene Kurve ist dritter 
Ordnung, wird also von jeder 
Geraden in drei reellen oder 
imaginären Punkten geschnit
ten. Es wird in den folgen
den Zeilen (in der Gleichungs
theorie) bewiesen werden, daß 
die imaginären Wurzeln einer 
reellen Gleichung (d. i. einer 
Gleichung mit reellen Koeffi
zienten) immer nur paarweise 
konjugiert auftreten, daß also 
zur Wurzel ö —|— ib immer noch 
eine zweite а—i b gehört. Nach 
diesem Satz müssen also die 
imaginären Schnittpunkte einer 
reellen Geraden mit einer reel
len Kurve immer nur paarweise 
auftreten, d. h. wird eine solche 

Kurve von einer Geraden in einem imaginären Punkt geschnitten, dann 
auch immer noch in einem zugehörigen zweiten konjugiert imaginären 
Punkt. Es wird daher im vorliegenden Fall die Kurve y2 — x3 der 
Abb. 147 von einer reellen Geraden entweder in 3 reellen Punkten 
geschnitten, wie zum Beispiel durch die Gerade gl, oder in 1 reellen 
und in 2 imaginären wie durch die Gerade gr2. Die Gerade ga schneidet 
die Kurve in 3 reellen Punkten, nämlich in Рг und P2 im Endlichen 
und in einem dritten Punkt Px im Unendlichen; die Gerade gt 
schneidet die Kurve in 1 reellen Punkt Pœ im Unendlichen und in 
2 imaginären Punkten.

107. Man ermittle die ungefähre Gestalt des Kegelschnitts 

X ^2—1 = 0, der Ellipse, 

zunächst mit Hilfe allgemeiner Überlegungen; alsdann gebe man die
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Abb. 146. Abb. 147.
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genauere Gestalt an, indem man die Kurve in Beziehung setzt zu 
den Kreisen x2 -j- у2 — a2 und x2 -j- y2 — b2.

Das Vorzeichen von x und у ist belanglos, also ist die Kurve 
symmetrisch zur y- und ж-Achse. Aus dem gleichen Grund ist dann der 
Nullpunkt Mittelpunkt der Kurve. Wenn man reelle x und у voraus-

und tsetzt, dann müssen die Summanden stets positiv sein; da

aber ihre Summe gleich 1 sein muß, so kann keiner von ihnen größer 
als 1 sein, es wird sonach x höchstens gleich a, wenn nämlich у Null 
wird, und у höchstens gleich b, wenn x verschwindet. Dann verläuft 
aber die Kurve innerhalb eines zum Koordinatensystem symmetrischen 
Rechteckes mit den Seiten 2 a und 2 b. Wenn man noch hinzunimmt, 
daß die zu untersuchende Kurve ein Kegelschnitt ist, also von jeder 
Geraden in zwei Punkten geschnitten wird, so ist damit für die Er
mittlung der ungefähren Gestalt der Kurve das meiste angegeben. 
Abb. 148 gibt die Gestalt für den Fall a — S, b— 2 wieder.

Geometrisch kann man die Kurve recht einfach zeichhen, wenn 
man sich die Beziehung zwischen der Ellipse und den imgegebenen 
Kreisen klar macht. Man formt die Gleichung des ersten Kreises

— -f- -~2 — 1 = 0, dann sieht man, daß die vorgelegte Ellipse, 
a2 a£ / \2

? b2

um zu

Уx2
deren Gleichung man schreiben kann — 

homogene Deformation dieses Kreises ist: die Kreisordinate und die 

-- fache Ellipsenordinate sind gleich, der Kreis w ird in der y-Rich-

tung —mal deformiert. Wie die Abb. 148 erkennen läßt, ist dieser 
а

Kreis der Ellipse um- ——

1=0, diea2

schrieben. s/Man kann sich die 
Ellipse auch dadurch aus 
dem umschriebenen Kreis 
mit dem Radius a hervor
gegangen denken, 
man diesen Kreis aus se- 
ner Ebene heraus um die 
X- Achse dreht, bis er die

\Ж—» в —\\// 4/ /
fr

\// \/b / \У4\ v\/ ■daß \/ iI £g_
Q\ /\ / /\ \ /ь i\ \

Neigung — gegen die An- 
a

/ /\ \ /\ /\ //
\ /fangsebene hat und ihn 

auf diese Ebene projiziert. Abb. 148.
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Punkt JS' projiziert sich dann in B, Punkt P' in P, so daß also

QP.QP' = b:a.

In der gleichen Weise geht die Ellipse — -j- ^— 1

' ^ yzweiten Kreis x2 -f- У2 — 62 = 0 oder ^ ~ — 1=0 hervor, indem

man diesen in der x-Richtung --mal homogen deformiert, denn 

diese homogene Transformation deformiert ihn in

Kegelschnitte.232

= 0 aus dem

bV
x —

1==o oder ^ + |ä-“1==0-а
Ъ2 b2

Dieser zweite Kreis ist damit als der der Ellipse eingeschriebene 
Kreis erkannt. [Auch aus ihm kann man sich die Ellipse durch 
Projektion hervorgegangen denken. Nur dreht man diesmal die 
Ebene, auf die projiziert wird, um die y-Achse, bis sie gegen die 
ursprüngliche Lage die Neigung a : b hat. Dann projiziert man alle 
Punkte des* nichtmitgedrehten Kreises vertikal nach oben, so daß 
die Projektionsstrahlen alle senkrecht zum Kreis sind und die ge
drehte Ebene schief treffen. Punkt A" wird nach A projiziert, 
Punkt P" nach P, so daß RP:RP" = a:b, siehe Abb. 148 und 149; 
R ist der Schnittpunkt von PP" mit der y-Achse. Nach dieser Pro
jektion dreht man die Ebene wieder in ihre ursprüngliche Lage 
zurück, womit dann die Kreisprojektion in der Ebene als die unter
suchte Ellipse erscheint.]

Die angegebenen Beziehungen der Ellipse zum umschriebenen 
und eingeschriebenen Kreis gestatten einfache Ellipsenkonstruk
tionen mit Hilfe dieser Kreise. Zunächst einmal, indem man ent
weder alle Ordinaten des umschriebenen Kreises im Verhältnis b : a 
deformiert; hat man einen sogenannten Reduktionszirkel zur Hand, 
so wird die Konstruktion recht einfach. Oder aber man deformiert 
alle Abszissen des eingeschriebenen Kreises im Verhältnis a:b. Beide 
Konstruktionen werden in praktischen Fällen seltener angewandt. 
Mehr dagegen die folgende: Den Ellipsenpunkt P kann man sich 
sowohl aus dem Punkt P' des umschriebenen Kreises, wie auch aus 
dem Punkt P" des eingeschriebenen Kreises durch homogene Defor
mation hervorgegangen denken. Da nun die beiden Kreisradien das 
Verhältnis a : b haben, ebenso auch die Ordinaten der Punkte Pf und P 
und die Abszissen der Punkte P und P", so müssen die beiden 
Punkte P' und P" auf dem nämlichen Radius liegen. Es kann also 
der Ellipsenhalbmesser OP sowohl aus dem Kreishalbmesser OP' des 
umschriebenen Kreises wie aus dem mit OP' zusammenfällenden
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Halbmesser OP" des eingeschriebenen Kreises durch Projektion her
vorgehen. Es läßt sich somit die Ellipse recht einfach konstruieren, 
indem man einen belie
bigen Strahl durch den 
Mittelpunkt der Kreise 
legt und den Schnitt
punkt P' dieses Strahles 
mit dem umschriebenen 
Kreis in der y-Rich
tung projiziert, den 
Schnittpunkt P" mit dem 
eingeschriebenen Kreis 
aber in der æ-Richtung; 
die beiden Projizieren
den schneiden sich im Ellipsenpunkt P.

Analytisch läßt sich diese Konstruktionsvorechrift an Hand der 
Abb. 149 ausdrücken durch

A
F

В

fv Ч

У
У у/

г I
I

Abb. 149.

)х — а cos ср 
у = Ъ sin ф

und liefert damit die Ellipsengleichung in der Parameter
darstellung. Zu jedem Parameter oder Winkel cp des Kreishalb
messers erhält man einen bestimmten Ellipsenpunkt P und weiterhin 
einen bestimmten Ellipsenhalbmesser a sowie Halbmesserwinkel xp. 
Eliminiert man aus der letzten Form der Ellipsengleichung den Para
meter cp mittels der Beziehung cos2 cp sin8 cp — 1, so erhält man

a262.

(a)

wieder die ursprüngliche Form — -j- —1 = 0 oder 62o;2 -|-a2y2=

Der Parameter cp wird zuweilen „exzentrische Anomalie“ genannt.

Beispiel a) Die Ellipse —1

diesen Angaben symmetrisch zur x- und zur у-Achse und hat den 
Nullpunkt als Mittelpunkt. Sie ist einem zum Koordinatensystem 
symmetrischen Rechteck mit den Seiten 2 а — 6 und 26 = 4 ein
geschrieben. Die Ellipse kann man sich aus den beiden Kreisen 
x2 ~b У2 — 9 = 0 und x2 —|— y2 — 4 = 0 hervorgegangen denken ent
weder durch homogene Deformation, [oder, was auf das nämliche 
hinauskommt, durch Projektion dieser Kreise auf eine Ebene, die 
unter der Richtung 2: 3 bzw. 3 : 2 gegen die Kreisebene geneigt ist. 
In einem Fall stehen die Projektionsstrahlen senkrecht zur Projektions
ebene, im andern Fall senkrecht zur Kreisebene]. Am einfachsten 
konstruiert man die Ellipse so, wie oben angegeben und durch 
Abb. 149 angedeutet wurde.

= 0 der Abb. 148 ist nach
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Die für praktische Fälle recht brauchbare Papierstreifen- 
konstruktion (auch Stangenkonstruktion genannt), auf die der

Ellipsenzirkel zurückgeht, benützt 
die beiden Halbachsen a und b, 
das sind die Radien der beiden Hilfs
kreise, in folgender Weise: Man läßt 
die Enden eines Streifens B A von 
der Länge a — b auf den Achsen 
gleiten, so daß A immer auf der a- 
Achse und В immer auf der b-Achse 
bleibt.
Streifens um b liegt der die Ellipse 
erzeugende Punkt P. Jede der einzel
nen Streifenlagen ist durch den Win
kel <p charakterisiert, sonach <p ein Pa- 
erhält man

b У\ ^ >
'S?\ у

Auf der Verlängerung des
в

Abb. 150.

rameter. Für ein beliebiges

x = (a — b) cos cp -{- b cos cp —a cos cp,

das ist die bekannte Parametergleichung der Ellipse. In der Ab
bildung ist auch noch die rein geometrische Erklärung der Papier
streifenkonstruktion angedeutet: Der „Papierstreifen“ В AP ist dem
nach nichts anderes als der unter dem Winkel cp gezogene Kreis
halbmesser, der die beiden Hilfskreise in den Punkten P' und P" 
schneidet.

cp

y — b sin cp,

Die Kenntnis von dem einfachen affinen Zusammenhang zwischen 
der Ellipse und den beiden Hilfskreisen gestattet die Angabe des 
von der Ellipse eingeschlossenen Flächeninhaltes F. Der um
schriebene Kreis hat die Fläche F' — а2 л, die bei der homogenen

Deformation in F — F' — =abn übergeht. Ebenso kann man schließen:

die Fläche F" — b2 л des- eingeschriebenen Kreises geht bei der
homogenen Deformation zur Ellipse

über in F — F" = ab л. Die El- 
b\

4 lipsenfläche ist somit ab л.
Und weiter gestattet dieser 

affine Zusammenhang zwischen der 
Ellipse und den beiden Kreisen 
auch eine einfache Konstruktion 
der Tangente und Normalen in 
einem gegebenen Ellipsenpunkt P. 
Diese Tangente ist als Gerade 
durch zwei unendlich benachbarte

\\
I----- !----- -

\yj
\
\
\
\

у
УУГ

•3*4-- CL+b
Abb. 151.
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Punkte die homogene Deformation der affinen Kreistangente, d. h. 
der Tangente im affinen Kreispunkt P'. Pa für den umschriebenen 
Kreis und die Ellipse die x-Achse Affinitätsachse ist, so schneiden 
sich die Ellipsentangente in P und die affine Kreistangente in P' 
auf der x-Achse, womit dann die Ellipsentangente als Gerade durch 
P und diesen gemeinsamen Schnittpunkt A bestimmt ist. Andrer
seits ist die y -Achse Affinitätsachse für die Ellipse und den ein
geschriebenen Kreis, es schneiden sich daher die Ellipsentangente 
in P und die Tangente im affinen Kreispunkt P" auf der y- Achse, 
so daß die Ellipsentangente wieder durch P und diesen gemeinsamen 
Schnittpunkt В bestimmt ist, siehe Abb. 151.

Die Tangente im Ellipsenpunkte P muß gleichzeitig durch die 
Punkte A und В gehen; diese Tatsache bietet erstens eine Kontrolle 
für die richtige Konstruktion der Tangente; ferner bestimmt sie 
deren Richtung als

tST = ~OA
OB b : sin cp b

(b)— cotgœ. 
aa< cos cp

Die Normale im Ellipsenpunkt P konstruiert man entweder 
als Senkrechte zur Tangente, wenn man diese als bereits gezeichnet 
voraussetzt, oder so wie die Abbildung angibt als Gerade NP, wo N 
der Schnittpunkt des Hilfsstrahles cp und des Kreises um den Null
punkt mit dem Radius aA-b ist. Da die Tangente im Ellipsen

punkt cp die Richtung tgr =---- — cotg cp hat, so ist die Richtung
a

der Normalen im gleichen Punkt

a sin cp 
b cos cp '

Die Richtung tgv wird dargestellt durch die Strecke PN, da diese 
a sin cp als ^-Projektion und b cos cp als ж-Projektion hat.

Das Tangentenpaar von einem Punkt Q aus an die Ellipse 
konstruiert man als das affine Geradenpaar zum Tangentenpaar vom 
affinen Punkt Q' aus an den umschriebenen Kreis.

108. Ausgehend von der gleichseitigen Hyperbel x2 — y2 — a2 = 0 
kann man die Gestalt der allgemeineren

1 a cjtgcp (°)tgv tgr

X2

Hyperbel = 0 (a)

angeben. Man vermutet, daß die neue Kurve in der nämlichen 
Weise aus dieser gleichseitigen Hyperbel hervorgehen wird, wie die 
Ellipse aus dem Kreis, also durch homogene Deformation. In der

Tat, wenn man die gleichseitige Hyperbel schreibt — —9— — 1=0,
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Abb. 152.
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dann kann man die Gleichung der zu untersuchenden Kurve auf sie
■a

?ь.
— 1=0 und da-zurückführen durch die Schreibweise

mit zeigen, daß man die gleichseitige Hyperbel in der y-Richtung

— mal homogen deformieren muß, um die neue Hyperbel zu erhalten. 
а
Nach Nr. 104 ist die Gestalt der gleichseitigen Hyperbel bekannt, 
und somit auch die Gestalt dieser neuen allgemeineren Hyperbel. 
(Man sieht, wie der Kreis ein Spezialfall der Ellipse ist, so ist die 
gleichseitige Hyperbel auch ein Spezialfall der untersuchten Hyperbel. 
Man hat nur a = b zu setzen und es geht die allgemeine Hyperbel 
über in die gleichseitige.)

a2a2

Beide Hyperbeln sind affin und affin gelegen, die x-Achse ist 
Affinitätsachse, also gehen die Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel,

а
= + X über in die Asymptoten der neuen Hyperbel y — 

у . X A , , X2
rr 4- — = 0. Die Hyperbel о а

Asymptoten

= -f* XУ
v“J — 1 = 0 hat sonach dieoder a2 ' b2

e+ie-в-». (b)

das sind zwei Gerade durch den Nullpunkt mit den Richtungen 

4-— und i——, so wie das Abb. 152 zeigt.
d Ci

Beispiel a) Die Hyperbel — — —1 = 0 ist in Abb. 152

e—//У
 i/I-X

///

у

/

X
///

s У
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und 153 zur Darstellung gebracht. Man kann sie entweder als homogene 
Deformation der gleichseitigen Hyperbel konstruieren, und in der 
Abbildung ist das auch zur Anschauung gebracht. Aber das ist um
ständlich. Einfacher wird man ihre Gestalt mit Hilfe der voraus
gegangenen Sätze ermitteln. Zunächst sieht man, daß die Kurve 
symmetrisch ist zu beiden Koordinatenachsen, weil das Vorzeichen 
sowohl von X wie von y belanglos ist. Die Kurve besteht also aus 
vier symmetrischen Ästen, von denen man nur einen zu ermitteln 
braucht. Ferner kennt man von der Hyperbel die beiden Asymptoten. 
Sie haben die Richtung + 6:a, hier + 2:3, sind also die Diagonalen 
eines zum Koordinatensystem symmetrischen Rechteckes mit den 
Seiten 2 a und 2 b. Die allgemeine Gestalt der Hyperbel als Defor
mation der gleichseitigen Hyperbel ist ohnedies bekannt. Man wird 
daher noch einige Punkte rechnerisch ermitteln und kann die Kurve 
dann beliebig genau zeichnerisch darstellen.

\\ ✓s /£ /X\ / /4 / !\\ X
X

/

wp/ /X /X\ /.4 X
X

'Xy// \ \// w// \
\/

'У V/ \ ^x\/ \X/ X \ V* 
\ \ \

/ /// / /
Abb. 153.

X2 y2Man diskutiere die Hyperbel — — — + 1 — 0.

Man geht von der Kurve x2— y2a1 — 0 oder y2 — x2=a2 
aus, die wie die Kurve x2 — y2 — a2 eine gleichseitige Hyperbel sein 
muß; sie geht ja aus dieser direkt durch Vertauschung der Variabein 
x und у hervor, beide Kurven spiegeln sich an der Mediane, siehe 
Nr. 104. Diese gleichseitige Hyperbel geht nun durch homogene Defor
mation in der ^/-Richtung in die zu diskutierende Hyperbel über, aus

(c)

a\2

y2
p + 1 = 0*

Durch die nämliche homogene Deformation ist aus der gleieh-

X2 X2

— --+1=0 wird — — 
а2 1 а2

— 0 oder ä2~а2

\



seitigen Hyperbel ar — y2 — a2 = O die oben besprochene Hyperbel 
z2 y2— p — 1=0 hervor^etrangen. Letztere und die vorliegende Hy

perbel — aus später noch anzugebenden Gründen werden sie kon
jugiert genannt — sind durch die Abb. 153 dargestellt; beide haben 
die nämlichen Asymptoten, denen gegenüber sie „schiefsymmetrisch“ 
liegen. Zu jedem Punkt P der einen Hyperbel findet man einen 
entsprechenden Punkt Q der konjugierten Hyperbel, so wie die Ab
bildung angibt. Die Asymptoten der beiden allgemeinen Hyperbeln 
sind affin zu den Asymptoten der beiden gleichseitigen Hyperbeln 
und gehen aus ihnen ebenfalls durch homogene Deformation hervor. 
Die Strecke PQ wird von der Asymptote halbiert, die Richtung PQ 
ist affin zu der Richtung P'Q' senkrecht zur Mediane.

Beispiel b) Entsprechend dem Beispiel a) ist in Abb. 153 
gewählt а = 3, 6 = 2, so daß die beiden konjugierten Hyperbeln 
heißen

?

ж2 y2 
¥~~ 4 Ï + 1“0-und------1=0

238 Kegelschnitte.

Qu 'll*Man diskutiere die Kurve -f- — -j- 1 = 0.

Die Gleichung ist vom zweiten Grad, die Kurve somit ein 
Kegelschnitt. Da a und 6 als reell vorausgesetzt sind, so kann kein 
reeller Punkt auf dieser Kurve liegen, w'eil in diesem Fall jeder der 
drei Summanden in der Gleichung positiv wäre, die Summe von drei 
positiven Zahlen aber nicht Null sein kann, außer sie sind alle drei 
gleich Null. Die Kurvenpunkte sind sonach alle imaginär, die Kurve 
heißt deswegen „imaginärer Kegelschnitt“ oder wegen ihrer 
Gleichungsform auch „imaginäre Ellipse“.

(d)

Kreis.

109. Als Beispiel für die Gleichung einer Kurve war in Nr. 80 
die Gleichung des Kreises mit dem Radius c um den Mittelpunkt 
M = a Ъ auf gestellt worden und zwar in der Form

(x — af -f (y — 6)2 — c2 = 0,

welche Gleichung man die Normalgleichung des Kreises nennt.
So hat z. B. der Kreis um M = 2 ' 1 mit dem Radius 3, siehe 

Abb. 87, als Gleichung (x—2)2 -j- (y—l)2 — 9 = 0, und umgekehrt
stellt die Gleichung (x— 3)2 -j- (y -j- 2)2---- 4 = 0 einen Kreis mit dem
Radius 2 um den Mittelpunkt 3 j — 2 vor.

Die Gleichung (a) ist vom zweiten Grad in x und y\ es fragt

(a)
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sich nun, unter welcher Bedingung eine beliebige Gleichung zweiten 
Grades in rechtwinkligen Koordinaten x und y.,

A x2 + Bxy + G y2 -j- Dx -J- Ey -f- F — 0,
einen Kreis vorstellt. Offenbar dann und nur dann, wenn diese 
Gleichung sich auf die Normalform (a) oder die mit ihr identische

x* -\- y2 — 2ax — 2 by -f- (a8 -4- b2 — c2) = 0

umformen läßt. Dazu ist notwendig, daß die Koeffizienten A und C 
von x2 und y2 gleich sind und das Glied Bxy verschwindet, d. h. 
der Koeffizient В von xy Null ist. Eine Gleichung von dieser Form,

Ax2 -}- Ay2 + Dx -j- Ey -}- F — 0,

oder wenn man mit A dividiert und D:A—2a, E : A = 2 ß, 
F :A = y setzt,

(b)x2 + У2 + 2 ax Hb 2ßy ~b 7 = °>
die allgemeine Kreisgleichung, läßt sich durch quadratische Er
gänzung der Binome x2-]~2ax bzw. y2 -|- 2ßy leicht auf die Normal
form überführen. Es stellt dann

x2 + У2 + 2 ax + 2ßy у = 0 

x2-\- 2 ax-\-a2 y2 2ßyArß2-\ry — a2— ß2 = 0
oder

oder
(x + «)* + (y + ßf - («■ + - r) = o

einen Kreis um den Mittelpunkt il1 = — a\ — ß mit dem Radius 
c = V«8 +ß2 — y vor.

Beispiel a) Die allgemeine Kreisgleichung x2-\-y2—8a;+4î/=0 
geht durch die quadratische Ergänzung über in die Normalform

x2 — 8 a? —|— 16 — 16 —2/2 —}— 4 г/ —j— 4 — 4 = 0
oder

(*— 4)8 -j- (y -f- 2)2 — 20 = 0,
stellt also einen Kreis mit dem Radius У20 um den Punkt + 4 j — 2 vor.

Aufgabe a) mit d) Man zeichne die durch die Gleichungen
b) a* + y»-4y-f'20==0,
d) 4 x2 + iy2 — 6 ж —{— 8 y —J— -4 0

a) x2 -(- y2 — 8 x -|- 4 = 0, 
c) x2 -|- y2 — 16x — 4y—0,

dargestellten Kreise.
Lösung: Man stellt mit Benützung der quadratischen Ergänzung die 

Normalformen auf
a) (x — 4)2 + y2 — 12 = 0, 
c) (x —8)2-f (y — 2)2 — 68 = 0}

Im letzten Fall hat man vorher mit 4 dividiert. Man sieht dann, daß 
der erste Kreis den Radius + 2 und den Mittelpunkt 4 | 0 hat; der zweite

b) x2 + (y-2)2 + 16 = 0, 
d) (х--£)2 + (Н-1)2-А = 0.
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Kreis hat den Radius — 4» und den Mittelpunkt 0 | 2, ist also imaginär ;
der dritte Kreis hat den Mittelpunkt 8 | 2 und den Radius ^68, der vierte den

Mittelpunkt I' I — 1 und den Radius

Beispiel b) Bei Anwendung von 
schiefwinkligen Koordinaten wird die 

\ Gleichung des Kreises vom Radius c um 
Jx den Mittelpunkt M = a\b, ausgehend 

von der Eigenschaft des erzeugenden 
Punktes P, nämlich MP—c, mit (75d) 
in der Form

1

Py

0,

Abb. 154.

Y(x — a)2 -j- (y — b)2 -f- 2 (x — à) (y — b) cos co — c
oder

Ce)(x — a)2 -j- (y — b)2 -}- 2 (x — a) (y — b) cos œ — c2 = 0 

erhalten; und bei Polarkoordinaten mit (76 a) in der Form

\r2 -\-d2 — 2 rd cos (99 — Ô) — c
oder

(d)r2 -\-d2 — 2 rd cos (99 — <5) — c2 = 0,

wenn P die Polarkoordinaten r 199, M diejenigen d \ ô hat; siehe 
die Abbildung.

Aufgabe e) Der Kreis der Abbildung hat in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem den Mittelpunkt M — 5 | 1 und den Radius c = 2. In 
diesem System wäre seine Gleichung (x — 5)2 -j- (y—l)2 — 4 = 0. Der Über
gang zum schiefwinkligen Koordinatensystem geschieht durch die Formel (78 f) 
x = x' -f- cos w, y — y' sin tu, oder da nach Abbildung œ = 60°, durch 
x — 7! -f- 0,5^, y = 0,5y'^3. Dann wird die Kreisgleichung im neuen System

& -h 0,5^ - 5)2 + (0,5y' y/S-l)2 - 4 = 0.
Zum gleichen Resultat hätte auch Formel (c) geführt. Im neuen System hat 
der Mittelpunkt M die Koordinaten a' = 5 — b' = | yjb. Dann wird die
Kreisgleichung

- 5 +1 V3)8+ (/ - 1 V3)42(x'- 5 + iV3)(^ -|V3)-0,5-4=-0,
die der obigen identisch ist, wie die Ausrechnung zeigen kann.

^ Die vorausgenannte Bedingung, daß die Gleichung zweiten 
Grades einen Kreis vorstellt, ist auch erfüllt für die Gleichungen

(x — a)2 -{y — b)2 -J- c2 = 0 bzw. x2 —J— y2 —}— c2 = 0.

Man bemerkt, daß alle Summanden dieser Gleichungen positiv sind 
und doch als Summe 0 haben sollen. Das ist für reelle Zahlen nur 
möglich, wenn jeder Summand einzeln den Wert 0 hat. Dem wider
spricht aber das Verlangen, daß ein gegebenes c von 0 verschieden 
sein soll. Die aufgestellten Kurven haben also keinen reellen Punkt, 
sie sind imaginär. Deswegen kann man sie aber doch als Kreise

(e)
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ansprechen: man kann ihren Mittelpunkt und ihren Radius angeben, 
im ersten Fall ist der Mittelpunkt a\b und der Radius ic, der 
zweite „Kreis“ hat den Mittelpunkt 01 0 und den Radius ic. Die 
Spezial fälle dieser „Kreise“ sind

(ж— a)2-\-{y— &)2 = 0 bzw. ж2 —|— z/a = 0,
also der imaginäre Radius ic = 0 und damit gleichzeitig reell 

geworden ist. Der Kreis ist zu einem Punkt zusammengeschrumpft, 
zum Mittelpunkt a j 6 bzw. 010. Dieser Kreis mit dem Radius 0 
bildet so den Übergang vom imaginären Kreis zum reellen. Er hat 
einen einzigen reellen Punkt, den Mittelpunkt а | Ъ bzw. 0 j 0.

Man beachte noch, daß obige Gleichungen (f), die jede einen „Kreis 
mit dem Radius 0“ bestimmen, gleichzeitig auch als Gleichungen 
von Geradenpaaren zu betrachten sind, wenn man nämlich zerlegt 
(ж4-iy)-(x — iy) = 0 bzw. [x — a-\-i (y— 6)]-[ж — а — i{yc—6)] = 0. 
Natürlich sind beide Geradenpaare imaginär, konjugiert imaginär, sie 
schneiden sich aber in einem reellen Punkt 0 j 0 bzw. a j 6.

Über diese imaginären Geradenpaare, genannt zirkuläre Geraden
paare — es sei hier nur kurz vermerkt, daß sie „Ausartungen“ oder 
„Degenerationen“ des Kreises sind 
schnitten noch gesprochen werden.

Beispielsweise stellt die Gleichung x2 -\-y2 — 8ж —(— 4«/ -j— 20 == 0 
oder umgeformt (ж — 4)2-j-(у-j--2)2 — 0 einen Kreis mit dem Mittel
punkt 41 — 2 und dem Radius 0 vor; durch diese Gleichung wird 
gleichzeitig dargestellt das Paar von konjugiert imaginären Geraden 
[x — 4 -|- i (y -j- 2)] [ж — 4 — i (y -J— 2)] = 0, die beide den reellen 
Punkt 4 j — 2 gemeinsam haben.

110. Sowohl in der Normalgleichung wie in der allgemeinen 
Gleichung des Kreises treten drei voneinander unabhängige Kon
stante auf. Diese müssen bekannt sein, wenn man einen bestimmten 
Kreis darstellen will. Sind sie unbekannt, so erfordert ihre Ermitt
lung die Aufstellung von drei Bedingungsgleichungen. Ein Kreis 
ist also durch drei Bedingungen bestimmt. Man kann ihm etwa 
vorschreiben, daß er durch drei gegebene Punkte gehen soll, oder 
daß er zwei gegebene Gerade berühren und durch einen gegebenen 
Punkt gehen soll usw. Es gibt also in der Ebene oo3 Kreise. Daß 
mit Angabe des Mittelpunktes dem Kreis zwei Bedingungen vor
geschrieben sind, ist selbstverständlich.

Beispiel: Gesucht ist die Gleichung des Kreises, der durch 
die drei gegebenen Punkte P1=x1\yl, Pn = x2^y2, P3 = x3\ y3 geht.

Die Gleichung dieses Kreises in der allgemeinen Form sei

z2 + y2 + 2 ax -+-2 ßy + у = 0;

(f)

wo

wird später bei den Kegel-

16Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.
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dann werden die drei unbekannten Konstanten ermittelt durch die 
drei Bedingungsgleichungen

xß -4" У* + 2 axi + 2 ßУх + 7 = 0 

X2 "f" У-l H“ 2 aX2 H~ 2 ß У2 ~Ь У — ü 

жз2 H” У г2 + 2 Ctx 3 H-2 ß ya 4- y = °-

Die erste Gleichung gibt an, daß der Punkt Р1=*хл j уг auf 
dem Kreis liegt, entsprechend entstehen die beiden andern. Diese 
drei Gleichungen enthalten die Unbekannten a, ß, у linear, man er
hält also nur eine einzige Lösung für sie, also nur einen Kreis. Man 
könnte diese drei Unbekannten elementar aus den drei Gleichungen 
ermitteln und in die vorausstehende Kreisgleichung einsetzen: das 
wäre aber recht umständlich. Dafür wird man praktischer sagen: 
Die vorausstehende Kreisgleichung und die drei Bedingungsglei
chungen (a) bilden ein zusammengehöriges System für die Größen «, 
ß> 7-
unhomogenen Gleichungen für die drei Unbekannten «, ß, y, es muß 
somit nach (50b) die Determinante dieses zusammengehörigen Glei
chungssystems verschwinden,

Ж2 4-y2
Хх2+У* 2xl 2 Ух 1
X22JrV2 2x2 2У2 1

Хг2 + Уг2 2хз 2 Уз 1
Die Unbekannten in dem Gleichungssystem 

waren «, ß, y, die Gleichungskoeffizienten sind 
aus den festen oder variablen Koordinaten x{, 
y. und x, y gebildet. Die aufgestellte Gleichung 
(b) ist eine Bedingung für den erzeugenden 
Kreispunkt P oder dessen Koordinaten x \ y und 
somit nach (80a) die Gleichung des gesuchten 
Kreises selbst.

Aufgabe a) Man stelle die Gleichung des durch die Punkte Px — 2 | 0, 
P2~ — 2 I 0, = ü ! 4 gehenden Kreises auf.

Lösung: Mit Anwendung der vorausgehenden Formel

(a)

Dieses zusammengehörige System besteht aus vier linearen

2 x 2 у 1

(b)= 0.

ь

<--2

Abb. 155.

x2 ~t~ У2 — 3y— 4 = 0.= 0 oder

Oder elementarer und in diesem speziellen Fall einfacher, indem man von 
der Normalgleichung (x — a)2 -j- (y — b)2 — c2 = 0 ausgeht.

■

05
 rfb- 

^
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Nach Skizze ist a — 0, c2 = b2-(-4, c —j— b = 4; damit wird die Normal
gleichung

(;X— 0)2 — 1,5)2— 2,52 = 0 oder x2 -j- y2— Sy— 4 = 0.
Ein Kreis ist durch drei Bedingungen bestimmt; schreibt man 

ihm nur zwei Bedingungen vor, so bleibt eine der Gleichungskon
stanten unbestimmt, sie wird zu einem Parameter, die Gleichung 
stellt dann oc1 Kreise vor, die ein Kreissystem oder eine Kreis
schar bilden. Die allgemein^ Gleichung einer solchen Kreisschar ist

X2 -j- y2 ~b 2 X ■ u(t) -|- 2 y ■ v(t) -(- w(t) — 0,
wo t als Parameter auf tritt und u, v, го beliebige Funktionen dieses 
Parameters sind. Über ein spezielles Kreissystem, das Kreisbüschel, 
sehe man weiter unten.

Aufgabe b) Man suche den Kreis vom Radius 2, der durch die Punkte
1 I 0 und 0 I 1 geht.

Lösung: Normalgleichung (x — a)2 -f- (y— b)2 — 4 = 0; eine Skizze läßt 
sehen, daß b — a. Punkt 1 j 0 genügt der Gleichung und liefert

а = 0,5 + 0,5 д/7 = b.
Aufgabe c) Man suche den Kreis vom Radius 3, der durch den Punkt

2 I 0 geht und die x-Achse berührt.
Lösung:’Man zeichne Skizze; man erhält zwei Kreise

(x — 2)2 -f- (y + 3)2 — 9 = 0.
Aufgabe d) Gesucht ist die Gleichung aller Kreise, die gleichzeitig die 

x- und i/-Achse berühren.
Lösung: In jedem Quadrant liegt ein Kreissystem; Normalgleichung 

(:x — o)2 -f- (y — 6)2 — c2 = 0 ; eine Skizze zeigt a — + c, b — + c. In der Glei
chung der Kreissysteme tritt dann c als Parameter auf,

(* + c)2-f (2/ + C)2 — c2 = 0.

111. Der analytische Aufbau der Kreisgleichungen läßt recht 
oft unmittelbar die Haupteigenschaften der zugehörigen Kreise ab
lesen. So stellt

y2, -j- 2 ax-j- 2 ßy — 0 

einen Kreis durch den Nullpunkt vor;
X2

xiJry2Jr 2ßy-\ry = 0
einen Kreis symmetrisch zur y-Achse, d. h. mit dem Mittelpunkt auf 
der y-Achse (das' Vorzeichen von x ist belanglos);

x2-|-?/2-J-2ax-f-y = 0
einen Kreis symmetrisch zur x-Achse, d. h. mit dem Mittelpunkt auf 
der x-Achse (das Vorzeichen von y ist belanglos);

Za -\-yiJr 2ßy = 0
einen Kreis, der die x-Achse im Nullpunkt berührt (er ist symme
trisch zur 2/-Achse und geht durch den Nullpunkt);

16*



Kegelschnitte.244

X2 -f- y2 -j- 2 ax = 0
einen Kreis, der die y-Achse im Nullpunkt berührt (er ist symme
trisch zur X-Achse und geht durch den Nullpunkt);

x2 -f У2 + У = 0
einen Kreis um den Nullpunkt;

x2-\-y2 = Q

einen Kreis um den Nullpunkt und durch den Nullpunkt;

L2ax-\-2ßy -\-y = 0

einen Kreis mit unendlich großem Radius, d. i. eine Gerade. Weiter 
unten wird ein solcher Kreis, die Potenzlinie, noch eingehender be
handelt werden. An dieser Stelle soll nur noch die Frage beant
wortet werden, mit welchem Recht man eine Geradengleichung als 
eine Kurvengleichung zweiten Grades betrachten kann, oder genauer 
als einen Spezialfall einer Kurvengleichung zweiten Gerades. Es sei 
erinnert an das, was in Nr. 54 über die lineare Gleichung als Spezial
fall der quadratischen Gleichung gesagt wurde. Entsprechend findet 
man hier, daß die Kurve zweiter Ordnung

Ax2 -(- Bxy -(- Cy2 -f- Dx -f- Ey -)- V = 0

für den Fall .<4=0, В = 0, <7 = 0 übergeht in eine Gerade, die in 
diesem Fall somit als ein spezieller Kegelschnitt zu betrachten ist.

Aufgabe a) Von einem Dreieck sind zwei Ecken A und В fest, die dritte 
C soll sich so bewegen, daß die Summe der Quadrate der variablen Dreiecks

seiten gleich ist dem Я-fachen Quadrat der festen Dreiecks
seite. Welche Kurve erzeugt C?

Lösung: Die Gleichung des erzeugten Ortes für C 
ist b2 -f- a2 — Я • c2, oder in rechtwinkligen Koordinaten, 
wenn man A als Nullpunkt und А В in Richtung von А 
nach В als æ-Achse wählt,

£

by

4 [*8 + У2) + [(* _ c)2 + 2/a] = ^2№
oderAbb. 156.

*2 4* y2 —cx +1 c2 (i — *) == 0,
das ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt auf der Grundlinie А В.

Kontrolle: Für die Annahme Я = 1 muß AB Durchmesser des Kreises 
werden, dieser also seinen Mittelpunkt. M in der Mitte von А В haben, was 
auch zutrifft : x2 -f- y2 — cx — 0.

Aufgabe b) Die Ecke C des Dreieckes des vorigen Beispiels soll sich so 
bewegen, daß die variablen Dreiecksseiten ein konstantes Verhältnis bilden, 
Welchen Ort bildet (7?

Lösung: Die Gleichung der durch C erzeugten Kurve ist b:a = e, oder 
bei der Wahl des gleichen Koordinatensystems wie vorher:

\!x2 -F y2 = S y/(x — c)a y2,
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welche Gleichung nach Quadrierung und gehöriger Zusammenfassung zu

*2 + У* + 2cxYZL'ë* ~ °2 ^ °

wird, also zur Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt auf der Grund
linie А В.

112. Als Kurve zweiter Ordnung wird der Kreis (x — a)2 -j- 
(у — Ъ)2 — c2 == 0 von einer Geraden in zwei Punkten geschnitten. 
Wir wollen einen Augenblick annehmen, daß diese beiden Punkte 
P und P2 reell sind, dann sind ihre Koordinaten an Hand der Ab
bildung unschwer zu ermitteln, wenn man mit Vektoren rechnet. 
Der Abstand d des Kreismittelpunktes M — a j b von der Geraden 
ist als bekannt vorausgesetzt oder kann nach (88 a) bzw. (88 b) er
mittelt werden. Man beachte den Richtungssinn des Vektors b, der
entsprechend der Festsetzung in Nr. 88 angegeben ist. Der Zahlen
wert des Vektors g ist g — 'Vc2 — d2, wenn c der Radius. Dann sind 
die beiden Vektoren vom Nullpunkt zu den Schnittpunkten I\ und 
P2 bestimmt durch

(a)ti,2 = t0 — b±9-

das obere Vorzeichen für P15 das untere für P2 gilt. Den Über
gang zur analytischen Darstellung erhält man durch „Projektion“ 
dieser Gleichung auf die beiden Grundrichtungen,

wo

xl 2=a — d cos a + g sin «, 
î/)|2 = Ъ — d sin a^Ç-ç cos a.

wo wieder das obere Vorzeichen 
dem Schnittpunkt P1? das untere 
P2 angehört.

Ist die Gleichung der Geraden 
in der Normalform

x cos a -j- y sin a — p — 0 

gegeben, so ist

d = a cos a b sin a — p \

(b)

U>л У
M,

о ж

Abb. 157.

im Fall der Darstellung der Geraden durch die allgemeine Gleichung 
Az -|- By -f- C = 0 wird

Aa vBb -~-C
— ±Va2 + b2

Die Größen a, b, c, d sind alle reell, imaginär kann nur 

g = Vc2 — J2

werden. Das wird natürlich dann der Fall sein, wenn der Abstand

(c)
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d des Kreismittelpunktes von der Geraden größer ist als der Kreis
radius c. In diesem Fall gelten die vorausgehenden Formeln genau 
so, wie wenn g reell ist, denn der Gedankengang der Entwicklung 
bleibt der nämliche, wenn man über die Realität der Schnittpunkte 
überhaupt keine Voraussetzung macht. Für den Fall <7 = 0, d. h. 
wenn die Gerade den Kreis berührt, gibt die Formel (b) den dop
pelt zu zählenden Schnittpunkt a — d cos a b — d sin a an.

Beispiel: Gesucht sind die Schnittpunkte der Geraden 16 ж ) 
12 у—69 = 0 mit dem Kreis (x—2)2 -{- (y—l)2—1,5* = 0, siehe 
Abbildung.

Man bringt die Gerade auf die Normalform

16« -f-12 у— 69 
Vlö2 4- 122

Hier ist a = 2, 6 = 1, c = l,5, p = 3,45, cos « = 0,8, sin а = 0,6 
und somit d — — 1,25, <7 = Vl,52—1,252 = 0,83. Damit wird

xlf2 == 2 -f 1,25 • 0,8 + 0,83 • 0,6 = 3 + 0,498 

yl>2 = 1 -f 1,25 • 0,6 Х 0,83 • 0,8 = 1,75 =j= 0,664

x -.0,8 -{- у • 0,6 — 3,45 = 0.oder— = 0

oder
Px = 3,498 I 1,086, P2 = 2,502 | *2,414.

Aufgabe a) Man ermittle die Schnittpunkte der Geraden 3 a: — 4 у — 
15 = 0 mit dem Kreis x2 -j-- yz — 4 яг —J— 2 у — 4 = 0.

Lösung: Hier ist а = 2, b — — 1, c = 3, cos а —0,6, sina — — 0,8, 
— 1, g = 2 y/2. P1 = 0,35 I — 3,50, P2 = 4,85 | — 0,10.

Aufgabe b) und c): Man ermittle die Schnittpunkte des Kreises der 
vorigen Aufgabe mit der Geraden]

b) 3 x — 4 y — 25 = 0,
Lösung: Es ändert sich gegenüber der vorigen Aufgabe

b) p = 5, d = — 3, g = 0, Px = 3,8 ] — 3,4,
c) p = 7, = — 5, g — U, Px — b — 3,2 i j — 5 — 2,4i,

P2 = 5 -f 3,2 i i — 5 -f 2,4 i.

p = 3, d

c) 3 a: — 4 y — 35 = 0.

P2 = 3,8 I — 3,4.

^ Die Schnittpunkte des Kreises (x — «)2 -j~ (y — b f — c2 = 0 mit 
der unendlich fernen Geraden sind natürlich beide imaginär, was ja 
auch mit der Formel (b) übereinstimmt, wenn man dort d unendlich 
groß wählt. Für diesen Wert wird g = di, weil c2 gegenüber d2 
verschwindet, und obige Formel erhält die Form

Xit г = — d cos « + г d sin « = — d (cos « ql i sin «)
У 1,2 = — d sin « jI id cos « = — d (sin a +1 cos «)

da auch noch a und b gegenüber d — со verschwinden. Es werden 
also die Koordinaten dieser unendlich fernen Schnittpunkte voll

(d)
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ständig unabhängig von den Zahlenwerten a, b, c, d. h. die unend
lich ferne Gerade schneidet jeden Kreis der Ebene im nämlichen 
Punktpaar; man nennt diese beiden Punkte die unendlich fernen 
Kreispunkte.

113. Als Richtung einer Kurve an der untersuchten Stelle 
ist die Richtung der Tangente in diesem Punkt definiert. Von Aus
nahmefällen abgesehen, die später zu behandeln sind, wechselt die 
Richtung einer krummen Kurve kontinuierlich von Punkt zu Punkt. Ein 
beliebtes allgemeines Verfahren, um die Richtung einer Kurve an einer 
beliebigen Stelle P0 zu erfahren, besteht darin, daß man eine Sekante 
durch den Punkt P0 und einen weiteren Punkt Рг legt und deren 
Gleichung dann anschreibt für den speziellen Fall, daß P0 mit Px 
zusammenfällt. Indes ist für den Kreis x2-\-y2 — c2 = 0 die Tan
gente an der Stelle P0 einfacher aufzufinden. Entweder indem man 
überlegt: Von der Tangente kennt man einen Punkt P0 und die

Richtung tg r =-------, da ja die Tangente in P0 senkrecht steht
У о

zum Radius MP0 mit der Richtung y0:xQ.
Oder man sagt: Das Lot vom Nullpunkt 
auf die Gerade hat die Größe c und den 
Neigungswinkel y, von welch letzterem gilt

y0 = csmy.

А
:
/

---------------

уxQ — c cos у,
0Damit geht die Gleichung der Kreistangente 

X cos у у sin у — c — 0

l -£
Abb. 158.

über in
(a)хХо^ГУУо — c2 = 0.

Naturgemäß ist die letztere Entwicklung nur für den Fall anwendbar, 
daß der Kreismittelpunkt zum Nullpunkt gemacht wird.

An der Stelle P0 des Kreises mit beliebigem Mittelpunkt

(X — a)2 -f- (y — b)2 — c2 = 0

hat der Radius M P0, siehe Abbildung, die Richtung (y0 — b) : (ж0 — а),
x0 — a

und somit die Kreistangente in P0 die Richtung tgr
Уо — Ь'

Dann ist nach (84d) ihre Gleichung

У — Уо=в*8т,(*-*о)
oder

(b)(x — x0)(x0 — a) -f (y — y0)(y0 — b) = 0.

Wenn man noch berücksichtigt, daß für den Punkt P0 — x0 \ y0 gilt

(x0 — a)2 + (y0 — bf — c2 = 0.



Kegelschnitte.248

dann kann man die Gleichung der Kreistangente im Punkt P0 noch 
umformen zu

{x — a)(x0 — a) -j- (y — b)(y0 — b) — c2 = 0,

aus welcher für den Fall a = 0 = 6 wieder die Gleichung (a) her
vorgeht.

(c)

Beispiel: Beim Kreis der Abb. 158 ist a =1,5, 6=2,5, 
c = 2, also seine Gleichung (x — 1,5)2 -f- (y — 2,5)2 — 4 = 0. Der 
Punkt P0= 2,5 I 2,5 -J- V3 genügt dieser Gleichung, liegt also auf 
dem Kreis. In ihm ist die Tangente durch die Gleichung

(x— 1,5)(2,5 — 1,5) + (y— 2,5)(2,5 -f У? — 2,5) — 4 = 0
oder

x + yV 3 — (1,5 + 2,5 Уз) = 0
dargestellt.

Aufgabe: Die Gerade 4x-\- Sy -f- 3 = 0 ist Tangente an den Kreis 
(x — 4)2 -\-(y — 2)2 — 25 = 0. Gesucht ist der Berührpunkt P0.

Lösung: Die Tangente im Punkt P0 hat die Gleichung (x — 4)(x0 — 4) 
-f- (y — 2)(y0 — 2) — 25 = 0 und muß auf die Form der gegebenen Geradengleichung 
zu bringen sein. Man ordnet x(x0 — 4) -j- y(y0 — 2) — [4 (a;0 — 4) —2 (y0 — 2) -j- 25] 
= 0 und vergleicht (æ0 — 4): (y0— 2) : — [ ] = 4:3:3 oder mit Einführung eines 
Proportionalitätsfaktors

x0 4 = 4p, y0 — 2 = Зр, 4(x0 4) —j— 2(y0 — 2) —(- 25 = — 3p,
woraus man P0 — 0 | — 1 gewinnt.

114. Gegeben sei der Kreis

K = {x — a)2 -j- (y — Ъ)2 — c2 — 0,
wo also К ein Symbol, eine Abkürzung für die linke Gleichungsseite 
ist, so daß man in Zukunft sprechen und schreiben kann: Kreis
gleichung K = 0 statt: Kreisgleichung (x — a)2(y— b)2 — c2 = 0. 
Gegeben sei ferner ein Punkt P0 — x0 y0, zunächst außerhalb des 
Kreises gelegen. Man legt durch diesen Punkt eine beliebige Sekante, 
die den Kreis in zwei nicht zusammenfallenden Punkten und Q2 
schneiden soll. Das Produkt P0Qx ■ P0Q2 der beiden Sekantenabschnitte 
nennt man die Potenz des Punktes P0 bezüglich des gegebenen 
Kreises (oder: für den gegebenen Kreis) und beweist, daß dieses 
Produkt einen von der Richtung der Sekante unabhängigen Wert hat.

Macht man nämlich den Punkt P0 zum Nullpunkt eines Polar
koordinatensystems, so ist nach (109d) der Radiusvektor r zu einem 
Kreispunkt P gegeben durch r2 — 2re cos {ap — <5) -f- (e2 — c2) = 0. 
Für jeden beliebigen Polarwinkel <p erhält man zwei Sekanten
abschnitte oder Radien Vektoren гг und r2, die man als Unbekannte 
aus der angegebenen Gleichung für r ermitteln könnte. Hier inter
essiert nur deren Produkt rxr2, das nach (53 b) den Wert e2 — c2



haben muß; e ist die Entfernung des betrachteten Punktes P0 vom 
Kreismittelpunkt, siehe Abb. 159. Dann wird

rir2 = e2 — c2 = (a?0 — a)2 -f (y0 — b)2 — c2.
Dieses Produkt r1r2 oder mit dem neuen Namen diese Potenz wird 
gleich t2, wenn t = P0T die Tangentialentfernung des Punktes P0 

gegen den vorliegenden Kreis ist, d. h. 
das Tangentenstück von P0 bis zum Be
rührungspunkt T auf dem Kreis; denn 
wenn die Sekante zur Tangente wird, 
werden die Sekantenabschnitte rx =ra = t.
Die Potenz des Punktes P0 ist sonach 
gleich dem Quadrat seiner Tangential- 
entferilung. Liegt P0 außerhalb des Krei
ses, so ist seine Potenz positiv, seine 
Tangentialentfernung reell, liegt er auf 
dem Kreis, so wird seine Potenz wie auch seine Tangentialentfer
nung Null, liegt er innerhalb des Kreises, so wird die Potenz ne
gativ und die Tangentialentfernung imaginär.

Somit ist die Potenz des Punktes P0

«• = (*0_a)* + (yc —b)*-c*
und damit die Tangentialentfernung dieses Punktes

(a)

Ay
t\N. T

e;
0

Qi
Abb. 159.

t = V{x0 — af + (y0 — bf— c2. (b)

Ein Punkt 2 I 1 etwa hat die Potenz (2—a)2 -f- (1—b)2 — c2, der 
Nullpunkt О I 0 die Potenz a2 -\-b2 — c2 oder у bei der allgemeinen 
Kreisgleichung, vom Kreismittelpunkt M = a | b ist sie — c2, von 
einem ganz beliebigen Punkt x\ y, der aber kein Kreispunkt zu sein 
braucht, ist sie

(°)K = (x — af + (y — bf — c2.

Man erkennt sonach die geometrische Deutung des für die rechte 
Kreisgleichungsseite eingeführten Symbols К: es ist die Potenz eines 
beliebigen Punktes P—x у für den gegebenen Kreis К = 0. Dieser 
Punkt P=x\y liegt natürlich im allgemeinen nicht auf dem Kreis 
— wir hätten für ihn ebensogut schreiben können P0 — x0 | y0. Wenn 
er aber auf dem Kreis liegt, dann gilt für ihnK = 0, d. h. er muß 
dann die Kreisgleichung erfüllen.

Das Symbol К wird auch als Abkürzung für die rechte Seite 
der allgemeinen Kreisgleichung x2y22<xx-\-2ßyу = 0 ge
nommen. Diese Gleichung unterscheidet sich von der Normalgleichung 
nur durch eine Umformung in sich selbst; bei den Geradengleichungen 
ist das anders, dort geht die Normalgleichung N — 0 aus der all

Kreis. 249
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gemeinen Gleichung G = 0 durch Multiplikation mit einem Faktor 
hervor, es ist also das Symbol N ein Vielfaches des Symboles G. 
Wollte man für die linke Seite der allgemeinen Kreisgleichung ein 
neues Symbol einführen, etwa L, so würde sich K~L ergeben, 
vorausgesetzt natürlich, daß die Glieder x2 und y2 den Koeffizienten 1 

haben.
Es kann daher in den folgenden Zeilen für die linke Seite 

ebensowohl der Normalgleichung wie der allgemeinen Gleichung des 
Kreises als Abkürzung das Symbol К gesetzt werden.

Durch den Kreis K = 0 wird die ganze Ebene in zwei Gebiete 
getrennt: das eine innerhalb des Kreises K = 0; für alle Punkte 
dieses Gebietes ist К 0 oder t imaginär; das andere Gebiet um
faßt alle Punkte außerhalb des Kreises, für sie ist К 0 und somit 
t reell; der Kreis selbst ist die Grenze beider Gebiete, für ihn ist 
also K — 0 und t — 0.

Beispiel: Im Fall der Abbildung ist die Kreisgleichung 
(x—3)2-f- (y—l)2 — 4 = 0, Punkt P0 = —2 [4 hat die Potenz 
(— 2 — 3)2 -j— (4 — l)2 — 4 = 30 und die Tangentialentfernung 
t — V‘ó0 = 5,477. Auf der Sekanten durch den Mittelpunkt werden 
die Stücke Р0Ал—е— c und P0A2 — e-\-c qBgeschnitten, deren 
Produkt (e — c) (e -j- c) = e2 — c2 — t2 wieder die Potenz des Punktes P0 

für den gegebenen Kreis ist.
Aufgabe: Gesucht ist der geometrische Ort der Punkte, von denen aus 

das Tangentenstück an den Kreis K^E.x2-\-y2 — 4x=0 die konstante 
Lange 4 hat?

Lösung: Von diesen Punkten gilt <2 = 16 oder К — 16 oder x2 -j- yz 
— 4x—16 = 0, sie bilden demnach selbst wieder einen Kreis.

115. Neben der Potenz x\-\-y\ — c2 = 0 des Punktes P0 — x0\ y0 
für den Kreis x2 -(- y2 — c2 = 0 tritt noch öfter auf der Ausdruck

Q = xx0-\-yy0 — c2,

nach dessen geometrischer Bedeutung ebenfalls gefragt ist. Falls 
P0 ein Kreispunkt ist, stellt Q = 0 die Tangente in diesem Punkt P0 

an den Kreis dar, siehe Nr. 113. Welche Beziehung aber stellt die 
Gerade Q = 0 und das Symbol Q zwischen dem gegebenen Kreis 
x2 ~\~У2 — c2 = 0 und dem gegebenen Punkt P0 her, wenn letzterer 
nicht auf dem Kreis liegt?

Zunächst ist ersichtlich, daß die Gerade Q — 0 auf dem Radius-
Уо-, dievektor OP0 senkrecht steht, denn dieser hat die Richtung
xo

Gerade Q — 0 aber die Richtung — — ; bringt man die Gerade 0 = 0
Уо

auf die Normalform



so erhält man c2:r0 als Abstand der Geraden Q — 0 vom Nullpunkt; 
damit ist aber, siehe Abb. 160, die Gerade Q = 0 als diejenige Ge
rade erwiesen, die durch 
die Berührpunkte der von 
P0 aus an den Kreis ge
legten Tangenten geht.
Denn die Kathete c des 
Dreiecks M Bl P0 muß das 
geometrische Mittel aus 
der Hypotenuse r0 und 
dem anliegenden Hypote
nusenabschnitt sein, letzte
rer also c2 : rQ. Diese Ge
rade

Q~xx0+yy0—c2 = 0 (a)
nennen wir die Polare 
des Punktes P0 für den 
Kreis X2 -j~ y2 — c2 = 0. (Die allgemeine Definition der Polaren eines 
Punktes für einen gegebenen Kegelschnitt siehe später.) Umgekehrt 
nennt man den Punkt P0 den Pol der Geraden Q = 0 für den 
gegebenen Kreis. Durch die vorausgehende Definition ist jedem 
Punkt P0 der Ebene eine ganz bestimmte Polare bezüglich des ge
gebenen Kreises zugeordnet (also für jeden andern Kreis eine andere 
Polare), und umgekehrt auch jeder Geraden ein ganz bestimmter 
Pol bezüglich des gegebenen Kreises.

A.
%4 444ч ~'£m

•4
€

x s4N

4X \% \чч

V
Abb. 160.

Beispiel a) Im Fall der Abbildung ist c= 2, P0 = 4j— 3, 
also r0 — 5, Der Kreis hat die Gleichung x2 Ą-y2 —; 4 = 0, für einen 
beliebigen Punkt P0 heißt die Polare bezüglich des gegebenen Kreises 
xx0-\-yy0 — 4 = 0, für den speziellen Punkt P0 = 4| — 3 ist sie 
also 4x — 3y — 4 = 0.

Liegt der Punkt P0 außerhalb des gegebenen Kreises, so schneidet 
seine Polare den Kreis in zwei reellen Punkten; liegt P0 auf dem 
Kreis selbst, so wird aus der Polaren die Tangente in P0; rückt also 
P0 gegen den Kreis, so rückt ihm die Polare entgegen. Liegt P0 

innerhalb des Kreises, dann schneidet die Polare den Kreis in zwei
imaginären Punkten — das sind eben die Berührungspunkte der vom 
Punkt P0 aus an den Kreis gezogenen, ebenfalls imaginären Tangenten. 
Kommt schließlich P0 in den Mittelpunkt M = 010 des Kreises zu liegen, 
so wird die Polare

0 4- 0 — c2 = 0.

Kreis. 251

sSq-ЬуУо — c2 = 0

VK + y\
XX0 ~\~УУо g2 _ Q ^oder

k /
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d. i. die unendlich ferne Gerade. Also: Bezüglich eines gegebenen 
Kreises ist die Polare des Kreismittelpunktes die unendlich ferne 
Gerade; der Pol der unendlich fernen Geraden bezüglich eines ge
gebenen Kreises ist der Mittelpunkt dieses Kreises.

Um für eine gegebene Gerade Ax-\- By Ą-C = 0 den Pol 
P0 = x0 y0 bezüglich eines gegebenen Kreises x2 -|-y2 — c2 = 0 zu 
finden, überlegt man, daß die Gerade Ax -j- By -f- C= 0 und die 
Polare dieses Punktes, xx0 -j- yya — c2 = 0, identisch sein müssen, 
woraus sich

я0 : y0 ■ — c2 — A: B:C
oder

ВА
Уо = — с*ъ~x0 = — c2^ (b)C ’ G

als Koordinaten des gesuchten Poles P0 ergeben.
Beispiel b) Sucht man zur Geraden B1B2 der Abbildung mit 

der Gleichung 4x—3 y — 4 = 0 den Pol, so muß dieser natürlich 
mit dem Punkt P0 dieser Abbildung zusammenfallen, was die voraus
gehende Formel für A = 4, В — — 3,(7 = — 4, c = 2 mit x0 = -j- 4, 
y0 = — 3 bestätigt.

Aufgabe a): Die Gerade ж=3 schneidet den Kreis z2-j- y2 = 4 in zwei 
imaginären Punkten Px und P2. Man suche die Gleichung der natürlich gleich
falls imaginären Tangenten in diesen Punkten und dann deren Schnittpunkt P0, 
der reell ist. In welcher Beziehung steht P0 zu der Geraden x — 3 ?

Lösung: Es ist Рг — 3 | i ^5, P2 = 3 | — iyjb. Die Tangentengleichungen 
sind 3x-\- у-i^b — 4- und 3x — у-iyjb — 4, die sich beide im reellen Punkt 
P0 = 4 I 0 schneiden. Zu diesem Punkt P0 ist die gegebene Gerade die Polare, 
s * -f- 0 • у = 4 oder x — 3, was zu erwarten war.

’fc 116. Zu dem gegebenen Kreis x2-\-y2 — c2 = 0 sollen die beiden 
parallelen Tangenten von gegebener Richtung tgr = A gesucht 
werden. Man überlegt: Die beiden Tangenten haben vom Null
punkt den Abstand c, also ist ihre Gleichung

x cos a-j-t/sinu — c = 0,.
wobei zwischen den Winkeln a und r, siehe Abb. 160, die Beziehung 

а — T — also cos« = sinr, sincc = — cost

oder wegen tgr = A
Я 1

sin а — —cos а =
±Vl -f A2’ + Vl -f- A2

besteht. Damit wird die Gleichung des Tangentenpaares 

Ix — î/Ipcl/ï -j- A2= 0 

y — Xx+ c V1 -f- A2.oder (a)
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Wünscht man das Tangentenpaar mit vorgeschriebener Richtung 
tg r = Я an den beliebig gelegenen Kreis (x — df -)- (y — Vf — c2 = 0 
gelegt, so wird man am einfachsten das Koordinatensystem ver
schieben, bis der Kreismittelpunkt Nullpunkt wird. Der Übergang 
zu diesem neuen System geschieht durch die Formel x — x' -j- a, 
у== yf —j— b. Im neuen System hat dann der Kreis die Gleichung 
x'2-\-y'2 — c2 = 0 und nach der eben durchgeführten Rechnung das 
gesuchte Geradenpaar die Gleichung у —Xx'-j-c^1 -|- A2. Geht man 
wieder zurück zum ursprünglichen Koordinatensystem, so lautet in 
diesem die Gleichung des gesuchten Geradenpaares

у = kx —f— (6 — Xd) +c VÏ -Ą- X2.

Vom Punkt P0 = x01 y0 aus soll an den gegebenen Kreis 
x2-j-y? — c2 = 0 das Tangentenpaar gelegt werden. Man überlegt:

Der Berührpunkt der von P0 aus gezogenen Tangente sei 
B1 = x1\y1, siehe Abb. 160; dann ist xx1-\-yy1—c2 = 0 nach (113a) 
die gesuchte Tangente. Für die Koordinaten xx \ yx des unbekannten 
Berührpunktes Bx hat man die Gleichungen

xi2-\-yi2 — c2 = 0 und x0xx-\- y0y1—c2 = 0,
da einerseits Bl auf dem gegebenen Kreis x2 -\-y2 — c2 = 0 liegen 
muß, andererseits P0 auf der Tangente in J5r

Aus beiden Gleichungen kann man xx und yx ermitteln zu

c2y0 + cx0 \ x2 H- уQ2 — с2 

< + У о2
wo entweder die beiden oberen oder die beiden unteren Vorzeichen 
zusammengehören. Diese Werte für xx und yx hat man in die obige 
Gleichung einzusetzen, um das gesuchte Geradenpaar zu erhalten. 
Man hat natürlich für jedes der beiden Punktpaare xl\y1 eine 
Tangente und damit ein Tangentenpaar. Dessen Gleichung ist

С К (x — xo) -\~Уо(У — 2/o)] ±(хУо— хоУ) V«o2 + У о2 — С2 = 0. (с)
Als Kontrolle hat man : Liegt der Punkt P0 = æ0 ! y0 auf dem Kreis 
selbst, dann fallen die beiden Geraden des Paares zusammen; wegen 
x 2 -f- y 2 — c2 erhält man

(b)

С2Ж0 + СУо Vx2 -\- у 2 — c2
*1 = У i =x2 + У 2

C \x0 ix — xo) + Уо (y — 2/o)3 ± 0 = 0
oder umgeformt xx0 yy0 — c2 = 0, welche Gerade in diesem Falle 
doppelt zu zählen ist.

Beispiel a) In Abb. 160 ist das vom Punkt P0 = 4|—3 an 
den Kreis gelegte Tangentenpaar

2 [4 (x — 4) — 3 (y -f 3)] + (— Sx — 4 y) Vl6+ 9 —4 = 0
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oder
я? (8 + 3 V2l) — y (6 + 4 V2l) — 50 = 0.

Beispiel b) Vom Punkt Po = ^j0 aus lege man an den Kreis 
x2 ~h У2 — 4 das Tangentenpaar.

Hier ist c= 2, x0 — |, y0 — 0; Gleichung (c) geht damit über in

(°-^)Vt+o-4=o+2

oder
3 x + i у Vö — 4 = 0,

das ist das gleiche Geradenpaar wie das in Aufgabe. 115a) errechnete. 
117. Gegeben sind zwei Kreise durch die Normalgleichungen

K1==(x — ax)2 -\-(y — 6X)2 — c2 = 0 

K2 = (x — a9f -f {у — Ъ2)2 — c22 = ö, 
oder wenn man diese für den späteren Gebrauch umformt, 

K1 = x2-\-y2 — 2a1x— 2b1y-\-y1 = 0 

K2 = x2 -\-y2 — 2a2x—2Ьву + У2 = °-
Die Kreise haben die Mittelpunkte Jf1 = o1|'&1 und M2 — a2 b2 
und die Radien cx = \a2 -j- &x2— /x und c2 = Va22 + V — Yt-

Die Gerade durch die beiden Mittelpunkte heißt Zentrale der 
beiden Kreise, ihre Gleichung ist

(a)(У — Ъг) (a2 — ax) = (ж— ax) (ö2 — 6X).
Die Entfernung der beiden Mittelpunkte, der Zentralabstand, ist

d = V(a2-«,)• +(4,-6,)ä.
^ Zwrei Kreise schneiden sich entweder in zwei reellen oder in 

zwei imaginären Punkten; der Übergang von einem dieser Fälle
zum andern ist der, daß sie 
sich berühren, oder in ande
rer Ausdrucksweise, daß sie 
sich in zwei zusammenfallen
den Punkten schneiden. Ist 
der Zentralabstand d +> cx + c2, 
so schließen sie sich gegen
seitig aus und schneiden sich 
imaginär; ist d = cx-j-c2, so 
berühren sie sich von außen; 
ist cx -j- c2 )> d +> cx — c2, wo 
cx als der größere Radius an-

(b)

Mt

\Y
\

Abb. 161.
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genommen wird, so schneiden sie sich in zwei reellen und von
einander verschiedenen Punkten; ist d = cx— c2, so berühren sich 
beide Kreise von innen ; ist d cx — c2, so liegt der eine Kreis ganz 
innerhalb des andern, die Schnittpunkte sind wieder imaginär.

Unabhängig, ob die Schnittpunkte reell oder imaginär sind, 
lassen sich ihre Koordinaten ermitteln als Wurzelpaare der eingangs 
dieser Nummer angeschriebenen Gleichungspaare.

Anmerkung. In einem späteren Teile beweist die Algebra den Satz: 
Eine Gleichung m-ten Grades in x und у hat mit einer Gleichung n-ten Grades 
in x und у zusammen mn Wertpaare als Wurzeln. Und die Geometrie leitet 
daraus den Satz ab: Eine Kurve m-ter Ordnung und eine solche и-ter Ordnung 
schneiden sich in mn Punkten. Danach müßten sich zwei Kreise in 2-2 oder 
4 Punkten schneiden. In der Tat trifft dies zu: zwei dieser vier Punkte sind 
immer imaginär, es sind dies die sog. unendlich fernen Kreispunkte, die Schnitt
punkte der unendlich fernen Geraden mit jedem Kreis. Die übrigen beiden 
Punkte können reell oder imaginär sein.

Der Spezialfall der Berührung der Kreise ist gekennzeichnet 
durch die Formel

c£ = c1 + c2 oder (a2 — a1)2--(b2 — bx)2 == (q + c2)2.

Wenn die beiden Kreise sich rechtwinklig schneiden, so 
bilden die beiden Radien mit dem Zentralabstand d ein rechtwink
liges Dreieck, so daß in diesem Fall

d2 = c2 -f c22 oder (a2 — ax)2 -f (b2 — 6J8 = c 2 c22

(c)

(d)

sein muß.
Es sollen die Schnittpunkte 

von zwei Kreisen ermittelt werden.
Es empfiehlt sich oft, das Koordina
tensystem so zu legen, daß der Null
punkt in den Mittelpunkt Mx des 
einen Kreises fällt und die x- Achse 
in die Richtung von Mx nach M2, so 
wie die Abb. 162 angibt. Auf dieses 
Koordinatensystem bezogen, lauten die Gleichungen beider Kreise

i№

Ć2I tk__^Mi
ife«=---—x

Abb. 162.

Kx == x2 -\-yz — с,2 == 0 

K2 = (x-d)2 + y2-c22 = 0.

Aus diesen beiden Gleichungen ermittelt man zuerst die Abszisse x 
und dann die Ordinate у in der Form

2 dx = d2 —(— cx2 — c2,

und wenn man diese Wurzel umformt,

у = ±Ус12 — х2, (e)
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2dy = + V4<Z2cx2 — (d2 -f- cx2 — c22)2

— i V(2 dcx 4- d2 -f- cx2 — c22) (2ЙС! — <Z2 — cx2 -f- c22)

— i V(^ -f- Cj -|- c2) (rf -f- Cj — c2) (c8 -J- d — cx) (c2 — -j- Cj),
ein Resultat, das man auch unmittelbar hätte anschreiben können, 
wenn man von der Heronischen Formel über den Dreiecksinhalt 
ausgegangen wäre. Man faßt zusammen

Х==^±.Ъ.2-А2 У = ± Vld* - fa — c2)2] [fa + c8)8 - d*] • (f)
2d 2d

Den Schnittwinkel xp der beiden Kreise gibt am einfach
sten Formel (73c) an Hand der Abb. 162. Es hat der Radius M1P1 
die Projektionen X1 = x und Yx—y, der Radius M2Pl diejenigen 
X2 = X — d und Y2 = y, woraus

Z172-X271tgyj
XxX2-f yxy2

dy dy
X* Ą-y2 — dx cx2— dx

V[d2 — (cx — Cg)2] [(cx -f c2)2,— d2]
(g)Cj2 -f-c22 — d2

nach (f).
Naturgemäß gilt diese Formel, auch wenn sie bei spezieller 

Lage abgeleitet wurde, für jedes Koordinatensystem, da ja die 
Größen Cj, c2, d und y> alle unabhängig sind von der Wahl eines 
Koordinatensystemes.

Als Kontrolle hat man: tgt/; = 0, d. h. die beiden Kreise be
rührensich, wenn c, — c2 =+d oder c1-f-c8 = + d; und tgxp — oo, 
d. h. die Kreise schneiden sich rechtwinklig, wenn cx2 -}- c22 == d2.

Aufgabe a) Die Kreise der Abb. 161 haben die Mittelpunkte Mx — 2|8 
und M2 — 7 ! 2, ferner die Radien cx = 4 und c2 = 2. Gesucht sind die Kreis
gleichungen, die Gleichung der Zentrale, der Zentralabstand und der Schnitt
winkel beider Kreise.

Lösung: Kx = (x — 2)2 -f (y — 3)2 — 16 = 0,
K2 = (x-1)2 + (y-2)2-4 = 0,

V(26 — 4) (36 — 26)
x-\-by — 17 = 0, d — у/ 26, tgy> 

oder ц> = 112° rund.
Aufgabe b) und c) Durch P0 = 2!2 lege man einen Kreis K2 = 0 vom 

Radius 1, der den gegebenen Kreis Kl~x2-\-y2— 8 ж— 4y —|— 19 = 0 b) be
rührt, c) senkrecht schneidet.

Lösung: Vom gegebenen Kreis ist der Mittelpunkt Mx = 4|2, der 
Radius cx = 1, vom gesuchten K2^(x — a)2 -f- (y — ft)2 — 1=0 ist M = а | ft, 
c=l. Es gilt (2—a)2 -f- (2 — ft)2 = 1, da der Kreis durch P0 geht.

2,4716-1-4 — 26
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b) Wegen Berührung gilt noch (4 — a)2 —j— (2—6)2 = (1 -f-1)2; aus den 
zwei Gleichungen findet man a — 2f, b = 2'+ f \/l5.

c) Stehen die Kreise senkrecht, so gilt noch (4 — a)2 -f- (2 — ft)2 = 12 -f l2 ; 
aus beiden Gleichungen ermittelt man a — 2 -•(, b = 2 + f \7.

118. Ein spezieller Fall der in Nr. 110 besprochenen Kreis
schar ist das Kreisbüschel, d. i. die Gesamtheit jener oo1 Kreise, 
die durch zwei gegebene Punkte Px und P2 gehen, oder was das 
gleiche ist, durch die Schnittpunkte von zwei gegebenen Kreisen. 
Sind Kx — 0 und K2 = 0 die Gleichungen dieser, zwei Kreise, die 
sich in den Punkten Px und P2 schneiden, so ist Kx— XK2 — 0 die 
Gleichung des durch diese beiden Kreise bestimmten Büschels, wenn 
X ein Parameter, eine verfügbare Konstante ist. Das ergibt sich aus 
folgender Betrachtung.

Gegeben sind zwei Kurven F (x, y) = 0 und G (x, у) — 0 oder in 
symbolischer Schreibweise F = 0 und G — 0, dann ist nach der Be
deutung der Gleichung F — XG = 0 gefragt, wenn X ein Parameter 
ist. F — /6г = 0 ist eine Kurvengleichung, und zwar die Gleichung 
einer Kurvenschar, weil X unendlich viele Werte annehmen kann 
und man für jeden der oo1 Werte von X eine andere Kurve, ins
gesamt also oc1 Kurven erhält. Die beiden Kurven F = 0 und 
G = 0 schneiden sich in Punkten, deren einer Px = xx j yx sein soll. 
Px liegt auf der ersten Kurve F — 0, muß also deren Gleichung 
erfüllen, es muß gelten F (xx, yx) — 0, oder wie man dafür meist 
kürzer sagt, er macht F zu Null, er läßt F verschwinden. Der 
Punkt Px liegt auch auf der zweiten Kurve, also macht er auch G 
zu Null. Dann muß er auch die Summe F — IG zu Null machen, 
wenn er jeden einzelnen Summanden zu Null macht, er genügt also 
dieser Gleichung, oder geometrisch gesprochen, er liegt auf der durch 
F — XG — 0 dargestellten Kurve, genauer, er liegt auf allen Kurven 
F — XG = 0, denn es stellt ja diese Gleichung oc1 Kurven vor. 
Oder umgekehrt: alle Kurven der Schar F — XG — 0 gehen durch 
den Punkt Pj. Was vom Schnittpunkt Px gilt, gilt genau so auch 
von allen anderen Schnittpunkten der beiden Kurven F — 0 und 
G = 0. Daher müssen alle Kurven der Schar F — XG — 0 durch 
die Schnittpunkte der beiden Kurven F — 0 und G — 0 hindurch
gehen, der beiden Grundkurven, wie wir sie nennen und dadurch 
von den übrigen Kurven der Schar hervorheben wollen. Eine Kurven
schar von dieser Eigenschaft, daß also alle Kurven durch die näm
lichen Punkte hindurchgehen, heißt man ein Kurvenbüschel.

Es stellt demnach F — XG — 0 die Gleichung eines 
Kurvenbüschels vor; alle Kurven dieses Büschels gehen 
durch die nämlichen Punkte, durch die Schnittpunkte der 
beiden Grundkurven F = 0 und G — 0.

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.

(a)
17
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Dann stellt aber die vorausgehende Gleichung Kx — X К2 = 0 

auch ein Kurvenbüschel vor. Setzt man für die Symbole Kx und 
K2 die Formen ein, für die sie als Abkürzung dienen, siehe Nr. 117, 
und ordnet nach den Variabein,

*2 (1 — А) + У2 (1 ■— *) — 2 * («i — ^a2) — 2 у (6, — X Ъ2) -f (ух — X y2) = 0,
so erweist sich diese Gleichung Kx— XK2 — 0 als Kreisgleichung, 
da die Koeffizienten von x2 und у2 beide gleich sind, hier 1 —X. 
und der Koeffizient von xy Null ist.

Die Gleichung Kx— XK2 = 0 erweist sich so
mit als die Gleichung eines Kreisbüschels, fa

das ist die Gesamtheit aller Kreise, die durch die Schnittpunkte Px 
und P2 der beiden Kreise Кx — 0 und K2 — 0 hindurchgehen, siehe 
Abb. 163.

* Die beiden Punkte Px und P2, die den oo1 Kreisen des Büschels 
gemeinsam sind, können natürlich auch imaginär sein. Man ver
gleiche dazu die Abb. 164, die zwei verschiedene Kreisbüschel dar
stellt: bei dem einen Büschel schneiden sich die Kreise in den 
zwei reellen Punkten Px — 0 j d und P2 — 0 j—d, die Kreise des 
zweiten Büschels haben die zwei imaginären Punkte Px—id\0 und 
P2' — — id\ 0 gemeinsam.

Vom Kreis Kx — XK2 — 0 benötigt man oft die Normalgleichung 
oder die Darstellung in der Form (109 a). Zu diesem Zweck ent
wickelt man Kx—XK2 — 0 und ordnet

ж2 (1 — X) -f уг (1 — X) — 2 ж (а, — \a2) — 2 y (bx — ХЪ2) -f (yx — X y2) = 0. 
Man sieht, man muß diese Gleichung mit 1 — X dividieren, um mit

— 2 у i j r*ZllL ^ Q
y X—1 ' X — 1

/6^2 ' (c)— x2 -f- y2 — 2 x

die Normalform des Büschelkreises (oder was das gleiche ist: 
des Kreisbüschels) zu erhalten.

Ist Ki — 0 die Normalform eines Büschelkreises, dann ist wie
der Ki die Potenz des Punktes P=x\y für diesen Büschelkreis 
üTj — XK2 = 0.

Beispiel: Gegeben sind die beiden Kreise Kt = 0 und K2 ■— 0. 
Man ermittle den Mittelpunkt М — а\Ъ des Kreises Kx—XK2 — 0, 
wenn X einen bestimmten Wert hat; in welchem Verhältnis teilt M 
den Zentralabstand der beiden Grundkreise?

Aus der Normalform (c) des Büschelkreises liest man die Koordi
naten а I b seines Mittelpunktes M ab sowie seinen Itadius c,

X— 1
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с = а2 -j- Ь2
ХЪ. — bЛа2 «j

a~~T=T'»
;^2— ?1 

Я —1 ’
_JLЪ = ^- (d)Я—1 ’

und sieht daraus unmittelbar, daß dieser neue Mittelpunkt M auf 
der Zentralen der beiden Grundkreise liegt, was ja selbstverständlich 
ist, und daß er den Zentralabstand MLM2 im Verhältnis Я teilt.

Aufgabe a) Gesucht ist die Gleichung des Kreisbüschels durch die 
Punkte Px = О I 0, P2 — 4 I 2.

Lösung: Durch die beiden Punkte legt man zwei Kreise; K1~(x— 2)2 
-|- (y— l)2 — 5 = 0 hat als Mittelpunkt M den Mittelpunkt 2 | 1 der Strecke 
Px P2 und als Radius die halbe Länge dieser Strecke, der andere /f2 = * — 2 у = 0 
ist die Gerade durch die beiden Punkte, also ein Kreis mit unendlich großem 
Radius. Dann ist die Gleichung des Büschels

[(* — 2)2 -f- (y — l)2 — 5] — l[x — 2г/] = 0.

* 119. Welche geometrische Bedeutung hat der Parameter Я des 
Kreisbüschels Kx — XK2 — 0? Zunächst zeigte das Beispiel der vor
hergehenden Nummer, daß der Mittelpunkt M des Büschelkreises 
den Zentralabstand MXM2 der beiden Grundkreise im Verhältnis Я 
teilt. Für Я = 0 muß M mit Mt zusammenfallen, also Kx ~ Ky sein, 
was ja auch stimmt, wenn man in der Gleichung des Büschels Я = 0 
setzt. Ebenso erhält man für Я = oo den zweiten Grundkreis K2 — 0, 
weil in diesem Fall M mit M2 zusammenfällt; das zeigt auch die 
Büschelgleichung, wenn man sie zuvor mit Я dividiert hat.
Я = — 1 fällt der Mittelpunkt M auf die Mitte von M2. Für 
Я=1 liegt Ж im Unendlichen, der Kreis wird zur Geraden. Das 
muß auch die Büschelgleichung zeigen; für Я — 1 wird sie Kx—K2— 0 
oder in nichtsymbolischer Schreibweise

— 2 a; (ax — a2) — 2y(b1 — b2) -f- (уг — y2) = 0,
da die Glieder mit x2 und 
y2, die im allgemeinen 
Fall die Koeffizienten 1 —Я

Für

(a)

haben, für X— 1 verschwin
den. Diesen ausgezeich
neten Kreis des Büschels, 
den Kreis mit dem Para-

/

/ Nf/i Vi/О.meter Я = 1, den Kreis 
mit unendlich großem Ra
dius, das heißt eine Gerade, 
nennt man Harmonikale, 
auch Chordale oder Po
tenzlinie des Büschels. Sie 
steht senkrecht zur Zentrale 
der beiden Grundkreise.

\/Г \4I I\
I

/ Л- \ /\ \ /0 \ /N4.

Abb. 163.
17*
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Die Punkte dieser Potenzlinie haben eine Eigenschaft, die un
mittelbar aus ihrer Gleichung Kx — K2 — 0 oder Kx — K2 abzulesen 
ist. Ist K~(x — a)2 -j- (y — b)2 — c2 = 0 die Gleichung eines Kreises, 
so ist К die Potenz eines beliebigen Punktes P — x\y für diesen 
Kreis. Dementsprechend ist Kx die Potenz des Punktes P = x\y 
für den ersten Grundkreis Кx = 0 und K2 die Potenz dieses Punktes 
für den zweiten Grundkreis K2 — 0. Von dem erzeugenden Punkt 
der Potenzlinie gilt nun Kx — K2, d. h. er hat für beide Grundkreise 
die nämliche Potenz. Dann hat er aber, da Kx — t 2 — t2 — K2 ist. 
von beiden Grundkreisen auch gleiche Tangentialentfernung. Aber 
nicht nur von den beiden Grundkreisen, denn die Potenzlinie zu 
den Kreisen Kx — 0 und K2 — 0 ist naturgemäß auch Potenzlinie 
für zwei beliebige Kreise Kx— XK2 = 0 und Kx—X'K2 — 0 des 
Büschels. Es hat sonach der erzeugende Punkt P der Potenzlinie 
gegenüber allen Büschelkreisen wegen Kx — K2 die gleiche Potenz

K_l —JK2 _ K1 —}KX (b)= KX = K2.Kx
1 —Я 1 — 1

Dann hat er auch von allen Kreisen des Büschels die nämliche 
Tangentialentfernung tx — tL = t2, das heißt der Kreis um einen be
liebigen Punkt der Potenzlinie als Mittelpunkt schneidet alle Kreise 
des Büschels rechtwinklig, wenn er einen Kreis desselben — ab
gesehen natürlich von der Potenzlinie — rechtwinklig schneidet.

Speziell kann man noch merken: Zieht man die gemeinsamen 
Tangenten an die beiden Grundkreise (oder zwei beliebige Büschel
kreise), so wird das Stück zwischen den beiden Berührpunkten 
durch die Potenzlinie halbiert. Von dieser Eigenschaft der Potenz
linie macht man oft mit Vorteil bei Kreiskonstruktionen Gebrauch.

Auf der Potenzlinie gibt es nun oo1-Punkte. Schlägt man um 
jeden dieser Punkte einen Kreis, der die Kreise des vorliegenden 
Büschels senkrecht schneidet, so hat man zwei Systeme von Kreisen, 
das gegebene Kx — XK2 — 0 und das neue, das durch die angegebene 
Konstruktion entsteht. Jeder Kreis des einen Systems steht senk
recht auf jedem Kreis des andern Systems, siehe Abb. 164.

Beispiel: Man beweise:
Die zu drei Kreisen gehörigen drei Potenzlinien 

schneiden sich im nämlichen Punkt. (c)
Wenn die Gleichungen dieser drei Kreise sind 2^ = 0, K2 — 0, 
K3 = 0, so ist die Potenzlinie zu den beiden ersten Kreisen

Qa = K1 — Ki = 0;
entsprechend sind dann

= K2 K3 = 0, 02 = K3-Kx = 0



Das Kreisbüschel hat die Gleichung Kx— XK2 = 0 oder ж2 (1—X)-f-y2{\—A) 
— 2 x (2 — 6 A) — 2y (5 — 3Â) —{— (13 — 41 А) = 0 ; die Potenzlinie ist Kx — K2 — 0 
oder 8a: — 4у — 28 — 0. Für die Kreise А = 2, А = 3, А = 4 erhält man die 
Gleichungen

K),z=2 = x2 -j-y2 — 20x — 2y+ 69 = (ж — 10)2 + (у— 1)2 — 32 = 0,
— ^ — x2 у2 — 16 ж — 4y-f 55 = (ж— 8)2+ (y — 2)2 — 13 = 0,

„ e . . 44 14 . 151 ( 22\2 , (
K). = 4 = a;2 -f у* — — ж — -jy + -q-= [x ~ yj + [У ~

2
= 0.
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die Potenzlinien zum zweiten und dritten Kreis bzw. zum dritten 
und ersten Kreis. Da die erste Potenzlinie G3 = 0 sich in der Form

в, = — (Кг — К,) — (К, — К,) = о

= -0,-0,

schreiben läßt, so stellt sie nach (91b) eine Gerade durch den Schnitt
punkt der beiden andern Potenzlinien vor, womit dann der an
gegebene Satz bewiesen ist.

Aufgabe a) Zu zwei Kreisen, ^ = 0, K2 — 0, die keinen reellen Punkt 
gemeinsam haben, ist die Potenzlinie zu zeichnen.

Lösung: Man zeichnet noch einen beliebigen dritten Kreis K3 — 0 so, 
daß er die beiden gegebenen reell schneidet und zeichnet die Potenzlinien zum 
ersten und dritten bzw. zweiten und dritten Kreis. Nach dem vorausgehend 
bewiesenen Satz muß dann die gesuchte Potenzlinie durch den Schnittpunkt 
der beiden gezeichneten Potenzlinien gehen, andrerseits muß sie senkrecht zur 
Zentralen der zwei vorgeschriebenen Kreise stehen.

Aufgabe b) Welcher Punkt hat bezüglich der drei Kreise 
Kx — x2-\-y2 — 4 = 0, К 2 = ж2 -j-у2 — 4 ж = 0, К3 = ж2 -(- у2 — 2 ж — 4 у — 0 

gleiche Potenz?
Lösung: Die zu den drei Kreisen gehörigen drei Potenzlinien schneiden 

sich im gesuchten Punkt. Es sind
Kx — K2 — 4 ж — 4 = 0, K2 — A3 = — 2ж-|~4т/ = 0 oder ж = 1, x — 2 у 
zwei von den drei möglichen Potenzlińien ; sie schneiden sich im Punkt 
P0 = 1 I 0,5.
oder ж—(-2у — 2 = 0, auf welcher Geraden der Punkt 1 j 0,5 liegen muß.

Aufgabe c) Man stelle die Normalgleichungen 1^ = 0 und K2 = 0 
der beiden stark ausgezogenen Kreise der Abb. 163 auf, sowie die Gleichung 
Kx — A üT2 = 0 des durch sie bestimmten Kreisbüschels. Von letzterem stelle 
man die Gleichung der Potenzlinie auf sowie die allgemeinen und Normal
gleichungen jener Kreise, die den Parametern А = 2, A=3, A = 4 zugeordnet 
sind; man zeichne diese. Um den Punkt P der Potenzlinie ist in der Ab
bildung ein Kreis geschlagen, der alle Kreise des Büschels senkrecht schneidet; 
man gebe seine Gleichung an.

Zur Kontrolle bildet man noch Kx — К3 = 2ж-|-4?/ — 4 = 0

Lösung: Der Abbildung entnimmt man Mx = 2 | 5, cx — 4, M2 = 6 | 3, 
c2 = 2. Die dadurch bestimmten Kreise sind

K\ ~ (ж — 2)2 -f- (y — 5)2 — 16 = 0,
= ж2 -4- у2 — 4ж — 10y 4- 13 = 0,

K2 ЕЕ (ж — 6)2 -{- (y — 3)2 — 4 = 0.
EEE ж2 -4- y2 — 12 ж — 6 у -f~ 41 = 0.

оICO



Der Kreis Kx = 3 = 0 ist in der Abbildung gezeichnet. Die Mittelpunkte der 
drei Kreise liegen auf der Zentralen; sie teilen den Zentralabstand M1M2 im 
Verhältnis ?.. Der angegebene Punkt P = В | — 1 hat für den Kreis Kx == 0 
die Potenz (B — 2)2 -f- (— 1 — 5)2 — 16 = 21 = c2 ; also Gleichung des Kreises 
um ihn: (x — 3)2 —{— («/ -j- l)2 — 21=0.

* 120. Die Frage nach der geometrischen Bedeutung des Para
meters Я im Büschelkreis Kx — IK2 = 0 kann auch noch von einem 
anderen Gesichtspunkt aus beantwortet Werden. Jedem der oo1 Kreise 
des Büschels ist ein bestimmter Parameter Я zugeordnet und jedem 
Parameter Я ein bestimmter Kreis des Büschels. Sei etwa Я = 4, so 
heißt die Gleichung des zu Я = 4 gehörigen Büschelkreises Kx— 4Jl2 = 0 
oder Kl = 4:K2. Nach Definition gibt die Gleichung einer Kurve 
die Eigenschaft des erzeugenden Punktes an. Im vorliegenden Fall 
ist Kx und К2 die Potenz des Punktes P für den ersten bzw. zweiten 
Grundkreis. Die durch die Gleichung Kx = 4 K2 angegebene Eigen
schaft des erzeugenden Punktes P des Büschelkreises mit dem Para
meter Я —4 ist also: Seine Potenz gegenüber dem ersten Grundkreis 
ist viermal so groß wie gegenüber dem zweiten Kreis. Oder wenn 
man Kl = tx2, K2 — t2 nach Nr. 114 setzt,

^i === dl 2t2,
d. h. der erzeugende Punkt P des Büschelkreises Я = 4 hat. vom ersten 
Grundkreis die doppelte Tangentialentfernung wie vom zweiten 
Grundkreis.

Allgemein gilt für jeden Kreis (oder genauer für den erzeugen
den Punkt eines jeden Kreises), der einem bestimmten Wert Я zu
geordnet ist,

Kx=XK2 oder tj — Vl ■ t2,

d. h. der erzeugende Punkt des Büschelkreises mit dem Parameter Я
hat gegenüber den beiden Grund
kreisen Kx = 0 und K2—0 Po
tenzen, deren Verhältnis Я ist. 
Oder: er hat vom ersten Grund
kreis eine Tangentialentfernung, 
die das УЯ- fache der Tangential
entfernung vom zweiten Grund
kreis ist^

(a)

л»
Lf / C\\

/
i I !i /\ /\ ///;\чч N /ч

X

Für Rechnungen und Über
legungen am Kreisbüschel wird 
man das Koordinatensystem 
günstig so legen, daß die Mit
telpunkte der Grundkreise und 
damit auch aller Büschelkreise

4^/
/

\/ \/
/ \

\ /\

Abb. 164.
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auf der я-Achse liegen, die Schnittpunkte der Grundkreise aber, das 
sind die Grundpunkte des Büschels, auf der y-Achse, so daß sie die 
Koordinaten P1 = 0jc2 und P2 — Oj — d erhalten, siehe Abb. 164. 
Wählt man als ersten Grundkreis den Kreis um den Nullpunkt,

Kx = x2-^ f — d2 = 0,
als zweiten die Potenzlinie

K2~x = 0,
so wird die Gleichung des Büschels, wenn man 2 a statt Я setzt,

Kx — 2 aK2 — 0
oder in nichtsymbolischer Form

(b)Ka = x2 +y2 — 2ax — d2 = 0.

In der vorausgehenden Nummer wurde gezeigt, daß es um jeden 
Punkt der Potenzlinie, hier x — 0, als Mittelpunkt einen Kreis gibt, 
der alle Kreise des Büschels orthogonal schneidet. Sei etwa 0'6 ein 
solcher Punkt der Potenzlinie, dann ist b2— d2 nach Nr. 114 seine 
Potenz bezüglich des Kreises K1==0 oder t — \b2 — d2 seine Tan
gentialentfernung von diesem Kreis und gleichzeitig der Radius des um 
ihn beschriebenen Kreises, der alle Kreise des Büschels Kx — 2aKz=0 
rechtwinklig schneidet, seine Gleichung somit (x — 0)2 —(— (t/ — b)2 
— b2 -\- d2 = 0 oder

(c)Kb = z2 -f y2 — 2 b у -j- d2 = 0.
Läßt man nun b variieren, so erhält man für jeden der oo1 Punkte 
0{& der у -Achse einen Kreis, so daß Kb — 0 ein Kreissystem dar
stellt und zwar, wie die Form

Къ~(х2 + y*-{-d2) — 2b-y = 0 oder Kb = Ka — 2bK^ = 0,

zeigt, wieder ein Kreisbüschel. Dabei ist Kz — 0 ein Kreis um den 
Nullpunkt mit dem Radius id, also ein imaginärer Kreis, ÜT4 —0 

die ж-Achse. Letztere Gerade ist dann die Potenzlinie des neuen 
Kreisbüschels К, = 0. Jeder Kreis K„ = 0 des ersten Büschels 
schneidet jeden Kreis Къ = 0 des zweiten Büschels senkrecht, die 
beiden Büschel bilden zusammen ein System von Orthogonalkurven.

Geometrische Entstehung der Kegelschnitte. Geometrische 
Deutung der Kegelschnittsgleichung.

121. Im vorausgehenden haben wir uns ein Bild von verschieb 
denen Kegelschnitten zu verschaffen gesucht, ausgehend von deren 
Gleichung; zugrunde gelegt war diesem Bestreben eine Reihe von 
allgemeinen Sätzen, die für alle Kurven und für alle Gleichungen
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anwendbar sind. Die folgenden Zeilen bringen die Herleitung der 
Gleichungen der besprochenen Kegelschnitte, ausgehend von deren 
geometrischen Eigenschaften, das ist von den geometrischen Eigen
schaften des erzeugenden Punktes. Dabei wird als ganz charakte
ristische Eigenschaft des erzeugenden Kegelschnittpunktes 
ein bestimmtes Verhalten gegenüber festen gegebenen 
Punkten und Geraden auffallen. Nahezu alle Eigenschaften, die 
vom erzeugenden Punkt anzugeben sind, beziehen sich auf seine 
Abstände von solchen festen Punkten und Geraden.

Den Kreis, eine spezielle Ellipse, haben wir schon von diesem 
Standpunkt aus besprochen, nämlich als Ort, dessen erzeugender 
Punkt P von einem festen Punkt M den gegebenen Abstand c hat. 
Wie die Gleichung xy — c2 der gleichseitigen Hyperbel angibt, haben 
die Abstände des erzeugenden Punktes P von zwei festen Geraden, 
hier den Koordinatenachsen, ein konstantes Produkt.

Es sei der erzeugende Punkt P zunächst gegenübergestellt zwei 
festen Punkten Fx und F2, von denen er die Abstände rx und r2 

hat. Jede Beziehung, die man zwischen diesen 
variablen Abständen rx und r2 angibt, muß 
eine bestimmte Kurve definieren. Ohne wei
teres ist klar, daß diese Kurven eine um so 
einfachere Gestalt haben werden und eine um 
so einfachere Gleichung, je einfacher man das 
Gesetz zwischen rx und r2 aufstellt. Zu sol

chen einfachen Gesetzen sind etwa zu zählen die Beziehungen
rx — konstant oder r2 = konstant, 

rx=r2 und die Erweiterung r2 — arx,

rir2 — ®2,
riir2 = c unc* die Erweiterung axrx -\-a2r2 ='c, 

r,2 i r22 — °2 

M P

Abb. 165.

axrx2 -±-a2r22=c2,

und so fort.
Jede dieser Eigenschaften, die man 

für den Zusammenhang zwischen rx und r2 
^ gibt, führt zu einer Kurve. Die Herleitung 

der Gleichungen dieser Kurven wird als 
Koordinatensystem am besten dasjenige 

wählen, das als x-Achse die Gerade FXF2 hat und als y-Achse die 
Mittelsenkrechte zu FXF2. Für dieses Koordinatensystem wird

P=x\y, F1 = e|0, P2 =— e ; 0,

F,
e -h*-

Abb. 166.

also
r2 = У(ж -f e)2 -f- y2rx=V(x — ef-\-y2,
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122. Wer einigermaßen die Operationen mit irrationalen Formen 
beherrscht, wird sofort ersehen, daß die Bedingungen

ri==c oder r2 = c, r2 — ar1, r1 + ra = ci Axrx2 + hrf =c*

auf Gleichungen zweiten Grades führen und deswegen Kegelschnitte 
bestimmen. Es wird z. B. die Gleichung r2 — ar1 oder r2 — c?r2 
übergehen in

(x -f- ef -)- y2 = а2 [(яг — e)2 -f f/2] 
oder x2(l — a2) -(- y2 — a2) -f- 2 ex (1 -j- a2) -j- e2 (1 — а2) = 0, 

oder wenn man mit 1 — a2 dividiert und (1 ~f~ а2) : (1 — a2) — A setzt, 

x2 -\-y2 -\-2 exl -[- e2 — 0,

eine Gleichung, die einen Kreis mit dem Mittelpunkt auf der 
Geraden F1F2 bestimmt. In der Tat ist nach den Lehren der 
Elementargeometrie der geometrische Ort des Punktes, der von zwei 
gegebenen festen Punkten Fx und F2 ein konstantes Abstandsverhältnis 
hat, ein Kreis mit dem Mittelpunkt M auf der Geraden Fx F2.

Für den Spezialfall r2 = r1 wird а — 1, der Kreis geht in die 
Gerade x — 0 über, was ja erwartet werden mußte.

Die Forderung
Kri 2Jrhr* = c2

KV{X~f e)2 + у2] + Кl(x — eY -f У2] = c2

oder x2 (Я4 -f- A2) 4- у2 (Яг -j- Я2) -f- 2 e ж (Яг — Я2) + е2 (Я, -f Я2) = с2

х* + У2 + 2 е я +е2
Х1 -Г А2

definiert die entstehende Kurve wieder als Kreis. In dieser Gleichung 
ist die vorangehende schon mit enthalten, wenn man c = 0 und Ях == 1, 
Я2 = — a2 setzt. Auch dieser Kreis ist symmetrisch zur Geraden FXF 
hat also seinen Mittelpunkt auf ihr. Im Spezialfall гг2 -j- p22 — °а> 
d. h. Ях = Я2 = 1 fällt der Kreismittelpunkt M mit dem Mittelpunkt 
von FxF2 zusammen, im Fall r2 — r22 = c2, d. h. A1=l, Я2 = —1 
geht der Kreis wieder in eine Gerade 4ex — c2 senkrecht zu Fx F2 über.

123. Wesentlich neue Kurven läßt die Bedingung

oder

c2
■j—[—y- = 0Ai —J— A goder

2 ,

(»i, r2, c positiv)H“ rx + T2 — c

entstehen. Einen überblick über die Gestalt dieser Kurven kann man 
sich verschaffen, auch ohne dieselben punktweise zu konstruieren 
was übrigens nach der gegebenen Vorschrift leicht auszuführen wäre. 
Um mit der ersten Kurve zu beginnen, mit der durch -f-r2 — c 
bestimmten, einer Ellipse, wie wir sehen werden. Die gegebene Vor
schrift läßt sie symmetrisch zur Geraden Fx F2 und zu deren Mittel-
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senkrechten sein. Da -}- r2 nicht größer als c sein kann, liegt sie 
ganz im Endlichen. Der Gärtner etwa, der einem Beet Ellipsenform 
geben will, konstruiert die Kurve folgendermaßen: Er steckt an den 
Stellen und Fz zwei Pfähle in die Erde, nimmt eine in sich ge
schlossene Schnur von der Länge c -j- 2e, das ist FzP-\-PF1-\-F1F 
siehe Abb. 167, legt dieselbe um die beiden festen Pflöcke und zeichnet 
mit einem beweglichen Pflock, den er längs der gespannten Schnur 
entlang führt, die gesuchte Kurvenform in die Erde. Natürlich muß 
man die Pflöcke als unendlich dünn voraussetzen, wenn man genaue 
Ellipsenform haben will. Ist er oberhalb der Strecke Fx F2, dann 
legt sich das Schnurstück F1Fz — 2e unten an die Pfähle. Wenn 
er rechtsum sich bewegt, dann findet an der Stelle A der Übergang 
von der oberen Kurvenhälfte zur unteren statt ; an dieser Stelle sind

der obere und untere Schnurbeil gleich groß, 
nämlich jeder e -j- a, wenn man die Benen
nungen der Abbildung einführt. Da c-j- 2 e 
= 2 (e —f- a), ergibt sich die Summe c der 
beiden Fahrstrahlen rx und r2 zu

ri + r2 = 2 a-

2’

A'l b. &
i«—e —=■ «------- ou-------

(a)
B'

Bezeichnet man noch die Entfernung Br В 
mit 26 oder OB mit 6, so ergibt sich, da 

an der Stelle В die beiden Fahrstrahlen gleich groß sind, also jeder 
gleich a,

Abb. 167.

(b)tt2 = _j_ e2>

Mit diesen geometrisch gedeuteten Werten a, 6, e geht nun die 
Forderung rx -f- rz — 2 a oder

У(ж -j- e)2 -)- y2, = 2 a — V(æ — e)2 -f- y2
der Reihe nach über in

X* -\- 2ex Ą- ег y2 — 4a2 -j- x2 — 2 ex -f- e2 -f- y2 — 4a V 
(ex — a2)2 — a2 [(ж — e)2 -f- y2] 

e2x2 — 2exa2 -f- a4 = a2x2 — 2ежа2 -|-a2e2 -j- a2y2 

a2 (a2 — e2) == x2 (a2 — e2) -|-a2y 
а2Ъ2 = х2Ъ* + а2у2 

— 1=0,
ж2 у2
a2^ b2

das ist die uns bereits bekannte und diskutierte Ellipsengleichung, 
die wir als Achsengleichung der Ellipse (auch Mittelpunkts
achsengleichung genannt) bezeichnen wollen, weil die Achsen AA' 
und BB' der Ellipse auf den Koordinatenachsen liegen, а und 6



nennt man die Halbachsen der Ellipse, die beiden Fixpunkte Fx 
und F2 ihre Brennpunkte, e die Brennweite oder lineare 
Exzentrizität, die Punkte A und A' Scheitel.

124. Wendet man die nämliche Entwicklung auf die Forderung

r1 — r2 = ±2a
an, so wird durch diese Bedingung die 
Hyperbel bestimmt, deren Gleichung

(a)(r1? r2, a positiv)

p.4
'n

4X2 îbH
e —*- -—а.—>-j\ 1

0_
— 1 = 0

a2

wird. Man hat nur in der vorausgehenden 
Entwicklung Abb. 168.

(b)a2 — e2 = — b2
zu setzen statt -j-b2; die geometrische Deutung von b ist natürlich 
noch nachzuholen, siehe (c). Die Gestalt der Hyperbel ist durch die 
Untersuchung von Nr. 108 bereits bekannt. Man kann sich aber von
der Gestalt der Hyperbel allein dadurch eine Vorstellung machen, daß 
man von der oben gegebenen Bedingung r1 — r2 = 4~ 2 a ausgeht.

Zunächst bedeutet das doppelte Vorzeichen, daß man einen 
rechten und einen linken Kurvenast hat; die Annahme rx— r2 = -j- 2a 
setzt rx r2 voraus, der erzeugende Punkt bewegt sich links von der 
y- Achse ; entsprechend definiert rx — r2 = — 2 a oder r2 — rx — -(- 2 a 
den rechten Kurvenast. Beide Kurvenäste sind natürlich symmetrisch 
gegeneinander bezüglich der y-Achse. Da man nun noch gegenüber 
der Strecke FXF2 die Begriffe oben und unten vertauschen kann, 
ohne daß dadurch an der Eigenschaft des erzeugenden Punktes 
etwas geändert wird, so folgt, daß die Hyperbel symmetrisch ist zur 
X- und y-Achse (vorausgesetzt die getroffene Wahl des Koordinaten
systems).

In Abb. 168 ist der rechte Ast der Hyperbel skizziert; die Kurve 
schneidet die x-Achse in einem Punkt S = a j 0. Für diesen Punkt 
ist die Summe der Fahrstrahlen rx -j- r2 = 2 e, andrerseits nach 
Vorschrift die Differenz r2—rx—2a\ 
der Vergleich liefert a < e. Da ferner 
a 0 vorausgesetzt wird, kann es auf 
der y-Achse keinen reellen Punkt der

■u

\
2a. \Hyperbel geben; es wäre für diesen 

Punkt rx = r2 und damit a — 0. Wer
den rx und r2 beide sehr groß, dann 
sind sie nahezu einander gleich, da ja 
ihr Unterschied nur 2 a ist. In der

■uГ / А/ 'ъ
SCL /Fz ; /

AA
Abb. 169 etwa, wo a = 5, e = 6 ge- Abb. 169. L. E. 2,5 mm.
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wählt wurde, wäre für den Fall гг = 1000 der andere Vektor r2 ent
weder 990 oder 1010, also nahezu gleich rv Das heißt aber nichts 
anderes, als daß für sehr weit entfernte Hyperbelpunkte die beiden 
Vektoren rx und r2 nahezu parallel sind. Wird r1 schließlich unendlich 
groß, dann auch r2, dann sind beide parallel, aber immer noch um 
das endliche Stück 2 a verschieden. Durch diese Bedingung ist dann 
die Dichtung zu den unendlich fernen Punkten der Hyperbel gegeben; 
es ist eben die Richtung dieser unendlich großen rx und r2. Man er
innert sich von Nr. 108 her, daß die beiden Asymptoten der Hyperbel 
vom Mittelpunkt aus zu den unendlich fernen Hyperbelpunkten gehen. 
Wegen der Beziehung r2 = rx -j- 2 a ist dann, siehe die Abbildung, die 
Richtung der unendlich großen Radienvektoren und damit auch die 
Richtung der Asymptoten gegeben durch cos(p-—2a:'2e oder wenn 
man wie bei der Aufstellung der Hyperbelgleichung

a2 — e2 = — b2

setzt und damit die neue Größe Ъ definiert, durch

tg q) — Ъ : а.

(с)

(d)

Mit diesen verschiedenen Angaben ist dann die ungefähre Gestalt 
der Hyperbel bestimmt. In der Abb. 169 ist nur ein Quadrant für 
die Kurve eingezeichnet, die ganze Kurve ergibt sich aus der Tat
sache, daß sie symmetrisch ist zu beiden Achsen.

Beispiel: Einen Hyperbelzirkel erhält man auf der Grund
lage der folgenden Konstruktion, siehe Abb. 170. Eine unendlich dünn

gedachte Stange FXQ von der Länge s 
dreht sich in der Ebene um den fest-e
gehaltenen Endpunkt Fx. Ein Punkt P 
hat auf der Stange eine Führung mit 
Hilfe einer Schnur F2PQ von gegebener 
Länge l, deren ein Endpunkt F2 in der 
Ebene fest und deren anderer Q auf dem 
Stab fest ist. Die Stücke F2P und PQ 
sollen immer straff gespannt sein. Durch 
die so gegebene Führung ist der Punkt P

Гг\

Гг А
Abb. 170.

gezwungen, eine Hyperbel zu beschreiben.
Es ist rx — r2 — {b — r) — r2 — s — (r -j- r2) = s — l. ■ Nun ist s 

ebenso wie l konstant, sonach auch s — l oder rx — r2.
125. Hält man von der Ellipse den linken Scheitel S2 und 

Brennpunkt F2 fest und läßt den rechten Scheitel Sx und Brenn
punkt Fx mehr und mehr nach rechts rücken, so werden die 
Strecken e und a größer und größer und damit auch einer der 
beiden Brennstrahlen oder auch alle zwei. Wie aber e und a auch



r2 -f-(2e— q) — 2a
r2 = g-f- 2(a — e) = g'-f~ 2f
r2 = xJrf

(x — f)2 + if = *8 4- 2 fx -f f2 

t/2 = 4/'a:.

(a)

(b)

das ist die aus Nr. 106 bereits bekannte Parabelgleichung. Man 
nennt 8 den Scheitel der Parabel und die aufgestellte Gleichung 
ihre Scheiteltangentengleichung (die y-Achse ist Scheitel
tangente).

Man beachte in der Reihe der vorausgehenden Umformungen 
speziell die Beziehung r2 = x-\- f. die eine Reihe von Eigenschaften 
der Parabel aufdeckt. An dieser Stelle soll nur angegeben werden, 
daß die Ordinate p im Brennpunkt F nach dieser Gleichung den
Wert p — 2f hat.

Die vorstehende Betrachtung hat die 
Parabel als einen Spezialfall der Ellipse 
gezeigt; auf die gleiche Weise stellt man A [ 
sie auch als Sonderfall der Hyperbel dar, /
als eine Hyperbel, deren ein Brennpunkt / 
im Unendlichen liegt. Man legt wieder das —j~ 
Koordinatensystem so, daß die Gerade F2FX 
zur æ-Achse wird und der Scheitel S1 oder S 
nach Abb. 172 zum Nullpunkt. Die Unbe
stimmtheit, die durch, die Zahlen e — oo 
und a = oc auftritt, vermeidet man wieder durch die bekannte Be
ziehung SFx — f — e — a für die Hyperbel, siehe Abb. 168. Mit

4 I г p

rn
I

-- X

Abb. 172.

ri — V(æ—ff y 'x=f-\-q,F9Fl = F9Q = 2e1
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wachsen, stets behält das Stück 82F2 den gleichen Wert a — e. 
Auch für den Fall, daß der Mittelpunkt der Ellipse und damit auch 
Sl und Fj unendlich weit nach rechts 
rücken, behält a — e seinen Anfangs
wert. Setzt man a — e = f, wählt fer
ner das Koordinatensystem so, daß wie
der die Gerade Fx F2 zur æ-Achse wird, 
aber S2 oder N nach Abb. 171 der Null
punkt, so geht mit

Г, = Я0, 2^
*=f+q, r2 = V(*—*

die Gleichung der Kurve. rl-\-r9 — 2a, 
der Reihe nach über in

ß r P.
t

l't\

4f
F>S

Abb. 171.

3»
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erhält man der Reihe nach die Umformungen

r»-ri = 2a
= 2e —j— g — 2a — q 2f

= * + f
y* — 4 fx.

Das gleiche Resultat muß man erhalten, wenn man, wie in Ab
bildung angedeutet, den unendlich großen Fahrstrahl r2 nach rechts 
zieht.

Die Parabel ist sowohl von der Ellipse wie von der Hyperbel 
ein Spezialfall, der Übergang von der Ellipse zur Hyperbel. An 
späterer Stelle wird auf diesen Übergang und auf die Zusammen
gehörigkeit der drei Kurven Ellipse, Hyperbel und Parabel noch 
näher einzugehen sein.

Gleichung (a) gibt Anlaß zu einer Parabelkonstruktion und 
auf deren Grundlage zur Konstruktion eines Parabelzirkels. Man

trägt links vom Scheitel S das Stück f 
an, so daß Q0S — f wird, siehe Abb. 173. 
Dann ist Q0S-\-SR — f-\-x — r2. Man 
zieht eine Senkrechte zur Parabelachse 
im beliebigen Achsenpunkt R, dann 
schneidet der Kreis um F3 mit dem Ra
dius r2 = Q0R diese Senkrechte im Pa
rabelpunkt P.

Nun bewege sich eine unendlich dünn gedachte Stange UQ von 
der Länge l in der Ebene der Abbildung senkrecht zu ihrer Anfangs
lage U0Q0. Ein Punkt P hat auf dieser Stange eine Führung mit 
Hilfe einer Schnur F2PU von der Länge l. Der eine Endpunkt F2 
dieser Schnur bleibt fest an seiner Stelle F2 in der Ebene, der 
andere Endpunkt U bleibt fest an seiner Stelle U auf der Stange. 
Die Stücke F2P und PU der Schnur sind immer als straff gespannt 
vorausgesetzt. Dann ist durch diese Führung der Punkt P gezwungen, 
eine Parabel zu beschreiben.

Es ist nämlich rx-\-r2 — l oder r2 — l — rx = QP = Q0S -j- x 
oder r2 = /’-}- x, welche Gleichung bereits besprochen ist.

Naturgemäß erhält man mit diesem Zirkel nur ein begrenztes 
Parabelstück wegen der endlichen Länge l des Stabes.

*126. Die allgemeinste lineare Gleichung

Ö>1 I &2 ^*2 ®
zwischen den beiden Fahrstrahlen rx und r2 von den beiden Brenn
punkten Fx und F2 zum erzeugenden Punkt P, siehe Abb. 166, führt

e r,

'гг

I S,
ßo b R U0

Abb. 173.
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auf eine Gleichung von höherem als zweiten Grad in x und y. Sie 
hat für uns kein Interesse, soll daher auch nicht entwickelt werden.

Von den Gleichungen höheren Grades zwischen rx und r2 soll 
außer denen in Nr. 121, die auf Kreise oder Gerade führten, nur 
noch besprochen werden

(a)r1r2==c2.

r2 — Y(x -j- e)2 -j- y2, sieheMit den Werten r1 — \l(x— ef -j- y2 
Abb. 166, geht die Beziehung r1r2 = c2 der Reihe nach über in

[(* — eT + У2] • [(* + ef + У2] = c4 

(x2 -j- y2)2 — 2 e2 (x2 — y2) -[- c4 — e4,

das ist die Gleichung der Cassinischen Kurve. Für den Spezialfall 
c — e geht sie über in

(b)

(x2 -[- y2)2 — 2 e2 (x2 — y2),

das ist die Lemniskate. Über beide Kurven sehe man noch in einem 
späteren Teil (Kurvendiskussion).

*127. Es seien gegeben zwei feste Gerade gx und g2, von denen 
der variable Punkt P — x \ у die Abstände Nx und N2 hat. Man 
kann hier fragen, welche Kurven erzeugt der va
riable Punkt P, wenn in den Forderungen der 
vorausgehenden Aufgaben an Stelle der beiden 
Fahrstrahlen rx und r2 die Abstände Nx und N2 
treten. Man sieht ohne weiteres ein, daß durch 
die allgemeine Bedingung

otj Wj I 2 c, 
in der die speziellen Forderungen 

N1—c> N2 = c

enthalten sind, Gerade als Ortskurven dargestellt werden. Man muß 
nur festhalten, daß für ein rechtwinkliges Koordinatensystem die 
beiden festen Geraden die Gleichungen

x cos ax -j- у sin ax — px — 0 und x cos a2-\-y sin a2 — p2 = 0 

haben, womit sich nach Nr. 89 
Nx = x cos ax -j- у sin ax — px

(c)

1\У
p

",

ТГ*Л
Abb. 174.

n2 = nx, n2=in1, w1+w! = c

N2 — x cos агЛгУ sin cu — p2
ergibt. Die vorgeschriebenen Bedingungen liefern somit nach Sub
stitution von Nx und N2 nur lineare Gleichungen in x und у und 
bestimmen damit Gerade als Ortskurven.

Wesentlich neue Gleichungen lassen sich herleiten aus folgenden 
Forderungen:

N22 = c2, aN2==N1z usw.Nt-N2~czt
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Diese Kurven seien zunächst diskutiert unter der einschränkenden 
Voraussetzung, daß die beiden gegebenen Geraden N1 — 0 und N2 = 0 
senkrecht zueinander stehen. Man wird in diesem Fall als einfachstes 
Koordinatensystem natürlich ein rechtwinkliges wählen, das diese 
beiden Geraden als Achsen hat, und zwar die Gerade g2 als æ-Achse, 
die Gerade дг als y-Achse. Mit dieser Festsetzung wird Nt — x als 
Abstand von der Geraden дг — 0, hier x — 0, und entsprechend 
N^—y, so daß die obigen Forderungen ohne Umformung direkt als 
Kurvengleichungen gelesen werden können, nämlich

xy — c2, X2 + y2 — c2, ay — X2 usw.

Es sind das die bereits bekannten Gleichungen der gleichseitigen 
Hyperbel xy — c2 und x2—y2 — c2, der gleichseitigen Ellipse oder 
des Kreises x2Ą-y2 — c2 und der Parabel ay — x2.

Sind die beiden gegebenen Geraden unter einem beliebigen 
Winkel tu gegeneinander geneigt, so wird man entweder ein schief
winkliges Koordinatensystem wählen, das die beiden gegebenen Ge
raden als Koordinatenachsen hat, oder man wird, was hier geschehen 
soll und durch Abb. 174 zum Ausdruck gebracht ist, die Gerade g., 
als æ-Aehse wählen und eine Senkrechte durch den Schnittpunkt 
beider Geraden als î/-Achse. Für dieses Koordinatensystem haben 
die beiden gegebenen Geraden gx und g2 die Gleichungen

Ix — У — 0 und у — 0, 

wo X — tg со ist. Damit wird nach (88b)

Ix —у
N2^y,V^TT

mit welchen Werten die gegebenen Forderungen sich unmittelbar als 
die gesuchten Kurvengleichungen anschreiben lassen, nämlich als

(Xx — y)2 
A24- 1 ■

Xx — y (Xx—yJ
Я2 +1

±y2 = c2,= c2. ay = -

Das sind nun durchweg Gleichungen zweiten Grades, stellen also 
Kegelschnitte vor.

128. Hat man drittens einen gegebenen Punkt F und im Ab
stand d von ihm eine gegebene Gerade g, von denen der erzeugende 
Punkt P die Abstände r bzw. N hat, so wird man entsprechend wie 
bisher für den variablen Punkt P—x\y die Forderung festsetzen

<xr-\-ßN — c, (a)
in der die Sonderfälle

r + N — c, r — eN r — N usw.
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enthalten sind, und nach dem entstehenden Ort bzw. nach seiner 
Gleichung fragen.

Auch ohne Festsetzung eines bestimmten Koordinatensystems 
ist aus den aufgestellten Forderungen ohne weiteres ersichtlich, daß 
die durch die gegebenen Gleichungen definierten Kurven Kegelschnitte 
sein müssen, da ja die variablen x und y nach Beseitigung der 
Wurzeln höchstens in der zweiten Dimension auftreten. Aus dem
selben Grund wird auch durch die Forderung ar2-\-ßN2 — c2 ein 
Kegelschnitt definiert. Wählt man die gegebene Gerade g als «/-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, die Senkrechte hierzu durch 
F als æ-Achse. so wird mit

F = d I 0, 

r = V(x — d)2 -j- y2

die erstgegebene Forderung, der der erzeugende 
Punkt genügen soll, «r -f- ßN — c, übergehen in

F—x y, N — x. Л* N P
Q

9

DaY(x — d)2 -f- y2 -f- ßx — c 

a2[{x — d)2 + y*\
-d-

= (c — ßx)2 (b) Abb. 175.
und damit als gesuchte Kurvengleichung

x2(a2 — ß2) -j- a2y2 — 2x(a2d — ßc) 4- a2d2 — c2 = 0,
die Gleichung eines Kegelschnittes, ergeben.

Entsprechend wird die zweite Forderung ctr2 -f- ßN2 — c2 in

a [(x — d)2 -j- y2] -j- ß x2 = c2 

x2(a -f- ß) -j- ay2 — 2 adx -|- (ad2 — c2) = 0, 
das ist wieder eine Kegelschnittsgleichung, übergehen.

Aufgabe: Ein variabler Punkt P — x\ y soll von einer festen Geraden g 
und von einem festen Punkt F Abstände haben, deren Produkt konstant 
gleich c2 ist. Man stelle die Gleichung der entstehenden Kurve in rechtwinkligen 
Koordinaten auf; man versuche aus den verschiedenen Gleichungsformen einige 
Eigenschaften abzulesen.

Lösung: Bezeichnet man wie bisher . die Abstände des erzeugenden 
Punktes von der festen Geraden g und dem festen Punkt F mit N und r, so 
ist die gegebene Forderung Nr = c2. Man wählt das rechtwinklige Koordinaten
system so wie die Abbildung angibt und erhält N = x und r— ^(x — d)2 -f-y2 ; 
dann nimmt die gegebene Forderung die Form

xy]{x — d)z ~\~ y2 = c2

(c)

oder
x2 [(я — d)2 y2} = c4

an und definiert somit eine Kurve vierter Ordnung. Die Kurve ist nach (104b) 
symmetrisch zur x-Achse. Aus der Bedingung Nr — C2 oder xr = c2 kann man 
sehen, daß r zunimmt, wenn x gegen Null hin abnimmt und unendlich wird

18Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.
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für x — 0 ; die Kurve schmiegt sich an die y-Achse an, diese ist eine Asymptote 
der Kurve. Umgekehrt kann aber x nicht unendlich groß werden, sondern 
muß einen begrenzten Wert haben. Denn mit x — OQ müßte selbstverständlich 
auch r — OO werden, was der Gleichung ær = c2 widerspräche. Diesen be
grenzten Wert erreicht die Kurve der Symmetrie wegen im Schnittpunkt mit 
der x-Achse; dort ist x(x — d) — +c2 für y — 0.

129. Von den durch die Forderung ar -f- ßN — c bestimmten 
Kurven interessiert uns besonders jene, die durch die Bedingung

r — eN

charakterisiert ist. Wegen der speziellen Werte a=l, ß— —e. 
c — 0 geht die allgemeine Gleichung (128 b) über in

(x — d)2 —j— y2 = e2x2 

oder wenn man nach den Variablen ordnet

.r2(l —e2)-\-yz — 2dx d2 === 0.
Aus dieser Gleichung sieht man zweierlei: 1. die Kurve ist sym

metrisch zur æ-Achse, und 2. das Vorzeichen von e ist belanglos, 
man kann also e nach Belieben positiv oder negativ annehmen, man 
muß die Kurve sonach nur für positive e diskutieren; für —e erhält 
man die nämliche Kurve wie für -j-e. Beide Tatsachen hätte man 
übrigens auch aus der Bedingung r = eN ablesen können (das Vor
zeichen von r ist stets positiv zu wählen). Da die Kurve ein Kegel
schnitt ist, so schneidet sie die x-Achse, wie auch jede andere 
Gerade, in zwei Punkten S± und S2, siehe Abb. 176. Für jeden dieser 
beiden Punkte S gilt die Beziehung r = eN, hier SF — e-SD; es 
teilt also der Punkt S die Strecke FD nach dem Verhältnis e. Daß 
man e sowohl positiv wie negativ annehmen kann, hat für die zwei 
Schnittpunkte Æj und S2 auf der ж-Achse folgende Bedeutung: der 
eine aS'1 teilt die Strecke FD innerlich im Verhältnis e, der andere S2 
äußerlich, oder in anderer Sprechweise: S2 teilt die Strecke FD im 
Verhältnis —e, wenn aS^ sie im Verhältnis -(- e teilt, und umgekehrt.

Die vier Punkte F und D einerseits und Sx und S2 andrerseits 
liegen demnach harmonisch zueinander; oder: die Strecke DF wird 
von und S2 harmonisch geteilt wie auch umgekehrt die Strecke StS2 
von D und F. Jedenfalls liegt also S2 außerhalb der Strecke FD, 
wenn Sx innerhalb liegt. Nennt man die feste Gerade, von der aus 
man den Abstand N mißt, Direktrix, so kann man dem Gedächtnis 
einprägen:

(a)

(b)

(c)

Die Kegelschnittsachse wird durch Brenn
punkt und Direktrix harmonisch geteilt.

Errichtet man in Sv eine Parallele zur y-Achse, so läßt eine 
einfache geometrische Betrachtung ersehen, daß die Kurve sich von

(d)



dieser Geraden, die sie in berührt, nach rechts wegwenden muß, 
und zwar um so stärker, je kleiner e ist. Für den Fall e << 1 sagt 
die Bedingung S2F = s-S2D aus, daß die Strecke S2F kleiner ist 
als die Strecke S2D, daß also S2, da es ja außerhalb der Strecke FD 
liegt, rechts von F liegen muß. Die Kurve schneidet die æ-Achse 
außer in Sx noch einmal rechts vom Brennpunkt in S2, sie muß eine 
Ellipse sein, wenn es, was später noch zu erweisen ist, außer Ellipse, 
Hyperbel und Parabel keine anderen Kegelschnitte mehr gibt. Nähert 
sich e dem Wert 1, so rückt der eine Schnittpunkt Sy des Kegel
schnittes mit der æ-Achse mehr und mehr gegen den Mittelpunkt 
der Strecke FD, der andere S2 mehr und mehr nach rechts gegen 
den unendlich fernen Punkt der x-Achse; wird e=l, dann ist der 
rechte Scheitel der Ellipse in das Unendliche gerückt, die Ellipse ist 
zur Parabel geworden. Wird schließlich e^> 1, so gilt S2F^> S2D, der 
zweite Scheitel S2 des Kegelschnittes, der Schnittpunkt mit der x-Achse, 
muß dann links von D liegen, der Kegelschnitt ist eine Hyperbel.

Wenn es wirklich außer Ellipse, Parabel und Hyperbel keine 
anderen Kegelschnitte mehr gibt, dann sind bis jetzt zwei wichtige 
Eigenschaften des erzeugenden Kegelschnittpunktes aufgedeckt wor
den, einmal die Beziehung rx + r2 = + 2 a, die er gegenüber den beiden 
Brennpunkten F1 und F2 einnimmt, und dann die bei weiten wich
tigere r = eN gegenüber dem 
Brennpunkt und der Direktrix.
Wegen der symmetrischen Gestalt 
des Kegelschnitts schließt man, 
daß es zu jedem Brennpunkt eine 
zugehörige Direktrix gibt, dem
nach eine rechts und eine links 
vom Kegelschnitt. Bei der Pa
rabel muß naturgemäß die eine 
Direktrix im Unendlichen liegen.
Die rein gestaltlichen Verhältnisse 
eines Kegelschnitts lassen sich am 
besten mit Hilfe der Beziehung 
r = eN beurteilen; für Fragen, 
die mit der Gestalt in Zusammen
hang stehen, wird man demnach 
am einfachsten von dieser Gleichung und ihren analytischen Um
formungen ausgehen. Die Lösung von Aufgaben, die sich auf die 
Lage des Kegelschnittes beziehen und ihn in Zusammenhang mit 
anderen Gebilden bringen, stützt sich mehr auf die Mittelpunkts
achsengleichung. Bei der Parabel wird in dieser Hinsicht die Achsen
gleichung durch die Scheiteltangentengleichung ersetzt.

\
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Abb. 176.
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Beispiel: Man entnimmt der Abbildung die Koordinaten 
S = 3 j 0, Sj' = 2 I 0, Sj" = 1 I 0 der Scheitel der drei Kegelschnitte; 
da nun DF = d = 4 ist, so hat man nach der Teilungsformel 
e = S1F :S1D = —i, e' = —1, e" = — 3, es ist der erste Kegel
schnitt eine Ellipse, der zweite eine Parabel, der dritte eine Hyperbel. 
Die anderen Scheitel dieser Kurven entsprechen den Werten e — Ą, 
e' = l, e" = 3 und haben deswegen die mit Hilfe der Teilungsformel 
zu ermittelnden Koordinaten S2 = 6 ] 0, S.2' — oo 10, S2" = — 210, wie 
auch die Abbildung ersehen läßt.

130. Die Bestimmung der rein gestaltlichen Verhältnisse eines 
Kegelschnittes stützt sich auf die Größen a, b, e, d e, p. Von diesen 
sechs Größen treten die Halbachsen a pnd b, sowie die Brennweite 
oder lineare Exzentrizität e nur bei Ellipsen und Hyperbeln auf. 
Bei der Parabel liegt ein Brennpunkt im Endlichen, der zweite im 
Unendlichen, ebenso der zweite Scheitel und damit auch der Mittel
punkt des Kegelschnitts. Man unterscheidet deswegen auch die 
Kegelschnitte als Mittelpunktskegelschnitte (Ellipse und Hyperbel) 
einerseits von der Parabel andrerseits, die keinen Mittelpunkt hat, 
oder genauer: keinen Mittelpunkt im Endlichen hat. Von diesen drei 
Größen a, b, e waren zwei vollständig hinreichend zur Bestimmung 
der Gestalt der Ellipse oder Hyperpel, es muß also eine Beziehung 
zwischen diesen drei Größen a, b, e vorhanden sein. In der Tat 
wurde in den Nummern 123 und 124 die Beziehung

e2 — a2 ip 62

aufgestellt, wo das obere Vorzeichen für die Ellipse, das untere für 
die Hyperbel gilt. In den folgenden Zeilen werden für Ellipse und 
Hyperbel oft gemeinsame Formeln aufgestellt, die sich eventuell 
noch durch ein Vorzeichen unterscheiden; es soll dann das obere 
Vorzeichen immer für die Ellipse, das untere für die Hyperbel ge
braucht werden. Hingewiesen soll hier schon werden, daß eine Formel 
für die Ellipse ohne weiteres auch für die Hyperbel gilt, wenn man 
~\~b2 durch —62 oder —62 durch -f-b2 ersetzt; in der Tat geht 
ja auch die Gleichung für die Ellipse durch diesen Tausch über in 
die für die Hyperbel.

Von den sechs Größen a, b, e, d, e, p bilden drei für sich eine 
Gruppe, a, b, e, die bei der Mittelpunktachsengleichung der Kegel
schnitte auftreten. Auch die anderen drei bilden für sich eine Gruppe; 
diese sind charakteristisch für die Beziehung, die ein Kegelschnitts
punkt gegenüber dem Paar fester Elemente : Brennpunkt und Direktrix 
hat. Durch die Angabe der sogenannten numerischen Exzentri
zität e sowie des Abstandes d des Brennpunktes von der Direktrix 
war der Halbparameter p bestimmt, das ist die Kegelschnitts-

(a)
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ordinate im Brennpunkt, wenn man als ж-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystemes die Verbindungsgerade F1F<1 der beiden Brenn
punkte wählt. Innerhalb dieser Gruppe der drei Größen e, d, p be
steht die Beziehung p = ed, die sofort als allgemein gültig für alle 
Kegelschnitte erwiesen werden soll, so daß dann mit Angabe von 
irgend zwei dieser Größen die dritte mitbestimmt ist. Also auch 
hier ist durch Abgabe von zwei Zahlen die Gestalt des Kegelschnittes 
bekannt.
vor der Gruppe а, Ьг e voraus, daß die Beziehungen, die sich auf 
diese Zahlen stützen, unabhängig davon sind, ob der Kegelschnitt 
Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist.

Ist einmal die Gestalt 
eines Kegelschnittes bekannt, 
dann auch jede der sechs 
obigen Größen. Da nun 
durch irgend zwei derselben D a'I f 
die Gestalt bestimmt ist, so 
müssen sich vier vonein
ander unabhängige Glei
chungen zwischen den sechs 
Größen aufstellen lassen. Zu 
diesen Gleichungen gelangt 
man am einfachsten, wenn man die Forderung r — eN für ausge
zeichnete Punkte des Kegelschnittes anwendet, siehe die Abbildung.
Für alle Kegelschnitte gilt im Punkt C, wo r — p und N — d ist,

\

p — ed.

Im Punkt A wird r=a-f-e, N = d -j- e -j-a, somit

CL —|— C = £ (d —j— в —j— Clj.

Genau so entwickelt man vom Punkt A! aus

a — e = — a)

und hat dann mit (a) die vier Gleichungen, die alle die sechs Größen 
a, h. e, d, £, p bestimmen lassen, sobald man zwei von ihnen kennt. 
Es ist praktisch, diesö Gleichungen für den Gebrauch noch umzu
formen, es treten dann noch neue Gleichungen hinzu, die aber nur 
eine Folgerung der vcrausgehenden sind. So wird man durch Sum
mieren der letzten beiden erhalten

CL = £ (d -j— в)

und wenn man diese Gleichung in (c) substituiert,

und daraus mit (e) a( 1 — e2) — ed.

Die Gruppe e, d, p der sechs Kegelschnittskonstanten hat

в

ъ
p

-~э- CL---

в в'N

Abb. 177.

(b)

(с)

(d)

(е)

(f)е = еа
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Gleichung (e) liefert mit a multipliziert a2 = e (d -j- e) und noch mit 
(a) kombiniert

4- b2 = e d. (g)
wo wieder das obere Vorzeichen für die Ellipse, das untere für die 
Hyperbel gilt. Letztere Gleichung läßt sich mit e = ea umformen zu

-f b2 —aed
oder

+ b2 = pa. (h)

Anmerkung: Die Namen „lineare Exzentrizität“ und „numerische Ex
zentrizität“ stammen wie überhaupt die meisten der im Zusammenhang mit 
den Kegelschnitten gebrauchten Namen ursprünglich aus der Astronomie. Was 
speziell die Bezeichnung „Exzentrizität“ angeht, so rührt diese von dem Ver
gleich der Planetenbahnkurven, die ja Ellipsen sind, mit Kreisen her. Beim 
Kreis ist e — 0 und damit auch e — 0, die beiden Brennpunkte fallen in den 
Kreismittelpunkt. Weicht eine Ellipse wenig von der Kreisform ab, was bei 
den Planetenbahnen zu trifft, dann ist e wenig von 0 verschieden und dem
gemäß auch ‘с, die Brennpunkte liegen zwar exzentrisch, d. h. außerhalb des 
Kurvenmittelpunktes, aber diese exzentrische Abweichung oder „Exzentrizität“ ist 
gering. Die exzentrische Abweichung der Brennpunkte vom Mittelpunkt wird 
entweder linear gemessen durch e oder verhältnismäßig durch e =- e : a, daher 
die beiden Namen „lineare“ und „numerische“ Exzentrizität.

Beispiel a) Man gebe für die drei Kegelschnitte der Abb. 176 
die sechs Größen а, b, e, d, e, p an.

Es ist von der Ellipse bekannt d= 4, e — j-; man erhält p = | 
aus (b), а — I und e — \ aus (f) und b2 = 2 oder b = V 2 aus 
Von der Parabel kennt man d — 4, e= 1 und erhält p = ed = 4; 
die Größen a, b, e werden unendlich groß. Von der Hyperbel kennt 
man d— 4, e = 3, und findet daraus entsprechend wie bei der
Ellipse p= 12, a — — |, e —---- !j, —b2 = —18 oder b= ЗУ2.
Die gefundenen Werte kontrolliert man an Hand der Abbildung und 
findet sie bestätigt.

Beispfel b) Von der Ellipse der Abb. 177 kennt man ą = h, 
b— 3; man bestimmt e — 4 aus (a), e = e : a — i, d — % aus (g) und 
p = % aus (b).

Beispiel c) Eine Ellipse ist bestimmt durch p — 1, e = 4- 
Man ermittelt d— 2 aus (b), а — und e = f aus (f) und noch 
b = %Y3

(g).

(g)-aus
In der vorausgehenden Nummer war angegeben, daß sich die 

Mittelpunktsgleichung von Ellipse und Hyperbel und die Scheitel
gleichung der Parabel besonders für jene Aufgaben empfehlen, die 
sich auf die Lage der Kegelschnitte beziehen und sie daher in Zu
sammenhang mit anderen Gebilden der Ebene bringen. Man geht 
von der Gleichung (129b) sowohl zur Scheitelgleichung wie zur
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Mittelpunktsgleichung durch eine einfache Verschiebung des Koordi
natensystems in Richtung der ar-Achse über. Der Scheitel S hat

’, , da S die Strecke
e + 1

von der Direktrix die Entfernung DS 

FD im Verhältnis —e teilt; der Übergang zur Scheitelgleichung ist

somit durch x' — — У gegeben, wenn x, y' das alte

Koordinatensystem vorstellt, und führt die Gleichung ix' — d)2 + 
y'2 = e2x'2 der Reihe nach über in

(*+грт~dJ+y*=e° (* ■+ rfr)

oder
+и-^(»+ГрГ)'ed

X e + 1

oder æ2(l—e2) -\-y2— 2edx oder mit ed — p in 

y2 — 2px + x2(e2 — 1). (i)
Mit e = 1 erhält man die bereits aus Nr. 125 bekannte Scheitel

tangentengleichung der Parabel, y2 — 2px. Zur weiteren Kontrolle 
kann dienen, daß man für e —0 wegen r — eN die Gleichung eines 
Kreises mit dem Radius 0 um den Brennpunkt erhalten muß. Setzt 
man e = 0 in die Kurvengleichung ein, so erhält man zunächst 
x2 ~\~ У2 — 2px = 0, und wenn man noch p = ed — 0 beachtet, 
x2 + y2 = 0 wie angesagt war.

Zur Mittelpunktsachsengleichung kann man naturgemäß nur bei 
Ellipse und Hyperbel transformieren. Am einfachsten geht man von 
der Scheiteltangentengleichung aus, man hat dann nur um die halbe 
Achsenlänge a zu verschieben, um den neuen Nullpunkt zu erhalten. 
Die Transformationsformeln sind demnach, wenn man das Scheitel
tangentensystem mit x', у bezeichnet, x' — x + а, у' — у und führen 
die letzte Kurvengleichung г/2 — 2px?t-\- x'2(e2—1) über in

2 e2 — a2
y2 = 2 p (x + a) + (x + a) a2

2+*>2
y2 = 2px+2pa-\-(x + a) ^oder

+2*(-т+т)+<-2Ь’+4,>b2
+ y2 = x2~-oder

62+ у2===х2 Ъ2

und damit in die bereits bekannte Gleichung b2x2 -jra2y2 — a2&2.

oder
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Für uns ist der Übergang zu dieser letzten Gleichung nur eine 
Kontrolle für die Richtigkeit der aufgestellten Formeln, besonders 
derjenigen für die Größen a, b, e, e, d, p.

Mit Vorteil gebraucht man öfter eine 
Darstellung der Kegelschnitte in Polarkoor
dinaten, die man unmittelbar von der Be
dingung r~eN aus ableitet. Eine gün
stige Form für die Gleichung ist zu erwar
ten, wenn man den Brennpunkt als Null
punkt wrählt und die Gerade Fk F2 als Null
strahl. Nach Abb. 178 wird aus der ge-

N P

D_
T

Abb. 178. L. E. I cm.

gebenen Bedingung

r = e-QP—e(d -j- r cos cp) 

— e • cos cp) — ed
oder

oder
V (k)

1 — e cos cp

Zählt man, was bisweilen geschieht, den Winkel cp rechtsum, im 
Uhrzeigersinn, so wie in der Abbildung durch den gestrichelten Bogen 
angedeutet, indem man sich den Nullstrahl vom Nullpunkt aus nach 
links gerichtet vorstellt, dann ist cp zu ersetzen durch n — cp, die

Polargleichung der Kegelschnitte ist dann r — V
1 —[— e cos cp

Beispiel d) Man stelle die Gleichung der Mittelpunktskegel
schnitte in Polarkoordinaten auf, indem man den Mittelpunkt als 
Nullpunkt wählt und den Nullstrahl auf der großen Achse.

Als große Achse wird gewöhnlich die Gerade FXF2 bezeichnet, 
wenn man mit Achse eine Gerade meint, oder auch die Strecke 
8г82 — 2a. Man geht am einfachsten von der Mittelpunktsachsen
gleichung aus und transformiert mit den bekannten Formeln x — r cos cp, 
y — r ein cp zum vorgeschriebenen System. Dann geht

b2 X2 + a2 y2 — azb2 

+ b2r2 cos2 cp -}- a2r2 sin2 cp — + a2b2 

f2 [+ b2 cos2 cp -j- a2 — а2 cos2 cp] = + a2b2

über in

oder

oder
+ a2b2 -t- b2

(1)r2 = oder T2 = —
1 — e2 cos2 cp 5а2 — cos2 cp (a2 -)- b2) 

wenn man mit a2 dividiert und e:a = e setzt.
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Aufgabe a) und b) Gegeben ist ein Kreis vom Radius c und eine feste 
Gerade im Abstand d vom Mittelpunkt des Kreises.

a) Gesucht ist der geometrische Ort jener Punkte P, deren Tangential
entfernung PT vom Kreis (T ist der Berührpunkt der vop P aus an den Kreis 
gelegten Tangente) das £-fache der Entfernung PQ von der Geraden ist;

b) man diskutiere die entstehendë Kurve für verschiedene Werte e, be
sonders s = 1 und s — 0.

Lösung: Man wählt die feste Gerade als ?/-Achse und die Senkrechte zu 
ihr durch den Kreismittelpunkt als ж-Achse. Die Eigenschaft des erzeugenden 
Punktes ist t = eN; diese Eigenschaft, in analytische Form gebracht, ist die 
Gleichung der Kurve. Der Kreis hat die Gleichung (x — d)2 -f- y2 — c2, dann 
ist der Tangentialabstand des variablen Punktes P — x | y vom Kreis gleich 
t — \r(x — d)2 -j- y2 — c2 ; sein Abstand N von der Geraden ist N — x. Mit 
diesen Werten wird die Gleichung der Kurve \(x — d)2-\-y2 — c2—f,x oder 
(a; — d)2 4- y2, — c2 — e2 x2. Die Gleichung ist vom 
zweiten Grad und stellt daher einen Kegelschnitt dar.
Bis auf die Konstante c ist die aufgestellte Kurven
gleichung genau so wie (129 b), für c = 0 ist sie di
rekt identisch mit ihr. Die entsprechende Diskussion 
wie bei der Kurve r = eN führt beim vorliegenden 
Kegelschnitt t — eN zu dem Resultat, daß er für 
£ < 1 eine Ellipse ist, für £ — 1 eine Parabel und 
für £ >> 1 eine Hyperbel, e ist immer positiv voraus
gesetzt, für — £ erhält man die nämliche Kurve wie 
für -)- £■ Für den Spezialfall £ = 0 stellt die Kur
vengleichung (x — d)2 -(- y2 — c2 — 0 den gegebenen Kreis vor; das ergibt auch 
unmittelbar die Bedingung t = 0.

9,

4,
\T

.X

Abb. 179.

181. Es soll von nun ab eine andere Schreibweise der Kegel
schnittsgleichung benützt werden, eine Schreibweise, die der Anfänger 
meist als kompliziert betrachtet, deren Wert und Vorteile ihm aber 
später klar werden. Man schreibe einmal die Gleichung einer Ge
raden in der Form

«i* + a2y + a3 = 0,
oder wenn man formell die Gleichung homogen macht,

a1xJra2y + a3z = 0,

wo natürlich z = 1 sein muß und somit nur der Form nach eine 
Variable ist. Bezeichnet man nun x als erste, y als zweite, z als 
dritte Variable, so gibt der Index 1, 2, 3 sofort die Stellung der 
Koeffizienten ax, a2, a3 an, so daß also ax der Koeffizient der ersten 
Variablen x, a2 der Koeffizient der zweiten Variablen y, a3 der
jenige der dritten z sein muß. Wenn man diese Form

алх -j- a2y -f- a3z
quadriert, erhält man

a^x2 -}- 2a1aixy -f + 2axa3xz -f- 2a2a3yz -|- «32z2.
Nun treten in der Mathematik sehr häufig die sogenannten
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symbolischen Potenzen einer Form auf, die man nach Fest
setzung recht einfach aus den gewöhnlichen Potenzen dieser Form 
dadurch erhält, daß man alle entstandenen Produkte von der Art
AiAkAl .. . ersetzt durch A 
durch a12 oder a2l, da jaa1a2 = a2a1, a 2 durch ai{, F1F2FZ durch 

oder F

. . Man ersetzt so beispielsweise аг a2ikl ■

oder F usw., FXFg2 durch FFx 128 USW.

Beispiel a) Die dritte wirkliche Potenz von Fxu -f- F2v ist
133132 213

F3u3 -f SFX2F2 u2v -j- 3 Fx F22uv2 -\-F23v3,
dann würde man die symbolische dritte Potenz nach dieser Vor
schrift erhalten in der Form

Fulu3+ 3 FU2u2v + 3 F122uv2 + Fn^y3.

Natürlich ist die nullte und erste wirkliche Potenz auch gleich der 
nullten und ersten symbolischen Potenz.

In dem eingangs erwähnten Fall erhält man dann die zweite 
symbolische Potenz S von axx-\-a2y-\-a3z als

S = anx2 Ą-2a12xy-\-a22y2Ą-2a13xz-\-2c^3yz-\- a33z2,

oder wenn man den wahren Wert von z einführt und damit zur 
unhomogenen Darstellung zurückgeht,

S = aux2 + 2 alt-xy -f a22y2 -f 2a13x + 2a2Zy -f a3,
als zweite symbolische Potenz von ax x -j- a2 у -|- a3.

Die Koeffizienten aik und aki sind selbstverständlich einander 
gleich, da sie ja beide aus a{ak = akai hervorgegangen sind, so daß 
man nach Belieben a21 statt a12, a31 statt a13, a32 statt a23 setzen 
kann. Es gibt dann der Index des. Koeffizienten sofort dessen Stel
lung an, z. B. steht an bei xx oder x2, a12 bei 2 xy, a23 bei 2 yz 
oder 2 у usw. Damit ist die linke Seite der Kegelschnittsgleichung 
durch die Form (a) oder (b) festgelegt, es sei diese Form in Zukunft 
abkürzend mit S bezeichnet, so daß die Kegelschnittsgleichung selbst 
S — 0 lautet, also

S=0 oder axlx2 Ą-2a.3xy + a32y2+ 2ax3x-\-2a33y-\- a33 = 0. (c)

Für manche Zwecke wird man die Kegelschnittsgleichung auch formell 
homogen anschreiben, so wie durch (a) angedeutet.

Beispiel b) In der Gleichung

3a;2 —j— 4xy Ą- y2 — 6x-\-12у — 1=0

Зж2 -|- 2 • 2 xy -\-у2 -\~ 2---- 3 a; —(— 2 - 6 z/ — 1 — 0
ist aix — 3, a12 = 2, a22 =1,

(a)

(b)

oder

®13 ®23 ®33

Umgekehrt bestimmen die Koeffizienten au = 1, a12 = 1,5, 
a13= — 0,5, a22 — 0, a23 = 2, a33=0 die Kegelschnittsgleichung



«11 «12 

! «21 «22 !

«12 «13

«22 «23

lassen sich in einer dem Gedächtnis leicht einzuprägenden Form für 
die Beurteilung der Eigenschaften der zu untersuchenden Kegel
schnitte verwerten.

Beispiel c) Für die zwei Kegelschnitte des vorausgehenden 
Beispieles b) würden diese Determinanten sein

5 ^33 --- ~f~^31 = +

1 1,5 —0.5
1 0 2

0 2 0

2 — 3

182. Die allgemeine Kegelschnittsgleichung
atlx2 -f 2аЛ2ху -|- a22y2 -(- 2aX3x-\- 2a23y -|- a33 = 0

enthält sechs Konstante an, a12, a22, a13, a23, a33? deren eine, etwa 
man durch Division beseitigen kann, so daß die Gleichung«33?

die Form
А X2 -f- 2Bxy Ą-Cy2 -j- 2Dx -f- 2Ey -j- 1 = 0

erhält, wo dann А — а1Х:а33, В — a12:a33 usw. ist.
Sind diese Konstanten А, В, С, Д Е bekannt, so ist damit ein 

ganz bestimmter Kegelschnitt gegeben. Um diese fünf Konstanten 
ermitteln zu können, falls sie unbekannt sind, braucht man fünf 
Bedingungsgleichungen. Durch fünf Bedingungen also ist ein Kegel
schnitt bestimmt. Man kann etwa vorschreiben, daß ein gesuchter 
Kegelschnitt durch fünf gegebene Punkte hindurchgehen oder fünf

3

«11 «13

«•21 «23
* "^32
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X1 -f- 2 • 1,5xy -|— 0• y2 —[— 2 • — 0,5ж -j- 2 • 2?/ -4- 0 = 0 

X2 -j— Ъху — X -|- Ay = 0.
Man beachte, daß nicht a12, sondern 2a12 der Koeffizient von 

xy ist, oder a12 der Koeffizient von 2xy. entsprechend a13 und a23.
Die Koeffizienten aik der Kegelschnittsgieichung S — 0 lassen 

sich zu einer Determinante dritten Grades zusammenstellen, Kegel
schnittsdeterminante oder auch Kegelschnittsdiskrimante 
genannt. Sie ist

oder

! «и «2i «3i !
«12 «22 «32 I
^13 ^23 ^33

wenn man die Gleichheit = in der Determinante zum Aus
druck bringen will. Man sieht, daß die Determinante A symmetrisch 
ist zur Diagonalen. Diese Determinante A und ihre Unterdetermi
nanten Aik. besonders diejenigen der letzten Zeile (oder Kolonne)

«11 «12 «13

«21 «22 «23

«31 «32 «33

, (d)oder A =A =

А6 i ?2 1 

3 6—1
2

Ю 
Ю
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gegebene Gerade berühren soll usw. Man kann diese Eigenschaft 
auch noch durch die Sprechweise ausdrücken: In der Ebene gibt 
es oc6 Kegelschnitte. Schreibt man einem Kegelschnitt nur vier Be
dingungen vor, so sind dadurch oo1 Kegelschnitte bestimmt, die in 
ihrer Gesamtheit ein Kegelschnittsystem bilden. In der Gleichung 
wird sich diese fehlende fünfte Bedingung dadurch bemerkbar machen, 
daß eine der Konstanten unbestimmt bleibt und gegebenenfalls die 
andern Konstanten sich durch diese eine ausdrücken lassen; diese 
eine Konstante tritt dann als Parameter in der Gleichung auf. So 
gibt es beispielsweise oo1 Kegelschnitte, die durch vier gegebene 
Punkte hindurchgehen, sie bilden ein spezielles Kegelschnittsystem, 
ein Kegelschnittbüschel. Ein anderes spezielles Kegelschnitt
system, eine Kegelschnittschar, wird gebildet durch die oo1 Kegel
schnitte, die vier gegebene Gerade berühren.

Beispiel: Gesucht ist die Gleichung eines Kegelschnittes, der 
durch die fünf Punkte P1 = OjO, P2=2|l, P3 = 4|0, P4 = 2j—1, 
Ps = 1 I — 1 hindurchgeht.

Die Gleichung des gesuchten Kegelschnittes sei

«и ж2 -f- 2a12xy -f- a22y2 + 2a13x -f 2a23y -f «33 = 0.

Dieser Kegelschnitt wäre bekannt und könnte gezeichnet werden, 
wenn man die Konstanten aik wüßte. Für sie erhält man, da die 
gegebenen Punkte der Kegelschnittsgleichung genügen müssen, die 
fünf Gleichungen

1) ®зз 0

2) 4an “h 4ai* ~ba22 4“ 4al3 -(- 2«23 -j-a33 — 0

азз = 03) 16 «л “h Ööi3
4) 4«u — 4«i2 -f «22 -f- 4«i3 — 2«23 -j- «33 = 0

®11 ^^12 —F" ®22 ~I- *^®23 ~f~ ®33 ^-

In diesen Gleichungen treten die sechs Unbekannten aik linear und 
homogen auf, man kann demnach deren Verhältnisse, etwa aik : alX, 
ermitteln-. Die gefundenen Werte dieser Verhältnisse sind dann in 
die angeschriebene Kegelschnittegleichung einzusetzen. Die fünf Be
dingungsgleichungen bilden also mit der Kegelschnittsgleichung ein 
zusammengehöriges System von sechs Gleichungen, in denen die 
sechs Unbekannten «ц, «l2 . . . aà3 linear und homogen auftreten, so 
daß nach (50 a) die Determinante des Gleichungssystemes ver
schwinden muß,



Diese Determinante gleich Null gesetzt ist eine Bedingung, der die 
Koordinaten x\y des erzeugenden Punktes genügen müssen, und 
somit die gesuchte Kegelschnittsgleichung selbst. Man kann natür
lich noch die Determinante auswerten und die Kegelschnittsgleichung 
auf die gebräuchliche Form bringen.

In dem vorliegenden speziellen Zahlenbeispiel wird man ele
mentar ganz rasch zum Ziel kommen, wenn man die Kegelschnitts
gleichung durch au dividiert und für die Verhältnisse aik : atl neue 
Bezeichnungen einführt,

X2 -j- 2bxy -j- cy2 -f- 2dx -j- 2ey -\- f— 0.

Für die Unbekannten b, c, d, e, f hat man dann die bereits oben 
angeschriebenen Bedingungsgleichungen

1) f=0
2) 4 + 46 + C + 4d-f 2e + f=0
3) 16
4) 4 — 46 + c+-4d—2e-\~ f =0
5) 1 — 2b + c + 2d — 2e-f-f=0,

aus denen man f= 0, d — — 2, b = — 0,5, e = 1, c = 4 ermittelt 
und damit die Kegelschnittsgleichung

X2 — xy 4c y2 — Ax -\- 2y — 0.
Aufgabe: Gesucht ist die Gleichung des Kegelschnittsysternes durch die 

vier Punkte P1 = 1|0, P2 =—110, P3 = 0|1, P4 = 0|—1.
Lösung: Das Kegelschnittsystem habe die Gleichung 

Ax2 -j- 2Bxy~\~ Cy2 -f- 2Dx + 2Ey -)- 1 = 0,
die von den gegebenen vier Punkten erfüllt werden muß. Für die fünf Un
bekannten A, B, C, D, E hat man so vier Gleichungen

+ i=o 
. +1=0 

+ 2J?+1 = 0 
— 2P+1 =0,

aus denen man A =— 1, D — 0, G — —1, E — 0 ermittelt, während В un
bestimmt bleibt. Die Gleichung des Systèmes ist dann

— z2 + 2 Bxy — y2 + 1=0 oder (x2 + y2 — 1) — lxy = 0,

+ 8 d +/’=0

1)
2)
3)

4)

0.
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wenn man 2B — X setzt. Däs Kegelschnittsystem ist ein Kegelschnittbüschel, 
wie auch die Form F — XO— 0 zeigt, siehe Nr. 118.

133. Man kann nun fragen: Warum darf man einem Kreis, 
der doch auch ein Kegelschnitt ist, nur drei Bedingungen vor
schreiben.?

Der Kreis ist ein spezieller Kegelschnitt; in dem Begriffe 
„Kreis“ sind bereits zwei Bedingungen enthalten. In der Tat war 
als Bedingung dafür, daß eine Gleichung zweiten Grades

an x2 -f 2 a12 xy + a22 y2 -f 2 a13 x -f 2 a23 y -f aS3 = 0
einen Kreis vorstelle, gefunden worden, daß in dieser Gleichung die 
Koeffizienten von x2 und y2 gleich seien, und daß das Glied mit xy 
fehle, oder wie wir jetzt kürzer sprechen und schreiben können, daß

«i2 = o. (a)aH ®22>
Es sind wegen dieser zwei Bedingungen in der allgemeinen Kegel- 
schnittsgleichung dann nur mehr drei unbekannte Konstante vor
handen, die aus drei Bedingungsgleichungen ermittelt werden können.

Anmerkung. Man kann auch rein geometrisch nach Nr. 112, Schluß
abschnitt, urteilen: Alle Kreise gehen durch die zwei unendlich fernen Kreis
punkte, diese zwei Bedingungen treten zu den für einen Kreis aufzustellenden 
Bedingungen noch hinzu und geben damit die fünf Bedingungen, die man 
einem Kegelschnitt vorschreiben kann.

In Nr. 130 war entwickelt, daß die Gestalt eines Kegelschnittes 
durch zwei Zahlen bestimmt ist, etwa durch Angabe der beiden 
Halbachsen a und b für einen Mittelpunktskegelschnitt. Wie ist 
diese Tatsache in Einklang zu bringen mit den fünf Forderungen, 
die man einem Kegelschnitt vorschreiben kann? Antwort: Durch 
zwei Zahlen ist die Gestalt des Kegelschnittes vollständig bestimmt, 
aber noch nicht seine Lage. Angenommen etwa die Gestalt einer 
Ellipse sei bestimmt, es sei noch ihre Lage in der Koordinaten
ebene festzustellen. Zu diesem Zwecke wird man am einfachsten 
den Mittelpunkt M durch zwei Zahlen festlegen und dann noch die 
Richtung der Halbachse a durch eine Zahl. Zu den zwei Zahlen, 
die die Gestalt der Ellipse bestimmen, treten also noch hinzu drei 
Zahlen zur Festlegung der Lage, insgesamt sind demnach wieder 
fünf Zahlen notwendig, um die Ellipse vollständig festzulegen.

Allgemein: Ein Kegelschnitt, der in der Ebene bewegt werden 
soll, ist als eine Scheibe zu betrachten. Die Scheibe hat in der 
Ebene drei Freiheitsgrade. Um also eine bestimmte Lage der 
Scheibe, im Spezialfall des Kegelschnittes, anzugeben, benötigt man 
drei Zahlen. Und deswegen insgesamt fünf Zahlenangaben, um 
einen Kegelschnitt nach Gestalt und Lage festzustellen, zwei für 
seine Gestalt und drei für seine Lage.
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134. Ist ein Kegelschnitt durch zwei verschiedene Gleichungen

«ii«* + 2W 4- a22y2 -f 2a13x -f 2aZ3y -f a33 = 0 

bu x2 —j— 2 b12 xy + b22 y2 + 2 Ь13 X + 2 623 y 4-£33 — 0

dargestellt, das nämliche Koordinatensystem vorausgesetzt, so muß 
die eine dieser Gleichungen eine Umformung der anderen sein und 
durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor wieder in sie über
gehen. Dann müssen also die entsprechenden Koeffizienten ailc und 
bik proportional sein,

^11 • ai\ Z== ^12 • a\2 == ^22 • a22 ~ ^13 • «13 ~ ^23 ' «23 ~ ^33 ' «33

oder
^11 6«11> ^12 6« 12’ ^22 @«22 5 ^13 6« 13’ ^23 @«23

^33 ^ @«зз »

wenn p der Proportionalitätsfaktor ist.
Gleichungen, von denen eine zur Ermittlung des Proportionalitäts
faktors p dient, somit fünf Gleichungen zur Bestimmung von fünf 
Unbekannten, die in den beiden gleichw ertigen Gleichungen auftreten.

Man kann also eine Kegelschnittsgleichung immer in eine andere 
Gleichung zweiten Grades umformen, wenn in letzterer fünf von
einander unabhängige Konstante auftreten.

Bisher hatten wir -nur Spezielle Gleichungen zweiten Grades 
diskutiert und uns von den Kegelschnitten, die durch solche 
Gleichungen dargestellt werden, ein Bild zu verschaffen gesucht. 
Die nächste Frage wird sein: Welche Kurven stellt denn die all
gemeinste Gleichung zweiten Grades, die allgemeine Kegel
schnittsgleichung

S = alxx2 4- 2a12xy 4- a22y2 -f- 2а13ж 4~ 2az3y -f a33 = 0
vor? Natürlich Kegelschnitte, Kurven zweiter Ordnung, die also 
von jeder beliebigen Geraden in zwei (reellen oder imaginären) 
Punkten geschnitten werden. In den vorausgehenden Zeilen hatten 
wir die speziellen Kegelschnitte Ellipse, Hyperbel und Parabel kennen 
gelernt ; es fragt sich nunmehr, ob es außer diesen auch noch andere 
Kegelschnitte gibt.

Der bisherige Gedankengang w’ar derart: Die Ellipse und 
Hyperbel hatten wir zuerst in ihren einfachen Gleichungsformen

— -j- ^ — 1 = 0 kennen gelernt, die Parabel in у2 = 
а2 — b2
gezeigt worden (129 c), daß es für diese drei Kurven eine gemeinsame 
Gleichung gibt x2 (1 — e2) 4~ У2 — 2dx -\-d2 = 0. Gleichzeitig war 
damit eine gemeinsame Eigenschaft der drei Kurven gezeigt, daß 
nämlich der erzeugende Punkt P die Forderung r = eN erfüllt.

(a)
Man erhält so sechs

cx. Dann war
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wenn r sein Abstand von einem festen Punkt, dem Brennpunkt, 
und N sein Abstand von einer festen Geraden, der Direktrix, ist. 
Läßt sich nun die vorliegende Kegelschnittsgleichung auf die Form 
r — eN bringen, so ist damit gezeigt, daß es außer Ellipse, Hyperbel 
und Parabel keine anderen Kegelschnitte gibt. Dann muß es also 
für jeden Kegelschnitt eine charakteristische Gerade geben, die 
Direktrix, und einen charakteristischen Punkt, den Brennpunkt, 
denen beiden gegenüber der erzeugende Kegelschnittspunkt ein kon
stantes Abstandsverhältnis e hat. Der Brennpunkt F ist durch seine 
Koordinaten x0, y0 bestimmt, die Direktrix x cos« -\-y sin« — p = 0 
durch Angabe von a und p. Insgesamt hat man die fünf Un
bekannten x0, y0, a, p, e aus der gegebenen Kegelschnittsgleichung 
zu ermitteln; und zwar aus der Bedingung, daß diese Kegelschnitts
gleichung auf die Form r = eN gebracht werden kann. Nun ist r 
der Abstand des erzeugenden Kegelschnittspunktes P±=x\y vom 
Brennpunkt F — x0 \ y0, also r — Y(x — x0)2 -j- (y — y0Y ; und N sein 
Abstand von der Direktrix x cos a -f- y sin a — p — 0, somit 
N — x cos <x —|— y sin ec — p; dann nimmt r — eN die Form

V(x — x0f -f (y — y0Y = e (x cos a -f У sin а — p)
oder

(x — x0Y -f- (y — У of = e2 ix cos « -f- y sin « — p)2

an. Damit erscheint die gestellte Forderung als Gleichung zweiten 
Grades zwischen x und y, mit fünf voneinander unabhängigen Kon
stanten. Sie muß daher tatsächlich aus der gegebenen allgemeinen 
Kegelschnittsgleichung hervorgehen, indem man nämlich letztere mit 
einem passend gewählten Faktor q multipliziert. Aus dieser Be
dingung kann man dann auch die fünf Unbekannten x0, y0, a, p, e 
bestimmen.

(b)

Beispiel: Man ermittle die Brennpunkte und die Direktrix 
des Kegelschnitts 9x2 — 2±xy -|- 16y2 — 140ж — 20y -j- 200 = 0.

Die Kegelschnittsgleichung wird auf die Form r — eN oder (b) 
gebracht. Man ordnet:

x2 ([e2 cos2 а — 1) -f- 2 xy e2 sin « cos a -j- y2 (e2 sin2 « — 1)
+ 2« (x0 — e2p cos a) -|- 2 у (y0 — e2 p sin a) — (x02 -f- y02 — e2p2) — 0.

Der Vergleich mit der gegebenen Gleichung liefert sechs Gleichungen 
zur Bestidimung der Unbekannten x0, y0, a, p, e und des Propor
tionalitätsfaktors Q,

1) e2cos2a — 1 =9q

2) e2 sin a cos а — — 12 p
3) e2 sin2 а—1 = 16p

4) x0 — e2 p cos а —
5) yö — e2 p sin а =— Юр
6) x2 -I- у 2 — е2р2 = — 200 р.

70 р
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Aus 1) und 3) findet man durch Addieren und Subtrahieren

8) e2 cos 2 « — — 7 ;
letztere Gleichung mit 2) e2 sin 2 « — —- 24 £ kombiniert, liefert 
tg 2« = oder sin 2a = ДЦ, cos 2« = ^ und damit sin « = 0,6,
cos « = 0,8; mit diesen Werten erhält man aus 7) und 8) noch 
e = (+) 1, also eine Parabel, und q = —1:25. Die andern drei 
Gleichungen formt man mit diesen Werten um zu

4) bx0 — 4p = 14 5) byQ — 3p = 2 6) x2 -j- y 2 — p2 = 8

und ermittelt aus ihnen x0 = 2,8, y0 = 0,4, p = 0. Es hat also 
der Brennpunkt F die Koordinaten 2,8 j 0,4, die Direktrix die 
Gleichung 0,8 x -j- 0,6 y — 0. Die gegebene Kegelschnittsgleichung 
läßt sich damit umformen zu

7) e2 —2 = 25 q

Y(x — 2,8 )a + (y — 0,4)* = Ï • (0,8 x + 0,6 y)

d. i. r = eN.
135. Der Kegelschnitt 8 = 0 wird als Kurve zweiter Ordnung 

von jeder beliebigen Geraden in zwei Punkten geschnitten. Also 
auch von der unendlich fernen Geraden. Wir nennen die Schnitt
punkte einer Kurve mit der unendlich fernen Geraden die unend
lich fernen Punkte der Kurve und erhalten somit:

Ein Kegelschnitt hat zwei unendlich ferne
Punkte. (a)

Diese beiden Punkte können nun entweder beide reell und 
verschieden sein, dann ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, oder beide 
sind imaginär, der Kegelschnitt ist eine Ellipse, die ganz im End
lichen verläuft, oder man hat den Übergang von einem Fall zum 
andern, wenn die beiden unendlich fernen Punkte zusammenfallen, 
bei der Parabel.

Ganz allgemein gilt: eine Kurve n-ter Ordnung wird von jeder 
Geraden in n Punkten geschnitten, also auch von der unendlich 
fernen Geraden; es gilt dann:

Eine Kurve w-ter Ordnung hat n unendlich 
ferne Punkte.

Etwas einfacher wird die Unterscheidung der Kegelschnitts
arten gegenüber der unendlich fernen Geraden mit Einführung der 
Asymptoten. Man definiert: Asymptoten sind die Tangenten in 
den unendlich fernen Punkten einer Kurve. Eine Kurve м-ter Ord
nung hat n unendlich ferne Punkte, also auch n Asymptoten, speziell:

Ein Kegelschnitt hat zwei Asymptoten,
Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.

(b)

(°)
19
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die reell oder imaginär sind, wenn es die beiden unendlich fernen 
Punkte sind. Es hat also die Hyperbel zwei reelle und verschiedene 
Asymptoten, die Ellipse zwei imaginäre und verschiedene und die 
Parabel zwei zusammenfallende Asymptoten.

An späterer Stelle, bei der Diskussion der allgemeinen Kegel
schnittsgleichung, werden Methoden für die Ermittlung der Asymptoten 
angegeben werden.

Polare und Polarensätze.

136. Gegeben sei ein fester Kegelschnitt S — 0 sowie ein fester 
Punkt P0 = x01 y0. Irgendein Strahl durch P0 schneidet auf dem

Kegelschnitt die zwei Punkte Px und P2 aus. 
die reell oder imaginär sein können. Von 
jenem vierten Punkt Q. der mit P0 zur 
Strecke PXP2 harmonisch liegt, sagt man: 
Er ist zu P0 harmonisch oder polar oder 
kon jugiert gelegen bezüglich des gegebenen 
Kegelschnittes. Teilt so P0 die Sehne Px P2 

im Verhältnis X, dann teilt der zu P0 polare 
Punkt Q die gleiche Sehne im Verhältnis —X.

Zu P0 gibt es oo1 polare oder konjugierte Punkte, da man oo1 

Strahlen durch P0 legen kann, deren jeder eine (reelle oder imaginäre) 
Sehne PXP8 aus dem Kegelschnitt ausschneidet. Die Gesamtheit dieser 
oo1 polar gelegenen Punkte Q bildet eine Kurve, eine Gerade, wie 
wir gleich sehen werden, die man die Polare zu P0 bezüglich des 
gegebenen Kegelschnittes nennt. Umgekehrt nennt man den Punkt 
P0 den Pol zu dieser Geraden.

Natürlich ist die Zuordnung von Pol und Polare bestimmt durch 
den gegebenen Kegelschnitt. Jeder andere Kegelschnitt weist dem 
Punkt P0 eine andere Polare zu; daher die Sprech- und Schreib
weise: Polare oder Pol oder polar gelegen „bezüglich des gegebenen 
Kegelschnittes“ oder „für den gegebenen Kegelschnitt“.

Die Polare zu P0 kann nur eine Gerade sein; denn eine Kurve 
höherer Ordnung würde die Gerade PXP2 in mehr als einem Punkt Q 
schneiden, es gäbe also zu P0 bezüglich PXP2 noch einen weiteren 
vierten harmonischen Punkt, was eben unmöglich ist.

Die Lage der Polaren zu P0 ist leicht festzustellen: Berührt 
der Strahl durch P0 den gegebenen Kegelschnitt, so fallen Px und P2 

mit Q zusammen, das heißt die Berührpunkte der von P0 aus an 
den gegebenen Kegelschnitt gelegten Tangenten sind Punkte der 
Polaren; damit läßt sich letztere konstruktiv bestimmen als Ver

Po,

Abb. 180.
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bindungsgerade der beiden Berührpunkte, zunächst allerdings nur 
wenn P0 außerhalb des Kegelschnittes liegt.

Die Polare zu einem Punkt P0 für einen gegebenen Kreis К = 0 
war nach Nr. 115 definiert als die Verbindungsgerade der beiden 
Berührpunkte der von P0 aus an den Kreis gelegten Tangenten. 
Man sieht, daß diese Definition in der neu aufgestellten mit ent
halten ist und ihr daher nicht widerspricht.

Beispiel a) Von der Direktrix eines Kegelschnittes gilt: 
die Direktrix ist die Polare zum Brennpunkt.

Aus Symmetriegründen muß jedenfalls die Polare eines Achsenpunktes 
senkrecht zur Achse stehen. Man braucht von ihr also nur mehr 
einen einzigen Punkt, um sie konstruieren zu können. Nach Defi
nition ist die Polare zu einem gegebenen Punkt P0 der Ort aller 
polar oder harmonisch zu P0 gelegenen Punkte. Nun wird nach 
(129 d) die große Achse eines Kegelschnittes durch Brennpunkt und 
Direktrix harmonisch geteilt, demnach müssen der Brennpunkt F 
und der Schnittpunkt D der Direktrix mit der großen Achse har
monisch zueinander liegen bezüglich der Achse 8XS„, siehe Abb. 3 76, 
oder in der neuen Sprechweise: sie liegen polar bezüglich des Kegel
schnittes. Also ist die Direktrix selbst die Polare des Brennpunktes F.

* In der praktischen Mechanik operiert man vielfach mit polaren 
oder konjugierten Elementen. Es erweist sich als zweckmäßig, einige 
Hilfssätze aus der projektiven Geometrie herüberzunehmen. Wir 
knüpfen an die Gleichung eines Geradenbüechels Gx— XG2 — 0 an 
und diskutieren die Schnittpunkte dieses Büschels mit einer beliebigen 
festen Geraden g. Wenn diese von den beiden Grundgeraden G1==Q 
und G2 = 0 in den Punkten Px und P2 geschnitten wird, und von 
der Büsche]geraden G1 — W2 — 0 im Punkt P*, dann interessiert 
das Teil Verhältnis ju, in dem P;v die Strecke PXP2 teilt. Zu jedem Я 
gehört eine bestimmte Büschelgerade Gx und damit ein bestimmter 
Punkt P^ auf der Strecke Pl P2 und zu diesem wieder ein bestimmtes 
Teilverhältnis /л\ demnach ist /и eine Funktion von Я und zwar eine 
lineare, weil die Ermittlung von /г nur lineare Gleichungen in ц 
und Я veranlaßt. Ferner weiß man, daß zu Я = 0, also zur Grund
geraden Gx — 0, der Punkt Px und damit ju — 0 gehört; und ent
sprechend zur Grundgeraden G2 — 0 oder zu Я = oo der Punkt P2 

und damit /г = oo. Nach dem Beispiel der Nr. 46 muß der lineare Zu
sammenhang zwischen Я und /л dann von der Form

/U= QÂ
sein, das Teilverhältnis /л ist proportional dem Büschelparameter Я.

Vier Strahlen heißen harmonisch, wenn sie jede Gerade g 
in vier harmonischen Punkten schneiden. Jedenfalls müssen diese

(a)

(b)

19*
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vier harmonischen Strahlen durch den gleichen Punkt gehen, da man 
sonst in Widerspruch mit Satz (101 d) käme.

Die vier Strahlen

Qx = 0
sind harmonische Strahlen, denn sie schneiden jede beliebige Gerade g 
in vier harmonischen Punkten Px, P2, Qx, Q2. Nach (a) wird die 
Strecke PXP2 durch Qx im Verhältnis fjx — p Я und durch Q2 im Ver
hältnis ju2 — q(—A) = — fxx geteilt, womit dann die vier Punkte 
P1? P2, Qx, Q2 als vier harmonische Punkte erkannt sind.

Umgekehrt müssen sich vier harmonische Strahlen stets durch 
vier Gleichungen

— 0,

Gx —(— A G2 = 0 (<=)аг — хвг = о,G2 = 0,

(d>Gx+W2 = 0Gx — XG2 = 0,= 0,
darstellen lassen. Da die vier Strahlen durch den nämlichen Punkt 
gehen, so sind ihre Gleichungen jedenfalls auf die Form Gx — 0, 
G2 — 0, G у — Ać?2 = 0, Gy — XG2 = 0 zu bringen. Sie schneiden die 
Gerade g in vier Punkten Px, P2, Qx, Q2; nach (b) wird die Strecke 
PyP2 durch Qy im Verhältnis /<х = p A und durch Q2 im Verhältnis 
/u2 — q/ geteilt. Nun sollen nach Voraussetzung die vier Punkte 
Py, P2, Qy, Q2 harmonisch sein, also muß fi2 — — jux oder A' = — А 
sein, so daß dann der vierte Strahl tatsächlich die Gleichung 
Gy -j~ IG2 = 0 hat.

Eine ausgewählte Gruppe von vier harmonischen Punkten sind 
die Endpunkte einer Strecke sowie deren Mittelpunkt und der un

endlich ferne Punkt auf der Strecke;
der Mittelpunkt teilt die Strecke im 
Verhältnis —1, der unendlich ferne 

5 g Punkt im Verhältnis -j-1. Mit Hilfe 
dieser ausgezeichneten Gruppe kann 
man recht einfach zu drei gegebenen 
Strahlen

Pi>
у Игn у

У den viertenP1? J?2 ’
harmonischen Strahl q2 kon
struieren: Man zieht eine beliebige 
Gerade g' parallel zum Strahl p2, die 

die beiden andern Strahlen in den Punkten Px und Qy schneidet. 
Dann macht man QyPy= PXQ2 und hat damit den vierten harmo
nischen Strahl q2 als Strahl durch Q2 gefunden, siehe Abb. 181.

у
y\Q.i

у
Abb. 181.

Es soll nochmals darauf hingewiesen werden, daß sowohl durch 
die Schreibweise, etwa Px, P2, Qx, Q2 oder px, p2, qx, q2 oder A, B. 
M, B! usw., vue auch durch die zeichnerische Darstellung die har
monischen Elemente immer paarweise zusammengehalten werden 
Hätte man die gelöste Aufgabe etwa so gestellt: zu drei gegebenen
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Strahlen si : su ■> S3 den vierten harmonischen Strahl zu finden, so 
hätte man natürlich drei verschiedene Lösungen erhalten, je nachdem 
man
Paar betrachtet hätte. Im vorliegenden Fall ist durch die Schreib
weise P15 P2, Qx, Q2 das Paar P15 P2 als das harmonisch zu teilende 
Paar charakterisiert.

5i, s2 °der sx, s3 oder s2, s3 als das harmonisch zu teilende

Beispiel b) Steht das eine getrennte Paar der har
monischen Strahlen zueinander senkrecht, .so halbiert es 
die Winkel des anderen Paares.

Das läßt sich recht einfach an Hand der Abb. 182 mit Hilfe der 
zuletzt angegebenen Konstruktion einsehen. Es muß die Hilfsgerade g' 
parallel dem ersten Strahl px und damit senkrecht p2 sein; andrer
seits ist R1P2 = P2R2, es ist also p2 die Winkelhalbierende der 
Strahlen qx und q2 und demgemäß ist es auch pv

(e)

I

<ry / 1 
/ vz! wtPt

<Tr \/'

I/A q J x- & 9
9 ЯХ-У Pi ĄPzt

s

Abb. 182. Abb. 183.

Beispiel c) Zu drei Punkten Px, P2, Qx auf einer Geraden g 
ist der vierte harmonische Punkt Q2 rein graphisch zu ermitteln.

Die Strahlen durch vier harmonische Punkte sind harmonische 
Strahlen, die ihrerseits wieder jede andere Gerade auch in vier har
monischen Punkten schneiden. Man zieht daher von einem beliebigen 
Punkt P0 aus Strahlen px, p2, qx zu den Punkten Px, P2, Qx und 
sucht nach der im vorausgehenden angegebenen' und durch die Ab
bildungen 181 und 183 angedeuteten Methode den vierten harmonischen 
Strahl.
durch P2 und macht auf ihr B1P2 — P2 P2 ; dei Strahl q2 durch R 
schneidet auf g den vierten harmonischen 
Punkt Q2

Zu diesem Zweck zieht man die Hilfsgerade g' parallel p1
.

Aaus.
*137. Es sei nun ein Kegelschnitt 

S = 0 gegeben und ferner die beiden belie
bigen Punkte P1 = xl yx und P2 — x2 \ y2. 
Legt man durch diese eine Gerade, so werden 
durch sie auf dem Kegelschnitt zwei andere 
Punkte Qx und Q2 ausgeschnitten. Von diesen

A

Ъ

Abb. 184.
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sei zunächst der eine Qx betrachtet. Er teilt die Strecke Px P2 in einem 
noch unbekannten Teilverhältnis A. Man könnte dieses Verhältnis A
dadurch ermitteln, daß man die Koordinaten von Qx aufsucht und 
dann die Formel für das TeilungsVerhältnis anwendet. Aber das
wäre sehr umständlich. Das Verfahren, das wir einschlagen, gibt 
uns auch gleichzeitig Aufschluß darüber, ob und unter welcher Be
dingung Px und P2 polar liegen. Diese Ermittlung des Teilverhält
nisses A, nach dem Qx die Strecke PXP2 teilt 3 geht davon aus, 
daß Qx als Punkt der Geraden PXP2 nach (83 a) die Koordinaten

—-—   hat und weiter, daß Qx auf dem KegelschnittA — 1A— 1
S — 0 liegt und deswegen seine Koordinaten der Gleichung S — 0 
genügen müssen, daß also gelten muß

fkx2-^xxV kx2 — xx ly2 — yx , „ (ly2 — УгУ
V А —1 / + 12 А —1 ' А —1 ' 22 V Ä—1 )

+2ai‘-iEEr+2a*>^rEr+a>>

«и

= 0

oder wenn man die Nenner beseitigt,

«11 (lX2 — Xxf + 2 «12 (lX2 — Xl) (I У 2 — Ух) + «22 (h 2 ~ УхТ 

-f 2 «X3 (Ax2 — xx) (А — 1) -f 2 a23 (ly2 — yx) (А — I) + a33 (А — 1 )2 = 0.
Man rechnet die Produkte aus, ordnet nach Potenzen von A und 
setzt zur Abkürzung

51 = «n^i2 4~ 2'ах2ххУх + «22 2/4 + 2 «13*1 4~ 2«232/i + «S3-
52 = axxx2 + 2al2x2y2 -f- «22у 2 -j- 2 aX3x2 + 2 a23y2 -f- «33,

wo also Si der Wert ist, den die linke Seite der Kegelschnitts
gleichung erhält, wenn man x{ \ y{ statt x i у in diese Gleichung sub
stituiert. Ferner setzt man

^12 = «11*1*1 “К «12 (ХхУ2 H“ Х2Ух) 4~ «22 Ух У 2 4~ «13 (ХХ 4" *2)
4~ «23 (Ух 4" У г) 4_ «33

(а)

oder
ХХ («11*2 4 «12^/2 1 «1з) 4~"~ Ух («21 Х2 ! «22 У2 f «2«)

4“ («31Х2 4“ «32 У2 4" «33)

= я2 (аХ1 хх -j- аХ2 ух 4- а13) 4" У2 («21 *1 4 «22 Ух 4" «23)
"4 («31*1 4- «32?/l 4“ «зз)-

Dann nimmt die verlangte Bedingungsgleichung die Form an 

S2X2 — 2N12A-fNx = 0, 
mit deren Hilfe man zwei Werte A ermitteln kann. Das war zu

oder

(b)

(°)
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erwarten, denn was von Qx gilt, muß genau so auch von Q2 gelten, 
das heißt obige Gleichung liefert gleichzeitig zwei Werte Я, einen 
für Qx und einen für Q2.

Beispiel a) Gegeben sind der Kegelschnitt x2— y2-j-4æ = 0 
und die Punkte Px = 1 | 0 und P2 = 0 j 1. Die Gerade PXP2 schneidet 
den Kegelschnitt in zwei Punkten Qx und Q 
nis teilen diese Punkte die Strecke PXP2?

Für die beiden Werte Я dieses Verhältnisses gilt die Gleichung 
S2P — 2$1аЯ -(-$!== 0; mit «n = l, «12 = 0, «22 =—1, a13 — 2, 
«23 = 0, «33 == 0 wird 8X — 5, S2 = — 1, SX2 — 2. Mit diesen Werten 
wird obige Gleichung —Я2 — 4Я-^5 = 0, deren Wurzeln Я1 = 1, 
Я2 = — 5 sind. Es wird also die Strecke PtP2 von den beiden 
Kegelschnittspunkten Qx und Q2 nach diesen beiden Verhältnissen 
-)- 1 und — 5 geteilt.

Wenn nun die beiden Punkte Px und P2 polare Punkte sind 
bezüglich des Kegelschnittes 8 = 0, so teilen sie die Strecke QXQ2 
harmonisch, und umgekehrt teilen dann auch die Punkte Qx und Q2 
die Strecke PjP2 harmonisch. Unter dieser Voraussetzung wird 
Я2 = — lx oder Яг —[— Я2 = 0. Nun ist aber der Koeffizient SX2 der 
Bestimmungsgleichung für Я nach (53b) gleich dem Vielfachen der 
Summe der beiden Wurzeln Яг und Я2 und somit SX2 — 0 die Be
dingung dafür, daß Xx Я2 = 0 oder Я2 = — Ях, d. h. daß Qx und Q2 
die Strecke PXP2 harmonisch teilen oder in der neuen Sprech
weise: Die Bedingung dafür, daß die Punkte Px und P2 polar 
gelegen sind bezüglich des Kegelschnittes S — 0, ist in symbolischer 
Schreibweise SX2 — 0 oder unabgekürzt

«11^1^2 -f «12 (X1У 2 + Х2Ух) + «22 2/l 2/г -f «13 (*1 + »*)

Ч- «23 (г/i + уч) H- «33= 0.

Beispiel b) Man suche zum Punkt P1 = 0|l den bezüglich 
des Kegelschnittes S = x2 — y2-|-4æ = 0 polaren Punkt P2 mit der 
Abszisse x2 — 1.

Es muß gelten N12 = 0; mit den aus dem vorigen Beispiel zu 
entnehmenden Werten von aik wird $12 = 0-|-0—y2-1-2-1 —[— 0 —j— 0 = 0 
und liefert y2 = 2. Zum Punkt Px — 0 11 ist also P2 = 1 j 2 einer 
der oo1 polaren Punkte bezüglich des gegebenen Kegelschnittes.

* 138. Die vorausgehenden Relationen ändern sich nicht, wenn 
man andere Bezeichnungen einführt. Man kann also setzen: Die 
Bedingung dafür, daß die beiden Punkte P0 = x0 j y0 und P — x | y 
polar liegen bezüglich des Kegelschnittes 8 — 0, ist

aiXXX0 + «12 (*г/о -L Ж0 У) + «22 У У 0+«13 (Х + Хо) 4- «23 (У Н" г/о) -Ь«33 = 0

In welchem Verhält^2 *

(d)



oder in den gebräuchlicheren Schreibweisen
Ж(а11ЖоЧ'а12^оН~ОН~У(а21ЖоН-а22Уо4~а2з)ЧЧазЛН~ (ft)
bzw.
*0 («1+ «1 2И- «м) + Уо («21* + «22*/+ «2з) + («81* + «32^+ «зз) = 0' (Ь) 
Für die linke Seite dieser drei Gleichungsformen setzt man gewöhn
lich das Symbol Q.

Zu einem gegebenen Punkt P0 = x0 y0 gibt es nun oc1 polar 
gelegene Punkte P — x\y; für alle diese Punkte P muß die voraus
gehende Bedingung gelten. Dann ist aber diese Bedingung nichts 
anderes als die Gleichung der Kurve, die durch diese oo1 Punkte 
gebildet wird, das heißt Q — 0 oder in nichtsymbolischer Schreibweise
*(а11*о4~а12Уо‘4~Я1зН“У(а2ГГ0'^а22Уо4-а2з)‘4~(а31*0~Ъа32Уо~Ьазз)==0 (c) 
ist die Gleichung der Polaren zum gegebenen Punkt P0 = х0\Уо 
bezüglich des Kegelschnittes S = 0.

Beispiel a) Zum Pol P0 = 01 1 hat die Polare bezüglich 
des Kegelschnittes x2 — y2 -f- 4x = 0 die Gleichung x (1 • 0 -f- 0 • 1 -(-2) 
-j- у (0 • 0 — 1 • 1 —|— 0) -f- (2 • 0 —|— 0 • 1 -f- 0) — 0 oder 2 x — у = 0.

Umgekehrt bestimmt man den Pol zu einer gegebenen Ge
raden Ax -j- By -j-C = 0. Der Pol sei P0 = x0\y0, dann muß die 
Polare zu ihm mit der gegebenen Geraden identisch sein, es müssen 
also die beiden Gleichungen

Ax -j- By -}- G = 0,
* Kl *0+ «12 2/o-f «J + У Kl *0+ «22 yÆ «2з) + («31 *0+ «32 *Л>+ «Зз) = 0 

die nämliche Gerade vorstellen, weshalb die Koeffizienten der ent
sprechenden Variablen beider Gleichungen proportional sein müssen:

«11 *0 I «12 Уо «13 === Q ^ > «21 *0 H «22 Уо H «28 ==~ Q^
«3i~\f~ «32У0 ~f" «33 >

wenn q der Proportionalitätsfaktor ist. Aus diesen drei Bedingungs
gleichungen ermittelt man die gesuchten Koordinaten xQ, y0 samt q, 
am einfachsten nach (50 i) in der Form

«11 «12

*0 : Уо '• Q '• ^ — «21 «22

«31 «32

Beispiel b) Zur Geraden 3x — 4у—12 = 0 ist bezüglich des 
Kegelschnittes x2 — y2 -j- 4 x — 0 der Pol P0 = x0 \ y0 bestimmt durch

1 0—3 2

хо'Уо:9‘л= 0 —1 4 0 =24:—16: — 4:— 18.
2 0 12 0

«13

(d)«23

«33
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Man erhält x0 = — 24:18 = — 4:3, yQ = 16 : 18 = 8:9 oder 
P0 = — 4 j I als gesuchten Pol.

Beispiel c) In Nr. 136 wurde als Polare zum Brennpunkt die 
Direktrix gefunden, und zwar mit Hilfe der Definition der Polaren 
auf geometrischem Weg. Wendet man die Formel an, so erhält 
man ausgehend von der Gleichungsform (129 c)

0^1 = 1 £, === 0, ae2 = 1, ai3== d, ®2з===
a33 = d2, F = d\0

und damit
Q = d [(1 — e2) X — d\ -f [— dx + d2] = — xd e2 = 0

oder x — 0 als Gleichung der Polaren, das ist die y-Achse, die 
Direktrix.

Beispiel d) b'ür die Kegelschnitte + l =

1 . 
«2Я IL J2 > «13 ^> «23 «33 ±1

0 ist

1
®n ’ «12—

und damit жж0 , УУо , 1
--- 2 I T»- "Г 1а2 — о2 —

die Polare zu einem beliebigen Punkt P0 — x0\y0.
Beispiel e) Für die Parabel y2 — 2px oder y2 — 2px — 0 ist 

«n === 0, al2 — 0, a22 = 1, a13 = p. a23 = 0, a3S — 0
und damit

(e)= 0

— Рхо~\ УУо — рж = 0 oder yy0 = p (ж -f x0) 
die Polare zu einem beliebigen Punkt P0 — x0ly0.

* 139. Rückt der Punkt P0 mehr und mehr an den Kegelschnitt 
heran, so rückt ihm seine Polare entgegen; kommt P0 auf den Kegel
schnitt selbst zu liegen, so geht seine Polare über in die Tangente in 
diesem Punkt. Folglich ist die Tangente eines Kegelschnitts
punktes P0 als die Polare dieses Punktes bestimmt, so daß die 
Gleichung der Kegelschnittstangente im Punkt P0 — x0\y0

X («11 *0 + «12 Уо + «1з) -f У («21*0 -f «22 У0 -f «2»)

-f («31 *0 + «32 У0 -f «зз) = 0

*o(«ll* + «12 У + «1з) + У0 («21 * Н «22 У ~«2з)

(~ («31 * К «32 У К «Зз) = 0

(О

(a)

oder

wird.
Beispiel a) Die Tangente an den Kegelschnitt x2 — y2 -f- 4x — 0 

im Kegelschnittspunkt P0 = x0\y0 ist

*(*0 +2) -ууо-\~2 xo =
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an der speziellen Stelle OjO wird sie 2x — 0, das ist die y-Achse. 
Dort hat also der Kegelschnitt den Richtungswinkel 90°.

Beispiel b) Entsprechend den Beispielen d) und e) der voraus
gehenden Nummer ist die Tangente im Punkt P0 der Kegelschnitte

д<2
-*±|г±1=0 durch

gegeben und die Tangente im Punkt P0 der Parabel 

y2 = 2px durch yy0 = 2p(x-\-x0).

140. Die Konstruktion der Polaren g zu einem gegebenen Punkt G 
beruht darauf, daß man zwei Punkte der Polaren ermittelt. Liegt G 
außerhalb des Kegelschnittes, so werden diese beiden Punkte am ein
fachsten die Berührungspunkte der von G aus an den Bezugskegelschnitt 
gezogenen Tangenten sein. Rückt G in das Innere des Kegelschnittes, 
so liegt die Polare außerhalb desselben. Die beiden Tangenten von G 
aus an den Kegelschnitt und mit ihnen die zugehörigen Berührpunkte 
werden imaginär. Deswegen muß aber nicht die Gerade durch diese 
beiden Berührpunkte, eben die Polare, imaginär werden. Man wird 
sich in diesem Fall auf andere Weise zwei Punkte der Polaren g 
verschaffen. Man könnte etwa durch G zwei beliebige Strahlen ziehen 
und auf jedem den zu G harmonischen Punkt (mit Anwendung der 

Definition) aufsuchen. Dann hätte man zwei 
Punkte der Polaren und damit diese selbst.

Einfacher führt die folgende Überlegung 
zum Ziel. Man legt durch G eine beliebige 
Gerade px und ermittelt deren Pol Px, etwa 
so wie die Abbildung andeutet. Dann liegen 
G und Pj polar, also ist P1 ein Punkt der 
gesuchten Polaren g. Auf die gleiche Weise 
sucht man noch einen zweiten Punkt P2, der 
zu G polar liegt; dann muß auch P2 ein Punkt 

der Polaren g sein. Damit ist dann die Polare g bestimmt durch 
die beiden Punkte Px und P2.

Umgekehrt wird man verfahren, wenn man zu einer Geraden g, 
die den Bezugskegelschnitt nicht reell schneidet, den Pol G ermitteln 
soll. Man wählt zwei beliebige Punkte Px und P2 auf der Geraden g 
und konstruiert ihre Polaren px und p2. Deren Schnittpunkt G liegt 
nun zu Px wie zu P2 polar, es ist also g die Polare zu G und des
wegen umgekehrt G der gesuchte Pol zu g.

Jeder Punkt P0 dieser Geraden g liegt polar zu G oder um
gekehrt: G ist zu jedem Punkt P0 der Geraden g polar gelegt, d. h. 
G ist ein Punkt der Polaren zu jedem P0, also muß die Polare eines

x*o » УУо - -, 
a2 - 62 - (b)= 0

(o)

Щ
/

s/
/G\ / \V

Ir,

19Pi
'P*

Abb. 185.
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jeden Punktes P0 durch О gehen. Man drückt diese Beziehung aus 
durch den Satz:

Bewegt sich der Pol P0 auf einer gegebenen 
Geraden g, so dreht sich seine Polare p0 um den 
Pol G dieser Geraden g,

und seine Umkehrung:

Dreht sich eine Gerade p0 um einen festen 
Punkt G, so bewegt sich der Pol P0 dieser Geraden 
auf der Polaren g zum festen Punkt G.

(»)

(b)

Läßt man den Punkt P0 beliebig variieren, so variiert selbst
verständlich auch die ihm bezüglich des gegebenen Kegelschnittes 
zugeordnete Polare p0. Bewegt sich P0 auf einer Kurve, so werden 
die zugehörigen oo1 Polaren ein Geradensystem, eine Geradenschar 
bilden. Bewegt sich im Spezialfall P0 auf einer Geraden g, dann 
müssen nach der vorstehenden Entwicklung die oo1 zugehörigen 
Polaren ein Geradenbüschel durch den Pol G der Geraden bilden.

Beispiel: Ein Polygon ist durch vier aufeinanderfolgende 
Seiten sx, s2, s3, s4 begrenzt. Ihm ist ein anderes 
Polygon zugeordnet, dessen Eckpunkte Sx, S2,
S3, $4 die Pole zu den Seiten sx, s2, s3, -s4 be
züglich einer gegebenen Ellipse sind, 
struiere letzteres.

Abb. 186 deutet die Konstruktion des zugeord- 
ueten Polygons an und gibt dieses selbst durch die 
schraffierte Fläche wieder. Um zu ^ den Pol 
zu erhalten, sucht man zu den Punkten P41 und 
T12 der Seite st die Polaren, die sich im gesuch
ten Pol schneiden. Der Symmetrie w-egen ist 
nur die Polare zu T12 notwendig. Um zu finden, 
muß man zu zwei Punkten T12 und T23 die Po
laren zeichnen.

" /
/

Man kon- SÄ I
I

I
I £17

/

fi

t
Abb. 186.

141. Ein Kegelschnitt wird von jeder beliebigen Geraden in 
zwei reellen oder imaginären Punkten P4 und P2 geschnitten. Den

wie beim Kreis als Sehne des Kegel-Abschnitt P4P2 bezeichnet man 
Schnittes. In Nr. 105 war als Mittelpunkt einer Kurve jener Punkt 
bezeichnet, der alle durch ihn gehenden Sehnen halbiert. Alle durch 
den Mittelpunkt eines Kegelschnittes gehenden Sehnen sollen Durch
messer heißen; oft versteht man aber unter Durchmesser auch die 
Gerade durch den Mittelpunkt und nicht nur das durch den Kegel
schnitt begrenzte Sehnenstück. Der jeweilige Wortlaut eines Satzes 
wird angeben, ob man mit Durchmesser das begrenzte Sehnenstück
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oder die Gerade durch den Mittelpunkt meint. Auf jedem Durch
messer liegen der Mittelpunkt M und der unendlich ferne Punkt U 

polar, siehe die Abbildung, denn ersterer 
teilt die Sehne im Verhältnis —1, letzterer 
im Verhältnis -j- 1. Durch den Mittelpunkt 

,u gibt es oc1 Durchmesser; die ool polaren 
Punkte, die man auf ihnen zum Mittelpunkt 
erhält, bilden die unendlich ferne Gerade, es 

и gilt demgemäß mit Bezug auf den gegebenen 
Kegelschnitt :

и

M

Die Polare des Kegel
schnittsmittelpunktes ist die 
unendlich ferne Gerade

Abb. 187.
(a)

und umgekehrt:

Der Pol der unendlich fernen Geraden ist der 
Ke gels chnittsm ittelpunkt.

Wünscht man zu einem unendlich fernen Punkt U die Polare, 
so wird man entsprechend ihrer Definition durch den Punkt U einen 
Durchmesser legen; dann ist der Mittelpunkt M polar gelegen zu U 
oder ein Punkt der Polaren zu U,, d. h. die Polare des unendlich 
fernen Punktes U geht durch den Mittelpunkt und ist somit ein 
Durchmesser. Es gilt demgemäß mit Bezug auf den gegebenen 
Kegelschnitt:

(b)

Die Polare eines unendlich fernen Punktes 
ist ein Durchmesser

und umgekehrt:

Der Pol eines Durchmessers ist ein unendlich 
ferner Punkt.

Die Polare eines unendlich fernen Punktes U ist geometrisch 
zu konstruieren als Verbindungsgerade и der Berührpunkte der 
Tangenten, die man in Richtung zum unendlich fernen Punkt an 
den Kegelschnitt legen kann. Diese Verbindungsgerade muß ein 
Durchmesser sein. Und umgekehrt wird man den unendlich fern 
gelegenen Pol U eines gegebenen Durchmessers и finden, indem man 
in den Schnittpunkten des Durchmessers mit dem Kegelschnitt die 
Tangenten zieht. Diese müssen zum gesuchten Pol U führen.

142. Für einen gegebenen Kegelschnitt heißen zwei Gerade 
konjugiert gelegen, wenn die eine durch den Pol der andern geht. 
Statt konjugiert gelegen kann man auch sagen „polar gelegen“. Wenn 
sonach in Abb. 188 der Punkt Gx der Pol zur Geraden gx ist, dann

(d)
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liegt jede Gerade durch Gx konjugiert zu gr1 ; es gibt somit zu einer 
gegebenen Geraden oo1 konjugierte Gerade, nämlich alle, die durch 
den Pol dieser Geraden gehen. Zieht man eine beliebige Gerade g2 
durch Gx, so muß nach Nr. 140 ihr Pol G2 auf der Geraden gx liegen. 
Geht also von zwei Geraden die erste durch den Pol der zweiten, 
dann auch die zweite durch den Pol der ersten.

Speziell wird man als konjugierte 
Durchmesser (bezüglich eines gegebenen 
Kegelschnitts) zwei Durchmesser dann bezeich
nen, wenn jeder von ihnen durch den Pol des 
andern geht, siehe Abb. 189. Zu einem Durch
messer ux ist der Pol ein unendlich ferner 
Punkt Ux, zu dem man gelangt, wenn man 
in den Durchmesserendpunkten die Tangenten 
an den Kegelschnitt legt. In der Richtung 
nach V\ muß dann der zu ux konjugierte 
Durchmesser u2 gehen.

Achsen eines Kegelschnittes nennt man diejenigen konjugierten 
Durchmesser, die zueinander senkrecht stehen.

Die Richtung von zwei konjugierten 
Durchmessern nennt man konjugierte 
Richtungen (bezüglich eines gegebenen 
Kegelschnitts). Zu einer gegebenen Richtung 
At = tg cpx findet man geometrisch die kon
jugierte Richtung, Л2 = tg (p2, indem man in 
der ersten Richtung die beiden Tangenten 
an den Kegelschnitt legt, und die beiden 
Berührpunkte durch eine Gerade verbindet.
Diese Gerade, ein Durchmesser, hat dann die 
konjugierte Richtung Л2.

^ Analytisch wird man so Vorgehen : Die Richtung Ax = tg cpx 
definiert den unendlich fernen Punkt Ux — g cos cpx \ g sin 9ox. Zu ihm 
ist die Polare ux gegeben durch die Gleichung

Q = g cos (pr (axx x-\-ax2y-\- a13) -Ą- g sin 9vx (a21 x -j- a22 у + «23)
+ («31 Я + «32 У Л~ «зз) = 0

Ч\
G,\

9, \
Abb. 188.

и,

и,

i/iPt
■Ut

г
ii

Abb. 189.

oder wenn man mit g zuerst dividiert und dann g = 00 setzt, 
cos 9ox (au X 4- a12 y -J- a13) -\- sin 9ox (a21 x -j- a22 y -j- a23) = 0.

Man ordnet die Gleichung nach den Variablen und findet die Rich
tung der Polaren ux nach (85 c) als

«11 ~Ь «12 4axl cos tpx -f- a12 sin q>x = (a)K = 9>2 = «12 4* «22 4«12 008 <Pi + «22 sin <P\
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Diese Beziehung zwischen Ax und i2 kann man noch umformen zu

К («12 «22 4) + («11 + «12 ^l) — 0

*11 4" *12 4l 4) ~h *22 4 ^2 == °-
oder

(b)

Für die Achsenrichtungen eines Kegelschnittes gilt, da sie zu
einander senkrecht stehen, • Я2 = — 1.

Beispiel a) Für die Ellipse -H-p —1==° ist *Il = p» «12=0,

und somit zwischen zwei konjugierten Richtungen der Zu-

a2 1

«22

sammenhang
(c)A1Aa = — 62:a2.

»2 ?/2 —
4-+1 =0Entsprechend gilt für die Hyperbeln --g—

A2 — -f- 62 : a2. (d)

Bei der Parabel у2 — 2p»==0 ist au='0, a12 = 0, a22=l und 
somit

(e)я1я2 = о,

d. h. eine der beiden konjugierten Richtungen muß immer den Wert 
Null haben, oder in anderer Sprechweise, der eine der beiden kon
jugierten Durchmesser muß immer parallel zur »-.Achse sein, welche 
Richtung auch der andere haben mag.

Beispiel b) Die zu einem Durchmesser paral
lelen Sehnen eines Kegelschnittes werden vom 
konjugierten Durchmesser halbiert.

Ist nämlich и ein gegebener Durchmesser des Kegelschnittes, 
so gehen alle zu ihm parallelen Sekanten durch den gleichen un
endlich fernen Punkt U wie dieser Durchmesser. Dann wird jede 
Sehne 1\P2 auf einer solchen Sekante durch U im Verhältnis -j- 1 

geteilt, der zu U konjugierte oder polare Punkt U' muß demnach 
die Sehne im Verhältnis — 1 teilen, also ihr Mittelpunkt sein. Die 
Gesamtheit dieser Punkte V ist aber die Polare des Punktes U 
oder der zu и konjugierte Durchmesser, siehe Abb. 191.

(f)

Ellipse.

143. Für Ellipse und Hyperbel hat man die gleiche Entstehung: 
man kann sie in Beziehung setzen zu Brennpunkt und Direktrix 
und erhält für beide die nämliche Gleichung r — eN; oder man gibt
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ihre Eigenschaft gegenüber dem Brennpunktspaar Fx und F2 an. 
ri ir2 — dl 2a. Die Schlußfolgerung wurde bereits gezogen: es ist 
zu erwarten, daß es zu jedem Satz für die Ellipse einen äquivalenten 
Satz für die Hyperbel gibt. Wir haben sogar direkt angegeben und 
in den bisher auftretenden Fällen bewiesen, daß jede Formel für die 
Ellipse, die sich auf den Werten a, b, e, p, e, d aufbaut, übergeht in 
die entsprechende Formel für die Hyperbel, wenn man -b2 durch 
— b2 und umgekehrt natürlich —b2 durch -j-b2 ersetzt.

Es soll kursorisch alles zusammengestellt werden, was man bis
her von der Ellipse weiß. Sie ist ein Kegelschnitt und zeichnet sich 
gegenüber den anderen Kegelschnitten Hyperbel und Parabel dadurch 
aus, daß sie ganz im Endlichen verläuft; ihre beiden unendlich fernen 
Punkte sind imaginär und desgleichen ihre beiden Asymptoten. Sie 
ist symmetrisch zu zwei Geraden oder Durchmessern, die man Haupt
durchmesser oder Achsen nennt und als „große“ oder Hauptachse 
und „kleine“ oder Nebenachse unterscheidet. Scheitel sind die Schnitt
punkte der Ellipse mit den Achsen; unter Achse ist oft auch zu 
verstehen die Entfernung zweier entsprechender Scheitel und unter 
Halbachse dann die Entfernung des Scheitels vom Mittelpunkt. Statt 
von Achsenrichtung spricht man oft auch von den Hauptrichtungen 
der Ellipse.

Die beiden Brennpunkte Ft und P2 liegen auf der großen Achse, 
die man deshalb oft auch Brennpunktsachse nennt, und zwar im Ab
stand e vom .Mittelpunkt. Es gilt a2 = b2 -j- e2. Der erzeugende 
Ellipsenpunkt P hat die Eigen
schaft rx -j- r2 — 2 a gegenüber den 
Brennpunkten. Die Ordinate p im 
Brennpunkt, der sog. Halbpara
meter, hat den Wert p — b2:a.
Die Polare zum Brennpunkt ist die 
Direktrix; sie hat den Abstand

+ — vom Mittelpunkt. Gegenüber
£

Brennpunkt F und Direktrix g hat 
die Eigenschaft r = eN. Naturgemäß gehört die eine Direktrix gl

Brennpunkt F2. Wenn man
die beiden Werte N1 und N2 nach Abbildung ersetzt durch

, aNг = d —(— e — x — • X r

so kann man die Eigenschaft r = sN auch schreiben 

rx—a — ex und r2=a-\~ ex.

P f

9i b 9iV
M

01ог

Abb. 190.

der erzeugende Ellipsenpunkt P

zum Brennpunkt Pl5 die andere g2 zum

N2 = d-\- e-\-x — “ +

(a)
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Den Unterschied 2 a — 2 b der beiden Achsen nennt man die 
lineare Abplattung; man bripgt dabei die Ellipse in Zusammen
hang mit dem Erdmeridian, so wie man nach Anm. 130 mit den 
Planetenbahnen eine Beziehung herstellte. Entsprechend der numeri
schen Exzentrizität kann man an Stelle der linearen die numerische 
Abplattung 2a—2b a — b

(b)a 2 a a

einführen. Zwischen ihr und der numerischen Exzentrizität e besteht 
die elementar zu entwickelnde Beziehung

ß==l_yiZ^i = fr
(°)

14- V i — e2

Man beachte, daß man für sehr kleines e wegen des gegenüber 1 

zu vernachlässigenden e2 setzen kann a = 0,5 e2.
Beispiel: Die Exzentrizität der Erdbahn ist £ = -6lo und somit 

ihre Abplattung а = 7-21(лг- Die Abplattung des Erdmeridians ist
rund

Man sieht, die Erdbahnellipse unterscheidet sich weniger von einem 
Kreis als ein Erdmeridian.

Die Gestalt der Ellipse ermittelt man am schnellsten (aber nicht 
am genauesten) mit Hilfe der Papierstreifenkonstruktion. An späterer 
Stelle werden noch einige Ellipsenkonstruktionen angegeben.

1rund а — ъкъ’ dann ist seine Exzentrizität e Vi 5 о

Aufgabe a) und b): Man konstruiere eine Ellipse und ermittle ihre 
Gleichung, wenn von ihr gegeben ist:

a) Mittelpunkt, ein Brennpunkt und eine Direktrix,
b) ein Brennpunkt, ein Scheitel und eine Direktrix.
Lösung a) Man kennt e und d, somit auch b2 = ed und a2 = b2-\-ez 

ferner
= d\e:(d-|-e). Gestalt durch Papierstreifenkönstruktion ; Mittelpunktsachsen
gleichung.

e : e) = yje : (d -j-e) und p = ed— e [d — [— c) s — e : a —

Lösung b) Der Scheitel teilt die Strecke fß im Verhältnis e, somit 
ist d und e bekannt; man kann mit der Beziehung r — eN die Ellipse kon
struieren und ihre Gleichung in Form (129b) aufstellen. Oder: Bekannt ist d 

und а — e, wofür s gesetzt sei. Aus (130d) ermittelt man s — 8:(d — «);
d — 8ds

weiter ist p=zsd = ^—— ; man hat noch a(l—e2) = ed oder a = s 

, ferner b2 = ed

d — 2s
s2 s2d

und e—ea Man kann nun auch die Mittelei — 2s
punktsachsengleichung aufstellen.

d — 2s'

144. Charakteristisch für die Ellipse -s-brs—1
ar ' Ъ2

ihre Entstehung aus dem umschriebenen Kreis x2 -|- y2 — a2 durch 
homogene Deformation in der y-Richtung. Damit ist die Ellipse als 
affin und affin gelegen zu diesem Kreis erkannt; die ж-Achse ist

= 0 ist
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dabei Affinitätsachse. Will man Punkte als zur Kreisebene gehörig 
kennzeichnen, dann wird man sie durch ' hervorheben, also A\ B', 
Cf, ... P', Q' ..., und dementsprechend ihre Koordination mit x\ 
y' usw. Dann sollen diesen Punkten der Kreisebene die Punkte 
A, B, G, ... P, Q ... der Ellipsenebene mit den Koordinaten x, y usw. 
zugeordnet sein, siehe Abb. 148 und 149. Mit dem Übergang des 
Kreises in die Ellipse durch die homogene Deformation

x' — X, (a)= 1гУ

gehen auch alle mit dem Kreis in Beziehung gebrachten geometrischen 
Gebilde: Durchmesser, Tangente, Polare, Tangentenpaar usw. über in 
die affinen Gebilde. So auch mit

a0' = *o>

die Kreispolare zum Punkt P0'

(b)

x'x0' -j- y' y0' — o2 = 0

in die Polare des Punktes P0 bezüglich der Ellipse

У У оxx0
W— 1 = 0.

62а2

Durch (138e) wurde die nämliche Gleichung bereits entwickelt, 
ausgehend von der allgemeinen Gleichung Q = 0 der Polaren zu 
einem Kegelschnittspunkt P0.

Den Pol P0 zu einer gegebenen Geraden Ax -\-By -{- C — 0 
kann man wieder mit Vermittlung der homogenen Deformation finden; 
oder man schließt: umgekehrt muß zu P0 die Polare heißen

+ oder Ax + By+C = 0.

Beide Gleichungen stellen die nämliohe Gerade vor, sonach muß gelten 

xo. Уо.__"i __ A B C
ö«6i-

oder
ВА

(d)».=~bc-

145. Liegt der Punkt P0 auf der Ellipse selbst, so wird die 
Polare zur Tangente in diesem Punkt. Man hat demnach als Gleichung 
der Tangente im Punkt P0 der obigen Ellipse

s*o ,УУо i__а
1 —u-

x — — а2 —
С ’

(a)
а2

20Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.



Kegelschnitte.306

Die Richtung dieser Tangente, nämlich

b2x0
a*y0'

ist auch gleichzeitig die Richtung der Ellipse im Punkt P0.
Die Richtung einer Kurve im Punkt P0 wird sehr oft folgender

maßen ermittelt. Eine beliebige Sekante durch P0 und einen zweiten 
Ellipsenpunkt Px hat die Richtung tg т = (t/x — y0) : (sc1 — x0). P0 und 
Pj müssen die Kurvengleichung erfüllen,

V. У02

(Ь)tg T = —

1 = 0,und1 = 0 ä2a2 b2 b2

woraus sich zunächst durch Subtraktion

xi2 — xo2 Ух Уо _Q
а2 62

und daraus
У1 — У0 ==_b*. xi "T~ xo
xi — xo

als Richtung der Sekante P0PX ergibt. Diese Sekante geht in 
die Tangente über, wenn I\ nach P0 rückt, also xl = x0, y1 = y0 
wird. Dann geht die Richtung der Sekante über in die Richtung 
der Tangente tgr = — b2x0:azy0 wie oben.

Die Normale im Punkt P0 zur obigen Ellipse hat nach (87h) 
die Richtung a2y0:b2x0 und damit die Gleichung

ь*хо(У — Уо) — а2Уо(х — xo) = 0-
x2 V2Aufgabe a) Man zeichne die Ellipse --- 1 = 0. Ferner bestimme

man von ihr: Brennweite e, numerische Exzentrizität e, Ordinate p im Brenn
punkt; man zeichne die Direktrix. Man bestimme Tangente und Normale der 
Ellipse im Punkt P0 = x0 \ y0, wenn x0 = 4.

Lösung: Die Gestalt ist durch Abb. 177 wiedergegeben. Beispiel 130b) 
lieferte bereits a = 5, b = 3, e = 4, e = 0,8, d = 2\, p—1|. Für x0 = 4 
findet man zwei symmetrische Punkte P0 = 4 | + 1$ . In ihnen ist die Richtung 

9.4 _
der Tangente tg т = 4-—--—= 4. £ und die der Normalen tgv= + £. Die Tan

gente hat die Gleichung — 1=0 oder 4æ + 5y — 25 = 0 und die
Normale y + 2 = + £ (x — 4) oder 25 x 4Г 20y — 64 = 0.

Aufgabe b) Gegeben eine Ellipse mit den Halbachsen а und b. Durch 
den Mittelpunkt M dieser Ellipse legt man zwei zueinander senkrechte Strahlen 
und bringt sie zum Schnitt mit der Ellipse; die Verbindungsgerade der so er
haltenen Schnittpunkte berührt einen Kreis um den gleichen Mittelpunkt M. 
Welchen Radius hat dieser Kreis?

Lösung: Man macht M zum Nullpunkt, die Ellipsenachsen zu Koordi
natenachsen, dann lautet die Ellipsengleichung b2 x2 -}- а2 у2 = a2b2, die Gleichung

(c)tgr =
«2 Ух -\~Уо

(à)
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der zwei Strahlen y — Ix und y = —

Schnittpunkte Px und P2 sind Px == xx | lxx, P2 = x2\ —~2 Die Unbekannten
xl und x2 sind aus der Bedingung zu ermitteln, daß Px und P2 Ellipsenpunkte 
sind; es gilt

X. Die durch diese Strahlen bestimmten

b2 «j2 -f- а2Я2 a;x2 = a2b2 oder æx2 = о2 b2 : (b2 -(- о2Я2)
und entsprechend

Я2 Ь2 х22 -f- а2 #22 = в2 Ь2 Я2 oder ж22 = а2 Ь2 Я2 : (о2 -f- Я2 Ь2). 
Wenn man zur Abkürzung 

setzt, so werden die Koordinaten von Px und P2 durch Px = 
,, abl j • ■■ ■ q6

i!=TT

o' — y/b2 а2Я2 und b' = y/а2 -j- Я2 b2

ab Я ab

gegeben sein. Die Gerade PXP2 hat die Gleichung

1У

lab a'

= 0,
abl —ab b'

oder wenn man nach der ersten Zeile entwickelt und die allgemeine Gleichung 
zur Normalgleichung umformt,

x(lb' -f а') + y(la' - V) - qb(l + Я2) = ft
VP' + «О2 + (Яа' — Ь')2

Dann ist der Abstand p dieser Geraden vom Nullpunkt,
___  аЬ(1+Я8)
у/Я2 b'2 4- а'2 + Я2 а'2 4- Ь'2

аЬ(1 4~ Я2)
V(i 4- Я2)(«'2 4-ь'2)

а b у/1 4~ Я2 ab

Vrb2 4- а2 Я2 4- а2 4- Я2 Ь2 у'а2 + Ь2 ’
unabhängig von Я konstant, das heißt die Gerade berührt den Kreis vom Radius p 
um den Nullpunkt.

*146. Das Tang(?ntenpaar von P0 aus an die Ellipse ist die 
homogene Deformation des Tangentenpaares von PQf■= x0' j yQ’ aus 
an den Kreis x'2-\-y’2— a2 = 0. Von letzterem Paar kennt man 
die Gleichung, siehe (116 c). Die homogene Deformation

/ a
Уо=т

, a
У X0X' by 0

führt dieses Paar über in das Tangentenpaar an die Ellipse 

xo(x — xo) I Уо(у — Уо) _1_хУо — хоУ
ä2'

Diebeiden parallelen Tangenten von gegebener Richtung 
A = tgr an die Ellipse bilden einen Sonderfall des vorausgehenden

20*

x->=г:з:

\/< 4_ У1

V а8 ' b2 —1=0. (a)
abb2

X У

ab lab

1а' а' 0 oder
abl — ab

~ЪГ ~V~ 1

« 
-о



Wenn man mit q2 dividiert und dann q = oo setzt, erhält man
sin® zV7

COS2 Tcos3 r sin2 г _X sin т — у cos x
b2а262а2

und nach einigen Umformungen
у = Яж + V62 -f а2Я2 (b)

als gesuchtes Tangentenpaar.
147. Die konjugierten Durchmesser kann man bei der 

Ellipse auch noch auf andere Weise definieren als das in Nr. 142 
geschah, indem man nämlich die Ellipse wieder in Beziehung setzt 
zu dem Kreis, aus dem sie durch homogene Deformation hervorging. 
Ein Kreis hat oo1 Durchmesser, je zwei senkrechte Durchmesser 
bilden ein ausgezeichnetes Paar, nach Nr. 142 sind sie konjugierte 
Kreisdurchmesser, so daß es oo1 Paare konjugierter Kreisdurch
messer gibt. Da nun jedem Kreisgebilde durch die Transformations
formel (144 a) ein affines Ellipsengebilde zugeordnet ist, so wird ein 
Paar konjugierter Kreisdurchmesser in ein Paar Ellipsendurchmesser 
übergehen, die deswegen konjugierte Ellipsendurchmesser heißen sollen:

Konjugierte Ellipsendurchmesser sind die 
affinen -Gebilde zu einem Paar senkrechter 
Kreis durchmess er. (a)

Solcher Paare gibt es oo1, zu jedem einzelnen Ellipsendurchmesser 
einen bestimmten konjugierten Durchmesser.

Durch die affine Zuordnung geht der Satz: Die Tangente in 
einem Kreispunkt P0 und der zum Durchmesser MP0 senkrechte 
Kreisdurchmesser sind parallel, nach (97c) über in:

Die Tangente in einem Ellipsenpunkt P0 und 
der zum Durchmesser MP0 konjugierte Ellipsen
durchmesser sind parallel.

Das durch die neue Definition charakterisierte Paar konjugierter 
Durchmesser ist sonach das gleiche wie das früher definierte.

Bei der Affinität bleiben Streckenmittelpunkte erhalten, es geht 
somit die Aussage: Die zu einem Kreisdurchmesser parallelen Sehnen 
werden vom senkrechten Kreisdurchmesser halbiert, über in:

(b)

Kegelschnitte.308

Paares, insofern man nämlich an Stelle des Punktes P0 den unendlich 
fernen Punkt U — q cos tj g sin т wählt. Gleichung (a) geht über in

q cos г • (x—q cos r) p sin r • (y — p sin t)
b2a2

Q2 sin2 r_q(x sin г — у cos r) — 1.-----h b2ab

-Cs
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Die zu einem Ellipsendurchmesser parallelen 
Sehnen werden vom konjugierten Durchmesser 
halbiert.

Siehe Abb. 191, vergleiche auch Beispiel 142b).
Beispiel: Man schneidet zwei zum Mittelpunkt homothetisch 

liegende Ellipsen mit einer Sekante; welche Beziehung besteht unter 
den Sekantenstücken zwischen beiden Ellipsen.

(<0

\
\

\ \

Abb. 191. Abb. 192.

Sind zwei Kegelschnitte ähnlich und ähnlich gelegen, oder in 
der kürzeren Sprechweise: sind beide homothetisch, mit dem Mittel
punkt als Ähnlichkeitszentrum, siehe Nr. 96 und Nr. 106, so sind 
irgend zwei konjugierte Durchmesser des einen Kegelschnitts auch 
gleichzeitig konjugiert bezüglich des andern Kegelschnitts. Damit 
ist ein Satz bewiesen:

Auf jeder Sekante werden durch zwei zum 
Mittelpunkt homothetische Kegelschnitte gleiche 
Stücke zwischen den beiden Kegelschnitten ab
geschnitten. (d)

Denn ist M' der Mittelpunkt der Sehne PrP2, dann ist der Durch
messer MM' konjugiert zur Richtung von PXP2, also ist M' auch 
Mitte von Qx Qa und damit Px Q1 — P2 Q2.

148. Analytisch werden Beziehungen zwischen den konjugierten 
Ellipsendurchmessern recht einfach mit Hilfe der affinen Beziehung 
der Ellipse zum umschriebenen und eingeschriebenen Kreis auf
gestellt. Beim Kreis ist die Lage eines beliebigen Durchmessers am 
einfachsten durch den Winkel cp von einem festen Durchmesser aus fest- 
żulegen. Dieser Winkel cp tritt demnach als Parameter auf: Jedem 
Wert cp ist ein bestimmter Kreisdurchmesser zugeordnet und um
gekehrt entspricht jedem Kreisdurchmesser ein bestimmter Para- 

Es ist praktischer, statt der Durchmesser die Halb- 
einzuführen. Durch den ausgewählten Kreishalbmesser ist

meter cp. 
messer
dann ein bestimmter Kreispunkt Р/ festgelegt, siehe Abb. 193, der 
die Koordinaten а/ = a cos cp, у' — a sin cp hat, und gleichzeitig ein



COtg cp,

(d)

Ул btgVl=^ = _tg?,, Угtg V2 = “
*2

und wenn man multipliziert,
ft2

tg V^i-tg ^2 = a2 ’
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bestimmter Ellipsenhalbmesser OP1 = a, sowie der Ellipsenpunkt 
mit den Koordinaten

(a)y — b sin 9o,x = a cos cp,

deren Darstellung die Gleichung der Ellipse in der Parameter
form ist. Diese Darstellung wurde übrigens in Nr. 107 unmittelbar 
aus der Abb. 149 abgelesen. Wenn man die beiden Gleichungen 
quadriert und cos2 cp -j- sin2 cp = 1 benützt, kommt man wieder zur 
gewöhnlichen Ellipsengleichung.

Konjugiert sind die Kreishalbmesser OP/ und ОР/ mit den 
Parametern cp1 = cp und cp2 = cp -f- 90°, also auch die Kreispunkte 
Р/ = a cos 99 ! a sin 9? und P2' = a cos (90 -J- cp) ja sin (90° -f- cp) oder 
P2' — — а sin cp j a cos cp. Zu beiden Kreispunkten Pj'und P2' sind affin die 
beiden Ellipsenpunkte

Pj = a cos cp ! b sin cp und P2 = — a sin cp j b cos 9?, (b)
die demgemäß als konjugierte 
Ellipsenpunkte zu bezeichnen sind ; 
entsprechend sind konjugiert die 
Ellipsenhalbmesser a mit dem Para
meter 9? und ß mit dem Parame
ter cp -|- 90°. Zwischen den Längen 
a und ß muß dann eine Rela
tion bestehen ebenso wie zwischen

C
ß'4L*

V

\h.
b CU

Abb. 193. ihren Richtungen tg y>t und tg xp2, 

so daß mit dem einen Wert auch
der andere bekannt bzw. zu ermitteln ist.

An Hand der Abb. 193 liest man ab

«2 = x2 -j- у 2 — a2 cos2 cp -j- b2 sin2 cp 

ß2 — X2 -j- у 2 = a2 sin2 cp -f- b2 cos2 cp

und erhält durch Summierung

«2

unabhängig von der Wahl des Paares.
Ebenso für die Richtungen der beiden Halbmesser

(c)

Ä
 I c

s
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das ist die bereits aus Nr. 142 bekannte Beziehung zwischen zwei 
konjugierten Richtungen.

Zur Gleichung eines Durchmessers
Ax-\~By — 0 ist Bb2x— Aa2y = 0

der konjugierte Durchmesser, da durch tg = — — bestimmt ist

(e)

В
Ъ2 ВЪ2

tgv2== — ~i- 4 v’i Aa2 '
Aufgabe a) Man versuche eine Parameterdarstellung der Ellipse, indem 

man als Parameter die Richtung 1 = tg yj = y : x des Durchmessers einführt.
Lösung: Mit OP—r wird x = r cos?/;, y — r Soll P — x у El

lipsenpunkt sein, so gilt
fe2 r2 cos2 \p -j- a2 r2 sin2 y> — a2 62,

woraus mit tg </» = Я und deswegen
sin y> : cos yj : 1 = Я : 1 : \/l 4~ Я2

= аЬ|/ab 1 -f-Я2
Г = ------------  ------  ' ■■ ■ - .......

yjb2 cos2 y> -J- a2 sin2 yj b2 + a2 Я2
wird und damit die gewünschte Parameterdarstellung

a&x — r cos * Vb2+«2 я2
(f)oder

Xab
У ~ yjb2 -j- а2 Я2

Aufgabe b) Man suche Gleichung und Länge des unter 60° geneigten 
Durchmessers der Ellipse -- -j- — 1 = 0, sowie die Gleichung der Tangente

y — r sin y>

im Endpunkt des Durchmessers. Gesucht ist ferner die Größe und Richtung 
des konjugierten Durchmessers.

Lösung: = 600 liefert i/ = a;tgß0o oder y-x-\J3 als Gleichung des
Durchmessers (hier Gerade). Er schneidet die Ellipse in den Punkten

^l12^
1 V43I V43

, n /_— 12 — 12 y/3und P1
y4 6 у4о

Tangenten %У \ 3 — у;43 — 0 und i ж -f-1 у V3 -j- \/-43 — 0. Der kon-

48; Durchmesserlänge 2 a ;
V43

1616 und diejugierte Durchmesser hat die Richtung tg y>2 —---- g - cotg y\
9 УЗ-1/499 

V 43Länge 2 ß = 2

149. Der Winkel # zwischen den beiden konjugierten Halb
messern a und ß ist bestimmt durch 

sin # = sin (t//2 — я/^j)
= sin гр2 cos — sin cos y>2

b cos op a cos cp 6 sin 9? a sin 9? ab
ß aßß a a

(a)oder aß • sin ft — ab.



Nun stellt aber aß&jnv das in der Abbildung schraffiert gezeichnete 
Parallelogramm dar, den vierten Teil des umschriebenen Parallelo
gramms. woraus sich der Satz ergibt,

Alle der Ellipse umschriebenen Parallelo
gramme haben den gleichen Flächeninhalt F= 4«6, 
wenn die Parallelogrammseiten konjugierten 
Durchmessern parallel sind.

Diese Wahrheit hätte auch die affine Beziehung zwischen Ellipse 
und umschriebenem Kreis entwickeln können. Jedes der angegebenen 

Parallelogramme kann man sich durch homogene 
^w>7 Deformation hervorgegangen denken aus einem 

dem Kreis mit dem Radius a umschriebenen 
Quadrat. Nun hat letzteres immer die Fläche 
F' = 4a2, durch die homogene Deformation 
wird diese Fläche auf eine neue im Betrag 
F—F'-(b:a) —iab transformiert. Die Diagona
len des dem Kreis umschriebenen Quadrates stehen 

zueinander senkrecht, gehen, sonach durch die homogene Deformation 
in konjugierte Durchmesser über.

Ganz allgemein gilt:
Die Diagonalen eines beliebigen der Ellipse 

umschriebenen Parallelogramms sind konjugierte 
Durchmesser;

(b)

У

Abb. 194.

(с)
denn dieses Parallelogramm ist zu betrachten als affine Abbildung 
eines Rhombus, das dem zur Ellipse affinen Kreis umschrieben ist 
und dessen Diagonalen demnach senkrecht stehen müssen.

Ein der Ellipse eingeschriebenes Parallelogramm ist zu be
trachten als homogene Deformation eines Rechteckes, das dem Kreis 
x2 —j— y2 = a2 eingeschrieben ist. Es müssen also die * Seiten dieses 
Parallelogramms zwei konjugierten Durchmessern der Ellipse paral
lel sein.

Leicht einzusehen ist: Das der Ellipse eingeschriebene größte Recht
eck hat die Fläche 2ab, da es aus einem dem Kreis x2 -\-y2— a2 = 0 
eingeschriebenen Quadrat von der Fläche 2 a2 durch homogene Defor
mation hervorgeht.

Beispiel: Zum Durchmesser mit dem Richtungswinkel a ist 
eine Tangente parallel an die Ellipse gelegt (siehe Abb. 194); welchen 
Abstand p hat sie vom Durchmesser?

Die Tangentengleichung in der Normalform ist

b2xx0 -f- a2yy0— a2b2 — 0 oder — X sin а -(- у cos а — p —О,
VbW 4- a4yn

Kegelschnitte.312
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da das Lot p den Winkel a-J-900 gegen die ж-Achse bildet. Der 
Vergleich liefert, wenn man zur Abkürzung Vb^x,2-\-a^y,2 = w setzt,

b*x0 cP 
w

a2b2— sin а cos а =w w

Mit einigen Umformungen wird 

a2b2
p2 = a2b2 • —ÿ- == а2 Ъ2 b2x2 -f- а2 у 2 _ а2-Ъ^х 2 -|- Ъ2 • а4 у0

w2IV w

— а2 ■ sin* а -}- Ъ2 cos* а
oder

р =. У a2 sin* а-\-Ъ2 cos* а.

* 150. Die Tangente bzw. Normale im Ellipsenpunkt P0, siehe 
Nr. 145, schneidet auf der ж-Achse die Stücke ОТ — t und ON — n 
ab, und zwar ist

(d)

а2 (a)t — — und , woraus tn — e2
a2*о

folgt. Das heißt aber nach (101c) nichts anderes, als daß die Schnitt
punkte T und N von Tangente und Normale auf der großen Ellipsen
achse die Strecke F1F2 harmonisch teilen.

Diese vier Punkte Fx, F2,T und N werden vom Ellipsenpunkt P0 

aus harmonisch gesehen, die vier Strahlen nach diesem Punkt müssen 
harmonisch sein, oder die beiden Brenn
strahlen von einem Ellipsenpunkt P0 aus 
werden durch Tangente und Normale in 
diesem Punkt harmonisch geteilt. Wenn 
aber von vier harmonischen Strahlen zwei 
aufeinander senkrecht stehen, dann müs
sen sie nach (136e) die beiden Winkel
halb jc. en den der beiden andern Strahlen bilden, so daß sich im vor
liegenden Fall ergibt:

Die Winkel der beiden Brennstrahlen rx und r2 

zum Punkt P0 werden von Tangente und Normale 
in diesem Punkt halbiert.

Damit erklärt sich die Bezeichnung „Brennpunkt“ und „Brenn
strahlen“. Denkt man sich die Ellipse spiegelnd, so wird ein Strahl, 
der vom Brennpunkt Fx zum Punkt P0 kommt, von der Ellipse, die 
in diesem Punkt durch die Tangente ersetzt werden muß, zum Brenn
punkt F2 reflektiert.

tp

wf;F*

Abb. 195.

(b)
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Schreibt man die Tangentengleichung in der Normalform

b*xx0-\-a2yy0 — a2b2 _
Yb*x02 4- aï y 2

so werden die Abstände dx und d2 der beiden Brennpunkte 
Fx = eIо und F2 — — e\o von ihr sein

b2ex0— a2b2

an

а2 — ex0
di = b2

V

b2 a2JreXo— b2ex0 — a2b2 _
d2 =

Y~

woraus sich
64 (a4 — e?%02) (°)d1da — = b2
V V

ergibt, da man den Radikanden

b*x2 -f- <*ïy2 — b^x2 -j- а2 (a2b2 — b2x02)
= — b2x2e2 -f- a42 = 62(a4 — e2x2)

setzen kann. Das Produkt der Lote dx und d2 von den Brenn
punkten auf die Tangente hat sonach einen vom Berührpunkt P0 

unabhängigen konstanten Wert b2.
* 151. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke PNlF1 und PN2F2 

folgt noch, siehe die Abbildung,
(a)d1:d2 — rl:r2.

Verlängert man das Lot vom Brennpunkt Fx aus auf die Tan
gente um sich selbst, so gelangt man zu einem Punkt F\ der ebenso
weit hinter der Tangente liegt als Fx vor ihr und der somit das 
Spiegelbild von Fx zur Tangente darstellt.

Wegen der Beziehung (150 b) 
muß dann F2PFf eine gerade 
Strecke sein und den Wert rx -j- r2 
= 2 a haben. Weil nun F2M — M Fx 
und F1N1 = NXF\ so muß MNX
— a sein ; ebenso erweist man M N2
— a, also liegen die Fußpunkte Nt 
und N2 der von den beiden Brenn
punkten aus auf die Tangente ge
fällten Lote auf dem der Ellipse

k:4/
г 7 loti

s* I
/

7

Abb. 196.

umschriebenen Kreis, auf dem Kreis mit dem Radius a.
Für die Tangente von einem Punkt P0 aus an die Ellipse 

hat man zwei Konstruktionen. Entweder man ermittelt noch den



. — a sin m
H ------5-----

a cos cp
ж = £-

ßa
oderb sin œI —-------\-v

a p
b cos cp

У =

und führt die Ellipsengleichung
2 2

+

_£ cos cp t] sin cp
ßa

£ sin cp r, cos cp 
a ß

X

a

У
b

1

Punkt Nx (oder N2) und hat dann von der Tangente zwei Punkte, 
P0 und Nt. Letzterer liegt einmal auf dem Kreis mit dem Radius a 
um den Ellipsenmittelpunkt M, andererseits auf einem Kreis über 
FlP0 als Durchmesser. Genauer wird die Konstruktion, wenn man 
den Punkt F' ermittelt, dann hat man in dem Schnittpunkt P der 
Ellipse mit F2Ff unmittelbar den Berührpunkt. Nun liegt F' ein
mal auf einem Kreis um F2 mit dem Radius 2a, andererseits wegen 
seiner symmetrischen Lage zu Fx auf einem Kreis um P0 durch Fv 

152. Wählt man für ein neues Ko
ordinatensystem als schiefwinklige Koordi
natenachsen zwei konjugierte Durchmesser, 
so wird die Gleichung der Ellipse nicht 
verwickelter.
neuen Koordinatensystem, siehe Abb. 197, 
verwendet die Transformation (78 f)

кУ
i

JE.
Der Übergang zu diesem

Abb. 197.

£sin<p rycos cpy1] sin cp \2über in = 1
ßа

Der Spezialfall, daß die beiden konjugierten Durchmesser nicht 
senkrecht stehen, aber doch symmetrisch liegen zur Ellipse, erfordert 
а — ß. Das geht auch analytisch daraus hervor, daß zu diesen 
beiden Ellipsendurchmessern die affinen Kreisdurchmesser den Para
meterwinkeln 45° und 135° entsprechen müssen, die Rechnung so
mit а — ß liefert.

** Sind zwei konjugierte Durchmesser 2 a und 2 ß nach Größe und 
Lage gegeben, so hat man zwei Möglichkeiten für die Konstruk

oder (a)1

У = £ sin %px -f- rj sin xp2 = £ ^ -f tj Ц 

(148 b)oder mit Benützung von
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tion der Ellipse. Entweder nach Abb. 198: man beschreibt über 
dem größeren Durchmesser 2ß einen Kreis, der die Hilfspunkte Q0i

Q1} Q2 . . . enthält, und zieht OQ0 
senkrecht zum Durchmesser, ferner 
Q0P0, wo P0 der Endpunkt des 
kleineren Durchmessers 2 a- Nun 
wählt man auf dem Durchmesser

Л?
\X / Xy/À\\

\ 2ß einen beliebigen Punkt E und 
zieht von E sowie von dem zuge
hörigen Hilfspunkt Q aus Parallele

рЛ
q I

Я ßИ—7—^I\ /

zu OP0 bzw. Q0P0, womit der El
lipsenpunkt P entsteht.

Hat E den Abstand r\ vom Mittelpunkt, so wird EQ = V/Ï2 — f 
und wegen der Ähnlichkeit der Konstruktionsdreiecke

Abb. 198.

I : Vß2 — rj2 — a:ßEP: EQ = OP0 : OQ0 oder
i2, i 
«2 ß2

oder = 1,

das ist die Ellipsengleichung.
Oder man konstruiert nach Abb. 199 

zunächst die Halbachsen a und 6, indem 
man AG senkrecht zum Halbmesser ß zieht, 
dann CA um ß verlängert bis D. 
Strecke DO wird in M halbiert und um 
M ein Kreis durch A gelegt. Dieser schnei
det auf DO die bestimmenden Punkte E 
und F aus. AE und A F geben die Rich
tung der Halbachsen, OF und OE deren 
Größen.

Es ist nämlich AC = « sin ft, CD = a sin & -[- ß, OC = a cos #,

о

s
/ DieI \Iß i \m
\ i\ //А

Jjf ß
0

Abb. 199. L. E. 5 mm.

also
OD — V(CD)2 -I- {OCf

= Va2 -f- ß2 ~j- 2 aß sin ß — Va2 b2 -}- 2 ab 
wegen (148 c) und (150 a). Damit wird 

OD — a-\-b
Den Radius MA findet man nach einigen Umformungen (OD- cos cd 

ist die Projektion von OD auf die Gerade OA)

OM = \(a + b).und

MA = V(OA)2-\- (OM)2 — 2-0 A OM ooscd 

= Va2 -j- (a -j- 6)2 — a - OD cos cd 

— Va2 -f- -I (a -f b)2 — a • (a -j- ß sin #)

— V(a -(- 6)2 — 4 aß sin # = l (a — b),

Kegelschnitte.316
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womit
OF = OM — MF = b, 

Beispiel a) Die Gleichung 

£ = a cos cp,

OE— OM ME = a.

(b)Yj = b sin cp

liefert auch bei schiefwinkligen Koordinaten £, r\ eine Parameter
darstellung der Ellipse. Eliminiert man nämlich den Parameter cp, 

£2 w2
so erhält man—=1, das ist die Ellipsengleichung bezogen

auf zwei konjugierte Durchmesser als Koordinatenachsen, Abb. 200. 
Beispiel b) Es wird gefragt, ob auch analog durch

a2

£1 —a cos cp, г)х — Ъ sin cp und £2 = — a sin cp, г\г = Ь cos cp (c)
ebenfalls wie beim rechtwinkligen System, siehe (148 b), konjugierte 
Punkte Pj und P2 und damit konjugierte Durchmesser 2 a und 2ß 
dargestellt werden.

Man bildet nach (75d)

а2 — a2 cos2 cp -(- b2 sin2 cp 2 a cos cp Ъ sin cp cos со

ß2 — a2 sin2 cp -\-b2 cos2 (p — 2 a cos cp Ъ sin cp cos со 

c|ie bekannte Formel 
«2 _j_ ß* = a2 b2

Durch sie wird bestätigt, daß die ange
setzten Gleichungen tatsächlich zwei konju
gierte Halbmesser a und ß charakterisieren.

Aufgabe: Die beiden konjugierten Halbmesser 
der Abb. 198 und 199 haben die Längen a = 3, 
ß — 4 und schließen den Winkel # = 30° ein. Man ermittle graphisch und 
analytisch die Halbachsen a und b.

Lösung: Analytisch setzt man 
a2 -f- b2 = a2 -f- ß2 — 25, ab — ocß sin # = 6

Von den Werten a2 und b2 kennt man Summe und Produkt, nach Aufg. 
54b) findet man a —4,84, 5 = 1,24.

Die Konstruktion der Abb. 199 bestätigt diese Werte.

und erhält
'VP,

'bß\ №

Abb. 200.

oder a2b2 = 3ß.

Hyperbel.
153. Über die wichtigsten Eigenschaften der Hyperbel sind wir 

aus früheren Untersuchungen bereits orientiert. Deren Ergebnisse 
kann man kurz zusammenfassen:

Die Hyperbel ist ein Kegelschnitt, eine Kurve zweiter Ordnung 
wie Ellipse und Parabel, die von der unendlich fernen Geraden stets 
in zwei reellen nichtzusammenfallenden Punkten geschnitten wird und



deswegen immer zwei reelle und verschiedene Asymptoten hat, die 
sich im Endlichen schneiden. Wie die Ellipse hat sie einen im End
lichen liegenden Mittelpunkt. Alle Geraden durch diesen Mittelpunkt 
sind Durchmesser. Unter diesen zeichnen sich die beiden Haupt
durchmesser oder Achsen aus, die aufeinander senkrecht stehen. Man 
Unterscheidet sie als Hauptachse (oder auch reelle Achse), wenn sie 
die Hyperbel in reellen Punkten, den Scheiteln, schneidet und als 
Nebenachse (oder imaginäre Achse), die die Hyperbel in imaginären 
Punkten trifft. Auf der reellen Achse liegen die beiden Brenn
punkte Fx und F2 der Hyperbel, man spricht deshalb zuweilen auch 
von der Brennpunktsachse. Der erzeugende Punkt besitzt gegenüber 
den Brennpunkten die Eigenschaft rx — r2 = + 2 a.

Angenähert findet man 
rasch die Gestalt der Hy
perbel mit Hilfe des der 
Hyperbel umschriebenen 
Achsenrechteckes aus den/
Seiten 2a und 2 6; die Dia
gonalen dieses Rechteckes 
bzw. ihre Verlängerungen 
sind die Asymptoten der 
Hyperbel, diese selbst be
rührt zwei der Rechteck
seiten in den Scheiteln. 
Die Diagonale des Recht

eckes ist 2e. Zwischen der Brennweite e und den Halbachsen a 
und 6 besteht die Beziehung e2 = a2 -j- 62.

Nach (136 a) ist die Direktrix die Polare des Brennpunktes. 
Jedem Brennpunkt ist eine eigene Direktrix zugeordnet, deren jede

den Abstand + vom Mittelpunkt hat. Der erzeugende Hyperbel

punkt P hat gegenüber dem Brennpunkt und der Direktrix die 
Eigenschaft r1 — eN1 bzw. r2 = eN2. Aus dieser Eigenschaft lassen 
sich analog zu (143 a) die Formeln

/ p
Fi

Abb. 201.

re = ex 4- aund (a)rx — ex — a
62

ableiten. Der Halbparameter p = — ist die Ordinate im Brenner
punkt.

Gegenüber den beiden Asymptoten hat der erzeugende Punkt 
der gleichseitigen Hyperbel die Eigenschaft Nx N2 = ca, wo Nx und 
N2 seine Abstände von den beiden Asymptoten sind. Diese Eigen
schaft und ihre noch zu entwickelnde Erweiterung auf beliebige

318 Kegelschnitte.
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Ferner bestimme man von ihnen die Größen e, s, p, d und die Lage der Di
rektrix.

Lösung: Die Halbachsen sind a = 3, 6—2, siehe Abb. 152 und 153. 
Für die erste Hyperbel ist

1 Vi3,e = уТЗ, e — -g- 
für die zweite wird

а =2, 6 = 3, е=\/13, e =

, d =

9
V'13, p= , = V13-

1 а
£ 13T
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Hyperbeln ist die Grundlage für eine Reihe von Hyperbelkonstruk
tionen. In technischer Hinsicht ist sie eine der wichtigsten Hyperbel
eigenschaften, von der besonders die Wärmelehre vielfach Gebrauch 
macht.

Anmerkung: Die Hyperbel geht durch homogene Deformation aus dem 
nämlichen Kreis hervor wie die Ellipse, allerdings durch eine imaginäre. Wer
den wieder die Punkte der Kreisebene bezeichnet durch P' = x' j y', die der 
Hyperbelebene durch P — x\y, dann soll zwischen den Gebilden der Kreis
ebene und denen der Hyperbelebene (beide Ebenen liegen natürlich aufeinander 
und haben das nämliche Koordinatensystem) der Zusammenhang

а
x? — X,

Tby’
bestehen, das ist eine homogene (imaginäre) Deformation in der ^/-Richtung, 
womit dann der Kreis x'2-j-y'2 = a2 übergeht in

X2 £-i=ooder
a2 b2

oder in die behandelte Hyperbel. Vorstellbar ist diese homogene Deformation 
freilich nicht, auch nicht geometrisch darstellbar, sie hat nur einen analytischen 
Sinn. Sie macht klar, daß im Bereich von x— — а bis x = -Ą- a kein reeller 
Hyperbelpunkt vorhanden, sein kann, weil in diesem Bereich reelle Kreispunkte 
auftreten, deren Deformation in der y-Richtung eben imaginäre Hyperbel
punkte liefert.

Diese Tatsache, daß die Hyperbel durch die oben präzisierte homogene 
Deformation aus dem Kreis hervorgeht, ist wieder eine Bestätigung der allge
meinen Regel, daß man für jede Ellipsenformel die entsprechende Hyperbel
formel erhält, wenn man -j- 62 durch — 62 ersetzt, also hier 6 = у b2 durch 
у/ — Ъ2 = ib. Der analytische Ansatz für die homogene Deformation des Kreises
zur Ellipse war x' = x, y' = y, also mußte der Ansatz für die homgene De

formation zur Hyperbel lauten x' — x, y' — ^ y,

Der vorausgehend skizzierte Zusammenhang zwischen der Ellipse und der 
Hyperbel wird in späteren technischen Anwendungen oft von Bedeutung sein.

Aufgabe a) und b) Man zeichne die Hyperbeln
b)üi—Ï--1
' 4 9

wie oben steht.

X2 !ra)T- 4 1=0 und = 0.

Man beachte, daß man als „reelle“ Halbachse a immer diejenige auf der 
Brennpunktsachse bezeichnet.

So
! ^

05 
j<M

^ 
CO
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* 154. Die Polare des Punktes P0 = x0\y0 zu der Hyperbel 

— 1=0 ist nach (138e) 

xx0

У2X2

a2 b2

УУ« (а)1 = 0.
b2a2

Will man umgekehrt den Pol P0 zu einer gegebenen Geraden 
Ax-\- By C — 0 ermitteln, so überlegt man wie bei der Ellipse 
und tindei entsprechend (144 d)

ж0 = —a2^

Für einen Hyperbelpunkt P0 geht die Polare in die Tangente 
über, so daß

В
(b)Уо= + Ь*лcG ’

У У о
вг

die Tangente im Punkt P0 der Hyperbel' ist. Ihre Richtung

(c)1=0
b2

b2x0
(d)tgT = -2

а У о
ist auch gleichzeitig die Richtung der Hyperbel im Punkt P0. 
Wie bei der Ellipse kann man noch durch die Punkte P0 und Px 
der Hyperbel eine Sekante legen und findet entsprechend wie dort

Ух — Уо Ä b2 . xi xo

xi — xo
aLs Richtung der Sekante P0P1.

Die' Richtung der Normalen zur Hyperbel im Punkt P0 ist 
reziprok und negativ zur Richtung der Tangente, sonach —a2y0 : b2x0; 
dann ist die Gleichung der Normalen im Punkt P0 nach (84d)

Ъ2х0 (У — y0) + а*Уо — xo) =

(e)tgr =
«2 !/r No

(f)

oder wenn man nach Variablen ordnet und gleichzeitig a2 -\~b2 = e2 
setzt,

ха2Уо 4- Уъ*хо — е*хоУо == °-

Aufgabe: Zu der Hyperbel der Aufg. 153a) ermittle man die Tangente 
und Normale im Punkt P0 — x0 \ y0, wenn x0 — 5. Ferner gebe man die Polare 
zum Punkt Pi= 1 I 1. Schließlich gebe man die Gleichung aller Geraden an. 
die zur Geraden x = 1 konjugiert sind.

Lösung: P0 = 5 I + f. Tangente 5x Ijl 6y — 9 = 0, Normale 18a: + 15y —
!130 = 0. Polare 4a; — 9у — 36 = 0; Pol zu x — 1=0 ist x\ — — 9•

yx =4-—^-y = 0; alle Geraden durch Px — 9 j 0 sind zu x — 1=0 konjugiert 

oder polar; Gleichung dieses Büschels y = Ux — 9).

9,— 1



cos2 (p sin2 <p о
A=tg (p= +oder

a2 b2

das heißt die obigen Kegelschnitte haben alle die gleiche Asymp- 
totenrichtung unabhängig von y. Die Asymptotenrichtungen sind 
alle reell und verschieden, obige Kegelschnitte also Hyperbeln.

Die Asymptote selbst habe die Gleichung у — / x -j-- l. wo l zu 
ermitteln ist aus der Bedingung, daß die Asymptote die Kurve im 
Unendlichen berührt. Kombiniert man beide Gleichungen

Egerer, Ingeuieur-Mathematik. I. 21
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155. Die Eigenschaften der Hyperbel stehen mit ihren Asym
ptoten im innigsten Zusammenhang. Nach Definition weiß man be
reits, daß jeder Kegelschnitt 
zwei Asymptoten hat. 
soll ein allgemeines Verfah
ren für die Ermittlung der 
Asymptoten der Kegelschnitte

Es уX
X4-<>

y2\X2

a2 b2 + 7 = 0 (a) /z''

angegeben werden.
Ohne viele Rechnung 

kann man schließen: Er
reichen x und у oder auch 
nur x oder у allein unendlich große Werte, so kann man ihnen gegen
über den endlichen Summanden у in der Gleichung vernachlässigen, 
so daß für die unendlich fernen Punkte dieser Kurve gilt

4

Abb. 202.

X2 «.=+b_
а ’

das heißt diese Kurven haben alle die gleichen unendlich fernen 
Punkte und damit die gleiche Asymptotenrichtung unabhängig von y. 
Man beachte, daß für die Asymptotenlage damit zunächst noch 
nichts gesagt ist.

Analytisch wird man für die vollständige Bestimmung der 
Asymptote zunächst auch die Richtung der Asymptoten aufsuchen, 
das ist die Richtung zu den unendlich fernen Punkten U dieser 
Kurven. Die Punkte U mit den Koordinaten g cos cp j g sin rp müssen 
der obigen Kegelschnittsgleichung genügen.

0 oder
a2 b2 x

g2 cos2 (p g2 sin2 (p cos2 cp sin2 cp + ^=0+ r = 0 oder
a2 a2 b2 Q
Nun ist g = ос, es gilt somit für die Richtung / = tg <p der 

Asymptoten

-o 
i é
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y=±r*"H’db2 x2 — a2 y2 y a2b2 = 0

so erhält man für die Abszissen x die Gleichung

X2 (b2 — b2) — 2 ab}x a2 (y b2 — lz) — 0,

die zweimal die nämliche Wurzel æ = oo liefern muß; es muß nach 
Nr. 54 sowohl der Koeffizient von x2 wie der von x verschwinden, 
sonach l — 0 sein.

Damit ist die Asymptote für alle die obigen Kegelschnitte un
abhängig von y gefunden in der Form

Lby = ~p — X . 
a

XpZu den Hyperbeln -- — -j- y = 0 gehört ihr gemeinsames

Asymptotenpaar

und

(b)

£-.0 oder £-|)(^ + |)X2

= 0

selbst. Die beiden Aymptoten sind degenerierte oder ausgeartete 
Hyperbeln. Alle diese Hyperbeln(a) sind nach Nr. 106 homothetisch, 
d. h. sie sind ähnlich und ähnlich gelegen, Ähnlichkeitszentrum ist der

xP xp
Mittelpunkt, denn aus irgend einer dieser Hyperbeln — — y — 0 
geht eine andere

<c*> iCJL.Lv' = 0
Ł2 I / oder

a2 b2

hervor. Für negative Werte y erhält man das in der Abbildung aus
gezogen gezeichnete Hyperbelsystem, für positive y das System der 
gestrichelt gezeichneten Hyperbeln.

* 156. Die Ellipse wird von jedem 
Durchmesser reell geschnitten. Nicht so 
die Hyperbel. Ihre Asymptoten haben die 
Richtung -|-b:a und — b : a. Der Symme
trie wegen braucht man nur einen Quadran
ten der Hyperbel zu untersuchen. Ein Durch
messer, dessen Richtung A=tgi^ kleiner ist 
als die Richtung der Asymptote, schneidet 
die Hyperbel reell, ist seine Richtung größer, 
schneidet er imaginär. Wenn sonach q ein 
echter Bruch ist, dann gilt: Ein Durchmesser 
von der Richtung (b:a)-g schneidet die Hy
perbel reell, ein Durchmesser von der Rich
tung (b:a):g imaginär.

<//
'//

tp.
L

\
tp,b

->■Ж а.

Abb. 208.



Hyperbel. 323

Nun sei zu einem Durchmesser unter dem Winkel xpx der kon
jugierte gesucht. Der erste Durchmesser soll die Hyperbel im reellen 
Punkt Px schneiden, dann ist die Tangentenrichtung tgrx in diesem 
Punkt gleichzeitig die Richtung tg yj2 des konjugierten Durchmessers. 
Es ist

tgr'=S=tgw

nach (154d). Zwischen den Richtungen der beiden konjugierten Durch
messer besteht dann wieder die schon aus Nr. 142 bekannte Beziehung 
tg VT ' tg ~ b2 ■ a2- Da Pj als reell vorausgesetzt wurde, ist

У iPi = xi\yi> (а)tg Wi = ~ ?
xi

also tg yj2 = ——,
Q Ct

der konjugierte Durchmesser schneidet die Hyperbel imaginär. Von 
den zwei konjugierten Durchmessern einer Hyperbel schneidet sonach 
der eine die Hyperbel reell, der andere imaginär.

Fällt der erste Durchmesser in die Richtung der Asymptote, 
dann ist q — 1, es muß der konjugierte Durchmesser in die gleiche 
Richtung fallen, sonach sind die

Ух _ Qb
44>x = а ’

Asymptoten als je zwei Paare zusammen
fallender konjugierter Durchmesser zu betrachten. (b)

Zwischen den beiden Hyperbeln

x2 у2 £+1 = 0,ГГ2—1=0 und

die die nämlichen Asymptoten haben, besteht ein einfacher Zu
sammenhang. Sie heißen zu einander konjugiert, und zwar aus 
folgendem Grund.

Von den beiden konjugierten Durchmessern der ersten Hyperbel 
schneidet der eine OPx die Hyperbel reell, der andere imaginär. Um
gekehrt muß eine entsprechende Betrachtung wie die oben angeführte 
ergeben, daß die konjugierte Hyperbel vom zweiten Durchmesser in 
einem reellen Punkt P2 geschnitten wird und vom ersten imaginär. 
Für diesen Schnittpunkt P2 des zweiten Durchmessers y = x tgy2 

mit der konjugierten Hyperbel gelten wegen (a) die Gleichungen

Ь2 X. 
у — X -—— 

a2yx
&

woraus sich x2 =V- yx und y2 = -xx ergibt. Die Tangente in diesem 
o ci

Punkt P2 hat nach (154 c) die Gleichung ~

b2a2

X2 У2 ~b i — о,und d2 b2

У У 2- 4-1=0 und somit
b2

21*
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die Richtung tg r2 = —— = —, das ist die Richtung des ersten
a У 2 XX

Durchmessers 0PV Die beiden Durchmesser, 0Рг der ersten Hyperbel 
und 0P2 der zweiten Hyperbel, verhalten sich also genau so wie 
wenn
wären. Genauer: als Gerade betrachtet sind die beiden Durchmesser 
natürlich konjugiert, nicht aber als Strecken: ist der erste Durch
messer 0PX reell, dann wird der konjugierte imaginär und umgekehrt.

Für die beiden Halbmesser « und ß, die man in Zukunft der 
Einfachheit halber auch konjugiert nennt, gilt

cc2 = x2 -f у 2 und ß2 = X2 -j- у 2

sie konjugierte Durchmesser des nämlichen Kegelschnittes

und damit

a2 — ß2=x12 — y22Jry12 —x2
;)-(.•-»i ( УхXx

a2 b2
= a2 — b2,

ein Resultat, das man erwarten konnte entsprechend der Formel (148 c) 
für die Ellipse.

Beispiel: Man beweise den Satz:

(c)

Die Tangenten in zwei konjugierten Hyperbel
punkten schneiden sich auf der Asymptote.

ххг

(d)

УУх *

Dem Punkt P1 = x1\ yt ist der Punkt P2 — x2 j y2 der konjugierten 
Hyperbel zugeordnet; dessen Koordinaten wurden eben zu x2 = ayl:b, 
y2—b хл: a ermittelt, so daß die Tangente im Punkt P2 wird

•b_» + 1_o.
ab ab

Im Punkt Px — xx\yx der Hyperbel ist die Tangente = 0.
a2

x-*ł-4ł +1-0 oder

Sollen nun die beiden Tangenten sich auf der Asymptote bx — ay — 0 
schneiden, so muß die Asymptotengleichung bx — ay = 0 sich in 
der Form

fl) = 0XXx УУх УХ X

а2 b2 ab
anschreiben lassen, was in der Tat für X — — 1 zutrifft.

* 157. Man kann erwarten, daß sich auch für die Hyperbel eine 
einfache Parametergleichung aufstellen läßt. Die Abbildung gibt eine 
Konstruktion für die Hyperbel. Für jeden Parameter cp erhält man 
eineil Hyperbelpunkt P, der nach dieser Konstruktion die Koordinaten

a (a)y = b tg cpX —------ ,cos cp
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haben muß. Die Elimination von cp aus beiden Gleichungen mit

Hilfe der Beziehung — tg2 cp = 1 liefert wieder die gewöhnliche

Hyperbelgleichung. Für die konjugierte Hyperbel lautet die Para
meterdarstellung

bx = atgcp,

deren Richtigkeit ebenfalls sofort 
mit Hilfe der obigen goniometrischen 
Beziehung erwiesen wird. Man er
hält so für jeden Parameter 99 

sowohl auf der ersten wie auf der 
konjugierten Hyperbel einen Punkt.
Beide Punkte Px und P2 nennt man 
wieder konjugiert; denn zum er
sten Punkt P1 = a: cos cp|b tg cp ist 
die Durchmesserrichtung tg грг — 
b sin cp : a, zum Punkt P2 = a tg cp j b : cos cp auf der konjugierten Hyper
bel tg yj2—b: a sin cp, woraus sich wieder die bekannten Beziehungen 
wie in der vorausgehenden Nummer

tg y>x■ tg y>2 = b2 : a2 und a2 — ß2 — a2 — b2

(b)y = -—,cos cp

r>

pji

71

Abb. 204.

(c)

ableiten lassen.
Wie bei der Ellipse läßt sich für den Winkel der beiden kon

jugierten Halbmesser a und ß entwickeln

sin ê — sin (y>2 — yjß — ab\aß
oder

a b — a ß sin &,

was wieder den Satz liefert: alle der Hyperbel umschriebenen 
Parallelogramme haben den gleichen Inhalt 4 ab, wenn die 
Parallelogrammseiten konjugierten Durchmessern parallel 
sind.

(d)

Beispiel a) Man versuche eine Parameterdarstellung der Hy
perbel entsprechend der Aufgabe 148 a).

Wie dort setzt man

x — r cos y) — r:\ 1 -(-Â2 , у— r sin yj — г Я : У1 -f- Я2 

in die Hyperbelgleichung und erhält daraus zunächst

1+Я2 abV i'-j-ЯVr = ab
Vb2 — а2 A2b2 — а2 A2



und daraus wieder
ab ab l

X — ., у — —=====
Vb2 — a42' Vb2 — a2X2

% 158. Wählt man irgend zwei konjugierte Durchmesser als schief
winklige Koordinatenachsen, so ist wie bei der Ellipse zu erwarten, 
daß die Gleichung der Hyperbel für dieses neue Koordinatensystem 
gleich einfach bleibt. Der Übergang zum neuen System benutzt die 
Transformation (78f) wie in Nr. 152

I v4 <pX

und wandelt die Hyperbelgleichung

*2

ß ßa a cos cp 

У__£ tg ff
oder

У
b ß cos cpа

уЧ<р\* ($tg<p i y_
ß J \ a ß cos cp)

2 £2
== 1 um in M cos cp

ü._2*. 
«■2 ß2

oder (a)

Viel brauchbarer für die weitere Behandlung der Hyperbel und 
ihrer Eigenschaften ist jenes schiefwinklige Koordinatensystem, das 
das Asymptotenpaar als Koordinatenachsen hat, siehe Abb. 205 
und 206.

■V.

7V 77

ь Ж À
CL

V

Abb. 206.Abb. 205.

Die Transformation (78 f) führt mit a — — | e, ß = | e zu diesem 
neuen System über, in der Form

X = £ cos ^ -f' V 008 \ — (V 4" £) cos |- = (ł? -f- £) 

— Isin ! -j-1? sin = (17 —£) sinI =
(b)
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wandelt also die Hyperbelgleichung
2 2

in= 1

oder
4 £ — e2

8um. Mit Einführung von sin e = 2 sin — cos —
. 2 2

Gleichung auch noch schreiben

(o)
2 abe kann man diese

e2

(d)2 £rj sin Е = аЪ

und hat dann eine einfache geometrische Deutung der li,nken Glei
chungsseite. Sie stellt den doppelten Inhalt des aus den Koordinaten 
£ und 7] gebildeten Parallelogramms vor. In Abb. 205 ist diese Fläche 
schraffiert gezeichnet, die Fläche а -b, das Scheiteltangentendreieck 
zwischen den Asymptoten, ist gleichfalls hervorgehoben. Damit ist 
der für die Konstruktion der Hyperbel wichtige Satz bewiesen:

Alle Parallelogramme mit zwei Seiten auf den 
Asymptoten sind inhaltsgleich, wenn sie einen 
Eckpunkt auf der Hyperbel haben.

Diesen Satz hätte man ohne Benützung der neuen Gleichung 
folgendermaßen bewiesen. Die Asymptoten der Hyperbel b2x2— a2y2 
= a2b2 sind

(e)

Ъ А Ъ— X und у —
а аУ = ------ X

oder in der Normalform

bx-\-ay
Va2'-\-T2

bx — ay
0 und N2 — 0.

Va8-)- 62

Man kann nun die Hyperbelgleichung auch in der Form

a2b2bx — ay bx-\-ay
Ytf + v2 ' Vo^pT2 ~ + ь*

a2b2
öder a2-f 62

schreiben, wo Nx der Abstand des Punktes P=x\y von der ersten 
Asymptote ist und N2 der Abstand von der zweiten. Als Eigenschaft 
des erzeugenden Punktes P auf gef aßt sagt somit diese letzte Form 
der Hyperbelgleichung aus, daß die Abstände des Hyperbelpunktes P 
von den Asymptoten ein konstantes Produkt haben. Nach Skizze 206 
kann man mit = r\ sin e und N2 — £ sin e die letzte Aussage noch 
schreiben

a2 b2
4 f rj = a2 -j- b2oder£rj sin8 e —

a2 -f- b2
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У У о = 1 über in 2(Çr]0-\-rjÇ0) = ez.а2 W

*159. Satz (I47d) nimmt für die Hyperbel die Form an:

Auf jeder Sekante werden durch die Hyperbel und 
ihre Asymptoten gleiche Stücke zwischen Hyperbel und 
Asymptote abgeschnitten. (a)

Denn die Hyperbel und ihr 
Asymptotenpaar sind zwei zum 
Mittelpunkt homothetisch liegende 
Kegelschnitte, für die die gleiche 
Entwicklung gilt wie für die bei
den Ellipsen der Abb. 192.

Nach diesem Satz kann man 
eine Hyperbel konstruieren, 
wenn außer dem Asymptotenpaar 
noch ein Hyperbel punkt gegeben 
ist, so wie die Abbildung andeutet: 

Man legt durch diesen gegebenen Punkt Рг eine beliebige Sekante, 
die die beiden Asymptoten in den Punkten Qx und Q2 schneidet.

fj
I

ß*
Abb. 207.
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wie vorher und kommt damit zur neuen Form der Hyperbelgleichung, 
ohne eine Transformationsformel anwenden zu müssen.

Beispiel a) Man stelle die Gleichung des Hyperbelsystems
у2
— -j- у — 0 auf, bezogen auf die Asymptoten als Koordinaten-я2

achsen.
In der vorangehenden Umwandlung der Hyperbelgleichung 

— 1 = 0 zur Asymptotengleichung bleibt alles unverändert,x2 У2

а2 b2
wenn man у statt —1 setzt; man erhält dann

=— у oder 4 £y} — — ye2

oder auch 2 £17 sin « = — у ab. Es heißt daher zu einer Hyperbel 
£»7 —a2 = 0 die konjugierte Hyperbel £17 -[- a2 = 0.

Beispiel b) Die vorausgehende Transformationsformel

x__*7 “b £ xo __ 4o ~f~ ^0

а e аoder
У __£ Уо__Уо__ ^0
b be e

führt die Gleichung der Tangente

-c
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Auf dieser Sekante macht man = P2Ç2 und erhält in P2 einen 
weiteren Hyperbelpunkt.

Wird die Sekante im Spezial fall zur Hyperbeltangente, so fallen die 
Punkte Pj, P2 mit dem Mittelpunkt M der Strecke zusammen, dann gilt:

Das Stück einer Hyperbeltangente zwischen den 
Asymptoten bat im Mittelpunkt den Berührpunkt.

In Verbindung mit dem Satz (158e) folgt daraus, daß die 
Tapgente im Punkt P0 = £0 r]0 auf den Asymptoten die Stücke 2£0 

und 2i]0 abschneidet, daß daher die durch die Asymptoten und die 
Hyperbeltangente charakterisierten Dreiecke den konstanten Inhalt 
2 -2£?7sine oder 2ab haben. In Verbindung mit dem Satz (b) ward 
man zusammenfassen:

Alle Dreiecke, deren eine Seite die Hyperbel 
berührt, während die anderen auf den As'ymptoten 
liegen, sind inhaltsgleich. Die tangierende Drei
ecksseite wird im Berührpunkt halbiert.

Aufgabe a) und b) Man konstruiere eine Hyperbel, wenn gegeben ist
a) Mittelpunkt« M, eine Asymptote und zwei Punkte P1; P2,
b) eine Asymptote und drei Punkte Plt P2, P3.

Lösung a) Durch Pt pnd P2<legt man eine Gerade, die die Asymptote 
im Punkt schneidet. Man macht auf dieser Geraden PiQi — Р^Яг> dann 
muß Q2 ein Punkt der zweiten Asymptote sein. Da diese auch noch durch 
den Mittelpunkt M geht, ist sie als Gerade MQ2 bestimmt. Die Winkel
halbierenden der beiden Asymptoten sind die Hyperbelachsen. Nach (a) oder (c)‘ 
kann man noch beliebig viele Hyperbelpunkte konstruieren.

Lösung b) Man zieht wieder die Gerade PXP2, die die Asymptote in Qt 
schneidet. Dann macht man auf dieser Geraden P1Ç1 = P2Q2 und hat in Q2 
einen Punkt der zweiten Asymptote. Genau so macht man auf der Geraden 
PXP3 die Stücke Px Rx uud P3R3 gleich und findet in R3 einen weiteren Punkt 
der zweiten Asymptote, wenn Rt auf der ersten liegt. Durch die Punkte Q2 
und R3 ist die zweite Asymptote bestimmt. Dann weiter wie oben.

* 160. Die Tangente und Normale im Hyperbelpunkt P0, siehe 
Nr. 154, schneiden auf der æ-Achse die Stücke t = OT und n = ON 
ab und zwrar ist t = a2:x0 und n = x0e2 :a2, woraus sich wie bei 
der Ellipse tn — e2 ergibt und ebenso, daß die Schnittpunkte der 
Tangente und Normalen mit der Brennpunktsachse die Strecke PXP2 

harmonisch teilen, siehe Nr. 150.
Dann werden diese vier Punkte Px, F2, T, N von jedem Punkt 

aus harmonisch gesehen; die Strahlen vom Hyperbelpunkt P0 aus zu 
diesen Punkten sind also vier harmonische Strahlen. Und wieder 
wie bei der Ellipse folgert man:

Die Winkel der Brennstrahlen zum Hyperbelpunkt P0 

werden in diesem durch Tangente und Normale halbiert.

(b)

(o)

(a)
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Der Satz gestattet die Konstruktion der Tangente und 
Normalen im Punkt P0 mit Hilfe der Brennstrahlen zum Punkt P0. 

Von einer beliebigen Hyperbeltangente 
xx0 b2xx0— a2yy0 — a2b2 = Q 

Yb*x02 4-a4 у о2

У У о 1—0 oder
a2 *2

haben die beiden Brennpunkte Fl — e j 0 und P2 == — e 10 die Abstände 
b2ex0 — a2b2 a2 — ex0----- j

V
Ъ2а* ~\~e Xp

b2v~
— b2ex0— a2b2

V V
woraus sich

6»(q*-e‘V)____
cc02 e2 — a4 W

ergibt. Wie bei der Ellipse sieht man, daß dieses Produkt d1da 
einen von der Auswahl der Hyperbeltangente unabhängigen Wert hat.

Wegen der Gleichheit der Winkel zwischen Tangente und Brenn
strahlen folgt die Ähnlichkeit der Dreiecke P0F1N1 und P0F2N 
woraus sich wieder wie bei der Ellipse

ri:r2 = dFd

_ b4(a4— e2x02)_____
64 X2 --j- a2 (b2 X2 — а2 b2)dtd2 —

2i

w
ergibt.

\ Eine entsprechende Ent
wicklung wie für die Ellipse 
läßt erkennen, daß die Fuß
punkte Nr und N2 der von 
den Brennpunkten aus auf 
die Tangenten gefällten Lote 
dt und d2 auf einem Kreis 
mit dem Radius a um den

\

.Ml, M,\ne /L
TTt?
/

А

Mittelpunkt liegen. Und fer
ner, daß das Spiegelbild 

des Brennpunktes Fx bezüglich der Tangente im Abstand r2 — r1 — 2a 
von F2 liegt. Analoges gilt für F2 und F2.

Jede der beiden Aussagen gibt eine Konstruktion für das 
Tangentenpaar von einem Punkt Рг aus an die Hyperbel, 
genau so wie sie bei der Ellipse angegeben wurden.

Abb. 208.

Parabel.
161. Aus früheren Untersuchungen der Nummern 104, 125, 129 

sind eine Reihe von Einzelheiten über die Parabel bereits bekannt. 
So die allgemein gestaltlichen Verhältnisse. Weiter daß die Parabel
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im Gegensatz zu Ellipse und Hyperbel keinen Mittelpunkt hat oder 
richtiger ihren Mittelpunkt M im Unendlichen. Daß ebenso ihr 
zweiter Scheitel und zweiter Brennpunkt im Unendlichen liegt. Daß 
jeder Strahl von einem Parabelpunkt aus parallel der Achse ein 
Durchmesser und gleichzeitig zweiter Brennstrahl sein muß. Daß 
deswegen der erste Brenn
strahl r den Wert r = x-\-\p 
haben muß. Daß ferner der 
sogenannte Halbparameter p, 
das ist die Ordinate im Brenn
punkt, gleich der doppelten 9
Entfernung f des Brennpunk
tes vom Scheitel ist. Die
letzte Bedingung läßt den Â
Brennpunkt ermitteln, wenn 
man von einer gezeichnet 
vorliegenden Parabel dieAclise 
kennt; man zieht vom Schei
tel aus unter der Richtung 2 : 1 einen Strahl wie die Abbildung an
gibt, so daß also tgu = 2:l ist; dieser Strahl trifft die Parabel im 
gleichen Punkt wie die Ordinate p. Weiter ist bekannt, daß der er
zeugende Parabelpunkt gleichen Abstand von Direktrix g und Brenn
punkt F hat. daß sonach die Direktrix vom Brennpunkt den Abstand 
p hat und der Scheitel in der Mitte zwischen Brennpunkt und Di
rektrix liegt.

Die Parabel ist als spezieller Fall der Ellipse sowohl wie auch 
der Hyperbel zu betrachten, sie bildet zwischen beiden den Über
gang. Im Gegensatz zu ihnen ist die Parabel ein spezieller Kegel
schnitt, insofern für sie gilt e = 1. Im Wort Parabel ist bereits eine 
der fünf Bedingungen enthalten, die man einem beliebigen Kegel
schnitt vorschreiben kann; somit bleiben für die Parabel nur mehr 
vier Bedingungen, die sie erfüllen kann.

Eine Parabel ist durch vier Bedingungen be
stimmt.

Das zeigt auch der Bau der Parabelgleichung: es tritt in der 
Scheiteltangentengleichung y'2 = 2 px nur eine einzige Unbekannte auf, 
der Halbparameter p. Die Lage der Parabel ist durch drei Bedin
gungen bestimmt, somit die Gestalt durch eine einzige. Die Lage 
der Parabel ist zum Beispiel gegeben durch Scheitel und Scheitel
tangente; der Scheitel ist als unbekannter Punkt durch zwei Angaben 
bestimmt, und die Scheiteltangente durch eine weitere, da sie ja 
durch ihn hindurchgehen muß; oder man fixiert zuvor die Scheitel-

P,N -M
ч\4 \\

\
7 \

m \/ \/ \/ p
/

&s
лГ i—iv- >-4 V

-1

Abb. 209.

(a)
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tangente durch zwei Angaben und dann den Scheitel selbst auf ihr noch 
durch eine weitere Angabe. Hat man die Lage der Parabel ermittelt, 
so wird man durch eine weitere Zahl die Gestalt festlegen, indem man 
etwa den Halbparameter p angibt oder die Lage des Brennpunktes 
oder der Direktrix oder indem man noch einen Parabelpunkt festlegt.

Man kann also jedenfalls alle die oo4 Parabeln der Ebene durch 
Verschiebung und Verdrehung so verlegen, daß sie den Scheitel und 
die Scheiteltangente und somit auch die Achse gemeinsam haben; 
dann ist ihre gemeinsame Gleichung y2 = 2 px, wo p für jede Parabel

einen anderen Wert hat. Eine 
ausgezeichnete unter diesen Pa
rabeln ist dann diejenige mit 
dem Wert p — 0, das ist die 
doppelt zählende Achse, und 
eine andere ausgezeichnete die 
Parabel mit dem Werte p — oo, 
das ist die y-Achse im Verein 
mit der unendlich fernen Gera
den. Beide Parabeln sind dege
nerierte oder ausgeartete Para
beln, nämlich ausgeartet zu je 
einem Geradenpaar. (Man be
achte wieder, daß ein Kegel
schnitt, da er ja eine Kurve 

zweiter Ordnung ist, immer nur in ein Geradenpaar ausarten kann, 
nie in eine einzelne Gerade. Es wäre also falsch, wenn man sagen 
würde, für p = oo erhält man die y-Achse). In Abb. 210 ist dieses Pa
rabelsystem skizziert, für positive p öffnen die Parabeln sich nach 
rechts, für negative p nach links.

Alle diese Parabeln sind ähnlich und ähnlich gelegen mit dem 
Nullpunkt als Ähnlichkeitszentrum. Denn setzt man cx statt x 
und cy statt y, so geht die Parabel y2=2px in eine andere 
(cy)2~2p(cx) oder y2 — 2p'x über, die zum nämlichen System ge
hört. Da nun alle Parabeln dieses Systems einander ähnlich sind, 
so sind alle Parabeln der Ebene überhaupt einander ähnlich, da sie 
immer durch Verschiebung und Drehung so gelegt werden können, 
daß sie den Scheitel und die Achse und damit die Scheiteltangente 
gemeinsam haben.

x/
//'Pt

/
n

__ I7 r £

\\\
\\S

Abb. 210.

Irgend zwei Parabeln der Ebene sind also 
einander ähnlich.

Man beachte aber, daß sie deswegen noch nicht ähnlich ge
legen sind.

(b)
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PBeispiel: Man leite aus der Polargleichung r = eine
1 — cos cp

Konstruktion der Parabel ab.
Man schreibt die Gleichung p = r — r cos 9?; der zweite Summand 

ist die Projektion des Brennstrahles auf die Achse. Ein Kreis um
den Brennpunkt F mit dem Fahrstrahl r schneidet die Achse im 
Punkt Q, so daß FQ=r\ trägt man von Q aus rückwärts das 
Stück p ab, so liefert die Ordinate im Punkt R durch ihren Schnitt 
mit dem angegebenen Kreis einen Parabelpunkt P, siehe Abb. 209.

Den Beweis für die Richtigkeit dieser Konstruktion hätte man 
übrigens auch aus der Form 2x:y = y.p der Scheiteltangenten- 
gleichung entwickeln können, wenn man noch r — x-\-\p berück
sichtigt. Nach dieser Darstellung ist die Ordinate des Parabelpunktes 
das geometrische Mittel aus der doppelten Abszisse und dem Halb
parameter p.

Aufgabe a) Man zeichne die Parabel y2 = 4z; dann gebe man die 
Lage von Brennpunkt und Direktrix an. Wie heißt jene Parabel, deren Brenn
punkt die doppelte Entfernung vom Nullpunkt hat wie der Brennpunkt der 
gegebenen Parabel? Wie zeichnet man diese zweite Parabel, wenn die erste 
gezeichnet vorliegt? Wie zeichnet man das Parabelsystem der Abb. 210 am ein
fachsten ?

Lösung: Die Parabel hat den Hälbparameter p — 2, sie ist in dem 
System der Abb. 210 stark ausgezeichnet; durch Abb. 209 wird sie gleichfalls dar
gestellt, nur in anderem Maßstab. Brennpunkt: F— 1 | 0. Direktrix: x 
Die zweite Parabel hat den Brennpunkt F' — 2 0 und somit den Halbpara
meter p’ — 4, ihre Gleichung ist y2 = Sx; sie ist homothetisch zur ersten 
Parabel, das heißt ähnlich und ähnlich gelegen, der Nullpunkt ist Ähnlichkeits
zentrum ; man hat also nur die Radienvektoren zur zweiten Parabel doppelt 
so groß zu nehmen wie zur ersten. Auf die gleiche Weise, mit Hilfe der 
Radienvektoren, zeichnet man alle Systemparabeln, wenn man eine von ihnen 
kennt.

— 1.

Aufgabe b) Von einer Parabel kennt man den Brennpunkt, die Achsen
richtung und einen weiteren Punkt. Wie viele Bedingungen sind dadurch ge
geben? Man konstruiere den Scheitel und die Direktrix, ferner stelle man die 
Gleichung dieser Parabel auf.

Lösung: Mit der Angabe des Brennpunktes hat man der Parabel zwei 
Bedingungen vorgeschrieben, mit der Angabe der Achsenrichtung eine weitere 
und ebenso noch eine mit Angabe eines Parabelpunktes P0, insgesamt also vier 
Bedingungen.

Die Achse geht durch den Brennpunkt in der vorgeschriebenen Richtung; 
man ermittelt zuerst p nach der Konstruktionsangabe des vorausgehenden Bei
spieles, dann ist der Scheitel um vom Brennpunkt entfernt und die Direk
trix um p. Die Aufstellung der Gleichung benützt entweder Polarkoordinaten 
mit dem Brennpunkt als Anfangspunkt und der Achse als Anfangsstrahl und 
lautet dann

V___P___
1 — COS (f ’

wo r0 —
1 — cos 990

für den gegebenen Punkt P0 gilt und p ermitteln läßt. Oder man wählt Achse
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und Scheiteltangente als rechtwinklige Koordinatenachsen; für sie heißt die 
Gleichung y2 — 2px, wo p wieder den Wert r0 (1 — cos <p0) hat. Im vorliegen
den Fall der Abb. 209 ist r0 = 4, <ро = 600, also p — 2; dann lauten die beiden 
Gleichungen

2 und y~ ~ 4z.1 — cos Cp

162. Wichtiger als die bisher besprochenen Gleichungsformen 
ist für den praktischen Gebrauch eine neue Form, die unseres Wissens 
bisher noch nicht gebraucht ist. In der Baupraxis des Ingenieurs 
tritt von allen krummlinigen Kurven die Parabel am häufigsten 
auf oder andere Bogenformen, die mit großer Annäherung durch 
ParabeJbögen ersetzbar sind und wegen der einfacheren Behandlungs

möglichkeit. auch meist ersetzt werden. Von 
solchen Bogen kennt man meistens die Spann
weite 26, sowie den sogenannten Biegungs
pfeil a. Es ist daher praktisch, eine Glei
chungsform zu ermitteln, die in einfacher 
Weise aus diesen beiden Werten a und 6 sich 
herleitet, und das ist die Abschnittsglei
chung der Parabel. Wie der Name andeutet, 
wählt sie jene Geraden, auf denen Spannweite 
und Biegungspfeil gemessen werden, als Koor
dinatenachsen. Am einfachsten stellt man diese 
neue Gleichung auf, indem man von der Schei
teltangentengleichung ausgeht.

Auf das Koordinatensystem x', y' bezogen, siehe Abb. 211, lautet 
ihre Gleichung y'2 — 2pxf, wobei natürlich bei der getroffenen Wahl 
des Richtungssinnes der Koordinatenachsen p negativ wäre. Der 
Übergang zum neuen System x, у geschieht durch x’ — x — a, yf — у 
und führt die vorausgehende Gleichung in y2 = 2p(x — a) über; die 
Unbekannte p ermittelt man aus der Bedingung, daß der Punkt 
J. = 0|6 der Parabelgleichung genügt, daß also 62 —2p(0 — a). und 
erhält damit die neue Gleichungsform

№
Ä

Г
b

*£'

»

Abb. 211.

62

а 1 62
(a)y2 =------- (x — a) oder — 0,

Abschnittsgleichung genannt, weil mit dem Bekanntsein der beiden 
Parabelabschnitte a und 6 auf den Achsen diese Gleichungsform 
bestimmt ist. Man vergleiche mit ihr die Abschnittsgleichungen der 
Geraden sowie der Ellipse und Hyperbel, letztere gewöhnlich Achsen
gleichungen genannt.

Als Charakteristikum war für die Abschnittsgleichung der Geraden 
angegeben, daß das absolute Glied, d. i. das von den Variablen freie



^--- 1=0,
2

У2X
4+9 1==0’oder

je nachdem man die Koordinatenachsen benennt. Von den beiden 
Variabein x und у tritt eine im ersten Grad auf, wie bei der 
Abschnittsgleichung der Geraden, die zugehörige Koordinatenachse 
schneidet nur einen einzigen Abschnitt ab; die andere Variable tritt 
im zweiten Grad auf, wie bei der Abschnittsgleichung der Ellipse 
oder Hyperbel, auf der entsprechenden Koordinatenachse erscheinen 
zwei gleiche Abschnitte.

Beispiel a) mit d) Die Gleichungen

I + J—1=0, г2— —1=0, 2я — | —1=0, г2-|-у-)-2=п

X2у1 2 + -* -1=0X
—r—1=0,

— m)0,5 1 — 4

stellen Parabeln vor. Die erste ist symmetrisch zur x-Achse und schneidet 
auf ihr das Stück -j- 4, auf der «/-Achse die Stücke -j- 3 und — 3
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Glied, den Wert — 1 hat. Dann kann man aus der Abschnitts
gleichung der Geraden

x У
— 1=0

unmittelbar ablesen, daß sie auf der ж-Achse das Stück -j--a ab
schneidet, auf der «/-Achse das Stück -j- b. Natürlich können a und b 
auch negativ sein. Auch die Abschnittsgleichungen von Ellipse und 
Hyperbel haben — 1 als absolutes Glied. Von den Ellipsen

x2 y2
~2 ~f~ Ł2 — 1=0 а2 b2

x2 У3und 1=0— а2
ist erstere reell, letztere imaginär. Bei der ersteren sind die beiden 
Abschnitte auf der x-Achse -j-a und —a, die beiden Abschnitte 
auf der «/-Achse -}- b und — b ; bei der imaginären Ellipse sind die 
Abschnitte auf der x-Achse -j-ia und —ia die der «/-Achse -j-t‘6 

und —ib. Von den beiden konjugierten Hyperbeln

— b2

x2 i У2 
a2 ' —b2

X2 у2
y 1 = 0und1=0 — a2

hat erstere reelle Abschnitte -|-a und —a auf der ж-Achse und 
imaginäre —j— *b und ;—ib auf der «/-Achse, letztere umgekehrt.

Die Abschnittsgleichung der Parabel ist entweder

b2

- + n—1=0 oder *+L 
а 1 oa a2 ' b

(b)— 1=0,

l1_l

Sij <M



ab. siehe Abb. 212. Die zweite Parabel ist symmetrisch zur y-Achse 
und schneidet auf der x-Achse die Stücke -(-1 und — 1 ab, auf 
der y-Achse däs Stück —2, siehe Abb. 213. Die dritte Parabel ist 
symmetrisch zur x- Achse und schneidet auf der x-Achse das Stück 
-f-0.5 ab, auf der y-Achse die Stücke —|— 2* und —2i, das heißt 
die y -Achse wird imaginär geschnitten, siehe Abb. 214. Die vierte 
Parabel ist symmetrisch zur «/-Achse und schneidet auf der æ-Achse 
die Stücke -j-*V2 und —г У 2 ab, das heißt sie schneidet die ж-Achse 
imaginär, auf der «/-Achse ist der Abschnitt —2, siehe Abb. 215.
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ij/ №

Abb. 215.Abb. 212. Abb. 213. Abb. 214.

Die Abschnittsgleichung ist aus der Scheiteltangentengleichung 
hervorgegangen. Man kann umgekehrt natürlich auch letztere aus 
der ersteren ableiten; für den in der Scheitelgleichung auftretenden 
Halbparameter p, den man bei diesem Übergang benötigt, ist weiter 
oben entwickelt

a2b2 (c)bzw. P = ~2bp = ~2a

je nachdem man die erste oder zweite Gleichung (b) meint.
Beispiel e) Wählt man als Nullpunkt bei der Abschnittsgleichung

den Brennpunkt, so wird b = p, 
----1 p für die erste Parabel (b)yy а —

und a — p, b — — \p für die zweite, 
und damit die Abschnittsgleichungъ ъ

S F selbst, siehe Abb. 216,4-JŁ 7l

2x . y2 1=0
P2V

N
p2 p

bzw. x2—2 py — p2 — 0.

bzw. = 0Abb. 216. Abb. 217.

(d)y2 — 2 px — p2 = 0oder

Aufgabe: Gegeben sind von einer Parabel die Achse und zwei Punkte 
und P2, s. Abb. 217. Verlangt ist die Gleichung und Konstruktion der Parabel. 

Lösung: Man wählt die Achse als x-Àchse und eine Senkrechte durch 
Рг als «/-Achse, dann ist die Gleichung der Parabel
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ï+ü?_
а ^ b2

4 i ^221=0, — 1 = 0wo aus

die Unbekannte a zu ermitteln ist. Im vorliegenden Fall der Abbildung ist 
Ь = уг = 3, x2 =— 2, у2 =— 2 und somit a = —18:5, also die Parabel-

— b2 : 2a— ~5 u2gleichung — -g ж f Q — Der Scheitel liegt im

Abstand а — — 3,6 vom Nullpunkt, der Brennpunkt im Abstand \ p — | vom 
Scheitel. Damit ist die Konstruktion der Parabel nach Nr. 125 oder Nr. 161 
ermöglicht. ,

1=0; p — T

163. Die Gleichung der Polaren des Punktes P0 — x0\y0 für 
die Parabel y2 — 2px ist nach (I38f) gefunden in der Form

yy0 = v{x-{-x0). (a)

Zu einer gegebenen Geraden A x -f- By -{-(7 = 0 findet man 
den Pol x0 y0 wie bei der Ellipse dadurch, daß man die Polare 
zu letzterem, nämlich yy0='p (x x0), identisch mit der gegebenen 
Geraden ansetzt und durch Vergleich

ß __ о y0, C = QPX «A = qv,
oder

BpC (b)У o = —X0===Ä А

erhält. So ist z. B. zur Direktrix a; -j— t = 0 der Pol ein Punkt 
mit den Koordinaten x0=\p, y0 = 0, das ist der Brennpunkt; 
eine bereits bekannte Tatsache, da Brennpunkt und Direktrix polar 
liegen.

Ist der Punkt P0 — x0 y0 ein Parabelpunkt, so wird die Polare 

УУо = V(xJT xo)
Tangente in diesem Parabelpunkt P0. Deren Richtung

4 Pt g r = —
Уо 2xo

ist auch gleichzeitig die Richtung der Parabel im Punkt P0 = x0\y0.
Diese Richtung hätte man wie in Nr. 145 für die Ellipse noch 

auf andere Weise ableiten können. Die Sekante durch P0 und einen 
andern Punkt Px hat die Richtung tg т = (yx — y0) : (xl жо)- Berück
sichtigt man, daß für P0 und Px gilt

y02 = 2px0 und y12=2px1 oder у 2 — у2 = 2 p (ж1 — x0), 
so findet man für die Richtung der Sekante P0Pt

(c)

zur

У 0 (d)

2pУ1—У0 

xx x0
(e)= tgr = У1 + У0'

Die Richtung der Normalen im Punkt P0 ist reziprok und negativ
22Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.
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zur Kurvenrichtung, also —y0'P, und damit die Gleichung der 
Normalen im Punkt P0

^(x — x0) oder xyQ-\-yp = (py0 + x0y0). (f)

Beispiel a) Man ermittle die Richtung der Parabel ---j-\ —1 — 0
Ci 02

im Punkt P0 und dann die Gleichung der Tangente in diesem Punkt.
Die Richtung der Parabel y2 — 2p x war tg т = p : y0. Bringt 

man nun diese Parabel auf die Abschnittsgleichung, indem man den 
Nullpunkt auf der rr-Achse verschiebt, so ändert sich für den Punkt P0 

bei dieser Verschiebung die Ordinate y0 nicht, es bleibt daher wegen 
(d) die Formel

У — У o = —

Ъ2tg r = p : y0 oder tg r = —
2ay0

für die Richtung der Parabel im Punkt P0 erhalten. Die Tangente 
in diesem Punkt wird dann у — y0 — tg r • (x — x0) oder

b2
(x — x0) und wegen —

(X
1-Æ-1=0y — y o= — b22ay0

х~\~хо , У Уоnoch zu (g)— 1 =0.b22 a

Beispiel b) Entsprechend erhält man durch Vertauschung der 
Achsen und Abschnittsbenennungen

^-‘=0 bzw- tgT = - a2

für die Tangente der Parabel ^ ~ — 1=0 im Punkt P0 bzw. die
Richtung in diesem Punkt. a

Aufgabe a) Eine zur «/-Achse symmetrische Parabel wird von der Ge
raden 2x-\-y = \ im Schnittpunkt mit der æ-Achse berührt. Gesucht ist die 
Gleichung der Parabel, die Lage ihres Brennpunktes und ihrer Direktrix.

Lösung: Die Gerade bildet die Abschnitte 2 und 4 auf der x- bzw.

Es ist die Abschnittsgleichung der Parabel -f y—1 = 0,

a — 2 und b noch unbekannt ist. Im Punkt 2 0 
hat die Parabel die Richtung

tg r = — 2 b x0 : a2 = — 46:4 = — b
nach (h) und andrerseits die gleiche Richtung 
tg г = — 2 : 1 wie die berührende Gerade, woraus sich 
6=2 ergibt. Weiter erhält man p= — a2:26= — 1, 
das heißt die Parabel öffnet sich nach unten. Der 
Soheitel hat die Koordinaten 012 und damit der 
Brennpunkt 011,5, die Direktrix die Gleichung 
y — 2,5.

2 bx0xx0
(h)

a2

«/-Achse. wo

у

Abb. 218.



Aufgabe b) Die Gerade y = Xx-\- 2 schneidet die Parabel y2 — 4x in 
zwei Punkten Рх und P2. Wie muß man Я wählen, damit die beiden Tan
genten in Px und P2 sich auf der Geraden x-\-2 = 0 schneiden?

Lösung: Die Gerade PXP2 muß nach Nr. 142 polar liegen zur gegebenen 
Geraden x -J- 2 = 0 und somit durch deren Pol P0 gehen. Nach (b) ist x0 = 2:1, 
y0 = — 0:1. Aus der Bedingung y0 = lx0-(-2 bestimmt man Я = -— 1 und da
mit die gesuchte Gerade als x -j- у — 2 = 0.

164. Die Tangente im Parabelpunkt P0 hat die Richtung 
tg г = y0 : 2ж0, es muß somit TS — SG — x0 sein, wenn T der 
Schnittpunkt der Tangente mit der ж-Achse ist, siehe Abbildung. 
Die Tangente ist dann leicht als Gerade durch T und P0 zu zeichnen. 
Man nennt den Abschnitt TP0 auf der Tangente zwischen Berührpunkt 
und Schnittpunkt mit der Achse Tangentenstück und dessen Pro
jektion TC auf die Achse Subtangente. Mit dieser neuen Sprechweise 
erhält man den Satz:

Die Subtangènte wird durch den Scheitel 
halbiert.

Dann gilt auch S A — ^ y0, siehe Abb. 219. Da DS — \p = SF, 
wenn D der Schnittpunkt der Direktrix mit der Achse ist, so wird 
TD == FC und damit ТЕ gleich und parallel dem Brennstrahl

(a)

\
\\

\ К \\\
! \\

\Уо
\

X
\

D STi
c

4t p-x6

Abb. 219.

FP0 — rQ] Viereck TEP0F ist also ein Rhombus, wegen r0 = xQ 
nach (125a) und TS—x0 wie oben angegeben. Es ist dann FA 
senkrecht zur Tangente, was den Satz gibt:

Die Fußpunkte der vom Brennpunkt aus auf 
die Tangenten gefällten Lote liegen auf der 
Scheiteltangente.

der Rhombushälfte TP0F auftretenden Winkel bei T 
und P0 sind gleichgroß mit dem Winkel zwischen Tangente und 
Durchmesser an der Stelle P0. Daraus folgt:

0)

Die in

22*

Parabel. 339
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Tangente und Normale an der Stelle P0 hal
bieren den Winkel der beiden Brennstralilen, (c)

da ja der zweite Brennstrahl in Richtung des Durchmessers geht. 
Denkt man sich an der Stelle P0 die Parabel spiegelnd, so werden 
alle vom Brennpunkt ausgehenden Strahlen parallel zur Achse reflek
tiert, und umgekehrt alle Strahlen parallel zur Achse in den Brenn
punkt.

Die Normale im Punkt P0 hat die Richtung der Rhombus- 
diagonalen EF. Bezeichnet man den Abschnitt P0N auf der Normalen 
zwischen dem Kurvenpunkt P0 und Schnittpunkt N mit der x-Achse 
als Normalenstück, dessen Projektion GN auf die æ-Achse als Sub
normale, so folgt aus obigem der Satz:

Die Subnormale der Parabel ist konstant
(d)gleich p,

der eine einfache Konstruktion der Normalen gestattet.
Aus der Abbildung kann man noch ablesen:

r0 = FP0 = TF = DC = FN

und daraus folgern, daß der Kreis um den Brennpunkt mit. dem 
Radius r0 durch die Schnittpunkte T und N von Tangente und 
Normale mit der Achse geht. Mit diesem Kreis hat man gleichfalls 
eine einfache Konstruktionsmöglichkeit für Tangente und Normale.

Wegen der Beziehung cp = 2r kann man 
die öfter auftretende Winkelfunktion

1 — cos <p = 1 — cos 2 r — 2 sin1 2 r 

setzen, also speziell den .Fahrstrahl

VV (e)
2 sin2 r1 — cos (p

Beispiel: Der vorausgehende Satz (b) er
klärt ohne weiteres die durch Abb. 220 gegebene 
Parabelkonstruktion aus Tangenten. Jede Senk
rechte zum Brennstrahl in dessen Schnittpunkt 
mit der Scheiteltangente muß eine Parabeltan
gente sein.

Aufgabe: Man konstruiere eine Parabel, von der man den Brennpunkt F 
und zwei Punkte Px und P2 kennt.

Lösung: Der Kreis um einen Parabelpunkt durch den Brennpunkt be
rührt die Direktrix, siehe Abb. 219. Man zieht demnach um Pl und P2 Kreise, 
die durch den Brennpunkt F gehen, dann ist die Direktrix eine der zwei 
reellen gemeinsamen Tangenten an diese Kreise. Man erhält zwei Direktrix
linien und damit zwei verschiedene Parabeln. Die Senkrechte zur Direktrix 
durch den Brennpunkt ist Parabelachse, in der Mitte zwischen Brennpunkt

Abb. 220.
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und Direktrix liegt der Scheitel der Parabel, deren weitere Konstruktion nach 
einer der im vorausgehenden gegebenen Methoden erfolgt.

* 165. Die Konstruktion der Tangente von einem Punkt P0 aus 
an die Parabel stützt sich auf die Tatsache, daß der Schnittpunkt A 
dieser Tangente mit der Scheiteltangente recht einfach gefunden werden 
kann. Er liegt auf einem Kreis über P0F als Durchmesser, weil FA 
und P0A als Diagonalen des oben erwähnten Rhombus zueinander 
senkrecht stehen, s. Abb. 221. Daher die Konstruktion des Tan
gentenpaares von P0 aus an die Parabel: Man zeichne einen 
Kreis über P0F als Durchmesser, 
der die Scheiteltangente in den 
Punkten Aj und A2 schneidet, dann 
sind P0Al und P0A2 die Tangen
ten. Oder man erinnert sich, daß 
die Eckpunkte E und F des er
wähnten Rhombus von der Tan
gente und damit auch von P0 

gleichweit abstehen und konstru
iert: Der Kreis um P0 durch den 
Brennpunkt schneidet die Direk
trix in zwei Punkten Ex und E2\
Parallele durch Ex und E2 zur 
Achse schneiden auf der Parabel die 
Berührpunkte Px und P2 aus. (Mit 
diesem E2 ist der Punkt E„ der Abb. 221 natürlich nicht iden
tisch, siehe dén nachfolgenden Absatz.)

Liegt der Punkt P, von dem aus die Tangenten an die Parabel 
gelegt werden sollen, im besonderen auf der Direktrix, so muß nach 
der angegebenen Konstruktion PEX = PF = PE2 das Dreieck EXFE2 
rechtwinklig sein und damit auch das Dreieck PXPP2. Man hat so 
den Satz:

pl

V M\
\
\
\J-------

/
s^./ P\ć___

T г
' T.

----->7F____U— //
I\ /I\ /к /

V. fr ypl
1-----

Abb. 221.

Die Direktrix ist der geometrische Ort der 
Schnittpunkte senkrechter Parabeltangenten.

Da nun andrerseits die Direktrix die Polare des Brennpunktes 
ist, oder umgekehrt die Polare eines Direktrixpunktes durch den 
Brennpunkt geht, so folgt noch:

Jedes senkrechte Tangentenpaar berührt die Parabel 
in Punkten, deren Verbindungsgerade durch den Brenn
punkt geht.

Das Tangentenpaar von einem Punkt Р0 = я0|«/0 aus an 
die Parabel y2 = 2px läßt sich analytisch folgendermaßen ermitteln

(a)

(b)



Kegelschnitte.342

Die Tangente von P0 aus berührt die Parabel im zunächst unbe
kannten Punkt P1 = x1\y1, so daß ihre Gleichung

УУх =P (* + **)•
Die beiden Unbekannten xx und y1 ermittelt man aus zwei Anfangs
bedingungen: Pj liegt auf der Parabel, also gilt yz — 2pxx und P0 

liegt auf der Tangente, deswegen y0yx — p (x0 -J- жх). Aus beiden 
Gleichungen findet man

Ух =Уо± У У о2 — 2Рхо

so daß die Gleichung der Tangenten von P0 aus wird

2yyi = 2px-j-y1*

und xx — Ух '• 2V-

oder
2 2/(Z/o ± V2/02 — 2Pxo) = 2PX-\-(y0±Vy0z — 2pxoy- (c)

Durch passende Umformung kann man noch die Wurzeln entfernen
und erhält das Tangentenpaar in rationaler Form, aber nicht ge
trennt,

p(x — x0)2 = 2 (у — y0) [xy0 — ухь).

In der nämlichen Weise entwickelt man die Gleichung einer 
Tangente von gegebener Richtung Я an die Parabel.

Wäre ihr Berührpunkt P0 = x0 \ y0 bekannt, so würde ihre Glei
chung yy0 — px px0 sein. Die Unbekannten xü und y0 ermittelt 
man aus den zwei Anfangsbedingungen: P0 liegt auf der Parabel, 
also gilt y02 = 2 px0, und die Richtung im Punkt P0 ist Я = р:?/0. 
Die erhaltenen Werte y0 = p:i und p x0 — \ y02 — J- p2 : Я 2 wandeln 
die Tangentengleichung um in

(d)

у = Xx 4- / (e)
2 Я ‘

Man hätte diese Gleichung auch aus (c) ableiten können, indem 
man sagt, der Punkt P0, von dem aus das Tangenpaar an die 
Parabel gezogen werden soll, liegt im Unendlichen; die Richtung zu 
ihm hin ist Я = tg cp, es sind sonach seine Koordinaten g cos cp \ g sin cp. 
wo g — oc. Man wird die Gleichung des von P0 aus gezogenen 
Tangentenpaares

p{x---Q COS Cp)2 = 2(y----Q sin cp) (x Q sin cp — y Q cos (p)

zuerst mit g2 dividieren und dann g — 00 setzen, so daß man erhält 
p cos2 cp = 2 (— sin cp) (x sin cp — y cos cp), 

oder wenn man mit cos2 cp dividiert und tg9?=^ setzt

V = XX+ 2lp = — 2 Я (sei — y) oder

wie vorher.



Es ist somit bei der Parabel y2 — 2px dem Durchmesser y — y0 
die Parabeltangente mit der Richtung Я = p : yn zugeordnet und um
gekehrt.

Von den so zugeordneten Geraden bildet das ausgezeichnete Paar, 
Achse und Scheiteltangente, für die Parabel ein günstig gelegenes 
Koordinatensystem, die Parabelgleichung ist 
für dieses System naturgemäß auch von 
recht einfacher Form, y2 = 2px bzw. 
x2 = 2 py. Indes ist wie bei Ellipse und 
Hyperbel zu erwarten, daß die Gleichung 
ihre einfache Form behält, wenn man irgend
ein anderes der besprochenen Paare als 
schiefwinklige Koordinatenachsen £, rj er
wählt. Für den Übergang zu diesem neuen 
Koordinatensystem nimmt man zuerst eine 
Verschiebung zu einem neuen rechtwinkligen System x\ у vor, das 
den Parabelpunkt P0 als Nullpunkt hat,

Рр\Ула *x'

7><x

К
Abb. 222.
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*166. Der Mittelpunkt der Parabel ist der unendlich ferne Punkt 
M in der Richtung der Parabelachse, das ist für die Parabel y2 — 2 px 
die ж-Achse. Deshalb sind alle Strahlen parallel der Parabelachse 
als Durchmesser zu betrachten. Dann besteht zwischen den zwei 
konjugierten Richtungen bezüglich der Parabel folgender Zusammen
hang: Die Richtung der Parabelachse ist zu jeder anderen Richtung 
konjugiert; umgekehrt aber gibt es zur Richtung der Parabelachse 
oc1 konjugierte Richtungen. Dem Begriff der konjugierten Rich
tung, so wie er in Nr. 142 definiert wurde, haftet sonach bei der 
Anwendung auf die Parabel eine Unbestimmtheit an, da eben bei 
ihr alle Durchmesser parallel sind und nicht mehr wie bei den Mittel
punktskegelschnitten durch ihre Richtung allein unterschieden werden 
können. Analytisch ist das durch die Gleichung (142 e) zum Aus
druck gebracht. Man muß diese Durchmesser hier durch ihre Lage 
unterscheiden.' Irgendein solcher y = y0 schneidet die Parabel im 
Punkt P0 — x0 y0, wo x0 — у 2:2 p. Dann wäre die Richtung der 
Tangente in diesem Punkt als konjugiert zur Richtung des Durch
messers durch diesen Punkt zu bezeichnen. In Anlehnung daran seien 
der Durchmesser durch P0 und die Tangente in diesem Punkt als 
konjugiert bezeichnet, oder ganz allgemein der Durchmesser durch 
P0 und eine Parallele zur Tangente in P0. Solcher konjugierter 
Paare von Tangente und Durchmesser gibt es oc1; unter ihnen zeichnet 
sich zahlenmäßig dasjenige Paar aus, bei dem die beiden Geraden 
zueinander senkrecht stehen: Parabelachse und Scheiteltangente.

У = У' + Уо-x = af -fæ0,

F
>'
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Dann dreht man die rechtwinkligen Achsen x\ .y zum End
system £. i], indem man 0 statt a und a statt ß in (78 f) setzt, und 
erhält

x' = £ -j- rj cos a, y' — rj sin «.
Die Gesamttransformation

x — £-f-î; cos «-j— x0, y — ł)&ina-\~y0 
führt die Parabelgleichung y2 = 2px über in ^2sin2n — 2p£, wenn 
man die Beziehung yß = 2 px0 und X = p:y0 oder p == y0 tg a be
achtet. Man schreibt

(a)

V
sin2 a

ist, und hat damit für das neue Koordinatensystem die nämliche 
Gleichung wie für das alte.

Gegenüber der £-Achse dieses neuen Koordinatensystems ist 
dann die Parabel, wie teilweise bereits bewiesen und ganz allgemein 
die Gleichung ry2 = 2p'f zeigt, schiefsymmetrisch, das heißt zu

jedem Parabelpunkt P1 — а \ h gehört ein 
* anderer'P2 = a\ — b; wegen dieser schie

fen Symmetrie müssen dann die bei- 
lß . den Tangenten in diesen Punkten 

Рг — а I b und P2—a — b mit der £- 
Achse den nämlichen Schnittpunkt T 
gemeinsam haben. Zu diesem Punkt T 
ist die Gerade Рг P2 die Polare, es lie
gen also die Punkte T. 0. M und der 
unendlich ferne Punkt U auf der £-Achse 
harmonisch, das heißt der Sehnemnittel- 

punkt M und der Tangentenschnittpunkt T liegen gleichweit ent
fernt vom Nullpunkt 0.

Beispiel: Man beweise die durch die Abb. 224 angegebene Para
belkonstruktion aus einer Tangente mit Berührungspunkt А, einem 
weiteren Parabelpunkt C und einem Durchmesser A U (im speziellen 
aus Scheitel А, Achse A U und Parabelpunkt C) : Man macht CBAU. 
teilt AB sowie B G je in n gleiche Teile, und zieht Einzelscrahlen

so wie die Skizze andeutet. Nach 
Konstruktion ist, wenn D der in Abb. 
224 mit 3 bezeichnete Punkt auf 
BC ist,

AQ: AB — QP : BD = BD : BC, 
oder mit Einführung eines Propor
tionalitätsfaktor q und wenn man 
AB — ß, BG = a setzt,

rß = 2 p' f. /
V = (b)wo

ЯV

r. Ol

Iß/!; (ßL C--- Œ--
Abb. 223.

7____ 7 г 3
7//

Г7 Ip

/ —fß/
/

/
Blcc

Abb. 224.



Aufgabe: Eine Parabel liegt gezeichnet vor, so wie Abb. 225 zeigt. Man 
konstruiere die Achsenrichtung, die Achse, den Scheitel, den Brennpunkt, die 
Direktrix, ferner im Punkt Рг Tangente und Normale, sowie eine zweite Tan
gente, die zur ersten senkrecht steht; ferner noch eine Tangente mit gegebener 
Richtung /. = tg r.

Lösung: Man zieht eine beliebige Sehne PXP2 sowie eine parallele Sehne 
P3 P4; deren Mitten bestimmen einen Durchmesser und somit die Achsen
richtung. Man zieht die Sehne Р\Р% 
und die parallele Sehne P3P4' senk
recht zum Durchmesser; deren Mitten 
bestimmen die Achse selbst. Die Achse 
schneidet die Parabel im Scheitel S.
Eine Gerade durch S mit der Richtung 
2 : 1 gegen die Achse schneidet die Pa
rabel im Punkt G, das Lot von G auf 
die Achse hat den Wert p und trifft die 
Achse im Brennpunkt F. SF=\p — SD 

auf der Achse bestimmt die Direktrix 
als Senkrechte zur Achse im Punkt D.
Der Kreis um F durch Pi schneidet 
auf der Achse die Punkte T und N aus, 
die Geraden TPX und N Рг sind Tan
gente und Normale in Px. Die Tangente 
TPi schneidet die Direktrix in C. die 
Gerade PXP die Parabel in P6, dann 
ist C P5 die zu PPX senkrechte Parabel
tangente. Der Brennstrahl von F aus 
unter dem Winkel (p = 2/ schneidet die Parabel in P0, die Tangente in P0 
hat die geforderte Richtung tg t — L

* 167. Die auf schiefe konjugierte Durchmesser bezogenen Glei
chungen von Ellipse und Hyperbel

✓/
\
V

N
Л \2/ ///// // \/

ps уА, вЛ 4
чЧ\\ А \\ /\

Abb. 225.

2
£2__Г)
a* ß2

haben sich für eine Reihe von Untersuchungen als recht brauchbar 
erwiesen. In Anlehnung an die schiefwinklige Abschnittsgleichung

der Geraden — 4- —---- 1 == 0 sollen diese Kegelschnittsgleichungen

2I2
— 1 = 0— 1 = 0.

2

ßи
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AQ = g ß, QP ~ g B D ~ g2 BC = g2d
Im Koordinatensystem ij der Abbildung ist AQ — g, QP — £, es 
gilt somit von den Koordinaten des Punktes P

ï = g2a< v = eß-
woraus

ß2
v2 = ---sa

sich als Gleichung des von P erzeugten Ortes, einer Parabel also, 
ergibt.
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ebenfalls als (schiefwinklige) Abschnittsgleichungen der Kegelschnitte 
bezeichnet werden. Man kann erwarten, daß auch eine schiefwinklige 

Abschnittsgleichung der Parabel gute Dienste
^ für die Untersuchung der Parabel und ihrer 

7 Eigenschaften leisten wird. Man beachte als 
Charakteristikum der Abschnittsgleichungen 

i' der Kegelschnitte, daß die Koordinatenachsen 
zueinander konjugiert sind. Das trifft auch 
bei der Parabel noch zu, wenn man nach 
Abb. 223 den Durchmesser TM als £-Achse 
beibehält und als ^-Achse die Gerade РгР2 
wählt. Dann geht das neue Koordinatensy

stem £. i] aus dem alten £', rf durch eine Verschiebung in der ^-Rich
tung hervor. Man kann schließen, daß die schiefwinkligen Abschnitts
gleichungen der Parabeln

' 1 , V2 
а ' ß54

in der gleichen Weise aus y2 -= 2 p' £ bzw. £2 = 2 p'rj hervorgehen 
wie die Abschnittsgleichungen (162 b) aus y2 — 2px und x2 — 2py.

a und ß sind die Abschnitte der Parabel auf den Koordinaten
achsen (die Sehne 2 ß auf der ^-Achse ist natürlich als konjugiert 
zum Durchmesser, der |-Achse, vorausgesetzt).

Beispiel: Im Fall der Abb. 226 ist a —— 2, ß—2, somit die 
Gleichung der Parabel

4*
Iß1/ ac---/----JL

7m jP
г

А
/

Abb. 226.

I2 +4-1-0 (a)bzw.— 1= 0
«2 ß

-i-+5l-t=o
-2 1 4

£ yßbenützt die Abschnittsgleichung-----1~ — — 1
a ß

rß — 2 i — 4 = 0.oder

= 0 für eineMan

neue einfache Konstruktion einer Parabel aus drei Punkten
C, D, E und der Achsenrichtung 
M N (speziell wenn gegeben eine zur 
Achse vertikale Sehne CD und ein wei
terer Parabelpunkt E). Hauptlinien der 
Konstruktion sind die Sehne C D und 
der Durchmesser (parallel der Achsen
richtung MN) durch den Sehnenmit
telpunkt. Beide Gerade macht man 
zur rj- und £-Achse eines schiefwink
ligen Koordinatensystemes. Auch der 
Durchmesser EF ist ein wichtiges 
Konstruktionselement. Man konstru
iert: CE schneidet die Achse in H.

>c

ß
M-

#’/ n,
/ s ~/f

a! iw

Iß

J

{D
Abb. 227.



Aufgabe a) Von einer Parabel sind 
zwei Punkte Px und P2 mit den zugehörigen 
Tangenten gegeben. Man gebe ihre Gleichung 
an, ferner zeichne man Achse, Scheitel und 
Brennpunkt der Parabel.

Lösung: Wenn G die Mitte von PXP2 

und Q der Schnittpunkt der Tangenten, so r 

ist QG ein Parabeldurchmesser, der gleich
zeitig konjugiert ist zur Sehne PXP2. Der 
Mittelpunkt A von QG ist Parabelpunkt; eine 
Parallele durch ihn zu Px P2 ist Tangente.
Man macht die Geraden A G und Px P2 zu Ko
ordinatenachsen und erhält für dieses System

—1=0 als Parabelgleichung, wo « und
ß aus der gegebenen Lage zu entnehmen sind.

Nach der vorausgehend angegebenen Konstruktion ermittelt man den 
Schnittpunkt P3 der Sekante durch Px senkrecht zum Durchmesser, dann ist 
der Durchmesser durch den Mittelpunkt der Sehne Px P3 die gesuchte 
Achse. Sie schneidet die Parabel im Scheitel S. Die Tangente und Normale 
im Punkt Px schneiden die Achse in den Punkten 
T und N; der Mittelpunkt der Strecke TN ist der 
gesuchte Brennpunkt F.

Aufgabe b) Wenn nach der vorhergehenden 
Aufgabe von der Parabel zwei Tangenten mit den 
Berührpunkten Px und P2 gegeben sind, wie kon
trolliert man dann, ob ein gegebener Punkt P0 ein 
Parabelpunkt ist? Man leite aus dieser Kontrolle 
eine praktische Konstruktion für die Parabel ab

Lösung: Abb. 229 gibt den Punkt P0. Ist er 
ein Parabelpunkt, dann ist Р0РХ eine Parabelsehne, 
also der Durchmesser durch den Sehnenmittelpunkt

\\I \\4/ \\-------Лх

/Л\
.// /

łv
\

!+ Abb. 228.ß*

р/
/

//

\ L М
Со

^ я,

Abb. 229.
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durch Н eine Parallele zu CD schneidet EF in J; die Gerade DJ 
liefert den Parabel- und Durchmesserpunkt A. Hat man so A ge
funden oder war A bereits gegeben, so konstruiert man Punkte E' 
umgekehrt : Man zieht eine beliebige Gerade durch C, die den Durch
messer AG in H' schneidet, die Gerade parallel CD durch H' 
schneidet AD in J'; man zieht die Gerade J'F' parallel der f-Achse 
und schneidet sie mit CH' im Parabelpunkt Er.

Nach dieser Konstruktion ist, s. Abb. 227,

undEF : HG = CF :CG J F : AG — FD : GD,

oder wenn man AG = «, CG — GD = ß, FE—Ç, G F = rj setzt und 
JF = HG beachtet, und beide Gleichungen multipliziert,

4+g-i.
a p*

£ ß-\~v _ ß—у oder
ß ßа

das ist die Abschnittsgleichung der Parabel.
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Mx eine schiefe Symmetrieachse zum System der Geraden P0PX und QXRX, 

somit Qx ein Punkt der Tangente in P0. Ebenso muß P0P2 eine Parabelsehne 
sein und der Durchmesser durch den Sehnenmittelpunkt M2 im Verein mit 
P0P2 ein schiefes Symmetriekreuz für die Parabel und deswegen Q2 auch ein 
Punkt der Tangente in P0 sein. Es muß also die Gerade QXQ2 als Tangente 
in P0 durch diesen Punkt P0 hindurchgehen.

Macht man wie früher die Gerade AM zur £-Achse und die 
Gerade PXP2 zur »/-Achse eines schiefwinkligen Koordinatensystems, 
siehe Abb. 229, so haben die Punkte

M, P
0, ß,

als Ordinaten. Damit ergibt sich

p*Я, ~ß + Vt = i (<?. +1») = 4i — * -Й1
oder in anderer Schreibweise

P2Q2: P2A — P2 Я, : P2 M = M : M Px = AQ1:AP

das heißt das Tangentenstück P2A wird von 
^ Q2 im gleichen Verhältnis geteilt wie das Tan

gentenstück APX von Qx.
Damit ist dann die durch Abb. 230 gegebene 

Konstruktion erklärt. Man teilt das Tangenten
stück PXA in n gleiche Teile und ebenso das 
Tangentenstück AP2. Die Verbindungsgeraden 
entsprechender Punkte

^ Reihenfolge der Numerierung — sind Tangen
ten an die Parabel.

1*2 > Qo>
— ß> Voi Vl= {Vo + ß)> V2 = ł (Vo — ß)

R r21’ 1 ’

1 »

//

A%

N
man beachte die

Abb. 230.

Diskussion der allgemeinen Kegelschnittsgleichung S = 0.
168. Hat ein Kegelschnitt eine ganz allgemeine Lage zum 

Koordinatensystem, so wird seine Gleichung naturgemäß auch recht 
allgemein werden. Je günstiger man das Koordinatensystem gegen
über dem untersuchten Kegelschnitt wählt, desto günstiger, das heißt 
desto einfacher wird die Gleichung des Kegelschnittes, so daß man 
unmittelbar aus dieser einfachen Gleichung über die Eigenschaften 
des zu untersuchenden Kegelschnittes orientiert ist.

Von solchen Eigenschaften wird uns besonders interessieren: 
1) Welcher Art ist der Kegelschnitt? Ellipse, Hyperbel oder Parabel? 
Ist er ein wirklicher oder degenerierter Kegelschnitt (zerfallender 
Kegelschnitt oder Geradenpaar)? 2) Welches ist die Lage und Gestalt 
des Kegelschnittes?

Hat der Kegelschnitt aber eine ganz allgemeine Gleichung, etwa
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x2 — 2xy -j- 2y2 — 4x — Gy -[-3 = 0, so wird eine schnelle Orien
tierung über die obigen Fragen schwer. Man hat nun zwei Wege, 
um diese Fragen zu beantworten: Entweder man stellt allgemeine 
Sätze auf, die für jede Kegelschnittsgleichung S = 0 gelten, und 
operiert nur mit diesen Sätzen; zum Teil haben wir das bereits 
getan, beispielsweise indem wir eine allgemein gültige Formel für 
die Polare eines Kegelschnittes aufstellten. Oder man wählt das für 
den einzelnen Kegelschnitt günstigste Koordinatensystem und formt 
die allgemeine Kegelschnittsgleichung um; in diesem Fall muß man 
aber vorher über die Lage des Kegelschnittes orientiert sein. Hier 
sollen beide Aufgaben gelöst werden; dazu hat man die Betrachtung 
der Nummern 134 und 135 wieder aufzunehmen und analytisch 
weiterzuführen.

Man geht aus von der allgemeinen Kegelschnittsgleichung 

S *= al t X2 -f 2 a18 xy -f- a22 y2 -f- 2 a13 x -f- 2 a23 y -j- a33 = 0.

in der alle aik als reell vorausgesetzt werden.
Die Art des Kegelschnitts ist durch die Angabe der Asymptoten 

bestimmt oder auch schon der Asymptotenrichtungen. Soll der un
endlich ferne Punkt U = q cos cp j q sin cp auf dem Kegelschnitt liegen, 
der durch vorstehende Gleichung dargestellt wird, so muß er dessen 
Gleichung erfüllen,

o2(au cos2 <p -f- 2a12 cos cp sin cp -|- a.22 sin2 cp) -j- p(2a13 cos cp -j- 2a23 siii cp) 
+ азз = 0,

oder wenn man mit p2 dividiert und dann p = oo setzt, 

au cos2 cp -)- 2aia cos cp sin cp -j- sin2 qi — 0. (a)
Ist nun die Richtung Я = tg cp des unendlich fernen Punktes, 

das ist die Asymptotenrichtung, unbekannt, so kann sie aus der 
letzten Gleichung ermittelt werden, wenn man diese zuvor mit cos2 cp 
dividiert, zu

tg (p = -4»jfcyffi a2. a} i ам

Nun ist a122 — «h«82~ — (ana22 — ai22) — — ^33 nach Nr. 131,
womit

— «i2±V—Лз (b)t g cp
®22

wird und so in einer für die Diskussion brauchbaren Form erscheint. 
Die Wurzel und damit die beiden Asymptotenrichtungen ЯJl=tggy1 

und A2 = tg<j92 werden imaginär, wenn der Radikand negativ, also 
A33 positiv ist. Man hat die Fälle zu unterscheiden: Die beiden



Asymptotenrichtungen und /2 und damit die beiden Asymptoten 
selbst sind

reell und verschieden 
reell und gleich 
imaginär und verschieden

Beispiel a) Für das obenstehende Zahlenbeispiel x2—2xy 
-J-2 y2 — 4x — 6y-{-3 = 0 ist au = l, a12 =—1, a22 — 2,
a13 =— 2, «23 =—3, a33 = 3 und damit die Kegelschnitts
determinante (131 d) und deren wichtigste Unterdeterminanten

A31 = -j- (3 -f- 4) 
und ^432 = — (— 3 — 2) = 5

^33 === H“(2 — !)

Hyperbel
Parabel (c)
Ellipse.

1 —1 —2 
2 — 3

= 7
А = — 1

— 2 —3
also A= — 2-7 — 3-5 4~ 3-1= — 26.

3 = 1.

Hier ist A33 = —|— 1, folglich stellt die Gleichung eine Ellipse vor.
Beispiel b) Für die Gleichung ж2—r2xy — 2y2 — 4x—6?/-{-3 

^ «n = 1 ’ «12 = a22== 2, ci13 = 2, a23= 3,
«зз ~ ^ »

A3l = -f- (3 — 4)
43. = —(— 3 —2) = + 5 
^33= 4-(—2— 1) = — 3

1 — 1 

— 1 — 2 

— 2 — 3
А =— 2-----1 —- 3 • 5 -f- 3 • — 3 =— 22.

Wegen ^433 0 stellt die Gleichung eine Hyperbel vor; die
Richtungen zu den beiden unendlich fernen Punkten sind nach (b)

Яг= — 0,5 — 0,5 V3~= — 1,37 
Я2 = — 0,5 -f 0.5 V;T= -f 0,37.

Beispiel c) Ist die allgemeine Kegelschnittsgleichung vorgelegt, 
so kann man sofort angeben, ob sie einen Kreis vorstellt. Es muß 
für diesen Fall all~a22 und «12 = 0 sein. Die Asymptotenrichtung 
ist beim Kreis als Spezialfall der Ellipse natürlich imaginär. tgçp = + *‘, 
wenn man die Formel anwendet.

A =

-fi + Уз oder
— 2

Beispiel d) Auch für den Fall der gleichseitigen Hyperbel hat 
man ein einfaches Merkmal. Die Asymptoten stehen zueinander senk
recht, das Produkt ihrer Richtungswerte muß sonach den Wert — 1 

haben, tg <p2— — 1 : tg (px oder tg (рг ■ tg cp2 = — 1 oder

«12 ~~f~ 2 «U«22 ~«12 «11 «22   1

350 Kegelschnitte.

<
wenn J33 = 0.

>

«22 «22

—Zli+Wü -f 1=0 oder an -j- a22 

«2 2

a?1 2oder = 0.

09
 

09
 ' tf
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Die Beziehung a22 =— ölx stellt demnach eine gleich
seitige Hyperbel vor.

1G9. Man sieht aus der vorausgehenden Betrachtung, daß die 
drei Glieder zweiter Dimension der Kegelschnittsgleichung, nämlich 
aixx2, 2a12xy, a22y2, maßgebend sind für die Bestimmung der 
Richtung der Asymptoten und damit für die Beurteilung der Art 
de.s Kegelschnitts. Später wird sich zeigen, daß auch die Achsen
richtung eines Kegelschnittes durch die zweidimensionalen Glieder 
bestimmt ist.

Ist die allgemeine Kegelschnittsgleichung von der Form 

a2 X2 -j— 2 а b x у —f— Ъ2 у2 -f- 2 a13 x -f- 2 a23 у —f- «33 = 0 

(а X -f b y)2 -f 2 a13 a; -f 2 a23 у -f a33 = 0,

tdi

oder
so stellt sie stets eine Parabel vor; denn es ist «11=a2, al2 = ab, 
a22 = b2, somit A33 = a2 - b2— (ab)2 = 0. Umgekehrt gilt für die 
Parabel A33 = alxa22— «122 = 0 oder alta22 —a122, womit die drei 
zweidimensionalen Glieder der allgemeinen Kegelschnittsgleichung 
axlx2-\-2a12xy-\-ci22y2 in

V2 + 2 Vа22У* ^ (ax ЪУ)2

übergehen, wenn man a11 —a2 und a22 — b2 setzt. Man merke also:

Bilden die zweidimensionalen Glieder einer 
Kegelschnittsgleichung ein Quadrat von der 
Form (ax -\-by)2, so stellt die Gleichung eine Pa
rabel vor. (a)

Und umgekehrt:

Die zweidimensionalen Glieder jeder Parabelgleichung 
müssen ein Quadrat von der Form (ax-\-by)2 bilden.

Für die Asymptotenrichtung der obigen Parabel geht die allgemeine 
Formel (168 b) wegen Л33 = 0 über in

Я —. ^i2 * ^22 — ■ а. b.
Beispiel a) Die Gleichung x2 — 2xy-\-y2 — 4x — 6y-j-3 = 0 

oder (x — y)2 — 4x—6y-f-3 = 0 stellt eine Parabel vor, weil die 
zweidimensionalen Glieder ein Quadrat von der Form (ax ~\~by)2 
bilden. Für sie ist a11 = l, a12 = —1, «22 — 1, — 2.
a23 = 3, «да = 3,

(b)

A3l — + (3 -j- 2) = + 5
A32 = — {— 3 —2) = -f 5
^33 — + (! — !) = 0

A = — 2 -5 — 3 - 5 —j— 3 • 0 = — 25.

1 —1 —2 
1 —3A== ! —1

3— 2 — 3



Die Richtung zu den beiden unendlich fernen Punkten 1st die gleiche, 
Ax = l2 = 1.

Beispiel b) Ebenso stellt die Gleichung 
2y2 + C>y + 4:X— 10 = 0

eine Parabel vor; hier ist nur ein einziges zweidimensionales Glied 
vorhanden, 2y2, das sicher von der Form (ax -j- by)2 ist, nämlich 
(0 • X —|- У2 ■ yf. Es ist an = 0, a12 = 0, a22 —2, a13 = 2, a.,3 = 3. 
азз = —10 ;

2 Azi = — 4
a32= о 
^33 “ 0

0

A = 2 3
3 —10

• — 4 -|~ 3 • 0 — 10 • 0 — — 8.
Die Asymptotenrichtung ist gegeben durch

Я1=Я2 = — 0: 2 = 0.
Die gegebene Parabelgleichung kann man umwandeln

—}^~2x—5 = 0 oder (y f)2 -\-2(x — — 0,
diese Parabel geht also aus der Parabel y2 Ą-2 x ==■ 0 durch Ver
schiebung in der я-Richtung um 3 g- und in der ^/-Richtung um 
hervor.

А =

__ 8

170. Für die Bestimmung der Lage eines Mittelpunktskegel
schnittes ist das wichtigste Element der Mittelpunkt. Die ge
bräuchlichste Form der Darstellung von Ellipse und Hyperbel ist 
die durch die Mittelpunktsachsengleichung, die als Nullpunkt den 
Mittelpunkt voraussetzt. Aus Nr. 105 kennt man ein Merkmal dafür, 
daß der Mittelpunkt Nullpunkt ist. Für den Kegelschnitt läßt sich 
dieses Merkmal spezialisieren: Wenn in der Kegelschnittsgleichung 
die (in den Variablen) linearen Glieder 2a13a; und 2a23y fehlen, so 
ist der Nullpunkt Mittelpunkt des Kegelschnittes. Denn dann treten 
die Variablen nur mehr in der Form altx22аг2хуa22y2 auf, 
die sich nicht ändert, wenn manan(—x)2 -f- 2a12(—#)(—y) -f-a22(—y)2 
setzt. Und umgekehrt ist die Bedingung dafür, daß der Nullpunkt 
Mittelpunkt des Kegelschnittes wird: die linearen Glieder der Kegel
schnittsgleichung müssen verschwinden. Ein Kegelschnitt mit dem 
Nullpunkt als Mittelpunkt muß also eine Gleichung von der Form

aux* + 2 «и ж У -f «аз Г + «за = 0 
haben. Wenn nun der Mittelpunkt nicht mit dem Nullpunkt identisch 
ist, so läßt sich seine Lage auf recht einfache Weise ermitteln.

^Man weiß aus Nr. 141, daß der Mittelpunkt eines Kegelschnittes 
die unendlich ferne Gerade als Polare hat. Wenn M — x0 y0 der

(a)

Kegelschnitte.352
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Mittelpunkt ist, dann muß nach (138c) seine Polare die Gleichung 
haben

« 12 Уо~^~ ®1з) “h У («21 Ж0+«22 Уо-!- «2з) ~f"~ («31 Х0 ~Ь «32 У оА~ «зз) —^ ’

wo also die Klammerausdrücke Konstante sind. Andrerseits ist die 
Gleichung dieser Polaren, der unendlich fernen Geraden, G — 0, 
das heißt x- 0 -j- у • 0 -\-C = 0. Beide Gleichungen stellen die näm
liche Gerade vror, es muß sonach

«нxo H-«12Уо "î ai3

«21 X0 "b «22 Уо ~f“ «23 ~ ^ *

sein, aus welchen Gleichungen man die unbekannten Koordinaten 
x0, y0 ermittelt, am einfachsten in der Form

(b)

«11 а12 «13 i ___  A .A . J
kl «22 «23 ! ”xo : Уо : 1 =

oder
(°)xo — A3l. А

Für den Fall Л33 = 0, der eine Parabel charakterisiert, werden die 
Koordinaten x0 und y0 unendlich groß, vorausgesetzt daß nicht auch 
gleichzeitig A31 — A32 — 0 wird; die Parabel hat sonach ihren Mittel
punkt im Unendlichen.

Beispiel: Die Mittelpunkte der speziellen Kegelschnitte der 
vorausgehenden Beispiele Nr. 168 und 169 haben die Koordinaten

У О А 32 : ^33*33 >

1- *0=7> 2/o = 5-

3. xQ = oo,

WO tg ff — 1 , Q = OC .

171. Verschiebt man das Koordinatensystem so, daß der Mittel
punkt M zum neuen Nullpunkt eines Systèmes x\ y' wird — selbst
verständlich ist ein Mittelpunktskegelschnitt vorausgesetzt —, so 
müssen in der umgeformten Kegelschnittsgleichung die in xf und y 
linearen Glieder hinausfallen. Die Gleichung wird also der Form 
nach im neuen System xf, y' bedeutend einfacher als im ursprüng
lichen x, y. Die Beziehung

X — я' + ж,,,

transformiert die Kegelschnittsgleichung 8 — 0 in

«11 (*' + Xof + 2 «12 (*' + Xo) Ы + Уо) + «22 (у’ + У of
~ł~ 2 «13 (x' + жо) 4~ 2 «23 (?/ + У о) + «33 = 0

2. х0 -3) у0

genauer х0 — q cos (р, у0 = q sin q>,У o = oc

у — у'Л~Уо

23Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.



Man beachte, daß die zweidimensiona
len Glieder sich nicht geändert haben; das 
hätte man Vorhersagen können, wenn man 
weiß, daß diese Glieder nur für Richtungs
verhältnisse maßgebend sind, da eben bei 
einer Parai lei Verschiebung in diesen Verhält
nissen sich nichts ändert. Die Koeffizienten

l\V’

-Ж

o\
der in x' und y' linearen Glieder müssen 
nach (170a) verschwinden, so wie vorausge

sagt. Man hätte übrigens diese Tatsache auch benützen können zur 
Ermittlung der Koordinaten x0 und y0 des Mittelpunktes M und wieder 
wie durch (170 c) gefunden

x0 =Аг1. А

Abb. 231.

Уо ~ -^32 • -^33 •
Der letzte Summand, das von den Variablen freie Glied, läßt sich 
ordnen
XoiailX0~h®l2Î/o ~\^а1л)~\~Уо{а21Х0~\~аЧ2Уо~\~ «2з) 4~ («31 4~ «32 Уо ! Л3з)

=== O.-j- 0 +«зГ~4•“
-^зз

~ («31 ^31 4" «32 -^32 “Ь «33 ^33^ ’ -^33 ~ ^ " ^33 • 

so daß im neuen System x', y' die Kegelschnittsgleichung lautet

«n*'2 4~ 2«i2х'у' 4" «22у'2 4"4- = °>
^33

also die linearen Glieder verloren hat, wie das als notwendig voraus
gesagt wurde.

Als Mittelpunkt eines degenerierenden oder zerfallenden Kegel
schnittes, eines Geradenpaares, ist dessen Schnittpunkt zu betrachten. 
Ist das Geradenpaar parallel, so kann man jeden Punkt der Mittel
linie zu den beiden Parallelen als Mittelpunkt betrachten. Setzt man 
die beiden Geraden als nichtparallel voraus Und verlegt man den 
Nullpunkt des Koordinatensystem x, y' in den Mittelpunkt, den 
Schnittpunkt, so muß einerseits die Gleichung des Paares von der 
soeben entwickelten Form (a) sein, andrerseits nach (105 d) homogen, 
A muß also verschwinden.

Die Bedingung А — 0 charakterisiert somit 
einen zerfallenden (degenerierten) Kegelschnitt,

33 ?

А
4” «32 ~r~ 4" «33

-^33

(a)

(b)

Kegelschnitte.354

oder ausgerechnet
«цX'2 4" 2«i2*V4“ «22У

-j- 2 ж' (аг1 x0 -f- a12 y0 -{- al3)
4-2 */' (a2l*o 4- «22^0 4- «23)
+ («uV 4- 2 a12x0y0 -J- a22y* -f 2а13ж0 -f 2 a23y0 + a33) = 0.

f 2
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ein Geradenpaar, und umgekehrt ist A^O, das heißt A von Null 
verschieden, die Bedingung für einen wirklichen Kegelschnitt. Führt 
man den Begriff „Krümmung“ ein, so kann man sagen, der Kegel
schnitt hat die Krümmung Null, wenn A = 0. Man sieht aus dem 
Vorausgehenden :

A gibt über die Krümmungsart. A33 über die 
Form des untersuchten Kegelschnittes Aufschluß. (c)-

Beispiel: Die Kegelschnitte der Beispiele der Nr. 168 und 169 
sind wirkliche Kegelschnitte, weil bei allen A von 0 verschieden ist. 
Verschiebt man bei den zwei Mittelpunktókegelsehnitten der Bei
spiele 168a) und b) das Koordinatensystem, bis ihre Mittelpunkte 
Nullpunkte werden, so erhält man die neuen einfacheren Gleichungen

а) х'г — 2xfy'-\- 2t/'8 — 26=0
Aufgabe: Man zeige, daß die Gleichung

X2 — 4 xy —j— 3 y*’ —|— 2 X— 2y — 0

b) x'2 — 2x'i/—2y'2-\- 232 = 0.

einen zerfallenden Kegelschnitt vorstellt, und zerlege diese Gleichung.
Lösung: Hier ist au = l, «12 — — 2, a22 = 3, a13 — 1, 023 = — 1,

w33 — 0,
A31 — 1

und A32 — — 1 
•^зз ~ 1 >

A = 1—1—1—1 -f 0 —1=0.

1 —2 1

А = — 2 3 — 1

01 —1

also
Die Bedingung А -— 0 charakterisiert einen degenerierten Kegelschnitt, ein 
Geradenpaar. Wegen A33 =—1 ist das Geradenpaar die Ausartung einer 
Hyperbel.

Man kann die Kegelschnittsgleichung schreiben
(x— 3y)(x — y)-\-2(x — y)~0 oder (x — y) (x — 3y -j- 2) = 0

und hat damit die beiden Geraden x — y = 0 und x — 3y —(— 2 == 0 ermittelt. 
Wenn man diese Zerlegungsmöglichkeit nicht ohne weiteres sieht, wird man so 
Vorgehen: Der Mittelpunkt des Paares, ihr Schnittpunkt, ist gegeben durch 
ж0 : Уо '• 1 — — I : — 1 : — 1, also x0=-1, y0 — 1. Dann sind die Gleichungen 
beider Geraden у—1=Ях(а;—1) und у — l=/2(æ—1) oder /лх—y-f-1—/х•— 0 

und l2x— y -j- 1 —Л2 —0, somit die Gleichung des Paares
(V.x x y-fi — ;.x) (Хгх — у +1 — ;.2) = о

q(x2 — 4xy -f- 3y2 -\-2x — 2 y) — 0,
da ja beide Gleichungen das nämliche Paar vorstellen. Der Vergleich der 
beiden Gleichungen liefert Ях — 1, A2 = 1 : 3 oder. Дх — 1 : 3, /2 = 1 und damit 
die Geraden wie oben.

oder

^ 172. Zwischen den Richtungen Aj und A2 von zwei konjugierten 
Durchmessern des Kegelschnittes 8 = 0 besteht nach (142 b) die 
Beziehung

ail 4“ а12 (K + ^2) a22 К К — °-
23*
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Für den Spezialfall, daß diese beiden konjugierten Durchmesser 
zueinander senkrecht stehen, also Achsen des Kegelschnittes sind, 
wird A2 —— l:Aj, oder wenn man Aj=A schreibt, A2 =—1 :A. Die 
gesuchte Achsenrichtung tg « — A läßt sich aus der obigen Gleichung 
ermitteln, da diese von den Werten Ax und x2 erfüllt werden muß,

— «22 ==s 6 oder+e“(A—x) A «12
«11 -A8

Man erinnert sich an die trigonometrische Formel
1 « ii «22

2A2 tg a
tg 2 a =-

1 — tg8 a 1 —A8

und findet somit die Richtung der Kegelschnittsachsen ausgedrückt, 
durch die Formel

2 «12
(»)tg 2 « =

«11 «22

Sie gibt zunächst den doppelten Achsen wink el 2 a bzw. 2«-|-я 
an. Indes hindert nichts, mit Hilfe von trigonometrischen Relationen 
aus ihr eine neue Formel abzuleiten, die unmittelbar den Achsen
winkel a bringt. Eine solche Formel ist aber weniger notwendig als 
Formeln für den Sinus und Kosinus des doppelten Achsenwinkels. 
Wie im Beispiel 13 b) wandelt man vorstehende Formel zu einer 
Proportion um.

sin 2 « : cos 2 « : 1 — 2 a12 : (ou —- a22) : h,
und findet mit -p («u — a22)2,
Wurzelvorzeichen positiv wählt,

wenn man also das

(«li «22) • (b)sin 2 а — 2 a12 : h.

Man wird in gegebenen Fällen aber die Aufgabe praktischer 
lösen, indem man zunächst einen Strahl unter dem doppelten Rich
tungswinkel 2 a bzw. 2 a л konstruiert; die beiden Winkelhalbieren
den liefern dann die Achsenwinkel a und « -j- 4 n. in der Abbildung 
stark ausgezeichnet.

Die Formel für den doppelten Achsenwinkel 2 a werde kurz 
diskutiert. Wird av, — 0, dann auch 2« —0. die beiden Achsen 
laufen parallel den Koordinatenachsen, also stellt

cos 2 а

«ll*2 f«22?/2-f 2«13Ж+ 2«23 2/ + «33=0 

einen Kegelschnitt vor, dessen Achsen parallel den Koordinaten
achsen sind.

(0)

Das hätte man auch unmittelbar einsehen können; durch die quadratische 
Ergänzung zu anx2 2al3x und a22y2 -j- ‘*а2аУ kann man die Kegelschnitts
gleichung auf die Form

~f" fl)8 “f* n22 (У H- ^*2 + C-- 0



bringen. Aus ihr ist zu ersehen, daß der untersuchte Kegelschnitt aus dem 
Kegelschnitt anx2 -(- a22y2 -)- c = 0 durch Verschiebung hervorgeht; letztere 
Gleichung stellt aber einen Kegelschnitt vor, dessen Achsen mit den Koordi
natenachsen zusammenfallen, also müssen die Achsen des untersuchten Kegel
schnittes ihnen parallel sein.

an—a22 macht 2a zu 90° bzw. 270° oder a1 = 45° und 
n2 = 135°; die Kegelschnittsachsen sind parallel der Mediane und 
der zu ihr Senkrechten.

Solange nicht gleichzeitig a12 — 0 
und alx — a22 ist, erhält man stets zwei 
bestimmte Achsenrichtungen. Nur wenn 
gleichzeitig a12 = 0 und axl — a22 ist. 
wird tg 2 a und damit auch der Achsen
winkel unbestimmt; das ist auch leicht 
erklärlich, da all—a22 mit a12 = 0 die 
Bedingung für einen Kreis ist, in welchem 
Fall man jede Richtung als Achsenrichtung ansehen kann.

Beispiel a) mit c) Für die Kegelschnitte der Beispiele der 
Nr. 168 und 169 wird 

2___1
a) tg 2 a — -------— == 2. Man ermittelt rein geometrisch zunächst

die Richtung tg2« so wie die Abb. 232 angibt. Man beachte, daß 
man zwei Richtungen erhält, deren Winkel sich um n unterscheiden. 
Von diesen Richtungen soll die mit dem Pfeil ausgezeichnete als 
ernte Hilfsrichtung bezeichnet werden. Es scheint das Nächst
liegende, hier den um n geringeren Winkel, der in der Abbildung 
durch einen gestrichelten Bogen bezeichnet ist, als ersten Winkel 2 «1 

zu bezeichnen. Man beachte aber, daß die Gleichungen (b)

Iff

Abb. 232.

cos 2a — (au — a22) :h — — 1 ; hsin 2 a — 2 a12 : h = — 2 : h

durch die Vorzeichen angeben, daß 2 a im dritten Quadranten liegt. 
Mit diesem bestimmten Winkel 2« ist dann auch der Achsenrichtungs
winkel a festgelegt, so wie die Abbildung durch den Pfeil andeutet. 
Von den vier verschiedenen Achsenrichtungen, die durch den Mittel
punkt M möglich sind und die sich alle um \n unterscheiden, ist 
also eine bestimmte ausgezeichnet, die entsprechend dem oben be
merkten als erste Achsenrichtung bezeichnet werden soll. Der 
Kegelschnitt ist durch Abb. 234 wiedergegeben.

b) 2й = Т^

winkel 2 a und damit vier verschiedene Achsenwinkel a möglich. 
Die genauere Formel (b)

Es sind wieder zwei Richtungs-

cos 2 а — (alx — a22) : h = 3 : Аsin 2 a = 2a12 :h = — 2 : h,

Diskussion der allgemeinen Kegelschnittsgleieliung 5 = 0. 357
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sagt aus, daß 2« im vierten Quadrant liegt, siehe Abb. 235, wo 
die erste Achsenrichtung des Kegelschnittes mit einem Pfeil ver
sehen ist.

2— 1
c) tg 2 a = — oo; sin 2a — — 2 :h, cos2« = 0:Ä; aus

1 — 1

dem negativen Vorzeichen von sin 2a schließt man, daß 2a = 270° 
oder a= 135° ist.

*173. Wählt man irgend zwei konju
gierte Durchmesser als Koordinatenachsen, 
dann ergibt sich nach (142 f), auch die Skizze

-сь/Ь,

ç der Abb. 233 zeigt es, daß mit dem Punkte 
a b auch die Punkte—a\b, —a \—b, a j — b/
auf dem Kegelschnitt liegen, das heißt das 
Vorzeichen der Koordinaten, hier etwa £ und 
rj, muß belanglos sein. Man schließt:

Wählt man irgend zwei konjugierte Durchmesser eines 
Kegelschnittes als Koordinatenachsen £, rj, so erscheint 
die Kegelschnittsgleichung stets in der Form

Ae + Bif + C = 0.
Wählt man speziell das Paar ausgezeichneter konjugierter Durchmesser, 
die Kegelschnittsachsen, zu Koordinatenachsen, so erhält man wieder 
die gewöhnliche Mittelpunktsachsengleichung A x1 By“ -j- C — 0. 
Um zu letzterer überzugehen, hat man nur das Koordinatensystem 
x\ y' der Abb. 231 bzw. 232 um den in der vorausgehenden Nummer 
bestimmten Achsenwinkel a zu drehen. Das neue System soll x", y" 
heißen. Zu ihm transformiert man mit der Formel (78 a)

x’ — x" cos a — y" sin a, 
die Gleichung (171a) in 

au (x" cos a — y" sin af -j- 2 al2 (я"cos а — у" sin a) (a/'sin a -j- y" cos а)

-0./-У •J-b

Abb. 233.

(a)

y’ = x" sin a -j- y" cos а

+ «22 («"sin « -f y" cos af 4- J— = 0.

Man beachte, daß bei dieser Drehung das konstante Glied sich nicht 
ändert. Man ordnet die neue Gleichung

x"2 \a11 cos2 a -j- 2 «i2 sin « 008 « 4“ «22 sin2 «]

2 x"y” [— («x X — «22)sin « cos а «12 (cos8 « — s*n2 «)]
А

4- У"г [«u sin2 « — 2 а12 sin « cos a -j- а22 cos2 «] 4" ~à— — 0
^зз

A
(b)

"чзз
oder abgekürzt



2 kt = [йп 4- a22] + [(au — a22)2 j- 4a122] : h

2 k., [®ц j ®22] С(«Ц «22) I *^®12 J •
oder da /t = V(au — a22)2 4~ 4 a12*,

1 = H«u 4“ a22 “И1 = ł Can H~ a22 ~b V(an — a22)2 “h 4«122]
2 ? [®11 4“ «22 2 [«Ц "I- «22 («11 «22) —1~ 4®i2 ] •

(d)

(e)

Eine kurze Diskussion dieser Formeln für kx und k2 sagt aus: 
Der Radikand in h ist stets positiv, also h stets reell, also sind auch 
die beiden Werte Jc1 und k2 stets reell. Weiter: h kann, da die aik 
alle reell sind, nur verschwinden, wenn gleichzeitig a11 = a22 und 
a12 = 0 ist; dann wird кл — к2 und damit der Kegelschnitt (b) ein 
Kreis, was natürlich auch unmittelbar aus dessen Gleichung zu er
sehen ist.

Die letzt erhaltene Form (b) der Mittelpunktsachsengleichung 
wird man mit — А : A33 dividieren,

= 0 oder + —1=0, (f)X2 У 1
А. k2A33А : кt А 33

und damit auf die gewohnte Form der Mittelpunktsachsengleichung 
bringen, so daß also, abgesehen vom Vorzeichen.

АА
(g)Ь2а2 —

^2 ^ 3S
^1 "4 зз

das ja das Glied mit x"y" fehlen muß. In der Tat ist das Ver
schwinden des Koeffizienten dieses Gliedes, nämlich

[— (aii — «22) ł sin 2 a 4- а,2 cos 2 а] = 0,
nur eine Umformung der Gleichung (172 a), die den doppelten Achsen
winkel 2 a liefert. Die Koeffizienten kl und k2 der neuen Gleichung 
lassen sich mit Benützung der Formel (172 b) für den doppelten 
Achsenwinkel 2a der Reihe nach folgendermaßen umformen:

kx — axl cos2 a 4~ 2«12 sin а cos « 4“ «22sin2 « 

k2 — an sin2 а — 2а12 sin a cos « «22 cos2 a

Diskussion der allgemeinen Kegelschnittsgleichung S — 0. 359

(0)

oder

2кг = alx (1 4- cos 2 а) 4~ 2a12 sin 2 а 4~ «22 (1 — 008 2 «) 
2k2 — an (1 — cos 2 a) — 2a12 sin 2 а 4~ «22 (1 e08 2 «)

oder
2 kt = [on 4- a22] 4- [(an — a22) cos 2 а 4~ 2a12 sin 2 а] ’
2k2 = [ал j 4- а22] -[(а,,- а22) cos 2 a -f- 2 а12 sin 2 а]

oder



Natürlich gibt ein negatives Vorzeichen des ersten oder zweiten 
Summanden an, daß die Kurve eine Hyperbel ist; werden beide 
Summanden gleichzeitig negativ, so hat man die imaginäre Ellipse.

Beispiel a) und b) Von den 
zwei Mittelpunktskegelschnitten der 
Beispiele 168 ist mittlerweile ermittelt 
worden: die Art und die Asymptoten
richtung in Nr. 168, die Lage des Mit
telpunktes in Nr. 170. die Achsenrich
tung in Nr. 172. Die vorausgehen
den Formeln geben für den ersten 
Kegelschnitt, eine Ellipse, an

h = Yb, kx = 0,5 (3 -f Yb) = 2.618, k2 = 0,5 (3 — Yb) = 0,382, 

— A : Ааг = 26, а2 — 26 : kx — 9,93, 62 = 26 : k2 = 68,1,

а = 3,15, 6 = 8,25

/

/

ï
Abb. 234.

3,152 ' 8,2 52

X2

1 =0und somit

als ihre Gleichung für 
das neue Koordinaten
system. Die Gesamtheit 
dieser Angaben gestat
ten dann ihre Konstruk
tion recht einfach, so 
wie Abb. 234 zeigt. Da 
das neue Koordinaten
system gegen das alte 
um den Winkel a ver
dreht ist, so fällt die 
positive X-Richtung in 
die obengenannte erste 
Achsenrichtung. Auf der 
X- Achse schneidet die 

Ellipse die Stücke -J-а und —a ab, auf der y-Achse die Stücke 
-|~ 6 und —6.

Für den zweiten Kegelschnitt, eine Hyperbel, hat man

\
\
wN

>5 ■^~xX
/ \ //

// // \
/\ i\

.\
V4h \

Abb. 235.

kx = 0.5 (— 1 + У13) = 1.3,Л = У13 ;
К = 0,5 (— 1 — VÏ3) = — 2,3 ; 

а2=(—-)22 : 3,9=(•—)5,64, 62 = 22 : 6,9 = 3,19; а = 2,37, 6=1,79

___22 .— A:An = з ’

у2
- —1=0 

1,79е
X2

imd somit
2.372
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als Gleichung für das neue Koordinatensystem. Die Asymptoten- 
riohtungen waren berechnet zu Xx — tg rpx — — 1.37 . X2 — tg <p2 — 0,37. 
Die Vereinigung all dieser Angaben läßt dann 
die Hyperbel so konstruieren, wie sie in 
Abb. 235 dargestellt ist. Die positive neue 
ж-Achse ist wieder mit der ersten Achsenrich
tung gleichgerichtet.

Aufgabe a) Man beweise: Wählt man einen 

beliebigen Durelunesser als rc-Achse und die Tangente 

im Endpunkt desselben als y-Aehse, so hat jeder 

Kegelschnitt die Gleichung Ax2 -J- By2 -j- Cx — 0

Lösung: Gegenüber dem System der beiden (schiefwinkligen) Koordinaten

achsen ist der Kegelschnitt schiefsymmetrisch, es muß zu jedem Punkt Px — a b 

auf der Kurve immer noch einen Kurvenpunkt P2~a\—b geben, das heißt 

das Vorzeichen von y muß in der Kegelschnittsgleichung belanglos sein. Ferner 
muß der Nullpunkt der Gleichung genügen, also muß das absolute Glied fehlen. 

Dann kann die Kegelschnittsgleichung aber nur lauten axx x2-{- a22y2-t- -л13х ■— О, 

das ist die angegebene Gleichung.

Aufgabe bj Ein Punkt bewegt sich so. daß die Summe der Quadrate 

seiner Entfernungen von den drei Seiten eines Dreiecks PXP2P3 konstant gleich 

a2 ist. Welchen Ort beschreibt er? Speziell wähle man Px — 0 0, Po — 2 2, 

— 212, a2^=16.

л $
/
u*

/
/

”1

Abb. 236.

P:
Lösung: Die drei Geraden durch die Eckpunkte heißen im allgemeinen 

Fall Nx = 0, N2 = 0, N3 — 0 , wenn man die Normalformen wählt. Daun hat 

der erzeugende Punkt von ihnen die Abstände Nx bzw. N2 und N3. so daß 

seine Gleichung lautet

AYH-лу -I-AV = «2;

sie stellt einen Kegelschnitt vor, da die Variablen höchstens in der zweiten 

Dimension auftreten.

Im speziellen Fall sind die drei Geraden

@12 ~~ x Уz=i 0) G3 i = *4-y = 0,@22 — У — *-2------ 0,
also

— 2 Л7 _ *±1
• ’ ' -V -’

x — y N2 = y-Nx =
±}fi ’

und damit die Kegelschnittsgleichung

(x—y)2 (y — 2)2 , (x -j- y)2
2 ^ '

1621
oder

a:2 —j— 2 T/2 — 4 у — 12 = 0.

Der Kegelschnitt ist symmetrisch zur у -Achse, denn das Vorzeichen von x ist 
belanglos ; dann ist also die ?/-Aehse eine Kegelschnittsachse. YV ill man die 

Mittelpunktsachsengleichung, so braucht man nur das Koordinatensystem in 

der у-Richtung verschieben. Oder man überlegt: Durch die quadratische Er

gänzung kommt die vorstehende Gleichung auf die Form

x2 , (у —l)8 1=0oder*2 4- 2 (y2 — 2 у + 1) — 2 — 12 = 0 714



% 2 y2
Man sieht, daß der untersuchte Kegelschnitt aus der Ellipse y- -f- ^---- 1=0
durch Verschiebung in der y-Richtung um die Strecke -f-1 hervorgeht, siehe 
Nr. 105. Man hätte auch die vorausgehenden Formeln für die Diskussion 
dieses Kegelschnittes verwenden können, es sollte aber gezeigt werden, wie 
man mit Hilfe weniger allgemeiner Sätze schneller und anschaulicher zum Ziel 
kommt.

^ 174. Von den zwei Parabelachsen liegt die eine im Endlichen, 
die andere fällt mit der unendlich fernen Geraden zusammen. Wenn 
man von der Achse einer Parabel spricht, meint man natürlich immer

die im Endlichen liegende, die Symmetrie
achse. Ist diese Achse einer Parabel parallel 
zur ar-Achse, so wie Abb. 237 angibt, so lau
tet ihre Gleichung

a22y2 -j- 2a13x -f 2a23y -|- a33 = 0.
Man kann sich nämlich diese Parabel aus 
der Parabel y2 — 2px durch Verschiebung 
hervorgegangen denken und zwar in der x- 
Richtung um x0, in der y-Richtung um y0, 
bis der Scheitel S die durch die Abbildung 
gegebene Lage erreicht. Dann muß nach 
(105 c) die Gleichung der verschoben gedach
ten, hier der zu untersuchenden, Parabel sein

(ÿ — y0f=^2P(x~xo) oder У* — 2px— 2yy0-\-(y02-\-2px0) = (),
das ist die oben angesetzte Form. Das hätte man übrigens auch 
rein analytisch einsehen können. Im vorliegenden Fall sind wegen 
al2 — 0 die Kegelschnittsachsen parallel den Koordinatenachsen, 
siehe (172c), wegen au = 0, a12 — 0 wird A33 = 0, die Gleichung 
stellt eine Parabel vor.

Umgekehrt wird man die Gleichung der zu untersuchenden 
Parabel in der einfachsten Form erhalten, wenn man das Koor
dinatensystem zum Scheitel S — x0 y0 verschiebt, so daß im neuen 
System x'. y' dann ihre Gleichung y'2 — 2px! heißt. Eine solche 
Koordinatentransformation x = x' -j- ж0, у — у’ -J- y0 führt die ge
gebene Gleichung über in

«22 (/ 4* У»? + 2 «13 (*' H“ *o) “h 2 «23 Ы 4* Уо) + «33 = 0 

oder

«22 У 2 L 2 «13 2 y' («22 Уо+ «23) 4“ («22 У (44 2 «13 *0 4" 2 «23 Уо+ «Зз) = ()‘

Diese Gleichung und die Gleichung у'2 — 2px' — 0 stellen die näm
liche Kurve vor, der Vergleich der beiden Gleichungsformen liefert 
somit, wenn man q als Proportionalitätsfaktor einführt.

АУ'

FI

Abb. 237.

Kegelschnitte.362

л*



Diskussion der allgemeinen Kegelschnittsgleichung S — 0. 363

Q • 1 = «22 e-° ®22^0 “t- ®23>— g.|) = a18)

£ • 0 = a22t/02 -|- 2а13я0 -f- 2a23y0 -j- a33.
Aus dem ersten Gleichungspaar ermittelt man

(a)р = _а13:а22,
aus dem letzten die Lage des Scheitelpunktes N,

X0 • Уо • 1 ~ (®23 а22азз) " ^а13а2»’ 2«13«22‘

Man beachte aber wohl, daß diese Formeln sich nur beziehen auf 
eine Parabel, deren Achse parallel der #-Achse läuft.

Beispiel: 2y2 -j- 8x -j- 12у — 3 = 0 stellt eine Parabel vor, 
deren Achse parallel der x-Achse ist. Für sie ist au = 0, aJ2 = 0, 
«as= «13 = 4, o23 = 6, a33 = — 3. Nach der vorausgehenden
Formel ist dann der Scheitel gegeben durch

xo :Уо : 1 — (36 ~h 6): — 48:16, also a?0 = 2 |, y0~ — 3,
der Brennpunkt durch p =— 4:2= — 2, das heißt die Parabel 
öffnet sich nach links. Abb. 237 gibt die Gestalt der Parabel, der 
Brennpunkt F hat vom Scheitel S die Entfernung lp = — 1.

Anmerkung: Man hätte den Scheitel S—x0\y0 auch durch folgende 
Überlegung finden können: Jede Gerade x — a parallel der y-Achse schneidet 
die Parabel in zwei verschiedenen Punkten, die Gerade x — x0 aber in zwei 
zusammenfallenden; diese beiden sind bestimmt durch

2y* -J- 8a?0 -f 12y — 3 = 0 oder 2y3 + 12y -j- (8*0 — 3) = 0, 
welche Gleichung die beiden Wurzeln hat

(b)

—12 ± \/l44 — 8“(8ar0 — 3)
У - - 4

Damit die beiden Wurzeln gleich sind, muß 
144 — 8 (8:Tq — 3) — 0 oder :r0 = 2 * sein; 
das zugehörige y0 ergibt sich aus dieser Glei
chung zu y0 = — 3.

Aufgabe a) Gegeben ist ein Kreis 
vom Radius c; gesucht ist der geometrische 
Ort der Mittelpunkte jener Kreise, die gleich
zeitig den gegebenen Kreis und einen festen 
Durchmesser AC desselben berühren. Man 
zeichne die entstehende Kurve.

Lösung: Vom erzeugenden Punkt P 

kennt man die Eigenschaft:

tlf\
\

a\ S,
\
\
\\4

Abb. 238.

PQ ~ PR.

Wählt man das Koordinatensystem so wie die Abbildung angibt, so kann man 
diese Eigenschaft umformen
OQ — O P у oder c — r = у oder \x2 -f- у2— c — у oder .r3 ~ c- — 2 c y.
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Die Kurve ist eine Parabel symmetrisch zur y-Achse (oder genauer ein Paar 
von Parabeln, die zweite heißt x2 — c2-f-2cy). Schreibt man die Gleichung

, so sieht man, die untersuchte Parabel geht
aus der Parabel x2 =— 2 cy hervor durch Verschiebung in der y-Richtung um 
den halben Grundkreisradius c. Der Parameter der Parabel ist p — — c, wo
mit die Konstruktion der Parabel ermöglicht ist. Abb. 238 gibt die Kurve für 
die Wahl c = 3.

Aufgabe b) Man diskutiere die Kurve x = y2 -j- 2y.

Lösung: Die Kurve ist eine Parabel, deren Achse parallel ist zur x- 
Achse. Man formt die Gleichung um

x -f 1 = y2 -f- 2 y -f- 1

(?У” •}]in der Form x2 = — 2 c

x-f 1 = (y-f l)2oder
und sieht, daß die Parabel aus einer andern Parabel x = y2 durch Ver
schiebung hervorgeht und zwar in beiden Achsenrichtungen je um — 1. 

Aufgabe c) Man diskutiere die Kurve y — x2-f-x — 2.
Lösung: Man formt die Gleichung um y -j- ^ = x2 -{- x -f-1 — 2 oder 

y -J- 2 \ — (x -)-1 )2 ; sie stellt eine Para bei vor, die aus einer andern Parabel 
y — x2 durch Verschiebung hervorgeht, in der x-Richtung um —1 und in der 
y-Richtung um — 2 \.

*175. Die allgemeinste Lage einer Parabel in einem gegebenen 
Koordinatensystem ist die, daß ihr Scheitel und ihre Achse eine be
liebige Lage bzw. Richtung gegen die Elemente des Koordinaten
systems haben. Für die rein geometrische Behandlung der Parabel, 
für ihre Konstruktion etwa, ist die Lage allerdings belanglos. Nicht 
aber für die analytische. Man wird deswegen wieder zu einem neuen 
Koordinatensystem ühergehen, das eine möglichst günstige Lage zur 
Parabel hat. Und zwar wird man wieder die Parabelachse zur x-

Achse machen, den Scheitel wählt man 
als Nullpunkt, dann ist die Scheiteltan
gente als y-Achse bestimmt.

Der Übergang zum neuen System 
x", y" geschieht durch eine Drehung und 
eine Verschiebung des alten Koordina
tensystems. Es erweist sich als vorteil
haft, zuerst eine Drehung um den Achsen
winkel a zum Zwischensystem x\ y' vor

zunehmen. Dieser Übergang, nach Formel (78 a)

x = x' cos a — y sin a ■ y — x' sin a -f - y' cos «.

führt die gegebene Parabelgleichung

(ax -]- by)2 -f- 2a13x -j- 2a23y -j- a33 = 0

■x"

X•
\
\
\
\ er. ->-X

Abb. 239.

über in
[x' (a cos a -j- Ъ sin ct) y' (— a sin a -j- Ъ cos ec)]2 

2 x' (a13 cos « -f- a2a sin «) 4- 2 y' (— al3 sin « -j- a23 cos «) -|- a33 — 0 .
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Da die Parabelachee im neuen System parallel der ж'-Achse ist, so 
muß die Parabelgleichung den in der vorigen Nummer diskutierten 
Aufbau haben, es darf also von den zweidimensionalen Gliedern nur 
das Glied mit y'2 auftreten, also muß

a cos a -f- b sin а — 0 oder tg а = — а : b

sein. Wenn man nach Nr. 169 berücksichtigt, daß a2 = au, ab = a12, 
b2 — a22 ist und man schreiben kann tga =— a2:ab —— ab:b2, 
so ergibt sich in der Form

(a)
«12 «22

die Richtung der Parabelachse. Natürlich hätte man diese 
Formel auch aus der für alle Kegelschnitte gültigen Beziehung 
tg 2cc = 2a12 : (an— a22) ableiten können. Für uns ist die erste Ab
leitung also eine Kontrolle.

Man beachte noch, daß nach der vorausgehenden Formel die 
Gerade ax -\-by — 0 die gleiche Richtung hat wie die Achse, also 
ein Parabeldurchmesser ist. Mit dem gefundenen Wert der Achsen
richtung tg « wird

sin a : cos а : 1 = а : — b: Va2 -[- b2
oder

sin a : cos a : 1 == au : — a12 : Vau2 -f- a122. 
Man hätte natürlich auch schreiben können

(b)

sin a : cos « : 1 = — a : 6 : V ;
die getroffene Wahl soll angeben, daß man von den zwei entgegen
gesetzten Richtungspfeilen auf der Parabelachse jenen als positiven 
wählt, der (im Winkelmaß gemessen) der positiven æ-Richtung am 
nächsten liegt. Mit dieser Wahl wird die neue Form der Parabel
gleichung

« «t:$ «23

\ -vV-И2/ Va2-fb2
— 2 y' 4“ «33 — 0

Va2+b*
oder

2 y' « «13 4~ ^ «23 I____ «33__

y tt2+62?/2 i 2X'—23-----—
(a24-62)t

y 2 -j- 2m X -f- 2n y' -J- l — 0,

m __  « a23 ^ «13 n __ ___« «13. ~t~ ^ «23
(a2-\-b2)% ’ (a2-\-b2)*

0

oder
(c)

wo
г=_^зз_ ^

a2 -f b2
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Die letzte Gleichung kann man nun genau so weiterbehandeln 
wie die Parabel gl eichung der vorigen Nummer; man verschiebt sie 
auf das System x'\ y". In diesem Endsystem, das den Scheitel
punkt N als Nullpunkt hat, lautet die Parabelgleichung y"2 — 2px". 
Den Wert p findet man ebenso wie die Koordinaten des Scheitels S 
aus der vorigen Nummer, wenn man dort 1 statt a22, m statt n13, 
n statt a23, l statt a33 setzt, so daß also mit

(e)p — — m ,
Xq : y0' : 1 = (n2 — t) : — 2mn:2m

und der vorausgehenden Formel für den Achsenwinkel a alles gegeben 
ist, was man für die Ermittlung ’der Lage und Gestalt der Parabel 
benötigt. Man beachte noch, daß x0', y3 die Koordinaten des Scheitels 
für das x! - y' - System sind. Die Koordinaten für das ursprüngliche 
System x, у sind durch die Transformationsforme] (78a) gegeben.

xo = xd 008 « — Уо sin a, y0 = xd sin « -b t/d 008 ec
oder mit Substitution der Winkelfunktionen- aus (b)

*o: Уо '■1 = — (b xd + a yd): (axo' — b yd) : V«2+ b2.
Beispiel: Die Parabel des Beispieles 169 kann man in der 

Form (x — y)2— 4x — 6 y -}- 3 = 0 anschreiben. Hier ist a— 1, 
b = — 1, al3 — — 2, a23 — — 3, a33 = 3. Man sieht, daß x — у ~ 0 
ein Durchmesser ist, also tga=l die Achsenrichtung. Das hätte 
natürlich auch die Formel sin a : cos « : 1 — a: — b : \a2 - b2 ergeben. 
Man dreht das Koordinatensystem um a — 45° und erhält für dieses 
neue System die Gleichung

y'2 -j~ 2 m x' -)- 2 n y -}-1 = 0.

Mit a2 4- b2 — 2 wird m — — | , n — — j У 2, l = | .
schiebt man das Koordinatensy
stem noch, bis der Scheitel Null
punkt ist, dann erscheint die Glei
chung der Parabel in der einfachen 
Form y'2 — 2px''. Die Koordina
ten des Scheitels im System xy' 
sind bestimmt durch cr0' : y3 : 1 == 
11:10: 20 V2 oder x0f = 0,389, 
yd = 0,354; im alten System x, y 
sind diese Koordinaten а*0=Д., 

Уо ~ Io- Her Halbparameter ist p = -|V2 = l,77.
Abb. 240 gibt eine Zeichnung dieser Parabel.
Aufgabe: Man diskutiere und zeichne die Kurve

\'xJr dy= \a.

Ver-

У), x"

///
SS //

* \\\
Abb. 240.
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Lösung: Man macht die Gleichung zuerst rational,
x ~b 2 Х ХУ 4“ У — tt oder [x-\-y — a)2 = 4xy oder 

(* _ y)8 — 2a(x -|- у) + Я2 = 0.
Die Gleichung stellt eine Parabel vor; die erstgeschriebenen Formen geben 

an, daß sie symmetrisch zur Mediane ist, da man x und у vertauschen kann, 
ohne daß die Gleichung sich ändert, siehe (104 d). Das heißt dann, daß die 
Mediane die Parabelachse ist. Die einfachste Gleiehungsform erhält 
man das Koordinatensystem

x = (xf — y') ; y/2,

man, wenn
45° verdreht, nach (78. a)um

У = (x' + У') ■ V2. 
so daß für das neue Koordinatensystem die Gleichung

— 2 a \llż • xf + а2 —0 oder у'2 — a yß — 6

heißt. Verschiebt man noch den Nullpunkt auf der x!-Achse 
formiert also

I a y'2, trans-um
x'

x' = x”-j--\a yß, x"

so lautet die Scheiteltangentengleichung der Parabel
F.

V'
у"2 — a yß x", wo also p — \,а у/2

ist. Nun ist bekannt: die Parabelachse, der Schei
tel, der Halbparameter p, also auch der Brennpunkt, 
die Parabel ist 'somit ohne weiteres zu konstruieren.
Abb. 241 gibt die Parabel unter der Annahme a = 4.

Natürlich hätte man die Aufgabe ganz schematisch auch mit Anwendung 
der entwickelten Formeln lösen können.

*170. Der Fall, daß der Kegelschnitt zu einem Geradenpaar 
ausartet, ist durch А — 0 charakterisiert. Die Geradenpaare lassen 
sich noch unterscheiden als Ausartungen der Ellipse, der Hyperbel 
und der Parabel. Im ersten Fall ist das Geradenpaar imaginär oder 
genauer gesprochen konjugiert imaginär, beide Gerade schneiden sich 
aber in einem reellen Punkt. Als Beispiel sei angeführt der in 
Nr. 109 bereits besprochene degenerierte Kreis а:2 —j— t/2 = 0, de
generiert nämlich zu einem Geradenpaar (x-|- iy){x — iy) — 0; die 
beiden konjugiert imaginären Geraden x-\-iy — 0 und x — iy = 0 
haben den reellen Schnittpunkt 0 j 0 gemeinsam. Für das Paar von 
zwei verschiedenen konjugiert imaginären Geraden gilt A'= 0 zu
sammen mit A 33 О 0, da es eine degenerierte Ellipse vorstellt. Die 
ausartende Hyperbel verlangt ^4 = 0 mit ^433 <^0; dieses Geraden
paar setzt sich aus zwrei reellen und verschiedenen Geraden mit 
einem im Endlichen liegenden Schnittpunkt zusammen. Von den 
Hyperbeln Ъгх2 — a2y2 = ya2b2, wo у ein Parameter ist, wird die
jenige у = 0 die Ausartung charakterisieren, nämlich das zu allen 
diesen Hyperbeln gemeinsame Asymptotenpaar b2x2 — a2y2 — 0 oder 
(hx — ay)(bx -\-ay) — 0. Oder es artet schließlich die Parabel aus

Abb. 241.
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und liefert ein Geradenpaar mit dem Mittelpunkt (= Schnittpunkt) 
im Unendlichen, ein paralleles Geradenpaar, für das dann A 0 
mit -433 = 0 gilt.

Der letzte Fall muß gesondert betrachtet werden; die beiden 
Parallelen dieses Paares können sein: entweder reell und verschieden, 
oder reell und zusammenfallend, oder konjugiert imaginär und ver
schieden. Man urteilt folgendermaßen: das Geradenpaar bzw. der 
Kegelschnitt hat jedenfalls die Gleichung

(x cos a -j- y sin a — p) (x cos a -f- y sin a — p') — 0 ;
« ist sicher reell, während p und p gleichzeitig reell oder imaginär 
sein können. Ordnet man die Gleichung

x2 cos2 a -j- 2 xy sin a cos a -(- y2 sin2 a — 2sx cos a — 2sy sin a-{-pp' — 0. 
wo abkürzend 2s-p~\-p' gesetzt wird, so ist deren Determinante

sin a cos a — s cos a 
sin2 и — s sin а 

— s sin а
Man sieht zunächst, daß neben ^433 auch Aix und -.432 ver

schwindet; dann wird aber die Formel

•^o • Уо • ^ == "^31 • ^32 • -^33 === 6.0. 0

COS2 ß

sin ß cos ß
---- S COS ß

*4 =
pp'

zur Ermittlung des Mittelpunktes des Kegelschnittes ganz unbestimmt. 
Das ist dadurch erklärlich, daß man jeden Punkt der Mittelparallelen 
der beiden gegebenen Parallelen als Mittelpunkt betrachten kann. 

Ein Unterscheidungsmerkmal geben die beiden Unterdetermi
nanten

Axx = sin2ß {pp’ — s2) — — I sin2ß (p — p')2

А22 — COS2ß {pp ---S2) =------ j- COS2ß {p---p')2,
deren Vorzeichen nur mit dem Klammerwert (p — p’f variieren kann, 
da sin2 ß und cos2 a wegen des reellen « immer positiven Wert haben, 
Sind beide Parallele reell und verschieden, dann auch p und p\ 
dann wird „4U<0 und ebenso A22 0. Sind die beiden Parallelen 
konjugiert imaginär und verschieden, also p und p' von der Form 
p—a\ib, p' — a — ib, so wird (p — р*у* =={2ib)* =— 4b2 und 
A1X 0 ebenso wieu422^>0. All — () oder A22-—0 bedingt p—-p 
und somit zusammenfallende Parallele, eine Doppel gerade. In 
eine solche geht beispielsweise das von einem Punkt P0 aus an 
einen Kegelschnitt gezogene Tangentenpaar über, wenn P0 selbst 
auf dem Kegelschnitt liegt.

Der Fall aii = öi2 = «22 = 0 oder 2 a13 x -|- 2 a23 у -4- a.ls = 0 
charakterisiert, als Kegelschnitt betrachtet, ein Geradenpaar, dessen
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eine Gerade die unendlich ferne Gerade ist. Schließlich gibt
«n = ai2 = «22 = ai3 = «23 = 0 oder a33 = 0 die doppeltzählende 
unendlich ferne Gerade wieder.

Aufgabe a) Man diskutiere und zeichne den Kegelschnitt 
4z2—-4 xyAryi — 12z-f- 6y -(- 9 = 0.

Lösung: Es ist
4 — 2 — 6 j

1 3 !
3 9 j

Die Gleichung stellt wegen A — 0 und A33 = 0 ein paralleles Geraden
paar vor. Man findet auch noch AX1 = 0 und sieht daraus, daß die beiden 
Geraden zusammenfallen. Für die Zeichnung ermittelt man zwei beliebige 
Punkte, etwa die Schnittpunkte mit den Achsen, A = $ | 0, _ß = 0| — 8. Dann 
ist (2 z — y — 8)2 = 0 die Gleichung dieser doppelt zu zählenden Geraden durch 
A und B; die Ausrechnung ergibt wieder die obenstehende Kegelselmitts- 
gleichung.

^3i — 0
somit A32 = 0 , also .4 = 0. 

-^33 — 0
A= I — 2 

! -6
;

* 177. Die Resultate der vorausgehenden Untersuchungen lassen 
sich in einer Diskussionstabelle zusammenfassen. Die Determinante A 
des Kegelschnittes 8 = 0 läßt seine Krümmung beurteilen:

^§0 Eigentliche (d. h. nicht zerfallende) Kegelschnitte,
^4 = 0 Zerfallende Kegelschnitte oder Geradenpaare.

Die Unterdeterminante A33 gibt das Verhalten des Kegelschnittes 
gegenüber der unendlich fernen Geraden an:

A33 § 0 Mittelpunktskegelschnitte,
A„. = 0 Parabeln.33

^33A

Hyperbel<0

Parabel^0 = 0

( Ellipse, wenn au A ■< 0 oder a22A <C 0 
l Imaginärer Kegelschnitt, wenn auA;>ü oder a22A^> 0.>0

Paar von reellen Geraden mit Schnittpunkt im Endlichen<0

An oder A22

<0 reell und verschieden 
zusammenfallend
konjugiert imaginär und verschieden

Paar von konjugiert imaginären Geraden mit Schnittpunkt im 
Endlichen

Anm. Hier ist noch nachzutragen: Ist A von Null verschieden und 
A33 > 0, so stellt die Kegelschnittsgleichung die reelle oder die imaginäre Ellipse 

Kgerer, Ingenieur-Mathematik. I.

Paralleles
Geradenpaar= 0 = 0 --=0

>0

>0

24
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vor; letztere nennt man vielfach auch „imaginärer Kegelschnitt“. Man kann 
beide recht einfach unterscheiden, wenn man ihre Achsen als Koordinaten
achsen wählt und sie auf die Mittelpunktsaehsengleichung transformiert. Sie 
erscheinen dann in der Form

i2 i
a8 ' Ь2

Will man aber die Koeffizienten a,/c der Kegelschnittsgleichung allein 
sprechen lassen, so schließt man: Der Koeffizient an sei zunächst positiv 
vorausgesetzt; soll dann A33 >* 0 sein, dann muß auch ö22 positiv sein, denn 
ein negatives «23 würde A33 — a22 — o122 wieder negativ machen. Trans
formiert man die allgemeine Kegelschnittsgleichung auf die Achsengleichung, 
so erscheint sie in der Form kxx2 -f- k2y2 -f- А : A33 — 0. Jedenfalls haben kx 

und k2 das gleiche Vorzeichen, denn ein verschiedenes Vorzeichen würde ja 
eine Hyperbel bestimmen. Nun ist au und damit a22 positiv, somit nach (173e) 
auch kx; andrerseits ist A33 ebenfalls positiv, es wird daher in der vorstehenden 
Gleichung das Vorzeichen des letzten Gliedes durch A allein bestimmt, siehe 
(173 f). Es erscheint also die Mittelpunktsgleichung in der Form

ж2 y2 _
a2 68

5+S+1-0-1=0 bzw.

X“ У2bzw.1 = 0

je nachdem A negativ oder positiv ist. Zusammengefaßt: Unter Voraussetzung 
eines positiven axx oder «22 ist durch А ■< 0 eine Ellipse bestimmt, durch А >• 0 
ein imaginärer Kegelschnitt. Ist aber au negativ, so führt die analoge Wieder 
holung der vorausgehenden Betrachtung zu dem Schluß, daß umgekehrt А >■ 0 
die Ellipse und А < 0 den imaginären Kegelschnitt kennzeichnet. Beide Schluß
folgerungen kann man zusammenfassen: Ein negatives alxA oder a22A kenn
zeichnet eine Ellipse, ein positives axxA oder a22A den imaginären Kegel
schnitt.

Um eine vorgelegte Kegelschnittsgleichung zu diskutieren, kann 
entweder ganz schematisch die aufgestellten Formeln anwenden, 

so wie das bei den nachfolgenden Aufgaben d) und h) geschehen ist. 
Man geht dann von der Determinante der Kegelschnittsgleichung aus. 
Die Gleichung selbst wird man gegebenenfalls erst in eine günstigere 
Form überführen, beispielsweise auftretende Brüche beseitigen. Die 
Determinante liefert die Größen A und А

man

die die Art des Kegel
schnittes entscheiden lassen. Bei Mittelpunktskegelschnitten wird man 
dann die Lage des Mittelpunktes und der Achsen angeben. Die 
Gestalt selbst erhält man durch Angabe der einfachsten Gleichung, 
da diese die Halbachsen a und Ъ enthält. Aus dieser einfachsten 
Gleichung läßt sich übrigens auch die Art ohne weitere Rechnung 
ablesen. Bei Parabeln hat man entsprechend Formeln für die Achsen
richtung und den Scheitel und damit für die Achse selbst. Eine 
weitere Formel für p liefert den Brennpunkt, so daß man die Parabel 
konstruieren kann.

33 ’

In den meisten einfacheren Fällen wird man ohne Benützung 
der Formeln zurecht kommen, auf Grund bekannter Sätze. Recht 
häufig kann man die Eigenschaften des Kegelschnittes unmittelbar
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aus der Gleichung ablesen. Gegebenenfalls wird man beide Diskussions
methoden gemeinsam benützen.

Aufgabe a) Man diskutiere den Kegelschnitt 
ж2 -f* У9" — 4* — 6 г/ == 0.

Lösung: Kreis durch den Nullpunkt. Die quadratische Ergänzung formt 
die Gleichung um zu
ж2 — 4 ж -j- 4 — 4 -J- y2 — 6y -f- 9 — 9 = 0 oder (x— 2)2 -f- (у — 3)2 — 13 = 0. 

Aufgabe b) Man diskutiere und zeichne den Kegelschnitt 
x2 -f- 62/ — 4x-\- 10 = 0.

Lösung: Parabel mit der y-Achse als Durchmesser. Die quadratische 
Ergänzung formt die Gleichung um zu

x2 — 4a; —j— 4 — 4 -f- 6y -j-10 = 0 oder (x — 2)a —{— 6 (t/ —1) = 0.
Die vorliegende Parabel geht aus der Parabel 
x2 — — 6 у hervor durch Verschiebung in der ж-Rich- 
tung um —2, in der y-Richtung um — 1. Der Halb
parameter ist p = — 3 ; Abb. 242 gibt die Zeichnung.

Aufgabe c) Man diskutiere den Kegelschnitt 
x2 -f- 2 xy —(- y2 — 1 =0.

Lösung: Man formt um zu 
(x-\-y)2—1=0 oder (ж-f-y — 1)(ж -j- у1)=0; 
also zwei parallele Gerade.

Aufgabe d) Man diskutiere und zeichne den Kegelschnitt 
x2 -f- 2xy -f- 4y2 — x — 0.

Lösung: Da a13 =—wäre, formt man um zu 
2x2 -f- 4xy -f- 8y2 — 2x = 0.

A*
А

£1

p_FV

Abb. 242. L. E. 5 mm.

Nun ist
8—

0 j und A32 =— 2, also А =— 8. 
A33 — 12

2 — 1
А = 2

0— 1

Ellipse wegen A33 = 12; wirkliche Ellipse wegen A — — 8. Mittelpunkt: 
x0:y0 : 1 = 8: — 2 : 12 oder ж0 = £, ÿ0 = — -J. Achsenrichtung: tg2a = 4:—6 

= — 2:3; sin 2 a = 4 :h, cos 2 a = — 6 : h; also 2a im zweiten Quadrant. Ein
fachste Gleichung für das neue System kt x"2 -f- h2yr'2 -f- A : -433 = 0.

Mit Ä = -f-^52 wird = 5 -f- y}\% — 8,6, = 5— y/lS — 1,4, also die
Mittelpunktsachsengleichung

8,6 ж" 2 -j- l,4y"2----|- = 0 oder V" 2x"2

0/282 "И 0,69* — 1 = 0.

А*Kontrolle: Der Kegelschnitt schneidet die ж-Achse 
in den Punkten 010 und 110, die y-Achse in dem 
doppelt zählenden Nullpunkt, er berührt sie dort, 
siehe Abb. 243.

Aufgabe e) Man diskutiere den Kegel-

\x"
V

■ ■>*
В

schnitt
Abb. 243.ж24-у2 — 2y = 0.

24*

я 
00 о
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Lösung: Man liest aus der Gleichung ab. daß der Kegelschnitt ein Kreis 
ist, der die «-Achse im Nullpunkt berührt, siehe Nr. 111. Man formt die Glei
chung durch die quadratische Ergänzung um zu x2-\-(y—l)2— 1=0 und 
findet dadurch den Radius c = 1.

Aufgabe Г) Man diskutiere den Kegelschnitt
X2 — 2 xy —f- y2 2 X — 2 y = 0.

Lösung: Die drei zweidimensionalen Glieder bilden ein Quadrat (x — y)2;
also Parabel. Man formt die Gleichung um zu 
(«—y)2-|~2(«— y)~ 0 oder («— y) («— y-}-2)=0, 
also paralleles Geradenpaar.

Aufgabe g) Man diskutiere den Kegelschnitt 
x2 -j- 2 xy — 4« — 0.

Lösung: Man formt um zu x(x-\~2y— 4) 
= 0, also degenerierte Hyperbel.

Aufgabe h) Man diskutiere und zeichne 
den Kegelschnitt

\4 /
*У\ fx"

/
S/ //

Abb. 244.
x2 — 2 x y y2 -J- 4 x - j- 9 =-- 0.

Lösung: Die drei zweidimensionalen Glieder bilden ein Quadrat (x — yf 

also Parabel; x — y — 0 ist ein Durchmesser. Man wählt die Parabelachst 
und Scheiteltangente als neue x"- und f/"-Achse. a = l, b~— 1, a13 = 2 
a29 — 0, a33 = 9; a2-\~b2== 2; m — \2,

das heißt die Parabel öffnet sich gegen den Pfeil der «"-Achse. Der Scheitel 
hat im System x', y' die Koordinaten «0' — — 2 y'2, y0' = J \l2, im System x, y 

somit «0 =— 2,5, yQ — — 1,5, siehe Abb. 244.

“łl/2. V~ — ł V2,71 =

Aufgabe i) Es gibt OO1 Kreise, 
die durch den Punkt A = 210 gehen 
und gleichzeitig den gegebenen Kreis 
x2-\-y2 — 2 berühren, 
bilden die Mittelpunkte dieser Kreise?

Lösung: Die Hauptelemente der 
Konstruktion eines dieser Kreise sind 
in der Abb. 245 stark ausgezeichnet. 
Man schlägt einen Hilfskreis um О mit 
dem Radius r, einen zweiten solchen um 
A mit dem Radius c — r — y'2; beide 
Hilfskreise schneiden den erzeugenden 
Punkt M aus, den Mittelpunkt eines 
der OO1 Kreise.

л
// \

. Welchen Ort
e N

\
/

0
/

/

f /
V

Abb. 245.

А — 210, M = x\ у, somit AM — y/(x — 2 )2 -f- y2.
Vom erzeugenden Punkt M gibt man der Konstruktion entsprechend an: 

OB + BM = r oder OB + AM^r
und hat damit bereits, wenn man die auftretenden Größen nach x und rj aus
drückt, die Gleiehung der Ortskurvre aufgestellt, nämlich

\'2 +
Man macht die Gleichung rational durch Quadrieren und erhält schließlich 

2.x2 — 2 y2 — 4 a; —j— 1 = 0 oder 2 (« — I )2 — 2 y2 — 1 = 0.
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Die durch diese Gleichung dargestellte Kurve geht aus der gleichseitigen 
Hyperbel ж2— y2 — £ — 0 durch Verschiebung in der x-Richtung um -j-1 
hervor, ist also selbst eine gleichseitige Hyperbel.

Aufgabe k) Gegeben ist eine Pa
rallele zur y-Achse im Abstand a von ihr.
Man ziehe alle möglichen zu ihnen senk
recht stehenden Geraden (Schnittpunkte Px 
und Po mit der y -Achse bzw. der Pa
rallelen) und teile Px P2 im Verhältnis y : a, 
wenn y der Abstand der Geraden Px P2 
vom Nullpunkt ist. Gesucht ist der geome
trische Ort des Teilpunktes P. Man disku
tiere diese Kurve.

Lösung: Vom erzeugenden Punkt P, 
siehe Abb. 246, gilt A = PP1:PP2 oder 
PPj —i-PP2, welche Eigenschaft die Glei
chung des Ortes ist, wenn man die Koordi
naten substituiert hat.
P- x\y, Pl = 0\y, P2 —a\y wird obige 
Eigenschaft

M

ftP

У

t--CL —

Mit X = у : а,
Abb. 246.

О — х — Х-{а — X) oder —ах —у {а — х) oder ху — а(х-\-у).

Durch diese Gleichung ist ein Kegelschnitt symmetrisch zur Mediane gegeben, 
siehe (104d). Für die weitere Diskussion formt man die Gleichung um zur 
bequemeren Form 2xy — 2аж — 2ay — Q. Man erhält

-^3i — — a
und A32 = — а, also А — 2 а2.

-^зз — — 1

Mittelpunkt M—a\a; gleichseitige Hyperbel, da die Asymptotenrichtung 
tg yq = oo mit den Hyperbelachsen den Winkel 45° einschließt. Einfachste 
Gleichung, auf die Kogelschnittsachsen bezogen, ж2 — у2 = 2а2. Die Hyperbel 
geht durch den Nullpunkt.

1 — а 
0 — аА = 1

о !— а — а

Spmmungskreis. Trägheits- und Zentrifugalmomente. 
Trägheitskreis und Trägheitsellipse. Superpositionsprinzip.

*178. In der Elastizitätstheorie bzw. Festigkeitslehre hat man 
beim „ebenen Problem“ folgende Grundaufgabe:

Für jeden der oc1 Schnitte, die man parallel einer bestimmten 
Geraden (spannungslose Richtung) an der untersuchten Stelle V eines 
Körpers legen kann, ist die Beanspruchung an dieser Stelle U ge
geben durch die Werte o' und x', für die man die Formeln

°i ~Ь02 °1 cos 2 cp — r sin 2 cpо — 22

°1 °2 sin 2 (p —|— T cos 2 cp
2r' =
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kennt, wo der Winkel cp die Lage eines jeden Schnittes durch U 
bestimmt; ox, o2 und r sind gegebene Werte. Man diskutiere die 
Größen n und i.

p'
r'

H
SçJ#

U

Abb. 248.Abb. 247.

Naturgemäß wird man hauptsächlich folgende Frage stellen: In 
welchen Schnitten erreichen p' und r extreme Werte und wie groß 
sind diese? Für die Beantwortung solcher Fragen verwendet man 
meist die Differentialrechnung, obwohl bei den meisten praktischen 
Aufgaben die Kenntnisse der Kurven erster und zweiter Ordnung, 
also von Geraden und Kegelschnitten zur Lösung der Aufgabe voll
ständig ausreichen; bei der graphischen Behandlung kommt noch 
hinzu der Gewinn an anschaulicher Beurteilung durch Diagramme 
und an Konstruktionsmöglichkeiten.

Setzt man im vorliegenden Fall zur Abkürzung ox -j- o2 = 2 s 
und öj — o2 = 2 d, wo s und d die halbe Summe bzw. Differenz der 
beiden gegebenen Werte und o2 sind, und schreibt

o' — s = d cos 2 cp — r sin 2 cp,
T — d sin 2 cp —j- г cos 2 cp,

so erkennt man o' und % als Koordinaten eines Kreispunktes und 
damit das vorstehende Gleichungspaar als Parameterdarstellung eines 
Kreises. Quadriert man nämlich beide Gleichungen und addiert, so 
erhält man

(a)

[o' — sf t'2 — (id2 -j- r2) = 0 oder (o' — s)2 -j- r'2 = r2, (b)

das ist die Gleichung eines Kreises vom Radius r = yd2-j-r2 um 
den Mittelpunkt M = 5 :0, nämlich (x — s)~ -f- y2 = r ’, wenn man einen 
Augenblick x statt о und у statt г setzt.

Den Parameter 2 cp zählt man von einem Anfangsstrahl aus, 
der durch den Parameter 2 cp = 0. also durch o0' = s -j- d = ol, r0' = r. 
in der Abbildung durch den Punkt N — o^x bestimmt ist. Der Punkt P 
der Abbildung mit dem Parameter 2 cp hat die Koordinaten o';r'. 
Seine Konstruktion erfolgt mit Hilfe der im Punkt N gezogenen 
Kreistangente. Man benützt die Beziehung, daß der Umfangswinkel 
gleich ist dem halben Zentriwinkel. Der Strahl, der von dieser 
Tangente aus unter dem Winkel cp gezogen wird, schneidet auf dem



- a'-
I

Aо >
в Я—aL — - -i 6'-Achse.U'1

4 —

wЛ

Abb. 249.

* 179. Man bezieht die Massenpunkte einer Scheibe wieder w ie 
in Nr. 67 auf eine beliebige feste Gerade in der Scheibenebene. 
Diese Bezugsgerade oder Bezugsachse kann man sich als eine Dreh
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Kreis den Punkt P mit dem Parameter 2 cp und deshalb mit den 
Koordinaten o’ und x aus. Es ist, wde die Abbildung ersehen läßt,

V cos 2 cl = d, r sin 2 a — r,
MQ — r cos (2 a -j- 2 cp) — d cos 2 cp — т sin 2 cp — о — s,
QP — r sin (2 а -{- 2 cp) — d sin 2 cp -j- r cos 2 cp = r'.

Eine weitere Diskussion dieses Spannungskreises ist Aufgabe, 
der Festigkeitslehre. Hier soll nur kurz noch darauf aufmerksam 
gemacht werden, daß man die extremen Werte von o' durch die 
Punkte A und В des Spannungskreises dargestellt findet, also

o'extr = s + r

= ł <Ö1 + °-л) £ 2 Vi0! — + 4
und daß die beiden Schnitte, in denen diese Extremwerte von a' 
auftreten, durch die Gleichung

(c)

2 r
(d)tg 2 а — t : d — —

°1 °2
bestimmt sind. Man vergleiche damit die Formeln (173e) und (172 a).

Beispiel: Für die Werte ox = 250, a2 = 100, r=100 wird 
s = 17ö, d — lb, r = 125. Der Spannungskreis hat den Mittelpunkt 
jHf = 175j0 und den Radius r — 125, siehe Abb. 249. Der Nullstrahl 
ist duröh den Punkt 2V = 250jl00 bestimmt. Im Punkt A er
reicht о seinen kleinsten Wert 50, in В seinen größten Wert 300. 
In der Abbildung stellt je 1 mm die Spannung 5 dar.

.A

4Tг

Z-
Ac

hs
e
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achse denken, wenn sie nicht wirklich eine solche ist. Wie in Nr. 102 
definiert man mr2 als Trägheitsmoment des Massenteilchens m für 
die Bezugsachse, entsprechend m{r2 als Trägheitsmoment des Massen
teilchens m{\ und ferner als Trägheitsmoment des Körpers die 
Summe

J = 2mr2 =m1r12-j-m2r22^- . . .-f-mnrn2, (a)

wenn n Massenteilchen vorhanden sind. Die Trägheitsmomente von 
Massenteilchen und Massensystemen haben stets positiven Wert, da 
m immer nur positiv ist. Gleichzeitig zeigt die Definition auch noch, 
daß J um so. größer wird, je weiter die Bezugsachse sich von einem 
mittleren Punkt der Scheibe, der als Schwerpunkt vermutet wird, 
entfernt. Auch das ist zu erwarten, daß bei einer Scheibe mit mehr 
länglicher Form die Trägheitsmomente für die mehr in der Längs
richtung gehenden Bezugsachsen kleiner sein werden als für Achsen, 
die quer zur Längsform gehen, weil bei letzteren die Einzelmassen 
größere Abstände haben. Man beachte als ganz charakteristisch, 
daß das Trägheitsmoment einer Masse sich mit dem Quadrat des 
Abstandes von der Achse ändert, daß also etwa im zehnfachen Ab
stand von ihr das Trägheitsmoment hundertmal so groß ist als im 
einfachen Abstand. Für die praktische Anwendung von Trägheits
momenten spielt in dem Produkt mr2 die Masse meist eine unter
geordnete Rolle gegenüber dem Abstand r.

In Erinnerung an Nr. 102 ist zu erwarten, daß bezüglich der 
Trägheitsmomente die Schwerachsen des Körpers unter allen Achsen

Der Schwerausgezeichnet sind, 
punkt S ist als bekannt vorausge
setzt. Durch ihn wird irgendeine 
Schwerachse gezogen und zu dieser 
eine parallele Achse im Abstand s. 
Für die Schwerachse ist nach (67 c) 
das Drehmoment D—2 m у des Massen
systems Null. Das Trägheitsmoment 
für die Schwerachse sei mit Js bezeich

net, dasjenige für die Parallele mit J. Die Massenteilchen m haben von 
beiden Achsen die Abstände у und r, so daß r = y-\~s. Dann wird

V
/

А

J Tllf
4

Abb. 250.

JS = Z ту' J — 2 mr2,
wo die Summierung sich über alle Massenteilchen der Scheibe er
streckt. Tritt in diesen Summen s als Faktor eines jeden Summanden 
auf, so ist er als gemeinsamer konstanter Faktor vor die Summe 
zu setzen. Es wird

und

J — 2m (y -f- s)2 — 2 ту2 -(- 2 2 mys -f- 2ms2 
— 2ту2 -f- 2s2my -j- s22m = Jx 2s • D -j- s2 • M
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oder da D verschwindet,

377

J = Js-\-Ma2. (b)
das ist der gleiche Satz wie (102 b),

unter allen parallelen Achsen tritt für die Schwer
achsen das kleinste Trägheitsmoment auf.

Zwischen zwei parallelen Achsen im Abstand und s2 
Schwerpunkt besteht nach dieser Entwicklung die Beziehung

jx=js + Ms2

vom

und J2 — Js 4- M s2,
sonach

Jx — Ms2=^J2--Ms2. (c)

Man denke sich die ganze Masse auf den Abstand i „reduziert“, 
das heißt alle Massenpunkte im Abstand i von der Bezugsachse 
angebracht, und diesen Abstand i so gewählt, daß das Trägheits
moment J des „reduzierten“ Körpers sich nicht ändert, dann nennt 
man i wieder wie in Nr. 102 den Trägheitsradius oder Träg
heitshalbmesser des Körpers. Dann ist wegen dieser Definition i 
bestimmt durch die Beziehung

J = 2'mi2 = mxi2 ~\~ m2i2 -(-...== i22m — Mi2
also JJ = Mi2 »a = —. 

M
oder

Wie in Nr. 102 beweist man wieder:

Der Trägheitshalbmesser i eines Massensystetnes ist 
immer größer als der Abstand s des Systemschwerpunktes 
von der Bezugsachse.

Beispiel: Die Mechanik lehrt, daß 
das Trägheitsmoment eines rechteckigen 
Querschnittes von der Höhe h und der 
Breite b für die quer zur Höhe laufende 
Symmetrieachse, nach Abb. 251 die æ-Achse, 
den Wert Jx = -fabh2 hat. Für die quer 
zur Breite gehende Symmetrieachse muß 
dann jedenfalls das Trägheitsmoment sein t/y=T12A63. Setzt man 
die Masse M des Rechteckes gleich seiner Fläche F = ab. so kann 
man auch schreiben

(d)

(e)

AK лу

К
Abb. 251.

Jy = -&Mb2,

Die Trägheitsradien für beide Achsen sind bestimmt durch Jx = ix2M 
und J =i 2M, hier durch

V У ’

(f)JX  M h2,

Ä f-
6V3’
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Für die Rechteekseiten als Bezugsachsen wird nach (b)

= iJKÄ*=4^—

Für die Werte 6 = 24 cm, A =12 cm der Abb. 251 wird 
M —F — 288 cm2 Jx = 3 456 cm4, Jy = 13 824 cm4, 

iy = 4УЗ = 6,95 cm, «7f = 4= 13 824 cm4*x= 2V3= 3,46 cm,

«r=4J =55 296 cm4 = 16 J .
• У X

Aufgabe: Der Querschnitt der Abb. 252 hat die 
nämliche Fläche wie derjenige des vorausgehenden 
Beispieles, nämlich M — F= (2-72 —j— 3 ■ 48) cm2 
= 288 cm2. Man vergleiche die Trägheitsmomente 
dieses Querschnittes mit denen des vorausgehenden 
Beispieles.

'kY
3\ ]

■

3

Lösung: Je eines der horizontalen Rechtecke, 
im vorliegenden Fall genannt „Obergurt“ und „Un
tergurt“ des Querschnittes, hat die Masse — Fy 
— 72 cm2 ; für die vertikale Schwerachse, die y-Achse, 
ist dessen Trägheitsmoment

48

Jiy = ^ .72• 242 cm4 = 3 456 cm4.
Das vertikale Rechteck, der sogenannte „Steg“ des 
Querschnittes hat die Masse M2 —- jF2 = 144 cm2 und 
für die vertikale Schwerachse das Trägheitsmoment

Ji у = -fa • 144 • 82 cm4 — 108 cm4.
Das Trägheitsmoment Jy des gesamten Querschnittes 
für die y-Achse ist
Jy = 2 J\y -f- J%y — (2-3 456 -j- 108) cm4= 7 020 cm4. 

Man beachte, daß für das Trägheitsmoment um die vertikale Achse der Steg 
des Querschnittes fast nicht in Betracht kommt. Sein Beitrag zum gesamten 
Trägheitsmoment ist weniger als 2°/0.

Der Obergurt wie der Untergurt hat für seine eigene horizontale Schwer- . 
achse £ das Trägheitsmoment

i à3\
1U—

Abb. 252.

= TV 72*- 32 cm4 = 54 cm4.
Für die ar-Ach. ist sein Trägheitsmoment

J\x ~ J\ï -4- M• 25,5* cm2 — (54 -f- 46 818) cm4 — 46 872 cm4.
Der Steg hat für die a;-Aehse das Trägheitsmoment

J2 x = -fr ■ 144 • 482 cm4 = 27 648 cm4.
Das Trägheitsmoment des gesamten Querschnittes für die a;-Achse ist 

Jx =2Jia;-f-J2* = (2-46 872-f 27 648) cm4 =121 392 cm4. 
Gegenüber den Trägheitsmomenten des Vorausgehenden Beispieles für die Svm-
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metrieaehsen ist jetzt Jx im Verhältnis 121 392 : 3 456 gewachsen, Jy im Verhält
nis 7 020 : 13 824; ersteres ist also rund 40 mal so groß geworden, letzteres rund 
2 mal so klein.

& 180. Liegt die Achse, für die man das Trägheitsmoment einer 
Scheibe ermitteln soll, in der Scheibenebene selbst, so nennt man 
sie äquatoriale Achse und spricht von 
einem äquatorialen Trägheitsmo
ment. Alle bisher behandelten Träg
heitsmomente waren äquatorial. Steht 
die Bezugsachse senkrecht zur Scheibe, 
so nennt man sie polare Achse und 
spricht von einem polaren Trägheits
moment. Denkt man sich in einem be
liebigen Punkt P0 der Scheibe eine polare 
Achse errichtet und gleichzeitig ein 
äquatoriales senkrechtes Achsenkreuz, so 
wie Abb. 253 angibt, so ist das polare Trägheitsmoment der Scheibe

JJ — 2 mr2 — 2mx2 2ту2 — Jx-\- Jy,

das polare Trägheitsmoment einer Scheibe ist 
gleich der Summe der Trägheitsmomente für ein 
äquatoriales orthogonales Achsenkreuz durch den 
nämlichen Scheibenpunkt.

Da man das äquatoriale Achsenkreuz beliebig wählen kann, 
wenn es nur senkrecht ist, so gilt

n
m

s

ß. X

Abb. 253.

(a)

(b)Jp' — Jx-\-Jy = Ju-\- Jv,

die Summe der Trägheitsmomente für 
irgendein äquatoriales senkrechtes Ach
senkreuz durch den nämlichen Schei
benpunkt ist konstant.

Für das polare Trägheitsmoment 
gelten die gleichen Formeln wie für 
ein äquatoriales. Ist nämlich Jj das 
Trägheitsmoment für die polare Schwer
achse der Scheibe, die also in S senk
recht zur Scheibe steht, J' dasjenige 
für eine parallele Achse durch den beliebigen Punkt P0 der Scheibe, 
der vom Schwerpunkt den Abstand s hat, so wird

J' — 2 то2 = 2m(ß2 -f rf) = mrf
— Jv “ł~

wenn man mit Js und Jv die Trägheitsmomente für die f- und 
rj-Achse bezeichnet, siehe Abb. 254. Andrerseits ist nach (17 9 b)

№ 7П

mPjL
Г

Уо
s -2X„

Abb. 254.
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J,] — J y -}- M #02,
wenn a’0 ; y0 die Koordinaten des willkürlich ausgewählten Punktes P0 
sind. Mit diesen Werten wird

Jè = Jx + My*,

das ist die entsprechende Formel zu (179 b) für die äquatorialen 
Drehachsen. Damit folgt auch für die polaren Trägheitsmomente, 
daß sie, bezogen auf parallele Bezugsachsen, für die Schwerachse 
den kleinsten Wert annehmen.

AlsDeviationsmoment oderZentrifugalmoment des Massen
teilchens einer Scheibe bezüglich eines in der Scheibe liegenden 
Achsenkreuzes x. y definiert man das Produkt т{х{у{, und entsprechend

Фху = 2тху
als das Deviationsmoment oder Zentrifugalmoment des Massensystemes 
der Scheibe für das ж-у-Kreuz. Es ist durch diese Festsetzung nicht 
ohne weiteres bestimmt, daß dieses Achsenkreuz senkrecht sein muß. 
man wird schiefe Achsen oft mit Vorteil verwenden, indes soll immer 
ein rechtwinkliges Kreuz vorausgesetzt sein, wenn nicht eigens eine 
andere Festsetzung getroffen wird, siehé Abb. 253.

Zunächst läßt die Definition ersehen, daß ein Zentrifugalmoment 
ebensowohl positive wie negative Werte annehmen kann und im 
speziellen auch den Wert Null, da ja x und y gleiche und verschie
dene Vorzeichen haben können. Weiter sieht man, daß das Zentri
fugalmoment eines symmetrischen Massensystemes den Wert Null 
hat, wenn man die Symmetrieachse und irgendeine andere dazu 
senkrechte Achse als Achsenkreuz annimmt. Denn wenn man die 
Symmetrieachse zur «/-Achse macht und irgendeine senkrechte Gerade 
zur a;-Achse, so kann jedem Massenteilchen m des Systems mit den 
Koordinaten x j y ein symmetrisch gelegenes gleich großes Massen
teilchen m mit den Koordinaten — x\y gegenübergestellt werden, so 
daß immer je zwei einzelne Zentrifugalmomente mxy und m{—x)y 
als Summe Null haben. Dabei ist die Lage der zur Symmetrieachse 
senkrechten zweiten Bezugsachse ganz belanglos.

Für ein Achsenkreuz x, y durch den Schwerpunkt S habe das 
Zentrifugalmoment des Massensystems den Wert Ф . gefragt ist 
nach dem Zentrifugalmoment Ф$,, für ein paralleles Achsenkreuz £, rj 
durch den Punkt P0 — x0I y0, siehe Abb. 254. Letzteres ist nach Defi
nition Ф^г/ = 2m^r\ und nimmt mit x — £ -f- x0, у — rj -j- y0 den Wert

Ф*r, = Sm^Yj = lm {x — x0) (y — y0)
= 2mxy — Zmxy0 — 2mx0y -j- 2mx0y0 
— Zmxy— y0Zmx — xQZту -f- x0y02 m

(c)

№
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Zmx und Zmy sind die statischen Momente für die y- und 
x-Achse und verschwinden, weil diese Schwerachsen sind, also wird

ФЬ1= ФхуЛ~Х0У0М

Beispiel: Nach diesem Satz ist das Deviationsmoment eines 
Rechteckes für irgendein vorgeschriebenes Achsenkreuz parallel 
den Rechteckseiten, siehe Abb. 255,

ф£ »i === *o Уо ^ ‘

an.

(e)

(0

Denn für das Achsenkreuz, das dem vorgeschrie
benen parallel durch den Rechteckschwerpunkt 
gelegt wird, verschwindet das Deviationsmoment 

x0 und y0 sind die Koordinaten des Punk
tes P0 für das durch den Schwerpunkt gehende 
x,y-Kreuz, oder auch die Koordinaten des Recht
eckschwerpunktes S für das vorgeschriebene |, rj- 
Kreuz.

Ф ?X y'

i

Abb. 255.

Ganz allgemein ist aus dem gleichen Grund das Deviations
moment eines Symmetriequerschnittes für irgendein Achsenk uiz, 
dessen eine Seite parallel der Symmetrieachse ist,

Ф* V == X0 Уо F ’ (g)

wenn wieder der Querschnittschwerpunkt die Koordinaten x0 und 
Уо hat-

* 181. Durch den Schwerpunkt eines scheibenförmigen Massen- 
systemes gehen oc1 in der Scheibe liegende Achsen. Man soll unter
suchen, wie sich das Trägheits
moment des Körpers ändert, wenn 
man der Reihe nach alle diese oc1 

Achsen als Drehachsen wählt. Zu 
diesem Zweck nimmt man zwei 
beliebige zueinander senkrechte 
Schwerachsen als x- und y-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinaten
systems. Dann sind т{х? und 
m{y{2 die Trägheitsmomente des 
Massenteilchens m- für die y- bzw. 
x-Achse, ferner mixiyi sein Zentri
fugalmoment für das x-y-Kreuz. Entsprechend sind

V

V X ni

y\

V

s

Abb. 256.

Фху = 2тхуJ u — Zmx2 у
die Trägheitsmomente des Körpers für die x- und y-Achse bzw. das 
Zentrifugalmoment für das x-y-Kreuz. Für ein neues Koordinaten-

(a)J x — 2 ту2,
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system u-v, das gegenüber dem x-y-System um den Winkel cp verdreht 
ist, sind die Trägheitsmomente bzw. das Zentrifugalmoment

Ś>uv = 2muv>Ju = Zmv2,
wenn ui und V. die Abstände des Massenteilchens m{ von der v- 
bzw. «-Achse sind. Nach (78 b) ist

Jv — Zmu2

« — X cos cp -\- у sin cp, V — — X sin <p у cos cp

und damit

Ju = Zmv2 — Zm[y cos 9? — x sin cp)2
— cos2 cp Zm y2 -f- sin2 cp • Zm x2 — 2 sin cp cos cp • Zmxy 
— Jx cos2 95 Jy sin2 <p — Фху sin 2 cp.

Das Trägheitsmoment für die «-Achse, die eine um 90° grö!3ere 
Winkelentfernung hat als die «-Achse, ist dementsprechend

Jv = '7xsin2 <P + JV 0082 <P + фху sin 2 <P- 

Die Summe muß nach (180b) gleich sein Jx~\~Jy- was als
Kontrolle dient.

Das Deviationsmoment für das neue Achsenkreuz ist

(b)

Фиь — Zmuv — Zm(x cos cp ~\~y sin cp)[— x sin q? у cos cp)
— — cos cp sin <P'Jy-\- cos2 <р-Фху — sin2 cp - Фху-f- sin cp cos cp • J x 
= Wx — Jy)^в^n2cp-{-Фxy^cos2cp.

Die Formeln erinnern zum Teil an Nr. 178, wo т' analog aufgebaut 
ist wie (T)VV- Man führt zu diesem Zweck

Л4-*/ =28, Jx — J —2DX ' у ’ X у

(»)

ein und erhält zunächst
фиv = D sin 2 cp -f Фху cos 2 cp.

Die Werte und J lassen sich umformen zuU V
2 «Л, = Jx(2 COß2 <F — 1 ) *f Jx + Jy(2 sin2 <P— !) + Jy — 2 фху 8in 2 V

= Jx cos 2cp — Jy cos 2cp -\-2S — 2 Фху sin 2 Ф 
Ju — S -\- D cos 2 cp — Фх y sin 2 cp.

Setzt man 99 —(— 90° statt cp, so erhält man
Jv = 8 — Deos 299 —Фхуsin 2cp.

oder

Das Gleichungspaar
Ju — S—x — S = D cos 299— Фху sin 2cp 

фи^У
(d)

= D sin 2 97 ~j— Фх cos 2 cp

bestimmt ebenso wie das Paar (178 a) einen Kreis, wenn man Ju 
als Abszisse x und Фиу] als Ordinate у eines erzeugenden Punktes
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Abb. 257.

Die Abbildung zeigt dann noch, wie man für jeden Achsenwinkel (p 
die Werte Ju und Фих) ablesen kann. Man benützt wieder die Beziehung, 
daß bei einem Kreis der Umfangswinkel gleich dem halben Mittel
punktswinkel ist und trägt von der in N gezogenen Tangente 
die man sich als æ-Achse des Querschnittes denkt, die Achse an, für 
die man das Trägheitsmoment Ju aufsucht. Diese Achse schneidet 
den Trägheitskreis im Punkt ü, dessen Abszisse Ju und dessen 
Ordinate Фиг) ist. Der Beweis erfolgt genau so wie unter Nr. 178 
für den Spannungskreis. Ein zu NU senkrechter Strahl NV trifft 
den Kreis in einem Punkt F, dessen Abszisse Jv und dessen Ordi
nate — Фиу) ist. Naturgemäß muß UV ein Durchmesser des Trägheits
kreises sein und damit die Summe aus Ju und Jv wieder den Wert 2 S 
entsprechend der Formel (180b) erreichen.

Man nennt Hauptträgheitsmomente des Massensystems die 
extremen Werte, die das Trägheitsmoment für eine Schwerachse 
erreicht, und Hauptachsen jene Schwerachsen, für die das Träg
heitsmoment extrem wird.

aus,

Die Abbildung gibt dann an, daß es für eine Scheibe zwei

betrachtet, und zwar einen Kreis in der Parameterdarstellung. 
Beseitigung des Parameters 2 cp liefert

— = oder (x — + =
das ist ein Kreis mit dem Radius = um den Mittel
punkt M — 8 j 0 auf der x-Achse. Wie beim Spannungskreis zählt 
man den Parameter 2 cp als Mittelpunkts winkel von einem Nullstrahl 
aus; dieser ist durch die Abszisse x0 = S —(— JD = Jx und die Ordinate 
Уо— Фxy des Anfangspunktes N bestimmt.

Trägheitskreis und Trägheitsellipse. Superposition. 383
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Hauptachsen gibt, die zueinander senkrecht stehen. Die Haupt
trägheitsmomente haben die Werte

=S±R=S±V D* + Wy

— “b Jv)ii V(JX — JyY ~\~ ^ >
die Hauptachsen sind gegen den Nullstrahl unter einem Winkel а 
bzw. a -f- j jr geneigt, der durch die Formel

X у__ 2 Фх у
J — J

X y

bestimmt ist. In der Abbildung sind die beiden Hauptachsen punktiert 
eingezeichnet. Aus dem Diagramm für die Trägheitsmomente liest man 
weiter ab, daß für das Hauptachsenkreuz das Deviationsmoment Null 
ist. Ferner daß die extremen Deviationsmomente den Wert

Jextrem

<e)

Ф
(f)tg 2« = D

extremes <I>nv = + R = + VJj~x—Jyf -j- 4 Ф\у

i "I (Ymax Jmin)

haben, wo Jmax und Jmin das größte bzw. kleinste Trägheitsmoment ist.

(g)

4Л

■

<&e%
■i■X
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¥...I //...
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Abb. 259.

Beispiel: Von dem durch Abb. 258 gegebenen Querschnitt kennt 
man den Schwerpunkt, ferner für das x-y-Kreuz die Werte

Jx — 2 289 cm4, ^ = 367 cm4, Фху = — 667 cm4.

Mit S = 1 328cm4, D — 961 cm4 wird R=yD2 -\- фху = 1 170cm4. 
Damit kennt man vom Trägheitskreis den Mittelpunkt M — 1 328 ; 0 

und den Punkt N — 2 289 ' — 667, der gleichzeitig auf dem Nullstrahl 
liegt, so daß man diesen und den Trägheitskreis zeichnen kann. 
Abb. 259 gibt diese Zeichnung im Maßstab 1 mm = 50 cm4. Die Tan
gente in N stellt die x-Achse des Querschnittes vor. Die beiden



Hauptachsen sin*'1 durch die Punkte A und В des Trägheitskreises 
bestimmt. Die Jttauptträgheitsmomente werden der Zeichnung ent
nommen zu
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JS = J — 2 500 cm4, Jn — J

Die extremen Deviationsmomente sind beide entgegengesetzt gleich 
groß; sie sind als Ordinaten der Punkte G und D gegeben mit 
4- 1170 cm4.

= 150 cm4.max min

Für eine unter 60° gegen die ж-Achse gezogene Drehachse ent
nimmt man der Zeichnung J = 28,5 • 50 cm4 = 1 425 cm4.

^ 182. Für die Ermittlung von Trägheitsmomenten und anderen 
mit ihnen in Beziehung stehenden Größen kann man auch die Träg
heitsellipse bzw. Zentralellipse benützen, die folgendermaßen 
entsteht. Die Formel (181b)

Ju = Jx cos3 <P-\-Jv sin2 <P — фху sin 299 
kann man vereinfachen, wenn man unter all den oc1 Aclisenkreuzen 
jenes als Koordinatensystem wählt, für das das Deviationsmoment 
verschwindet, das Kreuz der Hauptachsen. Die Trägheitsmomente 
für dieses Kreuz, die Hauptträgheitsmomente, seien mit Jy und J2 

bezeichnet. Dann gilt für jede andere Schwerachse, die unter dem 
Winkel a gegen die erste Achse geneigt ist,

Ja = Jt cos2 a-\-J2 sin2 а.

Führt man die Trägheitsradien durch die Beziehungen

Ja = Mi2

(a)

J1 = Mi12 Л = Mi2 5
ein, so nimmt obige Gleichung die Form an

i a2 = iy cos2 a -f- i22 sin2 а, 
die an die Formel (149 d) erinnert.

Ermittelt man für jede der oo1 Schwerlinien den Trägheits
radius ia und trägt ihn jedesmal vom Nullpunkt aus auf der Schwer
linie ab, so erhält man auf jeder solchen Schwerlinie einen Punkt P, näm
lich den Endpunkt dieser Strecke ia, insgesamt oc1 solcher Punkte, 
also eine Kurve. Würde man deren Gleichung ermitteln, so würde man 
sie vom vierten Grad finden, somit nicht gut geeignet für die weitere 
Behandlung. Man versucht daher eine andere graphische Darstellung 
der Trägheitsmomente und führt zu diesem Zweck einen Radiusvektor 
r — c2:i, also

(b)

ra — c2: ia,Гу — с2: ii:

ein, wo c eine verfügbare Konstante; dann geht die letzte Gleichung 
über in

r2 = c2\i2,

25Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.



1 cos2 a , sin2 a (ta cos cc)2 (ra sin a)2oder ==1,r?"r„2 2Г2 Г1

oder wenn man racoscc = x und гавта — у setzt, siehe Abb. 260,
z2

2 i „ 2 = 1
Г1 r2

das ist die Achsengleichung einer Ellipse, Zentralellipse genannt, 
wenn man den unten angegebenen Wert von c wählt. Man be

merkt, daß der Proportionalitätsfak
tor c2 scheinbar aus der Gleichung 
ausgefallen ist; er ist natürlich in 
r1 und r2 noch enthalten. Seine 

-jf Bedeutung ist hier die, daß man für 
jeden anderen Wert c2 eine andere 
Ellipse erhält, natürlich alle ähn
lich, nur durch ihre Größen ver
schieden. Das heißt c2 ist von 
Belang für den Maßstab, in dem 

man diese Ellipse zeichnen will. Wählt man nun с2 = г1г2, so werden 
die Halbachsen der Zentralellipse

ъ-Л
z

ii r<r
ii. \œ

X.

Abb. 260.

r1 — c2:i1 — i2, 

und damit ihre Gleichung

r2 = c2 : i2 — ii '

xl+r
: 2 \ : 2 = 1.

44

Die Trägheitsradien ix und i2 stehen somit senkrecht zu beiden 
Achsen, für die sie genommen sind. Man erinnert sich an den 
Satz (149 d)

<p2 — a2 sin2 a -f- b2 cos2 «

und vergleicht ihn mit Formel (b)

i 2 — i2 sin2 a -f- i2 cos2 a,

dann gilt, siehe Abb. 260,

Für jede beliebige Achse als gedachte Dreh
achse erhält man den Trägheitsradius als Ab
stand der Achse von der zu ihr parallelen 
Tangente an die Zentralellipse.

Das Trägheitsmoment Ja für diese Achse erhält man dann als Pro
dukt aus der Masse M mal dem Quadrat des so gefundenen Träg
heitsradius ia, nämlich Ja — Min2.

(c)

386 Kegelschnitte.
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Beispiel: Für den Querschnitt des Beispieles 181 soll die 
Zentralellipse gezeichnet werden. Die Querschnittsfläche ist gegeben 
mit F — 38,7 cm2.

Hier sind nicht die x- und ^/-Achse, sondern die f- und ^-Achse 
Hauptachsen, also Jx = Js, J2 = J,;. Mit M = F wird i2--=J: 38,7 cm2, 
im speziellen

i12 = 64,6cm2, i2 — 3,9 cm2, in runden Zahlen ix — 8 cm, i2 = 2 cm.

Die Zentralellipse hat die Hauptachsen des 
Querschnittes als Achsen, ihre Gleichung für die

ses System ist ~ = 1. Abb. 261 gibt

die verlangte Zeichnung im Längenmaßstab 
1 : 5. Als Kontrolle lege man eine zur x-Achse 
parallele Tangente an die Ellipse. Diese muß 
vom Mittelpunkt den Abstand ia haben. 
i2 — Ja'F— 59,2 cm2, ia — 7,7 cm. 
unter 60° gegen die x-Achse gezogene Dreh
achse entnimmt man der Zeichnung i = 6,1 cm 
und erhält damit für diese Achse J = Mi2 
— 1440 cm4. (In Abb. 261 ist der kipine Ellip
senhalbmesser unrichtig 5 mm statt 4 mm.)

183. Durch einen beliebigen Punkt P0 des scheibenförmigen 
Körpers lege man alle möglichen äquatorialen Drehachsen. Deren 
gibt es oü1. Für jede derselben ermittle man das Trägheitsmoment 
und trage wieder vom Punkt P0 aus auf jeder Drehachse einen zum 
Trägheitsradius i umgekehrt proportionalen Radiusvektor r — c2:i ab. 
Die Endpunkte dieser oo1 Radienvektoren bilden eine Ellipse (wie 
gezeigt wird), die man die Trägheitsellipse der Scheibe im 
Punkt P0 nennt, wenn man c2 == ix i2 
wählt. Dann wäre also die Zentralellipse 
eine spezielle Trägheitsellipse.

Man trägt unter dem beliebigen 
Winkel a gegen die x-Achse eine Dreh
achse an; der Rechnungsvereinfachung 
halber wählt man die Koordinatenachsen 
parallel zu den Hauptachsen durch den 
Schwerpunkt S. Zieht man durch diesen 
eine parallele Drehachse, die den Abstand 
s von der gegebenen Achse hat, so gilt
nach (179b) für das Trägheitsmoment«/ der gegebenen Achse

M s2 oder M i2 = M г 2 -j- M s2 oder i2 = i2 -f- s2.

7 /f
ДjtV 7cc

\

—

Für eine

Abb. 261.

№ p,kV

А £i
Г Ir /

Abb. 262.

J — J,
25*
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oder da is die nämliche Größe ist wie ia der vorausgehenden Nummer.

i2 — i2 cos2 a -j- i 2 jäin-2 « -f- s2.

t'x und i2 sind die Hauptträgheitsradien, beziehen sich also auf das 
Koordinatensystem £, r\ durch den Schwerpunkt. Mit der Eim 
führung r — c2:i, im speziellen r1 = c2 : ix, r2=c2 : i2 und r0 — c2:s 
wird die vorstehende Gleichung, da man mit c4 wegdividieren kann.

sin2 a 1
ГТ7

cos21 5+-
rl r2 ro

oder
t __(rcosa)2 (r sin a)2 , r2 

r02'

oder mit r2 = x2 -f- y2 und r cos a = x, r sin a = y 

jb'+S*- I у*Г0а+Г*

ri* r2

ro2
Г2

das ist, wie erwartet, die Gleichung einer Ellipse, der Trägheitsellipse.
^ 184. Haben zwei Größen U1 und U2 — im folgenden seien 

sie „Ursachen“ genannt — wenn sie gemeinsam auftreten, die Wir
kung W, so nennt man diejenige Größe U, die die nämliche Wir
kung erzielt wie und U2 zusammen, die Resultierende aus
den beiden Größen oder Einzelursachen TJ1 und U2. In diesem 
Zusammenhang nennt man Ux und U2 auch die Komponenten 
der Größe U. Ob sich zwei Größen und U2 immer durch eine 
Resultierende U ersetzen lassen, hängt natürlich vollständig von der 
Wirkung W ab, die man betrachtet; eine Antwort auf diese Frage 
im Sinn der Technik gibt in der Hauptsache die Mechanik. Wenn 
nun die Einzelursache Ux für sieh die Einzelwirkung Wx hervorruft 
und die Einzelursache U2 für sich die Einzelwirkung W2, so ist 
eine Hauptfrage der Praxis: In welcher Weise hängt die resultierende 
oder Gesamtwirkung W einerseits mit den Einzelwirkungen und W2 
und andrerseits mit der resultierenden Ursache U zusammen?

In der Mechanik ist die erste und wichtigste resultierende 
Größe die Resultante P von zwei Kräften Px und P2. Unter der 
Voraussetzung, daß zwei Kräfte Px und P2 überhaupt eine Resul
tante haben, lehrt die Mechanik, daß diese Resultierende P gleich 
der graphischen Summe der beiden Einzelkräfte Px und P2 ist. In 
der Sprechweise der Vektoren: 9Î = ^-}-wichtige Eigen
schaft der Resultante von zwei Kräften, daß sie durch den Schnitt
punkt der beiden Einzelkräfte gehen muß, ist aber durch die vor
stehende Sprech- und Schreibweise nicht zum Ausdruck gebracht.] 
Man lasse von diesen zwei Einzelkräften beispielsweise Px an einem
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Körper angreifen, der gestützt ist; dann wird Px ganz bestimmte 
Stützendrücke oder Auflagerkräfte hervorrufen; der Stützdruck an 
einem dieser Stützpunkte sei als Wirkung von Px mit Wx bezeichnet. 
Die Einzelkraft P2 für sich ruft einen Stützdruck W2 an dieser 
Stelle hervor. Greifen Px und P2 gleichzeitig an, oder statt ihrer 
die Resultierende P, so wird ein Stützdruck W entstehen, der nach 
dem Superpositionsprinzip1),

Die resultierende Wirkung ist gleich der graphischen 
Summe der Einzelwirkungen, (a)

aus den Einzeldrücken Wx und W2 als deren graphische Summe 
gebildet wird.

Als weiteres Beispiel sei ein ganz spezieller Fall gewählt. Die 
Abbildung stellt einen sogenannten Kragträger vor, einen Stab, der 
horizontal am einen Ende eingespannt ist und am freien Ende eine 
lotrechte Einzellast P trägt. Diese Ursache 
P löst eine Reihe von Wirkungen aus, von 
denen uns im vorliegenden Fall aber nur die "Ц 
durch P hervorgerufene Senkung f des Quer
schnittsschwerpunktes interessiert. Nimmt man 
an, daß der Stab ein symmetrisches Prisma 
ist, nach Abb. 264 etwa mit rechteckigem Querschnitt, und die Kraft P 
in der vertikalen Symmetrieebene des Stabes liegt, so lehrt die 
Festigkeitslehre, daß das freie Ende dieses Kragträgers unter dem

• P durchbiegt. In dieser

1-------- i T
1

Abb. 268.

I3
Einfluß der Last P sich um f —

3 EJ
Pormel ist l die Länge des Stabes, E dessen Elastizitätsmodul, 
J das Trägheitsmoment des Querschnittes für dessen horizontale 
Schwerachse. Man kann schreiben f =?= gP, wo dann g nur mehr 
von den konstanten Größen l, E, J abhängt, also ein Proportionali
tätsfaktor ist. Der Zusammenhang zwischen der Ursache P und der 
Wirkung f ist hier recht einfacher Natur: Wird die Ursache c-mal 
so groß, dann auch die Wirkung. Von zwei lotrechten Kräften Px 
und P2 ruft die erste für sich die Wirkung f^—QP^ hervor, die 
zweite die Wirkung f2 = gP2. 
angreifen, so ist die resultierende Wirkung nach dem Superpositions
prinzip f = fx -{- f2 = g (Px -f- P2) = p P, da Px und P2 als parallele 
Kräfte die Resultierende P == Px -j- P2 haben. Nun erweitert man 
die vorstehende Aufgabe: Man läßt am freien Ende des Stabes 
eine Kraft Px lotrecht und eine zweite Kraft P2 wagrecht angreifen,

Läßt man Px und P2 gleichzeitig

*) Siehe des Verfassers: ,,Neue Methoden der Berechnung ebener und 
räumlicher Fachwerke“, Berlin 1909. Jul. Springer.
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so daß beide Kräfte mit den Symmetrieachsen des Querschnittes 
zusammenfallen. Px für sich ruft eine Verschiebung f1 in der Kraft
richtung hervor,

fi QiPi> qx = 1*:3EJx.

Dabei ist J1 = Mi12 das Trägheitsmoment des Querschnittes für die 
erste Symmetrieachse, die Horizontalachse. Greift P2 für sich an, 
in wagrechter Richtung, so wird es in dieser Richtung eine Ver
schiebung f2 des freien Endes hervorrufen ; entsprechend der ersten 
Verschiebung fx muß sein

wo

/2 Q2 P2 ?

dabei ist J2 — Mi22 das Trägheitsmoment des Querschnittes für die 
zweite Symmetrieachse, die lotrechte Schwerachse.

Die beiden Kräfte Px und P2 haben 
nun eine Resultante P; wenn Pl und P„ 
gleichzeitig angreifen, so rufen sie die 
nämliche Wirkung f hervor, wie wenn die 
Resultierende P allein angreift. Nach dem 

. Superpositionsprinzip ist dann die Wir
kung oder Verschiebung f von P gleich 
der graphischen Summe der Einzelver
schiebungen fx und f2, wie das Abb. 264 
andeutet.

Bei dieser Gelegenheit soll auf einen Irrtum aufmerksam ge
macht werden, der oft auftritt: Die Verschiebung f geht nämlich 
nicht in Richtung der Kraft P vor sich, sondern im allgemeinen 
in anderer Richtung. Die Richtung von P ist im vorliegenden Fall 
tg (p = Px :P2, die Richtung von f ist tg yf — fx : f2. Die beiden 
Richtungen sind im allgemeinen voneinander verschieden. Aber eines 
läßt sich ohne weiteres einsehen, daß nämlich zwischen diesen beiden 
Richtungen ein gesetzmäßiger Zusammenhang existieren muß, so daß 
man tg xp berechnen kann, wenn man tg cp kennt und umgekehrt. 
Für diesen Zusammenhang zwischen beiden Richtungen vermutet 
man ein ganz einfaches Gesetz, ausgehend davon, daß ja f durch 
lineare vektorielle Gleichungen aus P bzw. Px und P2 hervor
gegangen ist. Im vorliegenden Fall ist

4V = fl'f2 = QlPl' Q2F2 = — • tg

q2 — • 3 E J 2 ;wo

t

4' r,h>
t

Abb. 264.

Q2

Oder mit Einführung der Werte von qx und q2

у be<p = yttg<p- 
h

tgv =
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Diese Beziehung erinnert an die Formel (I48d); man formt sie des
wegen um, indem man den Winkel cp'— 90° -)- xp oder tg xp — — cotg cp 
einführt. Man erhält dann

L2tg y> = — cotg cp' = tg (p oder tg 99 • tg 9?' = — (b)
*2h

das ist eine Formel, die genau den gleichen Aufbau hat wie die er
wähnte Formel (I48d). Nun sind aber und i2 die Halbachsen der 
Zentralellipse, die man in den gegebenen Querschnitt einzeichnen 
kann. Dann heißt die gefundene Beziehung zwischen cp und cp nichts 
anderes, als daß die Richtung der gegebenen Kraft P und die Rich
tung der Senkrechten zur Verschiebung f konjugiert sind bezüglich 
der Zentralellipse. Oder in praktischer Form: Unter dem Einfluß 
der Kraft P verschiebt sich das freie Ende des Stabes senkrecht 
zur konjugierten Richtung von P bezüglich der Zentralellipse.

Noch einfacher läßt sich das Ergebnis zusammenfassen, wenn 
man überlegt, daß die Wirkung der am freien Stabende angreifenden 
Kraft doch eine Drehung der einzelnen Querschnitte 
ist und daß beim Eintritt einer solchen Drehung 
des Endquerschnittes dessen Schwerpunkt sich senk
recht zur Drehachse bewegen muß. Näher auf 
diese Formänderungen einzugehen ist eine Aufgabe 
der Festigkeitslehre. Dorthin gehört auch der Satz, 
den wir durch die vorausgehenden Betrachtungen 
entwickelt haben:

Unter dem Einfluß einer am freien Stabende / 
senkrecht zum Stab angreifenden Kraft P dreht 
sich der Stabquerschnitt um eine Achse, deren Rich
tung konjugiert ist zur Richtung der Kraft P be
züglich der Zentralellipse des Stabquerschnittes, siehe Abb. 265.

* 185. Welche Unterlagen haben die vorausgehenden Betrach
tungen? Kommt die gefundene Beziehung nicht eigentlich über
raschend, da doch alle die Formeln, die f aus P entstehen ließen, 
analytisch oder vektoriell linear waren. Wäre nicht aus diesem 
Grund eher zu erwarten gewiesen, daß man die Richtung von f durch 
lineare Lösungen, das heißt durch alleiniges Ziehen von geraden 
Linien gefunden hätte?

Man macht gewöhnlich einen Grundfehler, wenn man eine vek
toriell-lineare Gleichung als eine lineare Gleichung im Sinne der ana
lytischen Rechnungsweise betrachtet. Man merke:

Die in einer Vektorgleichung linear auftreten
den Summanden sind analytisch durch Gleichun
gen zweiten Grades verbunden.

//
œI

/*

I/
/

Abb. 265.

(a)
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Das ist zunächst recht einfach an einem speziellen Fall nach
weisbar. Hat wie in Abb. 265 die Kraft P die Komponenten Рг 
und P2, so gilt vektoriell üß = , dagegen analytisch P2 —
Pj2 -(- P2. Ganz allgemein aber ist der Satz dadurch nachweisbar, 
daß jeder Vektorsatz durch ein Polygon dargestellt wird, und daß 
Beziehungen zwischen den einzelnen Polygonseiten mit Hilfe des 
verallgemeinerten Pythagoräischen Lehrsatzes aufgestellt werden, der 
die Einzelstrecken des Polygons im Quadrat enthält.

Wenn man diesen angegebenen Satz beachtet, dann muß man 
direkt vermuten, daß vektoriell-lineare Beziehungen der Ebene ihren 
graphischen Ausdruck zum großen Teil mit Hilfe von Kegelschnitten 
finden. Denkt man weiter an die Tatsache, daß bei Kegelschnitten 
lineare Relationen geschaffen werden durch die Einführung des 
Polarenbegriffes, so wird man ohne besondere spezielle Überlegung 
erwarten,

daß die Begriffe Ursache und Wirkung, wenn für 
sie das Superpositionsgesetz gilt, durch polare 
Beziehungen zugeordnet sind. (b).

In der Tat zieht sich durch ein großes Gebiet der Mechanik 
und zwar gerade durch das in der Praxis anwendbare wie ein roter 
Faden der Begriff der polaren Zuordnung, das ist der vektoriell
linearen Zuordnung zwischen Ursache und Wirkung, 
fruchtbar wird diese Zuordnung im Gebiete der Festigkeitslehre und 
Dynamik.

Besonders

Daß unter gewissen Voraussetzungen — die übrigens in der 
Praxis fast immer zutreffen -— wirklich dieser polare Zusammenhang 
zwischen Ursache und Wirkung existiert, läßt sich recht einfach be
weisen. Zu diesem Zwteek betrachte man in der Ebene — die ent
sprechende Entwicklung für den Raum folgt an späterer Stelle — 
zwei Gruppen von Vektoren u und to; die ersten Vektoren u seien 
Ursachen genannt, die letzteren to Wirkungen. Dann ist durch diese 
Sprechweise bereits angedeutet, daß es zu jedem Vektor u einen von 
ihm abhängigen Vektor to gibt. Von zwei Ursachen Uj und U2 sei 
vorausgesetzt, daß sie eine Resultierende haben, die gleich ihrer 
graphischen Summe ist. Umgekehrt kann man dann eine Ursache u 
in zwei Teilursachen oder Komponenten nach beliebiger Richtung 
zerlegen. In der praktischen Anwendung werden die Vektoren u 
meist Kräfte oder Momente sein.

Von zwei verschiedenen Wirkungen und to2 sei gleichfalls 
vorausgesetzt, daß sie eine Resultierende to haben, die resultierende 
Wirkung, die gleich ist ihrer graphischen Summe; dann kann man 
umgekehrt to auch wieder nach zw ei beliebigen Richtungen in Kompo-



Trägheitskreis und Trägheitsellipse. Superpositionsprinzip. 393

nenten zerlegen. Im praktischen Fall werden die Vektoren to etwa 
Stützdrücke oder Auflagerkräfte sein, oder Spannungen. Formände
rungen, Geschwindigkeiten, Winkelgeschwindigkeiten usw. Zwischen 
diesen Ursachen tt und Wirkungen to soll ein vektoriell-linearer Zu
sammenhang vorausgesetzt werden, der seinen allgemeinsten Aus
druck in der Form des Superpositionsprinzipes findet,

die resultierende Wirkung ist gleich der graphi
schen Summe der Einzelwirkungen.

Ist also irgendeinem Ursachenpaar ttx und tt2 ein Paar von 
Wirkungen tox und to2 zugeordnet, dann muß jeder Ursache

U = px ttx -j- q2 tt2 eine Wirkung to = px tox
zugeordnet sein. Denn wenn zur Ursache ux die Wirkung tox ge
hört, dann muß jeder c-fachen Ursache nach dem Superpositions
prinzip auch eine c-fache Wirkung entsprechen, also gehört zur Ur
sache pxttx die Wirkung p1to1. Der Satz: wird die Ursache c-1nal so 
groß, dann auch die Wirkung, ist also nur ein spezieller Fall des 
Superpositionsprinzipes. Und gehört zur Ursache tt2 eine bestimmte 
Wirkung to2, dann gehört zur Ursache p2it2 auch die Wirkung p2to2- 
Und setzt sich weiter die Ursache tt aus zwei Einzelursachen pxttx 
und p2tt2 zusammen, dann muß sich auch die entsprechende Wirkung 
to aus den Einzelwirkungen pxtox und p2to2 als Resultierende zu
sammensetzen.

Einer c-fachen Ursache ctt entspricht auch eine c-fache Wirkung 
cto. Die Betrachtung verliert sonach nicht an Allgemeinheit, wenn 
man nur Ursachen tt vom Zahlenwert 1 untersucht; dann unterscheiden 
sich die Einzelursachen nur durch ihre Richtung — denn die Lage 
soll bei den von uns gebrauchten Vektoren immer als belanglos 
vorausgesetzt werden. Trägt man nun die со1 Vektoren tt. die mög
lich sind, alle vom nämlichen gegebenen oder beliebig gewählten 
Punkt 0 aus ab, so bilden ihre Endpunkte einen Einheitskreis. Auch 
die zugeordneten oc1 Vektoren to werden von einem bestimmten 
Punkt C aus abgetragen, dann bilden ihre Endpunkte ebenfalls eine 
Kurve, die uns zunächst interessieren wird. Wir erwarten im 
voraus, daß sie zum Einheitskreis in recht einfacher Beziehung steht.

*186. Den Vektor tt mit dem Zahlenwert и — 1 kann man auf 
unendlich viele Arten in Komponenten zerlegen; am einfachsten wird 
die Entwicklung, wenn man tt nach zwei zueinander senkrechten 
Richtungen, die man als Grundrichtungen wählt, zerlegt. Dann ist

tt == ix cos (p -\- i2 sin cp, also ux — cos cp, u2 — sin cp,

wenn wx und w2 die Zahlenwerte der Einzelursachen ttx und tt2 sind. 
Der Ursache ix ist eine ganz bestimmte Wirkung bx mit dem Ein
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heitsvektor Cj und dem Zahl en wert сг zugeordnet, ebenso dem Vek
tor ein ganz bestimmter Vektor b2 mit dem Einheitsvektor c2 und 
dem Zahl en wert c2, so daß also

bi = ClCi und b2 = c2C2.
Selbstverständlich muß diese Zuordnung eine ganz allgemeine sein, 
es darf zwischen bx und b2 keinerlei Zusammenhang existieren, sie 

müssen voneinander ganz unabhängig sein, so
wohl was die Richtung als was den Zahlenwert 
anlangt. Nach dieser Angabe sind den Vektoren 

und it2 in den beiden Grundrichtungen als 
Ursachen die Wirkungen ul clt1 und u.2-c2c2 

zugeordnet. Wenn, wie oben angegeben und 
auch aus der Abbildung ersichtlich ist, die Kom
ponenten von u durch

— ij cos und ||2 = t2 sin cp

gegeben sind, dann sind ihnen zugeordnet die Wirkungen

tot = £b1 = cos<p-c1ci und 1ü2 —>;-b2 =sin(p-c.2C2.

-”Z) К "У
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Abb. 266.

Man sieht, zur Ursache и gehört eine Wirkung to mit den Kom
ponenten

£ — Cj cos cp und V==c2 s*n 93

in den durch cx und c2 bestimmten Richtungen. Macht man diese 
Richtungen zur £- und //-Achse eines (im allgemeinen) schiefwinkligen 
Koordinatensystemes, so liefert die Beseitigung des Parameters cp als 
Gleichung für die Kurve, die der Endpunkt von to beschreibt,.

JL4.ul
„ 2 i „ îГ— 1 = 0
ci c2

das ist die Gleichung einer Ellipse bezogen auf zwei konjugierte 
Durchmesser als Koordinatenachsen, siehe (152b). Durch die beiden 
gegebenen Einzelwirkungen to2 und to2 ist somit eine Ellipse be
stimmt. die vom Endpunkt der Wirkung to durchlaufen wird, wenn 
die entsprechende Ursache u durch ihren Endpunkt einen Einheits
kreis beschreibt.

Man hat demnach zunächst:
Sind zwei Vektoren u und to vektoriell-linear, das heißt durch 

das Superpositionsprinzip verbunden, so ist nach (152 c) jedem Paar 
von zwei zueinander senkrechten Vektoren u und U/ vom gleichen 
Zahlenwert ein Paar von Vektoren to und to' zugeordnet, die beide 
konjugierte Halbmesser der nämlichen Ellipse sind.



Abb. 267.

to2 zugeordnet ist, das gegenüber dem Ursachenpaar um 90° ver
dreht ist. Irgendeine beliebige Ursache U mit den Komponenten 

= и cos cp und иг — и sin cp in den beiden Grundrichtungen hat 
dann die Richtung tg cp. Die ihr zugeordnete Wirkung Ц) hat in 
den nämlichen beiden Grundrichtungen die Komponenten

w2 — C2U2 = C2U sin % 
wo wx die Richtung von u2 und w2 die Richtung von — iq hat ; die 
Richtung der Wirkung ist dann

c, cos cp c,
tg „ — ^------- ---  «»tg V

undwx — clul = cxu cos cp

oder
citgcp-tgyj = —
c2

Die Richtungen von Ursache U und Wirkung tu sind in diesem Fall 
nach (148 d) konjugiert bezüglich einer Ellipse mit den Halbachsen 
Vcx und Vc2 in den beiden Grundrichtungen.

Die in Nr. 184 behandelte Durchbiegung eines Stabquerschnittes 
ist ein Spezialfall der vorausgehenden Betrachtung. Bei ihr ist diese 
Ellipse die Zentralellipse des Querschnittes.

Beiläufig soll erwähnt werden, daß man die vorausgehende Be
trachtung unter Vermeidung von Vektoren auch dadurch hätte an
stellen können, daß man irgendeinem Punkt U = x\ y, dem „Ur
sachenpunkt“, einen andern Punkt W — £ j rj, den „Wirkungspunkt“, 
durch ein System von linearen Gleichungen

£ = axx -f- bjî/ —I— сА, v = aix-\-Ky-\-c9

zuordnet. Dem Punkt О = 0 j 0 ist dann zugeordnet der Punkt 
C’==c1)c0. Durch jeden Punkt U ist dann ein Vektor u von О
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Mit dieser Ellipse weiterzuarbeiten ist Aufgabe der Mechanik. 
An dieser Stelle soll nur mehr ein praktisch häufig auftretender Fall 
behandelt werden, daß nämlich einem Paar von senkrechten Ursachen 
II, und u2 ein Paar von gleichfalls senkrechten Wirkungen hq und
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nach U bestimmt, die „Ursache“, durch den zugeordneten Punkt W 
ein Vektor to von C nach W, die ..Wirkung". Das vorausgehende 

Gleichungspaar ersetzt also die vektoriell-linear 
genannte Zuordnung zwischen И und to. Wei
ter ist dann zu ersehen, daß diese Zuord
nung im innigsten Zusammenhang steht mit 
der affinen Abbildung einer Ebene auf eine 
andere. Die Kenntnis dieser Tatsache wird 
nicht nur in der theoretischen sondern auch 
in der praktischen Anwendung der Mechanik 
gute Dienste leisten.

Die praktische Anwendung der vorausgehenden Betrachtungen 
wird im demnächst erscheinenden ersten Band (Statik starrer Körper) 
der „Ingenieur-Mechanik“ gezeigt.

A*

1

\û 1

Abb. 268.'



Vierter Abschnitt.

Lineare Gebilde des Raumes in analytischer 
und vektorieller Behandlung.

Einige Raumbeziehungen. Orientierung im Raum. Raum
koordinaten. Richtung, Strecke, Gerade. Ebene.

187. Eine der wichtigsten Größen der Raumgeometrie ist die 
Richtung. Eine solche wird zunächst durch eine Gerade charakteri
siert oder auch durch eine Strecke. Alle parallelen Geraden und 
Strecken haben die nämliche Richtung, sie sind gleichgerichtet. Man 
kann von einer bestimmten Richtung sprechen, ohne deswegen an 
eine bestimmte Gerade denken zu müssen. Es repräsentiert eben von 
parallelen Geraden jede einzelne die nämliche Richtung. Zur genauen 
Charakterisierung einer Richtung gehört auch noch die Festsetzung 
eines Richtungssinnes, also eines Vorzeichens der Richtung. Auf 
einer Strecke ist eine solche Festsetzung leichter als auf einer Geraden, 
weil man auf ersterer meist einen Anfangspunkt und einen Endpunkt 
unterscheiden kann. Durch die Schreib- oder Sprechweise „Strecke 
PXP2“ oder „Strecke AJ5“ ist auch ohne ausdrückliche Festsetzung 
eine Bewegung von Px nach P2 bzw. von A nach В gegeben und da
mit ein Richtungssinn. Noch mehr tritt ein solcher Richtungssinn 
durch den Begriff „Weg“ hervor. ' Auf einer Geraden einen bestimmten 
Richtungssinn festzulegen, ist zunächst unmöglich. Das hindert 
aber nicht, einen solchen Richtungssinn uns auf ihr vorzustellen, 
durch einen Pfeil etwa. Dann hat dadurch die Gerade mehr die 
Bedeutung eines Strahles erlangt; einen zu ihr parallelen Strahl durch 
den Nullpunkt stellen wir uns am einfachsten vom Nullpunkt aus
gehend vor, also gewissermaßen als Halbstrahl, das ist eine Strecke 
mit dem Nullpunkt als Anfangspunkt und dem unendlich fernen 
Punkt U als Endpunkt.
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Was versteht man dann unter dem Winkel zweier Geraden oder 
Strecken im Raum? Ob diese sich schneiden oder nicht, ist dabei 
belanglos, denn die Definition:

Der Winkel von zwei windschiefen Geraden 
oder Strecken ist der, den zwei zu ihnen Parallele 
durch einen beliebig ausgewählten Punkt bilden,

führt immer auf zwei sich schneidende Geraden bzw. Strecken zurück. 
Hat man etwa zwei Strecken PXP2 und QXQ2, so verschiebt man 
sie parallel, bis die beiden Anfangspunkte Px und Qx zusammenfallen; 
bei dieser Verschiebung wird weder an den absoluten noch an den 
relativen Richtungsverhältnissen etwas geändert.

(a)

P*

Abb. 270.Abb. 269.

Wie in der ebenen Geometrie, so gilt auch im Raum, daß die 
Sprechweise: „Winkel zwischen zwei Geraden 1 und 2“( ebensowohl 
den Winkel von 1 nach 2 als auch den von 2 nach 1 bedeuten 
kann. Ob diese Sprechweise für die Resultate belanglos ist oder 
nicht, wissen wir noch nicht; jedenfalls kann sie zu Zweideutigkeiten 
führen und ist deswegen zu vermeiden. Wir gebrauchen daher die 
Sprechweise „Winkel von 1 nach 2“. Und wenn eine andere Schreib- 
odei Sprechweise wie diese vorliegt, so wollen wir sie entsprechend 
der vorgeschlagenen deuten. Im vorliegenden Fall ist nun der Winkel 
von der Strecke PXP2 zur Strecke QXQ2 immer noch zweideutig. In 
der ebenen Geometrie war das einfacher. Dort war definiert: Der 
Winkel ist im positiven Sinn zu lesen, das ist in der Mathematik 
linksum. Eine solche Festsetzung „rechtsum“ und „linksum“ oder 
„im Uhrzeigersinn“ und „im Gegenuhrzeigersinn“ ist in der Ebene 
möglich, wo der Beschauer oder Rechner immer nur die eine „Seite“ der 
Ebene vor sich hat. Ohne weiteres kommt eben bei einer Aufgabe der 
Ebene niemand auf den Gedanken, daß man die Gebilde dieser Ebene 
auch von einem Standpunkt hinter dieser Ebene betrachten kann, 
wo dann alle Drehungen sich umkehren, also Linksdrehung wird, 
was vorher Rechtsdrehung war, und umgekehrt. Eine solche ein
fache Unterscheidungsmöglichkeit zwischen Rechtsdrehung und Links
drehung liegt aber im Raum nicht vor. Denn denkt man sich etwa 
durch die Punkte P2PXQ2 der Abbildung eine Ebene gelegt, so kann
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der Beschauer sowohl vor wie hinter dieser Ebene stehen. Erscheint 
ihm „vor“ der Ebene der Winkel von PlP2 zu QXQ2 rechtsum ge
zogen, dann „hinter“ der Ebene linksum und umgekehrt. Es wären 
freilich Auswege da, um den Richtungssinn dieses Winkels von Рг P2 
nach QtQ2 festzulegen, aber sie sind mit Umständlichkeiten ver
bunden. Man hilft sich hier damit, daß man als Winkelfunktion jene 
wählt, für die diese Zweideutigkeit belanglos ist. Die beiden Dreh
winkel von PXP2 nach QxQ2 sind entweder со oder 2 л— со, dap 
heißt —со; nun ist

cos со = cos (— со) = cos (2 л — со),

man wählt daher die Kosinusfunktion zur Charakterisierung einer 
Richtung im Raum. Es kommt noch hinzu, daß auch aus andern 
Gründen sich die Wahl dieser Funktion als sehr glücklich erweist.

Den Winkel zwischen zwei Geraden 1 und 2 wird man der 
Sicherheit halber zunächst auch immer als den Winkel von der 
Geraden 1 zur Geraden 2 definieren. Dann ist er aber immer noch 
nicht eindeutig festgelegt, wie Abb. 270 zeigt. Stellt man sich aber 
jede der beiden Geraden als Halbstrahl vor, die beide vom Punkt О 
ausgehen, dann hat man die gleichen Verhältnisse wie beim Winkel 
der beiden Strecken der Abb. 269, so daß dann nur die beiden durch 
stärkere Zeichnung hervorgehobenen Winkel in Betracht kommen. 
Und wählt man wieder die Kosinusfnnktion zum Ausdruck der rela
tiven Richtung der beiden Geraden, dann ist es ganz belanglos, 
welchen der beiden Winkel man als Richtungswinkel bezeichnet.

Auf den Winkel von zwei Geraden wird zurückgeführt der 
Winkel zweier Ebenen a und ß und zwar durch den Satz:

Zwei Ebenen « und ß schließen den gleichen 
Winkel ein wie zwei zu ihnen senkrechte Gerade. (b)

Zieht man nämlich durch einen willkürlich gewählten festen 
Punkt О des Raumes zwei Gerade senkrecht zu den beiden Ebenen, 
so ergibt sich die Figur der Abb. 271, wenn man die gegebenen Ebenen 
mit einer Hilfsebene durch die beiden Senk
rechten schneidet. Die Pfeile der Abbildung 
geben an, daß dem Winkel von a nach ß auch 
der Winkel von я nach b entspricht, beide Win
kel im nämlichen Drehsinn gemessen. [Natür
lich kann hier ein Drehsinn unterschieden wer
den, da ja die untersuchten Gebilde alle der 
nämlichen Ebene angehören.] Gehen die bei
den Senkrechten a und b zu den Ebenen nicht durch den nämlichen 
Punkt, so daß sie also windschief werden, dann führt man den Be-

ъ
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Abb. 271.
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weis mit Hilfe der oben angegebenen Definition vom Winkel zweier 
windschiefer Geraden.

Unter dem Winkel einer Geraden g mit einer Ebene e 
versteht man den Winkel, den die Gerade g mit ihrer lotrechten 
Projektion g auf e bildet.

188. Die gleiche Festsetzung bezüglich des Richtungssinnes gilt 
auch bei einer Strecke. Fast jede Zweideutigkeit verschwindet, 

sich eine Strecke AB immer als Vektor oder als Wegwenn man
vorstellt, durchlaufen von A nach B. Denkt man sich jede Strecke 
mit einem Richtungssinn versehen, dann haben auch die Projektionen 
einer Strecke auf eine Gerade einen bestimmten Richtungssinn, der 
sich durch das Vorzeichen äußert. Wenn wir von Projektion schlecht
weg sprechen, meinen wir immer die senkrechte. In der Elementar
mathematik gilt der Satz: Die Projektion einer Strecke auf eine 
Gerade ist gleich dem Produkt aus Originalstrecke mal Kosinus Nei
gungswinkel. Gemeint ist zunächst die Projektion in einer Ebene 
So wie Abb. 272 zeigt, gilt als Neigungswinkel in der Elementarmathe
matik immer der Winkel zwischen Strecke und Gerade, der kleiner ist 
als 90°, unabhängig vom Richtungssinn. Man hat also nach diesem Satz

C'D' = CDcosy.A'B' = AB-cos«,
Die Strecken AB und CD sowohl wie die Projektionen sind dabei 
als absolute Werte, also ohne Vorzeichen, das heißt ohne Berück
sichtigung eines Drehsinnes gedacht.

----
ВA^X 4

i1 I I

c------^I
J__> ),
А’ B’

^9r*~9У C
Abb. 273.Abb. 272.

An dem Satz selbst ändert sich nichts in der höheren Mathe
matik. Nur müssen die Begriffe Strecke, Gerade, Projektion, Neigungs
winkel schärfer gefaßt werden. Wie Abb. 272 zeigt, haben die Pro
jektionen A'B1 und C'Dr entgegengesetztes Vorzeichen. Es muß also 
noch der Begriff Neigungswinkel genauer definiert werden. Darunter 
wollen wir in Zukunft verstehen den Winkel von der Geraden zur 
Strecke, wenn man die Gerade (als Strahl oder besser Halbstrahl 
gedacht, das heißt mit einem Pfeil oder Richtungssinn versehen) und 
die Strecke vom gleichen Punkt ausgehen läßt, also so wie die Skizze 
der Abb. 273 zeigt.

Anmerkung. In der Ebene ist festgesetzt, daß man den Winkel im 
positiven Drehsinn (das ist linksum in der Mathematik) zählt, so wie er auch
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in die Abbildung eingezeichnet wurde. Im Raum aber kann man den Neigungs
winkel ebensowohl linksum wie rechtsum zählen, also oc oder 2 ж— à bzw. y 
oder 2 л — у als Neigungswinkel nehmen, da man ja zur Festlegung der Rich
tung im Raum nur die Kosinusfunktion verwendet, für die das Vorzeichen des 
Winkels belanglos ist.

Unter dieser Voraussetzung ist A'B' — А В cos a positiv, das 
heißt mit g gleichgerichtet, und C'D' — CD cos y negativ, das heißt 
entgegengesetzt gerichtet mit g. Im ersten Fall wird eben cos« 
positiv, im zweiten cos y negativ.

Die gleiche Festsetzung des Neigungswinkels y gilt auch, wenn 
die zu projizierende Strecke windschief ist zur Geraden. Man hat 
dann wieder von einem beliebigen Punkt 
aus die Gerade als Strahl und die Strecke 
als Weg anzutragen und den Neigungs
winkel von der Geraden zur Strecke zu 
zählen und erhält dann nach Belieben cp oder 
2 л — cp als Neigungswinkel. Die Projek
tionslote sind naturgemäß auch windschief, 
wie das Abb. 274 zeigt, die Projektion selbst 
ist aber gleichgroß, ob man nun die Punkte 
A und В unmittelbar auf g oder auf die 
zu ihr parallele Gerade g durch A herab- 
lotet. Folglich ist wieder

i\i \i \
I \\ jr9r■

>A '9

A

Abb. 274.

A'B' = AB" = AB cos cp.

Die Projektion einer Strecke AB auf eine Ebene e ist aber im 
Gegensatz zu den beiden vorhergehenden Fällen richtungslos, also 
zunächst immer dem absoluten Zahlenwert nach zu wählen. Durch 
die beiden Lote A A' und В В' auf die gegebene Ebene e ist eine 
neue Ebene bestimmt, die die Projektions
ebene e in einer Geraden g schneidet. Für p, 
diese Gerade der Projektionsebene ist kein 
Richtungssinn vorgesehen. Man kann so- l 
mit hier als Neigungswinkel cp den Winkel 
zwischen g und AB wählen, der kleiner ist 
als (J(>°. Wie in der Elementarmathematik 
erhält man dann A'B'= AB cos <p. Damit 
gilt dann, wenn man alle bisherigen Einzel
fälle zusammenfaßt:

iMü_:

£-V
i

Kl
Abb. 275.

Die Projektion einer Strecke auf eine Ebene 
oder Gerade (auch windschief) ist gleich dem 
Produkt aus Originalstrecke mal Kosinus Nei
gungswinkel.

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.
(a)

2(>
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Die Projektion eines Streckenzuges auf eine Gerade ist natürlich 
gleich der Summe der Einzelprojektionen, siehe Abb. 275, wo

Pi'Pn' = РгРп + Р*Рг + ■ • • -Ь Pr!-1 P,!

PJ P2 OOS rfj I I 2 ^3 OOS ^2 ~"j~ ' • • I ^ И — 1 P il COS ctn — I .

Das gilt, ob nun wie im vorliegenden Fall der Abbildung die Einzel
strecken mit der Projektionsgeraden g in der nämlichen Ebene liegen 
oder ob sie unter sich und zu g windschief sind.

Schließt sich der Linienzug, das heißt wird er zu einem Polygon, 
so daß also P, mit P zusammenfällt, dann wird P'P'=Q,

die Projektion eines geschlossenen Polygons auf 
eine Gerade ist Null.

unabhängig ob die einzelnen Polygonseiten unter sich und zur Pro
jektionsgeraden windschief sind oder ob sie unter sich bzw. mit der 
Projektionsgeraden in der nämlichen Ebene liegen.

1S9. Es sei wieder festgesetzt, daß die Sprechweise „Winkel 
zwischen zwei Ebenen a und ßu eine abkürzende ist für die ge
nauere „Winkel von der Ebene « zur Ebene ß'L. Schneidet man 
die beiden Ebenen « und ß mit einer dritten Ebene y senkrecht zu 
beiden, so ist als Winkel von der Ebene a zur Ebene ß oder als 
Neigungswinkel der Ebene ß gegenüber der Ebene « definiert 
der Winkel von der Geraden ay zur Geraden ßy. Da ein Richtungs
sinn für die Zählung des Winkels von « nach ß nicht festgesetzt ist, 
so kann dieser Neigungswinkel ebensogut cp wie 2tt — cp sein. Für 
die Kosinusfunktion des Winkels ist das aber wieder belanglos.

Hat man ein ebenes Flächenstück, etwa ein Dreieck, so wird 
man unter dem Neigungswinkel dieses Flächenstückes gegen eine 
Ebene e entsprechend verstehen den Winkel von der Ebene e zu 
der Ebene des Flächenstückes.

Nun seien gegeben zwei Ebenen e und e'. In der ersten liegt 
ein Dreieck ABC so, daß die eine Seite AB 
auf die Schnittgerade ее' fällt. Dieses Dreieck 
oder genauer die einzelnen Flächenpunkte pro
jiziert man auf die Ebene e' und erhält das Drei
eck A'B'C\ wo A' und B' mit A und В zusam-

C £’ ’
menfallen, siehe Abb. 276. Es ist der Flächen
inhalt des Originaldreieckes Д — \gh und des 
projizierten Д' = -|</Л'. Da nun g' — g und 
Ä' = A-cos«, so wird Д' = Д-со8 «, das heißt 

_d die Projektion dieser Dreiecksfläche auf die 
andere Ebene ist gleich dem Produkt aus Origi
naldreieck mal Kosinus des Neigungswinkels.

(bj

.i;

—.43 
Abb. 276.
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Die Abbildung läßt erkennen, daß man die gleiche projizierte 
Fläche Д' erhalten hätte, wenn man als Projektionsebene e eine zur 
Ebene e parallele Ebene e" gewählt hätte.
Auch in diesem Fall wäre Д" = Д-сов а.

Liegt nun schließlich das Dreieck ABC 
in der Ebene beliebig, so kann man durch 
eine Parallele AD zu es' das Dreieck Д in zwei 
Teile Дг und Д2 teilen, so wie Abb. 277 zeigt.
Von diesen Einzelteilen gilt dann

Д2'= Д 2 cos ct

c

4
J,

d2

Ai — Д^ов a,

und damit auch wieder Д' — Д cos a wie oben.
Hat man nun in der Ebene ein beliebiges 

ebenes Flächenstück F, dessen Begrenzung 
durch gerade Linien gebildet sei, so kann 
man diese Fläche stets in Dreiecke Fx, F2,. . . Fn zerlegen, dann gilt 
von deren Projektionen auf die Ebene e'

Abb. 277.

• • . Fn' = Fn cos aF2' = F2 cos a,F1' = F1 cos a,

und somit, wenn man addiert, wieder F' — F cos «.
Und ist schließlich das ebene Flächenstück F beliebig begrenzt, 

im allgemeinsten Fall krummlinig, so wird sich dies nur dadurch 
äußern, daß die Zahl der Dreiecke unendlich groß ist. Wenn auch 
der exakte Beweis für die Richtigkeit erst an späterer Stelle geführt 
werden kann, so ist doch ohne weiteres einzusehen, daß auch in 
diesem Fall gilt F' = F cos «. Übrigens wird in diesem Band nur 
mit geradlinig begrenzten Flächen operiert.

Faßt man die Einzelergebnisse zusammen, so hat man den Satz:

Die Projektion eines ebenen Flächenstückes 
auf eine andere Ebene ist gleich dem Produkt 
aus Originalfläche mal Kosinus des Neigungs
winkels.

190. Im Raum hat der Punkt drei Freiheitsgrade oder Be
wegungsmöglichkeiten oder in der Sprechweise der Mathematik, er 
hat drei Koordinaten. Um seine jeweilige Lage durch diese drei 
Koordinaten festzulegen, braucht man ein Koordinatensystem, das ist 
ein System von festen Elementen. Vom technischen Gesichtspunkt 
aus ist zunächst das rechtwinklige Koordinatensystem das 
einfachste. Im Raum ist dasselbe gebildet durch drei zueinander 
senkrechte Ebenen, die Koordinatenebenen (auch Anfangs- oder Null
ebenen genannt), die wir als x-, y- und z-Ebene unterscheiden. Durch 
die drei Ebenen sind als deren Schnittgerade drei ebenfalls zu-

«

26*
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einander senkrechte Gerade bestimmt, unterschieden als x-. y- und 
z-Achse. so daß die x-Achse senkrecht steht zur x-Ebene. entsprechend 

die y- und z-Achse, siehe Abbildung. Oft 
spricht man auch von xy-Ebene statt z-Ebene 
und will damit die Ebene durch die x- und

Az

x-Ebene y-Achse andeuten; entsprechend von yz- und 
z x-Ebene. Den Punkt 0, in dem die drei
Achsen und Ebenen Zusammenstößen, nennt 
man wieder Anfangspunkt oder Nullpunkt.

Bei Rechnungen in der Raumgeometrie 
gebraucht man zur Unterscheidung verschie

dener Größen Indizes 1, 2, 3. Es ist wohl selbstverständlich, daß 
man allen Größen, die sich auf die x-Achse oder x-Ebene beziehen, 
den Index 1 gibt; man denkt sich eben die x-Achse als erste Achse, 
die y-Achse als zweite und die z-Achse als dritte. Entsprechend 
wird man die Koordinatenebenen numerieren.

z-Ebene

Abb. 278.

Das System der drei zueinander senkrechten Koordinatenachsen 
kann natürlich jede beliebige Lage und Stellung im Raum haben, 
für gewöhnlich aber denkt man sich die z-Achse lotrecht und somit 
die z-Ebene horizontal. Dann kann man letztere auch analog der 
Sprechweise der darstellenden Geometrie bezeichnen als Grundriß. 
Die x-Achse ist zum Beschauer gerichtet zu denken, so daß die 
x-Ebene als Aufriß und die y-Ebene als Seitenriß erscheint. Die 
Grundrißprojektion eines Gebildes G soll bezeichnet werden mit G'.
der Aufriß mit G", der Seitenriß mit G'".

In der ebenen Geometrie hatte man eine gewisse Aufeinander
folge der x- und y-Achse eines rechtwinkligen Systems: drehte man 
die x-Achse um den Nullpunkt zur y-Achse. so war diese Drehung 
eine Linksdrehung, eine positive. Es ist jetzt allgemein üblich, diese 
Aufeinanderfolge der beiden Achsen zu wählen. Entsprechend wird 

auch im Raum eine bestimmte Aufeinanderfolge der drei Achsen 
als die normale, die allgemein übliche wählen. Es sei vorausgesetzt, 
daß die x-Achse der Abbildung vom Nullpunkt weg zum Beschauer 
geht, also in den Raum vor der Aufrißebene, dann nennt man das 
System der drei Koordinatenachsen in der Aufeinanderfolge x, y. z 
ein Rechtssystem, Zur Erklärung dieses Begriffes denke man 

die Bewegung einer Schraube: Schraubenbewegung oder kurz 
Schraubung genannt. Das Charakteristische dieser Bewegung be
steht darin, daß jeder Punkt der Schraube eine Rotation um die 
Schraubenachse ausführt und gleichzeitig eine Translation in Rich
tung dieser Achse. Nun unterscheidet man zwei Arten der Schrau
bung: die in der Praxis übliche Schraube ist rechtsgängig im 
Gegensatz zur seltener gebrauchten linksgängigen. Sieht bei der

man

an



Einige Raumbeziehungen. Orientierung im Raum. Raumkoordinaten. 405

rechtsgängigen Schraube der Beschauer in Richtung der Schraubenachse, 
so kann er wahrnehmen, daß die Schraube beim „Zuschrauben“ 
oder Hineinschrauben eine Rechtsdrehung (Uhrzeigerdrehung) aus
führt und sich von ihm entfernt, und daß sie beim „Aufschrauben“ 
oder Herausschrauben eine Linksdrehung ausführt und sich ihm nähert. 
Bei der linksgängigen Schraube ist die Bewegung natürlich umgekehrt.

Denkt man sich nun dementsprechend bei dem System der 
x-y-z die z-Achse als Schraubenachse, so entsteht, eine Schrauben
bewegung, wenn das Koordinatensystem in Richtung der z-Achse 
so wie der Pfeil angibt eine Schiebung ausführt und gleichzeitig da
mit eine Drehung um die z-Achse von der ж-Achse zur y-Aehse. 
Je nach dem Sinn der Schiebung und Drehung erhält man entweder 
ein Rechts- oder Linkssystem. Es müßte sonach ein Beschauer, der 
seinen Blick in die z-Richtung wendet, also so wie der Pfeil anzeigt, 
wahrnehmen, wie das rechtsgängige Koordinatensystem sich von ihm 
entfernt und gleichzeitig rechtsum dreht („Zuschrauben“) oder er 
müßte wahrnehmen, wie dieses nämliche System zu ihm herankommt 
und gleichzeitig linksum rotiert („Aufschrauben“). Bei einem Links
system ist die Drehung wieder umgekehrt. Durch das nachfolgende 
Schema wird der Begriff des Rechts- und Linkssystems kurz zu
sammengefaßt.

Rechtssystem: Entfernung mit Rechtsdrehung 
oder Näherung „ Linksdrehung.

Link'ssyStem: Entfernung mit Linksdrehung
oder Näherung „ Rechtsdrehung.

Es ist belanglos, ob man vom x-y-z- oder y-z-x- oder z-x-y 
System spricht, wenn nur die Auf eianderfolge x-y-z-x-y-... erhalten 
bleibt. Statt der z-Achse kann man sonach auch die ж-Àchse sich 
als Schraubenachse vorstellen. Dann wäre das Rechtssystem y-z-x 
definiert durch eine Rechtsdrehung der yz-Ebene um die ж-Achse 
von der y- zur z-Achse und eine gleichzeitige Schiebung in Richtung 
der positiven ж-Achse oder durch eine Linksdrehung von der y- zur 
z-Achse und gleichzeitig eine Schiebung gegen den Pfeil der ж-Achse, 
beide Male gesehen von einem Beschauer, der seinen Blick in Richtung 
der positiven ж-Achse hat, also in die Pfeilrichtung schaut.

Anmerkung: Mit der sogenannten Daumenregel will man das (be
sagte mechanisch präzisieren. Da diese Regel auch im Gebiet der Physik oft 
gebraucht wird, so soll sie auch hier Erwähnung finden. Man denke sich von 
der linken Hand den Mittelfinger als ж-Achse, den Zeigefinger als y-Achse 
und den Daumen als z-Achse, dann bildet das System dieser drei Fingerrich
tungen ein Rechtssystem, wie man es auch im Raum halten mag. Selbstver
ständlich müssen die drei Finger zueinander senkrecht stehen, das heißt ge
spreizt sein. l’ с
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191. Als rechtwinklige Koordinaten x, y, z eines Punktes P 
definiert man wie in der ebenen Geometrie die Wege vom Null

punkt О aus in Richtung der drei 
Koordinatenachsen zum Punkt P, siehe 
Abb. 279. Die Strecke OP ist der Ra
diusvektor, den man wieder als Weg 
von О nach P aufzufassen hat, so 
wie der eingezeichnete Pfeil andeutet. 
Aus der angegebenen Definition folgt 
zunächst, daß die Koordinaten x, y, z 
des Punktes P auch gleichzeitig des
sen Abstände von der x- bzw. y- und 
z-Ebene sind. Viel gebraucht wird 

der auch aus der Koordinatendefinition hervorgehende Satz, der ohne 
weiteres einzusehen ist:

Rechtwinklige Koordinaten x, y, z des Punktes P 
sind die Projektionen des Radiusvektors r auf die drei 
Koordinatenachsen.

7Ж'
—;T— !

к
£ kz

!
I

X,
Abb. 279.

(a)

Durch die drei Koordinatenebenen werden im Raum acht Raum- 
teile oder Oktanten gebildet, die man durch die Vorzeichen der 
Koordinaten ihrer Punkte unterscheiden kann. So hat etwa im ersten 
Oktanten, der begrenzt ist durch die drei positiven Koordinaten
achsen oder Koordinatenebenen, ein beliebiger Punkt die Koordi
natenvorzeichen ——[— —j— Den ersten vier Oktanten ensprechen
die Vorzeichenkombinationen -j—|— —, -(- --}-------- , -j----------------, -|------------f-,

den letzten vier die umgekehrten.
Stellt man sich die Koordinatenachsen immer als Strahlen vor. 

die vom Nullpunkt ausgehen, entsprechend den Radiusvektor als 
Weg oder Vektor, so sind die Richtungswinkel a, ß, у des Radius
vektors gegen die Koordinatenachsen bis auf das Vorzeichen eindeutig 
bestimmt. Dann gilt

x — r cos а y — r cos ß, z — r cos у
(b)oder

zX cos ß = — ,
r

cos у — —.
rcos а — —r ’

Nach Abb. 279 gibt

r2 = r'2 -j- z2 /2 = ж2 —J— Î/2und
also

Wr2 = X2 -f y2 + z2

einen weiteren Zusammenhang zwischen dem Radiusvektor und den 
Koordinaten. Da in diesem Band nur mit rechtwinkligen Raum-



koordinaten gerechnet wird, so sollen mit Koordinaten schlechtweg 
immer nur rechtwinklige gemeint sein, wenn nicht eine andere Fest
setzung eigens getroffen ist.

Die vorangehende Gleichung läßt sich auch noch anschreiben 

r2 = (r cos a)2 -j- (r cos ßf -f- (r cos y)2 

und liefert damit in der Richtungsformel

cos2 a -f- cos2 ß -[- cos2 y — 1

einen Zusammenhang zwischen den drei Neigungswinkeln a, ß, y 
eines Radiusvektors oder zwischen den drei Richtungskoeffizienten 
oder Richtungsfaktoren cos«, cosß, cosy, wenn man mit diesen 
Namen die Kosinusfunktionen der Neigungswinkel bezeichnet. In 
Worten heißt die Richtungsformel:

die Summe der Quadrate der drei Richtungs
faktoren ist 1.

Nach Nr. 68 ist ein Einheitsvektor 
definiert als ein Vektor vom Zahlenwert 1.
Bezeichnet man mit t1? i2, t3 die Einheits
vektoren in den drei Achsenrichtungen, und 
mit g, t), j die Komponenten des Ra
diusvektors ï, so ist

(d)

(e)

—

к
À \ F i

JæFtU

Abb. 280.

+

*— ï ~b ty
was mit

b = hzty = i22G
auch geschrieben werden kann

(f)t = + t* У +К2'
Aufgabe a) mit d) Man ermittle den Zahlenwert, die Richtungsfaktoren 

und die Richtungswinkel der Radienvektoren zu den Punkten
a) — 3 j 0 j 0, b) P2 == 2 ] 0 11, с) P3 = 0 I 2 11, d)P4 = l|lll.

Lösung: a) r = 3; cosa=l, cos ß — cos у = 0; а —0, ß = у = + 90°;
Л=, cos/? = 0, COS у = 4=; а=26°35', /?=Ô0°, y = 63«25';b) r — yfb; cos а —

г- 2
c) r — \'5 ; cos а = 0, cos ß = —=

y/b \b
1cos y = а=90°, Д=26°35', у=63«25';

'Г V5\
1d) r— \l3; cos oc = cos ß = cos у = —_; а — ß — у — 54° 45'.

Aufgabe e) Der Radiusvektor r der Abb. 281 ist durch Grund-und Auf
riß dargestellt. Man ermittle seine Projektionen. Komponenten und Richtungs
faktoren sowie Neigungswinkel gegen die Koordinatenachsen.

Lösung: Der Abbildung ist zu entnehmen: x = 2, у— 1, z — 2; da-

Richtung, Srecke, Gerade. Ebene. 407
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mit wird r — (+} д/4 -(- 1 -f- 4 — 3; die Komponenten sind =
j = 2 • i3, also t '.= 2ix -j— i-2 —j— 2 i3 ; die Richtungsfaktoren sind cos а = ,

cos ß — i, cos у = &, woraus а = (-h 48 0 10', 
ß = cty 70° 80', у = (±) 48° 10'.

Aufgabe f) Die nämlichen Größen ermittle 
man für den Radiusvektor a von Abb. 281.

, P"

kZ
r"t

Lösung: x~2, y — 3, z = — 1; g = 2i1, 
i) = öi2, J == — 1з ; а == 2ij -f-oi2— ia; r=\l 14;

= = 0,534 6, 0,801 9,cos a==
V Ï4 \/14<к — 1cosy = —0,267 3; а=57°40', /9=86<> 40',

v'14
Ь ■ у = 105° 30'.

192. Keine Beziehung wird in der ana
lytischen Geometrie des Raumes so oft ver

wendet als die Richtungsformel und ihre Umformungen. Die nach
folgende Entwicklung gibt eine oft und mit großem Vorteil benützte 
Methode bei der Lösung von Richtungsaufgaben, bei denen natur
gemäß meistens die Richtungsformel zur Anwendung gelangt.

Trägt man alle Einheitsvektoren vom Nullpunkt aus ab, so 
liegen die Endpunkte auf einer Kugel mit dem Radiusvektor r=l, 
auf der Einheitskugel. Jedem der oo2 Einheitsvektoren, die es 
im Räum gibt, entspricht dann einer der oo2 Punkte auf der Ein
heitskugel. Man kann dann jeden solchen Punkt P' als Bild nehmen 
für den entsprechenden Einheitsvektor x' und mit diesen Kugel
punkten P' operieren statt mit den betreffenden Einheitsvektoren. 
Hat der Einheitsvektor r' die Neigungswinkel a, ß. у gegen die drei 
Achsen, oder die Richtungskoeffizienten cos«, cosß. cosy, so hat 
nach (191 b) der Punkt P' die Koordinaten cos a | cos ß | cos y. Der 
Einheitsvektor selbst ist dann bestimmt durch

r' = fj cos a -f- i2 cos ß -f- i3 cos y.

Jeder der oo2 Einheitsvektoren repräsentiert eine bestimmte 
Richtung im Raum, so daß es also cc2 Richtungen im Raum gibt. 
Dementsprechend gibt es durch jeden Punkt des Raumes oc2 Gerade 
oder Strahlen, die in ihrer Gesamtheit ein Strahlenbündel oder 
Geradenbündel bilden (die oc1 Geraden der Ebene durch einen 
festen Punkt bilden ein Geradenbüschel oder Strahlenbüschel). Da
mit ist gesagt, daß eine Richtung im Raum durch zwei 
Zahlenangaben bestimmt ist und deshalb auch durch zwei Zahlen
angaben eine Gerade durch einen festgewählten Punkt. Man könnte 
auch sagen: Eine Gerade durch einen festen Punkt hat zwei Frei
heitsgrade oder zwei Koordinaten. Als Maß für eine- Richtung

’ vT
Abb. 281.

(a)
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führt man Winkel oder praktischer Winkelfunktionen ein. In der 
Ebene hat sich die Tangensfunktion als brauchbar erwiesen; in den 
vorausgehenden Betrachtungen ist schon darauf hingewiesen worden, 
daß im Raum die Kosinusfunktion das beste Richtungsmaß liefert. 
Man entschließt sich also im Raum als Richtungsmaß die Kosinus
funktionen von Winkeln zu benützen und definiert:

Richtungswinkel einer Geraden oder Strecke (bzw. 
eines Strahles oder eines Weges) nennt man ihre drei 
Neigungswinkel gegen die positiven Koordinatenachsen. (b)

Und:
Richtungsfaktoren (auch Ri chtungs werte oder 

Richtungskoeffizienten genannt) einer Geraden oder Strecke 
nennt man die Kosinusfunktionen der Richtungswinkel.
Der kürzeren Darstellung halber schreibt man oft a 
statt cos «, ß statt cos ß usw.

Daß die Richtung einer Geraden oder Strecke tatsächlich durch 
die Angabe von nur zwei Zahlen bestimmt ist, ergibt sich auch durch 
die Beziehung zwischen den drei Richtungsfaktoren cos«, cos/?, cos/ 
einer Geraden oder Strecke, durch die Richtungsformel 

cos2 a -f- cos2 ß -(- cos2 y — 1.
Denn da diese Beziehung bewiesen ist für die Richtungsfaktoren 
eines Radiusvektors, so gilt sie auch für diejenigen einer Strecke 
oder Geraden, da man stets einen Radiusvektor parallel dieser Ge
raden oder Strecke ziehen kann.

Kennt man von einer bestimmten Richtung zwei Richtungs
winkel a und ß, so ist durch beide der dritte Richtungswinkel y be
stimmt, aber nicht eindeutig. Denn zu einem festgesetzten « und ß 
gehört eindeutig ein bestimmtes cos a und cos ß und zu diesen nach 
der Richtungsformel cos y — + Vl — cos2 a — cos2/?. Durch Angabe 
von zwei Richtungswinkeln oder Richtungsfaktoren ist also die Rich
tung selbst nicht eindeutig, sondern zweideutig bestimmt. Geometrisch 
läßt sich das recht anschaulich klar machen. Alle Radienvektoren 
(vom Nullpunkt aus) von gegebenem « oder cos« liegen auf einer 
Kegelfläche mit dem Nullpunkt als Kegelspitze und mit der Öffnung 
2« um die x-Achse als Kegelachse. Ebenso liegen alle Radien
vektoren von gegebenem ß oder cos ß auf einer Kegelfläche mit der 
Öffnung 2 ß um die «/-Achse. Schreibt man nun einem Radius
vektor a und ß vor oder cos« und cos/?, so muß er beiden Kegeln 
angehören, das heißt er ist die gemeinsame Schnittlinie derselben. 
Beide Kegel sind symmetrisch zur z-Ebene, sie schneiden sich in 
zwei Geraden, die symmetrisch liegen zur z-Ebene, oder mit anderen 
Worten, die beiden Radienvektoren haben die z-Ebene als Spiegel.

(°)

(d)



Man muß diese Schreibweise beachten bei allen Beziehungen mit 
unendlich fernen Punkten. Die einfache Angabe, daß der unend
lich ferne Punkt unendlich große Koordinaten hat, ist viel zu un
bestimmt für die Charakterisierung eines einzelnen dieser oo2 mög
lichen unendlich fernen Punkte. Ein bestimmter unendlich ferner
Punkt hat eine bestimmte Richtung und diese ist durch die voraus
gehende Schreibweise festgelegt.

Beispiel: Von einer Geraden g durch 
den Nullpunkt kennt man ihre Richtungs
faktoren cos a, cos ß, cos y. Man er
mittle die Projektion eines beliebigen 
Radiusvektors OP auf sie, ferner den 
Abstand d des Punktes P von ihr.

.pk2

9

!
Man geht auf zwei Wegen zum Punkt 

P, wie das in Abb. 282 angedeutet ist 
und in Vektoren geschrieben wird,

Abb. 282.

Diese Vektorgleichung projiziert man auf die Gerade g und erhält als 
gesuchte Projektion

p — x cos a -f- y cos ß -\-z cos y,

da der Vektor d senkrecht zur Geraden steht und somit die Pro
jektion Null hat. Das Dreieck OPQ ist bei Q rechtwinklig, so daß

d2 — r2 — p2 = (x2 y2 -j- z2) — (x cos a -j- y cos ß -f- z cos y)‘L 

— X2 (1 — cos2 a) —j— z/2 (1 — cos2 ß) —|— 22 (1 — cos2 y)

— 2 xy cos « cos ß — 2 y z cos ß cos y — 2zx cos y cos c

(g)
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Entsprechend der Richtungsformel besteht zwischen den Koordi
naten x'. y\ z' eines Punktes P' der Einheitskugel um den Null
punkt die Beziehung

x'2 + y'2-f z'2=l,
da ja diese Koordinaten nichts anderes sind als Richtungsfaktoren 
des zugehörigen Einheitsvektors.

Alle parallelen Geraden führen zum nämlichen unendlich 
fernen Punkt U, da sie sich ja alle in U schneiden. Es gibt so
nach im Raum oo2 unendlich ferne Punkte, nämlich so viele als es 
Richtungen im Raum gibt. Einen unendlich fernen Punkt gibt man 
durch die zu ihm führende Richtung an und schreibt sonach seine 
Koordinaten an

(»)

(f)U = u cos а и cos ß и cos y, wo и = oo.

t



oder mit Benützung der Richtungsformel (191 d)
d2 = (i/2 -j- г2) cos2 « —(г2 —J— x2) cos2 /5 —J— (ж2 —j— г/2) cos2 у 

— 2 x у cos « cos ß — 2 yz cosß cos у — 2zx сову cos a.
Aufgabe a) und b) Vom Ursprung aus ist ein Strahl von der Länge r 

gezogen, der mit den Achsen die Winkel x, ß, у bildet. Man bestimme cos;« 
und die Koordinaten des Endpunktes, wenn r, x, ß gegeben.

a) r — 8, x = 45 °, ß — 45 0 ;
1

Lösung: a) cos a = = cosß, also cosy = 0; x = 4 yj2 — y, 2 = 0.

(h)

b) r = 5, a = 60ü, ß = 45°.

1 5
b) cos a = -J-, cosß = -ß, also cos^ = ±|; x—\, y = —^, z=±\.

Aufgabe c) Wie muß eine Gerade gerichtet sein, damit sie mit den Ko
ordinatenachsen eines räumlichen Systems gleiche Winkel einschließt?

Lösung: x = ß = у oder cos x = cos ß — cos y; die Richtungsformel liefert
1

3cos2x = l, oder cosx = + = cosß = cosy. Gibt nur eine Gerade, da

durch das Zeichen (—) die Richtung entgegengesetzt 
bestimmt wird wie durch das Zeichen (-(-).

Aufgabe d) Vom Radiusvektor I kennt man 
zwei Richtungsfaktoren cosx = |, cos/? = —|, sowie 
die Komponente § = — 4 i3 ; man stelle ihn im Grund- 
nnd Aufriß dar.

Lösung: Nach der Richtungsformel ist
cos }’ = +§; mit z = — 4 = fcosy wird 1= 6, da 
der Radiusvektor nur positives Vorzeichen hat. Man 
erhält zwei Lösungen:

Pj == 2 I — 4 I 4, P2 = 2 I — 4 j — 4,

so wie Abb. 283 zeigt; die erste Lösung wird durch 
den ausgezogenen Radiusvektor bezeichnet, die zweite 
Lösung durch den gestrichelten.

193. Hat eine beliebige Strecke E im Raum mit den Rich
tungsfaktoren cos«, cosß, cos у die Projektionen X, Y, Z auf die 
drei Koordinatenachsen, so kann man den Anfangspunkt dieser 
Strecke als Nullpunkt des Koordinatensystems wählen und erhält 
dann die Beziehungen der vorausgehenden Nummern, wenn man R 
statt r und X, Y, Z statt x, y, z setzt, also speziell

R = VX8 + r2-f Z2,

X = R cos a. Y — R cosß, Z—Rcoey

P?

zkI
&

t 7
/

Pi\ X"/Ъ

/P&
Abb. 283.

(а)

oder
(b)Y ZX

COBß=-ß > c0s y===~R'cos a — -R,

Entsprechend der Betrachtung in Nr. 71 haben die Projektionen 
selbst die Werte
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(°)Z = z2 — zt.У = У*-—Ух>X = х„ — Х19

die beiden Punkte Рх und Р2 ganz beliebig im Raum liegen,
siehe Abb. 284.

Hat man einen beliebigen Vektor 
31 im Raum mit den Projektionen А 
A2, A3 auf die drei Achsen, dann 
werden diese, als Vektoren betrachtet 
und als solche Komponenten von 

> у 31 genannt, in der Vektorensprache 
ausgedrückt durch

wenn

^Z
P-j ! Xr" i’;Z' '>rrr ;_____ LJ

I
Li

Я8 = М33l2 = i8A,.
Dann gilt entsprechend wie in Nr. 70

Abb. 284.

die Beziehung
№3t — ix Ax -f- i2 A2 -|- i3 A3.

Diese Gleichung ist dann vollständig hinreichend zur Charakteri
sierung des Vektors 3t, während in der Sprache der analytischen 
Geometrie drei Gleichungen notwendig sind, um den Vektor 31 voll
ständig zu beschreiben, etwa

(e)3 ’

um den Zahlenwert anzugeben, und zwei der Gleichungen

A2 = A cos /?,Ax — A cos a, (f)As — A cos у

für die Richtung.
Diese letzte Formel faßt man mit (b) zusammen zum Satz:

Die Projektionen einer Strecke oder eines 
Vektors sind proportional ihren Richtungsfak
toren. (g)

Beispiel a) Man gebe Zahlen wert 
und Richtung des Vektors В der Abb. 285 
durch eine einzige Gleichung wieder.

Es ist
Bt= — 2,

К
B"f ' <e,

Cs"
I *\ 0t B3 — 2,iBi

■ also;
■ » = — 2.^ — 1. i2 —2i3.

In der analytischen Geometrie müßte 
man schreiben

xV ----- 1

Abb. 285.
B=V 4 4-1-f4 = 3,

cos у = — 2:3.cosoc — —2:3 , cos ß = — 1:3
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Beispiel b) Von einer Strecke PXP2 —2V19 kennt man den 
Anfangspunkt Pj = 6 I 8 ! 5 und das Verhältnis der Richtungsfaktoren 
cos a : cos ß : cos y = 3 : — 3 :1. Gesucht sind die Projektionen der 
Strecke und der Endpunkt P2.

Man setzt cos « == 3 p. cos ß = — 3 p, cos y — g und ermittelt 
mit Hilfe der Richtungsformel p=l:i^Vl9 und damit

3 - 3cos ß = -(- ,
Vl9

1
cos a cos y

“ Vl9 ' “ Vl9’
wobei entweder nur das obere oder nur das untere Vorzeichen gilt. 
Man erhält Sonach zwei Richtungen, die aber beide auf der näm
lichen Geraden liegen und sich nur durch den Richtungssinn unter
scheiden; geht die eine nach vorwärts, dann die andere nach rück
wärts. Das ist klar, da cos (n -)- ф) = — cos q ist. die Richtungs
faktoren also ihre Vorzeichen umkehren, wenn man den Richtungs
sinn wechselt. Man merke aus dieser Betrachtung

Durch das Verhältnis der Richtungsfaktoren 
ist die Richtung bestimmt, aber ohne Angabe des 
Richtungssinnes.

Im vorliegenden Fall erhält man demgemäß wegen des nicht 
festgestellten Richtungssinnes zwei Lösungen; die beiden Strecken 
P1P2 und P1P2/ liegen auf der gleichen Geraden. Es wird

00

X — 2 V19 • + • ■ == + 6, ebenso
~~ У19 “

wo îvieder entweder nur die oberen oder nur die unteren Vorzeichen 
gelten. Dann wird

7 = _)_6, Z = ±2,

7---X “l“ •* 1 === ± 6 6 =
oder

У 2 = Y + Vl =' Z2 = 3

P2 = 12 I 2 7 und P2; = 0 J 14 I 3.

In vielen Fällen ist nun der Richtungssinn belanglos und nur die 
Richtung ohne Angabe des Sinnes maßgebend, wenn man etwa von 
zwei parallelen Geraden oder Ebenen spricht. In solchen Fällen 
empfiehlt es sich, nur mit dem Verhältnis der Richtungsfaktoren zu 
rechnen und nicht mit den Werten selbst, also wie im vorliegenden Fall

cos а : cos ß : cos у = 3 : — 3:1

cos а — 3 p. cos ß — — 3 p, cos y = g

zu setzen und den Proportionalitätsfaktor nicht eher zu ermitteln, 
als es unbedingt notwendig ist. In den allerwenigsten Fällen be-

oder besser
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nötigt man diesen Wert q, meistens fällt er aus der Rechnung 
hinaus, wie die späteren Beispiele fast alle zeigen.

Aufgabe a) Man stelle den Vektor 6 == 2ix -f- 3i2 — i3 durch Grund- und
Aufriß dar.

Lösung: Die Lage des Vektors ist belanglos, also trage man auf der 
x-Achse irgendwo den Vektor = 2 ix an, so wie Abb. 285 angibt, entsprechend 
d2 = 3t2 auf der y-Achse und 63 = — i3 auf der z-Achse (es sei wieder er
innert, daß die Schreibweise durch gotische Buchstaben nur für die Rechnung 
notwendig ist).

Aufgabe b) und c) Man gebe die Projektionen auf die drei Achsen
richtungen sowie die Richtungskoeffizienten der Strecke РХР^ an.

b) Px = 2|0|1, P2 = 11011 ; c) Px == 41213, Pe«=8|—2|—1. 
Lösung:

b) X = —1, У — 0, Z — 0; i? = 1 ; cosa = —1, cosß — 0 == cosy;
— 4c) X = — \, У = — 4, Z — — 4, R = y/3S; cos а m-°oarv/33 ’

Aufgabe d) unde) Vom Punkt Px aus ist ein Strahl PXP2 von der 
Länge R gezogen, dessen Projektionen X, Y auf die x- und t/-Achse gegeben 
sind. Man bestimme die Richtungskoeffizienten dieses Strahles sowie die Ko
ordinaten von P2, wenn Xj, y y, Zj als bekannt vorausgesetzt wird, 

d) R= 10, Х — Ь, У = 6;
Lösung:

d) cos а = 0,5, cos ß — 0,6, cos у — + \/0,39 ; Z — + \/39 ; x2 = X -f- xx — 5 -f- xx,
Уг — F + Ух — 6 -j- yx, % — Z -|— Zi = + \/39 -|- zx .

e) cos а = — 4, cosß = £, cosу = ±i д/?? Z = + \]l; x2 — — 2 -f-Xj,
у2 = Ь + Ух, z2 = ± д/7 -j- *i.

194. Ein Punkt P auf der Strecke PXP2 teilt die Strecke Px P2 

im Verhältnisse Я, und zwar ist wie in Nr. 72 das Teilverhältnis Я 
definiert durch Я — PPX : PP2. Entsprechend dieser Festsetzung ist Я 
wieder negativ für einen innern Teilpunkt und positiv für einen 
Teilpunkt außerhalb der Teilstrecke zu nehmen.

Wenn die beiden Punkte Px und P2 durch ihre Koordinaten 
gegeben sind, dann kann die Aufgabe lauten, entweder zu einem 
bestimmten Teilpunkt P das Teilverhältnis Я aufzusuchen, oder für 
ein bestimmt vorgeschriebenes Я den Teilpunkt P zu ermitteln. Beide 
Aufgaben sind linear und wie alle linearen räumlichen Aufgaben 
recht einfach mit Hilfe der Vektoren zu lösen. (Man hätte natur

gemäß eine Lösung auch dadurch erhalten, 
daß man den Gedankengang in Nr. 72 von 
den zwei Koordinaten der Ebene auf die 
drei des Raumes erweitert.) Bezeichnet man 

p* die Vektoren von einem fest gewählten Null
punkt О aus zu den Punkten Px, P2, P mit

e) R —6, X = — 2, Y = 5.

P.

P

*}
Abb. 286.
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ï1, r2, ï, so sind die Vektoren PP, und PP., durch —bzw. 
— X —j—12 dargestellt. In der Vektorenspraohe nimmt die Definition 
des Teil Verhältnisses Я = PPX : PP2 oder PPt — Я • PP2 die Form an

ti — г = Я(т2 — X) (a)

(b)oder
Я— 1

Man kann beide Gleichungen auf jede der drei Koordinatenachsen 
„projizieren“ und erhält im ersten Fall das Teilverhältnis

X— x1 У—Уi _ z~zi (c)Я = z —z2-x — x2

wenn der Teilpunkt P bekannt ist, und umgekehrt den Teilpunkt P 
durch seine Koordinaten

У — Уг

„ _ l_y*~l±
У Я— 1 ’

Az2—3 

Я — 1 ’ (d)

wenn Я gegeben ist.
Ist speziell der Mittelpunkt P der Strecke PXP2 gesucht, 

so erhält man mit Я = — 1 dessen Koordinaten in der Form

I = ï2)
oder

* = + У = \{Vi + У 2)- * = ł(*i + **)» (e)
in Worten:

Die (cartesischen sowohl wie vektoriellen) Koordinaten des Mittel
punktes einer Strecke Px P2 sind das arithmetische Mittel der Koordi
naten der Endpunkte.

Beispiel: Unter welcher Bedingung schneidet der Radius
vektor 0P3 die Strecke PXP2?

Es muß sich auf OP3 ein Punkt P finden lassen, der gleich
zeitig auch auf PXP2 liegt. Als Teilpunkt der Strecke PXP2 hat er 
die Koordinaten

x = kXf ,
Я—-1

,у_ЯУ2— Уг
у —Г-~Г

_ Яг, — zx
Z“T=г»

wo natürlich Я unbekannt ist und auch bleiben kann. Gleichzeitig 
ist P auch ein Punkt auf dem Radiusvektor OP3 und hat daher 
die Koordinaten

У = 6У a, z= pz3.
wo wieder p unbestimmt bleibt. Faßt man beide Gleichungsgruppen 
zusammen, so erhält man als zusammengehörig

q(X—1)x3 = Xx2 — x1, р(Я —1)2/3 = Яу2 — у1, eft—1)23 = Яг2 — z,
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und daraus durch Elimination von q und Я, wenn man g(A—1) als 
erste Unbekannte betrachtet und Я als zweite, nach (50 b)

жз — *2 Xx !
2/з — У 2 Ух I
Z3 — Z2 Z1 !

als gesuchte Bedingung dafür, daß der Radiusvektor OP3 die Strecke 
PXP2 schneidet.

Aufgabe a) und b) Gesucht ist der Mittelpunkt der Strecke PiP2 
a) Px — 0j019, P2 = 1 1011 ; b) Px = fi 1 15, Pa = — 8|4|1. 

Lösung: a) 1015 b) ^|$|3.
Aufgabe c) Gesucht ist der durch * —ri-(-t2— T3 definierte Punkt P. 

Wie liegt er gegenüber dem durch , r2, t3 definierten Dreieck?
Lösung: Man schreibt | (t-|-*з) — ł (*i “b *2) und ersieht daraus, daß 

der Mittelpunkt der Strecke PP3 auch gleichzeitig Mittelpunkt der Strecke Pl P2 
ist; dann ergänzt P das Dreieck P1P2P3 zu einem Parallelogramm.

m1rL-f-m2r2
mi + m2

der Strecke PXP2 führt, der dieselbe im Verhältnis —m2 : mr teilt.
Lösung: Wenn der Punkt P die Strecke im Verhältnis Я—-— rn2 : то, 

teilt, so führt zu ihm der Vektor
ЛГ2 —t!r__._______

*1 Ух Z1

X2 У2 Z2
X3 Уз Z3

= 0 oder = o-

zu einem Punkt P aufAufgabe d) Man beweise, daß Г

t __ *"»*» + ”*1*1
m2 4" ml

195. Durch eine feste Gerade gibt es oc1 Ebenen, die in ihrer 
Gesamtheit ein Ebenenbüschel bilden. Man kann diese Tatsache 
auch aviso rücken: Eine Ebene durch eine feste Gerade hat nur einen 
einzigen Freiheitsgrad, nur eine Bewegungsmöglichkeit, nur eine Ko
ordinate. ihre Lage ist durch Angabe von nur einer Zahl vollständig 
bestimmt. Als Koordinate der Ebene eines Büschels könnte man 
etwa den Neigungswinkel wählen, den sie mit einer festen Ebene 
dieses Büschels bildet.

Eine Ebene durch einen festen Punkt hat zwei Koordi
naten. das heißt man benötigt zwei Zahlen, um ihre Stellung voll
ständig anzugeben. Schreibt man ihr z. ii. noch einen Punkt vor, 
so hat man nach dem eben Erwähnten nur mehr eine Bedingung 
zu erfüllen, etwa sie soll eine gegebene Fläche berühren oder sie 
soll noch durch einen dritten Punkt hindurchgehen. Man kann da
für auch sagen: eine Ebene durch einen festen Punkt hat zwei 
Freiheitsgrade oder Bewegungsmöglichkeiten, oder auch: durch einen 
festen Punkt gibt es oc2 Ebenen. Diese oc2 Ebenen durch einen 
festen Punkt bilden in ihrer Gesamtheit ein Ebenenbündel. Die 
einzelnen Ebenen eines Bündels unterscheiden sich nur durch ihre 
Stellung. Der Begriff ..Stellung'* oder ..Richtung“ einer Ebene steht

m2oder mit — m1
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also hier im Gegensatz zu „Lage“. Als Maß der Richtung oder 
Stellung einer Ebene führt man ihre Richtungswinkel ein, die man 
folgendermaßen definiert:

Stellungs- oder Richtungswinkel einer Ebene 
(oder eines ebenen Elächenstückes) nennt man die Nei
gungswinkel, die sie mit den Koordinatenebenen bildet; 
sie werden von den Koordinatenebenen aus gezählt.

Und weiter:
(a)

Richtungsfaktoren (auch Rieh fcungs werte oder 
Richtungskoeffizienten genannt) einer Ebene nennt man 
die Kosinusfunktionen der Richtungswinkel.

La eine Ebene durch einen festen Punkt bestimmt ist durch zwei 
Zahlenangaben, so folgt daraus, daß die Richtung einer Ebene mit 
Angabe zweier Richtungswinkel bekannt ist, denn zu jeder beliebigen 
Ebene kann man durch einen festen Punkt immer nur eine einzige 
Parallelebene legen. Es muß also zwischen den drei Richtungswinkeln 
a, ß, y. oder was auf das gleiche hinauskommt, zwischen den drei 
Richtungsfaktoren сова, cosß, cos у einer Ebene ein Zusammen
hang existieren. Dessen Auffindung geht von dem Satz (187 b) aus; 
errichtet man zur gegebenen Ebene e eine senkrechte Gerade g in einem 
beliebigen Punkt, so schließt die gegebene Ebene e mit der x-Ebene 
den gleichen Winkel а ein wie die Gerade g mit der x-Achse; das 
gleiche gilt auch von ihren Winkeln ß und y mit der y- und z-Ebene. 
Daraus folgt dann:

(b)

Eine Gerade und eine ihr senkrechte Ebene haben 
gleiche Richtungswinkel, daher auch gleiche Richtungs
faktoren. (<0

Man drückt diese Tatsache wohl auch in der kurzen Sprechweise aus:
Eine Gerade und eine zu ihr senkrechte Ebene 

haben gleiche Richtung, №
und denkt, wenn man von Richtung einer Ebene spricht, immer 
an die Richtung einer zur Ebene senkrechten Geraden. (Die Kon
sequenz dieser Betrachtung ist dann die, daß man ein Flächenstück 
ebenso wie eine Strecke als Vektor behandeln darf, denn dieses 
Flächenstück hat einen Zahlenwert und eine Richtung, also das, was 
den Inhalt eines Vektors ausmacht. Im nächsten Kapitel wird auf 
diese neue Art von Vektoren noch näher eingegangen.) Dann gilt 
ebenso wie bei einer Geraden die Beziehung zwischen den drei 
Richtungsfaktoren cos a, cos ß, cos;» einer Ebene, nämlich die Rieh- 
tungsformel

cos* а -J- cos8 ß -4- cos8 у = 1. (e)
27Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.
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Beispiel: Eine Ebene e sei gegeben durch ihre drei Richtungs
faktoren cos a. cos ß, cos y sowie durch ihren Abstand p vom Null

punkt. Gesucht ist der Abstand d eines 
beliebigen Punktes P—-x\y\z von dieser 
Ebene.-

A*

Der Abstand d soll immer von der 
Ebene aus zu dem gegebenen Punkt ge
zählt werden, woraus sich der Pfeil dieser 
Strecke in der Abbildung erklärt. Vom 
Nullpunkt aus geht man zum Punkt P auf 
zwei verschiedenen Wegen, wie das die 

Pfeile der Skizze andeuten. Dann erhält man mit Benützung von 
Vektoren

%

h
------------ 1

Abb. 287.

die Lote p und d auf die Ebene sind parallel, beide haben die 
nämlichen Richtungsfaktoren cos ft, cos ß, cosy wie die gegebene 
Ebene, der Vektor e liegt in der Ebene. Projiziert man vorstehende 
Gleichung auf p oder d, so erhält man wie in Nr. 192

p -\-0-\-d — x cos et -j- y cos ß -f- z cos y 
und damit den Abstand des Punktes P von der Ebene

(f)d = X cos « -f- y cos ß -\-z cos y — p.

190. Ein Punkt P' auf der Einheitskugel, siehe Nr. 192, ist das 
Bild einer bestimmten Richtung, nämlich der Richtung OP', wenn 
0 der Mittelpunkt der Einheitskugel. Ist diese Richtung gegeben durch 

ihre Richtungsfaktoren cos ft, cos ß, cos y, so hat der 
Punkt P' auf der Einheitskugel die Koordinaten 
P' ~ cos ct ! cos ß [ cos y. Zwei verschiedene Richtungen, 
gegeben durch ihre Richtungsfaktoren cos <tx, cos ß 

p< eosy, und cos «2, cos/?2, cosy2 finden ihre Bilder 
durch die Punkte Р/ = cos | cos ßx | cos yx und 
P2' = cos «2 j cos ß2 \ cos y2 auf der Einheitskugel. Die 
beiden Punkte P/ und P2' haben eine wirkliche 

Entfernung d und eine Winkel- oder Bogenentfernung ïï auf der 
Einheitskugel, denn Winkel werden ja gemessen und dargestellt durch 
Bögen auf dem Einheitskreis. Die wahre Entfernung d kann man 
einmal nach dem Kosinussatz eribitteln in der Form

d2 = rß -j- rß — 2 rxr2 cos ïï = 2 (l — cos ß), 

weil гг — 1 =r2 ist; andrerseits nach (193a) und (193c) in der Form 

d2 — (cos a2 — cos «J8 -{- (cos ß2 — cos ßßf -f- (cos y2 — cos yxf 
= 2 [1 — (cos cct cos ft2 -f- cos ßx cos ß2 -f- cos yx cos y2) J.

Pi

rv 1 ’

0‘
Abb. 288.

(a)
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wenn man ausrechnet und die Richtungsformel benützt. Der Ver
gleich beider Formeln liefert für die Winkelentfernung # der Punkte 
Р/ und P2'

cos # — cos ax cos a2 -)- cos ßx cos ß2 -J- cos y1 cos y2.

Diese Winkelentfernung # der beiden Punkte ist gleichzeitig auch 
der Winkel zwischen zwei Richtungen oder zwischen zwei Strecken 
oder Geraden in diesen Richtungen. Auch der Winkel zwischen 
zwei Ebenen ist durch diese Formel bestimmt, denn zwei Ebenen 
schließen den gleichen Winkel ein wie zwei zu ihnen senkrechte 
Gerade. Man faßt somit zusammen: Der Winkel # zweier Strecken 
oder Geraden oder zweier Ebenen mit den Richtungsfaktoren 
cosuj, cos/ifj, cosy1 und cos«2, сов ß2, cos y2 ist bestimmt durch

cos# = cosa^cosag -}- coeßlcosß2 + cosj^cosyg- 

Für manche Zwecke ist es erwünscht, noch eine Formel

(b)

8in I # = l у (cos «2—cos ßj)2 -f- (cos ß2—cos ßßß -f- (cos y2 — cos y^f (c)

zu haben, die elementar aus sin |# = | У 2 (1 — cos#) in Verbindung 
mit (a) abzuleiten ist.

Beispiel a) Man drücke den Winkel # zweier Strecken R1 und R2 
allein durch diese Strecken und ihre Achsenprojektionen aus.

Die erste Strecke hat die Achsenprojektionen A1? Y 
und damit nach (193b) die Richtungsfaktoren Xt : R1, Yt: Rt, Z1 : Rl] 
entsprechend hat die zweite Strecke die Richtungsfaktoren X0 :R2, 
Y2 : R2, Z2 : R2. Dann ist die Winkelentfernung # der beiden Strecken, 
das heißt der Winkel # von der ersten zur zweiten Strecke be
stimmt durch

1 ’

xiX2+ yxy2 4- zxz2cos # (d)Rx R2

Aufgabe a) Von zwei Geraden hat die erste die Richtungswinkel 60°, 
60°, yx, die zweite 45°, 45°, y2; welchen Winkel schließen sie ein?

Lösung: Die erste Gerade hat die Richtungskoeffizienten cos 60°, cos 60°, 
cosj"j oder Y cos yx ; die.Richtungsformel liefert cos — i vł • Entsprechend 
sind die Richtungskoeffizienten der zweiten Geraden 0.

Damit wird cos ê = | -y/f -j- \ yj\ 4; ■ 0 = y/1 oder # =. 45 °.
Aufgabe b) Welchen Winkel schließen die Strecke P\P2 und der Vektor 

t = 2 ij —i2 — 2 i3 ein, wenn Px = 0 j 012 und P2 — 3111 — 1 ?
Lösung: Die Strecke PXP2 hat die Projektionen V = 3,-Y =1, Z~ — 3, 

R = \/19 und cos ax = 3 : vÏ9, cos ßx = 1 : \/l9, 0087!== — 3:\/l9. Derworaus
Vektor r hat die Projektionen 2, 1, —2, also den Zahlenwert 3 und damit die 
Richtungskoeffizienten cos a2 = 2 : 3, cos/?2= 1 : 3, cos7a =— 2:3. Daim er
hält man cos # — (3-2 -j- 1 • 1 —3 — 2) : 3 ^19 = 13:3 у/19.

27*



420 Lineare Gebilde des Raumes in analytischer u. vektorieller Behandlung.

Stellen die beiden Geraden gx und g2 bzw. »die beiden Strecken 
und R2 oder die beiden Ebenen ex und a2 mit den Richtungs

faktoren cos al, cosßx. cos yx und cos a2. cos ß2, cos y2 zueinander 
senkrecht, so wird d — 90° und damit

COS COS Uo -j~ cos ß1 cos ß2 -|- cos yx cos y2 — 0.

Sind aber die beiden Geraden bzw. die beiden Ebenen parallel zu
einander, so haben sie die gleichen Richtungsfaktoren, es gilt

cos ßx = cos ß

(e)

(f)cos yx — cos y2.

Das Senkrechtstehen von zwei Geraden oder von zwei Ebenen 
ist sonach durch eine einzige Beziehung zwischen den zwei Geraden 
bzw. Ebenen zum Ausdruck gebracht; das Parallellaufen aber durch 
zwei Beziehungen, denn mit cosn1 = eosa2, oosß1 — cosß2 ist selbst
verständlich auch cos yx = cos y2. Verlangt man also daß eine 
Gerade g2 zu einer Geraden gx parallel sein soll, oder eine Ebene e2 
parallel einer anderen Ebene tx. so sind in dieser Forderung zwei 
zu erfüllende Gleichungen enthalten; dagegen nur eine, wenn man 
verlangt, daß zwei Ebenen ex und e2 oder zwei Gerade gx und g2 
zueinander senkrecht stehen sollen.

cos ax — cos «2. 2 ’

Soll eine Gerade g mit den Richtungsfaktoren cos«!, cos/?1. 
cos yx zu einer Ebene e mit den Richtungsfaktoren cos «2, cos ß2. 
cos y2 senkrecht stehen, so sind in dieser Forderung wieder die zwei 
zu erfüllenden Gleichungen

cos ßx — cos ß 2,

enthalten, daß nämlich die Gerade und die Ebene die gleiche Rich
tung haben. Soll die Gerade g aber parallel • sein zur Ebene e, so 
heißt das soviel wie sie soll senkrecht sein zu einer Geraden g, die 
von gleicher Richtung ist wie die Ebene, es muß also dann nur die 
einzige Bedingung (e) erfüllt sein. Wenn eine Gerade von der Rich
tung cosa, cos/5, cos y parallel ist zu einer Ebene, so hat man 
dafür die Sprechweise: die Ebene enthält die Richtung cosa, 
cos/?, cos y.

Beispiel b): Welche Beziehung besteht zwischen den Projektionen 
zweier Strecken Rx und R2, wenn diese zueinander senkrecht stehen?

Man stützt sich auf das vorausgehende Beispiel; mit 0 = 90° 
oder cos # — 0 wird

cos yx = cos y2coeal — co8 a2

(g)Yx Y2 + ZxZ2 = Q.

Beispiel c) Wenn die beiden Strecken Rx und R2 parallel sind, 
wie viele und welche Beziehungen bestehen dann zwischen den Pro
jektionen der beiden Strecken?



Geht man hier von der Formel (d) aus, so kommt man auf eine 
umständliche Rechnung. Man schließt hier unmittelbar: beide Strecken 
sind parallel, folglich haben sie gleiche Richtungsfaktoren

z1=3
R2

Y Y
1   f 2X,^X2

Ę r2 ’ R, Д,’
Scheinbar sind das wieder drei Gleichungen, in Wirklichkeit ist aber 
die letzte Gleichung liur eine Folge der beiden ersten, wie eine 
elementare Rechnung mit Hilfe von Nr. 193 erweist. Da nur die 
Projektionen verwendet werden sollen, so schreibt man die voraus
gehenden Gleichungen entweder in der Form

X1:Y1:Z1=X2:Y2:Z2 bzw. Xl:X2 = Y1:Y2 = Z1:Z2 

oder praktischer mit Einführung eines Proportionalitätsfaktors

xi = 9X2, = z1 = qZ2-
Dieser Faktor q ist, wie die Ausgangsgleichuiig ersehen läßt, das 
Verhältnis Rг : R2 der Zahlenwerte der Strecken.

Aufgabe c) Gesucht ist eine Richtung cosa, cosß, cosy, die senkrecht 
zu zwei gegebenen Richtungen cosa], cos/91; eosyj und cosa2, cos/?2, cos y2 steht. 

Lösung: Nach (e) muß von der gesuchten Richtung gelten 
COS <X • COS (Zj -)- cos ß • cos /h -)- cos у • cos уг = 0 
cos а • cos a2 -(- cos ß • cos ß2 -(- cos у • cos y2 = 0.

Für die unbekannten Richtungskoeffizienten hat man sonach zwei lineare 
homogene Gleichungen, aus denen man ihr Verhältnis

cos ax cos /h cos yx ! 
cos a2 cos ß2 cos y2 j

(b)

(i)cos а : cos ß : cos у = 

nach Nr. 50 ermitteln kann.
Aufgabe d) Man löse die vorstehende Aufgabe für den Fall 
cos (X-i : cos ßx : cos yx = 2 : 8 : 1 cos a2 : cos ß2 : cos y2 =1:2:3. 
Lösung: Mit Einführung von Proportionälitätsfaktoren und g2 schreibt 

man cosa1 = 2ß1, cos/?1 = 3g1, cosy1 = lß1 und eosa2=lß2, cos/?2 = 2g2, 
cos у2 = 3 g2 ; dann wird

und

Qi Icos а : cos ß : cos у = — t Qi £2 : — ^ Qi Q2 '• Qi Q2

= 7 : — 5:1,
COS У = Q.

3f?2 i

oder cos а = 7 g,
Mit Hilfe der Richtungsformel erhält man p2 -75 = 1 und daraus

cosß— — 5 Q,

7
COS /? = _!_ -J_z rosr=±_L_,cosa

- V75 ’ V75 ’

wo entweder nur die oberen oder nur die unteren Vorzeichen zu wählen sind.

197. Bei Aufgaben über Raumelemente (Ebene, Gerade, Punkte) 
achte man immer darauf, wieviel Bedingungen dem gesuchten Element

Richtung, Strecke, Gerade. Ebfene. 421
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vorgeschrieben sind. Der Anfänger sieht nicht ohne weiteres, daß 
z. B. in der Forderung, eine Gerade soll durch zwei gegebene Punkte 
gehen, vier Bedingungen enthalten sind ; er wird sehr oft voreilig nur 
zwei Bedingungen erblicken. Er beachte aber, daß eine Gerade durch 
einen festen Punkt zwei Freiheitsgrade hat, oder in anderer Aus
drucksweise, daß es durch einen festen Punkt im Raum oc2 Gerade 
gibt (die sich alle nur durch die Richtung unterscheiden, siehe Nr. 192). 
In der Ebene war das anders, dort gab es durch einen Punkt nur 
oc1 Gerade; schreibt man sonach in der Ebene einer Geraden einen 
Punkt vor, so hat man ihr nur eine Bedingung vorgeschrieben; und 
schreibt man ihr zwei Punkte vor. so hat man ihr die beiden Frei- 
heitśgrade genommen, die sie in der Ebene hat, und erhält dem
nach eine ganz bestimmte Gerade.

Im Raum gibt es oo3 Punkte, ein Punkt im Raum ist also 
durch drei Bedingungen bestimmt. Verlangt man beispielsweise, daß 
der Punkt auf zwei vorgeschriebenen Flächen liegen soll, so ist er 
dadurch noch nicht bestimmt; es gibt oc1 Punkte, die dieser Forde
rung genügen; in ihrer Gesamtheit bilden sie die Schnittkurve der 
beiden Flächen. Verlangt man, daß der Punkt auf einer vorgeschrie
benen Fläche und auf einer vorgeschriebenen Kurve liegen soll, so 
ist er dadurch bestimmt: durch die erste Forderung hat man ihm 
einen Freiheitsgrad genommen, durch die zweite zw'ei, somit durch 
beide Forderungen seine drei Freiheitsgrade. Und würde man ver
langen, daß der Punkt auf zwei vorgeschriebenen Kurven liegen soll, so 
hätte man vier Bedingungen gestellt, die der Punkt im allgemeinen 
nicht erfüllen kann.

Eine Ebene durch eine feste Gerade g hat nur einen einzigen Frei
heitsgrad, man kann ihr sonach nur eine einzige Bedingung vor
schreiben. etwa sie soll eine gegebene Fläche berühren, oder durch einen 
gegebenen Punkt hindurchgehen. Denn wenn man einer Ebene einen 
bestimmten Punkt vorschreibt, so hat man ihi dadurch (anders als 
bei der Geraaen) nur eine einzige Bedingung vorgeschrieben. Oder 
man kann verlangen, daß die Ebene durch diese feste Gerade g eine 
gegebene Richtung enthalten, das heißt einer gegebenen Richtung 
oder Geraden parallel sein soll. Man verwechsle diese Forderung 
aber nichu mit derjenigen, daß man der Ebene eine bestimmte Rich
tung vorschreibt, indem man etwa verlangt, sie soll einer gegebenen 
Ebene parallel sein oder senkrecht zu einer gegebenen Geraden 
stehen. Man merke wohl, daß man einer Ebene durch ihre 
Richtung zwei Bedingungen vorschreibt.

Eine Ebene durch einen festen Punkt P0 hat zwei h’reiheits- 
grade, folglich kann man ihr noch zwei Bedingungen vorschreiben, etwa 
sie soll einer gegebenen Ebene parallel sein oder sie soll zu einer
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gegebenen Geraden senkrecht stehen. In beiden Fällen hat man ihr 
die Richtung .vorgeschrieben. Verlangt man, daß sie eine gegebene 
Richtung enthalten, das heißt zu einer Geraden mit dieser Richtung 
parallel sein soll, so hat man ihr durch diese Forderung eine einzige 
Bedingung vorgeschrieben; man braucht nur durch den festen Punkt P0 

eine Gerade von der gegebenen Richtung zu ziehen, dann erfüllen 
alle Ebenen durch diese Gerade die aufgestellte Forderung. Würde 
man aber verlangen, sie soll zwei gegebene Richtungen enthalten, das 
heißt zu zwei Geraden mit gegebenen Richtungen parallel sein, so hätte 
man ihr dadurch zwei Bedingungen vorgeschrieben und so die beiden 
Freiheitsgrade genommen; man brauchte nur durch den festen Punkt P0 

zwei Gerade mit den gegebenen Richtungen zu ziehen, dann wäre 
durch diese beiden Geraden die Ebene bestimmt.

Wenn man einer Ebene einen Punkt verschreibt, dann hat man 
ihr einen Freiheitsgrad genommen. Folglich kann man der Ebene 
durch P0 noch zwei weitere Punkte Px und P2 vorschreiben. Ob man 
sagt, die Ebene soll durch zwei Punkte Рг und P2 gehen, oder ob 
man sie durch die Gerade PxP2 gehen läßt, ist ganz gleichwertig. 
Man merke also, daß man einer Ebene zwei Bedingungen 
vorschreibt, wenn man sie durch eine gegebene Gerade 
gehen läßt.

Wieviel Ebenen gibt es nn Raum? Oder wenn man die Frage 
umformt, wieviel Freiheitsgrade hat die Ebene im Raum; oder durch 
wieviel voneinander unabhängige Zahlen wird die Lage einer be- 
lieuigen Ebene im Raum festgelegt? Offenbar bereits durch drei, 
etwa wie meist in der darstellenden Geometrie durch Angabe der 
drei Abschnitte a, b, c, die sie auf den drei Koordinatenachsen bildet. 
Eine Ebene im Raum hat sonach drei Freiheitsgrade oder Koordinaten, 
man kann ihr drei Bedingungen vorschreiben, im Raum gibt es 
cc3 Ebenen. Mail kann beispielsweise verlangen, sie soll zwei ge
gebene Kugeln berühren und durch einen gegebenen Punkt P0 gehen. 
Oder sie soll zwei gegebenen Geraden parallel sein und eine gegebene 
Fläche berühren usw.

Aufgabe a) Kann man durch eine gegebene Gerade g, eine Ebene 
senkrecht zu einer Geraden g2 legen?

Lösung: Im allgemeinen nicht; man hat der Ebene zwei Bedingungen 
durch die gegebene Gerade gl vorgeschrieben und wTeitere zwei durch die Forde
rung, sie soll zu der Geraden g2 senkrecht sein. Denn diese letzte Forderung 
sagt, daß die Ebene die gleichen Richtungsfaktoren hat wie die Gerade g.,.

In einer festen Ebene hat die Gerade g zwei Freiheitsgrade. 
Man kann ihr daher in dieser festen Ebene zwei Bedingungen vor
schreiben. Naturgemäß müssen dieselben miteinander verträglich sein. 
Man kann beispielsweise nicht verlangen, daß die gesuchte Gerade einer
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beliebig gegebenen Geraden schief zur festen Ebene parallel sein soll. 
Durch diese Forderung hat man zwar zwei Bedingungen vorgeschrieben, 
die aber im vorliegenden Fall nicht verträglich sind, weil die Gerade 
aus der gegebenen festen Ebene heraustreten müßte.

Die Gerade durch einen festen Punkt P0 hat zwei Freiheits
grade und kann so zwei an sie gestellten Bedingungen genügen. 
Wie bei der Ebene ist zu merken, daß man der Geraden im 
Raum durch ihre Richtung zwei Bedingungen vorschreibt. 
Man kann beispielsweise verlangen, daß die Gerade durch den Punkt P0 
parallel sein soll einer gegebenen Geraden, denn dadurch hat man 
ihr die gleiche Richtung vorgeschrieben; oder daß sie senkrecht 
stehen soll zu einer gegebenen Ebene, weil sie dann die nämliche 
Richtung hat vie diese Ebene. Sagt man aber, die Gerade soll zu 
einer gegebenen Ebene parallel sein, oder sie soll zu einer gegebenen 
Geraden senkrecht sein, so hat man ihr mit jeder dieser Forderungen 
nur eine einzige Bedingung vorgeschrieben. Weiter ist zu merken, 
daß man durch einen Punkt der Geraden im Raum zwei Be
dingungen vorschreibt. Weiter oben ist das bereits dargelegt.

Aufgabe b) Kann man durch den gegebenen Punkt P0 eine Gerade 
, legen, die auf einer gegebenen Geraden g' senkrecht stehen und gleichzeitig 

durch den Nullpunkt gehen soll?
Lösung: Im allgemeinen nicht. Man hat der Geraden eine Bedingung 

vorgeschrieben durch die Forderung, sie soll zu g' senkrecht stehen und zwei 
weitere durch die Forderung, sie soll durch den Nullpunkt gehen. Drei Be
dingungen kann man aber einer Geraden durch P0 nicht vorschreiben.

Im Raum hat die Gerade vier Freiheitsgrade; oder in anderer 
Form: es gibt im Raum oo4 Gerade; oder: die Lage einer beliebigen 
Geraden im Raum wird durch vier voneinander unabhängige Zahlen 
festgelegt. Da nämlich eine Gerade im Raum durch Grundriß und 
Aufriß gegeben ist und ihre Grundrißprojektion ebenso wie die Auf
rißprojektion jede für sieh zwei Freiheitsgrade hat. so ergeben sich 
daraus die vier Freiheitsgrade der Geraden selbst. Oder man kal
kuliert etwa: Die Gerade ist im Raum durch Grundriß- und Aufriß
spur bestimmt, jede dieser beiden Spuren aber selbst wieder durch 
zwei Zahlenangaben, und somit die Gerade selbst durch vier Zahlen
angaben. Man kann demgemäß der Geraden im Raum vier Be
dingungen vorschreiben. Etwa: sie soll durch einen gegebenen Punkt 
gehen (zwei Bedingungen) und zu einer gegebenen Ebene senkrecht 
sein (zwei Bedingungen). Oder: die gesuchte Gerade soll zwei ge
gebene Gerade schneiden und eine gegebene Richtung haben. Oder: 
die gesuchte Gerade soll drei gegebene Gerade schneiden und einer 
gegebenen Ebene parallel sein. Oder: die gesuchte Gerade soll vier 
gegebene Gerade schneiden usw.



(a)n-n — ка,

(й -f- Ь) n = an -|- bn. 
о (т -j- п) — am -|~ ап.

Dieses elementare Produkt bietet somit nichts Neues, es ist auf 
das elementare Produkt ab zurückgeführt, es ist nichts anderes als 
eine geometrische oder graphische Summe mit gleichen Summanden. 
So ist es auch leicht erklärlich, daß wir die bisher auftretenden 
Vektoren, wie 3ix, 2.4t2, —2i3 usw., nicht als Produkte behandelten.

Ist nun aber n oder 
m keine natürliche Zahl, 
sondern eine negative oder 
eine gebrochene oder eine 
irrationale Zahl, so wird ~л 
man den nämlichen Gedan- x 
kengang anwenden wie im 
ersten Abschnitt dieses 
Buches und ausgehend von 
der Gültigkeit der obigen 
Sätze für natürliche Zah
len m und n durch pas
sende Definitionen die Gül
tigkeit für beliebige Zahlen 
erweitern und so allgemein
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Abb. 289. L. E. 5 mm.
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Elementare Produkte und Quotienten mit Vektoren. Arbeit 
und skalares Produkt. Das Flach als Vektor. Moment und 

vektorielles Produkt.
198. Setzt man n als natürliche Zahl voraus, so definiert die 

Eie m entarmathem ati к

а -n — а -)- a ~j- a -f- . . . -j- a, (n Summanden),
und stößt bei dieser Definition auf keine Schwierigkeiten, 
sprechend sei definiert

tt • n = а —j— а —I— 0x-(- . . . -j- û, (w Summanden),
wonach а • n sich als eine fortgesetzte Summierung und damit als ein 
elementares Produkt erweist. Wenn wir noch weiter festsetzen, daß

na — an

den nämlichen Vektor vorstellt, so folgt aus diesen beiden Defini
tionen. daß die nämlichen Sätze wie beim elementaren Produkt ab 
gelten, siehe Nr. 3. also hier

Ent-

i

---4
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entwickeln, daß die obigen Sätze immer gelten, solange m und n 
überhaupt reelle Zahlen sind, (m und n als komplexe Zahlen im 
allgemeinsten Fall zu betrachten, haben wir keinen Anlaß, obwohl 
selbstverständlich nichts im Weg steht, auch mit komplexen Vektoren 
zu rechnen, die dann allerdings geometrisch zunächst nicht darstell
bar wären.)

Aufgabe a) mit d) Man konstruiere in senkrechter und axonometri- 
scher Darstellung die Vektoren

a) 2V-|-8i2 + 3t3> b)2i2+2i3, <5)2^ —l,5t3, d) 2ix — 2Ц — 3t3.
Lösung: Der erste Vektor hat in den drei Achsenrichtungen die Kom

ponenten -j-2, -4-3, —f—3. Seine Lage im Raum ist belanglos, in der Abbil
dung ist er als Vektor a von einem beliebig gewählten Punkt A auf der y-Achse 
aus abgetragen, so daß seine Projektionen ax = 2, a2~ 3, a3 — 3 sind. Die 
andern Vektoren sind von beliebig gewählten Punkten В, C, D aus abgetragen.

TJnter der Voraussetzung, daß die beiden Vektoren 91 und SB 
gleichgerichtet sind und n eine reelle Zahl ist, wird der Quotient

9(
— n definiert als diejenige Zahl, mit der man SB

multiplizieren muß, um 91 zu erhalten. In dieser Definition ist die 
einfache Tatsache ausgedrückt, daß der Vektor 91 das n-fache des 
Vektors В ist. Durch die Definition ist keine neue Operation ge
schaffen, ebensowenig wie durch das elementare Produkt wB; der 
Quotient 9t:В ist ein elementarer Quotient genau so wie a: b der 
reellen Zahlen a und b, es gelten somit für diesen Quotienten 91 : В 
genau die gleichen Regeln wie für denjenigen der Zahlen a und b. 
Es sei aber ausdrücklich nochmals darauf hingewiesen, daß 9t und В

gleichgerichtet sein müssen.
199. Legt ein materieller Punkt m, 

an dem eine Kraft P angreift, den gerad
linigen Weg s zurück und bleibt auf diesem 
Weg s die Kraft P nach Größe und Rich
tung konstant, so definiert man in der 
Mechanik als Arbeit der Kraft P auf dem 
Weg s das Produkt aus Kraft mal Weg mal 
Kosinus des Winkels von P nach s. Be

zeichnet man diese Arbeit mit A, so ist also nach Abb. 290
A = P -s- cos (p.

P-s cos(p = P-s',
so ergibt sich daraus eine andere Formulierung der Größe A, näm
lich: Arbeit ist das Produkt aus Kraft und Wegprojektion; natürlich 
ist die Projektion auf P gemeint, und zwar die senkrechte. Ebenso 
kann man schreiben

9t : B — n oder
В

Pa

s'l

Abb. 290.

(a)
Wenn man schreibt

(b)
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A — s -P cos çp~s-P\
Arbeit ist das Produkt aus Weg mal Kraftprojektion.

Beispiel a) Es ist im Fall der Abbildung
291) P= 500 kg, s= 2,5 m. P' =
292) P= 500 kg, s = 3 m,
293) P= 400 kg, 8 = 3 m,
294) P — 1100 kg, s = 1,5 m, P' — — 1000 kg, A = — löOOmkg,

den Richtungssinn in Richtung des Weges s positiv wählt.

(<0

500 kg, A == 1250 mkg,
P' = — 500 kg, A = — 1500 mkg, 
P' = 0, A = 0,

wenn man

Pn
p’ m ^^s I

I И

Abb. 291. Abb. 293. .
L. M. 1 : 200, K. M. 1 mm = 50 kg.

Abb. 292. Abb. 294.

Will man den Begriff „Arbeit“ in der Sprechweise der Vektoren 
zum Ausdruck bringen, so denkt man zunächst daran, daß durch 
Angabe der Vektoren Kraft und Weg oder in der vektoriellen Schreib
weise durch Angabe der Größen und § der Winkel q> von S|$ 
nach § schon mitbestimmt ist. Denn durch die Schreibweise 1(5 ist 
ja auch die Richtung der Kraft P zum Ausdruck gebracht, ebenso 
diejenige des Weges s durch die Schreibweise §. Folglich ist durch 
das Bekanntsein von ^5 und § auch der Winkel von ^ nach 3 

bekannt. Nun wird man wie bei' der Definition der graphischen 
Summe zweier Vektoren überlegen: Der Begriff „Arbeit“ tritt in 
der Mechanik so oft auf, daß sich für ihn eine möglichst einfache 
Schreibweise und Sprechweise empfiehlt. Man nehme einmal an, 
es trete in einer größeren Rechnung der Ausdruck \a x2 -j- b x -j- c 
recht oft auf. Man wird dann nicht ermangeln, für diesen Ausdruck 
ein einfacheres abkürzendes Zeichen, ein Symbol zu setzen, etwa wr 
statt Уах2 -j- hx -j- c, und künftig immer mit wx rechnen statt mit 
diesem Wurzelausdruck. Entsprechend wird man für den Ausdruck 
Ps cos ąi ein Symbol einführen. Um einige Vorschläge zu machen, 
man könnte etwa setzen Ps oder oder oder ^ X § usw. Man 
hat sich jetzt meist auf die symbolische Schreibweise Ц53 geeinigt. 
Neben dieser wollen wir aus Gründen, die später ersichtlich werden, 
auch die Schreibweise Ps gebrauchen und festsetzen: Mit dem Sym
bol Ps oder soll die Arbeit A der Kraft P auf dem Weg s zum 
Ausdruck gebracht werden, so daß also

А = Рз — Щ% — P ■ s- cos (p. (d)
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Dieses Symbol 1$§ oder Ps nennt man das skalare Produkt der 
Vektoren | und §. Man beachte wohl, daß das nur ein Name ist!

ist nie und nimmer ein Produkt, so wie die Mathematik der 
Zahlen es meint. Man nennt dieses Symbol nu~ deswegen Produkt, 
weil für dasselbe Formeln existieren, die denen eines wirklichen 
Produktes entsprechen, und man nennt es speziell skalares Produkt, 

weil das Resultat Pacos 99 eine skalare, eine 
richtungslose Größe ist. Dem Namen Produkt 
entspricht auch die Schreib- und Sprechweise 
1$§, „1J5 mal § skalar“ oder kürzer und besser 

skalar“. Die andere Schreibweise Ps läßt 
den Irrtum, als ob man es mit einem wirk
lichen Produkt zu tun hätte, eher vermeiden. 
Man wird aber trotzdem auch meist sagen „P 
mal s skalar“ statt richtiger „P s skalar“. 

Sieht man nun von der oben angegebenen speziellen Bedeutung 
der Vektoren in einem skalaren Produkt ab, definiert sonach 5( und 18 
einfach als Vektoren, so wird man entsprechend dem Vorausgehenden 
das „skalare Produkt“ 5H8 oder in der andern Schreibweise Aß defi
nieren als wirkliches Produkt der Zahlenwerte A und В und des 
Kosinus des Winkels von 51 nach 18. in Zeichen

AB — 5(18 = А ■ В • cos 99,

Al I% r
/fr

кг- А
Abb. 295.

(e)
oder mit Hinweis auf Abb. 295

(f)5(18 = AB =A'B
Nach dieser Definition wird also ein skalares Produkt 5H8 zu 

Null, wenn entweder der Vektor Al Null ist; oder wenn der Vektor В 
Null ist; oder wenn die beiden Vektoren A und В senkrecht zu
einander stehen, da in diesem Fall der Winkel von A nach В den 
Wert 90° oder 270° annimmt.

Beispiel b) Wann ist 1) 5(18 = A Bl 2) 5(18 = — AB1 
Lösung: 1) Nach Definition, wenn 00899=1. oder 99 = 0, so

mit die Vektoren A und В gleichgerichtet sind.
2) Wenn cos 99 = —1, oder 99=180° und somit die Vektoren 

A und В entgegengesetzt gerichtet sind.
Das skalare Produkt 5Ш (wofür man aber nicht schreiben soll 

5(2) geht nach Definition über in A2. ist also gleich dem Quadrat 
des Zahlenwertes von 5(. Dementsprechend wird

h 4 — i‘2 L:== Уз== ^ ? 
da die Zahlenwerte der Einheitsvektoren 1 sind. Andrerseits stehen

(g)

die Grundvektoren i15 (2, t3 aufeinander senkrecht, so daß 

U2=y3=Ul = 0> (h)уг=у2=из=о-
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200. Bei einem wirklichen Produkt a-b kann man die beiden 
Faktoren a und Ъ vertauschen; beim skalaren Produkt 31*8 trifft die 
nämliche Regel auch für die beiden Vektoren 31 und *8 zu, so daß man

(a)3t *8 = *831
hat. Das ist leicht einzueehen, da nach Definition

*83i = В А ■ cos (— <p) = BA cos cp31*8 — AB cos cp
ist.

Auch das zweite Hauptgesetz für ein 
wirkliches Produkt, nämlich

(a-\-b')c = ac -{-bc.

к

I

r
findet sein Analogon in dem entsprechen
den Satz i BL

(3t

für das skalare Produkt. Führt man näm
lich für einen Augenblick die graphische 
Summe *R der beiden Vektoren 3t und *8 ein, so hat man

*R = 31 + *8

(b)
Abb. 296.

oder nach dem Projektionssatz

■В' = A’ + B\

wenn man alle Vektoren auf 6 projiziert. Letztere Gleichung multi
pliziert man mit G,

R'C — A'C -f- B'C,

wofür man nach (199 f) schreiben kann

9iG = 3t<54 *8G,
oder wenn man statt Щ wieder 3t *8 schreibt,“Г

(3i+*8)б=зш + »е.
Will man die Bezeichnung Produkt noch weiter entwickeln durch 

die Begriffe ..multiplizieren“ und „Faktoren“, so kann man die be
wiesene Regel in die Worte kleiden:

Eine (graphische) Summe wird skalar multi
pliziert, indem man jeden Summanden skalar 
multipliziert.

Dieses Multiplikationsgesetz kann man erweitern

W

(d)(3t+»)(e+%)=m + m+m + *8$,
indem man etwa (£ = (£ +$ einführt und zweimal die letztentwickelte 
Formel anwendet.



Man beachte wohl, daß das dritte Hauptgesetz des Produktes 
a(bc) — (ab)c auf das skalare Produkt nicht angewandt werden kann; 
21-(236) ist ja gar kein skalares Produkt: 23(1 ist eine gewöhnliche 
Zahl als Resultat eines skalaren Produktes, demnach Sll -K ein ele
mentares Produkt, wenn man 236 = IST setzt. In der Operation 21(236) 
sind eben elementares und skalares Produkt gemischt, es lassen sich 
die vorausgehenden Sätze also nicht anwenden. Nebenbei ist leicht 
einzusehen, daß 21-(25(1) oder 21К ein Vektor von der Richtung 21 
ist, dagegen (2123) • 6 ein Vektor von der Richtung (1. Beide können 
sonach unmöglich gleich sein, außer sie sind gleich Null.

Von den drei Hauptgesetzen des elementaren Produktes gelten 
also für das skalare Produkt nur die beiden ersten, das dritte nicht.

Beispiel: Man drücke 2123 durch die Projektionen von 21 und 
23 auf die drei Grundrichtungen aus.

Der Vektor 21 hat die Projektionen Аг, A2, A3 auf 
Grundrichtungen, entsprechend 23 die Projektionen B},
Dann wird

drei
B3-2 "

und
*®=(А).-мл-млкял+-8л+ад-

Man rechnet nach dem letzten Satz aus und beachtet die Formeln 
(199 g) und (199 h). Dann erhält man

(e)m = A1Bl + A2B2-J-A3B3.

Für die rechte Gleicliungsseite gebraucht man in der höheren Mathe
matik die abkürzende Bezeichnung AB; diese Bezeichnungsweise ist 
ein Grund mit, wenn wir in den folgenden Zeilen zuweilen AB oder 
BA statt 2123 schreiben.

Aufgabe a) Seien ft, b, C die drei Seiten eines 
beliebigen Dreiecks in Vektordarstellung. Von der 
Vektorrelation zwischen й, Ь, C ausgehend beweise 
man den Kosinussatz.

4

<r
4 Lösung: Die Abbildung gibt für die drei als 

Vektoren gedeuteten Dreiecksseiten den Zusammen
hang

fl = b + c
Man multipliziert beiderseits skalar mit ß, 

йй = (Ь-)-С)й oder йft = (Ь -j- С)(Ь С)

Abb. 297.

und beachtet, daß ûft = a2 usw.,
a2=fe2-{-c2-f 2bC

= b2 -j- c2 -f- 2 bc cos (bc),
wo (bc) der Winkel von b nach c ist. In der Abbildung ist angedeutet, daß 
man beide Vektoren vom nämlichen Punkt ausgehen lassen muß, um den 
Winkel (bc) richtig zu bestimmen.
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Aufgabe b) Man drücke, den Kosinus des Winkels y> der beiden Vek
toren und r2 nach P, und P2 durch die Beträge rx und r2 sowie durch die 
Koordinaten von Px und P2 aus (Ebene und Raum).

Lösung: Man bildet das skalare Produkt rxr2 und führt die Projektionen 
beider Vektoren auf die Grundrichtungen ein.

tx hat die Projektionen xx, yx, zx, entsprechend r2 diejenigen x9, y2, z2, 
so daß ebenso wie beim vorausgehenden Beispiel

*1*2 — ÓDh + Vi^2 H~ zib)(æ2^i "4“ У2Ч *2^3)
= *1*2-4 У\У2 + Ч*2

wird. Andrerseits ist nach Definition
tx r2 — rxr2- cos ty,

so daß die Zusammenstellung beider Gleichungen

*1*2 = УгУ2-\-ZX*2
*1*2

die gewünschte Formel gibt. Für eine ebene Aufgabe ist zx — 0 — z2 zu setzen.
Aufgabe c) Man ermittle das skalare Produkt der Einheitsvektoren tx 

und t2', wenn deren Richtungsfaktoren coso^, cosßx, cos yx und cosa2, cosß2, 
cos y2 sind.

cos yj
*1*2

Lösung: - Es ist nach (192a)
V/ = cos ccx -)- t2 cos ßx t3 cos yx, x2 = ix cos a2 -f- i2 cos ß2 -j- i3 cos y2 

und somit nach (e)
Xx' *2 — cos xx 00s а2 -j- cos ßx cos ß2 -j- cos yx cos y2i

andrerseits ist nach Definition r/t2' — 1 ■ 1 -cos.#, woraus sich die bekannte 
Formel (196b) ergibt

cos ■& = cos ocx cos a2 -j- cos ßx cos p2 cos yx cos y2.

201. Irgendein ebenes Flächenstück F im Raum werde ein 
Flach genannt, entsprechend dem Begriff „Vielfach“ statt „Poly
eder“. Wenn dessen Einzeldimensionen für eine gewünschte Aufgabe 
belanglos sind und ebenso seine Lage, man also nur nach dem 
Zahlenwert und nach der Richtung bzw. Stellung im Raum fragt, 
dann besitzt das Flach alle charakteristischen Eigenschaften eines freien 
Vektors, nämlich Zahlenwert und Richtung. In die Richtung ist auch 
mit eingeschlossen der Richtungssinn, wie gleich nach
her zu ersehen ist. Als Richtung einer Ebene und 
damit eines Flaches ist nach Nr. 195 die Richtung 
der zur Ebene senkrechten Geraden oder Strecke 
bestimmt, nach Abb. 298 die Richtung der Strecke A E.
Sei F der Zahl en wert des Flaches, dann ist dieses 
selbst dargestellt durch einen Vektor g, der den Zahlen
wert F hat und senkrecht zum Flach steht. Dieser 
Vektor Flachvektor genannt, ersetzt dann das Flach 
in seinen charakteristischen Eigenschaften Zahlen wert

F

F

A
Abb. 298.
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und Richtung. Wenn es nur auf diese Eigenschaften ankommt, dann 
ist der Flachvektor ein völlig ausreichendes Bild für das Flach selbst, 
so daß man ebensogut mit dem Flachvektor operiert wie mit dem Flach. 
Diese Möglichkeit hat große Vorteile, weil man eben mit Strecken 
oder Vektoren viel einfacher rechnet als mit Flächenstücken, siehe 
auch später Flächentheorie. Wenn man mit solchen Flachvektoren 
operiert, dann darf man aber nie vergessen, daß sie nur Bilder 
sind für die Flächenstücke, und daß sie diese nur in der Rechnung 
ersetzen. Man wird gut daran tun, mindestens im Anfang, sich neben 
dem in der Rechnung auftretenden Flachvektor gleichzeitig auch immer 
das Flach selbst vorzustellen, das durch den Flachvektor dargestellt 
wird. Beispielsweise neben einem Flachvektor 91 vom Zahlen wert 20 
in Richtung der .r-Achse ein in der z-Ebene liegendes Flächenstück 
A vom Flächeninhalt 20. Dieses Flach A in der r-Ebene und der 
Vektor 9( parallel der r-Achse sind natürlich einander nicht gleich, 
sondern es ersetzt nur der Vektor 9t in der Rechnung das Flächen
stück A, er ist nur dessen Bild. Der. Zahlenwert A des Vektors 9t 
ist der gleiche wie derjenige des Flaches A, ersterer in Längenein
heiten, letzterer in Flächeneinheiten.

Es kann gefragt werden, welchen Vorteil die Darstellung eines 
Flaches durch einen Vektor hat. Es ist leicht einzusehen, daß man 
im Raum mit Strecken anschaulicher arbeitet als mit. Flächenstücken, 
wie ja auch eine Kurve im Raum der Anschauung eher zugänglich 
ist wie eine Fläche.' Man kann sich leichter drei von .einem Punkt 
angehende Vektoren im Raum gleichzeitig vprstellen als drei durch 
diesen Punkt gehende Ebenen oder Ebenenstücke. Um ein spezielles 
Beispiel zu nennen: Ein Tetraeder ist aus vier Dreiecken zusammen
gesetzt. Will man über diese vier Dreiecke eine Aussage machen, 
die nur ihre Zahlenwerte und Richtungen anlangt, so wird man mit 
großem Vorteil statt der vier Dreiecke gleichwertige einfache Bilder 
einführen, eben ihre Flachvektoren. Mit diesen vier Vektoren kann 
man viel übersichtlicher und anschaulicher operieren als mit den 
vier entsprechenden Dreiecken. Will man beispielsweise eine Be
ziehung zwischen den Zahlen- und Richtungswerten der vier Drei
ecke I)t, D2, D3, D4, so hat man nur den Zusammenhang zwischen 
den vier entsprechenden Vektoren <£>l, $)2, $3, aufzustellen.

Um zusammenzufassen: Kommt bei einem ebenen Flächenstück 
nur der Zahlen wert F dieses Flächenstückes und die Richtung cos a. 
cos/?, cosy in Betracht, so ist der Flach vektor § vom Zahlen wert F 
und der Richtung cos«, cos/?, cosy ein völlig ausreichendes Bild 
für dieses Flach. Die Zuordnung zwischen dem Flach und dem 
entsprechenden Flachvektor ist eine eineindeutige, so daß einem be
stimmten Flach eindeutig ein bestimmter Flachvektor zugeordnet
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ist und umgekehrt einem bestimmten Flachvektor eindeutig ein be
stimmtes Flach. Voraussetzung ist natürlich, daß alle Flache von 
gleichem Flächeninhalt und gleicher Richtung als einander gleich 
angesehen werden, wie auch die spezielle Einzeldimensionierung 
sein mag.

Uber den Richtungssinn des Flachvektors §, den wir uns im 
Begriff Richtung eingeschlossen denken, muß noch eine Festsetzung 
getroffen werden. Man denke sich zu diesem Zweck die Begrenzung 
des Flaches in einem bestimmten Sinn durchlaufen, etwa nach Abb. 298; 
von der Seite A her wird ein Beschauer wahrnehmen, daß die Be
grenzung linksum durchlaufen wird, von der Seite E her rechtsum. 
Festgesetzt werde:

Der Sinn des Flachvektors oder dessen Pfeil geht 
zum Beschauer, wenn dieser die Begrenzung des 
entsprechenden Flaches rechtsum durchlaufen 
sieht. (a)

also im Uhrzeigersinn; im Fall der Abb. 298 wird demnach der Pfeil 
von A nach E gehen, so wie er auch eingezeichnet ist.

Hat das Flach F in einem räumlichen Koordinatensystem die 
Richtungsfaktoren cos«, cos/?, cos y, so sind

Fx — F cos a F cos ß F3—F cos yF.
nach (189 a) die Projektionen des Flaches auf die drei Koordinaten
ebenen; dann liefert die Summe der Quadrate dieser Gleichungen in 
der Form

Fi2 + F 2* + F г2 = F2 (cos2 « -f cos2 ß -f cos2 y)
oder

f=Vf,2 -f- f22 4- Ą2 (b)
den Zahlenwert des Flaches.

Man kann diesen Zahlenwert auch noch in der Form

(c)F = Ft cos « •-}- F2 cos ß-\-F3 cos y

ermitteln, denn die Substitution der Werte Fx = F cos a, F2 = F cos ß, 
F3 — F cos y liefert wieder F — F (cos2 a -f- cos2 ß -(- cos2 y) = F ■ 1.

Naturgemäß sind diese Größen Fx — F cos«, F2 — Fcosß, 
F3 — F cos y auch gleichzeitig die Projektionen des Flachvektors § 
auf die drei Koordinatenachsen, da ja das Flach und der zugehörige 
Flachvektor gleiche Richtung haben. Demnach ist dieser Vektor selbst

^==\1Fl -j- i2F2-f \3F3 
— F(tx cos a 4- i2 cos ß-\-\3 cos y) — Ff.

wenn jf der Einheitsvektor.
Egerer, Ingenieur-Mathematik. I. 28
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als Projektionen der Dreieeksfläche auf die beiden anderen Koordi
natenebenen und aus ihnen den Dreiecksinhalt

д=УлТТдТТ^л? •

Der dieses Flach darstellende Flachvektor 2 ist dann in vektorieller 
Form dargestellt durch

(d)

® h Aj + i2 A2 f~ A3,
in analytischer durch seinen Zahlenwert und die Richtungsfaktoren,

Ax cos ß = ——, 
н А

А»а = Ул12-Ьа22+л3 und cos cc ==2 cos у —
А’ Л

Beispiel a) Durch Abb. 
299 ist im Längenmaßstab
1: 2 ein Flach AB GD durch 
Grund- und Aufriß gegeben. 
Man zeichnet auch noch den 
Seitenriß und ermittelt durch 
Abmessen

1MJ в
А' i

* ->Cx *

*2
Fx — -j- 8 cm2, 
F2 =— 10 cm2, 
F3 = -f-ll cm2

I ■F'a
__ I

FsVx und damit
F = V285 cm2 == 16,9 cm2. 

Man trägt von einem beliebi-Abb. 299.
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Ist das Flach F ein Vieleck, dessen Einzelecken P{ die Koordi
naten xi I y{ j zi haben, so kann man nach Nr. 74 eine Formel für die 
drei Flachprojektionen und damit auch für das Flach und den Flach
vektor anschreiben. Im einfachsten Fall eines Dreiecks Д mit den 
Eckpunkten xx | yx j zlt x2 y2 \ z2 und x3 \ y3 j z3 ist die Projektion Д3 

des Dreiecks auf die z- Ebene wieder ein Dreieck mit den Eck
punkten хг I yj, x2\ y2 und x31 y3 in dieser Ebene und hat demgemäß 
nach (73 i) den Flächeninhalt

Ух 1

Аз — I" *2 У2 ^
*з Уз 1

Entsprechend findet man durch cyklische Vertauschung

Ух zx 1

Уг *2 1

Уз h 1

Z1 1

A2= 22 Х2 1und
1
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gen Punkt aus, etwa vom Punkt A, die drei Komponenten F1i1, 
F2i2, F3t3 ab, nach Abb. 299 im Maßstab 1 mm für 0,8 cm2, und 
erhält als graphische Summe den Flachvektor

»=81,— 101, +11t,.

Analytische Lösung: Gegeben oder irgendwie ermittelt sind 
die Koordinaten der Eckpunkte des Flaches A BCD

Z? == 2 I 4 I 5, (7= 6 I 5 I 3, Z> = 5 I 2 J1.

Dann erhält man nach Nr. 74 die Flächenprojektionen

2F3 = 1 • 4 — 2 • 1 4- 2 • 5 — ß • 4 -f- 6 • 2 — 5 • 5*-f 51 —1-2 =—22

und entsprechend 2Ft——10 und 2F2 = -|-20 Flächeneinheiten, 
und daraus

A = 1 ! 1 I 3,

F = Vil2 -(- 82 -f-10* = V285 = 16,88 Flächeneinheiten,

welche Werte mit den graphisch gefundenen übereinstimmen. Die 
Richtung des Flachvektors ist bestimmt durch seine Richtungsfaktoien

— 11 

У 285 ’
10— 8 cos ß — cos у —cos«

У 285 ’ У 285 ’

Die graphische Behandlung liefert die Projektionen des Flachvektors 
mit entgegengesetztem Vorzeichen wie die analytische. Seinen Grund 
hat dies darin, daß man bei Festsetzung des Richtungssinnes des 
Flachvektors für eine Rechtsdrehung in der Mechanik das (-j-)-Zeichen 
wählt, in der Mathematik aber das (—)-Zeichen.

Beispiel b) Von zwei Flachen F und F' hat das eine die 
Projektionen L, M, N auf die drei Koordinatenebenen, das andere 
L\ M\ N\

Dann sind die Richtungsfaktoren der beiden Flache und der 

zugehörigen Flachvektoren cos a — cos ß = ~-, cos y — -~ und

cos a
V N'M'cos /?' = —j, cos yf = • Beide schließen einen Winkelt

F F
ein, der bestimmt ist "durch

F' ’

LL'+MM’-\-NN'
(e)cos â — FF'

In der Mechanik hat man des öfteren mit zwrei zueinander senk
rechten Flachen bzw\ Flachvektoren zu arbeiten; für sie gilt nach 
dieser Formel

(f)LL’ + MM' + NN' = 0.

Beispiel c) In einem Flach g mit den Projektionen L, M, N
28*
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auf die drei Koordinatenebenen liegt die Strecke В mit den Pro
jektionen X, Y Z auf die drei Koordinatenachsen.

Dann muß der Flachvektor $ senkrecht stehen zur Strecke B; 
nun hat dieser Vektor die nämlichen Projektionen L, M, N auf die 
Koordinatenachsen wie das Flach auf die Koordinatenebenen, es muß 
daher nach (196 g) gelten

(g)XL-\-YM + ZN'='0

Anmerkung: Mit den Flach Vektoren kann man natürlich genau so ope
rieren wie mit den gewöhnlichen Vektoren. Sie unterscheiden sich ja in nichts von 
diesen. Genau so gut, wie ein Vektor einen Weg, eine Kraft usw. vorstellen 
kann, so kann er auch ein Flach, ein Ebenenstück repräsentieren. Man bildet 
so die graphische Summe von zwei Flachen oder Flachvektoren $i und g2 und 
erhält ein neues Flach ~ JÇi “h S2 usw. Auf die Bedeutung des Flaches und 
die graphische Summierung von Flachen im Raum kommen wir in einem 
späteren Teil gelegentlich der Anwendung nochmals zu sprechen. Einstweilen 
kann darauf hingewiesen werden, daß die Auffassung des Flaches als eines 
stromumflossenen Flächenstückes gute Dienste bei allen Strömungserscheinungen 
leistet.

202. Man denke sich den materiellen Punkt m vermittels einer 
starren gewichtslosen Stange mO mit dem festen Punkt 0 so ver
bunden, daß die Stange sich nach jeder Richtung um О drehen 
kann, so daß sie also, und der Punkt m genau so, zwei Freiheits

grade hat. Praktisch führt man dies aus, in
dem man die Stange durch ein Kugelgelenk mit 
О verbindet. Greift nun am materiellen Punkt 
m eine Kraft P an, so ist aus Symmetriegrün
den zu erwarten, daß der Punkt m, falls er vor
her in Ruhe war, einen Kreisbogen um О be
schreibt, dessen Ebene durch die Stange Om und 
die Kraft P bestimmt ist. Die Achse der Drehung 
ist dann senkrecht zu dieser Ebene, wobei natür
lich vorausgesetzt ist, daß P aus dieser Ebene 

nicht heraustritt. In der Mechanik führt man als Maß der Dreh
wirkung den Begriff Moment ein. Dieses Moment oder diese Dreh
wirkung der Kraft P bezüglich des Drehpunktes О ist hinreichend 
charakterisiert, wenn man Lage, Richtung und Zahlenwert von P 
gegenüber dem Punkt 0 angibt.

Zu diesem Zweck definiert man: Dei z,ahlenwert der Dreh
wirkung oder des Momentes M der Kraft P für den Punkt 0 ist 
M — Py, wenn у der Dreh arm der Kraft P für den Bezugspunkt 
0 ist, das heißt der (natürlich senkrechte) Abstand der Drehkraft 
vom Drehpunkt, siehe die Abbildung. Den Drehpunkt 0 heißt man 
meist Momentenpunkt. Da es natürlich belanglos ist, ob der voraus
gehend geschilderte Zusammenhang ein wirklicher oder nur gedachter

17П

0

\p

Abb. 300.
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ißt, so wird man also unter Momentenpunkt einen gedachten oder 
wirklichen Drehpunkt zu verstehen haben. Der Zahlenwert M = Py 
des Momentes wird dargestellt durch das doppelt zu zählende Drei
eck der Abbildung, das sogenannte Momentendreieck.

Weiter ist zur Charakterisierung des Momentes oder Dreh
momentes der Kraft P noch anzugeben die Richtung der Dreh
achse. Da es ohnedies feststeht, daß die Dreh
achse durch О hindurchgeht, ihre Lage also be
stimmt ist, wenn man ihre Richtung kennt, so 
ist nur mehr die Richtung darzustellen durch 
eine beliebig gelegene Strecke senkrecht zum 
Momentendreieck. Der Richtungssin n des Mo
mentes wird am einfachsten durch einen Pfeil 
auf der eben angegebenen Strecke zum Ausdruck 
gebracht. Wir setzen fest: auf dieser Strecke 
muß der Pfeil zum Beschauer gehen, wenn dieser 
wahrnimmt, daß durch die Kraft P das Momen
tendreieck rechtsum gedreht wird, wie das bei Abb. 30} der Fall ist.

Nach diesen Angaben ist das Moment einer Kraft ein Vektor: 
zu seiner Bestimmung ist Zahlenwert und Richtung mit Richtungs
sinn notwendig. Und zwar ein Vektor von der in der vorausgehen
den Nummer beschriebenen Art, ein Flachvektor: das doppeltgezählte 
Momentendreieck, dessen Begrenzung umlaufen wird, so wie P an
gibt, bildet das Flach.

Das Moment, in der soeben beschriebenen Form, ist eine in der 
Mechanik so häufig auftretende Größe, daß sich eine kurze Schreib
und Sprechweise für den Inhalt seiner Definition als notwendig er
weist. Man beachte, daß durch Angabe des Vektors ^ sowie des 
Vektors r vom Momentenpunkt zum materiellen Punkt m das Mo
mentendreieck als Flach vollständig bestimmt ist. Der Momenten- 
vektor ÜW, wie in Zukunft auch statt Moment gesagt wird, kann 
demnach durch ein Operationszeichen, das nur und ï enthält, 
vollständig dargestellt werden. Wir w'ählen die Schreibweise [^Sr] 
für den Vektor 9Л und die Sprechweise „Vektorprodukt aus ^ und xu 
oder „vektorielles Produkt aus $$ und ï“ oder auch kürzer mal 
Г vektoriell“. Diese Schreib- und Sprechweise hat die Gefahr, daß 
man die neue Operation für ein wirkliches Produkt hält, was sie 
natürlich nie ist. Produkt nennt man die neue Operation, w7eil für 
sie analoge Gesetze gelten wie für ein wirkliches Produkt, auch die 
Schreibweise stützt sich auf diese Überlegung. Im Gegensatz zum 
skalaren Produkt nennt man die neue Größe Vektorprodukt oder 
vektorielles Produkt, w'eil das Resultat der neuen Operation ein 
Vektor ist.

nt

I p
im

Abb. 301.



Den Zahlen wert des Momentenvektors kann man nach der Fest
setzung angeben als M = Py, das ist das Produkt aus Drehkraft 
mal Dreharm oder das Doppelte des Momentendreieckes (genauer: 
die Maßzahl des Momentenvektors ist gleich der Maßzahl des dop
pelten Momentendreieckes), oder man führt statt des Dreharmes 
den Hebelarm r (das ist der Vektor vom Momentenpunkt zum An
griffspunkt der Kraft, zum materiellen Punkt) ein und hat M—Prsincp.

Mit den vorausgehenden Betrachtungen, die ja mehr in das Ge
biet der Mechanik zu verweisen sind und deren Fortsetzung dort 
zu suchen ist, sollte nur kurz der Wert und die Bedeutung der 
nachfolgenden Rechnungen klargelegt werden. Alle diese haben als 
Hauptzweck, dem Moment (neben Resultante und Arbeit das wich
tigste Element der Ingenieur-Mechanik), das ja ein Vektor ist, eine 
vektoranalytisch verwertbare Form zu verleihen.

Wir definieren also:

Das Vektorprodukt 95 = [9195] — auch vektorielles 
oder bisweilen äußeres Produkt genannt — aus den beiden 
Vektoren 91 und' 95 ist ein Vektor, dessen Zahlenwert 
V = AB sin cp und dessen Richtung senkrecht ist zu 
beiden Vektoren 91 und 95, so zwar, daß die Vektoren 
91, 95, 95 in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. (a)

Nach den früheren Festsetzungen wird 
der Winkel ç; vom Vektor A zum Vektor 
В gezählt, wenn man beide vom gleichen 

^ Punkt aus abträgt, siehe Abb. 302.
Oder man definiert:

Der Zahlen wert V des Vek
torproduktes 95 ist gegeben durch 
das doppelte aus A und В gebil
dete Vektordreieck ; 95 steht senk
recht zum Vektordreieck; wenn 

der Beschauer 91 an (dem als Hebelarm gedachten) 95 an
greifend voraussetzt und nimmt eine Rechtsbewegung wahr, 
dann geht der Pfeil von 95 zu ihm ; nimmt er eine Links
drehung wahr, so wendet sich der Pfeil von ihm weg.

Die beiden Definitionen bezüglich des Pfeiles oder in anderer 
Sprechweise bezüglich des Richtungssinnes von 95 sind als gleich
wertig aus Abb. 302 zu ersehen.

Beispiel a) Was ist an der Gleichung [9195] = AB falsch?
Antwort: Daß die linke Seite ein Vektor und die rechte eine
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Skalare ist; man kann nur Vektoren mit Vektoren und Skalare mit 
Skalaren vergleichen.

Beispiel b) Kann die Gleichung [9(93] = 91 richtig sein?
Nur wenn 91 = 0 ist; denn ist 91 von Null verschieden, so steht 

der Vektor [9195] senkrecht zu 91, weil ja die eine Seite des Vektor
dreieckes bildet; es können beide Vektoren aber unmöglich gleich sein, 
wenn sie verschieden gerichtet sind.

203. Nach der Definition des Vektorproduktes ist [9193] = 0. 
wenn entweder Vektor A oder Vektor В = 0 ist, oder aber wenn 
beide parallel sind, also gleichgerichtet oder entgegengesetzt gerichtet. 
Denn in letzteren beiden Fällen liegen die zwei Seiten A und В des 
Vektordreieckes in der nämlichen Geraden.

Daraus folgt speziell, daß

[9191] — 0, [i1ł1] = [t2t2]==[i3y = 0-
Anmerkung: Das Rechnen mit Vektorprodukten macht dem 

Anfänger meist größere Schwierigkeiten. Hier hilft nichts anderes, 
als eben immer und immer wiederholen. Ein Mittel, leichter in das 
Wesen der Vektorenrechnung hereinzukommen, ist das, sich jeden 
Vektor räumlich vorzustellen. Besonders gilt dies vom Vektor
produkt. Man gewöhne sich deswegen ganz streng daran, beim 
Lesen eines Vektorproduktes, etwa [U93], sich diese Größe vorzu
stellen als Vektor senkrecht zu dem aus U und 93 gebildeten Vektor
dreieck. Man muß dieses Vektordreieck vor sich sehen, am ein
fachsten, indem man 93 als Hebelarm und U als angreifende Kraft 
sich vorstellt, und senkrecht zu diesem Dreieck den Vektor [U93], 
versehen mit dem entsprechenden Pfeil.

Unmittelbar durch diese Vorstellung allein 
schon sieht man, daß die neue Operation [9t 93] 
kein wirkliches Produkt ist: bei einem solchen

m<£]
(

gilt als erster Hauptsatz а-Ь = Ъ а, was analog о 
beim Vektorprodukt heißen müßte [9193] = [93 9t].
Stellt man sich aber diese beiden Größen vor, 
also im ersten Fall 9t als Kraft am Hebel 93 
angreifend, im zweiten Fall umgekehrt, so sieht 
man im zweiten Fall das Vektordreieck linksum
laufen, wenn es im ersten Fall rechtsumlaufen 
ist und umgekehrt, wie Abb. 303 angibt. Die 
beiden Vektoren [9193] und [9391] sind demnach entgegengesetzt gleich,

[9591] = —[9193],

\a

а
Ш

№
Abb. 303.

(a)
wofür man auch schreiben kann

[9193] -f- [9391]'= 0.
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Die Rechnung mit den Grund Vektoren macht die Ermittlung des 
Vektorproduktes [RfJ notwendig. Zu diesem Zweck stellt man sich 

am einfachsten wieder als Kraft am Hebelarm 
t2 vor, wodurch als doppeltes Vektorendreieck ein 
Quadrat mit der Fläche 1 erscheint, in Abb. 304 
schraffiert. Demnach ist [t1i2] ebenfalls ein Ein
heitsvektor und zwar gleich t3, wie die Abbildung 
zeigt, da der Beschauer, der sich gegen den Pfeil 

von t3 wendet, das Vektorendreieck von [ixt2] rechtsumlaufen sieht. 
Es ist sonach

Л3)\

Abb. 804.

[t3ti] = i2;
[M8] = -v

[U2] — i3,
Ci2tJ = — »3,

Denn aus der ersten Gleichung gehen die beiden nächsten durch 
zyklische Vertauschung hervor und aus der oberen Gleichungsgruppe 
die untere nach (a).

Den Vektor $ = [$PB] stellen wir am einfachsten mit Hilfe des 
aus und SB konstruierten Vektordreieckes dar, so wie Abb. 305 an
deutet. Die Fläche F des doppelten Vektordreieckes hat die Pro
jektionen Fx, P2, F3 auf die Koordinatenebenen, deren Werte sich 
so ermitteln lassen, wie im Beispiel 201a) angegeben wurde. Die 
beiden Vektoren A und В sind gegeben durch

[t2i3] = i 
[i8U= — У

i >
(Ь)

Trägt man sie beide vom Nullpunkt 
des Koordinatensystems aus ab, so hat der 
Endpunkt Px von A die Koordinaten Px = 
AX\A2\A3 und entsprechend der Endpunkt 
P2 des Vektors В die Koordinaten P2 = 
Bx I P„ IB3. Dann ist F der doppelte Flächen
inhalt des Dreieckes OPxP2 und Fa der 
doppelte Flächeninhalt der Projektionen 
OQxQ2 dieses Dreieckes auf die z-Ebene, so 

wie das Abb. 305 zeigt. Wie in (73g) findet man

Ä=T ix-4, ~H2^2 und

—kv

La «»
Abb. 305.

Ъ

F3 = A1B2—A2Bx

und entsprechend sind die anderen Projektionen
F1—-A2B3 A3B2, F2 = A3Bx AiB3.

F2, F3 sind die Projektionen des Dreieckes F auf die drei Ko-F£ ii
ordinatenebenen, also gilt

Pi = Pcos«, F2 — Fcos/5, F3 = F cos y, 
wodurch dann dieses Dreieck, als Flach betrachtet, vollständig be
stimmt ist.



=[*«]+mi

Nun ist aber andrerseits auf dem Vektordreieck senkrecht der 
Vektor $ errichtet und zwar so, daß seine Maßzahl gleich ist der 
doppelten Maßzahl des Dreieckes. Dieser Vektor g und das doppelte 
Vektordreieck haben also gleiche Richtung und gleichen Zahlenwert. 
Dann sind Fx, F2, F3 auch die Projektionen von § auf die drei 
Koordinatenachsen, folglich muß gelten

[«®]=8 = 1Л + »А + 1Л
oder wenn man die Werte für Fi einsetzt,
[5Ш] = B, — A3B3) + IJA^ — A^) + — A3B3). (o)

Die zyklische Reihenfolge verrät schon, daß diese Summe eine 
Determinante ist, man kann schreiben

№[Ш] =

was durch Entwicklung dieser Determinante nach der ersten Zeile 
ohne weiteres ersichtlich zu machen ist.

204. Man halte fest, daß ein Vektorprodukt durch die Deter
minante darstellbar ist. In einem späteren Teil werden wir von 
dieser Determinante ausgehend eine neue Bezeichnung für das Vektor
produkt einführen und mit deren Hilfe eine leichtere Behandlung 
der höheren Dynamik erreichen. Man halte weiter fest, daß im Ge
biet der Summierung für die Vektoren die nämlichen Sätze gelten 
wie für gewöhnliche Zahlen, und ebenso im Gebiet des elementaren 
Produktes. In beiden Gebieten operiert man demgemäß mit den 
Vektoren genau so, wie wenn es gewöhnliche Zahlen wären.

Dann ergibt sich aber recht einfach der zweite Hauptsatz des 
V ektorproduktes

[(« + »)«] = [»«] + [»<&] (a)
Setzt man nämlich einen Augenblick = und sind A{,

B{, C{ und R{ die Projektionen der Vektoren A bzw. В, C und R 
auf die drei Koordinatenachsen, so daß also Ri~ А(-\- B{, so kann 
man der Reihe nach schreiben

[(*4-8) <£] = [» (&]•:*=
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womit dann der obige Hauptsatz bewiesen ist; man kann diesen, 
wenn man die Sprechweise des gewöhnlichen Produktes auch auf 
das Vektorprodukt überträgt, in Worte fassen:

Eine (graphische) Summe wird vektoriell multi
pliziert, indem man jeden Summanden vektoriell 
multipliziert.

Den Beweis hätte man auch führen können mit Hilfe des
(b)

Satzes:
Zwei Vektoren sind gleich, wenn ihre Kom

ponenten in Richtung der Koordinatenachsen 
gleich sind,

der ja unmittelbar einzusehen ist. Setzt man wieder =
dann sind die Projektionen von [9i(S] bzw. [9l(£] und [$(£] auf die 
z-Achse

(°)

RYC2— R2C1 bzw. A XC2— und BlC2— B2Cx.

Nun ist aber R{ — Ai-\- B{, also

- Bfi, = (А, + B,)C, - (А, + Д2) с,
= (Afi,-A,Ct) + (В, С2 - В.fi,).

Es sind also die z-Projektionen von [Ш6] und [9KS] -j- [$(£] einander 
gleich und damit auch die Komponenten in diesen Richtungen; die
selbe Beziehung gilt natürlich auch für die Komponenten in der 
X- und «/-Richtung, dann folgt aber daraus, daß die Vektoren [SRC] 
und [91C| -j- [93C] einander gleich sind, oder wenn man wieder 
SR = 9f -I- 93 setzt, daß

[(* + »)«] = [*«] + [**].
Einer Beweisführung bedarf nach diesem Satz die Formel

[(9i 4- ») (e+Ф)] = [w] 4- [9i г] 4- [m] 4- [m] №
nicht; sie wird sofort ersichtlich, wenn man etwa С-|-Ф = С setzt 
und die vorausgehende Formel zweimal anwendet.

Aufgabe a) Man beweise aus der Vektorrelation der Aufgabe 200a) den
Sinussatz.

Lösung: Man multipliziert die Gleichung а = Ь -}- C vektoriell mit а
und erhält

[o aj — [(b 4 c) a] oder
Die beiden Vektoren [ba] und [ca] stehen senkrecht zur Ebene des Dreiecks, 
da ja die ihnen entsprechenden Vektordreiecke in der gegebenen Dreiecksebene 
liegen. Beide Vektoren sind entgegengesetzt gleich, der erste wendet sich zum 
Beschauer, der zweite von ihm weg. Formel (202 a) liefert somit

b :c — sinß : sin y.

0= [ba] -f- [са].

ba sin у— ca sin ß oder
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Aufgabe b) Man drücke den Sinus des Winkels y> der beiden Vektoren 
rx und r2 von 0 nach den Punkten Px und P2 durch ihre Beträge rx und r2 
sowie durch die Koordinaten von Px und P2 aus (Ebene und Raum).

Lösung: Man bildet das Vektorprodukt [tjt2] und wendet Formel
(203 d) an,

I ix к i» j
[*i**]= ! ii * * * * * * * xi Ух zx j, 

i X2 У 2 г2 :
wenn xx, yx, z\ bzw. x2, у2, z2 die Koordinaten der Punkte Px und P2 und 
damit flic Projektionen von rx und r2 auf die Koordinatenachsen sind. Man 
kann die Determinante entwickeln,

Ol *2] = il (Ух z2 — У2 ч) + к («1 *2 — Чхх) + i3 Ol У2 — Х2 Ух).
und liât damit das Vektorprodukt in Komponenten längs den Koordinaten
achsen zerlegt. Die Absolutwerte der linken und rechten Seite der letzten 
Gleichung sind einander gleich und liefern somit durch

rxr2 sin V' == v/<2/iz2 — У2Zi)2 H- (4X2 ~ z2xi)* + О1У2 — хчУх)2 
die verlangte Formel für den Raum. Für den Fall 
der Ebene ist zx — z2 — 0 ; man erhält dann die be
reits früher in Nr. 73 auf gestellte Formel 

rxr2 sin y> = xxy2 — x2yx,
Aufgabe c) Man berechne mit Vektoren den 

Inhalt des ebenen Dreiecks PXP2P3, wenn t1( r2, 
r3 die Vektoren von 0 aus nach Px bzw. P2 und 
P3 sind.

Abb. 306.Lösung: Nach Abbildung’ ist das doppelte 
Dreiecksflach

[üb] = [(—13 4- ti) t— r3 + r2)] = 0 — [r3t2] — 0i«3] + [4*2]
«= [**]'+fr*s] + [*3*l].

Man kann auf jeden der Summanden noch Formel (203 d) anwenden und erhält

h i2 t3
*3 Уз 4 
xx Ух 4

h i2 Ц ii i2 is j
[« b] — хх ух zx + х2 у2 z2 ! +

I *з Уз *з
Entwickelt man diese Determinanten und ordnet nach den Einheitsvektoren, 
so erhält man das Dreiecksflach als graphische Summe seiner Komponenten 
und daraus die drei Projektionen Дх, Д2, Д2 auf die Koordinatenebenen.
Dann ist ! VA, 2 4~ Д22 ~b Äs2 der Flächeninhalt des Dreiecks.

205. Welche Bedeutung hat der Ausdruck 3t[3Sß], wo 3t, 33, ß 
gegebene Vektoren sind?

Setzt man [33ßl = $, so kann man den Ausdruck schreiben 3t$,
er ist also das skalare Produkt aus dem Vektor 3t und dem Vektor
produkt §=[3Sß]. Führt man die gegebenen Vektoren auf ihre 
Komponenten in den drei Grundrichtungen zurück, so erhält man
zunächst

x2 Уч z2
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F г — B2C3 — BaC2 
F2 — B3Ct — BXCS 
f3^bxg2-b2cx

8 = oder mit

Dann wird nach (200 e)

= A A ~h A A -j- AF3
= Ai (ВаС,-В,Са) + Аа (Я.С,- ^Сз) + Аг (BaCa-BaCa).

Die rechte Gleichungsseite ist wegen ihrer zyklischen Bauart als eine 
Determinante dritten Grades zu erkennen, weshalb man schreiben kann

А А А
«[»<£]= Bx В2 В}

сх с2 сх

(а)

Durch je zweimalige Vertauschung von Parallelreihen ändert man 
den Wert dieser Determinante nicht. Man wird einmal die ^4-Zeile 
mit der B-Zeile vertauschen und die neue zweite Zeile noch mit der 
G-Zeile; dann hat man A durch В und В durch C und О durch А 
ersetzt und erhalten 9t [93 ß] = 33 [ß9l]. Die gleiche Operation kann 
man nochmals vornehmen und zusammenfassen

91 [95 ß] = « [<Ш] = dt [9t 93]. (b)

Die Bedeutung dieses zusammengesetzten Produktes П — 9t [85 ß] 
wird klar, wenn man die drei Vektoren 9t, 93, 6 vom nämlichen 
Punkt 0 aus zieht. Dann ist durch sie ein Tetraeder festgelegt; es ist 
zu vermuten, daß das obige Produkt in recht einfacher Weise mit

diesem Tetraeder in Beziehung zu setzen ist. 
Durch die beiden Vektoren 93 und ß ist ein 
Dreieck OP2 P3 oder ein Flach gebildet, dessen 
doppelter Vektor $=[93 ß] senkrecht steht zum 

►.3 Dreieck, also parallel ist zu der vom Punkt 
Px aus auf das Dreieck gefällten Höhe h. 
Nun ist einerseits diese Höhe h gleich der 
Projektion A' des Vektors 91 auf die Richtung 
von h, andrerseits ist 91$ = A'F nach (199 f), 

also kann man setzen П — 9t [93 ß] = h F. Es ist F nichts anderes 
als der doppelte Flächeninhalt des Dreieckes OP2P3, infolgedessen 
stellt II—hF das sechsfache Volumen des Tetraeders OPxP2P3 vor, 
sonach

/OL
I

h'l
I£

~-jd
&

Abb. 307.

51 [9Sß] — 6T, (°)
wenn man dieses Tetraedervolumen mit T bezeichnet.
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Beispiel: Durch die vom Nullpunkt aus gezogenen Radien
vektoren

*3 = 3 — 4 *2ti = 3 ix — 6 i2 -j- 4t3, 
ist ein Tetraeder ОРгР2Р3 bestimmt, dessen Inhalt

4 t2 6 t3 ,

= | [3-20 — 4 -18 -f 0-12] = — 2 ist.

wenn man nach der letzten Zeile entwickelt.

Das -j— oder---- Zeichen, das V erhalten kann und das also
ein negatives Volumen von einem positiven unterscheidet, hat folgen
den Sinn. Sieht man vom Nullpunkt 0 aus auf das Flach PrlP2P3.

— I (0— 6 + 3- + 2 + 8-10) = 6,

Körper und Massensystem.
206. Unter einem Vielflach wollen wir verstehen einen Raum

körper, dessen begrenzende Flächen alle eben sind. Der einfachste 
von diesen Körpern oder Vielflachen ist das Vierflach oder Te
traeder. Wenn die Eckpunkte dieses Körpers gegeben sind, kann 
man die Längen der Einzelkanten ebenso wie den Inhalt der Be
grenzungsflächen nach den bisher aufgestellten Formeln ermitteln. 
Bleibt nur mehr übrig, eine Formel für sein Volumen anzugeben.

Kennt man die vier Ecken des Tetraeders, so wird man zu
nächst eine der Ecken als Nullpunkt 0 = 0 j 0 j 0 des Koordinaten
systems wählen, die andern sollen die Koordinaten Px — xx ! yx | zr 
P2 = x2 y2 j z2, P3 = x3 j y3 I z3 haben. Dann hat nach der voraus
gehenden Nummer das Tetraeder OP1P2P3 den Inhalt

Vi zi
F = ł *2 У2 Z2 •

Х3 Уз Z3
Nach dem Beispiel der letzten Nummer hat das durch die Punkte 
0 = 0 I О I 0, P, = 3| —6|4, P8 = 0|4| —6, P3 = 3|-4]0 be- 
stimmte Tetraeder das Volumen V — — 2.

Aufgabe a) Gegeben P1 = 3|4|l, =—1 j 2 | — 1, P3 — 0 j 3 | 3 ;
gesucht ist der Inhalt des Tetraeders OP1P2P3.

Lösung: Es ist

(a)
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so kann durch die Aufeinanderfolge Px, P2, P8 der Begrenzung das 
Flach rechts oder links umlaufen werden, siehe Abb. 307. Im einen 
Fall ergibt die Rechnung einen positiven, im andern Fall einen 
negativen Körperiuhalt.

Aufgabe b) Unter welcher Bedingung schneidet der Radiusvektor 0P3 
die Strecke РгР2?

Lösung: Wenn 0P3 und PXP2 sich schneiden, so degeneriert das Vier
flach OPxP2Pa und sein Volumen wdrd Null. Darum ist

Xi yx zx 

*2 2/2 Z2 
*8 2/3 23

die Bedingung, daß 0P3 und PrP2 sich schneiden.
Eine zweite Lösung dieser Aufgabe ist bereits in Nr. 194 gegeben.
Aufgabe c) mit g) Durch die Punkte О— 0 | 0 | 0, P1 = 0|1|1, 

P2 = 1 I О I 1, P3 = 1 I 1 I 0 ist ein Tetraeder gegeben. Man ermittle c) die 
Projektion der Tetraederkanten auf die Koordinatenachsen sowie ihre Rich
tungen und Längen, d) den Winkel zwischen zwei windschiefen Kanten, e) die 
Fläche und Richtung des Dreieckes Px P2 P3, f) das Lot von О aus auf dieses 
Dreieck, g) den Tetraederinhalt.

Lösung: c) Die Tabelle gibt die verlangten Projektionen, Richtungs
faktoren und Längen für die Kanten О Px und P2P3, für die übrigen hat man 
nur eine zyklische Vertauschung vorzunehmen, da ja im vorliegenden Fall wegen 
der speziellen Zahlenwerte auch die Punkte Plt P2, P3 ineinander durch zyk
lische Vertauschung übergehen.

F = 0 oder = 0

X Y Z R cos ßcos a cos y

1 :y/2 
1 :y[2

d) Der Winkel zwischen OPx und P2P3 wird nach (196d) ermittelt und 
zwar zu cos # = 0, beide Seiten stehen zueinander senkrecht ; ebenso auch die 
andern windschiefen Kanten.

e) Das Dreieck Px P2 P3 ist gleichseitig, die Einzelseite hat die Länge y/2, 
also ist F = -% y/‘S. Man kann aber auch nach (73 i) die Projektionen des Drei
ecks ermitteln; es ist Fx = | und ebenso auch P2 undP3; dann wird F2 — 3-$ 
oder F = 4v3. Aus den Projektionen F, ergeben sich die Richtungsfaktoren 
des Dreieckes cos Я : cos y : cos v = 1:1:1 oder cos Я = cos fi = cos v — 1 : у З-

f) Das Lot p hat die nämlichen Richtungsfaktoren wie das Dreieck und 
ist gleich der Projektion von OPx auf die Richtung von p. Nach (19‘2g) wird 
p — 0 • cos Я —}— 1 - cos n -|- 1 • cos v = 2 : \/3.

g) V — kFp = ł łxl3--~ — i; zur Kontrolle hat man

v/2 1 : y/2

— liy/2
OPi 0 1 1 0

V2Р2Рз 0 1 — 1 0

V3
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0

V=l



Diesen Übergang von einem Koordinaten
system x,yz zu einem neuen stellt man recht 
anschaulich in Vektorkoordinaten dar,

« = *o+*V
wie die Skizze zeigt. Die obigen Gleichungen 
sind „Projektionen“ dieser Vektorengleichung.

208. Will man den Inhalt eines Vier
flaches P1P2P3P4 ermitteln, unter der Vor
aussetzung, daß der Nullpunkt 0 mit keinem der Eckpunkte 
P{ zusammenfällt, so hindert natürlich nichts, von dem gegebenen 
Koordinatensystem x | y j z durch Verschiebung auf ein neues 
x' J \f I z' überzugehen, das man am besten so wählt, daß P4 der 
neue Nullpunkt wird. Dann hat man den vorigen Fall der Vier
flachberechnung und kann die dort abgeleitete Formel anwenden. 
Sind im alten System die Koordinaten P. = xi j yi ] zi und im neuen

,p

JTj
(b)

Abb. ,308.
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207. Oft ist es zweckmäßig, von einem gegebenen Koordinaten
system zu einem günstiger liegenden überzugehen. Der einfachste 
Übergang ist die Parallelverschiebung, so daß die neuen und 
alten Koordinatenachsen parallel bleiben. Ist 0 — 0 | 0 | 0 der Null
punkt im gegebenen System x-y-z und P0 = x0 } y0 \ z0 der neue Null
punkt, so wird letzterer im neuen System x'-y'-z' die Koordinaten 
0 j О I 0 haben ; es haben sich also seine Koordinaten um x0, y0, z0 
vermindert, oder umgekehrt, die alten Koordinaten x, y, z sind um 
diese Beträge x0, y0, z0 größer als die neuen Koordinaten x', y\ zr. 
Das gleiche muß natürlich auch für die andern Punkte gelten, so 
daß man

X = x! -f- X0, y = y'-\-y0> (а)z = z'-j-z0

als Formel für den Übergang zu einem Parallelsystem hat.

Beispiel: Man hat eine Punktgruppe Рг = 4 | 3 j 4, P2 = 6 | 2 | 9, 
P3 = 8 I 4 J 7, P4 = 10 j 6 I 6, P6 = 12 I 10 ! 10. Man will ein neues 
Koordinatensystem haben, so daß die fünf gegebenen Punkte sich 
mehr um den Nullpunkt gruppieren. Als neuen Nullpunkt wählt 
man am besten den Punkt P3. Seine neuen Koordinaten sind um 
8, 4 und 7 kleiner als die alten, das gleiche gilt für die übrigen 
Punkte, deren Koordinaten in der beistehenden Tabelle angegeben sind.
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= 6 wird. Man hat zuerst nach (42 c) die Determinante umgewan
delt, indem man von jeder der ersten drei Zeilen die vierte Zeile ab
zog, und dann nach der vierten Kolonne entwickelt, was zur näm
lichen Determinante wie in Aufgabe 206a) führt; in der Tat sind ja 
auch die beiden Vierflache dieser Beispiele identisch und nur auf ein 
verschiedenes Koordinatensystem bezogen.

Beispiel b) Unter welcher Bedingung schneiden sich die beiden 
Strecken PXP2 und P3P4?

Im allgemeinen sind zwei Strecken P1P2 und P3P4 windschief 
und das aus ihnen gebildete Tetraeder hat dann einen von Null 
verschiedenen Inhalt. Wenn sich aber beide Strecken schneiden, 
dann liegen die vier Punkte in der nämlichen Ebene, der Tetraeder
inhalt P,P2P3P4 muß dann verschwinden. Somit ist

»! yx zx 1

*2 У-2 Z2 1

жз Уг 2з 1
ж4 Ух zx 1

(а)

Daß beide Determinanten einander gleich sind, kann man sehen, 
wenn man in der letzten Determinante von jeder der ersten drei 
Zeile die vierte Zeile abzieht und nach der vierten Kolonne, deren 
Elemente alle bis auf eines verschwinden, entwickelt. Übrigens ist 
dieses Beispiel bereits in Nr. 42 durchgerechnet.

Beispiel a) Durch die Punkte Px — 4 | 5 | 3, P2 = 0|3|l, 
P3 = 1 j 4 j 5, P4=l|l|2 (ist ein Vierflach bestimmt, dessen Vo
lumen

3 4 10
— 1 2 —1 0

0 3 3 0
11 2 1

3 4 1
2 —1 

0 3 3
= ł -1v = i-
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P. = x! j y! - z/, so besteht nach der vorausgehenden Formel zwischen 
beiden der Zusammenhang

xi' — xi—Xx,

In diesem neuen Koordinatensystem wird dann das Volumen 
des Tetraeders

Уг' = У1 — Ух> Zi ----  Zi ZX‘

xx Ух zx xx~xx yx — y*^zx — zx 
Z* =i Х2~ХХ У 2 Ух Z2~ZX

X2~XX Уъ — Ух 4~ZX

V — i < У2
хг Уг Zz

oder nach geeigneter Umformung
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xt yx zx 1

x2 Уг 4 1
хз Уз z3 1
Ж4 2/4 24 1

die Bedingung dafür, daß sich die beiden Strecken PXP2 und P3P4 
schneiden.

= 0

Aufgabe: Unter welcher Bedingung liegt der Punkt P in der Fläche 
des Dreiecks Px P2 P3 ?

Lösung: Das Tetraeder PPXP2P3 muß den Rauminhalt F = 0 haben. 
Es muß die nämliche Determinante wie beim vorausgehenden Beispiel verschwin
den, wenn man in dieser x, y, z statt x4, y4, z4 setzt.

209. Der Punkt P im Raum sei Träger eines Massenteilchens 
m und deswegen Massenpunkt oder materieller Punkt genannt. Die 
Lage dieses Massenpunktes ist gegeben durch den Y7ektor ï vom 
Bezugspunkt 0 zu ihm. Wählt man diesen Bezugspunkt 0 als Null
punkt eines räumlichen Koordinatensystems, so sind die Koordinaten 
x, y, z des Massenpunktes die Projektionen des Vektors t auf die 
drei Koordinatenachsen.

In der Mechanik nennt man das Produkt mx das statische Mo
ment oder auch ganz kurz Moment des materiellen Punktes für den 
Bezugspunkt. Will man genau sein und Verwechslungen Vorbeugen, 
so kann man auch von einem polaren statischen Moment sprechen; 
der Bezugspunkt heißt in diesem Zusammenhang dann Pol. 
Größen mx, ту, mz, die Projektionen des polaren Momentes auf 
die drei Koordinatenachsen, nennt man statische Momente des 
Massenpunktes oder Massenteilchens für die x- bzw. y- und z-Ebene.

Ein Punkthaufen (häufiger Massensystem oder Körper genannt) 
bestehe aus den n materiellen Punkten Px, P2, . . . P die alle 
Träger von Massenteilchen тг, m2, . . . mn, also materielle Punkte 
oder Massenpunkte sind. Dann ist unabhängig von jedem Massen
system

Die

M = Żm — mx -f- m2 -j- ... -j- mn 

die Gesamtmasse des Körpers. Die graphische Summe

2mt = mx ïj + m8 + mn tn
nennt man das polare statische Moment (oder kürzer: das stati
sche Moment oder polare Moment) des Körpers bezüglich des Null
punktes. Dessen Projektionen auf die drei Koordinatenachsen

mx xx -f m2 x2 -j- ... -j- mn xn = Z m x = Dx,

miУх i ЩУ*~]-••• + mnyn = Zmy = P>y,
rnx zx + m2 z2 -J- . ;. -J- mnzn = Zmz = Ds

15 g er er, Ingenieur-Mathematik. I.

(a)

(b)

29
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sind gleichzeitig die statischen Momente des Massensystems für die 
X- bzw. y- und z-Ebene.

Der Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt S des Körpers, ist 
bestimmt durch den von der Mechanik übernommenen Schwer
punktsatz

(°)MQ = Zmt,
wo § der Vektor vom Bezugspunkt zum Schwerpunkt ist. Im Raum 
ist diese vektorielle Form des Schwerpunktsatzes schwer verwend
bar; man wird ihn demgemäß auf eine beliebige Gerade projizieren 
und erhält so die analytische Form des Schwerpunktsatzes

Ms = 2mr. (d)
In dieser Gleichung sind die ri die Projektionen der Vektoren OP{ 
auf eine beliebig ausgewählte Achse, s ist ‘ die Projektion des zum 
Schwerpunkt S führenden Vektors OS auf die nämliche Achse. Oder 
in anderer Deutung, wenn man eine Ebene durch О senkrecht zur 
Projektionsachse legt: die ri sind die Abstände der Massenpunkte Pi 
von dieser Ebene, die miri also ihre statischen Momente bezüglich 
dieser Ebene, ebenso ist s der Abstand des Schwerpunktes von dieser 
Ebene; Zmr ist das statische Moment des Körpers für diese Ebene. 
Beiläufig soll hier wieder erinnert werden, daß die Abstände von 
der Ebene aus zu den Punkten hin gezählt werden, so daß also die 
Punkte auf der einen Seite der Ebene einen positiven Abstand 
haben und die auf der anderen Seite einen negativen.

Wählt man speziell die Koordinatenachsen als Projektionsachsen, 
dann erhält man die speziellen analytischen Formen

M Ç — Zmx, Mrj — Zmy, Mt,—Zmz
des Schwerpunktsatzes und aus ihnen die Koordinaten £ | y \ Ç des 
Schwerpunktes S.

Beispiel: Gesucht ist der Schwerpunkt des Massensystems Pl, 
P2, P3, P4; die bezüglichen Massen dieser Punkte sind 2, 4, 6, 1, 
Px = — 2 I 0 i 3, P2 — 1 I 1 I 5, P3 = 2j — 1 I — 2, P4 = 0 I 3 I 0.

In die beistehende Tabelle hat man eingetragen: die Koordi
naten der Einzelpunkte, ihre Massen, ihre Momente für die drei 
Ebenen.

(e)

m X ту mzz mX У
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Dann ist

M—Zm = 13, Dx—Zmx—12, Dy=Zmy= 1, Dx—Zm z=14

V =und somit

Ebeiiengleichungen. Ebene und Ebene. Ebene und Punkt
Ebenenbüschel.

210. Als Gleichung eines geometrischen Gebildes bezeichnet man 
in Erweiterung der Definition von Nr. 80 den analytischen Ausdruck 
für die Eigenschaft oder Eigenschaften des erzeugenden Elementes 
dieses Gebildes. Um sofort mit Beispielen zu beginnen: Die Glei
chung der z-Ebene ist z —0, da alle Punkte dieser Ebene die Ko
ordinaten X I y I 0 haben; x und y können beliebige Werte annehmen, 
z muß aber immer gleich Null sein. In der obigen Sprechweise 
sagen wir, der erzeugende Punkt P der z-Ebene hat die Koordinaten 
P = x j y I 0, oder in einer Gleichung z = 0. Diese Gleichung defi
niert alle Punkte der z-Ebene, man sagt dafür kürzer: sie ist die 
Gleichung der z-Ebene. Entsprechend lauten die Gleichungen der 
anderen Koordinatenebenen, zusammengefaßt

x — 0 ist die Gleichung der x-Ebene.
У = 0 „ „

2 — o „ „
(а)» у-

*- .»
Ein anderes Beispiel: die Gleichung der z-Achse ist gesucht. 

Der erzeugende Punkt P der z-Achse hat die Koordinaten P = 0 j 0 [ z, 
das heißt, das x und у dieses Punktes sind stets Null, sein z ist 
beliebig. In analytischer Ausdrucksweise schreibt man:

x = 0

y = 0x = 0 mit у — 0

ist die Gleichung der z-Achse.
Man beachte, daß man für die z-Achse zwei Gleichungen an

schreiben muß, um ihre Eigenschaften vollständig anzugeben. Der 
Name „Gleichung“ der z-Achse ist nicht ganz glücklich gewählt, da 
man zwei Gleichungen anschreiben muß, um die Eigenschaft dieses 
Gebildes anzugeben. Man erinnere sich aber, daß „Gleichung“ nach 
der gegebenen Definition eben nichts anderes heißt als „Ausdruck 
der Eigenschaft“.

Die beiden Beispiele zeigten, daß die Eigenschaft des erzeugen
den Elementes eines geometrischen Gebildes vollständig zum Aus
druck gebracht werden muß, wenn man die Gleichung dieses Ge
bildes haben will. Wenn man von mehreren Eigenschaften eines 
erzeugenden Elementes spricht, so ist natürlich vorausgesetzt, daß

oder
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Abb. 310.Abb. 309.

Von den Punkten einer Ebene durch die «-Achse kann man 
sagen, daß immer ein bestimmtes Verhältnis zwischen den Koordi
naten X und у der einzelnen Punkte besteht, siehe Abb. 310. Folg
lich ist у : X = tg cp — у konstant oder у = yx die Gleichung der unter
suchten Ebene, Das Entsprechende gilt auch für die Gleichungen der 
Ebenen durch die x- und y-Achse, so daß man als Gleichung einer

Ebene parallel zur x-Ebene: x — a,
= b\

= c,
wo a bzw. b und c die irgendwie vorgeschriebenen Abstände der 
untersuchten Ebenen von den Koordinatenebenen sind.

(b)1111 11 11
11 11 11 11
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diese Eigenschaften unter sich alle voneinander unabhängig sind. 
Wenn der erzeugende Punkt der x-Ebene die Eigenschaft hat x — 0, 
und derjenige der «/-Ebene die Eigenschaft y — 0, so ist klar, daß 
der erzeugende Punkt der «-Achse die Eigenschaft haben muß x — 0 
mit y — 0, da er ja die Eigenschaft sowohl eines Punktes der 
x-Ebene wie eines Punktes der «/-Ebene haben muß.

Die Ebene ist ein spezieller Fall einer Fläche, die Gerade ein 
spezieller Fall einer Kurve. Einstweilen merke man sich — es wird 
in Nr. 217 und an späterer Stelle, bei Behandlung von Flächen und 
Kurven, noch näher darauf einzugehen sein — daß in der analy
tischen Geometrie des Raumes die Eigenschaft eines erzeugenden 
Flächenpunktes durch eine einzige Gleichung dargestellt werden 
kann, die Eigenschaft eines Kurvenpunktes aber nur durch zwei 
Gleichungen, die immer zusammengehören und die wir beide vereint 
als „Gleichung der Kurve“ ansprechen.

Der erzeugende Punkt P einer Ebene, die parallel ist zur «-Ebene 
(also zum Grundriß, wenn wir uns die «-Ebene horizontal vorstellen), 
hat beliebige x und «/, aber ein konstantes «. Für die Ebene im 
Abstand c von der «-Ebene ist immer « = c, der erzeugende Punkt 
immer P — x j y | c oder « = c die Gleichung einer zur «-Ebene 
parallelen Ebene, siehe Abb. 309. Man hat sonach als Gleichung einer

¥
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Ebene durch die æ-Achse: z — ay
x = ßz

......................... У = 7Х

Aufgabe: Man stelle die Gleichung einer Ebene parallel zur z-Achse auf, 
ausgehend von der letzten Gleichung (c).

Lösung: Zu diesem Zwecke verschiebt man das Koordinatensystem 
parallel in der ^-Richtung, bis die ursprüngliche Aufrißspur der gegebenen 
Ebene mit der s-Achse zusammenfällt. In diesem neuen System heißt die neue 
Gleichung der Ebene y' — yx'; nach (207 a.) geschieht der Übergang zum alten 
Koordinatensystem durch die Formeln x — x', y — y' -j-&, z — z', so daß im 
vorgeschriebenen Koordinatensystem die gesuchte Gleichung y — yx-\-h heißt.

211. Es soll die Gleichung einer Ebene auf gestellt werden, die 
durch drei gegebene Punkte P1? P2 und P3 hindurchgeht. Die Ab
bildung gibt ein Stück dieser Ebene an. Nach der Definition der 
vorigen Nummer hat man von dem erzeugenden Punkt P der vor
geschriebenen Ebene eine Eigenschaft anzugeben, deren analytischer 
Ausdruck dann die Gleichung dieser Ebene ist. Naturgemäß kann 
man hier wie auch im allgemeinen vom erzeugenden Punkt mehrere 
Eigenschaften angeben, die aber alle immer nur das nämliche zum 
Ausdruck bringen; im vorliegenden Fall kann man sagen:

Die Strecke РгР2 wird immer von der Strecke P3P geschnitten. 
Das ist tatsächlich eine Eigenschaft, die dem Punkt P nur zukommt, 
wenn er auf der Ebene durch P1? P2, P3 liegt, und sonst nioht.

Die Bedingung, daß die beiden Strecken PXP2 und P3P sich 
immer schneiden, ist nach dem Resultat des Beispieles 208 b)

(c)» У- »
z-

hat.

1X У z

xx Ух 21 1
2/z *2 1

Х3 Уз 23 1
und somit die Gleichung der Ebene durch 
die drei gegebenen Punkte Px, P2, P3.

Man hätte für den erzeugenden Punkt 
P der Ebene als Eigensohaft auch angeben 
können: er bildet mit den drei übrigen 
Punkten Pj, P2, P3 ein Vierflach vom In
halt Null, und damit die nämliche Glei
chung wie eben erhalten.

Eine andere Form der Gleichung — nicht 
eine andere Gleichung — erhält man mit Be
nützung von Vektoren. Wählt man an Stelle 
des Punktes О den Punkt P3 als neuen Bezugspunkt 0' und bezeichnet 
die von ihm ausgehenden Vektoren zu den Punkten P. der Ebene

(a)= 0
^2

0' 3

\ltrA ■
\
\
\

>P

0\

Abb. 811.



= 0 oder 0 —(— 2 (л? — 1 — 3 z) — 3(2 ж—2 — 3y)<= 0

des Dreieckes P1P2P3 mit so kommt man von O' aus mit dem 
Vektor

x' = Яг/ -f juX2

durch passende Wahl der Parameter Я und /i zu jedem gewünschten 
Punkt P der Ebene; und zwar nur zu Ebenenpunkten, weil r/ und x2 
und damit auch Яг/ und juX2 in der Ebene liegen. Die aufgestellte 
Gleichung ist daher die gesuchte Gleichung in der Parameterform. 
Der Übergang zum alten System geschieht durch die Formel r'=—t’3 -[~r 
und liefert im alten System als gewünschte Ebenengleichung

Ï t3 = Я (ïx ï3) -j- fJ (X2 t’a)
X — fal +^Г2 -f- (1 ---  Я ---  /л) tg.

Diese Vektorgleichung ersetzt ein System von drei analytischen 
Gleichungen, nämlich das System von Parametergleichungen

(b)

oder (c)

x — Я xl -j- /и x2 (1 — Я — /г) ж3 
2/ = Я z/i -f- (1 — Я — fi) y3
z — Я zx -j- /л z2 -)- (l — Я — ju)z3.

Jede Gleichung dieses Systems geht aus obiger Vektorgleichung 
durch Projektion auf die Koordinatenachsen hervor. Man hat drei 
Gle’ohungen mit zwei Unbekannten Я, tu, die man beseitigen kann, 
worauf noch eine einzige Gleichung ohne diese beiden Parameter Я, ju 
verbleibt. Я und fx sind in der Tat Parameter, denn für ein be
stimmtes Wertepaar Я und /t erhält man ein bestimmtes ж, у, z und 
damit auch einen bestimmten Punkt P. Jedem Parameterpaar Я, /г 
ist durch die obenstehende Gleichungsgruppe immer ein ganz be
stimmter Punkt P zugeordnet.

Beispiel: Gegeben die Punkte Pt — 1 0 0. P2 — 1 j 2 | 3, 
P, —4|2|1. Die Gleichung der Ebene durch diese drei Punkte hat 
in der ersten Form die Gleichung

(d)

z 1 
0 1 
3 1 
1 1

x — 11ж
11

= 0,
1 1
4 1 1

oder 4 ж — 9 у + в z — 4 = 0 als gesuchte Gleichung.

wenn man von der ersten Kolonne die vierte abzieht, um in der 
zweiten Zeile dreimal das Element 0 zu erhalten. Entwickelt man 

• nach der zweiten Zeile, so erhält man der Reihe nach
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X = Я • 1 -j— fi • 1 -}~ (1 — Я — fi) • 4

?/ = л • 0 —|— f.i • 2 -j— (1 — Я — [л) • 2

z = Я • О —}— ju • 3 —|— (1 — Я — /л) • 1

und nach Beseitigung von Я und /л als gesuchte Gleichung der 
Ebene wieder wie vorausgehend 4x — 9 у -j- 6z — 4 = 0.

Aufgabe: Man bestimme die Gleichung der Ebene durch 

Pi = 0|0|0, -P2 — 11411 > P3 — 6121 5.
Lösung:

1X
X г

0 1 = 01 1= 0 oder
1 11 56
5 16

oder 18a; —[- «/—22 z.—0.

212. Von einer Ebene kennt man die drei Abschnitte a, b, c, 
die sie auf den Koordinatenachsen abschneidet, gesucht ist ihre 
Gleichung. Man führt die Aufgabe auf die vorausgehende zurück, 
da mit dem Bekanntsein von a. b. c drei Punkte der Ebene vor
geschrieben sind: Pl=a 0 0, P2 = 0|6 0, P3 = 0j0|c. Dann ist 
ihre Gleichung
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In der zweiten Form hat man

* i У-ju — 
a ' b ' c

(a)— 1=0oder

Abschnittsgleichung der Ebene.
An dieser Gleichung ist charakteristisch* daß das absolute Glied, 

das heißt das von den Variablen freie Glied, den Wert — 1 hat. 
So hat z. B. die Ebene, die die Abschnitte 3, 2, 1 auf den Achsen 
bildet, die Gleichung

---- 1=0 oder 2 cc —j— 3 y-j-ßz — 6 = 0.

Aufgabe a) Man bestimme die Gleichung derjenigen Ebene durch 
P1== 11413, .die auf der x-Achse das Stück 3, auf der y-Achse das Stück 5 
abschneidet.

Lösung: Die Gleichung ist ~ -j- -j — 1 = 0. Die Unbekannte c
der Bedingung, daß die Gleichung vom Punkt 11413 erfülltbestimmt man aus

= 0 oder bcx 4- cay -f- abz — abc — 0

O
 N>5 O 
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1 2
T+V+T — 0, in der Form —•' =— — .c 45werden muß, 

die gesuchte Gleichung
— 1 Dann lautet

~j~ \---- ïf — 1 — 0 oder 15 X -f- 9 y — 2 z — 45 = 0.

Von der Abschnittsgleichung kann man ohne weitéres übergehen 
zur Normalgleichung der Ebene, bei der von der Ebene die Rich

tungsfaktoren cos«, cos/?, cos y bekannt 
sind, sowie ihr Abstand p vom Nullpunkt. 
Wir wollen im voraus wieder wie in 
der ebenen Geometrie festsetzen, daß 
dieser Abstand — man verwechsle nicht 
den Abstand einer Ebene von einem 
Punkt mit dem Abstand eines Punktes 
von einer Ebene, welch letzterer zweier
lei Vorzeichen haben kann — stets po

sitiv ist und vom Nullpunkt zur Ebene gezählt wird. Aus der Ab
bildung ersieht man. daß p = c cos y oder c — p: cos y ist, und ent
sprechend muß gelten

№
bОУL ■y>■

Abb. 312.

b = p : cos ß,

Nun sind von dieser Ebene wieder die Abschnitte bekannt und damit 
nach Substitution ihrer Werte in (’a) die Gleichung

X cos ct y cos ß -j- z cos y — p — 0

c = p : cos y.a — p : cos a,

(b)
Normalgleichung der Ebene.

Ist beispielsweise cos a = 0,6, cos ß — 0,8, p = 0,5 gegeben. so 
wird nach der Richtungsformel cos y = 0 und die Gleichung der Ebene

0,6 X -{- 0,8 y— 0,5 = 0.
Diese Gleichung ist die Normalform der Ebenengleichung; die Glei
chung 6 cc —8 2/ — 5 — 0 aber, die man aus ihr durch Multiplikation 
mit 10 erhält, ist nicht mehr Normalform. Letztere Gleichung stellt 
zwar die vorgeschriebene Ebene dar, aber die Gleichungsform ist 
nicht die Normalform der Ebenengleichung. Das Charakteristische 
an der Normalform der Ebenengleichung ist die Bedingung, daß die 
Koeffizienten Von x. y: z dieser Gleichung quadriert und addiert als 
Summe 1 haben müssen, da sie ja zusammengehörige Richtungs-

3 = 0 sofort alsfaktoren sind. Deswegen ist z. B. -------—
2 2 "y 2

Normalgleichung erkannt, die Koeffizienten der Variabein quadriert 
und addiert. 1 -f- -J- -j- , haben 1 als Summe.

Beispiel: Man bestimme die Gleichung einer Ebene im Ab
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stand р = Уб vom Nullpunkt, die senkrecht zur Strecke PlP0 steht; 
Л = 114|3‘, P2 = 0|2|2.

Die Strecke hat die Projektionen —1. —2, —1 und die Länge У 6
— 1 —2 —1

und somit die Richtungsfaktoren Die Ebene hat
Уб ? Ve ? У б

die nämlichen Richtungsfaktoren, folglich ist ihre Gleichung
— 2

У Уб

Man beachte die Minuszeichen der Glieder der Normalform. 
Stellt man die beiden Normalformen

— 1
—=---- V6 = 0 oder X -f- 2у -f- z -j- 6 = 0.X •

Vr, У6

1 + V1. 1 Ve оx—r=Уе

— 1 , —2 , —1 
X —— -j- У- - - — -I- Z ——

У 6 Уб У 6
einander gegenüber, so sieht man: beide Ebenen haben entgegen
gesetzt gleiche Richtungsfaktoren, sie sind also entgegengesetzt ge
richtet, das heißt die Lote auf die beiden Ebenen sind gleichgroß, 
px = У6 = p2. und parallel, aber entgegengesetzt gerichtet. Geht das 
Lot py vom Nullpunkt aus in den ersten Quadranten -|—|—[-, so
geht das zw eite Lot p2 in den entgegengesetzten Quadranten----------- .
Beide Ebenen sind parallel und haben gleichen Abstand px = p2 vom 
Nullpunkt, sie unterscheiden sich geometrisch duich den Richtungs
sinn der Lote vom Nullpunkt aus auf sie, analytisch durch entgegen» 
gesetzt gleiche Richtungsfaktoren.

Aufgabe b) Man bestimme die Gleichung derjenigen Ebene durch die 
Punkte Px —0|0j0 und P2 = 110 j 1. die mit der z-Ebene den Winkel 60° 
bildet.

2 Убye

und -Уб = 0

Lösung: Die Ebene geht durch den Nullpunkt, also ist wegen p = 0 ihre 
Gleichung x cos a -j- у cos ß -(- z cos у — 0 ; cos у ~ cos 60 0 — 0,5 ; ferner wird die 
Gleichung vom Punkt P2 —-1 jO 11 erfüllt, es gilt 1 • cos а-|-0-cos'/?-j-1 0,5 = 0 

— 0,5; die Riehtungsformel liefert noch cos/9 = + 0,5 \/2, so daß

x±yy/2 — z = 0.

oder cos а 
die Ebenengleichung

Anmerkung. Die Gleichung der Ebene in der Normalform hätte man 
auch unabhängig von den vorausgehenden Gleichungsformen entwickeln können 
und dann umgekehrt diese auf sie zurückführen können. Man denke sich das 
Lot p vom Nullpunkt aus auf die Ebene mit den Richtungsfaktoren cos а, 
cos ß. cos у errichtet und den Radiusvektor r vom Nullpunkt zum erzeugenden 
Punkt P der Ebene. Dann kann man als Eigenschaft dieses erzeugenden Punktes 
angeben: Die Projektion sejnes Radiusvektors r auf das Lot p ist gleich diesem 
Lot, also

p — x cos a --f- у cos ß z cos y,
nach Nr. 192.
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Oder man benützt die Formel des Beispieles der Nr. 195 und schließt: 
Von der Ebene mit den Richtungsfaktoren cosa, • cosß, cosy im Abstand p 
vom Nullpunkt hat der beliebige Punkt P—x\y\z den Abstand d — x cosa 
-f- y cos ß -]- z cos y — p. Ist P der erzeugende Punkt der Ebene, so ist natür
lich d = 0, es gilt daher von ihm 0 = x cos a -j- y cos ß -j- z cos y — p.

Die Gleichung einer Ebene mit vorgeschriebener Richtung 
durch einen gegebenen Punkt P0 läßt sich auf die Normalform 
zurückführen. Sind cos«, cos/?, cosy die vorgeschriebenen Richtungs
werte, so muß die Gleichung der Ebene sein

x cos a-\-y cos ß -f- z cos y — p — 0.
Der Abstand p vom Nullpunkt ist unbekannt; zu seiner Ermittlung 
benützt man die Bedingung, daß P0 — x0 j y01 z auf dieser Ebene liegt,

x0 cos a -}- y0 cos ß -f- z0 cos y — p = 0.
Man substituiert entweder p aus dieser zweiten Gleichung in die 
erste, oder einfacher: man subtrahiert die zweite Gleichung von der 
ersten und erhält die gesuchte Gleichung in der Form

(x — x0) сова + (у — y0) cosß + (z — z0) cos у = 0.
Aufgabe c) Man bestimme die Gleichung derjenigen Ebene durch den 

Punkt Px, die senkrecht zur Strecke P2P3 steht.
Pi = l|4|8, P2 = 4|0|0, Рз = 0|2| 1.

Lösung: Die Strecke P2P3 hat die Projektionen —4, 2, 1 und damit 
die Richtungsfaktoren —4 q, 2 q, q, siehe Nr. 193. Die zur Strecke senkrechte 
Ebene hat die gleichen Richtungsfaktoren und deswegen nach der voraus
gehenden Formel die Gleichung

(x—1) — 4q-\~{v— 4)-2g-f-(2 — 8)-g = 0 oder 4x — 2 у — z-f-7 = 0.
Aufgabe d) Welches Gebilde wird durch die Gleichung tj) — p2 dar

gestellt, wenn ï der Vektor vom Nullpunkt zum erzeugenden Punkt P ist und 
ein gegebener Vektor vom Zahlenwert p?

Lösung: Setzt man den Einheitsvektor von gleich j)', so gilt p — p'p; 
dann wird die obige Gleichung tp' — p. Der Einheitsvektor ))' ist gegeben 
durch seine Richtungsfaktoren cosa, cos/?, cosy. Dann geht die zu disku
tierende Gleichung über in

(°)

(b x 4* *2 y + b z) (b cos a -j- i2 cos ß -f- i3 cos y) — p 
x cos a -}- y cos ß -\-z cos y — p = 0 ;

die Gleichung = ist demnach die Normalform der Ebenengleichung in 
vektorieller Darstellung.

213. Die bisherigen Gleichungen waren alle von der Form

A x -(- By -j- Cz -f- D = 0.

Man vermutet, daß diese Gleichung immer eine Ebene vorstellt. In 
der Tat zeigt sich das, wenn man etwa die Gleichung mit — D divi
diert, man erhält dann die Abschnittsgleichung der Ebene,

oder



womit die Abschnitte
D *a ■—

der Ebene auf den Koordinatenachsen ermittelt sind. Es stellt also 
jede in den Koordinaten x, y, z lineare Gleichung eine Ebene vor, 
das heißt obige Gleichung Ax-\-By-\~Cz-\-D = 0 ist die allge
meine Ebenengleichung.

Will man eine Ebene zeichnerisch darstellen, so wird man sie 
meist auf die Abschnittsgleichung bringen. Mit den Abschnitten a, 
b, c sind dann auch gleichzeitig die Spuren der Ebene in den drei 
Rissen bekannt; ihre Grundrißspur E’ hat als Gerade der z-Ebene

die Gleichung ---- 1 = 0, ihre Aufrißspur E" als Gerade derа о
У zж-Ebene die Gleichung — -[---------1 = 0; wünscht man noch die Seiten-
o c

rißspur E'", so ist diese durch — -I-------- 1=0 in der y-Ebene gegeben.
а ' c

Die Abschnittsgleichung versagt, wenn die Ebene durch eine 
der Koordinatenachsen hindurchgeht oder auch nur durch den Null
punkt, weil dann alle Abschnitte Null werden und damit unendlich 
große Glieder in der Gleichung auftreten würden.

Brauchbarer für die Diskussion und Rechnung ist die Normal
gleichung, die auch gleichzeitig die geometrische Bedeutung der Kon
stanten A, B: G, D angibt. Um sie zu erhalten, überlegt man wie
der, daß die allgemeine Form und die Normalform der Ebenen
gleichung sich nur durch einen konstanten Multiplikationsfaktor 
unterscheiden dürfen, wenn sie die nämliche Ebene vorstellen sollen, 
so daß

x cos et —j— y cos ß —j— z cos y — p = 0 und q(A x -{- By -j- Cz -j- D) = 0 
identische Gleichungen sind. Daraus folgt sofort:

Die Konstanten der Ebenengleichung sind 
proportional den Richtungsfaktoren der Ebene, (b)

oder analytisch
cos« = p^4, cos ß = gB, cos 7 = qC, —p — oD,

wo natürlich q zunächst unbekannt ist. q läßt sich ermitteln mit 
Hilfe der Richtungsformel, hier
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Ax By Cz 
D D D:----- 1=0

X У zoder 1=0,— D.A — D.B — D:G

oj
 bо

ta
 b
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1
(c)QtA* + Q*Ba-\-QtC*=l oder 9 ±.Ya* + b2 + g2'

Damit hat man zweierlei erhalten: Erstens, daß man die allgemeine 
Ebenengleichung mit + VA2 -j-B2 -\-C2 dividieren muß. um sie auf 
die Normalgleichung überzuführen, so daß

Ax-f By-\-Cz-{- D = n
± VA2 ~l~B2-f- G2

die Normalgleichung der Ebene ist. Damit der Abstand

(d)

D
(e)V = — qD

ip УЛ2 \ В2 , G‘
der Ebene vom Nullpunkt vorschriftsgemäß stets positiv ist, ist das 
Vorzeichen der Wurzel stets entgegengesetzt dem Vorzeichen von D 
zu wählen, siehe Nr. 88.

Und weiter geht die obenstehende Beziehung zwischen den Rich
tungsfaktoren der Ebene und den Konstanten der Ebenengleichung 
über in ____________

cos а : cos ß : cos у : 1 = А : В : G : + V A2 -j- B2 -f- O2.

aus welcher Gleichung die Richtungsfaktoren un
mittelbar zu entnehmen sind, wenn die allgemeine 
Ebenengleichung gegeben ist.

Beispiel: Die durch die Abbildung dargestellte 
Ebene hat die allgemeine Gleichung

12 X -f- 4 y -)- 3 z — 12 = 0.

(f)

4

о ъ_ ■y
Ihre zeichnerische Darstellung geht am einfachsten aus 

von der Abschnittsgleichung -f~ ~

und ermittelt aus dieser die Abschnitte a = l, 
6 = 3, c = 4. Die Grundrißspur Ef ist z = 0 mit-^--)-~—1=0,

ihre Aufrißspur E" entsprechend x = 0 mit — 4- Z----1 = 0. Auf
3 4

die Normalform bringt man die allgemeine Gleichung durch Divi
sion mit (+j Vl 22 -J- 4a -j~ 32 = 13,

12 x 4 y -)- 3 z — 12

T
Щ

— 1=0Abb. 318.

12 , 4.3
13 “ y 13 1 13

12oder= 0 — ts = 0,13 13
so daß

cos« = ||-, cos ß---- , cos у = Уз-,

Die Konstanten А, В, C, D der allgemeinen Ebenengleichung 
bestimmen Richtung und Lage der Ebene; zu beachten ist dabei,

P = łł-
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daß D ohne jeden Einfluß auf die Richtung ist und nur die Lage 
bedingt. Wenn sich daher zwei Ebenengleichungen nur im letzten 
Glied D — im „absoluten Glied“, wie man oft auch sagt — unter
scheiden, so müssen sie parallel sein. Nehmen die Konstanten der 
Ebenengleichung spezielle Werte an, dann wird sich auch die Ebene 
nach Richtung und Lage spezialisieren. Besondere ausgezeichnete 
Lagen und Richtungen wird sie erhalten, wenn eine oder mehrere 
der Konstanten verschwinden, das heißt den Wert Null annehmen. 
Wenn D verschwindet, erfüllt der Nullpunkt die Gleichung der Ebene, 
die Ebene geht durch den Nullpunkt. Im Fall A = 0 wird wegen 
q A — cos a — 0 die Ebene senkrecht stehen zur x-Ebene oder parallel 
sein zur ж-Achse; in der Gleichung wird dann das Glied mit x fehlen. 
Zieht man die entsprechende Schlußfolgerung für den Fall В — 0 
und (7 = 0, so kann man zusammenfassen:

Wenn in der Ebenengleichung das Glied mit x 
(bzw. у oder z) fehlt, so ist die Ebene parallel zur 
x-Achse (bzw. y- oder z-Achse).

Fehlen zwei der Variabein in der Ebenengleichung, etwa x und у, 
das heißt ist А = 0 und В = 0, so muß die Ebene gleichzeitig 
parallel sein zur x- und y-Achse, sie ist dann parallel der xy- oder 
z-Ebene. Fehlen alle Variablen in der Ebenengleichung, lautet diese 
demnach D = 0, so muß die Ebene allen drei Koordinatenachsen 
parallel sein. Eine im Endlichen liegende Ebene kann diese Be
dingung nicht erfüllen,

es stellt daher D = 0 die unendlich ferne Ebene 
vor.

Daß D = 0 die Gleichung der unendlich fernen Ebene ist, läßt sich 
auch entwickeln, wenn, man von der Abschnittsgleichung ausgeht,

Dx Dy-^ + D = 0
c

(g)

(h)

- + f + 1=0,
а 1 b 1 с und sie auf

bа

umformt, indem man mit —^D multipliziert. Die unendlich ferne 
Ebene schneidet auf den Achsen unendlich große Stücke a, b, c ab, 
es müssen daher die Glieder mit x, у, z in der Gleichung hinaus
fallen und nur D — 0 übrig bleiben.

Zuweilen wendet man eine Form der Ebenengleichung an, die 
z als explizite Funktion von x und у angibt. Löst man die all
gemeine Ebenengleichung nach z auf, so erhält man

A B D
ljX С У C

Die beiden Konstanten X und ju bestimmen die Richtung der Ebene;

oder z = Ix -j- yy -)- c. (i)
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schreibt man die neue Gleichung in der Form der allgemeinen Glei
chung А ж -j- /л у — z —j— с = 0, so erhält man

cos а : cos ß : cos у : 1 = Д : /г : — 1 : + ]/T2 -(- /л? -}- 1,

wenn man (f) anwendet. Die Konstante c bestimmt die Lage der 
Ebene; diese wird von der г-Achse im Punkt 0|0jc geschnitten.

Für den in der Raumgeometrie oft wiederkehrenden linearen 
Ausdruck A x 4- By -f- Cz -{- D führt man E als Symbol oder als 
abkürzende Bezeichnung ein, so daß E = 0 die allgemeine Ebenen
gleichung vorstellt. Es sei hier auf die Ausführungen in Nr. 87 ver
wiesen. Entsprechend wird man verschiedene Ebenen unterscheiden 
durch Ex = 0, E2 = 0 usw., wo also

Е{ее^А{х-f- В{у Dv

Und weiterhin wird man N als Symbol für den Ausdruck ж cos а 
-j- у cos ß -j- z cos у — p wählen, so daß N = 0 die Normalgleichung 
der Ebene vorstellt.

214. Zwei Ebenen Ex = 0 und E., = 0 schneiden sich in einer 
Geraden, deren Gleichung dann ist

^ = 0
denn der erzeugende Punkt dieser Geraden muß sowohl der ersten 
Ebene angehören wie auch der zweiten.

So ist die Schnittgerade der beiden Ebenen x—4у — 3z = 0 
und 2 x — 5 у -(-6 = 0 dargestellt durch das zusammengehörige 
Gleichungspaar

00

G)

e2 = 0,mit

2 x — ö у —{— 6 = 0.mitx — 4 у — 3z = 0
Uber die Gerade als solche wird der nächste Abschnitt handeln, so 
daß die weitere Diskussion der Geraden hier vorläufig abbricht.

Außer der Schnittgeraden interessiert vor allem der Neigungs
winkel d\ den die beiden Ebenen einschließen. Seien in ausführ
licher Schreibweise

Ex EEE Axx Вгу C xz —= 0, E2= A2x-\~B2y -\-C2z -\-D2 = 0

die Gleichungen der beiden Ebenen, so sind nach der vorausgehen
den Nummer die Richtungswerte beider Ebenen

\ bzw. É^2^2" Q'Z Bn • ^2^2)
wobei die Proportionalitätsfaktoren und q2 bestimmt sind durch 
die Richtungsformel oder mit Benützung von (213 c) zu

11
9i = C>2 = T2’±VAl‘ + Bl* . C,
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Nach (196 b) ist dann der Neigungswinkel # der zwei Ebenen El 
und E2 bestimmt durch

COS # f?i A^ ' @2^2 “F" Ql-^1 ’ @2^2 “К ‘ @2^2

V4,* + B~s + OS ■ VAS + BS+CŚ '
Das Vorzeichen der beiden Wurzelwerte qx und q2 ist nach der 
vorausgehenden Nummer ein ganz bestimmtes und damit auch das 
Vorzeichen von cos#.

Beispiel: Die Ebenen 

Ег = х — 4y-\-2z—3 = 0

(a)

E2~x-\- y — 2z — 1=0und

haben die Richtungskoeffizienten qx, —4px, 2gx bzw. q2, q2, —2q2. 
Die Werte der Proportionalitätsfaktoren gx und g„ sind bestimmt 
durch die Richtungsformel

Qi2 4~ 160i2 “f* 4@i2 = 1

p1==l:±V2Ï,

Q2 Q22 ~h 4 Q2 —1

p2 = 1 : ±V6.

bzw.

oder

1-1 — 4 • 1 -j- 2---- 2 7Damit wird cos # =
3 У14 ’

Natürlich hätte man das gleiche Resultat durch unmittelbare An
wendung der vorausgehenden Formel erhalten. Das Vorzeichen von 
cos & wäre in diesem Fall bestimmt geworden.

Zwei parallele Ebenen Ex = 0 und E2 = 0 haben die gleichen 
Richtungsfaktoren, also

qxAx = q2A2, g1B1 = g2B2, gx 0x = g2 C2,

oder in Form einer Proportion

У 21 Уб

А1:В1:С1 = АЛ: B9:C2

Д2 — E2 = g Bx, C2 g Cx.
Die zur Ebene Ax-\- By -\-Cz-\- D — 0 parallele Ebene hat dem
nach die Gleichung gAx-^-g-By-[-g-Cz-\~D — 0, oder wenn man 
mit g dividiert, Ax-\-By-\-Cz-\-D' = 0. Man merke also:

die Gleichungen paralleler Ebenen unterscheiden 
sich nur durch das Absolutglied.

(b)bzw.

(?)

Sind die beiden Ebenen senkrecht zueinander, so wird # = 90° 
oder cos # = 0, was bei Voraussetzung endlicher Werte der Koeffi
zienten erfordert, daß der Zähler des Bruches in (a) verschwindet, 
daß also

(d)i.i. + a.B.+o.c.-o.
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Man beachte wieder, daß die Tatsache des Senkrechtstehens zweier 
Ebenen durch eine einzige Bedingungsgleichung ausgedrückt wird, 
jene des Parallelseins aber durch zwei. In der Tat hat man eben 
von einer Ebene mehr verlangt, wenn man vorschreibt, sie soll einer 
andern gegebenen Ebene parallel sein, als wenn sie zu dieser nur 
senkrecht ist. Es gibt ja auch durch einen Punkt nur eine einzige 
Ebene, die der gegebenen Ebene parallel ist, dagegen oo1 Ebenen 
durch den Punkt senkrecht zu dieser vorgeschriebenen Ebene.

Aufgabe a) Gesucht ist die Gleichung einer Ebene durch den Punkt 
P0 — 3 i 4 I 1 parallel der Ebene x-\-z — 3 = 0.

Lösung: E>er Ebene sind drei Bedingungen vorgeschrieben: eine durch 
Angabe, von P0 und zwei weitere durch Festsetzung der Richtung. Die ge
suchte Gleichung ist ar —J— z —f- Z> = 0 ; D bestimmt man aus der Bedingung, daß 
der Punkt P0 der Gleichung genügen muß, 3 —{— 1 —)— = 0 oder D= — 4; da
mit ist die Gleichung x-J-z — 4 = 0.

Aufgabe b) Gesucht ist die Gleichung einer Ebene durch den Punkt 
P0 = 3|0[4, die senkrecht zur Ebene x-\-z— 3 = 0 ist und vom Nullpunkt 
den Abstand 0,5 hat.

Lösung: Hier sind die drei Bedingungen ersichtlich. Man benützt die 
Normälform für die gesuchte Gleichung x cos a -)- y cos ß -)- z cos y— 0,5 = 0. 
Für die Unbekannten oc, ß, y hat man außer der Richtungsformel zwei Glei
chungen, einmal 3 cos a -j- 4 cos y — 0,5=0, weil der Punkt P0 der Gleichung 
genügen muß, dann l-cosa-|-0 cos ß -J- 1 -cos y — 0 nach (d). Man erhält aus 
beiden Gleichungen cos y = 0,5, cos a = — 0,5 und daraus cos /? = Hh 0,5 y‘2. 
Dann hat man zwei Lösungen für die gesuchte Gleichung, nämlich

oder æip y\'2 — z -j- 1 = 0. 
215. Drei Ebenen E1 = Q, E2 — 0, E3 — 0 schneiden sich in 

einem bestimmten Punkt P0. Dessen Koordinaten #0, y0, z0 müssen 
die Gleichungen dieser drei Ebenen erfüllen,

“b В1У0 ~\~ GizoJT — ^
Л2хо -f- ВгУо “b G2zo “b = 0
^зхо “b ВзУо ~b 63zo “b D* = 01

und können daher aus ihnen ermittelt werden. Bei speziellen Zahlen
beispielen am einfachsten elementar, im allgemeinen Fall mit An
wendung von (50 i), nämlich

я • — 0,5 4 у ■ ± 0,5 V2 + * • 0,6 - 0,5 = 0

Ax Bx Gi Di

xo'-Vo:zo'A = Ä2 B2 °2 D2 = Ax: A2: Д3: Л,
A3 B3 G3 D3

wo Ли До, Д3, Д die aus der Matrix zu bildenden aufeinander
folgenden Determinanten dritten Grades sind. Solange

Ai Bi G1

A= A2 B2 C2 
A3 B3 C3

(a)

(b)
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von Null verschieden ist, erhält man stets einen bestimmten im End
lichen gelegenen Schnittpunkt P0.

Aufgabe: Gesucht ist der Schnittpunkt P0 der Ebenen
X—y-\-2z — 3 = 0, 2 a? —f-y — z — 0, x — 4y = 0.

Man rechnet elementar oder mit Anwendung von (50 i),
1_1 2—3
2 1—1 0 
1—4 0 0

= — 12: — 3: — 27: — 21 
1 : 9 : 7*o : У о ■ zo • 1 = = 4:

oder
x0 — 4,

Ist aber Д=0, so hat man zwei Fälle zu unterscheiden: Als 
ersten, daß von den Determinanten Дх, Д2, Д3 wenigstens eine 
von Null verschieden ist; dann wird

Уо = \> Zo = T-

*^o ■ Уо ■ ^ Ai • Aj • A3 • 0
wenigstens eine Koordinate mit dem Wert 00 ergeben, der Schnitt
punkt der drei Ebenen liegt dann im Unendlichen oder die Ebenen 
schneiden sich in drei parallelen Geraden.

Zweitens können neben Д = 0 auch alle die andern Д 
schwinden; dann gibt die obige Lösung

*o: Уо '■ zo '■1 = 0 :0 : 0: 0 

keinen bestimmten Schnittpunkt, das heißt die drei Ebenen gehen 
durch die nämliche Gerade, jeder Punkt dieser Geraden kann als 
Schnittpunkt betrachtet werden. Dieser Fall ist natürlich im voraus
gehenden mit inbegriffen, weil eben die drei parallelen Geraden dann 
zusammenfallen. Im speziellen Fall können die Ebenen auch parallel 
sein, wo dann als gemeinsame Schnittgerade die unendlich ferne 
Gerade erscheint. Fallen schließlich die Ebenen im speziellsten Fall 
zusammen, dann ist jeder Punkt der Ebene Schnittpunkt.

Man faßt die gefundenen Resultate zusammen zu:

Die drei Ebenen El — 0, E2 = 0, E3 — 0 schnei
den sich in (getrennten oder zusammenfallenden) pa
rallelen Geraden, wenn

ver-»

A1 Вг C,
A = A2 B2 C2 =0.

в, о,
Beispiel a) Wie löst man drei in x, y, z lineare Zahlen

gleichungen am schnellsten?
Sind die Zahlengleichungen einfach, etwa wenn die Koeffizienten 

ganze Zahlen sind, so wird man am besten zunächst eine der Un-
Egerer, Ingenieur-Mathematik. Ï.

(C)

30



1 Ях @1 

ш я2 с2 d2
3 Я3 С\ Dà

4 Я, С4 D,
sein, damit sie verträglich sind. Diese Gleichung D = 0 ist dann 
die erforderliche Beziehung zwischen den Konstanten der Ebenen- 
gioichungen, falls die vier Ebenen sich im nämlichen Punkt schnei
den sollen.

216. Für den Abstand d des Punktes P0 — x0 | y0 | z0 von der 
gegebenen Ebene x cos a-\-y cos ß -f- z cos y — p — 0 hat man nach 
(H)5f) die Formel

D== W= 0

d = x0 cos а -f~ У о cos ß ~r zo 008 У — P-

Wie in Nr. 88 soll auch hier festgesetzt werden, daß der Abstand d. 
von der Ebene aus zum Punkt P gezählt wird.

Ist von der Ebene die allgemeine Gleichung gegeben, so bringt 
man diese vorher auf die Normalform

(a)

A x -{-By Cz -j- D q
±Va2-\':b2-^c2 ~
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bekannten eliminieren oder die Formel (50 i) anwenden, so wie das 
beim vorausgehenden Beispiel geschah.

Sind die Zahlengleichungen aber nicht einfach, beispielsweise 
von der Form 1,812 a: — 0,045y -j- 6,943 z — 0,421=0, wie das bei 
räumlichen Statikaufgaben öfter vorkommt, so werden die oben
genannten Methoden recht müHelige Zahlenrechnungen verschaffen. 
Hier empfiehlt sich die graphische Lösung, indem man jede der drei 
Gleichungen als eine Ebenengleichung betrachtet, diese Ebene mit 
den Hilfsmitteln der darstellenden Geometrie zeichnet und ihren ge
meinsamen Schnittpunkt P0 aufsucht, dessen Koordinaten x0, î/0, z0 
die gesuchte Lösung der Gleichungsgruppe ergeben. Es empfiehlt 
sich, von der Abschnittsgleichung der Ebene auszugehen.

Beispiel b) Vier Ebenen haben im allgemeinen keinen Punkt 
gemeinsam; damit sie sich im nämlichen Punkt schneiden, muß dem
nach zwischen den Konstanten ihrer Gleichungen eine Beziehung 
existieren.

Wenn die Ebenengleichungen E1 = 0, E2 — 0, E3 — ö, E± — 0 
sind, dann muß der gemeinsame Punkt, der etwa als P0 — x0 | y0 j z0 
bezeichnet sei, diese vier Gleichungen erfüllen. Man hat dann für 
die drei Unbekannten x0, y0, z0 vier lineare Gleichungen, nach (50b) 
..itiß deren Determinante
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und wendet die worausgehende Formel an,

Л = ^х° X В У о + ^zo ~\~D
(Ь)

Für das Vorzeichen der Wurzel gilt die Festsetzung von Nr. 213. 
Man sieht wieder entsprechend wie in Nr. 88, daß der Nullpunkt 
von der gegebenen Ebene negativen Abstand hat, und ebenso auch 
alle Punkte, die auf der gleichen Seite liegen wie dieser, daß also 
durch jede Ebene der Raum in zwei Teile getrennt wird, einen 
negativen, der den Nullpunkt enthält, und einen positiven auf der 
andern Seite der Ebene.

Wenn man will, kann man noch die beiden Seiten der Ebene 
als positive und negative unterscheiden, als negative etwa diejenige, 
die zum Nullpunkt hingewandt ist. Freilich wird diese Unterscheidung 
hinfällig, wenn die Ebene durch den Nullpunkt selbst geht.

Andrerseits bleibt aber die Festsetzung bestehen, daß eine Ebene 
von einem Punkt immer nur positiven Abstand hat. Dieser schein
bare Widerspruch rührt wieder davon her, daß im Raum durch eine 
Ebene eine Zweiteilung, eine Polarität geschaffen werden kann, 
nicht aber durch einen Punkt oder eine Gerade.

Beispiel a) Von der Ebene x cos « -}- у cos ß z cos у— p = 0 
hat der Punkt Px — -3 | 4 11 den Abstand

dj = 3 cos a -j- 4 cos ß -j- 1 • cos у — p; 
der Punkt Р2 = а\Ъ\с hat den Abstand

d2 — a cos а —(— b cos ß -j- c cos у — p. 
und ein ganz veriabler Punkt P — x\y\z den Abstand 

d — x cos a -f- у cos ß -f- z cos у — p, 

wie das ja die ursprüngliche Formel in Nr. 195 angab.
Aufgabe: Gesucht ist die Gleichung der Ebene, von der die Punkte 

Pi = О I 1 I 0, -P2 = 2 I О I 1, P3 = О I 2 J — 4 die Abstände — 1 bzw. 0 lind 
— 2 haben.

Lösung: Die gesuchte Gleichung schreibt man in der Normalform 
x cos cc —(— у cos ß -j— z cos у — 'p = 0; für die Unbekannten a, ß, y, p hat 
außer der Richtungsformel noch die gegebenen drei Bedingungen

0 = 2- cos а -|- 0 • cos ß X 1 ■ cos у — p,

man

— 1 == 0-cos а -(- 1 - cos ß -}- 0-cos у — p,

— 2 = 0* cos а X 2 • cos ß — 4 • cos у — p
oder

— l = cos ß — p, 0 = 2 cos а X cos j' —p, — 2 = 2 cos ß — 4 cos y — p,
aus denen man zunächst cosa = fp, cos ß — p—1, cosy = £p und dann 
mit Hilfe der Richtungsformel рг — 0, p2= 128: 77 ermittelt. Man erhält zwei 
Lösungen y — 0 und 48a;X51УX32z — 128 = 0.

30*
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Als Entfernung d zweier paralleler Ebenen Ex = 0 und 
E2 = 0 sei verstanden der senkrechte Weg von der ersten zur zweiten 
Ebene; durch die vorangehende Schreibweise ist 2^=0 als erste 
und E2 — 0 als zweite Ebene charakterisiert. Sind

X cos ax-\- у cos ßx-\-z cos yx — P1 — 0,
X cos a2 -}- у cos ß2 -j- z cos y2 — p2 = 0

die Gleichungen beider Ebenen, so ist px der Weg vom Nullpunkt 
zur ersten Ebene, p2 der Weg vom Nullpunkt zur zweiten, somit 
der Weg von der ersten zur zweiten Ebene

d — P2 Pi-
Man fragt wieder wie in Nr. 89 nach der geometrischen Be

deutung der Symbole E und N für eine gegebene Ebene. Nach 
(a) hat der Punkt P — x | у 1 z von der Ebene

cos a -f- у cos ß -\-z cos у — p — 0

d—x cos a -f- у cos ß-\-z cos у — p,

das ist aber nichts anderes als N, so daß dieses Symbol N für die 
gegebene Ebene nichts anderes vorstellt als den Abstand des Punktes 
P — x I у I z von ihr. Deren Gleichung N = 0 sagt demnach aus, daß 
der Punkt P, wenn er erzeugender Punkt der Ebene ist, von ihr 
den Abstand Null hat.

Die Deutung E ist dann auch recht einfach, da ja

(P)

den Abstand

E oder E = ±N- VA2 -f B*-\-ĆN ==■
± VA2-f- B2 'Ç-C'

ist; das heißt das Symbol E stellt den mit einem konstanten Faktor 
multiplizierten Abstand des beliebigen Punktes P — x \ y \ z von der 
Ebene E — 0 dar.

Beispiel b) Die Ebene E = 2 x — у -j- 2z -j- 6 = 0 hat alsNormal-
2 x — у —|— 2 z —в__2 x — у -\-2z-f- 6form N = = 0 öder N =

— V22-f l2-j-22
Hier ist sonach E — — 3 N. Der Punkt Px — 3 | 0 | 1 hat von dieser 
Ebene den Abstand

— 3

2 • 3 — 1 • 0 -f 2 • 1 + 6 14
3 ’— 3

ein Punkt Р2 — а\ Ъ\с hätte den Abstand

j  2a — Ô —|— 2c —j— 6a2------------------- ---------
— 3
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ein Punkt P0 = x0 | y0 j z0 den Abstand

“æ0 — У o ~ł~ - zo -f- 6
—— 3 '

der Punkt P — X | у j z hat den Abstand 

2x — y-]~ 2z -j- 6

d0

E
N = -3’

wie auch die Koordinaten dieses Punktes sein mögen. Es ist in 
diesem speziellen Fall N der Abstand des variablen Punktes P und 
E der —3-fache Abstand des variablen Punktes P von der ge
gebenen Ebene.

Die Gleichung Ex— XE2 — 0, wo Я ein Parameter ist, stellt 
ein Ebenenbüschel vor. Man überlegt wie in Nr. 90: Ex und E2 
sind linear in den Koordinaten, daher auch Ex— XE2. also stellt 
Ex— XE2 — 0 die Gleichung von Ebenen vor, und zwar von 
unendlich vielen, da Я unendlich viele Werte annehmen kann. Es 
ist somit Ex— XE2 = 0 die Gleichung einer Ebenenschar. Die 
beiden Ebenen Ex = 0 und E2 — 0 schneiden sich in einer Ge
raden g, deren Punkte demnach sowohl die Form Ex wie auch die 
Form E2 zu Null machen, also auch die Form Ex — äE2 . Das heißt 
aber nichts anderes, als daß alle Punkte der Geraden g und somit 
diese Gerade g selbst auf jeder der Ebenen Ex — XE2 = 0 liegt, oder 
umgekehrt, daß alle Ebenen Ex — XE2 = 0 die nämliche Gerade g 
gemeinsam haben. Dann ist aber

Ex — XE2 == 0
die Gleichung eines Ebenenbüschels.

— 3

(d)

Geradengleichungen. Gerade und Gerade. Gerade und Punkt.

217. Stellen Ex = 0 undF2 = 0 zwei Ebenen vor, so ist durch 
die Verbindung

^ = 0]
Яг = oJ

die Gesamtheit jener Punkte definiert, die sowohl der ersten wie der 
zweiten Gleichung genügen, das heißt die Gleichung der Schnitt
geraden beider Ebenen. Ob man zur Darstellung einer Geraden 
immer zwei Gleichungen benötigt?

Ja, weil durch eine einzige Gleichung eine Fläche dar
gestellt wird, durch ein System von zwei zusammen
gehörigen solchen Gleichungen aber eine Kurve. Voraus
gesetzt ist natürlich, daß in den Gleichungen keine Unbekannte oder

Ex — 0 mit E2 — 0 oder
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Parameter auftreten. Das ist unschwer einzusehen, wenn man von 
den Freiheitsgraden eines Punktes ausgeht. Ein im Raum vollständig 
freier Punkt hat 3 Freiheitsgrade, dagegen nur 2, wenn er auf einer 
gegebenen Fläche bleiben soll, nur 1, wenn er sich auf einer vor
geschriebenen Kurve bewegen soll, und 0 Freiheitsgrade, wenn er 
festgehalten ist.

Bezeichnet man die drei Koordinaten des Punktes P im Raum 
mit X. y, z, so wird für einen völlig freien Punkt jede dieser drei 
Koordinaten beliebige Werte annehmen können, über keine dieser 
Koordinaten ist ‘irgendeine Verfügung getroffen, jede der drei Ko
ordinaten kann man beliebig wählen. Stellt man dagegen irgendeine 
Bedingung auf, der diese drei Koordinaten oder einzelne davon ge
nügen müssen, oder in andern Worten, stellt man irgendeine Gleichung 
F(x,y,z) — 0 für diese Koordinaten auf, so hat man dadurch dem 
Punkt P eine Bedingung, eine Bewegungsbeschränkung vorgeschrieben, 
man hat ihm einen Freiheitsgrad genommen; diese Gleichung definiert 
somit alle jene Punkte, die der vorgeschriebenen Bewegungs
beschränkung genügen, sie ist also die Gleichung jener Fläche, auf 
der vorschriftsmäßig der Punkt P sich bewegen soll oder kann.

Schreibt man zwei Gleichungen

F(x,y,z)~ 0 mit G(x,y,z) = 0
für den Punkt P an, so ist ihm durch jede Gleichung ein Freiheits
grad genommen, er kann nur mehr einen einzigen Freiheitsgrad 
haben und muß sich daher auf einer Kurve bewegen; der Verein 
zweier Gleichungen stellt somit im Raum eine Kurve vor.

Durch drei Gleichungen ist im Raum ein fester Punkt definiert, 
da ja durch jede dieser drei Gleichungen ihm ein Freiheitsgrad ge
nommen wurde. So stellt etwa die Schreibweise P = 3 j 4 | 2 beispiels
weise den Punkt vor, für den ж=3, y — 4, z— 2 gilt, das heißt 
jede dieser drei Gleichungen definiert eine Bewegungsbeschränkung.

Durch die Gleichung F (ж, y, z) — 0 ist dem Punkt P eine Flächen
führung gegeben, eben die Fläche, die dieser Gleichung genügt; durch 
die Gleichung G(x,y,z) = 0 wird ihm noch eine zweite Flächenführung 
vorgeschrieben, durch beide zusammen dann eine Kurvenführung, 
jene Kurve nämlich, die beiden Flächen gemeinsam ist. Die Kurve

F(x, y,z) = 0 
G(x, y,z) = 0

ist somit den beiden Flächen F(x,y,z) = 0 und G(x,y,z) = 0 ge
meinsam.

}F(x.y,z) — 0 mit G(x,y,z) — 0 oder

Beispiel: Die Gleichung 4x-\-Sy—12 = 0 stellt in der ana
lytischen Geometrie der Ebene eine Gerade vor, so wie sie in die



Eine Gerade parallel zur z-Achse wird am einfachsten als Schnitt 
von zwei Ebenen betrachtet, deren eine x = a parallel der x-Ebene 
und deren andere y = b parallel der ?/-Ebene ist; dann ist die Ge
radengleichung x = a mit y — b. Entsprechend findet man die 
Gleichung von Geraden parallel zu den andern Achsen und hat so
mit als Gleichung einer Geraden parallel der

X-Achse y-Achse z-Achse
bl z = c 1

c J X — a j
У= X = a

(b)
y=bz —

Eine Gerade parallel zur z-Ebene wird am einfachsten betrachtet 
als Schnitt einer zur z-Ebene parallelen Ebene mit einer beliebigen 
Ebene E = 0, so daß ihre Gleichung z — c mit E — 0 ist. Ent
sprechend findet man auch die Gleichungen von Geraden parallel zu 
den beiden anderen Koordinatenebenen und hat somit als Gleichung 
einer Geraden parallel zur

ж-Ebene ÿ-Ebene z-E bene

! )У = z =X =
(c)

E = E--= E =

Oder wenn man die erste Gleichung dieser Paare in die zweite sub
stituiert.
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Abbildung eingetragen ist. Im Raum stellt aber die nämliche Gleichung 
eine Ebene vor, und zwar eine Ebene parallel der z-Achse. Ihr 
Schnitt mit der z-Ebene, ihre sogenannte 
Grundrißspur, ist durch das zusammengehörige 
Gleichungspaar 4ж-f-Sy — 12 = 0 mit z = 0, 
also durch zwei Gleichungen dargestellt. Wenn 
man für diese Schnittgerade eine Redewendung 
gebraucht wie: diese Gerade hat in der z-Ebene 
die Gleichung 4 x -J- 3 у — 12 = 0, oder eine 
ähnliche, so hat man scheinbar nur eine einzige 
Gleichung für die Gerade angeschrieben; scheinbar, denn in den Worten 
„in der z-Ebene“ ist eben die Gleichung z = 0 enthalten.

218. Die z-Achse ist als Schnitt der x-Ebene mit der y-Ebene 
zu betrachten, demgemäß ist ihre Gleichung x = 0 mit y — 0, ent
sprechend findet man die Gleichung der andern beiden Koordinaten
achsen und hat somit als Gleichungen der

y-Achse 
z = 0 

x = 0

Abb. 314.

x-Achse
y = 0

z-Achse 
x = 0 j 

y=oj. (a)
z= 0

%

о
о

О
О

-Ö с
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у=ъ
Ax+Cz-\-D' = 0

x — a z = c I
Ax+By-\-D’ = Oj. ^By-\-Cz+D' = Q

Eine Gerade in einer der Koordinatenebenen entsteht als Schnitt 
einer beliebigen Ebene E — 0 mit der betreffenden Koordinatenebene. 
Insofern ist sie auch gleichzeitig die Spur dieser Ebene in dem 
betreffenden Riß.

Es ist demnach die Gleichung einer Geraden in der 
x-Ebene «/-Ebene

y=0 
E = 0

z-Ebene
a; = 01

E = Oj
2 = 01

E = OJ;
oder wenn man die erste Gleichung dieser Paare verwendet,

У = 0
By-\-Cz + jD = 0 J Ax-j-Cz-j- D = 0J Ax-\-By + D =

Eine Gerade durch den Nullpunkt ist der Schnitt von zwei 
durch den Nullpunkt gehenden Ebenen; demgemäß ist ihre Gleichung

AyxĄ-B1y-\-Clz = 0 
A2x -f- B2y -j-G2z = 0

(e)

ж = 0| :}. «z =

y — mx I 
z — nx (g)oder

)•

Letztere Gleichung erhält man, wenn man aus dem ersten Gleichungs
paar einmal z und ein anderes Mal у eliminiert, siehe auch die 
folgende Nummer.

219. Daß eine Ebene im Raum drei Freiheitsgrade hat, war an 
der Zahl der Konstanten abzulesen, die bei allen Gleichungsformen 
auf drei gebracht werden konnte. Man könnte nun den falschen 
Schluß ableiten, daß eine Gerade im Raum sechs Freiheitsgrade hat, 
weil die allgemeine Geradengleichung

E1 — Q 
E2 — Q

Axx -f- Bxy -(- Cxz Dx — 0 

A2x-j- B2y -f- C2z -f- D2 — 0
sechs Konstante enthält — wenn man nämlich mit Dx und D2 weg
dividiert. Nun ist aber bereits entwickelt worden, daß eine Gerade 
im Raum vier Freiheitsgrade hat, oder mit anderen Worten, daß es 
im Raum oc4 Gerade gibt, oder daß man einer Geraden im Raum 
vier Bedingungen vorschreiben kann. Wenn aber die Gerade im 
Raum nur vier Freiheitsgrade hat, so ist die angeschriebene allge
meine Geradengleichung nicht günstig für die Behandlung von Geraden
aufgaben. Es läßt sich erwarten, daß man eine Gleichungsform für 
die Gerade auf stellen kann, die nur vier voneinander unabhängige 
Konstante enthält. In der Tat erhält man eine solche Normal
form der Geradengleichulig, wenn man das vorstehende Glei-

oder (a)
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chungspaar in ein anderes umformt, indem man einmal aus beiden 
Gleichungen 2 eliminiert, ein anderes Mal y,

x(AlC, — A^ + v(BlO, — B,OJ + (DtGl~-D,Oj = 0 
х(А1Вг—А,В1) + г (С, В, — Сг В,) + (Dl B^—D.B,) = 0.

Man hat noch mit dem konstanten Koeffizienten BXC2— B2CX in 
jeder Gleichung wegzudividieren und

CXD2 — C2DXG1A2 —G2A1
= b,m,

BtC2 — В2Сгвхс2-в2сх

AxB2 — A2Bx 
BxG2 — B2CX

DxB2 — B2BX 
BXC2 — B2C1 c= n,

zu setzen, um mit
1y — mx -j- b

(b)
z = nx

die gewünschte. Normalform zu erhalten.
Diese Umwandlung des Gleichungspaares (a) in das neue Paar 

hat folgenden geometrischen Sinn: die besprochene Gerade ist durch 
beide Gleichungspaare als Schnitt von 
zwei Ebenen dargestellt, im ersten Fall 
von allgemeinen Ebenen, im letzten Fall 
von zwei Ebenen, deren eine y = mx-\-b 
senkrecht steht zum Grundriß und deren 
andere z = nx-\- c senkrecht zum Seiten
riß, wenn man sich das Koordinaten
system so vorstellt wie in Nr. 190 an
gegeben war. In der Abbildung sind diese 
beiden Ebenen eingetragen, die erste verti
kal, die zweite horizontal schraffiert.

Dann ist also durch
у = mx -j- b 
2=0

4L
ïïiÆÎ

УШж

I

Abb. 315.

!2 = ПХ C

y=* 0
die Grundriß- bzw. Seitenrißprojektion der Geraden dargestellt, 
da 2 = 0 die 2-Ebene, das ist die Grundrißebene vorstellt, und y — 0 

die y- Ebene oder Seitenrißebene.
Durch die vier Konstanten m. b, n, c ist die Lage und Richtung 

der Geraden vollständig bestimmt, daher nennt man diese vier Koeffi
zienten oft auch die Koordinaten der Geraden.

bzw. («)

Beispiel: Welche geometrische Bedeutung haben die Koeffi
zienten m, b, n, c der Normalform der Geradengleichung?

y = mx-\-b mit 2=0
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ist die Grundrißprojektion der Geraden; denkt man sich für den 
Augenblick eine Geometrie der Ebene in der г-Ebene, oder wie man

auch sagen kann der xy-Ebene, so ist 
у тх-\-Ъ in dieser Ebene die Glei
chung der Grundrißprojektion und dann 
identisch mit der Richtungsgleichung 
у = X tg <p' -(- Ъ. Dann haben m — tg <p 
und b die durch die Richtungsgleichung 

Q** (84 g) bestimmte Bedeutung, siehe Abb.
316. Entsprechend ist dann, wenn man 
die y- Achse mit der z-Achse vertauscht, 
n — tg ą>" und c so bestimmt, wie die 
Abbildung angibt.

Aufgabe a) Was könnte man als Ko
ordinaten der Geraden im Raum einführen?

Lösung: Etwa die beiden Paare von Abschnitten cx und c2, a2 und a3, 
die Grund- und Aufrißprojektion mit den Koordinatenachsen bilden; oder die 
beiden Koordinatenpaare, durch die Grundrißspur g' und Aufrißspur g" der 
Geraden im Grundriß bzw. Aufriß bestimmt sind. Oder wie oben bereits an
gegeben, die vier Koeffizienten m, b, n, c der Normalform der Geradengleichung.

Aufgabe b) Die allgemeine Gleichung

я-f у— z 
2 x-\- у 2 z — 12

einer Geraden wandle man um in die Normalgleichung.
Lösung: Man eliminiert zunächst z aus beiden Gleichungen, dann у und 

erhält, siehe Abb. 315 und 316,
4a;-)- 3у — 12 ==01 

æ-j-3z —12 = 0/

Aufgabe c) Von der Geraden der vorausgehenden Aufgabe gebe man 
ihre Projektionen auf die drei Risse an sowie ihre Spuren in den drei Rissen.

Lösung: Nach (c) ist y = —g- cc —f— 4 mit z = 0 die Grundrißprojektion, 
z = — ^ж-)-4 mit y — 0 die Seitenrißprojektion; eliminiert man x, so erhält 
man in y — 4z—12 die senkrecht zum Aufriß stehende projizierende Ebene, 
so daß deren Schnitt mit dem Aufriß, also y — 4z— 12 mit x = 0, die gesuchte 
Aufrißprojektion ist.

Die Gerade schneidet den Aufriß ж=0 im Punkt $1 = 0|4|4, das ist die 
Aufrißspur; entsprechend liefern y-~ 0 und z = 0 die Seitenrißspur S2 — 31013 
und die Grundrißspur S3 — 121 — 12 j 0. Die Gerade ist durch die Abb. 315 und 
316 dargestellt.

Eine andere öfter gebrauchte Darstellung formt das ursprüng
liche Gleichungspaar in ein neues, so um, daß in der einen Gleichung 
у und in der anderen x nicht mehr auftritt, also zum neuen Paar

x — qz -f- r 1 

y = oz-\-s) .

C.r71 г

о*4 ъ

\ А\
\4

Abb. 316.

= o}

y = — +
—1* + 4 j ■oder z =

(d)



Die bereits aufgestellten Sätze und Formeln für die Gerade und 
die erst noch aufzustellenden beziehen sich meist auf die Normal
gleichung der Geraden. Man wird daher die Beziehungen zwischen 
den Koeffizienten q, r, 0, s der neuen Form (d) und denen m, b, n, c 
der Normalform aufstellen und kann dann eine für die Normal
gleichung aufgestellte Formel ohne weiteres für die neue Geraden
gleichung umwandeln. Man formt zu diesem Zweck die neue Glei
chung um in die Normalgleichung, indem man aus dem Gleichungs
paar einmal z eliminiert, das andere Mal y. Man erhält

y = -Q 1y = mx -j- b 
z — nx -|- c!OX-----Qy — or------QS

X = Q Z -j— Г
oder oder

1 r
Z — — X---------

Q e

und damit den Zusammenhang
а

(e)b — s — n =••■r,m — —,
ï

oder umgekehrt
1 m ■s — b------ c. (f)e = —n ?n n

220. Von einer Geraden interessiert am meisten die Richtung. 
Als erster Satz über die Richtung von Geraden sei angegeben:

Die Gleichungen von parallelen Geraden 
unterscheiden sich nur im konstanten Glied,

so daß also die Gleichungspaare
(a)

:i= Лгх ~l~ Вг у -|- Gxz -f- Dt —- 
E2 = A2x -f- B2y -f-C2z -f- D2 —

und
Ei = -h Exy Gtz Di — 
E2 = A2x -f- B2y C2z -f- D2 = :i

zwei parallele Gerade vorstellen. Das ist unmittelbar einzusehen, 
da Ex = 0 und Ег' — 0 zwei parallele Ebenen vorstellen und ebenso 
E2 = p und E2 = 0.

I4x — 3 у— 1 =
Beispiel a) Gegeben die Gerade 

4x— 3 у
X —

Unbekannten Dx und D2 aus zwei noch aufzustellenden Gleichungen 
zu ermitteln sind, das heißt aus zwei Bedingungen, die man der

. Eine zu
ж— y-\-z =
~f- Dx = 0ihr parallele Gerade heißt , wo die beiden

У Jrz~rD 2 = °
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Geraden vorschreibt. Etwa indem man sagt, sie soll durch den Punkt 
P0 = 112 j 4 gehen ; dann muß dieser Punkt beiden Gleichungen ge
nügen. es gilt

4 • 1 — 3 • 2 -[- Dj = 0 mit 1 — 2 Ą- 4 -J- D2 = 0, 
woraus Dl —2 und D2 — — 3.

Hätte man verlangt, daß die Gerade durch den Nullpunkt geht, 
dann müßten dessen Koordinaten die Gleichung erfüllen, was D1 — 0 

und D2 — 0 gäbe.
Sind bei einer Geraden g mit der Gleichung 

Axx Bry -\-Сгг Dl — 0 
A2x-\- B2y -\-C2z-\- D2 — 0

nur Richtungsfragen zu entscheiden, dann 
g wird man mit großem Vorteil statt mit ihr 

besser mit der parallelen Geraden g' durch den 
Nullpunkt operieren, deren Gleichung

AxxJr Biy-\~CiZ =
A2x Ą-B2yC2z =

Py9'M
r„/

/0 Ć

:)Abb. 817.
ist.

Die Richtung einer Geraden g ermittelt man am einfachsten 
als die Richtung einer parallelen Geraden g durch den Nullpunkt. 
Zu diesem Zweck wähle man auf letzterer irgendeinen Punkt 
P0 — x0\y0\z0 aus, wodurch dann der Radiusvektor r0 = OP0 bestimmt 
ist. Die Richtung dieses Radiusvektors, und damit auch die Richtung 
der vorgelegten Geraden g, ist nach Nr. 191 gegeben durch

cos a : cos ß : cos y = x0 : y0 : z0,
oder mit Einführung eines Proportionalitätsfaktors g durch

cos ß = 6yQ,

Die Unbekannten æ0, y0, z0 müssen der Gleichung der Geraden g' 
Aixo 1 ~ -B1y0 -j— z0 = 0 

A2x0 -j- B2y0 -C2z0 = 0 
Richtungsfaktoren der Geraden g ergibt

й . ! А, В, ctcose:coe/?:cosy = *0:y0-*0=s. ^ ^ ^

= {Byc2- B2Cß : (C, A2 - G2Aß) : (AXB2 — Ä2 Bx). (b)
Selten verlangt man bei größeren zusammenhängenden Aufgaben 

mehr als das Verhältnis der Richtungsfaktoren, so daß man mit dem 
eben erhaltenen Resultat sich begnügt oder dasselbe vielleicht noch 
mit Einführung eines Proportionalitätsfaktors in der Form

cos a = gx0, cos y = gz0.

genügen, , so daß sich als Formel für die
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cos « = p (B1G 2 — B2 Cß), cos ß = p (СхА2 — С2Аг),
(с)

COS у = Q (A1B2 — A2 Bj)

anschreibt. Wünscht man aber noch den Absolutwert der drei
Richtungsfaktoren zu erfahren, so benützt man wieder die Richtungs
formel und addiert die Quadrate der drei Richtungsfaktoren.

2x— 3 y — z—4 = 01
xA-y — 2 z —(— 3 = 0 J

Beispiel b) Von der Geraden 

Richtungsfaktoren bestimmt durch

sind die

2 — 3 — 1
cos « : cos ß : cos y = j ^ = 7:3:5

1 —2

oder cos /5 = 3 Q, cos y = 5 Q.

Selten muß man den Wert p ermitteln, in den allermeisten Fällen 
genügt die Angabe der Verhältnisse der Richtungsfaktoren. Es sei 
etwa nach der Gleichung einer Ebene gefragt, die zu der vorliegen
den Geraden senkrecht stehen und durch den Punkt P0 = x0 j y0 j z0 
hindurchgehen soll. Diese Ebene hat die nämlichen Richtungsfaktoren, 
also 7p, 3p, 5p. Dann ist nach (212c) ihre Gleichung

(* — So) •7 Q ~f (у — Уо) ■3 Q + (z — zo) •5 Q = 0 
7 0 — xo) + 3 (y —y0) -f 5 (z — z0) = 0.

cos« = 7 p,

oder

Man sieht, die Auswertung von p war nicht notwendig. Wünscht 
man aber aus irgendeinem Grund die Werte der Richtungsfaktoren 
ausgerechnet, so wird man die Richtungsformel anwenden,

(7p)2-f (3p)2-f (5p)2=l oder p = l: + V83

und damit finden

cos g = 7 : Н~ У83, cos/5=3:+'V83,

Es gehören entweder die oberen oder die unteren Vorzeichen 
zusammen.

Zum unendlich fernen Punkt U einer Geraden gelangt 
man auch, wenn man vom.-Nullpunkt aus in Richtung der Geraden 
den unendlich weiten Weg и zurücklegt, и ist dann der Radius
vektor des unendlich fernen Punktes und somit dessen Koordinaten

U = и cos a j и cos ß j и cos у,
wo cos«, cosß, cos у die Richtungsfaktoren der Geraden oder Pro
portionalwerte dazu sind.

Den unendlich fernen Punkt einer Geraden führt man oft mit 
Vorteil in räumlich-analytische Rechnungen ein. Statt beispielsweise 
anzugeben, in einer Ebene soll die Richtung cos «, cos ß, cos у ent

cos y — 5 : + V83.

(d)



Dann hat der unendlich ferne Punkt der Geraden die Koordinaten 
г*|Ям|(Я2— 1 )u. Er muß auch gleichzeitig der Ebene angehören, 
so daß von ihm gilt 4и — 4Ям -f- (Я2 — 1) и — 6 = 0, oder wenn man 
nach Angabe и beseitigt, 4 — 4 Я —J— Я2 — 1 = 0; diese Gleichung lie
fert für Я zwei Werte, Я1 = 3 und Я2 = 1.

Aufgabe a) Gesucht ist die Gleichung einer Ebene durch den Punkt
2 x — г/ —j— z = О I 
x-\-у — 2 2 = 1 J 

Lösung: Die Gerade hat die Richtungsfaktoren
I 2 — 1 1
! 1 1-2 =1:5:S

oder cos ol —g, cos ß = 5g, cos у = 3g. Die Ebene hat die nämlichen Richtungs
faktoren, folglich ist nach (212 c) ihre Gleichung

(,X—0)-e-|-(y—l)-5p-J-(z— 0)-3e = 0 oder æ-f- Ьу-\- 3z—5 = 0.
Aufgabe b) Gesucht ist die Gleichung einer Ebene durch Px = 0|2. — 4 

senkrecht zu den Ebenen x — 4 у -j- 2 z = 0 und x — 4у — 3 = 0.
Lösung: Die Ebene steht senkrecht zu der Schnittgeraden beider Ebenen, 

. Dann hat sie wie diese Gerade die Richtungs-

Po = 01110 senkrecht zur Geraden

cos а : cos ß : cos у =

zm- Geraden *-<У+2*=П 
x — 4 у — о = 0 J

faktoren 1 = 8:2:0,cos а : cos ß : cos у = ^

oder cos а = 8g, cos/? = 2g, cosy = 0. Somit ist nach (212c) ihre Gleichung 
4a;-j- у — 2 = 0.

221. Die Geraden
y = mx\ 
z— nx)y = mx-j- b 

nx -f- c
und

’z =
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halten sein, kann man auch sagen, in der Ebene ist der unendlich 
ferne Punkt u cos а ' и cos ß | и cos у enthalten. Soll eine Ebene einer 
vorgeschriebenen Geraden mit der Richtung cos Я, cos/*, cos v parallel 
sein, so hat man das gleiche verlangt, wenn man sagt, die Ebene ist 
zur Richtung совЯ. cos/t, cosr parallel, oder praktischer, die Ebene 
geht durch den unendlich fernen Punkt oder sie enthält diesen 
unendlich fernen Punkt и cos Я 1 u cos ju \ и cos v der Geraden, wo dann 
и unendlich groß ist. In den Rechnungen beseitigt man den Zahlen
wert u. indem man zuvor mit и dividiert und dann u — oо setzt.

Beispiel c) Welchen Wert muß Я haben, damit die Gerade
Ix — у 

x — ky + z
Die Gerade hat die Richtungswerte

-f-2 = 0)
j- parallel ist zur Ebene 4x — 4 у z — 6 = 0?

Я —1 0

— Я 1
= 1 : Я : (Я2 — 1).cos « : cos ß : cos у —

il

(N О
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deren letztere durch den Nullpunkt geht, sind nach dem Voraus
gehenden parallel und haben sonach gleiche Richtungsfaktoren. Will 
man diese ermitteln, so braucht man beide Geradengleichungen nur 
in der allgemeinen Gleichungsform anschreiben

+ d = 0|
— z-\- c — 0 \

-0mx— у mx — у
bzw. — 2 = 0 J ’nxn X

wo also

Al = m, Gz = - 1A2 = n, В 2 — 0Bx=—1,
ist, und erhält damit nach (220b)

Gi==0,

cos а : cos ß : cos у — — 1 : m : n

oder mit Einführung des Proportionalitätsfaktors p

cos ß — Q-m,cos а = q • 1,

Die drei Gleichungen quadriert und addiert geben den Wert 1 und 
damit q — 1 : (+) У1 -j- m2 те2, demnach

cos а : cos ß : cos у : 1 = 1:тег:те:У1-|-етг3-|-те2.

cos у — q • те.

(а)

Beispiel a) Der unendlich ferne Punkt dieser Geraden hat 
dann die Koordinaten U = u\ um \ un, wo те — oo ist.

Beispiel b) Die Richtung der Geraden ^ ist be

stimmt durch

cos а : cos ß : cos у : 1 = 1: 3 :1 : 1 —|— 9 —)— 1

cos а = 1 : V11,
oder

ß = 3:Vli, cos у — 1 : У11.cos

Aufgabe: Gesucht ist die Gleichung einer Parallelen zur Geraden des 
vorausgehenden Beispiels durch den Punkt P0 — — 2 | 4 | 1.

Lösung: Die gesuchte Geradengleichung unterscheidet sich nur im kon
stanten Glied von der gegebenen, heißt also ^

Z  X —p c J
Unbekannten b und c hat man noch zwei Bedingungen: der Punkt P0 muß 
der Gleichung genügen, und somit zwei Bedingungsgleichungen

4 =
1 = —2

womit dann die Aufgabe gelöst ist.
X = p Z -f- T t

Bei der Darstellung der Geraden durch > wird man
y — oz-^-s)

wieder auf die allgemeine Geradengleichung umformen und erhalten

C 2 = 0.

Für die beiden

8—2-f-b b = 10\
3 Г

} oder
+ c c —

CX = Q, Ä2 = 0, B2 = — 1.Ax=—A, В i = 0,

О 
r-l
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Dann wird mit Benützung von X als Proportionalitätsfaktor 

cos a — Xg, cos ß = X • o, cos y — X ■ 1 ,
und wenn man wie vorher diesen Faktor X berechnet,

cos a : cos ß : cos y : 1 == g : о : 1 : Y g2 o2 -|- 1.

222. Die Gleichung einer Geraden mit vorgeschriebener 
Richtung durch einen gegebenen Punkt aufzustellen, wird in 

der Raumgeometrie überaus häufig verlangt. Sind cos«, 
cos ß, cos у die gegebenen Richtungsfaktoren und P0 
der gegebene Punkty so wird der erzeugende Punkt P 
auf der Geraden die Entfernung X von PQ haben — 
wo natürlich X ein Parameter ist. Dann hat die Strecke 
P0P die Projektionen x — x0 bzw. у— y0 und z— z0 
auf die drei Koordinatenachsen. Ihre Richtungsfaktören 
sind die nämlichen wie diejenigen der Gerade, also

00./»-*=&
А Л

(b)

Pj

(x
Po,

Abb. 318.
cos a

nach (193 b). Die Umstellung dieser drei Gleichungen,
x— x0 -)- X cos a, y — y0-j-X сов ß, z = z0 -)- X cos y,

ist eine Eigenschaft des erzeugenden Punktes P der gesuchten Ge
raden und damit deren Gleichung, und zwar in der Parameter
darstellung.

Meist gebraucht man eine Gleichungsform, die den Parameter 
nicht enthält. Sie ist unmittelbar aus der zuerst angeschriebenen 
Gleichungsgruppe abzulesen,

x~xo
cos а

(а)

У — Уо — г — 2о 
cos ß (Ь)cos у

Beispiel a) Die Gerade g senkrecht zur Ebene Ax-\-By 
-\-Cz-\- D — 0 hat die gleichen Richtungsfaktoren wie diese Ebene, 
nämlich cos et — gA, coeß = gB, сов y = qC nach (213 b). Für die 
Ermittlung des Proportionalitätsfaktors q gilt wieder, was an früherer 
Stelle erwähnt wurde, daß er meist aus der Rechnung hinausfällt 
und somit gar nicht berechnet werden muß. Soll etwa die Gerade g 
noch durch einen gegebenen Punkt P0 = x0\y0\z0 gehen, so wird 
nach dem Vorausgehenden ihre Gleichung sein

z—z0У — У оx — xQ
QCqA QB

oder wenn man die Gleichungen mit q multipliziert, 
x — xQ zoУ — У о z

(°)C • ‘A В
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Die Gleichung der Geraden durch zwei gegebene Punkte 
Px und P2 ermittelt man in der nämlichen Weise wie das in der 
ebenen Geometrie geschah, indem man als Eigenschaft des erzeugen
den Punktes P angibt, daß er die Strecke P1P2 nach dem Verhält
nis Я teilt — wo Я wieder als Parameter auftritt. Dann kann man 
wie dort unmittelbar diese Eigenschaft anschreiben als

\У2 — Уł 
Я —1 ’

und hat damit die gesuchte Gleichung in der Parameterdarstellung 
ermittelt. Eine elementare Rechnung entfernt aus diesen drei Glei
chungen den Parameter Я und liefert die meist gebrauchte Form

X— xl 
X2------

als System von zwei Gleichungen.
Beispiel b) Die Gerade durch die beiden Punkte Px = 2 j 0 j 1 

und P2 = — 1 I О I 3 hat als Gleichung
— Я —2

Я—T~’

Sj
Я — 1

Ххг — хл
X~ Я—1 ’ 9 W

У~Ух Z--- Zj
z2 —Zi’ (e)

У 2 — УХ

3 Я — 1
я^Ту = 0,X

Die Elimination von Я aus der ersten und dritten Gleichung stellt 
im Verein mit der zweiten die Gerade dar,

2x-j- 3z — 7 = 0 mit y — 0.
Wendet man die Geradengleichung ohne Parameter an,

X— 2 у — 0 z— 1

3 — 1’0 — 0— 1 — 2
so wird von den drei gleichgesetzten Quotienten der mittlere schein
bar unendlich groß. Man überlege aber, daß der erste und dritte 
dieser Quotienten endlich Werte liefern, solange die Variablen selbst 
endlich sind, folglich muß auch der mittlere Quotient diese Eigen
schaft haben ; das ist aber nur möglich, wenn у — 0 ist. Diese Be
dingung у — 0 und die Gleichheit des ersten und letzten Quotienten 
liefern in

2x-\- 3z— 7=0mit

wieder die Geradengleichung wie vorher.
Aufgabe: Man stelle die Geradengleichung (b) mit Hilfe des unend

lich fernen Punktes auf.
Lösung: Von der Geraden kennt man 

tungsfaktoren cos oc, cos ß, cos y. 
raden kennt man zwei Punkte, den gegebenen Px — x0 \ y0 | z0 und den unend
lich fernen Punkt P„ — и cos а | и cos ß | и cos y. Dann ist ihre Gleichung 

Egerer, Ingenieur-Mathematik. I.

y = 0

einen Punkt P0 und die Rich- 
Man kann dann auch sagen: von der Ge-

31



* — *0 2 — Z0у —У о
ад cos /? — у0ад cos а — х0 ад cos 7 — Zq

oder
У —У о

cos а — —- cos ß — — ад ад

æ — æ0 Z —20

COS У-------^ад
Setzt man ад = 00, so erhält man die gewünschte Gleichung.

windschief, das heißt sie haben keinen Punkt gemeinsam; man 
sagt dafür auch: sie kreuzen sich. Die erste Gerade g ist der Schnitt 
der Ebenen Et — 0 und E2 = 0, die zweite Gerade g' der Schnitt 
der Ebenen Ea — 0 und Ex= 0. Verlangt man, daß die beiden 
Geraden g und g' sich schneiden, so hat man damit die Forderung 
aufgestellt, daß die vier Ebenen E1 = 0, j£?2 = 0, Ег — 0, EŁ — 0 

eitlen Punkt gemeinsam haben, nämlich den Schnittpunkt P0 der 
beiden Geraden g und g'. Dieser Forderung genügen die vier Ebenen 
nach (215d), wenn, die Determinante ihres Gleichungssystems ver
schwindet; demnach ist

E3 = ^ I sind im allgemeinen°1
0/

228. Zwei Gerade und
E< =

I i Bx Gi L
2 C2 D2
3 E3 G3 D3

4 ^4 ^4 D,
die Bedingung, daß sich zwei Raumgerade g und g' schneiden.

Sind die beiden Geraden, die sich schneiden sollen, in der 
Normalform dargestellt,

y — mx -|- b 
Z = П X c

so kann man natürlich diese Determinante D aufstellen, wird aber 
einfacher operieren, indem man setzt

m X -j~ Ь = m' X -j- 6',

da ja die vier Gleichungen für den gemeinsamen Schnittpunkt P0 
gelten und somit ein zusammengehöriges Simultansystem bilden ; 
man formt um

(a)D = = 0

y=m’x-\-V
U,ld 2== П’Х+С’ }}

nx -j- c = ri X -j- c',

x(m — m) -j- Ъ — &' = (), x(n — v!) -)- c — c' = 0.
Damit diese beiden Gleichungen sich vertragen, muß nach (50b) 
1 m — m’ Ъ — b'
I n — n' c — c'j = 0 oder (m — m') (c — c') == (n — n') (b — br) (b)

sein, das ist also die Bedingung, daß die oben dargestellten Geraden 
sich schneiden.

482 Lineare Gebilde des Raumes in analytischer u. vektorieller Behandlung.
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Beispiel: Um zu erfahren, welchen Wert C haben muß, damit 
die Gleichungen

X — 2 y — z -j- 2 = 0 ^
* -J- V — z — 1=0 i 

sich schneiden, bringt man beide am einfachsten auf die Normalform

y = ł*+łc\
z=t* + iC) 

und wendet die vorausgehende Formel an, die

X— 2 y Ą- z — 
2x— y — 2z -\-C = 0

°}
0)

und

}У = und
z =

(0—*) ■ (0 - i c)=(1 — #) • (1 - 4 C)

oder C — 1 ergibt. Als Kontrolle wird man aus dreien der an
gegebenen Gleichungen die Koordinaten des Schnittpunktes P0 er
mitteln, х^ = 1, y0— 1, z0 = 1, und in die vierte Gleichung einsetzen, 
die erfüllt sein muß.

224. Den Winkel # zweier Geraden ermittelt man am ein
fachsten nach der Formel

cos V — cos ax cos «2 -j- cos ßx cos ß2 -f- cos yx cos y2,

wenn cos«j, сов ßx, cos yx bzw. cos a2. cos /?2, cosy2 die nach (220b) 
oder (221a) zu ermittelnden Richtungsfaktoren der beiden Geraden sind. 

Sind die beiden Geradengleichungen in der Normalform

unrt y = m'x + b' 1
2= n'x-\-c‘l 

gegeben, so sind ihre Richtungswerte bestimmt durch 

cos a : cos ß : cos y : 1 = 1 : m : n : V1 -4- m 
cos a : cos ß' : cos / : 1 = 1 : m' : n! : Vl -}- m2 -}- n'2,

у — mx -\-Ъ\ 
Z — П X -j-c )

-j- n2

womit sich ergibt

cos #
1 -f- mm' -f- nn' (a)

Vl -)- m2 -f- n2 V1 —|- m!2 -|- n2
Stehen die beiden Geraden zueinander senkrecht, so wird 

# = 90° und cos$ = 0, weshalb in diesem Fall, endliche Konstante 
vorausgesetzt, gelten muß

(b)1 -f- mm' -(- nn' — 0.

Sind beide Gerade einander parallel, dann haben sie gleiche Rich
tungskoeffizienten, m' = m, n'— n. Das geht natürlich auch aus 
der obigen Formel hervor, wenn man cos д — 1 setzt. Dann muß 
nämlich sein

(l -}- m2 -J- n2) (1 -f- m'2 -j- n'2) — (1 -|- mm' -j- nn')2
31*
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wenn man die dritte Zeile von den übrigen subtrahiert, woraus 

X y —b z —с 
хо У о—Ь zo с =° (а)
1 т п

als Gleichung der gesuchten Ebene erscheint.
In Spezialfällen, besonders wenn die Gleichung der Geraden 

nicht in der Normalform gegeben ist, kommt man meist schneller

X у — b z — c 0 

жо У о —b zo —c 0

1z
1zo oder= 0 = 0,

b01 1c c
Ц -j— c 1 1 0nm
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oder wenn man ausrechnet und ordnet,

(m n' — w! nf -j- (m — m')2 ~\~(n — n')2 = 0, 

was für reell vorausgesetzte m, n, m/, v! verlangt, daß m = m', n = n'. 
Beispiel: Wenn man den Winkel $ sucht, den die Geradenpaare

X — 2 у —|— z —
2 X — у — 2 z -f- 5 =

X — 2 у — z -{- 2 — 
x-\- у — z — 1 =

"1 
о /

°1
oj

und

bilden, so bringt man am einfachsten beide auf die Normälform wie 
in Nr. 223,

y = bxJr i
z = §x-1- 2

У=1\ 
z —

und erhält nach der Formel

},undx\

o. j. -|-1. £ -j_ i
cos {) —

Vo +12 +1 • V(f)2 H- (f)2 +1

Gerade und Ebene. Gerade und Punkt. Gerade und Gerade.

°1
0)

225. Die Ebene durch die gegebene Gerade

den gegebenen Punkt P0 kann man elementar auf die Ebene 
durch drei gegebene Punkte zurückführen, wenn man zum Punkt P0 

noch zwei Punkte Px und P2 auf der gegebenen Geraden aufsucht.

und

Ist die Gleichung der Geraden in der Normalform ^ mx \-b^
z — n x —c )

gegeben, so wählt man als Punkt Px am einfachsten den Spurpunkt 
im Aufriß, also xx — 0, dann ist yx = b und zx = c. Wählt man 
v'eiter x2 — l, so wird y2 — m~j~b und z2 = n -\- c. Dann heißt die 
Gleichung der gesuchten Ebene durch diese drei Punkte P0, P,, P2

“Г
 ^ 

^ ^

s

e«
 «

О 
тН



X z — с
z0 — c

с
Ъ'—Ъ ć—c

о
О
1

О

oder= 0
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zum Ziel, wenn man überlegt: die gesuchte Ebene geht durch die 

gegebene Gerade •Ea = 0l 
X„ = 0.)

Form Ex— XE2 — 0 sein. Die Unbekannte Я ermittelt man aus 
der noch nicht benützten Beziehung, daß der Punkt P0 auf dieser 
Ebene liegt.

und muß deswegen nach Nr. 216 von der

Beispiel a) Die Ebene durch P0=2|0|l und die Gerade
2:+^ż2*-i=o}hat ше GMohun*

(2 X — у —J— z) Я (x -j— у 2z— 1) = 0.
Dieser Gleichung muß der Punkt P0 = 2 | 0 | 1 genügen, also 
(4 — 0-j-l) — Я(2-|-0 — 2 — l) = 0, woraus sich X ——5 ergibt 
und damit die gesuchte Ebenengleichung lx-\-Ay — 9z—5 = 0. 

Eine Ebene durch zwei sich schneidende Gerade gx und g2,
■®1 = 01 

E2 = 0i
•»,=
** =

kann man elementar auf die Ebene durch drei Punkte zurückführen, 
wenn man außer dem gemeinsamen Schnittpunkt P0 noch auf der 
ersten Gerade gx einen Punkt Px und auf der zweiten g2 einen 
Punkt P2 ermittelt. Empfehlen wird sich bei dieser Behandlung, 
die Spurpunkte in einer der drei Koordinaten ebenen als Punkte 
Px und P2 zu wählen. Sind die beiden Geradengleichungen in der 
Normalform gegeben,

y = mx-\-b 
z— n x -j- ć

°)
ojund

у = m x -j- b' 
z = n' x -\- c'

so wählt man neben dem Schnittpunkt P0 = x0 j yQ \ z0 der beiden 
Geraden — damit sich beide schneiden, muß natürlich die Forde
rung (223 a) oder (223b) erfüllt sein — noch ihre Spurpunkte 
P1 = 0|5|c und P2 — 0\ b'\c' und erhält dann die Gleichung der 
Ebene durch diese drei Punkte in der Form

} }>

= 0,

wenn man die dritte Zeile von allen anderen Zeilen addiert, sonach

(b)= 0

als Gleichung aer gesuchten Ebene.

x у — h z — c
xo Уо—Ь zo —c
0 b'—b ć—c

o-
«S
S

H 
О О

•н 
т
—
l

л oM
 n

O
1 ««SH 

H
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Wie im vorausgehenden Fall kann man in speziellen Fällen, 
und besonders wenn die Geradengleichungen in der allgemeinen Form 
gegeben sind, auch folgendermaßen überlegen: die gesuchte Ebene 
geht durch die erste Gerade gx und muß daher die Gleichung 
Ex— A.®2 = 0 haben; sie geht auch durch die Gerade g2 und hat 
dann die Gleichung Ea—juE^ — 0. Beide Gleichungen müssen bis 
auf einen konstanten Proportionalitätsfaktor identisch sein. Man 
kann somit durch den Vergleich der beiden Gleichungsformen eine 
der beiden Unbekannten A und ju oder auch beide ermitteln und 
damit die Gleichung der Ebene selbst.

Recht einfach stellt man die Ebenengleichung noch auf, wenn 
man sie wieder in der Form Ex — XE2 — 0 ansetzt und den Para
meter durch die Bedingung bestimmt, daß irgendein Punkt Px der 
zweiten Geraden auf dieser Ebene liegt.

Beispiel b) Die beiden Geraden gx und g2,

3x — 4 y -\-(Sz — 5 =0 
®+ У — z—1 = 0

у — 3z-|- 3 — Ol 
2я у -\-3 z 4 = 0j

schneiden sich im Punkt P0 = l j 1 | 1, wie man leicht kontrollieren 
kann. Die Ebene durch gx und g2 hat die Gleichung

(3 x — 4 ?/ -[- 6 z — 5) — A ( X Ą-y— z — 1) = 0 

( X — y — 3z -f- 3) — [a,(2x — y 3z — 4) = 0.
Man ordnet beide Gleichungen nach den Variabein, dann müssen 

die entsprechenden Koeffizienten der Variabein proportional sein,

3 — A = p(l — 2//), —4 — A — — p(l—/л),

6 --j— A = — q (3 —|— 3 ju), — 5 —j— А = q (3 —}— 4 /Lij.

Man hat nur drei Gleichungen zur Ermittlung der Unbekannten A, 
/и, q notwendig, die letzte Gleichung kann daher als Kontrolle dienen. 
Man findet A = — 1,5, // =— 4, p = 0,5, und damit die gesuchte 
Gleichung entweder in der Form Ex— AP2 = 0 oder E3 — juE^ — 0 
zu 9x— by 4- 9z— 13 = 0.

Oder man sagt wieder: die Ebene hat die Gleichung

(3x — 4?/-j- 6z — 5) — A(x -\- у — z— 1) = 0.
Der Aufrißspurpunkt Px der zweiten Geraden hat die Koordinaten 
xx = 0 und damit yx — —| , zx = \. Dieser Punkt Oj — 1liegt
auf der gesuchten Ebene, also gilt

(0 —(— 2 —1— 7 — 5) — А(0 — I —-\ — 1 =0 oder А == — 1,5

x —

bzw.

wie oben
Die Ebene durch zwei parallele Gerade wird genau so
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ermittelt wie diejenige durch zwei sich schneidende Gerade; der 
Schnittpunkt liegt eben hier im Unendlichen. Will man die Formel (b) 
anwenden, so beachte man, daß P0 als unendlich ferner Punkt der 
Geraden nach (220d) die Koordinaten u\um\un hat, wo u — oo ist. 
Dann lautet die Gleichung der gesuchten Ebene

X y — Ъ z— с 
и um— Ъ un — с — 0 oder 1 

О Ь' — Ъ с' — с

X у — Ъ z — cl
= 0, (с)т п

О Ъ' — Ъ с' —с
wenn man и als gemeinsamen Faktor der zweiten Zeile aussetzt.

-®1 = 0\
B, = 01

gegebenen Ebene E — 0 liegt, oder umgekehrt daß die Ebene 
E = U durch diese gegebene Gerade hindurchgeht, ist die Bedingung, 
daß die Ebene dem Büschel durch diese Gerade angehört und dem-

Das Kennzeichen dafür, daß eine Gerade in einer

nach sich auf die Form Et — XE2 = 0 bringen lassen muß. 
Beispiel c) Liegt die Gerade ^ ~j~ ||| in der Ebene

11 X—19t/ I 12z -f 9 = 0?
Das Ebenenbüschel durch die gegebene Gerade hat die Gleichung

(2 X — 4y -j- 3z) — A(x — y —J— 3) = 0 

x(2 —A)— y(4 — A) -j- 3z— 3A = 0.oder
Soll die Ebene diesem Büschel angehören, so kann sie auf diese 
Gleichungsform gebracht werden. Man vergleicht

11 p = 2— Я, 19p*=4— A, 12p = 3, 9 p =— ЗА

und findet A = — | durch alle diese vier Gleichungen bestätigt; die 
Ebenengleichung ist also von der Form

(2x — 4 у --f- 3z) -j- -|(x — y-f- 3) = 0.

226. Die Ebene durch eine gegebene Gerade Ex =
E* =

parallel zu einer gegebenen Richtung cos«, cos ß, cos у ist 
jedenfalls von der Form E1 — XE2 — 0. Den unbekannten Para
meter A ermittelt man durch die Bedingung, daß die gesuchte Ebene 
durch den unendlich fernen Punkt U in der gegebenen Richtung 
gehen muß und daß demnach dessen Koordinaten и cos«, ucosß, 
и cos у der Gleichung Ex — XE2 — 0 genügen müssen.

Die Rechnung wird im allgemeinen Fall umständlich, es soll 
deswegen noch ein zweiter Weg zur Ermittlung der Ebenengleichung 
angegeben werden. Von der Ebene kennt man drei Punkte, den 
Punkt U — u cos a j и cos ß j и cos у und zwei beliebige Punkte auf der 
Geraden, etwa wie in Nr. 225 die Punkte Pl = 0\b]c und

°\
oj



Pz — l\ m Ą-b\n c, 
у = mx -|- b 
z — пх -\~ с

wenn die Gerade in der Normalform

J gegeben ist. 

Punkte U, Pv P2 die Gleichung

Dann hat die Ebene durch die drei

у — b z— c1У z X

b 0
= 0 oderc = 0,

m-\~b n-j- с 1 

u cos а и cos ß и cos у 1

1

cos a cos ß cos у 0

wenn man die Gleichung mit и zuerst dividiert und dann u — oо 
setzt, ferner von der ersten und dritten Zeile die zweite Zeile ab
zieht. Entwickelt man die Determinante nach der vierten Kolonne, 
so erhält man in

у — h z — c
(a)= 0m n

cos a cos ß cos у 
die Gleichung der gesuchten Ebene.

Beispiel a) Die Gleichung der Ebene durch die Gerade 
2 X— у —z— 0 )

X -j- 3 у — 1 — 0 j
Man schreibt der Ebene noch vor, daß sie die Richtung f, Ą 
enthalten soll.

Dann muß der unendlich ferne Punkt U — $u | |w j \u in dieser 
Richtung auch auf der Ebene liegen; es gilt

ist von der Form {2x—у—z) — X{x-\-3y—1) = 0.

(2 • l u — ! и — l-и) — Щи -f 3 • %u — 1) = 0,

oder wenn man mit и wegdividiert und dann u — oo setzt, A = ^. 
Die Gleichung der gesuchten Ebene wird mit diesem Wert

15æ — 11 y — 82 —(— 1 = 0.

Man hätte auch unmittelbar die Formel (a) an wenden können; die
Vgegebene Gerade hat die Normalform '

m — — n=Ą, b — Ą-, с — — Dann wird die Gleichung der 
gesuchten Ebene

-------+
= }*—ł>

, es ist also

ж У — i 2 + ł Sx Sy—1 3z-j-1
3 — 1— 0 oder~k1 = 07

lI I 2 2 1

Sx-{- 15)-f (Sy— 1)11 -f-(3z -f- 1)8 = 0 

— 15er —{— 112/ -j— 8z — 1 = 0.

oder

oder
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Da die Konstanten b und c in der Gleichung der zweiten Geraden 
keinen Einfluß auf die Richtung dieser Geraden haben, so dürfen 
sie natürlich in der Gleichung der verlangten Ebene nicht auf treten. 

Beispiel b) Gegeben sind die beiden Geraden gx und g2,

3 X — 4î/-f-6z— 5 — 0 

* + У — * — 1=0
X— у — 3 z -|— 3 = 0 
X— y 3 z — 5 = 0 

Eine Ebene durch die erste Gerade hat als Gleichung

und

(3x—6z—5) — Я(ж-|-у — z— 1) = 0.

Soll diese Ebene der zweiten Geraden parallel sein, so muß sie durch 
deren unendlich fernen Punkt U2 gehen. Die Gerade g2 hat die 
Richtungsfaktoren

! 1 — 1
cos a2 : cos ß2 : cos y2 = j ^ = —6: — 6:0= 1: 1: 0,— 1
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Verlangt man die Gleichung der Ebene durch eine gegebene 
Gerade gx parallel zu einer gegebenen Geraden g2, so hat 
man die nämliche Forderung gestellt wie für die soeben behandelte 
Gerade: es ist die Ebene durch eine Gerade gx aufzustellen, die 
die Richtung cos«2, cosß2, cos y2 enthält. Denn diese Richtung soll 
nach Vorschrift die zweite Gerade g2 haben. Man hätte also nicht 
notwendig, eine neue Formel aufzustellen. Sind die beiden Geraden- 
gleiohungen in der Normalform

y — mx-\-b 
z = nx-\-c

1у — m'x -f- b' 
z = n' x-\-c'

gegeben, so hat die zweite Gerade die nach (221a) zu ermittelnden 
Richtungsfaktoren cos a2 — g, cos ß2 — gmf, cos y2 = gn. Dann geht 
die Gleichung der gesuchten Ebene aus der letzten Gleichung hervor, 
wenn man mit dem Proportionalitätsfaktor g wegdividiert, und erhält 
sonach die Form

X y — b z — c
(b)= 0.1 nm

m n'1

und damit U2 die Koordinaten w, u, 0. 
gleichung,

U2 genügt der Ebenen-

(3m — 4M-f-0 — 5) — А(м-[-и — 0 — 1) oder / = — 0,5,

wenn man mit и dividiert und dann m = oo setzt; mit diesem Wert 
X = — 0,5 wird die gesuchte Ebenengleichung

Ix— 7?/-filz — 11=0.

CO 
CO



Das Kennzeichen dafür, daß eine gegebene Ebene El — 0
Д,=
E, = 0

dingung, daß Ebene und Gerade sich im Unendlichen schneiden. Das 
heißt aber nichts anderes, als daß die drei Ebenen Ex — 0, P2 = 0, 
E3 — 0 sich auch im Unendlichen schneiden; damit dies zutrifft, muß 
nach (215 c) die Determinante

llj parallelund eine gegebene Gerade sind, ist die Be-

X C3
, B2 C2
3 B* c*

= 0 (c)A =

sein.
Man hätte auch so überlegen können: Ist die Ebene Ex = 0 

^ I, so muß es eine zu Ег — 0 parallele

Ebene Ex -f- c = 0 geben, die durch die gegebene Gerade hindurch
geht. Die Bedingung dafür wurde entwickelt, es muß Ex-\- c — 0 
sich auf die Form E2 — A P3 = 0 bringen lassen.

Beispiel c) Man beweise, daß die Ebene 2 ж— у — z — 4 = 0 
X -f- у — 4 = 1 

Зу-j-z -f 6 = 0
Man kanh entweder die Formel (c) an wenden; es muß

parallel zur Geraden

H| parallel sind.und die Gerade

2 — 1 — 1
01 = 01Л =

0 3 1

sein, was der Fall ist. Oder man sagt: es muß eine zur Ebene E1 = 0 
parallele Ebene 2x-—у — z — 4-f-c = 0 oder 2x — у — z-|-Z) = 0 
geben, die durch die gegebene Gerade geht, also von der Form 
(x-\-y — 4) — А (3 y -J- z -|- 6) = 0 ist. Man vergleicht daher die beiden 
Gleichungsformen miteinander

[ж-f- y{ 1 —ЗЯ) — Az — (4 -f- 6A)] = p [2 ж— у — zĄ~D\
oder

1 = 2p, 1 — ЗА = — q, —A = — q, —(4-f-6A) = Dp.

Man erhält aus den drei Gleichungen A = p = 0,5, D = —14 oder 
c = —10; die vierte Gleichung dient als Kontrolle. Damit hat man, 
wie verlangt, eine Gleichung Ex -J- c = 0 gefunden, die sich auf die 
E2 — A E.a = 0 bringen läßt.

227. Die Gleichung der Ebene durch den gegebenen 
Punkt P0 parallel zu zwrei gegebenen Geraden gx und g2 
ermittelt man, indem man von der gesuchten Ebene drei Punkte 
angibt, außer P0 noch die unendlich fernen Punkte Ux und U2 der
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4 a
5 о op

у — 0 z — 2

х — х0 у —у о z —20 

cos ах cos х cos
cos«2 cos 2 cos y2

als gesuchte Ebenengleichung.
Aufgabe a) Gesucht ist die Gleichung der Ebene durch den Punkt 

P0 = 1 ! О I 2 parallel den Geraden gx und g2,
2x — y-f- 2 =01
x-\-y—22— 1 =0 J

Lösung: Die erste Gerade hat die Richtungsfaktoren g, 5g, 3g, die 
zweite Gerade diejenigen a, —8a, 4a. (Man beachte, daß die Proportionalitäts
faktoren beider Geraden verschieden sind.) Die gesuchte Gleichung ist somit

I X — 1

(a)— 0

4x — 2 — 12 = 0) 
y + 2z- 2 = 0/.

2 — 2
= 0,= 0 oder ; 31

4

X — 1

Q
а

da man die Faktoren g und a wegdividieren kann. Entwickelt man diese De
terminante, so erhält man die gewöhnliche Gleichung 44x — y — 13г— 18 = 0.

Welche Beziehung muß gelten, damit drei Richtungen in 
der nämlichen Ebene enthalten sind?

Wenn diese Richtungen durch die Zahlen cos«x, cos ßx, cos yi 
bzw. cos «2 > cos ß2, cos у und. cos «3, cos ß%, cos 73 gegeben sind, 
dann entsprechen ihnen die drei Punkte Px bzw. P2 und P3 auf 
der Einheitskugel mit den Koordinaten cos «x J cos ßx | cos yx bzw. 
cos «2 I cos ß2 [ cos у2 und cos ая j cos ß3 j cos уя. Sollen die drei Rich
tungen in der nämlichen Ebene enthalten sein, dann müssen die drei 
Punkte Px, P2, P3 in ein und derselben Ebene durch den Null
punkt liegen, was nach (194 f)

*—*o У—Уо z~zo 0
1xo Уо zo = 0,COS cos ß1 cos yx 0

cosa2 cos//, со*3 7a 0

wenn man von der ersten Zeile die zweite abzieht und ferner die 
Gleichung zuerst durch ux und u2 dividiert und dann ux und u2 
gleich oc setzt. Entwickelt man die Determinante nach der vierten 
Kolonne, so erhält man
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beiden gegebenen Geraden. Wenn deren Richtungsfaktoren cos ax, 
cos/tfj, cos yx bzw. cos «2, cos ß2, cos y2 sind, so hat nach (220d) der 
unendlich ferne Punkt Ux der ersten Geraden die Koordinaten 
ux cos f'x, ux cos ßx, ux cos yx und entsprechend U2 die Koordinaten 
w2cos«2, u2 cos ß2, и2сову2. Die Werte ux und u2 werden unendlich 
groß. Dann lautet die Gleichung der gesuchten Ebene

1x z
1*0 го

WxCOS«x Ux сов ßx ux COS yx 1 
v*2 COS ( i2 u2 COS ß. 1

= 0 oder

00
 ai 

«S
S
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cos ax cos ßx cos yx j 
cos «2 cos ß2 cos y2 =0 
cos «3 cos ß3 cos y3

(b)

erfordert.
Auf diese Gleichung wäre man auch gekommen, wenn man die 

Bedingung ausgeführt hätte, daß die unendlich fernen Punkte Ux, 
U2. U3 in den gegebenen drei Richtungen auf der nämlichen Ebene 
Äx-\- By Gz -j~ D — 0 liegen und daß somit ihre Koordinaten 
dieser Gleichung genügen.

Die Ebene durch den Punkt P0 senkrecht zu einer ge
gebenen Geraden hat die nämlichen Richtungsfaktoren wie die 
gegebene Gerade, ihre Gleichung ist daher mit Hilfe von (212 c) auf
zustellen.

Aufgabe b) Gesucht ist die Gleichung der Ebene durch P0 — 3 | — 2 | 1 
У— 2 — 1=01 

2X -f- 'ày 4z — 5 — 0 / ’
Lösung: Die Gerade hat nach (220b) die Richtungsfaktoren

— 1 —1

senkrecht zur Geraden .

cos а . eos ß : cos y — J = _! ; — 6:5 = 1 : 6 : — 5
3 4

oder cos а — cos ß — 6g, cos у — — 5 q. Die gesuchte Ebene hat die gleichen 
Richtungsfaktoren, es ist dann nach (212c) ihre Gleichung

(x—3)• g -J- (y 2) • Gq -|~ (z— 1) • — 5ß = 0 oder x-\-(Sy — 5z-j-14 — 0.
Aufgabe c) Man beweise Formel (b) mit Hilfe von Vektoren.
Lösung: Trägt man von einem willkürlich gewählten Punkt 0 aus einen 

Vektor rx in der ersten Richtung ax, ßx, yx an und fügt an ihn einen Vektor r2 
in der zweiten Richtung a2, ß2, y%, so ist durch und r2 eine Ebene be
stimmt, die die beiden gegebenen Richtungen enthält. Trägt man weiterhin 
vom Endpunkt des zweiten Vektors aus einen dritten Vektor r3 in der Richtung 
aa, ß3, j’3 an, so wird er mit rx und x2 in der nämlichen Ebene liegen, wenn 
letztere die Richtung a3, ß3, y3 enthält. Trifft dies zu, so kann man jedenfalls 
die Längen der drei Vektoren so wählen, daß

ti -f- r2 -J- r3 = 0
ist. Diesen Suinmensatz projiziert man auf die drei Achsen,

rx cos <xx -j- r2 cos a2 -)- r3 cos a3 = 0, rx cos ßx -(- r2 cos ß2 -(- r3 cos ß3 — 0 , 

rx cos yx -f r2 cos y2 -j- r3 cos y3 = 0,
und erhält als Bedingung für die Verträglichkeit der erhaltenen drei Gleichungen 
nach (50a) die obenstehende Formel (b).

228. Die Gerade durch den Punkt P0 senkrecht zur 
Ebene Ax-\-By-\-Cz-\-D — 0 hat die gleichen Richtungsfaktoren 
wie diese Ebene, nämlich qA, gB, gC. Dann hat man für ihre 
Gleichung direkt die Formel (222b),

x — x0 У — У о oder z — z0
G ■ ^g A gB АgC В



Aufgabe a) Durch den Punkt P0 = 1 | 0 | 2 lege man eine Gerade senk
recht zu den beiden Geraden der Aufgabe 227 a).

Lösung: Man legt die Hilfsebene durch den Nullpunkt, 44a;—y— 13z = 0; 
ihre Richtungsfaktoren sind 44g, —g, —13g. Es ist demgemäß die Gleichung 
der gesuchten Geraden

X — 1 y — 0
44 g

a; —j— 44 y— 1=0)
13 y— z + 2 = 0j‘

Der Schnittpunkt P0 einer Ebene E1 — Q mit einer Ge- 
I ist auch gleichzeitig der Schnittpunkt der drei Ebenen

E1~ 0, E2 — 0, E3 = 0; es gilt somit für P0 die Formel (215 a).
Aufgabe b) Man ermittle analytisch den Schnittpunkt P0 der Ebene E 

und der Geraden g der Abbildung.
Lösung: Die Ebene bildet die Abschnitte a— 3, 6 = 6, c —4, hat also 

die Gleichung ^|-{-1 = 1 oder 4ж —J— 2-(-3z — 12 = 0. Die Gerade hat 

im Grundriß die Projektion у-}-———1 = 0 oder 
2% — у — 2 = 0 und im Aufriß die Projektion

z —2 oder— 13p— Q

Ж. = 0raden
^з = 0

Л
9?У z 1 = 0 oder у — z — 1=0; ihre Glei- 

= 2x —1 ' -1 у
chung ist dann .+?}•
chungen zusammen ergeben als Schnittpunkt 
P0 = f J I f J I T84, was durch Abmessen als richtig 
erwiesen wird, wenn man nebenbei noch den 
Schnittpunkt mit den Hilfsmitteln der darstellen
den Geometrie aufsucht.

Die drei Glei-

PJ>

/
/I/

^Man suche die Gleichung der Gera
den durch P0, die zwei Gerade gx und 
g2 schneidet.

Y '—•
Abb. 319.
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Beispiel: Die Gerade durch den Punkt PQ = 0|3j6 senk
recht zur Ebene 4x — 3y-j-2z — 6 = 0 hat die Richtungskoeffizienten 
4p, —3p, 2p und damit die Gleichung

z — 6------- oder x — 2 z Ą-12 =
3 ж -|- 4 у — 12 =

Eine Gerade durch den Punkt P0 senkrecht zu zwei 
Geraden gx und g2 hat die nämlichen Richtungskoeffizienten wie 
eine Ebene, die zu den beiden Geraden parallel ist. Man legt eine 
solche Hilfsebene Ax-\-By-\-Cz = 0 durch den Nullpunkt parallel 
den beiden Geraden gx und g2. Diese Hilfsebene hat die Richtungs
faktoren qA, gß, gC; die gesuchte Gerade hat die nämlichen 
Richtungsfaktoren und somit die Gleichung

°).
0)

x — 0 у — 3
4 — 3

z — z0x — x0 У — Уо (b)А В С
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Man legt durch den Punkt P0 und die erste Gerade gx eine 
Ebene E = 0 und bringt diese Ebene in P2 zum Schnitt mit der 
zweiten Geraden g2, dann geht die gesuchte Gerade durch die beiden 
Punkte P0 und P2.

Aufgabe c) Gegeben P0 = 2|1|0 und zwei Gerade gx und g2, 
3 a; — 2 y -\-z — 3 =

y - -- g_L_ ^ — 0
2x — y-|-3z — 4 

— * + 2— 1
Man lege durch P0 eine Gerade, die gx und g2 schneidet.

Lösung: Die Ebene durch P0 und gx ist nach Nr. 225 
(3a;— 2 y-\-z — 3) — Ь(х — у — z-f-U^O oder 5 a: — 3y-|-.3z— 7=^0. 

Sie wird von g2 in P2 = 5|6|0 geschnitten. Die gesuchte Gerade geht durch 
P0 und P2 und hat deswegen die Gleichung

:} und
X —

5 X — 3 у — 7 = 01 
z = 0 J ‘

X — 5 у — 6 z — 0 
2 — 5 1 — 6 Ö — 0

Um eine Gerade g zu finden, die zwei Gerade gx und g2 
senkrecht schneidet, wird man durch <7, eine Hilfsebene E parallel 
zu Я2 legen- Jede zu dieser Ebene senkrechte Gerade ist zu gx 
und g2 senkrecht und damit parallel der gesuchten Geraden. Legt 
man nun durch alle Punkte von gx Gerade senkrecht zur Hilfsebene, 
so wird unter ihnen auch die gesuchte sein. Man legt also senkrecht 
zu E eine weitere Hilfsebene E' durch gx, die von der Geraden g2 
im Punkt P0 geschnitten wird. Die Gerade durch P0 senkrecht zur 
ersten Hilfsebene ist die gesuchte Gerade g.

Aufgabe d) Gesucht eine Gerade g, die die Geraden der Aufgabe c) 
senkrecht schneidet.

Lösung: Die Hilfsebene E durch gx muß durch den unendlich fernen 
Punkt U2 — — 4«| — 5u\u der zweiten Geraden gehen und hat deswegen nach 
Nr. 226 die Gleichung (3 a; — 2у -\-z — 3) — Я (x — у — z -f- 1 ) = 0 oder x — у 
— z-j-1 — 0, weil hier Я = со wird Die Hilfsebene Ef soll durch die nämliche 
Gerade gehen und zu E senkrecht stehen. Sie ist gleichfalls von der Form 
(3a; — 2y-\-z— 3) — /i(x — у — z-j-l) = 0, wo /1 durch die Bedingung (214d) 
bestimmt ist, daß die beiden Ebenen E und E' senkrecht stehen, also durch 

1 • (3 — /t) — 1 (— 2 -f- y) — 1 (1 -f- ft) — 0 oder fi = 4 : '3.
Dann hat die Hilfsebene E' die Gleichung 5a; — 2 г/ —)— 72 — 13 = 0; sie wird von 
der Geraden g2 im Punkt P0 = 516 J 0 geschnitten. Die gesuchte Gerade geht 
durch P0 und hat die gleichen Richtungsfaktoren wie die erste Hilfsebene, 
nämlich q. —q, —g, folglich ist ihre Gleichung

oder
— e

*229. Schließt eine Gerade mit einer Ebene den Winkel & 
ein, so bildet sie mit der Normalen zur Ebene den Winkel 90° — #. 
Kennt man die Richtungsfaktoren cos«, cos/?, cosy der Ebene und 
diejenigen cosA, cos /и, cosr der Geraden, so ist

cos (90 0 — fl) — sin fl = cos « cos A -j- cos ß cos /1 -J- cos у cos v. (a)

oder

z-j-z — 5 = 0 j 
— У ~f- 2 ~h 6 = 0 /

x— 5_у — 6
— 99
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Aufgabe a) Unter welchem Winkel schneiden sich die Ebene E und die 
Gerade g der Abb. 819?

Lösung: Die Ebene E hat die Gleichung 4z-j-2y-f-Зг—12 = 0, siehe 
Aufgabe 228b), und somit die Richtungsfaktoren 4q, 2q, So, wo nach der

2 X y 2
Richtungsformel q = 1 : + ±29. Die Gerade g hat die Gleichung ^ ^
und somit die Richtungsfaktoren

cos Л : cos Ц : cos v =

=:
0 L2 —1

1:2:2
1 -1 I

oder cosA = a, cos (л = 2 o, cosv = 2 о, wo o = + £ gefunden wird. Dann ist 
nach der vorausgehenden Formel

(±,14 14 v29
3±29 87 -sin # = 4g-<T-j-2p-2o-f-3£>-2<7 = 14 p о

und & = 30° rund.
Aufgabe b) Man beweise, daß die Spuren einer Ebene in den drei Rissen 

und die Projektionen einer zu ihr senkrechten Geraden auf die gleichen Risse 
ebenfalls senkrecht stehen.

0,867

Lösung: Die Ebene Ax~f By-\-Cz-\-D — 0 hat als Grundrißspur ' 
Az+By + D = 01 d.e Qerade у = тх+ЪЛ 

z = 0J z~nx-\-c) hat als Grundrißprojektion
у — m X -f- Ъ ) 
z = 0
und у — mx -\-Ъ den Winkel y>, für den nach (87 e) gilt tg ip

Im Grundriß 2 = 0 bilden beide Geraden Ax -f- tiy -f- D = 0
— А — m В 
Am — В

Wenn nun die Ebene und die Gerade senkrecht stehen, so haben sie gleiche 
Richtungsfaktoren, es gilt A:B:G=\:m:n oder Am—B; dann wird 
tg = oo, das heißt ch Ebenenspur und die Geradenprojektion stehen senk
recht zueinander. Was Grundriß bewiesen wurde, muß natürlich ebenso 
vom Aufriß und Seitenriß gelten.

Г

Gesucht ist die Gleichung der Projektion einer Geraden

:
eine Ebene Ex—XE2 — 0 senkrecht zur gegebenen Ebene, dann ist 
der Schnitt beider die gesuchte Projektion und somit deren Gleichung

auf eine Ebene E3 — 0. Man legt durch diese Gerade

Ex — AÆ2 = 0i 
E3 = 0l

durch die Bedingung bestimmt ist, daß die gegebene Ebene E3 — 0 

und die projizierende Ebene Ex — XE2 — 0 zueinander senkrecht 
stehen, daß also nach (214 d)

о = (А, — 1Аг) А, + (В, - X В,) В, + (С, — ЯСУ С,.

Die Projektionen der Geraden auf die Koordinatenebenen, siehe 
Nr. 219, sind Spezialfälle der entwickelten Gleichung und können als 
Kontrolle benützt werden. Will man etwa auf die z-Ebene proji
zieren, so wird E3 — 0 zu z — 0 und somit A3 — 0, B3 = 0, C3 = 1

А ^зН~ B3 -j- piG.
(b), wo Я

^2^3 rf' ^2-^3 ~h G2 C3
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Ist die Gleichung in der Normalformund deswegen X — C1:C2. 
gegeben

! mx— y -f- Ъ — 0 

nx — z —(- c =
у — mx -f- Ъ 
z — nx -f* c

so wird Сг — 0 und C2 = — 1 und damit Я = 0 und also die Glei-
y

chung der Projektion

oder

== mx + ft } was zu erwarten war.
= 0

Aufgabe c) Die Gerade g der Aufgabe 228b) soll auf die Ebene E dieser 
Aufgabe projiziert werden.

Lösung: Die projizierende Ebene (2a: — y — 2) — к (y — z—1) = 0 steht 
senkrecht zur Ebene 4x + 2 y -j- 3 z—12 = 0, es gilt 2-4 — (1 —Я) 2 —J— Я - 3 = 0 
oder Я = — 6. Dann wird die projizierende Ebene 2a;-f-5y — 6z — 8 = 0 und 

2a; -\-Ьу — 6z— 8 = 0 j
4æ-j-2y-f-3z — 12 = 0 / '

Kontrolle: Der Schnittpunkt von E mit g, das ist P0 = ff Щ|Ą nach 
Aufgabe 228 b), muß auf dieser Projektion liegen.

Gesucht ist die Projektion PL des Punktes P0 auf die 
Ebene E— 0. Ist die Gleichung dieser Ebene in nichtsymbolischer 
Form Ax + By -|- Cz + D — 0, so hat die zur Ebene senkrechte 
Strecke P0PX die gleichen Richtungsfaktoren wie die Ebene, von den 
Projektionen X, F, Z der Strecke Р0РХ auf die Koordinatenachsen 
gilt demnach

die Projektion

X: Y:Z = A:B:C oder X = XA, Y = /.B, Z = XC.

Wäre Я bekannt, so würde wegen X — xx — x0, Y = yt — y0, 
Z—z1—z0 der Punkt Pj bestimmt sein zu Pj = a;0-|-X| y0-\-Y\ z0-\-Z. 
Я ermittelt man aus der Bedingung, daß Рг der Gleichung der Ebene 
genügen muß.

A {%0 ~Ь Я А) B (y0 -f- Я В) -f- С (z0 -f- XG) D — 0
ByQ -j-GZp -|- D 

A*-\-B2-\-C»und findet

Mit diesem Wert sind dann die Koordinaten des gesuchten Punktes Px 
gefunden in der Form

xi ~xo ~b ^
Aufgabe d) Den Punkt ,P0 = 4|3|2 projiziere man auf die Ebene 

12a;-j-4j/ -f- 3z—12 = 0 und ermittle die Koordinaten der Projektion Pl. 
Lösung: Man verwendet die vorstehende î’ormel und erhält

zi = 2:o + ^C'- (d)У1 = Уо + Ьв,

12-4-f-4-3-f-3-2 — 12 54
169144 +16 + 9

und damit
Zl = 2 + 3 Я = Ш.У\ — 3 + 4Я —^ = 4 + 12 Я = ^Д,



(в)z0 = zx — IG.x0 — x1 — /А,
Auch den Wert für Я hat man noch etwas umzuformen. Der Ab
stand des Punktes P0 von der gegebenen Ebene soll nach Vorschrift 
d sein; es gilt* demgemäß nach (216b)

Уо = У1 — ХВ>

d — — X9 ВУо~\~Сго 
VA2 -+- В2 + C2

woraus sich

(f)A =
VA2 -f J52 —J— G

ergibt.
Aufgabe e) Im Punkt P1 = £|||l der Ebene 12a: -J-\y 3z—12 — 0 

errichte man ein Lot PXP0 von der Länge d = 3. Gesucht sind die Koordi
naten des Endpunktes P0.

Lösung: Nach der Formel wird A2 -f- B2 -\-C2 —169, \/A2-|-P2-f-C®==18 
und damit Я = — 3:13. Die Koordinaten des Endpunktes P0 werden dann

zo — 1 ~b tV ' 3 = 1 •= ł + А-12 = 8Л, Уо = * + Л-4=1«,
* 230. Unter dem Abstand zweier windschiefer Geraden g 

und g' versteht man naturgemäß ihren kürzesten Abstand. Um ihn
zu finden, lege man durch die erste Gerade g eine Hilfsebene E 
parallel zur zweiten Geraden g'. Dann hat jeder Punkt dieser 
Geraden g von der Ebene E den gleichen Abstand d und dieser 
Abstand muß der kürzeste Abstand der beiden Geraden g und g' 
sein. Sind die beiden Geraden g und g' durch ihre Normalgleichungen 
gegeben,

y ni X -|- Ъ' 
z — n' X -)- с' 

so hat nach (226 b) die Hilfsebene die Gleichung
)у — m X -j- b 

z = n X —c
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Mit der vorausstehenden Formel ist auch die Aufgabe gelöst: 
In einem Punkt Рг der Ebene E — 0 ein Lot zu errichten. 
Dessen vorgeschriebene Länge sei d. Dann muß der gesuchte End
punkt P0 dieses Lotes der vorstehenden Gleichung genügen, die 
man aber besser umformt

X у — b z — c
= 0 oder x(mn’ — vn!n) -j- (y — b)(n — n')

+ (* — c) (m—m) = 0
1 m n
1 m! n' 

oder in der Normalform

x(mn' — m'n) -{- y(n — nr) -}- z(m' — m) — b(n — n') — c(m'—m)
= 0.

V(w n' — m' nf -f- (n — w')2 -j- (тог' — тог) 2

Man wählt irgendeinen Punkt P0 auf der Geraden g\ äm einfachsten
Egerer, Ingenieur-Mathematik. I. 32

ta



mit x0 = 0 den Punkt P0 — 0 J V j c' ; dessen Abstand von der Hilfs
ebene, nach (216 b)

^ (b' — 6) (w — и') -)- (c' — c) (m' — m)
V (m ri

ist dann der gesuchte kürzeste Abstand der beiden windschiefen 
Geraden g und g'.

Als Kontrolle für diese Formel dient: wenn die beiden Geraden 
sich schneiden, muß d gleich Null sein, also

d = 0 — (b' — Ъ) (n — n') -)- (c' — c) im' — m)

(m — m) (c — r!) = (n — nr) (b — 6');

(a)
nj2 -j- (n — w')2 + im,' — m)2m

oder

das ist auch nach (223b) die Bedingung dafür; daß die beiden 
Geraden g und g' sich schneiden.

Beispiel: Um für den Abstand der Geraden g und g\

2 X — y — z — 3 = 0 j 
X — 2 y — z — 4 = 0J

die entwickelte Formel anzuwenden, müßte man beide Gleichungen 
zuvor auf die Normalform bringen, indem man einmal z und das 
andere Mal y eliminiert. Im vorliegenden Fall läßt sich diese Form 
nicht hersteilen, man muß demnach auf die Formel verzichten und 
den Weg nochmals einschiagen, der zu dieser Formel führte. Man 
legt durch g eine Ebene parallel g', sie hat die Gleichung

(x — y + г — 3) — X (2 X — y -J- z) = 0.

Die zweite Gerade hat die Richtungsfaktoren

x — y -\-z — 3 = 0 
2 x — y -4- z

und
= 0

— 1 — 1

— 2 — 1
cos a : cos ß' : cos / = = — 1 : -fl : — 3 = 1 : — 1: 3

cos a = q, cos у —3 g.oder cos ß' = — g,

Ihr unendlich ferner Punkt U mit den Koordinaten и, — w, 3 и muß 
der Hilfsebene genügen, (u -j- и -j- 3 и — 3) — X (2 u -|- u -f- 3 и) = О 
und liefert daher 5 — X 6 = 0, wenn man u = oо berücksichtigt. Mit 
X = 5 : 6 wird die Gleichung der Hilfsebene 4 x-\-y — г -f- 18 = 0. 
Der Aufrißpunkt der Geraden g' mit den Koordinaten Oj — lj — 2 hat

4-0 —1 + 2 + 18 
—V16 —j— i —j-1

der auch gleichzeitig kürzester Abstand der beiden Geraden g und gr ist.
Man beachte, daß die vorausgehende Abstandsformel für den 

Grenzfall nicht mehr gilt, wenn nämlich die beiden Geraden g und g 
parallel sind. Dann wird m' — m und n' = n und d erscheint in der

19V2
von der Hilfsebene den Abstand d —

6

i

*
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unbestimmten Form d = 0:0. Man muß sonach für den Abstand
zwei parallelen Geraden g und g eine neue Formel aufstellen.von

Diese sei zunächst auf gestellt unter der vereinfachenden Voraus
setzung, daß die Ebene durch gx und g„ parallel der x-Achse ist.. 
Sucht man die Spurpunkte Px und P2 

beider Geraden im Aufriß, so erhält 4
man den Abstand beider Geraden, siehe 
Abbildung, in der Form d==RcoHa. 
R ist die Entfernung der beiden Spur
punkte Px und P2, a ist der Richtungs
winkel der beiden Parallelen gegen die 
x-Achse oder gegen eine Gerade in der 
x-Richtung und daher auch der Winkel 
zwischen R und d. Sind die beiden

d
y*

9i \9t
Abb. 820.

Parallelen in der Normalform
y — mx ~f- V I 
z — nx

y — mx-j- Ъ 
z — nx -f- c -f- e' {

gegeben, so sind die beiden Spurpunkte im Aufriß, das ist in der 
X - Ebene, Px — 0 ! b \ c und P2 — 0 j b' \ c' und ihre Entfernung 
R — Y(b' — 6)2 -j- (c' — cf. Der Richtungsfaktor cos a der Geraden 
gegen die x- Richtung ist cos « = 1 : Vl -f- w2 -|- n2 nach (221a), 
somit wird

— bf+Jć—'cfV&-
d = R cos а =

1 -|- m2 -j- n2

Trifft die angegebene Voraussetzung nicht zu, so kann man von 
der entwickelten Formel ausgehend auf rein geometrischem Weg die 
allgemeine Formel angeben, indem man die Ebene durch gx und g.2 
um die Aufrißspur Px P„ dreht, bis sie zur x-Achse parallel wird. 
Die notwendige Rechnung mit Winkelfunktionen stellt aber größere 
Ansprüche an die Raumanschauung, es soll daher noch ein anderer, 
gedanklich recht einfacher und nur umständlichere Rechnungen ver
langender Weg zur Aufstellung des gesuchten Abstandes angegeben 
werden. Man geht aus von der Formel (192h), die den Abstand 
eines beliebigen Punktes P von einer durch den Nullpunkt gehenden 
Geraden g angibt. Um sie benutzen zu können, verschiebt man das 
Koordinatensystem so, daß von den gegebenen Geraden gx und g0 
die zweite durch den Nullpunkt geht. Die Verschiebung x = x\ 
y — y'-fb', z ==/-(- d wandelt die Gleichungen der beiden Geraden 
gx und g2 um zu

y —mx' -f- В
z' — nx' -f- C ! y' — mx' 

z = nx' ) В = Ъ — Ъ' 1 
C — c — d j.

und wo

32*



в = Ъ -f тх0 — у01 
С=с -f пх0— z0)

== тх~\~Ъ
z—nx-\~c

* 231 - Aufgabe a) Gesucht ist die Gleichung der Geraden g senkrecht 
zur Ebene x — 4 y — 3 = 0 so, daß sie die Geraden дг und g2,

2* —У+ z
x-\-у — 2 z — 1

1 /ß2 + & + (Bn
V 1 m2 n2

— Cm)2
(°)d = , wo jetzt

Уden Abstand«? des Punktes P0 von der Geraden

4x —-, z — 12 = 1
y-p2z — 2= J=°o}

schneidet.
Lösung: Die Gerade hat die gleichen Richtungsfaktoren wie die ge

gebene Ebene, nämlich cos а : cos ß : cos у = 1 : -г-4 : 0. In der Normalform ist

Nach (221 a) ist cos а : cos ß : cos у — 1 : m : n,die Geradengleichung ^ mæ-j-fe'j 
% 7Ь 2/ —— C ß

was mit der ersten Aussage 1: —- 4 : 0 == 1 : m : n oder m — — 4 und n — 0
g t /| I - П

liefert. Unbekannt sind jetzt noch ô und c. Die Gerade ^ _ :} muß

zunächst die Gerade gx schneiden. Man könnte die Bedingung (223b) aufstellen. 
Einfacher sagt man, die beiden Gleichungspaare von g und gl müssen verträg
lich sein, weil sie ja vom nämlichen Punkt, vom Schnittpunkt ggx erfüllt 
werden. Ebenso müssen auch die beiden Gleichungspaare von g und g2 ver
träglich sein, weil beide Gerade sich schneiden sollen. Damit in den beiden 
simultanen Gleichungsgruppen
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Der Spurpunkt P der ersten Geraden im Aufriß hat die Koor
dinaten P=Q\B\C, er hat von der zweiten Geraden den gesuchten 
Abstand d. für welchen die Formel (192 h) wegen

cos a : cos ß : cos y : 1 = 1 : m : n : У1 -j- m2 4- n2
liefert

d2 (1 -f- m2 -}- те2) = В2 -\- C2 -f- C2 m2 -j- В2 те2 — 2 В Gm. 
= B2 -f C2 -f (Bn — Cm)2

oder
~l /Д3 + C'1 -j-(В я 
y 1-i m' + n*

— C m)2 (b)

als Entfernung der beiden parallelen Geraden g und gf.
Um die Entfernung eines Punktes jP0 von einer Geraden g zu 

ermitteln, wird man von der eben entwickelten Formel ausgehen und 
durch den Punkt P0 eine Parallele g' zur gegebenen Geraden legen. 
Hat letztere die Gleichung

y — mx -j- Ъ 1 

z — nx -j- c J ’
y = mX-j-(y0 — mx0) 
z — nx -(- (z0 — nx0)

die Gleichung der parallelen Hilfsgeraden g', somit b' — y0 — mx0 
und c' — z0 — nx0. Mit diesen Werten erhält man in

1so ist

о о



О 0—1 с
64—1 0

0 1 2 2
4 0—1—122—1 1 0

1 1—2—1 
— 1 0 6

0 —1

0 und
с
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2x — у 4- z 

X -\- у — 2 z — 1 = 0 
— 4 x — y

= 0 Ax — 2 — 12 = 0 
у -\-2z — 2 = 0 

-f- 6 = 0 
— 2+ C = 0

die einzelnen Gleichungen sich nicht widersprechen, muß nach (50b) jedesmal 
ihre Determinante verschwinden, sonach

und4-6 = 0
— 2 4“ c = 0

— 4 x — y

= 0.

Beide Determinanten vereinfacht man noch, indem man zur vierten Kolonne 
die c-fache dritte Kolonne addiert und dann nach der vierten Zeile entwickelt; 
man erhält

4 0 — c—12
0 1 2c— 2

— 4—1 6

2 — 1 c
1 —2c— 1 = 0 und = 01

6— 4 —1
oder 6 — 3c — 2 = 0 und b-\-c — 14 = 0, woraus 6 = 11, c = 3 und als
Gleichung der gesuchten Geraden ^ _ 4 a: 4“ ^ ^ \ fQigt

Die Größen 6 und c hätte man ohne Determinanten auch elementar aus 
den beiden obigen Gleichungsgruppen ermitteln können.

Aufgabe b) Unter welcher Bedingung schneidet eine Gerade 
die 2-Achse?

Lösung: Man kann die Formel (223a) anwenden und erhält Сг D2—C2D1—0. 
Ohne Formelhilfe überlegt man: Es muß einen Punkt 01012 der z-Achse geben, der 
auch auf der gegebenen Geraden liegt, von dem also giltA104--ßi 04-^,iz~b-^i==ö, 
A20 -\- B2-Q -\-C2z-\- D2 — 0 Damit beide Gleichungen Clz-\-D1 — 0 und 
C2z-\~ D2 — 0 sich nicht widersprechen, muß gelten C1D2 — C2D1.

Aufgabe c) Vom Punkt Px = 011 |0 aus trage man eine Strecke PxP2=10 
so ab, daß sie senkrecht steht zu den Geraden gx und g2 der Aufgabe a). Ge
sucht ist P2.

Lösung: Die gegebenen Geraden haben die Richtungsfaktoren 
cosa1 = f>1, cos ß1 — 5g1, cosj’1 = 3e1; cosa2 = e2, cosj52= — 8o2, cos;-2 = 4p2. 
Dann hat die zu ihnen parallele Ebene nach (227 a) die Richtungsfaktoren

£l 5 0! 3 Qi 
,o2 — 8o2 Aq2

Die nämlichen Richtungsfaktoren hat die gesuchte Strecke PXP2, so daß deren 
Projektionen А = 44g, Y — — g, Z = —13p sind, wo о durch die gegebene 
Länge Px P2 = 10 bestimmt wird, sonach durch 100 = p2(44^4-1 132) = 2 106g2
oder p = + 0,218. Man erhält zwei Strecken, die von Px aus beide nach ent
gegengesetzten Richtungen gehen, und so zwei Punkte P2,

æ2 = x14-X = 0± 0,218 • 44 = ± 9,59, y2 = 1 + 0,218, 
z2 = + 2,83, also P2 = 9,5910,7821 — 2,83 und P2' = — 9,5911,21812,83.

Px = 0 
P2=0 }

i 5 3 ; 
1-84; = 44: —1 :—13.cos a : cos ß : cos y =

о
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. 330 bis 348.
— Achsenrichtung 365.
— Polare, Tangente und Normale 337, 

341, 342.
— Neilsche oder semikubische 229. 
Parabelzirkel 270.
Parameter 159.
Permutation 46
Pol, Polare, Polarensätze 290 bis 302.
------- Kreis 251.
------- Ellipse 305.
------- Hyperbel 320.
— — Parabel 337.
Polare Wirkung 392.
Potenz 248.

Vektoren 119. 
Vektorprodukt 438. 
Vieleck 138. 
Vielflach 445. 
Vierflach 445.

Winkel von Gerade gegen Ebene 462 
494.

— von zwei Ebenen 402.
— von zwei Geraden 173, 483.
— von zwei Kreisen 256.
— von zwei Strecken 135, 419. 
Winkelhalbierende 187.

Zentrale 254. 
Zentralellipse 385. 
Zentrifugalmoment 380.
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Bruck von Oscar Brandstetter in Leipzig. 

Manuldruck von F. Ullmann G. m. b. H., Zwickau Sa.
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