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Vorwort.
Die vorliegende Abtheilung der Statik der Baukonstruktionen 

beschäftigt sich mit einer der wichtigsten Anwendungen der Elasti- 
citätslehre; sie stellt sich die Aufgabe, die Formänderungen ebener 
Fachwerke und die Theorie des statisch unbestimmten ebenen Fach
werks möglichst vollständig darzustellen.

Den Ausgangspunkt bildet hierbei das Gesetz der virtuellen Ver
rückungen und der aus diesem gefolgerte, zuerst von Maxwell für 
einen einfachen Sonderfall bewiesene und vom Verfasser erweiterte 
Satz von der Gegenseitigkeit der elastischen Formänderungen*), eine 
analytische Grundlage, die auf den ersten Blick für ein Lehrbuch der 
graphischen Statik nicht recht geeignet erscheint. — Wer sich aber auf 
das Gebiet der Elasticitätslehre begiebt, ist immer gezwungen, gewisse 
Vorarbeiten durch Rechnung zu erledigen, und angesichts dieser Sacli-

*) Ich habe diesen Satz zu Ehren des berühmten englischen Gelehrten den 
Maxwell’schen Satz genannt, mache aber darauf aufmerksam, dass die Ab
handlung von Maxwell im Philosophical Magazine Bd. 27 (1864) S. 294 keines
wegs jene Zurückführung aller Einflusslinien auf Biegungslinien enthält, durch 
welche die Untersuchung der statisch unbestimmten Systeme sich so ausserordent
lich einfach und übersichtlich gestaltet hat. Die in diesem Buche zu diesem 
Zwecke benutzten Gewichte w habe ich in einer Eeihe von in den Jahren 1883
und 1884 erschienenen Abhandlungen über die wichtigsten Trägersysteme ein
geführt, und die allgemeine Deutung der Einflusslinien der Summen 'SSoSap, 
'ZSoSb ?••• als Biegungslinien gab ich in der Zeitschrift des Hannoverschen 
Archit. u. Ing.-Ver. 1885, ohne hinsichtlich der Grössen X einschränkende Vor
aussetzungen zu machen; schliesslich habe ich in meinem Buche „Die neueren 
Methoden der Festigkeitslehre u.s.w.“, Leipzig 1886, die allgemeinen Elasticitäts- 
gleichungen

La T" ö«  $at   2 P,„ Sm(l  Xa 8aa — Xb §ia — Xc $ca  • • •
auf gestellt. Ich hebe dies hervor, weil diese Gleichungen öfter benutzt und mit 
der Bemerkung „nach Maxwell“ begleitet worden sind. Wer sich davon über
zeugen will, dass der vorstehende Einspruch gerechtfertigt ist, möge die kurze
Arbeit Maxwells nachlesen.
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läge liesse es sich kaum rechtfertigen, ein so vortreffliches Itüstzeug wie 
die neuere analytische Theorie beiseite zu legen und durch umständ
lichere Hilfsmittel zu ersetzen. Dem zeichnerischen Verfahren bleibt 
immer noch ein weites Feld: die Auftragung der Verschiebungspläne 
und die Benutzung dieser Liniengebilde zur Herleitung der Einfluss
linien und Einflusszahlen, welche auf alle bei der Untersuchung eines 
gegebenen Fachwerks zu stellenden Fragen die bündigste Antwort geben.

Unser Buch ist folgendermassen gegliedert:
In der Einleitung werden die Grundgesetze der neueren analy

tischen Theorie unter der Voraussetzung hergeleitet, dass für den 
Baustoff eine Proportionalitätsgrenze besteht und die Beanspruchung 
innerhalb dieser Grenze liegt, eine Annahme, welche bei den hier 
ausschliesslich in Betracht kommenden Trägern aus Schweisseisen, 
Flusseisen und Stahl zulässig ist. Der Verfasser hat sich hierbei 
möglichster Kürze befleissigt, hofft aber, die Schwierigkeiten, welche 
diese allgemeinen Lehren dem Anfänger zu bieten pflegen, durch Ein
flechtung von leicht zu überschauenden Sonderfällen gehoben zu haben.

Der I. Abschnitt lehrt in den §§ 1 — 4 die verschiedenen 
Darstellungsweisen der Knotenpunktsverschiebungen ebener Fachwerke 
und zwar in erster Linie die zeichnerischen Verfahren, nebenbei aber 
auch den in vielen Fällen einfacheren rechnerischen Weg. Dieser 
wichtigste Tlieil des Buches ist besonders ausführlich behandelt 
worden; es wurden auch schwierigere Aufgaben mit Zuhilfenahme der 
Kinematik behandelt. § 5 enthält sodann als Fortsetzung der Ein
leitung eine Reihe von Aufgaben über das statisch unbestimmte Fach
werk und zeigt, dass sich die Ermittelung der statisch nicht be
stimmbaren Grössen stets mit Hilfe von einfachen Verschiebungs
plänen durchführen lässt und dass der vorgetragene Lehrstoff selbst 
bei Behandlung verwickelterer Fälle nicht im Stiche lässt.

Damit ist die Theorie des ebenen Fach werks abgeschlossen. Der
II. Abschnitt enthält lediglich Anwendungen; es werden die wich
tigsten statisch unbestimmten Träger ausführlicher betrachtet, zuerst 
der Zweigelenkbogen, sodann die versteiften Stabbögen, der beider
seits eingespannte Bogen, der Balken auf mehreren Stützen, ver
schiedene seltenere Anordnungen statisch unbestimmter Balken-, 
Bogen- und Kettenbrücken und die mehrtheiligen Fachwerkbalken. 
Dieser für den praktischen Ingenieur bestimmte Theil des Buches 
hat in der neuen Auflage erhebliche Erweiterungen erfahren. Den
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Schluss der reichhaltigen Aufgabensammlung bildet die Untersuchung 
eines viertheiligen, dreifach statisch unbestimmten Netzwerks; sie ist 
besonders wichtig, da Träger dieser Art für zerlegbare Brücken ge
wisse Vorzüge besitzen. Hier galt es, nicht allein durch Vorführung 
einer strengen Untersuchung die im I. Bande vorgetragene bequeme 
angenäherte Berechnung zu prüfen und zu bestätigen, sondern auch 
falsche Ansichten zu bekämpfen, die neuerdings auf diesem Gebiete 
laut geworden sind.

Alle Untersuchungen des II. Abschnitts sind als Beispiele zur 
Erläuterung der allgemeinen Theorie aufgefasst worden, ein Verfahren, 
welches der Verfasser in seinen Vorträgen an der hiesigen technischen 
Hochschule als vortheilhaft erkannt hat und welches die Bewältigung 
dieses wichtigen Lehrstoffs ohne grossen Zeitaufwand gestattet. Der 
Lernende hat in der That nur nöthig, ein einziges schwierigeres Bei
spiel sorgfältig durchzuarbeiten, um sich volle Sicherheit auf dem 
ganzen Gebiete zu erwerben. Dass diese auf die Beherrschung der 
allgemeinen Gesetze hinzielende Vortragsweise seitens des Studirenden 
anfangs etwas mehr geistige Anstrengung verlangt als die Beschrän
kung auf die einfachsten Sonderfälle, von denen jeder von Grund aus 
entwickelt wird, ist selbstverständlich. Dafür bietet sie aber auch mehr 
als eine Gebrauchsanweisung für die Behandlung leichter Aufgaben.

Berlin im Juni 1902.

H. Müller-Breslau.
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Berichtigungen zu Band II, Abth. 1.

Seite 8, Zeile 1 v. o. lies § 34 statt § 38.
8, Zeile 3 v. u. hinter Band I. ist einzuschalten: (2. Auflage.)

19, Zeile 4 v. u. lies X=0 statt X=0.
31, Zeile 1 v. u. lies (32) statt (20).
43, Zeile 7 v. u. lies -j- xz yz statt -f x* yy.
46, Zeile 1 v. u. lies 'Ej'QdS — J' f (....) d V anstatt

2fQdS = f (........ )tIV.

47, Zeile 10 bis 12 lies dyx=~- dxx statt =~ra:.
Gr Gr

dyy — -Q dxy statt = — xy.

dye = ^-dxz statt = — x*.
Cr (jt

53, Zeile 1 v. o. lies Atti della academia delle scienze statt Atti delle Scienzi. 
59, Zeile 1 v. o. lies empfiehlt statt empfliehlt.
64, Zeile 1 v. u. lies § 41 statt § 42.
69, Fig. 45 ist der doppelt eingekreiste Punkt 0 nicht O, der Punkt rechts 

daneben ist r\ nicht r.
74, Zeile 13 v. u. lies Abschnitt XIII statt Abschnitt XIV.
80, Zeile 11 v. u. lies (13 ■ w) statt 13 m).
85, Zeile 6 v. o. lies Abschnitt XIII statt Abschnitt XIV.
91, Fig. 62a lies (ay) statt s(p)).
91, Fig. 62 b oben lies C statt Cx.

„ 103, Zeile 18 v. u. lies: (Seite 95) statt Seite 95).
„ 109, Fig. 91 b lies — p.6 und -f- p2 statt p.0 und p.2.
„ 110, Fig. 93 b lies —ps und —;j.7 statt p.6 und p.7.
„ 119, lies Fig. 105 statt Fig. 106.
„ 121, Zeile 12 v. u. lies § 33 statt § 20.
„ 127, Zeile 2 v. o. lies § 45 und § 46 statt § 46 und § 47.
„ 127, Zeile 5 v. o. lies Anfang statt Anhang.
„ 127, Zeile 6 v. o. lies § 46 statt § 47.
„ 127, Zeile 10 v. u. lies 10000 Xu = — 577 statt = — 555.
„ 142. Zeile 17 v. o. lies A = A0 — A'X, B = B0 — B'X statt

A = A0 — A'X', B = B0 — B’X'.
„ 161, Zeile 5 v. o. lies (I'II) statt (I'II').
„ 163, Zeile 21 v. o. lies Xd= — 1 statt Xb — — 1.
„ 169, Zeile 1 v. o. lies G'LJ' statt G'L'J'.
., 173, Zeile 1 v. u. lies u. s. w. statt u. s.
„ 176, Zeile 9 v. u. lies § 30, S. 242 statt § 35.
„ 177, Zeile 3 v. u. lies § 34 und 38 statt § 35 und 39.
„ 182, Zeile 11 v. o. lies § 40 statt § 41.
„ 192 u. 193. Die Literaturangaben unter 9, 10, 11 und 15 beziehen sich

auf die in der neuen Auflage im Bd. I, Abschnitt XIII enthaltene 
kinematische Untersuchung des statisch bestimmten Fachwerks.

,, 209, Zeile 16 v. o. lies 410 F0 statt 420 F0.
„ 225, Zeile 5 v. o. Die Worte: „nach Band I, Anhang“ sind zu streichen.
„ 256, Zeile 1 v. u. lies p • X statt p ■ y.
„ 301, Zeile 17 v. o. lies Mm" = xm\ Mm'" = ym statt

; Mm"' = lJm .

n
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statt X’ = P 2 w
Seite 301, Zeile 8 v. u. lies X' = P

2IV m

„ 302, Zeile 10 v. o. lies 176 statt 175.
„ 302, Zeile 16 v. o. lies Füllungsstäben statt Füllungslinien.
„ 304, Zeile 5 v. o. lies Fig. 308 statt Fig. 207.
,, 313, Zeile 14 v. o. lies a15 a.2, a3 . . . statt an a3, a3 . .. .
„ 331, Zeile 9 v. o. lies h’m-i = hm-i — 0,30 statt h'm_i~hm_i = 0,30.
„ 349, Zeile 8 v. o. M0 = 0,90 X ist zu streichen.
„ 349, Zeile 16 v. o. 0 ist zu streichen.

h
„ 353, Zeile 1 v. u. lies J... •

O

h*ii-— (1 -}- a) — .... statt

V4— (1 + a) - ....
„ 367, Zeile 5 v. o. lies Wk statt wh.
„ 398. Die Gleichungen auf den Zeilen 14, 17, 21 und 22, 26 erhalten die 

die Nummern 29 bis 32.
„ 399. Die Gleichungen auf den Zeilen 3 und 5 erhalten die Nummern 33

und 34.
„ 399, Fig. 377 lies L'r und R’r statt L’ und R'.
„ 415, Zeile 6 v. o. fehlt hinter der Formel für Xb die Formel

§mc= Pm

„ 425, Zeile 4 v. o. lies ~ stattt /'
,, 448, Fig. 420 im Felde m bis m -j- 4 lies (A u) statt [A u\. 
., 457, Fig. 422 fehlen bei der 0X-Linie folgende Mafszahlen:

/ (0,18)
\0,25 

(0,li5)

x2
P’

unter Punkt 4

8 0,13
(+ 0,09){„ 12 0,00.

IX

Nachträgliche Berichtigungen zu Band I.

ys dxSeite 97, Zeile 7 und 8 v. unten lies Jn = J -(- Fr1 — 2 f
oJ

}-T.(R*
„ 117, Zeile 18 v. u. lies Fig. 108 statt 107.
„ 119, Zeile 15 v. o. lies DE statt CE.
„ 123, Fig. 115 muss P2 bis an den Polstrahl III gehen statt bis zur Schluss

linie s.
„ 130, Zeile 1 v. u. lies max Qp statt mrx Qp.

3
~ (PC — r2) 16a3/r2) rl — 3-5-74

ri142, Zeile 5 v. u. lies ij — ij3+(yi — y3) — ~y3 — + - -

y — yz + (y*. — y%) y = y* y + y-

stattV)
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Seite 143, Zeile 10 v. u. lies (ab') statt (ab).
„ 144, Zeile 14 v. u. lies G3 statt Pg.
,, 144, Zeile 13 v. u. lies C'GD' statt C'GD.
„ 190, Zeile 3 v. u. lies M0k statt Mk-
„ 191, Zeile 8 v. u. lies E’DB' statt E'DB.
„ 203, Zeile 1 v. o. lies cx statt bx.
., 211, Zeile 17 v. o. lies C statt e.

222, Zeile 12 v. u. lies No. 132 statt 133.V)

248, Zeile 15 v. u. lies Cp + P>g statt Cp -}- — Dg.
259, Zeile 17 v. u. lies dritte statt zweite.
267, Fig. 255 muss das Mais x3 bis zur Senkrechten durch Punkt 3 statt 

durch den Punkt 2 gehen.
l- statt = H275, Zeile 13 v. o. lies Konst. —

288, Zeile 11 v. o. lies Fig. 282 und 283 statt Fig. 290 und 291.
301, Zeile 7 v. o. lies Fig. 300 statt Fig. 295.
310, Zeile 12 v. o. lies No. 85 statt No. 84.
344, Zeile 2 v. u. lies Versehen statt Verfahren.
401, Fig. 402 (d) lies
444, Zeile 6 v. o. lies unbekannten statt unkekannten.
444, lauten die beiden ersten Gleichungen (8):

T = Yo + Ya Za + Yb' zh + Yc Zc + • •.. + Y„; Zm = 0 
Y" = Y" + Ya" Za + Yb" Zb + Yc" Zc +
(Yc' statt Yc und Yc" statt Y".

462, Fig. 457 fehlen die punktierten Linien 6' 1' und (6') (7').
477, Fig. 469 lies anstatt P.
478, Zeile 7 v. o. lies (9) statt (2).
481, Zeile 3 v. u. lies w statt w.
488, Fig. 481 muss das Mals von der Senkrechten durch 2 bis zur Senk

rechten durch Bx statt x heissen.
494, Zeile 1 v. o. lies (IV)! statt (IVX).
502, Fig. 499 (a) lies 6' und 9' statt 6 und 9; ferner ist die unterste 

schraff. Fläche mit (d) statt (b) zu bezeichnen,
503, Zeile 3 v. u. lies Fig. 499 d statt Fig. 499 c.
505, Fig. 500c lies — U3 statt — Ux.
520, Zeile 1 und 9 von oben lies vierteilig statt zweiteilig.
520, Zeile 4 v. o. lies Fig. 512 statt 513.
534, Zeile 4 v. o. und Zeile 19 v. o. lies 227 statt 225.
535, Zeile 2 v. u. lies 227 statt 225.
555, Zeile 9 v. o. lies 220 statt 209.

72'8 f

p(pV* statt
8 8

+ Y„r zm = o

Tafel II, Fig. 197 a sind die Pfeile von V, umzukehren.
„ II, Fig. 197 b ist die oberste Last P statt 2 P.
„ IV, lies Seite 309 statt 380.

M M„ V, Fig. 345 ist das von Punkt C ausgehende Mals -, 2, nicht 1X ‘



194

II. Abschnitt.
Formeln, Regeln und Beispiele für die Berechnung der wich

tigsten statisch unbestimmten Fachwerke.
§ 7. Ber Bogen mit zwei Gelenken.............................................................
§ 8. Zweigelenkbogen mit gesprengter Zugstange und verwandte Träger

arten ......................................................................................................
§ 9. Kette, versteift durch einen Fachwerkbalken....................................
§ 1-0. Einfach statisch unbestimmte Bogen- und Kettenbrücken mit 

mehreren Oeffnungen.......................................................................

Inhalt.

Einleitung.
Grundgesetze der Theorie der elastischen Träger. Seite

A. Das Fachwerk..............................................
B. Gesetze für beliebige isotrope, feste Körper
Literatur zur Einleitung....................................

1
38
52

I. Abschnitt.
Bestimmung der Formveränderungen ebener Fachwerke, mit 
Anwendungen auf die Untersuchung statisch unbestimmter 

und statisch bestimmter Träger.
§ 1. Yerschiebungspläne nach dem Verfahren von AV'illiot....................
§ 2. Darstellung der Formveränderung von Stabzügen mit gelenkartigen

Knoten.................................................................................................
§ 3. Die Biegungslinie als Seilpolygon betrachtet......................... • .
§ 4. Einflusslinien und Einflusszahlen für elastische Verschiebungen . .
§ 5. Das statisch unbestimmte Fachwerk.................................... . . .
§ 6. Allgemeines über das Aufträgen der Einflusslinien..........................
Literatur zum I. Abschnitt.................................................................................

57

86
99

137
140
174
192

to
 to

o>
 ^ 

o*
 co



11. Fach werkbogen mit eingespannten Kämpfern...................................
12. Durchgehender Balken mit drei Stützpunkten....................................
13. Durchgehender Balken mit vier Stützpunkten ........

. Durchgehender Balken mit beliebig vielen Stützen.........................
. Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- und

Kettenbrücken......................................................................................
§16. Beispiele für die Einführung eines statisch unbestimmten Haupt

systems ................................................................................................
Aufgaben über statisch unbestimmte mehrtheilige Fachwerkbalken 
Untersuchung der Formveränderung eines viertheiligen statisch be

stimmten Netzwerks Mehrtens’scher Bauart....................................
§ 19. Herleitung der Biegungslinien aus den Momentenlinien....................
Literatur zum II. Abschnitt.................................................................................

§
§

Seite.
296
359
368
382

402

433
439

469
473
479

Inhalt.XII

Q
O

t-»
- *—*■ 

CH
 ^

zc
n>

 c fjn
>
 co

o c
//>

 cr
r>



Einleitung

Grundgesetze der Theorie der elastischen
Träger.

A. Das Fach werk.
a. Voraussetzungen und Erklärungen. Elasticitätsbedingungen. Gesetz von der 

Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen.

1. — Wird ein aus elastischen Stäben gebildetes und auf elasti
schen Stützen ruhendes Fachwerk der Einwirkung von äusseren Kräften 
und Temperaturänderungen ausgesetzt, so erfährt es vor Eintritt des 
Gleichgewichts, dessen schliessliches Zustandekommen vorausgesetzt werden 
möge, im Allgemeinen eine Form Veränderung. Die Verschiebungen, 
welche die Knotenpunkte dabei erfahren, bezeichnet man als elastische, 
sobald sie nur eine Folge der Dehnbarkeit der Stäbe und der Elasti- 
cität der Widerlager sind. Ihre Werthe sind meistens so klein, dass 
es zulässig ist, sie als verschwindende Grössen zu behandeln und bei 
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen sämmtliche Kräfte in den 
für starre Stäbe und Stützen gültigen Lagen zu denken.

Die folgenden Untersuchungen sind an die Annahme ganz allmäh
lich wachsender Kräfte gebunden, setzen also voraus, dass der Gleich
gewichtszustand eintritt, ohne dass Schwingungen entstehen. Sie be
schäftigen sich mit ebenen und räumlichen Fach werken, beschränken sich 
aber auf den Fall sehr kleiner und nur elastischer Formänderungen. 
Ihr erstes Ziel ist die Herleitung von allgemeinen Beziehungen zwischen 
den Aenderungen der Stablängen und den Verschiebungen der Knoten
punkte — Beziehungen, die nicht allein die Bestimmung der Gestalt 
des verschobenen Fachwerks möglich machen, sondern auch die Grund
lage für die Ermittelung der Spannkräfte und Stützenwiderstände der
jenigen statisch unbestimmten Fachwerke bilden werden, welche sich 
durch Beseitigung von Stäben oder Auflagerbedingungen in statisch be
stimmte und ausschliesslich elastischen Formänderungen unterworfene 
Stabgebilde verwandeln lassen.

Müller-Breslau, Graphische Statik II. 1. 1



Einleitung.2

2. — Es wird zunächst angenommen, dass die äusseren Kräfte 
nur in den Knotenpunkten angreifen, mithin sätnmtliehe Stäbe aus
schliesslich auf Zug oder auf Druck beansprucht werden. Die Gewichte 
der Stäbe sind hierbei auf die Knotenpunkte vertheilt zu denken. Alle 
gegebenen äusseren Kräfte werden Lasten genannt, zur Unterscheidung 
derselben von den an den Auflagern hervorgerufenen Widerständen. 
Eine Last werden wir allgemein mit P bezeichnen, hingegen den Buch
staben Q anwenden, wenn es dahingestellt sein soll, ob die damit ge
meinte äussere Kraft eine Last oder ein Stützenwiderstand ist. Vor 
Einwirkung der äusseren Kräfte und der Temperaturänderungen seien 
sämmtliche Stäbe spannungslos.

Es wird vorausgesetzt, dass für den Baustoff eine Proportionalitäts
grenze besteht und die Beanspruchung innerhalb dieser Grenze liegt, 
eine Annahme, welche bei den hier ausschliesslich in Betracht kom
menden Trägern aus Sch weisseisen, Flusseisen und Stahl zulässig ist. 
Bedeutet dann

S die Spannkraft in irgend einem Stabe, 
s die anfängliche Länge dieses Stabes,
As die Strecke, um welche s zunimmt (sie ist negativ, sobald sich 

der Stab verkürzt),

— das Verlängerungsverhältnis des Stabes,

F den Querschnitt des prismatisch vorausgesetzten Stabes,
E die für alle Punkte des Stabes gleich gross angenommene Elasti- 

citätsziffer (auch Elasticitätskoefficient oder Elasticitätsmodul 
nannt),

t die für alle Punkte des Stabes gleiche Temperaturerhöhung,
£ das einer Temperaturerhöhung um 1 ° Cels. entsprechende Ver

längerungsverhältnis,

c = die im Stabe hervorgerufene Spannung — positiv, sobald
JU

der Stab gezogen wird, so ist

ge-

S

a . S .A s
(1) Es

As c —J— s EtSchreibt man -, so erkennt man, dass die Temperatur-Es
erböhung denselben Einfluss auf As besitzt, wie eine Zunahme der 
Spannung um sEt, ein Gesetz, von dem wir später öfter Gebrauch 
machen wollen. Man darf im Mittel annehmen

für Schweisseisen E= 2000 000 *'/ 
„ Musseisen

qcm

E— 2150000 „



EJasticitätsbedingung. 3

für Stahldraht E = 2150 000 kj 
„ Flussstahl E = 2200000 „ 
„ Stahlguss E = 2150 000 „

{CW

ferner für
Schweisseisen 

s = 0,0000121. 
s E = 2 47 
= 240 7

Flusseisen 
0,0000118, 
eE=2b 7- 
= 250 7

Stahl
0,0000124 

sA = 277 
= 270 7

7cm
7m 7 m 7m

3. — Ein räumliches Fachwerk sei auf ein rechtwinkliges Koordi
natensystem x, ?/, z bezogen, i und & seien irgend zwei durch einen Stab 
von der Länge s«, verbundene Knotenpunkte. Die Koordinaten (x,-?/,-z,-), 
(x*,. y* zfc) derselben mögen infolge der Formänderung des Fachwerks 
um (Ax,- Aiji A2,-), (Ax* Ay* Az*) zunehmen. Dann bestehen die Gleichungen:

*<*2 = {xk — x{)2 + (y* — y<) 2 -f- (z* — 4 2 und 
(3) (s,-* 4 As,-*)2 = [(x* 4 Ax*) — (x< 4 Ax,-)]2 -}- [C?/* 4 Ay*)— (y% 4 Ay,-)]2

4 [4 4 Az*)—44 Az,-)|2 
4 4 (Ax*— Ax/)]2 4 [(v/fc—4 4 (Ay*—Axf)]2 

4 [4— 4 4 (Az*— Ay<)]2

(2)

= [4

und man erhält, wenn man (2) von (3) abzieht:
2 s,-* As,-* 4 As 4 = 2 4, — Xi) (Ax* — Ax,-) 4 (Ax* — Ar,-)2

4 2 Ga- — 4 (4/, — 44 4 (4a- — 442 
4 2 4 — 4 (Az* — A4 4 (As* — Az,-)2.

Werden nun die Werthe Ax, A y, Az, As so klein vorausgesetzt, 
dass es zulässig ist, die kleinen Grössen zweiter Ordnung gegen die
jenigen der ersten Ordnung zu vernachlässigen, so geht (4) über in 
(5) 2 sik As,-* = 2 (x* — Xi) (Ax* — Ar<) 4 2 (y* — yt) (Ayk — Ay,)

4 2 (z* — 4 (Az* — Az,-),
d. i. in eine Gleichung, welche man auch erhalten kann, indem man 
die Gleichung (2) differentiirt und das DifFerentialzeichen d durch das 
Zeichen A ersetzt; sie ist nur dann streng richtig, wenn die Ax, A y, 
Az, As unendlich klein sind.

Bedeuten aik, ßik, y,-* die Winkel, welche *// 
die Richtung des Stabes sik mit den Richtungen 
der Achsen x, y, z einschliesst, so ist:

Vk—Vi = sik cos ß,-*;

(4)

o*
<r'>Au

Xk — Xi = sik cos <xik;
zk —zi = sik cos yik

(vergl. Fig. 1, welche sich auf ein ebenes Fach
werk bezieht) und es kann deshalb (5) um-

æc xk
Fig. 1.

geformt werden in
Asik = (Ax* — Ax,-) cos a,-* 4 (Ay* — Ay,-) cos ß,-*

4 (Aar* — Az,-) cos y,-*,
(6) •

1*
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oder mit Rücksicht auf Gleichung (1) in:
S'uc sik

Eik Fik
+ ZrJiksik = (A% — àXi) cos a,-fc -f- (Ay* — Aijt) cos ßik(?)

-J- (Azk Asf) cos 7a-
Wir nennen die Gleichung (7) eine Elasiicitätsbedingung. Ist die 

Anzahl der Fachwerkstäbe = r, so lassen sich r Elasticitätsbedingungen 
aufstellen.

4. — Die Aufgabe der Theorie des Fachwerks besteht in der Er
mittelung der Stützenwiderstände und Spannkräfte, sowie in der Auf
suchung der Gestalt des verschobenen Fachwerks. Der letztere Theil 
dieser Aufgabe ist als gelöst zu betrachten, sobald die Seitenver
schiebungen Aæ, A y, A ^ sämmtlicher Knotenpunkte bekannt sind.

Als gegeben wollen wir ausser den auf das Fachwerk wirkenden 
Lasten P und den Temperaturänderungen t vorläufig auch die Ver
schiebungen der Stützpunkte annehmen, denn diese können meistens 
nur geschätzt oder durch Beobachtung bestimmt werden ; sie lassen sich 
in den seltensten Fällen durch die auf die Widerlager wirkenden Kräfte 
und die Temperaturänderungen der Stützen ausdrücken, da wichtige 
Ursachen jener Verschiebungen, wie das Nachgeben des Baugrundes 
und die Formänderung der Mauerwerkkörper, bislang noch sehr wrenig 
erforscht sind.

Wir setzen zunächst voraus, dass an den Auflagerstellen keine Rei
bungswiderstände auftreten und unterscheiden dann drei Arten von 
Stützung:

a) Der Stützpunkt w wird auf einer Fläche geführt. Der Stützen
widerstand wirkt rechtwinklig zu der in w an jene Fläche gelegten 
Berührungsebene; seine Richtung ist gegeben, seine Grösse wird ge
sucht. Bei ruhendem Widerlager ist die Verschiebung von w in der 
Richtung des Auflagerdruckes = 0 ; im Gegenfalle möge dieselbe einen 
durch die Beobachtung gefundenen, gegebenen Werth annehmen.

b) Der Stützpunkt w wird auf einer Linie geführt; er kann sich 
in der Richtung der in w an jene Linie gelegten Tangente frei be- 

Der in w angreifende Auflagerdruck liegt in der zur Tangentewegen.
rechtwinkligen Ebene und muss durch Angabe zweier Seitenkräfte be
stimmt werden. Bei ruhendem Widerlager sind die in die Richtungen 
dieser Seitenkräfte fallenden Seitenverschiebungen des Punktes w gleich 
Null. Giebt das Widerlager nach, so mögen jene Verschiebungen ge
gebene, durch Beobachtung gefundene Werthe besitzen.

c) Kann sich ein Stützpunkt w nach keiner Richtung hin frei be
wegen, so ist zur Bestimmung des an demselben angreifenden Wider-
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Standes die Angabe von drei Seitenkräften erforderlich, und diesen 
Kräften stehen bei nachgebendem Widerlager drei beobachtete Seiten
verschiebungen gegenüber.

Wie also die Stützung eines Punktes w immer beschaffen sein mag — 
stets ist die Anzahl der an dem Auflager auftretenden unbekannten 
äusseren Kräfte ebenso gross wie die Anzahl der gegebenen Seitenver- 
sehiebungen, welche letztere die Auflagerbedingungen genannt werden 
sollen.

Die Anzahl der Knotenpunkte sei = &, diejenige der Stäbe = r. 
Für jeden Knotenpunkt lassen sich drei Gleichgewichtsbedingungen auf
stellen. Bedeuten nämlich Qxm, Qym, Qsm die den Achsen x, y, -z pa
rallelen Seitenkräfte der in irgend einem Knotenpunkte m angreifenden 
äusseren Kraft Qm, ferner St, S%, . . . Sp die Spannkräfte in den von m 
ausgehenden Stäben und alf a2, . . . a.p, ß1} ß2, . , . ßp, ylf y2, . . . yp 
die Neigungswinkel der Stabachsen gegen die Achsen x, y, z, so 
muss sein:

V

Qxm “h 2 S cos cl = 0
i

-f- 2 aF cos ß = 0(8)

Qzm ~l- ^ S cos Y --- 0.

Im Ganzen stehen beim räumlichen Fachwerk zur Verfügung:
3 k Gleichgewichtsbedingungen,
r Elasticitätsbedingungen von der Art der Gleichung (7), 
a Auflagerbedingungen,

und diese Gleichungen enthalten als Unbekannte: 
r Spannkräfte St
a nach bestimmten Richtungen wirkende Stützenwidei'stände, 

3 k Seitenverschiebungen Ax, A y, Az von k Knotenpunkten. 
(Beim ebenen Fach werk tritt 2 k an die Stelle von 3 k).

Die Anzahl der Unbekannten ist also ebenso gross wie die Anzahl 
der Gleichungen. Letztere sind durchweg vom ersten Grade; sie lassen 
sich eindeutig auflösen, sobald ihre Nennerdeterminante einen von Null 
verschiedenen Werth besitzt — was hier vorausgesetzt werden soll. Eine 
nähere Untersuchung dieser Nennerdeterminante ist überflüssig, weil später 
ein anderer, viel einfacherer Weg zur Lösung der gestellten Aufgabe 
eingeschlagen und aus der vorstehenden Untersuchung nur gefolgert 
werden soll,

dass sich die Spannkräfte S, ferner die nach bestimmten Bich
tungen icirkenden Stützenwiderstände C und die Seitenverschie
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bungen A x, À y, A z darstellen lassen als lineare Funktionen der 
den Koordinatenachsen parallelen Seitenkräfte P1, P2, P3 . . . 
der Lasten, der Aenderungen tl, t2, t3 ... der anfänglichen 
Stabtemperaturen und der nach bestimmten Richtungen erfol
genden Verschiebungen §wl, S,„2, S„3; . . . der Stützpunkte w.

Für jede der zu suchenden Unbekannten, die wir allgemein mit Z 
bezeichnen wollen, ergiebt sich hiernach ein Ausdruck von der Form'-

Z = xx Pj -4- x2 P2 -f- *3 P3 -j- • » •
+ Pi h + h + P-3 h + • • •
+ vi + v2 bu,2 -f- v3 b., -J- . . .,

wobei x, p., v Werthe sind, welche von den Abmessungen und Rich
tungen der Stäbe, den Werthen E und s, den Koordinaten x, y, 0 der 
Knotenpunkte und von der Art der Stützung des Fachwerks abhängen, 
nicht aber von den Grössen P, t, 5«,.

Ist insbesondere die Anzahl der Stäbe und der Auflagerkräfte zu
sammen ~ 3k für das räumliche und =2k für das ebene Fachwerk, 
und besitzt die Nennerdeterminante der Gleichgewichtsbedingungen einen 
von Null verschiedenen Werth, so ist es möglich, sämmtliche S und C 
mit Hilfe dieser Gleichungen (oder mittels anderer bequemerer Ver
fahren, die für das ebene Fachwerk im ersten Bande mitgetheilt worden 
sind und für das räumliche im dritten Bande folgen werden) als lineare 
Funktionen der Lasten P darzustellen; sie sind dann unabhängig von 
den t und und das Fachwerk ist ein statisch bestimmtes.

5. — Wird ein Fachwerk durch bestimmte Lasten P beansprucht, 
bestimmten Temperaturänderungen unter
worfen, und erleiden die Stützpunkte be
stimmte Verschiebungen, so sagen wir: 
das Fachiverk wird von bestimmten Ursachen 
P, t, bw angegriffen, und sprechen dann 
kurz von einer bestimmten An griffstveise des 
Fach werks.

Erfolgt die Stützung stets in denselben 
Punkten und in jedem dieser Punkte immer 
auf dieselbe Art, so nennen wir das Fach
werk ein solches von unveränderlicher Stiitz- 
ungsart.

Beispiele für veränderliche Stützungsart bieten die Figuren 2 bis 4. An 
dem in Fig. 2 abgebildeten Auflager eines ebenen Fachwerks wirken einer Ver
schiebung des Stützpunktes in der Richtung des Pfeiles 1 zwei Widerstände V 
und II entgegen, einer Verschiebung in der Richtung 3 nur ein Widerstand V, 
einer solchen in der Richtung 3 nur ein Widerstand //, während sich der Punkt 
w in der Richtung 4 frei bewegen kann.

(9)

<
% /

Hm
/

tuK/

r \‘JH

Fig. 2.
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Der Fachwerkbalken in Fig. 3 wird hei geringer Belastung der Aussen- 
felder nur in zwei Punkten gestützt und ist dann statisch bestimmt. Infolge kleiner 
Senkungen der Enden kann er in einen auf vier Stützen ruhenden, mithin zwei
fach statisch unbestimmten Balken über
gehen.

Eine mit der Angriffsweise verän
derliche Art der Stützung kann auch 
durch grössere Reibungswiderstände ver
ursacht werden. Erhält z. B. der in

WWiW,'////,/■

Fig. 3.
Fig. 4 dargestellte ebene Träger links 
ein festes und rechts ein bewegliches 
Auflager, und ist der an dem letz
teren auf tretende Reibungswider
stand gross genug, um eine Bewe
gung des Stützpunktes zu hindern, 
so ist der Träger statisch unbe
stimmt (Bogen mit zwei Gelenken).
Sonst ist er statisch bestimmt, und 
es darf dann der in der Aullager
bahn wirkende Widerstand C — f B 
angenommen werden, wo f die Rei
bungsziffer und B den zur Auflagerbahn rechtwinkligen Widerstand bedeutet. 
Der Sinn von C ist entgegengesetzt dem Sinne der Verschiebung des Stütz
punktes iv.

A

w‘?\b
c

Fig. 4.

Lässt sich ein Fach werk in Theile zerlegen, welche im Falle un
elastischer Stäbe starr wären, und ist die gegenseitige Stützung dieser 
Theile von unveränderlicher Art, sind ferner sämmtliche Stäbe wider
standsfähig gegen Zug und Druck, so bezeichnen wir das Fach werk 
als ein solches von unveränderlicher Gliederung.

Ein Beispiel von veränderlicher Glie
derung in Folge wechselnder Art der gegen
seitigen Stützung einzelner Theile zeigt Fig. D.
Dieselbe stellt zwei durch ein Gelenk G ver
bundene gegliederte Scheiben eines ebenen 
Fachwerks dar. Die Scheiben sind so ge
formt, dass sie sich in Folge einer sehr 
kleinen, im Sinne der beigefügten Pfeile 
erfolgenden Drehung in den Punkten m be
rühren, während sie bei Eintritt einer ent
gegengesetzten Drehung nur in G aufeinander wirken. Im zweiten Falle sind 
die beiden Punkte m als zwei verschiedene Knoten zu behandeln, und es er
geben sich für dieselben vier Gleichgewichtsbedingungen. Anderenfalls bilden 
sie einen einzigen Knotenpunkt, für den sich nur zwei Gleichgewichtsbedingungen 
aufstellen lassen.

Eine veränderliche Gliederung liegt auch vor, wenn das Fachwerk Stäbe 
besitzt, die nur nach einer Richtung widerstandsfähig sind, die also aus Seilen 
oder Ketten bestehen und deshalb nur Zugkräfte aufnehmen können, oder die 
sich mit halbcylindrischen Endflächen gegen die in den Knoten angeordneten 
Gelenkbolzen stützen und in Folge dessen nur Widerstand gegen Druck leisten.

rn m
R

L

—±A
Fig. 5.
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4
Das wichtigste Beispiel hierfür ist der im ersten Bande (§ 3%) dieses 

Buches untersuchte Fachwerkbalken mit Gegendiagonalen. Die früher für 
diesen Träger aufgestellte Theorie ist durch die Bemerkung zu vervollstän
digen, dass zuweilen in allen oder einzelnen Feldern beide Diagonalen gleich
zeitig gespannt werden, und der Träger in Folge dessen statisch unbestimmt 
wird, dass aber die genaueren Werthe der Spannkräfte von den früher an
gegebenen stets sehr wenig abweichen und die schärfere Berechnung deshalb 
unterbleiben darf.

Ein anderes Beispiel führt die Fig. 6 vor. Das hier abgebildete ebene
Fachwerk ist im Allgemeinen fünf
fach statisch unbestimmt, weil es 36 
Knotenpunkte und 74 Stäbe besitzt, 
mithin die Anzahl der Stäbe um 5 
grösser ist als die Zahl 2.36 — 3 = 69, 
wo 3 = Anzahl der an den Wider
lagern auftretenden Unbekannten *). 
Sind die Stäbe 1 bis 9 nur im Stande. 
Zugkräfte zu übertragen, und wird 
das Fachwerk so beansprucht, dass 
die Stäbe 2 und 3 spannungslos wer
den, so ist es für die fragliche An- 

griffsweise nur dreifach statisch unbestimmt. Werden auch noch 5, 7, 8 
spannungslos, so treten 1, 4, 6, 9 ebenfalls ausser Thätigkeit (weil sonst Gleich
gewicht an den Knoten e und f nicht möglich ist) und das Fachwerk geht in 
ein statisch bestimmtes über.

Die Untersuchung von Fachwerken mit veränderlicher Gliederung 
und Stützungsart kann grossen Schwierigkeiten begegnen, da es häufig 
nicht möglich ist, von vornherein die bei einer bestimmten Angriffs
weise in Thätigkeit tretenden einseitig widerstehenden Stäbe zu be
zeichnen und die augenblickliche Art der gegenseitigen Stützung ein
zelner Theile des Fachwerks, sowie die Art der Stützung durch die 
Widerlager anzugeben, so dass man vielfach auf den Weg des Versuchs 
angewiesen ist.

6. — Bei einem Fachwerke von unveränderlicher Gliederung und 
Stützungsart sind die Zahlen k, r, a (vergl. S. 5), ferner die in 
der Gleichung (9) auftretenden Werthe x, fx, v unabhängig von der 
Angriffsweise. Wirken auf das Fachwerk einmal die Ursachen, P', t', 
hierauf die Ursachen P", t", h"w; und entspricht den ersteren der 
Werth Z' der gesuchten Unbekannten, den letzteren der Werth Z", 
so folgt aus den linearen Beziehungen (9), für den von den Ursachen 
P', t', h't0, P", t", h"w hervorgerufene Werth Z die Gleichung 
  Z=Ź Ą- Z

*) Man darf den Träger auch als ein Gebilde betrachten, welches aus 
einer statisch bestimmten gegliederten Scheibe^,und 9 Stäben (1 bis 9) bestellt. 
Dann erhält man nach Seite 230, Band T? 2 \g 2g" -j- 3g” +..) -f- r -f- a 
— 2.0 + 9 + 3 = 12, ferner 3s + 2k = 3.1 + 2 . 2 = 7. Wegen 12 — 7 = 5 
ist der Träger fünffach statisch unbestimmt.

6

s
rtr s

Fig. 6.
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Es ist also bei der Bestimmung der Spannkräfte S, sowie der nach 
bestimmten Richtungen wirkenden Auflagerkräfte und der nach be
stimmten Richtungen gebildeten Seitenverschiebungen der Knoten
punkte zulässig die Einflüsse der einzelnen auf das Fachwerk wirkenden 
Ursachen getrennt zu ermitteln und schliesslich zusammen zu zählen 
— ein sehr wichtiges Gesetz, welches in der Folge das Gesetz von 
der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen genannt werden soll. 
Dasselbe gilt nur für Fachwerke von unveränderlicher Gliederung und 
Stützungsart.

Hat man aber bei Untersuchung eines in bestimmter Weise ange
griffenen Fachwerks mit einseitig widerstehenden Stäben die wirkungs
losen Stäbe ausgeschieden, so darf man auf das übrig bleibende Stab
gebilde das eben bewiesene Gesetz anwenden. Hierbei dürfen die 
Einflüsse der einzelnen Ursachen auf die Spannkraft S eines nur gegen 

Zug 1 
Druck|

nur, dass sich für die Summe S sämmtlicher Beiträge ein j

Werth ergiebt. Auch wenn die Stützungsart veränderlich ist, darf 
jenes Gesetz — falls eine bestimmte Angriflfsweise vorliegt — ange
wendet werden. Es ist dann zunächst die Art der augenblicklichen 
Stützung zu ermitteln, und diese Stützungsart muss der Berechnung 
sämmtlicher einzelnen Wirkungen zu Grunde gelegt werden. Dies gilt 
sowohl für die Stützung durch die Widerlager, als auch für die gegen
seitige Stützung einzelner Theile des Fachwerks.

jnegativi
\positivjwiderstandsfähigen Stabes ausfallen. Bedingung ist

}positiver
negativer

b. Gesetz der virtuellen Verschiebungen. Arbeitsgleichungen. Clapeyron’sches Gesetz.

Um zu einer sehr einfachen und fruchtbaren Beziehung 
zwischen den Aenderungen As der Stablängen und den von denselben 
Ursachen herrührenden Verschiebungen der Fachwerksknoten zu gelangen, 
multipliciren wir die auf Seite 3 abgeleitete Gleichung 
A sik = (A% — A Xi) cos a.ik -f (A xjk — A yf) cos ß«, + (Asfc — Az,) cos yik 
mit einer Spannkraft, welche im Stabe i—k durch irgend einen nur 
gedachten Belastungszustand des Fachwerks erzeugt sein möge, und die 
zur Unterscheidung von der wirklichen Spannkraft Sik mit Sik bezeichnet 
werden soll. Hierauf stellen wir eine ähnliche Gleichung für jeden 
Stab auf, addiren alle diese Gleichungen und erhalten:

2£;4A.s,7, = 2 [5» (Axk — A .rt-) cos a,7, + Sik (A yk — A g,) cos ß<fc
+ 'S» O^a* — Az<) cos Y,fc],

7.
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wofür auch geschrieben weiden darf:
(10) 2Cas,-* = 2 [(*,, cos aftAXi + Sik cos ß«. A//t- -j- S!k cos yik Azt) 

+ (Su cos aMAxk + 5», cos ßw Ay* +5*, cos yw As*)], 
denn es ist cos <xki — — cos <xik, cos ßki 
= — COS ßik, cos yki — — cos yik, hin
gegen Ski = Sik. Man vergleiche die auf 
ein ebenes Fachwerk sich beziehende

9
-fa \

:-/k 'ßf’-y
! >' "~akC Figur 7, in welcher die S als Kräfte 

aufgefasst worden sind, welche an den 
Knotenpunkten angreifen, also den weg
genommenen Stab ik ersetzen.

Das Bildungsgesetz der rechten 
Seite der Gleichung (10) lässt sich wie 
folgt aussprechen: Man zerlege die in i 

wirkende Kraft Sik in die den Achsen x, y, z, parallelen Seiten
kräfte Sik cos a.ik, Sik cos ßte, Sik cos yik, multiplicire diese Kräfte der 
Reihe nach mit den Seitenverschiebungen Ax{, Ayu Az{ ihres Angriffs
punktes i, verfahre in gleicher Weise mit sämmtlichenKräften S und addire 
alle diese Produkte. Ordnet man nun die so erhaltene Summe nach den 
Knotenpunkten und bezeichnet die Ordnungsziffer eines beliebigen 
Knotens mit m, so gelangt man (wenn man auf der linken Seite den 
jetzt entbehrlichen Zeiger ik fortlässt) zu der Gleichung 
(11) SS As = — S(AxmSmS cos a -f- AymSmS cos ß -j- AzmSmS cos y),
in welcher sich die Summen SmS cos a, SmS cos ß, SmS cos y über alle 
in rn angreifenden Spannkräfte S erstrecken.

Die äusseren Kräfte des gedachten Belastungszustandes sollen, damit sie 
von den in Wirklichkeit auftretenden äusseren Kräften Qm unterschieden 
werden, mit Qm bezeichnet werden; sie mögen mit den Achsen x, y, z 
die Winkel £m, vj„„ einschliessen. Hinsichtlich der Kräfte Q und S 
wird nur vorausgesetzt, dass sie miteinander im Gleichgewichte sind. Fin
den Knotenpunkt m erhält man die Bedingungen :

Qm cos c„, -f- S,nS cos a = 0
Qm cos vjm -f- SmS cos ß = 0
Qm cos L» + cos y = 0,

und es lässt sich nun (11) umformen in:
(Axm cosę„, + Aym cos r[m -f- Azm cos ÇJ — 'SSAs.

Diese Gleichung kann man aber noch kürzer fassen, wenn man 
beachtet, dass die Projection hm der wirklichen Verschiebung mm des 
Knoten m auf die Richtung der gedachten Kraft Qm durch die Formel 

bm = Axm cos em -f- Ay,n cos rlm -J- Azm cos

i

Fig. 7.

(12)
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bestimmt ist. Es ergiebt sich dann die Gleichung:
2Qj>m = 2SAs,

in welche die Verschiebung als positive oder negative Grösse ein
zuführen ist, je nachdem sie denselben oder den entgegengesetzten Sinn 
hat wie die Kraft Qm.

(13)

Das Produkt Qmhm lässt sich als diejenige mechanische Arbeit 
deuten, welche die Kraft Qm verrichtet, wenn ihr Angriffspunkt m im 
Sinne von Qm um die Strecke 6m verschoben wird. Um nun auszu
drücken, dass diese Verschiebung durch Ursachen erzeugt wird, welche 
von den Kräften Q ganz unabhängig sind, bezeichnet man hm als eine
virtuelle Verschiebung des Angriffspunktes m der Kraft Qm und nennt

Ebenso bezeichnetdas Produkt Qmhm die virtuelle Arbeit der Kraft Q, 
man den Ausdruck (—Sikksik) als die virtuelle Arbeit der beiden in 
den Knotenpunkten i und k angreifenden, gegen einander gerichteten 
Kräfte Sik (Fig. 7) und Asik als die gegenseitige virtuelle Verschiebung 
ihrer Angriffspunkte.

Die Gleichung
2Qjm — iSSAs = 0 

drückt demnach den unter dem Namen 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
(oder besser: Gesetz der virtuellen Verschie
bungen) bekannten Satz aus:

Die Summe der virtuellen Arbeiten 
sämmtlicher in den Knotenpunkten an
greifenden äusseren und inneren Kräfte 
Q und S ist im Falle einer verschwin
dend kleinen Formveränderung des Fach
werks gleich Null.

\ y
/

rrv;
x'f\

lfm.l
in ms

Fig. 8.

Dieser Satz ist zuerst von Mohr zur Berechnung des Fachwerksbenutzt worden.
Man nennt auch das Produkt (-j- Sikb.sih) die virtuelle Foi mände- 

rungsarbeit des durch die beiden Kräfte Sik beanspruchten Stabes sik 
und den Ausdruck 2NAs die virtuelle Formänderungsarbeit des Fachwerks. 
Die Gleichung (13) sagt also aus: dass die virtuelle Arbeit der äusseren 
Kräfte ebenso gross ist wie die virtuelle Formänderungsarbeit des Fachwerks.

Die Anwendung dieses Gesetzes auf den wirklichen Belastungs- 
zustand und den wirklichen Formänderungszustand liefert die Gleichung:

2Qmbm = 26'As,
in welcher jetzt 5„, die Projektion des wirklichen Weges des Knotens m 
auf die Richtung von Qm bedeutet.

Wir werden die Gleichungen (13) und (14) auch als Arbeitsbe

(14)
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dingungen oder Arbeitsgleichungen bezeichnen und z. B. die am häufigsten 
benutzte Gleichung (13) kurz die Arbeitsgleichung für den Belastungs
zustand (Q) nennen, wobei wir dann stillschweigend voraussetzen, dass 
es sich um den wirklichen Yerschiebungszustand handelt.

8. — Für die Folge ist es wichtig, die von den äusseren Kräften 
Q verrichtete mechanische Arbeit A zu bestimmen, und zwar für den 
Fall, dass das anfangs spannungslose Fachwerk keinen Temperatur
änderungen unterworfen wird.

Die äusseren und inneren Kräfte wachsen allmählich von Null bis
Sind Qx, Sx gleichzeitige Zwischen-zu ihren Endwerthen Q und 8 an. 

werthe dieser Kräfte, und nehmen in dem Augenblicke, in welchem die 
Qx und Sx wirken, die Verschiebungen 5 und As um 
zu, so ist nach (13):

db und d (As)

'ZQjb = ZSJàs,
und diese Gleichung gilt für jedes der unendlich kleinen Zeittheilchen, 
in welche sich die ganze Bewegungsdauer zerlegen lässt. Hieraus folgt

)-( Äs
mit As =aber EF

Q
^ S2s 
^ 2 EF

1dSxs -2£As.
2(15) 2 / Qxdb = 2 ISJàs = 2 / Sx EF

oo0
Da nun nach (14)

t 2<SAs — -j 2Q,„bm
Q

ist, so erhält man für die gesuchte Arbeit H = 2 / Qxdb den Ausdruck:
o

A — y '2iQmhm

und gelangt zu dem zuerst von Clapeyron bewiesenen Gesetze:
Wird ein anfänglich spannungsloses Fachwerk, dessen Tem

peratur sich in keinem Punkte ändert, von äusseren Kräften 
ergriffen, welche allmählich von Null aus anwachsen, so ist die 
mechanische Arbeit der äusseren Kräfte unabhängig von dem Ge
setze, nach welchem diese Kräfte zunehmen und auch unabhängig 
von der Reihenfolge, in der die äusseren Kräfte am Fachwerke 
angebracht werden; sie ist stets halb so gross, als wenn sämml- 
liche Kräfte Q ivährend der ganzen Formänderung ihre End- 
werthe hätten.

(16)
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c. Anwendung der Gleichung 2Ç8 = "SSAs auf statisch bestimmte Fachwerke.

9. — Die Aenderungen As der Stablängen s eines statisch be
stimmten Fachwerks seien bekannt; auch seien die durch Nachgeben 
der elastischen Widerlager entstandenen Verschiebungen der Stützpunkte 
gegeben. Zu lösen seien folgende Aufgaben:

1. Avfgabe. Gesucht ist die Strecke hm, um welche sich die Ent
fernung zweier Knotenpunkte m und m1 ändert.

Man nehme in m und mx 
zwei entgegengesetzt gleiche, 
zusammenfallende Kräfte von 
der Grösse eins an (Fig. 9) 
und wähle den Sinn derselben 
so, dass sie in Folge der Ver- 
grösserung der Entfernung mmi 
um §m die positive virtuelle 
Arbeit 1 . hm verrichten. Hier
auf bestimme man mit Hilfe 
der Gleichgewichtsbedingungen 
die von jenen Kräften erzeugten Stützenwiderstände C und Spann
kräfte S und schreibe für diesen gedachten Belastungszustand die 
Arbeitsgleichung 2 Ç§ = 2*9As an. Bezeichnet man die virtuelle Arbeit 
der Kräfte C mit L, so erhält man die Gleichung 

1 . bm + L = 2SÄs, 
aus welcher sich 8„, unmittelbar berechnen lässt.

Die beiden in m und inl angreifenden 
Kräfte Eins mögen (nach Mohr) die Be
lastungseinheit des Punktepaares m, my ge
nannt werden und hm die gegenseitige Ver
schiebung des Punktepaares m, mx. Ist mi 
ein ausserhalb des Fachwerks liegender 
fester Punkt, so giebt die Gleichung (17) 
die Verschiebung §w des Knotens m im Sinne mpn an d. i. die Pro
jektion des Weges des Knotens m auf die Richtung mpm. (Fig- 10 
veranschaulicht den Fall zweier anfänglich senkrecht übereinander lie
gender Punkte m, mp, sie stellt einen Theil eines Ger&er’schen Balkens 
vor, dessen schwebender Theil (I) bei m ein bewegliches Auflager erhält.)

Es sei beispielsweise die Aufgabe gestellt, für den in der Figur 11 an
gegebenen Belastungszustand eines Bogenträgers mit drei Gelenken die wage
rechte Verschiebung 8* des Scheitelgelenkes G zu berechnen. In Folge der

<y
5

/
7/i)

#
%m

4
Fig. 9.

(17)

7 rn .

nr
Fig. 10.
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Fig. 11 durch gestrichelte Pfeile angedeutet worden. Es sollen Temperatur- 

Veränderungen berücksichtigt werden. Dann ist As Ss tts, welcher
EF

Werth nach Ermittelung der wirklichen Spannkräfte S für jeden Stab des 
Fachwerks berechnet wird. Fig. 12 giebt den gedachten Belastungszustand an. 
Die Verschiebung 8/, soll nach links positiv gezählt werden, und es wurde daher 
in G eine nach links gerichtete Last Eins angenommen; diese ruft Kämpfer
drücke Kl und Ko hervor, welche beziehungsweise die Eichtungen AG und 
GB haben und durch das Kräftedreieck ORT bestimmt sind. Ihre wagerechten 
und senkrechten Seitenkräfte seien = Hl, II2, A. B. Die virtuelle Arbeit der 
Auflagerkräfte ist dann:

L = — Arj, - "H& + Ey)2 4- H^o ;
denn die Kräfte A, II, haben den entgegengesetzten Sinn wie die Verschie
bungen y; j, | x, während B. li2 von gleichem Sinne sind wie die Verschie
bungen y]2, Die Bedingung:

1.8h-\-L = '% Sbs liefert

(Jjy + £^) + ÄTii + Ui li — Ey)2 — H.&.8;, — 2 S

In gleicher Weise kann man die senkrechte Verschiebung 8., des Scheitel- 
gelenkes G bestimmen und hierauf 8/, und 8* zur Gesammtverschiebung des 
Punktes G zusammensetzen.

2. Aufgabe. Es wird die Aenderung hm des Winkels 9 gesucht, 
welchen die beiden durch die Knotenpunkte i, k bezw. i1, k, bestimmten 
Geraden (m) und (m1) eines ebenen Fachwerks miteinander bilden. Fig. 13. 

Um zu erhalten, wird die Gleichung 2Ç5 = 25'As auf den

Einleitung.14

Elasticität der Widerlager mögen sich die Kämpfergelenke A und B in waage
rechter Richtung um beziehungsweise verschieben und in senkrechter 
Richtung um y)! bezw. ri2. Die Richtungen dieser Verschiebungen sind in

U /
vV

V
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in der Figur 13 dargestellten gedachten Belastungszustand und den 
wirklichen Verschiebungszustand angewendet. In i und k sind zwei 
zur Geraden (m) rechtwinklige, entgegengesetzt gleiche Kräfte von 

1 *)
der Grösse — angenommen worden, und in i, und k1 zwei zur

e

1
\.''f■'\jr

\ fr\4\

A"A \ e,
f'
\JL(m) e,

K)1t'
Fig. 13.

1
Geraden (mj rechtwinklige, entgegengesetzt gleiche Kräfte— Der Sinn

ei
dieser Kräfte wurde so gewählt, dass die beiden Kräftepaare (deren

Momente gleich — e 
e

1

1
ex = 1 sind)und gleich —

in Folge Vergrösserung des 
Winkels 9 um Sm die posi
tive Arbeit 1 . 5,„ verrichten.
Der Werth dieser Arbeit er- 
giebt sich aus der folgen
den Betrachtung.

Dreht sich eine unbegrenzte Gerade (m), welche die Angriffs
punkte i und k eines zur (m) rechtwinkligen Kräftepaares enthält (Fig. 14), 
um den verschwindend kleinen Winkel x in die Lage (in), und sind i', k' 
die schliesslichen Lagen von i, k, so nehme man, behufs Bestimmung der 
Arbeit des Kräftepaares, zunächst an, dass i und k die Kreisbogen- 
theilchen ii" und kk" beschreiben, deren gemeinsamer Mittelpunkt der 
Schnittpunkt von (m) und (m) ist. Hierauf verschiebe man

fm')------ t /\k
e1

(m)

Q
Fig. 14.

i” und k"

Längeneinheit1 1 = Krafteinheit X-= 1 e e
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in die Lagen Ï und k'. Während des ersten Theiles dieser verschwin
dend kleinen Bewegung verrichtet das Kräftepaar, dessen Moment M — Qe 
sein möge, die Arbeit Qii" — Qkk" = Qez — Mt, und während des 
zweiten Theiles ist die geleistete Arbeit = 0, weil die Verschiebungen i" i' 
und k" k' rechtwinklig zu Q sind. Mithin giebt Mt die Gesammtarbeit 
des Kräftepaares an. Drehen sich also die Geraden (m) und (mj) der 
Figur 13 im Sinne der in i und k beziehungsweise in il und kt an
greifenden Kräftepaare (deren Momente = 1 sind) um die Winkel x 
und x1, so ist, wegen x -j- xx = hm, die von beiden Paaren verrichtete 
Arbeit = l*x-)-l*x1 = l hm, wobei hm als Bogenlänge für den Halb
messer 1 aufzufassen ist.

Bezeichnet man nun die virtuelle Arbeit der von den beiden
Kräftepaaren etwa erzeugten Stützenwiderstände mit L und die Spann
kräfte des gedachten Belastungszustandes mit S, so ergiebt sich zur 
Bestimmung von b„, die mit (17) der Form nach übereinstimmende 
Gleichung:

8m-fL = 2SA s .
Sind i1 und kl zwei ausserhalb des Fachwerks gelegene feste Punkte, 

so liefert die vorstehende Gleichung den Drehungswinkel h,n der Ge
raden m.

Die Aenderung 5m des Winkels 9 in Figur 13 nennen wir die 
gegenseitige Drehung des Geradenpaares (m) (mx) und die vier in i, k, ix, kx

(LA)V e e1 J
fassen wir unter dem Namen Belastungs-angreifenden Kräfte

einheit des Geradenpaares (m) (wj zusammen. Es entsprechen diese Be
griffe den auf Seite 13 erklärten, auf das Punktpaar rn, ml sich be
ziehenden.

10. — Bei Lösung der beiden in No. 9 vorgeführten Aufgaben 
ist nach folgender Regel verfahren worden. Um die Verschiebung bezw. 
Drehung hm zu bestimmen, wurde das Fachwerk so belastet gedacht, 
dass die angenommenen Lasten zusammen die virtuelle Arbeit 1 . hm 
verrichten. Auf diesen gedachten Belastungszustand und auf den wirk
lichen Verschiebungszustand wurde die Bedingung ange
wendet und eine Gleichung erhalten, aus welcher sich hm unmittelbar 
berechnen liess.

Nach dieser Regel lassen sich nun die verschiedenartigsten Auf
gaben lösen.

Soll beispielsweise für ein ebenes Fachwerk die Aenderung 5m der 
in bestimmter Richtung gemessenen Entfernung inf eines Knotens m 
von einer durch zwei Knoten i und k gehenden Geraden (w;x) er
mittelt werden, so denke man das Fachwerk auf die in Fig. 15 an-
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Fig. 15.

und Stützenwiderstände (welche letztere die Arbeit L verrichten mögen) 
die Arbeitsbedingung:

1 • hm -\-L =
welche dieselbe Form hat wie die Gleichung (17).

Noch verschiedenartiger sind die bei räumlichen Fachwerken zu 
stellenden und mit Hilfe der oben angegebenen Regel lösbaren Auf
gaben. Wir begnügen uns damit, eine derselben anzuführen. Es sei 
die Aenderung der Länge des Lothes gesucht, welches von einem 
Knotenpunkte m auf die durch irgend drei Knotenpunkte h, i, k be
stimmte Ebene [wj gefällt ist und dessen Fusspunkt f sein möge. 
Man nehme in m eine von f nach m gerichtete Last Eins an, ferner 
drei in h, i, k angreifende, zur Ebene [mj rechtwinklige Lasten, deren 
Mittelkraft in die Gerade mf fällt, von m nach f gerichtet ist und die 
Grösse eins besitzt. Die Gesammtarbeit der vier Lasten ist dann 
= 1 . hm, und das oben angegebene Verfahren ermöglicht wieder die 
unmittelbare Berechnung von Sm.

d. Anwendung der Gleichung 208— 'SSAs auf statisch unbestimmte Fachwerke.

11. — Wir leiten die Berechnung der statisch unbestimmten Fach
werke durch Lösung einer einfachen Aufgabe ein, wenden aber hierbei 
ein ganz allgemeines, stets zum

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.
Ziele führendes Verfahren an.

2
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gegebene Weise belastet. Die in m angenommene Last Eins hat die 

Richtung fm; die ihr parallelen, in i und k wirksamen Kräfte 1 t
ß

und 1 - - besitzen eine mit der Geraden mf zusammenfallende, von m

nach f gerichtete Mittelkraft von der Grösse eins. Die gesammte vir
tuelle Arbeit dieser drei Lasten ist = 1 • hm, und es ergiebt sich daher 
nach Berechnung der von diesen Lasten hervorgerufenen Spannkräfte S
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Fig. 16.

Da 6 -J- 8B 2 • 43 ist, so ist das Fachwerk (Bd. I Absch. XIII) statisch 
unbestimmt, und zwar ist es dreifach statisch unbestimmt, weil 
6 -f- 83 — 2 • 43 = 3 ist*). Werden drei der zu berechnenden Un
bekannten zunächst als gegeben angenommen, z. B. die Auflagerkraft Xa 
(deren Angriffspunkt die Ordnungsziffer a erhalten möge) und die Spann
kräfte Xb und Xc der beiden Stäbe bbt und cct, so lassen sich die 
übrigen Spannkräfte und Auflagerkräfte für jeden Belastungszustand 
mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen eindeutig berechnen. Zu diesem 
Zwecke wird das Fachwerk durch Beseitigung der beiden Stäbe bbt 
und cc1 und durch Umwandlung des festen Auflagergelenkes D in ein 
auf wagerechter Bahn verschiebbares statisch bestimmt gemacht, und 
hierauf werden, damit der Spannungszustand des Fachwerks ungeändert 
bleibt, die Spannkräfte Xh, Xc der beseitigten Stäbe als äussere Kräfte 
wieder hinzugefügt. Auch wird in a die wagerechte Kraft Xa ange
bracht. Fig. 17. Die Kräfte Xa, Xb, Xc in Fig. 17 werden vorüber
gehend zu den Lasten gerechnet.

Das in Fig. 17 dargestellte statisch bestimmte Fachwerk nennen

*) Man erkennt auch ohne weiteres, dass der aus drei gegliederten Scheiben 
und zwei Stäben bbn cct bestehende Träger statisch bestimmt wäre, wenn nur 
drei Stützenwiderstände vorhanden wären. Nun treten aber deren 6 auf, so dass 
eine dreifache Unbestimmtheit vorliegt.

Einleitung.18

Es soll der- in Fig. 16 dargestellte, über drei Oeffnungen ge
spannte, ebene Bogenträger untersucht werden. Bei A und D sind 
feste, bei B und C bewegliche Auflagergelenke angeordnet. In den 
auf wagerechten Geraden geführten Stützpunkten B und C greifen senk
rechte Widerstände B und C an. Die senkrechten und wagerechten 
Seitenkräfte der in A und D wirksamen Auflagerkräfte seien A und //, 
beziehungsweise L> und Xa.

Die Anzahl der an den Auflagern auftretenden unbekannnten Kräfte 
ist = 6, die Anzahl der Stäbe =83, diejenige der Knotenpunkte = 43.
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Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke. 19

wir das Hauptsystem des fraglichen Trägers; seine Stäbe heissen die 
Hauptstäbe oder auch die nothicendigen Stäbe, während bbi und ccx in 
Fig. 16 überzählige Stäbe genannt werden. In gleicher Weise unter
scheidet man nothwendige und überzählige Auflagerkräfte. Eine über
zählige Auflagerkraft ist Xa in Fig. 16.

P
nv K ^v r\ß

ąPA
tw^-^JT

Fig. 17.

Die Spannkraft S in irgend einem Hauptstabe ist, da sämmtliche 
Gleichgewichtsbedingungen vom ersten Grade sind, eine lineare Funktion 
der Kräfte P, Xa, Xb, Xc; sie lässt sich in der Form darstellen:

s = So — saxa — SbXb — scx
worin Sa, Sb, Sc sowohl von den Lasten P als auch von den Kräften X 
unabhängig sind, während So eine Funktion ersten Grades der gege
benen Lasten P ist. Die Werthe So, Sa, Sb, Sc können wie folgt ge
deutet werden.

Das Glied So stellt diejenige Spannkraft vor, welche in dem 'frag
lichen Stabe entsteht, sobald Xa, Xb, Xc gleich Null angenommen wer
den, sobald also nur die Lasten P auf das Hauptnetz wirken, ein Be-

(18) c >
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Fig. 18.

lastungszustand, welcher in Fig. 18 dargestellt worden ist und in der 
Folge kurz der „Zustand X= Q“ heissen möge.

Sa darf als diejenige Spannkraft aufgefasst werden, welche in dem 
fraglichen Stabe erzeugt wird, sobald sämmtliche Lasten P und ebenso 
die Grössen Xb, Xc gleich Null angenommen werden, während Xa — — 1

2*
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In gleicher Weise können Sb und Se als die den Belastungszuständen: 
Xb = — 1 und Xc = — 1 entsprechenden Spannkräfte betrachtet werden.
Diese beiden Zustände sind in den Figuren 20 und 21 dargestellt worden. 
Grösse und Richtung der Auflagerkräfte sind den Figuren zu ent
nehmen. Im Belastungsfalle Fig. 20 sind die Stäbe des Theiles CD 
spannungslos, im Belastungsfalle Fig. 21 diejenigen des Theiles AB.

Alle diese Spannkräfte S0, Sa, Sb, Sc lassen sich mit Hilfe der im 
ersten Bande unseres Buches entwickelten Verfahren bestimmen, worauf S 
gegeben ist durch Gleichung (18), während für die nothwendigen Auf
lagerkräfte A, B, C} H die folgenden Werthe gefunden werden:

A = A. + X±-Xp
ly ly

' - I + ■■ C + ! ) h
— Xc —

I
(19) C= Co

li
e h

D = Do -f- Xa — Xc ——
hh

H= Ho -f Xa.
1: Xc = —1 müssen entsprechen:

Auf dieselbe Weise
*) Den Zuständen Xa — — 1 ; Xb —

f ; A — -\- A = 0. Vergl. Fig. 19, 20, 21. 
h h

prüfe man die Ausdrücke für B, C, D, H.

Einleitung.20

gesetzt wird. Dieser Belastungszustand möge der „ Zustand Xa = — 1“ 
heissen; er ist in der Fig. 19 angegeben worden. Die im Punkte a 
angreifende wagerechte Last Xa = — 1 ruft an den Auflagern des 
Hauptnetzes Widerstände hervor, über deren Grösse die Fig. 19 Auf
schluss giebt. (Der bei A erzeugte Widerstand muss die Richtung BA 
und eine wagerechte Seitenkraft von der Grösse 1 haben; seine senk-

ß
rechte Seitenkraft besitzt deshalb die Grösse 1 — Ebenso schliesst

h
man auf den senkrechten Widerstand bei D und findet dann die in B 
und C angreifenden Auflagerkräfte.)
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Nehmen wir an, dass sich in Folge der Nachgiebigkeit der Wider
lager

Stützpunkt A in senkrechter Richtung um bA nach abwärts verschiebt, 
A „ wagerechter 
B „ senkrechter

» „ links,
5555

„ 8 „ abwärts,B5555

55 ^C 55

55 ^ D 55

C* 55555555

D 5,

D ,, wagerechter „
55555555

55 S« „ rechts,
55

^SZVAv tur
y.

# -£ Y
■>fM}

Fig. 21.

so lautet die Arbeitsgleichung für den Zustand Xa = — 1 (Fig. 19) : 
La + 1 • ba = 'SSM, wobei

La = 1 —— (S A — — 5 c -j- bD) -f- 1 • bH
n

die virtuelle Arbeit der an den Auflagern des statisch bestimmten Haupt
netzes angreifenden Stützenwiderstände bedeutet.

(I)

Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke. 21

Die Aufgabe der Berechnung des Fachwerks ist jetzt auf diejenige 
zurückgeführt: „die statisch nicht bestimmbaren Grössen Xa? Xh} Xc zu 
ermitteln“, und diese Aufgabe kann man in einfacher Weise lösen, in
dem man die Arbeitsbedingung 2()5 = SS&s der Reihe nach auf die 
drei gedachten Belastungszustände: Xa = — 1 ; Xb = — 1 ; Xc — 
und — in allen drei Fällen — auf den wirklichen Verschiebungszustand 
anwendet. Man gelangt dann zu drei Gleichungen ersten Grades, welche 
nur die Unbekannten Xa, Xb, Xc enthalten.

1
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Für den Zustand Xb = — 1 ergiebt sieh, wenn 86 die Aenderung 
der Länge sb des überzähligen Stabes bbx bezeichnet;

Lb-j- 1 • bb = 'SiSf,As, wo(II)
8j + 1 (v + t) 8*h

- 8c=virtuelleArbeitder— 1Lb = — 1 h
Auflagerkräfte, und für den Zustand Xc = — 1 (wenn 8C = Aenderung 
der Stablänge ccx =■ s„)

(HI) Lc -j- 1 • 8,. = wo
L, = -i~hB+l (-£-+-j-)»»

-|-e£s gesetzt und zur Abkürzung die Bezeich-

h
hß.— 1

h

Wird As = EF

Pnung EF
eingeführt, so gehen mit Berücksichtigung von (18) die Gleichungen 
(I), (II), (III) über in:

£«+8b=:S#ÄP —X^Sjp —Xb2SaSbç —Xc2SaScp + ^SaBts 
(20) \Lb + hb = 2SbS0p —Xa2SbSap —Xb2Sb2ç> — Xc2S„Seç + 2Sbets 

Lc-j-hc=2ScS0ç> —Xa2ScSap—Xb2ScSbç>—Xc2Sc2ç> -fSS.sts.
Die auf der rechten Seite stehenden Summen erstrecken sich über 

sämmtliche nothwendigen Stäbe.
Bezeichnet man nun mit Fb, Fc die Querschnitte der beiden über

zähligen Stäbe, mit Eb, Ec die Elasticitätszitfern, mit tb, tc die Tempe
raturänderungen, und mit s6, sc die Verlängerungsverhältnisse für t— 1°, 
so hat man in die Gleichungen (20) zu setzen:

Xbsb Xese
Zbhsb‘, ~f“ ZctCSc,(21) EcFe

und ist jetzt im Stande, die Unbekannten Xa, Xb, Xc zu berechnen, 
vorausgesetzt, dass die Formänderungen der Stützen bekannt oder als 
Funktionen von X darstellbar sind. Dass die letztere Aufgabe meistens 
auf unüberwindliche Schwierigkeiten stösst, wurde bereits auf Seite 3 
angeführt und begründet. In Folge dessen begnügt man sich in der 
Regel damit, bei der Untersuchung neuer Arten statisch unbestimmter 
Träger festzustellen, welchen Einfluss die gegenseitigen Verschiebungen 
der Stützpunkte auf den Spannungszustand des Trägers ausüben. Ist 
dieser Einfluss ein wesentlicher und schädlicher, so dürfen die fraglichen 
Träger nur dann ausgeführt werden, wenn auf nahezu unverschiebliche 
Stützen gerechnet werden darf; sie sind z. B. bei unsicherem Bau
grunde zu verwerfen; auch ist in diesem Falle bei der Aufstellung der 
Träger besonders darauf zu achten, dass die Stützpunkte genau die in 
der Rechnung vorausgesetzte Lage erhalten.

EbFb
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Zuweilen aber ist es möglich, die Formänderungen der Widerlager 
bei der Berechnung der Träger theilweise zu berücksichtigen. Wird 
z. B. der in der Fig. 16 dargestellte Träger bei B und C durch Säulen 
von der Länge ti gestützt, und entsprechen diesen Säulen die Werthe 
E', F', t', s, so ist bei Vernachlässigung der Formänderung der Grund
pfeiler und des Baugrundes zu setzen:

bB = der durch den Druck B erzeugten Verkürzung der Säule, 
vermindert um die Dehnung dieser Säule in Folge der Tem
peraturerhöhung, d. i.

Bh' — s' t' h'
E'F'

und ebenso ist einzuführen:
Cti

B't'ti.hc E'F'
Nun drückt man B und C mittels (19) durch Xa, Xh, Xc aus und 
lost schliesslich die Gleichungen (20) nach den drei Unbekannten X auf.

12. — Die in den Gleichungen (20) stehenden Summenausdrücke 
lassen sich auf eine sehr einfache und für die Folge sehr nützliche 
Weise deuten. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit

hma die Verschiebung, welche der Angriffspunkt m irgend einer Last Pm 
in der Richtung von Pm erfährt, sobald auf das statisch be
stimmte Hauptnetz nur die Belastung Xa = — 1 wirkt [Zu
stand Xa = — 1 (Fig. 19)],

hmb desgleichen die Verschiebung von m im Sinne von Pm und in Folge 
von Xb — — 1 (Fig. 20),

hmc desgleichen die Verschiebung von m im Sinne von Pm und in Folge 
von Xc — — 1 (Fig. 21),

ferner mit
haa die nach rechts positiv gezählte wagerechte Verschiebung des 

Punktes a, für den Fall, dass auf das statisch bestimmte Haupt
netz nur die Belastung Xa = — 1 wirkt, 

öa6 die wagerechte Verschiebung von a in Folge von Xb =—1,
» X — — 1 >^ac Y)

weiter mit
a „

hba die gegenseitige Verschiebung des Punktpaares b, bx d. i. die 
Aenderung der Strecke bbt für den Fall, dass auf das statisch 
bestimmte Hauptnetz nur die Last Xa = — 1 wirkt, 

hbb die Aenderung der Strecke bbx in Folge von Xb = —1,
bbv „ „ Xc = — 1, 

„ X = — 1,^ca » CC
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bcb die Aenderung der Strecke ccx in Folge von Xh= —- 1,
„ Xc — 1,K » cc1 „

schliesslich mit
bat die nach rechts positive, wagerechte Verschiebung des Punktes a, 

für den Fall, dass das statisch bestimmte, unbelastete Hauptnetz 
nur einer Temperaturänderung unterworfen wird,
die in diesem Falle entstehende Aenderung der Strecke bblf

^Ct 11 11
sodann setzen wir fest, dass bei der Ermittelung aller hier aufgeführten 
Verschiebungen 6 die Stützen des statisch bestimmten Hauptnetzes voll
kommen starr angenommen werden sollen.

Jetzt schreiben wir die Arbeitsbedingung für den Belastungszu
stand X = 0 (Fig. 18) an, setzen in dieselbe die dem ZustandeAro = — 1

ccx;

Sas
hervorruft)(welcher die Spannkräfte 8a und Aenderungen A sa = 

entsprechenden Verschiebungen ein, und erhalten 

2Pmbma = 2S0Asa = 2S0

EF

Sas
EF

woraus, mit ~— EF P:
2S0$aç = 2Pmbma](22)

und ebenso finden wir:
%S0Sb p = SPm8WJ; 2S0SC p = 2PJW,

Wird die Arbeitsbedingung für den Belastungszustand Xa — — 1 an
geschrieben, und werden in dieselbe der Reihe nach die den Zuständen 
Xa = — 1, Xb = — 1, Xc — — 1 entsprechenden Verschiebungen ein
geführt, so entstehen die Gleichungen

l.baa = 2SaAsa; 1 • Kb = 2SaAsb; 1 .bac = 2SaAsc,
und aus diesen folgt

2SaSaç> = baa-, 
Ebenso wird erhalten: 

'SSbSa9 = bba] 
^ScSa p = bca-,

2SaSbç> = hab-, 2U p =

(23)
2iSbSbp —- bbb;
^ScSb p = bcb;

Schliesslich liefern die für die Belastungszustände Xa — — 1, Xb = — 1, 
Xc = — 1 angeschriebenen und jedesmal auf die nur von den Tem
peraturänderungen herrührenden Verschiebungen angewandten Arbeits
bedingungen die Gleichungen:

2Saîts = 1 . bai-,

2SbSc p = hbc;
^SCSC P = bcc;

(24) ^Sbzts — 1 . 2Sczts — 1 . bct.



Die drei Bedingungen (20) lassen sich nun umformen in:
I L. + 8. = 2 P„§„ — xx. — xx, — XX, + K,
I Lb Sj = 2Pm8m6 — Xahba — Xbhbb — Xchbc -}- hu
I Lc + 8r = 2P„,L — XXa — xbhcb — Xehee + hct,

und hierin ist nach Gleichung (23):
8ab -

(25)

(26) 8ac , 8j£. —
Die Gleichungen (25) werden sich später in vielen Fällen als sehr 

nützlich erweisen, da sich die Verschiebungen 8 der Knotenpunkte der 
meisten Fachwerke in sehr einfacher Weise durch Zeichnung feststellen 
lassen. Wir werden die Figuren, welche diese Verschiebungen liefern, 
in der Folge Verschiebungspläne nennen. (Vergleiche Abschnitt I.) Um 
die Unbekannten Xa, Xb, Xc mit Hilfe der Gleichungen (25) bestimmen 
zu können, genügt es, für das statisch bestimmte Hauptnetz vier Ver
schiebungspläne zu zeichnen, den ersten für den Belastungszustand 
Xa = — 1, den zweiten für den Zustand Xb = —1, den dritten für 
Xc = — 1 und schliesslich den vierten für das unbelastete und nur 
Temperaturänderungen ausgesetzte Hauptnetz.

13. — Das in Ko. 9 zur Berechnung eines statisch unbestimmten 
Fachwerks benutzte Verfahren führt stets zum Ziele; dasselbe besteht 
darin, die Spannkräfte der überzähligen Stäbe und die überzähligen 
Stützenwiderstände mit Hilfe von Arbeitsbedingungen von der Art der 
Gleichung (13) zu bestimmen. Zuweilen stellt es sich nun als zweck
mässiger heraus, zunächst andere Werthe als Unbekannte einzuführen 
und die überzähligen Stabkräfte und Auflagerkräfte als lineare Funk
tionen dieser statisch nicht bestimmbaren Grössen darzustellen. So
könnte man z. B. bei Untersuchung des Trägers in Fig. 16 an Stelle 
der in den Stäben bb1 und cc1 auftretenden Spannkräfte, die auf die 
Drehpunkte B und C bezogenen Momente Sb_bx • h und Sc_cX • h dieser 
Kräfte (die sogenannten Stützenmomente) zu Unbekannten wählen und 
mit Hilfe von Arbeitsbedingungen berechnen.

Man darf also allgemeiner aussprechen:
Sämmlliche Spannkräfte S und nach bestimmten Bichtungen 

wirkenden Auflagerkräfte C eines statisch unbestimmten Fach
werks lassen sich auf die Form bringen:

Ç1   Qt Cl' Tr' çy" y" Qf,r XTV)   ADq   O X   O x\   U
C=C0 — C' X' — C" X" — C" X ---------

wobei X', X", X'" .... gewisse statisch nicht bestimmbare 
Grössen bedeuten, ivährend S0; S'; S" . ■ . ., C0, C , C" ... . 
Werthe vor stellen, welche von den Unbekannten X unabhängig 
sind. Insbesondere bedeuten S0 und C0 die Spannkräfte und 
Auflagerkräfte des statisch bestimmten Hauptnetzes,, in welches 
das Fachicerk übergeht, sobald, sämmlliche Grössen X verschwin-

(27)
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den; sie sind geradlinige Funktionen der Lasten P, während die 
S', S" . . . C, C" . .
Beispielsweise lassen sich S' und C' als diejenigen Werthe deuten, 
welche die Spannkräfte und Auflagerkräfte annehmen, sobald 
sämmtliche Lasten P und sämmtliche X verschwinden, ausge
nommen X', welchem der Werth (— 1) beizulegen ist — ein 
Belastungszustand, welcher kurz der Zustand X' — — 1 ge
nannt werden soll.

Weiter darf man sagen:
Die durch die Ursache X' = — 1 hervor gerufenen Auf

lagerkräfte C' und Spannkräfte S' sind miteinander im Gleich
gewicht, und ebenso sind die C" im Gleichgewichte mit den S , 
die C " mit den S"'

den P unabhängig sein sollen.. . von

u. s. io.
In Folge dieser Auffassung gelten die Gleichungen (27) nicht nur 

für die nothwendigen, sondern auch für die überzähligen Stäbe und 
Auflagerkräfte. Ist z. B. X" die Spannkraft in einem überzähligen 
Stabe, so entsprechen diesem die Werthe:

s0 = 0, S' = 0, S" = — 1, S'" = 0, s
und es folgt dann S = X".

Schreibt man nun die Arbeitsbedingung (13) der Reihe nach für

trn — 0 u. s. w.

die Belastungszustände
X' = — 1 ; X'’ = — 1 ; X"' s= — 1 ;

an und wendet sie jedesmal auf den wirklichen Verschiebungszustand 
an, so gelangt man zu den Gleichungen:

A' = 2S'As; 2/' = 2S"As; L'" = 2#"'As; .... 
in denen L', L", L'", .... die beziehungsweise von den Auflager
kräften C', C", C'", .... verrichteten virtuellen Arbeiten bedeuten.

(28)

Die Anzahl der Gleichungen (28) ist ebenso gross wie die Anzahl 
der statisch nicht bestimmbaren Grössen. Führt man ein:

Ss
~hAs = FF

drückt S mit Hilfe der ersten der Gleichungen (27) aus und setzt schliess-
s

p, so gelangt man zu den Bedingungen:lieh zur Abkürzung: FF
CL' —ZS'&ts =2S0S'p — X'2S'2p — X"’2S'S"p 

— X"'2S'S'" p —... 
L" —2S"zts = ^S0S"p — X'2S"S'p — X"2S"2p

— X"' 2S"-S"'p—...
L"' — 2S'"ets = 2S0S'"p —X'2S','S'p—X'''2S'"S"p

— X'"2S'"* p —...

(29)



Alle in diesen Gleichungen stehenden Summenausdrücke erstrecken 
sich über sämmtliche Stäbe des Fachvverks, über die nothwendigen und 
überzähligen.

Auf den letzten Satz ist besonders zu achten. Wendet man z. B. die 
Gleichungen (29) auf den in No. 11 untersuchten und in der Kg. 16 darge
stellten Träger an, und setzt man X' = Xa- X" = Xb- X"’ — Xc, so entsprechen 
dem überzähligen Stabe bbx die Werthe:

-So = 0; S' = 0; S" = — 1; S"' = 0 
und dem überzähligen Stabe ccx die Werthe:

-S'o = 0; S'= 0; S" = 0; S’" = — 1.
Für jeden nothwendigen Stab ist S' = Sa, S" = Sb] S"’ = SC.

Die Summen 2,S"2p, '£S'"2p. 'SSTzts, iSS”'its unterscheiden sich von den 
in den Gleichungen (20) stehenden Summen: 2SV2p, SSV2p, 2Sbzts, S&sls 
(welche letztere sich nur auf die nothwendigen Stäbe beziehen) um die den 
überzähligen Stäben entsprechenden Glieder. Es ist also

1 • Sb

ÉiFb

Sb= ^Sb2 p ++ EbFbEF

2ä"'2p=s;ä2p + EcFc ’
’2,S"zts = ’SSbtts — 1 • ZbtbSb'-, 2 S'" zts = 2Sczts — 1 • zctcsc- 

Hingegen ist S,S'0,S'"p = 'SS0Sbp; S S"[S"' p = 2 SbScp, weil für jeden über
zähligen Stab S0 — 0 und entweder S" = 0 oder S'" — 0 ist, und ebenso folgt, 
dass in allen übrigen Summen S' durch Sa ersetzt werden darf, S" durch Sb und 
S'" durch Sc-

Bei der Berechnung von L' ist die im Belastungsfalle X„ — — 1 am 
Stützpunkte a angreifende wagerechte Kraft 1 zu den Auflagerkräften zu 
rechnen, weil Xa eine Auflagerkraft ist, und es folgt deshalb L' = La -j- 1 • 
während L" = Lb und L'” — Lc ist.

Formt man nun die Gleichungen (29) für den vorliegenden Fall auf diese 
Weise um, und beachtet noch, dass

XbSb -Xc Scj—ZbtbSb und = 

ist, so erhält man die auf Seite 22 abgeleiteten Gleichungen (20).

---- H ZctcSc
EbFb EcFc

Bei der Anwendung der Gleichungen (29) kommt es hauptsäch
lich darauf an, die von den Lasten P abhängigen Summen möglichst 
schnell zu bestimmen. In der Regel wird es, sich empfehlen, den in 
No. 12 eingeschlagenen Weg zu wählen und zu setzen:

~2S0 S'ç = 2>Pmb„' ; 'SSq S" ç> —’2Pmhm"-, u. s. w. 
wobei bm', hm" .... diejenigen Verschiebungen bedeuten, welche der 
Angriffspunkt m irgend einer Last Pm in der Richtung von Pm erfährt, 
sobald auf das Fachwerk beziehungsweise nur die Ursache X' — — 1 
oder nur die Ursache X" = — 1, u. s. w. wirkt.

Alle übrigen (S0 nicht enthaltenden) Summenausdrücke sind un
abhängig von den Lasten; sie brauchen also nur einmal bestimmt zu 
werden und werden häufig am schnellsten durch Rechnung gefunden,

(30)
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—m- /B Cl
Fig. 22.

Es liege beispielsweise der in Fig. 16 dargestellte Bogenträger 
■vor. Gesucht sei die Verschiebung hm, welche irgend ein dem mittleren 
Bogen angehörender Knotenpunkt m in der Richtung mxm erfahrt. 
Die auf Seite 21 angegebenen Verschiebungen der Stützpunkte sollen 
berücksichtigt werden.

Zuerst wird der Träger durch Beseitigung der überzähligen Stäbe 
und Auflagerbedingungen statisch bestimmt gemacht (Fig. 22). Hierauf 
wird in m eine von mx nach m gerichtete Last von der Grösse eins

Einleitung.28

nachdem man die Spannkräfte S', S" ... ^ berechnet oder mit Hilfe 
von Kräfteplänen ermittelt hat. Es lassen sich aber diese Summen 
auch auf dem in No. 13 angegebenen Wege als Verschiebungen deuten 
und dann oft mit Hilfe einfacher Verschiebungspläne angeben.

14. — Hat man die statisch nicht bestimmbaren Grössen X auf 
dem in No. 11 bis 13 beschriebenen Wege ermittelt und hierauf mit 
Hilfe der Gleichungen (18) bezw. (27) die Spannkräfte S berechnet, so 
kann man die Aenderungen As sämmtlicher Stablängen s angeben und 
ist nun im Stande, alle die in No. 9 und 10 behandelten Aufgaben 
zu lösen und zwar genau nach dem früher benutzten Verfahren. Das
selbe besteht in der Anwendung der Gleichung 2 Qm 5„, = 2 S A s auf 
den wirklichen Verschiebungszustand und auf einen gedachten Be
lastungszustand, welcher letzterer so zu wählen ist, dass die virtuelle 
Gesammtarbeit der Lasten = 1 • ist, wobei h„, die gesuchte gegen
seitige Verschiebung eines Punktpaares m, mx oder die gesuchte gegen
seitige Drehung eines Geradenpaares u. s. w. bedeutet. Hierbei ist zu 
beachten, dass zwischen den gedachten äusseren und inneren Kräften Q 
und S nur Gleichgewicht zu bestehen braucht, dass also die Spann
kräfte in den überzähligen Stäben und die überzähligen Auflagerkräfte 
gleich Null gesetzt werden dürfen.

/
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angebracht und zur Berechnung der durch diese Last an den Auflagern 
des Hauptnetzes hervorgerufenen Widerstände A, ß, . . . . geschritten. 
Bildet ml m mit der Wagerechten den Winkel a, und ist der loth- 
rechte Abstand des Stützpunktes B von der mm1 gleich r, so lauten 
die Gleichgewichtsbedingungen :

H == 1 • cos a ;
CI — 1 • r = 0; 

und aus diesen findet man:

Alx — He = 0 
A —|— B -J- C — 1 • sin (X.

e cos a
C=1 -riA = 1

h
*)B — 1 • ^sin a r>e cos a

Nun bestimmt man die von den äusseren Kräften 1, A, B, C, H 
in den Stäben des Hauptnetzes hervorgerufenen Spannkräfte S und 
schreibt die Arbeitsgleichung an:

1 • 6m — AhA — Bhs—~Chc — hbH = 2 SA s,
in welche die wirklichen Aenderungen As der Stablängen einzuführen 
sind. Es ist also zu setzen:

Ss j- sts wo S = S0 — SaXa — SbXb — SeXc.As EF

Auf diesem Wege erhält man stets §m als lineare Funktion der 
Lasten F, der Temperaturänderungen t, der statisch nicht bestimm
baren Grössen X und der nach bestimmten Richtungen erfolgenden 
Verschiebungen der Stützpunkte. Da nun zwischen den X, P, t, eben
falls nur Beziehungen ersten Grades bestehen, so folgt, dass im Falle 
unveränderlicher Gliederung und Stützungsart das in No. 6 ausge
sprochene Gesetz von der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen 
für alle diejenigen Grössen hm gilt, welche sich mittels einer Bedingung
von der Form 1 • -f- L = 2*SAs bestimmen lassen.

15. — Es möge noch darauf hingewiesen werden, dass bei der 
Auswahl der als überzählig zu bezeichnenden Stäbe und Auflagerbe- 
dingungen innerhalb gewisser Grenzen nach Willkür verfahren wer
den darf.

Führt man z. B. die Widerstände der beiden Mittelstützen des in 
der Fig. 23 dargestellten durchgehenden Balkens als statisch nicht be-

*) Wir empfehlen dem Leser, diese Kräfte auch durch Zeichnung zu be
stimmen.
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stimmbare Grössen (X) ein, so erhält man das in der Fig. 24 abge
bildete Hauptnetz; dasselbe ist ein einfacher Balken. Hingegen gelangt 
man zu dem aus drei Einzelbalken bestehenden Hauptnetze (Fig. 25)

a___b b cuc c

▲

Fig. 23.

▲

Fig. 2i.

▲
Fig. 25.

£
Fig. 26.

oder zu dem einen Gerber' sehen Balken vorstellenden Hauptnetze 
(Fig. 26), je nachdem man die beiden Stäbe bc oder die beiden Stäbe 
ab als überzählig bezeichnet.

Auch ist hervorzuheben, dass bei der Ermittelung der Verschie
bungen hm andere Hauptnetze gebildet werden dürfen, wie bei der 
Bestimmung der Spannkräfte.

e. Der IVIaxwell’sche Satz von der Gegenseitigkeit der elastischen Formänderungen

und das Gesetz von Betti.

Wir betrachten ein auf starren Stützen ruhendes, ebenes 
oder räumliches Fachwerk von unveränderlicher Gliederung und Stützungs
art (Seite 6) und setzen einen spannungslosen Anfangszustand voraus. 
Auch nehmen wir an, dass keine Temperaturänderungen entstehen. 
Es gilt dann das auf Seite 12 nachgewiesene Clapeyron'sehe Gesetz, 
und es ergiebt sich für die mechanische Arbeit A der äusseren Kräfte 
der nur von den Lasten P abhängige Ausdruck:

A — \ 2PS = ^ (Paha -j- Pbhb -(-••• + Pmhm -}-•••)>
in welchem bis jetzt unter Pa, Pb, ... Pm .. . Einzellasten verstanden 
wurden und unter Sa, §6, . . . §m . . . die wirklichen Verschiebungen

16.

(31)



r Angriffspunkte a, b, .... m ... . derselben, im Sinne der 
, Pb, . . . Pm . . .

Für die Folge ist es nun nützlich, den Buchstaben P und 5 eine 
allgemeinere Bedeutung beizulegen und unter jedem der in der Gleichung 
auftretenden Produkte ^ Pb die mechanische Arbeit einer ganzen Gruppe 
von Lasten zu verstehen.

Solche Gruppen lassen sich leicht an der Hand der Untersuchungen 
in No. 9 und No. 10 bilden.

Werden z. B. die beiden Lasten Eins in der Fig. 9 mit Pm mul- 
tiplicirt (wobei man natürlich entweder Eins oder Pm als Zahl zu be
trachten hat), so entsteht eine Lastengruppe, deren Beitrag zur Arbeit 
A gleich -g- Pmb„, ist, wenn 8,„ die gegenseitige Verschiebung des Punkt
paares m, ml bedeutet.

Multiplicirt man die vier Lasten in Fig. 13 mit Pm, so erhält man 
eine Gruppe, deren entsprechendes 8m gleich der im Bogenmass aus
gedrückten gegenseitigen Drehung des Geradenpaares (w), (mj) ist.

In gleicher Weise lässt sich aus der Figur 15 durch Multiplikation 
der dort angenommenen Lasten mit Pm eine Lastengruppe ableiten, 
deren zugehöriges 8m gleich der Aenderung der Entfernung mf ist.

Die vorliegenden Beispiele dürften genügen, um die Bildung von 
Lastengruppen zu erläutern, und es sei nur noch hervorgehoben, dass 
jede am Fachwerk vorkommende Last stets nur einer einzigen Gruppe 
zugewiesen werden darf. Der Kürze wegen nennen wir eine solche 
Gruppe von Kräften eine Belastung und das entsprechende 8 den 
Weg dieser Belastung. Unter anderem werden wir in der Folge öfter 
von der Belastung Pm eines Punktpaares m, ml oder eines Geraden
paares (m), (m^ sprechen, Belastungen, die nach der vorstehenden Er
klärung durch Multiplikation der auf Seite 13 und 16 eingeführten 
Belastungseinheiten jener Paare mit Pm entstehen.

Sämmtliche 8 sind lineare Funktionen der Belastungen P; sie 
lassen sich daher auf die Form bringen:

Pa H ' Pb -j- • * • -j- 8„m Pm~j~ • ’ ' 
Pa hbb Pb -f- • • • -f- bbm Pm -J-*"'

(32)
8,„ — bma P„ -j- 8„,6 JF& —(— - * - —f— 8mm Pm -{-•••

wobei die mit einem Doppelzeiger behafteten Werthe 8 unabhängig 
sind von den Belastungen P. Um diese Werthe zu deuten, setze man 
in irgend einer der Gleichungen (2©) sämmtliche P gleich Null, mit

$2.

Einführung der Begriffe: Belastung und Weg einer Belastung. 31



Einleitung.32

Ausnahme eines einzigen, dem man den Werth Eins beilege, 
ergiebt sich beispielsweise bmb als derjenige Werth, welchen der Weg 
bm für den Fall annimmt, dass auf das Fachwerk nur die Belastung 
Pb — 1 wirkt.

Dann

17. — Wir setzen jetzt voraus, dass nur zwei Belastungen auf- 
treten, etwa Pm und Pn. Die entsprechenden Wege sind

b», bm m Pm [ bm n P-n
bnm Pm | bnn Pn'

Wird zuerst nur die Belastung Pm aufgebracht, so ist der Weg 
derselben = bmm Pm, und es verrichtet deshalb die von ÜSTull aus all
mählich anwachsende Belastung Pm die mechanische Arbeit ÿ 5mmPm2. 

Fügt man die ebenfalls von ÜSTull aus anvvachsende Belastung Pn hinzu, 
so nimmt die Arbeit der äusseren Kräfte erstens um bnnPn2 zu, weil 
die wachsende Belastung Pn den Weg bHHPn zurücklegt, und zweitens 
um Pm(bmnP„), weil der Weg der bereits vorhandenen Belastung Pm 
die Vergrösserung 5mnP„ erfährt. Im Ganzen entsteht:

A = i bmmpj +1 bnHpj + bmnprnpn.
Wird zuerst die Belastung Pn aufgebracht und nachher Pm, so 

ergiebt sich durch Vertauschung von m und n:
A = i b„„P„2 + i bmmPj + bnmPnPm.

Nach dem Clapeyron’schen Gesetze müssen aber die beiden für A 
gewonnenen Ausdrücke übereinstimmen, und es folgt daher die wich
tige Gleichung:

(33) bnm bmn •
Dieselbe wurde zuerst von Maxwell bewiesen und soll in der Folge 

stets als Maxwell’scher Lehrsatz angeführt werden.
Von den vielen Sätzen, welche sich aus der Gleichung (33) er

geben, sind die folgenden für die späteren Untersuchungen von be
sonderer Bedeutung.

1. Die gegenseitige Verschiebung bmn eines Punktpaares m, mx 
in Folge der Belastungseinheit eines anderen Punktpaares n,nx 
ist ebenso gross wie die gegenseitige Verschiebung bnm des Punkt
paares n, nx in Folge der Belastungseinheit des Punktpaares 
m, mx.

2. Die gegenseitige Drehung bmn eines Geradenpaares (m), 
(tnx) in Folge der Belastungseinheit eines anderen Geraden
paares (n)y (nx) ist ebenso gross wie die gegenseitige Drehung 
bnm des Geradenpaares (n), (nx) in Folge der Belastungseinheit 
des Geradengoaares (m), (mx).
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Strecke, um welche sich der Abstand mf in Fig. 28 ändert, sobald auf das
— wirken, istFachwerk nur die in der Fig. 27 angenommenen Lasten

ebenso gross wie die im Bogenmaass ausgedrückte Aenderung, welche der Winkel 
cp (Fig. 27) erfährt, falls das Fachwerk auf die in Fig. 28 angegebene Art be
lastet wird. (Die gleichbezeicbneten Strecken e, ex der Figuren 27 und 28 
brauchen nicht gleich gross zu sein.)

und
G

3Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.

Der Maxwell’sche Satz. 33

3. Die gegenseitige Verschiebung eines Punktepaares m, ml 
in Folge der Belastungseinheit eines Geradenpaares (n), (nx) 
ist ebenso gross ivie die gegenseitige Drehung des Geradenpaares 
(n), (nx) in Folge der Belastungseinheit des Punktepaares m, mx.

Die Sätze (2) und (3) beziehen sich auf ein ebenes Fachwerk. Die 
Erklärungen der Begriffe: Punktpaar, Geradenpaar, Belastungseinheit 
eines Punkt- oder Geradenpaares finden sich auf Seite 13 und 16.

Noch sei ein Beispiel angeführt, welches besonders geeignet sein dürfte, 
von der Fruchtbarkeit des Maxwell’schen Satzes zu überzeugen. Man darf 
nämlich mit Hinweis auf die Figuren 27 und 28, welche ein und dasselbe 
Fachwerk auf verschiedenartige Weise belastet darstellen, aussprechen: Die
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18. — Zu einem anderen Beweise für den Maxwell’schen Satz 
führt die folgende Betrachtung.

Ein Fachwerk, welches den in No. 16 angeführten Voraussetzungen 
genügt, werde von beliebigen Belastungen Pm ergriffen. In Folge dessen 
entstehen Spannkräfte Sm und Aenderungen der Stablängen um 

Sms 
EF '

Nach Entfernung der Pm mögen andere Belastungen Pn auf das 
Fachwerk wirken und die Spannkräfte Sn sowie die Längenänderungen

hervorbringen.

A sm =

Sns
A s„ = EF

Es bedeute nun (öm„) den Werth, welchen der Weg irgend 
einer Belastung Pm annimmt, wenn auf das Fachwerk nur die Be
lastungen P„ wirken, ferner (§nm) den nur durch die Belastungen Pm 
hervorgerufenen Weg irgend einer Belastung P„. Die Werthe 6 wurden 
durch Klammern ausgezeichnet, da sie eine andere Bedeutung haben 
als die früher erklärten hmn und §„ 
von für den Fall vorstellte, dass nur eine Belastung P„ wirkt und 
diese die Grösse Eins besitzt.

deren ersteres z. B. den Werth

Schreibt man nun die Arbeitsbedingung (13) einmal an
für den Kräftezustand (Pm, Sm) und den hiervon unabhängigen 
Verschiebungszustand [(5,„„) As„]

und hierauf
für den Kräftezustand (Pn, S„) und den hiervon unabhängigen 
Verschiebungszustand [(6„m) Asm], 

so erhält man die Gleichungen:

Sns
NPm (Sm„) = 2Sm A.9b = 2Sm und

EF
Sms2P„(5„m) = 2NnASw = 2Pn
EF

und gelangt zu dem zuerst von Betti nacbgewiesenen Gesetze 
2P,„ (0Mn) = 2P„ (5nw).

Wirkt auf das Fachwerk das eine mal nur eine Belastung Pm = 1, 
sodann nur eine Belastung P„= 1, so entsteht aus (34):

= 8««
und hieraus folgt, dass der Maxwell’sehe Satz nur ein besonderer Fall 
des viel allgemeineren, aber erst später entdeckten Betti’sehen Satzes ist.

19. — Um die Anwendung des Maxwell’schen Satzes auf die Be
rechnung statisch unbestimmter Fachwerke zu erläutern, behandeln wir

(34)
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zunächst die in No. 11 und 13 bereits auf anderem Wege gelöste Auf
gabe: die überzählige Äuflagerkraft Xa und die Spannkräfte Xb, Xc der 
überzähligen Stäbe des in der Fig. 16 dargestellten Bogenträgers zu be
stimmen.

Es sollen sowohl Temperaturänderungen als auch die auf Seite 21 
angeführten Verschiebungen der Stützpunkte berücksichtigt werden.

Wir rechnen (wie in Fig. 17 auf Seite 19) die Kräfte Xa, Xb, Xc 
zu den auf das Hauptnetz wirkenden Lasten und erhalten für die Wege 
ba, hb, 8C der Belastungen Xa, Xb, Xc die Werthe:

8. = 2Pmham — baaXa — 8a6Xé — 8 aeXc + 8at +
8, = 2Pm8iw - 86aXa — hbbXb — bbeXc -f 8W + bbw 
8e = 2Pmbcm — bcaXa — hcbXb — hcc Xe + 8* + 8«..

Hierbei bezeichnet:

(35)

ham den Einfluss der Ursache Pm = 1 auf den Weg 8„, 
8oa desgl. den Einfluss der Ursache Xa = — 1,
8ab »

»
bat desgl. den Einfluss von Temperaturänderungen,
5 UW n

Xb=—1,
xc = — i,

„ Verschiebungen der Stützpunkte, 
und ebenso lassen sich die übrigen, mit Doppelzeigern behafteten Werthe 
8 deuten.

Um baie zu bestimmen, wird die Arbeitsbedingung für den Be
lastungszustand Xa — — 1 (Fig. 19) angeschrieben und dabei jedem 
Stabe die Längenänderung As = 0 beigelegt. Es ergiebt sich dann

1 * 8a„, -j- 1 • -J- 1 • — (8^ — 8_g — 8C -j- 8^) — 0
h

und hieraus und aus ähnlichen, für die Belastungszustände Xb = — 1, 
Xc = — 1 aufgestellten Gleichungen folgt

8atc = — La; bb„ — — Lb; 8CW = — Lc (vergl. Seite 22).
Setzt man nun diese Werthe in (35) ein und beachtet, dass die 

Buchstaben der Doppelzeiger miteinander vertauscht werden dürfen, 
dass also 8am==8ma, hbm—hmb, bcm — bmc, hab = hba, ... ist, so ge
langt man zu den auf Seite 25 erhaltenen Gleichungen (25).

Der eben eingeschlagene Weg führt immer zum Ziele. Man darf 
aussprechen :

Jedes statisch unbestimmte Fachwerk lässt sich durch Beseitigung 
überzähligen Stäben und Auflagerkräften in ein statisch bestimmtes 

Fachwerk (Hauptnetz genannt) verwandeln. Auf dieses Hauptnetz wir
ken ausser den gegebenen Lasten Pm und den Temperaturänderungen 
noch gewisse vorläufig unbekannte Belastungen Xa, Xb, Xc, Xd . . .

von

3*
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xleren Wege 5a, bc, 8d . . ., jedoch bestimmten Bedingungen unter
worfen sind. Es gelten die Gleichungen:

X — ha* + Sa = 2Pm5m„ — haaxa—bbaxb~hcaxc—bdaxd—. . . 
Lb — 8„ + = 2PmÖmfc — 5aiXa — hbbXb—hcbXc—bdbxd— ...

(36) Lc — K + 8C = 2Pm§mc — bacXa — 8beXb—8ccXc—bdcXd—... 
La — 8* + 5d = 2Pm5Md— K«Xa— bbdXb — KdXc—hddXa— . . .

welche eine schnelle Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grössen 
X gestatten, sobald sich die den Belastungszuständen Xa — — 1, 
X6 =
netzes bequem darstellen lassen, und ebenso die von den Temperatur
änderungen herrührenden Werthe h„t, 8W, .... Begegnet die Er
mittelung dieser Verschiebungen Schwierigkeiten, so wende man die 
in No. 11 und 13 abgeleiteten Gleichungen (20) oder (29) an.

1, Xc = — 1, . . . entsprechenden Formänderungen des Haupt-

I. Einfluss unrichtiger Ablängung überzähliger Stäbe. Künstliche Anspannung.

20. — Die bisherigen Untersuchungen setzten voraus, dass jeder 
Stab genau diejenige Länge erhält, welche dem spannungslosen Zu
stande des Fachwerks entspricht. In statisch unbestimmten Fachwerken 
können jedoch geringfügige Fehler bei der Ablängung der überzähligen 
Stäbe wesentliche Aenderungen der Spannkräfte zur Folge haben.

Soll z. B. in ein aus 5 Stäben gebildetes ebenes Viereck (Fig. 29) 
ein sechster Stab ab eingefügt werden, welcher die zu geringe Länge 

ab 1 besitzt, so ist dieser Stab vorher so anzu
spannen, dass er sich um byb verlängert. In 
Folge dessen aber wird er auf das ursprüng
liche Fachwerk in a und b gewisse Kräfte aus
üben, welche in den Stäben desselben Span
nungen hervorrufen.

Damit man die früher entwickelten Glei
chungen auch unmittelbar zur Berechnung von 
statisch unbestimmten Fach werken benutzen 
kann, deren überzählige Stäbe wegen unrich

tiger Ablängung mit Anfangsspannungen eingesetzt werden müssen, 
stelle man sich vor, es seien jene Herstellungsfehler durch Abkühlung 
beziehungsweise Erwärmung der unrichtig bearbeiteten Stäbe beseitigt 
worden und zwar vor Einfügung dieser Stäbe in das Fachwerk. Die 
Länge s eines Stabes, dessen Temperatur um t' zunimmt, wächst um 
Bt's, und es muss deshalb die Temperatur eines um ws zu kurzen

...X

\

(F----
mg. 29.



Stabes um t = erhöht, diejenige eines um ws zu langen Stabes

um t' = — erniedrigt werden, e
Nach Einsetzen säm rötlicher Stäbe denke man die ursprünglichen 

Stabtemperaturen wieder hergestellt, schreibe also den erwärmten Stäben 
die Temperaturänderung (—t'), den abgekühlten die Temperaturerhöhung 

Man erkennt dann, dass man den fraglichen Bearbeitungs
fehlern Rechnung trägt, wenn man die in die früheren Entwickelungen 
eingeführten Temperaturänderungen t für die um us zu langen oder

zu kurzen Stäbe um t' =

(+ n zu.

vergrössert beziehungsweise verkleinert.

Werden überzählige Stäbe absichtlich mit unrichtigen Längen ein
gesetzt, so bezeichnet man das Stabgebilde als ein Fachwerk mit künst
licher Anspannung.

Ausnahmefälle.

g. Ausnahmefälle.

21. — Alle vorstehenden Entwickelungen sind an die Voraus
setzung gebunden, dass es zulässig sei, bei der Aufstellung der Gleich
gewichtsbedingungen die Formänderung des Fachwerks zu vernach
lässigen; sie gelten also nur für Stabgebilde, deren Knoten sehr geringe 
Verschiebungen erleiden, und führen, auf Träger von ungenügender 
Steifigkeit (z. B. mangelhaft versteifte Kettenbrücken) angewendet, mit
unter zu ganz unrichtigen Ergebnissen. Es giebt aber auch Fälle, in 
denen bereits sehr geringe elastische Formänderungen die angenäherte 
Berechnungsweise unbrauchbar machen, und hierzu gehören die 
im ersten Bande, 
als Fachwerke von unendlich kleiner 
Verschiebbarkeit bezeichneten Stabge
bilde, deren Knotenpunkte sich selbst 
dann gegeneinander (wenn auch nur 
unendlich wenig) verschieben würden, 
wenn sämmtliche Stäbe und Stützen 
starr wären. Ein besonders einfaches 
Fachwerk dieser Art stellt Fig. 30 dar.
Die Achsen der beiden wagerechten 
Stäbe ac und bc fallen in dieselbe Ge
rade. a und b sind feste Auflager
gelenke. Die um a und b mit den 
Halbmessern s geschlagenen Kreise haben ein Bogenelement gemein, inner
halb dessen sich c frei bewegen kann. Wird das Fachwerk durch eine senk-

Abschnitt XIII,
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rechte Last P beanspnicht, und verschiebt sich jedes der beiden Auflager
gelenke um die gleiche wagerechte Strecke £, so entstehen in den Stäben 
ac und bc gleich grosse Spannkräfte S. Man erhält:

2 Psin A a = P;
s — ê Sssin A a = y"l — cos2 Aa; cos A a ; A s : also

s -j- As EF
E2F2(s — £)2J4 P2|\ — = P2s2(PP+P)

und diese Gleichung liefert für S einen bestimmten endlichen Werth, 
welcher desto grösser ist, je grösser E und Psind. Werden die Wider
lager und die Stäbe vollkommen starr angenommen, so ergiebt sich 
(wegen £ = 0;A$ = 0; sin A a = 0) für die Spannkraft S, selbst 
bei sehr kleiner Last P, der unrichtige Werth S = oo.

Zu einem ähnlichen Ergebnisse führt die genauere Berechnung des 
auf Seite 208 und 211 des ersten Bandes angeführten Paskal’schen 
Sechsecks. Gleichgewicht tritt hier selbst bei starren Stäben im All
gemeinen erst nach einer gegenseitigen Verschiebung der Knotenpunkte 
ein. Da diese Formänderung aber unendlich klein ist, so darf bei 
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen die ursprüngliche Gestalt 
des Fachwerks beibehalten werden, und es ergeben sich dann (nach 
Band I, Abschnitt XIII) für die Spannkräfte S unendlich grosse oder un
bestimmte Werthe. Werden aber die elastischen Verschiebungen be
rücksichtigt, so liefern die Gleichgewichtsbedingungen für jede Spann
kraft S einen ganz bestimmten endlichen Werth. Immerhin ist es rath- 
sam, derartige bereits ausgeführte Fach werke zu vermeiden, wegen der 
verhältnissmässig grossen Anstrengungen, welche die Stäbe selbst bei 
geringer Belastung erleiden.

B. Gesetze für beliebige isotrojje, feste Körper.
a. Voraussetzungen und Erklärungen. Gesetz der virtuellen Verschiebungen.

22. — Wir werden in diesem Buche ausser Fachwerken noch Träger 
untersuchen, die aus irgendwie miteinander befestigten geraden oder 
krummen Stäben zusammengesetzt sind und Stabwerke genannt werden 
mögen. Die Theorie derselben leiten wir durch Entwickelung einiger 
Gesetze ein, welche für beliebige feste Körper, die nur elastische, ver
schwindend kleine Formänderungen erleiden, gelten.

23. — An irgend einer Stelle eines im Gleichgewichte befindlichen 
festen Körpers denken wir uns ein unendlich kleines Theilchen abge
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grenzt. Die auf die Seitenflächen desselben wirkenden Kräfte sollen 
Flächenkräfte genannt und insbesondere als innere Kräfte oder Ober
flächenkräfte bezeichnet werden, je nachdem die durch sie beanspruchten 
Flächen im Innern des Körpers liegen oder zur Oberfläche gehören; 
ausser ihnen wird an dem Körpertheilchen im Allgemeinen noch eine 
auf die Masse desselben wirtende äussere Kraft angreifen, welche eine 
Massenkraft heisst (z. B. die Erdanziehung, Ergänzungskräfte der rela
tiven Bewegung).

Nehmen wir nun an, es erleide ein anfänglich im Gleichgewichte 
befindlicher Körper durch Hinzutreten äusserer Kräfte und durch Tem
peraturänderung eine Umgestaltung. Dieselbe hört auf, sobald sich ein 
neuer Gleichgewichtszustand gebildet hat und bestehen bleibt; während 
ihrer Erzeugung werden die Flächenkräfte des betrachteten Körper- 
theilchens eine bestimmte Arbeitssumme verrichten, und von dieser ist 
besonders derjenige Theil von Wichtigkeit, der nur von der Form
änderung des Körpertheilchens abhängig ist, der also verschwindet, 
wenn sich das Theilchen bewegt, ohne seine Gestalt zu ändern. Man 
nennt diesen Theil der Gesammtarbeit der Flächenkräfte die Form
änderungsarbeit des Körpertheilchens ; ihre Integration über den ganzen 
Körper liefert die Formänderungsarbeit des Körpers. Bei der Berech
nung dieser Arbeit ist zu beachten, dass die Flächenkräfte, deren 
schliessliche Werthe wir ganz allgemein mit R bezeichnen wollen, sich 
im Verlaufe jener Umgestaltung ändern.

Denkt man sich hingegen die Flächenkräfte während der ganzen 
Dauer der Formänderung mit ihren Endwerthen R wirkend und be
stimmt die von den R geleistete Formänderungsarbeit unter der Voraus
setzung einer tviVkürlichen Formänderung, die man sich zwar als mög
lich vorstellen kann, die aber nicht von den die Kräfte R erzeugenden, 
sondern von irgend welchen anderen Ursachen herrührt, so erhält man 
einen Ausdruck dAv, welcher die virtuelle Formänderungsarbeit des 
Körpertheilchens heisst, während jene willkürliche, mögliche Umge
staltung eine virtuelle Formänderung genannt werden soll.

Wir fassen jetzt eine unendliche kleine virtuelle Formänderung 
eines im Gleichgewichte befindlichen Körpers und insbesondere die Be
wegung und Umgestaltung eines Körpertheilchens ins Auge und be
zeichnen die virtuelle Arbeit der auf dieses Körpertheilchen wirkenden 
Massenkraft mit dAm, diejenige der Flächenkräfte mit dAf. Letztere 
Arbeit besteht aus zwei Theilen; der eine, dAv, hängt nur von der 
Umgestaltung des Körpertheilchens ab, der andere, nämlich dAf—dAv 
von der Bewegung des Massenmittelpunktes und der Drehung des 
Körpertheilchens um diesen Punkt, 
diejenige virtuelle Arbeit vor, welche sämmtliche auf das Körper-

Somit stellt dAm-\-dAf—dA*
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theilchen wirkenden Kräfte verrichten, wenn dessen Bewegung ohne eine 
Formveränderung vor sich geht. Diese Arbeit muss aber = Null sein, 
da die Mittelkraft der auf das Körpertheilchen wirkenden Kräfte (des 
vorausgesetzten Gleichgewichtszustandes wegen) zu Anfang = Null ist 
und auch während der ganzen Dauer der gedachten unendlich kleinen 
Bewegung bis auf eine verschwindende Grösse den Werth Null behält.

Es folgt mithin dAm -(- dAf — dA„ und, wenn entsprechende 
Gleichungen für sämmtliche Körpertheilchen gebildet und hierauf addirt 
werden,

(37) Am -f- Af — Av.
Da sich nun in dem Ausdrucke Af die Arbeiten der inneren 

Flächenkräfte gegenseitig tilgen, weil auf die Flächen, in denen an
einander grenzende Körpertheilchen Zusammenhängen, bei gleichen Ver
schiebungen entgegengesetzt gleiche Kräfte wirken, so leuchtet ein, dass 
Af die virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte, mithin Af -J- Am die vir
tuelle Arbeit särnnitlicher äusseren Kräfte vorstellt, und es drückt des
halb die Gleichung (37) das Gesetz

Bei einer verschwindend kleinen virtuellen Formänderung eines 
im Gleichgewichte befindlichen Körpers ist die virtuelle Arbeit 
der äusseren Kräfte gleich der virtuellen Formänderungsarbeit.

Die Ableitung dieses Satzes nimmt an, dass alle anfänglich sich 
deckenden Seitenflächen von aneinander grenzenden Körpertheilchen auch 
während des ganzen Verlaufs der Formänderung sich decken, weil nur 
dann die Arbeiten der auf diese Flächen wirkenden Kräfte sich auf- 
heben. Besteht nun der betrachtete Körper aus mehreren einander 
berührenden Theilen, von denen jeder einzelne der gemachten Annahme 
entspricht, und finden gegenseitige Verschiebungen von anfänglich zu
sammenliegenden Berührungsflächen je zweier Theile statt, so müssen, 
wenn das bewiesene Gesetz gelten soll, alle diese Flächen zur Oberfläche 
gezählt werden, d. h. es sind die auf diese Flächen wirkenden Kräfte, 
soweit sich ihre Arbeiten nicht tilgen, zu den äusseren Kräften zu 
rechnen. So sind z. B. bei aufeinander reibenden Theilen eines Körpers 
die an den Berührungsstellen wirkenden Reibungswiderstände als äussere 
Kräfte aufzufassen.

24. — Um einen allgemeinen Ausdruck für A„ abzuleiten, be
ziehen wir den Körper auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem und 
denken an irgend einer Stelle, aber innerhalb eines Körpertheiles, dessen 
Spannungen sich stetig ändern, ein Parallelopipedon von den anfäng
lichen Kantenlängen dx, dy, dz abgegrenzt.

Die Spannung in der zur Æ-Achse senkrechten, den Punkt (x, y, z) 
enthaltenden Seitenfläche dydz sei in die Seitenspannungen

aus:
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Wird die Momentensumme 
aller am Parallelopipedon dxdydz 
angreifenden Kräfte in Bezug auf 
die der y-Achse parallele Schwer
achse des Körpertheilchens gleich 
Null gesetzt und hierbei davon 
abgesehen, dass sich die Span
nungen in gegenüberliegenden Sei
tenflächen um Differentiale unter
scheiden, weil die Berücksichtigung 
dieser Unterschiede zu unendlich 
kleinen Grössen der vierten Ord-

Kdxdy

zerlegt, und in gleicher Weise mögen die Spannungen in den dem 
Punkte (x, y, z) anliegenden Seitenflächen dzdx und dxdy durch ihre 
Seitenspannungen

> ^yx 1

5 Tzx f ^zy

Fig. 31.

gegeben werden. Die c sind Zug- oder Druckspannungen, die x Schub
spannungen (Band I, Seite 56).

Durch Multiplikation dieser Spannungen mit den entsprechenden 
Flächeninhalten gelangt man zu den Kräften, welche jene Flächen be
anspruchen. Auf die Fläche dy dz wirken z. B. die drei Kräfte:

axdydz, xxydydz, xxzdydz.
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<3X, parallel der a;-Achse und positiv, wenn im Sinne von (—x) wirkend,
>> ( y) h 
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nung führen würde, welche gegen die der dritten Ordnung verschwinden, 
so erhält man, (mit Hinweis auf Fig. 32, in der die Projektion des 
Körpertheilchens auf die (^a;)-Ebene dargestellt ist) die Gleichung :

(i:zxdx dy) dz = (xxzdy dz) dx (vergl. auch Band I, § 12), 
und hieraus und aus ähnlichen Momentengleichungen für die der a>Achse 
und z-Achse parallelen Schwerachsen des Körpertheilchens folgt:

Tzy ^yz j *^xy *^yx)

weshalb die kürzere Bezeichnung eingeführt werden soll:
T* ^yz ^zy 5 y *^zx ^xzl ~ z ' xy yz)

wobei zu bemerken ist, dass

^zx •■zi

tx J_dx\ ^y_\_dy\ 1 dz.
Es ändere sich nun die anfängliche Länge dx um die Strecke

A'(f ) + A"(f ) »

(x, y, z) anliegende Fläche gegen den Massenmittelpunkt M im Sinne 
/ cl cc

der (— x) um A' --—J verschiebt und die gegenüber liegende Fläche

„ / dx \
im Sinne der (-f- %) um A" y—-- J.

Kräfte :

zwar, dass sie die dem PunkteA dx —

Die auf jene Flächen wirkenden

+ dax ^ dy dz

liefern dann zur virtuellen Formänderungsarbeit den Beitrag:

cxdy dz A' + (gx + dx^dy dz A" (-y-)

und hierfür darf man nach Streichung der kleinen Grösse vierter Ord-

dx dy dz A” - dx'j

ax dy dz ^dx — ax

axdydz und dx
dx

dcx setzen :nung: dx
A dx dVdx

worin dV=dxdydz den Inhalt des Körpertheilchens bedeutet.
Hieraus und aus ähnlichen Betrachtungen folgt: Aendern sich die 

anfänglichen Längen dx, dy, dz um Strecken A dx, kdy, kdz und 
bezeichnet man die in der Folge Dehnungen genannten Verlängerungs
verhältnisse mit

A dx kdz
dz ~ ’(38) e* = - dydx
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y* die Aenderung des Winkels YOZ,
zox,
XOY.

Ty » 
T» I!

?) ) )
))
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so ist der von den Spannungen ax, ay, az abhängige Theil der vir
tuellen Formänderungsarbeit dAv des Körpertheilchens (dx dy dz) 
gleich

(89) (GXZX H- 6;,Sy “h Gz O d V.

Gleichzeitig mit den Dehnungen entstehen Winkeländerungen und 
in Folge dessen leisten auch die Schubkräfte Arbeit. Es sei, mit Be
zugnahme auf Fig. 31

Man nennt jx, jy, ys, die Gleitungen im Punkte x, y, z; sie seien 
positiv oder negativ, je nachdem sie Verkleinerungen oder Vergrösse- 
rungen der Winkel YOZ, ZOX, XOY vorstellen. Bei Berechnung 
der in Folge der Gleitungen von den Schubkräften verrichteten vir
tuellen Formänderungsarbeit darf man wieder die Spannungsunter
schiede in den einander gegenüber liegenden Flächen vernachlässigen 
und den Punkt xyz an Stelle des Massenmittelpunktes als ruhend an- 
nebmen.

Aendert sich der Winkel YOZ um yx, so verschiebt sich die 
Fläche YO' im Sinne OZ gegen die Fläche OY' um yædy, wobei die 
in YO' und senkrecht zu dx wirksame Schubkraft rXdxdz die vir
tuelle Arbeit rXdx dz yxdy verrichtet, oder es verschiebt sich die Fläche 
ZO' im Sinne OY gegen die Fläche OZ' 
welcher Bewegung die in ZO' und senkrecht zu dx wirkende Schub
kraft tXdxdy die Arbeit xxdx dy jxdz leistet. In beiden Fällen wird 
die Arbeit

die Strecke yxdz, beium

*c,y* dx dy dz = xx^x d V

erhalten, und ebenso ergeben sich für die den Gleitungen y„, yy ent
sprechenden Arbeiten die Ausdrücke TyyvdV und TsyxdV, so dass die 
gesammte virtuelle Formänderungsarbeit der an dem Theilehen (dxdydz) 
angreifenden Flächenkräfte gleich

d Av = (ax sx + a„ + <J. s* + V*y* + r, + T*y#) d V 
ist. Für den ganzen Körper erhält man:

(40)

Bei unstetigen Spannungen muss der Körper in Theile zerlegt werden, 
innerhalb welcher alle Spannungen stetig sind, 
werden für die einzelnen Theile gesondert berechnet und schliesslich 
addirt.

Die Werthe A„
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Setzt man (nach N. 23) Av gleich der virtuellen Arbeit der äusseren 
Kräfte Q, so erhält man:

(41)

wo hm die den Dehnungen ex, ey, ez und Gleitungen yx} yy, y* ent
sprechende Verschiebung des Angriffspunktes m der Kraft Qm im Sinne 
von Qm bedeutet, d. i. die Projektion des Weges von m auf die Rich
tung von Qm. Zu erinnern ist daran, dass bei Ableitung der Glei
chung (41) hinsichtlich der äusseren und inneren Kräfte nur die Er
füllung der Gleichgewichtsbedingungen vorausgesetzt wurde, und dass die 
Dehnungen, die Gleitungen und die ihnen entsprechenden Verschiebungen 
5 von den Kräften Q und den Spannungen <5 und x unabhängig zu 
denken sind und von irgend welchen anderen Ursachen herrühren 
können.

25. — Wir setzen jetzt fest, dass sœ, sy, ez, yx, yy, ys die bei 
einer gegebenen Angriffsweise des Körpers entstehenden wirklichen Deh
nungen und Gleitungen sind, bezeichnen mit Q, Gx, ay, as, xx, xy, x, 
die äusseren Kräfte und Spannungen eines nur gedachten .Belastungs
zustandes, wenden auf den letzteren und auf den wirklichen Form
änderungszustand die Gleichung (41) an, und ei'halten die Beziehung:

(42) 2Qmhm = ~*Y„~) d v,

welche der für das Fachwerk abgeleiteten Gleichung (13) gegenüber 
zu stellen ist, und in welcher 5m die Projektion des wirklichen Weges
des Punktes m auf die gedachte Kraft Qm bedeutet.

Die wirklichen Dehnungen und Gleitungen sollen hier nur für den 
isotropen (d. h. in allen Punkten gleichbeschaffenen) Körper angegeben 
werden. Es wird ein spannungsloser Anfangszustand angenommen. Die 
anfängliche Temperatur ändere sich im Punkte (x, y, z) um t.

Die Seite dx des Körpertheilchens (dxdydz) erleidet, wenn die
A dx <5XSpannung ax allein wirkt, die Dehnung während dieE ’dx

A dxTemperaturänderung den Einfluss s t erzeugt und in Folge 

— die Werth-Gy + S*A dxvon g„ und c2 entsteht: , wobeitnE
Ziffer der Querdehnung (abgerundet für Eisen und Stahl) bedeutet.*) 
Das Zusammenwirken aller Ursachen ruft die Dehnung hervor:

dx vn

*) Vergl. Band I, § 12.



gy + g* 
mE

gz H~ s* 
mE

g* + gy
mE

—|— e^ und ebenso ergiebt sich:

“h

+ 6«,

26. — Wir werden bei Berechnung der Stabwerke die Glei
chung (42) in derselben Weise benutzen wie die Gleichung (13) bei 
Untersuchung des Fachwerks. Zunächst werden wir die nach bestimmten 
Richtungen wirkenden Seitenkräfte C der Stützenwiderstände sowie die 
Spannungen a und t als lineare Funktionen der gegebenen Lasten P 
und gewisser statisch nicht bestimmbarer Grössen X', X", X'" . . . 
darstellen, und zwar in der Form:

C = C0 — C'X' — C"X" — C"' X'" —
=g*0 — <x‘—*:x"—*mmzr—

cy = oy0 — c'X' — <t”X" — o"' X'"— 
g* = cz0 — a/W' — a."X" — —
= t* — t* X — t* X — tx X —

f rr tn -*?-///Ty XyQ X y X Ty X Ty X
T* = T,o — <x' — t/' X" — t/"W"' —

Die mit dem Zeiger 0 behafteten Werthe sind Funktionen ersten Grades 
der Lasten und unabhängig von den Grössen X', X", .... Die 
Werthe C', " , a, a" ... , x', x" . . . sind unabhängig von den
P und X.

(46)

Es bedeuten:

während die nur von den Schubspannungen abhängigen Gleitungen 
die Werthe annehmen:

T.(44) = T' = 1T’ Y. Q ,

wobei
mE(45) G

2 (m -1- 1)
die Schub-Elasticitätsziffer (auch Gleitmodul genannt) bedeutet.*)

b. Anwendung der Gleichung (42),

' *) Yergl. u. A. Grashof, Theorie der Elasticitât und Festigkeit, 2. Auflage, 
Berlin 1878, Seite 24 und 30.
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C', a', T die Stützenwiderstände und Spannungen 
für den Zustand X' — — 1.

C", a", z" die Stützenwiderstände und Spannungen 
für den Zustand X" = — 1 u. s. w.

Wird nun die Gleichung (42) der Reihe nach auf die Belastungs
zustände: X' = —1, Xr = — 1, . . . angewendet und jedesmal auf 
den wirklichen Verschiebungszustand, so ergeben sich die zur Berech
nung der Grössen X', X", . . . ausreichenden Bedingungen:

L' =

= f + ö/'sy + T/y. + T/'YyH- t."y.) d V(47) L” J

unter L', L" . . . die den Zuständen X' = — i, X" = — 1, . . . 
entsprechenden virtuellen Arbeiten der Auflagerkräfte verstanden.

27. — Wird die durch bestimmte Dehnungen und Gleitungen 
sæ, s„, s*, yx, yy, Y* bedingte gegenseitige Verschiebung S,„ zweier 
Punkte m und des Körpers gesucht, so bringe man in m und mx 
zwei entgegengesetzt gleiche, in die Gerade mm1 fallende und von ein
ander weg gerichtete Kräfte Eins an (Fig. 9) und stelle für diesen 
gedachten Belastungszustand und für den wirklichen Verschiebungszu
stand die Gleichung (42) auf. Man erhält:
(48) 1 • hm-\- L —J(axS* -f- GyZy -j- Ö2£, TXY* H“ xyly xE{z) d V,

worin c, t und C Spannungen und Stützenwiderstände bedeuten, welche 
mit der Belastungseinheit des Punktepaares m, m1 im Gleichgewichte sind.

Auf diese Weise lassen sich alle die Aufgaben behandeln, welche 
in No. 9, 10, 14 für das Fachwerk gelöst worden sind.

c. Das Clapeyron'sche Gesetz und die Sätze von Maxwell und Betti.

28. — Es wird vorausgesetzt, dass die äusseren und inneren Kräfte 
allmählich von Null aus wachsen, dass also auch die Umgestaltung des 
Körpers allmählich vor sich geht, ohne das Schwingungen entstehen. 
Für jede der unendlich kleinen Formänderungen, in welche sich die 
ganze Formänderung zerlegen lässt, gilt die Gleichung (42) und es er- 
giebt sich daher die Beziehung

2J Qdi =^j(amdtm+e,dt,-t-a.dt.+*.d‘u+-crdy,+T:.d-iJdr,(49)



47

wo Q, ox, Oy, Oz, xx, xy, xz die Werthe der äusseren Kräfte und 
Spannungen in dem Augenblicke bedeuten, in welchem die Verschie
bungen ô um d 5 zunehmen und die Dehnungen und Gleitungen um 
de., d&y, de„ dyx, dyy, dyz.

Der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (48) giebt die 
mechanische Arbeit der äusseren Kräfte Q an, der Ausdruck rechts die 
wirkliche Formänderungsarbeit A des Körpers. Behält der Körper in 
jedem Punkte die anfängliche Temperatur, ist also t — 0, so er- 
giebt sich:

Allgemeinere Untersuchung fester Körper.

1dov-----~doz );
m /

(dOx 1 d 1.= -gChm,

dyv (x^y 1

d'(z = —o(xz, also 
Cr

dea — m

dty = 4r (doy------- daz----- l-dcx );
F \ m m J

(da. 1 1l
dez — —r

E m m

axdsx -f- avdoy -f- ozdez -j- Txdyx -f- Xy<7yy -j- Tzdyz

— w\axdoxĄ- oydoy -f ozdoz---- —dfao. -f- ozox + oxoy)
Jjj L tyi -J

+ -Q [ V*dzx -f- XyrfTy -f- xtdxz] 

und hieraus durch Integration:

(50) A =

1

2 f .1
(^yÖz -{— OzOx -j- OxOy) Im j Jb

dVyJ [ö*2 H" cv2 +

+ Y j (T*2 4~ Ty2 4"

Nun gilt aber auch andererseits die Gleichung:

/[°-(°-— » ) + •'( a. -j- ax )m

^)]f+/^ + V + ^.+ a. (a.

und diese lässt sich leicht umformen in
2ÇÔ = 2 A.

Da nun, nach (50), 2JQdh = A ist, so ergiebt sich :

t*
3i
 -



!-(«,'+o]

[03'_^(0i' + °2,)1æ

k-

1
62,==

1
SS' =

die Gleitungen sind = 0.
Jetzt ersetzen wir die Belastungen POT durch andere Belastungen 

Pn, behalten aber die vorhin angenommene Zerlegung des Körpers bei. 
Es treten dann Normalspannungen a/', a2", o3" auf, und diese erzeugen 
Dehnungen :

h" = [°i" (a2 -f- o3 )J

(a3 ' -j- Oj ')]

(ai + ö2 )j

1 1

ft ft< s2 — yc2(52)

^S3 ------- <j3

(51)

Ausserdem werden durch die P„ Schubspannungen t ' und Gleitungen 
y" hervorgerufen.

Bezeichnen wir nun mit (§m„) den Weg irgend einer Belastung Pm 
für den Fall, dass auf den Körper nur die Belastungen P„ wirken, und 
mit (5„m) den Weg irgend einer Belastung P„ in Folge ausschliesslicher 
Wirkung der Pm, und wenden wir die Gleichung (42) zuerst an

48 Einleitung.

Qb2J Qdb = 2
2

und hieraus folgt, dass das in No. 8 für das Fach werk bewiesene 
Clapeyron’ sehe Gesetz auch für den isotropen festen Körper gilt.

Aus der Gültigkeit des Clapeyron’schen Gesetzes folgt aber auch 
ohne weiteres diejenige des in No. 17 für den Fall t — 0 und L = 0 
abgeleiteten Maxwell’sehen Lehrsatzes.

20. — Um den Maxwell’schen Satz noch auf eine ähnliche Weise 
wie in No. 18 als besonderen Fall des allgemeineren Gesetzes von Betti 
herzuleiten, nehmen wir an, dass auf den Körper zuerst beliebige Be
lastungen Pm wirken. Den Körper denken wir durch drei einander 
rechtwinklig schneidende Flächen-Schaaren in unendlich kleine Theilchen 
zerlegt, in deren Seitenflächen nur Normalspannungen auftreten, welche 
dann Hauptspannungen heissen und mit c/, o2', a3 bezeichnet werden 
sollen. Die entsprechenden Dehnungen sind (wegen t — 0)

I S ^ 
| £ ^ 

| S



30. — Betrachtet man die statisch nicht bestimmbaren Grössen X 
(welche sich stets auf Kräfte zurückführen lassen) ebenso wie die P als 
unabhängige Veränderliche der Gleichungen (46), d. h. rechnet man 
die X vorübergehend zu den Belastungen, so dürfen die Werthe 
a, a", . . . z, z", ... als Differentialquotienten der G und z aufgefasst 
werden; denn es ist

dxxdaz z'x . . . u. s. w.zzr — —

Die Gleichungen (47) lassen sich dann auf die gemeinsame Form
c X' ex'dXex

bringen
da,I /

+ £Z(58) IJX --- ex

)drx
f- Y* dV,+ lu+ ÏX exexex
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auf den Belastungszustand (Pm) und den hiervon unabhängigen, 
den Belastungen Pn entsprechenden Verschiebungszustand,

sodann:
auf den Belastungszustand (Pn) und den hiervon unabhängigen, 
den Pm entsprechenden Verschiebungszustand, 

so erhalten wir, da die Stützen widerstände, der Voraussetzung gemäss, 
keine Arbeit verrichten, die Gleichungen:

2 POT (§„,„) — / (o1 s1 -j- g2 s2 -f- g3 s3 )dV

— Pn (<U«) = I (Gl S1 “~b £2 “h a3 £3 ) d Vf

bei deren Aufstellung zu beachten ist, dass den Gleitungen y" die 
Schubspannungen z = 0 gegenüberstehen und den Schubspannungen z" 
die Gleitungen y' = 0. (In der ersten Veröffentlichung dieses Beweises in 
des Verfassers Buch: ,,Die neueren Methoden der Festigkeitslehre u. s. w.“ 
Seite 176 wurden die g" irrthümlich als Hauptspannungen bezeichnet.) 

Mit Hilfe von (51) und (52) lässt sich nun leicht nachweisen, dass
£1 + C2 £2 “f" a3 £3 — ai £1 a2 S2 C3 £3

ist, und deshalb auch
2 (5„,„) — 2 P„ (§„,„).

Hieraus aber folgt, wie auf Seite 34, als besonderer Fall:

d. Die Castigliano’schen Sätze.

4Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.

P M k
Q
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wobei X irgend eine der statisch nicht bestimmbaren Grössen und Lx 
die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte für den Zustand X — —1 be
deutet. Führt man für die Dehnungen und Gleitungen die durch (43) 
und (44) gegebenen Werthe ein, so gelangt man zu dem übersicht
lichen Gesetze:

dA{
(54) Lx — 0 >ex

wo
A + I {?x + Gy H~ G*) s tdV(55) A =

und A gleich der wirklichen Formänderungsarbeit ist. (Siehe Glei
chung 50.)

Verrichten die Stützenwiderstände keine Arbeit (Lx = 0) und findet 
keiner Stelle des Körpers eine Aenderung der anfänglichen Tempe

ratur statt (* = 0), so geht (54) über in
an

dA 0(56) ex
und diese Gleichung sagt aus:

dass die statisch nicht bestimmbaren Grössen X die Form
änderung sarbeit A, welche als Funktion der zuerst unabhängig 
veränderlich gedachten Werthe X darzustellen ist, zu einem 
Minimum machen.

Dieses Gesetz der kleinsten Formänderungsarbeit ist zuerst von
Castigliano scharf bewiesen worden. 

Setzt man in Gleichung (41):
2 Qmhm — 2Pm5,„ -f- L,

wobei 2P„t8„, die virtuelle Arbeit der Belastungen P„, und L diejenige 
der Stützen widerstände bedeutet, und beachtet, dass Gleichung (41) 
auch für den Fall gilt, dass die 8, zx, s,„ tz, xx, xy, xz von den Kräften Q 
unabhängig sind, so findet man durch theilweise Differentiation jener 
Gleichung nach P,„, bei unveränderlich angenommener Formänderung:

8 c,, daz%<Sx0P
+ ®y-J- £x cPm ?p,„dP„,

^ T" dP,„ ) d VT.vcP.,,
und diese Beziehung lässt sich umformen in

dJt dL 
dPm ' dPm;

sie liefert, falls die Stützenwiderstände keine Arbeit leisten und t = 0

dP,„

S,„ =(57)
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ist, das ebenfalls von Castigliano bewiesene Gesetz:
dA

bm(58)
dPm

Dasselbe lässt sich auch wie folgt ableiten. Auf einen Körper mögen 
die Belastungen Pa, Pb, . . . . Pm, .... wirken; ihre Wege seien 
5„, ... bm, . . . (vergl. Seite 31). Im Falle L = 0 und t = 0 ist

= baaPa -f- bahPb —(— . . - —f— bamPm -j- . . .
^h = bba Pa -f- \b Pb • • • + 5bmPn + • • •

--- &maPa b,„bPb • • • -\-^mmPm~\~ • • •

Wächst Pm um dPm, während die übrigen Belastungen ungeändert 
bleiben, so nehmen ba, bb, . . . bm . . . zu um

= bamdPm] dbh = bbmcPm; ...dbm = bmm d Pm ; . . . 
und die Formänderungsarbeit A, welche ebenso gross ist wie die me
chanische Arbeit der äusseren Kräfte, wächst .um

dA = Padb„ -f- Pbdbb —j— ... —{— Pmdbm -}-...
Man erhält

d A —- (bamPa -j- bbmPb -j- . . . -f- bmmP„, -{-...) dP,,,, 
wofür man (nach dem Gesetze: bmn — bmn) auch schreiben darf:

dA
bfttaPa I bmb2b [ ... | bmm Pm ~j ... bm.

dPm
Da die Gleichung (41) hinsichtlich der äusseren und inneren Kräfte 

nur die Erfüllung der Gleichgewichtsbedingungen verlangt, so ist es 
erlaubt, bei Anwendung der Formeln (57) und (58) die statisch nicht 
bestimmbaren Grössen X als willkürliche Veränderliche aufzufassen. 
Differentiirt man also nach Pm, so darf man nicht nur alle übrigen 
Belastungen sondern auch sämmtliche X als unveränderlich ansehen.

Wendet man die Castigliano'sehen Sätze auf das Fachwerk an 
(welches ja nur ein besonderer Fall des eben untersuchten Körpers ist) 
so hat man zu setzen:

S2s
2s tSs.At — 2(59) 2 EF

4*
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ERSTE ABTHEILUNG.

Formänderung ebener Fach werke. — Untersuchung der ebenen, 
statisch unbestimmten Fàchwerke.





Verschieb ungspläne nach dem Verfahren von Williot.

31. — Ein statisch bestimmtes ebenes Fachwerk sei durch ge
gebene Lasten beansprucht und gegebenen Temperaturänderungen aus
gesetzt. Die in den Stäben hervorgerufenen Spannkräfte S, welche 
(nach Seite 6) von den Temperaturänderungen unabhängig sind, seien 
mit Hilfe der im ersten Bande unseres Buches entwickelten Verfahren 
gefunden, auch seien die Aenderungen As sämmtlicher Stablängen s 
mittels der Gleichung

Ss zts (vergl. S. 2)As EF

berechnet. Gesucht seien die Verschiebungen der Knotenpunkte. — 
So lautet die Aufgabe, deren geometrische Lösung das Ziel unserer 
nächsten Untersuchungen ist.

Die Knotenpunkte werden wir mit kleinen Buchstaben, welche die 
Stelle von Ordnungsziffern vertreten, bezeichnen, die Stäbe hingegen 
mit arabischen Ziffern. Die Längen der Stäbe 1,2,... seien = s1? s2, . . .; 
für ihre Aenderungen Asl5 As2, . . . mögen, um übersichtliche Figuren 
zu erhalten, die kürzeren Zeichen Al, A 2, . . . eingeführt werden.

Wir beginnen mit der Behandlung des einfachsten und wichtigsten, 
fast alle Anwendungen umfassenden Falles, nämlich mit der Unter? 
suchung eines Fachwerks, welches man in der Weise erzeugen kann, 
dass man zu einem Stabdreieck abc (Fig. 33) zwei neue Stäbe fügt,

I. Abschnitt.

Bestimmung der Formveränderungen ebener 
Fa chwerke; mit Anwendungen auf die Unter
suchung statisch unbestimmter und statisch 

bestimmter Träger.
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mit sich selbst in die Lage acx und den Stab 2 parallel mit sich 
selbst in die Lage b'c2. Hierauf ändere man die Längen der Stäbe 
in der vorgeschriebenen Weise. Wird z. B. der Stab 1 gedehnt, der 
Stab 2 verkürzt, so verlängere man a ct um cx c3 = A1 und bringe 
von b'c2 die Strecke c2c4 = A 2 in Abzug. Nun schlage man mit den 
neuen Stablängen a c3 und b'c4 als Halbmesser Kreisbögen, deren 
Mittelpunkte a und b' sind. Der Schnittpunkt c jener Bögen giebt 
die gesuchte neue Lage des Punktes c an. In dem hier vorausgesetzten 
Falle verschwindend kleiner Verschiebungen dürfen die Kreisbögen c3c 
und c4c durch die auf den Geraden a c3 und b'c4 errichteten Lothe 
ersetzt werden.

Erster Abschnitt. — § 1.58

die in einem neuen Knoten d miteinander verbunden sind, hierauf an 
zwei beliebige Knoten dieses Stabgebildes wieder zwei neue Stäbe mit

einem neuen Knoten e anschliesst, u. s. f. 
Die Bestimmung der durch gegebene Aende- 
rungen der Stablängen hervorgerufenen Ver
schiebungen der Knotenpunkte eines der
artigen Fachwerks stützt sich auf die Lösung 
der folgenden Aufgabe.

32. Erste Hauptaufgabe. Der Knoten
punkt c ist mit den Knoten a und b durch 
zwei Stäbe 1 und 2 verbunden, deren Längen 

sx und s2 sich um die gegebenen Strecken Al und A2 ändern, wäh
rend sich die Punkte a und b in die neuen Lagen a und b' bewegen. 
Gesucht ist die Verschiebung cd des Punktes c (der mit a und b nicht 
in derselben Geraden liegen darf). Fig. 34 a.

Um die neue Lage von c durch Zeichnung zu bestimmen, löse 
man bei c die Verbindung beider Stäbe, verschiebe den Stab 1 parallel

r/

rr,

Fig. 33.
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Es empfiehlt sich nun, die Verschiebung cć in einer besonderen 
Figur und in gehöriger Vergrösserung darzustellen. Von einem beliebig 
gewählten Punkte 0 aus (welcher der Ursprung oder der Pol genannt 
wird, Fig. 34 b) trage man die gegebenen Verschiebungen Oa = aa 
und Ob' — bl) der Punkte a und b nach Grösse, Richtung und Sinn 
auf. An die Polstrahlen O a und Ob' füge man in a und b' die den 
Stäben 1 und 2 parallelen Längenänderungen A1 und A 2 und errichte 
in den Endpunkten der letzteren Lothe, deren Schnittpunkt ć dann die 
verlangte Verschiebung des Punktes c bestimmt; dieselbe wird nach 
Grösse, Richtung und Sinn durch den Polstrahl Oc dargestellt.

Besonders zu achten ist auf den Sinn, in welchem die Längen
änderungen Al und A 2 anzutragen sind. Man merke Folgendes:

Ist der Knoten c mit a durch einen Stab 1 verbunden, welcher 
gedehnt wird, so verschiebt sich c gegen a im Sinne ac, und es 
muss desshalb A1 an a im Sinne ac gefügt werden.

Ist der Knoten c mit b durch einen Stab 2 verbunden, welcher 
verkürzt wird, so verschiebt sich c gegen b im Sinne cb, und 
es muss deshalb A 2 an b' im Sinne cb angetragen iverden.

Durch wiederholte Lösung der eben behandelten Aufgabe ist man 
im Stande, die Verschiebungen der Knotenpunkte einer gegliederten 
Scheibe von der in No. 31 beschriebenen Art für den Fall zu bestimmen, 
dass die Richtungslinie eines Stabes (der im allgemeinen einem der bei
den Dreiecke abc und abd, Fig. 33, angehören muss) ungeändert bleibt 
und die Verschiebung eines Punktes der Mittellinie dieses Stabes gleich

IC
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Fig. 35 b.Fig. 35 a.

Null .ist. Als Beispiel wählen wir das in der Figur 35a dargestellte 
Fachwerk und setzen voraus, dass der Punkt a und die Richtung des
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Stabes 1 festliegen. Die in der Figur mit dem Zeichen (-)-) versehenen 
Stäbe 3, 5, 6 mögen Dehnungen, alle übrigen aber Verkürzungen er
leiden.

Punkt 0 in Fig. 35b ist der beliebig angenommene Pol. Die 
Verschiebung von a ist gleich Null, mithin fällt der Punkt a mit 
0 zusammen. Die Verschiebung Ob' des Punktes b ist gleich der Ver
kürzung Al des Stabes 1. Der Knoten c wird mit a durch den Stab 2 
und mit b durch den Stab 3 verbunden, er nähert sich a um A 2 und 
entfernt sich von b um A3. Trägt man also an a im Sinne ca die 
Strecke A2 || 2 an und an b' im Sinne bc die Strecke A3 || 3 und 
errichtet auf diesen Strecken in ihren Endpunkten Lothe, so bestimmt 
deren Schnittpunkt die Verschiebung Oc des Punktes c. Der Knoten 
d ist mit a und c durch 4 bezieh. 5 verbunden, seine Verschiebung 
Od' erhält man, wenn man A4 || 4 an a im Sinne da anträgt, ferner 
A5 || 5 an c im Sinne cd, und auf A4 und A5 in deren Endpunkten 
Lothe errichtet, deren Schnittpunkt der Punkt d’ ist. Auf dieselbe 
Weise wird Punkt e bestimmt.

Die Figur 35 b, deren Polstrahlen Ob', Oc, . . . . nach Grösse, 
Richtung und Sinn die Verschiebungen der Knoten b, c, ... . dar
stellen, nennen wir den Verschiebungsplan des Fachwerks abcde oder 
auch — nach dem Erfinder des vorstehenden Verfahrens — einen 
Williofschen Verschiebungsplan.

33. Zusammensetzung der Verschiebungen in Folge von 
zwei getrennt betrachteten, verschwindend kleinen Bewegungen. 
— Bewegung einer starren Scheibe. Will man die Form Veränderung 
einer irgendwie gestützten, gegliederten Scheibe, die aber äusserlich 
statisch bestimmt sein möge, untersuchen, so nehme man zuerst die 
Richtung eines Stabes und einen Punkt der Achse dieses Stabes als 
festliegend an, zeichne den Verschiebungsplan auf die vorhin beschrie

bene Weise, und ertheile hierauf der Scheibe — die 
jetzt als starr anzusehen ist —- eine Bewegung, 
durch welche die wirklichen Auflagerbedingungen 
erfüllt werden. Den Weg, den irgend ein Kno
tenpunkt m in Folge dieser zweiten Bewegung 
zurücklegt, stelle man durch einen Polstrahl m" 0 
(Fig. 36) dar, der nach dem Pole hinzeigt, weil 
hierdurch die Zusammensetzung dieser Verschiebung 
mit der zuerst gefundenen elastischen Verschie
bung Om erleichtert wird. Denn es giebt nun 

die Strecke m"m nach Grösse, Richtung und Sinn den Weg des Kno
tens m für den Fall an, dass die beiden getrennt betrachteten Be
wegungen gleichzeitig erfolgen.
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Fig. 36.
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denn die Richtung der Verschiebung eines jeden Punktes einer starren 
Figur ist rechtwinklig zu der Geraden, welche diesen Punkt mit dem 
augenblicklichen Drehpunkte verbindet, und weiter ergiebt sich

= r<s.p: />s$ ...........;

weil sich die Verschiebungen der Punkte a, b, c, . . . zu einander ver
halten wie die entsprechenden Geschwindigkeiten und die letzteren wie 
die Entfernungen der Punkte vom Drehpol ^3.

Aus den Beziehungen (I) und (II) folgt aber:
1. Verbindet man die Punkte a", b", . . . des Verschiebungs

planes so durch gerade Linien, dass jedem Fachwerkstabe ik 
eine Gerade i"k" entspricht, so bilden diese Geraden eine Figur, 
welche der sich bewegenden starren Scheibe ähnlich ist.

2. Die Verbindungsgerade zweier beliebiger Punkte m, n der
Scheibe ist rechtwinklig zu der Verbindungsgeraden der ent
sprechenden Punkte m", n". (Es ist beispielsweise in Fig. 37: 
ab" a" e" \ ae.)

Hat man also mit Hilfe der Auflagerbedingungen zwei Punkte der 
Figur a'b'c" . . . bestimmt, so ist man im Stande diese Figur zu 
zeichnen.

a" 0 : b" 0 : c" 0:(II)
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Die Verschiebungen der Punkte einer starren Scheibe erhält man 
unmittelbar durch Anwendung des Satzes, dass sich jede verschwindend 
kleine Bewegung einer starren Figur auf eine Drehbewegung um einen 
festen Punkt ^ zurückführen lässt. Stellen nämlich die Polstrahlen 
a" 0, b" 0, c" 0, .. . (Fig. 37) nach Grösse, Richtung und Sinn die 
Verschiebungen der Knoten a, b, c, . . . dar, so muss sein

b"Oj_bc" 0 _]_ c . .(I)
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34. Fachwerkträger mit einem festen und einem beweg
lichen Auflagergelenk. Gesucht ist der Verschiebungsplan des in der

Fig. 38 a dargestellten Trägers, der bei 
a ein festes und bei g ein auf schräger 
Bahn geführtes Auflagergelenk besitzt. 
Die mit dem Zeichen (-|~) versehenen 
Stäbe mögen Verlängerungen erleiden.

Wird zuerst die Richtung des 
Stabes 1 als festliegend vorausge
setzt, so lassen sich die von den 
gegebenen Aenderungen der Stab
längen herrührenden elastischen Ver
schiebungen Ob', Oc, . . . Og der 
Knotenpunkte b, c, . . . g auf die in 
No. 32 beschriebene Weise bestimmen. 
Dieselben müssen noch mit denjenigen 
Verschiebungen b" 0, c" 0, . . . g" 0 
zusammengesetzt werden, welche die 
Knotenpunkte erfahren, wenn das 
starre Fachwerk so um a gedreht 
wird, dass sich für den auf einer 
festen Geraden geführten Punkt g 
eine Gesammtverschiebung g" g er- 
giebt, welche zu dieser Geraden pa
rallel ist. Die von den Punkten 
a", b", c", . . . g" gebildete, der 
Figur abcclefg ähnliche Figur 
a”b" c" d"e"f" g" ist demnach durch 
die Bedingungen bestimmt, dass a" 
mit a zusammenfallen muss, weil n 
ruht, und dass ferner a"g" | a g 
und g g parallel zur Bahn des Auf
lagergelenkes g sein muss. Die (in 

der Fig. nicht ausgezogenen) Strecken b" b', c"c,... g"g stellen nach Grösse, 
Richtung und Sinn die gesuchten Verschiebungen der Knotenpunkte b, 
e, ... g dar.
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Erster Abschnitt. — § 1.62

Es sei noch hervorgehoben, dass sich die vorstehenden Ergebnisse auch 
aus den in No. 32 entwickelten Gesetzen ableiten lassen. Werden beispielsweise 
die Aenderungen A5, A6, A7 der Seiten des Stabdreiecks cde in Fig. 35a gleich 
Null angenommen, so entspricht diesem Dreieck in der Fig. 35b ein ähnliches 
Dreieck c d’ e, dessen Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden Seiten des 
Dreiecks cde sind. Auch aus Fig. 34 folgt ohne weiteres, dass der Verbindungs- 
geraden zweier starr mit einander verbundener Punkte a und c (wegen Al = 0) 
im Verschiebungsplane eine zu ac rechtwinklige Gerade a c entspricht.
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Damit sind die Verschiebungen b"b', cc,... der Knotenpunkte 
b, c, . . . gegeben.
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Meistens ist es zweckmässig, zuerst einen Knotenpunkt in der Kalie 
der Trägermitte und einen von diesem Punkte ausgehenden Stab fest
zuhalten, weil sich nach dem in Fig. 38 befolgten Verfahren für die 
vom festen Auflager entfernter liegenden Knotenpunkte zuweilen sehr 
grosse elastische Verschiebungen ergeben. Als zweites Beispiel ist des
halb in Fig. 39 der Verschiebungsplan eines einfachen Fachwerkbalkens 
vorgeführt worden. Zuerst wurde der Knoten a und die Richtung des 
Stabes 1 festgehalten, und die Lage der Punkte b\ c, ... . h' ermittelt, 
wobei, der Deutlichkeit der Figur wegen, die Zeichen Al, A2, . . . durch 
die blossen Ziffern 1, 2, ... ersetzt worden sind. Hierauf wurde die 
der Figur hgadecbf ähnliche Figur h" g" a" d" e' c" b" f" mit Hilfe 
der Bedingungen bestimmt, dass

erstens h" mit h' zusammenfallen muss, weil die Verschiebung 
von h gleich Null ist,

zweitens é' e wagerecht sein muss, weil sich e auf einer Wage
rechten bewegt, 

drittens h" é' he sein muss.
i
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ersten Falle darf auf den Pfeilern nur ein festes Lager angeordnet 
werden; alle übrigen Lager müssen beweglich sein. Im zweiten Falle 
erhält jeder der gestützten Theile ein festes unc( ein bewegliches Auf
lagergelenk. (Vergl. Band I, Abschnitt X, § 42.)
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Projieirt man die Punkte Ji, g , a, d\ e in h0, g0, a0, d0, e0 
auf die Senkrechten durch die entsprechenden Knotenpunkte h, g, a, d, e 
und verbindet h0 und e0 durch eine Gerade, welche jene Senkrechten 
in g", a", d" schneiden mögen, so geben die Strecken g"' g0, a" a0, 
d!" d0 an, um wie viel sich die Knotenpunkte g, a, d in senkrechter 
Richtung verschieben. Man nennt diese Projektionen der Gesammt- 
verschiebungen auch Durchbiegungen und beispielsweise g"' g0 die senk
rechte Durchbiegung des Fachwerks an der Stelle g.

Das Polygon h0 g0 a0 d0 e0 heisst Biegungspolygon oder Biegungslinie 
der unteren Gurtung und die Gerade h0 e0 die Schlusslinie. Wird nur 
das Polygon h0 g0 a0 d0 e0 verlangt (was häufig der Fall ist), so braucht 
in dem hier vorliegenden wichtigen Falle eines Trägers mit wagerechter 
Auflagerbahn die Figur h"g"a"d”e'c'b"f" nicht gezeichnet zu werden.

35. Gerber’scher Fachwerkbalken. Es sind zwei Fälle zu 
unterscheiden. 1. Die Koppelträger cd und gh werden gelenkartig 
mit den gestützten Theilen verbunden. 2. Jeder Koppelträger wird 
(wie ein einfacher Balken) an dem einen Ende mit einem festen, an 
dem anderen mit einem beweglichen Auflagergelenke versehen. Im
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Ein Beispiel für die erste Anordnung zeigt die Figur 40. Die 
Koppelträger II und IV sind mit den gestützten Theilen I und III 
durch die Gelenke c, d, g verbunden. Das Auflagergelenk a ist fest, 
während sich die Auflagergelenke b, e, f, h auf wagerechten Bahnen 
bewegen können. Die Darstellung der durch gegebene Aenderungen 
der Stablängen bedingten Verschiebungen der Knotenpunkte erfolgt 
zweckmässig in vier getrennten Figuren, entsprechend den vier Schei
ben I, II, III, IV. Zuerst nehme man von jeder Scheibe einen be
liebigen Punkt und die Richtung eines durch diesen Punkt gehenden 
Stabes als festliegend an, bestimme die elastischen Verschiebungen der 
Knotenpunkte auf die in No. 32 angegebene Weise und ertheile hierauf 
den nunmehr als starre Gebilde anzusehenden Scheiben Bewegungen, 
durch welche die Auflagerbedingungen erfüllt werden und der Zusammen
hang der Scheiben in den Punkten c, d, g wieder hergestellt wird. 
Der erste Theil dieser Untersuchung 
einem Knoten m entsprechenden Punktes m — ist bereits durch mehrere 
Beispiele erläutert worden, und es sind deshalb in die Fig. 40 nur die 
wichtigsten dieser Punkte eingetragen worden, nämlich:

die Punkte c,

die Bestimmung des irgend

des Verschiebungsplanes für die Scheibe II,
» HI,d', f', 9 »

IV.9
Der Verschiebungsplan für die Scheibe I wurde überhaupt fort

gelassen, da dieses Trägerstück ein festes und ein bewegliches Auflager
gelenk besitzt, mithin ganz nach No 34 behandelt werden kann. Es 
bleibt jetzt nur noch zu erläutern, wie die den Figuren cid, defg, gkh 
ähnlichen Figuren c"i"d", d"e"f''g", g"k"h" zu bestimmen sind.

Der Punkt c" des Planes II ist durch die dem Plane I zu ent
nehmende Verschiebung c' ć des Gelenkes c gegeben ; von d" ist vor
läufig nur bekannt, dass c"d" _|_ cd sein muss. Im Plane III liegt e" 
auf der Wagerechten durch er, und f" auf der Wagerechten durch f', 
weil sich die Auflagergelenke e und f auf wagerechten Bahnen bewegen. 
Bedeuten ivt' und w2 die in senkrechter Richtung gemessenen Abstände 
der Punkte d" und e', beziehungsweise e" und f", ferner wx, w2 die 
in wagerechter Richtung gemessenen Entfernungen der entsprechenden 
Punkte d, e, f, so verhält sich

wx' : w2 = w1 : w2
, w1— w9 -— w2

damit auch die Lage der in Fig. 40 strichpunktirten Wagerechten, auf 
welcher der Punkt d" liegen muss. Diesen Punkt selbst aber findet 
man, indem man c d' aus dem Plane II in den Plan III überträgt

Müller-Breslau, Graphische Statik II. 1.

und mittels dieser Beziehung lässt sich w/ bestimmen und

5
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und c”d"__ __
Punkt e" ermittelt worden, so sind zwei Punkte der Figur d'e'f'g 
bekannt, und damit ist diese Figur vollständig bestimmt. — Nun über
trägt man d'd" aus III in den Plan II und zeichnet die Figur c"i"d", 
macht hierauf in IV die Strecke g g" gleich und parallel der ebenso 
bezeichneten Strecke des Planes III, zieht g"h" J_gh bis zur Wage
rechten durch ti und erhält auf diese Weise zwei Punkte der nunmehr 
bestimmten Figur g"k"h".

Ein Beispiel für die zweite Anordnung ist in der Fig. 41 darge-

cd zieht Ist noch mit Hilfe der Geraden d"e" J de der

stellt worden. Bei a und g wird der Träger durch feste, bei b und f 
durch bewegliche Auflagergelenke (letztere mit wagerechten Bahnen) 
unterstützt. Der Koppelträger II ist bei c durch ein Gelenk 
mit I verbunden und erhält bei d ein wagerechtes Gleitlager. Die
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Yerschiebungspläne für die Scheiben I und III werden nach No. 34 
gezeichnet. Von der Scheibe II nehme man zuerst wieder einen be
liebigen Punkt und die Richtung eines durch diesen Punkt gehenden 
Stabes als festliegend an, und ertheile hierauf dieser Scheibe eine Be
wegung, durch welche bei c der Zusammenhang der Scheiben I und II 
wieder hergestellt und der Bedingung genügt wird, dass die senk
rechten Projektionen der Verschiebungen der Punkte d und e gleich 
gross werden. Hiernach findet man die der Figur ckd ähnliche Figur 
c" k" d" auf die folgende Weise.
Grösse, Richtung und Sinn gleich dem durch den Verschiebungsplan 
für die Scheibe I gegebenen Wege des Knotens c und die Strecke e" d' 
gleich der aus dem Plane für die Scheibe III zu entnehmenden Ver
schiebung des Punktes e. Hierauf zieht man c"d" J_cd bis zur Wage
rechten durch e" und erhält in der Strecke d"d' nach Grösse, Rich
tung und Sinn die Verschiebung von d. Die Figur c" k"d" ist durch 
die beiden Punkte c" und d" vollständig bestimmt.

36. Bogenträger mit drei Gelenken. Die beiden gegliederten 
Scheiben I und II, welche bei a und b feste Auflagergelenke besitzen 
und bei c durch ein Gelenk miteinander verbunden sind, werden

Man macht die Strecke c"c nach
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zuerst getrennt untersucht, wobei von jeder Scheibe ein beliebiger Punkt 
und die Richtung eines durch diesen Punkt gehenden Stabes als fest
liegend angesehen werden.
Hierauf werden den als starr 
anzusehenden Scheiben Be-

(L C
1 Mwegungen ertheilt, welche 

die Auflagerbedingungen be
friedigen und den Zusam
menhang der Scheiben bei 
c wieder hersteilen. Fig. 42 
giebt nur die Lage der den 
Gelenken a, b, c entsprechen
den Punkte a, b', c der 
beiden Verschiebungspläne I 
und II an; die den übrigen 
Knoten m entsprechenden 
Punkte m wurden fortge- 

Zur Bestimmung

c

c"\
Jf.i

v\/ d" e

/ C& 

A

\
A (Ah

c r
Ć

lassen.
der den Figuren acd und
bce ähnlichen Figuren a"c"d" und b"c"e' stehen die folgenden Be
dingungen zur Verfügung:

Fig. 42.

1. Die Verschiebung a"a von a ist gleich Null; mithin muss 
a" mit a zusammenfallen.

2. Aus gleichem Grunde muss b" mit b' zusammenfallen.
3. Im Plane I muss sein: a"c" J_ac und im Plane II: 

b"c' | bc.
4. Die Pläne I und II müssen für die Verschiebung von c 

denselben Werth c" c liefern.
Man lege nun im Plane I durch a eine zu ac rechtwinklige Ge

rade, ziehe durch c zu ac eine Parallele, welche jene Gerade in k 
schneidet und bestimme auf diese Weise die Projektion kc der Ver
schiebung c"c auf die Richtung ac. Diese Projektion übertrage man 
in den Plan II, errichte hier in k auf ck ein Loth und bestimme 
dessen Schnittpunkt ć' mit der durch b" rechtwinklig zu bc gezogenen 
Geraden b"c". Jetzt ist die Figur b"c"e" gegeben, da zwei Punkte 
derselben bekannt sind. Ueberträgt man noch kc" aus dem Plane II 
in den Plan I, so kennt man auch zwei Punkte (a" und c") der Figur 
d'c'd", kann also auch diese Figur zeichnen. Auch lässt sich im 
Plane II die Projektion ic von c’c auf die Richtung bc finden und 
in den Plan I übertragen, worauf dann c" mittels c"i J_ ci bestimmt 
werden kann.

5*
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37. — Dem in No. 31 beschriebenen und als Fachwerk einfachster 
Art bezeichneten Stabgebilde lässt sich ein sehr wichtiges Scheibenge
bilde von ähnlicher Entstehungsweise an die Seite stellen. Man erhält 
dasselbe, indem man drei gegliederte Scheiben I, II, III durch drei 
Gelenke gx, g2, g3 zu einem Scheibendreieck vereinigt (Fig. 43), 
an dieses zwei weitere Scheiben IV und V, die in einem Gelenke g& 
aneinanderhängen, mittels zweier Gelenke gi und g5 anschliesst, in der
selben Weise zwei neue Scheiben VI und VII hinzufügt und so fort
fährt. Sind sämmtliche Scheiben Fachwerke von der in No. 31 ange
gebenen Art, so ist es möglich, den Yerschiebungsplan des Gebildes 
durch wiederholte Lösung der in No. 32 behandelten Aufgabe zunächst 
unter der Voraussetzung zu erhalten, dass nur die Richtung eines Stabes

Äße

& >9s
:v'\ /? \9i i

ft9, 7 :\-79s 9#: )9to^9,0
. ft9s ft

i a

9n9n
Fig. 44.Fig. 43.

(der im Allgemeinen dem Scheibendreiecke IIIIII angehören muss) und 
ein Punkt in der Achse dieses Stabes festliegen, und hierauf können dann 
mit Hilfe von No. 33 auch solche Fälle erledigt werden, in denen das Ge
bilde in anderer, aber ebenfalls statisch bestimmter Weise gestützt wird.

Soll z. B. das in Fig. 43 dargestellte Fachwerk untersucht werden, 
und gehört der Stab, dessen Richtungslinie zunächst festgehalten wird, 
der Scheibe 7 an, so denke man die übrigen Scheiben auf die in der 
Fig. 44 angegebene Weise durch Stäbe ersetzt und schreibe diesen 
Stäben Längenänderungen zu, -welche mit den wirklichen gegenseitigen 
Verschiebungen ihrer Endpunkte übereinstimmen, so dass z. B. die 
Längenänderung des gedachten Stabes g2g3 gleich der gegenseitigen 
Verschiebung des der Scheibe II angehörenden Punktepaares g2, g3 ist. 
Es liegt jetzt ein Fachwerk von der in No. 31 beschriebenen Art vor;, 
man ist im Stande, der Reihe nach die Verschiebungen der Gelenke 
93, 9b, 9e, 9t, 9s, 99, 9xq, 9x\, 9x2 anzugeben, und hierauf mit Hilfe 
von No. 33 die wirklichen Auflagerbedingungen zu befriedigen. Um
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den zweiten Theil dieser Aufgabe lösen zu können, müssen die Stütz
punkte in passender Weise mit den Gelenken durch Stäbe verbunden 
gedacht werden. Besitzt z. B. das Scheibengebilde zwei Auflagergelenke 
a und b (von denen das eine fest, das andere beweglich sein muss), so 
sind noch die Stäbe ag11, ag12, bgl0> bg12 hinzuzufügen.

Der auf dem angegebenen Wege erhaltene Verschiebungsplan soll 
kurz der Plan I heissen; er enthält die den wirklichen Auflagerbe
dingungen entsprechenden Verschiebungen m"m sämmtlicher Knoten
punkte in der Scheibe I, die Verschiebungen g''g sämmtlicher Mittel
gelenke g und die Verschiebung des beweglichen Auflagergelenks.

Um nun die zur Anfertigung des Planes / erforderlichen Längen
änderungen der gedachten Stäbe zu erhalten, muss im Allgemeinen für 
jede einzelne Scheibe ein besonderer Vei’schiebungsplan unter der Vor
aussetzung gezeichnet werden, dass die Richtung eines Stabes der frag
lichen Scheibe und ein Punkt in der Achse dieses Stabes festliegen. 
Fig. 45 stellt einen Theil de3 auf diese Weise für die Scheibe III er
haltenen Planes (kurz Plan III genannt) vor; er dient zur Bestimmung 
der Aenderungen A(gtga), A(g3glx), A(gxxgx) der Entfernungen gxg3Y 
g^giii 9i\9i• Behufs Ermittelung vonA(^,g3), projicire man die Polstrahlen 
Og^ und Og3 in 0 gx und 0 g3 auf eine zur gxg3 parallele Gerade 1—3. 
Es stellt dann Og1 die Verschiebung von gx in der Richtung g3gx dar, 
ferner Og3 die Verschie
bung von g3 in derselben 
Richtung und es giebt 
mithin die Strecke

9i9z = A {gxg3) 
die gegenseitige Verschie
bung des Punktepaares 
gx, g3 an; sie hat densel
ben Sinn wie die Strecke 
gx g3 und bedeutet des
halb eine Verlängerung 
d es gedachten Stabes gx g3.
Auf dieselbe Weise wird

*\

fr £9,9s
\~<ä'TL

\
/*99:, \ /\J o" fr\

\I

\ / 
S9J9,q. " ff v

m"ffn)
y

\ ł
9nder Werth A (g3gxl) durch 

Projiciren der Punkte g3 
und gxx

1 j /

9jauf die zur 
g3 gx x parallele Gerade 
3 —11 gefunden und A (gx gxl) mittels der Projektionen von gx und 
gii auf die Gerade 1 
ein positiver Werth, für A(g3glx) hingegen ein negativer, so dass dem 
gedachten Stabe g3gX\ eine Verkürzung zuzuschreiben ist.

Fig. 45.

Für A^g^) ergab sich in der Fig. 4511.
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1600 16
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122 —0,06 
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245 —0,14
245 + 0,22
122 —0,06

10 — 1500
11 + 1500
12 —3000
13 + 1500
14 — 1500

5' i + 6970 13 245
6' + 6170 13 245

8' + 2820 12 245
9' j + 3620 12 215

+ 0,73 
+ 0,65

+ 0,32 
+ 0,41

+ 8970 
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+ 4110 
+ 4210 
+ 5710

— 9530
— 8730
— 7940
— 7140

— 0,26
— 0,23
— 0,21
— 0,19

— 0,27
— 0,24
— 0,22 
— 0,20

— 9910 44
— 9110 44
— 8320 44
— 7520 44

kilogr. | qcm.

*) Bei Berechnung von Formveränderungen empfiehlt es sich im Allgemeinen, 
E nicht zu hoch anzunehmen, um den schwierig zu berechnenden Einfluss der Ver- 
schwächung durch Niete und das Nachgeben der Verbindungen zu berücksichtigen.

kilogr. qcm. cm. mm. cm. mm.
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Der in Fig. 45 für die Scheibe III gezeichnete Einzelplan lässt 
sich mit Vortheil verwerthen, um nach Vollendung des Planes I die 
wirklichen Verschiebungen r"r sämmtlicher Knoten r dieser Scheibe 
darzustellen. Zu diesem Zwecke übertrage man die im Plane I für 
die Gelenke gx, g3, g11 gefundenen wirklichen Verschiebungen g1 g1 , 
g3" g3', 9n"9n' den ^an 777 und zeichne hierauf die der Scheibe III 
ähnliche Figur gx"g3"r"g11"’, welche bereits durch zwei der Punkte 

", gxx" bestimmt wird, so dass man die Schärfe der Zeichnungff

9i . 9s
leicht prüfen kann. Hat man nämlich g^'g/, g$’g% , 9n 9u aus 
Plan I in Plan III übertragen, so muss bei sorgfältiger Zeichnung sein:
9i"ffs" 1.9i9s, 9s"9u” A_9s9w und 9ii"9i" _L9ii 9i■

Zahlenbeispiel. Zur Erläuterung untersuchen wir den auf Tafel 1 im: 
Maassstahe 1 : 100 aufgetragenen Dachbinder, und zwar zunächst mit Hilfe 
des allgemeinen Verfahrens. Auf die im vorliegenden und in vielen anderen 
Fällen möglichen Vereinfachungen werden wir an geeigneter Stelle hinweisen.

Die von dem Eigengewichte des Dachstuhls und dem Schnee herrührende 
senkrechte Belastung jedes der mittleren Knotenpunkte betrage 1125+ jedes 
Endknotens: 1125L Der auf jedes Feld der linken Dachhälfte wirkende 
Winddruck sei = 700 b Die mit Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes (der 
hier nicht wiedergegeben worden ist) erhaltenen Spannkräfte V, sowie die 
Stablängen s. Querschnitte F (ohne Abzug für Nietlöcher) und Längenände-

Ss sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt worden. Tem-rungen A s =
peraturänderungen blieben unberücksichtigt. Die Elasticitätsziffer wurde (für 
Schweisseisen) : E— 1800 000 k f. d. qcm angenommen.*) Zur besseren TJebersicht
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wurden die As (in Millimetern) auch in das Trägernetz auf Tafel 1 einge
schrieben.

Der zu untersuchende Träger besteht aus den beiden gegliederten Scheiben 
a eh und iqh, welche kurz mit Jund II bezeichnet werden sollen und die mittels 
des Gelenkes h und des Stahes ai mit einander verbunden sind.

Zuerst wurde in Fig. 47 der Verschiebungsplan für die Scheibe I unter 
der Voraussetzung aufgetragen, dass der Knoten a und die Richtung des Stahes 
ab festliegen. Sämmtliche Verschiebungen wurden in zwanzigfacher Vergrösse- 
rung gezeichnet. 0 ist der beliebig angenommene Pol. a' fällt mit 0 zusammen. 
Die Verschiebung Ob' des Punktes b ist gleich der Längenänderung A 12 des 
Stabes 12. Die Punkte c\ d\ é ferner f\ g\ h' wurden nach dem in No. 32 
beschriebenen Verfahren bestimmt. Hierauf wurde der (roth ausgezogene) Ver
schiebungsplan II für die Scheibe II in Angriff genommen, vorerst für den 
Fall, dass Punkt i und die Richtung des Stabes ik festgehalten werden. Nach 
Ermittelung der Punkte k\ l\ m', q und n', p\ K konnte die Aenderung A (hi) 
der Entfernung hi als Projektion der Strecke h'i’ auf eine zu hi parallele Ge
rade angegeben werden und ebenso die Aenderungen A(iq) und A(hq) der Ab
stände iq und hq. [Im vorliegenden Falle wäre allerdings hierzu die Aufzeich
nung des Planes II nicht nöthig gewesen, denn es ist offenbar A (7m) gleich der 
Summe der Längenänderungen der Stäbe 9' und 8', d. h. A (7m) = -j- 0,41 -j- 0,32 
= -1-0,73“”* und ebenso findet man ohne weiteres: A (Ti ç) = A 4'+ A3'-j-A2' 
-f Al'= — 0,19 — 0,21 - 0,23 —0,26 = —0,89”*“ und A(iq) = A6' + A5' = 
+ 0,65 + 0,73 = -f 1,38”*”*].

Jetzt war es möglich, den Plan I zu vollenden. Mit Hilfe von A (hi) und 
A 7 wurde die Lage von i\ ferner mittels A (h q) und A (iq) die Lage von q’ ge
funden und hierauf den Auflagerbedingungen genügt. Da e festliegt und q auf 
einer Wagerecüten geführt wird, so fällt e" mit e’ zusammen, während q" der 
Schnittpunkt der rechtwinklig zu eq gezogenen Geraden e"q’ mit der Wage
rechten durch q ist. Durch die Punkte e" und q" ist die dem gegebenen Fach
werke ähnliche Figur e"d"b"g"h”f"d'i"q' vollständig bestimmt, und damit sind 
auch die Verschiebungen sämmtlicher Knoten der Scheibe I sowie diejenigen der 
Punkte i und q gegeben.

Behufs Darstellung der Verschiebungen der Knotenpunkte der Scheibe II 
wurden die Verschiebungen q q und h"h’ aus Plan Jin II übertragen und auf 
diese Weise zwei Punkte der Figur q"m" k"p"h"n i"l" gefunden. Bei sorg
fältiger Zeichnung muss q"h" J_qh sein, ferner muss die Verschiebung i"i 
mit der bereits im Plane / erhaltenen Verschiebung i"Ï nach Grösse und 
Richtung übereinstimmen. [Wegen der geraden Gurtung hk hätte man auch 
im Plane I einen Punkt k‘ mit Hilfe von A12' und A(hk) = — 0,19 — 0,21 
= — 0,40”*”* ermitteln können, hierauf n mittels A13' und A8', p mittels 
A3' und A14' sodann V und m’. Plan II kann also bei Untersuchung des 
vorliegenden Trägers entbehrt werden; er ist aber nöthig, sobald h, p. &, m. q 
oder Ti, w, i oder /, 7, q nicht in einer Geraden liegen.

Vergleichende Messungen zeigen, dass im vorliegenden Falle von allen 
Knoten des Trägers der Punkt g die grösste Verschiebung erfährt. Man findet 
g"g = 7,6”*”*. Die wagerechte Verschiebung des Punktes q ist: qq = 6,5”*”*.

Die Figuren 49 bis 52 zeigen weitere Arten von Fachwerken, 
deren Verschiebungspläne auf dem im vorstehenden Beispiele angegebenen 
Wege erhalten werden können.
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Der einfache Fachwerkbalken in Fig. 49 besteht aus den beiden 
Scheiben abc und bde (deren Ränder durch Schraffirung hervorgehoben

TT~t\ 10‘
1Ii aaMmżmm% m

Fig. 49.

wurden) und dem Stabe ce. Die sich schneidenden Diagonalen und 
Vertikalen sind an den Kreuzungsstellen nicht miteinander verbunden.

Fig. 50 stellt einen versteiften Gelenkbogen (vergl. Band I, Ab
schnitt XII) dar, welcher in die Scheiben I und II und den Stab ce

e

r b §_
xAAä-A'

JT
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Fig. 50.

Fig. 51.

zerlegt werden kann, Fig. 51 einen Fach werkbogen mit drei Gelenken, 
dessen Kämpfer durch eine Stange verbunden sind.

Soll die Form Veränderung des in Fig. 52 abgebildeten Trägers

A

fb

<rv

ec
a.

Fig. 52.

untersucht werden, so nehme man zunächst den Punkt c und die Rich
tung des Stabes ce als festliegend an, ermittele e', sodann:
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d' mit Hilfe von A (dc) und A (de) 
b' „ „ „ A (6 c)
n j) >>

„ A(6d) = A5 -}- A6 + A7 + A8
,, A (d c) ,, A (a 6) — A1 —J— A 2 —j— A 3 -J— A 4,

und ebenso bestimme man f und g. Nun befriedige man die Auf
lagerbedingungen, übertrage die hierbei gefundenen Verschiebungen 
b"b', d"d', ff, g"g der Punkte b, d, f, g in die nach No. 32 für 
die einzelnen Scheiben angefertigten Pläne und zeichne in diese letzteren 
schliesslich die den Scheiben ab, bd, df, fg ähnlichen Figuren a"b", 
o d , d j i T 9 ein.

38. Fachwerkträger verschiedener Art. Liegt ein Fachwerk 
vor, von anderer als in den vorstehenden Untersuchungen beschriebener 
Art, so verwandele man dasselbe 
Stützung
wiederholte Lösung der in No. 32 vorgeführten Hauptaufgabe erhalten 
werden kann, nachdem man vorher nötigenfalls für einzelne Theile 
(Scheiben) besondere Pläne zur Bestimmung der gegenseitigen Ver
schiebungen derjenigen Gelenke gezeichnet hat, in denen diese Theile 
aneinander hängen. Hierauf beseitige man die neu hinzugefügten Stützen, 
und schreibe den starr zu denkenden Gliedern des nunmehr beweglichen 
Fachwerks Verschiebungen und Drehungen zu, durch welche die wirk
lichen Auflagerbedingungen erfüllt werden. Die folgenden Beispiele 
werden genügen, dieses Verfahren zu ei’läutern.

1. Beispiel. Das in Fig. 53 dargestellte Fach werk besteht aus 
zwei gegliederten Scheiben I und II, die im Gelenke c aneinander 
hängen und durch die Stäbe 4 und 7 mit dem Kopfe e der Pendel
säule 5 verbunden sind. Bei a ist ein festes, bei g ein auf wagerechter 
Bahn bewegliches Auflagergelenk angeordnet. Will man die Verschie
bungen der Knotenpunkte dieses Fachwerks ermitteln, so bestimme man 
zunächst mit Hilfe von Einzelplänen (I) und (II), die nach No. 32 für 
die Scheiben I und II aufgetragen werden, die Aenderungen Al, A2, 
A 8, A 9 der kurz mit 1, 2, 8, 9 bezeichneten Strecken ab, ac, dg, cg. 
Hierauf nehme man an, der Knoten g sei frei, setze dafür aber b in 
der Richtung ab geführt voraus und zeichne den Plan Fig. 53 A.

0 ist der beliebig angenommene Pol. d und f fallen mit 0 zu- 
da a und f feste Punkte sind. Die Wagerechte Ob' = Al

am besten durch Aenderung der 
zunächst in ein solches, dessen Verschiebungsplan durch

sammen
giebt die Verschiebung von b an. Mittels A2 und A3 wird nach No. 32 
der Punkte' bestimmt, hierauf der Reihe nach: e mittels A4 und A 5, 
d' mittels A6 und A 7, g' mittels A 8 und A 9*).

*) Anstatt Scheibe I in b zu führen, kann man auch die Richtung des 
Stabes ah festlegen. Der Plan (I) wird dann überflüssig, da man die Knoten
punkte der Scheibe I schrittweise durch je zwei Stäbe an den Stab ah an-
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Jetzt verwandele man das Fach werk durch Beseitigung der Füh
rung des Punktes b in eine zwangläufige kinematische Kette, drehe die
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Fig. 53.

Scheibe J so um das Auflagergelenk a, dass der Punkt <7 eine (im 
Plane A durch einen Strahl g" 0 darzustellende) Verschiebung erfährt, 
die, mit der vorhin gefundenen Og zusammengesetzt, eine wagerechte 
Gesammtverschiebung g"g ergiebt, und bestimme schliesslich auch die 
von den Knotenpunkten d, c, e, b bei dieser Bewegung beschriebenen 
Wege: d"O, ć' O, e 0, b" 0.

Zu einer einfachen Lösung dieser Aufgabe führen die im ersten 
Bande (Abschnitt Xfv) mitgetheilten Untersuchungen kinematischer Ketten. 
Die dort für die Geschwindigkeiten der Punkte solcher Ketten abge
leiteten Gesetze gelten auch für die Verschiebungen dieser Punkte, so
bald nur vorausgesetzt wird, dass alle diese Verschiebungen in dem
selben Zeittheilchen erfolgen und sich mithin zu einander verhalten, 
wie die entsprechenden Geschwindigkeiten.

Stellt man also die vorläufig willkürlich anzunehmende Grösse 
der Verschiebung des Punktes b durch eine Strecke bb0 dar, welche, 
von b aus, auf dem nach dem augenblicklichen Drehpunkte (Drehpole) a

schliessen kann. Plan (II) ist auch bei der oben angenommenen Stützungsart 
entbehrlich, doch möge wiederholt werden, dass die Anfertigung von Einzel
plänen für die verschiedenen Scheiben den Vorzug der grösseren Uebersichtlich- 
keit besitzt.
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gezogenen Strahle ba abgetragen wird, und zieht man b0ca \\bc bis zum 
Polstrahle ca, so giebt cc0 die Grösse der Verschiebung von c an. 
Macht man weiter b0e0 [| be, so erhält man in der Strecke ee0 die Grösse 
der Verschiebung des Punktes e, der um f sich drehenden Pendelsäule, 
und hierauf kann man mittels c0d0 || cd und e0d0 || ed die Verschie
bung dd0 von d, sodann mittels c0g0 || cg und d0g0 || dg die Verschie
bung gg0 von g bestimmen. Die Richtungen der Verschiebungen der 
Punkte b, c, e, d, g sind rechtwinklig zu den entsprechenden Strecken 
bb0, cc0, ee0, dd0, gg0 (welche letztere deshalb „um 900 gedrehte Ver
schiebungen“ genannt werden sollen) und damit sind die Richtungen 
der Strahlen bestimmt, die im Plane A die Punkte g", d", c" . . . . 
mit dem Pole 0 verbinden. Es ist g" O J_ gg0, d" 0 _J_ dd0, c" O I ccn 
u. s. w. Die Länge des Strahles g"0 folgt aus der Bedingung, dass 
g" auf der Wagerechten durch g liegen muss, und hierauf ist d" ge
geben durch g'd" | gd, c" durch: c" d” \_cd oder g”c' J_ gc, ferner 
b" durch: c"b" 1 cb, sodann, e" durch b"e" be oder d" e" 

Wir theilen noch drei andere Verfahren mit, die Punkte d", é'\ 
bl', ć' zu ermitteln:

1. Man zeichne einen Linienzug g1 dx ex b1 cx, dessen Seiten den 
entsprechenden Seiten des Zuges g0d0e0b0cQ parallel sind (so dass also 
gld1 || gd, d1e1 || de, . . . .) und dessen Ecken auf den Geraden gg0, 
dd0, ee0, .... liegen. Macht man hierbei gg1 — g"0, so ist auch 
d"0 = ddi, e"0 = ee1, u. s. w.

2. Man bestimme die Pole, um welche sich die einzelnen Glieder 
der bewegten zwangläufigen Kette gegen das ruhende, kurz mit w be
zeichnte Widerlager, dem die festen Punkte a und f angehören, drehen. 
Der Pol (I • w) der Scheibe 1 fällt mit a zusammen, der Pol (I• II) 
von I gegen II mit dem Gelenke c. Die Glieder I, 4, 5 der Kette 
bilden mit dem Widerlager zusammen ein Gelenkviereck, und es liegt 
daher der Pol (4 • ul) von 4 gegen w im Schnittpunkte der Geraden 
ab und fe. Ebenso folgt, dass der Pol (4-77) von 4 gegen II der 
Schnittpunkt der Geraden cb und de ist, und nun lässt sich der Pol 
(II • w) von II gegen w mittels der Bedingungen finden, dass die drei 
Punkte (I - iv), (I ■ II) und (II • w) in einer Geraden liegen müssen, 
desgleichen die Punkte (4 • II), (4 • w), (II • iv). Durch den Pol (II • w) 
sind die Richtungen gg0 und dd0 gegeben, und man ist jetzt im Stande, 
die Punkte g", d", c", b", é' auf die zuerst beschriebene Art zu be
stimmen.

de.

3. Man nehme die Verschiebung des Punktes b der um a sich 
drehenden Scheibe 7 zunächst beliebig gross an und stelle sie in einem 
besonderen Plane (Fig. 53 B) durch einen zur Geraden ba rechtwinkligen 
Polstrahl b"'0 dar, wobei es gleichgiltig ist, ob b'" unterhalb oder



oberhalb des Pôles 0 liegend gewählt wird. Hierauf bestimme man 
die gleichzeitig von den Punkten c, e, d, g beschriebenen Wege, indem 
man die Reihe zieht:

i t/t rttund a c 
„ f'"e''Jfe,*)

t/t Tr//„ ed 
c g ±_ cg „ dg dg-

Die Strahlen, welche die Punkte b'", c", e", d'", g" mit dem 
Pole 0 verbinden, stellen nach Grösse und Richtung die Verschiebungen 
der Punkte b, c, e, d, g dar. Nun ermittele man im Plane (Ä) mit 
Hilfe von g"0 [| g"0 diejenige Verschiebung, welche g erfahren muss, 
damit die Auflagerbedingung bei g erfüllt wird, und hierauf die zuge
hörigen Verschiebungen c" 0, d" 0, . . . indem man eine Figur g' ć' d" . . . 
zeichnet, deren Seiten parallel sind den entsprechenden Seiten der Figur 
ged ....

Die Figur (B) ist offenbar nichts weiter als der TFÏWiofsche Ver
schiebungsplan derjenigen kinematischen Kette, in welche das zu unter-

. i/t m
0 C ac,
b"'e" J_ « 
c"d'" | cd ed,

suchende Fachwerk durch Beseitigung des beweglichen Auflagers g 
übergeht**).

Ueberträgt man schliesslich die auf einem der beschriebenen Wege 
gefundenen Verschiebungen b"b', c"d", d"d', g"g aus dem Plane (A) 
in die für die Scheiben (/) und (II) angefertigten Einzelpläne, und 
zeichnet in (7) die der Scheibe abc ähnliche Figur a"b"c" (deren 
Punkt a' mit dem Punkte a dieses Planes zusammenfällt) sodann in 
(77) die der Scheibe edg ähnliche Figur c"d"g", so ist man im Stande, 
die Verschiebungen mm sämmtlicher Knoten m der Scheiben 7 und 77 
anzugeben.

Auf ähnliche Weise wie das eben untersuchte Fachwerk kann auch 
das in Fig. 54 dargestellte behandelt werden. Es ist zweckmässig, zu
nächst den Punkt a und die Richtung von ab festliegend anzunehmen 
und sich die Führung des Gelenkes m beseitigt zu denken. Hierauf 
drehe man die Scheibe 7 so um a, dass der Punkt m eine wagerechte 
Gesammtverschiebung m"m erfährt. Die Pole, um welche sich die 
Scheiben 77 und III in Folge dieser zweiten Bewegung drehen, sind 
in der Fig. 54 angegeben worden***). An ihrer Stelle können auch die

*) f" fällt mit a" zusammen.
**) Dass es sich bei Aufzeichnung der Figur (B) in der That nur um die 

wiederholte Lösung der in No. 32 vorgefühi'ten Hauptaufgabe handelt, lehrt ein 
Blick auf Fig. 34. Ist Al— 0undA2 = 0, so entsprechen den Geraden ac und 
cb in Fig. 34 a die zu ihnen rechtwinkligen Geraden d c und c b' des Verschie
bungsplanes Fig. 34b. Vergl. auch den Anfang von Seite 62.

***) Das Zeichen oo (4 • II) beutet an, dass der Pol (4 • II) mit dem unendlich 
fernen Schnittpunkte der Stäbe 3 und 7 zusammenfällt.
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90° gedrehten Verschiebungen oder ein Williot’scher Plan benutzt 
werden, und es wird dem Leser empfohlen, zur Uebung die betreffenden 
Figuren selbst zu entwerfen*).

um

flfmj---------------
h_____(DCmJC-

\M
X

■V
T/ '// eCLtLrnJ m

m
/

Fig. 54.

2. Beispiel, Fig. 55 zeigt einen statisch bestimmten Bogen
träger mit drei Oeflfnungen. Derselbe besteht aus vier gegliederten 
Scheiben, die in den Gelenken c, g, i aneinander hängen. Die Scheiben 
/ und II sind durch zwei Stäbe mit dem Kopfe der Pendelsäule ef 
verbunden, in gleicher Weise III und IV mit der Säule Im. Bei a 
und n sind feste Auflagergelenke angeordnet.

Wird der Verschiebungsplan dieses Trägers verlangt, so setze man 
zunächst voraus, es sei bei g die Verbindung der Scheiben II und III

Ur.mj
•—~CY'- iK9\n m

/k hK.............. ¥xiOl l(LJI >4 I1 s (B)I
I »r
I %4*Q P

V
V

Fig. 55.

gelöst, nehme dafür aber den Punkt b in der Richtung ab geführt an 
und den Punkt k in der Richtung nk. Für diese Stützungsart ermittele

*) Bei Polbestimmungen müssen häufig Gerade durch die Schnittpunkte 
von ausserhalb des Zeichenblattes sich treffenden Linien gelegt werden, was zwar 
keinerlei Schwierigkeiten bietet, immerhin aber umständlich genug ist, tun dann 
die Bevorzugung anderer Verfahren zu veranlassen.
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man (genau wie im Beispiel 1) die Verschiebungen der Punkte b, c, 
e, d, g der linken Trägerhälfte und der Punkte k, i, l, h, g der rechten 
Hälfte — am besten in zwei besonderen Figuren (L) und (R); deren 
Pole Oi und Or seien. Hierauf drehe man die Scheiben I und IV so 
um die Gelenke a bezieh, n, dass der Zusammenhang der Scheiben II 
und III in g wieder hergestellt wird.

Der erste Theil dieser Untersuchung möge für den Punkt g der 
linken Trägerhälfte die Verschiebung 0{g' (Plan L) ergeben haben und 
für den Punkt g der rechten Hälfte die Verschiebung Org (Plan B). 
In Folge der zweiten Bewegung dreht sich die Scheibe II um den 
Pol (II • u>), dessen Lage in der auf Seite 74 beschriebenen Weise ge
funden wird, und es muss deshalb der Strahl g'Ol rechtwinklig zu der 
durch die Punkte (II- tv) und g bestimmten Geraden sein. Im Plane 
R hingegen ist g" 0,. rechtwinklig zur Geraden <7 — (III -w). Da nun 
beide Pläne Verschiebungen g"g liefern müssen, die nach Grösse, Sich
tung und Sinn übereinstimmen, so lässt sich die Lage der Punkte g" 
in folgender Weise ermitteln.

Man mache in (L) die Strecke g's gleich und parallel dem Strahle 
g Or des Planes (R) und lege durch den Punkt s, rechtwinklig zu 
g — (III • w) eine Gerade. Dieselbe schneidet die gegebene Sichtung 
des Strahles g" Oz in g". Hierauf mache man in (R) die Strecke 0,.g" 
gleich der Strecke sg" in (L).

Jetzt ist man im Stande, genau wie bei Aufgabe 1 die der Ver
schiebung g" Oi entsprechenden Wege d" Ou c"Oly . . . . der Punkte 
d, c, . . . zu bestimmen, desgleichen die Verschiebungen h” 0,., i" Or, . . . 
der Punkte h, i, . . . .

3. Beispiel. Es soll der Verschiebungsplan einer durch einen 
Balken mit Mittelgelenk versteiften Kette gezeichnet werden. Fig. 56. 
Bei b ist ein festes, bei p ein auf einer Wagerechten geführtes Auflager- 
gelenk angeordnet. Die ebenfalls auf wagerechten Bahnen beweglichen 
Gelenke a und x der Tragkette aox sind durch Sückhaltketten, deren 
Längen sich um die gegebenen Strecken A" und à" vergrössern, mit 
festen Punkten der Widerlager verbunden.

Von dem beliebig angenommenen Pole 0 aus (Plan A) wird A' 
aufgetragen, und im Endpunkte dieser der linken Rückhaltkette paral
lelen Strecke ein Loth errichtet, welches die Wagerechte durch 0 in a 
schneidet. Oa stellt die Verschiebung von 
Verlängerung Al des Kettengliedes 1 angetragen und in dem auf Al 
im Endpunkte errichteten Lothe der Ort des Punktes c gefunden.

Es empfiehlt sich nun, den Punkt c zunächst beliebig anzunehmen 
und gewissermassen vorauszusetzen, es werde der Punkt c in der durch 
den Strahl Oc angegebenen Richtung geführt; dafür aber denke man

dar. An a wird die
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die wagerechte Führung des Punktes x beseitigt. Denn durch die 
Annahme eines bestimmten c sind die Verschiebungen sämmtlicher
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Fig. 56.

Knoten des Fachwerks gegeben, da man schrittweise finden kann: 
Punkt d' mittels A(bd) und A2,

A (be) „ A (de),
„ /•' „ A W) „ A(ef),

M<ty) „ A (fg),

e JJJJ

9JJ J J

h' A4 A3,JJ JJ J J

u. s. f. die Punkte i', k', l', m, n, o, hierauf:
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Punkt p auf der Wagerechten durch 0 mittels A np,
,, q mittels A(nq) und A(pq)*)

A (nr) ,, A(ç r)
A9 ,, A10 u. s. w. bis Punkt w.

Schliesslich erhält man den Punkt x, indem man in 0 und w die 
Strecken A/r (parallel zur rechten Rückhaltkette) und A15 anträgt und 
in den Endpunkten dieser Strecken Lothe errichtet.

Jetzt wird die vorübergehend angenommene Führung des Punktes c 
wieder beseitigt, und hierdurch das Fach werk in eine zwangläufige 
kinematische Kette verwandelt, der eine Bewegung zu ertheilen ist, 
durch welche der Punkt x eine Verschiebung x" 0 erfährt, die mit 
Ox zusammengesetzt eine wagerechte Gesammtverschiebung x"x er- 
giebt. Die Pole, um welche sich die einzelnen Glieder des Fachwerks 
bei dieser zweiten Bewegung drehen, werden wie folgt ermittelt.

Der Pol (7 • w) der Scheibe 7 gegen das Widerlager fällt mit b 
zusammen, der Pol (7 • TZ) mit n, während (II • w) durch den Schnitt
punkt der Geraden (I • w) — (I • II) mit der Senkrechten durch p be
stimmt ist, weil sich p auf einer Wagerechten bewegt.

Die Stäbe 5, 4, 6 bilden mit der Scheibe I ein Gelenkviereck, 
und es ist deshalb der unendlich ferne Schnittpunkt von 4 und 6 der 
Pol von 5 gegen 7; derselbe liegt in der Senkrechten durch b, denn 
die Pole (5 ■ w), (5 -7), (7• w) fallen in eine Gerade. Da nun die Ver
schiebungsrichtung des Punktes c rechtwinklig zur Achse des um a sich 
drehenden Stabes 1 ist, und c auch dem Stabe 3 angehört, so ist der 
Schnittpunkt ^3 von 1 mit der Senkrechten durch b der Pol von 3 
gegen w, und es bewegt sich deshalb h rechtwinklig zur Geraden ^J3A 
Daraus ergiebt sich aber, dass (5 • ir) mit ^J3 zusammenfällt und ebenso 
kann gefolgert werden, dass sich ^3 auch mit (7 • w) deckt.

Ganz ähnlich lässt sich beweisen, dass der Schnittpunkt ^3' der 
Geraden $j3o mit der Senkrechten durch p der gemeinschaftliche Pol 
der Stäbe 9, 11 und 13 ist, denn die Pole (9-w), (11 • w), (13 • w) 
liegen auf der Geraden, welche durch (77 • w) und die unendlich fernen 
Schnittpunkte der Stäbe 8 und 10, 10 und 12, 12 und 14 geht.

Legt man nun durch ^3 und den oberen Endpunkt einer der lin
ken Trägerhälfte an gehörenden Hängestange eine Gerade, desgleichen 
durch (7• iv) und den unteren Endpunkt, so erhält man im Schnitt
punkte beider Geraden den Pol dieser Stange. Auf diese Art ist in 
Fig. 56 der kurz mit (4) bezeichnete Pol (4 • w) des Stabes 4 bestimmt

r
s

*) l) und A (np) werden einem für die Scheibe II gezeichneten be
sonderen Plane entnommen. Im Plane (A) haben wir, um eine übersichtliche 
Figur zu erhalten, nur die Punkte a, c, d\ ri, p q\ w\ x angegeben.
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worden ; der Beweis folgt daraus, dass die Punkte (5 • w), (4 • 5), (4 • w) 
in einer Geraden liegen, desgleichen die Punkte (I-w), (4 •/), (4 -tv). 
Aehnlich werden die Pole der Hängestangen der rechten Hälfte ermittelt. 
An Stelle der Punkte ^3 und (I-w) treten hier die Punkte ^ und 
(II- w). In der Figur sind die kurz mit (12) und (14) bezeichneten 
Pole (12 • w) und (14-w) der Stäbe 12 und 14 angegeben worden. 
Pol (8) von 8 ist der Schnittpunkt der Geraden ^3^3' und (I-w) — (II• w). 
Der Pol von (15 - w) gehört der Geraden ^ (14) und der Mittellinie der 
rechten Rückhaltkette an.

Um die Verschiebungen zu ermitteln, welche die Punkte der be
trachteten Kette erfahren, ziehe man im Plane A den Strahl x' 0 recht
winklig zur rechten Rückhaltkette bis zur Wagerechten durch x, hierauf 
x" w' 1 xw und 0 w" rechtwinklig zu der Geraden, welche den Punkt 
xv mit dem Pole ^ verbindet. Den Punkt v" findet man mittels der 
Bedingungen v" w" \_vw und v" 0 J_ v(14) und den Punkt n" mit 
Hilfe von v" n" | vn und n 0 \ n(I-io), womit je zwei Punkte der 
den Scheiben npq und nmb ähnlichen Figuren n'p" q und n" m a" 
bestimmt sind. Bei richtiger Zeichnung muss hierbei p" in die Wage
rechte durch 0 fallen.

Damit Fig. (A) deutlich bleibe, haben wir die bereits gefundenen 
Punkte x" w" v" n" p" in eine besondere Fig. (B) übertragen und in 
dieser die Ermittlung der fraglichen Verschiebungen fortgesetzt. Hach 
Auftragung der Figuren n"p" q und n m" a" wurden der Reihe nach 
bestimmt:

u" mittels : u" w" _}_uw und u" t" _[ ut
rt tf h fr tf is u su „ s r 1 sr

o s os ,, o n |
r o" _\_lo „ l" k" _\_lJe

h" „ h" l" _\_hl „ li" g" hg
c" h" _\_ch ,, c' d" 1 cd.

Bei sorgfältiger Zeichnung muss eine von c' aus rechtwinklig zu ca 
gezogene Gerade den Pol 0 des Verschiebungsplanes treffen. Ferner 
muss sein:
/014', s'0±s$', o"0±o%', 1 "014, ti'0±h%.

4, (Beispiel. Fig. 57 stellt eine gegliederte Scheibe der folgen
den Erzeugungsweise dar. An ein aus vier Stäben bestehendes Gelenk
viereck 1, 2, 3, 4 werden die Knoten 5, 6, 7, .... n so angeschlossen, 
dass 5 verbunden wird mit 4 und 2, 6 mit 5 und 3, 7 mit 6 und 4, 
. ... n mit n— 1 und n — 3, worauf schliesslich noch der Stab n 1 
hinzugefügt wird. In Fig. 57 ist n = 8. Wird der Verschiebungsplan 
für den Fall gesucht, dass der Knoten 1 und die Richtung des Stabes 
1—2 festliegen, so nehme man zuerst an, es sei der Knoten 3 auf

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.
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irgend einer festen Geraden geführt, der Stab 1—8 hingegen beseitigt. 
Trägt man dann vom Pole 0 des Verschiebungsplanes aus die (in Fig. 57

f

4 Ł

,s
1?

3'
/

* 8”;\e
'VI

Fig. 57.

positiv vorausgesetzte) Längenänderung A (2—3) des Stabes 2—3 auf 
und errichtet im Endpunkte derselben ein Loth, so ist dieses der Ort 
des Punktes 3". Dieser Punkt selbst wird beliebig angenommen; die 
Gerade, welche ihn mit 0 verbindet, giebt die Richtung an, in welcher 
3 vorläufig geführt wird.

Nun bestimmt man der Reihe nach die Punkte 4', 5', 6', l', S', 
beseitigt hierauf die Führung des Knotens 3 und ertheilt den nunmehr 
starr zu denkenden, zwangläufig miteinander verbundenen Stäben Be
wegungen, durch welche die Bedingung erfüllt wird, dass die gegen
seitige Verschiebung der Punkte 8 und 1 gleich der Längenänderung 
A(1—8) des Stabes 1—8 ist. Dazu ermittelt man mit Hilfe der um 
90° gedrehten Verschiebungen 3— 30, 4—40, .... 8—-80 die zur Ge
raden 8—80 rechtwinklige Richtung des Strahles 8” 0 und bestimmt 
auf diesem den Punkt 8" mittels der Bedingung, dass die Projektion 
der Gesammtverschiebung 8” 8/ des Punktes 8 auf eine zum Stabe
(1 — 8) parallele Gerade gleich der (in der Fig. 57 negativ ange
nommenen) Längenänderung A(1—8) dieses Stabes ist. . Jetzt kann 

l" finden mittels l"—8" J_ 7—8 und l" 0 | 7 70, hieraufman
Q", 5", .... Damit sind die Gesammtverschiebungen m" tri sämmt- 
licher Knoten m bestimmt.

Dem eben betrachteten Stabgebilde entspricht ein Scheibengebilde 
ähnlicher Entstehungsweise. Ein Beispiel bietet der in Fig. 54 

dargestellte Träger. Die Glieder I, 4, 5 bilden mit dem die festen 
Punkte a und f[verbindenden starren Widerlager ein Gelenkviereck, 
an das der Knoten^ mittels II und 7 zwangläufig angeschlossen wird, 
hierauf i mittels 12 und 13, sodann l mittels 15 und III, welches letzte 
Glied schliesslich bei m eine Führung erhält.

5. Beispiel. Es soll noch eine sehr lehrreiche Aufgabe mitgetheilt und 
auf zweierlei Art gelöst werden. Die zweite Lösung wird nach einem Verfahren 
erfolgen, das selbst in , den schwierigsten Fällen übersichtlich zum Ziele führt.

von



Aa ein aus Stäben gebildetes Gelenkfünfeck 1—2—3—4—5 seien weitere 
Knoten 6, 7 8, .... »i, .... « durch je zwei Stäbe in der Weise ange
schlossen, dass 6 verbunden 

7 mit 6
0» — i)

n mit

°o\
wird mit 5 und 
und 3, . . . ., m 
und (m — 4), ...
(n — 1) und (n—4). Der Kno
ten 1 und die Richtung des 
Stabes 1—2 liegen fest; m werde 
in einer ruhenden Geraden 
m0m0 geführt, ebenso n in n0n0. 
Es soll der Verschiebungsplan 
gezeichnet werden.

In Fig. 58 a ist m — 8 

und n = 11. Vom Pole 0 aus 
(Fig. 58 b) wurden die Längen
änderungen A (1—2) und A (1—5) 
der Stäbe 1—2 und 1—5 auf
getragen und an A(1—2) die 
Strecke A (2—3) gesetzt. Die in 
den Endpunkten von A (2—3) 
und A(1—5) auf diesen Strecken
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errichteten Lothe sind die Oerter von 3' beziehungsweise 5'. Werden die 
Punkte 3' und 5' vorläufig willkürlich angenommen, wird also gewissermaassen 
zunächst vorausgesetzt, es seien die Knoten 3 und 5 (statt 8 und 11) in festen, 
den Polstrahlen 0 3' und 0 5' parallelen Geraden geführt, so lassen sich die 
Punkte 4', 6', 7', 8', 9', 10', 11' schrittweise bestimmen, da 4 durch zwei 
Stäbe mit'3 und 5 verbunden ist, desgleichen 6 mit 2 und 5, u. s. f.

Jetzt hebe man die Pührung der Punkte 3 und 5 wieder auf, und drehe 
die Stäbe 2—3 und 1—5 so um die in Ruhe bleibenden Gelenke 1 und 2, 
dass 8 eine Verschiebung 8" 0 erfährt, die, mit 0 8' zusammengesetzt, eine 
zur Führung 80 80 parallele Verschiebung 8" 8' ergiebt und ebenso für den 
Punkt 11 eine zu 110—110 parallele Gesammtverschiebung 11" 11'erhalten wird. 
Behufs Darstellung dieser Bewegung zeichne man im Plane Fig. 58 b eine 
Figur 1"—2"—3"—4". . . 8" . . . 11", deren Seiten rechtwinklig zu den ihnen 
entsprechenden Stäben des Fachwerks 1 — 2—3—4 ... 8 ... 11 sind, deren 
Punkte 1", 2" mit 0 zusammenfallen, und deren Punkte 8", 11" in gegebenen 
Geraden (g8) bezieh. (gn) liegen. Die zu 80—80 parallele (g8) ist durch den 
Punkt 8' bestimmt, die zu 110=ll0 parallele (gn) durch den Punkt 11'. Diese 
rein geometrische Aufgabe lässt sich mit Hilfe des folgenden (bereits im ersten 
Bande mehrfach benutzten) Satzes der Geometrie der Lage lösen.

Aendert ein n-Eck in der Weise seine Form, dass sämmtliche 
Seiten desselben durch feste Punkte einer und derselben Geraden 
gehen (die im vorliegenden Falle die unendlich ferne Gerade ist) 
während n — 1 Eckpunkte gerade Linien beschreiben, so bewegt sich 
auch der letzte Endpunkt in einer Geraden.

Man nehme auf der zum Stabe 2—3 rechtwinkligen Geraden 0 3" zu
nächst zwei beliebige Punkte (3/', 32") versuchsweise an, ebenso auf der zu 
1—5 rechtwinkligen 0 5" zwei beliebige Punkte (5,, 52), ziehe durch 3," und 
3./' gerade Linien rechtwinklig zum Stabe 3—4 und bestimme auf denselben 
die Schnittpunkte 4^, 4X.2, 42M, 42.2 der durch 5, und 52 rechtwinklig zu 
5—4 gelegten Geraden. Es sind dann

[0, 3X , 4j.!, 5j]; [O, 3X , 4X.2, 52]; [0, 32 , J2.d 5j]; [0, 32 , 43.2, 52| 
vier versuchsweise Lösungen für das verlangte Viereck 0, 3", 4", 5".

Der ersten Lösung entsprechen die Punkte 6n 7,.x, 8,-j,
7j.2, 8j.2, 

bi i ^2-n 82.15 
62, 72.2, 82.2 .

Die Bestimmung von 6X, 7X.x, 8W erfolgt der Reihe nach mittels: 
öi-ÖiJ.Ö—6, 0—6j J_ 2 — 6, 61-71.1_L6-7, 3l"-ll.t _L 3-7,
7i. i—81*1 _L 7 8, 4X. ! 81.1J_4 8,

„ zweiten ,, 
,, dritten „ 
„ vierten „

und in gleicher Weise findet man 62,...............  82.2.
In den Punkten, in denen die Geraden 8j. x—8X .2 und 8.2. l—82. die ge

gebene (g8) schneiden, erhält man die zu (3X", 32") gehörenden Lösungen (8,", 82") 
und kann nun in der Geraden —71>2 den Punkt l" bestimmen, in der 
Geraden 72.1—72.2 den Punkt 72", hierauf 6/', 62" und 5X", 5.,". 
mittelung von 4X" und 42" ist überflüssig.)

(Die Er-

Weiter lässt sich jetzt angeben:
9X" mittels 8/'— 9X"_L 8— 9 und 5X"— 9j"_L 5—9 

10i" „ 9X"—10j"_L 9-10 „ 6X"—10i"J_ 6—10

nr n lor-n/'j, 10-11 „ 7r-nr_L7-ii
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bringen lassen, worin §8 und 8U' von den Längenänderungen der wirklichen 
Stäbe abhängig sind und diejenigen AVerthe bezeichnen, welche S8 und Sn 
für den Fall annehmen, dass die beiden gedachten Stäbe starr vorausgesetzt 
werden (Zustand Ax = 0 und Ay = 0). Arerschwinden auch die Längenände
rungen der wirklichen Stäbe (was kurz durch A s — 0 angedeutet werden soll) 
so ergiebt sich 8/=0, 8n'=0.

AVeiter bedeuten:
a8, an die AVerthe von §8, 8n für den Zustand: Aa; = l, Ay = 0, A$ = ; 
ß8l ßll 11 11 §8, ^11 11 11 Ax = 0, Ay = l, As — ;

und es können somit die sechs Koefficienten der rechten Seiten der Gleichungen I 
mit Hilfe von drei Yerschiebungsplänen, welche den drei angeführten Zu
ständen entsprechen, bestimmt werden, worauf die Bedingungen : S8 = 0 und 
8n = 0, d. h.

a8 Ax + ß8 Ay-f-8/ =0 
an Ax -+- ßu Ax -f- Sn' = 0

diejenigen Längenänderungen A x und A y liefern, welche den beiden gedachten 
Stäben zugeschrieben werden müssen.

Y erschiebungspläne. 85

und ebenso 92", 10./', 11/', worauf 11" bestimmt ist als Schnittpunkt der Ge
raden 11/'—11/' mit der zur Führung 110—110 parallelen gn. Hat man aber 
11" gefunden, so kann man auch 10", 9", 8", 7", 6", 5", 4", 3" ermitteln, 
denn es liegen 10/', 10/', 10" in einer Geraden, desgleichen 9/', 9/', 9" u. s. w.

Die mitgetheilte Lösung gilt für jedes m und, n und bezieht sich auch 
auf gegliederte Scheiben von der in Abschnitt KÏY des ersten Bandes be
schriebenen Art. AVird die Führung des Knotens 11 durch einen Stab 
ersetzt, der 11 mit 1 verbindet, so liegt 11" auf einer zum Stabe 11—1 

rechtwinkligen Geraden, deren Abstand von 11' gleich der Längenänderung 
dieses Stabes ist. (Yergl. Beispiel 4, worin der Ort von 8" auf diese AVeise 
bestimmt wurde.) Auch wenn an die Stelle der Stäbe gegliederte Scheiben 
treten, führt das entwickelte Verfahren zum Ziele.

Zu einer anderen, ebenfalls allgemeinen Lösung führt die folgende Be
trachtung.

Beseitigt man wie vorhin die Stützungen der Punkte 8 und 11 (Fig. 58 a), 
nimmt dafür aber an, es sei jeder der Knoten 3 und 5 mit einem ausserhalb 
des Fachwerks liegenden festen Punkte durch einen Stab verbunden, und legt 
man diesen Stäben (die zur Unterscheidung von den wirklichen Fachwerk
stäben als gedachte bezeichnet werden mögen) beliebige Längenänderungen 
Ax und A y bei, so lassen sich die Verschiebungen sämmtlicher Knotenpunkte 
durch wiederholte Lösung der ersten Hauptaufgabe (No. 32) bestimmen. Punkt 8 

wird sich im allgemeinen von der Führung 80—80 entfernen; die Projektion 
seiner Verschiebung auf eine zu 80—80 rechtwinklige Gerade wird einen end
lichen AVerth S8 annehmen, und ebenso wird sich auch für die Projektion der 
Verschiebung von 11 auf eine zu 110—110 rechtwinklige Gerade ein endlicher 
AVerth 8n ergeben.

Zwischen S8, Su und den Aenderungen der Stablängen bestehen nach 
No. 4 Beziehungen ersten Grades, die sich auf die Form

/ S8 = cc8 Aa; + ß8 Ay-\- 8/ 
l Sn = «ii Ax + ßn A y + 8n'(I)

o o



Darstellung der Formyeränderung yon Stalbzögen mit 
gelenkartigen Knoten.

39. — Werden gerade Stäbe so aneinander gereiht, dass jeder Stab 
nur mit dem vorhergehenden und dem nachfolgenden zusammenhängt, 
so entsteht ein Gebilde, welchem wir den Namen Stabzug beilegen. Die 
Knotenpunkte bezeichnen wir mit den Ziffern 0, 1, 2, . . . (m—1), 
m, (tn —j— 1), . . . n, die Stablängen mit s2, . . . sm, . . . s„ und 
die Winkel, welche die Mittellinien aufeinander folgender Stäbe ein- 
schliessen, mit ^

Greifen alle äusseren Kräfte in den Knotenpunkten an, und sind 
die Stäbe durch reibungslose Gelenke miteinander verbunden — was

Fig. 59.2) • n-1 •

(OyJ \ t \ Inv+i
m-t

'Hi '4-
— v + 
* *nAnJ ^rv-r

r*Vy
z'c^r.
Vf

V
0 0>

Fig. 59.

beides hier vorausgesetzt werden möge — so wird jeder Stab nur auf 
Zug oder Druck beansprucht; seine Mittellinie bleibt gerade, und die 
gegenseitigen Verschiebungen der Knotenpunkte des Gebildes sind be
stimmt durch die Aenderungen Asx, As2, . . A^, A^2, . . . der
Längen s und Winkel Eine übersichtliche Darstellung dieser Ver
schiebungen ist u. A. von Werth für die Theorie des Fachwerks, dessen 
Knotenpunkte häufig durch Stabzüge mit leicht zu berechnenden Winkel
änderungen A'ÿ verbunden werden können.

Zunächst werde angenommen, es seien sämmtliche As und A ^ 
bekannt, auch werde vorausgesetzt, dass die Richtung der Achse irgend

Erster Abschnitt. — § 2.86

Es leuchtet ein, dass sich auf diesem Wege die Ermittlung der Ver
schiebungen der Knoten jedes statisch bestimmten Fachwerks auf die wieder
holte Lösung der ersten Hauptaufgabe und die Auflösung einer Gruppe von 
Gleichungen ersten Grades zurückführen lässt.

cdcoo
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eines Stabes und ein Punkt dieser Achse festliegen, beispielsweise die 
Richtung des Stabes st und der Knotenpunkt 0. Die übrigen Stäbe 
(*2, s3, ... sm, ... sn) werden sich um gewisse Winkel vp2 * 4*3» • • • 
4.»> . . . 4» drehen, und zwar ist:

4*2 ! 43 = 42 +* • •! 4»» 4»-i + AVi; • • •
Wir betrachten nun einen beliebigen Stab s, dessen Endpunkte die 

Ordnungsziffern a und b tragen mögen. Fig. 60. Der Weg a a des 
Punktes a sei gegeben. Behufs Bestimmung der neuen Lage b' des

b’
6’

f
A

P\ ’4a. q
a°£4±r

<L- O
Fig. 60 a. Fig. 60 b.

Punktes b verschieben wir den Stab ab parallel mit sich selbst in die 
Lage a blt ändern seine Länge um das gegebene Maass bxb2 —As und 
drehen ihn schliesslich um den gegebenen Winkel 4- Hierbei beschreibt 
b2 den Kreisbogen

b2b' = 0 -f As) 4,
der aber — wegen der Beschränkung unserer Untersuchung auf sehr 
kleine Verschiebungen — durch ein in b2 auf a b2 errichtetes Loth 
von der Länge

p = *4
ersetzt werden darf.

Es empfiehlt sich nun, die Knotenpunktsverschiebungen (wie im § 1) 
in einer besonderen Figur und in gehöriger Vergrösserung von einem 
beliebig gewählten Pole 0 aus aufzutragen, so zwar, dass jede Ver
schiebung nach Grösse, Richtung und Sinn durch einen vom Pole aus
gehenden Strahl dargestellt wird. In Fig. 60b bezeichnet O a die ge
gebene Verschiebung des Punktes a\ an diese wurde die dem Stabe s 
parallele Strecke A s angetragen und hieran die zu s rechtwinklige 
Strecke p; es stellt dann der Strahl Ob' die gesuchte Verschiebung 
des Punktes b vor.

Auf diese Weise sind in Fig. 59b die Verschiebungen der Knoten
punkte des in der Fig. 59a abgebildeten Stabzuges schrittweise ermittelt 
worden. Die Werthe As und p = s4 wurden in der Reihenfolge

AS}, AS2, P2» Asg, P31 • • • *5 Asm, pm, . . . ., As„, p„
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nach Grösse, Richtung und Sinn aneinander gesetzt, wobei allgemein 
As,„ || sm, pm J_5m. Anstatt der Zeichen Aslf As2, .... wurden die 
kürzeren A 1, A 2, . . . . gebraucht. Die (in der Figur nicht ausge
zogenen) Polstrahlen Ol', 0 2', OB', ... . stellen nach Grösse, Rich
tung und Sinn die gesuchten Verschiebungen der Knoten 1, 2, 3 .. . 
dar. In Fig. 59 geben kleine Pfeile den Drehungssinn der einzelnen 
Stäbe an. Einem positiven vj; entspricht im vorliegenden Falle eine 
Drehung nach links, einem negativen eine Drehung nach rechts. Die 
an die Stäbe gesetzten (-j-) und (—) bedeuten die Vorzeichen der ent
sprechenden As. Die ein (-j-) tragenden Stäbe werden gedehnt, die 
übrigen verkürzt.

Wird der Stabzug in einer anderen als der eben vorausgesetzten 
Art gestützt, so nehme man zuerst die Richtung irgend einer Stabachse 
und einen Punkt derselben als festliegend an, zeichne den Verschiebungs
plan auf die beschriebene Weise und ertheile hierauf dem nunmehr als 
starres Ganzes zu betrachtenden Gebilde eine Bewegung, durch welche 
die wirklichen Auflagerbedingungen befriedigt werden. Die Verschie
bungen, welche die Knotenpunkte in Folge dieser zweiten Bewegung 
erfahren, werden — genau wie im § 1 (No. 33) — durch Strahlen 
m 0 dargestellt, die nach dem Pole hinzeigen, und deren Zusammen
setzung mit den Strahlen 0 m die Gesammtverschiebungen m" m liefern 
(Fig. 36, S. 60).

Wir werden die Ergebnisse der vorstehenden Betrachtungen haupt
sächlich auf die Darstellung der Formänderungen von gegliederten 
Scheiben anwenden, die sich in Dreiecke zerlegen lassen. Die Winkel 
zwischen den aufeinander folgenden Seiten der die Knotenpunkte der
artiger Scheiben verbindenden Stabzüge sind entweder Dreieckswinkel, 
oder sie setzen sich aus solchen zusammen, und es erfordert daher die 
Berechnung der A'à' nur die Lösung der folgenden, auch für spätere 
Untersuchungen sehr wichtigen Aufgabe:

40. — Zweite Hauptaufgabe. Gegeben seien die Aenderungen 
Aslf As2, As3 der Seitenlängen Sj, s2, s3 eines Dreiecks ABC, ge
sucht die Aenderungen Aoq, Aa2, Aa3 der Winkel ax, a2, a3. 
Fig. 61a.

Zu einer sehr einfachen Darstellung der A a gelangt man mit Hilfe 
eines WillioFschen Verschiebungsplanes. Man nehme A und die Rich
tung der Seite AB als festliegend an. Dann fällt A' mit dem Pole 0 
zusammen (Fig. 61b) und A'B’ = As3 giebt die Verschiebung von B an. 
In A' und B' trage man die Strecken As2 und Asx an und errichte 
auf diesen in ihren Endpunkten Lothe, deren Schnittpunkt C' die Ver
schiebung OC' von C bestimmt. Denkt man sich nun den Punkt C'
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auf dem in No. 39 beschriebenen Wege mittels der dem Stabe s2 ent
sprechenden Werthe As2 und p2 = s2 4*2 gefunden, so erkennt man,

1 * i

■/ft :C ą2 6
\ /

tj A !
'jNSr

s, /jt ;g,
°x A'

Fig. 61a. Fig. 61b.

dass das Loth C' C2 
sich aber, da s3 festliegt, um A <xx ; es ergiebt sich daher :

C C2 = p2 = s2 Aalf
und ebenso findet man (indem man den Pol von A' nach B' verlegt, 
also B als ruhend ansieht):

C' auf As2 gleich p2 ist. Der Stab s2 drehtvon

C'CX ==?! =s1 Aoc2.
Wir bezeichnen nun den Schnittpunkt von A sx und As2 mit (73, errich
ten in einem beliebigen Punkte 0 der A B' auf dieser Geraden ein 
Loth, ziehen durch Clt C2, C.ä Parallelen zu A'B', welche jenes Loth 
in 1, 2, 8 schneiden und erhalten:

h —
= A sx —; 0 2

As2 As30 1 : A sx — h : ; Ä; 0 3 h,0 1
«l S2 S3

wo h die zu AB rechtwinklige Höhe des Dreiecks ABC bedeutet.
Weiter projiciren wir die Strecken C2C' und CXC' auf eine zur 

A'B' parallele Gerade und finden für die Projektionen die Werthe:
C2 C' sin <Xj = p2 sin ax = s2 sin a.x A ax = A ax& und Cx C' sin a2 = A a2 h,
deren algebraische Summe = — Aa3A ist, weil die Summe der Dreiecks
winkel auch nach der Formänderung 180° beträgt, mithin

A 04 -f- A a2 -f- A a3 = 0 ist.
Ersetzt man in Fig. 61b die Längenänderungen Asx, A s2, As3

—— —~ ~r~ (welche nach einemhdurch die Verhältnisszahlen
h ’ h

Ząhlenmasisssteibe durch Strecken dargestellt werden), so liefert diese 
Figur die Werthe Aa1( Aa2, Aa3.
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Es braucht übrigens nur das durch die Punkte 1, 3, 2 bestimmte 
Viereck CXC3C2C' gezeichnet zu werden. 3 wird beliebig gewählt; 
1 und 2 haben von 3 die Abstände:

A As2 ^s3A.?3 2 33 1
53 S3S2

Behufs Vermeidung von Fehlern bei der Feststellung von Vor
zeichen der Aa, versehe man die Strecken C2C' und Cx C' mit Pfeilen, 
die nach C' hinzeigen. Diese Pfeile geben an, in welchem Sinne sich 
die Seiten s2 und gegen die Seite s3 drehen. In dem in der Figur 
dargestellten Falle dreht sich s2 nach rechts, sx nach links; A(X.X und 
Aa2 sind also positiv, während sich für Aa3 ein negativer Werth ergiebt.

Aus der Fig. 61b, deren Längenabmessungen wir uns durch h 
dividirt denken, lässt sich auch eine einfache Formel ableiten. Es ist 
nämlich :

— A a3 = C2 C3 cos at -f- C3 Cx cos a2
1As2 As3 ) c, c, = ( A sx As^\

53 /
1

sin a2sin axS2 S3 S1
und es folgt daher:

As2 ) cotg ax.■+(?(1) Aa3 =
S2

Sind die Längenänderungen lediglich Folge von Spannkräften 
Sx, S2, S3, welche die Spannungen

S3s2
---- T-r » Ö2 ---- T7f > C3 ---- T7Î

Fx f2 F3
erzeugen, so hat man

A sx __ Oj

Bei gleich grossen Elasticitätsziffern (E) ergiebt sich

EA a3 = (<j3 — öj ) cotg a2 -f- (a3 — a2) cotg ax
< E A a2 == (<j2 — c3) cotg ax + (<** — <?i) cotg a3

EAa.x — (ax — a2) cotg a3 -f (cx — <j3) cotg a2.
In diesem Falle ist es zweckmässig, die Werthe E A a (an Stelle der Aa)

\ £
durch Zeichnung darzustellen, also in Fig. 61b die -----h durch die

s
entsprechenden a zu ersetzen. Man gelangt dann zu dem in der Fig. 62 
angegebenen Verfahren, das einer weiteren Erläuterung nicht mehr be
darf. Zu achten ist auf die Vorzeichen der Spannungsunterschiede 
Ö!—tf3 und a2—a3. In Fig. 62b wurden beide Werthe positiv an-

As2 &2 A S3 <*3
Kf2S2 S3

(2)



genommen, in Fig. 62c der erstere positiv, der andere negativ. In 
letzterer Figur <73 mit 3 zusammenfallend gewählt. Hinsichtlich der 
Vorzeichen der Winkeländerungen stimmt Fig. 62 b mit Fig. 61b überein.

^ÉAa,"%ËAi2^
f JSa<x2

*r~

:
v

c'c J'

........
-------Ą 2f

ss _____ :-^V>h
'3
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Mg. 62 b. Fig. 62 c.Fig. 62 a.

In dem in der Fig. 62c dargestellten Falle erfährt sowohl S! als auch 
s2 eine Drehung nach rechts; es ist mithin Aa2 negativ, A ai positiv.

Will man die Werthe EAa berechnen, so führt man zweckmässig die 
Hilfsgrössen ein:

(Oj = cotg «j (<ja — a3) ; w2 = cotg a2 (a3 — a,) ; to3 = cotg a3 (a, — a2) 
und hat dann:

£A«i = (i)3 — w2; EAa, = Wj — w3; EAa3 = w2— coj.
Zur besseren Übersicht schreibe man auf jede Dreieck
seite die betreffende Spannung und in jeden Winkel dessen 
Cotangente, wie dies Fig. 63 angiebt. Für das dort dar
gestellte (mit dem Dreieck 11—12—13 des auf Tafel 2 ab
gebildeten Fischbauchträgers übereinstimmende) Dreieck, 
in dessen Seiten die Spannungen:

— 141, + 463, — 17 klgr f. d. qcm 
herrschen, erhält man:

'r,o;

h
<e

•+ %\0,U>3 
63%cot = 0,496 (+ 463 + 17) = + 238 ; 

w2 = 1,079 (— 17 + 141) = + 134; 
u3 = 0,295 (— 141 — 463) = — 178;

EAa, = — 178 — 134 = — 312* f. d. qcm; EAa, = + 238 + 178 = + 416 
E Aa3 = 134 — 238 = — 104.

Sehr zweckmässig ist es auch, die Werthe w zeichnerisch zu ermitteln 
und hierzu ein in möglichst grossem Maassstabe angefertigtes Trägemetz zu 
benutzen. Fig. 64 (Tafel 2, welche zwei Dreiecke des auf dieser Tafel abge
bildeten Fischbauchträgers darstellt) giebt eine Anordnung an, die recht über
sichtlich ist. Die auf den Stäben stehenden rothen Zahlen bedeuten die Span
nungen in klgr f. d. qcm. Die Spannungsunterschiede in den die Winkel al7 

einschliessenden Seiten sind für das Dreieck I:

Fig. 63.

ö2, a3
+ 463+ 17 = + 480; — 17 + 141 = + 124; — 141 — 463 = — 604

und für das Dreieck II:
— 128 + 141 = +13; — 141 + 576 = + 435, — 576 + 128 = — 448;
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dieselben werden beziehungsweise mit cotg ax, cotg a2, cotg a3 multiplicirt. 
Die Ergebnisse sind für das Dreieck I:

(i>i = -j- 238 5 w.j -f-134 ; g>3 = — 178
und für das Dreieck II:

Wj — -j— 13j (n)2 — —j— 177 5 w3 — 183.
Die Strecken, welche diese Werthe w darstellen, wurden in Fig. 64 durch 

Doppellinien bezeichnet. Der Spannungsmaassstab lautet: 4mm=100Lf. d. qcm\ 
nur für im Dreieck II wurde der Maassstab \mm = \k f. d. qcm gewählt.

Ist für jedes Dreieck nur eine Winkeländerung A a 
zu bestimmen [ein Fall, der vorliegt, wenn das Fach
werk in Fig. 77 (Seite 95) durch den mittels kräftiger 
Linien angedeuteten Stabzug ersetzt werden soll] so 
gewährt die folgende Darstellungsweise die beste 
Uebersicht. Yom Scheitel A Fig. 65 des fraglichen 
Winkels a, wird auf die gegenüberliegende Seite ein 
Loth gefällt, und auf diesem werden die absoluten 
Werthe der Spannungsunterschiede aufgetragen, indem 

AAl = al — a3 und A A2 = er, — ct2 

gemacht wird. Zieht man nun Ax A? || sl5 ebenso A.2 C || sx, 
so ist A^—ioy—ct3) cotg a2 und A2C={a1—a2) cotg a3. 
Die Vorzeichen werden an die Strecken geschrieben, 
ln Fig. 65 ist und vorausgesetzt worden.

FA a, = M, ß — A.2C.
Temperaturänderungen können nach Seite 2 durch Vergrösserung

Ä
źl

C
A

Fig. 65.

Dann folgt:

8 sEt berücksichtigt werden. Ist beispiels-der Spannungen a —

weise für einen schweisseisernen Stab: 5= 20 000*, £=50 qcm., 
Salso —= 400, und wird der Stab um 30° C. erwärmt, so ist dem

urn

F
selben bei Ermittlung der £Aa nach dem zuletzt beschriebenen Ver
fahren eine Spannung a = 400 -f- sEt = 400 -j- 22 • 30 = 1060* f. d. 
qcm zuzuschreiben, wobei s = 0,000012 und £= 1800000 ange
nommen wurden. Im Falle einer Abkühlung um 300 erhält man 
c = 400 — 22 • 30 = — 260.

41. Untersuchung der Formänderung eines Fachwerkbalkens. 
Zahlenbeispiel. (Figuren auf Tafel 2.) Es sollen die Verschiebungen 
der Knotenpunkte der unteren Gurtung des auf Tafel 2 abgebildeten 
Hauptträgers einer zweigleisigen Eisenbahnbrücke für die in Fig. 66 
angegebene Probebelastung bestimmt werden.*) Die durch diese Be
lastung erzeugten Spannkräfte sind in Fig. 67 auf folgende Weise er
mittelt worden.

Mit beliebiger Polweite H wurde in Fig. 66 zu den Achsenbe
lastungen eine Seillinie gezeichnet und in diese ein Polygon IIIIII. . . X

*) Bei Belastungsproben handelt es sich stets um die Ermittlung der von 
der beweglichen Belastung allein hervorgerufenen Durchbiegungen.
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einbeschrieben, dessen Ecken den in der oberen Gurtung liegenden 
Angriffspunkten 0, 2, 4, .... 18, 20 der Zwischenträger entsprechen. 
Hierauf wurden in Fig. 67 mittels eines Büschels, dessen Strahlen I, 
IT, . . . X parallel den gleichbezeichneten Polygonseiten sind, auf einer 
vom Mittelpunkte 0 des Büschels um H entfernten Senkrechten die 
Knotenlasten P2, P4, P6, . . . . P18 abgeschnitten und durch einen 
zur Schlusslinie des Seilpolygons parallelen Strahl s die an den Stütz
punkten 0 und 20 angreifenden Auflagerdrücke A und B bestimmt. 
Schliesslich wurde ein Cremona’scher Kräfteplan gezeichnet. In dem
selben bedeuten:

Oj, 0S, 05, ... die Spannkräfte der oberen Gurtung, 
ult U2, U„ . . .

-^3» * • *
Die Figuren 68 und 69 bieten eine übersichtliche Zusammen

stellung der Stablängen (in cm), Querschnittsinhalte (qcm), Spannkräfte 
(Tonnen) und Spannungen (kilogr. f. d. qcm). Die in den Figuren 70 
bis 75 abgebildeten Querschnitte wurden voll gerechnet; die Elasticitäts- 
ziffer wurde (für Schweisseisen) = I 800 000fc f. d. qcm angenommen.
Der Füllungsstab 1—2 erhält den Querschnitt: Fig. 72 mit F= 52 qcm 
Die Füllungsst. 2—3, 3—4 erhalten

4—5, 5—6, 6—J, 7—8 „
„ „ 8—9, 9—10

Fig. 76 zeigt den Yerschiebungsplan der einen Stabzug bildenden 
unteren Gurtung. Die nach Ko. 40 ermittelten Werthe PA a der an 
dieser Gurtung liegenden Dreieckswinkel a sind in die betreffenden 
Winkel eingeschrieben worden; sie bestimmen die Aenderungen A‘ÜT der 
Stabzugswinkel Zuerst wurde der Knoten 9 und die Richtung des 
Stabes 7—9 festliegend, der Stabzug aber sonst frei angenommen. Es 
entspricht dann:

dem Stabe 7—5 der Werth P^7_5= PA^T7 = + 212 + 363 + 294
= + 869* f. d. qcm.

„ Pvp5_3 = -f- 869 —|— (301 —f- 439 —|— 426) 
= -f 2035,

„ „ 3—1 „ „ ^3^ = 2035 + (447 + 541 + 412)
= + 3435,

„ 1—0 „ „ E^_0 = 3435 +(2170 + 926)
= + 6531,

und ebenso ergeben sich für die rechts an 9 sich schliessenden Stäbe 
der Reihe nach die Werthe:

E*\) = 850; 1754; 2433; 3421; 4943; 8389.

„ unteren „
„ Füllungsstäbe.

„ Fig. 73 „ F= 60 „
Fig- 74 „ F — 68 „

» Fig. 75 „ F= 90 „

5—3
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Alle auf der linken Seite des ruhenden Stabes 7—9 befindlichen 
Stäbe erfahren eine Drehung nach rechts, die auf der rechten Seite 
eine Drehung nach links.

Für den Stab 0 — 1 erhält man nun 
s • EĄ 6531 0,983"“ —' 9,83Po —i =s-']>

für den folgenden Stab: p = 6,21 
Fig. 66 (in Klammern) an die einzelnen Stäbe geschrieben; desgleichen

271e”* 1800000E
f. Diese Werthe wurden inmm u. s.

Ss as angegeben. Für denwurden die Längenänderungen A s = EF E 
478•271 
1 800 000

= 0,07 2cm = 0,72”””.Stab 0—1 ergiebt sich z. B.: As0_1 =

Nach Erledigung dieser Rechnungen konnte der Verschiebungsplan 
An die Strecke l' — 9'= As7 = 0,94aufgetragen werden.

(Maassstab 2:1) wurden links der Reihe nach angetragen:
-9

= 1,00””", p5_3 = 4,25"‘”‘,As7_5 = 0,98”””, p7_5 — l,77mm, As 
u. s. w.
und rechts die Strecken:
A*9—„ = 0,95”"”, p9_u = 1,70””", Asj 
u. s. f.

5-3

= 0,93”””, p11_13 = 3,53"",1-13

Die Endpunkte der Strecken p7_5, p5_3, . . . bestimmen die Punkte 
5', 3', denjenigen von p9 . . die Punkte ll\ 13', . . ..-11, Pl1-13» *

Schliesslich wurde zur Erfüllung der wirklichen Auflagerbeding
ungen geschritten und die dem Stabzuge 0 — 1—3 — 5 ... 19 — 20 
ähnliche Figur 0"—- l" — 3 —5' ... 19 —20 gezeichnet. Der 
Punkt 0" fällt mit 0* weil Knoten 0 festliegt, während 20"zusammen,
auf der Wagerechten durch 20" liegen muss, da der Knoten 20 auf 
einer wagerechten Auflagerbahn geführt wird; 0" — 20 ' ist recht
winklig zu 0 — 20.*)

Damit sind die Verschiebungen l" t', 3" 3 , ... . der Knoten
1, 3, . . . . nach Grösse, Richtung und Sinn bestimmt.

In Fig. 76 wurde noch die Biegungslinie der unteren Gurtung 
eingetragen. Die Eckpunkte 00, 10, 30, .... derselben liegen senk
recht unter den entsprechenden Knoten 0, 1, 3, ... . und auf den

*) Probe: Die Verschiebung 20” — 20' muss im vorliegenden Falle gleich 
der Summe der Längenänderungen As der Stäbe der oberen Gurtung sein. Da 
diese Stäbe gleiche Länge und gleichen Querschnitt haben, so findet man:

360 • 1592000*s20”—20' 1,15e" = 11,5"*“.1800000-278EF
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Wagereehten durch die Punkte 0 , 1 , 3 , .... ; die grösste senkrechte 
Verschiebung (28,8mm) erfährt der Knotenpunkt 9. Wird nur das 
Biegungspolygon gesucht, so braucht die Figur 0"—l"—2" . . . 20" 
nicht gezeichnet zu werden.

Will man die Verschiebungen sämmtlicher Knotenpunkte haben, 
man den in Fig. 77 kräftig ausgezogenen Stabzug 0—1—2—3 . . . 18—19—20 
untersuchen.

so muss

In Fig. 77 sind die Längenänderungen der Stäbe (in mm) und in

0 % 6 86 10 Pt 16 18I‘l 20

3
IS

13//
Fig. 77.

0 Va 6 8 10___ tt PL____16 18 20

Ivabw} ,-vwiUit18j,371, m3 17
S IS7 13P 11

Fig. 78.

Fig. 78 die Werthe EAol (in Mg f. d. qcm) angegeben worden. Dem Leser wird 
empfohlen, diese Aufgabe zu lösen. Es ist zweckmässig, zuerst den Knoten 10 

und die Richtung des Stabes 10-9 als ruhend anzusehen.

42. — Wir wollen die im Vorstehenden gelehrte Darstellungs
weise der Verschiebungen kurz das Stabzugverfahren nennen; dasselbe 
liefert übersichtlichere Figuren als das Verfahren von Williot und ver
dient namentlich dann den Vorzug, wenn die nach Williot zur Be
stimmung der Punkte m' auf den As zu errichtenden Lothe sich unter 
sehr spitzen Winkeln schneiden. Dagegen erfordert das Stabzugver- 
fahren etwas mehr Zeit, es sei denn, dass die Winkeländerungen noch 
anderweitig gebraucht werden, was beispielsweise der Fall ist, wenn 
für fein unter der Voraussetzung gelenkartiger Knoten berechnetes, in 
Wirklichkeit aber vernietetes Fachwerk die von den festen Verbindungen 
herrührenden Spannungsänderungen nachgewiesen werden sollen — eine 
Aufgabe, die sich, wie in der zweiten Abtheilung dieses Bandes gezeigt 
werden wird, mit Hilfe der Winkeländerungen besonders einfach lösen 
lässt. Hierbei wird allerdings vorausgesetzt, dass diese Zusatzspannungen 
(welche auch Nebenspannungen heissen) und die Verschiebungen für ein 
und denselben Belastungszustand verlangt werden, ein Fall, der häufig 
eintritt.

Auch die Anwendung eines gemischten Verfahrens ist oft am Platze. 
So kann es z. B. vortheilhaft sein, bei Untersuchung der in den Figuren 
50 bis 56 dargestellten Träger die für die einzelnen Scheiben erforder
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liehen Sonderpläne nach dem Stabzugverfahren zu zeichnen, während 
es im übrigen zweckmässig ist, den früher befolgten Weg einzuschlagen.

43. Zeichnerische Ermittlung der Werthe p. Wir betrachten 
(wie in No. 39) einen Stabzug 0—1 — 2— . .
Knoten 0 und Stabrichtung 0—1 festliegen und suchen die nur von 
den Winkeländerungen A*^ abhängigen Verschiebungen, nehmen also 
an, es seien sämmtliche As = 0. Der Verschiebungsplan besteht 
dann aus einem Linienzuge 0—2'—3'— . . . —n, dessen Seiten 
02' — p2 = s2 A ^2, 2'3' = p3 = s3 A'Ä'g, . . . beziehungsweise recht
winklig zu den Stäben s2, s3, ... sind, und der offenbar bestimmt ist, 
sobald die Projektionen Sg', . . . der Verschiebungen 02', 03', . . . 
auf eine Gerade AB (deren Richtung aber keiner der Stabachsen parallel 
sein darf, damit sie von keiner Seite p rechtwinklig geschnitten wird) 
gegeben sind.

Die Seitenverschiebungen 5' lassen sich sehr leicht finden. Dazu 
nehmen wir zunächst an, es ändere sich nur der Winkel <%1, es drehe

n Fig. 79, dessen

•——7--------------m, TV i*~

äiŁj
f)fl vós 0,m-T y::

A k
ißrnp

iO
w’i V

'<C

@àr.
4' + oX

A
Fig. 79.

sich also der Stabzug 1 — 2— . . . n um A^Tj. Punkt m, der vom Dreh
punkte 1 den Abstand e haben möge, verschiebt sich in einer zur Geraden 
1—m rechtwinkligen Richtung und um eine Strecke: 5m.1=eAlà'1, 
deren Projektion auf die zur AB parallele mm1 durch die
Gleichung:

h' • • 1 ®*• 1
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bestimmt ist, worin x1 den Abstand des Knotens 1 von der Geraden 
mm1 bedeutet. Man erhält:

8'..! =
und, wenn sämmtliche Winkel die vorgeschriebenen Aenderungen A^ 
erfahren :

m—1

= 2a;A^.
i

. . sind ohne Einfluss auf die

5'm = ®1A5‘1+3j.A$2 + . . . a:m_,A^(3) m — 1

Die Winkeländerungen A^m, A^T 
Bewegung von m.

Der auf der rechten Seite der Gleichung (3) stehende Ausdruck 
lässt sich nun deuten als das auf den Punkt m bezogene statische Mo
ment von Kräften A^, A^2 . . . . A^T 
gelegenen Knotenpunkten angreifen und die Richtung AB haben, und 
hieraus (und aus Band I) ergiebt sich das folgende Verfahren, die 
Werthe p durch Zeichnung zu bestimmen.

Man zeichne zu den Gewichten*) A^, Aï2, . . . AX-i mit der Pol
weite 1 (Zahlenevahz\t) ein Seilpolygon, dessen erste Seite zweckmässig 
rechtwinklig zu AB angenommen wird. Die den Knotenpunkten 2, 
3, ... m, ... n entsprechenden, parallel zu AB gemessenen Abstände 
des Seilpolygons von der Seite I sind dann beziehungsweise = §2', 
5S', . . . bm', . . . Zieht man also durch die Punkte 1, 2, . .

m+i > •

welche in den links von mm—1 ?

. m, ... n
des Seilpolygons Parallelen zur Seite I und zeichnet einen Linienzug 
0'2\ . . m . . . n, dessen Ecken in jenen Parallelen liegen, und dessen
Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden Seiten des Stabzuges sind, 
so erhält man die Werthe:

p2 = 0'— 2', 93 = 2—3',..., p„ = (w 1)' — n .
Will man diese Strecken p in v-facher Vergrösserung erhalten, so er
setze man die A^r durch die Gewichte vA'à' oder die Polweite 1 durch

1
die Polweite----v

In Pig. 79 wurde angenommen, dass die Winkel X.-i und X» 
abnehmen, alle übrigen hingegen eine Vergrösserung erfahren.

Wir empfehlen dem Leser, die auf Tafel 2 in Fig. 76 angegebenen Werthe p 
durch Zeichnung zu bestimmen, und die Ergebnisse mit den durch die Rechnung 
gewonnenen zu vergleichen. Sollen die p im Maassstahe 2 :1 erhalten werden, so 
sind (wenn die Polweite = 1 gewählt wird) die Knoten des im Maassstabe 1: 300

-EAS------ zu3000
belasten. Dem Knoten 1 entspricht z. B. 2?AS = 2170 -f- 926 = 3096, und es 
ist daher seine Belastung = 1,032.

*) Der Ausdruck Gewicht ist hier natürlich in mathematischem Sinne zu 
nehmen. Die AS sind Zahlen, ihre Auftragung macht die Anfertigung eines be
sonderen Zahlenmaassstabes nöthig.

Müller-Breelau, Graphische Statik. II. 1.

600-EASgezeichneten Fachwerks mit den Gewichten 2 • 300 AS 1800000
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ni/2-
S/ni

iy*. >m/
w, l/m,

oM & IUe,
Ł^m.L

Kg. 80.

/ as
und für den Fall t — 0 wegen As = —>

»- 1= Sy.4ÿ. + 2^
1 1 il/

Will man diese Formel auch dann anwenden, wenn Temperatur
änderungen berücksichtigt werden sollen, so muss die Spannung

(4) M

s
um den Betrag s Et erhöhen. Vergl. den Schluss von No. 40.a =

Der Ausdruck 2yA^T lässt sich als das auf die Sehne 0—n be
zogene statische Moment von Gewichten A^, A^T2, . . . deuten, welche 
in den Knoten 1, 2, . . . des Stabzuges angreifen und parallel zu 0—n 
sind. Es ist also möglich, diesen Ausdruck mit Hilfe eines Seilpoly
gons darzustellen.

fl — 1

*) == 2j/mA&m bedeutet die Summe der Werthe Abx, y2 A3r2...
bis y„_i A&n-i.

m = n — 1

Erster Abschnitt. — § 2.98

44. Längenänderung einer Stabzugsehne. Eine für die Folge 
wichtige Aufgabe besteht darin, die Längenänderung der zwei Knoten 
0 und n eines Stabzuges (Fig. 80) verbindenden Sehne durch die Längen
änderungen A s und Winkeländerungen A^r auszudrücken. Wir bezeich
nen den Abstand irgend eines Knotens m von der Sehne 0 — n mit ym, 
den Neigungswinkel des Stabes sm gegen die 0—n mit <pm und setzen 
sm cos  ßm.

Die Vergrösserung von um A erzeugt für sich allein
Al — ymA^m, ein Ergebnis, das ohne weiteres aus No. 43 (und auch 
aus Fig. 80) folgt, während der Aenderung der Stablänge sm um Asm 
Al = Asm cos <pm entspricht. Im ganzen entsteht daher:

« — 1 n
Al = 2ymA&m -f 2 Asm cos <pm*)

1 1

X



45. Auffassung eines beliebigen Polygons als Seilpolygon.
Jeder aus Geraden bestehende Linienzug 0 — 1 — 2 — 3—. . . (Fig. 81) 
lässt sich als das Seilpolygon endlicher Kräfte Pj, P2, P3, . . . deuten, 
die in den Punkten 1.
2, 3, . . . angreifen, und 
deren Richtungen inner
halb gewisser Grenzen 
willkürlich gewählt wer
den dürfen. Das Grössen- 
verhältniss dieser Kräfte 
ist durch die Seiten 
eines zweiten Linienzuges 
AB CD . . . bestimmt, 
dessen Ecken auf den 
durch einen beliebigen 
Pol 0 parallel zu den Ge
raden 0 — 1, 1 — 2, 2 — 3, . . . gezogenen Strahlen I, II, III, . . . 
liegen, und dessen Seiten AB, BC', CD, ... die Richtungen der Kräfte 
Plt P2, P3, . . . haben. Es verhält sich:

P1 : P2 : P3 : - . . = AB : BC : CD: . . .
Sollen alle Kräfte endlich werden, so darf die Richtung keiner Kraft 
in eine der beiden angrenzenden Seiten des Linienzuges 0—1—2—3— ... 
fallen, es darf also z. B. P2 weder die Richtung von II noch die von 
III haben.

A

BFi

cf1*

PSFZ'p, n 2 0
r

Fig. 81.

Wird ein Linienzug 0 — 1 — 2 — 3— . . . als das Seilpolygon 
paralleler Kräfte betrachtet (Fig. 82), so bestehen zwischen der Pol
weite H, den Kräften P und den in der Richtung der P gemessenen 
Abständen 7^, tj2, 7]3, . . . der Punkte 1, 2, 3, . . . von einer beliebigen 
Geraden AB einfache Beziehungen, die es gestatten, die P durch die 
7] auszudrücken. Legt man nämlich durch den Punkt 2 eine Parallele 
zu AB, welche die Richtung von P3 in 3' trifft und verlängert 1 — 2 
bis 3”, so erhält man:

3" — 3' = C*l2 — '’Qi) y-; 3 — 3= t]3 — t]2, also

3 3' = (t)2 Tjj) ~
A2

wobei X2 und X3 die Projektionen der Seiten 1 — 2 und 2 — 3 auf

2

3" — 3 = 3" — 3' — — Öls“ *12),

7*

3.

Die Biegungslinie als Seilpolygon betrachtet.

Die Biegungslinie. 99



und daraus folgt dann:

p2 = b
f^2 —
L x2

% ^3 ---^2 1
>>3 J’

und allgemein:
1-1,vim+i(1) Pm — H

Xn + 1
46. Die Biegungslinie. An der Hand der vorstehenden Betrach

tungen möge nun die Biegungslinie eines Stabzuges 0—1—2— . . . m . . . 
(Big. 83) als Seilpolygon paralleler Kräfte gedeutet werden.

Den in einer senkrechten
Ebene angenommenen Stab
zug beziehen wir auf ein

j**

JikP/ri' rrviT
beliebiges rechtwinkliges 

Achsenkreuz x, y, dessen 
Wahl an die einzige Ein
schränkung gebunden ist, 
dass keiner der Neigungs
winkel ßl5 ß2, ß3 . - - der 
Stäbe sx, s2, s3 . . . gegen 
die x-Achse gleich 90° sein 
darf.

i
ML

/
B

A\ !m ‘ '4% ä’&m

Hw, +y
W»v Sodann setzen wir

Fig. 83. voraus, es seien die Ver
schiebungen sämmtlicher 

Knotenpunkte in je zwei den Achsen x und y parallele Seitenver
schiebungen Ax und A y (das sind die Aenderungen der Coordinaten

Erster Abschnitt. — § 3.100

eine zur Richtung der P rechtwinklige Gerade bedeuten. Weiter fin
det man:

^33" — 3 : \3 = P2 : H, mithin: 3" — 3 = P2 H

-B
A r,&

Hs ĄH, * i*
____ i_ p3/

£ K■iS'

% w--v. B — >1
' r

%
&— y —fi

H Ä3 1
Fig. 82.



A smA sm + x(3) wm — AX tg ßm 4 m+1-
S»1 + l

Für ßm = 90° oder ßm+1 = 90° wird wm unendlich gross, und 
es leuchtet ein, dass die zu Anfang der Untersuchung hinsichtlich der 
Lage des Achsenkreuzes gemachte Einschränkung geboten ist, wenn alle 
w endlich sein sollen.

Sm

Bleiben die anfänglichen Stabtemperaturen ungeändert, ist also für 
a
— , und besitzen sämmtliche Stäbe dieSAsjeden Stab: EF Es

Die Biegungslinie. 101

x und y) zerlegt und denken uns die A y auf den durch die Knoten
punkte parallel zur «/-Achse gelegten Geraden von einer beliebig an
genommenen Geraden AB aus aufgetragen. Den Linienzug, welcher 
die Endpunkte der A y verbindet, nennen wir die Biegungslinie und die 
von dieser Linie, von der AB und den Ay0, Ayn begrenzte Fläche die 
Biegung stäche für die Richtung y. Die der «/-Achse parallelen Kräfte, 
deren Seilpolygon die Biegungslinie ist, bezeichnen wir mit wx, w2, . . . 
wm, ... ; sie sind, wenn die Polweite = 1 gemacht, bestimmt durch:

A«/ot + i — A ymA ym A y,n -i(2) wn -
A» + 1

Differentiiren wir nun die Gleichung
ym-1 — ym = sm sin ßm

und ersetzen (da es sich hier nur um verschwindend kleine Verschie
bungen handelt) das Differentialzeichen durch das Zeichen A, so er
halten wir:

A«/m-i — Aym = Asm sin ßm + sm cos ßm Aßm 
und (nach Division durch \m — sm cos ßm) :

AsmA«/m — A ym tg ßm —Aßm.
^m

Ebenso ergiebt sich:
Ay»»+i A ym Asm + i tg ßm+i— Aßm + i>

A + 1t»+ 1
weshalb entsteht:

Asm Asm + itg ßm -f— — A ßm -f- A ßm + ! tg ßm + «•1
ßm + 1 “f- 180°   ßm   X»

Aßm + 1— Aßm = AX,
Nun ist aber: 
mithin :
und es findet sich schliesslich

<30.
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gleiche Elasticitätsziffer E, so ist es zweckmässig, die Biegungslinie als 
das Seilpolygon von Kräften

wm = Etâm — om tg ßm -|- am+1 tg ßm + 1
aufzufassen. Wählt man dann die Polweite E, so erhält man die A y 
in demselben Maassstabe, in welchem der Stabzug gezeichnet ist. Will 
man die A y in v-mal grösserem Maassstabe darstellen, so mache man

(4)

E
die Pol weite = — • Es ist dieses Verfahren — bei überall gleichem E — 

auch dann zu empfehlen, wenn Temperaturänderungen berücksichtigt
g

werden sollen; man muss dann aber die Spannungen a — — um sEtF
yergrössern. Vergl. den Schluss von No. 40.

Nach Aufzeichnung des Seilpolygons sind die A y bestimmt, sobald 
die Schlusslinie AB gegeben ist, sobald also beispielsweise zwei Ver
schiebungen A y bekannt sind.

Zahlenbeispiel (Figuren auf Tafel 2). Es sollen die senkrechten Seiten
verschiebungen der Knotenpunkte der oberen Gurtung des in Fig. 84 abgebildeten 
Fischbauchträgers bestimmt werden. Die Belastung ist in Fig. 66 angegeben; 
den Kräfteplan zeigt Fig. 67*). Die Stablängen s und Querschnittsinhalte F 
sind in Fig. 68 zusammengestellt, die Spannkräfte S und Spannungen er in Fig. 69. 
Die rothen Zahlen in Fig. 84 bedeuten die nach No. 40 ermittelten Werthe EAx 
(kgr f. d. qcm) der Dreieckswinkel, aus denen sich die Winkel ba, b4, . . . zu
sammensetzen. Es ergiebt sich:
AAS, = + 1719+ 1373 + 243 = 3335* f.d. qcm; A/Ab4 = 298 + 713 + 25 = 1036; 
_E7ASr6 = 1371 ; E ASr8 = 457; AJAb,0 = 1246; EA5la=581; A/AbI4 = 1025; 
A/Ab16 = 1150; A/Ab,8 = 3856.

Da die Neigungswinkel sämmtlicher Obergurtstäbe gegen die wagerechte 
r-Achse gleich Null sind, so folgt aus Gleich. (4),

Wm = EA'Am.
Die Gewichte wm wurden im Maassstabe: 1000* f. d. qcm — 5mm aufge- 

tragen. Der Längenmaassstab der Trägerzeichnung ist 1:300, der für die 
Verschiebungen ist 600 mal so gross (nämlich 2:1), und es wurde daher die

gewählt. Nach Auf

zeichnung des Seilpolygons wurde die Schlusslinie AB mittels der Bedingungen 
festgelegt, dass die senkrechten Verschiebungen der Knoten 0 und 20 gleich 
Null sind. Die für die Durchbiegungen gefundenen Werthe wurden in die 
Figur eingeschrieben.

Im vorliegenden Falle lassen sich auch die wagerechten Verschiebungen 
der Knoten 2, 4, . . . der oberen Gurtung sehr schnell angeben. So erfährt

E 1800000Polweite 3000* f. d. qcm = 15 mm
600 600

*) Vergl. No. 41; dort ist die Formänderung der unteren Gurtung dieses 
Trägers untersucht worden.
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8 eine Verschiebung nach links, welche gleich der Summe der (in die Fig. 84 
eingetragenen) Verkürzungen der Stäbe 0 — 2, 2 — 4, 4 — 6, 6 — 8 ist, also 
= 1,09 + 1,12 + 1,16 + 1,17 = 4,54mm. Für den Knoten 18 erhält man die 
wagerechte Verschiebung: 10,32”1”1. Das ganze Verfahren ist sehr übersichtlich 
und liefert auch recht zuverlässige Ergebnisse.

Wir empfehlen dem Leser, zur TJebung auch die Biegungslinie der unteren 
Gurtung dieses Trägers durch ein Seilpolygon darzustellen. Zuerst müssen die 
den einzelnen Stäben entsprechenden Werthe a tg ß berechnet werden, wobei 
die Vorzeichen streng zu beachten sind. Für die Stäbe 0—1 bis 7 — 9 ist ß 
negativ, für 11 —13 bis 19 — 20 positiv (vergl. auch die Textfigur 83 auf S. 100). 
Man erhält mit den in der Fig. 68 angegebenen Höhenzahlen:

1,268für den Stab 0 — 1 : = —478 24 253

2,546 - 1,268„ „ „ 1 — 3: atgß = — 492

für die folgenden Stäbe der Reihe nach:
o tg ß = — 151 ", — 98 ; — 47; 0; + 47; + 98; + 151 ; + 219 ; —(- 264. 
Die EA% sind für die Knoten 1, 3, 5, ... . 19:

3096; 1400; 1166; 869; 850; 904; 679; 988; 1522; 3446, 
und es ergeben sich mithin für die Gewichte wm nach Gleichung (3) die Werthe 
(klgr f. d. qcm)

W\ = 3096 + 253 — 210 = 3139 
w3 = 1400 + 210 — 151 = 1459 
M75 = 1166 + 151 — 98 = 1219 
«>7= 869 + 98 — 47 = 920 
M79=: 850+ 47 + 0= 897

Die Polweite wähle man wie vorhin = 3000* f. d. gern; man erhält dann die 
senkrechten Verschiebungen im Maassstahe 2:1.

Will man die senkrechten Verschiebungen sammtlicher Knotenpunkte des 
Trägers mit Hilfe eines Seilpolygons darstellen, so betrachte man den in Fig. 77 

" (Seite 95) durch kräftige Linien dargestellten Stahzug. Dieser letztere Weg 
führt aber nur dann zum Ziele, wenn alle Füllungsstäbe (wie im vorliegenden 
Beispiele) eine gegen die Senkrechte geneigte Lage haben.

Wollte man die senkrechten Verschiebungen der Knotenpunkte leider 
Gurtungen des in Fig. 85 abgebildeten Trägers durch ein Seilpolygon dar
stellen , und zu diesem Zwecke den Stahzug 0 — 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — , ... 
9 — 11 —10 —13— . . . . 16 untersuchen, 
so würde man unendlich grosse «?-Kräfte -r
erhalten, da den senkrechten Stäben KT p ^ '
Winkel ß = 900 entsprechen. Hat man J \ 
aber für dieses Fachwerk die Biegungs
linie der einen Gurtung ermittelt, so 
findet man diejenige der anderen sehr 
schnell mit Hilfe der Bedingung, dass sich die senkrechten Verschiebungen 
entsprechender Punkte (z. B. 1 und 0, 3 und 2, u. s. w.) um die Längen
änderung des Verbindungsstahes unterscheiden. Verschiebt sich also beispiels
weise 4 um S4 nach abwärts und verkürzt sich der Stab 5 — 4 um As, sev 
ist 3g ;= 3., +* A s.

2103,0

0+ 47 = 951wlx = 904 — 
w13 = 679 — 47 + 98 = 730 
«7,5= 988 — 98 + 151 = 1041 
«>17 = 1522 — 151 + 219 = 1590 
«719 = 3446 — 219 + 264 = 3491.

//.9 13 !3
tr
16i ff n to n iff

Fig. 85.
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Wir denken uns das Dreieck (m—1) — w — (m -j- 1) in den 
Punkten (m — 1) und (m -J- 1) mit den im Sinne der (— y) ange

nommenen Kräften —
1

belastet, Fig. 86b, und im Punkte mA UIld \Am A«+1

u
ffl + /J. w

nrn

%

rn
V

j: 'Z/
dh

///- 'f'3
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47. — Für das einfache Dreiecknetz möge noch eine andere 
Berechnungsweise der w gezeigt werden, wobei dahingestellt bleiben 
möge, ob dieses Fach werk einem einfachen oder einem Gerber’schen 
Balken, einem Bogen mit drei Gelenken oder einer anderen Trägerart 
angehört. Wir unterscheiden drei Fälle.

I. Fall. Sämmtliche Stäbe schliessen mit der x -Achse Winkel 
ein, die kleiner oder grösser als 90° sind (Strebenfachwerk). Gesucht 
sind die Verschiebungen A y der Knotenpunkte beider Gurtungen.

Mit Bezugnahme auf die aus Fig. 86 zu ersehende Bezeichnung 
der Knotenpunkte sollen bedeuten:

om die Länge des einem Knotenpunkte m der unteren Gurtung 
gegenüberliegenden Obergurtstabes, 

uk die Länge des einem Knotenpunkte k der oberen Gurtung 
gegenüberliegenden Untergurtstabes, 

dm die Länge der Diagonale (m — 1) — m,
Am die Projekton von dm auf die æ-Achse,

den Neigungswinkel von om gegen die Achse 
Yfc n 
9m „

Uk

n dm n ?? *

-*
■

£
fl
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gestützt und wenden auf diesen Belastungszustand und den wirklichen 
Verschiebungszustand die auf Seite 11 der Einleitung entwickelte Ar
beitsgleichung 2 Qh = 2/S'As an. Da sich m— 1 gegen m im Sinne 
der (4~ y) um A ym-\ — A ym verschiebt und (m -f- 1) gegen m um 
A«/m+1— A ym, so ist die virtuelle Arbeit der äusseren Kräfte (mit 
Rücksicht auf Gleichung 2, Seite 101):

11
20S = — r— (A«/m_! — A«/m) (A ym + l — A ym) — wm.

+ 1

Die absoluten Werthe der in den drei Stäben om, dm, dm+l in 
Folge der gedachten Belastung entstehenden Spannkräfte seien = ,
(x2, p.3 ; sie können auf die in Fig. 86 c angegebene Weise ermittelt 
werden, worauf dann

wm — 2 Q 5 — 2 S A s — A om -1— p*2 A dm | [x3 A dm _j_ i

erhalten wird. Das erste Glied ist negativ, weil der Stab om durch 
gedrückt wird.

Bezeichnet man nun mit hm die parallel zur y-Achse gemessene 
Höhe des Fachwerks im Punkte m, so findet man:

(5)

sec ßm1[Aj : — = \m sec ßOT : hm und hieraus p.x
K ’

1 sec 9m— dm : hm \m sec <pm . hm „ {^2^ s: hm ’
sec 9m +iebenso : ft» = hm

weshalb der oben für wm angegebene Ausdruck übergeht in:
— Aom sec ßm -f- Adm sec y« -f- Adm+l sec <pm + 1

(6) Wm —

Ganz ähnlich wird entwickelt:
+ Auk sec y* — A dh sec yfc— A<4+i sec yL+1

(?) wk = K

= 1 (Zahleneinheit) oder — — zu wählen, je

nachdem die A y in demselben oder im v-fachen Maassstabe der Träger
zeichnung dargestellt werden sollen.

Es dürfte hier noch eine Bemerkung über die Vorzeichen der 
Winkel ß, Y> 9 am Platze sein.

Liegt die durch den Knoten r parallel zur «/-Achse gezogene Ge
rade zwischen den Knoten (1---- 1) und (r -j- 1), wo r eine beliebige

Die Polweite ist



Ordnungsziffer bedeutet, so genügt die Festsetzung, dass unter ß, y, 9
die spitzen Neigungswinkel der Stäbe 
gegen die x-Achse zu verstehen sind. 
Ob diese Winkel nach oben oder unten 
positiv gezählt werden, ist gleichgültig, 
weil die Ausdrücke für wm und wh nur 
die Sekanten enthalten und sec (— a) 
= sec (-J- a) ist. — Anders in dem in 
Fig. 87 dargestellten, zuweilen bei Bogen
trägern vorkommenden Falle. Bedeutet 
hier r einen Knotenpunkt der unteren 
Gurtung, so ist sec 9r positiv oder nega
tiv, je nachdem r — 1 links oder rechts 
von r liegt, und sec çr + 1 positiv oder 
negativ, je nachdem sich r* —J— 1 rechts 
oder links von r befindet. Auch ist zu 
beachten, dass die w-Kräfte in der Reihen
folge . . . wr_ 1, wr, wr\ 1, . . . durch das 
Seilpolygon verbunden werden müssen, 
und dass hr der in der Richtung der y 

gemessene Abstand des Knotens r von der Verlängerung des Stabes 
(r — 1) — (r* —f— 1) ist.

/
4-:
!

i\ !*r

4
fr Ts

-M

'x\ ! i
i t

H sT

>A!/s

v
V v

ws tv6 n>s 
Fig. 87.

Zur Abkürzung führen wir die Bezeichnungen ein:
A’o — A0 sec ß, A u — A u sec y, A'd — Ad sec 9

und schreiben:
A'om -f- A ’dm 4- A 'dm+l

(8) wm —

4- A 'uk — A ’dj, — A'<4 + 1(9) Wh =
K

Für das Fachwerk in Fig. 86 haben A'0, A u, A d dieselben Vorzeichen 
wie die Längenänderungen A0, Au, Ad; sie sind also positiv oder 
negativ je nachdem die entsprechenden Stäbe gedehnt oder verkürzt 
werden. Wendet man aber die Gleichungen (8) und (9) auf das Fach
werk in Fig. 87 an, so hat (wenn r einen Knoten der unteren Gurtung 
bedeutet) A'dr dasselbe oder das entgegengesetzte Vorzeichen wie Adr
je nachdem 1-----1 links oder rechts von r liegt, und A'dr
oder das entgegengesetzte Vorzeichen von Adr+1 je nachdem r-(-1 
rechts oder links von r liegt.

Die A'o, A'u, A'd bestimme man durch Zeichnung und benutze 
hierzu ein in grossem Maassstabe angefertigtes Trägernetz.

dasselbe+ 1

r

Erster Abschnitt. — § 3.106



(0). 12*7,0 cm'

V.....
1.■<

y 60 t(ty-nąi +72*
>'lZt7Z*

1. 20™- *i-

i'0f ~,r-

w+
(KOSO™ ”V

Kg. 88.

linke Hälfte die 180-fachen, mit den Sekanten der Stabneigungswinkel mul- 
tiplicirten Längenänderuugen (in cm). Für einen wagerechten Gurtungsstab ist 
A’o = Ao bezieh. A'n=Au, z. B. für den Stab 1—3:

48 000*•400Oo cm
27,4cm.180 A'o = (tUE)F

Für einen Füllungsstab erhält man (wegen d — \ sec 45 ° = X yr2) : 
180 A'd — 180 Ad-?-

10000-70

Dd2 2 Dl
X (t^E)F\ 10000 F

z. B. für den Stab 1—2:
2-34000*•200180 A'd 27,2 e"».10000-50

Die Gleichungen (8) und (9) liefern nun:
19X = jfo [+ 24,0 -f 22,7 — 27,2] = 0,0975 «>4 = [+ 28,8 + 22,7] = 0,2575
u>, = [+ 27,4 + 27,2 - 18,0] = 0,1830 w5 = ^ 26,2 = 0,1310.
«»3 = vfa [+ 25,3 -f 18,0 - 22,7] = 0,1030

Die Werthe w und die Polweite H sind Zahlen. Wählt man H= 1, so
liefert das Seilpolygon die 180 fachen Durchbiegungen im Maassstabe der Träger
zeichnung (d. i. in 1:250). In Fig. 88 wurden die Durchbiegungen im Maass
stabe'1 :1 dargestellt und deshalb die Polweite H—\f| = 0,72 angenommen. 
Der Maassstab für die Zahlen w lautet: 1 = 50mm.
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Zahlenbeispiel. Es sollen die senkrechten Verschiebungen sämmtlicher 
Knotenpunkte des in Fig. 88 dargestellten schmiedeeisernen Netzwerks unter der 
Voraussetzung bestimmt werden, dass in jedem Knoten der unteren Gurtung die 
Last 12' angreift und E den überall gleichen Werth 1800000* f. d. qcm hat. 
Der Träger ist symmetrisch in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte. Es 
genügt deshalb, die eine Hälfte zu untersuchen.

In die rechte Hälfte des Trägernetzes wurden die Spannkräfte in Tonnen 
und die Querschnitte in qcm (eingeklammerte Zahlen) eingetragen, und in die

1:250
(1) (3) -us,s G») -71* ,, ___ j....... -4~,.

(1001VV , :e # tef ^i. p
N/O (95) \,/A (40) iX y i X* /

2m%y
(110)

~~
~S

fc
 -

—
!—

rK
lCf

1=

-Z
3,

7-
T7

17
77

S

m
m

s
—

-z
&
t&

---
-

~~
 ----m

fn
^

6 
-

iutu

t-F
 I >£



Wir bezeichnen (Fig. 89 und 90) mit
om die Länge des Obergurtstabes

„ Untergurtstabes im mtea Felde, 
der Diagonale 
„ Vertikale mm,

TI

dm „
Ä,« „
ßm den Neigungswinkel von om gegen die Wagerechte,
T m n n

)) ))
\m die Feldweite.

Sodann führen wir (wie auf Seite 106) die Abkürzungen ein 
A'o = Aosecß; A'u = Ausecy, A'd = Adsec<p

und heben hervor, dass im vorliegenden Falle A'o, Am, A'd stets die
selben Vorzeichen haben wie Ao, Au, Ad.

Zunächst sei die in Fig. 91 dargestellte Anordnung der Füllungs
stäbe (linkssteigende Diagonalen zu beiden Seiten der Vertikale mm) 
vorausgesetzt. Der Kräfteplan für den in der Fig. 91b angegebenen, 
gedachten Belastungsfall liefert für die Gurtstäbe om, u 
Diagonalen dm, dm folgende Spannkräfte p. (ohne Vorzeichen):

sec Ym + i

n

und diem + 1 I

sec ßm
M-2 hmhm

sec <pm+1 *)sec 9„ =P-3 = 1"m K

*) Vergl. Seite 105.

mm.
0„

Kn-r /cL Kn,Kn/ mh'm.-t
An-

Aaa  T. _
m-r, ! tc> Hi.

ny
ß-----Am *"K- 1

Fig. 89. Fig. 90.
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TT. Fall. Gesucht sind die senkrechten Verschiebungen der 
Knotenpunkte der unteren Gurtung eines (in senkrechter Ebene ange
nommenen) Fachwerks mit Vertikalen (Ständerfachwerk).

?
+



{a)

i Æ
% >tira ni *i

K»>11
h % \m-i

nb-7 /ty/2* «i*.,, \m-+t

im-+1i*'" '
///

Fig. 91 a. Fig. 91 b. Fig. 91 c.

worin ti
bedeutet, in welchem die (m -j- l)te Vertikale die Verlängerung des Stabes

Vertikale entsteht fx6=—• Die

den Abstand des unteren Knotens m -j- 1 von dem Punktem -f 1

tenom schneidet, In der (m 1)

der Pig. 91b durch gestrichelte Linien bezeichneten Stäbe sind span
nungslos.

Mit Rücksicht auf die in die Pig. 91b eingetragenen Vorzeichen 
der Spannkräfte [i. erhält man nun (nach Gleich. 5, Seite 105):
wm —- p.j A om | p*2 Aum _j. i 1 p*3 A dm p*4 AcZm^_ i | p*5 Ahm p.g Ahm_\t 
d. i.

T” [----A ö« + A'U ~f~ A dm — A dm+1—cim-iĄ-bm]w — m+ 1
K(10) tiK m -f 1[Fig. 91.J worin am_x — A/im und K = A/?m —-1

m+ 1
Die Werthe am_i, bm (welche dasselbe Vorzeichen haben, wie Ahm_^ 

bezieh. A hm) werden zweckmässig auf die in Fig. 91a angegebene Weise 
durch Zeichnung bestimmt; auch ist es häufig zweckmässig, die Multi
plicationen der Längenänderungen mit den Sekanten zeichnerisch aus
zuführen und die Glieder des Klammerausdruckes mit dem Zirkel zu 

Nur achte man hierbei auf die Vorzeichen!addiren.
Durch Betrachtung des Spiegelbildes der Fig. 91 ergiebt sich für 

die in der Fig. 92 dargestellte Anordnung der Füllungsstäbe (und mit 
der dort für ti angegebenen Bedeutung):m - 1

*
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Für die Spannkraft |x5 der Vertikale mm erhält man

— = tim tim + 1: hm alsoP"5 " ^ = ~X+ 1 • hm ’+ i m+ 1

iF

<—
r-st

St

k'

?/
SM

- 13



^ + 1 H* P-3 ^ dm ~| ” [-^4 A $m -f 1 ”|~ f^5 A Am [Xg A Am - 1
[X7 A Âm + ! ,

sec ßm sec <pMsec scc (pm + 1m -f-1
> M”3; îj-2 ; iJ'4 =KK hm hm

1 1
(tgßw — tg ßm + 1); JJ-6 = —- ;[J-i sin ßm — [X2 sin ßm+1 =

K \n
1

mithin :
Xm + 1

w

P-5

fX7

Ist links von der Vertikale mm eine linkssteigende Diagonale und 
rechts davon eine rechtssteigende angeordnet, Fig. 93, so erhält man:

(bjy ms -JŁ(cu)VAhnit om
J

dlm 'dm„ m/^5 s: »

\>»h -/vr*l

iA772// je m+i.
Zrrv

> '
Fig. 93 a, Fig. 93 b. Fig. 93 c.

e
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1
[--- A 0m+ ! -j~ A Wm--- Ä dm ~f~ AWm = + 1km

(H) h f/i — 1K und bm = AAmworin[Fig. 92.] ßm + 1 --- AÄm+ !
Am + 1

(T" a<
/7bt

'ù hm>,

7Tb'1
//2- 771+7

Fig. 92.
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1

[ ^ Ao»n+l | A dm | ^dm + \~\~Cm 1wm —
hm

hm{worin cm = kh„( tgßm— tgßm+i); a(12) = AÄm_1— ;m — 1
[Fig. 93.]

öm + l ------ & hm+1

Xn + 1
Liegt der in Fig. 93 a dargestellte Werth cm oberhalb der Verlängerung 
von om (ist also ßm+1 ßm) so hat cm das entgegengesetzte Vorzeichen 
von Aäot.

Bei der in Fig. 94 abgebildeten Anordnung ergiebt sich für die 
mte Vertikale die Spannkraft

sec 9m + isec 9m sin <pm 4|x5 == p,3 sin cpm 4- (x4 sin 9m+1 sin 9m+ l
hm hm

tg 9m + tg 9M+ 1
hm

4-*->-/
(et')/

(bl & (c)
'

74» JL
m (J'3I àS^L'fdm * 'usf I

I

Lam-t ", X
m7^Xnu

2? mn ■

1V .^m'f Pt,'fIO
Fig. 94 c.Fig. 94b.Fig. 94 a.

und man findet deshalb:
1

Wm   — [4- A Um 4- A Um+1 — A dm   A dm + x 4" em](13) hm

[Fig. 94.] em = AÄm (tg 9„, 4- tg 9m+ l).worin
III. Fall* Ständerfachwerk; gesucht sind die senkrechten Ver

schiebungen der Knotenpunkte der oberen Gurtung. Man gelangt auf 
dem vorhin eingeschlagenen Wege zu den folgenden, den in Fig. 95, 
96, 97, 98, dargestellten Anordnungen der Füllungsstäbe entsprechen
den Formeln:

1
-- - ~r~ [--- À Om 4“ A Mm+l 4~ A d'm---A dm + 1--- bm-\-Clm+ l]Wm

hm(14) h'm-! hm[Fig. 95.] worin «m + l = ^hmbm - A hm + iXm ^»+ 1
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1
wm = — [— A'om+i 4- —AA'dm+1 + a —Mm-l

Ä»(15)
. 7 ^ m + 1
A"-xr

K[Fig. 96.] worin = -1 A -1 ^m+ 1

Vrr>nis mt1mjj
> fnu-Ojgi.

m-r Ad„ hm ^K *‘m+f h ■arn, >*L.r

y>m.
r-^m+7 ^3

hd *^y;
Fig. 96.Fig. 95.

wm = ^-\— A'o„ — Aom + 1 -f- A'<4 -f A'(7m + 1 — eM]
hm(16)

em = Mim (tg <p„, + tg 9„+i)[Fig. 97] worin

«V
rrv + 1

ml vwv//A
A *-ähm.snty rn-7

:i/f K,ri
CLm-i a h

TfHT\ •
>erw

S*ä"1 -; /Tr-/!
mil

F-

S3C' '
Fig. 97. Fig. 98.

1
[ -j- A\^m+A' wm+! —A ’ dm —A 'd ---Cm~\~ am-\ “f" Om+l]W« = m-flK

KnCm = A hm (tg Ym — tg Y„+1) ; = a hm_x — ;(17) ' wo am—1
[Fig. 98.]

°m + l   AÂm+1
^m+1

Hat man die Biegungslinie der einen Gurtung bestimmt, so findet 
man diejenige der anderen mittels der Bedingung, dass sich die beiden



1. — Liegt ein Fachwerk von der unter Fall I behandelten Art vor, 
und wird nur die Biegungslinie der oberen Gurtung verlangt, so ist es zu
weilen zweckmässig, die den Knoten der unteren Gurtung entsprechenden Ge
wichte w auf die benachbarten oberen
Knotenpunkte zu vertheilen. Yon icm 
in Fig. 99 kommt auf den Knoten (m—1)

^»i+i

m-r
:

TV 7

und aufder Theil: wń' = wm m
a r-r

\m\
k—*

km ■7H-2(tn —j— 1) der Theil: wm' — wm---- Die
■ rYertheilung von wr liefert: 

kr+l wrr X-,)!
:,fPm-\r

Und Wr =-\-Wr--------Wr =---- Wr ”4 \la
Nun wird wń' zu wm-1 addirt, wm' zu 
wm+1 n. s. w., so dass sich z. B. für 
den oberen Knoten (m — 1) im ganzen 
ergiebt:

><--

T--S

Wm- 1 —— Wm' -f- Wm-1 "j- w'm-i• I+ rPr L
Dieses Verfahren ist namenthch

dann am Platz, wenn die durch einen 
Knoten r der unteren Gurtung parallel 
zur Verschiebungsrichtung ge
legte Gerade nicht zwischen 
r — 1 und r + 1 liegt. Bei 
derartigen Fachwerken kann 
es Vorkommen, dass einzelne 
Stabachsen mit der Versehie- 

zusammenfal-

Fig. 99.

Sj 1 Hr*--
<aj

,kf'
/ (b)

(L
'6bungsrichtung

len, wie beispielsweise dh in 
Fig. 100. Man berechne dann 
die "Werthe w zunächst ohne 
Rücksicht auf diejenigen Fül
lungsstäbe, welche die Rich
tung der w haben und deren 
Einfluss auf die w dann nach
träglich gesondert anzugeben ist. So findet man für das Fachwerk in Fig. 100 
unter der vorläufigen Annahme A d5 = 0 die "Werthe :

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.

% /UJ 7
fi

Fs
Fi. 100.

8
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senkrecht übereinander gelegenen Knotenpunkte m gegen einander um 
Ahm verschieben.

Ein Zahlenbeispiel findet sich in No. 49.
Die Berechnung der Weithe wm mit Hilfe der Gleichungen (8) — (17) ist 

dem in No. 46 angegebenen Verfahren vorzuziehen, sobald die Aenderungen 
der Dreieckswinkel nicht ohnehin zu anderen Zwecken (z. B. Untersuchung von 
Nebenspannungen) berechnet werden müssen.

Anmerkungen zu No. 47.
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ll w3 — ~ (“H A Uz — A di — A df) 

— (H~ A Us A (7g)

w.2 — (— A o, Ą- A'(7a -f- A'(73) :

Wi = — (— A o4 -f- A di) ;

J-(- A'o6+ A'(76+ A'c77)

w5 =
h

u. s. w.w6 =

sodann: ws =■ w\ -j- lca'i w& = w* + w& + u’&" '■> wi — we! + wi + ws"5 u- s- w- 
wobei zu beachten ist, dass A'(7S das entgegengesetzte Vorzeichen von A d3 
hat, weil der Knoten 3 links von der Senkrechten durch 2 liegt (vergl. Seite 106). 
Der Einfluss von A<75 auf w6 ist ==— |j.4 A c75 , worin jr4 den mittels des Kräfte - 
planes in Eig. 100 c bestimmten "Werth bedeutet, w7 ist unabhängig von A d5

, weshalb schliesslich erhalten

K

A dtund der Einfluss von A d5 auf w2 ist = + 
wird:

wÿ = wf + w3 +

«i
A d& . -

w6 = Wi -f- «’s + u>a" — P-4 A(75; w-, — wj -j- wi + toa".
«l

Aehnlich wird verfahren, wenn die Biegungslinie der unteren Gurtung 
gesucht wird. Die den oberen Knoten entsprechenden Gewichte wm werden 
in den angeführten Sonderfällen zweckmässig auf die Knotenpunkte der unteren 
Gurtung vertheilt.

2. — Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die Spannkräfte p. durch 
parallele äussere Kräfte erzeugt werden und sich in Folge dessen auch mit 
Hilfe der im ersten Bande (IX. Abschnitt) für den einfachen Fachwerkbalken 
entwickelten Formeln berechnen lassen. So sind z. B. die Spannkräfte in den 
Stäben om, dm, d„,+1 des in der (Fig. 86) dargestellten Fachwerks, falls auf 
dieses nur äussere Kräfte, welche die Richtung der w haben, wirken:

Mm sec ßOT _ Mm Mm-1
Dm =Om — sec cpm ;/!■»* hm hm -1

)«-> = (£ Mm+1 sec (pm+1,
hm+\

und es ergeben sich (da die gedachten Lasten —!— und 1 die Momente :Xm+iX VI

Mm-i — 0, Mm— 1, Mm+1=0 erzeugen) für die Spannkräfte p7, pa, p3 die 
Werthe:

sec ßm
*

Auch leuchtet ein, dass die Glieder des Ausdrucks:
A Om sec ßm A(7msec<pm A(7m+i sec <pw+i

sec (pm secjp m+i
V-i M- shm ’ hm

A'0m A 'dmwm — hm hm hm hm hm
Ä'dm + l+ ;hm

als diejenigen Spannkräfte gedeutet werden dürfen, welche in den Stäben om, 
dm, dm+1 entstehen, wenn Mm-1 = 0 und Mm+1 = 0 angenommen werden, 
icährend Mm der Reihe nach die Werthe Aom, Adm, Ac7m+i beigelegt werden.

Bestimmt man nun diese Spannkräfte mit Hilfe des im § 36 des ersten 
Bandes mitgetheilten Zimmermann’schen Verfahrens, so gelangt man zu der 
in Fig. 101 angegebenen Darstellung der Glieder von wm. Es wurde auf der 
durch den Knoten 2 in der Richtung von w2 gelegten Geraden abgetragen:



TT- __ Ad2 ,77 Zt —Z/C A<4 .
^3^2

sodann wurden durch. fi, i, Je zum Obergurtstabe o2 die Parallelen fifif, ii\ kJc' 
gezogen und erhalten:

A'°2 . ~2~i'_ A <?2

Trägt man an Stelle der Werthe

A 'da2 k'hh' = ho ha
A o2 Ad2 Ada 

X2 X2 X8 die Werthe A o2 —-
g ß

Ada —, A<4— auf, wo e eine beliebige, aber für alle Knotenpunkte gleich

gross angenommene Strecke bedeutet, und zeichnet man das Seilpolygon der 
Kräfte :

A Om . A dm A dm -f-1 ]'I - hm

= e[4 Hk

IV m hm hm
A'uh A'dic ] (vergl. Fig. 86),

IVk hk hk
so geben die Ordinaten desselben die mit e multiplicirten Yerschiebungen an. 
Sind die Strecken Xl5 X2, X8, .... gleich gross (= X) oder hat die Mehrzahl 
derselben die gleiche Grösse X, so wähle 
man e = X. Die schliesslich nöthig werdende 
Division der Ordinaten des Seilpolygons 
durch e bezieh. X kann natürlich auch durch 
"Wahl einer geeigneten Polweite umgangen 
werden.

:o.
tVg, !TX

Aehnliche Untersuchungen lassen sich 
auch für das Fachwerk mit Vertikalen durch
führen. So folgt z. B. aus der für die Ver
tikale mm in Fig. 93 bei unten angreifender 
Belastung gefundenen Formel

K
A er '

kal^-*
Vcl\

Vm — (tg ßm — tg ßm + l)hm
ohne weiteres, dass die Längenänderung 
A hm dieser Vertikalen nur auf das Gewicht 

Einfluss besitzt, und dass die Grösse

dieses Einflusses: (tg ß,„ — tg ßm+i) ist.

Fig. 101.

Wm
Es lässt sich dieser Werth als

hm
diejenige Spannkraft deuten, welche in der fraglichen Vertikale entsteht, sobald 
das Moment Mm = Ahm wird.

Für die Vertikale mm in Fig. 95 wurde bei oben angreifender Belastung
gefunden :

(tg ßm + tgym+l) 1 
hm J

Mm r 
Xm L

XmMm- 1
Vm Xm

ein Ausdruck, der sich leicht umformen lässt in:
Mm hm — 1Mm -1

Vm = Xm Xm hm
und aus dem dann gefolgert werden kann, dass der Einfluss von Ahm auf den

A hm hm-1 \ist und auf wm gleich (AhmWerth Wm-1 gleich
hm rf~mXm

8*
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48. Bestimmung der Längenänderung einer Stabzugsehne.
Wir betrachten einen Stabzug 0 —-1 — 2 — ... . — n, der in einer 
senkrechten Ebene liegen möge, und dessen Sehne 0 n mit der Wage
rechten den Winkel a bildet. Die senkrechten Seitenverschiebungen 
seien mit Hilfe eines Seilpolygons gefunden, dessen Gewichte wm nach 
No. 47 (also ohne Zuhilfenahme der Winkeländerungen) berechnet worden 
sind. Gesucht sei die Aenderung Al der Länge l der Sehne 0n. Bedeutet: 

7]m die Länge des vom Knoten m auf die Sehne 0 n gefällten 
Lothes,

<pm den Neigungswinkel des Stabes sm gegen 0 n, 
so ist nach Seite 98:

M- 1
M = 2t]m AX -f- 2 Asm cos <pm,

1 1
und diese Beziehung wird zweckmässig so umgeformt, dass Al durch 
die bereits bei Ermittlung der Biegungslinie benutzten Werthe w aus- 
gedrückt wird. Dazu führen wir ein:

As»»-i-i

5m+l
■q» = ym cos a, ?„= m—a,

A sm
A X — wm-\ tgß,„+i (nach Gleich. (3) aufSeitelOl),.

mss.

.f. ' nC

T/*r#c^ Atc N'44Ü; «L j nui

7 ¥'
\ns

»

Vr
,Dn,",

Ywnt+i"x- Wnu

Fig. 102.

wo ßm den Neigungswinkel des Stabes sm gegen die Wagerechte,
ym den in senkrechter Richtung gemessenen Abstand des Kno

tens m von der Geraden 0«
bedeutet, und erhalten:

-f c J, worinA l = cos a

tg ß»+i) + 2 A cos (ßm — a)Asmc=ïym( ASm-)-l
tg ß„ cos a5»i+i

-D
U

■D
C



Der Stab sm liefert zu dem Werthe c die drei Glieder:
Asm cos (ßm — a)AsmAsm

tgßm, 4tgßm» 4-ffm
Sm

deren Summe j^wegen ym— ym_i = Xm(tgß*—tga) 

gleich

Vm-X cos a
sm sin (ßm — a)

Sm

]cos a

A sm [tg ßm sin (ß„ — a) 4- cos (ßm — a)] = A sm sec ßmcos a

ist, weshalb sich ergiebt: c = 2Asmsecßm und
sn—X n x

^ 2 ym wm 4- s Asm sec ß„, J •(18) A£ = cos a

Diese Formel ist ausserordentlich bequem, weil sowohl die w als auch 
die As sec ß bereits zur Bestimmung der Biegungslinie berechnet 
worden sind.

Gleichung (18) setzt voraus, dass keiner der Winkel ß gleich 90° 
ist. Will man nun die Aenderung Al der Sehne AB des in der 
Fig. 103 dargestellten Fachwerks mit Endvertikalen, für dessen obere 
Gurtung die Biegungslinie bereits nach No. 47 bestimmt sei, durch die 
Werthe w ausdrücken — eine für die Folge wichtige Ausfgabe — so

/////0M JJk.Alty.r\ 0* !
! JA? 'Æio. \.

\,1 )!Jnv CVn-i\W V'V*
\a, /

> i Cr2 jff
il i______J—T

--------y :
A ------

t j). -AB‘L

4,1HITJ

v
V

' <

Fig. 103.

denke man sich die starren Stäbe 0Ä, AA, nB', BB hinzugefügt. 
A'A und B'B erhalten die Richtung AB, und es ergiebt sich dann 

Al == A(AB) = A (A'B'y,
so dass die Aufgabe zurückgeführt ist auf die Bestimmung der Aenderung
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der Länge der Sehne AB' eines Stabzuges A'012 ... m ... nB', 
dessen Anfangspunkt und Endpunkt in der fraglichen Sehne liegen. 
Man erhält

hl — 2ymwm -f-2A'oM.
0 1

worin A'om = Ao„, sec ßm, vergl. Seite 106.
Für den in der Fig. 103 dargestellten Fall, welcher der Fig. 98,

Seite 112 entspricht, ist:

(19)

1
(A\ — h'dx — c0 -f aj

wn —— (A 'un — A 'dn — cn -f an_x)

worin : c0 — A/?0 (tgyx—tga) (wenn nach oben positiv gezählt wird) und
o1 = AA1^‘ Vergl. Fig. 103, in welcher c0, ax, cn, an.x beziehungs-

weise dieselben Vorzeichen haben, wie A/?0, Ahlf Ah„, Ahn.x.
Hinzugefügt werde, dass w0 und wn nur zur Berechnung von hl, 

nicht aber bei Aufzeichnung der Biegungslinie A0SB0 gebraucht wer
den, und dass die Schlusslinie durch die Aenderungen AA0^und hh„ der 
Längen der Endvertikalen bestimmt ist. In Fig. 103 wurdefAA0 positiv, 
hh„ negativ angenommen; es erfährt dann bei ruhenden Punkten A 
und B der Knoten 0 eine Verschiebung nach oben, Knoten «"eine solche 
nach unten.

Hat man die senkrechten Verschiebungen der Knotenpunkte beider 
Gurtungen des in Fig. 104 abgebildeten Fachwerks, dessen Füllungs-

w0 =
h0

(20)

rrt

hfz TVI$
i & KS V! >y>^\

i .AB kl j
i*V : B

-r-1-
A

y t
> r

y '
>r
;/4 ł ł ł

Fig. 104.

stäbe mit Ausnahme der End vertikalen schräg stehen, nach No. 47, 
Fall I, ermittelt, also wx bis wn.x nach Gleich. (8) und (9) berechnet,
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so bestimmt man AZ mit Hilfe der Gleichung:
n n

A Z 2 ym wm | 2 A dm
0 1

Wq — — (A u0 A d1 c0) 

T~ (A 'un — A 'dn — cn).

(21)

worin zu setzen ist:

wn =
K

c0 und c„ haben die in Fig. 103 angegebene Bedeutung. Die Summe 
2A/cZm erstreckt sich über alle schrägen Füllungsstäbe (dx bis dn).

Aufgabe. Es soll die Biegungslinie der unteren Gurtung des 
in der Fig. 105 dargestellten Fachwerkträgers bestimmt werden. Bei 
(0) bat der Träger ein festes, bei (5) ein bewegliches Auflagergelenk. 
Letzteres wird auf einer unter dem Winkel vJj geneigten Geraden geführt.

Nachdem die Gewichte wx bis w± mittels Formel (10) berechnet 
worden sind, wird mit der Polweite 1 das Seilpolygon III III IV V 
gezeichnet und die Schlusslinie eingetragen. Diese Linie ist durch die 
Bedingungen bestimmt, dass der Knoten (5) die senkrechte Verschie
bung ö5 = — AZ sin erfährt, wo AZ die Aenderung der Stabzugsehne

L ->!r*"

b

1—T’! N
I,

S__ j_

ly
^ U'j (jj

l a

TśFS \<

* y

Fig. m.

0 — 5 bedeutet, und dass ferner ö0 = 0 ist. Für Al aber”ergiebt sich, 
wenn 0 — 5 als Sehne des Stabzuges 0—1 — 2 — 3 — 4 — 5 aufgefasst 
wird, der Werth:

— 2ymwm + 2 A um,*)
i i

A1 =

und zwar ist das erste Glied negativ, weil die Knoten 1, 2, 3, 4 unter-

*) Die Bedeutung von A’u ist auf Seite 106 erklärt.



ergiebt. Fig. 105 setzt voraus, dass ö5 negativ ist, dass sich also 
Punkt (5) nach oben verschiebt.

Werden die 5 in v-facher Vergrösserung dargestellt (werden also 
die Polweiten 1 durch die Polweiten 1 : v ersetzt) so müssen in die 
Formel für §5 natürlich auch die v-fachen Werthe A'u eingeführt werden.

40. Auffassung der Biegungsfläehe als Momentenfläche. 
Berechnung der Durchbiegungen. Es sei O l'2' . . . rn . . . n

(Fig. 106) die Biegungslinie des 
Stabzuges 0—1—2— ... m ... n 
für die Verschiebungsrichtung 
AÂ und AB die Schlusslinie. 
Die Durchbiegung an der Stelle 
m sei hm, und der zwischen dem 
Seilpolygon und der Geraden O'n 
gelegene Theil von 5„, möge mit 
■/]„, bezeichnet werden. Den Stab
zug denken wir uns in einer senk
rechten Ebene.

Die von der Biegungslinie 
und der Geraden O'n einge
schlossene Fläche lässt sich als 
die Culmanrisehe Momentenfläche 
eines einfachen Balkens A' B 
deuten, dessen bewegliches Auf
lagergelenk auf einer zu AA'

TTl'
z

TV

o
B

A
Mo’r&/

TL

V un!
»,

£ Ù) (Z> (rjy)TTTl
x ----------

A
;

k 1;
*K- l

Fig. 106.

*) Je flacher der Stabzug ist, desto grösser muss a gewäht werden, damit 
eine deutliche Figur erhalten wird.
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halb der Sehne 0 — 5 liegen. Werden nun wlt w2, io3, als wage
rechte Kräfte betrachtet, die von 0 — 5 beziehungsweise die Abstände 
a2/i> Laben, wo a eine beliebige Zahl bedeutet,*) und
wird zu diesen wagerechten Kräften mit der Pol weite 1 ein Seilpolygon 
gezeichnet, so besteht zwischen der Strecke b, welche die äussersten 
Seiten dieses Polygons auf der Verlängerung von 0 — 5 abschneiden 
und den Gewichten w die Beziehung:

4

1 • b = 2 oc y m wm, 4 bund hieraus folgt: 2ymw;m =----
l (X

Da dem Seilpolyon 7 77 . . . und 7' IÏ . . . dieselbe Polweite entspricht, 
so ist Ï | I, 1Ï J_ 77, .... In Fig. 105 wurde oc= 2 gewählt, 
weshalb sich schliesslich

h5 = — M sin 4» = sin b — 2 A'«„,)

<



Hiermit ist die Bestimmung der Durchbiegungen ï] auf die Be
rechnung der Biegungsmomente eines einfachen Balkens zurückgeführt. 
Sind die Verschiebungen 50 und 5„ bekannt, so findet man nach Er
mittlung der rj die S mit Hilfe von:

= V + ö0 —; l

Fig. 107.

und mit X = 2000
100— (Mw.m\\) Millimeter.■qm

M*) M | X

Die Berechnung der Momente ist namentlich dann sehr einfach (und 
meistens schneller zum Ziele führend als die Aufzeichnung des Seilpolygons) 
wenn der Balken A' B' symmetrisch belastet wird und die «^-Kräfte in gleichen 
Abständen X wirken. Man beachte dann das im § al des ersten Bandes gelehrte 
Verfahren und berechne zuerst die Verhältnisse Mw | X.*)

Zahlenbeispiel. Für den auf Seite 107 (Fig. 88) untersuchten Fach
werkbalken wurde erhalten:

*^ = 0,0975; w% — 0,1830; w3 = 0,1030; w± — 0,2575; wh — 0,1310, 
und zwar entsprechen diese Werthe den 180-fachen Längenänderungen der 
Stäbe. Die w wurden mittels der Gleichungen (8) und (9) berechnet, weshalb 
nach (22):

X (jf„.«.lX)Mio. m
*(]m ---- 180 180
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rechtwinkligen Bahn geführt wird, dessen Stützpunkte auf den durch 
0 und n zur Verschiebungsrichtung gezogenen Parallelen liegen und 
der mit iv±, w2, . . . ivm, . . . wn_ x belastet ist. Sind die w mittels einer 
der Gleichungen (3) oder (6) bis (17) berechnet worden, so ist die 
Polweite des Seilpolygons gleich der Zahl 1, und es besteht dann 
zwischen dem Biegungsmomente Mw.m des Balkenquerschnitts m und der 
Verschiebung v\m die Beziehung:

(22) 1 * m.
Wurde wm aus Gleich. (4), Seite 102, gefunden, so ist die Polweite 
= E, und es ergiebt sich:

M . m(23) •*u E
3 ,

»*t
\a:

iw-i—a:J*
!-v

-
•I

-i-

$.
1

*4
 îâ:K
) I 3!
 .

*
*•

! 3j

i

*
3:li
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Die Berechnung der Querkräfte Q und der (Hf«, j X) geschieht nun nach 
folgendem Ansatz:

(Mu.i \ X) = Qi = 0,7065
+ 0,6090 = Q2

(M«,.o |X)= 1,3155
+ 0,4260 — Qa 

(jr*.,|X)= 1,7415
+ 0,3230 = Qi 

(Mw.i |X)= 2,0645
+ 0,0655 = Qb

Qt — \ ich = 0,0655
+ 0,2575 = ^4

Qi = 0,3230 
-J- 0,1030 = w>3

Qs = 0,4260 
-{- 0,1830 = Wo

Qo = 0,6090 
-)- 0,0975 = wx

(M«,.s | X) =
Hierauf erhält man (da §0 = 0 und §„ = 0 ist, vergl. Fig. 106) die Durch-

2,1300.Qx — 0,7065

biegungen :
100 100§1 = T)l — • 0,7065 = 7,85mm; 8, = - — • 1,3155 = 14,6’"m;

83 = 19,35”‘”‘; S4 = 22,9 S6 = 23,7mm; 
dieselben stimmen mit den in Fig. 88 durch Zeichnung ermittelten Verschie
bungen überein.

50. Aufgaben. Die folgenden Beispiele zeigen die Anwendung 
der in No. 45—48 entwickelten Gesetze auf die Ermittlung der Bie
gungslinien der wichtigsten statisch bestimmten Träger. Die Form der 
Lösungen wählen wir so, dass auch die rechnerische Bestimmung der 
Durchbiegungen erledigt wird, indem wir angeben, in welcher Weise die 
Biegungslinien am zweckmässigsten als Momentenlinien gedeutet werden.

Wir setzen voraus, dass 
die Werthe w mittels der 
Gleichung (3) oder mit 
Hilfe von (6) bis (17) 
berechnet worden sind. 
Wird Gleichung (4) an
gewendet, so liefern die 
folgenden Regeln die E- 
fachen Durchbiegungen.

1. Beispiel. Ge
sucht sind die Durch
biegungen 52, 53, . ... 
des in Fig. 108 dar ge
stellten Freiträgers.

Man zeichne das Seil
polygon der gedachten 
Kräfte bis w7 (welche 
in Fig. 108 negativ, also 

nach oben gerichtet angenommen wurden) und mache die erste Seite 
desselben zur Schlusslinie. Der neben S5 stehende Pfeil giebt die

%
(o) \w '¥)

w
M8)1 Ł <vw ! <8!

^nf! f

W! I
">■
'S-

<r
\

■
.t 11 ł i 11 I

WrB
(J) (2) <3) <V) (S) (6) (V (8m

Fig. 108.



Richtung der positiven Verschiebungen an. Die schraffirte Biegungs
fläche lässt sich als Momentenfläche eines Balkens AB deuten, der bei 
B eingespannt, sonst aber frei und mit wx, w2, . . . belastet ist. Hat 
man also die Momente M„x, M, 
findet man:

. . dieses Balkens berechnet, sote 2 5 •

K — M.xo.m*
2. Beispiel. Gesucht sind die senkrechten Verschiebungen der 

Knotenpunkte der unteren Gurtung des in der Fig. 109 abgebildeten 
Fachwerkbalkens mit überstehenden Enden. Ob A oder B auf einer 
wagerechten Bahn verschiebbar ist, ist gleichgültig.

Man bestimme (durch Zeichnung oder Rechnung) die Momenten- 
linie C'A'NB'D' eines bei C' und D' frei auf liegenden Balkens, auf 
welchen die Lasten wx, iv2, . . .
(die in Fig. 109 theils positiv, 
also abwärts wirkend, theils ne
gativ, mithin aufwärts gerichtet, 
angenommen wurden) wirken, 
bringe hierauf die Auflagersenk
rechten in Ä und B' mit der 
Momentenlinie zum Schnitte und 
lege durch diese beiden Punkte 
die Schlusslinie. Die in der Figur 
schraffirte Fläche ist die ver- C' 
langte Biegungsfläche. Beispiels
weise sind die Senkungen der 
Knotenpunkte 0 und 5 gleich 
§0 bezieh. 55.

JO

i\
J)’

^ ü" r * & r
Fig. 109.

3. Beispiel. Es soll die Biegungsfläche der oberen Gurtung 
des Gerber’sehen Balkens in Fig. 110 ermittelt werden. Die Verkei
lung der auf wagerechten Bahnen beweglichen Auflagergelenke ist 
gleichgültig.

Nach Berechnung der w, welche theils positiv, theils negativ aus- 
fallen, werden die folgenden Momentenlinien aufgetragen:

C' ND' für den einfachen Balken C D' mit den Lasten wx bis w3,
D'E'
E'F'

D' LE' „ 
E'EF' „

^4 >> ^12 y>5

^13 ”yy yy

Hierauf werden die Senkrechten durch die Punkte A und B mit der 
Momentenlinie D'LE' in Ä und B' Schnitte gebracht, diezum
Strecken :

A'A" = h' = Senkung des Punktes A, 
B'B" = h" = Byyyy
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abgetragen und schliesslich der durch A" uud B" gehende Linienzug 
CD'E'F', dessen Ecken senkrecht unter D und E liegen, einge
zeichnet.

A B
11

8 10,8 92 3 ■ 15c D

±Ao ! o

e" !B’ÜÜ _
äüjjij " B’

L
llllfifefoc fîTfiîtjîi

^51 IW** A

RAT
\r ^a* **U1.te".

r ^
Fig. 110.

Die Fläche zwischen diesem Linienzuge und den Momentenlinien 
ist die gesuchte Biegungsfläche.

Bei starren Stützen A0 und B0 sind 5' und S" beziehungsweise 
gleich den Längenänderungen der Vertikalen AA0 und BB0. Erleiden 
diese Stäbe Verkürzungen, so liegen A" und B" oberhalb A' und B', 
sonst unterhalb.

4. Beispiel. Gesucht ist die Biegungslinie für die obere Gur
tung des in Fig. 111 dargestellten Fachwerkbogens mit drei Gelenken. 
Die Werthe w1 bis w3 und w5 bis w7 seien nach No. 46 mit Hilfe 
der Winkeländerungen berechnet worden. Ist auch w4 bekannt, so 
lässt sich die Momentenlinie des durch die Lasten w beanspruchten ein
fachen Balkens A B' ermitteln, worauf die Durchbiegungen 8m = 
gegeben sind. Um wà berechnen zu können, muss man die Winkel
änderung A haben, und diese lässt sich wie folgt bestimmen.

Nach Gleich. (4), Seite 98 ist die durch die Aenderungen der 
Winkel und der Spannungen a in den Gurtstäben bedingte Aende- 
rung Al der Stützweite AB zunächst für den Fall t = 0:M — Vi + y2 A^2 -f- y3 A^3 -f- ^A^4 + ?/5 A^5 + y6 A^6 -f- y7 A^7

+ jjT \ \ + • • • • + \

und man erhält somit, bei gegebener Verschiebung A/, für A^T4 den 
Werth:



V 7

— Sy.AX, — Sy. AS, — s X.1 5 1 Ł
AZ

A =(24)
y*

Bei starren Stützen ist AZ=0. Sind die Kämpfer ^4 und J5 durch 
eine Zugstange vom Querschnitte F0 verbunden, so ist AZ gleich der

3
«s

62
6 t 60> er

i\ Xi\ >7J1
ft

<Ą-> <-Ą

■
ft

X v X J, X
f- - - - - ~7——83

* >COVA’l B'
■Kk tI \ 2 i

i ---- v
Fig. 111.

Verlängerung dieser den Horizontalschub H des Bogens aufnehmenden
Hl

• Sollen Temperaturänderungen be

rücksichtigt werden, so sind die Spannungen 6 in Gleich. (24) zu er-

Stange; es folgt dann AZ EF0

j
V jrJ. !

F A 3s Y*\\

% Ip**by ;
ajLAl

s
;2 : t-4 iB

T /pr
: >' >:_::__ IS

' T*
> rV > r >'

> i
4

$

Die Biegungslinie. 125

Fig. 112.

setzen durch die Werthe am-\-zEtm, während für AZ der Werth 
Hl -f- st0l einzuführen ist. Hierbei bedeutet tm die Temperatur-

EF0

TV

6----
»



90 • 90 • 11 „ 74 „Untere >)

nrEndvertikale 90-90-11 „ 87 „

Vertikale bei (1) ir 80 • 80 • 10 „ 30 „

» (2) (3) (4) nr 60 • 60 • 10 „ 22 „
lte Diagonale ir 90-90-11 ,,' ; 37 „

2te und 5te Diagonale nr 80 • 80 • 10 „ 30 „

3te Diagonale ir 70 • 70 • 10 „ 26 „
4*e nr 60 • 60 • 10 „ 22 „

Die in die linke Hälfte des Trägernetzes (Fig. 113) eingeschriebenen 
Zahlen geben die Spannkräfte (in kilogr.) an; dieselben können u. A.

JJ

*) Die Stäbe A1, 6 — 7, 7 — 8 und 13A, werden hier zweckmässig mit 
d1, d7, dSi d14 bezeichnet.

Erster Abschnitt. — § 3.126

Änderung für den Stab sm der oberen Gurtung und t0 die Temperatur
änderung für die Stange AB.

Will man die Biegungslinie ermitteln, ohne die Wlnkeländerungen 
zu berechnen, so bestimmt man wi bis w6 (Fig. 112) und ics bis w13 
mit Hilfe der in No. 47 entwickelten Formeln und wendet dann die 
Beziehung :

6 13 14

Al = ^ymwm + y7 w7 -j- 2ymWm -J- 2 A'dm*)
81

an. Man erhält:
6 13 14

— — 2ymwm — 2 A ' dmM
i -

Wrj

Vi
Zahlelibeispiel. (Figuren auf Tafel 2). Es soll die Biegungs

linie der unteren Gurtung des in Fig. 113 abgebildeten Fachwerkbogens 
mit drei Gelenken für den Fall bestimmt werden, dass auf den Träger 
nur eine im Scheitelgelenk angreifende Einzellast 1000fc wirkt.

Sämmtliche Stäbe sind aus Winkeleisen zusammengesetzt; die In
halte ihrer Querschnitte (ohne Abzug für Nietlöcher) sind in der fol
genden Tabelle sowie in Fig. 113 zusammengestellt worden.

Form Inhalt
des desWinkeleisensorteQuer

schnitts
Quer

schnitts

nrObere Gurtung 80 • 80 • 10 mm 30?cm

nr

nr
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sehr schnell mit Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes} ^erhalten ^grden. 
[Der vorliegende Träger wurde im ersten Bande, § 4 6 und § t7, für
verschiedene Belastungsweisen untersucht. Die in Fig. 113 angegebenen 
Spannkräfte stimmen mit den früher mit S& bezeichneten überein und 

— in Tonnen ausgedrückt — in der Tabelle am Anhang von 
, Band I, enthalten. Die dort fehlende Spannkraft im ersten 

Stabe des Untergurts findet man, indem man den Horizontalschub 
77= 1875* mit der Sekante des Stabneigungswinkels multiplicirt; es 
ergiebt sich der Druck: 1875

Die schwarzen Zahlen in der rechten Hälfte des Trägernetzes 
(Fig. 113) bedeuten die Stablängen (in cm), während Fig. 114 eine 
übersichtliche Zusammenstellung der 10 000-fachen Längenänderungen 
(aufgetragen im Maassstabe 1:40) bietet. Diese Werthe sind für 
E = 1800 000* f. d. qcm (Schweisseisen) berechnet worden, und es er
gab sich beispielsweise für den ersten Stab der oberen Gurtung:

10000 • OjO!

sin«
§

= 2081*.]3 3 3ÏÏ0ÏT

10000 • 315 • 300 = + 17,5 

= + 175

10000 Aoj ■ m
EF 1800000 • 30

mm

für die Diagonale des ersten Feldes:
10000 • D1 dx _ 10000 • 509 • 485 cm37,110000 = EF 1800000 • 37

= — 371 mm

und für die Endvertikale:
10 000 • V0h0 10000 • 400 • 525 + 31,5 cm10000 Ah0 EF 1800000 • 37

= + 315 mm.
Nach Berechnung dieser Längenänderungen wurden die 10 000-fachen 
Werthe A’«, A' d (vergl. Seite 108) durch Zeichnung ermittelt. Für 
den ersten Stab der unteren Gurtung wurde z. B. der durch eine kräftig 
ausgezogene, mit dem fraglichen Stabe zusammenfallende Linie darge- 

^stellte Werth 10000 ùTu — — 5§émm gefunden, für die erste Diago
nale: 10 000 A.'d = — 600mm. Die Gewichte w wurden mittels Glei
chung (10), Seite 109, bestimmt, da die Füllungsglieder die in der 
Fig. 91 dargestellte Anordnung haben. Es ist im vorliegenden Falle 
hkO = Ao und bm = am, vergl. Fig. 91, also:

— (— A om -j- A um +1 -j- A dm — A d Of>i— 1 | ^m)‘

Die 10000-fachen Werthe a sind ebenfalls in der Fig. 114 ange
geben *). Man erhält (mit Weglassung des Faktors 10 000)

*) Die Strecke, welche a$ darstellt, wurde — weil sehr klein — nicht ein
gezeichnet.

wm — m+ 1km
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wx—[—175 — 600 — 600 + 477 — 400 + 201] = — 0,29 
u>2—iiÿ-o [— 372 — 633 — 477 + 300 — 201 + 77] = — 0,49 

i+öE—529 —663 —300—104 — 77— 11] = —0,89 

tttöE— 473 — 616 + 104-601+ 11— 53] = —1,15

SA'w= —(577 + 600+633 + 663 + 616). 2 = —6178.

V !«>!=— 417,6’ 
y 2 w* = — 1254,4 
ysu>n = — 2990,4 
y<w\ — — 4416,0

w 3
«V

^yw=— 9078,4 
1

Da nun im vorliegenden Palle:

= 2 ’Syw + y5 iv5 + 2 A’u — 0 
1

M

ist, so folgt
Ç^yw^ 2 -j- 2 A' u

9078,4 • 2 + 6178
f 6,08.**6 = 4000Vh

Die Ordinaten 81? 8 
nächst berechnet und zu diesem Zwecke als Biegungsmomente eines mit 
wlt to2, . . . belasteten einfachen Balkens gedeutet werden. Für die 
Werthe (Mw | X) erhält man dann folgenden Ansatz:

Qs — 1 w5 = 3,04
— 1,15 = u\

. . der gesuchten Biegungslinie sollen zu-2> •

(MW.X\\) = QX = 0,22
+ Q>51 == Qä 
+ 0,73 
+1,00 = q.a 
+ 1,78 
+ 1,89 = Q± 
+ 3,62 
+ 3,04 = Q5

(Mw.2\\) =04 = + l,89
— 0,89 = iva

Ç8 = + 1,00 «.•, I X) =
0,49 = w2

Ä-4 IX) =<?2 = + 0,51
0,29 = wx

(X-51X) = + 6,66Qi — + 0,22
Da nun in die Formel für w die 10000-fachen Längenänderungen 

eingeführt wurden, so ergiebt sich:
X {Mum | X) _ 3000 (Mwm 1 X)

Sm = , also :
1000010000 10000

Sj = 0,3 • 0,22 = 0,066”””;
83 = 0,3 • 1,73 = 0,519”””;
85 = 0,3 • 6,66 = 1,998”"”.
Will man diese Werthe durch Zeichnung finden und zwar im 

Maassstabe 25 : 1, so ist für das Seilpolygon der Gewichte w die Pol-
4
— anzunehmen, weil der Längenmaassstab 3

82 = 0,3 • 0,73 = 0,219"””; 
84 = 0,3 • 3,62 = 1,086’”'”;

1 1weite 10 000
300 25

der Trägerzeichnung = 1 : 300 ist. Die Werthe w und die Polweite 
sind Zahlen, für welche in Fig. 113 der Maassstab 1 = 12””” gewählt 
wurde.
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Nach Ermittlung der Biegungslinie der unteren Gurtung ist die
jenige der oberen Gurtung durch die Bedingung bestimmt, dass sich 
der Abstand zweier senkrecht übereinander gelegenen Knotenpunkte 
um die Strecke Alnm ändert. Für den oberen Knotenpunkt 2 ergiebt 
sich hiernach eine senkrechte Verschiebung von 0,219 — AA2 = 0,219 
— 0,012 = 0,207 
deten Werthe der Durchbiegungen zusammengestellt worden.

51. Vollständige Bestimmung der Verschiebungen. Durch 
Aufzeichnung einer Biegungslinie erhält man zunächst nur die Projek
tionen der Verschiebungen der Knotenpunkte auf eine feste Richtung, 
nicht aber diese Verschiebungen selbst. Wird also die vollständige Be
stimmung der Formänderung eines Fachwerks verlangt, und will man 
diese Aufgabe mit Hilfe des Seilpolygons 
lösen, so muss man zwei Biegungslinien 
zeichnen. Wurde hierbei der Träger ein
mal auf ein Achsenkreuz {x1,y1), dann 
auf die Achsen (x2,y2) bezogen, Fig. 115, 
und sind mm1 und mm2 die für den 
Knoten m erhaltenen Ordinaten der für 
die Richtungen y1 und y2 ermittelten 
Biegungslinien, so ist die Verschiebung 
mm des Punktes m bestimmt durch 
mx m _]_ m1 m, m2 m J_ m2 m. Es möge 
aber noch eine andere Darstellungsweise der Verschiebungen (die meistens 
den Vorzug verdienen wird) gezeigt werden, darin bestehend, dass nach 
Auftragung einer Biegungslinie das im § 2 gelehrte Stabzugverfahren 
zu Hilfe genommen wird. In Fig. 116 ist dieser Weg erläutert worden.

Gegeben seien die Verschiebungen A y des auf ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz (x,y) bezogenen Stabzuges 0—1 — 2 — 3—....; ausser
dem sei die Verschiebung Hx irgend eines Knotens bekannt. Es werde die 
vollständige Darstellung der Verschiebungen sämmtlicher Knoten gefordert.

AB sei die Schlusslinie der Biegungslinie 0"l"2"3"
Punkte 0", t", 2" . . . projicire man durch Parallelen zu AB auf eine 
zur y-Achse parallele Gerade, welche von der Schlusslinie in A ge
schnitten werde, und ziehe durch A und durch die Projektionen 0"', 
l"',2'" . . . der Punkte 0", 1 ", 2", . . . Parallelen gA, g0,g^g^, • - • 
x- Achse. Auf der gA nehme man den Pol 0 des verlangten Ver
schiebungsplanes beliebig an und bestimme nun zunächst die Verschie
bung desjenigen Knotens, dessen t^x bekannt ist.

In Fig. 116 wurde A.r2 als gegeben angenommen und der Strahl 
02', welcher die Verschiebung des Punktes 2 nach Grösse, Richtung 
und Sinn darstellt, eingezeichnet; sein Endpunkt 2' liegt auf der Ge-

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.

m

. In Fig. 113 sind die auf zwei Stellen abgerun-mm

%Wz. yt—m

Fig. 115.

Die

. zur

9
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raden g2 (weil die Projektion von 02' auf die Richtung y gleich Ay2 
sein muss) und im (negativ vorausgesetzten) Abstande A;z2 von der 
durch 0 parallel zur y-Achse gezogenen Geraden 00'.

Trägt man nun an 2' die dem Stabe s2 parallele Strecke A 2 an, 
welche gleich der Aenderung der Länge s2 ist und den Sinn 2 — 1 
oder 1 — 2 erhält, je nachdem der Stab s2 gedehnt oder verkürzt

Xt**r» v
£ _ 3 iy, as*Sj ßV/1

5/
o

O !io' :
■o------- 95------\ i6"

6'\
-6-"-

---------«r------0-------4is~

$ yv, —r■jet---- 2."

V'Övl--
V** !

—;s co* Axl

Fig. 116.

wird, und errichtet man im Endpunkte von A2 auf A2 ein Loth (p2), 
welches die Gerade gt in l' schneidet, so giebt der Polstrahl Ol' nach 
Grösse, Richtung und Sinn die Verschiebung des Knotenpunktes 1 an, 
wie ohne weiteres aus dem im § 2 gelehrten Stabzugverfahren hervor
geht. Auf dieselbe Weise wurde die Lage des Punktes 0' bestimmt 
und — wieder von 2' aus 
In Fig. 116 ist vorausgesetzt worden, dass alle Stäbe mit Ausnahme 
von s5 Verkürzungen erleiden.

— der Reihe nach 3', 4', 5', 6' festgelegt.

Will man die Ax durch Rechnung bestimmen, so differenzire man die
Gleichung

Sm?   (Xm—1 Xm)^ “jp (//??’ — I //m) ”

und ersetze das Differentialzeichen durch das Zeichen A. Man erhält:
2 Sm A Sm   2 (a?łn -1 Xm) (A Xtn — 1 A Xm) 1 ’ 2 fî/w — 1 ( A ym — 1 A ynt)

und hieraus
AXm — \ A Xm — A Stn SeC (Aî/w-l A ym) tg ß»,,

wo ßOT den Neigungswinkel des Stabes sm gegen die x- Achse bedeutet. Kennt 
man also einen der beiden Werthe Axm-\ und Ax 
anderen angeben, so dass es möglich ist, mit Hilfe der vorstehenden Formel 
und mittels des in Nr 49 zur Bestimmung der A y entwickelten Verfahrens 
sämmtliche Seiten Verschiebungen Ax, A y eines Stabzuges durch Rechnung

so kann man auch denm,
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zu finden, sobald ein Werth Ax und zwei Werthe A y bekannt sind. Ein 
anderes rechnerisches Verfahren lässt sich leicht durch Projiciren des im § 2 
eingeführten, durch Aneinanderreihung der As und p entstandenen Linienzuges 
auf zwei rechtwinklige Achsen x und y ableiten.

52. Einführung stellvertretender Stabzüge. Die in der Fig. 116 
gezeigte Darstellungsweise der Verschiebungen wird besonders übersicht
lich, sobald sämmtliche As = 0 sind, weil der Verschiebungsplan dann 
aus einem Linienzuge (/l'2' .... besteht, dessen Eckpunkte 0', l', 
2 , .... in den Geraden g0, glt g2, . . . . liegen, und dessen Seiten 
0'-—l', l'—2', . . . rechtwinklig zu den entsprechenden Stabrichtungen 
0 — 1, 1 — 2, ... . sind.*) Auch ist zu beachten, dass sich im Falle 
des Verschwindens der As für die Gewichte w (nach Gleich. 3, S. 101) 
die von der Lage des Achsenkreuzes x, y unabhängigen Werthe

iv m = AX.

ergeben, und es liegt daher der Gedanke sehr nahe, dass es zuweilen 
vortheilhaft sein dürfte, den elastischen Stabzug behufs Darstellung der 
Verschiebungen seiner Knotenpunkte durch einen aus starren Gliedern 
bestehenden zu er
setzen.**)

Zu einem sol
chen stellvertreten
den Stabzuge ge
langt man, indem 
man zwischen je 
zwei aufeinander 
folgenden Knoten
punkten m — 1, m 
einen neuen Knoten 
m0 annimmt und 
diesen sowohl mit 
m — 1 als auch mit 
m durch starre (in 
Fig. 117 gestrichelt 
angegebene) Stäbe 
verbindet. Der neue Randwinkel bei m sei am = X» -f- ~b x»» + i, der 
Randwinkel bei m0 sei xm. Die Aenderungen von xm und am sind:

*m0 /* \

. V !eW .74
,i>

/%

jT »
\TJL~Z [

k* m-i m+\j
'~dr'i rrv

Yy
Z âZ

\rrt-7
m t

Fig. 117.

*) Vergl. auch Seite 96, Fig. 79. Dort wurde dieses Gesetz bereits auf 
anderem Wege abgeleitet.

**) Der Umstand, dass wm =Afim von der Lage des Achsenkreuzes (x) y) un
abhängig ist, vereinfacht auch die Anwendung zweier Biegungslinien. Schliessen 
die beiden Richtungen, welche den Gewichten w zugeschrieben werden sollen,

9*

?
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Asm
(cotg xm -f- cotg ajAxw =

Sm

Asm Asm+1
A a.m — A X, -f- A wm -f- A x = AX- cotg xw cotg 1+1*m + 1 ^m+1
Betrachtet man die Ax und A a als Kräfte, welche in der Richtung r 
wirken, und verbindet man dieselben durch ein Seilpolygon mit der 
Polweite Eins, so ist dieses Seilgolygon die Biegungslinie des aus 
starren Gliedern bestehenden Stabzuges für die Richtung r, und das 
eingeschriebene Polygon, dessen Ecken den Knoten . . . (m — 2), (m—1), 
m, (m-f-1) . . . entsprechen, ist die Biegungslinie des elastischen Stab
zuges . . . (m—2) (w—1) m (m-f-1) . . .

Die Punkte m0 wird man so annehmen, dass die Cotangenten der 
Winkel x und runde Zahlen sind. Wählt man z. B. «m = xm = 45°, 
so erhält man sehr einfach :

2^. A sm A sm+1und A Oim = A ^mAtm =
Sm +1

Hat die Elasticitätsziffer E für alle Stäbe denselben Werth, so 
ersetze man die Gewichte Ax und A a durch die Gewichte EAx bezw. 
EAa. und die Polweite 1 durch die Polweite E. Sollen dann Tem
peraturänderungen unberücksichtigt bleiben, so treten in den vorstehen

den "Winkel 4 ein, so denke man das Kräftepolygon nach Aufzeichnung der 
ersten Biegungslinie um 4* gedreht, um einzusehen, dass jede Seite des zweiten 
Seilpolygons mit der entsprechenden Seite der ersten Biegungslinie den Winkel 

bilden muss. Mit Rücksicht auf die käuflichen Winkelbrettehen wird man 
für 4» einen der Winkel: 30°, 60°, 45°, 90° wählen. Auf weitere Beziehungen 
zwischen den beiden Biegungslinien gehen wir nicht ein, da sich der Linien
zug 0'1'2'3' . . . ebenfalls schnell zeichnen lässt und die Verschiebungen sofort 
nach Grösse und Richtung liefert, so dass man die Zusammensetzung der Seiten
verschiebungen (nach Eig. 115) spart.

*) Es ist darauf zu achten, dass keiner der hinzugefügten starren Stäbe 
die Richtung r erhalten darf, wenn ausser der Biegungslinie noch die voll
ständige Darstellung der Verschiebungen mit Hilfe des Linienzuges 0'1'2' . . . 
(Fig. 116) ohne jede weitere Zwischenrechnung erfolgen soll. Diese Zwischen
rechnung, welche, wie leicht einzusehen ist, in der Ermittlung des Werthes p 
für jeden in die Richtung r fallenden Stab bestehen würde, ist zwar nicht 
schwierig, immerhin aber umständlicher als die Annahme besonderer Winkel 
to und x für diese Stelle des Stabzuges. Wird nur die Biegungslinie für die 
Richtung r verlangt, so dürfen Stäbe von der Richtung r Vorkommen, denn es 
entsprechen dann den beiden Endpunkten solcher Stäbe im Sinne r gleichgrosse 
Verschiebungen. Zu beachten ist auch, dass die Gewichte At und A a in der 
Reihenfolge . . . Avm_i, Aa„_i, Axm, Aam, Arm+i, Aam+i . . . durch das Seil
polygon verbunden werden müssen.

CNCO
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den Formeln an die Stelle der Verlängerungsverhältnisse As/s die Span
nungen a. Ist o = x = 45° so erhält man:

rm == 2 am, FAam = Etâm — am — am+1. *)

Für die in der Fig. 118 angegebene Lage der eingeschalteten Punkte 
m0 ergiebt sich :

A*„ (cotg Xm -f- cotg G)m)Arm

A sm A sm+iAam = AX + cotg Xm 4 cotg wm+1.
Sm + 1

Welche der beiden Anordnungen (Fig. 117 oder Fig. 118) gewählt 
wird, ist für das Ergebniss gleichgiltig. Man strebe zur Erzielung 
übersichtlicher Kräftepolygone nach Möglichkeit gleiche Vorzeichen der 
Gewichte w an. Z. B. wird man 
bei einfachen Balkenbrücken in der 
Kegel für die A a der oberen und 
auch der unteren Gurtung positive 
Werthe erhalten und sich infolge
dessen bei Untersuchung einer obe
ren Gurtung für die in Fig. 118 
gegebene Anordnung entscheiden, 
weil die As und a der Obergurt
stäbe negativ sind. Bei einer unte
ren Gurtung wird besser nach Fig. 117 verfahren.

Eine andere Behandlungsweise des stellvertretenden Stabzuges 
schliesst sich der auf Seite 104 bis 112 gelösten Aufgabe an: die Ge
wichte wm zu bestimmen, ohne vorher die Winkeländerungen A'Ü' zu 
berechnen. Dieses Verfahren kommt natürlich nur dann in Frage, wenn 
die Winkeländerungen nicht ohnehin zu anderen Zwecken**) angegeben 
werden müssen; dasselbe möge an dem in Fig. 119 dargestellten Bei
spiele erläutert werden.

Gesucht sei die Biegungslinie (für die Richtung r) der Gurtung 
. . . (m—1) m (m-fl) • • • eines einfachen Dreiecknetzes. Die den ein
geschalteten Knoten m0 entsprechenden Gewichte Atot werden wie vor
hin berechnet, das Gewicht wm für einen Knoten m der Gurtung hin
gegen nach der auf Seite 105 bewiesenen Gleichung:

wm = 2 p. • A s.

IWÄ, , m.n
,A\ /
V» v'm-z.

6 Ax vrn> ”
m

Ÿ vax T m-t AV
At **■

Atmtt

mt
Fig. 118.

*) Vergl. S. 102. Dem Einfluss von Temperaturänderungen t kann man 
auch• Bechnung tragen, indem man a ersetzt durch a-f-eEt.

**) Z. B. Bestimmung von Nebenspannungen. Vergl. auch Seite 95.
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Hierin bedeutet [A die Spannkraft, welche in einem Stabe des in Fig. 
1191 berausgetragenen Fachwerktheiles in Folge der drei unter sich im

Gleichgewichte befindlichen parallelen äusseren Kräfte—, —, T---- j——^
entsteht und As die Längenänderung des Stabes für denjenigen Be
lastungszustand , für welchen die Biegungslinie gesucht wird, e und e 
sind die gegenseitigen Abstände jener 3 Kräfte, deren Richtung ge
legentlich der früheren Ableitung der Gleichung ?^m=2p.As parallel 
den w vorausgesetzt wurde, jetzt aber willkürlich gewählt werden darf, 
weil ja die Grösse der w eines aus starren Gliedern bestehenden Stab
zuges unabhängig von der Richtung r ist. Die Summe 2 erstreckt

Q-—/< X
I

\
(m''o /Sz.
.9, h*7 >m-i

a\M/Anv 771-Tj' \J
7 ■7ltJr v e 1 r\

V V Y y'*•> ^ 4ffi-rj rriij
"Y 7D'n i dz e' \

Fig. 119.

sich über die in der Fig. 1191 mit den Ziffern 1, 2, 3, ... 6, 7 be- 
zeichneten Stäbe, deren Spannkräfte p. in Fig. 119n mittels eines 
Cremona’schen Kräfteplanes dargestellt wurden. Für die Fachwerkstäbe 
3 und 5 ergaben sich Zugkräfte |X, für die übrigen Druckkräfte. Sind 
also die Längenänderungen der Stäbe 1, 2, 3 . . . bezieh. = AX, A2, 
As, . . . so folgt:

wm — M-1 \ {-*-2 ^2 + ft» A3 M-4 ^4 “ł" ^5 ^5 ^6 1*7 ^7 •

Es wird sich empfehlen, die Richtung der Kraft — so zu wählen, dass
e

e einen festen, durch eine runde Zahl ausdrückbaren Werth annimmt. 
Bei Ermittlung der verschiedenen w sind also verschiedene Kraft
richtungen anzunehmen.

Eine wichtige Anwendung der stellvertretenden Stabzüge findet sich 
in No. 75.

Hebung sauf g oben zu den §§ 1 bis 3.
1. Aufgabe. Es soll die Aenderung AS& des Randwinkels des in 

Fig. 120 dargestellten Fachwerks mit Hilfe eines Williot’sehen Verschiebungs
planes bestimmt werden.



Aj& =

Der Drehungssinn von s7 gegen s7 ist in der Figur durch einen Pfeil angegeben 
worden; hiernach ist Apositiv. Wir setzten voraus, dass die Stäbe 2, 4, 5 ge
dehnt, die übrigen verkürzt werden.

b f , e

-ftrX/SJ % »ro/v.«Ui
Z\ 3 ^■1K'

■V
A V-

c
e'

fiLr ÿjÙ2& Sr 4c'av V

><%
V -< >r rd' m:AocbW>

Fig. 12i.Fig. 120.

Aufgabe. Behufs Darstellung der Biegungslinie der oberen Gurtung 
des in Fig. 121 abgebildeten Fachwerks soll das Gewicht ivb mit Hilfe eines 
Williot’schen Planes dargestellt werden und zwar ohne gesonderte Ermittlung 
von A Sr&.

Lösung. Man füge die zu wi parallelen starren beliebig langen Stäbe 
8 und 11 hinzu, ferner die starren Stäbe 9 und 10. Dann ist (wenn die Pol
weite 1 gewählt wird) j^fc==Aa&, welcher Werth nun auf die soeben gezeigte 
Weise bestimmt wird. Man nehme hierbei a0 und die Richtung des Stabes 9 
als festliegend an.

3. Aufgabe. Mit Bezugnahme auf Fig. 121 beweise man, dass, sobald
^-ist, das Gewicht wi nach derAsdie Polweite = E gewählt wird und 

Formel
wb = cotg «! (0 — c?i) *) + cotg a2 (a2 — CTj) + cotg a3 (a2 — a3) -f- cotg a4 (<j4 — as) 

+ cotg a5 (ci — °t) + cotg a6 (c6 — g5) + cotg a7 (<j6 — a7) + cotg a8 (0 — a7) 
berechnet werden darf.

Lösung. Man gelangt zur vorstehenden Formel ohne weiteres, indem 
man nach Gl. (2) Seite 90 die Aenderungen der Dreieckswinkel, aus denen sich

E

*) Zur besseren Uebersicht wurden die Spannungen 0 der Stäbe 8 und 11 
mit aufgeführt.

Die Biegungslinie. 135

Lösung. Man nehme den Punkt a und die Richtung des Stabes ab als- 
festliegend an, ermittle nach No. 32 (S. 58) der Reihe nach die Verschiebungen 
Ob', Oc, Od’, Oe der Punkte b, c, d, e und denke hierauf die Verschiebung 
von e nach dem Stabzugverfahren bestimmt. Man erkennt dann, dass das Loth 
von e' auf A 7 gleich s7 A h?, ist und findet

r "O



, wb zusammensetzt, bestimmt und dieselben addirt. Die Multiplikationen mit 
cotg. werden zweckmässig zeichnerisch ausgeführt. Man könnte auch den Aus
druck nach den Spannungen a ordnen. Der Einfluss von a2 auf ivb ist dann

= , wo s.2 die Länge des Stabes 2 und r2 das Loth von b auf 2 bedeutet.
r2

Wie stellt man den Einfluss der Spannung eines von b ausgehenden Stabes z. B. 
den von <js am bequemsten dar?

4. Aufgabe. Gesucht sei die Biegungslinie (für die Richtung f) eines 
Stabzuges, dessen As und A5 gegeben sind; einzelne Stäbe haben aber die 
Richtung r.

Lösung. Fällt sm 
mit der Richtung r zu
sammen, so schalte man 
nach Eig. 122 zwischen 
m — 1 und m mittels 
starrer Stäbe, welche mit 
Sm Winkel von 45° ein- 
schliessen, einen neuen 
Knoten m0 ein, dessen Ge

wicht ivmo = — 2 ist.

wm+1
«v Jntft
V

rti'

m /
oV > 'wV V jI SmV Für wm-1 und wm erhält 

man:Y
+r i

A SmWm - 1 --  A %m — 1i Sni.
A SmFig. 122. Wm  A Sw —j- Sni

Ist A Sm positiv, so ist w 
voraus, dass der Stab sm gedrückt wird. Zu beachten ist, dass die Gewichte 
in der Reihenfolge ivm -1 ■ w,n0, icm durch das Seilpolygon verbimden werden 
müssen wie dies in Fig. 122 angedeutet ist.

im Sinne (—r) anzunehmen. Figur 122 setzt alsoI

5. Aufgabe. Es soll der Yerschiebungsplan für die untere Gurtung 
0—2—4 — 6 des in der Fig. 123 dargestellten Trägers mit Hilfe eines stellver

tretenden, aus starren Glie
dern bestehenden Stabzuges 
0 —1-2-3-4-5-6 ge
zeichnet werden.j /,* 0 Die Lösung besteht da
rin, dass zuerst nach No. 52 
die Biegungslinie für die zur 
Bahn des beweglichen Auf
lagers rechtwinklige Richtung 
r gezeichnet wird, weil dann 
die Schlusslinie 0" 6" sofort 
gegeben ist. Hierauf wird der 
Linienzug 6'5'4'3'2'l'0' nach 
No. 51 bestimmt. Die Strah
len 00', 02', 04' stellen nach 
Grösse, Richtung und Sinn die 
Yerschiebungen der Punkte

: W//J
// ,/o\ f'.Jo' O4- i

i i i l W'I !I •

1 M"
! :

U* ! —SKT.wt
V

3'Wz W j n>v ms
r

Fig. 123.
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O, 2, 4 dar. — Von den drei für diesen Träger in diesem Buche mitgetheilten 
Verfahren (vergl. Fig. 38, 105, 123) ist das erste im allgemeinen das einfachste. 
Die Lösung in Fig. 105 verdient den Vorzug, sobald die lothrechten Verschie
bungen 8 durch Rechnung bestimmt werden sollen und die zuletzt angegebene 
(Fig. 123) wird vortheilhaft, sobald die Winkeländerungen noch zu anderen 
Zwecken (z. B. zur Ermittlung von Nebenspannungen) gebraucht werden.

6. Aufgabe. Ein Fachwerk sei in der Weise erzeugt, dass zu einem 
Stabdreieck abc zwei neue Stäbe gefügt werden, die in einem neuen Knoten 
d miteinander verbunden sind, hierauf an zwei beliebige Knoten dieses Stab
gebildes wieder zwei Stäbe mit einem Knoten e angeschlossen werden u. s. f. 
Es sollen die Winkeländerungen dieses Fachwerks berechnet werden.

Die Lösung stützt 
sich auf die Gleichung 
As1 =h Aax + As2 cosas

+ A s3 cos a2, 
welche einen besonderen 
Fall der auf S. 98 für 
A l abgeleiteten Formel 
darstellt, und durch 
welche die Aenderung 
der Seitenlänge Sj eines 
Dreiecks (Fig. 125) be
stimmt ist, sobald die 
Aenderungen des Gegen
winkels und der beiden anderen Dreieckseiten bekannt sind.

Liegt beispielsweise das Fachwerk in Fig. 124 vor, so berechnet man auf 
die in No. 40 gezeigte Weise die Winkeländerungen der Dreiecke ach und abd 
und drückt hierauf die Aenderung der Entfernung cd durch die Längenände
rungen A ac und À ad der Seiten ac und ad und durch die Winkeländerung 
A(cad) — \(cab) — A(dab) aus. Jetzt bestimmt man die Winkeländerungen 
der Dreiecke acd, cdb und cde, drückt Aeb durch A ce, A cb und A (ecb) aus, u. s. w.

Auf diesem Wege lassen sich z. B. sämmtliche Winkeländerungen der in 
den Figuren 49 und 50 abgebildeten Fachwerke berechnen, wie denn überhaupt 
leicht einzusehen ist, dass sich mit Hilfe der Formel für A Sj und mittels der in 
No. 37 u. 38 durchgeführten allgemeineren Untersuchungen die in den §§ 2 u. 3 
angegebenen Darstellungsweisen auf ähnliche Art erweitern lassen, wie dies im 
§ 1 mit dem von Williot ursprünglich auch nur für einen sehr einfachen Fall 
gegebenen Verfahren geschehen ist.

e

c. /oT V,V '\h fkY
Y s,

6
Fig. 125.Fig. 124.

§ 4.
Einflusslinien und Einflusszahlen für elastische 

Verschiebungen.
53. — Mit Hilfe der in den vorigen Paragraphen gelehrten Ver

fahren ist man im Stande, die Formänderung eines statisch bestimmten, 
irgendwie belasteten Fachwerks festzustellen. Es bedürfen aber diese 
Untersuchungen noch einer Ergänzung für den Fall, dass der Einfluss 
der am Fach werk angreifenden Lasten Plf P2, • • • auf irgend eine der
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die Formänderung bestimmenden Grössen gesondert angegeben werden 
soll, etwa zu dem Zweck, die Grenzwertbe dieser Grösse (für welche 
natürlich das Gesetz von der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen 
gelten muss) zu ermitteln. Zwar könnte man diese Aufgabe in der 
Weise behandeln, dass man das Fach werk zuerst nur mit P1 belastet, 
dann nur mit P2, u. s. w. und für jeden dieser Fälle einen Verschie
bungsplan zeichnet; doch ist dieses Verfahren so umständlich, dass die 
Aufsuchung einer anderen Lösung geboten erscheint. Die Handhabe 
hierzu bietet der Maxwell’sche Satz von der Gegenseitigkeit der elas
tischen Formänderungen (S. 30), dessen Anwendung zunächst an zwei 
Beispielen gezeigt werden soll.

1. Aufgabe. Gesucht ist die Einflusslinie für die Senkung 
des Knotenpunktes m eines durch lothrechte Lasten P beanspruchten 
Fachwerkträgers.

Man nehme das gewichtslose Fachwerk nur mit einer in m an
greifenden lothrechten Kraft Eins belastet an, ermittle die herbei ent

stehenden Spannkräfte S 
und Längenänderungen 
As und bestimme (nach 
einem der inden§§ 1—3 
angegebenen Verfahren) 
die diesen As entspre
chende Biegungslinie 
derjenigen Gurtung (bei
spielsweise A CB), an 
welcher die Lasten P an
greifen sollen. Ist nun 
die bei k gemessene 

Ordinate dieser Biegungslinie = ■/]*., so verschiebt die in m angreifende 
Last Eins den Knoten k im lothrechten Sinne um ?)*., und es wird des
halb (nach dem Maxwell’schen Satze) eine in k angreifende Last Eins 
den Knotenpunkt m ebenfalls um v\k verschieben. Hieraus folgt aber, 
dass die gezeichnete Biegungslinie die Einflusslinie für hm ist.

Die Lasten Plf P2, P3 denen die Ordinaten , r)2, t]3 entsprechen, 
verursachen beispielsweise bei m die Senkung

= Pi^i + p2r\2 + -Ps7)*-
Beispiel. In Fig. 113 auf Tafel 2 wurden die senkrechten Verschiebungen 

der Knotenpunkte eines Bogenträgers mit drei Gelenken für den Fall aufge
tragen, dass im Scheitelgelenk eine Last lf= 1000L wirkt. Die für die untere 
und obere Gurtung erhaltenen Biegungslinien sind daher die Einflusslinien für 
die lothrechte Verschiebung 8 des Scheitelgelenks; mit Hilfe der ersteren kann 
der Einfluss von Lasten festgestellt werden, welche in den unteren Knoten
punkten angreifen, mittels der zweiten der Einfluss der Belastung der oberen

r,
X_^ lc

A
m
V

A
4

Fig. 126.
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Knoten. Ist die oben angreifende Verkehrslast: p — 0,665* f. d. Meter und 
pX = 0,665 • 3,0 = 2' f. d. Knotenpunkt, so folgt für volle Belastung (also mit 
Vernachlässigung der kleinen negativen Beitragsstrecken an den Trägerenden) 

8max — p\ [2,00 + 2 (1,10 + 0,52 + 0,21 + 0,04)] = ll,5mm.
Von der ständigen Belastung £1 = 0,37-3,0=1,11' eines Feldes möge 

der Theil £„X = 0,27 (Gewicht der Hälfte eines Feldes des Hauptträgers) an 
der unteren Gurtung angreifend angenommen werden, der Theil £0 X = 0,84' an 
der oberen Gurtung. Die Durchbiegung in Folge der ständigen Belastung be
trägt dann:

*t = gu\ [2,00 + 2 (1,09 + 0,52 + 0,22 + 0,07)]
+ </0X [2,00 + 2 (1,10 + 0,52 +0,21 + 0,04 —Ä^-)] = 6,4—.

2m Aufgabe. Ein Fachwerk sei mit beliebig gerichteten Kräften 
Plt P2, . . . belastet. Gesucht sei die Projektion Sr der Verschiebung 
eines Knotens C auf eine feste Richtung r. Der Einfluss jeder Last P 
soll gesondert angegeben werden.

Man zeichne den Verschiebungsplan für den Fall, dass auf das 
Fachwerk nur eine Last Pr = 1 wirkt, welche in G angreift und die 
Richtung r hat. Für irgend einen Knoten m ergebe dieser Plan die 
Verschiebung m' m, deren Projektion auf die Richtung von Pm mit 
+ 8mr bezeichnet werden möge,**) wobei das obere oder untere Vor
zeichen gelten soll, je- 
nachdem der Sinn je
ner Projektion mit dem 
Sinne von Pm überein
stimmt oder nicht.

Nun ist aber nach 
dem Maxwell’sehen
Satze die gesuchte Ver- -JL
Schiebung hrm, welche 
Punkt C in der Rich
tungrund in Folge von 
Pm= 1 erfährt, ebenso gross wie die bereits dargestellte Verschiebung 
8mr welche der Punkt m in der Richtung Pm und in Folge von Pr — 1 
erleidet und daraus folgt, dass der Einfluss von Pm auf die Verschie
bung 5r gleich Pmhmr ist. Auf die gleiche Weise findet man die Ein
flüsse der Lasten Plt P2, . . . so dass man schliesslich

5r = P18lr + P252r + . . . + Pw5mr+. . .

V“ c
-Vm JL

Kz
rnSV P4

Tr
Fig. 127.

1*) Die Knotenpunkte an den Trägerenden sind nur mit — g0 X

**) Nach der auf Seite 31 eingeführten Bezeichnungsweise.

belastet.



5.

Das statisch unbestimmte Fachwerk.

a. Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grössen mittels des Maxwell’schen Satzes.

55. — Wir haben bereits in der Einleitung gezeigt, dass die Be
rechnung eines statisch unbestimmten Fachwerks in die Lösung zweier 
Aufgaben zerfällt. Erstens sind die Spannkräfte der Stäbe und die 
Stützenwiderstände mittels der Gleichgewichtsbedingungen durch die 
gegebenen Lasten P und gewisse statisch nicht bestimmbare Grössen X 
auszudrücken, und zweitens sind die Grössen X mit Hilfe von Glei
chungen zu berechnen, welche man erhält, indem man die Form Ver
änderung des statisch bestimmten Fachwerks, in welches das unbe
stimmte im Falle des Verschwindens sämmtlicher Grössen X übergeht, 
gewissen Bedingungen unterwirft.

Der einzuschlagende Weg ist meistens sehr leicht zu finden, wie 
die folgenden Aufgaben zeigen werden, bei deren Lösnng wir von den 
in der Einleitung angestellten allgemeineren Untersuchungen zunächst 
nur den Maxwell’schen Satz zu Hilfe nehmen, während wir uns im 
übrigen lediglich auf die §§ 1—3 stützen. Denn es kommt uns besonders
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erhält. Die Grössen 5 
Lasten Plf P2 . . . entsprechenden Einfluss zahlen; sie ergeben sich 
sämmtlich aus dem für Pr = 1 gezeichneten Verschiebungsplane.

54. — Das in den vorstehenden Beispielen angewandte Verfahren 
ist ein allgemeines und führt auch dann zum Ziele, wenn die 6 nicht 
Verschiebungen und die P nicht Einzellasten bedeuten, sondern diese 
Buchstaben zur Bezeichnung der auf Seite 31 erklärten Begriffe „Weg 
einer Belastung“ und „Belastung“ dienen. Stets wird man die darzu
stellende Grösse

S2r, . . . nennen wir kurz die den einzelnen!>■)

K --- KaPa "j- KbPb “f- • • • • KmPm • • • •

mittels des Maxwell’schen Satzes umformen in

Sr --- ^arPa 4“ + .... 4“ §mrPm .

und dann die Einflusszahlen har, hbr, ... . hmr, . . . einem für den Zu
stand Pr = 1 gezeichneten Verschiebungsplane (an dessen Stelle häufig 
eine Biegungslinie treten darf) entnehmen. Es verdient hervorgehoben 
zu werden, dass diese Pegel auch für statisch unbestimmte Fach
werke gilt.

oc
r.
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darauf an, zu zeigen, dass die Berechnung eines gegebenen statisch 
unbestimmten Fachwerks für denjenigen eine sehr leichte Aufgabe ist, 
welcher sich mit der Darstellung der Formänderungen statisch bestimmter 
Fachwerke vertraut gemacht hat und das von uns kurz als Maxwell’scher 
Satz bezeichnete allgemeine Gesetz kennt.*) Später werden wir auch 
die übrigen in der Einleitung angegebenen Verfahren verwerthen.

56. Untersuchung eines über zwei Oeffnungen gestreckten 
Balkens ACH, Fig. 128 
spracht wird.

Der naheliegendste Rechnungsgang ist der folgende. Wäre der 
Widerstand X der Mittelstütze bekannt, so Hessen sich die in A und 
B angreifenden Stützendrücke und sämmtliche Spannkräfte S des aus 
aneinandergereihten Dreiecken bestehenden Fachwerks angeben.

Nimmt man zunächst

welcher durch lothrechte Lasten P bean-

X — 0 an, so entsteht ein 
einfacher Balken AB, des- A csen Stützenwiderstände A0 ^ 

2 Pb
Fig. 128.TFT F

W K
----

H------------ly

2Pa A y \Bundi?0
h + 4

sind, und dessen Spannkräfte 
S0 leicht gefunden werden 
können, beispielsweise mit- 
tels eines Cremona’schen

4 + 4

C_c Fig. 129.
k.....L

VP4 ŸP YPm j BoKräfteplanes. Dieser ein
fache Balken wird an der 
Stelle C eine lothrechte
Durchbiegung 50 erfahren, ^ 1'(p>
deren Grösse sich nach einem \A' 
der in den §§ 1—3 gezeigten 
Verfahren ermitteln lässt.
(Das gestrichelte Polygon in Fig. 129 sei die Biegungslinie der Gur
tung A CB). Denkt man jetzt die Kräfte P beseitigt und belastet den 
einfachen Balken AB nur mit einer in C angreifenden, nach oben ge
richteten Last X, so wird der Punkt C im lothrechten Sinne um h' X

/_ r Fig. 130.

Y/

*) Die Untersuchung von Fachwerken, welche erst entworfen werden sollen, 
ist nur insofern umständlicher, als die statisch nicht bestimmbaren Grössen 
von den zunächst unbekannten Stabquerschnitten abhängen. Im allgemeinen 
wird man die Querschnittsgrössen zuerst schätzungsweise annehmen, hierauf 
die X und S ermitteln, die erforderlichen Querschnitte bestimmen und im Falle 
grösserer Unterschiede zwischen den gerechneten und den geschätzten Quer
schnitten das ganze Verfahren wiederholen. Vereinfachend wirkt hierbei der 
Umstand, dass der Einfluss der Belastung auf die Grössen X nur von dem gegen
seitigen Verhältniss der Querschnitte ahhängt. Vergl. auch No. 74.
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gehoben, wobei 5' die mit Hilfe eines zweiten Verschiebungsplanes zu 
bestimmende lothrechte Senkung bedeutet, welche C erfährt, sobald der 
einfache Balken AB nur durch eine in C angreifende, lothrechte, ab
wärts gerichtete Last von der Grösse 1 beansprucht wird. Sind nun 
die Stützen des in Fig. 128 abgebildeten Trägers vollkommen starr, so 
muss die lothrechte Verschiebung von C gleich Null sein, und es folgt 
hieraus die Bedingung: 80— 8'X=0, aus welcher sich

Sox= 1 —8'

ergiebt. Würde sich, bei nachgebenden Widerlagern, Punkt C gegen 
die relativ festliegend gedachte Gerade AB in lothrechter Richtung um 
8«, nach unten verschieben, so wäre X aus der Gleichung 80 — 8' X = 8«, 
zu berechnen. Nach Bestimmung von X können die Spannkräfte S in 
den Stäben des Balkens ACB mittels der Formel

S=S0— S'X
gefunden werden, unter S' die Spannkraft für den in Fig. 130 dar
gestellten Belastungsfall X = — 1 verstanden, und ganz ebenso erhält 
man die Stützen widerstände: A = A0 — A'X* B = B0 — B'X\

Den Einfluss von Temperaturänderungen wird man stets gesondert 
bestimmen; man wird also die Verschiebung S0 des durch die Lasten P 
beanspruchten Balkens AB (Fig. 129) unter der Voraussetzung ermit

teln, dass die Stäbe die Längenänderungen A s0 =

/

S0s
erfahren, undEF

schliesslich wird man mit Hilfe eines dritten Verschiebungsplanes diejenige 
lothrechte Verrückung bt feststellen, welche der Punkt C des einfachen 
Balkens HR erfährt, sobald sich die Stablängen um Ast = ets ändern. 
Der entsprechende Widerstand der Mittelstütze ist dann:

Xt= 1

er erzeugt im Träger ACB (Fig. 128) die Spannkräfte: St = —S'Xt. 
Im Falle gleichmässiger Erwärmung sämmtlicher Stäbe ist 8t = 0, so
bald die drei Punkte A, B, C in derselben Wagerechten liegen.

Unsere Aufgabe ist hiermit gelöst. Die Auflösung leidet aber 
noch an einer Weitläufigkeit, die darin besteht, dass 80 für jeden zu 
untersuchenden Belastungsfall von neuem bestimmt werden muss. Diese 
Schwierigkeit lässt sich nun durch Anwendung des Maxwell’schen Satzes 
leicht heben. Bezeichnet man nämlich mit h'm die dem Knoten m ent
sprechende Ordinate der in Fig. 130 für den Zustand X= — 1 ge
zeichneten Biegungslinie, so darf man schliessen: Eine in C angreifende 
lothrechte Last Eins senkt den Punkt m um h'm, und es wird daher 
eine in m angreifende Last Eins den Punkt C ebenfalls um 8’ senken

O
'jj
 cy>
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•und eine Last Pm wird auf die Senkung 60 den Einfluss 50 = Pmh'm 
ausüben. Daraus folgt aber

s„ = Pi&', +P1i\ + ...+ P„ 5'. + ...*)
und es ist daher der Einfluss der Lasten P auf X

1 2P §'g/ ^ x m u m*
1

X= -TT- [-Pi^ x 1*2^ 2 ”h • • • H- Pm5 m + •••]-—S'
Man darf aussprecben:

Die für den Zustand X— — 1 gezeichnete Biegungslinie der 
zur Aufnahme der Lasten bestimmten Gurtung ist die Einflusslinie 
für X. Der Multiplikator dieser Linie ist = 11 5'.

57. Untersuchung eines Fachwerkbogens mit Kämpferge
lenken und ohne Scheitelgelenk, Fig. 131. Der Träger sei durch 
beliebig gerichtete Lasten 
P beansprucht. Die an den 
festen Auflagergelenken A 
und B angreifenden Wider
stände seien in die zur Ge
raden AB rechtwinkligen 
Seitenkräfte A und B und 
die in die Gerade AB fal
lenden Seitenkräfte C und

tu *4-

x

IIc SoUn
M

X zerlegt.
BWird X — 0 ange

nommen, wird also das feste 
Auflagergelenk durch ein 
in der Richtung AB be
wegliches Lager ersetzt, so 
geht das Fachwerk in ein 
statisch bestimmtes über

C

/

U——-1.

(Fig. 132). Die Auflager
kräfte A0, B0, C0 und die 
Spannkräfte S0 lassen sich 
für diesen Zustand leicht

w „ cP
m'

angeben.
Um A zu ermitteln, nu

wird das erhaltene statisch 
bestimmte Fachwerk mit 
einer Kraft X—— 1 belastet (Fig. 133), welche die Spannkräfte S' und

Fig. 131—133.

S'sAenderungen (As)' = 

diese Angriffsweise ein Verschiebungsplan gezeichnet. 
*) Vergl. auch Seite 138.

der Stablängen hervorruft; dann wird für
EF



Geben die Widerlager nach und verschiebt sich hierbei B gegen A 
um hK, so ändert sich X um einen Werth AJ, der durch die Gleichung

hw = — A Xh'
gegeben ist. Den Einfluss Xt einer Temperaturänderung findet man, 
indem man die Aenderungen k.st — zts der Stablängen berechnet, die 
hierdurch bedingte Vergrösserung §( der Strecke AB mit Hilfe eines 
Verschiebungsplanes bestimmt und die Bedingung 0 = 5t — AT<5/ auf
stellt. Es ergiebt sich:

5, und Xt= 1AJ = — 1

Bei gleichmässiger Erwärmung ist ht = ztl.
Sobald X bekannt ist, können sämmtliche Spannkräfte S des Bogen

fachwerks mittels der Formel
S=S0—S'X

Für die Stützenwiderstände erhält man: A = Aberechnet werden. 
B=B0, C=C0+X

0 »

58. Der Binder eines Freidaches (Fig. 134) sei bei B und C 
mittels fester Auflagergelenke und ausserdem noch durch eine Stange 
AD gestützt, welche bei D gelenkartig mit dem Widerlager ver
bunden ist.

Der Träger wird statisch bestimmt, sobald der Stab AD (dessen 
Spannkraft —X sei) weggenommen wird. Für diesen Zustand X—0 
werden die Spannkräfte S0 ermittelt und hierauf wird der Versehiebungs- 
plan für den in Fig. 136 dargestellten Zustand X=—1, dem die
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Dieser Plan möge für den Punkt B die zu AB parallele Ver
schiebung B" B' = h' liefern und für irgend einen Knotenpunkt m die 
Verschiebung m"m. Bezeichnet hm' die Projektion der Strecke m"m 
auf die Richtung von Pm, so folgt:

Eine in B und im Sinne AB angreifende Kraft 1 verschiebt den 
Punkt m im Sinne von Pm um h'm, und es wird deshalb eine in m 
angreifende Last Pm= 1 eine Verlängerung der Stützweite AB = l 
um verursachen und eine Last Pm eine Verlängerung um 
Da nun eine von B nach A gerichtete Kraft X eine Verkürzung von 
AB um Xh' herbeiführt, so beträgt die Aenderung von l im ganzen:

Al=2Pmh'm — Xh'.

P h'm w m*

Hieraus folgt aber für das Bogenfachwerk in Fig. 131 für den Fall 
unbeweglicher Widerlager (d. h. für A£ = 0):

X = h'
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Spannkräfte S' entsprechen mögen, aufgezeichnet.*) Die Verschiebung 
von A sei dargestellt durch den Polstrahl OA', diejenige von m durch 
Om'. Die Projektion von O Â auf die Richtung von AD sei 5' (positiv 
im Sinne der in Fig. 186 angenommenen 
Kraft 1), diejenige von Om auf Pm sei 
h'm (positiv im Sinne von Pm). Dann kann 
wie in der vorigen Aufgabe mittels des 
Maxwell’schen Satzes die Beziehung ge
funden werden:

%
rrv

AZ = 2Pmh'm — Xh',

wo Z die Länge des Stabes AD bedeutet. 
Besitzt dieser Stab den Querschnitt F1 
und die Elasticitätsziffer E1, so ist seine 
durch die Spannkraft X hervor gebrachte 
Längenänderung :

Fm
^ m

So IXI
BAZ

■1und man erhält schliesslich für X den 
W erth :

m
1J i«%pmh'mx= l Ah' +

E\F\
Wird noch der Einfluss einer Aende- 

rung der Temperatur gesucht, so be
stimmt man mit Hilfe eines zweiten Ver
schiebungsplanes die von den Aenderungen 
As = ets herrührende gegenseitige Ver
schiebung ht des Punktepaares A, D und stellt die Bedingung auf:

AZ = 5, — Xth',

Fin,
\^

mf
1IIÄD

JA’ ins

Fig. 134—136.

in welche für AZ jetzt der Werth:
Xtl j- s1^1ZAZ =

E1F1
einzusetzen ist, unter ex und tx die Ausdehnungsziffer und die Tem
peraturänderung des Stabes AD verstanden. Man findet:

5* Z
Z

ö'4 FXFX

*) Beispielsweise nach dem in No. 32 angegebenen \ erfahren.
Müller-Breslau, Graphische Statik. II. I. 10



59. Untersuchung des in Fig. 137 dargestellten Dachstuhls 
einer dreischiffigen Halle. Bei A ist ein festes, bei B ein auf wage
rechter Bahn bewegliches Auflagergelenk angeordnet. CD und EF sind 
Säulen mit Kopf- und Fussgelenken (sogenannte Pendelsäulen oder 
Schwingstützen). Die lothrecht wirkenden Widerstände Xa und Xb der 
Säulen sollen als die statisch nicht bestimmbaren Grössen eingeführt 
werden; ihre Angriffspunkte erhalten die Ordnungsbuchstaben a und b.*) 

Den Zustand Xa — 0, Xb = 0 (den wir kurz den Zustand X == 0 
nennen wollen) zeigt Fig. 138; die Zustände Xa = — 1 und Xb = — 1 
sind in den Figuren 139 und 140 dargestellt worden. In allen drei 
Fällen handelt es sich um die Untersuchung eines einfachen Fachwerk
balkens AB; die Stützen widerstände und die Spannkräfte (S0, Sa, Sb) 
lassen sich also leicht ermitteln. Ist dies geschehen, so werden die von 
den Spannkräften 8a und Sb sowie von Temperaturänderungen t hervor
gerufenen Längenänderuugen

SbsSas
A sb A st = s tsAs„ EF ’ EF

berechnet und die durch diese As verursachten Verschiebungen der Kno
tenpunkte ermittelt.

Der erste dieser Pläne liefert:
8m„ = Verschiebung von m im Sinne von Pm**) in Folge Xa — — 1

„ Xa— lf) „
„ xb = — 1

= —1 
» -X« = — 1.?ha =

Der zweite Plan liefert:

a11 11

>> ^ >» !>J)

= Verschiebung von m im Sinne von Pm in Folge Xb = — 1
y y Eft ■ - 1 ,, Xb ' 1
y y C^b 1 y y ' 1 y

-----  yy yy

== yy yy

der dritte Plan endlich:
hmt — Verschiebung von m im Sinne von Pm in Folge der t

Y —__1ii -t*-a x 11
y y Xb 1 ,,

=

$bt ==
(Nach dem Maxwell’schen Satze muss sich bab — bba herausstellen, eine 
Bedingung, die zur Prüfung der Zuverlässigkeit der Zeichnung benutzt 
werden kann).

ta 11

yy b yy t1 1

*) Wir wählen jetzt dieselben Bezeichnungen wie in der Einleitung.
**) Abgekürzte Ausdrucksweise an Stelle von: 8ma = Projektion der Ver

schiebung von m auf die Bicktung von P„,, positiv im Sinne von P,„. Zu be
achten ist, dass der zweite Buchstabe des an 8 gesetzten Doppelzeigers stets 
auf die Ursache der Verschiebung kinweisen soll und mit dem Zeiger der Be
lastung X übereinstimmt.

f) Diese Verschiebung ward also positiv gezählt im Sinne der in a (Fig. 139) 
angenommenen Last 1.

Erster Abschnitt. — § 5.146
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Fig. 137 u. 138.

die Ursache Xa — — 1 wirkt) und ganz ebenso lassen sich die 8am und 
8im deuten, welche bezw. den Einfluss von Pm = 1 auf Sa und hb darstellen.

Nun ist aber nach dem Maxwell’schen Satze die Verschiebung Som 
welche a im Sinne Xa =— 1 und in Folge der Last Pm — 1 erfährt, ebenso 
gross wie die Verschiebung von w im Sinne von Pm, hervorgerufen 
durch Xa = —1, und in gleicherweise ergiebt sich hbm = 8m5, so dass 
obige Gleichungen übergehen in

8a = ZPmhma — Xahaa — Xbhab + hat + Saw 
Sj ==: 2Pm8m6 Xahba — Xbhbb -j- S6< -j-

*) Diese Eigenschaft ist in der Einleitung erörtert worden; sie folgt aber 
auch ohne weiteres aus den Untersuchungen in den §§ 1—3; denn zwischen 
den auf feste Richtungen projicirten Verschiebungen 8 und As bestehen nur 
Beziehungen ersten Grades, ebenso zwischen den As und den Lasten.

Fig. 139 u. 140.

10*
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Die Gleichungen zur Berechnung der X ergeben sich nun wie folgt.
Die auf das Fachwerk AB wirkenden Belastungen Pm, Xa, Xb werden 

im Verein mit Temperaturänderungen t und etwaigen anderen Ursachen 
(z. B. Bewegungen der Widerlager A und B) die Punkte a und b im 
Sinne Xa = — 1 und Xb = — 1 um Strecken 8a und hb verschieben, 
welche geradlinige Funktionen der P, Xa, Xb, t sind*) und sich auf die 
Form bringen lassen:

— 2Pm8am — -V„8oa — Xbhab -f- S0( -j- 8aw, 
= -2Pmhbm Xahba — Xbhbb -j- hbt -f- 8iw,

wobei die Grössen 8aic und hbw den Einfluss jener „anderen Ursachen“ 
zum Ausdruck bringen. Die Koefficienten der X sind bereits vorhin 
erklärt worden (8aa ist z. B. der Werth, den 8„ annimmt, wenn nur

P

s

K
3'

B
mx

y

V y

I
bj

bs

K

7T

vk

7^
y|
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Die auf der rechten Seite stehenden § sind mit Ausnahme der baw 
und bbw durch die vorhin angeführten drei Verschiebungspläne bereits 
bestimmt; für §„ und hb sind die lothrechten Verschiebungen der Stütz
punkte a und b einzuführen.

Setzen wir bei A und B starre Widerlager voraus, nehmen wir 
ferner an, dass weitere Ursachen, welche „Störungsglieder“ hbu>
erzeugen, nicht vorhanden sind, so ist 5««, = 0, hbw — 0. Vernach
lässigen wir noch die Zusammendrückung der Grundpfeiler der Säulen 
und des Baugrundes, so ist §„ gleich der Verkürzung der durch Xa auf 
Druck beanspruchten Säule CD, vermindert um die Verlängerung, welche 
diese Säule in Folge der Temperaturerhöhung erfährt.*)

Es ergiebt sich:
Xaha
EaFa

worin Ea, Fa, ta, s0, ha bezieh, die Elasticitätsziffer, den Querschnitt, die 
Temperaturerhöhung, die Ausdehnungsziffer für t = 10 und die Länge 
der Säule CD bedeuten: und ebenso folgt:

Xbhb
S6 = EbFb

Jetzt können die Grössen Xa, Xb aus den beiden für 8a und 8b 
abgeleiteten Gleichungen berechnet und hierauf die Spannkräfte:

S = Sq — SaXa — SbXb.
bestimmt werden.

60. Uebungsaufgaben. Der im vorstehenden Beispiele einge
schlagene Weg führt bei jedem statisch unbestimmten Fachwerke, 
welches sich durch Beseitigung von überzähligen Stäben und Auflager
bedingungen in ein statisch bestimmtes verwandeln lässt, zum Ziele. 
Treten mehrere statisch nicht bestimmbare Grössen Xa, Xb, XC1 . . . auf, 
so erhält man:

*) Es ist streng darauf zu achten, dass bei der Untersuchung des Ein
flusses der Bewegungen der Stützen auf die Glieder 5ow und Sbw nur die Wi
derlager des statisch bestimmten Trägers (hier der einfache Balken A B) in 
Betracht kommen; die Xa und Xb sind gewissermassen Lasten, welche ausser 
den P auf diesen statisch bestimmten Träger wirken. Die Bewegungen der 
überzähligen Stützenpunkte (C und E) werden bei Aufstellung der Bedingungen 
berücksichtigt, denen die Verschiebungen 8a und 8b schliesslich unterworfen wer
den. Als weitere Ursachen von Störungsgliedern 80«, und 8bw kommen in Wirk
lichkeit nur noch künstliche Anspannungen und unrichtige Ablängungen von 
Stäben in Betracht; diese lassen sich aber nach Seite 86 bei Wahl der Tem
peraturen t berücksichtigen. In der Regel werden die Glieder 8aw und 8bw ge
strichen, da sie sich schwierig schätzen lassen. Vergl. auch Seite 22 den 
letzten Absatz.
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A05aa A68a6 ATc8a(.--- • • • . &at H- ^aw
56 = 2Pmhmb - XA„ — Xbhbb — Xehbc — ....+ 06< + hbw 
K = 2Pmhmc — Xahca — Xbhcb — XXc — • • . • + Kt + 5ew(I)

Die als Coefficienten der P und X auftretenden 5 sind bestimmt, 
sobald die den Belastungszuständen Xa = — 1, Xb=—1, Xe — — 1 . . . 
entsprechenden Verschiebungen der Knotenpunkte ermittelt worden sind.

^JXIXlAIAiXlAlAAL
771

Ja*
Fig. 141. Fig. 142.

IŁJO TrnE

/Am w__ \i(fy /-a(rp Ar
¥1P

Fig 143. Fig. 144

>P]P i

MT?x/;
{m )a b

A $*a

7ZW7777,
Fig. 145.

Die 8aK), bbu>, bet0 . . . werden in der Regel = 0 gesetzt. Will man 
sie berücksichtigen, so beachte man, dass (nach Seite 35) 5att, —— La, 
hbie = — Lb, . . . ist, wobei La die virtuelle Arbeit der Stützenwider
stände des statisch bestimmten Hauptnetzes für den Belastungszustand 
Xa — — 1 ist, Lb für den Zustand Xb = — 1, u. s. w. Die 8a, 5b, 
8C . . . werden schliesslich gewissen Bedingungen unterworfen und hierauf 
werden die Gleichungen (T) aufgelöst. Dem Leser wird empfohlen, an 
dieser Stelle das in der Einleitung vorgeführte Beispiel noch einmal an der
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Hand des Maxwell’sehen Satzes durchzugehen und dann die in den Fi
guren 141 bis 145 abgebildeten Fachwerke in derselben Weise zu behandeln. 
Welche Grössen als statisch nicht bestimmbar einzuführen sind, ist in 
den Figuren angegeben worden. Feste Auflagergelenke sind mit (ft) 
bezeichnet.

61. Ueber die Wahl der Grössen X. In der Regel wird es 
nicht schwer fallen, diejenigen Spannkräfte und Stützenwiderstände 
eines statisch unbestimmten Fachwerks herauszufinden, welche zweck
mässig zu den mit Hilfe von Elasticitätsgleichungen zu bestimmenden 
Grössen X gewählt werden. Vor allem wird man danach streben, dass 
das statisch bestimmte Fachwerk, welches durch Beseitigung der als 
überzählig bezeichneten Stäbe und Auflagerbedingungen gewonnen wird, 
möglichst einfach ist. So» leuchtet z. B. ohnes weiteres ein, dass die in 
No. 57 durchgeführte Verwandlung des Bogens mit zwei festen Ge
lenken in ein Fachwerk mit einem festen und einem beweglichen Ge
lenke zweckmässiger ist als die Verwandlung in einen Bogenträger mit 
drei Gelenken, zu welcher man durch Wegnahme eines Gurtstabes ge
langt wäre; denn die Darstellung der Formänderung ist für diesen. 
Bogenträger etwas umständlicher als für das Fachwerk in Fig. 132.

-b------------xi_Li
* Y

> r y
N,

c , ' 4 Z' i------------4^4
k-B

<-

lk-
Fig. 146.

Sodann ist hervorzuheben, dass nicht jeder Stab und jede Auf
lagerbedingung eines statisch unbestimmten Fachwerks als überzählig 
bezeichnet werden dürfen. Wollte man z. B. bei dem in Fig. 146 ab
gebildeten sichelförmigen Bogenträger, dessen Gurtstäbe EG und JF 
sich in einem Punkte C der Geraden AB schneiden, die Spannkraft 
des Schrägstabes EF zur Grösse X wählen, so würde man mit X = 0 
einen Bogenträger mit einem Gelenkviereck erhalten, der zwar im 
allgemeinen steif, im vorliegenden Sonderfalle aber von unendlich 
kleiner Beweglichkeit wäre, da die drei Punkte A, C, B in dieselbe 
Gerade fallen. Dass EF ein nothwendiger Stab ist, mithin nicht 
entfernt werden darf, erkennt man auch, wenn man die Spann
kraft jD des Stabes EF mittels des Ritter’schen Verfahrens berechnet,.
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d. h. die Summe der auf den Drehpunkt C bezogenen Momente 
der am Trägertheile links vom Schnitte tt angreifenden Kräfte = 0 
setzt. In dieser Gleichung kommen ausser I) nur noch die Lasten 
Pl5 P2 und der Stützenwiderstand A vor, und für den letzteren findet

2PZ>
man aus der Momentengleichung für den Punkt B den Werth A =

l 1
so dass für D ein nur von den Kräften P abhängiger Ausdruck er
halten wird, der nur bei ganz bestimmter Lastvertheilung verschwindet.

Ein besonders lehrreiches Beispiel bietet der Träger in Figur 147*), 
welcher drei feste Auflagergelenke A, B, C und zwei Mittelgelenke D 
und E besitzt und einfach statisch unbestimmt ist. Er sei so geformt, 
dass sich die Geraden AD und CE in einem Punkte F der Senkrechten 
durch B schneiden.

Sind die Scheiben I und II 
unbelastet, so gehen die Wider
stände der Stützen A und C be
ziehungsweise durch die Gelenke 
D und E. Zerlegt man nun den 
Widerstand der Mittelstütze in 
die senkrechte Seitenkraft B und 
in die wagerechte H, und be
lastet die Scheibe III mit einer 
Kraft P, so erhält man (mit den in die Figur eingetragenen Hebel
armen h und r) die Gleichgewichtsbedingung

Eh = Pr

F
"r'/K7
7 4

\rJl

VA if*ii
CW1

Fig 147.

und erkennt, dass H im allgemeinen nicht = 0 gesetzt werden darf; 
und in der That führt die Beseitigung der wagerechten Stützung des 
Punktes B zu einem Fachwerke, welches zwar die erforderliche Anzahl 
von Stäben und Auflagerbedingungen besitzt, trotzdem aber verschieb
lich ist, wie am sichersten und einfachsten mit Hilfe der im Band I Ab
schnitt XIII eingeführten Figur F' nacbgewiesen werden kann. Zu diesem 
Zwecke ersetzen wir zunächst die steifen Scheiben I, II und III, deren 
Gestalt für die anzustellende Untersuchung gleichgiltig ist, durch ein
facher geformte, nämlich I und II durch je einen Stab und III durch 
ein Dreieck (Fig. 148); sodann verbinden wir jedes feste Auflagergelenk 
durch zwei Stäbe und das bewegliche Auflagergelenk durch emen in die 
Richtung des Stützenwiderstandes B fallenden Stab mit dem die Ge- 
sammtheit der Widerlager vorstellenden Dreiecke HJK und erhalten 
auf diese Weise ein sehr leicht zu übersehendes Fachwerk. Dass sich

*) Yergl. auch Fig. 143, Seite 149.
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nun für dieses Stabgebilde eine Eigur (F') zeichnen lässt, welche der 
Eachwerksfigur (F) unähnlich ist, lehrt ein Rück auf die Abbildung 
148*); und damit ist bewiesen, dass jenes Fachwerk beweglich ist. 
Die Beweglichkeit ist allerdings — starre Stäbe vorausgesetzt — eine 
unendlich kleine, der Träger ist aber in Folge dessen unbrauchbar.

Es möge schliesslich noch darauf 
hingewiesen werden, dass im allge
meinen ein statisch unbestimmtes Facb- 
werk mit Hilfe der Figur F' auf Be
weglichkeit untersucht werden muss, 
noch ehe auf die Frage, welche Grös
sen mit X zu bezeichnen sind, ein- 
gegangen wird ; denn es kann vor- 

^(e) kommen, dass die Beweglichkeit nicht 
erst durch Beseitigung von Stäben oder 
Auflagerkräften herbeigeführt wird, 

sondern schon vorher besteht. Beispiele hierfür bieten die Figuren 149 
und 150. Erstere stellt ein ebenes Stabgebilde von endlicher Beweg
lichkeit vor, was leicht zu erkennen ist, weil das Gebilde aus der Form 
a in die Form b gebracht werden kann, und letztere zeigt ein ebenes

\
Da—

crcfj
(Aj

v/m.m
not)

Fig. 148.

6 7 ba

\sj
y

--A__A y/ Py /.
----Xs' \

y/
y *t<fj

3 *\
¥Fig. 149.

Fachwerk, welches selbst dann von 
unendlich kleiner Beweglichkeit 
sein würde, wenn sämmtliche Stäbe 
starr wären ; denn die Scheibe 
1 — 2 — 3 — 4 kann sich so lange um den Punkt C, in welchem die 
Achsen der an der Scheibe angreifenden Stäbe Zusammentreffen, drehen, 
bis jene Achsen nicht mehr durch einen Punkt gehen, was nach einer 
unendlich kleinen Drehung der Scheibe der Fall sein wird. Bezüglich

Fig. 150.

*) Die Punkte A\ C, H', J\ K' wurden beziehw. mit A, C, H, J, K zu
sammenfallend angenommen.
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der Stabgebilde von unendlich kleiner Beweglichkeit verweisen wir 
noch auf die in der Einleitung, Seite 37, angestellten Betrachtungen. 
Dort wurde gezeigt, dass bei solchen Fach werken die Vernachlässigung 
der Längenänderungen der Stäbe nicht erlaubt ist, auch hervorgehoben, 
dass derartige Stabwerke als Träger ungeeignet sind.

b. Vereinfachung der mittels des Maxwell'schen Satzes abgeleiteten

Elasticitätsgleichungen.

62. Allgemeines. Die Elasticitätsbedingungen I auf Seite 149 
(s. auch Seite 35, Gleich. 35) lassen sich stets so umformen, dass in 
jeder Bedingung nur eine Unbekannte X vorkommt, welche dann ohne 
weiteres aus dieser Gleichung berechnet werden kann. Um dies zu er
reichen, muss man die statisch nicht bestimmbaren Grössen so wählen, 
dass alle diejenigen Coefficienten 5 der X verschwinden, welche einen 
aus zwei verschiedenen Buchstaben gebildeten Zeiger haben, nämlich:
^ab ^baf 5ac — §ca, 8cj, U. S. f.

Es ergeben sich dann die einfachen Beziehungen:

2 Pm^ma — Xahaa -f- S„, -J- 8aw 
5, = 2PmSm6 — XA* + K + 8*„ .(II)

Diese Umformung bezweckt nicht allein die Umgehung der an und 
für sich einfachen Aufgabe, Gleichungen mit mehreren Unbekannten auf
zulösen, sondern auch die Vermeidung grösserer Fehler, die bei An
wendung der Bedingungen (I) meistens unausbleiblich sind, sobald die 
Verschiebungen 8 auf zeichnerischem Wege ermittelt werden. Liegt 
beispielsweise ein zweifach statisch unbestimmtes Fachwerk vor, für 
welches der Einfluss einer Einzellast Pm auf die Grössen Xa und Xb an
gegeben werden soll, so hat man (wenn 8a = 0 und 8ft = 0 sind) :

0 = Pm 8wa — XA« — XA*
o = pm8m* — XA« — xbhbb

und hieraus:
8w,a8§atS,»a ^*6 ^mb^abXa Xb

8aeA& 8aj2^«<A* ^«*
Man erhält also, falls die Glieder, aus denen die vorstehenden Brüche 
bestehen, positiv sind, die X:P als Verhältnisse von Unterschieden 
und kann schon bei geringen Zeichenfehlern zu ganz unrichtigen Er
gebnissen gelangen. Wurden z. B. für Zähler und Nenner von Xa : Pm 
die Werthe 151,87 — 149,12 = 2,75 und 223,81 — 220,58 = 3,23

PmPm
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anstatt der genaueren: 151,58-—149,34 = 2,24 und 224,67 — 220,68 
= 3,99 erhalten, so findet man

X0 2,75 Xa 2.24
-=0,56,= 0,85 stattPm 3,23 Pm 3,99

bekommt also trotz den geringen Fehlern in den einzelnen Zahlen einen 
um 52 °/0 zu grossen Werth Xa:Pm.

Nach den Erfahrungen des Verfassers empfiehlt sich die Anwendung 
der Gleichungen (I) bei mehrfach statisch unbestimmten Fachwerken nur 
dann, wenn die Verschiebungen 5 durch Rechnung ermittelt werden 
und zwar auf mehrere Decimalstellen, die erst nach Bestimmung der 
X zum Theil abzuwerfen sind. Meistens kommen nur parallele Lasten 
in Betracht, in welchem Falle nur die Berechnung von Biegungslinien 
nach dem in No. 49 gelehrten Verfahren verlangt wird.

Entscheidet man sich aber für die Anwendung von Verschiebungs
plänen, so forme man die Gleichungen (I) auf die im folgenden ge
lehrte Weise in II um. Dabei wird sich zeigen, dass diese Umwand
lung bei Fachwerken von niedrigerem Grade statischer Unbestimmtheit 
(und diese kommen ja fast allein vor) sehr einfach ist. Je grösser die 
Anzahl der X, desto umständlicher wird es, die Gleichungen (II) her
beizuführen.

Vorausgesehickt werde noch, dass in den nachstehenden Unter
suchungen die X entweder Einzelkräfte oder Momente von an starren 
Scheiben angreifenden Kräftepaaren bedeuten. Im ersten Falle bezeichnet 
das zugehörige ô eine Verschiebung, im zweiten einen (im Bogenmaass 
ausgedrückten) Drehungswinkel. Ist also z. B. Xa eine im Punkte a an
greifende Einzelkraft, so bedeutet §„ die Projektion der Verschiebung 
von a auf die Richtung Xa. Stellt Xa das Moment eines an einer 
starren Scheibe \a] angreifenden Kräftepaares vor, so giebt ha den
Winkel an, um den sich die Scheibe [a] dreht. Die 8„, §fc, . . . werden
in entgegengesetztem Sinne positiv gezählt wie die zugehörigen Grössen X. 
Bezüglich der übrigen Bezeichnungen verweisen wir auf Seite 35 (vgl. 
auch No. 59). Greifen zwei Einzelkräfte Xn Xs an demselben Punkte 
an, so wählen wir für diesen den Buchstaben r oder s, je nachdem
wir den Punkt als den Angriffspunkt von Xr oder von Xs besonders
ins Auge fassen.

Schliesslich machen wir darauf aufmerksam, dass in den folgenden 
Beispielen bei unverschieblichen Widerlagern mit den Grössen baiC, 8&K,, . . . 
auch stets die 5„, 5&, ... verschwinden, so dass sich für den Einfluss 
der Lasten P auf die Grössen X die Formeln ergeben:

2Pm8m6

J

(III) x„
^bbKa



und für den Einfluss von Temperaturänderungen die Ausdrücke: 

Xat = 1 -f— ; Xbt= 1(IV)
^aa ^66

63. Das zweifach statisch unbestimmte Fachwerk. Als statisch 
nicht bestimmbare Grössen lassen sich hier stets zwei in einem und
demselben Punkte angreifende Einzelkräfte Xa und Xb einführen. Die 
Gleichungen II gelten, sobald hba — hab — 0 ist. Um dies zu er
reichen, nehme man die Richtung von X„ willkürlich an, bestimme die 
Verschiebung aax, welche a in Folge des Be
lastungszustandes Xa = — 1 erleidet und nehme 
Xb rechtwinklig zu aal an. Dann wird \a— 0, 
denn es bedeutet hba die Verschiebung, weiche 
b in der Richtung Xb erfährt, wenn nur die 
Ursache Xa=—1 wirkt. Trägt man nun den 
Verschiebungsplan für den Zustand Xb = 
auf, so muss sich bei sorgfältiger Zeichnung 
für den Punkt b eine zu Xa rechtwinklige 
Verschiebung bb1 ergeben, denn sobald 6ia = 0 
ist, muss auch 5o& = 0 sein, weil Sfco = SaJ ist.

1. Beispiel.
Der in Fig. 152 dar
gestellte , über zwei 
Oeffnungen gespannte 
Bogenträger, welcher 
bei A und C feste, bei 
B ein bewegliches Auf- 
lagevgelenk besitzt, ist 
zweifach statisch unbe-

4

’t v
l a\

Fig. 151.

X
tf C %

771V.
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fstimmt. AlsGrössenX 
sollen die nach festen 
Richtungen wirkenden 
Seitenkräfte Xa und Xb 
des in A angreifenden 
Stützenwiderstandes 

eingeführt werden. Im 
FalleXa = 0 u. Xb—0 
geht der Träger in 
einen statisch bestimmten Balken mit den Stützen B und C und einem 
auskragenden Arme BA über. Für diesen Balken wird nach willkür
licher Wahl der Richtung von Xa der dem Zustande Xa = —1 ent
sprechende Verschiebungsplan gezeichnet, welcher für a die Verschiebung 
aax und für irgend einen Knoten m die Verschiebung mmx ergeben

Sacc ff
H'i %r[m2 c

f-'Z/P/ rn
i

•b/
Fig. 152. 153. 154.

Das statisch unbestimmte Fachwerk. 155

».



Erster Abschnitt. — § 5.156

möge. Nun wird Xb rechtwinklig zu aax angenommen und der Ver
schiebungsplan für Xb~ — 1 aufgetragen; derselbe liefert für den 
Punkt b eine zu Xa rechtwinklige Verschiebung bb2 und für m die Ver
schiebung mm2. Nach Bestimmung der in die Figur 152 eingetragenen 
Projektionen haa, hbb, hma, bmb, (von denen 8m„ negativ ist) erhält man 
den Einfluss von Pm:

jj
m ö*

^mbXa = ; Xb = Pm
Ka ^bb

Wird sämmtlichen Stäben die gleiche Temperaturänderung t zuge
schrieben, und liegen A, B, C in einer zur Bahn des Lagers B paral
lelen Geraden, so erfährt der Endpunkt A des Balkens ABC in Folge t 
eine wagerechte Verschiebung von der Grösse stl (wo l = AC), deren 
Projektionen auf die Richtungen von Xa — —- 1 und Xb = — 1 be
ziehungsweise 8at = s,tl und hbt = ztl cos sind (wo 9 den Neigungs
winkel von Xh gegen die Wagerechte bedeutet) und es ergiebt sich 
deshalb :

s tl stl cos 9
Xat = Xbt — 11

2. Beispiel. Der Fachwerkbogen in Fig. 155 ist bei A und B 
fest gelagert und besitzt einen überzähligen Stab CD; er ist also zwei
fach statisch unbestimmt. Wir verwandeln das feste Gelenk in ein be
wegliches, denken uns aus dem Stabe CD ein Stück EF herausge
schnitten, führen die Punkte E und F in der Geraden CD, fügen die

Sbb

%m

MTdc J)
B][\a

4 fA %
Fig. 155. Fig. 156.

starren Stäbe EG, FG, GH und AH hinzu und bringen in H zwei 
Kräfte Xa und Xb an, welche wir so bestimmen, dass die gegenseitige 
Verschiebung des Punktepaares CD ebenso gross wird wie die Längen
änderung des überzähligen Stabes und dass ferner (unbewegliche Widerlager 
vorausgesetzt) die Verschiebung des Punktes A den Werth Null annimmt. 
Dann stimmen die Spannkräfte der Träger in den Figuren 155 und 156 
miteinander überein. Die Spannkraft des Stabes AH giebt den wage
rechten Widerstand des festen Auflagergelenks A an. Zu beachten ist,
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dass GH J_ CD und j_ EGH — [_ FGH sein muss, damit sich für 
die Stäbe CE und FD gleich grosse Spannkräfte ergeben; auch em
pfiehlt es sich, den Stäben CE und FD Querschnitte F', F" und Tem
peraturänderungen t', t" zuzuschreiben, welche zur Folge haben, dass die 
Summe der Längenänderungen von CE und FD gleich der Längen
änderung des überzähligen Stabes CD ist. Entsprechen dem letzteren 
daher die Werthe F, t und ist CD = s, CE = s', FD — s", 
sein:

so muss

+ yr — -y und t's -f t"s" = ts.

Es wird dann ausser der Verschiebung des Punktes A die gegen
seitige Verschiebung des Punktepaares EF gleich Null gesetzt und hier
aus 5a— 0, hb = 0 gefolgert. Wählt man nun nach willkürlicher An
nahme der Richtung von Xa, die Kraft Xb rechtwinklig zu der Ver
schiebung, welche a in Folge von Xa —— 1 erfährt, so gelten wie 
vorhin die Gleichungen:

p ^ma §mbXb = Fm
Sa« S bb

Schreibt man sämmtlichen Stäben die gleiche Temperaturänderung t 
zu (mit Ausnahme der Stäbe CE und FD, für welche t' bezieh, t" 
anzunehmen sind) so erhält man wie im vorigen Beispiele:

stl cos q>etl
1 s > t 

0««
Das Minuszeichen ist erforderlich, weil Xb jetzt einen anderen Richtungs
pfeil besitzt.

3. Beispiel. Träger 
mit einem festen und drei 
beweglichen Auflagergelen
ken, Fig. 157. Das Ver
fahren ist in der Abbildung 
angegeben worden.
Stäbe AE und CF sind , 
rechtwinklig zu den Bahnen # 
der Auflager A und C-, ihre ^
Endpunkte E und F werden 
in den Richtungen MA1 und 
CF geführt.

64. Das dreifach sta
tisch unbestimmte Fachwerk. Man schliesse an das statisch be
stimmte Fachwerk, in welches das unbestimmte in Folge Beseitigung der

X0< = — 1
Sib

J
B ń

?
Die A\ m.

c

X F

Fig. 157, 158.
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überzähligen Stäbe und Auflagerbedingungen übergeht, auf irgend eine 
Weise eine starre Scheibe an und belaste diese mit einem Kräftepaare, 
dessen Moment — Xa ist, ferner mit zwei in demselben Punkte (b, c) 
angreifenden Einzelkräften Xb und Xc. Hierauf nehme man die Werthe 
ba (Drehungswinkel der Scheibe), hb (Verschiebung von b im Sinne 
Xb ——1) und §„ (Verschiebung von c im Sinne Xc = — 1) so an, 
dass die an der Scheibe angreifenden Kräfte auf das statisch bestimmte 
Fach werk genau dieselbe Wirkung ausüben, wie die beseitigten über
zähligen Glieder. Wählt man nun den Pol, um den sich die Scheibe 
in Folge des Belastungsfalles Xa — — 1 dreht, zum Angriffspunkte von

Xb und Xc, so erzielt man, dass 
hba — 0 und = 0 wird, und 
es müssen sich dann bei sorg
fältiger Zeichnung oder Rechnung 

X die Drehungswinkel und 50 
X; welche die Scheibe in Folge

Xb = -—1 und Xc = — 1 erfährt, 
ebenfalls = 0 ergeben. Nimmt 
man schliesslich, bei willkürlich 
gewählter Richtung von Xb, die 
Richtung von Xc rechtwinklig zu 
der Verschiebung an, welche der 
Punkt (b, c) in Folge der Ursache 
Xb =—1 erfährt, so wird bcb = Q 
und damit auch §5(i=0, und es 
gelten dann die Gleichungen II.

1. Beispiel. Liegt der in 
Fig. 159 dargestellte, in der 
Regel als Fachicerkbogen mit ein- 
gespannten Enden bezeichnete Trä
ger vor, so ersetzt man das linke 
Widerlager durch die starre 
Scheibe ADL und den nach Lage 
und Grösse vorläufig unbekannten 
Kämpferdruek K durch ein Kräfte
paar mit dem Momente Xa und 
durch zwei nach festen Richtungen 
wirkende Einzelkräfte Xb und Xe.

Hierauf zeichnet man den Verschiebungsplan für den Belastungszustand
Xaj= — 1, indem man in A und B zwei entgegengesetzt gleiche im

Abstande e von einander wirkende, parallele Kräfte von der Grösse —

&
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C J

\4x.
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ßx\ hr« yy a _^n

/
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7
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Y
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/fW^l

Fig. 159, 160, 161, 162, 163,
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annimmt, Gestimmt die Verschiebungen AA1 und BD1 von A und B 
und wählt hierauf den Angriffspunkt L von Xb und Xc so, dass LA\_AAX 
und LB BBX ist. Dahn ist L der Drehpol der Scheibe für den Zu
stand Xa — — 1 ; es ergiebt sich — 0, 5co — 0 und deshalb auch 
§«& = 0, hac - 0.

Die Richtung von Xb wird willkürlich gewählt und die Richtung 
von Xc rechtwinklig zu der Verschiebung angenommen, welche L in 
Folge Xb = — 1 erfährt, damit hcb = hbc = 0 werde. Schliesslich wer
den bei starren Widerlagern die Werthe ha, hb und hc — 0 gesetzt und 
die Gleichungen (II) aufgelöst. Für den Einfluss von Pm gelten die 
Gleichungen III, für denjenigen von t die Gleichungen IV (S. 154 u. 155).

2. Beispiel. Soll der in Fig. 164 abgebildete, über 3 Oeff*- 
nungen gespannte Bogenträger mit den festen Auflagergelenken A, D 
und den beweglichen Auflagergelenken B, C untersucht werden, so er
setze man die Stützen A und C auf die in der Figur angegebene Weise 
durch eine starre Scheibe A F und einen zur Bahn des Auflagers C 
rechtwinkligen Stab CF, belaste die Scheibe mit einem Kräftepaare Xa 
und zwei in demselben Punkte L angreifenden Einzelkräften Xb, Xe und

Ci cA Jnm
W

%

£ rx
T D V/

V/

'X, A*
~F

% Fig. 164.

verfahre wie bei Lösung der vorigen Aufgabe. Behufs Bestimmung 
des Punktes L ermittle man für den Zustand Xa — — 1 die Ver
schiebungen von A und C, hierauf die Verschiebung von F und trage 
AL und FL rechtwinklig zu den Bewegungsrichtungen der Punkte A 
bezieh. F ein. Bei starren Widerlagern sind 8„, hb und bc gleich Null 
zu setzen.

65. Das vierfach, statisch unbestimmte Fachwerk. Man lasse 
die Kräfte Xa, Xb, Xc, Xd auf eine aus zwei starren Scheiben 1, II und 
zwei starren Stäben l', ll' gebildete kinematische Kette (Fig. 165) wir
ken, -welche mit dem statisch bestimmten Hauptsysteme so verbunden 
wird, dass sich die von den Ursachen Xa = —• 1, Xb — — 1, Xc = — 1,
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Xd = — 1 hervorgerufenen Spannkräfte Sa, Sb, Sc, Sd eindeutig und auf 
möglichst einfache Weise mittels der Gleichgewichtsbedingungen be
stimmen lassen. Die Scheibe I belaste man hierbei mit den Einzel
kräften Xa und Xb*), die Scheibe II mit den Einzelkräften Xc und Xd. 
Die ganze Anordnung wähle man so, dass man die Belastungszustände

der Scheibe II zu kennen.
1 und Xb = — 1 vollständig erledigen kann, ohne die Lage

Die Lage von Xa darf willkürlich angenommen werden; Xb muss 
durch den Pol Ia gehen, um den sich die Scheibe I in Folge der Be
lastung Xa = —1 dreht. Man erreicht dann: bba = bab=0.

Nach Bestim
mung der Verschie
bungen in Folge der 
Ursache Xb——1, 
welche für die 
Scheibe I den Pol 
Ib liefern möge, gebe 
man der Scheibe II 
eine solche Lage, 

d dass die Pole IIa 
und IIb um welche 
sich II bei Eintreten 
der Belastungszu
stände Xa = — 1 
und Xb=— 1 dreht, 

zusammenfallen, 
und diesen gemein
schaftlichen (in der 
Fig. 165) mit L be- 

zeichneten Pol wähle 
man zum Angriffspunkte der Kräfte Xc und Xd. Dann wird nämlich 
hca — 0, bcb = 0, bda = 0, hdb — 0 und in Folge dessen auch bac = 0, 
hbe = 0, = 0, = 0. Schliesslich nehme man bei willkürlicher
Wahl der Richtung von Xe die Kraft Xd rechtwinklig zu der Ver
schiebung an, welche Punkt L in Folge Xc = — 1 erfährt, damit 
hdc = bcd= 0 werde. Die Gültigkeit der Elasticitätsgleichungen II ist 
hiermit erreicht.

Die Lage des Punktes L bestimmt man am schnellsten mit Hilfe 
des im I. Bande Abschnitt XIII abgeleiteten Satzes von den drei 
Polen. Die Pole (/•/')

?<
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Fig 165.

I gegen 1 und (Ï • II) von Ï gegen IIvon

*) Die Kraft X„ darf auch durch ein Kräftepaar ersetzt werden.
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fallen mit Gelenk B bezieh, dem Schnittpunkte von AB und CD zu
sammen, Pol (I • II) mit A. Die durch la und (I • Ï) ferner durch Ib 
und (I-T) gelegten Geraden sind die Oerter der Pole I„ und Ib', um 
welche sich Ï in Folge von Xa ——1 bezw. Xb — — 1 dreht, und 
welche mit {Ï • II*) in derselben Geraden liegen. Da nun weiter die 
3 Pole (/.//), IIa in einer Geraden liegen müssen, desgleichen die 
Pole (I • II) Ib, IIb, so ergiebt sich die folgende Bestimmungsweise der 
gesuchten Kette.

Man nehme (/•//) in der Geraden Ia—- Ih an, wähle die Lage 
des Stabes BC nach Belieben, bestimme die Pole I« und Ib um welche 
sich Ï in Folge X„ = — 1 und Xb = — 1 dreht, bringe die Geraden 
Ia' — 7/ und AB in {I' II) zum Schnitt und stelle nun die (durch 
den Punkt Ï • II gehende) Richtung des Stabes CD, dessen Länge will
kürlich ist, fest. Schliesslich findet man L als Schnittpunkt der Ge
raden lä — Ib nnd Ia — J6.

Beispiel. In Fig.
166 ist das beschriebene 
Verfahren auf einen über ^ 
drei Oeffnungen gespann- H 
ten Bogenträger mit den 
festen Gelenken A und E 
und den auf wagerechten 
Geraden beweglichen Ge- A 
lenken B, C und D ange
wendet worden.
Scheibe I wurde mit dem 
Kräftepaare Xa und der 
Einzelkraft Xb belastet.
Die Einführung eines 
Kräftepaares Xa bietet 
den Vortheil, dass sich 
die Spannkräfte Sa und 
Längenänderungen A sa

fa)
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fb)
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E/Die I
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für den Zustand Xa——1 
angeben lassen, ohne dass

ß 'c
'E

über die Länge des Stabes 
CG etwas festgesetzt zu 
werden braucht, denn 
wie lang auch CG gewählt wird, stets werden durch die Scheibe I in 
Folge Xa — — 1 auf die Punkte A und C des statisch bestimmten

Hauptsystems zwei entgegengesetzt gleiche lothrechte Kräfte —

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. ).

----------e
Fig. 166.

über-

11
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tragen, wobei e= dem wagerechten Abstande A C ist. Hat man nun 
für diesen Belastungszustand die Verschiebungen der Punkte A und C 
ermittelt, so kann man durch eine passende Wahl des Punktes G eine
bequemere Lage des Pôles erzielen, um den sich I dreht und durch den 
dann Xb gehen muss. Ist der Belastungsfall Xa = —i erledigt, so 
untersucht man den Zustand Xb = — 1. Hierbei braucht man die Lagen 
der Stäbe T und II' noch nicht zu kennen und wird diese nachträglich 
so wählen, dass der Angriffspunkt L (d. i. der Pol IIa und zugleich 
der Pol IIb) günstig liegt, wobei zu beachten ist, dass man den Stab 
DF auch nach Fig. 166C durch zwei Stäbe DJ und FJ ersetzen darf, 
deren gemeinsames Gelenk J in lothrechter Richtung geführt wird. Bei 
starren Widerlagern wird schliesslich = 0, bb = 0, bc = 0, ba = 0 
gesetzt.

66. Träger von höherem Grade statischer Unbestimmtheit.
Ist die Anzahl der statisch nicht bestimmbaren Werthe X grösser als 
4, so ist es möglich, das gesteckte Ziel durch wiederholte Lösung der in 
Fig. 165 behandelten Aufgabe zu erreichen: die Pole//« und JIb mitein
ander zur Deckung zu bringen. Um dies an einem Beispiele zu zeigen, 
denken wir uns den Bogenträger in Fig. 1 66 rechts von Enoch um mehrere 
OefFnungen verlängert und nehmen an, dass über sämmtlichen Mittel
stützen bewegliche Lager mit wagerechten Bahnen angeordnet sind, an 
beiden Enden hingegen feste Auflagergelenke. Die beweglichen Auflager 
seien beseitigt, an ihre Stelle mögen lothrechte Stäbe treten, an welche 
in gleicher Weise wie an die Stäbe CG und DF noch weitere starre 
Stäbe und Scheiben angereiht werden sollen. Ebenso wie nun die 
Scheibe II in Abb. 166 an den Stab DF und an die Scheibe I so an
geschlossen wurde, dass sich II in Folge der beiden Belastungszustände 
Xa = — 1 und Xb = — 1 um denselben Pol L dreht, denken wir uns 
weitere Scheiben III, IV, V hinzugefügt, deren Anzahl mit derjenigen 
der rechts von E sich anreihenden Trägeröffnungen übereinstimmt, die 
sämmtlich mit I und mit je einem der von den beseitigten Stützpunkten 
ausgehenden lothrechten Stäben so verbunden sind, dass jeder Scheibe 
für die beiden Belastungszustände X„ — —1, Xb = —1 derselbe Dreh
pol entspricht, und zwar falle ///« mit IIIb in M zusammen, lVa mit 
IVb in N usw. Es bleiben dann alle etwa noch an die Punkte L, M, 
N, . . . anzuschliessenden Stäbe und Scheiben bei Eintreten jener bei
den Belastungszustände in Ruhe, und es folgt, wenn an diesen Gliedern 
Kräfte Xe, Xf, Xg, . . . angreifen: bea = bae — 0, bfa = baf = 0, . . . 
beb — hbe = 0, bfb = bbf = 0, . . . Gesetzt nun, es sei der Träger fünf
fach statisch unbestimmt, ein Fall der vorliegt, wenn rechts von E in 
Fig. 166 noch eine Oeffnung hinzutritt. Dann kommen nur die Scheiben 
II und III in Betracht ; man füge die in einem Gelenke T aneinander-



welche voraussetzen, dass sämmtliche Spannkräfte S und (nach festen 
Richtungen wirkenden) Stützenwiderstände C des statisch unbestimmten 
Fachwerks auf die Form gebracht worden sind:

S=S0—S'X' — S"X" — S'"X —...
C=C0 — C'X'— C"X" — C"'X — .. . 

wobei X', X", X'" ... die statisch nicht bestimmbaren Grössen be
deuten. *)

*) Yergl. Seite 25 bis 27.
11*

X'ZS'*p -fX"2S'Ä"p +X'"'2Srg p + ... = ZPm8m’ + ZS‘Its — L 
X' ZS" S' p + X" ZS"2 P + X'" ZS" S"'p + 
X'ZS'"S'p4-X"ZS"'S"p4-X'"ZS'"29 + ... = ZPm$m'"+ ZS"'zts —L

ZPm8m" -j- ZS" ets —L
(V)
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hängenden Glieder L T und TM hinzu, bestimme die Pole Sc und Sd, 
um welche sich die Scheibe S — TM in Folge von Xc — — 1 bezieh. 
Xd = — 1 dreht und belaste S mit einer in die Gerade SCSÆ fallenden 
Einzelkraft Xe. Dann ergiebt sich 5ec = — 0 und hed = hde — 0,
und es gelten die Gleichungen (5), weil sämmtliche 6, die in den Glei
chungen 4 in Verbindung mit den X auftreten und deren Zeiger aus 
zwei ungleichen Buchstaben bestehen, verschwinden.

Wäre der Träger sechsfach statisch unbestimmt, so würde man 
an die Scheiben II, III, IV eine Scheibe S' auf irgend eine Weise so 
anzuschliessen haben, dass die Drehpole und S d sich decken, und 
hierauf würde man diesen gemeinschaftlichen Pol zum Angriffspunkte 
von zwei Einzelkräften Xe und Xf wählen, wobei die Richtung von Xf 
rechtwinklig zu der Richtung der Verschiebung sein muss, welche der 
Angriffspunkt dieser Kraft in Folge Xe = — 1 erfährt. Die Möglichkeit 
nun, im Falle noch höheren Grades statischer Unbestimmtheit, weitere 
Scheiben S”, S”) ... so anzureihen, dass mit zusammenfällt, 
S,,,c mit S,r/rf usw. bildet die Handhabe zur planmässigen Ausbildung 
unseres Verfahrens; denn alle an die gemeinschaftlichen Pole ange
schlossenen folgenden Stäbe und Scheiben bleiben nicht nur beim Ein
treten der Zustände Xa — —1, Xb = — 1, sondern auch in den Be
lastungsfällen Xc = — 1 und X^==- — 1 in Ruhe.

Der Verfasser hält übrigens bei in höherem Grade statisch unbe
stimmten Fachwerken die in No. 67 bis 70 durch Aufgaben erläuterte 
Berechnungsweise für unbedingt zweckmässiger, und hat sich aus diesem 
Grunde auch damit begnügt, von den verschiedenen möglichen Ver
fahren, die Gültigkeit der Gleichungen II auf Grund kinematischer 
Untersuchungen herbeizuführen, nur das eine anzugeben.

c. Anwendung der Elasticitätsgleichungen:
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bm', bm", . • . sind die Verschiebungen, welche der Angriffspunkt m 
einer Last Pm erfährt, sobald auf das Fachwerk beziehungsweise nur 
die Ursache X' — — 1 oder nur die Ursache X" — — 1 u. s. w. wirkt, 
während L', L", ... die virtuellen Arbeiten der Stützenwiderstände 
C’, C" . . . bedeuten. Alle in den obigen Gleichungen enthaltenen, 
von den S', S", S'" . . . abhängigen Summenausdrücke erstrecken sich 
über sämmtliche Stäbe des Fachwerks, über die nothwendigen und über
zähligen. Der Werth p ist

P = EF
Meistens werden die Widerlager starr angenommen und die virtuellen 
Arbeiten L — 0 gesetzt.

Die Anwendung der vorstehenden Gleichungen ist namentlich dann 
zu empfehlen, wenn die Werthe X', X" . . . durch Rechnung bestimmt 
werden sollen, was (wie schon auf Seite 153 hervorgehoben wurde) im 
allgemeinen geboten ist, sobald nicht jede Grösse X mittels einer ein
zigen Gleichung gefunden werden kann. In der Regel hat man es mit 
lothrechten Lasten zu thun; die bm', bm", bj", . . . sind dann Ordinaten 
von Biegungslinien, deren Berechnung sich (nach No. 49) stets auf die 
Ermittlung von Angriffsmomenten einfacher Balken zurückführen lässt. 
Aber auch der Einfluss schräg gerichteter, nicht paralleler Kräfte P 
kann auf dem am Schluss von No. 51 angegebenen Wege leicht durch 
Rechnung erledigt werden, nachdem die den Zuständen X' =—1, 
X' =—1, . . . entsprechenden Biegungslinien für irgend eine Ver
schiebungsrichtung bestimmt worden sind. Wenn wir also in den fol
genden Beispielen durchweg lothrechte Lasten annehmen, so geschieht 
dies nur der kürzeren Darstellungsweise wegen. Vergl. auch No. 75.

67. Untersuchung eines über drei Oeffnungen gespannten 
Bogenträgers, Fig. 16 7, mit Scheitelgelenken in den Seitenöffnungen, 
festen Kämpfergelenken und wagerechten Gleitlagern über den Mittel
pfeilern.

Der Träger ist einfach statisch unbestimmt; als statisch nicht be
stimmbare Grösse wird zweckmässig der Horizontalschub X eingeführt. 
Die Spannkräfte S sollen in der Form

s = s0 — s'x
dargestellt werden. Wird X—0 gesetzt, so geht der Bogen in einen 
Gerber’sehen Balken über, dessen Spannkräfte S0 sich leicht bestimmen 
lassen. S' bedeutet den Werth, welchen S annimmt, sobald X — — 1 
gemacht wird. Diesen Belastungszustand zeigt Fig. 168. In 4 und B 
greifen die wagerechten, nach aussen gerichteten Kräfte 1 an; ausser
dem müssen — damit sich die Bogentheile AE und BF nicht um die
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Gelenke E und E drehen — die lothrechten, nach unten gerichteten 
2h

angebracht werden. Letztere bedingen bei C und D gleich

grosse, nach oben wirkende Widerstände.
Nachdem die Spannkräfte S' für sämmtliche Stäbe bestimmt wor

den sind (beispielsweise mit Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes) 
kann X mit Hilfe der Elasticitätsbedingung

X2£'2p = 2PmSm' -f SS'sts — L'

Kräfte
h

F
y

ü’V
mIFig. 167. § X X/I)F.
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1iPP

berechnet werden. Am besten bestimmt man getrennt:
pb'Xden Einfluss einer Last P: 2S'2 p 

2\S'sts 
Ys'2c„ Temperaturänderung X,=

L'
von Verschiebungen der Stützen AX = 2S'2p

Die Werthe Xt und AX können bereits nach Ermittlung der S' 
ausgerechnet werden.
Stützpunkten A, B, C, D angreifenden äusseren Kräften des Zustandes 
X= — 1. Wird z. B. der Einfluss einer Vergrösserung der Stützweite

L' bedeutet die virtuelle Arbeit der an den

<-
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AB um Al gesucht, ferner der Einfluss von Senkungen der Punkte C 
und D um Strecken und t\ \ so hat man zu setzen:

2 hL' = 1 Al (V + 7f )

h
weil den in A und B angreifenden wagerechten Kräften 1 die positive 
virtuelle Arbeit 1 • AZ entspricht und den nach oben gerichteten Kräften

2h , 2h2h
die negative Arbeit

h h
Zur Bestimmung von X in Folge von P muss — da P an der oberen 

Gurtung angreift — die Biegungslinie dieser oberen Gurtung ermittelt 
werden, und zwar für den Zustand X— — 1. Entscheidet man sich 
beispielsweise für den in No. 46 (Seite 100) angegebenen Weg, so be

rechne man die von den Spannungen a = S'
abhängigen Aenderungen t

der Randwinkel schreibe den Knoten 1, 2, 3 . . . die Gewichte 
wx = A' , w2 — A' , ws — X ^ 
ist wagerecht und es verschwinden in Gleich. 3, Seite 101 die Glieder 
mit As) und verfahre im übrigen nach Beispiel 3 auf Seite 123. In 
Fig. 169 wurden die Gewichte wx, w2, w12, wx3 positiv, die anderen 
w negativ vorausgesetzt.

Die Linienzüge ÂLE', E'C'BD'F' und F' TB' sind die Momen- 
tenkurven einfacher Balken A'E', E'F' und F'B', welche beziehw. be
lastet sind mit wlf w2, mit w3 bis wxx und mit wX2, wX3. Der Schluss
linienzug A”E"F"B" ist bestimmt durch die Längenänderungen der 
Vertikalen AA0, CC0, DD0 und BB0; es ist nämlich:

. . zu (denn die obere Gurtung3» •

A"A' = AAA0; C"C' = ACC0; D"D' = ADD0; B"B' — ABB0.
Diese Vertikalen werden gedrückt, und es liegen daher die Punkte 

A", C", D", B ' oberhalb A', C', D', B. *) Die in Fig. 169 schraffirte 
Fläche ist die gesuchte Biegungsfläche und gleichzeitig Einflussfläche 
für X (mit dem Multiplikator 1 :2S" 2p); der mittlere Theil derselben 
ist negativ, weshalb Lasten, die in den Knoten 6 bis 8 angreifen, 
einen negativen Horizontalschub X hervorbringen.

Hinzuzufügen bleibt, dass der für Xt abgeleitete Ausdruck sich für 
den in der Regel vorausgesetzten Fall einer gleichmässigen Erwärmung 
des Bogens noch vereinfachen lässt. Zu diesem Zwecke schreiben wir 
den Stablängen s des bei B auf wagerechter Bahn verschiebbar ge
dachten Bogens die verschwindend kleinen Aenderungen As = us zu, 
wobei « für alle Stäbe gleich sein soll, und wenden auf diesen Ver-

*) Wir erinnern daran, dass wir die lothrechten Verschiebungen stets nach 
unten positiv zählen.
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schiebungszustand und auf den Belastungszustand X — — 1 das Gesetz 
der virtuellen Verschiebungen an. Wir erhalten dann, da sich l—l2 -j-2ly 
una = ändert, die Beziehung

1-0I—'SiS'cùs, d. h.
und finden nun (falls neben t auch s einen festen Werth besitzt)

s t^S's
p"

68. Kette, versteift durch einen Gerber’schen Balken. Wir
knüpfen an die im ersten Bande (§ 49) durchgeführte Unter
suchung an, welche lehrte, dass eine über beliebig viele Oeffnungen 
gespannte Kette mit durchgehendem Versteifungsbalken ein statisch be
stimmtes Tragwerk ist, sobald der Versteifungsbalken ebensoviel Mittel
gelenke erhält als die Brücke Oeffnungen besitzt, und die Mittelgelenke 
so vertheilt sind, dass nach Weglassung irgend eines derselben (welches 
wir kurz das Gelenk G' nennen wollen) der Versteifungsbalken ein 
Gerber’scher wird.*) Wir zeigten auch, dass nach Bestimmung des 
Horizontalzuges H der Kette die Spannkräfte Z der Hängestangen sich 
mittels des Gesetzes leicht angeben lassen, dass die Kette das Seilpoly
gon der Kräfte Z ist, womit dann alle am Balken angreifenden Kräfte 
bestimmt sind; und schliesslich ermittelten wir H, indem wir das An
griffsmoment für den Balkenquerschitt G' gleich Null setzten. Fehlt 
nun das Gelenk G', wird also die Kette durch einen Gerber’schen Balken 
versteift, so entsteht ein einfach statisch unbestimmtes Tragwerk, als 
dessen statisch nicht bestimmbare Grösse X am zweckmässigsten der 
Horizontalzug der Kette gewählt wird. Zur Berechnung von X dienen, 
wenn sämmtliche Spannkräfte S auf die Form

S = S0 —S'X

etl
Xt

gebracht werden, die Formeln:
Pb' .**)Einfluss einer Einzellast: X =

US' zts
„ Temperaturänderung: 2S'2 p

L'
von Verschiebungen der Stützen: AJ = 2S'2p

*) "Wie beim Gerber’schen Balken die Gelenke über die verschiedenen 
Oeffnungen zu vertheilen sind, lehrt Abschnitt VI von Band I.

**) Es handelt sich hier nur um diejenigen Lasten, welche nach Ausführung 
der Versteifung der Kette aufgebracht werden, in der Regel also nur um die 
bewegliche Belastung. Vergl. Band I, § 49.
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stimmen sind, worauf die Spannkräfte S' der Stäbe des Balkens mit 
Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes gezeichnet werden können. Ist

s'
dies geschehen, so werden die Spannungen a = —- oder die Längen-

Jo

sämmtlicher Balkenstäbe berechnet, hieraufS's
änderungen (As)'

nach No. 46 oder No. 47 die Gewichte w ermittelt und die in Fig. 170d 
schraffirte Biegungsfläche der Gurtung A0 D0 bestimmt. Dieselbe ist

die Einflussfläche für X ^Multiplicator

EE

1 ^ und wird begrenzt
2S'2p

Erster Abschnitt. — § 5.168

Das Verfahren möge an dem in Fig. 170 abgebildeten Träger er
läutert werden. Der Versteifungsbalken besitzt hier zwei in der Mittel
öffnung liegende Gelenke G und J. Um den Belastungszustand X= — 1 
zu erhalten, denke man in den Kettengliedern Drücke S1 , S2', S3', . . . 
erzeugt, denen ein Horizontalschub von der Grösse Eins entspricht. 
Fig. 170b giebt an, wie diese Kräfte und die zugehörigen Drücke 
Sÿ', Si0', S11' . . ., in den Hängestangen dargestellt werden können, 
wobei es genügte, die linke Trägerhälfte zu behandeln. Die Drücke 
S9', S10', S11' . . . bilden die Belastungen des Versteifungsbalkens, dessen 
Stützenwiderstände Ä, B', C', D' nach Abschnitt VI, Band I, zu be-

--S“
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durch die Momentenlinien A'B'G', G'L*J', J'C'D' der mit den 
entsprechenden Gewichten w belasteten einfachen Balken ä’G', G' J', 

D' und den Schlusslinienzug A'G' J 'D', welcher bestimmt ist durch 
die Verkürzungen B'B' und C"C' der Vertikalen B0B und C0C.*) 
Zu beachten ist, dass sich der Ausdruck 2$'2 p auf sämmtliche Stäbe 
des Tragwerks (Balkenstäbe, Hängestangen, Glieder der Tragketten und 
Rückhaltketten) bezieht.

Bei der Berechnung von Xt wird meistens angenommen, dass sich 
die dem spannungslosen Anfangszustande entsprechenden Temperaturen 
sämmtlicher Stäbe um den gleichen Betrag t ändern. Es stellt sich 
dann heraus, dass der Einfluss der Temperaturänderungen der Balken
stäbe und Hängestangen ein verhältnissmässig sehr geringer ist, und 
dass es genügt, im Zähler des für Xt erhaltenen Ausdruckes nur die 
Glieder der Tragketten und Rückhaltketten zu berücksichtigen. Für 
ein unter a gegen die Wagerechte geneigtes Glied der Tragkette er
hält man S' = — 1 • sec a, und für die Glieder der Rückhaltketten er
geben sich z. B. bei der in Fig. 171 veranschaulichten Anordnung die 
Werthe S' — — 1 sec a.'. Daraus folgt dann:

| 2s sec a -j- 2 (sa -}- sb) sec a') j,et
Xt — -—

2S'2p

worin sa — KKX und sb = KXK2. Die Summe 2 s sec a erstreckt sich 
nur über die Glieder der Tragkette. In Folge einer Erhöhung der Tem
peratur wird der Horizontalzug der Kette 
verkleinert.

Verschiebungen der Widerlager bleiben 
meistens unberücksichtigt, obgleich Längen
änderungen schlanker Mittelpfeiler und ein 
Hachgeben der Verankerungen von merk
lichem Einfluss auf X sein können. Es senke | 
sich z. B. der Stützpunkt E um tqx, A’um 7]2, | 
auch verschiebe sich der Stützpunkt K im 
Sinne KKX um if)3 und der entsprechende 
Stützpunkt des rechten Endpfeilers um v]4.
In den Punkten E und K greifen beim 
Eintreten des Zustandes X — — 1 die Stützenwiderstände an :

:sx■"“©ê

>P

«

Fig. 171.

*) Die Vertikalen A0A und D0D des in der Fig. 170 abgebildeten Trägem 
sind für den Belastungszustand X— — 1 spannungslos; ihre Längenänderungen 
sind also = 0.



1 (tg a4 -f- tg a5), nach abwärts gerichtet 
1 sec a' oben? »

und entsprechend gleiche Widerstände wirken bei F und N. 

Die virtuelle Arbeit dieser Auflagerkräfte ist:
L' = (tg a4 -f tg a5) (t]i + yj2) + sec a (k)3 + ij4) 

und man erhält daher:

[(tga4 -f tg a5) (vj4 -f vj2) -f- sec a (rj3 -f- v]4)J •
1

AX =
2S'2p

69. Kette, über eine Oeffnung gespannt und durch einen 
Bogenträger mit 2 Kämpfergelenken versteift, Fig. 172. Dieses 
Tragwerk ist zweifach statisch unbestimmt. Als statisch nicht bestimm
bare Grössen werden zweckmässig der Horizontalzug X' der Kette und 
der Horizontalschub X" des Bogens eingeführt. Die Spannkräfte werden 
auf die Form S = S0 — S' X' — S"X" gebracht.

Fig. 175 zeigt den einfachen Balken AB, in welchen das Fach
werk im Falle X' = 0 und X" — 0 übergeht, während die Figuren 
173 und 174 diesen Balken im Belastungszustande X' —— 1 bezieh. 
X" — — 1 darstellen.

Bei Eintreten des Zustandes X' — — 1 greifen am Balken A B 
die lothrechten Lasten S7', S8', ... an (d. h. die Drücke in den Hänge
stangen, welche genau so bestimmt werden wie im vorigen Beispiele), 
und im Belastungsfalle X" =
Einflüsse zweier wagerechter Kräfte 1. Nach Berechnung der den 
Spannkräften S' und S" entsprechenden Knotenpunktsgewichte w und 
w" werden die Biegungslinien (5' und S") als Momentenlinien einfacher 
Balken AB ermittelt**) und schliesslich die Elasticitätsgleichungen 
aufgelöst:

1 befindet sich der Balken unter dem

JT2£'2p + X"2S'S"p = Ph' 4- 2S'&ts — L' 
X'2S"S'ç> + X''2S"* **)ç =Pb" + 2S"sts — L".

*) "Wir setzen voraus, dass bei Kx und iT2 bewegliche Lager angeordnet 
sind. Der "Widerstand des auf wagerechter Bahn geführten Stützpunktes K2 
ist lothrecht, der Widerstand bei Kx halbire den Winkel KKX K2. Dann wird 
jedes der beiden Kettenglieder KKX und KXK, durch eine Spannkraft 
Xsec a beansprucht, wo a den Neigungswinkel von Kx K2 gegen die Wage- 
rechte bedeutet. In K greift also ein von K2 nach Kx gerichteter Widerstand 
Xseca' an und im Falle X— — 1 ein von K2 nach Kx gerichteter von der 
Grösse 1 sec a'.

**) In Fig. 173 und 174 wurden die Längenänderungen der Endständer 
AA0 und BB0 vernachlässigt.

Erster Abschnitt. — § 5.170
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Man erhält den Einfluss der Belastung 
X' = P(w"5' — o5") 
X"=P(o'5" — wS')

2S"s p
iV ’ w

JV= 2s'2p • 2S"2p — (2S'£"p)

2P'P"p
, « =----- t.-G)'worin

N N
2

>

J)c
'WM ?7■fr
7, i5

4r I <j
?»

Fig. 172.
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ferner den Einfluss einer Temperatur Änderung:
X't — (d"2iS' ets — oXiS" ets 
X't = zts — id^ES' &ts

und den Einfluss einer Bewegung der Stützen:
A X' = — (ô"L' oL" 
kX"= — uL" + uL'.

Die von S' abhängigen Summenausdrücke erstrecken sich über die 
Stäbe des Bogens, die Hängestangen, die Tragkette und die Rückhalt

6
>r10 11
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^S'zts = 2s sec a -f- 2s' sec a'
setzen, worin sich 2 s sec a nur über die Glieder der Tragkette er
streckt und s' die Länge einer Jtückhaltkette (bis zur Ankerplatte 
gemessen!) bedeutet. Dabei ist vorausgesetzt, dass die Rückhaltkette 
entweder geradlinig oder, wenn gebrochen, derart mit Zwischenstützen 
versehen ist. dass die Spannkraft in der ganzen Kette gleich gross

Erster Abschnitt. — § 5.172

ketten, die von S" abhängigen nur über den Bogen, da für die Ketten
glieder und Hängestangen S" = 0 ist.

Wird eine gleichmässige Temperaturänderung angenommen, so darf 
man, wie im vorigen Beispiele,

\

>
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ist. Yergl. Fig. 171. Weiter darf man (ähnlich wie beim ersten Bei
spiel, Fig. 16 7)

25" zts = etl
setzen.

Sollen Al' und AX" unter der Voraussetzung berechnet werden, 
dass sich die Stützpunkte C und D um 7)1 bezieh. rj2 senken, dass 
ferner die Ankerplatten links und rechts in der Richtung der Rück
haltketten um t]3 bezieh. t}4 nachgeben und l sich um Al ändert, so 
hat man zu setzen:

L' = 1 • (tg a0 + tg a ) (kr + %) + 1 • sec a (ï]3 -f ï]4) 
L" = 1 • A/ (Vergl. das vorige Beispiel).

70. Uebungsaufgaben. Die durch einen einfachen Balken ver
steifte Kette in Fig. 176 ist einfach statisch unbestimmt. Kennt man 
den Horizontalzug X, so kann man die Spannkräfte in den Hänge
stangen mittels der Bedingung finden, dass die Kette das Seilpolygon 
dieser Kräfte ist.

Figur 177 stellt ein dreifach statisch unbestimmtes Hängewerk 
(System Ordish-Lefeuvre) dar. Sind die Spannkräfte X', X", X'" der 
lothrechten Hängestangen bekannt, so sind die in den Tragketten AC, 
CD, EB, ED, AD, DB und in den Rückhaltketten auftretenden Kräfte 
gegeben. Die durch eine gestrichelte Linie angedeutete Kette hat nur 
das Gewicht der Tragketten aufzunehmen. Bei symmetrischer Anord
nung ist die Biegungslinie für X"' = — 1 das Spiegelbild der Biegungs
linie für X' — — 1.

Ein ähnliches Hängewerk zeigt Figur 178; dasselbe ist 4-fach 
statisch unbestimmt. Die Belastungszustände X' = — 1, X = — 1, 

1 des Versteifungsbalkens sind in der Figur 
dargestellt worden; es ist zu beachten, dass am festen Auflager A 
schräge Widerstände hervorgerufen werden.

Das Balkenfachwerk in Fig. 179 besitzt in jedem Felde zwei sich 
kreuzende Diagonalen, welche aber beide im Stande sind, Zug- und 
Druckkräfte zu übertragen. Hat das Fachwerk also n Felder, so ist es 
n-fach statisch unbestimmt. In der Figur ist der Kräfteplan für 
X"' = —1 vorgeführt worden; die Wirkung dieser Kraft erstreckt sich 
nur über die Stäbe 9, 10, 11, 12, 13, und es treten daher nur zwei 
Gewichte w auf, nämlich w2" und u>3"', welche am besten nach No 47 
Gleich. 10 berechnet werden. Man erhält für w2" einen positiven, für 
ws'" einen negativen Werth und gelangt daher zu der in der Abbil
dung angedeuteten Biegungslinie (§ ")• Ebenso werden die Zustände 
X' = — 1, X" — — 1, u. s. untersucht.

X"' = — 1, X'



71. Sind die Einflusslinien für die Grössen X eines durch parallele 
Lasten P beanspruchten Fachwerks nach einem der in No. 56 bis 69 
angegebenen Verfahren bestimmt worden, so lassen sich die Einfluss- 
linien der Spannkräfte S und Stützenwiderstände C mittels der zwischen 
den S, C und X bestehenden Beziehungen ersten Grades darstellen. 
Soll beispielsweise die Einflusslinie für eine Spannkraft 

S = S0 — SaXa — SbXb — »ScXe — . . . . 
aufgetragen werden, so nehme man zuerst sämmtliche X= 0 an, zeichne 
die »S^-Linie des statisch bestimmten Hauptsystems auf die im I. Bande 
gezeigte Weise und verkleinere die Ordinaten derselben um die Summe 
der beziehungsweise mit Sa, Sb, Sc, ... . multiplicirten entsprechenden 
Ordinaten der Einflusslinien für Xa, Xb, Xc, . . . wobei es sich em
pfiehlt, die Multiplikation mit Hilfe von Winkeln a, ß, y . . . . aus- 
zuführen, welche der Reihe nach durch

tgoc=£„, tg ß = Sb, tgy = Sc, . . . .
bestimmt sind.*)

In Fig. 182 ist dieses allgemeine Verfahren an einem Bogenträger 
mit festen Kämpfergelenken (A, B) und auf wagerechter Bahn beweg
lichem Auflagergelenke C erläutert worden. Als statisch nicht bestimm
bare Grössen sind eingeführt: der Horizontalschub Xa und der Wider
stand Xb der Mittelstütze. Gesucht sei die Einflusslinie für die Spann
kraft S im »Stabe i — k der oberen Gurtung. Werden Xa und Xb — 0 
gesetzt, so liegt ein einfacher Balken AB vor, und es besteht deshalb 
die S0-Linie aus zwei Geraden AC und CB, welche nach Fig. 182c

bestimmt sind, wobei rm dasdurch Auftragung von AJ — — 1

*) Auch der Proportionalcirkel leistet gute Dienste.

Erster Abschnitt. — § 5.174

Die Figuren 180 und 181 zeigen zweifach statisch unbestimmte 
Tragwerke, welche in ähnlicher Weise behandelt werden wie die ver
steiften Kettenbrücken in Fig. 170, 172, 176.

Wir heben zum Schluss noch einmal hervor, dass bei Anwendung 
der Gleichungen V auf Seite 163 die Summe 2 sich über sämmtliche 
Stäbe erstreckt, über die nothwendigen und überzähligen. So ent
sprechen beispielsweise dem überzähligen Stabe des ersten Feldes des 
Trägers in Fig. 179 die Werthe: S'=—1; S"= 0; S'" = 0; S"" = 0; 
u. s. w. dem des zweiten Feldes : = 0 ; S" — — 1 ; S"' = 0 ; S"" = 0
u. s. w. Man vergl. auch Seite 26 der Einleitung.

§ 6.
Allgemeines über das Aufträgen der Einflusslinien.
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Loth vom Knotenpunkt m auf den Stab ifc bedeutet, 
lastungszuständen Xa == — 1 und Xb = — 1 entsprechenden Spann
kräfte Sa und Sb stellen sich hier negativ heraus, während Xa und Xb 
nur positive Werthe besitzen; das Glied: —(SaXa -{- SbXb) ist also 
positiv; addirt man dasselbe zu dem negativen Werthe S0, so erhält 
man für P= 1 :

Die den Be-

S — S0 Sa Xb Sb Ä0 — P'i]

und gelangt zu der in der Fig. 182° voll schraffirten Einflussfläche für
S. Dieselbe ermöglicht für jeden Belastungszustand die Ermittlung von

S=’2Pt\.

*- iLk 1P
{Ja%

! : ią§§: : i i !
A

Fig. 182.

72. Die ziemlich umfangreiche Arbeit, welche die Auftragung der 
Einflusslinien für sämmtliche Spannkräfte S eines mehrfach statisch un
bestimmten Fachwerks verursacht, lässt sich durch Verwerthung der 
zwischen den einzelnen Grössen S stattfindenden statischen Beziehungen 
meistens erheblich abkürzen. In der Regel liegen Fachwerke vor, die 
aus aneinander gereihten .Dreiecken bestehen; es ist dann zu empfehlen, 
die Spannkräfte in den Füllungsstäben durch die Gurtkräfte auszu
drücken. Bei belasteter oberer Gurtung betrachte man einen unteren 
Knotenpunkt m (Fig. 183), nehme zuerst U, 
an und bestimme mit Hilfe des in Fig. 183a dargestellten Kräftepoly
gons die entsprechenden Spannkräfte: — (Druck) und -j- xm+1 (Zug) 
der Wandglieder Dm und Dm+1. Ganz ebenso ermittle man für den 
Zustand ?7m-i = 0 und Um+X =-f-1 die Spannkräfte -J- vOT und — vOT+]

= + 1 und Um+[ = 0tn—l

m
P
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M
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jener Glieder, um hierauf die für jeden Belastungszustand gültigen 
Formeln zu erhalten:

+ Um+1)Xm Um - 1 -j~ Vm UmDm = + 1 --

^»M+1 }-I ^-x — U,m+1^»i + l
Die Einflusslinien für die Klammerausdrücke wollen wir kurz die 

Einflusslinien für Dm beziehungsweise Dm+1 nennen und die Faktoren 
und vm+1 als Multiplikatoren dieser Linien bezeichnen. Die Dm-Linie 

erhält man, wenn man die mit xm : multiplicirte LTm-i'Linie von der

so?-"*r m-1 Om,

/ W> ri
ffifJL__X

r,#
m-/

fez,; (ÓJ
''t--, f/is

Fig. 183. Fig. 184.

Dm+1-Linie in Abzug bringt, und ganz entsprechend ergiebt sich die 
Dm+l- Linie. Zur Ausführung der Multiplikationen mit xm : v„, und 
xOT+1 : vm+1 benutze man Hilfswinkel oder den Proportionalcirkel.

Bei belasteter unterer Gurtung drücke man die Spannkräfte D durch 
die Spannkräfte 0 aus.

Die oben für Dm und Dm+1 abgeleiteten Gleichungen gelten auch für den 
Fall belasteter unterer Gurtung so lange im Knoten m keine Last angreift. Liegt 
die Lasteinheit bei m, so treten rechts noch Glieder pm bezieh. pm+t hinzu, 
die der Fig. 184c zu entnehmen sind. Hierauf ist zu achten, wenn beide Gurte 
belastet sind. Yergl. auch das ähnliche allgemeine Verfahren in Band I, § 3

Sind nicht nur die Lasten, sondern überhaupt alle äusseren Kräfte 
(also auch die Stützenwiderstände) einander parallel, ein Fall der bei 
Balken auf mehreren Stützen, sowie bei den Versteifungsbalken von 
Kettenbrücken in der Regel vorliegen wird, so gehe man, falls sämmt- 
liche Wandglieder gegen die Richtung der Lasten geneigt sind (Fig. 184), 
von den bereits im I. Bande benutzten Gleichungen aus:

Dm cos <pm = — Um.x cos — Om cos ßm 
UmĄ.\ cos 9m+1 — Um^.\ cos Om cos ßm.

Erster Abschnitt. — § 6.176



*) Mm bedeutet dàs Angriffsmoment für den Knoten m; dasselbe wird in 
der Form: Mm = Mom — M'm X' — M"m X — .... dargestellt, wenn X', X",.. . 
die statisch nicht bestimmbaren Grössen
sind im I. Bande, § 3fu. 3f, abgeleitet worden. Die Ausdrücke für die V ^ 
wurden oben in anderer Form geschrieben wie früher. Die Formeln für 0 und 
TJ gelten bei beliebig gerichteten äusseren Kräften 

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.

Die Formeln für O, D und V

12

aus denen hervorgeht, dass es zweckmässig sein wird, zunächst die
M

—— darzustellen, um in dem Unter-

- Flächen eine D cos 9-Fläche zu

Auch die Vm-Fläche ist durch zwei aufeinanderfolgende

-^-Flächen, von denen aber die eine mit einem Höhenverhältniss mul- 
h

Einflussflächen für die Werthe

schiede zweier aufeinanderfolgenden 

erhalten.
.1/
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Sind dann mittels des in No. 71 beschriebenen Verfahrens die Ein
flusslinien für die 0 cos ß und U cos y gefunden worden, so sind auch 
die Einflusslinien für die D cos 9 bestimmt.

Für das in Fig. 185 dargestellte, von parallelen äusseren Kräften 
angegriffene Fachwerk, dessen Stäbe zum Theil in die Kraftrichtung fal
len, gelten die Beziehungen:

Mm*)
Om cos ß,H = + Um+l cos yM+1 =

K
Mm M,m — 1Dm cos <pm
K h,n -1

fl I~M„ K-i Mmm- 1 Last am ObergurtVm ti^m hm -hm -1 m — 1

h" [ Mm 
lhm

Mm+1 m + 1v =__-r m n
1

Last am Untergurt;hm h m+1-+ 1

IP

1
\ r

>// > fnv ^ln 7z/w\ 4?^ti /aj/
/TL-7

-i nv+7A
— AL .iS*JL-"/ v /I m

f---A ——->t
ITLr/ : " 'rm,

Fig. 186.

I>p m+7

Fig. 185.



Pm hDm
tm I/o

\m+7m-i k—e — >j■ ■K >1A.

Fig. 188.

Für das in Fig. 187 dargestellte Fachwerk ergiebt sich z. B. 
wenn Qm die Querkraft für das mte Feld bedeutet,

— Omh = + Um+i h = Mm)
Vm = — Qm, Last oben,
Vm = — Qm¥i, Last unten.

Dm sin cpm = Qm

Erster Abschnitt. — § 6.178

tiplicirt werden muss, bestimmt; ferner treten bei den F-Flächen Mul- 
tiplicatoren auf.

Bei gerader Gurtung wird die Ermittlung der Kräfte V wesent
lich einfacher. So findet man z. B. für den in Fig. 186 dargestellten 
Fall einer geraden unteren Gurtung die Gleichgewichtsbedingung:

( Vm — P) sin <xm -f- Dm sin = 0
und hieraus:

Dm sin sin vh P cos <p„, sin a,,,^sin am cos cpm (---Pm C0S9m-f-f pVm sin il»sin am
So lange die über den Träger wandernde Lasteinheit ausserhalb 

der Felder \m und km+1 liegt, unterscheidet sich die Einflussfläche für 
den Klammerausdruck von der Dm cos 9,,, - Fläche nur durch das Vor
zeichen ; an der Stelle m ist zu der in entgegengesetztem Sinne zu nehmen-

1 • cos 9„, sin am
------- :—:--- — zusm üi,„

addiren. Ist die untere Gurtung rechtwinklig zur Richtung der Lasten,,

den Ordinate der Dm cos 9»,-Linie noch der Betrag:

sin vjjmso wird tg 9-sin a,„ cos cpm

Besonders einfach wird die ganze Untersuchung für Parallelträger, 
deren äussere Kräfte rechtwinklig zu den Gurtungen sind. Hier kommt 
es nur darauf an, die Momente und Querkräfte zu bestimmen, aus denen 
sich dann sämmtliche Stabkräfte berechnen lassen.

4
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— (Mm — Mm_,) istDa nun Qm=

lung der Af-Flächen jede Q\-Fläche als den Unterschied zweier auf
einanderfolgender Af-Flächen gewinnen, oder man zeichnet zuerst die 
ÇX-Flâchen und benutzt hierauf die Beziehung

Mm — M,n_l -j- Qm\ 
um aus der einen Ai-Fläche schrittweise alle übrigen abzuleiten.

Liegt das Fach werk in Fig. 188 vor, und sind m — 1 und m -j- 1 
Knotenpunkte der belasteten Gurtung, ferner Q die Querkraft für das 
Feld (m—1) — (m -(— -1), so beachte man die Beziehungen:

= Mm_x -}- Qe.
Um h = -j~ Mm, Om+! h — — Mm+1 

Dm sin cp„, = — Dm+l sin çm+x = + Q.

73. Auf eine sehr übersichtliche Weise lassen sich die Einfluss- 
flachen für die Spannkräfte einfach statisch unbestimmter Träger ge
winnen; denn hier erscheint S in der Form

so kann man nach Ermitt-

tn j

M»>+1 — Mm_i Q\;
Om—i h = — Mtm — ly

s = s0 — s'x = s' (- S0 x),s'
und es ist daher möglich, wenn S' als Multiplikator herausgezogen wird, 
jede S-Fläche als den Unterschied der X- Fläche und einer meistens 
von nur wenigen Geraden begrenzten S0IS'~Fläche (deren Aufzeichnung 
ebenso schnell vor sich geht, wie die der SQ -Fläche) darzustellen.

Wir werden meistens die X und die r{ = S0IS' (Figur 189a) 
von derselben Geraden N'N aus auftragen und erhalten dann die S- 
Fläche (deren Ordinaten mit •*) bezeichnet werden mögen) gewisser- 
massen auf die X-Linie als gebrochene Kuli-Achse bezogen. Giebt 
man aber der Einführung einer allen ^-Flächen gemeinsamen geraden 
Nulllinie (die bei lothrechter Belastung meistens wagerecht gewählt 
wird) den Vorzug, so gelangt man zu der Darstellungsweise in Fig. 189b, 
in welcher die Ordinaten rf von der X-Linie aus aufgetragen wurden, 
und aus welcher ohne weiteres das Gesetz abgelesen werden kann, dass 
innerhalb eines Gebietes, in welchem die S0fS'-Linie der Fig. 189a gerad
linig verläuft, entsprechende Seiten der »S-Linie und X-Linie sich in 
Punkten einer Geraden schneiden, welche durch den Nullpunkt der 
S0lS'-Linie geht und parallel zu P ist. *) Auf Grund dieser Eigenschaft

*) Die S-Linie ist also innerhalb eines von einer geraden S0-Linie be
herrschten Gebietes affin mit der X-Linie.

12*



Kg. 189.

Beispiel. Für den in Fig. 190 abgebildeten, einfach statisch 
unbestimmten Bogenträger sei nach dem in No. 67 beschriebenen Ver
fahren die Einflusslinie für den Horizontalschub X ermittelt und von 
der geraden Nulllinie A'B' aus aufgetragen worden.**) Es soll die Ein
flussfläche für die Spannkraft 0 des dem Knotenpunkte m gegenüber
liegenden Stabes der oberen Gurtung gezeichnet werden.

Den Belastungszustand X——1 zeigt Fig. 193. In A und B 
wurden Kräfte (K') angebracht, deren wagerechte nach aussen gerichtete 
Seitenkräfte von der Grösse 1 sind und welche durch die Gelenke E 
und F gehen müssen, damit sich die Bogentheile AE und BF nicht 
um E bezieh. F drehen. Sodann wurden die einander gleichen Kräfte

*) Wir erinnern hier u. A. an die Ermittlung der Nullpunkte der (S'0-Linien 
mit Hilfe von Polbestimmungen kinematischer Ketten. Band I, XHI. Abschnitt.

**) In Figur 190 vernachlässigten wir die dem Zustande X——1 ent
sprechenden Längenänderungen der von den Stützpunkten A, C, X>, B aus
gehenden lothrechten Füllungsstäbe. Vergl. Fig. 169, Seite 165.

Erster Abschnitt. — § 6.180

lässt sich die S'-Linie aus der X-Linie ableiten, sobald eine Ordinate 
und die Nullpunkte der S0jS'-Linie bekannt sind.*)
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Fig. 190, 191, 192, 193.

C' bestimmt. Misst 
m von der Seite C1D1 und erwägt, dass die wagerechte Seitenkraft von 
R die Grösse 1 besitzt, so lautet die Ritter’sche Momentengleichung 
für den Drehpunkt w:

also den lothrechten Abstand ym des Punktesman

y*nO rm — 1 • ym — 0, woraus O' = -f- 1
rm
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(C') und (D') hinzugefügt, welche den (K') das Gleichgewicht halten. 
Der aus drei Geraden bestehende Linienzug A, C1; Dlt B ist das Seil
polygon (Mittelkraftspolygon) der Kräfte K', C', D', K'.

Ein behufs Bestimmung der Spannkraft Ö durch das Pachwerk 
geführter Schnitt tt trifft die Seilpolygonseite C1D1, welche die Lage 
der Mittelkraft (R) der links von tt wirksamen äusseren Kräfte K' und

F P
T

'<
N



0 = V(2L—X

erhalten wird.
[Die vorstehende Beschreibung der Bestimmungsweise der Spann

kräfte S' berücksichtigt eine beliebige Neigung der vom Schnitte tt ge
troffenen Seite des Mittelkraftspolygons; sie liefert z. B. für den Ober-

gurtstab des ersten Feldes: Ö ——1 , für den Untergurtstab des

5ten Feldes: U'= — l •— für die vom Schnitte tt getroffene Dia-

gonale : D = — 1 • —, wo r{ das Loth von i auf D bedeutet.]
rt

Im Falle X — 0 geht der Träger in einen Gerber’schen Balken 
über, und es besteht deshalb (nach Band I, § 40) die Einflusslinie für

O0 aus 4 Geraden A'E", E" C'm", m"D' F" und F"B' (Fig. 191),
Vm
deren Nullpunkte den Auflagergelenken entsprechen und deren Schnitt
punkte in den Senkrechten durch E, m, F liegen. Die Gerade D'm" 
muss auf der Senkrechten durch C die Strecke:

r„

r»,

C'J' = — (— —) 
ym v rm J

xm
ym

rm • O0-Fläche die X-Flächeabschneiden. Bringt man nun von der

in Abzug, so erhält man die in Fig. 191 durch Schraffirung hervorge
hobene O-Fläche ; der Multiplikator derselben ist = yjrm. Lothi’echte 
Lasten P erzeugen:

Um

ym SPyj.0 =
rm

In Fig. 192 ist die O-Fläche noch einmal, auf eine wagerechte 
Nulllinie bezogen, dargestellt worden. Nach Auftragung der X-Linie 
wurde die Gerade D'm mit der Senkrechten durch C' in J zum Schnitt

gebracht, die Strecke JJ" — 1 abgetragen und mittels der Geraden
Vm

J 'I)' der Punkt m" der O-Linie bestimmt. Zur Festlegung der Punkte 
F" und E" dienten die aus dem Verlauf der O0 -Linie (welche man 
für diesen Zweck nur zu skizziren braucht) gefolgerten Bedingungen, 
dass sich die Geraden m"F” und tn F' in einem Punkte der Senk
rechten durch D' schneiden müssen und die (in unserer Figur nicht 
ausgezogenen) Geraden m E" und m E' in einem Punkte der Senkrechten

Erster Abschnitt. — § 6.182

weshalb schliesslich
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durch C', und schliesslich wurden die sechs Zweige der O-Linie in der 
auf Seite 180 beschriebenen Weise (vergl. auch Fig. 189) aus den ent
sprechenden Zweigen der X-Linie abgeleitet.

Die Darstellungsweise in Fig. 191 ist unbedingt die übersichtlichere 
und verdient stets den Vorzug. Nach den Erfahrungen, welche der 
Verfasser bei den von ihm selbst und von den Hörern seiner Vorträge 
durchgeführten Berechnungen gesammelt hat, empfiehlt sich folgendes 
Vorgehen.

Man vertheile die Zeichnungen im allgemeinen*) auf 4 Blätter,
welche der Reihe nach zur Auftragung der Einflusslinien für die Ober
gurtstäbe, Untergurtstäbe, Diagonalen und Vertikalen benutzt werden. 
Auf jedem dieser Blätter bestimme man mit Hilfe einer einzigen X- 
Linie nach dem in Fig. 191 angewandten Verfahren die Einflusslinien 
für die in Frage kommenden Spannkräfte, und trage schliesslich jede 
Einflusslinie von einer besonderen, geraden Nulllinie aus auf, 
bei die Ordinaten der nach Fig. 191 angefertigten Zeichnung zu ent-

wo-

F P------
■fA’—j ?--■
?4-..... IF......

> f V >'
? V" V V

r t

Fig. 194.

nehmen sind. Nun gebe man die gefährlichsten Zugstellungen (welche 
am besten durch Versuche bestimmt werden) an und schreibe neben 
jede Einflusslinie die folgenden Werthe:

1. den Multiplikator (den wir von jetzt an stets mit [X bezeichnen 
werden),

2. die den Lasten P entsprechenden "Werthe 2P7], wobei es sich 
empfiehlt, durch einen an das Zeichen 2 gesetzten Zeiger -f- oder

— anzudeuten, dass es sich um den Einfluss der auf den posi
tiven oder den negativen Beitragsstrecken liegenden Lasten P 
handelt,

3. diejenigen Grössen, durch welche der Einfluss der ständigen Be
lastung bestimmt wird. Bei ungleichen Feldweiten ist es am 
zweckmässigsten, die Inhalte F und F des positiven bezieh.

*) Auf Vereinfachungen, die sich an der Hand der Betrachtungen in No. 12 
ergeben, werden wir in dem von den wichtigsten Trägern handelnden Ab
schnitt II hinweisen.
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negativen Theiles der Einflussfläche zu berechnen und die von der 
ständigen Belastung (.g für die Längeneinheit) herrührende Spann
kraft Sg mittels der Formel Sg = g (F—F) zu ermitteln,

+ —
bei die unter den F stehenden -f- und — nicht Vorzeichen son
dern nur Zeiger bedeuten. Haben sämmtliche Felder die gleiche 
Länge X so ist die Rechnung mit Knotenlasten g\ vorzuziehen. 
Man bestimme dann die Summe aller positiven, an den Knoten
punkten gemessenen Ordinaten, desgleichen die Summe aller nega
tiven Ordinaten, bezeichne diese Summen kurz mit 2 und 2 und
setze schliesslich Sg — g\ (2 — 2). +

+ —
Auf diese Weise erhält man sehr übersichtliche Kräftepläne, die 

von Jedermann schnell geprüft werden können.
Die Formeln zur Berechnung der Grenzwerthe der Spannkräfte 

lauten mit den vorstehenden Bezeichnungen und mit Berücksichtigung 
des Einflusses (St = + S'Xt = + p.X*) einer Erwärmung bezieh. Ab
kühlung :

wo-

( _S=|»[+SPil+sr(f’— F) + Xt] 
S= n [- 2Py] +g(F—F) — XJ:(1)

min

und bei gleichlangen Feldern:
S— P- [~f~ -f- pX (2 2) -f- XJ

S=p.[-2Pr)+<A(2 —2)-XJ.
— + —

Es ist darauf zu achten, dass die neben die Einflusslinien zu schreiben
den: p., 2Pir], 2Pï], F, F, 2, 2 die absoluten Werthe der fraglichen

(2) I min

Grössen vorstellen.
Aehnlich verfahre man bei mehrfach statisch unbestimmten Fach

werken. Den Maassstab für die Einflusslinien (den man für die Gurt
kräfte und die Spannkräfte in den Füllungsstäben im allgemeinen ver
schieden annehmen muss) wähle man nicht zu gross, damit man mög
lichst viele Ordinaten mit dem Cirkel addiren kann. Bei Bestimmung
der 2 Pt] und 2 Pr\ beachte man das auf Seite 120 des I. Bandes gesagte. 

+ —
Bei gleichförmiger Verkehrslast p erhält man (mit der Bezeichnung

yP+X,] 

qF—X,]

s =
(3)

S =min

wofür man bei gleichlangen Feldern auch setzen darf:*)

*) Band I, Seite 118.
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s=max

(4) |i[2X2 —2XS — x].s=min

Noch sei hervorgehoben, dass es manchmal zweckmässig ist, den 
Einfluss S, der ständigen Belastung nach Ermittlung von Xg gesondert 
mit Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes zu bestimmen, und im Falle 
gleichförmiger Verkehrslast die folgenden für alle Träger von unver
änderlicher Gliederung und Stützungsart (Vgl. Seite 6 u. 7) geltenden 
Beziehungen zu benutzen.

Die Spannkraft max8 entsteht, wenn die positiven Beitragsstrecken 
mit q, die negativen mit g belastet werden, und die Spannkraft minS 
erhält man, wenn man die positiven Beitragsstrecken mit g und die 
negativen mit q belastet. Die Zusammenzählung beider Belastungen 
führt zur gänzlichen Belastung des Trägers mit q -j- g. Hat man nun 
8g in der Form

(5) S9 = gc0

dargestellt, wo C0 den Werth bedeutet, den Sg im Falle g — 1 an
nehmen würde, so findet man

(6) S -f- min s  (q -j~ g) C0
kann also nach Berechnung des einen Grenzwerthes ohne weiteres den 
anderen angeben.

Ist die Berechnung von 
man den Einfluss von p in der Form

Sp— pC\

max

S einfacher als die von S, so wirdminmax

(7)
ermitteln und erhält dann

S = gC0+pCl 
S = qC0 —pC,

max
(8)

min

S + min 8 — (g + q) C0.Probe : >»ax

Sollte die Berechnung von S die einfachere sein, so suche manmin

‘ (9) S= — PC2min

auf, um dann zu erhalten:

= gC0—pC2 
S = qC0 -f- p C2.

Die Gesetze (6) bis (10) gelten nicht nur für Spannkräfte, sondern 
auch für die nach festen Richtungen gebildeten Seitenkräfte von Stützen

J min 8
C

^ max &
(10)



186 Erster Abschnitt. — § 6.

widerständen, für Angriffsmomente und Querkräfte; sie gestatten in 
vielen Fällen eine wesentliche Abkürzung der Rechnung. Zu beachten 
ist, dass die nach den Gleichungen (8) und (10) berechneten Grenz- 
werthe S noch um den Einfluss St einer Temperaturänderung zu ver- 
grossern sind.

Annahmen, behufs Vereinfachung der Berechnung von neu zu entwerfenden 

statisch unbestimmten Trägern.

74. Die genaue Berechnung von neu zu entwerfenden statisch 
unbestimmten Fachwerken wird durch den Umstand sehr erschwert, 
dass die Grössen X von den vorläufig unbekannten Stabquerschnitten 
oder — wenn es sich nur um den Einfluss der Belastung handelt — 
von dem gegenseitigen Verhältnisse dieser Querschnitte abhängen. Es 
müssen deshalb im allgemeinen die Querschnittsflächen zunächst ab
geschätzt und hierauf an der Hand der Ergebnisse der schärferen Unter
suchung geändert werden. Bei wesentlichen Abweichungen zwischen 
den so erhaltenen und den zuerst angenommenen Querschnitten muss 
die ganze Rechnung wiederholt werden.

In allen wichtigen Fällen lässt sich nun eine Abkürzung (ohne 
dass die Ergebnisse der Rechnung an Zuverlässigkeit einbüssen) dadurch 
erzielen, dass bei der Berechnung der Grössen X die Formänderungen 
der Füllungsglieder des statisch bestimmten Hauptsystems vernachlässigt 
und hinsichtlich der Gurtungen vereinfachende Annahmen (z. B. Ein
führung eines gleichen Querschnitts für die Stäbe einer oder auch beider 
Gurtungen) gemacht werden.

Es liege z. B. der in No. 57 untersuchte Fachwerkbogen vor. Be
hufs Bestimmung von X muss für den Zustand X — — 1, welchem

die Längenänderungen (A s)' S' s entsprechen, ein Williot’scher Ver-
EF

schiebungsplan gezeichnet werden. Hierbei weise man jedem Füllungs
stabe zunächst den Werth (As/ = 0 zu, was zur Folge hat, dass einem 
zwei Knoten i und k verbindenden Wandgliede ik im Verschiebungs
plane eine zu ik rechtwinklige Gerade i k' entspricht, und ferner nehme

1
man für alle Gurtstäbe gleich grosse Werthe 

(As)' — S's ( anstatt As'

an. Setzt man nun
FE

S's '̂  so liefert der Verschiebungsplan die
FF

FF-fachen Knotenpunktsverschiebungen; es bleibt aber die Gleichung
Y _ bestehen, da in Zähler und Nenner die in gleichem8'
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Maasse vergrösserten Verschiebungen h'm und 5' eingeführt werden. 
Hingegen ist die (einer gleichmässigen Temperaturerhöhung entsprechende) 

s tlFormel Xt — 1 — zu ersetzen durch Xt =o
die Feldweiten annähernd gleich und dann empfiehlt es sich, den Werth 

für alle Gurtstäbe gleich gross anzunehmen und mit (As)' = S'

zEFtl • Meistens sind5'

s
EF

sEFtl • Will manzu rechnen. Der Einfluss von t ist jetzt: Xt

für die obere und die untere Gurtung verschieden grosse Querschnitte 
F0 und Fu einführen und einem Obergurt-Stabe den Werth (As)'= S'

zuweisen, so muss man für einen Untergurtstab (As)'= S'

sh'

F0 an-
Fu

aEF0tlnehmen und Xt = setzen. Hervorzuheben bleibt aber, dasssh'
im allgemeinen unter F0 und Fu nicht die mittleren Querschnitte der 
oberen und unteren Gurtung zu verstehen sind und unter s nicht eine 
mittlere Stablänge, sondern dass häufig die Längenänderungen gewisser 
Stäbe von ganz hervorragendem Einflüsse auf die Formänderung des 
Fachwerkes sind und die Abmessungen dieser Stäbe daher besonders 
ins Gewicht fallen. Erhält z. B. der betrachtete Bogenträger im Scheitel 
eine wesentlich gei’ingere Höhe wie an den Kämpfern, so muss man 
für F0, Fu und s die Gurtquerschnitte und die Stablänge im Scheitel 
wählen.

Indem wir hinsichtlich der bei den wichtigsten Fachwerken einzu
führenden Annahmen auf den folgenden Abschnitt verweisen, heben wir 
noch hervor, dass die dort bevorzugte Benutzung der Biegungslinien 
den Vortheil bietet, bereits bei Berechnung der Werthe w häufig das 
besondere Gewicht einzelner Stäbe erkennen zu lassen. Es ist dieser 
Weg nach den Erfahrungen des Verfassers unbedingt dann vorzuziehen, 
wenn nur Lasten gleicher Richtung in Betracht kommen, wenn es sich 
also beispielsweise um den besonders wichtigen Fall lotkrechter Lasten 
handelt.
* In der Regel greifen die Lasten P in den Knotenpunkten des 
statisch bestimmten Hauptsystems an, und dieses Hauptsystem ist 
meistens ein einfaches Dreiecknetz. Werden die Gleichungen (V) auf 
Seite 163 angewendet, so handelt es sich zunächst darum, die den 
Belastungszuständen X' =—1, X" — — 1, . . . entsprechenden Bie
gungslinien (h', h" . . .) dieses Dreiecknetzes zu bestimmen.

Bezeichnet nun M'm das durch die Ursache X' = — 1 hervorge- 
nifene Angriffsmoment für den Knotenpunkt m, so ergiebt sich für den
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dem Punkte m gegenüberliegenden Gurtstab sm die Spannkraft S'm —

, wobei rm die Länge des Lothes von m auf sm bedeutet. DasT rm
obere Vorzeichen bezieht sich auf die obere, das untere auf die untere 
Gurtung. Das Gewicht w m des Knotens m ist (nach No. 47)

Sm(Asmy M„'sm
= +(1) + EFmrJEFmrmrm

und ebenso erhält man für die Zu
stände X" = — 1, X'" = — 1, ... 
die Gewichte

TOfc

Mm"sm«Jt wm 2 ’1 EFmrm
Mj"sm\rm Vs ■

\ wm\ EFmrm
Hat E für alle Stäbe denselbenTtls

Werth, so multiplicire man die w, 
w . . . mit E. Ausserdem empfiehlt 
sich stets noch die Multiplikation 
mit einer vorläufig beliebigen Quer
schnittsgrösse Fc (die aber für alle

> f

Fig. 195.

w gleich genommen werden muss) womit sich dann
Mm'sm Fc Mm"sm Fcw(2) ; rj

ergiebt. Legt man diese Gewichte der Berechnung der Ordinaten h', 
h", . . . der den Zuständen X' = — 1, X" — — 1, . . . entsprechenden 
Biegungslinien zu Grunde, so muss man alle Glieder der Gleichungen V 
(mit Ausnahme der Glieder 2Pm5'm, 2PM5„," . . . .) mit EFC multipli- 
ciren. Auch ist zu beachten, dass eine weitere Multiplikation mit v 
erforderlich wird, sobald die Werthe w, w" . . . aus irgend einem Grunde 
mit v multiplicirt werden. *)

Wendet man diese Regeln beispielsweise auf das einfach statisch 
unbestimmte Fachwerk an, so erhält man zur Berechnung von X die 
Gleichung :

2 F Fmrm

*) Wäre z. B. das Fachwerk in Fig. 195 ein Parallelträger von der Höhe
h, und hätten sämmtliche Gurtstäbe die gleiche Länge X, so wäre s~ = -^ir.

n» nl
h2. . . mit v = -y- multipliciren und einfacherMan würde dann die iv, w" ? *

FcW — M'm u. s. w. setzen. Fm
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F.EFCL' = 2Pmbm' — X2S'2s EF.SetS'sF
lind findet hieraus für den Einfluss einer Last P, für den Einfluss von 
Temperaturänderungen und für den Einfluss von Verschiebungen der 
Widerlager der Reihe nach die Werthe:

£ EFg'SiS'tS — efcl’AX —X=Pm ; x, 9Î9Î
(3)

Fcwo ^l = ^S'2s~‘F
Diese Gleichungen (2) und (3) werden wir im folgenden Abschnitte 

vorzugsweise anwenden.

Verwerthung von stellvertretenden, aus steifen Gliedern gebildeten Stabzilgen.

75.. Bedeutet X die Spannkraft eines Stabes ik, der als über
zählig bezeichnet werden darf, durch dessen Beseitigung also das 2-fach 
statisch unbestimmt angenommene Fachwerk seine Steifigkeit nicht ver
liert, und werden alle Spannkräfte auf die Form

S = @0 — @'X
gebracht, unter ©0 und ©' die den Zuständen X=0. und X——1 

. entsprechenden Werthe von S verstanden, so lautet die Arbeits
gleichung für den Zustand X = — 1 :

0 = 2©' As,

(1)

(2)
wobei vorausgesetzt wird, dass Bewegungen der Widerlager ausge
schlossen sind und die Summe in (2) auch den Stab ik, dem © = — 1 
entspricht, umschliesst. Die Einführung vonAs = Pp = (©0— ©'X)p, 
wo p — s:EF, und die Beachtung der Gleichungen (30) auf Seite 27 
liefert den Ausdruck

2Pm 8/
2©'-p ’

in welchem hm' die Verschiebung bedeutet, die der Angriffspunkt m 
Pm im Sinne von Pm erfährt, sobald auf das nunmehr (z — l)fach 

statisch unbestimmte Fachwerk nur die Ursache X—— 1 wirkt.*) 
Auf Grund dieses Gesetzes darf die Einflusslinie für jede Stabkraft 

und — wie ohne weiteres einleuchtet — auch für jeden nach einer 
festen Richtung wirkenden Stützenwiderstand als Biegungslinie (deren

X(3)

von

. *) Gleichung 3 hat dieselbe Form wie die früher für das einfach statisch

; vgl. S. 166 u. 167.unbestimmte Fachwerk aufgestellte Beziehung: X = iss'2 p



Erster Abschnitt. — § 6.190

Multiplikator in dem hier betrachteten Falle — 1 : 2@,2p ist) gedeutet 
werden, wobei nur die Einschränkung besteht, dass das Fachwerk in 
Folge Beseitigung des fraglichen Stabes nicht seine Steifigkeit und in 
Folge Aufhebung des fraglichen Stützenwiderstandes nicht seine Stand
festigkeit einbüsst.*) Zu beachten ist allerdings, dass die Anwendung 
der Gleichung (3) zur Aufsuchung der AMfinie die Auftragung der 
Biegungslinie für ein durch die Ursache X = — 1 belastetes (z — l)fach 
statisch unbestimmtes Fachwerk erheischt; sie bietet nur in ganz be
stimmten Fällen (die wir bei den späteren Anwendungen behandeln 
wollen) einen Ersatz für den früher gewiesenen Weg: die Einflusslinien 
für z passend ausgewählte Grössen X', X", . . . mit Hilfe von 0 
Biegungslinien eines statisch bestimmten Fachwerks zu ermitteln und 
hierauf die Einflusslinien aller übrigen Grössen mittels der Gleichge
wichtsbedingungen zu gewinnen.

U
_ JO

/
! ff. JT

‘ vs "‘^ö/ ' ! } { J * { ! j ! » Î • Y/s (
*■' H ) j i ii 114» :

Slip
0^:-&Ô— \7E
r S'—'ZX.

Xïh:
w-'----------- iti: ’S8

Fig. 196.

Trotzdem ist die in Gleich. (3) ausgesprochene Deutung jeder 
Einflusslinie als Biegungslinie stets von Vortheil, denn sie gestattet eine 
unmittelbare Verwerthung der in No. 51 behandelten Beziehungen zwi
schen den vollständigen Verschiebungsplänen und den Biegungslinien — 
Gesetze, die uns bei Beachtung des in No. 52 gelehrten Kunstgriffs 
der Einführung von stellvertretenden steifen Stabzügen in den Stand 
setzen, nach Auftragung der Einflusslinien für eine feste Lastrichtung 
schnell Figuren zu zeichnen, welche auch die Wirkung anders gerich
teter Kräfte P bestimmen.

Zwei Beispiele werden genügen, dieses Verfahren zu erläutern. 
In Figur 196 handelt es sich um die Ermittlung des rechtsseitigen

*) Vergl. No. 61.



Das statisch, unbestimmte Fachwerk. 191

wagerechten Stützenwiderstandes H eines Bogenträgers mit festen Käm
pfergelenken. Nach Einschaltung der Knotenpunkte 1, 3, 5, 7,. ..15 
sei die einer lothrechten Belastung entsprechende Einflusslinie nach einem 
der früher beschriebenen Verfahren aus der dem Zustande X— — 1 
entsprechenden Biegungslinie des aus starren Gliedern bestehenden Stab
zuges 0-1-2-3-4- . . . -16 abgeleitet und der besseren Uebersicht wegen 
von einer wagerechten Geraden aus aufgetragen. Zieht man dann durch 
die Punkte 0, 1, 2, . . . der PT-Linie wagerechte Geraden g0, glf g2, . . . 
wählt in g0 einen beliebigen Pol Oe^O' und zeichnet von 0' aus einen 
Linienzug (F Ï 2' 3' . . . 16', dessen Seiten rechtwinklig zu den ent
sprechenden Seiten des Stabzuges 0 1 2 3 ... 16 sind, und dessen Eck
punkte in den Geraden glf g2, #3, . • • liegen, so sind die Polstrahlen

Äv-K
8

V<r*T
10. ffo\ \

rr7j
!

7' S.irr
,5sL

Ï rr

2(Z'
YS

fj'
3\

r 1

¥
*

Fig. 197.

Ol', 02', 03', . . . proportional den Verschiebungen, welche die Punkte 
l', 2', 3 , .. . in Folge des Belastungszustandes H = — 1 erfahren, und 

. ihre Richtungen stimmen (auch dem Sinne nach) mit den Verschiebungs
richtungen überein. Greift also in 2 eine Last P2 an und ist §2 die 
Projektion des Strahles 02' auf die Richtung von P2, so ist der Ein
fluss von P2 auf H\

H—P2b
Fig. 197 zeigt die Einflusslinie für die Spannkraft U im Unter

gurtstabe eines Bogenträgers der eben behandelten Art, setzt aber 
voraus, dass die Berechnung des Trägers auf Grund der Annahme starrer

2-
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Füllungsglieder durchgeführt werden darf. Bei Bestimmung der einer loth- 
rechten Belastung entsprechenden AT-Linie und der hieraus nach No. 73 
abgeleiteten £/-Linie wird dann nur die Einschaltung von zwei Knoten
punkten (1 und 9) und von vier starren Stäben erforderlich.*) Der 
Linienzug (T l' 2' S' . . . 9' 10' muss sich bei sorgfältiger Ausführung 
der Zeichnung schliessen, weil er als Verschiebungsplan für den Zu
stand U — — 1 aufgefasst werden kann und für diesen Belastungsfall 
die Punkte 0 und 10 festliegen. Die Lasten P2 und P4 in Fig. 197 
erzeugen, wenn die P-Linie einen Multiplikator [J. besitzt,

P= li(P2yj2-f- P484).

Literatur zum I. Abschnitt.
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Williot’sche Verfahren bezeichneten Darstellungsweise der Verschiebungen.
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anderem wird die lothrechte Biegungslinie einer wagerechten Gurtung als 
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u. Arch. Ver. 1888, S. 23.

6. Mohr, Beitrag zur Theorie des Fachiverks, Civilingenieur 1885.
7. Müller - Breslau, Beitrag zur Theorie des Fachwerks, Zeitschr. d. Arch. 

u. Ing. Ver. zu Hannover, 1885. Berechnung der Gewichte w auf die im 
§ 3 des vorliegenden Buches gezeigte Weise und (wohl die erste) ganz allgemeine 
Benutzung der Biegungslinien zur Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke.

8. Müller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 1886. (Zweite 
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der Biegungslinien.
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*) Kommen lothrechte Füllungsstäbe vor, so beachte man die Lösung der 
Aufgabe 4 auf Seite 136.
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II. Abschnitt.

Formeln, Regeln und Beispiele 
für die Berechnung der wichtigsten statisch 

unbestimmten Fachwerke.

76. Mit Hilfe der im § 5 enthaltenen Untersuchungen lässt sich 
die Berechnung jedes ebenen statisch unbestimmten Fachwerks, das 
durch Kräfte von beliebiger Richtung beansprucht wird, durchführen. 
Zweck des vorliegenden Abschnitts ist es nun, die aus jenen allge
meinen Betrachtungen für die wichtigsten Trägerarten und für den 
Fall lothrechter Lasten sich ergebenden Formeln und Regeln in mög
lichst übersichtlicher Weise zusammenzustellen und zu erläutern. Dabei 
soll von allen die Rechnung vereinfachenden Annahmen, soweit dieselben 
zulässig sind, Gebrauch gemacht, und der Werth der angenäherten 
Theorie durch vergleichende Zahlenrechnungen geprüft werden.

§ 7.
Der Bogen mit zwei Gelenken.

a. Bestimmung des Horizontalschubs.

77. Allgemeines Verfahren. Wirkt auf einen Fachwerkbogen 
mit 2 Kämpfergelenken und ohne Scheitelgelenk eine Einzellast P in 
den Abständen a und b von den Auflagerlothrechten (Fig. 198), so ent
stehen Stützenwiderstände, deren jede sich in eine lothrechte Seitenkraft 
A bezieh. B und in eine Seitenkraft H nach der Richtung der Schluss
linie AB zerlegen lässt. Die wagerechte Seitenkraft von H' (d. i. der 
Horizontalschub) ist

H = H' cos a,
wobei a den Neigungswinkel der Schlusslinie bedeutet.
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Die statisch nicht bestimmbare Kraft H ist von den Längenände
rungen sämmtlicher Stäbe abhängig und wird, falls die für das Er
gebnis unwesentlichen Formänderungen der Füllungsstäbe vernachlässigt 
werden, wie folgt ermittelt.

Man berechne für jeden Gurtstab die Ausdrücke:
^ m U ni Ec
rj

wobei sm die Länge des Gurt
stabes bedeutet, 

m die Ordnungsziffer 
des gegenüberliegen
den Knotenpunktes, 

rm das Loth von m 
auf sm,

ijm den lothrechten Ab
stand des Punktes m 
von der Schlusslinie,

Fm die Querschnitts
fläche des Stabes sm,

Fc eine beliebige, aber 
für alle Stäbe gleiche Quer
schnittsfläche , welche im 
allgemeinen gleich dem am 
häufigsten vorkommenden 
Gurtquerschnitte gesetzt 
wird, damit möglichst viele 
der Verhältnisse Fc:Fm— 1 
werden.

(1) und zm = ymwm,w,„
Fm

Fig. 198.

A

Fig. 199.

Nun bestimme man 
(durch Rechnung ocl. Zeich
nung) die Biegungsmo
mente Mwl, M,

Fig. 200.

S"
.. M.wici * • •w 2 i •

für einen einfachen (d. h.
einen bei Ä und B', Fig. 199, frei aufliegenden) Balken, dessen Stütz
punkte lothrecht unter A bezw. B liegen, und auf welchen lothrechte, 
durch die entsprechenden Knotenpunkte des Bogens gehende Lasten wx, 

. . wirken, worauf man für eine im Knoten Je des Bogens1 • • ■ nim, .
13*
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Die Kräfte A und B stimmen mit den Auflagerwiderständen eines 
einfachen Balkens überein und sind

Pb PaA = Bl l
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angreifende Last P den Horizontalschub erhält.

P^wlc
2zm

Darin ist: 2zm = z0 -f- zx -f- z2 -(- . . . -(- z„.
Es folgt dieses Verfahren aus Gleichung V Seite 163. Hiernach wird 

ferner 8' die Ordinate der Biegungslinie für denEF
Zustand 11= — 1 und S' die Stabkraft für H = — 1 ist. Man erhält für 

einen Stab der oberen, bezw. unteren Gurtung: S' —---- — und S'

(2) Hk = P

ff»Hk =P wo p =
2S'2p

r
so dass der Nenner des für Hk angegebenen Bruches nach Multiplikation mit

'S - ^^ = S\z übergeht. Die S'-Linie darf nach 
ri F

A/ mSm Fc

SEFC in EFc'ZS'2 EF
No. 74 als Momentenlinie eines mit den Gewichten wm =
lasteten einfachen Balkens aufgefasst werden, wobei M'm — ym das Angriffs
moment in Folge H = — 1 ist. Damit ergeben sich die oben angeführten Ge
wichte Wrn.

be-rm2 F,n

Die auf diese Weise berechneten Werthe H2, H±, . . . bestimmen 
in Figur 200 die aus Geraden bestehende Einflusslinie für den Fall 
oben angreifender Lasten, und ganz entsprechend würden Hx, Hs, . . . 
die Einflusslinie für unten wirkende Lasten liefern. Der erstere Fall 
liegt in der Regel vor, und es ist dann meistens zulässig, auch die 
ständige Last ausschliesslich auf die oberen Knotenpunkte zu vertheilen. 
Man kommt dann mit der Einflusslinie A" S" B” in Fig. 200 aus.

Will man die Lf-Linie durch Zeichnung bestimmen, so nehme man
die Polweite wh des 
die Gewichte w ver
bindenden Seilpoly
gons so an, dass 
dessen Ordinate 't]k 
(Fig. 201) den Hori
zontalschub Hk an- 
giebt. Stellt man 
dann die Lastein
heit durch eine 
Strecke c dar, so 
erhält man (wegen 
Mwk = wht]k) die 
Bedingung

P
(h s i4 S2 JO

\O % -Xr
! sP

“"SA U
m

f %• tn
rn

"il
Fig. 201.
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und hieraus folgt die Polweite
—*Wh = c

Drückt man bei Berechnung der zm alle Abmessungen in Metern 
aus, so muss man auch c in Metern angeben. Wird beispielsweise 
der Kräftemaassstab 50””” = 1* gewählt, und ist die Trägerzeichnung im 
Maassstabe 1 : 75 gefertigt, so wird die Lasteinheit durch eine Strecke-- 
von der Länge c — 75 • 0,050 = 3,75” dargestellt, und man muss dann 

2*.
3,75

wenn die Gleichung (1) angewandt wird, Zahlen und bedingen die An
fertigung eines besonderen Zahlenmaassstabes.*)

Man könnte auch den Ausdruck = ym wm als das auf die Achse AB 
bezogene Moment von Kräften wm, welche parallel zu Aß sind, auffassen und 
mittels eines Seilpolygons bestimmen, jedoch führt die Berechnung von 
schneller und übersichtlicher zum Ziele. Ebenso unzweckmässig wäre es, die 
Gewichte wm durch Zeichnung zu ermitteln.

wählen. wh und wm enthalten dieselbe Einheit; sie sind,wh =

Hinsichtlich der Werthe w und 
z ist noch folgendes zu bemerken. 
Werden die Gurtungen nach Fig. 202 
am Auflager zusammengeführt, so 
weise man den Stab dem loth- 
recht über 2 gelegenen Punkte 1 
des Stabes s2 zu. Bezeichnet dann 
rx die Länge des Lothes von 1 auf 

so findet man für den Punkt 2 
des Balkens AB das von den Stäben 

und s2 herrührende Gewicht:

f ,„2 = J4Ł A

3.
h

*

BcLY

Fig 202.

y2 s2 F„+ ferner :2Fi f2ri r2
(3) li\ Fc 

ri2 Fx
V2 2s2 Fc

+z2 --- - F2r2

Beim Ständerfachwerk in Fig. 203 geben wir zwei lothrecht über
einandergelegenen Knotenpunkten dieselbe Ordnungsziflfer und bezeichnen 
die lothrechten Abstände der Knotenpunkte von der Schlusslinie mit 

ymu für den unteren Knoten m und mit 
,, oberen m.ym o > )

*) In Folge von Kürzungen wird die Einheit der wi, und wm später zu
weilen eine andere werden.



Fig. 205.Fig. 204.

Bildet der Ständer bei m, Fig. 204, die Grenze zwischen den links- 
und rechtssteigenden Diagonalen, so liegen dem Knoten m zwei Ober-
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Ferner nennen wir: 
hm die lothrechte Trägerhöhe 

in w,
ßm, Ym denNeigungswinkel des 

mten Stabes der oberen bezw. 
unteren Gurtung gegen die 
Wagerechte,

Am die Weite des mten Feldes, 
Fom den Querschnitt des mten 

Obergurtstabes,
Fum den Querschnitt des w<ten 

Untergurtstabes,
und erhalten für den oberen Kno-

m

An-y

44 ; f AncTl/mn?^bn-m-j
TnmU

: —bj-
(XA

-JS'] U-

Fig. 203. tenpunkt m, welchem der (in -j-1 )te 
Stab der unteren Gurtung gegen

überliegt, (aus Gleich. 1 nach einfacher Umformung):

y^»î + l FcFc
sec3 Ym+i sec3Y„!+i^ m Ifmo h2m h\n FuFu («*+!)(m+1)

während dem unteren Knoten m entspricht:
ymu ^m
h\

Durch Zusammenfassung der in dieselbe Lothrechte fallenden Ge
wichte iv ergiebt sich:

y2mv\nFc Fcsec3 ß„ sec3ßwj1 Fom h*m Fom

k ( A-
FcFc )sec3ß,„

-F mo
1~ yrn o ni +1 SeC {m+1wm

Fu (m+l)
(4)

(y2mu^msec3ßw Fc Fc >I y »lo^m-fi^ec Y««+izm h* FuFom (»*+!)

Ł
; * 

\
4

i
5-

,
ł*t

fli
ITU

i
t..
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gurtstäbe gegenüber und man erhält:

^ (x.,.seeäß,-p- + X„+1 sec3ß,„+1 

Ebenso ergiebt sich für den Fall in Fig. 205:

(6)
m ^

F„ )(5) ivm 5 - ymu •h2 F0 (m+1)

Fc Fc ), secsY, + ^m+i sec3 ym+i J ^7» ////' oh2 nF. Fu (m-\-1)
Liegt die Lothrechte durch einen Knoten r rechts von r -f-1 (oder links

von >----1) — vergl. Fig. 99 auf Seite 113 — so ist bei der zeichnerischen
Bestimmung der Momente Mw zu beachten, dass die Gewichte in der Reihen
folge Wr -1, iVri u’r+1 durch- das Seilpolygon verbunden werden müssen. Will

oben 
unten

u m

man rechnen, so vertheile man im Falle

oberen 
unteren

angreifender Belastung sämmt-

liche Gewichte w auf die Knotenpunkte. Auf die Punkte r — 1 und

X,'+i
X>- Xr-f-l

kommen. Dieses Verfahren ist zuweilen auch dann zu empfeh-

r -J- 1 würden z. B. bei Zerlegung von icr die Antheile : — wv -— und Wr

)X)-+i
Xr-- X,-+l

len, wenn r zwischen r — 1 und r -J- 1 liegt.
78. Einfluss der Temperatur. Wächst die bei der Aufstellung 

des Bogens herrschende Temperatur überall um den gleichen Betrag t, 
so ändert sich der Horizontalschub um

( 1 —

s EtlFcaec2 a

Meistens genügt es, mit f = + 35° Cels. zu rechnen. Dann ist 
für Schmiedeisen und Stahl (mit s FJ = 240* für das qm.) :

(7) Ht =

lFe sec2 <x Tonnen,(8) Ht = ± 8400

-worin die Abmessungen in Metern einzuführen sind.
SS1' tts 
^S'2p

■ Wendet man nun das Gesetz der virtuellen Verschiebungen

Die Formel (7) folgt aus Gleich. (V), Seite 163. Danach ist Et —
EFc^S'its

— Zm ^
auf den Zustand H — — 1 an, und führt als mögliche Formänderungen die 
Aenderungen As = zts der Stablängen ein, ferner die ihnen entsprechende 
Aenderung ztlseca. der Weite AB — l sec a, so erhält man: 1 sec a-st sec a 
= 2S'zts und gelangt zur Formel (7).

79. Der Sichelträger, Fig. 206. Bei der Ermittlung der H- 
Linie sichelförmiger Träger empfiehlt sich die Annahme eines überall 
gleichen Gurtquerschnitts. Man versteht dann unter Fc den Mittelwerth 
aller F0 und Fu und setze die in den Gleichungen (1), (3), (4) auf
tretenden Querschnittsverhältnisse = 1. Haben alle Felder gleiche (oder 
annähernd gleiche) Weite, so weichen (bei nicht zu grosser Pfeilhöhe).



0,20
0,475 1 0,72
0,202 + 2 0.22-

0,475^ 1 0,72^
0,20* + 2 0.222

7,670,52 5,33
0,63 3,21
0,94 2,90
1,01 1,84
1,26 2,12
1,29 1,37
1,45 1,83
1,44 1,19
1,525 1,72

9
2z,n = 2 'S 0 + 01O = 2 • 53,82 -f 6,88 = 114.52.i

Für den mit den Gewichten w belasteten Balken A’B' wurden jetzt von 
der Mitte aus die Querkräfte nach der Formel Qm — Qm+i -j- wm berechnet, 
hierauf die Momente Mm = Mm-\ -f- QmF und schliesslich die Ordinaten H,„

= -—***) der H-Linie. "Wegen X' = 1 ist Mm — Mm-i + Qm. Wäre X' nicht

19,31**)u\ =4,10
7,42
3,45 = 11,000i =
7.11
3.11
7,01
2.95
6,8810

VmFm)*) Streng genommen wäre X durch den Mittelwerth von

setzen, doch erwäge man die Schwierigkeit, t zutreffend zu schätzen und rechne 
daher so einfach wie möglich. Aus diesem Grunde wird man auch, falls a klein 
ist, sec2 a = 1 setzen.

**) Die Ordinate des lothrecht über 1 gelegenen Punktes 1' der oberen 
Gurtung ist =0,72 und das Loth von 1' auf die Verlängerung des ersten Unter
gurtstabes = 0,22.

***) Bei den Mm und Q,„ haben wir den Zeiger w hier fortgelassen.

zu er-
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auch die Längen der Gurtstäbe wenig von einander ab, und es ist dann
jrc

rathsam, für sm —f- einen festen Mittelwerth einzuführen und sämmt-
" Fm

Man setze also z. B.liehe io und 0 durch diesen Werth zu dividiren. 
für den in Fig. 206 dargestellten Träger

y»iWm = 9r
berechne dann aber Ht mittels der Formel:

s FJFe sec2 a

Zahlenbeispiele. I. Die Knotenpunkte der Gurtungen des in Fig. 206 
abgebildeten Sichelträgers liegen in Parabeln von 4,0 bezieh. 2,5”’ Pfeilhöhe. 
Die Stützweite ist = 20m, die Feldweite = 2m. Die Ordinaten y, Strecken r, 
Gewichte w und Grössen 0 sind in der folgenden Tabelle angegeben. Für w.2 
bis w10 und z2 bis z10 gelten die Gleich. (9), während wx und zx nach den Gleich. 
(5) zu berechnen sind. Der erste Untergurtstab ist als halber Stab behandelt 
worden.

(9) » zm—ymwm

t*).(10) Ht =

_ V'tn _--&m -------- y*n Wm Ausnahmefällem I IJrn Vm IVm

»O
O

-J
O

SÜ
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Fig. 206.

Die gleichförmig angenommene ständige Belastung sei </ = 1.45' f. d. m, 
also für ein Feld: X = 2,90*; sie erzeugt:

Hg = $rX {2 (£T, + i/4 + H + 778) + H10} = 2,90 • 7,42 = 21,5'.
Ein vom rechten Auflager bis zum Querträger 12 vorgeschobener Lasten

zug (mit den in der Fig. angegebenen Achsendrücken und Radständen) ruft hervor :
7/=:SPy) = 39,0'.

Der Einfluss einer gleichmäßigen Temperaturerhöhung um t = 35° C. ist 
nach Gleich. 10:
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= 1. aber konstant, so würde man trotzdem /.' = 1 setzen, dafür aber durch 
À' divnïiren. Wir schreiben den vollständigen Ansatz der Rechnung hin.

#io = \ «ho = 0,86
+ 1,19 

#9= 2,05 
1,83 

#8 = 3,88 
1,37

M1 = 39,96 = 
+ 20,65 

M2 — 60,61 
15,32 

Ms — 75,93 
12,11 

A/4 = 88,04

60,61
114.52H = = 0,53

88,04
H.4 0,77Qt= 5,25 114,52

2,12 9,21
#0= 7,37 Ms = 97,25

1.84 7,37 104,62H6 0,91#5 —— 9,21 M& =104,62 114,522,90 5,25
#4 =12,11 Mi =109,87

3,21 3,88 113,75H 0,99#g = 15,32 Mÿ = 113,75 114,52
5,33 2,05

#2 = 20,65 
19,31 

Qi = 39,96

M9 = 115,80
0,86 116,66Ho = 1,02M10 = 116.66 114,52

■ : 3

fiffO

—
<6



10,01
10,14
10,31
10,68
10,47
10.40

io
2 S Zm + Z11 1 = 2 •

42.74 
55,14
75.75 
95,65 
45,70

137,90
157,25
173,15
188,92
190,46
190.51

5.60
5,55

13,35
5,91

5,95 5,03
6,65
3,00

4,64
1,87

8,45 4,88
9,10 4,74
9,70 4,66

10.40
10.40
10.40

4,71
4,55
4,48

1162,66 + 190,51 = 2515,83.2?»

24,45
28,23
33,15
37,13
40,09
41,90
42,50
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240 • 20 • FeHt — ■ 35 = 733 Fc,2,0-114,52
wobei Fc den mittleren Gurtquerschnitt in qm. bedeutet.

II. In neuerer Zeit sind mehrfach Sichelträger von bedeutender Pfeilhöhe 
ausgeführt worden, z. B. für die Douro-Brücke bei Porto und den Garabit- 
Viadukt. Es ist hier zulässig, die Węrthe ym, sm und ß„, zur Vereinfachung 
der Rechnung auf eine durch die Mitten der Höhen hm geführte Bogenachse zu 
beziehen und, mit Hinweis auf Figur 207, die Gleichungen 4 zu ersetzen durch

2 ym_ ssm Fc^
Ä2„ À''»« Frn

Zm-- ym ti*m •
Kürzt man sämmtliche w durch 2, 
und nimmt man für Fm einen festen 
Mittelwerth Fc an, so erhält man:

1/m S3m _
^ Vj \ 5 z»>--  1Jm U'rn

und für den Einfluss von t :
zElFc sec2 a 

2"2+, L

Wm

4r

Um
11) U'rn

ŚL—
*1:

12) Ht

Pig. 207. Wir wenden die Formeln (11) 
und (12) auf die Berechnung des 

Horizontalschubes der Eisenbahnbrücke über den Douro bei Porto an. Figur 208 
stellt die Hälfte des sichelförmigen Bogenträgers dar. Die folgende Tabelle 
giebt an:

die in den Mitten der Felder gemessenen lothrechten Höhen h 
die Längen sm der Verbindungslinien der Mittelpunkte der aufeinander

folgenden Vertikalen,
die Ordinaten der Mittelpunkte der Strecken sm, 

die Feldweiten Xm, Gewichte wm und Werthe z,„.

m i

_ ymssm
WmJim Kmm ym Sm Zm --  y™ Wm
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Fig. 208. '

Nach Aufzeichnung der Eintlusslinie für H misst man, entsprechend den 
Angriffspunkten C. X>, E. F der Fahrbahnbelastung, die Ordinaten

0,630
während Seyrig in seiner Veröffentlichung: Le pont sur Je Douro à Porto

0,649,0,5920,378

— i wi\ — 2,
— Qn + w\o
— Qio + w 9

Q = 16,16 
20.90 
25,78 
27.65 
32,29 
37.32 
43,23 
56,53

M1 = Ql 2,8= 158,42 
M, = M1 -f- Qź 5,58 = 399,65 
M3=M2 + Q3 5,74 = 613,86 

M— 817,29 
950,84 

1098.56 
1281,85 
1433.76 
1549,33 
1619,95 
1643,24

0,063
0,159
0,244
0,325
0,378
0,437
0,509
0,570
0.615
0,644
0,653
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■ Nun wurden die Querkräfte und Momente des mit den Gewichten wm be
lasteten Balkens berechnet und aus den Momenten die Werthe II ermittelt:

M
IIMomenteQuerkräfte mm 2515,83
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(Paris 1878) auf Seite 31 mittels einer wesentlich umständlicheren Berechnung 
die Werthe

0,370 0,592 0,637

findet. Die Abweichungen beider Ergebnisse sind ganz unwesentlich. Bei 
gänzlicher Belastung der Brücke werden in den Punkten C. T). E, F auf den 
Bogen seitens der Yerkehrslast die senkrechten Drücke 126,8 * ; 62,4 * ; 47,0 * ; 
40,5* (vergl. die angezogene Quelle, Seite 34) ausgeübt. Dieselben erzeugen 
— nach unserer Berechnung —

H= 2 [126,8 • 0,378 + 62,4 • 0,592 -f 47,0 • 0,630 + 40,5 • 0,649] = 281.53£.

0,650

Seyrig findet 280,62*. Es ist dies die Summe der Horizontalschübe der beiden 
das Gleis stützenden Bogenträger.

Bei Berechnung von Ht darf der mittlere Querschnitt der einen Gurtung 
eines Bogens Fc = 0,0560 qm gesetzt werden (vgl. die Quelle, Seite 26, Mittel
werth von 4 Mi) und es folgt dann für t — 30° für jeden Bogenträger:

zEtlFc 240-30-160-0,0560Ht = 12,82*.2 'S ««, 2 • 2515.83
Dabei ist E = 20000007c f. d. qcm angenommen worden. Setzt man, wie 

dies bei der Berechnung der Douro-Brücke geschehen ist, E= 1600000. so er
hält man Ht — 12,82 = 10,26*, während Seyrig (Seite 41) den Werth Ht
= 4 • 17,74 = 8,87* findet.

Es ist hier hervorzuheben, dass bei Vernachlässigung der Formänderung
sder Gitterstäbe der aus S S'2 hervorgegangene Werth S« stets ein grösseresEF

Ht liefert, da in jener Summe nur die Quadrate von S' auftreten, dass es aber 
bei der grossen Unsicherheit, in -welcher man sich bezüglich der anzunehmen
den Temperatur-Aenderung t befindet, nur zu empfehlen ist, Ht reichlich gross 
zu rechnen.

80. Formel für den Horizontalschub parabelförmiger Sichelträger.
Liegen die Knotenpunkte beider Gurtungen in Parabeln, so lässt sich für II

ein einfacher Ausdruck herleiten, 
welcher sehr zuverlässige Ergeb
nisse liefert. Zu diesem Zwecke 
nehmen wir unendlich kleine Fel
der an, und ersetzen die nach 
Gleichung (9) zu berechnenden 
Einzelgewichte w durch eine ste
tige Belastung, welche dem Ge
setze folgt:

w = |üsec2ß + -fvsec2 Y‘
Die Bezeichnungen sind aus 

der Fig. 209 ersichtlich. Die Käm
pfer sind in derselben Wagerechten 
gedacht. Das erste Glied entspricht 

dem Theilchen ds der oberen Gurtung und ergiebt sich durch Einführung von 
ru (d. i. Abstand des Punktes u von der Tangente in o) = h cos ß, und ebenso 
entsteht das zweite Glied. Die Summe: ist zu ersetzen durch:

l3\ >S/o-
%%

I

%B'riTTTTTTn 111H111 ! 11 ITTUTlA'j
h.5*--*

JQ lip-dp
V rodxWfLv K - / •>!

Fig. 209.
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i i
I sec2 ßdx-fj sec2 y dx

O

/['+(£•)•] i
■/[•+(&)!UA fodx 4 dx,

P r

wobei zu beachten ist, dass yu:h = fu'f und y0:h = f0:f. Führt man ein: 
4 fox(l—x) 4 fu x (l x)und yu —y0 P p

so erhält man nach Ausführung der Integration und nach gehöriger Zusammen
ziehung :

[_L(za + 16/-o/u)fo + fu 16 fofu1
W — —

X (l — x)

|^3J2 (/o2 + /»2) + 32f02/v!J-
pr

191 = 31 f2
Die Differentialgleichung der Momentenlinie (Mw) lautet, da diese Linie das 

mit der Polweite 1 gezeichnete Seilpolygon der Belastungsfläche ist:
(FMu,
dx2— d (tg9) = wdx, oder(13) — — w,

wo cf» den Neigungswinkel des auf eine wagerechte Schlusslinie bezogenen Seil
polygons bedeutet. Denn zwei aufeinanderfolgende Tangenten müssen auf 
einer Lothrechten im Abstande 1 von der Stelle (x) das Lasttheilchen wdx ab
schneiden.

Wird nun die Differentialgleichung

[t(/2 + i 6fof“) ]fo + fu 16 fofud2Mw 1
x (Z — x) PPdx2

zweimal integrirt, und werden die beiden Konstanten mittels der Bedingungen 
bestimmt

x = 0 und x — l muss liefern Mw — 0,
(deren eine auch durch die Forderung ersetzt werden darf, dass für x — \l der 

0 werden muss) so ergiebt sich:dMwWerth dx

(l*+i6 f°fu) (fp lo*- nat -- + - i)i—M,. = îpLk lX log. nat.
I l —n

*]•i —
— 8fofu Vl l

Für eine in den Abständen a und b von A bezw. B gelegene Last P er-
M«, \
¥ ):

Mwhält man jetzt (nach der Formel H — P-=-
ü Z — P

3 PI ( fp + fu) [Q2 + 16 fofu) «! - f,fu«o\ 
3 P ( fo2 + fu2) 4- 32 fo2fu2

H =
(14)

wo ax = -- (^-y- log. nat. — -f- “r na^- f) 1
4 \ t (l t O /

a b
;“!=8t t



0,1527
0,1619
0,1683
0,1720
0,1733

0.0496
0,0813
0,1057
0,1251
0,1406

Für den m Figur 206 dargestellten parabolischen Sichelträger ist z. B. 
f0 = 4,0m; fu = 2,5l — 20m, mithin

2184
299 299

und man erhält demnach für -j- = 0.1 0,2 0,3 0,4 0,5 die AVerthe

H = 0,50
welche sich von den vorhin berechneten:

17=0,53 
nur unwesentlich unterscheiden.

Für den von Temperaturänderungen parabelförmiger Bögen herrührenden 
Horizontalschub Ht findet man, indem man in Gleich. (10) den AYerth X 3z„,

39

/
0,89 0,970,75 1,01

0,77 0,91 0,99 1,02

j se°2 ß sec<! dx ersetzt, die einfache Formeldurch

3 P (f„ - fu)‘(15) Ht = tEFct 3 P (f„2 + fj) + 32 fPfJ

und beispielsweise für den Bogenträger in Fig. 206 (mit ££'— 240; t = 35°):
3 • 202 (4,0 — 2,5)2

Ht = 240 Fc 35 = 759 Fc Tonnen.3 • 20‘2 (4,02 -f 2,52) + 32 ■ 4,02 • 2,52
Vorhin ergab sich der hiervon nur wenig verschiedene AYerth H, = 733 Fc.

81. Bogenträger mit fast wagerechter oberer Gurtung. Zu
den am häufigsten ausgeführten Arten von Bogenträgern gehört der in 
Figur 210 dargestellte Träger mit annähernd oder genau wagerechter 
oberer Gurtung. Meistens wird die Höhe im Scheitel sehr klein ge
wählt, und es stellt sich dann heraus, dass die Querschnittsverhältnisse 
der dem Scheitel zunächst gelegenen Gurtstäbe von wesentlichem Ein
fluss auf die Ergebnisse sind. Die Gewichte iv der Knoten in der Nähe 
der Auflager spielen eine untergeordnete Rolle. Wir empfehlen bei 
Berechnung der //-Linie folgende Annahmen:

Zweiter Abschnitt. — § 7.206

Zur Erleichterung der Benutzung dieser Formel diene die folgende Tabelle, 
welche gestattet, zwischen Kämpfer und Scheitel 10 Punkte der //-Linie schnell 
festzulegen. Im Allgemeinen wird man diese Punkte durch eine krumme Linie 
verbinden und in diese ein Polygon beschreiben, dessen Ecken den Querträgern 
entsprechen.
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Man benutze die Gleichungen (4), ersetze die veränderlichen Glie

der sec3 ßm F, Fcund sec3 y durch die festen Werthe —— bezw.m-f1Fom Fu F0m-f 1
Fc

nehme die willkürliche Querscbnittsfläche Fc — F0 an und kürzeF ’
die w und 0 durch die (konstant gedachte) Feldweite Man erhält 
dann:

(Vm« + Vmo ~) und 0W = [y mu I y F01) J_

Fjh\
(16) wm = 2mo

wo für F0 : Fu das Verhält- 
niss der Querschnitte der 
oberen und unteren Gurtung 
in der Nähe des Scheitels 
einzusetzen ist.

Für den Knotenpunkt 0 
und für den Scheitel s hat 
man bezw. zu setzen:

//' >UmoUnuF'm

o

h

w
Fig. 210.

F, 1 F0(17) Wo = ~FTFu h0
22 ys F0 F02 y(18) (vgl. Formel 5).ws h\ Fu 5 *• h\ Fu

Der Einfluss einer Temperaturänderung ist:
s EFJt

(19) Ht=

Zahlenbeispiel. I. Für den schmiedeeisernen Bogenträger in Fig. 211 
erhält man mit F0:FU= 1 (ein Querschnittsverhältniss, für welches der Ver
fasse! in einer ganzen Reihe von Fällen recht befriedigende Ergebnisse er
zielt hat):

Fig. 211.
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0,9 + 3,0 0,9* + 3,0*0,88 Zy 2,224 z0 = 1,0002,1* 2,1*

1,6 + 3,0 1,6*+ 3,0*2,35 5,898w.2 1,4* 1,4*
4

ebenso m.’3 = 6,30; w4 = 15,00 
2 • 2,5

S2:», = 66,678^3 = 16,556; «4 = 41,000 
2 • 2,5*

(
schliesslich ivh 20,00 = 50,00*50,5* 0,5*

’5zm= 2 -66,678 + 50,000 — 183,356.
Die Momente des mit den Gewichten w belasteten Balkens À B' sind, 

wenn die Feldweite X = 1 gesetzt wird (vergl. das Zahlenbeispiel auf S. 214):
My = 34,53; M2 = 68,18; Ma = 99,48; Mi — 124.48; M5 = 134,48.

183,356Der durch X divkjirte Werth 'S zm ist = 91,678, und es ergiebt
2,0

sich daher:
34,53

„0-0,38, tf.-916-78 = 0,74;91,678
ebenso H3 = 1,09; Ä* = 1,36; AT6 = 1,47.

Ist die ständige Belastung g — 1,45* f. d. nu so ist die Belastung eines 
Knotens :

91 1,45 • 2,0 = 2,9'.
Der Horizontalschub in Folge des Eigengewichtes beträgt dann: 

Hg = gl [2 (Hy + Ą + Hb + H4) + H5] = 2,9 • 8,61 = 25,0*.

Der Einfluss einer Temperaturänderung um t = 35° ist: 
zEtlFo 240 • 35 • 20 • F„ 460 F0 (abgerundet).Ht = X ^2 Znl 2,0 • 183,356

II. Will man die Untersuchung für verschiedene Querschnittsverhältnisse 
Fo : FM durchführen, so berechne man (unter der Voraussetzung: X = 1) die

Momente Mm in Folge der Gewichte: wń — und die Momente Mm" in Folgehm1
h0° und bestimme Hm mittels der Formel:der wti% —

ft-*
F„Mm + M,"Fu

(20) II,n =
afc")

Für den Scheitel ist wi und wa" ==■ 0; zé — igs w' und z" = 0. Derh\
Einfluss von t ist:

zEtlFo(21) Ht
1**Zrn



11,111
25,000

0

20,29 14,24 Sar' =95,868
40,38 27,80
59,65 39,83 Sar" = 87,488
76.32 48,16
86.32 48,16

0,371 0.39 0,39 0,38 0,38
0,732 0,77 0,76 0,75 0,74
1,071,13 1,11

1,42 1,40
3 1,10 1,09

1,341,38 1.364
1,55 1,52 1.445 1,471,49

0
0,184
1.306
5,444

16,000
50,000

= 35° C. wird der Reilie nach (abgerundet):
Ht = 540 Fo\ 510 F o ; 480 F„; 160 Fa\ 440 F0\ 4f0 F0.

In der Nähe des Scheitels weichen also die //-Linien wesentlich von ein
ander ab. Den Einfluss dieser Unterschiede auf die Spannkräfte werden wir 
später besprechen. Yergl. No. 85.

Der Einfluss von t
i/

82. Bogenträger von nahezu unveränderlicher Höhe. Die in
den Figuren 212 und 213 dargestellten Bogenträger mit annähernd 
konstantem rm, welche häufig der Kürze wegen Parallelträger genannt 
werden, sind meistens so gebildet, dass die oberen und unteren Kno
tenpunkte in Kreisbögen mit 
gemeinsamem Mittelpunkte lie
gen. Bedeutet dann h den Un
terschied der beiden Kreishalb
messer, so darf man rm durch h 
ersetzen und, bei gleichen (oder 
annähernd gleichen) Feldweiten, 
die Formeln

ym Fq 
h\ Fm

.#■ J&-
v

Fig. 212.

Ti

x .... ;! w; z — ymwm\wm =
"WA

s EIFC Fig. 213.t12 zm
anwenden. Man vergl. die Begründung von (9) und (10). Kürzt man 
alle ic und 0 durch 1 : h2m und nimmt einen überall gleichen Gurt
querschnitt an, so erhält man sehr einfach:

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1. 14

Die nach Gleichung (20) berechneten Werthe Hm sind für verschiedene 
Verhältnisse F0 : F„ in der folgenden Tabelle zusammengestellt worden.

1,20,90,7 0,8 1,0 1,1m
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Man erhält:
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In den Formeln für Ht bedeutet Fc einen mittleren Gurtquerschnitt.
Die Gleichungen (22) liefern auch dann noch brauchbare Werthe, 

wenn die Trägerhöhe h sich vom Scheitel nach dem Kämpfer hin etwas 
ändert. In den Ausdruck für Ht muss dann ein Mittelwerth h einge
setzt werden.

Will man für die obere und untere Gurtung verschiedene mittlere 
Querschnitte F0 und Fu einführen, so wähle man Fc — F0 und setze 
für einen Knoten m der unteren und einen Knoten k der oberen Gur
tung bezw. :
(23) wm = ym; ztn = y2„l und wk = yk^r\ zh = y\

y*n * V m ? ---(22)

F0
Fu Fu

Für Parabelbögen lassen sich die gewonnenen Ergebnisse noch erheblich 
vereinfachen. Dazu nehmen wir mit Bezugnahme auf Fig.®214 an, es’ folgen 
die Gurtungen den Gesetzen:

ya — g -|- h0 bezw. 
yu — y — hu,

k- Pa wobei
..........b.........{.--------

4 fx (l — x)y =---- j2—-i ■
~y

die Gleichung einer Pa
rabel von der Pfeilhöhe 
f ist. Sodann ersetzen 
wir (ähnlich wie in 
No. 80) die Einzellasten 
w durch eine stetige Be
lastung, welche an der 
Stelle x die Höhe

fW
A1 —*■-T'X- 22

T

ST*\
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F„Fig. 214. W — y„ + y0

Fo
= y — hK + (y -f- h0) hat, und welcher dann die Momentengleichung tu

kfx (l — x) ('+*)d*Mw F„— h0 —----b huw —
dx2 v2 Fu

entspricht. Durch zweimalige Integration dieser Beziehung finden wir

«<• +£)+»(•f hu^x (l — x)h0Mw Fu
wobei die Konstanten mittels der Bedingung bestimmt werden, dass x = 0 
und x — l den Werth M — 0 liefern müssen. Das Moment Mw dividiren wir 
durch i

8 fH F0 + Fu(y-huY + (y + hoT^rAdx- 15 w, woFu
5 h0 Fo — hu Fu . 15 h\Fo + h\Fu 
2 f(F0 + Fu) + 8 P (F0 + Flt)(24) 6) = 1 -(-

T
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Der von einer Temperaturänderung t lierrührende Werth H ist: 
zEFolhH , d. i.Ht = 9Î

15 zEtlrF0Fu(25) Ht
8 p (Fo + Fu) w

Indem wir dann schliesslich x durch a ersetzen, çrhalten wir den Einfluss 
einer Einzelkraft P auf //:

3 Z2 h0 F0 — hu Fn(26) s=r*L = —bP a (l — a) [Z2 -f a (Z — a) -j- ]2 f F0 + Fu
Die nach Gleichung (26) aufgetragene //-Linie weicht so wenig von einer 

Parahel ab, dass der Gedanke nahe liegt, sie durch eine Parabel zu ersetzen, 
dass beide Linien mit der Nulllinie gleichgrosse Flächen einschliessen.so zwar 

Die Bedingung hierfür lautet: i
z2i p r__ ,J Mwdx

Tc3

und liefert für Z den Werth:
3 PI(27) Z = V, wo16 f

f(F0 + F„) -}- 1,25 (hoFo — KFU)(28) v = 15f(F0 + Fu) + 2,5 (hoFo — huFu) + iw (h\Fo + hPFu)
°T

Die Gleichung der parabelförmigen //-Linie ist:
3 Pab 
4/7 V;

sie liefert auch für flache Kreisbögen sehr zuverlässige Ergebnisse.
Für den in Fig. 212 dargestellten Fall ist li0 — h und 7i„ — 0. Man findet: 

f(F0 + Fu) + 1,25 hF0

(29) H

v =
f{F0 + Fu) + 2,5 hF0 ( 1 + 0,75 j ) 

15 zEtWFoFu
(30)

Ht =
8/'[7(*7o+ + 2,5 *2^1 + 0,75 y-)]

Setzt man einmal Fa — Fu, sodann F0 = 2F„. so erhält man, wenn f= 4h 
ist, v = 0,84 bezw. v = 0,81 und erkennt hieraus, dass das Querschnittsverhält- 
niss Fo : Fu in der Regel keinen wesentlichen Einfluss auf H haben wird. Mit 
der zulässigen Vereinfachung F0 = Fu gehen die Gleichungen (28) für den Träger 
in Fig. 212 über in:

8f+ bh
v =

8f+2,57>(4 + 3y-) 

1 bzEtWFc
(31)

HtFig. 212.
2/jV-f 2,5fc(4 + 3 y-)]

wo- jetzt Fc einen Mittelwerth der Querschnitte F0 und Fu bedeutet.*)

*) Maassgebend sind hauptsächlich die Querschnitte in der Nähe des Scheitels.
14*



Fig. 215.

m+f
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Fig. 216.

Für den zweiten wichtigen Sonderfall in Fig. 213 ergiebt sich mit 
F0 = Fu = Fc (wegen h0 = hu = h):

1 btEth'Fc'i1 und Ht —(32) v i 6f*15
1 + ^rFig. 213.

Der Verfasser empfehlt die Anivendung parabelförmiger H-Linien auf das 
dringendste. Vergl. des Verfassers: Theorie und Berechnung der eisernen Bogen
brücken, Berlin 1880, Seite 34.

32

Durch Mm aber ist die Spannkraft des dem Knoten m gegenüberliegen
den Gurtstabes bestimmt. So erhält man für die Gurtkräfte Ox und 
U2 in Fig. 198 die Werthe:

M2— und U2 — -f-Oi= —
ri r2

Soll die Spannkraft D in Fig. 215 aus der Momentengleichung 
für den Schnittpunkt i der Gurtkräfte U und 0 ermittelt werden, so 
findet man:
(34) M{ — DVi= 0 wo Mi = Moi — Hyi 
und Moi, das Angriffsmoment der links vom Schnitte t — t wirksamen 
lothrechten Kräfte A und P in Bezug auf den Punkt i bedeutet, während 
— Hyi den Einfluss von H' angiebt; r{ ist der Hebelarm von D.

b. Ermittlung der Spannkräfte.

83. Allgemeine Beziehungen. Nach Bestimmung des Horizontal
schubes H lässt sich das Angriffsmoment Mm für den Knotenpunkt m 
(Fig. 198) in der Form darstellen:

Mm = Mom — H' ym cos a = M((33) — Hymom
den Werth des Momentes für den Fall H — 0 bedeutet, d. i.wo M(

das Angriffsmoment für den Knoten m eines einfachen Balkens AB.
om

Zweiter Abschnitt. — § 7.212
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Bei Berechnung der Angriffsmomente und Spannkräfte für das 
Ständerfachwerk (Fig. 216) führen wir die Bezeichnungen ein:

M°m = Angriffsmoment für den oberen Knotenpunkt m 
,, ,, unterenMl = mJJ

und finden dann:
Ml(35) ; Um^ +Om = hm cos ßm K-\ cos ym

Die Spannkräfte in den Füllungsstäben kann man wie vorhin mittels 
der durch Formel (34) dargestellten Ritter’schen Momentengleichung be
stimmen, oder auch auf die folgende Weise:

Man führt durch Om, Dm, Um einen lothrechten Schnitt, setzt die 
Summe der links vom Schnitte wirkenden wagerechten Kräfte = 0, 
erhält dann zunächst

Dm cos -|- Om cos ßm -j- Um cos -f-11 = 0,
drückt nun 0 und U mittels Gleich. (35) aus und berücksichtigt schliess
lich, dass

M°m = Mum — Hhm
ist, weil sich beim Uebergange vom unteren zum oberen Knoten m nur 
der Einfluss von H auf das Moment ändert. Man gelangt dann zu 
der übersichtlichen Formelgruppe:

Ml ; Vm cos Y„, = -f-Om cos ß,„ =
A-i ’K ’

(36)
M°m _Ml-i _ Ml Ml_x 
hm hm.

Hiernach ist man z. B. im Stande, mit Hilfe der Einflusslinien für 
die Grössen: M” : h und M° : h sämmtliche Spannkräfte O, U, D zu 
bestimmen.

Auch die Spannkräfte in den Ständern lassen sich durch die Mo
mente Alu und M° ausdrücken. Greift die Belastung oben an, auf 
welchen Fall wir uns hier beschränken wollen, so folgt aus dem Gleich
gewicht der am unteren Knotenpunkte m angreifenden Kräfte:

Vm + Dm sin cpm + Um+x sin ym+1 — Um sin ym = 0, 
und aus dieser Bedingung erhält man, wenn man Dm, l/m+1 und Um 
mittels der Gleichungen 36 bestimmt und die Beziehungen

h m—1

I)m cos 9„, ==
K km- 1

h i
tg 9m + tg Ym = und tg 9„ + tg ym+1 = 

beachtet, die einfache Formel:
Àm

K hm-\ MlKyMlMl— 1 f m— 1(37) Vm =
Knkm—1 m— 1
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Darin bedeutet h'm_x die obere der Strecken, in welche hm__x durch 
die Verlängerung des Stabes Um+X zerlegt wird.

Auf ähnliche Weise können auch die Spannkräfte D des Streben
fachwerks dargestellt werden. Man denke sich die punktirten Ständer 
eingeschaltet, Fig. 217, und findet:

Mum_xM°m M°m_x M
Dm cos <pm =

hm—1hm hm_ hm
(38)

Mum_ iMl Mlvn - 1

hm—1
Werden in jedem Felde zwei sich kreuzende steife Diagonalen an

geordnet (Fig. 218), so ist die genaue Berechnung der Spannkräfte 
eine ausserordentlich mühsame Arbeit, weil 
ausser H noch in jedem Felde eine statisch 
nicht bestimmbare Grosse, nämlich die Spann
kraft in einer der beiden Diagonalen, auftritt. 
Wir begnügen uns deshalb hier mit einem An
näherungsverfahren. *)

Es bedeuten: D die Spannkraft, d die 
Länge und F den Querschnitt der linksstei-

m—2D COS ©OT_„!m—l hh„,_2h,„ m—1—2

ni
mL.

m

üJ37^f Tn
nt /

m-Z

Fig. 217.

"yCW
F

\y0 /F

3_y---
A

! B‘

Kg. 218. Fig. 219.

genden und T> , d', F' die entsprechenden Werthe der rechtssteigenden 
Diagonale irgend eines Feldes, ferner seien für die übrigen Stablängen 
und die Winkel die in der Fig. 219 angegebenen Bezeichnungen ge
wählt. Auf die Aenderung A y der Winkel y haben die Längenände-

*) Das genauere Verfahren findet sich in: Müller-Breslau, Theorie 
Berechnung der eisernen Bogenbrücken (Berlin 1880) Seite 72. Eine nachträg
liche schärfere Berechnung, die allerdings wesentlich mühsamer ist, dürfte 
meistens nicht zu entbehren sein. Mit Rücksicht hierauf ist die Anordnung des 
Gitterwerks nach Fig. 218 wenig zu empfehlen.

und

Zweiter Abschnitt. — § 7.214
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rungen Ad und Àd' einen hervorragenden Einfluss, und es sei deshalb 
aus der Gleichung

d2 = s’l -(- n\ — 2s0nx cos yx, 
unter Vernachlässigung von As0, Anx die Beziehung'

2d Ad = 2s0n1 sin yx Ayx
gebildet und hieraus (und auf ähnliche Weise) sei erhalten:

d' Ad' d' Ad'd Ad dAdAji = ; Ay3; ^y2 ; Ay4=s0n1sinj1 sunx siny2 suw2siny3 s0w2sin y4
Da nun die Summe der Viereckswinkel y1, y2, y3, y4 auch nach 

der Formänderung = 360° ist, so ergiebt sich Ayx -j- Ay2 -f- Ay3 
-|- A y4 = 0 und hieraus folgt dann : 

sun2 sin y3 -\- s0nx sin yx s0n2 sin y4 -f- sun1 sin y2 
sin y2 sin y4 ’

oder, da der Inhalt des Vierecks sowohl = \ (sun2 sin y3 -f- s0n1 sin y4) 
wie auch = ^ (s0n2 sin y4 -f~ sunx sin y2) gesetzt werden darf,

d' sin yx sin y3

d' Ad'dAd
sin yx sin y3

Ad
Ad' d sin y2 sin y4

D'd'Dd
und Ad' — -—Nach Einführung von Ad = ergiebt sich

EF'EF
F sin yx sin y3 • 

d2 F' sin y2 sin y3
und, wenn s0 ]| su ist, wenn also sin yx = sin y2 und sin y3 = sin y4 ist,

d^2 _F^ 
h2 ~Fr‘

Man nehme (wenigstens bei der ersten Berechnung) F = F' an, 
und benutze die vorstehende Gleichung auch dann, wenn s„ und su nur 
annähernd parallel sind.

Werden nun, vom Kreuzungspunkte J der Diagonalen aus, auf 
diesen die Strecken JC und JE (Fig. 218) so angetragen, dass 
JC : JE = d'2F : d2F' ist, und wird das Parallelogramm JF gezeich
net, so giebt JF die Richtung der Mittelkraft S) aus den Spannkräften 
D und D' an. Sind o und u die Schnittpunkte der Geraden JF mit 
den Gurtungen, ferner M0 und Mu die für die Punkte o und u be
rechneten Angriffsmomente, so ergeben sich die Spannkräfte für die 
Gurtungen:

d'2D
D'

D
(39) D‘

M0Mu0 =------ — und U = +(40)
rar»

wenn r0 das Loth von Punkt o auf die untere Gurtung und ru das 
Loth von u auf die obere Gurtung bedeutet.
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Die Spannkräfte D und 1)' werden durch Zerlegung von ü£) ge
funden, und bei Berechnung von 2) verfährt man genau so, als be
finde sich in dem fraglichen Felde nur eine die Punkte o und u ver
bindende Diagonale.

Behufs Ermittlung der //-Linie nach No. 7 7 werden den Punkten

zugeschrie-
®o|/m ^ c

ben, ferner die Werthe z0 — w0y0\ zu — wuyu. Die Berechnung von 
Ht erfolgt dann nach Gleichung 7. In der Regel sind die in No. 82 
angeführten Vereinfachungen w0 = y0 und wu — yu zulässig oder — 
was noch mehr zu empfehlen ist 
//-Linie.

Suj/o K
o und u die Gewichte w0 = —— und iou =

rl Fu

die Benutzung der para bei förmigen

Zur Bestimmung der Grenzwerthe der Spannkräfte bedient man 
sich im Allgemeinen am zweckmässigsten der Einflusslinien.

84. Einflusslinien für die Angriffsmomente und Spannkräfte. 
Die Einflussfläche für das Angriffsmoment

( Mom )(41) — //Mm = M, Hym y »io m
y tn

ergiebt sich — wenn ym als Mul
tiplikator angesehen wird*) —- 
als der Unterschied der (Mom:ym)- 
Fläche und der //-Fläche. Nach 
Aufzeichnung der //-LinieA'Sß' 
(Fig. 220) trage man auf der 
Lothrechten durch A die Strecke

= 1 ab**),
y,n

binde A" und ß' durch eine 
Gerade, bestimme auf dieser 
senkrecht unter m den Punkt 
rn und ziehe A'm. Die schraf- 
firte Fläche ist dann die Ein
flussfläche für !/„,***); sie ge
stattet die Berechnung der

St
%Vk......  P........ •?,-

4i> ••••• >°

7i \P-T
iV<

ver--v
hll'A'>

ft]

Fig. 220.

*) Vergl. Seite 174. Wir werden die Multiplikatoren der Einflussflächen 
mit fr bezeichnen und stets an die betreffenden Flächen setzen.

**) Die zeichnerische Bestimmung von 1 • —- ist in der Figur 220 ange-
y*n

deutet worden. Der Verfasser zieht die Berechnung vor.
***) Wäre A'A" — 1 • xm-, so wäre das Dreieck Äni B' nach Band I, S. 134, 

die Einflussfläche für das Moment Mam.
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Grenz wer the M,n und minMm in der Form:

= |x(SPYi+y (P — £) + #>)

Mm = — — P) + H,).

wobei ^Pv\, 2iPvj, F und F die auf Seite 18B erklärte Bedeutung 
+ ~

haben; dort ist auch gezeigt, dass man im Falle gleich langer Felder 
auch setzen darf:

max

Mm =

min

?>
Figur 220 setzt voraus, dass m der oberen Gurtung angehört und 

die Belastung oben angreift. Ist m ein Knoten der unbelasteten Gur
tung (Fig. 221), so beachte man, dass jedem Felde F1F2 eine gerade 
Einflusslinie Lx L2 entsprechen muss.

Durch die Momente Mm 
sind die Spannkräfte in den 
Gurtungen bestimmt.

Bei Untersuchung eines 
Füllungsstabes gehen wir, mit 
Bezugnahme auf Fig. 215, von 
der für jeden Neigungswinkel 
des Stabes gültigen Gleichung %
Ph'i — + Mi aus und ermitteln 
zunächst die Einflussfläche für 
Mi = Moi — Hiji. Nach Auf- 
Zeichnung der //-Linie machen

wir A'A" = 1 •

P
V

!
’m,

Xm
; : i

fr$
m ZMncFlächc//u.-yn

Xi
Fig. 222,

Vi Fig. 221.
ziehen die Gerade A"j/, be
stimmen auf dieser senkrecht unter i den Punkt Ï, verbinden i und 
A' und tragen schliesslich die dem Felde FXF2 entsprechende Gerade 
LjL2 ein. Fassen wir jetzt die in Fig. 222 schraffirte Fläche als Ein
flussfläche für die Spannkraft D auf, so ist der Multiplikator derselben

P* = —r,

Die Einflussflächen für D und M( haben gleiche oder entgegenge
setzte Vorzeichen, je nachdem die Spannkraft D in Fig. 215 links oder 
rechts um i dreht. Bei Feststellung dieser Vorzeichen schlage man 
zur Vermeidung von Irrthümern folgenden Weg ein. Man nehme eine



Fig. 225.

rechts von F2 gelegene Last P an, und setze zunächst H— 0, be
trachte also den Träger als einfachen Balken. Am linken Auflager

greift dann nur A = P an, und man erhält aus der Gleichung
/

r~ ~x£i
F.nX Pf,oJA

V

TT
‘-V- BAr, , , .

6t-------

!
*ü FAR

7
HA I; V

a: pH;x\ A' I
lii R=ïUnie 

JJ- Flüche
R" 4

'i JF' R=FldcÂe/U~^.
V4
4Ai

Fig 222. Fig. 223.

K \P
PL

W
-- A -JÉ.J

ri W----y-—-i

B'A'*

4
D=Flâehe/a-^r

A“
r

Fig. 224.
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A X.; — D y\ = 0 mit P = 1 den Werth : 

D = A — = -{- 1 6 **' b
— = H- • 1l LVi Ti
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wo v\0 die unter P gemessene Ordinate der Geraden BA " bedeutet. 
Für den Einfluss von H'— H sec a hat man nun: Hyi -j- Drt — 0, 
woraus D — — [jiH, weshalb sich im Ganzen

ergiebt, woraus für den vorliegenden Fall folgt: dass D positiv ist, so 
lange rlo^> H ist. Erwägt man übrigens, dass die Gerade B'A" die 
mit : iji multiplicirte H-Linie ist, so braucht man zur Entscheidung 
der Vorzeichenfrage nur den Einfluss von A und H' — H sec a zu 
prüfen. So findet man in dem in Fig. 223 dargestellten Falle, dass 
A sowohl wie H eine Zugkraft D hervorbringen, und folgert dann, dass 
die Ordinaten der Geraden B A" zu denjenigen der Pf-Linie zu fügen 
sind, und dass die Einflussfläche rechts von F2 positiv ist. Auf die
selbe Weise prüfe man die Figuren 224 und 225.

Bislang haben wir vorausgesetzt, dass der Punkt i auf dem Zeichen
blatte liegt. Fällt er über dasselbe hinaus, so lässt sich der zur Fest
legung der Geraden B'A" dienende Werth x{ : yu sowie der Multipli
kator [X = y{ : rf wie folgt ermitteln. Man verlängere die Gurtstäbe 0 
und U (Fig. 226) und ziehe an beliebiger Stelle eine Gerade ST pa
rallel zu dem links an den fraglichen Füllungsstab D sich anschliessen
den Wandgliede FtF'. Hierauf lege man durch S und T Parallelen 
zu ÀI\ und AF', bestimme deren Schnittpunkt i0 und messe die in 
der Fig. 226 mit ?],•, pf bezeichneten Strecken. pf bedeutet das Loth 
von S auf den Stab B. Man erhält dann:

= FmilL=lL.Xi
•*)<\U rt 9* FS ...

FO-Der Punkt i liegt in der 
Geraden Ai0, was bei der 
Vorzeichenbestimmung 
beachten ist.

Auf ähnliche Weise Hesse 
sich auch die von der Ge
raden A B" (Fig. 222) auf 
der Lothrechten durch B ab-

Xigeschnittene Strecke 1 • —-
Vi

ermitteln, doch ist dies nicht nöthig, da man die Gerade A B ' schneller 
auf andere Weise bestimmen kann. Man muss nur daran denken, dass 
der Geradenzug A L1L.2B' die Einflusslinie für die Spannkraft D des 
einfachen Balkens AB ist.

In Fig. 227 ist beispielsweise die D-Fläche eines rechtssteigenden

i
zu

/
0-

%5*
*1.-yA

J
Fig. 226.
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zweitens durch Ermittlung der Strecke L2 T, welche die Geraden 
B'A" und A B" auf der Senkrechten durch den der belasteten Gur
tung angehörenden Endpunkt F2 des Stabes D abschneidet. Wir wiesen 
früher das Gesetz nach: Zerlegt man P — 1 nach den Richtungen von 
0 und D und ist die zu D parallele Seitenkraft = [D], so ist L2 T 
— [D], vorausgesetzt, dass die Einflussfläche den Multiplikator 1 hat**).

*) Die //-Linie wollen wir stets nach unten liegend zeichnen.
**) Yergl. Band I, § 30.

Zweiter Abschnitt. — § 7.220

Füllungsstabes dargestellt worden. Punkt i liege ausserhalb des Blattes; 
daher wurde x{ : «/,• = ^ : Yjf gefunden. Die Hilfslinien zur Ermittlung 
von i0 sind wieder ausgelöscht worden. i0 ergab sich oberhalb der Ge
raden AB, und es liegt daher auch i oberhalb AB. Die Kräfte A

und H' = H sec a erzeugen in D Drücke, weshalb A'A" — 1 nach
Vi

oben aufgetragen wurde.*) Zur Festlegung der Geraden L2Ll un<^ 
A'Lt wurden zwei Verfahren angewandt, erstens die Bestimmung 
des Nullpunktes N auf dem im I. Bande, § 30, gezeigten Wege,
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y.
Da nun im vorliegenden Falle ein Multiplikator (X = 1 eingeführt ist,

1 rtso muss P= 1 ersetzt werden durch — = 1 • An die Stelle von
!-»- y*

[D] tritt jetzt der in Fig. 227 gefundene Werth Z. Die zweite Be
stimmungsart der Geraden A'L1 und L2L1 verdient natürlich den Vorzug.

~77FFerner ist zu beachten, dass die Strecke A A
Vi yt

ist, wo Da den absoluten Werth der von einem Stützenwiderstande 
A — 1 im fraglichen Wandgliede erzeugten Spannkraft bedeutet, und

ebenso lässt sich B'B" = DB—^— aus der durch B = 1 hervorgerufeneny<
v •

Spannkraft 1)B berechnen, während schliesslich 1 = DH gleich dem

absoluten Werthe der Spannkraft in Folge einer in A angreifenden, von 
A nach B gerichteten Belastung 1 sec a ist. Hiernach kann man den 
Linienzug A'L1L2B' mit Hilfe von zweien der drei Strecken: A A" 
= DA : Dh, B'B = DB : DH und Z bestimmen.*)

Die Benutzung der Spannkräfte DA, DB, DH liefert wohl die über
sichtlichsten und schärfsten Zeichnungen, vorausgesetzt, dass man die 
geringe Mühe nicht scheut, diese Werthe durch Rechnung zu bestimmen. 
Man gehe dann von den Gleichungen (36) und (38) aus.

Als Beispiel sei hier die 
Ermittlung der Da, Db,
Dh für den auf S. 201 dar
gestellten Sichelträger mit- 
getheilt; denn gerade für 
diese Träger ist das frag
liche Verfahren besonders 
am Platze. Durch die un
teren Knotenpunkte 1', 3',
5', T, ... . wurden senk
rechte Geraden gezogen, 
welche die obere Gurtung 
in 1, 3, 5, 7, . . . schneiden**). Aus den Angriffsmomenten Mx, AT2, Ma, M4, M&, ... 
findet man dann für jeden Belastungszustand für eine linkssteigende Diagonale:

v- x.
ri - VTKV5<..... 7 IN,

9'
‘A

/
i' JfA^w a » o

Fig. 228.

*) Vergl. auch Band I, § 30; dort wurden die DA und Db mit D' bezw. D”
bezeichnet.

. **) Der bequemeren Schreibweise der Momente wegen ist die Bezeichnung 
der unteren Knotenpunkte anders gewählt wie in Fig. 206.



0.245
0,565
0.725
0,985
1,085
1,285
1,325
1,465
1,445
1,525

0,72 4,082
3,540
4,138
4,061
4.608
4,669
5,283
5,461
6,228
6.557

1,44
2,00
2,56
2,96
3,36
3,60
3,84
3,92
4,00

Einfluss von

A — 1 B = 1 H— 1

+ 45,692
— 8.410 
+ 7,204
— 2,419 
+ 2,930
— 1,084 
4- 1,620
— 0,579 
+ 1.055

+ 0,542 
+ 0,598 
+ 0,077 
+ 0,547 
— 0,061 
+ 0,614
— 0,178 
+ 0,767
— 0,329

— 0,390
— 0.210 
— 0,160
— 0,129
— 0.113
— 0,102
— 0,096
— 0,092
— 0,090

A cos cp2 — 

A cos % =
A COS 94 =
A cos 9s = 
A cos 9s = 
A cos 97 = 
Dq cos 98 — 
A cos 99 — 
Ao cos 9io —■

Mit Hilfe dieser Werthe lassen sich die Einflusslinien für die Spannkräfte 
D oder — was zweckmässiger ist — für die D cos 9 sehr schnell auf tragen.

Zweiter Abschnitt. — § 7.222

A«-i)
htn hm — 1

und für eine rechtssteigende Diagonale:
jl/(m — 1 )
hm -1

Den Zuständen A = 1, B — 1, H= 1, entsprechen nun für den Knoten m 
der Reihe nach die Werthe:

Mm = 1 • Xm , Mm — 1 • x rn, M,„ — --  1 • ym
so^dass man z. B. für J>8 und A die Gleichungen erhält:

Einfluss von A = 1 ; D5 cos 95 = --- ------ D< cos 94 == --------------- — ;
% r?4 % "4

__ . t X 5 X ± X % X i” „ B=1;CSC0S«P. = ._-— ;ĄcoS?ł = — - — ■

„ H = D6cos(fb — -j^------ I>4coscp. ---------------

Die Ergebnisse der Rechnung sind in den folgenden Tabellen zusammen
gestellt worden.

M,M„ Mtz. B. A cos 9s =Dm COS 9m h-5 h4

Mm Ms _ A
h Kz. B. A cos 94 —Dm cos 9m

lim

11 Äj

XmXm = l-- Xm TimXm Vntm Tim Ti-m Tim

to
 to tO tO

 to
 

<1
 G

i ^1
 Ci

 Ö* -<1 Ö
* C

O
 

O
SO

JM
-s

JO
io

oC
CO

CD
CO

O
G

O
O

O
^lO

O
-H

rH
N

t- 
^oo^^c^co 00 00 

-h 
^

*>- tH
CO CcTco'Ö

'oi'ocTt̂
'cO 

CO (M H H H
CO iOO

O
O

O
O

O
O

O
O

O

O
 _0O —4 

02
 Ol

 Jf
*.

 CO
 tC

 M-
"o

~&
 o

 ö
 ö

To
'o

'o
'o

'o

■H
N

eO
rjtO

tO
l-O

O
O

O



£ s
£T= Linie

Deos faPla-ckc/yd - O, 036

V1’92 hT^U*
16.=3,10

mm~dJ

wjł; ht
i

'■£ I i (b)>1,86* t%F

Der Bogen mit zwei Gelenken. 223

Fig. 229b zeigt die /)8 cos <p8-Fläche. Die Einflüsse von À und H haben gleiche
__ ___ Q J7Û

Vorzeichen und es wurde daher A'A" = 1—------
0,096

setzten Seite der //-Fläche abgetragen, damit sich die Einflüsse von A und H
1,620 
0,096

= 16,88 festgelegt werden, da dies zu viel Platz erfordert hätte, sondern wurde 
bestimmt mit Hilfe von FLX — xs8 • 16,88 = 5,06. Der Multiplikator der ge
zeichneten Einflussfläche ist p. = 0,096.

1,85 auf der entgegenge-

summiren. Die Gerade Â B" konnte nicht mittels der Strecke Br B"

ff AçA
ff A ff> 1 ff A ff A ff A ffA

y> r
(a;.>■>V io

16

!8Ą, /\: 250

Fig. 229.

Wir wollen an der vorliegenden Figur noch die Berechnung der Spann
kräfte in Folge einer gleichförmigen Belastung erläutern und nehmen zu diesem 
Zwecke eine ständige Belastung g — 1.45* f. d. m. der Stützweite und eine 
bewegliche^/) — 2,6* an. Die Knotenlasten sind dann: gl = 1,45 • 2,0 — 2,9( 
und pl = 2,6 2,0 = 5,2/ Um maxDs zu erhalten werden, die Knoten rechts 
von Z>8 nur mit gl belastet, die Knoten links davon mit ql = (g = 8,1/
Man misst nun:

Ś = Y52 + t)4 + Yle=7,92; 2 'Oio + 'Ois + hu *f" "Die “h "bis = 9)10
+

€Aß
m

3^
lX

=
\

ff



Zweiter Abschnitt. — § 7.224

und erhält:
D8 cos <p8 = n — ^XSp = 0,096 (8,1 • 7,92 — 2,9 • 9,10) = + 3,6h

Vertauscht man g und q, so findet man: 
minies cos <pg = p. (gX'Z — ql2^ = 0,096 (2,9 • 7,92 — 8,1 ■ 9,10) = — 4,9*.

Zu diesen AVerthen tritt noch in Folge Erwärmung bezw. Abkühlung

max

Z>8 cos 9 8 = + p, Ht.**)
In den vorstehenden Untersuchungen wurden sämmtliche Einflussflächen 

aus derselben //-Linie mittels Ziehen weniger Geraden abgeleitet. Dieses ein
fache Verfahren führt bei den Gurtstäben stets zum Ziele, versagt aber zu
weilen bei Berechnung der Spannkräfte in den Wandgliedern; denn hier kann 
es bei sehr nahe an der Geraden AB liegenden Punkten i Vorkommen, dass 
die AVerthe Xi : yi (bezieh. Da'-Dh), welche bei endlichem xt mit yt = 0 un
endlich werden, sehr gross ausfallen, und dass infolgedessen die fraglichen 
Einflussflächen zu viel Platz beanspruchen. Das Herausziehen eines Multipli
kators muss dann unterbleiben; die Einflussfläche ist zunächst für H= 0 auf
zutragen, und hierauf muss der Einfluss von H mit Berücksichtigung der 
Vorzeichen hinzugefügt werden. In dem zuletzt durchgeführten Beispiele
(Fig. 229) würde man also ÄA" = 0,178 |statt j und FL1 = —^ • 1,62

Utt -L. Ä
\ 10 0,096 / machen, und schliesslich würde man die //-Linie durch die

(0,096 //)-Linie ersetzen, wobei die Multiplikation der Ordinaten ZZ mit 0,096 
nach Seite 174 am übersichtlichsten mit Hilfe eines AVinkels, dessen Tangente 
= 0,096 ist, ausgeführt wird.

Der Arerfasser pflegt dieser letzteren Darstellungsweise nach Möglichkeit 
aus dem Wege zu gehen, indem er gleich von vornherein die //-Linie nach zwei 
verschiedenen Maassstäben (unter Umständen auch noch nach einem dritten 
sehr kleinen Alaassstabe) aufträgt und dann die grössere //-Linie zur Unter
suchung aller Gurtstäbe benutzt, die kleinere zur Berechnung der Füllungs
glieder. Nur bei den AVandgliedern von Sichelträgern sind diese Maassregeln 
zuweilen fruchtlos.

Bezüglich der Einführung wagerechter Nullachsen, sowie der übersicht
lichen Zusammenstellung der Einflussflächen und der Ergebnisse der Rechnung 
verweisen wir auf No. 73.

c. Vollständiges Zahlenbeispiel. Berechnung einer Eisenbahnbrücke mit Bogenträgern.

(Tafel 3 und 4.)

85. Eine eingleisige Eisenbahnbrücke soll zwei Hauptträger mit den in 
Fig. 230 auf Tafel 3 angegebenen Längenabmessungen erhalten. Die Knoten-

*) Vergl. Seite 184. Genauer ist D cos cp = p. (qF — gFy, doch ist

der oben angegebene AVeg schneller zum Ziele führend und sein Ergebniss ge
nügend scharf.

**) Wie man IIt in die Rechnung einführt, darüber giebt das in No. 85 
behandelte vollständige Zahlenbeispiel Auskunft.^

max
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pnnkte der unteren Gurtungen liegen auf einer Parabel; die obere Gurtung 
ist wagerecht. Das Gewicht der nach Fig. 231 angeordneten Brückenbahn 
beträgt 700l!,J f. d. Meter Gleis und das 
Gewicht der beiden Hauptträger und des 
Querverbandes wird
mit 150 + 30Z = 150 + 30-20= 750*» in 
Rechnung gestellt. Es ist dann für jeden 
Hauptträger g = £ (700 -j- 750)**, mithin die 
ständige Belastung eines Trägerfeldes: 
g\ = 1450** — 1,45*. Die Raddrücke und 
Radstände der Fahrzeuge sind in Fig. 242 
(Tafel 3) angegeben worden. — Gesucht 
sind die Spannkräfte und Querschnittsab
messungen des Hauptträgers.

-V°-~—4
k... t*--- >j

4r i__

Fig. 231.

1. Die H-Linie des vorliegenden Trägers wurde bereits in No. 81 (Seite 207, 
Fig. 211) berechnet. Das Querschnittsverhältniss F„ '• Fu ist gleich 1 gewählt ; 
demselben entsprechen die in Fig. 240 eingeschriebenen Werthe H.

2. Die Spannkräfte Sg in Folge der ständigen Belastung wurden, nach 
Berechnung von 77^—12,5**) in Fig. 232 mittels eines Cremona’sehen Kräfte
planes bestimmt und hierauf in die Fig. 233 eingetragen.

3. Die Spannkräfte SP in Folge der beweglichen Belastung sind mit Hilfe 
von Einflusslinien nach dem in No. 84 gelehrten Verfahren bestimmt worden. 
Dabei waren einige Vereinfachungen möglich, die sich aus der gewählten Träger
form ergeben.

Liegt in Fig. 221 der Punkt m der unteren Gurtung auf einer Parabel 
4fxmXm so erhält man für den Abstand des Punktesvon der Gleichung yn}

m von der Geraden Ä B' den Ausdruck : A'A" • — 1i y m l
es ist daher der Ort von m eine zu A' B' parallele Gerade. Im vorliegenden 

Falle ist 1 = 20m und f= 2,5m, mithin 2,0*, und durch diesen 'Werth sind

sämmtliche 0-Flächen bestimmt; vergl. Fig. 240, in der die ö3-Fläche durch 
Schraffirung hervorgehoben ist, und welche die Ordinaten der auf wagerechte 
Nulllinien bezogenen O-Flächen liefert.

Fig. 241 enthält die Darstellung der Einflussflächen für Z72, U3, kr4, Us. 
Behufs Ermittlung der (schraffirten) U5 - Fläche wurde A4" gleich dem für 
den oberen Knotenpunkt 4 berechneten Werthe x4 : y04 = x4 : h0 — f* gemacht, 
sodann auf der Geraden 4" B der Punkt 4' lothrecht unter 4 bestimmt und 
die Gerade A4' gezogen. Da nun y0 den festen Werth h0 besitzt und die 
Trägerfelder gleich lang sind, so zerlegen die den Knotenpunkten 1, 2, 3 ent
sprechenden Punkte 1", 2", 3" die Strecke A4" in gleiche Theile**), und damit 
sind die Einflussflächen für U2, Us, U4 bestimmt. Für den ersten Stab der unteren

P
l

I4lind

*) Vergl. Seite 208; dort wurde für ^X = 2,90* der Werth Hg — 25,0* ge
funden.

.**) Hieraus folgt, dass die Punkte 1', 2', 3', 4' auf einer Parabel liegen,
/deren Pfeil = 1 —— ist.4 h0

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1. 15



Fig. 234.

Nach Aufzeichnung der Einflussflächen wurden auf den Tafeln 3 und 4 
die gefährlichsten Zugstellungen durch Probiren bestimmt und die denselben 
entsprechenden AVerthe 'S Pr, und SPiq ermittelt; letztere sind nebst den Multi-

+
plikatoren auf den Tafeln angegeben. Die Multiplikation der Ordinaten y] mit 
den P ist mit Hilfe von Maassstäben ausgeführt worden. So wurde z. B. auf 
Tafel 3 die FT-Linie im Maassstabe P = 25 aufgetragen und hierauf wurden

*) Wir heben noch hervor, dass sich die Po-Fläche, wegen V0 — A — 
iPtgył = tgY1 (A cotg Yi — H), auch als den Unterschied der A cotg yj- Fläche 
und der //-Fläche deuten lässt. Der Multiplikator ist = 1 tg y4 = 3,0 : 6,67 = 
0,45. Die A cotg yi-Fläche ist ein Dreieck AAa P, welches bestimmt ist durch 
AAi— 1 cotg y, — 6,67 : 3,0 = 2,22.

Zweiter Abschnitt. — § 7.226

Gurtung erhält man Ux — Hsec y4 = 1,097 II und, da die in Fig. 240 oberhalb 
der II-Linie eingezeichnete Laststellung den Horizontalschub Hp = 'S Py; = 43,2* 
erzeugt, Ulp = 1,097 • 43,2 = 47,4*.

Die Ermittlung der Spannkräfte in den Füllungsstäben wird durch den 
Umstand vereinfacht, dass sich die Gurtstäbe Om-\ und Um in demselben 
Punkte i schneiden wie Om und Um. Hat man also in Fig. 234 die 7)4-Fläche 
mit Hilfe von AA^ — xn'.ho als den Unterschied der von Geraden begrenzten 
Fläche AL1L.,BA und der Pf-Fläche erhalten, so findet man die F3-Fläche 
(indem man Ll L2 durch L'L" ersetzt) als den Unterschied der Fläche AL' L" B A 
und der //-Fläche. Links von F0 und rechts von I\ stimmen also die Einfluss
flächen für Di und V3 überein; die Vorzeichen sind jedoch entgegengesetzte, 
auch sind die Multiplikatoren verschieden, nämlich p. = h0 : r4 für die J94-Fläche 
und p. — ~h0 : (a?<4 — x3) für die Vs-Fläche. Es liefert also die Fig. 244, welche 
die auf die //-Linie als gebrochene Nullachse bezogenen D-Flächen enthält, auch 
sämmtliche F-Flächen *).
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die den Raddrücken 6,5* und 4,5* entsprechenden Ordinaten der Einflusslinien 
mit den Maassstäben 6,5* = 25””'' bezw. 4,5* — 25mm gemessen. Eür die Füllungs- 
stäbe wurden auf Tafel 4 kleinere Maassstäbe gewählt.

Die Berechnung der von der beweglichen Belastung herrührenden Spann
kräfte SP erfolgte nach den Formeln:

Sp   p. 2 PY], min Sp--- p. 2 Py].ntax +
Die Ergebnisse wurden in Fig. 236 zusammengestellt.

4. Einfluss der Temperaturänderung. Ausser den Spannkräften Sg und 
SP entstehen in Folge einer (hier gleichmässig vorausgesetzten) Aenderung der 
Aufstellungstemperatur um t° noch Spannkräfte St, deren absolute Werth e

St —g. Ht
sind. Hinsichtlich der Yorzeichen ist zu beachten, dass ein positives Ht in der 
oberen Gurtung und in den Vertikalen Zugspannungen, in den übrigen Stäben 
Druckspannungen erzeugt. Wird t — + 35° C. angenommen, so ist (nach Seite 208) 
abgerundet Ht — ± 460 F0. wo für F0 zur Sicherheit der grösste Obergurtquer
schnitt (der immer einem der mittelsten Felder angehören wird) gesetzt werden 
soll; derselbe wird wie folgt berechnet.

Die obere Gurtung wird vorwiegend auf Druck beansprucht. Ist also <j 
die zulässige Spannung, so muss sein:

— oFo — min 0 = — pl2Py) + Og-\- Ot = — p-SPy; -\-Og — P.Ht

= — p. 'S Pf] + Og — p. 460 Fo

und hieraus folgt:
p. S Pr) — Og

F0 = a — 460 p.
Für das 5. Feld ist p. = 5,0, SPy> = 8,9, Og- — 10,0 mithin, wenn a = 700*» f.

d. qcm — 7000* f. d. qm gestattet wird,
5,0 • 8,9 + 10,0 
7000 — 460 • 5,0

- r= 0,0116 qm.F0

Für das 4. Feld ergiebt sich:
Fo _ 4,0 ■ 10,5 + 8,0 0,0097 <0,0116

7000 — 460 • 4,0
und man findet daher

— + 460 • 0,0116 — + 5,3* und St = ± 5,3 p..Ht = ± 460 Fo max

Die niernach berechneten Spannkräfte St sind in die Fig. 235 eingetragen 
worden; die oberen Yorzeichen gelten für den Fall einer Zunahme der Tem
peratur.

5. Die Gesammtspannkräfte, welche durch Zusammenzählung der Ein
flüsse der ständigen und beweglichen Belastung, sowie der Temperaturänderung 
erhalten werden, sind in die Fig. 237 eingeschrieben worden.

6. Ueber die gewählten Stabquerschnitte und die grössten Beanspruchun-
Zu derselben ist zu bemerken,gen giebt die folgende Tabelle Aufschluss, 

dass die untere Gurtung in der Nähe des Scheitels denselben Querschnitt er
halten hat wie die obere Gurtung, damit die in die Rechnung eingeführte 
Annahme F9 :F„— 1 erfüllt werde. Bei den vorzugsweise auf Druck bean-

15*



39 000^ 
29 000 
27 000 
21 000

580^ f. d. qcm.74 qcm. 
54 „
43 „
37 „

14-14-1,4 cm. 
11-11-1,3 „ 

9-9-1,3 „ 
9-9-1,1 „

600 „ „ 
720 „ „
650 „ . ii u

Vertikalen. ( | i = Querschnitt.)
Winkeleisensorte durchweg 7,5 -7,5 -1,2; F =33 qcm; S = 21 000^

21^° = 640*» f- d. qcm.
33

Die Knickfestigkeit der gedrückten Stähe wird am besten mittels der Eulerschen 
Fonnel heurtheilt. Hiernach soll das kleinste Trägheitsmoment J des Querschnitts 
bei 5fâcher Sicherheit mindestens sein:

5 Ss2

a =

5 Ss2

10-2 000000
wo s die Stablänge in cm. bedeutet. Für die erste Diagonale ist z. B. erforderlich:

5•10000-2902 
10 • 2000000

hingegen vorhanden: J— 2 • 139,7 = 279,4. Auf dieselbe Weise überzeugt man 
sich, dass auch die übrigen Stäbe genügende Sicherheit gegen Knicken bieten.

= 210,J =

*) d = Nietdurchmesser = 2,2 cm.] 8 = Eisenstärke = 1,4, 1,3 und
1.1 cm.

G

l\0kg 1 d. qcm.
660 „ „
640 „ „

p = Querschnitt, jUntere Gurtung.

81000*»
50000
30000

114 qcm. 
76 „ 
47 „

Grösste Spann
kraft S

Inhalt des vollen 
Querschnittes F

Winkeleisen
sorteFeld

66000*» 580*» f. d. qcm.
67000

5 u. 4 10-15-1,2 cm.
3, 2 u. 1 10-10-1,3 „

114 qcm. 
97 „ 690 VI V) 77

Diagonalen. ( 11 = Querschnitt.)

SGrösste Spann- j _
kraft S \ a

Inhalt des vollen 
Querschnittes F

Winkeleisen
sorte F—2d8*)Feld
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’ spruchten Gurtstäben und Vertikalen wurden die Nietlöcher nicht in Abzug 
gebracht, wohl aber bei den von grösseren Zugkräften ergriffenen Diagonalen.

Ji__
"II----

Querschnitt, jObere Gurtung.

SGrösste Spann
kraft S

Inhalt des vollen 
Querschnittes F

Winkeleisen
sorteFeld a— F
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7. Einfluss des Querschnittsverhältnisses F0 : Fu. Es sollen noch, einige 
Bechnungsergebnisse mitgetheilt werden, welche den Einfluss des Querschnitts- 
Verhältnisses Fo ■ Fu auf die Spannkräfte klarlegen. Nimmt man, anstatt 
Fo- Fu=-1, einmal F0- Fu = 0,7 sodann F0 : Fu — 1,2 an, so erhält man die 
folgenden Ordinaten der //-Linie und Werthe Hg und Ht:*)

Tr —/0,39\ jT —/0,77\. TT —/1,13\ jt —/M2\. jqr _/1T55\
1 — io,37/ >’ — \0,73/ ’ 3 ~ (l,06/ ’ — (l,32/ ’ ~ (l,42/

*=(&V=(i®
und hieraus ergeben sich für den am stärksten beanspruchten Obergurtstab 06 

die Werthe:

'540'; = Fo410,

Der erforderliche Querschnitt F0 ist daher (vgl. Seite 227)
5,0 • 7,0 + 7,5F„für -f = 0,7 F„ 0,0099 qm.Fu 7000 — 5-540
5.0 • 10,1 + 12,5Fofür - - = 1,2 Fo 0,0127 qm.,Fu 7000- 5-410

während sich für F0:FU = 1,0 der Werth Fo — 0,0116 qm. ergab.
Der Horizontalschub in Folge einer Temperaturänderung wird

/540 • 0,0099\ _ , /5,3V 
± (420 • 0,0127/ *** \5,3/ ’

er stimmt also mit dem für F0 : Fu —-1 berechneten Ht — ± 5,3‘ überein, so dass 
die in Fig. 235 zusammengestellten Spannkräfte St gütig bleiben.

Für den Untergurtstab £74 (der stärker beansprucht wird als U5) findet man

^ = ^ = St — — 17,9; ^ = 3,37

minU, = — p.'SPr) + £, + & = — Q

Diesen Spannkräften würden bei einer zulässigen Inanspruchnahme von 
a — 700^ f. d. qcm. die Querschnitte

Ht =

76 64109 qcm. bezw. Fu =Fu = 91 qcm.0,700
genügen. Es ist jedoch erforderlich, das in die Rechnung eingeführte Quer- 
schnittsverhältniss F0 : Fu auch der Ausführung zu Grunde zu legen, oder sich 
doch demselben möglichst zu nähern, da dieses Yerhältniss von bedeutendem 
Einfluss auf die Beanspruchung namentlich der oberen Gurtung ist; und es em
pfiehlt sich daher, die soeben berechneten Querschnitte Fu zu ersetzen durch

0,700

0.7 Oj = 142 »"*• bezw- dm'0h F-=JJ 1,1 

Für die Ausführung wäre nun streng genommen derjenige Werth F0 '.F„ 
zu ermitteln, der den billigsten Träger liefert, welche Forderung man im vor
liegenden Falle auch durch die des kleinsten Trägergewichtes ersetzen darf. 
Die genaue Beantwortung dieser Frage würde aber sehr mühsame und zeit

ig 99 = 106 qcm.Fu =

*) Vergl. No. 81, Seite 209.
**) In den folgenden Werthangaben bezieht sich die obere Zahl auf 

Fo : Fu — 0,7, die untere auf Fa: Fu — 1,2.



F o : F»

aus welcher hervorgeht, dass sich wesentliche Unterschiede in den Gewichten 
der für die letzten vier Qnerschnittsverhältnisse berechneten Träger nicht heraus- 
stellen werden.*) Das Ergehniss, dass in der Nähe von F0:FU = 1 eine Aen- 
derung dieses Werthes nur eine geringe Aenderung von F0 -j- F„ nach sich zieht, 
fand der Verfasser auch in anderen Beispielen bestätigt, und dies ist der Grund, 
der ihn veranlasste, dem Werthe F0 : Fu= 1 den Vorzug zu geben, um so mehr 
als die gleichartige Ausbildung der beiden Gurtungen in der Nähe des Scheitels 
(Verwendung derselben Eisensorten) nur Vortheile bietet.

8. Berücksichtigung der Längenänderungen der Füllungsstäbe bei Er
mittlung der H-Linie. Bei Berechnung der D-Linie wurden bislang die Form
änderungen der "Wandglieder vernachlässigt und auch hinsichtlich der Querschnitts
änderung der Gurtungen Annahmen gemacht, welche der Wirklichkeit nicht ganz 
entsprechen. Es erscheint daher nicht unwichtig, die Zulässigkeit jener Voraus-

*) Man erwäge auch, dass sich bei Ausarbeitung des Entwurfs stets Ab
weichungen zwischen den berechneten und schliesslich gewählten Querschnitten 
ergeben werden. Z. B. haben wir vorhin F — 116 durch F— 114 ersetzt.
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raubende Rechnungen verlangen und kann daher nur angenähert gegeben 
werden. Dazu beachte man, dass von den äusseren Kräften nur der Horizontal
schub H von F0 : Fu abhängt und der Einfluss einer Aenderung von TI desto 
grösser wird, je grösser p. ist. Da die Werthe p. der Gurtstäbe nach den 
Kämpfern hin abnehmen, so werden auch die Unterschiede der Stabkräfte für 
verschiedene F0 '■ Fu in den äusseren Feldern kleiner sein als in den mittleren. 
Dies zeigt in der That die folgende Tabelle, welche die absoluten Werthe der 
grössten Spannkräfte angiebt.

F0 :FU 05 j 04 03 J Oo Oi j| U5 U4 U3 U-2 Ui

73 ! 70 ! 727613 690,7 63 2969 46
65 ! 64 1 6730 13 61 661,0 81 71 50

63 6557 64 641,2 89 50 32 1473
Tonnen.

Da nun weiter eine Aenderung von H auf die Spannkräfte in den Füllungs
stäben einen bedeutend geringeren Einfluss hat als auf die Gurtkräfte, so ist 
ersichtlich, dass es hauptsächlich darauf ankommen wird, das Gewicht der 
Gurtungen der Mittelfelder miteinander zu vergleichen. Dieses Gewicht ist 
proportional F0 -4- FU1 weshalb wir noch folgende Zusammenstellung geben,

Fa | Fu [ F„ + Fn

24199 142
131 236105
123 234111

232116 116
127 106 233

qcm.

00 
05 C N

<
S CT Ö

' 
tH

- 
tH
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setznngen zu prüfen. Wir wollen die genauere Berechnung der iT-Linie nach 
drei verschiedenen Verfahren durchführen.

Erstes Verfahren. Es werden die Spannkräfte S' für den Zustand 
H = — 1 (Figur 246, Tafel 4) und die denselben entsprechenden Längen- 

S's*)
EF

wird für diesen Zustand ein Williot’scher Verschiebungsplan gezeichnet. Der 
Knotenpunkt V und die Richtung des Stabes F5 (vergl. Fig. 245) werden zu
nächst festliegend gedacht; es fällt dann V' und (da der Stab F5 spannungslos 
ist) auch 5' mit dem Pole 0 zusammen. Nach Bestimmung der Punkte 4', IV 
3', III',
ist man im Stande, die Biegungslinie für den Zustand H——1 zu zeichnen 
und die Aenderung 8a der Stützweite anzugeben. Diese letztere ist doppelt so 
gross, wie die wagerechte Verschiebung von A gegen den Knotenpunkt F 
nämlich

(Fig. 247) berechnet, am besten für E— 1, und nunänderungen A s =

0', A ', welche auf die in No. 32 beschriebene Weise erfolgt,

8^ = 2 • 2200 = 4400dw.
Aus den in die Fig. 245 eingeschriebenen Ordinaten 80, Sl5 .... der Biegungs
linie erhält man nun die Ordinaten

! 8”!JJ» = S^’
der iT-Linie, nämlich 

41 0,01; IIl
479033501750 1,09;0,76; H30,40; H2Ho 4400440044004400

5930 64001,35; H5 1,46;H* 4400
dieselben weichen von den früher berechneten Werthen:

0; 0,38; 0,74; 1,09; 1,36; 1,47
unwesentlich ab. Man findet nun weiter Hg = 12,6* (statt 12,5*) und für 

den Stab Oa:^Pr\== 8,3e (statt 8,9*), erhält also nahezu dieselben Spannkräfte

4400

nur

Sy und Sp wie früher.
Nur für Ht findet inan einen wesentlich anderen Werth, nämlich (nach

Seite 144)
200000 • 0,000012 • 35°-200E8t**) _ Ettl = ± 3,8* (statt 5,3*).±Ht = ± 1 8^ 44008a

Im Obergurtstabe Oa verursacht also eine Temperaturänderung um t — 
35° Cels. eine Spannkraft: St = + 5 • 3,8 = T 19* (statt + 26,5*). Worin diese 
Abweichung ihren Grund hat, ist bereits auf Seite 204 gelegentlich der Unter
suchung der Douro-Brücke hervorgehoben worden; es ist ein Vorzug der 
Näherungstheorie, für Ht stets zu grosse Werthe zu liefern, da gerade die 
Schätzung von t auf sehr unsicherer Grundlage beruht, und es sich deshalb

rechnen. Zu beachten ist auch, dassdringend empfiehlt, nicht zu günstig zu

*) ln diese Formel sind die vollen Querschnitte einzusetzen; dieselben 
sind in Figur 238 auf Tafel 3 zusammengestellt worden, die Stablängen in 
Fig. 239.

**) Die Multiplikation des Zählers mit E ist erforderlich, weil 8^ für E— 1 
•berechnet wurde. Zu beachten ist ferner, dass l in dm und E in Tonnen f. d. 
qdm auszudrücken sind.



V /
Fig. 243.

dieser Winkel *). Die Aenderung von h3 wird beispielsweise (für E — 1)
AS3 = 2,222 (2,43 + 3,07) + 0,450 (2,43 + 1,52) + 0,150 (2,96 -f- 1,52) + 2,122 

(2,96 — 2,35) + 0,300 (— 0,76 — 2,35) = + 15,03, 
und auf diese Weise erhält man:
Ah0 = — 2,42; A^ = + 5,33; Ah2 = -f-7,93; Ah3 = + 15,03; Ah4 = + 33,54;

Ah5 = + 46,94.
Wird nun zunächst der Stab F5 festgehalten, so sind die Drehungswinkel 41 

der Obergurtstäbe (5) (4) . . . (1) sowie der Endvertikale (h0) :
4^5 = J Ah5 = 23,47; 4>4 = 4j5-f-Ah4 = 57,01; 4h = 44 + Ah3 = 72,04 u. s. w. 

4>ä = 79,97; 4»1 == 85,30; 4>0 = 82,88

*) Eig. 243 wurde verzerrt gezeichnet, damit die Zahlen in der Nähe des * 
Scheitels Platz fanden.

im]mzj «? \ TĄ"^ I ftN»/ 000,

¥.89

s« %.-V

+ *,39ab :

/%\[û
W»$\ J

Ah Ak AkA ^
_yA;
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ein Ausweichen der Widerlager um Al eine Aenderung von H um AH = 
_ EM 

Sa
= 0,05 dm bereits

verursacht, so dass beispielsweise dem kleinen Werthe A7 = 5 mm

200000.0,05AH 2,3*4400
entspricht.

Als zweites Verfahren wählen wir das im § 2 beschriebene Stabzugver
fahren und berechnen zu diesem Zwecke zunächst die Aenderungen Ah der 
oberen Eandwinkel h. In Pig. 243 geben die auf den einzelnen Stäben stehen-

S’den Zahlen die Spannungen o' —
F

für das qdm an und die in die Winkel eingeschriebenen Zahlen die Cotangenten

für den Zustand H— — 1 in Tonnen

(O) -0,9/ (/) -ZA3 (ZJ -3,07 (3) -3,6/ (M - %8» (j) -4,39

Ä
.

ä
T

seJ-
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und die den Stäben entsprechenden Werthe p (d. i. Drehungswinkel mal Stab
länge*)
p5 = 20-23,47 = 469,4^"*; p4 = 20-57,01 = 1140,2**; p, = 20-72,04 = 1440,8*"; 
p2 = 20 • 79,97 = 1599,4Æm; p4 = 20-85,30 = 1706*«; p0 = 30-82,88 = 2486,4*".

Berechnet man nun noch .die (in Fig. 247 zusammengestellten) Längen
änderungen A(5) =— 87,7, A(4) = — 70,2, .... A(l) =— 18,3, Ah0 = — 40,9 
der Stäbe (5), (4), .... (1), h0 und reiht (nach Fig. 245) die Strecken

A ho, Po
aneinander, so erhält man dieselben Punkte 4', 3', .... A', deren Lagen vor
hin mittels des Williot’schen Verfahrens festgelegt worden sind. Das Stabzug
verfahren erfordert etwas mehr Zeit,’ liefert aber übersichtlichere und vor allem 
genauere Zeichnungen.

Bas dritte Verfahren besteht in der Herleitung der Biegungslinie aus den 
Momenten M eines einfachen Balkens, der mit den Gewichten A hi, Ah,, . . . Ab5, 
belastet wird. Man findet für diese Momente die Werthe

Mi = 1706,0; M2 = 3305,4; M3 — 4746,2; Mt = 5886,4; M5 — 6355,8 
fügt zu denselben die Verkürzung (40,9) der Endvertikale (Fig. 247) und erhält 

$! = 1746,9; S3 — 3346,3; 8, = 4787,1; 84 = 59 2 7,3; S5 = 6396,7.
Die dem Zustande II — — 1 entsprechende Aenderung der Stützweite wird 

nach Gleich. (4) auf Seite 98 (mit E — 1)
= Ä02 Ah -j- X 2 <j
= 30 [46,94 + 2 (33,54 + 15,03 + 7,93 + 5,33 — 2,42)]
— 20 (4,39 + 3,51 + 3,07 + 2,43 + 0,91) 2 = 4400,4 

und es ergiebt sich daher:
§„ _ 40,9 

Ho 8a 4400,4
Ein viertes Verfahren würde in der Berechnung der 8-Linie auf dem in 

No. 47 gezeigten Wege bestehen. Die Gewichte w werden hier immittelbar aus 
den Längenänderungen der Stäbe berechnet, während die Bestimmung von nach 
No. 48 zu erfolgen hat. Wir halten die Durchführung der Zahlenrechnung für 
entbehrlich, da dieses Verfahren bereits auf Seite 126 bis 128 durch ein Bei
spiel erläutert worden ist.

A (5), p6, A (4), p4, A (3), p„

1746,8
0,01; Hi 0,40; u. s. w.4400,4

d. Einführung der Kämpferdrucklinie und der zweiten IZ-Linie.

86. Die Kämpferdrucklinie ist der geometrische Ort des Punktes 
F, Fig. 248, in welchem die von einer Einzellast hervorgerufenen Kämpfer
drücke Kx und K2 diese Last treffen; zur Bestimmung derselben zeichne 

die Einflusslinien für die Stützenwiderstände A und H und setze A
Der in senkrechter

man
mit H" = H sec a zur Mittelkraft K1 zusammen.
Richtung gemessene Abstand kj des Punktes F von der Geraden A B ist

*) Vergl. Seite 87. Nicht zu verwechseln mit der im § 5 eingeführten 

Bezeichnung p EF
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Pb
durch die Gleich. 7j : a = A: H gegeben. Mit A

P ab
a ~

folgt hieraus :l

(42) 7)

In Fig. 248 haben wir der Einfachheit wegen die AT-Linie und 
auch die Kämpferdrucklinie stetig gekrümmt gezeichnet. Meistens ist

die AA-Linie ein Po
lygon, dessen Ecken 
den Querträgern 

entsprechen, und es 
setzt sich dann auch 
die Kämpferdruck
linie A0 B0 nach 
Fig. 250 aus einzel
nen Kuryenstücken 
zusammen, die in 

den Trennungs
punkten 20, 40,... 
keine gemeinschaft
lichen Tangenten 
besitzen.

B ffP£’4- r
7.

!Æ f j i

A B-
4

w
A

+
3nti yj

%■.........— a---------- **----- à 4
ik

Wird die Ein
flusslinie für den 

Horizontalschub H eines Trägers von nahezu unveränderlicher Höhe h 
durch eine stetig gekrümmte Parabel ersetzt, deren Gleichung nach 
Seite 211

Fig. 248.

3 Pab
H v

4 fl
lautet, so ergiebt sich

4 f(43) 7) 3 v *
und hieraus folgt dann, dass die Kämpfeidrucklinie eine zur Schluss
linie AB parallele Gerade ist.

87. Belastungsscheiden. Im I. Bande wurde die Kämpferdruck
linie des Dreigelenkbogens zur Ermittlung von Belastungsscheiden be
nutzt; sie lieferte gewisse ausgezeichnete Punkte der Einflusslinien und 
führte zu mancher Vereinfachung bei Auftragung dieser Linien. In 
ähnlicher Weise lässt sich natürlich auch die Kämpferdrucklinie des 
Bogens mit zwei Gelenken verwerthen. Wird z. B. die Einflusslinie 
für das Angriffsmoment Mm gesucht, so lege man durch das linke Ge
lenk und den Knotenpunkt m eine Gerade und bestimme den Schnitt-
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punkt E derselben mit der Kämpferdrucklinie. Einer durch E gehenden 
Last entspricht ein durch m gehender Kämpferdruck K1 und mithin 
ein Moment Mm — 0, woraus dann folgt, dass lothrecht unter E der 
Nullpunkt E0 der gesuchten Einflussfläche liegen muss, und damit ist 
der Linienzug A'm B' und in Folge dessen auch die schraffirte Mm- 
Fläche bestimmt. Es verdient indess hervorgehoben zu werden, dass 
die Ermittlung der Einflussflächen auf dem in No. 84 gewiesenen Wege 
im allgemeinen den Vorzug verdient, weil die Aufzeichnung der Kämpfer
drucklinie des Zweigelenkbogens in der Regel wesentlich umständlicher 
ist als die des Bogens mit drei Gelenken. Auch liefert das frühere 
Verfahren schärfere Zeichnungen.

88. Die zweite AT-Linie. Die Verkehrslast eines Bogenträgers 
sei von B aus um die Strecke £ vorgerückt und erzeuge in dieser Lage 
(Fig. 249) am linken Auflager die Widerstände A und H. Letztere 
seien an der Stelle £ als Ordinaten aufgetragen; ihre Endpunkte be
schreiben, während die Last von B bis A vorgeschoben wird, zwei 
Linien, welche zur Unter
scheidung von den Einfluss
linien für A und H die zweite 
A-Linie bezw. die zweite Ei- 
Linie genannt werden sollen, 
und zuweilen mit Vortheil 
zur Berechnung der grössten 
Spannkräfte in den Füllungs
stäben verwendet werden 
können. Die zweite M-Linie 
wurde bereits (unter der 
Bezeichnung: M-Polygon) im 
I. Bande bei der Berechnung 
der Balkenbrücken benutzt; ihre zeichnerische und rechnerische Ermitt
lung findet sich dort auf Seite 137 bis 139, 145 bis 152 und 187 
(Gleich. 6). Die zweite AALinie aber bestimmt man, indem man H für 
verschiedene Zugstellungen mit Hilfe der Einflusslinie für H berechnet.

Die Anwendung dieser beiden Linien ist zu empfehlen, sobald sich 
für die Mehrzahl der Füllungsstäbe nur eine Belastungsscheide ergiebt 
und diese in dem Felde F1 F2 (Fig. 222 bis 225) liegt, welches der 
durch den fraglichen Stab und ausserdem noch durch zwei Gurtstäbe 
geführte Schnitt trifft, ein Fall, der namentlich bei parabelförmigen 
Sichelträgern vorkommt. Hier sind die Belastungsgesetze meistens die
selben wie für den einfachen Balken, weil der Einfluss von Ei verhält- 
nissmässig gering ist, und es stellt sich in der Regel heraus, dass in 
einer linkssteigenden Diagonale D (Fig. 249) der grösste Zug bezw.

/ »,1 111IJ4

A > > /
A 4H

\H

Fig. 249.
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der grösste Druck auftritt, je nachdem die Belastung von B aus bis F2 
oder von A aus bis Fx reicht.*)

Wegen der verhältnissmässig kleinen Feldweiten der Bogenbrücken 
erweisen sich in der Regel die im I. Bande als Grundstellungen bezeich- 
neten Lagen der Verkehrslast als die ungünstigsten; d. h. es ist die 
erste Achse des von B aus vorrückenden Zuges über F2 zu setzen und 
die erste Achse des von A aus auffahrenden über Fx. Will man bei 
grösseren Feldweiten sicher gehen, so nehme man die erste Achse 
etwas stärker belastet an. Man vergl. das im I. Bande in No. 148 über 
die Berechnung von Balkenbrücken gesagte.

Sind nun DA und DH die Spannkräfte, welche in dem fraglichen 
Füllungsstabe D in Folge A = 1 bezw. H = 1 hervorgerufen werden, 
so ist der Einfluss der von B bis F2 vorgeschobenen Verkehrslast:

D = ADa + HDh,ma i
und ebenso erhält man den Einfluss der von A bis Fx reichenden Be
lastung :

minD = BDb + HDh

B und H die am rechten Auflager hervorgerufenen Widerständewo
sind und DB die Spannkraft in Folge B — 1 bedeutet.

89. Zahlenbeispiel. Es liege der in Fig. 250 dargestellte Träger vor, 
dessen .ff-Linie auf Seite 201 ermittelt wurde. A0 2040 . . . B0 ist die Kämpfer
drucklinie; sie wurde nach No. 86 bestimmt; ihre äussersten Theile sind gerade 
Linien st020 und B0180, welche bezw. durch B und A gehen, wie sich leicht 
aus Gleichung 42 folgern lässt.

Die ständige Belastung sei = 1,45* f. d. m., also für ein Feld: g\ — 
1,45 • 2,0 = 2,9*; die bewegliche Belastung bestehe aus einem Eisenbahnzuge mit 
den in Fig. 250 angegebenen Achsenlasten und Radständen. Die in die Figur 
eingeschriebenen, den Knoten der oberen Gurtung entsprechenden Ordinaten der 
zweiten A-Linie wurden mit Hilfe der Tabelle I auf Seite 310 des I. Bandes 
berechnet, und die Ordinaten der zweiten If-Linie auf die in No. 79 an einem 
Beispiele gezeigte Weise aus der Einflusslinie für H. Gesucht seien die Grenz- 
werthe der Spannkraft D8. Die Einflüsse Da, Db, Du von A — 1, B = 1, H— 1 
sind bereits auf Seite 222 berechnet worden.

Zunächst ist anzugeben, bei welchen Laststellungen diese Grenzwerthe 
entstehen. Bewegt sich über den Träger eine Einzellast von B bis 8, so be
schreibt der zugehörige linke Kämpferdruck den Winkel B0 A 80 ; er dreht stets 
links um den Schnittpunkt i von 0 und U, und es kann ihm daher nur durch 
einen rechts um i drehenden, am linken Trägerstücke angreifenden Druck D& 
das Gleichgewicht gehalten wrerden. Rückt die Last von A bis 6 vor, so be
schreibt der rechte Kämpferdruck den Winkel A0B 60, er dreht links um i und 
erzeugt einen Zug Z)8, welcher, am rechten Trägerstücke angreifend, rechts um 
i dreht. Es entsteht also minD oder 
bis 8 oder von A bis 6 vorgerückt ist.

D- je nachdem der Eisenbahnzug von Bma c

*) Ob dieser Fall vorliegt oder nicht, kann auch mit Hilfe der Kämpfer
drucklinie entschieden werden, vergl. No. 89.
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Der von B bis zum Knoten 8 vorgeschobene Eisenbahnzug erzeugt am 
linken Auflager: A — 25,7 und H= 59*. In Folge von A = 1 würde entstehen: 
D8C0S98 = — 0,178 und H=1 würde erzeugen: Z>8 cos p8 =— 0,096. Daher 
entsteht in Folge der Verkehrslast:

minDs cos cp8 = — 0,178 • 25,7 — 0,096 • 59 = — 10,24*.
Zur Hervorbringung von maxDs muss der Eisenbahnzug von A bis 6 vor

gerückt werden; es entsteht dann am rechten Auflager: B = 9,0*, H— 31**) 
und man erhält (da B~ 1 den Einfluss D8 cos <p8 =-j- 1,620 ausübt):

D8 cos <p8 = + 1,620 • 9,0 — 0,096 • 31 = + 11.60*.W< !

>A QZ7Îm
V*

'Ą8 °39*
130,0*

-"'uyo
°7Î*

Fig. 250.

Der Einfluss der ständigen Belastung wird nun wie folgt bestimmt. Die 
rechts vom Schnitte tt in den Knotenpunkten 8 bis 18 angreifenden Lasten g\

erzeugen: A

von tt angreifenden g\ rufen B = g\ -f- — -j- — -j- —J = 1,0 g\ = 2,9 her

vor; ferner ist nach Seite 201 der von der gesammten ständigen Last hervor
gerufene Horizontalschub JV, = 21,5*, weshalb der Einfluss von g auf Z)8 :

Z>8 cos <p8 = — 0,178 • 6,1 + 1,620 ■ 2,9 — 0,096 • 21,5 = + 1,53* 
gefunden wird. Im ganzen erzeugt also die Belastung:

minD8 cos % = — 10,24 + 1,53 = — 8,7*
Ds cos 9s = + 11,60 -j- 1,53 = + 13,1* 

noch der Einfluss der Temperaturänderung mit D8 cos 9S = — 0,096 H*

“5,x(ï1ô + ^ + è + Â + ^ + ïl)_2,l5,X-6,1< Uüd die IinLs

WOZU

*) Diese AVerthe sind den Spiegelbildern der in Fig. 250 gezeichneten
Linien zu entnehmen; sie erscheinen in Fig. 250 unter dem Knotenpunkte 14.

J.



= + 0,096 • 738 Fc łun Zutritt, wenn Fc den Mittel werth der Gurtquerschnitte 
bedeutet.

In derselben Weise dürfen die Spannkräfte Z)4, Z>5, Z>6, Z>7, Z)9, D10 be
rechnet werden. Für D„ und D?> gelangt man zu anderen Belastungsgesetzen; 
es verdient dann die Anwendung der Einflusslinien den Vorzug.*)

90. Näherungsformel für die zweite //-Linie im Falle gleichmässiger 
Belastung. Die Verkehrslast sei = p f- d. Längeneinheit der Stützweite l und

bedecke die Strecke £, Fig. 251 ; 
einem Lasttheilchen p dx ent
spreche der Horizontalschub

------X

eF7 X
clH. Dann ist H = dH, und

«
A es lässt sich H als Funktion von 

I darstellen, sobald dH als 
Funktion von x ausgedrückt 
werden kann, eine Aufgabe, 
deren Lösung für den in No. 80 
behandelten parabelförmigen 

Sichelträger und den in No. 82 
untersuchten Bogenträger mit 
nahezu unveränderlicher Höhe h 
zu einfachen Ergebnissen führt, 

a. Der parabolische Sichelträger. Ersetzt man in Bleich. 14 (Seite 205) 
P durch p d x. ferner a durch l — x und b durch x, so erhält man

1
H

\ W^o
A'ö

<.----———>k-----------

Fig. 251.

j (J2 +16 /of«) i log nat.— -j-

— fofu 8 V-

3pdxl (fo -f- fu) l—-log nat. ——) 
l—x!

dH
3P(fo2 + f„2)+32fo2fu2 l

X l — X
l l

und, indem man diesen Ausdruck von o bis £ integrirt:
3 pl* {fo + fu) [(** + 16 fofu) a - fofu «"]

3 l* {U2 + fj) +
{t+^1o*“l

4 Ml)
i (;—£)*, , i }
--------wo a — J(44)

und a" =

Zur Erleichterung der Berechnung diene die folgende Tabelle, in welcher 
die Werthe a' und a" für ç = 0 bis ç = 0,51 angegeben sind und zwar für 
10 Theilpunkte der halben Stützweite. Der Verlauf der zweiten //-Linie für 
c 0,5 l ergiebt sich aus der folgenden Betrachtung.

Ist C0E0 (Fig. 251) die Ordinate der gesuchten Linie für g =: 0,5 /, so ent
spricht der vollen Belastung die Ordinate AÂ == 2 Ca E0. Bedeckt nun die 
Last von B aus die Strecke l — £, so nehme man zunächst gänzliche Belastung 
des Trägers an und bringe den Einfluss einer von A aus um £ vorgeschobenen 
Belastung in Abzug, indem man von einer durch Ä zu A B gezogenen Paral-

*) Die Berechnung von Z>2 ist überflüssig, da man am Bogenende ein volles
Stehblech anordnen wird.

Zweiter Abschnitt. — § 7.238
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0,21600
0,28175
0,35200
0,42525
0,50000

0,00725
0,02800
0,06075
0,10400
0,15625

In Folge gänzlicher Belastung (£ = l) entsteht:
pl2 (fo + fu) (3 72 -}- 16 fo fu)
8 [3V1 (fo* + fu) + 32 fo^fu*]'

Ersetzt man in dieser Formel p durch g, so erhält man den Einfluss der 
ständigen Belastung. Für den in No. 79 in anderer Weise behandelten Sichel
träger ergiebt sich z B. wegen g = 1,45*:

Hg —

(45) H =

1,45 • 202 (4,0 + 2,5) (3 • 202 + 16 • 4,0 • 2,5)
= 21,4f

8 [3 • 202 (4,02 -f 2,52) + 32 • 4,02 • 2,52] 
ein Werth,r der von dem früher erhaltenen Hg —21,b* fast gar nicht abweicht.

b. Bogenträger von nahezu unveränderlicher Höhe h (Fig. 212 und 213 
aufj Seite 209). Hier empfiehlt es sich, von der parabelförmigen Einflusslinie 
für H auszugehen und Gleich. 29 auf Seite 211 zu benutzen. Man erhält dann 
für ein Lasttheilchen pdx:

3pdx • x (l — a?)vdH
4 fl

und, indem man diesen Ausdruck von 0 bis £ integrirt,
rr Pl*H = —T v (*-4)(46)

8 f
Zur Erleichterung der Berechnung der JET-Linie diene die folgende Tabelle, 

»72deren Werthe noch mit —— m zu multipliciren sind.
8 f

% g Hl l

• 8 f8 f
In Folge gänzlicher Belastung des Bogens entsteht

_pl2
“ 8 f V(47) HP

Der Bogen mit zwei Gelenken. 239

leien aus die Strecke CE’—CE abträgt. Es ist dann E’ ein Punkt der 
zweiten JET-Linie.

? oc' al l
0,05 0,00140
0,10 [ 0,00471 
0,15 0,00941
0,20 0,01520
0,25 ; 0,02185

0,0097
0,0373
0,0810
0,1387
0,2083

0,30 0,02 920 
0,03 707 
0,04534 
0,05 386 
0,06 250

0,2880 
0,3757 
0,4693 
0,5 670 
0,6 667

0,35
0,40
0,45
0,50

H

O 
O O O O

CO
 

CO
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Zweiter Abschnitt. — § 7.240

und in Folge der ständigen Belastung
gP

(48) H9 8f V.
Die Ziffer m ist nach einer der Gleichungen 28, 30, 31, 32 (Seite 211 u. 212) 
zu berechnen.

Aufgabe. Gesucht sei die durch eine gleichförmige Belastung hervor
gerufene Spannkraft maxDr, des linkssteigenden Füllungsstabes eines Trägers von 
nahezu unveränderlicher Höhe h. Fig. 252. Es sollen die zweiten Linien für 
A und H sowie die Kämpferdrucklinie benutzt werden ; wobei es erlaubt sei, die 
Lasten unmittelbar am Bogenträger angreifend anzunehmen*).

sO ż
&

IBMrTp &?
r/

3A
ÎV

X._4- w
; Zwe

A

Fig. 252.

Die Kämpferdrucklinie ist nach No. 86 eine wagerechte Gerade im Ab
stande 4/": 3m von der AB] sie wird von der durch das Gelenk A und den 
Schnittpunkt i der Stäbe 0 und U gelegten Geraden in E geschnitten. Die 
Senkrechte durch E ist eine Belastungsscheide, denn eine durch E gehende 
Last ruft am linken Auflager einen Kämpferdruck hervor, der die Richtung 
Ai hat und das Moment Mi — 0 erzeugt. Lasten rechts von E verursachen 
bei A Kämpferdrücke, welche links um i drehen und den fraglichen Stab D 
auf Druck beanspruchen, denn eine am Trägerstück links vom Schnitt tt an
greifende Zugkraft würde ebenfalls links um i drehen. Durch Lasten, welche 
zwischen E und F2 aufgebracht werden, wird D gezogen, während Lasten links 
von Fi wieder Drücke I) hervorbringen. Dies letztere einzusehen, stelle man 
für die rechts von tt angreifenden Kräfte die Momentengleichung in Bezug auf 
i auf. Die Aufsuchung der Belastungsscheide zwischen Fi F2 darf man sparen; 
man rechnet genügend genau, wenn man behufs Erzeugung von maxD den Träger 
zwischen E und der Mitte C des Feldes FXF2 belastet und den auf den Quer
träger F1 entfallenden Theil der Belastung des Feldes F1F2 unberücksichtigt

*) Rechnet man mit gleichförmiger Belastung (die stets einer Schätzung 
unterliegt), so ist die Annahme unmittelbarer Belastung immer zulässig. Man 
gestalte dann überhaupt die Untersuchung möglichst einfach.

r

i*
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lässt, also links von tt nur die äusseren Kräfte A und H annimmt. Dabei ist 
A gleich dem Unterschiede der bei C und E gemessenen Ordinaten der zweiten 
A-Linie, und ganz entsprechend wird auch H gefunden. Schliesslich erhält man 
mit den auf Seite 221 eingeführten Bezeichnungen Da und Dh-

D = DaA + DhH.*)

Man könnte auch A und H zum Kämpferdrucke K zusammensetzen und hierauf 
nach Band I, No. 184 verfahren.

Wird minD gesucht, so werden die Einflüsse der auf den beiden negativen 
Beitragsstrecken A0 C und EB0 aufzubringenden Belastungen getrennt ermittelt 
und dann zusammengezählt. Wird die Strecke A0C belastet, so handelt es 
sich um die Bestimmung der am rechten Auflager hervorgerufenen Widerstände 
B und H.

■

e. Formeln für die Momente gleichmässig belasteter Bogenträger, deren If-Linie

eine Parabel ist.

91. Es handle sich um Bogenträger von nahezu unveränderlicher Höhe 
h (Fig. 212 u. 213 Seite 209), deren H-Linie nach S. 211 eine Parabel von der

31
ist, wobei zur Abkürzung31Pfeilhöhe Wf* = w

fT=r

X___ .

jr F!' E

rj rVuWoi
ß61A

; ■ B'A
gl\ C»kJĄĄ- caÿ^ >f=£_T6t? »

yu-yoN .L.!
XV- ->l

Fig. 254.Fig. 253.

gesetzt werden möge. Die Kämpferdrucklinie ist eine wagerechte Gerade im 
Abstande | f von der AB.**)

*) Wir erinnern daran, dass es häufig zweckmässiger ist, Deos9 zu be
rechnen.

**) Es wird wie in der Aufgabe auf Seite 240 die zulässige Annahme un
mittelbarer Belastung gemacht.

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. i. 16
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Gesucht seien die Grenzwerthe der Momente M° und Mu für die Knoten
punkte o der oberen und u der unteren Gurtung.

Wir bestimmen zunächst den Einfluss der ständigen Belastung g, welche
den Horizontalschub Hg — ^r v hervorbringt, legen durch die Kämpfergelenke

8 f
A und B eine Parabel ASB, deren Pfeilhöhe

gl2 _ f'- = f (Fig. 254)
8 Hg

ist und messen die senkrechten Abstände c0 und cu der Punkte o und u von 
jener Parabel. Liegt o oberhalb und u unterhalb der Parabel ASB. so ist:

M° =   IIg C0 —  8 f
(49) gl2MU_ —■ + Hg Cu  + gy? C«'

M°p und min Mup in der Form 
*4/ u p CuP

Gelingt es nun, die Momente
min M°p   CoP i

darzustellen, so sind die Grenzwerthe von M0 und Mu (nach der auf Seite 185 
durchgeführten Untersuchung) :

min
min

l*— ^ -gj.Co—pCo — Htifo 
12

M° = — q Co + p Co + Htyo 

P
= +Ç 8j’ Cu — PC« — Htyu 

CuĄ-p Cu Htyu

min M° ---
(50)

Mumin
(51) PM“= + gma i 8 f

wo Ht den absoluten Werth des Horizontalschubes in Folge einer Temperatur
änderung bedeutet.

Zur Ermittlung von minM°p legen wir durch A und o eine Gerade, welche 
die Kämpferdrucklinie in der Belastungsscheide E schneidet, bestimmen senkrecht 
unter E den Punkt N der AT-Parabel und erhalten in dem schraffirten Parabel
abschnitte den zur negativen Beitragsstrecke B0E gehörigen Theil der 3f°-Fläche. 
Der Inhalt dieses Abschnittes verhält sich zum Inhalt der Af-Fläche wie £ l : P,

3

und daraus folgt, dass die von B0 bis E reichendeVo 2 37
P '¥'16fV' 

Belastung das Moment

?ist also = 8 If

Vo pyoVo(53) min M°p -- p p. g j -, --

erzeugt. Schneidet nun eine durch B und o gelegte Gerade die Kämpferdruck
linie innerhalb der Stützweite in E'. wie dies Fig. 253 voraussetzt, so muss noch 
die Strecke A0E' belastet werden, und es entsteht dann:

8 fl

PVJL (Vo + So'3)(54) min Mop--- ---- 8 fl
In diesem Falle ist

(55) Co = g^(SS+So'3).



Der Bogen mit zwei Gelenken. 243

Liegt E' links von A0, so ist in vorstehender Gleichung |0' = 0 zu
setzen.

Ganz ebenso erhält man für Cu den Ausdruck 
(56) a.=J£j(H+ &.'*).

Anmerkung. Weitere analytische Untersuchungen dieser Art findet der 
Leser in des Verfassers „Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbrücken“, 
Berlin 1880. Dort ist allerdings nur der Fall v = 1 behandelt worden, und es 
unterscheiden sich daher die gewonnenen Formeln von den hier abgeleiteten 
dadurch, dass f an die Stelle von f tritt. Dem Leser wird es hiernach keine 
Schwierigkeiten bereiten, auch die in dem angeführten Buche für Einzellasten 
gegebenen einfachen und bequemen Gleichungen für den Fall eines von 1 ver
schiedenen Werthes v umzubilden.

§ 8.
Zweigelenkbogen mit gesprengter Zugstange und verwandte

Trägerarten.

92. Eine für Dachstühle wichtige Anordnung des Bogens mit zwei 
Gelenken ist die in Pig. 255 dargestellte. Die Kämpfer A und B sind 
durch ein Zugband ver- 
bunden, welches an 

dem Fachwerkbogen 
durch senkrechte Stäbe 
befestigt ist; das Auf
lager A ist fest, das 
andere (B) wird auf einer ^ 
wagerechten Geraden 
geführt. Zur Bestim
mung der Stützenwider
stände sind die Gleieh- 

gewichtsbedin gungen 
ausreichend ; der Träger 
verhält sich in dieser 
Beziehung wie ein ein
facher Balken; er ist 
jedoch innerlich statisch 
unbestimmt. Als statisch 

nicht bestimmbare 
Grösse wird zweckmässig 
die wagerechte Projektion H der Spannkraft des Zugbandes eingeführt; 
dieselbe ist für alle Glieder gleich gross. Zieht man von einem Punkte 
0 aus Parallelen zu den Stäben I, II, III, ... so schneiden diese auf

— -6-a y (aj :t Sä

in
Ul\Z3

fl ir rnra BX vnr

w 4 j>h
i(bj0\

!
»1/r

(cj, y.,z ßA,
hl B

..—i------
Fig 255.
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einer im Abstande H von 0 eingetragenen Senkrechten die Spannkräfte 
Z der Hängestangen ab, und die Längen der von 0 ausgehenden Strahlen 
geben die Spannkräfte Sx, SIZ, Sin, . . . der Stäbe I, II, III, . . . an. 
Damit sind alle am Fachwerkbogen angreifenden Kräfte bekannt.

Will man die Stabkräfte aus den Momenten M berechnen, so führe 
man durch in einen senkrechten Schnitt und zerlege die Spannkraft der 
geschnittenen Zugstange in eine senkrechte und eine wagerechte Seiten
kraft; die erstere geht durch den Drehpunkt m, und die letztere übt 
das Angriffsmoment — Hym aus.
denen eines einfachen Balkens übereinstimmen, so erhält man

Mm = Mom — Hym

Da nun die äusseren Kräfte mit

(1)
d. i. dieselbe Gleichung, welche auf Seite 212 für den Bogen mit festen 
Kämpfergelenken gefunden wurde. Nur bedeutet jetzt y nicht mehr 
den Abstand des fraglichen Knotenpunktes von der Geraden AB sondern 
von dem Zugbande.

Wird behufs Berechnung einer Spannkraft D das Angriffsmoment 
für den Schnittpunkt i der an D grenzenden Gurtstäbe 0 und U ge- 

so misst man den senkrechten Abstand y{ des Punktes i vonsucht
demjenigen Gliede der Zugstange, welches der durch O, D, TJ geführte 
Schnitt tt trifft und erhält:

Mi — Moi — IIyi(2)

oder allgemeiner
Mi = Moi ± Hyi,

wobei das Vorzeichen von der Lage des Punktes i abhängt.
Es bedarf jetzt nur eines Hinweises darauf, dass die in No. 84 

gelehrten Verfahren, die Einflussflächen für senkrechte Belastung aus 
ein und derselben //-Linie deren Bestimmung in No. 93 gezeigt werden 
wird, zu ermitteln, auch auf den vorliegenden Fall angewendet werden 
dürfen; man hat nur auf die andere Bedeutung von y zu achten.

Hinsichtlich der Gestalt des Stabzuges /, II, III, ... ist die vor
stehende Untersuchung an keinerlei Voraussetzungen gebunden. Dieser 
Stabzug darf auch nach unten gesprengt werden ; es entstehen dann Träger 
der in den Fig. 256 bis 259 dargestellten Art. Die senkrechten Zwischen
stäbe werden hier auf Druck beansprucht. Die Tragwerke in den 
Figuren 258 und 259 bezeichnet man auch als verspannte Balken, und 
den Träger in Fig. 257 als versteifte Kette, und man nennt dann das 
Dreieckfachwerk ACBA den Versteifungsbalken der Kette ASB. Nicht 
unzweckmässig dürfte es sein, den mit dem Dreieckfachwerk durch senk
rechte Stäbe verbundenen Stabzug in allen den hier vorgeführten Fällen 
die dritte Gurtung zu nennen und festzusetzen, dass, falls kurz von der
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oberen und der unteren Gurtung gesprochen wird, hierunter die Gur
tungen des Dreieckfachwerks zu verstehen sind. Die dritte Gurtung 
kann auch oberhalb des Dreieckfachwerks liegen; sie wird dann auf 
Druck beansprucht, während die Zwischenstäbe (eine durchweg nach 
unten hohl liegende dritte Gurtung vorausgesetzt) Zugspannungen er-

\l
7/2.

77?.

À --‘i% V
\tk

:
Fig. 256. Fig. 257.

m
]Z[

*8eoh
Fig. 258. Fig. 259.

leiden. Bezeichnet man für diesen in Figur 260 dargestellten Fall mit 
H die wagerechte Seitenkraft des in der dritten Gurtung auftretenden 
Druckes, so bleibt die Gleichung Mm = Mom — Hijm gültig. Für M( 
erhält man je nach der Lage des Punktes i gegen den vom Schnitte 
t — t getroffenen Stab der dritten Gurtung: Mi — Moi + Hy{.

Den in Fig. 260 ahgebildeten Träger pflegt man auch einen durch 
einen Balken versteiften Stabbogen zu nennen und bezeichnet dann 
das Dreieckfachwerk als den Versteifungsbalken des Stabbogens.*) Dieser 
Balken, welcher zugleich bestimmt ist, den Horizontalschub des Bogens

fijrccx
t
ilili!

r
t

Fig. 260.

aufzunehmen, erhält meistens (abgesehen von den Endfeldern) parallele 
Gurtungen. Die Untersuchung der Füllungsstäbe gestaltet sich dann 
besonders einfach. Es handele sich z. B. um die linkssteigende Diago
nale D des Trägers in Fig. 261. Führt man den Schnitt tt, zerlegt 
den Druck H sec a des von tt getroffenen Stabes der dritten Gurtung 
in die Seitenkräfte H (wagerecht) und II tg a (senkrecht) und setzt

*) Unseres Wissens ist diese Trägerart zuerst von dem verstorbenen 
österreichischen Ingenieur Langer gegeben worden und dürfte daher wohl am 
besten Langer'scher Balken genannt werden.
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Fig. 261.

Man nennt Q die Querkraft für den Schnitt tt des Versteifungs
balkens, betrachtet tg a als Multiplikator und erhält dann die Einfluss
fläche für Q als den Unterschied der Q0 cot g a-Fläche und der LZ-Fläche. 
Macht man also (Figur 261) A'A" = 1 cotg a, zieht A'B', hierauf 
A' Lx || B'A", schliesslich LXL2, so ist die schraffirte Fläche die ^-Fläche; 
denn wäre A'A" — 1, so würde nach Band I, Seite 132 der Linien
zug A' LxL2B' die auf die Achse A B' bezogene Q0-Linie sein.

Auf dieselbe Weise werden die Spannkräfte in den Füllungsstäben 
der in den Figuren 258, 259, 270 abgebildeten Versteifungsbalken 
bestimmt.

Zweiter Abschnitt. — § 8.246

man schliesslich die Summe aller links vom Schnitte tt wirkenden loth- 
rechten Kräfte = 0, so erhält man :

A — 2 P — D sin 9 — H tg a = 0,

wo 2? die Summe der links vom Schnitte t angreifenden Lasten be-
o

deutet. Hierin ist nun

A — 2P=Q0

die Querkraft für den Schnitt tt eines einfachen Balkens AB, und es 
ergiebt sich daher

D sin cp = Q, wo
Q—Qo — H tg a = tg a (Q0 cotg a — H).(3)
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93. Die Bestimmung der Einflusslinie für M unterscheidet 
sich von der in No. 7 7 gelehrten Weise, die -Ö-Linie eines Zweigelenk-

S'2s 
EF

sich bisher nur auf die Stäbe des Bogens bezog, und für welche der

2zm gefunden wurde, um die der dritten Gurtung und

den senkrechten Zwischenstäben entsprechenden Glieder vermehrt werden 
muss. Sind nun <xx, a2, . . . die Neigungswinkel der Glieder der dritten 
Gurtung, so sind die Spannkräfte S und Z,

Ni = H sec ölx ; S2 = H sec a2 ; . . . *)
(5) Zx — H (tg <xx — tg oc2) ; Z2 = H(tg a2 — tg a3); ...

und man erhält für die allgemein mit S' bezeichneten Spannkräfte des 
Zustandes H=—1 die absoluten Werthe:

Sr — sec ar für das rte Glied des Zugbandes,
Sr' = (tg ar — tg ar+1) für die rte Zwischenstange.

bogens zu berechnen, nur dadurch, dass die Summe: 2 welche

1Ausdruck
EFC

(4)

(6)

Sind also die Längen dieser Stäbe = sr bezw. zr und ihre Querschnitte 
= Ftr bezw. = Fzr so ergiebt sich:

srsec 2 arS'2s 21 ^ (tg ccr — tg ar+1)(7) 2 2*.+ 2 + 2EF EFC EFsr EFzr
Man darf nun stets die Annahme machen, dass sich der Quer-

H sec arschnitt der dritten Gurtung so ändert, dass die Spannung a —
Fsr

einen festen Werth annimmt. Erfordert also H den Querschnitt Fb 
(d. i. der Querschnitt eines wagerechten Gliedes der dritten Gurtung), 
so wird Fsr — Fb sec ar, und man erhält, wenn man für alle Zwischen
stäbe denselben Querschnitt F„ annimmt,

S'2sEF ~~ E~F {^Zm + Yb 2 ^sec2a" + Y tgoćr+1)2} •(8) 2

wo \r die Horizontalprojektion von sr bedeutet (Fig. 255c).
Die Bestimmung der LT-Linie geschieht jetzt nach folgender Regel:

eines mit den GewichtenMan berechne die Momente M.w. m

Jm m belasteten einfachen Balkens A B' (vergleichewm
rl Fm

*) Es sind dies die absoluten Werthe. Die unterhalb des Dreieckfachwerks 
liegende dritte Gurtung (Fig. 255 bis 259) wird gezogen; ist sie nach oben ge
sprengt, so werden die lothrechten Zwischenstäbe auf Zug beansprucht, sonst auf 
Druck. Liegt die dritte Gurtung oberhalb des Dreieckfachwerks, Fig. 260, so 
wird sie gedrückt; die Zwischenstäbe werden dann gezogen.



so darf man stets genügend genau setzen:

2 \r sec2 CLr —

(tg a,. — tg a,.+1)22 z, (tg ar — tg a,+1)2 = X6 2

/fr.128
3 ^ Z3’

wo À6 den Mittelwerth der annähernd gleich grossen Feldweiten \r be
deutet, und man erhält dann den schnell zu berechnenden Ausdruck:

fc fin
Fz Ai i&

Für den Fall eines Zweigelenkbogens mit icagereclder Zugstange 
(fb — 0 in Fig. 255) ergiebt sich

i6 n
3 l2

(10) æ = :s*„ + Jjw( 1 + ) +

Fe
(H)

Fb

ein Werth, der auch bei geringer Sprengung des Zugbandes genügend 
genau ist und daher auch für die in den Fig. 256 und 275 dargestellten 
Träger brauchbar bleibt. Bei Berechnung von Dachbindern dieser Art ist 
es sogar zulässig, 9i = zu setzen, weil ja die Bestimmung des 
grössten Schneedruckes und besonders des Winddrucks auf einer ziem
lich unsicheren Schätzung beruht.

Zweiter Abschnitt. — § 8.248

Fig. 198 bis 200) und dividire sie durch
FeFc 2sr(tg ar — tg ar+1)2,9? = -f- —f 2Xr sec2 ar -f-(9) Fb Fz

Mwm
wobei zm = ymiv,„. Das Ergebniss ist: Hm

Die beiden letzten Glieder des Ausdruckes für 9Î sind von ver- 
hältnissmässig geringem Einfluss auf H und lassen sich meistens er
heblich vereinfachen. Liegen z. B. die Knotenpunkte der dritten Gur
tung in einer Parabel mit der Gleichung

x (l — x) (Fig. 255)Vb — 4/), l2
und folgen auch die Längen 0 der Zwischenstäbe dem Gesetze:

z j2 >
05

 ! CO



Kürzungen der Werthe wm und zm ziehen natürlich auch eine ent
sprechende Aenderung der beiden letzten Glieder des Ausdruckes 9Î 
nach sich. Nimmt man z. B. bei Untersuchung des in Fig. 261 dar
gestellten Trägers für alle Obergurtstäbe denselben Querschnitt Fa an 
und für alle Untergurtstäbe denselben Querschnitt Fu, und setzt man 
die willkürliche Querschnittsfläche Fe = F„, so empfiehlt es sich, einem 
Knotenpunkte m der unteren Gurtung das Gewicht

ym^m Vm^ )ym ^statt wm(12) . . . wm = h*rl
zuzuschreiben und einem oberen Knotenpunkte k das Gewicht:

2/fcX F0
T2“ Tu

Diese besonderen Werthe w sind aus den allgemeineren durch 
Division mit X : h2 erhalten worden, und es müssen daher auch die beiden 
letzten Glieder von 91 mit X : h2 dividirt werden. Man erhält:

F0 ^statt wk )•(13) . ... wk = yk
Fu

(14) SR = 2yi+|fSy:+^[^SX,.Sec2ar+^S^(tga,-tga,.+1)!]

wofür man stets
16 fl *)(15) 91 = 2^ -\-y-2yl + y + )+f#> ]
3 l\

setzen darf; auch ist es in der Regel erlaubt, das zweite Glied des

zu streichen. Man0+T 4)Klammerausdruckes und den Faktor

erhält dann:
h2lb F0F0

Syï +91 = 2*14-(16) X FbFu

94. Der Einfluss einer Temperaturänderung auf H ist durch
die allgemeine, für jedes einfach statisch unbestimmte Fachwerk gültige 
Gleichung gegeben:

2S' zts
(17)

EF
S' die Stabkraft für H = — 1 ist. Sind s und t für sämmtliche 

Stäbe gleich gross, so wird Ht = 0 ; denn setzt man in die dem Span-
wo

*) Für die Stäbe A G und EB, deren Spannkräfte nur von den Stützen
drücken abhängen, ergiebt sich S'= 0; die dritte Gurtung reicht nur von C 
bis E. Ihr Pfeil ist =A, ihre Spannweite =h-

Zweigelenkbogen mit gesprengter Zugstange u. s. w. 249
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nungszustande H = — 1 entsprechende Arbeitsgleichung
0,

welche für beliebige mögliche As gilt, As — os, wobei o eine Kon
stante ist, d. h. nimmt man an, dass die geänderte Form des Fach
werks der ursprünglichen ähnlich ist, so findet man

2S'i = 0.
Wird nun vorausgesetzt, dass sich die dem spannungslosen An

fangszustande entsprechenden Wärmegrade der Stäbe des Dreieckfach
werks und der Zwischenstäbe um t ändern, diejenigen der dritten Gur
tung hingegen um t-\-kt, so erhält man für Ht den Werth

S^jS's -f~ s At^uSr srHt = S'2s
2

EF
wobei sich über sämmtliche Stäbe erstreckt, hingegen nur über 
die dritte Gurtung. Erstere Summe ist = 0, und letztere geht für 
den Fall einer gezogenen dritten Gurtung [wegen Sr = -j- H sec ar und 

— — sec aj in —2krsec2ar über, weshalb sich
sAt^\r sec2 ar(18) H =

2 Alf
EF

e,EFckt^\r sec2 a,.
2 zr (tg a,. — tg a,.+1)Fe Fc2kr sec2ar -f--f-

F.Fb
ergiebt, und hieraus folgt: wird die dritte Gurtung stärker erwärmt 
als die übrigen Theile des Bogens, so nimmt der Horizontal^«*? ab; im 
Gegenfalle wächst H um ein positives Ht. Für den in der Fig. 260 dar
gestellten Träger findet man, dass der Horizontaler«*^ H zu- oder ab
nimmt, je nachdem die dritte Gurtung mehr oder weniger erwärmt 
wird, als der Versteifungsbalken.

Es ist nun stets zulässig, die Formel (18) durch die einfachere:
zEFJAt(19) Ht = -F 2<Zm

zu ersetzen; denn, da die Wahl von At einer groben Schätzung unter
liegt, so hat es natürlich keinen Zweck, die übrigen Glieder allzu pein-

yhsmlieh zu berechnen. Für zm ist in (19) der Werth zm =

zuführen. Eine Kürzung der z bedingt auch eine entsprechende Aen- 
derung des Zählers von Ht. Setzt man z. B. für den Träger in

r£ F
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F. F0Figur 261, wm — ym und wk = yk —, ferner = \fm, zk = y\~-, so
-r«

77 dividiren;
smuss man den Zähler von Ht in Gleich. (19) durch 

es ergiebt sich dann:
r2 h2

zEFJh2 kt(20) H. = -F-

95. Näherungsformeln für den durch einen Balken mit parallelen 
Gurtungen versteiften Parabelbogen. Wir bezeichnen mit h0 und hu die
Abstände der Gurtungen von der die Bogenenden AB verbindenden wage
rechten Geraden, mit y die auf die Gerade AB bezogene Ordinate des Bogens 
an der Stelle x\ sodann betrachten wir den Bogen als stetig gekrümmt und 
setzen für eine Einzellast P (unter Vernachlässigung der Dehnung der Hänge
stangen*):

Mw
H—P

s»y + |v» + »'fi( i + jÇ)
Mw

= P • /
/(y + K)2 dx-f j'(y — h0)2dx -J- A2 i'+U)l

d2Mw FoF0
wobei ym + yk jT = y + A» + {y — h») ^

4 fx{l — x)

dx2

und y =
V1

/•

iB

î !
z H

A
—->k-------i--------

lK"

Fig. 262.

*) Dafür wollen wir die Abmessungen ]b und fb (Eig. 261) durch die 
grösseren l und f ersetzen.
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Man vergleiche die ähnliche Entwicklung in No. 82, Seite 210; in der
selben Weise wie dort ergiebt sich

5 P (1 \ i 72 _1_ (1 \ J ^ ^uFu hoFo«(i-ał^ + oO—) + ä7 *.„ + *■„
5 huF„-hoFo 15 hu*Fu + ho*F„ , 15 h2 
2 f(Fu + Fo) + 8 f*(Fu + Fo) + 8 f2

]H , wo
8 fl3u>

(21) FuFo
Fb{Fu + F0)

Die hiernach aufgetragene //-Linie weicht nur ' wenig von einer Parabel 
ab; sie darf durch eine Parabel von der Pfeilhöhe

3 PI
(22) — — v

16f
ersetzt werden, wobei

f [Fn + Fo) + 1,25 (huFu — hoFo)(23) v =
f(Fu+F0)+2,5 {huFu - h0F0)+ff.(hu>Fu+hSF0) + j j(l + j Ç) —FuFo

ist. Sollen die Längenänderungen der Hängestangen berücksichtigt werden, so 
tritt im Nenner noch das Glied

15 h2 128 FuFo lf3 h2\f2 FuFo 
l* Fz80' 8 f 3 Fz V

hinzu. Für die in den Figuren 263 und 264 dargestellten Sonderfälle er
hält man:

Fu
f\~+l —1,25*Fo(25) (Fig. 263).v =

Kf+i)-2’5;*+ 15 h2
8 f

' ,(fe«)+»‘+^[‘+(‘+¥WS](26) (Fig. 264).

/;-/•
AiikLdii

K=h;hu° | h,F°;à^h

Fig. 263. Fig. 264.

In Folge einer von B aus um die Strecke £ vorgeschobenen gleichförmigen 
Belastung p entsteht:

ir(27)

*) Yergl. Seite 239, Gleichung 46.



—cv •—*1«----------- x~~
s rr■

>à'\o

c ■
rg»L-.

\iXç. I i myA B'\
S'WA? y.

Fig. 265.

15 zEktWFoFu 
8 PiFo + FJü’ welche Formel der Gleichung (25)*) Abgeleitet aus Ht 

auf Seite 211 entspricht.

**) "Wir berechnen die , weil die Spannkräfte in den Gurtstäben diesen 

Werthen proportional sind.

M
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Der Einfluss einer den ganzen Träger bedeckenden gleichförmigen Be-

ä=4?v.
lastung ist:

(28)
8/'

Die ständige Belastung erzeugt:

= ^v.(29) H,
8 f

In Folge einer Temperaturänderung entsteht:
zEF0F„At v

Jf f{F„ + Fu) + 1,25 (huFu — hoFo) 
wobei zu beachten ist, dass der Horizontal druck H in der dritten Gurtung 
vergrössert wird, sobald diese Gurtung um A t mehr erwärmt wird als die übrigen 
Theile des Fachwerks.

Für den Fall einer gleichförmigen ständigen und beweglichen Belastung 
lassen sich sehr einfache Formeln gewinnen, welche den in No. 91 für den 
Zweigelenkbogen abgeleiteten ähnlich sind.

1. Angriffsmomente. "Ware II — 0, so würde sich für den Knotenpunkt
u (Fig. 265) in Folge der ständigen Belastung das Angriffsmoment M„r = g X-~

ql2
ergeben, und es entsteht daher mit Berücksichtigung von Hg = ’ — v

8/
Moment:

*)15 h2(30) Ht —

das

Mgu = g~ — ~'* (y + Kf(31)

woraus, wegen y’ — Af —, nach Division durch h**)

■-
A
--

-•A
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Mgu gl2 (V — 1).(32) vhu — g8 fh
Ebenso erhält man für einen Knotenpunkt der oberen Gurtung:

',h--gw

h

Mg° _ gP 
h 8 fh

Zeichnet man also eine Parabel A'S'B\ deren Pfeil

(33)

P (v —1) ist,

Pjhu 
8 fh

— von der A'B\ und misst entsprechend u und o die Abstände F«

8/i

zieht die zu A'B’ parallelen Geraden CD und EF in den Abständen

, P\hbezw. —
8 fh

und Y0 der Parabel von jenen Geraden, so findet man

x, M9°glui h

denn die auf A'B’ bezogene Ordinate der Parabel an der Stelle x ist = 
4 P (v — 1)
P\ 8h
giebt sich v < 1, so liegt S' oberhalb A’B’.

Behufs Ermittlung von Mup bringen wir die untere Gurtung des Ver
steifungsbalkens in Au und Bu mit den Auflagersenkrechten zum Schnitt, 
bestimmen den lothrecht über u gelegenen Punkt u des Bogens und folgern

aus der Gleich. Mu = M0 — Hy«, 
in welcher M0 das Moment für den 
Querschnitt x eines einfachen Bal
kens bedeutet, dass Mu dieselbe 
Form hat wie das Moment für den 
Punkt u eines in den Punkten Au 
und Bu gestützten Zweigelenk
bogens. Diesem Zweigelenkbogen 
muss natürlich der für den ver
steiften Bogen gefundene Werth v 

(Gleich. 23, Seite 252) zugeschrieben werden. Die Kämpferdrucklinie ist eine
4 f

Wagerechte im Abstande von der AUBU und werde von den Geraden Auu 3 v
und Buu in Punkten E, E' geschnitten, deren Abstände von den Auflager
senkrechten %u und sind, Fig. 266.

MgU(34) f 9 Tu
h

xx' (v — 1) • Figur 265 setzt voraus, dass v>l ist. Er-xx' 2h

-4k

Ar
& \3FI

A i
A) K~x U

Fig. 266.

tv • i i • i wiitt pDann ergiebt sien. —-—- — pCu, WO

Cu= yu ^“3 + v(35)
8 flh

Die beiden Grenzwerthe von Mu : h sind nun
min Mu

^-=-=-gY„-pCu

maxMu^ __ — q Yu P C
(36)

* »
.
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und ebenso ergiebt sieb:
u,inM°

f gYo—pCoh(37)
tnax

+ qYo+pCo-, woh
y» (io3 + £V) v(38) Co = 8flh

----- *Die Ermittlung von Ę0 und 
|'0 zeigt die ohne weitere Erklä
rung verständliche Figur 267. Liegt 
E’ links von A, so ist g' = 0 zu 
setzen, hingegen ? = 0, wenn E 
rechts von B fällt. — Durch die 
vorstehenden Formeln sind die 
Spannkräfte in den Gurtungen 
bestimmt.

J £' E

\\JWI
. *li f

.......... —|&i4
B

Fig. 267.

2. Querkräfte. Wird zunächst Hg = 0 angenommen, so entstehen Momente
dl2

Mo g, welche gleich den Ordinaten eines in eine Parabel vom Pfeil ~~ einge-
8

schriebenen Polygons sind und für das mie Feld ergiebt sich die Querkraft:
Mo (m — 1 ) gM om ff tg ß,„. Fig. 268.Qomg \

a

Äf AB-/V—
À ! I'*’*

WM !
Wab

!
1 W

Fig. 268.

Mit Berücksichtigung von Hg erhält man also:
öZ2

Qm g —— Qomg Hg tg GC„i = tg ßm —; V tg 0tm
8 f

Q ?2und wegen tg am : tg ßm = f : .8
(v — 1).(39) Qmg = -Qomg

Man hat also nur nötliig, die im ersten Bande Seite 128 für die Quer
kräfte Qog des einfachen Balkens gewonnenen Werthe mit — (v — 1) zu mul-
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tipliciren und gelangt zu der in Fig. 268 dargestellten Querkraftsfläche. Will 
man rechnen, so setze man

Qmg = — gx,n (V — 1).
Die Bestimmung des Einflusses der beweglichen Belastung p geschieht sehr 

übersichtlich wie .folgt.

(40)

4 fIm Abstande-^- von der AB wird die Wagerechte A'B' gezogen, und
O V

durch A eine Parallele zum Stabe (F'F") der dritten Gurtung gelegt
(Fig. 269), welche die A'B' in E schneidet. Eine durch E gehende Last P 
erzeugt — eine stetig gekrümmte iZ-Linie vorausgesetzt —

Pb a Pb3 Pa b _______
4/7 l 4 f cotg oc», = A cotgH= I

3v

\P'>/ JPA'-
I&ff---- ------CL K-----------------£----------- >f

“TÆ '/pJ T;

Al
r s *fr--JV—> '—JŁ——y*t-- ->

fm-t) jt j 5w 6
(ml

tp/l TpA ipA \pA

T\si
J ~
*s4 4 IGffl

444A
^^jÈdéfârP^

Fig. 269.

und bringt die Querkraft
Qm — A — Htg am = 0

hervor. Eine links von E liegende Last P' verursacht H— A cotg a' und die
Querkraft Qm — A — A cotg a' tg am = A 11 — , welche positiv ist, weil

tg um <Z tg a ist, während Lasten rechts von E negative Querkräfte Qm erzeugen. 
Liegt aber P links von m — 1, so entsteht

Qm — A P H tg a.m •— B H tg am
und hieraus darf man schliessen, dass zur Erzielung von maxQmp nur die zwischen 
dem Schnitte tt und der Senkrechten durch E gelegenen Knotenpunkte (mit 
je pX) zu belasten sind.*) Zeichnet man nun die Einflusslinie für H und A

*) Wir machen die zweckmässige (etwas zu ungünstige) Annahme fester 
Knotenlasten py. Yergl. Band I Seite 118.
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unter der Voraussetzung, dass sich über den Träger die Last 1 • X bewegt und 
addirt die unter den belasteten Knotenpunkten gemessenen Ordinaten H und A, 
so erhält man

maxQmp — ('S A — tg am 2 H) p, 
wobei in dem in der Fig. 269 dargestellten Falle

= A3 -j- A4 -f- A5 -f- A@5 2 H— Ha •+■ H4 -f- H6 -J- Ha 
ist. Die beiden Grenzwerthe von Q sind nun

xQm = — gxm (v — 1) + p (2 — tg am 25)
mrnQm — — ? X,n (v — 1 )~P (2^4 — tg 0Cm 2 H) J 

durch dieselben sind die Spannkräfte der beiden Diagonalen Dr und Di be
stimmt.

ma

Die vorstehend abgeleiteten 
Formeln lassen sich auch zur Be
rechnung der Spannkräfte des in 
der Fig. 270 dargestellten Trägers 
benutzen. In den Gleichungen (31) 
bis (30) zur Bestimmung von H 
muss mun h0 mit hu vertauschen, 
F0 mit F«.

Fig. 270.

96. Zahlenbeispiel. Es soll die H-Linie des in Fig. 271 dargestellten 
Trägers zunächst angenähert, sodann aber mit Berücksichtigung der Längen
änderungen sämmtlicher Stäbe ermittelt werden. Die Knotenpunkte der dritten 
Gurtung liegen in einer Parabel, deren Pfeil /" = 6,12"* ist.**)

1. Vernachlässigung der Längenänderungen der Füllungsstäbe. Die Ge
wichte w der einzelnen Knotenpunkte des Versteifungsbalkens sind nach den 
Gleich. (12) und (13) zu berechnen, worauf durch Gleich. (16) und H durch 
die Formel

bestimmt ist. Geschätzt seien: ^ = 0,37; ^ = 0,40. Man erhält

für einen unteren Knoten m; wm = ym
F0

für einen oberen Knoten Je-, Wk = yt>y = 0,37 yu,

und wenn die den Knoten 1, 3, 5, 7, . . . entsprechenden w auf die Angriffs
punkte 2, 4, 6, . . . der Querträger vertheilt werden:

1,87 -j- ^ • 1,435 • 0,37 = 2,14 
= \ • 1,435 • 0,37 -(- 3,40 -)- ■§ • 2,795 • 0,37 — 4,18

w6 = \ • 2.795 • 0,37 + 4,59 + \ • 3,815 • 0,37 = 5,80
= l • 3,815 • 0,37 + 5,44 + * • 4,495 • 0,37 = 6.95

w10 = l • 4,495 • 0.37 + 5,95 + | • 4,835 • 0.37 = 7,64
== I • 4,835 • 0,37 + 6,12 + • 4.835 • 0,37 = 7,88

ic3 =

w 8

*) Figur 271 stellt den Hauptträger einer 1889 in Hannover nach den 
Plänen des Verfassers erbauten StrassenbrücJee über die Ihme dar.

Müller-Breslau, Graphische Statik. H. 1. 17



2. Berücksichtigung der Längenänderungen sämmtlicher Stäbe. Die In
halte der Stabquerschnitte (ohne Abzug für Nietlöcher) sind in Fig. 272 zu- 
samuiengestellt worden. Zur Ermittluug der ET-Linie soll Gleichung (F) auf 
Seite 163 benutzt werden. Dieselbe liefert

Hm = Pm
'S.

wo S' die Stabkraft in Folge H = — 1 und 8m die durch diesen Belastungs
zustand verursachte lothrechte Verschiebung des Knotenpunktes m bedeutet. 
Die Summe 2 umfasst sämmtliche Stäbe des Fachwerks. Den Kräfteplan für 
H— — 1 zeigt Fig. 273a. Man denke sich in den Stäben der dritten Gurtung

*) Vergl. Seite 203. Die rechnerische Bestimmung der Mtc ist der zeich
nerischen Ermittlung unbedingt vorzuziehen.

Fig. 271.

und (da die Mt„ vorhin für X = 1 berechnet worden sind) mit P=l:
Mw ■ X_Mw . 3,125 _ Mk alsoH 296,20 296,20 94,78

30,65H2 = 0,32; if4 =: 0,62; Hc = 0,88; /lg = 1,08; H10 = 1,20; H12 = 1,24.94,78

3,13

:
1:400

g

Zweiter Abschnitt. — § 8.258

Die Angritfsmomente M,„ des mit diesen Gewichten w belasteten Balkens 
A'B' sind, wenn die Feldweite X = 1 gesetzt wird:*)

= 30,65 Ml06 = 83,49 j Mwxo = 113,60 
Mwl = 59,16 J Mu,8 — 102,02 I Mm2 = 117,54

Nun findet man:
ffi = 2ym2 + Ęl + ^ — = 2(1,87* + 3,4Ö3 + 4,592 + 5,442+5,95a)+6,122

r u A jP 5
+ 0,37 • 2(1,4352 + 2,7952+3,8152 + 4,4952 + 4,8352H 1,22 • 33,5 0,40 = 296,203,125

OrdinaUn in Aletcm STlablängen inMeiern
l ■Ą*rdJąS~-
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Zugkräfte S\, S'2, . . . hervorgerufen, deren wage rechte Seitenkraft = 1 ist, 
bestimme die in den lothrechten Zwischenstäben hierdurch erzeugten Drücke, 
S' = Z’ (welche beim Parabelbogen von gleicher Peldweite den konstanten 

8 A 8 • 6,12 — 0,11 annehmen) und zeichne hierauf für den mit 

den Kräften S\ und Z’ belasteten Yersteifungsbalken einen Cremona’schen Plan.

"Werth — V1 87,5-12

565*81
*81

QmmcfmiMg in
%§§§

5/55/55/5 5/55/5 5/5

Fig. 272.

Die Ergebnisse sind in die Fig. 273b eingeschrieben, ebenso (in Klammern) die

den Stäben der dritten Gurtung entsprechenden Werthe

letzteren wurde die für alle Stäbe gleiche Elasticitätsziffer E, deren Grösse 
S'2sauf das Verhältniss —- ohne Einfluss ist, =1 gesetzt. Als Einheitenhj r

wurden die Tonne und das cm gewählt, so dass sich beispielsweise für das dritte 
Feld der Werth

S'2s-■ Bei Berechnung der
EF

S'2s_ 1,072 • 334 0,738
EF 1 • 519

ergab.
S's

Jetzt wurden für den Zustand II— — 1 die Längenänderungen As =

der Stäbe des Versteifungsbalkens berechnet und in Fig. 274*) zusammenge-
S'AsS’*s

stellt (nicht eingeklammerte Zahlen), desgleichen die Werthe

(eingeklammerte Zahlen). Für den zweiten Untergurtstab wurden z. B. er
halten :

EF

1,20 -312,5 = 0,7282 = 0,73 und S'As = 1,20 • 0,7282 = 0,874.**)As = 1 • 515
Die Durchbiegungen §m lassen sich als Momente Mw eines einfachen 

Balkens A’B’ (Fig. 271) deuten, welcher mit Gewichten w belastet wird, zu 
deren Berechnung die Gleichungen (6) und (7) auf Seite 105 dienen. Wegen

1,971,64 = 1, 26 ergeben sich, wenn die= 1,46 und sec <p =sec 9j = —- v • 3,1251,12

*) Diese Figur ist verzerrt gezeichnet worden, um Platz für die Zahlen 
zu gewinnen.

**) Die Stablängen (in Metern) sind in Fig. 271 angegeben.
17*
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Fig. 274.

und für die oberen Knotenpunkte:
Wi = — 1,49 • 1,46 = — 2,18 
w3 = 0,73 *) 
wh = 1,41

Wr, = 1,93 
wÿ — 2,28
XV i j *— 2,4 o •

*) An jedem Knoten 3, 5, 7, ... . greifen zwei Diagonalen an, deren 
Längenänderungen entgegengesetzt gleich sind und sich daher tilgen.

Zweiter Abschnitt. — § 8.260

überall gleiche Abmessung h zunächst = 1 gesetzt wird, für die unteren Knoten 
die Werther

wi = 2,61 + 1,49 • 1,46 — 2,32 • 1,26 = 1,8622 
«’4 == 4,09 + (2,32 — 1,83) • 1,26 
w6 — 5,54 + (1,83 — 1,30) • 1,26 
«?8 = 6,55 + (1,30 — 0,59) • 1,26 
w10 — 9,69 4- (0.59 — 0,20) • 1,26 
w12 = 9,96 4- (0,20 + 0,20) • 1,26

= 4,7074 
= 6,2078 
= 7,4446 
= 10,1814 
— 10,4640

3T(uj
äh\ \ /IC \ x

0 o; 4:o;%-#-/---- ->j (0,618)

Sl' + I.OO
(0, 316)

Ml
,*—

(0,XK>
ii>)

o,
Sfaft*ZlO,f1jOa) srtt».8

A.« s.
Z~C,t!

1:200
:Lo,n

o)- m oś-wo)MS3 o)— f Si- j

A jS'=0 (X) V=+l,Ml%ri%‘+Zp (6) IÇ-+3/8 (b ZJy+3)ä (/OJ V^es (12)

Fig. 273.

(4,076) (11,582) (21,ZW (29,689) (28,050) (50,801)

/ -W 3 -6,09 2 -6,68 ? -6,53 0-9,60 // - 9,96

0,

2 +0,n 9 6 +8 + 2,28 IO 7-2*6 i$
(0,mj (3,20*) (S.J36) (8,633) (9,856) j

O

<
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Werden die Gewichte der oberen Knoten auf die Querträger-Angriffs
punkte 2, 4, 6, . . . vertheilt, so erhält man für diese letzteren die Gewichte:

2,005 
3,125

«’4 = 4,7074 + £(0,73-f- 1,41) =5,78 wl0 = 10,1814 + i (2,28 + 2,45) = 12,55
= 6,2078 + i (1,41 + 1,93) = 7,88 wl2 = 10,4640 + 1 (2,45 + 2,45) = 12,91,

denselben entsprechen mit X = 1 die Momente:
Mw2 = 43,045 Mw& = 121,695 Mm0 = 169,255 
Af«,4 = 85,260 Mwa = 150,250 Mm2 = 175,710.

—)— Ą 0,73 = 0,83«>* = 1,8622—2,18 m-s = 7,4416 -f- \ (1,93 -j- 2,28) = 9,55

Die Zusammenzählung der in die Figuren 273 und 274 eingeschriebenen
S'2s(eingeklammerten) Werthe giebt für beide Trägerhälften:EF

2 EF

und hierzu tritt noch für die Hängestangen, für welche durchweg S' — — 0,11 
und F—~\-90qcm ist, das Glied:

0,112 •
1 • 90

= 362,937

[2 (1,87 -f 3,40 + 4,59 -f 5,44 + 5,95) + 6,12] = 0,00654*)

weshalb

^ EF

Da nun bei Berechnung der Mw sowohl h — 1 als auch X = 1 gesetzt 
wurde, so folgt jetzt für P=1

362,937 + 0,654 = 363,59.

M„ \_M„- 312,5 _ Mw
363,59 ’ h ~ 363,59 • 120“ 139,62 also

43,045 0,31; #4 = 0,61 ; #6 = 0,87; #8 = 1,08; #10 = 1,21; #12 = 1,26.H,= 139,62
Diese genaueren Werthe weichen von den vorhin berechneten nur un

wesentlich ab.
Wir empfehlen dem Leser, zur Uebung die <5,„-Linie noch mit Hilfe eines 

Williot’schen Planes oder mittels des Stabzugverfahrens zu bestimmen.

97. Einfluss schräger Lasten. Wir schliessen diesen § mit einer 
Untersuchung des Einflusses schräger Lasten auf einen Zweigelenkbogen 
mit gesprengter Zugstange (Dachbinder) und machen auf diejenigen 
Annahmen aufmerksam, welche zur Vereinfachung des im § 5 er
ledigten strengeren Verfahrens gemacht werden dürfen. Der allgemeine 
Ausdruck für H in Folge einer Einzellast Pm ist (nach der ersten der 
Gleichungen V auf Seite 168):

6(41) H = Pm S'2s
2 EF ’

*) Man übersieht hier recht deutlich den geringen Einfluss dieses Gliedes.

v 
s
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worin S' die dem Zustande H — — 1 entsprechende Spannkraft irgend 
eines Stabes des Fachwerks ist, und hm' die Verschiebung bedeutet, 
welche der Angriffspunkt m der Last Pm im Sinne von Pm erfährt, so
bald nur die Ursache PL = — 1 wirkt. Die Ermittlung der Ver
schiebungen die in Fig. 275 mit Hilfe eines Williotschen Planes 
erfolgte, darf stets unter der Voraussetzung starrer Füllungsstäbe durch
geführt werden; auch ist es zulässig, sämmtlichen Gurtstäben denselben

£ fr ^ ß 8
]o. /o

6.J—'\ \C \
Ą/ s

T~b
ü—-j----
4~e~ -oiw- fO

N? (ö)V

\
---------- V------- Sb4-- r 4'

w, y-—x_ —t---- Qa\—i

i
«i

\\\ y'

k~i— </ F
\ jj

—TW,

Fig. 275.

Querschnitt Fc zuzuschreiben. Setzt man dann bei der Berechnung' der 

Längenänderungen A s —
S's

der Gurtstäbe sowohl E = 1 als auchEFC
Fc= 1, so muss man in Gleich. (41) den Nenner durch den Werth

Fc ersetzen. In Fig. 275 liegt ein symmetrischer Träger vor. 
i

Es wurde bei Aufzeichnung des Verschiebungsplanes zunächst der Mittel
punkt und die Richtung des Stabes s5 als festliegend angesehen 
hierauf 64' = A5*) gemacht und b'4'J_54, b'6' J_ 5 6 gezogen.

*) Wir erinnern an die Bezeichnung Ass = A5.



Die Anschliessung der Punkte 3', l', O', A' erfolgte nach No. 32. — 
Die Punkte 8', 10', B' liegen in Bezug auf die Senkrechte durch 5' 
symmetrisch zu 2', l', A' ; und ebenso würde man, falls auch in den 
Knoten 1, 3, 5, 7, 9, C, D Lasten angreifen sollten, die symmetrisch 
zu 3' und l' gelegenen Punkte 7', 9', eintragen und endlich C', D', 
welche in Fig. 27 5 fortgelassen sind, bestimmen. Behufs Erfüllung 
der wirklichen Auflagerbedingungen musste schliesslich der Verschie
bungspol aus dem Mittelpunkte von A 5 in den dem festen Auflager A 
entsprechenden Punkte A' gelegt werden, worauf sich beispielsweise 
die Verschiebung 52/ des Knotens 2 im Sinne von P2 gleich der Pro
jektion des Strahles A'2' und die Richtung von P2 ergab.*)

Wären nun Zugstange und Zwischenstäbe nicht vorhanden, so 
würde sich

Zweigelenkbogen mit gesprengter Zugstange u. s. w. 263

F02S'2s-f = bB' = A'B'F
ergeben, d. h. gleich der Verschiebung, welche B in Folge des Belastungs
zustandes H = — 1 erfährt. Im vorliegenden Falle ist aber

Fc Fe^S'2s = hs + 2eS' 2sF F

wobei sich das Zeichen 23 über die Glieder der Zugstange und die 
Zwischenstäbe erstreckt und hierfür darf stets

F. FcSS'*.-/ = »/ + !
ü

gesetzt werden,**) womit sich
hm'

H=Pm
Fe
Fb

ergiebt, oder, falls man die Lasteinheit durch eine Strecke von der 

Länge -j- l Fc darstellt,
Fb

H— Pmhm'.

Will man die Punkte 5', 6', 4', . . . in Fig. 275b aus der nach 
No. 93 für die lothrechte Lastenrichtung ermittelten Biegungslinie ab
leiten, was manchmal vortheilhaft ist, so beachte man die Beziehung:

*) Die bei imsymmetrischem Träger nach No. 33, Seite 6!, zu zeichnende 
Figur A" 0" 1" . . . B" schrumpft hier zu einem mit A' sich deckenden Punkte 
zusammen.

**) Vergl. Seite 248, Gleich. (11).
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(absolut genommen). Hat man also die Gewichte w nichtwm
rm

mittels der Gleichungen auf Seite 247 berechnet, sondern von den 
später gezeigten Vereinfachungen Gebrauch gemacht, so muss man bei 
Aufzeichnung des Linienzuges 5', 4', 2', O', l', A' die Längenände

rungen As = wr auftragen und auch das Glied l Fc entsprechend

ändern. Liegt z. B. ein Sichelträger vor und wird nach Seite 200 das
K

( m ^ eingeführt, 
rm '

V mGewicht wm — statt so folgt für den dem2rm
VKnoten m gegenüberliegenden Gurtstab: Asm—und es muss
rm

l Fc Fcan die Stelle von 1-—- treten, wo se die mittlere Gurtstab-sc Fb
länge bedeutet. Sind sämmtliche Füllungsstäbe mit Ausnahme eines 
etwa vorhandenen Endständers gegen die Lothrechte geneigt, so be
stimme man i', 3', 2', 0', indem 
3' —2'J_3 —2, 2'—1'_[_2 — 1 und l'—0' 
am schnellsten mit Hilfe von As0 = AO festgelegt wird.

Schliesslich sei noch daran erinnert, dass sich die Punkte 4', 2', 
O', Â auch nach dem Stabzugverfahren ermitteln lassen, wie das in 
No. 85 durchgeführte Zahlenbeispiel gezeigt hat.

Wird die Zugstange durch geneigte Stäbe mit dem Fachwerkbogen 
verbunden, Fig. 27 6*), so führe man die Spannkraft X irgend eines

Fb

5' — 4' 5 — 4, 4'— 3' | 4 — 3man
0 zieht, worauf Ä1

T?/f fct-J
\ss

z. \\m-IxIS £- 1 zrir 'XIF
's prST 3I m

Fig. 276.

Gliedes derselben als statisch nicht bestimmbare Grösse ein, ermittle 
die von der Ursache X~— 1 hervorgerufenen Spannkräfte und Längen
änderungen und zeichne — wie in Figur 275 — einen Williotschen 
Verschiebungsplan. Die Bestimmung der S' für die Glieder der Zug-

*) In dieser Weise sind z. B. die Dachbinder der Queens-Street-Station 
der North British R. in Glasgow angeordnet.
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Stange und für die Zwischenstäbe hat, hierbei nach Fig. 276b 
folgen.*) Zu betonen ist, dass alle vorhin als zulässig bezeichneten 
Annahmen auch für den Fall schräger Hängestangen statthaft sind; 
die Berechnung von X darf dann bei der üblichen geringen Sprengung 
der Zugstange mittels der Formel

zu er-

(vergl. Seite 263)X = Pm
FcSjg —|— ^ Fh

erfolgen.
Hinsichtlich der bei der Berechnung von Dachbindern in Betracht 

zu ziehenden Belastungsfälle wird auf Band I, § 39 verwiesen.

§ 9-
Kette, versteift durch einen Fachwerkhalken.

98. Eine sehr wichtige Trägerart, deren Berechnung sich von der 
Untersuchung der im vorigen § behandelten Stabgebilde nur wenig 
unterscheidet, ist die in Fig. 27 7 dargestellte, durch einen einfachen 
Balken versteifte Kette. Bei R und T seien auf wagerechter Bahn 
geführte Auflager angeordnet; die Hängestangen seien lothrecht.

Da es zweckmässig ist, den Versteifungsbalken nur durch die beweg
liche Belastung zu beanspruchen, so wird man das Bauwerk zunächst als 
unversteifte Kettenbrücke ausführen und die Dreiecke des Versteifungs
balkens erst dann schliessen, wenn die Kettenglieder und die Hänge
stangen die der ständigen Belastung entsprechenden Längenänderungen 
erfahren haben.

Die Aufsuchung der Form der meistens durch drei angenommene 
Punkte R, W, T geführten Kette und die Ermittlung der Spannkräfte 
in Folge der ständigen Belastung ist bereits im I. Bande (S. 404—408) 
unseres Buches beschrieben worden, und wir fügen nur noch hinzu, 
dass auf dem dort angegebenen Wege die Gestalt der durch die ständige 
Belastung gespannten Kette — nicht diejenige der spannungslosen — 
gefunden wird, dass also die Längen, welche den Kettengliedern und

Sgs
Hängestangen in der Werkstatt zu geben sind, = s sein müssen,FF

*) Die Unterschiede in den Spannkräften der einzelnen Glieder werden 
stets gering sein; durch entsprechende Neigung der Hängestangen lässt sich 
sogar erreichen, dass in allen Theiien der Zugstange dieselbe Spannkraft X 
auftritt.
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wenn allgemein s die Länge des fraglichen Stabes auf Grund der er
wähnten Formbestimmung und Sg die Spannkraft in Folge der ständigen 
Belastung bedeutet. Dass ausserdem noch der Unterschied zwischen 
Aufstellungs- und Werkstattstemperatur berücksichtigt werden muss, 
ist selbstverständlich, ebenso dass bei Bemessung der Pfeilerhöhen der 
Verkürzung Rechnung zu tragen ist, welche die Pfeiler in Folge der 
ständigen Belastung erfahren werden.

Wird nur ein Theil (gv) der ständigen Belastung (g) vor Aus
führung der Versteifung aufgebracht, der Rest (gn) erst nach Einfügung 
des Balkens, so ist in der vorstehenden Betrachtung Sgv an die Stelle 
von Sg zu setzen. Die beschriebene Formbestimmung liefert die Ge
stalt der mit gv belasteten Kette und der Einfluss von gn muss, ebenso 
wie derjenige der beweglichen Belastung, nach den in den folgenden 
Untersuchungen abgeleiteten Verfahren festgestellt werden.

Andererseits könnte man aber auch ausser der gesammten stän
digen Belastung (g) noch eine Belastung g' auf die unversteifte Brücke 
bringen und nach Vollendung des Versteifungsbalkens wieder entfernen. 
Es würde dann, bei Untersuchung der nach der Versteifung hinzu
tretenden Lasten, g' als eine negative Belastung aufzufassen sein.

Aehnliche Verhältnisse lassen sich natürlich bei jedem statisch unbe
stimmten Träger herbeiführen. So könnte man z. B. einen Zweigelenkbogen 
zunächst mit Scheitelgelenk ausführen und dieses Gelenk nach Aufbringung
der gesammten ständigen Belastung g oder eines Theiles von g vernichten; 
auch eine später wieder zu beseitigende Belastung g' könnte zuweilen von Vor
theil sein.

Die Untersuchung des Einflusses der nach erfolgter Versteifung 
der Kette auf den Balken gebrachten Belastungen beginnen wir wie 
immer mit der Betrachtung der Wirkung einer Einzellast.

99. Der Horizontalzug TI in Folge einer Einzellast. Verbindet 
man die senkrecht über den Balkenstützen A, B gelegenen Punkte A", 
B" der Kette durch eine Gerade (die Schhisslinie) und bezeichnet die 
Strecke, welche Kette und Schlusslinie auf der Lothrechten durch irgend 
einen Knotenpunkt m abschneiden, mit ym (Fig. 277), so ist das auf 
m bezogene Angriflsmoment:

Mm = M0m — Hym,

wo M0m den Werth von Mm für den Fall bedeutet, dass der von den 
Lasten P ergriffene Balken nicht an der Kette hängt, sondern nur in 
A und B gestützt wird. Für den Zustand H = — 1 ergiebt sich 

= ym und hieraus folgt, dass die Berechnung des von einer Ein
zellast P hervorgerufenen Horizontalzuges H sich von der Ermittlung 
der Werthe H für die im vorigen § behandelten Trägerarten nur in-
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sofern unterscheidet, als die im Nenner des allgemeinen Ausdrucks für 
S'2s 
EF

Die Spannkraft der unter a geneigten linken Rückhaltkette ist 
= IIsec a' und nimmt für H——1 den Werth S'= — sec ol' an. 
Ist also die Länge dieser Kette = s' und der Querschnitt F — Fk sec ol', 

wo Fh den zur Aufnahme der Spannkraft S = JET,

von den Rückhaltketten beeinflusst wird.H stehende Summe 2

bestimmteni a
ff

\ <*'// T (cc)m -----------Xy/
b/s ■/ ■/ t;fr/

Mz ;f_
\ 'MM.%I 'Î

. . .\' ■ / t ~ I ’ r I i t 1 1 •» ' 1 \ffi 1
ff

i
ifi‘in

fi>i
(cf)

Af-rtfLch^ |
Mi Onuim

'y™ \ SB* In.

, 77„; fc)
Tl i

Ç5>“1”"'

Fig. 277.

Scheitel-Querschnitt der Tragkette RWT bedeutet, so ergiebt sich 
S'*8 
EF

liehe Glieder der Rückhaltkette gleich gespannt sind, dass also die 
Stützung derselben auf die in Figur 171 (Seite 169) dargestellte 
Weise erfolgt. Bezeichnen s" und ol” die entsprechenden Werthe der 
rechten Rückhaltkette, so führen die vorstehenden Betrachtungen zu 
der folgenden Bestimmungsweise der Einflusslinie für H.

s' sec <x' , wobei allerdings vorausgesetzt wird, dass sämmt-
EFk



Man berechne die Momente Mw eines mit den Gewichten 

belasteten einfachen Balkens A’B' (unter F0 eineymsm Fc 
rl Fm

beliebig grosse, aber konstante Querschnittsfläche verstanden) und 
dividire dieselben durch

wm =

Fc (I2i\r sec2 ar -\- s' sec <x' -f- s" a")(i) m = 2*.-f sec
Fh

+ 2zr (tg <xr — tg a.r+l)2,

Mw
■*)ivorin zm = ym icm. Das Ergebniss ist H

Die zweite der Summen in Gleichung (1) erstreckt sich über sämmt- 
liche Glieder der Tragkette, die dritte über alle Hängestangen. Für 
beide Summen lassen sich einfache, genügend genaue Näherungsformeln

91

n
QC'^ocJ
£ r-i

ł

~/4---------------- ------------ 51<—•r T~ 71, 1 c•v V U'T<2 ff
■A-A A ■>

' r+1 . ,1A x —-H i ü
MA

Fig. 278. Fig. 279.

ableiten. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Kette als stetig ge
krümmte Parabel und setzen mit Bezugnahme auf die Bezeichnungen 
in Fig. 279:

4 fx x (7X — x) ex
y = undn h

idx t1+i ~ (
16/7
3 l\ +t)2 \r sec2 a,. = 1 +

— tg ar+1^2ferner (tg a,. — tg ar+1)2 = a2 (h' — y') X —'
X

*) Die Bezeichnungen sind dieselben wie im vorigen §; sie wurden über
dies in die Figuren 277 und 278 eingetragen. Die Knotenpunkte des Balkens 
und der Kette wurden für sich nummerirt; . . . m — 1, m, m-f~ 1 . • . sind die 
Ordnungsziffern der Knotenpunkte des Balkens, . . . r — 1, r, r-f-1 . . . die
jenigen der Knotenpunkte der Kette.
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)c
^ 2= A

Wir erhalten dann:

so muss man mit
64f\ (3h'(6) 3ł = 2yŁ+M[-

s0 +

rechnen.
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= X — y') dx
i<> o

]— 1,5 c ) X Fe
Fz

— 2 U
3

Für die durch einen Parallelträger versteifte Kette ist aber noch eine 
weitere Vereinfachung möglich, bestehend in der Einführung einer parabel- 
förmigen //-Linie. Die Entwicklung ist ähnlich der in No. 82 für den Hori
zontalschub eines Zweigelenkbogens gegebenen Ableitung. Man betrachte die 
Kette als stetig gekrümmte Parabel, deren Gleichung

4 fx(l — x )y =
ist, (Fig. 280), und ersetze die Einzelgewichte w durch eine stetige Belastung, 
so zwar dass das Balkentheilchen dx mit 2y dx belastet wird, wobei die 
Ziffer 2 ausdrückt, dass an der Stelle dx die Gewichte zweier Knoten (eines 
oberen und eines unteren) zu berücksichtigen sind. Man erhält dann an der

P

64 f\ (3 h — 2/i — 1,5 c) X FcFc(2) zm-\—— s0

(3) s0 = ^1 -f-

wo
Fz ’Fh 31*

16 fl
3 l\

Das von den Abmessungen der Hängestangen abhängige letzte 
Glied von 9Î darf in der Regel gestrichen werden ; sein Einfluss ist 
sehr gering. Bei Berechnung der Werthe wm und zm ist es zulässig, 
allen Gurtstäben denselben Querschnitt zuzuschreiben. Man setze daher

m

+if)+s / / i tf //sec a + s sec a .

(4) wm
rl

und verstehe unter dem bislang willkürlichen Fc den Mittelwerth der 
Gurtquerschnitte.

Erfolgt die Versteifung der Kette durch einen nach Fig. 282 (S. 274) 
angeordneten Parallelträger von der Höhe h, so nimmt bei gleichlangen 

8 X
Feldern der Ausdruck üen festen Werth —r- an. Setzt man dann

h2rm

IVm = ym und =r ymwm = yl,(5)

00
 I to

£3
 L

*a



h2 * Fc
Fk S°-

Der unwesentliche Einfluss 
der Hängestangen ist hierbei 
vernachlässigt worden. Ersetzt 
man die auf diese "Weise er
haltene PL-Linie durch eine 
Parabel (vergl. Seite 211) so 
findet man den Pfeil derselben:

3 PZv(7) ^ wo
16 f

1(8) v = 15 h2 s0 Fc
16 f2 l Fk

Die Gleichung der Para-

1 +

bel ist

PMWund findet nun: FL — ’ W°
l

Fc91 = 2 j y2 dxĄ-h2 ~jp~ so

0

Ji. ^----fl-------X
I p

-----------------yi \fi
I-t-

-b -
I-------- Ä----- \-Ap

l f■

T'* ■
i ff

Fig. 280.

100. Horizontalzug in Folge einer Temperaturänderung. Eine 
gleichmässige Aenderung der Aufstellungstemperatur um t° erzeugt:

e<25'« eEFj^S's s EFet2S's
(10) Ht S'2s 91

2S'*s2
FF

3 Pabv
(9) H ifl

Der Werth s0 ist nach Gleich. (3) zu berechnen. Fc bedeutet den mitt
leren Querschnitt der Balkengurtung, Fk den Querschnitt der Kette im Scheitel.

Zweiter Abschnitt. — § 9.270

Angriffsstelle von P das Moment
2 f (aP-2la* + a*)*)

wo 3t der durch Gleichung (1) auf Seite 268 bestimmte Werth ist. 
Zahlenrechnungen beweisen, dass der Einfluss der Spannkräfte S' der 
Stäbe des Balkens auf die Summe ^S's ganz unwesentlich ist, und 
dass es genügt, in den Zähler der Gleichung (10) nur die den Ketten
gliedern und den Hängestangen entsprechenden Werthe S's einzusetzen.

*) Yergl. den Ausdruck für Mw auf Seite 210. An die Stelle von x ist
Foa getreten; f wurde durch 2 f ersetzt; die Glieder F 

x (l — x) wurden gestrichen.
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Wir führen ein: 
für die Tragkette: ms's = — 2 sec a.s = — 2X sec2 a

16 fl 
3 l\

ms's = — (s' sec a' -f- s" sec a") 

ms's = — mzr (tg ar — tg ar+1)

+ f)'i (i

,, „ Eückhaltketten:
,, „ Hängestangen :

= — 2 (*' — j,') X (tggy xtg°Wl) = +j(h’ iV— y) dx dx2

f-. (*■ )— y') dx 3 ^

und erhalten:
8/j (3ä' — 2Ą — 1,5 c)

9i L " ■
&EFct

(11) Ht =
3/j

wobei 97 und s0 nach Gleichung (2) und (3) zu berechnen sind.
Das Vorzeichen deutet an, dass in Folge einer Erhöhung der Auf

stellungstemperatur der Horizontalzug der Kette abnimmt.
Wird die Kette durch einen Parallelträger versteift, so lässt sich Gleich. (11) 

noch erheblich vereinfachen. Man ersetze dann nach Streichung des unwesent
lichen Einflusses der Hängestangen und Einführung eines mittleren Gurtciuer- 
schnittes den Werth

SK — ü ^”*Sm Fc
Vm

durch
i

Fc 16 f H , Fc
Fh So’15 W

um dann zu erhalten:
15 ä2 s0 Fc 1Ht —• — zEFh t 15 hÿ s0 Fc

Tëjzimv
16 f2 l Fh

1 +
oder nach einfacher Umformung:

(12) IIt = — zEFict (1 — v), 
wo v nach Gleich. (8) auf Seite 270 zu berechne!) ist.

101. Einflussflächen. Die Einflussflächen für die Momente 
Mm = M0m — Hym und Mm+y = M0m+l — Hym+l

sind in den Figuren 277b und 277c (für den Fall in den oberen Balken
knoten angreifender Lasten) dargestellt worden. Ihre Aufzeichnung be

« 
<M
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lothrechten Seitenkräfte A0, B0 und die in die Sehlusslinie fallenden 
Seitenkräfte H', und finden zunächst aus der auf B" bezogenen Mo
mentengleichung :

{A' + AJl — Pb = 0,
Pb

dass A0 -f- Au ebenso gross ist, wie der Stützenwiderstand A — l
Pa

eines einfachen Balkens AB, und dass ferner B„ -j- Bu = B 

Sodann führen wir behufs Bestimmung von D den Schnitt it, wählen

ist.I

Zweiter Abschnitt. — § 9.272

darf keiner weiteren Erläuterung mehr, da sie nach den in den §§ 7 
und 8 für die Jf-Flächen gegebenen Regeln erfolgt. Mach Berechnung 
der Momente Mm, Mm+X findet man die Spannkräfte in den Gurtungen:

Mm+\ 
rm+1

Auch die Ermittlung der Spannkräfte in den Füllungsstäben ge
staltet sich ganz ähnlich wie beim Zweigelenkbogen und bei den im 
§ 9 untersuchten Trägerarten. Wir führen durch A und B (Fig. 281) 
lothrechte Schnitte, welche die Tragkette in A" bezieh. B" treffen, 
zerlegen die Spannkräfte S, und Sn der äussersten Kettenglieder in die

(vergl. Fig. 277d).Um ; Om+i
rm
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D= 4- A

ergeben würde.
Es leuchtet ein, dass sich auch die anderen im § 7 zur Bestim

mung der D- Flächen angegebenen Verfahren auf den vorliegenden 
Fall an wenden lassen; wir führen dies aber hier nicht weiter aus, em
pfehlen vielmehr dem Leser, diese leichte Arbeit selbst vorzunehmen 
und weisen nur noch auf den wichtigsten Sonderfall hin, nämlich den 
in Fig. 282 abgebildeten Versteifungsbalken mit parallelen Gurtungen. 
Hier ergeben sich die Spannkräfte in den Füllungsstäben in bekannter 
Weise aus den Querkräften Q, und es genügt daher, die Ermittlung 
der Ç-Flâche für irgend ein Feld F1F2 zu zeigen.*)

Sind Mx und M2 die Angriffsmomente für die Knoten Ft, F2, 
so besteht, da auf den Balken nur lothrechte Kräfte wirken, die Be-

*) Bildet die vom Schnitte t getroffene Diagonale (Z>) mit der Wagerechten 
den Winkel 9, so ist D sin 9 = Q.

Müller-Breslau, Graphische Statik, II. 1. 18
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den Treffpunkt i von 0 und U zum Drehpunkt, bestimmen die Strecke 
yit welche der Kettenstab S und die Schlusslinie A"B" auf der Loth- 
rechten durch i abschneiden, zerlegen die Spannkraft S (welche auf die 
in der Fig. 281 angegebene Weise in ihrer Richtung verschoben wird) 
in eine lothrechte Seitenkraft und in die zur Schlusslinie parallele 
H'=H sec t (wo t den Neigungswinkel der Schlusslinie bedeutet) und 
erhalten die Momentengleichung

(18) M0i — Hiji -j- I) rj = 0.

Hierin bedeutet M0i das auf den Punkt i bezogene Angriffsmoment 
für den Fall, dass AB ein einfacher, nicht an der Kette hängender 
Balken ist, ein Balken also, dessen Stützen widerstände A0 -j- Au = A 
und B0 -j- Bu = B sind; r{ aber ist der Hebelarm von D in Bezug 
auf i. Die Gleichung (13) hat dieselbe Form wie Gleichung 34 auf 
Seite 212, und hieraus folgt die aus der Figur 281 ersichtliche Be
stimmungsweise der D-Fläche. Man vergleiche die Figuren 222 bis 
225 auf Seite 218 und beachte behufs Feststellung der Vorzeichen, 
dass bei der in Fig. 281 angenommenen Lage des Punktes i der Ein
fluss von H auf D gleich -J- FL^-

r{
Falle H = 0 die Momentengleichung

(^o “I- Au) Xi -j- Dri — 0 

und hieraus der ebenfalls positive Werth

(also positiv) ist, während sich im
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ziehung

Mp 2 Hy2 3/0i -f- HtJim2 — m1 y 2 — ViQ = Qo — HX •>X X

wo Q0 die Querkraft für das Feld F1F2 eines einfachen nicht an der 
Kette hängenden Balkens AB bedeutet. Trägt man die Ordinaten 
i/iy2 nach Fig. 282b von einer wagerechten Schlusslinie aus auf und

(6) Ba■T t 1
I5l 'f t II

:
L/'

1 "~T
! i/r

'-mt

t
t7kbk>l\ÀÀyf~TX

mrt I

F.^4
S/w

*-du -i* -H P'--K“T! L\
(c) B'

ZfdZäcAe (U.-tyccjliAj
Zcofyci

(d)
u4'\

^4u-FZädie. /i-L’tÿx;
**1 iS "

cF<S‘
Fig. 282.

bezeichnet man die Neigungswinkel der auf diese Weise erhaltenen 
neuen Kettenlinie mit a.', so erhält man die Gleichung

Q = Ç0 — Htg a' = tg a' (Q0 cotg a' — E),

welche dieselbe Form hat wie Gleichung (3) auf Seite 246; sie führt 
zu der in Figur 282c angegebenen Darstellungsweise der Q-Fläche. 
Figur 282d zeigt schliesslich die Einflussfläche für den Auflagerdruck 
Au, unter der Voraussetzung, dass bei A ein Querträger angeordnet ist; 
sie gilt für Träger beliebiger Gurtform und folgt ohne weiteres daraus,

(14)
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dass dem Balkenquerschnitte A die Querkraft Q = Au entspricht. Fehlt 
der Endquerträger, wird also der erste Zwischenträger unmittelbar auf 
das Widerlager gelegt, so ist das Dreieck A' J'B' durch das Dreieck 
A' J"B' zu ersetzen.*)

102. Formeln für den gleichmässig belasteten Versteifungsbalken mit 
parallelen Gurtungen. Wird die statische Berechnung auf Grund der stets 
zulässigen Annahme durchgeführt, es liegen die Knoten der Kette in einer

Parabel, deren Gleichung y
4 fx (1 — x)

ist, Fig. 280, und wird ferner die
P

auf Seite 270 abgeleitete parabelförmige ff-Linie benutzt, so lassen sich die 
von einer gleichförmigen Belastung verursachten Momente M und Querkräfte Q 
auch schnell durch Rechnung bestimmen. Die bezüglichen Formeln und Regeln 
sollen hier zusammengestellt werden; sie werden in ähnlicher Weise entwickelt, 
wie die auf Seite 241—243 und 253—257 für den Zweigelenkbogen bezw. den 
versteiften Stabbogen hergeleiteten Gesetze.

1. Kette und Hängestangen. Es möge der allgemeinere Fall vorausgesetzt 
werden, dass nur ein Theil (gv) der ständigen Belastung g vor Ausführung 
der Versteifung aufgebracht werde, der Rest gn = g — gv hingegen erst nach

gvP **) , währendVollendung des Balkens. Die Belastung gv erzeugt: ff, = 

gnl2v
8 f

hervorbringt. In Folge gänzlicher gleichförmiger Belastung 

_ _  pPv
g„ nur ff2

8 f

und in Folge einer Erniedrigung derdes Balkens mit p entsteht IIP 

Aufstellungstemperatur ff, = -f tEFid (1 — v), weshalb der Grösstwerth von ff:
8 f

P
[ÿv + (gn+P) 'O + lEFkt (1 — v)

ist. Die grösste Spannkraft in einem unter a geneigten Gliede der Kette 
ist nun

Hmax(15)
8 f

Smax ------ -ff

und die grösste Spannkraft in einer Hängestange:

Amax — Hmax (tg O-r tg -— -ff

(16) sec a

8 f\
(17) P

2. Momente und Querkräfte des gänzlich belasteten Balkens. Ist der ganze 
Balken mit p für die Längeneinheit belastet, so entsteht an der Stelle x das 
Moment

p x {I — x) pP 4 f x (/- — x) 
~ 2 ' V ’ “ 

px (l — x)

px (1 — x) , d. i.— HpyMP = P8 f2

(1 — v)M,=(18) 2

*) Die Auflager des Versteifungsbalkens und des ersten Zwischenträgers 
sind bündig liegend angenommen.

**) Wir vernachlässigen hier den Umstand, dass die Stützweite der Kette 
in der Regel etwas grösser ist als die des Balkens.

18*
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3. Grenztverthe der Momente in Folge der beweglichen Belastung. Um das 
Moment minMpm für einen (oberen oder unteren) Knoten m an der Stelle x zu 
bestimmen (Fig. 283, in welcher der Parallelträger durch eine Gerade ersetzt ist)

ziehe TS\\B" A'\ lege durch den Kettenpunkt m'
4 f

mache man B" T — -f-,
3v

(senkrecht über m) die Geraden A” E und B"E' und belaste den Balken rechts 
von E und links von E'. Es entsteht dann (vergl. Seite 242):

Zweiter Abschnitt. — § 9.276

und im Felde FtFa (Fig. 286) dessen Mitte von der Trägermitte den Abstand x" 
haben möge, die Querkraft:

pl2v/V) J'

QP = —------ px — Hp tg a" — px tga".
8 f

Der Winkel a", den das Kettenglied des fraglichen Feldes mit der vorerst 
in eine wagerechte Lage gebrachten Schlusslinie A"B" bildet, ist ebenso gross, 
wie der Neigungswinkel einer an der Stelle x an die Parabel vom Pfeile f ge
legten Tangente, weshalb

\ _ 8 f „ 
) Pdg

—----- x

und

(19) Qp — px" (1 — v).

Mp und Qp sind also ebenso gross wie Moment und Querkraft für den 
Querschnitt x eines nicht an der Kette hängenden, nur bei A und B auf
liegenden Balkens, der gleichmässig mit p (1 — v) für die Längeneinheit be
lastet ist.

Den Einfluss Mg bezieh. Qg der ständigen Belastung erhält man, indem 
man p durch g„ ersetzt.

-ir
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pyy(20) (£3+n,mtn-Mp -- 8 fl

während die Belastung der positiven Beitragstrecke EE' hervorbringt:

pyy px (l — x)(21) (£3 + £'3) +MP = +

Weil mind/j) -j“ maxMP--- ist.
Die Ergebnisse der Gleich. (20) lassen sich auch recht übersichtlich wie 

folgt durch Zeichnung darstellen. Man trage von der Geraden AB (Eig. 283) 
aus eine kubische Parabel BJ auf, deren Gleichung

p¥

(1-v),maa
8 fl 2

Y 61
ist, und verbinde den lothrecht unter E liegenden Punkt E0 dieser Parabel mit A. 
Die Gerade AE0 schneidet dann auf der Lothrechten durch m die Strecke

pyvS3FD — Y—? (absolut genommen)
8 fl

3 v

ab, und es ist deshalb D ein Punkt der mi„Mp-Linie, zunächst allerdings unter 
der Voraussetzung, dass nur eine Belastungsscheide E in Betracht kommt. 
Bestimmt man aber die Punkte D für alle Querschnitte, die zwischen A und 
der Stelle C liegen, welcher ç = 0 entspricht, zeichnet dann das Spiegelbild 
C' B der so erhaltenen Kurve und addirt schliesslich zwischen C und C die
Ordinaten beider Kurven, so erhält man die endgültige minMp-Linie. Dieselbe 
wurde in Eig. 283 durch Schraffirung hervorgehoben. Behufs Aufzeichnung 
der kubischen Hilfsparabel berechne man für irgend eine Abscisse ^ die Or-

_ i und bringe dann die Gleichung der Parabel auf die Form:dinate Y1
Ql

¥ Eine bequeme Konstruktion dieses Ausdrucks ist in der ohneY= Y,
’

weiteres verständlichen Fig. 284 angegeben; die Geraden LM und NO sind 
parallel zur Abscissenachse.

Die Ordinaten Y wachsen sehr
JTschnell, weshalb es sich empfiehlt, 

gj nicht grösser anzunehmen, als 
gerade erforderlich, damit die 
Zeichnung nicht zu viel Kaum be
ansprucht. Am besten ist es, die 
Punkte der kubischen Parabel nur 
für diejenigen Querschnitte zu be
stimmen, für welche die Momente 
gesucht werden. Man vergleiche 
das auf Tafel 5 durchgeführte 
Beispiel.

\
\\

W V L
\

£___X
r

Yl -Z7
<— -jf—
L /,-------------^k--------Will man die Momente rech

nen, so setze man (indem man 
zunächst nur die Belastungsscheide 
E berücksichtigt):

Fig. 284.

minMp
8/7



Fig. 285.

worin x'= l— x ist. Die Berücksichtigung der zweiten Belastungsscheide 
erfolgt in derselben Weise wie heim zeichnerischen Verfahren. Der Punkt C

und der Punkt C' hei x —
l l

(Fig. 283) liegt hei x = l —
3 v 3 v

4. Die Momente Mt in Folge einer Temperaturänderung sind:
8 Iltf x(l — x)

. (23) Mt---- 1- Ht y- - - - - - f- ~ p

sie sind ebenso gross wie die Momente eines nicht an der Kette hängenden 

einfachen Balkens AB, welcher gleichmässig mit -f-

2

8 Htf für die Längenein-
P

heit belastet ist.
5. Die Gesammtmomente :

minM---  min Mp Ht y “J“ Mg
Mp -(- Hy -f- Mg 

== — min Mp -j- Mp -j- Ht y -j- Mg 
lassen sich nun sehr übersichtlich wie folgt darstellen.

Man zeichne zuerst die Linie AD SB, deren Ordinaten die grössten nega
tiven Momente minMp angeben und addire hierzu die Ordinaten einer Parabel 
ASyB von der Pfeilhöhe.

M =tnax

gni*
SlJ= — Htf + (1 - v).

8 f
gnP> (1 — v) ist, wird diese Parabel unterhalb oderJe nachdem Htf < 8 f

oberhalb der AB aufgetragen; ihre Ordinate an der Stelle x ist
x (l — x)

(! — v) = — Hty + MgED! = — Hy + gn 2
und es ergiebt sich daher: minM = — DDV

Jetzt zeichnet man eine zweite Parabel AS.2B, welche die Pfeilhöhe

Zweiter Abschnitt. — § 9.278

und beachte, dass y — - ^—— ferner/-

0 - gj : * = : y

ist. Man erhält dann für die Kurve ADC (Fig. 283) die Gleichung
px\ 3vx' — £]3

(22) minMp
54v*a;'*

5

P

IFq1f
'Rj*

I
'ff

iI

m
aj

cJ
fG

)
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in
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ff-
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S2J=Htf+(p + g„)~( 1-v)
8 f

hat und deren Ordinate an der Stelle x

x(l — x)
EDa — Hty + {p + Qn) 

ist, weshalb man maxM = -f- DD.2 erhält.
6. Das grösste aller Balken-Momente entsteht sehr nahe der Stelle 

x — 1. Es kommt dort nur eine Belastungsscheide in Betracht, und es ist

(1 -i) = Hty+Mp + Mt2

3
daher (wegen y = — f) :

Mp Mg -\- Ht g — — minMp -f- Mp -j- Mg -1------ — ^

px [3va;' — Z]3

maxM-- m ta

pxx' gnxx'
F- (i-’)+54v2a?'2

1 3
— Z und x' = -— l geht dieser Werth über in 
4 4

~(j> + gn)i2^-^) + \Htf.

Für den Gurtquerschnitt des Versteifungsbalkens ergiebt sich nun an der 
betrachteten Stelle der Werth

Mit x —

G-ir(24)
32 v2

M
F

h a

wo er die zulässige Spannung bedeutet. Es empfiehlt sich, den auf diese Weise 
gefundenen Querschnitt der Berechnung der Ziffer v zu Grunde zu legen, weil 
die Momente mit abnehmendem v tcachsen und es deshalb rathsam ist, den 
Werth v eher etwas zu klein als zu gross zu nehmen. Wir setzen daher:

3 Htf[-$- (v “ t) +(p + 0«) -v)] 43Z2
(25) Fc

4 hv32 ha

7. Grenzwerthe der Querkräfte in Folge der beweglichen Belastung. 
Nachdem die Schlusslinie A"B" in wagerechte Lage gebracht worden ist 
(Fig. 282 u. 286), wird im Abstande S’B" = Ąf: 3v die Wagerechte SS' einge
tragen.*) Hierauf wird, behufs Ermittlung der Querkraft 
F1Fij, durch A” eine Parallele zu dem Kettengliede F'F" gezogen, der Schnitt- 
punkt E dieser Geraden mit SS' bestimmt und (vorausgesetzt dass E links von 
B” liegt) der Balken zwischen E und der Feldmitte belastet. Für diesen Be
lastungszustand werden nun mit Hilfe der zweiten A- Linie und der zweiten 
H-Linie die Werthe A und II dargestellt und dann wird gefunden:

Qp = A — H tg a"
wo a" den Winkel bedeutet, welchen F’F" mit der Wagerechten einschliesst. 
Die zweite yl-Linie ist eine Parabel, deren Scheitel bei B0 liegt, und die zweite 
H- Linie wird in derselben Weise bestimmt wie beim Bogen mit zwei Ge
lenken (Gleich. 46, Seite 239); nur mit dem Unterschiede, dass v einen an
deren Werth annimmt. Vergleiche auch die auf Seite 240 gelöste Aufgabe.

Qp des Feldesna;

(26) m i ■■

*) Damit Figur 286 recht deutlich werde, nahmen wir die Balkenachse 
zusammenfallend mit der Geraden SS' an.



a"AJD

■''s.
F'if l E 7_ ! Tç__2F //y/ir T5-/
FTpç:rs

>r y ' 'f V ^.r pûr" -4±A4 tÿ•-•
(l-X)

Fk 4z ' ?r"‘It
*

&
<—A'Â---

4

— JcX

"
T

Vit
\&y

P'
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und (nach der Formel 9, Seite 270, mit l = n\): 

3 jöXv j^l (n— 1) -f- 2 (n — 2) —J— 3 (n — 3) -{-.... -f- r(n — r)J X2 

r (r + 1) (3 n — 2 r — 1),

Hr =
4 fl

(29)
p X3v
8 fl

Zweiter Abschnitt. — § 9.280

Liegt E rechts von J50, so wird der Balken von der Mitte des Feldes F1F2 Ms 
B belastet.

Zur Berechnung von Qp dient schliesslich die Gleichung

minQp —p maxQp   Qp  P & (1 '0*
min

(27)
Ein zweites Verfahren, 
Qp zu ermitteln, ist auf 

Seite 256 und 257 erläutert 
worden ; dasselbe setzt 
gleicheFeidweiten und feste 
AFerthe der Knoten lasten 
voraus; und ein drittes Ver
fahren, ebenfalls für gleich
lange Felder und feste 
Knotenlasten, ergiebt sich 
wie folgt:

Belastet man r Knoten
punkte, von B aus gezählt, 
Fig. 287, mit je £>X, so 
entsteht

-x”----- --------- fl---------
- - - - - - - - - T- - - - - - - - - - - -

i
-y

F‘ \/fflF"
\3V

si ig STiEJS

4 •41
M

___

an

p r X (r -j- 1) XFig. 286. (28) Ar 21
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wofür man mit Rücksicht auf Gleich. 28 auch schreiben darf

1,5 l — 0,5 X — rX
(30) IIr = Ar V.

2 f
Zur zeichnerischen Bestimmnng der Werthe Ar und II, mache man (nach

plFig. 287) A0J— 2“, bestimme senkrecht unter r + 1 auf der Geraden B0J

den Punkt £, ziehe LR\\ A0B0 und verbinde R mit B0. Die Geraden B0A0 
und B0R schneiden auf der Senkrechten durch r die Kraft r"r — Ar ab.

Verlängert man jetzt B0A0 um A0C— 0,5 (l — X), macht CD = 2f: v und 
bringt die Gerade Dr" mit der Wagerechten durch r in r” zum Schnitt, so 
erhält man r r” —.Hr-, welcher Werth nun von einer Wagerechten ÄB' aus 
als Ordinate aufgetragen wird.

Soll nun die Querkraft 
suche man mit Hilfe von A"E\\F'F" die Belastungsscheide E auf und nehme 
nur die zwischen E und dem Schnitte tt gelegenen Knoten belastet an. Es 
seien dies die Knoten r, (r — 1), .... k1. Dann entsteht

QP = A-H tga".*)
8. Die Querkräfte Qt in Folge einer Temperaturänderung sind

8 fHt

Qp für das Feld FXF2 bestimmt werden, soHOi

A — Ar--  Ah\ H=IIr—m-, max

x’\Qt = + Ht tga" = + P
sie sind ebenso gross wie die Querkräfte eines nicht an der Kette hängenden

f. d. Längeneinheit8 fHteinfachen Balkens AB, welcher gleichmässig mit -j- P
belastet ist.

9. Die Gesammtquerkräfte:

8 fHt

Qp —■ max■ ;

X + Qg

Qp + Qp------p *"x" "t” Qg

minQp -- minQp P

lassen sich jetzt übersichtlich wie folgt darstellen.
Man trage von der Wagerechten A'B’ aus (Fig. 289) die Querkräfte 

Qp auf und addire zu denselben die Querkräfte eines gleichmässig mit
, x . 8 fHt 

gn (1 — v) + -jp~

in bekannter Weise mittels einer Geraden J1M gewonnen werden, wobei
4 fHt

max

für die Längeneinheit belasteten Balkens, welche letztere

y l und JxA' = gn{ 1 — v) 

Qp-}- A Jx

ist. Das Ergebniss ist:A' M = l
x”

X -j- gn (1 ---- v) X --  maxQ’
0,51

*) Dieses Verfahren lässt sich selbstverständlich auch beim Zweigelenk
bogen mit annähernd konstanter Höhe /«, sowie bei dem im vorigen § behandelten 
Versteifungsbalken mit parallelen Gurtungen anwenden.

**) Ht sei der absolute Werth des Horizontalzuges in Folge einer Temperatur
änderung.



103. Zahlenbeispiel (Tafel 5). Es soll eine versteifte Kettenbrücke 
mit folgenden Abmessungen berechnet werden:

Stützweite der Kette ü1 = 75™, des Balkens l — 72’"; Pfeil der Kette, ge
messen bis zur Schlusslinie f — 9,0 m (fl — rund 9,7”*); Länge der unter a' = 35° 
geneigten Rückhaltkette s' = 27m; Höhe des Versteifungsbalkens h = 2,0 
Feld weite \ — 3m.

Die ständige Belastung für jeden der beiden die Brückenbahn stützenden 
Hauptträger sei g — 2,8* f. d. Meter, die bewegliche p = 1,5*, Es sei in Aus
sicht genommen, die Brücke zuerst unversteift auszuführen (vergl. Seite 266) 
weshalb gv = g — 2,8' und gn = 0. Die Temperaturänderung sei t — A 40° Cels.

1. Abschätzung des Querschnittsverhältnisses Fc : Fh (Fc — Gurtquerschnitt 
des Balkens, Fjc — Querschnitt der Kette im Scheitel) behufs Berechnung der 
Ziffer v. Es ist

sec a'J = 2,09 undSo
l

11
V =

^ _|_ £5 s° Fc Fc
1 + 0,0968 ^

Schätzt man zuerst Fc : Fh — 0,40 bis 0,45, so erhält man v = 0,962 bis 
v = 0,957, also rund v = 0,96. Aus der Formel

ru \Qo + v] “1“ zFFkt (1 — v)

16 f* l Fh

a Fk = H„iax---
8 f

Fig. 289.
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Ersetzt man die Gerade J1M durch die mit Hilfe von 
4 fHtAJ2 = — (ff» + p) (1 — v) yl

bestimmte Gerade J> M, so erhält man :
x"

x' — p (1 — v) X — g„( 1 — v) X

8 fHt

Qp ~j- A J> Qp ~\max K I 1 C0,5^

X Qp Qg  minQ■--- maxQp

Innerhalb eines Feldes hat Q einen festen Werth.
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folgt nun der erforderliche Kettenquerschnitt im Scheitel

Fk _ V \g« + (ffn + p) v]
8 f[a — zEt (1 — v)] 

imd, wenn für eine schweisseiserne Flacheisenkette die Beanspruchung 

cr = 1000*s' f. d. qcm = 10000* f. d. qm 

zugelassen und zE = 240‘ f. d. qm gesetzt wird:

722 (2,8 + 1,5-0,96)Fk 0,0317 qm.
8 • 9 [10000 — 240 • 40 • 0,04]

Der Neigungswinkel a der äussersten Glieder der parabelförmig gerechneten 
Kette ist durch

V |A+ł=|w16 f11 +sec oq =
P

0,0317 r-
2 'Ü5

= 0,0356 qm anwachsen. Im vorliegenden Falle empfiehlt es sich, der Kette 
den überall gleichen Querschnitt 0,0356 qm zu geben, also auch Fk = 0,0356 
zu setzen.

bestimmt, und es muss daher der Kettenquerschnitt bis zu Fk sec oq

Nun ergiebt sich der Horizontalzug in Folge der Temperaturänderung:
Ht = zEFkt (1 — v) = 240 • 0,0356 • 40 • 0,04 = 13,7' 

und der Gurtquerschnitt des Balkens nach Gleich. 25 (wegen gn = 0):
3 Htf3 Pp

Fc — iha32ha

Wird a = 750*®' f. d. qcm = 7500' f. d. qm gestattet, so folgt:
3 • 13,7 • 9,0

4 • 2,0 • 7 500
wj&im [w (°’% - t)‘+°-04]+

Hiernach ist:

= 0,0154.Fc =

1Fc 0,0154
— = 0,433 und v = = 0,9598,

1 + 0,0968 • 0,433

also rund v = 0,96, übereinstimmend mit dem zuerst gefundenen Werthe von v. 
Eine Wiederholung der Kechnung ist daher nicht erforderlich, und es darf 
die Untersuchung des Yersteifungsbalkens mit v = 0,96 durchgeführt werden. 

Der grösste Horizontalzug der Kette ist

Fk 0,0356

7224 (g + P'*) + Ft (2,8 + 1,5 • 0,96) + 13,7 = 319'11 =
8 • 9,0

und der grösste Zug in einer Hängestange:
8 f

8 • 9,0 • 3,08 f\ = 14'.Z---  Hmox (tg CC») tg <xm+l) --  Ht P~ = 319maxmax 722
Für die Eückhaltkette erhält man:

sec 35° = 389',Smax — Htmax

und der Druck auf den Kettenpfeiler ist:
Hmax (tg 35° + tg oq)*) = 319 [0,7 + 0,5] = 383'.

4 f*) Genügend genau ist tg oq = ——



2. Spannkräfte in den Gurtungen, Fig. 290. Die zur Ermittlung der 
Belastungsscheiden dienende Wäger echte SS' liegt im Abstande

4 • 9,0 
3 • 0,96

von der A"B"; ihre Schnittpunkte 10, 20, 30, . • . . mit den Geraden A" 1', 
A" 2', A" 3", . . . bestimmen die den Knotenpunkten 1, 2, 3, . . . entsprechen
den Belastungsscheiden. In Fig. 290 wurde die Kette parabolisch angenommen. 
Auf der Senkrechten durch B" wurde die Strecke B"0" = 4f— 36”‘ aufge
tragen und in 24 gleiche Theile zerlegt. Die von den Theilpunkten 1”, 2", 
3”, . . . nach A" gezogenen Strahlen schneiden dann die Senkrechten durch 
1, 2, 3, . . . in den Ketteripunkten 1', 2', 3' . . . und die Gerade SS1 in den 
Punkten 10, 20, 30, . . . .

M
Die Werthe —— wurden nach dem auf Seite 276 bis 279 zur Ermittlung h

4 f 12,5”*3v

der Momente M benutzten Verfahren bestimmt. Punkt 10 liegt im Abstande 
= 45,91”* von der Senkrechten B"B\ und es ist daher die zugehörige Ordi

nate der nach Fig. 284, Seite 277 aufzutragenden kubischen Hilfsparabel:
1,5 • 45,91®pił 168,0 Tonnen.

6 Ih 6 • 72 • 2.0
Die Pfeilhöhen der gemeinen Parabeln A'LlB' und A'L^B' sind (wegen 

gn — 0), bezw.
Htf 13,7 • 9,0

61,65 Tonnen = rund 62 Tonnen
2,0h

und
1,5 - 722 • 0,04+ 54 rund 81 Tonnen.

8-2,0
Die Zeichnung liefert für die Knoten 1, 2, 3, ... 12:

= + 32; +59; +80; +97; +108; +115; +118; +118; +115; 

+ 111; +109; +108 Tonnen

min -— = — 29; —53; —72; —86; —95; —101; —102; —101; —97; 
n

— 93; —90; —89 Tonnen.
Durch diese Werthe sind die in Fig. 293 zusammengestellten Spannkräfte 

in den Gurtungen bestimmt.
3. Spannkräfte D in den Diagonalen. In einer unter dem Winkel cp 

gegen die Wagerechte geneigten Diagonale entsteht die Spannkraft

D = ±

max

Q
sin 9 ’

wo Q die Querkraft für das fragliche Feld bedeutet. Das obere Vorzeichen 
gilt für eine linkssteigende, das untere für eine rechtssteigende Diagonale.
Da 9 für sämmtliche Diagonalen gleich gross ist [ 1,8028) so wurden

Qan Stelle der Querkräfte Q sofort die Werthe Q' dargestellt und zwar
sin 9

nach dem auf Seite 280, Fig. 287 und 288 für die Ermittlung der Kräfte Q an
gegebenen Verfahren. Hiernach sind die Ordinaten der für feste Knotenlasten 
p\ aufgetragenen zweiten (A. : sin 9)-Linie durch die Strecke (Fig. 291)

Zweiter Abschnitt. — § 9.284
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pl 1,5 • 72 • 1,8028
A0J 97,35*

2 sin 2
bestimmt. Die Ordinaten der zweiten (H : sin 9)-Linie wurden nach Fest-

1 1
legung des Punktes D [mittels A0C — —(l — X) = — (72 — 3) = 34,50”’ und 

18,75”*] auf die früher beschriebene "Weise (Fig. 287)
2f _ 2 • 9,0

CD
0,96v

aus den Werthen A : sin 9 hergeleitet; die Hilfslinien sind grösstentheils wieder 
ausgelöscht worden. Für A : sin 9 und H : sin 9 wurden auf Tafel 5 die kürzeren 
Zeichen A' und H' eingeführt.

Wird nun beispielsweise Qp für das dritte Feld gesucht, so zieht man 
von A" aus zu dem Kettengliede III eine Parallele, bringt diese mit der Wage
rechten SS' in III0 zum Schnitt und erhält in der Senkrechten durch III0 eine 
Belastungsscheide.*) Hierauf nimmt man die zwischen dem fraglichen Felde 
und I1I0 gelegenen Knotenpunkte 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 mit je p X belastet an 
und findet für diesen Zustand:

I

A H
= H31 — Hu], mithinsin cp

Qr =(-V- Ai') - (HJ - Hu’) tg «Î-
sin 9

Der Kürze wegen haben wir auf Tafel 5 den Werth Aa' — Anl mit Am 
bezeichnet und den Werth (H3' — II11) tg a8 mit Tm. Die letztere Kraft ist 
mittels der zum Kettengliede III rechtwinkligen Geraden III' bestimmt worden.

Qp' für alle Felder der linkenAuf dieselbe Weise wurde die Kraft
Balkenhälfte in der Form dargestellt:

Q'pi — Ai—Tj; Q'pii — Ah— Tn', n. s. w.5 tnax
wobei zu beachten ist, dass nur den Feldern I bis VIII Belastungsscheiden 
J0 . . . . VIII0 entsprechen. Für das IXte Feld entsteht maxQp sobald sämmt- 
liche rechts von diesem Felde gelegenen Knoten belastet sind, weshalb 
Aix-Ag und Tix = Hg tg oc9, und ebenso folgt Ax=A10', Tx— Hw’ tg a10 

u. s. w.
Qp' sind in Fig. 292 im Maassstabe lmm = 1*Die so gewonnenen Kräfte 

von der Geraden AM aus nach unten aufgetragen worden. Hierauf wurde die 
Gerade J1M mittels

■ T C

_ AfHt _ 4-9,0-13,7 
~ l sin 9

festgelegt und für jedes Feld die Kraft maxQ' nach dem auf Seite 281, Fig. 289, 
angegebenen Verfahren bestimmt.

Zur Ermittlung der mi„Q' müsste die Gerade Jx M durch eine Gerade J2M 
(Fig. 289) ersetzt werden, Wobei 

4 fHt

•1,8028 = 12,35*
72

l
= 11,96*P (1 — v)AJ2

2 sin 9l sin 9

zu machen wäre. Es unterscheiden sich aber die Ordinaten der Geraden Jx M 
und J2M so wenig voneinander, dass es im vorliegenden Falle erlaubt ist, 

Q' zu setzen.tninQ' -- max

*) Ist die Kette parabelförmig, so sind die von A" aus nach den bereits 
in Fig. 290 benutzten Punkten 1", 3", 5", 7", .... gezogenen Geraden be
ziehungsweise parallel zu den Kettengliedern J, II, III, IV, . . .



104. Der Stabbogen mit darüber liegendem Versteifungs
balken, Fig. 294, lässt sich als umgekehrte versteifte Kette deuten 
und mit Hilfe der im vorstehenden entwickelten Verfahren untersuchen. 
Die Glieder des Stabbogens und die senkrechten Zwischenstäbe werden 
natürlich auf Druck beansprucht; auch muss man zur Bestimmung der

Punkte A" und B" 
die äussersten Glieder 
des Bogens über R 
und T hinaus ver
längern. Endlich sind 
bei Berechnung des 
Horizontalschubes H 
mit Hilfe der für den 

Horizontalzug der 
Kette abgeleiteten For
meln die Längen s' 

und s" der Rückhalt
ketten gleich Null zu 
setzen.

In Fig. 294 ist ein bei A und B auf den Pfeilern gelagerter Balken 
gezeichnet worden, in Fig. 295 ein an den Enden mit den Kämpfer
gelenken durch senkrechte Stäbe verbundenes Versteifungsfachwerk.

P
A BvTU

%
II <\

It Wik
m.fL ir—<T_y. T\2■v

Fig. 294.
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Die Ergebnisse lauten für die Felder 1, 2, 3, .... 12:

J Q' = ± 39*; 33*, 29*; 26*; 24*; 23*; 23*: 24*; 25*; 25*; 25*; 25*;tnax
min

denselben entsprechen die in die Figur 293 eingeschriehenen Spannkräfte D.
Der Widerstand A am linken Auflager des Balkens ist, falls kein End

querträger angeordnet wird:

A — Dx sin qj, woraus M = + 21,6*; minA = — 21,6*.

Der positive Widerstand ist nach oben gerichtet, der negative Werth A muss 
durch einen Anker aufgenommen werden.

Ist ein Endquerträger vorhanden, so entsteht

max

A = 21,6 + ^- =

während minA den oben angegebenen Werth behält, weil bei der Belastung, 
welche mi„A erzeugt, der Knoten 0 unbelastet bleibt.

1,5 • 3,0
+ 24*,21,6■ 2

Wir empfehlen dem Leser, auf Grund der angegebenen Spannkräfte nun
mehr die Längenänderungen sämmtlicher Stäbe zu berechnen, die genauere 
Einflusslinie für H als Biegungslinie für den Zustand H = — 1 darzustellen 
und für einige Momente und Querkräfte die Emflussflächen abzuleiten. Diese 
schärfere Ermittlung der LT-Linie erfolgt genau wie bei dem in No. 96 behan
delten Zahlenbeispiele, und es dürfte deshalb überflüssig sein, hier näher darauf 
einzugehen.



Während das erstere Tragwerk Lasten beliebiger Lichtung aufzunehmen 
vermag, ist letzteres nur senkrechten Lasten gewachsen. Damit es fähig 
werde, auch wagerechte Lasten auf die Pfeiler zu übertragen, lege man 
einen Knoten des Versteifungsbalkens auch im wagerechten Sinne fest, 
z. B. B in Fig. 295a. Führt man dagegen den Stabbogen bis an den 
Balken heran, Fig. 296, so erhält man ein Fachwerk, welches nur in 
den Punkten R und T gestützt zu werden braucht; dasselbe ist steif 
und einfach statisch unbestimmt.
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p
——b -■<------------a------

rar i^ujy%
Ii f

mx //
Pm

vri-i

Fig. 295. Fig. 295*.

P
<—b— — >-----a-------<-------- ---

PmIi BSI
Z gvr ^ ^ “

-   57 - - ---- ■ ‘
y v/,ii %HR w<

R!ß Pf. PJlPf z -> ll2 o‘
Fig. 295 b. Fig. 296.

Für den in Fig. 295 dargestellten Träger ist die Anzahl der Knoten
punkte k = 27, der Stäbe s — 50 und der Seitenkräfte der Stützenwiderstände 
a — 4 *), mithin

2k = s -f a (d. h. 54 = 50 + 4),

so dass man versucht sein könnte, den Träger für einen statisch bestimmten 
zu halten. Ein Blick auf die in Fig. 295b eingetragene Figur F’ lehrt aber, 
dass hier ein bewegliches Stabgebilde vorliegt, ein Tragwerk, welches sich nur 
in gewissen Belastungsfällen als brauchbar erweist, dann aber statisch unbe
stimmt ist; und zwar ist leicht einzusehen, dass einer am Versteifungsbalken 
angreifenden wagerechten Last erst dann von den Spannkräften der anfänglich

*) Wir erinnern daran, dass bei Ermittlung der Zahl a der Widerstand 
eines festen Auflagers in zwei Seitenkräfte zerlegt werden muss. Einem be
weglichen Auflager entspricht a = 1.
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senkrecht stehenden Zwischenstäbe das Gleichgewicht gehalten werden kann, 
wenn diese Stäbe in Folge einer Verschiebung des Balkens eine geneigte Lage 
angenommen haben. Fällt der Stabbogen mit der Geraden R T zusammen 
(f = 0), so ist das Fachwerk ein solches von endlicher Beweglichkeit; Gleich
gewicht ist in diesem Falle bei einer wage rechten Belastung des Versteifungs
balkens überhaupt nicht möglich. Sonst ist die Beweglichkeit — starre Stäbe 
vorausgesetzt — eine unendlich kleine, und es liegt einer der auf Seite 37 her
vorgehobenen Ausnahmefälle vor.

Haben Stabbogen und Versteifungsbalken einen Knotenpunkt ge
mein und wird trotzdem das eine Balkenauflager fest gemacht (Fig. 297), 
so entsteht ein steifes, zweifach statisch unbestimmtes Fachwerk. Als 
statisch nicht bestimmbare Grössen führt man zweckmässig die wage
rechten Auflagerwiderstände H0 und Hu ein; man berechne sie mit

A AP
BA Y

m
i iI i1 IiAft

Y/,

Fig. 297.

Hilfe des im § 5 gelehrten allgemeinen Verfahrens und leite die Ein
flusslinie für H0 und Hu aus den Biegungslinien für die Zustände 
H0 = — 1 und Hu — — 1 ab.

Eine solche zweifache statische Unbestimmtheit entsteht natürlich 
auch dann, wenn eine der Hängestangen der in Fig. 277 dargestellten 
versteiften Kettenbrücke die Länge Null erhält; und man kann hieraus 
schon schliessen, dass im Falle sehr kurzer mittlerer Hängestangen die 
unter der Voraussetzung einer einfachen statischen Unbestimmtheit ge
wonnenen Ergebnisse nicht mehr ganz scharf sein können, eine That- 
sache, die sich auch in der Weise erklären lässt, dass die Neigungs
winkel sehr kurzer Stäbe schon bei einer geringen Formveränderung 
des Fachwerks sich wesentlich ändern können, was dann zur Folge 
hat, dass die Annahme verschwindend kleiner Winkeländerungen nicht 
mehr zutrifft.
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§ io.

Einfach statisch unbestimmte Bogen- und Kettenbrücken 
mit mehreren Oeffnungen.

105. Die nächste Untersuchung beschäftigt sich mit einer Eeihe 
einfach statisch unbestimmter Bogen- und Kettenbrücken mit mehreren 
Oeffnungen; deren Berechnung sieh eng an die Untersuchungen der 
vorigen Paragraphen anschliesst. Als statisch nicht bestimmbare Grösse 
wird durchweg der Horizontalschub (bezieh. Horizontalzug) H eingeführt 
und zur Ermittlung von H in Folge einer senkrechten, in m angreifen
den Last Pm wird die Gleichung

II = Pm
Fc
F

benutzt, wobei 5' die mit EFC multiplicirte senkrechte Verschiebung 
bedeutet, welche m bei Eintreten des gedachten Belastungszustandes 
H = — 1 erfahren würde, während S' die Stabkraft für den Zustand 
H = — 1 ist. Die zu betrachtenden Tragwerke lassen sich in zwei 
Gruppen scheiden; bei den Gebilden der einen Gruppe besteht das 
statisch bestimmte Hauptnetz aus einer Reihe von Einzelbalken} während 
die anderen im Falle H — 0 in Gerbersche Balken übergehen.

a. Das statisch bestimmte Hauptnetz besteht aus einer Folge von Einzelbalken.

106. Bogenbrücke mit mehreren Oeffnungen. Die über einem 
Mittelpfeiler zusammentreffenden Bögen erhalten dort ein gemeinschaft
liches, auf wagerechter Bahn geführtes Kämpfergelenk, damit diese 
Pfeiler nur senkrechte Drücke erfahren. An den Enden sind feste 
Kämpfergelenke angeordnet, Fig. 298.

Liegen sämmtliche Gelenke in einer wagerechten Geraden, so sind 
die senkrechten Stützenwiderstände A, B, C unabhängig von H und 
ebenso gross als bestände das Tragwerk aus einzelnen Balken A Cx, 
CXC2, . . . Man erhält z. B. für die in Fig. 298 angenommene Be
lastung :

h ~f~ F2 ~t~ 5 F2 — P2 -f- P3 -y- ; B -^3ff3«1; cx =pxA — P\
h h >2h h

Um die H-Linie zu bestimmen, berechne man für jede einzelne
ys Fc 
r2 F

Oeffnung die den Gewichten w 

Balkenmomente — genau wie beim Zweigelenkbogen (Seite 195) —
Müller-Breslau, Graphische Statik. IL 1.

entsprechenden einfachen

19
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Fig. 298.

In Fig. 298 ist beispielsweise die Jfm-Fläche für einen Knoten
punkt m der Mittelöffnung dargestellt worden; sie unterscheidet
sich von der Mm~Fläche eines Zweigelenkbogens C^Cg (abgesehen von 
den kleineren Ordinaten der FT-Linie) nur dadurch, dass sie links von 
Cx und rechts von C2 einen aus den negativ zu nehmenden üT-Flächen 
bestehenden Zuwachs erhält. Denn Lasten, welche ausserhalb der Oeff- 
nung C1C2 liegen, beeinflussen das zweite Glied des Ausdruckes 

Mm = Mom — Hym.
Für den in Folge einer gleichmässigen Zunahme der Anfangstem

peratur um t° entstehenden Horizontalschub findet man (vgl. S. 199)
s EtF^l

Ht =

wo 2Z die Summe der Stützweiten sämmtlicher Oeffnungen bedeutet.
107. Kette, versteift durch mehrere Einzelbalken. Der in 

No. 106 behandelten Bogenbrücke kann man die in Fig. 299 dargestellte, 
durch Einzelbalken versteifte Kettenbrücke an die Seite stellen. Jeder

BehufsBalken erhält ein festes und ein bewegliches Auflager. 
Ermittlung der H- Linie berechne man auch hier für jede einzelne

ys Fc 
r2 FOeffnung die den Gewichten w —

Balkenmomente Mw und dividire dieselben durch den Ausdruck

entsprechenden einfachen
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und dividire dieselben durch die über die Knotenpunkte sämmtlicher 
Oeffnungen auszudehnende Summe: 2 z = 2yw. Man erhält für P= 1:

Mw
H 2 a

Aus der durchweg positiven ZT-Linie werden alle übrigen Ein
flusslinien ganz in derselben Weise abgeleitet wie beim Zweigelenkbogen.



Fe (2\r sec2 <xr -f- s sec ol -f- s" sec a")^==20-f

(tg ar — tg ar+1)2,

dessen Summen sich über sämmtliche Oeffnungen erstrecken, 
erhält für P = 1 :

F.
Man

Mw
H K

Aus der durchweg positiven //-Linie werden die übrigen Einfluss
linien in derselben Weise abgeleitet wie im § 9, No. 101. In Fig. 299 
ist als Beispiel die J/m-Fläche für einen Knotenpunkt der Mittelöffnung 
gezeichnet worden.
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Vm.

k
F ■

•Ætûiàl
31^- Fuit/ir

su “ J/,r~

Mg. 299.

Für den Horizontalzug in Folge einer Temperaturänderung erhält 
man nach Seite 270 und 271: 

s EFct^S's zEFct [2\r sec2 a -f- s' sec ol -j- s" sec ol"Ht = Vł
+ (tg ar — tg ar+1)].

Die in den vorstehenden Formeln noch enthaltenen Summenaus
drücke darf man für die einzelnen Oeffnungen nach den Formeln berechnen:

2Xr sec2 a.— lx (1+ üA+il)
\ ^ 3 Z? ^ Z? /

64/1 (3ä' — 2 A — 1,5 c)X(tg ar — tg a.r+l)2 = 3Z?
8/i (3fer— 2/i — 1,5 c)

(tg <xr — tg a,.+1) =

woÿi, /i und c die in Fig. 279 auf Seite 268 angegebene Bedeutung haben.
Die im § 9 für Versteifungsbalken mit parallelen Gurtungen nach

gewiesenen Vereinfachungen sind natürlich auch bei der Kettenbrücke 
mit mehreren^Oeffnungen ausführbar.

3ZX

19*

^ 
Si
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108. Hängebrücke über drei Oeffnungen, bestehend aus drei 
Scheiben, Fig. 300, 301. Jede Scheibe ruht auf zwei Gleitlagern. 
An den beiden äusseren Scheiben greifen die Rückhaltketten St und S6 
an, so dass jede dieser beiden Scheiben durch drei Widerstände gestützt 
wird, deren Richtungen sich nicht in einem und demselben Punkte 
schneiden. Die mittelste Scheibe wird durch vier Kräfte gestützt, näm
lich durch die an den beiden beweglichen Auflagern auftretenden Wider
stände und durch die Spannkräfte S3 und S±, welche an den mit Hilfe 
der Stäbe S2 und S5 festgehaltenen Gleitlagern C angreifen. Das vor
liegende Tragwerk ist deshalb einfach statisch unbestimmt; es unter
scheidet sich von dem im I. Bande, § 47, Seite 389 untersuchten 
Hängewerke nur dadurch, dass das Scheitelgelenk fehlt. Als statisch 
unbestimmte Grösse wird wieder der Horizontalzug, d. i. die überall 
gleiche wagerechte Seitenkraft H der Kettenstäbe Slt S2, Sa, Sif S5, 
Se eingeführt. Man findet dann für die Mittelöffnung, mit den aus 
der Figur ersichtlichen Bezeichnungen, die Angriffsmomente

HymMm = M0m 
JJ/t == JJq fc

c c
Si. 'S

T x~
Wm. \\

lk JlS. J
m m ■■

w

Fig. 300.

wo M0m und Moh die Angriffsmomente für die Punke m und k eines 
einfachen Balkens von der Stützweite l bedeuten. Berücksichtigt man 
bei Ermittlung der Durchbiegungen h' für den Zustand H = — 1 nur 
die Formänderungen der Gurtungen, so erhält man

A om y mivm rjEFm1 m
VkUk

rk2EFkrh
Will man auch die Formänderungen der Füllungsglieder berück

sichtigen, so bedient man sich am zweckmässigsten der Formeln 6 und 7 
auf Seite 105. Die Vertikalen sind für den Belastungsfall H ——1 
spannungslos, sie haben also keinen Einfluss auf die Durchbiegungen S'.
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Für die über die Seitenöffnung gelegte Scheibe findet man, nach 
Zerlegung von Sx in A' und H' (Fig. 301) und von S2 in B' und 
H', die Gleichgewichtsbedingungen

(A — A') l = Pb (B — Pa
A' = Ii(tg ax — tg a) B' = E (tg a2 — tg a)

Pbmithin f H (tg ctx — tg a)A =
l

Pa
— H (tg a2 — tg a)-B = l

Die Angriffsmomente sind
Mm — M0m — Hym, Mk — M()k — Hyk. 

Die Spannkraft in einer Diagonale ist
D = D0 — R^-

rt

---- *

Fig. 301.

wo rt das Loth von i auf D bedeutet. M0m, Mok, JD0 sind die Werthe für 
den einfachen Balken AB. Damit sind auch die Gewichte w bestimmt. 
Zu beachten ist, dass in der Formel

8'wH = Pm
Fc
F

die im Nenner stehende Summe die drei Scheiben und die 6 Stäbe Sx 
bis S6 umfasst. Bezüglich des Einflusses der ständigen Belastung g 
und einer Belastung g wird auf Seite 266 verwiesen.

b. Das statisch bestimmte Hauptnetz ist ein Gerberscher Balken.

109. Ausleger-Bogenbrücke mit drei Oeffnungen. Das Trag
werk in Figur 302 besteht aus einem Zweigelenkbogen AB mit Aus
legern AGX und BG2, welche zur Unterstützung der Einzelbalken 
CGX und G2D bestimmt sind. Wird eines der beiden festen Lager

?
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A, B in ein auf wagerechter Bahn bewegliches verwandelt, so ent
steht ein Gerberscher Balken (Zustand H = 0), dessen Angriffs
momente mit M0 bezeichnet werden mögen, und dessen senkrechte 
Stützenwiderstände = A, B, C, D seien. Durch Hinzutreten der Wider
stände H werden die senkrechten Auflagerkräfte sowie die Spannkräfte 
in den äusseren Oeffnungen CA und BD nicht geändert. Nur im 
mittleren Theile AB sind die Stabkräfte S abhängig von H-, sie lassen 
sich auf die Form bringen: S — S0 — S H wo S0 den Werth von S 
für H = 0 bedeutet und S' die Spannkraft in Folge H — — 1 ist.

I?B ik

! i I ; i

\T\[7ï/î PfT
f* Ję\ftM X K

w,Ë \q"m■

"rfW
y y v v f vt *2)'iPi i

H111 /a=ÿm
Tm

-Tn'

22
Kg. 302.

Zur Ermittlung der IZ-Linie benutzen wir wieder das Gesetz:
8'

H=P
^S'2s~r F

wo h' die mit EFC multiplicirte Ordinate der Biegungslinie für den 
Zustand H= — 1 vorstellt. Diese Biegungslinie besteht zwischen A 
und B aus einem Polygon, welches genau so bestimmt wird, wie für 
einen gewöhnlichen Zweigelenkbogen AB, ferner aus den Geraden A'G1', 
Gx"C' und B G2', G2'D', welche den bei Eintreten des Zustandes 
H = — 1 spannungslos bleibenden Auslegern und Einzelbalken ent
sprechen. Wird die Biegungslinie des Theiles AB durch Aufzeichnung 
eines Seilpolygons gewonnen, so erhält man die Geraden ÂGx" und 
B'GX" als die äussersten Seiten dieses Polygons. Meistens führt jedoch 
die Berechnung der H-Linie mittels der Formel

s (vergl. § 7).

schneller zum Ziele. In diesem Falle empfiehlt es sich, behufs Ver
längerung der H-Linie über A' und B' hinaus, sämmtliche Gewichte

MwH
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lw zur 2w zu vereinigen, das Moment — zu berechnen, welches

dieses Gewicht in der Mitte eines einfachen Balkens A' B' hervorbringt,
2\wlhierauf senkrecht zu A'B' die Strecke RT aufzutragen und4 2z

die Geraden TA' und TB' zu ziehen. Es ist dann A'Gx" die Ver
längerung der Geraden TA' und B'G2" die Verlängerung von TB'. 
Lasten P, welche links von A' oder rechts von B' aufgebracht werden,
rufen einen negativen Horizontalschub II hervor.

Hätte beispielsweise der mittlere Theil AB die Abmessungen des in 
Fig. 211 auf Seite 207 dargestellten Zweigelenkbogens, so würde zwischen A 
und B die in Fig. 211 dargestellte fi-Linie ohne jede Aenderung beizubehalten 
sein. Man würde dann Sw = (w0 + ivx + -j- w3 + w4) 2 -f- wh — (0,33*)
-j- 0,88 -f- 2,35 15,00) 2 -j- 20,00 = 57,12 erhalten, mithin

2wl 57,12 • 20
BT 1,56.

4 • 2z 4 • 183,356
Der Horizontalschub in Folge einer Temperaturänderung ist ebenso 

gross wie der eines Zweigelenkbogens AB.
Behufs Herleitung der übrigen Einflusslinien aus der H- Linie 

beachte man, dass sich die Mittelöflhung bei unbelasteten Seiten- 
öfinungen genau wie ein gewöhnlicher Zweigelenkbogen verhält. Will 
man also beispielweise die ^„-Fläche zeichnen/ so trage man (wie in

Fig. 220, Seite 216) A'j — 1 auf, ziehe JB', bestimme m loth- 

recht unter m, verbinde m mit A' und subtrahire die iA-Fläche von 

-Fläche vorstellenden Dreiecke A'tn B'. Der Unterschied

Vm

AI Qmdem die
ym

beider Flächen ist die ilTm-Fläche des Zweigelenkbogens AB; der Mul
tiplikator ist = ym. Verlängert man nun die Geraden m A' und rn B' 
bis zu ihren Schnittpunkten Gx', G2' mit den Senkrechten durch Gx, 
G2, und zieht man schliesslich die Geraden GX'C', G2'D' so giebt der 
Linienzug C' Gx' Ä m B' G2' D' die auf A'B' als Nulllinie bezogenen 
M—— - Linie des Gerber’schen Balkens CABD an, und die in Fig. 302
y rn

schraffii’te, zwischen dieser Linie und der AT-Linie gelegene Fläche ist 
daher die gesuchte Mm- Fläche.

110. Stabbogen, versteift durch einen Gerber’schen Balken.
Ganz ebenso wie der in No. 109 untersuchte Träger werden die in den 
Figuren 303 und 304 dargestellten Stabgebilde behandelt. Zuerst 
werden die Einflusslinien für die Mittelöflhung genau so gezeichnet, als

— = 0,33 wurde früher nicht gebraucht, daK*) Der Werth «>0 = 

er ohne Einfluss auf die Momente Mw ist.
V 3,0
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wären die Seitenöffnungen gar nicht vorhanden, und schliesslich werden 
sie über A' und B' hinaus auf die vorhin beschriebene Weise ver
längert. In Fig. 303 ist eine Ç-Flâche eingezeichnet worden.

ß P
3 y t

7 XMxMXij/MXiXNl th
T f*

\fVi*__ jk_____ in ’ ‘ T M fz t ',/// mmm
i ISP Usr

rn !
i ,-mirnrfljäJ Q= F'lächeIcotgcc

Fig. 303.

. m
1 m

Fig. 304.

§ H-
Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern.

111. Der bereits auf Seite 158 in ganz allgemeiner Weise be
handelte Bogenträger mit eingespannten Enden ist dreifach statisch 
unbestimmt und erfordert daher die Aufstellung von drei Elastieitäts- 
bedingungen. Diese soll hier nach zwei verschiedenen Verfahren er
folgen, von denen das erste an die Voraussetzung senkrechter Lasten 
gebunden ist, während die zweite Untersuchung Einzelkräfte beliebiger 
Richtung berücksichtigen wird. Besonders hervofzuheben ist, dass bei der 
Herleitung der Elasticitätsgleichungen die Längenänderungen der Fül
lungsstäbe in der* Regel vernachlässigt werden dürfen. Beim Bogen mit 
eingespannten Kämpfern erweist sich der Einfluss der Temperaturände
rungen (welche doch nur geschätzt werden können) als so bedeutend, 
dass eine allzu peinliche Ermittlung der übrigen Einflüsse noch viel 
weniger am Platze ist, wie beim Zweigelenkbogen. Auch die Annahme 
eines überall gleichen oder nach einem einfachen Gesetze sich ändernden 
Gurtquerschnitts ist zur Vereinfachung der Rechnung meistens anzurathen.
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a. Erstes Verfahren.

112. Einfluss einer senkrechten Einzellast (Fig. 305). Die 
Einzellast P erzeugt Stützenwiderstände (Kämpferdrücke) Kx und K2, 
welche P in demselben Punkte C treffen, und deren Schnittpunkte mit 
den Senkrechten durch die äussersten Stützpunkte A und B mit Fx 
und F2 bezeichnet werden mögen. Der Linienzug FXCF2 heisst das 
Mittelkraftspolygon und die Gerade FXF2 die Schlusslinie.

Der senkrechte Abstand NQ eines Punktes des Mittelkraftspolygons 
von der Schlusslinie ist gleich dem durch den Horizontalschub II des 
Bogens dividirten Biegungsmomente M0 eines durch die Last P bean-

Fig. 305.

sprachten einfachen Balkens A'B\ dessen Stützweite — l ist und der 
an den Enden frei aufliegt.*) Es folgt deshalb

*) Man betrachte Fx CF, als Culmann’sche Momentenfläche des einfachen 
Balkens A’B’.

r

v*

k-

%
k

A
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Pab
CD IH

und hiernach ist das Dreieck F1CF2 und somit auch die Richtung von 
und K2 bestimmt, sobald die Schlusslinie F1F2 und der Horizontal

schub H gegeben sind.
Wir beziehen den Bogenträger auf eine senkrechte Achse Ay und 

eine schräg liegende Achse Ax. Neigung der Ax und Lage des Ur
sprungs 0 seien vorläufig beliebig. Die Lage der Schlusslinie be
stimmen wir durch Angabe ihres Schnittpunktes F0 mit der Achse Av,
d. h. durch Angabe der Strecke 0O in Fig. 305 
Strecke e, welche die zur Schlusslinie parallele Gerade J1J2 auf der 
Senkrechten durch B abschneidet.

Behufs Ermittlung des Angriffsmomentes Mm für irgend einen 
Knotenpunkt m führen wir durch m einen senkrechten Schnitt, zer
legen den von diesem Schnitte in N getroffenen Kämpferdruck (hier K2) 
im Punkte N in eine senkrechte und eine wagerechte Seitenkraft und 
erhalten :

ferner durch die

Mm = H • Nm.
Sind nun ym und xm der senkrechte bezw. wagereehte Abstand 

des Punktes m von den Achsen Ax und Ay, so ergiebt sich
Nm = NQ — ym — 0,

£
also z — — xm -j- 0Oz — 0O

l ’ 'Xm

mithin (wegen H - NQ = Mom) :

Mm = Mom — Hym
He

(1) ■J— --- HZ0.

Indem wir nun die Bezeichnungen einführen
He X"; H=X"',Hz0 = X';(2) l

erhalten wir die Gleichung
-X- ym j

welche die Berechnung der Momente Mm gestattet, sobald die drei 
statisch nicht bestimmbaren Grössen X', X", X"' gefunden sind.

Zur Berechnung der X bedienen wir uns der Gleichungen (V) auf 
Seite 163. Wir nehmen starre Widerlager an, setzen also L' = 0, 
L" — 0, L " = 0. Auch vernachlässigen wir die Formänderung der 
Füllungsstäbe.

Die Spannkraft des einem Knotenpunkte m gegenüberliegenden 
Gurtstabes ist

Mm = Mom— X' — X"xm(3)

Mm
(4)

rm
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und zwar gilt das obere Vorzeichen für die obere, das untere für die 
untere Gurtung. Den Zuständen X' =— 1, X" =—1, X'"=—1 
entsprechen die Momente:

M.: = + 1 ; Kn" = + *„; MS' = + y.(5)
und die Stabkräfte:

1
£' = + •-----; S ' = =F — ;(6)

rm rm rm
Wählen wir nun das Achsenkreuz Ax, Ay derart, dass die Summen

* *)2P"P'"
EFEF EF

verschwinden, dass also die Bedingungen:

= 0; 2 ̂m 'X'm ym SfnVmSm
(?) 0; 2 0

EFmrJEFmrJEFmrm
erfüllt werden, so gehen die Gleichungen (V) für eine Einzellast P über in:

PÔ' +2P'e*sX' 2 EFmrJ
xjsm

X" 2 PS -|— 2 S s ts(8) EFmrJ
yjsmX'" 2 PS"'+2P//'s*5,

FFmrJ
wo 5', h", h'" die an der Stelle P gemessenen Ordinaten der den Zu
ständen X'= — 1, X" ——1, X"' ——1 entsprechenden Biegungs
linien bedeuten.

Zur weiteren Vereinfachung der Rechnung schreiben wir sämmt- 
lichen Gurtstäben denselben Querschnitt F (Mittelwerth der Fm) zu und 
setzen feste Werthe E, s, t voraus. Multipliciren wir dann die Glei-

Sm
Wm'**)chungen (8) mit EF, so erhalten wir mit der Bezeichnung:

r,2
den Einfluss einer Einzellast P:

EFb' EFb" EFh'"
X' = P- ; X" = P ; X"' = P(9) 2 wj ^x2mwm'

ferner den Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung um t°:
zEFt^S"s zEFt2S"'szEFt^S's ; X"=(10) Xt'= ; X 'SylwJ2 ivm '2iXlmivn[

*) In den angezogenen Gleichungen (V) ist p
EF

**) Sollen verschieden grosse Gurtquerschnitte Fm berücksichtigt werden, 
F
— gesetzt werden.

SmSO muss tVm = rm* Fm
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Die Bedingungen, welche durch geeignete Wahl der Lagen der 
Achsen Ax, Ay zu erfüllen sind, lauten:

2 xm wm 0, 2 ym wm 0, 2 xm ym tom 0.

Wird dem Knotenpunkte m das Gewicht beigelegt, so fordern 
die Gleichungen (11):

1. Der Ursprung 0 muss mit dem Schwerpunkte der Gewichte 
w zusammenfallen.

2. Die Richtung der Achse Ax muss so gewählt werden, dass 
das Centrifugalmoment der Gewichte w' gleich Null ist.

In der Regel wird der Bogen symmetrisch sein in Bezug auf die 
Senkrechte durch die Mitte. Dann fällt die Achse Ay mit der Sym

metrieachse zusammen und 
die Achse Ax mit der wage
rechten Schwerachse der Ge
wichte w'.

(11)

4. Einen steigenden Bogen 
leite man, falls der Unter
schied in der Höhenlage der 
Kämpfer gering ist, nach 
Fig. 306 aus einem sym
metrischen Bogen ab und 
schreibe den einander ent
sprechenden Knotenpunkten 
beider Bogenhälften gleiche 
Gewichte w' zu.*) Man er
reicht hierdurch, dass die 

Achse Ay mit der Mittelsenkrechten und die Ax mit der zu A'B' paral
lelen Schwerachse der Gewichte w' zusammenfällt.

./A

j i z'iro'
i 7 Sto'

! 7\

é-ji—

Fig. 306.

Ganz allgemein findet man die 
Achsen Ax, Ay wie folgt. Man be
zieht den Bogen zunächst auf ein 
beliebiges rechtwinkliges Achsen
kreuz x\ y' mit wagerechteraf-Achse 
(Fig. 307) berechnet die Summen;

2 m/, 'Sito'x'i HLw’y'i SwV2,
2w'y2w'x'y'

bezeichnet mit £, t; die Koordinaten 
von O in Bezug auf x\ y\ mit a 
den Neigungswinkel der Ax gegen

K
+9'

Ffe
Ly

i +x'
X'

Fig. 307.

*) Diese Annahme ist ebenso zulässig, wie die Annahme F : Fm = 1.
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die «'-Achse und hat dann:

« = £ — x'
y — y’ — x tg a — (y) — g tg a).

Die Gleichungen « = 0, IŁw’y = 0, 2m>'«î/ —0 liefern nun:

’Sw'y’«'
? 7 ■*!S 2#' S10'(12)

’c^iv y’ — 'Sito'x'y'tga =

Schliesslich bestimmt man noch

Sm;'«2 = Sm'«'2 — g2Sm'
Sw'ÿ2 = 'Ew'y'3 — ï)2Sm' — tg* a Sm'«*.

Natürlich kann man auch die auf der Darstellung von Momenten zweiter 
Ordnung beruhende Ermittlung von tg a auf zeichnerischem "Wege mit Hilfe 
von Band I, § 5—7 ausführen.

Nach Festlegung der Achsen Ay, Ax bestimme man die Zähler der 
für X , X , X"' gefundenen Ausdrücke (9) wie folgt.

Man erwäge, dass den Zuständen X'=—1, X"— — 1, X'"——1 
die Momente

£S w' x' — Sw'«'2

Mm'=l; = Mj" V~ ts"(13)
#4

entsprechen, und dass sich die mit EF multiplicirten Durchbiegungen 
b , b , Ô "als die Momente eines einfachen Balkens A'B' (des statisch 
bestimmten Hauptsystems) deuten lassen, welcher beziehungsweise be
lastet wird mit den Gewichten:

, Mjsm
wm =

„ Mm"sm -, r rrr
Mm sm

*), d. h. mit; wm ; wm2 rm‘J 
xmsm
Y ^’ m

Bezeichnet man also die unter P gemessenen Ordinaten dieser ein
fachen Momentenlinien mit Mw', Mw", Mj" so erhält man: EFb'— Mj-, 

EFb" — Mj,'-, EFb"' = Mj" und findet schliesslich für die Einfluss
linien der Grössen X', X", X'" die Gleichungen:

rjrm
y m(14) wm' fff

2 ! Wm ; wm 2rm rm

Mj M„" nr
(15) X' = P ; X" = P »- ; X"' = P . **)

V) fff*ymwmlLxmWm

*) Yergl. Seite 188, Gleichung (2), in welcher

**) Die Gleichung für H= X’" stimmt mit der im § 7 zur Berechnung 
des Horizontalschubes eines Zweigelenkbogens erhaltenen Formel überein. Nur 
ist jetzt y auf eine andere Achse bezogen. Wir machen noch auf die im § 7 
für verschiedene Sonderfälle gezeigten Umformungen und Kürzungen der Ge
wichte w aufmerksam; dieselben sind natürlich auch bei eingespannten Bogen- 
trägern brauchbar.

1 zu setzen ist.
Fm



302 Zweiter Abschnitt. — § 11.

Aus den Einflusslinien für die Grössen X', X", X"' kann man 
jetzt alle übrigen Einflusslinien ableiten und zwar lassen sich hierzu 
verschiedene Verfahren anwenden.

1. Mit Hilfe der Gleichungen 
Mm __ Mom___ X
h yn hm hm

ermittle man die (M: h)-Linien und hieraus nach Seite 213 und 214 
die Einflusslinien für die Stabkräfte.

// Xm VmX'"X
hm hm

X'
schreibe man —----7—, wo d eine beliebig an-d hm

, X", X'"

An Stelle von
hm

X'zunehmende Strecke bedeutet. Die Multiplikation der —— 

führe man (nach Seite 174 und 17 J)m;t-A Xm Vm mit Hilfehm hm hm
von Winkeln aus, deren Tangenten gleich den Multiplikatoren sind.

2. Man bestimme für verschiedene Lagen der Einzellast P — 1 
die Mittelkraftspolygone FXCF2 (Fig. 305) und benutze diese zur Be
rechnung der Ordinaten (M : h)- Linien.

3. Nach Aufzeichnung der Einflusslinien für die Gurtkräfte be
stimme man die Einflusslinien für die Spannkräfte in den Füllungsinneü' 
nach No. 72.

4. Man nehme die Lasteinheit P der Reihe nach in sämmtlichen 
Querträgerangriffspunkten an, zeichne für jeden einzelnen dieser Be
lastungszustände einen Cremona’schen Kräfteplan und bestimme die Ein
flusslinien der Stabkräfte mit Hilfe dieser Kräftepläne.

113. Die Aufgabe, das Mittelkraftspolygon FtCF2 (Fig. 305) 

zeichnen, lässt sich

zu
X’ausser durch Bestimmung der Werthe z„ = H

X"und e l — noch in folgender Weise lösen.n
Verbindet man die Gewichte w' und w" durch Seilpolygone 

(Fig. 305), deren Pol weiten wx und wn sein mögen*), so erhält man 
nach Eintragung der Schlusslinien s', s" die Momente

Mj = w£t\’; Mw” — wur\(Fig. 305
Die äussersten Seiten des ersten Seilpolygons schneiden sich auf 

der Achse Ay, da ja diese Gerade die senkrechte Schwerachse der Ge-

)•c u. e

*) Zum ersten Seilpolygon haben wir in Fig. 305d das zugehörige Kräfte
polygon tbeüweise gezeichnet.
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wichte w' ist, und man findet:

'Siiv' : Wi= m :k also ’Sw' = und (nach Gleich. 15)k

X'= P r{ k
m

Die äussersten Seiten des zweiten Seilpolygons schneiden auf der 
2xw"Achse Ay die Strecke v ab ; sie sind einander parallel, weilwn

die Summe der Gewichte (nämlich 2«/' = 'Sxw') gleich Null und 
deshalb die Mittelkraft der w” unendlich klein und unendlich fern ist.
Es ergiebt sich nach (15):

n
X" = pr[—,

und, wenn die Lasteinheit P durch eine Strecke von der Länge v dar
gestellt wird:

vk ,Xr// //X =7] ; X 7] =n Yj',
m

wobei n nach Fig. 294 mittels der parallel zu den äussersten Seiten 
des ersten Seilpolygons gezogenen Geraden und g2 (Fig. 305e) be
stimmt werden kann.

Zerlegt man nun die Kämpferdrücke Xl5 X2 nach senkrechter 
Richtung und nach der Richtung der Achse Ax, und bezeichnet man 
die senkrechten Seitenkräfte mit A und B (Fig. 305b), so findet man 
leicht :

Pal(® + T*) : a, wo CDA : 11 = IH ’
weshalb

vlPb He Pb I "f ^f X"A = ll l l
und hieraus folgt, dass das Seilpolygon der Gewichte w" die Strecke 
v = P, welche seine äussersten Seiten auf der Last P abschneiden in 
die Theile

t\a = A und r\B = B
Hat man also den Horizontalschub H mit Hilfe eines diezerlegt.

Gewichte w"' verbindenden Seilpolygons durch eine Strecke i}" dar
gestellt (was möglich ist, weil nach Gleichung 15 die Kraft X'" = H 
proportional 7]"' ist), so ist man im Stande, die Kämpferdrücke nach 
Grösse und Richtung anzugeben, und braucht jetzt nur noch einen Punkt 
des Linienzuges F1 CF2 zu bestimmen (Fig. 308).

Besonders einfach gestaltet sich nun die Bestimmung der Schnitt
punkte R der Kämpferdrücke mit der Achse Ax. Wir bezeichnen die
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von Ky nach 0 und zerlegen sie dort nach wagerechter und senkrechter 
Eiehtung. Die fragliche Momentengleichung lautet dann:

AAl + Hz.

+ »V—v~yk

= 0, d. h.;

— 0;

sie liefert, wegen v — = n :tn
n / m— ( b—----- 7) )
r\A \ l /

nv}05

wo 7]0 in Fig. 305 die Strecke bedeutet, welche das Seilpolygon der 
Gewichte w' und die letzte Seite dieses Polygons auf der Last P ab
schneiden. Die hieraus sich ergebende zeichnerische Bestimmung des 
Punktes Rx zeigt Fig. 308; die von dem im festen Abstande n von 0 
gelegenen Punkte T aus gezogene Gerade TRy ist parallel zur Ge
raden g.

Zweiter Abschnitt. — §11.304

Entfernung des Punktes Rt von der Ay mit h, und berechnen diese
Strecke, indem wir die Summe der Momente der im Gleichgewichte
befindlichen Kräfte Kx, K2, P in Bezug auf F0 gleich Null setzen.
Vorher ersetzen wir jedoch P durch die beiden in Fx und F2 angreifen-

Pb Pa 2>08
den Seitenkräfte —— und —-— zerlegen Ky und K2 auf die in Fig. 2^7i i
angegebene Weise, verschieben die in die Achse Ax fallende Seitenkraft

SO
 3k.
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Auch der Punkt Fx lässt sich schnell festlegen. Man trage zu
v

diesem Zwecke vom unteren Endpunkte von Kx die Strecke r\0 — nach

oben auf, ziehe die Gerade g und hierauf OFx || g. Der Beweis ist 
leicht zu finden.

Besonders einfach gestaltet sich die doppelte Bestimmung der Lage 
wenn man die willkürliche Polweite des Seilpolygons II sovon K<

wählt, dass v — m wird (was durch zweimaliges Aufzeichnen dieses Seil-
2 )

V
polygons zu bewirken ist). Dann wird t]a ----= v]0 und n = k.

m

114. Wir wenden nun das im Vorstehenden entwickelte Verfahren auf 
einen symmetrischen Bogenträger (Fig. 309a) an und stützen uns hierbei auf die 
im ersten Bande unseres Buches, Seite 23 u. 24, Fig. 26, gezeigte Darstellung 
der höheren Momente paralleler Kräfte.

Die durch Rechnung zu bestimmenden Gewichte w' — s
0 * **)) werden r2

zunächst als lothrechte Kräfte aufgefasst und in der Reihenfolge wx’, w3, w3', . . . 
durch den Seilzug I (Pol 0T, Polweite wi) verbunden. Die Polweite wi darf 
beliebig gross angenommen werden. Die Seiten des Seilpolygons I schnei

te' xden auf der Achse Ay die den Gewichten w" proportionalen Strecken wi
ab, welche für die Knotenpunkte der linken Trägerhälfte positiv sind, für die
jenigen der rechten negativ. Betrachtet man diese Strecken als senkrechte, 

die Stelle der w' tretende Kräfte, verbindet sie durch ein Seilpolygon II 
(Pol Orr, beliebige Polweite — wn), und misst man senkrecht unter der in Frage 
kommenden Last P die durch den Seilzug II und dessen äusserste Seiten be
stimmten Strecken -r^, ips, v, so erhält man

an

ÏU : Ve"■ v = A: B :P
und für den Kräftemaassstab P=v:

i)a = A‘, t]B = B.
Da die x-Achse wagerecht ist, so sind A und B die senkrechten Stützen
widerstände.

Jetzt wird die Achse Ax als wagerechte Schwerachse der Gewichte w' be
stimmt. Hierbei empfiehlt es sich, zur Erzielung einer recht deutlichen Zeich
nung den Bogen verzerrt aufzutragen.

In Fig. 309b wurden die Höhen verdoppelt, auch sind die Gewichte w' zu
nächst in der Reihenfolge ivx\ w3\ w5\ «./. m’4', | w6'**) durch einen Seilzug III 
(Pol Om, beliebige Polweite wm) verbunden worden, um eine Durchkreuzung 
aufeinander folgender Seiten zu vermeiden. Der Schnittpunkt der äussersten 
Polygonseiten bestimmt die Ax, und auf dieser Achse werden von den Seiten

w’ 2y abge-des Seilzuges die den Gewichten w'" proportionalen Strecken
Will

schnitten, welche positiv oder negativ zu nehmen sind, je nachdem sie ober
halb oder unterhalb der Ax liegenden Knotenpunkten entsprechen. Diese

*) Vergl. die Fussnote auf Seite 299.
**) i M/01 weil nur die Hälfte des symmetrischen Bogens betrachtet wird.

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1. 20
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Strecken wurden (an Stelle der w) als wagerechte Kräfte aufgefasst und durch, 
einen Seilzug IV (Pol Oiv, beliebige Polweitę wir) verbunden, dessen äusserste 
Seiten auf der Ax eine Strecke u abschneiden, für welche die Beziehung gilt:

— 2 w'2y

Will
2y.UWIV

Hieraus folgt für eine Bogenhälfte iß — \ wmiviru und für den 
ganzen Träger:

ILw' iß — \ wmwivu.
Um nun die zur Ermittlung von

MwH — X'" — P IS iv iß
2 y tvdienenden Momente Mj” zu bestimmen, wurden die Strecken (an
Will

Stelle der w) als senkrechte Kräfte aufgefasst und durch ein Seilpolygon V 
(Pol Ovi Polweite wv) verbunden, jetzt aber in der Reihenfolge 1, 2, 3, . . . *), 
Ist i{" die Ordinate dieses Seilzuges, so ist das Biegungsmoment des mit den 

2 yir' belasteten Balkens A'B' gleich wvßund man erhält daherGewichten
IV1II

für einen durch die Gewichte w” = iv y beanspruchten Balken:
MJ" = J wniwrv]"i weshalb 

vwrWvl)H — P ri ■wir uiv iv • u
wiv • u (z. B. wiv—\v und wv—\ u wie dies inWählt man also wv

Eig. 309b geschehen ist)**) so findet man:
H = T]'",

und ist jetzt im Stande, für jede Einzellast P die Kämpferdrücke Kx und K2 
zu ermitteln. Um die Lagen dieser Kräfte anzugeben, bestimmt man mit Hilfe 
der zur ersten Seite des Seilzuges I parallelen Geraden ED die Strecke n und 
trägt dieselbe auf der Achse Ay von 0 aus nach T hin ab. 
man die vom Seilzug / und dessen letzter Seite auf P abgeschnittene Strecke 
rl0 um 90° nach links, verbindet ihren Endpunkt mit dem Endpunkte der 
Strecke riA durch eine (strichpunktirte) Gerade und zieht zu dieser von T aus 
eine Parallele; dieselbe schneidet die Ax im Durchgangspunkte von Kv

Nun dreht

115. Einfluss einer Temperaturänderung. Zur Berechnung 
der von einer Temperaturänderung herrührenden Wertbe X könnten 
die Gleichungen (10) und (6) benutzt werden; der folgende Weg ver
dient jedoch den Vorzug.

*) Im zugehörigen Kräfteplan ist die Reihenfolge der Strahlen durch 
Ziffern angegeben.

**) ivv ist die einzige Polweite, welche nicht willkürlich, sondern durch die 
vorhergehenden Polweiten bestimmt ist. Der Maassstab, in welchem die w' auf
getragen werden, ist, so lange nur der Einfluss von Lasten in Frage kommt 
(nicht auch der von Temperaturänderungen) ganz gleichgültig.

20*
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Wir denken die Spannkräfte S"' = + 1 — durch zwei entgegen

gesetzt gleiche, nach aussen gerichtete Kräfte von der Grösse 1 sec a 
(Fig. 310) hervorgerufen, welche mit der Achse Ax (deren Neigungs
winkel = a sei) zusammenfallen und deren Angxüffspunkte £* und L2 
mit den Bogenenden durch starre Stäbe verbunden seien.*) Sodann 
fassen wir 1 sec a als eine Spannkraft (und zwar als einen Druck) auf, 
der in einem die Knoten 
Lx und L2 verbindenden 
Stabe auf irgend eine 
Weise erzeugt wird und 
wenden auf das nunmehr 
nur von inneren Kräften 
beanspruchte und in kei- 

Punkte gestützte 
Fachwerk das Gesetz der ^ 
virtuellen V erschiebungen 
an, indem wir den Stab
längen s die Aenderungen zuschreiben, wo « einen festen Werth
vorstellt. Wir erhalten dann die Arbeitsgleichung

rm

4
TU

-ii.seec£ ĆT;Jj
nein

>C
Fig. 310.

2 S"' o s -f- 2 S"' w s — 1 sec a • w L1 L2 — 0
i

wobei sich das erste Glied auf die Stäbe des Bogenfachwerks bezieht,
das zweite auf die hinzugefügten starren Stäbe, mit Ausnahme von
Lx L2, das dritte schliesslich auf den Stab L1L2. Wird o gehoben
und werden die Punkte Llt L2 so angenommen, dass == 0 wird,

1

so ergiebt sich
2S'"s = L1L2 sec a

und wir erhalten sehr einfach:

zEFtl'" sec a

wo Ï" die Länge der Strecke LtL2 bedeutet.
Zur Bestimmung des Punktes Lx bezeichnen wir die Längen der 

Stäbe ALX, CLlf AC mit a, b, c, die durch die Kraft 1 sec a in diesen 
Stäben erzeugten Spannkräfte mit Sa , Sb"\ S'" und suchen die Er-

xr=(16)

*) Diese Kräfte erzeugen das Angriffsmoment Mm = 1 sec a (ym cos a) = ym

und die Stabkraft Sm"' = + —- • Diese Formel gilt auch für die Füllungs-

stäbe ; an Stelle der Knoten m treten die bekannten Drehpunkte der Kitter’schen 
Momentengleichungen.



füllung der Gleichung
Sa a -j- Sb b -)- Se c — 0

herb eizuführen. Geht der erste Füllungsstab des Bogenfachwerks durch 
den Punkt A, so ergiebt sich der in Fig. 311 dargestellte Kräfteplan, 
in welchem S'" die Spannkraft im ersten Gliede der unteren Gurtung 
bedeutet. Mit den aus der Figur zu entnehmenden Bezeichnungen der 
Winkel folgt, wenn AE und AE' so gezogen werden, dass L^EA — ^ 
und L1E'A = ß wird:

— S'" sin (4* — Y) CE CE
QUfr sin (180° — vp) AC c

L,E'LXE'Q "> 
a sin p

Sb'" A Ll
und hieraus:

Sâ"a + Sb'" (CE + L,E') + S'"c = 0.

'f.see• oc

m
SA

Fig. 312.Fig. 311.

Die oben aufgestellte Bedingung wird hiernach erfüllt, sobald
CE LlE' = b, d. h. sobald ß = 4* wird.

Aehnlich folgt: Geht der erste Füllungsstab von C aus (Fig. 312), 
so muss, damit aS-f- bSh'" -f- cSc'" = 0 werde, der Winkel L2L1C= 4 
sein.

In derselben Weise wird der Punkt L2 bestimmt und damit die 
Länge der Strecke L1L2 — V" gefunden. Man vergleiche Fig. 313, in 
welcher die äussersten Füllungsstäbe durch A bezieh. B gehend ange
nommen wurden.

Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 309
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Durch eine Reihe ganz ähnlicher Schlussfolgerungen wird für die 
im Zähler des Ausdruckes für X" stehende Summe der Werth

sEFtr_
^xmivm"

gefunden, wobei l" den gegenseitigen Abstand der auf der Achse Ay 
gelegenen Punkte Nt und N2 bedeutet, welche erhalten werden, so
bald man von A und B aus Gerade zieht, die mit der Achse Ay die 
Winkel 4 und vl/ bilden.

s = l" und damit X"(17)

4
C

A
,/V'

V»'

>B
X

Aj
<- -

A

ZY
X,

Fig. 313.

Um schliesslich noch die Summe 2S's in einfacher Weise zu be
rechnen, denken wir uns die Momente M'— 1 und Spannkräfte

Sm' = X — durch an den Bogenenden angreifende rechts drehende Kräfte-
Dn

paare hervorgehracht, welche aus zur Achse Ax parallelen Kräften von 
der Grösse 1 bestehen und deren Arm = 1 ist, Fig. 314. Sind E\,

/
A

r )B/
A4

V'i

A\rV*>

Fig. 314.

E2, Jx, J2 die Schnittpunkte dieser Kräfte mit den Geraden ALX und 
BL2, so folgt aus den vorstehenden Untersuchungen

'SS's — JXJ2 — EXE2 = cotg d* -f- cotg 4"
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und es ergiebt sich daher:

zEFt (cotg d» -f- cotg <]/)
(18)

2wm'

Für den in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte symmetri
schen Bogen ist l" = 0 also auch X" =0. Ist ausserdem, was ebenfalls 
in der Regel (zum mindesten annähernd) zutreffen wird, vjj == ij/ = 90° 
also cotg 4> = cotg vj/ = 0, so folgt auch X' = 0 und (wegen oc = 0)

zEFtï"
X;" = Ht =(19)

worin l " die gegenseitige wagerechte Entfernung derjenigen Punkte 
der Kämpfer bedeutet, von denen die äussersten Füllungsstäbe aus
gehen.*) In diesem wichtigen Falle erzeugt also die Temperaturände- 
rung zwei in die Achse Ax fallende Kämpferdrücke von der Grösse Eft.

Wird die Gestalt eines leicht ansteigenden Bogens nach Seite 300 
aus einer symmetrischen Grundform entwickelt, so ist es ebenfalls zu
lässig, als Folge der Temperaturänderung einen mit der Ax-Achse 
zusammenfallenden Kämpferwiderstand anzunehmen. Die Grösse des
selben ist (wegen Kt = Ht sec a = X”' sec a)

zEFtl'" sec a
(20) K,

^ ym K'm

Wird der Einfluss der Belastung nach Ko. 114 mit Hilfe von Seilpoly
gonen dargestellt, so wird man auch die in den Nennern der Werthe Xt, Xt", 
Xt" auftretenden Summenausdrücke mittels jener Seilzüge berechnen. Man muss 
dann auf die Einheiten der in Frage kommenden Grössen achten. Für den in 
Fig. 309 untersuchten Bogen ist z. B.

zEFtl’" zEFtV"Ht
2 ym Wm" 2 ißn W,n

und 2 y%, Wm’ — \ it'm wiru, weshalb

n zEFtl"’
2--------------

Will WIV u

Nun ist Wm'— ß- der reciproke Werth einer Länge, also iSyhwj eine

Länge und man muss deshalb eine der drei Strecken wm, wir, u (gleichgültig 
welche) mit dem Maassstabe messen, in welchem die w’ aufgetragen worden 
sind, die andern beiden aber mit dem Längenmaassstabe der Zeichnung.

Ht

*) Für den Träger in Fig. 306 ist V" — A’B'.
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b. Zweites Verfahren.

116. Wir entwickeln noch ein zweites Verfahren, welches auch 
über den Einfluss schräger Lasten Aufschluss giebt und sich eng an 
die in No. 64, Seite 158, gegebene allgemeine Lösung anlehnt. Zu 
dem Zwecke ersetzen wir das linke Widerlager durch eine starre Scheibe 
(Fig. 315a), und fügen in dem vorläufig beliebig angenommenen Punkte 
0 derselben zwei sich aufhebende Kräfte Kx hinzu, welche dieselbe 
Richtung und Grösse haben, wie der linke Kämpferwiderstand Kx. Die 
eine dieser beiden Kräfte bildet mit dem Kämpferwiderstande Kx ein 
Kräftepaar, dessen Moment Kxc wir mit Xa bezeichnen; die andere zer
legen wir in Xb (senkrecht) und Xc (mit vorläufig willkürlicher Rich
tung). Xa, Xb, Xc führen wir als die statisch nicht bestimmbaren 
Grössen ein. Sind dieselben bekannt, so lässt sich Kx wie folgt finden: 
Zunächst stellt man Grösse und Richtung von Kx mittels des Kräfte-

c

? fajAp

ITT
(b) u I

pkzz AV T'4ip
LT w

.s')

-_-V
k------------ h — —->j

Fig. 315.

zuges Xc Xb in Fig. 315b fest. Nun bestimmt man die in Fig. 315a 
mit Z bezeichneten senkrechten Kräfte, welche ein dem Kräftepaare 
(Kx, üfj) gleichwertiges Paar bilden, mittels der Bedingung Zk = Xa, 
bildet hierauf in Fig. 315b die Mittelkraft L von Z und Kx und zieht 
durch 0 zu L eine Parallele; sie schneidet die Senkrechte durch A im 
Durchgangspunkte Fx des Kämpferdruckes Kl.

Bei Aufstellung der Elasticitätsbedingungen legen wir dem Punkte 
0 die Ordnungsziffern b oder c bei, je nachdem wir 0 als den An
griffspunkt von Xb oder Xc bezeichnen wollen. Zur Berechnung des 
Einflusses einer in m angreifenden, beliebig gerichteten Last Pm be-
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nutzen wir die Gleichungen:
p ^mba Knc

(21) Xa = Pm Xh = > Xc — Pm
Ke ’^bb§ a a

in denen die 5 die in der Einleitung erklärte Bedeutung haben, und deren 
Gültigkeit voraussetzt, dass der Angriffspunkt von Xh, Xc und die 
Richtung von Xc nach den auf Seite 158 und 159 (im Beispiel 1) gegebenen 
Regeln bestimmt werden. (Erzielung von hab — hba = 0; 'bac — hca = 0 ;
$bc == = 0).

Wir fassen (Fig. 316) den Stabzug 0—1 
mit der ruhenden Seite 0 — 1 ins Auge, und schliessen an diesen den 
(vorläufig noch nicht gegebenen) Punkt O^slO mittels der starren Stäbe 
9 —10 und 8—10 an. Das Dreieck 8 — 9 —10 ist dann die das 
linke Widerlager vertretende Scheibe. Die Stablängen bezeichnen wir 
mit dlt d2, d3 . . . und die in demselben Sinne zu messenden Winkel 
zwischen den aufeinander folgenden Seiten mit a1, aa3 . . .

Werden die Formänderungen der Füllungsstäbe vernachlässigt, was 
meistens erlaubt ist, so sind die Verschiebungen der Knotenpunkte durch 
die Aenderungen A a der Winkel a vollständig bestimmt. Dabei ist 
mit den geläufigen Bezeichnungen sm und rm:

2 — 3 — 4 8 — 9

A smA s„
Aam — -\-(22) bezieh. Aa„, = —

rmr,n

je nachdem a,„ ein Dreieckswinkel ist oder nicht.

MmsmMm und A sm = -)-Dem Angriffsmomente Mm entspricht £',„ = +

wobei sich das obere Vorzeichen auf die obere Gurtung bezieht,* das 
untere auf die untere Gurtung. Ist a ein Dreieckswinkel, so ist s ein 
Untergurtstab, anderenfalls ein Obergurtstab, so dass allgemein:

rmEFjrm

Mmsm FcMmsm
(23) Aa,„ = -f- und EFc&.am =

ri FjrlEFm

wo Fc eine beliebig grosse, aber konstante Querschnittsgrösse bedeutet. 
Rechnen wir also mit

sm Fc 
rl Em

so erhalten wir die Ui^-fachen Verschiebungen, eine A'ergrösserung, 
die auf das Ergebniss der Gleichungen 21 ohne Einfluss ist, da in 
diesen nur Verhältnisse von Verschiebungen Vorkommen.

(24)
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Den Zuständen Xa — — 1, Xb — — 1, Xc — — 1 entsprechen 
die Momente:

Mj — i, jC

und in Folge dessen die Winkeländerungen:

s„ Fcxm —-----
rj, Fm

deren absolute Werthe mit den im ersten Verfahren benutzten Ge
wichten wm, w„”, wj" übereinstimmen, wobei nur zu beachten ist, 
dass jetzt y rechtwinklig zu Xe gemessen werden muss.*)

Die Aufzeichnung der Verschiebungspläne geschieht nun in folgen
der Weise.

Mm= x Vmmi

s» F\ 
rl Fm

}!m Sm Fc
A a„,' — ; A a— ; Aaffl"'

r2 F ’' m M m

I. Verschiebungsplan für den Zustand Xa = — 1. Man betrachte 
die Winkeländerungen — Aam als lothrechte nach abwärts gerichtete 
Kräfte und verbinde sie durch einen Seilzug I, dessen erste Seite 
wagei’echt anzunehmen ist und dessen Polweite wx willkürlich ge
wählt werden darf. Durch die den Knotenpunkten 1, 2, 3, ... 9 
des Stabzuges entsprechenden Punkte des Seilzuges lege man wage
rechte Gerade glf g2, g3, ... und zeichne von dem beliebig in gx an
genommenen Punkte Y aus einen Linienzug l' 2' 3' 4' ... . 9', dessen 
Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden Seiten des Stabzuges 1 — 2 
— 3 — 4 .... 9 sind. Die von dem mit Y zusammenfallenden Pole 
Oa nach den Punkten 2', 3', Y . . . gezogenen Strahlen stellen dann 
die Verschiebungen der Knoten 2, 3, 4, . . . nach Grösse und Richtung 
dar, und man findet daher den einer Einzellast Pm entsprechenden Werth 

als Projektion des Strahles Oam auf die Richtung von Pm und 
zwar in einem von der Polweite Wi und den Werthen F, ^abhängigen, 
vorläufig gleichgültigen Maassstabe. Da nun der (die Ziffer 10 tragende) 
Punkt 0 in Ruhe bleiben soll, muss 10' mit Oa zusammenfallen und 
es ist mithin die Lage von 10 durch die Bedingungen: 9 —10 1 9'—10', 
8 — 10_J_8'-—10' bestimmt; auch leuchtet ein, dass Punkt 10 in der 
senkrechten Schwerachse der Gewichte — Aa' = iv liegt, wodurch 
das Zusammenfallen von Xb mit der früher benutzten Achse Ay be
wiesen ist.

Ein zweites Verfahren der Aufzeichnung des Linienzuges Y 2' 3' . . . 
besteht in der Berechnung der Drehungswinkel vJj und Werthe p =

*) Es wird sich später zeigen, dass die Richtung von Xc mit der Rich
tung der Achse Ax in Fig. 305 zusammenfällt. Wäre die wagerechte Pro
jektion von Xc (d. i. H) als statisch nicht bestimmbare Grösse eingeführt 
worden, so würde die Uebereinstimmung der Aa'" mit den früheren w” eine 
vollständige sein.



Ein drittes Verfahren stützt sich auf den Umstand, dass die 
Strecken p nur von den A a und d abhängen, nicht aber von der Ge
stalt des Stabzuges. Reiht man also die Stablängen d wagerecht an
einander, wie dies die in kleinerem Maassstabe gezeichnete Fig. 317

zeigt, so findet man die 
Werthe p als die Unter
schiede aufeinander fol
gender Ordinaten eines 
die Gewichte —Aa ver
bindenden Seilpolygons.

Schliesslich könnte 
man viertens die Punkte 
U, 2', 3' . . . . . . mit 
Hilfe eines Williot’schen 

Verschiebungsplanes 
festlegen.

Das erste Verfahren 
lässt im Stich, sobald 
der Stabzug lothrechte 
Stäbe enthält, und es 

führt zu ungenauen Ergebnissen, falls Stabrichtungen verkommen, die 
von der Lothrechten nur wenig abweichen.

-Ą<*a -Ąat, "4** -Ja, -Joe, -Ja-,
ds | d7 d,,

i I

p*Ô
ß6\.

iß
7

?r

8,

?'
9 7-

Fig. 317.

Man denke sich z. B. den Stab 7—8 der lothrechten Lage genähert, um 
einzusehen, dass eine genaue Bestimmung des Punktes 8' in Folge des ent
stehenden schleifenden Schnittes1 schwierig ist. Man würde dann p7 berechnen 
oder von dem Seilpolygon in Fig. 317 das Stück 6—7 — 8 aufzeichnen, welches 
durch p6 und da, bestimmt ist. Besitzen mehrere Stäbe eine solche Lage, so 
wird man von der Anwendung des ersten Verfahrens ganz absehen. Am über
sichtlichsten ist die Bestimmung der p nach Fig. 317.

Nach Ermittlung von 8mo findet man den Einfluss von Pm auf 
Xa mittels der ersten der Gleichungen 21, in der 5„a den Drehungs
winkel (40 der Scheibe 8 — 9 —10 für den betrachteten Belastungs- 
zustand Xa = —1 bedeutet. Nun entspricht dem Stabe 9 —10 der

9' — 10' 8.
Werth p9 == 9' — 10' also der Drehungswinkel 4g 

und man erhält daher:
k9 — 10

Zweiter Abschnitt. — §11.316

für die einzelnen Stäbe d1} d2 . . . Man erhält:
4i = AaU 42 = 4i + Aa2i 4s = ^2 + Aa3Î
Pi :== d14i ; p2 == d2 4s ; P3 == d3 43 5..............

und macht nun:
1' — 2' = Pl; 2' — 3' —-p2 ; 3' — 4' = p3;



und für die durch die Gleichung Zk = Xa bestimmte Kraft Z den Werth:

Z=Pm

Einer in 5 angreifenden lothrechten Last P5 entspricht:

y  ^5 ^5«
zj   —^ :----------

fi.
d. i. ein Werth, zu dessen Ermittlung die Aufzeichnung des Seilzuges I 
genügen würde.

II. Verschiebungsplan für den Zustand Xb — — 1. Die Gewichte
smxm Fcsm

rl Fm
(wrelche rechts von 0 positiv also abwärts gerichtet sind) ersetzt und nun 
wird das vorhin beschriebene Verfahren wiederholt. Der die neuen Ge
wichte verbindende Seilzug II kann aus dem Seilzuge I in derselben Weise 
abgeleitet werden wie in Fig. 309. Nur muss die Lage des Pôles Ou 
(bei beliebig anzunehmender Polweite u'if) so gewählt werden, dass die 
erste Seite des Seilzuges II wagerecht liegt. Nach Eintragung des vom 
Pole Ob aus gezeichneten Linienzuges l' 2' 3" .... 8' 9' findet man 
den einer schrägen Last Pm entsprechenden Werth hmb als Projektion 
von Obm auf die Richtung von Pm und die Verschiebung hbb des An
griffspunktes b 10 von Xb als Projektion des Strahles Ob 10' auf 
die Richtung von Xb = — 1. In Folge dessen findet man den Einfluss 
der schrägen Last Pm:

— Aa' = werden durch die Gewichte —Aa” =
F’ m F

bXb = pm
$bb

und den Einfluss einer lothx*echten Last P5 :

Xb = P5
Sbb

Zur Ermittlung des letzteren Werthes würde die Aufzeichnung des 
Seilzuges II genügen.

Noch sei aus dem Zusammenfallen der Punkte 8’, 9', IO’ der 
Schluss gezogen, dass sämmtliche Punkte der Scheibe 8 — 9 —10 bei 
Eintreten des Zustandes Xb— — 1 dieselbe Verschiebung Ob8' — Ob9' 
— 0b10' erfahren, dass also der Drehungswinkel hab = 0 wird — 
eine Bedingung, an welche die Gültigkeit der Gleichungen (21) be
kanntlich gebunden ist.

Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 317
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III. Verschiebungsplan für den Zustand Xc — — 1. Da die Ver
schiebung hcb, welche der Angriffspunkt c von Xc im Sinne von Xc 
und in Folge von Xb — — 1 erfährt, gleich Null sein soll, so muss die 
Richtung von Xc rechtwinklig zum Strahle 0b10' des soeben gezeich
neten Verschiebungsplanes angenommen werden. Ist dies geschehen, so

'V; Fe
d ym

bestimmt oder aber es werden — was meistens bequemer ist ■— Ge
wichte ermittelt, welche den Werthen ymwń proportional sind, beispiels
weise die in der Figur 316 (im Kräfteplane der w) dargestellten:
ß

-— ymwj, wo ß eine beliebige runde Zahl bedeutet. Die algebraische
Wj
Summe dieser theils positiven theils negativen Gewichte muss gleich 
Null sein (eine sehr scharfe Zeichenprobe!). Da nämlich die Richtung 
von X0 durch die Bedingung hcb = 0 bestimmt wurde, so muss nach 
dem Maxwellschen Satze auch = 0 sein, d. h. es muss die Ver
schiebung des Angriffspunktes b von Xb in der Richtung von Xb und 
hervorgerufen durch Xc ——1 gleich Null sein. Hieraus folgt aber: 
O^IO’ Xb, was nur der Fall ist, wenn die äussersten Seiten des Seil
zuges III zusammenfallen.

Man erhält schliesslich für eine schräge Last Pm und eine senk
rechte Last P5 :

werden die Gewichte Awam = ym — ymivń (absolut genommen)

<\nC

Xc = Pm und Xc — Pm5
8.. ’

wo 5CC die Projektion von 0C10' auf die Richtung von Xc bedeutet.
Die gestellte Aufgabe ist somit gelöst; und es möge nur noch 

daran erinnert werden, dass man die den Linienzug Ob2' d' ... . H/ 
bezieh. Oc2' 3' ... . IO" bestimmenden Strecken p auch in der bei 
Herleitung des Verschiebungsplanes für Xa = — 1 beschriebenen Weise 
durch Rechnung oder mit Hilfe eines gestreckten Stabzuges (Fig. 317) 
oder mittels eines Williotschen Planes ermitteln kann — und dass diese 
Abänderung des in der Fig. 316 befolgten Verfahrens zuweilen geboten ist.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass ganz besondere Sorgfalt auf 
die Bestimmung der Lage des Punktes 0 und der Richtung der Kraft Xc zu 
verwenden ist. Etwa hierbei begangene Zeichenfehler sind von grossem Einfluss. 
Will man diesen Theil der Aufgabe durch Rechnung lösen, so beachte man, 
dass (wegen 12 y w = 0) der Punkt 0 mit dem Schwerpunkte der Gewichte w 
und die Kraft Xc mit der früher benutzten Achse Ax zusammenfällt, weshalb 
die auf Seite 313 abgeleiteten Formeln brauchbar sind; die y dürfen hierbei zu
nächst lothrecht gemessen werden.

Andererseits liefern die vorstehend entwickelten Verschiebungspläne einen 
Beitrag zur Lehre vom Schwerpunkte und den Momenten zweiter Ordnung.
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Mit Hilfe des Linienzuges 0.2 i' 2' ... . (den man dann um 90° nach links 
drehen wird) vermag man den Schwerpunkt 0 einer Gruppe von Punkten zu 
bestimmen, welche mit den Gewichten w belastet sind und die Linienziige 
Ob 1' 2'
Hw'x2 und 'Siv'iß benutzt werden. Man findet nämlich:

^ w'x x * w'y$ y _
^ * 7 0C C ------ ^ * 7

IVI WH

also für wi= w u = wm = 1 und ß =: 1 :
§bb — Hw' x2] SCe = Hw'y2.

IV. Einfluss einer Temperaturänderung. Wir gehen von den 
Formeln aus:

Oo T 2' können zur Ermittlung der Trägheitsmomente

§&& = Wl Will

KKt Kt(25) 1
®bb *cc

in welchen öa( den von der Temperaturänderung hervorgerufenen 
Drehungswinkel der Scheibe 8 — 9-—-10 bedeutet, während hbt und 
die von der gleichen Ursache herrührenden Verschiebungen des Punktes 
10 im Sinne von Xh bezw. Xc sind.

Wir nehmen eine gleichmässigeErwärmung des Trägers an und machen 
zur Vereinfachung der Rechnung die stets zulässige Annahme, dass sich 
auch die Strecken 1—0 und 8—9 in demselben Maasse ausdehnen können, 
wie die Fachwerkstäbe. Es sind dann alle Winkeländerungen = 0 und 
der Stabzug 1 — 2 — 3 
anfänglichen Gestalt ähnlich ist. Man erhält hat = 0, ferner, da die 
Verschiebungen von 10 mit denen des Punktes 8 übereinstimmen: 

bbt ' " &tlbi ^et ^ t lc t
wo lb und lc die Projektionen der Strecke 8—1 auf die Richtungen 
von Xb und Xc bedeuten. Hiernach ergiebt sich:

Xat = 0; Xbt

Xat=l~^; Xb
Ka

8 nimmt eine Form an, welche der

ztlc&tlb
; &CC

Sollen hierein die in Fig. 316 dargestellten Strecken hbb und 5ce 
eingesetzt werden, so ist zu beachten, dass jene Verschiebungspläne 
die EFC-fachen Verschiebungen liefern, dass also die Zähler der Aus
drücke für Xbt, Xet mit EFe multiplicirt werden müssen. Weitere 
Umformungen sind dadurch bedingt, dass die Polweiten der Seilzüge 
1I? III (welche letztere die Biegungslinien für Xb——1 und Xc — —1 
vorstellen) nicht = 1 sondern = ivu bezieh. u>m sind, dass also die 
entsprechenden Verschiebungen noch mit Wu bezieh. Wm zu multipli- 
ciren sind. Schliesslich wurden die Gewichte iv" — xw und w = yw 

xw und $yw.- ersetzt; was eine weitere Mul-
durch die Gewichte

U'i IVi

tiplication mit ivi bezieh. zur Folge hat. Man erhält daher:
ß



S EFclbt zLFclct
Xbt = und Xct =

iVjiVjnhccWiWnhb

Von den in den Nennern erscheinenden drei Strecken (wj, wJIy hbb 
bezieh. wz, wni, 8CC) müssen je zwei mit dem Längenmaassstabe ge
messen werden (z. B. wn und hbb ferner win und hcc) und je eine 
(nämlich beidemale Wj) mit dem Maassstabe, nach welchem die Gewichte 
iv aufgetragen worden sind. *)

Zeichnet man die Verschiebungspläne nach dem Verfahren von Williot, 
so fasse man die den Zuständen Xa = — 1, Xb ==— 1, Xe — — 1 entprechen- 
den Spannkräfte Sa, Sb, &, als Zahlen auf. Die mit EFC multiplicirten Längen
änderungen

. . ^ Sa   SaSa , ^ Sb   Sb Sb , ^ Sc   Sc ^ Sc
sind dann Längen, welche in einem geeigneten — vom Maassstabe der Zeichnung 
unabhängigen — Maassstabe aufgetragen werden, mit dem auch die Scc ge
messen werden. Man erhält dann :

Xbt — £EFCt -z— ; Xct == iEFct ■
b 9 c

117. Der Kämpferdruck, dessen Zerlegung die Unbekannten Xa, 
Xb, Xc lieferte, ist die Mittelkraft der Spannkräfte in den drei am 
Widerlager angreifenden Stäben. Ersetzt man diese drei Stäbe durch 
drei andere, von irgend einem Schnitte tt getroffene Stäbe, Fig. 318, 
so gelangt man zu der folgenden Lösung, die sich von der eben be
schriebenen nur unwesentlich unterscheidet und deshalb nur einer kurzen 
Erläuterung bedarf.

Man betrachte zunächst den links vom Schnitte tt gelegenen Theil 
des Bogenträgers, Fig. 319, ersetze die Spannkräfte in den durch
schnittenen Stäben wieder durch ein Kräftepaar Xa und zwei Einzel
kräfte Xb und Xc und stelle sich vor, es greifen Xa, Xb und Xc an 
einer starren Scheibe I an, welche mit den durchschnittenen Stäben 
durch drei in der Linie tt liegende Gelenke, von denen auch zwei zu
sammenfallen dürfen, befestigt ist. Diese Scheibe wird sich beim Ein
treten des Belastungszustandes Xa = — 1 um einen leicht zu bestim
menden Pol (/) drehen.

In derselben Weise verfahre man mit dem rechten Trägertheile, 
Fig. 320, und ermittle den Pol (II) der Scheibe II für den Zustand 
Xa = — 1.
Pole (I) und (II) liegenden Pol (III) von I gegen II auf und wähle 
diesen Punkt zum Angriffspunkte von Xb und Xc\ er spielt dieselbe 
Rolle wie der Punkt 0 in Fig. 315 und möge bezeichnet werden

Nun suche man den in der Verbindungsgeraden der

*)' Vergl. den Schluss von No. 115, Seite 311.

Zweiter Abschnitt. — § 11.320
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mit &j als
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? y ci >i
>J CII
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/ L

/ * (Jrjxx-e-' *
(IJ) m

(J)
«

Fig. 318.

A t!
/

K
7'/ %?

r t w I
X

fjjn® (ii) wm/i/ütiäk
(JH)

X4"m
m -i -3

Fig. 320.Fig. 319.

Es bedeutet dann, mit den auf Seite 31 und 32 erklärten Begriffen, 
hba die gegenseitige Verschiebung des Punktepaares bIbII im Sinne der 

Belastung Xb =—1 und in Folge der Belastung Xa = —1,
8 desgleichen des Punktepaares CjCn im Sinne Xc — —1 und in 

Folge von Xa = — 1,
hci desgleichen des Punktepaares C/Cjj im Sinne Xc — —1 und in 

Folge von Xb — — 1.
Da nun der Punkt (I II) im Belastungsfalle Xa = — 1 als gemein
schaftlicher Punkt der beiden Scheiben I und II angesehen werden 
darf, so ist

bba — 0 und Seo = 0.
Soll auch hcb verschwinden, so muss, nach willkürlicher Annahme der

21Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.
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getheilten Stäbe mitzureehnen sind) und die Summe 2jr umfasst das 
Stabwerk rechts von tt\ die erste Summe ist gleich dem Drehungs^ 
winkel der Scheibe 1, die zweite gleich dem Drehungswinkel von II. 
Das Verhältnis der beiden Strecken er und en, in welche die Strecke 
(1) (II) durch den Pol (III) zerlegt wird, ist
; " ' /• . .'.'.V f' :’i .. • 'i f ... - * i- 1

-.5.

SaS , - 4 i:
EFCi
Slsen 2//
EF

Zweiter Abschnitt. — § 11.322

Richtung von Xb, die Richtung von Xc rechtwinklig zu der Geraden 
Ci Cn gewählt werden, wo c/ und die Endpunkte der Strecken Oc/ 
und Ocu sind, welche die Verschiebungen der Punkte C/ und cu für 
den ßelastungszustand Xb = — 1 darstellen.

Als Rechen- und Zeichenproben stehen die Bedingungen

= 0, hac — 0, bbc = 0
zur Verfügung, welche der Reihe nach aussagen: es müssen die Winkel, 
um welche sich die Scheiben I und II in den Belastungsfällen Xb — —1 
und Xc = — 1 gegeneinander drehen, gleich Null sein, und es muss 
die Gerade 6/ bń mit Xb einen rechten Winkel bilden, wo &/ und bn 
die Endpunkte der Strecken Obi und Obn' sind, durch welche die Ver
schiebungen der Punkte 6/und bn für den Belastungszustand .Xc = — 1 
dargestellt werden.

Wir heben noch hervor, dass

Sis Sis "
11 EF

den Winkel bedeutet, um den sich die Scheibe I gegen die Scheibe II 
dreht. Die Summe bezieht sich hierbei auf den Trägertheil links 
vom Schnitte tt (wobei die linken Abschnitte der durch den Schnitt tt

Sis
EF

Ka = ^ 2, + 2EF

\
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In Fig. 321 ist der Schnitt tt durch einen Knotenpunkt der 
oberen Gurtung geführt worden. Punkt G erfahre als Punkt der 
Scheibe I die zum Polstrahle G (7) rechtwinklige Verschiebung und 
als Punkt der Scheibe II die zu G (II) rechtwinklige Verschiebung hn. 
Macht man dann (I) Fj = (I) G und (II) Fn — (II) G und errichtet 
man auf der Geraden (I) (II) in den Punkten Fz und Fn die Lothe 
F1EI=hI und FirEn =hII, so bestimmt der Schnittpunkt E der 
beiden Geraden (I) Ei und (II) En den Pol (III). Es ist E (III)
± CO (H).

F

o-Q-
(U

—-------o
f7\x>

Fig. 322.

w

Besitzt der Träger eine Symmetrieachse tt, so halbirt der Pol (III) 
die Strecke (/)(//), Fig. 322. 
so halbire man sie durch einen längs der Achse geführten Schnitt und 
weise je eine Hälfte derselben jedem der beiden Trägertheile zu. Be
züglich der Einzelheiten dieser Untersuchung verweisen wir auf den 
zweiten Theil des folgenden Zahlenbeispiels.

Ist eine Scheitelvertikale vorhanden,

I*
7

Fig. 323.

Fallen die beiden Kämpfer zusammen, so entsteht der Fachwerk
ring, Fig. 323, dessen Berechnung mithin durch die vorstehenden Be
trachtungen ebenfalls erledigt ist.

21*
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*) Diese Annahme machen wir hier der Einfachheit wegen. Bei einer 
Bogen bräche mit grösserer Pfeilhöhe wächst g nach dem Kämpfer hin.

Fig. 324.

119. Die Gewichte wm sollen zunächst unter der Voraussetzung starrer 
Füllungsstäbe berechnet werden. Es ist dann (nach Gl. 14 auf Seite 111):

Zweiter Abschnitt. — §11.324

c. Zahlenbeispiel. Erster Theil.

118. Aufgabe. Es sollen die Einflusslinien für den in Fig. 324 dargestellten 
Bogenträger ermittelt werden. Spannweite und Pfeilhöhe der unteren Gurtung 
sind 60'"‘ und 15m, Länge der Scheitelvertikale l,5m, der Vertikale am Kämpfer 
3,95“. Die Knotenpunkte 0, 1, 2, ... . beider Gurtungen liegen in Parabeln; ihre 
auf die Schlusslinie A B der unteren Gurtung bezogenen Ordinaten y 0 und yu 
sowie die Höhen hm = y'om — yum sind, auf zwei Decimalstellen abgerundet, in 
der Tabelle I, Seite 326, zusammengestellt worden. Die Verkehrslast wird nur 
auf die Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, 9, 9', 7', .... übertragen, sie sei gleichmässig 
vertheilt und p = 2,5' f. d. m. Ebenso gross sei die gleichförmig vertheilt an
genommene ständige Belastung g. *)
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X sec3 ]o X sec 8Ym+i
EFu{m+\)

wo Mm das Angriffsmoment für den mten Knotenpunkt der unteren Gurtung, 
Mm desgl. für den miea Knotenpunkt der oberen Gurtung bedeutet.

'Wegen der grossen Pfeilhöhe wachsen die Gurtquerschnitte F0 und Fu vom 
Scheitel nach dem Kämpfer ziemlich stark an, und es möge deshalb die für die 
Rechnung besonders bequeme Annahme gemacht werden,

Fom — Fs sec 3 ßmi F— Fs sec 3 ym+i
wo Fs den Gurtquerschnitt im Scheitel des Bogens bedeutet. Es geht dann 
Gleich. (1) über in

\_Mm1
b Mm(1) IV m — hl, EFom

X .—— m

1
(2) U'm =

und nach Heben des konstanten Faktors
EFs

1
Wm = -p- {Mm + Mm ).(3)

Bei Ermittlung des Einflusses der Temperaturänderung ist später daran zu 
denken, dass die auf Gmnd der Gleich. 3 gewonnenen Verschiebungen noch mit

—multipliciert werden müssen.
EFs

Wir wenden zur Ermittlung der Kämpferdrücke das unter a beschriebene 
Verfahren an, wollen aber die Ordinaten der Seillinien durch Rechnung bestimmen.

2
120. Zustand X’ — — 1. Es ist M°m=Mum = +1, mithin wm = wofür

in' — —-
hm

gesetzt werden darf. Nach Berechnung der Momente M’ eines mit den Ge
wichten xv m belasteten Balkens von der Stützweite l = 60m Fig. 305 c erhält man

(4)

M’
x’ -----(5) Sb

Die Berechnung der M’ erfolgt am schnellsten nach dem auf Seite 201 
beschriebenen Verfahren mit Hilfe der Querkräfte Q'm = Ç'm+i -f- iv',„ nach der

^ m — m—i _|_ g,,* uncj |s|. jn qel. Tabelle I übersichtlich zusammen

gestellt worden. X' wurde nur für die Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, 9 ausgerechnet, 
da es im vorliegenden Falle zulässig ist, auch die ständige Belastung ausschliess
lich auf diese Knotenpunkte zu vertheilen.

Formel X

2 Xm121. Zustand X" = — 1. Es ist M°m = Mm = 1 • ccm. mithin xv"m hl 1

wofür OCmiv'm =(6) hin
gesetzt werden darf. Für die linke Trägerhälfte sind die w" positiv, für die 
rechte negativ. Für einen mit den w" belasteten einfachen Balken von der 
Stützweite l (Fig. 305e) ergiebt sich im vorhegenden Falle, wegen der sym
metrischen Trägerform, in der Mitte das Moment M" — 0. Es darf deshalb die 
M"- Linie der einen Trägerhälfte auch als Momentenlinie eines Balkens von der
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122. Zustand X' —— 1. Bezeichnen y0 und yu die Ordinaten der Gurt- 
knoten in Bezug auf eine mit X’" zusammenfallende x-Achse, so ist Ml = 1 • yu 
und M°m = 1 • y0 und

= jr (y- + y»).

Die neue x-Achse muss so bestimmt werden, dass 2ivm"’ = 0 wird; ihr 
Abstand cu von der Schlusslinie AB der unteren Gurtung ist

(9) W m

hl , , 1
S(y«+y<0-*hl

(10) Cu
1

hl

Die Untersuchung des Zustandes X'" — — 1 ist in Tabelle II durchgeführt 
worden. Aus der Summe der Glieder der dritten Spalte und der vorhin ge-

= 2,45 ergiebt sich cu —5 1 1 63,6488 = 12,99”*, und diefundenen Summe 2 2 • 2,45
Summe der auf Grund dieses AVerthes berechneten Gewichte w"',

0 hl

Sm>'" = — 6,208 + 6,206,
weicht nur unwesentlich von Null ab.

Aus den Momenten M"' ergeben sich für den Horizontalschub die AVerthe
M'" M"'

H=X"' =(ID 2 • 58,5361
2S (yi + y!) hl

M'” 1M'" 1

X 39,0242 • 58.536X
3,0

123. Berechnung der Lage der Kämpferdrücke. Um die Kämpfer
drücke möglichst genau aufzeichnen zu können, empfiehlt es sich, die Oidinate yi-

Stützweite \ l aufgefasst werden. Der Stützenwiderstand A" ist dann
h l „
S w x

A"

und die Querkraft für das Feld 01

U'o'-

Aus den Momenten M" findet man
M" M"X" =(7) l xlS w" x

hl

Die Tabelle I enthält die Ausrechnung der AVerthe X" und die aus ihnen 
folgenden lothrechten Seitenkräfte der Kämpferdrücke fiirP— 1, nämlich (vergl. 
Seite 303)

A = 1 y + X" und B = 1 — A.

Für die rechte Trägerhälfte erhält man dieselben AVerthe X", nur sind dieselben 
negativ. *

(8)

Zweiter Abschnitt. — § 11.328
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Fig. 325.

und für die Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, 9 der Reihe nach

Hyk = 0,00626 • 27 + 1,5 — 1,46327 = 0,20575
= 0,043 -21 + 4,5 — 4,224 = 1,179
= 0,121 -15 + 7.5 — 6,637 = 2,678
= 0,244 • 9 + 10,5 — 8,498 =4,198
= 0.409 • 3 + 13,5 — 9.533 =5,194.

Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 329

der Kämpferdrucklinie und die Schnittpunkte der Kämpferdrücke mit der rr-Achse 
durch Rechnung zu bestimmen. Mit den aus der Fig. 325 ersichtlichen Be
zeichnungen findet man

Hy* Hy*e(12) A B

Das Angriffsmoment für den Punkt 0 ist, nach Gleich. (3), Seite 298 (wegen 
xm — 0 und ym = 0) :

Pa l 
l ' 2 x'\ .Mo =

andrerseits ist aber auch
Mo = Bq"

mithin ergiebt sich (für P=l)

BV = Y~x-(13)
Nun ist

B
y*— (« + 2") H

folglich
1

X',Hyk — Be + — a(14)

7 ■?jK

i
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Zweiter...Abschnitt, — § 11.

Aus. diesen Werthen ergeben sich 
für m = 1 5 73 9

die Strecken = 6,09“ 5,78’” 5,50m 5,26’” 5,18“
= 0,21”» 1,23”* 3,05“ 5,55’” 8,79“

e" = 32,87”’ 27,42“ 22,13“ 17,20“ 12,70“.
In Fig. 326 auf Tafel 6 sind die Kämpferdrücke dargestellt worden.

yk
e

124. Beziehungen zwischen den Spannkräften U, 0, D, V und den 
Momenten HF0, Fig. 327. Durch die Angriffsmomente M° für die Knotenpunkte 
der oberen Gurtung sind die Spannkräfte U ohne weiteres bestimmt; es empfiehlt 
sich, die Einflusslinien für die wagerechten Seitenkräfte

M°m

(15) UmĄ-1 COS Ym-fl   ~~f
Tim

aufzutragen. Für die obere Gurtung erhält man dann
Om cos ßm — — Um+i cos ym + i — H 

Mm

(16) Om COS ßm

Diese Gleichung gilt auch für O10.

H.
Tim

Die Spannkräfte Dm sind bestimmt durch
Mm Mm -1(17) Dm COS (pm

Tim—1Tim

und die Spannkräfte V (mit Ausnahme von V0 und V1 0) durch
, , o hm—1
Mm—rr-----TimI m km --  Mm—1(18)

Zu dieser Formel, die wir früher nur für senkrechte äussere Kräfte herge
leitet haben, gelangt man am schnellsten durch Betrachtung des Gleichgewichts 
der am unteren, unbelasteten Knotenpunkte m angreifenden Kräfte. Zerlegt man 
Um +i und Um nach Fig. 328 in ihre wagerechten und senkrechten Seitenkräfte

1 zum Drehpunkt, so findet man
m —1

und wählt man den oberen Knotenpunkt m
Fmk —- Um COS ym ‘ hm—1 ' Um-\-A COS Ym+1 Tl

.1f.-----^----- >
A^,6m-f

m
Ki-,(L hl-,m- ; mK-i"f " ■47 vm A;

JL m,+i
IAA i. -^17 cos

Vl+1 7tt+1Ł-, -ÿ—
h-r!

V cos Y*■Tri m£l.!
7/1-7

V

Fig. 327. Fig. 328.

O

CO
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0,n+/
Hm°,n !M nn+-1
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:I
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Fig. 329.

greifenden Kräfte. Man findet dann aus der Momentengleichung für den unteren 
Knotenpunkt (m -)- l) (Fig. 329)

Vm^m + l — Om +1 COS ßi«+l * h,„ +1 Om COS [1 m h m-1-1
Mm ist,und, da Om cos ßm /i OT

« ll'm + 1rm\m+l = - Mm+1 + Mm(18 a) hm

6

1,81

0,96

*) Greifen die Lasten in den Knotenpunkten der unteren Gurtung 
betrachte man den Gleichgewichtszustand der am oberen Knotenpunkte rn an-

an, so

lind aus dieser Gleichung findet man mit Hilfe der Formel 15 sofort die 
Gleichung 18.*)

Die Berechnung der Strecken h'm—i gestaltet sich besonders einfach, da die 
Knotenpunkte der unteren Gurtung in einer Parabel vom Pfeile f — 15,0” liegen. 
Es ist nämlich

Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 331

8 f\tg y»> — tg Ym+1 = Konstante — p
mithin

8Ą2 8 fh’m -----  hlm—1 k (tg Ym tg Y»*+l)  hm—1

(19) h'm—\ — hm-\ Ür0,30.

— Ilml 202P

Man erhält für 
m — 1

Km-\ = 3,65 

= 1,05

9
1,30”‘

h'm
0,86hm

Die Spannkraft in der Scheitelvertikale ergiebt sich, da der obere Knoten
punkt 10 unbelastet ist, ohne weiteres aus O10 (Fig. 330), und für die Spann
kraft V0 finden wir ' durch Untersuchung des Gleichgewichts am oberen, unbe-

2 3
3,18 2,77 

1,04 1,03
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Fig. 330. Fig. 331.

135. Einflusslinien für die Momente M°. Bedeutet r\ den in senkrechter 
Richtung gemessenen Abstand eines Knotenpunktes m von dem zu einer Last 1 

gehörigen Mittelkraftspolygon (Fig. 325), so ist der Einfluss dieser Last 1 auf das 
Angriffsmoment Mm nach Seite 298

Mm — Hr\\

es ist positiv oder negativ, je nachdem m unterhalb oder oberhalb des Mittel
kraftspolygons liegt. Auf diese "Weise kann man die Einflüsse der in den Knoten
punkten 1, 3, 5 . . . angreifenden Lasten 1 auf sämmtliche Angriffsmomente M°m 
schnell ermitteln. Auch die Anwendung der Formeln

Mm — Bx" -—Hijm (für die Knotenpunkte rechts von der Last)
Mm — Ax' — Hym (für die Knotenpunkte links von der Last)

führt bei gleichen Feldweiten sehr schnell zum] Ziele, weil sich die Werthe 
Bx" und Ax' von Knotenpunkt zu Knotenpunkt um die konstanten Beträge Bl 
und A l ändern. Die Ergebnisse der Rechnung sind für alle Momente M° in der 
Tabelle III zusammengestellt worden. Die Tabellen IV, V, VI und VII enthalten 
die mittels der Formeln 15 bis 20 berechneten Ordinaten der Einflusslinien für 
die Ucos y, 0 cos ß, D cos 9 und VI.

und

Zweiter Abschnitt. — §11.332

lasteten Knotenpunkte 0 nach Fig. 331 die Gleichung

V0 Xx -f- O0 cos ß0 • Tc -j- Z>! cos 9X • = 0
V0 Xj = — 0,095 O0 cos ß0 — 3,48 Zh cos 9,.(20)

y
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0,85j—j— 0,13
— 0,17
— 0,42
— 0.69
— 0,95 
-1,17
— 1,34
— 1,38 
+ 1,35

- 2,66 
— 2,92 
+ 0,08 
+0,07 
+ 0,07 
+ 0,07 

• 1 + 0,06 
' +0,05

— 1,83
— 2,23 
-2,40 
—2,54 
+ 0,45 
+ 0,42 
+ 0,38 
+ 0,32

+ 0,04+0,25 
J —J— 0,02 +0,16 +0,48 + 1,03

—1,25 
—1,47- 
—1,68 
—1,85 
— 1,94 
+ 0,98 
+ 0,85 
+ 0,68

1,27
— 1,00

0,72
0,42
0,13

+ 0,13 
+ 0,33 
+ 0,42 
+ 0,37 
+ 0,14 
— 0,27

0,07
-0,06

0,05
— 0,03
-—0,02

0,00
+ 0,01 
+ 0,02 
+ 0,03 
+ 0,03 
+ 0.02

Oq cos ßo +0,59 —J—1.21 
0, cos ßi —0,16 +-0,72 
0, cos ß, —0,14+0,05 
03 cös ß3 —0,13—0,84 
04 cosß4 —0,11—0,73 
O5cosß5 —0,09-0,60 
O0 cos 06 —0,07 —0.46 
Or, cos ß7 —0,04 —0,31 
08 cos ß8 —0,02 — 0,15 
Og cosß9 +0,00 — 0,02 
O10 cosßio +-0,02 -+0,09

+ 1,06+0,34 
+ 0,84+0,38 
+ 0,50+0,36
— 0.00+0,23
— 0,71 —0,04 
—1,67—0,50 
-1,33'—1,19
— 0,95—2,13
— 0,56—1,46
— 0,21 —0,82 
+ 0,08—0.27

+ 1,18+1,06 
—j— 1.18 —j— 1.1-3 
+ 0,97 
+ 0,72 
+ 0,43 
+ 0,13

+ 0,87 
+ 0,73 
+ 0,48 
+ 0,19
-0,11
— 0,41
— 0,71 —0,19

— 0.95 0.51
— 1,10—0,76
— 1,15 —0,95

+ 0,30+0,05 
+ 0,33+0,06 
+0,30 + 0,05 
■+0,26 +0,04 
+ 0,21 +0,04 
+ 0,15+0.03 
+ 0,08+0,02 
— 0,00+0,00 
-0.07—0,01

+ 0,69 
+ 0,75 

+ 0.98+0,67 
+ 0,80+0,56 
+ 0,58+0,44 
+ 0,35+0,30 
+ 0,08 +0,13
— 0,20—0,05
— 0,43—0,20
— 0,64—0,34 0,020,09

r
9' r y 5' • b' 1'5 ; 7 9

Ml Ml-1 ’ -YI. Dm'Cos <pm
hm — lkm

Last in

Di cos cp, -|— 0,75j—f— 0,49 +-0,22 
Z>.2coscp3 —0,01 
D3coscp3 —0,02 
Z)4 cos 94 — 0,02 
D6cos95 —0,02 
I)6 cos ça —0,02 
X>7cos97 —0,02 

Ds cos 98 —0,02 
i>9 cos-99 — 0,02 
X>10cos910 — 0,02

— 0.05 —0,23 —0,31 —0,27 —0,17 
+ 0,08 — 0,21 -0,31 —0.29 —0,19 
+ 0,13 - 0,16 - 0,30 —0,30 —0,20 
+ 0,27 - 0,08 — 0,27 - 0,29 — 0,20 
+ 0,46 + 0,04 —0,20 — 0,26 —0,19 
+ 0,69+0,21 — 0,09 —0,20 —0,16 
+ 0,95+0,43+0,07 -0,09—0,11
— 0,67 +0,68 + 0,28 +0,051 — 0,03
— 0,64+0,94 + 0,51 +0,23i+0,08
— 0,56 — 0,89 +0,73 +0,41 + 0,19

— 0,07 - 0,04
- 0,08 —0,01
— 0,09 —0,01 
-0,09 —0,02 
-0,09 —0,02
— 0,08 —0,01 
— 0,06—0,01 
— 0,03—0,01 
+- 0,02 ! —|—0.00 
+0.06+0,01

+ 0,67 +0,34 
+ 0,89 +0,50 
-0,11 +0,71 
-0,13+0,96 
-0,14 -0,35
— 0,15 —0,38
— 0,15 - 0,38
— 0,14 -s* 0.35
— 0,11 —0,29

VII. Vml.

Last m -1
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MlV. Om COS ß„, H.
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126. Einfluss einer Temperaturänderung. Aendert sich die dem span
nungslosen Anfangszustande entsprechende Temperatur um t°, so entsteht nach
No. 115 ■ :T-f ' r

£ 11(21) Ht=xr
~(yl+y2o) EFs

X" = 0, X’ angenähert = 0.
^ ist derselbe, der auf Seite 325Der im Nenner von Xi" stehende Faktor

beim Uebergang von Gleich. 2 zur Gleich. 3 gehoben worden war. Für V" darf 
l = 60”* gesetzt werden. Es entsteht dann, mit zE = 250 t/qm für Flusseisen,

zE 1 Fst
250 -20 Fst(22) H = — 42,7 Fsi,2-58,5361

S ^(|Æ + y!)

wo Fs den—Gurtquerschnitt im-Scheitel der Brücke- bedeutet.*) In der Regel 
genügt es, mit £ = + 35°C. zu rechnen. Dies würde Ht = + 1500 Fs liefern. 
Wir wollen aber, da der Einfluss der Füllungsglieder diesen Werth erheblich 
verkleinert, nur ......

Ilt = ± 1400 Fs
annehmen. Die Berechnung- von Fs soll mit Hilfe der auf Seite 185 abgeleiteten 
Näherungsformeln (4) erfolgen.

Die Summe der positiven Ordinaten der Einflusslinie für O10 cos ß10 ist 
22 = 2 (0,02 + 0,09 -f 0,08) = 0,38

r +
die Summe der negativen Ordinaten

2 = 2(0,27 + 1,30) = 3,14.
Die Knotenlast setzt sich zusammen aus der ständigen Last 2,5 ■ 6,0 = 15* und der 
ebenso grossen Yerkehrslast 15*. Der grösste Druck O10 ist, wegen sec ß10 = 1,00, 

minO10 =— 30 - 3,14 + 15 • 0,38 = — 88,5*; maxO < minO.
Der Einflüss von IIt auf O10 ist

O,o= L = ± 1400-2,01 Fs .
n

± 1880 Fs-

950 kg/qcin = 9500 t/qm gestattet, so ergiebt
^10 1,5

Wird eine Beanspruchung von a 
sich Fs aus der Gleichung

88,5 + 1880 Fs = 9500 Fs-
Man erhält Fa — 0,0116 qm.

Ganz ebenso findet man für Ul0 cos Yio = Ho die Werthe 
2=1,22, 2=3,04c: T

Ht - y0j minUJ0 = — 30 • 3.04 + 15 • 1,22 hÿ
M00 • 3,38 F" .. — jg1 t ■ ■ < 3110 Fs.= — 73 1,52 •:!42 = I

*) Da die Querschnitte der beiden Gurtungen nicht gleich gross ausfallen, 
so setze man für Fs den Mittelwerth der beiden Gurtquerschnitte.

o M



7
15
21
23

14
4

56 *
50
42
34
24

127. Querschnittsberechnung. Es genügt hier, die Berechnung eines 
Stabquerschnittes zu besprechen. Wir wählen die Diagonale D0. Die Einfluss
linie für D6 cos <p6 liefert 2 = 0,90, 2 = 1,05. Es ergiebt sich also einschliess-

+
lieh des Einflusses der Temperaturänderung

ml„D6 cos 96 = — 30 • 1,05 + 15 • 0,90 — 10 = — 28*, 
mi„D6 = — 28 sec cp6 — — 28 • 1,03 —

Ds ist kleiner als mmZ)6. Das erforderliche Trägheitsmoment des Querschnitts 
ist bei 5-fâcher Knicksicherheit nach der Euler’sehen 
Formel

29 t
max

Jt c/rF
Jmin = 2,5 Del2 cm4,

wo d die Länge der Diagonale in Metern bedeutet. Man 
erhält

Fig. 332. Jmin = 2,5 • 29 • 9,58 = 695 cm4.
Zwei gleichschenldige Winkeleisen von den Abmessungen 12-1,1 cm, Fig. 332, 
besitzen Jmin = 2 • 340 = 680, genügen also. Der Querschnittsinhalt ist F— 2 • 25,4 
= 50,8 qcm und die Beanspruchung

29 = 0,57 t/qcm = 570 kg/qcm.
50,8

Zweiter Abschnitt. — §11.336

Aus der Gleichung
73 -j- 3110 Fs = 9500 Fs

folgt Fs = 0,0114 qm. Der mittlere Gurtquerschnitt beträgt also im Scheitel 
rund Fs — 0,012 qm und es darf daher mit

Ht — ± 1400 • 0,012 = 17*
gerechnet werden. Dieser Horizontalschub erzeugt die folgenden Momente 
M° = — Ht - y0 

für Knotenpunkt 0
M° = ± 153,68; ±113.22; + 76,84; ±44,88; ±17,17^

l 2 3 4

für 105 76 8 9
M° = + 6,29;+ 25,50; +40,46; +51,17; +57,46; +59,67 tm

und aus diesen Momenten ergeben sich mit Hilfe der Formeln 15 bis 19 die in 
Tabelle VIII zusammengestellten Spannkräfte in Tonnen.

VIII. Einfluss der Temperaturänderung.

m ± Um cos y». + Om cos ßm ± Vml± Dm COS 9m
oo
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4 Winkeieisen 13-1,2
1 Platte 34-1,0
2 Platten 16 • 1,0 Fig. 3 3 5

139 369 A 186 375 2.0 
186 358 1,9120 354 U4120 342

jj5 4 Winkeleisen 13 • 1,4
A „
A „
A „
A „
Ao 11

139 342120 330
32913913 • 1,4 

13-1,4 
13 • 1,4 
13 • 1,4 
13 • 1,2

120 321 
120 312 
120,307 
1391302

11
31813911
30913911
303139

120 30011

320
314
311
310
310
310
312
315
321

Statik.

02 j 4 Winkeleisen 13-1,4 
13 • 1,2 
13 • 1,2 
13 • 1,2 
13-1,2 
13 • 1,2 
13 • 1,2 
13 • 1,4 
13 • 1,2

03 1111
04 1111
A 1111
o 6 1111
A 1111
Os 1111

1111
O io TIT

2 Winkeleisen 12 • 1,1 45 
12-1,1 45 
12-1,1 45 
12-1,1 45 
12-1,1 45
12- 1,1 45
13- 1,2 54 
13-1,2 54
13- 1,2 54
14- 1.3 63

A
A T
A uii
A iiii
A iiii
A iin
A iiii
A nii
A nii
Ao iiii

Müller-Breslau, Graphische

Die anf diesem Wege gewonnenen Querschnitte sind in der Tabelle IX zu
sammengestellt worden unter Beifügung der Werthe

Stablänge in cm 
Querschnittsinhalt in qcm

Die Stablängen sind für die Gurtungen, Diagonalen und Vertikalen mit o, u. d, h 
bezeichnet wmrden.

2 Winkeleisen 395 4,9 
348 4.3 
307 5,1 
270 4,5 
238 5,6 
211 5,0 
189 5,1 
172 4,6 
160 5,3 
152 5,0 
150 5,0

81
811111
601111
601111 11 •1111 11 •nii

9 •iin
9 •iiii
8-1 30
8-1 30
8-1 30

iin

nn
iiii

22

2,6
3,0
2,8
2,8
2,7
2,6
2,6
2,2

1 4 Winkeleisen 13-1,2 
2 Platten 34 • 1,0 

> 4 „ 16-l,0Fig. 334

252 414 
252:394

4 Winkeleisen 13-1,2
1 Platte 34-1,1
2 Platten 16-1,1 Fig. 333

193)259 1,3 
193 383 2,0
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A
A
A
A
v4
A
A
A
A
A
Ao
î.

cm

HK
3t.l,oem-■3 t. 1,0 J 16.1,0

116.1,1
10.1,0

7.1. l-î. /,a
' 13.13.1,3-

Fig. 335.Fig. 334.Fig. 333.

IX. Querschnitte.

a) Gurtungen.
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| (I) i xc (P>I «

'<1 mm\

wi
i

!
(v)

u4l \B'

i
J) (c)

-B"T

Fig. 336.

Die Gewichte w sind nach der Formel

T— \om sec ßm -J- kum+i sec Ym+i + Aclm sec cpm— Adm+i sec <pm+i

-)- A hm +1

zu berechnen, mit Ausnahme von ivc*) und w1Q. für welche man die "Werthe

1
(23) Wrn =

htn
h'm ]Tl mA Tim 'Tm -f-1'Tm

A Tiq
und(24) X0

\ «ho — T~ [— A Oio sec ß10 + A d10 sec <p10 — A h10 tg <p10](25)
Äio

*) Mit C ist der linke Endpunkt des Gurtstabes O0 bezeichnet worden.
Fig. 337.
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d. Zahlenbeispiel, zweiter Theil.

128. Im Anschluss an die vorstehende Querschnittsberechnung stellen wir 
uns jetzt die Aufgabe, die Kämpferdrücke mit Berücksichtigung der Längen
änderungen sämmtlicher Stäbe zu berechnen. Als statisch unbestimmte Grössen 
sollen die auf den Scheitelquerschnitt’ des Bogens wirkenden X«, X& und Xc ein
geführt werden, Fig. 336, vergl. auch Fig. 318 bis 320. Da ein symmetrischer 
Träger vorliegt, so nehmen wir Xi, senkrecht und Xe wagerecht an.
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erhält, \ wUi ist das auf eine Bogenhälfte entfallende Gewicht des Knoten
punktes 10. Bei der Berechnung von w0 denke man die Stützpunkte C und A 
in Fig. 337 durch einen starren Stab verbunden, der die Rolle einer Diagonale 
spielt. Der für alle Stäbe gleich grosse Elasticitätsmodul E darf = 1 gesetzt 
werden.

os

\C K

G

VS3

+ ! ^

r

Fig. 337.

129. Zustand Xa = — 1. Die Tabelle X enthält die durch die Mo
mente M° — — 1 bestimmten und mit Hilfe der Gleichungen 15 bis 18 auf 
Seite. 330 berechneten Spannkräfte sowie alle zur Berechnung der Ge
wichte iva erforderlichen AYerthe.

Tabelle X.

o
A 0(i ---  Sa -r sec ß AosecßOa A OaOam FF

0 + 0,329
1 i +0,367
2 1 + 0,401
3 + 0,437
4 + 0,479 

+ 0,521 
+ 0,566

7 +0,604
+ 0,638 

9 + 0.665
10 +0,667

5
6

8

1,30 + 0,56
1,28 + 0,93
1,23 +1,28
1,18 +1,55
1,14 + 1,53
1,10 +1,61
1,07 +1,64
1,04 +1,63
1,02 + 1.69

+ M7
1,00 +1,67

+ 0,141 
+ 0.268 
+ 0,417 
+ 0,572 
+ 0,642 
+ 0,761 
+ 0,866 
+ 0,948 
+ 1,059 
+ 0,971 
f 1,114

+ 0,43 
+ 0,73 
+ 1,04 
+ 1,31 
+ 1.34 
+ 1,46 
+ 1,53 
+ 1,57 
+ 1,66 
+ 1,46 
+ 1,67

Summe :

1,01

Summe : 15,567,759

22*
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CO 04
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+ 0,006 
+ 0,001 
+ 0,001 
4- 0,000 
+ 0,000 
+ 0,000 
+ 0,001 
+ 0,003 
+ 0,008 
+ 0,012 
+ 0,008

+ 0,040

2,10*) + 0,36 
+ 0,08 
+ 0,06 
+ 0,04 
+ 0,01 
— 0,02
— 0,04
— 0,06
— 0,09
— 0,10

1,32 + 0,09
1,16 +0,07
1,02 +0,04
0,90 + 0,02
0,79 — 0,02
0,70 — 0,05
0,63 — 0,07
0,57 —0,11
0,53 —0,13
0,51 | —0,13

1,22
1,06
0,92
0,80
0,69
0,60
0,53
0,47
0,43

!

Ko _ 2,30
+ tg Yl = 1,15 + 0,95 = 2,10.*) X0 2,0

**) Es ist nur die halbe Scheitelvertikale in Kechuung gestellt worden.

d
A d = D — DAd sec cp J A d sec cp

F

+ 0,009 
+ 0,010 
+ 0,013 
+- 0,016 
+ 0,019 
+ 0,020 
+ 0,015
—j— 0,011
+ 0,007
+ 0,000

— 0,23
— 0,25
— 0,28
— 0,31
— 0.34
— 0,35
— 0,28

1,07 0,25
— 0,26
— 0,29
— 0,32
— 0,35
— 0,36
— 0,29

1,05
1,04
1,03
1,03
1,03
1,04

0,24 1,05 0,25
0,19 1,07 0,20

— 0,05 1,10 — 0,05
Summe : + 0,120

+ 0,195 
+ 0,226 
+ 0,330 
+ 0,370 
+ 0,575 
+ 0,651 
+ 0,724 
+ 0,789 
+ 0,877
-j- 1,086

— 0,349
— 0,376
— 0,407
— 0,440
— 0,479
— 0,521
— 0,561
— 0,598
— 0,631
— 0,658

— 0,56
— 0.60 

0,81
— 0,84
— 1,20
— 1,25
— 1,29
— 1,32
— 1,39
— 1,65

1,6 1,38 — 0,77
— 0,79
— 1,01
— 1,00
— 1,37
— 1,38
— 1,37
— 1,36
— 1,40
— 1,65

1,6 1,31
2,0 1,25
1,9 1,19
2,5 1,14
2,4 1,10
2,3 1,06
2,2 1,03
2,2 1,01
2,5 1,00

Summe : 5,823

hm \ h m—1 . 7
—---- ! Ahm

hm —1 hm —1Fm h m . 7 hm—X
Ahm —r—A hm-- Fm A hmFm

F F X X
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Die Gewichte wa für den Zustand Xa = — 1 sind nun 
0,17 
2,00 = + 0,08 (nach Gleich. 24)

~ (— 0,56 — 0,77 — 0,00 + 0,25 — 0,36 + 0,09) = - 0,34

WCa —

W o a -----
3,95

1
(— 0,93 — 0,79 — 0,25 + 0,26 — 0,08 + 0,07) = — 0,49 

(— 1,28 — 1,01 — 0,26 + 0,29 — 0,06 + 0,04) = — 0,74 

(— 1,55 — 1,00 — 0,29 + 0,32 — 0,04 + 0,02) = — 0.94

wla
3,48

Wg a
3,07

»3« - „2.70
1

(— 1,53 — 1,37 — 0,32 + 0,35 — 0,01 — 0,02) — — 1,22 

77- (— 1,61 — 1,38 — 0,35 + 0,36 + 0,02 — 0,05) = — 1,43

IV 4 a
2,38

tt’na 2,11
1

(— 1.64 — 1,37 — 0,36 + 0,29 + 0,04 — 0.07) = — 1,65 

10 (— 1,63 — 1,36 — 0,29 + 0,25 + 0,06 — 0,11) = — 1,79 

(— 1,69 — 1,40 — 0,25 + 0,20 + 0,09 — 0,13) = — 1.99

2^6« 1,89

W 7 a ---

W*« = ~71,60
1

(— 1,47 — 1,65 — 0,20 + 0,05 + 0,10 — 0,13) = 2,17.Wga = 1,52
Die Biegungslinie für den Zustand Xa = — 1 lässt sich als die Momenten- 

Imie eines Freiträgers CG deuten, dessen Einspannungsstelle dem Scheitelquer
schnitt des Bogens entspricht, Fig. 338,*) und der mit den Gewichten —wa be
lastet ist. Nach Berechnung der Querkräfte:

Q4 = 2,43 
Qs = 3,65 
Q6 = 5,08 
Qi == 6,73

0,08 Qs = 8,52 
Q9 = 10,51 
Qio = 12,68

Qo —
Q1 = — 0,08 + 0,34 = 0,26 
Qi —
Qs —

0,26 + 0,49 = 0,75 
0,75 + 0,74 = 1,49

Mo
findet man M0 — — 0,08 • 2,0 also —

Mx : X = — 0,05 + 0,26 = 0,21 
M2 : X =
-Ms :X =
M4 : X =

0,08 • | = — 0,05

M8 : X = 28,86 
Mg : X = 39,37 
M10 : X = 52,05.

0,21 + 0.75 = 0,96 
0,96 + 1,49 = 2,45 
2,45 + 2,43 = 4,88

8aa = '2Sl = 2 Sa A Sa

= 2OAo + S UAu + 2D\d + N FAv 
= 2 [7,759 + 5,823 + 0,120 + 0,040] = 2 • 13,74 

und man erhält daher aus den die Durchbiegungen &ma (für E = 1) vorstehenden 
Momenten M:

Nun ist

Mm
XV>ma Mm : xMm

Xa = Pm
2 • 13,74 2 • 13,74 9,16Sa«

3,0

*) Yergl. auch Seite 122, Fig. 108.

Ms : X = 8,53 
ilf6:X = 13,61 
M7 : X = 20,34

H
* -J
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Den in den Knotenpunkten 1, 3, 5, 7, 9 angreifenden Lasten entspricht 
also der Reihe nach

20,340,21 X„.70,02293 2.225• i 9,16
39,37

4,298.X. 90,267• 3 9,16

0,931• 5 9.16

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung des Pôles (I), um den sich eine 
nach Seite 321, Fig. 319 an die Scheitelvertikale angeschlossene starre Scheibe I 
dreht, und ermitteln zunächst die wagerechte Verschiebung A des oberen Knoten
punktes 10 nach dem in Nr. 51, Seite 129, beschriebenen Verfahren. Aus der, 
einen Sonderfall der Fig. 116, Seite 130, bildenden (nur als Skizze anzusehenden) 
Figur 338 folgt die einfache, leicht zu beweisende Gleichung

10 fl
8* = 2 Aom sec ßm + 28mo (tg ß,„ — tg ßm_i) -j- 8ł0« tg ßI0.0 0

Da nun die Knotenpunkte 0, 1, 2, ... 10 der oberen Gurtung in einer Parabel

Zweiter Abschnitt. — § 11.342
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von der Pfeilhöhe f0= 12,55 und der Spannweite l — 60’” = 20X liegen, und 
da ferner die Feldweite konstant ist, so ergiebt sich

8 f„\ _ 8 ■ 12,55 _ 0,2510
tg ßm tg ßm-1 ---  2 tg ß10 l2 202X X

und
15,56+(l^ + ^*)0,25,°0,2510

Sa = 15,56 + 26ma + |8i0(,
Xo

wo Mm die vorhin berechneten Momente in Folge der Gewichte wa sind.
Es ergiebt sich (für E — 1 )

Sh = 15,56 + (119,16 + 26,02) 0,2510 = 52,00.
Bezeichnet man den Abstand des Pôles (I) vom Knotenpunkte 10 mit s und be
achtet man, dass sich die Scheibe I in Folge von X« = — 1 um den Winkel 
\ S«„ dreht, so findet man für die Yerschiehung des Punktes 10 den Werth 
i 8aa s. Da nun andrerseits die Yerschiehung des Punktes 10 durch die Strecke

Sa
G 10" = -r-

sin
dargestellt wird, so ergiebt sich die Gleichung

Sa
■5 S« a S —- sin

und man findet daher
Sa 52,00

c0 — s sin 4> = = 3,78m
0,5 S„« 13,74

cu = 16,5 — 3,78 = 12,72'”
während sich vorhin c„ = 12,99’” ergab. Die Lage der Kraft Xc ist nunmehr 
bekannt, Fig. 336.

130. Eine zweite Bestimmungsweise von cu ergiebt sich aus der Be
dingung

SaScS
S ac   ^ 0,

EF

Sc die Spannkräfte in Folge von 
Xc == — 1 bedeuten. Fügt man zu der 
Kraft Xc = — 1 in beliebiger Höhe 
(z. B. in der Höhe 10m, Fig. 339) zwei 
sich aufhebende Kräfte 1 hinzu und be
zeichnet man die Spannkräfte in Folge 
der durch einen gefiederten Pfeil dar
gestellten Kraft 1 mit S\ und den 
Hebelarm des ausser dieser Kraft noch 
angreifenden Kräftepaares mit e, so ist

wto 1
te

!/em
■- - - - - - xl.

Fig. 339.

Sc —S' + Sa-e
und man erhält

S'S„s Sls+ *2 0
EFEF

woraus (wegen S«a = 2 • 13,74)
iii
2 S' -i Sa25' As«
00

e —
13,74 ’So«



+ 1,1816 
+ 0,8280 
-j- 0-5022 
— 0,1260
— 1,1400
— 2,1875
— 3,2508
— 4,2504
— 5,2403
— 6,9300

— 0,56
— 0,60 
— 0,81
— 0,84
— 1,20
— 1,25
— 1.29
— 1,32
— 1,39
— 1,65

| —20,6132Summe :

Il Vo —0,634 + 0,17
Vl —0,732 + 0,07
F, — 0,693 + 0,06
V3 — 0,630 + 0,04
F4 — 0,545 + 0,02
F5 — 0,449 — 0,02
F6 — 0,357 - 0,07
F7 —0,150 —0,12
F8 — 0,010 — 0,20
Fg +0,174 —0,24
F10 + 0,289 — 0,14

— 0,1078
— 0,0512
— 0,0416
— 0,0252
— 0,0109 
+ 0,0090 
+ 0,0250 
+ 0,0180
— 0,0020
— 0,0418
— 0,0405

— 0,1173
— 0,1460
— 0,1828
— 0,2241
— 0,2662
— 0,2825
— 0,2173
— 0,1582
— 0,0910
— 0,0075

— 0,23
— 0,25
— 0,28
— 0,31
— 0,34
— 0,35
— 0,28
— 0,24
— 0,19
— 0,05

Summe : — 0,2690— 1,6929Summe :

+ 0,43 
+ 0,73 
+ 1,04 
+ 1,31 
+ 1,34 
+ 1,46 
+ 1,53 
+ 1,57 
+ 1,66 
+ 1,46 
+ 1,67

+ 1,4147 
+ 1,9199 
+ 1,9136 
+ 1,3493 
+ 0,2546
— 0,9490
— 2,2491
— 3,4697
— 4,6646
— 4,7158
— 5,5611

Summe : — 14,7572 I

131. Für den Zustand Xb =----- den wir an Stelle des Zustandes

Xb = — 1 untersuchen wollen, ergeben sich die Momente M° —----- — und

*) Die Berechnung der S' erfolgte wieder mit Hilfe der Formeln 15 bis 20 
auf Seite 330.

— für

Füllungsstäbe.

D'\da j V V’AhaA JlaI)' A Ha

Zweiter Abschnitt. — §11.344

In der Tabelle XI sind die Spannkräfte S’*)1 die aus Tabelle X über
nommenen Längenänderungen Asa in Folge Xa = — 1 und die Produkte S'Asa 
zusammengestellt worden. Man erhält

14,7572 + 20,6132 + 1,6929 + 0,2690 
13,74

also, wie vorhin, cu = 10,0 + 2,72 = 12,72“.

— 2,7 2 me =

Tabelle XI.

Gurtungen.
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7,400

— 0,37
— 0,13 
+ 0,07 
+ 0,45 
+ 0,95 
+ 1,59 
+ 2,01 
+ 2,70 
+ 3,36 
+ 3,40

Summe :

— 0,058
— 0,021 
—(— 0,011 
+ 0,074 
+ 0,156 
+ 0,261 
+ 0.387 
+ 0,519 
+ 0.634 
+ 0.724

+ 4,28 
+ 6,62 
+ 8,35 
+ 9,18 
+ 8,04 
+ 7.31 
+ 6,10 
+ 4-71 
+ 3,33 
+ 1,45_
Summe: | 160,571

14,081 
21,912 1,28
26,803 1,23
28.091 
23,075 1,14
19,079 1,10
13,786 1,07
8,525 1,04
4.262 1,02
0,957 1,01

1,30

1,18

1,07
1,05
1,04
1,03
1,03
1,03
1,04
1.05
1,07
1.10

Uu Uh ■ A Ub \ sec y A Ub sec yA Ub — F

Dd
A db sec 9Db • A dbAdb sec 9F

1,6 I — 7,70
— 7,10
— 8,15
— 6,99
— 8,19
— 6,89
— 5,46
— 4,08
— 2,80 
— 1,65

1,3819.474
18,374
21,255
18.138
20,607
16.339
11,536

7,128
3,490
1,089

— 5,58
— 5.42
— 6,52
— 5.87
— 7,18
— 6,26
— 5,15
— 3.96
— 2,77
— 1,65

— 3,49
— 3,39
— 3,26
— 3.09
— 2,87
— 2.61 2,4
— 2,24 2,3 |
— 1,80 2,2
— 1,26 i 2,2

— 0.66

1,311,6
1,252,0
1,191,9
1,142,5
1,10
1,06
1,03
1,01
1.002,5

Summe : 137,430

Ob • A Ob sec ß | Aojsecß
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die linke Bogenkälfte — die in der Tabelle XII angegebenen Spannkräfte Sb und 
Längenänderungen A Sb-

Tabelle XII.
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Summe : 5,028

Für die Gewichte Wb erhält man die AVerthe :

2 =~0’04
V (— 5,56 - 7,70 — 0,00 + 0,40 -f 0,17 — 1,04) — — 3,48 

(— 8,47 — 7.10 — 0,40 + 0,14 + 0,96 - 1,35) = — 4,66 

(— 10,27 - 8,15 — 0,14 — 0,07 + 1,23 — 1,20) = — 6,06

0,08
tOCb — -----

Wo b 3,95
1W ib

3,48

Wo i 3,07
1

(— 10,83 — 6,99 + 0,07 — 0,46 + 1,09 — 1,58) = — 6,93 

(— 9,17 - 8,19 + 0,46 — 0,98 + 1,40 — 1,38) = — 7,50

V (- 8,04 — 6,89 + 0,98 — 1,64 + 1,21 — 1,38) = — 7,47

(— 6,53 — 5,46 + 1,64 — 2,09 + 1,18 — 1,20) = — 6,59

V (— 4,90 — 4,08 + 2,09 — 2,84 + 1,00 — 1,23) = — 5,79

(- 3,40 - 2,80 + 2,84 — 3,60 + 1,02 — 1,01) = — 4,34

Wgb = 2,70

W4b 2,38

%€§ b-- 2,11
1

W6b = 1,89

W7b

irai —
1,60

—(— 1,46 - 1,65 + 3,60 — 3,74 + 0,82) = — 1,60.

Die Momente Mm eines mit den Gewichten Wb belasteten Freiträgers sind 
für X = 1 (in derselben AVeise berechnet wie auf Seite 341)

Ma — 203,20 
Mg — 256,06 
M10 = 310,52.

Wg b

M4= 47,14 
i¥6 = 75 81 
Mt = 111,95 
M, = 154,68

Mg— 0,03 
M1 = 3,55 
Mo — 11,73 
Ma = 25,97

Da nun Xb proportional Mm ist und für eine mit dem Scheitel zusammen
fallende Last 1 den AVerth Xi = 0,5 annehmen muss, so entsprechen den in 
den Knotenpunkten 1, 3, 5, 7, 9 angreifenden Lasten 1 der Reihe nach die 
AAr erthe

— 0,17
— 0,96
— 1,23

1,32 - 1,04
1,16 — 1,35
1,02 - 1,20
0,90 — 1,58
0.79 — 1,38
0,70 — 1,38
0,63 — 1,20
0,57 — 1,23
0,53 — 1.01

1,09
— 1,40
— 1,21 
— 1,18 
— 1,00 
— 1,02 
— 0,82

0 —0,017 
1, —0,183
2 — 0,227
3 i — 0,263
4 —0,313
5 — 0,350
6 - 0,387
7 —0,413
8 —0,407
9 — 0.380

— 0,08
— 0,79
— 1,16 
- 1,18
— 1,75
— 1,75
— 1,97
— 1,90
— 2,16 
— 1,90

Zweiter Abschnitt. — § 11.346
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65.111

1,38 — 6,78
— 5,06
— 4,32
— 2,36
— 1,00 
+ 0,87 
+ 2,66 
+ 3,60 
+ 4,60 
+ 6,00

1,31
1,25
1,19
1,14
1,10
1,06
1,03
1,01
1,00

— 3,07
— 2,41
— 1,73
— 1,04
— 0,35 
+ 0,33 
+ 1,09 
+ 1,59 
+ 2,07 
+ 2,40

— 4,91
— 3,86
— 3,46
— 1,98
— 0,88 
+ 0,79 
+ 2,51 
+ 3,50 
+ 4,55 
+ 6,00
Summe:

1,6
1,6
2,0
1,9
2,5
2,4
2,3
2,2
2,2
2,5

+ 5,45 I 22,836
+ 7,26 26,354
+ 7,62 
+ 6,66 
+ 4,20 
+ 2,16 
+ 0,19
— 1,48
— 2,78
— 3,12
— 3,80

+ 4,19 
+ 3,63' 
+ 2,93 
-|-2,22 
+ 1,50 
+ 0,77 
+ 0,07
— 0,57
— 1,07
— 1,42
— 1,52

1,301,3
1,282,0

22,327 1,23
14,785 1,18

6,300 1,14
1,663 1,10
0,013 1,07
0,844 1,04
2,975 1,02
4,430 1,01
5,776 1,00

2,6
3,0
2,8
2,8
2,7
2,6
2,6
2,2
2,5

Summe : 108,303 I

TJA u sec y Am sec y

Oo
,0 • Ao sec ß Aosecß

F
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3,55 X65 = 0,122 
Xbl — 0,249 
Xfcg = 0,412.

Xbl 0,00572
2 • 310,52 

25,97
X*3 = 0,042

2 • 310,52

Andrerseits muss auch, sein
Mm

Xb 2S&As&
EF

wo nach Tabelle XII

'ZSbAsb = 2 (160,571 + 137,430 + 7,400 + 5,028) = 2 • 310,43.

Dieser Werth stimmt mit 2 • Ml0 in befriedigender Weise überein. Noch sei 
hervorgehoben, dass für alle links vom Scheitel gelegenen Lasten

B — Xb und A = 1 — Jb ist.

132. Zustand Xc = — 1. Tabelle XIII enthält die Spannkräfte Sc in Folge 
der in der Höhe c„=12,72m angreifenden Belastung Xc —— 1 sowie die zu
gehörigen A sc.

Tabelle XIII.
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o — 0,550 4,9
— 0,687 4.3
— 0,657 5,1
— 0,603 4.5
— 0.541 1 5,6
— 0,458 I 5,0
— 0,353 ! 5,1
— 0,223 | 4,6
— 0.090 1 5.3 
+ 0,047 5,0 
+ 0,132 i 2,5 j

— 2.70
— 2.95
— 3,35
— 2,71
— 3.03
— 2,29
— 1.80
— 1,03
— 0.48 
+ 0,24 
4- 0-33

1,318 2,10
2.027 1,22
2,201 1.06 
1,634 0,92
1,639 I 0,80 
1,049 0,69
0,635 0,60
0,230 0,53
0,043 0.47
0,011 0,43
0,044

— 5,67
— 3,60
— 3,55
— 2,49
— 2,42
— 1,58
— 1,08 
— 0,56 
—0,23 
+ 0,10

1,32 —3.89
1,16 —3.89
1,02 — 2,76
0,90 — 2,73
0,79 — 1,81
0,70 — 1,26
0,63 — 0,65
0,57 — 0,27
0,53 +0,13
0.51 +0,17

1
2!
3
4
5
6

8
9

10
10.831 jSumme :

Für die Gewichte wc erhält man die Werthe :
2.70

= —1,35WCc = ---- 2,0
1

[— 7,08 — 6,78 + 0,00 — 2,60 + 5,67 — 3,89] = — 3,72wÜC — 3.95
1

[— 9.29 — 5,06 + 2.60 — 2.94 + 3,60 — 3,89] = — 4,30 

[— 9,37 — 4,32 + 2,94 — 3,21 + 3.55 — 2.76] = — 4,29 

— [— 7,86 — 2,36 + 3,21 — 3,56 + 2,49 — 2.73] = — 4,00 

[— 4,79 — 1,00 + 3,56 — 3,86 + 2,42 — 1,81] = — 2,30 

[— 2,38 + 0,87 + 3,86 — 3,98 + 1,58 — 1,26] = — 0,62 

[— 0,20 + 2,66 + 3,98 — 3.30 + 1,08 — 0,65] = + 1,89 

4- [+ 1,54 + 3,60 + 3,30 - 2.75 + 0,56 - 0.27] = + 3,48

• Wic —
3,48

1
IV., c = —

3,07

U'3c =
2.70

1ivic =
2.38

1
IVsc — 2,11

«V 1,89

H\c = ~1,72

+ 0.413 6,3
+ 0,474 6.2

; + 0,527 6.1
+ 0,584 6.1

| + 0,633 6.1
[j -j- 0,652 6,1

! + 0,635 5.2
I + 0,528

I + 0,376 5,3
|| +0.021 | 4.7

+ 2,60 
+ 2,94 

. + 3,21 
+ 3,56 
+ 3.86 
+ 3,98 
+ 3,30 
+ 2,75 
+ 1,96
~i~ QGO

1,074
1,394
1,692
2,079
2,443
2,595
2,096
1,452
0.737
0,002

5.2

Summe : 15,564

hm—1 hm—12 c 2 c Ahm, A hmF Ah
X XX

Del
DAd sec 9 A d sec 9Ad F
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4— [+ 2,84 + 4.60 -f 2.75 — 1,96 + 0.23 -f 0,13] = + 5,37

l.W [+ 3,15 + 6,00 + 1’96 — °’10 ~ °’10 + °’17] = + 7’34 

iio [+ 3,80 + 0,10 _ 0,33'°’46*)]

Das Gewicht \ w10 c hat keinen Einfluss auf die Momente M des mit den 
Gewichten w belasteten Freiträgers; es wurde aber berechnet um die Probe

9

"^Wc —(~ wcc ~l- 4 *^io® “ -}- 20,58 — 20,58 —■ 0 
o

ausführen zu können. Aus den Momenten

Mi — 5,97 X 
— 15,34 X 

Mä — 29,00 X

ergeben sich die Werthe

“’s® = T1,60

«V =
3,75

f 2,500.2 “’lO® -- 1,50

Mi = 46,66 X 
M5 = 66,62 X 
M6— 87,20 X 
M\ — 105,89 X

M8 = 121,10 X 
Mo, = 130,94 X 
Mi0 — 133,44 X

MM
Xc

*2 Sc & scv c2 g *bcEF

wo nach Tabelle XIII
S&A«. = 2 (108,303 + 65,111 + 15,564 + 10,831) = 2 • 199,809. 

Für die Knotenpunkte S; 1, 3, 5, 7, 9 erhält man

Xe, = 0,795 
Xc9 = 0,983

Xd = 0,0448 
Xe 3 = 0,218 
Xco = 0,500

133. Die Gleichung der Kämpferdrucklinie ergiebt sich aus der Gleich
gewichtsbedingung (Fig. 336)

Xcyic---  Xbß -j- Xa-

Man findet für die Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, 9 der Eeihe nach

yic — 3,96’" 
yk — 5,27"’ 
yk — 5,52 m 
yk — 5,62 m 
yk — 5,63 m.

Xcyk = 0,1773 
Xcyk = 1,149 
Xcyic = 2,761 
Xcijk — 4,466 
Xey* = 5,534

Bezogen auf die Schlusslinie AB der unteren Gurtung, erhält man die Ordi- 
naten (y’k — yk-f- cu)■

y'k — 16,68w; 17,99”; 18,24’"; 18,34”*; 18,35”’ 
dieselben weichen von den früher erhaltenen Ordinaten

y *=19,08”; 18,77”’; 18,49’"; 18,25’"; 18,17”* 
in der Nähe des Kämpfers wesentlich ab.nur

134. Einfluss der Temperaturänderung. Aendert sich die dem span
nungslosen Anfangszustande des Bogens entsprechende Temperatur überall um

1,37
*) 0,46 = tg (pi0

3,0
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Fig. 340.

1
*) "Wir haben die Werthe -- (Seite 337) in 

F
dass man genügend genau V" = V setzen darf.

ansgedrückt. Man erkennt,
cm
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denselben Betrag £, so entsteht ein Kämpf erdrück Xct, der sehr annähernd in 
der Höhe cu = 12,72”* über der Schlusslinie AB der unteren Gurtung liegt und 
den Werth

25 • tl"'e EtV" zEtl'"
kgXct

2 • 199,809 400sSS* EF
besitzt, wo (nach Fig. 312 auf Seite 309)

V" — l + 2 cu cos = 6000 + 2 • 1272 • 0,026 = 6066 cm 
ist.*) Mit £ = + 35° Cels. ergiebt sich

25 • 35 • 6066
= 13300 kg.Xet =

400
17 000

Früher erhielten wir Xct = 17 000 kg, ein Werth der erst bei t = 35 —lo oUU
= 45° Cels. entstehen wird. Man vergl. die auf Seite 204 an die Berechnung 
des Horizontalschubes Ht der Douro-Brücke bei Porto geknüpfte Bemerkung.

e. Näherungstormein zur Berechnung der Kämpferdrücke.

135. Formel für Xa■ Um zu einfachen, geschlossenen Fonnein für die 
Unbekannten Xa. Xi und Xc zu gelangen, ersetzen wir die Einzelgewichte wai 
u-b, ivc durch stetige Belastungen.

P.



wo hs und hh die Werthe von h im Scheitel und am Kämpfer bedeuten. Im 
vorliegenden Falle liefert diese Formel zufällig ebenfalls a = 0,16.

Fachwerkbogen mit ein gespannten Kämpfern. 351

An Stelle der wa nehmen wir die in Fig. 340 dargesteilte trapezförmige 
Belastungsfläche an, deren Höhe am Kämpfer = a, und im Scheitel =1 sein 
möge. Im Abstande xa von A ist die Belastungshöhe

wa — a + (1 — a) XA
h

Der Freiträger AG wird dann an der Stelle xa durch das Moment

v.x\ XA

ö----h (1 — a)M 6 h
beansprucht, wo l, — \ l ist. Der Inhalt der Belastungsfläche ist, für beide 
Bogenhälften,

g = (1 + «) lx
und man erhält daher (für xa = a < lt)

M
Xa = (1 + r,.)ly

[s^ + (1-4].k

(2) Xa 6 (1 + a)
Für den vorhin untersuchten Bogenträger ergab sich am Kämpfer wa = 0,34, 
in der Nähe des Scheitels wa — 2,17. Das Yerhältniss dieser beiden Werthe ist

0,34
0,16*)OL

2,17
und es folgt daher (mit lx — 30'")

n2 2,069 + 3,621 y-)- 

“ =0,1 Xa = 0,02431 tm

Xa = -r
K

Dies giebt für
h

= 0,284 
= 0,970 
= 2,256 
= 4,316,

= 0,3 
= 0,5 
= 0,7 
= 0,9

d. s. Werthe, die mit den früher gefundenen befriedigend übereinstimmen. 
Jedenfalls wird die Formel bei einer vorläufigen Querschnittsberechnung recht 
gute Dienste leisten; es kommt dann nur darauf an, das Verhältnis.? a der Ge
wichte Wa für die Knotenpunkte am Kämpfer und im Scheitel von vornherein 
zu schätzen.

136. Formel für X&. Wir nehmen die Belastungshöhe an der Stelle x 

w& = (ùax = w„ (ly — xa)
gleich

J (ly — Xa)[a + (1 - a) xa

h

*) Da die Querschnittsabmessungen bei einem neu zu entwerfenden Bogen 
nicht bekannt sind, so muss man ot zunächst schätzen. Man nehme etwa

+^ Isd
 5-

S-
W

| 658



d2 [3 a + (11(3) Xb
3a + 1 l2

und für = 0,1 Xb = 0,00367

= 0,0393 
= 0,121 
= 0,248 
= 0,411,

welche Werthe mit den früher gefundenen ebenfalls befriedigend übereinstimmen.

= 0,3 
= 0,5 
= 0,7 
= 0,9

a2
0,5 (1 — a)

4*
Lasten, welche rechts vom Scheitel liegen, rufen negative Werthe Xb hervor. 
Yergl. Fig. 336; die Linie A'DD'B' ist die Einflusslinie für Xb. Verschiebt 
man den Zweig D'B' um die Strecke 1 nach unten, so entsteht die stetige 
Kurve A'DB", und diese ist die Einflusslinie für den senkrechten, rechtsseitigen 
Stützenwiderstand B.

Für a = 0,16 ergiebt sich:

A [0,824 + (0,460-0,284 » )]
Xb =

dM
dXAxa — 0 muss liefern

ta = 0 M =
Es ergiebt sich

XA XA XA

M= a-h 2 + (1 — 2 a) —--- - - - - (1 — a) 12 L
Da nun Xb proportional M ist und für xa = 4 den Werth 0,5 annehmen muss, 
so folgt für xa = a ^ 4

a2 a4
a4 — + (1 — 2 a) — (1 — a) TXb 124

0,5
— (1 — a)+ (1 — 2 a)a 4

und schliesslich

137. Formel für c. Die mit der Kraft Xc zusammenfallende x- Achse 
habe vom Mittelpunkte der Scheitelvertikale den Abstand c. Es ist

h
f ll/'oWa + dXA

0f—c rh
J (Wo + Wo) dXA0

wo, mit den in die Figur 340 eingetragenen Bezeichnungen, 

V o + !/'« x2
— y' = f—f2 Ia

Zweiter Abschnitt. — § 11.352

an, und erhalten M durch zweimalige Integration der Differentialgleichung

[« + (1 — a) (4d2M
— Xa).

dx2A
Die Integrations-Konstanten werden mit Hilfe der Bedingungen bestimmt:

aCM
a

o 
o

®
l

«
bO

 1 ̂
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ist. Es ergiebt sieb also

h , h
Juay'dxA J<ùay dxaO 0 5 + 3ot

f — c = f0,5 (1 + a)h 6 (1 + 7.)flùadXA

0
und 1 + 3a

(4) c
6 (1 + a)

Für unser Beispiel ist f„ — 12,55"*, f„ = 15,00"*, f—\{f0-\- fu) — 13,775"* und \ 
a = 0,16, mithin

c = 2,93’“ und cu = 12,82’”,
während wir auf Seite 328 und 343 die AVerthe cu — 12,99m und c„ = 12,72m fanden.

138. Formel für Xc. Ist M das Angriffsmoment an der Stelle X des 
Freiträgers A Cr in Folge einer dem Gesetze

= «« (y» + y») — 2 <*ay = 2 |^1 — (1 — a) (c — f- -jwc

folgenden stetigen Belastung, so ist

M
Xe h

2 f{y° + y*) ®adx
o

Integrirt man die Differentialgleichung
1 dfM

2 dx2

und bestimmt man die beiden Integrationskonstanten mit Hilfe der Bedingungen:
dM

x = 0 muss liefern 0
d x

x — li ,, M=0n
so erhält man

'2m=cIy[ )>xl xs1 — a1 —— 1 —h* 6

r[uV( )>•,r4 —1^-
/ 20 \

xh1 —
h* hb

Da nun lis X1

y°=c + -‘> fo
h*

K x2
y» — c

ist, so folgt

y»2 + y 2 = ^i2 — h + h2h2
V =2c2 + ł hs*
k22 = 2 c {fo + fu) — h* [hi — hs) 
h2 = fo2 +fJ.

wo

Es ergiebt sich dann
h

S (ijo2 + yn) W adx =
O

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1. 23

%



19,05m
18,85
18,67
18,49
18,36

*) Nach der auf Seite 349 abgeleiteten Formel
H- Xayh
Xc

t/k*) y'k = cu + yh = 12,82 m + yk

und für eine bei x = e gelegene Last 1 :

1 — f_h_
2 F

1
3

<?4[ e2(5) X> = + 1 —
h*

)]e51 —
5

wo F = kł (1 + «) -~ kł (1 + 3 a) + -1- Ä+ (1 + 5 a).

Drückt man <?, f0 und fu durch f1 hs und hk aus, so erhält man
hs^ijcP 7 + 42«+ 15a2 

1 + a
und gelangt schliesslich zu der Formel (für x > 0) :

hs2 Ił(3 + 5 «) + -gó" (1 + 5 a)30 (U +5«)-f<6>*>=1iö 30

O{y,—+ï.+ ~(e2 !e
(7) X = Yi- 7 - Ï4 — Ys V IIł h

wo
2 (2 + 10« + 3 a2)

Yi ß
15 (1 + 3«)

5(1 — a) (1 + 3 a)

Y 2

(7 a) < Ys —
15 (1 + a)

Y4
ß

9(1 — a2)
Y» ß

3(1 + a)f
[hs2 (ll + 5a) + Mfc(3 + 5a) 

+ hk2 (1 + 5 a)].

ß = + (7 +42« + 15 a2)
fhh

Für unser Zahlenbeispiel ist
f= 13,775”*, — 30m, hs = 1,5m, hk — 3,95*", « = 0,16;

man findet ß = 7,12 577 und

X = 1.032 - + {3.115 - I [o,872 + j- (2,442 - 1,231 +]} •

Es ergehen sich daher die folgenden Ordinaten der Xc-Linie und der Kämpfer
drucklinie :

Zweiter Abschnitt. — § 11.354

Xc

0.0198
0,184
0,476
0,792
1,002
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140. Für den Sonderfall a = 1,0 erhält man nach einer einfachen 
Zwischenrechnung für eine Last P = 1 :

1 «2 
4 h

(10) Xa =

1 (o _
4 lx2 \3 lj(H) Xb —

Pb'1 
Alx* '

Die Strecken za und zb-, welche die a?-Achse und die Kämpferdrücke Kx 
und K2 auf den Senkrechten durch A und B abschneiden, Fig. 341, sind durch 
die Gleichungen bestimmt

(12) Xe y k — Xb e -f- X,t —

Pb
wXcZB = Xbh—Xa =

Pa-Xc za — 1 ‘ a A b lx X-a —*
4

und man findet daher 

(13)

Ist also die Kämpferdrucklinie bekannt, so kann man die Schnittpunkte Fx 
und F-2 der Kämpferdrücke Kx und K2 mit den Senkrechten durch A und B 
wie folgt bestimmen. Man verbindet den Punkt C der Kämpferdrucklinie mit 
den Punkten Jx und «Z2, in denen die a?-Achse die Senkrechten durch A und B 
trifft durch Gerade und zieht 0Fx || CJX und 0F.2 || CJ.2. Dieses einfache Ge
setz ist nur an die Annahme eines konstanten Werthes w0 gebunden; 
es ist also nicht nothwendig, dass die Mittellinie des Bogens para
bolisch ist.

Liegt P sehr nahe an A, so ist die Ermittlung des Punktes Fx unbequem. 
Man bestimmt dann die Richtung von Kx zweckmässiger durch Berechnung des 
Schnittpunktes Lx von Kx mit der x- Achse. Man findet

h, zaund ----- =
Vk

23*

Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 355

139. Die Formel für Xct in Folge einer Temperaturänderung lautetA
ztlXct

2f tv°2Jry») “«*
0

dx
EFsh2

denn es ist zu beachten, dass der “Werth toa = 1 im Scheitel mit 1 : EFshA 
multiplicirt werden muss. Man erhält

b.A(8) Xct — 2 zEt Fs.
P

Zwischen k und ß besteht die Beziehung

j}hf(9) P
90 (1 + oc)

Für unser Zahlenbeispiel (a — 0,16, f= 13.8. bs2 — 2.25, t = 35°, zE— 25. 
_ 7,13 • 30 • 13.8 
~~ 90 • 1.16
Xct = 16 700 kg.

Dieser “Werth darf natürlich nur mit der in Nr. 126 unter Vernachlässigung der 
Längenänderungen der Füllungsstäbe gefundenen Zahl Xct — 17 000 kg verglichen 
werden.

Fs = 120 qcm) ergiebt sich P 28,3 und

 ̂ta
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Itbh a(14) cIa ; djj
h a

Die weiteren Entwicklungen setzen einen Parabelbogen voraus. Für diesen ist
h b

(15) •)
ferner nach Gleich. 5

e2 \2fhh
Xc =

k2 6 k2 Ił2 2fh
1 +l —

6 k2
und nach Gleich. 6

16 1
(8 hs2 + 4 hshk + 3 h,2).**=« f+ .5

Führt man die Strecken
a = h~ e und b = I1-\- e

ein, so findet man schliesslich
15 a2b2 
32 fhs V(16) X.

wo 1
(17) v =

3 8 h2 + 4 hsh,c + 3 h-J
X + 16

Für y je erhält man den konstanten Werth
P

8 f(18) yk — 15 v

Zweiter Abschnitt, — §11.356

w
“

W
 COCO



Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 357

Beim Parabelbogen ist also für a — 1 die Kämpferdrucklinie eine wagerechte 
Gerade.

Der Horizontalsehub in Folge einer Temperaturänderung ist (nach Gleich. 8 

mit dem oben für 1c2 angegebenen Werthe)

/>/ vFVXct = £ Et
P

wofür man auch rund
K?

(19) Xct — 6 zEtFs p v
setzen darf.

Für unser Zahlenbeispiel ergiebt sich mit a = 1

v = 0,92, c = 4,59 m, cu = 11,16**, ^ = 7,99“, /* = 19,15”*

ferner für

1,5® 0,92 = 6850 kg.Xct — 6- 25-35-120
13,83

Die Werthe c, c„, Xa und Xct weichen von den früher gewonnenen er
heblich ab, während die von den senkrechten Lasten herrührenden, auf Tafel 6, 
Fig. 342, dargestellten Kämpferdrücke mit den früher ermittelten befriedigend 
übereinstimmen. Diese Uebereinstimmung herrscht aber nur bezüglich der 
Grösse dieser Kräfte, die Unterschiede der Lagen sind so wesentliche, dass 
die Annahme a = 1,0 höchstens für eine ganz rohe Ueberschlagrechnung brauch
bar ist. Ein gutes Bild von der Zulässigkeit der verschiedenen Näherungs ver
fahren liefert die folgende Untersuchung.

141. Vergleichung der auf verschiedenen Wegen gefundenen Werthe
minO10 und m{nUv Die nächstfolgende Tabelle enthält die Ordinaten der Einfluss
linie für das Moment M% bezogen auf den oberen Knotenpunkt 0 und zwar:

I nach dem im ersten Theile unseres Zahlenbeispiels durchgeführten 

Verfahren (w' ).1
hl

II auf Grund der im zweiten Theile durchgeführten genaueren, die Längen
änderungen sämmtlicher Stäbe berücksichtigenden Untersuchung*)

III auf Grund der für a = 0,16 berechneten Werthe Xa- Xb- Xc,
IV auf Grund der Annahme a = l.

*) Die Ordinaten sind für eine links vom Scheitel gelegene Last P — 1 

mittels der Formel M° = X« + Xbh + Xc (c« — y0) — Pxa berechnet worden. 
Liegt P rechts vom Scheitel, so wird Xb negativ und das Glied Pxa fällt fort.

VcXbxaa : l
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17,04
12,99 — 3,95 

= 9,04“

16,74 
8,87,Mm

ii
Die ständige Belastung eines Knotenpunktes beträgt 154, die bewegliche ebenfalls 
15*. Da nun M°0 sec Yt _ M°0 1,38

U,= 0,35 M°0
ho 3,95

ist, so ergiebt sich der Einfluss der Belastung:
I minUl = 0,35 [— 20,343 • 30 + 5,257 • 15] = — 1864

II 77, = 0,35 [— 20,052 • 30 + 5,105 - 15] = — 183*
III minl\ — 0,35 [— 20,617 • 30 + 5,203 • 15] = — 1894
IY minL\ = 0,35 [— 16,684 • 30 + 2,540 • 15] = — 1634

und der Einfluss der Temperaturänderung
I 77, = ±0,35-17,0-9,04 = ±544

II 77, = ±0,35 -13,3- 8,77 =±41*
III 77j — + 0,35 • 16,7 • 8,87 = ± 524 
IY £7i=±0,85- 6,8 • 7,21 = ± 17*.

Im ganzen entsteht also
im Falle I III IV11

77, = — 2404 — 2244 — 241* — 1804.
Für die Spannkraft mi„Oi0 erhält man mittels der in der Tabelle angegebenen 

Ordinaten der Einflusslinie (wegen cos ß,„ = 1.0)

min

-^413 
i — 5,561
— 6-024
— 4,333
— 1.721

— 2,470
— 5,590
— 6,105
— 4,473
— 1,705

+ 0,755 
+ 1-887 
+ 1,635 
+ 0,830 
+ 0,1501

16,7413.3417,04
2,182.282,01
1,51,51,5

O10-Lime.

III IYIIILast in

+ 0,01 
+ 0,08 
+ 0,04

+ 0,04 
+ 0,17 j 
+ 0,10

+ 0,05 
+ 0,15 
+ 0,14

+ 0,02 
+ 0.09 
+ 0.08

1Q
5

— 0,28 
— 1,37 j!

— 0,46
— 1,70

— 0,27
— 1.30

— 0,35
— 1,42

7
9

— 1,651 +0,13 — 1,77 + 0,31+ 0,34 — 2.16Summe +0,19 1,57

; — 2,470
— 4,736 

: —4.638
— 3,256 

i — 1,542
+ 0.874 — 0,042 
+ 1.84h 
+ 1,562 
+ 0,737|
+ 0.189

+ 0,824 
+ 1,002 
+ 0,604 
+ 0,110

Summe ;|— 20,343 + 5.257 - - 20,052 + 5,105 — 20,617 + 5,203!|— 16,684 + 2,540

Zweiter Abschnitt. — § 11.358
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in Folge der Belastung
I minOl0 = 2 [— 1,57 • 30 + 0,19 • 15] = — 88,5'

II minO10 = 2 [— 1,65 • 80 + 0,34 • 15] = — 88,8 *
III minOi0 = 2 j — 1,77 • 30 + 0,13 • 15] = — 102,3'
IV n,<nO10 = 2 [— 2,16 ■ 30 + 0,31 • 15] = — 120,3'

und in Folge einer Temperaturänderung

17,0-2,01 16,7 • 2,18 = ±21,3'= ± 22,8' III minO\q ■—- ±I minOio ---± 1,51,5
13,3 • 2,28 6,8 • 3,84 = ±17,4'.= + 20,2'II viinO\o- - - - ± IV minO io = ±1,5 1,5

Es ergiebt sich also im ganzen 
im Falle

mt-„On = —111' -109' -127' —138'.
Die Uebereinstimmung der nach I und III berechneten AVerthe mit den 

nach II (d. i. unter Berücksichtigung der Längenänderungen sämmtlicher Stäbe) 
gefundenen kann als befriedigend bezeichnet werden, denn man darf nicht ausser- 
acht lassen, dass der ohnehin auf einer ziemlich rohen Schätzung beruhende 
Einfluss der Temperaturänderung eine grosse Rolle spielt. Dagegen müssen die 
Abweichungen der Ergebnisse II und IV als zu gross bezeichnet werden, so dass 
die Annahme a = 1 nicht zu empfehlen ist.

Schliesslich werde noch hervorgehoben, dass sich der Bogen mit einge
spannten Kämpfern nur bei verhältnissmässig grosser Pfeilhöhe zur Ausführung 
empfiehlt, weil geringe Pfeilhöhen stets beträchtliche Spannungen durch Tempe
raturänderungen im Gefolge haben.

I II III IV

§ 12.
Durchgehender Balken mit drei Stützpunkten.

142. Die Einflusslinie für den Widerstand C der Mittelstütze,
mit deren Aufzeichnung die Untersuchung des Trägers zweckmässig be
gonnen wird, erhält man nach No. 56, Seite 141, indem man für den 
Zustand C = — 1 die Biegungslinie der zur Aufnahme der Lasten be
stimmten Gurtung zeichnet und ihre Ordinaten (±) durch die demselben 
Zustande entsprechende Senkung (c) des Stützpunktes C, welcher auch 
der anderen, unbelasteten Gurtung angehören kann, dividirt. In Fig. 343 
ist die fragliche Biegungslinie als Seilpolygon von Gewichten w aufge
fasst worden. Dreieck A B C' stellt die Momentenfläche des mit 
C = — 1 belasteten einfachen Balkens vor; ym sei das Moment an der 
Stelle m. Dann ergiebt sich mit der stets zulässigen A'ernachlässigung

y m wofür bei kon-der Formänderungen der Füllungsstäbe: u\n 

stantem E
rlEFm

ym

r2• rn F-ł m
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gesetzt werden möge, unter Fc eine beliebige Querschnittsfläche ver
standen. Diese Abänderung der w ist auf das Ergebniss

7]
c — P

c

S

T
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welches nur von dem Verhältnis : c abhängig ist, ohne Einfluss und 
aus demselben Grunde leuchtet ein, dass sowohl die Höhe des Momenten- 
dreiecks Ä B' C' als auch die Polweite des Seilzuges willkürlich ge
wählt werden dürfen. Aus der Q-Linie lassen sich nun mit Leichtig
keit alle übrigen Einflusslinien ableiten.

Anmerkung. Die Gewichte w erscheinen in derselben Form wie beim 
Zweigelenkbogen, § 7; die früher für gewisse Arten des Fachwerks gezeigten 
Umformungen der w lassen sich natürlich auch hier verwerthen. Es empfiehlt 
sich in der Regel, Fc : Fm — 1 anzunehmen. Für Paralleltfäger mit gleichlangen 
Feldern setze man wm = ym-

Roch sei hervorgehoben, dass wir es in Fig. 343 c, des kleinen Maassstabes 
wegen unterliessen, den Seilzug durch ein einbeschriebenes Polygon, dessen Ecken 
den Querträgern entsprechen, zu ersetzen.

143. Die Einflussfläclae für den Widerstand A der linken 
Stütze (Fig. 343d) wird als Unterschied des Dreiecks B'JA", dessen 
Seite B"J durch C" geht, und der C-Fläche erhalten; ihr Multipli-

, wo v = A" J. Wäre nämlich der Balken nur in A
1

kator ist [X =

und B gestützt, so bestände die M-Fläche aus einem Dreiecke A"JB" 
der Höhe A"J— 1, und von diesem Dreieck muss nun der Ein-von

fluss von C so in Abzug gebracht werden, dass einer im Stützpunkte C 
angreifenden Last die Ordinate A = 0 entspricht. Der Multiplikator

1— ist erforderlich, weil A"j=v ist, statt A"J= 1.

144. Die Af„-Fläche (Fig. 343e) erhält man, indem man auf 
der Geraden B" C" senkrecht unter m den Punkt m" bestimmt und 
die Gerade A"m" zieht. Wäre A"J = xm, so w'äre das Dreieck 
A"m" B" die AL.-Fläche des einfachen Balkens AB und Dreieck A"m"C" 
die Mm-Fläche des einfachen Balkens AC. Da À'J = v ist, muss der 
Multiplikator jx = xm : v eingeführt werden. Zu demselben Ergebniss 
führt die Ueberlegung, dass rechts von m gelegene Lasten das Moment 
Mm = Axm her vorrufen, weshalb sich rechts von m die Mm-Fläche von 
der A-Fläche nur durch den Multiplikator unterscheidet. Durch die 
Momente Mm sind die Gurtkräfte gegeben.

145. Die D- Fläche in Figur 343f ergiebt sich aus ähnlichen 
Ueberlegungen wie sie in No. 143 und 144 angestellt worden sind. 
Der auf die A" B" als Nullachse bezogene Linienzug A L1L2B lässt 
sich als die D-Linie des einfachen Balkens AB auffassen, und der 
auf die Nullachse A"C" bezogene Linienzug A'L1L2C als D-Linie 
des einfachen Balkens A"C". Die Geraden A"Lt und B" L2 müssen 
sich daher senkrecht unter dem Schnittpunkte i der Gurtstäbe 0 und U



Xi und führt zu den in der Figur 343f ange

gebenen Vorzeichen der D-Fläche. Auch lehrt sie, dass der Multiplikator

sie liefert : D — — A

DaXitu
vr{

ist, wo Da der absolute Werth der durch A = 1 im fraglichen Fül
lungsstahe erzeugten Spannkraft bedeutet.

Eine vierte, besonders einfache Bestimmungsweise des Punktes L1 
ergiebt sich schliesslich aus dem früher bewiesenen Gesetze, dass die 
Strecke L1H im Falle fx = 1 gleich der durch Zerlegung von P= 1 
nach den Richtungen von U und D gewonnenen Seitenkraft \_D~\ sein 
muss*), bei Auftreten eines Multiplikators fx also gleich der Seiten

kraft einer Last (Fig. 343«).

146. Die Einflussfläche für die Querkraft Q im Felde F1F2
zeigt Fig. 344; ihre Aufzeich
nung empfiehlt sich bei Unter
suchung von Parallelträgern ; 
da hier die Spannkräfte in den 
Füllungsstäben durch die Quer
kräfte Q bestimmt sind. Nach 
Eintragung der Geraden B" J 
wird A"L1I/B"L2 
Der Multiplikator ist = 1 : v. 
Der Beweis wird wie in No. 145 
geführt.

Den Kräftemaassstab wird man in Figur 343 und 344 zweckmässig so 
wählen, dass die Lasteinheit durch eine Strecke von der Länge v dargestellt

1

4Ï

C" Oi /‘lache ,/tt- ~V{

4 gezogen.

Fig. 344.

>/K I
4^ "CI

*) Vergl. Band I, Seite 240, Fig. 226. Bei obenliegender Fahrbahn erfolgt 
die Zerlegung nach den Richtungen 0 und J).
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treffen, und die Punkte Nx, N2 in denen LlL2 von den Geraden A"B" 
und A"C" geschnitten wird, müssen senkrecht unter den Belastungs
scheiden Ex und E2 liegen, welche man erhält, wenn man D als 
Füllungsstab eines einfachen Balkens AC, oder eines einfachen Balkens 
AD ansiebt. Damit ist der Punkt L^ auf dreifache Weise bestimmt. 
Treten nur rechts von r Lasten auf, so greift links von dem durch 
die Stäbe O, D, U geführten Schnitt nur die äussere Kraft A an und 
die Momentengleichung in Bezug auf Punkt i lautet:

— Dri — AXi = 0;



147. Gehört der Stützpunkt C nicht der belasteten Gurtung an, 
so ist C" kein Punkt der dem Seilzuge A" C"B" einbeschriebenen C- 
Linie. Die Gerade B'J geht aber nach wie 
vor durch den Punkt C", und c bedeutet auch 
hier den Abstand des Punktes C" von der 
Schlusslinie A"B". Vergl. Pig. 345, welche 
einen Theil der A-Fläche darstellt.

148. Der Einfluss einer Temperatur
änderung auf den Stützen widerstand C ist 
ganz allgemein:

/ / / /

WBn
\ß"i

C"\

Ct= 1
Fig. 345.

wo und hcc die Senkungen bedeuten, welche der Knotenpunkt C 
des einfachen Balkens AB in Folge einer Erwärmung bezieh, in Folge 
der Belastung G — — 1 erfährt. Wird eine gleichmässige Erhöhung 
der Aufstellungstemperatur vorausgesetzt und der Abstand des Punktes C 
von der Wagerechten AB mit e bezeichnet, so ergiebt sich —
Für bcc ist der Werth

1
§CC = c-------EFC

einzuführen, unter wP die Polweite des Seilzuges A" C"B" verstanden. 
Es muss nämlich die Ordinate c des für den Zustand C = — 1 ge
zeichneten Seilpolygons multiplicirt werden: mit 1 : EFC, weil die -Ein
fachen Gewichte w benutzt worden sind, mit wP, weil die Polweite nicht

wP •
Vn (h H~ h )

h h weil die Höhe des= 1 gewählt worden ist und mit •• >Jnh "f 4

Momentendreiecks ÄC'B' für den Zustand C — — 1 gleich 

statt = y„ ist. Infolgedessen ergiebt sich der Stützenwiderstand
1 t ~t~ h)

C O) p

dessen Einfluss auf die Stabkräfte am besten mit Hilfe eines Cremo- 
na’schen Kräfteplanes untersucht wird. In der vorstehenden Formel 
ist ivP als Zahl aufzufassen, welche mit dem Maassstabe gemessen wird,

aufgetragen worden sind. Die

Strecken e, yn, Zlt l2, c messe man mit dem Längenmaassstabe der 
Zeichnung.

h h
h + h

(1) ^ t,

ys
nach welchem die Zahlen w = 7^
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wird. Dann wird der Multiplikator der A-Fläche und Q - Fläche =1, der Mm- 
Fläche == xm und der D- Fläche = Da.

._
2.

60 
i 60
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ln der Regel wird beim durchgehenden Balken der Einfluss einer 
Temperaturänderung gar nicht berücksichtigt und für unwesentlich 
erachtet. Dies letztere trifft aber nur bei gleichförmiger Erwärmung 
zu, und es möge daher noch der wichtige Fall betrachtet werden, dass 
die obere Gurtung in Folge Sonnenbestrahlung eine um A.t höhere Tem
peratur annimmt als die untere. Man rechnet dann genügend genau, 
wenn man den Füllungsstäben und der unteren Gurtung den Werth
t = 0 zuschreibt und die Längenänderungen der Obergurtstäbe (zu
nächst für s = 1) nach der Formel As = sA£ bestimmt. Nun er-

sktAs
mittle man die Gewichte u\ — der unteren Knoten-r r
punkte, verbinde dieselben durch ein Seilpolygon (Polweite = wtP) und 
messe unter C die Ordinate ct (Fig. 318e). Man findet dann hct = — s wtPct 
und iEFcctyn(l, -\-l2) wtP

(2) Ct —

wtP ist eine Zahl, welche mit dem Maassstabe gemessen werden muss, 
nach welchem die Zahlen wt aufgetragen worden sind.*) Ist die obere 
Gurtung um A t kälter als die untere, so entsteht ein positives Ct.

wP

Es möge noch für die in Fig. 346 dargestellte Trägerform eine Näherungs
formel für Ct aufgestellt werden. Dazu gehen wir von dem Ausdrucke

'ES' ets
(3) Ct

’ES'2-!
EF

aus, wo S' die durch die Belastung C — — 1 in den Stäben des einfachen Bal
kens AB hervorgerufenen Spannkräfte bedeuten. Wir berücksichtigen nur die 
Längenänderungen der Gurtstäbe, und erhalten für diese Stäbe die Werthe

(linke Seitenöffnung)
l2x

S’ = + (4 + 4) fr
lx x

S’ = + (rechte Seitenöffnung).
(4 + 4) fr

Die oberen Vorzeichen gelten für die obere, die unteren für die untere Gurtung. 
Es ergiebt sich also, bei unendlich kleiner Feldweite

h

LM ;

h
+'■•/ *£-]•x2dx

h-EF
2s

SS'2
EF (4 + l2f

Diesen Ausdruck schreiben wir in der Form 

ES'2 — ^4* J'x2(àdx -f- 42 J’x3wdx'j,2
EF EF,h.*{h-F4)2

*) In der Regel empfiehlt es sich, für die verhältnissmässig grossen Ge
wichte uh einen anderen Maassstab zu wählen wie für die Gewichte w.
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und man erhält
^ S'2s _ 4242 Ri (3 + «i) + 4 (3 -I- a2) | 
^ EF 6 EFsfta2 (4 -f- 4)2

Weiter ergieht sich, für die um A t erwärmte obere Gurtung

hh
h
Ixdx~1

J -*‘

zAt
SS’ zAts = — 4 + 4

Da nun
h h

ln
42xdx xdx 1 —
fi Tish „J k,+flf

so gelangt man schliesslich zu der Formel

Th (4 “R 4) 4 -j~ 4 4*2
Ct — — 6 s E Fs A t(4) 4 (3 + Ki) + 4 (3 + a2)4 4

hswo (mit den abkürzenden Bezeichnungen — = tx und

ln t.

= T*)
Th

(‘ rTi —1 D —(5j

t2—1 V

Fshs224, Ä«2
(6) a2 =«i =- a ’ 2WF\ Th

*) Es ist dies dieselbe einfache Annahme, die in No. 135 bei der Berechnung 
des Bogens mit eingespannten Kämpfern gemacht wurde.

U°OJ

-Ł----- .JC. — OC
!

wo Fs und hs die vV erthe von F und h über der Mittelstütze bedeuten, während

WFs_
FF

ist. Die Querschnittsinhalte F mögen sich mit x so ändern, dass w eine lineare 
Funktion ist, welche an den Trägerenden die Werthe v.x bezw. a2 annimmt.*) 
Dann ist

w =

J'x2 w dx = ~ - -f-
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hervor. Man erhält also über der Stütze die Beanspruchung

h 4tä(7) a = + 6 lEAt
/i (3 ai) + h (3 + a2*

Der Stützenwiderstand ist. absolut genommen,

hs (6 ~f~ I-j)
hh

h —1-2 = 1. 4h = 4>* = 4», Oh ~ a2 = a

(8) Ct= c Fs

Ist
so ergiebt sich

4>(9) cj = 6 eEAt
3 + a

Jls
(10) Ct — 2 aFs l

Für
T = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

erhält mau
<{, — 0,500 0.614 0,676 0.717 0.747 0 770 0,788 0,803 0,816 0,830 

Für h1 = 0 also für z = cc wird = 1.
Es sei z. B. 71 = 72 = 30m, hs = 4,5”*, ht = fr2 = 2,25OT, also hs:ht=z 

und 4> = 0,614; ferner F\ = 100 qcm und Fs = 300 qcm, mithin a = 3 • 22 = 1 

Dann ergiebt sich für A 7 = 20° und für Flusseisen

Das Biegungsmoment; welches Ct über der Mittelstütze erzeugt, ist

M — — Ct h + h
es ruft in der oberen oder unteren Gurtung die Spannkraft

M
I15

und die Spannung
M

a — +
hs F,

0,614 
3 + 12

= rd. 120 kg/qcma — 6 • 25 • 20

ferner
4.5

= — 10800 kg.Ct — — 2 • 120 • 300
30

Die vorstehenden Formeln gelten auch für den Fall einer geneigten oberen 
Gurtung, weil sec ß so wenig von 1 abweicht, dass man A t sec ß konstant an
nehmen darf.

Wir erinnern wieder daran, dass der vorstehenden Rechnung die ungünstige 
Voraussetzung starrer Füllungsstäbe zu Grunde liegt. Dafür ist der durch 
Formel (1) gegebene Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung vernachlässigt 
worden. Will man nach Berechnung sämmtlicher Stabquerschnitte Ct genauer 
bestimmen (was immer zu empfehlen ist) so benutze man die Formel (1). Dass 
dies nicht ganz überflüssig ist, haben wir in dem im § 11 durchgeführten Zahlen
beispiele gesehen.

149. Bei der Drehbrücke „Neuhof" über den Reiherstieg bei Hamburg- 
Neuhof hat die Maschinenbaugesellschaft Nürnberg die in der Figur 347 darge-
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der dem gewöhnlichen Strebensystem angehörigen Knotenpunkte m und k 
nach den auf Seite 105 abgeleiten Formeln

A Ont sec ß,» A f/jn sec 9»» -1 dm • i sec cpm+1M’m hm
-f- Am<; — Arffc sec cpx- — A cZa-4-x sec cp^+i

ICk — hk
zu berechnen sind.

Um iva für den Knotenpunkt a zu finden, berechne man für den m Fig. 348 
dargestellten Belastungsfall die Stabkräfte u; man findet

für den Stab o den Wertli p.
sec ß

ha
sec 9

11 11 d F11 ha

cotg 9" 
X'11 n ,4/ n

|X — —1111

1p. =
X' sin 9"177*77 77 7*1

cotg 9"» IX- + (xT + ) sec 9'
X'77 7777 77

1
/

\ d', d'/ d*d 'd‘
Irl“

V\S'IM
ci

<— x. — < ^7 ' -

S“Su ' 71‘ N\ id\ AA
4'-X-JL. ! /4 4 XXL+ /

Ä

Fig. 349.Fig. 348.
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stellte eigenartige Anordnung der Füllungstäbe gewählt. Es mögen die Formeln 
für die Gewichte w mit Berücksichtigung der Längenänderungen der Füllungs
stäbe aufgestellt werden. Zu beachten ist zunächst, dass im Belastungsfalle 
C — — 1 sämmtliche Vertikalen spannungslos sind, dass also die Gewichte wm und

V
»

»4



Zweiter Abschnitt. — § 13.368

und hierauf, mittels der auf Seite 105 abgeleiteten Formel
w — 2 p, A s:

— A o sec ß -J- A d sec 9 A sec 9' . cotg cp"
10 a — rha

(Ad' sec 9' — Ad" sec 9" — Au).
In derselben Weise werden die Gewichte wa und we berechnet.

Nun bestimmt man für den in Fig. 349 angegebenen Belastungszustand
cotg 9'für den Stab u den Werth fr X'
cotg 9"'uyi n ** v) p- X"
cotg 9'

n n d ii sec 9'p- X'
cotg 9'"

•n d ,, sec 9 

cotg 9' cotg 9'"
P- = — r

j sec 9"P- = (*+11 d ,, X' X"
imd findet schliesslich 

cotg 9' cotg 9"'(Au -j- Ad" sec 9" — Ad' sec 9')Wb X"X'
(Au" — Ad” sec 9" — Ad"’ sec cp'").

In derselben Weise berechnet man wc, uy und wg.
Die vorstehende Entwicklung zeigt, dass die Berechnung der Gewichte w 

für Ausnahmefälle nicht die geringsten Schwierigkeiten bereitet. Man denke 
aber auch daran, dass für solche Fälle noch das sehr allgemeine Williotsche 
Verfahren zur Verfügung steht. Im vorliegenden Falle giebt der Verfasser 
allerdings der Verwendung der Gewichte w den Yorzug, weil nach Berechnung 
der für beide Verfahren erforderlichen Längenänderungen Ao, Au und Ad die 
Ausrechnung der Werthe w so wenig Zeit in Anspruch nimmt, dass die grössere 
Einfachheit und Genauigkeit der Seillinie, gegenüber dem zeichnerisch viel um
ständlicheren und mit grösseren Fehlern behafteten Verfahren von Williot, die 
geringe rechnerische Mehrarbeit wieder ausgleicht. Auch lassen sich die Seil
linien stets schnell durch Rechnung bestimmen.

§ 13.
Durchgehender Balken mit vier Stützpunkten.

150. Die Widerstände der Endstützen. Als statisch nicht be
stimmbare Grössen führen wir die Widerstände X„ = A und Xb = B 
der Endstützen ein, weisen den Angriffspunkten derselben die Ordnungs
ziffern a und h zu und erhalten mit den auf Seite 146 erklärten all
gemeinen Bezeichnungen :

Sa   Pm^ma   Ahaa Bhab -f“ S0<
§6 = Pm^mb   Ahba Bhbb -J- hb

(1)
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Fig. 350.

Die Momentenfläche des Zustandes A = — 1 besteht aus einem 
Dreieck I (Fig. 350b) von der Höhe —l 
Kräfte genau so berechnet werden, wie im vorigen Paragraphen. Bei
spielsweise ist bei Vernachlässigung der Formänderungen der Füllungs
stäbe das Gewicht des Knotens k : u\ —---- ^*5*- —=^~ •

r\ F,
ic sind negativ; es entspricht ihnen also ein nach oben gebrochener 
Seilzug /*), dessen rechte Endseite als Biegungslinie des spannungslosen 
Trägertheiles C2' B' — der nur eine Drehung aber keine Formver-

mit dessen Hilfe die w-

Die Gewichte

*) In Fig. 350 zeichneten wir der Einfachheit wegen Seilkurven. Auch 
haben wir die Höhen der Momentendreiecke in kleinerem Maassstabe aufgetragen. 

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1. 24

<ê

i

JPv

i
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wo 5a, hb die lothrechten Verschiebungen sind, welche die Punkte a und 
b in Folge der Nachgiebigkeit der Widerlager gegen die durch die beiden 
mittleren Stützpunkte bestimmte Gerade erfahren; sie werden in der 
Regel gleich Null gesetzt.

Das statisch bestimmte Hauptsystem (Zustand A = 0, B = 0) ist 
ein Balken mit über die Stützen Cx', C.2' ragenden Enden; seine 
Biegungslinien, gezeichnet für die Zustände A — — 1, B — — 1, liefern 
die Verschiebungen hma, haa, hba, hmb> hab, hbb.

►



und, wenn die Lasteinheit P durch eine Strecke von der Länge v dar
gestellt wird, was hier vorausgesetzt werden möge, A = yj.

Das Seilpolygon I lässt sich sehr schnell zeichnen, weil die rechte 
äusserste Seite durch die Punkte 2 und 3 festgelegt ist. Bringt man 
diese Seite mit der Mittelkraft der zwischen den Stützpunkten C1 und C2 
liegenden Gewichte w zum Schnitt, so bestimmt dieser Schnittpunkt 
und der Punkt 1 die Lage der durch 1 gehenden Seite des Polygons 1.
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änderung erfährt
Stützpunkte (7/C2' bestimmten Schlusslinie ergiebt sich die in Fig. 32Ie 
schraffirte Fläche als Biegungslinie für den Zustand A = — 1 ; sie 
liefert die Verschiebungen hma, haa, hba.

Ganz in derselben Weise wird die BiegungsfLäche für den Zustand 
B — — 1 erhalten und damit bbb, hml, bab, gewonnen (wobei die 
Zeichenprobe hab — hba zu beachten ist), so dass jetzt alle Werthe ge
geben sind, durch welche der Einfluss einer Last Pm bestimmt ist. 
Dieser ergiebt sich aus den Gleichungen

0 Pm  ̂m a
o = Pmhmb

und zwar erhält man A und B als lineare Funktionen der Veränder
lichen hmb. Beispielsweise wird

A Kabma | Fbbmb

aufzufassen ist. Nach Eintragung der durch die

AKa — Bhai 
A bba Bbbb(2)

(3)
wo Ka und Kb feste, von der Lage der Last P unabhängige Werthe 
sind, und dafür darf man auch schreiben: A =Ka K'hmb) wo K'
einen neuen Festwerth bedeutet. Da nun nach diesem Gesetze A pro
portional der um K'hmb vermehrten Ordinate bma ist, da ferner einer 
im Stützpunkte C1 oder C2 angreifenden Last P der Werth A = 0 ent
spricht, und da endlich die im Stützpunkte A wirksame Last P den
Gegendruck A — P hervorruft, so ergiebt sich die folgende einfache 
Darstellungsweise der ^4-Fläche (Fig. 350f).

y"s FcMan zeichne den Seilzug II der Gewichte w" = mit be-

V s Fc 
r2 F

verbindende Seilpolygon I durch die Punkte 1, 2 und 3, in denen das 
Polygon II die Senkrechten durch die Stützen , C2, B schneidet. Die 
von beiden Seilzügen eingeschlossene Fläche ist die gesuchte A-Fläche. 
Mit den aus Fig. 350f ersichtlichen Bezeichnungen 7] und v erhält man:

r2 F

liebiger Polweite und führe hierauf das die Gewichte w

S3w
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151. Temperaturänderungen. Um noch die wichtige Aufgabe 
des Einflusses der ungleichen Erwärmung der beiden Gurtungen zu 
lösen, zeichnen wir das Seilpolygon (III) (Fig. 350) der Gewichte 

s A t
wt =------, wo s die Stablängen der um Ać stärker erwärmten Gurtung

bedeuten, bestimmen die Strecken hat und hbt und lösen die Gleichungen 
auf: -At^aa | Bf^)ab

■At^ba + Bl^bb — SS btWIIIi

wo ivUI die Polweite des Seilpolygons III bedeutet. Die Multiplikation 
mit dem Ausdehnungskoefficienten s ist erforderlich, weil wt nicht' gleich 

zs AtA.9 s Ażsondern = — gesetzt worden ist. rr r
Man erhält

SogS6f --- ^bJ>ct

^aa^bb ^ba^ab

S6i --- S„

B t ------ £ WIII

S&«
‘ S„.

— S Will
1
b -1

S&J j^l S6« §a
S«„ sb

JI'L jr-------

) Dilti
/\xm

I JFI

iir

Fig. 351.

Bestimmt man nun mittels der durch die Punkte 1 und 2 der Seil
polygone I und II gelegten Geraden die Strecken v]««, v\ab und v\ba = y\bb, 
Fig. 351, so findet man, da ja I und II in einem gewissen, hier gleich
gültigen Maassstabe die Biegungslinien für die Belastungszustände 
A = — 1 und B = — 1 vorstellen

S ba S ab

S«« Sbb
S ba abba \ab 

^laa ^bb

Vba und
Sa« T\*aT\«a

Da nun weiter
Wn' ^hbS bb —
EFC

ist, wo Wn die Polweite des Seilpolygons bedeutet, so erhält man schliess
lich den einfachen Ausdruck

24*
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Fig. 352. •

in Fig. 352) bezogen wird, lassen sieli nun alle zur Berechnung der 
ersten Oeffnung erforderlichen Einflussflächen auf dieselbe Weise ab
leiten wie dies im § 12 für den Träger mit drei Stützen geschehen

Zweiter Abschnitt. -— § 13.372

Win
U'u % b CV' « ’ri a b)

Bt = sEFc

und auf dieselbe Weise findet man
Wni ^atA]bb ~ §btTl 

Wi r(]ab)

Wi, Wn, Win sind Zahlen, welche mit dem Maassstabe gemessen werden, 
in weichem die entsprechenden Gewichte w, io", wt aufgetragen worden 
sind.

a bAt = zEFc

152. Untersuchung einer Seitenöffnung. Aus der Einflusslinie 
für A, welche zweckmässig auf eine wagerechte Nulllinie (JCf Co B

!
.

p--------- ^--------------- -wo------

____ J]. I
l^famrnnnPTTïïniÏÏTIIIIIIIIttWHIIIIIIÏIÏÏIM^—1 Cî _ ! fl "

Jf^Flcixhe,-^-jcm ! ^

t IK---JC^~
.<s

■P/i .+

+ J _-^TmriTinnTTïïTnTillllM!!!lWrifl|llilll!linïï?!ïï!^7mm»--.
Oirrft/Fiä.c/iejjii I

r fc)AiF I -t-
P/<

i

:
UJ

■ItttlIllillIÏÏÏÏÏÏIÏÏÏÏTimiTm^P\ II

\ 
\
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ist. Die Figuren 352b>c>d sind ohne weiteres verständlich, wenn be
achtet wird, dass der Einfluss der rechts vom Schnitte tt gelegenen 
Lasten auf das Moment Mm, die Querkraft Qm+X und die Spannkraft D 
proportional dem Stützenwiderstande A ist, weil dann links von tt nur 
die äussere Kraft A angreift, und dass alle Einflussflächen in die einem 
einfachen Balken ACX entsprechenden übergehen müssen, sobald die 
gebrochene A- Linie durch die Gerade A"C" (d. i. die A-Linie des 
einfachen Balkens ACX) ersetzt wird.

Um die Mm-Fläche zu erhalten, bestimme man m" senkrecht unter 
m und ziehe die Gerade A"m". Multiplikator = xm.

Die Q-Fläche für das (m -)- l)te Feld entsteht nach Ziehen 
der wagerechten Geraden A" Lx durch Eintragung der Geraden L2LX. 
Multiplikator = 1.

Der Punkt Lx der D-Fläche ist in Fig. 35 2d auf vierfache Weise 
bestimmt worden, nämlich mittels der Bedingung, dass der Schnitt
punkt i" von LXA" und B" J senkrecht unter dem Treffpunkte i der 
Gurtstäbe 0 und U liegen muss, sodann mit Hilfe der den einfachen 
Balken ACX, AC2, AB entsprechenden Nullpunkte Nx, N2, 7V3.*) 
Das einfachste aber ist, die Strecke HLX mit Hilfe von [Z>], vergl. 
Fig. 343 f vl. g, zu ermitteln.

In Fig. 350e wurde noch mittels der A-Linie die Einflussfläche 
für das Moment Mcx (Stützenmoment), welches wir in der Folge kürzer 
mit Mi bezeichnen wollen, bestimmt; der Multiplikator ist = lx ; und 
in derselben Weise Hesse sich mit Hilfe der B-Linie die Einflussfläche 
für das Stützenmoment MC2 — Mn herleiten.

Zwischen den Momenten Mi und Mu besteht eine für die folgen
den Untersuchungen wichtige Beziehung. Bringt man nämlich nur eine 
rechts von C2 und im Abstande 'Ę, von C2 angreifende Last auf (Fig. 353),

so entspricht dieser nach Fig. 350c der Werth bma

der Gleich. (1) geht (wegen bab — bba) mit ba = 0, bat = 0 über in:

und die erste
h

0=Pbba^----- Abaa— Bbba]
4

sie lässt sich mit Hilfe der Gleichungen

Alx = Mi und Bl3—P% = Mn

4
4 4 a

umformen in Mn
Mi

und führt zu dem wichtigen Gesetze:

*) Die Hilfslinien wurden in Fig. 352 fortgelassen. Vergl. dafür Fig. 343 a u. f.
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Wird nur eine Aussenöffnung belastet, so nimmt das Ver- 
hältniss Mu : Mz einen von der Grösse und Lage der Lasten 
unabhängigen Werth an.*)

Die Momentenlinie der Oeffnung l2 besteht also, falls nur die Oeff- 
nung l3 belastet wird, aus einer durch einen festen Punkt L gehenden 
Geraden, und die Lage dieses Punktes kann auf die in Fig. 353 ge
zeigte Weise ermittelt werden. Man findet nämlich:

— Mu : Mz = e : e — cotg ß : cotg a — m:m.
v bba ) V §aa )

K
p!rw ß

(t *......
r | j--*

<------Z,--------f«—e'------ -*k-------L
------ r ------

4L

Fig. 353.

Ganz in derselben Weise lässt sich mit Hilfe von hbb und hab der 
feste Punkt R bestimmen, durch welchen im Falle ausschliesslicher 
Belastung der Oeffnung die Momentengerade der Oeffnung l2 geht. 
Man nennt die Punkte L und R Festpunkte, die ihre Lage bestimmen
den Lothrechten sind in Fig. 350 c und e (strichpunktirt) eingetragen 
und mit (L), (R) bezeichnet worden.

In der Folge werden wir für die Verhältnisse zwischen den Strecken, 
in welche die Oeffnung l2 durch die Festpunkte zerlegt wird, die Be
zeichnungen ein führen :

e' LC2 RG x;
RC2

Wir erhalten dann, je nachdem nur die rechte oder nur die linke 
Aussenöffnung belastet wird,

x\e LCX

Mu — — x Mz bezw. Mj = — y! Mn.
Wenn man die M-Fläche nach dem in Fig. 350f angegebenen 

Verfahren zeichnet, so stellen die Seilpolygone I und II die Biegungs

*) Kennt man also den zur Oeffnung l3 gehörigen Zweig der Mi-Linie, 
so kann man sofort den entsprechenden Zweig der Mn-Linie zeichnen, oder 
umgekehrt. Hat'man innerhalb Oeffnung lä einen Belastungszug so aufgestellt, 
dass Mi (absolut genommen) möglichst gross ist, so entspricht derselben Zug
stellung auch ein Grösstwerth von Mn.
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Fig. 354.

<4-Fläche zeigt Fig. 354; sie erfordert nach Auftragung der durch

(Ma—Mj)-Linie nur
1

die Einflusslinien für A/z und Mu bestimmten
h

das Ziehen der parallelen Geraden IJ" und IIj’ und der Geraden L1L2; 
die letztere ändert ihre Lage von Feld zu Feld, die anderen Linien 
können für die ganze MittelöfFnung benutzt werden.

b. Momente. Zwischen den Querkräften und den Momenten be
stehen Beziehungen von der Form

Mm — M,m- 1(7)
\n

Bei gleichlangen Feldern kann man also mittels der Gleichung

Mm-1
+ Qm

XX

die Af : X - Flächen schrittweise aus den Q-Flächen herleiten, indem man 
von der bereits durch die Mx: /.-Fläche bestimmten A/j: X-Fläche ausgeht.
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linien für die Belastungszustände A = — 1 und B = — 1 in ver
schiedenen Maassstäben vor. Dies macht aber nichts aus, da es bei 
der Bestimmung der Festpunkte nur auf die Verhältnisse 5«a:56((und 

: 5«& ankommt.
153. Untersuchung der Mittelöffnung, a. Querkräfte. Für

das mte Feld ergiebt sich nach Band I, Seite 162, Gleich. 2
Mn—Mz

Qom(6) Qm

h
wo Qom die Querkraft für das mie Feld eines einfachen Balkens 
I — II bedeutet. Die aus Gleich. 6 gefolgerte Darstellung der

►4

S
4—

H
s4-— 4
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Zu einer anderen Darstellung der Einflusslinien für die Momente 
gelangt man, wenn man den Einfluss einer Einzellast P auf sämmt- 
liche Querschnitte verfolgt. Fig. 355a zeigt die Momentenfläche für 
den im Punkte C mit P belasteten Balken; sie ist bestimmt durch 
die Stützenmomente MI = r[I und Mn=r\n und durch das Moment

. welches P im Querschnitte C eines einfachen Balkens I II 

erzeugen würde. Die Punkte S liegen in einer Parabel, deren Pfeil

höhe für P — 1 gleich -~ 

als Moment aufzufassen und den Maassstab hierfür nicht zu klein zu

CS = P
h

hh Es empfiehlt sich, den Werth 1 • —ist.

k------
.j

I
is %III I cHL

P E *I

— i i
0J

t,a i
Molinie IJljLinie

C I (dj

\JTI
I

Fig. 355.

wählen. Der Einfluss von P = 1 auf das Moment für irgend einen 
Querschnitt E ist M = Pv\. Zeichnet man also die Momentenflächen 
für alle Lagen von P = 1, so erhält man sämmtliche Ordinaten der 
Einflusslinien für die Momente. Wir wollen aber die in Fig. 355 dar
gestellte Konstruktion nur zur Ermittlung der Ordinate des Punktes C 
benutzen, den wir in der Folge kurz die Spitze nennen wollen. Die 
Zweige IC und CII (Fig. 355°) lassen sich dann sehr schnell mit 
Hilfe der folgenden einfachen Betrachtung zeichnen.
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In Fig. 356 haben wir den Ort der Spitzen C und die Zweige 
CII einer Mittelöffnung mit 10 gleichlangen Feldern dargestellt. Für 
den mit der Stütze I zusammenfallenden Querschnitt ist dieser Zweig 
die fff/-Linie. Liegt nun die Last P = 1 im Knotenpunkte 4, so ist 
für die ersten 4 Felder:

Qi — Q2 — Qs — Qi
Mm — M,m—1und daraus folgt, wegen Qm = , bei konstantem X,X

(8) M1 — Mt = M2 — M1 = M3 — M2 = Ml — il/3.

C-c.

fr

Cw \ r
.

C Y7
/i/

/

DA 1 z>
_z>

Ą i> Ą

Fig. 356.

Es wird also der Abstand C4Z>4 des Orts der Spitzen von der 4/j-Linie 
durch die rechten Zweige der Einflusslinien für M3, M2 und Mx in 
vier gleiche Theile zerlegt und ganz allgemein der Abstand CmDm in 

gleiche Theile.
Tritt die Last auf die rechte Seitenöffnung über, so ist die Quer

kraft Q für sämmtliche Felder der Mittelöffnung gleich gross. Besitzt 
also die rechte Seitenöffnung n gleichweite Felder, so hat man zur Be
stimmung der zu l3 gehörigen Zweige der Einflusslinien für Mx, M2, 

Mn-i nur nöthig, die von den Einflusslinien für Mz und Mu 
auf den Senkrechten durch die Knotenpunkte abgeschnittenen Strecken 
in n gleichlange Theile zu zerlegen. In Fig. 357 ist dies für den Fall 
dargestellt worden, dass die Oeffnung I-II 6 gleichlange Felder besitzt.

Sind die Feldweiten nicht gleichlang, so findet man an Stelle von 
Gleich. 8 die Beziehung

m

34
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(9) (JWi - Mj) : (Ms — J/J : (M3 - M,) : (Jf4 — M3) = \ : X, : Xs : *4;
man muss also die Strecke Z>4 (74 in Theile zerlegen, die, von untep 
nach oben gezählt, sich zu einander verhalten wie a1:X2:X3:X4.

Jfflirûé +/ 4 f JT£ 3I

T -7?

-S-

Linie

Fig. 357.

Fig. 358, die sich auf eine Mittelöffnung mit 6 Feldern bezieht, zeigt 
die Ausführung dieser Theilung. Es empfiehlt sich, mindestens zwei 
Schaaren von Parallelen, für grössere und kleinere Ordinaten zu be
nutzen.

In derselben Weise werden die linksseitigen Zweige der Ji-Linie
bestimmt.

A
/

/
/ fr-/ /

//

/ / / 
/ / // fr*ł / __ D// 4// /

/ //h/ /
^0-~.

c*- /
Fig. 358.

Kennt man aber die Einflusslinien für die Momente M, so bereitet 
die Darstellung der Einflusslinien für sämmfliehe Stabkräfte nicht die 
geringsten Schwierigkeiten. Wir verweisen besonders auf das ausführ
liche Zahlenbeispiel im § 11*) und machen nur noch auf eine Verein
fachung aufmerksam, die bei dem in der Regel vorliegenden Falle einer

*) Im vorliegenden Falle sind natürlich die Momente Mm für zwei senk
recht übereinander liegende Punkte m gleich gross; M°m = Jl“.
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Fig. 359.

So lange also der Knotenpunkt m unbelastet ist, stimmt die Einfluss
linie für —- Vm : y mit der Einflusslinie für

Mm+1
^OT+l

überein. An der Stelle m unterscheiden sich die Ordinaten dieser beiden 
Linien um den Werth 1 : y.

Wir wollen noch zwei andere Verfahren zur Ermittlung der Ein
flusslinien der Stabkräfte angeben.

Das erste setzt gleiche Feld weiten voraus und beruht auf Ver- 
werthung des in Band I, § 33 mitgetheilten Zimmermann'sehen Ver
fahrens. Es ist in Fig. 360 für einen Theil eines Ständerfachwerks 
mit obenliegender Fahrbahn dargestellt worden. Mit Hilfe der Ordi
naten und 7j" der Mm : X-Linie und Ifm_i : A-Linie sind die irgend 
einer Lastlage P entsprechenden Ordinaten y]D und r\v der Dm-Linie 
und F^-Linie bestimmt worden.

Ein anderes Verfahren bringt die Spannkräfte S in den Stäben 
auf die Form

P»lĄ-\ COS 9 m-i- 1
hm

S — So -j- SV M, -j- Sn Mn,
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geradlinigen oberen oder unteren Gurtung zu einer erheblichen Zeit- 
ersparniss führt.

Ist die eine Gurtung, beispielsweise die obere Gurtung, geradlinig 
und ß ihr Neigungswinkel, Fig. 359, so besteht zwischen Vm und 

die Beziehung

1 cos ß -f- Dm+\ cos (ß -j- 9«*h-0 ~f~ Pm cos ß = 0

Dm+ 1

und aus dieser folgt
Vm PmD>n+1 cos 9„[+1
T T

COS (ß + 9m+l)wo y
COS ß COS 9m+1

I,
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wo S0 die Spannkraft für ff/j = 0 und Mu— 0 ist, d. h. für den Fall, 
dass die MittelöfFnung durch Beseitigung der den Mittelstützen C1 und 
U2 gegenüberliegenden Gurtstäbe in einen einfachen Balken verwandelt

wird, während ST und Su die 
Spannkräfte für die in den Fi
guren 361 und 362 darge

stellten Belastungszustände 
Mi= 1 und Mu— 1 bedeuten.

154. Die bei der Unter
suchung von Eisenbahnbrücken 
zu leistenden zeichnerischen Ar
beiten werden erheblich verein
facht, wenn man die im I. Bande 
auf Seite 168 unter No. 99 
gegebenen und begründeten 
Rathschläge befolgt. Danach 
empfiehlt es sich, bei der Unter
suchung der in den Stäben der 
Mittelöflhung durch möglichst 
ungünstige Belastung der Mit
telöflhung hervorgerufenen Be

anspruchungen, einzelne Theile von Fahrzeugen zu vernachlässigen, 
welche auf die Seitenöftnungen zu stehen kommen. Man braucht dann 
von den Einflusslinien für die Momente, Querkräfte und Stabkräfte S 
der Mittelöffnung nur die zwischen den Stützen I und II liegenden

O P-I
V

//(/'
m

?/ß
r/'

,,//?/7
T /IT rn fm-t

Hk:
iißi&

i
I A)

Fig. 360.

Ag§
■Ær

!i
& /i 1-4 - — 4im I/4 4

Fig. 361. Fig. 362.

Zweige zu zeichnen, und findet die ungünstigste Wirkung der Belastung 
der Seitenöffnung auf die in Rede stehenden il/, Q und S sehr schnell 
wie folgt. Man stellt über der rechten Seitenöffnung den Eisenbahnzug 
so auf, dass ein möglichst grosses Moment Mu entsteht; vernachlässigt 
hierbei den etwa über der Mittelöffnung stehenden Theil des äussersten 
Fahrzeugs und zeichnet mittels des Festpunktes L die in Fig. 353 
schraffirte Momentenfläche; diese giebt den Einfluss der behandelten 
Belastung auf das Moment für jeden Querschnitt der Mittelöffnung an.
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Mn—MiDie für das Trägerstück Cx C2 konstante Querkraft ist Q
h

und der Einfluss auf die Stabkräfte S der Mittelöffnung ist S = NjAZ/ 
-J- Sn Mn.
lastung der linken Seitenöffnung untersucht.

155. Die Widerstände der Mittelstützen. Es seien r—1, r, 
r -f- 1 drei aufeinander folgende Stützpunkte eines über beliebig viele 
Stützen greifenden Balkens, M 
Cr, Cr+i die Stützenwiderstände. Cor bedeute den Werth, welchen 
Cr annehmen würde, wenn sämmtliche Stützenmomente gleich Null 
wären, wenn also die Trägerstücke lr und Ir+l in einfache Balken ver
wandelt würden. Ueben die ein
fachen Balken lr und lr+l auf die 
Stütze r die Drücke B,. und A 
aus, so ist

Und ganz in derselben Weise wird der Einfluss der Be-

Mr, Mr+i die Stützenmomente, Cr_ur- 1J

C \c,
r-f 1 TT/'/ X/AJ

Cor --- Br -f- Ar+1.
Nun ist die Querkraft für 

einen unmittelbar rechts oder 
links von r gedachten Querschnitt des durchgehenden Balkens:

Mr — M,

Fig. 3C3.

Mr+1 — Mr BrQ2 — ^ bezieh. Qx =»•+i lrlr+1
und man erhält daher wegen Q2 — Qi Cr, den allgemeinen Ausdruck:

Mr_x — Mr MyĄ. 1 My
Cr = CorĄ

lrK + 1

Hiernach ergiebt sich für den Stützenwiderstand Cx des Trägers 
mit drei Oeffnungen (da das Moment M für die Endstütze gleich 0 ist) 
der Werth

Mn—M;Mx
Cx=CoX

h h
und es ist deshalb die Cx-Linie bestimmt durch die in Fig. 364 dar-

BC,C,

„iKlll/

Fig. 364.

gestellte C0l-Linie, und die Einflusslinien für Mx und Mn. In gleicher 
Weise wird auch die C2-Linie ermittelt.
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156. Die EinfLusslinie für die Vertikale über der Mittelstütze
erhält man mit Hilfe einer Bedingung für das Gleichgewicht der am 
oberen oder unteren Knotenpunkte (Fig. 365) angreifenden Kräfte.

Ist die obere Gurtung geradlinig, so 
zerlege man die in n angreifenden Kräfte 
rechtwinklig zu 0 und nach der Rich
tung von 0 und setze die Summe der 
rechtwinklig zu 0 wirkenden Kräfte 
gleich Kuli. Man erhält dann Vn aus
gedrückt durch Dn, Dt und Pn. Sonst 
betrachte man den unteren Knotenpunkt, 
bilde die in der Richtung der einen 
unteren Gurtung und rechtwinklig hierzu 
wirkenden Seitenkräfte rrnd setze wieder 
die Summe der letzteren gleich Null. 
Man erhält dann V ausgedrückt durch 
U1 und C oder Un und C.

Andere Behandlungsweisen des durchgehenden Balkens auf 4 Stützen 
findet man in den folgenden Paragraphen.

ir

L\
r

Fig. 365.

§ 14.

Durchgehender Balken mit beliebig yieien Stützen.

157. Die Elasticitätsgleicbungen. Ein über (ft -j- 1) Stütz
punkte greifender, nirgends durch ein Gelenk unterbrochener Balken 
ist (n—l)-fach statisch unbestimmt, weil es der Beseitigung von

~-----4/----- Ÿ 4 T 4' '“I
:

I. 11 1__1

(ft — 1) Stützen bedarf, um diesen Träger in einen statisch bestimmten 
zu verwandeln. Die Untersuchung dieses Balkens soll zunächst ganz 
allgemein durchgeführt werden, ohne Rücksicht darauf, ob ein Fach
werk oder ein vollwandiger Träger vorliegt.

------
r»



Drei beliebige aufeinander folgende Stützpunkte mögen die Ord
nungsziffern r— 1, r, r-j- 1 tragen, ihre wagerechten Abstände seien 
I,-, lr+u Fig- 366. Die Geraden r — (r—1) und r—(r-|-l), welche 
den Punkt r mit den benachbarten Stützpunkten verbinden, nennen wir 
das ru Geradenpaar, und den Winkel, um welchen sie sich in Folge des 
Nachgebens der Widerlager gegen einander drehen, bezeichnen wir mit 
t,.. Bedeutet 5,. die nach oben positiv genommene lothreehte Verschie
bung des Stützpunktes r gegen die Punkte (?---- 1) und (r -\- 1), so
besteht die Gleichung

4-f-1 j A A+i 1 A
lr /r-i_ i

/j. x— S,.(1) d. h. xr = 5,.
Ir+ 1

welche gestattet, aus einem gegebenen §,. auf die Drehung xr zu 
schiiessen. Drückt man 
nun andrerseits xr durch 
die auf den Balken wir
kenden Kräfte und die

(d)<\\

Temperaturänderungen 
so erhält man eine >aus,

Elasticitätsbedingung, 
und es leuchtet ein, dass 
sich durch Wiederholung 
dieses Verfahrens ebenso

a -

! Mt
i kAi rJdigsrviele Gleichungen auf

stellen lassen, als Mittel
stützen vorhanden sind — 
im ganzen also (n — 1 ) 
Bedingungen.

Als statisch nicht be
stimmbare Grössen sollen 
die Stützenmomente Mx, 
M2, . - • d/,._i, Mr, Mr+1, 
. . . A/„_i eingeführt wer
den, und es kommt daher 
zunächst darauf an, die 
Biegungslinien für die 
Zustände

cr

j
I

: A
-fl‘-fffTTTT

i i
ji

/O’-iJ' r1 fcc-J7% Prt mr-z/
■

i*-—4--t-—kr-*1
Fig. 367.

— 1, M2=— 1

aufzutragen, sowie die gegenseitigen Drehungen der den Mittelstützen 
1, 2, . . . r—1, r, r-j-1, ... n—1 entsprechenden Geradenpaare zu 
ermitteln. Hierbei bezeichnen wir allgemein mit xpq die gegenseitige

M,. — — 1, MnMi = — 1-1
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TT
"“A

U



Zweiter Abschnitt. — § 14.384

Drehung des pten Geradenpaares in Folge Mq——1 und erinnern an die 
in der Einleitung bewiesene Beziehung

(2)

Fig. 367b zeigt die Momentenfläche für den Zustand Mr = —1,
erzeugt durch die aus vier Kräften ^

einheit des rten Geradenpaares.*) Fig. 367° sei die zugehörige Biegungs
linie, d. i. das Seilpolygon der in bekannter Weise aus dem Momenten- 
dreiecke Ar berechneten Gewichte w**); die äussersten Seilseiten sind 
als Biegungslinien der links von r— 1 und rechts von r -|- 1 gelegenen, 
bei Eintritt des Zustandes Mr — — 1 spannungslosen Balkenstücke 
aufzufassen, und es leuchtet zunächst ein, dass der fragliche Belastungs
fall nur auf die gegenseitige Drehung des (r—i)ten, rten und (r-j-1) 
Geradenpaares von Einfluss ist, dass sich also

^(r-i)r == 0» ^(r—3)r == 0, . . .

^(r-\-2)r == 0; =: 0, . . .
ergiebt. Drückt man demnach die Drehung Tr durch die Lasten P, 
die statisch nicht bestimmbaren Grössen M und die Temperaturände
rungen aus, so erhält man mit Rücksicht auf die Gleichungen (3) die 
der Stütze r entsprechende Elasticitätsbedingung:
(4) rr = 2 Pm — Tr(r_,) Mr_ ! — xrr Mr — Tr(r+1) Mr+i -f xri,
wo Trt den Einfluss der Temperaturänderung bedeutet.

^r(r-l) “(r-l)f> *rrj ' ' ^"(r+l)r Sind duich

die Biegungslinie in Figur 367° gegeben; während sich xrt mit Hilfe 
eines die Gewichte wt verbindenden Seilpolygons in der Form

^ bestehende Belastungs-1 1
lr lr+1

ten

{(3)

Die Werth e r >

■ 1 | ! r
(5) ^rt ----- C'rt

lr+1 A

darstellen lässt, Fig. 36 7°. Werden noch die für den Fall sehr kleiner 
der hier ausschliesslich ins Auge gefasst wird —Formänderungen — 

gütigen Beziehungen

ly+\ —f~ !ydr dy+l
(6) ■; W(^+i) -—"“r(>— 1 ) ----- , ) ~rr ly+\ ly lr+lIr

eingeführt, so geht (4) über in :

*) Vergl. Seite 31—33.
**) Für das Fachwerk erfolgt die Berechnung der w nach § 12, No. 117. 

Es ist in der Regel zulässig, den Einfluss der Füllungsstäbe zu vernachlässigen. 
Für den volhvandigen Balken, für den obige Gleichungen ebenfalls gelten, wird 
die Ermittlung der Gewichte ic in der zweiten Abtheilung dieses Bandes gezeigt 
werden.



+ v( dr+1cr c,.
31, .AT,., wo•-i ■+ily+\ lr+ 1

lr —(— l,.+ \{2P„5„Nr= —
+ 1

(V

(8)

Dabei ist das Vorzeichen des Gliedes NPmömr umgekehrt worden, 
weil von jetzt an unter hmr stets der absolute Werth der fraglichen Or
dinate der Biegungslinie verstanden werden soll.

Wir wollen in diesem Paragraphen voraussetzen, dass die Stützen
verschiebungen èr gegebene, durch Beobachtung gefundene Grössen 
sind, sie mögen also von Ursachen herrühren, die sich der Vorausbe
rechnung entziehen, wie beispielsweise das Nachgeben der Fundamente. 
Wären die h,. abhängig von den Stützendrücken, so müsste man diese 
Drücke auf die in No. 155 beschriebene Weise durch die Stützenmo
mente ausdrücken. Ist dann hr nur abhängig von C,., so treten in 
der Gleichung 7 ausser den Momenten 3T,
Momente 3L

Mr und Mr+i noch die 
auf. Eine allgemeine Untersuchung dieses 

Falles soll in der zweiten von den vollwandigen Systemen handelnden 
Abtheilung dieses Bandes gegeben werden ; sie ist für den vollwandigen 
Balken wichtiger als für den gegliederten ; ihr Hauptanwendungsgebiet 
bilden die Schiffbrücken und die durchlaufenden gelenklosen Schienen
träger der Eisenbahnbrücken.

1 !
und Mr -2 r+2

Die (n -—-1) Gleichungen, welche sich nach Art der Gleichung 7 
aufstellen lassen, nennen wir die Grundgleichungen; wir werden sie 
später meistens in der bequemeren Form schreiben:

txrilP_i —j— $rMr —}- oc,.+1 Mr+l = Nr(9)
wobei also:

CLr U-(r-l)! ßr U-r ) fl ------- ------ ”^r(f+l).(10)

Ehe wir uns mit der Auflösung dieser Gleichungen beschäftigen, 
machen wir darauf aufmerksam, dass bis jetzt stillschweigend voraus
gesetzt worden ist, es seien die Biegungslinien mit der Polweite 1 ge
zeichnet und die Gewichte w aus den Längenänderungen der Fachwerk
stäbe berechnet. Wählt man nun die Polweite = wP, giebt dem Drei
eck A,. die beliebig gewählte, aber für alle Stützpunkte feste Höhe ijc,

ys Fc
r2 F r2EF ^eite 359)> 

so muss man die Werthe d, c und hmr noch mit ivP:EFcyc multipli- 
ciren, oder — was auf dasselbe hinauskommt 
durch jenen Ausdruck dividiren. Sind ausserdem die Gewichte wt für 
e = 1 berechnet (Seite 371) worden, so muss ct in (8) noch mit s

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.

und setzt man schliesslich w statt iv

das Glied hr -J- crt

25
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denen sich die einfache Beziehungaus
a . b'

r ”7 7o a

158. Die Festpunkte L und li. Erstes Verfahren zur Auf
lösung der Elastieitätsgleichungen. Wir verfolgen jetzt nur den 
Einfluss der Lasten P, nehmen also 8,. = 0 und crt = 0 an; auch 
setzen wir zunächst voraus, dass nur ausserhalb der Oeffnungen lr, lr+l 
Kräfte P auftreten. Die Momentenlinien der Balkentheile Zr+1 be
stehen dann aus zwei durch die Stützenmomente M, 
stimmten Geraden mit den Nullpunkten Lr, Lr+X, und zwischen jenen 
drei Momenten gelten die Gleichungen:

arMr-i -j- ß,. Mr -\- a,.+1 il4+1 = 0

Mr, Mr+1 be-r - 1 ?

(12)
b'

; Mr+X — — Mr—y (s. Fig. 368),(13) Mr-x = — Mr

ergiebt. Mit Hilfe derselben lässt sich die Lage des einen Nullpunktes 
leicht bestimmen, sobald die des anderen gegeben ist. Bringt man 
nämlich die Senkrechten durch Lr und L 
der für den Belastungsfall Mr = 
und Lr+X' zum Schnitt, so findet man:

mit den äussersten Seiten 
1 gezeichneten Biegungslinie in L,'.

r-f-1

ß,. = ÖL -j- Oi"

Z r (r— l)' = a' = ar = a =ar+l

also:

*) Man denke daran, dass es sich hier um sehr kleine Formänderungen 
handelt. In Fig. 368 wurden nur die Punkte (?• — 1)', r\ (r-j-1)' und die 
äussersten Seiten der fraglichen Biegungslinie gezeichnet. Vergl. auch Fig. 367c.

Zweiter Abschnitt. — §14.386

multiplicirt werden und man erhält, wenn die Polweite des die Ge
wichte wt verbindenden Seilzuges = wtP angenommen wird:

EFc(lr -j- h+\)yc (br -f- £Crt WtP^ }•N,. — — | 2 Pm hmr -j-
(11)

IV plr lr-\-1

Die Strecken hmr, yc, hr, crt, lr, lr+l werden mit ein und dem
selben Längenmaassstabe gemessen, wP und wtP sind (ebenso wie die w) 
Zahlen. EFC ist eine Kraft, Nr ein Moment.

Solange nur der Einfluss der Lasten P untersucht wird, hat man 
lediglich darauf zu achten, dass sämmtliche Momentendreiecke A die
selbe Höhe yc erhalten und sämmtliche Seilzüge mit der gleichen Pol
weite wP gezeichnet werden; wie gross yc und ivP gewählt werden, ist 
dann gleichgültig.

TX

er
-4 I

 S



und hieraus folgt, dass die drei Punkte Lr, r, L 
liegen*)

in einer Geradenr+1

Wir setzen voraus, dass nur die rte OefFnung belastet wird, und dass
die Stützenmomente Mr_x und Mr auf irgend eine Weise gefunden sind. 
Innerhalb einer unbelasteten OefFnung besteht die Momentenlinie aus 
einer Geraden, Fig. 369. Die Nullpunkte dieser Geraden seien links von 
der belasteten OefFnung: L1, L2, L3, . .. rechts davon: En, Rn_x, R„.2 • • • 
Der Punkt L1 fällt mit 
dem Stützpunkte 0 zu
sammen; seine Lage ist 
also bestimmt, und damit 
sind auch schrittweise

a —
rr

Tr
mittels des soeben be
wiesenen Gesetzes die 
Punkte L2, L3, . . . ge
geben. Und ganz auf 
dieselbe Weise kann man, 
von Rn ausgehend, der 
Reihe nach R„_u P 
finden.

Xf

\)C„

d- fj ‘
Fig. 368.n-2i • • •

Die Lage der Punkte L und R ist ganz unabhängig von der Be
lastung des Balkens; sie ist vollständig bestimmt durch die den Zu
ständen Ml = — 1, M2 — —1, ... entsprechenden Biegungslinien. Es 
führen deshalb diese Punkte den Namen Festpunkte ; ihre Ermittlung

/
Il IAZ li

BnTt-Z n
rt r

I n-£i TÎ Tn-tn-t! + Affz

Fig. 369.

ist die erste Arbeit, welche bei Untersuchung eines über mehrere 
Stützen greifenden Balkens auszuführen ist. Kennt man die Punkte L 
und R, so ist man nach Figur 369 im Stande, den Einfluss der Be
lastung irgend einer OefFnung auf die Momente aller übrigen OefF- 
nungen schnell anzugeben, sobald die Momente für die jene belastete 
OefFnung begrenzenden Stützpunkte gefunden sind.

*) Ein Sonderfall dieser Beziehung wurde bereits im § 13 gefunden.
25*
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Zweiter Abschnitt. — § 14.388

Wir bezeichnen nun mit ar und br bezieh, a ’ und br die Strecken, 
in welche die OefFnung lr durch den Festpunkt Lr bezieh, den Fest
punkt Br zerlegt wird, Fig. 370, setzen

K'K = y-r,(14) ■ ■ 7ara,.
und erhalten für den Fall, dass nur rechts von r Lasten auftreten, 
dass also die Momentenlinie der OefFnung lr eine durch den Punkt Lr 
gehende Gerade ist, die Beziehung:

Mr — —
welche in Verbindung mit der Elasticitätsbedingung:

IXr^Mr.2 —|— ïr-lMr-i ~~J- <XrJ\Ir = 0
zu der Gleichung

a,._ii¥r_2 -f- ßr_i M,.^i = xr a,. Mr 
führt, und diese letztere bleibt auch bestehen, wenn zwischen r— t 
und r Lasten hinzutreten, weil hierdurch das Verhältniss zwischen den 
Momenten M,
Gleichung (15) ist nur an die Bedingung gebunden, dass der Träger 
zwischen 0 und r—1 unbelastet bleibt; und ganz ebenso lässt sich, 
zeigen, dass zwischen Mr und Mr+X die Beziehung besteht:

<xr+lMr+i -f- firMr — x/ otrMr,

(15) -1

nicht beeinflusst wird. Die Gültigkeit derund M,r-2 »-1

(16)
sobald rechts von r keine Lasten auf den Balken wirken. Ist also- 
nur die OefFnung lr belastet, so gilt sowohl (15) als (16) und die 
beiden Elasticitätsbedingungen :

a,._!-j- -f- a.,.Mr = — 2POT6OT(r_i)
a,.Mr.\ —(— ßril/r -J- a.r+lMr+l = — iSPm8mr

gehen über in
Sm5», (*•-1)(r-1) 2PmX,. ilIr _ i —j— Äfr — — k Pm dra,.

(17)
hmr

Mr-1 -f- x,. Mr------  —' P,n 2P„ lr)dr
sie führen zu einer sehr einfachen Darstellung der Momente Mr-\ und Mr► 

Trägt man nämlich Mr-\ und Mr bei (r —- 1) und r als Ordinaten 
auf, Figur 370, und verbindet die Endpunkte derselben durch eine 
Gerade, so sind die Ordinaten dieser Geraden an den Stellen Lr und B,i

a,.

K arar (d/t._rx,. -j- il/,.)+ M,Y= M,r- 1 T-
r lr lr

- (Mryr -j- dP-i),

lr
ü'
K



rt A, A'-"'"
Cfp

//
PiÀ, I/

h- ^jr\
I i

i/V,
I *;T ■i I*
■~*'4-----1
— r—*i€-*------)c---

Fig. 370.

K, En..
JS&2- \- * E'rM PUr gilr /

woraus mit Beachtung der Gleichungen 17 :

2pm5m(r_1); r = - a'.
2Pw8m,.,(18) Y= —

dr
und diese Werthe lassen sich leicht zeichnerisch bestimmen. In Fig. 370 
ist beispielsweise die Ei'mittlung von Y und Y' für den Fall einge
tragen, dass nur eine Einzellast P wirkt, und damit ist die Aufgabe
gelöst, die Zweige (?---- 1) — r der Einflusslinien für Mr_x und Mr zu
zeichnen.

Will man den Einfluss der Last P = 1 nicht nur auf und
Mr sondern auf sämmtliche Momente der Oeffnung lr haben, so muss 

die in Fig. 370 dax-gestellte durch Schraffirung hervorgehobene

, denn

man
pEMomentenfläche auftragen; dieselbe ist bestimmt durch 0 =

lr
das Dreieck ECE' ist die Momentenfläche eines einfachen Balkens lr. 
Die Strecke 0 aber wird als Ordinate einer Parabel erhalten, deren
Pfeil = 0,25 PL ist.

Jetzt lassen sich alle bei der Untersuchung des Balkens auftreten
den Fi-agen auf dieselbe Weise erledigen wie bei dem im § 13 be
handelten, auf 4 Stützen ruhenden Balken. Wir verweisen besonders 
auf die in den Figuren 355 bis 357 dargestellten Verfahren. An die 
Stelle von Mi und Mn treten Mr_x und Mr. Ebenso können für die 
Querkräfte die früheren Untersuchungen benutzt werden. Die ^-Flächen 
für die Oeffnung lr lassen sich z. B. nach dem in der Fig. 354 dar
gestellten Verfahren aus der Einflusslinie für den Ausdruck (Mr—Mr__x):l,. 
herleiten.

Den Einfluss der Belastung der übi'igen Oeffnungen auf die Stab
kräfte der Oeffnung lr kann man auch mit Hilfe der Gleichung finden 

S = Sr.\Mr.\ -j- SrMr,(19)

Durchgehender Balken mit beliebig vielen Stützen. 389
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Mg. 371.

tragen, ihre Endpunkte durch die Geraden glt g2, ... verbunden und 
nennen den auf diese Weise entstandenen Linienzug kurz das M-Polygon. 
Fig. 371 stellt das (r—l)te und rte Feld dieses Polygons dar. Wird 
die Senkrechte I,. so gezogen, dass sich die Strecken, in welche sie lr

Zweiter Abschnitt. — §14.390

welche der auf Seite 381 benutzten Gleichung entspricht, 
z. B. der Einfluss der Belastung einer rechts von lr gelegenen Oeff- 
nung lv gesucht, so bestimme man mittels des von Stütze (v — 1) bis 
Stütze v laufenden Zweiges der Mv_x-Linie das Moment M, 
mittels eines nach Fig. 369 durch die Festpunkte L 
geführten Geradenzuges die Momente M,

Wird

hieraufV- 1 J

_ 3 , . .v-2 >

i-3 »

und setze die letzteren in die Gleichung (19) ein.
Auch leuchtet ein, dass man durch Anwendung der Gleichung

Mr, Mr.v-2 j

S = S0 -f- Sr_iMr-i -f- SrMr (entsprechend der Formel auf Seite 379) 
die zwischen (r— 1) und r gelegenen Zweige der ^-Linien gewinnen kann.

Ganz besonders einfach gestaltet sich die Untersuchung eines End
feldes. So kann man z. B. alle zur Behandlung der Oefinung lx er
forderlichen Einflusslinien auf die im § 13 in No. 152 gezeigte Weise 
aus der Einflusslinie für den Widerstand A der Endstütze herleiten, 
nachdem man die A-Linie mit Hilfe der Mx-Linie bestimmt hat. Es 
liegt hier die Umkehrung der in No. 152 gelösten Aufgabe vor; dort 
wurde die Mx -Linie aus der A-Linie entwickelt.

159. Zweites Verfahren zur Auflösung der Grundgleichungen:

oc,. ]\Tt. _ i —|— ß,. ATr —j— i AI,

Wir setzen einen beliebigen Belastungs- und Temperaturzustand vor
aus, denken die Stützenmomente nach Fig. 371 als Ordinaten aufge-

= N.•+i —

4 R,//r

£4:rl'~7----
r

C'Asi'

(o
Ào

*

*ry
*5
3

—
A

l

—
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zerlegt, zu einander verhalten wie a,. zu ßr, so ist die von der Geraden 
gr auf der Senkrechten Ir abgeschnittene Ordinate:

3/,._ i a,. —(— Mr ß,.(20) F
O-r “H ßr

und die rte Grundgleichung lässt sich mithin auch schreiben:
(ar -j- ßr) Y -1- a^+1 Mr+x = .Vr.

Zieht man nun die Senkrechte IIr so, dass sie die Strecke lr+l-\-<x,.lr 
im Yerhältniss

(21)

c : c — (ar -j- ß,.) : a,.+l
theilt, so schneidet die Gerade U'C', welche die Endpunkte von Fund 
J/r+1 verbindet, auf II,. die Ordinate

(22)

3 c —(— c F (a,. -(- ß,.) -f- 3/r+1ar+i
(23) Tr =

a,. ß,. -j- a^+tc —}— c
ab, und es folgt aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit der Be
ziehung (21) das Gesetz:

Die mit Iliife der Senkrechten Ir bestimmte Gerade V C 
schneidet auf der Senkrechten IIr das gegebene Moment ah:

Nr
(24) ErEf = Tr =

ar “f“ ßr “f“ ar+l

Jetzt werde angenommen, es sei ein Punkt Lr' der Geraden gr ge- 
durch Lf verschiedene Geraden gr gelegt, so kann

man
geben. Denkt man

jeder derselben die zugehörige Gerade gr+\ finden, indem 
dem Punkte ü', in welchem die gr von der Ir geschnitten wird,

man zu
von
durch den festen Punkt E,'. die Gerade U Ef C zieht und C mit B 
verbindet. Alle die Geraden gr+i, welche in dieser Weise zu verschiedenen 
Geraden gr gezeichnet werden können, schneiden sich in einem Punkte 

welcher auf der durch die Punkte LJ und Er bestimmten GeradenL'r+lł

liegt und gefunden wird, indem zu 
gr+x gezeichnet und mit der Geraden Lj Ej zum

Uebersichtlicher aber verfährt man, wenn man 
recht unter Lj gelegenen Punkte Lr ausgehend, zunächst auf die Lage 

scbliesst. Man legt durch Lr eine beliebige Gerade, welche

einer beliebigen gr die zugehörige 
Schnitt gebracht wird.*) 

von dem senk-

von Lr+1

*) Es folgt dies aus dem bekannten Satze der Geometrie der Lage: Be
wegen sich die Ecken (U\ B\ C') eines Dreiecks auf drei Strahlen (F, B B, 
C'C) eines Strahlenbüschels, und gehen hierbei zwei Seiten (gr und U C) des 
Dreiecks durch feste Punkte (LJ und Ej), so geht auch die dritte Seite (gr+i) 
durch einen festen Punkt (Lr+i)i welcher mit den beiden anderen festen Punkten 
in einer Geraden liegt.
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die Senkrechten und B'B in ü" bezw. B" schneidet, führt hierauf 
durch U" und Er eine Gerade bis zu ihrem Schnittpunkte C" mit der 
Senkrechten durch C und zieht schliesslich die Gerade C B . Letztere 
bestimmt dann den Punkt Lr+[.

Mit Hilfe der vorstehenden Entwicklungen ist man im Stande, das 
M-Polygon zu zeichnen. Die Gerade^ Fig. 372 geht (wegen M0 = 0) 
durch den Stützpunkt 0; es fällt also Lx mit 0 zusammen. Aus der

£ & 4fX ilp
jf "Hji —VT'f 1.XU', 1'1 ,//P I 'Hé 1:7JT\ '» ■

k_A-.1yZ. \nS>
7, ■x

Fig. 372.

Lage von Lt schliesst man in der vorhin beschriebenen Weise auf die 
Lage von L2, sodann auf die von L3, L± . 
zug LVLÎ L3' . . ., dessen Seiten auf den Senkrechten IIX, II.2, II3 . . . 
die gegebenen Momente T1, T2, T3 ... abschneiden. Jetzt ist in jeder 
Oeffnung ein Punkt L' des M-Polygons bekannt, und da die Gerade 
gn nicht nur durch Ln' sondern auch durch den Stützpunkt n gehen 
muss, so ist der Linienzug gn, gn_i, . . . g1 bestimmt.

Man kann natürlich auch in der Weise vorgehen, dass man nicht 
von Lx, sondern von dem in der letzten Oeffnung gegebenen, mit Stütz
punkt n zusammenfallenden Punkte Fn ausgeht, in den vorhergehenden 
OefFnungen Punkte E 
wie vorhin die Punkte L2, L3, . . ., hierauf mit Hilfe der T„_u T„_2, • • . 
einen Linienzug E'n_u E'n_2 • • • zeichnet und schliesslich g1 durch Lx 
und Ex legt. Zur Ermittlung der Punkte E sind (an Stelle der /,.) 
Senkrechte l' zu bestimmen, welche Jr+l im Verhältniss <xr+x : ß,. 
theilen, Fig. 373.

Es ist leicht einzusehen, dass die Punkte L und E mit den früher 
benutzten Festpunkten übereinstimmen. Zu diesem Zwecke nehme man 
nur eine einzige Oeffnung belastet an und streiche die von den Tem
peraturänderungen und Stützensenkungen abhängigen Glieder der 
Werthe T. Dann gehen die Geraden g der links von der belasteten 
Oeffnung gelegenen OefFnungen durch die Punkte L und die Geraden g

und "zeichnet den Linien-

. . . Ex auf ähnliche Art bestimmt,B„ . .n — 1 5



Hieraus folgt,der rechtsseitigen Oeffnungen dui*ch die Punkte R. 
dass man die beiden hier mitgetheilten Verfahren zur Ermittlung der
Stützenmomente auch miteinander vereinigen kann, so zwar dass man 
die Punkte L und R auf die früher gezeigte Weise mit Hilfe der 
Biegungslinien bestimmt und nun das ilf-Polygon aus den Momenten T 
ableitet. Dieser Weg ist sehr zu empfehlen bei Aufsuchung des Ein
flusses von Temperaturänderungen auf einen im übrigen nach No. 131 
mittels Einflusslinien zu behandelnden Träger. Die Momente T sind 
hier durch die Gleichung bestimmt:

zEFc(lr -|- lr+i) yc— 1
Tr Crt-

O-r “l- ßr ar+l

Werden negative T in Fig. 372 oberhalb der Achse 0 — n auf
getragen, so sind auch die Stützenmomente negativ, sobald sie durch 
oberhalb der 0 — n liegende Ordinaten dargestellt werden.

In Figur 37 3 ist noch gezeigt worden, wie die Senkrechten Ir> 
IIr, I,', mit Hilfe der Biegungslinie für den Zustand Mr — — 1 gefunden 
werden können. IIr geht durch den Schnittpunkt der äussersten Seil
seiten, Ir und I,! gehen durch die Punkte, in denen die Endseiten von
den Schlusslinien (r -j- 1)' — r bezieh. (1---- l)' — r getroffen werden.
Der Beweis ist leicht zu führen.

Es sei schliesslich noch

K v+i WtP

Fhervorgehoben, dass das 
zweite Verfahren, die Elas- 
ticitätsbedingungen aufzu
lösen, insofern von grosser 
allgemeiner Bedeutung ist, 
als es die zeichnerische Be
handlung von Gleichungen 
gestattet, welche dieselbe 
Form haben, wie die Be
ziehungen

//
JLŹttrr

r AA/- / 1

I

Æ

Vr-tJ '

(Xy My_ t —J“ JJ,. My
-j- tzr+1 My+1 = Nr\ Fig. 373.

und Gleichungen dieser Art
begegnet man in der That bei statischen Untersuchungen sehr häufig. 
Eine besonders wichtige Anwendung wird der den Nebenspannungen 
gewidmete Theil unseres Buches bringen.

160. Angenäherte Ermittlung der Stützenmomente. Zu be
deutenden Vereinfachungen gelangt man, wenn man bei der Berechnung

der Gewichte w (Seite 385) die Werthe ,, -2- konstant annimmt und

Durchgehender Balken mit beliebig vielen Stützen. 393
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die Einzelkräfte w durch eine, unendlich kleinen Stablängen entsprechende, 
stetige Belastung ersetzt, ein Verfahren, das nach den Erfahrungen des 
Verfassers bei Parallelträgeni und bei Trägern mit schwach gekrümmten 
Gurtungen recht befriedigende Ergebnisse für den Einfluss der Lasten P 
liefert. Die in Fig. 374b dargestellte Momentenfläche für den Zustand 
Mr = — 1 wird als Belastungsfläche aufgefasst. Das zugehörige Seil-

A

(c)
cr

(V

T'P ! r+1 , ,
"t—M7'-/

i
Vv

<—/ --X-I

7. (d)

------- Xy, -------X"------ 7 ------>il'i-l
Fig. 374.

polygon (Polweite = 1) zeigt die Fig. 374c; es liefert die Werthe Sm,., 
dr, dr+1, cr. Die Belastungsfläche besteht aus zwei Dreiecken von den

Inhalten und —r* - ; sie erzeugt an der Stelle r eines einfachen in
Z u

den Punkten r — 1 und r -f- 1 unterstützten Balkens das Biegungs
moment

I ^•+1
L 2

l 2 Ir
3 W,J

•iFL'' + f- •rfr+l1
Cr

lr -]— /r+1 3

Betrachtet man die beiden Dreiecke als Belastungsflächen einfacher 
Balken von den Stützweiten lr und lr so findet man für die in 1---- 1+n



und r-j- 1 angreifenden Stützen widerstände die Werthe — lr und —-
6 6 lf+i’

Da nun die Querkräfte für die Balken-Querschnitte bei (r—1) und 
(r -(- 1) gleich den entsprechenden Stützenwiderständen sind und da

ist, so ergehen sich nach Fig. 374d die Be-dM
weiter allgemein Q 

Ziehungen
dx

d yĄ. ] ^/*+ 1dy und
lr lr+1 6

My_\ly -j— 2 My(ly -j“ ly+ ]) -|- My+\ly+\ - - -  Ply <S)j) P ly+\(27)
wo

? Ś3
<Oxi

lr3
(28)

? '3
(Oxi lr\K+1

Dabei ist Öm). das Biegungsmoment für den Querschnitt m eines mit 
der Dreiecklast ^ lr belasteten einfachen Balkens von der Stützweite 1,.. 
Man findet

§ y/s
6 V

r>S— 1r ly ly3

Die Werthe (Ox> und sind in der Tabelle auf Seite 396 für 9 Theil- 
punkte angegeben. Man wird die mit ihrer Hilfe für die Stützen
momente berechneten Einflusslinien zunächst als stetig gekrümmte 
Kurven zeichnen und schliesslich Polygone einbeschreiben, deren Ecken 
den Angriffspunkten der Querträger entsprechen.

Bezeichnet man also den nur von dem Verhältnis B, : lr abhängigen 
Klammerausdruck mit «x>, wobei der Zeiger D an die Dreiecklast ei- 
innern soll, und nimmt man in jeder der beiden Oefifnungen eine Einzel
last an, so erhält man die Gleichung

und die auf Seite 385 abgeleitete Gleichung 7 geht über in

My _ 1 ly —(— 2 Mr(j/y ~\[~ lyjy Q “j“ My+\ly+\ = Ny 

Ny= — G2Pmhmy.

(25)

(26)wo

Durchgehender Balken mit beliebig vielen Stützen. 395

cD
TV

ro
 (Hy

>i
 i (TrvCi

 ^



< >r

fr

V<

r-/
jk. i'jk1

!<- ^.,------------
7V

-’— 7r+i

Fig. 375.

Zu einer einfachen Bestimmung der Festpunkte L und i? führt 
die folgende Untersuchung. Die Stützenmomente bestimmen nach 
Fig. 375 einen Linienzug . ... gr, gr+x, .... welcher auf den in den

und von r eingetragenen Senkrechten d” und d,.+l' 
3

Ir
Abständen — 

die Momente
y" _ ! 2 Mr

33
Mr+\2 Mr

Yr+; i
3 3

abschneidet. Die Verbindungslinie der oberen Endpunkte der Yr , Yr+l' 
bestimmt auf der verschränkten Stützensenkrechten vr, die von dr" den

Abstand und von dr+l' den Abstand ’3 3
Ir

hat, eine Strecke Tr, für

Zweiter Abschnitt. — § 14.396

Tabelle.
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welche sich der Werth ergiebt

y/U Y'r+ilr+i _ (Mr.r + 2 Mr) lr -f (2 Mr + Mr+l) lr+1
Tr =

ly —|— lyJyX 3 {ly -f- ly + j)
und man erhält daher den nur von der Belastung der beiden Oeff- 
nungen lr und lr+1 abhängigen Werth

Tr 3 {ly -)- ly + 1)
Kennt man also die Lage der Geraden gr, so ist man im Stande, mit 
Hilfe von Nr die Lage der Geraden g,.+x anzugeben. Sind die beiden 
Oeffnungen unbelastet, so ist Tr — 0.

Wir setzen nun voraus, dass nur rechts von r -j- 1 Lasten an
greifen. Die Geraden g,. und gr+x gehen dann nach Seite 390 durch 
die Festpunkte Lr und Lr+X. Da der Maassstab, in welchem die M 
aufgetragen werden, gleichgültig ist, so können wir, wenn der Fest
punkt Lr gegeben ist, die Lage von L,.+1 wie folgt linden. Wir legen

*
ir3 I

¥r-r^
V+!

IB
•3 ! 3

Fig. 376.

durch Ly die beliebige Gerade gr und bringen sie mit d" und der 
Senkrechten durch den Stützpunkt r in U und B zum Schnitt. Hierauf 
legen wir durch U und den Schnittpunkt der Geraden vr und r{r-\- 1) 
eine Gerade, welche die d'r+x in W trifft und ziehen die Gerade WB, 
sie schneidet die Achse r {r -}- 1) im Punkte Lr+X. Auf diese Weise 
kann man, von dem mit dem Stützpunkte 0 zusammenfallenden ersten 
Festpunkte Ll ausgehend, alle Festpunkte L und dann ganz ebenso 
von Stütze n ausgehend alle Festpunkte R bestimmen.*)

*) Auch die in der Fig. 372 dargestellte Konstruktion der Stützenmomente 
mit Hilfe der Werthe T lässt sich leicht den vereinfachten Annahmen anpassen; 
die Senkrechten v spielen dieselbe Bolle wie die Senkrechten II in Fig. 371.



Mr_1lr -j- 2 Mr (lr -J- /,.+i) -f- Mr+\lr = 0+i
und in diese ist einzusetzen:

br+1j 1 — MrMr_ j = — Mr
ar+1

Es ergiebt sich daher

lr 2 (lr -f- lr+\) lr+1 — 
Ct,.+1

0
K

und man erhält die einfache Formel
ar+1 Ir+ 1

0?) ' br+1 ar
2 (/r -f- lr+l) h ~7~

K

mit deren Hilfe man die Zahlen schrittweise berechnen kann. Ausb
der ersten Gleichung folgt

ha2
b2 2 (h + ^2)

Sind die Festpunkte gefunden, so ermittelt man den Einfluss einer 
über der OefFnung lr ruhenden Last P auf die Momente und Mr 
mit Hilfe der Gleichungen (17). Diese gehen jetzt über in

Nr-
--- --- Plr^Dxr Äfr _ 1 —j— Mr —

lr(30 ■ <
Mr_ 1 -j— x,. Mr — --- P ly fl) Jj

K r ist, mit der Bezeichnung 

lr — ar — ür = cr (Fig. 37 7)

und liefern, da xr arar

den Werth
9ay

'/ ar'l 
V cr

ar ar- r\ (br (ùj) — araD').= — PMr = — P(35.) (dpOjT)
CrCr

Errichtet man auf der Achse (r — 1) r im Punkte Rr das Loth 
P,.Pr' = er/ und legt man durch Lr und Br' eine Gerade, Fig. 37 7, 
so schneidet diese auf den Stützensenkrechten die Strecken

Zweiter Abschnitt. — § 14.398

Sehr einfach gestaltet sich auch die Berechnung der Strecken a, b, 
a, b', in welche die Stützweiten l durch die Festpunkte zerlegt werden.
Sind nämlich die Oeffnungen l1 bis lr+ï unbelastet, so gelten die 
Gleichungen

2 Mx (/j -j-1.2) -f- 4 — 0
M1/2 -}- 2 M2 (l2 -f- /3) -j- M3 /3 = 0

^ .
' f*

-
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Zahlenbeispiel. Gesucht sind die Einflusslinien für die Stützenmomente 
des in der Figur 378 dargestellten Balkens.

— 21m, l2 = 33’", 4 = 30™. l4 = 24'", 4 = 21™.

In Figur 378a sind, von Lx aus, die Festpunkte L.2, Z3, L4. L& und, von 
i?5 aus, die Festpunkte i?4, i?8, i?2, Rl mit Hilfe des auf Seite 397 (Fig. 376) 
beschriebenen Verfahrens bestimmt worden. Sodann wurden in Fig. 378b die 
Strecken f1 Je und v ermittelt. Die Ergebnisse lauten:

für die erste Oeffnung
für die zweite Oeffnung j

Oeffnung j

fi= 4,48™ 
Jcs = 11,03™ 
f2 = 10,17™

} V2 = 3,10™

8,41™ 1 
9,59™ f

Je3 —für die dritte v3 — 2,48™fs —
I Je4— 6,14™ 
\ f4 = 6,83™ 

Jc5= 5,24™.

für die vierte Oeffnung 

für die fünfte Oeffnung

*>4 = 1,64™

Durchgehender Balken mit beliebig vielen Stützen. 399

/. __ » . __ r eirfr — ar — und ty = ar —
Cr Cr

ab und man erhält daher schliesslich den einfachen Werth

(3 ^ ' Mr = -P (fr Vr <»>D )•
Und ganz ebenso findet man

3 k ) ' Mr-X =   P (kr Ci3   Vr Ox>)

wo kr die in Fig. 37 7 mit Hilfe der Geraden Lr'Br bestimmte Strecke 
bedeutet.
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Fig. 379.

Fig. 380.

und es ergiebt sich daher für eine zwischen den Grenzen ç = e und 
^ = d (Fig. 379) aufgebrachte gleichmässige Belastung der Werth

k/(Nr = —

p(d2 — e2)(2l2~ d2 — e2)
(36) Nr =

4 lr
26Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.
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Yon der Einflusslinie eines Stützenmomentes wurden nur die beiden Zweige 
gezeichnet, welche den durch den fragüchen Stützpunkt getrennten Oeffnungen 
angehören. Die Gleichungen dieser Linien sind:

linker Zweig Mi = — 4,4S (ùd
1 rechter Zweig M1 — — 11,03 <od' + 3,10 öd

linker Zweig M2 — — 10,17 wp +3,10 (ùd'
2 rechter Zweig M2 = — 8,41 coi/ + 2,48 (ùd

M linker Zweig M3 — — 9,59 (ùd + 2,48 (ùd'
3 rechter Zweig if3 = — 6,14 wd'+ 1,64 «d

linker Zweig = — 6,83 (ùd + 1,64 wz> 
rechter Zweig = — 5,24 (ùd’

Mit Hilfe dieser Gleichungen und der Tabelle auf Seite 396 sind die Ordinaten 
für 9 Theilpunkte mittelst der Ci'eile sehen Rechentafel (Verlag von Reimer in 
Berlin) ermittelt worden. Das Verfahren führt ausserordentlich rasch zum Ziele.

161. Näherungsformeln für gleichförmige Belastung. Der
Einfluss einer über der Oeffnung lr stehenden Einzellast P auf das 
Glied Vr der Gleichung 25 auf Seite 395 ist

flf4

i_ü
lr £ )(wr = — Pi; od = — Pi;(35)

ii p*

I

T

T
>

j <
j‘ 

I

h
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und ganz ebenso erhält man
p(d'2 — e'2) (2q? — d'2 — e2)

(37) iV,_x 4/,
Einer gleichförmigen Belastung der ganzen Oeffnung (Fig. 380) entspricht

plr(38) Nr_x ■—- Xr 4
Anmerkung. Die aus der Festigkeitslehre bekannten Clapeyron'sehen 

Gleichungen
Mr-llr ~f- 2 Mr (Ir “j- lr+1) -f* Mr+\ ly+l --  Nr

gelten streng genommen nur für den vollwandigen Balken konstanten Quer
schnitts und sollen in der zweiten Abtheilung dieses Bandes noch ausführlicher 
behandelt werden. Sie liefern aber auch für Fachwerkträger mit parallelen oder 
leicht gekrümmten Gurtungen brauchbare 'Werthe und eignen sich daher be
sonders zur schnellen überschläglichen Berechnung der Querschnittsabmessungen 
in solchen Fällen, in denen eine genauere Berechnung der statisch unbestimmten 
Grössen unter Berücksichtigung der Längenänderungen sämmtlicher Stäbe be
absichtigt wird.

§ 15.
Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken - 

und Kettenbrücken.
162. Dreifach statisch unbestimmte Bogenbrücke mit drei

Oeffnungen, Fig. 381 und 382. Als statisch unbestimmte Grössen 
werden zweckmässig die auf den Scheitelquerschnitt wirkenden Kräfte 
Xa, Xb, Xe eingeführt. Das statisch bestimmte Hauptsjstem besteht 
dann aus zwei Auslegerbalken. Damit hbc und 5C(, gleich Null 
werden, ist nach der in No. 117 gegebenen Anweisung zu verfahren. 
Ein Zahlenbeispiel möge die Ermittlung der Einflusslinien für die 
Werthe Xa, Xb, Xc eines symmetrischen Trägers erläutern. Einem 
senkrechten Xb entspricht hier ein wagerechtes Xc. Bei der Berech
nung der Gewichte w empfehlen sich im ersten Eechnungsgange (und 
nur dieser soll hier vorgeführt werden) dieselben Annahmen, wie beim 
Bogen mit eingespannten Kämpfern.

Wir setzen also für m= 1 bis 5 und m — 7 bis 13 nach Gleich. 3 
auf Seite 325

Ml, 4- Mt
(1) wm

hl
für m = 6 und m = 14 

2 Ml2— (weil zu 6 zwei Untergurtstäbe gehören)(2) w6

2 Ml,L( „ ,14 „ Obergurtstäbe(3) **14 h\4
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und rechnen ^iv 14 zur linken und -|m>14 zur rechten Trägerhälfte. Die 
zu diesen Gewichten w gehörigen Seillinien liefern die Durchbiegungen

hme in einem Maassstahe, der voraussetzt, dass

wo Fs den mittleren Gurtquerschnitt im Scheitel der Brücke bedeutet;

A

Ka, h = 1 ist,mb J EFS

& 4HU- eys

Fig. 381.

vergl. Seite 325. In die Formeln
^ »1 cSmbKn a

, X. = Pm^~(4) Xa = Pm , xb = Pm Ke8««
führen wir die Werthe ein

<5) oaa ^ EF, öbb
EFS SUEFS ^ Sis 

\ ^ EF §CC \ EF
26*
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Da nun für einen Obergurtstab
Sis Ml2 X _ Mt X
EF h2 EF0 h2 EFS

und für einen Untergurtstab
M°a2 Xo2S2s X sec 3 yMl

EF h2 EFU li* [EF,
ist, so ergiebt sich

^aa ^bb ^ ^mb J

_ m:2+m:2

(6)
wo

für m = 1 bis 5 und m — 7 bis 14,
hl

2 Mt(7) 1 Z6
Ae

2 Jfïi*
*n *ü

->^cV4joc=mjlt<-
_P <-j° ->j

______________I I ft

v y' V
A/ r,;--

A *<A y
-S—£

6' \Cu>
"1-------

Tf-----l<-

Fig. 382.

Dass öo6 und ôic gleich Null sind, folgt ohne weiteres aus der 
Symmetrie. Die Bedingung

SaScs
Kc = 2 oEF

geht über in
MaMc2 0

h2

und lautet, mit Rücksicht auf die für nt — 6 und m— 14 bestehenden 
Ausnahmen

Ml Ml + M°aM°c( Li+2m+m.(8) 2 = 0;h2
die Summe 2 umfasst m= 1 bis 5 und w= 7 bis 13.
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Macht man nun 12” = 1 2 jj 12 und errichtet in 2” und 2 auf 12' 
und 02 Lothe, so treffen sich diese im Punkte 2'. Von 2' aus trage 
man die senkrechte Strecke 2' S" = 23 an und bringe das in 3 auf 
OS errichtete Loth mit der Wagerechten durch S" in S' zum Schnitt. 
Bezeichnet man dann die Strecken 3”3' und 2 3 mit e und h„ so ergiebt
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Bei der Berechnung des Einflusses der Temperaturänderungen
ist der weggehobene Werth —^r-

EFS wieder einzuführen. Man erhält

EFX<Ktxat =
^ ^ &maS

2Sl EF(9)

EFXtXct k 2 zmc
Xbt wird, der Symmetrie wegen, gleich Null. Die Ermittlung der bei 
gleichmässiger Erwärmung entstehenden Verschiebungen §a< und hct soll 
zunächst an der allgemeineren Figur 383 erläutert werden. Man wähle 
das Kämpfergelenk 0 zum Pole eines Williot'sehen Verschiebungsplanes 
und stelle die Längenänderungen

A^2 --- j A3g ---
durch die Strecken sx, s2, s3 dar. Man erhält dann die Verschiebung 
Ol' des wagerecht geführten Punktes 1, indem man in 1 auf Ol ein 
Loth errichtet und mit der Wagerechten durch 0 zum Schnitt bringt.
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sich für den Winkel, um den sich die Scheitelvertikale dreht, der Werth
£

= —-, und es drehen sich daher die nach No. 117 mit den Scheiteln
K

der beiden Trägerhälften befestigt gedachten starren Scheiben gegen
einander um

e
Kt = — 2 et-—K

Das Zeichen — ist zu nehmen, weil sich die Scheitelvertikale 2 — 3 
nach links also im Sinne von Xa dreht, während hat im entgegenge
setzten Sinne positiv gezählt wird wie Xa.

Die wagerechte Verschiebung des Punktes 2 wird durch das vom 
Punkte 2' auf die Senkrechte durch 0 gefällte Loth d dargestellt; sie 
ist also — std, und die Verschiebung des Angriffspunktes L der Kraft 
Xe beträgt, wenn die Strecke 2 L mit k bezeichnet wird,

et (d -j- &tj>) = zt(d -f- ^,

ii + kir)'
so dass sich schliesslich ergiebt 

hct = 2 et

Liegen die Punkte 1 und 2 in einer Wagerechten, wie bei dem in 
Fig. 381 dargestellten Sonderfalle, so wird mit den aus Fig. 383 er
sichtlichen Bezeichnungen:

f f0(10) 5„* = — 2 et , bet = 2 et
k k

Einflusslinie für Xa. Im Belastungsfalle Xa = — 1 entsteht am linken

Die Angriffsmomente sind1Endauflager ein abwärts gerichteter Widerstand —.
n

für die Seitenöffnung Muma — M°ma — — 1 n
ma ---- 1*„ „ Mittelöffnung = Ml

Berechnet man nun die Gewichte wma und Werthe zma nach den Formeln (1) bis (3) 
und (7) und dividirt diese Grössen durch den sich später hebenden Faktor 2, so 
erhält man

OCm 1 1infür tn — 1 bis 5 5 Zm a----  W Wm aWma h hm

für tn ■— 6 bis 14 Wma — jX1 ^ma — l- y. 
und für den ganzen Träger

6 hl 6

«T

1 5 13 1— 'ImtVma + 2 2 -jy-3 1 6 hm
1

UD

Die Höhen hm und Gewichte wma sind in den Tabellen I und II zusammenge
stellt worden. Die Berechnung der Trägerform ist in Band I, Seite 436, als

--  2Zma--  --



5
— 'ŻmiCa — 0,908i

Tabelle II Mittelöffnung.

2,54 — hm11 m Wmb — lriwhm Wmcm | tVma------ 7 * I
Jim j hmh tn

7,20
5,19
3,75
2,74
2,07
1,64
1,38
1,24
1,20

00
-1,11
— 1,23
— 0,94
— 0,60 
— 0.37

— 0,75
— 0,87
— 0,63
— 0,41
— 0,25

+ 0,053)
— 0,10
— 0,09
— 0,03 
+ 0,11 
+ 0,33 
+ 0,61 
+ 0,85 
+ 0,10*)

0,019
0,037
0,071
0,133
0,233
0,372
0,526
0,650
0.694

1,20
1,33
1,75
2,51
3,64
5,19

2,0412)

■)4’282 *> 2’041=!t3:;

4,282!)

3) w6c — 2 = 0,05;

4) WUe=l?±L==0,io.
Ki

Die §ma- Linie darf als die Momentenlinie eines mit den Gewichten wa be
lasteten Balkens CAD aufgefasst werden, der bei C frei aufliegt, bei D einge
spannt und bei A durch ein Gelenk unterbrochen ist. Für den mit wla bis v:ta 
belasteten Koppelträger CA erhält man in C und A die Stützendrücke*)

0,09 • 5 -f 0,11 • 4 4- 0,08 • 3 -f 0,05 • 2 + 0,03^ _
— 0,21C = 6

A = — 0,15

*) Die Gewichte w wurden auf zwei Decimalstellen abgerundet.

— 0,15
- 0,26
— 0,43
— 0,67
— 0,93
— 1,12
— 1,05
— 0,65

0

0,139

0
— 0,094
— 0.109
— 0,079
— 0,051
— 0,031
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Beispiel zur Linienführung der Gurtungen gebracht worden. Für <5ao ergiebt 
sich nach Gleich. 11 der Werth

1§„„ = y 0,908 + 2 • 2,041 + 0,694 = 5,079.

Tabelle I Seitenöffnung.

1 Wm c --mhmhm --  mWa IVmb = 8 IVm Wma mahl, 6 hl, 2 • 5,93 Wma
•f« oo ^
05 — CO O O 
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doddd
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Einflusslinie für Xb. In Folge von Xb = — 1 entstellt am linken End
auflager der abwärts gerichtete Stützen widerstand 1 —, weshalb

h
für die Seitenöffnung M°mb = Mumb =----y~ xm

u
„ „ Mittelöffnung M°mb = M“,b = — 1 • x'm.

Mit xm — m\ und x m ~m\ ergeben sich also die Gewichte
—_ o A w 

h hl 6 ‘hl
tri2~\

W mb----

r2wmb — — hm hl
und dafür nehmen wir

für die Seitenöffnung wmb = — 8 —O tim 8 Wma

m„ „ Mittelöffnung u:mb — —

Die Berechnung von 8bb ist überflüssig, da Xb in der Mitte des symmetrischen 
Trägers den Werth 0,5 hat. Man berechnet also genau wie vorhin die durch 
die Gewichte tvb hervorgerufenen Momente M und findet dann aus der Gleichung

X6m

hl

Mm
Mu14

. = 0,5^.
M \ 4

Zweiter Abschnitt. — § 15.408

ferner die Querkräfte
Qi — — 0,21, Q2 = - 0,21 + 0,09 = -0,12, Qs = — 0,01, Q4 = + 0,07, 

— 4“ 0,12, Qc — 4“ 0,15
und Werthe M : X

M1:\ = — 0,21, M2 :\ = — 0,21 — 0,12 = — 0,33; M3:\ = — 0.34,
= — 0,27, M5 :X = — 0,15, M6 : X = 0.

Für den mit w6a bis w13a und ausserdem in A mit — 0,15 belasteten Freiträger 
AD findet man

Qi — 0,15 4- 0,02 = 0,17, Qs = 0,17 + 0,04 = 0,21, Q9 = 0,21 4- 0,07 = 0,28 
Qio—'044 Qu —- G?G4, Qm == 1:01, Qi3 = 1,54, Qi4==:2,19

ferner
M7 :\ = 0,17, Jlf8 : X == 0,17 4~ 0,21 = 0,38, Jf9 : X = 0,38 4- 0,28 = 0,66,
M10 : X = 1,07, Jfn : X = 1,71, 1H12 : X — 2,72. 3fls:X = 4,26, M1A : X = 6,45. 

Nun erhält man
Ö», a M M:\ M

Xa 0.591 —•

Xan = 4- 1,011 
Xai2= 4“ 1,608 
Xai3 = 4- 2,518 
Aai4= 4- 3,812.

Ö«a Sa a J Ôaa
Xa7 —4-0,100 
x„8 = 4- 0,225 
Xoq = 4- 0,390 
Xaio = 4~ 0,632

Xai = — 0,124 
X„2 = — 0,195 
X„3 = — 0,201 
X„4 = — 0,160 
Xü5 — — 0,089

&
 h
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Auf diese "Weise erhält man:
XH = — 0,030 
Xb2 = - 0,047 
Xb3 = — 0,048 
Xbi = — 0,038 
Xb& - - — 0,021

Für die rechte Trägerhälfte ergehen sich dieselben Ordinaten mit den entgegen
gesetzten Vorzeichen.

Xbl = + 0,024 
Xb8 = + 0,052 
Xia = + 0,089 
A&io = + 0,136

Xbn = + 0,200 
Xbli = + 0,284 
Xbi3 — + 0,386 
X6l4 = + 0,500.

Ermittlung der Lage von Xc- Fig. 382. Am linken Endauflager wird 
durch die im Abstande c„ von den Kämpfern angreifende Belastung X, — — 1

der Widerstand C = —

aus der Figur 382 ersichtlichen Bezeichnungen 

für m = 1 bis 5 M“ = M°e — - 

14 M°c = + 1 - Co

c — + 1 • ])•

1 hervorgerufen, und es ergiebt sich daher mit den 
n

CUX cum
h 6

w = 6 „11

Da nun

‘f m
für m = 1 bis 5 M„ = M°a = —

„ 14 Ma = Ma =--  1
ist, so geht die Gleichung 8 auf Seite 404 über in 

s m cum
2 7 6 6h„*

und, wegen ym = c0 — hm. in
1 5 / 13 1 

-yf» 'Zrnu’ma — Co (2 'S —

Es folgt also, mit cu = h6 — c0 — 7,2 — c0

6
„ m = 6

13 ,,m 13 J
7 hm* 7 «m

*1 = 0

1 \ » 1
= 0.

-^L«;„a + Si-
ol 7

(12) Co — 1 5,- - - - - - - - - - - - - -Sm w

6 7i«2 ' A+ 3 1
13 122r4 1

■

2,4 • 0,908 + 4,282 
Co~ 2- 2,041 + 0,694 + } • 0,908 
c„ = 7,2 — 1,27 = 5,93”*.

Einflusslinie für Xc. Setzt man die für Mc angegebenen Werthe in die 
Gleichung 1) 2) 3) und 7) ein, so erhält man mit ym — c0— Äm = 1,27—hm

2 = 2 CuWma= 12,0 Wma
6/lm*

= cjrnw o

= 1,27"*

für m — 1 bis 5 : IV m c -----

_ 0 c„2 m2 
62 hm* ma

= 2^-
V

= 2^

für yti = 6 ICgc

*6* V



2 Co Tim 
Am»

= 2 — hm2 2^ + 1

und es ergiebt sieh, daher für den ganzen Träger
5 „2 13 /

c„2 'Sin iem„ + 4 -r—r -f22 2 
1 A6» 7 '•

Co» 2£ + ')
~4f;+2

2 5 13 1 1 Hl
=------— C„» SltlWma + 4 Co» 'S — -f 2 Co» — 2 — 4 Co S --- ------- [-16

3 i 6 Am» Ał42 7 rtf»

Sc 0 --  S S'm c-- ■ Am»
Co»+ 2

Au*

und, mit Beachtung von Formel 12:
2 5 14 1— cuh6Stnwma — 2 c0S —----1- 16 = 31,95.
3 1 7 hm

5oo=-

£o ~p 7/m _
Am» "

Co» + 7/m»

Am»

für m 7 bis 13: wme =

» yi«
Ah*

2 ?/u* = 2 
Au»

für m 14 2«’14= =

2'l4c

Die 5m c- Linie der Trägerstücke CA und AR darf als die Momentenlinie 
der mit den Gewichten wc belasteten einfachen Balken CA und AB betrachtet 
werden. Es folgt dies daraus, dass 5„c = 0 ist, dass also die beiden Scheitel
vertikalen (14) der das statisch bestimmte Hauptsystem bildenden Auslegerbalken 
sich im Belastungsfalle Xc = — 1 nicht gegeneinander drehen und in senkrechter 
Richtung dieselben Verrückungen erfahren. Diese Eigenschaft kann auch zur 
Berechnung von c0 benutzt werden. Für den Querschnitt D des mit den wc be
lasteten einfachen Balkens AB ist nämlich das Biegungsmoment gleich dem

statischen Momente der Gewichte wlc, w3C • ■ . w13c und ~ bezogen auf die

Stütze A, d. i.
13 1

= 'SiWmctn X -|---— WUc h
7 ^

Md

während sich für D als Querschnitt des Trägers CAD das Moment ergiebt
-V. 13v / *—------ JLWmcm K.6

Setzt man diese beiden Werthe einander gleich, so findet man

Md = — hSwm c

5 ^ 13 ^ 13 ^
“f" I2 S Wmc ~Z---j~ Wßc fa -f- S Wmc Wt X —j- S Wmc W*X -j---— W\ic l‘i == 0

1 D 7 7 2

und, wegen (in -j- m) X = Z2, nach Einführung der wc'-

Cu * . Co , 2 Co Am— StHWma + 2 7^ + 2 
3 1 h3 7

Cu A-----— S m iv3 1

Co Ai 4 = 0 oderAml3 Ä14*
/ 13 1 1 \ 1*1

-M2?wr+d+?^ = 0ma

das ist dieselbe Gleichung, die auf Seite 409 auf anderem Wege gewonnen 
wurde.

410 Zweiter Abschnitt. — § 15.
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Die Berechnung der Momente der Balken CA und AB liefert: 
M7 :X = + 1,73 
Ms : X = —j— 3,56 
Mc, : X = —j— 5,48 
M10 : X = + 7,43

Mn • k — —I- 9,27 
Mla : X = -f 10,78 
Mi3 : X = —(— 11,68 
Mn : X = -f-11,73

Mi : X = — 2,48 
M2 : X = — 3,84 
M3 : X = — 3,98 
Ma : X = — 3,17 
Ma : X — — 1,77 

und es ergieht sich daher
M: XM : X M

X 0,0939—•

Xd! = + 0,870 
X12= +1,012 
Xj3 = + 1,097 
Xu = + 1,101.

§CC:X 10,65
XC1 = — 0,233 Xc7 = + 0,162
Xd = — 0,361 Xc8 = + 0,334
X* = — 0,374 Xe9 = + 0,515
XC4 = — 0,298 XC10 = + 0,698
X5 = — 0,166

Einflusslinie für den Widerstand C der linken Endstiitze. Liegt die 
Last P = 1 im Abstande § von der Stütze A und wird £ nach links positiv ge
rechnet, so folgt

Ch = 1 - g + Xbl2 + Xa + XcCu 

c = -4- (g + 24 X, + Xa + 5,93 Xc).
1 o

Liegt P rechts von der Mitte des Trägers, so ist das Glied £ zu streichen. Die 
mit Hilfe dieser Gleichung berechnete C-Linie ist in Pig. 381 dargestellt worden.

Die weitere Untersuchung der Mittelöffnung erfolgt nun nach dem im § 11 

in dem Zahlenbeispiele angegebenen Verfahren. Man berechne der Reihe nach 
die Einflusslinien für

und hieraus

MlMlMl, H1 ’rn -j-1 COS "Y m+1 ' Om kmIlm
und

Ml Ml-1Dm cos 9„, — hm hm- 1
und schliesslich die Einflusslinien für

Vm COtg <pm+i = — Dm+1 COS Cpm+1 — Fcotg Cpm+l.
Die Seitenöffnung wird in derselben Weise untersucht wie die Seitenöffnung 
eines auf 4 Stützen ruhenden Balkens (Fig. 352, Seite 372); aus der C-Linie 
lassen sich hier die Einflusslinien für alle Stabkräfte schnell herleiten. Die Ein
flusslinie für die Vertikale über der Mittelstütze wird nach dem auf Seite 382 
beschriebenen Verfahren bestimmt; man benutze die Gleichgewichtsbedingung 
für den oberen Knotenpunkt 6.

Der Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung um 35° ist (für Fluss
eisen) abgerundet und auf Tonnen und Meter bezogen 

o f zEtFs 
li X8„„

„ 6,0 250 • 35 • Fs
2 18,0 3,0-5,0 —

A'„ t —

400 Fs
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-o.- & zEt Fa
Xct

= 2 (24 — 250•35 Fs = 4000 Fs.18 3 • 32
Der Einfluss der Temperaturänderungen ist verhältnissmässig gross, und es 
empfiehlt sich daher stets die Anwendung der genaueren, die Formänderungen 
sämmtlicher Stäbe berücksichtigenden Formeln

Sa t
X„t s

FF
Sc*

xct
'28'Wf

Ausser der gleichmässigen Erwärmung, welche
Sat = — 2 y- zt und 8ct — 2 — y-j zt

liefert, prüfe man noch den Einfluss einer ungleichmässigen Erwärmung der 
beiden Gurtungen. Dann ist

8a< = "SztSaS und 5ct = 'ZztScS
zu setzen.

163. Der Balken auf 4 Stützen, der bereits im § 13 (Fig. 350) 
untersucht worden ist, kann auch auf dem in No. 162 eingeschlagenen 
Wege berechnet werden. Es ist Xc = 0.

164. Die zweifach statisch unbestimmte Bogenbrücke mit

Fig. 384.

X
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a
0.

5 : 
 ̂0.

5
\y

V
frN&

m



Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- u. Kettenbrücken. 413

drei Oeffnungen, Fig. 384, wird in ähnlicher Weise untersucht wie 
der in No. 162 behandelte Träger. Es ist Xa — 0, und ausserdem ist 
der Angriffspunkt von Xb und Xc von vornherein gegeben.

165. Eingelenkbalken mit drei Oeffnungen, Fig. 385. Es

QC' —-Vr
Mt-*

Ah Æ i
!,/

\ mi\ \
mf iJ i\

iit
i■ ■it

^rtw| U
i i rd

^ mm ujj
r^mrAl UI li f ITTl 11 llllmnnr— ■t"

W^Lirde- 
' /a“ocm.I i:I I

-
Iixrmr»

JDJjinie.

m-2

~~

%ii
+i ie.

v-

i I/o\Ahinit
J

üL

\l /U=°Jp
jL V lïïMllïïnTTTrm^Vt v‘ I

++

SÙ-=fr' WHO
l4-

Fig. 385.

wird Xe = 0, und man erhält nach Zeichnung der Biegungslinie für 
Xb = — l den Einfluss von P



Zweiter Abschnitt. — § 15.414

bXb = p
^>bb

In den Figuren 385 sind aus der Xb-Linie die Einflusslinien für die Mo
mente Mm und Mk, für den Stützenwiderstand A und die Spannkräfte D und 
Tf hergeleitet worden. Der Kräftemaassstab ist hbb — P = 1. Der Ein
fluss einer gleichmässigen Erwärmung ist entweder gleich Null oder (falls 
der Träger unsymmetrisch ist und die Auflager nicht in derselben 
Wagerechten liegen) unwesentlich. Ungleichmässige Erwärmung, z. B. 
Sonnenbestrahlung der oberen Gurtung, kann dagegen grössere Spann
kräfte hervorbringen. Man berechne dann Xht mittels der Formel

'SsSbts

und berücksichtige die Längenänderungen sämmtlicher Stäbe.
166. Der Eingelenkbogen, Fig. 386. Das statisch bestimmte 

Hauptsystem besteht aus zwei Freiträgern; die Untersuchung dieses

Xbt

/
Â/

j
/ . h

v\\
&\

ßJ\% ę\ .\ O% W.* v
jp m \

M\1
~rn-ci

JP
V

-F

p
v H

^4

Fig. 386.

Trägers unterscheidet sich also von der im § 11, No. 116 durcbge- 
führten nur dadurch, dass Xa — 0 ist und der Angriffspunkt von Xb
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Fig. 387.

oberen Gurtung den Abstand e0, von der unteren den Abstand eu\ bezüglich der 
übrigen Bezeichnungen verweisen wir auf Fig. 387 und auf die Untersuchung 
im § 11. Für Xb gilt die auf Seite 352 für P=1 abgeleitete Formel

s«w[3ct+<1_2s)ł_0’5(1'~“)£l

und für Xc erhält man (vergl. Seite 353)

Xe =

Xb

M

2 J («/o2 -f- */«2) todx0

W = a + (1 — «)
wo

J-f r e* .x.
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und Xc mit dem Scheitelgelenk zusammenfällt. Fig. 386 zeigt einen 
Theil des Verschiebungsplanes für Xh = —1. Die Strahlen Ocx' und 
Oc2' stellen die Verschiebungen dar, welche das Scheitelgelenk als 
Punkt des linken oder rechten Freiträgers erfährt. Om ist die Ver
schiebung des Angriffspunktes m von Pm. Wählt man Xc _j_ c/c2 ’, so ist

żug ,&mb öT.X c -Xb Pm ^ ^ cfcc.

Näherungsformeln. Für einen symmetrischen Bogen mit parabelförmigen 
Gurtungen lassen sich auf dem im § 11 unter e, Seite 350, eingeschlagenen 
"Wege genügend genaue Formeln zur Berechnung der von senkrechten Lasten 
hervorgerufenen Kräfte Xb und Xc herleiten. Das Scheitelgelenk habe von der

£K

A

K
~>
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und M durch die Gleichung erklärt wird 
(PM + **]r /çî

— u (i/o ~r1/«) — u ( fo y-j — e0~rfudx2 ?,2
[oc + (l-«)~] [ (?1 O?^)2 [~ *] *fo-\-fu

V
Da M das Biegungsmoment eines an der Stelle xa — 4 eingespannten, durch die 
stetige Belastung w beanspruchten Freiträgers ist, so sind die Integrationskon
stanten der vorstehenden Differentialgleichung durch die Bedingungen bestimmt.

dM
xa = 0 muss liefern d xa
xa~ 0 df =

Man erhält
(fo+m [30a-f 10(1 — 3a) — 5 (2 — 3a) Xa2Xa2M —

h260 h2
{ßu Co) /; 2

T5"’
[3a + (l_a) ^£]

6
ferner

2 / (^«2 + l/«2) u>dx = (f02JrfJ) h 151 -j- 5a h (f»eu — fo e0) * ~‘3 3 7'

~b (*«2 e»2j (1 + a).
Es ergiebt sich also schliesslich für eine an der Stelle xa — a liegende Last P = 1 
der Werth

p [y {fo + fu) y + 5 (e0 — *„) y'J 

** = 2 (fo2 + fu2) (1 + 5a) +10 (fueu-foe0)(1 + 3 a) + 30 (c„2 + e02) (1 + a) 
Y = [80a + 10(l-3a)|—5'(2 —3a)-^ + 3(l-a)-^-]|l

ï=[8a + (l-.)|-]|l.

X„ =
wo

Der Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung um t° ist, wenn Fs den mittleren 
Gurtquerschnitt in der Nähe des Scheitels bedeutet, Xu == 0 und

2 iEtlx Fshs2X, = -
2 J(yo2-{-yu) Mdx 

0
60 e Et Fshs2Xct k2

e0 — eu = \ Jis- Fig. 388. 
f0 = f — i (hk — Äs)
/« = /’+4 (Ä*--Äs).

Son der fall

j^30 a —f— 10 (1 — 3 a) - 5 (2 — 3 a) y^~\~ 3 (1 — a) yj

wo
k12 = if2 (1-f 5a) + Äs2(ll + 5a) + /^sÄL(3 + 5a) +Äi2 (1 + 5a). 

Der Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung ist
GOiEtFshs2Xct = k2

o 
ö



Für a = 1 erhält man

blx a2 (6Xc 24 f h2

a2 (31Xb 4 h2

hs215Xct = — zEFst — ')

wo
1

v = 8 h2 + ihjik-^3hk2
12 f2

Hierzu gehört

I
I<—(c—ĄP=1
L__

K---V
A■

4 !
"TT

4SI i
i

Ł-i4
r3V\ “

-X-
]_*4_

i
*7

Fig. 388.

Für a = 0 ergiebt sich

X=^[10 ~ 10i+3fJv
h 2

Xct = l 5tEFst~v

wo
1v — 11 hs2 3 hshk ~r

1-1 4/“2
Hierzu gehört

a3V6 = —

Die folgende Tabelle enthält für die Grenzfälle a = 1 und a — 0 die "VVerthe 

Xb und Xc — sowie die Zahlen v, wo yh die Ordinate der durch die Gleichung
f'> h

Xbyjc ( h $) y
27Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.
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167. Dreifach statisch unbestimmte Kettenbrücke mit drei 
Oeffnungen. Fig. 389. Die Ketten CA0, A0B0 und B0D werden 
durch eine auf vier Stützpunkten ruhende gegliederte Scheibe versteift, 
und sind mit den Endpunkten dieser Scheibe befestigt. Die Veranke
rung der Kette wird also erspart und man kommt mit schwachen 
Widerlagern aus.*) Das ganze System besitzt nur ein festgehaltenes 
Auflagergelenk und drei in wagerechten Bahnen geführte Stützpunkte. 
Trennt man den Versteifungsbalken in der Mitte durch einen senk
rechten Schnitt, Fig. 390, und bringt man (nach No. 117) an den 
Scheiben I und II die Kräfte Xa, Xb, Xc an, so besteht das statisch 
bestimmte Hauptsystem aus zwei Auslegerbalken, die durch die Kette 
miteinander verbunden sind. Den in Fig. 390 angenommenen wage
rechten Verbindungsstab hat man sich unendlich klein zu denken. Bei

*) Dafür ist allerdings der Eisenverbrauch verkältnissmässig gross. Das 
System wirkt aber in ästethischer Beziehung recht vortheilhaft; es wurde von 
meinem ehemaligen Hörer, Herrn Diplom-Ingenieur Eyde bei der Mühlenthor- 
Brücke in Lübeck zur Ausführung gebracht. Vergl. die Mittheilungen über den 
Elbe-Trave-Kanal in der Zeitschrift d. Ver. deutsch. Ing. 1900.

00
0,0023
0,0162
0,0491
0.1037
0,1797
0,2743
0,3833
0,5018
0,6251
0,7500

0,0117
0,0437
0,0917
0,1520
0,2214
0,2970
0,3767
0.4587
0,5417
0,6250

Zweiter Abschnitt. — 5; 15.418

bestimmten Kämpferdrucklinie. Die Zahlen beweisen, dass der Einfluss von a 
recht erheblich ist. Da nun beim Eingelenkbogen die Steifigkeit vom Scheitel 
nach dem Kämpfer stärker zunimmt wie beim gelenklosen Bogen, so wird es 
sich empfehlen, bei der ersten Ueberschlagsrechnung a noch kleiner zu wühlen 
als nach dem auf Seite 351 in der Fussnote gemachten Vorschläge. Den Einfluss 
der Temperaturänderung wird man auf jeden Fall noch einmal genauer mittels 
der Formel

ttl-L
Xct

berechnen, deren Nenner sich über die Stäbe der einen Bogenhälfte erstreckt.

fXcxb y* 7a v7i
h a — 1 a == 0 a = 1 a — 0a = 0a = 1
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unsymmetrischer Anordnung des Tragwerks wird die Erfüllung der 
Gleichungen s„, = 0, &6c = 0, hca — 0
auf die in No. 117 beschriebene Weise herbeigeführt. Ist der Träger 
symmetrisch, so werden die beiden ersten Bedingungen durch ein senk
rechtes Xb und ein wagerechtes Xc befriedigt. Der Abstand c der Kraft 
Xc vom Scheitel der Kette wird mittels der Gleichung

SaScs 
EFKc = = o

téo

DC

c+-----z,-------—ß

Fig. 389.

bestimmt. Der Gang der Rechnung ist derselbe wie in dem in No. 162 
durchgeführten Zahlenbeispiele. In den Belastungsfällen Xa= — 1 und 
Xb = — 1 werden nur die Stäbe des Versteifungsbalkens beansprucht; 
die Kette, die Hängestangen und der Ständer A0A bleiben spannungslos. 
Es sind also nur für den Einfluss von Xc neue Formeln aufzustellen.

Der Einfluss der statisch unbestimmten Grössen X auf den Wider
stand C der Endstütze und auf die Momente M° und Mu für die oberen 
und unteren Knotenpunkte des Versteifungsbalkens ist mit den in den 
Figuren 389 bis 391 angegebenen Bezeichnungen:

/Xa 2c 'h hh

Fig. 390.

für die Seitenöffnung:

M° = Cx + Xcy. = Xa ~ + X 
n

M“ = Cx -f- Xcyu = Xa ——(~ Aj

)(xl% cx
Xc -,------Vo* h h

)( cx
Xc -,-------Vu

hhli 27*

----



Näherungsformeln. Ist der Versteifungsbalken ein Parallelträger mit 
konstantem Gurtquerschnitte, so lassen sich einfache Näherungsformeln aufstellenT 
die auch im Falle schwach gekrümmter Gurtungen zur ersten Abschätzung der 
Querschnittsverhältnisse benutzt werden können. Die Endpunkte C der Kette 
sollen in der Mitte zwischen den beiden Gurtungen angenommen werden. Wir 
rechnen mit unendlich kleinen Feldweiten, setzen also

^ EF

und erhalten, da für die Seitenöffnung M°a — Mua = — 

nung M°a — Ma = — 1 ist

1 (.M°a -f Ma') dxKa EFh2
■Ç- und für die Mittelöff-
h

f(Zi + 34).
h ^ h

= ij^ dx-1-4 j dx =(1) EFk2 Saa

xl2Nun ist weiter, für die Seitenöffnung Ml = Mb —----- -- und für die Mittel-
h

Öffnung Ml = Mb = — x

*/*$-*•+/ (Ml2 + Mb2) dxEFh28bb =

EFh2Sbb = y 4‘2 (k + 4)-
Zur Berechnung der Lage von Xc dient die Bedingung 8ac = 0, das ist

(M°aM°c-\-MaMuc) dx = 0.

(2)

EFh2Kc =

Es genügt, diesen Werth für die Hälfte des symmetrischen Trägers zu berechnen. 
Für die Seitenöffnung ist

cxM°a M°c = —

cxMl Mo = — -----y«4

Zweiter Abschnitt. — § 15.420

und für die Mittelöffnung
M° = + Xhx — Xc(c — y0)
Mu = Xa+ Xbx — Xc (c — yu).

--->K----- ------æ

o

7Ł
A

C
Fig. 391.

•H
»



wo für die Seitenöffnung
,.tS i -..u2 l CX
Me Ą-Mc = -r-h

h2
-2c~- 2 ’

*) Man beachte, dass J yxdx das auf die Senkrechte durch C bezogene 
0

statische Moment der Fläche ist, die von der Parabel CAa, dem Ständer A0A 
und der Balkenachse begrenzt wird; man erhält

Tip 2
”2 t

J yxdx 
0 f«4-
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für die Mittelöffnung
M°aM0e = — \‘(c — yo)
Ma Mue = —l-{c — yu)

und man erhält daher (wegen y0-\- yu = 2y) die Gleichung

— y) dx = 0(3)

und nach Ausführung der Integration unter der Voraussetzung einer parabel
förmigen Kette

i h (c — hp + fi) + h (c — bp + f f») — 0. *)

Hieraus folgt die einfache Gleichung
fi h H~ 2 U 4

(4) c — hp
?i —}- 3 1%

Zu dem Werthe
S*s^ AJF

liefern auch die Ketten, die Hängestangen und die Ständer A0A einen Beitrag. 
Es ist aber für unsere Zwecke zulässig, den Einfluss der Hängestangen und 
Ständer zu vernachlässigen und die Annahme Fa — Fk sec a zu machen, wo 
Fa den Querschnitt eines um a gegen die Wagerechte geneigten Kettengliedes 
und Fk den Querschnitt der Kette im Scheitel bedeutet. Der Zug in einem 
Kettengliede ist gleich X„sec a; es ist also & = — 1 - sec a, und man erhält für 
den Beitrag der Kette zu dem Werthe EFh2öcc nach Seite 268 für eine Seiten
öffnung und die halbe Mittelöffnung den Ausdruck

h-\~h
. V'

3 h2 ^ h2 tHl+FA— h2Fh2(EFh28ec)K dx sec 2a = FkFk

)]16 U2
U + 3 4?22

Für die linke Hälfte des Versteifungsbalkens ist der Beitrag zu EFh28CC:
h+h

(EFh28ec)B = f ( Mf + Mf) dx,

t*
| ^s+

to
 S-+

O



Zweiter Abschnitt. — § 15.422

und für die Mittelöffnung
-mr02 1 ,,«2Mc + Mo =

h2= 2c (c — y) + 2y2 — 2cy + —,

und es ergiebt sich daher mit Rücksicht auf Gleich. 3
h h h h

(EFh28ce)s = 2 j y2dx — 2 y jyxdx-\- 2 j y2dx ~2cJVdxJr\(h + 4)

0 0
h h

= 2 jy2dx-\- 2Jy2dx

0 0
Da nun für die Seitenöffnung

2c2 (4+ 3 4)*) . h2
+ y (4 "4” 4)-3

y = K y ~~ y
ist und für die Mittelöffnung

y = hp — y"i
so folgt mit Rücksicht auf Gleich. 4:

h h
j yidx-\-Jy2dx=^ 

0 0
— Jlp2ly-----— hpfyly + y A 2 4 + ^4 y ^pfih + y /V 4

— y (4 + 37j)Tip (2c hp) + ^ (/i.24 + A2 4)*

(EFh*8ec)B = || (+4 + A24) -y (+~ c)2 (4 + 3 4) + y Ä2 (4 + 4)

und, da wir nur die Hälfte des Balkens berücksichtigt haben,
y EFh2 8ce = ■|| (A2 4 + /a*4) - y (/G - <0* (4 + 3 4) + y A*(4 + 4)

F
H-----VT“ h2 So,

Mithin wird

(5)

Fu
■) + 4 (i “Iworin So = 4 (l -f 16 fy2 , V )■16 f.2

3 42
Nun lassen sich die Einflusslinien für die Grössen X„, X& und Xc sehr 

schnell ermitteln. Die Gewichte

42 3 442

M'+M“ X 
h2 EF

ersetzen wir wieder durch eine stetige Belastung
MoJr Mu

““"Iw”"’
multipliziren diese mit |- h2EF und erhalten der Reihe nach für die Seiten-

*) Dieser Werth für die Summe des zweiten und vierten Gliedes der vor
stehenden Gleichung folgt ohne weiteres aus Gleich. 3.

w
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Öffnung die folgenden Belastungsordinaten. die wir als Mittelwerthe von M° und 
Mu mit M bezeichnet haben. Es sind dies gewissermassen die auf die Balten
achse bezogenen Momente

Ma = y (M°a + MUa) = ~ y

y (M°6+M“) = -72y

Mo = y (1/: + mV) -c~- — y

Mb =

-MnÜC
i 1 _ _r_ 

&.
----- oc‘-------- ».f—11, —Ą

! , K Je
I

£■ >4p
ÎTT

7 .1
i'

44
tp /

-^TmrmTTmïïïïTTITÏÏlMÏÏ^^I
(a).

msl

TvT’*A!—->1 Iłf*_Y

¥). ___%
i _+

■ (c)k——>ji

h—“ -»i ; c:

~izlz
Fig. 392.

und für die Mittelöffnung
JA, = — 1, Mb — — 1-x', Mc — c — y.

Die so gewonnenen Belastungsflächen sind in den Figuren 392a>b>c durch Schraf- 
firung hervorgehoben worden, die ihnen entsprechenden Momente geben durch

—
¥A

-+

K



— EFh28aa, so erhält manDividirt man diesen Werth durch

x (2 4 -(- 3 x)Xa 4 (?i -)- 3 4)
und ganz ebenso entwickelt man die Gleichung

H+8f x24x6 = 4 (4 -)- 4) 
Für die Mittelöffnung erhält man

42

= f /»
L 3

2 • (2 4)2 
EFWKc

o— c) ]Xc 2

EFh28bb, l EFh28cc dividirt, die
£ L

1die entsprechenden Werthe — EFh28aa:

Ordinaten der Einflusslinien für X«, Xi, Xc an. Bei der Berechnung von Xa 
und Xi handelt es sich um die Ermittlung der Momente für einen Balken CAD, 
der bei D eingespannt, bei C frei aufliegend ist und bei A ein Gelenk besitzt; 
während die Ordinaten der Xc- Linie sowohl über der Seitenöffnung als über der 
Mittelöffnung den Biegungsmomenten einfacher Balken CA und AB von den 
Stützweiten 4 und ?=24 proportional sind. Man vergl. auch das Zahlenbeispiel 
in No. 162. Da sich die Belastungsflächen aus Rechtecken, Dreiecken und Pa
rabelabschnitten zusammensetzen, so können die in der Tabelle auf Seite 425 
für zwanzig Theüpunkte der Stützweite berechneten Zahlen benutzt werden. 
Die Zeiger B. Z), P weisen auf das Rechteck, das Dreieck und den Parabelab
schnitt als Belastungsfläche hin; die grösste Belastungshöhe ist mit z bezeichnet. 
Durch die über der Tabelle stehenden Figuren und die darunter stehenden Formeln 
dürfte die Tabelle genügend erläutert sein.* **)) Die Anwendung dieses Verfahrens 
auf den vorliegenden Fall liefert für die Seitenöffnung die Gleichungen:

(x>D • 1 • l 2 4 2 Ci)_Z)
X« 4(4 -(- 34)1— EFh28a„

<ùd 442
6-

42wi>Xi
4 4 (4 4)6 ~EFh28bb 

w® (hp — c) + “p/‘3~]

vro —EFh28co durch die Gleichung 5, bestimmt ist.

X = [- 2 42
EFh28cc6

Um X» für die Mittelöffnung zu berechnen, beachte man, dass der Koppel-
2 lträger CA in Fig. 392a in A auf den Freiträger AD den Druck — • -X ausübt.* 3 2

An der Stelle x des Freiträgers entsteht also
x2

X+Y'M —

*) Die Zahlen öd haben wir bereits bei der Berechnung der durchlaufenden 
Balken auf Seite 396 benutzt.

**) Die für X„ und Xb gefundenen Gleichungen gelten auch für den Balken 
auf vier Stützen; die für Xb erhaltene auch für den in No. 165 untersuchten 
Eingelenkbalken.

Zweiter Abschnitt. — § 15.424
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0,3089
0,2976
0,2793
0,2541
0,2227

0,3836
0,3840
0,3754
0,3570
0,3281

0,4585
0,4704
0,4715
0,4599
0,4336

0,2475
0.2400
0,2275
0,2100
0.1875
0,1600
0,1275
0,0900
0,0475

0,1856
0,1438
0,0981
0,0498

0,2880
0,2359
0,1710
0,0926

0,3904
0,3280
0,2439
0,1355

Die Zahlenwerthe oop und oop dieser Gleichung entsprechen der Stützweite l — 2 l,r
l 2 J

Ist z. B. = 7, und = — so ergiebt sich

16 '* 4 Uhp — c
und

5 fj2 , hp-
+ + 24

1391
-2 EFh',,

Für = la — 32m, ft = 8m, fx = 2,0”*, h = 2,0"', hp = 10m wird hp — c = 4,5”* und

~ EFh2 = 22,533 -j- 8,812 f Fb

3 1 U}480

0,2100
0,2275
0,2400
0,2475
0.2500

0,0498
0,0981
0.1438
0,1856
0.2227
0.2541
0,2793
0,2976
0,3089
0,3125

0,0499
0,0990
0,1466
0,1920
0,2344
0,2730
0,3071
0.3360
0,3589
0,3750

0,0500
0,0999
0.1495
0,1984
0.2461
0.2919
0,3350
0.3744
0,4090
0,4375

zP , zPtl)p „zP zPM W/; —T— Ui —— top ——-
3126

x2 X2 X4X XX X Up =2 (Op--(Op(Op (Op(Op l p l p 1 pl
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Tabelle der Werthe Up, oD, oP, oP'.
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0,2 —0,384 — 0,024 — 0,043
0,4 —0,672 —0,042 —0,105
0,6 —0,768 —0,048 —0,146
0,8 — 0,576 — 0,036 —0,125

+ 0,270 
+ 0,617 
+ 0,938 
+ 1,159 
+ 1,238

Den Einfluss von Temperaturänderungen berechne man mit Hilfe der 
genaueren Formeln

2s tScs'SttSaS XctXat
S'S Sa2 EF

und berücksichtige die Längenänderungen sämmtlicher Stäbe. X& t wird — 0, 
weil der Träger symmetrisch ist. Die Lage von Xct bestimme man mittels der 
Bedingung

SaScSy 0.EF

Zweiter Abschnitt. — § 15.426

1 EFh2§ccalso für F = 0,51 Fk, -

X = 0,62 Fk-,
X= 0,731+
F = 0,85 Fk-,

Ist F= 0,62 Fk, so ergiebt sich für die Seitenöffnung
=32 r 

28 L

27
h

= 28 
= 29 
= 30.

11
n

11

- 2A1
3 J

4,5
X. — w_o • Mp6

18 Mp +16 Mp
21

und für die Mittelöffnung
[+Mp'!_mp 425 ]4-32

Xc 28
256 m'p— 216 MpX,

21
Xa : ?! und X& sind nur von dem Yerhältniss : l2 abhängig. Man erhält für
4 • 4 == 1

X« Mp
h 16für die Seitenöffnung Mpx6 = — 8
Xa
hfür die Mittelöffnung

-T[(- + *ï)î-ÿ]xb

Die hiernach berechneten "Werthe sind in der folgenden Tabelle zusammen
gestellt worden.

Seitenöffnung Mittelöffnung
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Für den ersten Bechnungsgang empfiehlt sich die folgende Entwicklung. Man 
schreibe den Gliedern der Kette die Temperaturänderung tu-, der oberen Gurtung 
den "Werth t0 nnd der unteren Gurtung den Werth tu zu und lasse die Füllungs
glieder, die Hängestangen und die Ständer A0A ausser acht. Man erhält dann

h~\~h h-\~h18« = f f Mi*. -fjMU*

und, wegen M°a — M“ — Ma,
h + h
Madx.Z (tu to)1

Sa«T A

Das Integral stellt den Inhalt der in Figur 392a schraffirten Ma-Fläche dar, 
weshalb

Z (tu to) { 11 I 7 \1
y Sa« h

und
hlh + 2l2)

X„t = 0,75 zEF (t0 — tu) h H~ 3 4
Weiter ist

h+h
M“dx,

h~\~h ztu
-jr Sct = 'SScZts = — ztu'Ss sec a -j- —=—
^ 0 0 h ,

und, wegen M°c= Mc-\- — A und = Me---- ^-A,

Y Sc« = — ztjcSo + y £ (*« + *°) (4 "ł* 4) ^

Das Integral stellt den Inhalt der in Fig. 392c schraffirten Mc-Fläche dar, und 
man erhält daher

Y Sc« = — ztkSo + — z(tu -j- to) (4 + 4) ^

fi + ^21
M°o dx —

0
1

h + h
Mcdx.Z (tu to)

h

Z{tu-—°± [j ft 4 +A4)
A

(!+'>)]•(Ap c)

Das letzte Glied darf als belanglos vernachlässigt werden; auch ist es zulässig, 
durch 4 + 4 zu ersetzen; es handelt sich ja nur um eine Annäherung und 

die Einführung der Zahlenwerthe t0 und tu beruht ohnehin auf einer ziemlich 
groben Schätzung.*) Man erhält also schliesslich

Y Sc« = e (tu + t0 — 2 tk)1- y

So

Sc«
Sc«

und V«« =

*) In unserem Zahlenbeispieie würde die Summe der beiden letzten Glieder 
£ (23 tu ~I- 25 to) (4 ~j~ 4) sein, und dafür darf man setzen -^-£ (£« + *») (4+ 4)-

2-24



Zweiter Abschnitt. — § 15.428

In unserem Zahlenbeispiele ist

h = ls, Ä = 2", yFFfc2 

folglich (für Flusseisen und bezogen auf Tonnen und Meter) 
Xai = ~ zEF(t0 — tu) h = 4- • 250 (t0 — tu) F

= 28
h

816
Xa< = 281,25 (t0 — tu) F

250 F (tu —f- to — 2 tu) —xct — zEF(tu-\-t0 — 2tk) OQZo
Xct = 36 (£« -(- — 2 #*) F.

Im Falle t0 = tu = tk wird Xat = 0 und X, t = 0.
Liegt die obere Gurtung oberhalb der Fahrbahn, so ist sie ebenso wie die 

Kette der Sonnenbestrahlung ausgesetzt. Setzt man für diesen Fall tu = 0, 
to = tk = 15 °, so erhält man

Xat = 4200 Fc, Xct = — 540 Fe
wo Fc einen mittleren Gurtquerschnitt bedeutet.

Da nun c = 5,5m und h — 2,0m ist, so entstehen in der Mittelöffnung die
Gurtkräfte

M° 0,5 Xat — 0,5 (5,5 — y0)U
h

Mu — 0,5 Xat + 0,5 Xct (5,5 — yu).

In der Mitte des Trägers ist y0 — 1,0M, yu = 3,0m also 
U—-\- 3200 Fei 0 = — 2800 Fc.

Ueber der Mittelstütze ist y0 = 9,0m, yu= ll,0m und 
?7=-|- 1200 Fc, 0 = — 600 Fe.

Wäre in der Mitte F0= 1,25 Fe und über der Mittelstütze F0 = 2Fe, so würden 
sich an diesen Stellen in der oberen Gurtung die Spannungen 

2800 
1,25

ergeben. Man erkennt, dass ungleichmässige Erwärmung ziemlich erhebliche 
Spannungen hervorbringt. Die genauere Rechnung liefert geringere Werthe, 
da 8aa und 8CC grösser ausfallen.

168. Zweifach statisch unbestimmter, durch einen Balken 
mit parallelen Gurtungen versteifter Stabbogen, Fig. 393. Im 
Bogen entsteht oberhalb des Versteifungsbalkens der Horizontalschub Xa, 
unterhalb des Balkens der Horizontalschub Xb. Bei starren Wider
lagern lauten die Elasticitätsgleichungen

Xa-{- Xbhab — Pmhma -{- hat 
Xa^ba H“ = •Pm5m6 -f- Sj*.

Im Belastungsfalle Xa = — 1 bleiben die in Fig. 393a durch gestrichelte 
Linien dargestellten Stäbe spannungslos.

Der Einfluss der Längenänderungen der Diagonalen des Versteifungsbalkens 
auf die Grössen Xa und Xb ist leicht zu berücksichtigen. Es sollen daher die 
Gewichte w mittels der Formeln 6 und 7 auf Seite 105 berechnet werden.

0= — h

600 30 kg/qcmt/qm = 224 kg/qcm und a0o0 2,0

(1)



JCjzLïnie
Fig. 393.

Man erhält nun nach Gleich. 6, Seite 105, für einen Knotenpunkt der 
unteren Gurtung

f](tgam — tg am+i)HK 2XVmWm hEFd Xh EF
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oberen
unteren{ | Gurtstab von der Länge 2 X ergiebt sich

a __ ym A _— y nt 2 X
ba~+~hT'

{SSlgnde}

Sa —- ± tg Asa = ±tgCLm-^ ,

Kür einen

)

und für eine

h
wo F und Fa die konstant angenommenen Querschnitte der Gurtungen und 
Diagonalen bedeuten. In den Stäben des über dem Balken liegenden Bogens 
entstehen die Spannkräfte Sa = — sec am. Der Bogen habe im Scheitel den 
Querschnitt Fb; für den um am geneigten Stab des Bogens sei F = Fb sec a, so 

Sa2s sec 2aX wird.dass EF EFb

l0=1U=t^K— X:
'

7
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2 Xund nacli Weglassung des konstanten Faktors
h2EF

= y* + y (tg *»» — tg a™+i) i -
F d3

Wm
Fd X3

Zu demselben Ausdrucke führt die Gleich. 7, Seite 105, für einen Knotenpunkt 
der oberen Gurtung. Dem Knotenpunkte 3 entspricht

F æi
«’* = — y tga4X Fa X3

Liegen die Knotenpunkte des Bogens in einer Parabel, was hier vorausgesetzt 
werden möge, so ist

8 f0\tg am — tg am+i U2 ’
X2 F d3

Wm = IJm + 4 fo -

y* — h
lo2 Fa X2(2) F d3w3 = Fa X3 M’17'2

Für 8ao ergiebt sich der "Werth 
SSs _™ym2 2X 
EF 7 h2 FF 

und wenn (genügend genau)

10 d 10——(- 2 2 X sec 2a 
Fa 4

<72 1S«o— 2 2 2 tg 2am — •
4 EFb ’

io
/.*)2 2X sec 2a

4

gesetzt wird r16

]' i° jr (732X2 1 F(3) Sao EFh2
Schätzen wir Fa = 0,35 F und Fj, = 2,5 F: so erhalten wir mit den in die 
Fig. 392 eingetragenen Abmessungen

X2 1 Fd3 
~ 10 ’ Fa ' X3 ~~ 0,35 

Wm = ym + 0,4 
w3 ■— w— 2,6.

2i/m2 = 2 (2,82 + 4,82 + 6,02) + 6,42 + 2 (2,42 + 4,02 + 4,82) = 264,32
4io 4

4X21 tg2am = -fr- (1,32 + 1,1* + 0,92 + 0,72 + 0,52 + 0,32 + 0,12) = 6,07
4 o

[88,11 + 6,07 + 2,10] =96,3

Betrachtet man die Gewichte w als Lasten eines einfachen Balkens AB und 
berechnet die zugehörigen Biegungsmomente Mmr unter der Annahme X = 1, so 
besteht zwischen den Mm und den Durchbiegungen 8ma die Beziehung

1 L. . 1,40 = 4,04 fo yt = 4-4,9 lo 14J

16

2 X2S«o EFh2EFh2

2 X2
Mm.Smo EFh2

*) Yergl. Seite 249. Für unser Beispiel ist 1 + -^r- = 1.07.
3 (o2
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Für die Momente M„ erhält man die folgenden Werthe 
Mt' = 28,0 
M,= 56,0 
Ma' = 84,0 
Mt = 114,6

M5' = 142.0 
M6' —166,6 

= 186,0

Ms' =201,0 
Ms =209,6 
M10' = 218,0.

In Fig. 393b sind die im Belastungsfalle Xb — —1 spannungslos bleibenden 
Stäbe durch gestrichelte Linien dargestellt worden ; der obere Bogen ist spannungs
los und wurde w7eggelassen. Man erhält für einen j 
Länge 2X

oberen } Gurtstab von derunteren

Y]m 2 A 

+ +F7’a=+T’ As* = -}-
für die Diagonalen der ersten beiden Felder 

, d 
— tga‘ ¥’

Sb — + tg a, —,

d2Sb = Asb = — tg aj
hEFa

d2As& = + tg a2
hE Fa

für den unteren Bogen
XA Sb = — sec amSb — — sec am,

EFb
! 2Xund gelangt nach Division der Gewichte w mit zu den Formeln

EFh2
X2 F d3

u>i = fh + y (tg «i — tg «O

«’2 = ^ + y tg «2

F7 # = +4/X A2 Fd X3 M’19F7* X3

Fd X3
7Cm = y),» (gültig für m — 3 bis m = 17)

(4) = «’l8

|- 19
2ï&

L+2X2 I-Xfl*.,,+ *._>£ f+.X-J.iL*0) EFh2
16 2 Xs -- - "2
i

Die Einsetzung der Zahlenwerthe liefert
w1 = w19 = % + 0,4 = 2,3 

3 6
76’j = w18 — 3,6 -)----- —

Wtn--*f]m

§a6 = 2 Sa Sb(6) F/F7 EFh2

7,0

19
2t)J = 2 • 1,92 + 9 • 3,62 + 8 • 5,12 = 331.94 

1,9*+ 1,7*
1

6,5X (tg 2 ocj + tg aa2) =

2f/ffiV]m = 3,6 (2,8 + 4,8 + 6,0) 2 + 3,6 • 6,4 + 5,1 (2,4 + 4,0 + 4,8) 2 = 235,20 4
[110,65 + 8,67 + 0.60] = 120 

• 78,4.

3,0 3

2X2 2 X2
EFh2 EFh2

2X2
Sa b = EFh2

*) An Stelle von 110 in Gleich. (3) setzen wir 2X; rechnen also mit sec a= 1. 
Da F : Fb ohnehin geschätzt werden muss, ist dies zulässig.
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Die Momente M" in Folge der Gewichte w sind für X = 1
= 167,5 

Mj = 186,7 
M7" = 202,3

Mt"= 42,3 
Mt"= 82,3 
M3" = 115,3 
Mj = 143,2

Zwischen den Momenten Mm" und den Durchbiegungen 8besteht die Beziehung

M8" =212,8 
M9" =219,7 
Ml0"= 221,5

2X2
Mm".3m b

EFh2
Die Gleichungen (1) gehen also über in

EFh296,3 X, + 78,4 Xb = Mj 80j2X2
EFh*78,4 Xa -(-120 Xb — Mm" 2X2

sie liefern für den Einfluss der Last Pm— 1 die Werthe 
Xa = 0,0222 MJ — 0,0145 Mm"
Xt = 0,0178 Mm" — 0,0145 MJ 

und für den Einfluss der Temperaturänderungen die Werthe 
EFh2

(7)

(0,0222 8at — 0,0145 Sit)Xat 2X2
EFh* (0,0178 8bt — 0,0145 8at)Xbt 2X2

Die mit Hilfe der Gleichungen (7) berechneten Ordinaten der Einflusslinien für 
Xa und Xb sind in die Figur 393 eingetragen worden.

Belastet man jeden Knotenpunkt mit q X, so entsteht
Xa — 14,5 gX, Xb = 15,2 q\.

Xb weichen also nur wenig von einander ab.
In Folge einer gleichmässigen Erwärmung findet man

S„< = 'SztSaS = 0, 8bt — '2‘itSbS = ztl*)i

Die Werthe Xa und■ max

mithin
Ih2Xat — — 0,0145 zEtF 

X* = + 0,0178 e Et F 

250 (Flusseisen) £ = 35°, l— 60w, h : X = -i-

2 X2
ih2
2X2

und für zE —

Xat — — 950 F 
X« = +1160 F.

Für den oberen Knotenpunkt 3 des Versteifungsbalkens erhält man das Angriffs
moment

Mzt = — 1160 F-5,1
und in dem gegenüberliegenden Gurtstabe die Spannkraft

1160-5,1 F — — 3940 F.Ut 1,5

*) Die Spannkräfte in den Vertikalen sind hierbei berücksichtigt worden. 
Man vergl. die Untersuchung von Ht auf Seite 199.
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Wäre der Querschnitt dieses Gurtstabes zufällig gleich dem Mittelwerthe F. so würde 
in ihm in Folge der gleichmässigen Erwärmung die Spannung a = — 394 kg/qcm 
entstehen.

§ 16.
Beispiele für die Einführung eines statisch unbestimmten

Hauptsystems.

169. Wird ein «-fach statisch unbestimmtes Fachwerk durch Be
seitigung von k überzähligen Steifigkeitsbedingungen, denen die statisch 
unbestimmten Grössen Xa, Xb, . . . Xk entsprechen mögen, in ein (n—k)- 
fach statisch unbestimmtes System verwandelt, so bestehen zwischen 
den Grössen X die Ä;-Gleichungen

La + ha — 8af = 2Pm5ma — XA« — XA» — • • • — XA*
Lb —f- §6   §bt =: ^ Pnfimb X<A« Xbhbb . . . Xkbbk

Lk —(— — bkt— XA« Xbhkb . . . Xkhkk

welche die Berechnung von Xa, Xb, ... Xk gestatten, vorausgesetzt, 
dass die Grössen Xk+1 bis X„ bereits bekannt sind. An die Stelle des 
statisch bestimmten Hauptsystems ist ein (n—Æ)-fach unbestimmtes 
System getreten. Dass diese Einführung eines unbestimmten Haupt
systems zuweilen sehr nützlich ist, wird die Lösung der folgenden 
Aufgaben zeigen.

170. Kettenbrücke über drei OÖffnungen mit durchlaufen
dem Versteifungsbalken und Hückhaltketten. Fig. 394. Es 
handele sich um den ersten Rechnungsgang, und es möge der Hori
zontalzug Xc der Kette in Folge einer Einzellast P= 1 und einer 
gleichmässigen Erwärmung unter der Voraussetzung bestimmt werden, 
dass für den Balken die in No. 160 (Seite 393) eingeführten An
nahmen gemacht werden dürfen und der Querschnitt eines unter a 
gegen die Wagerechte geneigten Kettengliedes Fa — Fk sec a ist, wo 
Fk den Querschnitt der Kette im Scheitel bedeutet. Die ganz un
wesentlichen Längenänderungen der Hängestangen sollen vernachlässigt 
werden. Die Kettenlinien seien durch stetig gekrümmte Parabeln er- 

Die Bezeichnungen sind aus der Figur zu ersehen; man achtesetzt.
darauf, dass für die Kette über der Seitenöffnung der auf die Sehne 
D0B0 bezogene Pfeil mit f0 und der zur Sehne C1A0 gehörige mit fl 
bezeichnet worden ist. Man begeht aber keinen wesentlichen Fehler^ 

in den folgenden Formeln f0 und l0 durch f1 und /j ersetzt. 
Wäre die Kette durch drei Einzelbalken versteift (Fig. 299,

wenn man

Seite 291), so wäre das durch die Ursache X0 = — 1 hervorgerufene
Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1. 28
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Angriffsmoment für irgend einen Knotenpunkt der oberen oder unteren 
Gurtung:

M° = Mu = 1 • ly,
wo y die dem Knotenpunkte entsprechende Ordinate der Kette, be
zogen auf den Sehnenzug Cx A0 B0 Dx bedeutet. Da nun aber der 
Versteifungsbalken ein durchlaufender ist, so tritt an die Stelle des 
Sehnenzuges CxA0 B0 Dx der durch die Stützenmomente c bestimmte 
Linienzug C1A1B1B1. Für die Strecke c ergiebt sich nach Gleich. 25, 
Seite 395, die Beziehung

2 c (lx “J- ï) —j— cl — AT,

+ ^cIuBe

Fig. 394.

wo N nach Gleich. 38, Seite 402, für eine gleichförmige Belastung zu 
berechnen ist, die für die Längeneinheit der Seitenöffnung zx und der 
Mittelöffnung z beträgt, und durch die Gleichungen

zl2
Wi » w8 8

bestimmt ist. Man erhält also 
VI3 zl3

44
und absolut genommen,

HUh + fT)
c 2 lx 4- 31(1)

Damit sind die Momente
M°e = m: = 7]
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für den Belastungszustand Xe — — 1 des statisch unbestimmten Haupt
systems gefunden, und die Berechnung von

p ^mc
Xc =

t>CC

auf eine sehr einfache Aufgabe zurück ge führt. Bezeichnet man mit h 
die Höhe des Balkens und mit F den mittleren Gurtquerschnitt, so 
•erhält man, mit Beachtung der Entwicklungen auf Seite 268,

2 s' sec ola / dx sec 2a -4-
EFh2 r EFh J 1

dx
EFt

lh
Ei^bJ^ + f^Ą+Wi

■wo

f)+«0+?£)+*'16 f0221. (l 4

s bedeutet die Länge einer Rückhaltkette C0R0T0 und a den Neigungs
winkel des obersten Gliedes C0R0, vergl. Seite 169. Für die beiden 
Integrale ergeben sich die Werthe

sec öl.(2) s0 = 23 l0

J rt*dx=f(y-cE) C2ly%cfih8(Ix = -—fl2l1 3315
li

4 cflfr[2dx = J (y — c)2dx = -^f2l

und es folgt schliesslich mit Beachtung von Gleich. (1) die Formel

EFh2
2 15

Die 5mc-Linie ist die Biegungslinie des Balkens für den Belastungs
zustand Xc = — 1.

s0h2 F28 (2/i 2lx +80H(3) 2 Fk

Die endlichen Gewichte wc ersetzen wir durch

2r\dxdx
dwc = (M: + M“) EFh2 EFh2

EFh2und erhalten die Werthe---------8me als Ordinaten einer Seillinie die mit
2

der Polweite 1 zu der in Fig. 394 schraffirte Belastnungsfläche ge-
EFh i

'■---- - Scc gewählt, so ist die
2.zeichnet ist. Wird die Polweite gleich

28*

«O 
f/o
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Da die Belastungsfläche aus Drei-Seillinie die Einflusslinie für Xc. 
ecken, Parabelabschnitten und einem Rechtecke besteht, führt die 
Rechnung ebenfalls schnell zum Ziele. Mit der Bezeichnung

s0h2 F
— (2ZX -j- 3/) -j-8 —— = k3(4) Fk15

ergiebt sich für die Seitenöffnung, deren Belastungsfläche gleich dem 
Unterschiede des Parabelabschnittes ClSA0 und des Dreiecks ClA0Ai 
ist, nach der Tabelle auf Seite 425

(y Urflh2 g 2)

-^idpfl2-----

1
(5) X=TTk3

und für die Mittelöffnung
1 a(6) X = Je3

In Folge einer gleichmässigen Erwärmung um t entsteht
e t^Scs

(7) Xct

wo, für die obere bezw. untere Gurtung des Balkens
m;m:

Sc = -\se = hK
und für die Kette

Sc = — 1 • sec a.
Da Me = ist, wird für den Balken 2Scs = 0. Für die Kette ist 
2S> = — s0, mithin

s,EFts0h2
(8) Xct 

Zahlenbeispiel. Es sei ~ l —

2 k3

30-, fx=~f= 2-, e = 9*",

Ji = l.5m, s — 12"*, sec a = 1,05. Dann ergiebt sich (wenn la — lx und f„ = f% 
gesetzt wird)

\fi = 4,5"

2 + ^

139 fxnx

c =

“(M+tM+m 12 • 1,05So 2,63
30

556-
30 MV

wo
11

V =

1 "U 0,32 -~
30 _£o_ hl
139“' 2/, f* Fk1-f

K
j

C
Q
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Man erhält also
für die Seitenöffnung Xc = (1,079 cap' — 1,214 wd) v 
für die Mittelöffnung Xc = (17,266 w/ — 14,568 wp) v 

und ist nun im Stande, die Xc-Linie mit Hilfe der auf Seite 425 stehenden 
Tabelle für verschiedene 'Werthe von v schnell zu berechnen.

Die Angriffsmomente für den Versteifungsbalken sind 
M° — Mu — Mo — Xct) ,

wo Mo das Moment für den nicht an der Kette hängenden, zweifach statisch un
bestimmten durchlaufenden Balken bedeutet. Die Momente M0 werden am 
zweckmässigsten nach dem in No. 160 angegebenen Verfahren ermittelt; sie 
sind unabhängig von v.

Grleichmässige Erwärmung erzeugt
30 g0 h2 F 
139 21, f,2 Fk 'Xd = — zEFkt

und dieser Ausdruck lässt sieh umformen in
Xct — — zEFkt (1 — v). 

F\Fk = 0,4 0,5 0,6 0,7
v = 0,89 0,86 0,84 0,82

zE — 250. £ = 35°
Xct

Für
erhält man 
und mit

963, 1225, 1400, 1575.

Den einzusetzenden Werth v ermittle man mit Hilfe von Versuchsrechnungen, 
v hängt u. A. von dem Verhältniss der ständigen Belastung zur Verkehrslast ab 
und ist für Kabelbrücken kleiner als für Kettenbrücken.

171. Ganz in derselben Weise wird das in Fig. 395 dargestellte 
Tragwerk untersucht. Der durchlaufende Balken ist nur in der Mittel-

kVVT

Fk

&✓
—

f/
Lr

s// Tvt/
4< YP~t -------------»<— 7---- 5-

...... .............
I

Fig. 395.

Öffnung mit der Kette durch Hängestangen befestigt. Die Gleichung 
zur Berechnung von c lautet

2c {lx +0 + cl =

und liefert, absolut genommen,

zlz 2 fl
4

2 fl
(1) c 2^ + 3/
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Weiter wird
16_ Z2 
3 l2

(l + ^ -j- 2 s sec a.'(2) S0 = l

s die Länge einer Rückhaltkette A0 T bedeutet.

, mithin ist

wo

Ueber der Seitenöffnung wird rj = ° h
h

J r\2dx cHi
3

und
EFh2hcc__ 2g2/! 8 Soh2Fk3 =

2 3 2 Fk15
wofür man mit Rücksicht auf Gleich. 1 auch setzen darf

(3) fc3 = - f2l 4?1~^ | s°h2F.
U 15 / 1 2^+ dl + 2 Fk

Die Gleichung der Xc-Linie lautet
2clx1für die Seitenöffnung Xc =-----— 3

0 rC
(4)

(y «p?^2 — y UrcI2) •1„ „ Mittelöffnung Xc =
&3

Der Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung um t° ist
eEFtsJi2 

2k3
Bei der Berechnung der Seitenöffnung achte man darauf, dass sich die 
Einflusslinien für sämmtliche Stabkräfte nach dem im § 13 beschriebenen 
Verfahren aus der Einflusslinie für den Widerstand C der Endstütze 
herleiten lassen; und diese Linie findet man mit Hilfe der Einflusslinie 
für das Stützenmoment.

(5) X„

172. Die Kettenbrücke über zwei OefFnungen mit durch
laufendem Versteifungsbalken, Fig. 396, wird in derselben Weise 
behandelt. Die Strecke c ist bestimmt durch die Gleichung

2c{l-\-l) — — 2 fl — 2 fl, woraus c — — f.(1)
Weiter erhält man

2 e2
-f- 2 s' sec a'

2jy\2dx = 2j(j/ — f~j^) dx = -^-f2l

16 f00 +(2) s0 = 21 23 l0 lo
ll



und dieser Werth lässt sich umformen m
5 l ,

Xc — — — (2 uP üæ) v(4)

wo 1
(5) v s0 h^_F 

T f1 Fh

Der Einfluss einer gleichmässigen Temperaturänderung um t° ist 
Xet = — &EFkt (1 — v).

1 +

(6)

§ 17.
Aufgaben über statisch unbestimmte melirtlieilige 

Fachwerkbalken.

173. Im ersten Bande (No. 229 bis 230) haben wir die ange
näherte Berechnung statisch unbestimmter mehrtheiliger Fach werke nach 
dem zur Zeit fast allein üblichen Verfahren der Zerlegung in statisch 
bestimmte Theilsysteme gezeigt und bereits dort darauf hingewiesen, 
dass die genauere Berechnung nicht immer entbehrt werden kann, 
weil diese Zerlegung öfter zu wenig befriedigenden Ergebnissen führt. 
Es soll daher die strengere Untersuchung dieser in neuerer Zeit wieder 
mehr in den Vordergrund getretenen Systeme an zwei Beispielen erläutert.
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s0h2F
TfH +k3 =(3) 2 Fh

x=±~ r1c k3 V 3 Up fl2 —

—----\!<■----ż

&
B

ZI
— I----- — z 

tFl

m
r

Y^f Linie,

Fig. 396.
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werden. Vorweg heben wir hervor, dass die Längenänderungen der 
Fiillungsstäbe nicht vernachlässigt werden dürfen. Bei den vom Verfasser 
untersuchten mehrtheiligen Netzwerken lieferte eine zuerst auf Grund 
der Zerlegung in statisch bestimmte Theilsysteme durchgeführte Be
rechnung Stabquerschnitte, die sich zur Einführung in den genaueren 
Rechnungsgang eigneten. Denn es kommt bei der Aufstellung der 
Elasticitätsgleichungen nicht auf die Querschnittsinhalte selbst an, 
sondern nur auf das gegenseitige Verhältniss dieser Inhalte. Die 
Spannungszustände X — — 1 sind namentlich für Netzwerke mit pa
rallelen Gurtungen ganz ausserordentlich einfach, so dass die genaue 
Berechnung dieser Fachwerke keineswegs umständlicher ist, als die vieler 
anderer mehrfach statisch unbestimmter Systeme.

1. Untersuchung eines zweitheiligen Netzwerks mit gebrochenen Gurtungen.

Figuren auf Tafel 7.

174. Es soll der in Fig. 397 dargestellte Fachwerkträger unter
sucht werden. Stützweite 36'", Höhe in der Mitte 6m, an den Enden 
2’", Feldweite 3,6m. Die Knotenpunkte der Gurtungen liegen in Pa
rabeln. Der Träger ist einfach statisch unbestimmt, 
nicht bestimmbare Grösse möge die Spannkraft X des Stabes lY ein
geführt werden.

Zuerst wurden in Fig. 400 die Spannkräfte (St) für den Zustand 
X = — 1 ermittelt, und zu diesem Zwecke der Reihe nach die Kräfte
polygone für die Knotenpunkte l, Y, k, k', i, Y, .
Zugkräfte wurden blau, Drücke roth ausgezogen, 
wechseln von Fach zu Fach die Vorzeichen, ebenso die Spannkräfte in 
den Schrägstäben. Es genügte, die Stabkräfte der linken Trägerhälfte 
darzustellen; rechts von der Mitte ergeben sich dieselben Werthe, nur 
mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die Ergebnisse wurden in die 
Figur 402 eingeschrieben (blaue Zahlen).

Die nächste Arbeit bestand in der Aufzeichnung der Biegungslinie 
für den Zustand X= — 1. — Ist nämlich

hu die gegenseitige Verschiebung des Punktpaares 7, Y in Folge 
X = — 1 und im Sinne X = — 1, 

hmj die Verschiebung des Angriffspunktes m einer Last Pm im 
Sinne von Pm und in Folge von X —— 1,

so ist der Einfluss von Pm auf A":

Als statisch

. . gezeichnet. 
Die Gurtkräfte

S„,
(1) X=Pm

5ii
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Wird also die Lasteinheit durch eine Strecke von der Länge hu dar
gestellt, so erzeugt eine in m angreifende Last Eins im überzähligen 
Stabe die Spannkraft X = bml. Die fragliche Biegungslinie ist dann 
gleichbedeutend mit der X-Linie; ihre Ermittlung muss durch eine 
Querschnittsabschätzung eingeleitet werden, und zwar kommt es hierbei 
nur auf das gegenseitige Verhältniss der Stabquerschnitte an, weil in 
Gleich. (1) nur das Verhältniss zwischen zwei Ordinaten der Biegungs
linie vorkommt. Aus demselben Grunde darf, falls E für sämmtliche 
Stäbe den gleichen Werth besitzt, was hier vorausgesetzt wird, E — 1 
angenommen werden. Die Zahlen in der linken Hälfte der Figur 401 
geben nun die Stablängen in dm an, in der rechten Hälfte die abge
schätzten Querschnittsverhältnisse und die rothen Zahlen in Figur 402 
schliesslich die hiernach berechneten Längenänderungen der Stäbe für 
den Zustand X=—1. Beispielsweise entspricht einem Schrägstabe 
des dritten Faches:

S,s 0,50 -61
+ 5,1.b. Si

ef 1 • 0,6
Die Einheiten sind gleichgültig, da es sich nur um das Verhältniss 

8mZ : 8„ handelt. Die Bestimmung der Biegungslinie erfolgte mit Hilfe 
eines Williotschen Verschiebungsplanes. Zuerst wurde Punkt a, und 
die Richtung des Stabes a a festliegend angenommen und a a gleich 
der Längenänderung AO des Stabes 0 gemacht. An a und a wurde 
b mit Hilfe von Al und A2 angeschlossen, hierauf der in Bezug auf 
die Wagerechte durch die Mitte von a a symmetrisch zu b liegende 
Punkt b' bestimmt, sodann c fest gelegt mittels A3 und A4, nun
mehr c symmetrisch zu c liegend gefunden u. s. w.*) Man vergleiche 
die ausführliche Beschreibung des Williotschen Verfahrens im § 1 und 
namentlich die Untersuchung in No. 34 (Fig. 39), in welcher die Her
leitung der Biegungslinie aus dem Verschiebungsplane eingehend er
örtert worden ist. In Figur 398 stellt die ausgezogene Zickzacklinie 
die Biegungslinie für den Fall Fahrbahn unten vor, die strichpunktirte 
für den Fall Fahrbahn oben, beide bezogen auf die Gerade al als Null
achse. Da im Verschiebungsplan der Punkt V oberhalb l liegt (also 
ebenso wie im Fachwerke), so ist die gegenseitige Verschiebung htt des 
Punktpaares l, V positiv, und es entsprechen daher nach Gleichung (1) 
den positiven 8m/, d. h. den abwärts gerichteten Verschiebungen, auch 
positive Werthe X. In Figur 398 sind die positiven und negativen 
Zweige der als X-Linien aufzufassenden Biegungslinien durch blaue

*) Die Hilfslinien sind mit Ausnahme der zur Bestimmung von a dienenden 
wieder weggelöscht worden. Der Maassstab wurde so gewählt, dass eine Längen
änderung As =10 durch eine Strecke von 5mm Länge dargestellt wird.



Zweiter Abschnitt. — § 17.442

bezieh, rothe Schraffirung besonders kenntlich gemacht. Da sich die 
Strecke 5^ = 42,7mm ergab, so ist der Maassstab für die X-Linien: 
1* = 42,7”””.

Nach Aufzeichnung der X-Linien lassen sich die Einflusslinien für 
die übrigen Stabkräfte leicht bestimmen. Wir begnügen uns damit, 
die Untersuchung eines Füllungsstabes und eines Gurtstabes durch
zuführen.

1. Ermittlung der Spannkraft D im Füllungsstabe h' g, Fig. 403. 
Bezeichnet D0 den Werth von D für den Fall, dass das Fachwerk 
durch Beseitigung des Stabes ll' statisch bestimmt gemacht wird, so 
gilt für jeden Belastungszustand die Gleichung:

D = D0 — StX = D0 + 0,43 X.

Zur Bestimmung der D0~Linie wurde das Band I No. 215 beschrie
bene Verfahren benutzt und zu diesem Zwecke das statisch bestimmte 
Hauptsystem durch Beseitigung des Stabes h'g in eine zwangläufige 
kinematische Kette verwandelt. Es wurde zunächst die starre ge
gliederte Scheibe aa'g'hga ruhend angenommen, dem Punkte h' eine 
Geschwindigkeit von vorläufig willkürlicher Grösse ertheilt und nun 
der Reihe nach die Geschwindigkeit von i, von i' u. s. w. nach dem 
Williot’schen Verfahren bestimmt. Die Punkte g, g, h des Geschwindig
keitsplanes Fig. 404a fallen mit dem Pole zusammen; g'h' ist recht
winklig zur Richtung des Stabes g'h' ebenso h'i 1 h'i, hi 1 hi u. s. w. 
Die ausgezogene Zickzacklinie in Fig. 404b liefert — bezogen auf die 
Nullachse la — die senkrechten Seitengeschwindigkeiten der Punkte 
der unteren Fachwerksgurtung, die strichpunktirte diejenigen der Punkte 
der oberen Gurtung. Entspricht dem Punkte i beispielsweise die Ordi
nate 5,-, und bezeichnet 5 die Projektion der Geschwindigkeit g'h' auf 
die Richtung des Füllungsstabes D, so ist der Einfluss einer in i an
greifenden senkrechten Last 1* auf die Spannkraft D0 (nach dem Gesetz 
der virtuellen Verschiebungen): durch die Gleichung bestimmt:

D05 -f 1 .§.= 0
und man erhält — für den Kräftemaassstab P = 5 —

D0 = — 8,,

Die beiden Linienzüge in Fig. 404b sind also die Einflusslinien 
für D0, der ausgezogene für Fahrbahn unten, der strichpunktirte für 
Fahrbahn oben. Rechts von g, g fallen beide Einflusslinien zusammen. 
Die positiven und negativen Zweige dieser Linien wurden wieder durch 
blaue bezieh, rothe Schraffirung kenntlich gemacht. Der Maassstab 
lautet: 25mM,= lf.

(2)
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In den Figuren 405a und 406a sind nun die aus den D0-Linien 
mittels der Gleichung (2) abgeleiteten D- Linien dargestellt worden. 
Dabei geschah die Ermittlung der Werthe 0,43 X mit Hilfe einer Ge
raden, welche in Fig. 398b auf die Weise bestimmt wurde, dass durch 
den oberen Endpunkt von hn parallel zur Nullachse eine Gerade ge
zogen und auf dieser von der Senkrechten durch a aus die dem Stabe 
h'g entsprechende Spannkraft Sl = 0,43 abgesetzt wurde. Diese Spann
kraft ist dem ebenfalls im Maassstabe 25m”' = 1' gezeichneten Kräfte
plane des Zustandes X =—1, Figur 400, entnommen worden. Der 
Verschiedenheit der Maassstäbe der X-Linien in Figur 398 und der 
D-Linien ist hierdurch Rechnung getragen, und es konnten daher 
die Ordinaten der D0-Linien mit denjenigen der 0,43 X-Linie ohne 
Weiteres (mit Berücksichtigung der Vorzeichen!) addirt werden. Bei
spielsweise ist, absolut genommen,

7],= 8, — 8/ (Fig. 405a, 404b und 398a) 

und rif negativ, weil 8,-^> 8/.*)
Dem hiermit erledigten genaueren Verfahren ist nun folgendes 

Näherungsverfahren gegenübergestellt worden. Es wurde vorausgesetzt, 
dass Diagonale hg spannungslos sei, dass also der durch h'g geführte 
senkrechte Schnitt im ganzen nur drei beanspruchte Stäbe treffe. Die 
Einflusslinie besteht dann sowohl für Fahrbahn unten als auch für Fahr
bahn oben aus drei Geraden ALlf LxL2i L2B (Fig. 405b und 406b) 
und wird erhalten, indem man Strecke AJ gleich der Spannkraft ZG 
macht, welche im fraglichen Füllungsstabe durch einen Auflagerwider
stand A — 1 hervorgerufen wird, und indem man ferner die Strecke 
L2FL gleich der Seitenkiaft [Z>] macht, die in Fig. 407 durch Zerlegung 
der Lasteinheit nach den Richtungen U und D gewonnen wurde. Die 
Bestimmung von DA erfolgte in Fig. 407 nach dem Culmann’schen 
Schnittverfahren; die Schnittpunkte (U, A) und (O, D) in Figur 403 
wurden durch die Gerade (L) verbunden, hierauf wurde A = 1* nach 
den Richtungen U und L zerlegt, schliesslich L nach den Richtungen 
0 und D. Nachdem auf diese Weise der Linienzug AL1L2B festge
legt war, wurde angenommen, dass Lasten, welche in den Knoten
punkten k, i', h, g, f, e, d, c, b des die fragliche Diagonale D nicht 
enthaltenden Strebenzuges angreifen, auch keinen Einfluss auf die Spann
kraft D haben — sie wirken gewissermaassen auf das andere Theilfach-

*) Für den Fall obenliegender Fahrbahn werden die Ordinaten der D-Linie 
bei V und d nicht genau gleich Null; sie ergaben sich aber — selbst in der 
vom Verfasser im doppelten Maassstabe hergestellten Zeichnung — so klein, dass 
sie = 0 gesetzt werden durften.
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werk — und aus dieser Annahme ergeben sich schliesslich die in den 
Figuren 405b und 406b schraffirten angenäherten Z)-Flächen.

Wir wollen nun die Ergebnisse der genaueren und genäherten 
Rechnungsweise prüfen und setzen hierbei einen Zug von Lokomotiven 
mit den aus den Figuren ersichtlichen Radständen und Achsenbelastungen 
voraus. Die Mittelachse des Tenders ist von der Mittelachse der Loko
motive um die doppelte Feldweite entfernt — eine sehr ungünstige An
nahme. Den eingezeichneten Zugstellungen entsprechen die folgenden 
Werthe:

Fahrbahn unten.
Dp = 2Pyj = -f 31*
Dp = — 2Pki = + 11*

Fahrbahn oben. 
Dp= + 24" 

Dp = — 19*
tnax max

genau
minmin

D* = -|- 25,5* (Fehler 21 <%)

Die ständige Belastung sei g = 1,74* f. d. Mtr. also = 1,74 • 3,6 
= 6,3* für jeden Knotenpunkt. Es stellt sich heraus, dass die ge
naueren und genäherten Einflusslinien dieselben Ergebnisse liefern, 
nämlich:

Dp = + 1 9* (Fehler21°/0) 

Dp — — 20*.angenähert I tnax
min min

für Fahrbahn unten Dg = 6,3 • 0,62 = 4* 
für Fahrbahn oben Dg — 0.

2. Spannkraft in einem Gurtstabe. Der einzuschlagende Weg ist 
derselbe wie bei Untersuchung der Füllungsstäbe. Durch Beseitigung 
des Stabes i'li, nach dessen Spannkraft 0 (Fig. 408) gefragt sei, wurde 
das statisch bestimmte Hauptnetz in eine zwangläufige kinematische 
Kette verwandelt und nun wurden mit Hilfe eines Geschwindigkeits
planes (Band I, Seite 503 u. Fig. 499b) die O0-Linien für die beiden 
Fälle Fahrbahn unten und Fahrbahn oben gezeichnet. Die Geschwin
digkeit hi' des Punktes i' wurde so gewählt, dass die Projektion von 
hi' auf die Richtung von 0 gleich 25” 
die O0-Linien lautet dann: l‘=25”””.

Dem Stabe i'h' entspricht S{= — 0,30, weshalb
0 = O0 — S,X = O0 + 0,30 X,

und hierdurch ist die O-Linie gegeben; sie wurde in kleinerem Maass
stabe (l*=12,5mm) gezeichnet — für Fahrbahn unten in Fig. 410a, 
für Fahrbahn oben in Fig. 41 la.*)

Die Figuren 410b und 41 lb enthalten die Ergebnisse der Nähe
rungstheorie; es wird genügen, die Entwicklung von 410b zu geben.

ist. Der Kräftemaassstab für

*) Zur Umsetzung der Strecken aus dem Maassstabe 1* = 251 
Maassstab l‘ = 12,5"*"* diente der Winkel oberhalb Fig. 400.

in den
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Der fragliche Gurtstab liegt in dem einen der beiden Theilfachwerke 
dem Knotenpunkte li gegenüber, in dem anderen dem Knoten i. Be
deuten Mh, Mi die Angriffsmomente, bezogen auf h bezieh, i und rh, 
r{ die Lothe von h und i auf 0, so ergiebt sich — jenachdem die 
Spannkraft im Stabe ih' oder im Stabe i'h gleich Null angenommen 
wird —

M„ Mi— 0 oder — 0
rh n-

Die Einflusslinie für Mh:rh besteht aus den Geraden A'H und 
HB ’, sie ist bestimmt durch

xhx7i (3-3,6) (7-3,6)HH' = 1,42
lrh (10 • 3,6) • 5,34

während die aus den Geraden A'J und JB' bestehenden (M,-: r,)-Linie 
durch die Strecke

(2 • 3.6) (8-3.6)J'J 1,28(10 • 3,6) • 4,51Zu
gegeben ist. Mit Hilfe der (Mh : rA)-Linie wird der Einfluss der in den 
Knotenpunkten k, h, f, d, b angreifenden Lasten gefunden, mittels der 
{Mi : r,)-Linie der Einfluss der übrigen Knotenlasten; schliesslich werden 
die Endpunkte der auf diese Weise bestimmten Ordinaten durch gerade 
Linien verbunden. Ganz ebenso wird die Fig. 411b erhalten. Den in 
die Figuren eingezeichneten Zugstellungen sowie der ständigen Last 
g= 1,74* entsprechen die Werthe:

Fahrbahn unten.
Op = —-2 Py] = — 125*

— == — 43'

Fahrbahn oben.
Op = — 2Pv] = — 114f 
Og = — g\2vi = — 4L

Op — — 112'
0, = — 42*.

{genau
0,
Op =-----119' (Fehler 5«/0)

0, = ~ 43*

Die Uebereinstimmung zwischen der angenäherten und genaueren 
Rechnung ist also hier eine befriedigende.

Die gewöhnliche Zerlegung in zwei Theilfachwerke, von denen jedes für 
die Hälfte der Belastung zu berechnen ist, würde wenn in jedem Theilfachwerke- 
die wirkliche Richtung des Gurtstabes i’Ti beibehalten wird, zu der Formel

1 (Mi . Mh

angenähert j

(3) 0 = — 2 n rn
führen und hierein wird man zweckmässig, um allen überflüssigen Feinheiten 
aus dem Wege zu gehen, für Mi und Mh gleichzeitig die Grösstwerthe einführen, 
trotzdem diese bei verschiedenen Zugstellungen entstehen. Wir würden dann
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nach Band I, Seite 142*) erhalten
Mi-- 702<m Mh = 913*m also

) = — 164*= + U702 , 91810 = — 2 \ 4,51 ' 5,34
während sich vorhin ergab

für Fahrbahn unten 0 = — 125 — 43 = — 168* 
für Fahrbahn oben 0=— 114 — 41 = — 155*.

Es leuchtet ein, dass Formel 3 jedenfalls der Abschätzung der Querschnitts
abmessungen zu Grunde gelegt werden darf, falls eine schärfere Untersuchung 
verlangt werden sollte. Nach Ansicht des Verfassers ist die Gleich. 3 aber auch 
für die endgiltige Berechnung genügend genau.

Wesentlich anders verhält es sich mit den Füllungsstäben. Hier befrie
digte schon das Ergebniss der genäherten Einflusslinien nicht sonderlich, und 
noch ungenauer wird die Rechnung auf Grund der Zerlegung in Theilfachwerke 
mit den halben Lasten.

Betrachten wir beispielsweise behufs Bestimmung von maxDv im Stabe h'g 
das Theilfachwerk IJc'ih'g . . ., Fig. 412. Der Eisenbahnzug sei bis h' vorge
schoben und die den Schrägstab D auf Druck beanspruchende Belastung des 
Knotens i sei vernachlässigt — eine jedenfalls sehr ungünstige Voraussetzung. 
Es entsteht am linken Auflager A — 26* und

Dp = -\- 22*,**)
Dp = +- 31* ergab. Der Fehler beträgt also 41 %.während sich vorhin

Hinzugefügt werde noch, dass sich nach Aufzeichnung der X-Linie 
die übrigen Einflusslinien ausser auf die vorhin beschriebene Art noch 
nach verschiedenen anderen Verfahren zeichnen lassen. So könnte man 
nach Ermittlung der 0- Linien und U-Linien die D- Linien auf die 
in Band I, Seite 242 angegebene Weise bestimmen, desgl. nach Seite 176 
des vorliegenden Bandes. Drittens ist es möglich, mit Hilfe der für 
die Knotenpunkte ï, l, k\ k, . . . aufzustellenden Gleichgewichtsbe
dingungen schrittweise die Einflusslinien für die Spannkräfte in den 
Stäben 19', 20', 19, 20 u. s. w. herzuleiten.

Ein viertes Verfahren besteht darin, die Lasteinheit der Reihe nach 
in den sämmtlichen Knoten anzunehmen und für jeden dieser Belastungs
fälle einen das ganze Fachwerk umfassenden Kräfteplan zu zeichnen.

*) Au der angezogenen Stelle sind die Maximalmomente eines Balkens von 
36”* Stützweite und 3,6”‘ Feldweite berechnet worden, g ist = 1,74* f. d. Meter. 
Der Eisenbahnzug stimmt mit dem im vorliegenden Beispiele eingefühlten nicht 
ganz überein; man wird aber auch, falls man Gleichung 3 an wendet, mit den 
sonst üblichen Radständen rechnen, nicht mit den besonderen auf Tafel 7 an-

Dp kinematisch ermittelt. Beseitigt man D 
und schreibt man dem Punkte h" die lothrechte Geschwindigkeit h'h" zu, so 
entsprechen den Punkten i und l die Geschwindigkeiten ii" und ll". Wählt 
man h", so dass das Loth von h" auf D gleich A ist, so ist das Loth von l" auf 
A gleich

genommenen.
**) Wir haben in Fig. 412 max

Dp.max



Fig. 413.

weite, 2m Feldlänge, 4m Höhe und unten liegender Fahrbahn ist im 
I. Bande in Ho. 230 nach dem angenäherten Verfahren der Zerlegung 
in vier statisch bestimmte Systeme berechnet worden und soll nunmehr
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Fig. 414.

genauer untersucht werden. Als statisch bestimmtes Hauptsystem be
trachten wir den in Fig. 414 abgebildeten, durch Beseitigung der drei 
Vertikalen v, v0' und vu' erhaltenen Träger; seine Knotenpunkte sind der
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Die so gewonnenen Pläne enthalten dann die Ordinaten aller Einfluss
linien. In Figur 899 auf Tafel 7 ist ein Theil eines solchen Planes 
gezeichnet worden; er entspricht einer in h angreifenden Last 1.

2. Untersuchung eines dreifach statisch unbestimmten viertheiligen Netzwerks.

175. Allgemeines über die Berechnung der Formänderungen.
Das in Fig. 413 dargestellte viertheilige Netzwerk von 30m Spann-
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* %
V

1
M

: X
ej

ia
L»

*£%
\sf**s'°&

*)
!aA

%

A
»

*>

O
l8

b
84

1'<3

*

Cj

Sb
*

*s"

.v
w
f^ *

b 
«



-ł-
àAo.

^ê ąm,Ąfl *
k*■ &<J» 3 J\jà « 4} +

%
r^+

N+
- i-1 é- 1 iS KAA \S1

,//1

m+g+2ifxy
3■hs?

[AOj
£, S!

Ÿ ■>>
4< <%\f

~A
%'/M '/W* V'? +

-i ,vu4-2- /
(h. wjr7 pMj \11

Fig. 415 bis 420.

o,.

Mr.lA *\b

«
ift. s+/ <s>

A

1#;•>^- V
1

welche eine der Reihe nach in den Knotenpunkten 1, 2, 3, 4; 5 an
genommene Last 1 in den Stäben des Hauptsystems erzeugt. Mit 
Hilfe dieser Werthe erhält man

*) Die Bezeichnung ist so gewählt worden, dass die vier, die beiden End
scheiben verbindenden Strebenzüge

d2 dt <Jq ... . die : ^3 ds di .. . di5 
dod e ■ • • • d \e^ d %d ^d 7 . . . d 15und

gut hervortreten.
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Reihe nach zweistäbig an die linke, aus aneinander gereihten Dreiecken 
bestehende steife Endscheibe angeschlossen, und es lassen sich daher 
die elastischen Verschiebungen der Knotenpunkte leicht zeichnerisch 
ermitteln, am besten wohl mit Hilfe eines Williot’schen Verschiebungs
planes. Aber auch die analytische Berechnung der Verschiebungen 
gestaltet sich sehr einfach und möge hier, ihrer grösseren Genauigkeit 
wegen, bevorzugt werden.

Zunächst ändern wir die Stützung des Hauptsystems in der Weise, 
dass wir den unteren Knotenpunkt 0 des Stabes v und die Richtung 
dieses Stabes festhalten und berechnen die vertikalen Verschiebungen 
7]i, t]2 . . . 7],n . . . der Knoten 1, 2, . . m, .... der unteren Gur
tung, nach dem in No. 9, Seite 13 und 14 entwickelten, zu der 
Gleichung 8m = 2S'/As führenden Verfahren. Fig. 413 giebt Auf
schluss über die Bezeichnung der Stablängen*); in die Figuren 415, 
416, 417, 418 und 419 sind die Spannkräfte eingetragen worden,

-2

+
 /
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7]i = 0,5 V 2 (As2 — Ass) + ±vu — 0,5 kv,
?]2 = 1,5 4/2 A s2 — 0,5 4/2 A s3—"|/2 A s4 + A t?„ — 1,5 At> —f- ~\/ 2 A cZ2 — Amx, 
%= y 2 (Asx — As4) + 1,5 y2 (As2 — As3) At?„ — 2 At’0 — 0,5 Ar

+ y2 Adg — (Amx + Am2),
t]4= 2 y 2 Asx + 1,5 4 2 As2— 2,5 4/2 As3 — y 2 As4 — 2 Ar0 + Ar„

—}— 0,5 Ar —|— 47 2 (A d^ — A d2 ) — (A mx —J— A m2 —j— A Mg) —|— 2 Aox, 
7]5= 2 \ 2 (Asx — As4) + 2,5 y12 (As2— As3) — 2 Ar0 + 3Aru — 0,5 Ar 

y* y 2 (A d§ — A tZ3 ) — (Amx —j— Am2 —j— A Mg —J— A m4) —j— 2 (A ox —|— A o2).
Die übrigen Verschiebungen 7] findet man mit Hilfe der mittels 

Fig. 420 abgeleiteten Formel
y]m+i — Tf]m = 2 4/2 (Asx + As2 — As3 — As4) + 2 (Ar„ — Ar0)

+ 4/2 (Adm+i — Mm+2) — (Am) + 2{[Ao] — [Am]} 
(Am) die Längenänderung der Strecke m (m + 4)
[Ao] „
[Am] „

wo
1 (m — 2)
1 m

bedeutet.
Zur Berechnung von t]x6— t)x5 betrachten wir den in Fig. 421 

dargestellten Belastungszustand. In den Diagonalen entstehen die

0?9 10 Oj oj, Oj iS 0,'i 14-/ 2 0.’e 0« «r Qs o\os 0?

Spannkräfte +0,5 4/2; in der oberen Gurtung werden die Stäbe ox, 
o5, <+, o2 mit + 1 beansprucht, in der unteren Gurtung die Stäbe m3, 
m7 und m4' mit — 1 ; die übrigen Gurtstäbe sind spannungslos. Von 
den Stäben der Endscheiben werden nur die folgenden beansprucht:

sx und s3' mit + 0,54/2
s4' „ —0,54/2 und v mit +0,5.s3 JJ

Es ergiebt sich daher 
7]16— t]15= 0,5 4 2 (A$x + A + — As3— A.+) + 0,5 At> + Aox + Ao^ 

+ Ao6 + Ao2
+ . . . + A(?16) +0,54/2 ( Ad3 + Ad5

A m3—Am7 — Am4 +0,5y2(—A d2 +Arf4 —A d6
At?7+ .... A d15).

29Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1.



während hac im allgemeinen einen endlichen Werth annimmt.
Um die Rechnung thunlichst weit mit Buchstaben durchführen zu 

können, haben wir die Querschnittsverhältnisse Fe : F für die Gurtungen

mit a.lf a2, . . . . für die Diagonalen mit ßr^2 . . und\ 2 ’ y 2
rr

für die Glieder der Endscheiben mit v, v',

Zeichen in die Tabelle eingetragen.**) Fc ist ein beliebiger, konstanter 
Querschnittsinhalt. Zwei in einem unbelasteten Knotenpunkte zusammen- 
stossende Diagonalen erhalten gleiche Querschnitte also auch gleiche 
Werthe ß. Die Querschnitte der einander entsprechenden Stäbe der

bezeichnet und diese
y 2

Zweiter Abschnitt. — § 17.450

Als statisch unbestimmte176. Berechnung von Xa, Xh und X,
Grössen führen wir nicht die Spannkräfte V', Vu', V' in den drei 
überzähligen Stäben v„', v«, v sondern drei Werthe Xa, Xh, Xc ein, 
die mit den Grössen V0', Vu', V' durch die Gleichungen

c*

f; =—
ru' = + xa — xb — xe 
v' = 2 xc

verbunden sind.*) Im Belastungsfalle Xa. = — 1 ist also
f; = +1 v: = — 1 V' = 0.

Dem Zustande Xb = — 1 entsprechen die Werthe
r:= +1 v:=+1 V=o

und der Zustand Xc = — 1 erzeugt
v; = +1 v: — +1 v = — 2.

Die Tabelle I enthält die Werthe Sa, Sb und Se für sämmtlicbe Stäbe 
und man erkennt sofort, dass

s
hab = 2SaSb 0EF

ist, weil sich für die einander entsprechenden Stäbe der linken und 
rechten Hälfte des Trägers gleiche Spannkräfte Sb und entgegengesetzt 
gleiche Spannkräfte Sa ergeben. Weiter findet man

8,, = 2SsS„^- = 0,

*) Vergl. No. 13, Seite 25.
**) Die Querschnittsverhältnisse Fc : F runde man gut ab. Die Einführung 

runder ~Werthe Fc 2 : F für die Diagonalen erleichtert die Rechnung ausser
ordentlich.



b) Diagonalen.

FcY 2 F Y 2  £____ & Sb ScFcY 2 Fc/2 &,___
F s y* Y* Y2 Y2

s
Y2 /2 y2 Y 2.F FF Sc
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Tabelle I.

a) Gurtungen und Ständer.
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oberen und unteren Gurtung unterscheiden sich von einander so wenigT 
dass es stets zulässig ist, ihnen gleiche Werthe FC:F beizulegen. 
Die dritte Spalte der Tabelle enthält die Verhältnisszahlen s : sc, wo 
sc die Feldlänge, d. i. die Länge eines Gurtstabes, bedeutet. •

Mit diesen Bezeichnungen ergiebt sich nun

= ^SaSc------ dr = 8 (ß2 -j- 4 ß6 + 2 ß16 3 ß4
5« r

FFC
4ß8)

Sc
und dieser Werth wird gleich Null sobald

+ ß2 + 4 ße + 2 ßio — 3 ß4 -j- 4 ß
ist, eine Bedingung, welche sich stets durch geringfügige und für die 
Endergebnisse der Untersuchung belanglose Aenderungen der auf Grund 
der angenäherten Berechnung gewonnenen Querschnittsflächen erfüllen 
lassen.*) Die Zahlenwerthe der vierten Spalte der Tabelle genügen 
der vorstehenden Bedingung, und es sind daher die drei Elasticitäts- 
gleichungen von einander unabhängig. Der Einfluss einer im Knoten
punkte m angreifenden Last Pm — 1 auf die statisch unbestimmten 
Grössen ist also

^mb S«c
, X-X = Scc ’§66

und hierein ist, mit den Bezeichnungen
ß3 2 ß5 2 ßj + 2 ß9 = 4h
ß2 4" 4 ß6 4* 2 ß10 = 3 ß4 -j- 4 ß8 = v};2

zu setzen:

= 42+ 4v' + 8 + 42)
sc F

5   "Ç rr2 §hbb-^sb-—
5   Vn! S Fc
^ C C " ’ ‘ ^ c .00 sc F

EFC Ka = 2S2a
Sc 1

7EFe — 4 2 am -|- 4 '/ -f- 8 4i
Sc i

7EFC -—- 4 ^ <xm —J— 4 v —j— 8 (v —j— v ) —f“ 8
Sc i

*) Die zunächst nach der Näherangstheorie berechneten Stabquerschnitte’ 
und die ihnen entsprechenden Werthe a, ß und v sind in der Tabelle VIII zu
sammengestellt worden; Fc wurde gleich 100 qcm gewählt. Es ergaben sich die’ 
nur wenig von einander abweichenden Werthe

ß2 + 4 ße + 2 ß10 = 1,33 + 4 • 2,57 + 2 • 5,66 — 22,93 und 
3ß4 + 4 ßs = 3 • 1,77 + 4 • 4,04 = 21,47.

Der Querschnitt von dQ wurde nun gleich 29 qcm (statt 25) angenommen; sodann 
wurden die Werthe ß, v und '/ so abgerundet, dass sie den Theiler 3 erhielten.

7

Ebenso wurde dafür gesorgt, dass 2 a ohne Rest durch 3 getheilt werden konnte.i
Diese Maassnahmen erleichtern die Zahlenrechnungen, da %
30 getheilt werden müssen.

Y)166und y]160 durcL6«-
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Man erhält

2am = 3,3, 4*i = 21,9, 4»2 = 22,2.

EFC EFC FF05oa = 372,0, 8«= 194,4, hee= 211,2.
5C 5C

EFCAn Stelle der Durchbiegungen §m berechnen wir die Werthe —
Sc

8m,

Ss EFCindem wir die Längenänderungen As

. s Fc 
= S-------—

ersetzen durch AsEF Sc
EFCDen sich hebenden Faktor streichen wir. Zunächst

nehmen wir das statisch bestimmte Hauptsystem auf die in Fig. 421 
angegebene Art gestützt an, berechnen für die Zustände Xa = —1, 
Xh = — 1 und Xc =— 1 die Durchbiegungen 7] und finden dann für 
den im Abstande xm vom linken Stützpunkte liegenden Knotenpunkt m

F '5c

8m 8 j g
l

Die senkrechten Verschiebungen der Stützpunkte A und B stimmen 
mit denen der Knotenpunkte 0 und 16 überein, weil die Ständer 0A 
und 16 B in den hier in Frage kommenden drei Belastungsfällen 
spannungslos sind.

Mit Hilfe der auf Seite 449 abgeleiteten Formeln ergeben sich die 
folgenden Werthe tj.

Zustand Xa = — 1 
■*li« = v' = 1,5

v'— 2 ß2 — ocj
+<,=+«+4'/— 8ß6 — 4a1 + 3(a2—a3) + (a4—a5)
+0«=+« + 4 8 ß10— 4 a, + 4 (a2 — a8) + 4 (a4—a5)+2 (a6—a7) = — 61,0
^1h„=^1io<»+4 vr— 8 ß6 — 4 a4 + 3 (a2 - a3)+ (a4—a5)

2,1
— 18,6

77,5

—h 3 v -f- 4 ß3— (a4 — a2) =+ 10,1**18 « =
■*)t a =+« + 4 v'+ 8 ß7 — 4 (a4 — a2) — 3 (a3 — a4) — (a5 - a6) 

+ 4 v'+ 8 ß9 — 4 (a, — a2) — 4 (a8—a4) — 3 (a5 — a6) 
^,5«='>fln«+4v,+ 8ß5 — 3(a, — a2)— (a3 — a4)

=+ 40,9
=+ 83,7
=+105,3

+ 3v'— 6ß4 — 3ai+ (a2—a3)
+« —+« + 4 V — 8 ß8 — 4 a4 + 4 (a2 — a3) + 3 (a4 — a5) + (a6 — a7)=■— 3 9,6 
+2«='*Î8«+4v'— 8ß8 -4a+4(a2-a3) + 3(a4-a5)+(a6- a7) = — 70,1

9,1
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—5 v —)—8 ß5 3(ax a2) (a3 a4) = + 23,1**I5“ =
^9 « = ^Is «+4 v'+ 8 ß9 —4 (ttj —a2 )—4 (a3 — a4 ) — 3 (oc5—a6 ) = + 6 5,9 
^13a== "^9« 1 ^| 8 ß7 4 (oCj ——oc2) 3 (oc3 0C4) 3 (otg Kg) = —96,7

^16« — %5« = -2a-2(^+(J)2) = - 91,5
1

7j16 = 105,3 — 91,5 = 13,8

Zustand Xb — — 1
fhb = > = 1,5

7]2J = v'---  OCj
^66 — ^2* + a2--- a3 4~a4--- a5 — + 0,8
^lO* — = + °,8, = 7l26 = + 0,5

= + 0,5

Vs* = — v — 4ß3—(a1+ a2)
^ =rl3b — 8ß7—(oc3+a4+a5+a6) = —36,9 
^ii» = ^76 — 8 ß9 — (a7 + a7 + a6 + a5) = — 76,5 

= ^116— 8ß5— (a4 + a3 + a2 + OCj ) = — 95,7

t]45 =— v'+tti — a2 + a3 
Vs» =7Î46 — a4+a5—a6+a7 = —O.8 

= Yl46

v]56 = V + 8ß5 + a1 + a2 + a3 + a4= + 20,7 
^gs = + 8 ß9 + ot5 + a6 + a7 + a7 = + 60,3
''Qis* ''lg» + 8ß7+ a6+ “5+ a4+ a3 = + 88,1

7
%66 —7li56 = 2a + 2^ =

1
^66 = — 95,7 + 47,1 = — 48,6

Zustand Xc — — 1 
= — v' — v = — 2,1 

rl2c = — 2')" — 3 v — '/ — 2 ß2 — a,
^6« —^20 —8 ß6 —(a2 + a3 + a4 + a5) = — 30,2 
^io« — 8ß10 - (a6 + a7 + a7 + a5) = — 77,0
7]i4c = ^ioc— 8ß6 — (a4+ a3 + a2 + otj) = — 97,9

7j3c =v—v—a, + a2 
■*17. = ri3c — a3+a4—a5+a6= + 0,5 
^11, =

— TI11C  a4 + a3  a2 4~ ai = + 0,9

ï]4c = 2v + v + v + 6 ß4 + ax + a2 + a3 = + 17,3 
vise = + 8 ß8 + a4 + a5 + a6 + a7
rU2« — ^8« ~f~ 8 ß8 + a7 + a6 + a5 + a4

9,1

= — 0,7

= — 0,7

47,1

9,3

— + 0,5

— a6 + a5---4" 0,5

= + 52,2 
= +87,1



— 0,013 —0,015 +0,021
— 0,036 —0,077 +0,059
+ 0,027 —0,017 + 0,059
— 0,088 — 0,008 — 0,058
— 0,130 —0,030 +0,132

+ 0,019 
+ 0,018 
+ 0,015 
+ 0.022 
+ 0,232

+ 0,003 +0,016
— 0,009 + 0,027
+ 0,021 — 0,006
— 0,033 + 0,055
+ 0,051 +0.181

— 0,018 
— 0,068
— 0,038 
+ 0,025
— 0,081

— 0,160 — 0,296 +0,168
+ 0,175 -0,010 +0,198
— 0,247
— 0,296 + 0,010 + 0,302
— 0,348 — 0,704 + 0,332

+ 0,032 
+ 0,013
— 0,004 
+ 0,608
— 0,024

— 0,064 + 0,096
+ 0,094 — 0,081
— 0,125 +0,121
+ 0,156 +0,452
— 0.186 +0,162

— 0,232
— 0,104 
+ 0,125
— 0,146
— 0,518

6
7

— 0,250"8
9

10

+ 0,418 +0,030 +0,368
— 0,405 + 0,008 — 0,442
— 0,433 +0,017 +0,441
— 0.469 — 0,923 + 0,441
+ 0,498 +0,015 +0,479

— 0,020
— 0,029 
+ 0,891
— 0,013
— 0.004

+ 0,199
— 0,217 
+ 0,229
— 0,241 
+ 0,247

— 0,169 
+ 0,225
— 0,212 
— 0,682 
— 0,232

— 0.219 
+ 0,188 
+ 0,662 
+ 0,228
- 0,251

11
12
13
14
15

177. Spannkräfte in den Stäben der Endscheiben. Für die
Spannkräfte in den Stäben i\', v0', vu', sx, s2', s3 , s4 der rechten End
scheibe gelten die Formeln
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t]5c == — v' — v -f ocj — a2 + a3 — oc4 = — 1,7
= %.

+ 6?— = v + 2v -f- 2a + 2 +>2 = 50,71
rll6c = 0,9 + 50,7 = 51,6.

Die aus den Werthen Y] berechneten Grössen

+ a5 — a6 = —1,7 
— 1,7+ aG — a5 -j" a4 — a3 —

7

£0* X
Xa + 6«l

X )1 X
Xb = Timb

8* l

)x
Xc = tn c

sowie die in der weiteren Untersuchung gebrauchten Ausdrücke

Yx = Xa + Xh
y2 = xa — xh

sind in der Tabelle II zusammengestellt worden.

Y3=.Xri + Xc 
Yé=Xa — Xc

Tabelle II.

Y4YaXb xe Y2YXam

^ 
05

 tO
 M-



4-0,091 4-0,113
+ 0,200 — 0,049
— 0,151 4-0,069
— 0,047 +0,142
4- 0,023 4- 0.045
+ 0,050 —0,018
— 0,001 —0,001

+ 0,730 +0,236
+ 0,213 +0,695
— 0,221 —0,679
— 0,630 —0,196
+ 0,587 +0.189
+ 0,170
— 0,150 —0,462
— 0.372 — 0,121

+ 0,251
— 0,232 
+ 0,205 
+ 0,608 
+ 0,181
— 0,201 
+ 0,137 
+ 0.375

9 +0,279
10 +0,072
11 — 0,049
12 —0,113
13 + 0,065
14 + 0,032
15 + 0-005

0 542

zeigt Fig. 422; vergleicht man sie mit den im I. Bande auf Seite 529 
nach dem Näherungsverfahren gewonnenen Linien, so findet man eine 
recht gute Uebereinstimmung. Um die Vergleichung zu erleichtern, 
haben wir die Geraden, in denen die Punkte der angenäherten Einfluss
linien liegen, mit eingezeichnet; sie schneiden auf der Senkrechten 
durch A die Strecken 0,25, 0,50 und 0,75 ab.*) Als Lasten sind 
drei- oder vierachsige Lokomotiven von 1,2’" Radstand und 16* Achs- 
druck angenommen worden. Die ständige Belastung beträgt g = 1,67« 
also 3,2' für jeden der Knotenpunkte 2 bis 14 und 2,4' für jeden der 
Punkte 1 und 14. Den Einfluss des Eigengewichts ermittelt man in 
der Weise, dass man

Xag = + 0,20', Xbg — + 5,41‘, Xcg = -f- 6,60'
bestimmt und hierauf die Formeln 1 benutzt. Man erhält auf diesem 
Wege die folgenden grössten Stabkräfte, denen die nach dem Näherungs
verfahren gewonnenen in Klammer beigefügt worden sind.

Vp -f- Vg = — 108,5 — 13,2 = — 122' (— 122')
Kp+ F., = + 42,2 + 1,4 = + 44' (+450
K,+ r„ = + 41,8+ 1,0 = + 42‘ (+ 43‘)

= + 42,5 + 5,0 = + 47,5'(+47,5')
St sin 9 = | r = — 61* (—61').

*) Man achte darauf, dass wir im I. Bande die ,+Linie, jetzt aber die 
St sin 9-Linie dargestellt haben.

V = 

Vu =
K =
S4 sin cp

min min

max max
max

min
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V' = — 2XC, V0'=—Xa — Xb—Xc, Vu'= + Xa—Xb-Xc 
' sin 9 — — S2' sin 9 = + Xc 

S± sin 9 = — S3' sin 9 = \ (B + V') = 0,5 B — Xc,
wo B den Widerstand der rechten Stütze bedeutet. Die Einflusslinien 
für die Spannkräfte V und <S der linken Endscheibe sind die Spiegel
bilder der Einflusslinien der entsprechenden Kräfte V' und S' der rechten 
Scheibe. In der Tabelle III sind die Ordinaten der Linien für V0, Vu 
und zusammengestellt worden. Die sin 9-Linie und die Vu-Linie

Tabelle III.

(1)

Si sin cpSi sin cp V0VuVu v„m m

G
O

^O
S^

^C
O

tO
K
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Die Veher ein Stimmung der genauen und angenäherten Werthe ist 
eine ganz vorzügliche, und es folgt daraus ohne weiteres, dass auch die 
0, U und D nach dem Näherungsverfahren berechnet werden dürfen. 
Wir wollen aber trotzdem die genauere Berechnung auch für die übrigen 
Stäbe durchführen und noch verschiedene Vergleichungen mit den an
genäherten Ergebnissen vornehmen.*)

178. Die Spannkräfte in den Diagonalen ergeben sich aus den 
Gleichgewichtsbedingungen für die einzelnen Knotenpunkte. Für die 
Spannkräfte D2, D3, DA, D5' gelten die Formeln

D2 sin 9 = Do2 sin 9 -j- Xa -f- Xc — Do2 sin 9 -f- Yz
D3 sin 9 = Do3 sin 9 — Xa -f- Xh = Do3 sin 9 — Y2
DA sin 9 = Doi' sin 9 + Xa — Xc = DoA sin 9 -j- K4
D5' sin 9 = Do5' sin 9 — Xa — Xb = Do5' sin 9 — Yx.

Die D0-Linien lassen sich nach dem im I. Bande angegebenen Verfahren 
ermitteln. Fig. 414 zeigt die Einflusslinien für Do2sin9 und Z)o3sin9.

Die übrigen Kräfte D sind durch die Gleichungen bestimmt

D2 = DA , D3 = D5 , Da = D
D6 sin 9 = — D4 sin 9 = D2 sin 9 — P2 

D5 sin 9 — Z>3 sin 9 — P3 
Dg'sin 9 = — D/sin 9 = ^'sin 9 — ~ 

u. s. w.

u. s. w.6 >

D7 sin 9

wo P2, P3 . . die in 2 oder 3 u. s. w. angreifende Knotenlast be
deutet. Die Tabelle IV enthält die Ordinaten der Einflusslinien für 
alle linkssteigenden Diagonalen. Die sin 9-Linie ist in Fig. 422 
dargestellt worden; sie weicht nur unwesentlich von der im I. Bande 
nach dem genäherten Verfahren der Zerlegung des Netzwerks in statisch 
bestimmte Theilsysteme gewonnenen ab. Für die maxD sin 9 ergeben 
sich die folgenden Werthe, denen die nach dem Näherungsverfahren 
gewonnenen in Klammern beigefügt worden sind.**)

*) Herr Professor G. Mehrtens hat in der Deutschen Bauzeitung 1902, 
Seite 75, die von mir im ersten Bande dieses Werkes durchgeführte Näherungs
berechnung als einen „unzureichenden Nothbehelf“ bezeichnet und damit nur 
gezeigt, dass er seihst die Spannkräfte eines derartigen Systems noch nie genau 
untersucht hat.

**) Vergl. Band I, Seite 529 und 530. Die dort angenommene Belastung 
haben wir etwas geändert, indem wir der Einfachheit wegen die Mittelachse des 
Tenders an einen Knotenpunkt rückten.



D2p sin 9 -+ P2g sin 9 = 54,4 +- 6,4 = 60,8* (60,0*) 
Dg sin 9 = 47,8 + 5,6 = 53,4* (52,1e)
D4 sin 9 = 41,3 -f- 4,8 = 46,1* (45,5')
D5'sin 9 = 35,5 -+ 4,0 = 39,5* (39,6*)
D6 sin 9 = 28,1 -j- 3,2 = 31,3* (31,0*)
D7 sin 9 = 22,5 4- 2,4 = 24,9* (24,9*)
D8'sin 9 = 17,9 4- 1,6 == 19,5* (20,2*)
D9'sin 9 = 13,4 -+ 0,8 = 14,2* (16,3*)
D10sin 9 = 10,2 4- 0 = 10,2* (12,4‘).

D2 sin 9 =max ma 1

max
max
max
max

tJ.r

■

+ 0,018 + 0,020 + 0,030 
+ 0,175 + 0,029 + 0,008 
+ 0,024 + 0,109 + 0,017
— 0,009 + 0,013 + 0,077
— 0,004 + 0,004 + 0,015

+ 0,030 + 0,232 + 0,018 + 0,020 + 0,030 + 0,232 
+ 0,008 + 0,022 + 0,175 + 0,029 + 0,008 + 0,022 
+ 0.017 + 0,016 + 0,024 + 0,109 + 0,017 + 0,016 
+ 0,077 + 0,019 — 0,009 + 0,013 + 0,077 + 0,019 
+ 0,015 + 0,019 — 0,004 + 0,004 + 0,015 + 0,0191

179. Die Spannkräfte in der oberen Gurtung. Man erhält,
da 9 = 45° ist,

Ox = St sin 9 — D3 sin 9
02 = 0X •+ J)2 sin 9 — D; sin 9 = 0X — 2D/ sin 9 
^3—^2—2D5'sin9, 0é= 03—2D6sin9, u. s. w.

Tabelle Y enthält die nach diesen Formeln berechneten Ordinaten der 
O-Linien. In Tabelle VI haben wir diese Linien nach dem Näherungs
verfahren berechnet und zwar für eine Lasteinheit von P— 120. Die 
angenäherte Sx sin 9-Linie zeigt Fig. 423; die Werthe D sin 9 sind der 
Tabelle auf Seite 530 des ersten Bandes entnommen worden; sie 
mussten mit 4 multiplicirt werden, da jene frühere Untersuchung die 
Lasteinheit P= 30 voraussetzte. Dieses Näherungsverfahren führt 
ausserordentlich rasch zum Ziele und liefert vorzügliche Ergebnisse. 
Bei der Berechnung von Ox wurden dieselben Achslasten und Rad-
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Tabelle IV.

D2sinç i)3sin<p Z+sincp D5'sin<p DgSkup Z>7sin<p Z>8'sin<p D/sintp D10sin<pin

— 0,015 — 0,004 + 0,004
— 0,077 — 0,014 + 0,009
— 0,017 — 0.110 — 0,024
— 0,008 — 0,029 — 0,175
— 0,030 — 0,020 — 0,018

- 0,004 + 0,004 — 0,019
— 0,014 + 0,009 — 0,018
+ 0,890 — 0,024 — 0,015
— 0,029 + 0,825 — 0,022
- 0,020 — 0,018 + 0,768

— 0,019 — 0,015
— 0.018 — 0,077
— 0,015 — 0.017
— 0,022 — 0,008 
— 0,232 — 0,030

1 — 0,015 
+ 0,923
— 0,017
— 0,008 
— 0,030

2
3
4
5

6 + 0,704 — 0,023
7 —0,010 + 0,608 

— 0,003
9 +0,010 + 0,013 

10 +0,296 + 0,031

- 0,015 — 0,032 + 0,704 — 0,0231— 0,015 — 0,032 — 0,296
— 0,019 — 0,013 — 0,010 + 0,608 — 0,019 — 0,013 — 0,010
+ 0,500 + 0,004 0 — 0,003 + 0,500 + 0,004 0
+ 0,019 + 0,392 + 0,010 + 0,013 + 0,019 + 0,392 + 0,010
+ 0,015 + 0,024 + 0,296 + 0,031 + 0,015 + 0,024 + 0,296

8 0

I 
§

o
tH 

-t—
I

CO
 to

tH vH



0,228 
0,668 
1,102 

4 —0,254
0,149

0,495 
0,754 

8 —0,128
0,117 
0,263

0,313 
12 —0,003

0,054 
0,087 
0,037

1
2
3

6
7

10
11

13
14
15

1,733 1.669
1,848 1,822
1,874 1,882
1,023 1,807
1,025 1,073
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stände angenommen, wie bei der Ermittlung der V, S und D. Die 
übrigen Werthe 0 sind für den neuen preussischen Belastungszug 
(Band I, Seite 338) berechnet worden. Man vergleiche die Figur 422,

Mo.30(120

+ 1611 13 163 6 10O7
n *

,'iüJm
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31
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60]120\ w
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Fig. 423.
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6 — 0,233
0,124 
0,379 
0,505 

10 —0,025

7
8
9

• 0,134 
0,396 
0,824 
1,102 
1,289

0,149 0,613 0,649
0,187 0,231 0,581
0,188 0,220 0,268
0,149 0,187 0,169
0,033 0,071 0,063

11 0,089 
0,171 
0,154 

14 —0,005
0,003

0,689
0,639
0,486
0,195
0,071

12
13

15

1.397
1,452
1,375
1,419
1,361

Zweiter Abschnitt. — § 17.462

in der die Einflusslinien für Ox und 05 abgebildet sind. Alle einge- 
klammerten Zahlen sind Ergebnisse der angenäherten Berechnung. 
Man erhält

= min0lp + Olg = — 85,4 — 12,2 = — 98* (— 95*) 
min02 = — 121,0 — 21,8 = — 143* (— 139*) 
min03 = — 157,9 — 29,8 = — 188* (— 187*)
,m„04 = — 184,9 — 36,2 = — 221* (— 221*) 
min05 = — 204,1 — 39,4 = — 244* (— 245*) 
min06 = — 219,4 — 42,6 = — 262* (— 258*) 
min07 = — 213,2 — 44,2 = — 257* (— 254*).

180. Die Spannkräfte in der unteren Gurtung wurden mit 
Hilfe der Formeln

Ux = S± sin 9 — D3 sin 9
U2 — Ux-\- D2 sin 9 — Z>4 sin 9 = Ux -f- 2 D2 sin 9 — P2 
U3 = U2 -f- 2 P3 sin 9 — P3 u. s. w. 

untersucht. Zur Probe wurde U7 noch mittels der Gleichung
u7 = uo7 — xa +x6 + xc

berechnet. Tabelle VII enthält die Ordinaten der Einflusslinien. 
Man findet

Ulp+ Uu = 70,1 + 9,0 = 79*Ux =
U2= 92,7 + 18,6 = 111* 
U3 = 126,1 + 26,6 = 153* 
C74= 147,8 + 33,0 = 181* 
U5 = 167,1 + 37,8 = 205* 
U6 = 197,7 + 41,0 = 239* 
U7= 215,9 + 42,6 = 258*

max
max
max
max

m ix

Tabelle VII.

Ux U3üt U, U5 Uq u7m
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181. Eine sehr schnell zum Ziele führende angenäherte Berechnung 
der grössten Gurtspannkräfte ist die folgende. Man ermittle mit Hilfe 
der im I. Bande auf Seite 539 abgedruckten Tabelle der grössten 
Biegungsmomente den Werth

MSP 832max 208',
h 4,0

ferner den Werth
M%g _ gl2 1,6-302 = 45'8-4,0

zeichne über der Stützweite l eine Parabel vom Pfeile 45e und stelle 
Mp:h-Linie nach Band I Fig. 526 durch zwei Parabelstücke 

und eine gerade Linie von der Länge 0,12 1= 3,6m dar. Dann setze

h 8 h

die max

m8 m7 Man erhält, Fig. 424:man 07 f’°* =
07 = — 253', 06 = — 252', 05= — 244', 04= — 225',

03 = — 194*, 02 = — 153', Ol = — 100',
das sind Zahlen, die von den vorhin ermittelten nur wenig abweichen.

u. s. w.h ’

$

Fig. 424.

182. Einfluss einer ungleichmässigen Erwärmung. Schreibt 
man allen Stäben der unteren Gurtung die Temperatur tu, den Stäben 
der oberen Gurtung die Temperatur t0 und den Ständern (v) und 
Streben (s u. d) die Temperatur ts zu, so entsteht

s£„ 2S'0s -f- £t0^Sas -j- sts2S0s2&tSas EFC
Xat

ss„2—A
So F

2Sa2-^- 
a EF

wo 2, 2, 2 sich der Reihe nach auf die untere und die obere Gurtung
u o s

und auf die Füllungsglieder beziehen; und ähnliche Ausdrücke erhält 
man für Xb und X,.

Sc

-801'

£5
2

22
5

19
9

15
2

10
0
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Mit Hilfe der Tabelle I findet man nun
0, 2Sas = 0, 25^ = 0,

nos
2Sbs = 2,0, 2Sbs = 2,0, 2^s = -4,
u o s
2Ses = 0, 25cs = 0, 25;*= 0,

mithin
Aa( — 0, Xct — 0

s EFc 210-\- 2 tu — 4 ta
Xbt =

Sc 42a + 4v+8^
i

Für unser Zahlenbeispiel ergiebt sich, wegen Fc = 0,01 qm, sc= 2,0m 
und &E = 2b0*jqm

1,25 (2*0 + 2tu — 4ts)Xbt = 194,4
Macht man die wohl am nächsten liegende Annahme

Y (fo Q

so erhält man Xbt = 0. Nimmt man an: t„ = 0, 4 = 25°, ts=b°, 
so erhält man trotz der sehr ungünstigen Voraussetzung den vernach
lässigbaren Werth Xit = 0,2t. Temperaturänderungen spielen also gar 
keine Rolle.

183. Untersuchung der Durchbiegungen. Uebung saufgab en.
Wir beginnen mit der Berechnung der Biegungslinie für den in Fig. 425

46 16 16 t16 16 16t12* 12 12 12*12 12 1.
r4W -1,2^1,2-

151 162 12122 8 116 10a

Fig. 425.

dargestellten Belastungsfall. Dieser ist so gewählt, dass die vier ver
schiedenen Theilsysteme möglichst ungleichmässig belastet werden. Der 
Strebenzug d2' d± d6' ... . wird sogar nur durch das Eigengewicht be
ansprucht. Die auf die einzelnen Knotenpunkte entfallenden Lasten 
sind, einschliesslich des Eigengewichts, der Reihe nach

11,4* 21,2' 12,2' 3,2' 12,8' 32,0' 12,8' 3,2' 12,2' 21,2' 11,4'; 
sie erzeugen in den Ständern die mittels der Einflusslinien berechneten 
Spannkräfte

V= — 102,0‘, F„ — -j- 24,4', V0 = 28,8'.



Fc ~ 100 qcm

221
244
262
257

108 1,7786
5544 1,77
55 4,0444
2514 4,01

2,0276 95
35 44
35 44
20 25
86 115 
86 115 
67 115 
67 115

2,02
5,66
5,66

— 58
— 46
— 41
— 64
— 59
— 60 
- 62
— 61
+ 43 
+ 37

u i
tt2
U3
Ui
u5
U6
U1

t

b) Diagonalen.

122
42
44
t

8
+ 17

+ 13
— 63 
+ 63
— 31
+ 31

100 1,00 1
0,71 1
0,44 1
0,44 1
0.38 1
0,31 1
0,31 1

79
140111
228153
228181

205 260
239 325
258 325

o i
o.
03
04
05
06
°7
V

Vo

Vu

Die erste Spalte der Tabelle TIII giebt die absoluten Werthe der für 
die Querschnittsberechnung massgebenden grössten Spannkräfte an, sie 
enthält also eine Zusammenstellung der in No. 177 bis 180 berech-

Müller-Breslau, Graphische Statik. II. 1. 30

I125 0,80
180 0,56 
275 0.36
275 0,36
328' 0,30 
328 0,30 
328 0,30
166 0,60 

66 1,51 
66 1,51

qcm

731
831

1 —114
1 1—178
1 I— 198

2011
2071

1 —102 
1 + 28,8
1 + 24,4

t
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Die übrigen Spannkräfte sind mit Hilfe der für die einzelnen Knoten
punkte aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen berechnet und in der 
Tabelle VIII, Spalte S', zusammengestellt worden; sie erzeugen die 
Längenänderungen

S 6'Ab?
FF

Tabelle VIII.
a) Gurtungen und Ständer.

EFcA'sFc S EFcA'sFc sbmax ; F S’ S'hmux : FF FSc Sc Sc Sc

S' EFcA’s 
F :ScY 2 Y2 ScY2
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Sc Y2”
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EFcA's
neten Werthe. An Stelle der A 's wurden die Werthe 

EFcA's
Ÿ2 Sc

nun mittels der in No. 175 abgeleiteten Formeln die Verschiebungen
Y], = 0,5 • 2 (31 + 2) + 37 + 0,5 • 61 = 100,5 
7)2= 1,5-2-31 —j— 0,5 - 2 * 2 — 2*2—(-37 + 1,5-61 + 2 • 70 — l8 

= 280,5
■*)s = 2 (— 31 — 2) + 1,5 -2 (31 + 2) + 37 — 2 -43 + 0,5 -61 + 2 -66

— (18 + 73) = 85,5
y)4= — 2 • 2 - 31 + 1,5 • 2 • 31 + 2,5 • 2 • 2 — 2 • 2 — 2 • 43 + 37

— 0,5 • 61 + 2 (17 + 8) — (18 -f 73 + 66) — 2 • 58 = — 327,5 
vj5= 2- 2 (— 31 — 2) + 2,5 • 2 (31 + 2) — 2 • 43 + 3 • 37 -f 0,5 • 61
,+ 2 (63 + 63) — (18 + 73 + 66 + 62) — 2 (58 + 46) = — 56,5 

ri6 = V]2 — 12*) + 2 (16 + 16) — (73 + 66 + 62 + 61)
+ 2 (— 58 — 46 — 41 — 18) = — 255,5

•o = 7] — 12 4- 2 (64 4- 64) — (66 4- 62 4- 61 4- 60)
4- 2 (— 58 — 46 — 41 — 64 — 18 — 73) = — 519,5

t]8 = y]4— 12 + 2 (13 + 13) —(62 + 61 + 60 + 62)
+ 2 (— 58 — 46 —41 —64 —59 — 18 — 73 — 66) = — 1382,5

bezieh.
sc:

in Tonnen angegeben. Mit Hilfe dieser Zahlen findet man

+ 6 + 4+ 7 + S + •? + /
x

àx^ x^â jßX^

+ 'V ś +>
Ys>

/ ^

,0A A
& ,-s-7 -❖-ff -J* -1\-7

Fig. 426.

Für y)16 ergiebt sich mit Hilfe des in Fig. 426 dargestellten Belastungs
falles der allgemeine Ausdruck
y]16= 7,5 Y2 (As, + As2) — 8 V2Ass—7 Y2 As, + 0,5 Y2 (As'„—As.)

— 8 Av0 + 7 Avu + 7 Ao, + 6 (Ao2 + Ao3 + Ao4) + 5 Ao5
+ 4 (Ao6 + AOrj + Ao7 ) + 3 Aog + 2 (Ao5 + Ao4 + Ao3 ) + Ao2
— 7 (A u1 + A m2 ) — 6 A u3 — 5 (A + A w5 + A u6 ) — 4 A ?/7 

3 (AUrj —{— AUg —J— Au3 ) — 2 Aw4 — (Au3 —J— Aw2 ~Am, )
+ 0,5 Y2 (Ac/3— Arf5 + Acż7 — Acż9 + Adxl — Atf13 + AcZl5)

0,5 2(Ac?2 —A<74 -+Ac?g —Ac?g +^A<77g —A<712 n~4^i4 —Ac?4g )• 
Da nun ein symmetrischer Belastungsfall vorliegt und ausserdem

*) 2 (A — A ©„) = 2 (3743) = — 12.
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As1 = — As2, und As3 =— As4 ist, so geht die vorstehende Formel 
über in
%6= — 8 Ay0+7 A®„+7( + Ao1+Ao2 — Aw3 — Aw4 + Ao5 + Ao6 — Am7) 

-j-8(— A— Ai/2+ Ao3 + Ao4 — A— AUg -|- Ao7) 
+ 0,bY2(+^d3-^d5+ \dr,~ ^d9 + ^(lrl'-^d5'+^d3'):

>1

Die Einsetzung der Zahlenwerthe liefert
t)16= — 8 • 48 -f 7 • 87 + 7 (— 58 — 46 — 66 — 62 — 59 — 60 — 62) 

+ 8 (— 18 — 73 — 41 — 64 — 61 — 60 — 62) 
—J— 0,5 * 2 (-j- 66 —j— 64 —J— 64 — 81 — 81 — 63 — 63) 

Tf)16 = — 6000.d. i. abgerundet
Der mit M= 107,2 ‘ belastete untere Theil des Endständers, dessen 
■Querschnitt 180 qcm beträgt, wird um

Ss ~ 107,2.100—
0,0 3CM*)As EF 2150-180

verkürzt, und es ergeben sich daher die Senkungen 5 der Knotenpunkte 
aus der Formel

E± 0" •—%* -y) + 0,03"”,8„ =

EFC _ 2150 - 100 , 4-.
WO 200So •v; • ^ -, •
Man findet der Reihe nach

8,5m”‘ 10,4mm 10,3mm 16,5mm 18,4mm 19,7mm 15,4
’i L ... . i

5 ==3,1
und erkennt, dass sich bei den unbelasteten Knotenpunkten 4 und 8 in der 

1
■Gurtung Knicke von —

Li

1 I mm

(10,4 + 16,5) — 10,8 = 3,2m"\ bezieh. 19,7

— 15,4 = 4,3mm Pfeil bilden, die bei der kurzen Feldweite genügen, 
um in einer gelenklosen steifen Gurtung erhebliche Biegungsspannungen 
hervorzurufen. Aus diesem Grunde ist das untersuchte Netzwerk nur 
für Träger mit Bolzengelenken zu empfehlen.

Weiter möge noch die Durchbiegung 88 für den in Fig. 427 ab
gebildeten Belastungsfall angegeben werden. Da S8 nur von den Längen
änderungen des den Strebenzug d2', d5', d7', dd' ... . enthaltenden 
Theilsystems abhängig ist, so wenden wir die Formel

s Ai v q' Ss . ;; .... -s:Z\.. *
8 EF . i-'C

.1 '•;>

; • f;

auf die wirklichen Spannkräfte S und auf die Spannkräfte S' in Folge
• ■ . 2fTÏJI3S \ Vg,...- .

*j Es wurde für Flusseisen ~E=2150000 = 2150 łląc,n gesetzt.
30*
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Fig. 427.

17 17

Hierin sind A o, A u, A d, . . . Mittel werthe aus den Längenänderungen 
der einander entsprechenden Stäbe der linken und rechten Trägerhälfte. 
Beispielsweise erfährt der Stab ox durch die angegebene Yerkehrslast 
und durch das Eigengewicht einen Druck von 75‘, Stab o/ einen solchen

von 65*; wir schreiben also beiden Stäben den Druck —(7 5 —J— 65) =70*'
2

zu. Auf diese Weise sind die in die rechte Hälfte des Trägernetzes 
eingetragenen Spannkräfte bestimmt worden. Die für die geneigten 
Stäbe angegebenen Werthe sind noch mit Y2 zu multipliciren. 80 be
deutet die Verkürzung des untersten Theiles des Endständers. Man 
erhält schliesslich

158=23! 7.1300

Die in Fig. 425 dargestellte Biegungslinie lässt, sich durch Hin
zufügung eines Mittelständers, der mit den ihn kreuzenden Diagonalen 
befestigt werden muss, erheblich verbessern. Es werden gewissermassen 
die vier Theilsysteme an der Stelle 8 mit einander verbunden und ge
zwungen, sich bei 8 gleichstark durchzubiegen. Die Berechnung dieses 
fünffach statisch unbestimmten Systems ist ziemlich einfach und keines
wegs zeitraubend, sie sei dem Leser als Uebungsaufgabe empfohlen. 
Mit der Anzahl eingeschalteter Ständer bessert sich einerseits die
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einer am Theilsysteme in 8 angreifenden Last 1 an. Ersetzen wir 
diese Last 1 durch eine Last von der Grösse 8, so nehmen die S' die 
in die linke Hälfte der Figur eingeschriebenen Werthe an und wir er
halten daher
8 5g = 2 As2 [ 1 • A Oj — 7 ( A Og —J- A Og —J— A o4 —|— A Og) —15 ( A Og —|— A Oj ) 

—)— 3 (AMx-f- A Mg -f~ A Mg) —(— 11 (Am4 —J— A Mg —j— A Mg —|— A Uj) 
-j— 4 Y 2 (— A (7g —J— A c74 — A (7 g —j— A (78 ) — A v0 — 3 A vu 
+ 2 A®+ /^(Asj— Asg) — 3 /2(As3—As4)]+80.

-+- / -253 -250 -225 -201 -17Ï -122 -70-15- ?

-7
5
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Uebereinstimmung cler Biegungslinien der Theilsysteme, während anderer
seits die Schwierigkeiten der genauen Berechnung wachsen.

Als weitere Uebungsaufgaben empfehlen wir die Untersuchung 
des in Fig. 429 dargestellten fünffach statisch unbestimmten secks- 
theiligen Netzwerks, dessen Elasticitätsbedingungen sich leicht von

/
< Fig' 423.

1 Fig. 429.

A^sc-
7"

Fig. 430.

Z-

einander unabhängig machen lassen und schliesslich des in Fig. 430 
abgebildeten einfach statisch unbestimmten Systèmes, dessen Hauptsystem 
im Band I, No. 228, untersucht worden ist.

§ 18.

Untersuchung- der Formveränderung eines yiertheiligen 
statisch bestimmten Netzwerks Melirtens’scher Bauart.

184. Die Besprechung des Versckiebungsplanes des in Fig. 432 darge
stellten Netzwerks muss ich durch eine Bemerkung einleiten, die sich auf einen 
zwischen Herrn Professor G. Mekrtens und mir in der Deutschen Bauzeitung 
stattgehabten Meinungsaustausch bezieht.*) Die Veranlassung hierzu gab die im 
ersten Bande dieses Werkes an einem mekrtheiligen Fachwerke Mehrtens'scher 
Bauart von mir geübte Kritik. Ich hob auf Grund einer allgemeinen Untersuchung 
des statisch bestimmten mehrtheiligen Netzwerks und der Berechnung eines Sonder
falles (I, No. 227) hervor, dass der Schlusssatz einer von Herrn Mehrtens über 
derartige Fach werke veröffentlichten Abhandlung in allen Punkten unrichtig sei, 
und betonte besonders, dass von dem seitens des Herrn Mehrtens den Netzwerken 
seiner Bauart zugeschriebenen Vorzüge, alle Lasten gleichmässig über das ge- 
sammte Stabwerk zu vertheilen, gar keine Rede sein könne. Ich zeigte, dass in 
der Diagonale des als Beispiel untersuchten riertkeiligen Trägers sogar eine 
Spannkraft erzeugt wird, die ebenso gross ist, als in der Diagonale eines ein-

*) Deutsche Bauzeitung 1901, No. 80 u. No. 90 und 1902, No. 12.
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spruchung der Wandglieder verbinden müsse. Nach einem erfolglosen Versuche, 
die Behauptung einer gleichmässigen Beanspruchung seines Stabwerks zu recht-
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theiligen Systems gleicher Spannweite und wies darauf hin, dass man mit mehr
teiligen Fachwerken vor allem das Streben nach Verkleinerung der Bean-
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fertigen*), erklärt Herr Mehrtens schliesslich: „Er habe durchaus nicht an eine 
' gleichmässige Spannkraftvertheilung gedacht, sondern die konstruktiven Mängel 
der ungleichmässigen Formänderungen im Auge gehabt, die daraus entspringen, 
dass die einzelnen Theilsysteme der Wand bei den in Vergleich gezogenen un
bestimmten Anordnungen die wandernden Einzellasten nicht gleichmässig über
tragen. Bei der üblichen Zerlegung in Theilsysteme erscheine sogar nur dasjenige 
Wandsystem gespannt, in welchem die Knotenlast P liegt; alle anderen Wand
systeme seien spannungslos.“ Mit seinen mehrtheiligen Wandgliederungen be
hauptet nun Herr Mehrtens, bessere Wirkungen zu erzielen; dass er sich aber 
auch in diesem Punkte irrt, beweist der in Eig. 431 für einen Träger seiner 
Bauart (Fig. 432) — dasselbe viertheilige Netzwerk, dessen Beanspruchung in 
Band I, No. 227 untersucht worden ist — gezeichnete Verschiebungsplan. Die 
beigegebene Tabelle enthält die absoluten Werthe der mittels Einflusslinien und 
auf Grund der im Band I angegebenen Belastungen gefundenen grössten Spann
kräfte S, ferner die Querschnitte und Längen der Stäbe, die Spannkräfte S' in 
Folge der in Fig. 432 dargestellten Belastung (Zugstellung für maxD2) einschliess-

in t:cm. DasS'slieh der Wirkung des Eigengewichts und die Werthe EAs

feste Auflager liegt bei Stütze 0. Die senkrechten Verschiebungen der Knoten
punkte 1 und 2 wurden mit Hilfe der Formel 8 = 12S'As berechnet, ihre wage
rechten Verschiebungen sind Am, und A%-{-Aw2- Zur Bestimmung der Ver
schiebungen der übrigen Knotenpunkte wurde das Williot’sche Verfahren benutzt. 
Als Zeichnungsproben standen die Bedingungen zur Verfügung, dass die gegen
seitige senkrechte Verschiebung der Knotenpunkte 16 und 17 gleich der 
Längenänderung des Stabes 16—17 und die Senkung des Punktes 17 gleich der 
Verkürzung des Stabes 17 B sein muss. Ausserdem wurde die Senkung des 
Knotenpunktes 5 nachträglich noch gerechnet; sie stimmte mit der zeichnerisch 
gefundenen genau überein.

Das Ergebniss dieser Untersuchung ist ausserordentlich ungünstig. Die

grösste Durchbiegung beträgt 43wm, also der Stützweite. Die in Fig. 432

dargestellten Biegungslinien der Gurtungen bilden einen Zickzack, gegen den sich 
die Knicke in der für das unbestimmte System gefundenen und in demselben 
Massstabe gezeichneten Linie recht winzig ausnehmen. Neun Knotenpunkte be
wegen sich aufwärts. Die Strecke, um die Punkt 1' nach oben rückt, ist grösser 
als die grösste Durchbiegung des vorhin untersuchten unbestimmten Systems. Die 
gegenseitige senkrechte Verschiebung der Punkte 1 und 1' beträgt 60

—~ der Stützweite. Und ebenso gross ist auch die gegenseitige senkrechte 
4oü
Verschiebung der nur 4m von einander entfernt liegenden Knotenpunkte 3 und 5. 
Der erste Knotenpunkt neben dem festen Auflager senkt sich bereits um 35m”‘. 
Dies hat eine ganz unzulässige Drehung des Stabdreiecks 0 —15 — 1 zur Folge 
und bewirkt, dass sich der Knotenpunkt 15 um rund 40””" in wagerechter Rich
tung verschiebt. Da nun die wagerechte Verschiebung des oberen Endpunktes 0'

F

d. i.mn

*) S. Deutsche Bauzeitung 1901, No. 80. Dort verlangt Herr Mehrtens, 
dass man eine gleichmässige Vertheilung der Lasten immer dann anerkenne, 
wenn sämmtliche Stäbe an deren Uebertragung theilnehmen, ohne Rücksicht auf 
das Gesetz, das diese Theilnahme regelt und ohne zu prüfen, ob hierbei nicht 
etwa die grösste Unregelmässigkeit herrscht.
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des Endständers verhältnissmässig gering ist, so zeigt der nur 4”* hohe Endständer 
in der Mitte einen Knick von rund 35 
merkwürdigen Biegungslinien wird man unwillkürlich an die bekannte Nürnberger 
Scheere erinnert.

Unsere Untersuchung zeigt, dass der in Fig. 432 dargestellte Träger in 
jeder Hinsicht eine verfehlte Konstruktion ist. Zu den ungünstigen statischen 
Eigenschaften tritt noch — bei der Vergleichung mit dem unbestimmten Netz
werke — trotz der kleineren Spannweite ein Mehrgewicht von etwa 25 v. H., 
ferner der aus der unsymmetrischen Gestalt für Zeichenstube und Werkstatt 
entspringende, die Herstellungskosten unnöthig erhöhende grössere Arbeitsaufwand.

Pfeil. Beim Anblick dieser beiden■

§ 19.

Herleitung- der Biegmigslinien aus den Momentenlinien.

185. Wir schliessen unsere Untersuchung des ebenen Fachwerks 
mit der Angabe eines Verfahrens: die Biegungslinien in der Weise aus 
den Momentenlinien herzuleiten, dass die Ermittlung der Durchbiegungen 
für eine Reihe von Belastungsfällen immer nur die Neubestimmung 
der Momentenlinie erfordert, während alle von den Querschnittsab
messungen und Stablängen abhängigen Grössen nur einmal berechnet 
werden müssen.

Zu diesem Zweck setzen wir voraus, es seien die Stabkräfte durch 
die auf die Knotenpunkte . . . (m — 1), m, (m -f- 1) . . . bezogenen 
Angriffsmomente . . . Mm_u Mm, Mm+U .. . ausgedrückt und auf die Form

-f- 4“ ^mMm -f-...........

gebracht, unter vl> Werthe verstanden, welche von dem jeweiligen Be
lastungszustande unabhängig sind. Es ist dann nach Seite 115 der 
Einfluss der Aenderung As einer Stablänge s auf die Gewichte tv:

, wm-i = 4b»-iAs, wm = <hmAs, wm+l = <h„1+1 As,..........

(1) S =

(2)
Ss gesetzt und S mittels Gleich. (1) bestimmt wird:oder, wenn As
EF

Mn -j- -j- 4b„+i Mm+i . . .)C • •WM_ 1 EF
4b» * (. . . 4>„,-iMm + 'bmMm + 4 1 • • •)wm — m-f-1EF

Bildet man auf diese Weise die Beiträge, welche die einzelnen 
Stäbe zu den Gewichten w liefern, so gelangt man schliesslich zu Aus
drücken von der Form:

Mm.x m
+u'm =



. . . . ß(m+l)m...............

Denn die nach den Endpunkten der Gewichte 
gezogenen Strahlen zerlegen wm in

vom Pole 0 ersetzt.
...........i¥m_i, Mm, M,„
die Abschnitte:

+i>

1_:1 1'Mt V1'.. Mm-7 4-Ai—1 + 1 7
W(m- 1) m a

,\j M^Æ_M7,Ltr 
a + a*7W =—I a'*i sv

\Ł •
KM ::î\kli

«ÜB 1 . fr"I K7
i I J ■ >' ■

|'L,I
s—ML—

- IX-fruijm " ~K '{■ : ---- a —
------Orn^ty-

Y JI .
: «••• 
K-----

k — -* •:«4, u& —- ■ -y
- - a-

»
Fig. 433 c.Fig. 433 b.Fig. 433 a.
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worin die Werthe a von der Gestalt des Fachwerks und den Quer
schnittsabmessungen abhängig sind, nicht aber von dem Belastungs
zustande.

Anstatt nun die Durchbiegungen mit Hilfe eines Seilpolygons zu 
bestimmen, welches mit der Polweite Eins zu den Gewichten w ge
zeichnet wird, kann man auch in der Weise verfahren, dass man das 
Gewicht tvm (und ebenso alle übrigen w) durch die Gewichte

Mm, M,„ +i)
in den Abständen

Vergl. Fig. 433b, in der ein von drei Momenten abhängiges Gewicht w 
vorausgesetzt wurde. Treten negative Werthe o auf, so werden die 
entsprechenden M als negative Gewichte aufgefasst, wie dies die in der 
Regel vorliegende Figur 433° angiebt.

Durch die im Vorstehenden beschriebene Aenderung des Kräfte
zuges ist das gesteckte Ziel erreicht. Die von den Lasten unabhängigen 
Werthe a werden ein für allemal berechnet, und die Untersuchung 
eines neuen Belastungszustandes erfordert nur die Aufzeichnung der 

Momentenlinie. Ein Beispiel möge das Verfahren erläutern.neuen
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 _ 

_Y
 _

 M._
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. f



Für die Diagonale des mten Feldes ergiebt sich:
/ i Mm

' h ,n
—r- Mm - 1 ^ dmDm = hm -1 ■ Xf»

wobei die oberen Yorzeicheii für eine linkssteigende, die unteren für eine rechts
steigende Diagonale gelten. Aus der Gleichung für Dm folgt

Dm dm dm
EFmhtn Xm EFmXmhm

dl dlüdm dm__ ,
hm XmWm = + Mm -1Mm E Fm X m hm — 1 hm

dl dlÜ d m dm Dm dm dmWm - 1 = + Mm -r Mm - 1hm - 1 X.„ EFm hm — 1 X,„ EFm\lhrn-\hm EFrn Xm h l -1

k
r~

+'V 44 ; 
K

I !N ? \i
ł 'mi:

m*r >-• ! >1 .u>
Fig. 434.

w3 = 16,38 M2 
— 9,30 Mi

Stab Uh rtc Fh
0,0240
0,0320

wx = 35,64 Mt 
w3 = 10,77 M3 
u\ = 9,30 M5

0,0160
0,0320
0,0320

MeterI
Dem Untergurtstabe ur entspricht (wegen r* = hk) 

_• MkUh
U'lc EFkhl

qm

d. i.
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186. Zahlenbeispiel. Es liege der in Fig. 435 dargestellte Hauptträger 
einer Eisenbahnbrücke von 36m Spannweite mit 10 Feldern vor.

Die Spannkraft in einem Stabe der oberen Gurtung ist (Fig. 434):
Mm

Om" >, Vtn
und die Aenderung der Stablänge om hat nur Einfluss auf u>m] sie erzeugt:

AOmr- OmOm Mm Om
EFmVl

und man erhält, mit den in der folgenden Zusammenstellung angegebenen 
Querschnittsabmessungen, zunächst für E — l die nachstehenden Beiträge zu 
den Gewichten wu w3. w5.

EFm Vmr,„

Stab FmOm rm
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Dem linken Endständer entspricht
V0h0 Mi hgAft oAfH- alsoF„ = -

und mit — 0,0160 qm:

w i = \ EF0\ FF0\*

Wi = 14,47 M1.
Für den Pfosten mm in Fig. 435 würde man, wenn Km die Belastung des 

Knotens m bedeutet, erhalten:

<<5

0,0210
0,0150
0,0070
0,0060
0,0060

ivx — 28,61 Mi
w,= 49,05 i¥2 — 57,68 Mt - ivt = — 57,68 i¥2 + 67,82 Mi 
w3 = 90,99 M3— 97,80 i¥2; iv2 — — 97,80 M3 +105,11 M2 
m>4 = 120,59 ;¥4 — 128,98 Jf,; w3 = —128,98 1¥4 + 137,95 M3 
w5 — 120,59 ¥5 — 120,59 J¥4; w>4 = — 120,59 Ms + 120,59i¥4

« r*
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2,58 1 1,39 2,58
îh 2/s

U'8 = 3,41 1 1,95 3,41
Î/8 2/9W 9 5,78 1 2,27

2/i 2/32/2
5,78 1 1,95 3,41

_ _ _ y± 2/3 2/4w s 3,41 1 1,39 2,58
2/3 2/52/4

W 4 2,58 1 1,33 2,76
2/4 J/62/5Wh — 2,76 1 1,33 2,76

*) Bei Berechnung von denke man an den Einfluss von D6.
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Mm -f-1 M.m
Vm  -j~ Km   Qm+1   Qm X X

A7/„,
Y A Tim-, Wm-\

A Timmit U'm —U'm+l X X
worein zu setzen:

T mTlm Tim (Mm+l Mm --  Mm-\).A Tim EFl
Eine derartige umständliche Berücksichtigung der Längenänderungen A Ti 

der Zwischenpfosten ist jedoch .im vorliegenden Falle entbehrlich. Man denke 
sich diese Stäbe vielmehr beseitigt, zeichne eine Biegungslinie, welche die loth- 
rechten Verschiebungen der Knoten 1, 3, 5, 7, 9 der unteren Gurtung und der 
Knoten 0, 2, 4, 6, 8, 10 der oberen Gurtung angiebt und beachte schliesslich, dass 
sich die Verschiebungen von zwei durch einen lothrechten Stab verbundenen 
Knoten um die Längenänderungen dieses Stabes unterscheiden (vgl. S. 103).

Die Zusammenzählung der an denselben Knotenpunkten angreifenden Ge
wichte w ergiebt nun:

EF

wx — 35,64 Mx + 28,61 Mx — 57,68 M2 + 67,82 Mx + 14,47 Mx, d. i.
wx = 146,55 Mx — 57,68 M2 und ebenso:
w2 — — 57,68 Mx + 170,54 M2 - 97,80 M3
iv3 = — 97,80 -j- 239,71 Ma — 128,98 M4
tv4 = - 128,98 Ms + 250,48 M4 — 120,59 Mh
wb = — 120,59 M4 -fr 250,48 Mb — 120,59 M6*)

und zwar gelten diese AVerthe für E — 1. AVird beispielsweise E— 1800000h/qcm 
= 18000000*/qm gesetzt, so sind sämmtliche w durch 18000000 zu dividiren. 

Die Momente M werden zweckmässig mit Hilfe eines Seilpolygons auf
die Form

— Hym
gebracht, wo H die Polweite bedeutet. AVird H in Tonnen ausgedrückt, so 
müssen die y im Längenmaassstabe der Trägerzeichnung gemessen und in Metern 
ausgedrückt werden. Die Gewichte w sind Zahlen.

In unserem Beispiele wählen wir für den Träger den Maassstab 1 :400 und 
für die Durchbiegungen den Maassstab 1:1; ferner 11= 135b A Vir müssen 
dann in die für die Gewichte iv gefundenen Ausdrücke setzen:

135 • ym 400 3//mMm 18000000 1 1000
und erhalten:

3 • yx 3 2/2 2/i 2/2wx = 146,55 57,681000 1000 2,27 5,78
und auf dieselbe AVeise:

/
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187. Das in No. 184 beschriebene Verfahren zur Ermittlung der
Biegungslinien gilt auch für den 
Fall beliebig gerichteter äu 
Kräfte, denn seine Anwendung er
heischt nur die Bestimmung der 
Stabkräfte mit Hilfe der “Angriffs
momente. Für das in Fig. 436 
dargestellte Ständerfachwerk gelten 
die in No. 83 und No. 124 abge
leiteten Formeln, die wir hier noch

X sserer'rZrJTTL^
<2, hl.,

y*7/ Vm 1.1;
tt«-’

; JL 711+1i.h,.. i...--"

. y. IV
m-t

einmal übersichtlich zusammenstellenV

Fig. 436. w ollen.
Ml Ml -1; £2 = +(1) Om gültig für Fahr

bahn oben und 
Fahrbahn unten.

hm cos ßm ’
Ml Ml.,

cos
Ml Ml_i

(2) Dm cos çm
hm K hm K-x—1
Ml., Mltim. (Fahrbahn oben.)(3) Vm = ł\m 11 m
M*h"mh MT

An» - - <i;;
m-f-1 (Fahrbahn unten.)(4) V ==r m ; m +1

und h"Die Strecken li sind durch die Verlängerungen von 
Om und Um+l bestimmt. Aus den Gleichungen 1—4 ergeben sich die 
folgenden Einflüsse der Längenänderungen A o„„ A um, A dm, A hm auf die 
Gewichte wm

m+1in- 1

A UmA om gültig für die 
Biegungslinien 

der oberen und 
unt. Gurtung.

wm — ; wm-\ =h„, cos ß,„ flm-x COS

A d,H A dm
wm — —. Wm. 1 = —K ’ -i

Zweiter Abschnitt. — § 19.478

Die in den Nennern stehenden Zahlen gehen die Polwerten « der Gewichte y 
in Metern an, sie werden im Maassstabe 1 :400 aufgetragen.

Nach Erledigung dieser vorbereitenden Rechnungen, welche für jedes 
Fachwerk nur einmal auszuführen sind, ist man im Stande, die Biegungslinien 
I, II, III .... für irgend einen Belastungszustand schnell aus dem die Mo- 
mentenlinie vorstehenden Seilpolygone abzuleiten.

Die Richtung der Seite I wird willkürlich angenommen. Mit Hilfe von 
y1 und y2 wird die Richtung der Seite II festgestellt, hierauf mittels yu y2- y3 
die Richtung von II u. s. w. Man vergleiche Fig. 435d, welche durch wieder
holte Anwendung des in Fig. 433° dargestellten Verfahrens entstanden ist und 
einer weiteren Erläuterung kaum bedarf. Die Punkte 1, 2. 3, . . . dieser Figur 
sind in so grossen Abständen von einander angenommen worden, dass die den 
einzelnen Knoten entsprechenden Kräftezüge ym.i, ym, y,n+i gut überschaut 
werden können.

\
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A Jim
wm-\ — + nur für die Biegungslinie der oberen 

Gurtung gültig.A hm h'm — 1wm

A hmh"m-flivm
V»+l
A lim

nur für die Biegungslinie der un
teren Gurtung gültig.

Am+1. . . ,. ■;> , .‘«v. v . . . - , - ' ^ ■
Mit Hilfe dieser Gleichungen ist es möglich, die Gewichte ivm durch 
die Momente M° und Mu auszudrücken.

i
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Untersuchung' einer Eisenbahnbrücke

Fig 240.

4 4 4 44

Fig. 238.
Volle Stabquerschnitte in qcm .

Fig. 239.
SUiblänym. in* dm*.

91 91 16 119 ui 20 20 20 20206 4j2£ d 4R•&> I- 46 119 | «?e 2 *>H»Ö 17fe cs
4 4i

4

f t r f f ? ? ? y 20m15Längenmaafsstab 1:20.

Kräftemaafsst. 10™™,l,5t\n.

Kräftemaa/'s- ( P- 1l- 25 

Stäbe für die Jp-Q ! ? ft f K 1 ff?
FinflassUnien I Ra , , ■ f f

(7 / - f r f tf ? f ? 1.70 11 1

fV .... ! i
*4

/ö^i__ f 1__ LI ! <f ?

!

ägern. (Seite 224-). Tafel 3.

Fig. 241.

2 3 59F il4\5 ?4V 3,0™

u OOPOj o i o O ! O io,£ A X.

i

Der äif Fläche entspricht 
\ J. P q =93, 2

1 + ! - 2'
13'

ff !
io ,0,

1/^.4 = /. 52 
r*-/.Vv-t.9 

' i 2 Pq = 28, 5

70 Fläche Q.._..Q|_Q

4 3‘ ■ 1/
Fig 242.Ö

iitlA» ami Pads fände
4--^P- -->|c- /, 5 -x- /. 5 >k- 1. 5 ->j

I
L"

1. \. i
9,Sl 9,51 9,5 \JU**h°-=2,21

I r3

j iPq .19,3

Uiu''u °|9 9

! ? K ! i. 4
Q.... Q-l-PTender

;
I:ju-.IL-9L-.3_

h, 2.1 7
zPq-9.8
I Pq - 23. 7

.!

\ U,.= Fläche : jn-9s. = 3,3i 
lPq-9,0 
2 Pq = 12,0

-Q—Qj—Q------- i
î I; I!

ju-ÿt.-iA- Łh, 1.9 7
lPq-7,3 
iPq- 13.9 Us = Fläche* 9° - 5,oo 

rs
ĄlPlJ-3. 2

! iPq-5,9

jo-
QXLOiÜÎ

Q. j..Q.

ju..ijt.*d.i hs 0,9 3 
lPq-9.9 
lPrj-19.1 44! 0, = Fläche

4 \je-Ma-Ul = 5,oo

siPq-O 
2 Pq ‘8,9

_ Il JL l .
O O Ó5 Pr)-1,9 

2 Pq -10,5

ßaumgärtner’s Buchhandlung, Leipzig:

-15.8

Sp
an

nk
rä

fte
 S

 in
 T

on
ne

n

’O

.«
5

3.
0™

-.-
Ą

r H16™2.
9™

44h—

^4
^

■
t* i

1.
36

1.
09

0; 
7»

»f'O

4

K
)

4U
-_____

4k
-------

»?
>■

-—
a\



A
r v

%

( Ni '
-i■

< :: -v

f' / ■v

Â>
în>

■V

"'~M

#u p%
:2£

*

!
s-

*
f

i
:
!

ij

!

s‘î:
!

n

1 1

v&
æ*

2K
:-

---
---

---
---

---
---

-j—
i—

üi

P w
m

m
m



Fig*. 245.r
3Ul im illo ill 2 (3) 3t T

iPla 3
2,SS w

w
\f Fläche 1:100

K 11\
*0,45

qJ 7#*‘
! I Pi j = 35,2

0 0 oi i '

o o o
VerJehiebungsplan fän den Zustand H=

iA

r
= 2200

À3l
iT TX

X i; Fläche vp 1
\“ = 3tTo-0’50

* IPo-5.9
j 2 Pr) = 30,9

x5b£.:Yoo...—tfeU2"fiO ÜPrf
/ \

4IL i

i
t’ = Fläche

\'U/*Î%'0‘5*
:-.-LJpO £ Pi) *2.3

j I Pij *26,6

Qür^üi'i'i'Q' I1 -. $aa -o- 'jI
46 o!ó ‘ -

4
4Fig-. 246.

Spannkräfte in Tonnen infolge H= -1 

-2.33

\3i\

&
/

$- /, /« - 5,00-0. W -0,00
X\tß>-\°'50

m-u\
lP\*26,'f

~TX5T^TTTöö” %\V3 = Fläekp ’s, »! rf» /O 10 § -00* Jf 2’p 3&—trörü ü MV%\

l,
Fig*. 247.

längenänderungern in dm fur E-1 und infblge H= - / 
-os,s

IV' |>
'

?3
N1 «-18.3 -61.3 -10,2 - 87,1

t r-^N
; »

}P\ - /*,»
lP’r"8.8

% 4\ö> >"\ C*J
*87.159,1

I!■ ■foéd
-------------i_—

A (3)IĄ Fläche
!i

i , JL
O O ö f.Hljljjjljfjf '0' Ô Ô

\üt' »*
w

h0 l 5 Tonnen.I f .4—JT*»'
(5/rvKräftemaafs =

.stöÄe /&>»die P,6,5t=lf 006■?....y/ 0/2345 
-i., i .1 llaafistaJ) für die Verschiebungen (1000 = £0 "“PT , , . . f, . .Si

5ooosooo 3000 wooEinflufsliniem. 1000 500 10001f....y : » ? f f . . . wP-0,5Ł=f t-w-J

Fig: 244.
t 20,0^

/?,oo *1r Ą50 »j
: 6>7

NA p.

§ p !: 200.
$>S.J V

Pkq.±-..^A f T
i

'i

v> " t,;r: /

ÂÊ1. 2 SS - "3.0 ' ^AA'

* ,0

U-TS
B)-Fläche

i x-tf-«»
Q 1 y 2 Pi) =23.7

*-"V'
y ■ Y-

i _

!,

If Fläche

W in n n n'\ o 
I pop i I i

i/ \. 1
iPtj-W.O 

J Pr) = 5,9
ó -xt-

/
/20,00-6'S7^5 73.0

Jf Fläche

-JJf lPr, = lS.O
i lPV -2.3

N1_ __

Untersuchung* einer Eisenbahnbrücke mit Bogenträgern (Seite 224). Tafel 4.
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Kette, versteift durch einen Balken. (Seite 282). Tafel 5.Fig. 291.Fig'. 290.
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Eisenbahnbrücke mit zweitheiligem Fachwerk. (Seite 140).
Fig. 403.

Tafel 7.
Figi 397.
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